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Verbesserungen zu II C 3, L. Lichtenstein. 

p. 229 Z. 3 v. u. Dn(l, (Xl' ••• an) > 0 statt Dn(l, ai' ..• a,,) ~ O. 
p. 230 Z. 1 v. u., p. 231 Z. 1 v. o. des Haupttextes: positiver statt nicht negativer. 
Zu Nr. 21 und 22: P. Levy hat seine Erllebnisse uber das asymptotische Ver-

halten der Greenschen Funktionen am Rande des DefinitionBgebietes aus­
fiihrlich in Acta Math. 42 (1919), p.207-267 verofi'entlicht. Nach P. Levy 
bedarf die Formel von Cisotti (p. 252) einer Verbesserung. 

Zu der Arbeit von Bieberbach, p. 363, 592b) vgl. Bemerkungen von Bieberbach 
in dem Autoreferat F. d. M. 46 (1916-1918), p. 548, sowie eine demnachst 
in den Math. Ann. 90 erscheinende Arbeit von Rados. 

p. 372 Formel (1): 1-IZI statt 11 - Z(z) I. 
p. S75, 6S6): DurchmesBer statt La.nge. Vgl. R. Courant, Gott. Nachr. 1922, 

p. '69-70. 

Beriehtigungen zu II C 4:, L. Bieberbach. 

p. 385 Z.4 v. o. lies: mussen, 6, 1) statt mussen. Zuzufiigen 6, 1). Einige der­
selben kommen mit geringeren Voraussetzungen aus und sind in ihrem be­
wuaten Abweichen von dem Riemannschen Beweisgang als Vorlaufer des 
modernen Beweises anzusehen: O. J. Malmsten, Svenska Akads. Forhandl. 
Bd. 6 Nr.3 (1865), G. Mittag-Leffler, a) Svenska Vet. A.kads. Oversikt 1873, 
b) Beweis fUr den Oattchyschen Satz Gott, Nachr. 1875, p. 65-73, Briot et 
Bouquet, Thaorie des fonctions elliptiques 2. ed., Paris 1875, p.128-132. 

p.410 Note 62) zuzufiigen: P. Montel, a. a. O. 77, 1); G. Julia, a. a. O. 81, 1); 
G. Valiron, a. a. O. 151 c) und Le theoreme de M. Picard et les generalisa­
tions de M. Borel, Paris C. R. 168 (1920), p. 167-169. 

p. 412 Note 68 lies a statt ao ' 
1 

p. 413 Mitte lies 1 statt (-lr; Z.3 v. u. lies 1'~(AI)fi; Z.2 v. u. hinter sein 
einzufiigen: Das ist die wahre Schranke. Note 6911.) zuzufiigen: P. Montel, 
a. a. O. 77, 1). 

p. 415 Z. 5 v. o. lies log K(ao ' Q) statt K(ao' (l). Am Schlua von 18. zuzufugen: 
P. Mantel 77, 1) hat gezeigt, daa sich die Borelache Methode 68) zu einem 
Beweis des Schottkyschen Sabes verwenden lii.L\t. Zuzufugen 77, 1) P. Mantel, 
Sur les familles normalea des fonctions analytiques, Ann. Eo. norm. (3) SS 
(1916), p. 223-302. Vgl. hierzu ferner die in 62) und 65) genannten Arbeiten 
sowie: De la Vallee Poussin, Demonstration simplifiee du theoreme fonda­
mental de M. Montel sur les familles norm ales de fonctions. Ann. of math. 
(2) 17 (1915), p. 5. 



Berichtigungen zu II C 4, L. Bieberbach. xv 

p. 416 Z.3 v. u. zuzufiigen: E:r hat ihn spater 809) auf die Umgebung einer wesent­
lich singu1aren Stelle ausgedehnt. Die Zah1 der Ausnahmewerte ist da Min 
(311, 2,,1). Note 80: Zuzufiigen q): Paris C. R. 170 (1920), p.1557-1560; 
171 (1920), p.157-159; Th. Varopoulos, Paris C. R. 171 (1920), p.991-992. 

p. 417. Ende von 19. zuzufiigen: G. Julia 81,1) hat gezeigt, dati es bei jeder 
ganzen Funktion beliebig schmale an passende Kurven ange1ehnte Winkel­
raume gibt, in welchen die Funktion jeden Wert mit Mchstens einer Aus­
nahme unendlich oft annimmt. Das Hilfsmittel der Untersuchung ist die 
Theorie der norma1en Familien. Mit ihrer Hilfe hat Julia entsprechende 
tiefgreifende Untersuchungen auch uber den Wertevorrat angestellt, den eine 
ganze Funktion in gewissen gegen unendlich sich haufenden diskreten Ge­
bieten annimmt. Sie gehen aus einem derselben durch Multiplikation mit 
gewissen Za.hlen 6, hervor, fiir die 16,1-HXl gilt. Zuzufiigen: 81,1) G. Julia, 
Paris C. R. 168-170 und ausfiihrlicher: Sur quelques proprietes nouvelles 
des fonctions entieres ou meromorphes. I, II, III, Ann. ec. norm. III 36 (1919), 
p. 93-125; 37 (1920), p. 165-218; 38 (1921), p. 165-181. 

p.422 Note 90 zuzufiigen: Nahe damit verwandte Untersuchungen finden sich 
gleichzeitig bei G. Valiron, Remarques sur Ie theoreme de M. Picard, Bull. 
sc. math. (2) 44 (1921), p. 91-104. 

p. 424 Note 95 zuzufiigen: Zu dieser 1etzteren Arbeit vgl. man die Bemerkungen 
von Fatou, Paris C. R. 168 (1919), p. 501-502. 

p. 425 Z. 1 v. o. Das Wort wahrscheinlich ist zu streichen. Am Ende von 25. 
ist zuzufiigen: F. und M. Riesz 8B) zeigen die Existenz der Randwerte bis 

2n 

auf eine Nullmenge fiir Funktionen f(z) , deren JI f(rei'P) I dcp im Einheits­
o 

kreis beschriinkt ist. Note 96 zuzufiigen: Hier ist der Satz endlich bewiesen. 
p. 428 Note 107 zuzufiigen: P. Montel, a. a. O. 77, 1). 
p. 442. 3t>. Z. 2 hinter Arbeiten einzufiigen: insbesondere die von Borel. 112) 

Z. I) lies: entwickelt.147, 2) Zuzufiigen 147,2) G. Remoundes, Paris C. R. 170 
(1920), p.829-832. Th Varopoulos, Paris C. R. 171 (1920), p. 613-614. 

p. 443 Z. 4 lies Hadamard (Paris C. R. 104, p.1053; Borel, fonct. entiel'e8, p. 3(4); 
lies: A(r)derpositiven Werte. Z.5lies: lamlrm~4 Max(0,.A(r»-2?R(ao)' 

Z.8 lies: .A(r);5M(r). Z. Ii lies: .A(r)5M(r). 151,1) zuzufiigen c) Les tMo­
remes generaux de M. Borel dans 1a theorie des fonctions entieres, Ann. Ec. 
norm. III 37 (1920), p. 219-253. 

p. 445 Ende von 36. zuzufiigen: A us Beiner Tb.eorie der nOl'ma1en Fuuktionen­
familien ha.t P. Montel 77, 1) die Theorie der ganzen Funktion endlicher Ord­
nung entwicke1t. 

p. 464 Note 194 zuzufiigen: J. Soula, Paris C. R. 171 (1920), p. 641-643. 
p. 465 Z. 10 v. o. lies: singular, wenn die a, ~ isoliert sind .. 
p.466 am Ende des kursiv gedruckten zuzufiigen: J. Soula l98) hat gezeigt, dafJ 

man in c) statt einer ganzen Funktion irgendeine bei IV = 0 und bei den 
IV = a~n) reguliire Funktion nehmen kann. Note 198 ammfiigen: J. SouZa, 
Paris C . .R. 171 (1920), p. 614-616. 

p. 468 Note 202. Die hier erwahnte Behauptung iat, wie Herr P61ya bemerkt 
hat, unrichtig. 

p. 479 Z. 10-12 v. o. der Satz "Chapman ... seien" ist zu streichen. 



XVI Berichtigungen zn II C 4, L. Bieberbach. 

p. 492 Z. 2 v. u. lies: gezeigt. 271,1) Zuznfugen 271,1) Notwendige und hinreichende 
Bedingungen fur den analytischen Charakter der Reihensumme hat auch 
J. Wolff angegeben. Paris C. R. 169 (1919), p. 566-569. 

p. 495 Z. 4 v. o. lies: einer, im AnschlllB an Hilberts 17&, I) Arbeiten iiber das 
Dirichletsche Prinzip (1900) namentlich... Zuzufiigen 275, 1) Hier tritt 
der Gedanke der Auswahlkonvergenz zum ersten Male auf. 

p. 501 am Ende des ersten Absatzes anzufiigen: O. OaratModory'91) gibt ein dem 
Schwarsschen analoges Lemma an fiir den Fall, daB f(s) statt einem inneren 
Punkt zwei Randpunkte, z. B. + 1 und -1, festlaBt. f(s) nimmt dann in 
jedem zur reenen Achse symmetrischen Kreisbogenzweieck mit den Ecken 
1 und - 1 nur Werte aus dieser Sichel an. G. Julia 191,1) endlich betrachtet 
den Fall, wo f(z) nur einen Randpunkt, z. B. + 1, festliHlt. Dann gilt 
folgendes Lemma: w = f(s) sei in lei < 1 regular. Es sei daselbst If(s) 1< 1, 

f(s) = 1 und es existiere f'(1) = lim f(1 + h~ - f(l) iur 11 + hi < 1, dann 
h~O 

. l-ww 1 l-sz 
1St 11 _ w I' > 1«1) 111 _ z I" . Zuzufugen 292, 1) G. Julia, a) Memoire sur 

l'iteration des fonctions rationnelles, J. de math. (8) 1 (1918), p. 47-245. b) Ex­
tension nouvelle d'un lemma de Schwarz, Acta math. 42 (1920), p.349-355. 

p. 503 Z. 4 v. u. lies: gegeben, und nicht ane Null. 
p.504 Z. 1 v. o. lies: 1n~n statt n. 
p.505 Mitte lies: ist durch Bohr 803) im negativen Sinn erledigt.80I) 
p. 506 Mitte lies: 1899 statt 1895. Streiche: Nach Hurwits. Lies: Sie findet 

sich ... Jacobi. 80D) Streiche Note 308. 
p. 509 in der letzten Formel sind unter dem arcsin Zahler und Nenner zu ver­

tauschen. 
p. 526 Ende von 70. anzufiigen: G. Julia hat gezeigt, daB die hier fiir den Re­

gularitatsbereich einer analytischen Funktion angegebenen Eigenschaften 
auch denjenigen Bereichen zukommen, in welchen Familien von analytischen 
Funktionen mehrerer Variablen normal sein konnen. Hier erweisen sich 
jene Eigenschaften Bogar als hinreichend zur Charakterisierung solcher Be­
reiche. 869,1) Zuzufiigen 369, 1) G. Julia, Sur lea familles de fonctions de 
plusieurs variables, Paris C. R. 170 (1920), p. 791-793,875-877,1040-1042, 
1234-1236, t363-1365. 

p. 527 Z. 12 lies: zweidimensionale Ebene. 
p. 530 Z. 10 v. u. einzuschalten: "Ihre Resultante sei von Null verschieden." 
p. 531 Z. 11 v. o. hinter Entwicklung einzufiigen: "Deren Resultante sei von Null 

verschieden." Z. 1 v. u. hinter Bereiche einschalten: "durch am Rande noch 
regulare Funktionen". 

p. 532 Note 383 hinter der Arbeit von T. Levi-Oivita einschalten: O. Segre, Le 
rappresentazioni reaH delle forme complesse egli enti iperalgebraici, Math. 
Ann. 40 (1892), p.413-467. E. Study, Sugli enti analitici, Pal. Rend. 21 
(1906), p. 345"':"359. Die drei letztgenannten Arbeiten enthalten Satze iiber 
analytische Mannigfaltigkeiten, die bei Study zu voller Allgemeinheit aus­
gereift erscheinen. Dieser Arbeit, welche in Verallgemeinerungen der Sehwars­
schen SpiegelungBsittze gipfelt, wohnt eine besondere grundlegende Bedeu­
tung inne. 
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IN MUNCllEX. IN KARLSRUHE. 

Inhal tsubersich t. 
Einleitung: Historisches. 
1. Potenzreihen. Der Konvergenzkreis. 
2. Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise. 
3. Weitere Fundamentaleigenschaften von Potenzreihen. 
4. Rationale Funktionen und rekurrente Reihen. 
~. Der allgemeine binomische Satz. 
6. Die Exponentialreihe. 
7. Der natiirliche Logarithmus und die allgemeine Potenz. 
8. Die logarithmische Reihe. 
9. Die Berechnung der Logarithmen. 

10. Die Funktionen sin x und cos x. 
11. Die zyklometrischen Funktionen. 
12. Unendliche Produkte fiir Bin x und COB x. 
13. Partialbruchreihen fUr tg x, cot x, cosec x, Bec x. 

14. Potenzreihen fiir tg x, cot x, cosec x, sec x, 19 sin x, 19 cos 1lJ. 
x 

15. Die hypergeometrische Reihe. 

Literatur. 
Lehrbucher. 
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1828) und von C. Itzigsohn (Berlin 1885). (Die Originalausgabe zitiert als 
Cauchy An.) 

- Resumes analytiques .. Turin 1833 (= Oeuvres (2), 10). 
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Rudolph Lipschitz, Lehrbuch der Analysis; 1, Grundlagen der Analysis, Bonn 1877. 
J. Thomae, Elementare Theorie der analytischen Funktionen, Halle 1880; 2. Aufi. 

1898. 

Richard Baltzer, Die Elemente der Mathematik 1 (7. Aufl.), Leipzig 1886. 
Otto Stolz, Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik 1, 2, Leipzig 1885-86. (Zitiert 

als: Stolz 1 bezw. 2). 

- u. J. A. Grneiner, Theoretische Arithmetik, Leipzig 1902. (Zitiert ala Stolz­
Gmeiner A.) 

- - Einleitung in die Funktionentheorie, Leipzig 1902, 1904. (Zitiert als 
Stolz-Gmeiner F.) 

A. Capelli-G. Garbieri, Analisi algebrica, Padova 1886. 
A. Capelli, Istituzioni di analisi algebrica, Napoli 1902 (3. Auf!. , 4. unter der 

Presse). 

Jules Tanne1'Y, Introduction a. la theorie des fonctions d'une variable, Paris 1886. 
2. ed. 1, Paris 1904. 

Otto Biermann, Theorie der analytischen Funktionen, Leipzig 1887. 
- Elemente der hIlheren Mathematik, Leipzig 1895. 
Salvatore Pincherle, Analisi algebrica, Milano 1893. 
- Lezioni di algebra complementare. I. Analisi algebrica, Bologna 1906. 
Joseph Bm·trand et Henri Garcet, TraiM d'algebre 2, Paris 1894. 
Ernesto Cesa1'0, Corso di analisi algebrica, Torino 1894. - Deutsche Ausgabe 

von G. Kowalewski unter dem Titel: Elementares Lehrbuch der algebraischen 
Analysis und der Infinitesimalrechnung. Leipzig 1904. 
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I. Elementare Algebra und Analysis, Leipzig 1903. 

Alfred Pringsheim, V orlesungen liber die elementare Theorie der unendlichen 
Reihen und der analytischen Funktionen. (In Vorbereitung.) 

(Die englische und amerikanische Literatur Bcheint keine LehrbUcher liber 
algebraische Analysis zu enthalten. Allenfalls ware der 2. Band von Ohrystals 
Algebra hierzu zu rechnen. 1m librigen verwenden die englischen und ameri­
kanischen Mathematiker auch in relativ elementaren Darstellungen stets die 
Hilfsmittel des "Calculus" d. h. der Differential- und Integralrechnung. So z. B. 
T. J. Fa Bromwich, An introduction to the theory of infinite series. London 
1908. - Willian~ F. Osgood, Introduction to infinite series. Cambridge Mass. 
1897 [2. Aufl.. 1902].) 
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Monographien. 

(Jean Eobert Argand) Essai sur une maniere de representer les quantites imagi­
naires dans les constructions geometriques. 1" ed. (sans nom d'auteur) Paris 
1806. 2" ed. (par J. Hm"iel) , Paris 1874. 

Bernhwl'd Bolzano, Der binomische Lehrsatz und als Folgerung aus ihm der 
polynomische und die Reihen, die zur Berechnung der Logarithmen und Ex­
ponentialgroJ3en dienen, genauer als bisher erwiesen, Prag 1816. 

d· R'h + m + m (m - 1) 2 + N. H. Abel, Untersuchungen tiber Ie ei e 1 T X -1-. 2- x .. " 

herausgeg. von A. Wangerin (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, 
Nr. 71, Leipzig 1895) (= J. f. Math. 1 (1826), p. 31 = Oeuvres ed. Sylow-Lie 
1, p. 219). 

Einleitung: Historisches. Nachdem man gegen Ende des 
17. Jahrhunderts mit Hilfe der Differential- und Integralrechnung die 
allgemeinen Grundlagen fur eine Theorie der elementaren transzen­
denten Funktionen gewonnen hatte, machte sich schon sehr bald das 
Bestreben geltend, diese Theorie im Anschlusse an die Arbeiten der 
iilteren Analysten ohne Benutzung des Inflnitesimalcalciils durch wesent­
lich algebraische Methoden zu begriinden. Eulers introductio in ana­
lysin infinitorum (1748) ist der erste systematische Versuch zur Er­
richtung eines derartigen Lehrgebaudes, das sofort durch den von 
Euler entdeckten Zusammenhang zwischen el;i und cos ;, sin ;, somit 
schlie.Blich durch die prinzipielle Einfuhrung des gleichfalls der Al­
gebra entlehnten Imaginaren in die Analysis gegeniiber den syste­
matischen Darstellungen der ausschlie.Blich mit reellen Verander­
lichen arbeitenden Infinitesimalrechnung seinen besonderen Charakter 
erhielt und spaterhin im Gegensatze zur letzteren als algebraische 
Analysis bezeichnet wurde. Gelang es auch Eulers rechnerischem 
Genie, zahlreiche in der angedeuteten Richtung erwachsende Pro­
bleme mit gliicklichstem Erfolge zu behandeln, so blieb doch die 
strengere Begriindung seiner zumeist durch rein formale Ubertragung 
algebraischer Methoden auf sogenannte unendliche Algorithmen ge­
wonnenen Resultate einer spateren Periode vorbehalten. Die ent­
scheidende Wendung beginnt erst mit Oauchys Analyse algebrique 
(1821), einem auch fur die Gegenwart in vieler Hinsicht noch muster­
giltigen Werke, in welehem neb en dem Bestreben nach strenger Be­
handlung des Grenz- und Stetigkeitsbegriffes die konsequente Aus­
dehnung des Funktionsbegriffes auf komplexe Veriinderliche charakte­
ristisch hervortritt. Weitere erhebliche Fortschritte bringen Abels 
Abhandlung liber die Binomialreihe (1826) und Oauchys Resumes 
analytiques (1833). Sucht auch - unter dem Einfiusse der sogenannten 

1* 
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kombinatorischen Schule (Hindenburg, Eschenbach, Rothe) zumal. in der 
deutschen Lehrbuchliteratur (Ohm, Dirksen, Stern) - noch bis liber 
die Mitte des 19. Jahrhunderts hinaus neben der durch Oauchy und 
Abel inaugurierten kritisch-exakten Behandlungsweise (SchlOmilch) und 
teilweise im bewuBten Gegensatze dazu eine Weiterbildung des Euler­
schen Formalismus sich geltend zu machen, so gewinnt jene erstere 
doch schlieBlich die Oberhand und wird namentlich durch den EinfluB 
von WeierstrafJ'Vorlesungen zur Vollendung gebracht (Lipschitz, Stolz). 
Freilich erreicht die algebraische Analysis damit gewissermaBen auch 
ihr Ende: sie geht in der von WeierstrafJ geschaffenen elementaren 
Theorie der analytischen Fttnktionen auf. Will man heute iiberhaupt 
noch von del' Sonderexistenz einer algebraischen Analysis reden, so wird 
man sie allenfalls als eine Vorstufe ZUl' WeierstrafJschen Funktionenlehre 
auffassen konnen und ihr etwa die (besser als Gegenstand der "all­
gemeinen Arithmetik" zu bezeichnende) Lehre von den unendlichen 
Algorithmen (mit konstanten Termen) und von den allgemeinen Eigen­
schaften der Potenzreihen, sowie eine Anzahl spezieller Methoden zur 
Darstellung del' Elementarfunktionen durch unendliche Reihen, Produkte 
und Kettenbriiche zuteilen. N achdem nun die Lehre von den unend­
lichen Algorithmen mit konstanten Termen angemessener Weise bereits 
in dem der At'ithmetik und Algebra gewidmeten Bande del' Enzyklopadie 
(unter I A 3 und I G 3: P1'ingsheim) ihre Erledigung gefunden hat und 
bei diesel' Gelegenheit auch schon diejenigen Arbeiten beriicksichtigt 
worden sind, welche sich mit den Kettenbruchentwicklungen gewisser 
Elementarfunktionen beschaftigen (s. I A 3, N r. 65), so hat sich das 
folgende Referat auf die noch ubrig bleibenden del' genannten Gegen­
stande zu beschranken. 

Dabei soIl hier, im wesentlichen dem Vorgange Oauchys folgend 
und im Gegensatze zu einigen neueren Lehrbiichern (Oesaro, Godefroy, 
Bwrkhardt) durchweg del' Begriff der komplexen Veranderlichen in den 
V ordergrund gestellt werden. Hiernach bedeutet im Folgenden das 
Zeichen x stets eine komplexe Veranderliche von der Form ; + if}; 
bzw. r(cos./T + isin-tt), wo man unter ;, f}, -tt reelle Veranderliche, 
nnter r eine positive reelle Verlinderliche zu verstehen hat. 

1. Potenzreihen: Der Konvergenzkreis. Del' Konvergenzbereich 
emer "gewohlllichen Potenzreihe" 

(1) 

ist unter Zugrundelegung der ublichen Reprasentation einer komplexen 
Zahl ~ + ir; durch den Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 
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(;, 't]) allemal ein - eventuell auch unerullich grof3er oder in den Null­
punkt sick eusammeneiehender - Kre.is urn den N ullpunkt, "der Kon­
vergenzkreistl, dessen Radius R eindeutig durch die Beziehung be­
stimmt wirdl): 

(2) R = (lim ~tl 

(b 1· I ap II d' L' ..) zw. = 1m 1--" wenn lesel" Imes exu;t~ert . 
ap +1j 

~(x) konvergiert alsdann fiir Ix) < R, divergierl fur Ixl > R (geo­
metrisch gesprochen: innerha1b, bzw. au.6erhalb des Kreises (0, R); 
fiber das Verhalten fiir I xl = R s. Nr. 2. In den beiden Grenzfallen 

R = 00 (d. h. lim VI a,,1 = 0, also geradezu lim Vra.:! = 0) und 
R = 0 (d. h. lim V, a" I = 00) heiBt die Reihe bestiindig 2) konver­
gent bzw. divergent. Konvergiert ~ a"x" fur einen gewissen Wert 
x = X oder weiB mau nur, daB fUr irgend ein X und alie 'If: 

\a"X"1 < G bleibt, so lwnvergiert ~Ia"x"l zum mindesten fur 
xi < !XI· 3) Man erschlie.6t daraus, daB ~(x) fur Ix! < R stets 
absolut und fur I x I < r, wo r < R, auch gleichmiif3ig 4) konvergiert, 
also fur I x I < Reine (eindeutige und) stetige 5) Funktion darstellt. 

1) Cauchy, An., p. 286. V gl. im iibrigen I A 3, p. 81 Fuan. 167, 168; II B i, 
p. 83 Fuan.204). (NB. Die an letzterer Stelle gegebenen Hinweise auf Cauchy 
sind nicht ganz korrekt, sie beziehen sich lediglich auf den entsprechenden Satz 
fUr reelle Reihen.) 

2) Bezeichnung von Weiel'strall. 
3) In der eraten Fassung fur positive X bei Abel (J. f. Math. 1 (1826), 

p. 314 = Oeuvres 1, p. 223); anderer Beweis bei P. F. Arndt (Arch. f. Math. 26 
(1855), p. 2i1), welcher den Abelschen Beweis irriger Weise fiir falsch halt 
(Arob. f. Math. 20 (1853), p. 464). In der zweiten Fassung (mit Benutzung der 
auob von Arndt angewendeten Sohlullweise) wohl von Weie1'strafJ: cf. S. Pincherle, 
Giorn. di mat. 18 (1880), p. 328. Der Konvergenzradius R erscheint dabei als 
obere Grenze der Zahlen !XI. fUr welche la.Xvl endlich bleibt; cf. Pincherle 
a. a. O. p.331. 

4) Pincherle a. a. O. S) p. 333. V gl. im ubrigen II A 1, Nr. 17; II B 1, Nr. 6. 
5) Eine Funktion (x) der komplexen Veranderliohen X= ~ + 1/i hei.6t 

fUr x = Xu = ~o + 1/0 i (oder auch an der Stelle xo) stetig, wenn (x) ffir x=xo 
und eine gewisse Umgebung von x = Xo eindeutig definierl ist und: 

1(x)-(xo)I<. fur Ix-xol<rl' 

(nach Weie1'strall, s. Pincherle a. a. O. S) p. 246). 1st 

(Cx) = p(i;, 'Tj) + i ''I/J(6, 1/). 

110 ziebt die Stetigkeit von (x) an der Stelle Xo diejenige der "eeUm Funktioneu 
cp (i;. 'fj), 1fJ (;, '1]) an der Stelle (~, 1)0) nach sich und umgekehrt. Das Analoge 
gilt, wenn man setzt: 

x>=r(cos-l1+isin-IT) und: p(x)=w(r,-IT)+i.lJf(r,~), 
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Werden Xo und h beliebig, jedoch so angenommen, daB Ixo! + Ihl <R 
ist, so findet man mit Hilfe des Cauchyschen Doppelfeiltensatzes 
(s. I G 3, Nr. 4) die "Taylorsche Entwicklung": 6) 

h h" 
(3) ~(xo + It) = ~(xo) + ~' (xo) 11 + ... + ~(n)(xo) nT + .... 
Die als nte Defiviefte (n = 1, 2, ... ) von ~ (x) bezeichneten Potenz­
reihen 

00 

(4) ~(n)(x) = ~ v(v-i) ... (v - n + 1) avxv- n 

n 

besitzen denselben Konvergenzkreis wie ~(x) selbst 7). Die Reihe (3) 
bzw. die durch Substitution von Xo + It = x daraus hervorgehende 
"aus ~(x) abgeleitete Reihe ~(XIXO)"8), namlich: 

(5) \l5(xlxo) = ~(xo) + \l5'(xo) x~!~+ ... + \l5(n)(xo)(X~!xol'~ + ... 
konvergiert auf Grund del' Herleitung zum mindesten fUr 

I h I = i x - Xo I < R - I Xo I, 
kann aber auch einen groj3eren, also iiber den Kreis (0, R) Itinaus­
ragenden Konvergenzkreis besitzen und liefert dann die analytisclie 
Fortsetzung 9) von ~(x). 1m entgegengesetzten FaIle heiBt die Stelle 

a = R· I~I' d. h. geometrisch, der in der Verlangerung des Strahles 

{5 Xo gelegene Peripheriepunkt von (0, R), eine singuliire 10). Der (wahre) 

(wobei zur Erhaltung der Umkehrbarkeit fUr den Fall Xo = 0 noch der Zusatz er­
forderlich ist, daB q;(0,&), lP'(0,&) eindeutige, von & unabhangige Werte besitzen 
mussen). Es kann also auch die Stetigkeit der reellen Funktion cp (~, 'I)), 1Jl(~, 'I) bzw. 
<!J(r, &), lP'(t·, -It) ala Definition der Stetigkeit von f(x) dienen (vgl. das Analogon 
in I G 3, Nr. 1); so z. B. durchweg bei Cauchy, bei dem freilich andererseits die 
Stetigkeit eines tp(~, 'I) nicht ausreichend definiert erscheint (An., p.37; vgl. 
hierzu II A 1, p. 48). 1st (x) fiir x = Xo stetig, so hat man: 

lim (x) = f(xo) , 
x=xo 

eine Beziehung, welche wieder auch umgekehrt, mit dem Zusatze, daB f (XI) 
endlich, ala Definition der Stetigkeit dienen kann (vgl. IT A 1, p.9, Gl. (21), (22»). 

6) Vgl. IIA 2, Nr. H. 
7) Dies folgt unmittelbar aus del' Herleitung von Gl. (3) oder auch un­

abhangig davon aua Gl. (2), vermoge del' Beziebung; 

lim 'Vv(;~ 1) ... (v - n + 1) I a,. I = lim Vi~::I. 
8) Bezeichnung von WeierstJ'ajJ: Pincherle, a. a. O. p. 347. 
9) Grundlage des Begriffs der analytischen Funktion nach Weiel'stl'ajJ und 

llUray, ala Weiterbildung von Lagranges "Fonctions analytiques"; vgl. II B 1, 
p. 40, FuBn. 77. 

10) Eine solche singulare Stelle a ist also dadurch charakterisiert, daB die 
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Konvergenzkreis (0, R) ist dann dadurch charakterisiert, daB auf ihm 
mindestens eine singulare Stelle liegen mnB 11). Es konnen aber auch 
samtliche Stellen von (0, R) singuliire sein 12), ja dieser Fall ist in 
Wahrheit sogar als der allgemeinere zu betrachten 13). Die Konvergenz­
eigenschaften von Reihen del' Form 

00 

(6) ~(x-xo) = L a .. (x-xo)', 
o 

ergeben sich aua den vorstehenden durch Substitution von x - Xo 

bzw. X-I an stelle von Xj sodann durch Kombination auch die­
jenigen von 

+00 +00 
(7) P(x) = ~ a"x· bzw. P(x - xo) = La,,(x -xo)v, 

-00 -00 

Ais Konvergenzbezirk erscheint in letzterem FaIle ein Kreisring (dessen 
iiufJerer Grenzkreis eventuel! unendlich groB werden, dessen innerer 
sich in den Nullpunkt bzw. den Punkt x = Xo zusarmnenziehen kann) 14.). 

Als typisch fur die Potenzreihen mit p Variabeln 
QO 

~(Xl x2 ••• xp) = lJi"'Vp a"i'" "p XVi . •• x;p 
o 

kann der Fall p = 2, also 

(8) 
'" 

~(x, y) = ~'J' a/l"x,"yv 
o 

betrachtet werden; es gilt hier zunachst del' Satz: Hat man fur 
irgend ein von Null verschiedenes Wertepaar X, Y und aHe p, v: 
la~,vX"yvl < G, so konvergiert ~(x,y) absolttt fur alle x, y, welche 

untere Grenze fiir die Konvergenzradien der aus $(x) ableitbaren Reihen in del' 
Nahe von a den Wert Null hat: Weier8tra/l, s. Pincherle, a. a. 0. 3) p. 353. 

11) Dem wesentlichen Inhalte nach schon von Cauchy herriihrend als 
Folgerung des nach ihm benannten Integralsatzes (vgl. IIB 1, Nr.7); in der vor­
liegenden Fassung von Weierstt'ajJ formulierl und elementar bewiesen: s. Pincherle, 
a. a. 0. 8) p. 350; Stolz 2, p. 183; Stolz-Gmeiner, F. 1, p. 212. 

12) s. liB 1, p. 83, 84. 
13) Zuerst ausgesprochen und bewiesen von A. Pringsheim, Math. Ann. 44 

(1894) p. 50. Andere Beweise bei Em~7e Borel (Par. C. R. 123 [1896], p. 1051; 
Acta ma.th. 21 [1897], p. 243) und Eugene Fabry (Par. C. R. 124 [1897], p. 142; 
Acta math. 22 [1899], p.65). Vgl. im ubrigen Jacques Hadamard, la serie de 
Taylor et son prolongement analytique, Paris 1901, p. 33, Bowie auch II B 1, 
p.84. 

14) Uber Umformung von P(x) in eine \13(x, xo) s. z. B. Stolz 2, p. 167. 
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der Bedingung geniigen Ixl < lXI, /yl < I Y/15) und gleichmiifJig fUr 
xl < r, Iyl < r', sofern r < lXI, r' < I YI.16) 1st ~ die kleinere der 
beiden Zahlen lXI, I YI, so konvergiert also ~(x, y) absolut, wenn 

1:1 } < Q. Bedeutet 1l die obe're Grenze der Zahlen Q, oder, was im 

wesentlichen dasselbe aussagt, setzt man: 

(9) ll'= ( IlmI1+Yla,,,,,I)-1 17), 
,I.l + ,'=00 

so wird auf Grund der Analogie mit Gl (8) von manchen Autoren R 
als der "wahre Konvergenzradius" von ~(x, y) bezeichnet 18). Zu 
einem aligemeineren Resultate fubrt die folgende Auffassung. Sind 
R, R' zwei positive Zahlen von der Art, daB la,u,,1 RltR" < G fur 
aIle l", v, daB dagegen eine solche endliche Schranke G nicht mehr 
vorhanden ist, wenn nur eine der Zahlen R, R' beliebig wenig ver­
gro.Bert wird, so konvergiert ~ (x, y), wenn gleichzeitig I x I < R, I y! < R', 
divergiert, wenn gleichzeitig Ixl > R, Iyl> K. R, R' heiBen dann 

15) Pincherle nach Weierstraf3 a. a. O. ~ p. 329. 
16) O. Biermann, Theorie der analyt. Funkt., p. 137 (in der freilich nieM 

korrektenFassung, daB $ (x,y) fiir Ix! <lXI, Iyl < I Y! gleichma8igkonvergiere). -
Man findet auch in Lehrbuchern, selbst in solchen, welche der neuesten Zeit ange­
horen, den folgenden (nach Analogie eines fiir Potenzreihen einer Variabeln richtigen 
Satzes gebildeten) falschen Satz: "Konvergiert die Reihe $ (x, y) fUr ein gewisses 
Wertepaar x=X, y= Y, so konvel'giert sie auch fUr Ixl<IXI, lyl<1 YI.'" 
Aus der blof.len (d. h. eventuell nur bei bestimmter Anordnung vorhandenen) 
Konvergenz der Doppelreihe $(X, Y) folgt namlich keineswegs, daB die 
la,u"X,uY~1 unter einer endlichen Grenze bleiben (vgl. lA3, p.98 und insbe­
sondere Pringsheim, Munchen Ber, 27 (1897), p. 130). Der obige Satz ist vielmehr 
nur dann richtig, wenn man ausdriicklich diese letztere Eigenschaft oder auch 
die absolute Konvergenz von $(X, Y) voraussetzt (was im Falle tiner Verander­
lichen keineswegs erforderlich ist). 

Eine sehr eingehende Untersuchung aueh der eventuell nur bedingten 
Konvergenz der Potenzreihen von zwei Veranderlichen sowohl bei der Anordnung 
aIR Doppelreihen als bei derjenigen nach Zeilen, Koionnen oder Diagonalell 
gab lleuerdings Friedrich Hartogs in zwei Abhandlungen: 1) Beitrage zur elemen­
taren Theorie der Potenzreihen usw., Miinchener Diss., Lpzg. 1904; 2) Math. 
Ann. 62 (1905), p. 1-88. 

17) 1st c/,v eine DoppelfoIge positiver Zahlen, so bedeutet lim c/xv den 
It+v=oo 

oberen Limes der ("nach Diagonalen" geordneten) einfachen FoIge: 

COO' COl' clO ' ••• , COlt' c1,It-l' ••• , c,u,o' ... 
(bei welcher alle Terme nach Gruppen mit konstantem EL + 'Il geordnet aind). 
und dart' nicht verwechselt werden mit dem oberen Limes der Doppelfolge, in 
Zeichen: lim cit. (vgl. Pringsheim, Math. Ann. 53 (1900), p. 296). 

11,11=00 
18) Biermann, Analyt. Funkt., p. 138; Math. Ann. 48 (1897), p. 394. 
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ein Paar assosiierter Konvergenzradien. Do. im allgemeinen die Be­
dingung I a,u ~ 1lU' R'" < G bei Verkleinernng von Reine Vergrof3erung 
von 11: zulassen wird - und umgekehrt -, so gibt es alsdann 
unendlich viele Paare assoziierter Konvergenzradien 19) (unter denen 
das Paar R' = R den oben erwiihnten "wahren" Konvergenzradius 
lieferl). Ais Verallgemeinerung der Beziehung (9) erscheint alsdann 
die folgende llO): 

,u+,,----
(10) lim R VI a,,,, I (K)" _ liml'+Yla,u"I·R" Ji~ = 1. 

1'+"=00 R ,u+.'=", 

2. Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergemlkreise. 
Auf dem Konvergenzkreise hnn ~(x) = ~ a"x" noch dtl;rchweg, 
teilweise oder auch nirgends konvergieren. 1m ersten der genannten 
Falle konvergieren zwar die bekannteren Reihen zugleich absolut, 
doch gibt es auch allgemeine Typen von Reihen, welche auf dem 
Konvergenzkreise ausnahmslos, dennoch nur bedingt konvergieren 21). 
Bei tel"lweiser Konvergenz kann dieselbe allemal nur eine bedingte 
sein 1I11). Konvergiert ~(x) fur eine gewisse Stelle X des Konvergenz­
kreises, so hat man lI8) : 

(11) lim ~(QX) = ~(X) 
(,'=1-0 

19) DaB die Funktion R' = rp(R), welche zu einem Konvergenzradius den 
assoziierten angibt, (im allgemeinen) atetig iat, bewiesen: A. Meyer, Stockh. 
Vet. Ak. Filrh. ()fv.40 (1883), Nr. 9, p. 15; Phlragmin, ebenda Nr. 10, p. 17; 
F. Harlogs Dies.16) p. 8. Eine weitere von E. Fabry (Paris C, R. 134, (1902) 
p. 1190-1192) als flir die Funktion !p notwendig erkannte Bedingung wurde 
spliter von G. Faber (Math. Ann, 61 (1905), p. 300), Bowie von F. Hartogs (Math. 
Ann. 62 (1905), p. 81) wiedergefunden und alB filr rp charakteristisch nach­
gewiesen. Vgl. das Referat von F. Hartogs, D. Y.-V. 16, 1907, p.231. 

20) E. Lemaire, Da.rb. Bullet. (2), 20 (1896), p. 286. 
21) Pringsheim, Math. Ann. 25 (1885), p,419; Miinchen Ber.30 (1900), p. 68. 

Einfachstes Beispiel: 

wo [V;] die grilate in I V-; I enthaltene ganze Zahl bedeutet). 
22) Iat .Ea~ divergent, dagegen 2'lav -uv +l\ konvergent, 80 konvergiert 

:2 u" (i" bedingt flir aIle I x I = 1 auaer x = 1, wie sich unmittelbar mit Hilfe 
der sog. Abelschen Tra.nsformation ergibt: s. I G 3 Nr. 4. Ebenda siehe auch 
einen besonderen, von Weierstra,6 hervorgehobenen Fall dieses Satzes, 

23) FUr reelle X ausdriicklich formuliert und bewieaen von Abel, J. f. 
Math. 1 (1826), p. 314 = Oeuvres 1, p.223. AndereI' Beweis von Dirichlet, J. de 
math. (2), 7 (1862), p. 253. V gl. die Bemerkungen von Pringsheim. Munchen 
Bel'. 27 (1897), p. 344. 
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und etwas allgemeiner: 

(12) lim ~(x') = ~(X), 
x'=x 

falls x' aus dem Innern des Konvergenzkreises auf irgend elllem 
Strahle 24) (auf irgend einer den Konvergenzkreis nicht tangierenden 
Kurve 25» der Stelle X zustrebt. Die Konvergenz von \.!s(x) bleibt 
namlich eine gleichmafJige im Innem und auf der Begrenzung jedes 
innerhalb (0, R) liegenden Dreiecks mit der Spitze X.26) Eine 
direkte VeraUgemeinerung des Abelschen Satzes (11) bzw. (12) liefert 
der Satz von Frobenius 27), welcher besagt, daB: 

" 
(13) lim ~(Q X) = lim ~-LJ s", 

Q=1-0 n=~ 0 

" 
bzw. 28): lim ~ (x') = lim ~ 2J s 

x'=X n=oo nov 

(wo: Sv = ao + a1 X + a2 X2 + ... + av Xv), 

falls der rechts stehende Grenzwert existiert. Auf Grund von (11) 
ist die Bedingung 
(14) lim \.!S(QX) = A (d. h. endlich) 

!;'=1-0 

eine notwenclige fur die Konvergenz von ~ (X), iibrigens keine hin­
reichende. Dies ist nicht einmal der Fall, wenn die weitere Bedingung 
hinzukommt 29): 

(15) lim an = 0, 
wohl aber wenn SO): 

" 
(16) lim ~ ~ va"X' = 0, 

,,=00 n 0 

24) Stolz, Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 370; desgl. 29 (1884), p. 127; 
AUg. Arithm. 2, p.157; Stolz-Gmeiner F. 2, p. 287. 

25) E. Picard, Traite d' Analyse 2, p. 73 (2. Au:fl., p. 77). Dies6 Fassung ist 
iibrigens nur dann korrekt, wenn man unter "Kurve" schlechthin eine 801che 
Linie versteht, die in X eine Tangente hat. Andernfalls muBte man sagen: 
auf einer Kurve, welche in der Nii.he von X ganz innerhalb eines im Innern des 
Kreises (0, B) liegenden Winkels mit dem Scheitel X verlfi.uft. 

26) In dieser Fassung bei Pringsheim a. a. O. p. 347. 
27) J. f. Math. 89 (1880), p. 262. Weitere Verallgemeinerungen bei Holder, 

Math. Ann. 20 (1882), p. 535. Vgl. auch IA3, p. 108, Fu8n.287. 
28) Bezuglich dieses verallgemeinerten (d. h. ebenso wie bei GL (12) zu 

vel'Btehenden Grenziiberganges) s. Pringsheim, Munchen Ber, 31 (1901), p. 517. 
29) Pringsheim, a. a. O. is) p. 505. 
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nnd zwar besteht die letztere Bedingung mit Sicherheit fUr aIle X, 
wenn 
(17) lim nan = O. 

Andererseits ist fiir die Konvergenz von ~(X) an irgend eiller ei1~zelnen 
Stelle X auBer del' Bedingung (14) das Verhalten del' "Randfnnktion" 

(18) reX) = lim ~(~X) 
~=l-O 

liings des gesamten Kreises ! Xi = R maBgebend 31). Fur genauere 
Untersuchungen in del' fraglichen Richtung erweisen sich die rein 
elementaren Hilfsmittel als nnzureichend. Ais zweckmaBige Grund­
lage dient alsdann die Darstellung del' a" in del' Cauchyschen bzw. 
Fourierschen Integralform 82). 

(19) 

Ist .E a¥ X" eigentlich di vergellt, so hat man allemaP3): 

lim ~(~X) = 00. 
('=1-0 

3. Weitere Fundamentaleigenschaften von Potenzreihen. Kon­
+00 

vergiert P(x) = ~ a"xv gleichmaBig fiir aUe x mit dem absoluten 
-00 

Betrage I x I = r und ist I P(x) I ::;: M, so besteht fur jedes l' die 
l"'l=r 

30) ..4.. Tauber, MonatBh. f. Math. 8 (1897), p. 273. - Pringsheim, Munchen 
Ber.30 (1900), p. 51. - Andere Bedingungsformen bei Konrad Knopp, Palermo 
Rend. 25 (1908), p. 237. 

31) Selbst wenn lim ~(x') fUr aHe X endlich und bestimmt ausf-allt, braucht 
x'=x 

~ (x) fur bin einziges X zu konvergieren. Beispiel: 

1 
1 e",-l 

(x -1)! 

(Pringsheim, Munchen Ber. 30 (1900), p. 39; vgl. auch Math. Ann. 44 (1894), 
p. 54). 

32) Literatur: L. TV. Thome, J. f. Math. 87 (1879), p. 333; desgl. 95 (1883), 
p. 97; deegl. 100 (1887), p.167; G. Darboux, J. de math. (3),4 (1878), p.13; 
J. Hadamard, J. de math. (4) 8 (1892), p.169; ..4.. Tauber, Monatshefte f. Math. 2 
(1891), p.79; desgl. 6 (1895), p.118; Pringsheirn, Miinchen Ber. 25 (1895), p.337; 
desgl. 30 (1900), p.54, 79; K. Knopp, Dissert. Berlin 1907; Versuch einer zu­
sammenfassenden Darstellung: K. Jahraus, Progr. des Gymn. Ludwigshafen 
.a. Rh. 1901/2. - Vgl. auch II All. 

33) Ein besonderer Fall schon bei Abel, Oeuvres 2, p. 203; allgemeiner bei 
Stolz, 2, p.159; genauer Pringsheim, Muuchen Ber. 30 (1900), p. 41. Bei Stolz 
a. a. O. sind auch gewisse Falle uneigentlichel' Divergenz behandelt; Stolz-
6meiner, F. 2, p. 289. 
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Beziehung: 
(20) 

(sog. Cauchyscher Koeffizientensatz M». 
Entsprechend hat man im FaIle I P(x, y) I < M: 

x=r, y=r' 

(21) .. 
1st fur unendlich viele x mit der Hiiutungstelle 0: ~ a~x" = 0, 

o 
so ist a" = 0 fur jedes V. 36) Der Satz gilt auch noch, wenn die 

00 

Stellen, fur welche :;s. a"x" = 0 ist, eine beliebige im Innern 87) des 
o 

Konvergenzkreises gelegene Hiiufungsstelle a besitzen 88). Hieraus 

34) Bei Cauchy als ]'olgerung aua seinem Integralsatze Exerc. d'anal. 2 (1841), 
p. 53 (Wiederabdruck aua einer lithographierlen Turiner Abhandlung von 1831). 
Elementar bewiesen von WeierstrajJ: Werke 1, p.67 (auI! einer nicht publizierten 
Abhandlung von 18(1); s. a. Pincherle, a. a. O. p. 353. Mit RHfe einer schon 
von Cauchy herni.hrenden (Exerc. d'an. 1 (1840), p. 278), die Integraldaratellung 
der Koeffizienten durch clcmentare Mittelwerte ersetzenden Methode im wesent­
lichen bewiesen von E. Rouche, Journ. de l'ec. polyt. cah. 39 (1862), p. 198); 
ausfiihrlicher bei J. A. Berret, Coura d'algebre 1 (5me ed. 1885), p. 468. Exakte 
Begriindnng und zweckmaBige Weiterbildung dieser Methode bei Pringsheim, 
Math. Ann. 47 (1896), p. 121; Miinchen Ber. 26 (1896), p. 167. 

35) WeierstmjJ, a. a. 0.84) p. 68 j PincherZe, a. a. O. S) p. 336. 
36) Frober gewohnlich so ausgesproeben, daB dieVoraussetzung~a"x"=O 

fiir aIle I x 1< f! gefordert wnrde, oft aueh nach Eulers Vorgange (Introductio 1. 
art. 214) unstreng bewiesen (durch Einsetzen von x = 0, Division mit x, Einsetzen 
von x = 0 usw.). Strenger Beweis basierl auf der Stetigkeit der Potenzreihe, 
vgl. Stolz, 1, p. 183; 2, p. 160; Swlz-Gmeiner, F. 1, p. 180. Anderer, noch an­
schaulicherer Beweis nach WeierstrajJ mit Hilfe des Koeffizientensatzes bei 
PincherZe 8), p. 344. - Der Satz UUlt sieh auf beliebig viele Veranderliche aus­
dehnen; s. z. B. Swlz-Gmeiner, F. 1, p. 226. 

37) Das ist wesentlich,' besitzen die Stellen x, fiir welehe \13 (x') = 0, eine 
Haufungsstelle nur aUf dem Konvergenzkreise, 80 braucht \13(x) nicht identisch zu 

verschwinden. (Beispiel: ~ (x) = sin ~1)' 
a;-

38) Unter der engeren Voraussetzung, daB .:Ea"x" = 0 fur aile x zwischen 
zwei positiven Zahlen, als zu beweisendes Theorem aufgestellt von Abel, J. f_ 
Math. 2 (1827), p. 286 = Oeuvres 1, p. 618. - Der Beweis des Satzes in del' 
allgemeineren Form beruht auf der Umformung von ~(x) in \13(xla) und dem 
folgenden von Weiel'stra~ formulierlen Fundamentalsatze: Konvergieren \131 (x-a) 
und \13! (x - b) in l' und ist \131 (x - a) = \l3! (x --- b) fiir nnendlich viele x mit 
einer im lnnern von T gelegenen Raufnngsstelle, so besteht jene Gleichheit fiir 
all~ x von T (Pincherle, a. a. 0. 3) p. 329; Stolz-Gmeiner, F. 1, p. 198). 
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.. ., 
folgt die Identitat von ~ a., x~, .J} b~xv, wenn Gleichheit besteht fur 

o 0 
uuendlich viele x mit einer im Innern des gemeinsamen Konvergenz-
bezirkes gelegenen Haufungsstelle 39). 

Auf dieser "Eindeutigkeit" der Potenzreihenentwicklung beruht die 
Berechtigung der von den alteren Analysten meist ohne hinIangliche 
Begrundung beniitzten uberaus fruchtbaren MetJwde der unbestimmten 
Koef{izienten 40). 

Die .Anwendung der fur beliebige konvergente Reihen gelten­
den ..Additions- und Multiplikationsregeln liefert das Resultat, daB 
Pl(x) + P2 (x), Pl(x) . P2 (x) wieder in der Form P(x) darstellbar 
sind 41). Dasselbe gilt clann von (Pl (x»n und schlieBlich von jeder ganzen 

+eo + .. 
39) Gilt auch fur ~ alia", .l} b~i1;". Beweis mit Hilfe des Satzes in 

-00 -00 

FuBn. 38 und des Koeffizientensatzes nach Weie'l'st'l'a~; s. z.B. Stolz, 2, p.167-173. 
40) 1m Principe 1637 von Descartes ausgesprochen (Geometria, ed. Schooten 

(1659), p. 45), seit Ende des 17. Jahrhunderts zur Auffindung von Potenzreihen­
entwicklungen gegebener Funktionen Bowie zur Integration von Dijferential­
gleichungen vielfach angewandt. 

41) Cauchy, An., p. 156-157. - Sind R1 , R2 , R die Konvergenzradien von 
~1' ~2 I ~ I wo ~ = ~1 + ~2' so iBt R mindestens gleich der kleine'l'en der 
Zahlen R i , R!, und zwar stets genau gleich der kleineren dieser beiden Zahlen, 
falls Rl und Ri verschieden sind. 1st aber R1 = R'J. , so kann R beUebig viel 
g·ro/kr sein. 

Beispiele: 

also: 

Dagegen: 

~ x~ + 2 c! -1) x~ = L :~, also: Rl = R2 = 1, R = 00. 
o 0 

Anders liegt die Sache im FaIle ~ = ~l • ~2' Auch hier ist zwar stets 
R mindestens gleich der kleine'l'en der Zahlen R 1 , Ri' dagegen kann Rauch 
gleich der g'l'o/leren der Zahlen Rl I R., Bowie beUebig viel grofJer sein al8 Rl 
und ~, gleichgiltig, ob Rl und R2 einander gleich oder verschieden sind. 

Beispiele: 
1 1 

~l = 1--=--;;' ~2 = 2 _ X I also: Rt = 1, R2 = 2, R = Ri = 1. 

~l = 1 ~ x ' ~! = ! :' also: Rl = 1, R! = 2, R = R. = 2. 

1 1 
~1 = 1 _ x' ~2 = l+x' also: Ri = R. = R = 1. 
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rationalen Funktion g(P1 (x». Die Anwendbarkeit der Additionsregel 
+co 

auch fiir unendlich viele P,,(x) = 2Ja~)xV (p, = 1, 2, 3, ... ) ergibt 
-co 

sich fiir Ro < [x I < R aus dem Cauchyschen Doppelreihensatze (s. I G 3, 
~ +~ ~ +~ 

Nr. 5), falls nicht nur ;s. 2J a~')xV, sondern auch.JJ, ~ la~')xVI 
1 1 

konvergiert. Eine weitere Bedingung gibt der Weierstraf3sche Doppel-
co +co 

reihensatz 42), welcher nur die gleichmaf3ige Konvergenz von ~ :fl a~') XV 
1 -00 

auf jedem Kreise I x I = r, wo Ro < r < R, vedangt4S). Als Folgerung 
ergiht sich die Darstellharkeit von ~2(~1(X») in der Form ~(x), falls 
I ~1 (0) I kleiner ist als der Konvergenzradius von ~2(y)44) (u. a. alle­
mal dann, wenn ~1(0) = 0 oder ~2(Y) bestandig konvergiert), endlich 

auch diejenige von ~: ~:~, sofern i ~2(O) I > O. Da hiernach im Falle 

I bo I > 0 eine Entwicklung von der Form 

(22) 

fiir hinHinglich kleine x stets und nach dem zuvor Gesagten nur auf 
eine Weise moglich ist, so gewinnt man durch Multiplikation mit 
.;Ebll x ll und Koeffizientenvergleichung zur Berechnung der unbekannten 

III _1 + x III _ 1 - x eX also'. R R 1 R 
"1-'1 - 1=- x ' 1-'2 - 1 + x' I = »=, = 00. 

~l=~-=~' ~2=~ : eX, also: R1 =1, R'j=2, R=oo). 

V gl. auch A. Pringsheim, Americ. Math. Soc. Transact. 2 (1901), p. 405. -
Analoge Betrachtungen gelten fUr Potenzreihen von der Form PI (x), P 2 (x), 
42) Schon in der FuBn. 34 zitierten Abhandlung von 1841 (und zwar fUr 

beliebig viele Veranderliche), p. 70. AuBerdem Berlin Ber. 1880, p. 723 = Werke2, 
p.205. Vgl. auch Stolz, Math. Ann. 24 (1884), p. 169; Pringsheim, Math. Ann. 47 
(1896), p. 144. - 1m tibrigen s. II B 1, p. 21. 

43) Auch die gleichmal3ige Konvergenz ist lediglich eine hinreichende, keine 
notwendige Bedingung: C. Runge, Acta math. 6 (1885), p. 245; O. Arzela, Rendic. 
Accad. Bologna 1888. 

44) Cauchy, Res. analyt. (1833), p. 65, 161; Pincherle, a. a. O. S) p.339 (eben­
daselbst auch fiir beliebig viele Veranderliche). S. z. B. auch Stolz 1, p. 284, 
294; 2, p. 160. 
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Koeffizienten c. die Rekursionsformel: 

(23) boc" + b1 C,._l + ... + b"co = a" (v= 0, 1, 2, ... ). 

Der Konvergenzkreis der Reihe ~c.x" reicht bis zu der dem Null­

punkte nachst gelegenen singuliiren Stelle von ~: ~:~ (s. Nr. 1); ins­

besondere bis zu der dem N ullpunkte nachst gelegenen Nullstelle ex 
von ~l! (x), wenn die Konvergenzradien von ~1 (x), ~2 (x) groBer als 

c 
I ex I und I ~l (a) I> 0 45). Dabei hat man lim ~ = ex, falls nul' eine 

,,='" ,,+1 
einzige Nullstelle mit dem absoluten Betrage I ex I vorhanden ist 46). 

n 

Fur den Fall ~2(X) = 2}b"x"=g(x), ~l(X)=g'(x) resultierthieraus 
o 

eine schon von Daniel Bernoulli angegebene Methode zur Berechnung 
der numerisch kleinsten Wurzel der Gleichung g(x) = 0.41) 

Zu den mit algebraisch-elementaren Hilfsmitteln zu erweisenden 
'" 

wichtigen Eigenschaften der Potenzreihe y = LJ a" XV gehOrt noch 
o 

deren Umkehrbarkeit4B). Danach hat man 49), wenn I a1 I > 0 und nur 
00 

in diesem FaIle: x = LJ b" (y - ao)' fiir eine gewisse Umgebung der 
1 

Stelle y = ao; die b" konnen aus den ay nach del' Methode del' un-
bestimmten Koeffizienten rekursorisch berechnet werden 50). Del' Satz 

00 00 

ist ein spezieller Fall des folgenden 51): "Konvergiert .2} ~aftyX<"yv 
o 0 

45) Fiir den Fall, daB 1.l!1 (x), ~2 (x) sich auf Polynome reduzieren, schon 
bei Cauchy, An., p. 397. Fur den allgemeinen Fall ebenfalls zuerst bei Cauchy, 
s. FuBn. 11. 

46) Julius Konig, Math. Ann. 23 (1884), p. 448. Weiteres s. Jacques Hada­
mard, La serie de Taylor et son prolongement analytique, p. 19,39. Vgl. im 
ubrigen II B 1, Nr. 35, 36. 

47) S. IB 3a, Nr. 13. 
48) Das Problem der Umkehrung einer Potenzreihe zuerst bei Newton, De 

analysi per aequationes numero terminorum infinitas (1669, pub!. 1704), cap. vn 
= Opuseula 1 (1744), p. 20. 

49) Strenger Beweis mit Beniitzung eines Cauchysehen Konvergenzprinzips 
(Exere. d'anal. 1 (1840), p. 355, § III) wohl nach WeierstrafJ bei Thomae, El. 
Theorie der analyt. Funkt. (1880), p. 107 = 2. Aufi. (1898), p. 137. S. aueh 
FuBn.51. 

50) Methode zur expIiziten Darstellung der bv bei O. a.Jacobi, Journ. f. Math. 
6 (1830), p. 267 = Werke 6, p. 38. 

51) Konvergenzbeweis bei Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 418; AUg. Arithm. 
1, p. 296; Stolz-Gmeiner, F. 1, p. 229; Thomae, a. a. O. p. 109 bzw. 139. 
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absolut fur eine gewisse Umgebung der Stelle x = 0, y = 0, so hat 
die Gleichung 

co co 

~ 2!a"vx"y" = 0 
" 0 

in der Umgebung von x = 0 stets eine und nUl eine Auflosung von 
der Form: 

00 

y = ~b).xl, 
o 

falls aoo = 0, I a01 I > 0." Ein analoger Satz gilt fur Potenzr6ihen 
mit beliebig vielen Veriinderlichen OJ) und kann schlieBlich als spe­
zieller Fall eines noch allgemeineren, ffir die Theorie der analytischen 
Funktionen mehrerer Variablen grundlegenden Satzes von Weierstraj35l!&) 
(des sog. "Weierstraj3schen V orbereitungssatzes") angesehen werden. 

4-. Rationale Funktionen und rekurrente Rellien. Reduzieren 
sich die in Gl. (22) mit ~l(X), ~2(X) bezeichneten Potenzreihen auf 
Polynome mten bzw. nten Grades ohne gemeinsamen Teiler: 

m n 

2}a"x" = ((x), ~b"xv= g(x) (wo Ibol > 0), 
o o 

so daB also fur die (irreduzible) rationale Funktion ((x) eine Ent­g(x) 
wicklung von der Form besteht: 

(24) 
co 

[(x) = ~c x" 
9 (x) ..:::.;" , 

o 

so geniigen nach Gl. (23) die c. fiir v ~ p (wo p die grofJere der 
beiden Zahlen m + 1 und n, eventuell p = m + 1 = n) der folgenden 
(n + l)-gliedrigen, linearen homogenen Relation mit unveriinderlichen 
Koeffizienten: 
(25) boc" + hi C,,_l + ... + bnc,,_n = 0.53) 

52) Beweis - wiederum mit Beniitzung eines von Cauchy und WeierstrafJ 
herriihrenden Grundgedankens - bei Stolz, Grundz. d. Diff.- u. Integr.-Rechnung 
1 (1893), p. 162. 

52°) WeierstrafJ, Abh. aus der Funktionenlehre (1886), p. 107 = Werke 2, 
p. 135 (vg1. IT B 1, p. 105, Nr. (5). Ebenda"Selbst (p. 111 bzw. 139) gibt auch 
W. eine Verallgemeinerung der Jacobischen Koeffizientendarstellung 60). 

53) Man findet Gl.(25) vermoge der Substitution - ~}. = B, (.1.= 1,2, ... , n) 
haufig auch in die Form gesetzt: 0 
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Die Reihe ~ c. XV wird alsdann nach dem V organge von Abmham de 
Moivre 54) ala eine rekurrente (nach Lagrange 57) mit dem Zusatze 
n ter Ordnung) , del' Zahlenkomplex (bo, bi> ... , bn ) als deren Skala 
("scala relationis", "echelle de relation") bezeichnet. U mgekehrt kann 
man zu jeder rekurrenten Reihe mit der Skala (bo, bl1 •.• , bn) die 
"erzeugende Funktion" (,,fonction generatrice"), d. h. eine zu ihr in der 
Beziehung (24) stehende rationale Funktion mit dem Nenner: 

(26) 

angeben 55). Daraus folgt, daB jede rekurrente Reihe eo ipso einen von 
Null verschiedenen Konvergenzbereich besitzt 56). 

Das schon von Moivre und Euler behandelte Hauptpl'oblem, bei 
gegebenen oder willkiirlich angenommenen Anfangswerten co' cu' .. , cn _ 1 

einen independenten Ausdruck fur jedes beliebige cp (v ~ n) herzu­
stellen, wurde von Lagrange 57) als identisch mit der Integration einer 

(Bei dieser Schreibweise pflegt man dann (B" ... , Bn) als die Skala der Reihe 
zu bezeichnen.) 

54) Lond. Phil. Trans. 32 (1722), p.176. Die daselbst zunachst ohne Be­
weise mitgeteilten Resultate erscheinen zu einer verhlHtnismaJ3ig- vollstandigen 
formalen Theorie der rekurrenten Reihe verarbeitet in den l\1iscell. analyt. 
(London 1730), p. 27ff. Die in neueren Arbeiten 68), 66) auftretende irrefiihrende 
Bemerkung, es habe schon Gio'Vanni Domenico Cassini 1680 sich mit rekurrenten 
Reihen beschaftigt, reduzierl sich auf das unerhebliche Faktum, daB dieser 
letztere gelegentlich einige ganz spezielle arithrnetische Eigenschaften der ganz­
zahligen, allerdings unter das Rekursionsgesetz (25) fallenden Zahlenfolge: 
cp = c p _ 1 + cv _ 2 (wo c, = Co eine beliebige natih'liche Zahl) hervorgehoben hat 
(Paris Rist. Acad. 16S6-1G86, put)l. 1733, p. 201). 

55) Das Problem der Summation einer rekurrenten Reihe bei Moivl'e, l\1iscell., 
p. 72 if.; auch bei Euler, Introd. 1, art. 231-233. In modemer Darstellung z. B. 
bei Stolz, 1, p. 292. 

56) Dies kann auch leicht direkt nachgewiesen werden: vgl. van Vleck, 
.Am. M. S. Trans. 1 (1900), p. 294, wo del' etwas allgemeinere Fall 

n 

c. = LJ B~)cv_i.' ;~B~) = Bi. 
1 

behandelt wird. 1m Anschlusse damn ainige Konvergenzkriterien fiir Potenz­
reihen, deren Koeffizienten gewissen linearen Relationen geniigen. V gl. auch 
D' Ocagne 65), p. 189. 

57) Miscall. Taur. 1 (1759) = Oeuvres 1, p. 23; elementarer und ausfiihr­
licher Berlin Nouv. Mem. 1775 = Oeuvres 4, p. 151. Lagrange behandelt auch den 

n 

etwas aUgemeineren Fall: .2} b;, c. _ 2 = 1'" (entsprechend del' linearen Differenzen­
o 

gleichung "mit einem zweiten Teil"). Auch gibt er ill der zweiten Abhandlung 
eine ausfiihrliche Theorie der in anderer Weise schon von Laplace (Paris Mem. 

Encyklop. d. math. Wis.ensch. II 3. 2 
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linearen Differen~engleichung nter Ordnung 58) erkannt. Die Losung 
hangt daher (wie bereits auch Moivre und Euler auf anderem Wege 
erkannt hatten 5~) naturgemaB 58) von den W urzeln der Gleichung 
(equation gbufratrice) 

(27) G(y)=yn·gG) = 0 

abo Besitzt dieselbe n verschiedene Wurzeln (Xv' .. , a", so ergibt sich: 

(28) 

wo die Pl von den Anfangswerten co, ... , c1l _ 1 und von a). abhangige 
Konstanten bedeuten. 1st dagegen a). eine x).-fache Wurzel von 
G(y) = 0, so tritt an die Stelle von PJ. ein bestimmtes Polynom P,,). (v) 
(x). - qen Grades in v.60) 

Lagranges in gewissem Sinne vollstandige Lasung des fraglichen 
Problems leidet an dem prinzipiellen Ubelstande, daB sie die im all­
gemeinen nicht erreichbare Kenntnis der Wurzeln a). voraussetztSI). 

Dazu kommt noch, da.B die Form jener p".,cv) mit XJ. variier( 62) und 
ihre Komplikation mit wachsender Multiplizitatsziffer XJ. rapid zu­
nimmt. Aus diesen Grunden haben in neuerer Zeit Desire Andre und 
Maurice d'Ocagne jenes Problem wieder aufgenommen. 

Andre6S) legt seinen Untersuchungen eine allgemeinere Rekursions­
formel, als die unter (25) bzw. (25 a) angegebene, zugrunde, namlich: 

"v 
(29) c" = ~. +~2J B<;~) cv_J., 

1 

und unterscheidet acht verschiedene Typen von Reihen, je nachdem 
er ~.) als mit I und v oder nur mit einem dieser beiden Indizes oder 
endlich gar nicht veranderlich, sodann n" als mit v veranderlich oder 

sav. etr. 6 [1774], p. 353 = Oeuvres 8, p. 5; ebendas. 7, 1773 [1776] = Oeuvres 
8, p. 69) behandelten rekurrenten Doppelreihen ("series rectlll'ro·recurrentesU ). 

58) Vgl. IE, Nr. 10. 
59) Moivre, Misc., p. 33; Euler, Introd., art. 215 (p. 177). 
60) Auf diesen Fall der mehrfachen Wurzeln kommt Lagrange spater noch 

ausfiihrlicher zurUck Berlin Nouv. Mem. 1792-93 = Oeuvres 5, p. 625. 
61) Selbstverstandlich konnte man c" als Losung eines linearen Gleichungs­

systems ohne weiteres in der Form von Quotienten zweier Determinanten an­
schreiben. Damit ware aber in Wahrheit nicht viel gewonnen. 

62) Dber eine von Lagrange 60), p.640 ohne Beweis mitgeteilte, dieBen 
Mangel beseitigende Formel s. G. Jacobi, Dissert. Berol. 1825 = WeIke 3, p. 3 if. 
(speziell Art. 9). 

(3) Ann. ec. norm. (2) 7 (1878), p. 375. 
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konstant annimmt 64). Mit Hilfe kombinatorischer Betrachtungen ent­
wickelt er sodann fUr den allgemeinsten Fall einen aus den p}., B).v) 
zusammengesetzten Ausdruck fur cv' der fiir die einzelnen Spezialtypen 
verschiedene, entsprechend vereinfachte Formen annimmt. D'Ocagne 65) 

beschrankt sich im wesentlichen auf die gewohnlichen rekurrmien Reihen 
und vereinfacht vor aHem die nach Lagranges V organge ihm wiederum 
als Grundlage dienende Integration einer linearen Differenzengleichung 
durch den Nachweis, daB es in der Hauptsache genugt, diese Aufgabe 
ffir die zur Skala (Bl' ... , E,,) gehOrige "Fundamentalreihe", d. h. die­
jenige mit den Anfangswerten Co = ... = cn _ 1 = 0, cn = 1, zu lOsen. 
Er gelangt auf diesem Wege sowohl zu dem Andres chen Ausdrucke 
fur c", als auch zu einer wesentlich vereinfachten und verbesserten 
Darstellung durch die Wurzeln von G(y) = 0, sowie zu einem Kon­
vergenzkriterium und einer Summationsformel fur .:s cv ' Der nam­
lichen Darstellung der c." durch die WurzeIn von G(y) = ° hat sich 
auch A. Capelli 65 a) bedient, um die im wesentlichen schon von 
Daniel Bernoulli und Euler 65b) stammenden Betrachtungen nber die 

eventuelle Existenz des Grenzwerles lim IJ" +1 und dessen Bedeutung 
1'= 00 c".. 

als numerisch groBte Wurzel der Gleichung g(x) = ° zu vereinfachen 
und zu vervollstandigen. 

Die rekurrenten Reihen stehen in enger Beziehung zu der 
Entwicklung einer rationalen Funktion in Pmotialbruche 66). 1st a 
eine k-fache Nullstelle von g(x), etwa g(x) = (x - al·g1(x), und 
f(x) = flex-a) (wo \f(a)\=\fl(O)\ >0), so ergibt sich mit Be­
nutzung von (24): 

00 

(30) ((x) hex-a) 1 ~c~(x-a)", 
g(x) = (x - al· gl (x - a) = (x - ai' -f-'" 

so daB also die Terme c~(x-a)"-k (v=O,1, ... ,(k-1») die von der 
Wurzel x = a herriihrenden Partialbriiche liefern 67). 

64) Die Annahme n" = n, Br) = Bl fUr j} > n (bei A. = Typus VI, p. 399) 
lieferl die in FuBn. 57 erwahnten allgemeineren Lagrangeschen und, wenn noch 
(l" = 0 fur j}:2 n, die gewohnlichen rekurrenten Reihen. 

65) J. ec:polyt. 640 (1894), p. 151. Auf p. 222 eine geometrische Kon­
struktion ffir die c~ einer rekurrenten Reihe. 

65 a) Napoli Rend. (3), 1 p. 194. Auch A. Capelli, Anal. algebr. 1902, p. 538. 
65 b ) D. Bernoulli, Comment. Acad. Petrop. 3 ad ann. 1728 [1732], p.80; 

Euler, Introd. art. 332 (p. 276). Vgl. I B 3a, Nr. 13. 
66) Vgl. ITA 2, Nr. 26. 
67) S. z. B. Lipschitz, Algebr. Anal., p. 415; Stolz, 2, p. 164. - Der um-

2* 
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5. Der allgemeine binomische Satz. Der binomische Satz fur 
einen ganzen positiven Exponenteu m: 

m 

(31) (1 + ;)m = ~m"~,, 
o 

findet sich schon in Michael Stifels Arithmetica integra 68), jedoch 
nur in dem Sinne, daB daselbst ohne Beweis die sttkzessive Berechnung 
der m" mit Hilfe der Rekursionsformel: 

(32) m" = (m -1)" + (m - 1),,_1 
gelehrt wird. Uher diese additive Zusammensetzung del' Binomial­
koeffizienten ist man Hinger als ein Jahrhundert kaum hinaus­
gekommen 69). Den bekannten independenten Ausdruck: 

(33) m = m em -1) ... (m - v + 1) 70) 
" 1· 2 ... v 

hat erst Isaac Newton auf Grund einer glucklichen Induktion auf-

gekehrle Weg, die rekurrente Reihe ~CviJ/ aus der Parlialbruchzerlegung von 

~~:? herzuleiten, bei Euler, Introd., Art. 212; Cauchy, An., p. 396. 

68) Niirnberg 1544, Fol. 44b • 

69) V gl. Canto,·, 2, p. 688; 3, p. 66. - N ach Hutton, Phil. and math. dic­
tionary (Loudon 1815) 1, p. 230 soIl Henry B"iggs (in seiner mir nicht erreich­
baren Arithmetica logarithmica, Lond. 1624) bereiis in Worten ein mit der 
]'ormel (33) iibereinstimmendes Verfahren zur Berechnung der m" angegeben 
haben. Ferner ist ein von Petnts de Fe1"mrrt (Brief an Roberval vom 4. Dez. 1636 
= Opera, Tolosae 1679, p. 146; Anmerkung zu Diophantus, De numeris mult­
angulis, Tol. 11;70, p. 16) ohne Beweis mitgeteilter Satz uber figurierte Zahlen 
inhaltlich gleichwertig mit der Formel: (v + 1) . (n + v). + 1 = n (n + v).' anders 
geschrieben: (v+ 1)· m.,+l = (m-v)·m., welche bei wiederholter Anwendung 
gleichfalls auf den Newtonschen Ausdruck (33) fiihrt. 

70) Die Bezeichnung mn wohl zuerst bei Rothe (Theorie der kombinato­
rischen Integrale, Niirnberg 1820, p.44), dann bei Abel (J. f. Math. 1 [1826], 
p. 318 = Oeuvres 1, p. 226). Ahnlich (m)n bei Cauchy (Res. analyt., p. 5) und 
('/n)n schon bei Condorcet in der Encyclop. methodique 1 (1784), p. 309. Et~le,' 

(Petrop. Acta, 5, 1781 [1784], p. 89) schreibt [:J, woraUB wohl die heute zu­

meist iibliche, jedoch bei einem m in Bruchform unzweckma1Hge Bezeich­

nung (:) hervorgegangen ist. Andere Bezeichnungen sind: m IJ1 bei Hindenburg 
n 

(nach Kh"igcl, 1, p. 309); m l8 bei Thibaut (Grundr. d. aUg. Arithm., Gottingen 

1809, p. 44), auch noch bei Stern (Algebr. Anal., p. 44); C~, der Kombinatorik 

entlehnt, noch heute, namentlich bei franzosischen Autoren, in Gebrauch. 
INir den Koeffizienten von {;V in der Entwickelung von (1 - 6)-m, also fUr 
m(m + 1) ... (In + v - 1) 

scbreibt Cauchy [m]v (Res. analyt. p. 82). 
1·2··· v 
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gefunden 71) und damit tatsachlich auch erst die vollkommene analy­
tische FOl'mulierung des (gewohnlichen) binomischen Satzes (31) ("der 
Newtonschen Formel") geliefert 72). Zugleich aber gewinllt er durch 
Aufstellung des fur jedes beliebige m wohldefinierten Ausdruckes (33) 
die Moglichkeit, die binomische Entwicklung in der allgemeineren (fur 
positive ganze m mit (31) zusammenfallenden) Form: 

00 

(34) (1 + ~)m = ~rn,,~v ("Binomische Reihe") 
o 

auf beliebige 1·eelle rn zu ubertragen, freilich ollne Beweis, lediglich mit 
Hilfe einer sehr unvollkommenen, auf der rechnerischen Verifikation 
weniger Spezialfiille beruhenden Induktion. Der Satz, des sen univer­
selle Bedeutung fUr die Analysis bald allgemein erkannt wurde, blieb 
trotz zahlreichster Anwendungen fast ein voIles J ahrhundert ohne 
ausreichenden Beweis. Die zuniichst vorliegenden Versuche, den Satz 
mit Hilfe der Differentialrechnung zu beweisen, sind teils unzulang­
lich 73), teils enthalten sie einen vollstandigen circulus vitiosus 74). Erst 

71) Brief an Oldenburg vom 24. Okt. 1676 (= Opuscula, Ed. Castilloneus, 
1 [1784], p. 328), weniger deutlich schon in dem vorangehenden Briefe yom 
13. Juni 1676 (= Opuscula, p. 307). 

72) Die heute zumeist iibliche, auf der Bestimmung der 1n" als Kombinations­
anzahl beruhende Beweismethode (vgl. I A 2, Nr. 2, 13) wird Jacob Bernouni 
zugeschrieben. Eine sehr elegante Form derselben bei Cauchy, Res. anal., p. 5, 
wo durch eine nur wenige Wode erfordernde kombinatorische Betrachtung die 
Rekursionsformel: 'II. m" = m· (m -1)._1 hergeleitet wird, die bei 'II-maliger An­
wendung den Ausdruck (33) liefert. Eine in Lehrbiichern nicht selten anzu­
treffende Beweisarl, bei welcher aus den Spezialiallen (1 + x)', (1 + x)S, (1 + X)4 
die Form (33) "vermutet" (?) und sodann durch vollstandige Induktion erwiesen 
wird, liefert lediglich eine Verifikation, keinen wirklich befriedigenden Beweis. 
Vervollkommneter Induktionsbeweis bei HattenclOJif, Algebr. Anal., p.84. Ein auf 

der Relation lim h1 1(1 + x + h/' - (1 + x)'" I = m(l + X)",-l beruhender Be-
h=O 

weia (a. z. B. SchlOmilch, p. 146) gebOrt in Wahrheit der Differentialrechnung au. 
73) Sie beruhen auf dem Ansatze mit unbestimmten Koeffizienten, setzen 

also von vornherein die erst zu beweisende Existenz der Entwicklung voraua; 
80 z. B. John Colson, Kommentar zu Newtons Method of fluxions (London 1739), 
p. 309; Colin Mac Laurin, Treatise of fluxions (Edinburgh 1742), p. 607. Eine 
wirklich ausreichende Herleitung des Satzes mit Hilfe der Differentialrechnung 
wurde erst durch die strengere Begriindung der Taylo1"schen Formel, (L(~grangc, 
Cauchy - B. II A 2, Nr. 11) ermoglicht. 

74) Indem zunachst die binomische Reihe zur Differentiation der Potenzo 
mit beliebigem Exponenten beniitzt wird (Euler, Instit. calc. diff. [Petrop. 1755], 
p. 124) und Bodann die Differentialquotienten von (1 + syn zur HerBtellung der 
betreffenden Mac Laurinschen Reihe dienen (ebendas. p. 360). Euler hat diesen 
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1774 gab Euler 75) einen vollgiiltigen, iiberdies durchaus elementaren 
Beweis, del', ganz abgesehen von del' Wichtigkeit des Resultates, durch 
N euheit und Fruchtbarkeit del' Methode bedeutsam erscheint. Euler 
macht die Losung der Aufgabe, statt wie hisher von del' Entwicklung des 
Ausdruckes (1 + ~)'n, von del' Summierung del' Reihe ~m,,~" ab­
hangig, zeigt vermittelst des sog, Additionstheorems del' Binomial­
koeffizienten 76): 

(35) 
" 

::£} m" n._ 11 = (m + n)", 
o 

daB ~m.~· als f(m) betrachtet del' Funktionalgleickung: 

(36) fem) . f(n) = f(m + n) 

geniigt 77), und daB diese andererseits die einzige eindeutige Losung 78) 
(f(l)]m, also im vorliegenden FaIle (1 + ~)m, zuliiBt. 

Fehler spaterhin 15) selbst erkannt. - In der Introductio, deren wesentlichste 
Entwicklungen mit der binomischen Reihe stehen und fallen, findet sich merk­
wiirdigerweise nicht die leiseste Andeutung eines Beweises: der Satz wird ohne 
jede nahere Erklarung alB ein "Theorema universale" (Art. 71) angefiihrt und in 
ausgiebigster Weise verwertet. 

75) Petrop. Comment. 19 ad a. 1774 [1775], p. 103. Ein daselbst mit einiger 
Anerkennung zitierter Beweis von .Aepinus (Petrop. Comment. 8 ad a. 1760 [1763]. 
p. 169) ist ganzlich miBgliickt. Ein angeblicher zweiter Eulerscher Beweis (vom 
Jahre 1776, erst nach Eulers Tode verofi'entlicht: Petrop. Nova Acta 5 [1787]) 
beruht wiedel'llm auf dem Ansatze mit unbestimmten Koeffizienten nebst Auf­
losung der Rekursionsformel (32) durch eine Art Probiermethode. 

76) Beweis nach Eule1' a. a. O. zunachst fli.r positive ganze In, n durch 
Koeffizientenvergleichung aus (1 + xt . (1 + xt = (1 + xr + n (bei Calwhy, ALL 

p. 98 mit Hilfe einer kombinatorischen Betrachtung), woraus dann Euler 
ohne weiteres (strenger Cauchy mit Hilfe des bekannten Identitatssatzes fiir gauze 
Funktionen) auf die vollkommene formale Identitiit der beiden Ausdriicke (30) 
schlieBt. Beweis durch vollstandige Induktion bei Simon L' Huiliel' (Calc. diff. 
et integr. expositio element., Tubingae 1795, p. VI) und de Stainville (Gerg. Ann. 
9 [1818-19], p. 230), welche den Eulerschen Beweis des binomischen Satzes von 
nenem aufgefunden zu haben scheinen. Beweis durch direkte Umrechnung (i.m. 
wesentlichen schon bei Euler in der Abhandlung iiber die Binomialkoeffizienten ,oJ) 
s. z. B. Schl6milch, p. 154; Balt.zer, 1, p. 219. 

77) Die bei Euler selbstverstandlich fehlende Feststellung der Konvergenz 
(fiir i ~ i < 1) bei Cal(chy, An., p. 153. Letzterer zeigt auch, daB im Falle 
t(l) > 0, stets auch [f(l)]'" > 0, also (1 + ~)m den (einzigen) positiven Wert der 
Potenz bedeutet. 

78) Gilt zunachst nur fiir mtionale m; fUr irrationale, wenn man mit 
Cauchy (An., p. 104) f(m) ala stetig vorauBsetzt - eine Bedingung, die mit Be­
niitzung einer (auf die Funktionalgleichung f(m) + f(n) = f(m+n) beziiglichen) 
Bemerkung von Gaston Darboux (Math. Ann. 17 [1880J, p. 56), auch durch eine 
weniger enge ersetzt werden kann: s. Stolz-Gmeiner, A., p. 208. Uber unstetige 
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Um die Summierung der Binomialreihe mit Festhaltung der 
Eulerschen Beweismethode auf den Fall einer komplexen Veriinder­
lichen x zu iibertragen, definiert Cauchy zunachst unter der Voraus­
setzung, daB: 
(37) a = a + ~ i = Q (COB q; + i sin q;), ( - 7t < qJ < ~), 
die Potens aln durch die Beziehung79): 

am = Qm(cos mqJ + i sin mq;). «(l»)m 80) 
(38) = Qm(cos m(qJ + 2kx») + i sin m(qJ + 27<:n)) 

(k = 0, + 1, + 2, ... ). 

Diese Definition erweist sich als die allgemeinste, welche die Funda­
mentaleigenschaften der Potenz mit positiver Basis und positivem 
Exponenten, insbesondere die Funktionalgleichung (36), bestehen laBt 81). 

Das so definierte am ist einwel'tig, q-wertig, oo-vielwertig, je nachdem 

m ganzzahlig, gebrochen und zwar als reduzierter Bruch =:IL, irratio-
q 

nal. Bezeichnet man den aus (38) fiir k = 0 resnltierenden Wert ala 
-den Haupfwert 80) von am, so folgt82): 

Losungen jener Funktionalgleichung s. G. Hamel, Math. Ann. 60, p. 461. -
Unzulanglich ist bekanntlich Cauchys Beweis till die Stetigkeit unendlicher 
Reihen (An., p. 131 j vgl. II A 1, Nr. 11, FuBn. 178), mithin auch der daraus ge­
zogene SchluB (a. a. O. p; 165) auf die Stetigkeit von .:smv~· als Funktion von 
m; derselbe kann indessen leicht durch den Nachweis erganzt werden, da.B die 
-fra.gliche Reihe fiir I m I < M, I ~ I < (l < 1 gleichmafJig konvergiert (s. z. B. Stolz, 
1, p. 307). Das absprecnende Utterl, welches Stern in der Vorrede seines Lehr­
buches aus AulaS dieser einen Beweisliicke tiber Cauchys gesamte Analyse al­
gebrique rant, erscheint um so unberechtigter, alB er jenen falschen, abel' ein­
fachen und durchsichtigen, infolgedessen auch relativ leicht zu komplettierenden 
Beweis Cauchys durch einen ebenso falschen, nur viel weitschweifigeren und 
auBerst konfusen ersetzt (a. a. O. p. 87 j vg1. auch p. 395-399). 

79) An., p. 223. Die namliche Definition iibrigens schon bei Euler: Berlin 
Rist. Acad. 5 (1749), p. 266. 

80) tIber die Bedeutung eines Symbols von der Form «1)t und die Be­
zeichnung des sog. Hauptwertes mehrdeutiger Ausdriicke s. FuBn. 98. 

81) Das analoge Prinzip (nach heutiger, von Hermann Hankel [Theorie del' 
kompl. Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 10] herriihrender Bezeichnung: Prinzip 
der Permauenz formaler Gesetze; bei G. Peacock, Brit. assoc. rep. 3, 1834, p. 198: 
"principle of equivalent forms") wird von Cauchy in der Anal. aIgebr. fiir die 
tIbertragung der elementaren Transzendenten auf das komplexe Gebiet durchweg 
angewendet. 

82) An., p. 296. Del' Grenzfall I x i = 1 wird von Ca'uchy in der Anal. 
algebr. nicht behandelt. Dagegen zeigt er in den Exerc. de math. 1 (1826), 
p. 8 (= Oeuvres [2], 6, p. 19), daB die binomische Reihe noch fiir x = -1 kon­
vergiert, wenn m positiv ist. Bolzano, der in seiner Abha.ndlung iiber den bino­
mischen Lehrsatz (s. das Lit.-Verz unter "Monographien") sich durchweg auf 
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Die Reihe L m., xl' konvergiert fiir I x i < 1 nach dem Haupt­
o 

werte von (1 + x )m, d. h. man hat, fiir x = l' (cos rp + i sin cp), 
r<l: 

(39) 

wo: 

00 

~ m,.xv = (1m (cos m1/J + i sin ml/J), 
o 

1 + x = (l(cos 1/J + i sin 1/J), 

(40) d. h.: (l = j Vi + 2r cos q;-+-;:a i, tg 1/J = 1 ~ :i::s q> 

(- ~-< l/J < -~. ) . 
2 = 2 

Die Ausdehnung dieses Resultates auf komplexe m = " + J.. i 
nebst vollstandiger Diskussion des Grenzfalles i x I = 1 gibt Abel 8S), 

dessen Abhandlung iiber die binomische Reihe nicht nur durch ihr 
Endresultat, sondern namentlich durch exakta Behandlung del' Frage 
nach der Stetigkeit einer Reihensumme erheblich iiber Cauchy hinaus­
geht84). Durch geeignete Erweiterung des Eulerschen Beweisver­
fahrens 85) gewinnt er das folgende Resultat: 

reeIle x und m beschrankt, behauptet noch, daB die binomische Reihe fUr 
X = + 1, abgesehen von dem Fall eines ganzzahligen positiven m immer divergire. 

83) J. f. Math. 1 (1826), p. 311 = Oeuvres 1, p. 219; s. auch das Lit.-V erz. 
unter "Monographien". 

84) t'rber den Satz betr. die Stetigkeit einer Potenzreihe s. Nr. 2, Fuen. 23. 
Ein anderer Stetigkeitssatz (Oeuvres 1, p. 223, Theoreme V) ist zwar in der von 
Abel gegebenen Fassung zunachst nicht vollstandig bewiesen (s. L. Sylow, Zus. z. 
Abel, Oeuvres 2, p. 303), ja sogar nachweisbar unrichtig (Pringsheirn, Munchen 
Ber. 27 [1897], p.35), unter geeigneten Einschrankungen jedoch haltbar (vgl. 
Sylow, Pringsheim a. a. 0.). .Abels Beweise und Re.snltate wurden ilbrigens von 
vielen Mathematikern jener Zeit nicht verstanden (vgl. die unzutreffende Kritik 
Arndts 3) und Bjorlings (Nova Acta Upsal. 13 [1847], p.66, 156), sowie die viel­
faeh unternommenen, als miBgltickt zu bezeichnenden Versuche, die Abelschen 
Resultate einfacher abzuleiten, s. z. B. Crelle, J. f. Math. 4 (1829), p. 305; 5 (1830)~ 
p.187; Grunert', Arch. f. Math. 8 (1846), p.272 (aueh: Supplem. zu Klugels 
Worterb. der rein en liath. 1 (1833), p. 283); Bjorling, a. a. O. p. 81-86, 
p. 143-186. 

85) .Abel operiert dabei aus8chlielllich mit Funktionalgleichungen zwischen 
Funktionen reeller Veranderlieher, die er durch Trennung des reenen und ima­
ginaren Teils erhalt; durch Beniitzung komplexe1' Funktionalgleichungen, unter 
Beriieksichtigung des "analytischen" Charakters der betreffenden Funktionen, 
HiBt sieh die Beweisfiihrung erheblich zusammenziehen; s. Stolz, 2, p. 206; Stolz­
Gmeiner, F. 2, p. 340. 
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co 

Die Reihe ~ (x + li),,' XV konvergiert absolut nicht nur fur 
o 

I x I < 1, sondern im FaIle x > ° auch noch filr I x i = 1; ist 
-1 < x ~ 0, so konvergiert sie fur i x I = 1 noch bedingt, mit 
Ausnahme von x = - 1, wahrend sie im FaIle x < - 1 fur 
I x I = 1 ausnahmslos divergiert 86). Soweit die Reihe konvergiert, 
hat mall: 

(41) 

= fix. (cosx'I/J + i sin x1/') . e-ll{J. (cos (llg()) + i· sin (Hg Q) 87) 
(wo 'I/J, Q durch Gl. (40) definiel't sind).88) 

6. Die Exponentialreihe. Die Exponentialreihe ergibt sich zu­

nachst fur eine reelle Veranderliche ;, indem man (1 + 1)n in die n 
binomische Reihe entwickelt 89): 

(42) 

und dann n unendlich werden liiBt (s. (43 a)); die auf del' rechten Seite 
dieser Gleichung erforderliche, von Euler und zunachst auch von 
Cauchy 90) ohne ausreichende Begrundung 91) vorgenommene Ver-

86) Der bei Abel noch recht weitHiufige Konvergenzbeweis fiir I x 1= 1 er­
ledigt sich am einfachsten mit Hilfe der lVeierstraftschen Kriterien (s. I G 3, 
Nr. 3, 4 und Fu6n. 151 des vorliegenden Artikels). Eine in viele Lehrbiicher 
iibergegangene einfache Behandlung des Fanes \ x ! = 1 fUr reelle m gibt E. Heine, 
J. f. Math. 50 (1858), p. 279. 

87) J. f. Math. 1, p. 239 = Oeuvres 1, p.238. Vgl. auch Nr. 7. - Aus 
Gl. (41) gewinnt Abel durch Trennung des Reellen und Imaginaren, insbesondere 
fur I x I = 1, Formeln zur Summation gewisser trigonometrischer Reihen, sowie 
zur Entwicklung von (cos xl, (sin xl 

88) Uber Restabschatzung und Anwendung der binomischen Reihe zur 
numerischen Berechnung von Wurzeln s. z. B. Schl6'milch, p. 164; Stolz, 1, 
p. 308, 313. - Beziiglich einer anderen elementaren Herleitung des allgemeinen 
binomischen Satzes s. FuBn. 110, 111. 

89) Es ist nicht notig n ganzzahlig zu denkeD. 
90) Euler, Introd., p. 85 (vorher ohne Beweis: Misc. Bero!' 7 (1743), p. 177); 

Catwhy, An., p.167. - Die Beziehung (44) war schon 1728 Dan. Bernoulli 
bekannt (Corresp. math. [FuB], p. 247) j die Potenzreihe fur e~, ebenso fiir sin~, 
cos ~, arcsin ~ wurde zuerst von Newton gefunden (s. M. Cantor, Gesch. d. 
Math. 3, p. 73-74; ·A. v. Braunmiihl, Gesch. d. Trigonometrie 2, p. 61-62). 

91) Bedenken hiergegen auBerte wohl zuerst J. Liouville, J. de math. (1840), 
p. 280, worauf J. A. Grunert (Arch. f. Math. 1 (1841), p. 204) einen auf dem 
Nachweis der gleichma6igen Konvergenz beruhenden - der Begriff in seiner 



26 IT C 1. Alfred Pringsheim und Georg Faber. .Algebraische Analysis. 

tauschung zweier Grenzubergange rechtfertigt sich dadurch, da6 die 
betreffende Reihe fur alie I; I <R (R beliebig groB) und n > nR 
gleichmii{3ig konvergiert. Fur lim n = 00 geht dann die Beziehung 
(42) in die folgende uber 90) 

(43") lim (1 + ~)n = ~J; 
10=00 n 0 11. 

(43 b) 
wenn 

(44) 

mit e bezeichnet wird. 
Del' Grenzwert und die Reihe auf beiden Seiten von (43 a) bleiben 

konvergent, wenn man ~ durch die komplexe Zahl x = ~ + in ar­
setzt, und liefern dann zwei Definitionen 93) der komplexen Potenz: 

Allgemeinheit feblt natiirlich bei Grunert - Beweis von (44) gab. Strenger Be­
weis der allgemeinen Formel (43&) bei Cauchy, Exere. d'an. 4 (1847), p. 237 und 
in allen modernen Lebrbuchern, besonders einfach (naeh G. Darboux) bei 
Tannery et Molk, Theorie des fonctions eUipt. 1, p. 101, 102 (auch fiir komplexe x). 
Ein durch SeMrfe und Klarheit ausgezeichneter Beweis schon bei 8. L'Huilier, 
Prine. calc. diff. et into expos. element., Tubingae 1795, p. 92. 

Einen direkten (nicht auf der Umformung in die Reihe beruhenden) Beweis 

fiir die Beziehung lim (1 + .i)" = e; gibt Cauchy, Resumes des lecons etc. (1823), 
n=c.o n 

p. 2; vgl. I A 3, Nr. 17. (Entsprechende Herleitung der Formel lim n (V~ -1) 
n=oo 

= 19 a bei Sch16milch p. 35, exakter bei Ph. Wulf, Monatsh. f. Math. 8 (1897), 
p.49.) 

92) Die Bereehtigung zur Gleichsetzung der Ausdriieke (43") und (43 b) folgt 

aus der definierenden Gleichung lim (1 + _~)W = e durch die Substitution III = .i 
w=<» ro n 

und Beniltzung der Relation lim a! = (lim a} (d. h. also der Stetigkeit der Potenz) 
oder auch des Umstandes, daB die linke bzw. die damit identische reehte 
Seite von (43&) der charakteristischen Fnnktionalgleichung der Potenz fm • f(TJ) 
= f(6 + 1)) geniigt (beziiglieh der linken Seite: Cauchy, Resumes analyt., p. 118 
und Exere. d'an. 4, p. 239 [zugleich filr komplexe x]; beziiglich der reehten: 
vgl. Cauchy, An., p. 168 und 98». 

93) Die Reihendefinition bei Catwhy, An., p. 309; die Grenzwertdefinition 
bei 8chlomilch, p. 237. - Eine andere Methode zur EinfUhrung von eX fur kom­
plexe x besteht darin, diejenige Potenzreihe (durch den Ausatz mit unbestimmten 
Koeffizienten) zu suchen, welche identisch die Funktionalgleichung f(x). fey) 
= f(x+y) mit der Nebenbedingung (1) = e befriedigt: 8. L'Hu~lier, Prine. calc. 
diff. et int. expos. elem., p. 87-90; Stainville, Gergonne Ann. 9 (1818), p. 23~; 
Ohm, System d. :Math. 2, p. 203; Thomae, Elem. Theone, p. 249; Stolz, 2, 
p. 199; Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 343. - Auch das Problem, die einfaehste 
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OJ • 

e" = e;+i~; die Zerlegung der Reihe '23:; hzw. des lim (1 + IT i1))n 
o n="l n 

in den reellen und imaginaren Bestandtei1 94) ergiht: 

(45) e;+i./ = e; (cos 'IJ + i sin '1]) 95). 

In dieser Darstellung wird dann die Periodizitat von e" mit der Periode 
2ni ersichtlich als Folge der Periodizitat der trigonometrischen Funk­
tionen mit der Periode 2n 96). 

7. Der natiirliche Logarithmus und die allgemeine Potenz. 
~Tede der (unendlich vielen) Wurzeln y der Gleichung eY = x (x und 
Jj komplex) wird nach Analogie der fUr positive x und reelle y gel­
tenden Definition als zur Basis e gehoriger oder natiirlicher Logarith­
mus von x bezeichnet, in Zeichen: y = 19 x. Durch Auflosung von 
(45) ergibt' sich 97): 

{46) 19x=lgr+itp+2kn:i (k=O,±1,±2 ... ), 
wo 

x = r (cos tp + i sin fJ!) ( - n: < If! < n) 

ganze transzendente Funktion ohne Nullstellen zu suchen (Weierstraft) fiihrt 

.auf ~, IX~ • 

~ v! 
o 
94) Cauchy, An., p. 300; Schlihnllch, p. 239. Diese Zerlegung mrd zunachst 

hei endlichem (ganzzahligem) n ausgefiihrl, worauf man im absoluten Betrage 
nnd Argument des Resultats n nnendlich werden lat\t. 

95) Cauchy, An., p. 300; die Formel e~i = cos 1) + i sin 1) bei Euler, Intro­
ductio, p. 104; damit l!.quivalente schon vorher: Misc. Berol. 7 (1743, p. 177 und 
nach Enestriim (Bib!. math. (1897), p.48) in einem Briefe vom 20. Jan. 1740 an 
Jon. Bernoulli; die Formel (45): Berlin Rist. Ac. 5 (1749), p. 179. S. a. Fu.6n. 97. 

96) Naheres iiber die Werteverteilung der Funktion e'" in den funktionen­
theoretischen Lehrbiichern, z. B. Thomae, p. 59; Burkhardt, Analytische Funktionen 
§ 41. - Uber den zahlentheoretischen Charakter (Irrationalitat und Trans­

:zendenz) von eX bei algebraischem IX s. I C 3, Nr. '1, p. 667-674. Einen auf der 
Reihe (43 A) basierenden sehr einfachen Irrationalitats beweis fiir e; bei rationalem ; 
gibt Hermite: Rep. Brit. ass. 1873; mit analogem Verfahren beweist er die lr­
rationa.litat von 7t: Cours lithogr. (1882), p. 74, 75; auch bei Godef1'oy, Theorie 
tHem., p. 1&3-155. 

97) Eule'I', Berlin Rist. Ac. 5 (1749), p. 165, 277; Cauchy, An., p.317. -
Die Formel log (cos ~ + i sin ;) = ; i nach v. B1'aunmilhl a. a. O. 2, p. 108 schon 
bei B. Cotes, Harmonia mensurarum (1702); vgl. auch Fu.6n. 95. Euler beendete 
durch die von ihm zuerst erka.nnte Unendlich-Vieldeutigkeit der mit 19x zu be­
.zeichnenden Funktion den historisch interessanten, besonders zwischen Leibniz 
nnd Joh. Bernoulli gefiihrten Streit uber die Logarithmen negativer und imagi­
niirer Zahlen. Vgl. Cantor, a. a. O. 3, p. 722. 
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und 19,. der einzige reelle Logarithmus der positiven Zahl ,. ist. Der 
filr k = 0 resultierende Logarithmus heiBt der Hatptwerl 98), in 
Zeiehen: 19 Xj fUr positive x stimmt also derselbe mit dem gewohnliehen 
reellen Loganthmns iiberein. Der allgemeine Logarithmus geniigt wie 
der reeIle der Funktionalgleichung: 

(47) 19 (XlI) = 19 x + 19 '!I 
und zwar in dem Sinne, daB jedem der nnendlieh vielen Werte der 
reehten Seite ein soleher der linken entspricht und umgekehrt, doeh 
nieht immer der Summe zweier Hauptwerte reehts ein Hauptwert 
links 99). 

Die (wegen der Willkiir von 1; in Gl. (46)) unendlich vielen Funk­
tionen t!'lga bilden in ihrer Gessmtheit die allgemeine xte Potenz VOll 

a, in Zeichen a"'j es ist also, wenn 

ist 100): 
(48) 

x=~+i1J und a=A(cos«+isin«) (-~<<<:-:;::~) 

a" = 

98) Cauchy, An., p. 814 nur fUr IIJ mit positivem Realteil; ohne diese Ein­
schritnkung: Exerc. d'an. 8 (18M), p.380; 4 (1847), p. 847; Bjiirling, Acad. 
Stockh. 1846 = Arch. f. Math. 9 (1847). - Dorch die Definition von Haupt­
werten wird na.ch modemer funktionentheoretischer AuffaBsung em mit emem 
Schnitt versehenes Blatt auf der Riemanmchen FlILche der mehrdeutigen Funktion 
ausgezeichnet, und zwar bei den elementaren Funktionen (dam Logarithmus, der 
Potenz, den zyklometrischen) derjenige Zweig, der fIir positive oder reelIe Variable 
schon dureh die elementare Arithmetik oder Ueometrie definiert ist. Die bei ver­
schiedenen Autoren ILuftretenden verschiedenen Annahmen der Hauptwerte beruhen 
lediglich auf verschiedener Wahl jener Schnitte. In der Anal. alg8br. sind zum. enten 
Male besondere unterscheidende Zeichen fUr die vielwertigen Funktionen, wie 

I«x)), «a»"', ra, arcsin «x» usw. und andererseits fUr ihre Hauptwerte l(x). a'" 
~;;, arcsin IIJ UBW. emgefiihrt, die teilweise von Stols-Gmeiner adoptiert wurden, 

neben der Peanoschen Bezeichnungsweise: Y;a und Va (Formulaire de III. Ri­
vista 4, p.220). In der Allgem. Arithmetik Bchrieb Stole in entsprechendem 
Sim!.e: LIIJ bzw. Ix; Arctg :z: bzw. arctg IIJ. Die im Text angewendete Be­
zeichnung fg IIJ ist die der Weierst'l'tljlschen Vorlesungen. Die Benennung Haupt­
wert (valor ·principaliB, potentia principaliB usw.) geht auf Bjiirling zuriick ~ 
Arch. f. Math. 9 (1847), z. B. p. 893, 421; ibid. 11 (1848), z. B. p. 49. 

99) 'Uber diese und weitere Beziehungen zwischen Logarithmen, insbesondere 
iiber die Giiltigkeit der Funktionalgleichung 19 a!' = n 19:z: s. Cauchy, An., p. 328;: 
Resumes analyt., p. 169; Bjiirling, •. a. 0.98); Stols, 2, p. 201; Stols· Gmeiner, 
F., p. 366-870. 

100) Euler, Berlin Rist. Ac. 6 (1749), p. 273. - Oauchy lid zuni!.chst (An., 
p. 310) nur positives a zu, spliter (Exerc. d'An. S, p. 380; 4, p. 266) fand er die 
Eulersche Definition wieder, ungeflbr gleichzeitig mit BjiirMg (Arch. f. Math., I) 
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Del' hieraus fiir k = 0 resultierende Wert, weloher also mit 
e>'lgt:l identisch jst, heiSt der Hauptwerl del' Potenz a:&. 

Hiernach la.Bt sioh die Abelsche Summation del' Binomialreihe .. 
(s. Nr. 5 am Schlu.B) so formulieren: Die Reihe ~ m~x~ hat, wenn 

o 
sie konvergierl, den Hauptwert von (1 + x)m zur Summe. 

Die Funktionalgleiohungen: 
a"'· a1I = a"'+11 

(a:&)11 = a"" 'I, 
(49) 

wo beiderseits allgemeine Potenzen stehen, geIten nur insofern, als 
jedem Werte del' rechten Seite auch ein solcher der linken entspricht, 
aber nicht umgekehrt. Dagegen ist in del' Gleichung 
(50) aX. b'" = (a . by 
del' vVertvorrat der linken Seite del' llamliche, wie derjenige der 
rechten 101). 

8. Die logarithmische Reihe. Die t'eellen Logarithmen p(Jsitiver 
Zahlen wurden vor Erfindung del' Infinitesimalrechnung nach Metho­
den berechnet, die auf eine wirkliche Herstellung der heutzutage zur 
Definition derselben benutzten konvergenten Folgen hinauslaufen lOla). So. 
besteht das von Briggs und Vlack l02) ZUl' Konstruktion ihrer Tafeln 
angewandte Verfahren lOS) dem Sinne nach darin, daB durch Quadrat-

(1847), p. 414. Oauchy und Bjiirling (a. a. 0.) definieren auch den zur komp1exen 

Basis b geMrigen Logarithmus von x: l~g x = ~ x . 
. 19b 

101) fiber die "Vo11stitndigkeit" (d. h. Gleichheit des Wertevorrats auf der 
rechten und linken Seite) dieser und anderer Gleicbungen zwischen Potenzen, 
sowie deren Giiltigkeit fUr Hauptwerte s. Oauchy, Exerc. d'An. 3, p. 376; 
Bjorling a. a. 0. 98) j Stols, 2, p. 203 und am ausfUhrlichsten Stole - Gmeiner, 
F., p. 370-377. 

lOP) S. z. B. Stols, 1, p. 143; Stolz-Gmeiner, F., p. 210. 
102) Arithmetica logaritbmica 1624 von Briggs herausgeg~ben, zweita 

vervollstandigte Ausgabe von Vlackj der Grnndgedanke des Verfahrens schon 
im Appendix zu Nepers Tafeln (Lugduni 1620), p. 39. - Die Auffassung des 
Logarithmus als Umkehrung dar Potenz hat sich erst im 18. Jahrhundert a11-
mahlieh Ba.hn gebrochen; bei den eraten Berechnern von Logarithmentaf'e1n 
(J. Neper, Mirifici logarithmorum canonis descriptio, Lugduni 1614 und J. Burgi, 
Al:ithm. u. geom. ProgreJ.\tabu1en, Prag 1620) sind die Logarithmen aufgefa6t alB 
eine arithmetische Reihe, die einer geometriscben (den numeris) zugeordnet ist. 
V gl. Cantor, Gesch. der Math. 2, p. 662. 

103) Da.von ist nux in der Anordnung verschieden das von E-ulel' (Introd., 
p. 76) zitierte und an einam Beispiel erklll.rte Verfahren, bei welchem ala Loga­
rithmus des geometrischen Mittels zweier Zahlen das arithmetiscbe ihrer Loga-
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wurzelausziehen die Zahlen 
1 .. ;- 1 

(51) y10 = 102 , If yTO = lOT 

berechnet wurden, und die beliebige Zahl n in der Form 
1 1 

n = 10m 10 2n1 • 102~ ... 

dargestellt wird (was stets und nur auf eine Weise moglich ist); es 
folgt dann in Form eines dyadischen Bruches 10S3): 

(52) 
10 1 1 

100' n = m + -- + - + .. '. 
I:> 2"1 2"~ 

10 
In ahnlicher Weise kann man log n in Form eines Dezimalbrucks-

herstellen mit Hilfe einer Tafel der Potenzen von 10 zu den Expo-

nenten -\-, -;, ... , ~k (k = I, 2, ... ) 1(4). 
10 10 10 

Die Potenzreihe fiir 19 (1 + ~) findet sich auf Grund von Integral-
betrachtungen zuerst bei Nicolaus Mercator 105) , wurde aber bald 
auch auf elementare Weise aus der binomischen Reihe abgeleitet von 
Edm01'ld Halley 106). 

Diese Ableitung wurde spater von Euler 107) wiedergefunden, von 
Cauchyl08) strenger gestaltet und ist noch heute die iibliche; sie basiert 
auf der zunachst fiir reelle ~ und ~ geltenden Beziehung 109): 

(53) lim (1 + ~){j -1 = 19 (1 + ~) 
0=0 If 

rithmen ersrheint. WeHere historische Augaben bei J. W. L. Glaisher, Artikel 
"Logarithm" in der Encyclop. Brit. 

103") S. z. B. Hocevar, Lehrbuch 'der Arithmetik und Algebra fiir Ober­
gymnasien (Wien und Prag 1902), p.134. 

104) Eine solche Tafel wurde nach StolZ, 1, p. 339 von Kramp durch Aus­
ziehen von zweiten und fUnften Wurzeln berechnetj eine a.ndere bei Egen, Hand­
buch der allgemeinen Arithmetik (Berlin 1846), 1, p. 245-249. 

105) Logarithmotechnia, London 1668. 
106) Phil. Trans. 1695, p. 60. 
107) Introd., p. 88. 
108) Ai., p. 169; Sch16milch, p.33, 180. - Dem Cauchyschen Beweis6' 

fehlt zur volligen Strenge hauptsachlich der Begriff der gleichma~igen Konver­
genz. - Eine andere elementare Herleitung durch Mittelwerte (nach Analogie 

~ 

der Integralbeziehung 19 (1 +~) = 11 ~ ~) bei Cauchy, Resumes analyt., p. 77 

o 
und bei SchWmilch, p. 62-66. - Thomae (Elem. Theorie, p. 67) gewinnt die 
logarithmische Reihe aus der Funktionalgleichung (47), was nach Cant01', 3, p. 8'T 
schon Moivre (Phil. Trans. 1699) versucht hatte. 

109) Euler, Comm. Ac. Petrop. (1730-31). Beweis nach Wul(91) bei Stol/t­
Gmeiner, F., p. 219 (vgl. auch p.379). 
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wo (1 + ~)'f in die hinomische Reihe entwickelt und sodann in allen 
Gliedern lim IJ = 0 gesetzt wird (was wiederum wegen der gleichma.Bi­
gen Konvergenz der Reihe fur alIe 1 ~ 1 :S f! < 1 und alIe IJ < IJ' er­
laubt ist). So ergiht sich: 

(54) 19(1+~)=~(-l):+lg" (-1<;<1), 

speziell 

(55) 

1 

~ (_1)"+1 
19 2 = £} -'---'v'------

1 

Eine von Cauchy 110) herruhrende Modifikation dieser Ableitung 
geht von der Beziehung aus: 

~ ~ 

(56) ~ m.;· = (1 + ;)m = e"'lg(1+~) = ~ m" (Ig ~~ + M· (I; 1 < 1), 
o 0 

wobei die Vergleichung der Koeffizienten von m auf beiden Seiten 
von (56) unter Benutzung des Oauchyschen Doppelreihensatzes wieder 
die Entwicklung (54) liefert. 

Die beiden Ableitungen geIten auch fur komplexe x.111). Die Reihe 

110) An., p. 546. Umgekehrl gewinnt Cauchy (Resumes analyt., p. 81). 

indem er in dem Ausdrucke (1 + ~r = em Ig(1 +~) = ~ m" (lg (1 + ;»" die 
..::::.; v! 

o 
durch Mittelwerle 108) gefundene logarithmische Reihe einsetzt und unter An­
wendung seines Doppelreihensatzes nach Potenzen von g ordnet, auf sehr ein­
fache Weise den binomischen Satz zunachst fli.r reelle ; und m, den er dann auf 
komplexe x ausdehnt (a. die folgende Note). 

111) Beziiglich der ersten Ableitung s. Cauchy, An., p. 305. Cauchy hebt 
iibrigens in der Anal. algebr. die Ubereinstimmung der von ihm summierten 

Reihe :iJ (- 1/+1 ~v (cos v,f) + i sin v./1) mit dem von ihm an spaterer Stelle 
o 

(p. 314) definierten Ig (1 + Q (cos,f) + i sin./1» nicht ausdriicklich hervor (ebenso­
wenig Sch16milch, s. p. 270-272). Die modifizierte Ableitung 110) fUr komplexe x 
bei Stolz, 2, p. 207; Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 358. - Ohne Benutzung der bino­
mischen Reihe folgert Cauchy (Resumes analyt., p. 163, 164) aua seinem Doppel­
reihensatze, daB die im reellen Gebiete fUr I ~ I < 1 festgestellte 108) Identitil.t 

( ~ ~2 g3 )V 
1 + ~ = e1g (1+~) = ~, T - "2 +3- - , .. 

~ v! 
o 

00 • 

auch fur komplexe x gelten mu.6, daB also die Reihe ~ (_1)V-1 : fUr Ixl <1 
1 
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00 

:8-l-1)v+l :" konvergiert im Innern und auf del' Begrenzung des 
1 

Einheitskl'eises mit Ausnahme des Punktes x = - 1 nach dem Huupt­
werte 19 (1 + x) 112). 

9. Die Berechnung der Logarithmen. Zur Berechnung der 
Logarithmen ist die Reihe (54) wegen ihrer schwachell Konvergenz 
und ihres beschriinkten Konvergenzgebietes 113) direkt nicht geeignet. 
Brauchbarer ist die Reihe 

(57) 

welche vermittelst del' Beziehullg 

nach einem Werte der vieldeutigen "Funktion 19 (1 + x) konvergiert, der aus 
Stetigkeitsgriinden nur der Hauptwert sein kann. Das so gewonnene Resultat 

"" 
verwendet er dann zur Summation der binomischen Reihe.lJ 1i!.X· (a. a. 0, p.165; 

o 
vgl. 110», wobei die Voraussetzung eines reellen m ohne weiteres durch die eines 
komplexen ersetzt werden konnte. 

112) Uber die Entstehung des allgemeinen 19 (1 + x) durch analytische 
00 v 

Fortsetzung des Funktionselements 2J (- 1),,-1.;- s. z. B.: Thomae, Elem. 
1 

Theorie, p. 70 (2. Aufi., p. 100). 
111) Der letztere Grund ist nicht wesentlich; theoretisch reicht die Reihe 

in Verbindung mit der Funktionalgleichung 19 ~ = - 19 ~ zur Berechnung der 

Logarithmen alIer positiven Zahlen aus; s. SchUhm7ch, p. 181; del' Gedanke nach 
Cantor, 3, p. 62 moglicherweise, wenn auch nicht recht deutlich, schon bei 
Wallis, Phil. Trans. 2 (1668), p. 753-756. 

114) Von J. Gregory, Exercitationes geometricae (1668) geometrisch ab­
geleitet; in der im Text angegebenen Weise von Halley, Phil. Trans. 1695, p. 62. 
Gl. (57) lief'ert speziell fiir a = b + 1 eine zur sukzessiven Berechnung der Loga­
rithmen ganzer Zahlen verwendbare Formel. Eine fUr die Rechnung vorteil­
hafte Kombination von (57) mit einer passenden Zerlegung des Numerus in ein 
Produkt benutzt Euler (Introd., p. 91) bei Berechnung eines Beispiels, systema­
tisch Adams, Proceed. Roy. Soc. 27 (1878), p. 91. Anf ahnlichem Gedanken be­
ruht das nach J. W. L. Glaisher (Art. Logarithm in Encyclop. Brit.) in England 
BOg. Weddlesche Verfahren (The mathematician, Nov. 1845), das in seinen 
Hauptpunkten schon Briggs (Arithmetica logarithmica 1624) bekannt war. 
(Weitere Literatur in IF (Mehmke) , Nr. 27, 28; s. auch Stolz, 1, p. 316-325.) 
Zwei elementare, nicht auf Anwendullg der logarithmischen Reibe beruhende 
Berechnungsmethoden 8. Hermann Schubert, Element. Berechnung der Logarithmen, 
Leipzig 1903. 
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Igl-X = 100(1-x) -lg(l +x) = - 2 ~_1_X2V+1 
1+11.' 0 ~2v+1 

o 

und der Substitution t + : = ~ (also x = ~ +:) erhaltell wird 115). 

Die Berechllung von Logarithmen mit anderer Basis als e ist auf 
<lie der llatiirlichen durch die Funktionalgleichung 

a 
(58) log b = M 19 b, 
zuriickgefiihrt, wo 

(59) 
1 ct 

JJI = -1-- = log e ga 

<ler :Modul des Logarithmensystems mit der Basis a heiBt. Fur die 
in der Praxis allein gebrauchlichen dekadischen oder gemeinell Loga­
Tithmen ist 

(60) M = 192 _~ 195 = 2,30258 ~0230-:-:-: = 0,43429 44819 ... 115 a). 

10. Die Funktionen sin x und cos x. Aus den Formeln 
.e± ~i = cos ~ + i sin ~ 116) (vgl. (45)) folgen durch Addition resp. 8ub-

115) Durch andere Variabelntransformationen gelangte schon Halley zu 
noch rascher konvergenten Berechnungsformeln (Phil. Trans. 1695, Nr. 216), welche 
in der Folgezeit vielfach vermehrt wurden (s. KUigel, l\Iath. Worterbuch 3, 
Art. Logarithmus, p. 530: Geschichte der Logarithmotechnie). Beispiel: Die bei 
der Berechnnng der Tables du Cadastre fUr die Primzahllogarithmen angewandte 
Formel: .. 

10 1 10 1 10 :2 1 ( 1 )2.+1 logx=-log(x+l)+-lo<,.(x-l)+M ,,-- -2--
2 2 0\ 2v+12x-l 

o 

(Lefort, Paris Ann. de l'Observat. 4 (1858), p. 130). 
115 a) Von J. O. Adams (London R. Soc. Proc. 27 [1878J, p. 91) auf 260 Stellen 

berechnet. V gl. auch Glaisher a. a. O. 103). 

116) Die urspriingliche Eulersche Ableitung dieser fundamentalen Formeln 
(rntrod., p. 98ff.) unterscheidet sich von der Nr. 6 augedeuteten Cauchyschen nur 
durch andere Anordnung der Grenziibergange. Euler geht von dem Moivreschen 
Satze (65) in der Form: 

t (cos ~ + i sin~t + (cos ~ - i sin ~)n 
cosn" = 2 ' 

. • (cos ~ + i sinst - (cos ~ - i sin;)n 
smn~ = 2i 

aus, lliBt hier n unendlich werden, wahrend n~ endlich bleibt, und benutzt wie 

auch Cauchy die geometrischen Beziehungen lim sin ~ = lim cos S = 1. (Die 
~=o ~ ~=O 

rein formale Ubereinstimmung der beiden aus der Infinitesimalrechnung be­
kannten Reihenentwicklungen fiir 2 cos 1; und e~i - e- ~i war Euler schon fruher 

Encyklop. d. math. Wi •• ensch. II 3. 3 
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traktion die Beziehungen: 

(61) t e~'+e-~' 
cos s== 2 ' 

(62) 

und vermoge (43) die 

(63) 

(64) 

. t _ e~i_e-~i 
SIn \:! - 2i ' 

Reihenentwicklungen: 

~ (-1)" ~ll" 
cos ~ =..::.: (2v)! ' 

o 

Diese bestiindig konvergenten Reihen oder auch die damit aqui­
valenten Ausdriicke auf den rechten Seiten von (61) und (62) liefern 
fur komplexe x (an Stelle von ~) die Definition 117) der Funktionen 
sin X und cos x, die durch elementargeometrische Betrachtungen nur 
fur reelle ~ definiert sind. Die Additions- und Periodizitiitstheoreme 
der trigonometrischen Funktionen bleiben auch im komplexen Gebiete 
in Gultigkeit, insbesondere auch der Moivresche Satz 118): 

(65) (cos x + i sin x)n = cos nx + i sin nx. 

Durch Entwicklung der linken Seite von (65) bei ganzzahligem 
n > 0 in die endliche binomische Reihe und Berucksichtigung von 

aufgefallen (s. Enestl'om, Bibl. math. 1897, p. 48)). Ein anderer Standpunkt ver­
meidet aus Griinden arithmetischer Konsequenz den Gebrauch geometrischer 
Begrilfe. Fiir die dann durch die Reihen (63), (64) alB definiert zu betrachtenden 
ganzen transzendenten Funktionen kann die UbereinBtimmung mit den gewohn­
lichen trigonometrischen Funktionen sin ~, cos ~ fur reelle ; nachtraglich er­
wiesen werden, da jene Funktionen den fUr sin ~, cos ~ charakteristischen Funk­
tionalgleichungen (Additionstheoremen) geniigen; s. Thomae, Elem. Theorie, p. 55 
(der dem Rauptschlull zugrunde liegende -HalbierungsprozeB schon bei Cauchy, 
An., p. 113lf.); andere Methode bei Tannery, Introduction, p.147-152 (2" ed. 
p.312-316). - Dieselbe Problemstellung tritt auf bei den Versuchen, den Satz 
vom Parallelogramm der Krafte auf einfachere Axiome zuriickzufiihren; s. IV 1 
(VoP), Nr. 19. - Vgl. auch die (nur skizzierte) Ableitung der trigon9metrischen 
und zyklometrischen Reihen aus den Additionstheoremen bei Jack, Proceed. 
Edinb. Math. Soc. 1894-95, p. 132-135. 

117) Euler, Berlin Rist. Ac. 5 (1749), p. 279; Cauchy, An., p. 311. -
Uber den Verlauf der Fnnktionen sin x und cos x s. die Lehrbiicher, z. B. Thomae, 
Elem. Theorie, p. 61 (2. Aufi., p. 88); Burkhardt, Funktionentheorie, p.119 (3. Anfi., 
p. 140). 

118) Moivre, Misc. analyt. 1730; vorher (nach A. v. Bmunmiihl, Bibl. math. 
2 (1901), p. 97-102) schon Phil. Trans. 1707 u. 1722. - Die Giiltigkeit fUr kom­
plexe x hebt Cauchy (Exerc. d'an. 4, p. 279) hervor. 
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(66) sinl! X + coss X = 1 
ergeben sich die Formeln 119): 

a) fiir gerades n: 
~n ~nx= ,. 

2- 1 -

COS X (n. sin x + ~ (_ 1)" n (n 2 _ 22) (n2_ 42) ••• (n 2 _ 2vl sin2r+1x) 
~ (2v+ I)! ' 

1 

" 2 ---2 

(68) 1+ ~( 1)Vn2(n2-22)(n!-4~ ... (n!-2v-2). 21' 
cosnx= ...::;; - (21J)! sm X; 

1 

b) fur ungerades n: 
,.-1 

119) Schon Vieta gibt in einer um 1590 verfaBten, 1615 von Alexandm· 
Anderson mit hinzugefiigten Beweisen publizierten Abhandlung die Formeln (68), 
(69) und an Stelle von (67), (70) analoge, nach Potenzen von cos x fortBchrei­
tende, in geometrischer Einkleidung fiir die Spezialwerte bis zu n = 10, nebst 
Methode znr Berechnung der Coeffizienten (s. Vieta, Opera 1646, p. 295, 297, 299). 
Eine allgemeine Formel der vorliegenden Art, und zwar diejenige Reihenentwicklung, 
welche fUr ganzzahlige n sieh auf die Formel (69) reduziert, zuerst wohl bei 
Isaac Newton (Brief an Oldenburg vom 13.Juni 1676 = Opuscula, ed. CastillioneuB 1 
[1744], p.315), der bei dieser Gelegenheit von der betref'fenden Formel als einer 
fUr ganzzahlige n allgemein bekannten spricht, ohne freilioh die Giiltigkeit der 
von ihm fUr beUebige n (mit Hulfe seiner Methode der Reihenumkehrung) ab­
geleiteten Formel wirklioh zu beweisen (im iibrigen vgl. hierzu FuBn. 121). -­
Euler benutzt in der Introduotio (Nr.132) die Gleiohung (65) iediglich zur Dar­
stellung von cos nx, sin nx durch Aggregate von der Form .::Ec" . cos va;. sin "-"x, 
wahrend er die Formeln (67), (69) (a. a. O. Nr. 236, 238) und an Stelle von (68), 
(70) analoge, nach Potenzen von cos x fortschreitende (Nr. 235, 243) dnrch ein 
rekursorisches Verfahren aus dem Additionstheorem ableitet. Das niimliche 
Verfahren kiirzer und durchsichtiger bei Lagrange (Le<;ons sur Ie caleul des 
fonotions, Paris 1808, Le<;on XI = Oeuvres, 10, p. 113f'f.), welcher aile hierher 
gehorigen Formeln (d. h. auBer (67)-(70), auch die nach Potenzen von cos x 
fortschreitenden (letztere iiberdies auch noch nach fallenden Potenzen geordnet), 
zusammenstellt. Die im Texte angedeutete Herleitung findet Bich bei Cauchy, 
An., p. 230. Andere an die Additionstheoreme von cos x, sin x ankniipfende Ab­
Ieitungen s. Schlihnz7eh, p. 185; Hattendortf, p.122. 

Bei Euler (a. a. O. p. 220, ferner Nov. Comm. Ac. Petrop. 5 (1754-55), p. 164) 
finden sich auch die Auflosungen der Gleichungen (67) bis (70), durch welche 
die Potenzen der trigonometrischen Funktionen als Summen der Funktionen der 
Vielfaohen des Arguments dargestellt werden. Die entsprechenden FormeIn fur 
beliebige reelle n bei Abel, Journ. f. Math. 1 (1826), p. 338 = Oeuvres, ed. 
Sylow-Lie, 1, p. 249. Vgl. im iibrigen IIA, 11a. 

3* 



S6 II C 1. Alfred Pringskeitn und Georg Faber. Algebraische Analysis. 

n-1 

(70) cosnx= cos x (1 + ~(-1)~ (nl-1)(nl-31) ... (n!-2-;=t"') sinBvX) 
~ (211)! • 

I 

Da die Nullstellen der auf den rechten Seiten von (67) bis (70) 
stehenden Polynome in sin x bekannt sind, so ergeben sich aus 
diesen Formeln zugleich die Produktentwicklungen 120): 

a) fur gerades n: 

(71) 
i-I ( ) • J ., SIn a; 

smnx=n· smx·cosx H 1-. hn ' 
1 Blnl-

'", n -' .. 
(72) "2 ( ') 

sintx 
cos nx = H 1 - . 2" -1 ; 

1 sml2;;-1t 

b) fUr ungerades n: 
71-1 

sin nx = n· sin x l~i (1 - .Bi~;:1t")' 
1 SIn --

n / 

(73) 

71-1 

cos nx = cos X H2 (1- ___ Bm I x __ ') . 
.• ':!,,-1 

1 sm -2n n . 
(74) 

1st n eine ganz beliebige (auch komplexe) Zahl, so treten an 
die Stelle der Summen auf den rechten Seiten von (67) bis (70) die 
entsprechenden unendlichen Reihen, welche in der vermittelst der 
Ungleichung 
(75) Isinxl < 1 

definierten Umgebung des Nullpunkts (und zwar bei den aus (67) 
und (70) resultierenden Entwicklungen noch mit AusschluB von 
x = + ;) nach sin nx bzw. cos nx konvergieren 121) und die anderer-

120) Euler a.. a. 0. 11"). Durch Vergleichung der symmetrischen l!'unktionen 
der Nullstellen mit den Koeffizienten der Polynome (67) bis (70) gewinnt Euler 
mannigfa.che Relationen; s. auch Cauchy, An., p.556. Eine elegante Anwendung 
der Formeln (69), (73) zum Beweise des Reziprozit§.tsgesetzes der quadratischen 
Reste bei Gotthold Eisenstein, Journ. f. Math. 29 (1845), p. 122. 

121) nber mangelhafte Herleitungen bei Newton 11,,), Moivre, Johann und 
Jacob Ber·noulli s. fl. Brauntnuhl, Gesch. der Trigonometrie 2 (1903), p. 6. Ablei­
tung auch bei Oauchy, An., p. 548 (und zwar nur fUr reelle 6) unvollstli.ndig; 
besser bei Lagrange 1l9), L~on XI, mit Hilfe der nach ihm benannten Reihe; 
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. f hl' b . n 1 b n n - 1 bb h al selts ur ganzza 1ge n el v = 2" - zw. 2' 2- a rec en, so 

wiederum in die endlichen Summen (67)-(70) ubergehen. 
Fur die Quotienten und reziproken Werte der Funktionen sin x 

und cos x existieren auch fUr komplexe x die zunachst im reellen 
Gebiet (von der Trigonometrie her) ublichen besonderen Bezeich­
nungen 122): 

sinx t 1 1 1 
(76) cos x = gX= cotx' sinx=cosecx, COBX=secx. 

II. Die zyklometrischen Funktionen. Genugt x der G-leichung: 

(77) 

so heiSt y ein Wert der Funktion Arcustangens von x, in Zeichen 
y = arctg Xi die Auflosung von (77) nach y liefert alsdann: 

(78) 

die unendlich vielen 

i l-xi ln3) arctg x = - 19 --.' ~ 
2 1 +xt 1 

Werte der Funktion arctg x unterscheiden sich 

ganz unzuIanglich bei Sch16milch, p. 263; richtig, aber auBerst umstandlich bei 
Hattendorft~ p. 128, 189. Strenger und einfacher Beweis mit den Hilfsmitteln 
der elementaren Funktionentheorie bei Thomae, Elem. Theorie, p. 106 (2. Aufi., 
p. 136); Stolz 2, p. 221-224; Stolz-Gmeiner, F.2, p. 382; andere Herleitung bei 
Weie1'st'l'ajJ, Journ. f. Math. 51 (1856), p. 59 = Werke 1, p.219. 

Zur Bestimmung des Konvergenzbereiches der entstehenden unendlichen 
Reiheu eignet sich das Weierstm,6sche Kriterium (s. I G 3, Nr. 3, 4). 

Andere Reihen fiir sin x und cos x (z. B. 

4x' 4x'(4x2 - 2'<n:2) 4X2(4x' - 2'%') (4x'- 4'<n:') 
cos x = 1 -t:2~-n~ + 1. 2 . 3 . 4 . <n:4 - 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . <n:6 + - ... ) 
bei David, Paris Soc. math. Bull. 11 (1883), p. 72. 

122) Trennung des Reellen und Imaginaren in tg (~ + irj) bei Euler, Berlin 
Rist. Ac. 5 (1749). Die Bezeichnungen sec x, cosec x sind nicht mehr reeht ge­
brauchlich; ganz veraltet ist sinusversus x (siv x) und cosinusversus x (cosiv x) fur 
1 - cos x resp. 1 - sin x. - Uber die von V. Riccati (Opuseula 1, Bononiae 
1757, p. 70) eingefUhrten hyperbolisehen Funktionen: 

. sin ix 
Blnhx=--.-, coshx=cosix 

t 

B. die M.onographien von O . .A.. Laisant, Essai sur les fonctions hyperbol., Paris 
1874, und S. Gunther, Die Lehre von den gewohnlichen und verallgemeinerten 
Hyperbelfunktionen, Halle 1881. 

123) Euler, Introd., p. 105 ex reell gedacht); fur komplexe x bei Cauchy, 
Exere. d'an. 4, p. 271; Stolz, p. 211; Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 365. Zerlegung von 
arctg x in seinen reellen und imaginaren Bestandteil Euler, Berlin Hist. Ac. 5 
(1749), p. 286. Der Zusammenhang zwischen arctg und 19 war schon 1702 (Paris 
}fem. Ac. Se.) Joh. Bernoulli bekannt (s. Opera 1, p. 393-400). 
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i - 1-xi 
voneinander urn Mnltipla von n; der Wert 2lg l+xi' dessen Real-
teil 91 also der Ungleichung 

(79) -"::<81<:!-
2 = 2 

geniigt, heiSt der HauptwerP94): arctg X lmd wird fur alie I x I < 1, 
ausgenommen x = + i /25) dargestellt durch die Reihe: 

(80) arctg x = (; 19 (1 - xi) - ~ 19 (1 + xi») 

co x2~+1 

= ~ (-1)- 2,,+1 126); 
o 

insbesondere ergibt sich fiir x = 1 die sog. Leibnizsche Reihe: 

(81) 

Zur Berechnung von n ist dieselbe wegen ihrer schwachen Kon­
vergenz ungeeignetj zu rascher konvergenten Formeln gelangt man 
entweder durch geeignete Transformation von (81)128), oder indem 

man den Bogen ; mit Hilfe des sog. Additionstheorems der Funk­

tion arctg: 

(82) arctg x + arctg'!l = arctg ; + ;y 
in TeilbOgen mit rationaler Tangente zerlegt, z. B.129): 

124) Cauchy, Exerc. d'a,n. 4, p. 271. 
125) Die Punkte x = + i sind die einzigen singulll.ren der Funktion a.rctg 11':; 

um den Punkt 00 gelten die Entwicklungen: 

( 1) ~ -1",-1 
arctgx= k-"2 7&- ..::;(-It :,,+l (k=O,±1,±2,···). 

o 
126) Euler, Introd., p. 105 (x reell gedacht) j fUr' komplexe x z. B. Stole, 

p. 211 j Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 364. - Andere elementare Ableitungen im reellen 
Gebiet: Oauchy, An., p.307 ebenfalls aus der -logarithmischen Reihej SchliJm~7ch, 
p. 70 durch Mittelwerte; Hattendorif, p. 148 aus der in Fu8note 129 zitierten 
Reihe. 

127) Brief an Oldenburg vom 27. Aug. 1786, Acta erudit. 1682, p. 11; schon 
vorher (1671) sind die Reihen (80), (81) VOII. J. Gregory' gefunden (Commerc. 
epist., p. 78, 79). 

128) S. I A S, 37, besonders FuBnote 266. 
129) J. Machin in Jones' Synopsis 1706. Ahnliche Zerlegungen mehrfach 

bei Etder, z. B. die besonders mit Hilfe der Reihe 

t ( 2 ti 2 . 4 ( t! ) ! ) 
arctg t = 1 + fi 1 + S 1 + t 2 + S . 5 1 + ti + ... 
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(83) 
'It --1 --1 
- = 4 arctg - - arctg ----
4 5 239.' 

und dann die Reihenentwickelung (80) beniitzt. 
Die AuflOsung der Gleichung 

(84) 

nach y ergibt: 

{85) y = arcsin a: = + 19 (xi + Vi - xl!) 180) 

Bedeutet if irgend einen bestimmten dieser unendlich vielen 
Werte, so teilt sich die Gesamtheit in die zwei Gruppen: 

y=y+2n'Jt und 'Jt-y. 

Der Hauptwer(1S1) arcsin a: wird durch die V orschrift: 

I Ableitung aus (67) durch Grenziibergang n = 0 und Substitution t = tg x z. B. 
bei Schlomilch, p.266; Hattendorff, p.144] sehr bequem auszuwerlende Formel 

--1 --3 
'It = 20 arctg 7" + 8 arctg 79 

{Nova Acta Ac. Petrop. 11 (1793), p. 133 in einer A.rbeit von 1779, vorher (1776) 
Bchon bei Ch. Hutton, Phil. Trans. 476). Unbegrenzte Fortsetzung dieses Zer­
legungsverfahrens: Euler, Comm. Ac. Petrop. 9 (1727), p. 100; Nov. Camm. Ac. 
Petrop. 9 (1762-63), p. 40-52. Die vollstandige Losung der Gleichung 

1 1 n 
In, arctg -- + 1/12 arctg - = k . -

X, Xj 4 

in ganzen Zahlen In" 1n2 , x" X 2 , 7c gibt O. Stormer, Christ. Vidensskabssel­
skabsakrift.1895 und Paris Soc. math. Bull. 27 (1899), p. 160; er untersucht auch 

. 1. 1 1 'It 
den allgememeren Fall m, arctg - + 1n2 arctg - + ... + mn arctg - = k . - , 

x, x! xn 4 
Paris C. R. 1896, Nr. 4, 5; Arch. for Math. og Nat. 1896. 

Die Berechnung der Zahl n wurde so auf immer mehr Dezimalstellen 
hinausgefiihrt (schlieLllich iiber 700). S. dariiber die Schrift von Rudio: Archi­
medes, Huygens, Lambert, Legendre (Lpzg. 1892). Uber die Beweise der Irra­
<tionalitat und Transzendenz von :n: s. I C 3, 7 und Fu.6note 96 des vorliegen­
den Artikels. V gl. auch F. Klein, V ortrage iiber Elementargeometrie (Lpzg. 1896), 
ll. 53. 

130) Trennung des reenen und imaginaren Teils von arcsin x: Euler, Berlin 
Rist. Ac. 5 (1749), p. 283; Cauchy, An., p. 325. Formel (85) z. B. bei Oauchy, 
Exerc. d'an. 4., p. 281; Stolz, 2, p. 213. 

131) Oauchy unter gesonderter Betrachtung des reellen und imaginaren Be-
13tandteils: An., p. 325, 327 und prtiziser Exerc. d'an. 3, p. 385 (Oauchy fiihrt die 

:n: 
Untersuchung aus an der Funktion arccos x = '2 - arcsin X fiir allgemeinen 

und Hauptwerl). - Stolz, 2, p. 213 und Stolz-Gnzeiner, F. 2, p. 370 unterscheiden 
in jeder der obigen zwei Wertgruppen eigene Hauptwerte, deren Realteile dann 
zwischen -- n und 11: Hegen. 
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(86) - ; < m (arcsin x):S: ; 

ausgesondert, wobei an den Grenzen das Vorzeichen des imaginaren 
Teils von arcsin X noch willkiirlich 182) festzusetzen ist. 

Durch Vergleichung del' Koeffizienten von n auf beiden Seiten 
von (69) gelangt Cauchy zu der fur aHe I x I s:: 1 gultigen Reihe IS3): 

(87) 
~ 2 1 --;--- ~ 1.3 ... (21'-1) X v+ 

arCSIn x = x + .:::./ 2.4 ... 211 2v+ 1 
1 

Hiel'aus speziell fur X = + 1: 

+ ~ = + (1 + ~ 1· 3··· (211 -1) . __ 1_).134) 
- 2 - .:;;..' 2·4···211 211+1 

1 

12. UnendlicheProdukte fUr sin x und cos x. Die Produkt­
entwicklung 

(88) 

findet Euler 185), indem er den Ausdruck 

(l+-;f - (l-~r 
a; 

132) Z. B. positiv: Cauchy, Exerc. d'an. 3, p. 385. Der so definierte Haupt­
wert entspricht dann dem positiven Zeichen vor dem Hauptwerte der Quadrat­
wurzel und dem Hauptwerte des 19 in (85), Cauchy, Exerc. d'an. 4, p. 281. 

133) An., p. 549 (daselbst durch Vergleichung der hOheren Potenzen von. 
n auch Reihen fiir (arcsin x)~ usw.; die Reihe fUr (arcsin X)2 hatte Euler schon 
1737 auf anderem Wege gefunden: s. G.Enestrom, Bib!. math. (3) 5 [1904], p. 270~ 
P. Stackel, ehendas. 8 [1907], p. 45). Der Cauchysche Beweis ist fiir reeIle ~ 

gedacht, laRt sich aber ohne weiteres auf komplexe x ubertragen, s. Thomae~ 
p. 106; Stolz, 2, p. 224. Andere Herleitung von (87) aus der arctg-Reihe bei Ca~tchy 
(An., p. 545 im reellen Gebiete), ferner durch elementare Darstellung der ill der 
Infinitesimalrechnung ublichen Methoden bei SchlOmilch, p. 220 (Ersetzung von 

~ 

I v di; durch einen Mittelwert) und Stolz, 2, p. 216 (Beniitzung der Eala-
1- 1;' 

o 
tion D x arcsin x = 1 ). - Beschreibung der Riemannschen Flache des 

Vl-x2 
arcsin bei Thornae, Elem. Theorie, p. 104-106 (nur in der 1. Aufi.; vgl. 2. Aufi.,. 
p. 135). 

134) Die Konvergenz dieser Reihe wird am einfachsten mit Hilfe des Raabe­
schen Kriteriums (s. I A 3, 27) eI·kannt. 

135) Introd. p. 118; strenge Fassung des Eulet'schen Beweises bei Stolz 2, 
p. 322 angedeutet, ausfiihrlicher bei Stolz-Gmeinet·, F. 2, p. 439. (V gl. auch. 
L' Huilier, Princ. calc. diff. et int., p. 141.) 
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in Faktoren zweiten Grades von der Form: 
2kn 

,1 +C08- , ) l+ Xn, 2;n(=1+-~kn2 (k=1,2, ... ) 
1 - cos -n- (n tg -,d 

41 

zerlegt und dann zur Grenze n = 00 ubergeht. Die Substitution 
von ix anstelle von x ergibt sodann 

In ahnlicher Weise gelangt Euler zu 
00 

(90) H (1 4X') 136) cosx =" - (2v+ l)'n' . 
o 

Oauchy 137) geht bei seiner von den meisten Lehrbuchern acceptierten 
Ableitung von dem endlichen Produkte (73) fur sin nx aus und Ia.6t 
daselbst n unendlich werden, wahrend nx endlich bleibt. 

Aus (89) foIgt speziell fur x = -~ die Wallissche 138) Formel: 

(91) 
n 224466 
2=1' S· 3'5'5'7"', 

136) Introd., p.1Sl f. Daselbst auch in ahnlicher Weise abgeleitet Produkte 
fiiI ae% + be-x u. a. Unvollkommnere Herleitung des sin- und cOB-Produkts 
Bowie der Relationen (93) schon Comm. Ac. Petrop. 7 (1734), p. 123-134. 

137) An., p. 565; vereinfacht von SchlOmilch, p. 204. (Durch Trennung des 
Reellen und Imaginaren gewinnt Cauchy (An. p. 573; Sch16milch, p. 274-77) 
weitere Produkt- und Reihenformeln.) Noch elementarere Herleitung von Schriiter 
(Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 257) durch iterierte Anwendung der Formel: 

. . x . x+n 
SIll x = 2 sm 2 sm 2--' 

Nach der Weierstra,8scben 'l'beorie der Zerlegung ganzer Funktionen in ihre 
Primfaktoren (s. II B 1,31) ergibt sicb das sin-Produkt aus den bekannten 
N ullstellen der Funktion sin x (vgl. Euler, Misc. Berol. 7 (1748); Euler zeigt be­
reits, dae autler nn keine andern Nullstellen existieren) in der Form: 

+~ ~ ~ 

sin x = eU(x). xH' (1 -~) e-; = £!l(z) • xH (1 - ~-) vn v'n2 , 

-~ 1 

worauf nur noch der Nachweis eU (x) = 1 durch zweimalige Ableitung (Weiet·­
stra/l; vgl. Frenzel, Zeitschr. Math. Phya. 24 (1879), p. 325) oder auf Grund eines 
allgemeinen Hadamardschen Satzes (Journ. de math. (4) 9 [1893], p. 209) tiber das 
infinitare Verhalten ganzer Funktionen (vgl. z. B. Emile Borel, Le~ons sur les 
fonctions entieres, p. 82; A. Pringsheim, Math. Ann. 58 (1904), p, 328) zu erbrin­
gen ist. 

138) Arithmetica infinit, 1659. 
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welche u. a. zur elementaren Herleitung dar Stirlingschen 1S9) Formel: 

'" -n+-
(92) n! = Y2nn·nne 12n (0 <.f} < 1) 
dienen kann 140). 

Die Entwicklung der rechten Seite von (89) in eine Potenz­
reihe und die Vergleichung der Koeffizienten derselben mit den­
jenigen von (64) fiihrt Euler auf die Relationen: 141) 

(93) 

~ 1 %2 

...;;;;.; ~ = If ' 
1 

. ; 
allgemein ist 

00 22k - 1 B 
~ 1 _ k 2k 

...;;;;.; v2k - (2k)! '1t , (94) 
1 

wo Bk die kte Bernoullische Zahl bedeutet 142). 
13. Partialbruchreihen fUr tg x, cot x, cosec x, sec x. Aus 

(90) findet Euler 143) durch Substitution von X - Y anstelle von x 

139) Methodus differentialis, London 1730. 
140) J. A. Serret, Cours d'algebre (5. Aufl..) 2, p. 219 (deutsche Ubers. v. 

Wertheim 2, p. 178); noch einfacher bei Oesaro, Anal. algebr., p. 271, 480. 
141) Introd. p. 136; vorher (p. 129) zeigt Euler ganz allgemein: 1st 

00 ... 

HCl + ct.x) = 2J C.Xv , 

1 0 

so gelten genau wie im Faile endlicher Produkte und Reihen die Beziehungen: 
00 Lr DC" = c1' :E- IX; = cr - 2c2 u~w. 

1 

Zur Vervollstandigung der Eulerschen formalen Betrachtungsweise ist die Voraus­
eetzung der absoluten Konvergenz des Produktes hinreichend (nicht notwendig). 
V gl. im ubrigen I A 3, 43. lrber die Entstehungsgeschichte der Formeln (93) 
und verwandte Eulersche Untersuchungen s. P. Stiickel, Bibl. math. (3) B (1907), 
p.37-60. 

142) Naheres uber die Bernoullischen Zahlen s. II A 3,18; vgL auch im 
Texte 14. - Produktdarstellungen des log, arcsin usw. bei L. &idel, J. f. 
Math. 73 (1871), p. 273. 

143) Introd., p. 126, 134; einwandfreie Darstellung bei Stolz, 2, p, 252, 323; 
Stolz - Gmeine'l', F., p 444; ahnliche Ableitung bei SchWmilch, p. 206-209. Die 
Vergleichung der hOheren Potenzen von y (Euler a. a. 0.) liefert Partialbruch­
reihen filr (tg x)! usw. und durch Spezialisieruug die Summation violer merk­
wllrdiger Rellien, darunter die im Texte (106) erwahnten. 
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und Division mit cos x: 

(95) (oSc~:;Y) =) cos y + tg x sin y 

= tI (1- (211 + 1~~ + 2X) (1 + (2" + 1~~ - 2X) 
o 

ROO ( 8xy - 4y2 ) =. 1 + (211 + 1)2,,; _4xl 
o 

und sod ann durch Entwicklung nach Potenzen von y und Vergleichung 
-der Koefnzienten von y die Paniarbruchreihe: 

(96) tg~= - 2 ~ (2X + (21V+1)"; + 2x _ (2
111+ 1)n) 

o 

n Auf ahnliche Weise oder einfacher durch Substitution von 2 - x 
ffir x folgt: 

~ ~ 1 ~ (1 1) 1 ~ 2x (97) cotx = x + ~ x _ 1111: + X + "n = x - ~ ,,1,,1_ X!I 

1 1 

x 
ferner wegen cot 2 - cot X = cosec x: 

(98) c08ecx=~+ ~(_l)T + (+.1)") 
x ~ X-"n X lIn 

1 

'" _ 1 + ~ ( 1).-1 2x - x ~ - "lIn ! - Xl 
1 

und hieraus durch Substitution von i-x fUr x: 

(99) sec x = 2 ~ ( (_1),,-1 + (_1)"-1 ) 
":;'i (211-1)1I:-2x (2,,-1)n+2X 

1 

00 

= ~ (_ 1)V-1_~~~=~ln_ . 
..:::.; (2" _l)lInt - 4x! 

1 

.Jede dieser Partialbruchreihen konvergiert gleichmafJig in jedem end­
lichen, von Nullstellen der Neuner freien, abgeschlossenen Bereich der 
komplexen Ebene; unbedingte Konvergenz nndet aber immer nur bei 
paarweiser Zusammenfassung der Partialbriiche statt 144). 

144) AIle diese Reihen lasson sich durch Addition von Konstanten ill 
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14- P 'h f"" sin x • otenzrel en ur tg x, cot x, cosec x, sec X j 19 -x-' 

19 cos x. U5) Die in N r. 19 eingefiihrten Bernoullischen Zahlen treten 
auf Grund der Gleichung (94) wieder auf als Reihenkoeffizienten in 
den aus den Partialbruchreihen (96), (97), (98) abzuleitenden Potenz­
reihen fur tg x, cot x, cosec X,t46) sowie in den durch gliedweise 
Logarithrnierung aus den unendlichen Produkten (89), (90) folgenden 

Potenzreihen fUr 19 si: x, 19 cos x: 147) 

00 211 ' 2., , 

(100) t =.LJ2 (2 -1) B 2,'-1 (Ix/ < -n, gx '2)1 "x \ v . 
1 

'" llv 

(101) 2J 2 B 2. (Ixl < 11:), x cot X = 1 - .. -- "x 
(2 v) ! 

1 

(102) ~ (221' -1) 
X cosec x = 1 + 2 v (2v)! B"x2v (Ixl < rr) ~ 

1 

e 00 2v-1 

(103) 19 ~n a; = . __ ~ ~ _2 __ B x2,' (Ix I < x) r x ~. (2v)1 ,. 
1 

(104) 
00 (22V_1)22"-1 0 

(Ixl<i)· 19 cos x = - ~ B X· " , (2v)!v v 
1 

Die II A 3, 18 erwiihnten Rekursionsformeln fur die Bernottllischen 
Zahlen ergeben sich groBenteils durch "Koeffizientenvergleichung" 
(vgl. Nr. 3) nach Einsetzen einerseits del' Entwicklungen (100) bis (104), 
andererseits del' Heihen fur sin x und cos x in die mannigfachen Rela­
tionen, welche eine trigonometrische Funktiol1 als Produkt zweier 
anderel1 darzustellen erlauben. 

Zur Einfiihrul1g einer verwandten Gattung ganzer Zahlen 
Sekantenkoeffizienten odeI' E~tle1'sche Zahlen 148) E" hat die Reihe 

absolut konvergente mit linearen Partialbriichen verwandeln (besonderer Fall 
des ]}Iittag- Lefflerschen Theorems; s. II B 1, 32). 

Andere elementare Ableitungen der obigen Partialbruchreihen (z. T. nm filr 
reeIle x) bei Cauchy, An., p. 573; Schroter, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 257; 
Thomae, Elem. Theorie, p. 90; Hattendorft~ Algebr. Anal., p. 256; Osgood, Lehrb. 
der Funktionentheorie 1, p.519. 

145) Die meisten dieser Reihen (wenigstens die ersten Koeffiziellten) findl'>n 
sich schon bei J. Gregory (s. v. Braumnuhl, Gesch. d. Trigon. 2, p. 63). 

146) E1ller, Intrnd., p. 160. 
147) ibid. p. 152. 
148) Die zweite Benennung von Raabe, J. f. Math. 42 (1851), p. 366. - Uber 
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(105) 
.. E 
~ v jI •• 

sec x =..:;.; (2v)! x (ixi < i-) 
o 

AniaS gcgeben; Rekursionsformeln zur Berechnung der Ep liefert a18-
~ann die Beziehung sec x . cos x = 1. Da sich die Reihe (105) 
andel'erseits auch durch Entwicklung der rechten Seite von (99) nach 
Potenzen von X ergeben muS, so gelten die Beziehungen 

~~ (_1)V-l ,,;2k+1 Ek 149 

~ (2v --=-1ik+1 = 22k+2 (2k)!' ) 
1 

(106) 

Die Potenzreihen (100), (101), (102), (105) divergieren, wie ihre 
Herleitung aus den Partialbruchreihen unmittelbar erkennen laSt, in 
allen Punkten ihres Konvergenzkreises, wahrend die Reihen (103), 

(104) fur aile nieht reellen Ixl = 7t bzw. Ixl =; noeh konver­
gimoen. 

15. Die hypergeometriBche Reihe. Fast aIle in der algebraischen 
Analysis auftretenden Potenzreihen erweisen 8ich als Spezial- oder 
Grenzfalle der sog. Gau,l3schen 1.0) hypergeometrisehen Reihe: 

(107) F(lt ~rx) = 1 + a· (3 X + a(a + 1) ~({3 + 1) Xl! -l- ... 151) 
1 . I' 1 . 2 . y (y + 1) . , 

die Eulerschen Zahlen und ihren Zusammenhang mit den Bernoullischen vgL II A 3, 
18 und insbesondre SaalscMitz, Vorles. iiber die Bernoullischen Zahlen, Berlin 1893. 

149) Zuerst von Euler in anderem Zusammenhang bewiesen; s. Fu6n 143. 
150) Disquis. gen. circa sedem infinitam, 1812 (= Werke 3, p. 134, 

deutsche Ausgabe von Heinrich Simon, Berlin 1888). - Der Name "hyperg. 
Reihe" in etwas anderer Bedeutung riihrt von Wallis her (Arithmetica infini­
torum = Opera math. 1, Oxoniae 1645, p. (66); die Reihe selbst findet sich 
schon bei Eule1' (Nov. Act. Petrop. 12 (1794), p. 58), der auch die Differential­
gleichung zweiter Ordnung del' hypergeometrischen Funktion und daraus die 
Transformation F(a,~,r,x)= (l_x)y-a-~ F(y-a, I'-~,y,x) ableitet 
und zum Schlu6 eine Anwendung auf die Daratellung gewisser in del' Theorie 
der Anziehung vorkommender Fourierscher Reihenkoeffizienten macht. Sonstige 
hiator. Bemerkungen s. L. Jecklin, Hist.-krit. Untersuchung tiber die Theorie der 
hypergeom. Reihe, Dissert. Beru, 1901. 

151) Die Frage nach der Konvergenz der hypergeometrischen Reihe wurde 
im reeHen Gebiete von GaufJ 150) mit Hilfe besonderer nach ihm benannter 
Kriterien (s. I A 3, 22 und Fu~n. 190), im komplexen von Weierstra/3 (s. ebendas. 
Fu~n. 161 und I G 3, 8) erledigt: Der Einheitskreis ist Konvergenzkreis; auf 
demselben bes~ehen die drei Moglichkeiten: 1) absolute Konvergenz fiir aHe 
I x I = 1, wenn \R (y - a - (3) > 1; 2) bedingte Kon vergenz fUr aHe I x 1 = 1 au~er 
x=1, wenn 1>\R(r-a-P»Oj 3) Divergenz, wenn O>lR(y-o:-p), (s. z. B. 
Pringsheim, Archiv Math. 3 (4) (1902), p. 19). Die Annahme: ~ = y, a = - m, 
x = - y liefert die betr. Resultate fiir die binomische Reihe. Bei GattfJ (Werke 
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die dann auch besonders geeignet ist, urn fur diese Funktionen kon­
vergente Kettenbriiche 1M!) zu gewinnen. In letzteren tritt der arith­
metische Charakter der elementaren Funktionen, insbesondere die 
Irrationalitat vo;n ec und tg x bei rationalem x 159) deutlicher hervor 
als in den Reihen. 

Die Theorie der hypergeometrischen Reihe iiberschreitet indes 
die Hilfsmittel der algebraischen Analysis und gehort ihrer Natur 
nach der eigentlichen Funktionentheorie 154) und der Lehre von den 
linearen Differentialgleichungen an. 

3, p. 127) sind 23 Darstellungen bekannter Funktionen durch die hypergeome­
trische Reihe angegeben. 

152) Uber die Umformung der hypergeometrischen Reihe in einen Ketten­
bruch und die Konvergenz des letzteren s. 1 A 3 1)1). - Einen elementaren 
Konvergenzbeweis gab neuerdings van Vleck, Ann. of math. (2) 3, 1901; Am. Soc. 
Transact. 5 (1904), p. 253. 

153) s. lA3 9 u. 1)1) u. 103 7, p. 669. 
154) Eine Behandlung der hypergeometrischen Reihe mit den Hilfsmitteln 

der elementaren Funktionenlehre gibt Thomae, Zeitschr. Math. Phys. 26 (1881)' 
p. 314; 27 (1882), p. 41. 

(Abgeschlossen im November 1908.) 
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Inhal tsubersich t. 
I. Numerische und graphische Quadratur. 

1. Allgemeines. 
2. Methoden, die gegebene Abszissen verwenden. 

a) Allgemeines. 
b) Methode von Newton-Cotes. 
c) Methode von lJIIac Laurin. 

3. Methode von GauLt 
a) Bestimmung der Abszissen. 
b) Die Koeffizienten. 
c) Fehlerabschatzung. 

4. Spezielle FaIle der GauBschen Formel. 
a) tp(x) = 1. 
b) tp(x) = (1- x)}· (1 + X)!I. 

1 
c) tp(x) = Vi _ X2 • 

d) tp(x) = ff x-". 

e) rp(x) = -V~. 
f) rp(x) = Vx(x - a) (x - ~). 
g) rp(x) = e- x'. 

h) rp(x) = e- x • 

o. Verallgemeinerung der Methode von GauL\. 
a) Formeln von August. 
b) Verallgemeinerung von Christoffel. 
c) Mehrfache Integrale. 

6. Methode von Massau. 
:7. Methoden, bei denen die Koeffizienten gegeben sind. 

a) Allgemeines. 
b) rp(x) ist eine gerade Funktion. 
c) tp (x) ist eine ungerade Funktion. 

Encyklop. d. mati,. Wi.Bensch. II 3. 4 
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8. Formeln, die durch Kombination entstehen. 
9. Die Eulersche Formel. 

10. Formeln der Differenzenrechnung. 
11. Annaherung durch mehrere Parabeln. 
12. Methoden der graphischen Quadratur. 

a) Allgemeines. 
b) Bestimmung der mittleren Ordinaten und Abszissen. 
c) Einzeichnen der Integralkurve. 
d) Erweiterungen und Erganzungen. 
e) Einige Anwendungen. 

13. Kubatur. 
a) Kubatur durch eine Quadratur. 
b) Allgemeine Betrachtungen. 
c) Rechteckige und kreisformige Begrenzung. 
d) Zerlegung in Teilgebiete. 
e) Graphische Methoden. 

14:. Differentiation. 
a) Numerische Methoden. 
b) Graphische Methoden. 

II. Numerische und graphische Integration ge'wohnlicher Differential­
gleichungen. 

16. Graphische Methoden. 
a) Methode von Czuber. 
b) Methode der Isoklinen. 
c) Methode der Kriimmungsradien. 

16. Numerische Methoden. 
a) Darstellung urn einen Punkt. 
b) Methoden von Rtmge-Heun-Kutta. 
e) Methoden der Differenzenrechnung. 

17. Asymptotische Integration. 

18. Methode der sukzessiven Approximation. 
a) Graphische Methode von Runge. 
b) Numerische Methoden von Cotton, Barwald nsw. 
e) Methoden der Himmelsmechanik. 

III. Graphische und numerische Integration partieller Dilferential.· 
gleichungen. 

19. Methoden, welche die reellen Charakteristiken bestimmen. 
a) Gleichungen erster Ordnung. 
b) Gleichungen zweiter Ordnung. 
c) Systeme simultaner Gleichungen. 

20. Graphische Methoden zur Integration del' Gleichungen mit imaginaren Cha­
rakteristiken. 

a) Methode yon Maxwell, angenaherte ErfUllung der Randbedingungen. 
b) Methoden, die der Differentialgleichnng in endlichen Stiicken mog­

lichst geniigen und eine Randbedingung streng erfiillen. 
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c) Methoden, die durch endliche Stiicke approximieren und a-lle Rand­
bedingungen streng erfiillen. 

d) Infinitesimal approximierende Methoden mit strenger Erfiillung der 
Randbedingungen. 

"21. Numerische Methoden. 
a) Uberlragung der Methoden von Runge-Heun-Kutta. 
b) Ersetzung der Diiferentialgleichung durch eine Diiferenzengleichung. 
c) Methode von Rayleigh-Ritz. 

22. Experimentelle Methoden. 
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Posse, Sur quelques applications des fractions continues algebriques, Petersburg 
1886. 

Radau, Journal de Mathematique (3) 6 (1880), p. 283-336. 
- Etudes sur les formules d'interpolation, Paris 1891, Teil IV, p. 84-96. 
Runge, Graphical methods. A course of lectures delivered in Columbia Uni-

versity, New York 1912. Erscheint Ende 1914 in einer vom Autor bearbeiteten 
deutschen Ausgabe im Verlage von B. G. 'reubner, Leipzig. 
Numerisches Rechnen. Autographierte Vorlesung, Gottingen 1912/13. 

v. Sanden, Praktische Analysis (Handbuch der angewandten Mathematik 1), 
Leipzig 1914. 

Schlomilch, Theorie der Summen und Differenzen, Halle 1848, Teil II, § 11-13. 
Bonine, Warschauer Nachrichten 1887, p. 1-76. 
Thiele, Interpolationsrechnung, Leipzig 1909, § 10, 11. 
Todhunter, An elementary Treatise on Laplace's Functions, Lame's Functions and 

Bessel's Functions, London 1875, p. 96-109. 
Vahlen, Konstruktionen und Approximationen, Leipzig 1911. 

I. Numerische und graphische Quadratur. 
1. Ailgemeines (vgl. II A 2 (A. Voss) Differential- und Integral­

rechnung Nr.50-55). Bei der numerischen Quadratur handelt es sich 
darum, den Fliicheninhalt eines durch eine Kurve Y = lex), zwei Or­
dinaten und die Abszissenachse begrenzten Gebietes als Mittelwert einer 
endlichen Anzahl n von mit entsprechenden Gewichten Ai genommenen 
Ordinaten ((x,) auszudriicken. Allgemeiner heiBt das, man solI den 
Wert eines bestimmten Integrales 

(1) 
ii 

I = !fCx)rp(x) ax 
a 

aus den Werten von ((x) fill' eine bestimmte endliche Anzahl n von 
Abszissen Xi und aus einer gleichen Anzahl von Koeffizienten Ai mog­
lichst genau durch einen Ausdruck del' Form 

(2) A = [AJ(x1) + A 2{(xS) + .Asf(xa) + ... + Anf(xn)] 

darstellen. Der regul1ire Fall ist rp(x) = 1; aber es soIl hier gleich 
der allgemeinere ins Auge gefaBt werden. Dabei ist vorausgesetzt, 
daB sich {(x) flir a < x <(j mit ausreichender Genauigkeit durch eine 
ganze rationale Funktion hinreichend hohen Grades m, der erhebli~h 
gro"Ber sein kann als n 

Co + c1 X + C2X 2 + csxs ... cm_1.'Cm - 1 + cmxm 

ersetzen IaBt, wahrend rp(x) nur integrierbar zu sein braucht, also z. B. 
eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen haben kann. Fur die Zahl n 
und die Lage Xi der zu benutzenden Ordinaten wird vor aHem der Um-
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stand maBgebend sein, daB man eine moglichst groBe Genauigkeit er­
reichen will; gelegentlich konnen aber fur die Wahl des n und der Xi 

auch andere Grunde mitsprechen, etwa daB man bequeme Werte fur 
die Ai oder die Xi zu haben wiinscht, oder daB man eine bequeme 
Formel wiinscht, deren Genauigkeit die der durch Beobachtung ge­
wonnenen Werte ({Xi) nieM iiberschreitet usw. Die Grenzen a, fJ kann 
man durch die Substitution: 

a+f1 tx-f3 a+f1 a-f3 a-f1-
X = --T - -2-;' Xk = 2- - ~;k' Ak = - --2-Ak 

auf - 1 und + 1 resp. durch ahnliche Substitutionen auf - t und 
+ t oder auf 0 und 1 zuruckfiihren. 

Setzt man 
,"i 

(3) ar = Jxrrp(x)dx, 
" so ist 

1-A= coao + clal + c2a2 + ... + ckak + .. . 
- Al (Co+ C1 X1 + C2 X12+ ... + ckx/'+ ... ) 

(4) - A, (Co + C1 X 2 + C2 X 22+ ... + Ck X 2k + ... ) 
- A,. (co+ Cl Xu + C2X,~ + ... + ckx,: + ... ) 
= cod'o + c1d'1 + c2 d'2 + ... + Ck d'k + .. . 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

d'o= ao- (A1+A2 +A3 + ... + An) 
01 = al - (AlXI + A2x2 + ... + A"xu) 

(5) 02= a2- (AIX12+ A2 x22+ ... + Anx,n 

Man nimmt nun an, daB in der fur ((x) gesetzten Funktion die 
cr sehr schnell abnehmen, so daB die Annaherung urn so besser wird, 
je mehr der d' man, von d'o ausgehend, zu Null macht.1S8) Wir sehen 
hier davon ab, daB dies bei empirisch gefundenen Kurven durchaus 
nicht der Fall zu sein braucht, sondern daB hier mit hohem Index 
versehene Wene c, gelegentlich den Lauf der Kurve wesentlich be­
stimmen konnen. In einem solchen FaIle wird unter Umstanden eine 
Formel von geringerem Genauigkeitsgrad eine bessere Annaherung liefern 
konnen (vgl. Nr. 11). Werden die p ersten d' Null, so sagt man nach 
Radau1), die Formel habe den Genauigkeitsgrad p - 1; d. h. also eme 

1) Rada~!, J. de math. (3) 6 (1880), p. 283-336. 
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ganze Funktion (p -1 )ten Grades wird durch die Formel exakt inte­
griert. Da man n Werte A. und n Werte x, zur Verfiigung hat, kann 
man mit GaufJ48) den Genauigkeitsgrad 2n - 1 erreichen; bei n ge­
gebenen Abszissen erreicht man im allgemeinen den Genauigkeitsgrad 
n - 1; bei n gegebenen Koeffizienten, fUr die d'o = 0 sein muS, den 
Genauigkeitsgrad n. 

Wiihlt man zur Intervallmitte symmetrische Ordinaten, 80 muS 

x" + Xl = X .. _ 1 + X2 = ... = {:J + (x, 

d. h. 1 bei den Grenzen 0 und 1, und 0 bei den Grenzen - 1 und 
+ 1 sein. Wenn wir der Bequemlichkeit wegen den letzten Fall be­
trachten (in der Wahl del' Grenzen liegt keine wesentliche Speziali­
sierung) und weiter ann ehmen, t:p(x) sei eine gerade Funktion, etwa 
gleich 1, so wird 

(6) ~Aixi2lt-l = 0 (oder ~(Ai - An-HI) X;2lt-l = 0). 

Man kann diese Gleichungen durch Ai = A"_i+l erfulleu; solI der Ge­
nauigkeitsgrad n - 1 erreicht werden, so ist nur diese Losung mog­
lich. Auf anderem Wege als Radau 1) weisen Grunert 2), Jung S), Tod­
hunter4 ) u. a. die Gleichheit der zu symmetrisch liegenden Ordinaten 
gehorenden Koeffizienten nach, die natiirlich auch fur die Grenzen (x, (:J 
gilt. Wir haben also, falls wir der Symmetrie wegen nur das halbe 
Intervall betrachten, die Gleichungen: 

tAo + A1 + A2 + ... + Ai - a o = - do, 

(7) 

A 2i+A 2i+ + A 2; 1 X 1 2 X 2 ... ,Xi -~i=-d2i 

fUr n = 2 i + 1; fur n = 2 i ist nur Ao = 0 zu setzen. Sind also fiir 
2i + 1 oder 2i + 2 symmetrische Abszissen die Funktionswerte ge­
geben, wie z. B. bei den Methoden VOll Newton-Cotes und Mac Laurin, 
so kann man im allgemeinen in beiden Fallen mindestens den Genauig­
keitsgrad 2i + 1 erreichen. Da alia xp voneinander verschieden sein 
miissen, sind durch obige Gleichungen die Ai eindeutig bestimmt. Den­
selben Genauigkeitsgrad kann man erreichen, wenn man 2i + 1 oder 
2i willkurlich gewahlte, paarweise gleiche Koeffizienten vorschreibt, 
wie es z. B. Tschebyscheff tut. Die vorgeschriebenen Koeffizienten mussen 
natiirlich der ersten GIeichung (7) genugen, falls man 0'0 = 0 setzt. 

2) Grunert, Arch. fiir Math. u. Phys. 14 (1850), p. 225-817. 
3) Jung, Rozpravy 8, Nr. 17, (12 S.) (1899). 
4) Todhunter, An elementary Treatise on Laplace's Functions, Lame's Func­

tions and Bessel's Functions, London 1875, p. 96-109. 
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1st dagegen q; ex) eine ungerade Funktion, so ist ~ApX~h = 0, 
ruso Ap = - A,,_p+1J Ao = 0. Es kommt dann nur eine gerade Zahl 
von Ordinaten in Betracht. 

2. Methoden, die gegebene .Abszissen verwenden. a) Allgemeines. 
Bei gegebenen Abszissen ist die Koeffizientenbestimmung das rein alga­
braische Problem, die Gleichungen (5) resp. (7) zu losen, weim die h 
gleich Null gesetzt werden, was bei verschiedenen Abszissenwerten 
immer moglich ist. Man erhalt so die Ap als Quotienten zweier Deter­
minanten.5) Moors 6) bezeichnet mit Sr die symmetrische Funktion 
,-ten Grades der x; und mit s/ die entsprechende Funktion ohne x;; 
er erhiilt dann aus (7) 

(8) IA = a2i-:-2-a2;-:-4sf+a2:-:-6sf .. ·(-1)i~laosL1, 
p X~·-2_X~'-4sf+x~'-6s~ ... (-1)' lsf_1 

a2i _ 2 - a2i _ 4 sf + a2._6 sf .. . (- ll- 1 ao stl 
= (x;-xi)(x;-xV'" j. .. (Xp2-x,2) . 

Der I solI bedeuten, da8 x; - x; fehlt. JacobP) bestimmt die Koeffi­
zienten mittels der Lagrangeschen Interpolationsformel. 8) Sind die 
Abszissen Wurzeln der GIeichung F,,(x) = 0, so ist 

(9) J q; (x){(x)dx = if jl!~~~;~x(Xrp~x~k) dx· ((xk) + c"h" + Cn+1 h ,,+ 1'" 

a 1 a 

Jacobi7) schreibt den Ausdruck fiir die Koeffizienten in der Form 
(q;(x) = 1) 

fi 

Ak= F~l(i;5JFn'(Xk) dxk • 

" 
Diese Formel kann man nach Radau 1) auch unabhangig von der 

Lagrangeschen Formel durch den Ansatz ((x) = Fn(x) erhalten. Sind 
X-Xk 

die gegebenen Abszissen sowie die Funktion q;(x) symmetrisch zur 
Intervallmitte, so kann man aus (9) leicht ablesen, daB die Koeffi­
zienten paarweise gleich sind. Bezeichnet man mit Radau 1) den 
ganzen Teil einer Funktion mit E, so besteht die Gleichung, falls xk 

5) Blacek, Sitzungsberichte der bOhmischen Gesellschaft der Wissenschaften, 
Prag 1879, p.167-175. 

6) MOOTS, Nieuw . .Archief • .Amsterdam 20 (1893), p. 129-214. 
7) Jacobi, Journ. fur Math. 1 (1825), p. 301-308. 
8) Lagrange, Les:ons 6lementaires (1795), Oeuvres 7, p. 284-287 nnd Sur 

l'interpolation, Oeuvres 7, p. 535-553. Deutsch von SCht6ltze im Astronomischen 
Jahrbuch 1783. 



54 II C 2. C. Runge-Fr. A. Willers. Numerische und graphische Integration. 

keine Wurzel von Fn ist, 
(10) E Fn(x) = E Fn(xk) . 

X-Xk Xk- X 

Konvergiert x, gegen eine Wurzel, so mIlt sich F,,(x) durch x - Xl 

dividieren. Fiir p(x) gleich eins, ist also 
~ p 

(11) j·Fn(Xlax=EFn(Xk) I~ = E [F"(Xk)(lg[I;L-~)J=Zn(Xk)' 
X-~ ~~-x ~-~ 

'" '" 
so daIl man fiir die Grenzen + 1 und - 1 aus (9) 

2 [ (1 1 1 )J 1 (12) A;= F"(x---;;E Fn(x/) X. + 3x.3 + 5x .• ·•· = F'(x\Zn(x;) 
11 z) t z." n il 

erhalt, einen Ausdruck, der sich z. B. bei Schellbach 9), Radau 1), Hermite 10) 

u. a. findet. 
Die Korrektion giht Moors 6) in der Form 

(13) C2i d'2; + C2i+2 02;+2'" = {a2;- a2i _ 2 SI + a2i _ 4 s2 - •.• (-l)iaos;} C2• 

+ {a2 ;+2 - (a2;- d'2i} SI + a2i _ 2 s2 •• .(-1)ia2s;} C2 i+2' 

Den Rest kann man auch wie Markoffl1) mit Hilfe des Restgliedes 
der Lagrangeschen Formel finden. Bertrand 103) gibt eine Tabelle der 
verschiedenen Werte ° fur die Formeln von Newton-Cotes. 

Gewohnlich dividiert man ((x) durch F,,(x), so daB 

(14) ((x) = P(x) + Q(x) . Fn(x) 
wird, woraus dann fur die Glieder hoherer Ordnung 

p 

(15) .j'rp(x) . Q(x) . Fnex)dx= cnd'" + cn+1 0n+l + Cn+2 d'n +2 ..• 

" 
folgt. Also ist 

(i 

(16) f xn+s 
0"+0 = rp(x) . F,,(x) . dx . E Fn(il) , 

a 

Terme, die mit den Koeffizienten von zn +1. + 1 in del' Entwicklung von 
(1 

(17) --~--fp(x) Fn(x~ dx 
Fn(z) z-x 

a 

nach fallen den Potenzen von x identisch sind. Man bezeichnet daher 
diese Funktion nach Heine 12) als erzeugende F~tnktion des Fehlers. 

9) Schellbach, Journ. fiir Math. 1 (1825), p. 301-308. 
10) Hermite, Cours d'analyse, Paris 1873, p. 439-453. 
11) Markoff, Differenzenrechnung (deutsch von Priimm u. Fl'iesendol'/f). 

Leipzig 1896, p. 50-61. 
12) Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 2, Berlin 1881. 
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Neuerdings hat Peano 13) das Restglied der Quadraturformeln unter 
Benutzung eines Diskontinuitatsfaktors14) in Form eines bestimmten 
Integrales zwischen den Grenzen - 00 und + 00 dargestellt. 

b) Formeln von Newton - Cotes. 1m allgemeinen wahlt man nun 
die gegebenen Ordinaten aquidistant. Unter Benutzung der End- und 
der Teilordinaten wird bei Einteilung in n - 1 gleiche Teile fur die 
Grenzen 0 und + 1 

2 n-l X = --' ... ' x = -- = 1 
8 n-l' 'n n-l . 

In diesem Faile hat man nach Gauf348), Grttnert 2), Markoffll) u. a. 
1-

A (-l),,-k !Cnx-x)(nX-X-1) ... (nX-x-n+1) 
L1. = . ---dx, 

k k!(n-k+1l! nx-x-k+1 
o 

und das erste Fehlerglied laBt sich in der Form 
1 

rY,,= JX(X- n 11)(x-n~i) ···(x-1)dx 
o 

schreiben 15), woraus unmittelbar durch Vertauschung von x mit 1 - x 
foIgt 0" = (- 1)"0", d. h. on = 0 fiir ungerade n. Den ersten Versuch, 
den Inhalt durch aquidistante Ordinaten auszudriicken, macht Cavalieri 16), 
del' als sog. FaBre gel (s. Nr. 13a) einen speziellen Fall del' Formel fur 
11, = 3 gibt. Spater findet sich bei Jacob Gregorius 17) allgemein die 
Formel fur n = 3, d. h. die fiir Parabeln zweiter Ordnung exakte For­
mel; er erkennt aber nicht, daB diese Formel auch fiir den Fall n = 4 
gilt, sondern gibt fiir Parabeln dritter Ordnung eine Formel, die nur 
fur y = axs + b richtig ist. 18) Auf Parabeln vierter und fiinfter Ord­
nung weist er ohne Formeln hin. Die erste allgemeine Losung deutet 
Newton zuerst in einem Brief an Leibniz vom 24. X. 1676, dann in 

13) Peano, Atti della R. Accad. dei Lincei (5) 22 (1913), p.562-69 und 
Mathesis (4) 4 (1914), p. 5-10. 

14) Mansion, Mathesis (4) 4 (1914), p. 169-174. 
15) Berger, Nova acta Regiae societatis Bcientiarum Upsaliensis (3) 15 

(1893), (52 S.). 
16) Cavalieri, Una Centuria di varii Problemi in der Prattica Astrologica. 

Bologna 1639. In Problema 80 findet sich auf p. 446 die Angabe: Si adunque 
moltiplicaremo la terza parte di I M lunghezza della Botte B]) F H in due cerchi 
maggiore CG e uno de minori BH, ])F come in BH, ci vena la capacita di 
detta Botte. 

17) Jacob Gregorius, Exercitationes geometricae, London 1668, p.25-27. 
Methodus facilis et accurata componendi Seca:ntes et Tangentes artificiales. 

18) Heinrich, Bibliotheca mathematic a (3) 1 (1900), p. 90-92. 
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den Prinzipien an und fiihrt sie spiiter we iter aus. 19) Er gibt die 
Formel fur n = 4. Cotes gibt dann ohne Ableitung die Koeffizienten 
von n = 3 bis 1120), ferner finden sie sich bei Simpson 209) bis n = 7, 
bei Atwood21) bis n = 9, bei Merrifield 22) und in vielen anderen Ab­
handlungen. 

Ansatze zu den Cotesschen Formeln finden sich iibrigens auch bei 
Lambert. 23) 

Unabhangig kommt K ramp 24) zu ahnlichen Formeln unter Be­
nutzung einer Methode von Obenheim. 25) Er teilt das Intervall in 
zwCilf gleiche Teile, triigt den Inhalt der durch die Endpunkte von t 
aquidistanten Ordinaten bestimmten Sehnenpolygone als Ordinaten zu 

x = ~ auf und legt durch die erhaltenen Punkte eine Parabel, die 

fur x = 0 die gewunschte Formel gibt. Gergonne 26) ersetzt die Trapeze 
durch Rechtecke und erhalt so eine obere Fehlergrenze. Kramp 27) gibt 
daun noch eine zwoite A bleitung, bei der or die Kurve selbst durch eine 
Parabel nter Ordnung ersetzt, die er durch n aquidistante Ordinaten be­
stimmt und integriert. Berard 28) erhalt die Koeffizienten durch An­
wendung des Ansatzes auf spezielle Parabeln. Er gibt, wie Kramp die 
Koeffizienten bis n = 13, auBerdem auch uoch fiir n = 25. Fur n = 13 
sind die Werte verschiedeu; infolgedessen findet eine Auseinander­
setzung zwischen Kramp 29), Servois SO), Ampere S1) statt, in der Kramp S2) 

schlieBlich seine Formel als falsch erkeunt. 

19) Newton, PhiloBophiae naturalis principia mathematica 3 (1687), Prop. XL 
Lemma 5. Newton, Invenire Iineam curvam generis paraboli~i quae per data 
quotcunque puncta transibit 1711, abgedruckt: Opuscula, 1. Ausgabe von Horsley 
1778, p. 521-531. 

20) Cotes, Harmonia mensurarum, Cantabrigiae 1722. Anhang: Opera misce­
lanea, De methodo differentio.li Newtonia. 

21) Atwood, A Disquisition on the Stability of Ships. Philosophical Trans­
actions 1798, p. 201-310 (die Koeffizienten finden sich p. 262). 

22) MerrifWld, Report of the 50. meeting of the British Association for the 
Advancement of science 1880, p. 321-48. 

23) Lambert, Beytrage zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen­
dungen 2, Berlin 1770, p. 250-313. Quadratur und Rektifikation der krummen 
Linien durch geradlinigte Vielecke, welche urn dieselben und in dieselben be­
schrieben werden konnen. 

24) Kramp, Annales de Gergonne 6 (1815)16), p. 281-302. 
25) Obenheim, Balistique. Strallbourg 1816. 
26) Gergonne, Annales de Gergonne 6 (1815/16) p. 303-320. 
27) Kramp, Annales de Gergonne 6 (1815/16), p. 372-387. 
28) Berard, Annales de Gergonnes 7 (1816/17), p. 101-116. 
29) Kramp, Annales de Gergonne 7 (1816/17), p. 241-252. 
30) Servois, Annales de Gergonne 8 (1817/18), p. 73-115. 
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Ein Korrektionsglied gibt als erster Stirling 33) an flir n = 3, 5, 
7, 9, und zwar nimmt er die Differenz zwischen del' Formel fiir 2i-l 
und einer Formel mit 2i + 1 Ordinaten, bei der die yon den Grenz-

ordinaten um n ~ 1 nach auBen liegenden Ordinaten mit benutzt werden, 

eine Methode, die sieh allgemein bei Lobatto 34) und besonders bei 
Grunert2) durchgefiihrl findet. Abschiitzungen des Fehlers mittels der 
Taylorschen Reihe oder der EttZerschen Formel finden sich zuerst wohl 
bej Mac Lawrin (bis n = 5)35), ferner bei Gau/348), Enke 36), Heine 12), 
Fonteni37), Jung 3), Moors 38) u. 6) und anderen. Enke wendet die yon 
Jacobi7) fiir die GauIJschen Formeln (s. § 3) gegebene Methode zur 
Fehlerabschatzung auf die Newton-Cotesschen Formeln an. Peano 13) 
erlautert seine Restabsehatzung mittels eines bestimmten Integrales 
mit Diskontinuitatsfaktors an dem Fane n = 3. Quarra 39) wendet 
fiie auf den Fall n = 4 an. 

e) Formeln von Mac Laurin. Mac Laurin40) benutzt nicbt die 
Endordinaten der einzelnen Teilintervalle, sondern die Mittelordinaten, 
setzt also bei n gleichen Teilen und den Grenzen 0 und + 1 

Die Koeffizienten haben fur dies en Fall die Form: 

1 

(_l)n-k j(2nX -1)(2nx - 3) ... (2nx - 2n + 1) d:£ 
2n - 1kl (n- k + 1)1 2nx - 2k + 1 " 

o 

und das erste Korrektionsglied wird 
1 

h =J(x - -~-) (x-~) '" (x- ?~-1) dx 
" 2n 2n 2n' 

o 

31) Ampere, Annales de Gergonne 8 (1817/18), p. 117-124. 
32) Kramp, Annales de Gergonne 9 (1818/19), p. 373-396. 
33) Stirling, Methodus differentialis sive tractatuB de summatione et inter-

tJolatione serierum infinitarum, London 1730, prop. 31. 
34) Lobatto, Lessen over Integral-Rekening, La. Haye 1862 § 198/99. 
36) Mac Laul'in, Treatise of Fluxion 2, Edinburg 1742, § 848/49. 
36) Enke, Berliner astronomisches Jahrbuch 1863. Abdruck: Gesammelte 

Abhandlungen 1, p. 100-124. 
37) Fontine, NOllv. Ann. (4) 10 (1910), p. 87-90. 
38) MOOTS, Valeur approximative d'une integral definie, Paris 1905. 
39) Quarra, Atti della R. Accad. della scienze di Torino 43 (1912-13), 

p.643-53. 
40) Jlac Laurin, Treatise of Fluxion 2, Edinburg 1742, § 832. 
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woraus wie oben flir ein ungerades n 8n = 0 folgt.15) Moors 38) gibt 
die Koeffizienten von n = 1 bis 10 und die zugehorigen Korrek­
tionsglieder. DaB der Fehler fur n = 2i + 1 und n = 2i + 2 so~ 

wohl fiir die Newton-Cotesschen wie fur die Mac Laurinschen Formeln 
von derselben Ordnung ist, daB also die Parabel 2~ter Ordnung auch 
eine Funktion 2 i + 1 ter Ordnung exakt zu q uadrieren gestattet, wird 
h1tufig betont, so von Dirksen 41) , Catalan 42), Maleyx 4S) , SkutschM-)r 
Schoute 45), Korteweg 46) , Mannoury47) u. a. 

3. Methode von GauB. a) Bestimmung der Abszissen. Der Ge­
danke, daB man durch passende Wahl der Funktionswerte mehr Fehler­
glieder zum Versehwinden bringen kann, findet sieh vielleieht zuerst 
bei Buzengeiger 138) verwandt. Wirklich ausgenutzt wird dieser Gedanke­
dann in einer 2 Jahre spater der Gottinger Gesellschaft der Wissen~ 
schaften vorgelegten Abhandlung von GaufJ.48) 

Will man mit n Funktionswerten den Genauigkeitsgrad 2n - 1 
erreichen, so muB man auBer den Fehlergliedern 00 , •• 8n _ 1 auch noch 
On ... 02n_1 in den Gleichungen (5) zum Versehwinden bringen. Die 
Bestimmung der n Wurzeln und der n Koeffizienten aus den 2n Glei­
chungen ist ein rein algebraisches Problem.49) Sind die GroBen xl) X2, •.. , xn 
W urzeln der Gleichung 

(18) Fn(x) = bnx" + bn _ 1xn - 1 + ... + b1 x + bo 

und multipliziert man mit Joachimsthal 50) die ersten n + 1 Gleichungen 
(5) (0 = 0) mit bo, b17 .•• , bTL' und addiert sie, verfiihrt genau so mit 
der 2ten bis n + 2ten usw., so erhalt man, wenn man beachtet, daB 

(19) A,x,n(bo + b1x. + bzx.2 + .... + b"x;') = 0 

41) Dirksen, Abh. d. kg!. Akad. d. Wiss. zu Berlin aus dem Jahre 1831, 
Berlin 1832, p. 117-159. 

42) Catalan, Nouvelle correspondance mathematique 6 (1880), p. 396-402. 
Nouv. Ann. 16 (1857), p. 812. Manuel des Candidate de l'ecoJe poJytechnique 2, 
p.295. 

43) Maleyx, Nouv. Ann. (2) 19 (1880), p. 529-551. 
44) Skutsch, Arch. Math. Phys. (2) 12 (1893), p. 111/12. 
45) Schoute, Paris C. R. 122 (1896), p. 1113-1115. 
46) Korteweg, Paris C. R. 122 (1896), p. 1399. 
47) J"lfannoury, Paris C. R. 122 (1896), p. 1399 -1400. 
48) Gau{J, Methodus nova integralium valoree per approximationem in­

veniendi. Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis recentiores 
3 (1816). Abgedruckt: Gesammelte Werke 3, p. 163-196. 

49) Bretschneider, Programm d. Herzogl. Realgymnasiums zu Gotha 1849 
(12 Seiten). 

50) Joachimsthal, Journ. f. Math. 48 (1854), p. 386-416. 
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ist, die Gleichungen 

(20) akbo+ ak+lbl + ... + ak+ .. b" = 0 

fUr k = 0, 1, 2, ... , n - 1. Unter Hinzunahme del' Gleichung (18) 
erhiilt man daraus fUr Fn(x) die Gleichung 

1 X X2 ... xn 

ao a l a2 ... an 

(21) F,,(x) = 
a1 a2 a3 .. , a,,+l =0. 
a2 as a4 ... an +2 

an_ l an an +l ... a2n _ l 

Ahnlich verfahren Ligowski 51), Andrae 5~) , Oppermann 53), Ba il­
lattd M ) , Lampe,5) , Heun 56), Moors 38) u. a. 

Ligowski51) findet ffir cp(x) = 1 die Koeffizienten unter Benutzung 
von Siitzen der Determinantentheorie 

b = (_ 1)n-~ (n!)!(n+ (1!) 
(! «(l!)2(n-(1)!2n! 

fUr die Grenzen 0 und 1. 
Christo/fel51) , Scheibner 58) , Baillaud59) u. a. erhalten die Glei­

chungen (20) dadurch, daB sie 

(22) 

nach fallenden Potenzen von x entwickeln, mit Fn(x) multiplizierell 
und die Koeffizienten gleicher Potenzen von x gleichsetzen. Ein 
anderer Weg findet sich bei Attgust60) angegeben (s. u. 4:). 

Vielfach werden aus der Gleichung (21) direkt die Wurzeln aus­
gerechnet; so tut es Gauf348) § 16 im Faile cp(x) = 1 fur n = 2, 3, 

51) Ligowsld, Arch. f. Math. u. Phys. 36 (1861), p. 181-85. 
52) Andrae, Oversight over det Kongelige Danske Vedenskabernes Selskabs 

Vorhadlingar 1867, p. 165-201. 
53) Oppermann, Zeuthen Tidsskrift (3) 1 (1871), p. 11-27. 
54) Baillaud, Paris C. R. 90 (1880), p. 974-976. 
55) Lampe, Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 102~-106. 
56) Heun, Programmabhandl. Nr. 108, Berlin 1892 (19 S.). 
57) Christoffel, Journ. f. Math. 55 (1858), p. 61-82. 
58) Scheibner, Leipz. Ber. 8 (1856), p. 65- 76. 
59) Baillaud, Memoires de l'Academie des sciences de Toulouse (8) 5 (1883). 

p. 161-190. 

60) August, Arch.. f. Matb. u. Phys. 67 (1881), p. 72-93. 
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Ligowski 61) fur n = 1, 3, 5 (vgl. auch die Arbeiten von Lampe 55), 

VogeZ 69) u. a.). 
Fur graBere Werte benutzt Gau(348) die Kettenbruchentwicklung, 

urn sukzessive die Gleichungen fur n = 4, 5 usw. aufzustellen. Die 
allgemeine Gleichung fur n bestimmt er schlieBlich durch Induktion. 
Joachimsthal50) bestimmt die Lage und Realitat der Wurzeln von Glei­
chungen (21) fur den Fall cp(x) = 1 nach dem Sturmschen Prinzip.63) 

Scheibner 58) benutzt zur Lasung Satze von Pfaff64) und Heine 65) 

und findet, daB die xp Wurzeln einer hypergeometrischen Reihe sind, 
die BaiZlaud59) fur die Grenze 0 und + 1 als 

(23) 
angibt. 

F(n + 1, - tt, 1, x) = 0 

Haufig geht man, um 
den Gleichungen (16) aus. 
aus den Gleichungen (16) 

die Gleichung (18) zu finden, auch von 
SolI 810 ", oan_1 verschwinden, so folgt 

(i 

(24) j'cp (x)Fn(x) x'< dx = 0 fur (k=O, 1, ... ,n-l). 
a 

Auf anderm Wege kommt Markoff66) zu der Gleichung (24). Er be­
nutzt die von Hermite 67) gegebene erweiterte Lagrangesche Inter­
polationsformel fur den Fall, daB in den durch die Wurzeln von F .. (x) 
bestimmten Punkten die Funktionswerte nebst ihren ersten Ableitungen 
gegeben sind. Er erhalt so die Formel 

~ n n 

(25) J~(x)l(x)dx = ~A.f(XL) + ~Bf(x[) + C2no2n + ... 
all 

und stent nun die Bedingungen dafur auf, daB samtliche 

2 ) B 1 ~Fl1 (X)S 
( 6 ,= (F:'(XL))2J~X_X, cp(x)dx 

a 

zu Null werden. Da Fn(x) durch x - x, teilbar ist, so muB ffir jede 

61) Ligowski, Arch. f. Math. u. Physik 32 (1859), p. 241-49. 
62) Vogel, Kiewer Nachr. 1887, p. 173-186. 
63) Sturm, Memoires presentes par divers savants a l'Academie des Sciences 

6 (1835). 
64) Pfaff, Nova acta Petropolitana 11 (1797) im Supplement a l'histoire, p. 51. 
65) Heine, Journ. f. Math. 32 (1846), p. 205-210 und 34 (1847), p.285-328. 
66) Markoff, Mathern. Ann. 25 (1885), p. 427-432. 
67) Hermite, Journ. f. Math, 84 (1878), p. 70-79, insbesondere: Postscriptum. 
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beliebige Funktion On_leX) von nicht mehr ala n - Item Grade 
(f 

(27) J~(x)F .. (X)On_l(X)dx = 0 
a 

sein. Das fuhrt zu den Gleichungen (24). 

61 

Von diesen Gleichungen gehen Christoffel 68) und Stieltjes 69) aus 
und weisen nach, daB fur positive integrable Funktionen rp(x) immer 
ein Polynom F,,(x) existiert, dessen samtliche n Wurzeln reell und 
ungleich sind und zwischen den Grenzen a und (j liegen. Fur diese 
Poly nome besteht die Gleichung 70) 

Fn+l (x) = (x - kn)Fn(x) - AnFn_1 (x), 
wo 

(J 

J xF~(x)rp(x)dx 
rJ 

f F~(x)rp(x)dx 
k" = a~pc--__ _ 

JF~(x)rp(x)dx 
und A = __ a 

n t> 
f F,,2_ 1 (x) rp (x) dx 

" a 

1st. Mittels dieser Gleichung lassen sich sukzessive die Fn(x) be­
rechnen. Ferner laBt aich mittels derselben zeigen, da.6 wie bei den 
K ugelfunktionen, in die, wie wir nachher (35) zeigen werden, die Fn ex) 
fiir den Fall rp(x) = I ubergehen, die Wurzeln von F n _ 1 (x) die von 
Fn (x) trennen. 

Diese Funktionen sind nach Christoffel 68) bis auf einen konstanten 
Faktor die Nenner der Naherungsbruche der Kettenbruchentwick­
lung 71) von 

fJ 

(28) K(z) = jrp(X)dX = L_ 
z - X ql -_c_2 __ 

a 
q2-~, 

tls ... 

wo die q lineare Funktionen von z sind. 72) Bezeichnet man den nten 

Naherungsbruch mit ~n, wo Fn eine Funktion nten Grades von to ist, 
so ist n 

Zn+l = qn+IZn - cn+1 Z n_ 11 

Fn+l = qn+1 Fn- cn+1 F n _ 11 

68) Christoffel, Annali di matematiche (2) 8 (1877), p. 1-10 und 57). 
69) Stieltjes, Anna1es de 1'6co1e normale (3) 1 (1884), p. 409-426. 
70) Stieltjes, Paris. C. R. !J8 (1883), p. 798-799. 
71) Dber Kettenbriiche siehe z. B: Gunther, Darstellung der Naherungs­

werle von Kettenbriichen in independenter Form, Erlangen 1873, und die dort an­
gegebene Literatur. Ferner Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, 
vgl. auch lAS Nr. 45-57. 

72) Heine, Journ. f. Math. 67 (1876), p. 315-326 und Handbuch der Kugel­
funktionen 1 (2. Aufl.), Berlin 1878, Kap. V. 
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woraus sich ableiten lii8t 

(29) 

wo 1/1., den Teil des Kettenbruches von Q.,+l ab bezeichnet und Rn 
mit wachsendem n beliebig klein wird. Der erste Term der Ent­
wicklung des Ausdruckes rechts nach fallenden Potenzen von e wird 
von einem Grade < - (2n + 1) sein. LiiSt sich umgekehrt ein 

rationaler Bruch ; .. finden, so daB K(e) -;. nach negativen Potenzen 
n n 

von z entwickelt, mit einer Potenz < - (2n + 1) beginnt, so mnS 

~ ein Naherungsbruch n ter Ordnung sein.75) Aus (28) und (29) folgt ., 
unmittelbar 

(30) J l!'n(z:=;n(X) p(x)dx + j::X;P(X)dX = ZnCz) + BnCz) FnCz), 
a " 

woraus man durch Gleichsetzung des ganzen und des gebrochenen 
Teiles erhalt: 

(31) 
a 

(32) 
f! 

E.,(/!) = Fl() I F:x) p(x)dx. 
n Z"- Z X 

a 

Die letzteGleichung gibt die erzeugende Fehlerfunktion4)12); durch 
Reihenentwicklung derselben nach fallenden Potenzen von z, erhiilt 

man aber, da B.,(/!) mit der Potenz -2;+1 anfangen muB, gerade wieder 
Z 

die Gleichungen (24) resp. (27), durch die bis auf einen Faktor F .. (x) 
bestimmt ist und aus der sich die Siitze fiber die Wurzeln leicht er­
geben, falls man p(x) als positiv im betrachteten Intervall annimmt. 

Diese Siitze leitet man meist folgendermaJ3en abo Angenommen 
Fr.(x) hiitte eine imaginare Wurzel x = a + bi, so miiBte auch die 
konjugierte Wurzel vorkommen, und man konnte setzen 

F.,(x) = «x - a)1 + h') Mn_s(x), 
wo M n _ 2 eine Funktion n - 21en Grades ist; setzt man in (27) nun 

73) StieZtjes, Paris. C. R. 108 (1889), p. 1297-1298. 
74) Posse, Nouv. Ann. (2) 14 (1875), p. 49-62. 
75) Posse, Sur quelques applications des fractions continues algebriques, 

Petersbourg 1886. 
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0"-1 (x) = M n _ 2(x), SO miiBte sein 
p 

.fux - a)2 + b2)M~_2(X)rp(x)dx = 0, 
a 

63 

was unmoglich ist, da alie Elemente des Integranden positiv sind, s. 
z. B. POSSe75) , Weber 76) usw. Also sind aIle Wurzeln von Fn(x) reell. 
Ahnlich weist man nach, daB keine Doppelwurzeln vorhanden sind und 
daB keine der Wurzeln auBerhalb der Grenzen ex und (J liegen kann.75) 

Die Gleichungen (24) lassen sich direkt folgendermaBen zur Be­
stimmung von Fn(x) verwenden. Transformiert man sie so, wie 
JacobP) es fUr den Fall p(x) = 1 tut, so findet man, daB sie gleich­
bedeutend sind mit den Gleichungen 

(33) j lJ!(x)FnCx)dx = ° jjlJ! (x)Fn(x) dx2 = 0 ... 
" a a 

p x x 

JJ···f p(x)Fn(x)dxn= 0, 
a Ct Cl 

woraus sicb genau so folgern liiBtll) 

(34) Fn(x) = <p ~X) :;n tJ!(x) (x - ex)n(x - (J)n. 

tfJ(x) ist hier so zu wahlen, daB der nte Differentialquotient durch 
<p(x) dividiert, eine ganze Funktion noon Grades ergibt. In den ge­
wohnlich betrachteten Fallen 

lJ!(x) = 1, (x - a)\ (~- x}l-', (x - a)'- ({j - x)~, 

wo 1> - 1, /L > - 1 ist, sieht man leicht, daB man 1jJ(x) = lJ!(x) zu 
setzen bat. 

Fiir rp(x) = 1 wird also 

(35) 

wo die Konstante so bestimmt ist, daB der Koeffizient von x,. gleich 1 
ist. Da diese Funktion bis auf einen Faktor mit dem Legendreschen 
Polynom identisch ist, hat man hier sofort den Satz, daB alIe Wurzeln 
von F,,(x) reell sind, zwischen IX und (j liegen und aUe voneinander 
verschieden sind 77), eil1e Tatsache, die sich aus dem Rolleschen Theorem 
leicht folgern liiBt78) (vgl. II A 10). Fur die Grenzen + 1 und - 1 

76) Weber, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 17 (1910/11), p. 113-117. 
77) Fib: gerade n zuerst bewiesen: Legendre, Memoire de l'Aca.demie 1784, 

p. 387, fur ungerade n: Legendre, Exercices de Caleul integral 2 (1806), p. 254. 
78) Rolle, Traite de l'algebre 1690, p. 125 ff. 

Encyklop. d. math. Wi •• en.ah. II 3. 5 
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wird also 
(36) F() n n(n-1) n-2+ n(n-1)(n-2)(n-3) -4 

"x=x- 2 (2n_1)X 2.4(2n-1)(2n_3)xn .•• ; 

werden die Grenzen 0 und 1, so wird 
n 2 n2(n - 1)2 F (x) = xn - _xn- l + xn-2 

n 2n 1.2.2n(2n-l) (37) 

.. n'(n-1)2(n-2)2 X,,-3 
1·2·3· 2n(2n-l)(2n-2) ... 

Fur n = 4, 5 gibt das eine quadratische, fiir n = 6, 7 eine 
kubische 79) fur n = 8, 9 eine GIeichung vierten Grades 8Q) usw. Schell­
bach 79) erhalt die Gleichung (35) dadurch, daB er fur Fn(x) diesen 
Ansatz macht und ihn unter Benutzung der Gleichungen (5) und (19) 
verifiziert. 

b) Die Koeffi~ientlfft. Wii,hlt man also jetzt in (9) fur die x, die 
n Wurzeln des Polynoms Fn (x) , so erhalt man mit Beachtung von 
(31) die Gleichung 

(38) !f(x)rp (x)dx = ~ Akf(xk) + clln «t2n .•• , 
a k=1 

wo die 

(39) 

sind. Fiihrt man fiir ((x) = F'I.(x) (),,-1 (x) + 1 ein, so sieht man, daB 
n [1 

(40) ~Ak= j'rp(x)dx 
k=1 a 

ist. 81) 

zeigt 
Die Ak sind samtlich positiv, und es ist wie z. B. Stieltjes 81) 

x" 
Al + All + ... + A,,> J rp(x)dx, 

(41) 
a 

X k + 1 

Al + All + ... + Ak<J rp(x)dx. 
a 

Die Koeffi~ientenberechnung ist an und fUr sich eine algebraische 
Aufgabe, worauf besonders Heun 56) hinweist. Er berechnet die Koeffi­
zienten auf rein algebraischem Wege aus den Gleichungen (5) und 

79) Schellbach, Uber mechanische Quadratur, 2. Aufl., Berlin 1884. 
80) Strehlke, Arch. f. Math. u. Phys. 32 (1859), p. 433-434. 
81) Stieltjes, Paris. C. R. 99 (1884), p. 850-851. 
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findet 
z (x) = 1 x· - 1 + 1 x· - 2 + . . . + 1 Xl + 1 n '11.-1 .-2 1 0' 

wo 
1n_.= at bn_.+ 1 + a2b._.+ 2 + ... + a.bn 

iat. N aeh Hurwitz 82) besteht der algebraisehe Charakter des Problems 
darip, eine binare Form 2n _Iter Ordnung mit den Koeffizienten 
ao, al , ••• , a2n _ 1 als Summe von Quadraten von n linearen Formen dar­
zustellen. Ahnlich verfiihrt Bretschneider 49), der fUr die Koeffizienten 
den durch sukzessive Elimination gefundenen Ausdruck 

~ __ 1_ 0.-1 + _~ __ Cn-1 ..• + (_ 1)n- 1cn - 1 
n n - 1 1 n - 2 2 .-1 

Ak = (Xk - Xl) (Xk - X,) . . . . .. / ... (Xk - X.) 

angiht, WO C~-l die Summe der Komhinationen ohne Wiederholung 
aus den n - 1 Elementen Xl' X2 , ••• / ••• xn zur r ten Klasse ist. Man 
kann zur Berechnung der Koeffizienten auch von Gleichungen (8), (9) 
oder (12) ausgehen. Nach Tschebyscheff83) laBt sich die in (9) auf­
tretende Funktion in der Form 

(42) Fn(FX),( -) = 91 + g2E~ (x)FJ (xJ + ... + 9nF .. _1(x)Fn_1 (x,) 
X Xl n Xl 

darstellen, wo die gi die Faktoren von x in den qi der (28) gegebenen 
Kettenhruehentwicklung sind. Daraus leitet er fUr eine beliebige Funk­
tion n ten Grades 1jJ(x), die an den Stellen XII x2 , ••• , xn die Werte 1jJ{x1), 

1/J(x2 ), ••• , 1jJ(xn) hat, die Darstellung 
n n 

(43) «ll(x) = ~ (X-!)<;!'(X) 1jJ(x,) = gl:21fJ(X.) 
1 l' n 11 1 

n n 

+ g2 Fl (X):E FI (x,,) 1fJ (X,,) + ... + gnFn_l (x):2 F"_l (X.)1fJ(X,,) 
1 1 

abo Die k ersten Glieder dieser Entwicklung erhiilt man nach Beine 12), 

wenn man eine Funktion y kten Grades sucht, die das Integral 

~ 
(44) J (y -1jJ(x))2cp(x)dx 

a 

zu einem Minimum macht, ein Satz, der fur cp(x) = 1 und die Grenzen 
- 1 und + 1 schon von Plarr 84) bewiesen wurde. 

Eine ahnliche Entwicklung giht Christoffel 57) fur die in (11) auf­
tretende Funktion Zk(X) fur den Fall cp(x) = 1. Zn(x) genfigt der 

82) Hurwitz, Forlschritte der Math. 24 (1892), p. 271-72. 
83) Tschebyscheff, Journ. f. Math. 53 (1857), p. 286. J. de mn.thematique (2) 

3 (1858), p. 289-323. 
84) Plarr, Paris. C. R. 44 (1857), p. 835-837, 484-486. 

5* 
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z. B. von Bauer85) gegebenen Gleichung 

(45) ddx (xS-l) d~ .. ;a;) - n(n + 1)Z .. (x) + 4 d~ .. ;X) = 0, 

woraus sich unter Beachtung der Gleichung 

(46) F~+l(X) - F~_l(X) = (2n + l)F .. (x) 
folgern liiBt 
() ) [2n-l () 2n-5 2n-9 ] 
47 Z .. (x =2 TnF .. -l x +3.(n_l)F .. - s(x)+5(n_2)F .. - 5 (x) .... 

Eine andere Darstellung der Koeffizienten erhiilt man, wenn man 

G(x) = F .. (x) setzt; dann istF;(xk)=G(Xk), F~(Xk)=2G'(Xk); maeht 
X-Xk 

man nun in der Gleiehung (38) (x) = 2G(x)G'(x), so erhii.lt man 
fiir «p(x) = 1 und die Grenzen -1 und + 1, falls F .. (+ 1) =F" (-1) 
ist, was fur symmetrische x-Werte immer der Fa.ll ist, 

4Xk F! (1) 
(48) Ak = (1 _ Xk 1)1 F~ (a;0 F;: (xk) , 

wo F",(x) der Gleichung fur die Kugelfunktionen 

(49) (x! - l)F;:(x) + 2xF~(x) = n(n + 1)F.(x) 

geniigen mua. Wenn die Konstante so bestimmt ist, daB F .. (+ 1) = 1 
ist, wird 

(50) 

ein Ausdruck, der sich bei GaufJ48) , Oh1"istoffel57), Hermite 10) , Tod­
hunter'), Radau1), Weber 76) und anderen findet. 1st n ungerade, findet 
man daraus fur k = 0 

(51) A = 2 (2 .4, • 6 ... n - 1)2. 
o 3.5 •.. n 

Scheibner 58) schreibt (50) unter Benutzung der Formel fur die hyper­
geometrische Reihe. Aus (11) nnd (50) folgt (1 - X,,2)Z.(Xk)F' (xk) = 2, 
also 

(52) A = (l-Xk~ ~( ) 
" 2 .. X , 

eine Formel, die sich z. B. bei Ghristoffel 67), Radau1) u. a. £indet. 
e) Fehlerabschiit~ung. Was die Genauigkeit betrifft, so gibt die 

Formel (38) nach Stielijes86) mit wachsendem n unbegrenzte Annahe­
rung. Setzt man namlich 

(53) 

80) Bauer, HabilitationsBchrift Miinchen 1858. 
86) Stielues, PariB. C. R. 97 (1883), p. 740-742. 
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so wird das Korrektionsglied 

f1 n 

(54) J cp(x) V(x)dx - L: Ak V(Xk)· 
a 1 

1st Vex) fiir jeden Wert des betrachteten 1ntervalles kleiner als c, 
so ist bei Beachtung von (40) 

(55) 
n ,~ 

~ Ak V(xk) < E J'q;(x) dx 
1 a 

und auch 

(56) 
§ f1 

JV(x) q;(x) dx < E J cp(x) dX, 
a a 

d. h. also 

(57) /f(X) cp(x)ax - ~A.f(Xt) < 2c j1cp(X) dx, 
a 1 a 

da cp (X) integrabel und die Reihe fiir lex) konvergent ist, kann man 
mit wachsendem n den Fehler belie big klein machen. Um die GroBe 
des Fehlers abzuschatzen, geht man nach Markoff6H) , Poss(75) u. a. 
praktisch von dem Fehlerglied der Hermiteschen 67) Interpolationsformel 
aus. 1st ([l(x) eine gauze Fuuktion vom Grade 6, die fiir Zl mit ('(Zl) 
nebst den a - 1 ersteu Ableitungen, fiir Z2 mit f(Z2) nebst den fJ - 1 
ersten Ableitungen usw. iibereinstimmt, so ist 

wo 
1jJ(X) == (x - Zl)'" (x - Z2}~ ... (x - z • .)", 

u = (x - Zl)t1 + (Zl- Z2)t2 ... (Zn_l - zn)tn + z", 
0= (t2 - t1)a-l (fa - t2)fl-l ... (1 _. tn)2-l, 

6=a+P+r··· l 
ist. Ableitungen dieser Formel aus der Newtonschen 1nterpolations­
formel finden sich z. B. bei Mansion 87), Lipschitz 88) usw. Fiir unsern 
Fall, wo ([l(x) und f(x) in den 2n Werten f(xk) = ([l(xk) und f'(xk) 

= (J)' (xk ) iibereinstimmen, wird, wenn ;; ein bestimmter Mittelwert 
zwischen IX und fJ ist, das Integral (58) 

(59) 1!.J (x) f(211) (l:) 
(2n)! \:> , 

87) Mansion, Paris. C. R. 104 (1887), P 488-490. 
88) Lipschitz, Paris. C. R. 86 (1878), p. 119-121. 
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also wird 
p ft 8 

(60) ff(x)rpCx)dx = ~ Aiexk) + ~~"~;~) jF;(x)rp(x)dx; 
a 1 a 

ist im Intervall a bis p m < r<Sn)(~) < M, so liegt die Korrektion 
zwischen 

fJ ,If 

(61) 2!! 1 F;(x)rp(x)dx und (2:)1 J F;(x)rp(x)dx, 
a a 

eine Formel, die z. B. Markoff66,89), Poss(75), Deruyts90), del' sie durch 
Verallgemeinerung der Betrachtungen von Mansion 9.1) ableitet, Tei­
xeira 91) ge ben. 

Andert rCx) in dem Intervall das V orzeichen nicht, so hat man 
damit das Vorzeichen der Korrektion gefunden. Fur rp(x) = 1 folgt 
aus obiger Gleichung 

(~_a)lIn+l[ n! ]2f(h)(S) 
(62) 2n+1 (n+1)(n+2) ... 2n] (2n)!-' 

ein Ausdruck, den man bei Scheibner 58), Markoff66) , Mansion 92), 
der ihn mittels der Ampereschen Interpolationsfunktion ableitet, Raffy 93) 
u. a. findet. 

Von del' (15) gegebenen Form des Fehlergliedes geht Jacobi7) 
aus und findet fur rp (x) = 1 

1 1 

(63) .fF"Cx)Q(X)dX = ( (2~)"!~ 1(1- x)"x"d~~~~dx 
o 0 

1", 

(nl)' rr 
= (2 n)IJ.J . 

00 

(nl)' {A' + ( (n + 1)' A'+ An) = (2nl)' Cs" 1· (2n+ 2) Clift+! 

'" .jx"a"Q dX",+l ax'" 
o 

+ ( (n + 1)'(n + 2)' A' + (n + 1)' A"+A"') } 
1.2(2n+2)(2n+8) 1-(2n+2) Ch +1 ·_·' 

89) Markoff, Sur quelques applications des fractions continues algebriques, 
St. Petersbourg 1884. 

90) Deruyts, Bull. de 1a societe matMmatique de France 14 (1880-86), 
p_ 161-56. 

91) Teizdra, Annaea scientificos da Academia Polytecbnica do Porto 0 
(1910), p. 220-228. 

92) Mansion, Societe des sciences de Bruxelles 15 A (1891), p. 67-09_ 
Paris. C. R. 102 (1886), p. 412-416. Bull. de l'Acad_ royale de Belgique (8) 11 
(1886), p. 293-807. Bericht dariiber von Catalan ebendort p. 270-73_ 

93) Raffy, Nouv. ann. (3) 15 (1896), p. 249-262. 
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wo die A', A" ... die Zahler von x- n, x- n - 1 usw. in del' Entwicklung 

von F:(X) sind, sich also aus den Gleichungen 

1 A' 0 = A' -~-+ A" 0 = A' n2(n - 1)2 _ A" n! + A'" =, 1·2n ' 1.2.2n(2n-1) 2n ' 

usw. bestimmen. Zu einem ganz ahnlichen Resultat kommen Heine1't) 
und Todhunter 4) fur die Grenzen - 1 und + 1, wobei ersterer von 
der erzeugenden Fehlerfunktion (17) bzw. (32) ausgeht. Sie :linden 
fur £P(x) = 1 

( 1 1 1 3 1) 
2 [ nl J2 F 2+2"n, 1+2 n, 2+n,? 

(64) Rn(.e)=2n + 1 1·3·· ·(2n -1) r 2n
-

1 F(~-~n -~n ~ -n ~)' 
2 2' 2' 2 ' Z2 

die Fehlerglieder werden also 

, 2 [ n! :-r~ 
C2n Oh + C2n+2oSn+2'" = 2n-Fi 3.5 ... (2n-l)J . 

[ +_1_(n+l)(n+2)+n(n-1») ... J 
C2n 2 2n+3 2n -1 C2n+2 • 

Oallendreau 94) gibt einen Ausdruck fur das Fehlerglied fur den 
c2m + 1 Fall, daB w = -~- mit wachsendem m bei gleichbleibendem Zeichen 

C2m 

abnimmt. In diesem FaIle ist der Erganzungsterm 

(65) < ~nx2n(e + Ii' wx + e" ro 2x2 ., .). 

Unter Benutzung einer zu (64) analogen und einer anderen von 

Ga,u/395) gegebenen Formel :lindet er, wenn e1' rox = 1 ty2 setzt, fur 
den Rest 

(66) 2n:c -- . ( y )2n + 1 
2 n 00 

Liwenzoff9fj) geht von der Formel (26) 
p 

f cp(x) dx = Zn(z) + R (.e) 
• z - {C ]/1/ (z) n 
a 

aus, multipliziert dieselbe mit fez) und integriert fiber einen Kreis, 
des sen Radius Q groBer ist als der Modul der groBten Wurzel von 
F ... (z). Unter Anwendung des Satzes von den Residuen und Beach-

94.) Callandreau, Paris. C. R. 90 (1880), p. 1067-1069. 
95) Gau{J, Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc. Commenta­

tiones regiae societatis scientiarum Gottingensis recentiores 2 (1813). Abgedruckt: 
Gesammelte Werke 3, p. 123-166. 

96) Liwenzoff, Math. Sammlung, herausgegeben von der Moskauer math. 
Gesellschaft 9 (1878), p. 569-573. 
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tung von (82) erhiHt er 

(67) 2injrp(x)f(x)ax = 2in ~Zn,(X')f(X,) +J fez) deJ;n(X)~(a:)da:. 
~ F,,(x,) F" (z) z a: 

ole 0 

Do. mod _1_ < _1_, so wird im Rest 2in A, wenn man z-x (I-X 

(68) jFn(X)cp(X)dX = m ! !Jl(X) dx 
s-x J Q-x 

o 0 

setzt und mit M den Maximalwert von fez) und mit I' einen Mittel­
wert von F. (z) bezeichnet, 

(69) mod A < (!Mm 1!Jl (x) ax. 
II- J Q-a: 

o 

Oallendreau 97) formt das Restglied in (67) durch n·malige par­
tieIle Integration ffir den Fall rp(x) = 1 und die Grenzen 0 und 1 
urn in 

1 

(70) A = (- l)"j'~ f(z)dz j"rX (X-l)]n fix, 
F,,(z) • (s _ x)n+1 

c 0 

woraus sich ergibt 

(71) 

wo M das Maximum des Moduls von f(s) auf dem Kreise mit dem 
Radius (} ist. 

Zum Schlua sei noch darauf hingewiesen, daa man die GaufJsche 
Quadraturformel nach Heun 56) u. 98) nicht nul' zur numerischen Berech­
nung eines bestimmten Integrales, sondern auch zur angenaherten 
Darstellung physikalischer Gesetza verwenden kann. Auch zeigt Heun 56), 

wie man die GaufJschen Formeln anwenden kann zur Berechnung der 
Integrale, die auftreten, wenn man nach der Methode der Variation 
del,' Konstanten von dem Integral der homogenen linearen DifferentiaJ.­
gleichung zu dem del,' nicht homogenen iibergehen will. 

Von weitern Arbeiten iiber die GaufJsche Formel seien noch 
die von Hall 99) , Kubicek100), Maurer 141) und besonders die von Bier­
mann erwahnt, der die verschiedenen Quadraturmethoden vom Stand-

97) Callendl'eau, Comptes renduEls 8.4 (1877), p. 1220-1227. 
98) Heun, N achdchten der kg!. Wissenschaften zu Gottingen 1891. p.154-58. 
99) Hall, The Analyst g (1876), p. 1-10. 
100) Kubicek, Programm Neuhaus 1910, p. 3-19. 
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punkt der Theorie der kleinsten QuadraM aus betrachtet. Er findet, 
daB der Fehler fur die GaufJschen Abszissenwerte einen Extremwert, 
der jedenfalls kein Maximum ist, annimmt. 380) 

4. Spezielle Falle der GauJ3schen Forznel. Dem cp(x) hat man 
mannigfache Werte gegeben, von denen die wichtigsten hier besprochen 
werden sollen. 

a) Der urspriinglich von Gauf3 behandelte wichtigste Fall ist 
cp(x) = 1, der in der vorhergehenden Nummer schon er6rtert ist. 
Abszissen, Koeffizienten und Korrektionsglieder fur diesen Fall finden 
sich unter andern bei GaufJ4.8) selbst fiir die Grenzen 0 und 1 bis zu 
7 Termen auf 16 Dezimalen, bei Heine 12) fur die Grenzen - 1 und 
+ 1 ebenfalls bis zu 7 Termen auf 16 Dezimalstellen, bei Radau 1) u. 101) 

fur die Grenzen 0 und 1 wie fur - 1 und + 1 bis zu 10 Termen 
auf 8 bzw. 10 Dezimalstellen. Bei Perrot 102) fur die Grenzen 0 und 1 
fur 8, 9 und 10 Terme auf 16 Dezimalstellen, bei Moors 38) fur die 
Grenzen - 1 und + 1 bis zu 10 Termen auf 16 Dezimalstellen. 
Bertrand 10S) gibt bis zu 6 Termen Abszissen und Koeffizienten fur 
die Grenzen 0 und + 1. Fur dieselben Grenzen finden diese GroBen 
sich auf 16 Dezimalen bei Todhunter 4). 

Die Fehlerbetrachtungen der yorhergehenden Nummer nehmen 
an, daB die Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit bei der Berechnung 
der Funktionswerte benutzt werden konnen. Oft ist das nicht der 
Fall, sondern man kann aus praktischen Grunden die Wurzeln nur 
bis zu einer beschrankten Anzahl Dezimalstellen benutzen. Dann sind 
naturlich im allgemeinen die Formeln von Nr. 3 nicht genauer als 
die von Nr. 2. Moors 38 ) hat nun Formeln so bestimmt, daB er n - 2 
Werte x aus den GaufJschen Tafeln bis auf 8 Dezimalen entnimmt, 
die ubrigen 2 auch bis auf 8 Dezimalen nach den in nachster Nummer 
angegebenen Methoden so bestimmt, daB der Fehler moglichst klein 
wird. Von den moglichen Fallen gibt er bis zu 8 Termen in den 
gunstigsten die Abszissen, Koeffizienten und Korrektionsglieder an. In 
letztere gehen zwar dieselben Glieder der Entwicklung von ((x) ein, 
wie bei Newton und MacLaU1'in, aber die Faktoren dieser Glieder 
sind hier wesentlich kleiner. N euerdings 104) geht Moors sogar noch 

101) Radau, Paris C. R. 90 (1880), p. 913-915. 
102) Pel·rot, Qua.rterly Journ. 25 (1891), p, 200-202. 
103) Bertrand, Calcul integral, Paris 1870, p. 331-352. 
104) Moors, Verhandlingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen 

te Amsterdam (I Sectie) Deel Xl, Nr.6 (43 p.) 1913. Bericht dariiber von Kaptein 
und Kluyver: Verslag van de Gewone Vcrgaderingen van de wis-en natuurkundige 
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weiter, rnndet auf 2 Dezitnalen ab und sucht durch die Anzahl der 
benutzten Ordinaten die Genauigkeit zu erhohen. Insbesondere wenn 
die ersten Glieder der Entwicklung von f,(x) verschwinden, sind die 
letzten Dezimalen der A bszissenwerte ohne Wert. 

b) Ein anderer Fall wird von Mehler 105) behandelt. Er setzt 
a = - 1, fJ = + 1 und tp(x) = (1 - xY(1 + x)-u, wo l> - 1, 
p- > - 1 sein muB. Dann sind die x" nach (34) Wurzeln der Glei­
chung 

(72) F (x) = r(n+l+,,) (l_x)-l(l+x)-,ud"Cl-X)II+2(I+X)"+~' =0 
.. rC2n+1+p.) ax'" 

und der allgemeine A.nsdruck (9) fiir A" laBt sich umformen in 

(73) A = 211,,+l+I'+1 rCn+1)r(n+l£)rCn).rCn+1+p.) 
" (1- xDCF'(Xlol)'" [r(2n + 1 + ",)]' 

Heine 1") betrachtet denselben Fall fiir die Grenzen ° und 1 und :6.ndet 
F,,(s) aus der Kettenbruchentwicklung 

1 

(74) =}"'(1- s/ d = _!.JC1+1) rc",+I) F(1 +1 +l+ 2 .!.) 
t1 x-s S x rc",+1+2) ,ll- ,IL 'x ' 

o 

deren Nii.herungsnenner 

(75) F,,(x) = x" F( - n, - n - 1', - 2n - it - 1', ~) 
sind, wii.hrend das Restglied sich bestimmen lii.Bt aus 

(76) R (x) = r(n+1-t 1)r(n+",+1)r(n+p.+l+1)r(n+ 1) __ 1_ 
.. r(2n +",+ 1+ 2)r(2n + p. + 1 + 1) X"+1 F,,(x) 

. F(n + 1, n + it + 1, 2n + I' -l + 2, !). 
c) Der wichtigste Spezialfall obiger Formel, den Mehler schon 

betrachtet, und der eingehend von Tschebyscheff 106) und Hermite107) u. 10) 

behandelt iet, ist it = p- = - -21 , also rp(x) = ,~ __ . Die Glei-
yl-X' 

chung (72) kann man nach Hermite in diesem Falle ersetzen durch 

(77) F,.(x) = 21- .. cos (n arccos x) = 0, 

wii.hrend Tschebyscheffl06) den Auedruck in der Form gibt 

(78) 
,.lg,,-Y,,·-i 

F,.Cx) =Ee l! 

Afdeeling: Koninlijke Aka.demie van Weetenscha.ppen te Amsterdam 21 (1912), 
p.627-29. 

106) Mehler, Journ. f. Math. 63 (1868), p. 162-167. 
106) T8chebyscheff, Journ de ma.th. (2) 19 (1874), p. 19-3,1,. 
107) Hermite, Math. Ann. 10 CI876), p. 287-288. 
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Berger15) zeigt, daB die sukzessiven F" sich aus der Gleichung 

(79) F,,+l(X) = 2xF,,(x) - F"'_l(X) 

berechnen lassen. Er gibt fur diesen Fall die ]'-'ormeln bis n = 4. 
Die Koeffizienten werden aile untereinander gleich 

(80) 

Posse75), der das F" mit Hilfe der Kettenbruchentwicklung 

(81) 
+1 J dy " 
Vl'-::'yl(z-y) = z- 1 __ 

-I 1 
2z---··· 

2z-·. 

findet, zeigt, daB man bei gleichen Koeffizienten nur III diesem Falle 
den Genauigkeitsgrad 2 n - 1 erreichen kann. 

Des 5fteren kommt man zu diesen Formeln dadurch, daB man 
von einer Entwicklung von ((x) in eine Fourierreihe ausgeht. 1st 

(82) y = ao + at cos x + a2 cos 2x + ... + am cos mx + ... , 
+ bi sin x + b2 sin 2x + ... + bm sin mx + ... , 

so kann man z. B. wie Baillaud, der sowohl den Fall gerader 59) wie 
ungerader 108) n behandelt, von einer von Gauf3109) aufgestellten 1nter­
polationsformel 

. x - x, . x - x2 / • x - xn .. SIn --2- SIn -2- ...... SIn -2-
(83) Y= ~-Y 

.:::.,;. • Xk - x, . Xk - x. ! . Xk - Xn k 
1 BIn --2-- BIn -2-· ..... . j ••• SIn ----2-· 

ausgehen, wo der Rest den Faktor 

(84) . x-x, . X-X2 ••• sI.nx-x" 
SIll -2- SIn -2-- . . . '.J 

bat. Will man nun die Genauigkeit steigern, so kann man, da 
21t 21t 

!ydx= Jaodx 
o 0 

ist, noch weiter die Glieder mit den Koeffizienten von am bis a2m _ 1 

und bm bis b2m _ 1 zum Verschwinden bringen. Fur die Abszissen­
werte x,. erhlilt man daraus die Gleichung 

(85) fJn - a = 0, 

WO fJ = if'" ist. Setzt man a gleich einer GroBe mit dem Modul 1, 

108) Baillaud, Annales de l'Observatoire de Toulouse 2 (1887), p. 1-36. 
109) Gau[J, Theoria Interpolationis Methodo nova tractata.; Gesammelte 

Werke, Bd. 3, p. 265-330. 
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so sind also 
6 (J 2", 6 2", 6 2", 

(86) Xl = n' x2 =r; + n' xs=;-+ 2-n' ... , xn =n:+(n-1)n-' 

o kann man noch so bestimmen, daB irgend eine Bedingung erfiillt 
wird. Andere Ableitungen finden sich in einer andern Arbeit von 
BaillaudllO) sowie bei Dawidotfll1). 1st y eine gerade Funktion, so 
hat man in der Entwicklung nur die Glieder mit ai • Dann ist also 

2n m 

(87) j'f(COS z)dz = -;; llr[cos (2~- + k-;;)J 
° 1 

Fiihrt man hierin () = 0 und z = arc cos X ein, so wird, da 
n 2n 

f=J 
o n 

ist, das Integral 
+1 

J" f(x)dx_. 

-VI - x' 
-1 

Das ist aber gerade die oben betrachtete Form. Mehler 105) gibt dem 
() den Wert 7t, die Astronomen wahlen gewohnlich () = 0 112). Der 
Fahler hat allgemein die Form 

(88) t:. = - ~. (2xam . 2n cos mO + 2xbm •2n sin mO). 
1 

Deruyts 90) und Markoff178) geben nach (61) als Restglied 

(89) 

wahrend Liwenzoff96) nach (69) gibt 

(90) 

Tisserand 113) verallgemeinert diese Betrachtungen auf den Fall emer 
geraden periodischen Funktion von zwei Variabeln. 

d) Ein anderer in del' Mehlerschen Formel enthaltener Spezial­
fall ist a = - 1, (3 = + 1 und q; (x) = VT=7-, d. h. 1 = !-" = t. 

110) Baillaud, Paris C. R. 90 (1880), p. 974-976. 
111) Dawidoff, Joum. de math. (3) .g (1881), p. 389-412. 
112) Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, Leipzig 1903, § 81. 
113) Tisserand, Paris C. R. 68 (1869), p. 1101-1104. 



4. Spezielle FaIle der Gau6schen Formel. 75 

Nach Hermite 10) ist in diesem Falle (vgl. (34») 

(91) F,,(x) = (_2)-n(n+l) dn
n (1 - x2t+t 

1.3. [) ... (2n+1)l/1-x2 dx 

was bis auf einen Faktor iibereinstimmt mit 

F ex) = 2-n sin «n + 1) arc cos x) . 
(92) n Vl- x2 

Diesen Ausdruck kann man nach Posse74) u. 75) auch als Naherungs­
nenner des Kettenbruches 

(93) 

+1 f Y1-x'd 1t 1t 
-1 z-x x=Z+YZ'-1=2Z_~I __ 1_ 

2z---
2z-· 

erhalten. Nach Berger 15) geniigt dieses Fn(x) auch der Gleichung (79). 
Moors SS) behandelt diesen Fall elementar unter Benutzung der Glei­
chungen (7). Man erhiilt hier die Formel 

+1 n 

(94) J rex) "V1 - x2 dx = n~1 ~ sin2 nk:; 1 r( cos nk~ 1) 
~1 1 .. 

= n~12 (1- xnr(xk), 
1 

bis zum Werte n = 4 finden sich die Zahlenwerte bei Berger 15). 
e) Posse75 ) behandelt noch einen andern Spezialfall der Mehler­

schen Formeln. Er setzt 1 =.2-, /-t = -l, also wird F,,(x) hier 
Naherungsnenner des Kettenbruchs 

+1 

(95) fV1 - x ~ = 1(,(1_1~=_!) = ---~ 
l+xz-x VZ+l l' 

-1 2z+1---

und zwar wird, wenn man z = cos ill setzt, 

. 2n+l 
sln-2-0l 2k1t 

• ro ,Sk = cos 2 n + 1 ' 
Sln-

2 

(96) 

man erhalt so die Formeln 

2z_~1_ 
2z-· . 

+1 .. 

(97) fVl-+x ((x) dx = ~- ~(1- cos -~-~-) ((cos -~~~-) 
1 x 2n + 1 ~h 2n + 1 2n + 1 

-1 1 
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f) Beine 12) betrachtet weiter noch den Fall 

~(x) =Vx(x-a) (x-fJ), 

wo die Koeffizienten von Fn (x) ganze Funktionen eines Quotienten 
aus einem ganzen elliptischen Integral erster und einem zweiter Gattung 
werden. Die Fn(x) geniigen einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. Auch Ohristoffel 68) erwiihnt dies en Fall. Weiter weist letz­
terer noch auf rp(x) = x hin, wo nur gerade n in Betracht kommen, da 

1 
F 2n (x) = F 2n+1 (x) = -x P2n + 1 (X) 

wird, ferner auf rp(x) = Ixl und rplx) = -2 +1 T Den Fall rp(x) = Xl x a 
behandelt Moors 38) elementar auf Grund del' Gleichung (7). 

g) Gourierlld.), Gram 1l4a) und Deruyts 1l5) betrachten den Fall 

a = - 00, (J = + 00, ~(x) = e- x'. 

Riel' ist 

(98) 

also bis auf einen konstanten Faktor das sogenannte Polynom von 
Hermite 116). Nach Deruyts 115) erhiilt man hier 

+~ n 

(99) }e-aftf(x) dx = 2n+lnp/;t ~ f(xk ) • . r £.J (F~ (Xv)' 
-~ 1 

Bis zu n = 4 gibt Berger 15) die Zahlwerte. 
h) Anknupfend an Gourier behandelt Radau 1l1) den Fall 

ex = 0, (J = 00, p(x) = e- X • 

Riel' ist 
dn 

Fn(x) = (-1)neX1f;n(e-Xx") = l-nx 

+ n(n-1) 2_ n(n-1)(n-2) 3 
1.4 x 1.4.9 x .... 

Radau gibt die Koeffizienten in del' Form 

Ak = F;,~XS E(FnCXk) e- Xk). 

Fiir den allgemeineren Fall 

rp(x) = e-"'xP- 1 

114) Gourier, Paris C. R. 97 (1883), p. 79-82. 
114&) Gram, Tidsskrift for Mathematik (5) 1 (1884), p. 65-72. 
115) De1'uyts, Bull. de l'Acad. roy ale de Belgique (3) 11 (1886), p. 307-311. 

Bericht dariiber von Le Paige, ebendort p. 279-80. 
116) Hermite, Paris. C. R. 58 (1864), p. 93-100; 266-273. 
117) Radau, Paris C. R. 97 (1883), p. 157 -158. 
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nndet Deruyts 115) 

Hier findet man 
• n 

(100) Je-xxP-1((X)dx = n!(n+p-l)! "'7 f(:;~) " 
~ xk[Fn\x .. )] 

o 1 

A1ll1liche Formeln finden sich bei Sonine 118). 

5. Verallgemeinerungen der Methode von Gau13. a) Formeln 
von August. Die Ansiitze von GaufJ erweitert Au,qust 60) auf den Fall, 
wo 
(101) tp(x) = 1, ((x) = C1X,Il-1 + C2X,<I-1+0 + CSXil-l+20 

ist (!-t und ~ positive sonst beliebige Zahlen). Setzt man 

x = hY~, ~ = E, C,h~'-l)J = y" 

so wird 
1 1 

f(~) = hU-l~'-1f (')'1 + Y2~ + Y3~2 + ... ) = hi<-l ~E-~ 1m. 
Durch Ubertragung der Entwicklung von Jacobi 7) findet er fur die 
Grenzen 0 und 1 

e-' dn[~E-l+n(6 -1)"J 
(102) F"m = (B-1+2n)(E-2+2n) ... (E-n) d~," 
Noch auf zwei andern Wegen leitet August die Gleichung fur F,,(~) 
ab; del' eine entspricht dem von Scheibner58) gegebenen, beirn andern 
folgert er aus 

n n 

~')',= ~ I ~r,~,= s!i' 
1 1 

die n Gleichungen 

1 1 1 1 

E+" 
1 

(103) ~1 e+,,+i =0 " = (0, 1, 2, ... , n - 1). 

~t" ;2 n ;"n_~ __ E+,,+n 
Nun sind die ; Wurzeln der Gleichung 

1 1 1 1 

(104) ~1 ;2"';" ; =0. 

118) Sonine, Warschauer Nachrichten 1887, p. 1-'76. 
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Entwickelt er diese n Gleichungen (103) und (104) nach Elementen 
der letzten SpaIte, so erhiilt man als Losung der entstehenden n Glei­
chungen 

Fil) ~ I 
1 ~ ~II 

1 1 1 

(105) Ii E+l Il+n =0. 

1 1 1 
,E+n-l a+n ... 1l+2n-l 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind aile reeli, voneinander verschieden 
und liegen zwischen 0 und 1. Der Rest hat nach August60) die Form 

hf+ hoO[ (1 ) (1 ) (106) I:l=-~- 1'2n+1 E +2n -Bho + 1'Sn+ll E+2n+l-Bh+1 ... , 

wo 

B E+n-l (n) 1 
2t& - E + 2n -1 1 & + 2n -1 ... 

(_ 1)" (e + n - 1) (E + n - 2) ... e (n) _1 __ 0 
... (E+2n-l)(e+2n-2) ... (E+n) n s+n - , 

B __ e+n-l (n)B + (e+n-l)(li+n-2) (n) 1 ... 
h+1 E + 2n - 1 1 lin (E + 2n -1)(e + 2n - 2) 2 E + 2n-l 

( _ l)n (8 + n - 1) (E + n - 2) ••• Il (n) 1 _ 0 
... (1l+2n-l)(E+2n-2) ... tE+n) n E+n+l -

ist. Vorziige hat die Methode erstens fur groBe Werte von /1-, d. h. wenn 
die ersten Glieder der Taylorschen Reihe fehlen und zweitens, wenn 
h nicht gleich 1 ist. Z. B. braucht man fur ,." = 2, h = 2, also fur 
ungerade Funktionen im ailgemeinen bei gleicher Annaherung nur die 
Halfte der Funktionswerte, die GaufJ notig hat. Ahnliche FaIle be­
handelt Radau1) und eine von Pujet der Faculte des sciences 1878 
vorgelegte These. 

b) Verallgemeinerung von Christoffel. Eine andere Veraligemeine­
rung riihrt von Christoffel57) her. Er nimmt an, daB fur die Werte 
Xl' XI' ••. , xr die Funktionswerte gegeben sind, und daS nun weitere 
n Abszissen x r+1' Xr + ll , ••• , xr+n so zu suchen sind, daS die Annahe­
rung bei Benutzung der zugehorigen n + r Funktionswerte moglichst 
gut werde. Damit hat man die Moglichkeit, bei Integration einer ge­
gebenen Funktion alie Vorteile zu vereinen, die aus der Beruck­
sichtigung ihres numerischen VerIaufs (Xl' Xll' •.. , Xr kann man so 
wahlen, daS {(x) dort besonders leicht zu berechnen ist, oder solche 
Werte hat, deren EinfluB auf das Integral als sehr groB zu erwarten 
ist) und der Verwendung der GaufJsehen Methode entspringen. 

Setzt man die Kettenbruchentwicklung von 
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(107) 

n 

f {'J fJJ (x) II(x - x,) 

1 dx 
z-x 

ex 

an, so folgt iihnlich wie oben, daB der Kettenbruch regular ist. Be­
zeichnet man den nten Naherungsnenner und -zahler mit N.,(z) bzw. 
Z n ( z), so Mgt, daB 

(I n 

(108) Jrp(x) [Jex - x,)Nn ex)8 .. _t (x) dx = 0, 
" 1 

wo (}n-l (x) irgendeine ganze rationale Funktion (n -lyon Grades von 
x jst. Wahlen wir also die n W urzeln von N" (z), die, falls die Qua­
dratur ausfiihrbar sein soU, reell aHe verschieden sein und zwischen 
a und f3 liegen miissen als Abszissen xr+U X,. .... 2' •.• , xr +n ' so haben 
wir den Genauigkeitsgrad r + 2n erreicht. Man gewinnt so die Dar­
stellung 

n+r _ 

= ~ k=r Zn(x,) . ((x,) + E, 

1 C/I(x - Xy')Nn(xl)'x=x t 

k=l 

.ist. Die erzeugende Fehlerfimktion ist hier 

(110) 

Geyenbauer 109) zeigt, daB die Nn und Z,. sich durch die Fn und Zn 

der Kettenbruchentwicklung von frpJai) dx ausdriicken lassen. Man 
z-x 

kann jede Funktion n + 1·ten Grades nach Fo'" Fn+r entwickeln. 

119) Gegenbauer, Wien Bel'. 78 (1878), p. 768-778. 
:l!:ncyklop. d. math. WiS8cnsch. II 3. 6 
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Aua der Gleichung (108) folgt aber, daB in der Entwicklung von 
k=r II (x - xk)N,.(x) die Funktionen Fo'" Fn_1 nicht vorkommen 

k=l 

durfen, also wird 
.!:=r 

(111) [JCx-xk)Nn(x) =AFn(x) + BF"'+l(X) + '" +RFn+r(x), 
.1:=1 

Verbindet man das mit den r Gleichungen 

(112) O=.AFn(x.) +BFn+1(x,)+'" +RFn+r(x,) t=(1,2, ... ,r), 
so erhiilt man, falls die Gleichungen voneinander unabhangig sind, 

I
I F,,(x) F"+1(x),,, F,.+rex) 

flcx - xJN .. (x) = ° ~ .. e~l) . ~ .. +~(x~) : .: ~n+~(X~) . 
k=1 I I 

F,,\xr) F,,+l (xr) ... E~+r(xr) I 

(113) 

Aus dieser Gleichung IaBt sich Z .. und E .. berechnen. Ahnlich und 
noch etwas allgemeiner finden sich diese Entwicklungen in einer 
zweiten Arbeit von Gegenbauer.120) 

k=r 

Man kaun auch einen Ausdruck fur IT (x - xk)Nn(x) erhalten, 
k=l 

wenn man von den aus (108) folgenden Gleichungen 
f3 k=r 

(114) J' _IT(x - xk)N .. (x)rp(x)xmdx = 0 (m=O, 1, ... , n-1) 
a k=l 

ausgeht und fur 

N,,(x) = C"x"+ 0 .. _1X .. -1 + ... + 00 

setzt, woraus man durch Elimination der C nach Christoffel 57 ) 

r .. n (z" - x,,) Q1(.Z1) fJJ (Z2) ... rp(zn) . (x - Z1) (x - Z2) ... (x - z,,) 
1 

zn-1 Zn-2 · .. Z1 1 2 
1 1 

Z .. -l Zn-S · .. Z2 1 2 2 dZ1 dZ2 dzS ... dZn . 
Zn-l 

n 
Zn-2 

n · .. Zn 1 

120) Gegenbauer, Wien Ber. 100 (1891), p. 635-703. 
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erhalt. Transformiert man die Gleichung (114) nach Jacobi 7), so er­
halt man daraus 

n 

(116) fl(x - xk)N,,(x)cp(x) = d~n (x ~ a)n(x - fJ)nxr· 
I 

Durch Umformung der Gleichung (113) erhalt man nach Christoffel 57) 
fur den Fall qJ(x) = 1 bis auf eine Konstante 

(117) Xr=d--iidd:.n-d-----n[(xl-a)"(Xl-{J)n(X2-a)n(x2-{J)n .. (xr-a)"(xr-{J)"1 
Xl x, ... Xr 

Xn X,,-l ... x 1 

x~ X~-l ••. Xl 1 

X~ X~-l ... Xr 1 

Man sieht aus (116) sofort, daB im FaIle Xl = a, Xr = X -- a, Xl = (J, 
Xr=x-~ und xl=a, X2=~' Xr=(x-a)(x-fJ) ist. Ferner 
sieht man aus dieser Gleichung durch Anwendung des Rolleschen 
Satzes 78): Sind die W urzeln von Xr aUe reell und liegen zwischen IX 

und (J, so mussen auch die Wurzeln von N,,(x) reell, voneinander ver­
schieden sein und zwischen a und ~ lie gen. Ferner sieht man, daB, 
wenn Xr reell ist oder durch Multiplikation mit einer Konstanten. 
reell wird, mindestens n reelle verschiedene W urzeln zwischen " und 
{J liegen miissen. Liegen also die gegebenen Werte auBerhalb des Be­
reichs, oder sind sie Grenzen, so liegen die gesuchten n Wurzeln im 
Bereich. Weiter lassen sich folgende Satze beweisen: Liegt eine der 
gegebenen Abszissen zwischen " und (J, so sind aue Wurzeln von 
N.,(x) reell und verschieden, und hOchstens eine liegt auBerhalb cc 
und {J. Liegen l der gegebenen Abszissen zwischen a und (J, so sind 
bei geradem l hOchstens l, bei ungeradem h6chstens l - 1 W urzeln 
komplex oder fallen zu zweifachen, vierfachen usw. Wurzeln zusammen. 
H6chstens l liegen auBerhalb des Intervalles. 

Der Fall Xl = a ist von Lampe l2l) behandelt worden; im Fall 
Xl = IX, x2 = ~ findet sich fUr n = 4 die Formel nebst Korrektions­
glied bei KliigeP22), der sich aber nicht auf allgemeine Betrachtungen 
einliiBt. Allgemeiner behandelt wird dieser Fall z. B. von T~trazza llI3), 

121) Lampe, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/3), p. 102-106. (Bei 
n = 4 sind versehentlich imaginare Wurzeln angegeben.) Verh. d. Ges. Deutscher 
Naturforscher Niirnberg 2 (1894), p. 4-8. 

122) liliigel, Math. Worterbuch IV 1823, Arlikel: Quadratur NI. 145. 
123) Tumzza, Memorie dell' 1. R. Istituto Veneto 5 (1855), p. 277-98. 

TU1'azza gibt an, daB nach seiner Methode auch die allgemeinere spater von 
Christoffel behandelte Aufgabe geloot werden kann. 

6* 
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der die FormeIn ohne Korrektionsglied bis n = 7 gibt, ferner von Oa­
talan 124), Peano 125) u. a. In den schon ofters erwiihnten Arbeiten von 
Radau 1) und Moors S8) sind die Abszissen, Koeffizienten und das Kor­
rektionsglied bis n = 11 angegeben. Die Fehlerglieder (It) stehen in 
diesem FaIle zu denen der Gauf3schen Formel 0 in der Beziehung1) 

(118) 

Fur x = IX t (J erhalt man die Gauf3schen Abszissen fur ungerade 

n. Fur x = IX, X = p, x = IX t ~ erhiilt man die oben erwiihnten zuerst 

von Turazsa aufgesteUten Formeln fur ungerade n. Fur n = 2 findet 
sich der letzte Fall bei Catalan 126) ohne, bei Ligowskp27) mit Restglied 
behandelt (s. a.3<l»). 

c) Mehrfache Integ1-ale. SchlieBlich wurde von Pujet 128) zur Be­
stimmung des Restgliedes der Taylorschen Reihe die Gauf3sche Methode 
zuerst auf die Berechnung mehrfacher Integrale von Funktionen einer 
Veriinderlichen ausgedehnt. Neuerdings hat sich Willers 129) mit dies en 
Fragen beschli.ftigt, der die Methoden von ]V ewton-Cotes 19), die auch 
Merrifield 22) ubertriigt, die spater zu erwahnende von Tschebyscheffl06), 
insbesondere aber die von Gauf348) auf mehrfache Integrale ubertragt. 
Er findet, daB die meisten fiir einfache Integrale geltenden Satze ihre 
Giiltigkeit fiir m-fache Integrale behalten, so die iiber die Lage der 
Wurzeln; ferner laSt sich zeigen, daB alle Koeffizienten positiv sind, 
usw. Betreft's der Lage der n Funktionswerte, die zur angenaherten 
Berechnung eines (m - 1 )-fachen und eines m-fachen Integrales notig 
sind, ergibt sich fur den Fall I)? (x) = 1, daB erstere und der Funk­
tionswert im Anfangspunkt durch die letzteren getrennt werden, so 
daB mit wachsendem m die Werte immer mehr urn den Anfangspunkt 
zusammenrucken. Auch die Methoden der Restabschatzung, wie die 
von Jacobi7) oder Markoff178) lassen sich entsprechend verallgemeinern. 
Bis zu n = 3 und m = 4 werden in der Arbeit Abszissen, Koeffi­
zienten und Restglied fUr aile drei Methoden gegeben. 

124) Catalan, Memoire de l'Acad. royale de Belgique (in 4°) 43 (1882) 
(9 Seiten). 

125) Peano, Atti della R. Accad. delle scienze di Torino 27 (1891-92), 
p.608-12. 

126) Catalan, Nouvelle correspondance mathematique 6 (1880), p. 396-402. 
127) Ligowski, Arch. Math. Phys. 58 (1875), p.49-83; Revue Maritime et 

Colon. 51 (1876), p. 159-174, ferner: Neue Naherungsformeln zur Berechnung 
bestimmter Integrale, Kiel 1875 .. 

128) Pujet, Paris C. R. 84 (1877), p. 1071-1073. 
129) Willers, Zeitschr. Math. Phys. 1915 oder 16. 
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6. Methode von Massau. Massan 130) hat eine graphische Me­
thode angegeben, die in gewisser Weise eine Ubertragung del' Me­
thoden von Newton-Ootes bzw. GattfJ ins Graphische ist. Sie erlaubt 
durch n beliebige, eventuell mit zugehoriger Tangentenrichtung ge­
gebene Punkte eine Parabel entsprechender Ordnung zu legen und 
diese fiir ein beliebiges Intervall beliebig oft zu integrieren. 

1st P, ein Polygon, dessen i + 1 Ecken A,o, .A/, .. . ,.At' auf 
aquidistanten Parallelen zur Y-Achse liegen, projizieren wir ferner 
diese Ecken auf die Y-A.chse nach a,o ... a,' und verbinden die 
Punkte a mit einem Integrationspol P/, so konnen wir ein neues Polygon 
P, + 1 zeichnen so, daB wir das Illtervall in i + 1 gleiche Teile teilen 
und von einem Punkte A~+ 1 ausgehelld ein neues Polygon zeichnen, 
dessen Eckell A,o+1' A'\l, . .. , A:t; auf aufeinanderfolgenden Par­
allelen liegen und des sen Seiten den Strahlen P,ia,o, P,ia/, ... , P/a.' 
sukzessive parallel sind 131). Die Figur 1 veranschaulicht das von 

"iF 

~~ 
E,0 o 

Fig. 1. 

Po bis P3; die Integrationsbasis A (vgl. 12a) kann dabei fiir jedes Po­
lygon beliebig genommen werden. 1st Y,,' die Ordinate von Ani, so 
laBt sich mit Hilfe del' Differenzenrechnung zeigen, daB 

. yO 
(119) y' - Y 0 + ~ ~ X 

n -" 1 n 

+ i(i=!2 Y~-2_ x 2 ... + i(i=]l ... ~ y~-, __ ~~ __ X'132) 
1·2 n(n-1) 1.2 ... (i-1)in(n-l) ... (n-i+1) 

----
130) Massau !7B): Memoire sur !'into gr. et sea applications II 2, § 1, Buch II, 

Kap. 2, § 1. 

131) MClS8C1U, Appendice au Memoire Bur l'integration graphique et ses 
applications. Paris 1890, Note V -IX insbesondere VIII. 

132) Vgl. aueh d'Ocagne, Caleul graphique et Nomographie 38~40. 
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ist, was fUr n = i mit der Mac-Laurinschen Formel identisch ist. Der 
durch lineare Konstruktion gefundene Punkt Ann gehOrt also einer 
Parabel nter Ordnung II .. an, die das Integral nter Ordnung von IIo 
ist, und fur die YI O ••• Y .. 0 die Integrationskonstanten sind. Die Seiten 
A." 0 A" 1 und A: -1 A.... sind Tangenten von II" in An 0 und A"'''. Die 
Konstruktion liiBt sich fur links wie rechts der Y-Achse gelegene 
Punkte durchfiihren. P" heiBt der Integrant (integrant) von II",. 
Eine gam iihnliche Konstruktion gibt unabhangig von Massau Muir­
head 188). Massau 184) zeigt, daB die Integranten von Parabeln gleicher 
Ordnung, die in A .. 0 eine i-fache Beruhrung haben, in den i ersten Seiten 
den Integranten ein und desselben Parabelbogens bildenj also sich zu 
einem Integranten vereinen lassen. Dabei ist dieser fur einen Kontakt 
i + Iter Ordnung dem fur einen Kontakt ~"ter Ordnung umbeschrieben. 
Gehen die Parabeln von A"o aus nach derselben Seite, so stimmen 
sie in den ersten Seiten uberein. Das gilt auch fiir Parabeln ver­
schiedener Ordnung II .. und IIm, falls man den Integranten der Parabel 
IIm niederer Ordnung ebenfalls durch n-Integrationen konstruiert, 
dabei aber '!10° bis Y!-m-l gleich Null setzt. d'Ocagne 1S9) weist darauf 
hin, dall die Ordinate des Schwerpunktes von P"-l durch ein dem 
obigen analoges Verfahren die Sehne A",o A .... bestimmt. 

Da '1,,0 .. • Y .... durch '!Ioo . .. 'U"o linear auszudriicken sind, so ist die 
Parabel II", durch p.. vollkommen bestimmt. Aus dem Integranten 
eines Punktes mit der Abszisse x liiBt sich leicht der jedes andern 
(x + Ax) durch lineare Operationen konstruieren. Setzt man in obige 
Formel fur x, x + ll.x ein, so findet man nach einigen Umformungen 
fur die Ordinate der ~'ten Ecke des Polygons 

(120) Y,,' = (1 + tl.XX)''!IfI' 

_ .!:.... tl.x (1 + t..X),-l ,-1 (_ 1)' t(1 + 1) ... 1 (tl.X)' 0 
1 x x '!In •.. 1·2 ... (£+1)£ X Y .. · 

Die Ausiuhrung der Konstruktion zeigt Figur 2 fur n = 4. Man 

verlangert jede Seite A;A.+l1 so daB die Abszisse um ~x wachst, und 

erhalt so das Polygon AB1 ••• B", mit dem man von Bl aus genau 
so verfahrt usw. Das Polygon A B1 OJ ... R,. ist der gesuchte lnte­
grant fiir den Punkt mit der Abszisse x + Ax. 1311) Dabei ist 
An' B,., . .. , B .. der Integrant zwischen A" und R •. 

133) Muirhead, Proceedings of the Edinburgh Mathematica.l Society XXIX. 
1910/11, p. 78-82. 

134) Mussau 278) I, BuGh V, Kap. I, § 2. 
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Massau l35) gibt nun weiter Methoden, wie man aus einer Anzahl 
gegebener Punkte und gegebener Ableitungen in denselben, den Inte­
granten P" der die Kurve approximierenden Parabel II" £lnden kann. 

A 

u_,------~x~ ____ ~v~~--------~x~--------w 
Fig. 2. 

Durch die inverse Segnersche Transformation 136), n -- 1 mal angewandt, 
steUt man aus den gegebenen Stiicken die Ausgangsgerade her und 
wendet auf diese dann wieder die direkte Segnersche Transformation 
an. Da 1"4 mit PI identisch ist, so kommt es im wesentlichen nur 
darauf an, aus dem Integranten Pn-l von II",_1 den von II .. fur 
irgendein Intervall zu konstrui.eren, indem man von irgendeinem 
.Anfangspunkt aus auf P .. -1 die direkte Segnersche Transformation 
anwendet. Sind u und v die Abszissen der Endpunkte des betrachteten 
Intervalles, so ist nach Fig. 3 

(12 t) n· - ~ + r ~ ( ) + ~ J · -1 P " + -,,- ,-1 y,:= n-UY~_1 Ln 'V-U n U 'lIn - 1 =.t Y~-l t m~'lIn_l' 

Hat man eine gegebene Kurve so durch eine Parabel IIn mit dem 
Integranten P" angenahert, so ist die Konstruktion eines Integrales 

M: 

. 
• J 

Fig. 3. 

135) Massau lH) 1. 
136) Segner, Aca.d. Petrop. Novi Comment. VII 1758/59, p. 211. 
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fur ein beliebiges Intervall leicht moglich. 137) Auch der begangene 
Fehler ist abzuschatzen. 

7. Methoden, bei denen die Koefftzienten gegeben sind. a) All­
gemeines. Bisweilen wird die Aufgabe behandelt: es ist eine Anzahl 
Koeffizienten und Abszissen gegeben, und es ist eine andere Anzahl 
Koeffizienten und Abszissen so zu bestimmen, daB die Annaherung 
moglichst gut wird. Insbesondere setzt man eine Anzahl Koeffizienten 
gelegentlich gleich null. Elementare Betrachtungen iiber diesen Fall 
finden sich z. B. bei Buzengeiger 138) Lampe 139), Maleyx 4S) , Moors 140) 
und Maurer 141) , der auf diesem Wege hochst elemental' ohne Benut­
zung von Kugelfunktionen oder Reihenentwicklung die GauJ3schen 
Formeln herleitet141a). Moors behandelt ausgehend von den Gleichungen 
(7) die Aufgabe: bei 2m beliebig vorgeschriebel1en paarweise gleichen 
Koeffizienten und gegebenem X12 durch sukzessive Approximation die 
m - 1 zugehorigen Werte X,2 zu find en , wobei sich del' Genauigkeits­
grad 2m - 1 erreichen laSt. Auch Radau 1) deutet an, wie man 
eine derartige Aufgabe behandeln kann. Den hochst moglichen Ge­
nauigkeitsgrad kann man dabei leicht mit Hilfe der Gleichungen (5) 
oder (7) feststellen. 

Der wichtigste Fail gegebener Koeffizienten ist der, daB aile den 
gleichen numerischen Wert haben. Diese Art der angenaherten Inte­
gration ist immer dann vorleilhaft, wenn es sich um durch Beobach­
tung gewonnene, also mit einem gewissen Fehler behaftete Funktionen 
handelt, da hei gleichen Koeffizienten der mittlere Fehler ein Mini­
mum wird. Dieser Fall ist unahhangig von Andrae52), Ligowski127) 
und Tschebyscheff106) behal1delt worden; die Formeln werden nach Lampes 
Angabe besonders gern im Schiffshau benutzt. Auf dieses Gebiet wurde 
sie wohl zuerst von Afonasjeff142) angewandt, jetzt findet sie sich in 
fast allen den Gegenstand behandelnden Werken 148). 

137) Massau 181) VIII, § 1. 
138) Buzengeige1', v. Zachs Monatliche Korrespondenz 26 (1812), p. 285-94_ 
139) Lampe, Bericht der Berliner mathematischen Gesellschaft 2 (1903),. 

p. 29-35. Unter anderm stent Lampe hier acht Formeln mit zwei symmetrischen 
Ordinaten und der Mittelordinate auf, deren Koeffizienten nicht viel unbequemer 
wie die der Simpsonschen Formel (vgl 11, 13), und deren Fehler samtlich von 
tunfter Ordnung sind. Es zeigt sich, daB die Simpsonsche Formel von dies en die 
schlechteste Annaherung gibt. 

140) Moors, Nieuw Archief Amsterdam (2) 3 (1898), p. 285-91. 
141) Maurer, Arch. Math. Phys. (3) 18 (1911), p.40-43. 
141") S. u. a. auch Sainte-Lagtte, Revue de mathematiques speciales 11 

(1910-12), p. 433-34. 



7. Methoden, bei den en die Koeffizienten gegeben sind. 87 

b) rp (x) ist eine gerade Funktion. 1st zunachst rp (it) eine gerade 
Funktion, so kann man allen Ak das gleiche Vorzeichen geben und 
ans ahnlichen Uberlegungen, wie die, welche zu (40) fiihren, falgt dann 

pi 

(122) Ak = !J cp(x)dx. 

" 
Da sich aus den Gleichungen (5) bzw. (7) leicht die symmetrischen 
Funktionen der Wurzeln entnehmen lassen, kann man safort die 
Gleichung fiir F" (x) aufstellen. Man erhiilt nach Andrae 52) und Li­
gOlt"skp2,,) fur die Koeffizienten derselben die rekurrierenden Formeln 

(123) bna/. + bn_1a/._ 1 + ... + bn_,u+lal = -,ub,,_,u' 

Zur Bestimmung des Fehlergliedes setzt man am besten abige Koeffi­
zientenberechnung fort, oder man bestimmt nach Radatt 1) 

(i 

o",+n = J xm Fn(x)dx (m = 2 fur gerade, 1n = 1 fur ungerade n). 
a 

Tschebyscheffl06) kommt zu der Gleichung Fn(x) = 0 auf anderm 
Wege. Aus 

(I 

rfP(x)dx = A ~_1_. + 0',,+1 •.• Jz-x k"::;';z_X Zn+' 
1 ' 

(124) 

folgt durch Integration nach z 
,'I 

(125) jcp(x) 19(z-x)dx = Ak 19F,,(z) - n~l ~~!: ... , 
" also ist 

(126) 

(J 
1 (f 1 "n+ 1 ) - cp(x)lg(z-x)dx+ _.- -- ... 

Ak n+1 ;"+1 
F,.,(z) = Ee " , 

woraus sich fur C( = - 1, fJ = + 1, rp(x) = 1 ergibt 

(127) 

Das Fehlerglied kann fortbleiben, da es sicher keinen Beitrag zu del' 
ganzen Funktion liefert. Die Abszissenwerte werden angegeben von 
Andrae 52) fur die Grenzen - t bis + t von n = 1 bis n = 6 nebst 

142) Mitteilungen aus dem Gebiete des Seewesens 2 (1874), p. 527-36, 
583-97. Nach einer Mitteilung von Afonasjeff im nMorskoi sbornik". 

143) Z. B. Johow, Hifsbuch fur den Schiffsbau, Berlin 1902, p. 318-15. 
Pollard et Dudebout, Theone du navire IV, Paris 1894, Note 8: Methode de 
calcul de M. Kl'iloff, p. 404-13. 
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einem Fehlerglied, Ligowski197) fiir die Grenzen 0 und 1 von n = 1 
bis n = 5 ohne Fehlerglied, Tschebyscheffl06) fUr die Grenzen - 1 und 
+ 1 von n = 0 bis n = 7 ebenfalls ohne Fehlerglied, Radau1) und 
Moors1(4) fiir die Grenzen - 1 und + 1 von n = 1 bis n = 9 mit 
Fehlerglied. Fur n = 8 und n = 10 werden eine Anzahl Wurzeln 
imaginar, hier kann man daher 8 .. nicht zu null machen, sondem 
muB, wenn die Formeln brauchbar bleihen sollen, 8" einen gewissen 
Minimalwert gehen. Moors 1(4) zeigt, daB es unter Umstanden vorteil­
haft ist, 89m so zu bestimmen, daB zwei, etwa die mittleren oder vier 
symmetrische W urzeln zu zweien zusammenfallen. Die betrefl'enden 
Ordinaten haben dann natiirlich einen doppelt so groBen Koeffizienten 
wie die andern. Eine Reihe solcher Formeln findet sich bei MoorslM) 
in der Tabelle G zusammengestellt. 

Bei angenaherter Integration mehrfacher Integrale tritt der }'all, 
daB Wurzeln imaginar werden, schon fur kleinere Werte von n ein.l29) 

c) rp(x) ist eine ungerade Funktion. 1st q;(x) eine ungerade Funk­
tion, so nimmt man am besten eine gerade Anzahl von Ordinaten 
und giht der Halfte der Koeffizienten ein negatives V orzeichen. Z. B. 
kann man setzen 

(128) 
{J 

JqJ (x) f(x)dx = A 2 [((x,,) - f( - XII)]' 

Statt der Gleichungen (7) erhiilt man dann, falls man ein zum NuU­
punkt symmetrisches Intervall wahlt, 

.. 
(129) A ~x2k+1-a 

~, - 2k+l 
1 

Die Koeffizienten der die Abszissen bestimruendell Gleichung 

FII(x) = 0 (n = 2i) 
" 

lassen sich mittels der Gleichungen (123) als Funktionen von 2 x, = S 

1 
ausdriicken. 1m Falle rp(x) =:1.' z. B. findet man 

(130) ~ = 3s = 5s3 • •• = (n + 3)S,,+1' 

" 
WO sr = ~ x~ ist. Ahnliche Gleichungen erhalt man fur andere rp(x). 

1 

Ferner erhaIt man aus (123) eine Gleichung fiir s, und jedem Losungs-

144) Moors, Valeur approximative d'une integra.le definie, Paris 1906, 
Kapitel III. 



7. Methoden, bei denen die Koeffizienten gegeben sind. 89 

wert s entspricht ein Wart von A und ein System von Abszissen, 
die sich aus der GIeichung F"Cx) = 0 ergeben. Radau,145) behandelt 
die FaIle 

rp(X)=X und rpCx)=¥ x , 
1-x2 

wo 
" A ~x2ll+1 = _1_ bzw. A ~ X2h+1 = 1·3 .. ·(2h+1) ~ + ' 2h+3 .::.. ' 2·4 .. ·(2h+2) 2 

wird. Er gibt die Abszissen fur n = 2, 4, 6. Fur n = 8 erMlt er 
im ersten Faile eine GIeichung 14. Grades. Tschebyscheff106) fa6t die 
W urzeIn, deren Funktionswerte in den angenaherten Integralwert mit 
positiven Zeichen eingehen, zu F+(x), und die mit negativen Zeichen 
:zu F_(x) zusammen. Dann ist F"Cx) = F+Cx) . F_(x) und nach (124) 

2-( ~(X)lg('-X)dX+~~+"') F+(x) A J'I (2,+2).2,+2 

F_(x) = e 

Er entwickelt rechts in einen Kettenbruch und setzt im Niiherungs­

bruch iter Ordnung (n = 2i) den Koeffizienten von ! gleich null, was 

ihm A liefert. 
Statt 

kann man auch 
1t 

ff(cos&) cos {td3' 
o 

betrachten. Tschebyscheffl06) und Radau l 4f» betrachten anstatt dessen 
.allgemeiner 

1t 

ffCcos &) cosJ..&d3', 
o 

wo 1. eine ganze Zahl ist. Daraus findet man als Bedingungsglei­
-chungen 

~ At cos ha, = 0 wenn h < 1.., ~ A, cos ha, = -i flir h = l. 

Auch hier werden die Ai einander gleich und haben alternierendes 
Zeichen, und es wird (n = 2 i) 

Il,.+kn 
txl = A. (k = 0, 1, 2, .. ." 2 A. - 1) , 

r= 1,2, ... , ~ 

145) Radau, Pa.ris C. R. 90 (1880), p. 520-523. 
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wo die .A. und ar sich aus dem Bedingungen 

~oos 3ar = ~cos 5ar • •• = ~cos (2i + l)ar = 0, 

A ~cos ar = :" 

bestimmen. Man erhilt nach Radau1'5) so 
11 • 1ot-1 

(131) jf(COS&) cos l&d& =.A. '2 ~ (-1)kf(cos~!'1 k~)-
() r=l "'=0 

Die Formem Ton Tsc1uibysclleff und Moors eignen sich besonders zur 
Bestimmung der mittleren Ordinaten (s. 12) bei graphischer Inte­
gration, wenn man die Abszissenbestimmung etwa mittels eines em 
filr atlemal filr das betreft'ende " auf durchsichtiges Papier gezeichneten 
Strahlenbiischels vornimmt. Dieses entwirft man etwa. so, da8 ein 
durch den einen Endpunkt des Intervatles oder besser ein dnrch die 
Mitte gehender Strahl senkrecht zur Abszissenachse steht. 

8. Formeln, die duroh Xombination entatehen. Bisweilen hat 
man den Genauigkeitsgrad Ton Quadraturformeln dadurcb zu erhohen 
versucht, daB man durch Kombination zweier Formeln .A. und B von 
gleicher Genauigkeit das oder die ersten Glieder des Feblers fort­
zuschaffen suchte.I '&) Dabei p:O.egt man die FormeIn so zu wihl~ 
daB die eine groBere, die andere kleinere Werte als das gesuchte Inte­
gral gibt. Insbesondere stel1t LigowskilB7) zahlreiche solche Kombi­
nationen 

A +aB= (1 +a)O 
auf. Auch Badau l ) gibt eine solche Kombinationsformel BUS der GauS­
schen und der Ton ihm berecbneten, gleicher Ordnung, die die Grenz­
abszissen mit enthii.lt. Sktdscku'l) zeigt nun, da8, wenn .A. eine GauB­
sche Formel ffir m Ordinaten ist, die Komplementiirformel B min­
destens m + 1 Ordinaten haben muB, die im allgemeinen nicht mit 
den m Ordinaten von A zusammenfallen. Li8t man die m Ordinaten 
von A mit in B eingehen, so kann 0, wenn m gerade ist, hochstenB 
den Genauigkeitsgrad, 3m + 1, wenn m ungerade 3m + 2 erreichen. 
Man dar! also den Wert solcher Kombinationen nicbt ilberschitzen, 
da man mit 2m + 1 Ordinaten nach Gau8 den Genanigkeitsgrad 
4m + 1 erreichen kann. Kann man a so wahlen, daB in der Kom­
binationsformel eine oder zwei Ordinaten verschwinden, so bnn aller-

146) Mac Laurin, Treatise of :O.uxiona "II) 8'9, findet auf dieae .Art aua dar 
Simpsonschen Forme! fur das Ungeteilte und das in zwei Teile geteilte hater­
vall die Cotessche Formel fiir ,,= Ii. 

14i) Skutsch, Arch. Math. Phys. (2) 18 (1894). p. 78-88. 
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dings eine derartige Kombination unter Umstanden ganz brauchbar 
sein. Z. B. gibt Ligowski 127) eine Reihe solcher Forineln. Er zeigt, 
wie man durch Kombination mehrerer Formeln mit symmetrischen, 
vorlaufig unbestimmten Abszissen die GauBschen Formeln durch Eli­
mination der Fehlerglieder herleiten kann. Auch in anderen Fallen 
kann man durch solche Kombinationen brauchbare Formeln erhalten, 
z. B. wenn man aus auf mehrere Intervalle angewandten Newton-Cotes­
schen FormeIn das erste Fehlerglied eliminiert. So gibt bei 6 Teil­
intervallen die Formel fur n = 3 (1. Simpson sche) und n = 4 (2. Simp­
sonsche) (vgl. Nr. 11, 13 und 14) die Formel von Weddle 262). Diese 
und die Cotessche Formel fUr n = 5 auf' 12 Teilintervalle angewandt 
aine ziemlich einfache von Woolsey 147a) gegebene Formel, in del' aller­
dings negative Koeffizienten auftreten. 

9. Die Eulersche Formel (vgl. auch I A 3 CA. Pringsheirn) Irra­
tionalzahlen unendlicher Prozesse, Nr. 38 und I E (D. Seliwanoff) 
Differenzenrechnung, Nr. 11). Vielfach wird fur die angenaherte 
Quadratur die Eulersche Formel 148) benutzt, die auch gute Dienste 
hei der Fehlerabschatzung 149) leistet, wenn man den zu integriel'enden 
Bogen nicht durch eine Parabel annahert, sondern ihn in eine Anzahl 
gleich breiter Streifen teilt, und in jedem Streifen durch Parabeln 
gleicher Ordnung annahert. Die Formel wurde von Euler H8) aufge­
stellt und vielleicht150) von JYlac Law'in 101) iibernommen. Die Koeffi-

14 7") Woolsey, The Quarterly Journal of pure and applied mathematics 43 
(1912), p. 380-84 uud Proceedings of the U. S. Naval Institute 37, p. 871. 

148) Euler, Commentarii academiae Petropolitanae 6 (1732-3), Petersburg 
1738, p. 68-97 und 8 (1736), Petersburg 1741, p. 9-22. Institutionum calculi 

d!9 y 
differentialis pars posterior Petersburg 1757, p. 430 ist die Formel bis zu dx 29 

gegeben. Zur angenaherten Berechnung bestimmter Integrale verwendet Euler 
die Formeln z. B. in Institutionum calculi integralis volumen primum Teil I, 
Kap. 7 (3. Auf!.. Petersburg 1824), p. 178-202. 

149) Z. B. Ligotcski, Arch. Math. Phys. 55 (1873), p. 219-21; Arch. Math. 
Phys. 59 (1876), p.329-33; Arch. Math. Phys. 60 (1877), p. 336. Bertrand: 
Caicul integral, Paris 1870, p. 331-362. 

1(0) Zur Prioritittsfrage: Murdoch, Biographie von Mac-Laurin in Mac­
Laurin, Account of Sir Isaac Newtons philosophical discoveries, London 1748: 
Enestrorn, Ofversight af Kongl. Vetenskap-Akademiens Forhandlingar 36 (1879), 
Nr. 10, p. 3-17; Rei!, Geschichte del' unendlichen Reihen, Tiibingen 1889, p. 87; 
Cantor, Voriesungen iiber Geschichte der Mathematik 3, 2. Auf!.., Leipzig 1901, 
p. 663; SchlOmilch, Vorlesungen tiber einzelne Teile der hoheren Analysis, Braun­
schweig 1866, p.226. Moors 38), p. 165-175. 

1(1) Mac Laurin, Treatise of f!.uxion II, Kap. IV, p. 663-693, Edin­
burg 1742, vgl. auch Lltbbock, Cambro Trans. 3 (1830), p. 323. 
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zienten der Formel stehen in engem Zusammenhang mit den Bernoulli­
schen Zahlen (vgl. II A 3 Nr. 18), die bis zur 31. sich z. B. bei 
Ohm 152) finden. 

Verschiedentlich wird die Formel abgeleitet, natiirlich in zahl­
reichen Lehrbiichern, wie Lacroix I5S), de JJlorgan l54), HoueP55) usw., 
ferner auBer den hier sonst zitierten Abhandlungen mittels partieller 
Integration, z. B. bei Schlomilchl56), Callendreau 157), Kinkelin 158) u. a. 
von der Taylorschen Reihe ausgehend, z. B. bei Tortolini159), GenocchP60), 
Schellbach 79) u. a. Imschenetzky161) zeigt, da.B die Pormel sich unter 
gewissen Bedingungen mittels Parabeln h6herer Ordnung ableiten Hitlt. 
Die beiden meist gebrauchten Pormen der Eulerschen Formel sind 

f '1 2 4 

(132) ((x)dx = roM - ;2 (f'(m-f' (a) + ';;0 «("'cm - f'" (a) 
a 

die sich nebst andern Formeln besonders bei Euler 148) findet, und 

(133) j((X)dX = roN + ;: (f'(~) - f' (a)) - :7~~ «('''Cm -l'" (a) 
a 

+ 31ro6 (f(V) R f(V) 
967680 (p) - (a) • .. , 

die z. B. Mac Laurin 15l) (831) gibt, und die sich aus (132) leicht ab­
leiten laBt (s. z. B. Hardy).162) Riel' ist 

152) Ohm, Journ. fiir Math. 20 C18(0), p. 11-12; s. aueh Trans. of Cambridge 
(1873), p. 384-91. 

153) Lacroix, TraiM du caleul differentiel et du caleul integral, Deutsch 
nach del' 4. Aufl. 1828 von Baumann, Berlin 1831. 

154) de Morgan, Differential and Integral Calculus, London 1842, p. 313. 
155) Houel, Cours du calcul infinitesimal, Anhang zu I, p. 331-335, 

Paris 1871. 
156) Sch16milch, Berichte der Kgl. Sachsischen Gesellschaft der Wissen-

schaften zu Leipzig 9 (1857), p. 11-17. 
157) Callendreau, Paris C. R. 86 (1878), p. 589-592. 
158) Kinkelin, Programm der Ober-Realschule zu Basel 1902 C30 Seiten). 
159) Tortolini, Annali di science matematiche e fisiche 4 (1853), p. 209-231. 

vgl. auch eine Anzahl dort zitierter Abhandlungen. 
160) Genocchi, Paris C. R. 86 (1878), p. 466-469 u. Annali di science mate­

matiche e fisiche 1855. 
161) Imschenetzky, Petersburger Abhandlungen 62 (1890), p. 45-52. 
162) Hardy, Journ. of the Institut of Actuaries 24 (1883), p. 95-110. 
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1 
M = 2rCa) + rCa + m) + rCa + 2m) + ... 

(134) 

1 + rCfJ - w) + 2 refJ), 
N = r( a + ;) + r( a + 3201) + r( a + 5200) + ... 

+ r(fJ - 3200) + r(fJ - ;). 

Bisweilen !fiLlt man die Terme rea)' ("/Ca), ... fort und fiigt anstatt 
dessen eine Konstante 0 bei, z. B. Glaisher I63). Von dies en heiden 
Formeln ausgehend macht Legendre1B4) darauf aufmerksam, daLl, falls 
aIle ungeraden Ableitungen an den Intervallenden null sind, M = N 
fur beliebige Unterteilung sein miiBte, wahrend sich auch in diesem 
FaIle nachweisen laBt, daB die Genauigkeit von M und N mit n wachst. 

Der erste von Erchinger 165) gemach te Versuch, ein Restglied fur 
die Eulersche Formel aufzustellen, der von Eytelwein l66) und Etting­
hausen 167) iibernommen ist, befriedigt nach Malmsten 168) wenig, weil 
Erchinger von einer Differentialgleichung ausgeht, die nur fur den 
Fall konvergenter Reihen gilt. Ausgehend von der Fourierschen Ent­
wicklung gibt Poisson l69) als Restglied von (132) 

8 

(135) R2m = 2C-l)m+l (;nfm ~ (!21",j{2mcx) cos 2n(!~- a) dx 
~=1 a 

und zeigt, daB in dem von Legendre betrachteten FaIle Rm = Rm+l 
ist, d. h. die Genauigkeit nur mit der Abnahme von m wachst. 
Raabel7O) zeigt mit Hilfe dieses R, daB, wenn r2m(x) in dem be­
trachteten Gebiet sein Zeichen nicht andert, der Fehler immer kleiner 
als das letzte berechnete Glied ist. Das erlaubt ihm die Intervall-

163) GlaisMr, Proceedings of the Lond. Math. Soc. 4 (1871-73), p. 48-56. 
164) Legendre, Traite des fonctions elliptiques et des integrals euleriennes 

2, Paris 1826, p. 572-596. 
165) Mitgeteilt nach Briefen von Erchinger in: Schrader, Commentatio de 

1!ummatione Beriei 

a a a 
b(b + d) + (b + 2d)(b + 3d) +(b +4d)(b + 5d) + ... j 

Vimariae 1818, p. 57-64. 
166) Eytelwein, Grundlehren der hOheren Analysis 2, § 696, Berlin 1824. 
167) Ettinghausen, Vorlesungen iiber die hohere Mathematik 1, p. 429. 

Wien 1827. 
168) Malmsten, Journ. fiir Math. 35 (1847), p. 55-82. 
169) Poisson, Mem. lnst. Acad. Paris 4 (1823), p. 571-602. Nouv. Bull. 

des se. de la Soc. philom. Paris 1826, p. 161, 162. 
170) Raabe, Journ. fUr Math. 18 (1838), p. 75-99. 
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groSe bei vorgeschriebenem Maximalfehler abzuschatzen 170&). Wird eine 
der niederen Ableitungen an den Grenzen null, so mussen Nullstellen 
der h6heren Ableitungen dazwischen liegen. Das Intervall muS unter­
teilt werden, und das zur Erreichung derselben Genauigkeit notige 6} 

wird kleiner. Ferner untersucht Raabe, wie sich eine Ungenauigkeit 
in der Wurzelbestimmung von timex) = 0 auf die Bestimmung von 
6} geltend macht. 

Aus der Poissonschen Form des Restgliedes kann man, wie es 
z. B. Kronecker 180) und FraneP71) tun, aine unter Benutzung der Tay­
lorschen Reihe von Jacobi172) gegebene Form des Restgliedes ableiten 

1 

(136) Ram = - jro2m +10m(v) ~(im(cx+roo-voo)dv, 
o r=l 

WO Om eng mit der Bernoullischen Funktion 178) zusammenhangt. Dar­
aus ergibt sich als Abschiitzung, da Om von 0 bis 1 sein Zeichen 
nicht andert, .. 
(137) Ram = (-l)m (::l)oo2m+1 ~f2m(cx + roo - V'oo) 

1 

= (_1)m~!~oo2m(~_cx)M, 

wo 1;;\ < 1, Bm die entsprechende Bernoullische Zahl, M der Maximal­
wert von (2m und 0 < V < 1 ist.174) Malmsten 168) und Hermite l75) geben 
dies em Ausdruck, falls es sich um ein Intenall handelt, die Form 

(138) R2m = .ft( - 1)m 2~! Ooo2m(f2m-1({J) - (2m-l(a), 

WO 0 <./)- < 1, und, falls die 2mte und 2m + 2te Ableitung im gauzen 
Intervall unverandertes, entgegengesetztes V orzeichen haben, 

22m-1_1 
0=-22m - 1 -' 

falls sie gleiches Vorzeichen haben, 0 = -1 ist.178) Nach SchlOmilch 1<1) 
und Scheibner 176), die aber von der Poissonschen Form des Restgliedes 

170&) Siehe auch Mansion, Annales de la Societe Bcientifique de Bruxelles 
36 A (1912), p. 117-19. 

171) Franei, Math. Ann. 47 (1896), p. 433-440. 
172) Jacobi, Journ. fiir Math. 12 (1834), p. 263-272. 
173) Bernoulli, ArB conjectandi 2, Kap. III, Basel 1713. 
174) S. a. de la ValUe-PoU8sin, COurB d'Analyse, Paris et Louvain. 
176) Hermite, Journ. fiir Math. 84 (1878), p. 64-69. 
176) Scheibner, Berichte der Kgl. Sachsischen Gesellschaft del' Wiesen­

schaften zu Leipzig 9 (1867), p. 190-198. 
177) SchlOmilch, Zeitschr. Math. Phys. 1 (1856), p.193-211. 
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ausgehen, Markoff178) u. a. erhiilt man einen ganz ahnlichen Ausdruck 
auch fur eine beliebige Anzahl von Intervallen, falls nur fiir samt­
licha Intervalle die obige Vorzeichenregel gilt. Andert (1m in dem 
Gebiete sein Zeichen nicht, so kann man den Mittelwertsatz auch so 
verwenden, daB man setzt 
(139) Rim = - Om(v')Ol2m(f2m-l(~) - [2m-l(a) 0 < v' < 1, 
woraus nach Oharlier 179) folgt 

(140) IR2ml < Ol llm 2 (:~!(j2m-l(f3) - (9m-l(a), 

d. h. also der Fehler ist kleiner ala der doppelte Wert des ersten 
vernachlassigten GIiedes. Da die Reihen oft divergent sind, hat man 
so also ein Mittel, die Berechnung an der richtigen Stelle abzubrechen. 
Schewner 176) erhiiIt durch partielle Integration einen ahnlichen Aus­
druck, in dem aber [2m+'J(;) anstatt der Differenz auftritt. Zwei 
andere Formen des Restgliedes finden sich bei Kronecker. 180) 1st 
~('im(a + rro - VOl) im ganzen Gebiet steigend oder fallend, so 
wird 
(141) 
wo 

00 

0'( )=(_1)m-l ~2sin2kjlon 
m vo ~ (2kn)l!m-l 

k=l 

und 0 < vo ~ 1 ist. 
Falls (lim von 0 bis v wachst und von v bis 1 falIt oder um-

~:::~rt~: wild (_l)m'(l;~~.m) B'W"I~ [2m-1(a + rro-vOl) IV", 
1 ~ 

wo 0 < v' :;; ! :;; v" < 1 ist. Bin ahnlicher Ausdruck findet sich bei 
Sonine 181). 

Fur die Reihe (133) gibt Ostrogmdsky182) ala Rest 
1 

(143) R lIm = - (;rm+1J Xm_1ds .i'[{2m(a + rro - W2Z) 
o 1 

+ rm( a + (r - l)ro + 012Z)] , 

178) Markoff, Ditferenzenrechnung, Petersburg 1891, deutsch Leipzig 1896, 
Kap. IX und X. 

179) Charlier, Mechanik des Himmels 2, Leipzig 1907, p. 3-86. 
180) Kronecker, Vorlesungen iiber Mathematik 1, bearbeitet von Netto, 

Leipzig 1894, p. 130-144. 
181) Sonine, Paris C. R. 108 (1889), p. 725-727. Ann. de l'Ee. Norm. (3) 6 

(1889), p. 257-62. 
Enoyklop. d. math. Wissensch. II 3. 7 
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wo 
x _ Dmz! Dm_ 1Z4 Dl z2m z 2 m+l 

m - ~ + -4-! - + ... + (2m)! - (2tn+2)! 

und die D sich bestimmen aus 

Dl - 3\ = 0, D2 + ~t - 5\ = ° .... 
Falls f2m sein V orzeichen nicht andert, folgert er daraus 

R2m = Dm({3-a) (;ymrmm, 
wo ~ ein Wert zwischen ex und (J ist. 

Fur komplexe Werte untersucht Darboux l8S) von einer allge­
meineren Reihe ausgehend die Eulersche Reihe und findet als Rest­
glied 

(144) 

wo A. eine GroBe ist, deren Modul kleiner ist als eins. Er findet als 
notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung ftir die Konvergenz, daB 

in eine Potenzreihe entwiekelt, fur aile w konvergiert. Die Differential­
quotienten sind oft unbequem oder iiberhaupt nicht zu berechnen; 
Corey 184) umgeht dieselben so, daB er das Intervail zuerst in 1, dann 
in 2 usw. gleiehe Teile teilt, fur jede Teilung die Eulersehe Formel 
aufstellt und aus diesen die ersten Differentialquotienten eliminiert. 

Eine Ubertragung der Eulersehen Formel auf mehrfache Inte­
grale findet sieh z. B. bei Bellavitis I85). 

10. Formeln der Differenzenrechnung (vgl. auch I D 3 (J. Bau­
schinger) Interpolation, Nr. 8 und I E (D. Seliwanoff) Differenzenrech­
nung, Nr. 7). Fiihrt man in die Eulersche Formel statt der Differen­
tialquotienten die entsprechenden Differenzen ein, so erhiiIt man eille 
Formel, die wohl zuerst Lagrange 186) , spater in bequemerer Form 

182) Ostrogradsky, Mem. de l'Acad. des sciences de St. Petersbourg 1841, 
p.309-336. 

183) Darboux, Journ. de math. (3) 2 (1876), p. 291-312. 
184) Corey, The American math. Monthly 13 (1906). 
185) Bellavitis, Ann. Soc. Lomb. Veneto 4 (1834), p. 10-19; Memorie dell' 

1. R. Istituto Veneto di scienze lettere et arti 6 (1856), p. 91-110. 
186) Lagrange, Memoire de l'Acad. de Berlin 1772. 
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z. B. Laplace 187) gibt. 

- 71;0 (b.3Yn - b.8yO) + 1:0 (A4Yn + b.4yo) ... , 

oder wenn man nur Differenzenwerle benutzen will, die sich aus den 
Funktionswerlen Yl1 Y'l' ... , Yn bilden lassen, 

(146) = M - 112 (AYn_l - b.Yo) - 2~ (A2Yn _ 2 + Ayo) 

- 712~ (A3Yn _3 - A3yO) - 1:0 (A4Yn _4 + A4yO) ... 

Ableitungen der einen oder der andern Reihe finden sich z. B. bei 
Lacroix15S), Pontecoulant 188), Grunert189), Dienger 190) u. a. Ebenso lii.Bt 
sich die zweite Formel ubertragen 

1I+t 
1 J 1 1 (147) -;,;- ydx = N + 24 (AY1l_1- Ayo) - 24 (A'A Yn _2 + A2yo) 

1 -2 

+ 223 (A3 AS) 103 'A4 + A4 ) 5670 'lJn-s - ~ Yo - 2880 ( Yn-4 ~ Yo .•.. 

Die Koeffizienten der beiden Formeln gibt z. B. Clausen 191) bis zum 
zwolften. 

Diese Formeln benutzen Differenzen, die in dem Differenzenschema 
in einer Diagonale liegen. Oft werden auch Formeln benutzt, die in 
einer Zeile liegende Differenzen verwenden. Fur Hauptwerte gilt so, 
wenn man die BrunsBche 112) Bezeichnung benutzt 

a+(.+t) w 

(148)ljyax = [a+s +-~,-1J-[a-~, -1J 
a+tw 

+ 214 {[a+ s+j, + 1J- [a -~, + 1J} 
- 5~~0 {[a+s+~, + 3J-[a-j, +SJ} ... 

+ A2m _ 2 {[a +8 +~, 2m-SJ- [a-j, 2m-S]} + Rm , 

187) Laplace, Mecanique celeste 4 (1805), Buch IV, Nr. 5. 
188) PonUcoulant, Theorie analytique du systeme du monde 2, Paris 1834. 

p.l05. 
189) Grunert, Arch. Math. Phys. 20 (1853), p. 361-418. 
190) Dienger, Differential- und Integralrechnung, Stuttgart 1857-62, Bd. 1, 

§ 65, der 3. Aufl. 1868. 
191) Clausen, Journ. fUr Math. 6 (1830), p. 287-289. 
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und fur Zwischen werle 
a+,w 

(149) ~ jYdX= [a+s, -1J -[a, -1] -i\{[a+s, + 1] - [a, 1]} 
a 

+ 71210 { [a + s, 3] - [a, 3] } ... 

+B9m - 2 {[a+s, 2m-3] -[a, 2m-3J)+Rm • 

Das Restglied gibt Nielsen 19!) in der Form 
8-1 

B2m ro 2m ~f2m(a + rro + tro + iTr(m - !)ro), 
o 

wo 0 <&r~ 1 ist. 1m ubrigen sei auf Abschnitt 9 verwiesen. Quarra S9) 

zeigte neuerdings, wie sich mittels der von Peano l3) gegebenen Form 
des Restgliedes auch fur diese Formeln der Fehler abschiitzen laBt. 

Es sind noch eine ganze Reihe derartiger Formeln im Gebrauch, 
die man am einfachsten erh11lt, wenn man von einer Interpolations­
formel, etwa der von Newton, Gau{3, Bessel, Stirling usw., ausgeht und 
integriert. Ableitungen finden sich z. B. bei Encke l9S), der die For­
meln bei Gau{3l94) kennen gelernt und mit dessen Erlaubnis veroft'ent­
licht hat, Airy I95), Terquem und Laffon 196), Oppholzer l97), Hansen 198), 

Oharlier 179), Nielsen 192), Tisserand 199) , Watson 200) , Radau 201), Valen­
tiner 202) , Thiele 203) u. a. Die Koeffizienten sind in fast allen Tafel­
sammlungen fiir Astronomie und Geodasie gegeben, z. B. bei Bau­
schinger 204), Oppolzer 197). 

Diese Formeln verwenden Differenzen an den Enden des lnte-

192) Nielsen, Arkiv for Mathematik, Astr. und Fys. 4 (21), Stockholm 1908. 
193) Encke, Berliner astronomisches Jahrbuch 1837 und 1862 abgedruckt. 

Gesammelte Abhandlungen 1, p. 21-60 u. 61-99, Berlin 1888; Astronomische 
Nachrichten 1852, Nr. 791, 792, 814. 

194) GaufJ, Brief an Encke vom 13./10. 1834, Gesammelte Werke 7, p. 433. 
195) Airy, Nautical almanac 1856, Anhang. 
196) Terquem u. Laifon, Nouvelle methode pour calculer les perturbations 

des planetes par M. Encke, Nancy 1858. 
197) Oppholzer, Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen und Planeten 

2, Leipzig 1880. 
198) Hansen, Abhandlung der mathematisch-physikalischen Klasse der Kgl. 

Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften 7 (1864). 
199) Tisserand, TraiM de mecanique celeste 1-4, Paris 1889-1896. 
200) Watson, Theoretical astronomy, Philadelphia 1885, p. 435-93. 
201) Radau, Etudes sur les formules d'interpolation, Paris 1891, Teil IV, 
202) Valentiner, Handworterbueh der Astronomie 1-3, Breslau 1897-99. 
203) Thiele, Interpolationsrechnung, Leipzig 1909, § 10, 11. 
204) Bauschinger, Tafeln zur theoretischen Astronomie. 
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grationsintervalles. Shovelton 205) gibt eine Formel, die Differenzen III 

der Mitte verwendet. 
+mw 

(150) jYdX = 2ro(m[a, 0]) + [a~~] 11;8 + [~t] (~5 _ ~S) 
-moo 

-mOl 

Diese Entwicklungen lassen sich ohne weiteres auf mehrfache Inte­
grale ubertragen, und man erhalt so fiir die Anfangsglieder des Doppel­
integrales bei Benutzung von in einer Zeile liegenden Hauptwerten 

a+tw 

j jf(X)dx2 = ros[ (a + t, - 2) + 112 (a + t, 0) 
1 31 ] 

- 240 (a +', + 2) + 60480 (a + t, + 4) . .. + 0 

und bei Benutzung von Zwischenwerten 

a+(t+t)w 

JJf(X)dx2=ro'J[(a+~+ ~,-2)-214(a+£+ ~,O) 

+ l~~O (a + £ + ~ , + 2) -1:365736 (a + t + ~, + 4) .. J + o. 
Ahnlich findet man fur dreifache Integrale bei Benutzung von Haupt­
werten 

a+(t+t)w 

JJJfeX)dX3=[(a+£+ ~,-3)+ ~ (a+t+ ~,-1) 
- i9~O (a + £ + ~ , + 1) + 96~56~0 (a + £ + ~, + 3) .. -] + 0, 

und von Zwischenwerten 
a+tw J j jf(X)dXS = ros[Ca + £, - 3) + 0 + 2!0 (a + t, + 1) 

- 3032140 (a + t, + 3) .. -] + o. 
Fur vierfache Integrale finden sich die Formeln z. B. bei Bellavitis 185). 

Zur Feststellung der Koeffizienten dieser Reihen finden sich rekur­
rente Beziehungen bei Baillaud 206) , die die von Oppholzer 197) und 

205) Shovelton, The Messenger of math. 38 (1908-09), p. 49-57. 
206) Baillaud, Paris C. R. 124 (1897), p. 737-39. 



100 II C 2. O. Runge-Fr. A. Willers. Numerische und graphische Integration. 

Gruey!07) gegebenen umfassen. Die Konstante wird im allgemeinen 
so bestimmt, daB die Integrale an irgendeiner vorgeschriebenen Stelle 
null werden, was man nach Bruns dadurch erl'eicht, daB man in der 
Summenreihe "das Anfangsglied gleich der umgekehrten Verbesserung" 
macht, die man an dem Summenglied anbringen muB, urn das Inte­
gral zu erhalten. Stromgreen20S) zeigt, wie die Konstanten zu be­
stin;tmen sind, wenn die aufeinanderfolgenden Integrale an dieser 
Stelle nicht null werden, sondern einen bestimmten endlichen Wert 
haben sollen. 

11. Annitherung durch mehrere Parabeln (vgl. auch IE Nr.7). 
Den eraten bewuBten V ersuch, die Genauigkeit durch U nterteilung 
des Intervalles zu vermehl'en, macht wohl Simpson 209). Radau 1), 
Bugajew!1O) u. a. zeigen, daB bei Einteilung in n gleiche Teile und 
bei Annaherung vom Genauigkeitsgrade p - 1 durch voneinander un­
abhangige Parabeln gleicher Ordnung in den n Teilen lntervallen 

r+1 

n 

Cp + 1 ( )n-l ) nP + 1 8p+l +(p+l -n- 8p .•• 

wird, der Fehler also auf den nPten Teil herabgedriickt wird. DaB vom 
Standpunkt der Theorie der kleinsten Quadrate aus die Teilung in 
gleiche Teile die giinstigste ist, zeigt Biermann 879). 

Uber die auf diese Weise aufgestellten zahlreichen Formeln findet 
sich eine Ubersicht bei Mansion 211). Zur Fehlerabschatzung kann 
man entweder die Eulersche Formel oder die Taylorsche Reihe be­
nutzen. 1m folgenden sind fiir die bekannteren Formeln die Korrek­
tionsglieder in beiden Formen angegeben, und auBerdem steht hinter 
jeder Formel die Zahl der benutzten Ordinaten, um bessel' den Wert 
der Formel iibersehen zu konnen.212) 

207) Gruey, Ann. de 1'Ec. norm. 5 (1868), p. 161-227. 
208) Str6mgreen, Oversight af KgI. Vetenskap-Academiens ForhandIingar. Stok­

holm Nr. 4 (1900), p. 443-54. 
209) Simpson, Mathematical dissertations of a variety of physical and ana­

lytical subjects, London 1743, p. 109-119. 
210) Bugajew, Nachrichten der physik.-math. Gesellscha.ft an der Ka.iserl. 

Universitat zu Kasan (2) 7 (1897), p. 95-117. 
211) Mansion, Supplement zu Mathesis 1 (1881), (62 Seiten) und Ann. de 

la soc. sc. de Bruxelles 5 (1881), p. 231-290. 
212) Fiir schnelle und genaue Yessung der erforderlichen Ordinaten bei 
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l. Die gebrauchlichste Formel - und nach Kronecker 180) ist diese 
sehr alte Methode trotz aller spateren Untersuchungen noch immer 
die bequemste - ist die Trapezformel, auch franzosische Regel, da 
sie besonders von den franzosischen Schiffsbauern gern angewandt 
wird 213) oder Regel von Borda oder Bezout genannt 214). Sie nahert 
in den einzelnen Teilintervallen durch Parabeln erster Ordnung (Gerade) 
an, die durch die Endpunkte der gegebenen Teilordinaten gehen. 

(151) I = 2H [ ~ y - Yo + YrtJ 
1 n .::::.,; lim 2 

o 
(; + 1 Ordinaten), 

wo die Lange des ganzen Intervalles mit H bezeichnet ist; man liest 
aus der Formel (132) sofort das Korrektionsglied abo 

K (2H)2(, ') + (2H)4(,,, ''') + (2H)6( V Y) 
1 = a2 11 Yn - Yo a4 11 Yn - Yo a6 11 Yn - Yo •.. 

1 
lX, = - 12' 

Nach der Taylorschen Reihe erhalt man 

K = _ ~(H)S41 " _ nll(H)441 Iff _ (nS _ !!'_) (H)5y IV 
1 3 n 010 6 n 010 18 45 n 0 

- G~ - ;~)(!rYov ... 
2. Eine andere etwas genauere Methode, die ebenfalls in den 

einzelnen Intervallen die Bogen durch eine Gerade, namlich durch die 
Tangente iill Endpunkte der Mittelordinate ersetzt, riihrt von Mac 
Laurin 215) her 

p 

(152) I _ 2H "'" 
2 - n'::::"; Y2m-l 

1 

(; Ordinaten)' 

Das Korrektionsglied liest man aus (133) abo 

K 1 (2H)2(, ') 7 (2H)4( If' If') 
2 = - 2" lX2 11 Yn - Yo -8 lX, 11 Yn - Yo 

- ~~ as e::)S(Ynv - YoY) ... 

graphisch gegebenen Kurven sind mehrfach Methoden angegeben, so z. B. von 
Grambe1'g, Technische Messungen insbesondere bei MaschinenunterBuchungen, 
Berlin 1905, p. 31, der eine parallel liniierle Platte, oder von V. Sanden, Prak­
tische Analysis, Leipzig 1914, p. 83, der ein Me8radchen benutzt. 

213) Z. B. Bougne1', Traite du Navire •.. , Paris. 1746, p. 212. 
214) Johow, Hifsbuch fUr den Schitrsbau, Berlin 1902, p. 312. 
215) Mac-Laurin, Treatise of' fluxions 2, Ka.p. IV, 63:!, Edingbourg 1742; vgl. 

auch Cantor, Vorlesungen liber Geschichte der Mathematk IV, Leipzig 1908, p. 735. 
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Nach der Taylorschen Reihe wird 

Ki = : (!fyo" + :: (!)'yo'" + (;; - :6~) (!ryr 
+ (1:: - ~:o) (!)6yoV ... 

Zahlreich sind die Versuche, diese beiden :Fonneln dadurch zu 
verbessern, daB man die Ordinaten an den Enden des Intervalles H 

K besonders beriicksichtigt. Einige 
,.....,~'=f~~~. Q bekanntere seien hier mit den 

B 

./ M Korrektionsglied nach Taylor 
.~ gegeben. 

3. Die bekannteste Formel 
dieser Art ist von PoncelefJ16) 

allerdings ohne Restglied ge­
geben worden. Er kommt auf 
diese Formel durch Mittelbil-

Fig. 4. 
dung aus einem umgeschrie­

benen P.olygon mit dem Inhalte M (in Fig. 4 ausgezogen) und einem 
eingeschriebenen mit dem Inhalte m (gestrichelt) 217) 

(153) Is = M t 1n = 2:[.$ Y2m-1 + Yo ~ Yn - "1 +8Yn - 1] 

(; + 2 Ordinaten). 

I 1M-mi' Daraus ergibt sich, daB dar Fehler kleiner as -2- 1St, wenn 
die Kriimmung ihr Vorzeichen nicht andert. Nach Taylor ist das 
Korrektionsglied 

Ks = - (~ - ~)(!yYo" - (;~ - ~)(!rYo'" 
( n8 nl 11n 1) (H) 5 IV 

- 72 - 16 + 180 - 48 n Yo ... 
Diese Formel findet man vielfach; sie wird z. B. im Dictionaire math. 
appl. als besonders gut bezeichnet 218). 

4. Eine Verbesserung dieser Formel geben fast gleichzeitig 
Pioberl 219) , der von der Annaharung der Kurvenstiicke durch zwei 

216) Die Formel wurde von Poncelet in Vorlesung gegeben, spii.ter VOn 
Kretz aufgenommen in die Introduction a 180 mecanique industrielle, 2. Aufi., 
Metz 1839, 11. Ausg. Paris 1870, p. 197-20l. 

217) Sonnet, Traite elementaire de mecanique, Paris 1851-
218) Sonnet, Dictionaire des mathematiques appliquees, Paris 1864. Artikel 

Quadrature. 
219) Piobert, Nouv. Ann. 13 (1854), p. 323-331. 
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Kreisbogen, und Parmentier 220), der zunachst mehr gefiihlmaBig 
spii.terll21) auf Grund der Darstellung durch Parabelbogen auf diese 
Formel kommt. 

(154) 1 = 2M+m = 2H[~ + 'Yo +'Yn _ y, +Yn-,] 
4 3 n ~Y2m-l 12 12 

1 

(~ + 2 Ordinaten) . 

Der Fehler ist, falls der zweite Differentialquotient sein Vorzeichen 
nicht andert, absolut genommen hier kleiner als -HM - m). Da in 
der Ponceletschen Formel die obere Fehlergrenze kleiner ist als in 
der Formel von Piobert-Parmentier, gibt man gelegentlich der ersteren 
den Vorzug.216) DaB letztere im allgemeinen besser annahert, zeigt 
das Korrektionsglied, wie es z. B. Chevilliet ll22) gibt. 

K 1 (H)S "+ n (H)' ," + (n! 17 n + 1) (H)5 IV ,= -6 n Yo 12 n Yo 24 - 360 72 n Yo ... 

Die Formel, die auf Grund falscher Voraussetzung gelegentlich ange­
griff en wurde 22S), findet sich vielfach z. B. bei Jorini224), Harnack 225), 
Francke 226), Martinenq227) usw. 

5. Zwei weitere Korrektionsglieder bringt Dupain 228), der von 
der Taylorschen Reihe ausgeht, zum Verschwinden 

(155) 1 = 2H [ ~y + _n_ (Yo + 'Yn _ 'Yl + Yn+l)] 
5 n .t::::.J 2m-l n -1 12 12 

1 

(~ + 2 Ordinaten) 

220) Parmentier, Yemoriales de l'officier du genie 1854, p. 290ft'.; Nouv. 
Ann. 14 (1855), p. 370-84. 

221) Parmentier, Nouv. Ann. (2) 15 (1876), p. 241-251; Ann. des ponts et 
chaussees 11 (1876), p. 631-32. 

222) Ohevilliet, Paris C. R. 80 (1875), p. 823-26. 
223) Nouv. Ann. 16 (1857), p. 11-12. Antwort v. Parmentier auf den fol­

genden Seiten. 
224) Jorini, 11 Politecnico 41 (1893), p. 432-36. 
225) Harnack, Civilingenieur 28 (1882), p. 257-70. (Bericht iiber die Arbeit 

von Mansion.) 
226) Francke, Zeitschr. des Architekten- und Ingenieurvereins zu Hannover 

21 (1875), p. 1'77-184. Hier findet sich auch eine Formel von etwa gleicher Ge­
nauigkeit, die zwei Ordinaten au.6erhalb des Integrationsintervalles benutzt. 

227) Martinenq, Aide memoire du constructeur des navires, Paris 1891, p. 62. 
228) Dupain, Nouv. ann. 17 (1858), p. 288-95. 
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6. Spater gibt Parmentier 229) aine Formel, die ungefahr dieselbe 
Genauigkeit hat 211), 

2H[~ 1 1 1 ] (156) 16=n +,Y2m-l+g (Yo+Yn) -(f(Yl +Yn-l)+24(Y2+Yn-2) 

(~- + 4 Ordinaten) 

K6= (~~~ - l~)YolV(!r + c:;~! -~)Yov(!t·· 
7. Eine ahnliche Formel findet sich bei Francke allerdings ohne 

Restglied.226) 

2H[ ~ 1 1 1 ] (157) 17=-;:; +' Y2m-l +9(YO+Yn)-S(Yl +Yn-l)+72 (Y3 + Yn-S) 

(; + 2 Ordinaten) 

K7= (!~~ - ! )YoIV(!r+ C:2r;; - 1~) Yov(~t· . 
8. Wahrend die bisher angefiihrten Formeln von der Mac-Lau­

rinschen Formel ausgehen, also in der Hauptsache nur Ordinaten mit 
ungeradem Index benutzen, sind die nun folgenden Formeln im An­
schIuS an die Trapezregel aufgestellt. Ahnlich wie die Ponceletsche 
Formel aus der Mac Laurinschen abgeleitet ist, kann man aus der 
Trapezregel die sog. verbesserte Trapezregel herleiten.214) 

(158) Is = 2:-[.$ Y2 m - ~'(yo + Y,.) + Y2 +t'-2 J 
(-;- + 1 Ordinaten) 

Ks= - (~ + ±)(~rYo" - G: + ~)Yo"'(~t·· 
9. In Analogie zur Formel 6. hat Parmentier 229) an del' Trapez­

regel dieselbe Verbesserung vorgenommen. 

2HI ~ 3 1 1 ] 
(159) I9=nL ~Y2m-4(Yo+Yn)+3(Yl +Yn-l)-i2(Y2+Yn-2) 

(~ + 3 Ordinaten) 

K = _ (4~ _ ~)Y IV (!£)5 _ (2n2 _ ~)Y v (H) 6, .. 
9 40 6 0 n 45 12 0 n 

229) Parmentier, Association fran9aise pour l'avancement des sciences Session 
Grenoble 1882. 
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10. AlB Analogie zur Dupainschen Formel 5. gibt Mansion 280) 

(160) 1 = 2H[~'J _ Yo +Yn+_n_(Yl +Yn-l 
10 n":::;'; ~2 m 2 n + 1 2 

o 
Yo +Yn 

3 

(; + 3 Ordinaten) 

(n2 51n 2n) (H)5 IV 
KlO = 36 - 180 + 3(n+l) n Yo 

( nS 51n' n n ) (H) 6 v + 72- - 360 + 3 - 3 (n + 1) n Yo ... 

11. SchlieBlich sind noch Formeln aufgestellt, die das auf den 
Ordinaten Ys und Yn-2 durch die Tangenten in den Endpunkten ab­
geschnittene Stuck Y2 und Y..-2 von der X-Achse aus gerechnet be­
nutzen; so die als Poissonsche Regel bezeichnete Formel, die man 
gewohnlich in der Form schreibt 214)231) 

(161) III = 2:[ ~IY2m - Yo~Y" + ~ (tgao - tgan)] (; +3 Ordinaten) 

n " (H)3 n 2 'I, (H)4 Kll = - ""6 Yo n - 12YO n'" 
12. Eine Verbesserung dieser Formel findet sich bei Mansion~m) 

(162) 2Hlr ~ 7 1 -, 
112 = n ":::;';Y2m -12(YO+ Yn) + 12 CYS + Y .. -2) 

o J 
(; + 3 Ordinaten) 

n IV (H)O n' V (H)6 Kl!=4r;Yo n + 90 Yo n ... 
13. Eine der iiltesten und wichtigsten von allen in dieser Nummer 

angefiibrten Formeln ist die von Simpson 209), die in den einzelnen 
Intervallen durch Parabeln zweiter Ordnung annii.hert 

p p 

(163) ~S=3~[2 :2Y2m+4~Y2m-l-(Yo+Yn)J (n+l Ortlinaten). 
o ° 

Sie findet sich in zahlreichen Arbeiten besonders bei Schiffsbauern, 
wie de Chapmann S48), Woolley 240), Rankine 246) usw. dann auch, z. B. 
bei Steen 2SS), der sie auf Grund einer Exhaustionsmethode, bei Witt-

230) Mansion, Mathesis 7 (lS87), p. 77-84. 
231) Mansion, Mathesis 1 (1881), p. 17-22, 33-36. 
232) Mansion, Ann. de 180 societe Bcientifique de Bruxelles 8B (1884), p.11-24. 

Bericht dariiber von Le Paige, daselbst SA. (1884), p. 51-52. 
233) Steen, Nouv. ann. (20) 10 (1871), p. 301-304 und Zeuthen Tidsskr. (3) 

1 (1870), p. 90. 
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stein 234), der sie durch Betrachtung flacher Kreisbogen ableitet, ferner 
bei Cousinery 2S5), Lacroix 15S), HoueP55), Kubicek 236) Peano 237), Kin­
kelin 158), Jung 238), Skaxby 239) u. a. Gelegentlich wurde iiber den Wert 
del' Formel gestritten. 240) So zeigt Crotti 241) an einem Beispiel, daB 
das verschiedene Gewicht der geraden und ungeraden Ordinaten ein 
Nachteil ist: daran kniipft sich eine Erorterung zwischen Jadanza 242), 

Orotti 243), Bardelli, Peano 244) und Maggi 245). In der Tat kann ja auch, 
wenn die Kurve im Integrationsintervall bald konvex, bald konkav 
gegen die X-Achse ist, unter Umstanden die Trapezregel odeI' die 
Mac Laurinsche Formel einen genaueren Wert geben. 

Mehrfach wird versucht, die nul' fur eine gerade Anzahl von 
Intervallen geltende Formel auf eine ungerade Zahl zu iibertragen, so 
fugt Mansion 211) fur das iiberzahlige Intervall zwischen Yn-1 und Yn hinzu 
-12k (- Yn-2 + 8Yn_l + 5Yn), eine Formel, die gelegentlich als Fiinf­
Acht-Regel bezeichnet wird 246). Von Yn ausgehend, fiigt er e ine analoge 
Formel fiir das Intervall Yo bis Yl bei und bildet dann das Mittel. Per­
rodiP47) setzt fur das iiberzahlige lntervall Yo, Yl an h (ho + tYl + t Yl)' 
wo Y1 das von del' 'l'angente im Endpunkte von Yo auf Yl abgeschnit­
tene Stiick ist, gerechnet von der X-Achse aus. 

Das Korrektionsglied nach der Taylorschen Reihe ist 

K 1s = - i~o (!rY~v -3~ (:rYri - (1~~0 -1:f2) (~) 7yi?· .. 
und nach der Eulerschen Formel, wie es z. B. Fontene gibt 

K _ 1 (H)4( III III) + 1 (H)6( V V) 
13 - - 180 n Yn - Yo 1512 n Yn - Yo .,. 

234) Wittstein, Arch. Math. Phys. 39 (1862), p. 12-18. Genaueres dariiber 
findet sich bei Vahlen, Konstruktionen u. Approximationen, Leipzig 1911, p. 195-96. 

235) Cousinery, Le calcul par Ie trait, Paris 1840, p. 84-86. 
236) Kubicek, Programm d. k. k. bOhm. Gymn. Budweis 1897 (22 Seiten). 
237) Peano, Applicationi geometrique del calcoio infinitesimale, p. 206. 
238) Jung, Casopis pro pestovani Mathematiky a fysiky 35 (1906), p. 23-32. 
239) Shaxby, Lond. Roy. Soc. Proc. A. 82 (1909), p. 331-335. 
240) Z. B. Fincham, History of Naval Architecture 1851 (Introduction p. 14) 

und Woolley, Transactions of the Institution of Naval Architects 1 (1860), p. 16, 17. 
241) Cl'otti, Il Politecnico 33 (1885), p. 193-207. 
242) Jadanza, Il Politecnico 41 (1893), p. 354-361. 
243) Crotti, II Politecnico 41 (1893), p. 361-362. 
244) Jadanza, Bm'delli, Peano, Rivista di matematica 3 (1893), p. 15-18. 
245) Maggi, Rivista di matematica 3 (1893), p. 60-61. 
246) Rankine, Watts, Burnes , Napier, Ship building, theoretical and prac­

tical, London 1866, Teil I, Kap. II. Johow, Hilfsbuch fUr den Schiffsbau, Berlin 
1902, p. 311, 312. 

247) Perl'odil, Annales des ponts et chaussees 1885, p. 122-128. 
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Gibt man nur das erste Glied dieser Korrektion, wie z. B. Che­
villiet 248) an, so muB man, um ein wirkliches MaB fur den Fehler zu 
haben, hinzufiigen, daB das Zeichen von flv (x) sich in dem Gebiet nicht 
andel'n darf. Des 6ftern wird darauf hingewiesen, daB das Korrektions­
glied erst mit yIV beginnt, so von Catalan 42), Petit-Bois 249), Laquiere 
und Feneon 250), Dupain 251), Ligowski252) u. a. Eine andere Form fur 
das Korrektionsglied gibt SchlOmilch 258) 2~8h4 (! (f"'(~) - ("(a)), wo 
- 4 <(! < + 1, falls flv sein Zeichen nicht andert. N ach Hocevar 2M) 
kann man das durch Addition von ca;l. verhindern, so daB dann 
das Intervall nicht geteilt zu werden braucht. Die von Mansion 211) 
gegebene Korrektion t(!D( - t < (! <. + 1), wo D die Differenz 
zwischen um- und eingeschriebenem Polygon ist, hat den Nach­
teil, daB sie die Simpsonsche Regel mit der Trapezmethode usw. auf 
eine Stufe stent. Wieeke 255) fiigt als Korrektur fiir ein Intervall 

E = - ~~ 6, 'Yo hinzu, wo 6.. 'Yo aus den Werten f( xo), f (xo + ;) usw. 
zu berechnen ist. Diese Formel fordert also auBer den n + 1 Or­
dinaten der Simpsonschen Regel noch weitere n Ordinaten. 

Nach Hocevar 2M) laBt sich das vermeiden, wenn man 
h 

E = - 90 (2 t::.4yo + 6,4ys ... 6..4Yn_7 + 26..4Y"_4) 

setzt, was zwar ungenauer ist, wo aber nur die Ordinaten der Simpson­
schen Regel verwandt werden. Ein ahnliches Korrektionsglied gibt 
Dienger. 190) 

In dem Falle, wo die Begrenzungskurve parallel zur Y-Achse 
wird, versagt natiirlich die Regel. Fur dies lntervall nahert man 
nicht durch eine Parabel, sondern nach Hocevar 2M) und Lodges durch 
eine Kurve y = a + bxl + exl +\ wo man etwa A = t setzt. Ahn­
lich schIagt Edwards 256) vor, hier durch y = a + bx + ey;';; anzu­
nahern. Petit-Bois 257) will durch eine Hyperbel in dem betrefl'enden 
Intervall ann ahern, deren eine Achse parallel zur y-Achse ist. 

Auf Annaherung durch Parabeln zweiter Ordnung beruht auch 
die von Lambert 23) gegebene Formel (n = 3p) 

248) (fhevilliet, Paris. C. R. 78 (1874), p. 1841-1843. 
249) Petit-Bois, Memoires de la societe Royal de Liege (2) 18 (1895). 
250) Laquie1'e et Feneon, Nouv. ann. 17 (1858), p.5-6. 
251) Dupain, Nouv. ann. 17 (1858), p. 207-208. 
252) Ligowski, Arch. Math. Phys. 55 (1873), p. 219-221. 
253) SchlOmilch, Kompendium der hOheren Analysis 1, § 82, p. 376-381. 
254) Hocevar, Wiener Ber. 90 (1884), p. 908-922. 
255) Wiecke, Zeitschr. deutsch. Ingenieure 23 (1879), p. 83-89. 
256) Edwards, The Messenger of Mathematics (2) 34 (1904), p.121-126. 
257) Petit-Bois, Mathesis 5 (1885), p. 5-7, 27-31. 
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p-l p-l 

1= ! :C~Ysm + 3 ~Ysm+2)' 
o 0 

Den Fehler gibt z. B. Buzengeiger138) fiir ein Intervall (p = 1) an 

+ H4 1 'If + 7 H6 1 IV 
36' 3T Yo 135 . 4T Yo . 

14. Oatalan 258) sucht die Simpsonsche Formel dadurch zu ver­
bessern, daB er von den durch die Endpunkte dreier aufeinander­
folgender Ordinaten gehenden Parabeln immer nur die erste Halfte 
beniitzt. Nur bei den letzten beiden Teilen beniitzt er die ganze 
Parabel. Fiihrt man das von beiden Seiten aus durch und nimmt das 
arithmetische Mittel, so erhiilt man 259) 

j 114= :[~Y -~(yo+ y,,)+ {(Yl + :n_l)-214(Ys +Y"-ll)] 

(164) (n + 1 Ordinaten). 

Xu = - (~~~ - 214) y~v ( :) 5_ G~:~ - 4~) (~) 6 Yci ... 

15. Subtrahiert man von dem Zweifachen der Catalans chen 
Formel die Simpsonsche, so erhiilt man eine von Parmentier 229) ge­
gebene Formel, bei der das Gewicht der Ordinaten gerade umgekehrt 
ist wie bei der Simpsonschen, 

j 115= ~[4 2Ysm+ 2 iY2m-l _14\Yo+Yn) 
o 1 

(165)1 +(Yl+Yn-l)- ~ (Y2+Yn-2)] 

(n + 1 Ordinaten). 

K5= _ (17 n _~)yIV(H)5_(17n~_~)yv(H)6 . .. 
1 360 12 ° n 720 24 0 n 

16. Ahnlichkeit mit der Oatalanschen Formel hat eine schon von 
Mac Laurin 260) mit Korrektionsglied nach Euler gegebene Formel1ll2) 

116 = (n-~!+1)[~Y-nt 1 Yot y"] 

(n + 1 Ordinaten). 

(166) K n2 (H)4(", ",)+n4+n2(H\6(V V) 
16= - 720 n Yn - Yo 30240 -n) Yn -Yo '" 

258) Oatalan, Nouv. ann. 10 (1851), p. 412-415. 
259) Lacroix, TraiM des differences et des series 1800. 
260) Mac-Laurin, Treatise of fluxions 2, Edinbourg 1742, p. 848. 
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17. 1st n = 3p, so kann man in den p Teilintervallen durch 
Parabeln dritter Ordnung annahern. 21) Man erh1ilt so eine Formel, die 
gewohnlich als Newtonsche, zweite Formel von Simpson oder als Drei­
Acht-RegeI 246) bezeichnet wird 

p p-l p-l 

(167) ~7= ~!I2 ~Y3m + 3 ~!Ism+l + 3 ~Y3m+2- (Yo + Yn)] 
000 

(n + 1 Ordinaten). 
Der Fehler ist von derselben GroBenordnung Wle bei den letzten 
Formeln 

K17 = -:0 (:r (Y~' - Y~') + 3~6 (~r (Y: - Yri) ... 
_ n (H)5 IV n 2 (H)6 V 
- - 80 n Yo - 160 n Yo·'· 

18. Durch Parabeln vierter Ordnung (n = 4p) n1ihert in den ein­
zelnen Teilintervallen eine Formel an, die auf Villarceau 269) oder Boole 240) 
und Moulton zuriickgefiihrt wird. 

p p-1 p-l 

118 = :5~[ 7 ~Y4m+ 16 ~Y4m+l + 6 ~Y4m+2 
o 0 0 

p-l 

+ 16 ~Y4m+s -~(Yo + Yn)] 
o (168) en + 1 Ordinaten). 

K18=- 9!5(!/CY: -Yci')·.· 
_ 2n (H)7 VI n' (H)8 VII 
--945 n Yo -945 n Yo 

19. Etwa dieselbe Genauigkeit hat die sogenannte Formel von 
Weddle 262), die z. B. Boole 261), Mansion 211), Sheppard 26S) nsw. geben. 

p p-1 p-1 p-l 

119 = :0~[2~Y6m+ 5 ~Y6m+1 + ~Y6m+2+6 ~Y6m+3 
o 0 0 0 

p-1 p-l 

+ ~Y6m+4 + 5,2Y6m+5-(Yo + Yn)] 
o 0 (169) 

(n + 1 Ordinaten). 

K 19 = - 8~0 ("~r Cy: -Yci) ... 

_ 2n (H)7 VI n2 (H)8 VII 
- - 840 n Yo -- 1680 n Yo ... 

-----
261) Boole, Grundlehren der endlichen Dift'erenzen- und Su=enrechnung, 

Deutsch von Schnute, Braunschweig 1867, p. 38-43. 
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20. Sheppard 26S) gibt noch eine groBe Zahl weiterer Niiherungs­
formeln 264), die er aus dem Ausdruck 1 = pAl ++qA+, + rAs ableitet, 

p q r 
WO p, q, r bestimmte Zahlen sind, die so gewahlt werden, daB mog-
lichst viele Glieder der Eulerschen Formel richtig dargestellt werden, 
und wo Al , A 2 , As . . . die Trapez- oder Mac Laurinschen Formeln fur 
die Intervallbreite h, 2h, 3h . .. sind; ahnlich verfahrt Becker 265). Mit 
Einfiihrung der Zentraldifferenzen 266) gibt dann Buchanan 267) unter 
Benutzung einer Interpolationsformel von Everetf 268) andere Ausdrucke 
fur die Fehlerglieder. 

Wahrend die hisher angefiihrten Formeln aquidistante Ordinaten 
benutzen, hat man 281) auch wohl die Gauf3sche Formel, z. B. fUr 
n = 2, auf mehrere Intervalle ubertragen. Radau 269) ubertl'iigt die 
Tschebyscheffsche Formel fiir 4 Ordinaten auf mehrere Intervallen. Da 
die Abszissen dieser Formeln sehr wenig von 0,1, 0,4, 0,6, 0,9 ver­
schieden sind, wiihlt er die Ordinaten fur diese Abszissenwerte und 
setzt die Koeffizienten gleich Po bzw.~. Er findet 

(170) 1= ;:L: (YO,l + YO,4 + Yo,6 + YO,9) 

+ H """( + ) c4 H5. 
180n~ YO,4 YO,6- YO,l- YO,9 -15000n4 

Die in diesel' Nummer angegebenen Formeln setzen voraus, daB 
die einzelnen Ordinaten exakt gegeben sind. 1st das nicht del' Fall, 
son del'll hat jede einen bestimmten wahrscheinlichen Fehler, so kann 
eine hie I' als Bchlechtere Annaherung erscheinende Formel bessere 
Resultate Iiefern, je nachdem der Beobachtungsfehler oder del' Rech­
nungsfehler groBeren EinfiuB hat.270) Insbesondere werden in diesem 
FaIle die unter 1) und 2) gegebenen Formeln gute Annaherungen 
geben. 

262) Weddle, Cambridge and Dublin mathematicalJournal 9 (1854), p. 79, 80. 
263) Sheppard, Proc. of the Lond. math. soc. 32 (1900), p. 258-277. 
264) S. a. Le Brun, Le genie civil 11 (1887), p. 340 Lambert II. !8), KlUgeZ U2), 

Buzengeige'l' 138) etc. 
265) Becker, Philosophical Magazine (6) 22 (1911), p. 342-353. Amer. J. of 

science 31, p. 117-126. 
266) Sheppctrd, Proc. of the Lond. math. soc. 31 (1899), p. 449-488; 

Everett, Quart. Journ. of math. 31 (1900), p. 357-376; Hansen, Abhandlungen 
d. kgl. sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften 11 (1865), p. 505-583. 

267) Buchanan, Proc. of Royal Soc. of Lond. 34 (1902), p. 335-345. 
268) Everett, Journ. of the Institute of Actuaries 35, p. 452. 
269) Radau, J ourn. de math. (3) 6 (1880), § 23. 
270) Darwin, The Messenger of Math. (2) 6 1877, p. 134-136; Report of 

the British Association for the Advancement of Science 1876, p. 13. 
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SchlieBlich sei noch erwahnt, daB es fiir die Durchfiihrung von 
Rechnungen mit obigen Formeln von der groBten Wichtigkeit ist, 
die Rechnung praktisch in Tabellen anzuordnen. Beispiele fiir eine 
praktische Anordnung finden sich z. B. bei MerrifieldS2) und besonders 
in der schiffsbautechnischen Literatur.271) 

12. Methoden der graphischen Quadratur (vgl. II A 2 (A. Voss) 
Differential- und Integralrechnung, Nr. 61). a) Allgemeines. Bei del' 
graphischen Quadratur handelt es sich darum zu einer gegebenen 
Kurve !J = (Cx) (sog. Differentialkurve) durch zeichnerische Methoden 
die Integralkurve 

x 

y !rex) dX 272) 

a 

zu finden. Die Einheiten, in denen Abszisse und Ordinate gemessen 
sind, werden im allgemeinen unabhangig voneinander gewahlt, d. h. 
bei der Integralkurve ist die Differenz zweier Ordinaten multipliziert 
mit einer konstanten Strecke, der sog. Integrationsbasis, dem Inhalte 
des Flaehenstiickes gleich, das von der Differentialkurve, den korre­
spondierenden Ordinaten und der Abszissenachse eingeschlossen wird; 
die N eigung der Tangente der Integralkurve ist daher del' korre­
spondierenden Ordinate der Differentialkurve proportional. 

Die Konstruktion der Integralkurve umgeht die sog. Methode von 
A. Wiener 27S), die die zu integrierende y-Kurve stiickweise durch eine 
z-Kurve ersetzt, so daB yb.x = zt:.z wird, d. h. die Ordinate der y-Kurve 

271) Z. B. Transactions of the Institution of Naval Architects II, p.163; 
V, p. 9 j VI, p. 51 etc. 

272) Der Zusammenhang von Differential- und Integralkurven findet sich 
eingehend in einem Aufsatz von Leibnie in .den Acta Erudita 1693. (Wiederge­
geben in Ostwalds Klassikern Nr. 162, S. 24-34.) Ob aber Leibnie die gra­
phische Integration durch kleinste Elemente schon verwandt hat, wie Massau 
meint (Massau: Appendice du Memoire sur l'integration graphique et Bes appli­
cations, Paris 1890, Note XI), scheint uns zweifelhaft. Verwendet wurde die 
lntegralkurve von Rossin in seinen Vorlesungen an der Ecole d'application 
du Genie maritime in Paris, wie sie iiberhaupt im Schiffsbau viel benutzt wird; 
vgl. auch die Literaturangaben bei Massau in der oben zitierten Arbeit, wie auch 
bei BitterZi im Anhang zur deutschen Ausgabe von .A.bdank-Abakanowite: Die 
Integraphen. Leipzig 1889. Abgesehen von den im folgenden zitierten Arbeiten, sind 
von Arbeiten iiber die Integralkurven noch zu erwahnen: 

Louis StraszewicfS: La courbe integrale etc. These presentee a la faculM des 
sciences de l'nniversite de Geneve. Imprimerie Charles Schuchardt Geneve 1884. 
Terrier, L'integration graphique. Anhang zu Kap. XII in der franzosischen Uber­
setzung von Favaro, Le',lons de Btatique graphique 2, Paris 1885, p. 367. 

273) Oesten'eicher, Zeitschrift deutscher Ingenieure 44 (1900), p. 155-56. 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 8 
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wird Subnormale der z-Kurve. Der Inhalt ist dann gleich dem halben 
Quadrat der Endordinate vermindert urn das halbe Quadrat der An­
fangsordinate (Fig. 5). Dabei konstruiert man die transformierte Kurve 
F durch Kreisbogen, wie das Fig. 5 

L im einzelnen zeigt. Anwendungen 
" der Methode giht Werner 274). 

'J - ;-~'" Auch OhapeP76) umgeht die ge-
\K \. " .... " 
: \ '. -\ ::, wohnIiche Konstruktion der Inte-
. \ 1 ,... • 
I \ .\ L \ ", gralkurvej er konstruiert mIt 
! \ i\ \ \\ . . 
! ! \ \ \ \ Huife emer ausgeschmttenen 
I ! I ~ \' •• 

....,f+--<>--"74--<>,b-l-h~c>--+--<dI--A~k--<e>-i,hBI-I ;""c-rl, lJ)i-".i-:E , K urve y = cP (x) eme K urve, dIe 
! : : . . l:1y 1 
: : i beshmmt 1St durch ,,- = m «(-») • 1 I: ~X ~ ex 
1 i ! Stellen die Strecken x, y, z 
: !! gem essen in den Einheiten a, b, c 

F'L----'-----L--.L---A~.;____+.r~:.Jl. die GroBen X, Y, Z dar, und ist 
c DEy die Ordinate der Ausgangs-Fig. 5. 

kurve I z die der Integralkurve, 
beide auf dieselben recht- oder schiefwinkligen Koordinaten bezogen, 
so ist 

dz y Y 
dx = ab = -f' 

dZ 
dX = Y also (171) 

c 

wo A. als "Integrations basis" bezeichnet wird 276). Zur graphischen Auf­
findung der Integralkurve kann die gegebene Kurve durch eine Stufen­
kurve ersetzt werden, deren einzelne Stucke parallel den Achsen sind, 
und die bis zu bestimmten Ordinaten denselben Inhalt wie die Aus­
gangskurve hat. Diese kann dann durch einen Zug aneinanderschlieBender 
Geradenstiicke integriert werden, deren N eigung und Lange bekannt 
ist. Die Stufenkurve kann auf zwei Arten bestimmt werden, je nach­
dem man die Integralkurven durch ein Sehnen- oder ein Tangenten­
polygon annahern will. 

1m ersten Falle teilt man durch passend gewahlte Ordinaten im 
Abstande D.nx die Differentialkurve in eine Anzahl von Teile und 
ersetzt jeden Teil durch ein inhaltsgleicbes Rechteck, so daB 

Xn 

(172) Llnz jY;:x. = Ymtnx 
Xl_n 

274) Werner, Zeitschrift deutscher Ingenieure 21 (1877), p. 365-71. 
275) Chapel, Revue d'Artillerie 34 (1889), p. 330-43. 
276) Uber Ma8bestimmungen siehe auch: Rudolf, Zeitschrift fUr Elektro­

technik und Maschinenbau 1909, p. 154 if. 
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ist, wo Ym als "mittlere Ordinate" bezeichnet wird (Fig. 6). In den 
Teilpunkten sind die Ordinaten des integrierenden Polygons und der 
Integralkurve gleich, so daB man ein Sehnenpolygon erhalt. In diesem 
Faile sind also die von Ausgangskurven und Stufenkurven einge­
schlossenen krummlinigen Dreiecke, die denselben Parallelen zur 
X-Achse anliegen, gleich zu machen. 

Macht man dagegen die derselben Parallelen zur Y-Achse an­
liegenden Dreiecke gleich, d. h. ersetzt man jedes der Flachenstiicke 

y 
y 

-------/V 11 

'Una 

4:& 
X 

Fig. 6. Fig. 7. 

durch zwei Parallelogramme, deren eine Seite gleich je einer der End­
ordinaten des Flachenstiickes ist, so daB 

(173) 

ist - die Abszisse x n _ 1 + LlXn,l = xn, wo 6.X,.,1 die oben mit 6.x1 
bezeichnete Gro.Be im nten Intervall ist, wird als "mittlere Abszisse" 
(Fig. 7) bezeichnet -, so haben in den Teilungsordinaten das Inte­
grationspolygon und die Integralkurve gleiche Ordinaten und gleiche 
Neigungen, so daB man zur Bestimmung der Integralkurve ein Tan­
gentenpolygon nebst den Beriihrungspunkten erhalt.l!77) 1m allgemeinen 
ist daher die letzte Methode vorzuziehen. Zur graphisehen Durch­
fuhrung der Konstruktion benutzt man ein Richtlinienbiisehel mit dem 
Trager P. Einzelheiten gehen aus den Figuren 8 (mittlere Ordinaten) 
und 9 (mittlere Abszissen) hervor. Hat man beliebig verschlungene 
Kurven zu integrieren, so hat man nul' darauf zu aehten, daB die 
Integration im Sinne der Umfahrung auf der Kurve fortschreitet. Der 
Bequemlichkeit wegen eingeschaltete Kurvenstiicke mussen dabei durch 
elltgegengesetztes Dariiber-hin-integrieren herausfallen. 

277) Mansion, Mathesis 2 (1882), Anhang p. 6-8; Lisleferme, Ann. de la 
societe scientifique de Brwrelles B 6 (1881-82), p. 242-46. 

8* 
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Die bei der Quadratur auftretende Konstante bestimmt sich da­
durch, daB man einen Punkt der Integralkurve gibt. Einer der Teilungs­
ordinaten erteilt man dieselbe Abszisse, die dieser Punkt hat; von 

Fig. 8. 

/ 
'-. --t"-- ---- ---------- -

I / /y~ 

/dz1 / 

/ / 
j 

ihm aua wird dann das Integrationspolygon nach rechts und nach 
links gezeichnet. Durch Verschiebung del' X-Achse kann man das 
Integral um jede beliebige Konstante, die den der Verschiebung ent­
gegengesetzt gleichen Betrag hat, verandern. 
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b) Bestimmung der mittleren Ordinaten und Abszissen. Um die 
Ausgangskurve exakter durch eine Stufenkurve ersetzen zu konnen, 
kann man die einzelnen Kurvenbogen durch Parabelbogen passender 
Ordnung ersetzen und fiir diese die exakten mittleren Abszissen oder 
Ordinaten konstruieren. 

Es kommen da in der Hauptsache die im vorigen Paragraphen 
angefiihrten Formeln in Betracht. Aus den dort gegebenen ;Korrektions­
gliedern ist auch der Grad der hier erreichten Genauigkeit zu ent­
nehmen. 

1) Ubertragt man die Trapezregel, so ist die mittlere Abszisse 
gleich dem Mittelwert der Endabszissen, die mittlere Ordinate gleich 
dem Mittelwert der Endordinaten des Teilintervalles. Die recht haufig 
verwandte Methode findet sich in der einen oder in der anderen Form 
bei Massau 278), Solin 279), Abdank-Abakanowicz 280), Nehls 281), Oollignon 288), 
Merrifield 282) etc. 

2) Nehls iibertragt die Methode von Mac-Laurin 215) ins Graphische, 
eine Methode, die auch Baldermann 831) verwendet. Dieselbe Methode 
verwendet Saviotti28S) bei der Bestimmung der sog. Integralpunkt­
reihen 284) zur Ermittlung der mittleren Abszissen. 

Eine obere Grenze fiir den Fehler der so gewonnenen Niiherung 
erhalt man, falls die Kriimmungsmittelpunkte stets auf derselben 
Seite der gegebenen Kurve liegen nach Massau 278) folgendermaBen. In 
Fig. 10 gibt das Sehnenpolygon Al 0lEl G1 einen zu groBen, das Tan­
gentenpolygon A2tB1C1ElrGl einen zu klein en Wert fiir das Integral. 

278) Bericht liber Massaus Vortrag im Bulletin mensuel de l'Association deB 
ingenieurs sonis de 1'Ecole de Gand, decembre 1877, weiter ausgeflihrt in 
J. Massau: Memoire sur l'Integration graphique et ses applications. Buch I u. II 
erschienen Bruxelles 1878, in Annales de l'Association des Ingenieurs sortis de 
l'Ecole de Gand, das ganze als Extrait de la Revue universelle des Mines etc. 
t. XVI 1884, Paris-Liege 1885. Rier kommt in Betracht Kap. III, § 1. 

279) Solin, 11ber graphische Integration. Ein Beitrag zur Arithmographie, 
Abhandlungen der k. b6hm. Gesellschaft der Wissenschaften, 6. Folge, Bd. 5, 
Prag 1872. 

280) .Abdank-.Abakanowite, Die Integraphen und ihre Anwendung, Original 
1886, erweitert deutsch Leipzig 1889. 

281) Nehls, Uber graphische Integration und ihre Anwendung in der gra.­
phischen Statik. 1. Aufi., Leipzig 1877. 2. Aufl., Leipzig 1882. 

282) Merrifield, Philosophical Magazine (4) 35 (1868), p. 420-23. 
283) Saviotti, Giornale del Genio civile XX, Rom 1882 und Revue universelle 

des mines etc. (2) XIII, 1883. 
284) Die Integralpunktreihen Saviottis sind bestimmt durch die Schnittpunkte 

der Tangenten der Integralkurven mit einer zur IntegratioDsbasis senkrechten 
Geraden vgl. Bitterli, Anhang I zu Abdank 280): Integraphen. 
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Nimmt man als Wert gGI + 92 G. SO ist gg2 - G1 G. eine obere Grel1ze 
2' 2 

fur den Fehler. 
3) Ersetzt man den Bogen durch eine Parabel zweiter Ordnung 

(Annaherung wie bei der Simpsonschen Regel) und gehoren als 

Fig. 10. 

Koordinaten der gegebenen Kurve Llx 
zusammen x, Yo; x + 2' Yl; 

x + Ax, Y2' so ist 
(174) Y = Yo + 4YI + Y •. 

m 6 

Graphisch konstruiert man den Pnnkt, indem man die Strecke, die 
auf del' Ordinate in der Mitte des Intervalles von Sehne und Bogen 
ausgeschnitten wird, in drei Teile teilt; del' nach dem Bogen zu gelegene 

Teilpunkt gibt Ym 278) (Fig. H). Genan so findet 
man, wenn man die Abszissen mit den Or­
dinaten vertauscht, die mittlere Abszisse. Die 
Achse del' approximierenden Parabel liegt 
dann parallel znr Abszissenachse; von del' 
Mitte aus gerechnet ist nach Goldziher 295 ) 

der Wert der mittleren Abszisse 

(175) X = ~ <1tL+_~:=:~llLl~, 
a eine Formel, die natiirlich auch fur Parabeln 

3. Ordnung richtig ist. 1st es angebrachter, 
durch eine Para bel mit Achse parallel der Ordinatenachse zu appro­
ximieren, so konstruiert man zunachst die mittlere Ordinate, zieht durch 
ihren Endpunkt eine Parallele zur Sehne des Bogens und durch den 
Mittelpunkt der Sehne des Bogens eine Parallele zur X-Achse. Der 
Schnittpunkt beider ist der Endpunkt der mittleren Abszisse 285) (Fig. 12). 

Fig. 11. 
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Diese Methode wird am meisten verwandt, so von Massau 286), 
Solin S87) , Nihls281), Collignon 288), Runge 289), Pickering 290). Urn eine 
Konstruktion zu erhalten, bei der aIle Ordinaten in gleicher Weise 
berucksichtigt werden, schlagen Merrifield und RusseP91) vor, jeden 
Ordinatenendpunkt mit dem iibernachsten zu verbinden, das auf del' 
nachsten Ordinate abgeschnittene Stuck zwischen Sehne und Kurve in 
sechs gleiche Teite zu teilen und auf die durch die der KUl've zu­
nachstgelegenen Teilpunkte begrenzten Ordinaten die Trapezregel an­
zuwenden. Schwierigkeiten entstehen da natiirlich bei den Grenz­
ordinaten. Collignon 288) gibt eine Methode, die mittleren Ordinaten del' 
Teilgebiete sukzessive zusammenzusetzen und so die mittlere Ordinate 
des Gesamtgebietes zu tinden. Er verbindet die Endpunkte del' mitt­
leren Ordinaten zweier an einander stoBenden Gebiete und triigt die 

Fig. 12. Fig. 13. 

auf diesel' Geraden gemessene Strecke vom Endpunkt der einen Ordinate 
bis zur Trennungslinie vom Endpunkt del' andel'll aus auf der Verbin­
dungslinie abo Del' so gefundene Punkt ist del' Endpunkt der mittleren 

285) Lisleferme, Annales de la Societe scientifique de Bruxelles, B 6 (1881-82), 
p.242-46. 

286) Massau 27"), Buch I, Kap. III, § 3; Bitterli, Anhang I zn Abdank, Die 
Integraphen; Willers, Z. f. Math. u. Phys. 55, 1907. 

287) Solin, Beitrag z~r graphischen Integration. Sitzungsberichte der Kgl 
bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, Ml1rz 1879. 

288) Collignon, Annaies des ponts et chaussees XIII (1887), p. 9-30 und 
Bulletin de la societe mathematique de Frances XV (1886/87), p. 145/46. 

289) Runge, Graphical methods. A course of lectures delivered in Columbia 
University, New York 1912. 

290) Pickering, Proceedings of the american Academy of arts and sciences 
(2) II (1876), p.79-81. Die Kurve dient hier allerdings nul' dazu, aUB den nicht 
aquidistanten Ordinaten aquidistante zu gewinnen. 

291) Merrifield, Transactions of the Institution of Naval Architects 6 (1860), 
p. 51-63; Russel, The modern system of naval architecture, London p. 117-147. 
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Ordinate des ganzen Gebietes. Die Methode ist natiirlieh unabhangig 
von der Bestimmung der mittleren Ordinate. 

4) Ersetzt man durch eine Parabel dritter Ordnung und gehoren die 

Koordinatenpaare (x, Yo); (x + t::.3~' Yl); (x + ?-t_x, y»); (x + ~x, 'Ys) 
zusammen, so ist 

(176) Y = Yo + 3 y, + 3 Y. + Ys • 
m 8 

Zur graphischen Konstruktion verbindet man die Endpunkte von YoYs 
und YIY2 dureh Sehnen und teilt die Strecke, welehe diese auf der 
Ordinate in der Mitte abschneiden, in vier gleiche Teile. Der nach 
dem Bogen zu gelegene Teilpunkt gibt die mittlere Ordinate 278). 

(Fig. 13.) 
Dureh Vertauschung der Ordinaten und Abszissen findet man 

wieder die mittlere Abszisse. 
5) Approximation der Kurven durch Parabeln hoherer Ordnung 

gibt in diesel' Art keine einfachen Konstruktionen. 278) 

6) Wiihrend obige Methoden, die Ubertragungen del' von Cotes an­
gegebenen Formeln ins Graphische sind, die Mindestzahl der Ordinaten 
benutzen, schliigt Nehls 281) VOl' zur Erreichung einer groBeren Einfach­
heit der Konstrnktion auf Kosten der moglichen Genauigkeit mehr 
Ordinaten einzufiihren. So erhalt er z. B. eine Ubertragung del' sog. 
Weddlesehen Formel.262) 

7) Nehls 281 ) schlagt weiter die Benutzung nieht aquidistanter Or­
dinaten VOl'. Insbesondere iibel'tragt er eine der in Abschnitt ;) b 
besprochenen Formel 123) fiir n = 4. Wenn 

(x,Yo), (x + (t -tVi)L1X,Yl)' (x + (t +{-n)L1x'Y2)' 
(x + Ax, Ys) 

zusammengehoren, und man dann 

(177) Y = Yo + 5y, + 5Y2 + Ys 
m 12 

setzt, so ist del' Fehler von siebenter Ordnung; bis auf Glieder hoherer 
Ordnung ist etwa 

F = - f<VJl(x) L16~7 0,00047619. 

8) Die Benutzung del' Tangenten im Endpunkt 292) ist besonders dann 
vorteilhaft, wenn es sich um Konstruktion eines zweiten oder hoheren 
Integrals handelt. Hat man eine Parabel zweiter Ordllung, so schneiden 
sich die Tangenten auf der Ordinate in der Mitte des Intervalles. Die 

292) Cousinery, Le calcul par Ie trait. Paris 1840, p. 66-88 
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Strecke zwischen diesem Punkt und dem Schnittpunkt der Sehne ist 
in drei gleiche TeiIe zu teilen, der nach der Sehne zu liegende Teil­
punkt gibt nach bekannten Parabelsiitzen die mittlere Ordinate (Fig. 14). 
Eine ganz iihnliche Konstruktion gibt Lambert 29S), der den dem Schnitt­
punkt der Tangenten zu gelegenen Teilpunkt mit A und B verbindet 
(Fig. 14) und so die Kurve durch zwei Trapeze ersetzt. Man kann 

auch benutzen, daB in Fig. 15 a: . aA + a: tT + a; bB gleich dem 

Inhalt des krummlinigen Trapezes ist.278) 

B 

a t 
Fig. 14. 

9) Bei Approximation durch eine Parabel dritter Ordnung halbiert 
man die Strecke, welche die Tangenten im Endpunkte auf der Ordi­
nate in der Mitte ausschneiden, und verrahrt weiter wie oben, indem 
man diesenPunkt fur den Schnittpunkt derTangenten setzt.278) (Fig.16.) 

10) Nehls 281) gibt noch zwei andere 
Konstruktionen, die bestimmt sind durch die 
beiden ersten Glieder der Euler-Mac Laurin­
schen Forme~ wie sie in (132) und (133) 
gegeben iat. 

11) Einen Satz, der zu noch genauerer 
Konstruktion der mittleren Ordinate dienen 
kann, gibt Baur 294), allerdings etwas an­
ders, an. Hat man die Tangente in den 
Endpunkten des Bogens und bezeichnet a F' 19. 16. 
auf der Ordinate in del' Mitte gemessen 
den .Abstand zwischen dem Halbierungspunkt ihrer Schnittpunkte mit 
dieser Ordinate und dem der Sehne mit H und ferner auf derselben 

293) Lambert, Beitrage zum Gebrauch der Mathematik und der Anwendungen 
III, Berlin 1772, p. 56-65. 

294) Baur, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 355; vgl. dazu Vahlen, Kon­
struktionen und Approximationen, Leipzig 1911, p. 193. 
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Ordinate gemessen den Abstand Sehne-Bogen mit h, so ist der Inhalt 
des von Sehne und Bogen begrenzten FHichenstiickes bis auf Glieder 
sechster Ordnung 
(178) F= 8h~H. t::.x. 

Ahnlich findet Goldziher 295) fiir die mittlere Abszisse elUes Parabel­
bogens vierter oder funfter Ordnung 

l:J.x (Y2'- Y/) l:J.2X + 8 (Yo + Y2 - 2Yl) 

d=15 () 2 Y2 - Yo 
(179) 

wo d von der Mitte aus gerechnet ist. 
Eine graphische Fehlerabschiitzung fur eine Reihe der in diesem 

und im vorigen Paragraphen gegebenen Methoden gibt Mansion 296). 

Aus Figur 4 folgt unmittelbar, daB das FHichenstiick zwischen einer 
nach del' x-Achse konkaven Kurve und dieser Achse ein Mittel ist 
zwischen dem Sehnenpolygon fiir gleiche Sehnenprojektionen und dem­
selben nach Substitution der zweiten und vorletzten Ordinate fur die 
erste und letzte. Also HiBt sich der Fehler mittels der beiden End­
dreiecke oder des Recbtecks ABOD absehiitzen. Mansion findet 
folgende obere Fehlergrenzen fiir die Formeln von Poncelet < -~- hd, 
Parmentier <lhd, Dupain <~hd, Trapezformel <hd, Simpson < 1,-hd, 
Catlalan < thd, Mansion < thd. Ahnliche Methoden der Fehlerab­
schatzung sollen sich nach lJIlerrifields 22) Angaben bei Woolhouse und 
Leclert finden. 297) 

c) Einzeichnung der lntegralkurve. Will man die Integralkurven 
als Parabelbogen zweiter Ordnung in das Tangentenpolygon ein.­
zeichnen, so kann man leicht weitere Tangenten und Beruhrungs­
pun.kte nach dem Satz konstruieren: Eine beliebige Tangente der 
Parabel teilt die Stiicke zweier festen Tangenten zwischen ihrem 
Scheitelpunkt und den Beriihrungspunkten in umgekehrtem Verhiiltnis. 
Dieses ist ferner gleich demjenigen, in dem der vom Beruhrungs­
punkt der dritten Tangente ausgehende Durchmesser die Beriihrungs­
sehne der festen Tangenten teilt. 298) Die Anordnung del' Konstruktion 

295) Goldziher, Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society 30 
(1911/12), p. 49-53. 

296) 2l'Iansion, Paris C. R. 95 (1882), p. 384-86 (Mathesis I). 
297) Woolhouse, Assurance Magazine 11 (1865), p. 308; Leclert, Genie civil 

8 (1885), p. 630. 
298) Z. B. Schilling, Darstellende Geometrie, autographiertes Vorlesungsheft, 

Danzig 1910. d'Ocagne: Genie civil 9, 1886. 
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zeigt Fig. 17. - Hat die Kurve einen Wendepunkt, so approximiert 

man durch eine Parabel dritter Ordnung, wo OD = AgT ist, wenn 

BD = D T ist (Fig. 18). Fur die Kon- jf~-----"IV 
struktion der Kriimmungsradien der Inte­
gralkurven gibt Nehls 281) eine etwas um­
standliche Konstruktion. Eine einfachere 

lJ 

Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19. 

Konstruktion, die zugleich den Kriimmungsmittelpunkt giht, findet 
sich bei d'Ocagne. 299) Der Krummungsradius ist nlimlich 

3 3 3 

(180) R = (1 + 15'')"2= (1 + z'~"'I l = (1 + Z'~)2 Y 
15" y' 15' y' 

R.tg-lt= y 
cos~O sin 0' 

wo () der Neigungswinkel der Integralkurve, {t der der gegebenen 
Kurve ist. Die Konstruktion zeigt Fig. 19. 

d) Erweiterungen und Erganzungen.300) 

a) Beziehung der Kurven auf beliebige Linien. Will man die 
Integralkurven auf andere Achsen beziehen, so macht eine Parallel­
verschiebung nichts aus; eine Drehung fordert eine gleiche Drehung 
des Richtlinienbuschels. 

1st die Ausgangskurve auf eine Kurve bezogen, d. h. sind ihre 
Ordinaten nicht von der X-Achse, sondern von einer beliebig ge­
gebenen Kurve aus abgetragen, so ist die Richtung der integrierenden 
Tangenten so zu bestimmen, daB man die Punkte der Ausgangskurve 
auf die Y-Achse, die der Bezugskurve auf eine ParalleIe zur Y-Achse 
im Abstande l iibertragt. Die Verbindungsgeraden entsprechender 
Punkte der Y-Achse und der Parallelen geben die Tangentenrichtungen 

299) d'Ocagne, Nouv. Ann. de Math. (3) 7 (1888), p. 438-42. Deutsch als 
Anhang II zu Abdank, Die Integraphen. 

300) Massau 278), Buch I, Kap. VI. 
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del' Integralkurve. Die Quadratur durch mittlere Ordinaten ist un­
mittel bar einleuchtend, die durch mittlere Abszissen zeigt Fig. 20. 

Fig. 20. 

Soil die Integralkurve auf eine Kurve bezogen werden, so ver­
schiebt sich del' Pol wieder auf einer Parallelen zur Y-Achse im Ab­
stande A, und zwar bestimmt er sich durch die Parallele durch 0 zur 
Tangente in dem betreft'enden Punkte del' Bezugskurve. 

{J) lnderung der Integrationsbasis. 300) Die Integrationsbasis ist 

A = a b ; werden beide Kurven mit demselben MaBstab b = c gemessen, 
c 

so ist A = a. 1st it = ..c:., so wird die Integralkurve n-fach uberhoht. n 
II. findet man durch Rechnung odeI' Konstruktion del' vierten Pro­
portionalen. Fur die praktische Durchfiihrung zeichnet man die Inte­
gralkurve zunachst pro beweise so ein, daB sie den zur Verfugung 
stehenden Raum ungefahr ausfiillt. Danach bestimmt sich angenahert c. 
Fur die wil'kliche Durchfiihrung wahlt man fiir c eine ganze Zahl in 
del' N1the des so bestimmten Wertes. Multiplikation des Integrals 
mit einer Konstanten k macht sich in entgegengesetzter Anderung 

des MaBstabes c' = ~ odeI' del' Basis geltend. Hat man ein Integral 

If' fl' f2 dx zu bilden und liegt flf2 ... gezeichnet VOl', so empfiehlt 
es sich bisweilen, eine del' Kurven mit variableI' Basis zu integrieren, 
die sich mit Hilfe del' andel'll Kurven bestimmt.301) d'Ocagne zeigt 

das im einzelnen an Iyy1 dx 302) und Nehls503) an J::dX, wenn cp(x) 
und 1jJ(x) gezeichnet vorliegen. 

301) Massau 254), Buch V, Kap. I, § 3. 
302) d'Ocagne, Calcul graphique et Nomographie 37, Paris 1908. 
303) Nehls 267) zeigt, daB mit Hilfe seiner Methoden nur eine Ubereinstim-
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r) Transformationen. Was die Transformation des Richtlinien­

biischels SOO) betrifft, so sind von der allg. durch y = :: t ~ bestimmten 

projektiven Transformation zwei von Bedeutung. Erstens die, durch 
welche der Pol von (- A, 0) nach (al, b) verschoben wird; aus 

y = jf(x)dx entsteht dann 

1 r 1 b Y = - a J (f(x) - b)dx + b = - a:Y + aX + b. 

b ab 
Die Affinitatsachse dieser Transformation ist y = 1 + a X + 1 + a 

Sie ist parallel der Richtung der Polverschiebung. Entsprechende 
Sehnen, Tangenten usw. der beiden Kurven schneiden sich also auf dieser 
Geraden. Zweitens ist die Transformation wichtig, die bestimmt ist 

durch fj =~. Man braucht dann nur durch die Orthogonalstrahlen 
y 

des RichtlinienbUschels zu integrieren. Die mittleren Ordinaten und 
Abszissen lassen sich dabei nicht, wie es gelegentlich versucht ist,EBS) 
durch eine einfache Konstruktion iibertragen. 

d') Benutzung einer ungleichmiifJigen Skala auf der Abszissenachse. 
Hat man das Integral 

j((x)q/(x)dx 

zu hilden, so iet es oft vorteilhaft, (x) durch Parallelverschiebung 
der Ordinaten als Funktion von !p(x) zu zeichnen und dann 

!rex) d(!p(x») 

zu bilden. 304) Angewandt wird dies z. B. von Runge S05) zur Bestimmung 
+n +n 

der Integrale jf(x) cos (ax) dx und jf(x) sin axdx, die in dem Koeffi-
-n -n 

mung bis zum zweiten Gliede der Taylm'schen Reihe zu erreichen ist, so daB 
Integrationsmethoden, die dieses auch geben, hier ausreichen. 

304) Ygl. z. B. Massau 278), Buch IV, Kap. I, § 2 auch Collignon: Methode 
geometrique d'evaluation de certaines integrales doubles 1874. Zahlreiche andere 
Methoden sind zur angenaherten Berechnung derartiger Integrale ausgebildet 
worden, die insbesondere zur Berechnung der Fourierkoeffizienten dienen (vgl. 
II A 9 a, II A 2 Nr 60). Von neueren Arbeiten seien hier erwahnt Pichelmayer und 
Schutka, Elektrotechnische Zeitschrift 1913, p. 129 if.; Meurer, Elektrotechnische 
Zeitschrift 1913, p. 121 if.; v. Sanden, Archiv fUr Elektrotechnik 1 (1913), p. 42-46; 
2 (1914), p.393-94; Slaby, Archiv fur Elektrotechnik 2 (1914), p. 19-21 und 
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 58 (1914), p. 1348-49. 

305) Runge, Yorlesungen fiber graphische Methoden. Ausarbeitung im math. 
Lesezimmer in Gottingen und 289). 
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zienten der Fourierschen Reihen auftreten. 1st 

q;(x) = (x) + {(- x), ",,(x) = ((x) - {(- x), 
so gilt fiir gerade (l 

2 

a{J = + /%j[q;(x) + q;(x -- x)] d(sin px), 
o 

1t 

2" 

b{J = - /%j[¢(x) - ¢(x - x)]d(cospx) 
o 

und fur ungerade (l 
1t 

2" 

a{J = + /%j[q;(x) - q;(x - x)] d(sin px), 
o 

1t 

2" 

b{J = - /%j[¢(x) + ",,(x - x)]d(cospx). 
o 

Man zeichnet die Kurven {(x) auf durchsichtiges Millimcterpapier und 
bildet durch Zusammenfalten obige Werte. Durch entsprechende 
Parallelverschiebung der Ordinaten ubertragt man diese Kurven auf 
die ungleichma.Bige Abszissenskala sin {lx bzw. cos (tx. Man konnte 
auch die Kurven mit aquidistanten Ordinaten auf einen Zylinder vom 

Umfang 2~" aufwickeln und dann einfach parallel projizieren und 

findet durch einfache Integration dieser zwischen - 1 und + 1 hin­
und herlaufenden Kurven obige Integrale.306) 

Hat die zu integrierende Kurve in x = a eine Unendlichkeits-
m-1 

stelle 307) derari, daB (x - aym {(x - a) endlich bleibt, BO tragt man 
1 

die Kurven wm-1(wm) zur Abszisse w = (x - a);; auf; dann ist 

(181) F(x) = jr(x)dx = mJrcwm)wm-1dw = F(wm). 

Die auf eine ungleichma.Bige Skala fUr x bezogene Integralkurve la.Bt 
sich leicht auf eine gleichmii.Bige Skala ubertragen. Bei diesen Me­
tho den lii.Bt sich gelegentlich eine von Nehls 308) gegebene Konstruktion 

306) Perry, The Electrician 35 (1896), p. 285/86. Phil. Mag. (6) 40 (1895), 
p. 506-11; Nature 62 (1895), p. 654. 

307) Willers, fiber die SteighOhe von Drachen, Zeitschr. Math. Phys. 57 (1909), 
p.158-73. 

308) Nehls, Uber den A'I1Islerschen Polarplanimeter und iiber graphisch-
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verwenden, aus einzelnen Kurven h' f2 . .• die Knrven 

graphisch zu finden. 
E) Integrationskonstanten. 278) Bei einfacher Integration kann man 

der Konstanten durch Parallelverschiebung der Achsen jeden beliebigen 
Wert geben. Bei n-fachen Integralen hat man die Integralkurve auf 
irgendeine Parabel (n - 1). Ordnung zu beziehen. V orgegebene Inte­
grationskonstanten geben n Bedingungen fur diese Parabel und be­
stimmen sie dadurch. Wie derartige Parabeln graphisch zu kon­
struieren sind, zeigt JYIassau in dem oft zitierten Bucb und noch 
allgemeiner im Anhang dazu. 309) 

t) Die oben auseinander gesetzten Methoden hat Wasteels 310) auf 
Polarkoordinaten ubertragen, wobei sowohl r wie qJ unabhiingige Va­
riable sein kann. Er gibt Methoden an, die mittere Anomalie und 
den mittleren Fahrstrahl zu finden. Diese Methoden konnen nach 
Merrifield 2') bei der Inhaltsberechnung von Spantenrissen usw. ge­
legentlich von Nutzen sein. Planimeter fur in Polarkoordinaten ge­
zeichnete Kurven wurden ubrigens von Price 311), Pascal 417) und Guar­
ducci 312) angegeben. 

'Yj) Obige Methoden sind nur fur reelle Variable anwendbar. Fur 
die Funktion einer komplexen Variablen z = x + iy, die durch zwei 
Scharen von Kurven u und v dargestellt ist, erhiilt man das Integral 

'n 

Z = X + i Y = jt{z) . dz durch Zerlegen in den reellen und ima­
o 

ginaren Tei131S) 

Xn, ~n Xn !In 

X jUy=o(X)dX - J~x=xn(Y)dY, Y .!vy=o(X)dX + j~x=xn(y)dY, 
o 0 0 0 

Unter Umstiinden kann es allerdings vorteilhafter sein, Polarkoordinaten 

mechanisches Integrieren im allgemeinen: Erganzter Separatabdruck aus dem 
Zivilingenieur XX, Leipzig 1874. 

309) Massau 218), Buch II, Kap. 4 und Appendice au memoire Bur l'integration 
graphique et ses applications (Note I), Paris 1890. 

310) Wasteels, Handelingen von het elfde vlaamsck Natuur en Geneeskundig 
Congres (1908), p. 56-68. 

311) Price, The electrician 36 (1895/6), p. 73/74. 
312) G1!arducci, Memorie della R. Accademia delle science dell' istituto 

di Bologna (6) 8 (1911), p. 297-300. 
313) D. Killam, Uber graphische Integration von Funktionen einer komplexen 

Variablen mit speziellen Anwendungen, Dissertation G6ttingen 1912 
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z 

zu benutzen. In jedem Faile erhiilt man die Funktion Z frce) ds 
o 

dargestellt durch zwei Kurvenscharen X und Y. 
e) Einige Anwendungen der graphischen Quadratur.S14) 

(X) Momente ebener Fliichen. N ach Oollignon 315) wird das Moment 
n ter Ordnung 

in bezug auf eine Parallele zur Y-Achse so bestimmt, daB man die 
Segnersche Transformation316) nmal anwendet und dann eine einfache 
Integration ausfiihrt. Der Nachteil dabei ist, daB man die Operation 
fur jede Bezugsgerade von neuem durchfiihren muB317). 

Massau 318 ) benutzt die Tatsache, daB sich das Moment n ter Ord­
Dung bezogen auf die Endordinate 

'" 
[k,,= Jex - ;)ny(;)d; 

o 

durch die Ordinate Yn+l des Integrals (n + l)ter Ordnung ausdriickt 

ILn + p Yn+1 = n! n' 

wo P" eine Parabel n ter Ordnung ist, die im Anfangspunkt mit del' 
(n + l)ten Integralkurve, eine nfache Beriihrung hat. Hat man das 
Moment nter Ordnung in bezug auf die Endordinate einer von zwei 
Kurven eingeschlossellen Flache zu nehmen, so ist dies durch das auf 
der Endordinate von den beiden Integralkurven (n + 1 )ter Ordnung 
abgeschnittene Stuck bestimmt, falls die Integralkurven gleicher Ord­
nung von demselben Punkt ausgehen und denselben Pol haben. DaB 
Moment bezogen auf irgendeine Parallele zur Y-Achse bestimmt sich 
mittels des Abschnittes, den zwei Parabeln n ter Ordnung liefern, die 
mit den Integralkurven (n + qer Ordnung eine nfache Beriihrung 
1m Endpunkte haben. 

314) S. a. v. Sanden, Praktische Analysis, Leipzig 1914, p. 98-102. 
315) Collignon, Complements du COUlS d'analyse, Paris 1879. 
316) Segner, Acad. Petrop. Novi Comment 7, pro 1758/59, p. 211. 
317) Eine ahnliche Methode gibt Nehls vgl. 281) und Nehls, Uber graphisch­

mechanisches Integrieren. Zivilingenieur 21 (1875) p. 185ft'., 199ft'., 261 ft'. 
318) Massau 278), Buch II, Kap. V, § 1 u. 2 und Appendice, Note III, wo 

besonders der Zusammenhang mit dam Restglied der Taylorschen Reihe be­
handelt wird. 
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Insbesondere findet man die Abszisse des Schwerpunktes (Statisches 
Moment = Moment erster Ordnung = Null) durch den Schnitt der 
Tangenten im Endpunkt der Integralkurve zweiter Ordnung (Fig. 21), 
eine Tats ache, die von Froude 319) dazu benutzt 
wird, einen die Integralkurven anniihernden 
Tangentenzug zu konstruieren, wenn fiir die A ... I--_==--"'~---jBl 
Integration die Trapezregel verwandt wird.s20) 

Zahlreiche spezielle Ausfiihrungen dazu finden 
sich bei Massau S18), Nehls 321), ShepparaS22), A11-.::::::....-..,,+----I 
Ruaolf276). Aus der Integralkurve dritter Ord- c : 
nung lii.Bt sich leicht das Triigheitsmoment 
bestimmen.825) 

Um die Bogenliinge einer Kurve festzu­
stellen, gibt Nehls 321) zwei Methoden, deren 
eine den Di:lferenzenquotienten benutzt, wahrend 
die andere die Konstruktion des Di:lferential­

D 
Fig. 21. 

quotienten fordert. Ferner finden sich dort zwel Methoden zur Inte­
gration der GIeichung 

(182) dy 
ds = 1/J(X), 

die auf den heiden vorigen beruhen. Eine andere Methode zur Be­
stimmung von BogenIange und Moment einer Kurve beziiglich der 
X -Achse giht Collignon. 315) Bei rechtwinkligen Koordinaten und 
a = b ist (Fig. 22) 

(183) s fC!:8 = ~fMM'ax = Zl' 

wo mit der Konstanten M K = k die Kurve A' B' konstruiert ist. 
Das Moment ist 

(184) u JYas = f M N ax =JMM" ax = Z2. 

Man hat also die beiden Fliichen ABB' A' und ABB" A" zu inte­
grieren. Die Abszisse des Schwerpunktes des Bogens AB ist dieselbe 
wie die der Fliiche AA' B' B, seine Ordinate Y = ~ = Zs k. d'Ocagne S2S) 

S Zl 

319) Froude, Trans. Nav. Arch. 16 (1876). 
320) Johow, Hilfsbuch fUr den Schilfsbau, Berlin 1902, p. 329-331; Pollard­

Dudebout, Theorie du navire I, Paris 1890, p.67-60. 
321) Nehls, Zivilingenieur 20 (1874), p. 71-124, 295-300; 21 (1875), p.131 

-148, 199-222, 261-272; Zeitschrift fiir Bauwesen 29 (1879), p. 259-282; 39 
(1889), p. 244-310. 

322) Sheppard, The mathematical Gazette 4 (1908), p. 325/26. 
323) d'Ocagne, Nouv. Ann. (4) 5 (1905), p. 43-45. 

Encyklop. d. math. Wi. Bensch. II 3. 9 
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gibt eine Konstruktion fiir dIe Tangenten der KurvenA'B' und A" ]3", 
falls die Krummungsmittelpunkte von AB bekannt sind (s. Fig. 22). 

_------..B 

A 

Noch eine ganze Reihe anderer Regeln 
fiir die Rektifikation sind gegeben wor­
den; so hat Tschebyscheff eine Methode 
zur Rektifikation von Raumkurven auf­
gestellt 324); fiir ehene Kurven finden 
sich weitere Me tho den bei Lambert825), 

Euler 326), ResaZS27), PelletS28) u. a. Um­
gekehrt wie d' Ocagne driickt Grunert329) 

unter Benutzung eines Satzes von Heu­
raet 3SO) den Inhalt eines Flachenstiickes 
durch eine Bogenliinge aus. 

fJ) Eine wichtige Anwendung findet 
die graphische Integration in der Lehre 
'Von der Zusammensetzung der Kriifte und 

vom Gleichgewicht elastischer Korper. Beirn kontinuierlich belasteten 
geraden Balken Z. B. ist das Integral erster Ordnung die Scherkraft­
linie, das zweiter Ordnung die Momentenlinie, das dritter Ordnung 
gibt die Neigungen des Balkens, das viertel' Ordnung bei sehr kleiner 
Ausbiegung die elastische Linie. Die Lagerungsbedingungen bestimmen 
nur die Bezugslinie. Bei Einzelkraften hat man entsprechende Un­
stetigkeiten del' Ordinaten der Scherkraftlinie einzufiigen. 

---------'B]' 
Fig. 22. 

Ausfuhrliche Darstellungen der graphischen Statik unter Ve1'­
wendung der Siitze liber die graphische Integration geben Massau 278), 

Nehls S21), Baldermann 331), vgl. auch Ottlmann 332). 

324) Grave, Bull. de st Petersbourg 3 (1895), p. 131-34. 
325) Lambert, Beitrage zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen­

dungen 2, Berlin 1770, Bogen gleich Summe der Tangentenabschnitte plus del' 
doppelten Sehne durch 4; vgl. auch Vahlen, Konstruktionen und A pproximationen, 
Leipzig 1911, p. 211. 

326) Euler, De reductione linearum curvarum ad arcus circulares Comm. 
Nov. Act. Petrop. II. 

327) Resal, Paris C. R. 94 (1882), p. 1375-77; 80 (1875), p. 1185-89. Me-
moires de la Societe matbematique de France 1874. 

328) Pellet, Paris C. R. 110 (1890), p. 778. 
329) Grunert, Arch. Math. Phys. 26 (1856), p. 48-57. 
330) Heuraet, Epistola de transmutationes curvarum linearum in rectaB, ab­

gedruckt in "Renati Descartes" Geometria, Frankfurt aiM. 1695, p. 517. Nach 
Cantors Angabe (Gesch. d. Math. II, p. 920-21) ist Hewraet der erste, der die 
Bogenlange durch eine FHiche ausdriickt (Brief v. 13. I. 1659), ahnlich verfahren 
auch Neil bei der Parabel und Fermat in De linearum curvarum lineis rectis 
comparatione 1660. 
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Andere Anwendungen sind zahIreich, so insbesondere in der Schiff­
bautechnik SSS), konnen hier aber nicht erwahnt werden. 334) 

13. Kubatur. Das V olumen eines Korpers kann man durch eine 
zweifache Quadratur erhalten. Bezeichnet z. B. Q(x) den Querschnitt 
senkrecht zur x-Achse an der Stelle :c, den man fiir jedes x durch 
Quadratur ermitteln kann, ~o ist das Volumen durch die Quadratur 
der Kurve zu erhalten, deren Ordinate gleich Q(x) ist. 

a) Kubatur durch einfache Quadratur. Auf Formeln der angenaher­
ten Quadratur ist daber eine Reihe von Formeln zuriickzufiihren 355), 
die den Inhalt zweier durch paraIIeIe ebene FIachen begrenzten Karper 
durch den Inhalt dieser oder durch den Inhalt zu ihnen paralleler 
Schnitte ausdriicken, wie sie zum Teil zusammengestellt sind bei Vega S36), 
Matzka S37), Kinkelin 158), Fontine388), d'Ocagne S39), Finsterbusch S4O) u. a. 
Die der Simpsonschen Regel entsprechende Formel (regIe des trois 
niveaux) wird gelegentlich auf Mascheroni S41) zuriickgefiihrt, findet sich 
aber schon bei Cavalieri 16). Sie wird je nach der Korperform, auf die 
man sie anwendet, als Lambertsche 342) FaBre gel MSa) oder Prismoidal-

331) Baldermann, Fiirsters allgemeine Bau:Geitung (Wien) 46 (1881), p.24-27, 
33-41, 49-54, 97. 

332) Culm ann, Graphische Statik, 2. Aufl., Zurich 1875. 
333) Dietze, Zeitschr. d. Ver. deutsch.lngenieure 38 (1894), p. 1234-1238; 

Pollard-Dudebout, Theorie du navire I, Paris 1890, chap. lII, p. 44-60. 
334) Z. B. Massau, Note sur la resolution graphique des equations du premier 

degree, Gand 1889; Massau 278), Buch III u. IV; Massau, Caleul des cotisations 
des Boeietils de BecoUIS mutuels, Gand 1887; Abdank-Abakanowitz, Die Inte­
graphen, Kap. V, Leipzig 1889; Brauel', Anwendung der Integralkurven zur 
Volumeinteilung, Z. f. Math. u. Phys. 42 (1897); Arnold, Erdbewegung wahrend 
der ersten VorIaufer eines Bebens, Diss. Gott. 1909, und Beihage zur Geophysik, 
5 (1909); ferner eine Anzahl der schon zitierten Abhandlungen. 

335) Lampe, Arch. Math. Phy~. (3) 16 (1910), p. 270-274. 
336) Vega, Vol"lesungen liber die Mathematik, 7. Aufl. bearbeitet von 

Matzka, Wien 1835. 
337) JJt1atzka, Arch. Math. Phys. 33 (1859), p. 121-165. 
338) Fontini, Nouv. ann. (4) 8 (1908), p. 385-389; Nouv. ann. (4) 9 (1909), 

p.289-293. 
339) d'Ocagne, Nouv. ann. (4) 9 (1909), p. 50-51. 
340) Finsterbusch, Verhandlungen des dritten internationalen Mathematiker­

kongresses 1905, p. 687-706. 
341) Mascheroni, Problemi di geometria colle dimostrazioni, Milano 1800. 

Franzosisch Paris 1803. 
342) Lambert, Beitrage zum Gebranch der Mathematik und deren Anwen­

dungen I, Berlin 1765, p. 314-368. 
343&) Cantor, Vorlesungen liber Geschichte der Mathematik 4, Leipzig 1908, 

p.370-75. 
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formel, gelegentlich auch als Formel von de Chapman 343) oder Sarrus 
bezeichnet. Sie findet sich z. B. bei Atwood 21) , Brix S44), Finek M &), 
Brettschneider 34 G) , Steiner34~, Grunert M8 ), Ligowski349), Wittstein 350), 

Roueluf und Levy 351), Haielecourt S52), Trautwine 353), Francke S54), Lorn­
bardB55) u. B. Grunert 35G) gibt als Korrektion dazu 

(185) - ~(r(~) - (CO»)h. 

Mit der Aufgabe, Oberfliichen zu finden, die ein Volumen einschliefien, 
das durch obige Formel exakt dargestellt wird, beschaftigt sich Sehu­
bertS56&); sie fiihrt nach Hayashi357) auf eine Integralgleichung erster 
Art, die er fiir spezielle FaIle lost. Eine Erweiterung der Formel 
in der Form 

(186) v = ~ {~-h (CO) _ 2h - 3x((h) + _h'- fCx)} 
6 x h - x h(h - x) , 

wo h die H6he des Korpers, f(x) der Inhalt des Querschnitts in der 
Rohe x ist, geben Sehubert 357&) und Groenemann.S58) Eine andere auch 

343) Ohapman, Trait8 de la construction des Vaisseaux . ." aus dem Schwedi­
schen von Vial de Clairbois, Brest et Paris 1781, p. 3-5. 

344) Brix, Elementarlehrbuch der dynamischen Wissenschaften, Berlin 1831, 
p.130-148. 

345) Finck, Nouv. ann. 7 (1848), p. 241-46. 
346) Brettschneidm', Lehrgebaude der niederen Geometrie, Jena 1844, und 

Arch. Math. Phys. 36 (1861), p. 18-21. 
347) Steiner, Journ. f. Math. 23 (1843), p. 275-284. Abgedruckt Werke II, 

p.311-320. 
348) Gl'unert, Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 260-283. 
349) Ligowski, t'rber die Inhaltsberechnung der Korper nach einer einzigen 

Formel, Berlin 1847 und Arch. Math. Phys. 26 (1856), p. 204 -212. 
350) Wittstein, Das Prismatoid. Eine Erweiterung der elementaren Stereo-

metrie, Hannover 1860 und Arch. f. Math. u. Phys. 39 (1862), p. 1-12. 
351) Rouche und Levy, Traite d'analyse infinit8simale. 
352) Haielecourt, Revue des societes savantes 1868 und 1876. 
353) Trautwine, Civilingeneers pocket book, gibt die Formel als Entdeckung 

von Morris um 1840 an. 
354) Francke, Zeitschr. d. Arch. u. Ing.-Ver. zu Hannover 20 (1874). 
355) Lombard, N ouv. ann. 16 (1857), p. 131-35. 
356) Grunert, Arch. f. Math. u. Phys. 20 (1853), p. 301 if. und 23 (1854), 

p.207-216. 
356") Schubert, Auslese aua meiner Unterrichts- und Vorlesungspraxis III, 

Leipzig 1906, p. 160-178. 
357) Hayashi, Arch. Math. Phys. (3) 18 (1911), p. 102-104. 
357") Schubert, Auslese aua meiner U nterrichts- und Vorlesungspraxis I, 

Leipzig 1905, p. 122-136. 
358) Groenemann, Nieuw. Archief Amsterdam (2) 6 (1905), p. 365....:.367. 
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wohl als Formel von Sarrus bezeichnete, ist 

(187) 

Sie ist noch fur Funktionen 2. Grades genau und findet sich bei 
Lambert 2S), Halsted S59), Kinkelin 360) u. a. Erweitert wird diese Formel 
zu 

(188) v = 1 ~ L {[CO) + 2r(1 lh J)) 
und von Rudio 362) zu 

(189) V = ~ h { (1 + :) r(l ~ ;t) + (1 - ~) rCO)}. 
Koppe 363) gibt fur das Prismatoid eine auch schon von 1Ylascheroni 341) 

gefundene Form 

(190) V = hf(i) + p :';, 

wo P der Inhalt eines den GrundfHichen ahnlichen Vielecks ist, dessen 
Seiten gleich der Differenz der Seiten der Grundflachen sind. Bei 
Mac-Laurin S64), Ligowski 365), Desboves 366), Gabriel Marie 367) findet sich 
fUr Rotationsellipsoide bzw. Kugeln die Formel 

(191) V = hf(~) + al~s. 
Zahlreiche andere Formeln, so bei Grebe 368), ltIaleyx 369), Finsterbusch MO), 

Barbarin 861), Schubert 3b7a), Hayashi S70 ), sind nichts anderes als Quadratur­
formeln von Gau{J, Radau, Ligowski u. a.371). 

b) Allgemeine Betrachtungen. Bei del' eigentlichen Kubatur handelt 
es sich urn Berechnung eines Doppelintegrales einer Funktion von 
zwei Variabeln, d. h. um gleich den allgemeinen Fall zu nehmen, urn 
Berechnung von 

JJg; (x, y)f(x, y)dxdy, 

859) Halsted, Rational Geometry New-York 1904, p. 186. 
860) Kinkelin, .Arch. Math. Phys. 89 (1862), p. 181-186. 
361) Barbarin, Proces verbaux des sceances de Ia societe des sciences 

physiques et naturelles de Bordeaux 1907/8, p. 109-111. 
362) Rudio, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1901), p. 126-127. 
363) Koppe, Journ. f. Math. 18 (1838), p. 275-277. 
364) Mac-Laurin, Treatise of fluxions, Edinburg 1742. 
365) Ligowski, .Arch. Math. Phys. 82 (1869), p. 241-249. 
366) Desboves, Questions algebre 1873 und Nouv. ann. 1877. 
367) GabrieZ Marie, Geometrie 1875. 
368) Grebe, .Arch. Math. Phys. 39 (1862), p. 93-97. 
369) MaZeyx, Nouv. ann. (2) 19 (1880), p. 529-551. 
370) Hayashi, .Arch. Math. Phys. (3) 16 ~1910), p. 267-269. 
371) Lampe, Arch. Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 270-74. 
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wo {(x, y) sich nach Taylor entwickeln laBt, q; eine integrierbare 
Funktion sein muB und das Integrationsgebiet im allgemeinen nieht 
unendlich sein darf. Man kann hier genau wie bei der Quadratur von 
den (5) entspreehenden Gleiehungen ausgehen 

(192) ~I'-.= Alxiyr + A2x~y; + .. 
.. +Anx~y~ - fJq;(X,y)xI'-yvdXdY. 

Die A kann man fur beliebige Werte x,, y" so bestimmen, daB n Werte h 

Null werden, daB also eine Funktion pten Grades n = (p + 2)2(P + 1) 

exakt integriert wird. Wiihlt man auBerdem noch wie bei der Me­
thode von GaufJ die x" y" passend, so kann man 3n Werte h zu 
Null maehen; vorausgesetzt ist dabei, daB die Gleiehungen vertraglich 
sind, reelIe, im Integrationsgebiet und nieht auf einer Kurve pter Ord­
nung liegende Werte liefern. 

Ubertragt man die Entwieklungen des 3. Absehnittes, so erhalt 
man hier anstatt der Gleiehung (24) 

(193) JJU(x, y)xiyjq;(x, y)dxdy = 0, 

wo das Integral fiber das betrefl'ende Gebiet zu erstreeken ist. Aus­
gehend von Arbeiten von Hermite 372), Didon 373) und eignen Arbeiten SU) 

zeigt AppellS7r,), daB es Polynome gibt, ffir die 

(194) !!q;(x, y) Urn,n(x, y) U!".(x, y)dxdy = ° (m;Z p" n ~ v) 

ist. Falls man diese Polynome fur das betreil'ende Gebiet kennt, spielen 
dieselben fur die Kubatur eine iihnliche Rolle wie die Funktionen Fn(x) 
bei der Quadratur. 

e) Bestimmte Begrenzungen. Am hiiufigsten behandelt wird der 
Fall rechteekiger Begrenzung. Hier reduzieren sieh die Gleiehungen 
(192) wegen der Symmetrie, iihnlich wie das bei (7) der Fall ist. 1m 
Fall von vier symmetrisehen Punkten erhiilt man z. B., wenn q; = 1 
und die Seitenliingen des Reehteeks 2 h und 2 k sind, 

(195) Al = 1, Xl = + tV3h, YI = + tV3k 

372) Hermite, Journ. f. Math. 64 (1865), p. 294-96; Paris C. R. 60 (1865), 
p. 370-77, 432-40, 461-66, 512-18. 

373) Didon, Ann. l'Ec. norm. 5 (1868). p. 228-310 und 7 (1870), p. 89-98. 
und p. 247-268. 

374) Appell, Paris C. R. 90 (1880), p. 296-298,731-734,977-979; 91 (1880), 
p. 364--366; Arch. Math. Phys. 66 (1881), p. 238-245. 

375) Appell, Annales de Toulouse 4- (1890), (20 Seiten). 
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mit der Korrektion 

Burnside S16) betrachtet den Fall von acht symmetrischen Punkten, 
hier erhalt er 

40 9 1/7 
(196) ..4.1,11=49' ..4.3 =49' Xl=+V15h, Y1=0, x2 =0, 

112= + ~k, Xs= + -V~ h, Y3= ± -V~ k. 

Die Korrektion wird 

Max'Well S77) behandelt den speziellen Fall, daB sich ((x, y) als Funk­
tion von a + bx + cy darstellt, und gibt fur 13 Funktionswerte 
W urzeln und Koeffizienten. Er dehnt seine Betrachtung auch auf das 
dreifache Integral aus; ein von ihm behandelter Spezialfall fiihrt aber 
auf eine Losung, die auch Punkte auBerhalb des Integrationsgebietes 
enthiilt. 

Des ofteren hat man die Quadraturformeln so iibertragen, daB 

man langs jeder Parallelen zur y-Achse Xo + !L Xl - Xo auf die n Werte 
m 

Yo + v YI - Yo die betreffende Quadraturformel anwendet, die so er­n 

haltenen Werte als Ordinaten von Xo + !L Xl - Xo wiihlt und diese 
m 

wieder nach der entsprechenden Quadraturformel zusammensetzt. Doch 
ist zu beachten, daB dabei mehr Ordinaten als notig verwandt sind, 
falls man durch ein Paraboloid entsprechenden Grades anniihern 

will. Man wiirde mit n(n ,.t 1) Ordinaten fur ein Paraboloid n - 1 ter 

Ordnung ausreichen. Setzt man mit Biermann 378) die erweiterte 
Lagrangesche Interpolationsformel an 

(197) 

n 
~ (Y - Y,) (y - Y.) ... j ... (y - Yn) 

.::::.J (Yv - Yl)(Y.-Y')'· .j ... (Y. - Yn) $1'.' 
1 

376) Burnside, The Messenger of Mathematics (2) 37 (1908), p. 166-167. 
377) Maxwell, Proc. of Cambridge Phil. Soc. 3 (1877), p. 39-74. 
378) Z. B. Biermann, Vorlesungen iiber math. Naherungsmethoden, Braun­

schweig 1905. 
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so mussen n(n;- 1) Relationen zwischen den z,o bestehen. Setzt man 

ferner 379) 

G(x, y) = g(x, y) + Wj (x)q?(x, y) + w2 (y)1fJ(x, V), 
n n (198) 

Wl(x) = II (x - X,J, fiJ 2 (Y) = II (y - y,,), 
1 1 

so kann man durch passende Wahl der x und y weitere n(n + 1) 
Gro£\en im Integral der heiden Seiten zur Ubereinstimmung bringen. 
Man erhiilt so fiir die fiJ die Bedingungen 380) 

(199) ]} Wj (X)&m_l(X, y)dxdy= 0, jf fiJS(y)&m_l(X, y)dxdy = o. 
a b a b 

Man Mnnte nun z. B. die Glieder 

afJ 

If Wl (X)rjm_l (x) dxdy = ° und 
a fJ 

IIfiJ2 (y)rjm_1(y)dxdy = 0 
a b a b 

aus (199) herausgreifen. Setzt man 

X." - a = t Yf' - b 
ct - a II' (J- b = 1:", 

dm 
so sind t und 1: Wnrze]n von U(t) = dtm (tm(t-l)m). Weitere Be-

dingungen konnen an die t und 1: nicht gestellt werden, man kann 
die Wurzeln also beliebig zu Paaren verbinden. Fehlerangaben dazu 
finden sich bei Minding 381) und Biermann 380), ferner bei Lowenstern 382), 
der die Betrachtung auf n Variable ausdehnt. 

Fur ein kreisformiges Gebiet gibt Bourget 383) anschlieBend an 
AppelZS75). die Punkte und Koeffizienten fiir die vier einfachsten Fa.lle 
an. Die Funktionswerte sind da fur die Schnittpunkte der Knrven 

on (x' + y! _ l)n (r(x' + y2 _ l)n 
(200) OX" = 0, oyn = ° 
zu nehmen, urn die Glieder bis zu denen (2n _1)tor Ordnung aus del' 
Korrektion zum Verschwinden zu bringen. Diese Kurven sind ubrigens 
schon von Hermite (72), Didon S7S) und AppeU!l74) behandelt. 

379) Biermann, Monatshefte Math. Phys. 14 (1913), p. 211-225. 
380) Biermann, Monatshefte Math. Phys. 14 (1913), p. 226-242. 
381) Minding, De valore integralium duplicium quam proxime inveniendo, 

Dissertatiou Halle 1829 und Journ. f. Math. 6 (1830), p. 91-95. 
382) Liitcenstern, Memoires presentees a l' Academie imperiale des sciences 

de St. Petersbourg par divers savants 3 (1837), p. 279-289. 
383) Bourget, Paris C. R. 126 (1898), p. 634-636. 
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d) Zerlegung in Teilgebiete. Wi~ man die Genauigkeit der Qua­
draturformel durch Zerlegen des ganzen Gebietes in Teilgebiete er­
hoht, so hat man auch vorgeschlagen, bei zweifachen Integralen das 
Gebiet in gleiche Rechtecke einzuteilen und auf jedes dieselbe Ku­
baturformel anzuwenden. Wir geben hier nur die Formeln fur ein 
Rechteck mit den Ecken (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1). Hat man m· n 
Recktecke, so tritt im Korrektionsglied zu of.< +" f(x, y) der Faktor _1_. 

oxf.<oy" ml'n" 
.Abgesehen von den .Abschnittsprismen von Biermann S84) sind die 

einfachsten Formeln die von Bugajeu 385) 

( k·h 
(201) I .eoo + $01 + $10 + .ell) 4 
mit der Korrektion 

__ 1_ ('iN h3k + o2f hP) 
216 ox' oy' 

1 (OS( 14k + oSf h3k2 + 0"( 12k3 + oSf hk4) 
-3!4.ox"~ ox'oy 8xoy"~ oy' _ ... , 

die fur das Tangentenprisma 384) 

(202) II 
mit der Korrektion 

1 (0'( 3 02f 3) + 2!12 ox. h k + Oy2hk 

+ _1_(0'( h4k + iJsf h3k2 + ~h2k3 + OS( h~) + ... 
3! 8 ox· ox' ey oxoy2 ey' 

und die Formel von Mansion 386) 

(203) III ($o,~ + $~,o + $1,~ + .e~) k4h 

mit der Korrektion 
1 (0'( S o2f s) 

- 2!24 ox. h k + Oy!hk 

__ l_(OS( h4k + ~hSk2+ ~h2k3+ ~sf hk4) _ ... 
3!16 ox' ox2oy oxoy' oy· 

.Aus II und III ergibt sich eine von WOOley 387) gegebene Formel 

(204) IV = -} (2. III + II) h6k (Zo,~ + $~,o + .el,~ + z~,o + 2$ ~,~) 
mit der Korrektion 

1 o4f h5k + 1 04( h3k3 1 o4fhk5 
- 4.!5! ox' 4!24ox'oy' - 41 51 oy' .... 

384) Biermann, Monatshefte Math. Phys. 20 (1909), p. 321-326. 
385) Bugajev, Moskauer math. Sammlung 20 (1898), p.451-471. 
386) Mansion, Annales de la soc. scient. de Bruxelles 6 B (1882), p. 228-32; 

Paris C. R. 95 (1882). p. 384-386. Mathesis II (1882) Anhang p. 1-6. 
387) Mechanics' Magazine 1851, p. 262-68. 
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Zuerst findet sich die Formel (1851). Spater wird sie besonders von 
englischen Schiffsbauern verwandt, so findet sie sich bei Woolley 
selbst 388), Merri{ield S89), der sie auf die Berechnung der Momente er­
weitert 390), RusseZS91); ferner findet sie sich bei Mansion S86) u. a. Aus 
I und II folgt eine von Woolley, Mansion 386) und RimondiniS9i) ge­
gebene Formel 

(205) V = ! (2II+I) =~: (zoo + ZOl + Z10 + Zl1 + 8z~ ~) 
2' 2 

mit der Korrektion 

1 04 f h5k 1 04f hSkS 1 o4f hk5 
- 4151 ox' - 4112 ox2oy - 4151 oy' . 

Aus den letzten beiden Formeln folgert man sogleich die verall­
gemeinerte Simpson sche Formel 379) 393) 

(206) VI = + (V + 2IV) 

=~:[(ZOO+ZOl+ZlO+Z11)+4(Z ~+Z~ +Z ~+Z~ )+16Z~2.J 
0, 2 2 ' 0 1, 2 2 ' 1 2 ' 1I 

mit der Korrektion 
1 o'f 5 1 o4f 5 

- 4151 ox,h k - 4151 iJ y4 hk . 

Biermann S78) weist darauf hin, daB die hier auftretenden neun Ordi­
naten durch weniget ersetzt werden konnen, wenn man die Aufgabe so 
stellt: es ist durch ein Paraboloid anzunahern. Die Formel geht daun 
z. B. fiber in 

(207) VII=~~[12zoo-12(Z .!.+z~ ) +36z.!..!.+6(zO,1+Zl,0)]' 
°'2 2,0 2'2 

wenn man nur die in dem von einer Diagonale begrenzten Dreieck 
liegel1den Punkte benutzen will. Die Korrektion wird 

+ ~l~(~hSk2+ ~h2k3) 
318 ox2oy oxoy2 

+ 1 ( o4f 75k + 30 o'f h4k2+ 35 o4f 7Sk3 
41120 - ox4r~ ox"oy 8x2oy2 ~ 

+ 30 o'f h2k4 o4f h1 .. 5) Oxoy. - oy4 Ii; ••• 

388) Woolley, Transactions of the Institution of Naval Architects I (1860), p.17. 
389) Merrifield, Transactions of the Institutions of Naval Architects VI (1865), 

p. 40~48. 
390) Merrifield, Transaction of the Institutions of Naval Architects VIII (1867), 

p.210-12. 
391) Russel, The modern system of naval architecture, London, Chap. XIX, 

p.117-147. 
392) Rimondini, Atti della R. Accad. di Torino 40 (1905), p. 168-177. 
393) Rimondini, Atti della R. Acad. di Torino 41 (1906), p. 728-738. 
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WolleyS87) leitet seine Formel IV durch ahnliche Betrachtungen 
aus der Formel VI abo Fur die Formeln III-V gibt Mansion S94) 

ganz ahnliche Ausdrucke fur die oberen Fehlergrenzen, wie sie an 
anderer Stelle 296) von ihm fur die Quadraturformeln gegeben sind. 

Mehr noch als bei der Quadratur ist bei Anwendung der Kubatur­
formeln eine praktische Anordnung der Rechnung notig. Beispiele 
einer praktischen Anordnung sowohl fiir die Volumberechnung, wie 
fur die Berechnung des FliicheninhaItes hummer Flachen, die nach 
denselben Formelll ausgefuhrt werden kann 895), finden sich besonders 
wieder in der schiffsbautechnischen Literatur 895a). 

Merj'ifield 389) ubertragt die Betrachtungen die von der verall­
gemeinerten Simpsonschen zur Woolleyschen Formel gefiihrt haben 
auf dreifache Integrale und zeigt, daB die ursprunglich auftretenden 
27 Ordinaten sich auf 6 reduzieren lassen; und zwar ist der Wert 
des Integrales gleich der Summe der 6 Werte, die die Fllnktion in 
der Mitte der GrenzfHi.chen des Parallelepipedes von den KantenIangen 
2h, 2k und 2Z annimmt, multipliziert mit tk. h ·Z. Purkiss 396) er­
weitert diese Formeln auf n fache Integrale von Funktionen von n 
Variabeln. 

e) Graphische Methoden. Um ein Doppelintegral in einem end­
lichen Bereich graphisch auszuwerten, ka.nn man,. falls {(x, y) in ko­
tierter Projektion gegeben ist, eine ahnliche Methode anwenden, wie 
sie die Geographen zur Bestimmung der mittleren Rohe eines Gebietes 
verwenden 397). Durch Integration stellt man den InhaIt der einzelnen 
Hohenkurven fest, und zwar nimmt ma.n am besten stets dieselbe Inte­
grationsbasis. Die Endordinaten dieser Integralkurven tragt man als 
Ordinaten zu den dazu gehorenden Hohen als Abszissen auf, legt durch 
die Endpunkte eine glatte Kurve und integriert diese abermals. Die 
Endordinate dieser Integralkurve ist ein MaB fur den Wert obigen 
Integrals in dem betrachteten Gebiet. Man kann auch zunachst 

/51 = jf(x, Yl)dx, Z2 - j{(x, Y2)dx, ... 
-----

394) Mansion, Mathesis II (1882) Anhang p. 1-6; Mathesis IV (1884) An­
hang p. 15-18. 

395) Merrifield, Transactions of the Institution of Naval Architects 6 (186S), 
p. 64-72. 

39S") Z. B. Napier, Rankine, Barnes and Watts, Shipsbuilding, theoretical 
and practical p. 46. Besonders aber vgl. die verschiedenen Jahrgange der Trans . 

. of the lnst. of Nav. Arch. 
396) Purkiss, Trans. of the lnst. of Naval Architects VI (1865), p. 48-S0. 
397) Z. B. Leidner, Orometrie des Harzgebirges, Dissertation Halle 1886; 

Dittenberger, Zur Kritik der neueren Fortschritte der Orometrie, Halle 1903; 
Wagnel", Orometrie des ostfalischen Hiigellandes links der Leine, Stuttgart 1904. 
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in den zugehOrigen Grenzen integrieren, en als Ordinate zu Yn auf­
tragen und die durch die Endpunkte gelegte glatte Kurve integrieren. 
Wesentlich schneller fiihrt eine von Bjerkness 409) angegebene ahnliche 
Methode zum Ziel, doch ist dieselbe bedeutend ungenauer. Ahnlich 
schIagt Solin VOl' 279), zur Berechnung einer Flache F!, die durch das 

totale Differential de = Mdx + Ndy bestimmt ist, wo 00: = ~-:­
ist, yom Punkt x, y, z aus zunachst durch Quadratur F! -J M(x, Yo) dx 
zu bestimmen und dann in den dazu senkrechten Ebenen durch Quadratur 

del' Reihe nach z = jN(xo, y)dy, F! = jN(xl1 y)dy usw., indem man 

e .fM(x, yo)dx als Leitlinie benutzt. 

1st {(x, y) eine homogene algebraische Funktion, so gibt es Me­
tho den, aus KUl'ven, die diese Funktion bestimmen, und aus del' Grenz­
kurve des Bel'eiches durch punktweise Konstruktion neue Kurven her­
zuleiten, deren FIacheninhalt dem Integral entspricht, so daB nur eine 
Integration notig ist. Derartige Methoden sind besonders zur Kon­
struktion von Tragheitsmomenten usw. benutzt worden.s98) 

H. Differentiation. a) Die numerische Differentiation (vgl. I D 3 
(J. Bauschinger) Interpolation, Nr. 8) hesitzt ein sehr beschranktes An­
wendungsgebiet, weil man bei analytisch gegebenen Funktionen im 
allgemeinen die direkte Ausfiihrung vorziehen wird, und weil es bei 
empirisch gegebenen Funktionen nicht immer unbedenklich ist, aus 
einzelnen Punkten auf den Differentialquotienten zu schlieBen. 

Sind iiquidistante Punkte gegeben, so benutzt man die Differenzen­
methode, und zwar verwendet man auch hier meist in einer Zeile ge­
legene Differenzen. Man erhiilt so z. B. fiir den ersten und zweiten 
Differentialquotienten 

0) f' (a + ! ro) = [ a + +, 1] - 214 [ a + ! , 3] + 6:0 [ a + ! ' 5] '" 
(205) ~ 

0)2 f" (a + ! ro) = [ a + + ' 2] - 254 [ a + ! ,4] + 5275:0 [a + ~ , 6] ... 
Ableitungen diesel' und ahnlicher Formeln finden sich in den in Nr. 10 
angegebenen Abhandlungen; vgl. auch die Arbeiten von Everett 399), 
Runge400) und Sheppard.401) Die Koeffizienten findet man in den Tafeln 
von Bauschinger.204) Sind die Kurven punktweise etwa durch Ver-

398) Z. B. Lewicki, Ci vilingenieur 1879; d' Ocagne, BulL de la Soc. math. de 
France 12 (1884); Assur, Zeitschr. Math. Phys. 60 (1911), p. 1-60. 

399) Everett, Nature 60 (1899), p. 271. 
400) Runge, Nature 60 (1899), p. 366-366. 
401) Sheppard, Nature 60 (1899), p. 390-391. 
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suche bestimmt, so hat man durch sie eine glatte Kurve zu legen, 
die allerdings oft nicht durch aIle Punkte gehen wird. Rechnerisch 
kann man das dadurch ausfiihren402), daB man in einem Polynom 

P(x) = ao + a1x . .. anxn 

die a so bestimmt, daB 
"'. 

M = J rt(x) - P(x)]l!dx 

ein Minimum wird, falls ((x) die wahre Gleichung der Kurve ist. Das 
liefert n + 1 lineare Gleichungen, aus denen sich die a bestimmen 

x. 

lassen. Das konstante Glied, das die Form fxr((x) dx hat, kann 
Xl 

man durch angenaherte Quadratur berechnen. Um den Differential-
quotienten zu finden, wird man dann P(x) statt ((x) differentiieren. 
Die Differentiation wird so also auf Integrationen zuriickgefiihrt. 

Sind die Kurven durch physikalische Untersuchungen festgestellt, 
so muB man ferner bedenken, daB gewisse MeBinstrumente eine Inte­
gration vornehmen, und daB man, um die wirklichen Werie zu erhalten, 
eine Art Differentiation vornehmen muB. Allgemeine Regein lassen 
sich dariiber nicht aufstellen. Den Fall bolometrischer Messungen im 
Spektrum haben Strtttt40S) und Runge(04) behandelt. 

b) Auch die graphische Differentiation iet nicht mit derselben Ge­
nauigkeit ausfiihrbar wie die umgekehrte Aufgabe, da durch eine 
graphisch gegebene Kurve die Tangenten in den einzelnen Punkten 
nur sehr ungenau bestimmt sind.405) Man bestimmt da zur Differen­
tiation entweder den Differenzenquotienten, und zwar kann man dazu 
die Kurve um ein kleines Stiick parallel zur X-Achse verschieben 
und die Ordinatendifferenz als Ordinate der Differentialkurve nehmen, 
oder man bestimmt direkt die Tangenten406). Apparate dazu sind z. B. 
von Reusch 407), Wagener 40B), Bjerkness409), P/luger 410) u. a. angegeben. 

402) fl. Sanden, Archiv fiir Elektrotechnik 2 (1914), p. 52-57. 
403) Strutt, Philosophical Magazine 42 (1871), p. 441-444. 
404) Runge, Zeitschr. Math. Phys. 42 (1897), p. 205-213. 
405) VgI. z. B. Solin-Baldermann u. A. Interessant ist ferner eine von Casse­

baum (Diss. Gottingen 1910) angegebene Methode, die erlaubt, die Differential­
kurve graphisch zu bestimmen, wenn die Integralkurve zu einer logarithmischen 
Skala aufgetragen ist. 

406) Slaby, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure 58 (1913), p. 821 verwendet 
die erste Methode, die zweite findet sich z. B. bei Christmann-Baer, Grundziige 
der Kinematik, Berlin 1910, p. 84-86. 

407) Reusch, Carls Reperiorium fiir experimentelle Physiologie 16 (1880), 
p. 255; lYlack, Zeitschr. Math. Phys. 52 (1905), p. 435-36. 
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Am besten geht man bei del' graphischen Bestimmung der Tan­
genten nicht von bestimmten Kurvenpunkten aus, sondern nimmt ein 
passendes Richtlinienbiischel an. Benutzt man quadriertes Papier, so ist 
es praktisch, die Richtlinien die Y-Achse in Punkten del' Quadrierung 
treffen zu lassen. Parallel zu jeder diesel' Richtlinien zieht man eine 
Anzahl Sehnen del' Kurve nahe del' Stelle, wo die Kurventangente der 
betrefl'enden Richtlinie parallel Hiuft, wie das Fig. 23 zeigt. Verbindet 

Fig. 23. 

man die Mitten diesel' Sehnen durch eine glatte Kurve, so kann man 
den Punkt extrapolieren, dessen Tangente parallel zur entsprechenden 
Richtlinie ist. Auf diese Weise findet man einen Tangentenzug411). 

Ala Anhalt fiir die Differentialkurve erhiilt man eine Stufenkurve, deren 
Parallelen zur Y-Achse durch die Schnitte aufeinander folgender Tan­
genten gehen und deren Parallelen zur X-Achse durch den Snhnitt der 
entsprechenden Richtlinie mit del' Y- Achse bestimmt sind. In diese 
Stufenkurve muB die Differentialkurve eingezeichnet werden, und zwar 
so, daB die zur X-Achse parallelen Stucke del' Stufenkurve in Punkten 
geschnitten werden, die dieselbe Abszisse haben wie die Beriihrungs­
punkte del' zugehorigen Tangenten, und daB die krummlinigen Dl'ei­
ecke, die ein und derselben Parallelen zur Y-Achse anliegen, moglichst 
inhaltsgleich sind.412) Selbstverstandlich wird im allgemeinen die so 
gefundene Kurve moglichst glatt verlaufen miissen. 

408) Wagener, Auswerlen und Indizieren von Kurbelweg- und Zeitdiagrammen t 

Berlin 1906, p. 72-80. 
409) Bjerkness, Dynamische Meteorologie und Hydrographie II, Braunschweig 

1913 (deutsch von Kirchner) Kap. 9, p. 93-124. 
410) Pfliiger, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 58 (1914), p. 880-81. 
~U1) Lambert, Beitrage zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen­

dungen II, Berlin-1770, 2. Abhandlung, § 21. 
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Betrachtungen iiber die Differentiation im durch kotierte Projek­
tion dargestellten Felde eines Skalars, das durch Isogonen, oder eines 
Vektorreldes, das durch Isogonen und Vektorlinien gegeben ist, find en 
sich bei Bjerkness(09). Die Genauigkeit der dort gegebenen Methoden, 
die etwa die der Trapezregel ist, wiirde sich sehr leicht erhohen lassen. 
Da aber Bjerkness seine Methoden auf Wetterkarten anwendet, wo eine 
sehr groBe Anzahl solcher Operationen gemacht werden muB, wiirde 
eine genauere Methode zu langwierig sein, zumal auch die Daten nUl" 
sehr ungenau gegeben sind. Bjerkness zeigt auch, wie man auf zeich­
nerischem Wege die Divergenz und den curl eines solchen Feldes 
bildet. 

n. Numerische und graphische Integration gewohnlicher 
Difl"erentialgleichungen.4.1S) 

15. Bei der Integration gew5hnlicher Differentialgleichungen 
fiihren die graphischen Methoden am schnellsten zum Ziel und sind 
am iibersichtlichstenj sie mogen daher hier zuerst besprochen werden. 

a) Die Methode von E. Czuber(14) ist zunachst auflineare Gleichungen 
erster Ordnung anwendbar. Sie benutzt die Tatsache, daB bei einer 
Gleichung 
(206) y' + yP(x) + Q(x) = 0 
alie Linienelemente, die auf einer Parallelen zur Y-Achse liegen, von 
ein und demselben Punkte ausstrahlen. AIle diese Punkte liegen auf 
einer Kurve 

(207) 

Man zeichnet die zu den einzelnen Parallelen zur Y-Achse gehorenden 
Punkte und kann dann die Integralkurve, deren Anfangspunkt oder 
Anfangsrichtung gegeben ist, leicht aus Geraden oder Parabelstiicken 
zusammensetzen. Bei Annaherung durch Parabeln zweiter Ordnung 
schneiden sich dabei die Tangenten der Punkte auf den Parallelen 
auf den Mittellinien dieser Parallel en (Fig. 24). Eine andere Methode 
zur moglichst genauen Einzeichnung der Integralkurve unter Benutzung 
einer Integralkurve der Gleichung y' + P(x)y = 0 gibt Sobotka. 415) 

412) Z. B. Holzer, Zeitschrift fiir das gesamte Turbinenwesen 10 (1913), 
p.455-56. 

413) tiber Gleichungen, die durch wiederholte Quadratur zu integrieren sind, 
Boll hier nicht gesprochen werden. Naheres fiber solche Gleichungen findet sich: 
Nehls, tiber graphisch-mechanisches Integrieren, Zivilingenieur XXI, (1875) 199 if. 

414) E. Czuber, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 41-49. 
415) Sobotka, Casopis pro pestovani Mathematiky a fysiky 31, Prag 1902, 

p. 10-23, 97-105, 177-188, 265-273. 
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1st P(x) konstant, so haben die Parallelen und die Punkte ~, 'YJ immer 
gleichen Abstand, so daB es geniigt, die Kurve zu zeichnen, ohne die 
einzelnen Punkte zu markieren. Wir haben damit auch das Prinzip, 

5 

1\ I 
y'+ f1;y-x' 

'" ~ 1\ la; '\ ~ 
1\ l< ~ 

~ \ ~ 
"" ~ i'--- V I--- ~. 

~ 14 
II 11; 

~ 
1 

~ I~ 
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f i"--- f.~ lnz.. t 
~ ~ rL 1 
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Fig. 24. 

auf dem der Pascalsche Integrator aufgebaut ist. 416) Wiihlt man die 
Integralkurven ala neue ;, 'I1-Kurve, so kann man durch wiederholte 
Ausfiihrung obiger Operation gewisse lineare Differentialgleichungen 
beliebig hoher Ordnung integrieren; doch muB man dann eine jedes­
malige Umzeichnung der lntegralkurven vornehmen. Will man das 
nicht, so kann man nur bestimmte lineare Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten oder solche, deren Koeffizienten sich aIle in 
bestimmter Weise durch eine Funktion ausdriicken lassen, integrieren.417) 

416) E. Pascal, Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (5) XVIII (1909) u. 
Giorn. di Mat. di Battaglini (3) 48 (1910), p. 16 if. 

417) A. Potier, Anhang 4, zu Abdank-Abakanowitz, Die Integrapben, Leipzig 
1889. Fr. A. Willers, Zum Integrator von E. Pascal, Zeitschr. Math. Phys. 59 
(1910), p. 36ff. E. Pascal, Giorn. di Mat. di Battaglini (3) 49 (1911), p. 155 if.; 
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Ahnliche durch Umformung des sog. Stangenplanimeters, wie es 
Prytz418) , Runge4,19) , Kl&rit420) u. a. beschrieben haben, gewonnene 
Integraphen haben Petrovitch 421) und Jakob42~) angegeben.423) 

Die Methode von Czuber erweitert Sobotka 415) auf Gleichungen 
der Form 
(208) (L(x) . y - M(x»y' + P(x) . y = Q(x) 

wo L, M, P mId Q einwertige Funktione.n yon X sind. Die Rich­
tungen, die zu den Punkten einer zur Y-Achse parallelen Geraden 
gehoren, sind dann Tangenten einer Parabel, deren Brennpunkt die 
Koordinaten 

(209) 

hat. Die Konstruktion ist im 
einzelnen aus nebenstehender 
Figur 25 zu ersehen. 

Weiter ware hier noch die 
Methode von Laska 424) zu er­
wahnen, der Gleichungen der N 

Form 

r(x + y~, y) = 0 

mittels der Kurve r(~, '1]) = 0 

integriert, wo ~ = x + y :~ 
und 'I] = y ist. Da die N ormale 

Fig. 25. 

der Integralkurve also durch dd x = ~ bestimmt ist, und da ~y=D.'I] y ,,-x 
ist, kann man sie annaherungsweise aus einzelnen Geradenstiicken leicht 
zusammensetzen. 

b) In der Geophysik, besonders haufig in der Hydrographie425) und 

50 (1912), p. 265-83, 354. Rend. del Reale Accademia delle acienze di Napoli (3) 
17 (1911), p. 405-·10; (3) 18 (1912), p. 19-24; (3) 19 (1913); Rend. d. R. Acca­
demia da Lincei (5) 22 (1913), (von 31. V.). Ajello, Rend. del Reale Accademia 
delle acienze di Napoli (3) 18 (1912), p. 25-28 (vgl. auch II A 2, Nr. 56-59). 

418) Prytz, Tidaskrift for Opmaalings og Matrikulvalsem. 1895, p. 383-92. 
419) Runge, Zeitschrift fiir Vermessungswesen 24 (1895), p. 321 if. 
420) Klerit, Dinglers polytechnisches Journal 305 (1897). 
421) Petrovitch, Bull. de 130 soc. math. de France 27 (1899), p. 200-205. 
422) Jacob, 1e calcul mecanique, Paris 1911 (a. auch die Literaturangaben). 
423) Galle, Mathematische Instrumente, Leipzig 1912. 
424) Laska, Sitzungaberichte d. kgl. bOhm. Gesellachaft d. WiS8. (Math.-Nat. 

Klasse) 1 (1890), p. 222·-25. 
425) Sandstrom, Windstrome im Gullmarfjord, Svenska Hydrographisk Bio­

logiska Kommissionensskrifter, Gotenburg 1905. 
Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 10 
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del' Meteorologie wird die Methode der Kurven gleicher Neigung (lso­
klinen, lsogonen) 4.26) verwandt. Sie liiBt sich zur Integration gewohnlicher 

Differentialgleichungen erster Ordnung verwenden. 1st F(x, y, ~;) = 0 

die gegebene Gleichung, so zeichnet man die Kurven gleicher N eigung 
F(x, y, a) = O. Um die 1sogonen mit kurzen Richtungslinien in groBer 
Zahl zu versehen und dadurch die Konstruktion der Integralkurven zu 
erleichtern, hat Soderberg4.2S) einen Apparat konstruiert. Eine Abiinde­
rung desselhen fiir Karten in Kegelprojektion gibt Bjerkness an. Ein­
facher schneidet man die Isoklinen nach d'Ocagnes Vorschlag(28) mit 
del' Direktrix F(xyy), projiziert die Schnittpunkte auf die y Achse und 
verbindet die Projektionen mit einem Pol. Diese Verbindungslinien 
geben die zugehorigen Richtungen. Die Ordinate des Anfangspunktes 
kann als Integrationskonstante dienen. Gehoren zu ihr mehrere Rich­
tungen, so erhiilt man eine entsprechende Zahl von 1ntegralkurven. An 
del' Hand der Kurven gleicher Neigung lassen sich die Singularitaten 
del' Integrale von Differentialgleichungen erster Ordnung sehr gut dis­
kutieren. (27) Eine groBe Zahl von Kurvenbildern hat Sandstrom (29) 

unter Benutzung des Apparates von Soderberg gezeichnet. 
Die Illtegralkurven erhiilt man dadurch, daB man Kurven ein­

zeichnet, die auf jeder 1sokline moglichst die vorgeschriebene N eigung 
haben (Fig. 30). Solin4.27) schliigt VOl', die Ecken des umschriebenen 
Polygons moglichst in die Mitte zwischen die Schnittpunkte mit den 
Kurven gleicher Neigung zu legen. d'Ocagne (28 ) giht eine Methode, 
um die Integralkurven durch Parabelbogen zweiter Ordnung anzu­
niihern, die darauf beruht, daB die Parallelen zur Y-Achse durch die 
Beriihrungspunkte und den Schnittpunkt del' Tangenten iiquidistant 
sein miissen. Das Niihere giht Fig. 26. 

c) Sehr haufig wird auch die fiir Differentialgleichullgen zweiter 
Ordnung besonders bequeme, allerdings nicht rein graphische Methode 
der Kriimmungsradien angewandt. Die Gleichung wird dabei so um­
geformt, daB del' Kriimmungsradius del' 1ntegralkurve als Funktion 
des Ortes und del' Richtung erscheint; die Kurve wird dann Stiick 

426) Bjerknes, Dynamische Meteorologie und Hydrographie II, Braunschweig 
1913, Kap. VII, p. 59-64. 

427) Massau I, Buch V, Kap. III u. IV. Angewandt auf den Fall, wo die 
Gleichung der Isoklinen x 8 y s = x - Y ist. Solin, nber graphische Integration, 

Prag 1872. Angewandt auf die Gleichung :; = x, + y'. Nehls 257). 

428) d'Ocagne, Calcul graphique et Nomographie Paris 1908, Nr. 41-43. 
429) Sandstrom, Annalen der Hydrographie und der maritimen Meteorologie 

1909, p. 242-254. 
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fiir Stiick aus Kreisbogen zusammengesetzt.480) Die Methode benutzen 
z. B. Thomson fur die Kapillaritatsgleichung41H) und fur gewisse FaIle 
des Drei-Korperproblems 432), Wiechert483) zur Bestimmung des Weges 
der Erdbebenwellen aus der Laufzeitkurve, Lanchester43i) zur Bestim" 

p~----------~------------------~ X x 
Fig. 26. Fig. 27. 

mung der Bahnkurve eines Aeroplans usw. Man vermag, wenn man 
bei einiger Ubung fiir die Kriimmungsradien passende Mittelwerte wiihlt, 
eine in den meisten Fallen ausreichende Genauigkeit zu erzielen. Wegen 
der Schnelligkeit der Ausfiihrung ist die Methode sehr brauchbar, be­
sonders in der von Boys485) angegebenen Form fiir die Kapillaritats­
gleichung. Hier handelt es sich namlich, wenn P die Punkte der 
Kurve, M die Mittelpunkte der Kriimmungskreise und N die Schnitte 
der Normalen mit der Rotationsachse sind, urn die Gleichung: 

1 1 1 1 
(210) PM = PM + P N - PN. + (j(Y2 -Yl)· 

ii 11 11 1i 

Boys stellt nun die Strecke P N durch ein Lineal dar, auf dem eIlle 

Skala fiir )N angebracht ist. Dadurch wird die Bestimmung von 

P2 M2 aus P1 N1 sehr erleichtert. Der Drehpunkt wird durch einen 
klein en Dreiful3 festgelegt, dessen einer FuB auf den betreffenden 
Punkt der Skala des Lineales, dessen heiden andere FiiBe auf das 
Papier gesetzt werden. 

430) N aeh aran:~, Lehrbuch der Ballistik 1, p. 174, 7 Ii solI diese Methode 
zur Konstruktion der Ballistischen Kurven schon von Ponce let, Leyons de IDecanique 
industrielle II, Metz 1828/29, p. 55 und Didion, Traite de balistique Paris 1848, 
1860, p. 196 angewandt worden sein. 

431) Thomson, Popular lectures and adresses I, p. 1 ff. 
432) Lord Kelvin, Brit. Ass. Rep. Edinb. 62 (1892), p. 648-52. Philosophi­

cal Magazine (5) 34 (1892), p. 443-448. 
433) Wiechert u. Zoppritz, Uber Erdbebenwellen I, § 20, Gott. Nachr. 1907. 
434) Lanchester, Aerodonetics Chap. III, London 1908, deutsch von C. u . ..4.. 

Runge, Leipzig 1911. 
435) C. V. BOYS, Phil. Mag. V, 36 (1893), p. 75. Nature 48 (1893), p. 116. 

10· 
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Vereinfacht hat MeifJner4S6) diese Methode dadurch7 daB er statt 
der Punktkoordinaten x 7 'Y Linienkoordinaten u7 P einfiihrt7 die mit 
x7 11 durch die Gleichung 

(211) x,cosu+'Y.sinu-p=O 

zusammenhangen. Man erhalt so fiir jede Funktion p(u) unendlich 
viele Gerade, die eine Kurve 0 umhiillen7 durch deren Verlauf p(u) 

y bestimmt ist. Da p'(u) der Null­
punktsabstand der Normalen im Be­
riihrungspunkte der Geraden p (u) 
mit der Kurve 0 ist, dasselbe fiir 
p" ( u) hinsichtlich p' (u) und der ent­
sprechenden Kurve 0' gilt usw'7 
so sieht man, daB der Kriimmungs­
radius der Kurve 0 

(212) (>(u) = J/'(u) + p(u) 

ist7 daB also hier der Zusammen-
Fig. 28. hang von (> mit den Ableitungen 

wesentlich einfacher ist als bei ge­
wohnlichen Punktkoordinaten. Fiir die Ausfiihrung empfiehlt es sich7 
die WinkeHinderungen immer gleich Zll nehmen7 falls nicht besondere 
Griinde eine Anderung notig erscheinen lassen. Man zeichnet zuniichst 
mit (>0 einen Bogen mit der WinkelOffnung l!>.u7 fiir den so gefundenen 
Punkt berechnet man (>1* und ersetzt den ersten Bogen durch einen 
solchen mit dem Radius (>0 ~ (>1", das wiederholt man, bis keine Ande­

rung mehr eintritt. MeifJner deutet an wie sich die Methode auf Diffe­
rentialgleichungen hoherer Ordnung iibertragen liiEt. 

d) Zur graphischen Integration spezieller Differentialgleichungen 
gibt es natiirlich noch besondere Methoden7 die auf speziellen Eigen­
schaften der betre:lfenden Integralkurven beruhen. Insbesondere lassen 
sich alie die Eigenschaften von Kurven7 die zur Konstruktion von 
Apparaten zum Zeichnen der Kurven gedient hahen, auch zur graphi­
schen Integration der zugehOrigen Differentialgleichungen verwenden.4.S7) 
Ferner sei auf die graphischen und numerischen Methoden der Balli­
stik hingewiesen.(88) 

436) Meif.Jner, Schweizer Bauzeitung 62 (1913), Nr. 15, 16. 
437) Z. B. Schimmack, Ein kinematisches Prinzip und seine Anwendung zu 

einem Katenographen, Zeitschr. Math. Phys. 52 (1905), p. 341-47; Schilling, 'Ober 
neue kinematische Modelle, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), 51 (1904) und 64 
(1906); ferner Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. XI (1902). 

438) Cranz, Lehrbuch der BaUistik 1, Leipzig 1910. 
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16. Eine Reihe mehr rechnerischer Methoden suchen in auf­
einanderfolgenden Intervallen moglichst viele GIieder der in eine Taylor­
sche Reihe entwickelten Losung darzustellen. 

a) Altere Methoden. Die altesten Versuche dieser Art, die aller­
dings den ganzen Verlauf der Kurve durch eine Reihe darstellen wollen, 
ohne sich weiter um deren Konvergenz zu kummern, suchen, wie es 
z. B. Newton4~9), Leibniz440), Kastner "1), Euler442) u. a. tun, die Losung 
in einer Potenzreihe darzustellen, deren Konstanten man durch Ein­
setzen in die Gleichung und N ullsetzen der Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen von x nacheinander bestimmt. Diese Methode ist von La­
grange44S) auf die Entwicklung der Losung in einen Kettenbruch uber­
tragen worden. Ahnlich verfahrt auch Kramp444), der vorschlagt, den 
ganzen Verlauf del' Integralkurve durch eine Reihe 

(213) y = q;(x) = A + Bx + Ox2 + Dx3 + ... + Rxm 

darzustellen und die Koeffizienten der Reihe dadurch zu bestimmen, 
daB man diesen Wert von y und die damus gebildeten Werte y', y", 
etc. in die gegebene Gleichung 

(214) F( '" Cn) - 0 x, y, y, y , ... y -

einsetztj man erhli.lt so eine Gleichung zwischen den GroBen x, A, B, 
... , R. In diese setzt man der Reiha nach fur passend gewahlte E 

statt x die Werte a, a + E, a + 2 E, etc. ain. So kann man m - n + 1 
Gleichungen zwischen den Koeffizienten A, B, C, ... erhalten, aus 
denen diese berechnet werden konnen, wenn man noch die n durch 
die Anfangswerte gegebenen Bedingungen hinzunimmt. Man erhiilt 
so eine angenaherte Losung fur die Umgebung des Punktes x = a, 
die den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen genugt. Kramp zeigt 
die Genauigkeit seiner Methode an einer Reihe von Gleichungen erster 

439) Newton, Brief an Oldenburg vom 24. X. 1676 siehe: Gerhardt, Brief­
wechsel von G. W. Leibniz mit Mathematikern, Berlin 1899. Ferner Newton, 
Principia philoBophiae naturalis Buch II, vgl. auch Poincare, Wissenschaft und 
Methode, deutsch von F. u. L. Lindemann, Leipzig 1914, p. 264. 

440) Z. B. Leibniz, Acta eruditorum 1693, abgedruckt, OBwalds Klassiker 
Nr. 162, p. 19 ff. 

441) Kastner, Anfangsgriinde der Analysis des Unendlichen (1. Auf!. 1761) 
2. Aufl.., Gottingen 1770, p. 404-27. Kastner teilt § 465 mit, daB in Briefen aus 
dem Jahre 1733 und 36 von Nilcolaus Bernoulli an Stirling und Cramer diese 
Methode angegeben werde. 

442) Euler, InstitutionuID calculi integralis Vol. 1, Teil 2, Kap. 7, § 655, Pe­
tersburg 1768 (3. Aufl.. 1824); Vol. 2, Teil 1, Kap. 7 und 8 (3. Aufl. 1827). 

443) Lagrange, Nouveaux memoires de l'Acad. roy. a Berlin 1776, p. 236-64. 
444) Kramp, Annales de mathematique de Gergonne 10 (1819/20), p. 1-33. 
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Ordnung, die sich auch in geschlossener Form integrieren lassen.445) 

Angewandt ist diese Methode sonst wohl kaum. 
Etwas andel's verf'ahren Euler446), Lacroix447) u. a., die die h6heren 

Ableitungen in einem Punkte mittels del' Gleichung durch die ev. 
als Anfangsbedingungen gegebenen niederen Ableitungen bestimmen 
und fUr die Losung eine Taylorsche Reihe ansetzen. 

b) Methode von Runge-Heun-Kutta. Die einfachste Methode, die 
wirklich in Intervalle teilt, ist die Oauchysche Differenzenmethode448), 

die die Gleichung ~~ = {(x, y) einfach durch die Differenzengleichung 

6.y = {(x, y) 6.x ersetzt (vgl. II A 4a (P. Painleve,) Gewohnliche Dif­
ferentialgleichungen; Existenz del' Losungen, Nr.3-8). Prazisiert und 
vereinfacht ist diese Methode, die urspriinglich zum Existenzbeweis 
dient, von Lipschitz 449) ; da8 man sie zur Berechnung vel' wenden kann, 
zeigt z. B. Painleve.450) Ein durchgerechnetes Beispiel findet sich bei 
d'AdMmar451); zur graphischen Konstruktion verwendete sie Froude452), 

Picciati453) u. a. Haufig findet man diese Methode in der Technik.4.M) 
Sie ist dadurch wesentlich verbessert worden, daB man eine Reihe der 
im vorigen Abschnitt besprochenen Quadraturformeln auf die Differen­
tialgleichungen iibertragen hat.455) Eine Reihe so gefundener Formeln 
geben Runge(56), Heun 451) und Kutta 458). Diese sind urspriinglich fiir 

445) Kramp, Annales de mathematique de Gergonne 10 (1819/20), p.317-41 
und 361-79. 

446) Euler, Institutionum calculi integralis Vol. 1, Petersburg 1768 (3. Auf!.. 
1824) Abschnitt II, Kap. 7, § 656-67; Vol. 2 (3. Auf!.. 1827) Kap. 12, p. 282-98. 

447) Lacroix, Integrahechnung, p. 284-96. 
448) Cauchy, Ler;ons (herausgegeben von Moigno) 1844 als Vorlesung iiber 

die Integralrechnung iibersetzt von Schnuse, Braunschweig 1876, insbesondere 
Vorlesung 25-28, p. 279-323. 

449) Lipschitz, Lehrbuch der Analysis II, Differential- und Integralrechnung, 
Bonn 1880, p. 500 ff., s. a. Picard, Trait6 d'Analyse II, Paris 1905, p. 322 ff. 

450) Painleve, Paris C. R. 128 (1899), p. 1505-8. 
451) Montessus et d'.Adhimar, Oalcul numerique, Paris 1911, p. 218-20. 
452) Froude, Transactions of the Institution of Naval Architects 16 (1875), 

p.57-70. 
453) Picciatti, II Politechnico 41 (1893), p. 493-503, 537-545. 
454) Z. B. Heller, Berechnung gewolbter Platten. Zeitschrift des Vereins 

deutscher Ingenieure 1912, p. 1988 ft. (Forschungsarbeiten 124). Berechnung von 
Radscheiben, Schweizerische Bauzeitung 1909, p. 307; Die Turbine 1909, p. 88, 
Fankhauser, Die Festigkeit von kegel- und kugelfOrmigen BOden und Deckeln. 
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 58 (1914), p.840-H, 922-28. 

455) S. a. Durand, Annals of Mathematics 12 (1898), p. 110-117. 
456) Runge, Math. Ann. 46 (1895), p. 167-78. Diese Methode ist eine Er­

weiterung der Simpsonschen Regel. 
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die numerische Auswertung gedacht459), lassen sich aber auch sehr 
gut graphisch verwenden. Besonders brauchbar ist eine der von Kutta 
aufgestellten Formeln(60). 1st y' = f(xy), so setzt man 

b..'y = (Cxy) . b..x, 
S'y = (Cx + tb..x, y + tb..'y) . !lx, 

(215) b..'''y = (Cx + tb..x, y + tb.."y) . !lx, 
b..(4)y = {(x + !lx, y + S" y)!lx, 
J1 = 4-(!ly' + !l(4)y), q = te!l" y + !l'" y), 

fly = q + tCP - q). 

Die graphische Ausfiihrung dieser Methode zeigt Fig. 29. Die graphische 
Methode ist besonders dann zu empfehlen, wenn man die Richtungen 
in jedem beliebigen Punkte zeich- Kj 

nerisch leicht erhalten kann. Hat 
man so den Punkt x + !lx, 
y +!ly konstruiert, so fahrt man 
in gleicher Weise fort.461) Allge-

meine Untersuchungen iiber Auf- P'~~~~=t====r~ 
stellung derartiger Forme]n hat • 4;"'-X ___ _ 

neuerdings Runge 462) angestellt. ~----. 
Eine groBe Mannigfaltigkeit von Fig. 29. 

457) Heun, Zeitschr. Math. Phys. 45 (1900), p. 23-38 sucht die Gau,6schen 
Formeln zU verallgemeinern. 

458) Kutta, Zeitschr. Math. Phys. 46 (1901), p. 435-52 und Dissertation, 
Miinchen 1901. 

459) V gl. auch W. F. Sheppard, A Method for Extending the Accuracy of 
certain Mathematical Tables. Proceedings of the London Mathematical Soeiety 
XXXI (1899), p. 423-48. 

460) Koch, Uber die praktische Anwendung der Runge-Kuttaschen Methode 
zur numerischen Integration von Diiferentialgleichungen. Diss. Gottingen 1909. 

461) Ein ahnlicher Gedanke findet sich in Nehls, Uber graphische Inte­
gration § 10. Dort wird die Integration von 

so vorgenommen, daB 

dy 
dx = r(x) + r:p(y) = Yl 

6.y = YI6.x + Y'l 6.2x
2 = ({(X) + r:p(y»t::..x + [f' (X) + cp' (y) (((X) + r:p(y»] 6.2x

l 

(=) [((x) + r(x + 6.x) + 2 cp(y)] t::..2X + [rex) + cp (y)] [cp (y + <Jl- r:p(y) ] 6.t 2 

gesetzt und das letzte Glied vernacblassigt wird. Ahnlich wird die Gleichung 

~~ = ((x)· r:p(y) bebandelt. 

462) Runge, Numerisches Rechnen. Autographiertes Vorlesungsheft, Gottingen 
1912/13, p. 219-248. 
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Formeln haben dieselbe Genauigkeit wie die obige; sie geben die 
Glieder der Taylorschen Reihe, vierter Ordnung einschlieBlich richtig 
wieder.463) Doch lassen sich die Formeln nicht so wahlen, daB samt­
liche Glieder fiinfter Ordnung richtig dargestellt werden. Es laBt sich 

dies nur fur einzelne erreichen z. B. fur die von ~~ freien Glieder 

fiinfter und sechster Ordnung. Die Formeln, die man so erhalt, sind 
dann von Vorteil, wenn {(x, y) sich mit y nur wenig andert. An 
einem allgemeinen groBen Gesichtspunkt fehlt es hier aber. Das 
Gesetz, nach dem sich der Fehler fortpflanzt, hat Runge aufgesteUt.464) 

Kutta 465) hat spater gezeigt, daB der Ansatz sich auch auf Systeme 
von simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung ausdehnen laBt 
und damit auch auf gewohnliche Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung, die sich stets in ein System simultaner Gleichungen erster 
Ordnung verwandeln lassen. Graphisch hat man dann die obige 
Zeichnung gleichzeitig in ebensoviel Ebenen durchzufiihren, als Glei­
chungen vorhanden sind. 

Verwandt sind diese Methoden z. B. von Boltze466) bei der Be­
rechnung der Grenzschichten an Rotationskorpern in Pliissigkeiten mit 
kleiner Reibung, von Koch 460) auf Kapillaritatskurven und auf einen 
Fall des Dreikorperproblems, von Hackett 467) auf das Problem dreier 
Punkte, die einander mit konstanter Geschwindigkeit verfolgen (Formel 
von Runge), von Hort467a) auf die Untersuchung des Bewegungsver­
laufes in Einzylindermaschinen (ebenfalls Formel von Runge) von Huber 
und Fuchs 468) zur Berechnung der Hauptspannungstrajektorien bei der 
Deformation zweier aufeinander gepreBter Kreiszylinder (eine der Heun­
schen Formeln). 

c) Methoden der Dif(erenzenrechnung. Moglichst gut in Intervalleu 
die Reihenentwicklung der Losung anzunahern, versuchen auch die auf 
den Formeln von § 10 beruhenden, vielfach in der Himmelsmechanik 
angewandten Methoden. Es kommt bei diesen vor aHem darauf an, 

468) Kutta gibt in der 458) zitierten Arbeit Absatz V genauer an, wie sich die 
Abweichungen auf die einzelnen Glieder von der fiinften Ordnung verteilen. 

Nicht die obige Formel, sondern eine Formel, die die Werte flir ~~, ~x und 

~4:: benutzt, gibt die bessere Annaherung. 

464) Runge, Gottinger Nachrichten 1905, p. 252-57. 
465) Emden, Gaskugeln, Leipzig 1907, p. 92. 
466) Boltze, Dissertation, Gottingen 1908. 
467) Hackett, John Hopkins Univ. Circ. 208 (1908) Nr. 7, p. 135-37. 
467 a) Rort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, Berlin 1914, p.135-63. 
468) Huber und Fuchs, Physikalische Zeitscbrift 15 (1914), p. 298-303. 
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den A.nfang des Schemas festzulegen. Dazu 168t man die Diffel'ential­
gleichung nach del' hochsten vorkommenden Ableitung, etwa del' nten, 

auf und berechnet mit den gegebenen Anfangswcrtcll fiir dieselbe 
einen angenaherten Wert. Diesen benutzt man zur vorlaufigen Her­
stellung eines Differenzenschemas, aus dem man nun nach den in N r. 10 
gegebenen Formeln verbesserte Werte del' abhangigen Variablen aus­
l'echnet. Diese fiihrt man in die entsprechend umgeformte Diffel'ential­
gleichung ein und findet einen neuen Wert fiir die nte Ableitung, den 
man wiederum zur Herstellung eines Differenzenschemas benutzt. Dies 
setzt man so lange fort, bis keine Anderung mehr eintritt. Beirn nachsten 
Integralwert venahrt man genau so und geht so Schritt fur Schritt 
wei tel'. Die besondere Form der Gleichung erleichter.t dabei oft die 
Rechnung wesentlich. Beispiele zu diesel' Methode finden sich in den 
in Nr. 10 angefiihrlen Lehrbiichel'll. 

17. Asymptotische Integration. Sehr brauchbar fiir die ange­
naherte Berechnung eines Integrales k6nnen unter Umstanden die 
Methoden der asymptotischen In~gration sein. Hangen in einer linearen 
Differentialgleichung die Koeffizienten der verschiedenen A.bleitungen 
auBer von der unabhangigen Variablen x noch von einem Parameter 
b ab, so besteht das Problem del' asymptotischen Integration darin, 
Funktionen von x und b zu suchen, die, wenn Ibl groB gegeniiber 
dem a wird, die gesuchten Integrale immer bessel' annahel'll. Del' ein­
fachste Fall 

y" + (b + a(x)y = 0 

nndet sich schon bei Liouville469 ) behandelt. Allgemein haben Horn 470), 

Schlesinger471), Birkhoff472) und Love473) dies en Fall behandelt, wahreud 
Blumenthal die Methode nach del' Seite del' praktischen Anwendbar­
keit ausgestaltet hat:l-74) Er betrachtet z. B. eine GIeichung 

yen) + a1y(n-l) + ... + (u,,(x) + bn)y = 0, 

integriert statt dessen yen) + b"y = 0 und schatzt den Fehler, del' von 

der Gr6Benordnung I e~x list, wo l eine Wurzel von J..n + b = ° ist, nach 

einem auf Liouville zuriickgehenden Verfahren abo Fiir gewisse Punkte, 
m denen oft gerade durch Bedingungen das gesuchte Integral fest-

469) Liouville, J. de math. 2 (1837). 
470) Hom, Ann. Math. 52 (1899), p. 271-92, 340-62. 
471) Schlesinger, Ann. Math. 63 (1907), p. 277-300. 
472) Birkhoff, Transactions of the american mathematical society 9 (1908), 

p. 219-31. 
473) Love, Amer. Journ. of math. 36 (1914), p. 151-60 (Literaturangaben). 
474) Blumenthal, Arch Math. Phys. (3) 19 (1912), p. 136 -4i. 
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gelegt ist, gilt bisweilen die gefundene Darsteilung nicht. Wie man 
sich da auf verschiedene Art helfen kann, fuhrt Blumenthal in ver­
schiedenen Arbeiten aus, in denen ar seine Methode auf asymptotische 
Darsteilung der Kugelfunktionen 474), Berechnung der Spannung in einer 
Kugelschale475) und auf das Turbulenzproblem anwendet.476) 

18. Methode der sukzessiven Approximation (vgl. II A 4a (P. 
Painleve) Gewohnliche Diffentialgleichungen; Existenz der Losungen, 
Nr. 9 u. 10). a) Graphische Methode. Ausgehend von del' Methode der 
sukzessiven Approximation, die Picard477) und Lindeloft'478) zum Beweise 
der Existenz der Losungen einer gewohnlichen Differentialgleichung 
benutzen, hat Runge479) eine Methode angegeben, bei Differentialglei­
chungen erster Ordnung auf graphischem Wege aus einer Naherungs­
kurve, die etwa nach einer del' obigen Methoden gefunden sein kann, 
durch sukzessive Verbesserung die Losung mit del' graphisch erreich­
baren Genauigkeit zu finden. 1st y die Losung der Differentialgleichung 

:~ = {(x, y), y" die "te Niiherung, e" der Fehler derselben, und gehen 

aile Naherungen durch den Punkt xo, Yo, so wird y" so bestimmt, daB 

(216) dy" ax = {(x, y,,-l) 
ist, also 

(217) 

wo D = max ((x, y) - rex, Y,,-l) in dem betrachteten Teile del' xy-Ebene 
Y-Y,,-l 

ist. Dabei ist D kleiner, hochstens gleich dem groBten Werte von ~5' 
Damit diesel' Ausdruck nicht zu groB werde, kann man bei jeder Inte­
gration das Koordinatensystem entsprechend legen.480) Die Ausfuhrung 

475) Blumenthal, Zeitschr. Math. Phys. 62 (1913-14), p. 343-58. 
476) Blumenthal, Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der kgl bayrischen 

Akademie der Wissenschaften 1918, p. 563-95. 
477) Picard, J. de math. 1890 usw. vgl. Picard, Traite d'Analyse 2. Aufi. 

Paris 1905, Kap. XI, III. 
478) Linde16ff, J. de math. (4) 10 (1894), p. 117-28. 
479) Runge, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 16 (1907), p 270-72. 
480) v. Sanden, Praktische Analysis, Leipzig 1914, p. 156; Archiv fUr Elektro­

technik 2 (1914), Heft 7, p. 288-98. 
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im einzelnen zeigt Fig. 30.481) Wenn die MaBstabe fiir x und y em­
ander gleich genommen sind, so bilden die Isoklinen 

(218) ((x, y) = Const. 

und die jeder 1sokline zugehorige Richtung die Daten, die ganz unab-

y 

p.~------------~~~\ 
Fig. 30. 

han gig davon sind, wie die Koordinatenachsen gewahlt werden. Das 
Verfahren konvergiert, wenn D(X1- xo) < 1 ist. Dann ist 

(219) I c,,! ;;; (D(x1 - XO»"-l max I cll· 

Falls zwei aufeinanderfolgende Naherungskurven nicht merklich von­
einal1der abweichen, ist die Losung mit der Genauigkeit der Zeichnung 

gefunden. 1st ~Y; = ((x, y,,) + F", so gilt als Fehlerfortpfianzungs­

gesetz 
(220) 

Auch diese Methode laBt sich auf Systeme von simultanen linearen 
Differentialgleichungen 'Und Differentialgleichungen beliebig hoher Ord-

481) Die Fig. 30 zeigt zwei aufeinanderfolgende Naherungskurven der Glei-
dy 2ax 

chung - = --- . 
dx xt+ y' 
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nung tibertragen. Raben wir z. B. die drei Gleichungen 
dx 
tit = {(x, y, $, t), 

(221) ~; = g(x, y, $, t), 

dz 
at = hex, y, $, t), 

so benutzt man die drei Ebenen xt, yt und zt, die man sich auch 
mit gemeinsamer t-Achse tibereinander gelegt denken kann. Man 
zeichnet nun von ersten Approximationen Xl (t), Yl (t) und $1 (t) aus­
gehend, in den drei Ebenen die Kurven mit den Ordinaten 

((Xl (t), Yl (t;, Zl (t), t) usw. 

integriert sie graphisch und findet die zweiten Approximationen 

xs(t), Y2(t) und Z2(t), 
mit denen man neue Kurven (, g und h zeichnet usw. Die Funktionen 
f, g, h konnen dabei in mannigfacher Weise auch graphisch z. B. 
durch Nomogramme 48l!) gegeben sein. 

b) Numerische Methoden. Auch rechnerisch wird die Methode zur 
Aufsuchung einer Funktionenreihe verwandt, die das Integral approxi­
miert, so z. B. von Davidoglou 48S) zur Berechnung des Integrales von 

~4; = rp(x) . y. Systematisch aber hat Cotton diese Methode entwickelt, 

ausgehend von einer Reihe von Arbeiten von Severini tiber die an­
genaherte Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung484), 

wie liber Systeme von solchen Gleichungen mit willkiirlichem Para­
meter 485). Er geht davon aus, daB ein ahnliches System von Gleichungen 
eine der gesuchten Losung Ox benachbarte Losung Oy gibt486), die man 
anstatt der von Picard-Lindeloff benutzten Konstanten als Ausgangs­
funktion benntzt. Wie man solche angenaherten Losungen fur be­
stimmte lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung finden kann, 
zeigt z. B. de Sparre487). Urn eine solche Losung Ox kann man ein 

482) Betreifs der Methoden der Nomographie sei verwiesen auf die beiden 
Werke: d'Ocagne, TraiM de Nomographie, Paris 1899 und d'Ocagne, Calcul 
graphique et Nomographie, Paris 1908 und die dort angegebene Literatur. 

483) Davidoglou, Paris C. R. 130 (1900), p. 692-695, 1241-1243. 
484) Severini, Rendiconti del Reale Istituto Lombardo (2) 31 (1898), p. 950 if. 

und (2) 32 (1899), p. 1427-37. 
485) Severini, Rendiconti del Reale Istituto Lombardo (2) 33 (1900), p.825 

-839. 
486) Cotton, Acta mathematics. 31 (1908), p. 107-126. 
487) de Sparre, Rend. d. R. Accad. dei Lincei (5) 7, 2 (1898), p. 111-117 

und Brux. Soc. sc. 23 B (1899), p.176-187. 
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Gebiet G konstruieren, das die exakte Integralkurve sieher enthiilt. 
Die Dimensionen h von G sind Funktionen der unabhiingigen Variablen t; 
und man findet die Dominanten 6 zu diesen Dimensionen h durch 
Integration eines Systems linearer Differentialgleiehungen 

db. at = a,1 6 1 + a'2~2 + ... + a,ni::1,. + b" 

deren Koeffizienten dominant zu denjenigen sind, die sich aus dem 
gegebenen GIeichungssystem mittels der LipschitzBchen Bedingungen 
konstruieren lassen, und wo b, dominant zum Fehler der angenaherten 
Losung des benachbarten Gleichungsystemes 

b,' = ~~-.!. - f.(t, 'UI' 'Uj, ... , Yn) 

ist, also Null wird, wenn dasselbe sich exakt losen liiBt. 488) Man kann 
bei dieser Art der Abschatzung den verschiedenen Vorzeichen der 
Koeffizienten nieht Rechnung tragen und erhalt daher ein meist zu 
groBes Gebiet. 

Wesentlich besser wird die Gebietsabschatzung, wenn man die von 
Cauchy angegebene Methode benutzt, von einem vollstandig gegebenen 
Losungssystem der homogenen Differentialgleichung zu dem der in­
homogenen iiberzugehen. 489) Sind die x. die gesuchten Losungen des 
Systems 

(222) ~~' - (A"IXl + A,,2X2 + ... + A."nx) = h,(t, Xli X2, .•• , xn ), 

wo die A.,,, 80 bestimmt sind, daB sie gleich oder nahe gleich dd f , 
X.e 

nach der Substitution der angenaherten Losung Yi sind, und ist g,(t) 
definiert durch 

(223) die' - (A"lYI + A,,2Y2 + ... + A"nYn) = g,(t), 

so gilt fur den Fehler die GIeichung 

(224) ~~'-(A,,1 h1+A,,2h2+ ... +A""h,,)=h,(t,Xll X2 ••. X,,)-g.(t) =B,(~). 
Sind ferner rp",l (t, a) ... rpy',,,(t, a) n Systeme von Losungen der homo­
genen Gleiehung, so daB rp",,,(a,a) = 1, rpk,,(a, a) = 0 ist, und sind 
die @", den rp"" die p, den B, dominant, so erhalt man eine wesent­
lich engere obere Fehlergrenze, wenn man 

t 

(225) 6"t = J[~l (a)4J.e,l (t,a) + P2( a) W",2(t,(f;) + ... + p,,(a) iP",,,(t, a)] da 

setzt. 490) 
t. 

488) Cotton, Paris C. R. 140 (1905), p. 494-496. 
489) Cotton, Paris C. R. 141 (1905), p. 177-179. 
490) Cotton, Paris C. R. 146 (1909), p. 274-276. 
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Besser491) noch wendet man sukzessive Approximation an, urn aus 
einer angenaherten Integralkurve Cy eine neue q/ zu find en, nebst 
einem engeren Gebiet Gs, das auch die exakte Integralkurve ent­
halten muS. Dazu wertet man jeden Faktor unter dem Integrale 

t 

(226) ~x(t) = f[BI (a)ffJ",l (t, rx) + ... + B" (a) ffJx,,. (t, a)] da 
to 

aus. Allerdings ist B, nicht genau bekannnt, aber leicht zu schatzen, 
wenn man roh G kennt. Setzt man B,' fur B, ein, und ist 

(227) I B,- B.' I = I h,(t,Xll X2 ·•• xn)-h,(t, Y~,Yi ... y~) I 
= $,(t) < 7:, 16.i+ 7:, sb.~ + ... + 7:, n 6./. " , 

WO 7:"" = :~: ist, so wird die Korrektion fUr die Werte y/ 
t 

(228) ~;= f[B1'(a)ffJx,1(t,a) +'" + B~(a)ffJ",nCt,a)]da, 
to 

und zur Berechnung der Grenze Gs hat man 
t 

(229) I ~x- If} 1< J'[$l (a) rIJx,1 (t,a) + .. , + $n(a) W",nCt,a)]da=6.;I(t). 
to 

So kann man forlfahren und weitere Korrektionen an dem Nahe­
rungswert anbringen. Die so gefundenen Reihen konvergieren in 
einem bestimmten Gebiet. 491) Cotton zeigt die praktische Durchfuhrung 
einer solchen Integration an der Gleichung des spharischen Pendels; 
nur der letzte Fall gibt hier eine ausreichende Genauigkeit. 492) 

Ahnlich verfiihrt Biirwald49S); er bringt die Gleichung auf die 
Form 
(230) y(n) + Ay(n-l) + ... + Ay = F(y(n-l), y(n-2) ..• y, x), 

wo die A Konstante oder Funktionen von x sind, und integriert zu­
nachst die homogene Gleichung, indem er F = 0 setzt. Diesen Losungs­
wert Yo setzt er iu Fein, erhalt so eine Funktion von X auf der 
rechten Seite. Die nicht homogene Gleichung integriert er nach der 
Lagrangeschen Methode494) der Variation der Konstallten und verfiihrt 
mit dem Losungswert YI genau wie mit Yo' Ausfiihrlich untersucht 

491) Cotton, Bulletin de la societe math. de France 36 (1908), p. 225-246. 
492) Cotton, Ann. de Grenoble 21 (1909), p. 99-115. 
493) Biirwald, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik 9 (1913), Nr. 20 

(15 S.). 
494) Lagrange, Nouv. Mem. de I'Acad. de Berlin 1783 (Ges. Abh. V. p. 492 

-514). 
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er Genauigkeit und Fehler. Derartige Methoden werden in der Physik 
z. B. gelegentlich verwandt. 495) 

Die Methode der sukzessiven Approximation wurde von Sibarini496) 
u. a. aufpartielle Differentialgleichungen von parabolisch-hyperbolischem 
Typ und von Picard497) und Lalesco498) auch auf Integralgleichungen 
iibertragen. Sicher wird sich auch anschlie.Bend an diese Untersuchungen 
eine Methode entwickeln lassen, die nicht nur die Existenz der Lo­
sungen in einem gewissen Bereich nachzuweisen gestattet, sondern 
auch erlaubt, dieselben numerisch odeI' graphisch anzunahern. 498a) 

c) Methoden der Himmelsmechanik. Die altesten, mit groBer Miihe 
und viel Scharf sinn ausgebildeten Methoden zur angenaherten Inte­
gration gewohnlicher Differentialgleichungen sind von der theoretischen 
Astronomie zur Behandlung des Storungspl'oblems entwickelt. Hier 
konnen wir nul' kurz darauf hinweisen. Ausfiihrlicheres findet sich 
im sechsten Band der Enzyklopadie. Ferner ist die Literatur fiir die 
Zeit von 1868-98 von Whittacker 499) zusammengestellt, und die Haupt­
methoden sind von Poincare500) auf ihre Konvergenz untersucht worden, 
del' sie zur Behandlung des foIgenden, das n Korperproblem enthalten­
den sog. allgemeinen Problems der Dynamik verwendet: Ein mecha­
nisches System hange von einem Parameter l" ab und sei auf die 
kanonischen Veranderlichen Xu Xi"'" Xn und Yll Y2"'" y,. bezogen. 
Die Energie F enthalte die Zeit nicht explizit und habe als Funktion 
von l", Xi' Yi folgende drei Eigenschaften. 

1) F sei an del' Stelle p, = 0 nach ganzen positiven Potenzen 
von l" entwickelbar, F = Fo + P,Fl + p,2 F2 ... , 

2) F habe in bezug auf Xli x2 •••• , xn die Periode 2%, 
3) Fo hange nicht von Xl. X2, ••• , X" abo 
Es sind die kanonischen Bewegungsgleichungen del' Mechanik zu 

behandeln 

(231) 

495) Z. B. Routh, Dynamik der Systeme starrer Korper (deutsch von Schepp) 
2, Leipzig 1898, p.258-66; Plank, Debye usw., Vortrage iiber die kinetische 
Theorie der Materie und der Elektrizitat, Leipzig 1914, p. 22. 

496) Sibarini, Lombardo Rend. del R.Istituto (2) 42 (1909), p. 375-390. 
497) Picard, Paris C. R. 139 (1904), p. 245-48. 
498) Lalesco, Journ. de math. (6) 4 (1908), p. 125-202. 
498&) Vgl. Z. B. Tj'efftz, liber die Kontraktion kreisfOrmiger Flussigkeits­

strahlen. Dissertation StraEburg 1914. 
499) Whittaker, Report of the British Association 1899, p. 121-169. 
500) Poincare, Les methodes nouvelles de 1a IDecanique celeste 1-3, Paris 

1892-1898. 
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Aile diese Methoden versuchen die exakte Losung fP,(t, fL) bis 
auf Glieder pter Ordnung durch eine Funktion fP/p)(t, p,) zu approxi­
mieren, die fur t = 0 mit fP,(t, /L) zusammenfalit, und die bis auf 
Glieder von mehr als pter Ordnung der Bewegungsgleichung geniigt; 

() (P) 
d. h. an der Stelle /L = 0 ist ~'t - Y,(fP,,(Pl, p,) nach Potenzen von 

1 1 
fL"Cn > 0) entwickelbar und durch fLP+ n teilbar. 

Von alteren Methoden, die noch heute meist benutzt werden, seien 
die von Lagrange 501) , Laplace 502), Poisson 503) usw. entwickelten er­
wahnt, die den Ansatz 

(232) fP(P) = fPo(t) + P,fPl (t) + . --+ fLRfPvCt) 

machen. Wahrend diese alteren Methoden den Nachteil haben, daB in 
ihnen die sog. Sakularglieder, d. h. Glieder, in denen t auBerhalb der 
periodischen Funktionen steht, auftreten, ist es der V orzug der neueren, 
daB diese Glieder fehlen. Die eraten wichtigeren Arbeiten in dieser 
Richtung stammen von Delaunay504) , Hill 505), Newcomb 506) u_ a. Die 
umfassendste Methode ist von Gylden angegeben, der die durch ver­
schiedene Umformungen erhaltenen Gleichungen schlieElich aueh durch 
sukzessive Approximation lost. 507) Einfacher ist die Methode von 
Lin dstedt (08), der den Ansatz macht 

(233) fP(p) = fPoCt) + fLfPp, 1 (IL,t) + p,2 fPp,2(fL,t) + ... + ~tPfPp'P(fL,t). 
Diese Reihe, die sich auf die von Lagrange zuriickfiihren laBt, ist 

im ailgemeinen anwendbar. Um die bei nahezu kommensurablen 
Umlaufen auftretenden kleinen Nenner zu vermeiden, macht Bohlin509) 

den Ansatz 

(234) fP(p) = fPoCt) + /1 !Pp,t (t,!£ 1) + ... + !£PqJp,2)t,P, 1,) 
501) Lagrange, Prix de l'Academie Royale des sciences de Paris 1766/72, 

Werke, Band 6 Z. B., p_ 227-331. 
502) Laplace, Mecanique celeste 1, Paris 1796. 
503) Poisson, Mem. de l'Acad. de Paris 13 (1835), p. 209-335. 
504) Delaunay, Theorie du mouvement de la Lune, Paris 1860/67. 
505) Hill, Am. Journ. of Math. 1 (1878). p. 5-27, 129-48, 245-51; Acta 

Math. 8 (1886), p. 1-36 uSW. 
506) Newcomb, Smithsonian contribution to Knowledge 1874. 
507) Gylden, Zahlreiehe Arbeiten, insbesondere kamen hier in Betracht: 

Acta mathematica 1, 9, 15, 17 usw. 
508) Lindstedt, Mem de l'Acad. de St. Petersbourg 31 (1882), Nr. 4. 
509) Bohlin, Bihang till K. Svenska Vet.-Akad. Handlingar 14 (1888), Nr. 5. 

Nova acta regiae societatis scientiarum Upsaliensis (3) 17, 2 (1898), Nr.2, p. 1-225. 
Astronomika Jaktagelser oeh undersokningar Stokholm 1908/12; Arch. Mat. Astr. 
oeh Fysik (8) 35 (1913) (28 Seiten). 
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wo aber wiederum bei gewissen Gliedern die Konvergenz gefahrdende 
groBe Faktoren vorkommen. 

Diese Methoden liefern meist semikonvergente Reihen. DaB man 
mit derartigen Reihen rechnen kann, hat Poincare gezeigt510); er findet, 
daB fur 0 ~ t::;;: ~(!l), wo lim 'rep,) = a ist, fur den Fehler 

(235) 
die Ungleichung 
(236) 

1'=0 

t= cp,(p"t) - cp/p)(p"t) 

gilt, wo a> 0 und lim b(p,) > 0 ist, und daB 

(237) lim cp,(t, /L) - :,(PJct, [.£) = 0 
I' 

ist. .Allgemein wird der Fehler mit !l kleiner, doch wird nicht immer 
fur unendlich wachsende p auch bei kleinem p, der Fehler Null. 
Obige Methoden lassen sich natiirlich auch auf andere Probleme wie 
die der Storungstheorie anwenden. Unter anderen hat das Horn an 
der Theorie der kleinen, aber endlichen Schwingungen von Systemen 
mit einem Freiheitsgrad allgemein auseinandergesetzt.5U) Ein ahn­
liches Verfahren hat Korleweg zur Behandlung der Lichtemission be­
nutzt519)j Behrens 51S) hat ein Problem aus der Turbinentheorie, Bwrk­
hardt5U) das Problem der Schwingungen unter EinfluB einer dem 
Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen Dampfung nach diesen 
Methoden behandelt. 

m. Graphisehe und numerische Integration partieller 
DiiferentiaIgleiehungen. 

19. Bei partiellen Differentialgleichungen mit reeller Charak­
teristik (vgl. II.A 5 (E. v. Weber) Partielle Differentialgleichungen, 
Nr. 4-3-48) ist die Methode der Integration durch aufeinanderfolgende 
Elemente nur anwendbar, wenn die .Anfangskurven analytisch sind, 
was in den Fallen, die fur die Praxis von Bedeutung sind, oft nicht 
der Fall ist. Unstetigkeiten der Anfangskurve und ihrer .Ableitungen 
pflanzen sich aber nach Monge, Ampere, Cauchy, Darboux, Lie 515) 

510) Z. B. Poincare, Acta. mathern. 8 (1886), p. 295-344. 
511) Horn, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 400-428; 48 (1903), p. 400 

-434; 49 (1903), p. 246-69. 
512) Korteweg, Amsterd. Verhandel. 5 (1897) (32 Seiten); franz. arch. neerl. (2) 

1 (1898), p. 229-60. 
513) Behrens, Zeitschr. Math. Phys. 69 (1911), p. 337-390. 
514) Burkhardt, Zeitschr. Math. Phys. 63 (1914), p. 303-11. 
516) Monge: Application de l'Analyse a la Geometrie, 6. Aufl. Paris 1850 

Encyklop. d. m .. th. WisBenBch. IT 3. 11 
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und andern langs der Charakteristiken entsprechender Ordnung fort. 
Massau 516) hat eine Methode ausgearbeitet, durch approximative Inte­
gration die Charakteristiken zu finden und so das regulare Integral 
anzunahern durch ein Polyeder, dessen Kanten Charakteristiken, dessen 
Facetten reguliire Integrale sind. Die Methode HiBt sich auf alle Glei­
chungen und Gleichungssysteme mit zwei unabhangigen Variablen be­
liebiger Ordnung mit reeller Charakteristik anwenden, nur wachst die 
Zahl der von einem Punkt ausgehenden Charakteristiken mit der Ord­
nung der Gleichung und der Zahl der abhangigen Unbekannten. 1m 
einzelnen ist folgendes zu bemerken. 

a) Die lineare Differentialgleichung 

F=Ap+Bq-C=O (p=~~, q=~;) 
hat eme Charakteristik nullter Ordnung 

(238) dx dy dz 
--.x=Jj=c, 

die Charakteristik erster Ordllung ist bestimmt 

dx dy dz dp 
(239) --.x = 13 = 0 = - 0 F 0 F 

ox +az-P 

durch 

dq 

usw. Die Anderungen der Variablen lassen sich scbrittweise langs 
der Charakteristiken bestimmen. Sind A, B und 0 nicht rationale 
Funktionen, so treten Besonderheiten auf, z. B. Gebiete mit doppelter 
Uberdeckung und solche mit imaginarer Charakteristik. 

Fur die allgemeine Gleichung erster Ordnung F(x, y, z, p, q) gibt 
es eine Charakteristik nullter Ordnung nur dann, wenn sie in line are 
Faktoren zerlegt werden kann. Die erster Ordnung bestimmt sich durch 

0) dx dy dz dp dq 
(24 aF = 'iFF = of of = - of of = - a-F of . 

op aq op P+a-qq ax +]z-p -ay +azq 
Das ist ein System gewohnlicher simultaner linearer Differential­
gleichungen, aus dem sich zu gegebenen Anfangswerten xo, Yo, .eo, Po, 
die V, z, p, q als Funktionen von x nach einer der oben gegebenen 

von Liouville besorgt (unveranderter Abdruck der von Monge besorgten 4. Auf!. 
1809). Insbesondere Anhang S. 421-473 De l'integration aux differences partielles 
du premier ordre entre trois variables. Die Literatur findet man in dem Artikel 
liber partieUe Differentialgleichungen von E. von Weber, Eucyklopadie d. math. 
Wiss. II A 5, p. 294-399. 

61G) Massau, Memoire sur l'integration graphique des equations aux derivees 
partielles. Gaud 1900, 1902, 1903. Besonders werden hier auch Ruckkehrkante. 
Enveloppe und andere Singularitaten der Charakteristiken diskutiert. 
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Methoden finden lassen. Indem man die Anfangsbedingung durch ge­
nugend kleine Kurvenstiicke ersetzt, die mit einar Unstetigkeit in der 
zweiten Ableitung ineinander ubergehen, konnen die Charakteristiken 
dabei so eng gelegt werden, daB die Integralflache durch sie genugend 
approximiert wird. Unstetigkeiten in der Tangente der Anfangskurve 
geben zwei Integralflachen, die durch einen Pseudokegel von Charak­
teristiken verbunden sind. Auch hier kann es Gebiete mit imaginaren 
Charakteristiken geben. 

b) Von den Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind die 
linearen 
(241) Rr +8s+ Tt= U 

am wichtigsten (r = ~;:, s = ix}y' t = ~~~). Sind R, 8, T, U 
Funktionen von x, y, z, p, q, so gelten fiir die Charakteristiken erster 
Ordnung die beiden Gleichungen 

(242) 
Rdy2 - Sdxdy + Tdx2 = 0, 
Rdpdy + Tdqdx = Udxdy. 

Die erste der beiden Gleichungen hat nur dann zwei reelle vonein­
ander verschiedene Wurzeln ). und /1-, wenn 8 2 - 4RT> 0 d. h. die 
Gleichung vom hyperbolischen Typ ist.517) Iu diesem Falle gibt es 
zwei Scharen von Charakteristiken; die erste ist bestimmt durch 

dp dq U ( 
(243) dy = ldx, dz = pdx + qdy; dx + fL dx = R' S =. ffJ x). 
Fur die zweite gilt 

(244) ~y = /Lox, ~z = p~x + q~y; ~~ + 1 ~; = ~, Z = ffJl(X). 

Die Funktionen ffJ (x) und ffJl (x) werden durch die naheren Bedingungen 
des Problems bestimmt. Das Integral kann man entweder mit Hilfe 
einer Schar von Charakteristiken approximieren, wobei man Streifen 
erhalt, oder man kann beide Scharen benutzen, so dati man ein Polyeder 
erhalt, dessen Kanten Charakteristiken sind. Man nimmt dann die 
Bogenstucke fur y, z, p, q so klein, daB sie angenahert als Gerade be­
trachtet werden konnen. Aus dem Punkte Al (Xii yi) Z17 Pll ql) und 
A 2(x2, Y2' Z2' P2' q2) ist dann As (xs , Ys, Z3, Ps, qs) zu bestimmen 
(Fig. 31). Dazu ersetzt Massau die Differentialgleichungen durch Diffe-

517) 1st die Gleichung parabolisch, d. h. 8' - 4 R T = 0, 80 gibt es nur eine 
Schar von Charakteristiken, auf die sich obige Methode auch anwenden liHlt 
N ur wenn die Gleichung elliptisch ist (82 - 4 R T < 0), laBt sich natiirlich die 
Methode nicht verwenden, da dann die Charakteristiken imaginar sind. Siehe 
die folgenden Abschnitte. 

11* 
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renzengleichungen und bestimmt graphisch oder rechnerisch 

:£s1/s aus 1/s - '!Il = Al (:£s - Xl)' ('!Is -'!Is) = iLs (:£s- Xs), 

Psqs " CPS-Pl) + ILl(qS-qj) = ~1 (X3-:£1)' 
1 

(245) (PS-P2) + ~(qs-q'J) = ~(X8-:£1I)' 
Ss ,,(ss - $1) = (P1 + 11 q1) (:£s - Xl) oder 

(Sa - s,) = (Pll + ILllqs)(Xs - x,). 
Man fiihrt dann die Zeichnung resp. Rechnung nochmal mit Mittel­
werten aus den so berechneten und denen im Punkte A1 resp. A, 

y aus und wiederholt das, bis keine .lnderung 
mehr eintritt. Die beiden letzten Gleichungen 

~--------"X' fiihran bis auf GroBen von hOherer als der 

A 

A, , 

Fig. 31. 

zweiten Ordnung auf denselben Wert Sa' 518) 
Ein Spezialfall ist der, daB .t und I-" von 

p und q nicht abhiingen, dann hat man eine 
Charakteristik nullter Ordnung. Sind 1 und 
iL auBerdem noch von Ii! unabhangig, wie das 
insbesondere fur konstante Koeffizienten der 
Fall ist, so ist ihre Projektion auf die xy­
Ebene unabhangig von den Anfangsbedin­
gungen. Fur einen einfachen Fall dieser Art 

hat Runge519) eine der obigen ahnliche, aber bedeutend genauere Methode 
gegeben. Es handelt sich in Polarkoordinaten um die Gleichung 

(246) 

deren Charakteristiken bestimmt sind durch 

(247) 
dO 1/-1---1 
dw = + Y Ci - WI' 

eine Gleichung, die sich durch bekannte Funktionen integrieren liiBt. 
Diese Charakteristiken werden als neue krummlinige Koordinaten ein­
gefiihrt, so daB die Gleichung die Form 

(248) 01 % - (0% + OX) aall~=+ aa afj K 

erhalt, die, falls man z. B. nur das obere Vorzeichen berucksichtigt 
und die Lange der Quadratseite mit 2h bezeichnet, bis auf Glieder 

618) Massau 618) Nr. 23. 
619) Steichen, Beitrage zur Theorie der zweidimensionalen Bewegungsvorgange 

in einem Gase, das mit t)'berschallgeschwindigkeit strOmt. Diss. GlSttingen 1909~ 
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vierter Ordnung in h ersetzt werden. kann durch 

(249) %11 + %u 1-2hKm (F' 32) 
Xii = 1 + 2hKm - Xn 1 + 2hKm 19. . 

Die Genauigkeit der Rechnung priift Runge dadurch, daB er sie fur 
ein Netz durchfiihrt, dessen Maschen statt 2h nur die Seitenlange h 
haben. Fur den einzelnen Schritt ist der .p 
begangene Febler von vierter Ordnungj fiir 2,1 

das N etz daher von der dritten Ordnung. 
Auch Massau selbst hat seine Methode in 
der weiter oben angegebenen Form fiir einen 
SpeziaIfall angewandt.520) 

Handelt es sich urn nicht-lineare Diffe­
rentialgleichungen zweiter Ordnung, so kann 
man fur solche von der Form 1,1 

2h 

2,2 

om 

2h 

1,2 cc 
Fig. 32. 

(Gleichungen von Monge und Ampere) Charakteristiken erster Ord­
nung finden, deren graphische Behandlung genau so wie bei den 
linearen Gleichungen ist. Fur allgemeine Gleichungen zweiter Ord­
nung muB man Charakteristiken zweiter Ordnung benutzen. Die 
graphische Behandlung ist auch dann noch wie oben, nur daB man 
fiir jeden Punkt elf Gleichungen anstatt der obigen sechs erhii.lt. 

c) Ein System zweier Bimultanen linearen Differentialglei-
chungen 

(251) A P + B q + 0 Pl + D ql = E , 

AlP + B1q + 0lPl + Dlql = Ell 

wo A, B, ... , E1 Funktionen von x, y, $, $1 sind, hat zwei Scharen 
von Charakteristiken nullter Ordnung auf jeder del' beiden zugehorigen 
lntegralflachen. 

(252) 
dy = A1 dx; de + al dz1 = b1dx; e = <Pl(X) , 

d'y = A!ld'X; d'e + aSd'zl = bgd'x; $ = <P2(X) , 

WO Al und All die W urzeln der Gleichung 

(253) 
sind und wo 

(254) 

Ady -Bdx .AI dy- Bldx 
Cdy - Ddx = 01 dy - DI d:& 

020) Massau, Note sur l'equa.tion des cordes vibrantes. Mons 1905, vgl. auch 
Monge 616) Anha.ng II. 
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und 

(255) 

ist. Die graphische oder rechnerische Ausfiihrung ist wie bei den 
Gleichungen zweiter Ordnung. Bei konstanten Koeffizienten lassen 
sich die Gleichungen integrieren. Die Projektionen der Charakteristiken 
werden dann parallele Gerade l:lnd die Facetten Ebenen. Massau 5'31) 

hat diese Methoden auf die variierte Bewegung flieBenden Wassers 
und auf das Problem des Erddruckes angewandt. 

20. Zur Integration der partiellen Differentialgleichungen mit 
imaginaren Charakteristiken sind eine Reihe verschiedener Methoden 
angegeben, von denen hier zunachst die Graphischen Methoden folgen 
mogen, und zwar geordnet nach del' Art, wie sie die gesuchte Losung 
approximieren. 

a) Methoden, die alle Bandbedingungen approximieren. Eine sehr 
einfache Methode der graphischen Integration partieiler Ii nearer ho­
mogener Differentialgleichungen riihrt von lYlaxwe1l 522) her. Hat man 
auf irgendeine Weise zwei voneinander unabhangige Losungen U 1 = C 

und Us = k der gegebenen Gleichung gefunden, die beliebigen ver­
schiedenen Randbedingungen geniigen, so zeichnet man die Linien­
systeme U1 = C, U2 = 7c ein, indem man c immer um dasselbe Ac, 7c um 
dasselbe I::lk wachsen lli.Bt. Zeichnet man in dieses Parallelogramm-

netz die Diagonalen ein, so haben diese die Gleichung U1 + ~~ u ll = C 
und sind somit wieder Losungen der gegebenen Differentialgleichung. 
Man sucht nun durch passende Kombination der verschiedenen Losungen 
brauchbare Randbedingungen zu erhalten. Diese Methode ist mehrfach 
von englischen Physikern angewandt auf die Gleichung Au = 0 523) 

und !::::.U + ~ ~: = 0 524), urn die Potentialstromung urn schiffs- oder 
fischahnliche Korper zu erhalten. AlB Ausgangslosungen benutzte man 
dabei besonderB 

(256) y=b d a-x a+x un y = arc tg -- + arc tg --. y y 

Ferner wird sie zur Konstruktion der Kraftlinien elektrischer und 
magnetischer Felder gelegentlich verwandt, so z. B. von Malli7c 525). 

521) Massau 516) insbesondere die Mitteilungen 2 und 3. 
522) Maxwell, On a Method of Drawing the Theoretical Forms of Faradays 

Lines of Force without Calculation. Report of the British Association 1856. 
523) Rankine, On plane water-lines in two dimensions (Phil. Transact. of 

the Roya.l Society, Vol. 154, 1864, p. 369-391 und auch Phil. Transact. 1872). 
524) Taylor, On ship-shaped stream forms. Transaction of the inst. of Naval 

.Architects 1894, p. 384-405. 
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b) Methoden, die eine Randbedingung streng erfiiUen und das Inte­
grationsnetfJ dut'ch endliche Stiiclce approximieren. Andere Methoden 
gehen davon aus, wenigstens auf einer Seite die Randbedingungen 
streng zu erfiillen, wahrend die Bedingungen an den andern Be­
grenzungen nur mit moglichster Genauigkeit approximiert werden. 
Runge 526) hat eine derartige Methode zur Integration der Gleichung 
Au = 0 angegeben, um die Fliissigkeitsstromung uber ein Wehr dar­
zustellen.527) Als gegeben wird die freie Oberflache des Wassers an­
genommen, die eine Linie u = konst. ist. Die Geschwindigkeit auf 
ihr ist dann eine Funktion der Rohe und somit durch Integration das 
Potential v auf ihr bestimmbar. Daraus HiEt sich das Stromlinienbild 
eindeutig herstellen, als Begrenzung im Innern wird eine Stromlinie 
gewahlt, die sich dem Wehr passend annahert. Mises 528) dagegen 
konstruiert die Stromung des Wassers in einer Turbine so, daB er 
eine der einen Begrenzung u = c naheliegende Stromlinie passend an­
nimmt, daun die Strom- und Potentiallinien konstruiert bis zum 
andern Rande u = c. Fallt mit diesem keine Stromlinie zusammeD, 
so korrigiert er, ebenso wie Runge, die erste angenommene Strom­
linie passend. Das wird fortgesetzt, bis das Zusammenfallen erreicht 
ist. Das Verfahren ist auch auf die nicht-wirbelfreie Bewegung, so­
wohl in ebenen, meridioDalen, wie axialsymmetrischen Schichten an­
wendbarj im letzteren Falle werden die DurchstoBpunkte der Strom­
linien mit der Meridianebene dargestellt. Selbst fur zahe Flussig­
keiten wurde sich, wenn man nachst dem Rande drei Stromlinien an­
nimmt, die Konstruktion theoretisch durchfuhren lassen, doch scheint 
die praktische Ausfuhrbarkeit sehr umstandlich zu sein. 

Diese Methoden sind, was die Konstruktion des Integrationsnetzes 
anbetriJft, dadurch charakterisiert, daB sie die durch die Gleichung vor­
geschriebene Bedingung fur endliche Stucke moglichst genau zu be­
friedigen suchen. Runge 529) betrachtet auf einer Kurve v = konst. 

525) Mallik, Lines of Force due to given Static Charges. Philosophical 
Magazine (6) 22 (1911), p. 177-90. 

1'126) Blasius, Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik. Zeitschr. 
Math. Phys. 58, 1910, S. 90-110. 

1'127) Der Vorschlag, bei Striimung iiber ein Wehr die Striimungslinien durch 
zeichnerische Methoden aufzusuchen, ist wohl zuerst von Forchheimer gemacht. 
Encyklopadie d. math. Wissenschaften IV, Art. 20, S. 414; Blasius, Zeitschr. Math. 
Phys. 1'19 (1910), p. 43-44. 

528) v. Mises, Theone der Wasserrader. Zeitschr. Math. Phys. 57 (1909), 
p.1-120. 

529) Runge, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Got­
tingen 1911, p. 431-448. 
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entsprechend den Werlen u - 6, u, u +,j die drei Punkte A, B, 0 
und auf der durch B gehenden Kurve u = konst. die weiteren Punk:te 

D und E entsprechend v - 6 und 
v +,j. Verbindet man dann A mit 
a und D mit E und halbiert diese 

A,,::::,""---++-=~Fb...===="':c~ Strecken in F und G, so geM bis 
C] auf Glieder vierter Ordnung in ,} die 

Verbindungslinie G F durch B, und 
es ist mit derselben Genauigkeit 
BF = BG. Dreht man dann den 
Vektor A C urn den Punkt B, nach 
D' E', so daS D' E' senkrecht auf 
A C steM, so raUt bis auf Glieder 
dritter Ordnung D' E' mit DE zu­
sammen. Will man auch hier eine 

Fig. 88. Genauigkeit bis zu Gliedern vierter 
Ordnung erreichen, so mu1\ man die 

den Werten u + : und u - : entsprechenden Punkte A' und a zur 
Hilfe nehmen; zieht man AO, parallel A'a und macht ACl = 2A'a, 
so ist der Vektor lEE I = t I 0 all, und diese beiden Vektoren stehen 
bis auf Glieder vierter Ordnung senkrecht aufeinander. N euerdings 
wurden diese Betrachtungen von Treffts 498&) auf die Gleichung 

01 " otu OU o Xl + 0 yl + 0 X = 0 

erweitert und zur Konstruktion des Stromungsbildes eines aus kreis­
runder Offnung flieBenden li'liissigkeitsstrahles benutzt. 

Die Methode von Mises ist weniger genau, ermoglicht jedoch die 
nicht wirbelfreie Bewegung zu behandeln und integriert daher die 
Differentialgleichung 

o ( ) au (} ) AU (257) ox f xy ax + 011 f(xy oy = O. 

Aus nebenstehender Figur 34 erkennt man fiir ebene Stromung 5SO), daB 

(258)A.ft=all:!_bb1 =[(_1) _(~) J~v=~aal(Oe_.!!...) 
ab be ((xy) ml V(xy) on,.~" ~ on (/ 
21 + ~ ab· aa1 

A 08-ist. Mises bezeichnet den Ausdruck als spezifische Form-
ab· all:! 

580) Mises, Theorie der Wasserrlider, § 5, 4. 
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differenz. Da dieser in seinem Falle der Wirbelstiirke A. proportional 
ist, so hat er ein Netz zu konstruieren, derart, daB 
langs der Stromlinien u = konst., die spezifische Form­
differenz konstant ist. Bei dieser Konstruktion geht 
er von den Stromlinien in geniigender Entfernung von 
der Turbine, die er auf beiden Seiten als bekannt 
annimmt, aus, so daB Anfangs- und Endpunkt der 
einzelnen Stromlinien festgelegt sind. 

Bei der meridionalen Stromung wird a alb als r· a Fig. 84. 
Form bezeichnet, dann ist die spezifische Formdiffe-
renz 1:, die durch r· ab . aa1 dividierte Anderung dieses Quotienten 

2 1 
(259) 't' = fj.u r' 
1st endlich bei der axialsymmetrischen Bewegung die Gleichung der 
Leitflachen 
(260) f(rz) = k, 

so gilt fiir die Stromlinien die Gleichung 

(261) o'u + o'u _ ~ 0 U = _ r (Of on _ 0 fan) + r2 F(u) = 2 r A 
or' oz' r OZ or OZ OZ or m 

wo Am die senkrecht zur Meridianebene stehende Wirbelkomponente 
ist und wo 

(262) 

(m Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Leitflachen) ist. 1st nun 
(1 der Inhalt der von den f- und u-Linien, 6' der von den f- und n­
Linien eingeschlossenen Parallelogramme, so ist die spezifische Form­
differenz 

(263) 
und 

(264) 
fj.fAu 531) 

n - r2ro = r--' 
(j 

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich die Meridiankurven der 
n-Flachen zeichnen. 

Indem Mises 5S2) eine Betrachtung von Runge 53S), die sich auf ge­
wohnliche Differentialgleichungen bezieht, iibertriigt, gewinnt er einen 
Lrberblick tiber die Konvergenz seines Verfahrens. 

531) Mises, Theorie der Wasserritder, § 14 findet sleh ein durchgefiihrtes 
Beispiel. 

532) Mises, Theorie der Wasserrader, § 5, 6. 
533) Runge, Math. Ann. 44 (1894), p. 437-48. 
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c) Eine Methode, die alle Randbedingungen streng erfullt und 
durch endliche Stucke approximiert, findet sich z. B. bei Richard­
son. 584) Er zeichnet die u- und v -Linien nach Gutdiinken ein und 
verbessert durch Probieren so, daB das Seitenverhaltnis der ent­
stehenden Rechtecke moglichst genau stimmt. Ahnlich verfahrt 
Lehmann5S5), urn den Kraftlinienverlauf in Luft zu bestimmen, der 

der Gleichung D.u = 0 geniigt. Zur Festlegung 
d des ?~, v-Netzes benutzt e1' die Mittellinien der 

Maschen. Dabei wird die vierte gesuchte Seite 
schrittweise festgelegt, so daB aa = tab, dann 
ag = tail und endlich gc = tgf gemacht wird, 

a wobei del' Bogen durch die Sehne ersetzt wird, 
Fig. 35. um das Abmessen rnit dem Zirkel mach en zu 

k6nnen. Nun werden Flachenstiicke bet1'achtet, die begrenzt sind 
durch 2 Linien v = ell v = c2 und zwei Linien u = X17 U = X 2• 

Versuchsweise wird eine Linie v = ~1 t c2 eingezeichnet; diese wird 

nun so lange sinngemaB verschoben, bis sie von den fiir die beiden 
entstehenden Streifen nach obiger Methode getrennt konstruierten 

Linien U = "1 + c2 2 c1 , U = "1 + 2 ~2 (\ usw. in denselben Punkten 

getroffen wird; dabei mussen sich natiirlich aile Linien orthogonal 
schneiden. Dann wird eine weitere Unterteilung eingezeichnet usw. 
Kennt man G1 , c2 und Xu "2' was freilich meist nicht der Fall ist, so hat 

man, da "2 = "1 + n c2 2 C, - bei n Quadraten in jedem Streifen -

sein muB (n wird im ailgemeinen keine ganze Zahl sein) , ein MaB 
fur die Genauigkeit der Zeichnung. Betreffs Vereinfachung durch Auf­
suchen von Symmetrielinien, Durchfiihrung del' Konstruktion bei ein­
springenden Ecken, und ins Unendliche gehenden Feldem usw. sei 
auf die Arbeit selbst verwiesen.580) Das so konstruierte Netz HiBt sich 
nun entweder nach del' Methode von Runge529) odeI' dadurch verbessern, 
daB man ein genau konstruierbares UlJ vI-Netz einer der Gleichung 
D.u = 0 genugenden !i'unktion herstellt; daa sich dem gesuchten Netz 
an einer Stelle anschmiegt; dieses Netz wi I'd auf das vorHiufig kon-

534) L. F. Richardson: A Freehand Graphic way of the determining Stream 
Lines and Equipotentials. Phil. Mag. 1908, 6. Serie, Vol. XII. Die Arbeit ist auch 
insofern interessant, ala Richardson zeigt, in welcher Weise sich fiir raumliche 
Probleme bei gewissen Symmetrien das Seitenverhaltnis der Rechtecke bestimmt. 
Z. B. zeigt ar, wie man auf einem Stiick del' KugelfHiche, das man durch 
Merkatorprojektion abbildet, die Gleichung Au = 0 integrieren kann. Ferner 
geht er auf Verhitltnisse ein, bei denen Schraubensymmetrie herrscht. 

535) Th. Lehmann: Graphische Methoden zur Bestimmung des Kraftlinien­
verlanfes in der Luft. Elektrotechn. Zeitschr. 1909, S. 995ft' und S. 1019ff. 
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struierte Netz entsprechend aufgelegt und dann die Linien u - u1 ; 

v - '/)1 bezogen. Die 80 entstehenden Maschen miissen wieder qua­
dratisch sein. 1st das nicht der Fall, so muE man entsprechende 
Korrekturen vornehmen.5S6) Die Methode laSt sich fiir die Integration 
der Gleichung 

(265) oOx vexy) ~:) + OOy (rCx, y) ~;) = 0 
verallgemeinern. 

d) Methoden, die die Randbedingungen streng erfiillen und das Netz 
infinitesimal approximieren. Runge hat eine Methode angegeben zur 
Integration der Differentialgleichung 

(266) () ( , OU) ° ( ( OU) ox (exYJ ox + oy f xy) oy = 0 

und der adjungierten 

(267) o f_ 1 Of)) () f_ 1 OV) 0 
ox \f(xy) ox + oy lJ'(xy) oy = , 

die unter strenger ErfiilZung der Randbedingungen den beiden Diffe­
rentialgleichungen durch sukeessive Approximation im In/initesimaZen 
zu geniigen sucht. Die von den u- und v- Kurven 
gebildeten Rechtecke haben das SeitenverhiHtnis 

lim Aa = ~(x y) au . 
Ab I·, dv 

Man zeichnet nun u~ter Er:fiillung der gegebenen 
Randbedingungen ein ;Kurvennetz ein, das nach 
Moglicbkeit in den endlichen Rechtecken der vor­

Fig. 86. 

geschriebenen Bedingung genugt, entnimmt dann langs einer Kurve 

v = konst. aus der Zeichnung die Werte f(XI~ yI) (::r, die man als 
Funktion der Bogenlange graphisch integriert, so erhalt man 

(268) 

a, 
II _ r 1 fd'IJ) Id I 

u --' J {(:tI, yI) \db a . ... 
Die so bestimmten Punkte geben einen Anhalt fur die Korrektion 
der Kurven u = konst. N ach dieser Korrektion ventihrt man genau 
so fur die Kurven v = konst. usw. Man kann sich auch auf die 
Korrektion der einen Kurvenschar beschranken und die andere Schar 
.nur orthogonal dazu legen. Wenn dann (l der Kriimmungsradius581) 

586) Rottsieper, Graphische Losung einer Randwertaufgabe der Gleichung 
Au = 0, Dissertation Gottingen 1914. 

637) Methoden zur Bestimmung des Krummungsradius gibt z. B. Bjerknes, 
Dynamische Meteorologie und Hydrographie, n.Kap. IX § 82 (Deutsch von Kirchner) 
Braunschweig 1913. 
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von uI ist, so ist 
a; 

(269) 

a f!...da;I J J~I 
II_ 1 a o I 

U - C (xl, yI) e da, 

wo c SO zu bestimmen ist, daB utI - ttlI den vorgeschriebenen Wert 
hat. Meist sind die u- und v-Kurven in geniigender Entfernung von 
del' zu untersucbenden Stelle bekannt, bisweilen liegt aucb an del' 
betrachteten Stelle aus Symmetriegriinden eine der Kurven v = konst. 
fest. Konvergenzbetrachtungen fiber das Verfahren fehlen noch ganz. 
In den ausgefiihrten Fallen 

(270) o!u + 02U + ~ au = 0538) und o!u + 02U + ~ ou = 0539) 
ox! oy2 - y oy ox! oy2- Y oy 

war die Konvergenz gut.581) 

RtWtge gibt fur die Differentialgleicbung D.u = 0 noch eine andere 
graphische Metbode 529), um bei einem einfach zusammenhangenden 
Bereich die Greensche Funktion flU konstruieren und damit Randwerl­
aufgaben zu losen. Zunachst wird angenommen, daB die Greenscbe 
Funktion G gegeben ist, die an einem bestimmten Pnnkte im lnnern 
des Be1'eiches logaritbmisch unendlich wird und auf dem Rande ver­
schwindet. Sie bildet den reellen Teil einer analyti,schen Funktion 
G + Gli. Diese wird graphisch dargestellt durch ein Netz von Linien 
G1 = const. und G = const. die "Quellstromlinien" und die "Zirkulations­
stromlinien". Sind die Werte einer Funktion (, die del' Gleicbung 
D.u = 0 im lnnern geniigt, auf dem Rande gegeben, so ist der Wert 
in dem Punkte, wo G logarithmisch unendlicb wird, dargestellt durch 

(271) 21nffdGl 

integ1'iert fiber den Rand. Wenn man also die We1'te von G1 auf 
dem Rande kennt, so braucht man nur die Werte von f als Ordinaten 
zur Abszisse G1 aufzutragen und erhltlt den Wert von f als Mittelwert. 
Es wird dann ferner gezeigt, wie dieselbe Figur auch den Wert von 
f in jedem beliebigen andel'll Netzpunkte des Bereiches liefert. Man 
fiibrt zu dem Ende statt G 1 eine andere Veranderliche G 1* ein, eine 
Funktion von GlI die sich aus del' konformen Abbildung eines Kreises 
auf sich selbst ergibt. Graphisch besteht diese Transformation darin, 
daB auf die Abszissenachse eine gewisse Skala gelegt wird, die lii.ngs 

538) Jager: Graphische Integrationen in der Hydrodynamik. Dissertation 
Gottingen 1909. 

539) Willers: Die Torsion eines Rotationskorpers um seine Achse. Zeitschr. 
Math. Phys. 55 (1907), p. 225-63. 
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ihr verschoben werden kann. Mechanisch lii.6t sie sich zugleich mit 
der Integration mittels eines von Rottsieper 586) konstruierten Integrators 
ausfiihren. 

Das Verfahren, durch das man das Kurvennetz G = const. und 
G1 = const. findet, besteht darin, daB zuniichst nach Gutdiinken ein 
Netz in den Bereich eingezeichnet und dieses durch Anwendung des 
obigen Satzes sukzesBive verbessert wird. 

Angewandt ist dies Verfahren von v. Sanden MO) zur Berechnung 
des Auftriebs, den Platten erfahren, die in der Niihe des Erdbodens 
dem natiirlichen Winde ausgesetzt sind, und von Rottsieper 586) zur 
Berechnung der Spannungen in einem urn seine Langsachse verwun­
denen Stabe von kreuzf"ormigem Querschnitt, ein Problem, das Runge 549) 

noch auf andere Weise behandelt hat. v. Sanden wie Rottsieper berichten 
liber mit dem Verfahren gemachte Erfahrungen und iiber Einzelheiten 
der Ausfiihrung. 

Eine iihnliche Methode hat Deutsch 541) zur Berechnung der elek­
triBchen Kapazitat zweier paralleler Zylinder anBchlie6end an die Unter­
suchungen von Neumann5!.2) fiber die Methode des arithmetischen 
Mittels entwickelt (vgl. II A 7b (H. Burkhardt und W. F. Meyer) Po­
tentialtheorie, und II A 7 c (A. Sommerfeld) Randwertaufgaben in der 
Theorie der partiellen Di:fferentialgleichungen). Er geht von mathe­
matisch leicht berechenbaren logarithmischen Potentialen aUB, die auf 
~iner die gegebene Begrenzung annahernden Kurve konstant sind. Wie 
sich derartige Potentialfunktionen fiir komplizierle Bereiche angeben 
lassen, zeigt Rottsieper5S6). Man berechnet die sich so auf der Kontour 
~rgebenden Potentialwerte und verbessert diese Werle nach dem Mittel­
wertsatz von Neumann so lange, bis mit geniigender Genauigkeit das 
Potential auf der ganzen Kontour den gleichen Wert hat. 

SchlieBlich sei noch erwlihnt, daB auch das Schwarssche alter­
nierende Verfahren 548) bei entsprechend begrenzten Gebieten (z. B. kreuz­
f"ormige Begrenzung) sich gut zur graphischen oder numerischen Losung 
der Gleichung Au = 0 eignet5S6). 

21. Zur numerischen Integra.tion pa.rtieller Di:ft'erentialglei­
chungen hat man Methoden, die zur Quadratur oder zur Integration 
gewohnlicher Gleichungen dienen, iibertragen. So benutzt Biermann 54.1) 

640) v. Sanden, Zeitschr. Math. Phys. 61 (1913), p. 225-245. 
541) Deutsch, Archiv fUr Elektrotechnik 2 (1914), p. 435-42. 
642) Neumann, Untersuchungen iiber da.s logarithmische und Newtonscbe 

Potential, Leipzig 1877, Kap. 5. 
543) Schwarz, z. B. Gesammelte mathematische Abhandlungen 2, Berlin 1890, 

p. 133-71. Siehe auch die eben genannten Referate II A 7b und c. 
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eine Erweiterung der von ihm zur Kubatur aufgestellten Formeln des 
Abschnitts- und Tangentenprismas zur genaherten Integration der 

0'5 
Gleichung OXO = qy(x, y, z). 

.. y 
a) Ubertragung der Methoden von Runge-Heun-Kutta. Gans M5) 

iibertriigt die von Runge456) gegebene Formel auf partielle Gleichungen 
beliebiger Ordnung und gibt die Formeln zur Integration der Glei­
chungen erater nnd zweiter Ordnung. Wie die Formeln von Runge 
nahern auch seine Formeln bis einschlieBlich der Glieder dritter Ord­
nung die in eine Taylorsche Reihe entwickelte Lasung an. Es liegt 
nun nahe, die ein Glied weiter annahernde Kuttasche Formel457) zu 
iibertragen, was unabhangig von Runge 546) und Willers 547) geschah. 

Runge faBt die partielle Differentialgleichung als System von un­
endlich vielen gewohnlichen Gleichungen mit unendlich vielen Variabeln 
und erh1ilt dadurch eine unmittelbare Ubertragung der Formeln (215). 

Man kann aber auch z. B. zur Integration oz ( OZ) von oy = f x, y, $, ox ' 
of of oz of o'Z 

falls man u = ox + 05 OX + al ox. nimmt, setzen: 

t::.I z=f(x, y,z, ~:) t::.y, 

( Ay A' Z 
t::.ll z=f x, y + 2-' z + 2' 

(272) III -f( + /:::"y AlIz OZ ( d~!AY)/:::"Y) t::. z- X,y 2-' Z+-2-' ox+ u+ dy2 2 b.y, 

AIV -fi( + A + AlII oz +( +dUAy+02U /:::,.2 y) A ) A ~ z- x,y uy,z u z, ox u dy 2 oY'2 ~y uy, 

S = /:::"'5 j- /:::,. IV 5 T = AII5+/:::,.IIIZ D.z = 2T+S. 
2 2 3 

Den Fehler, der von funfter Ordnung ist, kann man durch direkte 
Berechnung bestimmen, doch milBte man dann mindestens die samtlichen 
fiinften Ableitungen bilden; besser ist es, zur Fehlerabschatzung die 
Rechnung auch mit halben Intervallen durchzufiihrel1; der Fehler ist 
dann etwa fs der Differenz. Da sich die Formeln auf Systeme linearer 
Gleichungen iibertragen lassen, ist damit auch die Moglichkeit gegeben, 
partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung zu integrieren; doch 
miissen an der Ausgangsbegrenzung z. B. fiir Gleichungen zweiter Ord­
nung die Funktion selbst und eine Ableitung gegeben sein, wie das 

544) Bie1'mann, Monatshefte Math. Phys. 20 (1909), p.321-326. 
545) Gans, Zeitschr. Math. Phys. 48 (1903), p. 894-399. 
546) Runge, N umerisches Rechnen. Autographierte Vorlesung, Gottingen 

1912/13, p. 248-252. 
547) Nicht verofi'entlicht. 
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etwa beim Problem der sehwingenden Saite der Fall ist, wahrendsich 
auf Probleme, wie sie meist bei der Gleichung Au = 0 auftreten, 
diese Methode im allgemeiuen nicht anwenden Ia.Bt. 

b) Eine andere Mp;{lwde ersetzt die Differentialgleichung durch eine 
Di/ffffenzengleichung. Man iiberzieht das Integrationsgebiet mit einem 
Netz quadratisch gelegener Punkte und wendet auf die Funktionswerte 
in diesen die durch eine Diffel'enzengleichung ersetzte Differentialglei­
chung an. Man erhlilt so fur jeden Punkt eine Gleichung, die den 
Funktionwerl in dem Punkte mit denen der benachbarten Punkte oder 
mit den Grenzwerten verbindet. Von Richardson54.8) und von Runge54.9) 
ist diese Methode auf lineare Gleichungen angewandt worden. Richard­
son betrachtet die samtlichen aufgestellten Gleichungen gleichzeitig 
und entwickelt eine Methode, aus einem die Gleichungen annahernd 
erfiillenden Funktionssystem sie besser befriedigende Werte abzuleiten. 
Angewandt hat er seine Rechnungen zur Bestimmung der Spannungen 
in einem Staudamm. Runge geht bei der Aufstellung der Gleichungen 
von einer Begrenzung aus, fiihrt die Funktionswerte in der ersten bzw. 
ersten und zweiten parallel en Punktreihe als Unbekannte ein und gibt 
immer die Funktionswerte einer zu dieser parallelen Reihe von Netz­
punkten als Funktionen der Werte in den vorhergehenden Reihen an. 
Auf diese Weise bekommt er schlieBlich nur so viel Gleichungen, als 
N etzpunkte parallel zu dieser Begrenzung in einer bzw. zwei Reihen 
liegen. 1m einzelnen ergeben sich dabei bedeutende Vereinfachungen. 
Auch Runge bestimmt nicht gleich die endgiiltigen Werte, sondern 
erst angenaherte Werte, die er dann verbessert. Angewandt hat er 
seine Methode auf Berechnung der Spannung bei Torsion zylindrischer 
Stabe. 

c) JJlethode von Rayleigh-Ritz. Die besonders fiir physikalische 
und technische Probleme wichtigste Integrationsmethode ist von Ray­
leigh 550) angegeben und unabhangig davon von Ritz551) systematisch 
ausgebildet. Rayleigh 552) benutzt diese Methode z. B. zur Berechnung 
der Schwingungen am offenen Ende einer Pfeife.553) Sie la.Bt sich in 
gleicher Weise zur Integration gewohnlicher wie partieller Differential-

048) Richardson, Philosophical transactions of the Royal Society of London 
A 210 (1910), p. 307-357. 

549) Runge, Zeitschr. Math. Phys. 56 (1908), p. 225-232. 
550) Rayleigh, Philosophical Magazine (5) 47 (1899), p.566-72. 
551) Ritz, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu G6t­

tingen 1908. p. 236-48. Journ. f. Math. 135 (1908), p. 1-61. 
552) Rayleigh, Philosophical Magazine (6) 22 (1911), p. 225-229. 
553) Rayleigh, Theorie of Sound (z. B. II. Anhang 1, p.291-295), London 

1878 u. Philosophical Transactions 161 (1870), p. 77-118. 
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gleichungen verwenden, je nachdem man es mit von einer oder mehreren 
Variablen abhangigen Problem en zu tun hat; Bedingung ist nur, daB sich 
die Aufgabe als Variationsproblem darstellen liiBt. Die Methode geht 
namlich nicht von der Differentialgleichung mit den Randbedingungen 
aus, sondern von einem in der Hauptsache mit der potentiellen 
Energie des im Gleichgewicht befindlichen, isolierten Systems zu­
sammenfallenden Integrale, aus dem nach dem Prinzip der kleinsten 
Wirkung, also durch Variation die Gleichungen nebst Randbedingungen 
gewonnen werden konnen. 554) Fiir elastische Probleme ist das Va­
riationsprinzip nach Lorenz555) der Satz von Gastigliano&56) iiber die 
kleinste Formanderungsarbeit. Hier mull der Ausdruck L, - 2LIJ 
einen ausgezeichneten Wert haben 557), wo L, die elastische Energie 
des Systems als Funktion der DeformationsgroBen, La die Summe aus 
den halben Produkten der aulleren Krafte und del' Verschiebung ihrer 
Angriffspunkte ist. 558) Die Methode von Ritz besteht nun darin, die 

n 

gesuchte Losung durch eine Reihe wn = ~ a,P, zu approximieren, wo 
1 

die P, Funktionen sind, die den Rand- und Symmetriebedingungen ge-
niigen, wahrend die konstanten Koeffizienten a, so bestimmt werden, 
daB die potentielle Energie als Fnnktion der a, ein Minimum wird. 
Diese Bedingung liefert im allgemeinen fiir jade Annaherungsfunktion 
wn ein System von n linearen nicht homogenen Gleichungen mit 

554) Bei den .Arbeiten von Ritz 551) iet zu beachten, daB der eigentliche 
Ausdruck fur die elaetische Deformationsarbeit 

(rE'h'! [(02W + 02W)2_2(1_1J)(02~ o!w _ (-~~)')J dxdy JJ. 3 ox! oy2 ox' oyl oxoy 

ist, wie ihn Ritz auch in der Annalenarbeit benutzt hat. Der .Ausdruck 

ff~;''[~'; + ~2y~JdXdY, 
der in den oben zitierten Arbeiten benutzt wird, iet nnr dann richtig, wenn 

fJ[~x~ . ~2; - (o~;y) '] dxdy = 0 

ist, wo der Klammerauedruck daB Krli.mmungemaB _1_ angibt. Dies ist in dem 
!h Q2 

don behandelten Problem der eingeBpannten Platte tatsachlich der Fall. 
555) Lorenz, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 57 (1913), p. 543-545. Physik. 

Zeitechr. 14 (1913), p. 71-74. 
556) CastigZiano, Memorie della Reale .Accademia delle Scienze di Torino 

27 (1876). Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 10 (1875), p. 380-423; 
11 (1876), p. 127-286. 

557) P6schl, Pysik. Zeitechr. 14 (1913), p. 410-412. 
558) 'II. Karman, Physik. Zeitechr. 14 (1913), p. 253, 254. 
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nicht verschwindender Determinante, deren Koeffizienten sich durch 
Quadraturen bestimmen. Ritz hat gezeigt, unter Benutzung von Unter­
suchungen von Hilbert 559) und Levi 560), daB abgesehen von einigen 
fur die Praxis kaum in Betracht kommenden Fallen 551), bei wachsendem 
n die Reihe der W n gegen einen Grenzwert konvergiert, und daB 
dieser die gesuchte Funktion ist. Letzteres hat Jiiger 561) noch etwas 
allgemeiner gezeigt. Die Methode ergibt also ein konvergentes Ver­
fahren zur Integration. 662) Das Verfahren von Ritz bangt eng mit 
der Methode zur Behandlung statisch unbestimmter Fachwerke von 
Mohr zusammen. 563) Da fast alle in der Technik vorkommenden 
Gleichgewichtsprobleme sich aus einem Variationsproblem ableiten 
lassen, ist die Methode von Ritz auBerordentlich brauchbar, und zahl­
reiche Probleme, besonders der Elastizitatstheorie, sind mittels der­
selben behandelt. So behandelt Ritz56~) selbst die rechteckige Platte, 
mit der sich dann weiter Lorenz 565), der allerdings nur ein Glied be­
stimmt, Nadai566) , Kaliihne 567) und Timoschenko 568) beschaftigen. 
Letzterer hat insbesondere fur eine Reihe von Problem en die kritische 
Belastung bestimmt.569) Weiter behandelt Nadai die kritische Bean­
spruchung bei kreisrunden Platten. 569&) A.hnlich bestimmt Stodola 570) 

die kritische Umlaufsgeschwindigkeit fur die Transversalschwingungen 
von Dampfturbinenradern. In den letzterwahnten Fallen erhiilt man zur 
Bestimmung der at ein System von n homogenen linearen Gleichungen, 
die also nur Werte von at liefern, falls die Determinante verschwindet. 

009) Hilbert, Mathern. Ann. 59 (1904), p. 161-86 u. Festschrift d. Kgl. Ges. 
d. Wiss. zu Gottingen, math.-phys. Klasse, Berlin 1901. 

560) Let,i, Rendiconti del circolo mathematico di Palermo 22 (1906), p. 293 
-360, 387-894. 

(61) Jager, Paris C. R. 158 (1914), p. 1160, 1161. 
(62) Poschl, Sitzgsb. d. Kg!. Akad. d. Wiss. zu Wien 121, II 280 (1912), 

p.1236-60. 
(63) Mohr, Zeitschr. des Ingen.- u. Architektenvereins zu Hannover 20 (1874), 

p. 609-626, 21 (1876), p. 17-38. 
064) Ritz, Ann. d. Physik (4) 28 (1909), p. 737-786. 
060) Lorenz, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 57 (1913), p. 623-625. 
066) Nadai, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 58 (1914), p. 487-494, 540-050. 
067) Kaliihne, Grundziige der math.-phys. Akustik 2, Leipzig 1913. 
068) Tim()schenko, Annales des Ponts et Chaussees (9) 15 (1913), p. 496-566, 

16 (1913), p. 73-123 u. 372-412 such die dort zitierte Literatur. 
069) Hager, Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonometr. 

Reihen, Berlin-Munchen 1911 scheint ahnliche Gedanken zu verfolgen. 
069") Nadai, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 59 (1915), p. 169-174. 
670) Stodola, Revue de mecanique 34 (1914), Nr. 3, p. 244-263; Schweize­

rische Bauzeitung 1914, p. 251. 
EnOlklop. d. math. Wilsenseh. n 8. 12 
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Diese Bedingung liefert dRlm gerade die kleinste kritische Belastung 
hzw. Umlaufszeit. 

Ferner sind naeh dieser Methode behandelt: die Biegung krummer, 
diinnwandiger Rohre 571), die Spannung in zylindrischen Behaltern mit 
veranderlicher 'Vandstarke 572) , in mit Versteifungsringen versehenen 
Rohren573), in rotierenden Scheib en von variabler Dicke 574), in zylin­
drischen Hangeboden bei unvollkommener Einspannung 575), in fiaehen 
Kugelschalen 576), das Problem der Geschwindigkeitsverteilung in einem 
Rohr mit quadratisehem Querschnitt 577) usw. 

22. Experimentelle Methoden. SchlieBlich sei noch erwiihnt, 
daB man auch versueht hat, gewissermaBen experimentell partielle 
Differentialgleichungen zu losen; so hat Forster 678) die Greensche 
Funktion fur die Gleichung 6.u = 0, in dem Fall, wo an einem Teil 

des Randes u1 = C1 , u2 = c2 usw., an einem anderen ~: = 0 ist, 

durch Messung elektrischer Strome bestimmt. Dabei stellt er das 
Gebiet durch eine entsprechend von Leitern und Nichtleitern begrenzte 
KupfersulfatlOsung dar und benutzt den bekannten Neumannsehen 

. Mittelwertsatz. Ml!) Wieghardt 579) hat dureh Ausmessen einer dUnnen 
deformierten elastisehen Platte, eine angenaherte Losung der Gleiehung 
b.b.u fur bestimmte Randbedingungen zu finden versucht.580)581) 

571) v. Kal'man, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 55 (1911), p. 1889-1895. 
572) Poschl, Armierler Beton I) (1912), p. 169-175, 210-217, 328, 360. 

Poschl u. Terzaghi, Berechnuug von Behaltern nach neuen analytischen und 
graphischen Methoden, Berlin 1913 (80 Seiten). 

573) Albenga, Atti della R. Accad. delle scienze di Torino 49 (1914), p.289-97. 
574) Poschl, Zeitschr. fiir das gesamte Turbinenwesen 10 (1913), p. 70-72, 

90-92. 
575) Poschl, Zeitsch. d. oster.Ingen.-u. Architektenvereins 64 (1912), p. 550-52. 
576) Federhofer, Sitzgsber. d. Kgl. Akad. d. Wiss. zu Wien 121, II 2 a 

p. 2143-2161. 
577) Paschoud, Paris C. R. 159 (1914), p. 158-160. 
578) Forster, Archiv fltr Elektrotechnik 2 (1914), p. 175-81. 
579) K. Wieghardt: Dber ein neues Verfahren, verwickelte Spannungsver­

teilungen in elastischen Korpern auf experimentellem Wege zu finden. Mitteilungen 
des Vereins deutscher Ingenieure, Berlin 1908. 

580) Auf raumliche Probleme mit Rotationssymmetrie ist diese Methode 
neuerdings von Kuhlmann, Archiv fiir Elektrotechnik 3 (1915), p, 203-25 iiber­
tragen. 

581) FliigeZ, Zeitschrift fiir das gesamte Turbinenwesen 12 (1915), p. 73-77, 
89-91, 100-103 bestimmt mitteis eines ganz ahnlichen Verfahrens den VerI auf 
der Stromung idealer Fliissigkeiten in Kreiselradern. 

(Abgeschiossen im Februar 1915.) 



ne3. NEUERE ENTWICKLUNG DER POTENTIAL­
THEORIE. KONFORME ABBILDUNG.*) 

VON 

L. LICHTENSTEIN 
in BERLiN. 

In den siebzehn Jahren seit dem Erscheinen des Artikels II A 7 b 
von H. Burkhardt und W. F. Meyer ist die Potentialtheorie durch 
neue weittragende Methoden bereichert und in ihren Grundlagen be­
festigt worden. Es erschien darum notwendig, sowohl die Hauptsii.tze 
der allgemeinen Potentialtheorie als auch die von H. A. Schwarz, 
C. Neumann und H. Poincare begriindeten alteren Theorien erneut 
einer Besprechung zu unterziehen (zweiter und dritter Abschnitt). In 
dem ersten, einleitenden Abschnitte werden, urn die Wege fiir dieses 
Referat und einen spateren Artikel iiber partielle Differentialgleichungen 
vom elliptischen Typus zu ebnen, die wichtigsten benutzten Begriffe, 
Bezeichnungen und Abkiirzungen in einheitlicher Weise festgelegt_ Die 
neueren Methoden bilden neb en der allgemeinen Theorie der konformen 
Abbildung den Inhalt des letzten, vierten Abschnittes, sofern sie nicht, 
wie die sich der linearen Integralgleichnngen bedienenden Verfahren, 
in dem dritten Abschnitte Platz gefunden haben 

Die im dritten und hauptsachlich im vierten Abschnitte zur Dar­
stellung gelangende konforme Abbildung gehort in den meisten Arbeiten 
der alteren Schule Bowie in zahlreichen Untersuchungen der neueren Zeit 
methodisch in das Gebiet der Potentialtheorie hinein. Eine eingehende 
Darstellung der Potentialtheorie unter AllsschluL\ der konformen Ab­
bildung und die Zusammenfassung dieser in einem besonderen Artikel 
wiirde daher nicht gut ausffihrbar sein. Das Referat fiber die kon­
forme Abbildung wiirde seinerseits natiirlich unvollstandig bleiben, wollte 
man die neuerdings ausgebildeten independenten funktionentheoretischen 
und Kontinuitatsmethoden an dieser Stelle au.6er Betracht lassen. In 
der vorliegenden Darstellung sind darum die verschiedenen Richtungen 
tunlichst dem historischen Entwicklungsgange folgend gleichmaL\ig 
beriicksichtigt worden. 

*) Fiir die Mitwirkung bei der Korrektur dieses Referates und fUr verschie­
dene Verbesserungs- und Erga.nzungsvorschlage bin ich auBer der Redaktion den 
Herren Bieberbach, OaratModory, Oourant, Hilb und Koebe zum gr0.J3ten Daub 
verpfiichtet. 
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I. Definitionen und Bezeichnungen. 
1. Allgemeines tiber zwei- und dreidimensionale Gebiete. Sa 

(M) eine PUB.ktmenge in einer schlichten (d. h. einfach bedeckten} 
Ebene (in ~) oder auf einem die Gesamtebene oder einen Teil dieser 
nach Art einer geschlossenen Riemann schen Fliiche ganz oder zum 
Teil mehrfach iiberdeckenden flachenhaften Gebilde (in ~".). Dieses 
kann (eine endliche Anzahl im Innern gelegener) Windungspunkte 
(endlicher Ordnung) hahen. I ) Besteht erne allseitige Umgebung eines 
Punktes P von (M) aus lauter Punkten der Menge, so ist P em 
"innerer" Punkt. 

Eine Punktmenge (M) wird "Gebiet" genannt, wenn 1°) aile 
ihre Punkte innere Punkte sind, 2°) zwei beliebige ihrer Punkte durch 
einen geradlinigen Streckenzug (von endlicher Seitenzahl), clessen aile 
Punkte der Menge angehoren, verbunclen werden Mnnen.!) Es sei (M') 

1) Die Ebene @: Bowie jedes im Unendlichen einfache Blatt yom @:1l1 wird 
durch einen "unendlich femen Punkt" geschlo8aen gedacht. Hangen im Un end­
lichen mehrere Blatter der Flache \1:111 zusammen, so wird dieaen ein unend­
lioh ferner Punkt (Windungspunkt) zugeordnet. 

2) Wir nennen alBo "Gebiet", was gelegentlich "offenes Gebiet" genannt 
wird. Die Begriffe "daB Gebiet" und "das Innere des Gebietes" sind yollig in-
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die erate Ableitung von (M).') Die Menge (M' - M) ist die Be­
grenzung oder der Rand S von T.4) 

Hat die Entfernung der Punkte eines Gebietes von dem Koordi­
natenursprung eine endliche obere Grenze, so heiSt das Gebiet "be­
schrankt",fi) 1st T ein beschranktes Gebiet in Q:, ist femer S sein 
Rand so wird die Punktmenge @ - (T + S), unter @ die Gesamt-, .. 
heit der Punkte von ~ verstanden, das "AuBere" von T und, wenn 
sie ebenfalls ein Gebiet darstellt, das "AuBengebiet" Ta von T ge­
nannt. 1m letzteren Falle wird T gelegentlich als das "Innengebiet" 
(T,) bezeichnet. 6) 

Die abgeschlossene Punktmenge T + S wird "Bereich" genannt. 
V gl. den Artikel von L. Zoretti und A. Rosenthal Nr. 10. 

In einer ganz ahnlichen Weise werden die Begriffe "Gebiet", "be­
schranktes Gebiet" und "Bereich" im Raume erkHirt. 7) 

haltsgleich. Das gleiche gilt von den Ausdrii.cken: "ein Punkt des Gebietes T", 
"ein Punkt im Innern von T", oder noch kurzer, "ein Punkt in TH. 

Es sei bemerkt, da.6 wir die Bezeichnung "Kreis" und "Kugel" fiir die 
Kreislinie und Kugelfliiche vorbehalten. Das von einem Kreise (mit C, Cu C', 
C"', [usf. bezeichnet) begrenzte endliche Flachenstiick :(in ~) heiBt "Kreisfll1che" 
oder "Kreisgebiet" (entsprechend mit K, KI • K', K*, Sf usf. bezeichnet). In ahn­
lichem Sinne sprechen wir von dem .Kugelkorper". Ein geschlossener, sich selbst 
nicht durchschneidender geradliniger Streckenzug (von endlicher Seitenzahl) in 
~ oder ~m heiBt "Polygon". Ein von ihm begrenztes endliches oder unendliches 
Gebiet nennen wi!' eine "PolygonBache" oder ein "Polygongebiet". In Ober­
einstimmung mit der Definition eines Gebietes wird nirgends von Punkten "im 
Iunem eines Kreises" oder allgemeiner "einer Kurve" gesprochen. 

3) Bei der Bildung von (M') hat man sich eine Umgebung eines jeden 
unendlich fernen Punktes oder Windungspunktes durch Vermittelung einer 

1 1 

Funktion von der Form $ YI! (m.?" 1) odeI' z m (m> 1) auf ein beschriLnktes 
schlichtes Gebiet iibertragen zu denken. AuBer wenn (M) a.us der Gesamtheit 
der Punkte der Ebene ~ oder einer geschlossenen Riemann scheu Flache \R 
besteht (geschlossenes Gebiet), iet (M') von (M) verschieden. 

4) Auch unendlich feme Punkte konnen zum Rande eines Gebietes gehiiren. 
Windungspunkte am Rande werden nur bei Betrachtuug del' konformen Abbil­
dung von Kreispolygonflachen (Nr. 25) eingefiihrt. Bie bleiben im Ubrigen aus­
geschlossen. Ein Gebiet in @:,~"' oder im Raume wird im folgenden in der 
Regel mit T, T1, T', T*, 8 u. dgI., sein Rand entsprechend mit S, S1' 8', 8*, 
:E u. dgl. bezeichnet. 

5) Dies entspricht ganz dem allgemeinen Begriff einer beschritnkten Punkt­
menge. 

6) Allgemeiner sprechen wir, wenn e - (T + B) in eine endliche Anzah 1 
von Gebieten zeriallt, von den zu T gehorigen Au.6engebieten. Eins von di6fllln 
enthilt den unendlich femen Punkt. 

7) Auch den Raum denken wir uns durch einen unendlich femen Punk t 
geschlosseD Raumverzweigungen werden im allgemeinen nicht zugela8sen. 
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Wir sagen, eine Eigenschaft geIte "in TU (auch ,,00 Innern 
von T'~, wenn sie in allen Punkten von T gilt. Soli die Berandung 8 
mit einbezogen werden, so sagen wir, die hetrachtete Eigenschaft 
geIte "in T und auf S" (aucb "im Innem und auf dem Rande von Tii), 
kiirzer "in T + S", oder ,;m Bereiehe T + Sit. 1st ein Bereich 
Tl + 81 in T gelegen, so besteht 81 aus lauter Punkten von T. 1st 
dagegen ein Gebiet T1 in T enthalten, so kann Sl Punkte mit S ge­
meinsam baben. 

Ein Gebiet in ~m heiSt (nach P. Koebe) "schlicbtartig", wenn es 
durch jedt's in ihm gelegene Polygon zerstiickeIt wird. 

Ein schlichtes oder schlichtartiges berandetes Gebiet wird "p-fach 
zusammenhii.ngend" genannt, wenn sein Rand aus p "Komponenten" 
besteht.8)') 1st die Anzahl der Randkomponenten unendlich, so heiSt 
T "unendlichvielfach zusammenhiingend." 9) 

Sei T ein nicht schlichtartiges berandetes Gebiet iJ]. ~m' das 
durch q + 1 (q > 1) eiuander nicht schneidende Polygone allemal zer­
stiickelt wird, wahrend es ein System to) von q Polygonen giht, das 
T nicht zerstiickelt. 1st p die Anzahl der Randkomponenten von T, 
50 nennen wir T . .. ,,(p + 2q)-fach zusammenhiingend".') 

2. Spezielle Dassen ebener und raumlicher Gebiete. Unter 
einer "einfaehen Kurve in ~" verstehen wir eine Punktmenge, die, 
durch stereographische Projektion auf eine Kugel iibertragen, umkehr­
bar eindeutig und stetig auf den Einheitskreis C abgebildet werden 
kann. Sie wird, wenn sie beschrinkt ist, "Jordansche Kurve" genanntj 
das von ihr begrenzte beschrankte Gebiet heiSt ,,Jordansches Gehiet". 
Die Koordinaten x und y der Punkte einer Jordanschen Kurve lassen 
sich alB stetige Funktionen der Ifogenlange t von emit der Periode 
21t darstellen. Ein zusammenhangender, mehr als einen Punkt ent­
haltender Teil einel' Jordanschen Kurve wird ,,Jordansches Kurven­
stiick" genannt. Eine "einfache Kurve in ~m" heiSt eine Punktmenge 
in 'im , die folgende Eigenschaften hat: 1. Sie kann, auf eine ganz 
oder teilweise mehrfach iiberdeckte Kugel ubedragen, umkehrhar 
eindeutig und stetig auf C abgebildet werden. 2. Sie enthiIt 
keinen Windungspunkt. 3. Sie kauri aus einer endlichen Anzah! an-

S) V gl. F. Hausdorff. Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 361 if. 
An der bezeichneten Stelle ist nur von beschrll.nkten Gebieten in fi die Rede. Bei 
nicht bescbrll.nkten Gebieten ist die Vorschrift der Fu8note I) zu beacbten. 

9) n}{ehrfacb zU880mmenhi),ngende" Gebiete baben eine endliche Zuaammen­
tangssahl > 1. 

10) Und darum auch unendlichviele Sy8teme. 
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einandergereihter Stucke einfacher Kurven in ~ zusammengesetzt 
werden.ll) 

Sei Seine rektifizierbare Jardansche Kurve. Die von einem 
willkiirlichen Anfangspunkte ab gemessene Lange eines Bogens der Kurve 
wird in del' Regel mit S12) bezeichnet. Sein Endpunkt wird ebenfalls 
s genannt. Den wachsenden s soll del' positive Umlaufssinn des von 
S begrenzten beschriinkten Gebietes T entsprechen: dieses bleibt 
dabei links liegen. AuBer hOchstens in einer Menge von Punkten vom 
Lebesgueschen Ma8e Null, hat Seine bestimmte Tangente. lS) 1st in 
seine Normale vorhanden, so wird diese, in das Innere von T ge­
,.whtet, mit (n), oder, wenn der Fu8punkt hervorgehoben werden soli, 
mit (n,) bezeichnet. 

Auf S moge eine stetige Folge reeller Werte gegeben sem. 
Als Funktion del' Bogenlange betrachtet, sei diese mit cp(s) be­
zeichnet. Offenbar ist cp(l) = <p(O) , unter 1 die Lange von S ver­
standen.14) 

Die vOl'stehenden Festsetzungen werden in leicht ersichtlicher 
Weise auf ein mehrfach zusammenhiingendes, von lauter beschriink­
ten rektifizierbaren einfachen Kurven in ~ oder @:m begrenztes Ge­
biet ubertragen.4 ) So wird z. B. in naheliegender Abkurzung fur die 
Gesamtheit del' auf den einzelnen Komponentell von S gegebenen ste­
tigell Wertfolgen die Bezeichnung <p (s) gebraucht. 

1m ahnlichen Sinne werden wir allgemeiner etwa von einer auf 
S gegebenen (nicht notwendig beschrankten) integrierbaren 15) Funk­
tion cp(s) sprechen. 

Sei ® eine beschriinkte rektifizierbare eillfache Kurve in ~ oder 
@:".. Ihre Gleichungen mogen 

x = x(~), Y = Y($), (x(s + l) = xes), y(s + l) = yes»~ 

heitlen, unter s die Bogenliinge verstanden. Sind die Funktionen :: ' :: 
':ltetig, so sagen wir, @) habe eine stetige Tangente oder gehore del' 
Klasse .A. an. l6) 

11) Beschrankte einfache Kurven (insbesondere Jordansche Kurven) bilden 
in dem folgenden die Regel. 

12) Nach Bedarf auch mit t oder (j. 

13) H. Lebesgue, LeSIons sur l'integration et la recherche des fonctions pri­
mitives, Paris 1904, p. 125-129. 

14) La.6t man beliebige reelle Werte der Bogenlange zu (entsprechend 
wiederholten Umlaufen um 8), 80 wird rp(S') eine periodische Funktion mit der 
Periode l. 

10) 1m iiblichen Sinne oder nach Lebesgue. 
16) Sei 6 eine Kurve der Klasse .A in ~, P ein Punkt auf 6, (n) die Normale 

in P. E~ la6t sich sin Wert IJ' > 0 angeben, 80 daB derjenige Teil von S, der 
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\E kann in eine endliche Anzahl von Stiicken zerlegt werden, so 
da6 in einem jeden entweder y eine eindeutige Funktion von X ist, 
die erne stetige Ableitung hat, oder x eine ebensolche Funktion von 
y darstellt. 

Sind auch noch ~:~, ::; vorhandell und stetig, so sagen wir, 

\S sei stetig gekriimmt oder gehOre der Klasse B an.H ) 

GehOren aile Komponenten des Randes eines einfach oder mehr­
fach zusammenhangenden Gebietes in ~ oder ~m der Klasse A, B 
oder B' an, so heiSt dieses ein Gebiet der Klasse A, B oder B'Y) 

Erfiillt die Kurve ® der Klasse A eine Beziehung der :Form 
fJ < "8AA, 0 < ). < 1 ("8 konstant), so gehOrt sie der Klasse Ah an. 

Die Ableitungen ::' :: geniigen Ungleichheiten vQn der Form 

! ;~x(S + h) - dd5X (S) I, :~y(~ + h) - d~Y(S) I < h! I h i'\ 
(It! konstant). 

G It I B · h f" d~x d 2 y d = d e en ana oge eZle ungen ur d~!-' d5" so or nen Wlr -=.;> er 
Klasse Bh zu. 

Einen abgeschlossenen, doppelpunktlosen (Windungspunkte nic!It 
enthaltenden) Bogen einer (reellen) analytischen Linie in ~ oder ~'" 

im Innern der Kreisflache vom Halbmesser ~ um P enthalten ist, von einer jeden 
zu (n) paraUelen Geraden in einem und nur einem Punkte geschnitten wird, 
und zwar, wie auch P auf 6 gewahlt sain mag. V gl. E. Goursat, 10c. cit. 20) 
und L. Lichtenstein, Jahresber. der Deutschen Math. Ver. 21 (1912), p. 167-173. 

17) Gelegentlich werden in der Potentialtheorie (beschrankte) Kurven 6 mit 
stetiger Tangente (in ~) betrachtet, die so beschaffen sind, da6, unter A die langs 
6 gemessene Entfernung zweier Punkte der Kurve, () den von den zugehlirigen 
Innennormalen eingeschlossenen Winkel, ~' eine geeignete Konstante verstanden, 
(J < tJ't.. ist. Auiler hochstens in einer Punktmenge (N) vom Lebesgueachen 

d!;c d 2 y 
MaJle Null, sind d ~~' d ~2 vorhanden. In den Punkten der Menge 6 - (N) hat 

6 eine bestimmte Krfunmung k?;,/i'. Kurven dieser Art werden wir ala Kurven 
der Klasse B' (in @;) bezeichnen. Eine einfache Kurve in ~m gehOrt der Klasse 
B' an, wenn sie sich in eine endliche Anzahl aneinandergereihter Stucke von 
Kurven der Klasse B' in ~ zerlegen lallt. Dieser Klasse gehoren insbesondere 
Kurven mit stetiger Tangente an, die eine beschrankte (nicht notwendig stetige) 
Kriimmung haben. 

Sei 6 eine Kurve der Klasse B oder B' in ~, P ein Punkt auf 6. Es lit6t 
sich ein Wert ~"> 0 angeben, so daB jeder Kreis um P vom Halbmesser ~ 0" 
die Kurve in zwei Punkten trifft, dies zwar, wie auch P auf 6 gewahlt sein 
mag. (Vgl. L. Lichtenstein, loco cit. 16.) Dort werden Kurven der Klasse Bin@; 
betraehtet.) 

Diese sowie die in der Fu6note 16) angegebene Eigenschaft del' Kurven 
der Klasse B' werden manchmal als besondere VorauBsetzungen eingefiihrt. 
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nennen wir regular, wenn er singularitatenfrei ist. Er laSt sieh iiber 
seine beiden Endpunkte analytiseh fortsetzen. 

Sind aile Randkomponenten eines einfach oder mehrfaeh zusam­
menhangenden Gebietes in ~ oder ~'" (geschlossene) analytische und 
regullire Linien, so soIl dieses ein Gebiet der Klasse C hei.Ben. Der 
Klasse D(L oder M) wird ein Gebiet in ~ oder ~m zugeordnet, 
wenn es vom endliehen Zusammenhang ist und wenn jede Komponente 
des Randes aus einer endlichen Anzahl Stiicke analytischer und re­
gul1irer Linien (oder statt dessen der Kurven der Klasse A oder B) 
besteht, die Ecken oder nach innen gerichtete Spitzen einschlie13en. 
Die von je zwei Nachbarseiten eingesehlossenen Winkel sind somit 
> 0 und < 27t. Liegen auch naeh auBen gerichtete Spitzen vor, so 
sprechen wir von eiuem Gebiete der Klasse E (N oder Q).18) 

Es sei jetzt /-3 eine (gesehlossene) Jordansche Flii.ehe, die 
folgende Eigensehaften hat: Man kann eine endliehe Anzahl zu­
sammenhangender Stucke E 1 , .. . .2:m von S angeben, so daB jeder 
Punkt der Flaehe dAm Innern von mindestens einem .Ek ange­
hOrt.19) Von einem jeden Teilgebiete .Ek wird angenommen, daB es 
durch Vermittelung einer Transformation x = Xk(l', ro), Y = Yk(v, m), 
z"= Zk(V, ro), unter Xk, Yk' pc. (k = 1, ... m) gewisse nebst ihren par­
tiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktionen verstanden, 
umkehl'bar eindeutig auf ein ebenes Gebiet bezogen werden kann. 
Eine weitere Voraussetzung ist, daB die Jacobischen Determinanten 
oXk (1J, (0) OYk(lI,oo) O&k(1J, (0) • ht 1 . h 't' h' d D' FlM h (j 

o(1J,oo) ' 0('1',00)' 0('1',00) me g ele zelIgversc WIll en. Ie ac eo 

kann in eine endliche Anzahl Teile zerlegt werden, so daB in einem 
jeden elltweder s als eine eindeutige, nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetige Funktion von x und y, oder etwa y als eben­
solche Funktion von x und e dargestellt werden kann, Die 1!'lache S 
bezeichnen wir als eine Flache der Klasse A. Sie hat augenschein­
lich eine stetige Tangentialebene. 

Raben die vorhin eingefiihrten Funktionen X k , Yk, zit (k = 1, ... m 
auch noch stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung, so sprechen 
wir von einer Flache del' Klasse B,20) 

Gelegentlich werden Flaehen der Klasse A betraehtet, die so be­
schaff' en sind, daB, wenn Ii. die geradlinige Entfernung zweier Punkte 

18) Es sei darauf hingewiesen. da,1\ bei den vorhin betrachteten Klassen 
on Gebieten punktf'ormige Randkomponenten 8ousgeschlossen sind. 

19) "Dachziegelartige tl'berjieckung" von S dutch.Xt (k = 1, ... m). 
20) Der in der Fu.6note 16) angegebene Satz gilt mutatis mutandis im 

Itaume (vgl. E. Goursat, Bull. de 180 Soc. math. de France 38 (1910), p. 189-101.4). 
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der Fliiche, () den von den zugehOrigen Normalen eingeschlossenen 
Winkel bezeichnet, f) < 826 (d'2 konstant) ist. Fliichen dieser Art 
ordnen wir der Klasse B' zu. Gilt statt f) < d'2.6 eine Beziehung 
der Form 0 < 8slS/, 0 < 1 < 1 (d's konstant), so wird S der Klasse 
Ah zugeordnet. Die Funktionen x"' Yk' Zk (k = 1, ... m) konnen so 
gewiihlt werden, daB O-;,Xk, O"Xk, ... Beziehungen von der Form 

(/ 'V () (jJ 

;" xk(v + l, ro + l') - ;;xk(v, ro) I < 84 (Ill + 1l'1)2 (d'4 konstant) 

geniigen. Konnen x"' Yk' zIt so gewiihlt werden, daB sie stetige partielle 
Ableitungen zweiter Ordnung haben, die der soeben hingeschriebenen 
Ungleichheit analoge Beziehungen erfiillen, so gehOrt S del' KIasse 
Bh an. 

FIiichen der Klasee A, die analytisch und reguliir sind, ordnen 
wir der Klssse C zu. Die Funktionen Xk, Yk' Zk (k = 1, ... m) konnen 
hier analytisch und regular angenommen werden. 

Besteht del' Rand eines dreidimensionaleI] Gebietes Tans einer 
endlichen Anzahl Komponenten, die siimtIich Fliichen der Klasse 
A(B, B ', Ah oder Bh) sind, so soll T ein Gebiet der Klasse 
A (B, B', All odeI' Bh) heitlen. Sind aUe Komponenten FIiichen der 
KIasse C, so wird T del' Klasse C zugeordnet. Besteht jede Rand­
komponente aus einer endlichen Anzahl einander nirgends beriihrender 
Stiicke der FIiichen del' Klasse C, so soU T del' Klasse D angehoren. 
Die Begrenzung S hat in diesem Falle eine endliche Anzahl Kanten 
und raumlicher Ecken. In diesen liiuft allemal eine endliche Anzahl 
Flachenstiicke zusammeni die Fliichenwinkel sind samtlich von Null 
verschieden. Sind unter sonst gleichen Bedingungen die einzelnen Be­
standteile jeder Randkomponente Fliichenstiicke del' KIssse Ah, so 
sollen S und T der Klasse Lh angehoren. 21) 

In Verallgemeinel'ung del' dUTCh stereographische Projektion von 
@; auf eine Riemannsche Kugel gewonnenen Gebiete werden zwei­
dimensionale iiber einer beliebigen 22) Flii.che der Klasse Ah ausge­
breitete Gebiete eingefiihrt. Auch kann man del' Betrachtung FUichen 
der Klasse D, allgemeiner Fliichan, die eine derarlige dachziegelartige 
Uberdeckung zulassen, daB jades der iiberdeckenden Fliichenstiicke auf 
ein Gebiet in @; konform abgebildet werden kann (N r. 24e), zugrunde 
legen. Dies trifft z. B. bei Fliichen zu, die aus einer endlichen Anzahl 
Stilcke der KIssse C bestehen, wobei, im Gegensatz zu der vorhin 

21) 1m Gegensatz zu zweidimensionalen Gebieten werden hier (ebenso wie 
bei Gebieten der Klasse D) RandBtucke, die ejnander beriibren, nicht zugelassen. 

22) Gelegentlich ganz oder teilweise mehrfach iiberdeckten. 
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eingefiihrten Festsetzung, einzelne Teile einander langs in sich zuriick­
laufender Kanten berlihren konnen. 28) Von hier aus gelangt man 
naturgemaB zu iiber ~ oder ~'" ausgebreiteten Gebieten mit endlich 
vielen "Ruckkehrfalten" Bowie zu Gebieten, die sich tiber die beiden 
Seiten von ~ (~m) erstrecken.24) A.ls regulatives Prinzip bei dieser und 
ahnlichen Verallgemeinerungen erscheint wieder die Forderung, daB 
sich T von einer endlichen Anzahl Gebiete (in ~, ~"" ~*, ~;) dach­
ziegelartig liberdecken laSt, die sich einzeln auf schlichte Gebiete 
konform abbilden lassen (Nr. 24: e). Es stebt so beispielsweise nichts 
im Wege, Gebiete iiber den einseitigen Flachen 25) zu betrachten. 

Fiir viele funktionentheoretische Fragen, insbesondere in del' 
'rheorie der algebraischen Funktionen, sind geschlossene FHichen, etwa 
der Klasse Ah oder D von besonderer Wichtigkeit. 

In der Ebene der komplexen Variablen z sei ein einfach zusam­
menhangendes Gebiet @ gegeben, dessen Rand .I: aus einer endlichen 
Anzahl Stucke analytischer und regularer Kurven besteht (Gebiet der 
Klasse E). Die einzelnen Seiten der Berandung seien in geeigneter 
Reihenfolge durch analytische nnd !'egulare Substitutionen All' .. , An 
paarweise einander zugeordnet. Die Reihenfolge sei so gewahlt, daB, 
wenn man die zusammengehorigen Seitenpaare nach erner Faltung 
der Ebene zusammenheftet, sich eine geschlossene Flache im Raume 
ergibt. Fur eine jede in @ + E, mit etwaiger Ausnahme der Ecken 
und Spitzen sowie moglicherweise eine!' endlichen A.nzahl weiterer 
Punkte, regulare analytische Funktion, die in dell' zusammengehorigen 
Punktepaaren des Randes dieselben Werte annimmt, hat @ den Cha­
rakter eines "ideal" geschlossenen Gebietes, d. h. eines Gebietes ohne 
Rand. Die einzelnen Seitenpaal'e von E sind durch die Substitutionen 
All' .. , An "ideal/( miteinander verbunden.25 &) Del' Begriff eines ideal 
geschlossenen Gebietes ist fiir den allmahlichen Ausbau des Begriffes 
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit von groBer Wichtigkeit gewesen. 

23) In raumlichen Ecken sollen sich diese Flachen jedoch wie Flachen del' 
Klasse D verhalten. 

24) Die beiden Seiten del' FHiche hang en langs einer endlichen Anzahl ein­
facher Kurven oder Kurvenstiicke zusammen. Gebiete dieser Art werden wir der 
Einfachheit halber kiinftig als Gebiete in @:* oder @~, bezeichnen. 

25) Z. B. dem Mobiusschen Bande, Werke, II, p. 484-485 und p. 519-521 
(Vgl. auch H. Weyl, die Idee der Riemannschen Flache, Leipzig 1913, p.26-27.) 

25") Flachenstucke, die durch analytische Substitutionen ideal verbunden 
sind und in einer Ebene liegen oder auf Polyedern au~gebreitet sind, die aus 
Stiicken von Ebenen und Kugelflachen bestehen, kommen schon Lei H. A. 
Schwarz vor. V gl. H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, 2, p. 161. S. farner 
R. Dedekind, J. f. Math. 83 (1877), p. 274, - Spezielle ideal geschloBsene Gebiete 
in @m ht noch fl'uher Riemann betrachtet. (V gl. die FuBnote 25 b) 
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F. Klein, der seit 1878 als erster "ideal" geschlossene Gebiete syste­
matisch betrachtete, spricht von einem "Fundamentalbereich". (V gl. 
R. Fricke, II B 4 Nr. 14.)25 b) Die ideal geschlossenen Gebiete, von denen 
das vorhin betrachtete Gebiet nur ein Beispiel darstellt, sind namentlich 
in der Theorie del' automorphen Funktionen und der linearen Diffe­
rentialgleichungen zweiter Ordnung von grundlegender Bedeutung. 
Dort werden die verbindenden Substitutionen durch lineare gebrochene 
Funktionen vermittelt. ll6 C)25 d) 

25 b) Siehe F. Rlein, a) Neue Beitrage zur Riemannschen Funktionentheorie, 
Math. Ann. 21 (1888), p. 141-218 passim., inshes. p. 141-155 sowie die vor­
l1tufigen Mitteilungen: b) l\>Iath. Ann. 19 (1882), p. 159-160; c) a. a. O. p. 565 
bis 568; d) Math. Ann. 20 (1882), p. 49-51. Man vergleiche ferner e) F. Klein, 
Riemannsche Flachen, und die vorbereitenden Ausfiihrungen in der Schrift 
f) Uber Rie1l1anns TheOl'ie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale, 
Leipzig 1882, insbes. p. 61-63. Von groBer Wichtigkeit ist die in der zuletzt 
genannten Schrift p. 72 - 82 angebahnte Betrachtung symmetrischer Flachen. 
Nach H. A. Sch~varz kann man jedes berandete Gebiet T (etwa, der Klasse C 
in ~ zu einer geschlossenen ll'lache erweitern. Man schlieJ3t an T das Gebiet T' 
an, das aus der Gesamtheit der Punkte besteht, die auf der Riickseite von :1' 
liegen. Das Gebiet T + T' + S iet geschlossen und symmetrisch. Vgl. F. Klein, 
]oc. cit. f) p. 79-. 

In der Hauptarbeit a) finden sich p. 149 -151 weitere spezieUe Beispiele 
ideal geschlossenel' Gebiete, darnnter 1. die "Rie'lnannsche Parallelogrammfigur" 
(vgl. B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke und wissensj)haftlicher 
NachlaJ3, 2. Auf!.. 1892, Theorie der Abelschen Funktionen, Nr. 12, p. 119-122) 
und 2. das von 2p-Kurven del' Klasse a begrenzte 2p-fach zusammenhangende 
Gebiet (der Klasse C) in (¥;. (In dem besonderen FaIle, wenn die Begrenzung 
aus lauter Kreisen besteht, sind diese Gebiete zuerst von F. Schottky, J. f. Math. 
83 (1877), p. 300-351, betrachtet worden.) Weitere Ausfiihrungen und Ergan­
zungen gibt F. Klein in del' Abhandlung, Uber den Begriff des funktionen­
theoretischen E'undamentalbereiches, Math. Ann. 40 (1891), p. 130-139. Der 
Begriff (auch der Name) eines Fundamentalpolygons ist iibrigens von Klein schon 
einige Jahre VOl' dem Erscheinen der an erster Stelle zitierten Hauptarbeit ein­
gefiilirt worden. Man vgl. F. Klein, Math. Ann. 14 (1879), p.111-172. 

25 C) Ein Fundamentalbereich fEJ braucht keineswegs stetlil uber einer schlich­
ten Ebene ausgebreitet zu sein. Es konnen Verzweigungspunkte in €i), in den 
Ecken der Randkurve sowie in Punkten, die bei beliebig oft wiederholter An­
wendung der Grundsubstitutionen nicht erreicht werden, vorliegen. 

2o d) F. Klein hat ala erater frei im Raume gelegene geschlossene Flachen 
als "Riemannsche Flachen" aufgefaBt und der Theone del' algebraischen Funk­
tionen zugrunde gelegt. (V gl. F. Klein, loco cit. 25 b) f).) Den ersten AnstofS 
zu dieser Auffassung hat eine gelegentliche Bemerkung von F. Prym (1874) ge­
geben (vgl. F. Klein, loe. cit. 25 b) f) p. IV). Schon friihzeitig hat Klein den 
Begriff einer Riemannschen Flltche wesentlich verallgemeinert. Vgl. F. Klein, 
Math. Ann. 7 (1874), p. 558-566; 10 (1876), p. 898-446 sowie loco cit. 25 b ) a) 
p. 146-149 und p. 158-155; f) p. 61-63, ferner F. Klein, Riemannsche FUi.­
chen, Wintersemester, zweiter Teil Ill.. B. Siehe auch die Ausfiihrungen dell 
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3. Ortsfunktionen.26) Sei T irgendein beschranktes Gebiet m 
~ (~n.) oder im Raume, T* ein Gebiet, das T + S enthalt. Auf S 
sei eine beliebige stetige Wertfolge gegeben. Nach H Lebesgue kann 
man (in unendlich mannigfaltiger Weise) ein\l in T* stetige Funktion 
bestimmen, die auf S die namlichen Werte annimmt.27) 1st Seine 
einfache Kurve, so kann man die Randwerte auf den Einheitsk1'eis C 
ve1'pflanzen. Man erhalt so, unter t die BogenHinge auf 0 verstanden, 
eine stetige Funktion f(t) mit der Periode 2%. 1st die dureh Ve1'­
pflanzung gewonnene Funktion let) abteilungsweise stetig, so wollen 
wi1' auch die Randfunktion abteilungsweise stetig nennen.28) Eine in 
einem ebenen oder 1'aumlichen Bereiche T + S der Klasse 0 29) e1'­
kIane Funktion F nennen wir abteilungsweise stetig, wenn sieh T + S 
in eine endliche Anzahl Bereiche zerlegen mBt, so daB in je­
dem von dies en F nach Festsetzung geeigneter Randwerte zu einer 
stetigen Funktion wi1'd. Eine in einem beliebigen Gebiete TOO) el'­
kliirte Funktion nennen wi1' abteilungsweise stetig, wenn sle in jedem 
in T enthaltenen Be1'eiche der Klasse C abteilungsweise stetig ist. Sie 
heiBt beschrankt, wenn ih1' absoluter Bet1'ag unterhalb einer endlichen 
Sch1'anke liegt. 

Zur Vereinfachung werden bei Ortsfunktionen von zwei oder dret 
unabhangigen Variablen, wenn es auf die Richtung, in bezug auf die 
differentiiert wird, nicht ankommt, partielle Ableitungen erster und 
zweite1' Ordnung kiinftig mit Dl und D2 bezeichnet. 

Es sei lex, y) eine in einem beschrankten Bereiche l' + S del' 
Klasse .A. in G: erkla1'te Funktion. 1st 
l'extes tiber Fundamentalbereiche und die Fuanote 25 b). Bei Klein handelt es. 
sich immer nur um geschlossene Gebiete. Durch Randsubstitutionen verbundeneo 
Flachenstiicke kommen ala Bestandteile nicht geschlossener Gebiete allgemeiner­
Natur (Nr. 4,) wohl erst bei Koebe vor. Vgl. P. Koebe, Witt. Nachr. 1908, p. 337" 
bis 358 (p. 338-339, Fullnote). Uber die Entwicklung des Begriffes einer a.ll~ 
gemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit siehe H. Weyl, Die Idee der Riemann­
schen Flache, Vorwort sowie p. 1-68, insbes. p. 34-36. :Man vergleiche hierzu 
Nr. 40, insbes. die FuBnote 43) sowie die Ausfiihrungen der Nr. 4,7 p. 359-360. 

26) In diesem Abschnitte ist ausschlieBlich von reeHen Funktionen die Rede. 
Wenn nicht das Gegenteil ausdriicklich vermerkt wird, sind diese eindeutig erklart. 

27) H. Lebesgue, Rend. del Circ. mat. di Palermo 24 (1907), p. 371-402 
[po 379-380]' Dod werden Gebiete in ~ betrachtet. 

28) Diese Festsetzung !ii-at sich in leicht ersichtlicher Weise auf mehrfach 
zusammenhangende Gebiete in ij; oder ij;m iibertragen, deren Randkomponentell 
lauter einfache Kurven sind. 

29) Mit Ausschlua einer endlichen Anzahl Stiicke von Kurven (FHtchen) del' 
Klasse C. 

30) Mit Aus8chlull abzahlbar vielen Stiicken von Kurven (Flachen) der 
Klasse 0, die sich nur a.m Rande haufen konnen. 
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I (xu til) - {(x!' '!Ill) I < Cl()~2' O<l < 1, ()i2 = (Xl - x2? + ('!Il - '!IS)" 
(cl konstant), 

unter (Xl' Yl)' (Xi' '!Ii) zwei Punkte in T + S verstanden, so sagen 
wir, {(x,y) genfige in T + Seiner Hiilderschen, kfirzer einer H-Be­
dingung (auch einer H-Bedingung mit dem Exponenten l). Die vor­
stehende Ungleichheit ist, wie leicht ersichtlich, einer Ungleichheit 

I {(x + hl1 Y + h2) - {(x,y) 1< C2 (I hll+ I h2 W (c2 konstant) 
aquivalent. Gilt diese Beziehung fiir eiIien bestimmten Wert des Ex­
ponenten l, so gilt sie (notigenfalls nach einer Anderung des kon­
stanten Faktors) fiir aIle kleineren positiven A. 

Eine Funktion {(x, y) geniigt in T einer H-Bedingung mit dem 
Exponenten A, wenn sie diese in jedem Bereiche T' + S' in T erfiillt. 
Konvergiert T' gegen 1', so kann cl dabei iiber aIle Grenzen wachsen.31) 

Ganz analoge Festsetzungen wollen wir bei Funktionen mit drei 
unabhii.ngigen Variablen treffen.32) 

Es sei T ein beschranktes einfach oder mehrfach zusammenhan­
gendes Gebiet in ~ und (x, y) ein Punkt in T; {(x, y) sei eine in T 
und auf S stetige Funktion, die partiellen Ableitungen Dd seien in 
T stetig. Die partielIe Ableitung in einer Richtung (l), die mit der 
x- Achse einen Winkel a einschlieBt, hat den Wert 

of of of . 
07: = ox cosa + oy sm u. 

Es sei jetzt s ein Punkt auf S, in dem Seine bestimmte Tangente 

oder l.wei getrennte Tangenten (eine Ecke) hat. Konvergiert ;l {(x, y) 
bei der Annaherung an slangs einer beliebigen S in s nicht beriih­
renden Geraden G in T gegen einen bestimmten endlichen, von G 
unabhangigen Grenzwert, und zwar auf jeder abgeschlossenen Menge 
der Geraden G gleichmaBig, so sagen wir, in s sei die partielle Ab­
lei tung a ~~s) vorhanden.33) 

31) LaBt sich im Gegensatz hierzu fUr c1 eine obere Schranke angeben, 
so geniigt, zu mindest wenn T der Kla.sse C angehort, f(x, y) in T + Seiner 
:ll-Bedingung mit dem Exponenten 1. Vgl. Ch. H. MUntz, Journ. f. Ma.th. 139 
(1910), p. 0-32 [po 8-9]. DOlt wird ein Kreisbereich betrachtet. 

32) Die zuletzt betrachteten Ungleichheiten sind in die Potentia.ltheorie von 
O. Holder eingefiihrt worden (vgl. O. Hiilde1·, Beitrage zur Potentialtheorie, Stutt­
ga.rt 1882). In der Theorie der trigonometrischen Reihen einer Veranderlichen 
ist eine a.naloge Beziehung bereits friiher von R. Lipschitz betra.chtet worden. 
Der Einfachheithalber werden wir uns auch bei Funktionen einer Va.ria.blen der 
a.bkiirzenden Bezeichnung einer H-Bedingung bedienen. 

33) Diese ist, wa.s kiinftig nicht besonders hervorgehoben werden solI, endlich. 
Um MiBverstandnisse zu vermeiden, sei bei dieser Gelegenheit bemerkt, da6 im 
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Es sei T ein beschrinktes Gebiet der Klasse A und es sei etwa 

o t~) ffir aUe 8 auf 8 vorhanden, es mage ferner oo~ (x, y) sich seinem 

Grenzwerte auf S gleichmii..Big nahem. Eine Funktion, die in T 

gleich 0: ((x, y), auf S gleich ~FJ~ ist, ist in dem Bereiche T + 8 

stetig. Wird im folgenden von einer Funktion (x,1/) behauptet, sie 
sei in T + S nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig, 

so besagt dies, daB sich ;~ und :: 114.) wie vorhin auseinandargesetzt 

verhalten. Es geniigt hierzu, da.B die partieUen Ableitungen oOa;(Cx,,) 

und o~ (x, y) bei del' Annaherung an den Rand lings dar Normalen 

an S gleichmiiBig konvergieren. 
Es sei wie vorhin T ein beschrii.nktes einfach oder mehrfach zu­

sammenhii.ngendes Gebiet in ~ und es mage S in s eine bestimmte Tan­
gente haben. Es sei (x,1/) ein Punkt in T auf (n); seine Ent­
fernung von s sei gleich It. Unter der Ableitung der Funktion (x, g) 
in der Richtung del' InnennormaZe (n) in s, kiil'zer del' "Normalablei-

tung", mit ~ f, 0 !(s), auch ! ( bezeichnet, verstehen wir den ala vor-
un un un. 

handen vorausgesetzten Grenzwert lim ",0 (x,1I). Wie leicht ersicht-
lI=oun 

lioh, ist o ((s) = lim f(a;, 11) - (s) . 
on ~=O h 

Es sei T ein beschrii.nktes Gebiet der Klasse A in (i und (x, 11) eine 
in T und auf S stetige Funktion, die in T stetige parlielle Ableitun­
gen erster Ordnung hat. Wir sagen, (x,1I) habe eine auf S ,,stetige 

Normalableitung", wenn °t~) existierl und oOn(x, 1/) gegen °t~) gleich-

miBig konvergiert. Dies kann eintreten, auch wenno t~), 0 t~) nicht 
vorhanden sind. 

Es sei T insbesondere einfach zusammenhiingend. Wir werden 
gelegentlich neben in T + 8 erklarten stetigen Funktionen weitere 
Funktionen zu betrachten haben, die in dem Au8engebiete T. mit 
Einschl11.8 des Randell und hOchstens mit Ausnahme des unendlich 
femen Punktesstetig Ilind. Die Randwerte werden dann entsprechend 

folgenden von Bezeichnungen wie lim. "It = + OIl, lim (a;) = + 00 u. djJl. keiD .. =. "'=+-
Gebrauch gemacht wird. 1st eiD Grenzwert vorhanden, 10 iBt damit zugleiclt 
auagesagt, da,8 er Buch endlich ilt. 

84.) Und da.rum dberhaupt all. D t f. 
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etwa mit ((8+) und ((s-), die Werte der NormalabJeitungen, falls diese 

vorhanden sind, mit oOn f(s+), 00", fer) bezeichnet.S5) 

Analoge Festsetzungen geIten fiir Gebiete auf ~'" und 1m 

Raume.S6) 
4:. .Allgemeines fiber unendlichvielblii.ttrige sohllchtartige G6-

biete. Eine Folge von Gehieten T,/n = 1, 2, ... ) der KIMse D (all­
gemeiner etwa der -KIssse E oder Q) in ~ oder (im heiSt "ineinander­
geschachteW', Tl < TJ < Ta < ... , wenn T" ffir aUe n in T,,+l liegt, 
wiihrend es Punkte von T,,+l giht, die in T,. nicht enthalten sind; 
T.n und T"+l konnen Teile des Randes gemeinsam haben. 1st dies 
fiir keinen Wert von n der Fall, so sind die Gebiete im "engeren 
Binne ineinandergeschachtelt". 

Jedes Gebiet T in ~ oder ~.,., das mindestens einen Randpunkt 
hat, kann als Limes einer Folge ineinandergeschachtelter Gebiete 
T .. (n = 1,2, ... ) der Klasse C dargestellt werden. Jeder Bereich in T 
ist von einem gewissen n an in allen Tn enthalten.81) S8) 

Es sei Tl < TJ < Ts < ... eine Folge ineinandergeachachteltel" Ge­
biete in ~m' deren Blitterzahl mit n ins Unendliche wBchst.39) 

Wir sagen, die Folge T,.(n = 1,2, ... ) definierl eine (unendlich­
vieihlittrige) Punktmannigfaltigkeit X = lim T", die BUS der Gesamt-

86) Es gilt dabei die Definitionsgleichung ,",0 fer) = lim ,} f(a;,1/), unter 
lin -'=0 (In 

;~ die Ableitung in der Ricbtung del' Innennormale, 11 die Entfernung deR 

PunkteB (x,y) auf (n) in Tu von B verstanden. 
86) Die Umgebung eines jeden unendlich femen Punktes oder Windungs-

1 

IJunJr:teil bat man sich dnrch Vermittelung einer Fnnktion von del" Form 8 ?II (m ~ 1) 
1 

otIer 8 m (m > 1) auf die Fliohe eines Kreises iibertragen- zu denken. 
87) 1st dll das Maximum des Abstandes eines Randpunktes des Gebietes T" 

von S, so ist lim d" = o. Vgl. z. B. W.8. Osgood, Funktionentbeorie, p.156-158. 
'11=00 

38) Gabiete Tf! (n = 1, 2, ... ) ka.lln man iibrigens im engeren Sinne inein­
andergeschachtelt wihlen. fiber den allgemeineren Begritf deB "Kernes" einer 
Folge von Gabieten vergleiche bei O. Oa,·athiodory, loco cit. 677) (Nr.4:7). 

89) Ancb die Zahl der Windungspunkte in Tn' oder der Hilchstwert ihrer 
Ordnung (oder auch heides) kilnnen mit n zugleich unendlich werden. Folgen 
iUeIDander geschachtelter Gebiete Tl < T, < ... , die so beachafFen .ind, da8 
die Bmtterzabl von 7 .. fiir aIle Il unterhalb einex featen Schranke liegt, wlUJ.­
rend die Zabl der Windungspunkte ffir n = 00 unendlich wird, werden, da. sie bei 
Bcblichtartigen Gebieten nicht vorkommen, an dieser Stelle Dicht nlLher betrachtet. 
DaB Gebiet t: = lim T ... hat in diesem Falle eine endliche Anzahl von BIlLttem, .=00 
jedoch nnendlichviele WindungBpunkte (endlicher Ordnung). 

1iJnoyltlop. d. math. Wt.e ..... b. II 3 14, 
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heit der Punkte besteht, die fiir ein (und darum unendlichviele) n in 
einem Gebiete der Folge enthalten sind. Die Folgen Tl < T2 < ... 
und T/ < T,/ < . .. definieren dieselbe Mannigfaltigkeit 'i:, wenn 
jedem n ein n*, jedem vein v* zugeordnet werden kann, so daB Tn 
in T~. und T; in T ... enthalten ist. Alie Punkte von St sind innere 
Punkte der Mannigfaltigkeit. Zwei Punkte von % konnen durch einen 
geradlinigen Streckenzug von endlicher Seitenzahl, dessen samtliche 
Punkte der Mannigfaltigkeit angehoren, verbunden werden. Man ist 
darum berechtigt, ;t als ein (unendlichvielblattriges) Gebiet zu be­
zeichnen:10) 

Ein Gebiet 'i: heiSt "schlichtartig", wenn es durch jedes in ihm 
gelegene Polygon zerstiickelt wird. N otwendig und hinreichend ist 
hierfiir, daB alie Tn schlichtartig sind. 

Es mogen zunachst. die ein schlichtartiges Gebiet St bestimmen­
den Gebiete der Foige Tn(n = 1,2, ... ) im engeren Sinne ineinander-

geschachtelt sein. Sei s~n) irgebdeine Komponente von Sit' Das Ge­
biet Tn+1 - T" zerfallt in eine endliche Anzah! Teile (B)lI €iJ 2 , ... 8 •. 
Eine Komponente S~~+t von S"+1 sei jetzt so gewahlt, daB s;.") und 

S~:~l) beide dem Rande desselben 'l'eilgebietes, etwa e j , angehoren. Es 

gibt mindestens eine unendliche Polge S~,,) (n = 1, 2, ... ). Jede FoIge 
dieser Art bestimmt per definitionem eine Komponente 

...,(j) = (SUI) SU.) ) 
iY' l' 2"" 

"des Randes" von :t.41) Man kann 'i: stets in der Form 'i: = lim T,. 
H=OD 

darstelIen, so daB aile Folgen s~n) (n = 1, 2, ... ) unendlich sind ("ka-
nonische Darsteliung"). 

Ein "einfacher W eg in :t" heiBt eine Punktmenge, deren in Tn 
gelegener Teil fur aIle n, von einem bestimmten an, ein SUick einer 
einfachen Kurve, oder eine einfache Kurve schlechthin (geschlossener 
Weg) darstelit. Trifft ein einfacher Weg aile S~,,) von einem be­
stimmten n an, so sagen wir, er "endigt an der Randkomponente sU)". 

(0) Unendlichvielblattrige Gebiete sind zuerst von H. A. SChwarz (in miind­
lichen Mitteilungen an F. Klein und H. Poincare) betrachtet worden (vgl. den 
Artikel II B 4 von R. Fricke Nr.39). In der Literatur treten sie zuerst in einer 
gegen H. A. Schwarz verallgemeinerten AuffasBung bei H. Poincare loco cit. 434) 
auf (Nr. S'Z). Man vergleiche ferner H. Poincare loco cit. 453), P. Koebe, loco 
cit. 437), R. Courant, loco cit. 547). Gebiete dieser Art werden wir in der Folge 
mit i, i1 , i', ~* u. dgl. bezeichnen. 

41) Die 80 definierlen Randkomponenten brauchen keineswegs einen Rand 
im eigentlichen (anschaulichen) Sinne des Wortes zu bilden. Vgl. die FuBnote 598). 

»Windungspunkte uuendlich hoher Ordnung" von i Rind offenbar stets 
R~ndpunkte des Gebietes. 
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Endigt ein einfacher Weg beiderseits am Rande von i:, so heiBt er 
"Querschnitt". (Vgl. O. OaratModory loco cit. 599, a) p. 314-315, 
b) p. 325-326. Dort werden beschrankte Gebiete in ~ betrachtet.) 

Wir nennen das Gebiet;t ... p-fach zusammenhangend, wenn 
sein Rand p Komponenten hat. Notwendig und hinreichend hierzu 
ist, wenn die Darsteilung i: = Ji,m Tn kanonisch ist, daB aile Tn von 

n=co 

einem n an p-fach zusammenhangend sind. 1st das Gebiet % ... p-fach 
zusammenhangend, so wird es durch p Querschnitte allemal zerstiickelt,. 
wahrend es Systeme von (p -1) Querschnitten gibt, aie % zusammen­
hiingend lassen. 

LiUlt sich eine kanonische Darsteilung der vorhin genannten Art 
fUr kein p gewinnen, so heiBt i: unendlichvielfach zusammenhangend. 
Eine unendliche Folge von Randkomponenten 

S(rn) = (S~ml), S~m,), .•• ) (m = 1,2, ... ) 

"konvergiert" gegen eine "Hiiufungskomponentett S(h) = (~hJ, fi2h.;) ... ), 
wenn jedem N eine Zahl p..(N) zugeordnet werden kann, so daB fiir 
aile m > p..(N) .•. Sri) = S/hj) (1 = 1, ... N) gilt. Eine Randkomponente 

S"1 = (81'), S~.), ... ) heiBt isoliert, wenn es keine Folge S(m\m= 1, 2, ... ) 
gibt, die gegen sU> konvergiert. Hierzu ist, wenn die Darsteilung 
X = lim T.. kanonisch ist, notwendig und hinreichend, daB von einem 

1&=00 

n = N ab $;;") und S~~ ~ 1) allemal die vollstandige Begrenzung einelf 
(zweifach zusammenhangenden) Gebietes bilden. Es gibt, wenn X un­
endlichvielfach zusammenhangend ist, mindestens eine Haufungskom­
ponente. 

Die den Rand und die Zusammenhangszahl betrefl'enden Fest­
setzungen lassen sich in ahnlicher Weise treifen, wenn die ein schlicht­
artiges Gebiet X bestimmenden Gebiete T",(n = 1,2, ... ) schlechthin 
ineinandergeschachtelt sind.4!) 

In naheliegender Verallgemeinerung der vorstehenden Betrach­
tungen werden FoIgen ineinandergeschachtelter Gebiete Tl < T2 < ... 
iiber Fliichen der Klasse Lh, oder in ~* (~!) eingefuhrt. Das Gebiet 
lim Tn kann Riickkehrfalten haben, ganz oder teilweise uber den beiden 
n=CID 

Seiten einer .Flache (insbesondere einer Ebene), oder auch iiber einer 
einseitigen Fliiche ausgebreitet sein. Die Gebiete Tn konnen auch aus 

42) Wie leicht ersichtlich, kann man iibrigens von der Folge Tn (n .... 1, 2, ... ) 
in unendlich mannigfaltiger Weise zu einer anderen Folge von Gebieten 

T~ (n = 1, 2, ... ) (lim T~ = 1:) 

iibergehen, die im engeren Sinne ineinandergeschachtelt Bind. 
14* 
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einer endlichen Anzahl untereinander ideal verbundener Teile bestehen. 
(V gl. die Ausffihrungen der N r. 2 fiber ideal geschlossene Gebiete 
sowie die Betrachtungen der Nr. 4:7 p. 358.) 

Alie diese besonderen Arten von Gebieten ordnen sich dem a11-
gemeinen Begriffe einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (nach H. Weyl, 
"Riemannschen FHiche") unter. In der Nr.4:7 p.359-360 wird nach 
Koebe (J. f. Math. 147 (1917), p. 67-101 (p. 70-73) eine allgemeine 
Definition der Riemannschell Mannigfaltigkeit gegeben. Man vergleiche 
hierzu P. Koebe, loco cit. 457) p. 198 insb. die Fui\note 1); Annali di 
Mat. (3) 21 (1913), p. 57-64 (p. 60-61); Phys. Zeitschr. 13 (1912), 
p. 1064; H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache, Leipzig 1913, 
p. 16-77; L. Bieberbach, Math. Ann. 78 (1918), p. 312-331.48) 

Del' Ubersichtlichkeit halber sollen jetzt die wichtigsten bieher 
henutzten Bezeichnungen kurz zusammengestellt werden. 

&: bezeiclmet eine schlichte Ebene. 
&:m ist eine ganz oder teilweise mehrfach itberdeckte Ebene (p. 181). 

Die KIasse A (B) umfaBt einfach odeI' mehrfach (d. h. endlich viel­
fach) zusammenhangende Gebiete in Q: odeI' &:"., deren samtliche Rand­
komponenten (beschrankte) einfache Kurven (p. 183) mit stetiger Tan­
;sente (Kriimmung) sind. 

Die Klasse C umfaBt Gebiete der Klasse A, deren samtliche Rand­
komponenten geschiossene analytische und reguli~:e Linien sind. 

Die Klassen D(L, ltl) umfassen einfach oder mehrfach zusammen­
hangende Ge biete in ~ oder ~m.' deren aUe (beschrankten) Randkom­
ponenten aus einer endlichen Anzahl Stucke analytischer und regu­
larer Linien (K urven mit stetiger Tangente, stetiger Kriimmung) be­
stehen und keine nach auBen gerichteten Spitzen haben. Kommen 
auch noch nach auBen gerichtete Spitzen VOl', so gehoren die frag­
lichen Gebiete entsprechend in die Klassen E(N, Q) hinein. 

Gebiete del' Klasse Ah sind Gebiete der Klasse A, deren samt-

43) Eine von einer Folge ineinandergeschachtelter Gebiete elementarer 
Natur una.bhangige Definition uber del' schlichten Ebene a.usgebreiteter allge­
meiner Gebiete, namentlich einfach zusammenhangender unendlichvielblattriger 
Gebiete gibt W. Blaschke. Vgl. E. Study, loco cit. 148). Ebendort findet sich 
p. 17-19 del' Beweis der Aquivalenz del' fraglichen Definition (einfach zusa.mmen­
hangender Gebiete) mit derjenigen des Textes. Gebiete von hoherem Zusammen­
hang bleiben dem Programm del' Schrift gemii.1\ a.uBer Betra.cht. Eine Erklarung 
del' Zusammenhangszahl, Bofern diese > 1 ist, wird darum nicht gegeben. 

Auch bei Weyl und Bieberbach wird -del' Begriff del' Zusammenhangszahl 
lediglich fiir einfach. zusammenhiingende Gebiete erklart. Auch Koebe betrachtet 
in der im Text an erster Stelle genannten ausfiihrlichen Arbeit nur einfach zu-
3ammenhangende Mannigfaltigkeiten. 
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liche Randkurven iiberdies den Ungleichheiten von der Form 

\ d~ x(~ + h) - ~ xes)l, 1 :~y(s + h) - :~y(~) 1< hi Ihl" 
(0 <.t < 1) 

geniigen. 
Niiheres iiber Gebiete der Klassen 13', Bh vergleiche p. 185. 
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1m Raume umfaSt die Klasse A(B) einfach oder mehrf'ach zu­
sammenhangende Gebiete, deren samtliche (beschrankte) Randkompo­
nenten geschlossene FHichen mit stetiger Normale (Kriimmung) sin.d 
(p. 186). 

Die Klasse C umfaSt Gebiete der Klasse A, deren samtliche 
Randkomponenten geschlossene analytische und regulare Fliichen sind. 

Niiheres aber die Flachen der Klassen B', All, Bh, D, Lh ver­
gleiche p. 187. 

II. Allgemeine Sitze der Potentialtheorie.44) 

D. Definition der Potentialfunktion. Eine in einem beschriinkten 
Gebiete T in (i, oder im Raume nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetige Losung der Differentialgleichung 

otu o!u 
(1) ~u = ax' + oy' = 0 in der Ebene, 

(2) (1211, + 82u + (illu O· R 
\ ~tt = 0;2 ay! (iz' = 1m aume 

wird eine in l' regulare Potentialfunktion genanntY») 
1st T ein Gebiet in ~ oder im Raume, das den UlJendlich femen 

Punkt enthalt, so wird daruber hinaus festgesetzt, daB 
in (i 

(3) limu{x, y) = c, lim RDtu = 0, (c konstant), R2 = x2 + y2, 
R=oo R="" 

lID Raume 

(4) limu(x,y,z)=c, limRlID1 u=0, (c konstant), R2=X2+y2+ Z I 
R="" R=oo 

gilt. 1st fUr hinreichend groBe R in (i 

(5) ~t = M log ~ + eine regulare Potentialfunktion, 

44) Geschichtliches vergleiche den Artikel II A 7 b von H. Burkhardt und 
W. F. Meyer Nr.I-5. 

40) In der Ebene spricht man gelegentlich von dem logarithmischen, im 
Raume von dem Newtonschen Potential. Es erscheint zweckmaBiger, die Bezeich­
nung .Potential" aUBBchlieBlich fUr das Potential einer bestimmten Belegung Z\I 

reserneren. Bei einer V olumladung z. B. geniigt das Potential im lnnern deB 
mit Masse belegten Gebietes nicht der Laplaceschen, sondern unter bestimmte1il 
VoraUsiletzungen der PW$Qnschen DitfereDtialgleichung (Nr. S). 
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im Ra.ume 

(6) u = :: + eine regulare Potentialfunktion, 

80 heiSt M "die Gesamtmasse" von u .46) 
Nach O. Neumann (vgl. E. R. Neumann, Beitrage, p. XII) ist die Be­

dingung (3) erfiillt, sobald lim u(x, y) = c ist. 1m Raume folgt aus 
R=eo 

lim u(x, y, z) = C nur, daB die Funktionen R2 Dl u beschrankt sind.4S ") 
R= .. 

46) Wir folgen der Darstellung von J. Plemelj, Untersuchungen, p. 3-5, 
die von der herkommlichen (vergleiche etwa bei O. Neumann, Abhandlungen, 
1. Abhandlung, p. 725-731; A. Korn, Potentialtheorie I, p. 180-181; II, p.128 
bis 129; J. Plemelj, Monatshefte f. Math. u. Phys. 15 (1904) p. 337-412 [p.366 
bis 371]) abweicht und in mancher Hinsicht Vorteile bietet. Andere gegeniiber 
den iiblichen vereinfachte Festsetzungen hat E. R. Neumann vorgeschlagen. 
(E. R. Neumann, Beitrage, p.5-10.) Voraussetzungen iiber das Verhalten von 
DIU im Unendlichen werden dabei ganz vermieden. Aus der im vorstehend.en 
sohlechthin ala Potentialfunktionen bezeichneten Klasse von Funktionen werden 
in der Literatur (namentlich der alteren) ofter bestimmte Arten als • Funda­
mentalfunktionen", • harmonische Funktionen", • vollstandige" Bowie .allgemeine 
Potentialfunktionen" usw. je na.ch dem Verhalten im Unendlichen und am Rande 
des Definitionsgebietes (das von dem Regularitatsgebiete verschieden sein kann) 
herausgehoben (vgl. z. B. O. Neumann, a. a. 0.; ...4.. Korn, Potentialtheorie, passim; 
E. R. Neumann, a. a. 0.). In dem vorliegenden Referat wild von jenen Bezeich­
nungen nirgends Gebranch gema.cht. 

46") Der Beweis la.6t sich nach einer miindIichen Mitteilung von Koebe 
z. B. wie folg~ fiihren. Die Funktion 'V = U - c verschwindet im Unendlichen 
nnd nimmt auf einer Kugel C von hinreichend gro.6em Radius eine stetige Folge 
von Werten q;(s) an. Es sei v' die durch das Poissonsche Integral (Nr. IS) fUr 
da.s unendliche von G begrenzte Gebiet Ka, nnter Zugrundelegung der Rand­
werle gJ(S) dargesteUte Potentiali'unktion. Die Differenz v' - v ist Bowohl auf 
C als auch im Unendlichen gleich Null. Sie verschwindet darum in Ka iden­
tisch. AUB dem Poissonschen Integral folgt abel leicht, daB die Funktionen 
RI DI u beschrankt sind. 

Man kann iibrigens auch anders vorgehen. 
DaB aus lim u (x, y, z) = c nicht notwendig lim RI Dl t, = 0 folgt, zeigt 

R=oo R= .. 

das einfache Beispiel u = ~ . 
In der Ebene fiihrt die folgende Uber]egung rasch zum Zie]e. 

E ., x , y '(' '\ ( ) D' '" kt' "') 18' t s sel x = RI' Y = RI' U x, y ) = u x, Y . le.r un Ion u (x , y 

in einer Kreisfiache ~ um den Koordinatenursprung stetig und mit etwaiger Au.­
nahma des Mittelpunktes regular. Sie iet darum in sr regular (Nr. 14:) und ge-.. 
stattet eine Entwicklung von der Form u' (x', y') = ~R'''(b" cos nq; + all ain ngJ) 

.. =0 
(R'I = x' t + y' ~, x' =0 R' cos cp, y' = R' sin cp). Man schlieJ3t hieraus leicht 
daB, in der Tat, lim BDI u == 0 ist. t 

R= .. 
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Sei T jetzt ein Gebiet in ~m' Die vorstehende Definition einer 
reguliiren Potentialfunktion bedan noch einer Erganzung, wenn T 
Windungspunkte hat. 1st 10 = Xo + Yoi ein Windungspunkt p-er 
Ordnung, so wird gefordert, daB u(x, y), in die Ebene s' den Glei-

1 

chungen :l = (z -sot H , u'(i,y')=U(X,y)47) gemaB verpilanzt, sich 
in der Umgebung des Koordinatenursprunges 48) der Ebene s' regular 
verhiilt. Die Ausdehnung der Definition auf unendlichvielblattrige 
Gebiete der Art X ist naheliegend, bei der Ausdehnung auf eine be­
liebige Riemannsche Mannigfaltigkeit sind die Ergebnisse del' Nr. 24e 
zu beriicksichtigen. 

6. Potential einer einfachen Belegung.49) Sei T ein Gebiet del' 
KIasse Bin &50). Es bezeichne p,(s) eine auf S erkIlirte stetige Funk­
tion 51), (x, y) einen nicht auf S gelegenen Punkt, ",,"t1 r., ent­
sprechend Entfernungen der Punktepaare (x, y), Sj (x, y), tj s, t. 

Das Integral 

(1) vex, y) =jp,(t) log .!:...dt r t 
s 

bezeichnet man als Potential einer einfachen Schicht oder Belegung . 
• 

Ihre Dichte ist I1-(8), J ,."Ct) dt ist die auf dem Bogen (s - so) ausge-

breitete Masse.62) 

In einer ganz analogen Weise wird dae Newtoosche Potential 
einer einfachen Flachenbelegung im Raume 

(3) Vex, y, z) = jfL Ct) ~ dt r t 
s 

47) Oder, wenn ein nnendlich ferner Pnnkt Verzweignngspnnkt bt, den 
1 

Gleichungen il.=Sp+l, u'(x',y')=U(X,y) gemii.B. 
48) Oder des unendlieh femen Punktes. 
49) Vgl. den Artikel II A 7 b von H. Burkhardt und W. F. Meyer Nr. o. 
1)0) Allgemeiner konnte man T von del' Klasse A oder N annehmen. 
1>1) Allgemeiner eine nieht notwendig besehrll.nkte, integrierbare Funktion 

(im iiblichen Sinne oder naeh Lebesgue). 
1)2) Eine fUr manehe Zwecke niitzliehe Verallgemeinernng hat J. Plemelj, 

Untersuchungen, p. 17-18, angegeben. Sei %(8) eine auf S erklikte stetige Funk-

tion. Das Btieltjessehe Integral (2) V'(a:, y) =flOg.!:... d%(t) kann alB loga­
rt 

B 
rithmisehes Potential einer a.uf S verteilten einfaehen Sehieht aufgefaBt werden. 
Die auf (8 - '0) aUlgebreitete Malse hat den Wert % (8) - % (so), 
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definiert, unter Seine Fliiche der Klasse B, unter dt das Fliichen­
element, I'(t) die Dichte del' Belegung verstanden.s3) 

Das Verhalten des Potentials einer einfachen Schicht und seIner 
partiellen Ableitungen auf der belegten Kurve oder Fliiche und in 
deren Nachbarschaft bildet den Gegenstand einer bis in die neueste 
Zeit heranreichenden langen Reihe von Arbeiten. Die ersten fiber die 
klassischen Ergebnisse betrachtlich hinausgehenden Resultate diesel' 
Art sind von O. Holde:r und A. Liapounoff abgeleitet worden. 54) Ihre 
Untersuchungen sind vorbildlich geworden. Die Ergebnisse von Holder 
und Liapounoff sind namentlich von A. Korn und J. Plemelj weitergefiihrt 
und vervollkommnet worden. 55) Von Korn ist insbesondere eine Reihe 
hinreichender Bedingungen fiir die Existenz (und Stetigkeit) gewisser 
partieller Ableitungen angegeben und bewiesen worden. Diesen Arbeiten 
parallellaufen die etwa 1899 begonnenen Veroffentlichungen von H. Pe­
trini, die auf die Auffindung notwendiger und zugleich hinreichender 
Bedingungen hinzielell. Seine Ergebnisse hat Petrini in zwei auBer­
ordentlich eingehenden, umfangreichen Ahhandlungen zusammenge-

53) Allgemeiner kalln man l' etwa von del' Klasse A voraussetzell sowie 
Kanten und raumliche Ecken zulassen. Nach Plelllelj kann man ferner del' Be-

trachtung ein Integral V'(x, y, z) = j'~ dZ(t) zugrunde legen. 
~ r t 
s 

54) V gl. O. Holder, Beitrage zur Potentialtheorie, Inaug.-Diss. Stuttgart 18~2, 
p. 1-71 [po 20-20]: A. Liapoltnoft~ a) Journ. de Math. (5) 4 (1898), p. 241-311 
(vorl. Mitt. C. R. 125 (1897), p. 6\14-696; p. 808-810); b) Commun. de la Soc. 
math. de Kharkow 1902. Holder legt seinen Untersuchungen Gebiete der Klasse 
Ah (im Raume) zugrunde. Auch Liapounoft· betrachtet loc. cit. a) zum Teil Ge­
biete dieser Art. 

55) J. Plernelj, Monatshefte f. 1\fath. u. Phys. 15 (1904), p. 337-411 [po 337 
bis 362]; A. Korn, a) Potentialtheorie; b) C. R. 30 (1900), p. 1238-1241; c) AI>­
handlungen, Abh. 1 u. 2; d) Munch. Bel'. 33 (1903), p. 3-26; e) Miinch. Ber. 36 
(1906), p. 3-36; f) Ann. de FEe. Norm. (3) 24 (1907), p. 9-75' (p. 12-30], wo 
die wichtigsten Ergebnisse (fiil' das Newtonsche Potential) zusammengefaBt 
sind; g) Nova Acta, Abh. d. Kais. Leop.-Carol. Deutschen Ak. d. Nat. 88 Nr 2 
(1908), p. 151-173 [154-157]; h) Ober Minimalfiachen, deren Randkurven wenig 
von ebenen Kurven abweichen, Ber. Abh. 1909, Anhang, p.1-37 L6-32]; i) Math. 
Ann. 75 (1914), 'p. 497-544 [po 499-502]' In den vorstehenden Arbeiten wird 
meist zugleich das Verhalten des Potentials einer Doppelbelegung (Nr. 7) sowiQ 
einer ebenen oder raumlichen Massenverteilung (Nr. 8) untersucht. 1m Gegensatz 
zu den Annahmen des Textes macht Korn die weitere einschrankende Vorau8-
setzung, da6 dje (ebenen oder raumlichen) Randkomponenten mit einer jede. 
Ger&den, die lIie trifft, nur aine endliche Anzahl Punkte gemeinsam ha.ben. 
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faJt.~6) Bevor wir auf diese naher eingehen, wollen wir einige ffir die 
Anwendungen wichtigen 8iitze wiedergeben. 

1. Die Normalableitungen oOn V(s+) , /n VCs-) sind stetig. In der 
Ebene ist ferner 

() 0 - V (s+) - --- V(s-) = - 2np,(s) 
on on ' 

Y(s+) +-V(s-) = 2 !-t(t)-- log dt. 57) o 0 f 0 ( 1) 
an on on. r.t 

2. Es ist 
s 

W(s) - V(t) I < Max I.uCs)J (A/rltl I log rot I + A')(A, A' konstant).58) 
3. 1st 

p,(s) - p,(t) < Br:t' 0 < 1 < 1 (B konstant), 
so hat V im 1nnern und auf dem Rande sowohl des Innen-, als auch 
jedes Auaengebietes stetige partieile Ableitungen erster Ordnung.59) 

Die .A.bleitung in der Richtung der Tangente geht durch S stetig 
durch, die anderen Ableitungen erster Ordnung erleiden auf S einen 
Sprung. Fur aile (xo Yl)' (X2' Ya) in T + S ist ferner 

(3*) ,D1 V(XlJ Yl) - Dl V(X21 Y2) 1< (el (1) B + c2(,1.) Max ",,(s)/) dt2 I 

d;2 = (x1 - x2)l! + (Yl - Y2)2, cl(l) > 0, c2(,1,) > o. 
Eine ganz analoge Beziehung gilt im Raume.60) 

56) H. Petrini, a) Acta Math. 31 (1908) p. 127.-332; b) Journ. de Ma.th. (6) 
5 (1909), p. 127-223. Die alteren Arbeiten sind zumeist in den Ofversigt ILf Kongl. 
Svenska Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar veroffenlilicht. 

07) 1m Raume gelten analoge Formeln. Den Beweis vgl. etwa bei J. Plemeli. 
loco cit. 66) p. 349-303. Fur das logarithmische Potential gibt J. Plemelj, Unter­
suchungen, p. 24-2& eine besonders einfache Ableitung an. Vgl. ferner E. Picard, 
Ann. de rEc. Norm. (3) 213 (1906), p.503-008 Bowie ainen Beweis von G. Dar­
boux bei J. HO'rn, Part. Diffgl., p. 293-298. Der Satz 1 gilt ilbrigens auch bei 
Gebieten del' Klaase Ah. 

58) Diesel' Satz gilt, auch wenn 1£(8) lediglich beschrankt und integrierbar 
ist. A. Korn, PDtentialtheone 1, p. 388-389; 100. cit. 55) f), p. 13-14 gibt einen 
analogen etwas weniger weit reichenden Satz an. Auf der rechten Seite der Un­
gleichheit steht bei Korn ein Ausdruck von der Form Max IIl(s) i A (1) r:t (1 > 0 
beliebig klein). In der zuletzt angegebenen Fassung gilt der Satz 2. bei Gebieten 
der Klasse Ah. Der Wert 1 ist dann der Holdersche EXpDnent von S. 

09) V gl. O. Holder, loco cit. 54) [po 36-42]' Holder beweist die Existenz 
der partiellen Ableitungen am Rande bei Gebieten del' Klasse A h im Raume. 
DaB der Grenzubergang gleichmliBig iet, folgt aua Betraohtungen VDn Holder fast 
unmittelbar. Man vergleiche ferner A. Liapounoff, 10'0. cit. 54) a), p. 255-260. 
und A. Kom, loco cit. 55) a) sowie c) Abh. 1. Auch LiapDunoff betraohtet Ge­
biete der Klasse Ah im Raume. 

60) Vgl. A. Korn, loc cit. 55)f), p. Hi, wo Gebiete iill Raume, Bowie 100. 
cit. 55)h, p. 7-14, wo Kreisgebiete betrachtet werden. Der Satz (2-) gilt iib~eH 
bei Gebieten der KlILilsa Ah. 
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4. Es sei T ein ebeDes Gebiet 
im LebesguescheD Sinne integrierbar. 

einer Menge (N) von Randpunkten vom 
o d. oy Ves) , ds YeS) vorhanden. Sie stelieD 

der Klasse 0; [p. (s W sei 
Abgesehen hochstens von 

MaBe Null, sind oOxV(s), 

auf der Menge S - (N) 

li'unktionen dar, die nebst ihren Quadraten im Sinne von Lebesgue 
• 

integrierbar sind. Es ist schlie.6lich J :t V(t)dt = yes) - Y(SO)·61) 

'0 
5. Sei 2' ein Gebiet der Klasse Bh, Ai der zugehOrige HOldersche 

Exponent. Ist;s f£(s) vorhanden und ist 

. :sP,Cs) - d~f£(t)· < Or:;, 0 < 12 < 1 (0 konstant), 

so sind D2 Y im IUDel'll und auf dem Rande des Innen- und jedes 
AuBengebietes vorhanden und stetig. Es ist ferner fiir alle (Xii Yl) 
und (X2' 112) in T + {{ 

1D2 V(xlI Yt) - D2 V(X2' Y2) 1< (Cs(l')C + c4(A.') Max i :s p,Cs»)) d~~, 
r M' ( ) 62' A= III ).1112.) 

Ein iihnlicher Satz gilt im Raume. Analoge Siitze lassen sich fur Ab­
leitungen hoherer Ordllung aufstellen. 68) 

1st T ein Gebiet der Klasse 0 und ist f£(S) analytisch und regular, 
so sind Vex, y) und Vex, y, z) in T + S sowie im Innern und auf 
dem Rande jedes AuBengebietes, hochstens mit Ausnahme des unend­
lich fernen Punktes (in der Ebene) analytisch und regular.M ) 

61) L. Lichtenstein, Journ. f. Math. 141 (1912), p. 12-42 [po 29-84]; 142 
(1913), p. 189-190 leitet den Satz 4. fUr ein Kreisgebiet ab. Durch eine geeignete 
konforDle Abbildung gelangt man zu der allgemeineren AU8sage des Textes. 

62) ..4.. Korn, loco cit. 55h), p. 7-14 [22-24]. An der bezeichneten Stelle 
wird ein Kreisgebiet betrachtet. 

63) E. Schmidt, Schwarz-Festschrift, p. 365-383, beweist den folgenden, etwas 
wenigerweit reichenden Satz: Haben x(s), y(s) (im Raume X (11 , ro), Y(1I, ro), '(11, m») 
(Nr. 2) stetige Ableitungen bis zur Ordnung k + 1 (k ~ 2) einschlie.6lich, hat p,(s) 
stetige Ableitungen der eraten k Ordnungen, so sind Dl V, ... , D,. V in T + S 
sowie in allen Au.6enbereichen stetig. (Es geniigt iibrigens die Ableitungen der 
hOchsten Ordnung abteilungsweiae stetig vora.uszusetzen.) A. a. O. finden sich Aus­
driicke fUr den Sprung der partiellen Ableitungen auf S. Ma.n vergleiche weiter 
.A. Korn, Potentialtheorie 1, p. 46-51. 

64) Dieser Satz riihrt von H. Bruns, Inaugura.l-Dissertation, Berlin 1871. 
Journ. f. Math. 81 (1876), p.349-366 her. Einen einfa.chen Beweis hat E. &hmidt; 
Math. Ann. 68 (1910), p. 107-118 gegeben. 
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Wie bereits erwahnt, hat H. Petrini im Gegensatz zn den bis 
jetzt besprochenen Untersuchungen sich znr Aufgabe gestellt, mog­
lichst umfasBende notwendige und zugleich hinreichende Kriterien fur 
die Existenz und Stetigkeit partieller Ableitungen deB Potentials anf­
zufinden. Die anf das Potential einer einfachen Belegung sich be­
ziehenden ReBuItate erstrecken sieh sowohl anf geschloBsene Knrven 
(Flach en), als auch auf Stucke von diesen. Das mit Masse belegte 
Gebilde kann Ecken und Spitzen (konische Punkte) hahen. Das Ver­
halten der partiellen Ableitungen wird sowohl auf dem Trager der 
Belegung selbst, als auch bei der Annahernng an diesen, insbesondere 
an etwaige Endpunkte (im Raume Randlinien, auch Ecken oder 
Spitzen auf diesen) untersucht. Als charakteristisches Beispiel be­
trachten wir das folgende Petrinische Ergebnis: 

Das mit Masse belegte Gebilde S sei ein beschranktes Gebiet in del' 
Ebene B = 0, die Koordinaten des Punktes s in 8 seien mit Xo und Yo 
bezeichnet, "(8) sei beschriinkt und integrierbar. Damit die partielle 

Ableitung lim ~ [V(xo + h cos<p, Yo + h sincp, 0) - V(xo' Yo, 0)] in der-
h=O 

jenigen Richtung l., die mit der x-Achse den Winkel <p einschlieBt, 
existieri, ist nach Petrini notwendig und hinreichend, daB der Grenz-

wert Jimjp,(t) c:,°l (~) dt existiert. Uuter 8 0 ist die Fliiche eines 
(j =0 u. r.t 

8-8. 
Kreises um (xo, Yo) vom Halbmesser 0 zu verstehen.66)66) .. 

- 1 f -Vw'+ti 1 
66) Es sei few) = -- e .. dt = log - + eine regulare Funktion ge-

2 • V Wi + t! 'IV 
-00 

lIetzt. DieFunktion (kR), (R'= x'+y,) geniigt der Differentialgleichung t::.u-kiu=cO 

und spielt in ihrer Theone dieselbe Rolle, wie die Funktion log ~ in der Theone 

der Laplaceschen Gleichung. Im Raume entspricht ebenso der Funktion ~ 
e- kR • I. - r e-"rt 

(R·=-=x'+yJ+ z') der Ausdruck--jf-' Die IntegraleJ l'(t)f(k1't)dt, J I'(t)-:;;;- dt 
s 8 

werden a.la verallgemeinerte Potentiale einer einfachen Linien- oder Flachenbe­
legung bezeichnet. Ihre Eigenschaften sind denjenigen der im Text betrachteten 
Potentiale analog. Vgl. C. Neumann, AUgem. Unters. \iber das Newtonsche Prin­
zip der Femwirkung, Leipzig 1896, p. 252; S. Zaremba, Ann. de rEc. Norm. (3) 
16 (1899), p.427-464; Ann. de Toulouse (2) 3 (1901), p. 5-21; Journ. de Math. 
(6) 8 (1902), p. 59;-117 [61]; ebendorl (5) 10 (1904), p. 395-444 [405-410]; 
Bull. de l'Acad. d. Sc. de Cracovie 1905, p. 69-168 [77-86]; A. Kom, loe. 
cit. 55). c) Abh. 6 [po 8-18]; A. Hobo1'ski, Prace matematyczno-fizyezne, War­
Bchau, 20 (1909), p. 1-141 [5-36]. 

66) Weitere Literatur iiber das Potential einer einfachen Belegung: H. Poin­
eMi, Potentiel, p.92-117; p.119; T. Lalesco, Bull. de Se. Math. (2) 81 (1907), 
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7. Potential einer Doppelbelegung.81) Es sei T ein Gebiet der 
Klasse B in (i oder im Raume, 'II(s) eine auf 8 erklBrte stetige li'unk­
tion.1S) Die Integrale 

J ... 0, 1) f fJ(l) W(a:, y) -. vet} on, \ log r; at, W(a:, y, s) = ·'IICt) Oft, r, .at 
8 R 

bezeichnet man als Potentiale von Doppelschichten oder Doppel­
be1egungen. 

1. Wist in T + S Bowie in jedem AuBenbereiche stetig. In 
der Ebene ist 
(1) W(s+) - W(s-) = 2:1iv(s), 

(2) W(s+) + W(r) = ~j·'II(t)O:f(log r~)dt = 2W(S).89) 
.~ 

Die Normalableitungen :n W(s+) und (/n'W(s-) sind im a.llgemeinen 

nicht vorhanden. Indessen es gilt der Satz: 
2. Es bezeichnen s+ 'und s-· die Punkte in l' und in einem AuBen­

gebiete auf der Normalen (n) in s, deren Entfernung von s den Wert 
E bat. Es gilt dann 

~~ U" W(SH) - in W(S-')] = o. 
Der Grenziibergang ist ffir alle s auf S gleichmii.Big. 1st somii 

eine der beiden Normalableitnngen '}n W(s+), o~ W(s-) vorbanden, 

80 enstiert auch die andere und ist der ersteren gleich. '1,0) 

p. 77-79; G. Pucciano, Rend. del Cire. Mat. di Palermo 23 (1907), p. 84.7-898; 
28 (1909), p. 97-112; A.tti del 4. Congr. Int. dei Mat. Roma 2 (1909), p. 160-166; 
M. OlitxJ, A.tti del R. 1st. Veneto di BO. lett. ed arti (8) 70 (1913), p.619-646; 
T. Oarlemcm, 'Ober das Neumann-Poincar~sche Problem fUr ein Gebiet mit Ecken. 
Ina.ug.-Diss. Upsa.la 1916, p. 1-7. 

67) VgI. den Artikel IIA 7b von H. Burkhardt und l!'. W. Hey. Nr.6. 
68) Allgemeiner bnn ma.n T etwa von der Klasse ..!k oder Q annehmen. 

Die Dichte der Belegung v(s) bnn eine beliebige, nieht notwendig beschrlmkte, 
integrierbare Funktion sein (im iiblichen Sinna oder na.ch Lebe8gue). 

69) 1m Raume gilt eine ganz analoge Formel. V gl. etwa A. Kom,. Potential­
theorie 1, p. 84-36 Bowie p. 78; 2, p. 26-28 Bowie p. 61; J. Pletne'4i. loco cit. 56) 
p. 300-867 Bowie namentlieh, Untersuchungen, p. 211. S. femer J. Hom,. Partiell. 
Ditferentialgleichungen, p.289-293; E. GotW8tJt. Cours S, p. 176-178. Der 
Satz 1. gilt unver1i.nderl bei Gebieten der Klasse .All. 1st T ein Gebiet der Kla.ua 
Q in 1i,8 ein Eckpunkt (a'll der eingeschlossene Winkel), so ist (2) durn 
W(st) + W (tr) = 2 W(5) + b'(I- IX) "(8) zu ersetzen. 

70) Den ersten Beweis dieses Ba.tzeB verda.nkt man .A. lauber. Monatahefte 
I. Math. u. Phys. 8 (1897), p. 79-86 Bowie 1I (1898), p. 74.-88 [po 7'1-88J (eille 
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3. Es ist 
IW(s) - Wet) I < Max I tf(s)i(c,.1 r"lllog ".tl + c,) (ell t; konstant).'l1) 

4. Betzt man entspreehend 

W(s) = !tf(t) 0:, (logr:) at,· W(s) = jtf(t)a:,U-)dt, 
8 ... 

80 findet man 

/W(s) - Wet) I < Max I v (s)1 (c,lr,,1 I Jog ".,1 + c,)(Ca, c, konstant).'lI) 
5. 1st 

121(8) - vet) I < A":t' 0 < 1 < 1 (A kODstant), 

80 ist :'W(s) vorhanden nod stetig. Ferner ist 

I :,W(s) - :t W(t) I < c'(l)..,4"!t (c'(l) > 0).13) 

6. 1st :~tf(s) = v'(s) vorhanden nod stetig, ist femer 

111'(8) - v'Ct) I < Br~, 0 < 1 < 1 (Bkonstant), 

80 sind D1 W 80wbhl in T + 8, alB anch in jedem AuBenbereiche 
vorhanden und stang. Es ist femer beispielsweise fIlr aUe (a:1I 1ft) 
nod (z" !I,) in T + S: 

I Dl W(Z1l1h) - Dl W(~, y,)\ < (c'(l)B + c"'(l) Max Iv'(s) I) di, 
(e" (Ai> 0, e'" (l) > 0).7,") 

DarsteUung gibtJ.HorR, loc. cit. 61.1), p.1l98-802) und A.LiapotmOg,loc. cit. 64.) a), 
p. 298-21111. V g1. ferner J. P1emelj, loco cit. 60), p. 868-860. Hinreichend fUr 
die Esiatenz der N orma.lableitungen in in der Ebene beispielaweiae die Be-

ziehnng /.(,') + 11(8") - 211(8) I < C()1+t1, (ii, fl kOnsta.nt nnd > 0), unter 8' und .' 
die beiden von (n) um (! entfernt&n Punkte auf 8 verstanden. VgL A. Liapoufwff, 
loc. cit;. 64) a), p. 298-299. 1m Raume gilt ein ganz analoger Batz. 

71.) J. PIetnelj, loco cit. 66), p. 861-862. Einen analogeD. weniger weit rei· 
chenden Batz hat friiher A. KOI··n, loco cit. 65 b) bewiesen. Bei Kom steht auf 

dar rechten Beite der Ungleichheit ein Ausdruck von dar Form ~ Max i "(8) Irt,. 
Liapoufloff hat diesen, loc. cit. 6') b) durch c1 (1) Max 111(8) I ,.£.,(" > 0) ersetzt. In 
der zuletzt angegebenen FasaUDg gilt dar Satz ~. bei Gebieten der Kluse Ah; 
der Wert 2. iat der H{)'ldersche Exponent der Rurve (FIlLche) S. 

'l2) J. Hadamard, Le~on8, p. 19-22; J. Pleme~, loc. cit. 66), p. B68-86'. 
Geh6rt T dar Klasse Ah an, so tritfi recht.er Hand cS r!t ein, unter 2. den HOltkr­
schen Exponenten von 8 veratanden. V gl. J. Hadamatrd a. a. 0., p. t~. (Einen 
etwas weniger weit reichenden Satz gibt A. Liapovnoff, loc. cit. M) a), p. 260-
286 aD.) 

'l8) A. Kom, loc. cit. 66) f), p. 19-22. 
74.) A. XOf'fI, loc. cit. (6) f), p.17-18; O. D. KeUogg bewein lTrans. of the 

Amer. Maih. Soc. It (1908), p. 88-60) den folgenden Sats: lat T ein Gebiet der 
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Ein ganz analoger Satz gilt im Raume. lhnliche Satze lassen 
sich fiir Ableitungen hoherer Ordnung aufstellen.75) 

7. 1st P ein Gebiet der Klasse C und ist v(s) analytisch und 
regular, so ist W in T + S und jedem Aullenbereiche analytisch und 
regular.76) N otwendige und hinreichende Bedingungen sehr umfassen­
der Natur fur die Existenz und Stetigkeit von Dl What H Petrini 
in den in der Nr. 6 genannten Arbeiten angegeben. Insbesondere gelingt 
es Petrini, notwendige und hinreichende Bedingungen fur die Existenz 

von ,/n W(s+) aufzufinden.77)78)19) 

8, Logarithmisches Potential einer ebenen Flichenbelegung. 
Potential einer Volumladung.80) Es sei T ein beschriinktes Geb iet 

Kluse Ah, sind v (8) und 'JI' (s) stetig und konvergiert der als vorhanden voraus­
gesetzte Grenzwert 

Ii 

lim f I v' (s + t) - v' (8 - t) I dt 
.=0 t 

• 
fiir 1/ = 0 gleichmliBig gegen Null, so sind Dl W in l' + S vorhanden und stetig. 
Vgl. hierzu O. D. Kellogg, Trans. of the Amer. Math. Soc. 13 (1912), p. 109-132. 
Dort werden analoge Satze fiir hohere Ableitungen bewiesen. 

75) E. Schmidt beweist loco cit. 63) den folgenden, etwas weniger weit rei­
ch.nden Satz: Raben xes), yes), '11(8) (im Raume x(v, OJ), y(v, OJ), .0 (v, (0), 11 (8» stetige 
Ableitungen bis ZUI Ordnung k + 1 (k ~ 2) einschlietllich, so sind D j Wei = 1, .•. k) 
in T + S und in jedem AuBenbereiche vorhanden und stetig. Es geniigt iibri­
gens die Ableitungen Dk+l ahteilungsweise stetig vorauszusetzen. 

76) Dieser Satz riihrt von H. Bruns her, loco cit. 64). Einen einfachen Be­
weis hat E. Schmidt, loco cit. 64) gegeben. 

77) H. Petrini, loco cit. 56)1 a) p. 310-320; b) p. 211-222. 

78) Die AUSdriicke./v(t)8:~/1(krt»)dt, JV(t) 0:1 e~~r) dt werden ala 

s s 
verallgemeinerte Potentiale einer auf einer Kurve oder Flache ausgebreiteten 
Doppelschicht bezeichnet. Ihre EigenBchaften sind denjenigen der Funktionen W 
ana.log. Wegen Literatur vergleiche die Fu6note 65). 

79) Spezielle Newtonsche Potentia.le der Form .[V(t) ;t( ~) dt kommen bei 

s 
G. Herglotz, Uber die analytische Fortsetzung des Potentials ins Innere der an­
ziehenden Massen, Leipzig 1914 [po 23-24], andere Doppelbelegungen besonderer 
Art bei A. Wangerin, Abh. d. kais. Leop. Carol. Deutschen Akad. der Naturf., Halle 
1915, Bd. 100, Nr. 1 [p.33-35] vor. Ebendorl [p.38-40] werden Potentialo 
gewisser dreifache~ Flachenbelegungen betrachtet. 

Weitere Literatur: H. Poincare, Potentiel, p. 215-259; G . .Pvcciano, loco 
cit. 66); M. Olivo, loco cit. 66). 

80) V gl. den Artikel II A 7 b von H. Bm-khardt und W. P. Meyer Nr. 1, 2, 8. 
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in ~ oder im Raume, K ein Kreisgebiet (Kugelkorper), das T + S 
enthiilt, q eine in K + 0 erkliirte beschrankte, integrierbare Funktion. 

1. Die Funktionen 

P(~, 'YJ) = J~(X' y) log : dxdy, 
l' 

()2 = (~ _ X)2 + (fJ - y)2) in der Ebene, 

P(~, 'YJ, ') = j'q(x,y,z) ; dxdydz, 
T 

((J' = (; - x)' + (n - y)'i + (' - ,e)2) im Raume, 

die Integrale, falls S nicht integrierbar ist, als "innere Integrale" aufge­
faBt, sind nebst ihren parliellen Ableitungen erster Ordnung im Endlichen 

stetig. Es ist beispielsweise o~ pc;, n) j~(x, y) oo~ (log ~) dxdy.81) 
l' 

2. Fiir aIle (;11 1/1)' (;2' 1/2) in T + S ist 

I Dl P(;u 111) - D] P(;j, 1/~) 1< {q} (Al d'12 I log 812 1 + ~), 
O~2 = (;1 - ~,)2 + (1/1 - 112)2, (Al' As konstant). 82) 

1m Raume gilt eine ganz analoge Formel. 
Sind q und Dl q in T stetig, so sind, wie bereits C. F. Gaujj 

gezeigt hatte, in T auch DsP vorhanden und stetig. Es ist ferner in 
der Ebene 6.P = - 2nq, im Raume 6.P = - 4nq. Nach O. Holder 
geniigt es fiir die Existenz der Ableitungen D2 P im Punkte (~, '10) 
in T, wenn 

q(~o + h:, '10 + h:') - q(;o, 110) \ < c(\h\ + \ h' I Y', O<J..<l (ckoIl,stant) 

ist.83) 1st q eine Funktion von x odeI' von y allein, so geniigt bereits, 

81) O. Holder, Beitritge zur Potentialtheone, Inaugural-Dissertation, Stutt­
gart 1882, p. 1-71 [6-8]. Einen besonders einfacben Beweis gibt E. Schmidt, 
loco cit. 63) p. 368 -372. V gl. ferner H. Petrini, loco cit. 56) und D. Pompeiu, 
Annaes scientificos da Ac. polyt. do Porto, Bd. 8, Nr. 4, 1913, p. 226-241. 

t i 
In T+S iat (im Raume) iPI~2n(::) {q}, ID1PI~4n(::) {q}, 

unter II das (innere) Volumen, {q} die obere Grenze von I q I veratanden. 
(Man vergleiche hierzu E. Schmidt, loco cit. 63), p. 368-372). 

82) U. Dini, Acta. math. 25 (1902), p. 186-280 [po 192-196]. 
83) O. Holder, loco cit. 81) p. 9-19. Allgemeiner geniigt es vorauBzusetzen, 

daA q in (~o, 110) stetig iat, das Integral 
h 

J(h) = II q(~,'1j)- f!oq(~,YjJJdf/O' Q~ = (~- ~)2 + (11-1/0)" 

o 
ge.nommen ll\ngs eines jede.n dUl'ch (So, 1l.) gelegten HalbatrableE eine bestimmte 
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wenn diese in (~o, rJo) stetig ist.84) 1m allgemeinen reicht die Stetig­
keit von q in (~o, "10) nicht aus, um die Existenz von D2 P zu ge­
wahrleisten.85) Notwendige und zugleich hinreichende Kriterien sind 
zuerst von Petrini angegeben worden. Sei q in (~o, "lo) stetig. Damit 

Oa;!p(~o, "lo) und 0~22P(~O' "lo) existieren, ist nach Petrini notwendig 

und hinreichend, daB, unter K* das Gebiet (x - ~o)2 + (y - '1)0)2 < h~ 
verstanden, 

lim jq(x, y) J:.... (log~) dxdy 
;'=0 of,' Q ' 
T-K-C' 

existiert. Es gilt L).P(~o, ·t)o) = - 2nq(~0, 11o).~6) 

Einen Satz, der libel' die Existenz von D2P(~O' "lo) in einem vor­
gegebenen .Punkte in T zwal' llicht zu entscheiden vermag, jedoch 
fiber die Verteilung del' Stellen, in denen D2 P(~, 'I) existiel'en, Auf­
BehluB gibt, hat L. Lichtenstein angegebell: 

Sei K ein T + S enthaltendes Kreisgebiet und q(x, y) eine in 
K + C erklarte nebst ihrem Quadrate im Lebesgueschen Sinne inte­
grierbare Funktion. AuBer hochstens in einer Punktmenge (M) vom 
MaBe Null, sind D 2 P vorhanden. Auf der Menge T - (M) sind D 2 P 
nebst ihrem Quadrate im Lebesgueschen Sinne integriel'bar. In jedem 
Punkte von T - (M) ist 6.P = - 2nq.87) 

3. Ist q in (~o, '1)0) stetig, so gilt nach Petrini 

IJedeutung hat und .f(h) flir It = 0 gleichmaBig gegen Null konvergiert. Siehe 
U. Dini, loco cit. 82), p.197-204. Vgl. hierzu E. Mffrera, Reale 1st. Lomb. di 
8e. e lett. Rend. (2) 20 (1887), p. 543. Anaioge Satze geIten im Raume. 

84) H. Petrini, loco cit. 56) b), p. 134-137. 
85) H. Petrini, loco cit. 56) b), p.137-138. 
86) H. Petrini, loco cit. 66) b), p. 131-133, im Raume loco cit. 56) a), p.129 

his 134. V gl. ferner T. J. r A. Bromwich, Proc. of the London. Math. Soc. (2) 3 
(1905), p. 436-470. Petrini nimmt iibrigens allgemeiner an, daB q lediglich auf 
jedem Halbstrahle dmch (so ,1"/0) stetig ist, und gibt .femer notwendige und hin­
reichende Bedingungen fiir die Existenz und Stetigkeit von D 2 P(f;" 7/). 

87) L. Lichtenstein, loco cit. 61), p. 34-42. Die partielle Ableitnng co; :'1 
wird dabei in einer von der iiblichen teilweise abweichenden Art erkH!.rt. Ein 
gll>nz analoger Satz gilt hOchst wahrscheinlich im Raume. 

88) H. Petrini, loco cit. 56) b), p. 137. Dort findet sich anch eine R~ihe allge­
msinerer Beziehungen. Analoge Siitze geIten im Raume. Siehe H. Peh'ini, loco 
cit. 66) a.), p. 182. Man vergleiche hierzu S. Zaremba, loco cit. 117). 
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4. Es moge jetzt T insbesondere der Klasse B angehOren. 1st 
III T+S 

I q(Xl' Yl) - q(X2' ysjl < Ndf2' 0 < ,l. < 1, 
d;; = (Xl - XS)2 + (Y1 - Y2)2, (N konstant) 

so ist D2P in T und auf S stetig. Ferner ist in '[ + S 

I D2(~' '1/) 1< (;(1 (l)M + fJl (l)N, 
I DII(~u 1)1) - D,I(~2' '1/2) I < (;(l!(l)M + fJ2(l)N) 012' M = Max I q I, 

0~2 = (~1 - ;2)% + ('1/1 - '1/2)2.89) 
Ein ganz ahnlicher Satz gilt im Raume. 

5. Analoge Satze lassen sich fiir partieUe Ableitungen hoherer 
Ordnung aufstellen. Gehort T der Klasse C an und ist q in T und 
auf S analytisch und regular, so ist P sowohl in T + S, als auch 
in jedem Au.Benbereiche, in der Ebene im allgemeinen mit Ausnahme 
des unendlich fern en Punktes, analytisch und regular. 90) 

Mit der analytischen Fortsetzung des logarithmischen Potentials 
einer homogenen Flachenbelegung, deren Begrenzung algebraisch ist, so­
wie mit dem analogen Problem fUr V olumladungen, die von gewissen 
algebraischen RotationsfIachen begrenzt sind, hat sich in der neuesten 
Zeit G. Herglotz beschiiftigt.91) Bei dem zweidimensionalen Problem 
laBt sich das Potential in den AuBengebieten als Potential geeigneter 
homogener einfacher und doppelter Linienbelegungen, zu denen im 
allgemeinen noch gewisse Massenpunkte hinzutreten, aufl'assen. Die 
Lage der anziehenden Punkte und Linien hiingt aufs engste mit der 
Lage der ordentlichen und auBerordentlichen Brennpunkte des algebrai­
schen Randes zusammen. 1m Raume gelten ahnliche Beziehungen.92) 

89) A. Korn, loco cit. 55) f), p. 29-30; loco cit. 55) h), p.25-32. 
90) Dieser Satz riihrt von H. Bruns her, loc. cit. 64). Einen einfachen Be­

weis hat E. Schmidt, loco cit. 64), p. 118, gegeben. Spezielle Entwicklungen zur 
analytischen Forisetzung vergleiche II A 7b Nr. 9. 

91) G. He1"glots, loco cit. 79). Man vergleiche ferner die gleichzeitigen Unter­
suchungen von A. Wangerin, loc. cit. 79) sowie Abh. d. kais. Leop. Carol. Deut­
schen Abd. der Naturf., Halle 1917, Bd.102 Nr. 3. Dort linden sich p. 3 Hinweise 
auf die einschlagigen Arbeiten von C.Neumann ans den Jahren 1907-1909. 

92) Weitere Literatur: J. G. Leathem, Proc. of the London math. Soc. (2) 
8 (1910), p. 200-212; C.lfT. Oseen, Rend. del Circolo Mat. di Palermo, 38 (1914), 
p. 167-179. 

Sei T ein mit Masse erfiilltes, beschranktes Gebiet (etwa der Klasse 0). 
Betrachtungen damber, welche Anderungen der Massendichte die Anziehung des 
Korpera im Au.6enraume nicht beeinflu8sen (Bestimmung der Massenverteilung 
von der Anziehung Null) hat P. PisIJetti, Atti della R. Acc. dei Lincei, Rend. (5) 
18, p. 211-210 angestellt. Man vergleiche ferner G. Lauricella, ebendort (5) 20, 
p. 99-107 Bowie U. Crudeli, am gleichen Ort (5) 21, p. 407-411; p. 822-825. 

heyklop. d. math. Wissensoh. II 3. 16 



210 II C 3. L. Lichtenstein. Potentialtheorie. Konforme Abbildung. 

9. Newtonsches Potentia.l einer einiachen Linienbelegung. 
Es sei r ein SUick einer doppelpunktlosen analytischen und regularen 
Kurve (oder auch einer Kurve allgemeinerer N atur) in ~ oder im 

Raume. Mit dem VerhaIten des Integrals Jx(t)~dt, unter X(t) eine rt 
r 

auf r erklii.rte analytische und regulii.re (oder auch gewissen Stetig­
keitsbedingungen allgemeineren Charakters geniigende) Funktion ver­
standen, beschaftigen sich H. Poincari93 ), T. Levi-Oivita 94), A. Viterbi 95 ), 

G. Pavanini 96), U. Oisotti 97), A. Tonolo 98). G. Piccati 98a) bestimmt das 
Newtonsche Potential einer unbegrenzten homogenen Schraubenlinie. 

10. Greensche Formeln. Allgemeine Eigenschaften der Po­
tentialfunktionen.99) Sei T ein beschl'ii.,nktes Gebiet del' Klasse Q in ~; 
U(x, y) und Vex, y) mogen in T + S nebst ihren partiellen Ablei­
tungen erster Ordnung stetige Funktionen bezeichnen. In T sollen 
"b d' (j2U {)'JU O'V o!V h d d tt' . E 'td u er les 'OX!' oy" OX!' oy' vor an en un 8 e 19 seln. s 18 ann 

(1) -f(?!! ()!': + oU ?!:)dx dy - I'u oV ds =j'UD.. V dxdy ox ox oy oy • on ' 
l' S T 

(2) j'CUD. V - V6U)dxdy = - j'(u~: - v~~) ds. lOO) 

T S 

Ganz analoge Formeln geIten fiir Gebiete del' Klasse BodeI'D im Raume. 

Mit dem Ausdruek .jJq(X, y, z)q(s, 'Tj, t)+dX dy dz ds d1j db ("Potential von T 

T T .. 
auf sich selbstH) beaehaftigt sich O. Holder, loe. cit. 81), p. 51-66. Uber den 
"Korper groBter Anziehung" vergleiche II A 7b FuBnote 113). (Fiir die neuere 
Literatur sei auf, Fort. d. Math., verwiesen.) 

93) H. Poincare, Potentiel, p. 32-39 sowie p. 121-132; Acta Math. 22 
(1899), p. 89-178. 

94) T. Levi-Oivita, Rend della R. Ace. dei Lincei (5) 17 (1908), p. 3-15; 
p. 413"-426; p. 535-551; Rend. del eire. Mat. di Palermo 33 (1912), p. 354-374. 

95) .A. Viterbi, Rend. del. R. 1st. Lomb. (2) 42 (1908), p. 913-928. 
96) G. Pavanini, Rend. della R. Ace. dei Lincei (5) 19 (1910), p. 394-401. 
97) U. Oisotti, Rend. del Circolo Mat: di Palermo 31 (1911), p. 201-233 

(p. 204--211). 
98) .A. Tonolo, Math. Ann. 72 (1912), p. 78-106. 
98") G. Piccati, Atti della R. Ace. dei Lineei, Rend. (5) 13 (1904), p.595 

bis 603. 
99) Vergleiehe das Referat II A 7 b von H. Burkhardt und W. F. Meyer 

Nr.12 Bowie den Artikel II A 2 von .A. VofJ Nr.47. 
100) Vgl. etwa C. Jordan, COllIS d'Analyse, 2. Aufiage, Bd. 2, p. 132-136. 

Port werden rektifizierbare Randkurven betrachtet, die mit einer jeden Geraden 
x = const. oder y = eonst., die sie trifft, nul' 'eine endliche Anzahl Streeken oder 
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Es moge jetzt T der Klasse B (in &) angehoren. Die Beziehung (2) 
gilt nach einer Bemerkung von A. Liapouno!f fur jedes Paar in 
T + S stetiger Funktionen U, V; wenn Dl U, Dl V, ])2 U, D2 V in T; 

~u, ~V auf S vorhanden und stetig sind.10l) lOll) 
un on 

Die Existenz stetiger Normalableitungen kann ubrigens durch fol­
gende etwas weniger weitgehende Voraussetzungen ersetzt werden: Die 

Ableitungen oOn U(x, y), oOn v (x, y) sind beschrankt, die Normalablei­

tungen oOnU(s), oOn V(s) sind, auBer hochstens in einer Menge von 

Punkten auf S vom MaBe Null, vorhanden. Ganz analoge Satze geIten 
ffir Gebiete der Klasse B im Raume. 103) 

Ponkte gemeinsam haben. Weitergehende nahe verwandte Satze linden sich in 
der FuBnote 103) angegeben. In einzelnen Punkten (xk' Yk) des Randes (z. B. in den 
E k kt) d .. ", 0 U 0 U 0 V 0 V. B· h d F 

e pun en urlen ax' Ty' OX' oy emer eZle ung von er orm 

I
oU I I a U I I 0 v I I 0 V I Con st. • ! ~ ox ' ~ , fiX ' Ty <rr (O<IL<l, rk=(X-Xk) +(Y-Yk) J 

gemaB unendlich werden. 
p.278-279. 

V gl. W. F. Osgood und E. H. Taylor, loco cit 598), 

) D· E' . t 0 2 U d o·V . d . ht t 101 le X1S enz von ~ un ~. Wlr Dle vorausgese zt. 
uXuy uXuy 

102) .A. Liapounoff, loco cit. 04) a), p. 285-286. V gl. ferner J. Pleme~i> 
Untersuchungen, p. 9-10. 

103) Weitreiehende Satze liber die Giiltigkeit del' Formel 

(1*) f(OU o'V) f ox+oy r!;r;dy= ucly-'Vdx, 
T S 

aua der (1) durch die Substito:ion: n = U ~ , v = u~: formel! hervorgeht, 

geben P. Montel, These, Ann. de rEc. Norm. (3) 24 (1907), p. 233 -·334 [po 283-293] j 
Ch. J de la Vallie Poussin, Bull. de l'Ac. roy. de Belgique 1910, Nr. 11, p.768 
bis 798 [790-792], Ida Barney, Amer. Journ. of Math. 36 (1914),p.137-150, (daselbst 
am SchluB die altere Literatur) und W. Groft, Monatsh. f. Math. u. Phys. 27 (1916), 
p. 70-120 [po 75-79] an. W. Groft zeigt durch ein verallgemeinerungsfahiges 
Verfahren, daB es geniigt, vorauszusetzen, daB T beschrankt und endlich vieI­
fach zusammenhangend und S rektifizierbar ist, daB ferner n und 'V in T und 

auf S stetig und ~: und :; vorhanden (vgl. die FuBnote 33) und im Le­

besgueschen Sinne integrierbar (sommable) sind. Die Integrale rechter Hand 
sind als Stieltjessche Integrale aufzufasBen. Nach de la Vallee Poussin geniigt 
Co tibrigens anzunehmen, daB in T + S die Funktion u in bezug x, die 
Funktion v in bezug auf Y endliche im Lebesgueschen Sinne integrierbare Deri­
vierte (nombres derivees) habe. AuBer hOchstens in einer Menge (M) vom MaBe 

Null, sind dann ~: und ~~ vorhanden. DaB Doppelintegral ist liber T - (M) 

zu erstrecken. Na.ch Ida Barney gilt der Sa.tz (1 *) fiir gewiBse nicht rektifizier-
1:,* 
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Es mage T wie zuletzt ein beschriinktes Gebiet der Klasse B in 
~ bezeichnen; U(x, y) sei eine in T + S stetige, in T reguIare Po­
tentialfunktion, die auf S etwa eine stetige N ormalableitung hat. 
Aus (2) folgt in bekannter Weise fur aUe (x, y'l in T 

(3) U(x, y) =~f{D(t)J-(log2-) _~D log~}dt. 2n un, r, un{ r l 

s 

1m Raume tritt unter dem Integralzeichen ~ fUr log ~, vor diesem 
r t 1 t 

~ fur ~ ein.104) Analoge Formeln gelten fur reguHire Potential-
4n 2n 
funktionen in Geb~eten, die den unendlich femen Punkt enthalten. 
Aus diesen folgt, daB die Ausdriicke: 

in der Ebene R2 Dl U 
im Raume RS Dl U 

(R2 = x2 + y2), 
(R2 = x2 + y2 + Z2) 

beschrankt sind.105) Aus (3) schlieBt man in bekannter Weise, daB 
jede Potentialfunktion in ihrem Regularitatsgebiete analytisch und 
regular ist. l06) 

Sei U(x, y) eine in einem Kreisgebiete K vom Halbmesser h urn 
(xo, Yo) reguHire, in K + 0 stetige Potentialfunktion. Von (3) aus­
gehend findet man durch einen geeigneten Grenziibergang 

bare Randkurven. Weitere Literatur: C. Po/i, Torino Atti, 49 (1914), p. 248-260; 
L. Lichtenstein, Arch. der Math. u. Phys. (3) 27 (1918), p. 31-37. Hier wird fUr 
Gebiete del' Klasse A im Raume eine zu (1 *) am.loge Formel abgeleitet. Von 
den drei Funktionen u, v und w wird vorausgesetzt, dati sie in einem T + S 
enthaltenden Gebiete stetig sind und endliche, im Lebesgueschen Sinne integrier­
bare Derivierteentsprechend in bezug auf x, y und z hahen. 

104) Flihrt man rechter Hand fur U(t) und ~~ die sich aus (3) ergebenden 
i 

Ausdriicke in geeigneter Weise ein, 80 gewinnt man neue Darstellungsformeln 
fUr U. Vgl. H. Petrini, Archiv for Mat., Astr. och Fys. 8, Nr. 24 Bowie 9, Nr.17. 

105) Dies besagt mehr als die Definitionsbeziehungeu del' Nr. o. V gl. 
J. Plem.elj, Untersuchungen, p. 14. 

106) V gl. das Referat von H. Burkhardt und W. F. Meyer II A 7 b Nr. 12. 
1st bekannt, daB U und DI U in einem Gebiete T in ~ stetig sind, da6 femer 

{lo'~, ~'~, auBer hOchstens in einer Punktmenge (M) vom Flachenma6e Null, 

existieren, in T - (M) beschrankt sind und die Beziehung t:. U = 0 erfiillen, 
80 ist U eine in T regulare Potentialfunktion. Ein analoger Satz gilt im Raume. 
Vgl. P. Montel, loco cit. 103), p. 233-234. Ebendort findet sich eine Reihe 
weitergehender Sli.tze. 
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(4) U(XO' Yo) = 2~h j-'U(t)dt. 107) 

c 
Sei T em ebenes oder raumliches Gebiet der Klasse B und U eine 
in T und auf S stetige, in T regulare Potentialfunktion, es mage 

ferner etwa cOn U(s) auf S existieren und sich stetig verhalten, dann 

ist, wie aus (1) geschlossen werden kann, 

(5) J'au ,,-ds = 0.108) on 
s 

Man nndet ferner 

(6) fi[(OU)~ (OU)2-j. j'" 0 U 
• ox + aii Jdxdy = -. Ua;nds, 

T ~ 

Aua (4) kann geschlossen werden, daB eine Potentialfunktion, auBer 
wenn sie sich auf eine Konstante reduziert, in ihrem Regularitatsge­
biete weder Maximum, noch Minimum annehmen kann.109) 

Die W. Thomsonsche Transformation 

x'= ;'1' y'= ;., U'(x',y')=U(x,y) in-der Ebene, 

, x , y , Z [T'(' , '\ R U( ). R x = EO> Y = R'J' Z = R" x ,Y ,Z ) = \x,Y,Z 1m aume 

fiihrt eine in einer Kreisflache um den Koordinatenursprung regulare 
Potentialfunktion U in eine Potentialfunktion U' liber, die in einem un­
endlichen von einem Kreise begrenzten Gebiet (im Raume im allgemeinen 
mit A.usschluB des unendlich fernen Punktes) regular ist (vgl. H. Burk­
hardt und W. F. Meyer IIA 7b Nr. 16; Poincare, Potentiel, p. 192-
200.) Man schlieBt unter Zuhilfenahme del' Thomsonschen Transforma­
tion fast unmittelbar, daB eine in del' gesamten Ebene oder im Raume 
(mit EinschluB des unendlich fernen Punktes) regulare Potentialfunk­
tion sich auf eine Konstante reduziert. llO) Eine in ~ odeI' im Raume 
erklarte, im Endlichen regulare, positive (und a fortiori beschrankte) 

107) V gl. H. A.. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 175-210 [181-185]. 1m Raume 
gilt eine analoge Formel. 

108) 1st T ein ganz im Innern des Regularitatsgebietes gelegenes Gebiet 
dar Klasse N in G: oder der Klasse A im Raume, 80 gilt auch jetzt noch 

J~~ ds=.O. 
8 

109) Auch nicht in dem weiteren, durch die Zeichen ~ oder ::;:;; bestimmten 
Sinne. Auch der unendlich ferne Punkt macht keine Ausnahme. V gl. J. Plemelj, 
Untersuchungen p. 16-17. 

110) V gl. bap. bei J. Plemelj, Untersuchungen p. 10-17, wo sich noch einige 
weitergehende Satze linden. 
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Potentialfunktion ist eine Konstante. (V gl. E. Goursat, Cours 3, 
p. 185, p. 260.) 

Weitere allgemeine Eigenschaften zwei- und dreidimensionaler Poten­
tialfnnktionen, insbesondere grundlegende Entwicklungssatze vergleiche 
Nr. 13 und 14:, insbesondere die FuBnoten 149) und 153) bis 159). 

Das analytische Verhalten der Potentialfunktionen im Raume ist 
demjenigen in der Ebene vielfach analog.1l1) 

Besteht zwischen den Abteilungen Dl u einer Potentialfunktion 
1m Raume eine Gleichung, so ist diese nach J. Weingarten, wenn man 

~;, ~:, ~: als Koordinaten eines Punktes im Raume deutet, die 
Gleichung einer Minimalfliiche.112) 

Allgemeine Untersuchungen fiber die Reduktion dreidimensionaler 
Potentialfunktionen auf Funktionen von zwei unabhangigen Verander­
lichen sind von T. Levi-Givita und U. Amaldi unter Benutzung del' 
Methoden der Theorie kontinuierlicher Transformationsgruppen durch­
gefiihrt worden. US) 

11. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.H4) Sei 
u(x, y) eine in einem beschrankten, einfach zusammenhiingenden Ge-

111) V gl. Poincare, Potentiel, p. 200-203, wo das Verhalten im U nendlichen 
untersucht wird, sowie namentlich P. Appell, Acta Math. 4 (1884), p. 313-374 [po 313 
bis 346], wo u. a. ein Analogon zu dem Mittag-Lefflerschen Satze uber meromorphe 
Funktionen abgeleitet wird, femer P. Appell, Acta Math. 8 (1886), p. 265-294. 
Dort lindet sich eine analytische Darstellung von Potentialfunktionen, die sich in Rliu­
men reguliir verhalten, deren Begrenzung aus Stucken von KugelfHichen besteht. 
Man vergleiche iiberdies L. de Sanctis, Annali di Mat. (3) 4 (1900), p. 161-197. 
Betrachtungen iiber allgemeine und gewisse partikulare Losungen der Differen­
tialgleichung fj.1~ = 0 im Raume linden sich bei E. T. Whittaker, Math. Ann. 67 
(1903), p. 333-355. Nach Whittaker la6t sich jede Potentialfunktion im Raume 
in der Form 2 7f 

fr(z + ix cos u + iy sin u, u)du 
o 

darstellen. Man vergleiche hierzu A. L. Dixon, Mess. of Math. 33 (1903/4), 
p. 172-76 Bowie G. N. Watson, Mess. of Math. 36 (1906/7), p. 98-106. Weiteres 
liber das analytische Verhalten dreidimensionaler, insbesondere mehrdeutiger Po­
tentialfunktionen siehe bei A. O. Dixon, Proc. of the London Math. Soc. (2) 1 
(1903/04), p. 415-436. 

112) J. Weingarten, Gott. Nachr. 1890, p. 313-336. Man vergleiche hierz)l 
G. Frobenius, Gott. Nacht. 1891, p. 323-338 Bowie F. Schottky, Berl. Sitzungs­
Ler. 1909, p. 1152-1157. 

113) T. Levi-Civita, Mem. della R. Ace. d. BC. di Torino (2) 49 (1899), p.l05 
bis 162; U.Amaldi, Rend. del. Circ. Mat. di Palermo 16 (1902), p.1-45. Siehe femer 
loco cit. 411). 

114) Vgl. II A 7 b Nr. 8, IIB 1 Nr.2, 3 und 19. Siehe ferner den Artikel 
von L. Bieberbach iiber Funktionentheorie, wo beim Be~riff .des analytischeu 
Charakters diese Dinge besprochen werden 
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biete T in ~ regulii.re Potentialfunktion. Durch die Gleichungen 

(1) 
au ov 
oy =- ox 

wird u(x, y) eine bis auf eine willkiirliche Konstante bestimmte, in T 
regulare, zu u(x, y) "konjugierte" Potentialfunktion vex, y) zugeordnet; 
u(x, y) + iv(x, y) ist eine in T regulare ana1ytische Funktion der 
komplexen Veranderlichen x + iy. 

Sei u(x; y) und v (x, y) ein Paar in T erk1arter, nebst ihren par­
tiellen Ableitungen erster Ordnung stetiger, den Oauchy- Riemann­
schen Differentialgleichungen (1) genugender Funktionen. Wie bereits 
B. Riemann gezeigt hat, sind u(x, y) und v (x, y) in T reguHire Potentia1-
funktionen; sie haben darum stetige partielle Ab1eitungen aHer Ord­
nungen.1l5) Ersetzt man also die Differentia1gleichung t::.u = 0 durch 
das System (1), so gewinnt man den Satz, da.B u(x, y) analytisch und 

1·· . t· d B Ot6 OU h ddt t· regu ar IS , SOWle man Yoraussetzt, a 0 x' oy yor an en un s e 19 
sind. 

Man kann bei der Definition del' Potentialfunktion partielle Ab­
leitungen zweiter Ordnung auch dadurch entbehrlich machen, daB 
man von geeignelen 1ntegraleigenschaften ausgeht. Diese Bemerkung 
gilt sowohl in der Ebene, als auch im Raume. 

Sei T ain beschranktes Gebiet in ~ oder im Raume. 1st u eine 
in T nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funk-

tion und ist J~: ds = 0, unter C einen beliebigen Kreis (Kugel) in 
c 

T verstanden, so ist u eine in T regulare Potentialfunktion.116) 

Sei u eine in T stetige Funktion. 1st der Mittelwertsatz (4) 
Nr. 10 erfullt, so ist u eine in T regulare Potentialfunktion.1l7) 

115) B. Riemann, Inaugural- Dissertation, Ges. Math. We'"rke, p. 3-48 
[23-24]. 

116) Vgl. P. Koebe, Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges. 5 (1906), p. 39-42; 
M. Boeher, Proc. of the Amer. Ac. of. Arts and Sciences Bd. 41, Nr. 26 (1906), 
p. 1i71-1i83. 

117) P. Koebe, loco cit. 116). Eine modifizierte und teilweis6 erweiterte 
Fassung findet sich bei E. E. Levi, Rendiconti della R. Acc. dei Lincei (0) 18 (1909), 
p.10-15 und If. Lebesgue, Bull. de la Soc. math. de France 40 (1912), p. *16-
*17. Nach M. Plancherel, Ann. de l'Ec. Norm. (3) 31 (1914), p. 223-262 [po 246] (vgl. 
auch W. Blaschke, Leipz. Ber. 68 (1916), p. 3-7) geniigt es bereits, wenn in T 

1t 

durchweg lim 4 {-21 JU(~+(>COB8, 1J+(!sinO)d8-u(~,1j)}=o ist. Einen 
(>=0 (! n 

-1t 

verwandten Satz hat iibrigens betrachtlich fruher S. Zaremba, Rend. del Circ. 
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Wie neuere Untersuchungen gezeigt haben, lassen sich die Rie­
mannschen Voraussetzungen nicht unbetrachtlich reduzieren. Nach 
E. Goursat geniigt es anzunehmen, daB u(x, y) und v (x, y) sich in T 
stetig verhalten sowie dort bestimmte, den Gleichungen (1) geniigende 
partielle Ableitungen erster Ordnung haben, und daB iiberdies der 
S atz von der voilstandigen Differentiierbarkeit 

()u OU 0'0 0'0 
du = <l dx + ,,-- dy, dv = <l dx + 01 dy 

vX oy vX vy. 

gilt. In der Symbolik der Funktionentheorie lauten diese Voraus­

setzungen einfacher: 1st fez) in T stetig und ist #Zf(s) daselbst vor­

handen, so ist fez) in T analytisch und regular.nS) 

Nach P. Montel kann man statt dessen von den Voraussetzungen 
h d B d · T t t' . d {)U {)U {)v ()V • T . t' ausge en, a u un v III s e 19 sm , 01, " , " , "'" In aXIs le-

vX vy v.'J; vy 
ren sowie beschrankt sind und die Gleichungen (1), ailes mit Aus-
nahme einer gewissen Menge von Punkten vom MaBe N uil, erfiillen.n9) 

Ein anderes System von V oraussetzungen hat Oh. de la Vallee 
Poussin angegeben. Die Funktionen u(x, y) und vex, y) sind in T 
stetig und haben daselbst endliche (nicht notwendig beschrankte), im 
Lebesgueschen Sinne integrierbare Derivierte (auBer hochstens in einer 

M N · ()U OU 0'0 0'0 . 
Punktmenge vom aBe uil, smd alsdann () x' () y' () x' 0 y gewiB 
vorhanden). AuBer hOchstens in einer Nullmenge sind die Gleichun­
gen (1) erfiiilt.120) 

1st fez) stetig, ist fur aUe (x, y) in T und aile positiven, hin­
reichend kleinen h der Ausdruck 

!L(s, h) = ! [ioxfCz) - ol(s)J, ~:J(z) = fCz + h) - fez), 
~l(s) = fez + ih) - fez) 

Mat. di Palermo 19 (1906), p.140-160 angegeben. 1st u in T stetig und ist da­

selbst !i:., ;1 [{(x + h, y) + f.(x-h, y) + {(x, y + h) + t(x, y - h) - 4 {(x,y) ] = 0, 

so ist in T ... ~U = O. 
118) E. Goursat, Acta Math. 4 (1884), p. 197-200; Trans. of the Amer. 

Math. Soc. 1 (1900), p. 14-16; E. H. MOO'1'e, ebendort, p. 499-506; .A. Prings­
heim, Trans. of the Amer. Math. Soc. 2 (1901), p. 418-421; Munch. Ber. 83 (1903), 
p. 673-682; Bib!. Math. (3) 1 (1900), p. 433-479; L. Reffter, Gott. Nachr. 1902, 
p. 116-140; 1903, p. 812-316; 1904, p. 196--200. 

119) P. Montd, loco cit. 103), p. 298 - 295. Dort linden sich noch andere, zum 
Teil aquivalente, zum Teil allgemeiner gefa.6te Aussagen. In einer l'Ipateren Note, 
C. R. 156 (1913), p. 1820-1822, gibt Mantel ohDe Beweis einen liber den vor­
stehenden erheblich hinausgehenden Satz an. 

120) Ch. de la VaUee Ponssin, loco cit. 103), p. 793-798. 
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beschrankt, ist femer 
lim /1-(z, h) = 0, 
k=O 

so ist fCz) eiue in T regulare analytische Funktion. llI1) Die Zahl der 
reellen Grenzwerte, deren Existenz in jedem Punkte vorausgesetzt 
wird, die sonst vier betragt, wird. hier auf zwei reduziert. 

Sei T ein Jordansches Gebiet in der Ebene der komplexen Va­
riablen $ = x + iy. Durch Vermittlung der in T + S stetigen Funk­
tionen x' = x'(x, y), y' = y'(x, y) 

sei T auf ein Jordansches Gebiet T' in der Ebene der Variablen 
z' = x' + iy' umkehrbar eindeutig und stetig bezogen. Es sei weiter 
bekannt, daB die Abbildung "streckentren" ist, d. h. daB in allen Punk­
ten $0 in T der Grenzwert 

lim I z' -z~ I 
Z::;:$o Z - Zo 

vorhanden und vou Null verschieden ist. Bleibt endlich der Umlaufs­
sinn erhalten, so ist, wie B. Bohr neuerdings bewiesen hat, $' eine 
in T regulare analytische Funktion von z. Die Abbildung ist kon­
form.US) 123) 

1m Raume entsprechen den konjugierten Potentialfunktionen ge­
wisse Ji'unktionen von Linien im Sinne von V. Volterra. llW.) 125) 126) 

121) L. Lichtenstein, C. R. 150 (1910), p. 1109; Sitzungsb. d. Berl. Math. Ges. 
9 (1910), p. 84-100 [po 84-96]. 

122) V gl. H. Bohr, Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 403-420. S. auch H. Rade­
macher,. Math. Zeitschrift 3 (1919). 

123) Systematische Betrachtungen tiber "winkeltreue" und "streckentreue" 
Abbildung an einem Punkte und in der Ebene sind einige Jahre fruher von 
R. Remak angestellt worden. Vgl. R. Remak, Rend. del eire. Mat. di Palermo 38 
(1914), p. 193-246. 

124) V. Volterra, LeSIons sur I'integration des equations difl'erentielles am: 
derivees partielles, Upsala 1906. Man vergleiche ferner A. O. Dixon, The Quar­
terly Journal of pure and appl. Math. 35 (1904), p. 283-296 sowie M. Lagally, 
Munch. Ber. 1914, p. 157-190. 

125) Weitere Literatur iiber die Oauchy-Riemannschen Differentialgleichun­
gen und den Cauchyschen Integralsatz: O. Pucciano, Giorn. di Mat. 47 (1909), 
p. 55-64; D. Pompei-u, Nouv. Ann. de Math. (4) 10 (1910), p.221-227; C. R. 
153 (1911), p. 624-626; Wiener Ber. 120 (1911), p. 1249-1252; F. Schottky, 
Berlin Sitzgsber. 1915, p. 790-98; Journ. f. Math. 146 (1916), p. 234-244. 

126) ijber die analytische Fortsetzung- von Potentialfunktionen durch das kom­
plexe Gebiet hindurch vgl. E. Study, Math. Ann. 63 (1906), p. 239-245; 66 (19011), 
p. 331-336; Vorlellungen iiber ausgewahlte Gegenstande der Geometrie, 1. Heft; 
Ebene analyt. Knrven und zu ihnen geh. Abbild., Leipzig 1911, p. 105-113. 
Allgemeine Betrachtungen iiber konforme .A.bbildung und Kriimmung finden sich 
bei A. Vo/3, Munch. Ber. 37 (1907), p. 77-112. 
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ID. Besondere Methoden fUr einzelne Klassen zwei- und drei· 
dimensionaler Gebiete. 

Spezielle Theorie der konformen Abbildung. 
12. Die erste und die zweite Randwertaufgabe. Problemstel­

lung und Unitatssatze. Es sei T irgendein berandetes Gebiet in 
~ oder &m' Auf dem Rande S von T sei eine beliebige stetige Wert­
folge gegeben.127) Die Aufgabe, die etwa vorhandenen in T + S 
stetigen, in T reguHiren Potentialfunktionen, die auf S diese Werte 
annehmen, zu bestimmen, bezeichnet man als die erste Randwertauf­
gabe der Potentialtheorie. Sie kann nicht mehr als eine Losung haben. 
Waren u1 und u2 zwei verschiedene Losungen, so miiBte nach C. Neu­
mann U1 - u2 auf S verschwinden und, da (Nr.l0) ein Extremum 
in T ausgeschlossen ist, identisch gleich Null sein.128) 

Sei T insbesondere ein von einer endlichen Anzahl einfacher 
Kurven begrenztes Gebiet. Die Randfunktion kann jetzt allgemeiner 
abteilungsweise stetig 129) angenommen werden. Von del' zu bestim­
menden Potentialfunktion wird gefordert, sie sei beschrankt, in jedem 
die Unstetigkeitspunkte auf S nicht enthaltenden Bereiche in l' + S 
stetig und in T regular. Die Randwertaufgabe hat auch jetzt nicht 
mehr als eine Lasung.ISO) 

Sei noch spezieller l' ein beschranktes, einfach zusammenhangen­
des Gebiet del' Klasse B (oder Ah) in @: odeI' @m' Man kann jetzt 
die Randwerte f(s) im Lebesgueschen Sinne integrierbar annehmen. 
Es sei (~,r;) irgendeinPunkt in Tundesmoge G(~,r;;x,y) 
die auf S verschwindende Greensche Funktion von T bezeichnen 

127) Die Umgebung der unendlieh femen Punkte hat man sieh hierbei, so­
fern diese auf S liegen, durch stereographisehe Projektion auf die Riemannsche 
Kugelllbertragen zu denken. Windungspunkte auf S werden, wie bereits erwahnt, 
(vgl. die FuJ3note 4» im allgemeinen nicht zugelassen. 

128) Sei T insbesondere vom endlichen Zusammenhang. Der Unitatssatz 
gilt unverandert, wenn liber das Verhalten der nun ala beschrankt vorauszu­
setzenden Losung u in endlich vielen Punkten .Aj (j = 1, ... n) der nicht punin­
formigen Komponenten von S keinerlei Festsetzungen vorlieg~n. In jedem die 
Ausnahmepunkte nieht enthaltenden Bereiche in T + S solI die Losung wie 
vorhin stetig sein. Es genligt noch allgemeiner vorauszusetzen, da6, unter P 

einen Punkt in T verstanden, (in der Ebene) lim u(P) -=0 ist. S. Zaremba 
AjP=O log ,AjP 

(Bull. de rAe. des Se. de Cracovie 1909, p. 501-504) teilt fiir dieBen Satz einen 
vollig elementaren Beweis mit. (Eine Darstellung findet sich bei E. Goursat, Cours, 
3, p. 205-206). Man vergleiche ferner J. Plemelj, Untersuchungen, p. 41-42. 

129) Oder auch nur beschrankt und bis auf eine endliche Anzahl Punkte stetig. 
130) Vergleiche die FuJlnote 128). Fiir das Kreisgebiet ist dieBer Satz auf 

einem anderen Wege zuerst von H . .A. Schwars, Ges. Abh. 2, p. 190-201, be­
wiesen worden. Siehe ferner E. Picard, Traire 2, p. 48-49. 
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(Nr. 20). Fur hinreichend kleine 0 sind die Kurven S,J, 

G(;, 1); x, y) = 0 

geschlossene, doppelpunktlose, analytische und regulare Linien. Die 
gesuchte Losung soll in T regular sein und, auBer hochstens in einer 
Menge von Randpunkten vom MaBe Null, bei der Annaherung an 8 
tangs der orthogonalen Trajektorien der Schar 80 gegen ((s) konver-

gieren. Verlangt man schlieBlich, daB }im JI u I ds = .fl f I ds gilt, 
(} =0 SJ S 

80 kann das Problem auch jetzt nicht mehr als eine Losung haben.ISI) 

1m Raume wird das erste Randwertproblem, wenn die Randwerte 
durchweg stetig sind, genau so wie in der Ebene gestellt. Der Uni­
tatsbeweis von O. Neumann gilt ohne jede Anderung. Es sei T insbe­
sondere ein Gebiet der Klasse B und es mogen die vorgeschriebenen 
Randwerte abteilungsweise stetig sein.132) Die SchluBweise von S. Zaremba 
liefert auch jetzt noch in der einfachstenWeise den Unitatssatz.1SS) 

Es sei T ein Gebiet der Klasse B in ~ oder ~m' dafil nicht be­
schrankt zu sein braucht, f(s) eine· auf S erklarte, der Bedingung 

.ff(s)ds = 0 genugende stetige Fnnktion. Die Aufgabe, die etwa vm· 
S 

handenen in T und auf 8 stetigen, in T regularen (eindeutigen) Po-
tentialfunktionen u(x, y) zu bestimmen, die auf S stetige Normal­

ableitung haben und der Bedingung o:(s) = f(s) geniigen, bildet das 
un 

zweite Randwertpro blem der Potentialtheorie. l34) 1st f( s) abteilul1gs-

weise stetig, so wird man oOn 1.t (x, y) beschral1kt annehmel1 und uber-

131) V gl. M. Plancherel, Bull. des Sc. Math. (2) 34 (1910), p. 111-114 sowie 
O. D. Kellogg, Transc. of the Amer. Math. Soc. 13 (1912), p. 109-132 (p. 127-132). 

Abgesehen von jener Nullmenge, konvergiert die Losung bei der Annaherung 
an Slangs einer beliebigen S nicht beruhrenden Geraden in T gegen f(s). 1st f(s) 
besehrankt, so geniigt es, um die Unitat zu gewahrleisten, u(x,y) bel!!chrankt 
vorauszusetzen. 

132) Aueh im Raume braucht man iibrigens die Rltndfunktion nicht not­
wendig beschrankt anzunehmen. Um nur das einfachste zu erwahnen, so diirfte das 
Kriterium von M. PlanchereZ loco cit. 131), wenn f(s) etwa in isolierten Punkten 
oder lli.ngs einer endlichen Anzahl von stetig gekrummten Kurven auf S unend­
lich wird, sinngem1:i,B iibertragen, eine hinreichende Unitatsbedingung Hefern. 

133) Vgl. J. Plemelj, Untersuchungen, p. 42 (FuBnote) 

134) Die Beziehung jr(S)dS = 0 entspricht der Integralbeziehung (5) der 
s 

Nr. 10. Es geniigt iibrigens oOn u(x, y) beschrankt anzunehmen. DaB der Gren·z-

iibergang lim (JOn U (x, y) = O;~) = f(s) auf S gleichmaBig ist, wird sich nach­

traglich von selbst ergeben. 
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dies festsetzen, daB (}n u(x, y) sich dem Grenzwerle O;~8) auf jedem die 

Unstetigkeitspunkte von f(s) nicht enthaltenden abgeschlossenen Bo­
gen von S gleichmiiBig nahern soli. Hat das Problem iiberhaupt eine 
Losung, so erhiilt man aile Losungen durch Hinzufugung einer will­
kiirlichen Konstan ten.135) 

Die vorstehende Definition der zweiten Randwertaufgabe lallt 
sich auf ebene Gebiete der Klasse A und allenfalls der KIasse N aU8-
dehnen (Nr. 2). Beachtet man aber, daB unter geeigneten Voraussetzungen 

0:(8) = _ o~ (8) ist, so findet man, daB das zweite Randwertproblem, 
un u8 

sofern das (beschrankte) Gebiet T einfach zusammenhangend ist, im 
wesentlichen denselben Grad der Allgemeinheit, wie das erste erlangt, 
wenn man es so faSt: 

Es ist eine in T regulare Potentialfunktion u(x, y) zu bestimmen, 
die so beschaffen ist, daB die konjugierte Potentialfunktion v (x, y) 
auf Seine bis auf eine additive Konstante vorgeschriebene stetige 
Wertfolge annimmt. Das zweite Randproblem laSt sich demnach in 
der Ebene auf das erste zuruckfiihrel1.136) Nach Bestimmung von 
v (x, y) hat nunmehreine Untersuchung des Verhaltens der Werle u 
und O~~s) auf S einzusetzen. 

Eine ganz analoge Bedeutung und Allgemeinheit hat das zweite 
Randproblem im Raume. 1m Gegensatz zu dem zweidimensionalen 
Faile laSt es sich hier nicht in einer so unmittelbaren Weise auf die 
erste Randwertaufgabe zuriickfiihren. 

13. Explizite Lasung der ersten Randwertaufgabe flir die Kreis­
:fliiche und den Kugelkarper. a) Die Poissonschen Integrale. 187) Es 
mogen u und rp Polarkoordinaten in einer Ebene bezeichnen. Sei a 

135) V gl. etwa bei J. PlemelJ, Untersuchungen, p.43. Man kann allgemeiner 
(s) beschrankt und im Lebesgueschen Sinne integrierbar voraussetzen. Man wird 

dann ~ u(x, y) beschrankt annehmen und, auBer h15chstens auf einer Punktmenge on 
vom Ma6e Null, lim ~u(x,y)= 0:02 =(8) festsetzen. Das zweite Randwert-

on un 
problem hat iibrigens auch dann noch einen Sinn, wenn ((s) eine gewissen Be-
dingungen geniigende nicht beschra,nkte Funktion ist. 

136) 1st T ein mehrfach zusammenhangendes Gebiet in ~ und hat T keine 
puuktartigen Randkomponenten, so hat v (x, y) vorgeschriebene Periodizitats­
moduln und auf jeder Randkomponente bis auf je eine additive Konstante vor­
ge~ebene Werte. AHe Konstanten, bis auf eine, bestimmen sich aus der Forde­
rung, da.6 u(x, y) eindeutig sein soIl. V gl. z. B. J. Hadamard, Leyons, p. 11-111. 
Die Zuriickfiihrung mehrdeutiger Potentiale auf eiudeutige vgl. Nr.24d. 

137) V gl. das Referat IT A 7 b von H. Burkhardt und W. F. Meyer Nr. H), 
20 und 21. In den FuBnoten 133) bis 145) a. a. O. findet sich die altere Literatnl', 
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der Kreis urn den Anfangspunkt VOlli Halbmesser Rj R und () seien 
laufende Koordinaten eines Punktes auf 0, r(O) eine stetige Funktion 
mit der Peri ode 2'It. FUr diejenige in K und auf 0 stetige, in K regulare 
Potentialfunktion u(r, cp), die auf o den Wert reO) annimmt" hat S. Poisson 
den Ausdruck " 
(1) u(r m) = - . f(O)dO 1 r R~ _r2 

, ,..,.. 2n R2-2Rrcos(tp-O)+r' . ..-
-1t 

abgeleitet. In seinen grundlegendel1 Arbeiten uber die Differential­
gleichung Au = 0 hat H A. Schwarz durch Betrachtungen, die seit­
dem vorbildlich geworden sind, als erster streng bewiesen, daB u Cr, g;) 
auf 0 tatsiichlich den Wert f(O) annimmt.138) Durch (1) ist die erste 
Randwerlaufgabe fur eil1 Kreisgebiet unter del' Voraussetzung, daB die 
Randwerle stetig sind, vollstandig gelostj sie hat keine weiteren Lo­
sungen (Nr. 12). Das gleiche beweist Schwarz, wenn f( 0) abteilungsweise 
stetig ist, unter der weiteren Annahme, daB u(r, g;) in K beschrankt 
namentlich die Arbeiten von C. Neumann, F. Prym und H. A. Schwarz. Man ver­
gleiche ferner U. Dim:, Annali di Mat. (2) 5 (1871/73), p. 305-345. Von den neueren 
Arbeiten sind zunachst die Abhandlung von U. Dini, Acta Math. 25 (1902), p. 185 
biB 230 Bowie eine Reihe von Aufsatzen von C. Neumann in den Leipz. Berichten, 
1906 biB 1915, namentlich 64 (1912), p. 273-339 Bowie p. 340-398, zu nennen. 
Zusammenhiingende Darstellungen finden eich u. a. bei E. Picard, TraiM, Bd. I, 
p. 268-275, Bd. II, p. 15-17; W. F. Osgood, Funktionentheorie, p. 633-641; 
H. Weyl, Die Idee del' Riemannschen Flache, p. 82-91; E. Goursat, COUlS, 3, 
p. 183-189. Eine eingehende Theorie des Poissonschen Integrals (1) geben ferner 
F. Prym und G. Bost (Prymsche Funktionen, p. 1-47). 

138) H. A. Schwarz, a) Berl. Monatsber. 1870, p. 767-795; Ges. Abh.2, 
p. 144-171; b) Journ. f. Math. 74 (1872), p. 218-253; Ges. Abh. 2, p. 175-210. 
An dem zuletzt genannten Ort finden sich p. 184 und 189 Notizen iiber altere Be­
weise der Poissonschen Ii:ttegrale. Die Abhandlungen von H. A. Schwarz enthalten 
unter anderem eine systematische Theorie der Potentialfunktionen in der Ebene: 
Darstellung durch unendliche Reihen, analytische Fortsetzung uaw. Von prin­
zipieller Wichtigkeit ist die Bemerkung, daB sich das Poissonsche Integral (1) 
auf die Gau/3sche Mittelwertformel (4) Nr.lO zuriickfiihren latlt. Es geniigt hierzu 
K durch eine lineare Substitution derart auf sich selbst zu beziehen, daB (r, rp) 
in den Anfangspunkt iibergeht. Vgl. M. Bocher, Bull. of Amer. Math. Soc. (2) 4 
(1897/98) Bowie Annals of Math. (2) 7 (1906); man vergleiche ferner die unter 
106) ~itierte Note von P. Koebe. 

Geometrische Betrachtungen im AnschluB an daB Poissonsche Integral gibt 
G. Darboux, Bull. des Se. math. (2) 84 (1910), p. 287-300. DaB Poissonsche In­
tegral (1) findet sich, aua den allgemeinen Fredholmschen Auflosungsformeln 
(Nr.17d) abgeleiiet, bei J. Plemelj, Untersuchungen, p. 68-69. Weitere Litera­
tur: T. Boggio, a) Rend. del eirc. Mat. di Palermo 22 (1906), p_ 220-232; 
H. Villat, Bull. de Is. Soc. math. de France 39 (1911), p. 443-456; Ann. de 1'Ec. 
Norm. (3) 28 (1911), p. 203-311; T. Boggio, b) Atti d. R. Acc. d. Sc. di Torino 47 
(1911), p. 22-37; W. K1Zstermann, Bull. of the Amer. Math. Soc. (21) 2 (1914/15), 
p. 120-123; W. Gro/J, Math. Zeitschr. 2 (1918), p. 242-294; ebendort 3 (1919). 
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und in jedem die Unstetigkeitspunkte von f( 0) nicht enthaltenden Be­
reiche in K + 0 stetig ist. Die Losung ist wieder durch (1) gegeben.189) 

Es sei .E ein Stiick einer Kurve der Klasse A, das zwei Punkte 
P und Q auf 0 verbindet, abgesehen von seinen Endpunkten ganz in 
K verlauft und 0 nicht berfihrt. Es sei ~to (r, fJJ) diejenige beschrankte, 
in K regulare Potentialfunktion, die auf dem einen Kreisboden (PQ) 
gleich 1, anf 0 - (PQ) gleich 0 ist. 1st Uo = Max u (r, fJJ) auf.E, 
so ist Uo < q < 1 (der Schwarzsche Hilfssatz ).140) 

Der Schwarzsche Beweis des Poissonschen Integrals (1) HiBt sich 
(wenn die Randfunktion stetig ist) ohne weiteres auf den Fall eines 
Kugelkorpers iibertragen.141) 

Setzt man in (1) vor dem Integral das Zeichen -, so erhaIt 
man das Poissonsche Integral fiir das unendliche von 0 begrenzte 
Gebiet Ka' Die Funktion u(x, y) ist dann diejenige in Ka + 0 ste­
tige, in Ka regulare Potentialfunktion, die auf C die Werte f( 8) an­
nimmt. 1m Raume erhalt man auf diese Weise das Poissonsche In­
tegral fur das von einer Kugel C begrenzte unendliche Gebiet K a , 

d. h. diejenige in Ka + C stetige, im Unendlichen verschwindende, in 
Ka' (im allgemeinen mit AusschluB des unendlich fernen Punktes) regu­
lare Potentialfunktion, die auf 0 die vorgeschriebenen Werte annimmt. 

Eine Reihe weitgehender Resultate fiber das Poissonsche Inte­
gral (1) hat P. Fatou unter Zuhilfenahme des Lebesgueschen Integral­
begriffes abgeleitet.142) Wir heben zunachst die folgenden Satze hervor: 

139) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 190-200. 
140) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 166 und p. 100-200. Der Beweis 

von Schwarz gilt fiir aHe einfach zusammenhangenden Gebiete der KIasse A, 
sobald fUr diese das erste Randwerlproblem bei durchweg stetigen Randwerlen 
gel1ist ist (vgl. E. Picard, Traite, 2, p. 67 Bowie weiter unten Nr. 24a FuJ3-
note 282». Schwarz zerlegt aHgemeiner 0 in 2 p zusammenhangende Bogen 
01 , ••• 02p' nimmt fce) auf 021_1(j=1, ... p) gleich 1, auf 02jCi~= 1, ... p) 
gleich 0 an; .E verbindet zwei beliebige Teilpunkte von O. Darliber hinaus laJ3t 
Schwarz mehrfach zusammenhangende Gebiete und gewisse Gebiete mit Ecken 
und Spitzen zu. 

Betrachtungen iiber das Yerhalten einer in einem ebenen Bereiche der 
Klasse D oder E beschrankten und bis auf endlich viele Randpunkte stetigen, 
im Innern reguHiren Potentialfunktion in der Umgebung der Ecken oder Spitzen, 
wenn die Folge der Randwerte dort einen Sprung erleidet, Hnden sich bei H. A. 
Schwarz, Gel!. Abh., 2, p. 152-164. Man vergleiche hierzu A. Harnack, Grund­
lagen, p. 12-20. 

141) Auch diese Formel ist zuerst von S. Poisson angegeben worden. Einen 
nach Schwarz gefuhrten Beweis findet man beispielsweise bei O. Jordan, Cours 
d'Analyse 2 (1894), p. 217-218 und E. Picard, Traiti 1, p.161-167. 

142) P. Fatou, Acta math. 30 (1906), p. 335-400. Dieser aUBfiihrlichen 
Arbeit sind verschiedene Noten in den C. R. vorausgegangen. 
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1. Sei f( 0) eine beliebige im Lebesguescben Sinne integrierbare 
J:4'unktioJl (f(O + 2 x) = f(B»). Bekanntlich ist, auBer hOchstens auf 

8.+n. 

einer Menge (M) vom MaBe Nuil, f(Oo) =!~ ~Jf(T:)dT:. Nach Fatou 
8. 

konvergiert u(r, tp) bei der Annaherung an (R, Bo) Hings einer be-
liebigen 0 nicht beruhrenden Geraden in K gegen ((00) ailemal, wenn 
00 der Menge 0- (M) angehort.14S) 1st insbesondere (0) beschriinkt, 
so ist u (r, tp) die einzige beschrankte, in K regulare Potentialfunk­
tion, die auf C, auBer hochstens auf einer gewissen Nuilmenge, die 
Werte fCO) annimmt (Nr. ] 2).144) 

2. 1st in (R, Bo) die Ableitung f' (Bo) vorhanden, so konvergiert 

o ~ u (r, tp) bei der vorerwahnten Annaherung an den Rand gegen 
fC (0), 145) 

3. Es sei. f( 0) stetig und es moge vCr, g;) eine zu u (r, tp) konju­
gierte Potentialfunktion bezeiehnen. Eine notwendige und hinreichende 
Bedingung fur das V orhandensein des Grenzwertes lim v (r, ( 0) ist, daB 

r=R 
tt 

~i~J[fCOo+ 0) -(()o- 0)] cotg ~ dO existiert. Es ist 
tt 

1 J R'-r2 

vCr, tp) = b R'- 2Rr cos (cp _ 0) + rt g(O)dO, 
-tt 

tt 

(2) ~~ vCr, (0)= g(Oo) =-21
% !~~ j[f(Oo+ 0) - f«()o- 0)] cotg : dO 

• 
itt 

+ ~n J g(O)d(J.l~6) 
o 

143) P. Patou, loco cit. 142), p. 339-363 und 373. 
144) P. Fatou, loc. cit. 142), p. 349. Man vergieiche M. Plancherel, loco 

cit. 131). 
145) P. Fatou, loco cit. 142), p. 346 und 357. Aus den Ergebnissen von 

Fatou lliJ.lt sich leicht der folgende Satz ableiten: (1) Ist reO) stetig, nO) nach 
Lebesgue integrierbar und in 00 stetig, ist ferner 

8 f f' (0) dO = (0) - (00 ) (00 ::::: 0 ~ 00 + 2 %) 

80 tt 

und existiert der Grenzwert lim j[/«(Oo +0) - «0(, -0)] cotg~dO, so ist die .= 0 2 
• 

Normalableitung -lim ! u(r, (0) vorhanden. Die Satze 2. und (I) entha.lten ins­
r=R ur 

beeondere gewisse Resultate von U. Dini, loco cit. 137), p. 221-229. 
146) P. Fatou, loco cit. 142), p. 360. Man vergleiche auch J. Pleme7j, 
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1st If CO + h) - fCO) 1 < Const., hI). (0 < J. < 1), so ist auch 

/g(O + h) - g(O) 1 < Con st. 1 h 12.141) 

Monatshefte f. Math u. Phys. 19 (1908), p. 205-210; C. Neumann, Leipz. 
Ber. 65 (1915), p. 144-183 sowie W. Groft, Monatsh. f. Math. u. Phys. 28 (1917), 
p. 238-242. D. Hilbert nimmt (Giitt. Nachr. 1904, p. 213-259 [po 250-255], 
Grundziige, p.73-77) ('(0) und ("(0) stetig an und leitet die wichtigen Um­
kehrungsformeln ab: 

1 f t -8 1 f' U(8)=27tR v(t)cotg 2R dt+ 27tR,U(t)dt, 

G G 

v(s) = - 2~RfU(t) cotg t2Rs dt + 2:R! vet) dt. 

G C 

Diese Formeln sind in den alteren Ergebnissen von Tauber als Spezialfii.lle 
enthalten. Vgl. A. Tauber, Monatsh. f. Math. u. Phys. 2 (1891), p. 79-118. Siehe 
auch A. Pringsheim, Miinch. Bel'. SO (1900), p. 37-100. 

Entsprechende Formeln fiir beliebige beschrankte Gebiete der Klasse B fin­
den sich bei D. Hilbert, Gott. Nachr. 1905, p. 1-32 [po 1- 5]; Grundziige, p. 81-86. 
Man vergleiche ferner O. Kellogg, Math. Ann. 58 (1904), p. 441--456 sowie Bull. of 
the Amer. Math. Soc. (2) 13, p. 168-170 und Ch. Haseman, Inaugural-Disser­
tation, Gottingen 1907 sowie Math. Ann. 66 (1909), p. 285-272. 

Es geniigt iibrigens vorauszusetzen, daB f(O) im Lebe8gueschen Sinne inte­
grierbar und nur in 00 stetig ist (vgl. L. Lichtenstein, loco cit. 61), p. 27-28). 

147) Anders geartete Satze hat Lichtenstein angegeben: (II) 1st [f(O)]" nach 
Lebesgue integrierbar, so konvergiert vCr,O) bei der Annaherung an den Rand 
langs einer beliebigen C nicht beriihrenden Geraden in K, auBer hochstens in 
einer gewissen Nullmenge (M), gegen einen endlichen Wert g(Oo)' Das Integral 

1t 

fig(Oo)]'dOo existiert [L. Lichtenstein, loco cit. 61), p. 23)' 
-1t 

(III) iet f(O) stetig, [f(O)]' im Lebesgueschen Sinne integrierbar und 
8 

jno) dO = nO) - f(Oo), 
00 

80 ist, autler hochstens in einer gewissen Menge del' Punkte 00 vom MaBe Null, 

der Grenzwert !~~ :'1' u(r, fji) = r.,(Oo) bei del' Annaherung an (R, ( 0 ) langs einer 

cp=Oo 

beliebigen C nieht beriihrenden Geraden in K vorhanden. Das Integral 
1t 

j[r.,(Oo)]ldOo existiert. [L. Lichtenstein a. a. 0., p. 25-26 sowie Journ. f. 

-7t 
Math. 142 (1913), p.189-190} (rV) Sei reO) naeh Lebesgue integrierbar. In a.llen 

00 +" 
Punkten 00 , in denen (00 ) = lim -hi fr(f:)df: i~t, ist 

h=O 
flo 

lim CR-r)~u(r,fji)=o, limeB-f')! u(r,fji) =0. 
r=R ur r=R (lfji 
cp=~ cp~~ 
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Mit Riicksicht auf eine spatere Anwendung sei noch der folgende 
Satz von Fatou erwahnt: 4. 1st fez) = f(re irp) eine in K regulare und 
beschriinkte Funktion, 80 ist, auBer hochstens in einer Menge von 
Punkten 00 vom MaBe Null, lim f(rei8.) vorhanden.148) 

r=R 

b) Entwicklungssatz. Folgerungen. 1st f( 0) im Lebesgueschen Sinne 
integrierbar, so foIg! aus (1) die Entwicklung 

1t 1. .. co 7l 

u(r, cp) = b /(0) dO + % ~ En (cos nqJ f(O) cos nOdO 1 f 1 rn j' 
(3) -71 n -tr 

n: 1. •. 00 

+ sin nqJ f f (0) sin n OdO) = b; + 2 ;;. (b", 
-n n 

Es ist weiter 

1st ((0) stetig, so ist der Grenziibergang gleichma6ig. 1st (0) beschrankt, 
so sind auch die Ausdriicke hinter dem Limeszeichen beschrankt. Vgl. A. Lia­
pounoff, loco cit. 54) a), p. 266-267 j S. Zaremba, Bull. de l' Ac. des Sc. de Cra­
covie 1905, p. 70-78 j ...4.. Boborski, loco cit. 65); L. Lichtenstein, Ber. d. Berl. 
Mat. Ges. 8 (1909), p. 125-183 sowie loco cit. 61), p. 20-22. Weitere Satze iiber 
das Verhalten der partiellen Ableitungen des Poissonschen Integrals (1) auf C 
finden sich bei P. Fatou, loco cit. 142) passim; J. W. Lindeberg, Ann. de rEc. 
Norm. (3) 18 (1901), p. 127-142; U. Dini, loco cit. 137); L. Lichtenstein, loco cit. 
61), p.17-20 sowie Ber. d. Berl. Math. Ges. 8 (1909), p. 125-133 (dort handelt 
es sich namentlich um partielle Ableitungen haherer Ordnung); A. Korn, loco 
cit. 05) h) [po 15-24). 

148) P. Fatou, loco cit. 142), p. 866-368. Allgemeiner ist dorl (in der 
vorhin benutzten Schreibweise) lim f(re irp) = lim f(!'ei8o) (vgl. E. Study, Vor-

r=R r=R 
'1'=8. 

lesungen iiber ausgewahlte Gegenstande der Geometrie, 2. Heft, Konforme Ab­
bildung einfach-zusammenhangender Bereiche, herauagegeben unter Mitwirkung 
von W. Blaschke, Leipzig 1913, p.50-55). Nach C. Caratheodory mu6, wenn fez) 
nicht konstant ist, die Menge der Limeswerte auf jedem Bogen von C min­
destens drei verschiedene Werle enthalten (Math. Ann. 73 (1913), p. 305-320 
(p.307-312]. Dort Bowie Gott. Nachr. (1913), p. 509-518 [po 5!3-518] findet 
sich auch ein Beweis des Fatouschen Satzes). 

149) Schon H . ...4.. Sch'lCarz folgerle hierauB gewisse Satze iiber die Fourier­
schen Reihen stetiger Funktionen. U mgekehrl fiihren die Elemente der Theorie 
Fourierscher Reihen zu einem vollst!i.ndigen Beweise der Poissonschen Integral­
darstellung (1) (vgl. z. B. B. Lebesgue, Le90ns SUI les series trigonometriques, 
Paris 1906, p. 48-54). Weitere an (3) anschlie!lende Entwicklungen (analytische 
Fortsetzung, natiirliche Grenze U8W.) finden sich beispielsweise bei E. Picard, 
Traite 2, p.51 u. if.; F.. W. Osgood, Funktionentheorie, p. 641 u. if.; p. 655 u. if.; 
E. Goursat, COllIS 3, p. 192-195. ijber die analytische Darstellung regularer Po­
tentialfunktionen in der Ebene vergleiche M. Bocher, Trans. of the Amer. Math. 
Soc. 10 (1909), p. 271-2·78. 

.Eucyklop. d. math. Wissensch. II S 16 
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1 1 ..... r" ( , i 
(4) vCr, rp) = v (0, rp) + 1f ~ RR - cos nrpJ f(O) sin nOdf} 

"1'1 -71. 

1< 

+ sin nrp./'f(O) cos r;.OdO) . 
-It 

Das "Dirichktsche Integral" 

DK(u) = lim Jr(~U)% + (~U)J l dxdy 150) 
x'~x L v::C vy J 

](' 

konvergiert, auch wenn f( 0) s.tetig ist, im allgemeinen nicht.. 151) Eine 
notwendige und hinreichende Bedinguug dafiir, daB DK(tt) einen end-

1.. ,00 

lichen Wert hat, ist, daB ~ n(a~ + b~) konvergiert. 1st "ie arfullt, 
n 

80 ist 
21< 1 .. ,110 

Dx(u) =!~ J u ~; rdrp = 2 n(a! + b;,).l&!) 
o n 

1st r(f}) stetig, so ist Dx(u) vorhanden, wenn as auch nur eme 
in K und auf C stetige Funktion u(r, cp) giht, die in K stetige par­
tielle Ableitungen erster Ordnung besitzt und aut' eden Wert f( 8) 
annimmt, so daB Dx(u) existiert. 

Es ist Dx(u) > Dx(u), wobei das Gleichheitszeiehen nur fUr 
u = u gilt.15S) 

Viele der im vorstehenden angegebenen Slitze lassen sich auf 

160) Unter K' die Kreisfiache urn den Koordinatenursprung vom Radius 
R' < B verstanden. 

161) F. Prym, Journ. f. Math. 73 (1871), p. 340-364, abgedruckt in F. Pry", 
und G. Bost, Prymsche Funktionen, p.227-260 [p.246-260]; J. Hadamard, 
Bull. de 1a Soc. math. de France 34 (1906), p. 136-139. 

162) J. Hadamard, loco cit. 161), p. 136; f(O) braucht dabei nicht not­
wendig stetig zu sein. Um so weniger wird im allgemeinen die NormalableituDg 

-lim ou(r, cp) existieren. 
r~R (),. 

153) Dieser Satz folgt fast unmitte1bar aua den Betracbtungen von J. Hadamard, 
loe. cit. 161). Siebe ferner S. Zaremba, Bull. de l'Acad. des Se. de Cracovie 
1!l09, p. 197-264 [po 206-208], wo der analoge Satz im Raume betrachtet wird. 
(Eine Darstellung findet sich bei H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache, 
p.84-86.) Man vergleiche hierzu die allgemeinen Ergebnisse von S. Zaremba a. Bo.O., 
p. 126-196 [p.160-161]. Einen Beweis fiir das Kreisgebiet gibt weiter R, Courant, 
Math. Ann. 72 (1912), p.517-660 [p.523-624]. In einer spateren Albeit, 
J;mrn. f. Math. 144 (1914), p. 190-211 [po 194-196] beweist Courant denselbeD 
Satz mit elementaren Mitteln fiir beliebige bes('hrankte Gebiete in ~ (Nr. 34-). 
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den Kugelkorper iibertragen. DurchgefUhrt sind diese Betrachtungen 
nur zum Teil.1M) 

Aus dem Poiss(}nschen Integral (1) werden verschiedene wichtige 
Ungleichheiten abgeleitet. H. A. Schwarz findet z. B. 

lu(r, cp) - u(O, 91)1 < ~ Max If(O)1 Arc sin~ .. 15") 

14. Kreisring1iache. Entwicklungssatz. Folgerungen. Eine in 
einem Kreisringgebiete R2 < 1" < Rl regulare Potentialfunktion liiBt sich 
daselbst (auf eine einzige Weise) in der Form 

u(r, rp) = t (Bo + Bo'log r) 
(1) 1...... . o. + ~ ((A,.r" + A_"rn) sm nq; + \BnT" + B_ 1I r- n) cos mp} 

11 

darstellen. Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert fUr ~ 
< ~ < r S R~ < ~ unbedingt und gleichmaBig.166) 1st insbesondere 
14(1", q;) fiir 0 < r < Rt regular, so gilt die Entwicklung fiiralle posi­
tiven 1" < Rl . 1st u( 1", q;) iiberdies in einem Gebiete 0 < t· < Hl < Rl 
beschrii.nkt, so findet man A_m = B_ m = 0 (m > 1), Bo' = O. 
Eine in einem beschrankten Gebiete T in ~ beschriinkte, suBer 
hOchstens in isolierten Punkten, reguHire Potentialfunktion, ist mithill 
in T regular.157) In ahnlicher Weise wird der folgende Satz bewiesen; 
1st u (1", q;) im Innern und auf dem Rande einer Kreisfl.ache K, auBer 
hOchstens in ihrem "Mittelpunkte, regular, ist Dx(u) vorhanden, so ist 
"(1", q;) in KreguHir.158) 1st allgemeiner jr11u(r, q;) 1< 0, I.t > 0 (C kon-

1M) Der Schwarzsche Hilfssatz iet von A. Korn auf dreidimensionale 
Uebiete (der KIasse B) iibertragen worden. Yergleiche die Fu8note 281). 

1M) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 175-210 [po 190]. Andere Ungleich­
heiten geben C.1Yemnann, Abelsche Funktionen, p. 412-417; F. Schottky, JODrn. 
f. Math. 117 (1897), p. 225-253, wo allgemeiner mehrfach zuaammenhangende· 
Gebiete der KIasee C in ~ betrachtet werden; G. Darboux, loco cit. 141) [po 2971 
(siehe auch T. Boggio, loco cit. 141) b»; F. Pt'ym und G. Rost, PrymRche 
~'unktionen, p. 31-47 an. 

1m Zusammenhang hiermit stehen grundlegende Ungleichheitsbeziehungen· 
der Theorie analytiacher Funktionen, die von J. Hadamard, E. BOl'el, E. Landau,. 
C. Oarathiodory, F. Schottky, E. LindeWf, P. Koebe und anderen Forschern 
angegeben worden sind. 

166) Vgl. z. B. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 204-210. Allaloge Entwick­
lungen im Raume (auch fiu unendliche, von einer Kugel begreuzte Gebiete) siehe­
Poincare, Potentiel, p. 204-210. 

157) H. A. Schwarz, loco cit. 156), p. 209. 1m Ranme vergleiche Poincare, 
Potentiel, p. 211. 

168) D. Hilbert, iJber das Dirichletsche Prinzip, Festschrift zur Feier des 
160-jihrigen Bestehens der Kg!. Ges. der Wiss. zu Gottingen, Berlin 1901, abge­
drnckt in den Math. Ann. 59 (1904), p. 161-186 [po 1~4 -186]. Unter Dx(u) jet 

16 • 
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stant), so enthalt (1) nur eine endliche Anzahl Glieder mit negativem 
Exponenten. 1st die Funktion u (r, cp) fur 0 < r < ~ regular und 
wird sie fUr r = 0 entweder gleich + 00 oder - 00, so ist 

u(r, cp) = k log r + eine regulare Potentialfunktion (k =4= 0).169) 

Auch fUr die Losung der ersten Randwertaufgabe in einem Kreis­
ringgebiete IaEt sich eine Reihenentwicklung unter Zuhilfenahme tri­
gonometrischer Funktionen angeben.160) 

der als vorhanden vorausgesetzte Grenzwert 

eine KreisfHtche um den Mittelpunkt von K) zu verstehen. 
159) M. Bocher, Bull. of. Amer. Math. Soc. (2) 9 (1903), p. 400-460. 
160) Vgl. C. Neumann, Journ. f. Math. 59 (1861), p.335-366; H. A. Schwarz, 

Ges. Abh. 2, p. 175-210 [po 204-210]; E. Picard, Traite 2, p. 105-108; 
F. Prym und G. Rost, Prymsche Funktionen, p. 78-91, wo von einem kom­
binatorischen Verfahren Gebrauch gemacht wird (Nr. 24 a) FuBnote 316); 
E. Goursat, Coura 3, p.190-191. Man vergleiche ferner U. Dini, Ann. di Math. (2) 
4 (1870/71), p. 109-174; H. Villat, C. R. 152 (1911), p. 680-682; 153 (1911), 
p. 518-520; Xenia, Hommage internationale it l'Universite de Grece, Athenes 
1912, p. 359-380; Journ. de Math. (6) 7 (1911), p. 353-408; Ann. de rEc. Norm. 
(3) 28 (1911), p. 203-311; (3) 29 (1912), p. 127-197; Red. del. Cire. Mat. di Pa­
lermo 33 (1912), p.134-175; U. Dini, ebendort 36 (1913), p. 1-28. In den 
nenn zuletzt genannten Arbeiten wird yon den elliptischen Funktionen Gebranch 
gemacht. 

Eine eingehende Behandlung des Kreisringgebietes gibt unter durchgehen­
del' Benutzung eUiptischer Funktionen, zum Teil in Ausfuhrung fruherer Mittei­
lungen neuerdings H. Villat, Acta Math. 40 (1915), p. 101-178. Es werden u. a. ex­
plizite Ausdriicke fiir eine im Gebiete R! < r < R, regulare analytische Funktion 
u + iv gegeben, wenn 1. auf C2 (r = R 2 ) und C, (r = R,)u (das erste Randwert-

problem), 2. auf C. und C, .,. ~: (das zweiten Randwertproblem), 2. auf 0 •... u, 

auf C, ... v, 4. auf O •... u, auf C, ... ~:, 5. auf C.' , auf (J, ... ~: vorge­

schriebene Werte haben. (Man vergleiche bierzu namentlich U. Dini an dem zu­
letzt a. 0.) Ferner werden gewisse Slitze von P. Fatou und L. Lichtenstein 
(Nr. 13) auf ein Kl'eisringgebiet iibertragen. U. Dini gibt in seinen Arbeiten zu­
gleieh explizite Formeln fur die Loaung des ersten Randwertproblems fiir daB 
von zwei konzentrischen Kugeln bp,grenzte Volumen. Nach P. Koebe, Leipz. Ber. 
65 (1913), p. 210-213 mat sich die Losung des ersten Randwertproblems fUr 
das Kreiaringgebiet durch elementare Abbildungen auf das Poissonsche Integral 
zuriickfiihren. DaB gleiche gilt fiir die Flache eines Rechtecks und einer Ellipse 
(man vergleiche hierzu Nr. 47 Fullnote 592). 
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10. Positive Potentialfunktionen.l60 a) Damit die unendliche Reihe 
co 

(1) ~ + ~ ri(a.\: cos kcp + aksin lHp) = ffif(z) eine fiir r < 1 regu-
k=1 

lare uRd positive Potentialfunktion darstellen kann, mu13 wie C. Cara-
tModory gezeigt hat, der Punkt ak , Uk (k = 1, ... n) des 2n-dimen­
sionalen Raumes fur alie n im lunern oder auf der Begrenzung 
des kleinsten konvexen 2n-dimensionalen Korpers K2n liegen, der 
die sphiirische Normalkurve xk = cos kO, xk = sin kO (k = 1, ... n) 
(0 s: () < 27t) enthalt.16l) Jedes Gebiet K 2n ist die "Projektion" des 
nachstfolgenden Gebietes K h +2' 

Eine von Ca'l'atheodory angegebene Umkehrung dieses Satzes 
lautet: Liegt der Punkt al1 al1 ... an, an im Innern oder auf dem 
Rande von K h , so gibt es mindestens eine fiir r < 1 konvergierende 
Reihe del' Form (1), die mit del' Zahl ~- beginnt, al' au ... an' an zu 
2n ersten Koeffizienten hat und eine fur r < 1 regulare positive 
Potentialfunktion darstellt.162) Liegt der Punkt al1 ... al' auf dem 
Rande, so ist die Funktion r(z) vollkommen bestimmt und zwar rational. 

160&) Vgl. den Artikel von L. Bieberbach iiber Funktionentheorie. 
161) Vgl. C. Carathiodory, a) Math. Ann. 64 (1907), p.95-111>; b) Rend. 

del Cire. Mat. di Palermo 32 (1911), p. 193-217; e) O. Carathiodory und L. Fejer, 
an dem zuletzt a. 0., p.218-239. Siehe ferner d) O. Toeplitz, a. a. 0., p. 191-192; 
E. Fischer, a. a.. 0 , p.240-256; f) J. Schur, Bed. Sitzungsber. 1912, p. 4-15; 
g) Journ. f. Math. 147 (1917), p. 205-232; 148 (1918), p. 122-145; h) G. Frobe­
"ius, Berl. Sitzungllber. 1912, p. 16-31; i) G. Herglotz, Leipz. Ber. 63 (1912), 
p.501-511; k) F. RiejJ, Ann. de l'Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 88-62; 1) Les 
systemes d'equations lineaires a une infinite d'inconnues, Paris 1913, p. 171-
180; m) Jonrn. f. Math. 146 (Hl15), p. 83-87; n) L. Fejer, Joum. f. Math. 146 
(1915), p. 53-82; 0) G. Hamel, Math. Ann. 78 (1918), p. 257-269; p) O. Szdsz, 
Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 149-162; q) Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 163-183. 
Man vergleiche femer G. Pick, loco cit. 163). FUr die Begrenzung von Kin gibt 
CaratModory eine Parameterdarstellung mittelst trigonometrischer Polynome. 
Nach O. Toeplitz ist in den Punkten der Begrenzung 

D.n(l, "1' "!, ... ",.) = 0, 
1 ., a 1 , ai"""k 

a_I' 1, at" " elk-1 

D,,= 

"-k' "-('\:-1),· .. 1 
1m lnnern von Kin ist D k (l, "11 ... at) > 0 (k = 1, .. , n), auf dem Rande 

Dk(l, "1' ... "k) ~ 0 (k = 1,2, ... (n - 1». 
Damit die Reihe lJtf(e) fUr r < 1 konvergiere und daselbst positiv sei, ist 

notwendig (nnd hinreichend), daB fUr aIle n··· Dn(l, "1' ... ",,) ~ 0 ist (vgl. 
O. Toepli'., loco cit. d). 

162) O. Oaratheodory, loco cit. 161) b). 
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Jedem Punkte $ in dem Einheitskreise ordnet nttch G. Pick die Ge­
samtheit der dUl'ch (1) erkliirten Funktionen fee) ein Kreisgebiet zu.1S8) 

Ein anderer Umkelu:ungssatz lautet: Liegt del' Punkt au aI, 
... an' a" fur jedes n im Innern oder auf dem Rande von K 2 .. , so 
konvergiert (1) fur r < 1 und stellt eine fur l' < 1 reguHire positive 
Potentialfunktion dar.16S) 164) 

Die vorstehenden Siitze bellutzell C. Oaratheod.ory und L. Fejer 
zur Beantwortung verschiedener .Fragen uber Maxima und Minima 
von Potentialfunktionen. l65) 

Einen Abschatzungssatz fiber positive Potentialfunktionen im 
Raume gibt G. Pick166) an. 

16. Die Satze von A. Harnack. Sei T ein beschranktes Gebiet 
in ~(~m) odeI' im Raume. Aus del' Tatsache, daB eine Potentialfunk­
tion in ihrem Regularitatsgebiete wedel' Maximum noch Minimum 
haben kann, ergibt sich unter Zuhilfenahme del' Poissonschen Inte­
grale der folgende wichtige Satz: 

1. Sei u, (j = 1, 2, .. ) eine Folge in l' und auf S stetiger, ill 
T regularer Potentialfunktiollell~ die auf S gleichmiiBig konvergiert 
Sie konvergiert alsdann in dem Bereiche T + S gleichma.Big. Die 
Funktion 1,1, = lim u j ist eine in T + S atetige, in T reguHire Poten-

} =00 

tialfunktion. D'ie partiellen Ableitungen D"uj (n:;;:: 1) konvergieren in 
jedem Bereiche in T gleichmaBig gegen Dnu.167) 

Da jede stetige Funktion eiller oder mehrerer Variablen dUl'ch ana­
lytiache Funktionen diesel' Variablen beliebig gleichmaBig approximiert 
werden kann, so kann man das erate Randwertproblem grundsatzlich als 
gelost betrachten, wenn es gelingt, dieses fUr gewisse besonders ein­
fache Randfunktionen zu erledigen. So konnte man bei ebenen Ge­
bieten der Klasse A die Randfunktion f(s) anaiytisch annehmen. 

2. Sei U t , U t , . .. eine unendliche Folge in T regularsr, nicht 

163) G. Pick, .Math. Ann. 77 (1915), p. 7-28. Daselbst eine Verallgemeine­
rung der im Text besprochenen Ergebnisse. Man vergleiche ferner G. Pick, Math. 
Ann. 77 (1915), p. 1-6; 78 (1918), p. 270-275. 

164) 1st unter den VorauBsetzungen des Satzes etwa Dp(l, a1 , ••. ex ... ) = 0 
80 ist Dp H= 0 (k = 1,2, ... ) und es gibt uur eine Funktiou fez) dieser Art; 
fez) ist rational. 

165) V gl. loco cit. 161) c). Hierzu ferner T. H. GronwaU, Annals of Math. 
(2) 16 (1914), p. 77-81. 

166) G. Pick, Jahresb. d. Deutschen Math. Ver. 24 (11115), p. 329-332. Man 
vergleiche ferner G. Pick, Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 4.4-51. 

167) A. Harnaek, Grundlagen. p. 65-67. Vgl. etwaE. Pica-I'd, TraiM 2, 
p. 59-60; E. Gowl'llat, Cours II, p. 18\)-190. 
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1 . .• ". 

negativer Potentialfunktionen. 1st die Reihe ~ u j auch nul' lU elUent 
j 

Punkte in T konvergent, so konvergiert sie in jedem Bereiche in T 
gleichmaBig und zwar gegen eine in T regulare Potentialfunktion.l68) 

Zur Auflosung des ersten Randwertproblems hat C. Neumann 
Anfang der siebziger Jahre eine Methode ersonnen, die fiir die Entwick­
lung del' Potentialtheorie im Laufe der Zeit von del' groBten Wichtig­
keit geworden ist. Die von C. Neumann angegebene "Methode des arith­
metischen Mittels" sucht die LOimng in del' Form des Potentials einer 
Doppelbelegung zu gewinnen. Dies gelingt, wie spatere Untersuchungen 
gezeigt haben, z. B. fur alle Gebiete der Klasse Ah. 

17. Methode des arithmetischen Mittels. a) Altgeme-ine Ansiitze 
und Resultate von C. Neumannund G. Robin.169) Es sei T ein ebenes 
Gebiet del' Klasse B. Die Gesamtheit del' m AuBengebiete (m:2: 1) 
heiBe T a' Eins von diesen enthiilt den unendlich fernen Punkt. Auf 8 
sei eine abteilungsweise stetige (allgemeiner im Lebesgueschen Sinne 
integrierbare) Wertfolge f(s) gegeben. C. Newmann stent sich die Auf­

gabe 170), zwei Doppelbelegungen ~Vl(S) und ~V2(S) auf S so ZU 
1t 1t 

bestimmen, daB die zugehorigen Potentialfunktionen 

(1) ~J~l{t)~(log-~)dt, ~JV2(t)-1-(lOg~)dt 
1t unl rt 1t Unt rt 

s s 
entsprechend auf del' Innen- und del' AuBenseite von S den Wert 
f(s) annehmen. In einer vollig analogen Weise wi1'd das Neumann­
sche Problem im Raume erkliirt.111) 

Die besondere Wichtigkeit des Neumannschen Ansatzes beruht dll,r­
in, daa e1' die Losung in einer Form liefert, aus der sich verschiedene 
ihrer Eigenschaften leicht ablesen lassen. So ist die Neumannsche Me­
thode, auBer bei ebenen Gebieten del' Klasse C, D und E, bis jetzt die 

168) A. Harnack, loc. cit. 167), p. 67-68. Eine Darstellung gibt u. a. 
E. Picard, Traite 2, p. 59-61. Vgl. ferner E. Goursat, Coura 3, p. 191-19~. 

Niitzliche Hilfssatze iiber unendliehe Folgen nieht negativer Potentialfunk­
tionen gibt S. Johansson, Acta Soc. Se. Fenn. Bd. 40 Nr. 2, p. 1-29 (p. 1-7, 
Bowie Bd. 41 Nr.2, p. 1-39 [po 1-8] an. 

169) V gl. da.s Refera.t II A 7 b von H. Burkhardt und W. 1? Meyer Nr. 27. 
Dort findet sich in den Fui3noten 170) bis 181) die altere Literatur. Siehe namentlich 
G. Kirchhoff, Acta Ma.th. 14 (1890/91), p. 179-183. Man vergleiche ferner die von 
D. H~lbert in seinen V orlesungen mitgeteilten Bemerkungen beiE. R. Neumann, Math. 
Ann. 66 (1901), p. 1-52. Siehe ferner H. Liebmann, Miinch. Ber.1914, p. 369-376. 

170) Zuerst Leipz. Ber. 22 (1870), p.49-56, abgedruckt in den Math. Ann, 
U (1877), p. 658-666. 

171) Vor dem Integralzeicheu tritt in diesam Falle der Faktor .2.- ain. 
2n 
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einzige, die weitgehende .Aufschliisse iiber das Verhalten partieller 
.Ableitungen der Losung am Rande liefert. Dieser Vorteile seines Ver­
fahrens war sich C. Neumann voll bewuBt. Das Bestreben, die Losung 
des ersten Randwertproblems in einer fiir die DiskuBsion geeigneten 
Form zu gewinnen, war iiberhaupt von .Anfang an ein leitender Ge­
danke seiner UnterBuchungen.172) 

EB moge das Gebiet T insbesondere einfach zusammenhangend 
und konvex sein.173) Um Vorstellungen zu fixieren, nehmen wir es 
raumlich an. C. Neumann beweist unter Benutzung einer dem Gebiete 
eigentiimlichen "Konfigurationskonstanten" €X < 1, daB die unendliche 
Reihe 
(2) (roo- ro1) + (ro2 - ros) + .. " 

1f 0 (1) . l' 0 (1) fj(s) = 2 (;-1 (t) <l - dt(J= 1,2, ... ), roj(x, y, z) = -2 J ~(th- -- dt, 
n Unt r,/ n. uri r t 
s s 

foes) = f(s) 

III 1 und auf S gleichmaBig konvergiert und auf S den Wert 
foes) - N annimmt, unter N einen bestimmten von foes) und S ab­
hangigen Wert verstanden. Eine analoge Entwicklung erhiilt man fUr 
das .AuBengebiet. 

Es hat einer langen Reihe von Untersuchungen benotigt, bis 
die Konvergenz del' Neumannschen Reihen und damit die .Anwendbar­
keit der Methode fiir Gebiete von hinreichend allgemeiner Natur, 
inbesondere fur Gebiete del' Klasse B sichergestellt war. Insbe­
sondere sind, worauf wir bald zuriickkommen werden, durch die 
Theorie linearer Integralgleichungen Zusammenbange von iiber­
raschender Eleganz und Durchsichtigkeit aufgedeckt worden. Bekannt­
lich war es das Neumannsche Problem in der Poincareschen Fassung 

172) V gl. C. Neumann, Abhandlungen. In der zweiten dieser beiden Ab­
handlungen nimmt C. Neumann die Untersuchung des Verhaltens partieller Ab­
leitungen der Losung am Rande in Angriff. 

173) Den fundamentalen Untersuchungen von C. Neumann liegen gewisB6 
konvexe, einfach zusammenhangende Gebiete, deren Begrenzung auch gewisB6 
sprungweise Unstetigkeiten (Kanten, Ecken u. dgl.), aufweisen kann, die aber 
nicht "zweiBternig" sein durfen, zugrunde. Dies besagt, daB die Tangenten (Tan­
gentialebenen) von S nicht aIle dUIch den einen oder den anderen von zwei 
festen Punkten (wie etwa bei einem Rechteck oder Doppelkegel) hindurch­
gehen Bollen. 

Allgemeiner kann man Bowohl in der Ebene, ala auch im Raume der Be­
trachtung ein System von endlich vielen Gebieten der Klasse Bohne gemein­
same Randpunkte zugrunde legen. Der "AuBenraum" zerf':i1lt in eine Anzahl 
von Gebieten, von denen das den unendlich fernen Punkt enthaltende mehr als 
eine Randkomponente hat und somit mehrfach zusammenhl),ngend ist. 
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(Nr.17b), das fur J. Fredholm eine Veranlassung zu seiner bahn­
brechenden Entdeckung gab.174) Eine sehr vollstiindige und tiefgehende 
Behandlung des Neumannschen und des damit eng verwandten Robin­
schen Problems auf dieser Basis verdankt man J. Plemelj.175) 

1m AnschluB an O. Neumann hat G. Robin das Problem der 
elektrischen Verteilung auf leitenden Fliichen behandelt.176) Dieses 
Problem bildet einen Spezialfall der allgemeineren Randwertaufgabe, 
die in der Ebene wie folgt lautet: 

Es sind zwei einfache Belegungen ~ ftl (s) und ~ ftl s) so zu be-
1t 1t 

stimmen, daB die zugehorigen Potentiale 

(3) ~Jftl (t) log ~dt, ~Jft2(t) log ~dt 
1t r t 1t r t 

8 S 

entsprechend in T und in 'l'a die Normalableitung gleich f(s) haben. 
1m Raume gilt eine analoge Problemstellung. 

b) Die grundlegende Wendung durch H. Poincare. Einen Wendepunkt 
in der Entwicklung des Neumannschen und des Robinschen Problems 
bezeichnet das Erscheinen einer beriihmten Abhandlung von H Poin­
care.171) Vor allem erweitert Poincare die Fragestellung durch die 
Einfiihrung eines Parameters. Es handelt sich nun um die Bestim­
mung des Potentials einer Doppelschicht W sowie des Potentials 
einer einfachen Belegung V, so daB einmal 

(1) ~ (W(s+) - W(r») + ~ (W(s+) + W(r») = nf(s) , 

das andere Mal 

(2) - ~ (:n V(s+) - ~n V(s-)) + ~ (;n V(s+) + :n V(s-») = nf(s) 

gilt. Fur A. = 1 geben (1) und (2) als Randbedingungen entsprechend 

W(s+) = nf(s), ~() VCr) = nf(s), un 
fiirA.=-l 

() 
W(r) = - nf(s), on V(s+) = - n(s). 

Das Gebiet T wird, und dies ist wesentlich, nicht mehr all:! konvex 

174) J. Fredholm, Oefversigt af Kongl. Svenska Vet. Akad. Forh. 67 (1900), 
p.39-46; C. R. 134 (1902), p. 219-~22; p. 1661-1664; Acta; math. 27 (1903), 
p.366-390. 

176) J. Plemelj, loco cit. (6) Bowie Monatsh. fiir Math. und Physik 18 (1907), 
p. 180-211, ferner, Untersuchungen, passim. 

176) Vgl. G. Robin, Ann. de l'Ecole Normale 3 (3), Supplement, p. 3-68; 
C. R. 104, p. 1834-1836; C. R. 106, p. 413-416; Oeuvres 1, Paris 1899. 

177) H. Poincare, La methode de Neumann et Ie probleme de Dirichlet. 
Acta math. 20 (1897), p. 59-142 (gedruckt Ende 1895). 



234 11 C 3. L. Lichtenstein. Potentialtheorie. Konforme Abbildung. 

vorausgesetztPB) Angenommen wird nul', daB T ein einfach zusam­
menhangendes Gebiet del' Klasse B ist, und daB es eine umkehrbar 
eindeutige AbbiIdung des Gesamtraumes auf sich selbst, 

x' = x'(x, y, s), ... ; x = x(x', Y', s'), " . 

gibt, die den unendlich fernen Punkt ungeandert laBt und S einer 
Kugel zuordnet. Die Funktionen 

(3) x' (x, y, z), . . .; ( ' , ') XX,Y,f; , ... 

haben stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Setzt man 
f :· kl' W t 1+1+1 1 1:,(1 11) ur eme er e von... -. -., ... -; = ~ -, -, - , ... , x- y z x x tl Z I 

~ = ; (l., -~" -!,), ... so haben auch r, r/, {;'; ;, rJ, {; stetige Ableitun-x x y z 
gen del' heiden ersten Ordnungen. 1m Unendlichen sind die partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung del' Funktionen (3) gleich 
N II B 8x 8y cz. OX' oy' 8z' d' d t d W t 1 h b 179) 

U , au er ex" vy" 8z'" 8x' -;Ty' 8z' Ie or en er a en. . 
Poincare entwickelt nun die Losung nach Potenzen von A, bildet 
die zu den Potentialen roo, ro1 , ro2 , . . • gehorigen Dirichletschen Inte­
grale des Innen- und des AuBengebietes und gelangt durch ffier­
legungen, die mit del' von H. A. Schwat·z zuerst in seiner beriihmten 
Festschrift angewandten SchluBweise180) mannigfaltigeBeriihrungspunkte 
haben, daneben abel' auch eine Reihe neuer Hilfsmittel einfiihl'en, zu 
dem fundamentalen Satze, daB die Neumannschen und die Robinschen 
Reihen gleichmiiBig konvergieren, sofern die Funktion /,(8) nebst ihren 
Ableitungen bis zu einer gewissen endlichen Ordnung stetig ist.181) 

178) Poincare uetrachtet iibrigens ausschlieBlich den (schwierigeren) Fa.ll 
des Raumes. 

179) Ob die Vorausiletzung, T gehore der Klasse Ban, zur Durchf'iihrung 
a,ller von Poir.caf'c angedeuteten fibedegungen geniigt, erscheint nicht ganz 
sicher. 

180) If gl. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 1, p. 223-269. Siehe auch II A 7 C' 

Nr.10. 
181) Poincare llimmt del' Einfachheit halber die Existenz und Stetigkeit 

der Ableitungen aUer Ordnungen an. Eine wesentliche Rolle spielen bei Poincare 
die beiden folgenden Siitze: 

1. 1st V das Potential einer beliebigen auf S aUilgebreiteten einfachen Be­
legung, so ist 

(4) 

1st die Masse der Belegnng gleich 0, so ist Ml > 0, sonat gilt M, == O. 
2. 1st W das Potentia.l einer auf S ausgebreiteten Doppelbelegung, die 8Q 

bescha.tfen iet, da.B DT(W) und DTa(W) exiatieren, 80 ist 

DT(lV) . 
(6) 0 < Ms ~ DTa(W)~ M. (M" M. konstant), 
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In dem VI. Kapitel seiner Abhsndlung flihrt PoinCM'e die "Fun­
damentalfunktionen" ein, d. h. Potentiale einfaeher Belegungen, die iur 
eine bestimmte, abzii.h.lbar unendliche Menge reelier Werte von 1 Be­
ziehungen genflgen, die man erhMt, wenn man in (2) die Funktion 
(.) gleieh Null setzt. Sodann werden Reihenentwieklungen willkf1r­
licher Funktionen na.ch den "Fundamentalfunktionen" betrachtet.18l!) 

c) Weiter(iJ,hmng der Poincareschen Methoden. 18S) Die im vor­
stehenden besprochene Ar1Ieit von Poincare ist der Ausgangspunkt 
einer langen Rellie von Untersuchungen anderer Forscher geworden. 
Als erste haben E. Le Boyl81.), W. 8telrloff18&) und A. Kom I81) die 
Poincartfschen Ideen weiter entwiekelt. Unter del' Annahme, daB rium­
Hehe einfa.ch zusammenhangende Gebiet T sei in bezug auf wenigstens 
einen seiner Punkte konvex 181), d. h. jeder durch diesen Punkt ge-

Bei dem Beweise der Ungleichheiien (6) nimmt Poincare an, daIS die Exiatenz 
der L6sung des ersten Randwertproblems bereits feststeht. Diese VorauBBetzung 
liegt, aomit auch seinen Ergebnissen tiber die NeumannBahen Reihen zugrunde. 
Bei der Betrachtung der Bobinsahen Reihen kann man demgegeniiber An­
nahmen dieser Art entbehren. 

182) Dieser Teil der PoincareBahen Abhandlung enthil.lt keinerlei Btrange 
Beweise, begniigt sich vielmehr mit einer allgemeinen 'O'bersicht iiber die zu er­
wa.rienden GesetzmilJSigkeiten. 

188) Vgl. das Referat II A 7 b von H. B'IM'kharilt und W. F. Meyer Nr. 2'1, 
FuJSnoten 176) bis 178). 

184) E. Le Roy, Ann. de l'Ea. Norm. (8) 16 (1898), p.9-1'18. VgL p. 286. 
186) Vgl. W. StekZoff, C. R. 126 (1897), p. 1026-1029, woselbst noch konvexe 

Flichen betrachtet werden, Bowie namentlich C. R. 128 (1899), p. 688-691 und 
p.808-810. Hier werden Flli.cben der Klasse B' betracbtet; die Poincare80he 
Beziehung (4.) (Fu8note 181) wird postuliert, worauf oue weiters EinBChrll.nkun­
gen mit Hilfe des Robin8ohen Verfahrens die ExiBtenz der natiirlicben Belegung 
sowie der Poincareschen Fundamentalfunktionen bewiesen und das zweite 
Randwertproblem gell5Bt wird. In der Note C. R. 180 (1900), p. 896-899 (B. hierzu 
auch C. R. 180 (1900), p. 4.80--4.88) beweiBt Stekloff filr raumliche Gebiete der 
gleichen Natur die Giiltigkeit der Netmumnscben . Reihen, Bofem die Randfunk­
tion gewissen Stetigkeitsuedingungen gem'igt. Das erste Randwertproblem wird 
darauf filr Bchlechthin stetige Randwerte erledigt. Man vergleiche BcblieJS­
licb .A. StikZoff, C. R. 180 (1900), p. 826-827; p. 1599-1601 und C. R. 181 (1900), 
p.870-878; p. 1182-1186 Bowie A. Kom, C. R. 180 (1900), p. 657; p. 1288-
1240 und C. R. 181 (1900), p. 26-27. Ausfl1hrliohe vervollkommnete Darstellung 
seiner Untersuchungen gibt Ste1dotf in den Arbeiten Ann. de rEc. Norm. (8) 19 
(1902), p. 191-269; p. 4.66-490 sowie Ann. de Toulouse (2) 2 (1900), p. 207-
272; (2) 6 (1904.), p. 861-4.76. 

186) A. Kom, Potentialtheorie 1 und 2 passim, in vervollkommneter Form 
loe. cit. 56) a) Abh. 1. Siehe femer A. Korn, Math. Ann. 68 (1900), p. 698-608 
lowie C. NetQII(JRft, Math. Alm. 64. (1901), p. 1-48. 

187) In der Bchliehten Ebene BOgar filr ein beliebiges be8ohrl1nktes einfach 
Z1IBammenhil.ngendee Gebiet dar KlaBBi B. 
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zogene Halbstrahl S in einem und nur einem Punkte treffe, beweist 
Korn nach Poincare die Konvergenz der Neumannschen und del' Robin­
schen Reihen, ohne die Existenz der Lasung vorauszusetzen. Dies 
gelingt dadurch, daB das Neumannsche Problem auf das Robinsche 
zuriickgefiihrt wird. Eine Poincaresche Transformation wird explizite 
angeben. 

Von der Funktion {(8) wird lediglich vorausgesetzt, daB sie ab­
teilungsweise stetig ist. Damit sind auch das erste und das zweite 
Randwertproblem fiir einfach zusammenhiingende, in bezug auf einen 
Punkt konvexe Gebiete erledigt.188) Durch kombinatorische Methoden 
(Nr.24:a) gelangt Bodann Korn auch im Raume zu der Lasung del' 
beiden Randwertprobleme fiir beliebige Gebiete der Klasse B. 

Den ersten vollstandigen Beweis fiir die Giiltigkeit der Methode 
des arithmetischen lVlittels hat unter Zugrundelegung beliebiger Ge­
biete del' Klasse B in ~ oder im Raume fUr beliebige abteilungs­
weise stetige Randwerte S. Zaremba gegchen.189) 

Wesentlich ist bei Zaremba die Betrachtung verallgemeinerter 
Potentiale einfacher und doppelter Belegungen (Nr. 6), fiir die zu­
gleich Satze gewonnen werden, die denjenigen del' Neumann-Poincare­
schen und Robin-Poincareschen Theorie ganz analog sind. Sie leisten 
in del' Theorie del' Differentialgleichung f:j.u - p·u = 0 dasselbe, wie 
jene in del' Theorie der Differentialgleichung f:j./~ = O. 1m iibrigen 
lehnt sich del' Beweis all die klassische SchluBweise der Poincare'schen 
Palermo-Arbeit an. 190) Neben dem KOllvergenzbeweise del' eigentlichen 
und verallgemeinerten Neumann-Robinschen Reihen liefern die Zaremba­
schen Untersuchungen einen Existenzbeweis del' PO'incan!schen FunJ 

damentalfunktionen.191) 

188) Loc. cit. 55) c) Abh. 2 gibt K01'n einen Beweiti der Giiltigkeit der 
Neumannschen Methode filr einfach oder mehrfach zusammenhangende Gebiete 
der Klasse M (ohne Spitzen). Die Randfunktion ((s) hat hierbei gewissen be­
sonderen Bedingungen zu geniigen. Uber die Auflosung des ersten und des 
zweiten Randwertproblems, wenn T iiber ~m ausgebreitet ist, vergleiche im An­
schlufi hieran bei A. Korn, C. R. 135 (1902), p. 94-95 sowie p. 231-232. 

189) Eine erste Mitteilung findet sich im Bulletin de l' Ac. d. Se. de Cra­
covie 1901, p. 171-189; vollstandig durchgefiihrt ist die Methode fUr den Fall 
des Raumes in der Abhandlung Journ. de Math. (5) 8 (1902), p. 59-177. Man 
vgl. femer S. Zaremba, Ann. de l'Ec. Norm. (3) 16 (1899), p. 427-464; (3) 20 
(1903), p. 9-26 Bowie loco cit. 195). Siehe auch A. Korn, loco cit. 55) c) 5 Abh. 

190) H. Poincare, Rend. del Circolo Mat. di Palermo 8 (1894), p. 57-156. 
V gl. femer den Artikel II A 7 c von A. Sommerfeld Nr. 10. 

191) Entscheidend fiir den Erfolg ist der folgende Hilfssatz von Zaremba. Es 
seien H,,(S) (v = 1, 2, ... ) gegebene auf S erkHirte abtei1ungsweise stetige Funk-
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Einen auf den Za1'embaschen Hilfssatz (vgl. die FuBnote 191) und die 
Poincaresche SchluBweise gestiitzten vollstandigen Beweis der GiiItigkeit 
der Neumann-Robinschen Methode haV92) A. Korn geliefert.193) In 
einer spateren Abhandlung 194) gibt Korn einen anderen von dem Za­
rembaschen Hilfssatze unahhangigen, sich wie aIle diese Untersuchungen 
an die Poincaresche Palermo-Arbeit anlehnende Beweisfiihrung. 

Von besonderer Wichtigkeit ist eine 1904 erschienene Abhand­
lung von Zaremba.195) In diesel' wird der Betrachtung ein beliebiges 
beschranktes Gebiet der Klasse M (ohne Spitz en) in ~ zugrunde ge­
legt. Es sei () irgendein von zwei Nachbarseiten von S eingeschlos­
sener Winkel, 0 < () < 2%. 1m Gegensatz zu Korn 1»6) werden iiber 
die Randfunktion keine wesentlich einschraukenden Annahmen gemacht; 
sie wird einfach abteilungsweise stetig vorausgesetzt.197) Auch jetzt 
geht Zaremba von den verallgemeinerten Potentialen ~us und beweist 
RuBel' der Giiltigkeit del' eigentlichen und verallgemeinerten Neumann­
schen und Robinschen Reihen, unter anderem, daB fiir aUe Werte des 
Parameters }" so daB 

I ). I < R = Min I 11: ~ () I 
ist, die Losungen des Neumann-Poincareschen und Robin-Poincare­
schen Problems meromorphe Funktionen von }, darstellen.198) 199) 

tionen und a 1 , . .• cxp reelle Konstanten. Wir set zen (im Raume) Yv =IH~(t) !t , 
• I 

1 .•• p S 

Y-2: cx"H" , Bei hinreichend groBem p kann man es durch geeignete Wahl der 

" Zahlen cxl ' ... cxp erreichen, daB 

c· 
L =-;;-::=== 

P -MP-=-1)! 

1 DT(Y) 
1 + L;:S DTaCV)-~ 1 + L p ' 

wird, unter c' einen nur von S abhangigen Wert verstanden. 
192) Noch vor dem Erscheinen der unter 189) zitierten ausfiihrlicheren 

Arbeiten von ZU1emba. 
193) loco cit. 55) c) 5. ~'\.bh. Diese Arbeit enthalt auch gewisse Entwick­

lungssatze nach Poincareschen Fundamentalfunktionen. 
194) loco cit. 55) g). 
195) Journ. d. Math. (5) 10 (1904), p, 395-444; vorUiufige Mitteilung, C. R. 

137 (1903), p. 39-40. 
196) Vgl. die FuBnote 188). 
197) Auch gewisse weitere Unstetigkeiten werden zugelassen. Die einzelnen 

Seiten der Randlinie nimmt ubrigens Zaremua von der Klasse B' an. 
198) Einen ubersichtlichen Beweis der Za1'embascben Resultale gibt T. Carle­

man, Uber daa Neumann-Poincaresche Problem fiir einGebiet mit Ecken, Inaug.­
Diaa. Upsala 1916, p. 8-16. A. a. O. [po 31-39] werden auch Gebiete im Raume 
betrachtet (vgl. die Fu/;\note 296). 

Durch ein mit dem Zarembaschen verwandtee Verfahren wird von R. Bar 
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Eine weitere von der Fredholmschen Methode unabhangige Be­
handlungsweise des Neumannschen und des Bobinschen Problems hat 
E.B . ..Neumann geliefert. 2OO). E. B. Neumann legt seinen Untersuchungen 
in der an der drittletzten Stelle zitierten ausfiihrIichen Arbeit Gebiete 
der Klasse B (im Raume) zugrunde und fiihrt als nenes Hilfsmittel die 
mit den Gre'enschen Funktionen (Nr. 20) nahe zusammenhangenden 
"Polarfunktionen" ein. Insbesondere wird so die Existenz des Po­
tentials del' natiirlichen Belegung (Nr. 17 d) erschlossen. DaB dieses 
sich als Potential einer einfachen Belegung darstellen laBt, wird, wie 
friiher von W. Stekloff (loc. cit. 185), unter Zuhilfenahme des "Poincare­
schen Prinzips" bewiesen.201) In den "BeitragenU wird spater die Existenz 
del' natiirIichen Belegung in del' Ebene ohne dieses Hilfsmittel dargetan. 

d) Zuriickfiihrung aUf eine lineare Integralgleichung. Es sei T ein 
beschranktes Gebiet del' Klasse B in ~. Aus den Formeln der Nr. 6 
und 7 folgt nach J. F?'edllOlm 

die am Rande verschwindende Greensche Funktion G (~, IJ; x, y) (Nr. 20) fiir 
Gebiete der Klasse M (ohne Spitzen) gewonnen. (R. Bar, tiber G1'eensche Rand­
wertaufgaben bei der Schwingungsgleichung, Inaug.-Diss., Wiirzburg 1916, p. 1 
bis 37 [po 1-8].) }I'iir die Greensche Fllllktion der Differentialgleichung 
t::. u - k'u = 0 wird unter Zuhilfenahme des verallgemeinerten Potentials einer 
Doppelbelegung eine zu (1) Nr. 17 d analoge Integralgleichung aufgestellt, die sieh 
fUr hinreibhend groBe k~ durch sukzessive Approxil1lationen auflosen IaEt. Zur Be­
~timmung von G (~, '1); x, y) erMilt man sodanu eine der Fl'edholmschen Theorie zu­
gangliche Integralgleichuntr. In ahnlicher Weise lassen sicb sowohl die zu der 
zweiten unn der dritteu Randwertaufgahe (Nr.21 und 28) gehorigen Greenschen 
Funktionen bestimmeu [po 18-21], ala auch aUe drei vorhin erwahnten Randwert­
probleme selbst erledigen. A. a. O. [po 21-25] werden einige weitere Randwert­
aufgaben bctrachtet (Nr. 29). 

Man vergleiche ferner O. D. Kellogg, loco cit. 146, p. 461-46ti. 
199) Die zugehOrige Integralgleichung (Nr. 17 d) ist im allgemeinen eine 

Integralgleichung mit singularem Keme. Siehe J. Blumenfeld und W. Mayer, 
Wiener Berichte 123 (1914), p. 2011-2047 [po 2045-2047J, wo eins der 
beiden von einer Lemniskate mit Doppelpunkt und aufeinander senkrechten 
Asten begrenzten beschrankten Gebiete betrachtet wird. Man vergleiche ferner 
T. Oarlemar., nber das Neummm,-Poincaresche Problem fUr ein Gebiet mit Ecken­
luang. Disa. Upsala 1916, passim. Carleman betrachtet beliebige Gebiete der Klasse­
M (ohne Spitz en) und giht, gestiitzt auf die Theorie der singularen Integral­
gleichuugen, zum eraten Male eine Behandlung des Neumann-Poincadgchen Pro­
blems fUr aUe Werte des Para.meters L 

200) E. R. Neumann, Mat. A:nn. 66 (1901), p. 1-52 Bowie 5(j (1903), p. 49 
bis 113; kurze Mitteilungen: Gott. Nachr. 1899, p. 291-201 Bowie 1902, p. 242-
258; ausfiihrliche Darlegung und W eiterfii.hrung: Studien, passim; Beitriige p. 1 
bis 4.2 sowie p. 155-188. 

201) E. R. Neumann bezeichnet so den in der Fu1\note 181) unter 1. ge-­
nannten Sat.~ fUr den Fan, daB die Gesamtmasse der Belegung verschwindet. 
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v(s) + !..jv(t) -,a (log~) cit = ((s) , 
?t: un! r.t 

(1) 8 

I'(s) +!:.jp,(t),J- (log~) dt = ((s). 2(2) 
?t: un, r.t 

8 

Ganz analoge Formeln geIten im Raume.2OI) Das Neumann-Poincare-
8che sowie das Robin-Poincaresche Problem einerseits, die Auflosung 
der heiden zueinander adjungierten Integralgleichungen (1) anderseitR 
sind zwei vollig aquivalente Probleme. 

Der Kern -21 -, /3 (~) ist "symmetrisierbar", 
?t: ljnt rst 

der- Kern ~-!- (log ~) 
?t: Unt '.,/ 

iet mit einem solchen nahe verwandt.2(4) jOb) 

202) J. Fredholm, lac. cit. 174). Man vergleiche ferner J. Plemelj, lac. cit. 
176), namentlich, Untersuchungen, passim sowie O. D. Kellogg, Trans. of the 
Amer. Math. Soc. 9 (1908), p. 51-66 (Kellogg betra.chtet iibrigens Gebiete der 
KIa.see ..4.h (in ~), Plemelj diejenigen der Klasse B'). Eine kurze Darstellung fin­
det sich bei J. Horn, Parlielle Diffel'entialgleichungen, p. 304-312 und E. Gour­
sat, Cours 3, p. 607-518. 

203) Der Kern ~} (log~) ist stetig. 1m Raume wird del' entsprechende 
?t: unt rst 

K 1 /3 (1) >.. . 1 di' h D 't't' rt K . h ern - ~ - fur s = t Wle - unen lC. er zWelf1 1 ene e ern ut auc 
2,,; unt r.t r.t 

hier Btetig. Die Integralgleichungen des Problems sind in der Ebene und im 
Ra.ume der Fredholmschen Methode zuganglich (iibrigens auch wenn l' der 
Klasse Ah angehOrt). 

204) Die wesentliche Symmetrieeigenschaft findet sich beispielsweis6 bei 
.J. Plemelj, Untersuchungen, p. 27. 

205) Vgl. J. Blumenfeld uml W. Mayer, Wiener Ber.123 (1914), p.2011 
bis 2047. Die von J. Ma11;y (C. R. 150 (1910), p. 515-518; 603-606; 1031-1033; 
1499-1502) Dach dem Vorbild der E. Schmidtschen Theorie der Integralgleichungen 
mit symmetrischem Kerne durchgefiihrte Theorie der Integralgleichungen mit sym­
metrisierbarem Keme liefert, wie die Verfasser zeigen, sinngemliJl durchgebildet, 
sowohl im Raume, als auch in der Ebene die Existenz der singularen Werle des 
Pa.rameters lund der Nulllosungen der Gleichungen (1). Die zugehOrigen Poten­
tiale einer einfachen Belegung sind die Poincareschen Fundamentalfunktionen. 
Man gewinnt gleichzeitig unter anderem gewisse, von Poincare postulierte Ent­
wicklungssatze (Nr. 17 b). 

Ein ahnliches Verfahren hat ..4.. Kom, Rend. del. Cire. Mat. dt PaIerlllo 35 
(1913), p.317-323 angegeben. ](orn ordnet die vorliegenden Integralgleichangen 
einer Klasse der Integralgleichungen mit "pseudosymmetrischem Kerne" zu, deren' 
Theorie er in Anschlu6 an die Methoden der Poincareschen Palerlllo·Arbeit (II A 
70 Nr.l0) entwickelt hatte (C. R. 153 (1911), p. 171-173; 327-328; 539-541; 
156 (1913), p. 1965-1967; Tohoku math. Journ. 1 (1912), p. 159-186; 2 (1912), 
p. 117-136; Archiv d. Math. u. Phys. 25 (1916), p. 148-172; 27 (1918), p. 97-120). 
MaD gewinnt wieder die Existenz der Eigenwerte und der Poincareschen Funda­
mentalfunktionen sowie gewisse Entwicklungssatze. Wie bereits in der Nr. 17 c 
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Nach J. Plemelj lii13t sich die Giiltigkeit der Neumannschen und 
der Robinschen Reihen aus der Fredholmschen Theorie fast unmittelbar 
ableiten. 206) Ein au13erordimtlicher V orteil dieses Verfahrens ist darin 
zu erblicken, daB Konvergenzbetrachtungen sich nunmehr fast vollig 
vermeiden lassen.207) Die Losungen der beiden Integralgleichungen (1) 
lassen sich in einfacher Weise aufeinander zuriickfiihren.208) Die sin­
gularen Par.ameterwerte sind samtlich reeli und dem absoluten Betrage 
nach > 1. Sie sind einfache Pole des lOsenden Kernes R(s, t).209) 

Der dem absoluten Betrage nach kleinste singulare Wert ist 
It = - 1. Der Wert It = 1 ist nicht singular, wenn, wie vorausgesetzt 
werden soli, T einfach zUBammenhangend ist. In der Umgebung des 
Wertes 1 = - 1 kann in der Ebene 

(2) ( m(s) , 
B s, t) = 1 + i + ~ (s, t), (~(s, t) regular), ./,m(t)dt = 1 

s 
gesetzt werden. ZlO) Das Potential 

rex, y) = jm(t) log..!... dt f't 
8 

erwahnt, sind ZUlU Teil betrachtlich f'riiher, unabhangig von der aHgemeinen 
'l'heorie der linearen Integralgleichungen, gewisse Existenz- und Entwicklungs­
satze von W. Steklon~ A. Ko1'n, S. Zaremba und E. R. Neumann abgeleitet worden. 
Eine Theorie der symmetrisierbaren Integralgleichnngen unter besonderer Beriick­
sichtigung der Integralgleichungen (1) gibt neuerdings T. Oarleman, loco cit. 198) 
p. 147-166. Man vergleiche die dieser umfangreichen Arbeit gewidmeten Aus­
fithrungen der FuBnoten 198) und 199). 

206) J. Pleme~j, Untersuchungen, p. 46-68. Eine erste Darstellung hat 
Plemelj bereits in der unter 65) zitierten Arbeit gegeben. In der neuen Dar­
steHung vertritt Plemelj mit voUem Erfolge den Standpunkt, daB es zur Durch­
fiihrung del' Methode, insbesondere zur AufsteUung der Integralgleichungen t1) 
und zum N achweise der Xquivalenz des Ausgangsproblems mit der sich nunmehr 
ergebenden Aufgabe nur ganz elementarer Hilfsmittel der Potentialtheorie be­
darf. Von den in den Nr. 6 und 'i angegebenen Hilfsmitteln werden nm die 
wenigsten gebraucht. 

207) In allen Einzelheiten sind die fraglichen Entwicklungen von Plemelj 
an dem am Anfang der FuBnote 206) bezeichneten Ort fUr den zweidimensionalen 
Fall angegeben worden. Sie lassen sich auch in dem Falle des Raumes voll­
stan dig durchfiihren. V gl. J. Pleme"lj, loco cit. 66. Siehe auch Fu!lnote 214). 

208) J. Plemelj, Untersuchungen, p. 48-50; J. Blumenfeld und W. Mayer, 
loco cit. 205) passim. tJber den Zusammenhang der Neumannschen und der Robi,... 
"Bchen Methode siehe ferner die Nr. l'ic besprochenen Arbeiten von W. Stekloff, 
A. Korn, S. Zaremba und E. R. Neumann. 

209) J. Plemelj, Untersuchungen, p. 52-6S. Man vergleiche ferner T. Oaf'­
Zeman, loco cit. 198) p. 26. Dort werden Gebiete der Klasse M (ohne Spitzen) 
betrachtet. 

210) Wir betracht.en im folgenden ausfiihrlicher nur den zweidimensiona­
len l!'all. 
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nimmt auf S einen konstanten Wert an. Seine Masse ist wegen (2) 
gleich 1; rex, y) stent augenscheinlich die Loaung eines fundamen­
Wen Problems der Elektrostatik dar.211) 

Die "natiirliche Belegung" m(s) ist die (einzige) der Beziehung 
(2) gema~ normierte Losung der Integralgleichung 

(3) m(s) = ~Jm(t) J- (log~) dt. 212) 
11: unt rot 

S 

Setzt man 
1 0 ( 1) hoes, t) = - ~ log - , 
n unt Tat 

(4) 
foes) = f(s), 

hk+1(S, t) fhk(s, O)ho(O, t)dO, 
S 

fk(s) jfk_l(t)ho(t, s)dt, 
S 

so ist in jedern Bereiche III < i < 1 gewiB 
O .•• 00 

(5) H(s, t) = :z (- l)klk h"Cs, t). 
k 

Aus (2) und (5) folgt fur alie l in einern Kreisgebiete urn den 
Koordinatenursprung vom Radius > 1 

(6) 

rnithin 
(7) 

0 ... 00 

.pCs, t) = ~ (-l)k;}[hk(s, t)- m(s)], 
k 

m(s) = lim hk(s, t). 21S) 

k="" 

211) Das analoge Potential im Raume lOst das Problem der elektrischen 
Verteilung eines isolierten leitenden Korpers. Neuere von der Fredholmschen 
Theorie unabha.ngige Behandlung dieses Problems findet sich bei A. Liapounoff, 
loco cit. 54) a); A. Korn, Potentialtheorie, passim; F. R. Neumann, Studien, pas­
sim. Vgl. ferner E. R. Neurnann, Beitrage, p. 155-188, wo natiirliche Belegungen 
in der Ebene betrachtet werden. 

Den Zusammenhang der "natiirlichen Belegung" m(s) mit der Greenschen 
Funktion (Nr.20) vgl. etwa oei A. Korn, Potentialtheorie 2, p. 285-297. Dort 
findet sich im AnschluB an C. Neumann ein Beweis, dail m(s) > 0 ist. 

212) Auch im Raume ist nach A. Korn, Munch. Ber. 31 (1901), p.425-434, 
m(s) > O. 

213) Legt man der Betrachtung ein System von n getrennt liegenden ein­
fach zusammenha.ngenden Gebieten der Klasse B zugrnnde, so gibt es n linear 
unabhlingige Losungen mel) (s), ... , m(1') (8) von (3). Sie sind die "natiirlichen Be-

legnngenll • Das Potential r,,(x,y)= ~fm(k)(t)IOg I~ dt, unter S die Gesamt-
• t 
S 

heit der Randkurven Sk(k = 1, ... n) verstanden, hat auf einer jeden Randkurve 

einen konstanten Wert. Es ist ferner.f m(k) (t) d t = 1, .f m(k) (t) d t =0 (j -+ k). 

sk sJ 
(J. Plemelj, Untersuchungen, p. 5G-57.) Ebenso erledigt sich der allgemeinere 

EncykJop. d. math. Wissensoh. II 3. 17 



242 II C 3. L. Lichtenstein. Potentia.ltheorie. Konforme Abbildung. 

Durch sehr einfache, der soeben Bkizzierten analoge Uberlegungen 
werden nunmehr die Neumannschen und RobinBchen Reihen abge-

leitet. 1m Raume erfordert der Umstand, daB der Kern 2- J-(~) 
2% Unt rot 

fur s = t unendlich wird, einige erganzende Betrachtungen.214) 

Es liege ein System von n einfach zusammenhangenden beschrank­
ten Gebieten der Klasse B vor. Ohne jegliche Schwierigkeit ergibt sich 
auf dies em Wege die Losung der beiden Aufgaben: 

1. Es ist ein Leiterpotential V im AuBengebiete zu bestimmen, 
das auf jeder Randkurve eine vorgegebene Masse hat. 

2. Es ist ein Leiterpotential im AuBengebiete zu bestimmen, das 
eine gegebene GesamtmaBse und auf jeder Randkurve einen vorgege­
benen konstanten Wert hat.U5) 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist insbesondere das erste una 
das zweite Randproblem fur beschriinkte und nic7d beschriinkte Gebiete der 
Klasse B (Ah) in & oder im Baume unter Zugrundelegung abfeilttngs­
weise stetiger (allgemeiner beschriinkter und im Lebesgueschen Sinne in­
tegrierbarer) Randwerte oder Werie der Normalableitung erledigt.216) 

18. Verhalten der LOBung des ersten Randwertproblems am 
Rande des Definitionsgebietes. Es sei T ein beschranktes Gebier der 

Fall, wenn wenigstens ein Gebiet des Systems mehrfach zusammenhangend iat. 
Alsdann ist auch der Wert l. = 1 singular. Vgl. J. Plemelj, loco cit. 66) p. 383 
bis 389, wo der dreidimensionale Fall betrachtet wird. 

214) Vgl. J. Plemelj, Untersuchungen, p. 66-67, wo in bekannter Weise 
die Anwendbarkeit der llredholmschen Methode gezeigt wird. Da.B man auch 
im Raume, wie in der Ebene, auf die Neumannschen und Robinschen Reihen 
gefiihrt wird, bedarf dariiber hinaus eines Nachweises, der sich jedoch ohne 
Schwierigkeit fiihren IaJ3t. 

216) J. Plemelj, Untersuchungen, p. 63-66 sowie loc cit. 66), p. 389 -392, 
wo analoge Probleme im Raume betrachtet werden. Man vergleiche hierzu die 
von der Fredholmschen Theorie unabbangige Behandlung bei S. Zaremba, Bull. 
de l'Acad. de Sc. de Cracovie 1902 sowie die in der Nr. l'i c wiederholt ge~ 
nannten Arbeiten von .A. Liapounoff, W. Stekloff, .A. Korn, S. Zaremba und 
E. R. Neurnann. Einen vollstandigen Existenzbeweis der Losung des allgemeincn 
elektrostatischen Problems im Raume gibt J. Plemelj, Monatsh. f. Math. u. Phys. 
18 (1907), p. 180-211 [po 188-193]; dort p. 194-199 findet sich auch die LOBung 
des Problems der stationaren elektrischen Stromung. Allgemeine Betrachtungen 
uber die mathematischen Probleme der Elektrostatik, der Theorie des Magnetismus 
und der Elektrodynamik finden sich nebst zahlreichen Beispielen bei H. Weber, 
Part. Diff. d. Math. Phys. 1, p.319-627. Man vergleiche ferner die beiden Ar­
tikel V 16 und V 17, passim. 

216) Vgl. etwa J. Plemelj, Untersuchungen, p. 66. Auch gewisse nicht be, 
Bchrankte Randfunktionen konnen zugelaBsen werden. Vgl. z. B. J. Pleme1j, 100:. 

cit. 00) p. 374. 
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Klasse B in ~. Aus den Formeln und Resultaten der Nr. 7 und 17 
ergeben sich wichtige Siitze fiber das Verhalten der Losung des ersten 
Randwertproblems und ihrer Ableitungen am Rande. Untersuchungen 
dieser Art sind zuerst von C. Neumann in Angriff genom men worden.217) 

Sie sind spiiter name'htlich von A. Liapounojf218) und A. Korn219) ge­
i6rdert worden. 

1. 1st f(s) stetig und ist ferner 

IfCs) - f<t) 1< Ar!, 0 < 1 < 1 (A konstant), 
so ist in T + S 

I u(xv tit) - u(Xj, !Ill) I < 01 (1) A. d;2 , d~2 = (xt - X2)2 + (!It - !lll)l. 220) 

2. Sind f(s) und :~. = ('Cs) stetig und ist iiberdies 

I r (s) - {' (t) I < Br:t' 0 < 1 < 1 (B konstant), 

so sind Dt U in T + S stetig und genugen der Beziehung 

I D t u(xu !It) - Dl u(Xad/s) I < c2 (l)Bd:2 • 221) 222) 

3. Es sei jetzt T ein Gebiet der Klasse Bk. Der HOldersche 

Exponent von S hei6e 1. Sind f(s), ('(s) und ;;[ = f"(s) stetig und ist 

I f"(s) - f"(t) \ < Cr~t' 
so sind D,u in T + S stetig und genUgen der Beziehung 

217) V gl. C. Neumann, Abhandlungen [2. Abh., passim]. 
218) A. Liapounoff, loco cit. 54) a). 
219) A. Korn, Potentialtheorie, passim; Math. Ann. 53 (1900), p. 593-608 

Bowie loc cit. 50) d), p. 15-20; f), p. 23-26. Vergleiche ferner S. Zaremba, 
Bulletin de l'Ac. d. Sc. de Cracovie 1905, p. 69-168; 1910, p. 313-344; A. Ho­
borski, loco cit. 65). 

220) A. Korn, loco cit. 55) f), p. 23-25. Dieser Satz gilt iibrigens auch bei 
beschrankten Gebieten der KIasse Ah (vom Exponenten l). 

221) A. Korn, loco cit. 55) f), p. 25. Damit, wenn f(s) stetig vorausgesetzt 

wird, ?..;~8) existiere und sich auf S stetig verhalte, ist notwendig und hin-

reichend,da6ff(t)-!-(10g~)at auf S stetige Normalableitnng hat. Vgl. 
Unj rot 

s 
.A. Liapounoff, loco cit. 54) a), p. 284-293 sowie p. 299. Liapounoff betrachtet 
iibrigens den analogen Satz im Raume. 

222) O. D. Kellogg betraehtet loco cit. 202) Gebiete der Klasse Ah und be­
weist den Satz: Sind f(s) und f'(s) stetig und konvergiert der Ausdruck 

~ 

lim J'\ ('(8 + t) - ('(s - t) \ at fUr 11 = 0 gleichmii.6ig gegen Null, so sind DIU 
.=0 t 

• 
in T + S vorhanden und etetig. (.Man vergleiche hierzu O. D. Kellogg,loe. cit. 224).) 

17* 
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I ])2U(XV '!It) - ]),u(xs, '!I2) 1< cs(l)Ca:2. '~3) 

A.naloge Siitze gelten fiir partielle A.bleitungen hOherer Ordnung 224), 

zweidimensionale Gebiete auf ~m und im Raume. 
Unter Zuhilfenahme der konformen A.bbildung (Nr. 22) lassen sich 

die in der Nr. 13 fUr das Kreisgebiet angegebenen Siitze auf beliebige 
Gebiete der Klasse B oder Bh (in &) ausdehnen. Insbesondere gilt 
der Schwarzsche Hilfssatz (Nr. 13) fiir aile einfach znsammenhangen­
den Gebiete derKlasse B (in ~). 2'5) 

Besteht (in der Ebene) ein Stiick der Begrenzung aus einem 
Bogen E einer analytischen und reguliiren Kurve und ist auf diesem 
f(s) analytisch und regular, so laBt sich nach H. A. Schwarz u libel' 
17 hinaus analytisch fortsetzen. 226) 1st insbesondere E ein Kreisbogen 
und u auf E gleich 0, so entsprechen den in bezug auf E kOlljU­
gierten Punkten entgegengesetzt gleiche Werte von u. Analytisch 

fortsetzbar ist u natiirlich auch, wenn o~(s~ auf 17 analytisch und re-
un . 

gular ist. 1st E ein Kreisbogen und o;~s2 = 0, so nimmt tt in den 

konjugierten Punkten gleiche Werte an. 
Analoge Satze gaIten im Raume. 

19. Losung des ersten Randwertproblems als Potential einer 
einfachen Belegung. Sei T ein beschranktes einfach zusammenhangen­
des Gabiet del' Klasse B in ~. Die im vorstehenden besprochenen 
Methoden liefern die zu einer vorgegebenen Randfunktion f(s) gehorigen 
Losungen des erst en Randwertproblems in dem lnnen- und dem AuBen­
gebiet in del' Form 

.(f(t)PI (x, '!I; t)dt und .ff(t)P2(x, '!I; t)dt, 
8 8 

223) A. Kom, loco cit. 55) f), p. 25. 
224) Vgl. O. D. Kellogg, TranB. of the Amer. Math. Soc. 13 (1912), p. 109-

123; dort werden uberdies die in den FuBnoten 74) und 222) angegebenen Siitze 
verallgemeinert. Man vergleiche hierzu die alteren Ergebnisse von P. Painleve, 
C. R. 112 (1891), p. 653-657. 

225) Der Beweis kann (in der Ebene) auch ohne konforme Abbildung gefUbrt 
werden (vgl. Nr. 24a FuBnote 282»). 1m Raume ist das Analogon des Schwarz­
schen Hilfssatzes von A. Korn unter Zuhilfenahme der Neumannschen Reihe fUr aIle 
in bezug auf einen Punkt konvexen Gebiete der Klasse B (Potentialtheorie, 1; 
loco cit. 55) c) Abh. I) abgeleitet worden. Der Korneche Beweis gilt nach 
Nr.17 fiir aHe (raumlichen) Gebiete der KlasBe B. 

226) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 66-68 Bowie p. 149-151. Vgl. ferner 
E. Pical'd, Traite, 2, p. 298-301' W.P. Osgood, Funktionentheorie, p. 665-673 
Bowie II B 1 Nr. 20. 



19. Losung d. eraten Randwertproblems ala Potential e. einfachen Belegung. 245 

unter Pi und P2 zwei ganz bestimmte, voneinander verschiedene Funk­
tionen verstanden.!I27) Untersuchungen von C. Neumann machten es 
wahrscheinlich, daB es moglich sein diirfte, diese Losungen unter 
Zuhilfenahme einer einzigen Funktion von der Form P(x, y; t) zu be­
herrschen.228) Wird die Aufgabe so allgemein gefaBt, so liiBt sie sich 
ohne wesentliche Schwierigkeiten losen.229) Wird jedoch dariiber hinaus 
verlangt, die Losung in der Form des Potentials einer einfachen Be­
legung darzustellen, so liegt die Sache anders. 

Die so gestellte Aufgabe ist ohne Einschriinkung nicht losbar; 
in der Ebene hat in der Tat (Nr. 6) die Randfunktion eine im Sinne 
von Lebesgue quadratisch integrierbare Ableitung, Bobald die Be­
legungsdichte auch nur quadratisch integrierbar ist.230) 231) 

N ach E. R. Neumann lassen sich die C. Neumann schen Reihen 
im Raume als Potentiale einer einfachen (iibrigens fiir das Innen­
und das AuBenproblem derselben) Belegung erst nach Abtrennung der 
ersten beiden Glieder darstellen.2s2) Ein zum Teil weiter reichendes 
Resultat gewinnt J. Plemelj fiir den Fall der Ebene durch Ein-

227) 1m Raume gelten zwei vollig analoge Formeln; P1 und P 2 hangen 
mit den Greenschen Funktionen des Innen- und des AuBengebietes (Nr.20) eng 
zusammen. 

228) V gl. C. Neumann, Leipz. Ber. 58 (1906), p.483-559. Naheres liber die 
beziiglichen, zum Teil weit zuriickliegenden Untersuchungen von C. Neumann 
findet sich bei E. R. Neumann, Rend. del Circ. Mat. di Palermo 24 (1907), p. 333 
bis 370 [po 333-343) Bowie, Beitrage, insbesondere p. VII, Futlnote *). 

229) Vgl. J. Plemelj, Untersuchungen, passim. 
230) Die Frage, ob sich die LOBung des ersten Randwertproblems als Po­

tential einer einfachen Belegung darstellen lalit, ist (fur °raumIiche Gebiete) be­
reits von A. Liapounoft~ loco cit. 54) a) erortert worden. 

231) Notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dati sich eine in 
einem Kreisbereiche stetige, in seinem Innern regulare Potentialfunktion als 
Potential einer einfachen Belegung mit quadratisch integrierbarer Dichte dar­
stellen latlt, gibt E. Picard, C. R. 148 (1909), p. 1563-1568; Rend. del Circ. Mat. 
di Palermo 29 (1910), p. 79-97 [po 93-97) an. Vgl. ferner L. Lichtenstein, loc. 
cit. 61). 

232) V gl. E. R. Neumann, a) Rend. del Circ. Mat. di Palermo 24 (1907), p.333 
bis 370. (Die allgemeinen Ergebnisse dieser und einiger seiner anderen Arbeiten 
wendet E. R. Neumann zum Schlull auf den besonderen Fall eines Kugelkorpers 
an. Fur alIe in Betracht kommenden Funktionen werden geschlossene Ausdrlicke 
gewonnen)i b) Beitrage, passim [insbesondere p. 43-89]' Dort wird p. 117-154 
der besondere Fall eines Kreisgebietes, einer Ellipsenflache und eines Kugelkorpers 
betrachtet. Von weiteren Ergebnissen dieser umfangreichen Arbeit seien die Be­
ziehungen der "Grundrestbelegungen" ebener und raumlicher Gebiete, die durch 
Transformation mittelst reziproker Radien auseinander hervorgehen, hervor­
gehoben [po 90-116]. Man vergleiche hierzu uuch C. Neumann, Leipz. Ber. 62 
(1910), p. 87-169 [po 151-159]. 
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fiihrung der Stieltjesschen Integrale (Nr. 6). Es gibt eine nur von 
S abhangige symmetrische Funktion Q(s, t), so daB, wenn man 

u(x, y) = Jiog ~ dx(l), xes) = J Q(s, t)df(t) 
s s 

setzt, u(x, y) auf S(k)(k = 1, ... m), unter S(k) die Komponenten von S 
verstanden, die Werte f(s) - N(k) (N(k) konstant) annimmt. Damit 
diese Darstellung moglich sei, muE f(s) gewisse Stetigkeitsbedingun­
gen erfiillen; es geniigt z. B. wenn f(s) einer Holderschen Bedingung 
geniigt. ISS) liS') 284") 

20. Stetig gekriimmte Gebiete. Greensche Funktion. Green­
sche Formel.235) Es sei T ein beschranktes Gebiet del' Klasse B in 
& und (;, '1]) ein Punkt in T. Die Satze der Nr. 17 d gewahrleisten die 
Existenz derjenigen, auBer in (;, '1]) (dem Aufpunkte), in T + S 
stetigen, in T regularen, auf S verschwindenden Potentialfunktiol1 
G(;, '1]; x, 'II), die sich in der Umgebung von (;, '1]) wie 

(1) log~ + eine regulare Potfllltialfunktion, ((>2 = (; - x)' + ('I'} - y)!) 
(> 

verhalt; G(;, 'l'}i x, 'II) wird die zu dem ersten Randwertproblem ge­
hOrige Gl'een sche Funktion, auch Green sche Funktion scblechthin 236) 

genannt.237) 

233) V gl. J. Plemelj, Untersuchungen, passim. 
234) DaJ.l die LOBung des zweiten Randwertproblems, sofern lIie existiert, 

sich sowohl in dem Innen- als auch in dem AuJ.lengebiete als das Potential ein&' 
und derselben Doppelbelegung darstellen Ui6t, ist einleuchtend. Eine Bestim­
mung der Dichte der Belegung findet sich bei E. R. Neumann, Beitrage, p. 43-66. 

234&) Man vergleiche im AnschluB an die Ansfiihrungen dieser Nummer die 
Nr. 29 p. 233 besprochenen Arbeiten von H. Poincare und R. Biir. 

236) VgI. den ArtikellIA7b von H. BU~'khardt und W. F. Meyer Nr.lS; 
S. Zaremba, Bull. de la Soc. math. de France, 24 (1896), p. 19-24; E. GOU1'sat, 
ConIS 3, p. 217-224; p.270-271. 

236) Gelegentlich auch Riemannsche Greensche Funktion. 

237) Gelegentlich wird iibrigens g(;, 1); :1:, y) = G(6, 1); x, y) -log ~ ala 
Q 

Greensche Funktion bezeichnet. 
Handelt es sich insbesondere urn die Kreisflache K vom Halbmesser R urn 

den Koordinatenursprung, 80 ist 

(/ d 
G(6, 1Jj x, y) = log 11 if' 11'2 = (6' - x)! + (1)' - y)2, d t = 6! + 1)2, 

nnter (1;', 1)') den zu (G, 1) in bezug auf C konjugierten Punkt verstanden. Die G,'een­
sche Funktion des Kugelkorpers vom Halbmesser B urn den Koordinatenursprung 

ist in analoger Bezeichnuugsweise G(6, 'I), b; x, y, z) = .!:. -.;. Rd' Explizite 
Q 11 

Darstellung der Greenschen Funktion einer EllipsenfHiche und des AuBengebietea 
der Ellipse gibt u. a. E. R. Neumann (Beitrage, p. 140-151) an. Weitere daran 
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Den Siitzen der Nr. 18 zufolge !lind Dl G auf S stetig.9S8) Der 
Greensche Satz (2) Nr.l0, der hier anwendbar ist, lieferl die Beziehung 

(3) G(xo tit; XII' Y2) = G(x" Y2; Xli Yl)' unter (xv Y1), (X2' y,) 
zwei beliebige voneinander verschiedene Punkte in T verstanden.289) 

Setzt man fur (~, '1}) auf S und aile (x, y) in T + S ... G(~, '1}j x, y) = 0, 
so ist nunmehr G fur aile voneinander verschiedenen Punktepaare (~, 'IJ) 
und (x, y) in T + S erkl1irt.240) 

Es sei (~, '1}) wieder ein Punkt in T. Fur aile (x, y) in T ist 
G(~, 1]; x, y) > O. Wesentlich ist ferner die Bemerkung, daB 

,,0 G(~, 'l'}i t) > 0 un, 

iSt.241) Fur alle (~, .. '1}) und (x, y) in T + S ist 
I l' 

(4) I G(;, '1}i x, y) I < Ilog~ 1+ Ao (Ao konstant).2411) 

In Gebieten del· Klasse Bh ist der Nr. 18 zufolge auch D2 G 
auf S stetig.24S) 

ankniipfende Betrachtungen finden sich bei G. Wiarda, nber gewisse Integral­
gleichungen erater Art, besonders aus dem Gebiete der Potentialtheorie, Inau­
gural-Dissertation, Marburg 1915. 

238) Daa Zeichen Dx (wie spater D t ) bezieht sich hier wie in den Un­
gleichheiten (2) und (5) zunachst auf das Variabelnpaar (x, y). In jedem (~, 1}) 
nicht enthaltenden Bereiche T + S in T + S ist 

I D1G(~, 1'/; xl' 111) - D1G(~, 1'); XI ,112) I < Al dt!, 0 < l < 1, 
(2) d:2 = (Xl - x!)! + (111 - Y2) I. 

(A l >0 hangt von T und 1 ab). 
239) Den eraten .strengen Beweis fiir Gebiete der Klasse B (im Raume) hat 

A. Liapouno/f, loco cit. 54) a), p. 307, gegeben. 
240) Zur Vereinfachung wird, wenn (x, y) in den Punkt t auf S rallt, fiir 

G@, 1'); x, y) kiirzer G(~, 1); t) gesetzt. Was der Ausdruck G(8, t) bedeutet, ist 
ohne wei teres klar. 

241) C. Neumann, loco cit. 217), zweite Abhandlung, p. 662-705 und A. Korn, 
Potentialtheorie 2, p. 348-354, bewiesen diesen Satz unter gewissen weiteren 
einschrankenden V oraussetzungen iiber die N atur der Randkurve. Der Satz gilt 
indessen allgemein. Vgl. L. Lichtenstein, Math. Ann. 67 (1909), p. 559-575 
[po 561-663], wo ein beliebiges einfach zuaammenhangendes Gebiet der Klasse 
B betrachtet wird, Bowie O. D. Kellogg, loco cit. 224), p. 121-123, wo a.llge­
meiner (mehrfach zUBammenhangende) Gebiete der Klasse Ah in @; betrachtet 
werden. Ein ganz analoger Satz gilt bei Gebieten der Klasse Ah im Raume. 
Vgl. L. Lichtenstein, Berliner Sitzungsberichte, vorgelegt am 17. 10. 1918. 

242) V gl. Z. B. H. Poincare, loco cit. 190), p. 62-65. 
243) In jedem Bereiche T + S ist ferner 

(5) \ D2 G(~, 71; Xl' Yl) - D t G(s, 71; Xi' y,) I < ~ at., , 
unter A den Ho'Zde1'schen Exponenten von B, unter AI einen von T und 1. ab­
hli.ngigen positiven Wert verstanden. 
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Ganz analoge Siitze gelten in 

Raume. Fiir log..!.. tritt im Raume 
Q 

em. Es gilt ferner in der Ebene 

unendlichen Gebieten sowie im 

in {l) und (4) der Ausdruck ~ 
Q 

(6) 1 I Dl G(;, 17; x, y) I < As - (As> 0 konstant), 
Q 

im Raume 
1 

(7) I D1G(;, 17,~; x, y, z), < A,! (AL> 0 konstant).24,4,) 
Q 

Den vorstehenden Formeln bnn man wegen (3) analoge Ungleich­
heiten ffir die partiellen Ableitungen in bezug auf ~ und r; zur Seite 
stellen. Ahnliche Siitze gelten ffir die Diiferentialquotienten hoherer 
Ordnung. 

Es sei So ein Punkt auf 8 (in @); 01 und 00 seien zwei Kreise 
um So vom Halbmesser al und do < al1 Xl und Ko seien die von ihnen 
begrenzten Kreisscheiben, Sfl und S'ro die entsprechend T und K l , 

T und Ko gemeinsamen Gebiete. Jedem Ii> 0 liiBt sich nach Fest­
setzung von al ein Wert do so zuordnen, daB flir aile (~, 'I'}) im 
Innern und auf dem Rande von Sl'o sowie aile (x, y) im Innern und 
auf dem Rande von T - Sfl 
(8) G(~, 'I'}; x, y) < c 

gilt.24.5) Ein ganz analoger Satz gilt im Raume. 

Das Gebiet T (in @) wird jetzt der Einfachbeit halber einfach 
zusammenhangend vorausgesetzt. Es mogen 81 und 8 2 ParalIelkurven 
von 8 entsprechend in T und. Ta in einem Abstande ~, der so klein 
ist, daB die beiden Kurven doppelpunktlos ausfallen, bezeichnen. 1st 
(~, 17) ein Punkt in dem von 8 und 81 begrenzten Ringgebiete '1:, 

(r, 'I'}') sein Spiegelbild in bezug auf 8, so ist ffir aile (~, 17) im In­
nern und auf dem Rande von 1: und aile (x, y) in T + 8 

(8*) G(~, 17; x, Y) = log i.- + eine stetige Funktion von (;,17) und (x, y).246) 
Q 

244) Beim Beweise wird man sich im Raume der Betrachtungen der Nr. 11 
bedienen. In der Ebene erscheint es einfacher, zunachst durch konforme Abbil­
dung (Nr. 22) zu einem Gebiete der Klasse G (wenn T einfach zusammenhangend 
ist, zu einem Kreisgebiete) iiberzugehen. 

245) Vgl. z. B. A. Parah Ann. de Toulouse 6 (1892), H, p. 1-75. 
246) Durch die Formel (8*) ist das asymptotische Verhalten der Green schen 

Funktion, wenn (6, 'I)) und (x, y) sich demselben Punkte auf S nahern, charakte­
risiert. Weiter reichende Satze geben P. Levy, Bull. des Sc. Math. (2) 34 (1910), 
p. 186-190; C. R. 158 (1914), p. 1008-1010 Bowie J. Hadamard, C. R. 185 
(1914), p. 1010-1011 an. Nach P. Levy ist in Gebieten der Klasse G in @; 
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Alle vorhin angegebenen Satze lassen sieh auf schlichtarlige Gebiete 
der Klasse B in ~m sinngema6 iibertragen (Nr.24:f).247) 

Es sei T ein besehranktes Gebiet der KIasse B in ~ j es sei 
ferner f(s) eine auf S erklarle abteilungsweise stetige Funktion und 
u diejenige beschrankte, in T regulare Potentialfunktion, die auf S 
den Wert res) annimmt. Es gilt die Fundamentalformel 

(9) u(g, 'YJ) = 2~f f(t) a~t G(g, 'YJj t) dt.uS) 
s 

Sie lii6t sieh, wenn dI;S), d;~~S) vorhand8n und stetig sind, da dann 

auch (Nr. 18) Dl u auf S stetig sind, leicht aus der Greenschen For­
mel (2) Nr. 10 ableiten. Trifft die zuletzt genannte Voraussetzung 
nicht zu, so wird man res) durch analytische Funktionen approximieren 
und Grenzwerlsatze der Nr. 16 anwenden. Liegt ein schlichtartiges 
Gebiet der KIasse B in ~m vor, so wird man dieses auf ein schlichtes 
Gebiet konform abbilden (Nr.24:f). Man findet auf diese Weise, daB 
die Formel (9) auch jetzt noch gilt. 

TIber die Greensche Funktion eines beliebigen beschrankten ein­
fach zusammenhiingenden Gebietes vergleiche weiter unten Nr.38.1I49) 

1 1 f () G(~,1j; x,y)=10g---2 ,,(log et·1ogrt)dt + e :n;. Unt 
s 

eine in T + S analytieche und reguUi.re Funktion von (~, Tj), (x, y). Mit flt(rt) wird 
hier die Entfernung der Punkte (~, Tj) und t «x, y) und t) bezeichnet. 

247) 1st (~, Tj) ein Windungspunkt m-ter Ordnung, so ist in der Umgebung 
von (~, 1'j) 

(8·") 

(10) 

G (~, 1/; x, y) = _+1 log ~ + eine reguliire Potentialfunktion. 
m 1 e 

248) 1m Raume iet If () u(~, 11,~) = 4:n; f(t) ont G(~,1'j,~; t)dt. 
8 

249) Die Formel (10) ist zum eraten Male (fiir durchweg stetige Randwerte) 
von ..4.. Liapo.unoff, loco cit. 54) a), p. 307-311, auf aDderem Wege streng be­
wiesen worden. 1st T insbesondere ein Kreisgebiet oder KugelkBrper, so sind 
die Formeln (9) und (10) mit den Poissonschen Integralen der Nr.13 identisch. 
1st T ein beliebiges einfach zusammenhiingendes Gebiet der Klasse B in ~ oder 
~m' so kann man umgekehrt (9) aus dem Poissonschen Integral durch konforme 
Abbildung gewinnen. Sie gilt daher jedesmal, wenn f(s) im Lebesgueschen Sinne 
integrierba.r ist und die Unitat der LBsung feststeht (vgl. G. D. Kellogg, 
loco cit. 224), p. 126-127). Die Beziehungen (9) und (10) lassen sich ferner aus 
den Gleichungen (1) Nr. 17 d unter Zuhilfenahme der Fredlwlmschen Umkehrungs­
formeln ableiten (vgl. J. Plemelj, loco cit. 55), passim; Untersuchungen, passim). 
Die Formel (9) gilt iibrigens unverandert bei ebenen Gebieten betrachtlich all­
gemeinerer Natur (Nr. 24:c). 

Weitere Literatur: G. Lery, C. R. 162 (1911), p. 843-844 aowie Ann. de rEc. 
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21. Stetig gekriimmte Gebiete. Greensche Funktionen zweiter 
Art.250) Es sei T ein beschranktes Gebiet der Klasse B in ij; und 
(~, r;) ein Punkt in T. Die Satze der Nr. 17 d sichern die Existenz 
einer Greenschen Funktion zweiter Art GII(~, r;; x, y) (der Neumann­
schen "charakteristischen Funktion"), die folgende Eigenschaften hat: 
Sie ist diejenige, auBer in (~, r;), in T und auf S stetige, in T regu-

lare Potentialfunktion, die sich in (~, r;) wie log ~ + eine regulare 
I! 

Potentialfunktion verhalt und auf S den Bedingungen 

(1) o~ GII(~, r;; t) = 2t, 
(1*) f GII(~, r;; t)dt = 0 

s 

genugt. Unter l wird die G-esamtliinge von S verstanden.251) Die 
Greensche Formel (2) N r. 10 liefert den Reziprozitatssatz 

(2) GIl (Xli Yl; X2, Y2) = GII(xs, Y2; Xli Yl)' 

Die partieUen Ableitungen Dl GU sind auf S stetig.252) Gehort T der 
Klasse Bh an, so sind aueh D2 GIl auf S stetig.25S) In einer ganz 
analogen Weise wird die Greensehe Funktion zweiter Art fur unend­
liehe Gebiete und im Raume erklart. Fur (1) tritt im Raume 

(4) 

unter D den Flacheninhalt von S verstande-n, ein.254,) 

Norm. (3) 32 (1915), p. 49-136 (Greensche Funktion eines von einer a.lgebraischen 
Kurve begrenzten Gebietes) und A. Viterbi, Rend. del R. 1st. Lomb. dei 8C. e. let­
tere (2) 47 (1914/15), p. 763-796. 

260) V gl. die in der FuJ3note 235) angegebene Literatur, ferner D. Hilbert, 
Gott. N achr. 1905, p. 1-32 [po 3-8]; Grundziige, p. 83-88; J. Plemelj, loc. cit. 175). 

251) Gelegentlich wird GII - log ~ als die Greensche Funktion zweiter 
I! 

Art bezeichnet. 
252) Hier Bowie in den Formeln (3), (5) und (6), beziehen sieh die Zeichen 

Dl! D2 zunachst auf die Varia bIen x und y. In jedem (s, 7) nicht enthaltenden 
Bereiche T + S in T + S ist 

I Dl GIl(S, 7); Xl' Yl) - Dl GIl(S, 'I] j X!, Y2) I < As d12 , 
o < I.. < 1 (As> 0 von T, I.. abhangig). 

(3) 

253) Und geniigen in T + Seiner Holderschen Bedingung mit dem Ex­
ponenten l. (dem Holderschen Exponenten von S). 

254) Die zu dem zweiten Randwertproblem gehOrige Greensche Funktion 
eines Kreisgebietes gibt U. Dini, Annali di Mat. pura ed applicata (5) 2 (1871), 
p. 305-345; diejenige eines Kugelvolumens C. A. Bjerknes, Acta Soc. Se. Christia.nia. 
(1871); Beltrami, Bol. memo 3 (1873), p. 370-371 an. Y gl. ferner J. Hadamard, Le90ns, 
p.44-47 und H. Weber, Part. Ditr. d. Math. Phys. 1, p. 480-483. Hadamard 
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Fiir aile (~, '1]) und (x, y) in T + S ist in der Ehene 

(5) I GIl 1< 2i log ~ i + A,l1 I Dl GlI 1< ~~, 
im Raume 

(6) I GIll < ~ +A5ilog~ i +A/, ID! GIll <A~_, 
(! (! Q 

(A'l1 A;, A5 , As', As" konstant). 
Es sei f(s) eine ahteilungsweise stetige, der Beziehung ji'Cs)ds=O 

s 
geniigende Funktion auf S. Fiir diejenigen beschrankten, in T regularen 
Potentialfunktionen u, deren Normalableitung auf S den Wert f(s) hat, 
erhaIt man unter Zuhilfenahme des Greenschen Satzes (2) Nr. 10 den 
A.usdruck 

(7) U(;'1J)=-2~j'Gn(~,'I); t)f(t)dt+ ~fU(t)dt.255) 
s s 

Die Funktion GlI kann durch andere "Greensche Funktionen" 
ersebt werden. 

Es seien C~, '1]), (r, '1]'), (x', y') drei verschiedene Punkte in T. 
F. Klein betrachtet diejenige, auBer in (~, 'I}) und (r, 1J'), in T + S stetige, 
in T regulare Potentialfunktion KC;, '1]; r, 1J'; x', y'; x, y), die sich in 

(;, '1]) und (r, l]') entsprechend wie log ~ + eine regulare Potentialfunk-
(! 

tion und - log ~ + eine regulare Potentialfunktion verhiilt und iiber­
(! 

dies den Bedingungen 

(8) K(;, '1]; ;" '1]'; x', y'; x', y') = 0, oK = 0 o n t 

geniigt.256) LiiBt man (r, '1'/') gegen (;, '1'/) konvergieren, so wird man 
auf das von Klein zuerst systematisch betrachtete "Stromungspoten­
tial" ~(;, '1]; x, y) gefiihrt, das sich in (;, '1]) wie 

m[z 1 {; +(z-~)~(z-~)J, z=x+iy, ~=;+il] 
verhiiIt und iiberdies der Randbedingung 

o (9) ~ ~(;, 1Ji t) = 0 unt 

gibt a. a. O. p. 47 einen Ausdruck fUr die Greensche Funktion zweiter Art des 
AuBenra.umes eines Kugelvolumens; ebendort wird p. 47-53 das von zwei kon­
zentrischen Kugeln eingeschlossene Gebiet betrachtet. 

255) In einem unendlichen Gebiete Bowie im Raume gelten analoge Aus­
~lriicke. Die Theorie del' Nr. 17 d fiihrt auf analoge Formeln. V gl. J. Pleme1d, 
Untersuchungen, p. 99-100. 

256) Vgl. F. Pockels, nber die p~rtielle Differentialgleichung ~U+k'U=O 
new, Leipzig 1891, p. 253; J. Hadamard, Le90ns, p. 35-37. S. ferner F. Klein, 
Biemannsche FUi,chen 1, p.4-16. An der bezeichneten Stelle betrachtet Klein 

lediglich geschlossene Flachen, so daB die Bedingung ~ K = 0 nicht vorkommt. 
unt 
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genugt.m) (24 h) E. B. Neumann ersetzt die Bedingung (1*) durch 

(10) o:t N(~, 'Yj; t) = 21tm(t), J N(~, 'Yj; t) m(t)dt = 0, 
s 

unter m (s) die natiirliche Belegung (Nr. 17 d) verstanden. 258) 

W Btekloff bedient sich einer Funktion B (~, 'Yj; x, y), die, auBer in 
(;, 'Yj), in T + B stetig, in T analytisch und regular ist, sich in (;, 'Yj) wie 

log~ + eine analytische und reguliire Funktion verhalt und den Be-
fl 

dingungen 

(11) 6.B = ~, -:nt B(;, 1]; t) = 0, jSa" '1j; x, y)dxdy = 0 
l' 

(P = Flacheninhalt von T) geniigt.259) 
In ahnlicher Weise werden Greensche Funktionen zweiter Art un­

endlicher Gebiete, Gebiete in Q:m' odeI' allgemeiner auf einer FHiche 
del' Klasse Lh (insbesondere geschlossener Gebiete) und Gebiete im 
Raume erklart. Sie erfiilien samtlich eine Symmetriebeziehung und 
fiihren auf gewisse, zu (7) analoge, Integralformeln. 

Einen Ausdruck fUr das asymptotische Verhalten del' Funktion 
GIl (;, 1]; x, y) in del' Nachbarschaft des Randes gab E. E. Levi an. 260) 

Fur alie (;, 'I) im lnnern und auf dem Rande von or (vgl. p. 248) sowie 
aIle (x, y) in T und auf S ist 

(12) GIl (;, 'Yjj x, y) = log ~ + eine stetige Funktion von (x, y) und (;,1/).261) 
flfl 

Ein zum Teil weiter reichendes Resultat hat U. Oisotti, von den 
Formeln del' Robin-Fredholrnschen Theorie ausgehend, abgeleitet.262) 

Es gilt, unter 0 einen Punkt auf S (im Raume) verstanden, 
2 C 

GIl(o; X, y, $) = 1'a - ""flog (t'a + h) + 'IjJ(x, y, $). 

In diesel' Formel bezeichnen: ra den Abstand del' Punkte (x, y, $) und 

257) Vgl. lI'. Klein, Algebraiache Funktionen, passim; Rie7llannsche FULchen 
1, p. 4-16. An den bezeichneten Stell en betrachtet Klein lediglich Stromungen 
auf geschlossenen Flachen, so da.B die Randbedingung (9) nicht vorkommt. 

258) E. R. Neumann, Beitrage. 
259) W. Stekloff, Ann. de l'Ec. Norm. (3) 19 (1902), p. 191-259; p.455-490 

[po 247-248] Man vergleiche ferner D. Hilbert, Gott. Nachr. 1904, p. 213-259 
sowie Grundzuge, p.39-81, woin Verallgemeinerung der Beziehungen (11) ge­
wiese "Greensche Funktionen im erweiterten Sinne" betrachtet werden. 

260) E. E. Levi, Gott. Nachr. 1908, p. 249-252. 

261) Aus (12) folgt insbesondere GIl(S, t) = 2 log ~ + eine stetige Funktion, 
r.t 

von s und t. 
262) U. Cisotti, Rend. del. Circolo Mat. di Palermo 31 (1911), p. 201-233. 
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11, 0 die Summe der Hauptkriimmungsradien in 0, h die Projektion 
desVektors (6-).X,y,Z) auf die Innennormale, t/J(x,y,z) eine in T+S 
stetige Funktion.268) 

Es sei ), ein nicht singularer Wert des in (1) N r. 17 d auftre­
tenden Parameters. Sowohl die Neumann-Poincaresehe als auch die 
Robin-Poincaresche Randwertaufgabe sind eindeutig lOsbar. Fiir die 
Losungen lassen sich Integralausdriicke, die zu (9) Nr. 20 analog sind, 
angeben.26i) 

Durch Aufstellung der Greenschen Funktion (Nr.20) ist zugleich 
die Aufgabe gelost, ein beschranktes, einfach zusammenhiingendes Ge­
biet der Klasse B (oder Ah) in ~ auf ein Kreisgebiet konform abzubilden. 

22. Konforme Abbildung einfach zusammenhangender Gebiete 
der KIasse B in @ auf ein Xreisgebiet.265) Es sei T ein besehriinktes 
einfach zusammenhangendes Gebiet in einer schlichten Ebene. Die 
Aufgabe, T auf das Gebiet I Z I < 1 konform abzubilden, so daB 
einem Punkte ~ = ~ + i1j in T der Kreismittelpunkt, einer willkiirlieh 
vorgeschriebenen Riehtung dmeh ~ die Riehtung der wachsenden x 
entspricht, kann, wie H. Poincare gezeigt hat, nicht mehr als eine 
Losung haben.266) 

Man findet leicht, daB Z(z) = e-(U+iV) gesetzt werden kann, 
unter U die zu T gehorige Greensene Funktion G(~, 'l/i x, y) ver­
standen.267) 

263) Cisotti setzt 1/J = 1/Jl + '¢s' Dabei bezeichnet 1/JI einen expliziten ana­
lytischen Ausdruck, 1/J2 eine nebst ihren partieUen Ableitungen erater Ordnung 
in T + S stetige Funktion. 

Weitere Satze finden sich bei P. Levy, loco cit. 246). Bei Gebieten der Klasse 
C in ~ gilt nach P. Levy die Formel 

GII(S, 1); x, y) = log ~ + -21 [,,0 (log (It • log rt)dt + eine in T + S 
(I 1t. u nt 

s 
analytische und reguHire Funktion von (~, 1)) und (x, y). 

264) V gl. J. Pleme7j, loc. cit. 55), p. 392 u.:If. Dort werden gewisse weitere 
"Greensche Funktionen" eingefiihrt. 

265) "Konform" bedeutet in diesem Referat, wenn nichts anderes vermerkt 
wird, stets: "eindeutig umkehrbar und konform". 

Literatur: W. F. Osgood II B 1 Nr 19; A. Kom, Potentialtheorie 2, p. 265-275; 
E. Picard, Traite 2, p. 301-305; W. F. Osgood, Funktionentheorie, p. 673-676; 
p. 681-687; E. Goursat, Cours 3, p. 212-217. 

266) H. Poincare, Acta math. 4 (1884), p. 200-3U [po 231-232]' Nicht 
wesentlich hiervon verschieden ist der Beweis bei C. Caratheodory, Math. Ann. 
72 (1912), p. 107-144 [po 111]. 

267) Vgl. etwa E. Picard, Traite 2, p. 301-302. Die G"eensche Funktion 
G(~, 1); x, y) wird fiir beliebige beschrankte Gebiete in ij; genau so wie in der 
Nr. 20 fiir Gebiete der Klasse B definiert. 
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Es moge jetzt insbesondere T der Klasse B (oder Ah) angehOren. 
Der Nr. 20 zufoIge ist in T .. . U(x, y) = G(~, 1]; x, y) > O. Ferner 
ist auf S (Nr.20) 

(1) o 0 - U(s) = --Yes) > O. on os 
Die Gleichung U(x, y) = a > 0 steIIt eine gesehlossene,'doppelpunkt­
lose, analytische und regulare Kurve ,E dar. Das von E begrenzte, 
beschrankte Gebiet @ enthalt den Punkt t. Auf 2 ist die NOl'malab-

leitung ~~ > 0.268) Darum ist auf ,E durchweg 

(2) ~~ < O. 

In der Ebene Z entspricht 2 umkehrbar eindeutig der Kreis urn den 
Koordinatenursprung vom Halbmesser e- a• Man iiberzeugt sich so 
leicht, daB Z(z) in der Tat T auf die Flache]( des Einheitskreises C 
konform abbildet. Wegen (1) entsprechen aber aueh S und a einander 

umkehrbar eindeutig und stetig. Die Ableitung 1~ ist auch noch auf 

S stetig. In T + S ist \ :~ I> o. Es gilt ferner (wenn T der Klasse 
B angehort) 

(3) \ d~ Z(Zl) - :z Z(Z2) \ < c'Cl) I Zl-Z21" 

(0 < l < 1). 
d 2 Z 

Gehort T del' Klasse Bh an, so ist aueh dz2" auf S stetig. 1st l der 

HOldersehe Exponent von S, so ist in T + S 

(4) \ ::2 Z(Zl) - :;.Z(Z2) \ < c2 (l) \ Zl - Zj IA. 

Analoge Satze gelten fiir Ableitungen h6herer Ordnung.269) 

Enthalt S einen Bogen einer analytischen und reguHiren Kurve, 
so liiBt sich Z(z) fiber diesen hinaus analytisch fortsetzen.270) 

268) Die zu (ij) gehOrige in b unendliche Greensche Funktion ist namlich 
gleieh G(s, 'I) j x, y) - a. 

269) Die Gleichungen von S mogen x = x(s), y = y (s) heiBen. Sind die 
Funktionen xes) und yes) nebst ihren Ableitungen bis zur Ordnung m(m> 1) 

. hi' "I' h t· "h d d"'x dmy. H B d' 't d E t emse Ie .. Ie s etIg, wa ren ds'''' dsm emer - e mgung mr em xponen en 

1 geniigen, 80 sind ~kZ; (k = 1, .. . 1n) auf S stetig. Ferner ist in T + S 

I drlt dm I (5) dz1n Z(Zl) - dzm Z(Zs) < em (1) I Zl - Z2 I). . 
Man vergleiche hierzu die alteren Ergebnisse von P. Painleve, loe. cit. 224) 

270) V gl. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 149 -151. Siehe ferner loco cit. 
288) (Nr. 24 b). Ein ganz analoger Satz gilt, wenn der Rand eines einfach zu­
sammenhangenden Gebietes in ~ oder ~m (oder selbst eines unendlich vielblattrigen 
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Liegt em einfach zusammenhangendes Gebiet der Klasse B in ~, 
das den Punkt z = 00 enthalt, vor, so wird dieses zuvorderst durch 
eine lineare gebrochene Substitution in ein· beschranktes Gebiet trans­
formierl. 

Konforme Abbildung eines einfach zusammenhangenden Gebietes 
der Klasse B in ~m auf ein Kreisgebiet vergieiche Nr. 24f, funktionen­
theoretische Behandlungsweise Nr.4:7. 

Mehrfach zusammenhangende Gebiete del' Klasse B in ~ lassen 
sich durch wiederholte Anwendung del' im vorstehenden betrachteten 
Abbildung in unendlich mannigfaltiger Weise auf Gebiete der Klasse 
o konform abbilden. Das- Verhalten der die Abbildung vermittelnden 
Funktion auf S ist demjenigen der Funktion Z(z) analog. 

23. Gebiete der KIasse D in ~. Konforme Abbildung. Es sei 
T ein einfach zusammenhangendes Gebiet der Klasse D in del' Ebene z. 
Wendet man auf T in geeigneter Reihenfolge eine Anzahl passend 
gewahlter elementarer konformer Abbildungen von del' Form 

(1) 
2 .. ,CO 

Zl = Z + ~ Akzk, 
k 

1 

(2) Z = (z~ - z*)a 
mit explizite angebbaren Koeffizienten Ak(k = 2, 3, ... ) und Kon­
stanten a und z* 211) an, so lliBt sich T auf ein Gebiet if der Klasse 
B' konform abbilden.272) Hierdurch ist nach Nr. 22 zugleich die kon­
forme Abbildung von T auf ein Kreisgebiet gewonnen. Augen schein­
lich ist die Abbildung auch noch auf S umkehrbar eindeutig und 
stetig. In Verallgemeinerung gewisser Resultate von H. A. Schwal·z 
(Nr. 25) zeigt sich hierbei, daB die die Abbildung vermittelnde Funk­
tion F(z) sich in del' Umgebung ewer Ecke Zo vom Offnungswinkel 
ax in del' Form 

(3) F(z) = (z - zott~ (z), 

Gebietes) einen Bogen einer analytischen und regularen Kurve enthalt, sonst aber 
beliebig beschaffen ist. V gl. P. Koebe, Gott. Nachr. 1907, p. 633-669 [po 657-668] 
(Nr. 40b); C. CaratModory, Schwarz Festschrift, Berlin 1914, p. 19-41 [po 32-
361; P. Koebe, Journ, f. Math. 145 (1915), p. 177-223 [po 205--209] (Nr. 47). 

271) ft.n bezeichnet jedesmal den von zwei Nachbarseiten der Begrenzung 
eingeschlossenen Winkel. 

272) V'gl. L. Lichtenstein, Journ f. Math. 140 (1911), p. 100-119 [po 100-
110). Die Begrenzung S von if besteht aus Stucken einander beriihrender ana­
lytischer und bis a.uf die Endpunkte regularer Linien. In den Beriihrungspunkten 
erleidet die von Null verschiedene Kriimmung von S einen Sprung. 
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darstellen laSt. 1st a irrational, so lii.St sich leicht zeigen, daB filr alle m 
1 

dmF ~-m 

dtzm = (5 - Zo) a • stetige Funktion 

gesetzt werden kann.278) 

Weitere Entwicklungen zur konformen Abbildung von Ecken 
und Spitzen vergleiche Nr. 24:c und 48a. 

Die bisher betrachteten Methoden zur Lasung der ersten und der 
zweiten Randwertaufgabe, insbesondere die Methode des arithmeti­
schen Mittels, sind in ihrer Anwendbarkeit auf Gebiete in ~ be­
schrii.nkt. Filr die Behandlung der Gebiete in &m' namentlich fiir 
die Riemannsche Theorie der algebraischen Funktionen haben sich 
die zuerst von H. A. Schtvarz und C. Neumann systematisch betrach­
teten kombinatorischen Methoden, VOl' allem das 8chwarzsche alter­
nierende Verfahren als grundlegend erwiesen. 

24. Kombinatorische Methoden.274.) a) Alternierendes Verfahren. 
Drei Gt'undtypen von Aufgaben. Es seien Tl und Ts zwei beachrankte, 
einfach zuaammenhangende Gebiete der Klaase B in &, deren Rand­
kurven 81 und 8, einander in zwei Punkten schneiden (nicht be­
riihren). Die beiden Gebiete haben ein Gebiet T gemeinsam. Den 
Entwicklungen der Nr.17 gemaB hat die Randwertaufgabe in Tl und 
Ts eine und nul' eine Losung, dies zwar wie auch die (abteilungs­
weise stetigen) Randwerte auf 81 und 82 gewii.hlt sein mogen. 
H. A. Schwarz bestimmt nun diejenige im 1nnern und auf dem Rande 8* 
von T* = T1 + T2 - T stetige, in T* reguHire Potentialfunktion, 
die auf 8* eine beliebig vorgegebene stetige Wertfolge f(S)27~) annimmt, 
durch das folgende, von ihm so benannte "alternierende Verfahren".276) 

273) Vgl. L. Lichtenstein, loco cit. 272), p. 108-110. 
Dieser 8atz gilt fragloB fUr aile a(> 0), liU3t sich jedoch fur rationale cc 

auf dem a. a. O. angegebenen Wege nicht beweisen. 
W. F. Osgood und E. H. Taylor lei ten die Formel (3) auf einem anderen 

Wege ab (vgl. Trans. of the Amer. Math. 80c.14 (1913), p. 277-298 [po 282-283]). 
N ach Osgood und Taylo,' ist auch f1 (060) =\= O. 

274) V gl. H. Burkhardt und W. P . • Weyer II A 7 b Nr. 28. Dort finden sich 
Angaben uber die altere Literatur, insbesondere uber die Untersuchungen von 
R. lI'lurphy und H. Lipschitz. 

275) Die Voraussetzung, Tl und T'j seien einfach zusammenhangend, ist 
fur das Gelingen des Verfahrens nicht wesentlich. 

276) H. A. Schwarz, a) Vierteljahr. d. Naturfor. Ges. in Ziirich, 15. Jahrg., 
p.272-286; Ges. Abh. 2, p. 133-143; b) Berl. Monatsber. 1870, p.767-795; 
Ges. Abh. 2, p. 144-171; c) Math. Ann. 21 (1883), p.157-160; Ges. Abh. 
2, p. 303-306. Eine Darstellnng des alternierenden Verfahrens geben 
u. a. A. Harnack, Grundlagen, p.l09-113; J. Riemann, These, Paris 1888; 
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Es sei 812 derjenige Teil von 811 del' in TI + S2 liegtj desgleichen 
sei S:u del' in T1 + Sl gelegene Teil von S9' N ach Schwarz werden zwei 
Folgen beschriinkter, entsprechend in Tl und Ts regula:t:er Potential­
funktionen U"'" U;' (k = 1, 2, ... ) gebildet, so daB, unter f(s) eine be­
liebige auf StB erkliirte stetige, sich f(s) stetig anschlie.6ende Wertfoige 
verstanden, auf S1 - S12 ..• u; = f(s), auf S2 - 821 ••. U,." = f(s) 
(k = 1,2, ... .), auf 812 ", u/ = f(s), u; = U;_1 (k> 1), auf Sal' . 
. . ut = Uk' (k = 1, 2, ... ) gilt. Die Folgen U,:, Uk" konvergieren ent­
sprechend in T1 + Sl und T'l + 82 gleichmaBig. In T + S 
(8 = Sa + SSl) iat lim Uk' = lim ut· Setzt man u = lim Uk' in 

k=oo k=... k=CIO 

Tl + 811 U = lim Uk" in T, + S" so ist U die Losung del' Randwert-
k=CIO 

aufgabe. Del' Beweis beruht wesentlich auf dem 8chwareschen Hilfs­
satz (Nr.13 p. 221).lI17) 

In ahnlicher Weise laSt sich mit O. Neumann das erste Randwert­
problem ilir das Gebiet T auflosen. Es sei qJ(s) eine auf S erkUirte 
stet.ige Funktion. Wir bilden, unter fji(s) eine beliebige stetige, sich rp(s) 
stetig anschlie.6ende Funktion auf 81 - 819 verstanden, zwei FoIgen be­
schrankter, entsprechend in Tl und Ts regularer Potentialfunktionen 
'U,.', u,." (k = 1,2, ... ), so daB zunachst 'U1' auf 812 gleich qJ, auf S1 - S12 
gleich qi, ferner 
auf 821 ••. ut = rp - Uk', auf S, - 821 ••• u,," . 0 (k -: 1,2, ... ), 

auf Sn . .. u; = cp - 1.6;_1' auf SI - S12 ... Uk' = 0 (k = 2, 3, ... ) 
gilt. Jede del' heiden FunktionenfoIgen konvergiert in T + S gleich­
ma6igj l' = lim 1.6; + lim ut ist die Losung del' Randwertaufgahe.!78) 

k=oo k=oo 

Es sei T ein beschranktes einfach zusammenhangendes Gehiet 
del' Klasse B in ~, S' eine Kurve del' Kiasse B in T, T' das von S' 

A. Korll, Potentialtheorie, passim; E. Picard, Traite, 2, p. 81-88 sowie p. 508 
bis 546; W. F. Osgood, Funktionentbeorie, p .. 689~70S; E. Goursat, Cours S, 
p. 207-212. Man vergleiche femer a. Neumann, Abelsche Integrale, p. 432-471 
[po 446-452] sowie die II A 7 b Nr. 28 zitierten !i.lteren Arbeiten von O. Neumann. 

277) Auf T1 \Ind 8tl angewandt, htutet dieser etwa. 80. 1st u. diejenige 
beschrankte, in T1 xeguUire Potentia.lfunktion, die a.uf 81 -Sa gleich 0, auf 811 

gleich 1 iet, so jst auf 8tl gewiS Uo < q < 1. 
278) V gl. O. Neumann, Leipz. Ber. 22 (1870), p. 264-S21; A. Kom, Po­

tentialtheorie 2, p. 224-226. Der Konvergenzbeweis stiitzt sich wieder wesent­
Hch auf den Schwarzschen Hilfssatz. Eine auf einem verwandten Gedanken be­
rnhende ("disjunktive") Methode zur Losung der ersten Randwertaufgabe f'tir 
ain von endUch vielen Kreisen begrenztes Gebiet in ~ gibt O. Neumann, Abel­
sche lntegrale, p. 436 -446, an. Durch ein verwandtes Verfahren gewinnen 
F. Prym und G. Bost die LOBung des ersten Randwertproblems fiir ein Kreis­
ringgebiet (Prymsche Funktionen, p. 78-91). 

EncykJop. d. math. WlsaenBcb. n 3. 18 
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begrenzte beschriinkte Gebiet, S" eine Kurve der Klasse B in T'. Das 
von S und S" begrenzte beschriinkte Gebiet heiBe T*. 1st das erste 
Randwertproblem fur T' und T* gelOst, so liiBt sich die Losung derselben 
Aufgabe fur das Gebiet T dmch ein zu dem zuerst betrachteten v5llig 
analoges Verfahren ("der gurtelformigen Verschmelzung") bestimmen.219) 

In iihnlieher Weise lassen sieh unendliche Gebiete behandeln.!80) 
1st einmal das Analogon des Schwarzschen Hilfssatzes im Raume 

bewiesen, so macht eine Ubertragung der vorstehenden Ergebnisse 
auf raumliche Gebiete keine Schwierigkeiten. Beides ist von A. Korn 
dUl'chgefiihrt worden.281) 282) 288) 

279) Der Name riihrt von C. Neumann her. Der Beweis ist diesmal be­
Bonders einfach und stiitzt sich auf die elementare Tatsache der Nichtexistenz 
eines Extremums im Roglllaritiitsgebiete. ~Ian vergleiche H. A. Schwarz, loc. 
cit. 276, passim; C. Neumann, Abelsche Integrale, p. 452-454; A. Korn, 
Potentialtheorie 1, p. 306-309; 2, p. 226-227. 

280) Vgl. H. A. Schwarz, loco cit. 276), passim; A. ](01'11" Potentialtheorie 2, 
p.226-227. 

281) Vgl. A. Korn, Potentialtheorie 1, p. 295-299 sowie p. 299-320; 
loco cit. 55) c) 1. Abh. 

282) Die eingangs eingefiihrten Voraussetzungen liber Tl una 'J~ kann man 
durch die folgenden weiter reichenden ersetzen: 1. Das el'~te Randwerlproblem 
hat fiir jedes dieser Gebiete eine Losung. 2. 81 und 82 haben zwei Punkte 
P1 und P2 gemeinsam und in diesell je eine, oder zwei Tangenten (einen Eck­
punkt). AuBer in P l und Pi iJraucht die Existenz der Tangenten nicht voraUB­
gesetzt zu werden. 3. Der Bogen 812 (811 ) liegt in T2 + 82 (Tl + 81) und be­
riihrt 82 (81 ) nicht. Das Gebiet T1 + 'Jlt - T hat in P l und P2 je eine Ecke oder 
allenfalls eine nach innen gerichtete Spitze. In der Tat laBt sich der Schwarz­
ache Hilfssatz jetzt iihnlich wie in der Nr.13 beweisen. 

Analoge Bemerkungen geiten im Raume. 
283) Es mogen Tk(k = I, ... n) beschrankte Gebiete in (£: bezeichnen, die 

so beschaffen sind, daB 1. das erste Randwertproblem in einem jeden Gebiete 
gelOst werden kann (weshalb (Nr. 46 C) jedenfalls Punkte als Randkompo­
nenten ausgeschlossen sind), 2. zwei verschiedene Randkomponenten hochstens 
endliche viele Punkte miteinander gemeinsam haben, 3. diese Punkte allemal nur 
zwei Randkomponenten angehoren, 4. die Gesamtheit der Punkte, die in einem 
(oder mehreren) Tk liegen, ein Gebiet T bildet. Sei fl eine in T+ 8 stetige 
Funktion. EB liegt die Frage nahe, ob das erste Randwertproblem in T (Rand­
funkion ft) wie folgt gelost werden kann: Man bestimme die zu ft alB Rand­
funktion gehorige Losung u1 der ersten Randwerlaufgabe in Tl , sod ann die zu 
f, gehOrige Losung u2 in T2 (ft = fl in T - T l , f2 = u1 in T1), zu fa gehorige 
Losung ~fs in Ts (fa = ft in T - Tt , fa = u, in T i ) usw" wobei auf Tn jedesmal 
Tl folgt. Nach H. Lebesgue (Rend. del Circolo Mat. di Palermo 24 (1907), p. 371 
bis 402 [p.399-402] (Nr. 45c) ist die Folge fk(k = 1, 2, ... ) in T + 8 gleichmiiBig 
konvergent: u = lim fk ist die Losung des Randwertproblems. Die Ergebnisse von 

k=oo 
Lebesgue geIten iibrigens unter noch allgemeineren Voraussetzungen. (V gl. a. a. 0). 
Auch in dem besonderen Falle von zwei Gebieten der Klasse B reicht das Lebesgue-
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b) Ebene Gebiele der Klasse E und M. Das erste Randwerl­
problem. Die Bemerkungen der FuBnote 282) gestatten eine wieder­
holte Anwendung der Nr. 24a betrachteten Verfahren. Das Schwarz­
sche alternierende Verfahren fiihrt bei einmaIiger Anwendung auf 
ein Gebiet der Klasse M in ~ mit zwei einspringenden Ecken (die 
eingeschlossenen Winkel IXl1 Cl2 > '1t und < 2n), die Nr. 24a an 
zweiter Stelle betrachtete Methode auf ein Gebiet derselben KIasse 
mit zwei nach auBen gewandten Ecken (~, «2 > 0 und < n). Von 
hier aus kann man zur AuflOsung des ersten Randwertproblems fiir 
beliebige Gebiete T del' KIasse M in ~ gelangen. Es geniigt hierzu 
T von einer endlichen Anzahl Gebiete der KIasse B, oder der soeben 
erwahnten Elementargebiete mit nur zwei Ecken in geeigneter Weise 
"dachziegelartig" zu iiberdecken (Nr. 2 FuBnote 19) und diese durch 
alternierendes Verfahren sukzessive miteinander zu verschmeIzen (vgl. 
W. F. Osgood,.IIB 1 Nr. 27, insbesondere die Fig. 6 und 7 sowie W. F. 
Osgood, Fuuktionentheorie, p. 697-699).284) 285) 

In einer ganz iihnlichen Weise kann man im Raume vorgehen. 
Man findet so die Losung des ersten RandwertprobIems fur raumIiche 
Gebiete der KIasse Lh 1186) und beliebige stetige Randwerte. 

Es sei S ein einfach zusammenhangendes Flachenstiick der 
KIasse B, dessen Randlinie auf einer anderen, die erste nicht beriih­
renden FHiche der gleichen Klasse liegt (somit die Schnittlinie zweier 
Fliichen dieser Art darstellt). Man kann durch ein alternierendes 
Verfahren diejenige stetige, auBer auf S, iiberall (auch im Unend­
lichen) regulare Potentialfunktion bestimmen, die auf dem doppelt 

ache Resultat insofern uber das Schwarzsche hinaua. ala die Randkurven nunmehr 
einander beriihren diirfen. Lebesgue bedient sich bei seinen Untersuchungen der 
Hilfamittel der Variationsmethoden (Nr.45c). Diese spielen auch bei gewissen 
verwandten Betrachtungen von S. Zaremba (loc. cit. 548) b) und c» eine Rolle. 
Man vergleiche auch die Bemerkungen von R. Courant, loco cit. 556), p. 549-550. 
fiber den Zusammenhang des alternierenden Verfahrens mitder Poincanfschen 
Methode der balayage vergleiche Nr. 36. 

284) An der bezeichneten Stelle werden iibrigens Gebiete der Klasse D 
betrachtet, die a.ngewandte Methode ist von der im Text angegebenen ver­
schieden. Ma.n vergleiche hieriiber di.e AusfUbrungen weiter unten. 

285) Das erate Randwertproblem fiir Gebiete der KlaBse M (ohne Spitzen) 
in ij; liiBt sich nach S. Zaremba durch Neumannsche Reihen (Nr.17 c. insbes· 
die FuBnote 198) direkt auflosen. Das soeben auseinandergeBetzte indirekte Ver­
fa.hren leiBtet insofern mehr, ala nunmehr auch einspringende Spitzen zugelassen 
werden konnen. 

286) A. KOj'n gewinnt so die Losung des ersten Randwertproblems fUr 
raumliche Gebiete der KlasBe B, indem er von Gebieten der gleichen Klasse, 
die in bezug auf einen Punkt konvex sind, ausgeht. V gl. Nr. 17 c. 

18* 
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gezahlten FHichenstiicke Seine vorgeschriebene stetige Wertfolge an­
nimmt.281) 

Bereits um die Mitte der siebziger Jahre war H. A. Schwarz 
zu einer vollstandigen Auflosung des ersten Randwertproblems fur 
Gebiete der Klasse E in ~ oder ~m gelangt. Es seien x = ~l (t), 
Y = ~2 (t) Gleichungen eines (doppelpunktlosen) analytischen und 
regularen Kurvenstuckes.J: in ~ (vgl. N r. 2). Durch Vermittelung 
der Funktion £Il(t) = ~l(t) + i\lS2(t) liiBt sich ein in der komplexen 
£I-Ebene gelegenes, £ enthaltendes Gebiet auf ein Gebiet der t-Ebene 
konform abbilden, so daB .J: einem Stuck der Achse des Reellen ent­
spricht.288) Man kann mithin gewiB ein Gebiet der Klasse D in T 
angeben, dessen Rand einen zusammenliiingenden Teil einer Seite der 
Begrenzung von T (mit EinschluB eines ihrer Endpunkte) mit S ge­
meinsam hat und auf ein Kreissegment, also auch auf eine Kreis­
flache. konform abgebildet werden kann. Liegen nach auBen gerichtete 
Spitzen nicht vor, so liiBt sich T. yon einer endlichen Anzahl Ele­
mentargebiete, fur die das eTste Randwertproblem gelost werden kann, 
in geeigneter Weise dachziegelartig iiberdecken. Das alternierende Ver­
fahren (Nr. 24a, erste Grundform) fuhrt zu einer vollstandigen Losung 
der ersten Randwertaufgabe (vgl. Osgood, II B 1 Nr.21). Fur den Fall, daB 
nach auBen gerichtete Spitzen vorkommen, liegen Veroffentlichungel1 
von H. A. Schwarz nicht vor. (V gl. iibrigens Nr. 24: c, insbesondere die 
FuBnote 289.) Sind die Krummungsradien der beiden Nachbarseiten 
yon S in dem Scheitel der Spitze voneinander verschieden, so laBt 
sich ein geeignetes Elementargebiet, von ciner Kreisbogenspitze in der 
Ebene t ausgehend, bestimmen (vgl. Osgoocl, II B 1 Nr.21 Fig. 8). 

c) Gebiete der Klasse E und M in ~. J{ontonne Abbildung auf 
analytische Gebiete. Das zweite Randwertproblem. Es sei T ein einfach 
zusammenhiingelldes Gebiet der Klasse E oder M in~. Den Aus­
fuhrungen der Nr. 24: b gemaB ist die Existenz der zu T gehorigen 
Greenschen Funktion G(;, 11; x, y) sichergestellt. AuBer in den Ecken 

287) Vgl. die Fullnote 326) (Nr.24i). 

288) V gl. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 149-151; E. Picard, Traite 2 
p.297-301. Siehe ferner Osgood, II B 1 Nr. 20. Die konjugiert komplexen Werten 
von t entsprechenden Punkte der Ebene Zl nennt Schu·arz "symmetrisch". Die 
Symmetriebeziehung ist von der Wahl des Parameters t unabhangig. 

Untersuchungen uber durch analytische l!'unktionen vermittelte ("konforme") 
Beziehungen analytischer und regularer Kurven sind neuerdings von E. Kasner, 
Fifth intern. Congr. of Math., Cambridge 1 (1913), p. 81-87; Trans. of the Amer. 
Math. Soc. 16 (1915), p. 333-349 und G. A. Prein·e1-, Amer. Journ. of Math. 37 
(1915), p. 395-430 angestellt worden. 
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und Spitzen ist auch jetzt noch DDn G(e,1];s) vorhanden, stetig und>O. 

Durch Vermittelung der Funktion 
(1) Z = Z(s) = e-(u+lY) (U(x,y) = G(~, 1]; x, y), Vzu U konjugiert) 

wird T + S auf den Bereich K + C (I Z I < 1) konform abgebildet. 
Der Beweie lauft dem in der Nr.20 angedeuteten vollig parallel. 

Wegen DDn G(~, 1/; s) > 0 wird S, hOchstens mit Ausnahme der Ecken 

und Spitzen, auf den Einheitskreis umkehrbar eindeutig und stetig be­
zogen. Fur Gebiete der Klasse E hat H. A. Schwars gezeigt, daB 
Ruch Ecken und Spitzen keine Ausnahme bilden. 289) Einen von 
dies em ganz verschiedenen Beweis gibt E. Picard. 290) Die folgende 
einfache Uberlegung riihrt von P. Koebe her und stellt eine Modifikation 
der Picardschen SchluBweise dar.291) Das Gebiet T moge etwa in P 

eine einzige Ecke haben. Wegen (Jon G(;, 1]; s) > 0 entspricht S (nach 

Fortnahme von P) in der Ebene Z gewiB ein zusammenhiingender 
(oft'ener) Kreisbogen C*. Es sei C - C* ebenfalls ein Kreisbogen und 
es sei T + S irgendein einfach zusammenhangender Bereich in K + 0, 
dessen Rand C - C* (Endpunkte eingeschlossen) enthiilt. Konvergiert 
T + S gegen C - C*, so muB das T in der Ebene s entsprechende 
Gebiet gegen P konvergieren. Die Funktion s(Z) hii.tte auf C - 0* 
einen konstanten Wel·t, was ausgeschlossen ist. Es ist also C ~ C* 
ein Punkt. Man findet zugleich, daB Z(s) auch in P stetig iet. 

Dieser Beweis gilt fur aIle Gebiete der KIasse E, Moder 
Q292) in ~. 

289) Den Beweis hat Schwarz in seinen Vorlesungen an der Berliner Uni­
versitat wiederholt vorgetragen, jedoch nicht verotfentIicht. 

290) Vgl. E. Picard, Traite 2, p. 805-307, zuerst im Jahre 1888 in den 
Pariser Vorlesungen mitgeteilt. (Man vergleiche auch W. F. Osgood, Funk­
tionentheorie, p. 673-676 sowie p. 681-687.) Eine a.ndere Fa.ssung gibt C. Cara­
thiodory, Schwarz Festschrift, Berlin 1914, p. 19-41 [p.87-38]' Caratheodol·y 
betrachtet Ecken, deren Seiten, auf3er h/lchstens im Eckpunkte selbst, analytisch 
und regular sind, in diesem aber je eine stetige Tangente haben. Seine Betrach­
tnngen geIten fiir Gebiete der Klasse Q. Man vergleiche femer P. Koebe, Journal 
f. Math. 145 (1916), p. 177-223 [p.209-212]. C. Caratheodory beweist an gleicher 
Stelle den (von ihm erweiterten) Satz von P. PainZevtl (C. R. 112 (1891), p. 653 
bis 657), daB in einem Punkte, in dem die Randkurve eine oder zwei Tangenten 
hat (der eingeschlossene Winkel> 0 und ~ 2,.;), die Abbildung "quasikonform" 
ist (vgl. Nr.48a, insbesondere die FnJ3note 595). Dort findet sich auch ein Hin­
weis auf gewisse neue Ergebnisse von W. GrolJ.) 

291) Vgl. P. Koebe, Gott. Nachr. 1907, p. 633-669 [p.666-667]. 
292) Das letztere, sobald die Existenz der Greenschen Funktion erbracht 

ist (Nr.38). 
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Wie in der Nr. 22 ist hiermit zugleich gezeigt, daB jedes mehrfach 
zusammenhangende Gebiet der Klasse E, Moder Q 292) in ~ auf ein 
Gebiet der Klasse 0 in ~ konfOlw abgebildet werden kann. Da die 
Greensche Funktion der konformen Abbildung gegeniiber invariant ist, 
so gilt insbesondere der Reziprozitatssatz (3) Nr. 20 fiir alie Gebiete 

der Klasse E, Moder Q292). Da auch der Ausdruck 0: G(~, "7; t)dt lll-

variant bleibt, so gilt die Fundamentalformel t 

(2) u(1;, 17) = ;nJf(t)o~t G(~, 17; t)dt 
s 

fiir aile Gebiete der Klasse E, Moder Q1l92) in ~ und beliehige ab­
teilungsweise stetige f(s) 293). 

Es sei Tein Gebiet der Klasse E, Moder Q.292) Um das zweite 
Randwertproblem unter Zugrundelegung beliebiger abteilungsweise ste­
tiger Werte der Normalableitung zu erledigen, erscheint es am einfachsten, 
T auf ein Gebiet der Klasse C in ~ konform abzubilden. Fur dies en ist 
sodann das zweite Randwertproblem aufzulOsen. Die neuen Werte der 
Normalableitung sind unbedingt integrierbar und, auBer hochstens in 
einer endlichen Anzahl isolierter Punkte P j (j = 1, ... n), abteilungs­
weise stetig. Die Losung (Nr. 17) erscheint in del' Form des Poten­
tials einer einfachen Belegung, deren Dichte unbedingt integrierbar 
und, auBer in P j (j = 1, ... n), abteilungsweise stetig ist. Ob die Lo­
sung selbst in jenen Punkten stetig ist, kann erst eine weitere 
Untersuchung zeigen.294) Bei einem Gebiete der Klasse M1l95) fuhrt 
ubrigens nach S. Zaremba die Robinsche Methode direkt zum Ziele 
(Nr. 17 c). Die Losung ist in T + S stelig. 

Eine voUstandige Behandlung des zweilen Randwerlproblems in 
dreidimensionalen Gebieten mit Kanlen und korperlichen Ecken, z. B. 
den Gebieten der Klasse D, liegt zur Zeit nicht vor. Eine Losungs­
moglichkeit durften. die Variationsmethoden sowie die Untersuchungen 
von S. Za1·etnba" R. BiiIr und T. Carleman 296) bieten. 

d) Losungen mit vorgeschriebenen PeriodifJitiitsmoduln. Unter den 
weiteren Pro blemen, die durch alternierendes Verfahren gelost werden 

293) Das Integral rechter Hand ist unbedingt konvergent. Man vergleiche 
die FuBnote 249). 

294) Bei Gebieten der Klasse D ist dies den Satzen der Nr.23 zufolge 
gewiB der Fall (vgl. L. Lichtenstein, loco cit. 272), p. 110-112). 

295) Ohne (naeh innen gerichtete) Spitz en. 
296) Vgl. R. Bar, loco cit. 199), p. 18-19 und T.Oarleman, loco cit. 198), 

p. 31-38. Oademan betrachtet a. a. O. Gebiete (im Raume), deren Rand aus 
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konnen, sei zunachst die Bestimmung derjenigen in einem mehrfach 
zusammenhangenden Gebiete T der Klasse B (allgemeiner der Klasse E 
oder M) in ~ reguHiren Potentialfunktion genannt, die auf S vorge­
schriebene Werle 297) annimmt und vorgegebene Periodizitiitsmoduln 
hat.298) 1m iibrigen laSt sich dieses Problem durch Subtraktion eines 

geeigneten Ausdruckes von der Form ~ A" arctg y - flh auf die 
h X-/)(.4 

Bestimmung ein~r eindeutigen Potentialfunktion zUrUckfiihren.299) Anders 
verhiilt es sich bei dem analogen Problem auf ~m oder im Raumej 
hier leistet das alternierende Verfahren wesentliche Dienste. SOO) 

e) Zweidimensionale Gebiete auf einer Fliiche im Raume. Kon­
forme Abbildung auf ebene Gemete. Es sei @5 ein einfaeh zusammen­
hangendes Gebiet auf einer Flache der Klasse Ah: 

(1) x = x (v, ro), y = y(v, ro), f! = z(v, (0), 

(2) dl 2 = dx'!. + dy! + df!2 = Edv! + 2Fdvdoo + Gdro'!.. 

Man bnn in unendlich mannigfaltiger Weise nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster Ordnung stetige Funktionen 

(3) ; = U(v, ro), 'Yj = V(v, ro) 

bestimmen, so daB@5 durch ~ + i'Yj auf ein Gebiet @ der Ebene (~, 11) 
konform abgebildet wird. Dies besagt, daB dl'!. = 1/1(v, ro) [d~2 + £1'1]2] 
gesetzt werden kann und im Innern und auf clem Rande von @5 die 
Funktion 1/1 stetig und > 0 iat. Die partiellen Ableitungen Dl~' D 1 1J 

einer endlichen Anzahl FIiichenstiicke der Klasse B besteht, die einander nirgends 
beriihren. KorperIiche Ecken sind ausgeschlossen. 

297) 1st f(s) eine Randfunktion, so gilt fCs + l) = f(s) + c, unter Z die 
Lange der jeweiligen Randkomponente, ·unter c eine Konstante verstanden; fCs) 
kann etwa stetig vorausgesetzt werden. 

298) H. A. Schwarz, Math. Ann. 21 (1883), p. 157-160; Ges. Abh. 2, p. 303 
bis 306; E. Picard, TraiM 2, p. 508-513. 

299) Vgl. J. Riemann, These, Paris 1888; E. Picard, Traite 2, p. 513. 

300) Doppeltperiodische Greensche Funktion in @: fiihrt M. Mason, Trans. 
of the Amer. Math. Soc. 6 (1905), p.159-164 ein. Dreifaeh periodisehe Potential 
unktionen im Raume sind von P. Appell, Acta Math. 4 (1884), p. 313-374 
[po 347-371] untersucht worden. Man vergleiehe femer P. Appell, Aeta Math. 8 
(1886), p. 265-294; Rend. del Cire. Mat. di Palermo 22 (1906), p. 861-370. 
Doppeltperiodische Potentialfunktionen im Raume betraehtet Isabella Crespi, 
Giorn. di Matem. 145 (1907), p. 129-152. 
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sind in diesem Bereiche stetig und genugen einer HOlderschen Be­
dingung. Auch ¢(v, (1)' genugt eiuer H-Bedingung.301) 

Es sei jetzt IS ein fiber einer FHiche der Klasse D ausgebreitetes 
einfach zusammenhangendes Gebiet, das eine und nur eine Kante S02) ent­
hiilt. Die an die Kante anschlieBendel1 Seitenflachen heiBen ®1 und ®2' 
Es seien ~1 = ~1 + i'Yj1 und ~t = ~2 + i'Yj2 Funktionen, durch deren 
Vermittelung zwei sich langs eines Bogens 2 der Kante schneidende 
Stucke der (fiber 2 fortgesetzt gedachten) Seitenflaqhen 6 1 und 6 2 

derart auf ebene Gebiete abgebildet werden, daB 2 allemal ein Stuck 
der Geraden 'Yj = 0 entspricht. Aus der von C. F. GaufJ entwickelten 
Theorie S03) folgt, daB 62 auf einem zusammenhangenden Stuck der Ge­
raden 'T} = 0 und einer Umgebung dieses als eine analytische und 
regulare Funktion von 61 aufgefaBt werden kann: 62 = 4)(61)' Durch 
Vermittelung der Funktionen 62 auf ®2' 4) (61) auf \01 wird ein auf 
beiden Seiten von 2 ausgebreiteter Bereich in \0 auf einen ebenen 
Bereich konform abgebildet.s04) 

301) Die Funktionen; und 7J genugen den simultanen partiellen Differential­
gleichungen vom elliptischen Typus 

(4) 07J=[FO;_E_O~J..!.., 07J=[GOg_FO~J..!., II=y'EF-G'l. 
011 0'11 oro II oro 011 (0) II 

Liegt insbesondere eine Flache der Klasse B vor, so geniigen ; und 7J del' sich 
selbst adjungierten partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung vom cllip­
tischen Typus 

(5) AI 6=(/'I1 {[ G ~: -F~!JA} + 0(0) {[ - F~: +E~!J ~)= 0, 1:-.111 = 0. 

Fur Flachenstiicke der Klasse C ist die Moglichkeit der konformen Abbildung 
auf schlicht-e Gebiete bereits von C. F. GaufJ bewiesen worden (Werke 4, p.193 
bis 216). In dem besonderen FaIle, daB die Funktionen (1) stetige partielle Ab­
leitungen der drei craten Ordnungen haben und die Ableitungen dritter Ordnung 
der Holderschen oder, allgemeiner, einer verwandten Dinischen Bedingung- ge-

. nugen, folgt diese Moglicbkeit aus den Untersuchungen von E. E. Levi (Rend. 
del. Circolo Mat. eli Palermo 24 (1907), p. 2711-317) und D. Hilbert, Gatt. Nachr. 
1910, p. 1-65 [p.8-34]; Grundzuge, p.219-242. Fur Flachenstticke der Klasse 
B' ist der Beweis von L. Lichtenstein gegeben worden (Berl. Abh. 1911, Anhang). 
Einen anderen Beweis hat A. Korn fitr Flachenstticke der Klasse Bh geliefert 
(Schwarz Festschrift 1914, p. 215-229). In dem Umfange des 'l'extes ist der be­
trachtete Satz neuerdings von L. Lichtenstein bewiesen worden (Bulletin de 
l'Acad. de Sc. de Cracovie 1916, p. 192-217). 

302) Daher gewiB keino raumliche Ecke. 
303) V gl. loco cit. 301). 
304) Die Abbildung ist auch langs der Kante konform. Der im Text an­

gedeutete Beweis geht auf H. A. Schwarz zurtlck, dem die Moglichkeit de!' 
fraglichen konformen Abbildung schon im Jahre 1870 bekannt war. Vgl. 
H. A. Schwarz, Bert Monatsberichte 1870, p. 767-795; Ges. Abh. 2, p. 144-171 
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In ahnlicher Weise wird man vorgehen, wenn mehrere Kanten 
vorliegen. Enthiilt @5 eine riiumliche Ecke, so bietet eine konforme 
Abbildung auf ein schlichtes Gebiet in ~ Schwierigkeiten, die erst 
durch P. Koebe uberwunden worden sind. Die eindeutig umkehr­
bare Beziehung von @5 und @ ist jetzt uberall stetig und, auBer 
in dem Eckpunkt selbst, konform. Mit dem besondel'em Falle, wenn 
die in der Ecke zusammenstoBenden FIachen ebene oder spharische 
Flachen sind, hat sich bereits H. A. Schwarz beschaftigt:!05) Fur 
korperliche Ecken, deren Seitenfiiichen der Klasse C angehoren, ist 
die Moglichkeit der erwiihnten konformen Abbildung zuerst von P. Koebe 
bewiesen worden (Nr. 41).306) 

Jede Fliiche S der Klasse D (und voraussichtlich auch Lh) laBt sich 
mithin von einer endlichen Anzahl Gebiete, deren jedes auf eine Kreis­
flache konform abgebildet werden kann, dachziegelartig fiberdecken. Es 
sei ®* ein fiber S ausgebreitetes einfach zusammenhiingendes Gebiet, 
dessen Begrenzung mit den Ranten endlich viele Punkte oder Bogen ge­
meinsam hat und aus einer endlichen Anzahl Stiicke von K urven mit 
stetiger Tangente besteht, die Ecken, jedoch keine Spitz en miteinander 
einschlieBen.s07) Durch alternierendes Verfahren laEt sich @5* auf die 
Flache eines Einheitskreises in einer schlichten Ebene konform ab­
bilden. Hierniit ist auch die erste und die zweite Handwertaufgabe 
der Difierentialgleichung 6.2u = 0 308) fur das Gebiet ®* erledigt. 

[po 161-162]' Einen anderen Beweia gibt R. Konig, Math. Ann. 71 (1911), p. 184 
bis 205 [185-189] an. Der betrachtete Satz gilt voraussichtlich auch bei Gebieten, 
die tiber Flachen der Klasse Lh ausgebreitet sind. Der Beweis ware indessen 
andel's zu fiihren. 

305) V gl. die Andeutungen von H. A. Schwarz, a) Joum. f. Math. 70 (186!), 
p. 105-120; Ges. Abh. 2, p. 65-83 [p.80-83J; b) Berl. Mona.tsber. 1870, p.767 
bis 795; Ges. Abh. 2, p. 144-171 [po 167]. 

306) P. Koebe, Gott. Nachr. 1908, p. 359-360 sowie loco cit. 582) d) p. 95-103 
[s. die Ausfiihrungen der Nr. 4:'1 p.360-361]. V gl. ferner R. Konig, Gott. N achr. 
1910, p. 130-132 sowie loco cit. 304). Diese Beweise geIten wahrscheinlich un­
verandert, auch wenn die SeitenfHichen der Klasse Ah angehoren, Bowie erst 
die am SchluS der FuBnote 304) behauptete Moglichkeit feststeht. 

307) Die Berandung I* von S* wird durch eine (endliche) Anzahl Gleichungen 
von der Form '" = '" (00) oder 00 = oo(v) bestimmt. Es wird vorausgesetzt, da.B die 
Funktionen "'(00) und oo(v) stetige, der Holderschen Bedingung geniigende Ab­
leitung ha.ben, und iiberdies .1;* keinen korpel'lichen Eckpunkt von S enthalt. 

308) VgI. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 144-174 [po 161-162]' Schwarz be­
trachtet ein fiber einer Flache der Klasse D ansgebreitetes Gebiet, dessen Rand 
aus einer endlichen Anzahl Stucke analytischer nnd regularer Kurven besteht. Die 
Moglichkeit der konformen Abbildung einer korperlichen Ecke wird postuliert. 
In dem al1gemeineren Fa.lle einer Flliche der Klasse Lh erschei.nt es bei der-
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Es sei So ein Punkt auf einer Seitenflache von S und ~ = ~ + in 
eine Funktion, durch deren Vermittelung ein So enthaltendes Gebiet 
auf S auf ein Bchlichtes Gebiet in ~ konform abgebildet wird. Wir 
setzen t(so) = ~. 

1st die Flache S schlichtartig, so kann man sie auf eine Kugel 
:lerart konform abbilden, daB drei vorgeschriebenen Punkten auf S 
ebenso viele vorgegebene Punkte der Kugel entsprechen. 309) 

Der Beweis ist erbracht, sobald die Existenz einer auf S, auBer 
in so, regularen Losung U der Differentialgleichung D.'ju = 0, . die 

sich in der Umgebung von So wie m [t 1 to + (t - to) ~(~ - bo)J 
verhiilt, feststeht. Der Existenzbeweis la.Bt sich nach der Methode 
der gurtelformigen Verschmelzung, in einer von der Nr. 24:a aus­
einandergesetzten abweichenden Gestalt, durchfuhren.slO) Das Potential 
U ist als "Stromungspotential" zuerst von F. Klein systematisch be­
trachtet worden. 811) 

1st V die zu U konjugierte Losung der Gleichung D.2 U = 0, so 
wird S durch Vermittelung der Funktion U + i Vauf die schlichte Ebene, 
mit EinschluB des unendlich fern en PUllktes, konform abgebildet. 
Von hier aus gelangt man durch stereographische Projektion auf die 
Einheitskugel. Allgemeiner liiBt sich in derselben Weise die Existenz 
einer auf S, aufier in s/j = 1, ... m), reguliiren Losung der Diffe­
rentialgleichung D.2u = 0 dartun, die in der Umgebung von Sj sich 

Formulierung der Randwertaufgabe notwendig, die Gleichung As u = 0 durch 
die simultanen Differentialgleichungen (4) zu ersetzen, dies weil die Existenz 
der Ableitungen Dj~' D,11 nicht feststeht. Langs der Kanten werden, auch 
wenn S der Klasse D angehOrt, Ds u im allgemeinen sich sprungweise andem. 
In den kOrl?erlichen Ecken wird u schlechthin stetig vorausgesetzt. 

309) Vgl. die Fufinote 308). Ein anderes Verlahren zur konformen Abbil­
dung geschlossener, schlichtartiger Gebiete, insbesondere geschlossener, schlicht­
artiger Riemannscher Flachen aut eine Kugel findet sich bei P. Koebe, loco cit. 
582) d) p. 77-83. Man vergleiche die Ausfiihrungen der Nr.47 p. 360 und 363. 

310) V gl. H. A. Schwarz, loco cit. 276), insb. Ges. Abh. 2, p. 167 -171. Man 
vergleiche ferner H. A.$chtvarz, Math. Ann. 21 (1883), p. 157-160; Ges. Abh.2, 
p. 303-306, wo die Existenz Abelscher Integrale erater Art auf einer ge­
schlosaenen Riemannschen Fliiche bewiesen wird, und C. Neumann, Abelsche 
Integrale, p. 432-471 [po 466-471J (die Schwarescbe Methode findet sich unter 
anderem bei E. Picard, TraiM 2, p. 508-522 und 538-546 im Zusammenhang 
dargesteUt). Jlran vergleiche ferner W. F. Osgood, II B 1 Nr.22. Die Methode der 
giirtelf6rmigen Verschmelzung l1iBt sich auch durch ein von L. LichtenStein an­
gegebenes verallgemeinerungsfahiges Verfahren ersetzen (vgl. Nr. ~4j). 

311) Vgl. F. Klein, Algebraische Funktionen, passim; Riemannsche Flacben 
1, p.4-16. 



24. Kombinatorische Methoden. 267 

1. .. kj 

Wle ffi [~ Ajk + B~k i + (A; + B j i) log (~ - ~j)J verhalt, sofern nur 
k (~-tj) 

~ (Aj + Bji) = 0 ist. 
j 

f) Gebiete in @m' Existenzsiitze der Riemannschen Theorie. Sei T 
ein einfach zusammenhangendes Gebiet der Klasse B in @m oder @; 

(p. 188). Wiederholte Anwendung des alternierenden Verfahrens liefert 
die Lasung des ersten Randwertproblems.S1ll) Man gewinnt so ferner die 
Greensche Funktion G(~,?}j x, y) des Gebietes T und die konforme 
Abbildung dieses auf ein Kreisgebiet. J edes beliebige mehrfach zu­
sammenhangende schlichtartige Gebiet in @m laBt sich durch Hinzu­
fiigung erner Anzahl weiterer Gebiete zu einem einfach zusammen­
hangenden erganzen, folglich auf em schlichtes Gebiet konform ab­
bilden.5l3) Die Satze der Nr. 20 lassen sich in naheliegender Weise 
auf schlichtartige Gebiete in ~m libertragen. 

Es sei ffi eine iiber der z-Ebene ausgebreitete geschlossene Rietnann­
sche FHi.che. Durch eine weitere Ausgestaltung der Nr. 24:a) bis e) be­
sprochenen Methoden gelangt man zu einer der wichtigsten An wen­
dungen der kombinatorischen Methoden, namlich zu emem Beweise der 
auf ffi beziiglichen Riemannschen Existenzsatze und damit zu einer 
Begriindung der Riemannschen Theorie der algebraischen Funktionen 
(vgl. W. F. Osgood, llB 1 Nr.22, W Wirtinger, IIB2 Nr.12). Statt 
einer geschlossenen Riemannschen Fliiche kann man der Betrachtung 
eine beliebige geschlossene Flache S der Klasse D (und voraussichtlich 
auch Lh) zugrunde legen CW. F. Osgood, IIB 1 Nr. 22).314) 

Es sei 8j (j = 1, '" m) wie vorhin eine Anzahl von Punkten auf S. 
Es sei Wo = Uo + iVo irgendeine auf S erklarle, bis auf jene Punkte, 

1. .. "j 

. . h . ~ Ajk + Bjki .. .... • wo sle SIC wle ~ ----~k- verhalt, regulare emdeutlge FunktlOn. 
k C' - tj ) 

Durch Vermittelung von Wo wird S auf eine liber der Uo + iVo 

812) Enthii.lt T Windungspunkte, so wird man sich bei der "dachziegel­
artigen" Lrberdeckung auch mehrblattriger, etwa von einem mehrfacb umfalirenen 
Kreise begrenzter Teilgebiete, bedienen. Etwa vorhandene Faltungslinien werden 
als Kanten aufgefaBt. 

813) Vgl. z. B. P. Koeb~, Jahresb. d. Deutschen Math. Ver.15 (1906), p. 14-2-
158 [po 150-153]' Dort finden sich p. 152 entsprechende Satze uber nichtschlicht­
n.rtige Gebiete. 

814) Vgl. F. Klein, Algebraiscbe Funktionen, ferner F. Klein, Riemannsche 
Flachenj E. Picard, Traite 2, p. 508-546; R. Fricke und F. Klein, Automorphe 
Funktionen 1. 
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Ebene ausgebreitete geschlossene Riemannsche Flache m umkehrbar 
eindeutig und stetig und, bis auf die korperlichen Ecken und Win­
dungspunkte, konform abgebildet. Randwertprobleme der Theorie der 
DifferentiaIgleichung A2 u = 0 auf S werden hierdurch auf analoge 
Aufgaben der Gleichung Au = 0 auf m zuriickgefiihrt. 

Ist ~ eine andere Funktion auf S vom gIeichen Charakter, so 
ist (CWO, JV;.) = 0, unter ( eine ganze rationale Funktion mit kon­
stanten Koeffizienten verstanden. Jeder geschlossenen Fliiche der hier 
betrachteten Art entspricht eine Klasse algebraischer Funktionen. 
Niiheres iiber die sich daran anschlie.Benden Betrachtungen findet sich 
in der unter 314) an erster Stelle zitierten Schrift von F Klein. 

Existenzbeweis Abelscher Integrale auf geschlossenen Riemann­
schen Flachen und damit eine Begriindung der Theorie algebraischer 
Funktionen durch Variationsbetrachtungen vergleiche Nr.45, funk­
tionentheoretische Begriindung Nr.47. 

g). Weitere .A.nwendungen des alternierenden Verfahrens. Durch 
geeignete Ausgestaltung des dem alternierenden Verfahren zugrunde 
liegenden methodischen Gedankens liiBt sich ein Existenzbeweis vel"­
schiedener Klassen im Sinne von B. Rt"emann durch ihre Grenz- und 
Unstetigkeitsbedingungen erklarter Potential- und analytischer Funk­
tionen erbringen. Hervorzuheben sind namentlich ein Existenzbeweis 
der zu einem vorgegebenen Fundamentalbereich gehorigen automor­
phen Potentialfunktionen 315) und ein Beweis der Fundamentalsatze 
der Theorie der Prymschen Funktionen.S16) Anwendungen in der 
neueren Theorie der konformen Abbildung vergleiche Nr. 40. 

h) Stromungspotential. Abbildung auf ein Schlitzgebiet. Es sei T 

315) Vgl. R. Fricke, lIB 4 Nr. 14; R. Fricke und F. Klein, .Automorphe 
Funktionen 2, p. 8-14 und E. PIlI"agmen, Acta Math. 14 (1890/91), p. 225-232 
(p. 228-229). Siehe ferner F. Klein, Math. Ann. 24 (1883), p. 141-218 passim; 
E. Bitter, Gott. Nachr. 1892, p. 283 u. fr.; Math. Ann. 41 (1892), p. 1-82; 4[, 
(1894), p. 473-544; 46 (1895J, p. 200-248; L. Schlesinger, Handbuch der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen, Btl. II 1, p. 323-335. (Doppeltperiodische 
Potentiale s. bei iJ. Picard, Trait;; 2, p. 537-(38). 

Ein anderer Beweis der Existenz automorpher Potentialfunktionen mit be­
liebiger Grenzkreisgruppe findet sich bei S. Johansson, Acta soc. sc. Fenn. 41 
Nr.2 (19121, p. 1-39. 

316) Vgl. F. Prym und G. Rost, Prymsche Funktionen, p. 92-152. Prym 
und Bost bedienen sich des in geeigneter Weise ausgestalteten alternierenden 
Verfahrens zur Bestimmung von analytischen Funktionen durch gewisse Rand­
bedingungen, in die der reelle und der imaginare Teil der zu bestimmenden 
It'unktion gleich eitig eingehen. Vgl. Frym und Bost a. a. O. p. 103ff. Eine an­
dere sich der Variatiunsme'boden bedienende Behandlungsweise gibt O. Haupt, 
Math. Ann. 77 (1916), p. 24-64 [po 44-48 Bowie p. 59-60] (vgl. Nr.40d). 



24. Kombinatorische Metboden. 269 

ein Gebiet del' Klasse B in~. Das mit T kongruente, auf del' an­
deren Seite del' Ebene gelegene Gebiet heiBe T*. Denkt man sich 
T und T* Hi.ngs des Randes S zusammenhangend, so kann man 
T + T* + S als ein geschlossenes Gebiet in ~* (p. 188) auffassen. Es 
seien ~ = ; + iTj, Z = x + iy irgendwelche Punkte in T, 

~* = ;* + ir;*, fJ* = x* + iy* 
die mit ihnen zusammenfallenden Punkte in T *. Wie vorhin kann man 
durch alternierendes Verfahren eine, auBer in b und b*, in T + T * + s 
regulare Potentialfunktion bestimmen, die sich in b und b* entspre-

-chend wie m ~ und m -~ verhalt. Es gilt u(x,y) = u(x*,y*), 
Z -lo Z. -"* 

daher auf S . .. £~~B2 = O. 517) 

AllgemeineI' konnte man annehmen, daB T in ~m liegt und del' 
Klasse D angehort. 

Wir wollen an del' zuletzt erwahnten Annahme festhalten und 

uberdies voraussetzen, daB T schlichtartig ist. Wegen O;~) ~ 0 ist 

die zu t& konjugierle Potentialfunktion v eindeutig. Durch Vermitte­
lung del' Funktion Z == u + iv wird T auf ein von geradlinigen Strecken 
(Schlitzen) parallel :liur Achse des Reellen begrenztes Gebiet in ~, das 
den unendlich femen Punkt enthalt, abgebildet.s18) 

i) Gemischte Randbedingungen. Es sei T ein schlichtartiges zweifach 
zusammenhlingendes Gebiet del' Klasse B319) in ~m' Eine weitere Anwen-

317) V gl. P. Koebe, Math. Ann. 69 (1910), p. 1-81 [p.48-46J (vgl. Nr. Ui). 
Die Auffassung des Gebietes T+ T. + S als einer gescbloBsenen Flache geht 
auf H. A. Schwarz zuriick. (V gl. die FuBnote 25 b) 

818) Das Bildgebiet muB iiberall gleichvielbllittrig sein. Da der unendlich 
ferne Punkt jedenfalls einfach bedeckt ist, so ist das Bildgebiet schlicht. V gl. 
P. Koebe, loc. cit. 478), p. 848. Der betrachtete Abbildungssatz (fiir Gebiete 
der Klasse C in Ci) findet sieh bereits erwlihnt bei F. Schottky, Journ. f. Math. 
~3 (1877), p. 300-851 (p. 830). Man vergleiche weiter F. Schottky, Journ. 
f. Math. 117 (1897), p. 225-253 [po 244-250], wo T'auf ein von einer An­
zahl konzentrischer Kreisbogen begrenztes Gebiet in Ci abgebildet wird. LliBt 
man den Mittelpunkt durch eine lineare Transformation ins Unendliche riicken, 
80 gelangt man zu der im Text betrachteten Abbildung. Man vergleiche ferner 
E'. Cecioni, Rend. del Circolo Mat. di Palermo 25 (1908), p. 1-19 und die 
Darstellung bei lV. F. Osgood, Annals of Math. (24) 2 (1913), p. 143-162 
[po 145-1(8). Yom Standpunkte der Variationsmethoden bebandeln die Aufgabe 
D. Hilbert, Gott. Nachr. 1909, p.314-323 und R. Courant, Inaugural-Disser­
tation, Gottingen 1910, p. 1-44, abgedruckt in den Math. Ann. 71 (1912), p. 145 
bis 188 (Nr. (1) d). Eine funktionentheoretische Behandlung dieser und einer 
Reihe verwandter A bbildungsaufgaben (unter Ausschaltung des Integralbegriffs) 
.gibt Koebe in einer vox kurzem erschienenen Arbeit. V gl. loco cit. 582) e). 

319)AJ1gemeiner der Klasse D (oder ]}I ohne Spitzenl. 
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dung des alternierenden Verfahrens bietet die Bestimmung derjenigen 
beschrankten, in T reguliiren Potentialfunktion u(x, y), die den Bedin-

gungen: u(s) =h(8) auf 8lJ O;t~S) = (2(8) auf 82 geniigt, unter 81 

und 8'j die beiden Komponenten von S, unter fl und t~ abteilungs­
weise stetige Funktionen verstanden. Es sei v (x, y) irgendeine in T + 8 

stetige, in T regulare, der Bedingung ~;~) = f2 (s) auf 8 9 geniigende 

Potentialfunktion. Die Differenz tt - v = w bestimmt sich durch alter­
nierendes Verfahren als diejenige beschrankte in T + T* + S'j regu­
lare Potentialfunktion, die auf del' doppelt zu ziihlenden Randkurve 81 

den Wert fl(s) - v(s) annimmt.B20) 

Es sei T ein einfach zusammenhangendes Gebiet del' Klasse D in 
@m. Die Randkurv.e 8 denken wir uns in endlich viele Bogen (S') der 
ersten und (8") der zweiten Kategorie zerlegt. Gesucht wird eine be­
schrankte, in T reguliire Potentialfunktion u(x, y), so daB auf 8' 
(etwaige Sprungstellen von f(s) ausgenommen) u(s) = f(s), auf S" (die 
Endpunkte sowie etwaige Ecken ausgenommen) o~(s) = 0 ist. Unter 

on res) wird eine abteilungsweise stetige Funktion verstanden. Durch 
Hinzunahme des (mit T langs 8" zusammenhiingenden) Gebietes T* 
wird die Aufgabe auf die Auflosung des ersten Randwertproblems in 
T + T* + 8" zuriickgefiihrt. Sie hat nur eine Losung.321) 

320) T und T* sind jetzt nur Hings 8" zusammenhangend zu denken. 
321) Vgl. P. Koebe, Journ. f. Math. 138 (1910), p. 192-263 [po 211-216]. 

Es sei T ein beschranktes Gebiet der Klasse D in l¥:. Tst auf S" (Endpunkte 

~owie etwaige Ecken ausgenommen) O;~) = rp(s) vorgeschrieben (rp(s) abteilungs-

weise stetig), so wird zuvorderst u= U-w gesetzt: Llw=o, ~~~s)=rp(s) auf 

S" (vgl. P. Koebe a. a. 0). Die zuletzt eingefiihrten Randbedingungen kann 
man auch so fassen: Auf S' (etwaige SpruDgstellen von (s) ausge­
nommen) ist u(s) = f(s), auf jedem Bogen von S" ist v(s) = l(s) + const., unter 
'/)(s) die zu u(s) konjugierte PotentialfunktioD, unter (s) aine vorgegebene stetige 
Funktion, die eine abteilungBweise stetige Ableitung hat, verstanden. V gl. hierzu 
V. Volterra, Ann. di Mat. (2) 11 (1883), p. 1-65 Bowie die kritischen Bemerkungen 
von H . .d. Schwarz, Fortschr. d. Math. 15, p. 358-364. Eine andere Behandlung 
des zuletzt erwahnten Problems fUr einfach zusammenhangende Gebiete der 
Klll.Bse 0 in @ findet sich im AnschluJ3 an D. Hilbert (Verh. des 3. intern. Kongr. 
d. Math. in Heidelberg 1904, p. 233-240; Gott. Nachr. 1905, p. 1-32 [po 1-3] ; 
Grundziige, p. 81 - 83) bei Ok. Haseman, Inaugural- Dissertation, Gottingen 
1907; Math. Ann. 66 (1909), p. 268-272. Mit dem besonderen FaIle eines Kreis­
gebietes beschaftigt sich O. Neumann, Leipz. Ber. 61 (1909), p. 156-170, eines 
Rechteck- und eines Kreisgebietes H. Villat, C. R. 163 (1911), p. 768-751; Acta 
Math. 40 (1915), p. 101-178 [po 149-1'16]. Weitere Literatur: A. 8ignorini, An­
nali di Matematica (3) 26 (1916), p. 263-279. 
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Es sei insbesondere T ein besehrallktes Gebiet der Klasse D in ~. 

Auf ahnliche Weise wird die Existenz einer, auBer in einem 
Punkte (~, r;) in T, in T + S stetigen, in T reguliiren Potentialfunk-

tion G*(;, '/); x, y) bewiesen, die sieh in (/;, fj) wie log ~ verhalt und 
Q 

den Bedingungen G*(~, 1]; s) = 0 auf S', -/- G*(~, '/); s) = 0 auf S" un. 
genugt. Fur die Losung u(x, y) der in der FuBnote 321) genannten 
Aufgabe gewinnt man deh Ausdruek 

u(~, '/)) = 21nJ f(t) o:t G*(I;, r;; t) dt - 2~O-r cp(t)G-'*(~, 1]; t) dt: S2t) 

, r 

Die im vorstehenden besprochene Methode ist im Raume nicht 
anwendbar. Gehort zu einer Randkomponente, die aile der Klasse B 
angehOren mogen, allemal eine Randbedingung einer Art, so ge­
winnt man die Losung ohne Mfihe z. R dureh das Nr. 24j 
skizzierte Verfahren von L. Lichtenstein.S2S) Schwieriger ist der Fail, 
wenn auf einzelnen Randfiachen Bedingungen beiderlei Al'f vorkom­
men.3U) Unter gewissen einsehrankenden Voraussetzungen fiber f(s) 
ist die Existenz der Losung von S. Za,remba dargetan worden.825) 

Zaremba bestimmt zunaehst eine einfaehe Belegung auf S, deren 
Dichte auf SrI einen vorgegebenen Wert hat, und deren Potential auf S' 
verschwindet. Diese Aufgabe ist der anderenaquivalent, eine durchweg 
stetige, auBer auf dem doppelt zu zahlenden Flachenstiick S' uberall (auch 
im Unendlichen) regulare Potentialfunktion zu bestimmen, die auf S' 

322) AuJ3er in den Endpunkten 8(') von S' und S" sind o",G*, 0 G* alif S 
vX oy 

stetig. In der Umgebung von iv) ist, sofern s(v) nieht zugleich eine Eeke oder 

. S't . t B (}G'" 1 . t t' F k' erne pl ze IB , Z. • -()- = ---= x eme s e 1ge un tlOn. 
x yr18(v) 

1st 8(>') ein Eckpunkt (der eingeschlosBene Winkel = a.n), so gilt z. B. 

(}G* 1 
() x = 1 . eine stetige Funktion. 

1--(r.,(v») 2a 

VgI. L. Lichtenstein, Journ. f. Math. 143 (1913), p. 61-105 [p.93-106], wo all­
gemeinere lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung betrachtet 
werden. 

323) S. Zaremba gibt, Bull. de l'Ac. d. Se. de Cracovie 1910, p. 313-344 
[po 341-344], ein anderes der Neumann-Robinschen Methode verwandtes Ver­
fallren an. 

324) Vgl. die Bemerkungen von J. Hadamard, Le~on8, p. 55-67. 
325) V gl. S. Zaremba, loco cit. 323). 
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eine vorgegebene stetige WertfoJge annimmt.S26) Nachdem die zu der 
zuletzt erwahnten Randwertaufgabe gehOrige Greensche Funktion ge­
bildet worden ist, wird das Problem auf die Auflosung einer Fred­
kolmschen Integralgleichung zuriickgefiihrt.SS7) 

j) Weitere kombinatorische Metlzoaen. Die Nr. 24a besprochene 
Methode der giirtelfOrmigen Verschmelzung liiBt sich durch das fol­
gende von L .. Lichtenstein angegebene verallgemeinerungsfahige Ver­
fahren ersetzen: Es sei f(s) der vorgegebehe Randwert der Losung. 
Wir setzen Xes) = u(x, y) auf S' und Yes) = u(x, y) auf S". Die 
Formel (9) N r. 20, angewandt auf T' und T*, liefert in leicht er­
sichtlicher Bezeichnungsweise die Gleichungen 

Xes) = :n.! f(t) 'o~ G* (s, t) at + 2~J Yet) 'O~;G*(s, t) at, 
8 r (1) 

1 r- a Yes) = 2n. XCt} ani G'(s, t)at. 
S" 

Die Beziehungen (1) bilden ein System siruultaner Integralglei­
chungen mit stetigen Kernen zur Bestimmung von Xes) uud Yes). 
Das Problem iBt damit im wesentlichen gelost. Die Methode IaEt sich 
(zum Teil modifiziert) auf verschiedene andere Randwertprobleme, wie 
z. B. gewisse Aufgaben mit gemischten Randbedingungen (Nr. 24i), 
anwenden und auf die allgemeinsten linearen partiellen Differential­
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus ausdehnen. In 
iihnlicher WeiBe liiBt sich ferner der Existenzbeweis des Stromungs­
potentials auf einer geschlossenen Fliiche (Nr.24h), der automorphen 
Potentiale des Schottkyschen Typus UBW. gewinnen.Si8) 

326) Zaremba findet sie durch ein besonders gelU"tetes altemierendes Ver­
fahren. 

327) Eine ganz andere auf dem Gebranch geeigneter Reihenentwicklungen 
bemhende Behandlung der Randwertaufgabe mit gemischten Randbedingungen 
ist von M. Brillouin skizziert worden (C. R. 100 (1910), p. 460-464 sowie 
p.611-614). Die Methode von Brillouin diirfte sich auf verschiedene weitere 
Randwcrtprobleme der mathematischen Physik ansdehnen lassen. In einer C. R 161 
(1915), p. 437-440 erschienenen Note teilt Brillouin ein auf demaelben Prinzip 
beruhendes Verfahren zm Lllsung des eraten und des zweiten Randwertproblem8 
fiir das vorhin betrachtete, von dcm doppelt lin zahlenden Flachenstiick S' be· 
grenzte Gebiet mit. 

828) Vgl. L. Lichtenstein, Prace Mat. Fiz., Warschau, 21 (19tO), p. 7-16; 
Bull. de l'Ae. de Se. de Cracovie 1911, p. 219-254; Journ. f. Math. 143 (1918), 
p.61-106. 
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Ein Verfahren, das sich funktionentheoretisch begriinden llifit und 
geeignet ist, das alternierende Venahren bei manchen Pro blemen der 
konformen Abbildung zu ersetzen, das insbesondere gestattet, einfach zu­
sammenhangende Gebiete in ~m auf Gebiete in & abzubilden, ist neuer­
dings vOtl O. CarathCodm'Y angegeben worden (Nr. 4:7 p.358-359).829) 
Als wesentliches Hilfsmittel erscheint dabei das Schwarnche Spiege­
lungsprillzip. 

Dasselbe leistet ein auf einer ganz anderen Grundlage beruhen­
des um dieselbe Zeit bekanntgegebenes Verfahren von Koebe, das, 
worauf Koebe besonderen Wert legt, sich potenzreihentheoretisch 
begriinden liiBt.330) 

25. Kreispolygon1iachen. Polyeder.331) Es sei T ein einfach zu­
sammenhangendes, von einem Kreispolygon begrenztes Gebiet in & .... 
Zur Bestimmung einer Funktion 11 = z(Z'), durch deren Vermitte­
lung T auf die Halbehene ~(Z') > 0 konform abgebildet wird, gibt 
H . ..4.. Schwarl1 eine Differentialgleicbung dritter Ordnung 

(1) { Z '} dll I dz 1 (d 1 dZ)' F1Z') 
11, = dZ'J og dt' -"2 dZ' og dZ' = \ 

an, unter F(Z') eine bis auf eine Anzahl zu bestimmender Kon­
stanten bekannte rationale Funktion verstanden.S3S) 333) 

329) C. CaratModory, Schwarz Festschrift, Berlin 1914, p.19-41 [p.82 
bis 41]. Eine Darstellung findet sich bei L. Bieberbach, Konforme Abbildung, 
p. 120-126 sowie bei P. Eoebe, loco cit. 582) d) p. 75-77. 

330) Vgl. P. Koebe, Leipziger Berichte 1914, p. 67--76. 

331) Vgl. H. Burkhardt und W. F. Meyer, ITA 7b Nr.26; W. F. Osgood, 
II B 1 Nr. 21, R. Fricke, II B 4 und E. Hilb, II B 5 passim. 

332) H. A. Schwarz, a) Journ. f. Math. 70 (1869), p. 105-120; Ges. Abh. 2, 
p. 65-83 [po 78-80], b) Journ. f. Math. 70 (1869), p. 121-126; Ges. Abh. 2, 
p. 84-101, c) Journ. f. Math. 75 (1873), p.292-335; Ges. Abh. 2, p. 211-259. 

Die Schwarz sche Derivierte {z, Z'} laBt sich in der Umgebung eines Ec.k:­
punktes Zl = z(Z~) (der eingeschlossene Winkel = an) in der Form 

~ (Z~ = ;;)'- + Z,iJ-1Z~ + d'o + d'1 (Z' - Z~) + . .. (d'_10 Jo' d'1O ••• reell) 

darstellen. Eine analoge Entwicklung gilt in der Umgebung eines Windungs­
punktes der Ordnung m ~ 1) in l' (fUr IX tritt dabei m + 1 ein, 8_ 1 , 80 , ••• 

erhalten komplexe W erte). 

333) Mit mehrfach zusammenhangenden Gebieten in ~, die von Kreispoly­
gonen, insbesondere Vollkreisen begrenzt sind, beschaftigt sich F. Schottky, loco cit. 
352), P 331-351 (vgl. Nr.27). Man vergleiche ferner das fundamentale Fragment 
von B. Riemann, Gas. Math. Werke, p. 440-444. 

Encyklop. d. math. Wissensch. lIS. 111 
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Die Funktion s(Z') kann man als den Quotienten von zwei 
linear unabhiingigen Losungen einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung der Fuchssehen Klasse auffassen. Als singulare 
Punkte erseheinen dabei die Ecken und Spitzen der Randkurve S 
sowie die Windungspunkte; den letzteren entspreehen auBerwesentlieh 
singulare Punkte (Nebenpunkte nach F Klein).884) 1st S ein Kreis­
bogendreieek in ~, so ist z(Z') der Quotient zweier linear unabhan­
gigen Losungen der hypergeornetrischen DifferentiaIgleichung.335) 

1st S insbesondere ein geradliniges Polygon, so vereinfacht sieh 
die Betraehtung. Von E. B. Ohristoffel und H A. Schu'arz sind fur 
z (Z') Integralformeln angegeben worden. 336) 

Fur die Funktion z(Z), durch deren Vermittelung T auf eine 
Kreisflaehe K vom Radius R in der Ebene Z konform abgebildet 
wird, erhillt man, wenn der Bereich T + S beschrankt ist und keinen 
Windungspunkt enthalt 337), den Ausdruck 

z 
(2) z(Z) = 01 + 0, ~r(Z - RZ1r 221 • .• (Z - RZ,,)-v.naz, 

o 

unter Z(RZk) (I Zk! = 1, k = 1, ... n) die Eckpunkte, 2 XA.k (lc' 1, ... n) 
die beirn Umfahren des Polygons im positiveo Sinne aufeinander­
folgenden AuBenwinkel, 01 und O2 kornplexe Konstanten verstan­
den. 1st T konvex, so sind alle Ak positivi in allen Fallen ist 

334) Dies gilt auch, wenn, entgegen der allgemeinen Festsetzung der Nr.1, 
Windungspunkte auf S vorkommen. Liegen Windungspunkte in T + S nicht vor, 
80 ist die Differentialgleichung (1) reel!. 

335) V gl. H. A. Schwarz; Ges. Abh. 2, p. SO. Man vergleiche ferner F. Klein, 
nber die hypergeometrische Funktion, Leipzig 1894, passim; L. Schlesinger, Hand­
buch der Theorie der linearen Difl:'erentialgleichungen, Ed. II 2, p. 82-49. 

336) V gl. E. B. Christoffel, Ann. di Mat. (2) 1 (1868), p. 89-103; (2) 4 (1870/71), 
p. 1-9; Witt. Nachr. 1870, p. 283-298; p. 359-369; 1871, p. 435-463; Gee. 
Abh. 1 und 2); H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 70-76. An der zuletzt ge­
nannten Stelle gibt Schwars insbesondere eine Anzahl spezieller Beispiele. Die 
fraglichen Resultate sind im Friihjahr 1864 im mathematischen Seminar der 
Berliner Universitat vorgetragen und im August 1866 durch K. Weierstra/l der 
Berliner Akad. der Wiss. mitgeteilt worden. 

Eine Darstellllng findet sich bei G. Darboux, Theorie des surfaces 1; H. Weber, 
Partielle Differentialgleichungen 1. Man vergleiche ferner E. Study loco cit. 148), 
p.72-94. 

387) Dabei die Ebene z doch sehr wohl teilweise mehrfach iiberdecken bnn. 
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1 ..• n 

L: A." = 1.558) Die Zahl der verfiigbaren reelIen Konstanten ist n + 4, 
k 

die der Bestimmungsstucke des Polygons S betriigt n + 1. Gibt man 

dieWertez(Z)undArg ;~ flir Z = 0 vor, so sind aile diese Konstanten, 

da z(Z) nunmehr festliegt, eindeutig bestimmt. 1st T die Fliiche eines 
ebenen Dreieeks, so macht die Ermittelung von Zll Z2' Zs keine Schwie­
rigkeiten. Auch wenn T von drei Kreisbogen begrenzt ist, deren Balb­
messer nieht alIe unelldlich groB sind, lassen sieh die Konstanten der 
Differentialgleichung ohne Auflosung transzendenter Gleichungen an­
geben.sBBa) Fur die Fliiehe eines geradlinigen Polygons ist die Moglich­
keit der Konstantenbestimmung unabhiingig von dem alternierenden V er­
fahren von H. A. Schu'arz fUr n = 4 bewiesen worden.339) Flir alIe n 
ist ein Beweis H. A. Schwarz von K. WeierstrafJ mitgeteilt worden.340) 

Ein voilstandiger Beweis ist in den Arbeiten von L. Schlafli und 
E. Phragmen enthalten.S41) Einen anderen s1'ch einer Kontinuitats­
methode bedienenden Beweis hat neuerdings L. Bieberbach veI'ofl'ent­
licht.3(2) (Vgl. Nr. 46 p. 352.) 

Eine zu (2) analoge Formel gilt nach B. A. Schwarz fur die 
Funktion z(Z), durch deren Vermittelung die Ebene Z auf em 
schlichtartiges Polyeder konform abgebildet wird.343) 

z 

Es ist z(Z)=ojll(Z - z.t.-1az + 0", unter z(Z.) (v=l, ... n) 
o 

die Eeken, ".:It die Summe del' in z(Z,,) zusammenstoBenden Kanten-

338) Die Formel (2) gilt auch, wenn der unendliche ferne Punkt ein Eck­
pnnkt (etwa Zl) iat. Sind die zugehOrigen Polygonaeiten parallel, so ist :1.1 = t, 
andernfalls ist Ai> t· C. Carat/uJodory, Ann. de 10. soc. sc. de Bruxelles 37 (1913), 
p. 5-14 [p.5-6J und E. Study, loco cit. 336), p. 77-83 betrachten nach Zn­
las Bung des unendlich fern en Eckpunktes (kollvexe) Polygone mit weniger alB drei 
Seiten. In allen Fallen (n = 2, 1, 0) gilt die Formel (2). 

33S") Vgl. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 80. 
S39) Vgl. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 77. 

340) V gl. H. .A. Schwarz, loco cit. 3S9). Dieser Beweis ist nicht verofi'ent­
licht worden. 

341) Vgl. L.Sch7iifli, Jonrn. f. Math. 78 (1874), p. 63-80; E. Phragmen, Acta 
math. 14 (1890), p. 225 - 232 [po 229-232J, wo eine in den Betrachtungen von 
Schlii{li gebliebene Lucke o.mgefiillt ist. 

342) Vgl. L. Bieberbach, Gott. Nachr. (1913), p. 552-564; Rend. del. Circ. Mat. 
di Palermo 38 (1914), p. 98-112 [po 102-104]. 

343) H . .A. Schwarz, Ges. Abh. 6, p. 81-83. Das Polyeder hat man sich 
do.bei auf die Ebene z zu einem "Netz" ausgebreitet zu denken. Die Abbildung 
ist stetig und bis auf die Ecken konform. 
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winkel, 0' und 0" komplexe Konstanten verstanden. Entspricht Z = 00 

1. .. " 

keiner Ecke des Polyeders, so ist ~ (ct,. - 1) = - 2. 
'J' 

Einen vollstiindigen, von dem alternierenden Verfahren unab-
hangigen Beweis fiir die Moglichkeit der Konstantenbestimmung fiihrt 
H. A. Schwarz fiir den besonderen Fall eines Tetraeders nach einem 
Kontinuitatsverfahren aus.344,) Handelt es sich insbesondere urn regu­
Iii.re Polyeder, so lasseR sich die Konstanten vollstandig bestimmen. Sl5) 

26. Konve:x:e Gebiete. Rundungsschranke. Bedingungen fUr 

die Schlichtheit einer Abbildung. Es sei z(Z) eine in dem Kreis­
gebiete K . .. 1 ZI < R regulare Funktion. Damit K durch z(Z) auf 
ein konvexes Gebiet konform abgebildet wird, ist nach E. 8tudy not­
wendig und hinreichend, daB in K die Funktion 

(1) W(Z) = 1 + Z ;z(log :~) 
sich regular verhalte und 

(2) ffiw(Z) > ° 
sei. 1st ffilP(Z) fur I ZI < R nicht durchweg > 0, so gibt es einen 
Wert Rl < R, die "Rundungsschranke" der Potenzreihe nach E. Study, 
so daB die Bedingung (2) fiir \ Z I < Rl erfullt ist. Allen Kreisen 
I Z\ = R2 < Rl entsprechen in der Ebene z konvexe (analytische und 
regulare) Kurven.346) 

Es seien die (n + 2) ersten Koeffizienten ao, al =!= 0, ... , a" + 1 

einer Potenzreihe z(Z) = ~ akZk gegeben. O.OaratModory zeigt, daB 
man ein und nur ein System von Werten a,,+2' a"+8' ... bestimmen 
kann, so daB K durch z(Z) auf das Gebiet eines konvexen Polygons 
mit nicht mehr als n Seiten konform abgebildet wird.sU) Es sei z(Z) 
irgendeine in dem Gebiete I Z I < R konvergierende Potellzreihe mit 
den gleichen (n + 2) ersten Koeffizienten, It ihre RUlldungsschrallke. 

344) H. A. Schwarz, Journ. f. Math. 70 (1869), p. 121-136; Ges. Abh. ~, 

p.84-101. Vgl. II B 3 Nr. n. 
345) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 82 80wie p. 248-254. 
346) Vgl. E. Study, Proc. of the fifth into Congress of Math., Cambridge 

1913, p. 122-125 Bowie loco cit. 336), p. 103-121. Study betrachtet konvexe 
Gebiete der KlaBse O. Nach C. Caratheodory, loco cit. 338), p. 5-14 gilt dieser 
Satz bei beliebigen (selbst sich ins Unendliche erstreckenden) konvexen Gebieten. 
Nach G. H. Gronwall, C. R. 162 (1916), p. 316-318, ist fUr schlicht abbildende 

R -
Funktionen R ;?; 2 - va. DaB Gleichheitszeichen gilt nur bei der Funktion 

z 
(a reell). 

(1-ea • ~y 
347) O. Oarathi!odoI'Y, loco cit. 338). 
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Es ist stets R < R. Der Wert R = R entspricht der soeben er­
w1ihnten Polygonflache. 

Ein Verfahren zur Bestimmung der Scheitel der Bildkurven 
z«(!ei'P) «(! konstant) gibt G. Pick an. S48) 

Es sei z(Z) = Z + a2Z 2 + ... eine .fur I Z I < 1 konvergierende 
Potenzreihe. A. Hurwitz hat hinreichende Bedingungen dafur ange­
gehen, daB das durch z(Z) entworfene Bild des Kreisgebietes I Z I < 1 
iiber der Ebene z einfach ausgebreitet ist.349) Eine notwendige und 
hinreichende Bedingung leitet neuerdings L. Bieberbach ab.350) 

27. Konforme Abbildung mehrfach zusammenhangender Ge­
biete.S51) Wii.hrend zwei einfach zusammenhangende Gebiete etwa der 
KIasse B in & stets aufeinander konform abgebildet werden konnen, 
bedar! es hierzu, wenn der Grad des Zusammenhangens p groBer als 
1 ist, des Erfiilltseins besonderer Bedingungen.352) 

Es seien T und T' zwei entsprechend von den Vollkreisen 8 1 und 82 j 

8/ und 82' begrenzte Gebiete in~. Damit T auf T' konform abgebildet 
werden kann, ist notwendig und hinreichend, daB das Doppelverhalt­
nis der vier Punkte, in denen 81 und S'J yon irgendeinem Ortho­
gonalkreise geschnitten werden, dem entsprechend gebildeten Wert 
fur S/ und 82' gleich sei. Liegen insbesondere Kreisringfiachen Yor, 
so miissen diese ahnlich sein.sOS) 

348) G. Pick, Rend. del eire. Mat. di Palermo 87 (1914), p. 341-344. 
349) .A. Hurwitz, Verh. d. ersten intern. Kongr. in ZUrich 1898, p. 109 u. if. 

V gl. aueh J. W . .Alexander, Ann. of Math. (2) 17 (1915), p. 12-22. 
350) V gl. L. Bieberbach, a) Berl. Sitzungsber. 38 (1916), p. 940--955. Bieber­

bach driickt die fragliche notwendige und hinreichende Bedingung so aus: Es gibt 
eine unendliche Folge beschrankter, einfach zusammenhangender 2(j -l)-dimen­
sionaler Gebiete Bj (j = 2,3,.· 'J, so daB durch z(Z) das Kreisgebiet I Z 1< 1 
dann und ilUr daun auf ein schlichtes Gebiet abgebildet wird, wenn der Punkt 
a;, a~'; "'; aj, a'j (ak = a" + ia/:) fUr aHe j im Jnnern oder auf dem Rande von 
Bj enthalten ist. Die Begrenzung von Bj wird nicht naher charakterisiert. Unter 
den Einzeiresultaten del' Arbeit sei zunachst die Beziehung I a2 I:;::: 2 hervorgehoben. 
Die einzige das Gebiet I Z! < 1 schlicht abbildende Funktion, fiir die I a, I den 

Wert 2 hat, ist ~ -a)2 (a konstant). Bieberbach vermutet, daB itberhaupt 
(1- e' 

I ak I ~ k gilt. [Man vergleiche a. a. O. Bowie b) Math. Zeitschr. 2 (1918), p. 158 bis 
170; c) ebendort 3 (1919), wo verschiedene weitere Ergebnisse abgeleitet werden]. 

Es sei ferner der folgende Satz genannt: Bildet die Funktion z + 2) an :n das Ge­

biet I z ! > 1 auf ein schlichtes Gebiet ab, so ist In I an I' ~ 1. 
351) Vgl. lIB 1 Nr.23 Bowie die Bemerkungen am Sehlu6 der Nr. 22 des 

vorliegenden Referates. 
352) F. Schottky, Inaugural-Dissertation, Berlin 1875, abgedruckt in dem 

J. f. Math. 83 (1877), p. 300-35l. 
353) Eine notwendige und hinreichende Bedingung gab zuerst F. Schottk:;_ 
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Zwei von pep ~ 2) Vollkreisen begrenzte sehliehte Gebiete T und 
T' konnen, wenn iiberhaupt, nur durch Vermittelung einer linearen 
Funktion aufeinander konform abgebildet werden.SM) 

Es sei jetzt T ein beliebiges p-fach zusammenhangendes Gebiet 
etwa tier KIasse a in~. Naeh F. Schottky kann man in nnendlich 
mannigfaltiger Weise Paare in T + S stetiger, in T bis auf polare 
Unstetigkeiten regularer, eindeutiger, auf S reeller analytiseher Funk­
tionen u(z) und v(z) bestimmen, so daB jede beliebige Funktion 
dieser .Art sich durch u und v rational mit roollen Koeffizienten aus­
driicken lii.Bt. Die Funktionen u und v sind durch eine algebraische 
Gleiehung vom Range p - 1 mit reeIlen Koeffizienten, G(u, v) = 0, 
vetbunden. Zwei zu beliebigen Funktionenpaaren u, Vj u', v' der im 
vorstehenden gekennzeiehneten Art gehorige eharakteristische 61ei­
chungen lassen sieh durch eine reeIle birationalo Transformation in­
einander iiberfiihren.S55) Zwei p-faeh zusammenhangende Gebiete Tl 
und Tj der Klasse C in ~ lassen sieh dann und nur dann aufein­
ander entweder konform oder konform mit Umlegung der Winkel 
abbilden, wenn ein Paar (und darum such jedes beliebige Paar) cha­
rakteristischer Gleiehungen von Tl und Ts durch eine reeile biratio­
nale Transf<1rmation zusammenhangt.S56) 

Journ. f. Math. 83 (1877), p. 300-361 [po 326-326] a.n. Ebendort p. 327-328 
wird da.s gleiche Problem fUr das von zwei konfoka.len Ellipsen begrenzte Gebiet 
erledigt. Die im Text mitgeteilte Fassung rtihrt von Koebe her. V gl. P. Koebe, 
Ber. d. Deutschen Math. Ver. 16 (1906), p. 142-153 [po 142-144]. Eine auf me­
thodische Einheitlichkeit (vgl. Nr. (7) hiuzielende eingehende Behandlung des 
Kreisringgebietes (auch der Falle, wenn einer det beiden Kreise oder ane beide 
in Punkte, darunter auch den nnendlich fernen Punkt, ausarten) findet sich bei 
P. Koebe, Joum. f. Math. 145 (1914), p. 177-223 [p.196-200]. 

354) Vgl. P. Koebe, loco cit. 353), p. 146-149. Werden namlich T und T', die 
beschrankt vorausgesetzt werden konnen, an allen inneren Begrenzungskreisen 
gespiegelt, die sich ergebenden erweitetten Vollkreisgebiete Tl und T~ in 
der gleichen Weise behandelt und dieses Verfahren ins Unendliche fortgesetzt, 
so lll.Bt aich der Variabilitatsbereich von z und fI' tiber die von den auSeren 
Kreisen von T und T' begrenzten beschrankten Gebiete EI und f)' mit Aus­
BchluR je einer (fiir p > 2) nicht abzahlbaren Punk.tmenge (M) und (M') aus­
dehnen. Die ]'unktion e'(z) ist in EI stetig, in EI- (M) tegular. Dorch eine 
Anwendung des Oauckyschen Integralsatzes auf das durch j Spiegelungen ge­
wonnene Gebiet TJ und durch tJbergang zur Grenze, j = 00 wird gezeigt, daB 
l(e) in @ regular und darum linear ist. (Man vergleiche hierzu die Ausfiih­
rungen der Nr.43, wo analoge UnitatBbeweise besprochen werden.) 

356) F. Schottky, loco cit. 303). 
3(6) F. Schottky, loco cit. 303), p. 320-323. Eine ausfiihrliche Da.rstel­

lung der SchottkYBchen Arbeit gibt R. Le Vavasseur, Ann. de Toulouse (2) 4. 
(1902), p. 45-100. Eine vereinfachte Ableitung der im Text besprochenen 
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Weiteres uber die fundamentalen Ergebnisse von F. Schottky ver­
gleiche Osgood, II B 1 Nr. 23. 

Nach Schottky hangt ein schlichtes Gebiet T der Klasse 0, dessen 
Rand Q Komponenten hat, von 3Q - 3 wesentlichen reellen Kon­
stanten ab.S5'1) Von ebenso vielen wesentlichen Parametern hangt das 
allgemeinste von Q Vollkreisen begrenzte Gebiet ~ in ~ abo Es ist 
darum zu erwarten, daB T auf ein Gebiet der Art St sich wird kon­
fo1'I1;l 'abbilden lassen. Schottky formuliert dieses neue Problem als ein 
Problem der Theorie lineal'el' Differentialgleichungen zweiter OrdnUllg 
mit algebraischen Koeffizienten.358) Der vollstandige Beweis fur die 
Moglichkeit der fraglichen konformen Abbildung ist erst in der 
neueren Zeit von P. Koebe erbracht worden (vgl. Nl'.44, wo sich auch 
weiteres iiber die konforme Abbildung mehrfach ~usammenhangender 
Gebiete findet). 

28. Das dritte Randwertproblem.s59) Es sei T ein Gebiet der 
Klasse B in ~. Es mogen f(s) und g(s) abteilungsweise stetige 
Funktionen auf S bezeichnen.360) Das dritte Randwertproblein be­
schiiftigt sich mit del' Bestimmung der etwa vorhandenen beschrankten, 
in T reguHiren Potentialfunktionen, die beschraIikte Ableitung 

0: u(x, y) haben und auf S, auBer in den Unstetigkeitspunkten von f 

und g, der Beziehung o;~S) + ((s) U (8) = g (s) genugen. 361) 362) 

Setzt man 

u (x, y) =f OCt) log ~ dt S6S), r l 
s 

Hehottkyschen Resultate findet sich bei E. Picard, Traite 2, p. 54.5-54.6 sowie 
Ann. de PEc. Normale (3) 30 (1913), p. 483-487. 

357) F. Schottky, loco cit. 352), p.322. Das gleiche gilt, wenn T ein he­
liebiges schlichtartiges Gebiet in @:m ist, dessen Rand (! Komponenten ha.t. 

358) F. Schottky, 10c. cit. 853), p. 331-351. Man vergleiche hierzn das 
fundamentale Fra.gment von B. Riemann, Ges. Math. Werke, p.440-444. 

3511) Vgl. H. Burkhardt und W. F. Meyer, IIA 7b Nr.17 und 18; E.601(1'­
sat, Cours 3, p. 518-525. 

360) Allgemeiner kann man {(8) und g(8) beschrii.nkt nnd im Lebesgl,e­
schen Sinne integrierbar annehmen. Auch konnen gewissen Bedingungen ge­
niigende nicht beschrankte Funktionen zugelassen werden. 

361) Sind fund g der FuBnote 360) gemiUl gewahlt, so ist eine gewisse 
Nullmenge von Punkten auf S auszuschlieBen. 

362) Sind fund 9 abteilungsweise stetig, 80 kouvergiert, wie sich nach-

traglich zeigt, 0: u (x, y) gegen O~S) auf jedem von Unstetigkeiten freien Bogen 

von S gleichmiWig. 
363) Der Einfachheit halber wird angenommen, daB es keine einfache Be­

legung auf S gibt, deren Potential in T identisch verschwindet. SoUte, wie beim 
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so erhiilt man die Integralgleichung 

(J(s) = .!.j(J(t) J-. (log~) dt 
n. un. T.t 
s (1) 

+ '!'f(s) r (J(t) log _1_ dt - .!.g(S).364) 
n 'J T.t n 

s 
Entweder hat das eingangs gestellte Problem eine und nur erne Lo­
sung365), oder das zugehOrige homogene Problem 

?;~8) + ((s) u(s) = 0 

hat eine endliche Anzahl linear unabhangiger Losungen. 1m ersteren 
FaIle existiert die zugehOrige Greensche Funktion @(~, 1]; x, y). 

Es ist 
() 

o;--@(~, "7; s) + f(s) @(~, "7; s) = 0, 
un. 

@(Xll Yt;X9,Ys)=@(XIl ,Y2;Xll Yt)·366) 
(2) 

Ist die homogene Randwertaufgabe IOsbar, so gibt es eineGreen­
ache Funktion "im erweiterten Sinne." 367) 

In einer ganz analogen Weise wird man im Raume vorgehen. 
Den Betrachtungen der Nr.21 gemaB ist 

Einheitskreise, diese Annahme nicht zutreffen, 80 wiirde man zuvorderst eine 
Transformation a;' = (Xx, y' = ay (0 < Cl =!= 1) vornehmen. Vgl. L. Lichtenstein 
Ber. d. Berl. Math. Ges. 9 (1909), p. 19-28 [po 22]. 

864) Vgl. E. Picard, Rend. del eirc. Mat. di Palermo 22 (1906), p. 241-259 
[p.250]; J. Plemelj, Monatsh. f. Math. u. Phys. 18 (1907), p. 180-211 [po 199-
211]; L. Lichtenstein, loco cit. S6S); E. Goursat, Cours S, p. 518-519; T. Carle­
man, loco cit. 198), p. 27-31. Carleman betrachtet Gebiete der Klasse M (obne 
Spitzen) in ®. Was die altere Behandlungsweise des dritten Randwerlproblems 
betrifft, vergleiche z. B. A. Korn, loco cit~ 55) c), Abh. 3; W. Steklo/f, Ann. de l'Ec. 
Norm. (3) 19 (1902), p. 191-259; p.455-4.90 [po 218-232J. Sie geht von dem 
Randwertproblem 

~: + 1 fu = g (1 ein reeller Parameter, f < 0) 

aus und bedient sich der im AnllchluB an die Poincarische Palermoarbeit (loc. 
cit. 190» ausgebildeten Methoden. Explizite Formeln fiir u if < 0 konstant) in 
einem Kreisgebiete gibt T. Boggio, loco cit. 141) b) an. 

865) Dies trifft z. B. zu, wenn f(s) ~ 0, J f(s) ds =+= 0 ist. 
s 

366) Geniigen I" und g einer HoldeTschen Bedingnng mit dem Exponenten 1, 
so sind Dl u auf S vorhanden und stetig und geniigen in T + Seiner H - Be-

dingung mit dem gleichen Exponenten. Auch ~@, ~@j geniigen in jedem (s, 1/) 
ux uy 

nicht enthaltenden Bereiche derselben Bedingung (L. Lichtenstein, loco cit. 363), 
p.23). 

867) L. Lichtenstein, loco cit. 863), p. 26. 
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(3) u(~, 1]) = - 21n.{ Gll(~, t]j t) ~: dt + +./U(t)dt, 

darum s s 

(4) u(s) = 2~ f[ Gll(s, t)f(t)+ +J u(t)dt - 2~J GII(~, 1]; t) g(t)dt. 
s S 

Diese Integralgleichung konnte ebenfalls zum Ausgangspunkte der 
Theorie genommen werden.SGB) 

Es moge jetzt das der Betrachtung zugrunde liegende Gebiet T der 
Klasse D angehoren. Geht man durch konforme Ab~ildung zu einem 
Gebiete T' der Klasse 0 iiber, so gewinnt man fur u'(x',y')=u(x,y) eine 

Randbedingung von der Form a;~~ + j(s') u' (s') = k(s'). Die Funk­

tionen j(s) und kes') sind, auBer in den Bildpunkten der Ecken, ab­
teilungsweise stetig und geniigen in der Umgebung der ausgeschlossenen 
Punkte s' Ungleichheiten von der Form I j (s') I, I k (s') I < 0 I s'- s' /"-1 
(0 konstant, an; = dem Offnungswinkel del' Ecke s). Auch jetzt wird 
man von der Integralgleichung (1) ausgehen und gelangt bei einiger 
Vorsicht zu analogen Existenz- und Unitatssatzen.369) 

Eine vollstandige Behandlung des dritten Randwertproblems in 
raumlichen Gebieten mit Kanten und korperlichen Ecken liegt zur 
Zeit nicht vor. Einen Weg zur Losung diirften unter geeigneten 
Voraussetzungen die Variationsmethoden (Nr. 4:6) sowie die Unter­
suchungen von S. Zaremba, R. Bar und T. Oarleman bieten.s70) 

368) Vgl. D. Hilbert, Witt. Nachr. 1904, p. 213-259 [po 255-256]. Dieser 
Weg empfiehlt sich namentlich, wenn es sich um nicht schlichtartige Gebiete 
handelt. 

369) Vgl. L. Lichtenstein, loco cit. 272) [po 112-119]. Ebenso wird man Yor­
gehen, wenn ein beliebiges schlichtartiges Gebiet der Klasse D in ~m yorIiegt. 1st T 
nicht schlichtartig, so kann man sich mit Vorteil der in geeigneter Weiae modifizier­
ten kombinatorischen Methode von L. Lichtenstein (Nr. 24j) bedienen. Das gieiche 
gilt, wenn S aus mehreren Komponenten besteh t, und auf einigen yon diesen die Rand-

bedingung u = «p, oder ~: = '1/!, auf den ubrigen die Bedingung ~: + fU = 9 Yor­

geschrieben ist. Eine andere Moglichkeit, das dritte Randwertproblem fUr Ge­
biete der Klasse M (ohne Spitzen) in ~ aufzulOsen, bietet die Methode von S. Za­
remba und R. Bar. Vgl. R. Bar, loco cit. 198), p. 19-21. In gleicher Weise Iallt 
sich allgemeiner das Randwertproblem 

at) + f(s) u(s) + J'K(S, t) u(t) dt = g(s) (K(s, t) =;= K(t, S) stetig) 

s 
behandeln (R. Bar, a. a. 0., p. 21-22. S. auch T. Carleman, loco cit. 198), p. 38 
bis 41). Eine vollstandige Behandlung des dritten Randwertpr'bblems fiir Ge­
biete der Klasse M (ohne Spitzen) in ~ hat neuerdings T. Garleman geliefert. 
V gl. T. Garleman, Ioc. cit. 364). 

370) Vgl. R. Biir, loco cit. 198) sowie namentlich T. Garleman, Ioc. cit. 198), 
p.31-38. 
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Es sei T ein einfach zusammenhangendes Gebiet der KIasse B 
in Q:. Wie in der Nr.24i, moge S in Bogen S' und S" zerfallen. 
Auf S' sei die Randbedingung u(s) = cp(s), auf S" die Bedingung 

outs) an + f(s) u(s) = g(s) 

(f, g, rp abteilungsweise stetig.) vorgeschrieben. Man gewinnt jetzt 
zur Bestimmung von u(s) auf 8" die Integralgleichung 

u(s) = F(s) + 2~ f f(t)u(t) G*(s, t)dt - 2~fg(t) G*(s, t)dt, 
S" S" (5) 

F(s) = 21nf cp(t) 0:1 G*(s,t)dt. 
S' 

Die Integralgleiehung (5) ist der Freilholmschen Methode zuganglich. 
In ahnlicher Weise wird man verfahren, wenn T der Klasse IJ in 
Q; angehOl·t. 

29. Weitere Ra.ndwertaufgaben. Die bis jetzt betrachteten 
Randbedingungen sind zumeist als besondere Faile in der Formel 

(1) ( 0~~(8) 
h s) on + f(s)u(s) = g(s) 

enthalten. Betreffs einer Verailgemeinerung durch Hinzunahme eines Glie­

des von der Form J K(s, t)u(t)dt linker Hand vergleiche die FuBnote 369). 

s 
R. Bar lOst fur einfach zusammenhangende Gebiete der Klasse B in Q: 
das Randwertproblem 

u(s) = oOnu(s + ~), 
= Lange von S) auf.371) 

Es moge jetzt T ein einfach zusammenhangendes Gebiet der 
Klasse 0 in Q; bezeichnen. H. Poincare bestimmt diejenige in T + S 
stetige, in T regulare Potentialfunktion u(x, y), die auf S der Bedingung 

(3) o;~) + lees) o;~ + l(s)tt(s) = g(s) 

genugt, unter k(s), l(s), g(s) analytische und regulare Funktionen ver­
standen.372) 

371) R. Bar, loco cit. 198), p. 22-24. Dort findet sich auch die allgemeinere 
Randwertaufgabe 

(2) u (s+{) = O;~l+ IA(S, t)u(t) dt, oOn u(s+~) = u(s) (0 ;?;8~ !) 
(A (8, t) = .A (t, 8) stetig). 

372) H. Poincare, Sechs Vortriige aus der reinen Mathema.tik und mathe-
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Die Losung wird als Potential einer einfachen Belegung ange­
setzt. Ihre Dichte geniigt einer Integralgleichung zweiter Art, deren 

Kern fiir S = t wie k(s) 2- + l(s) log ~ unendlich wird. Nach einer 
r.1 r.t 

Iteration und einer Umformung nnter Benutzung der Integrations­
wege im Komplexen gelangt man von hier aUB zu einer der Fred­
kolmschen Theorie zuglinglichen Integralgleichung. 

R. Bar macht zur Bestimmung del' auf dem Rande verschwin­
denden Greenschen Funktion eines Gebietes der Klasse C in ~ den 
Ansatz 

(4) 1 f 1 G(;, 1]; x, y) = log - - [L(t) log - dt 
('. rt 

s 
I 

und erhlilt fur.f [L(t)dt = Ii(s) eine Integralgleichung zweiter Art, 
o 

die im AnschluB an die Boeben erwiihnten Untersuchungen von 
Poincare gelOst wird.373) 

EB sei T' ein einfach zusammenhangendes Gebiet der Klasee B 
in If, T + S ein Bereich der Klasse B in T'; es sei ferner (fi, 'l]) ein 
Punkt in T. E. Picard behandelt das folgende Problem: Es sind die 
etwa vorhandenen, in jedem (fi, r;) nicht enthaltenden Bereiche in 
T + S und in T' - T + s' stetigen, auBer vielleicht am Rande, regu­
laren Potentialfunktionen u und u' zu bestimmen I die so beschaft'en 

sind, daB u sich in (;, 'I'}) Wle log.!.- verhiiIt und folgende Rand-
(' 

bedingungen erfullt sind: 

matischen Physik, Leipzig 1910, Zweiter Vortrag, p. 15-19; Le90ns de mecanique 
celeste 3 (1910), p. 251-261. Man vergleiche hierzu A. Blondel, C. R. 152 (1911), 
p. 1287-1290, wo speziell das Kreisgebiet betrachtet wird. 

373) R. Bar, loco cit. 198), p. 11-18. 
Die Randwenaufgabe (3) HUH sich, worauf auch Poincare hinweist, leicht 

mit Hilfe eines im Anschlu.6 an D. Hilbert von O. D. Kellogg, loco cit 146), an­
gegebenen Verfahrens crledigen. Es geniigt, T von der Klass€' B, die Funktion 
k(s) nebst ihrer Ableitung stetig, Z(s), g(s) etwa schlechthin stetig vorauszu­
lletzen. Randwerlaufgaben verwandter Natur sind von D. Hilbert, Verhandlungen 
des S. intern. Kongr. in Heidelberg 1904., p. 233-240; Gott. Nachr. 1905, 
p. 1-32; Grnndziige, p. 81-108 und im AnschluB daran von Ok. Haseman, loco 
cit. 146, betrachtet worden. Es handelt sich zunachst um die Bestimmung einer 
in einem einfach zusammenhangenden Gebiete der Klasse 0 in ~ analytischen 
und regularen Funktion fez) = U + iV, wenn a.uf S 
(5) a(s) U(s) + b(s) yes) + c(s) = 0 

gilt, unter a, b, c auf S erklarte, bis auf eine endliche Anzahl Punkte, nebst 
ihren Ableitungen erster Ordnung stetige, gewissen weiteren Einschrankungen 
unterworfene Funktionen verstandenj fez) wird auf S nicht notwendig iiberall 
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~:: =h(s')u'(s') auf S', 

- kl (s) ~: = - k2 (s) ~: = q(s)(u' - u) auf S. 
(7) 

Die Funktionen h(s'), kl (s) , k2 (s), q(s) sind stetig und positiv. 
Pt'card setzt u = log _1 +j'P,(t)dt, u' = (!L'(t) d~ und erhiilt zur 

(J rt .J I rt 
s s+S' 

Bestimmung von I'" und fL' ein System von zwei der Freilholmschen 
Theorie zuganglichen Integralgleichungen.374) 

Probleme del' mathematischen Physik fiihren vielfach auf die 
Bestimmung von Funktionen, die in verschiedenen Gebieten denselben 
oder vel'schiedenen Differentialgleichungen geniigen und an den ge­
meinsamen Randkurven oder RandfHichen durch geeignete Verkniip­
fungsgleichungen zusammenhangen.875) 876) In diese Gruppe von Auf­
gaben falien die bereits Nr.17b erwahnten Probleme von Neumann­
Poincare und Robin-Poincare. 

Es sei T ein einfach zusammenhangendes Gebiet del' Klasse C 
im Raume. E. Le Roy betrachtet Potentialfunktionen u und ua , die 
entsprechend in T + S und in dem Au.Benbereiche T .. + S stetig, m 
T und T .. regular sind und auf S den Bedingungen 

o 0 (8) u(s+) = u",(r), onu(s+) - on u .. (s-) = lk(s)u(s+) + g(s) 
(X reeli, k(s) > 0, g(s) stetig) 

stetig ausfallen. Des weiteren werden unter gewissen Voraussetzungen zwei in T 
analytische und regulare Funktionen fez) und f* (z) bestimmt, wenn auf S 
(6) a. U + b. V + a: U* + b/ V* + c. = 0 ('II = 1, 2) 
gilt. Die L5sung wird unter Zuhilfenahme der in der FuBnote 146) angegebenen 
Umkehrungsformeln gewonnen. Auf ahnliche Welse gelingt die Bestimmung 
eines Paares in T und T", analytischer und regularer Funktionen fez) und f .. (z), 
wenn auf Seine Beziehung von del' Form (",(s) = c(s)f(s) (Hilbert a. a. 0., ver­
gleiche auch J. Plemelj, loco cit. 146), p. 210), oder fa(s) = c(lJ) f(lJ(s) (Haseman 
a. a. 0.) vorgeschrieben ist. Durch einen weitel'en Ausbau seiner Methode ge­
lingt D. Hilbert die Loaung des Riemannschen Problems del' Bestimmung del' 
Funktionensysteme mit vorgcschriebener Monodromiegruppe, Gott. Nachr. 1905, 
p. 1-32; Grundziige p. 81-108. (Man vergleiche hierzu J. Plemelj, Monatsh. 
f. Math. u. Phys. 19 (1908), p. 211-246 Bowie E. Hilb, II B 5 Nr. H.) 

374) E. Picard, C. R. 156 (1913), p. 1119-1124. Es handelt sich hier um 
das Problem des thermischen Gleichgewichts zweier Medien mit W1irmeaus­
strahlung und Temperatursprung. Man vergleiche ferner E. Picard, Rend. del 
eirc. Mat. di Palermo 37 (1914), p.249-261 Bowie C. R. 142 (1906). p.861-865. 

375) V g1. die Bemerkungen von A. Sommerfeld, II A 7 c, p. 505-508. 
376) Man vergleiche ala Beispiel die Behandlung des allgemeinen elektro­

statischen Problems bei J. Plemelj, loco cit. 215). Weitere Beispiele finden sich 
bei H. Weber, Pitrtielle Differentialgleichungen, 1, p.319-527; 2, p. 168-198 so­
wie p. 438-450. Siehe ferner u. a. V 24 Nr. 58-70. 
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geniigen.311) Diese und andere analoge Aufgaben, insbesondere das 
durch Einfiihrung eines Parameters erweiterte dritte Randwertproblem 
sollen in einem weiteren Referat iiber partielle Differentialgleichungen 
vom elliptischen Typus besprochen werden. 

Eine Randwertaufgabe besondercr Art behandelt O. Holder. Sind 
res) und g(s) beliebige auf dem Einheitskreise C erkliirte stetige 
Funktionen, so gibt es im allgemeinen keine in einem Gebiete 

o < R2 < x2 + y' < 1, odel' 1 < x 2 + y2 < R2 

reguHire Potentialfunktionen, so daB auf 0: u(s) =f(s), o;:(s) = g(s) 
on 

ware. HOlder gibt notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir 
an, daB in jedem der beiden Kreisringgebiete bei vorgegebenem R 
eine Potentialfunktion dieser Art existiert.s78) 379) 379&). 

377) E'. Le Roy, Ann. de PEe. Norm. (3) 15 (1898), p.9-178. Man ver­
gleiche hierzn S. Zaremba, Ann. de PEc. Norm. (3) 20 (1903), p. 9-26 Bowie 
T. Levi·Givita, Bull. de rAe. de Craeovie, 1902, p. 263-270. 

378) O. Holder, Leipz. Ber. 63 (1911), p. 477-500 
379) Weitere Literatur: T. Garleman, loco cit. 198), p. 38-41; H. A. v. BeCkh 

WidmansteUer, Monatsh. f. Math. u. Phys. 23 (1912), p. 240-256, wo, in Ver­
allgemeinerung gewisser Betrachtungen von W. Wirlinger, Ansatze zur Behand­
lung der Randwert&ufgabe: ~ u = 0 in der Flache des Einheitskreises, 

ottt 17'14 i7'u 
Px! 17 x' + 2Qxy i7xoy + Ry! i7y!=F 

auf seinem Rande, angegeben werden. Unter P, Q, R, F werden stetige, gewissen 
Bedingungen geniigende Funktionen verstanden. Man vergleiehe hierzu 11f. Bot­
tasso, Atti della R. Acc. delle Sc. di Torino 50 (1915), p.417-440. 

379") O. Blumenthal behandelt neuerdings das Gleichgewicht einer recht· 
eckigen Membran T von der Ereite 2b und der Lange a, die an einer Breitseite 
festgehalten, an der anderen frei ist nnd deren beide Langaseiten von elastischen, 
durch stetige Krafte senkrecht zur Membran beanspruchten und in einem be­
liebigen Punkte (c ~ a) gestlitzten Balken gebildet werden. Das Problem wird 
auf die Bestimmung derjenigen in T + S stetigen, in T regularen Potential­
funktion tv zUrUckgefiihrt, die an den Langsseiten Randbedingungen von der 
Form a 

~w = G(X) + i..JQ({;, x)w(s)d;, on 
o 

an den BreitBeiten x = 0 und x = a der Form w = 0 und ~: = 0 geniigt. 

Der Ausdruck Q({;, x) ist eine stetige, nicht symmetrische Funktion, die filr aile 
x, ala l!'unktion von {; aufgefaBt, eine aus zwei Geradenstiicken bestehende ge­
brochene Linie darstellt. Die Aufgabe, die sich auch auf eine Integralgleichung 
mit unsymmetrischem Kern zuriickfiihren lieBe, wird dureh einen Fourier·Ansatz 
ge15st. Die Eigenwerte werden als Wurzeln einer transzendenten Gleichung 
miUels einer asymptotischen Mllthode bestimmt. Es wird das Vorhandensein 
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30. Die Poissonsche Differentialgleichung. Es sei T ein be­
schrlinktes Gebiet der Klasse B in ~m' p(x, y) eine in T + S stetige, 
in T einer HBedingung geniigende Funktion. Es gibt eine und nur 
eine in T + S stetige F'unktion u, so daB ])1 u nnd D2 u in T stetig 
sind, in T ... flu = p, auf S . .. u(s) = cp(s) (cp(s) abteilungsweise 
stetig) gilt.sBO) Man findet (in ~ am einfachsten von der Gt'eenschen 
F'ormel (2) Nr. 10 ausgehend) 

U(;,'Y})=-h p(x,y)G(;,1};x,y)dxdy 1 j' 
l' (1) 

1 J~ 0 + -2 cp(t)-~ G(;, 11; t)dt. n ont 
s 

Von besonderer Wichtigkeit ist die auf S verschwindende Losung 

(2) ua, 1]) = - 21n./P(x, y) Ga, 11; x, y)dxdy.381) 
l' 

1. In T + S ist 

(3) i ])lU(Xl> Yl) - ])lU(XZ, Y2) j < A'eA.) Max jp Id:2 (0 < ).. < 1) 

d~2 = (Xl - X 2)2 + (Y1 - Y2l 
2. Gehort T der Klasse Bh an und ist J.. der zugehorige Holdel"­

sche Exponent, ist ferner in T + S ... I P(Xll Y1) - p (xv Y2) I < N d:2 , 

so sind ])2U in T + S stetig. Es gilt ferner daselbst 

von unendlich vielen negativen und unendlich vielen komplexen Eigenwertell 
mit negativem Realteil festgestellt. Sonstige Eigenwerte konnen nur in end­
Heher Anzahl vorhanden sein. (Vgl. U. Blumenthal, Math. Zeibehr. 3 (1919). 

380) 1st das Gebiet T schlicht, so wird man zum Beweise am einfachsten 

u(6,1jl=-...!... fp (x, y)log.!:. dxdy + U(~,7J) setzen. 1st T schlichtal'tig, 80 2nJ.l (! 

l' 

kann man durch konforme Abbildung zu einem schlichten Gebiete ubergehen. 

Andernfalls wird man etwa, wenn T irgendein Gebiet der Klasse B bezeichnet, 

das T + S enthalt., u (6, 1) = -..!.. fp (x, y) G (6, '1/; x, y) dx dy + U (~, 7J) setzen, 2nJ' 
l' 

unter G die zu T gehorige Greensche .Funktion verstanden. Der Existenz- und 
Unitatssatz gaIt en bei beliebigen mehrfach (und selbst unendlichvielfach) zusammen­
hangenden beschrankten Gebieten in ~m' deren Rand keine punktartigen Kom­
ponenten hat (Nr. 39 und 4S c). 

381) Die Formel (1) gilt unverandert auch noeh, wenn l' der Klasse Q au­
gehOrt. Ein analoger Ausdruck ergibt sich bei einem Gebiet der KlaBse B im 
Raume. Die Formel (2) gilt fUr alle beBchrankten einfach oder mehrfaeb zu­
sammenhangenden Gebiete in ~"" deren Rand keine punktartigen Komponenten 
hat. V gl. L. Lichtenstein, Ber. d. Berl. Math. Ges. 15 (1916), p. 92-96. Dort wer­
den beschrankte, einfach zusammenhangende Gebiete in ~ betrachtet. 
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(4) I DSu(xl1 !II) - Dsu(xJ , Y2)i <{ Al Max /pl + .A2N}d;1l 
(AI> 0, All> 0 konstant).382) 

Analoge Sli.tze geIten fur partielle Ableitungen hoherer Ordnung BO­

wie im Raume. 
1st peine abteilungsweise stetige, oder allgemeiner beschrankte 

und im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion, so sind Dl u, so­
fern T der KIasse B angehort, immer noch in T + S stetig und ge­
nfigim der Beziehung (3). Genfigt p in einem Punkte in T einer del' 
in der Nr. 8 angegebenen Bedingungen, so hat u dort stetige partielle 
Ableitungen zweiter Ordnung und geniigt der Differentialgleichung (5) 
t::..u = p. 1st [p(x, y)]ll in T im Lebesgueschen Sinne integrierbar, so 
hat u(x, y) nach L. Lichtenstein in T, auBer hochstens auf einer gewissen 

o~ u OiU 
Menge von Punkten vom MaBe Null, partielle Ableitungen OXi' cy2 

und genugt der Differentialgleichung (5) (vgl. Nr. 8).383) 
31. Einzelbetrachtung besonderer Gebiete. Spezielle Unter­

suchungen fiber die Kreisflache, KreisringfHiche sowie den Kugelkorper 
sind ihrer besonderen Wichtigkeit wegen in den Abschnitten Nr. 13 und 
14, eingehend besprochen worden. (V gl. iiberdies die FuBnoten 237 
und 254.) UntersuchUngen fiber das Gebiet einer Ellipse sind in del' 
neueren Zeit von C. Nellmann 384), E. R. Neumann 385) , J. Plemelj386), 
G. Wiaraa S37), G. L ery 387), J. Blumenfeld und TV. Mayer 205) angestellt 
worden. Mit dem Ellipsoidkorper beschiiftigen sich G. Morera, C. Sonli­
gliana, A. Wangerin, G. Wiarda und S. Erodetsky.388) Die Anziehung und 

382) Vgl. A. Korn, loco cit. 55) h), p. 31-32; Ok. H. Muntz, loco cit. 31) 
[po 9-20]. Man beachte insbesondere die Bemerkung auf p. 20. 

383) L. Lichtenstein, loco cit. 61), p. 34-42. Weitere Literatur: A. Paruf, 
loco cit. 246); dort sowie bei E. Picard, Acta math. 26 (1902), p. 121-137, findet 
sich insbesondere die Da.rstellung der Losung u im Kreisgebiete durch trigo­
nometrische Reihen. Ma.n vergleiche ferner U. Dini, loco cit. 137); L. Lichten­
stein, Math. Ann. 67 (1909),p. 659-675 [po 559-665J; W.Osee-n, Rend. del Circolo 
Mat. di Palermo 38 (1914), p. 167-179. 

384) 0, Neumann, Leipz. Ber. 62 (1910), p. 87-169 [po 103-108]. 
385) E. R. Neumann, Beitrlige, p. 140-101 (a. a. O. wird auch das Au6en­

gebiet einer Ellipse betrachtet). 
386) J. Plemelj, Untersuchungen, p. 71-74; p. 88-90; p. 95-97. 
387) G. Lery, a) C. R. 14:! (1906), p. 951-963; b) ebendort p. 1406-1407 

sowie c) C. R. 152 (1911), p.834-844. Lery stellt die Greensche Funktion einer 
Ellipsenflache a.ls das Potential einer gewissen unendlichen Menge von Massen­
punkten dar. Dieses Resultat ist spater unabhangig von E. R. Neumann, Bei­
trage, p. 125-141 angegeben worden (Vgl. auch G. Wiarda, loco cit. 237).) 

388) G. Morera, Atti della R. Acc. della Sc. di Torino 39, p. 252-258; 
p. 268-261; 41, p. 620-631; p. 638-541; Torino Mem. (2) 55 (1905), p. 1-25; 
Atti della R. Acc. dei Lincei, Rendiconti (5) 15, p.669-678; (5) 17, p.378-390, 
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das Potential hyperboloidischer Schalen bestimmt E. Sfeinits. S89) Mit 
der Anziehung eines homogenen Korpers, der yon zwei Tripeln kon­
fohler FHichen zweiten Grades begrenzt ist, die durch zwei gegebene 
Punkte als Gegenecken hindurchgehen, beschiiftigt sich F. de Salvert S90), 
mit der Anziehung eines homogenen Kugelsegmentes G. W. Hill.s91) 
Das yon zwei Kreisbiigen begrenzte einfach zusammenhangende Gebiet 
haben C. Neumann und T. Carleman betrachtet.S92) Eine neue Behand­
lung des Potentials und der Anziehung homogener Polyeder gibt 
P. Appell. 392a) 

fiber ebene Gebiete, die yon algebraischen Kurven begrenzt sind, 
liegen Arbeiten von G. Lery 393) und G. Herglotz S94) vor. G. Lery be­
trachtet die Greensche Funktion und weist u. a. auf die Bedeutung der 
Brennpunkte hin. Herglotz bestimmt allgemein das logarithmische Po­
tential des mit homogener Masseschicht belegten Gebietes und zeigt, 
daB sich dieses stets auf das Potential gewisser einfacher und doppelter 
Linienbelegungen Bowie einzelner Massenpunkte zuriickfithren liiBt. Die 
Lage dieser Massen hangt innig mit der Lage der ordentlichen und auBer­
ordentlichen Brennpunkte des algebraischen Handes zusammen. Ins ein­
zelne durchgefiihrt ist die Theorie fiir bizirkulare Kurven vierter Ordnung. 
Als GrenzHille ergeben sich Siitze iiber Inversiorrskurven einer Ellipse 

C. Somigliana, Rend. del eirc. Mat. di Palermo 31 (1911), p. 387- 391; A. Wan­
gel'in, Ber. d. Deutschen Math. Ver. 23 (1914), p. 389-891; G. Wiarda, loco cit. 287), 
p.57-68; S. Brodetsky, The quarterly Journ., 46 (1915), p. 297-317 gibt eine 
direkte Ableitung der bekannten Formeln fur das Potential eines homogenen Ellip­
soidkorpers. A. a. O. finden sich auch allgemeine Formeln fUr das Potential homo­
gener konvexer K5rper mit einer Symmetrieebene. Potential gewisser nicht homo­
gener Ellipsoidk5rper gibt G. Prasad, Mess. onrath. 30 (1900/01), p. 8-15 an. Es 
sei zuletzt auf die Beha,ndlung des Ellipsoidk5rpers bei H. Poincare, Figures d'equi­
libre d'une masse fluide, Paris 1902, p. 113-192, insbes. p. 136-142, und bei 
C. Jordan, Cours d'Analyse, Bd. 3, 2. Aufi., Paris 1896, p. 422-435 hingewiesen. 

389) E. Stein#z, Journ. f. Math. 129 (1905), p.294-315. 
390) P'. de Salvert, Annales de la soc. sC. de Bruxelles 21 und 30, auch ala 

Monographie bei Gauthier-Villars, Paris, erschienen. Fur spezielle Lagen des an­
gezog~nen Punktes werden explizite Formeln angegeben. 

391) G. W. Hill, Amer. Journ. 29 (1907), p. 345-362. 
392) V gl. O. Neumann, Leipz. Ber. 62 (1910), p. 307 - 367, wo nament­

lich die natiirliche Belegung bestimmt wird, und T. Carleman, loco cit. 198), 
p.47-86. Weitere spezielle Gebiete siehe bei C. Neumann, a. a. 0., p. 368-
376 sowie Leipz. Ber. 63 (1911), p. 240-248. Man vergleiche iiberhaupt die in 
den Jahren 1906-1917 a. a. 0 ver5ffentlichten Abhandlungen von C. Neumann. 

392&) Vgl. P. Appell, Rend. del Circ. Mat. di Palermo 35 (1913), p. 79-81. 
393) V gl. G. Lery, loco cit. 387) a) b) c) sowie Ann. de l'Ec. Norm. (3) 32 

(1916), p. 49-136. 
394) V gl. G. Herglotz, loco cit. 79). 
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Bowie einer Hyperbel, die gewisse von O. Neumann entdeckte Theo­
reme umfassen.!l95) An gleicher Stelle wird das Newtonsche Potential 
homogener, von bizirkularen, symmetrischen Flachen vierter Ordnung 
begrenzter Rotationskorper behandelt. Das Newtonsche Potential ho­
mogener Korper, deren Begrenzung aus Rotationsellipsoiden durch 
Inversion an einem beliebigen Punkte der Umdrehungsachse entsteht, 
bestimmt A Wangerin. s96 ) 

Das Newtonsche Potential einer homogenen Kreisscheibe und 
einer homogenen Halbkugel sowie gewisser nichthomogener Bele­
gungen der beiden Gebiete hat T. J. r A. Bromwich ermittelt.S97) 

Das erste Randwertproblem fiir das von der Hiilfte einer Lemnis­
kate mit Doppelpunkt begrenzte beschrankte Gebiet wird unter Zu­
grundelegung der Neumann-Fredholmschen Theo'rie von J. Blumenfeld 
und w: Mayer erledigt.205) 

Eine (zweidimensionale) Greensche Funktion (im erweiterten 
Sinne) der Kugelflache hat E. Zermelo angegeben.a98) Mit den Green­
schen Funktionen des Korpers eines unbegrel1zten geraden Kreis­
zylinders beschaftigen sich P. Levy und G. B01.tligand.399) 

Eine Formel fur die Greensche Funktion des zwischen zwei paral-
~~-~--

395) O. Neumann, Leipz. Ber. 59 (1907), p. 278-312; 60 (1908), p. 53-56 
Bowie p. 240-247. Siehe auch H. Liebmann, ebendort, p. 378-386. 

396) .A. Wangerin, loco cit. 91). Dort werden noch weitere Sonderfiille be­
handelt. Durch Spezialisiernng werden Ausdriicke fiir das Potential des Korperl, 
das durch Rotation einer Kreisflache um eine Tangente entsteht, gewonnen 
(zuerst von H. Br·uns, Inangural-Dissertation, Berlin 1871, bestimmt). 

397) T. J. TA. Bromwich, Proc. of the London Math. Soc. (2) 12 (1912/13), 
p. 100-125. Die Verleilung der Elektrizitat auf einer leiteuden elliptischen 
Platte, insbesondere einer Kreisscheibe findet sich bei H. Weber, Parlielle Diffe­
rentialgleichungen 1, p. 338-342. Man vergleiche auch R. Gam, Zeitschrift f. 
Math. und Phys. 53, p. 434-437. 

398) E. Zermelo, Zeitachr. f. Math. und Phys. 47 (1902), p. 201-237. Die 
fragliche Greensche Funktion ist eine auf der KugelfHiche, au6er in einem Yor­
gegebenen Punkte, wo sie logaritbmisch unendlich wird, analytische und regn­
Hire Losung der Differentialgleichung t:.~ u = Const. Man vergleiche hierzu 
J. Hadamard, Lec;ons, p.50-52; D. Hilbe1·t, Gott. Nachr. 1904, p.241-242; 
Grundzuge, p. 65-66. 

Die (zweidimensionale) Green sche Funktion einer Kugelkalotte gibt V . .Amato, 
Giornale di Mat. 44 (1906), p. 18-24-, an. 

399) P. Levy, C. R. 154 (1912), p. 1405-1407; Rend. del Circ. Mat. di Pa­
lermo 34 (1912), p. 187-219, betrachtet die Greensche Fnnktion erater und 
zweiter Art. G. Bouligand, C. R. 156 (1913), p. 1361-1363, betrachtet einige 
Eigenschaften der Greenschen Funktion eloster Art, insbesondere ihren Zusammen­
hang mit der Greenschen Funktion des Normalschnittes. Man vergleiche die 
Bemerknngen von J. Hada1)Jard zu der vorstebenden Note (C. R. 166 (1913), 
p. 1364). 

Encyldop. d. math. Wissensch. II 3. 20 
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lelen Ehenen eingeschlossenen 
T. Eo ggio , fur den Karper 
L. Orlando an.400) 

seitlich unbegrenzten Korpers giht 
eines rechteckigen Parallelepipedons 

Mit dem Problem des elektrischen Gleichgewichts eines Systems 
von zwei leitenden Kugeln beschiiftigen sich im AnschluB an eine 
altere Poisson sche Behandhmg des gleichen Gegenstandes J. B. Goebel, 
JJI. Lange und G. Darboux.401) Spezielle in das Gebiet der Potential-

400) T. Boggio, Rend. del R. 1st. Lomb. (2) 42 (1909), p. 611-624. 
L. Orlando, Rend. del eire. Mat. di Palermo 19 (1905), p. 62~65. Eine Auflosung 
der beiden era ten Randwertprobleme fur den Korper eines rechteckigen Parallele­
pipedons gibt P. Alibrandi, Giorn. di Mat. 41 (1913), p. 230-241, an. Es sei an 
dieser Stelle auf die alteren umfassenden Untersuchungen von P. Appell, loc. 
cit. 300), hingewiesen. Appell gibt allgemein einen Ausdruek fur eine G1'eensche 
Funktion zweiter Art des Korpera eines Polyeders an, daa so besehafl'en ist, da13 
die durch unbegrenzt wiederholte Spiegelung entstehenden Polyeder nicht in­
einander eindringen. 

Das elektrische Feld in System en von regelmiiBig angeordneten Punkt­
Jadungen bestimmen P. P. Ewald, Inaug.-Diss., Munchen 1912; M. Born, Dynamik 
del' Kristallgittel', Leipzig 1915 und E. ~"",Iadelw!g, Phys. Zeitschrift 19 (1918), 
p.524-532. 

In dies em Zusammenhang sei ferner eine Arbeit von lVI. Hafen, Jl.'Iath. Ann. 
69 (1910), p. 517-537, genannt. Hafen bestimmt u. a. fUr spezielle Werte del' 
Randfunktion die Losung des ersten Randwertproblems 1. in dem von cineI' 
(doppeJt zu zahlenden) Kreisflache begrenzten (dreidimensionalen) Gebiete, 2. in 
einem Raumgebiete, das von zwei doppelt zu zablenden parallel en Kreisfiachcu, 
deren Mittelpunkte auf einer auf diesen FBichen senkrecblen Geraden liegcn, begrenzt 
ist. Man gewinnt 110 inslJcsondere eine strenge Losung des Kondensatorpror)lems. 

401) J. B. Goebel, Journ. f. Math. 124 (1902), p. 167-164; 125 (HI03), 
p. 267-281; Iff. Lange, Journ. f. Math. 132 (1907), p. 69-80; G. Darbo'UJ', Bull. 
des BC. math. (2) 31 (1907), p. 17-28. 

Goebel behandelt insbesondere den aueh schon von Poisson betl'achteten 
Fall zweier sich beriihrenden Kugeln. Lange bestimmt die Verteilurrg der Elek­
trizitat auf zwei eillander nicht umschlic!.lenden und nicht beriihrenden leitenden 
Kugeln in einem in bezug auf die Vel'bindungsgerade del' Mittelpullkte sym­
metrischen Felde. Hieran anschlieBend wird die elektrische Verteilung auf drei 
leitenden Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen, behandelt. 

Mit del' Poissonschen 'I'heorie hat sich aueh E. R. Neumann beschaftigt. 
Vgl. Leipz. Bel'. 48 (1896), p. 634-648; Journ. f. Math. 120 (1899), p. 60-98; 
p. 277-304. In diesen Arbeiten wird unter anderem die Verteilung der Elekrizitat 
auf einer schlichtartigen leitenden Flache bestimmt, die aus 'reilen von drei 
Kugeln besteht, von denen eine auf ·den beiden anderen orthogonal ist. 

Weitere Literatur: T. J. TA. Bromwich, :Mess. of Math. 35 (1905/06), 
p. 1-12; E. W. Barnes, Quarterly Journ. 35 (1904), p. 155-175; A. Guillet et 
Aubert, C. R. 155 (1-912), p. 708-711; F. ,':J'chmidt, Beitrage zur Verteilung der 
Elektrizitat auf zwei leitenden Kugeln, insbesondere fUr den Fall der Beriihrung, 
Inaugural-Dissertation, Halle 1912, p. 1-46. Altere Literatnr zum Problem del' 
zwei Kugeln vgl. V 15 Nr 13. 
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theorie fallen de Randwertaufgaben der mathematischen Physik finden 
sich u. a. bei H. Weber, Partielle Diiferentialgleichungen, 1, p. 319-527; 
2, p. 168-198; p.438-450 sowie C. Jordan, Cours d'Analyse, Bd.3, 
zweite Auflage, Paris 1896, p. 380-458.4018) 

Explizite Formeln fur die konforme Abbildung spezieller ein­
faeh zusammenhangender Gebiete in ~ auf ein Kreisgebiet sowie 
spezieller schlichtartiger Polyeder auf eine Kugel :linden sich in groBer 
Zahl in den Abhandlungen von H. A. Schwarz.402) Man vergleiche ferner 
G. Holzmiiller, Einfiihrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaft 
und der konformen Abbildung mit Anwendung aufmathematische Physik, 
Leipzig 1882, sowie die in der Literaturiibersicht angefiihrten Bucher 
uber konforme Abbildung von L. Lewent, L. Bieberbach und E. Study. 
Verschiedene Beispiele sind von T. Levi-Civita, U. Cisotti und H Villat 
bei Behandlung hydrodynamischer Probleme betrachtet worden.403) 

Explizite Formeln fur die konforme Abbildung des Gebietes, das 
ubrig bleibt, wenn man aus einer Halbebene eine unendliche An­
zahl von Halbkreisflachen, deren geradliniges Randstiick aUemal auf 
der reellen Achse liegt, entfernt, auf eine Halbebene gibt unter ge­
wissen einschl'ankenden Voraussetzungen G. Cassel;404) 

Mit der konformen Abbildung des von zweiaufeinander senk­
rechten geradlinigen Schlitzen begrenzten zweifach zusammenhangen­
den Gebietes in ~ auf ein Kreisringgebiet beschi1ftigen sich E. Biihr405) 

und J. Thomae.406) 407) 

Besondere durch elliptische Funktionen ausfuhrbare konforme 
Abbildungen vgl. bei R. Fricke, II B 3 Nr. 76. 

401a) Weitere Literatur: H. Petrini, Arkiv fOf Mat. Ed. 11 (1916) Nr.13. 
402) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 65-83; p. 84-101; p. 102-107; p.211 

bis 259; p. 320-326. 
403) Vgl. etwa T. Levi-Civita, Rend. del Cire. Mat. di Palermo 23 (1907), 

p.1-3; U. Cisotti, ebendort, 25 (1908), p. 145-179; H. Villat, loco cit. 160). 
404) T. Cassel, Acta math. 15 (1891), p. 33-44. Der besondere Fall, wenn 

die Zahl der Kreise endlich iHt, ist bereits friiher von H. Weber, Gott. Nachr. 
1886, p. 359-370. betrachtet worden. 

405) E. Bahr, Inaugural-Dissertation, Jena 1905. 
406) J. Thomae, Leipz. Berichte 58 (1906), p. 172-19l. 
407) Mit weiteren besonderen Fallen beschaftigen sich F. Lindemann, Miinch. 

Ber.24 (1894), p. 403-422; 25 (1895), p. 219-237; 26 (1896), p. 401-424; J. Goettler, 
Miinch. Ber. 30, p. 165-185; F. J. Muller, Abbildung eines Spbaroidstreifens auf 
die Ebene, Inaugural-Dissertation, Wiirzburg; L. Way/and Dowling, Ann. of Math. 
(2) 6, p.69-85; J. Nauenberg, Die konforme Abbildung eines FIachenstiickes, 
das von einer algebraisehen Kurve 2n Ordnung begrenzt wird, Inaugural­
Dissertation, Erlangen. 

20* 
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32. Wirkliche Bestimmung der Losung von Randwertproble­
men. Besondere Ansatse. Fur die wirkliehe Bestimmung der Lo­
sung eines Randwertproblems kommen vor allem Reihenentwicklungen 
in Frage. Fur eine Anzahl·ebener und raumlieher Gebiete einfacher 
Natur gelingt es, unendliehe Reihen aufzustellen, die sich fur die 
Darstellung der Losung besonders eignen und namentlich in der 
mathematischen Physik eine groBe Rolle spielen. Die zum Teil weit 
ausgebildete Theorie bildet den Gegenstand einer besonderen Lehre 
von den Reihenentwicklungen der Potentialtheorie.(08) 409) Eine ahn­
liehe Rolle, wie die Kugelfunktionen fur den Kugelkorper spielen bei 
einem beliebigen dreidimensionalen Gebiete der Klasse B die wieder­
holt erwahnten von H. Poincare eingefiihrten Fundamentalfunktionen 
(Nr. 17).410) 411) 

Fur die wirkliche Bereehnung der Losung der beiden ersten 
Randwertaufgaben hat S. Zaremba das folgende einfache Verfahren 
angegeben.4111) Es sei l' ein beschranktes, der Einfaehheit halber ein­
faeh zusammenhangendes Gebiet dt!r Klasse B in~. Es s·ei (xo, Yo) 
ein beliebig gewahlter fester Punkt. Man geht von det unendlichen 
Folge regularer Potentialfunktionen 

u(x, y) = ~ [( (x-xo) +i(y - Yo) }h+l + {(x -xo) - iCy - 10) J h+lj, 
llh+l 

u(x, y) = ;.[ ((x-xo) +i(y-yo) }h+l_{ (x -xo)-i(y -Yo) Jh+lJ 
2h+9 t 

aus, setzt 
(k = 0, 1, ... ) 

408) Es handelt sich hier vor aUem um Entwicklungen, die nach den 
Kugel- und verwandten Funktionen fortsohreiten. Man vergleiche H. Burkhardt 
und W. F. Meyer, II A 7 b Nr. a, 20, 21, 22: ..4.. Wangerin, IT A 10; M. Bocher, 
Reihenentwicklungen der Potentialtheorie, Leipzig 1894 (weitere Ausfiihrung einer 
Gottinger Preisschrift, 1893); E. Hilb, Math. Ann. 63 (1907), p. 38-83 sowie den 
Artikel liber allgemeine Reihenentwicklungen von E. Hilb und O. Sease. 

409) Man vergleiche hierzu auch die in der FuBnote 388) genannten AT­
beiten von G. Morera und C. Somigliana. 

410) Vgl. z. B. J. Blumenfeld und W. Mayer, loco cit. 205). 
411) Fiir die wirkliche Berechnung der L(jsung erscheint es vom Vorteil, 

die Laplacesche Gleichung in besonderen Fallen auf einfachere Differential­
gleichungen zuriickzufiihren. Man vergleiche in diesem Zusammenhang loco cit. 
113) 80wie ..4.. Wangerin, Berl. Monateber. 1878, p.162-166; E. R. Haenteschel, 
Inaugural-Dissertation, Berlin 1893; F. H. Safford, Archiv der Math. u. Phys. (3) 
13 (1906), p. 223-226; R. Forste,., Archiv der Math. u. Phys. (3) 22 (1914), p.314 
bis 319 sowie p. 319-322; O. Tedone, Atti del 4. Congr. Intern. dei Mat. 3 (1909), 
p.168-168. 

412) 8. Zaremba, Bull. de l'Acad. des So. de Cracovie 1909, p. 125-196. Die 
Ergebnisse von Zaremba enthalten .. Is Spezialfall die etwas spater veroffentlich­
ten Resultate von S. Bernstein, C. R. 148 (1909), p. 1306-1308. 
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k-l 

t\ = Cl,o + CI ,1 Ul , Vi = Ct,o + ~ Ce"v, + Ck,kU; (k = 2, 3, ... ) 
1==1 

und bestimmt clt" SO, da.6 

.!VkdS=O, JVlt~:kdS=-l (k=1,2, ... ), jv,;=ltas=O (J+k) 
s s s 
gilt. Jede in T + S stetige, in T regulare Potentialfunktion u, die so 
beschaffen ist, daB das Dirichletsche Integral DT(u) existiert (Nr.4:5), 
laBt sich in eine unendliche Reihe 

(l = Lange von S) 

entwickeln. Diese konvergiert in jedem Bereiche in T unbedingt und 
gleichmii.6ig41S) und diirfte zumindest, wenn T und die vorgescbrie­
benen Randwerte geeigneten Stetigkeitsbedingungen geniigell, eine prak­
tisch brauchbare Darstellung der Losung bilden. In ahnlicher Weise 
wird man vorgehen, wenn T mehrfach zusammenbiingend ist oder den 
unendlich fern en Punkt enthiilt. Auch gewinnt man auf diesem Wege 
fast unmittelbar eine Darstellung der Losung des zweiten Randwert­
problems. Analoge Entwicklungen geIten im Raume. 

Die vorstehenden Betrachtungen von Zaremba beriihren sich mit 
einigen spii.teren Ansatzen von M. Brillouin.414) 

Eine ganz andere Methode zur rechnerischen Bestimmung der 
Losung von Randwertaufgaben ist von W. Ritf! vorgeschlagen worden. 
Wir kommen auf diese in einem anderen Zusammenhange weiter 
unten (Nr. 4:5) zu ,sprechen. 

Ein Verfahren, das wenigstens im Prinzip gestattet, die konforme 
Abbildung ausgedehnter Klassen einfach zusammenhangender be­
schrankter Gebiete in & auf ein Kreisgebiet rechnerisch mit beliebi­
ger .Annaherung durchzufiihren, ist neuerdings von L. Bieberbach an­
gegeben worden (Nr.4:7 p. 358). Auch die neueren Quadratwurzelver­
fahren (Nr. 47, p.353-356) kommen fUr diesen Zweck in Betracht. 

Es ist zu erwarten, daB, zumindest bei gewissen spezlellen Ge­
bieten, die Cauchysche Integrationsmethode (Ersatz der Differential­
gleichung durch eine Differenzengleichung und Ubergang zur Grenze) 
sich auf die Laplacesche Differentialgleichung wird iibertragen lassen.415) 

413) Ohne notwendigerweise in T + S zu konvergieren. 
414) Vgl. M. Brillouin, loco cit. 327) Bowi~ C. R. 161 (1915), p. 775-778. 
415) V g1. G. 1<'ubini, Rend. del. Circolo Mat. di Palermo 17 (1903), p. 222 

bis 235 [po 235], wo die Flache eines Rechtecks betracbtet wird, Bowie 
J. :u Raux, C. R. 156 (1913), p. 437-440; p. 670-672 Bowie Journ. de Math. 
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33. Losung in Abhangigkeit von der Begrenzung. Es sel 
TlI (n = 1, 2, ... ) eine unendliGhe Folge beschrankter Gebiete der 
Klasse B in Q;, die gegen ein Gebiet T derselben Natur konvergieren. 
(1st dn Maximum des Abstandes eines Randpunktes des Gebietes Tn 
von 8, so ist lim dn = 0.) Es sei K* ein Kreisgebiet, das T und 
Tn(n = 1, 2, ... ) enthiilt, f eine in K* erkHirte stetige Funktion, 
u und un die entsprechend in T + S und Tn + 8n stetigen, in T oder 
Tn regularen Potentialfunktionen, die auf 8 bzw. 8" gleich f sind. 

Aus den Entwicklungen der Nr. 17 laBt sich leicht die Beziehung 
lim un = U (der Grenzlibergang in jedem Bereiche in T gleichmaBig) 
11=00 

ableiten: Die Losung des ersten Randwertproblems andert sich mit 
dem Gebiete stetig. Bine Reihe sehr we it gehender Siitze verwandter 
Natur wird we iter unten, Nr.49 (siehe auch Nr. 34), besprochen. An 
dieser Stelle wollen wir zunachst in aller Klirze auf gewisse auf 
J. Hadamard zuruckgehende Ansiitze hinweisen, die mit den bekann­
ten Betrachtungen der Volterraschen Theorie der Funktionen von 
Linien zusammenhangen. 

Bs sei etwa T ein beschranktes Gebiet der Klasse B in ~, T 
ein variables Gebiet derselben Natur, das gegen T konvergiert. Bis 
auf unendlich kleine GroBen hOberer Ordnung ist in T 

(1) G(5,'r};x,y)-G(~,r;;x'Y)=_21 f/ G(;,r;;t)cJ~G(x,y; t)ontdt, 
11:. vnl unl 

:;; 

unter (/;,1]) und (x, y) beliebige Punkte in T, unter cJnt den als un­
endlich klein vorausgesetzten Abstand des. Punktes t auf S von S 
verstanden.416) Liegt eine von einem Parameter a stetig abhangende 
Schar von Gebieten der Klasse B vor, so ist nach (1), sobald gewisse 
leicht angebbare Bedingungen erfallt sind, 

(2) ,,?~ G(;, 'r}; x, y) = - -21 [",0 G(;, 11; t)j-G(x,y; t)~ n t dt. 
oa 11:. Unt Unt DC 

s 

1st die G1"eensche Funktion eines Gebietes der Schar bekannt, 
so bietet die Formel (2) eine Moglichkeit dar, diese filr ein beliebiges 
Gebiet der Schar zu bestimmen. Schaltet man etwa zwischen ein 

(6) 10 (1914), p. 189-230. Weitere Literatur: E. E. Levi, 1 problemi dei valori 
at contorno per Ie equazioni lineari totalmente ellittiche aUe derivate parziali, 
Mem. della Soc. ital. delle Science (3) 16 (1909), p. 1-112 [po 1-16]; A. Viterbi, 
Rend. del R. Istit. Lomb. di Sc. e Lett. (2) 47 (1914/15), p. 763-796. 

416) V gl. etwa J. Hadamard, Lec;ons sur Ie Calcul des Variations, Paris 
1910, p. 303-305. Dort findet sich p. 307-312 eine Formel fUr 

GIl (S, 1]; x, y) - G II (S, 1]; x, y). 
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Kreisgebiet und ein beliebiges einfach zusammenhangendes Gebiet del' 
Klasse B in G; eine geeignete stetige Schar von Gebieten ein, so kann 
man auf diesem Wege u. a. eine neue Auflosung des ersten Rand­
wertproblems gewinnen.417) 

Del' soeben skizzierte methodische Gedanke HiBt sieh aueh Wle 
folgt andel's durchfiihren. 

Es sei T ein Gebiet del' Klasse Bh in ~, T' das durch die 
Transformation 

(3) 

unter ~1 und ~2 bestandig konvergierende Potenzreihen verstanden, fur 
einen dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Wert des reeilen 
Parameters E aus T abgeleitete Gebiet (del' Klasse Bh). Die Diffe­
rentialgleichung 

(4) 

geht vermoge (3) in eine Differentialgleichung 

(5') 02U 02U (OU OU o'U c~u i}!u ) 
OX' + oyi = E~3 x, y, ox' oy' ox" oxoy' oy2' E 

fiber, unter ~3(X, y, p, q, t', S, t, E) eine fiir hinreichend kleine I E I, aile 
(x, y) in T + S und aile p, q, t', S, t regulare Funktion ihrer acht Ar­
gumente verstanden. Es sei res) eine nebst ihren Ableitungen erster 

und zweiter Ordnung stetige Funktion auf S', und es moge d~{~sJ 
einer H-Bedingung geniigen. Der Funktion ('(s') wird dureh (3) eine 
Funktion f(s) derselben Natur auf S zugeordnet. Die Auflosung des 
ersten Randwertproblems der Potentialtheorie in T' (Randwerte ('(s') 
ist del' Bestimmung derjenigen in T + S stetigen, in T regularen Lo­
sung del' Differentialgleichung (5), die auf S gleich f(s) ist, aquiva­
lent. Die zuletzt erwiihnte Aufgabe Hi.Bt sieh, wenn das erste Rand­
wertproblem del' Potentialtheorie in T als geHist angenommen wird, 
fur hinreichend kleine E etwa durch sukzessive Approximationen auf-

417) Vgl. die Andeutungen von 1'. Hadamard, loco cit. 416), p. 251 Bowie 
seine eingehenden Ausfiihrungen iiber die Greensche Funktion der Gleichung 
6.6.u = 0 (1'. Hadamard, Memoire Bur Ie probHnue d'analyse relatif a l'equilibre 
des plaques eJastiques encastrees, Memoires presentes par divers savants a. l'Acad. 
des Sc. 33 (1908), p. 1--128). Man vergleiche ferner P. Levy, Sur les equations 
integro-differentielles definissant des fonctions de !ignes, These, Paris 1911, 
p.1-120, abgedruckt im Journ. de rEc. polyt. (2) 17 (1913), p. 1-120; Rend. del 
Circ. Mat. di Palermo 33 (1912), p. 281-312; 34 (1912), p. 187-229; 37 (1914), 
p. 113-168, ferner eine lange Reihe von Arbeiten von V. Volterra und seinen 
Schiilern. 
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IOsen.4.18) Man gewinnt damit eine Darstellung der Losung f"ur eine 
Schar von Gebieten in einer Umgebung von T.419) 

Es ist zu erwartEn, daB man, wenn notig, nach einer mehr­
{achen Wiederholung des soeben besprochenen Verfahrens, zumindest 
unter gewissen V oraussetzungen, beispielsweise von einem Kreisgebiete 
zu einem belie big vorgegebenen Gehiete allgemeinerer N atur gelangen 
wird. 

IV. Umfassende Methoden. Allgemeine Theorie der konformen 
Abbildung. 

34:. Leitgedanken. Heuristisches. Es sei T ein heschranktes Ge­
biet in·~ (~m) oder im Raumej es sei f eine in T + 8 stetige Funktion. 
Es sei T,. (n = 1, 2, ... ) irgendeine Folge ineinandergeschachtelter 
Gebiete der Klasse B, die gegen T konvergieren (vgl. Nr. 4, insh. die 
FuBnote 37). Es moge "" diejenige in T,. + S" stetige, in T,. regulii.re 
Potentialfunktion bezeichnen, die auf 8,. gleich fist. Den 8iitzen der 
Nr.12 zufolge kann es hochstens eine in T + S stetige, in T regu­
lare Potentialfunktion " geben, die auf S den Wert f annimmt. 1st 
u vorhanden, so liiSt sich aus Stetigkeitsgriinden jedem E> 0 ein nCE) 
zuordnen, so daB filr n> nCE) auf S" ... I U - fl < E, daher in 
T" + S" ... I U - U" I < E wird. Es gilt mithin 
(1) u = lim u,.. 

tI=Qg 

In jedem Bereiche in T ist der Grenziibergang gleichmiiSig. 
Bei unendlich vielblattrigen Gebieten Cwie bei den zweidimen­

sionalen Gebieten der allgemeinsten N atur iiberhaupt) hat man sich, 
sofem es sich um das erste Randwertproblem handelt, durch Frage­
stellungen der Theorie der konformen Abbildung und der automorphen 
Funktionen veranlaBt, auf die Bestimmung VOll Potentialfunktionen 
beschrii.nkt, die in einem vorgeschriebenen Punkte (;0' "10) in Tl eine 

418) Vergleiche A. Karn, loc. cit. 66) h) sowie, Schwarz Festschrift, Berlin 
1914, p. 215-229; Ch. H. MUntz, loco cit. 31). Siehe ferner S. Bernstein, Math. 
Ann. 62 (1906), p. 253-271; 69 (1910), p. 82-136; L. Lichtenstein, Monatshefte 
f. Math. u. Physik 28 (1917), p.8-51. 

. 419) In der in der Fu/3note 418) an zweiter Stelle genannten Arbeit fiihrt 
Karn daB ente Randwertproblem fUr das Gebiet der Ellipse 

,'e! _ e) + 1]2 = 1 (Ii < 1) 

auf die Anfl<isung der ersten Randwertaufgabe der Differentialgleichung 

o'U (}IU 0'"" 
0:1:1+ oyl = & 011)' 

fUr das Gebiet des EinheitBkreises zuriick. Hier fiihren die sukzessiven Approxi­
mationen fiir aile Ii < 1 zum Ziele. 
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gewisse vorgegebene Unstetigkeit aufweisen und am Rande verschwin­
den.41O) Augenscheinlich ist anch jetzt noch, falls u existiert, 

(2) u = lim u", 
11=00 

sofem u" in (~, 'YJo) die vorgeschriebene Unstetigkeit hat und auf S .. 
versch windet. 

Wir kehren zu den eingangs eingefiihrten Aunahmen zuriick. Es 
mogen iiberdies Dtf in T stetig sein und es mage das "Dirichletsche 
Integral" 

existieren. Fiir aIle n ist Drn(u,,) vorhanden und < Dr .. (f) < DT(f). 
1st u vorhanden, so folgt aus (1) leicht 

(3) DrnCu) = lim DTn (ull +",)i DrnCun + m)~ DTn+mCUn+m) < DT(f). 
711. = co 

Also iet DT(u) vorhanden und < DT(j). Das GIeichheitszeichen gilt 
nur, wenn u = f ist:121). 

Fiir die Auflosung des ersten Randwertproblems ergeben sich 
hiemach zunachst die beiden folgenden Wege. 

1. Man bestimmt wie vorhin die approximierenden Potential­
funktionen un' Hat die Aufgabe eine Losung ~', so muB der Grenz­
wert lim u" existieren. Es gilt u = lim un' Es durfte also moglich 

A=OCI n=oo 

sein, zumindest wenn T und f gewissen V oraussetzungen geniigen 
und die Folge Tn (n= 1,2" .. ) in geeigneter Weise gewahlt ist, 
die Beziehungen u = lim u" und u = l auf S zu beweisen. 

n=ce 

2. Es sei f so gewahlt, daB Dtf in T stetig sind und DT(f) exi-
stiert. Es sei u irgendeine in T + S stetige Funktion, so daB Dl U 

in T stetig sind, auf S· .. u = fist und Dr(u) existiert. ' 
Die untere Grenze alIer Werle Dr(u) heiBe rl. Man geht von 

einer Folge wie u besehaffener Funktiouen uti), U(2), ••• aus, so daB 
lim Dr(u(n» = d gilt. Hat das Randwertproblem eine Losung, so ist 
n=oo 
DT(U) = d. 

Man wird darum versuchen, von der Folge U(I), U(2), • •• durch ge­
eignete Operationen zu u zu gelangen (Nr. 45). 

Analoge Ansatze bieten sieh bei der z wei ten und der dritten 
Randwertaufgabe. Auch liegt es nahe, in manehen Fallen Gebiets­
folgen einzufiihren, die das gegebene Gebiet von auSen approximieren. 

420) Dies besagt, da6 jedem ~ > 0 ein. n(8) zugeordnet werden kann, so 
dati fur ane n>n(8) in %-T" ... lul<d' ist. 

421) V gl. loco cit. 153), namentlich B. Courant, Journ. f. Math. 144 (1914), 
p. 190-211 [po 194 -195]. 
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Liegen vorgeschriebene, wenn auch nur logarithmische Unstetig­
keiten (in der Ebene) vor, so ist DTn(u) nicht mehr vorhanden. Man 
wird in diesem FaIle versuchen, nach Abtrennung eines geeigneten 
Summanden, zu einer Funktion iiberzngehen, deren Dirickletsches In­
tegral einen endlichen Wert hat. Die neue zu bestimmende Fnnktion 
braucht nicht notwendig der Gleichung Au = 0 zu geniigen (Nr. 4:5 d). 

Insbesondere wird man die vorhin angedeuteten Methoden auf 
die Bestimmung del' Greenschen Funktion G(~, '1]; x, y) und des Stro­
mungspotentials ~(~, '1]; x, y)422) an wenden (Nr. 40, 42 und 45 d). Han­
delt es sich um ein einfach zusammenhangendes Gebiet 423) , so wird 
man, wenn G(~, fJ; x, y) = U(x, y) vorhanden ist, erwarten, daB dieses 
durch Vermittlung der Funktion e-(U+iV) (V zu U konjugiert) auf die 
FHiche des Einheitskreises konform abgebildet wird. Liegt noch spe­
zieller ein beschranktes Gebiet T in ~m vor, so enisteht die weitere 
Aufgabe, zu untersuchen, ob und wann T + S umkehrbar eindeutig 
und stetig auf K + C bezogen wird. Liegt dieser Fall VOl', so lii,Bt 
sich das erste Randwertproblem, wie leicht ersichtlich, auf die erste 
Randwertaufgabe in K zurlickflihren und mithin vollstandig erledi­
gen.m) 

Gehi man von dem Stromullgilpotentiale aus, so wird man in 
Verallgemeillerung del' elementaren Ergebnisse der Nr. 24:h eine Ab­
bildung auf ein "Schlitzgebiet" erwarten. 

-ober die funktionentheoretischen Methoden der konformen Ab­
bildung vgl. Nr. 4-7, uber die Kontinuitatsmethode Nr.46. 

35. H. A. Schwarz, Zur Theorie der Abbildung. Die vorhin 
skizzierten Betrachtungen sind seit dem Erscheinen del' grundlegenden 
Abhandlung von H. A. Schwarz, Zur Theorie del' Abbildung 425), mit 
stoigendem Erfolge angewandt worden. In dieser Arbeit steUt sich 

422) Die am niichaten liegende Definition von .Ii' ware: 

Sf(6, 1]; x, y) = lim Kn (6, 1); x, y), 
n=oo 

unter (s,1) einen Punkt in T1 , unter Kn das Stromungspotential in Tn ver­
st.anden, sofern dieser Grenzwert existiert. Diese Definition nimmt P. Koebe zum 
Ausgangspunkt (Nr. 42). Eine andere allgemeine Definition vergleiche Nr. 42 
und 4od. 

423) Das im iibrigen von der allgemeinsten Natur aein kann. 
424) Gelingt es, die konforrne Abbildung von T auf K auf einem von den 

unter 1. und 2. angegebenen Verfahren unabhltngigen Wege zu erhalten (vgl. 
Nr.407), so gewinnt man ein nenes Verfahren zur Auflosung des ersten Rand­
wertproblems. Dieser Gedanke lliBt sich auch auf mehrfach zusammenhangende 
Gebiete ausdehnen. Vgl. die FnBnoten (92) und 160). 

425) Programm d. eidg. polyt. Schule in Zurich f. d. Schuljahr 1869-1870; 
Ges. Abh. 2, p. 108-132. 
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H A. Schwarz die Aufgabe, irgendein beschranktes, einfach zusammen­
hangendes konvexes Gebiet T in der Ebene z auf die Flache K des 
Einheitskreises 0 in der Ebene Z konform abzubilden.426) Es sei Zo 

ein Punkt in T. Das Gebiet T wird durch eine Folge von Gebieten 
T~(n=1,2,·.·)(T~+S~>T~+1+S:+1)' deren Rand allemal aus 
Strecken parallel zu der x- oder der y-Achse besteht, von auBen ap­
proximiert. Es sei z~ (Z) diejenige Funktion, durch deren Vermitt-

lung K auf T~ konform abgebildet wird, sodaB z~(O) = zo, ~~r) 
reell und > 0 iat. 

Unter fast ausschlieBlicher Verwendung funktionentheoretischer 
Hilfsmittel beweist nun Schwarz, daB die Funktionen z~(Z) in K 
gegen eine daselbst regulare Funktion z(Z) gleichma.Big konvergieren. 
Durch Vermittlung von s(Z) wird K auf T konform abgebildet. Der 
Beweis stiitzt sich wesentlich auf den folgenden einfachen Hilfssatz: 

Es sei f(Z) eine fur IZI < 1 regulare und fiir I ZI < 1 stetige, 
den Bereich \ Z I <1 schlicht abbildende Funktion. 1st reO) = 0 so­
wie fiir IZ\ = 1, (11 < If(z) \ < (>2' so ist fur IZ\ < 1. .. ~1! ZI < 
I feZ) I :::: (>21 Z 1.427) 

Die Ergebnisse von Schwarz liefern insbesondere einen Existenz­
beweis der zu T gehorigen Greenschen Funktioll G(;, '1/; x, y), indessen 
nicht ohne wei teres auch die Losung des ersten Randwertproblems.428) 

426) Weitere V oraussetzungen bezuglich der Randkurve S VIlerden nicht 
gemacht; sie kann darum z. B. unendlich viele Ecken haben. 

427) O. Caratheodory teilt (Math. Ann. 72 (1912), p. 107-144 [po 110]) im 
wesentlichen nach H. Poincare (Acta Math. 4 (1884), p. 201-312 [po 231-232]) 
einen funktionentheoretischen Beweis fUr den folgenden von ihm als das 
"Schtoarzsche Lemma" bezeichneten, dem Hilfssatze des Textes nahe verwandten 
Satz mit: Es sei (Z) im Gebiete 'Z I < 1 regular und es sei daselbst 
I feZ) I ~ 1. 1st (eO) = 0, so ist entweder (eZ) = ei a Z (IX konstant), oder es ist 
fUr I z, < 1, I (eZ) I < I Z ,. Offenbar ist dann auch I f' (0) I < 1. In derselben 
Abhandlung [po 111-118J Bowie loco cit. 290) [po 21-25], an letzter Stelle zum 
Teil nnter Benutzung einer brieflichen Mitteilung von J. Plemelj, gibt Carathio­
dory eine Reihe wichtiger Verallgemeinerungen diesea fUr die Theorie der kon­
formen Abbildung auBerordentlich niitzlichen Satzes. Nach einer anderen Richtung 
gehende Verallgemeinerungen finden sich bei E. LindelOf, Acta Soc. Sc. Fenn. 35 
(1908) Nr. 7, p. 1-35. W. Blaschke, Leipz. Berichte 67 (1915), p. 194-200 [po 198 
Bowie p. 200], betrachtet den allgemeineren Fall, daB feZ) in dem Gebiete 
I Z 1< 1 mehrere (auch unendlich viele) vorgegebene Nullstellen hat. Man ver­
gleiche ferner G. Pick, Mat. Ann. 77 (1915), p. 1-6 sowie P. Koebe, Acta 
Math. 40 (1915), p. 251-290 [po 262-266]. 

428) 1st G(;, '1J; x, y) einmal bestimmt, so laBt sich auf einem Umwege auch 
die Lasung des ersten Randwertproblems gewinnen (N r. 39). V gl. L. Lichtenstein, 
Ber. d. Berl. Math. Ges. 15 (1916), p. 92-96. 
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Die Bedeutung der betrachteten .A.bhandlung von H A. Bchwars 
beruht einmal in der S'charfen Trennung zwischen dem Problem der 
konformen Abbildung des Inneren eines Gebietes auf das Innere einer 
Kreisflache und dem Problem des .A.nschlusses dieser .A.bbildung an den 
Rand, sodann in der Benutzung einer Folge approximierender Gebiete. 

Beide methodischen Gedanken kommen an diesel' Stelle zum er­
sten Male vor. 

36. Ergebnisse von A. Harnack. Methode de balayage von 
H. Poincare. Es sei T ein beschranktes, einfach zusammenhangendes 
Gebiet in ~ und Tn (n = 1,2, ... ) eine Folge ineinander .geschachtelter 
Polygonflachen, die gegen T konvergieren. Es sei (g, r;) ein Punkt in 
Tl und Gn (i;, r;; x, y) die zu Tn gehorige Greensche Funktion. Offen­
bar ist in Tn ... G,,>O, darum auf B" fur allep ... G,,+p - Grt > 0, 
foIglich in T",+B" ... G"+p>G,,. Die uuendliche Reihe (GS -G1 ) 

+ (Gs - G,J + ... ist dem Harnackschen Satze tiber positive Po­
tentiulfunktionen (Nr. 16) zufoJge, wegen der Existenz einer leicht 
angebbaren Majorante, gleicbmaBig konvergent. Gelingt es nachzu­
weisen, daB lim G,,(;, 1'/; x, y)"= G(g, r;j x, y) in T + S, auBer im 

n=oo 

Punkte (~, r;), stetig ist und aut'S verschwindet, so ist G (g, r;; x, y) die 
zu T gehorige Greensche Funktion. Die vorstehenden Uberlegungell 
stammen von A. Harnack her.429) Es sei P ein Punkt auf S und es 
sei moglich, eine Polygonftache @ allzugebeu, deren Begrenzung L 
mit T + S nur den Punkt P gemeiusaru hat, wahrend l' in @ liegt. 
1st r die zu @ gebOrige Greensche Funktion (Nr. 24: b), so zeigt nun­
mehr Harnack, daB G ::::;, r, mithin in P ... G = 0 ist. Damit ist bei­
spielsweise die Existenz der Greenschen Funktion fUJ;: aIle Gebiete der 
Klasse N ohne nach innen gerichtete Spitzen, die indessen durch eine 
elementare konforme Abbildung leicht zu eliminieren sind, erwiesen.4SO) 

Das Verfahren HiBt sieh auf den Rauru ausdehuen. 
Es sei T ein bescbrauktes Gebiet in ~ oder im Raume, K ein 

Kreisgebiet (Kugelkorper), das T + S enthiilt, f eine in K + 0 stetige 

42\1) A. Barnack, GruncUagen, p. 116-121. Vgl. auch A. Harnack, l.eipz. 
Ber. 38 (1886), p. 144-169. 

430) 1st z die (einzige) nach inn en gekehrte Spitze von S, 80 wende man 
z. B. die durch die Funktion Vz -=·z; vermittelte Abbildung an. Man kann sich 
auch einer Polygon1Hiche 61 bedienen, die in Zo einen Winkel C( 'It ;;:;: 27t ein­
schlieBt. 1st C( > 2, so iiberdeckt e + ::f: die Ebene teilweise mehrfacb. Majo­
ranten dieser Art benutzt haufig P. Koebe in seinen Arbeiten zur Theorie der 
Uniformisierung. A. Parar bedient sich des von einer Ellipse und der Vel"­
bindungsgeraden ihrer Brennpunkte begrenzten zweifach zusammenhangenden 
Gebietes (vgl. A. Pa'rar, lac. cit. 431); E. Picard, Traite 2, p. 100-101). 
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Funktion. Zur Bestimmung derjenigen in T + S stetigen, in T re­
gularen Potentialfunktion u, die auf S gleich fist, hat Poincare zu­
erst im Jahre 1887 ein bemerkenswertes Verfahren angegeben (H. Burk­
hardt und W. F. Meyer, IIA 7b Nr. 31).431). Das Wesen der Methode 
laBt sich wie folgt zusammenfassen. Man darf vor allem in K + C 
die Funktionen (, Dd, Dif sletig und ¢.f < 0 voraussetzen.(32) Es sei: 

in der Ebene <I>(~, 'I)) = - 211tj' Af1og+ dxdy, 
K 

im Raume <t> (~, 1],~) = - 4~f Af ~ dxdyd~. 
K 

In T ist augenscheinlich A(<I> - f) = O. Das Gebiet T wird nun 
durch abzahlbar unendlichviele KreisHiichen (Kugelkorper) K,,(n = 0, 
1, 2, ... ), die sich nur in der Umgebung des Ranqes haufen, ausge­
scbOpft. Man ordne sie in eine Reihe K(n)(n = 0, 1, 2, ... ) so an, 
daB jedes Individuum unendlich oft vOl'kommt, etwa Ko, K I , Ko, K I , 

K 2 , Ko,'" Es wird nun eine Folge in T stetiger Funktionen u(n)(n = 0, 
1,2, ... ) durch die folgenden Festsetzungen bestimmt: Au(O) = 0 in K(O), 

UfO) = <I> in K - K(O); Au(l) = 0 in K}.l), uP> = U(Ol in K - K(l); Au(2) 
= ° in ]((2), U(2) = U(l) -in K - K(2) usf.(33) Es j st u(O) > tN) > U(2) > .. '. 
Die Folge tt(n) (n = 0, 1,2, ... ) konvergiert in jedem Bereiche in T 
gleichmaBig gegen eine daselbst regulare Potentialfunktion. Die 
Funktion u = lim U(lI) - IP + fist die Lasung der Randwertaufgabe. 

n=oo 
Man kann diese, wie man sieht, gewinnen, ohne andere Hilfsmittel 
als die Poissonschen Integrale zu benutzen. Poincare faBt, von u(O) 

431) Vgl. H. Poincare, C. R. 104 (1887), p. 44-46; Amer. Journ. of 
Math. 12 (1890), p. 211-294 [po 216-227]; Potentiel, p.260-288. Poincare legt 
seinen BetrachtuDgen das. Newtonsche Potential zugrUl::de. Auf das logarithmische 
Potential ist sein Verfahren von A. Paraf iibertragen worden, Annales de Tou­
louse 6 (1892), H, p. 1-70; siehl' auch E. Picard, TraiM 2. p.89-108. 

432) Der Nr. 16 gemii.6 darf man f in K + G analytisch und regular vor­
aussetzen. Es Bei in einem Teile 191 VOn K ... t!.f < 0, in K - 611 hingegen 
~f> o. Wir setzen t!.f= "/\ -- '1/1,; '1/11 = t!.f in 9 .. '1/>, = 0 in K - 9 1; "I>! = 
- t:.f in K - 91' "1>2 = 0 in e1 • Es sei (in ~) 

t1 = - ·.!:..f"", log.!.- dx dy) f! = - 21 }1fJt log.!.- dx dy. 
~n I} 1t I} 

K K 

Es gilt t:.fs = t!. [( - if1 - fll] = O. Die Funktion fa hnn als bekannt geIten. 
Die Funktionen (1' (I' D1 fl. DJ2' Dsf17 Ddl sind stetig, ferner is't t!.fr. ~ 0, 
~fl ~ O. Es geniigt, das Randwertproblem unter Zugrundelegung der Funktionen 
t; und (2 aufzuH:lsen. 

433) In dieser Fassung erscheint die Balayage-Methode mit dem alternie­
renden Verfahren verwandt. 
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ausgehend, aile u(n) aIs Potentiale gewisser Massenbelegungen auf und 
geht von u(n) zu tt(nt 1) fiber, indem eT die in K(n) befindlichen Massen 
durch geeignete auf On) verteilte Massen ersetzt ("balayage" von K(n». 

Die Balayage-Methode ffihrt auf eine in T regulare Potentialfunktion, 
wie die Begrenzung des (als beschrankt vorausgesetzten) Gebietes 
(und damit zugleich sein Zusammenhang) auch beschafl'en sei. Ob u 
die Randbedingung erfiillt, bedarf einer besonderen Untersuchung. 

Eine Anwendung del' Balayage-Methode auf unendlichvielbllittrige 
Gebiete vgl. Nr. 40. 

37. H. Poincare, Sur un theoreme de la theorie generale des 
fonctions. Betrachtungen von Harnack (Nr. 36) beriihren sich mit 
den fUl1damentalen Entwicklungen del' Poincarcschen Abhandlung, Sur 
un theOl"eme de la theorie generale des fonctions.4;;4) 

In Verallgemeinerung del' zuerst von II. A. Schwarz Anfang der 
achtziger Jahre in miindIichen Mitteilungen an P. Klein und H. Poin­
care angegebenen Idee einer zu einer geschlossenen Ricmannschen 
FHiche gehorigen Uberlagerungsflache, fuhrt Poincare eine zu einem 
System beliebiger analytischer Punktionen t~ (z), ... , fm (z) gehorige 
Uberlagerungsflache % durch folgende Festsetzungen ein: Ein in der 
schlichten Ebene z geschlossener Wag r, auf dem fl>' .. , {,,, sich re­
!,l'Ular verhalten, gilt auf ':t dann nur und nur dann als geschlossell, 
wenn: 1. aUe Funktionen t~, ... , {,,, nach Umlauf von r zu den Aus­
gangswel'ten zuriickkehren, 2. r durch stetige Deformation auf einell 
PUllkt reduziel't werden kaun, ohne daB unterdessen die Eigenschaft 
1. aufh5rt zu geIten. Das Gebiet ':t ist einfach zusammenhangend. 
Gelingt es % auf ein Gebiet in ~ konform abzu1)ilden, so ist dumit, 
wie zuerst H. A. Schwarz in dem eil1fachsten Falle einer algebraischen 
Funktion bemerkt hat, eine Uniformisierung del' Funktionen (1 (.e), ... , 
f m (z) gel eistet. 43G) 

Es sei z = z(Z) irgel1deil1e automorphe Funktion mit Grenzkreis 
(Einheitskreis) in del' Ebene Z. Durch Vermittlung der inver sen Funktion 
Z = Z(z) wird ein gewisses liber del' .e-Ebene ausgebreitetes Gebiet'to auf 

die FUiche des Einheitskreiseskonform abgebildet. DieFunktion Do=log1~", 
\hl 

434) Bull. de la soc. math. de France, 11 (1883), p. 112-125. 
435) Vgl. die historischen Bemerkungen bei P. Koebe, Math. Ann. 67 (1909) 

p. 145-224 [p 147] sowie das Referat von R. Fricke, II B 4 Nr. 39 [po 455-456]. 
Dort findet sich auch naheres liber das Problem der Unifonnisierung, insbesondere 
tiber die Normierung der uniformisierenden Variablen. Was die Konstruktion del' 
tJberlagerungsfiache betrifft, vergleiche u. a. P. Koebe, Journal fUr Math. 1910 
(138), p. 192-253; 1911 (139), p. 2{[)1-292; H. TVeyl, loco cit. 560) p. 1-68 
L. BieberlJucll, Math. Ann. 78 (1918), p. 312-331. 
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ist eine in '1:0 , auBer in dem Punkte S = $ (0), regulare positive Po­
tentialfunktion; die Funktion z = z (Z) wird so gewiihlt, daB S in 
das Innere der zu tl' ... , fm gehorigen Riemannschen FHiche '1: falit. 
Es sei ~* eine zu {" ... , fm' Z gehorige Uberlagerungsfiiiche. Als Orts-
funktion auf '!* aufgefaBt, ist Uo eine, auBel' in b = (;, 'Yj) und im 
allgemeinen C abziihlbar) unendlichvielen hierzu homologen Punkten, 
regulare, positive Potentialfunktion. 

Als solche sei sie mit U* bezeichnet. 
Poincare bedient sich an der betrachteten Stelle einer Funktion 

z(Z), die drei 'Werte ausliiBt.436) Die Scheitel des Fundamentalpoly­
gODS Eegen samtlich auf dem (}renzkreise. 

Das Gebiet '1:* wird (Nr.4) als Grenze einer Folge ineinander­
geschachtelter Gebiete Tv T2, ••• der Klasse D dargestellt. Es sei 
G,,(~, 1]; x, y) die zu Tn gehOrige klassische Greensche Funktion. Es 
ist, da u* ftir aUe n auf Sn positiv ist, G1 < G2 < ... < U*. Durch 
Vermittlung der Funktion 1: = e-(G* + i H*) (G* = lim Gn , H* zu G* 

n:::;oo 

konjugiert), wird,' wie Poincare zuletzt zeigt, st* auf ein Gebiet in ~ 
konform abgebildet. Offenbar ist I -c I <1.437). Wird von den drei 
ausgelassenen Punkten abgesehen, so werden durch die Beziehungen 
z = Fo(r:), f~ ($) = Pi (7:), ... , fmCz) = FmC-c) die Funktionen ti' ... , f". 
uniformisiert. 

Wenngleich das Problem der Uniformisierung beliebiger analy­
tischer (ja selbst alga braischer) Funktionen in del' betrachteten Arbeit 
von Poincare in wesentlichen Stlicken unerledigt blieb, so ist doch diese 
Abhanillung, dUTch die weiten Perspektiven, die sie del' Forschung e1'­
off net hatte, fur die Folge von der groBten Wichtigkeit geworden.438) 

3S. Einfach zusammenhangende schlichte Gebiete. Greensche 
Funktion. Konforme .Abbildung auf ein Kreisgebiet. Es sei T ein 
beschranktes, einfach zusammenhangendes Gebiet in~. Der erste 
vollstandige Existenzbeweis der zu T gehorigen Gt'eenschen Funktion 
ist in Weiterverfolgung der Gedanken von Poincare und Harnack von 
W. F. Osgoo(1 gegeben woroon.4S9) Die Funktion G(~, 'Yj; x, y) wird 
ahnlich wie bei Harnack gebildet. Wesentlich ist nur der Beweis, 
daB G(~, 1]; x, y) auf S verschwindet. 

Es seien uJ b, c drei beliebige Punkte auf S. Langs des Kreis­
bogens von U tiber b nach c denken wir uns in der Ebene It emen 

436) Sie wird mit Hilfe der elliptischen Modulfunktion gebildet. 
437) Ob durch das Bild von st* in der Ebene 'f die FHi.che des Einheits­

kreises ausgefiillt wird, wird vou Poincare nicht weiter untersucht. 
438) V gl. die FuEnote 430). 

439) W. F. Osgood, Trans. of the Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 3.10--314. 
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Schnitt <S gelegt. Es sei Zt (s) eine Funktion, durch deren Ver­
mittlung das von dem doppelt gezahlten Bogen @) begrenzte (nicht 
beschrankte) Gebiet in der s-Ebene auf die Fliiche eines Kreisbogen­
vierseits in der Ebene Zl1 das aus einem Kreisbogendreieck mit paar­
weise einander beriihrenden Seiten durch Spiegelung an einer Seite 
entsteht, konfOl"m abgebiIdet wird, so daB die Eckpnnkte einander 
entsprechen (Nr. 25). Durch Vermittlung der Funktion S(Zl) wird 
das Innere der dem Vierseit umschriebellen Kreisflache Kl auf daB 
Innere eines Gebietes %0 abgebildet, das in a, b, c sowie den unendlichvielen 
durch fortgesetzte Spiegelung hieraus entstehenden Punkten Win­
dungspl1nkte unendlich hoher Ordnung hat.440) Es sei Tl (Xv Y1) 

= G1 C~u HI; Xu ~) die zu K,. gehOrige Greensche Funktion. Die 
Funktion t(x, y) = T1(Xl1 ~) ist in %0' auBer in (~, '1]), regular und 
positiv und wird in (~, 'YJ) 'wie log; unendlich. 1st (xCn), yC1l» 

(n = 1, 2, ... ) irgendeine Folge von Punkten, die gegen a, b oder c kon­
vergieren, so ist lim t(xCn), yen»~ = O. Man sieht jetzt leicht ein, daJl 

,"=00 

In T ... G(~, '1]; x, y) ~ t(x, y), darum 
lim G(~, '1]; x cn), yen»~ = 0 
n=oo 

ist. Fur das Gelingen des Beweises ist wesentlich allein, daB :to in 
a einen Windungspunkt unendlich hoher Ordnung hat und, wenn 
man irgendeinen Punkt in T in ein bestimmtes Blatt von %0 versetzt, 
T ganz in das Innere von :to falIt. Es geniigt darum, statt '1:0 die zu 
log ($ - a) gehorige Riemannsche Fliiche '1:0 zu betrachten und den 
durch Ie - a i < d (d> groBte Sehne von T) bestimmten Teil von 
:to auf die Fliiche eines Einheitskreises K' in der Ebene s' abzubilden, 
was durch elementare Funktionen gelingt. Das Gebiet T wird hier­
durch auf ein Gebiet 1" konform abgebildet. Es gilt 

G(~, 'Y/j x, y) = G'(~', '1]'j x', y'). 
Mit der einzigen Ausnahme desjenigen Punktes a', der a entsprieht, 
liegt T' + S' in K. Der Punkt a' ist von auBen geradlinig erreich­
bar. N ach Harnack ist lim G' (;, 'YJ'; x', y') = 0, also ist auch 

,/=a' 

lim G(;, '1]; x, y) = 0.441) 

Damit ist die Existenz der Greenschen Funktioll bewiesen. Durch 
Betrachtungen, die den in der Nr. 22 durchgefiihrten analog sind, 
liiBt sich jetzt zeigen, da6 durch Vermittlung der Funktion Z = e- G-'H 

440) Die Funktion Z(Zl) hangt mit der von Poincare benutzten elliptischen 
Modulfunktion (Nr. S~) eng zusammen. 

441) W. F. Osgood, Fnnktionentheorie, p. 699-·703. 
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(H zu G konjugiert) das lnnere des Gebietes T auf das lnnere eines 
Einheitskreises konform abgebildet wird. 

Es sei bereits bekannt, daB das Bild @ von T schlicht ist. Man 
kann sich dann auch des folgenden schon fruher von P. Koebe ange­
gebenen Verfahrens bedienen(2) (vgl. Nr. 4:0b). Augenscheinlich 
liegt kein Punkt von @ auBerhalb der Flache K ... i Z! < 1. Dai\ 
K von @ vollstiindig ausgefullt wird) zeigt Koebe so. Es sei A 
der dem Koordinatenursprung am niichsten liegende Punkt des Ran­
des Evon @. Das Gebiet @ ist ein Teil des Gebietes II, das man 
erhiilt, wenn man aus eineriJ. Blatte der zu V Z - A gehorigen Rie­
mannschen Flache eine uber K gelegen.e Kreisfliiche entfernt. 1st 
ro*(X, Y) die zu II gehOrige, im Punkt Z = 0 des ubrig gebliebenen 
Blattes unendliche, elementar darstellbare Greensche Funktion, so ist 

o < G(~, 1]j X,1I) = ro(X, Y) < ro*(X, Y). 
In A ist mithin ro = O. Darum ist I.A.I = 1. 

Weirere Beweise des vorhin betrachteten Abbildungssatzes vgl. 
Nr. 40 und 4:6. 

Aus G .. (Xt' !ltj x" !/s) = G,,(xl1 Yll; Xli Yt) folgt durch Grenzuber­
gang G(Xl1 Yt; Xli' Yi) = G(x" 112; Xu !It)' Die Beziehungen (4) und 
(8) Nr. 20 geIten auch jetzt noch:U,3) 

Wir nehmen jetzt, was keine Einschriinkung der Allgemeinheit 
bedeutet, an, daB das Gebiet T den Koordinatenursprung in Beinem 
Innern enthlilt. Der Abstand dieses Punktes von S sei d. Es Bei peso) 
eiu Punkt auf S, so dai\ I sol = d ist. Wir setzen 

1 
G(O, OJ X, y) = logr + a + g(x, Y), rl! = X2+ 11'" g(O, 0) = O. 

Zwischen a und d besteht nach P. Koebe ein Zusammenhang folgen­
der Art: Einer jeden Zahl d* Ia.Bt sich ein Wert a* zuordnen, so daB 
fur alIe d < d* auch a <a* ist. 1st d > 1, so ist a > o. 1st T in 
der FIache K des Einheitskreises enthalten (und dabei von K selbst 
verschieden), so ist a < 0."') 

442) P. Koebe, Gott. Nachr. 1907, p. 633-699 [po 644]. 
443) DUTCh die im Text besprochenen Betrachtungen von Osgood ist, wie 

man ohne Schwierigkeit sieht, die Existenz der Greenschen Funktion fiir 
besehrankte mehrfach nnd selbst unendlichvielfach zusammenhangende Gebiete 
in ~, die keine Punkte zu Randkomponenten haben, dargetan. 

Die Greensche Funktion eines von unendlichvielen KreiBen begrenzten be­
Bchrankten Gebietes in @: findet sieh bei S. Johansson, Acta BOC. Sc. fenn. Bd.41, 
Nr.2 (1912), p. 1-39 (p. 13-14). 

444) Vgl. P. Koebe, Math. Ann. 67 (1909), p. 145-224 [po 208-216], ferner 
R. Fricke und F. J(.lein, Automorphe Funktionen 2, p. 458-464; W. F. Osgood, 
Funktionentheorie, p. 726-730; E~ Study loco cit. 148), p. 21-26. Dieser Sa.tz 

EJlcyklop. d. math. Walenl.h. II S. 21 
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39. AuflOsung des ersten Randwertproblems in der Ebene. 
Das erste Randwertproblem ist unter Zugrundelegung eines beliebigen 
besehriinkten, einfaeh, mehrfach oder selbst unendlich vielfaeh zu­
sammenhangenden ebenen Gebietes, das keine punktformige Rand­
komponenten hat, zuerst von H Lebesgue dureh Variationsbetraeh­
tungen gelOst worden (Nr. 4:5 C):i45) 

ZU demselben Resultat fiihrt auch die folgende an die Methoden 
der Nr. 38 ankniipfende Uberlegung.446) 

Es sei T ein besehranktes, etwa einfach zusammenhangendes Gebiet 
in ~ oder im Raume, T* ein Gebiet der KIasse B, das T + S ent­
hiilt, f eine wiilkurliehe analytische und regulare Funktion in T*. 
Der Nr. 16 gema£ ist das erste RandwertprobIem als erledigt zu be­
traehten, sobald es gelingt, diejenige in T + S stetige, in T regulare 
Potelltialfunktion u zu bestimmen, die auf S gleich fist. Wir bilden 
(Nr.34:) die Folge u .. (n= 1, 2, ... ), setzen u .. =f+ U .. und erhalten 
AU .. =F=-Af, Un=O auf S'll' Es sei F=F-F, F>O, 
F~0447), Un = U,,- v;, , AUn = F, A U" =F, Un = u: =0 auf Sft' 
Fur aUe n ist nunmehr 

U .. <O, U~<O, 

darum fiir aile p in T'll'" U .. - U ,,+ p ~ 0, u" - rJ,. + 'P ~ 0. Die }i'ol­
gen Un' U,.(n = 1; 2, ... ) sind nicht zunehmend. Man beweist leicht, 
daB sie in jedem Bereiehe in T gleichmiiSig konvergieren. 

Hat das erste Randwertproblem eine Losung, so ist diese (Nr.34:) 
einfaeh gleich f + lim Un - lim -Un' DaB lim Un auf S verschwindet, 

1&=00 11.=00 n=oc 

laSt sieh, wenn T ein ebenes Gebiet ist, wie in der Nr. 38, durch 
den Ubergang zu der Riemannschen Fliiche %0 und die konforme Ab­
bildung auf T' zeigen.446) Steht iibrigens die Existenz der Greensehen 
Funktion G(~, '/]; x, y) einmal fest, so IaBt sieh, wie bereits in Nr.36 

ilteht mit einigen anderen von P. Koebe angegebenen Satzen, insbesondere dem 
wichtigen ,;Verzerrungssatze" (Nr.43) im Zusammenhang. Koebe nimmt an, daJl 
in dem im Text zuletzt erwahnten Falle (T<K) die genaue obere Schranke a* 
demjenigen Gebiete entsprechen wird, das man erhlUt, wenn man K langs der 
Normale von P auf 0 aufschneidet (vgl. hierzu E. Study loco cit. 148), p. 22-23). 
Die Koebesche Vermutung ist von L. Bieberbach ala richtig nachgewiesen worden. 
Vgl. L. Bieberbach, Math. Ann. 77 (1916), p. 153-172. 

445) Die Resultate von Lebesgue geIten mutatis mutandis wohl auch fiir 
den Raum. 

446) V gl. L. Lichtenstein, Berichte der Berl. Math. Ges. 15 (1916), p. 92-96. 
447) Die Funktionen Fund If konnen in 1'* + S* atetig und abteilungs­

weise analytisch angenommen werden. 
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angedeutet, diejenige der Losung des ersten Randwertproblems hier­
aus leicht erschlieBen.44S) 4(9) 

1m Raume erfordert der Nachweis, daB auf S . .. lim V = 0 ist, 
71=00 

andere Hilfsmi ttel (N r. 45 c). 
Das von Poincare in der Nr. 37 besprocbenen Abhandlung be­

handelte Problem ist, nacbdem mittlerweile Hil/Jert 450) emeut die Auf­
merksamkeit auf diesen Gegenstalld hingelenkt hatte, nach V orberei­
tUllgsarbeiten von T. Broden(51) und S. Johansson (52) im Jahre 1907 
unabhangig voneinander von H. Poincare und P. Koebe gelost worden. 

In dem jetzt folgenden Abschnitte werden wir vor allem die Er­
gebnisse von Poincare und Koebe, soweit sie in das Gebiet del' kon­
formen Abbildung hineingehorell, eingehend besprecben. 

40. Einfach zusammenhangende Gebiete der allgemeinsten Natur. 
a) H. Poincare, Sur l'uniformisation des fonctions analytiques.(53) 

In dem ersten Teile der vorliegenden A bhandlung kebrt Poincare zu 
den Ideen seiner Arbeit vom Jahre 1883 zuriick (Nr. 37). Das Fun­
damentalpolygon der Funktion z(Z) wird jetzt ganz im Innern der 
Flache des Einheitskreises (Grenzkreises) gewablt. Man konnte nun 
wieder die Funktionen Gn (Nr. 37) bilden und wie in der ersten .Ar­
beit schlieBen, daB in %* ... lim G n = (1* existiert. Poineare bedient 

n=oa 

sich statt dessen der in geeigneter Weise ausgestalteten Balayage-
Methode (Nr. 36).454) Der Punkt b wird im Innern der Kreisfiache 
K\O) (Nr. 36) gewiihlt, die Funktion u(O) wird auBerhalb K(O) gleich 0, 
in K(O) + 0<0) gleich der in b unendlichen, auf 0°) verschwindenden 
Greenschen Funktion gesetzt; u(O) ist das logarithmische Potential einer 

4(8) V gl. L. Lichtenstein, loco cit. 446) p. 95-96. 
4,49) In ahnlicher Weise gewinnt man die Losung des ersten Randwert­

problems fiir bescbrankte mehrfach und selbst unendlichvielfach zusammenban­
gende Gebiete in ~m' die keine Punkte zu Randkomponenten haben. 

450) In seinem Pariser Vortrage, Mathematische Probleme, Gott. Nachr. 
1900, p. 253-297 [po 290-291], I\bgedruckt im Archiv der Math. (3) 1 (1\)01), 
p. 44-63, p. 213-237. 

(51) T. Broden, Bemerkung iiber die Uniformisierung analytischer Funk­
tionen, Lund 1905. 

452) S. Johansson, a) Acta Soc. Sc. Fenn. 33, Nr.7 (1905), p. 1-29; 
b) Math. Ann. 62 (1906). p.177-183; c) ebt>ndort p.184-193. In dies en Ar­
beiten wird die Uniformisierung algebraiscber Kurven angestrebt. Die Betrach­
tungen von Johansson sind a. a. O. nicht in allen Punkten stichhaltig. (Vgl. 
P. Koebe, Gott. Nachr. 1907, p. 177-190 (p. 189); loco cit. 464) p. 148.) 

4(3) Acta mathematica 31 (1907), p. 1-63. 
454) Urn jeden Windungspunkt in %* wird dabei ein von einer mehrfach 

umfahrenen Kreislinie urnschlossenes Gebiet abgegrenzt. Diese Gebilde bilden 
neben weiter!m geeigneten schlichten Kreisgebieten die Folge Kn(n = 1,2, ... ). 

21* 
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punktformigen Belegung = 1 in b und einer auf C(O) verteilten nega.­
tiven Linienbelegung von der Gesamtmasse - 1. Bei der Durchfuh­
rung des Auskehrprozesses bleibt die in ~ befindliche Masse unberiick-

sichtigt. Da U* = log I Z~Z) I durchweg positiv ist, so ist, wie sich 

leicht zeigen laSt, fur alie n ... u(n) < U*. Die Folge u(O), U(l), •.• kon­
vergiert. Es sei (1) lim t~(n) = G*(;, '1'j; x, y). Sind Gn(g, '1'j; x, y) 

(n = 1, 2, ... ) die in analoger Weise fiir eine Folge von Gebieten 

T,,(n = 1, 2, ... ), (lim Tn = ~*, Tn von einer endlichen Anzahl Bogen 
n=oo 

del' Kreise Ok) begrenzt) gebildeten Funktionen, so ergibt sich nun­
mehr leicht die Grenzbeziehung (2) G* = lim Gn. Durch Vermitte-

n=OI:I 

lung der Funktion (3) T = e-iG*+iH*) (ll* konjugiert zu G*) wird 
~* auf die Fliiche des Einheitskreises in der Ebene T konform abge­
bildet. DaS das Bild die Fliiche I T I < 1 voU ausfiillt, beweist Poin­
care einmal in Anlehnung an Osgood (Nr. 38), das andere Mal ohne 
Zuhilfenahme der Modulfunktion. Durch die Beziehungen ~ = FoCr), 
ft(z) = Fl (7:), ... , fm(z) = FmCT) werden die Funktionen fll ... , t"". 
uniformisiert, wobei Ausnahmestellen nicht mehr vorkommen. 

Die Funktionen Fo, F1, •.. , Fm bleiben bei linearen Substitutionen 

einer gewissen unendlichen Gruppe (7:,;:; + !:) (v = 1, 2, ... ), die den 

Einheitskreis in sich iiberfiihren, invariant. Der Riemannschen Fliiche 
~ der Funktionen fll" ., fm entspricht in der Ebene T die Flache 
eines Fundamentalpolygons J mit paarweise linearer Zuordnung der 
Rander. 

1st das unendliche Produkt n (Cl~or: ++ ~v) konvergent, so existiert . r.or: Up 

die zu % (Nr. 37) gehorige, in b logarithmisch uneIidliche Q10eensche 
Funktion G(;, 1}; x, y). Es ist 

(4) G(~, 'I); x, y) = log iII(avor: + ~v)\' 
\ j',or:+ Q. ! 

1 

Das vorstebende (notwendige und binreichende Kriterium) kann auf 

die Form gebracht werden: die Reihe .'L) rr~!+ J.f muS konvergieren. 

Oder, wenn man mit h den Fliicheninhalt einer um T in J beschrie­
benen Kreisfiache, mit h.(v = 1, 2, ... ) den lnhalt der homolog en Ge-

biete bezeichnet, die Reihe .~Vh. mull konvergieren. 

1st ~Yh" konvergent, so wird % durch Vermittlung der Funktion 
e-(G+ iN) auf die Flache des Einheitskreises abgebildet. Um auch den 
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Fall zu el'ledigen, wenn die Reihe ~Vh" divel'giel't, schliigt Poincare 
einenanderen Weg ein. 

Es sei ~ + ~ ein Kreisbereich in %, del' ~ llicht enthint. Durch 
direkte potentialtheoretische Betrachtungen beweist Poincare, daB -del' 
im vorstehenden wiedergegebene Balayage-Pl·oze.B im Gebiete ~1 = % 
- (st +~) konvergiert und zu einer auf dem Rande ~ von ~ ver­
schwindenden (Greenschen) Funktion 1'1 (~, '/]; x, y) fiihrt. Nunmehr wird 
aus %1 durch einen von ~ ausgehenden, b nicht trflfl'enden Querschnitt 
ein einfach zusammenhangendes Gebiet %2 abgeleitet. Das Balay­
age-Verfahren liefert, auf ~ angewandt, eine bestimmte Funktion 
rJ(~' 1]; x, y).455) Durch Vermittlung del' Funktion e-(y,+ix,) (Xl! zu r~ 
konjugierl) wird %2 auf die Flache des Einheitskreises konform ab­
gebildet. Dem aus Iii und den beiden Randern del' Schnittlinie be­
stehenden Linienzuge entspricht ein (offener) Bogen des Einheits­
kreises. 1st diesel' Bogen < 2 x, so liiBt sich %1 auf die FHiehe eines 
Kreisringes, % auf diejenige des Einheitskreises konform abbilden. 
1st abel' jener Bogen = 2x, so gewinnt man entsprechend als Bild 
von %1 eine Kreisfliiche mit AusschluB des Mittelpunktes,. als Bild 
von % die Gesamtebene mit AusschluB des unendlich fernen Punktes. 
Fur das %1 betreffende Resultat gibt Poincare mehrere zum Teil in­
direkte Beweise. Del' Ubergang von %1 zu ~ wird mit H. A. Schwart~ 
durch giirtelformige Verschmelzung vollzogen.456) 

b) P. Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer 
Kurven.457) Es sei % = lim T", irgendein libel' der z-Ebene ausge-

n=oo 

breitetes (nicht geschloBsenes) einfach zusammenhangendes Gebiet.458) 

Es Bei P(~, 'Y) ein Punkt in T1, un diejenige auf S" versehwindende 
Greensche Funktion von Tn' die sieh in del' Umgebung von P wie 

log ~ + cn + .. " ((Jl! = (; - X)2 + ('Y) - y)2) verhiilt. In Tn ist fur 
Q 

alie n und p ... un>O, u,,+p-un>O. Dal'Um ist c1 <c!!<CS< .. ·. 
Lii.Bt 'I etwa drei Punkte del' z-Ebene unbedeckt, so konvergiert die 
Folgeu" in jedem (~, '/]) nicht enthaltenden Bereiche T + S in % 

455) Bei der Bildung von 12 wird r1 als Majorante benutzt. 
456) Der Gedanke, sich durch Herausschneiden eines einfach zusammenhan­

genden Teilgebietes eine Randlinie zu verschaffen, kommt, angewandt auf eine 
geschlo8sene Riemannsche Flache, zuerst bei H. A. Schwars vor (Nr. 24e.). VgL 
loco cit. 310). 

457) Gott. Nachr. 1907, p. 191-210. 
458) Mit Koebe legen wir der Betrachtung ein unendlichvielblattriges Ge­

biet zugrunde. Seine Methode und ihre Ergebnisse geIten fiir beliebige nicht 
geschlossene einfach zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeiten. 
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gleichmiiBig. Es sei u = lim un' V die zu u konjugierte Potential-

funktion. Durch Vermittelung der Funktion Z = e- (u + '''l wird :t auf 
die Fliiche eines Einheitskreises konform abgebildet (Nr. 37 und 38).459) 
1st die Folge en konvergent, so konvergiert un dem Harnackschen 
Satze iiber positive Potentialfunktionen zufolge wie vorhin in T + S 
gleichmiiBig, auch wenn die Poincaresche Bedingung nicht erfiillt ist. 
Auch jetzt gilt del' gleiche Abbildungssatz. Auf einen Beweis der 
zuletzt genannten Eigenschaft geht Koebe an der betrachteten Stelle 
nicht naher ein. 

1st abel' Tim ~ = 0, so 11iBt sich % auf die ganze Ebene mit 
n =00 en 

AusschluB des unendlich fernen Punktes abbilden. Nimmt mau den 
Fall einer geschlossenen Riemannschen Flliche (Nr. 24 e) hinzu, 
so findet man wie vorhin (Nr. 40a), daB jedes einfach zusammen­
hangende Gebiet entweder: 1. allf eine Kreisflache (Kugelkalotte), 
2. auf eine Ebene mit AusschluB des unendlich fernen Punktes (punk­
tierte Kugel), odeI' schlieBlich 3. auf eine geschlossene Ebene (Kugel) 
konfol'm abgebildet werden kann.460) 

Das vorstehende Kriterium ist von P. Koebe angegebell worden, der 
den Abbildungssatz unabhlingig von Poincare aufgestellt und bewiesen 
hat.461) (Weitere Kl'iteriell von zum Teil spezieller N atur vgl. die 
FuBnote 469.) 

(59) Das gleiche gilt offenbar, wenn es gelingt, 'l auf ein Gebiet 'l* kon­
form abzubilden, das die Poincaresche Bedinguug erfullt. In der Note, Zm: Uni­
formisierung der algebraischen Kurven, Gott. Nachr. 1907, p. 410-414 beweist 
P. Koebe mit Bezugnahme auf die in der FuBnote (52) zitierten Arbeiten von 
Johansson auf diesem Wege gewisse mit der Uniformisierung algebraischer 
Kurven vom Range :<;; 2 znsammenhangende Abbildungssatze. 

(60) Die unter 2. und 3. genannten Gebiete werden durch die Riemann­
schen Flachen erschopft, die zu den Umkehrungen meromorpher bzw. rationaler 
Funktionen gehOren (vgl. E. Study lac. cit. 148), p. 11-12). 

461) P. Koebe, tiber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven, 
Gott. Nachr. 1907, p. 191-210, vOTgelegt am 11. Mai 1907. Die in der Nr. 40a 
besprochene Abhandlung von H. Poincare erschien im November 1907 (gedruckt 
im Miirz 1907). In spateren Arbeiten hat Koebe fiir den fraglichen Satz eine 
Heihe weiterer Beweise gegeben (s. weiter unten). tiber die Bedeutung dieser 
Untersuchungen fur die Theorie der Uniformisierung beliebiger, insbesondere al­
gebraischer Funktionen vergleiche das Referat von R. Fricke, II B 4, Nr. 39. Die 
besonderen, die U niformisierung reeller algebraischer Kurven betreffenden Sl1tze 
sind von Koebe von den vorliegenden Betrachtungen unabhangig schon friiher 
bewiesen worden (Gott. Nachr. 1907, p. 177-190, ausfiihrliche vertiefte Darstel­
lung spater Math. Ann. 67 (1909), p. 145-244 [po 206-213]. Das Gebiet 'l (die 
einfach zusammenhangende tiberlagerungsfHiche der in geeigneter Weise zer-



40. Einfooh zusammenhil.ngende Gebiete der allgemeinsten Natur. 311 

Es sei also lim -t- = 0 und es moge Un diejenige, auBer in (~, fJ), 
.=00 11 

in Til und auf 8'11 stetige, in Til regulii.re, auf 8 n verschwindende Poten-

tialfunktion, die in (~, fJ)' sich wie ffi z 1 b verhiiIt, bezeichnen. In 

jedem Bereiche in %, der (;, 'I) nicht enthiilt, isb die Folge Un gleich­
maBig konvergent. Der sehr einfache Beweis stutzt sich wesent­
lich auf den folgenden, auch an sich wichtigen Hilfssatz: Es sei e 
ein beschranktes Gebiet in ~, das den Nullpunkt entbalt, @ die Ge­
samtheit aIler beschriinkten Gebiete in @, die den Punkt z = ° ent­
halt en und auf @ derarl konform abgebildet werden konnen, daB der 
Nullpunkt in sich selbst ubergeht und das VergroBerungsverhaltnis 
fur z = 0 den Wert 1 hat. Es gibt dann eine Kreisflache yom Halb­
messer Rl > 0, die in allen e enthalten ist.462) 

schnittenen Riemannschen Flache der Kurve) hat hier gewisse Symmetrieeigen­
schaften, wodurch die Aufstellung einer Majorante fiir 1t" wesentlich erleichtert 
wird. Eine Darstellung dieser Betrachtungen gibt R. Fricke, Autornorphe 
Funktionen, 2, p. 469-483, insbes. 2, p. 472-478. 

462) P. Koebe, loco cit. 461), S. 204-205; dort findet sich auch eine andere 
Fassung desselben Satzes. Vgl. ferner P. Koebe, Math. Ann. 67 (1909), p. 145-224 
[p.215-216] und loco cit. 582d) [po 88-95]. Wie Koebe ferner (Math. Ann. 69 
(1910), p: 1-81 ["Hilfssatz III", p. 48-50)) gezeigt hat, liegt das Bild 2' eines 
beliebigen ganz im Innern von @ enthaltenen Jordanschen Kurvenstiickes 2 bei 
allen moglichen Abbildungen e im Innern einer festen Kreisflache vom Radius 
R!. Dieser hangt nur von @ und 2 abo Einen Beweis des betrachteten Satzes 
gibt auch S. Johansson, Acta soc. sc. Fenn., Bd. 40, Nr. 1 (1910), p. 1-32 [p.4 
bis 9}. Man vergleiche ferner E. Study, loco cit. 148), p. 122-124. 

Der "Hilfssatz III" ist bei Koebe a. a. O. ein Ausgangspunkt beirn Be­
weise des sog. Verzerrungssatzes (Nr.42, inab. die l!'uBnote 494), er kann abet 
anderseits unschwer aus jenem abgeles/ln werden. Die fraglichen Satze hangen 
mit den Untersuchungen, die im Anschlu13 an den Picardschen Satz in den letz­
ten 14 Jahren von E. Landau, O. Oarathiodory, F. Schottky, E. LindelOf und an­
deren Mathematikern durchgefiihrt worden sind, eng zusammen. V gl. P. Koebe, 
Jahresber. der Deutschen Math.-Ver. 19 (1910), p. 339-348 [po 347-348]' Wie 
E. Landau neuerdings gezeigt hat, laBt sich der im Text genannte Koebesche 
Satz aus dem Picard-Landau8chen Satze mit Leichtigkeit ableiten. Vgl. E. Lan­
da'u, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionen­
theorie, Berlin 1916, p. 14-110 [p.100]. J. Pleme1j, Monatshefte f. Math. u. 
Phys.23 (1912), p. 297-304 [p.303-304] nimmt speziell fUr @ eine Kreisflache 

vom Radius R und findet Rl > ~ (s. auch E. Landa!! a. a. 0., p. 98-9~. 

R. Fricke findet RI > - 1 t -Vii R (Automorphe Funktionen, 2, p. 500). Koebe 

spricht (Ma.th. Ann. 67 (1909), p. 215, Fu13note •• *) die Vermutung aua, daB 
R 

~ ="4 sein dfufte. Diese Vermutung ist von L. Bieberbach, Math. Ann. 77 
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Es sei !~~ Un = U. Die Funktion U ~ i V' unter V eine zu U 
konjugierte Funktion verstanden, liefert die gewiinschte Abbildung. 
Del' Beweis verliiuft· indirekt und stiitzt sieh, wie an einer analogen 
Stelle bei Poincart!463), auf die Resultate von Osgood (Nr. 38). 

Seinem ersten Beweise des Ahbildungssatzes gab Koebe spater 
eine ins einzelne ausgearbeitete, teilweise abgeiinderte Fassung.464) In 
dem ersten HauptfalIe wird der Harnao7csehe Satz liber positive Po­
tentialfunktionen nieht benutzt. Es fiihrt vielmehr eine vertiefte Be­
traehtung der konvergenten Folge c1 < 02 < 03 < ... auf eine Absehiit­
zung der Differenz un +> - un' durch die sowohl die gieichmiiBige 
Konvergenz del' Folge u" klar herVOl·tritt, als aueh evident wird, daB 
dureh Vermittlung von r(uHv) das Gebiet ;t auf die ]'lache des Ein­
heitskreises konform abgebildet wird. Aueh in dem zweiten Haupt­
falIe wird der Beweis des Abbildungssatzes im einzelnen durchgefiihrt. 
Die Resultate von Os,r;ood werden diesmal nieht gebraucht. 

Einen in Einzelheiten von den vorerwiihnten verschiedenen, 
die in der FuBnote 170) erwiihnten Hilfssatze wesentlich benutzenden 
Beweis hat S. Johansson geliefert.465) Eine Modifikation des ersten 

(1916), p. 153-172 bestatigt worden. Man vergleiche ferner L. Biebe'rbach, loco 
cit. 11.50; G. Faber, Miinch. Ber. 1916, p. 39-42; G. H. Gronwall, C. R. 162 
(1"916), p. 249-252 sowie p. 316-318; G. Pick, loco cit. 494) sowie Wiener Ber. 
126 (1917), S.247-263. Im.2usammenhang mit dem im Text betracbteten Hilfs­
satze steben einige Satze iiber die konforme Abbildung einfach zusammen­
hiingender konvexer Gebiete bei E. Study, loco cit. 148), p. 116-121. 

463) loc. cit. 453) p. 32-35. 

464) Math. Ann. 67 (1909), p. 145-224 (p. 205-224J. Eine Darstellung 
findet sich bei E. Study, loc. cit. 148), p. ~7-34. Ein in allen wesentlichen Punk­
ten auf Koebeachen Methoden beruhender, ins einzelne ausgearbeiteter Beweis des 
Poincare - Koebeschen Satzes flndet sich bei G. Fubini, Introduzione alIa teol'ia 
dei gruppi discontinui e delle funzioni automol'phe, Pisa 1908, p. 367-392 und 
W. F. Osgood, Funktionentheorie, p. 710-147. Eine eingehende Darstellung 
widmet den speziell auf das Haupt- und Grenztheorem bezuglichen Koebeschen 
Betrachtungen R. Fricke, Automorphe Funktionen, 2, p.439-494. 

465) S. Johansson, loco cit. 494), p. 9-14. Dort findet sich p. 18-32 ein an­
derer Beweis des Satzes von Poincare und Koebe. Es sei (r, Tn ein von (6,7j) 
verschiedener Punkt in T1 , u~ die in (6',71') logarithmisch unendliche, auf S .. 
verschwindende Greensche Funktion von Tn' Johansson zeigt, daB lim (un - u;.) 

n=oo 

in allen Fallen existiert. Durch Vermittlung der Funktion e- (r" + r,J:.) (ro = lim (un - u~), 
12;=00 

ro zu ro konjugiert) wird % auf das von einem doppelt zu zahlenden Bogen des 
Einheitkreises, der sich auch auf einen Punkt reduzieren kann, begrenzte unend­
liehe Gebiet in ~ konform abgebildet. 
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Koebeschen Beweises gibt ferner J. Plemelj.466) In dem ersten Haupt­
faUe findet Plemelj, wenn lim cn = C gesetzt wird, durch eine uber-

aus einfache Betrachtung die Ungleichheiten 

U"H-U", < [3 + «c-cn))]Vc-c1IinT" undu<[3+((c-cnJ)]VC=c" 
in X- (Tn + Sn). 

Die erste Ungleichheit gibt ein MaB dafur, wie rasch u" gegen u kon­
vergiert. Aus der zweiten folgt leicht, daB X durch e-(u+iv) in der 
Tat auf die Flache des Einheitskreises konform abgebildet wird. 

In einer kurzlich erschienenen Abhandlung (loc. cit. 582d) [po 83-
95]) teilt Koehe eine neue auf funktionentheoretischer Basis (unter Aus­
schaltung des Integralbegriffes) gestellte Bearbeitung seines ersten 
Beweises mit. Die beim Beweise gebrauchten Hilfsslitze werden samt­
lich auf das Schwarzsche Lemma zuruckgefuhrt. 

1m engen AnschluB an die Poincare'sche Abhandlung (Nr. 4:0a) 
gibt Koebe in einer zweiten Mitteilung, Dber die Uniformisierung be­
liebiger analytischer Kurven467), einen zweiten Beweis des Abbildungs­
satzes. Wie bei Poincare wird aus X eine Kreisfliiche ~ herausge­
schnitten. Sodann wird unter Zuhilfeuahme des Harnackschen Satzes 
fiber positive Potentialfunktionen die Konvergenz der Folge 1~~ 

(U~ = der zu Tn - (~ +~) gehorigen, in ~ unendlichen Greenschen 
Funktion) in %' = X - (~ +~) auf indirektem Wege erschlossen. 
Es Bei lim u': = u'. Nunmehr wird zu der zu %' gehOrendeu einfach 

"=00 
zusammenhangenden Uberlagerungsflache X' iibergegangen. 1st u~ 
(n = 1, 2, ... ) eine der Folge u" (n = 1,2, ... ) des ersten Koeheschen 
Beweises analoge Folge von Greenschen Funktionen auf %', so ist 
fiir diese die Funktion if eine Majorante. Durch Vermittlung der Funk­
tion z' = e -(u' + iU'), (u' = lim u,,', v' zu u' konjugiert) wird %' auf 

n:::::co 

die Fliiche des EinheitskreiRes K' abgebildet.468) Der Flache ';t' ent­
spricht hierbei ein einfach zusammenhangendes Teilgebiet II von X', 
dessen Begrenzung einen Bogen (5' des Einheitskreises 0' sowie zwei 
durch eine K' in sich selbst iiberfiihrende lineare Substitution auf­
emander bezogenen Linien enthiilt (n ist ein im Sinne von F. Klein 
geschlossener zweifach zusammenhangender Fundamentalbereich). 

Je nachdem @S' < oder = 0' ist, ist jene Substitution hyper-

466) J. Plemelj. loco cit. 462). 
467) Gott. Nachr. 1907, p. 633-669. 
468) A.ugenscheinlich liegt kein Punkt des Bildes @' von X au6erhalb K'. 

DaB 8' die Flache K' voU ausfiillt, zeigt Koebe nach dem in der Nr. 38 wieder. 
gegebenen Verfahren. 
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bolisch oder parabolisch. Durch geeignete elementare Funktionen 
wird nunmehr sr' auf die Fliiche eines Kreisringes, oder eines aus 
einer KreisfHiche durch AusschluB des Mittelpunktes entstandenen Ge­
bietes abgebildet. Durch giirtelformige Verschmelzung gelangt man 
endlich von hier aus wie bei Poincanf (Nr. 4Oa) zu dem Hauptsatze 
der Theorie.(69) 

Der Fall einer punktierten Ebene (Kugel) erscheint in demjenigen 
einer Kreisfliiche (Kugelkalotte) als Grenzfall enthalten, sobald man 
nicht den Halbmesser des Kreises, sondern das VergroBerungsverhiilt­
nis im Kreismittelpunkt bei der N ormierung festhiiJt. etwa gleich 1 
annimmt. Setzt man, unter un die Potentiale des ersten Koebeschen 
Beweises verstanden, u: = U" - en' so ist die Folge u: stets konver­
gent. Durch Vermittlung der Funktion e- (u. + t.·) (u* = lim u:, v· zu 

n=oa 
tt* konjugiert) wird ~ auf eine Kreisscheibe yom endHchen oder un-
endlich groBen Radius konform abgebildet.470) Bei den weiter unten 
bespl'ochenen, im .A.nschluB an D. Hilbert ausgebildeten Variations­
methoden erscheinen die beiden Hauptfalle, dank der von vornherein 
zweckmiiBig gewahlten Normierung stets aIs nur quantitativ verschie­
den (Nr.4:2 und 45 d. Man vergleiche ferner die Ausfiihrungen der 
Nr.41). 

Einen anderen, an Poincm'e ankniipfenden Beweis des Poincare­
Koebeschen Satzes hat S. Johansson411) gegeben. Bezeichnet man mit 

469) Die Alterna.tive IS' < oder = 0', oder, wa.s da.sselbe besa.gt, hyper­
boliache oder parabolische Substitution bildet ein (freilich indil:ektes) Kriterium 
zur Unterscheidung der beiden Hauptflllle. Enthalt der Rand des Gebietes % 
ein Jordansches Kurvenstiick €i, so l~Bt sich 'l stets auf aine Kreisfl~che kon­
form abbilden, wobei €5 ein Kreisbogen entspricht. Fiir diesen Sa.tz gibt Koebe 
loco cit. 467) S. 657-668 vier verschiedene Beweise. Bei den beiden eraten wird 
der Abbildungssatz a.la bekannt angenommen und es wird ferner vorausgesetzt, 
daB €5 der Klasse E angehOrt (in den Eckpunkten und Spitzen wird da.bei iibrigens 
nur dio Existenz der Tangenten gefordert). Koebe zeigt insbesondere, dlill die die 
Abbildung vermittelnde Funktion iiber die regularen Stiicke von @5 hinaus fortge­
setzt werden kann. Die beiden underen Beweise sind von dem Hauptsatze un­
abhiingjg und liefern eine Majorante fiir die Funktionen '11,,, des ersten Koebe­
schen Beweises, auch wenn % vom mehrfachen oder selbst unendlichhohen Zu­
sammenhange iat. (Einen Beweis dieses Satzes gibt auch H. Poincare, loco cit. 
453), p. 46-48.} Weitere Ausfiihrungen iiber die Alternative - punktierte Ku­
gel oder Kugelkalotte - finden sich bei P. Koebe, Journ. f. Math. 139 (1911), 
p. 251-292 [po 280-289J; S. hierzu auch die Bemerkungen bei E. Study, loco 
cit. 148), p. 35-37. Man vgl. ferner S. Johansson, 10c. cit. 465). 

470) Vgl. P. Koebe, loco cit. 457) p. 206-207; J.Plemelj, loco cit. 462), 

p.302-304. 
471) S. Johansson, Acta soc. sc. Fenn., Bd. 40, Nr. 2 (1910), p. 1-29. 
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"1 wieder die zu %1 gehOrige Greensche Funktion (Nr. <lOa), so gilt 

ex = 91 fO"Yl ds < 1. 1st a < 1, so IaBt sich %1 auf das von einem 
... n", un 

~ 

Kreise und einem kreisformigen Schlitze urn den Koordinatenursprung 
begrenzte beschrankte Gebiet, oder auch auf die Fl1iche eines Kreis­
ringes konform abbilden. 1st a = 1, so gehen jene Gebiete in eine 
punktierte Kreisflache liber. Der Beweis stlitzt sich wesentlich auf 
einige von Johansson angegebene, auch an sich interessante Hilfssatze. 
Zu ~ wird wieder durch glirtelformige Verscbmelzung libergegangen. 

41. Zweidimensionale scblichtartige Gebiete der allgemeinsten 
Natur. In einer dritten Mitteilung liber die Uniformisierung beliebi­
ger analytischer Kurven 472) beweist Koebe, daB ein beliebig~s schlicht­
artiges einfach oder mehrfach, auch unendlichvielfach zusammenhan­
gendes Gebiet der allgemeinsten N atur auf ein Gebiet in Q; konform 
abgebildet werden kann. 

Es sei st = lim Tn (Nr. 4:) ein beliebiges tiber der z-Ebene aus-
n=oo 

gebreitetes schlichtartiges Gebiet:173) Es sei Z,,(z) eine Funktion, 
durch deren Vermittlung Tn auf ein Gebiet Fn in der Ebene Z kon­
form abgebildet wird. Es wird angenommen, daB Z = 0 auBerhalb 
F" liegt und ZnCz) in der Umgebung ei.nes bestimmten Punktes Zo 

in T1 eine Entwicklung von der Form _1_ + eine reg. Funkt. gestattet. z-zo 
Existenz beli.ebi.g vieler Funktionen diesel' Art steht den Betrachtun­
gen der Nr. 24: gemaB fest. A.us der Folge Z",(z) (n = 1,2, ... ) liiBt 
sich eine Teilfolge aussondern, die in jedem Bereiche in st, der Zo 

nicht enthiilt, gleichmaBig konvergiert. Die Grenzfunktion Z(z) ver­
mittelt die Abbildung von % auf ein schlichtes Gebiet F. 

Der Hilfssatz der erst en Mitteilung ist der foIgenden Aussage 
gleichwel'tig: Es sei (j) irgendein einfach zusammenhangendes Gebiet 
in der Ebene Z, das den Punkt Z = 00 enthalt. Der Punkt Z = 0 
soil auBerhalb Ii> Hegen. Es sei ijj' irgendeiu Gebiet von gleichen 
Eigenschaften, das auf ijj konform abgebildet werden kann, so daB 

im Unendlichen die Entwicklung Z' = Z + ~ (~) gilt. Die Begren­

zung von (p' liegt dann in einer Kreisflache um den Koordinaten­
ursprung, deren Halbmesser nur von ~ abbangt.474) Es sei jetzt K* 

472) Gott. Nachr. 1908, p. 337-358. Siehe auch C. R. 148 (1909), p.824 
bis 828. 

473) Die folgenden Betrachtungen gelten mutatis mutandis fur beliebige 
schlichtartige Riemann Bche Mannigfaltigkeiten. 

474) P. Koebe, loco cit 472), p. 348. 
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ein Kreisgebiet um ~o in T1• Durch Zl (~) mage K* auf CPu durch 
Zn(~) auf tP,. abgebildet werden. Dem soeben genannten Hilfssatze 
zufolge ist auf 0* fur aile n ... I Z" (z), < fl (fl konstant). Diese Be­
ziehung gilt oft'enbar fiir aile z in Tn - (K* + C*). 

Der Konvergenzbeweis stfitzt sich auf den folgenden zuerst 
von P. MonteZ angegebenen und bewiesenen Satz: Aus jeder Folge 
von Funktionen fn(z), die in einem Gebiete % regular sind und einer 
Ungleichheit 'fn (z) I < M geniigen, IaBt sich eine Teilfolge aussondern, 
die in jedem Bereiche in % gleichmaBig konvergiert.475) Aus Zn(z) 
(n =.1, 2, .... ) Hi.Bt sich wegen I Z" ($) I < fl demnach eine Teilfolge 
Z(lI)(~) (n = 1, 2, ... ) extrahieren, die, wie man leicht sieht, in jedem 
~o· nicht enthaltenden Bereiche in % gleichmaBig konvergiert. Die 
Grenzfunktion ist von ~inerKonstanten verschieden; sie bildet % auf 
ein schlichtes Gebiet F abo 

1st insbesondere % einfach zusammenhangend, so wird F ent­
weder aus der ganzen Ebene mit AusschluB des einen Punktes Z = 0, 
oder eines Punktkontinuums bflstehen. In dem zuletzt genannten 
Faile lii.Bt sich F auf eine Kreisflache konform abbilden (Nr. 38). 
Man gewinnt so den Satz von R. Poincare und P. Koebe (Nr. 40) 
wieder.476) Als eine Anwendung del' vorstehenden Ergebnisse gibt 
Koebe in aller Kfirze ein Verfahren zur konformen Abbildung der 
Oberftii.che einer analytischen korperlichen Ecke auf ein ebenes Ge­
biet an.477) Eine ausfiihrliche, auf fuuktionentheoretische Basis ge­
steilte Darlegung eines anderen Verfahrens enth111t eine spiitere Arbeit 
von Koebe (loc. cit. 582d) p. 95-103. Vgl. Nr. 47, p. 360-361). 

42. Das Stromungspotential. Eine Normierung der .A.bbildungs­
funktion wird auf dem in del' Nr. 41 skizzierten Wege erst gewon­
nen, wenn fiber Zn(fJ) geeignete weitere Bestimmungen getroffen wer­
den. Zu besonders bemerkenswerten Ergebnissen gelangt man, wie 

475) P. Montel, Ann. de l'Ec. Norm. (3) 24 (1907), p. 233-334 [po 298-302]; 
Le90ns sur les series de polynomes a nne variable complexe, Paris 1910, p. 1-
128 [po 20-25]. Fur diesen oder vielmehr einen unwesentlich allgemeineren 
Satz gibt Koebe, loco cit. 472), p. 349-353 (vgl. auch Math. Ann. 69 (1910), p. 1 
bis 81 [po 71-75]) einen anderen, an gewisse auf Ascoli zurii.ckgehende Konver­
genzsatze (Nr. 45) sich anlehnenden Beweis. 

476) loco cit. 472), p. 354-357 gibt Koebe noch eine andere mit dem Mon­
telschen Satze und der .gurtelfOrmigen Verschmelzung" operierende Methode. 
1st die Zusammenhangszahl endlich, so lli6t sieh, wie Koebe a. a. O. zeigt, der 
Abbildungssatz auch .durch ein geeignetes kombinatorische~ Verfahren aua den 
Resultaten der Nt. 40b ableiten. 

477) Gott. Nachr. 1908, p. 359-360. 
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Koebe, durch gewisse Aufstellungen von Hilbertma) veranlaBt, in 
einer vierten Mitteilung iiber die Uniformisierung beliebiger analy­
tischer Kurven478) zeigt, wenn man fur Zn = Un + iV" diejenige in 
Ttl' auIler in so, regulare Funktion wii.hlt, die sich in So wie 

_1_ + (Z _ eo) ~(Z - so) verhalt und uberdies so beschaffen ist, 
Z-zo 
daB V" auf jeder einzelnen Randlinie einen konstanten Wert hat.479) 

Durch VermittIung von Zn wird T .. auf ein schlichtes Gebiet ab­
gebildet, das von einer endlichen Anzahl zur Achse des Reellen 
paralleler Strecken begrenzt ist und den unend1ich fernen Punkt ent­
halt (Nr. 24: h). Der Gedankengang der dritten Mitteilung liiBt sich 
jetzt nicht ohne weiteres anwenden. Indessen zeigt Koebe durch 
elementare Abschatzungen, daB in T .. - (K* + 0*) fiir aile n ... 
I Un I < ",' ([1: konstant) ist.480) Aus einem dem Montelschen analogen 
Konvergenzsatze ffir Potentialfunktionen folgt, daB aus u.. (n = 1,2, ... ) 
eineTeilfolge U(n} (n= 1,2, ... ) extrahiert werden kann, die in jedem Be­
reiche in % - (K* + C*) und daher auch in jedem So nicht enthaltenden 
Bereiche in % gleichmaBig konvergiert. Die Grenzfunktion U verhalt 

sich in So wie m (z ~ Zo + (Z -- eo) ~ (Z - so)) und erfullt die f01-

gende, von Hilbert angegebene Minimumsbeziehung (Nr. 4:5d).- Es sei 
w irgendeine in % - (K* + C*) nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetige, ferner auch noch auf C* stetige und dort ver­
schwindende Funktion, die so beschaffen ist, daB das Dirichletsche 
Integral D';t- (K* + CO) (w) existiert. Alsdann ist D;;;-(K* + C*) (U + w) 
> D'£-(K*+C*)(U), Durch diese Eigenschaft, die sich ubrigens zu 
D'l-(K* + 0*) (U + w) = D'l-{K*+C*} (U) + DT,-(K*+C*) (w) verschiirfen 
laBt, und das vorhin gekennzeichnete Verhalten in Zo ist U vollstandig 
bestimmt. Hieraus folgt aber, daB U = lim Un gesetzt werden kann. 

Die Existenz des Potentials U, des Stromungspotentials, ist durch 
die im vorstehenden angedeuteten Betrachtungen fur die ailgemeinsten, 
nicht notwendig schlichtartigen Gebiete bewiesen. An der gleichen 
Stelle gibt Koebe noch einen andern, von dem Montelschen Satze un­
abhiingigen Existenzbeweis des Stromungspotentials. Dieser Beweis 

477&) Vgl. D. Hilbert, Gett. Nachr. 1909, p.314-323 (s. Nr. 45d, p.338 
bis 339). 

478) P. Koebe, Gott. Nachr. 1909, p. 324-361. 

479) Auf Sn ist Oar: "'" O. Die Funktion Un ist durch diese Festsetzungen 

vollig bestimmt (Nr.24h). 
480) P. Koebe, loco cit. 478), p. 328. Vgl. ferner P. Koebe, C. R. 148 (1909), 

p. 824-828 Bowie Journ. f. Math. 138 (1910), p. 192-253 [po 233-235]. 
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geht von einer zweiten Fassung des' Hilberischen Variationsproblems 
(Nr. 4Dd) aus und beriihrt sich vielfach mit analogen Betrachtungen 
von R. Courant. Er findet seinen Platz in dem Absehnitt libel' die 
Variationsmethoden (Nr. 45d):181) 

1st das Gebiet X schlichtartig, so wi I'd es durch Vermittlung del' 
Funktion Z = U +i V auf ein Gebiet '1f! del' Z-Ebene konform ab­
gebildet, das den unendlich fernen Punkt enthlilt und von lauter zur 
Achse des Reellen parallelen Strecken begrenzt ist.482) Dies besagt, 
im Einklang mit den Ausfiihrungen der Nr. 4, daB 1]J' = lim '1f!" ge-

n=oo 
setzt werden kann, unter '1f!,,(n = 1, 2, ... ) gewisse schlichte, den un-
endlich fernen Punkt enthaltende Gebiete verstanden, so daB, wenn 
man mit m" den Hochstwert der Sehwankung von V" auf den ein­
zelnen Randkomponenten von 'P'" bezeiehnet, lim m" = 0 ist.48B) 

n==oo 
Del' vorstehende Satz ist zuerst von D. Hilbert ausgesprochen 484) 

und in dem besonderen FaIle eines endlich vielfach zusammenhangenden 
Gebietes· bewiesen worden.485) Der allgemeine Fall eines unendliehviel­
fach zusammenhangenden Gebietes ist von P. Koebe und R. Cmwant 
erledigt worden. Ihr8 Beweise stiitzen sich wie deljenige von Hil­
bert wesentlich auf die Hilbertsche Minimumseigenschaft der Hunktion U. 
Sie sollen weiter unten (Nr.4:ad) besprochen werden. Nach Koebe 
hat die Berandung des Gebietes 'P' den Inhalt Null. Sie HiBt sieh 
mit anderen Worten in eine endliehe Anzahl getrennter einfaeh zu­
sammenhangender Gebiete del' Klasse C von beliebig kleinem Gesamt­
flacheninhalt einsehlieBen.486) 

In ahnlicher Weise kann man nach Koebe eine Abbildung eines be­
liebigen schlichtartigen Gebietes 'l: auf ein den unendlich fernen Punkt 

481) Das gleiche gilt fUr eine spatere, modilizierte Fassung dieses Beweises. 
Vgl. P. Koebe, Journ. f. Math. 138 (1910), p. 192-253 [po 207-242]. 

482) Jede einzelne Strecke kann sich auf einen Punkt reduzieren. 
483) Vgl. P. Koebe, loco cit. 478), p. 348-349 sowie loco cit. 481), p. 207-

209, insbes. p. 208. Dort linden sich noch andere Fassungen fiir den Begriff 
eines nSchlitzgebietes". 

484) D. Hilbert, Gott. Nachr. 1909, p. 314-323. 
485) In der im Sommersemester 1909 gehaltenen Vorlesung iiber konforme 

Abbildung. V gl. P. Koebe, Gott. Nachr. 1910, p. 59-74 [po 60]. Fur einfach 
zusammenhangende Gebiete hat schon frllher P. Koebe einen (indirekten) Beweis 
gegeben [loco cit. 457), p. 206 - 207]. V gl. die Ausfiihrungen am Schiu.6 der 
Nr.40b. 

486) P. Koebe, loco cit. 478), p. 352-353; loco cit. 481), p. 211 und p. 241 
bis 242. Vgl. auch R. Courant, Inaugural-Dissertation, Gottingen 1910, p.l-41 
(p.33-34]; Math. Ann. 71 (1 \Jl 2) , p. 145-183 [p.169-173]. Eine charakteri­
ltische Eigenschaft einfach zusammenhangender Schlitzgebiete hat L. Bieberbach 
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enthaltendes Gebiet in ~ gewinnen, dessen Rand entweder aus lauter 
geradlinigen Strecken, die verlangert durch den Koordinatenursprung 
hindurchgehen, oder aus lauter Kreisbogen urn den Anfangspunkt 
besteht. Es seien 01 (;11 "11) und 02 (;2' "1s) zwei von den Windungs­
punkten verschiedene Punkte in '1:. In dem zuerst genannten Falle 
lautet die Unstetigkeitsbedingung fur U wie folgt. In del' Umgebung 

von (;u "11) und (;su 1]2) ist U = log.!.. + eine regulare Potential-
(>1 

funktion und U = - log -.!. + eine regulare Potentialfunktion. Es 
(>2 

gilt ferner Z(z) = eU + iV. In dem anderen Falle ist in (;01]1) und 

(;2' "12) ... U = arctg ~ =~ + eine regulare Potentialfunktion und 

U = - arctg y - ~J + eine reguHire Potentialfunktion. Es gilt ferner 
x- 51 

Z(s) = ei(U+iV) 487) Auch hier gilt der Satz von dem Verschwinden 
des Inhaltes del' Berandung des schlichten Bildbereiches. 

Wie bereits erwahnt, ist die Existenz des Stromungspotentials U 
und damit auch eines konjugierten Potentials V fur das allgemeinste 
nicht notwendig schlichtartige Gebiet 'I sichergestellt. D. Hilbert 
hat einen Satz iiber die durch die Funktion U + i V vermittelte kon­
forme Abbildung angegeben. Neben den Randstrecken endlicher 
Lange treten nunmehr, von der negativen Seite aus dem Unendli~hen 
kommend, Strecken auf, deren Ufer paarweise einander zugeordnet 
sind. Gewisse diese Strecken kreuzende Wege sind nnter Ubersprin­
gen del' eingeschlossenen Fliichenstreifen fortzusetzen.488) 

4:3. Das iterierende Verfahren von P. Koebe.488a) Seit Anfaug 
1908 hat Koebe ein vielseitiger Anwendungen iahiges Verfahren ausge­
bildet, das sich rein funktionentheoretisch begrunden liiBt und von ibm 
als ein "Grenziibergang durch iterierendes Verfahren" bezeichnet worden 

angegeben. Unter allen einfach zusammenhangenden Gebieten in (g;, die den un­
endlich fernen Punkt enthalten und aufeinander durch Vennittlung von Funk-
tionen der Form fez) = z + ao + at ~ + ... konform abgebildet werden k5nnen, z 
ist das Schlitzgebiet dadurch ausgezeicbnet, daB das Maximum del' Entfernung 
zweier Randpunkte den hochsten Wert hat. Vgl. L. Bieberbach, Math. Ann. 77 
(1916), p. 103-172. Dort finden sich noch weitere Satze ahnlicher Natur. 

487) P. Koebe, loco cit. 478), p. 304-360. Bei Ge~ieten der Klasse C in 
(!; ist diese Abbildung zuerst von F. Schottky betrachtet worden. Siehe etwa 
loco cit. 155) passim. 

488) D. Hilbert loco cit. 484), p. 319-820. In dem besonderen Falle eines 
Gebietes vom endlichen Geschlecht ist der fragliche Satz in vervollstandigter 
Gestalt neuerdings von R. Courant bewiesen worden. V gl. R. Courant, Math. 
Zeitschrift 3 (1909). 

488a) V gl. B. Fricke, II B 4 Nr. 39, p. 41\9-460. 
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ist.489) Das Wesen der Methode wollen wir an dem folgenden, der 
Uniformisiernngstheorie algebraischer Kurven entnommenen Beispiele 
auseinandersetzen. Es sei \R eine geschlossene Riemannsche FHiche 
vom Range p > 1. Auf \R moge ein System von p einander nicht 
treffender, ffl nicht zerstiickelnder Riickkehrschnitte Ek (k = 1, .. . ,p) 
gegeben sein.490) Es handelt sich darum, das durch Aufschneiden von 
3llangs Ek (k = 1, .. . ,p) gebildete 2p-fach zusammenhangende schlicht­
artige Gebiet @ auf ein Gebiet T in del' Ebene Z derart konform ab­
zubilden, daB den doppelt zu zahlenden Kurven 2: Randkomponenten 
entsprechen, die durch lineare Substitntionen aufeinander bezogen sind; 
den auf ffl koinzidierenden Punkten del' Begrenzung von @ sollen 
Punktepaare entsprechen, die durch jene line are Substitutionen aufein­
ander bezogen sind.49i) De]! Betrachtungen del' Nr. 24:f gemiiB lliSt 
sich 'P auf ein von p Kurvenpaaren Lw L~l; Ll21 L;ll j •.. j LiP' L; p 

begrenztes 2p-fach zusammenhangendes Gebiet @1 del' Klasse C in 
del' Ebene tt, das den unendlich fernen Punkt enthiilt, abbilden. Die 
Randlinien von 'Pi sind einander paarweise regular analytisch zuge­
ordnet. Diese Zuordnung ist also durch konforme Abbildung in eine 
lineare Zuordnung umzuwandeln. 

Die die Abbildung vermittelnde Funktion Z(z) ist, Bofern fiber­
haupt vorhanden, bis auf eine lineare Substitution vollkommen be­
stimmt. Es sei Z' (s) eine andere Losung des Problems. Durch Ver­
mittlung von Z'(Z} Hitlt sich T auf ein weiteres Gebiet T' mit line­
afar Riinderzuordnung abbilden. 

Unter Zuhilfenahme der noch unbekannten Randsubstitutionen 
liiBt sich del' Variabilitatsbereich von Z auf die ganze Ebene mit 
Ausnahme einer nicht abzlihlbaren Menge von Punkten von del' 
Mlichtigkeit des Kontinuums ausdehnen. Diesem Gebiete entspricht 
em ebenso beschaffenes Gebiet in del' Ebene Z'. Hieraus liitlt sich 

489) P. Koebe: a) Gott. Nachr. 1908, p.112-116; b) Gott. Nachr. 1909, 
p.68-76; c) Witt. Nachr. 1910, p. 180-189; d) Math. Ann. 69 (1910), p. 1-81 
[po 60-651; e) Math. Ann. 72 (1912), p. 437-516; f) Jahresb. d. Deutsch. Math. 
Ver. 19 (1910), p. 339-348; g) a. a. O. 21 (1912), p. 157-163; h) Atti del 
IV. Congresso intern. dei Mat., Roma 2 (1909), p. 25-30. 

490) Der ~infachheit halber werden 2k als Kurven der Klasse D voraus­
gesetzt. 

491) Uber die Bedeutung dieses Problems flir die Theorie der Uniformi­
sierung algebraischer Kurven vgl. da.s Referat von R. Fricke, lIB 4 Nr. 39 so­
wie R. Fricke und P. Klein, Automorphe Funktionen, passim; ferner P. Koebe, 
loco cit. 489) a, b, c, d, e; Math. Ann. 75 (1914), p. 42-129; R. Courant, a) In­
augural-Dissertation, Gottingen 1910, p. 1-44 [po 34-41J; b) Math. Ann. 71 
(1912), p. 145-183 [p.174-1801. 
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durch geeignete Benutzung des Oauchllschen Integralsatzes folgern, 
daB Z' (Z) eine lineare Funktion sein muB. Das Verfahren ist dem 
in der Nr. 27 besprochenen Koebeschen Unitiitsbeweise analog.'9,,) 
Fill' sein Gelingen ist der folgende VQn Koebe angegebene fundamen­
tale "Verzerrungssatz" wesentlich.t.9S) 

Es sei tp(a) irgendeine im Gebiete I a I < R reguliire, dieses auf 
ein schlichtes, den unendlich fernen Punkt nicht enthaltendes Gehiet 
abbildende Funktion. Sind'l und at zwei heliebige Punkte in dem 
Kreisbereiche lsi < Q < R, so giht es einen nur von (} abhangigen 
positiven Wert q (Q) > 1, so da8 

I d!p(el) i < () I dep(zs) 'I de-, q (} -de 
gilt. Filr die Kreisflache 1'1 < R kann man allgemeiner irgendein 
beschrii.nktes Gebiet @, fiir den Kreisbereich I s I < (} < R einen in @ 

gelegenen Bereich @' setzen.4gt.) Aus dem Verzerrungssatze leitet 

492) Vgl. P. Koebe: loco cit.489) b) p. 70-71; c) p. 186-187; d) p.26 
bis 39; Jonrn. f. Math. 138 (1910), p. 192-263 [po 247-263]. Einen anderen 
UnitlUsbeweis gab B. Courant,loc. cit. 491) a) p. 37-40 an. (Vgl. die Ausfiih­
rungen am SchluB dieser Nummer.) 

493) 1m vorliegenden FaIle geniigt ubrigens bereits ein SpeziaUaU des Ver­
zerrungasatzes (" Verzerrungssatz fiir lineare Funktionan", vgl. P. Koebe, loco cit. 
489) d) p. 26-27). 

494) P. Koebe, loco cit. 489) b) p. 73-74 leitet den Verzen-ungtsatz in­
clirekt mit BUfe des M<mtelschen Konvergenzsatzes ab. Einen direkten Bewail 
gibt Koebe loco cit. 489) d) p.46-52 (dort sowie Jomn. f. Math. 13S (1910), 
p.248 tinden aich einige wichtige naheliegende Folgerungen des Verzerrungs­
aatzes). fiir lineare Funktionen &. a. O. p. 26-27. Man vergleiche achlie6lich P. Koebe, 
loco cit. 682) f.) Eine Darstellung lindet eich bei E. Study loco cit. 148), p. 121-127. 
Einen weiteren Beweis, zugleich eine Schranke fur g;(q) geben 8. Johansson, Acta. 
soc. sc. l!'enn. Bd. 40, Nr. 1 (1910), p. 1-32 [p. 15-1'Q; R. Fricke, Automorpha 
Funklionen, 2, dritte Liefernng (1912), p. 496-618; L. Bieberbach, Konforme Ab­
bildung, p. 85 - 94; J. Plemelj (in einem Vortrage auf der Wiener Jahresversamm­
lung derDeutschen Math.-Ver.1913, nicht veroifentlicht, vgl. hieriiber bei G. Pick, 
an dem weiter unten a. O. p. 64) und G. Pick, Leipz. Ber. 68 (1916), p. 68-64. 
Pleme7j nnd Pick geben fur q(q) Formcln an, in denen nm noch eine numerische 
Konstante nnbekannt bleibt. Diese Konstante lli.6t sich nach Bieberbaeh aus seinen 
in der Fn8note 360) besprochenen Resultaten ableiten. Vgl. L. BieberbaCh, loco 
cit. 360) a) p. 946 FuBnote 2). Die genauen Schranken fiir q(q) sind unabhi1ngig 
hiervon von G. H. Gronwall angageben worden, wobei aine Vermutung von Pick 
ihre Bestli.tigung fand. (Vgl. G. H. Gronwall, C. R. 162 (1916), p.249-261.) Grfm­
VIall beweiet den folgenden Satz: Es sei w = e + at,1 + ... eine fur I e.1 < 1 
regnlD.re analytische Funktion, durch deren Vermittlung das Gebiet des Einheits­
kreises auf ein schlichtes Gebiet T konform abgebildet wird. Es gilt 

,_) l-Is\ IdW\ l+lzl lsi lsi 
\ (1+1.1>11< lh «1-1'1)1' (l+le\)I~ltll\~(l_I.I)!· 

lID.,.klDp, do math. Wi ..... 1Ieb. II s. 22 
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Koebe insbesondere den foIgenden bemerkenswerten Satz ab: Auf der 
Einheitskugel seien unendlichviele, einander nicht iiberdeckende Ge­
biete @(1), 0(2), @(3), •.• , die aIle auf @(1) konform abgebildet werden 
konnen, gegeben. Es sei £(1) irgendein Stiick einer rektifizierbaren 
Kurve ganz im Innern von @(1). Bezeichnen l(1), l(i), . .. die Hingen 

seiner Bilder in @(1), @(2), ••• , so ist die Reihe ~lk2 konvergent.495) 
k 

Der vorstehende Satz liiBt sich iibrigens auch aus dem in der Nr. 45 d 
besprochenen Hilfssatze von R. Ooumnt und P. Koebe herleiten. 

1st p = 1, so laBt sich das eingangs gestellte Abbildungsproblem, 
dem der Charakter einer Grundaufgabe zukommt, durch Vermittlung 

Die Gleichheitszeichen gelten nur fiir 

1st T konvex, so iet 

w =- --~----- und 
(1 - eia z)! 

(**) 1 /. dW/- 1 (i+Tz !)" ~ -d-Z- ~ (i -I ziT' , 
izl I z I ----- <:::: Iw I < ---- . 

1+:zl~- -=1-lzl 
Die Gleichheitszeichen gelten hier fiir 

z 
w=1_ea ;z' z=±lzle-ai, 

Weitere Entwicklungen flnden sich bei G. H. Gronwall, C. R. 162 (1916), p. 316-318. 
Einen Beweis der Beziehungen (*) und (0") hat kiirzliuh K. L6wner veroffent­

licht (Leipz. Ber. 69 (1917), p. 89-106). Dort finden sich noch einige allgemeinere 
Betrachtungen. Satze iiber die konforme Abbildung einer Kreisflache auf ein 
schlichtes in einer Kreisflache oder einer Halbebene gelegenes Gebiet, welche 
verschiedene im vorstehenden sowie in der FnBnote 462) genanuten Satze als 
besondere Flille enthalten, hat neuerdings G. Pick angegeben (Wien. Ber. 126 
(1917), p. 247-263). 

Man vergleiche weiter L. Bieberbach, Archiv d. Math. u. Physik (3) 21 (1912), 
p. 155-161 [po 158]; Math. Ann. 77 (1916), p. 153-172 und E. Landau,loc. cit. 
462), p. 98-103. Weitere Literatur: W. P. Osgood, Annals of Math. (2) 14 (1913), 
p. 143-162. Man vergleiche ferner die Ausfiihrungen der FuBnote 462). 

Es sei fez) eine Funktion, durch deren Vermittelung das Gebiet I z i > 1 
auf ein achlichtes, den unendlich fernen Punkt enthaltendes Gebiet abgebildet 

wird. FUr den Quotienten \ ~;:~ \ leitet K. Lowner genaue Abschatzungaformeln 

abo Vgl. K. Lowner, Math. Zeitschr. 3 (1919). Eine Anwendung der Verzerrungs­
satze auf ein hydrodynamisches Problem findet sich bei Ph. Frank und K. Lowner, 
Math. Zeitschr. 3 (1919). 

495) Die Summe der Quadrate der Langen der Randkurven von eCk) (k= 1, 2, ... ) 
(soforn diese rektifizierbar sind), kann dabei beliebig stark divergieren. Sind 
8(k) einfach zusammenhangend, so gilt der vorstehende Satz natiirlich ohne jede 
Einschrankung. Vgl. P. Koebe, loco cit. 489) b) p. 74; d) p. 52-53. Dart findet 
sich p. 27-29 derselbe Satz fiir line are Abbildungsfunktionen. Fiir den im Text 
betrachteten Unitatsbeweis geniigt ubrigens dieser SpezialfaU des allgemeinen 
Satzes. Vgl. ferne!: P. Koebe, JOUIn. f. 1Ia.th. 138 (1910), p. 248-249; W. F. 
Osgood, loco cit. 494), p. 156-162. 
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eines elliptischen Integrals erster .Art und einer Exponentialfunktion 
leicht auflosen.496) .Auf das von L11 und L;1 begrenzte, CPt en thal­
tende zweifach zusammenhangende Gebiet werde nun eine .Ab bildung 
dieser Art angewandt. Wir wollen sie dadurch zu einer vollig be­
stimmten machen, daB wir festsetzen, drei bestimmte Punkte in WI 
behalten ihre Lage. Das Gebiet WI moge hierdurch in ein Gebiet Wll 

iibergehen. Seine Randlinien heiBen L217 L;I; ... ; LIP' L;p' Von 
diesen sind L21 und L;1 linear, die iibrigen Kurvenpaare analytisch 
aufeinander bezogen. Man lOst jetzt die Grnndaufgabe unter Bevor­
zugung des Kurvenpaares L22 , L;9 auf und gewinnt das Gebiet CPs: 
L311 L;I; ... ; L 3P' L;p' Das Verfahren wird unter jedesmaliger Be­
vorzugung eines anderen Kurvenpaares ins Unendliche forlgesetzt.497) 
Das Gebiet Wn konvergiert gegen ein Gebiet T, das die .Aufgabe lOst. 
Der Beweis stiitzt sich wesentlich auf den Verzerrungssatz. ]\;fan findet, 
daB das iteriel'ende Verfahren wie eine geometrische Reihe konvergiel't.498) 

Das soeben betrachtete Abbildungsproblem gestattet noch eine 
andere Behandlung. Durch passendes Zusammenheften unendlich 
vieler Exemplare der Flache e wird ein schlichtartiges unendlichviel­
faeh zusammenhangendes Gebiet 'it gebildet. Den Ergebnissen der 
Nr. 41 zufolge laBt sich dieses auf ein schlichtes Gebiet "lp' konform 
abbilden. Dem Ubergang von e zu einem anderen Exemplare (8)" in 
i: entsprechen gewisse, eine Gruppe bildende Abbildungen von "lp' auf 
sich selbst. Durch eine dem vorstehend skizzierten Unitatsbeweise 
analoge Ubel·legung wird gezeigt, daB die Abbildungen der Gruppe 
durch lineare Substitutionen vermittelt werden. 

496) Vgl. P. Koebe, loco cit. 489) d) p. 61. 
497) Auf L pp ' L;p folgt L p+1,I' L;+1,t. 
498) V gl. P. Koebe, loco cit. 489) c) p. 189. Dort £lnden sich auch Anwendun­

gen des iterierenden Verfahrens auf einige weitere durch die Uniformisierungstheorie 
aIgebraischer Funktionen dargebotene Probleme der konformen Abbildung. Das 
folgende Problem sei hervorgehoben. Es sei ein p-fach zusammenhangendes 
Gebiet T der KIa sse C in ~ gegeben. Auf jeder Randkomponente von T wird 
eine endliche Anzahl Punkte .A, willkilrlich markiert. Jedem PunkteAj ist 
aine ganze Zahl qj ~ 2 zugeordnetj sie kann auch co gesetzt werden. Es wird 
eine Abbildung von T auf ein p-fach zusammenhangendes Gebiet T' in ~ ge­
sucht, die foJgende Eigenschaften hat. Jede Komponente yon T' ist ein Kreis­
bogenpolygon mit Orthogonalkreis, del' in Ausnahmefallen punktformig oder 
imaginar werden kann. Die Punkte .Aj Bollen in die Eckpunkte .Aj des Polygons 

11: 
iibergehen. Der in Ai eingeschlossene "Winkel Iloll gleich - sein. Bemerkens~ 

qj 
wert hierbei ist das Auftreten unendlich vieler Grenzkreise bei Ausiibung des 
Spiegelungsprozesses, wie bei noch allgemeineren KleinschenFundamentaltheoremen 
ergl. R. Fricke, II B 4). 

22* 
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Damit ist der Satz bewiesen.499) 

R. Courant 500) bedient sich in seiner spiiteren Behandlung des 
Problems zur Abbildung der Flache % auf ein schlichtes Gabiet 
der Funktion Z = U + iV, unter U das in der Nr. 42 be­
trachtete Stromungspotential verstanden.501) Die soeben besprochene 
chilrakteristische Eigenschaft der Abbildung wird aus der Tat­
sache gefolgert, daB es, bis auf einen konstanten Summanden, nur 
eine in 'X, mit Ausnahme des Punktes $01 regulare, sich in $0 wie 

__ 1 _ + ~ (z - $0) verhaltende eindeutige analytische Funktion r = fl 
II- Zo 

+ ira giht, wenn iiberdies verlangt wird, daB DX - K *- c.ift) eine be­
stimmte Bedeutung hat. 

44. Konforme Abbildung eines p-fach zusammenhangenden 
Gebietes in 63 auf ein Voll.kreisgebiet. Eine wichtige Anwendung 
der in der Nr. 43 besprochenen Methoden· bildet der zuerst von 
P. Koebe gefiihrte Beweis fur die MogIichkeit, ein gegehenes p-fach 
(]I ~ 2) zusammenhangendes schlichtartiges Gebiet auf ein von p VoU­
kreisen begrenztes Gebiet in ~ konform abzubilden.6011) Den Ergeb­
nissen der Nr. 40 und 41 zufolge hildet es keine Einschrallkullg der 
Allgemeinheit, das gegebene Gebiet schlicht und von del' Klasse IJ 
vorauszusetzen.603) Die Aufgabe laBt, wenn von einer linearen Sub­
stitution abgesehen wird, nicht mehr als eine Losung zu (Nr. 27). 
Der Fall p = 2 ist in der Nr. 27 besprochen worden. Der besondere 

499) Seinen Beweis hat Koebe zum ersten Male in der Sitzung der Gott. 
Math. Ges. am 25.2.1908 bekannt gegeben. S. die Ber. del' Deutschen'Math.-Ver. 17 
(1908), Anhang, p. 50. Ausfl1hrliche Darstellungen vgl. P. Koebe, loco cit. 489) 
b) p. 71-74; loco cit. 489) d) p. 42-S0 (a. a. O. [po SO-S5J Ausfiihrungen uber 
den Zusammenhang des iterierenden Verfahrens mit der Methode der tlber­
lagerungsfHiche); eine kiirzere Darlegung S. Journ. f. Math. 138 (1910), p. 24S-249. 
Man vergleiche ferner die in den Einzelheiten abweichenden Bearbeitungen bei 
R. Fricke und F. Klein, Automorphe Funktionen, 2, dritte Lieferung, p. 495 
bis 552 und W. F. Osgood, loco cit. 494) Bowie die Ausfiihrungen bei L. Bieber­
bach, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 21(1912), p.155-161 (p. 158-160]. 

500) R. Courant, Inaugural-Dissertation, Gottingen 1910, p. 1-44 [po 34-
411; Math. Ann. 71 (1912), p. 145-183 [po 174-180]. 

501) Der Punkt 110 (Nr. 42) wird aullerhalb der Riickkehrscbnitte auf \R an­
genommen. 

502) Jeder einzelne Kreis kann sich auf "inen Punkt (darunter den unend­
lich fernen Punkt) reduzieren. 

503) Jede einzelne Randkomponente des gegebenen Gebietes kann eich auf 
einen Punkt reduzieren. Augenscheinlich kann man indessen punktfOrmige Stucke 
der Begrenzung au6er Betracht la.ssen. 
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Fall eines in bezug auf die Achse des Reellen symmetrischen Gebietes, 
dessen Randkomponenten samtlich Punkte auf der Achse des Reellen 
haben, ist von Koebe im Jahre 1907 noch vor dem Beweise des 
Poincar6-Koebeschen Abbildungssatzes erledigt worden.5(4) Jedes drei­
fach zusammenhangende schlichte Gebiet der Klasse D li;Bt sich auf 
eine von drei Stiicken der Achse des Reellen begrenzte Ebene kon­
form abbilden. Damit ist dieser Fall auf den vorerwahnten zuriickge­
fiibrf504 "). Den a.llgemeinen Fall p 2 3 erledigt Kotbe einmal unter 
Benutzung einer UberlagerungsHiicbe, das andere Mal durch iterieren­
des Verfahren. Es moge der Einfachheit haIber das in der Ebene s 
gegebene Gebiet T den unendlich fernen Punkt enthalten. 1st etwa 
8 das gesuchte von p Kreisen begrenzte Gebiet in der Ebene Z, so 
kann der Variabilitatsbereich von Z durch fortgesetzte Spiegelung 
iiber die ganze Ebene, mit Ausnahrne einer gewissen Menge von 
Punkten, ausgedehnt werden. Der Veranderlichen z wird dabei ein 
vollkommen bestimmtes schlichtartiges Gebiet % zugewiespn, das aus 
unendlichvielen kongruenten Exemplaren von T besteht, die paarweise 
llings einer Randkomponente zusammengeheftet sind und dort also 
eine geschlossene Faltungslinie biIden.505) Den Betrachtungen der 
Nr. 4:1 gemaB laBt sich % auf ein schlichtes Gebiet II konform ab­
bilden. Dem Gebiete T entspricht dabei, wie unter Zuhilfenahme des 
Verzerrungssatzes durch Betrachtungen, die den in der Nr. 43 ange­
denteten analog sind, gezeigt wU'd, ein von V ollkreisen begrenztes 
Gebiet. 

B. Courant bildet zunachst T auf ein von p del' Achse des Reellen 
parallelen Strecken begrenztes Gebiet ab und gewinnt durch Zusammen-

604) Jahresb. d. Deutsch. Math. Ver. 16 (1907), p.116-130. Die Aufgabe 
wird auf die Abbildung eines in bezug auf die Achse des Reellen symmetrischen, 
ans nnendlichvielen aneinander gehefteten Halbebenen be>tehenden einfach zu­
sammenhangenden Gebietes auf eine Halbebene zuriickgefiihrt. Fur die wie in 
der Nr. !lOb zu bildende Greensche Funktion wird eine Majorante angegeben. 
(Vgl. die FuJ3note 461).) 

604·) Vgl. loco cit. 604), p.120. In der in der FuBnote 682) an filnfter 
Stelle zitiert.en neuesten Arbeit beweist Koebe Itui' einem anderen Wpge, dJlI 
jedes dreifach zusammenhitngende Gebiet T in ~ ohne punktfiirmige Randkom­
ponenten durch drei analytische und in T regulare Querscbnitte in zwei Zll ein­
ander im analytischen Sinne in bezug auf diese Querscbnitte symmetrische ein­
fach zusammenhangenhe Teile zerlegt werden kann. Vgl. den Schlu1\ des § 6. 
Dieser Satz ist von dem im Text zuletzt betIachteten Satz nicht wesentlich ver­
schieden. 

605) Wie Koebe loco cit. 489) f) p. 342-343 bemerkt, hnn ma.n das Ge­
biet % statt des sen iiber die beiden in geeigneter Reihenfolge unendlich oft durch­
!antenen Seiten der Ebene , ausbreiten. 
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heften eine von Faltungslinien freie Uberlagerungsfliiche.506) Die wei­
teren Entwicklungen sind den am SchluB del' Nr. 4:3 besprochenen 
Betrachtnngen iihnlich. 

Es seien 8\1), ... , S~) die Randkomponenten von T = T(l) und 
es sei J'i./) das von 8~1) begrenzte unendliche Gebiet. Das "iterie­
rende Verfahren" von Koebe liiBt sich kurz so beschreiben. Man bildet 
1'\.1) auf ein von einem Kreise begrenztes unendliches Gebiet del'art 
ab, daB in dem unendlich fernen Punkte die Entwicklung 

Z=z+ :~G) 
gilt. Dabei geht T = T(l) in ein Gebiet T(2), das von 81 (2), ••• , SJI('j) 

begrenzt ist, uber. Das Gebiet T(2) wird sodann, unter Bevorzugung 
del' Randkomponente 8~2), wie vorhin T(l), behandelt. Das Verfahren 
wird ins Unendliche forlgesetzt und lieferl in del' Grenze das ge­
Buchte Vollkreisgebiet.507) 

Wie Koebe bemerkt, ist das vorliegende Problem dem in der 
Nr. 43 betrachteten nahe verwandt. Spiegelt man niimlich T(!) an 
81(2), so gewinnt man, wenn, wie vorausgesetzt werden soli, T del' 
Klasse 0 angehort, ein 2(p - i)-fach zusammenhiillgelldes Gebiet mit 
analytischer Randerzuordnung, das auf ein Gebiet mit linearer Ri:inder­
zuordnung abgebildet werden SOU."08) 

In den Untersuchungen von P. Koebe und R. Oourant ist auck 
del' folgende Koebesche Satz enthalten. LiiBt ein p-fach zusammen­
hangendes Gebiet del' Klasse 0 in ~ eine unendliche Folge analytischer 
Spiegelungen zu, die Spiegelungen eines von Kreisen begrenzten Gebietes 
im Sinne del' Analysis Situs aquivalent sind, so ist das betrachtete 
Gebiet ein Vollkl'eisgebiet. Ein analoger Satz gilt fur 2p-fach zu­
sammenhiingende Gebiete in ~ mit analytischer Zuordnung von Rand­
linien paaren. 509) 

In dieselbe Gruppe von Siitzen gehOrt auch del' folgende Satz. LaBt 
sich ein Jordanscher Bereich T + S auf den zugehOrigen AuBenbereich 
T' + 8 derart stetig und in T konform, unter Umlegung del' Winkel, 
abbilden, daB aIle Punkte auf S in sich selbst ubergehen, so ist T 
ein Kreisgebiet, die Abbildung ist eine Transformation durch reziproke 
Radien. Gilt die betrachtete Beziehung nur fur eine gewisse (beider-

506) R. Coumnt, Inaugural-Dissertation, Gottingen 1910, p. 41-44; Math. 
Ann. 71 (1912), p. 145-183. 

507) P. Koebe, Journ. f. Math. 138 (1910), p. 250-252. 
508) P. Koebe, loco cit. 507) p. 250-251. 
509) P. Koebe, loco cit. 507), p. 252-253. 
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seitige) Umgebung von S, so ist T ein Gebiet del' Klasse C, die Ab­
bildung eine Schwarzsche Spiegelung an 8.510) 

Ais Desideratum steilt Koebe die Abbildung eines beliebigen un­
endlichvielfach zusammenhangenden Gebietes @ in ~ auf ein von lautel' 
Kreisen begrenztes Gebiet .auf.oU) Ist @ insbesondere ein von unend­
lichvielen in bezug auf die Achse des Reellen symmetrischen Kul'­
ven&lll), die samtlich reelle Punkte haben, begrenztes Gebiet, so lii.Bt 
sich ein Beweis fiir die Moglichkeit der gewiinschten Abbildung nach 
Angaben von Koebe durch die in der Nr. 4:0 b FuBnote 461) angedeu­
teten Betrachtungen gewinnen.51S) Eine Abbildung der vorgenannten 
Art existiert ferner, wie neuerdings bewiesen worden ist, wenn die ein­
zelnen Komponenten der Begrenzung nur eine Hiiufungskomponente 
und zwar einen Haufungspunkt haben und wenn iiberdies gewisse 
metrische Bedingungen erfant sind.5U) 

4:5. Variationsmethoden. a) Allgemeines. Es sei T ein beschrank­
tes, einfach zusammenhangendes Gebiet in ~ und u diejenige in T 
und auf S stetige, in T regulal'e Potentialfunktion, die auf S gleich 
einer vorgegebenen stetigen Funktion rex, y) ist. 1st das "Dirichlet­
ache Integral" 

DT(u) = Jl(~:r + (~;rJdxdy 
T 

vorhanden, so ist DT(U) < DT(U), unter U irgendeine von u verschie­
dene, in T und auf S stetige Funktion verstanden, die in T abtei­
lungsweise stetige partielle Ableitungen erstel' Ol'dnung hat 515), auf 

510) P. Koebe, Journ. f. Math. 145 (1915), p. 177-223 [po 219-221]. 
511) P. Koebe, loco cit 489) h) p. 30. Jeder einzelne Kreis kann sich inl­

beliondere auf einen Punkt reduzieren. 
512) Der Klasse fl, sofern die betrachtete Komponente der Berandung keine 

Haufungskomponente iet. 
513) Vgl. A. Ii'ischer, Dber die konforme Abbildung symmetrischer unend­

lichvielfach zusammenhangender schlichter Bereiche, Inaugural-Dissertation, Jena 
1915, p. 1-33. 

514) Vgl. K. Georgi, fiber die konforme Abbildung gewisser nicht symme­
trischer unendlichvielfach zusammenhangender schlichter Bereiche auf Kreisbe­
reiche, Inaugural-Dissertation, Jena 1915, p. 1-44. 

515) Allgemeiner konnte man voraussetzen, daJ3 (~:r, (~:) \n Tim Le­

besgueschen Sinne integrierbar sind, wahrend die unbestimmten Integrale 

J~:dX' f~: dy, hochstens mit Ausnahme gewisser Nullmengen von Ge­

raden y = y", x = x", existieren und gleich u + Const. sind. Vgl. B. Levi, loc. 
cit. 529) a) [po 301-303]; G. l?ubini, loc. cit. 532) a) [po 65]' 
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S mit rex, y) iibereinstimmt und iiberdies so beschaffen ist, daB DT(u) 
existierl (Nr. 34:). 

Die Funktion u iet somit die Losung eines bestimmten Varia­
tionsproblems. Auch bei manchen anderen Randwertproblemen ist die 
Loaung zugleich Loaung einer gewissen Aufgabe der Variationsrech. 
nung. Auch wenn vorgeschriebene Unstetigkeiten vorliegen, laBt sich 
nichi selten aus der Losung der Randwerlaufgabe diejenige eines Va­
riationsproblems ableiten. 

Bekanntlich glaubte B. Riemann nach dem Vorgange von 
O. F. GaufJ, W Thomson und P. G. Lejeune-Dirichlet aus dem Vorhanden­
sein einer unteren Grenze des Integrals Dl-(U) unmittelbar auf die 
Existenz der Potentialfunktion u schlieBen zu konnen (II A 7 b Nr. 23 
bis 25). Nachdem K. WeierstrafJ nachdriicklich darauf hingewiesell 
hat, daB diese meist mit dem Namen "Dirichletsches Prinzip" bezeich­
nete SchluBweise nicht als beweiskrliftig angesehen werden kann 516), 

hielt man es lange Zeit fUr unmoglich, aus den Variationsbeziehuugen 
fur die Existenz der Losung bindende SchWsse zu ziehen. Erst 
D. Hilbert war es am Anfang dieses Jahrhunderts gelungen, aut' die 
Minimalbeziehungen einen strengen Existenzbeweis der Losung za 
griinden. An die Al'beiten von Hilbert schlieBt eine lange Reihe VOll 

Arbeiten anderer Mathematiker an; heute gehOren Variationsmethoden 
zu den einfachsten und weittragendsten Hilfsmittelll der Analysis. 

Der Grundgedanke der Variationsmethoden laBt sich am eillfach­
sten an Hand des eingangs betrachteten Beispiels edautern. FUr aile 
u ist DT(u) > O. Die Werte Dl'(u) habell also eine endliche ulltere 
Grenze d. Aus del' Gesamtheit (.Q) der Funktionen it wird eine Folge 
Ul , U», ... ausgesondert, so daB (1) DT(un);;;; d, (2) lim Dl{Un) = d 

n=oo 
ist. Jede Folge Un dieser Art wird eine "Minimalfolge" genannt. 
Nunmehr wird meist durch geeignete Operationen, unter weselltlicher 
Benutzung der Beziehungen (1) und (2) eine neue Minimalfolge 
un(n = 1, 2, ... ) abgeleitet, die in T, oder in T und auf S gegen 
eine Funktion u gleichmaBig konvergiert. Von diesel' Funktion wird 
bewiesen, daB sie der Beziehung DT(u) = d geniigt, somit das Va­
riationsproblem auflost. In T verhlilt sich die Funktion u nebst ihren 
partiellen Ableitungen der beiden el'sten Ordnungen stetig und ge­
nugt der Differeniialgleichung 6. u = O. Sie erfiint, zumindest wenn 
T gewissen einschrankenden Bedingungen geniigt, die Randbedingung, 

516) Vgl. H. Burkhardt und W. F. Meyer, IIA 7b die FuBnote 157). Einfache 
Beispiele, welche die Unzulassigkeit des "Dirichletschen Prinzips" beleuchten, gibt 
1. Hadamard, Le90ns, p. 9-11 an. Vgl. auch G. Fubini, 10c. cit. 532) a) p. 59, 



{6, VariatioDsmethoden. 329 

ist also die Loaung der Randwerlaufgabe. Mitunter wird nicht u(x, y), 
sondem ein Doppelintegral fiber u(x, y) als Grellze einer gleichma6ig 
konvergierenden Funktionenfolge abgeleitet. Die Losung ergibt sieh 
zuletzt etwa durch wiederholte Differentiation. 

In analoger Weise lii£t sieh eine Reihe anderer sehr allgemeiner Rand­
werlaufgaben der Potentil~ltheorie behandeln. Je naeh den besonderen 
Rand- oder Unstetigkeitsbedingungen517) wird das zugeordnete Va­
riationsproblem und die Funktionenklasse (.Q.) versehieden ausfallen. 

Es wird anch heute noch manchmal behauptet, durch die jetzt 
zu besprechenden Arbeiten sei das "Dirichletsehe Prinzip" gerettet 
worden. Dies ist natiirlich nieht der Fall; der Weierstrafjsche Ein­
wand besteht nach wie vor zu recht. Es erscheint darum nicht riehtig, 
die vorliegenden Verfahren unter dem N amen "Methoden des Dir,ichlet­
schen Prinzips" zusammenzufassen. Das Kennzeiehnende der betrach­
teten Methoden ist lediglich die Benutzung einer geeigneten Minimal­
folge als Operationsbasis und ein moglichst weitgehender Gebraueh 
der Beziehungen (1) und (2) bei der Beweisfiihrung. 

Der soeben skizzierle Gedankengang lii6t sieh im einzelnen in 
versehiedener Weise durehfUhren. 1m allgemeinen stellt das V orhan­
densein einer Randbedingung eine Erschwerung dar. Wie schon 
F. Prym und spater J. Badamard bemerkt haben, hat das Dirichletsehe 
Integral DrCu), unt.er u die Losung des Randwertproblems verstanden, 
nicht immer einen Sinn.518) Die Randfunktion (x, y) muB demnach, 
damit DT(u) existiere, gewissen iiber die blo6e Stetigkeit hinansgehen­
den Einsehrankungen genilgenU9) (Nr. 34:). Wie wir ferner bereits 
gesehen haben, hat bei beschrankten, mehrfach zusammenhangenden 
Gebieten das erste Randwertproblem nicht notwelldig eine Lasung 
(Nt. 46e). So hat die Aufgabe, eine in dem Gebiete 0 < x 2 + y2 < 1 
regulate Potentialfunktion zu bestimmen, die auf dem Ein'heitskreise 
gleieh 1, fiir x = y = 0 gleieh 0 ware, keine Losung.520) Auch nach 
dieser Richtung hin sind also Einschrankungen notig.5I1) Endlich 
bedad der Nachweis, daB die Grenzfunktion u den Randbedingungen 
geniigt, in der Regel einer besonderen Untersuchung. 1m Interesse 
der Einheitlichkeit erseheint es wiinsehenswerl, aueh diesen Teil der 

017) Bei unendlichvielblattrigen Gebieten ki5nnen Randbedingungen (wie 
bei geBchlosBenell Biemannschen Flachen) such ganz feblen. 

618) Vgl. loco cit. 161) und 162). 
619) Vgl. p.22& Bowie loco cit. 163). 
(20) Vgl. S. Zaremba, loco cit. 543) c) p. 199-200. 
(21) Vgl. H. Lebugue,loc. cit. (36) III) (vgl. {6e) 
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Betrachtung moglichst unter alleiniger Benutzung der Beziehungen 
(1) und (2) zu fiihren. 

Vom Standpunkte der Methodik wird man naturgemii,6 danach 
streben, die Betrachtung in allen Einzelheiten auf den Boden der Va­
riationsgedanken zu stellen. Man wird insbesondere versuchen, von 
del' Benutzung bekannter Losungen des ersten Randwertproblems fiir 
spezielle Gebiete abzusehen. Die so weit gehende methodische Rein­
heit darf allerdings, wenn das Ergebnis befriedigen solI, nicht auf 
Kosten der Einfachheit und Ubersichtlichkeit erkauft sein. Die Lo­
sung u wird man als Grenze einer in T oder noch bessel' in T + S 
gleichma6ig konvergierenden Minimalfolge zu bestimmen suchen. Dem-

gegenuber diirfte ein Ubergang iiber die Integrale Jud:cdy mit nach­
traglicher Differentiation als ein Umweg erscheinen. 

Was die Existenz einer Folge u" betrifl't, so bedarf diese, wenn 
man sich auf das Zermelosche J\..uswahlprinzip stiitzt, keines Beweises. 
In manchen Fallen gelingt es iibrigens, eine Folge Un zu bilden, ohne 
den Gedankenkreis der Minimalbetrachtungen zu verlassen.(29) 

b) Die ersten Arbeiten von D. Hilbert. Die Grundgedanken seiner 
Methode hat Hilbert zuerst in einem auf einer Jahresversammlung der 
Deutschen Mathematiker· Vereinigung gehaltenen V ortrage an dem 
Beispiele der geodatischen Linie und des eraten Randwertproblems 
fur ein einfach zusammenhangendes Gebiet del' Klasse B in ~ skiz­
ziert.628) Betrachten wir kurz das an zweiter Stelle genannte Beispiel. 

Von der Randfunktion wird vorausgesetzt, daB sie stetig ist und 
stetige Ableitungen der beiden ersten Ordnungen hat. Es gibt dann 
eine Folge u,. (n = 1,2, ... ) in T und auf S nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster Ordnung stetiger, in T abteilungsweise analytischer 
Funktionen, so daB lim Dr(u,,) = d ist. Nach Hilbert wird von Un 

zu einer anderen Minimalfolge Un (n = 1, 2, ... ) iibergegangen derart,. 
daB die Funktionen un sich in T und auf S wie u,. verhalten, willi­
rend fiir aIle n . .. (1) 1 D1un 1 < Ml (Ml konstant), darum auch (2) 
1'" .. 1 < M2 (M2 konstant) gilt. 

Nunmehr wird aus Un nnter Zuhilfenahme des bekannten Dia­
gonalverfahrens eine Teilfolge u .. (n = 1,2" .. ) ausgesondert, die in 
allen Punkten in T mit rationalen Koordinaten konvergiert. Aus (1) 

622) V gl. weiter unten die Betrachtungen von R. Courant, P. Koebe und 
W. Ritz. 

623) Jahresb. d. Deutsch. Math. Ver.8 (1900), p. l84if., abgedruckt in dem 
Journ. f. Math. 129 (1906), p.63-67. 
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ergibt sich nach einem auf .A.scoli zuriickgehenden Konvergenzsatze, 
daB die Folge un in T und auf S gleichmaBig konvergiert.524) Die 
Grenzfunktion 16 ist die Losung der Randwertaufgabe. 

Eine an ein anderes Beispiel ankniipfende ausfiihrliche Darlegung 
seines Verfahrens hat Hilbert in der Festschrift zur Feier des 150jah­
rigen Bestehens der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen im Jahre 1901 
gegeben. 525) 

Es sei 91 eine geschlossene Riemannsche Flache, Q; ein aus Strecken, 
die teils der x-, teils der y-Achse parallel sind, bestehendes Polygon, 
das ffl nicht zerstiickelt und durch keinen Verzweigungspunkt hin­
du~chgeht. Das Gebiet, das entsteht, wenn man ffi llings <i£ zerschnei­
det, heiBe 91*. Gesucht wird diejenige in ffi* und auf dern (doppelt 
zu ziihlenden Linienzuge Q;) regulare Potentialfunktion, die beirn Dber­
gang durch <i£ einen Sprung gleich 1 erleidet. Die Menge (.Q) be­
steht hier aUB der Gesamtheit der in 91* + ~ stetigen, .abteilungsweise 
analytischen Funktionen un' die beim Dbergal1g durch Q; einen Sprung 
gleich 1 erleiden. Die Funktionen un werden notigenfalls durch Hinzu-

fiigung geeigneter Konstanten so normiert, daB (3) JUnda: = 0 wird, 
;E 

unter 1: eine feste, zu der x-Achse parallele Strecke verstanden. 
Es sei (L) die Gesamtheit ailer ein Bchlichtes, beschranktes Ge­

biet in ffi* begrenzenden Rechtecke, deren Ecken rationale Koordi­
naten haben und deren Seiten den Koordinatenachsen parallel sind. 
Diese Menge ist abzahlbar; Bie kann also zu einer Folge Ll1 L 2 , ••. 

gA')rdnet werden. Die Flachen dieser Rechtecke heiBen A 1 , A'J' ... 
Nun zeigt Hilbert, daB fur aile n 

(4) I!u"dxdyj <Ml: (M,\: konstant) 
Ak ' 

ist. Unter Zuhilfenahme des vorhin erwahnten G. Oantorschen Dia­
gonalverfahrens kann man darum aus u" eine Teilfolge u;. aussondern, 
so daB fur aile k der Grenzwert 

(5) lim .!u"da:dy 
"=00 Jk 

624) Der f)'agliche Satz lautet etwa so. Es sei To eiD. bescbranktes Gebiet 
der Klasse B in Q: und "'" (n = 1, 2, .•. ) eine ~'olge von Funktionen, die in 
To + So nebst ihren partiellen Ableitungen enter Ordnung stetig sind. Fiir aIle 
n sei ferner I Dl v" I < A (A konstant). 1st nun die Folge 'II .. in jedem Punkte 
einer in To + So uberall dicbten Menge konvergent, so konvergiert sie in To und 
auf So libm'all und zwar gleichmaBig. Siehe D. Hilbert, loco cit. 525) p. 165-166. 
Man vergleiche hierzu Ascoli, Memorie della R. Acc. dei Lincei 18 (1883), p. 521-
5RS Bowie Arzela" Memorie delle R. Ace. dell' 1st. di Bologna (6) 5 (1893), p. 225-248. 

526) Abgedruckt in den Matb. Ann. 59 (1905), p. 161-186. Man vergleiche 
hierzu das Referat II A 8 a von E. Zel'melo und H. Hahn, Nr.6. 
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existiert. Es sei L irgendein Rechteck der Menge (L) und es sei 
( a, b) einer seiner Eckpunkte. Das von L begrenzte beschrankte Ge­
biet hei.Be.d. Wie sich zeigen laBt, liegt der absolute Betrag des 

Integrals fUn ds, erstreckt fiber irgendeine der x- oder der y-Acbse 

parailele Strecke in L, ffir aile n unterhalb einer endlichen Schranke. 
Aus dem A.scolischen Konvergenzsatze wird darum geschlosseu, daB 
die Folge 

"'1/ 

(6) u/ jJundxdY (n = 1,2, ... ) 
a b 

im Innern und auf dem Rande von A gleichma.Big konvergiert. 1st 

(7) u* = lim u" *, so ist, wie zuletzt gezeigt wird, 
l' =00 

02U· 
(8)u(x, y) = ax oy 
die Losang des Problems. Eine wesentliche Rolle spielt bei der Ab­
leitung dieses SchluBergebnisses del' Satz: Ist ~ irgendeine in A uuel 
auf L nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige, ab­
teilungBweise analytische, auf.L verschwindende Funktion, so ist 

(9) lim !{El 0~!C + ~E ?-~} dxdy = lim j) (~, tt-;') = (Y. 
n=~' ox ox oy oy n=~ 

A 

Diese Gleichung entspricht der Forderung des Vel'schwinden8 d8X 

erst en Variation.526) 

An die Hilbertsche zweite Abhandlung schlieBt sich eine bf:­
trachtlich spatel' entstandene Arbeit von W. Ritz an.527) Sei T ein 
einfach zusammenhangendes Gebiet in ~. Die Gleichung seiner 
Randkurve S heiBe F(x, y) = 0. Es wil'd angenommen, daB in 

o,,·+nF 
T + S· .. Fund 8x"'(}Y" (m, n = 0, 1, 2) sich stetig verhalten, 

in T ... F =\= ° ist, auf S schlie.Blich ~ ~' und ~i nicht identisch vel'­

schwinden. Das erste Randwertproblem fiihrt Ritz zunachst auf die 
Bestimmung derjenigen in T + S nebst ihren pal·tiellen Ableitungen 

&26) Den trbergang von (9) zu (8) siehe E. Zerlllelo und J!. Hahn, II A 8 a. 
Nr.6. Man vergleiche ferner l'tf. Mason, Math. Ann. 61 (1905), p. 450-4&2. 

&27) W. Rits a) Gott. Nachr. 1908, p.236-248; Oeuvres, p.2&1-264; 
b) Journ. f. Math. 13& (1909), p. 1-61; Oeuvres, p. 192-250. Autler dem ersten 
Randwertproblem der Potentialtbeorie fur gewisse bescbrankte Gebiete in (li: wer­
den s. R. O . .Auf'gaben der Elastizitii.tstheorie sowie gewisse eindimensionale Va... 
riationsprobleme betracbtet. Man vergleiche ferner W. Rits c) Annalen del: 
Pbysik (4) 28 (1909), p. 737-786; Oeuvres, p. 265-316. Eine Darstellung fin­
det sich bei H. Poincare, Leyolls de Mecanique Celeste, Paris HI10,- p. 297-30li. 
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enter Ordnung stetigen, in Tregulii.ren, auf S verschwindenden Funk­
tion tv zuriick, die den Ausdruck 

(10) J* = DT(w) - 2 f wf(x, y)dxdy (f<x, y), DJ in T + S stetig) 
T 

zum Minimum macht. Nunmehr wird die Existenz einer unendlichen 
fjm h 1fJ" It'olge in l' + S nebst ihren Ableitungell iJxmily" (m, n = 0, 1,2) 

stetigeu, auf S verschwindenden Funktionen 1/J" (k = 1,2, ... ) postu-
1. .. p 

liert, so daB ~ak t/l" fur alIe p, nur wenn ak = ° (k - 1, ... p) iet, 
Ie 

{jm+n'II 
identisch verschwindet und J'ede nebst ihren Ableitunl'Yen ~ o ya;myy" 
(m, n = 0, 1, 2) in T + S stetige, auf S verschwindende Funktion II 

1. .. p 

sich durch einen Ausdruck der Form .:EakPt/l" beliebig gleichmliBig 
k 

approximieren laSt, wahrend zugleich in T + S gleichmaBig 

gilt. 
l ... p 

Sodann wird in J* fiir tv der Ausdruck .:E ak tP. eingesetzt und 
k 

es wird dasjenige System ak (P) (k = 1, . , ., p) bestimmt, das den ge-
1. .. p 

wonnenen Ausdruck zum Minimum macht: Die Folge wp =.:E a"(p)tP,, 
Ie 

(p = I, 2, ... ) ist eine Minimalfolge des Problems. Die Integrale 
'" 11 

J'wpdx, JWpdY konvergieren in T + S gleichmaBig. Von hier aus 

wird zu der Losung des Ausgangsproblems wie bei Hilbert iiberge­
gangen. Das wesentliche und namentlich fur die Allwendungen 
wichtige del' Ritsschen Methode besteht in del' expliziten Darstellung 
einer Minimalfolge.5!8) 

c) AuflOsung des ersten Randwertproblems in der Ebetw und im 
Raume. Bei dem von Hilbert in seiner zweiten Arbeit behandelten 

628) Da.B Verfahren von Ritz iet seither vielfach zur angenaherten Behand­
lung verschiedener Probleme der Elastizitatstheorie und der Festigkeitslehreher­
angezogen worden. Ein sich mit der Ritzschen Methode beriihrendes Verfahren 
zur Auflosung gewisser nichtlinearer ein- und mehrdimensionaler Existenzprobleme 
der Variationsrechnung hat L. Lichtenstein angegeben. V gl. L. Lichtenstein, C. R. 
167 (1913), p, 689-672; Journ. f. Math. 145 (1914), p. 24-86; C. R. 157 (1913), 
p.1608-1611; Acta. math. 40 (1914), p.827-860. Der Konvergenzbeweis wird 
a, a. O. auf einem ganz anderen Wege gefiihrt, 
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Problem lag eine eigentliche Randbedingung nicht vor; der in der 
ersten Veroffentlichung beschrittene Weg darfte sich aber nur bei Ge· 
bieten spezieller Natur als gangbar erweisen. In der Verfolgung der 
von Hilbert gegebenen Anregung ist man indessen bald dazu gelangt, 
das erste Randwertproblem fur allgemeinere Klassen ebener Gebiete 
und schlie.Blich mit R. Lebesgue fur die schlechthin allgemeinsten be­
schriinkten einfach und mehrfach zusammenhangenden ebenen Ge­
biete durch Variationsbetrachtungen aufzulosen. 

B. Levi bestimmt die Losung des erstenRandwertproblems fur ein 
beschranktes einfach zusammenhangendes Gebiet T in ~, dessen Rand S 
mit einer jeden Geraden, die ein (im iibrigen belie big kleines) festes 
Kreisgebiet in T trifft, nul' zwei Punkte gemeinsam hat. 529) Die Rand­
kurve S ist rektifizierbar und hat darum, anSer hochstens in einer 
Menge del' Randpnnkte vom Ma.Be Null, eine bestimmte Tangente. 
Die vorgeschriebene Randfunktion cp(s) soll stetig sein und eine be­
schrankte .Ableitung erster Ordnung haben. 

Aus der Minimalfolge u" gewinnt B. Levi durch zweimalige An­
wendung eines geeigneten Prozesses der Mittelwertbildung eine neue 
in T und auf S gleichmaBig konvergierende Minimalfolge. Die Grenz­
funktion ist die gesuchte Potentialfunktion. Der Beweis stiitzt sich 
wesentlich auf den seitdem viel gebrauchten B. Levischen Hilfssatz: 
Sind u1 und u2 zwei Funktionen aus (.Q) und ist 

(1) DT (U1) < d + c, DT(Us) < d + 8, SO ist (2) DT(U1 - u2) < 46.030) 

Del' Erfolg des B. Levischen Verfahrens hiingt ganz wie der­
jenige der zweiten Hilbertschen Methode VOl' allem mit dem Uber­
gange zu gewissen Doppelintegralen libel' Un zusammen.531) Diesel' Uber­
gang ist hier in einer anderen Weise durchgefiihrt, so da.B das nach­
tragliche Differentiieren vermieden wird. 

Die Betrachtungen lassen sich vereinfachen, wenn man mit G. Fu­
bini von einer Minimalfolge u,. ausgeht, die so beschaffen ist, daB, 

wenn man DT(Un) = d + ~" setzt, 1 > 81 > c2 > ... ist, und die Reihe 

529) B. Levi, Rend. del Cire. Mat. di Palermo a) 22 (1906), p. 293 -360; 
b) ebendort p. 387-394. 

530) B. Levi, loco cit. 529) a) p. 425-426; G. Fubini, loco cit. 531) a) p. 64; 
S. Zaremba., loco cit. 543) c) p. 241; H. Weyl, Die Idee der Riemannschen FHiche, 
Leipzig 1913, p. 101. Die von B. Levi und G. Fubini gegebenen Beweise He fern 
iibrigens nur DT(U1 -U2)<6s. 

531) VgL G. Fubini, loco cit. 532) a) p. 70-71. Siehe ferner G. Fubini, 
Atti della R. Acc. dei Lincei, Rendiconti (5) 19 (1910), p. 796-801. Man ver­
gleiche hierzu die weiter unten besprochene Methode von S. Zaremba. 
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~c"t konvergiert.53S) Sowohl bei der von B. Levi betrachteten Rand-.. 
wertaufgabe, als auch bei dem von Habert in del' zweiten Arbeit un-
tersucht,en Problem konvergiert nunmehr die Folge u" in T (auf 'm), 
auBer hochstens in einer Menge von Punkten, die auf einem jeden 
Kurvenstiicke del' Klasse 0 in T (auf 9l) vom MaBe Null ist, gegen 
eine stetige Funktion u. Fiir diese gilt DT ( u) = d. 

Die Entwicklungen von B. Levi und G. Fubini lassen sich auf 
gewisse allgemeinere partielle Differentialgleichungen vom elliptischen 
Typus zweiter und hoherer Ordnung iibertragen.533) 

Wir gehen nunmehr zur Besprechung der grundlegenden Unter­
suchungen von H. Lebesgue iiber, durch die das erste Randwertproblem 
in der Ebene fiir einfach, mehrfach und selbst unendlich-vielfach zu­
sammenhiingende Gebiete zum ersten Male vollstandig erledigt wurde.534) 

Seine Methode dUrfte auch im Raume zu einer vollstandigen Losung 
des ersten Randwertproblems {iihren. In del' Ebene leistet Ubrigens 
das in der Nr. 39 besproehene Verfahren das gleiche. Lebesgtte 
legt seinen Betrachtungen535) ein beliebiges beschranktes einfaeh, 
mehrfach odeI' unendlich vielfach zusammenhangendes Gebiet T in 
Q: zugrunde, das so beschafl'en ist, daB jeder Punkt, um den sieh 
in beliebiger Nahe Kurven der Klasse a beschreiben lassen, die ganz 
in T liegen, auch selbst T angehOd 536), und beweist vor allem den 
folgenden fruchtbaren Konvergenzsatz: 

Es sei q, eine auf S erklarte stetige Wertfolge; Un (n= 1,2, ... ) 
sei eine unendliche Folge von Funktionen, die in T + S stetig und 

532) G. Fubini, Rend. del Cire. Mat. di Palermo a) 23 (1907), p.58-84; 
b) 23 (1907), p. 300-301. Diesen Arbeiten sind einige kiirzere Notizen voraus­
gegangen. 

In der Ai'beit, Annali di Mat. pura ed appJicata (3) 14 (1908), p. 113-141 
behandelt Fubini das zweite Randwertproblem (im Raume). Allgemeine Be­
merkungen iiber die Variationsmethoden vgl. bei G. Fubini, Annali di Mat. pur a 
ed applieata (3) 15 (1908), p. 121-129. 

633) Vgl. B. Levi, loc. cit. 529) b) p. 390-394; G. Fubini, loco cit. 532) a) 
p.78-84. 

634) Eine andere sich ebenfalls der Variationsmethoden bedienende Losung, 
die mit der Lebesgueschen Beriihrungspunkte hat, hat spater R. Courant gegeben 
(siehe weiter unten p. 345). 

535) Allsfiihrliche Darstellung a) Rend. del Cire. Mat. di Palermo 24 (1907), 
p. 371-4.02; in Einzelheiten abweichende kurze Darlegung b) C. R. 144 (1907) 
p. 316-318 sowie e) p. 622-623. Weitere Bemerkungen zu dem eraten Rand­
wertproblem: d) C. R. 154 (1912), p. 335-337; e) C. R. 155 (1912), p. 699-701. 

1i36) Gebiete, die Punkte zu Randkomponenten haben, werden also von der 
Betrachtung ausgeschlossen. Einschrankungen ahnlieher Art muBte man bei Be· 
handlung des ersten Randwertproblems im Ra.ume einfiihren. 
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mono ton und anf S gleich· q) sind.5s1) Es wird ferner vorausgesetzt, 
daB U,. in T stetige partieile Ableitungen erster Ordnung haben5S8) 
und so gewahlt sind, daB fiir aile n .. . (3) DT(U,,) < Eo (Eo konstant) 
ist. AIsdann Iii.llt sich aus U" eine Teilfolge aussondern, die in T + S 
(gegen eine stetige Funktion) gleichmiiBig konvergiert.589) 

Der Beweis wird indirekt gefilhrt. Es wird mit Hilbert aus U .. 
eine Folge extrahiert, die in ailen rationalen Punkten von T konver­
giert. SoUte diese Folge nicht in T + S gleichmaBig kon vergieren, so 
miiBte, wie durch eine einfache Uberlegung gezeigt wird, die Wertfolge 
DT(U .. ) (n = 1,2, ... ) beliebig gl'oBe Werte annehmen konnen. 

Es sei jetzt q;(x, y) eine in T + S stetige Funktion, die in T 
stetige Ableitungen erster Ordnung hat und so beschaffen ist, daB 
das Dirichletsche Integral Dr( rp) existiert. Lebesgue betrachtet die 
Gesamtheit (.52,) der in T + S stetigen und monotonen Funktionen u", 
die so beschaffen sind, daB, hochstens mit Ausnahme gewisser Null­
mengen von Punkten und Linien, Dl u" sieh in T stetig verhalten, 
auf S ... un = rp ist und DT(un) existiert.540) Es sei Un eine Folge 
aus (.Q.), so daB lim DT(u,,) gleich der unteren Grenze der Werle 

n=oo 

DT\u) ist. 
Aus un lii.Bt sieh, dem vorhin besproehenen Lebesgueschen Hilfs­

satze gemii.B, eine gleichmliBig komergierende Teilfolge u,. anssondern. 
Es sei u = lim U", Aus einem zuvor bewiesenen Unitatssatze folgt, daB 

jede zu U analoge Teilfolge aus (.Q.) gegen u gleichmaf,ig konvergiert. 
Ersetzt man jetzt u" in einer beliebigen Kreisfiliche st in T durch 
diejenige in Sf + (£ stetige, in ~ reguliire Potentiaifunktion, die auf 

637) EB Bei e + 1; irgendein Bereich in T(T+ 8). Eine in T (T + S) ate­
tige Funktion wird "in T (T + S) monoton" genannt, wenn ihre obere und un­
tere Grenze in e + 1; stets den entsprechenden Werten auf 2: gleich sind. Eine 
in T + S stetige, in T monotone Funktion ist in T + S monoton. Offenhar ist 
fUr aHe n . .. IUn 1 < HI (HI konstant). 

638) Gewisse Mengen von Punkten oder Kurvenstiicken konnen ausgenom­
men werden. 

539) 1st fiir aIle n ... 1 Un 1 < III, ohne daB aUe Un auf S dieselben Werle 
annehmen, so konvergiert lIuch jetzt noch eine Teilfolge in jedem Bereiche in T 
gleichmaBig. Die VorauBaetzungen des Textes bnn man nach Lebesgue auch 
dahin abandern, da.B U" in T + S stetig, jedoch nur in Tn (lim -Tn = T) monoton 

sind, wenn dariiber hinaus angenommen wird, da.B fur aIle n ... 1 Un I < H1 und 
auf S •. . Un = 4i ist, ohne da.B an der Aussage des Textes sonst irgendetw!18 zu 
lindern ware. 

540) DaB die Menge (.Q) existiert, wird hesonders bewiesen. 
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<it gleich Un ist, so iiberzeugt man sich leicht, daB u die Losung des 
Randwertpro blems darstellt. 

Damit ist das erste Randwertproblem fur die schlechthin allge­
meinsten beschrankten Gebiete in &, die den vorhin erwahnten Be­
dingungen geniigen, erledigt (vgl. Nr. 39).541) 542) Ein ganz analoger 
Satz gilt voraussichtlich im Raume von drei oder mehr Dimensionen. 

Ein besonders einfaches Verfahren zur Losung des ersten Rand­
wertproblems hat S. Zat'emba 54S) gegeben. Es sei T wie vorhin ein 
beschranktes Gebiet in ~ und rp eine auf S erkIarte stetige Funktion, 
Es wird vorausgesetzt, daB es in T + S stetige Funktionen u gibt, 
die in T stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben, auf S 
mit qJ iibereinstimmen und so beschaffen sind, daB DT(u) existiert. 
Die Gesamtheit dieser Funktionen bildet die Menge (.Q,). Jedem Punkte 
(~, 1)) in T wird nun ein Wert Q willkiirlich, jedoch so zugeordnet. 
daB die Kreisflache ke vom Radius Q urn (~, 7]) ganz in T liegt. Setzt 
man 

Ml) Der tJbergang zu einer schlechthin stetigen Funktion rp Bowie zu Ge­
bieten, die den unendlich femen Punkt enthalten, macht nicht die geringsten 
Scbwierigkeiten (Nr. 16). 

542) Es moge in T eine unendliche Folge von Gebieten Tn' die dar vorhin 
genannten Bedingung geniigen und so beschaffen sind, daB jeder Punkt von T 
mindestens einem Tn angehOrt, gegeben sein. Es wird vorausgesetzt, daB Rand­
linien Sn eine nirgends dichtePunktmenge bilden, die auf jedem Kreise in T, 
hOchstens mit Ausnahme von abzahlbar vielen, reduzierbar ist, sowie daB !lwei 
beliebige Randlinien "8" und B; nur endlich viele Punkte gemeinsam haben; 
diese gehOren jedesmal allch nur jenen beiden Randlinien an. Es sei f eine in 
dem Bereic~ T + S stetige Funktion. Die Gebiete Tn seien irgendwie so in 
aine Reihe Tn geordnet, daB jedes 'li,. unendlich oft vorkommt. 

Es sei jetzt h(k = 1, 2, ..• ) eine Folge in T + S stetiger Funktionen, so daB 
fl=fin T~T",f),f,,=Oin ~;(,=ft in T-~,Af!=O in 1'; usf. 

gilt. Die Folge fk konvergiert in jedem Bereiche iri T gleichma!lig gegen die­
jenige in T + S stetige, in T reguHire Potentialfunktion, die auf S gleich fist. 
Dieser Satz stellt eine weitgehende Verallgemeinerung des Schwarzschen alter­
nierenden Verfahrens (Nr. 2480) dar. Er steht ferner, wie leicht ersichtlich, in 
naher Beziehung zu der Poincareschen Methode de balayage (Nr. 36). Vgl. 
H. Lebesgue, loco cit. 535) a) p.399-402. Das Lebesguesche Ergebnis enthalt 
gewisse Resultate von S. Zaremba, loco cit. 543) b) und c) und R. Oourant, loco 
cit. 556) p. 549-550 liber das alternierende Verfahren und die Methode de ba­
laYllge. In dem besonderen Falle, wenn die Anzahl der Teilgebiete Tk endlich 
ist, konvergiert die Folge fk in T + S gleichma13ig. 

543) S. Zaremba, a) Atti del 4. Congr. Intern. dei Mat. 2 (1909), p. 194-
199; b) Bull. de l'Acad. de Se. de Cracovie 1909, p.197-264; c) Acta mat. 34 
(1911), p. 293-316. Zaremba nimmt T einfach oder mehrfach zusammenhangend 
nnd im Jordanschell Sinne quadrierbar an. Es geniigen wohl die von Lebesgue 
eingefiihrten V oraussetzungen. 

Encyklop. d. math. Wi •• enBch. II 3. 23 
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U,,(;, 1]) = ~ tu,,(x, y)dxdy, n~ J 1 
kf 

so konvergiert die Folge u" in jedem Bereiehe in T gleichmaBig ge­
gen eine in T regulare Potentialfunktion u. Es gilt Dr( u) = d. Der 
Beweis stiitzt sieh auf die B. Levische Ungleiehheit und den Hilfs­
satz: 1st F eine in T und auf S stetige, auf S verschwindende Funk­
tion, die in T, auSer auf einer abzahlbaren Menge von Kreisen, die 
sieh nur am Rande Mufen konnen, stetige Ableitungen erster Ord-

nung hat, und ist Dl.(F) vorhanden, so ist !F2dxdy < Li DT(F) 
T 

unter L den Hoehstwert des Abstandes zweier Punkte in T + S (den 
Durehmesser des Bereiehes T + S) verstanden. Gibt es in (.Q) eine 
Funktion w, so daB DT(W) = d gilt, so ist u = w. Des weiteren be­
weist Zaremba, daB, wenn h irgendeine in T regulare Potentialfunk­
tion bezeichnet, so daB DT(h) existiert, und f irgendeiue Funktion 
aus (.Q) ist, Dr({, h) = Dr(u, h) gilt. Diese Beziehung ist als Ersatz 
fiir die Randbedingung gedaeht. Dafi u diese tatsachlich erfiillt, he­
weist Zaremba fiir gewisse spezielle Gebiete und zwar unter Zuhilfe­
nahme einer Vergleichsfunktion, so beispielsweise im Raume in jedem 
Punkte odes Randes, den man als Spitze eines Kreiskegels annehmen 
kann, der sonst ganz auBerhalb T liegt. 

DaB u auf S gleieh rp ist, lieBe sich wohl am bequemsten nacb 
dem Verfahren von R. Oourant, loco cit.557), von der Beziehung 
Dr(u) = d ausgehend, zeigen. 

d) Stromungspotential. Der Hilbertsche Ansatz. Konforme Abbil­
dung auf ein Schlitzgebiet. In einem bei Gelegenheit der Anwesenheit 
von H. Poincare in der Gottinger Math. Gesellsehaft gehaltenen Vor­
trage hat Hilbert sein Verfahren in einer modifizierten Gestalt auf 
die Bestimmung des StromungspotentiaIs angewandt und damit den 
Variationsmethoden einen neuen aussiehtsreichen Weg gewiesen.5«) 

Es sei 'X ein beliebiges iiber del' Ebene z ausgebreitetes endlich­
oder unendlichvielbliittriges Gebiet. Es sei Zo = Xo + iyo ein von 
einem Windungspunkte verschiedener Punkt in '! und K* das von 
einem Kreise C* um Zo von hinreichend kleinem Radius begrenzte be-
8chriinkte Gebiet. Als Stromungspotential wird diejenige in 'X, auBer 
in zo, regulare Potentialfunktion U bezeiehnet, die sich in Zo wie 

(1) ffi ( ~- + (z - zo) ~(z - zo)) z ~ . 

544) D. Hilbert, G5tt. Nacbr. 1909, p. 314-323. 
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verhalt, wenn iiberdies D'l,-K*-C*(U) S D"l:-x*_co(Uo) ist, unter Uo 
eine beliebige in % und auf C* nebst ihren partieilen .A bleitungen 
erster Ordnung stetige, auf C* mit U iibereinstimmende Funktion 
verstanden.545) 

Die Bestimmung des Stramungspotentials liiBt sich nach Hilbert 
auf die Lasung des folgenden Variationsproblems zuruckfiihren. Es 
ist diejenige in % nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung 
stetige Funktion U zu bestimmen, die dem Doppelintegral 

(2) f{ (~~ - "r + (~y - fJf}dxdy 
% 

den kleinsten Wert erleiltj a und (J bezeichnen bestimm~e, auBerhalb 
eines gewissen beschrankten Gebietes der Klasse C um Zo identisch 
verschwindende, in % nebst ihren partiellen Ab1eitungen erster Ord­
nung stetige Funktionen. Die Existenz der Lasung und damit des 
Stromungspotentials kann mit Hilbert in ahnlicher Weise wie in der 
Nr. 45 b diejenige eines .Abelschen Integrals erster Art ersch10ssen 
werden.546) 

Es sei % = lim Tn j es sei Zo ein Punkt in Tl und U(n) das zu 
n=oo 

Tn gehOrige, in Zo wie (1) unendliche Stromungspotential. In seiner 
Anfang 1910 erschienenen Dissertation beweist R. Courant den f01-
genden Satz: 

Die Folge U(n) (n = 1, 2, ... ) ist in jedem Zo nicht enthaltenden 
Bereiche in % gleichmaBig konvergent. Die Grenzfunktion ist das 
zu % gehorige StromungspotentiaJ.547) Der Beweis stiitzt sich wesent­
lich auf den folgenden wichtigen Hilfssatz: 

Es sci u(x, y) eine fur aile (x,,!!) in der Kreisfliiche K(/z- zoi < R) 
regulare Potentialfunktion. 1st Dx(u) < All (A konstant), so ist fur 
aile (x, y) im Gebiete ICC/z - zol < R' < R) 

545) Gilt D% -X' -C*( U)?- Dr-K'-C* (Uo) ffi.r eine spezieHe Kreisflache R*, 
so gilt sie fur jedes beliebige Kreisgebiet um Zo in K*. V gl. P. Koebe, loco 
cit. 478) p. 333 FuBnote 1). 

546) Im engen AnschluB an Hilbert gibt R. Konig (Gott. Nachr. 1910, 
p. 130-132; Math. Ann. 71 (1911), p. 189-205) ein Verfabren zur konformen 
Abbildung der Oberflache einer analytischen korperlicben Ecke auf ein ebenes 
Gebiet. (V gl. Nr 24 e die FuBnote 306.) Der reeHe Teil der die fragliche Ab­
bildung vermittelnden Funktion wird alB die Losung eines Variationsproblems, 
das dem im Text betrachteten analog ist, bestimmt. Durch eine besondere tJber­
legung wild Bodann gezeigt, daB die konjugierte Losung der Differentialgleichung 
Ai U = 0 sich auch noch in dem Eckpunkt Btetig verhalt. 

647) R. Courant, a) Inaugural-Dissertation, Gottingen 1910, p. 1-44 [po 26 
bis 29J; b) Math. Ann. 71 (1912), p. 145-183 (p. f66-169]. 

23* 
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(3) 

unter G(R', R) eine nur von R' und R abhangige Funktion verstan­
den. Fur aile (Xli Yl), (X2' Y2) in K' ist 

(4) 1~6(XlI!ll)-U(XlI'Y2); < AC'(R',R).548) 
Die Funktionen U(ll) denkt sich dabei Courant ganz wie vorhin 

U durch eine aus den Variationsmethoden resuItierende Konstruk­
tion bestimmt. Demgegenuber bestimmt P. Koebe (loc. cit. 478) 

die approximierenden Stromungspotentiale aIs Losungen einer Rand-
o u(n) 

wertaufgabe -8;;:- = 0 (Nr. 24:h) und gewillnt unter Benutzung des 

Boehen betrachteten Hilfssatzes das gesuchte Stromungspotential durch 
die Grenzbeziehung U = lim Urn). (Man vergIeiche die Betrachtungen 

n:=oo . 

der Nr. 4:2 sowie P. Koebe, loco cit:l7B) passim.) 
Eine mit der vorstehenden verwandte .A.uffassung vertritt Koebe 

in einer spateren Darstellung. (Journ. f. Math. 138 (1910), p. 192 
bis 253 (p. 207 -229). Durch kombinatorische Methoden wird 
diejenige in T .. - K* + S" stetige, in Tn - K* - G* regul1ire 
Potentialfunktion ~ bestimmt, die auf G* beliebige vorgeschriebone 
Werte annimmt und auf dem Rest der Begrenzung der Bedingung 

;~: = 0 geniigt. In jedem Bereiche III ':t - K* - C* ist die 

Folge U~ gleichmaBig konvergent. Es sel U* = lim U~. Von U* 
11.=00 

aus gelangt man zu dem Stromungspotential U durch giirtelformige 
Verschmelzung. 

Es sei IT eine zu U konjugierte Potentialfunktion. Betrachten 
wir die durch Z = U + i V vermittelte konforme Abbildung von :.t. 

548) V gl. It. Courant, loco cit. 547) a) p. 23-26; b) p. 525-526 sowie 
P. Koebe, loco cit. 478), p. 339-340; loco cit. 507), p.222-223). Dem frag­
lichen Hilfssatz gibt Courant noch die folgende allgemeiuere l<'assung: Es sei tp(z) 
irgendeine in einem beschrankten Gebiete e (in~) reguUi,re analytische Funktion. 
1st der innere Flacbeninhalt des durch <pCz) vermittelten Bildgebietes < 't', sind Zl 

und Z2 zwei Punkte in lEI', unter €il ein nebst seinem Rande in e enthaltenes 
Gebiet verstanden, so ist der Abstand (5) !<p(zl)-tp(zs)l<y't', wobei r einen 
nnr von e und e' abhangenden Wert bezeichnet. Man vergleiche ferner T. H. 
Gronwall, Annals of Math. (2) 16 (1914), p. 72-76. Gronwall betrachtet die zu 
u gehOrige, in I( reguHire analytische Funktion fez) und findet, B = 1 gesetzt, 

i fez) - (zo) i <:::: V D x}"l -Vio~ ~--i~;T2' DJ( (u) = f I f' (z) [2 dx dy 
K 

Bowie 
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In seiner vierten Mitteilung iiber die Uniformisierung beliebiger 
analytischer Kurven zeigt Koebe vor allem, daB, wenn der Rand von 
% ein Stiick @) einer Kurve der Klasse E enthalt, U sich auf dieser 
stetig und, Ecken und Spitzen ausgenommen, regular verhlilt. Auf 

einem jeden reguIaren Bogen von @5 ist ferner ~~ = o. In (isolierten) 

Randpunkten verhalt sich U regular. 5£9) 

Durch Vermittlung der Funktion Zn = Un + i Vn wird 1~ auf 
ein von einer endlichen Anzahl zur Achse des Reellen paralleler Strecken 
begrenztes, den unendlich fernen Punkt enthaltendes schlichtes Gebiet 
abgebildet (N r. 24: h). Aus Z = lim Zn folgt, daB % durch Vermittr-

n=oo 

lung von Z auf ein Gebiet 'Jf abgebildet wird, daB die Ebene nirgends 
mehrfach bedeckt. Auf illdirektem Wege wird nun, wie iibrigens 
schon bei dem Beweise der zuletzt genannten Satze, unter Benutzung 
der Hilbertschen Minimumseigenschaft, gezeigt, daB 'Jf = lim W" und 

n=oo 
lim mn = 0 (Nr. 4:2 p. 318) ist, womit der Abbildungssatz bewiesen 
n=oo 
ist.550) Die den Inhalt der Begrenzungsm annigfaltigkeit betreffende Eigen-
Bchaft der Abbildung (Nr.4:2 p.318) wird einmal unter Benutzung der 
Beziehung U = lim Un' das andere Mal aus der Minimumseigenschaft 

n=oo 
von U direkt abgeleitet.551) 

Wiihrend so die Haupteigenschaften der Funktion Z durch eine 
Vel"knupfung verschiedener methodischer Gedanken erschlossen WUl"­
den, untemimmt es Koebe, im AnschluB an Hilbert an einer anderen 
Stelle552), wie gleicbzeitig mit ihm Courant (s. weiter unten), diese 
als eine Folge der fundamentalen Hilbertschen Minimumsbeziehung dar­
zustellen. Dies hat Koebe allgemein, COttrdnt, ohne Zuriickgreifen auf 
die Beziehung U = lim ~" in dem besonderen FaIle einfach und 

n=oo 

mehrfach zusammenhangender Gebiete durchgefiihrl. Wie schon er-
wiihnt (Nr.4:2), hat diesen Weg in dem besonderen Faile einfach und 
mehrfach zusammenhangender Gebiete bereits D. Hilbert in seiner 
Vorlesung fiber konforme Abbildung (Sommersemester 1909) einge­
schlagen. Koebe schlieBt wie folgt: 

549) P. Koebe, loco cit. 478) p. 340-355. Die Beziehung ~~ = 0 gilt uLri­

gens auch noch, wenn 6 der Klasse B angehort. V gl. hierzu auch P. Koebe, 
loco cit. 507), p. 236-237. 

550) P. Koebe, loco cit. 478) p. 347-352. 
551) Vgl. P. Koebe, loco cit. 486). 
552) Vgl. P. Koebe, Gott. Nachr. 1910, p. 59-74 Bowie loco cit. 481) 

p.238-242. 
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Es liege zunachst ein einfach zusammenhangendes Gebiet vor. 
Oft'enbar gibt es keine geschlossene oder beiderseits ins Unend­
liche miindende Linie U = UfO) (U(O) = konstant), die $0 nicht 
enthalt. Sonst konnte bei einer geeigneten Wahl von K* der Aus­
druck DX-K"-c*(U) dadurch verkleinert werden, daB man Din einem 
Tei1e von ~ durch UfO) ersetzt. Aus gleichem Grunde muB I UI in 
% - K* - C* eine end1iche obere Schranke haben, ferner miissen viel­
fache Punkte auf D = UfO) dort ausgeschlossen sein. Die Linien U = UfO) 

und V = V(O) (V(O) konstant) sind mithin in jedem Bereiche in ~, 
del' Zo nicht enthalt, regular. Die ersteren verlaufen von $0 entweder 
nach Zo zuriick oder nach dem Rande. Die Annahme, daB eine Linie 
V = V(O) einen $0 nicht treft'enden gesch10ssenen oder beiderseits ins 
Unendliche verlaufenden Zug bildet, fiihrt, wie die Untersuchung einer 
geeigneten speziellen Variation zeigt, auf einen Widerspruch. Durch 
jeden Punkt in% geht eine und nur eine Linie V = Const., die 
beiderseits in $0' oder einerseits in $0' anderseits in den Rand ein­
miindet. Die Untersuchung einer speziellen Variation zeigt, daB die 
Annahme, es gebe mehr als zwei Linien V = Const. der zu1etzt ge­
nannten Art, widersinnig ist. Das Bild des Gebietes ~ ist demnach 
die von einer endlichen Strecke parallel zu der Achse des Reellen 
oder von einem Punkte begrenzte Ebene. 

In almlicher Weise wird von Koebe der allgemeine l!'all eines 
mehrfach oder unendlichvielfach zusammenhangenden schlichtartigen 
Gebietes behandelt. Mit Hilbm-t wird dabei aus den Variationsbezie­
hungen selbst ersch1088en, daB Veindeutig ist, was bei einem einfach 
zusammenhangenden Gebiete selbstverstandlich ist. 

Wie bereits erwahnt, ist die Abbildungseigenschaft der Funktion 
U + i V auch von R. Courant als direkte Folge der Minimumseigen­
schaft nachgewiesen worden.553) Oourant betrachtet zunachst ein be­
schranktes einfach zusammenhangendes Gebiet T in & und beweist 
unter Zuhilfenahme spezieller Variationen direkt, daB 

(6) \ V(Pl) - V(P2) \ < geE), lim gee) = 0 
.=0 

gilt, unter Pl und P2 zwei beliebige Punkte in T, deren Abstand von 
S kleiner ist als e, verstanden. Da die Funktion V eindeutig und 
das Bildgebiet schlicht ist, so besteht dieses aus der gesamten von 
einer zu der Achse des Reellen parallelen Strecke begrenzten Ebene.554) 

Bildet man dieses auf die F1ache des Einheitskreises ab, so gewinnt 

663) R. Courant, loco cit. 547). 
654) Der Rand kann sich hier nicht auf einen Punkt reduzieren, da sonst 

die }i'unktion z (Z) konstant sein wtirde. 
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man das Osgoodsche Resultat (Nr. 38). Den allgemeineren Fall eiDes 
beliebigen mehrfach zusammenhiingenden schlichtartigen Ge bietes er­
ledigt Oourant durch Betrachtung der Linien U = Const. 1m Gegen­
satz zu Koebe, der bei diesen Betrachtungen eine Zuriickfuhrung ad 
absurdum bevorzugt, wird wie vorhin durch geeignete spezielle Va­
riationen direkt gezeigt, dail V auf jeder Randkomponente konstant 
ist. 1st das Gebiet insbesondere einfach zusammenhiingend, so ge­
winnt man den Abbildungssatz von H. Poincare und P. Koebe. Den 
Fall eines unendlichvielfach zusammenhangenden Gebietes erledigt Oo'u­
rant in ahnlicher Weise unter Zuhilfenahme del' Beziehung :t = lim T1I• 

11.=00 

Die Ungleichheit (6) wird in geeigneter Weise auf die zu Tn gehoren-
den Potentiale p(n) angewendet. Durch einen Grenzubergang erhalt 
man eine analoge Ungleichheit fur V und damit den zu beweisenden 
Satz.555) 

Es sei T ein den unendlich fernen Punkt enthaltendes Gebiet 
in G::, dessen samtliche Randkomponenten aus Strecken bestehen, die 
der Achse des Reellen pa.rallel sind. J ede einzelne Strecke kann sich 
auch auf einen Punkt reduzieren. 

Zwei Gebiete dieser Art kann man, wenn sie von endlichem Zu­
sammenhang sind, nul' dann durch Vermittlung einer Funktion, die 
im Unendlichen sich Wle 

(*) Zl(Z)=Z+ ~ ~C) 
verhiilt, aufeinander abbilden, wenn sie zusammenfallen (Zl (z) = z). 
Ein analoger Satz gilt, wie Koebe durch ein Beispiel zeigt, fur un­
endlich vielfach zusammenhangende Gebiete nicht. (V gl. P. Koebe, 
Gott. Nachr. 1918, vorgelegt am 17. 12. 1917). Dort wird ein von 
Strecken, die zu der Achse des Reellen parallel und in bezug auf 
diese symmetrisch sind sowie von gewissen Punkten auf der y-Achse 
begrenztes unendlich vielfach zusammenhangendes Gebiet Tl durch Ver­
mittlung einer sich im Unendlichen wie (*) verhaltender Funktion 
auf ein Gebiet T2 abgebildet, dessen Berandung aus einer nicht ab­
ziihlbaren Menge von Punkten auf der y-Achse besteht. Der Inhalt 
der heiden Begrenzungsmannigfaltigkeiten 81 und 82 hat den Wert 
Null. Del' line are auBere Inhalt von 82 ist von Null verschieden, 
derjenige der Pl'ojektion von 81 auf die y-Achse ist gleich Null. 

Aus del' Gesamtheit del' Schlitzgebiete heht Koebe die Klasse der 

665) Bei P. Koebe, loco cit. 552) wird, wie bereits erwiihnt, das Zuriick­
greifen auf die Beziehung U + i V = lim (U" + i Vn) auch in dem FaIle eineR 

n::::::OCI 

ullendlichvielfach zusammenhangendell Gebietes vermieden. 
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"minimalen" Schlitzgebiete durch folgende Festsetzungen heraus. Es 
sei (e) irgendein Gebiet der Klasse C, das S enthalt. Das von lJ 
und S begrenzte Teilgebiet von T heiBe T*. Es sei UJ irgendeine in 
jedem Bereiche in T* + 2,' abteilungsweise analytische, auf £] ver­
schwindende Funktion, die uberdies so beschaffen ist, daB DT" w) 
existiert. Dann ist T ein minimales Schlitzgebiet, wenn 

(**) 

gilt, unter F* den inneren FIachenillhalt von T* verstandell. 1st 
T; (n = 1, 2, ... ) eine Folge von Gebietell del' Klasse C, die gegen 
T* konvergieren, so liiBt sich die Bedingnng (**) auf die Form 
bringen 

Zwei minimale Schlitzgebiete lassen sich aufeinander dut'ch 
Vermittlung einer Funktion, die sich im Unendlichen wie (*) verhalt, 
nul' dann abbilden, wenn sie zusammenfallen. Jedes Gebiet, das dUl'ch 
ein Stromungspotential entworfen wird, ist ein minimales Schlitzgebiet. 
Jedes Schlitzgebiet T hat die Eigenschaft, daB seine Bel'andung den 
Inhalt Null hat. Diese Bedingung genligt indessen nieht, urn ein 
minim ales Schlitzgebiet zu chaxakterisierell. Eine hinreichende (und 
wahrscheinlich auch notwendige) Bedingllng bildet die Forderung, 
daB die Projektion von S auf die y- Achse iiberdies den linearen In­
halt Null haben solI. Das vorhin betrachtete Gebiet 1'1 ist ein mini­
males Schlitzgebiet, das Gebiet T2 ist es nicht. 

In seiner 1912 el'schienenen Habilitationsschrift hat Co~/;rant ein 
neues Verfahren ZUI' Losung del' Randwertaufgaben del' Potential­
theorie fur Gebiete allgemeiner Natur angegeben.556) Es moge sieh 
etwa urn das erste Randwertproblem in einem von einer endlichen 
Anzahl Strecken parallel del' :1;- odeI' del' y-Achse begrenzten einfach 
zusammenhangenden Gebiete T in & handeh1. Es sei K* eine T + S 
enthaltende Kreisfiiiche, fP eine in K* erkliirte analytische und regu­
lare Funktion. Die Menge (.!:~) besteht aus allen Funktionen, die in 
T + S stetig sind, auf S mit qJ ubereinstimmen und einer Reihe 
weiterer Bedingungen genfigen, durch die insbesondere die Existenz 
von DT(u) gewahrleistet wird. Das Gebiet T wird nun in passender 
Weise in eine endliche Anzahl Rechteckgebiete zerlegt. Es sei jetzt 
un (n = 1,2, ... ) eine Minimalfolge. Courant ersetzt Un im Innern 

556) Vgl. R. Courant, Math. Ann. 72 (1912), p. 517-550 (Voranzeige Gott. 
Nachr. 1910, p. 154-160). 



45. Variationsmethoden. 345 

emes jeden Rechteckgebietes A durch diejenige in A + L stetige, in 
A regulare Potentialfunktion, die auf dem Rande L von A mit u" 
ubereinstimmt. Aus del' neuen "normierten" Folge 'ii" wird endlich 
durch einen AuswahlprozeLl eine gegen die gesuchte Potentialfunktion 
konvergierende Minimalfolge extrahiert. Zu allgemeineren Gebieten 
gelangt man tiber eine Folge approximierender Gebiete durch eineu 
geeigneten Grenztibergang. 

Eine wesentlich vereinfachte Gestalt erhielt die vorstehende Methode 
ill einer zwei Jahre spater erschienenen Arbeit von Courant. 557) Es 
sei T irgendein beschranktes Gebiet in ~ und rp eine in T und auf S 
stetige Funktion, die im Innern von T abteilungsweise stetige par­
tielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat; die etwa vorhan­
denen Unstetigkeitslinien sind der x- oder del' y-Achse parallel; das 
Dirichletsche Integral DT(rp) existiert. Das Gebiet T wird irgendwie 
in abziihlbar unendlichviele Rechtecklliichen A, deren Seiten den Ko­
ordinatenachsen parallel sind, zerlegt, so daB die Eckpunkte sich nm 
am Rande Mufen. Die Menge (.Q.) besteht aus der Gesamtheit del' 
Funktionen, die in T + S sich wie q; verhalten und auf' S gleich rp 
sind. 1st u" en = 1, 2, ... ) eine Minimalfolge, so wird wie vorhin zu 
einer normierten Folge iibergegangen. Diese ist in jedem in einer 
Rechteckfliiche A enthaltenen Bereiche gleichmaBig konvergent. 
Die einzelnen Grenzfunktionen schlieBen sich zu einer in T regularen 
Potentialfunktion u zusammen. Es ist DT(U) = d. Ntmmehr zeigt 
Oourant durch Betrachtung des Integrals D1{u) auf direktem Wege, 
daB u in T + S stetig ist und auf einer jeden Randkomponente, die 
aus mehr als einem Punkte besteht, den Wert rp annimmt. Damit 
ist das Lebesguesche Resultat (Nr. 4:5c) noch einmal gewonnen. Zu­
g'leich ergibt sich eine interessante Abschatzung fur die Geschwindig­
keit, mit der u gegell den Randwert konvergiert.558) 

Wie das Lebesgt~esche Verfahrell (Nr. 45c), so liefert auch die 
vorliegende Methode voraussichtlich die vollstandige Losung des ersten 
Randwertproblems fur die allgemeinsten beschrankten Gebiete im 
Raume von drei und mehr Dimensionen. In ahnlicher Weise lassen 
sich Existenzsatze del' Riemannschen Theorie algebraischer Funk.tionen 
sowie die Existenz des Stromungspotentials beweisen.559) 

Wie H. Weyl gezeigt hat, lliJ3t sich das Verfahren von Zaremba 

557) R. Coumnt, Joum. f. Math. 144 (1914), p. 190--211. 
558) R. Courant, loco cit. 557) p. 203. 
059) In der zuletzt betrachteten Abhandlung bedient sich dabei Courant 

des von H. Weyl angegebenen Ansatzes (s. weiter unten). 
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(Nr. 45 c) auf die Bestimmung des Stromungspotentials anwenden.560) 

Den Hilbertsehen Ansatz ersetzt Weyl durch den folgenden einfacheren 
Ansatz: 

Es sei Eo eine schlichte KreisfHiehe um $0 vom Halbmesser ao; 
ihr Rand heiBe 0 0, Es sei (.Q) die Gesamtheit der Funktionen u, die 
in Ko + 00 und in jedem Bereiche in % - Eo stetig sind, auf 00 einen 

Sprung gleich (7) tj) = x)-:-;o( . ~ + x - ~o erleiden in ~ ste-
(x - Xo Y - Yo) a~ , 

tige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und ilberdies so be­
schaffen sind, daB Dr/u) existiert. 

Unter den Funktionen u ist 
Dx (u) den kleinsten Wert erteilt. 

(8) 

nun diejenige zu bestimmen, die 
rst u diese Funktion, so ist 

das in $0 unendliche Stromungspotential. 
Ein ganz analoger Ansatz fiihrt ZUlli Beweise der Riemannsehen 

Existenzsatze. 
Wie O. Haupt gezeigt hat, laBt sich in ahnlicher Weise die 

Theorie der Prymschen Funktionen begriinden.561) 

Zum SehluB des Abschnittes fiber Variationsmethoden sei der 
folgende kfirzlich von T.Oarleman bewiesene Satz erwahnt. Unter 
allen un begrenzten Zylinderkondensatoren, deren beide Randftachen 
vorgegebenen Inhalt des Normalschnittes haben, hat derjenige die 
kleinste Kapazitat, der aus zwei konzentrischen geraden Kreiszylindern 
besteht. (V gl. T. Oarlernan, Math. Zeitschrift 1 ~ 1918), p. 208-212.) 

46. Kontinuitatsmethode im Gebiete der konformen Abbildung. 
Es seien Sl,' und a" zwei Mengen zweidimensionaler Gebiete, die so 
beschaffen sind, daB 1. ein beliebiges Gebiet T' aus .Q' auf ein und nur 
ein Gebiet der Menge a", etwa auf T", vorgegebenen Bedingungen 
gemaB konform abgebildet werden kann, 2. ein beliebiges Gebiet aUB 
a", wenn iiberhaupt, dann hochstens auf ein Gebiet der Menge a' 
kon£orm abgebildet werden kann. Hangen Bowohl Q' als auch a" 
von p reellen Parametern stetig ab 562), so wird man erwarten, daa 
die Aussage 2. sieh zur Behauptung del' Moglichkeit, ein beliebiges 
Gebiet aus Q." auf ein Gebiet del' Mannigfaltigkeit Q' konform abzu-

560) H. Weyl, Die Idee der Riemannschen FHiche, Leipzig 1913, p. 78-107. 
661) Siehe O. Haupt, Math. Ann. 77 (1915), p. 24-64 [po 44-48 Bowie 

p. 59-60]. V gl. die FuBnote 316.) 
662) Die Menge Sl,' haugt von den Parametern stetig ab, heiBt nichts an­

deres, als daB die Individuen von a' sich mit den Parametern stetig andern. 
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bilden, wird steigern lassen. Diese im wesentliehen auf einer Abzahlung 
der Konstanten beruhende heuristisehe SchluBweise bedarf natiirlich in 
jedem FaIle erst einer strengen Begriindung. 

1m allgemeinen wird sieh, was vor allem in jedem besonderen 
Falle· festgestellt werden muB, T" mit T' stetig iindern. Da auch 
Q,' und Q," von ihren Parametern stetig abhiingen, so wird lUan 
versueh{ln, von der Analogie zu der bekannten Eigensehaft stetiger 
Funktionen geleitet, zu zeigen, daB umgekehrt jedem beliebigen Ge­
biete '1''' ein T' entsprieht. Dieser Kernpunkt der ganzen Betraeh­
tung wird, je nach der besonderen Natur von Q,' und Q,", auf verschie­
denen Wegen zu erweisen sein. 

Es mogen jetzb,Q' und Q," Gebiete sein.563) Eine besondere Rolle 
wird, wie zuniichst zu erwarten ist, ihrer Berandung zufallen, 
wobei in jedem besonderen Faile zu entseheiden ist, ob auch den 
Randpunkten bestimmte Individuen entsprechen odel' nicht, somit ob 
man mit abgeschlossenen oder offenen Kontinuen in dem p·dimen· 
sionalen Raume Rp zu tun hat. 

Auf Kontinuitatsbetrachtungen beruhende Beweisordnungen im 
Gebiete der konformen Abbildung sind bereits von K. Weierstraf3 und 
H. A. Schwarz eNr. 25) angewandt worden.564) 

Von der groBten Bedeutung wurde die von F. Klein so benanllte 
Kontinuitiitsmethode jedoeh erst, seitdem F. Klein und H. Poincare 
diese zum Beweise der Fundamentaltheoreme der Uniformisierungs­
theorie algebraischer Funktionen herangezogen haben.565) Der Grund-

563) Unter a: und t;!," werden die a.ls Gebiete vorausgesetzten Mengen der 
in Betracht kommenden Parameterwerle im Raume Rp von p Dimensionen ver­
standen. 

564) Ma.n vergleiche ferner die Betrachtungen von L. Schlafli und E. Phrag­
men, loco cit. 341). 

565) Vgl. das Referat uber automorphe Funktionen und Modulfunktionen 
von R. F-ricke, II B 4 N r. 37. Dort linden sich nahere Angaben uber die Arbeiten von 
L. E. J. Brouwer und die ersten Arbeiten von P. Koebe. Siehe L. E. J. Brattwer, 
Gott. Nachr. 1912, p. 603-604; p. 803-806; P. Koebe, Gott. Nachr. 1912, 
p. 879-886. Man vergleiche ferner die Untersuchungen von E. Ritter, loco cit. 
315); R. Fricke, Automorphe Funktionen 2, p. 283-438; Verhandl. tiber auto­
morphe Funktionen auf der Jahresvers. Deutsch. Naturforsch. u. Arzte in Karls­
ruhe 1911 (Ber. d. Deutsch. Math. Ver. 21 (1912), p. 153-164) Bowie die histo­
rischen und kritischen Bemerliungen bei P. Koebe, Math. Ann. 75 (1914), p. 42 
bis 129 [po 43-51]. Uber weitere mit der Kontinuitatsmethode zusa.mmen­
hiingende Fragen der Theorie linearer Differentialgleichungen und a.utomorpher 
Funktionen vergleiche das Referat II B 5 von E. Hi/b, namentlich Nr. 14 b und 
Nr. 17 [an der zuerst genannten Stelle find en sich Angaben iiber die ein­
schlagigen Arbeiten von L. Schlesingel']; F. Klein, Ausgewahlte Kapitel aus der 
Theorie der linearen Differentialgleichnngen zweiter Ordnung, II. VorleBungen, 
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gedanke der von den heiden Autoren in Aussicht genommenen Me­
thoden sowie der neuerdings von Erfolg gekronten Untersuchungen 
von L. E. J. Brouwer und P. Koebe Ia.Bt sich mit Koebe bequem an 
der folgenden, auf Poincare zuriickgehenden Aufgabe erlautem.566) 

Die Flache des Einheitskreises I ZI < 1 solI derart auf die Flache 
eines von vier Orthogonalkreisen des Einheitskreises lsi < 1 gebilde­
ten Vierseits II konform abgebildet werden, daB den Spitzen - 1, 
-i,+l,{J=etJJ' (O<ro<n) die Punkte -1,-i,+I,a=eVt 

(0 < 11 <~) entsprechen. Der Punkt a ist vorgegeben, fJ ist natiir­
Iich, falls· die Abbildung sich iiberhaupt als moglich erweist, erst zu 
bestimmen. 

Einem irgendwie vorgegebenen {J (0 < OJ <~) entspricht gewiB 
ein und nul' ein a (0 < 11 < n). 

Man zeigt, ~a8 a sich mit fJ stetig andert, sowie daB zu einem 
a hOchstens ein fJ gehOrt. Dem (offenen) Halbkreis 0 < w < ~ ent­
spricht also ein (offener) Bogen des Halbkreises 0 < 11 < ~. Urn zu 
zeigen, daB dieser den Halbkreis 0 < 11 < n ganz ausfiillt, wOllli t das 
Problem geIOst sein wird, betrachtet Poincare die beiden GrenzfaIle 
fJ = 1 und fJ = - 1, d. h. das spitzwinklige Dreieck mit den Ecken 
- 1, -i, + 1, denen offenbar a = 1 und" = - 1 entspricht, ~d 
beweist, daB a(p) sich noch in den Endpunkten des Halbkreises 
0< ro < ~ stetig verhiilt. Rier werden abgeschlossene Kontinuen der 
Betrachtung zugrunde gelegt. Bei der Anwendung auf das allgemeine 
Grenzkl'eistheorem 567) fiihrt dieses Verfabren wegen (1er N otwendigkeit, 
den Rand del' Polygonmannigfaltigkeit (Grenzpolygone) zu erforschen~ 
auf betrachtliche SchwieI'igkeiten. 

1m Gegensatz zu H Poincare sucht F. Klein aus dem Verhalten 
der Abbildung im Innern der beiden Mannigfaltigkeiten allein zwin­
gende Schliisse zu ziehen (Methode der off/men Kontinuen 568)). Diese 
Methode, welche von der von Poincare als unentbehrlich hingestellten 
Erforschung des Randes von a,' und a" absieht, wurde erst in neuerer 
Zeit von P. Koebe vollig herausgearbeitet und im voUen Umfange zur 

gehalten im Sommersemester 1891 (lith., nicht im Buchhandel); Uber Lineare 
Differentialgleichungen der zweiten Ordnung, Glittingen 1894 (lith.); E. Hi/b, 
Glitt. Nacbr. 1908, p. 231-235; 1909, p. 230-234; Math. Ann. 66 (1908), p. 215 
bis 266; 68 (1910), p. 24-74; Schwarz Festschrift, 1904, p. 98-115. 

666) Vgl. H. Poincare, Acta Math. 4 (1884), p.201-312; L. Schlesinger, 
Handbuch der Tbeorie der linearen Differentialgleichungen, Leipzig 1898, Bd. II 2, 
p. 266-268; P. Koebe, loco cit. 665 d), p. 44-46. 

567) Das iibrigens von H. Poincare aHein betrachtet wurde. 
568) F. KZein, Math. Ann. 21 (1883), p. 141-218. Die Andeutungen von 

Klein erstrecken sicb auf aHe von ibm aufgestellten Fundamentaltheoreme. 
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Durchfuhrung gebracht. AlB ein wesentliches Hilfsmittel benutzt Koebe 
den von ihm entdeckten Verzerr:ungssatz (N r. 4:3, p. 321 ).569) In dem vorhin 
betrachteten Poincareschen Beispiele gestattet diesel' Satz den SchluB, 
daB, wenn den in einem (offen en) Intervalle 0 < VI < V < vll < 7t ent­
haltenen Werten von v uberhaupt Werte VOll (JJ entsprechen, diese in 
einem gewissen (offenen) Intervalle 0 < OJ1 < (JJ < (JJ2 < 7t enthalten 
sain mussen. Hieraus folgt aber leicht, ohne daB man es notig hat, die 
Randpunkte iiberhaupt zu betrachten, daB die Aufgabe eine (und nur 
eine) Losung hat. 

In der in del' FuBnote 569) unter d) zitierten Arbeit gibt Koebe 
eine ausfiihrliche Darstellung seiner Methode fUr aIle Kleinschen Fun­
damentaltheoreme der Uniformisierungstheorie der algebraischen Fliichen 
unter Voranstellung des bereits Nr. 4:3 betrachteten Problems der 
konformen Abbildung eines 2p-fach zusammenhangenden Gebietes c;fJ 

dar Klasse 0 in ~ mit analytischer und reguHirer Randerzuordnung 
auf ein ebensolches Gebiet mit linearer Randerzuordnung. 570) 

Die Hauptpunkte der Koebeschen Beweisfiihrung sind: Jedes In­
dividuum IP der Menge a" aIler 2p-fach zusammenhangenden Gebiete 
der Klasse a in ~ (mit analytischer und regularer Randerzuordnung) 
liiBt sieh durch eine stetige Anderung der Randkurven und der Be­
grenzungssubstitutionen, ohne ~" zu verlassen, in jedes beliebige an­
dere Individuum der Menge ~" iiberfuhren (Existenz einer "trberfiih­
rungslinie"). Es sei ffJ dasjenige p·fach zusammenhiingende Gebiet 
das aUB IP entsteht, wenn man jedes Paar zusammengehoriger Rand­
kurven durch einen Querschnitt verbindet. Dureh ein geeignetes 
Abelsches Integral erster Art wird ffJ auf ein gewisses p-fach zusam­
menhangendes mehrbHittriges Gebiet II abgebildet, das (2p - 2) Win-

569) VgI. E. Koebe, a) Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 21 (1912), p. 157-
163; b) Giitt. Nachr. 1912, p. 879-886; c) Leipz. Ber. 64 (1912), p. 59-62, 
wo das Wesen del' Methode an dem besonders einfachen Beispiele der kon­
formen Abbildung eines Rechteckea auf eine Halbebene anseinandergesetzt wird; 
d) Math. Ann. 75 (1914), p.42-129; e) Gott. Nachr. 1916, vorgelegt am 9. 12. 
1916; f) Witt. Nachr. 1917, vorgelegt am 7. 12. 1917; g) Math. Zeitschrift 2 
(1918), p. 198-236; h) Gott. Nachr. 1917, vorgelegt am 26.10.1917. Bier wird 
ein Kontinuitatsbeweis fUr den Fundamentalsatz der Algebra geliefert. 

570) Diese Aufgabe steUt eine besondere Einkleidung des Problems dar, 
eine algebraische Kurve nach Vorgabe eines Schnittsystems del' zugehorigen Rie­
m.annschen FBi-che durch automorphe Funktionen des Schottkyschen Typus zu 
uniformisieren ("Riickkehrschnittheorem", vgl. R. F"icke, IIB4 Nr.36). Die 
Grundgedanken der Methode linden sich in der loco cit. 569) unter b) genannten 
Arbeit zusammengefa6t. 

Der Einfachheit halber wird angenommen, daB aHe <P den unendlich fernen 
Punkt enthalten. 
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dungspunkte erster Ordnung hat. Von diesen liegt einer im Koordi­
natenursprung. Die Begrenzung von n besteht aU8 p parallelogramm­
artigen Rahmen, deren je vier Seiten iiberkreuz durch p feste und p 
mit (J) verlinderliche Substitutionen der Form (z, z + a) (a konstant) 
verbunden sind ("Riemannsche Parallelogrammfigur"). Das Gebiet II 
hiingt in einer Umgebung der betrachteten Lage von (p von 6p - 6 
reellen Parametern stetig ab und andert sich mit q, zug1eich eben­
falls stetig. 

Es sei Y! ein "normiertes" Gebiet der Art (J), dessen Randkom­
ponenten paarweise durch Substitutionen der Form 

z' -ak Z - ak 
Z'=!L1 Z ) z'-bk=l'kz_-b~ (k=2, ... p,a2 =1) 

zusammenhangen (ein Individuum der Menge .Q/). Tst @ die zu <p' 

gehOrige Riemannsche Parallelogram mfi gur, so hangen deren Para­
meter von den 6p - 6 reellen Parametern der Substitution en in der 
Umgebung der betrachteten Lage stetig abo Aus dem Unitatssatze 
(N]". 43) wird geschlossen, daB die beiderseitigen Parameter einander 
umkehrbar eindeutig zugeordnet sind. 

Aus dem fundamentalen, als Desideratum nir den Kontinuitats­
beweis von R. Fricke auf dem 3. intern. Math.-Kongr. zu Heidelberg 
1904 formulierten Satze von L. E. J. Brouwer liber die Invarianz des 
Gebietes folgt nunmehr, daB einer aliseitigen Umgebung von W eine 
allseitige Umgebung von (fi) entspricht!>71) 

Es sei jetzt «>0 (= ¥o) ein Gebiet aus ~". Wir clenken uns 
dieses mit (p dUTch eine Uberfiihrungslinie ;Q; verbunden. 1st Il>* ein 
Gebiet auf ii, das auf ein Gebiet W* der Menge ,Q,' konform abge­
bildet werden kann, so haben aUe Gebiete auf.R: in einer Umgebung 
von «>* dieselbe Eigenschart. Dies ergibt sich aus dem zuletzt betrach­
teten Satze durch einen Ubergang von ¥* und w* zu den zugehori­
gen (im wesentlichen identischen) Riemannschen Paralielogrammfigu­
ren. Da q,o = Wo ist, so miiBte es nunmehr, falls der zu beweisende 
Abbildungssatz nicht richtig sein solite, auf ~ ein Gebiet t1J geben, 
in dessen beliebiger Nahe auf a Gebiete (in ~") liegen, die auf ge­
eignete Gebiete in a abbildbar sind, wiihrend das gleiche fur t1J selbst 
nicht gilt. Dieses ist indessen, wie unter wesentlicher Benutzung des 
Verzerrungssatzes gezeigt wird, nicht moglich. Damit ist der Beweis 
erbracht. N achtraglich wird gezeigt, daB auch zwei Individuen del' 
Menge Q,' durch eine Uberfiihrungslinie in 9...' verbunden werden kon-

671) Koebe zeigt ubrigens, daB sieh mengentheoretische Betrachtungen an 
dieser Stelle umgehen lassen (loc. cit. 569 d) p. 82), indem er die von F. Klein 
postulierte analytische Abhiingigkeit der Parameter nachweist. 
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nen, so daB auch s!" ein Gebiet (in einem Rauma von 6 p - 6 Di­
mensionen) darstellt. 

An gleicher Stelle hehandelt Koebe eingehend unter anderem das 
Hauptkreistheorem Bowie die allgemeinen Kleinschen Fundamental­
theoreme (vgl. R. Fricke, IIB4 Nr. 36 und 37).512) In der in del' FuB­
note 569) unter b) genannten Note skizziert Koebe einen auf' Kontinui­
tatsbetrachtungen beruhenden Beweis einer Verallgemeinerung des 
Parallelschlitztheorems fur mehrfach zusammenhangende Gebiete in ~ 
(Nr.24:h), dahingehend, daB jeder einzelne Schlitz nunmehl' eine vor­
gegebene Richtllng erhalt.573) Ausflihrliche Darlegung bringt die in del' 
FuBnote 569) unter g) zitierte vor kurzem veroffentlichte Abhandlung 
von Koebe. Wesentliche Veral1gemeinerungen des zuletzt genannten Ab­
bildungssatzes finden sich in den in del' FuBnote 569) unter e) und f) 
zitierten Arbeiten von Koebe angedeutet. Hier handelt es sich um die 
konforme Abbildung eines mehrfach zusammenhangenden Gebietes in ~ 
auf ein ebensolches Gebiet, wobei eine jede Randkomponente in ein 
gewisses sternfOrmiges (geradliniges odeI' spiralliniges), allgemeine I' 
baumartig verasteltes Liniensystem iibergeht. Man vergleiche ferner 
P. Koebe, Leipziger Berichte 1914, p. 67-75, wo (p. 73-74) ein 
Beweis fur die Moglichkeit del' konformen Abbildung einer geschlos­
senen schlichtartigen Riemannschen Flache auf eine Kugel durch Kon­
tinuitatsbetrachtungen (auf rein funktionentheoretischem Wege, unter 
Ausschaltung des Illtegralbegriffes) angegeben wird.573a) 

Einen auf Kontinuitatsbetrachtungen gegriindeten Beweis des Satzes, 
daB jedes einfach zusammenhangende Polygongebiet in ~ auf ein Kreis­
gebiet konform abgebildet werden kann, gibt L. Biebel'bach574) (Nr.25). 

Die Mannigfaltigkeit.Q' aIler schlichten Polygonflachen, auf die eine 
Kreisflache VOll Halbmesser R urn den Punkt Z = 0 durch die Funktion 

z I I ... " Z -22k 

fJ(Z) = II (1 - ·zJ tlz, Al + ... + An= 1, IZkl =R (k= 1, ... n), 
o .I: 

572) P. Koebe, loco cit. 569) d) p. 98-129. 
573) Dieser Abbildungssatz la6t sich iibrigens auch, worauf Koebe a.. a. O. 

zum Scblu.6 ebenfalls hinweist, durch kombinatorische Metboden (im allgemeinen 
l!'alle unter Heranziehnng gewisser von Prym herriihrenden Gedanken) erledigen. 

573") Aus der in der Fu6note 569) unter c) genannten Note von Koebe sei noch 
die Veral1gemeinerung der Grenzkreisuniformierung zu dem Problem der konformen 
Abbildung einer beliebi~en einfach oder mehrfach zusammenhangenden berandeten, 
oder auch einer geschlossenen Rie!l!annschen -FIache auf ein konvexes Grenzkreis­
polygon hervorgehoben, wobei jetzt die Winkelsummen der einzelnen Eckenzyklen 
nicht mehr wie im Uniformierungsfalle genaue Teile von 2:n; zu sein brauchen. 

574) Vgl. L. Bieberbach, Gott. Nachr. 1913, p. 552-564; Rend. del Cir· 
colo Mat. di Palermo. 38 (1914), p. 98-112 [po 102-104]' 
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(Zz- Zk= 0 nur fur 1 = k) (z(o) = 0, d;i) = 1) konform ab­

gebildet wird (Formelpolygonfiachen), hiingt bei vorgegebenen AuBen­
winkeln 23tA,1"'" 2l'tAn und variablem R von (n + 1) reellen Para­
metern stetig abo Von ebenso vielen reellen Parametern hiingt die 
Menge SJ," der nicht degenerierten Polygonfliichen in @, die 2l't All .. 
2l'tAn zu AuBenwinkeln haben und z = ° enthalten, stetig abo Augen­
scheinlich sind Q,' und Q," ••. (n + l)-dimensionale Gebiete und es 
gilt Q,' < S!,". SolIte Q,' < SJ,'! sein, so miiBte Q,' in SJ," mindestens 
einen Grellzpullkt haben. Diesem entspricht kein Formelpolygon, da 
die gegenteilige Annahme im Widerspruch mit dem L. E. J. B1'ouwer­
schen Satze von del' Invarianz des Gebietes stehen wiirde. Wendct man 
jetzt den Oaratlujodoryschen Satz fiber FoIgen beschrankter Gebiete mit 
von Null verschiedenem Kern (Nr. 4-7) an, so kommt man wieder zu 
einen Widerspruch. Offenbar steht auch diesel' (den Verzerrungssatz l1icht 
benutzende) Beweis auf dem Boden del' Methode der oft'enen KOl1tinuen. 

4-7. Funktionentheoretische Richtung. Es sei T ein einfach zu­
sammenhangendes Gebiet del' Klas'se B in del' Ebene $, das den Ko­
ordinatenursprung enthalt. Die Bestimmung einer in T l'egularen, 
fiir z = 0 verschwindenden Funktion Z(z), durch deren Vermittlung 
l' auf die Flache K des Einheitskreises G konform abgebildet wer­
don kann, wird in der Potentialtheorie auf ein Randwertproblem zu­
rUckgefiihl't (Nr. 22). 

In del' neueren Zeit ist die Theorie del' konformen A.bbildung 
dUl'ch Methoden bel'eichert worden, die sich ausschlieBlich del' funk­
tionentheoretischen Hilfsmittel bedienen, so daB von einem Ubergang 
durch ein Randwel'tproblem abgesehen werden kann. 

Es ist vor aHem einleuchtend, daB die Potentialtheorie in der 
Ebene sich ohne weiteres in die Funktionentheorie einordnen HUn. 
Die meisten Randwertaufgaben del' Theorie des logarithmischen Po­
tentials lassen sich auf die Bestimmung gewisser l'egula1'er oder mit 
vorgeschriebenen Unstetigkeiten behafteter allalytischel' Funktionen, 
deren 1'ee11e1' und imaginal'er Teil auf dem Rande des Definitions­
gebietes vorgegebenen Bedingungen geniigen, zuriickffihren. 

Aus dem Cauchyschen Integralsatze folgt in der einfachsten Weise 
del' Gauf3sche Mittelwertsatz, aus diesem durch eine lineal'e Substi­
tution, die eille vorgegebene Kreisfliiche in sich selbst zuriickfiihrt, 
das Poissonsche Integra1.575) 

676) Einen andel'en von W. Blaschke angegebenen Weg, der ebenfalls von 
dem Cauchyschen Integralsatze zu dem Poissonschen Integral fiihrt, teilt G. Pick, 
Math. Ann. 77 (1916), p. 7-23 [p,8-10] mit. Dort findet sich auch eine von 
G. Pick angegebene Verallgemeinerung des Poissonschen Integrals. 
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Von hier aus Iuhrt der Weg liber die Schwar$schen Resultate 
zu den Ergebnissen von Koebe, ohne daB von den partiellen Ablei­
tungen zweiter Ordnung und der Differentialgleichung ~u = 0 Ge­
brauch gemacht wird. Auch IaBt sieh, von dem Oauchyschen Inte-

gralsatze ausgehend, fiir ~ (Z~)) auf S ohne weiteres eine lineare In­

tegralgleichung ableiten, die der bei der Behandlung des zweiten Rand­
wertproblems in del' klassischen Theorie (Nr. 17 d) auftretenden Inte­
gralgleichung adjungiert ist.576) 

Neuerdings sind von O. OaratMoaory, P. Koebe sowie L. Bieber­
bach Methoden ausgearbeitet worden, bei den en von den Ansiitzen der 
Them'ie der Ranaweriprobleme, selbst in einer funktionentheoretischen 
Einkleidung, kein Gebrauch gemacht wira.ma) Das Gebiet T wird durch 
eine Folge von Gebieten Tn (n = 1, 2, ... ) approximiert, die durch 
spezielle element are Funktionen (z. B. eine Folge von Quadratwurzel­
operationen oder elliptische Funktionen) auf die Flache des Einheits­
lrreises konform abgebildet werden konnen. Zu Z($) wird Bodann durch 
einen GrenzprozeB iib ergegan gen. Die wesentlichen Hilfsmittel von 
CaratModory.sind der Satz von P. Montel (Nr. 41) und der Oauchysche 
Integralsatz. Demgegeniiber bedient sieh Koebe in strenger Durch­
fiihrung der Weierstraf3schen Ideen lediglieh potenzreihentheoretischer 
HilfsmiUel unter ganzlicher Ausschaltung des Integralbegriffes. 

Es sei Tn(n = 1,2, ... ) eine Folge von Gebieten in ~, die samt­
lich in einer Kreisflache I z I < JJI enthalten sind und den Pllnkt. z = ° 
entllalten. Gibt es keine Kreisflache urn z = 0, die von einem be­
stimmten n an in allen Tn enthalten ist, so sagen wir mit O. Cara­
tModory, der Kern der Gebietsfolge besteht aus dem einzigen Punkte 
,5 = O. Andernfalls ist der Kern das groBte 8 = 0 enthaltende Ge­
biet, das die Eigenschaft hat, daB jeder in ihm gelegene Bereich von 
einem bestimm ten n an in allen Tn enthalten ist. 1st der Kern der 
Gebietsfolge Tn (n = 1,2, ... ) zugleich Kern jeder Teilfolge Tn" (k = 1, 
2, ... ), so sagen wird, die Folge Tn konvergiert gegen ihren Kern. 
Es sei z,,(Z) eine Funktion, durch deren Vermittlung Tn auf die 
Flache des Einheitskreises in der Ebene Z konform abgebildet wird 

(8,,(0) = 0, d~n~? reell und > 0). 

576) Vgl. L. Lichtenstein, Arch. d. Math. u. Phys., 25 (1916), p. 179-180. 
lilt allgemeiner der Wert ffi (Z(z)) einer in T regulii.ren Funktion auf S vorge­
geben, etwa gleich tp(s), so erbalt man, wenn z. B. cp'(s) vorhanden und stetig 
ist, zur Bestimmung von 3 (Z(Z)) auf Seine lineare Integralgleichung. 

576110) In diesem Zusammenhang sei noch einmal auf die in der Nr. So be­
sprochene Abhandlung von H. A. Schu;arz hingewiesen 
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Damit die Funktionen 2,,(Z) in jedem in dem Gebiete 1 ZI < 1 
gelegenen Bereiche gleichmaf3ig konvergieren, ist notwendig und hinreichend, 
daf3 die Folge Tn gegen ihren Kern konvergiert. Durck Vermittlung der 
fur I Z i < 1 regularen Funktion 2 (Z) = lim z" (Z)wird der Kern T 

rt :;:;:00 

(sofern dieser > ° ist) auf die Fliiche des Einheitskreises konfo1"1n ab­

gebildet (2(0) = 0, ~i) reell tmd > 0)'577) 

Ein ganz analoger Abbildungssatz gilt, wenJi die (einfach Zllsam­
menhangenden) Gebiete der F01ge nicht mehr schlicht, sondel'll end­
lich odeI' unendlich vielblattrig sind, dabei nach wie VOl' einel' Un­
gleichheit I z 1 < M geniigel1.578) 

Es sei T + S irgendein einfach zusammenhiingendel' Bereich in del' 
Kreisfl1iche / $/ < 1. Gelingt es, eine Folge von Gebieten T" einfacher 
Natur anzugeben, die T zum Kern haben und gegen diesen konver­
gieren, so ist, wenn die Funktionen 2"CZ) bekannt sind, die Moglich­
keit del' konfol'men Abbildung von T auf die Flliche des Einheits­
kreises bewiesen. CaratModory bestimmt z(Z) auf folgendem elemen­
taren Wege. Es mage zunachst ein von l' verschiedenes Gebiet T;· 
existieren, dessen Rand S enth1ilt.579) Es sei Pj (j = 1, 2, .. .) (/Pj[ < 1) 
irgendeine Folge von Punkten in T*, die sich gegen jeden PunH von 
S hiiufen. Man kann eine Folge mtionaler Fmiktionen Zj(Z) expli­
zite angeben, so daB: 1. durch Vermittlung von z/Z) die Kl'eisflache 
\Z\ < 1 auf ein liber der z-Ebene ausgebreitetes 2i- blattriges Gebiet 
Tjl £las inPlI .. . ,p} Windungspunkte hat und von dem 2 j mal durchlau­
fenen Kreise Izi = 1 begrenzt ist, derart abgebildet wird, daB .0/0) = 0, 

d!ji2 reell und > ° ist; 2. die Gebiete Tj das Gebiet T zum Kern 

57,7) C. Camthiodory, l\fath~ Ann. 72 (1912), p. 107-144 [po 120-126]. Der 
Beweis stiitzt sich auf gewisse aus dem Schwarzschen Lemma (Nr. 35) abgelei­
tete Ungleichheiten, dann abel' vor allem auf den 'in del' Nr. 41 angegebenen Satz 
von P. Montel. Der vorliegende 8atz von Camthliodory beruhrt sien mit den 
Nr. 41 besprochenen Ergebnissen von Koebe, bei denen gleichfalls von dem 
Montelschen Satze Gebrauch gemacht wird. Man vergleiche hierzu ferner P. Koebe, 
loco cit. 489 d) p. 68-77. 

578) C. CaratModory, loco cit. 577) p. 126-131. Wie L. Biei;erbach, Giitt. 
Naehr. 1913, p. 552-564 gezeigt hat, kann man bei diesen Betrachtungen das 
Schwarzsche Lemma ganz entbehren und die Betrachtungen auf den Montelschen 
Satz aHein stutzen. Vgl. die FuBnote 632). 

579) T liLBt sich in diesem Falle sowohl durch Folgen ineinander geschacb.­
telter Gebiete der Klasse C als auch durch Folgen von Gebieten derselben Natur, 
die aHe l' enthalten, beliebig anniLhern. Die fragliche Bedingung ist beispiels­
weise erfUllt, wenn T ein Jordansches Gebiet iat. Sie ist hingegen nicht erfiillt, 
wenn man z. B. fUr T eine langs eines Halbmessers aufgeschnittene Kreisflache wahlt. 
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haben und gegen diesen konvergieren. Die Funktion z(Z) erscheint 
damit als die Grenzfunktion einer Folge rationaler Funktionen. Da 
jedes besehriinkte einfaeh zusammenhiingende Gebiet T in & als Kern 
einer Folge einfach zusammellhangender Gebiete, der Klasse C aufge­
faBt werden kann, die gegell T konvergieren, so ist nunmehr der Os­
goodsche Satz (Nr. 38) auf einem neuen Wege bewiesen. 

Von anderen Siitzen der Caratheodoryschen Arbeit sei an diesel' 
Stelle der folgende erwahnt: Jede Punktmenge, die die vollstandige 
Begrenzung eines beschrankten Gebietes in & ist und zugleich in der 
Begrenzung eines von diesem verschiedenen Gebietes in & enthalten 
ist (insbesondere jede Jordansche Kurve) liegt ganz im Innern von 
Streifen, die durch zwei Niveaulinien ei.ner und derselben Potential­
funktion gebildet sind. Die Differenz der vVel'te del' Potentialfunktion 
auf diesen beiden Niveaulinien kann beliebig klein gemaeht werden.58i) 

Durch die im vorstehendep geschilderten Untersuchungen von 
Oa'rathCodory angeregt, hat Koebe eine von ihm als "Sehmiegungsver­
fabren" bezeichnete, uberaus einfache Methode der konformen Abbil­
dung angegeben.582) 

Es sei zuniichst Ti ein bescbriinktes einfach zusammenhangendes 
Gebiet in ~, das ohne wesentliche Einschrankung als in dem Gebiete 
I z I < 1 enthalten, vorausgesetzt werden kann.58S) Wir nehmen an, 
daB Ti den Punkt z = 0 entbalt. Es sei hi die Entfernung des Ko­
ordinatenursprunges von 81 und P1 ein Punkt auf 811 so daB Pi = hi ei~, 

D h V . I d F k' () - z - ql ei~' 2y'h gilt. ure ermltte ung er un bon z ff = Z - . ft , q1 = 1 + hi - q1z-eh, I 

wird das Gebiet \ z \ < 1 auf ein fiber der Ebene z ausgebreitetes, be-

580) C. Carathiodory, loc. cit. 677) p. 139-143. 
581) C. Carathiodory, loco cit. 677) p. 143. Eine Verallgemeinerung des 

Jlontelschen Satzes fiihrt in ahnlicher 'Veise zu einem neuen Beweise des Poin­
care'schen Satzes fiber die konforme Abbildung von Gebieten, die drei Punkte 
der Ebene unbedeckt lassen. (C. Camtheodory, loco cit. 577) passim, insb. p. 132). 

582) Vgl. P. Koebe, a) Voranzeige, Gott. Nachr. 1912, p.844-848; aU8-
fiihrliche Darlegung b) Journ. f. Math. 145 (1914), p. 177-223; c) Acta Math. 
40 (1915), p. 261-290. Weitere Abhandlungen derselben Serie: d) Journ. f. 
Math. 147 (1917), p. 67-104; e) Acta math. 41 (1918), p. 305-344; f) Math. 
Zeitschrift 2 (1918), p. 198-286. Es sei in diesem Zusammenhang auf Poincare, 
loco cit. 427) und Schlesingei', Journ. f. Math. 106 (1889); 110 (1892); Annales 
de l'Ecole Normale 20 (1903) verwiesen. V gl. das einschlagige Zitat bei Koebe, 
Joarn. f. Math. 145 (1914), p. 177-223 (p. 179, FuBnote "J. 

583) Jedes einfach zusammenhangende Gebiet in ~, dessen Begrenzung aus 
mehr ala einem Punkte besteht, laBt sich durch elementare Funktionen auf ein 
Gebiet dieser Art abbilden (P. Koebe, loco cit. 582), b) 182-183; C. CaratMo­
dory, Schwarz Festschrift, Berlin 1914, p. 19-41 [po 29-30]). 

24* 
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schranktes, zweibliittriges Gebieii abgebildet, das in PJ einen Windungs­
punkt erster Ordnung hat und von dem doppelt umlaufenen Kreise 
I S I = 1 begrenzt ist. Durch Vermittelung eines geeigneten Zweiges 
der Funkiiion i(S) '\}'ird Tl auf ein schlichtes Gebiet Ts abgebildet, 
das den N ullpunkt enthiilt und offen bar ganz im Innern des Gebietes 

I i I < 1 enthalten ist. Es gilt i (D) = 0, d~~) reell und > O. Es sei 

h! die Entfernung des Koordinatenursprungs von 89 ~ und Ps ein Punkt 
auf St, so daB PI = harf:t. ist. Von T2 gelangt man nach einer Wie­
derholung des Verfahrens zu T s , von Ts ZU T4, T6 usw. Durch ele­
mentare Uberlegungen (im wesentlichen durch Betrachtung geeigneter 
Greenscher Funktionen) beweist Koebe, daB hJ < hs < ... , lim "n" = 1 

iet, somit S .. sich immer naher dem Einheitskreise anschmiegt. Dieses 
Resultat liiBt sich auch mit Oaratheodory aus einer elementaren, auf 
Plemelj zuriickgehenden Abschatzun~ gewinnen.58£) DaB das Koebesche 
Verfahren zur Abbildung von Tl auf K fiihrt, ergih"t sich jetzt aus 
dem foIgenden, in dieser Fassung von OaratModory formulierlen Satze: 

Es sei T ein "beschranktes, einfach zusammenhangendes Gebiet 
in der Ebene s und Sn(Z) (n = 1, 2, ... ) eine Folge von ]'unktionen, 
durch deren Vermittelung T auf eine Folge von Gebieten @ .. in der 
Ebene Z abgebildet wird. Es wird vorausgesetzt, daB s .. (0) = 0, 

~~ni) ree11 und > 0 ist, Bowie daB @,. in der Kreisfl.ache \ Z \ < 1 ent­

halten ist und den Kreis vom HalbmesBer Iln urn den Koordinatenur­
sprung enthalt. Endlich ist lim~ .. = 1. 

,,=00 
Alsdann ist lim s,,(Z) = s(Z) vorhanden. Der Grenziibergang ist 

91=00 

in jedem Bereiche \ Z \ < -& < 1 gleichmiiBig. Durch Vermittelung 
von s"(Z) wird T auf die Fliiche des Einheitskreises konform abge­
bildet.585) 686) 

Eine andere Behandlung des Koebeschen Vel'fahrens hat L. Bieber­
bach angegeben.587) 

684) O. Oaratheodory, loco cit. 683) p. 29-31. 
685) O. Oaratheodory, loc." cit. 583) c) p. 1I6-29. 
586) Eine andere Beweisordnung des Schmiegungsverfahrens unter Zuhilfe­

nahme aines erweiterten Schwarzschen Lemmas findet sich bei P. Koebe, loco 
cit. 682) c) p. 261-266 - hier unter Anwendnng auch auf mehrfa.che und un­
endlichvielfach zusammenhll.ngende schlichte Gebiete, A. a. O. wu'd -auch der Fa.ll 
vorgeschriebener relativer Verzweigung der Abbildungsfnnktion behandelt. Vgl. 
p,272-286. 

687) Vgl. L. Bieb/Jf'bach, Konforme Abbildung, p. 94-108. Wesentliche 
Dienste bei dem Konvergenzbeweise leisten hier die folgenden HilfsBII.tze: EB aei 
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Er gibt auch eine weitere Beweisol'dnung an, urn auf funktionen­
theoretischem Wege ein beschranktes Gebiet T in ~ auf eine Kreis­
Hache konform abzubilden. Das Gebiet T wird ala Grenze einer Folge 
ineinandergeschachtelter PolygonHachen Tn aufgefaBt. Es sei Z,,(z) 
(Z,,(O) = 0, ddz-Z,,(O) reell und> 0) eine Funktion, durch deren Vel'­

mittelung Tn auf K konform abgebildet wird. Durch elementare Be­
trachtungen untel' Benutzung del' in del' FuBnote 587) genannten 
Hilfssatze wird gezeigt, daB lim Z,,(s) existiel't und die erwiinschte 

Abbildung vermittelt.588) 
n=(W) 

Es sei T ein beschl'anktes, einfach zusammenhangendes Gebiet in 
~, dessen Rand in dem RamIe eines von T vel'schiedenen Gebietes in 
~ enthalten ist. Die in del' FuBnote 587) besprochenen Hilfssatze 

benutzt Bieberbach, urn die Funktion Z(s) (Z(O) = 0, 1z Z(O) = 1), 

f(z) = a1 z + at Z, + . .. eine in dem Bereiehe I z I ~ R reguHire nichtlineare 
Funktion. Der Flaeheninhalt des durch fez) entworfenen Bildbereiches ist gleich 

00 

q;=JI((zWdxdy=,,;~nlu,.I!R!1·. Er ist, sofern a1 +O ist, sieher gro6er 
K ,,=1 

ala nlu1i2R2. 1st aber u1= .. ·=a,,_1-:-0, so ist q;~nnla"i2RI. 
1st der Inhalt des Bildbereiches hochstens um Evon 7T-R2 verschieden, ist 

femer 1 a1 1=1, so ist If(z)- zl< 1/ E (>1_1_ (L. Bieberbach, Rend. del. V n 1-(> 
Circolo Mat. di Palermo 38 (1914), p. 98-112 [po 105]). Aus dieser, oder viel-
mehr einer hierzu analogen etwas allgemeineren Ungleichbeit folgt insbeson­
dere der Satz: Es sei fn (z) (n = 1, 2, ... )'eine Folge von Funktionen,die sich 

in der Kreisflache I z 1< R regular verhalten. Es sei f,,(O) = 0, lim dd (,,(O) = 1. 
n=oo Z 

Die Inbalte der durch f" (z) entworfenen Bildbereiche mogen gegen n R2 konver-
gieren. Alsdann ist lim f .. (z) = z. Der Grenziibergang ist in jedem in der Kreis-

n=oo 
flache I z I < R enthaltenen Bereiche gleichmaBig. 

Ein Gegenstiick zu dem eingangs betrachteten Hilfssatze bildet der folgende 
von Bieberbach, Berliner Sitzungsber. 38 (1916), p. 940-955 [po 941-944], ange­
gebene Satz: Es sei l' ein einfach zusammenhangendes Gebiet in der Ebene z, 
das den unendlich fernen Punkt enthalt. Es sei z' (z) eine in T reguUlre Funk-

tion, die fiir z = 00 eine Entwicklung von der Form z' = Z + C(1 .!.- + ... ge-z 
stattet und T auf' ein schlichtes Gebiet T' abbildet. Der innere Inhalt des Ge-
bietes ~ - T' -- S' erreicbt seinen Hochstwert, wenn T' das A uBengebiet eines 
Kreises ist. (V gl. hierzu G. Faber, Miinchener Ber. 1916, p. 39-42.) 

Neue Satze liber die Grenzen der FliichenvergriiBerung bei konformer Ab­
bildung enthil.lt die neueste Arbeit von G. Hamel, Monatsh. f. Math u. Phys. 29 
(1918), p. 48-64. 

588) Vgl. L. Bieberbuch, a) Verh. d. Sehw. Naturforsch. Ges., 96. JahreB­
verso (1913), 2. Teil, p. lS1-13ll; b) Rend. del eire. Mat. di Palermo 38 (1914), 
p. 98-112 [po 100-104]. pie funktionentheoretisehe Bestimmung der Funktionen 
Z,.(z) (nach der Kontinuitatsmethode) vergleiehe Nr. 46. 
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durch deren Vermittlung T auf ein Kreisgebiet um den Koordinaten­
ursprung konform abgebildet wird und deren Existenz bereits fest­
steht, durch Polynome anzunahern. Unter allen Polynomen der Form 

2 ..• " 

pes) = s + .:8ak l' wird dasjenige P,,(s) bestimmt, d~ den Ausdruck 
k 

.f1P'12dxdy zum Minimum macht. Die Folge P",(E) (n = 1,2, ... ) 
T 

konvergiert in jedem Bereiche in T gleichma.Big gegen Z(S).589) 
Nachdem durch die im vorstehenden besprochenen Untersuchun­

gen das Problem der konformen Abbildung eines beschdi.nkten schlich­
ten Gebietes auf ein Kreisgebiet erledigt ist, gestattet ein von C. Ca­
ratModory angegebenes Verfahren jedes einfach zilsammenhangende 
Gebiet l' in ~m auf funktionentheoretischem Wege auf die Flache 
eines Kreises abzubilden. 590) Dasselbe leistet ein auf einer ganz an­
deren Grulldlage beruhendes, um diesel be Zeit bekanntgegebenes Ver­
fahren von Koebe, das, worauf Koebe besonderen Wert legt, sich po­
tenzreihentheoretisch begriinden IaBt.590a) 

OaratModory lost zunachst die folgende spezielle Aufgabe. Es 
seien Kl und K2 zwei Kreisflachen, die in je zwei einfach zusam­
menhangende, etwa der Klasse D angehorende Gebiete T1l , 1'12 
und 1'2U T 22 , deren Rand allemal einen Bogen des Kreises Cl oder 
Os enthalt, zerfallen. Die Endpunkte diesel' Kreisbogell heiBen 
PlI Ql und P 2 , Q2' Bekannt ist eine in T12 erklarte reguHire Funk­
tion S2 = E2 (El), durch deren Vermittelung T12 auf 1'21 derart konform 
abgebildet wird, daJ3 die Punkte P u Pg einerseits, Qu Q2 andrerseits 
einander entsprechen. Hierdurch werden 1'1 und 1'2 (ideal) zu einem 
einzigen (einfach zusammenhangenden) Gebiete @ zusammengeschlossen. 
Es handelt sich darum, e auf ein Kreisgebiet konform abzubiIden, 
d. h. zwei entsprechend in Kl und in K2 erkliirte regulare Funktionen 
ZI(SI)' Z2 (E2) zu bestimmen, so daB Z2 (Z2 (ZI» = Zl (ZI) gilt und die durclt 
Zl und Z2 entworfenen Bilder T;lI T;2 = T;lI T22 von T ll , Ta , 1'211 
Tu so beschaffen sind, dati T;l + T;2 + T;2 = 1';1 + T~l + T;2 das 
Gebiet eines Kreises darstellt. Die Bestimmullg del' Funktionen Zl 
und Z2 gelingt durch wiederholte Anwelldung einer Schwarzschen 
Spiegelung und einer darauf folgenden Abbildung eines einfach zu­
sammenhangenden schlichten Gebietes auf eine Kreisflache. 

J edes einfach zusammenhangende Gebiet l' in ~m kann man, 

589) L. Bieberbach, loco cit. 588), p. 107-112. 
590) C. Carathiodory, loco cit. 583), p. 32-37 [Nr. 24:j]. Eine DarsteHung 

findet sich bei L. Bieberbach, Konforme Abbildung, p. 120-126 Bowie bei 
P. Koebe, loco cit. 582 d», p 75-77. 

590&) Vgl. P. Koebe, Leipziger Ber. 1914, p.67-75. 
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wie man leicht sieht, in eine endliche Anzahl miteinander ideal zu­
sammenhangender KreisHachen in ~ umwandeln. Durch sukzessives 
Verschmelzen dieser gelangt man zu der gewiinschten Abbildung von 
T auf das Gebiet eines Einheitskreises. Die schrittweise Erweiterung 
des abgebildeten Gebietes muB man natiirlich so vornehmen, daJ3 man 
stets ein einfach zusammenhangendes Gebiet vor sich hat. 

Jedes berandete schlichtartige Gebiet in ~m kann nunmehr auf ein 
schlichtes Gebiet abgebildet werden. Die in der Nr. 4J besprochenen 
Entwicklungen von P. Koebe fiihren von hier aus auf einem rein funk­
tionentheoretischen Wege zur AbbiIdung eines beliebigen (nicht geschlos­
senen) schlichtartigen Gebietes auf ein schlichtes Gebiet, insbesondere 
zu dem Poincare-Koebeschen Satze und der Abbildung einer mitp Riick­
kehrschniUen versehenen Riemannschen Flache m vom Range p :2: 1 auf 
ein 2p-fach zusammenhanges schlichtes Gebiet T mit linearer Riinder­
zuordnung (Nr. 43). Der Quotient zweier zu T gehorigen Poincare­
schen @-Reihen gleicher Dimension fiihrt auf m verpfianzt zu einer 
zu m geh6rigen algebraischenFunktion, womit die Riemannsche Theorie 
algebraischer Funktionen auf funktionentheoretischem Wege begriin­
det wird.591) 

In einer dritten Abhandlung zur Theorie der konformen Abbil­
dung (loc. cit. 582) d) gibt Koebe unter Zugrundelegung einer ideal zu­
sammenhangenden Riemannschen Mannigfaltigkeit u. a. eine Bearbei­
tung seiner in del' Nr. 40b besprochenen Untersuchungen iiber die 
konforme Abbildung einfach zusammenhangender Gebiete, diesmal 
unter Ausschaltung des Integralbegriffs. Koebe erklart (vgl. auch 
P. Koebe, loco cit. 457) sowie Ann ali di Matematica (3) 21 (1913) 
S. 57-64; H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache, passim); eine 
"Riemannsche l\fannigfaItigkeit" (bei Weyl "Flacheil) als den Inbegriff 
:r.y,. einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Anzahl von Elementar­
bereichen Dj (l = 1,2, ... ) in ~ oder auf FUichen der Klasse 0, die 
von je drei analytischen und reguHiren Kurvenstiicken begrenzt sind, 
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Gewisse Kantenpaare hangen durch analytische und regulare 
Substitutionen gegensinnig miteinander zusammen. 2. Betrachten wir 
aUe Kanten, die einen Eckpunkt gemeinsam haben. Es muS mog­
lich sein, die beteiligten, per definitionem "die vollstiindige Umgebung 

591) Vgl. P. Koebe, loco cit. 582)a), p. 847-848; c) p. 287-290. Eine 
wesentlich andere, ebenfalls funktionentheoretiBche Begriindung mit Hilfe der 
Theone linearer Integralgleichungen gibt J. Plemelj, Monatsh. f. Math. u. Phys. 
19 (1908), p.211-246 [po 244-245). Altere Literatur (Thomae, Schlesl:nger) findet 
sich bei Koebe loco cit. 582)c) p. 256, Fu.6note 1) a.ngegeben. 
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jener Ecke bildenden" Elementarbereiche D" , ' "Dn allemal derart 
1 k 

auf gewisse Dreiecksbereiche D.", , .. "D.n konform abzubilden, daB 
1 k 

einander paarweise entsprechende Punkte der Kanten von D '/J1' ' , " D"k 
in ebensolche Punktepaare der Ranten von 6"1' . "D.nk iibergehen und 
6"'1" .. , D.1I1:' in richtiger Reihenfolge aneinander gereiht, die vollstiin­
dige Umgebung eines Punktes ergeben ("Eckpunktsbedingung"). 3. Durch 
die eingangs erorterte Zuordnung del' Ranten wird st* zu einem (ideal 
zusammenhangenden) Gebiet. 1st die Anzahl der Elementarbereiche 
endlich, so ist das Gebiet st-* geschlossen (vgl. Nr. 4, insbes. die FuS­
note 43). Jedes analytische Gebilde ist eine "Riemannsche Mannigfaltig­
keit" kann ("trianguliert" werden). (Siehe H. Weyl, Die Idee der Rie­
mannschen Flache, p.30-34.) 

1m Gegensatz zu den friiheren Darstellungen betrachtet Koebe 
jetzt auch geschlossene Gebiete. Es sei lR eine schlichtartige ge­
schlossene Riemannsche Fliiche (allgemeiner, ideal zusammenhangende 
"Riemannsche Mannigfaltigkeit"). Man denke sich aus ffi: einen Punltt 
entfernt und das entstandene berandete Gebiet T als Grenze einer 
Folge ineinander geschachtelter Gebiete, etwa der Klasse 0: Tl < Ts < ' , . 
dargestellt. Es sei Zo ein Pnnkt in Tl und Z(n)(z) diejenige in Tn,. 
auBer in So, regulare Funktion 

1 
Z"l(Z) = ;--z + (S - Zo)~(nl(Z - SO), 

- 0 

durch deren· Vermittelung Tn auf das AuBengebiet eines Kreises in 
der Ebene Z konform abgebildet wird. Die Folge z(nl(z) (n = 1,2, ... ) 
konvergiert, wie unter wesentlicher Benutzung des Schwarzschen Lem­
mas gezeigt wird, gegen eine Funktion Z(z) , durch deren Vermitte­
lung 9t auf die geschlossene, Ebene der Variablen Z konform abge­
bildet wird. (Eine andere funktionentheoretische Behandlung des glei­
chen Problems - auch hier unter Ausschaltung des Integralbegriffs­
findet sich bei P. Koebe, Leipziger Berichte 1914, p.67-75 (p.73. 
bis 74).) 

In derselben A.bhandlung (p. 95-103) gibt Koebe ein ohne Be­
nutzung des Integralbegriffes durchgefiihrtes Verfahren zur konformen 
Abbildung del' Oberflache einer analytischen korperlichen Ecke auf 
ein schlichtes Gebiet an. Es wird angenommen, daB die einzelnen an 
der Bildung del' Ecke beteiligten Fliichenstiicke sich iiber den Eck­
punkt hinaus analytisch fortsetzen lassen, daB die von den Normalen 
an je zwei Nachbarfliichen in dem JtJckpunkt eingeschlossenen Winkel 
von Null verschieden sind und die Summe del' Flachenwinkel einen 
von Null. verschiedenen Wert hat. Die A.ufgabe wird zuniichst auf 
das folgende neue Problem zuriickgefiihrt: In del' Ebenez ist ein von 
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zwei sich im Punkte s = ° unter einem VOIl Null verschiedenen 
Winkel sehneidenden analytischen und regularen Kurvenstiicken 1:1 
und 1:, und etwa einem Kreisbogen .Es begrenztes Gebiet @o gegeben. 
Die Kurvenbogen .Et und 1:2 sind durch eine analytische nnd regu~ 
lare Transformation 

z' = az + bz2 + czs + . .. (i a 1= 1) 
nmkehrbar eindeutig aufeinander bezogen. Del' Bereich @o + .l..~ + 
+ ~ +.Es ist so auf eine vollstii,ndige Umgebung e des Koordi­
natenursprunges in der Ebene z stetig und, bis auf den Punkt z = 0, 
konform abzubilden, daB die Punkte z = 0 und z = ° einander ent­
sprechen und den korrespondierenden Punkten .El und 172 die gleichen 
Punkte in @ entspreehen. 

Koebe betrachtet nun das aus ®o durch UbereinanderIagerung unend­
lich vieleI' Exemp]are ®k (k = ... - 2, -- 1,0, 1,2, ... ) des gleichen 
Winkelraumes entstehende ideale einfaeh zusammenhiingende Gebiet 
und bildet dieses auf eine ganze oder halbe Ebene einer Variablen ~ 

2"11; .!!:! 
abo Durch eine Substitution von der Form Z = eO oder Z = ~logo 

wird erreieht, daB @o auf ein von zwei konzentrischen Kreisen, die 
sieh, allgemein zu reden, auch auf Punkte reduzieren konnen, begrenz­
tes Gebiet II derart abgebildet wird, daB den zusammengehorigen 
Punkten von It und .E2 dieselben Punkte in n entsprechen. Del' 
iiuBere Begrenzungskreis ist von einem Punkte verschieden. Sonst 

ware ~ als Funktion von z betrachtet, wie man sich leicht iibel'­

zeugt, eine Konstante. Da6 im Gegensatz hierzu del' innere Begl'en­
zungskreis sich auf einen Punkt reduziert, wird durch besondere Uber­
legungen bewiesen. 

Wie Koebe bemerkt, bleibt seine Methode anwendbar, auch wenn 
man allgemeiner 0 < I a I =j= 1 vOl'aussetzt. 

Durch die im vorstehenden skizzierten Betraehtungen wird be wiesen, 
da.6 die "Eekpunktsbedingung" eine Folge der iibrigen Bedingungen ist, 

Wie Koebe zeigt, kann man mit Hilfe des Schmiegungsverfahrens: 
1. die zu e.inem beliebigen mehrfach zusammenhangenden schliehten 
Gebiete T gehorige einfach zusammenhangende Uberlagerungsflache 
auf ein Kreisgebiet konform abbilden 592), 2. die konforme Abbildung 

692) P. Koebe, loc, cit. 582) c). Die Losung des ersten Randwertproblems 
IllJ3t aieh damit, wie leieht ersiehtlieh, auf das Poissonsche Integral zuruekfiihren. 
(vgl. die FuBnote 160). A. a, O. werden noeh gewiase andere nieht umkehrbar 
eindeutige konforme Zuordnungen mehrfach zus~mmenhangender, insbesondere 
"punktierter" Gebiete auf eine KreisB.aehe erledigt. Man vgl. hierzu F. Schottky, 
Berl. Sitzungsber. (1907), p. 919-923; (1908), p. 119-128. 
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eines beliebigen zweifach zusammenhangenden Gebietes auf ein Kreis­
ringgebiet durchfiihren. (VgI- P. Koebe, loco cit. 582 b) p. 195-205.) 

In einer vierten vor knrzem erschienenen Abhandlung zur T.heorie 
der konformen AbbiIdnng (loc. cit. 582 e) fiihrt Koebe auf funktionen­
theoretischem Wege (nnter Ausschaltung des Integralbegriffs) eine 
Reihe spezieller A.bbildungen mehrfach zusammenhiingender schlichter 
Gebiete, die man ohne Einschrankung der A.llgemeinheit von der Klaase a 
annehmen kann, durch. Es handelt sich urn die Abbildung auf Normal­
gebiete, deren Rand aus einer Anzahl geradliniger, konzentrischer kreis­
formiger oder auch gewisser spiralfOrmiger Schlitze besteht und liber­
dies einen oder zwei mit den Kreisschlitzen konzentrische Kreise ent­
halten kann. Die geradlinigen Schlitze sind nach dem KreismitteI­
punkt (Koordinatenursprung) gerichtet oder den Koordinatenachsen 
parallel. Sie konnen insbesondere den Koordinatenursprung oder den 
unendlich fernen Punkt oder beide zugleich enthalten. Koebe behan­
delt 39 verschiedene Arten von Normalgebieten. Die Abbildung auf ein 
jedes Normalgebiet vorgeschriebenen Typus iet im wesentlichen nur 
in einer Weise moglich. Sie wird wie folgt gewonnen. Das gegebene 
Gebiet T (oder ein ans T durch Hinzunahme seiner Riickseite in ge­
wisser Weise entstehende Gebiet i) in der Ebene $ wird, wie soeben 
auseinandergesetzt wurde, in unendlich-eindeutiger Weise auf die obere 
Halbebene in einer Ebene ~ abgebildet. Dem Gebiet T entspricht dabei 
umkehrbar eindeutig ein gewisser von Abschnitten der Achse des Reellen 
und Halbkreisen begrenzter Fundamentalbereich in der Ebene~. Es sei 
fCz) = q; (~) eine die gesuchte Abbildung vermittelnde Funktion. Die 
Funktion q; (~) wird unter Zuhilfenahme von unendlichen Reihen ge­
wonnen, die den von H Weber (lac. cit. 404) und in allgemeinerer 
Weise von F. Schottky, Journ. f. Math. 101 (1887), p. 227-272, 
untersuchten Reihen analog sind. 

Eine von den bi8her betrachteten verschiedene, rein potenzreihen­
theoretisch begriindete Beweisfiihrung fiir die in den Nr. 41 und 42 be­
sprochenen Satze skizziert Koebe in der mehrfaeh erwahnten Note, Zur 
Theorie der konformen Abbildung und der Uniformisierung, Leipziger 
Berichte 1914, p.67-75. Insbesondere gelingt es Koebe auf dies em 
Wege (ohne Benutzung der Hilbertschen Minimumseigenschaft) die 
Moglichkeit der Abbildung jedes einfach oder mehrfach zusammenhiin­
genden schlichtartigen Gebietes auf ein Schlitzgebiet zu beweisen. 

Sei T ein beschriinktes, zweifach zusammenhangendes Gebiet etwa 
der Klasse 0 in G:, das auB.lln von einem Kreise um den Koordinatenur­
sprung vom Radius R,. begrenzt ist. Es sei rg der groBte, r k der kleinste 
Wert der Entfernung des Koordinatenursprunges von den Punkten 
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der inneren Randkomponente von T und ra und t·, die Radien der 
Begrenzungskreise eines Kreisringgebietes, auf das T konform abge­
bildet werden kann. Es gilt 

Ra < ra < Ra. 
rg = rj = rk 

Diese Ungleiehheit, die in der Theorie der zweifach zusammenhangenden 
Gebiete in ~ dieselbe Rolle spieH, wie das Schwarzsche Lemma in der 
Theorie der einfaeh zusammenhangenden Gebiete, ist von C. CaratMo­
dory in seiner im Sommersemester 1916 an der Gottinger Universitat 
gehaltenen Vorlesung fiber konforme Abbildung angegeben und auf 
!unktionentheoretischem Wege bewiesen worden. Sie gestattet, wie 
CaratModory an gleieher Stelle gezeigt hat, eine einfache funktionen­
theoretische Erledigung der konformen Abbildung einer geschlossenen 
schlichtartigen Riemannschen FHiche m auf eine Kuge1.59l!1\) 

Eine Beweisordnung des Nr. 4:0 besprochenen Uniformisierungs­
theorems den Prinzipien der Weierstraf3schen Funktionentheorie ge­
maB, gibt in einer VOl' kurzem erschienenen Arbeit L. Bieberbach.592b) 

Seine Betraehtungen erstrecken sieh, wie diejenigen der zuletzt be-

592") Es sei wieder T das Gebiet, das entsteht, wenn aus lR ein (von den 
Verzweigungspunkten verschiedener) im Endlichen gelegener Punkt P entfernt 

wird. Es sei ~n das Gebiet eines Kreises urn P vom Halbmesser kn = :.. (.0- > 0) 

und es sei Tn = lR - st .. - @:n' Es gilt T = lim Tn' Man denke sich Tn durch 
n=oo 

Vermittlung einer Funktion Zn(z) auf ein Kreisgebiet Kn in der Ebene Z derart 
konfarm abgebildet, daB ein fester Punkt Po in T in den Koordinatenursprung 
i'li.llt und das VergroBerungsverhaltnis in Po den Wert 1 hat. 1st Qn der Radius 

von Kn, so gilt Ql < Q2 < Qs <. ". Da.6 (*) lim 2.. = 0 ist, zeigt CaratModory wie 
71=00 Q" 

folgt. Es sei im Gegensatz zn (*) lim (In = R. Wir wahlen einen Wert /L so graB, 
n=oo 

da.6 etwa (lP+l > : R ausfallt und das durch die Funktion ZP+l (z) entworfene 

Bild" S* von ~,u auch noch auBerhalb der Kreisfl.ache it um den Koordinaten­

anfangspunkt mit dem Radius : R liegt. Dies ist, wie sich durch geeignete 

Abschatzungen zeigen laBt, Btets moglich. Bilden wir jetzt das von C~, + 1 und 
S* begrenzte beschrankte Gebiet auf ein Kreisringgebiet B konform ab, so muB 

der Modul von B nach dem varhin erwahnten Satze kleiner alB 2 R __ = : sein. 

3'R 

Auf ffi entsprkht jedoch B ein Kreisringgebiet mit den Radien :,. und 2:+ 1 ' 

mithin dem Modul 2, was einen Widerspruch darstellt. Es ist demnach in der 

Tat lim~ = o. 
n=oo (/,. 

592 b ) Vgl. L. Bieberbach, Math. Ann. 78 (1908), p. 312-331. 



364 II C S. L. Lichtenstein. Potentialtheorie. Konforme Abbildung. 

sprochenen Koebeschen Arbeit, auf beliebige "Riemannsche Mannig­
faltigkeiten", wobei besonderes Gewicht auf die ..Ausschaltung topo­
logischer Betrachtungen gelegt wird. Der Beweis stiitzt sich auf 
die in der FuBnote 587) besprochenen Hilfssatze und das Schwarzsche 
Lemma und benutzt nicht die zum Verzerrungssatze ffihrenden Koebe­
Bchen Hilfssatze. (Diese konnen iibrigens in der einfachsten Weise 
aus dem in dem dritten Absatze der FuBnote 587) mitgeteilten Bieber­
bachschen Satze gefoIgert werden. V gl. z. B. G. Faber, loco cit. 462.)5920) 

N eben dem CaratModoryschen Verfahren der Kreisscheibenanhan­
gung (erste Grundaufgabe), das hier die Form einer ..Anhangung von 
Elementarbereichen erhiilt, spielt der folgende Abbildungssatz (zweite 
Grundaufgabe) eine wesentliche Rolle: ..Aus einem Kreisgebiet K wird 
dadurch ein (ideal zusammenhangendes) Gebiet e gehiJdet, daB zwei 
in einem Punkte zusammenstoBende Kreisbogen aufeinander umkehr­
har eindeutig, analytisch und regular bezogen sind. Das Ge biet e 
kann auf eine punktitlrte KreisfHiche, oder doppelt punktierte Ebene 
(das letztere, wenn die heiden Bogen den Kreis ausffillen) konform 
abgebildet werden. Zum Beweise wird die zu @ gehorige "Uberlage­
rungsflache" ®* = Jim en durch geeignete Verbindung unendlichvieler 

1/,==00 

kongruenter Exemplare von @ (was ohnetopologisehe Betrachtungen 
erfolgen kann), gebildet und del' in der FuBnote 592 C) R.ngegebene 
Konvergenzsatz auf die Folge en (n = 1,2, ... ) angewandt. 

Liegt nun eine beliebige "Riemannsche Mannigfaltigkeit" vor, so 
werden die einzelnen in unendlicher ..Anzahl von Exemplaren vorliegend 

592 C) Aus den in der l<'uBnote 587) besprochenen Hilfssatzen wird der 
folgende, bei allen weiteren Betrachtungen allein noch beuutzte Konvergenz­
satz abgeleitet, der sich mit entsprechenden Konvergenzslltzen von Koebe be­
rlihrt. (Vgl. P. Koebe, loco cit. 457), p. 206-207.) Es sei eine unendlit:he Folge 
schlichter. einfach zusammenhangender Gebiete T,,(n = 1, 2, ... ), die samtlich 
den Nullpunkt enthalten, gegeben. Durch Vermittlung einer fUr z = 0 ver­
Bchwindenden, in Tn regularen Funktion fn(z) (n = 1, 2, ... ) sei T" auf 
Tn + l' oder ein Gebiet in T" + l' durch Vermittlung einer weiteren regulli.reu 

. ( d Z (0») fl' FunktlOn Zn (z) Z" (0) = 0, -a,"z = 1 auf die Kreia ache I Z I < En konform 

abgebildet. 1st }~~ ~" vorhanden ~ 0), so ist die Folge Zn + P (p = 1, 2, ... ), 

auf l'n verpHanzt, in jedem Bereiche in Tn gleichmaBig konvergent. Jeder 
Bereich in T ". von dem die Funktionen der Folge {", t~ + 1 (fn), fn + 2 (fn + 1 ((,,», ... 
eine schUchte Abbildung liefern, wird durch die Grenzfunktion Z(z) schlicht ab­
gebildet. Filr hinreichend hohe 'It. enthalt das von Z(z) entworfene Bild von T" 

jeden Bereich im Gebiet ~ > lim ~ . 
Z nc""Rn 
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gedachten Elementarbereiche in geeigneter Reihenfolge miteinander 
verbunden und jedesmal die erste oder die zweite Grundaufgabe zur 
Anwendung gebracht. Der Konvergenzsatz (FuBnote 592°) auf die 
sich hierbei ergebende Folge abbildender Funktionen angewandt, lie­
fert den zu beweisenden Uniformisierungssatz.59fd) 

48. Abbildung des Randes.59S) a) Besondere Klassen schlichter 
Gebiete. Es sei T ein beschranktes einfach zusammenhangendes Ge­
biet in der Ebene der Variablen s, das den Koordinatenursprung ent­
halt. Den Betrachtungen der Nr. 38 zufolge gibt es eine und nur 

eine Funktion Z = Z(z) (Z(O) = 0, ~!~O) reell und > 0), durch deren 

Vermittelung T auf die Flache des Einheitskreises K in der Ebene 
Z konform abgebildet werden kann. Man dad im allgemeinen nicht 
fordern, daB Z(z) sich in 'l' + S stetig verhalt, vielmehr ist dies eine 
Eigenschaft, die in jedem besonderen Faile entweder erfiillt ist oder 
nicht.594) Sie gilt, wie wir bereits gesehen haben, inaHen Gebieten 
der Klasse Q (Nr. 24: c). GehOrt T der Klasse B (oder auch nur Ah) 

an, so ist die Ableitung ~~ in T + S vorhanden und stetig und ge-

nugt einer H-Bedingung. Ferner ist in T + S· . 'I-~~l > O. Nach 
H. A. Schwarz laBt sich Z(z) uber ein analytisches und regulares 
Stuck der Begrenzung analytiseh fortsetzen (Nr.22).594&) 

In einer Ecke, deren Beiten (den Eekpunkt Zo eingeschlossen) ana­
lytisch und regular sind und einen Winkel IXn> 0 einschlieBen, ist 

092 d) Weitere Literatur: P. MonteZ, C. R. 164 (1911), p. 879-881. 
(93) Es- sei 5t ein uber einer Ebene ausgebreitetes unendlichvielblattiges 

einfach zusammenhangendes Gebiet, das aut' ein Kreisgebiet K konform abgebildet 
werden kann. 1m allgemeinen kann bei 5t von einem Rande im eigentlichen Sinne 
des Worles nicht die Rede sein (vgl. die FuJ3note 41). Punktfolgen in K, die 
gegen a konvergieren, konnen in % Folgen von Punkten entsprechen, deren 
Haufungsstellen Mengen bilden, die nicht ohne weiteres als Kontinuen anzu­
sprechen sind. (V gl. E. Study, loe. cit. 148), p. 37-39.) Ee empfiehlt sich darum, 
sieh znnachst mit der Betraehtung beschrankter Gebiete m ij; zu begnugen (Bei­
spiele fUr Eigentumlichkeiten, die solche Gebiete bieten konnen, finden sich z. B. 
bei E. Study, loco cit. 148, p.40-44). Eine Theorie der Gebiete der Art % vom 
Standpunkte der Analysis situB steht noch fast ganz aus. Erst wenn diese ins 
einzelne durchgearbeitet sein wird, wird die Frage der Abbildung des Randes 
aine konkrete Bedeutung gewinnen konnen. 

694) H . .A. Schwarz hat als erster ausdriicklieh die konforme Abbildung 
(des Innern) eines einfach zusammenhangenden (konvexen) Gebietes auf die Flaehe 
emes Einheitskreises betrachtet (Nr. 35). DaB die Abbildung, sofern sie uberhaupt 
moglich ist, tlurch die obige Bedingung im wesentlichen vollstandig bestimmt 
ist, hat H. Poincare gezeigt. (V gl. loco cit. 427.) 

094") Vgl. die FuBnoten 270) und 288). 
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dZ ~-l 
di = (z - zo)a ((z) (fcz) in Zo stetig, IlCzo) I =F 0) (Nr. 23). GehOrt 

T der Klasse A an, so entsprechen Kurvenstiicken der Klasse A in 
T, die von einem Punkte P auf S ausgehen, ebensolche Kurvell in 
der Ebene Z. Die Abbildun.g ist auch noch auf S willkeltreu. Ge­
hOrt T der Klasse N an, so gilt die vorstehende Aussage, auBer in 
den Ecken und Spitz en, ohne Anderung. In einem Eckpunkt P oder 
in einer nach innen gekehrten Spitze (der eingeschloBsene Winkel 
an: > 0) ist die Abbildung in der Bezeichnungsweise von O. Oara­
tModory "quasikonform": der von zwei beliebigen in P'*" einmiin­
denden Kurven der Klasse A in T eingeschlossene Winkel wird bei 

der Ab bildung mit deIp. Faktor .!- multipliziert.095) 
. " 
b) Allgemeine Theorie. In seinem Enzyklopiidie·Artikel libel' Funk­

tionentheorie 596) spricht W. F Osgood die Vermutung aus, bei del' 
konformen Abbildung eines von einer Jordanschen Kurve S begrenzten 
Gebietes T in ~ auf eine KreisfHiche J( diirfte der Bereich T + S 
umkehrbar eindeutig und stetig auf I( + C bezogen sein. In einer 
im Jahre 1903 erschienenen Note 597) gibt weiter Osgood ohne nahere 
"Begriindung eine Reihe von Satzen liber das VerhaIten der Abbildung 
am Rande eines beliebigen beschrankten, einfach zusammenhangenden 
Gebietes in ~ bekannt. Einen Beweis enthiilt die erst 1913 mit 
E. H. Taylor gemeinsam verofi'entlichte Abhandlung "Conformal Trans­
formations on the boundaries of their regions of definition"."9S) Wir 
werden auf diese weiter unten zu sprechen kommen.Kurz vorher 
erscbienen zwei Arbeiten von O. Oaratheodory, in denen gleichsam als 
AbschluB der in der Nr. 4:7 besprochenen Untersuchungen eine allge­
meine Theorie beschriinkter einfach zusammenhangender Gebiete ent-

590) Fur konvexe Gebiete der Klasse.A ist dieser Satz zuerst von P. Pain­
leve, loco cit. 224) bewiesen worden. Man vergleiche ferner E. A. Hintikka, Uber 
das Verhalten der Abbildungsfunktion auf dem Rande des Bereiches in der 
konformen Abbildung, Inaugural-Dissertation, lIelsingfors 1912, p. 1-36. In dem 
Umfange des Textes ist der Beweis fast ohne jede Rechnung durch geometrische 
Betrachtungen - von C. Caratheodory, loco cit. 583), p. 38-41 geliefert worden. 
Nach einer Be)llerkung von CaratModory ist die Abbildung in einer Ecke auch 
dann noch quasikonform, wenn die Randkurve in dem Eckpunkte selbst zwei 
Tangenten hat, im ubrigen aber eine beliebige Jordansche Kurve ist. Weiter­
gehende Satze gibt neuerdings W. Gro{3, Math. Zeitschrift 3 (1919). 

596) W. F. Osgood, II B 1 Nr. 19, p. 56 (abgeschlosscn im August 1901). 
597) w. F. Osgood, Bull. of the Amer. Math. Soc. 9 (1903). 
598)W. F. Osgood and E. H. l'aylor, Trans. of the Amer. Math. Soc. 14, 

Nr. 2, p. 277-298, April 1913. 
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wickelt wird.599) N eben vielen anderen Resultaten werden hier aUe 
Osgoodschen Satze bewiesen. Eine eingehende Behandlung widmete 
ferner dies en und verwandten Fragen in einer um diese Zeit erschie­
nenen Schrift fiber konforme Abbildung einfach zusammenhangender 
Gebiete E. Study.600) 

Die Caratheodorysche Behandlungsweise del; Begrenzung ist rein 
mengentheoretisch und von del' Theorie der konformen Abbildung un­
abhangig.60I) In der zweiten der in del' Fu13note 599) zitierten Ar­
beiten wird teils von den begrifflichen Definitionen aUB, teils auf kon­
struktivem Wege die 'fheorie der Primenden (vgl. den Artikel von 
L. Zoretti und A. Rosenthal iiber die Punktmengen Nr. 13) entwickelt 
und in Wechselwirkung mit E. Study deren Einteilung in vier Arten 
durchgefiihrt; des weiteren werden die Fragen del' Erreichbarkeit und 
Vielfachheit weit gefordert. Wir beschranken uns auf die Besprechung 
der wichtigsten Resultate iiber die Abbildung des Randes. 

Sei T ein Jordansches Gebiet. Es sei Zk (k = 1, 2, ... ) eine Folge 
von Punkten in T, die gegen einen Punkt P auf S konvergieren. 
Die zugehOrigen Punkte Zk (k = 1,2, ... ) del' Ebena Z konvergieren 
gegen einen Punkt auf O. Dieses zeigt Caratheodory indirekt auf fol­
gendem Wege. 602) 

Augenscheinlich k6nnen Zk (k = 1,2, ... ) keinen Haufungspunkt 
in K haben. Es mogen sich nun aus Zk (k = 1, 2, ... ) zwei Teil­
folgen aussondern lassen, die gegen zwei verschiedene Punkte ill und 
II2 auf C konvergieren. Dem Fatouschen Satze 4. Nr. 13 60S) zufolge 
laBt sich auf jedem der beiden von III und II2 begrenzten Kreis­
bogen gewiB je ein Punkt JIs und il4, angeben, so daB z(Z) langs 
del' Radien OIls und OII4 gegen bestimmte voneinander und von P 
verschiedene Punkte P' und P" konvergiert. Dem Linienzuge Ils 0 II4 

599) .c. CaratModory, Math. Ann. 73 (1913): a) p. 305-320; b) p.323-370, 
H..A.. Schwarz zum 70. Geburtstag, den 25. Januar 1913, gewidmet. Die Haupt­
resultate sind von Caratheodoryauf der Karlsruher Natbrrorscherversammlung iill 
September 1911 vorgetragen worden. Dort machte auch E. Study Mitteilungen 
von seinen parallel laufenden Untersuchungen. Uber das Verhaltnis seiner und 
der Studyschen Untersuchungen spricht ·sich Caratheodory loco cit. a) p. 305 FuS­
note .) Bowie b) p. 324 aus. Vgl. hierzu E. Study, loco cit. 600) Vorwort. 

600) E. Study, Vorlesungen liber ausgewahlte Gegenstande der Geometrie. 
2. Heft. Konforme Abbildung lIinfach zusammenhangender Bereiche. Herausgegeben 
unter Mitwirkung von w: Blaschke, Leipzig 1912, p. 1-142 [po 37-711-

601) Eine Ausnahme bilden nur die Siitze XXIII und XXIV seiner zweiten 
Arbeit. 

602) C. Caratheodory, loco cit. 599) a) p. 317-320. 
603) Und der CaratModoryschen Erganzung (s. die FuBnote 148) hierzu. 
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entspricht ein in P' und P" endender Querschnitt von T. Dureh 
diesen wird T in zwei Teilgebiete T' und T" zerlegt. Wie leicht er­
sichtlich, enthiilt T' oder T" nur endlich viele Punkte der Folge 
s", (k = 1,2, ... )j entweder III oder II2 ist kein Hii.ufungspunkt. Wir 
sind auf einen Widerspruch gekommen. 

Aus dem vorstehenden Satze leitet dann Camtheoaory ohne Miihe 
das weitere endgultige Resultat abj die Bereiche T + S und K + a 
sind durch konforme Abbildung von T auf K umkehrbar eindeutig 
und stetig aufeinander bezogen. 

An diesen Satz kniipfen gewisse funktionentheoretische Resultate 
von L. Fejer an.604) Fejer beweist unter anderem den bemerkens-

1·· .", 

werten Satz: Die fur I Z I < 1 reguliire Potenzreihe z(Z) = ,;sa"Z" 
k 

ist fiir I Z I <1 gleichmiiBig konvergent.6(5) 

Es sei jetzt T irgendein beschranktes einfaeh zusammenhangen­
des Gebiet in ~ und SA; (k = 1, 2, ... ) eine Folge von Punk ten, die 
gegen ein Primende Ey konvergieren. Die Folge Zk (k = 1, 2, ... ) 
konvergiert gegen eiuen Punkt des Kreises. Der Beweis llHlt sieh 
ganz wie vorhin fiihren. Fiir den Punkt P tritt jetzt irgendein Punkt 
auf S ein, gegen den eine das Primende Ey definierende Folge von 
Querschnitten konvergiert (irgendein "Hauptpunkt" von Ey). Von 
hier aus gelangt man zu einem Hauptsatze der CaratModoryschen 
Theorie: Die Primenden des Gebietes T und die Randpunkte des 
Kreises C entsprechen einander umkehrbar eindeutig und stetig. Jeder 
Folge von Punkten in T, die gegen ein Primende Ey konvergiert, 
entspricht eine gegen das Bild yon Eg konvergierende Punktfolge 
in K.606) 

Die Menge von Punkten, in denen lim z(Rei<P) existiert, ist dem 
R=l 

Fatouschen Satze 4. Nr. 13 zufolge auf a vom Lebesgueschen MaBe 
2 ". Hieraus wird unter anderem erschlossen, daB 1. die Menge der 
Punkte auf a, denen Primenden erster und zweiter Art in T ent-

604) L. Fejer, a) O. R. 156 (1913), p. 4u-49; b) Schwa.rz-Festschrift, Berlin 
1914, p. 42-53. Eine Darstellung findet sich bei E. Landau, Ioc. cit. 462) p. 59-60. 

1 ... ", 

605) Na.ch Fejer, lac. cit. 604) b), p.49-50 konvergiert .:Ea"Zk, wenn T 
Ie 

ein beIiebiges beschranktes, einfach zusammenhangendes Gebiet in ij bezeichnet, 
auf C in den Punkten einer gewissen Menge vom MaJ3e 2 'It. Aus dem Abelschen 
Satze folgt, daJ3 in diesen Punkten lim z(ReirJ» existiert. 1m Gebiete Tent-

R=l 
sprechen ihnen darum Primenden erater und zweiter, Art (vgl. die A.usfiihrungen 
weiter unten). 

606) C. CaratModO'I'Y, loc. cit. 599), p. 350 Bowie p. 351 FuJ3note *). 
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sprechen, das MaB 2n 607)und 2. auf einem jeden Bogen von 0 die 
Machtigkeit des Kontinuums hat.60S) Damit das Gebiet T ein Jordan­
sches Gebiet sei, ist notwendig und hinreichend, daB seine Begrenzung 
aus lauter einfachen und erreichbaren Punkten besteht.609) 

In welcher Weise erreichbare und nieht erreichbare Punkte eines 
Primende..s verschiedenen gegen das Bild von Eg konvergierenden 
Punktfolgen in K entspreehen, hat CaratJufodory nicht naher unter­
sueht. 

Study haIt es fUr wahrscheinlich, daB einem beliebigen Halb­
messer des Kreises C in T ein (analytisehes) Kurvenstiick· entsprieht, 
das die Gesamtheit der Hauptpunkte 610) eines Primendes approximiert.611) 

Die gleiche Punktmenge wird, wie Koebe mit Hilfe seines Verzerrungs­
satzes zeigt, gewonnen, wenn man sich dem Endpunkte jenes Halb­
messers auf einer beliebigen Kreissehne nahert.613) 

Ein Teil der Oaratheodoryschen Resultate ist auf einem ganz an­
deren Wege von W. F. Osgood und E. H. Taylor abgeleitet worden.6IS) 

Durch rein potentialtheoretische Betrachtungen wird gezeigt, daB die 
zu der Greensehen Funktion von T konjugierte Potentialfunktion bei 
der Anuaherung an einen (erreichbaren) Punkt des Randes Iangs eines 
Jordanschen Kurvenstiickes in T gegen einen bestimmten Wert kon­
vergiert.614) Aus diesen Resultaten wird dann im wesentlichen aUes 
weitere abgeleitet. Die Methode ist also direkt. Sie bedient sieh im 

607) V gl. die FuBnote 610). 
608) O. Oaratheodory, loco cit. 699) b) p. 360. 
609) O. OaratModory, loco cit. 699) b) p. 366. Derselbe Satz wird auf au· 

derem Wege bei W. F. Osgood and E. H. Taylor bewiesen (loc. cit. 698), p. 296). 
Man vergleiche hierzu die Ausfiihrungen von E. Study, 10c. cit. 600), p. 37 -71. 

610) "Die Kernmenge" nach Study. Randpunkte und el'reichbare Pankte 
des Randes heiDen bei Study "Grenz"- und "Randpunkte". 

611) V gl. E. Study, loco cit. 600) p. 65 (Hypothese). 
612) V gl. Ioc. cit. 600), p. 127. 
613) lV. F. Osgood and E. H. Taylor, loco cit. 698). Die beiden Autoren 

untersuchen das Verhalten der die Abbildung vermittelnden Funktion vor aHem 
in den Pl'imenden erater und zweiter Art, d. h. den Primenden, die einen erreich­
baren Punkt haben (fibrigens ohne den Begriff eines Primendes zu benutzen). 
Primenden ohne erreichbare Punkte kommen implizite erst in dem SchluJ3satz V 
nebst dem Korollar (p. 296-297) VOl'. Den OaratModoryschen Hauptsatz fiber 
die umkehl'bar eindeutige und stetige Zuordnung der Punkte des Kreises und 
der Primenden des Gebietes T schlieBt die Theode von Osgood und Taylor nicht 
ohne weiteres eln. Das gleiche iet von dem Satze fiber daa MalS del' den Prim­
enden erster und zweiter Art auf 0 entsprechenden Punkte (iibrigens beziiglich 
a.ller noch zu besprechenden Theorien) zu sagen. 

614) W. F. Osgood und E. H. Taylor, loc. cit. 098) p. 291. 
EJloy]dop. d. math. Wieaenaoh. II 9. 26 
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Gegensatz zu der OaratMoiloryschen Theorie lediglich des klassischen 
Integralbegri1fes.615) 

Eine iiberraschend einfache Behandlungsweise des Randes be­
schriinkter, einfach zusammenhangendel' Gebiete in @; ist von P. Koebe 
angegeben worden.818) Koebe geht von dem folgenden Hilfssatze aus. 
Es sei F(Z) eine in K erklarte beschriinkte, singularitiitenfreie ana­
lytische Funktion, ~k (k = 1,2, ... ) eine Folge analytischer und regu­
Hirer Kurvenstiicke, die einen Bogen 1: von 0 gleichmaBig approxi­
mieren. NimInt F(Z) auf Ek (k.== 1, 2, ... ) Werte an, die mit wach­
sendem k gegen eine Konstante gleichma13ig konvergieren, so ist F(Z) 
selbst eine Konstante. 

Durch eine elementa.re konforme Abbildung kann man erreichen, 
daB E sich mit der unteren Halfte des Kreises 0 deckt und die End­
punkte von Ii (k = 1, 2, ... ) auf der Achse des Reellen liegen. Die 
Konstante darf man gleich Null annehmen. Die in K regulare Funk­
tion <P(Z) = l'(Z)Fl(Z)j {Fl (2) == [F(Z)]; Z, [F't (2)] zu Zund ~(Z) 
konjugiert komplex} konvergiert auf den aus den Linien ~k und ihren 
Spiegelbildern gebildeten geschlossenen Linien fiir k = 00 gegen Null. 
Wie leicht zu sehen ist, ist <P(Z) = 0, darum auch F(Z) = 0.611 ) 

Sei jetzt peso) ein erreichbarer Punkt auf S und L ein in P miin­
dendes Jordansches Kurvenstiick in T. In der Ebene Z entspricht S 
ein Jordan-sches, etwa in II auf C mundendea Linienstiick ®. Andern­
falls miiBte ® liings eines St1ickes von 0 unendlich oft entlang stl'ei­
chen, z(Z) auf e gegen So konvergieren, darum s(Z) identisch gleich 
So sein.618) In iihnlicher Weise werden auf indirektem Wege ohne 
jede Rechnung die Hauptslitze iiber die Randerzuordnung abgeleitet.&19) 

615) In der Note, Zur Randel'zuordnung bei konformer Abbildung, Glltt. 
Na.cnr. 1913, p. 609-618 gibt iibrigens CaratModory untel' Benutzung eines 
Gedankens von E. Schmidt eiDen von der Lebesgueschen Theorie un3bMngigen 
Beweis des bier in Frage kommenden SpezialfaJles des Fatouschen Satzes. 

616) P. Koebe, a) Gott. Naohr. 1918, p. 286-288, b) Journ. f. Math. 145 
(1915), p. 177-228. 

617) P. Koebe, loco cit. 616) b) p. 212-213. Einen anderen Beweis skiz­
ziert Koeb; loco cit. 616) a) p. 287 -288. Der im Texte wiedergegebene Beweis 
beriihrt sich mit gewissen Betrllochtungen von E. Linde16f, 100. cit. 627). Einen 
weiteren Beweis vergleiche bei C. Caratheodory, loco cit. 615) p. 509-512. Einen 
analogen Hilfssatz gab R. Coumnt, loco cit. 657), p. 207-208 an. (Die Voraus­
setzung, daa F(Z) in K beschrankt ist, wird dort durch die Annahme ersetzt, 
daB K durch F(Z) anf ein Gebiet vom endlichen inneren FHicheninhalte abge­
bildet wird.) Eine Erweiterung gibt neuerdings W. Gro/J, Monatsh. f. Math. u. 
Phys. 29 (1818), p. 8-87, an. Vgl. anch W. Groft, Math. Zeitschr. 3 (1919). 

618) P. Koebe, 100. cit. 616) b) p. 215. 
619) V gl. die analogen Ausftihrungen bei R. COttrant, loco cit. 667), p. 207 

bis 211. 
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Es mOgen $1 und I, zwei Punkte in T bezeichnen. Es. sei 
E($l1 8,) die untere Grenze der Lange alIer von ZI nach Zs rUhrenden 
geradlinigen Streckenziige in T. N ach Koebe liiBt sich jedem E > 0 
ein v( E) > ° zuordnen, so daB J Zl - Zs I < E wird, sofern 81 und Zs 
in T der ffeziehung E(ZlIls) < 21(6) gemaB, im iibrigen jedoch will­
kiirlich gewahlt sind ("GleichmaBige Stetigkeittl del' Funktion Z(I»).6'O) 

Einen ganz anderen, eben falls indirekten Weg beschreitet R. Cou­
rant.6S1) Es sei Seine Jordansche "Kurve. Die zuniichst nul' in T 
erkliirte Fmiktion Z(I) ist dort "gleichmiiBig stetig": J edem E > 0 
laBt sich ein J (E) > 0 zuordnen, so daB Punktepaaren e, linT, die 
der Ungleichheit 1$ - II < J (6) genugen, Punktepaare Z, Z' in K 
entsprechen derart, daB I Z - Z' I < E gilt.m) Ware dies namlich 
nicht der Fail, lieBen sich also (gegen S konvergierende) Punktepaare 
$", s,,' tinden, so daB lim I sn - zn' I = 0, I Zn - Z,,' I> a (" konstant) 

n=OO 

ware, so mU6te, wie eine Betrachtung del' Kurven U = U(i,,), 
U = U(sn'), (Z = U + iV) zeigt, das Dirichletsche Integral 

11 :: IS.dxdy 
T 

divergieren.6i1S) Die punktweise umkehrbar eindeutige und stetige Be­
ziehung der Bereiche T + S und K + C iet eine fast unmittelbare 
Folge weses Satzes.62,i) In ahnlicher Weise 1aBt sich der wiederholt 
erwiihnte allgemeine CaratModorysche Satz libel' die Zuordnung der 
Primenden eines beschrankten t einfach zusammenhangenden Gebietes 
T und der Punkte auf C beweisen.62Ii) Die Beschaffenheit des Randes 
von T laBt sich iibrigens nach einer Bemerkung von Courant auch 
von del' Abbildung des Innern von T auf K aus, auf Gl'Und del' Siitze 
libel' die Zuordnung erreichbarer Punlde erforschen.625) Man kann so 
zu den von CaratModory auf mengentheoretischem Wege gewonnenen 
Resultaten gelangen.8!6) 

620) P. Koebe, loco cit. 616) b), p. 221-222. Mit diesem Sa.tze steht ein 
von W. F. Osgood, loco cit. 697) angegebenes "physical law" in enger Beziehung. 

621) R. Courant, Gott. Nachr. 1914, p. 101-109. 
622) Courant betrachtet ubrigens, wa.s unwesentlich tat, die Abbildung a.uf 

eiD Schlitzgebiet. 
623) Die ...collrantsche Betl'achtungBweise ist mit der anderen Zwecken die­

nenden Betrachtungsweise von H. Lebesgue (Nr. 45 c) verwandt. 
624) Vgl. die Andeutungen von R. COt,rant, loco cit. 621), p. 102; loco cit. 

567, p. 211. 
625) R. Courant, loco cit. 557) p. 211. 
626) 1m einzelnen durchgefiihrt wurde die~er Gedankengang von P. Koebe, 

loco cit. &16) b) p. 217-219 und E. LindelOf, loco cit. 627) b) (vgl. die weitcren 
AusfUhrungen im Text). 
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Eine sehr bemerkenswerte funktionentheoretische Behandlungs­
weise des Randes ist von E. LindelOf vorgeschlagen worden.6!7) Linde­
lof geht von dem von ihm bereits fruher vielfach mit Erfolg benutz­
ten elementaren Satze aus: Es sei f($) eine in einem einfach Zllsam­
menhangenden Gebiete T in & regulare Funktion. Sei Zo ein willkiir­
lieher Punkt auf 8 und es sei E eine beliebig kleine positive Zahl. LiiSt 
sieh E und 80 ein Wert v <. E, 110) > 0 so zuordnen, daB fiir aIle 8 in T, 
die der Ungleichheit /8- eo 1 < VeE, eo) geniigen, I f(e) / < M + E ist, 
so ist in T· . ,1(($)/ < M. Das Gleiehheitszeichen gilt nUT, wenn fez) 
in T konstant ist. 

Sei Z = Z(z) eine Funktion, durch deren Vermittelung T auf 
die Flache des .Einheitskreises I Z I < 1 konform abgebiIdet wird. Sei 
q die Entfernung des Punktes z(O) von 8, L der Durchmesser 
von T. 1st zein Punkt in T und ist seine Entfernung von 8 kleiner 
als (>* < q, so ist 

L 2log-
11-Z(e)I<-L-~' 

log-+log --q ~. 

(1) 

Dieser Satz stellt eine Verschiirfung des Satzes lim I Z(e) / = 1 dar. 
(>*=0 

Zum Beweise wird, wenn e = a ein Punkt P auf S ist, deljenige Teil 
der zu log (z - a) gehOrigen Riemannschen Fliiche, der der Beziehung 
Ie - a I < L geniigt, durch Vermittelung der Funktion 

log (Z - a e-ifl) + log~ 
- L ·d 
Z (e) = (Z _ aiR) L 

log -r e- j' -log/f 
(2) (s(O) = a + del') 

auf die F1ache K des Einheitskreises abgebildet. Das Gebiet T wird 
dabei auf ein Gebiet in K abgebildet. Durch Anwendung des eingangs 

genannten Hilfssatzes auf ;~;~ und einige einfache Umformungen ge­

winnt man die zu beweisende Beziehung. Unter Zuhilfenahme weiterer 
elementarer Bilfssiitze zeigt sodann LindelOf, daB fur alIe hinreichend 

kleinen ()* ( < q) die Schwankung (J der Funktion Arctang i langs 

eines beliebigen Jordanschen Kurvenstiickes in dem der Kreisfliiche 
, e - a 1 < (>* und T gemeinsamen Gebiete der Ungleichheit 

(3) V- L 
2log-

(j < 4 Arc tang ---i!--
log­

~. 

627) E. LindeUif, a) C. R. 168 (191'), p. 245-2". b) Acta. 800ietatis soien­
tia.rum Fennioae. Bd. 46. Nr. 4 (1916). 
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geniig!;. Augenscheinlich ist lim t1 = O. Aua den U ngleichheiten flir 
(l'=O 

/1 - Z(e) lund tJ folgen nun nacheinander die Siitze: 
1st P ein erreichbarer Punkt von S, so entspricht einem in a 

miindenden Jordanschen Kurvenstiicke @5 in T ein in einen bestimm­
ten Punkt Za auf a miindendes Jordansches Kurvenstiick 53 in K. 
1m allgemeinen konvergiert :4(Z) bei der Annaherung der Verander­
lichen Z an Za in K nicht gegen einen bestimmten Wert. Die Gesamt­
heit del' HaufungsstelIen von :4(Z) bildet ein Kontinuum (das sich 
jedoch auch auf einen Punkt reduzieren kann). LindelOf zeigt, daB 
dieses Kontinuum ein Primende erster oder zweiter Art ist. Dabei 
entsprechen allen moglichen in Za miindenden Jordanschen Kurven-

stiicken im Jnnern des Winkelraumes I arg zfa Z I < ; - Eo (EO 

beliebig klein) in T nach a fiihrende Jordansche Kurvenstucke. Sind 
a1 und as + a1 zwei erreichbare Punkte auf S, @51 und @511 nach aJ 

und as fiihrende Jordansche Kurvenstiicke in T, 80 mUnden 531 und 
2s in zwei verschiedene Punkte von 0 ein. 1st T ein Jordansches Ge­
biet, so ist Z(IZ) in T und auf S stetig und ordnet Punkte auf S und 
a einander umkehrbar eindeutig zu. Bei einem beliebigen beschriink­
ten, einfach zusammeilhangenden Gebiete sind erreichbare Puukte 
s = a auf S und ihre Bilder Za auf 0 iiberalI dicht verteilt. Einem 
jaden nicht zur Menge der Za gehorenden Punkte ·Z auf 0 lii,Ut sich 
wie vorhin durch die GeBamtheit der Haufungsstellen von $(Z) ein 
Kontinuum auf S zuordnen. Diesee iet ein Primende dritter oder 
vierter Art. Bleibt ein nsch *' Z ffihrendes Jordansches Kur-

venetuck £ im lnnern des Winkelraumes I arg .;z z I < ; - Eo (Eo 

beliebig klein), so umfaBt die Menge der Haufungsstellen von g(Z) 
auf 53 nach LindelOf aIle Hauptpunkte des '" Z zugeordneten Primendes 
und keinen einzigen Nebenpunkt. Damit und durch den vorhin ge­
nannten Satz fiber die Primenden erster und zweiter Art wird insbe­
sondere die Studysche Vermutung S1l8) als zutreffend erwiesen.6118 &) 

4:9. Varia.ble Gebiete. Betrachtung einer Folge von Gebieten, 
die gegen ein Gebiet T oder c.t konvergieren, ist, wie sich wiederholt 

628} Vgl. E. Study, loco cit. 611}. 
628-) Einen anderen Beweis dieBeB Satzes gibt neuerdingB W. GroJj in einer 

ion! Zeit (im September 1918) in Ver()ffentlichung begriffenen gr!!Beren Arbeit. 
Vgl. W. G'I'oJj, Math. ZeitBchrift 2 (1918), p. 242-294. In dieBer Arbeit Bowie 
in den weiteren Arbeiten (vgl. Monatshefte f. Math. u. Phys. 29 (1918), p.3-47; 
Math. Zeitsebrift 3 (1919), iiber die nicht mehr im ZUBammenhang referiert werden 
konnte, findet Bich eine gro8ere Anzabl weiterer Ergebnisse (vgl. die FuBnote 696) 
Weitere Liileratur; P. Montel C. R. 164 (1917), p.879-881. 
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~eigt hat, eins de wichtigsten Mittel zur Behandlung der'Rand­
werlaufgaben der Potentialtheorie und der Problema der konformen 
Abbildung. Die auf diesem Wege gewonnenen Ergebnisse lassen sich 
jedesmal als Konvergenzsiitze deuten. Doch sind Tn dabei in der Regel 
Gebiete spezieller Natur. FaBt man das erste Randwertproblem fur 
beschriinkte Gebiete der allgemeinsten Natur in ~ als gelOst auf, so ge­
winnt man, me in der Nr. 34 angedeutetwul'de, mit der groBtenLeichtig­
keit einen allgemeinen Satz liber das Verhalten der Losung bei einer 
stetigen Andenmg des Gebietes. Das gleiche gilt, wenn T einfach 
zosammenhiingend ist, fUr die konforme Abbildung von T auf K. III 
diesem Abschnitte werden einige hierher gehOrige weitgehende Siitze 
besprochen. Es handelt sich dabei, sei es urn unendlichvielbHittrige 
Gebiete, sei es um gleichmiiBige Konvergenz im Innern und auf dem 
Rande gewisser Gebiete, sei es urn besondere Abschatzungen. Meist 
Heferl die Methode zugleich einen Existenzbeweis del' Losung oder 
der Abbildung. 

Ein sehr allgemeiner Satz dieser Art ist von H. Lebesgue bewiesen 
worden.U9) Es sei T .. (n = 1,2, ... ) eine Folge beschrankter Gebiete 
in ~, die gegen ein ebenfalls beschrlinktes Gebiet T konvergieren.630) 

Es Bei K* eine T und Tn (n = 1, 2, ... ) enthaltende Kreisflache, 
Ip" (n = 1, 2, ... ) eine in K* + 0* gleichmiiBig konvel'gierende Folge 
stetiger Funktionen, Un die zu Ip" gehorigeLosung des ersten Rand­
wertprohlems in Tn' Die Funktionen ull in T", cp,. in K* + C* - 1~ 
konvergieren in T + S gleichmaBig gegen u, die zu cp = lim Ip. in T 
gehorige Losung.G81) .. =co 

Einen sehr weitgehenden allgemeinen Satz liber veranderliche Ge­
biete in ~ haben wir in der Nr. 47 kennen gelernt. Es ist der Oarathio­
dcwysche Satz fiber die Abbildung des Kernes einer Folge einfach zu­
sammenhangender beschrankter Gebiete.68i) 

629) H. Lebesgue, loco cit. (36) a) p. 398-399. 
630) l' und Tn erfiillen die in der Nr. 40 c gegebene Lebesguesche Bedingung. 

DaB Ma.ximum des Abstandes der Punkte des TIandes 8,. von 8 konvergiert mit 

-~ zugleich gegen Null. Die Gebiete Ttl Mnnen, auch wenn T unendlichvielfach n 
?;usammenhii.ngend ist, eine endliche Zusammenhangszahl haben. 

631) Lebesgue gibt seinem Satze eine geometrischc Fassung. Der Beweil 
IftUtzt sich wesentlich auf den ·in der Nr. 40c hesprochenen Hilfssatz. 

632) L. Biliberbach [G{!tt. Nachr. 1913, p.562-664 (p, 658-559)J hat den 
CcmJthiodoryschen Satz wie folgt verallgemeinert: Es sei Til (n = 1, 2, ... ) eine 
Folge einfach zusrunmenhangender, gleichma6ig beschrankter Gebiete in der Ebene 
I, die alle den Punkt z = 0 enthalten und gegen ihren (von Null verschiedenen) 
Kern e k()uvergieren. Durch Vermittlnng der Funktionen z" (z) (Z,. (0) =- O)(n =- 1, 
2, ... ) mogen Tn (n ".. 1, 2, ... ) auf Gebiete 3'" (n == 1,2, ... ) in der Ebene Z, die 
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III der in der Sthwarz - Festschrift veroifentlichten Arbeit gibt 
OarathOOtlory einen in jenem Satze als Spezialfall enthaltenen Konver­
genzsatz an (Nr. 47).681) Der Beweis benutzt wesentlich einige von 
OaratMoaory angegebene Abschatzungen und beriihrt sich mit ge­
wissen Betrachtungen von Plemelj und Koebe (Nr. rob). Er ist von 
einem Auswahlverfahren unabhangig. 

Es sei T ein einfach zusammenhangendes, beschranktes Gebiet in 
6, dassen Rand in der Begrenzung eines von T verschiedenen Ga­
bietes enthalten ist. Es sei .e(Z) eine Funktion, durch deren Ver-
mittelung K anf T konform abgebildet wird (e(O) = 0, d;i) reell 

und > 0). Um e(Z) durch die in gleieher Weise normierte Abbil­
dungsfunktion e*(Z) einl3s Gebietes T* mit beliebiger 6enauigkeit 
zu approximieren, genilgt as, das Maximum des Abstandes eines Punktes 
auf 8* von S hinreichend klein zu wahlen. Die Gestalt von S* iet 
dabei vollig gleichgiiltig.8K) 

Einen weiteren auf Oaratheoaory zuriickgehenden allgemeinen Kon­
vergenzsatz gibt B. OOlWant an.-) 

Es sei T" (n = 1,2, ., .. ) eine Folge Jordanscher Gebiete, die 
samtlich eine feste Krei!lflache um den Punkt e = 0 enthalten und 
gegen ein Jordansches Gebiet To IIgleichmaBig konvergieren".6lI8) Es 
seien Z .. *(/iJ) (n = 0,1, ... ) Funktionen, durch dereIl VermitteJung 

gleichfalls gleichma~ig beschrll.nkt eind, kQDJoon abgebUdet werden. Damit 
Zn(e) (n = 1, '2, .• ).in jedem Bereiche in @ gleichma8ig kouvergieren, ist nob 
wen dig und hinreichend, daB Gebiete Tn (n = 1,2, ... ) gegen ihren Kern 9 kon. 
vergieren. Durch Vermittlung der Funktion Z(e) = lim ZIt (e) wird, solem '8 VQ& 

71=00 

Null verschieden ist, f) auf "9 konform abgebildet. 
Wie bereits erwithnt (vgl. die Fu.6n.ote MSn, benutzt BieberbaCh alB daa 

einzige Hi1fsm.ittel den MontelAchen Satz (Nr. 41, p. 81&), wll.hrend CaratMoaor1} 
dane ben gewisse von ihm aus dem Sckwareschen Lemma abgeleiteten Ungleic}o.,. 
heiten anwendet. 

6SS) FUr das Kreisgebiet tritt JJ.ierbei, was unwesentlich isi!; em festet be­
IIChrll.nkteB einfach ZUllIUIlmenhll.ngendea Gebiet T eiD. 

634) C. Caratheodory, loco cit. 577), p. 186. Eine andelle Fassuug diesell 
Satzes findet sich bei L. Buberbach, loco cit. 081\) b) p. 104.-107. FiiI~ den Febler 
der Abbildnng. gibt Bieberbacll explizite eine obere Schranke an. 

635) R. Coul'ant, loco cit. 621) p. 106. 
686) Dies besagt folgendes: Die Randkurve So iet mit der Menge der Punkte 

identiscb, deren Entfernung von Sn filr n == 00 gagen Null konvergiert. Es ae~ 
P irgendein Punkt auf So; PI und Pi seien zwei beliebige Punkte in To, dereD. 
Abstand von P kleiner a1s a ist; PI nnd PI lassen sich durch einen gerad. 
linigen Streckenzug verbinden, der fUr binreichend grotles n in allen Tn liegt 
und des sen Lange unterhalb einer von n, p\ und PI unabhi!.ngigen, mit 8 gegeD 
Null kODvergierenden Schrankt li.egt. 
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Tn + Sn (n = 0, 1, ... ) auf Schlitzbereiche in der Ebene Z* der Be­

dingung lim (Z/(s) -~) = ° gemiiB konform abgebildet werden . 
.. =0 z 

Die Funktionen Z/ (z) (n = 1, 2, ... ) konvergieren in jedem den 
Punkt z = ° nicht enthaltenden Bereiche in To gleichmiiBig gegen 
Zo'*(z). 1st Zl1 S2"" irgendeine Folge von Punkten (f!k in Tk oder 
auf Sk)' die gegen So (in To oder auf So) konvergiert, so ist lim Z/(f!k) 

k=", 

= Zo*(so). Den Beweis fiihrt Courant indirekt durch Betracbtung 
der Dirichletschen Integrale 

II :z Zn*(f!)12dxdy , 
l'n- Ko-Co 

unter Eo ein Kreisgebiet um den Punkt z = ° verstanden. Der vor­
stehende, ebenso wie del' Nr. 4:8 b) p.371 besprochene Courantsche Satz 
gilt unverandert bei mehrfach zusammenhiingenden beschrankten Gebie­
ten in &, deren aile Randkomponenten Jordansche Kurven sind. Ein 
ganz analoger Satz gilt, wenn Tn(n = 0, 1, ... ) einfach zusammen­
hangend sind, fur die in der liblichen Weise normierten Funktionen 
Zn(z) (n = 0,1, ... ), die Tn (n = 0, 1, ... ) auf die FHiche des Ein­
heitskreises abbilden. Die Umkehrfunktionen zn (Z) (n = 1,2, ... ) 
konvergieren in dem Gebiete I Z I s 1 gleichmaBig gegen zo(Z).637) 

Es sei noch der folgende von CarathCodory angegebene Satz 
genannt: 

Es sei T t eine ftir 0 < t < 1 erkliirte einparametrige Schar ein­
fach zusammenhiingender beschrankter, s = 0 enthaltender Gebiete in 

~. Damit die Tt auf K abbildende Funktion zeCZ) (Zt(O) = 0, d~St(O) 
reell und > 0) fur jeden Wert von Z(IZI < 1) stetig von t abhange, 
ist notwendig und hinreichend, daB: 1. jedem Bereiche T + S in Ttl 
der f! = ° enthiilt, ein Wert E > ° zugeordnet werden kann, so daB 
T + S in T,,; enthalten ist, sofern It - '!: I < E ist, 2. wenn ain s = 0 
enthaltender Bereich T + S in Ttl' Tto" .• enthalten ist, T + S auch 
in T9 liegt, unter 8 einen beliebigen Hiiufungspunkt der Folge tll 
t" ... verstanden.638) 

Eine Reihe speziellerSatze liber konforme Abbildung veriinderlicher 
Gebiete sowie tiber Potentialfunktionen in diesen wird bei del' Durch­
filhrung del' Kontinuitiitsmethode abgeleitet (Nl'. 4:6). So beweist 
P. Koebe (auf zwei verschiedene Arten) einen Satz fiber die stetige 
Anderung del' zu einem 2p-fach zusammenhiingenden Fundamental­
gebiete in & mit paarweise analytischer und l'egularer Zuordnung 

637) R. Cou1'ant, loco cit. 621), p. 108-109. 
638) C. Caratheodory, loco cit. 077), p. 138-139. 
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der Randknmponenten zugehorenden Abelschen Integrale bei einer 
stetigen Anderung des Gebietes. 639) Man vergleiche ferner P. Koebe, 
loco cit. 489) d) p. 68-77. In diesem Zusammenhang sind lloch die 
Arbeiten von E. Ritter liber das Verhalten automorpher Funktionen 
bei einer kleinen A.nderung des Fundamentalbereiches zu erwahnen. 640) 

639) Das l!'undamentalgebiet ist dabei als eine ideal geschlossene FHiche 
vom Range p zu betrachten. Vgl. P. Koebe, Math. Ann. 75 (1914), p.42-129 
[po 61-71 J. Der eine direkte Beweis stiitzt sich wesentlich auf den Courant­
Koebeschen Hilfssatz (Nr. 46 d), der andere ist indirekt und benutzt den Montel­
schen Konvergenzsatz (Nr. 41 p. 316). 

640) V gl. E. Ritter, Math. Ann. 45 (1894), p. 473-544 j 46 (1895), p. 200- 248. 

(Abgeschlossen im Mai 1918.) 

Die seit August 1914 erschienenen ausUindischen Arbeiten konnten nur zum Teil 
beriicksichtigt werden. 
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Grundlagen der Theorie. 

1. Definition des analytischen Charakters einer Funktion. 
Man hat zwei wesentlich verschiedene Ausgangspunkte fiir die Defi­

nition des analytischen Charakters einer in einem Bereiche der kom­

plexen z-Ebene eindeutig erklarten Funktion zu unterscheiden. An 

den allgemeinen Dirichletschen Funktionsbegriff kniipft die nach Oauchy 
und Riemann benannte Erklal'ung an: Analytisch heiBen diejenigen 

eindeutigen Funktionen, welche an jeder Stelle einen Diffel'ential­

quotienten besitzen. 1m Sinne del' von WeierstrafiP) und Mcray ver­

tretenen Auffassung liegt es, den analytischen Charakter durch die 

Entwickelbarkeit in Potenzreiben zu erklaren. DaB beide Definitionen 

1) Bei Weierstra~ Bcheint dieser Begriff des analytischen Charakters einer 
in einem gegebenen Bereiche eindeutig erklarten Funktion nicht vorzukommen. 



1. Definition des analytischen Charakters einer Funktion. 383 

gleichwertig sind, ist eine bekannte Folge des Cauchyschen Integral­
satzes. 2) lndem aber sein Beweis zu verschiedenen Zeiten ein meh1' 
oder weniger groEes Ausma13 an V oraussetzungen notig machte, wech­
selte die Fassung der Cauchy-Riemannschen Definition. So glaubte 
man bis 1884 (und Hinger), dazu noch die Stetigkeit des Differel1tial­
quotientel1 voraussetzen zu mussen. Erst Goursat erkal1nte, daB die 
StetiO'keit nicht besonders vorausgesetzt werden muE (niiheres weiter 

c 
unten). DaB auch an der so entstehenden Fassung der Definition noch 
A.bstriche gemacht werden k6nnen, werden wir weiter Ul1ten sehen. 

Un serer heutigel1 an der reellen Funktionentheorie geschulten Auf'­
fassung liegt wohl die Cauchy-Riemannsche Definition naher als die 
Weierstraj3sche. DaE Weierstra/3 dieser gleichwohl den Vorzug gab, 

hiingt wohl mit den folgel1den Umstiindeu eng zusammen: Weierstraj3 
war die Cauchy-Riemannsche Definition durcb,aus geHiufig. Hat er sie 
doch schon 184P,1), also rund 10 Jahre vor Cauchy und Riemann zum 
Ausgangspul1kt eines Beweises flir den Laurentschen Satz genommen, 
den e1' also auch zwei Jahre VOl' Laurents Veroffentlichung besaE. 
A ber zu einer exakten Begrundul1g der Integration im komplexel1 Ge­
biet ist von da noch ein weiter Weg. Die Art, wie TVeierstraj3 in 
dieser Abhandlung im komplexen Gebiet vorsichtig integl'iert, laBt 
deutlich erkennen, daB e1' sich schon damaIs uber die Schwierigkeiten 
eines Aufbaues del' Integralrechnung im komplexen Gebiet klar ge­
wesen sein muB. Tatsachlich sind dieselben ja auch erst lange nach 
dieser Zeit, in der sich Weierstraj3 seine Gl'undanschauungen bildete, 
iiberwnnden worden. Ein genauer Begl'iff des Kurvenintegrals im kom­
plexen Gebiet hiitte wohl TVeierstraf3 zur Verfiigung stehen konnen, 
wenn auch die endgiiltige Fassung erst die zweite Auflage von Jor­
dans Cours d'analyse (1896) brachte. Hingegen die bis zu Pringsheims 
Beweis von J 900 (oder Goursats Beweis von 1884) ublichen Beweise 
des CaltChyschen Integralsatzes mochten wohl einen exakten Denker 

2) :Man vgl. aueh Pl'ingsheims Uhersetzung diesel' Methode ins "lntegral­
lose". A. Pringsheim, a) Uher die Entwicklung eindeutiger analytischer Funk­
tionen in Poterizreihen, Miinch. Ber. 1895, p.75-92; b) Uber Vereinfachungen 
in der elementaren Theorie der analytischen Funktionen, Math. Ann. 47 (1896), 
p. 121-154; c) Elementare Funktionentheorie und komplexe Integration, Munch. 
Ber. 1920, p. 145-182. - Falls die Punktmenge, in welcher fez) hetraehtet wird, 
kein Gebiet i~t, so gibt es darin unter Umstanden differenzierbare nicht analy­
Hsche Funktionen, deren Gesamtverlauf gleichwohl durch Angabe der Funktions­
werte in gewissen Punktmengen bestimmt ist. Vgl. dazu z. B. E. Borel, Le'(ons 
sur les fonctions monog1mes uniformes d'une variable, Paris 1917. 

2,1) K Weierstra,6, Darstellung einer analytischen Funktion einer komplexen 
Veranderlichen, deren absoluter Betrag zwischen zwei gegebenen Grenzen liegt, 
~Iiinster 1841. Zuerst ver<iffentlicht in: Gesammelte Werke Bd. I, p. 51-66. 
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nicht zur Nacheiferung locken. Die Frage indessen, ob Weierstraf3 
bei ernstlichem Willen die llamentlich, wenn auch nul' anscheinend, 
im Gebiete der analysis sitns liegenden Schwierigkeiten hiitte iibel'­
winden konnen, scheint mil' muBig. Denn die arithmetische Veran­
lagung trieb Weierstraf3 ganz von selbst in eine andere Riehtung, in 
der dazu noeh die Linie des geringsten Widerstandes lag. Dazu kam 
der pragnante Charakter, den die Definition des analytischen Gebildes, 
del' analytischen FUllktion, del' ProzeE del' analytischen Fortsetzung 
(llamentlich gegeniiber den etwas u.ubestimmtel'en Darlegungell Rie­
manns 3» el'hielt. So lag es nahe, die Reihenlehl'e von vornherein zum 
Ausgangspunkt zu wahlen, weil so del' gauze Bau eine groBe innere 
Gesehlossenheit erhielt. 

Fur uns Heutige fallen die IIemmungen weg. Del' Integralbegriff 
und die Integrals1itze sind in einfaehster voll befl'iedigender Weise 
begrundet. Dazu el'scheint ein Aufbau del' Infinitesimalrechnung aus­
gehend von del' Riemannschen Definition naturlicher, einfaeher und 
durehsichtiger. Zwar halt en auch wir an del' Weierstraf3isehen Defi­
nition des analytisehen Gebildes fest, doch maehen wir geltel1d, daB 
es gel'ade die komplexe Integration ist, die allerorts, auch in del' 
Theorie del' analytisehen Fortsetzung, die sehonsten Ergebnisse und 
die elegantesten Methoden gezeitigt hat. Wer auf sie verziehtet, be­
raubt sich eines del' zugkriiftigsten Hilfsmittel. Darum legen wir 
unserer Darstellung die Cauchy-Riemannsche Definition zu grunde. 
Wir konnen das urn so eher tun, als bereits in II C 1 (Pringsheim 
u. Fabm') die fiir den Weierstraf3schen Standpunkt in Betl'aeht kom­
menden Reihensatze ausfiihrlich dargestellt sind.") 

2. Del' Fundamentalsatz der Funktionentheorie ist del' Cauchy­

sche Integralsatz. El' wil'd am besten so fol'muliert: 
Eine geschlossene 1'ekti{izieruare Kun:e ~ gehOre einem einfach su­

sammenhiingenden Bereiche 5) an, in u'elchem f(z) eindeutig und von 

3) Siebe z. B. Riemanns Gesammelte mathematische vYerke, 2. Aufl. (1S!)2), 
p.88-89. 

4) Osgood hat in Selected topics in the general theory of functions, Bull. 
Am. math. Soc. (2) 5 (1898), p. 59-87 auf einen dritten Ausgangspunkt bingewiesen. 
Man erkHire als analytisch diejenigen Funktionen, fUr welche das /f(z) de = 0 
ist immer dann, wenn es iiber eine gescblossene Kurve eines gegebenen ein­
fach zusammenhangenden Bel'eiches el'streckt wird. lJann lebrt der Satz von 
Morera die Ubereillstimmung diesel' Definition mit der iiblichen. V gl. auch 
Morera, Sulla. definizione di funzione di una variabile complessa, Atti di Torino 
37 (1902), p. 99-102. 

5) Daruntel' wird wie iiblich eine Punktmenge verstanden, zu del' mit jedem 
Punkt auch cine gewisse Umgebung desselben gehOrt, in der je zwei Punkte 
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analytisc/tem Charakter ist. Dann ist 

!fCz)dz=O. 
lit 

Wahrend die iilteren Beweise dieses Satzes (II B 1 (Osgoocl), Nr. 3) 
die Stetigkeit der Ableitnng von fez) voraussetzen mussen, hat eine 
auf Goursat 6) zuriickgehende Beweisanordnung die Moglichkeit ge­
geben, mit del' bloBen Existenz der Ableitung auszukommen, den Satz 
also in der eben ausgesprochenen Fassung zu beweisen. Eine kaum 
noch zu iiberbietende klassische Einfachheit hat der Beweis des Haupt­
satzes durch A.. Pringsheim 7) el·halten 8). Doch erst ailmahlich, einem 
bekannten Triigheitsgesetz folgend, verschafft er sich Eingang in die 
Lehrbucher 9) und in das BewuBtsein der wissenschaftlichen Welt. Man 
kann den Integralsatz auf Faile ausdehnen, wo die geschlossene KGi've 
cs: nicht dem Inneren, sondern dem Rande des Regularitatsbereiches an­
gehort. Das leistet die Goursatsche Fassung des Beweises.10)11) Auf 
Grund del' WeierstrafJschen Definition der analytischen Funktion hat 

einen sie verbindenden Polygonzug besitzen und deren Randpunkte eine zusammen­
hil.ngende Menge bilden, eine Menge also, die sich nicht in zwei punktfremde 
abgeschIossene Teilmengen zerlegen lant. 

6) E. Goursat, a) Demonstration du tbeoreme de Cauchy, Acta math. 4 (1884), 
p. 197-200; b) Sur la definition generale des fonctions analytiques d'apres 
Cauchy, Trans. Am. math. Soc. 1 (1900), p. 14-16. 

7) .A.. Pringsheim, a) nber Goursats Beweis des Cauchyschen Integralsatzes, 
Trans. Am. math. Soc. 2 (1901), p. 413-421; b) Z~r Geschichte des Taylorschen 
Lehrsatzes, Bibl. math. (3) 1 (1900), (p. 433-479) p. 477-479; c) a. a. O. 8e). 

8) Man vgl. ferner: a) E. H. Moore, A simple proof of the fundamen­
tal Cauchy-Goursat theorem, Trans. Am. math. Soc. 1 (1900), p. 499-006; 
b) L. Heffter, Znr Theorie del' reellen KurvenintegraIe, G(itt. Nachr. 1902, 
p. 115-140; c) L. Heffter, Zum Beweis des Cauchy-Goursatschen Integralsatzes, 
Ebd. 1903, p. 312-316; d) L. Heffter, Ober die von einem Integrationsweg von 
vornherein unabhil.ngige Definition des bestimmten Integrales im zweidimensio­
nalen Gebiet, Ebd. 1904, p. 196-200; e) .A.. Pringsheim, Der Cauchy·Goursatsche 
Integralsatz und seine Dbertragung auf reeIle Kurl"enintegrale, Munch. Ber. a3 
(1903), p. 673-682; f) F. Schottky, Dber den geometdschen Begri:lf der Funktion 
einer komplexen Veranderlichen, Berlin. Ber. 1915, p. 790-798; g) F. Schottky, 
Dber das Cauchysche Integral, J. f. Math. 146 (1916), p. 234-244. 

9) V gl. z. B. H. Burkhardt, Einfiihrung in die Theorie der analyt.ischen 
Funktionen einer komplexen Veranderlichen, 3. Aufl., Leipzig 1908 oder K. Knopp, 
Funktionentheorie, Bd. 1, Sammlung Goeschen. Auch Osgood hat fur die Dar­
stelluug in seinem Lehrbuch Kenntnis von den neueren Beweismethoden ge­
nommen. 

10) Man vgl. z. B. die Darstellung bei O. Stolz, Grundziige der Differential­
und Integralrecbnung II, Leipzig 1896, p. 217 ff. 

11) Man vgl. ferner die spezielleren UntersuchunO'en von A. Prin!Jsheim, 
Uber den Oauchyschen Integralsatz, Munch. Ber. 25 (1895), (p. 39-72) p. 71. 
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kiirzlich Pringsheim1la) den Hauptsatz, den Residuensatz und andere 
wichtige Siitze abgeleitet.1lb) 

3. Die Integralformel ist eine bekannte Folgerung aus dem In­
tegralsatz. Sie lautet bekanntlich so: Wenn die geschlossene orien­
tierte Kurve ~ einem einfachzusammenhangenden Bereiche angehort, 
in welchem fez) eindeutig und von analytischem Charakter ist, und 
wenn sie die Stelle z einmal in positi vern Sinne 11 C) umschlieBt, dann 

gilt die Darstellung12) 1 J f(t)dt 
fez) = --.- --0 

2n~ t- z 
Q: 

In den meisten Lehrbiichern pflegt die Sache so dargestellt zu wer­
den, als handele es sich urn eine unmittelbare Folgerung aus dem Inte­
gralsatz. Wenn das richtig sein solI, so muB man zu mindest aber 
den Integralsatz so allgemein formulieren, wie dies z. B. O. Stolz 10 ) 

getan hat. Denn sonst ist die gewohnlich herangezogene Hilfskurve 
gar nicht unter den Kurven enthalten, fiir die der Integralsatz be­
wiesen wurde. Del1n sie enthiiJt ein doppelt durchlaufenes Stiick, 
liegt somit nicht im Inneren eines einfach zusammenhangel1den Re­
gularitatsbereiches von fez). Aber selbst wenn man wie K. Knopp9) 
durch Einschaltung zweier doppelt durchlaufenen Hilfsgeraden dies en 
Ubelstand, auf den ich ihn aufmerksam machte, vermeidet, so krankt 
die Beweisanordnung doch noch immer daran, daB die Autoren eine 
anschauliche Vorstellung, keine begriffliche Fassung, des Umlaufssinnes 

11 a) A. Pringsheim, Elementare Funktionentheorie und komplexe Integra­
tion, Miinch. Ber. 1920, p. 145-182. V gl. auch A. Pringshei1n, Zur Theorie der 
synektischen Funktionen, Miinch. Ber. 1896, p. 167-182. 

11 b) V gl. auch A. Knese/", Die elementare Theorie der analytischen Funk­
tionen und die komplexe Integration, Miinch. Ber. 1920, p. 65-81. 

11 c) Damit ist gemeint, q.a13 bei Durchlaufung der Kurve im vorgeschrie­
benen Sinne log (t - z) genau um 2 n i zunimmt. 

12) Wenn cpm auf der rektifizierbaren Randkurve (;j; von B stetig ist, so 
stellt bekanntlieh das Integral J 

~_ cp(t) dt 
2ni {;-z 

Q: 

eine in B analytische Funktion dar, deren unter Umstanden in irgend einem 
Sinne existierende Randwerte aber mit cp(t) nicht iibereiilzustimmen urauchen. 
Indessen bestehen gewisse Beziehungen, mit welch en sich die folgenden Arbeiten 
befassen: a) M. Hamburger, Uber das Cauchysche Integral, Sitzungsber. Berl. 
math. Ges. 2 (1903), p. 17-25; b) J. Plemelj, Ein Erganzungssatz zur Cauchy­
schen Integraldarstellung analytischer Fnnktionen, Randwerte betreffend, Mo­
nntsh. Math. Phys. 19 (1908), p. 205-210; c) D. Pompeju, Sur les fonc­
tions representees par des integrales definies, Ann. se. d. Ac. d. Porto 5 (1910), 
p. 214-219 (dazn E. Borel, a. a. O. 138 e), p. 3, FuBnote 1); d) W. Gross, Eine 
Bemerkung zum Cauchyschen Integral, Monatsh.Math. Phys. 28 (1917), p. 238-242. 
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benutzen. Daher liegt es nahe, den Beweis dadurch zu fiihren, daB 
man durch log (b - z) den Bereich auf einen schlichten einfach zu­
sammenhangenden Hilfsbereich abbildet, in dem claun die iibliehe 
Hilfskurve wieder geschlossen liegt. (Naheres im ersten Band meines 
demnachst erscheinenden Lehrbuehes der Funktiouentheorie.) Die 
Beweisanordnung von Schottky 8) bietet besondere V orteile. 

4-. Erweiterungen. Man kann in mannigfaeher Weise die Cauchy­
Riemannsehe Definition noeh erweitel'll, an den gemachten Annahmen 
mannigfache Abstriche vornehmen. Immer handelt es sich darum fest­
zustellen, daB 'feiIe del' gemachten Annahmen sich aus dem Rest der­
selben erschlieBen lassen. Der alteste in diese Richtung zielende Satz 
ist del' Riemannsche iiber hebbare Unstetigkeiten: 

Wenn eine Funktion in del' Umgebung einer Stelle eindeutig, 
analytisch und beschrankt ist, so existiert ein Grenzwert von (z) 
bei Annaherung an diese Stelle. Wenn man die Funktion an del' 
kritischen Stelle dadurch erklart, daB man sie diesem Grenzwert gleieh­
setzt, so ist die neue Funktion aueh an del' kritischen Stelle selbst 
analytisch geworden.13) 

Es liegt auf del' Hand, daB man auch endlichviele solche kriti 
sehe Stellen, ja unendlichviele zulassen kann. Naheres dariiber wird 
in Nr. 13 bei Besprechung der singuliiren Stell en gesagt werden. 

Man pflegt haufig die vorausgesetzte Differenzierbarkeit durch 
das Bestehen der Cauchy-Riemannschen Diffel'entialgleichungen auszu­
driicken. N atiirlich folgen diese Differentialgleiehungen aus der Diffe­
renzierbarkeit von fez). Abel' aus dem Bestehen diesel' Differential­
gleiehungen folgt noch nieht ohne wei teres die Differenzierbarkeit von 
(z). Denn die partiellen Ableitungen enthalten nur Grenziibergange 
in zwei bestimmten Riehtungen, wahrend in del' Ableitung f'(z) ein 
allgemeinerer Grenziibergang steekt. Erst aus del' vollstandigen Diffe­
renzierbarkeit 13&) von Real- und Imaginarteil folgt die Existenz del' 
A.bleitung f' (z). Diese vollstandige Differenzierbarkeit folgt z. B. aus 
der Stetigkeit dieser partiellen Ableitungen als Funktionen der beiden 
Variabelen X und y (z = x + iy). Ob sie schon aus der Stetigkeit 
dieser partiellen Ableitungen als Funktionen einer jeden einzelnen del' 
beiden Variabeln folgt, scheint eine noch offene Frage zu sein.14) In 

13) Viele der alteren Beweise sind miBlungen. Neuere siehe unter 45). 

13 a) D. h. 1 «p(x, Y) - (x - x o) <Px(xo' Yo) - (y - yo)qJy (xo' Yo) I 
< E { I x - Xo I + 1 y - Yo 1 } 

fiir jedes positive E bei genugend kleinen 

I x - Xo 1 und I y - Yo i . 
14) L. Heffter, a a. O. 8b), p. 132. 
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diese Richtung zielt allerdings ein Satz, den lJIonteP5) gewonnen hat: 
Die eindeutige Funktion 'tV = fez) (20 = u + iv, z = x+iy) sei in 
einem Bereiche B beschrankt. Die vier partiellen Ableitungen tI"" tty, 

v"" Vy sollen uberall mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Null exi­
stieren, beschrankt sein und den Cauclty-Riernannschen Differentialglei­
ehungen genu gen. Dann ist fez) von aualytischem Charakter. Aus 
dem Montelschen Satze wurde also z. B. folgen, daB fez) allalytisch 
ist, wenn es in einem Bereiche B eindeutig und stetig erkHirt ist, 
wenn dazu der Differentialquotient l' (z) iiberall mit Ausnahme einer 
Menge vom MaBe Null existiert und zudem beschrankt ist.lG) 

In anderer Riehtung liegt ein schanes Ergebnis von H Bohr 17). 
Aus der Existellz von lim fez') - f(z.) 

folgt offen oar 

als von 

Z~Zo z -Zo 

die Existenz sowohl von 

lim 'I' fez) - f(z.) \ 
Z ---+ 20 Z - z. 

. fez) - f(z.) hm arO" --- ---.-. 
Z-+Zo 0 Z - Zo 

Eine Funktion, fur die der erste Grenzwert existiert, mage streeken­
treu, eine, fUr die der zweite existiert, mage winkeltreu heiBell. 
H Bohr hat bemerkt, daB nicht aIle streekelltreuen Funktionen ana­
lytisch oder zu analytischen konjugiert sind. Setzt man aher noeh 
voraus, daB fez) eine schlichte Abbildung eines Bereiches vermittelt, 
daB sie eindeutig und streckentreu ist lind daB bei del' Ahbildung 
der U mlaufssinn erhalten bleibt, dann ist fez) analytisch. (V gl. hierzu 
auch II C 3 (Lichtenstein), Nr. 11.)18) 

15) P. Montel, a) Sur les suites infinies de fonctions, Ann. Eo. Norm. (3) 
24 (1907), (p. 233-334) p. 298-334; b) Sur les differentielles totales et les fonc­
tions monogenes, Paris C. R. 156 (1913), p. 1820-1822. 

16) Weitere Untersuchungen in ahnlicher Richtung riihren von verschiedenen 
Autoren her: a) L. Lichtenstein, or) Sur la definition generale des fonctions ana­
lytiques, Paris C. R. 150 (1910), p. 1109-1110; ~) Uber einige Integrabilitatsbe­
dingungen zweigliedriger Differentialausdriicke mit einer Anwendnng anf den 
Oauchyschen Integralsatz, Sitzber. Berl. math. Ges. 9 (1910), p. 84-100; b) Ch. de 
la Vallie-Poussin, Reduction des integrales doubles de Lebesgue. Application a la 
definition des fonctions analytiques, Ac. r. de Belgique, Bull. de la classe des sc. 
1910, Nr. 11, p. 793-798; c) H. Rademacher, Bemerkungen zu den Oauchy-Rie­
mannschen Differentialgleichungen und zum lIIoreraschen Satz I Math. Ztschr. 4 
(1919), p. 177-185. 

17) H. Bohr, Uber streckentreue und konforme Abbildung, Math. Ztschr. 1 
(ln8), p. 403-420. Einen einfacheren Beweis gab H. Rademacher, Uber strecken­
treue und winkeltreue Abbildung, Math. Ztscbr. 4 (1919), p. 131-138. 

18) Mit solcben Fragen hat sich scbon vorher R. Remal-.; befaBt: Uber 
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5. Begri:ff der analytischen Funktion. Die Vorstellung oder del' 
Begriff del' analytischen Fortsetzung spielte Bowohl bei Riemann wie 
bei Weierstraf3 eine beherrschende Rolle. Wah rend er aber bei Rie­
mann und seinell Nachfolgern meLl' als eine zur Vorstellung del' Rie­
manns chen FHiche hinfiihrende nicht ins einzelne ausgefiibrte Idee auf­
tritt, hat TVeie1"stra~ diese Vorstellung mit voller begrifflicher Schade 
durchdrungen. Sie hat ihn zum Begriff der analytischen Funktion ge­
flihrt, del' auch bei Riemann abel' mehr in anschaulicher als begriff­

'licher Klarheit auftritt. Del' Ausgangspunkt liegt immer in del' Be­
merkung, daB zwei in einem Bereiche analytische Funktionen dann 
durchweg iibereinstimmen, wenn dies nur in einer Punktmenge zutrifft, 
welche einen dem Bereichinneren angehorigen Haufungspunkt besitzt. 
Daraus ergibt sich nun wieder das Streben, eine in einem Bereiche 
definierte analytische Funktion wenn moglich auch tiber diesen Be­
reich hinaus zu verfolgen. Diesem Bestreben hat Weierstraf3 eine 
prazise Fassung gegeben durch seinen Begriff del' analytischen Fort­
setzung. \Venn eine analytische Funktion in einem Kreise durch ihre 
Potenzreihenentwicklung gegeben ist, so ist es moglich, daB die Ent­
wicklung derselben Funktion an einer vom Mittelpunkt des Kreises 
verschiedenen SteUe des Kreises noch in SteUen konvergiert, die dem 
ersten Kreise nicht mehr angehoren. Dann wird durch die neue Ent­
wicklung eine Fortsetzung der gegebenen Funktion erklart. Jede der 
Entwicklungen stellt ein Funktionselement dar. Man sagt, das zweite 
Element gehe aus dem ersten durch unmittelbare analytische Fort­
setzung hervor. Den eben beschriebenen ProzeB kann man iterieren, 
urn so immer neue Elemente zu erhalten. Ihre Gesamtheit erschOpft 
die analytische Funktion. Man tiberzeugt sich leicht, daB jedes der 
Elemente aile iibrigen bestimmt. 

Unter cineI' analytischen Funktion versteht man also die Gesamt­
heit der Funktionselemente, die man attS einem derselben durch Iteration 
des Prozesses der unmittelbaren analytischen Fortsetzung erhalten kann. 

Durch eine Erweiterung des Begriffes "F'unktionselement" gelangt 
man von hier zum analytischen Gebilde. Man kann kurz sagen, es 
gehe aus del' analytischen Funktion dadurch hervor, daB man die 
Stellen rationalen und die Stelleu algebraischen Charakters mit in Be­
tracht zieht. Ein solches allgemeines Element erscheint so entweder 

in einer del' Formen tv = ~(Vz-=a), \ll(V ~), wo ~(Vz) eine 

Potenzreihe in liz (n ganzzahlig) mit endlich vielen negativen Potenzen 

winkeltreue und streckentreue Abbildung an einem Punkt und in der ELene, 
Rend. di Palermo 38 (1914), p. 193-246. 
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ist, oder aber in der allgemeineren Gestalt der Parameterdarstellung 

w = ~(t), z = OCt), 
wo jede der beiden Potenzreihen nach ganzen Potenzen von t fort­
schreitet und nur endlich viele negative Potenzen von t enthiilt. 
Durch unmittelbare :B'ortsetzung eines solchen allgemeineren Elementes 
erhalt man nur polfreie Elemente. Daher bedarf auch der Begriff der 
analytischen Fortsetzung einer gewissen Erweiterung, wenn man wieder 
sagen will, daB aile Elemente eines analytischen Gebildes durch ana­
lytische Fortsetzung aus einem derselben entstehen. Es reicht nicht 
aus, diesen Begriff wieder als Iteration des Prozesses der unmittel­
baren Fortsetzung zu erkliiren. Vielmehr gehort ein Element dann 
und nur dann dem durch ein Element erkliirten analytischen Gebilde 
an, wenn es ein reguHires Element gibt, das aus beiden durch Iterati?n 
des Prozesses der unmittelbaren Fortsetzung erhalten werden kann.19) 

6. Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Das ist die begrifflich 
scharfe Fassung einer Vorstellung, die auch die Riemannsche Theorie 
beherrscht. Namentlich liegt sie del' Idee der Riemannschen Flache 
zugrunde. Ursprunglich waren diese Gebilde fur R£emann weiter nichts 
als anschauliche Hilfsmittel. Und mehr bedeuteten sie auch zunachst 
fur seine N achfolger nicht, auch wenn diese wie z. B. Koenigsbe:rge:r die 
Idee der Riemannschen Flache aus dem Weicrstraf3schen ProzeB der 
analytischen Fortsetzung heraus entwickelten. Doch wurde damit eine 
Auffassung vorbereitet, die mit der Zeit mehr und mehr in den V or­
dergrund geriickt wurde, und die neuerdings durch WeyP9) ihre be­
grifflich scharfe Fassung erhalten hat. Das ist die Erkenntnis, daB 
die Einfiihrung der Riemannschen Flache weiter nichts bedeutet als 
die Hervorhebung gewisser geometrischer Eigenschaften der analyti­
schen Funktionen. Damit werden die ailgemeinen geometrischen Me­
tho den , namentlich die der Topologie fur die Funktionentheorie ver­
fugbar. Und das ist ein Umstand, den sich bereits Riemann selbst 
zunutze gemacht hat, z. B. bei seiner Theorie der algebraischen Funk­
tionen und ihrer Integrale. In mehr und mehr bewuBter Weise hat 
nach ihm Klein das geometrische Moment in den V ordergrund ge­
schoben, freilich wohl auch mit dem BewuBtsein, daB die wirklich be­
grifflich scharfe Durchflihrung der anschaulich so bestechenden Ge­
dankellgange mit Notwendigkeit zu erheblichen Schwierigkeiten fuhren 
muBte. Aus dieser Wurzel ist eine ganze geometrische Funktionen­
theorie erwaehsen, die sich namentlich an die Lehre von der kon­
formen Abbildung anschlieBt. Der Umstand endlich, daB man Rie-

19) ZUlli Ganzen: H. Wcyl, Die Idee der Riemannschen FHiche, 1913. 
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mannsche Fliichen auch Iosgelost von ihrer Entstehung aus einer ana­
lytischen Funktion betrachten kann, legte die umgekehrte Frage nahe, 
ob jede Riemannsche Fliiche als Riemannsche Fliiche einer bestimmten 
Funktion angesehen werden kann. 

Bevor wir den in unseren Zeitraum faIlenden Losungen dieses 
Rauptproblemes uns zuwenden, miissen wir einen Blick auf die Ent­
wicklung des Begriffes der Riemannschen Fliiche selbst werfen. 

Schon bei Riemann treten neben den mehrbHittrigen Fliichen 
durch Randerzuordnung geschlossene FIiichen auf. Auch der Begriff 
des funktionentheoretischen Fundamentalbereiches, weist ganz in diese 
Richtung. Dann kommen, auf eine miindliche Bemerkung Pryms zu­
riickgehend, Kleins frei im Raume gelegene Riemannsche FIiichen in 
Betracht.20) . Endlich tritt bei Klein zuerst die allgemeine VorsteIlung 
der Riemannschen Flache (besser der Riemannschen Mannigfaltigkeit) 
hervor.20) Aus dieseu Elementen hat H. WeyP2) unter Heranziehung 
der Koenigsbergerschen Erzeugung der Riemannschen FIiichen aus dem 
Weierstraf3schen Begriff der analytischen Funktion und des analytischen 
Gebildes heraus einen einheitlichen Aufbau der Theorie der Riemann­
schen Fliichen geschaffen, dessen strenge Begriindung ein oft gefuhltes 
Bediirfnis befriedigt. Man hat also drei Sorten von Riemanmchen Ge­
biiden zu unterscheiden: die Riemannschen Felder 23), die Riemannschen 
FHichen, die Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Versteht man unter der 
Umgebung eines Fuuktionselementes diejenigen Elemente, die man aus 
demselben durch uumittelbare analytische Fortsetzung erhalten kaun, so 
iiberzeugt man sich leicht, daB die Gesamtheit aIler Elemente einer ana-

20) F. Klein, a) Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale, Leipzig 1882; b) Neue Beitriige zur Riemannschen Funktionen­
theorie, Math. Ann. 21 (1883), p. 141-248; c) Dber den Begriff des funktionen­
theoretischen Fundamentalbereiches, Math. Ann. 40 (1892), p. 130-139. Schon 
fruh hat E. Beltrami analytische Funktionen auf krummen Fllichenstiicken be­
trachtet. Er bat so den Kleinschen Standpunkt vorbereitet. Vgl. E. Beltrami, 
Delle variabili complesse sopra una sup('rficie qualunque, Ann. di mat. (2) 1 
(1867/68), p. 329-366. 

21) P. Koebe, a) Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven 
III, Witt. Nachr. 1908, p. 337-358; b) Abhandlungen zur Theorie der konformen 
Abbildung III: Der allgemeine Fundamentalsatz der konformen Abbildung nebst 
einer Anwendung auf die konforme Abbildung der Oberfiache einer korperlichen 
Ecke, J. f. Math. 147 (1917), p. 67 -103. 

22) H. Weyl, a) a. a. O. 19); b) Strenge Begrlindung der Charakteristiken­
tbeorie auf zweiseitigen Fliichen, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 25 (1916), 
p.265-278. 

23) Die Benennung ruhrt von R. Fricke her, Die elliptischen Funktionen 
und ihre Anwendungen, Leipzig 1916, p. 24. 



392 II C 4. L. Bieberbach. Neuere Untersuch. tiber Funkt. TOn kompl. Variablen· 

lytischen Funktion eine Flache ausmachen in dem von H. Weyl priizise 
festgelegten Sinn.24) Uan muS nur statt Element der Funktion Punkt 
der FIache sagen, muLl also nur die Benennung andern und die Um­
gebung eines Punktes in der eben angegebenen Weise er.kliiren, urn 
aus einer analytischen Funktion die zugehOrige Riemannsche Flache 
zu erhalten. Unter der Koordinate eines so erklarten Fliichenpunktes 
versteht man das Funktionselement, das dem Punkt entspricht. Durch 
die Funktion w = fez) wird die Umgebung eines jeden Fliichenpunktes 
auf ein schlichtes Gebiet der c-Ebene abgebildet. Wegen dieser Be­
ziehung zur analytischen Funktion w = ((z) heiSt die Riemannsche 
Fliiche "liber der z-Ebene ausgebreitet". Mit Fricke bezeichlle ich 
diese Art von Riemannschen FHichen als Riemannsche Felder. 

Durch Hinzunahme der Elemente rationalel1 und algebraischen 
Charakters gelangt man vom Riemannschen Felde zur Riemannschen 
Fliiche. In dem damit gegebenen Sinne wollen wir fortan dies 
Wort gebrauchen. Auch sie erscheint aber del" e-Ebene ausgebreitet. 
Da aber bei der Darstellung der Elemente durch c gebrochene Po­
tpnzen auftreten, erscheint es zweckmiiBig, Parameterdarstellungen der 
Elemente einzufiihren: Durch die gewohnlichen Potenzreihell z = zet) 
und w = w (t) wird ein Funktionselement definiert, wenn diese Reihen 
nur endlich viele negative Potenzen enthalten, und einen Konvergenz­
kreis von nicht verschwindendem Radius gemeinsam haben. Natiir­
lich liefern aile Reihenpaare, die auseinander durch umkehrbar ein­
deutige umkehrbar analytische Parametertransformation hervorgehen, 
dasselbe Element. Elemente werden fortgesetzt, indem man die Reihen­
paare einer geeignet gewiihlten Parameterdarstellung fortsetzt.2h) Die 
Gesamtheit der so ethaltenen Elemente macht wieder das analytische Ge­
bilde aus. Sagt man wieder statt "Element der Funktion" "Punkt der 
Riemannschen Mannigfaltigkeit" und erkliirt die Umgebung einesPunktes 
durch die durch unmittelbare Fortsetzung aus dem entsprechenden 
Elemente hervorgehendell Elemente, so erhlilt man den Begriff der 
Riemannschen Mannigfaltigkeit, bei der also wegen der Parameter­
darstellung keine unmittelbare Beziehung auf eine .e-Ebene vorhanden 
ist. Die Umgebung eines jeden Punktes derselben erscheint also durch 
das zugehorige Element auf ein schlichtes Stack der t-Ebene abgebildet. 
Daher nennt man t einen lokalen uniformisierenden Parameter oder kurz 
Ortsparameter der Mannigfaltigkeit. Eine jede so erhaltene Mannig­
faltigkeit kann nach Weyp9) trianguliert werden; d. h. man kann die 
ganze Mannigfaltigkeit in dreieckige Elemente zerlegen, die keine 

24) H. Weyl, a. a.. O. 19), dazu eine Berichtigung, Math. Ann. 77 (1916), p. 349. 
24 a) V gl. die Bemerkung am Ende der Nr. () dieses Aufsatzes. 
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inneren Punkte gemein haben. Wir sahen niimlich gerade, daB jedes 
Element bei bestimmt gewiihlter Parameterdarstellung die schlichte Ab­
bildung eines bestimmten Stiickes der MannigfaItigkeit auf einen Be­
reich der Parameterebene liefert. Man kann nun abzahlbar viele solche 
Elemente in geeigneter Parameterdarstellung auswahlen, die in ihrer 
Gesamtheit schlichte Abbildungen der ganzen Mannigfaltigkeit Hefern. 
Man kann es so einrichten, daB jedem Element ein schlichtes Dreieck 
der Parameterebene entspricht. Die Seitenpaare der verschiedenen 
Dreiecke erscheinen durch umkehrbar eindeutige analytische Abbildung 
einander zugeordnet. An diese Betl'achtung schlieBt sich die Koebesche J1) 

Formulierung des Begriffes der Riemmmschen ·Mannigfaltigkeit an. 
Die Ortsparameter dienen auch zur Erkliirung des Begriffes einer 

auf der Flii.che oder auf der Mannigfaltigkeit analytischen Funktion. 
Wenn eine Funktion in der Umgebung einer Stelle der Mannigfaltig­
keit erklart ist, so heiSt sie dort von analytischem Charakter, wenn 
sie als anal.ytische Funktion eines ZUl' Stelle gehorigen Ortsparameters 
aufgefa6t werden kann. 

So gibt also jede analytische Funktion AnlaS zur Einfiihrung der 
eben betrachteten zweidimensionalen geometrischen Gebilde. Man kann 
aber nun von vornherein derarlige zweidimensionale Mannigfaltigkeiten 
betrachten, losgelost von ihrer Beziehung auf bestimmte analytische· 
Funktionen, aus welchen sie entstanden waren. Nur mu6 fur jeden 
Punkt der Flache festgelegt sein, was man unter einer in seiner Um­
gebung auf der Fliiche analytischen Funktion verstehen soll. Die all­
gemeinste Fassung erhiilt . diese Vorstellung in dem Begriff der Rie­
mannschen Mannigfaltigkeit, den im wesentlichen Klein'JO) entdeckt 
hat. Man kann mit Koebe l1) so erkliiren: Man denke sich in der 
komplexen t-Ebene eine abziihlbare Menge von schlichten Dreiecken, 
welche durch je drei noch in den Ecken analytische Kurven begrenzt 
sind. Die Rander derselben sollen paarweise durch umkehrbar eindeutige 
analytische Abbildungen einander zugeordnet sein. Durch diese Zu­
ordnungen schlieBen aich die dreieckigen Elemente zu einer zusammen­
hiingenden zweidimensionalen Mannigfaltigkeit, der Riemannschen Man­
nigfaltigkeit zusammen. Man erkennt, wie alIe bisher betrachteten 
Mannigfaltigkeiten als spezielle FiUle in dieser Vorstellung enthalten 
sind. Man kann aber auch den Begri:ff der Riemannschen Mannig­
faltigkeit auf kreisiormige WfJierstra,6sche Elemente aufbauen, statt 
ihn wie Koebe von dreieckigen Elementen ausgehend zu erkliiren. Man 
hat· dann etwa so zu verfabren: In der komplexen s-Ebene sei eine 
abziihlbare Menge schlichter oder endlichvielblattriger Kreisscheiben 
gegeben. Zwischen denselben wird durch gewisse umkehrbar eindeu-
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tige analytische Abbildungen ein Zusammenhang hergestellt. Wenn 
so zwei Elemente verbunden erscheinen, so geschieht es auf folgende 
Weise. Von jedem der beiden Elemente ist durch eine zwei seiner Rand­
punkte verbindende analytische Kune ein sichelformiges Gebiet ab­
gegrenzt. Durch umkehrbar eindeutige analytische Abbildung sind 
diese sichelformigen Stiicke paarweise aufeinander bezogen. Doch muB 
fiir diese Zuordnungen noch die Gruppeneigenschaft bestehen: Wenn 
zwei einem Element zugehorige Sicheln ein Stiick gemeinsam haben, 
das also durch zwei Abbildungen auf zwei verschiedene andere Elemente 
bezogen ist, so sollen diese beiden Elemente in Sicheln aufeinander 
bezogen sein, welchen die Bilder jenes gemeinsamen StUckes ange­
horen. Es bedarf kaum der Erwahnung, daB zwecks Beriicksicbtigung 
des Unendlichfernen auch das A.ul;\ere gewisser Kreise herangezogeu 
werden muB. 

Diese Begriffsbildung fiihrt mit Notwendigkeit zu dem Grund­
problem der Riemannschen Funktionentheorie hin, namlich zu der 
Frage, ob jede so zu bildende Riemannsche Mannigfaltigkeit als Rie­
mannsche Mannigfaltigkeit einer analytischen Funktion aufgefaBt werden 
kann, oder ob diejenigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, filr welche 
das zutrifft, etwa noch besonderen Bedingungen geniigen mUssen. DaB 
dies nicht 80 ist, daB vielmehr jede Riemannsche Mannigfaltigkeit als 
Riemannsche Mannigfaltigkeit analytischer Funktionen aufgefaBt wer­
den kann, ist ein Satz, den Klein als erster aussprach, den aber erst 
Koebe l1) in voller Allgemeinheit zu beweisen vermochte. Bald darauf 
hat auch L. Bieberbach 25) einen Beweis des Satzes geliefert, dessen 
prinzipieller Fortschritt gegeniiber dem Koebeschen darin besteht, daB 
er unter Vermeidung aller topologischen Hilfsmittel vollstiil}.dig im 
Rahmen der Weierstra,l3schen TheOl'ie gefUhrt wird. 

Man wird bemerken, daB durch diese Begriffsbildungen und Ge­
dankengange sich eine Einordnung der Riemannschen Ideen in die 
Weierstra,l3sche TheOl'ie anbahnt. Zu Weierstra,l3' Zeiten muBte a11er­
dings ein Aufb~u der Theorie auf so vagen Ideen fast als wissen­
schaftlich ungeniigend erscheinen und ich mochte aUB mancher An­
deutung schlieBen, daE Weierstra,13 sogar von noch schiirferer Auf­
fassung nicht zu weit entfernt war. Indessen muB man zugeben, daB 
ihr wie aHem, wofiir sich Riemann und sein N achfolger Klein ein­
setzten, ein Zug ins GroBe anhaftet. Und es ist in der Tat eine Er­
kenntnis von groBer prinzipieller Bedeutung, daB gewisse fuuktionen­
theoretische Wahrheiten als Spezialfalle allgem einerer geometrischer 

25) L. Biebel'bach, nber die Einordnung des Hauptsatzes der Uniformisie­
rung in die Weierstra,(lische Funktionentheorie, Math, Ann. 78, (p. S12-33!t) p. 314. 
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Wahrheiten aufgefaBt werden konnen. Aber daraus mochte ich doch 
nicht den SchluB ziehen, daB es einltig richtig ist, derartige Satze wie 
z. B. die iiber das Geschlecht mit rein geometrischen Methoden zu 
beweisen. Vielmehr sehe ich eine wichtige Aufgabe der Weiterent­
wicklung der Theone und der weiteren Verschmelzung Riemann-Klein­
schen Schwunges mit Weierstraj3scher Herbe darin, auch Geschlechts­
satze, iiberhaupt alles, was heute noch topologisches Denken oder 
gar topologische "Anschauung" zu erfordern scheint, den Methoden 
der Analysis zuganglich zu machen. Das ist eine Aufgabe, die bis­
her erst zu einem Teil in der Theorie der U niformisierung 25) gelOst 
ist. Auf· diesem Wege ist dann wohl auch ein einfacherer Aufbau 
der Theorie zu erhoft'en - ahnlich wie in der Theorie der elliptischen 
Funktionen - einfacher als er in der Weylschen geometrischen Theorie 
bisher vorliegt. 

Man wird weiter bemerken, daB durch die Parallelisierung der 
Begriffe "Riemannsche Flache" und "analytische Funktion" das Rie­
mannsche Hauptproblem auch ein ilir die Weierstraj3sche Auffassullg 
durchaus verstandliches und wichtiges wird. Aber fur die Riemannsche 
Auffassung spielt doch dieses Problem eine viel groBere Rolle. Es liegt 
ja im Zuge der Riemannschen TheOl·ie, eine Funktion zunachst einmal 
durch ihren Gesamtverlauf, ihren Verzweigungscharakter, ihre singularen 
Stellen zu definieren und dann erst nach der speziellen Werteverteilnng 
zu £ragen, die mit Bolchen Bedingungen vertraglich iat. N ach wie vor 
aber bleibt es Grundproblem der WeierstrafJschell Theorie, eine Funk­
tion, die durch ein erstes Element gegeben ist, in ihren Schicksalen 
zu verfolgen, also Methoden zu entwickeln, welche es erlauben, aus den 
Koeffizienten des ersten Elementes auf den Gesamtverlauf zu schlieBen. 
Wlihrend nun die Riemannsche Theorie bum irgendwo so weit gediehen 
ist, die Frage zu beantworten, welche Koeffizienteneigenschaften das 
erste Element haben muS, wenn die Riemannsche Flliche der zugehOrigen 
Funktion diese oder jene Eigenschaft haben solI, so ist die WeierstrafJ­
sche Theorie wenigstens in einigen Fallen dazu gediehen, das Problem 
der Fortsetzung eines Elementes restlos zu losen, so daB man manchmal 
aus den Koeffizienteneigenschaften auf die Struktur der Riemannschen 
Flache oder auf die Lage der Singularitaten schlieBen kanll. Weit ist 
man dagegen in der nsheren Untersuchung eines einzelnen Zweiges 
gediehen. Die Riemannsche Theorie hinwieder hat in der Losung des 
U niformisierungsproblems schone Triumphe gefeiert, ferner in der Theorie 
der algebraischen Funktionen den Wettbewerb mit anderen Theorien 
ausgehalten und sich in der Lehre von den automorphen Funktionen 
bewiihrt. Schon diese Beispiele zeigen, daB die Riemanmchen Frage-

Enoyklop. d. math. Wi.Bensch. II s. 27 
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stellungen samtlich auch ffir die Weierstraj3sche Theorie wichtig 
sind, wahrend die WeierstrafJschen vielieicht einem Anhanger der Rie­
manns chen Theorie minder wichtig erscheinen mogen. Aber wie dem 
such sei, die Gegensatze schwinden immer mehr und die Funktionen­
theorie ist auf dem besten Wege ein einheitlicher Bau zu werden. Halt 
es doch bei vielen Fragen heute schon schwer, zu entscheiden, ob das 
nun Fragen der Riemannschen oder der Weierstraj3schen TheOl'ie sind. 
Darum soil auch in dies em Berichte weiter nicht mehr geschieden werden. 

7. Uniformisierung. Das Problem der Uniformisierung ist das der 
eindeutigen Parameterdarstellung der analytischen Funktionen. Wenn 
also w = fee) eine analytische Funktion ist, so sollen zwei eindeutige 
Funktionen e(t) und wet) derart gefunden werden, daB fur aIle t: wet) 
= f($(t) ist und daB man durch Elimination von taus den ElementeiJ.­
paaren rationalen Oharakters der beiden Funktionen fJ(t) und wet) aile 
Elemente algebraischen Charakters der Funktion ((fJ) erhalt. Wie aus 
dem Artikel II B 4 (Fricke, Nr. 36) naher zu ersehen ist, hat zunachst 
Klein im algebraischen Fall die Uberzeugung von der Losbarkeit die­
ses Problems gewonnen und hat such die ersten Beweisansatze ge­
liefert. DaB das Problem auch fiir allgemeinere analytische Funk­
tionen mindestens eine Losung besitzt, hat PoincareS6) im Jahre 1883 
zunachst fiir den Spezialfall gezeigt, wo die Funktion w = fee) drei 
Werte ausliiBt. Der Beweis des allgemeinen Satzes gelang erst im Jahre 
1907 ungefiihr gleichzeitig Poincare21) und Koebe 28). Wir brauchen 
hier nur in gro.6en Ziigen auf diese Dinge einzugehen, weil in dem 
schon erwiihnten Artikel fiber automorphe Funktionen und in dem 
Artikel II C 3 (Lichtenstein) fiber konforme Abbildung ganz ausfiihr­
lich darfiber gehandelt ist. 

Der urspriingliche Poincaresche Ansatz, der auf eine miindliche 
durch Klein am 14. Mai 1882 brieflich an Poincare iibermittelte 
AuBerung von H. A. SchwarfJ zuriickgeht, zerlegt das Problem in 
zwei Teile, einen topologischen und einen funktionentheoretischen. 
1m topologischen Teil wird die Riemannsche Flacne der Uniformisie­
rungstranszendenten als Uberlagerungsftliche aus der Riemannschen 
Flache von w = fee) aufgebaut, d. h. es wird diejenige Riemannfrche 

26) H. Poincare, Sur un theoreme de la theorie generale des fonctions, S. M. 
F. Bull. 11 (1883), p. 112-125. Auch den algebraischen Stigmatafall behandelt 
Poincare als erster. 

27) H. Poincare, Sur l'uniformisation des fonctions analytiques, Acta. math .. 
31 (1907), p. 1-64. 

28) P. Koebe, Cber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven, 
Gott. Nachr. 1907, p. 197-210. 
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FHiche konstruiert, auf welcher aIle relativ zur Riemannschen Flache 
von w = f(s) unverzweigten Funktionen eindeutige Funktionen des Ortes 
sind. Diese Flliche erweist sich als einfachzusammenhangend. Und damit 
ist das Problem der Uniformisierung auf die Frage zuruckgettihrt, ob 
eine solche unendlichvielblattrige einfachzusammenhangende Flache, 
ahnlich wie dies seit Riemann fiir die schlichten Bereiche allgemein 
bekannt war, auf die Flache eines Kreises umkehrbar eindeutig konform 
abgebildet werden konne. 

Dieser Ansatz birgt eine Menge von Worten und anschaulichen 
Vorstellungen, die erst nach 1907 ihre volle begriffliche Klarung ge­
funden haben. 

Zunachst die Uberlagerungsfliiche. Eine Riemannsche Flache heiBt 
Uberlagerungsflache einer gegebenen, wenn jede auf der gegebenen ein­
deutige Funktion auch auf del' neuen Flache eindeutig ist. Solcher 
Flachen gibt es natlirlich eine reicheMenge. Unter allen diesen hebt 
der Schwarzsche Ansatz eine als besonders wichtig hervor; das ist die, 
auf welcher nicht nur aile auf del' gegebenen FIache schon im ganzen 
eindeutigen Funktionen, sondern auch aile die eindeutig sind, welche 
nur in der Umgebung einer jeden Stelle der gegebenen Flache ein­
deutig sind. Auch sie sind auf der Uberlagerungsflache jetzt eindeutige 
Funktionen des Ortes. Man kann das auch so ausdrlicken: Die Um­
gebung einer jeden Stelle der Riemannschen Fliiche von w = fez) kann 
auf ein schlichtes Flachenstlick abgebildeto werden. t = tee) Bei eine 
Funktion, die das lei stet. Man nennt dann t einen lokalen uniform i­
sierenden Parameter. Setzt man t = t(z) liber die Riemannsche Flache 
von w = f(s) fort, so wird im allgemeinen nicht die Umgebung einer 
jeden Stelle durch t= t(s) schlicht abgebildet werden, ja im allgemeinen 
kann man t(z) gar nicht liber die ganze FIache analytisch fortsetzen. 
Der Uniformisierungssatz aber behauptet, daB es Funktionen t(z) gibt, 
welche diese Eigenschaften besitzen. t(z) muE dann also eine schlichte 
Abbildung der ganzen Riemannschen Flache von f(s) liefern. Schon 
das Beispiel des elliptischen Integrals erater Gattung zeigt aber, daB 
diese Abbildung iill allgemeinen nicht umkehrbar eindeutig sein kann, 
wie bei den Flachen der unikursalen Kurven. t(z) ist daher eine auf 
der Flache mehrdeutige, wenn auch in der Umgebung einer jeden Stelle 
eindeutige Funktion, deren Riemannsche Flache also eine Uberlagerungs­
Hache der gegebenen sein mutt Es war ein gliicklicher Gedanke, unter 
allen moglichenveise in Betracht kommenden Uberlagerungsflachen eine 
zu suchen, auf der alle relativ zur Flache von w = f(s) unverzweigten 
Funktionen eindeutig sind. Denn auf ihr ist jedenfalls auch eine jede 
Uniformisierungsfunktion eindeutig. Man kommt damit narulich um ein 

27* 
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naheres Eingehen auf den moglichen Gesamtverlauf der U niformisierungs­
funktion herum. Allerdings ist es dann wieder ein besonderer Gliicks­
fall, daB die so gefundene Flache wirklich auf einen schlichten Bereich 
konform abgebildet werden kann. A.ber die Erkenntnis, daB die so ge­
fundene Fliche einfach zusammenhangend sei, konnte hier den Glauben 
an den Erfolg starken. 

Die Konstruktion der Fliehe, die begriffliche Fassung der Vor­
stellung "einfach zusammenhangend", sind allerdings wieder Probleme 
fiir sieh, die erhebliche Schwierigkeiten boten. Koebe J9) und seine Vor­
ganger gehen z. B. stets von der fertigen Fliiche von r($) aus, zerschneiden 
dieselbe und bauen dann aus der zerschnittenen Flaehe die Uberlage­
rungsfliiche auf. Wesentlich einfacher ist die Erklarung und Konstruk­
tion, welche H. WeyZSO) gibt. Direkt aus dem Begriff der monogenen 
analytisehen }l~unktion heraus hat Biebcrbach25) die Uberlagerungsfiache 
konstruiert. 

Die Uberlagerungsflaehe ist einfach zusammenhangend: Diese Vor­
stellung ist erst durch H. Weyllll) begrifflich gefaBt worden. Der Begriff 
wird dort losgelost von den funktionentheoretischen Eigenschaften hin­
gestellt. Man kann ihn auch - und das erscheint mir zweckentsprechen­
der - im AnschluB an die Abbildung der Flache entwickeln. Dann 
heiBt eine Flache einfach zusammenhangend, wenn sie auf einen schlich­
ten einfach zusammenhiingenden Bereich konform abbildbar ist.S2) 

Bei der Abbildung der Uberlagerungsflache auf die schlichte Flache 
eines Kreises konnen mehrere Falle eintreten. Es kann die V ollebene 
herauskommen. Dann muB aber schon die urspriingliche Flache ge­
schlossen und vom Geschlecht Null sein. Sie rallt dann mit allen ihren 
"Oberlagerungsfliichen zusammen. Oder aber es kommt ein Kreis mit 
unendlichem Radius heraus, also etwa die Vollebene mit A.usschluB des 
unendlich fernen Punktes. Dahin geMren als wichtiger Fall z. B. die 
algebraischen Kurven vom Geschlechte Eins und auch gewisse tran­
szendente unikursale Kurven. SchlieBlich kann ein Kreis von endlichem 
Radius zum V orschein kommen. Bei der Abbildung der Uberlagerungs­
flache kommen also noch Fallunterscheidungen herein und das war gerade 
die Schwierigkeit, die Poincare 1883 noch nicht uberwinden konnte. 
Die Methoden von Poincare und Koebe benutzen reichlich Satze und 

29) P. Koebe, a) tiber die Uniformisierung der algebraischen Kurven I, Ma.th. 
Ann. 67 (1909), p. 145-2U; b) tlber die Uniformisierung beliebiger ana.lytischer 
Kurven II. Die z~ntralen Uniformisierungsprobleme, J.f.Math.1S9 (1911), p.251-292. 

30) A. a. O. 19), p. 50 u. 51. 
31) A. a. O. 19), p. 47. 
32) Diese Fa.s8ung bei Bieberbtlch a. a. O. 25). 
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Hilfsmittel der Potentialtheorie. Einen ersten Schritt zur Vermeidung 
derselhen macht PlemeljSS). Ganz beseitigt erscheinen sie zuerst bei 
Koebe'il4) auf Kosten einer verstarkten Inanspruchnahme topologischer 
Hilfsmittel, und bei Bieberbach25), der den Beweis mit den Mitteln der 
Funktionentheorie allein fiihrt. 

Den auf den Poincare'scllen Ansatz aufgebauten Methoden reihen 
sich noch einige andere Verfahrungsweisen an. Die iilteste iet die gleich­
falls von H. A. Schware S4,l) ersonnene Methode des Linienelementes, 
die auf eine Randwertaufgabe der Differentialgleichung A tt = eU hinaus­
liiuft. Nehen den alteren Arheiten von Picard und Poincare sind hier 
neuerdings Bieberbach 35) und Lichtenstein 8&) zu nennen. (V gl. auch 
II B 4, Fricke.) 

Eine weitel'e ist die alteste von Klein ersonnene, von Klein und 
Poincare verwendete, von Koebe ausgebildete Kontinuitatsmethode 81); 
das Schmiegungsverfahren 88) reiht sich an. Wahrend aber diese drei 

33) J. Plemelj, Die Grenzkreisuniformisierung analytischer Gebilde, Monatsh. 
Math. Phys. 23 (1912), p. 297-304. 

84) P. Koe1)e, a) tJber die Uniformisierung beliebiger a.na.lytischer Kurven, 
Gott. Nachr. 1908, p. 887-868; b) Zur Theone der konformen Abbildung und 
Uniformisierung, Leipzig. Ber. 66 (1914), p.67-76. Vgl. auch Note 36) und 37). 

34,1) Gott. Nachr. 1889, p. 660-061. 
35) L. Bieberbach, a) tJ.u = e" und die automorphen Funktionen, Gott. Nachr. 

1912, p. 699-602; b) tJ.u = e" und die automorphen Funktionen, Math. Ann. 77 
(1916), p. 173-212. 

36) L. Lichtenstein, a) Integration de l'equation Au = keu sur une surface 
fermee, C. R. 167 (1913), p. 1008·-1611; b) Integration der DifferentiaJgleichung 
tJ.! u = ke" auf geschlossenen FHl.chen, Acta math. 40 (1916), p. 1-34; c) Die 
Methode des Bogenelementes in der Theone der Uniformisierungstramzendenten 
mit Grenz- oder Hauptkreis, Gott. Nachr. 1917, p.141-148; d) Bemerkung zu 
der Note: Die Methode des Bogenelementes in der Theone der Uniformisierungs­
transzendenten mit Grenz- oder Hauptkreis, Gott. Nachr. 1917, p. 426. V gl. ferner 
P. Koebe 87 b). 

37) P. Koebe, a) Begriindung der Kontinuitatsmethode im Gebiete der kon­
formen Abbildung und Uniformisierung (Vora.nzeige), Gott. Nachr.191~, p.879-886; 
b) DaBB. zweite Mitteilung, Gott. Nachr. 1916, p.266-269; c) Zur Begriindung 
der Kontinuitatsmethode, Leipzig. Ber. 64 (1912), p. 69-62; d) Uber die Unifor­
misierung der algebraischen Kurven IV, Math. Ann. 76 (1914), p. 42-129. 

38) P. Koebe, tJber eine neue Methode der konformen Abbildung und Uni­
formisierung, Gott. Nachr. 1912, p. 844-848. 

Weiter vgl. man die folgenden Arbeiten, welche aIle mehr oder weniger 
spezielle Fragen mit besonderen Methoden behandeln: S. Johannson, a) tJber die 
Uniformisierung Riemannscher Fliichen mit endlicher Anzahl 'Vindungspunkte, 
Acta Soc. Be. Fennicae 33 (1900), N r. 7 ; b) Ein Satz fiber die konforme Abbildung 
einfach zusammenhangender Riemannseher Fliichen auf den Einheitskreis, Math. 
Ann. 62 (1906), p. 177-183; e) Beweis der Existenz linearer polymorpher Funk­
tionen vom Grenzkreistypus auf Riemannsehen Flachen, ~rath. Ann. 62 (1906), 
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letztgenannten Verfahren auf den Fall der aIgebraischen Funktionen 
zugeschnitten sind, ist die Hilbertsche Methode des Dirichlelschen Prin­
zips fur die Uniformisierung der allgemeinen analytischen Funktionen 
geeignet 39). 

Letzthin hat Bieberbach 25) eine neue Methode entwickelt, die man· 
etwa als Methode del' sukzessiven Uniformisierung bezeichllen konnte. 
Bieberbach kniipft an den T¥eierstrafJschen Aufbau der analytischen 
Funktion an, und konstruiert die uniformisierende Funktion als Grenz­
funktion von lokalen uniformisierenden Parametern, die ihre uniform i­
sierende Kraft sukzessive uber immer mehr durch die Fortsetzung an­
einandergereihte Funktionselemente erstrecken. Jeder Anfiigung eines 
neuen Elementes der zu uniformisierenden Funktion foIgt eine Anderung 
des uniformisierenden Parameters auf dem FuB, derart daB der neue 
Parameter eine eindeutige Darstellung aller bis dahin aneinandergereihten 
Elemente liefert. 

Der so behandelte Satz wird am besten als Hauptsatz der Uniformi­
sierung bezeichnet. Er beweist die Moglichkeit der Uniformisierung 
mit dem Zusatz, daB die Aufgabe so gelOst werden kann, daB gleich­
zeitig aUe auf dem Gebilde w = fez) unverzweigten Funktionen mit­
uniformisiert werden und daB dabei die uniformisierende Funktion 
selbst zu dieseu unverzweigten Funktionen gehort. Diese Aufgabe kann, 
abgesehen von umkehrbar eindeutigen Substitutionen des Parameters, 
nur auf eine Weise gelost werden. Diese Unitat ist dabei wesentlich 
durch die auf die uniformisierende Kraft sich beziehende Bedingung 
gewahrleistet. LiiBt man diese fallen, so sind noch eine groBe Zahl 
anderer Losungen moglich, Losungen, bei welchen die uniformisierende 

p. 184-193; d) Zur Theorie der Uniformisierung Riemannscher Flachen, Acta 
Soc. Fennicae 40 (1910), Nr. 2. 

P. Koebe, a) Uber die Uniformisierung reeIler algebraischer Kurven, Gott. 
Nachr. 1907, p. 177-190; b) Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven, 
Gott. Nachr. 1907, p. 410-414; c) Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer 
Kurven II, Gott. Nachr. 1907, p. 633-669. 

39) a) D. Hilbert, Zur Theotie der konformen Abbildung, Gott. Nachr. 1909, 
p. 314-323; b) P. Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analytischcl' Kur­
ven, Gott. Nachr. 1909, p. 324-361; c) P. Koebe, Uber die Hilbe'l'tsche Uniformi­
sierungsmethode, Gott. Nachr. 1910, p. 59-74; d) P. Koebe, tIber die Uniform i­
sierung beliebiger analytischer Kurven 1. Das allgemeine Uniformisierungsprinzip, 
J. f. Math. 138 (1910), p. 192-353; e) R. Courant, Uber die Anwendung des Dirich­
letschen Prinzips auf die Probleme der konformen Abbildung, Diss. Gottingen 1910; 
f) R. Courant, Zw Begriindung des Dirichletschen Prinzips, Gott. Nachr. 1910, 
p. 154-160; g) R. Cool'ant, Uber die Methode des Dil'ichletschen Prinzips, Math. 
Ann. 72 (1912), p. 512-550; h) H. lVeyl, a. a. O. 19), p. 78 ft·.; i) R. Courant, Uber 
die Existenztheoreme der Potential- und Funktionentheorie, J. f. Math. 14,4 (1914,), 
p.190-211. 
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Funktion durch ihre (groBere odeI' kleinere) uniformisierende Kraft 
feetgelegt werden kann, und noch aIlgemeinere L6sungen, bei welchen 
auch dies nicht moglich ist. Die Frage nach der Aufzahlung alier 
moglichen Uniformisierungen iet kaum in Angriff genommen. Die 
wichtigsten sind zweifeIlos die schon von F. Klein 40) formulierten Losun­
gen. Dahin gehoren die Funktionen, welche dadurch charaktel'isiert 
sind, daB aIle in gegebener Weise relativ zu w = ((s) verzweigten 
Funktionen und nul' diese eindeutig werden, daB also die uniformisierende 
Funktion selbst zu del' zu uniformisierenden Funktionsklasse gehort. Zu 
seiner LOBung stehen fast aIle vorhin aufgeziihlten Methoden zur Ver­
fiigung. Wegen der weiteren von Klein formulierten Probleme sei auf 
Artikel II B 4 (Fricke) verwiesen. Bieberbach 41) hat bei zwei Gelegenheiten 
Beispiele gegeben, die zeigen, daB mit diesen Kleinschen Problemen 
lange nicht aIle Uniformisierungsprobleme erschOpft sind. Koebe 42) hat 
abel' durch sein allgemeines Uniformisierungsprinzip gezeigt, daB die 
volle Aufzahlung im Grunde ein topologisches Problem ist: die Auf­
zahlung aIler derjenigen Uberlagerungsfliichen, welche eine schlichte 
konforme Abbildung zulassen. Man kann sehr wohl dies topologische 
Problem als rein gruppentheoretisches Problem formulieren. Bei del' 
Aufzahlung alIer relativ zu w = fez) unverzweigten Uniformisierungs­
funktionen liiuft as daraufhinaus, diejenigen Untergruppen del' zu W= fez) 
gehorigen Grenzkreisgruppe anzugeben, deren Fundamentalbereich eine 
Randerzuordnung aufweist, die durch schlichte Abbildung vollzogen 
werden kann. 

S. Begriff del' singularen Stelle. Den Begriff des singularen Punktes 
einer analytischen Funktion haben nicht aUe Vel'fasser unserer Epoche mit 
del' wiinschenswerten Klarheit erfaBt. lch halte einzig und aliein die fol­
gende Definition fur richtig: Wenn die Glieder einer Kette von regularen 
Elementen ~(z-a) der FunktionUJ=f(z) durc/tunmittelbareFortsetzung 
auseinaniler hel'vOl'gehen, derart dafJ ihre Mittelpunl.:te einen einzigen Hiiu­
fungspun7ct haben, una ihre Konvergenzradien4.!,l) gegen Null konvergiet'en, 

40) F. Klein, Neue Beitrage zur Riemannschen Funktionentheorie, Math. 
Ann. 21 (1883), p. 141-218. 

41) L. Bieberbach, a) Zur Theorie der automorphen Funktionen, Diss. G5ttin­
gen 1910; b) a. a. O. 25). 

42) P. Koebe, a) Uber ein allgemeines Uniformisierungsprinzip, Atti del IV 
congresBo internaz. dei mat. vol II. Roma 1909, p. 25-30; b) Sur un principe 
general d'uniformisation, Paris C. R. 148 (1909), p. 824-828; c) a. a. O. 39 d). V gl. 
auch J. Kaufmann, Zur Theorie der konformen Abbildu.ng, Diss. Basel 1917. 

42,1) Diese sind auf der KUgel zu messen. lch verstehe darunter den auf 
der Kugel gemessenen Abstand des Entwicklungsmittelpunktes vom Rand des 
Konvergenzkreises. 



402 II C 4. L. Bieberbach. Neuere Untersuch. tiber Funkt. von kompl. Vana.blen. 

so definiert diese Kette cine singuliire Stelle. Die z-Koordinate des Haufungs~ 
punktes ist ihre $·K()()1'dinate. Man sagt auch, sie liege iiber der beireffenden 
Stelle der z-Ebene. Die sie bestimmende Keite nennen wir Elementkoordi­
nate der singuliiren SteUe. Wann zwei nicht identische Ketten denselben 
singulii.ren Punkt festlegen, wird hernach erklart werden. Verbindet man 
die Mittelpunkte je zweier aufeinanderfolgender Kreise der Kette durch 
einen Jordanschen Kurvenbogen, der den von heiden Kreisen gebildeten 
Bereich nicht verliiJ3t, so macht die Gesamtheit dieser Kurvenbogen 
eine einzige Kurve aus. Man sagt, die E'ortsetzung erfolge Hings dieser 
Kurve oder, diese Kurve ffihre zu dem singularen Punkt hin. Diese 
ErkIarung der singularen Punkte zeigt, daB sie als uneigentliche oder 
ideale Elemente oder uneigentliche ideale Punkte der Riemannschen 
Flache aufzufassen sind. Man gelangt namlich zu den eigentlichen, 
den regularen Stellen, durch Ketten, deren Elementmittelpunkte sich 
auch in einer einzigen Stelle haufen, deren Konvergenzradien aber nicht 
gegen Null, sondem gegen einen anderen Grenzwert streben. DaB man 
jede solche reguliire Kette - im Sinne der gleich zu erortemden 
Gleichheitsdefinition - durch eine endliche ersetzen kann, lindert nichts 
an der Tatsache, daB es eben solche unendliche Ketten gibt. 

1st z. B. eine eindeutige Funktion vorgelegt, so sind nach dieser 
Definition nicht aIle Grenzpunkte des Definitionsbereiches also im all­
gemeinen auch nicht aIle Hiufungspunkte der singularen Punkte selbst 
singulare Punkte, sondern nur die durch Jordankurven erreichbaren 
Grenzpunkte treten als Koordinaten der singularen Punkte auf. Man 
hat also scharf zwischen Grenzpunkten des Definitionsbereiches, singu­
laren Punkten und Koordinaten von singularen Punkten zu unter­
scheiden. Trotzdem gibt es Darstellungen43), die mehr oder weniger 
klar die hier gegebene Erklarung zugrunde legen, in einem Atem aber 
erkliiren, die Menge der singularen Punkte sei abgeschlossen. 

A ber von solchen Inkonsequenzen ganz abgesehen, ist eine Definition, 
welche die singuliiren Punkte einer eindeutigen Funktion mit den Grenz­
punkten des Existenzbereiches identifizieren wonte, aus vielen Griinden 
hochst unzweckmiiSig. 

1. Sie entspricht wenig dem Geist der Weierstra}JscheniSa) Erklarung 
der analytischen Funktion, weil sie nicht an den Begriff der analytischen 
Fortsetzung ankniipft. Wahrend aber Ketten von Funktionselementen, 

43) So L. Zoretti, Le~ons sur Ie prolongement analytique, Paris 1911. 
43a) Gleichwobl hat sich Weierstra,(l gelegentlich derselben bedient. Eine 

eigentliche Theorie der singularen Punkte hat indessen Weierstra,(l nicht ge­
geben. V gl. z. B.: Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer 
Veranderliche sich beziehende Satze, § S. 
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deren Mittelpunkte nur einen einzigen Hiiufungspunkt haben, deren 
Konvergenzradien aber nicht gegen Null streben, zu einem Funktions­
element hinfiihren, betrachtet unsere Definition Ketten, deren Konvergenz­
radien gegen Null streben. 1m Begriff der "Kette mit einem einzigen 
Hiiufungspunkt" sind also die Begriffe "regulare Stelle" und "singulare 
Stelle" vereinigt. 

2. Eine Definition aber, die bei eindeutigen Funktionen singulare 
Stellen und Grenzstellen des Definitionsbereiehes identifiziert, liiBt sich 
nicht auf mehrdeutige Funktionen iibertragen, weil da erst die Erklarung 
des Grenzpunktes zu geben ware. Man hat da ja nicht ohne weiteres 
eine gro8ere Flliche zur Verfiigung, die an sich zwar nichts mit der 
Funktion zu tun hat, von der aber der Existcnzbereich, also jetzt die 
Riemannsche Fliiche, ein Teilbereich ist. 

3. Schon bei eindeutigen Funktionen erfordern die Grenzpunkte 
eine ganz andere Behandlung, als die spezielle Sorte derselben, die als 
Koordinaten unserer singulii.ren Stellen auftreten. 

4. Viele Beispiele driingen direkt zu un serer Definition hin, so 
z. B. nach Hurwitz44) die Betrachtung der Umkehrungsfunktionen der 
ganzen Funktionen. Die nicht algebraischen singularen Stellen der­
selben entsprechen den Grenzwerten, die man bei kurvenmaBiger An­
naherung an den wesentlich singularen Punkt der ganzen Funktion 
erhalten kann. 

Der Begriff der singularen Linie kann bei den allgemeinen analyti­
schen Funktionen so gefaBt werden: Jede Kette von Funktionselementen 
definiert eine singuliire Linie, wenn die Radien dieser Elemente gegen 
Null streben, ohne daB dabei die Mittelpunkte der Kettenglieder einen 
Grenzwert haben. Die Projektion der Kurve auf die z-Ebene wird 
von den Haufungspunkten der Elementmittelpunkte gebildet. 

9. Begrift' der Umgebung einer Binguliren Stene. Sie besteht 
aus Funktionselementen I die wie folgt erhalten werden. Wenn der 
singulare Punkt die Koordinate-a hat, so nehme man eine Umgebung 
dieser Stelle in der s-Ebene und eine Kette, die zu dieser Stelle hin­
fuhrt. Den Teil dieser Kette, der nur Elemente liber Punkten dieser 
Umgebung entbiiJt und in a endigt, bezeichne man mit Lund nehme 
nun aIle Elemente, die man von den Elementen der Kette aus erhalten 
kann, wenn man sie llings Kurven fortsetzt, die ganz in dieser Umgebung 
verlaufen. Die Gesamtheit dieser Elemente hei1\t eine Umgebung der 
singuliiren Stelle. Zwei durch verschiedene Ketten definierte singuliire 

(4) A. Hurwitll, Sur les points critiques des fonctions inverses, Paris C. R. 
143 (1906), p. 877-879 und 144 (1907), p. 63-65. 
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Stellen werden dann aIs identisch angesehen, wenn aIle ihre Um­
gebungen identisch sind. Man kann etwas praziser die Definition del' 
singuliiren Stelle Dun also so fassen: Was in del' vorigen Nummel' als 
singulare Stelle bezeichnet wurde, werde rich tiger singulare Kette ge­
nannt. Eine singulare Stelle wird dann del' Inbegriff aller del' singu-
1aren Ketten, die im eben bezeichneten Sinne eine Umgebung gemein­
sam haben. 

Gibt es eine Umgebung del' Koordinate a derart, daB kein ihl' an­
gehoriger "\V flg, von einem Element einer a definierenden Kette ans, zu 
einer anderen singularen Stelle, als eben del' libel' a gelegenen hinfiihrt, 
so heiSt diesj3 singulare -Stelle isoliert. Besitzt eine singulare Stelle eine 
Umgebung, in del' zu jeder Koordinate hOchstens ein Element gehOrt, 
so heiSt die singuliire Stelle eindeutig, sonst mehrdeutig. 

10. Eindeutige isolierte Singularitii.ten. Sie zerfallen in Pole und 
wesentlich singuliire Stellen. Das ist bekanntlich eiue direkte Folge 
des Satzes fiber die hebbaren Unstetigkeiten: Wenn fez) im Bereiche B 
eindeutig ist, und auf allen den Punkt a nicht treffenden Wegen fort­
setzbar ist, wenn sie auBerdem beschriinkt ist, so besitzt sie bei An­
naherung an a einen Grenzwert b und wird auch in diesem Punkte 
regular, wenn man in a die ErkUi,rung anderl und rCa) = b setzt. In 
unserer Epoche haben sich verschiedene Vel'fasser 45) mit dieaem Satz 
beschliftigt. Neuerdings hat er durch Phragmen und LindeWf'6) eine 

45) W. F. Osgood, Some points in the elements of the theory of functions, 
Bull. Am. math. Soc. (2) 2 (1896), p. 296-302; E. Landau, On a familiar theorem 
of the theory of functions, Bull. Am. math. Soc. (2) 12 (1906), p.155-156; 
D. R. Ourtiss, A proof of the theorem concerning artificial singularities, Ann. 
of math. (2) 7 (1906), p. 161-162; M. Bocher, An other proof of the theorem con­
cerning artificial singularities, Ann. of math. (2) 7 (1906), p. 163-164. 

46) E. Phragmen, Sur une extension d'un theoreme classique de 10. theorie 
des fonctions, Acta math. 28 (1904), p. 351-368. Die Arbeit enthalt noch eine 
Reihe ahnlicher Satze. In einer spliteren Arbeit: E. Pltragmen und E. Linde16(, 
Sur une extension d'un principe classique de l'o.nalyse et sur quelques propriElMs 
des fonctions monogenes dans Ie voisinage d'un point singulier, Acta math. 31 
(1908), p. 381-406 sind diese Fragen wieder aufgenommen. Die Beweise sind 
dort vereinfo.cht und.die Satze sind auf eine allgemeinere Grundlage gestellt. Sic 
flieBen alIe aus dem folgenden Prinzip: Die Funktion fez) sei in dem Bereiche B 
eindeutig und regular. Ihr absoluter Betrag moge am Rande mit Ausnahme ge­
wisser Stellen den folgenden Bedingungen geniigen: Wenn z hinreichend nahs 
am Rande liegt. so gelte, wie klein auch da.s positive c gewahlt sein moge, die 

Ungleichung : fez) I < 0 + E. 

In den Ausnahmepuukten aber solI folgendes geIten: Es soIl eine im Bersiche 
regulare und von Null verschiedene Funktion w(z) geben, die folgende Eigen­
schaften hat: In B iet I w (z) I < 1. In hinreichender Nlihe der Ausnahmepunkte 
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wesentliche Yertiefung erfahren. lch erwiihne nul' den folgenden Sats: 
Wenn f(s) iu der Umgebung von s = 0 eindeutig ist, wenn es fur 

\ arg z I < ; in dieser Umgebung der Bedingung 

If(z) 1< 0) ~IK 
geniigt, wenn dabei Ku < 1t gilt, wenn fur aIle anderen s del' Umgebung 

If(s) 1< O2 

ist, so ist fez) bei geeigneter Erklarung von rCO) auch im Punkte z = 0 
regular. 

WaIn'end in einem Pole von fez) die Funktion f~Z) regular bleibt, 
kommt nach Weierstraf¥7) f(s) in der Umgebung einer wesentlich 
singuIaren Stelle jedem Wert beliebig nahe. Der Picardsche Satz 
stent sogar fest, daS die Funktion jeden Wert mit hochstens einer 
Ausnahme unendlich oft annimmt. (Naheres weiter unten.) 

11. Mehrdeutige isolierte Singularitiiten. Sie zerfallen in endlich 
vielileutige, die durch eine geeignete Wurzeioperation zu eindeutigen 
regularen oder singularen Stellen gemacht werden konnen und in tran­
szenaente. Besitzt die Funktion bei Annaherung an die singuIare Stelle 
einen Grenzwert (endlich odeI' unendlich) d. h. weicht sie in hinreichend 
naher Umgebung (siehe Nr. 9 dieses Artikels) del' singularen Stelle be­
liebig wenig von einem festen Wert ab, so liegt eine auf3erwesentliche 
odeI' logarithmische Singularitat sonst eine wesentliche Singularitat VOl'. 
Zu ihrer naheren Charakterisierung dient die Betrachtung ihres Werte­
vorrates odeI' ihres Unbestimmtheitsbereiches.48) (Naheres wird N r. 20 if. 
angegeben werden.) 

12. Der Monodromiesatz. Langs eines jeden in einem einfach 
zusammenhangenden Bereiche B verlaufenden Weges sei die Funktion 
fCz) fortsetzbal·. Dann ist sie im Bereiche B eindeutig und regular. 
Del' t:atz besagt also, daB eine in einem einfach zusammenhangenden 

gi1t fUr jedes positive ~ uud fUr jedes positive G die Ungleichung 

I w" (z) fez) I < C + ~. 
Unter dieRen Voraussetzungen gilt in ganz B die Ungleichung 

If(z) I ~C 
und dabei steht gleieh nur dann, wenn (z) eine Konstante ist. 

47) K. Weie1'stra/J, Zur 'l'heorie der eindeutigen analytischen Funktionen, 
Berl. Abh. 1876, p. 11 = Werke Bd. 2, p. 77-124 (§ 8). 

48) P. Painleve, Sur les singulat'ites des fonctions analytiques et en parti­
eulier des fonctions definies par des equations diiferentielles, Paris C. R. 131 
(1900), p. 489 -492. Ferner: Notice sur les travaux scientifiques de M. Painleve, 
Paris 1900. 
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Bereiche B mehrdeutige Funktion in diesem Bereiche Singularitaten 
besitzen mu.6.49) 

13. Verteilung der Singularitii.ten bei eindeutigen Funktionen. 
Die Frage nach den Punktmengen, welche als Singularitatenmengen 
eindeutiger Funktionen auftreten konnen, ist durch den Satz vollig 
gelost, daB jeder beliebige Bereich Existenzbereich einer analytischen 
Funktion sein kann. Die Singularitaten sind namlich die erreich­
baren Randpunkte des Existenzbereiches. Fur eindeutige Funktionen 
wurde der Satz zuerst durch Mittag·Leffler bO) bewiesen. Eine andere 
Frage ist die, ob an den einzelnen singularen Stellen auch die NatUl' 
der Singularitat beliebig vorgeschrieben werden kann, Hieriiber existieren 
bisher nur sehr spezielle Untersuchungen. 51) Eng damit zusammen hangt 
die Frage, ob und wie man eine gegebene Funktion so als Summa 
zweier anderer darstellen kann, daB die eine an einer gegebenen Teil­
menge der Singularitatenmenge der anderen singular, die andere daselbst 
regular ist.5S) Dahin gehort auch der Sate von COllsin5S): Wenn zwei Be­
reiche A und B den Bereich 0 gemeinsam haben und wenn fCe) in 
.A, g(ft) in B eindeutig und analytisch ist, die Differenz fee) - g(s) 
abel' in 0 regular ist, so gibt es eine in A und B erkliirte eindeutige 

49) Der Satz riihrt von Weierstra,B her. V gl. O. Stolz u. J. Gmeiner, Eiuleitung 
in die Funktionentheorie, Leipzig 1910, wo der von Weierstra,B in seinen Vor­
lesungen gegebene Beweis zu finden ist. Neuerdings hat sich Osgood mit ihm 
beschaftigt: On a. ga.p in the ordinary presentation of th~ Weierstra~ theory 
of functions, Ani. Y. S. Bull. (2) 10 (1904), p. 29'-301. Einen Beweis gibt 
..4. Pringsheim, O'ber eine charakteristische Eigenschaft Bogenannter Treppenpoly­
gone und deren Anwendung auf einen Fundamentalsatz der Funktionentheorie, 
Munch. Ber. 1915, p. 27-66. Einensehr einfachen Beweis enthll.lt der erate 
Band meines demnachst erscheinenden Lehrbuches der Funktionentheorie. 

50) Mittag·Leffler, Sur la representation a.na.lytique des fonctions monogenes 
uniformes d'une varia.ble inciependante, Acta math. 4 (1884), p. 1-'19. Verschie­
dene Autoren haben neuerdings den Satz auf mehrdeutige Funktionen ausgedehnt 
und haben bewiesen, daB ein jedes Riemannsches Flachenstuck als Existenzbereich 
gewisser analytischer Funktionen aufgefa6t werden kann. Koebe, Fonction poten­
tielle et fonction a.na.lytique ayant un domaine d'existence donnee a un nombre 
quelconque (nui ou infini) de feuillets, Pa.ris C. R. US (1909), p. 1446-14048; 
E. Freundlich, Analytische Funktionell mit beliebig vorgeschriebenem unendlich­
blii.ttrigem Existenzbereich, Diss. Gottingen 1910; Osgood, Lehrbuch der Funk­
tionentheorie, 2. Auf!. Leipzig 1912, p. 748-753. 

61) Mittag-Leffler, a.. a. O. 50); G. Faber, tJber analytische Funktionen mit 
vorgeschriebenen Singularitii.ten, Math. Ann. 60 (1905), p. 879-397. Faber dehnt 
die Untersuchungen auf mehrdeutige singulare Stellen aus. 

52) G. Faber, a. a. O. 51); ..4.. Haar, tJber analytische Funktionen mit singu­
lii.rer Linie, Witt. Na.chr. 1914, p. 115-123. 

58) P. Cousin, Sur les fonctions de n variables complexes, Acta. math. 19 
(1894), p. 1-61. Vgl. auch E. Phragmen, a.. a. O. 46). 
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analytische Funktion F(s), fur die F(s) - fez) in .A., Fez) - g(z) in 
B regular ist. 

Bei eindentigen Funktionen kann die Singularitatenmenge nach 
rein mengentheoretischen Gesichtspunktan klassifiziert werden. Wir be­
trachten die Menge der Grenspunkte des Existensbereiches. 1. Die 
Menge sei absiihlbar. Dann ist jeder Punkt erreichbar, und die Menge 
besteht· also aus lauter singuliiren Punkten. In beliebiger Niihe eines 
jeden derselben liegen isolierte Singularitiiten. Fur jede von einem 
Pole verschiedene Singnlaritat gilt daher der Pitardsche Satz. Daher 
ist auch auf solche Funktionen der Satz von den hebbaren Unstetig­
keiten iibertragbar. 

2. Die Menge enthaIte perfekte Bestandteile. Dann kann man sich 
mit Riicksicht auf das eben Gesagte auf den Fall beschranken, daB die 
Menge selbst perfekt iat. AIs solche kann sie dann punkthaft sein 
oder kontinuierlicha Bastandteile enthalten. 

Es sei also zuniichst die Menge der Grenzpunkte perfekt und 
punktha{t. Wir tailen sia nach ihrem Fliichenmafj (Null oder positiv) 
sowie nach ihrem Umfang ein. Damit ist folgendes gemeint. Man 
betrachte eine Folge von endlich vielen Kraisen urn die Puukte der 
Menge. ld sei die uutare Grenze der Gesamtlange dieser Kreise, falls 
ihr Durchmesser d nicht iibertrifft. Bei Verkleinerung von d nimmt 
ltJ, nicht zu, und es sei lim Zd = l. Dann heiBt l Umfang der Menge. 

d~O 

Er kann N uil, endlich oder unendlich sein. Mit Hilfe der Integralformel 
kann man auf den ersten Fail leicht den Satz von den hebbaren Sin­
gularitaten ubertragen, und damit gilt fur diese Singularitaten wieder 
der Satz von Weierstra/3 und daher, wie man mit Hilfe der Modulfunk­
tion sieht, auch der Satz von Picard. 

1st der Umfang endlich und von Null verschieden, so kann man nur 
noch zeigen, daB die Funktion an den singularen Stellen nicht stetig 
sein kann.M ) Man kann aber schon Funktionen angeben, die in der 
vollen Ebene beschrankt sind, deren Singularitaten a.ber eine derartige 
perfekte diskontinuierliche Menge ausmacben.'O) 

1st schlieSlich der Umfang unendlich, so kann man nach Pom­
peju56) und Goloubeff56) Beispiele von Funktionen hilden, die in der 

04.) P. Painleve, Notice sur les travaux 8cientifiques de M Painleve, Paris 
1900; L. Zoretti, a. IL. O. 43), p. 80. 

55) A. Dlmjoy, Sur les fonctions analytiques uniformes a singula.rites dis­
continues non isolees, Paris C. R. 150 (1900), p. 32-34. 

56) D. Pompeju, Sur Is. continuite des Conctions· de variables complexes, 
Ann. de Toulouse (2) 7 (1903), p.264-315. Zoretti versuchte in seiner These: Sur 
les fonctions analytiques uniformes, qui poasildeut un ensemble parfait disc on-
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ganzen Ebene stetig und doch nicht konstant sind und deren Singu­
laritaten unter den Punkten der Menge enthalten sind.57) 

Sind in der Randmenge des Existenzbereiches kontinuierliche Be­
standteile enthalten, so ist wieder eine groBe Mannigfaltigkeit von 
Fallen moglich. Erst wenige davon sind untersucht. leh will nur von 
dem Fall reden, wo eine isolierte Linie von Singularitaten da ist. Altere 
Untersuchungen verfolgen hauptsaehlieh das Ziel, Beispiele daffir zu 
geben, daB solche Faile moglieh sind. Heutzutage zweifelt niemand 
mehr an ihrem haufigen Vorkommen. Ja man weiB sogar, daB unter 
allen im Einheitskreis konvergierenden Potenzreihen diejenigen am 
haufigsten vorkommen, die nieht fiber dies en Kreis hinaus fortsetz­
bar sind. 58) 59) 

tinu de points singuliers, J. de math. (6) 1 (1905), p. 1-51 das Gegenteil zu 
beweisen. W. Goloubeff, Sur les fonctions it singulariMs discontinues, Paris C. R. 
168 (1914), p. 1407-1409. 

57) Mit den Fragen dieses Abschnittes befassen sich noch eine ganze Reihe 
weiterer Arbeiten von Pompeju und von Denjoy: D. Pompeju, a) Sur les fonc­
tions de variables complexes, PariR C. R. 134 (1902), p. 1195-1197; b) Sur les 
singularites des fonctions analytiques uniformes, Paris C. R. 139 (1904), p. 914-915; 
c) Sur les singularites des fonctions analytiques uniformes, Paris C. R. 149 (1909), 
p. 103-105; d) Sur les singulariMs discontinues des fonctions analytiques uniformes, 
Paris C. R. 149 (1909), p. 1050-1051; e) Sur la. representation des fonctions 
analytiques par des integrales definies, Paris C. R. 149 (1909), p. 1355-1357; f) Sur 
les singularites des fonctions analytiques uniformes, Paris C. R. 149 (1910), 
p. 454-455; g) Sur les singulariMs des fonctions analytiques uniformes, Rend. 
di Palermo 29 (1910), p. 306-307; h) Sur un exemple de fonction analytique 
partout continue, Am. J. of math. 32 (1910), 'p. 327-332; i) Sur les singularites 
des fonctions analytiques uniformes, .Enseignement math. 12 (1910), p. 18-20; 
k) Sur les fonctions analytiques uniformes, Nieuw archiev voor wiskunde (2) 9 
(1910), p. 172-170; 1) Sur les fonctions de variables complexes, Paris O. R. 153 
(1911), p. 624-626. 

A. Den joy, Sur les fonctions analytiques uniformes, qui restent continues 
Bur un ensemble parfait discontinue de singularites, Paris C. R. 148 (1909), 
p. 1154-1156; P. Painlet'e, Observations au sujet de la communication prtlcedente, 
Paris C. R. 148 (1909), p. 1156-1157; A. Denjoy. Sur les fonctions analytiques 
uniformes it singularites discontinues, Paris C. R. 149 (1909), p. 268-260; A. Den­
joy, Sur les singularites discontinues des fonctions analytiques uniformes, Paris 
C. R. 149 (1909), p. 386-388. 

58) Ansatze von Borel, a) Sur les series de Taylor, Paris C. R. 123 (1896), 
p. 1051-1052; b) Sur les series de Taylor, Acta math. 21 (1897), p.243-248; 
c) Sur les series de Taylor admettant leur cercle de convergence comme coupure, 
J. de math. (5) 2 (1896), p. 44.1-451; A. Pringsheim, t'rber Funktionen, welche in 
gewissen Punkten endliche Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung aber 
keine Taylorsche Reihenentwicklung besitzen,' Math. Ann. 44 (1894) [po 41-56] 
p. 50-51; E. Fabry, a) Sur les series de Taylor, Paris C. R. 124 (1897), 
p. 142-143 und Bd. 125 (1897), p. 1086-1089; b) Sur les series de Taylor, qui 
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Der Picardsche Satz. 
14:. Der Picardsche Bats. Eine gliickliche Idee fiihrte im Jahre 

1879 E. Picard zu einer wesentlichen Vertiefung des Weierstraf3schen 
Satzes, daB eine jede in der Umgebung einer wesentlich singuIaren 
Stelle eindeutige und meromorphe Funktion daselbst jedem Wert be­
liebig nahe kommt. Eine Anwendung der elliptischell Modulfunktion 
lieB ihn erkennen, daB die FUllktion aile Werte mit hochstens zwei 
Ausllahmell wirklich annimmt. Zunachst allerdings 60 a) gelang der Be­
weis nur fur ganze Funktionen und fuhrte so zu dem heute oft als 
kleiner Picardscher Sats bezeichneten Theorem. Erst etwas spiiter 60C) 

gelang ihm der Beweis des grofJen Picardschen Satzes, wonach eine 
jede in der Umgebung einer wesentlich singuliiren Stelle eindeutige 
und meromorphe Funktion daselbst jeden Wert mit hochstens zwei 
A.usnahmen wirklich annimmt. (Unendlich wird dabei aIs Wert ge­
zahlt, so daB eine in der Umgebung der betreft'enden Stelle reguIare 
Funktion nur noch einen endlichen Ausnahmewert besitzen kann.) 

Der Grundgedanke des Picardschen Beweises wird am besten am 
kleinen Picardschen Satz erlautert. Mit ro('II) sei diejenige elliptische 

ont une infinite de points singuliers, Acta math. 22 (1899), p. 65-87; L. Leau, 
Reeherches Bur les singularites d'une fonction definie par un developpement de 
Taylor, J. de math. (5) 5 (1899), p. 365-425. Eine wirkliche und entgiiltige KUirung 
dieser Angelegenheit gab erst G. P6lya, Uber die Potenzreihen, deren Konvergenz­
Kreis natfuliche Grenze ist, Acta math. 41 (1917), p.99-118; F. Hausdorff, Zur 
Verteilung der fortsetzbo.ren Reihen, Math. Ztschr. 4 (1919), p. 98-103. Do.gegen: 
Frechet, Les fonctions prolongeables, Paris C. R. 165 (1917), p. 669-670. 

59) Noch sei erwahnt, daB Fredholtn [siehe bei Mittag-Leffler, a) Sur une 
transcendante remarquable decouverte par M. Fredholm, Paris C. R. 110 (1890), 
p. 627-629; b) Sur une transcendante remarquable trouvee par M. Fredholm, 
Acta math. 15 (1891), p. 279-280; A.. Hurwitz, Uber die Entwicklung der all­
gemeinen Theorie der ano.lytischen Funktionen in neuerer Zeit, Verh. d. 1. inter­
nat. Math.-Kongr. in Zurich 1897, Leipzig 1898, (p. 91-112) p. 109] ein Brispiel 
einer Funktion gegeben hat, die samt allen Ableitungen auf del' natiirlichen 
Grenze noch stetig ist. Zu dieser Frage vgl. man noch: A. Pt'ingsheim, Zur 
Theorie del' Taylol"schen Reihe und der analytischen Funktionen mit beschrank­
tem Existenzbereich, Math. Ann. 42 (1893), p. 153-181-. Auch schlicht abbil­
dende derartige Funktionen kennt man als explizite Potenzreihen. Fredholm, 
a. a. O. und Osgood, a) Example of a single-valued function with a natural 
boundary, whose inverse is also single valued, Am. Math. Soc. Bull. (2) 4 (1898), 
p.417-424; b) Supplementary note on a single-valued function whose inverse 
is also lIingle valued, Am. Math. Soc. Bull. (2) 5 (1898), p. 17-18. 

60) E. Picard, a.) Sur une proprieM des fonctions entieres, Paris C. R. 88 
(1879), p.l024-1021; b) Sur les fonctions entieres, Paris C. R. 89 (1879), 
p. 662-665; c) Sur les fonctions analytiques uniformes dans Ie voisinage d'un 
pointsingulier essentiel, Paris C. R. 89 (1879), p. 746-747; d) Memoire SUf les 
fonctions entieres, Ann. Ec. Norm. (2) 9 (1880), p. 145-166. 
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Modulfunktion bezeichnet, welche bei '/I = 0, 1, 00 Verzweigungs­
punkte unendlich hoher Ordnung besitzt und die ihre Riemannsche 
Flache auf die Halbebene 3(01) > 0 abbiIdet. Wenn nun eine ganze 
Funktion fez) die Werle 0, 1, 00 nicht annahme, so ware auch 
ill {f(s) } eine in der U mge bung eines jeden endlichen z-Wertes ein­
deutige und regulare Funktion also nach dem Monodromiesatz (Nr. 12) 
selbst eine ganze Funktion, welche aber_nur Werle mit positivem Ima­
ginarteil annehmen konnte. Daher ist nach dem Weierstraj3schen 
Satz 01 {f(s)} also auch f(:&) eine Konstante. Der SchIu.6 alsn, daB 
ill {f(s)} wieder eine in der Umgebung von 00 eindeutige Funktion 
ist, beruht auf dem Monodromiesat'l:, setzt also die Kenntnis eines 
einfach zusa.mmenhangenden Bereiches voraus, in dem die Funktion 
von rationalem Charakter ist. Daher bnn der Monodromiesatz beim 
Beweis des groBen Picardschen Satzes keine Verwendung finden. 
Denn da hat man nur einen zweifach zusammenhangenden Bereich 
zur Verfiigung. Bei diesem Sachverhalt liegt es daher nahe, statt der 
schlichten Umgebung des unendlichen Puuktes ein daselbst unendlich 
oft gewundenes und darum wieder einfach zusammenhangendes Rie­
mannsches Flachenstiick einzufiihren, dann wird aomit w {f(t!)} eine 
in einer Halbebene der t-Ebene eindeutige Funktion, die keinen Wert 
von negatilem Imaginarteil annimmt. In diesem Ansatz stimmen zahl­
reiche Beweise des groBen Picardschen Satzes iiberein. Zur weiteren 
Ausbeutung dieses Gedankens hat man mannigfache weitere Beweis­
griinde ins Feld gefiihrt. leh halte den von Lindelof61) gegebenen 
Beweis, der sich auf das Scltwarssche Lemma stiitzt (vgl. Nr. 60), fur 
den naturgellla.6esten. 62) 

15. "lillementare" Methoden. Diesen mit Hilfe der Modul­
funktion gefiihrten Beweisen steM eine andere Gruppe von Unter-

61) E. Lindelof, a) Memoire lUX certaines inegalires dans la theorie des 
fonctions monoglmes et sur quelques proprietes nouvelles de ces fonctions dans 
Ie voisinage d'un point singulier essentiel, Acta. Soc. Fenn. 36 (1908), Nr. 7; 
b) Sur Ie theoreme de M. Picard dans 10. theorie des fonctions monogenes, C. R. 
du congres deB math. tenu a Stockholm 1909, p. 112-136. 

62) Weitere Beweise bei Picard, a. a. O. 60). Ferner in traite d'8onalyse, 
2. Auti. Bd. II, p. 231, III, p. 366; A. Hurwitz, tlber die Anwendung der elliptischen 
Modulfunkti9n auf einen Satz der allgemeinen Funktionentheorie, Ziirch. Viertel­
jahrsschr. 49 (1904), p. 242-253; E. Landau, tlber den Picardschen Satz, Zurch. 
VierteljahrsBllhr.61 (1906), 'P. 262-318; F. Schottky, tJber zwei Beweise des 0.11-
gemeinen Picardschen Satzes, Berlin. Stlzber. 1907, p. 823-840; P. MonteZ, Sur 
les familles des fouctions analytiques, qui admettent des valeurs exceptionelles 
dans un domain, Ann. Ec. Norm. (3) 29 (1912), p. 487-630; Osgood, a) Lehrbuch 
der Funktionentheorie, 2. Auti. (1912), p.709; b) Zum Beweise des Picardschen 
S8otzes' Eine Ergauzung, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 22 (1913), p.35-36. 
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suchungen gegeniiber, deren Autoren sich darum bemiihen, auch ohne 
das zugkrliftige Mittel der Modulfunktion den Beweis zu bezwingen. 
Wenn dies an sich auch von minderer Bedeutung ist, so haben doch 
die dabei gewonnenen Methoden zu einer wesentlichen Verschiirfung 
des Picardschen Satzes bei ganzen Funktionen endlicher Ordnung ge­
fiihrt und diese haben wieder niitzliche Anwendung bei der Verall-, 
gemeinerung des Picardschen Satzes auf gewisse Klassen mehrdeu-
tiger Funktionen gefunden (vgl. Nr. 19 u. Nr. 32). Rier sei nur kurz 
erwahnt, daB BorelBS) 1896 den kleinen, Schottky") 1904 den groBen 
Picardschen Satz ohne Verwendung der Modulfunktion bewiesen 
hat. 65) 

16. Der Landausohe Sats. Unter den zahlreichen Landauschen 
Veroifentlichungen verdient die Arbeit "on 19046,), welche sich jener 
elementaren Methoden bedient - wenigstens was ihr Ergebnis an­
langt - besonderes Interesse. Landau beweist dort eine wesentliche 
Verscharfung des kleinen Picard schen Satzes: Wenn eine analytische 
Funktion f(s) durch eine Potenzreihe 

ao+ats+ ... 

mit at =+= 0 gegeben ist, so gibt es eine nur von ao und at abhingende, 
von den ubrigen Koeffizienten vollig unabhingige Funktion R(ao, ~), 
so daB im Kl'eise \' \ < r \ (r > BCao' at)) entweder eine Nullstel1e oder 
erne Einsstelle oder eine Singularitiit der Funktion f(s) liegt. Bei 
ganzen Funktionen liegt also schon in diesem Kreise eine Nullstelle 
oder eine Einsstelle. 

Anch hei diesem Satz hat sich bald die Uberlegenheit der die 
elliptische Modulfunktion benutzenden Methoden gezeigt. Denn schon 
Landau selbst68) konnte den Satz mit Hilfe dieser Funktion in we­
nigen Zeilen beweisen. Auch liefert die Verwendung dieser Funktion 

63) E. Borel, a) Demonstration 61ementaire d'un tMoreme de M. Picard sur 
les fonctions entieres,Pa.ris C. R. 122 (1896), p. 1040-1048; b) Le'ion8 sur les 
(onctions entieres, Note I, Pa.ris 1900. 

64) F. Schottky, fiber den Picardschen Satz und die Borelschen Unglei. 
chungen, Berlin. Sitzber. 1904, p. 1244-1262 und 1906, p. 32-36. 

60) ~eiter sind hier zu nennen: F. Schottky, a. B. O. 62). Ferner F. Schottky, 
Problemat1sche Punkte und die elementaren Satze, die zum Beweise des Picard­
schen. Sa.t~~s dienen, J. f. Math. U7 (1917), p.161-172; Landau, ... a. O. 62); 
E. Ltndelof, a. a.. O. 61 b); A. Kraft, tj'ber ganze transzendente Funktionen von 
unendlicher OrdnUDg, DiBs. G6ttingen 1913. A. Wiman, a.. a. O. 127). 

66) E. Landau, nber eine Verallgemeinernng des Picardschen Satzea, Berlin. 
Ber. 1904, p. 1118-1133. 

Encyklop. d. math. Wisleuach. n s. 28 
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Sehranken fur R(aD, at), ja die genane Bestimmung von R(ao• at ).67) 
Man nndet so _ 2 I 3 [co (ao)] I 2«p(ao) 

R(ao, at) - Tal II r;;' (a;)-r = /a;/' 

Mit der durch Landau mit cp(ao) bezeichneten Funktion befassen sich 
eine Reihe Arbeiten 68) namentlich zu dem Zwecke, handliche Ab­
schatzungen dieser Funktion zu gewinnen. So nndet A. Hurwitz 

J cp (ao) I <111 ao It lao - 1 e1-. 

Diese AbscMtzung gestattet es Landau 611), der sie erneut einfacher 
gewinnt und verallgemeinert, den groJ3en Picardschen Satz aus dem 
Landauschen zu erschlieBen. 

Die angegebenen Gedankengange ermoglichen es naturlich auch 
fUr den Fall, daB at und einige weitere Koeffizienten von fez) ver­
schwinden, analoge Satze zu. gewinnen. Man erhiilt dann eben eine 
Schranke, die von ao und dem ersten weiteren nicht verschwindenden 
Koeffizienten abMngt. 

Man kann naturlich auch die CaratModorysche Abschiitzung da­
hin interpretieren, daB sie eine Schranke fur den ersten Koeffizienten 
at derjenigen Funktionen liefert, die in \z\ < 1 regular sind und 
in diesem Kreise die Werte N uIl und Eins nicht annehmen. Dieser 
Umstand legt die Frage nahe, ob man nicht iihnliche Schranken 
auch fur die weiteren Koeffizienten gewinnen kann, also uberhaupt 
die Frage nach den Koeffizienten derjenigen in \ z \ < 1 regularen 
Funktionen, die in diesem Kreise die Werte Null und Eins aus­
lassen. Vermoge der elliptischen Modulfunktion hiingt diese Frage 
eng zusammen mit dem OaratModoryschen Problem, die Koeffizienten 
derjenigen Potenzreihen anzugeben, welche im Einheitskreis einen 
positiven Realteil besitzen. So wurde denn auch die Losung dieser 
Frage im Zusammenhang mit diesem Problem von OaratModory und 
Fejer 69) gefunden. 

67) O.Oarathiodory, Sur quelques generalisations du theoreme de M.Picard, 
Paris C. R. 141 (1905), p. 1213-1215. Die wirkliehe Ausreehnnng gibt erst 
Landau, a. a. O. 62). 

68) A. Hurwitz, a. a. O. 62) j E. Landau, a. a. O. 62); P. Bernays, Znr ele­
mentaren Theorie der Landauschen Funktion rp lao), Ziirch. Vierteljahrsschr. 58 
(1913), p. 203-238; Gronwall, Sur un theoreme de M. Picard, Paris C. R. 155 
(1912), p. 764-766. 

6~) O. Caratheodory und L. Fejer, fiber den Zusammenhang der Extreme 
von harmonischen Fnnktionen mit ihren Koeffizienten und iiber den Picard­
Landauschen Satz, Hend di Pa.lermo 32 (1911), p. 218-239. V gl. anch O. Toep­
litz, a.. a. O. 295). 
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17. Verallgemeinerungen. CO/I'atheodory 87) hat dadurch eine Ver­
allgemeinerung des Landausehen Satzes erzielt, daB er statt der Mo­
dulfunktion eine andere Dreiecksfunktion heranzieht. So erhiUt man 
etwa folgenden Satz: 

Wenn die Funktion 
fee) = a o + alB + ... 

im Kreise I e I < r meromorph sein soIl, und zwar so, daB die Ord­
nung einer jeden Nullstelle ein Vi elf aches von m, die Ordnung jeder 
Einsstelle ein Vielfaches von n, die Ordnung eines jeden Poles ein 
Vielfaches von p ist, und wenn dabei 

..!.+..!.+.!.<1 m fa P 
gilt, so gibt es eine nur von ao und a l abhangige Schranke, die r 
nieht iibersteigen kann. 89a) 

Durch abnlicbe Schliisse hat CaratModory 70) noeh allgemeinere 
Sii.tze gewonnen, die ohne Konstantenbestimmung schon Landau 71) 
vorher angegeben hatte. leh f'dhre nur einen derselben an: 

Wenn die Funktion 

fez) = Ffc + fJl ,ek+l + ... (k~ 1) 
fiir I s I < r regular und von (- l)m verschieden ist, und wenn die 
Ordnungen aller ibrer von Null verschiedenen Nullstellen Vielfacbe von 

m sind, so kann r eine gewisse Sebranke VA: nieht iibersteigen. Da­
bei ist 

A = 16 ·r'" (1-~) .J'S". (1 +~). 
m rm (1 + !). rSm (1 - 2 :,.) 

Nach Landau 71) kann man meraus eiDen interess3nten Schlu8 ziehen: 
Wenn k und l zwei teilerfremde ganze Zahlen sind (l> 1), und 

wenn die Reihe ,ek + Pl sHZ + Pi zk+JI + ... 
fiir \ s \ < r konvergent und von - 1 verscbieden sein solI, dann muB 

1 

r < (A".)ki 
sein. Das merkwiirdige an diesem Satz ist, daB die an den Koeffi­
zienten angebrachten Lucken den sonst noch vorhandenen zweiten 

69 a.) V gl. aueh Montel, Sur quelques generalisations des tMoremes de 
M. Picard, Paris C. R. 166 (1912), p. 1000-1008. 

70) O. Oaratheodory, Sur quelques applications du theoreme de Landau­
Picard, Pa.ris C. R. 144 (1907), p. 1203-1206. 

71) E. Landau, Sur quelques generalisations du theoreme de M. Picard, 
Vnn. Ee. Norm. (8) 24 '(1907), p. 179-!04. 

28* 
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Ausnahmewert ersetzen. Dahin gehOren namentlich auch die nnge­
raden Funktionen. Und hier lenchtet ja sofon ein, daB mit dem 
Ausnahmewerl - 1 noch ein weiterer Ausnahmewert + 1 gekoppelt 
ist. Ebenso ist es in den anderen Fallen. 

Der Landausehe Satz stellt sich als eine Verallgemeinernng des 
kleinen Picardschen Satzes dar. Nach einem friiheren Versuehe von 
Landau 6!) hat Oaratheodory7S) anch dem groBen Picardschen Satze 
eine ahnliche Vertiefung gegeben. Hier gilt der folgende Satz: Wenn 
((s) fiir 0 < I z 1< r regular und von Null und Eins versehieden ist, 
dann gibt es eine von f(s) und r unahhangige Zahl «=f= 0 derart, 
daB fiir 0 < I z I <<<. r entweder I f(z) I > 2 oder I f(s) I < t gilt. 

18. Der Schottkysche Satz. Um eine weitere Entdeckung aus 
diesem Fragenkreise hat Bchottky64.) die Wissenschaft bereichert. Er 
hat folgenden Satz gefunden: 

Wenn f(s) = ao + a1z + ... 
im Kreise I z I < r die W erte Nun und Eins ausla.Bt und sich dort 
regular verhiilt, dann gibt es eine nur von ao und Q (Q < 1) abhlin­
gige Zahl K(ao, Q) derart, daB 

ist fiir I fJ I < Q • r. 
I (s) I < K(ao, Q) 

Auch hier lli.Bt sich der Beweis mit Hilfe dar Modulfunktion 
leicht erbringen. So gelingt aneh die wirkliche Bestimmung von 
K(a07 Q)1S). Beim Beweis zeigt sich auch, da.B K(ao, Q) eine stetige 
Funktion von ao ist, solange ao die Werte 0, 1, 00 vermeidet. Es 
gibt daher eine Zahl l (E, CO, Q) derart, da.B 

I f(s) I < lCE, OJ, Q) 
ist fur I s I < Q • r, solange I ao I > E, I ao - 1 I > E und I ao I < OJ is t 
Landau hat gefunden, daB hier die auf E beziigliche Bedingung weg­
fallen kann. 74) Man hat also den Satz: 

Wenn 

72) C. Carathiodory, Sur Ie theoreme general de M. Picard, Paris C. R. 164 
(1912), p. 1690-1693. 

73) C. Caratheodory, a. a. O. 67. 
74) E. Landau in H. Bohr und E. Landau, tiber das Verhalten von b(S) 

und bk(s) in der Nahe der Geraden G = 1, G"ott. Nachr. 1910, p. 303-330. Wei­
tere Beweise gaben Bernays in C. Caratheodory und E. Landau, Beitrage zur 
Konvergenz von Funktionenfolgen, Berl. Ber. 1913, p. 587-613; ferner P.Levy, 
Remarques sur le theoreme de M. Picard, Bull. de is. Soc. ma.th. de France 40 
(1912), p. 26-39; G. Pick, tiber eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreis­
fijrmiger Bereiche, Math. Ann. 77 (1916), p. 1-6. 
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III \ Z I < r regulii.r ist und die Werte Null und Eins ausliiBt, so gilt 

I fCz) I < A(ro, ()) 
in I z I < (! . r, falls I ao I < ro ist. 

P. U vy 75) hat hieran noch verschiedene Einzeluntersuchungen 
angeschlossen. So hat er z. B. gefunden, daB K (ao, (J) zwischen zwei 
Schrank en K, (ao) d Kt(ao} un --

1-Q 1-(1 
liegt. 76) 

AUi dem Schottkyschen Satze folgert man nach LandauS!) leicht: 

Es sei fez) = ao + llt Z + ... 
in II! I < r regular und von Null verschieden und nur an p Stellen 
gleich Eins. Dann liegt I fez) I fur I z I < ()r unterhalb einer nur von 
ao und p abhiingigen Schranke. 

Eine weitere Behauptung von Boutroux 77) , der ubrigens den 
Schottkyschen Satz selbstandig wiedergefunden hat, wurde von Lan­
dau 611) widerlegt. 

19. Erweiterungen: E. Picard78) hat 1883 folgende Verallgemei­
nerungen seines Satzes gefunden: 

Zwischen zwei eindeutigen analytischen Funktionen kann nur 
dann eine algebraische Gleichung von einem Eins iibertreft'enden Ge­
schlecht bestehen, wenn dieselben bine isolierten wesentlichen Sin­
gularitliten aufweisen. 

OaratModory78,1) hat kiirzlich den eben genannten und den groBen 
Picardschen Sab als Spezialfalle aines viel allgemeineren Satzes er­
kannt. 

Pieard 79) hat auch den Landauschen Satz erweitert: Wenn zwi-

75) P. Levy, a) Sur une generalisation des tMoremes de M. Picard, Landau 
et Schottky, Paris C. R. 163 {1911),p. 658-660; b) a. a. O. 74). 

76) Das ist also vielschl!.rfer als die Abschatzung, welche Schottky, a. a. 0.64) 
und E. LindelOt, a. a. O. 61 b) auf "elementarem" Wage hier gefunden ha.ben. 

77) P. Boutroux, Proprietes d'une fonction holomorphe da.ns un cercle ou 
elle ne prend pas les valeura 0 et 1. Bull. de 10. soc. math. de France 34 (1906), 
p. 30-39, Paris C. R. 141 (1905), p. 305-308. 

78} E. Picard, a) Sur une proposition concernant les fonctions uniformes 
d'une variable liees par une relation algebriqne, Bull. des sciences math. (2) 7 
(1883), p. 107-116; b) Demonstration d'un theoreme genera.l sur les fonctions 
uniformes liees par une rela.tion algebrique, Acta math. 11 (1887), p. 1-12. 

78,1) a. Carathiodory, "Ober eine Verallgemeinerung der Picardschen Satze, 
Berl. Sitzber. 1920, p. 202-209. 

79) E. Picard, a.) Sur un theoreme genera.l rela.tif aux fonctions uniformes 
d'une variable liees pa.r une relation algebrique, Paris C. R. 1M (1912), p. 98 
bis 101; b) Sur les systemes de deux fonctions uniforme8 d'une variable liees 
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schen zwei um t = 0 meromorphen Funktionen 

.s = ao + a1 t + .. . 
ro = bo + b1 t + .. . 

eine algebraische Gleichung vom Geschlecht groBer als Eina bestehen 
soll, 80 ki)nnen beide Fnnktionen zugleich nur in einem Kreise I t I > r 
meromorph sejn, dessen Radius eine gewisse nur von ao und al abhiin­
gende Schranke nicht ubersteigt. Bemerkenswert ist, daB hier keinerlei 
Annahmeniiber Ausnahmewerte gemacht werden mussen. 

Remoundos hat in zahlreichen Arbeiten die Picardschen 8iitze auf 
gewisse Klassen mehrdeutiger Funktionen ausgedehnt. Seine These BOa) 

enthilt z. B. den folgenden schon von Painleve vermuteten Satz: 
Wenn eine Funktion w(.s) durch eine Gleichung 

few, $) = w" + .Ai (Z)01 .. - 1 + ... + .Ai (e) = 0 

mit ganzen, aber nicht durchweg rationalen Koeffizienten erkliirt ist, 
so giht es hOchstens 2v Ausnahmewerte Wk, fur welche die Gleichung 
f( W k1 .s) = 0 nur endlichviele W urzeln hat. 

Ferner gibt RemoundQs Ausdehnungen des Landauschen Satzes 
auf algehraische und andere endlichvieldeutige F~ktionen. Auch ge-

par une relation algebrique, Bull. de 10. soc. math. de France 40 (1912), p. 201-205; 
c) Sur les conples de fonctions uniformes d'one variable correspondant aux points 
d'une courbe algebrique de genre superieure a l'unite, Rend. di Palermo 33 (1912), 
p.254-258. 

80) G. Rimoundos, a) Sur les zeros d'une classe de fonctions transcendan­
tes, Ann. de 10. fae. des sc. de Toulouse (2) 8 (1906), p. 1-72; b) Une nouvelle 
generalisation du theoreme de M. Picard sur les fonctions entieres, Pads C. R. 
136 (1903), p. 953-956; c) Sur les zeros d'une classe de fonctions transcendan­
tes, Bull. de 180 soc. math. de France 32 (1904), p. 44-50; d) Sur les zeros d'nne 
cla.sse de fonctions transcendantes mnltiformes, Paris C. R. 138 (1904), p. 3H-846; 
e) Paris C. R. 166 (1912), p. 818-820 und p.1592-1595; 138 (1904), p. 1514 
bis 1575; f) Generalisation d'un theoreme de M. Landau, Bull. de 10. soc. math. 
de France 41 (1913), p. 19-24, p. 340-346; g) Paris C. R. 157 (1913), p. 642-545; 
h) Sur les families de fonctions multiformea admettant des valeura exceptioneUes 
dans un domaine, Acta math. 37 (1914), p.241-300; i) Sur les fonctions en­
tierjls et algebroides, generalisation du theoreme de M. Picard dans 10. direc­
tion de M. Landau, Ann. Ec. Norm. 30 (1903), p. 377-393; k) Paris C. R. 
167 (1913), p. 694-697; 1) Le theoreme de M. Picara et les fonctions algebroi­
des, Rend. di Palermo 36 (1913), p. 217-224; m) Extension d'un theoreme de 
M. Borel a.ux fonctions algebroides multiformes, Rend. di Palermo 32 (1911), 
p. 267 -277; n) Sur Ie module maximum des [onctions algebroides, Bull. de 10. 
soc. math. de France 39 (1911), p. 304-309; 0) Sur les fonctions ayantun nombre 
fini des branches, Paris C. R. 141 (1905), p. 618-620 und J. de math. (6) 2 (1906), 
p: 87-107; p) SUI 10. croissance des [onctions multiformes, Paris C. R.143 (1906), 
p. 391-393 und J. de math. (6) 3 (1907), p.267-298. 
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wlsse Sorten von unendliehvieldeutigen Funktionen werden heran­
gezogen. Aber kein Resrutat ist so bemerkenswert, daB es hier an­
gefiihrt werden mii.6te. Haufig sind die Beweise nur skizziert und 
unvollstiindig, wie beider folgenden Behauptung: Die Ausnahmewerte 
einer ganzen transzendenten Gleichung few, e) = 0 treten nur in ab­
ziihlbarer Menge auf und haufen eich nirgends im endlichen. Die 
Ergebnisse von Sire und Iversen 81) lassen die Riehtigkeit der Behaup­
tung zweifelhaft erscheinen. 

Weiteres fiber das Verhalten in der Niihe wesentlich singuliirer 
Stellen. 

20. Grundbegriife. Zur weiteren Untersuchung der singuHiren 
Stellen sind verschiedene Begriffe eingefiihrt worden, die wir im An­
schlu6 an W. GrO{J82) erkliiren wollen. Unter einem Einschnitt der 
Funktion fee) versteht man einen Jordanschen Kurvenbogen, der die 
Mittelpunkte einer eine singruare Stelle definierenden Kette verbindet. 
Wir sagen, er endige in dieser Stelle. Unter dem Wertebereich dieses 
EinschniUes werde der Durchschnitt der Wertemengen verstanden, 
welche die Funktion auf beliebigen an die singulare Stelle ansto.6en­
den Teilbogen des Einschnittes annimmt. Unter dem Hiiufungsbereich 
des Einschnittes werde die Menge derjenigen Werte verstanden, welchen 
die Funktion auf dem Einschnitt in beliebiger Nahe des singularen 
Punktes nahekommt. Besteht der Haufungsbereieh aus nur einem 
Wert, so heillt diesel' Konvergenzwert der Funktion Hings des Ein­
schnittes. Unter dem Wertebereich einer singuliiren Stelle (auch Un­
hestimmtheitsbereich(8) genannt) versteht man die Vereinigungsmenge, 
der Wertebereiche ailer zu der singularel1 Stelle hinfiihreriden Ein­
schnitte. Analog wird der Haufungsbereich und der Konvergenz­
bereich der singularen Stelleerklart. Der Durchschnitt der Haufungs­
bereiche aller zu einer singuHiren Stelle hinfiihrenden Einschnitte 
heiSt Bereich der Hauptpunkte. 

81) J. Sire, Sur 1a puissance de l'ensemb1e des points singuliers transcen­
dants des fonctions inverses des fonctions entieres, Bull. de Ill. soc. matb. de 
France 41 (1913), p. 148-160; F. Iversen, Sur une fonction entiere, dont 1a 
fonction inverse presente un ensemble de singularites transcendantes de la puis­
sance du continu, Oefversigt af Finska vet. soc. Forhandlingar 58 Afd. A 8 
(1910). 

82) w. Gro~, a) tIber die Singu1aritiiten analytischer Funktionen, Monatsh. 
Math. Phys. 29 (1918), p. 3-47. Ein Teil des erwiihnten Satzes findet sich schon 
bei Iversen U); b) Zum Verhalten ana1ytischer Funktionen in der Umgebung sin­
gularer Stellen, Math. Zeitschr. 2 (1918), p. 242-294; c) Zum Verbalten der kon­
form en Abbildung am Rande, Math. Zeitscbr. 3 (1919), p. 43-64. 
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lch betrachte nun die Struktur der hier eingeflihrten Mengen. 
Ein wesentliches Hilfsmittel bei der Untersuchung ist der Gro,8sche8!,1) 

Satz liber den Sterns!,,) der Umkehrungsfunktion einer meromorphen 
Funktion. Jeder Stern einer Umkehrnngsfunktion einer meromorphen 
Funktion erfiillt darnach die game Ebene mit AusschlnB einer Menge 
vom MaBe Null. GrOjJ82b) hat einen analogen Satz auch fUr die Um­
kehrungsfunktionen solcher Funktionen bewiesen, die nur in einem 
gewissen Bereiche meromorph sind. 

Was nun die verschiedenen Mengen anbetrifft, so gibt es im 
Einheitskreis nieromorphe Funktionen, fiir die der Werlebereich des 
Punktes e = 1 eine beliebige meBbare Menge enthaJ.t und sich von 
ihr nur um eine Nullmenge unterscheidet. Jede abgeschlossene zu­
sammenhangende Menge kann als Haufungsbereich des Punktes p = 1 
fiir eine im Einheitskreis meromorphe Funktion auftreten. Jede ab­
geschlossene Menge kann als Menge der Hauptpunkte auftreten. 

Die nichtalgebraisehen Singnlaritaten der Umkehrungsfunktion 
einer in der ganzen Ebene meromorphen Funktion werden (wie schon 
Hurwite 44) andeutete und Iversen 9h) ausfiihrlich darlegte) durch die 
Konvergenzwerte der nach dem unendlichfernen Punkte fiihrenden 
Einschnitte geliefert. Jeder Ausnahmewert einer ganzen Funktion 
ist Konvergenzwert eines zweckma6ig gewii.hlten Einschnittes. 82) 82,S) 

21. Geradlinige Anniiherung an singulare Stallen. .Altere Unter­
suchungen haben sieh namentlich mit den Wertemengen usw. bei ge­
radliniger Annaherung an singulare Stellen befa6t. Wiihrend in der 
Nahe eines Poles ein in allen Richtungen gleichmii6iges Anwachsen 
der Funktion stattfindet, gilt ein Gleiches nicht fUr die Umgebung 
isolierter wesentlieh singular&" Stellen eindeutiger Funktionen. Schon 
der Umstand, daB in der Umgebung einer solchen Stelle f(e) jeden 
Wert mit hoehstens einer Ausnahme wirklieh annimmt, steht dem 
entgegen. Gleichwohl bieten sich in verschiedenen Beispielen reeht 
verschiedene Erscheinungen dar. Wir denken an die Funktion e', die 
liings jeder Geraden der rechten Halbebene gegen unendlieh, in der 
linken Halbebene gegen Null strebt, sofem nur diese Geraden nieM 
der imaginaren Achse parallel sind. Auf diesen letzteren Geraden 
strebt die Funktion keinem bestimmten Grenzwert zu, sondern nimmt 

82,1) 1m a.llgemeinen erfiillt die Bildkurve einer jeden Geraden die Bild­
ebene liberall dieht; Borel, Paris C. R. 166 (1913), p. 201. 

82,2) V gl. die Erklanmg dieses Begrift'es auf p. 446. 
82,3) Vgl. dam auch Valiron, Demonstration de l'existence, pour les fonc­

tions entieres, de chemins de d6termina.tion infinie, Paris C. R. 166 (1918), 
p.382-884. 
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eine Wertmenge an, die jeden Punkt einer leicht anzugebenden Kreis­
peripherie zum Haufungspunkt hat: Haufungsbereich des Einschnittes 
ist also ein Kreis. Darin pragt sich eine allgemeine von Hurwitz 44) 

gefundene GesetzmiU\igkeit aus. Wenn 00 eine isolierte singulare 
Stelle von fez) ist, so strebt die Funktion auf jedem nach 00 ziehen­
den Einschnitt entweder einem bestimmten Grenzwert zu, oder aber 
der Haufungsbereich des Einschnittes ist eine perfekte zusammen­
hangende Menge.81) 

Wenn such das Maximum M(r) von If(z) 1 fur 1 z 1 = r mit 
wachsendem r nach unendlich strebt, so kann es doch vorkommen, 
daB die Funktion auf keiner einzigen Geraden, cp = c(z = rei'!') gegen 
unendlich strebt. Das ist z. B. bei 

ffele' und bei e- zez 

der Fall, Funktionen, welche auf keiner einzigen Geraden der ganzen 
Ebene gegen unendlich konvergieren. H. von Koch 88) hat darauf hinge­
wiesen, daB z+e" auf allen Geraden cp=c gegen unendlich strebt, so daB 

also die meromorphe Funktion _1_ auf allen diesen Geraden gegen 
z + eZ 

Null strebt. Es gibt auch ganze Funktionen, die dies eigentumliche 
Verhalten zeigen. Malmquist 84) hat auf Veranlassung von Mittag­
Leffler zuerst ein Beispiel einer ganzen Funktion gebildet, die auf 
allen Geraden cp = c mit der einzigen Ausnahme cp = 0 gegen Null 
strebt. E. LindeZO(d5) und Mittag-Leffler 86) haben weitere Beispiele 
solcher Funktionen angegeben. 1st E(z) eine solche Funktion, also z. B. .. 
so ist nach Mittag-Leffler 

E(z) . e- E {.) 

eine Funktion, die auf allen Geraden den Konvergenzwert Null hat. 
Sire81) gal:) zuerst ein Beispiel einer ganzen Funktion, die auf ge-

83) H. von Koch, Sur une classe remarquable de fonctions entieres et 
transcend antes, Arkiv for mat. astr. och fys. 1 (1903), p. 627-641. 

84) J. Malmquist, Etude d'une fonction entiere, Acta math. 29 (1905), 
p.203-215. 

85) E. LindelOf. Sur la determination de la croissance des fonctions en­
tieres definies par un d6veloppement de Taylor, Bull. des se. math. (2) 27 (1903), 
p.213-226. 

86) G. Mittag-Leffler, a) Sur une classe de fonctions entieres, Verh. des 
III. internat. M80th.-Kongr. zu Heidelberg 1904, Leipzig 1906, p. 268-264; b) Sur 
1110 representation arithm6tique des fonetions analytiques generales d'une variable 
complexe. Atti dellV. congr. internaz. dei mat. Roma 1908, p. 75-85. 
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eigneten Geraden Konvergenzwerte besitzt, deren Gesamtheit die Mach­
tigkeit des Kontinuums besitzt. Iversen 81) gab ein einfacheres Bei­
spiel dieser Art. G-rofJ87) fiigte hinzu, daB der Konvergenzbereich des 
unendlichfernen Pnnktes bei gewissen ganzen Funktionen die ganze 
Ebene erfdllen kann. 

H. Bokr81,l) hat folgenden Satz bewiesen: f(s) sei in dem Be­
reich a: > 0, Iyl < w:Ca:), wo w(x) -+ 0 fiir a: __ 00, eindentig und 
regnlar mit I f(z) I > k> O. Dann gibt es eine stetige Funktion q>(x), 
so daB ffir aIle x> 0 stets I fCa:) I < rp(x) gilt. 

So sind mannigfache Beispiele mannigfacher V orkommnisse ge­
funden. Aber eine allgemeine Untersuchung der auf den Geraden 
q> = c m(iglichen Wertebereiche steht noch aus. So ist namentlich 
die Frage noch offen, ob diese Konvergenzwerte stetig von rp abhiingen 
konnen. Gleichwohl sind eine ganze Reihe von Geaetzma.6igkeiten fur 
diese Konvergenzwerle bekannt. Namentlich E.LindelorS), F.lversen 9S) 

und W. GrofJ8!) verdankt man gesicherte Ergebnisse in dieser Richtung: 
Wenn fez) in rpl < q> < q>2' I z I > R eindeutig und regular ist 

und auf q> = rpl und auf q> = q>'J denselben Konvergenzwert a besitzt, so 
ist die Funktion entweder im Winkelraum beschriinkt und strebt dann 
fur alle q>1 < rp ~ rp'J gleichmiifJig gegen a oder aber sie nimmt int 
Winkelraum jeden Wert mit hOchstens einer Ausnahme unendlich oil 
an. Strebt sie aber auf q> = q>1 und auf q> = q>'J gegen verschiedene 
Grenswerte, so tritt stets der letdere Fall ein. Wenn L eine dem Win­
kelraum angehOrige Kurve ist, die ins Unendliche fiihrt und wenn auf ihr 
fez) gegen a stroot, wahrend fez) im Winkelrattm beschriinkt ist, oder doch 
die Werte Null und Eins ausliif3t, so strebt die Funktion in jedem inne­
ren Teilwinkelraum gleichmiifJig gegen a. Ist insbesondere L die eine 
Grense q> = rpl' so strebt f(s) gleichmiifJig gegen a in jedem an rp = CPl 
anschlief3enden inneren Teilwinkelraum (einsckUef3lich q> = rpJ. 1st fez) 

87) W. Grof" Eine ganze Funktion, fUr die jede komp1exe Zahl Konver­
genzwert iet, Math. Ann. 79 (1918), p. 201-208. 

87,1) H.Bohr, En funktionsteoretisk Bemaerkning, Nyt tidsskrift f. Mat.1916. 
88) E. LindeliJf, a) a. a. O. 61 a); b) Sur un principe general d'analyse et 

ses applications a 1& tMorie de 1a representation conforme, Acta Soc. s. Fennicae· 
46 (1915), Nr.4. Aus diesem Satz folgt insbesondere, dae die Randfunktion 
einer in I z I < 1 regularen beschrankten Funktion keine sprunghaften Unstetig­
keiten haben bnn. Dieser Satz ist indessen schon langer bekannt. V gl. 
A. Pl'ingsheim, &. a. O. 222), p. 96-98; P. Fatou, a. a. O. 95), p. 363. Einen sehr 
einfachen Beweis hierfiir gab Fejct' bei F. Riesz, a. a. O. 299), p. 153, Fu6n. 1). 
Eine zusammenfassende Daratellung liber die Randfunktion geben F. u. M. Riesz, 
t'rber die Randwerte einer analytischen Funktion, 4. Congres des math. scand. a 
Stockholm 1916, p. 27-44. Fur den im Text angerlihIten Satz und seine Erweiterung 
auf meromorphe Funktionen gaben F. Iversen 93) und W. Grofi 81) weitere Beweise. 
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aUf einer einem Teilwinkelraum angehOrigen Kurve beschriinkt, und liifJt 
sie im Teilwinkelraum die Werle Null und Eins aus, so liegt ((s) im 
gansen Teilwinkelraum unter derselben Grenze. Strebt aber f(f!) auf L 
gegen Unendlich, wiihrend es wieder im Winkelraum die drei Werte Null, 
Eins, Unendlick ausliifJt, so strebt es in jedem inneren Teilwinkelraum 
gleichmafJig gegen Unendlich. 

22. Satze von W. GroLl. W. GrofJ82&)8!b) hat diesen Satz wieder­
gefunden und noch betrachtlich veralIgemeinert: 

f(s) sei im Gebiete G und an dessen Rand mit Ausnahme des 
Punktes P meromorph. Der Haufungsbereich des Punktes P moge 
einen Punkt aus einem der Komplementiirgebiete enthalten, welche 
nurch den auf den Rand beziiglichen Haufungsbereich von P bestimmt 
sind Dann enthaIt der Haufungsbereich aIle Punkte dieses Komple­
mentlirgebietes und alle mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Null 
werden in G unendlich oft angenommen. 

GrofJ96) hat weiter den folgenden von Zoretti96) vermuteten Satz 
bewiesen: Jede Funktion mit beschriinktem Existenzbereich, welche 
nur Singularitiiten besitzt, in welchen sie verschwindetIl8,1), ist identisch 
Null. Auf Grund dieses Satzes hat GrofJ82b) das vorige Ergebnis da­
hin erganzt, daB ((s) in G sogar alle Werte mit Ausnahme einer 
punkthaften Menge unendlich oft annimmt. 1st endlich G einfach zu­
sammenhangend, so gibt es hochstens zwei Ansnahmewerte. 

23. Werteverteilung in Winkelraumen. In diesem Zusammen­
hang muB auch wieder der Satz von Phragmen 46) Erwiihnung :lin­
den, den ich so aussprechen will: Eine ganze 88,1I) Funktion der Ord­
nung Q (vgl. Nr. 29) kann nicht in einem Winkelraum, dessen Offnung 

~(2 - ;) iibersteigt, beschrankt sein. Bei der Mittag-Lefflerschen 

Funktion "" 
El (z) = L:--~v-
~ 0 r(l+~) 

wird diese Schranke iibrigens gerade erreicht. Auch die Winkelraume, 
in welchen eine ganze Funktion der Ordnung Q ein schwacheres Wachs­
tum zeigen kann, als es dieser Ordnung entspricht, haben eine nur be­
schrankte Offnung. Damit hangt es zusammen 89), daB eine solche 
Funktion in einem jeden, diese Offnung iibersteigenden Winkelraum 

88,1) Sie solI a.lso auf jedem in einer singularen Stelle endigenden Einschnitt 
den l(onvergenzwerl Null haben. 

88,2) Es ist nux Bequemlichkeit, wenn ich den Satz nur fitl ganze Funktionen 
ausspreche. Er gilt auch fUr die Umgebung isolierter wesentlich singularerStellen. 

89) L. Bieberbach, Zwei Satze liber da.s Verhalten analytischer Funktionen 
in der Umgebungwesentlich singularer Stellen, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 158-lVO. 
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einzelne Werle mehrfach annimmt, wiihrend die Funktion 

s + EI (.e) 
(! 

einen Winkelraum der Oifnung ~(2 - :) schlicht abbildet. Funk­
tionen einer t nicht iibersteigenden Ordnung konnen in keinem ein­
zigen Winkelraum wie rationale Funktionen wachs en, ganz im Ein­
klang mit einem Satz von Wiman (p.436). Bieberback90) hat weiter 
foIgenden Satz gefunden: Es gibt Polynome eines jeden Grades und 
ganze Funktionen einer jeden Ordnung. unter t, deren simtliche Null­
und Einsstellen auf der positiven reellen Achse Iiegen. 1st aber r(s) 
eine ganze Funktion, deren Or~ung ~ zwischen t und 1 liegt, so konne1! 
passende Winkelraume der Offnung ..!.." einschlieBlich des Randes VOll 

{! 

Null- und Einsstellen frei bleiben. In jedem groBeren Winkelraum 
aber nehmen diese Funktionen alle Werte bis auf hochstens eine 
Ausnahme unendlich oft an. Wenn endlich die Ordnung groBer 
oder gleich Eins ist, so konnen passende Winkelraume der Offnung 

~ (2 - ~) einschlieBlich des Randes zwei oder mehr Ausna:hmewerte 
zulassen. In jedem groBeren Winkelraume aber werden wieder alle 
Werte mit hOchstens einer Ausnahme unendlich oft angenommen.90,1) 

N ach einem weiteren Satz von Phragmen und LindelOr~ ist eine 
jede Funktion der Ordnung f! in einem Winkelraum einer nnter !!.-

- {! 
bleibenden Offnung beschrankt, sobald sie am Rande desselben be-
schrankt ist. Halt man dies mit dem Lindelofschen Satz der Nr. 21 
zusammen, so sieht man, daB der Winkel zweier Geraden, auf welchen 
eine Funktion der Ordnung (! gegen verschiedene endliche Grenzwerle 
strebt, mindestens!!.- sein muB. Daraus folgt, daB zwei Strahlen, auf 

{! 

welchen die Funktion gegen verschiedene endliche Grenzwerte strebt, 
nicht aneinander stoBen konnen. Es muB zwischen ihnen ein Winkel-
raum bleiben, dessen Offnung mindestens ~ betragt. Es bnn also 

(! 

hochstens 2 Q Winkelrii.ume oder Strahlen mit endlichen Grenzwerten 
geben.90,S) In jedem der frei bleibenden Winkelraume muB die Funktion 

90) L. Bieberbach, Uber eine Vartiefung des Picardschen Satzes bei ganzen 
Funktionen endlicher Ordnung, Math. Ztschr. 8 (1919), p. 175-190. 

90,1) Fiir jede gauze Funktion lassen sich stets beliebig schmale Winkel­
raume angeben, in welchen sia alle Werte mit hOchstens einer Ausuahme an­
nehmen. V gl. G. Julia, Una propriete generale des fonctions entieres, Paris 
C. R. 168 (1919), p. 002-004. 

90,2) G. Valiron, Sur les chemins de determination des fonctions entieres, 
Bull. soc. math. Fr. 46 (1917), p. 153-161, dehnt dies Resultat auf krumm.linig 
begrenzte Winkelril.ume yon konstanter Offnung aus. 
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jeden Wert mit hochstens einer Ausnahme wirklich annehmen. Eventuell 
kann sie in jedem Teilwinkelraum desselben gegen unendlich streben.9l) 

Bemerkt man mit HU'f'wits"), da.6 die Grenzwerte, die auf beliebigen 
Kurven bei Annaherung an unendlich erhalten werden konnen, gerade 
die nicht algebraischen Singularitaten der Umkehrungsfunktion liefern, so 
kommt man zu der noch unbewiesenen Vermutung von Denjoy 9a), daB die 
U mkehrungsfunktion einer ganzen Funktion endlicher Ordnung hOchstens 
2(J + 1 Singularitaten nicht algebraischen Charakters haben kann.90,S) 

Endlich fiibre ich (als Spezialfall eines allgemeineren) den folgen­
den Satz von Phragmen und LindelOf46) an, der das Wachstum im 
Inneren eines Winkelraumes mit dem am Rande in Beziehung setzt. 
f(s) besitze in einem Winkelraum die Ordnung (J, so daB fur jedes E > 0 

1· log I f(ri'P) I 0 
1m sup +. = 
r_"" rf! 

ist. An den Randern rp = fJJl und rp = rps ellles Teilwinkelraumes, 

dessen Offnung kleiner als !!.. ist, sei 
Q 

I · log I f(re i ", k) I h 1m sup = k' 
r_"" rf! 

(k = 1,2) 

90,3) In einer im Arkiv fijr mat. astr. och fys. erscheinenden Arbeit hat 
T. Carleman 5(> + 1 bewiesen. 

91) Boutl'oux behauptet, daB sich zwischen zwei Endlichkeitsraume stets 
ein U nendlichkeitsraum lagere. V gl. P. Boutroux, Sur l'indetermination d'une 
fonction uniforme au voisinage d'une: singularite transcendante, Ann. de l'Ec. 
norm. sup. (3) 25 (1908), p. 319-370, und Paris C. R. 142 (1906), p.499-501. 
Ferner: Sur l'inversion des fonctions entieres, Atti del IV congr. internaz. dei 
mat. Roma 1909, Bd. I, S. 31-35; Sur les points critiques transcendants et sur 
les {onctions inverses des fonctions entieres, Paris C. R. 145 (1907) p. 708-110, und 
p. 1406-1408. Sur les singularites transcendantes des fonctions inverses des 
fonctions entieres, Paris C. R. 149 (1909), p. 255-258. Die Ergebnisse von Sire 81) 
lehren, daB diese Unendlichkeitsraume, wenn sie iiberhaupt immer vorhanden 
sein soUten, beliebig schmal sein konnen. 

92) A. Denjoy, Sur les fonctions entieres de genre fini, Paris C. R. 145 (1907) 
p.l06-108. 

93) F. Iversen, a) Recherches sur les fonctions inverses des fonctions mero­
morphea, Diss. Helsingfors 1914; b) Sur quelques proprietes des fonctions mono­
genes au voisinage d'un point singulier, Oefveriligt af Finska Vet. Soc. Forh. 58 
(1916), Afd. A. Nr. 25; c) Sur quelques fonctions entieres qui admettent des va.­
leurs asymptotiques finies, Oefversigt af Finska Vet. Soc. Forh. 61 (1919), Md. A. 
Nr. 1; d) Sur les valeurs asymptotiques des fonctions meromorphes et les sin­
gUlariteB transcendantes de leurs inverses, Paris C. R. 166 (1918), p. 156. G. Re­
moundo8, a) Sur les points critiques transcendants, Ann. de la fac. des sc. de 
Toulouse (2) 9 (1908), p. 177-182; b) Sur 180 classification deB points trauscen­
dants des inverses des fonctions entieres ou meromorpheB, Paris C. R. (1917), 
p.881. 
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Ferner sei H(cp) =.A cosf!fP + Bsin(lfP,H(tpl) = kl1 H(CP2) =~. 
Dann ist fiir CPl < cP < fP2 

. log I ((riP) I 
11m sup < H( tp ). 
r_oo r~ 

2~. Rii.nderzuordnung bei konformer Abbildung. In engem Zu­
sammenhang mit den hier besprochenen Dingen stehen die Unter­
suchungen von Study, CaratModory, LindelOf u. a. fiber die Rander­
zuordnung bei konformer schlichter Abbildung 9S,1). Dabei spielt auch 
der Satz von Sckwarz 94) eine Rolle: 1st fez) oberhalb der reellen 
Achee in einem an dieselbe anschlieBendan Bereiche regular und 
eindeutig, und strebt sie bei Annaherung an die reelle Achse gleich­
maBig einem konstanten Werte zu, so ist sie iiberhaupt eine Kon­
stante. N atiirlich liiBt sich dieser Satz sofort auf die Anniiherung an 
einen analytischen Kurvenbogen verallgemeinern. Nimmt man den 
Satz von C()jfatModory hinzu, wonach die schlichte Abbildung eines 
von einer Jordankurve begrenzten Bereiches auf einen Kreis auch 
auf dieser Kune noch stetig ist, so liiBt sich del' Satz auch ffir die 
Annaherung an Jordansche Kurvenbogen aussprechen. 

25. Dar FatouBche Satz. In engem Zusammenhang mitder 
Frage del' Randerzuordnung steht auch der Fatousche Satz95). Eine 
im Einheitskreis reguliire beschrankte Funktion ist in allen Peripherie­
punkten mit Ausnahme einer N ullmenge dreiecksstetig, d. h. sia strebt 
einem bestimmten Grenzwerle zu, wenn man sich dem Punkte langs 
eines Einschnittes nii.hert, del' einem Teildreiecke des Kreises angehort. 
Verschwindet abel' eine heschrankte Funktion in einer Punktmenge, 

93,1) Man vgl. die in II C 3 (Lichtenstein), Nr. 48 80ngegebene Literatur. 
Dazukommen noch die Arbeiten von GrojJs,). 

94) H. A. Schwarz, Zur Integration der Ditrerentialgleichung ::~ + ~:~ = 0 

unter vorgeschriebenen Grenz- und UnstetigkeitAbedingungen, Berl. Monatsb. 
1~70, p. 764-790 und Ges. Abh., Bd. II, p.144-171. Man vgl. femer Koebe, 
Abhandlungen zur Theone der konformen Abbildung I, J. f. Math. 1M) (1910), 
p. 177-223. W. Grofts,,) hat dies en Satz verallgemeinert. 

95) P. Fatou, Sene trigonometrique et serie de Taylor, Acta math. SO 
(1906), p. 335-400. Ein eleganter Beweis filldet sich bei Caratheodory, Lrber die 
gegenseitige Beziehung der Rander beider konformen Abbildung des Inneren 
einer Jordanschen Kurve auf einen Kreis, Math. Ann. 73 (1913), p. 306-320; 
ferner vgl. E. Study, Vorlesungen nber ausgewahlte Gegenstande der Geometrie, 
Heft n, herausgegeben unter Mitwirkung von W. Blaschke, 1913, p. 60. Uber­
haupt gehoren in diesen Zusammenhang auch die Untersuchungen iiber das Rand­
verhalten bei schlichter Abbildung93, 1). Fatou dehnta seinen Satz auf die An­
naherung an beliebige analytische Linien aus. Sur les lignes singulieres des 
fonctions ana.lytiques, Bull. de 1& soc. math. de France 41 (1913), p. 113-119. 
Fur rektifizierbare Linien gibt ihn Denjoy, Paris C. R. 168 (1919), p.387. 
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deren lnhalt Null iibertrifft, so istsie wahrscheinlich identisch Null.96) 

Naturlich geniigt statt der Beschranktheit auch die Bedingung, daB 
die Funktion ein Kontinuum yon Werten auslaBt.8i)95) 

Ganze transzendente Fnnktionen. 

26. WeierstraJl. Dem yorigen Abschnitt reiht sich die Theorie 
der ganzen transzendenten Funktionen an. Denn auch sie ist ja in 
vielen Stucken eine Theorie des isolierten wesentlich singularen Punktes. 

Den Ausgangspunkt der Theorie bildet die Abhandlung von 
Weierstra/397) ans dem Jahre 1876, in welcher er durch schon vorher 
bekannte Beispiele, wie die r-Funktion und die trigonometrischen 
Funktionen angeregt, die Produktdarstellung der ganzen rational en 
Funktionen auf die ganzen transzendenten Fllnktion~n iibertragt. Er 
fand den Ausdrnck 

f(s)=&(zLzm ·n{ (1- :Je:' ++ (~r + ... +~ (:; r' }, lanl < I a,,+ll. 
Dabei bedeutet g(s) eme weitere ganze Funktion. Die ki sind so zu 
wahlen, daB 

konvergiert. Wesentliche Anderungen hat der Weierstraf3sche Beweis 
nie erfahren. Neuerdings hat ihn A. Pringsheim 98) durch Vermeidung 
komplexer Logarithmen noch ein wenig elem~ntarer gefaBt. Die wei­
tere Entwicklung hat sich zunachst hauptsachlich mit dem Fall be­
schiiftigt, wo g(s) rational ist und wo die lei unter einer festen Grenze 
liegen. Das sind die Funktionen von endlichem Geschlecht. 

27. Laguerre. Dieser Begriff des endlichen Geschlechtes ist zu­
erst von Laguerre99) 1882 verwendet worden. Weder er noch seine 
N achfolger haben stets genau die heute iibliche Definition benutzt. Wir 
erklaren jetzt so: Die ganze Zahl k sei so gewahlt, daB 

~\ :. r 
96) P. Fatou, a. a. O. 95), p. 394. V gl. auch: L. Zoretti, a a. O. 43); W. Gro/J, 

a) Zur Theorie der Differentia.lgleiohungen mit festen kritischen Punkten, Math. 
Ann. 78 (1918), p. 332-342; b) a. a. O. 82); M. u. F. Riesz, a. a. O. 88). 

97) K. Weierstra/J, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, 
Berl. Abh. 1876, p. 11-60, Ges. Werke Bd. II, p. 77-124. 

98) A. Pringsheim, tJber die Weierstra,6sche Produktdarstellung ganzer 
transzendenter Funktionen und iiber bedingt konvergente unendliche Produkte, 
Munch. Ber. 1915, p. 387-4.00. 

99) E. Laguerre, Sur quelqueB equa.tions transcendantes, Paris C. R. 94 
(1883), p. 160-163, Oeuvres I, p. 167-170. 
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divergiert und d~ 

konvergiert. In der obigen Produktdarstellung konnen dann aIle 
k. = k gewiihlt werden. Die ganze Funktion ges) sei rational und 
besitze den Grad g. Dann heiBt die groBere der beiden Zahlen k und 
g das Geschlecht der Funktion. Kann aOOr die ganze Funktion nicht 
in dieser Weise dargestellt werden, so heiBt sie von unendlichem Ge­
schlecht. 

Laguerre hat nach zwei Richtungen bin die Theorie fiber Weier­
strafJ hinaus fortgefiihrt. Einmal hat er die Analogie zur Algebra 
weiter verfolgt und Siitze iiber Wurzelrealitat iibertragen. Es ist ja 
bekannt, daB hier mit einer Funktion zusammen nicht such die Ab­
lei tung lauter reelIe Wurzeln zu besitzen braucht.100) Laguerre hat 
klar erkanntl01), wenn auch nicht liickenlos bewiesen 102), wie hier der 
Satz lauten muS: 

Eine reelle ganze Funktion vom Geschlechte p moge auBer reellen 
genau q komplexe Wurzeln besitzen. Dann besitzt ihre Ableitung 
auBer den durch Vielfachheit und Rolleschen Satz bedingten reellen 
Wurzeln hOchstens noch p + q weitere reelIe oder kompexe Null­
stellen. Von einem gewissen Modul an sind nach Leau1f>lb) die nach 
Rolle vorhandenen die einzigen reellen N ullstellen 10J, 1). Zahlreiche wei­
tare Arbeiten schlieBen sieh diesem Fragekreis an.lOS) 

100) Beispiele findet man bei E. Borel, a. a.. O. 63 b), p. 30 und bei O. Perron 
im Arch. Math. Phys. 22 (1914), p. 362. 

101) E. Laguerre, a) a. a. O. 99); b) Sur Ie genre de quelques fonctions 
entieres, Paris C. R. 98 (1884), p. 79-81; Oeuvres I, p. 178-180; c) Sur quel­
ques points de 10. theorie des equations numeriqoes, Acta math.; IV (1884), 
p. 97-120;~ Oeuvres I, p. 184-206. 

102) Einen ausfuhrlichen Beweis findet ma.n bei E. Borel, a. a. O. 68b). 
102,1) L. Leau 161 b) hat den Satz auf :einige Klassen von Funktionen mit 

unendlich vielen komplexen Nullstellen ausgedehnt. 
103) E. Laguerre, Sur la theorie des equations numeriques, J. de math. 

(3) 3 (t883), p. 99-146:; Oeuvres I, p. 3-47; E. Cesaro, a) Sur les fonctions 
holomorphes de genre queiconque. Paris, C. R. 99 (1884), p. 26-27; b) Sur 
un theoreme de M. Laguer1'e, Nouv. Ann. de math. (3) 4 (1886), p. 321-327. 
Weitere Arbeiten von Bassi, Vivanti, Maillet, J aggi, DeZI' Agnola, Puzyna, 
De Sparre, Frenzel usw. mit mehr formalem Inhalt, findet man bei Vivanti 
'fheorie der eindeutigen a.nalytischen Funktionen. Deutsch von .A. Gutzmer, 
Leipzig 1906, zusammengestellt. Ferner Balint, Math. es term. ertesito 31 (1913); 
J. L. W. V. Jensen, Recherches sur 10. theorie des equations, Acta. ma.th. 36 (1913), 
p. 181-196; G. P6lya, a) Algebraische Untersuchungen iiber ganze Funktionen vom 
Geschlecht Null und Eins, J. f. Math. 145 (1915), p. 224-249; b) Bemerkung zur 
Theorie der ganzen Funktionen, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 2& (1915), p. 392-400; 
c) t:rber die Nullstellen gewisser ganzer Funktionen, Math. Ztschr. 2 (1918), 
p. 352-382; d) Geometrisches liber die Verteilung der N ullstellen gewisser ganzer 
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Viele derselben beziehen sich nicht auf den allgemeinen Fall, 
sondem machen die spezielle Annahme, daS das gee) in der Weier­
stra,6schen Produktdarstellung sich auf eine Konstante reduziert. Solche 
Funktionen hei6en kanonisch oder primitiv. Da aber die gefundenen 
Kriterien fiir die Wurzelrealitat sich z. B. auf die Koeffizienten der 
Potenzreihenentwicklung beziehen, die Bedingung kanonisch aber an 
die Weierstrapsche Produktdarstellung ankniipft, so vermiBt man ein 
Koeffizientenkriterium flir kanonische Fnnktionen. Diese Lficke hat 
Malllet 104) ausgeftillt. Er gelangt zu Formeln fur die Potenzsummen 
der reziproken Wurzeln, die den algebraischen analog sind. 1m Zu­
sammenhang damit steht auch das gesuchte Kriterium. Fur den Fall, 
daS der Grenzexponent (ErkIarung weiter unten) nicht ganzzahlig ist 
und den Wert ~ hat, findet man:· Die Funktion 

,;sans" 
ist dann und nur dann kanonisch, wenn 

a1 = a!l=" . = ak = 0 
ist, wo k = [~] bedeutet. DaB man den Grenzexponenten seinerseits 
aus (len Koeffizienten ermitteln kann, werden wir bald sehen. Die 
erwahnten Arbeiten liefern weiter Methoden zur Berechnung von gee). 

Viele der Arbeiten fassen die ganzen Funktionen als gleichmaBige 
Grenzfunktionen einer Polynomenfolge auf. Dahin gehort auch schon 
ein Satz von Laguerre105), wonach eine solche Foige mit Iauter reellen 
NuUsteUen nUl eine ganze Grenzfunktion besitzen kann, die aus einer 
Funktion des Geschlechtes 1 durch Multiplikation mit einem Exponen­
tialfaktor zweiten Grades eY'~ entsteht (r < 0).107:» Raben alie Null­
stellen das gleiche Vorzeichen, so ist die Grenzfunktion, wenn iiber­
haupt ganz, eine des Geschlechts Null, multipliziert mit einem Ex­
ponentialfaktor ersten Grades eYS• Diese Sitze sind erst neuerdings 
durch Lindwart106) vollstandig bewiesen worden. Der Satz wurde 

transzendenter Funktionen, Miinch. Ber. 1920, p.285-290; J. Grammer, Ganze 
transzendente Funktionen mit lauter reellen Nullstellen, J. f. Math. 144 (1914), 
p. 114-166 (= Diss. GGttingen 1914) . .Azander, a) Sur Ie deplacement des zeros 
des fonctions entieres par leur derivation, Diss. Upsala 1914,; b) Sur les zeros 
erlraordinaires des derivees des fonctions entieres reelles, Arkiv f6r mat. astr. och 
fye. 11 (1916), Nr. 15; c) Sur les zeros des d6riviees des fonctions rationelles et 
d'autres fonctions meromorphes, Arkiv fOr mat. astr. och fys. 14 (1920), Nr. 23. 

104) E. Maillet, S~r les fonctions entieres et quasientieres, J. de math. 
(5) 8 (1902), p. 329-386. 

105) E. Laguerre, Snr les fonctions de genre zero et du genre un, Paris 
C. R. 95 (1882); Oeuvres p. 174-177. 

106) E. Lindwart, -ober eine Methode von Laguerre zur Bestimmung des 
{jeschlechtes einer ganzen Funktion, Dies. Gl>ttingen 1914. 

EncykIcp. d. math. Wilsensoh. II 3. 29 
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auch noch insofern verlieft1 als LindwOITt und Polya 101) erkannteD, 
daB es geniigt1 vorauszusetzen, daB die betreffenden PolynomfoIgen in 
einem Teilkreis der Ebene gleichmaBig gegen eine nichtkonstante 
Grenzfunktion konvergieren1 wahrend die Laguerreschen Siitze (nicht 
gIeichmaBige) Konvergenz gegen eine ganze Funktion in der ganzen 
Ebene verlangen.lOS) lOS, 1) 

J. Grommer l OS) hat aus der .Algebra die bekannten Bedingungen 
rur die Realitat samtlicher NuIlstellen iibertragen.108,l!) 

lch komme zur zweiten folgenschweren Laguerreschen Entdeckung. 
Der Anfang, den er machte1 ist zwar auf den ersten Blick unschein­
bar, aber die gauze weitere Entwicklung -hat davon ihren A.usgang 
genommen. Dnter Verwendung des Oauchyschen Integralsatzes hat 
Lagtterre109) gefunden1 daB eine ganze Funktion sicher hochstens vom 

Geschlecht p ist, wenn lim I ~ f'(z) I = 0 
$-Jo" z f(z) 

ist. Das ist insofern der Keirn zu den weiteren mit Poincare 1883 
einsetzenden Fortschritten, als darin zum ersten Male eine Beziehung 
zwischen dem Geschlecht und dem Wachstum der ganzen Funktionen 
angedeutet ist. Fur die Funktionen niimlich, welche der Laguerreschen 
Bedingung gentige~ ist auch 

If(.e) 1< e<J$lp+1 

fiir jedes positive Evon einem gewissen I.e \ an. 
28. Poinoare. Hadamard. :Borel. 1m gleichen Jahre 1883 und 

im gleichen Bande des Bulletin de la societe mathematique de France 
hat PoincOITe zwei grundlegende Arbeiten veroffentlicht, die iiber Uni-

107) E. Linawart und G. Pdlya, tiber den Zusammenhang zwischen der 
Konvergenz von Polynomfolgen und der Verteilung ihrer Wurzeln, Rend. di 
Palermo 37 (1914), p. 297-804. G. Pdlya, a) tiber .Annl!.herung durch Poly­
~ome mit lauter reeIlen Wurzeln, Rend. di Palermo 86 (1918), p. 297-895; 
b) "Ober Annaherung durch Polynome, deren samtliche Wurzeln in einen Winkel­
raum fallen, Gott. Nachr. 1913, p. 326-330. Vgl. auch B. Jentz8ch, a. a. O. 273). 

108) Ma.n vgl. weiter M. PetrO'Vitch, Sur certaines transcendantes entieres, 
Bull. de la soc. math. de France 34. (1906), p. 165-177. 

108,1) Die ganzen Funktionen, welche ala Grenzen von PolYDomen aus nur 
reellen Nullstellen auftreten kBnnen, oesitzen chara.kteristische funktioDentheore­
tische und algebraische Eigenschaften. G. P6lya u. J. Schur, tJber zwei Arten 
von Faktorenfolgen in der Theoria dar algebraischen Gleichungen, Crelles J. 144 
(1914), p. 89-113. 

108,2) Gewisse Vereinfachungen des Beweises ha.t N. Kritikos, tJber ganze 
transzendente Funktionen mit realien Nullatellen, Math. Ann. 81 (1920), p. 97-118 
erzielt. 

109) E. Laguerre, Sur 1110 determination du genre d'une fonction transcen­
dante, Paris C. R. 94 (1882), p. 635-638; Oeuvres I, p. 171-173. 
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formisierung und die fiber ganze Funktionen.110) Poincare hat das 
Laguerresche Resultat dahin vervollstiindigt, da.8 ffir alle Funktionen 
lles Geschlechts p und beliebige B > 0 stets 

-.I_IJI+1 
lime ·Ir(s) I = 0 
_"00 

iat. Ferner hat Poincare schon die Beziehungen des Geschlecbts zu 
den Koeffizienten der Funktion zu untersuchen begonnen. Er hat 
nii.mlich gezeigt, da.B fitr die Koeffizienten einer Funktion .}Jane" vom 
Geschleeht p stets 

am' r (m ~! t 1) --+- 0 (ffir m--+-oo und beliebiges h> 0) 
gilt. 

Zehn Jahre lang war dies der Stand der Theorie, da erschien 
1893 eine bahnbrechende Arbeit von J. Hadamard 11 1). Er hat, wie 
weiterhin naher ausgefiihrt wird, die Poincareschen Sitze umgekehrt. 

Bahnbrechend wirkte weiter eine Arbeit von E. BoreP12). Darin 
wird die Beziehung zum Picard schen Satze hergestellt und dieser 
gleichzeitig vertieft. 

Das sind die Hauptziige, aus welchen eine groBe Zahl von Ma­
thematikern in zum Teil nieht minder eigenartigen Beitragen das 
heutige Gesamtbild der Theorie der ganzen Funktionen endlicher Ord­
nung herausgearbeitet haben. Wir wenden uns nun der systematischen 
Darstellung der Theorie zu. 

29. Grundbegriife. Zu dem schon erwahnten Begrift'e GesckZecht 
trage ieh noch naeh, daB einzelne Mathematiker sich anderer Begriffs­
namen bedienen. So findet man bei Sckaper llS) und Pringsheim U') die 
Benennung Hohe, bei Vivanti10B) den Ansdruck Rang. Den Grad der 
Funktion g(s) in der WeierstrafJschen Produktdarstellung will ich (bei 
geeigneter N ormierung) kurz Grad der Funktion nennen. Dann sind 
die Funktionen nullten Grades die schon erwii.hnten kanonisehen oder 
primitiven Funktionen. Ferner spielt der Grensea:ponent (ordre reelle 

110) H. Poincare, Sur 1es fonctions entieres, Bull. de )0. 80C. ma.th. de 
France 11 (1883), p. 136-144. 

111) J: Hadamard, Etude sur lea proprieteB des fonctions entieres et en 
particu1ier d'une fonction consideree par Riemann, J. de ma.th. (4) 9 (1893), 
p.171-216. 

112) E. Borel, Sur les zeros des fonctions entieres, Aeta mo.th. 20 (1897), 
p.867-396. 

118) H. 11. Schaper, 'Ober die Theorie der Hadamaralchen Funktionen und 
ihre Anwendung Iouf das Problem der Primmhlen, DiBS. G6ttingen 1898. 

114.) A. Pringsheim, Elementare Theorie der ganzen tranaaendenten Funk­
tionen von endlicher Ordnung, Math. Ann. 68 (1904), p. 267-842. 

29* 
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der Franzosen) eine wichtige Rolle. Falls es eine Zahl q gibt von der 
Art, daB, unter aj die Nullsrellen der ganzen Funktion verstanden, fur 
jedes E > 0 die Reihe 

konvergiert und die Reihe 
~I ~il~+' 

~I !J-' 
divergiert, so ist q der Grenzexponent. Er kann natiirlich ein Kon­
vergenz- und ein Divergenzexponent sein, je nach dem Verhalten, das 

~I!J 
selbst zeigt. Der Grenzexponent einer Zahlenfolge hiingt selbstredend 
eng mit dem einfachsten der Bertrantlschen Konvergenzkriterien zu­
sammen. Der Grenzexponent hat namlich dann und nur dann den 
Wert q, wenn fiir jedes E > 0 von einem gewissen n an 

1 

I an I > n""i-~ 
gilt, und wenn auaerdem fiir jedes E> 0 und gewisse beliebig groae n nooh 

1 -+. lanl <nil 
bleibt. Hiernach liegt eine von LindelOfur.) und fast gleichzeitig von 
P. Boutroux 116) eingefiihrte V erallge~einerung des Grenzexponenten nahe. 

Wir kommen zu den aufs Wachstum der Funktion beziiglichen Ord­
nungsbegriffen. Eine Funktion hei6t von der Ordnung p. (ordre apparent 
der Franzosen) wenn fiir jedes E > 0 von einem gewissen ! z \ = r an 

I f(s) 1< erl'+' 
ist und wenn es gleichzeitig belie big groJ3e r gibt, ffir welche 

Max Ircs) I> erl'-· 
Is/ =r 

ist. Hiernach ist also z. B. eine Funktion &(z) vom Grade EL genau von 
der Ordnung EL. Man erkennt, wie der Begriff "Ordnung" den Begriff 
"Grad" del' ganzen rationalell Funktionen verailgemeinert. A.ile Funk­
tionen, fiir die es ein derartiges endliches EL gibt, heiaen von end­
licher Ordnung, die anderen sind von unendlicher Ordnung. Falls die 
zweite der bei der Erkliirung des Ordnungsbegriffes benutzten Unglei­
chungen auch von einem gewissen I s I an fiir alle s erfiillt ist, so 

111;) E. LindeUif, Memoire Sut 180 theorie des fonctions entieres de genre 
lini, A.cta. soc. sc. Fenn. 31 (1902). V gl. auch G. Valiron, Sur les fonctions entieres 
d'ordre fini, Paris C. R. 166 (1913), p. 1138-114,1. 

116) E. Boutroux,. Sur quelques proprietes des fonctions entieres, Acta 
math. 28 (1903), p. 97-224. 
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haben wir es mit einer Funktion von regelmafjigem Wachstum zu 
tun.11S,!) 

Die Funktionen einer gegebenen Ordnung II. kann man noch in 
verschiedene Typen einteilen.1U) Gibt es ein endliches r > 0, so daB 

If(g) 1< e(Y+I)rI' 

ist von einem gewissen r an, und daiS 

Max If(g) I> e1r-.)rP 
1 .. I=r 

ist fUr gewisse beliebig groBe r bei beliebig gegebenem E> 0, so 
haben wir eine Funktion vom NormaUypus r vor uns. 1st aber fiir 
jedes E> 0 von einem gewissen r an 

If(e) i < e'''''' 
so liegt der Minimaltypus der Ordnung II. vor, und wenn fiir jedes 
" > 0 und gewisse beliebig groBe g noch 

Max I f(s) I > eyr" 
1./ =r 

ist, so haben wir den MaximaZtypus der Ordnung ". 
Der vorhin erwii.hnten Verallgemeinerung des Grenzexponenten 

geht eine gleichfalls von E. LindeZof und P. Boutroux eingefiihrte Ver­
allgemeinerung des Ordnungsbegri:ffes parallel. Sie ziehen namlich 
neb en der Expollentialfunktion noch 

(f" .Iogal r .IOg~1 r •• . log~A:±' r 

a.ls Vergleichsfunktion heran. 

30. Ordnung und Xoefftzienten. Ihren Ausgang nimmt hier die 
Entwicklung von der schon erwiihnten Poincare'schen Entdeckung iiber 
die Koeffizienten einer Funktion vom Geschlecht p. Die Einfiihrung des 
Ordnungsbegri:ffes hat zu einer Verschii.rfung geldhrt. Hadamard lehrte 
umgekehrt aus den Koeffizienten die Ordnung bestimmen. Wihrend 
Poincare sich auf Eigenschaften des Laplaceschen Integrales stiitzt, 
haben die Beweise unter den Handen von Hadamard 117), E.Lindelo(80) 115) 

116,1) Bei Funktionen von unregelmaBigem Waehstum gilt Bogar in un­
endlich vielen r-Intervallen 

I fez) I <erl'-'. 
Man vgl. B. Mattson, Sur 180 croissance du module d'une fonetion entiere, Arkiv 
for mat. astr. och fysik. 6 (1910), Nr. 10. Beispiele von Funktionen mit unregel­
mlU\igem W 80chstum konstrniert Borel, Sur quelques fon.ctions entieres, Rend. di 
Palermo 28 (1907), p. 820-828. 

117) J. Hadamard, a) a.. a. O. 111); b) Sur les fonctions entieres, Bull. de 180 
soc. math. de France 24 (1896), p. 186-187. 
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und A. Pringslwim 118) eine auBerordentlich kurze und elegante Gestalt 
erhalten. Der Gipfel des Erreichbaren ist wohl durch E. LindelO(B5) 
gegeben. Eine Modifikation des Lindelofsehen Beweises bietet A. Prings­
kim (a. a. 0,11'), p.337ff.). Ein dureh diese Untersuchungen sicher 
gestellter Satz lautet: 

a+e IL 

Aus If(s)j<e"''' (<<>0, E>O) von einem gewissen Isj=r 
1 

an folgt ffir die Koeffizienten von f(s) ~cns": YreJ < (atet von 
einem gewissen n an und umgekehrt. 

a:-e r# 
Aus Max I f(g) I > e ell ffir gewisse beIiebig groBe I fJ I = r folgt 

1 

Y)c:l > (a n e)" fiir gewisse beliebig groBe n und umgekehrt. 

E. Lindi/)j[B5) hat unter Vervollstii.ndigung eines Versuches von 
E. MaiUel 119) eine Ergangung dieses 8atzes angegeben. Der Zusatz 
bezieht sich natiirlich immer nur auf die· zweite Halfte: Damit die dort 
gegebene Abschlitzung nicht nur fiir gewisse groBe r, sondern von einem 
gewissen r an immer ilrfiillt sei, ist notwendig und hinreichend, daB die 
fiir die Koeffizienten angegebene Abschatzung fiir unendlich viele Werte 
no, nu ... von n erfiillt sei, welche der Bedingung 

I· nk+l 1 Im--= 
k-+ ... nl: 

genugen. 

Dem so fiir die N ormaltypen ausgesprochenen 8atz stehen ana­
loge fur Funktionen der Ordnung p, uberhaupt und fur LindelOf-BO'I.t­
trouxsche Ordnungstypen an der Seite. Auch ftir die Minimaltypen 
lassen sieh genauere Resultate finden. 

Falls die vorgelegte Funktion lauter positive Koeffizienten hat, so 
gehen dieee fur das Maximum der Koeffizienten gefundenen Ergebnisse 
in Aussagen fiber das asymptotische Verhalten der Funktion selbst 
auf der positiven reellen Achse iiber.UO) 

118) A. P,'ingsheim, a) Zur Theone der ganzen transcendenten Funktionen, 
Munch. Ber. 32 (1902), p. 163-t92 und p. 295-304,; b) Zur Theone der ganzen 
transcendenten Funktionen von endlichem Rang, Munch. Ber. SS (1903), p. 101-130. 
c) a. a. O. 1140). ' 

119) E. Maillet, Sur les fonetions entieres et quasientieres it croissance 
l-eguliere et las equations differentielles, Ann. de ia fac. des se. de Toulouse (2) 4 
(1902), p. 447-469. 

120) E. le Boy, Valeurs asymptotiques de certaines senes proeedant 8uivant 
Jes puissances entieres et positives d'une variable reelle, BuJl. des sc. math. (2) 24-
(1900), p. 246-268; E. LindeUif, a. a. O. 115); P. Boutroux, a. a. O. 116); G. Va­
limn, Sur Ie caleul approche de certaines fonctions entieres, Bull. soc. math. Fr. 
42 (1914), p. 252-264; De'tljoy, a. a. O. 14,7,1). 
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31. Ordnung und Grenzexponent. Den Ausgangspunkt bildet 
hier die Poincaresche Entdeckung, daS 

lim I fez) le-llzlH1 = 0 
.~oo 

ist fUr Funktionen vom Geschlechte p, bei beliebig gegebenem posi­
tiven E. Die Einfiihrung des Grenzexponenten und der Ordnung erlaubt 
eiDe Verschiirfung des Resultates. 1I1) Gleichzeitig ergibt sich eine 
Umkehrung. 

Zunachst die Verscharfung: Primitive Funktionen des Grenzexpo­
Denten (! sind hochstens von der Ordnung Q. Genauer gesagt liefem 
elementare AbschiitzuDgen das folgende Ergebnis: Die primitive Funk­
tion fez) sei vom GeschIechte p und es sei p < (1 <p + 1. Gilt dann 

lim sup V\' ~Io<g, wo 9 ~ 0, "_00 a" 
so ist fUr jedes E > 0 und aIle geniigend groSen lei 

I fez) 1< e(cog+l)!zIO 

00 bedeutet dabei eine passende nul' von 0 abhangende positive Zahl. 
Die Funktion gehOrt also hochstens dem Normaltypus an. 1st insbe­
sondere . 11 \0 lim v - =0, ,,_00 a. 

so gehOrt die Funktion hOchstens dem Minimaltypus an. Das ist nament­
lich dann del' Fall, wenn ~ Konvergenzexponent ist. Denn dann kann 
man 0 = (! wahlen. 

1st die Funktion fez) = &(.) 

vom Grade g, und besitzt del' hOchste Koeffizient in gee) deb. Wert a, 
so ist fez) vom Typus I a I del' Ordnung g. 

Damit gewinnt man dann zunachst das Resultat, daS Funktionen 
eines endlichen Geschlechtes stets von endlicher Ordnung sind und 
zwar gilt z. B. die Abschatzung 

\ ((z) \ < ~+. 
wo 1 die groBere del' beiden Zahlen Grad und Grenzexponent bedeutet. 

Sind Dun aber auch umgekehrt aile Funktionen von endlicher 
Ordnung von endlichem Geschlecht? Fur diese FragestelluDg hat 
Hadamard bahnbrechend gewirkt. 

Zunaehst ergibt sieh, daB nirgends versc10rwindende Funktionen 

121) J. Hadamara,_a.) Theoreme aur lea aeries entieres, Paris C. R. 124 (1897), 
p. 492; b) Sur les senes entieres, Proces verbaux de la. soc. des 8C. phys. et nat. 
de Bordeaux, 1897, p. 110-112; c) Theoreme sur les seris entieres, Acta. ma.th. 22 
(1898), p. 55-63; E. Linileliif, a. a. O. 115); A. Pringsheim, a. a. O. 114). 
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ent1licher Ordnung stets von der Form (fIC') mit ganzem rationalem 
gee) sind. Ordnung und Grad stimmen hier also liberein. Das ergibt 
sich ale unmittelbare Folgerung aus einem Hadamardschen Satz fiber 
den R~altei1 analyfiischer Funktionen. '92) 

Weiter aber gilt es nun aus der bekannten Ordnung der Funk .. 
tion einen SchluB auf den Grenzexponenten der Nullstellen zu ziehen. 
Dies gelingt Hadamard durch eine Abschatzung der Anzahl der Null­
stellen, welche eine Funktion gegebener Ordnung in einem gegebenen 
endlichen Bereich haben kann. Sein Beweis iet zuerst durch SchoUl!!) 
vereinfacht, dann sein Resultat durch LindelOf1l5) aus dem Satz von 
Jensen (p.505), von Pringskeim 1l4) gar durch ganz elementare Ab­
schiitzungen gewonnen worden. Man schlieJ3t niimlich, daB 

~I :, IP+. 
fur jedes E > 0 konvergiert, wenn die Funktion fez) der Ordnung !.t 
unendlich viele Nullstellen a, besitzt. Genauer gesagt :findet man folgendes 
durch Prinosheim114) besonders scharf herausgearbeitetes Resultat: 

Fur jede Funktion der Ordnung!.t mit unendlich vielen N ullstellen gilt 

limv\~\P+J=o fur jedes 6>0. 
,,~oo a" 

Fur jede Funktion vom N ormaltypus der Ordnung !.t gilt 

lim sup vi ~ 1"<0 (0 endlich). 
,,~oo a" 

Fur jede Funktion vom Minimaltypus der Ordnung !.t gilt 

lim vl~\P. = O. 
,,~oo a" 

Flir primitive Funktionen Hest man nun aus dem Gesagten folgende 
Ergebnisse ab: 

a) Ordnung und Grenzexponent I' stimmen uberein. 
b) 1st weiter !.t nicht ganzzahlig, so gehOrt die Funktion dann 

a) dem Minimaltypus an, wenn lim v \ ~ lIP = 0 
,,~oo u" 

. \1 ii' P) dem N ormaltypus an, wenn hm sup v I-I > 0 
,,~oo a" 

r) dem Maximaltypus an, wenn lim sup v I ~ \IL = 00 ist . 
• ~.. a" 

122) Schou, a) Sur"ia. tMorie des s~ries entieres, Paris C. R. 12& (1897), 
p. 763-764; b) Bewis for en satning a.f Hadamard, Nyt. tidskrift for math. 8B 
(1897), p. &-6. 

123) P.Boutrou:c, a. a. O. 116); ..4.. Pringsheim, a. a. O. 114); ..4.. Wiman, Sur 
Ie cas d'exception dans la theorie des fonctions entieres, Arkiv for mat. astr. och 
fys. 1 (1903), p. 327-34&. 
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Wie bei ganzzabligem ,." der Satz zu modifizieren 1St, hat nach 
verschiedenen V orbereitungen1!8) erst Lindilof1J4) erschOpfend dargelegt. 

Zur Ubertragung dieser Siitze auf nicht primitive Funktionen hat 
man eine Abschiitsung deY' primitif)(J'YI, nach unten notig. Auch sie wurde 
durch HaiJamard lll) entdeckt. Er fand: 

Auf unendlich vielen Kreisen I s I = r beliebig gro.8er Radien gilt 
fUr die primitive Funktion fCs) des Grenzexponenten (! die A bschatzung 

If(s) I > e-re+' (s> 0) 

Iflt (! Konvergenzexponent, so ist nach Lindelo[1'J5) Bogar 

I f(s) I> e- 1re . (s > 0) 

Wie leicht zu erkennen ist, lassen sich ahnliche Sitze bei be­
liebigen ganzen Funktionen endlieher Ordnung aussprechen. Ihre schii.rfste 
Fassung haben sie durch E. LindeZO[l'J6) und J. E. Littlewood1S5) er­
halten. Sie beweisen, daB 

m,(r) > (m:(rY 
fUr unendlich viele gegen unendlich wachsende I s I = r und fUr jede 
ga.nze Funktion der Ordnung q und beliebiges h > 0 gilt, wofern man 
unter m;(r) das Minimum, unter ma(r) das Maximum von I f(s) I fiir 
I s I = r versteht. Insbesondere gilt also auf unendlich vielen Kreisen 

\ f(s) I> e- r ('+·. 

DaB mi(r) > ma(r)-l-. fiir beliebig groBe r, hat Wiman 127) fUr Funk­
tionen unendlichen Geschlechts ohne Nullstellen bewiesen und fiir 
beliebige ganze Funktionen vermutet. 

Verschiedene Autoren haben versucht, solche Abschatzungen auf 
das ganze Gebiet zu iiberlragen, das von der unendlichen Ebene iibrig 
bleibt, wenn man die Nullstellen durch gewisse Kreise ausschlieBt. Als 
Vorliiufer sind bier Boutroux und Maillet 1!8) zu nennen. Doch entnahm 
Maillet der von ihm weitergefiihrten Borelschen Methode nicht alles, 

124) E. Lindelof, Sur les fonctions entieres d'ordre entier, Ann. Ec. Norm. 
(3) 22 (1905), p.369-395. 

125) E. Lindeliif, Quelques theoremes nouveaux sur les fonctions entieres, 
Paris C. R. 183 (1901), p. 1279-1282"; femer a. a. O. 115). 

126) E. LindelOf, Sur un theoreme de M. Hadamard dans la theorie des 
fonctions entieres, Rend. di Palermo 25 (1908), p. 228-284. 

127) ..4.. Wiman, Uber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbetrage 
einer analytischen Funktion und dem grlHUen Betrage bei gegebenem Argument 
der Funktion, Acta math. 41 (1916), p. 1-28. 

128) P. Boutt-oux, a. a. O. 116); E. Maillet, Sur les fonctiouB entieres et 
quasientieres, J. de math. (5) 9 (1902), p. 329-386. 
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was sie lief em konnte. Das tat erst Rimoundos1'J9), wahrend Wiman 1SO) 

und Lindgren lSl) damn anknupften, daB das von Maillet angegebene 
Resultat meist trivial ausftillt. Sie nahmen die Frage emeut auf und 
fanden: 

SchlieBt man die Nullstelle a, durch einen Kreis vom Radius /a./- k 

(k > 0 beliebig, aber von a; unabbangig) aus, so gilt im Restbereich 
I f(s) / > e-r(1+e 

fur beliebiges e > 0 und genugend groBes r. 
Diese Abscbatzung bleibt bestehen, wenn man statt dieser Kreis­

scheib en auf jedem Kreis I s I = r geeignet gewahlte Bogen von einer 
Gesamtlange kleiner als e- .... (O <<< < e) weglaBt. (IMmoundos lt9).) 

Bei Funktionen einer Ordnung ~ < f hat Wiman 13!) entdeckt 
und spater LindeloflJ6) einfacher be wiesen 188), da6auf unendlich vielen 
beliebig groBen Kreisen sogar 

I f(s) I > (f"~-' 
bleibt. Valiron und Littlewood1M) geben dem Satz uber Funktionen 
vom Grenzexponenten Null eine schmere Fassung. Eine weikre Ver­
scharfung des Hadamardschen Satzes fiir fl < 1 vermutet Littlewood 
und beweist Wiman 135). 

129) G. Remoundos, Sur les fonctions entieres de genre fini, Bull. de 1& soc. 
math. de France 82 (1904), p. 814-816. 

130) .A. Wiman, a. a. O. 123). 
131) B. Lindgren, Sur Ie cas d'exception de M. Picard da.ns la. theorie . des 

fonctions entieres, Upsala 1903. 
132).A. Wiman, a) nber die angenaherte Darstellung von ganzen Funk­

tionen, Arkiv ior mat. ask och fysik. 1 (1903), p. 105-111; b) Sur nne extension 
d'un theoreme de M. Hadamard, Arkiv fl5r mat. astr. och fysik (2) (1905), p. 14. 

133) Ein anderer Beweis bei F. Wiener, Element&re Beitritge zur neueren 
Fnnktionentheorie, Diss. Gottingen 1911. 

134) Valiron, a) Sur les fonctions entieres d'ordre nul, Math. Ann. 70 (1911), 
p. 471-498; b) Sur lea fonctions entie"res d'ordre nul at d'ordre fini et en parti­
culler les fonctions a corresponda.nce reguliere, These Toulouse 1914; c) Le tMoreme 
de M. Picard pour les fonctions entieres d'ordre nul, Nouv. Ann. (4) 11 (1911), 
p. 145-151; d) Sur les fonctions entieres d'ordre nul, Nouv. Ann. (4) 11 (1911), 
p. "8-461; e) Sur les fonctions entieres d'ordre nnl, Paris C. R. 156 (1913), 
p. 534-536; f) Sur la croissance des {onctions entii'lres d'ordre nul, N ouv Ann. (4) 13 
(1913), p. 97-110; g) Sur la derivee logarithmique de certaines fonctions entieres, 
Nouv. Ann. (4) 11 (1911), p. 498-508; ;T. E. Littlewood, On the asymptotic approxi­
mation to integral functions of zero order, Proc. of the London mat. soc. (2) 5 
(1907), p. 361-410; .A. Wahlund, Sur Ie module minimum des fonctions entieres 
d'ordre nul, Arkiv for mat. astr. och fys. (8) 1914, Nr. 6. 

135) J. E. LittZewood, A general theorem on integra.l functions of finite order, 
Proc. of the London math. soc. (2) 6 (1908), p. 189-204; A. Wiman, Gauze Funk­
tionen der Rohe Null, Math. Ann. 76 (1915), p. 197-211. 
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Wir kehren zur ersten 1!'assung des Haaamaraschen Satzes zuriick 
urn seine Bedeutung fiir die Beziehung zwischen Grenzexponent und 
Ordnung bei den allgemeinen Funktionen endlicher Ordnung darzulegen. 

Sei nun eine beliebige Funktion der Ordnung I' vorgelegt, so ergiht 
sich zuniichst, da.B sie von endlichem Geschlecht ist. Denn einmal 
kann wegen der Konvergenz von 

~ I.! /"'+l I a. , . 
ihr primitiver Bestandteil keinen gro.Beren Grenzexponenten als I' hahen. 
Hieraus findet man eine untere Abschatzung fur den primitiven Be­
standteil und damus eine obere Abschatzung fur den Exponentialfaktor, 
der sich damit nach dem Hadamaraschen Satze als von endlichem 
Grade erweist. Gleichzeitig fiihrt diesel' Gedankengang zu den folgen­
den Resultaten: 

Bei nicht ganzzahliger Ordnung bleiben die vorhin fUr primitive 
Funktionen ausgesprochenen Ergebnisse unveriindert bestehen. Das 
Geschlecht ist also eindeutig zu [I'] bestimmt. 

Bei ganzzahliger Ordnung p, indessen sind die Ergebnisse etwas 
andere. LinaeliJ[1U) gibt sie in folgender Form an: 

a) Wenn die Funktion dem Minimaltypus der Ordnung p, angehort, 
so ist ihr Grenzexponent gleich p, und ihr Grad hOchstens p,. 1hr Ga­
schlecht ist also p, oder p, - 1, je nachdem, ob I' Divergenz- oder 
Konvergenzexponent ist. Weiter gilt: 

(A.) lim sup v\'!"\"'= 0 und lim sup II "o+.! ~(.!)"'I=O.135&) 
v_oo a¥ v_oo '" ~ ak 

Wenn umgekehrt eine Funktion von hOchstens p,tem Grade den Grenz­
exponent I' besitzt, und wenn dazu die Gleichungen (A) gelten, so ist 
ihre Ordnung dem Grenzexponenten gleich, und sie gehOrt dem Minimal­
typus dieser Ordnung an. 

b) Wenn eine Funktion dem Normaltypus der Ordnung p, angehOrt, 
BO ist sie entweder vom Grade p, und ha.t einen Grenzexponenten, der 
p, nicht fibertrifft, oder aber ihr Grenzexponent ist gleich p, und ihr Grad 
nicht fiber 1'. In beiden Fallen ist ihr Geschlecht 1'. Die beiden vor­
hin angegebenen limites superiores (A) sind endlich und verschwinden 
nicht gleichzeitig. Sind umgekehrt fiir eine Funktion von hOchstens 
p,-tem Grade die eben genannten Ergebnisse zutreffend, so gehOrt Ble 
dem N ormaltypus der Ordnung p, an. 

lana) Wenn eIl!z) der Exponentialfaktor der Funktion iet, 80 sei 

g(s) = ceo'!' + "tS",-l + ... + ",.,. 
lY.o also der Koeffizjent der ",ten l'otenz. 
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c) Wenn f(s) vom Maximaltypus der Ordnung II ist, so wird ihr 
Grenzexponent gleich II. Mindestens einer der heiden limites superio­
res (A) ist unendlich. Wenn umgekehrt bei einer Funktion IlteD Grades 
vom Grenzexponenten II die eben erwiihnten Ergebnisse zutreffen, so 
gebOrt sie dem Maximaltypus der Ordnung II an. 

1m FaIle der Minimaltypen und Maximaltypen nicht ganzzahliger 
Ordnung konnten 136) durch Heranziehen der verallgemeinerten Ordnungs­
typen noch genauere Resultate gewonnen werden. Wenn niimlich bei 
gegebenem E > 0 und nicht ganzzahligem (J von einem gewissen /s I = r an 

I fez) I < er<'(logr)"l .•. (logk(r»ak+· 

ist, so ist auch 
1 

la,,1 > [n(logn)-a1 ••• (logkn)-ak-'J~ 

von einem gewissen n an und umgekehrt. 
Wenn ferner fiir ein gegebenes E > 0 und gewisse beliebig gr06e r 

Max If(z) I> er<'(1ogr)"l ... (logk r)ak -· 

gilt, so ist auch fiir gewisse beliebig groBe n 
1 

10,,, I < [n(log n)-a1 ••• (logkn)-ak +']~ 

und umgekehrt. Bei Funktionen von regelmaBigem Wachstum geIten 
diese Abschiitzungeu fiir alle geniigend groBen r und n (Borel 63 b). 

1m FaIle ganzzahliger Ordnung ist eine solche weitere Theorie 
jedoch zunachst nicht moglich. Dies sieht man schon durch Vergleich 
der beiden Funktionen: 

. nz d 
8111 2 un 1 

nz) 

ein. Ihre Nullstellen haben die gleichen absoluten Betrage und doch 
gehoren die heiden Funktionen verschiedenen Typen der Ordnung eins 
an. Erst LindelOf1!4) hat Ergebnisse gewonnen, welche den vorhin 
angegebenen entsprechen. 

32. Ausnahmef'8J.le. Wir haben im Laufe dieses A.bschnittes eine 
Reihe von Fallen kennen gelernt, wo die zu bestimmende GroBe durch 
die gemachten Angaben noch nicht eindeutig festgelegt war. Diese 
zuniichst unscbOn wirkenden Palle haben im weiteren Verlauf der 
historischen Entwicklung zu den tiefsten Resultaten gefiihrt. Es zeigt 
sich niimlich, daB auch in den erwiihnten AusnahmefIillen im allgemeinen 
die zu bestimmende GroBe eindeutig festgelegt ist, daB nur unter ge· 
wissen Umstanden ein anderer Wert herauskommen kann. Der Grund 

136) E. Linde16f, a. a. O. ll1i), 124); P. Boutrou:x:, a. a. O. 116); A. Wiman, 
a. a. O. 123). 
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ist schlieBlich der, daS es nicht ausreicht, die Nullstellen aUein zu 
betrachten, man muS noch die Verteilungsdichte der Stellen, wo ein 
anderer gegebener Wert angenommen wird, mitheranziehen. Darauf 
deutet schon der Picardsche Satz hin. Mit ihm stehen auch die jetzt 
darzulegenden Ergebnisse in engstem Zusammenhang. 

E. LindelO[1s7) und A. Pringsheim 114) haben den folgenden Borel­
schen 1SS) Satz bewiesen: 

f(,) sei vom Normaltypus der ganzzahligen Ordnung 1-'-, q(s) und 
res) seien von niedrigerer Ordnung oder doch wenigstens von niedrige­
rem Typus als f(s), (z. B. Konstanten gleich). Dann sind die Funktionen 
q. f + r von gleicher Ordnung und von gleichem Typus wie f(s). 
Unter allen diesen Funktionen gibt es hochstens eine, deren Grenz­
exponent kleiner als I-'- ist. (D. h. wenn q1 • f + r 1 und q2 • f + r 2 zwei 
solche Funktionen sind, so ist Qlr'j - Q2rl = 0.) Fiihrt man also z. B. 
einen Grenzexponenten fiir die N ullstellen und einen Grenzexponenten 
fiir die EinsteUen ein, so kann nur der eine der beiden kleiner als 
I-'- sein. Man erkennt gleichzeitig hierin eine wesentliche Verschitrfung 
des Picardschen Satzes, insofern als nicht nur die eine Stellensorte 
in unendlicher Anzahl, sondern sogar mit einer bestimmten minimalen 
Verteilungsdichte genom men werden muS. 

Ist f(s) eine Funktion von regelmaBigem Wachs tum der nicht 
ganzzahligen Ordnung t-t, so zeigen auch die NullsteUen von f(s) - x 
fiir aUe x mit endlich vielen Ausnahmen ein regelmaBiges Wachstum, 
d. h. man hat fiir die Betrage dieser Nullstellen rn(x) 

1 1 
--e -+, 

nf.' < Jrn(x)J <nit 

fur alIe n > N(E). 1st aber I-'- gan" so kann fur eine x-Menge vom 
Umfang Null (vgL p. 407) der Satz Ausnahmen erleiden.1SS,1) 

E. Lindelo(124) hat eine Verallgemeinerung dieses Satzes gefunden. 
Wenn fez) vom Normaltypus ist, so kann fiir hochstens eine der 
Funktionen q. f + r der 

lim sup -I '/)1 = 0 
,,~oo a" f.' 

sein. Wenn weiter f(,) vom Maximaltypus ist, so kann fiir hOchstens 

137) E. Linde16f, Sur un cas particulier du tMoreme de M Picard relatif 
aux fonctions entieres, Arkiv tOr mat. astr. och fysik 1 (1903), p. 101-104. 

138) E. Borel, a) a. a. 0.112); b) a. a.. O. 63b); c) Le90ns sur les fonctions 
entieres, Paris 1900. 

138,1) J. Sirel16) und G. Valiron, Sur les zeros des fonctions entieres 
d'ordre lini, Rend. di Pa.lermo 43 (1918/19), p. 255-268. 
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eine der Funktionen q . ( + t· der 

lim. sup ._"- endlich sein . 
.. ~ .. lap)" 

A. Wiman 128) hat sich den Unentschiedenheiten in der Bestimmung 
des Geschlechtes zugewandt. Er hat da in gewissen Fallen einen ahn­
lichen Ausnahmesatz gefunden. A. Wiman iibertragt namlich den 
Borelschen Ausnahmesatz auf die verallgemeinerten Lindelo{schen Ord­
nnngstypen. Rier bestehen ja auch gewisse Unbestimmtheiten. Er fand, 
daB fiir diese im allgemeinen der gleiche Satz gilt, wie bei nicht 
ganzzahliger Ordnung: 

Wenn res) vom Minimaltypus der ganzzahligen Ordnung /L ist, 
und g(s) einer niedrigeren Ordnung angehOrt, so wird hOchstens ffir 
eine der Funktionen (+ 9 der p. 437 angegebene L£nilel<i{sche Satz 
unrichtig.1S9) Bei speziellen Funktionen haben Hardy 140) und Barnes 141) 

die asymptotische Verteilung der Nullstellen untersucht und damit 
schon vorab Beispiele zur allgemeinen Theorie geliefert. 

E. LindelO(124) bat die Wimanschen Resultate bis zur voUen 

189) Vgl. auch P. Boutroux, a) Sur les zeros des fonctions entieres d'ordre 
entier, Paris C. R. 189 (1904), p. 851-858; b) Sur les fonctions entieres d'ordre 
entier, Verh. d. dritten intern at. Math. Kongr. Heidelberg 1904, p. 253-257. 

140) G.H.Hardy, a) On the roots of the equation rex ~ 1) = c, Proc. of the 

London math. soc. (2) 2 (1904), p. 1-7; b) On the zeros of certain classes of 
.. x<l>{n) 

integral Taylor series. On the integral function L} { d>(n) } I' Proc. of the 
o 

London math. soc. (2) 2 (1904), p. 882-839; b) dasselbe II: On the integral function 

~ xn 
~n-( + )" a. s. O. (2) 2, p. 401- 431; c) On the zeros of the integral 
~ nln a 

o 
function x-sinx, Mess. of math. 31 (1902), p. 161-165; d) On the zeros of 
certain integral functions, Mess. of math. 32 (1902), p. 86-45; e) The asymptotic 
solution of certain transcendental equations, Quart. J. 85 (1904), p. 261-282; 
f) Note on an integral function, Mess. of ma.th.84 (1904), p. 1-2; g) On the 
zeros of a class of integral functions, a. a. 0., p. 97-101; h) On the integral 

~oo :x/' 
function 'P(.,~ B = n +f1' Quart. J. 87 (1906), p. 369-378. 

a, " 0 (n + at'" 

141) E. w: Barnes, a) A memoir on integral functions, Phil. Trans. Roy. BOC. 

(A) 199 (1901), p. 411-500; b) On the classific'lotion of integral functions, Cambro 
Phil. Trans. 19 (1904), p. 322-865; c) The asymptotic expansion of integral func­
tions of multiple linear sequence, Trans. of Edinburgh 100 (1904), p.426-489; 
d) The as;ymptotic expansion of integral functions of finite non zero ordre, Proc. 
of the London math. soc. (2) 8 (1905), p. 278-295; e) The asymptotic expa.nsion 
of integral functions defined by Taylor series, Phil. Trans. Roy. soc. (A) 206 
(1906), p.249-297. 
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Analogie mit dem Borelschen Ausnahmefall verallgemeinert. Ob aber 
ganz allgemein fur die Unbestimmtheit des Geschlechtes ein ahnlicher 
Ausnahmesatz wie fur den Grenzexponenten besteht, ist noch nicht 
bekannt. N ur fiir gewisse Funktionen von regelmiiBigem Wachstum 
kann man bisher folgendes behaupten: 

Wenn die ganzen Funktionen q und r von niedrigerer Ordnung 
oder doch wenigstens von niedrigerem Typus als f(z) sind, und wenn 
IL die ganzzahlige Ordnung von fez) ist, so gibt es unter den FUllk­
tionen q. f + r hOchstens eine, deren Geschlecht nur IL - 1 ist. 

33. Bestimmung des Geschlechtes aus den Koef:flzienten. Diese 
Frage ist durch die vorausgegangenen Betrachtungen mit erledigt. 
Denn wir haben gelel'nt, aus den Koeffizienten auf die Ordnung und 
auf den Typus der Ordnung zu schlieBen. Und wir haben gesehen, 
wie man aUs der Ordnung auf das Geschlecht schlieBen kann. Einige 
dabei auftauchende minderwichtige Einzelfragen haben LindeZof1S7) und 
Fabry l42) behandelt. Hier mussen ferner die Arbeiten von Maillet 128), 

FrenzeP4S), Pueyna 1!4) und. Jaggi146) Erwahnung finden, da sie die 
Mittel zur Berechnung der auBeren Exponentialfaktoren enthalten. 

34:. Da.s Geschlecht von Summe und Ableitung. Diese Fragen 
gehoren zu den iiltestep. der Theorie. Sie haben schon Laguerre be­
schiiftigt und stehen an der Spitze der Poincareschen Arbeit von 1883. 

Die Ordnung der Summe zweier Fuilktionen kann hochstens der 
groBeren der heiden Ordnungen gleich sein. Es ist daher selbstverstand­
lich, daB das Geschlecht der Summe kleiner sein kann als das der Summan­
den. Aber es kann merkwurdigerweise auch groBer sein und zwar 
hochstens nm eine Einheit. Das ruhrt her von der bei den Ausnahme­
fallen besprochenen Unbestimmtheit des Geschlechtes beim Minimal­
typus einer ganzzahligen Ordnung. Die ersten dahin zielenden Beispiele 
gaben Boutroux 111) und LindeZof116). Sie betrachten Funktionen des 
Geschlechtes p - 1, deren Summe gleichwohl das Geschlecht p hat. 

142) E. Fabry, a) Sur Ie genre des fonctions entieres, Bull. de 180 soc. math. 
de France 30 (1902), p. 165-1'16; b) Sur Ie genre des fonctions entieres, Paris 
C. R. 140 (1905), p. 1010-101S. 

14,3) O. Frenzel, Die Darstellung der eindeutigen analytischen Funktionen 
durch unendliche Produkte und Partialbruehreihen, Ztschr. f. Math. u. Phys. 24 
(189'7), p. 316-S43. 

144) J. fl. Puzyna, tiber den Laguerreschen Rang einer eindeutigen analyti­
schen Funktion mit unendlich vielen Nullstellen, Monatsh. Ma.th. Phys. 3 (1892), 
p.1-15. 

145) E. Jaggi, a) Relations entre les zelroB et coefficients d'une fonction 
entiere, Nouv. Ann. (4) 1 (1901), p. 16-19; b) Sur 1es zelros des fonctions entieres. 
Nouv. Ann. (4) 2 (1902), p. 218-226. 
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DaB selbst die Zufiigung einer Konstanten das Geschlecht erhOhen 
kann, haben Wiman 146) und Fabry 142) durch Beispiele erhiirtet. 

Die nach unseren Darlegungen evidente Tatsache, daB die Ordnung 
einer Ableitung der Ordnung der urspriinglichen Funktion gleich ist, 
k1iirt auch hier wesentlich die Sachlage. Ein besonderes Licht rallt 
darauf noch durch das erwiihnte Wimansche Beispiel, das lehrt, daB 
die Ableitung einer Funktion vom Geschlecht p ausnahmsweise das 
Geschlecht p - 1 haben kann. 

L. Leau l51b) und G. Valiron 1Mb) haben es unternommen, die sich 
aus speziellen Annahmen iiber die RegelmaBigkeit in der Verteilung 
der Nullstellen ergebenden Verschiirfungen in der Theorie festzustellen. 

35. Funktionen unendlioher Ordnung und Funktionen der 
Ordnung Null. Viele der genannten Arbeiten enthalten auch besondere 
Darlegungen iiber die Funktionen unendlicher Ordnung und der Ord­
nung Null. IndesBen haben erst Kraft 65), Blumenthal147) und Denjoy147,l) 
eine volle Theorie der Funktionen ttnendlicher Ordnung entwickelt. 

Fiir eine besondere Theorie der Funktionen nullter Ordnung kommen 
die Arbeiten von LindeWf85), Zollich 148), Mattson 149), Littlewood1S4), 

Valiron 1M), Wiman U7 ) in Betracht. lch hebe hervor, daB bei dies en 
ja stets primitiven Fuhktionen Ausnahmefalle nicht vorkommen. Auch 
zeigen sia gewiBBe Einfachheiten in ihrem Wachstum. 

36. Beziehungen zwisohen dem Maximalbetrag einer ganzen 
Funktion und dem Betrag des gralUen Gliedes ihrer Potenzreihen­
entwioklung. Wenn fiir alia m 

mer) = Max I am I rm < 8(1') 
m=l,ll ... 

ist, so ist nach Borepa) 63b) 

M(r) < (8(r)1+a 

(unter M(r) daB Maximum von I fez) I auf dem Kreise I z 1= r ver-

146) .A. Wiman, a) a. a. O. 123; b) Sur Ie genre de la derivee d'une fonc­
tion entiere et sur Ie cas d'exception de M. Picard, Paris C. R. 138 (1904), 
p.137-139. 

147) O. Blumenthal, a) Principes de la tMorie des fouctions entieres d'ordre 
infini, Paris 1910; b) nber ganze transcendente Funktionen, Jahresber. d. D. Math.­
Ver. 16 (1907), p. 97-109. 

147,1) .A. Denjoy, Sur les produits canoniques d'ordre infini, J. de math. (6) 
6 (1910), p. 1-136. 

148) H. Zo1lich, Beitrage zur Theorie der ganzen transceudenten Funktionen 
der Ordnung Null, Diss. Halle 1908. 

149) R. Mattson. a) Contribution a 180 theorie des fonctions entieres, Upsala. 
1905; b) Sur les fonctions entieres d'ordre zero, Rend. di Palermo 33 (1912\ 
p.91-107. 



36. Bezieh. zw. Max I f(s} I u~ dam gro8ten Glied der Potenzreihenentwickl. 443 

standen) bei beliebigem aber festem « > 0 filr unendlich viele beliebig 
groBe r erfiillt. Und das gilt fiir aIle ,. < R. bis auf ~-In~e"alle, 
welche im Vergleich zu B fiir groBe B verschwmdend k]~m smd. Da 
nun nach Hadamard fdr das Maximum A(r) des Realteils 

1 a .. I'" < • .A(r) - 291(00) 

fur aile r gilt, so gilt also auch 

M(r) < (A(r»1+" 

fur unendlich viele r. Andererseits ist ja A(r) < M(r). 

Also wird A(r) < M(r) < (A (r»l+a. 

Daa gleiche gilt f'ilr B(r), das negative Minimum des Realteils. Daher 

nndet Borel (A(r»'-U < B(r) < (.A(r»1+<l. 

fiir unendlich viele r. Fiir ewen Maximalhetrag HI (r) der ersten 
Ableitung folgt hieraus 

(M(r»l-" < M,(r) < (M(r»l+" 

fiir unendlich viele r. Valiron 'U,1) bemerkt, da6 fUr gauze ~'unktionen 
endlichen Geschlechts das Verhilltnis von log M(r) zu log mer) gageD 
1 strebt. 

Diese Untersuchungen hat A. Wiman 'flO) wieder aufgenommen. 
Er hat auch die Borelschen Resultate zum Teil auf nieht gauze Funk­
tionen ubertragen1r.O,l), insbesondere auf solche, die auf dem Konver­
genzkreis im Hadamardschen Sinn (siehe p. 488) unendlich bohe Ord­
nung haban. G. Po1ya 101) hat das Prinzip der Wimansehen fiber­
legungen klarer herausgearbeitet.'51,l) Man findet z. B. 

1 --+. 
M(r) < S(r)[log B(r)], 

fur unendlich viele beliebige groBe r und beliebiges E > O. Insbesondere 

all,l) a.. a. O. 184. b). Ferner: G. ValirOft, Sur quelques t.heoremea de 
M. Borel, Bull. BOC. math. Ft. 4.2 (19140), p. 247-202. 

11)0) A. Wiman, tiber den ZUBa.mmenhang zwi.achen dem Maxima.lbetrag 
einer analytischen Funktion und dem gr68ten Gliede der zugeMrigen Tayloracben 
Reihe, Acta math. 37 (1904), p. 305-326. 

150,1) Dazu auch: Valiron, Sur 1& croissance du module muimum det 
series entieres, Bull. soc. math. Fr. 44 (1916), p. 45-64. 

1,51) G. P61Y~t tiber den Zusammenhang zwischen dem Muimalbehag einer 
analytlschen Funktlon und dem gr68ten Gliede der zugeMrigen Taylonchen Reihe 
Acta math. 40 (1916), p. 311-819. ' 

101,1) Vgl. anch ValirOft, -'a) Sur Ie maximum du module deB fonct.iOD' 
entieres, Paris C. R. 166 (1918), p. 606-608; b) Le. propri6tea generale8 de. 
fonctions entieres et Ie th60reme de M. Picard, Paris C. R. 167 (1918), p.988-lIP1. 

Enoyklop. d. math. Wi .. elllch. II S. 80 
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darf hier fiir S(r) der Betrag mer) des groBten Gliedes gewiihlt wer­
den. Borels entsprechende Formel 

M(r) < [S(r)J1+a 

gilt nach Wiman auch fur aile Funktionen, welche auf dem Konvergenz­
kreis unendlich hohe Ordnung besitzen. DaB far die gleichen Funk­
tionen auch M(r) < [A(r)]1+a 

gilt, hat gleichfalls A. Wiman gezeigt. Er hat sogar127) die weit 
scharfere Abschatzung M(?,) < A(r) (1 + a) gewonnen. 

Po'lya 151C) hat ein weiteres TVimansches l l/7) Ergebnis so formu­
liert: Zu jeder ganzen Funktion res) la.6t sich eine Folge SI' S2' •.• 

mit wachsenden absoluten Betragen und s~ -+ 00 80 bestimmen, daB 

1. lim z~rf«z'Y» = 1 und 2. I r(s'Y) I = M(I z~ I). Dabei ist n~ die Nummer 
'Y-+OO n. z. 

desjenigen Gliedes del' Maclaurinschen Reihe von fez), die fiir z = z~ 
den groBten absoluten Betrag hat. 

Diese Untersuchungen Wimans scheinen von grundlegender Be­
deutung werden zu sollen. Das lehren auch die Arbeiten P6lyas 151 d) 

libel' ganze Funktionen, welche algebraischen DifferentiaIgleichungen 
genii gen. Insbesondere kann keine Funktion nullter Ordnung einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung genagen. Die Frage, 
ob das bei beliebigen algebraischen Differentialgleichungen auch so 
ist, laSt P6lya noch unerledigt. Wiman selbst127) folgerie aufs neue 
einen schon von Perron 151e) gefundenen Satz, wonach eine gauze 
transzendente Funktion, welche einer linearen Differentialgleichung 
mter Ordnung mit rationalen Koeffizienten genagen solI, von ratio-

naler Ordnung > ~ sein muB; Wiman fiigt hinzu, daB sie dem Nor­

maltypu!l ihrer Ordnung angehOren muB. Durch diese 8iitze ist ein 
neues sehr versprechendes Arbeitsgebiet angeschnitten worden. Po1ya 
weist auf die nahe Analogie der Fragestellung zum Liouvilleschen 

151 a) E. Borel, Contribution a 1'6tude des fonctions meromorph.es, Ann. Ec. 
Norm. (3) 18 (1901), p. 211-239. 

151 b) L. Leau, Etude sur lea fonctions entieres orienMes d'ordre reel non 
entier, Ann. Ec. Norm. (3) 18 (1906), p. 33-120. 

161 c) G. P6lya, Zur Untersuch.ung der Gro.Benordnung ganzer Funktionen, 
die einer Differentialgleich.ung genugen, A.cta math.. 42 (1920), p. 309-316. 

151 d) G. P6lya, a) Uber das Anwachsen von ganzen Funktionen, die einer 
Differentialgleich.ung geniigen, Ziirich. Vierteljahrsschr. 61 (1916), p.531-540; 
fJ) a. a. O. 151 c). 

151e) O. Perron, Uber lineare Differertialgleichungen mit rationalen Koeffi­
zienten, Acta math. 34 (1910), p. 139-163. 
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A . t' t liber algebraisehe Zahlen bin. Zu den Siben pprO"lnma lonssa Z H . 54S, I) kommt noch ein anderer auf p.514 zu erwiihnender von tcrl(ntz 
und Polya 151 d). .. • 

E·' s liber ganze Funktionen enthalten naturlich auch die Ab­lDlge d' S· ) 'tat A f schnitte liber den Picardschen Satz und liber 1e mgu an e~. u 
meromorphe Funktionen hat namentlich BoreP!)U) die Theorle der 
ganzen Funktionen ausgedehnt. 

Analytisehe Fortsetzung. 
37. Die erste Methode )(ittag-Letrlers- Wie wir schon p.389 

sahen, ist eine 3Dalytische Funktion in ihrem Gesamtverlauf durch 
ein einzelnes Funktionselement vBllig bestimmt. Das steut uns natur­
gema6 vor die Aufgabe, die Eigenschaften dieser. F~tion in. Zu­
sammenhang zu bringen mit den Koeffizienten desJerugen FunktlODB­
elementes, das die Funktion definiert. Auch im yorigcn Abschnitt 
haben wit im Grunde yon der Losung cineI' derartigen Aufgabe be­
richtet. Nun soIl es sieh aber um Funktionselemente mit etsdlicllem 
Konvergenzkreis handeln. Bier wird die FUlle der Probleme reicher. 
Man kann die Funktion im lnneren des Konvergen1okreises untersuchen; 
man kann nach ihrem Verhalten bei Annaherung an <len Rand £ragen, 
man kann die Berechnung der Funktion auBerhalb des ersten Elementes 
verlangen. DIlS sind lauter Fragen, die wir weiterhin zu bebandeln 
haben. leh will damit beginnen, auseinander1ousetzen, welche Metboden 
man ersonnen hat, um dUTch einen einzigen Ausdruck die FunktioD 
in einem mogliehst weiten Teil wes Existenzbereiches darzustelleo. 
Dazu verwendet _man die linearen Mittelbildungen. Es iet gerade das 
Problem der analytisehen Fortsetzung, dureh das man auf die W ichtig­
keit dieser Dinge erst aufmerksam wurde. Aucb die Methode der 
arithmetisehen Mittel hangt, wiewir spii.ter sehen werden, mit unsarer 
Fraga zusammen, insofern ale man sie brauchen kann, um in gewissen 
Punkten des Konvergenzkreises die Funkt.ion darzuBtellen. Aber nie­
mala fiihren d~~se einfachst.en lineaten Mittel zu einer Darstellung der 
Funktion im AuSeren des Konvergen1okreises. Es ist daher DOtig, zu 
allgemeineren linearen Mittelbildungen zu greifen. Am nacbsten liegt 
as natiirlich, den ProzeB der analytischen Fortsetzung durch Anein­
anderhiingen von Funktionselementen selbst 10ur L08ung der Aufgabe 
zu verwenden. Abet BorellOI) hat 1895 entdeckt, daS man andere 
Darstellungen finden kann, die in einem weiteten Bezirk als es durch 

152) E. Bat'el, Sur 1& Bo~ation des aeries divergentel, Paris C. R. 121 (1895), p. 1126-1127. Weitere Literatur siehe weiter uuten. 
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ein einziges weiteres Funktionselement moglich ist, die Funktion dar­
stellen, Ausdriicke, die auch einfacher sind, aIs die, weIche man durch 
mehrmalige A.usfiihrung des Prozesses der unmittelbaren analytischen 
Fortsetzung erhiiIt, insofern als diesel ben nur einen Grenziibergang ent­
halten. 

Die damit eingeleiteten Bestrebungen sind in den Hiinden Mit­
tag-Lelflers zu einer umfassenden Theorie geworden, die in der Ein­
fachheit und dem Konvergenzbereich der Ausdriicke weit fiber das 
Borelsche Ergebnis hinausgehen. Mittag-Lelflers erste Arbeiten reichen 
bis ins Jahr 1882 zuriick. Seiner damaIs erschienenen Abhandlung 153) 

kann man schon die Moglichkeit der Existenz solcher Darstellungen 
entnehmen. Ihre wirkliche Angabe ist aber erst von 1898 an in die 
Wege geleitet worden. 

Mittag-Lelflers erste Methode knfipft unmittelbar an den ProzeB 
der analytischen Fortsetzung durch Aneinanderreihen von Funktions­
elementen an. Es ist Mittag-Leffler gelungen, denselben durch passende 
Wahl der Elemente rechnerisch zu verfolgen. Er erhielt so nach 
einigen Zwischenstufen eine Reihe von Polynomen ;Ep,,(z) mit 

n .. 

P,,(s) = .2J0kSk(S) = 2Jd~n)akzk. 
1 1 

Dabei ist 

die fortzusetzende Reihe. Die 
k 

Sk(S) = ~'avzv 
1 

sind ihre Partialsummen. Die Koeffizienten Ok und din) sind universelle 
Konstanten, die also von der darzustellenden Funktion fez) nickt ab­
hangen. Die Polynomreihe konvergiert jedenfalls in allen inneren Punkten 
des "Hauptstcrnes" A gleichmii6ig und stellt dort einen Zweig der durch 
das Funktionselement ~(z) bestimmten analytischen Funktion fez) dar. 
Dieser Hauptstern, welcher seit Mittag-Leffler in allen diesen Unter­
suchungen eine beherrschende Rolle spielt, wird so erhalten: Auf jedem 
von z = 0 ausgehenden Halbstrahl markiere man den z = 0 niichst­
gelegenen singularen Punkt. Die zwischen s = 0 und diesem nachsten 
singularen Punkt gelegene Strecke gehore dem Stern an, der weitere 
Punkte mit diesem Halbstrabl nicht gemeinsam hat. Allgemein ver­
steht man unter einem Stern mit dem Mittelpunkt e = 0 einen Be-

16S) G. Mittag-Leffler, Fullstandig analytisk framstii.lIning af hvarje enty­
ding monogen function, hvars singula.ra stallen utg6ra. en varde miingd af tOrsta 
slaget, Oefversigt af K. Vet. Forh. 188~, p. 11-45. 
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reich der von jeder Geraden durch z = 0 nur in einer einzigen 
Strecke geschnitten wird, und fUr den z = 0 ein innerer Bereich­
punkt ist. 

Als einfachste durch diese Methode zu gewinnende Darstellung 
von f>s) kann diese geIten: 

m m m • 
, _. ~ ~ '1 1 (1, +2.+ ... +2,,) (~)11+1'+"'+A" 

f,z) -;.~",~., ~"""'::::';"l, IA.sl •• • A.nl f(o) n 
o 0 0 

Hier ist m = nm(n) gesetzt und m(n) bedeutet irgendeine positive 
mit n uber aile Grenzen wachsende Funktion. :Man kann also z. B. 
m = n2 setzen.1M) 

38. Methode der konformen Abbildung. Wenn ein z = 0 ent­
haltender, einfach zusammenhiingender Bereich B bekannt ist, in dem 
fez) regular ist, so kann man ihn durch eine z = 0 festlassende Ab­
bildung auf einen Kreis vom Radius Eins um diesen Punkt umkehr­
bar eindeutig und konform abbilden. 

s = rp(fj), fj = rp-l(Z) vermittle die Abbildung. Dann kann man 

fez) = f{ rp(fj)} 

m eine fur I fj I < 1 konvergente Reihe ~ ('1/) entwickeln, so daB man 
m B die Darsteilung 

hat. LindelO(90) hat diesen Gedanken systematisch verfolgt und den 
Nutzen vieler einfacher Abbildungen, wie z. B. der Eulerschen Reihen­
transformation und anderer fur die Ausfiihrung der analytischen 

154) G. Mittag-Leffler, a) Om en generalisering af potensserien, C. R. de 
1'ac. de Stockholm 55 (1898), p. 135-138; b) Om den analytiska framstallnin­
gen af en allman monogen function, Oefversigt af kg!. Vet. Akad. Forhandl. Stock­
holm 55 (1898), p. 247-282 u. p. 375-385; c) Sur 1a representation d'une 
branche uniforme de fonction analytique, Paris C. R. 128 (1899) p. 1212-1215; 
d) Sur la representation analytique d'une branche uniforme d'une fonction anaJy­
tique, Acta math. 23 (1900), p. 43-62; e) Sulla rappresentazione anaJitica di ;un 
ramo uniforme di una funzione monogena, Atti di Torino 34 (1899), p. 481-491; 
f) On the analytical representation of a uniform branch of monogenic fonction, 
Trans. of. the Cambridge phil. Soc. 18 (1900), p. 1-11; g) Fonction analytique 
et expression analytique. Une application de la tMorie des series n fois infinis. 
Sur une extension de 1a serie de Taylor, Congres intern at. des- math. Paris 1901, 
p. 2'73-276; h) Sur 1a representation d'une branche uniforme d'une fonction 
monogene, Acta math. 24 (1901), p. 183-204; i) Uber eine Verallgemeinerung der 
Taylorschen Reihe, Gott. Nachr. 1900, p. 19'-205; k) On multiply infinite series 
and on an extension of Taylor series, Proc. of the London math. soc. {1) 32 
(1900), p. 72-79; 1) tJber die analytische Darstellung eines eindeutigen Zweiges 
einer analytischen Funktion. Munch. Sitzungsber. 1915, p. 109-164. 
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Fortsetzung, fiir die Kenntnis der Lage der Singularitaten, fiir die 
numerische Berechnung der Funktion dargetan. Elliptische Integrale 
und hypergeometrische Differentialgleichung bieten ihm namentlich 
dankbare Beispiele. Seine Untersuchungen beriihren sich da aufs engste 
mit der !-anaenschen Transformation bei elliptischen Integralen, und 
mit den Uberlegungen, durch die Mittag-Leffler (Acta 15), Hamburger 
(J. f. Math. 83) u. 8.. der numerischen Integration der linearen Diffe­
rentialgleichungen beizukommen such ten. 

Spater hat der LindelOfsche Grundgedanke zu den Faberschen 
Polynomen gefiihrt (p. 499). Auch bei den jetzt hier weiter zu be­
sprechenden Untersuchungen hat der Grundgedanke in etw8S anderer 
Wendung seine Fruchtbarkeit bewiesen. 

Die zweite Methode 155) von Mittag-Leffler ist der ersten vorhin 
dargelegten an Tragweite und Durchsichtigkeit bei weitem iiberlegen. 
Bei ihr spielen gewisse den Hauptstern approximierende Nebensterne 
eine Rolle. Sie werden durch Verwendung erzeugender Figuren er­
halten. Eine solche wird durch einen endlichen einfachzusammenhan­
genden Bereich G gelieferl, welcher die Strecke 0 < z < 1 enthalt. 
Unter $. G werde dann der Bereich verstanden, der aus denjenigen 
Punkten besteht, deren Koordinaten aus den Koordinaten der Punkte 
von G durch Multiplikation mit e hervorgehen. LaSt man nun $, mit 
s = 0 beginnend, einen Halbstrahl tp = const. dnrchlaufen ($ = r~'P), 
so gibt es eine obere Grenze der Punkte des Halbstrahles, fiir die 
$ • G ganz dem Hauptstern angehOrt. Sie sei O(tp)· d'P. Der Neben­
stern bestehe nun aus den Punkten der Vektoren von s = 0 bis 
$ = O(tp) . rI'P. Es handelt sich nun zunachst um die Summation der 
Potenzreihe im Nebenstern. Man gewinnt liier folgendes Resultat: 

Man bun Polynome 

2,. (s) = l~n) ao + lin) a1 • g + ... + l~") a" . s" 

angeben, deren Koeffizienten l~) von der Funktion f(g) = ~a}l· un­
abhangig sind, und die also allein durch die erzeugende Figur G 
bestimmt sind, derart, daB die Reihe ~2,,(g) in jedem abgeschlossenen 

156) G. Mittag-Leffler, a) a. &. 0.164 c)j b) Sur 10. representation analytique 
d'une branche uniforme d 'une fonction monogtme, Acta math. 24 (1900), p. 205-244; 
c) Sur Ie terme comp16mentaire de mon d6veloppement de la branche uniforme 
d'une fonction monogllne dauB Ie cas, ou ce d6veloppement pOBsede une etoile 
de convergence, Oefversigt af kgl. Vet. akad. Forbandl. 58 (1901), p. 780-790; 
d) Sur Ia representation analytique d'une branche uniforme d'une fonction mono­
gene, Acta math. 26 (1902), p. 303-391; e) a. a. O. 1541); f) Sur une for­
mule de M. Fredholm, Paris C. R. 132 (1901), p. 751-753. 
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Teilbereich des N ebensternes S gleichma.Big konvergiert, und daB in 
ganz S die Gleichung 

gilt. 

Von hier ausgehend kann man dann mit Leichtigkeit zu einer 
ebensolchen Darstellung im Hauptstern ubergehen. Man denke sich 
dazu eine Folge erzeugender Figuren Ga , die sich beim Grenzubergang 
0: __ 0 auf die Strecke 0 < s < 1 zusammenziehen sollen. Dazu ge­
horen Nebensterne Sa' die dann den Hauptstern approximieren und 
gehoren Polynomreihen 

welche in Sa die Funktion f(s) darstellen. Dann hat man natiirlich in 
ganz A: .. 

fee) = lim ~£(a)(e). 
a __ o .. ~i n 

Von dieser Darstellung kann man dann durch gelaufige Prozesse zu 
einer Polynomreihe der oben fur S angegebenen Gestalt gelangen, 
welche dann in ganz A die Funktion fez) darstellt. 

Besonders einfach wird die Herleitung, wenn die erzeugende Figur 
G den Punkt z = 1 im Inneren enthiilt. Man kann dann etwa von 
der Integraldarstellung 

f(s) = _~ff(z. 'P(1/)) d1j 
2:n:~ 1/-1 

ausgehen 155,1), wenn man dabei das Integral uber eine den Kreis 
11j 1 < 1 einmal in positivem Sinne umlaufende Kurve erstreckt. Ent-

wickelt man daun 1/ 1 1 nach Potenzen von ~ und integriert glied­

weise, so hat man sofort das gewunschte Resultat. 
Wenn aber zufallig der Punkt IJ = 1 auf dem Rande der erzeu­

genden Figur liegt, so ist noch eine besondere nberlegung notig. Wenn 
der Rand der Figur aus einer eckenfreien analytischen Kurve besteht, 
geht noch alles unmittelbar. Wenn aber eine Ecke auf tritt, so sind 
Zusatzuberlegungen notig, die zuerst Phragmen l f>6) anstellte. Auf einem 
anderen Wege gelangte M. Ries( 157) zum Ziel. 

11'11'1,1) • = 'P(1/) bilde 11/ 1 < r(r > 1) auf die erzeugende Figur ab, und es 
sei 9'(0) = 0, 'P(1) = 1. 

156) E. Phragmen bei Mittag-Leffler, a. a. O. 155 b). 
157) M. Riesl, Sur un probleme d' Abel, Rend. di Palermo 30 (1910),1>.339-34,5. 

Dazu vgl. man auch Mittag-Leffler, Sur un probleme d' Abel, Rend. di Palermo 
30 (1910), p. 337-338 und a. a. O. 1541), p.161-163. Man vgl. ferner eine Be­
merkung von Bieberbach, a. a. O. 21'1). Vgl. auch p.485 dieses Artikels. 
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Als numerisch ein{achstes Beispiel ist dieses anzusehen: Erzeu­
gende Figur sei das durch 

z = 1 - (1 - 7J)a 

erhaltene Bild von In I < 1. Der zugehOrige Stern Sa konvergiert flir 
a -+ 0 gegen den Hauptstern. Fur die Koe{fizienten des Polynoms 
L,,(z) findet mall die folgenden Werle 

tn)=O 
o 

len) = !!-. . et(l- a) ... (n - i-a) + ~C k) 2a(1- 2a) ... (n-1-2a)+ ... 
k 1! n! 2! n! 

+ k(l- k).·. (k-=--~_=-k) ket· (1- ka)··. (n-l-ka). 
k! n! 

Zahlreiche weitere Beispiele enthalten die angegebenen 155) Arbeiten 
von Mittag-Leffler.158) 

Die nach dieser Methode fiir Nebensterne zu gewinnenden A.us­
driicke haben aile diesen Nebenstern als Konvergenzstern, d. h. sie 
konvergieren wohl in ihrem Inneren aber nirgends auBerhalb desselben. 
Auch iiber die Konvergenz am Rande des Nebensternes liegen einige 
Resultate vor. Es finden da wieder die schon erwahnten Methoden 
von Phragmen und Riesz Verwendung. 

39. Modination der Methode durch Painleve.159) Dieser sucht 
nicht erst Entwicldungen in Nebensternen zu gewinnen, sondern e1' 
geht direkt auf den Hauptstern los. Er fiihrt dazu den Grenziiber­
gang, den Mittag-Leffler zuletzt ausfiihrt, schon etwas friiher durch. 
Dabei gelangt er zUllachst zu dem folgenden ailgemeinen Satz: 

Wenn F(t) eine fiir 0 < t < 1 reguliire analytische Funktion be­
deutet, deren Entwicklung bei t = 0 durch 

F(t) =~a,.t" 
gegeben sei, so kann man Polynome 

.. 
L,,(t) = ~l~n)«ktk 

1 

angeben, deren Koeffizienten lkn ) von F(t) unabhangig sind, derart, daB 

108) D80zn kommt noch I. Fred1wlm, Sur 180 methode de prolongement ana­
lytique de M. Mittag-Leffler, Oefversigt af kgl. Vet. Akad. Forhandl. 58 (1911), 
p.203-200. 

159) P. Painleve, a) Sur Ie developpement d'une branche uniforme de fone­
tion analytique, Paris C. R. 128 (1899), p. 1277-1280; b) Sm: Ie developpement 
d'nne bra.nche uniforme d'nne fonction analytique en serie de polyuomes, Paris 
C. R. 129 (1899), p. 27-31; c) Sur Ie developpement des fonctions analytiques. 
Note 1 zu E. Borel, Lel,lons Bur les fODctions de variables reelles, Paris 1905. 
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fti.r 0 < t < 1 gleichmaBig F(t) = ~ L,. (t) 

gilt. Wendet man dies dann auf die Funktion F(t) = fCzt) an und 
tragt dann t = 1 ein, so erhalt man eine in jedem Teilbereich des 
Hauptsternes gleichmaBig konvergente Polynomreihe fur fez). 

40. Der Hauptstern al.s Xonvergenzstern. Man kann sich fragen, 
ob fur solche oder fur andere nach der Mittag-Lefflerschen Methode ge­
wonnene Entwicklungen der Hauptstern in dem Sinne Konvergenzstern 
ist, daB fUr keine Funktion im luBeren des Sternes Konvergenz herrscht, 
sei es gegen die analytische Fortsetzung des im Sterne dargestellten 
Funktionszweiges, sei es gegen eine andere Funktion. DaB dies nicht 
der Fall ist, ist der Inhalt eines allgemeinen von BoreP60) fur Poly­
nomreihen bewiesenen, von Phragmen 161) auf Reihen gauzer Funktionen 
ausgedehnten Satzes. Wenn irgend eine derartige Summationsmethode 
gegeben ist, so kann man immer eine Funktion fez) so wahlen, daB 
nach Einsetzen ihrer Koeffizienten in die Reihe ganzer Funktionen 
diese in passendeu Punkten auBerhalb des Sternes noch konvergent 
bleibt. Das hindert natiirlich uicht, daB fUr andere Summatious­
methoden, deren Reihanglieder L,.(z) nicht ganze analytische Funktionen 
sind, der Hauptstern Konvergenzstern sein kann. Beispiele dieser Art 
erhalt man bei der Approximation des Hauptsternes durch Neben­
sterne ganz uumittelbar. 

41. Zuriickfiihrung auf die Summation dar geometrischen 
Reihe. Bekanntlich bietet die Cauchysche Integralformel ein Mittel, 

um aus der Mogiichkeit einer Potenzreihenentwicklung fur _1~ zu 
1- z 

s chli eBen, daB sich alle analytischen Funktionen in Potenzreihen ent-
wickeln lassen. Hat man nun in irgend einem 13 = 0 enthaltenden 
Stern eine Polynomentwicklung oder eine andere Reihen- oder Inte-

graldarstellung von 1 1 z' so kann man daraus Bofort nach dem gleichen 

SchluBverfahren auf eine solche Entwicklung von fez) in einem anderen 
leicht angebbaren Stern schlieBen. Das hat schon Mittag-Leffler 15S) 

1882 erkannt. BoreP62) und Phragmen 163) haben es erneut gefunden. 
Der Gedanke ist naheliegend aber von groBer Fruchtbarkeit. Sei nam­
lich ~ eine einfache rektifizierbare Kurve, welche 13 = 0 in positivem 

160) E. Borel, Leyons sur les BerieS divergentes, Pa.ris 1901. 
161) E. Phragmen bei Mittag-Leffler, a.. a. O. 1(41). 
162) E. Borel, Addition au memoire sur les series divergentes, Ann. Ec. 

Norm. (3) 16 (1899), p. 132-134. 
163) E. Phragmen, Sur une extension d'un tbeoreme de M. Mittag-Leffler, 

Paris C. R. 128 (1899), p. 1434-1487. 



452 II C 4. L. Bieberbach. Neuere Untersuch. fiber Funkt. von kompl. Variablen. 

Sinne umIauft, und die einen einfachzusammenhangenden Teil des 
Hauptsternes begrenzt. Dann gilt die Darstellung 

res) = ~r fW - dt. 
2,u. 1-~ t 

Ii: t 

Wenn nun irgendeine in einem Stern S von 1 1 z gleichmaBig konvergente 

Darstellung von -1 1 bekannt ist, so kann man diese auf _1_ an--z z 
1- y 

wenden, jedesmal dann, wenn fur aUe , auf Q: und fur aHe s aus 

dem Inneren von Q: der Punkt ; dem Sterne S angehort. Man kann 

dies auch so ausdrucken, daB aile Sterne eS die Kurve Q: enthalten 
mussen. Da man nun die Kurve (£ beliebig nahe an den Rand des 
Hauptsternes heranlegen kann, so schlieBt man daraus, daB man durch 
gliedweises Integrieren eine Darsteilnng erhiilt, welche in einem Stern 
S' gilt. Man erhalt -diesen aus S, indem man aIle Sterne as bildet, 
wobei unter a irgend eine Ecke des Hanptsternes von res) verstanden 
sein solI. S' ist dann einfach der Durchschnitt der Sterne as. Hat 

man also insbesondere eine Darsteilung von 1 1 z in dem Hauptstern 

von -1 1 ,so erhalt man eine Entwicklnng von ((to) in seinem Haupt--z 
stem. Diese Methode schien lange zwar gedanklich sehr einfach, aber 

es schien schwierig, geeignete Darstellungen fur 1 1 z zu finden. Spater 

aber hat gerade diese Methode numerisch sehr schone Resultate ge­
zeitigt. So hat Le Roy164) diese Darstellung gefunden: 

Diese liefert 

.. 
1 1. ~r(nt+l) n --=lm n iii 

1- Z 1--+1 0 r(n + 1) . 

.. 
(( '-1· ~r(nt+1) n 

1$) -t~1~'i' r(n+1) G .. to, 

eine im Hauptstern gultige Darsteilung. nberhaupt erhalt man immer 

aus der Entwicklung von 1 1 z die von ((to), in dem man statt des 

allgemeinen Gliedes ton der geometrischen Reihe das allgemeine Glied 
der Potenzreihe fiir ((iii), also anfll, eintrligt. 

164) E. Le Roy, Sur les series divergentes et les fonctionl de finis par un 
developpement de Taylor, Ann. de Toulouse (2) 2 (1900), p.317-430. 
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E. Lindelo(185) hat durch Residuenbetrachtung die Darstellung 

abgeleitet.l6S) 
Insbesondere lehren diese Satze, daB man Folgen von ganzen 

Funktionen Q'I .. (s) finden kann, die in jedem Teilbereich des Sternes 
f(s) gleichmaBig approximieren. Fejtfr188 a) hat bemerkt, daB man die 
Q'I .. (s) so wahlen kann, daB die n ersten Glieder ihrer Maclaurinschen 
Reihe mit der von fee) iibereinstimmen. 

42. Integra.1darstellungen. Sei 

f(s)=~a .. z1t 
eine um e = 0 regulire Funktion, so ist 

F(e) = ~ :i-Z" 
eine ganze Funktion. KiiInmen man sich zunachst nicht um Konver­
genzfragen, so zeigt eine formale Rechnung 'sofon, daB .. 

fez) = f e- 4F(az)da 
o 

ist. Aber welches ist der Konvergenzbereich dieser bereits von 

1(6) E. LinilelOf, a) Une application de 180 theorie des residus au prolon­
gement analytique des series de Taylor, Paris C. R. 136 (1902), p. IB16-1818; 
b) Sur l'application de 180 theorie des residus au prolongement analytique des 
series de Taylor, J, d. math. (6) 9 (1903), p. 213-221; c) Le caIonl des residua 
Paris 1905. Vgl. auch P. Dienes, Math.~es. termesz. ert. 27 (1909), p. 68-68. 

166) Darstellungen fUr -1 1 findet man in den foigenden Arbeiten: E. Lin­
-I 

delof, Sur Ie prolongement anaJytique, Bull. de la. soc. math. d. France 29 (1901), 

p. 157-166. E. Goursat, Sur quelques developpementa de -1 1 en series de 
-I 

polynomes, Bull. d. sc. math. (2) 27 (1903), p. 226-232. E. Borel, Sur Ie prolon­
gement analytique de 180 sene de Taylor, Bull. de 180 soc. math. de France 28 
(1907), p. 200 und a. a. O. 160). L. Leau, Sur les points singuliers situes sur Ie 
cercle de convergence et sur 10. sommation des series divergentea, Paris C. R. 
127 (1898), p. 607-609. G. Faber, tJber polynomische Entwicklungen, Math. 

Ann. 57 (1903), p. 889-408. H. F. Baker, An expansion of -1 1 by means of 
-I 

polynomials, Proc. of the London math. soc. (2) 9 (1910), p. 122-126. Ferner 
werde an die allgemeine Rungesche Methode, Acta math. 6 (1887), p. 229-244 
erinnerl. 

1(680) L. Fejer, Eine Bemerkung zur Mittag-Lefflerschen Approximation 
einer beliebigen analytiachen Funktion innerbalb del Stemgebietes, Acta math. 
85 (1911), p.67-71. 



454 II C 4. L Bieberbach. Neuere Untersuch. tiber Funkt. von kompl. Variablen. 

Laplace167) und Abel l68) angegebenen Integraldarstellung? Sie wiirde­
offen bar eine waitere Verallgemeinerung des Summationsverfahrens 
durch lineare Mittelbildung liefern. Diesen Bereich hat zuerst E. Borel 169) 

angegeben. Es ist der Borelsche Stern. Man erhiilt ihn, wenn man 
auf jedem Halbstrahl, der I! = 0 mit einer Ecke des Hauptsternes ver­
bindet, in diesem Eckpunkt eine senkrechte Gerade zeichnet. Die 
Punkte der Ebene, welche mit ~ = 0 auf derselben Seite aller dieser 
Geraden liegen, machen den Konvergenzstern dieser Borelschen expo­
nentiellen Summation aus. Dieser Stern enthalt also stets den Kon­
vergenzkreis der urn I! = 0 geltenden Taylorschen Entwicklung im 
Inneren. Daa die Darstellung jedenfalls im Borelschen Stern giiltig 
ist, kann man unmittelbar an Hand der in der vorigen N ummer be­
sprochenen allgemeinen Methode einsehen. Offenbar gilt namlich in 
der Halbebene 91 (.e) < 1 die fur jeden Teilbereich gleichmaBig konver-
gente Darstellung '" 

_._1_ = !ea(Z-l)da. 
1-z 

(, 

Das Integral ist dabei fiber a> 0 zu erstrecken. Setzt man dies in 
die Oauchysche Integralformel ein, und beachtet, daB man die In­
tegrationsreihenfolge wegen der gleichma6igen Konvergenz vertauschen 
darf, so erhalt man ohne weiteres unser Resultat, und die damals ge­
gebene Konstruktion des Konvergenzsternes ffihrt gerade zum Borel­
schen Stern. Wir merken noch an, daB man auf diese Weise auch 
leicht eine Integraldarstellung des Unterschiedes zwischen fez) und 

a 

je-aF(al!)da erhalten kann. Man findet namlich 170) 

° a 
f(l!) = fe-aF(al!)da + ~Jf(YZ) ea(~-l)dy. JI 21ft y-1 

° 
167) Laplace, Theorie analytique des probabilites (1812) u. Oeuvres 7, p. 89ft'. 
168) N. H. Abel, Sur les fonctions generatrices et leurs determinantes, 

Oeuvres II, p. 67-81. 
169) E. Borel, a) Sur la generalisation de la notion de limite et sur l'ex­

tension aux series divergentes sommables du theoreme d' Abel sur les series 
entieres, Paris C. R. 122 (1896), p. 73-74; b) Application de 10. tMorie des series 
divergentes sommables, Paris C. R. 122 (1896), p. 805-807; c) Sur la region de 
80mmabiliM d'un developpement de. Taylor, Paris C. R. 128 (1896), p. 548-549; 
d) Les senes absolument sommables, les series M et Ie prolongement ana1ytique, 
Paris C. R. 131 (1900), p. 830-832; e) Le prolongement analytique et les series 
sommab1es, Math. Ann. 55 (1900), p. 74-80; f) Fondements de 1a theorie des 
series divergentes sommables, J. de math. (6) 2 (1896), p. 103-122; g) Memoire 
sur les series divergentes, Ann. Ec. Norm .. (3) 16 (1899), p.132-134; h) a. a. 0.160). 

170) G. Mittag-Leffler, a. a. O. 155d). 
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Dabei ist das zweite Integral fiber die Randkurve eines die Punkte 
y = 0 und y = 1 enthaltenden schlichten einfachzusammenhiingenden 
Bereiches zn erstrecken. 

DaB also das Laplacesche Integral zum mindesten im Borelschen 
Stern konvergiert, war leicht einzusehen. DaB diesel' Stern nun abel' 
in dem prazisen p.451 angegebenen Sinn Konvergenzstern del' Darstel­
lung sei, hat schon Borel behauptet, aber erst Phragmen 171) bewiesen. 
BoreP72) hat weiter gezeigt, daB im Inneren des Sternes sogar absolute 
Konvergenz herrscht, derart, daB auch die Integrale 

eo 

Je-ald:~ {F(as)}i aa (l = 0, 1,2, ... ) 
o 

absolut konvergieren. Das Laplacesche Integral kann in eine Reihe 
umgeformt werden, die gleichfalls den Borelschen Stern als Konver­
genzstern bat.m,1) Man findet so die Darstellung .. 

fez) = lim e- a ~ s,,(z) a~ 
a~.. 0 n. 

wobei s"Cz) die nte Partialsumme del' Maclaurinschen Reihe von 
fCs) ist. Diese Reihendarstellung konvergiert jedoch US) nur in einem 
Teil derjenigen Randpunkte des Borelschen Sterns, in welchen die 
Integraldarstellung lloch giiltig bleibt. Man kann aber auch eine 
Reihendarstellung angeben, die stets gleichzeitig mit del' Integral­
darstellung konvergiert. Das ist die folgende 174) 

~oo a"+1 
fez) = lim e- a "suCs) --q' 

a~oo 0 (n+1). 

Man kann die eben dargestellte Borelsche Methode auf allgemei­
nere den Hauptstern bessel' als del' Borelsche Stem approximierende 
Nebensterne verallgemeinern. Bevor wir dazu fibergehen, wird es gut 
sein, auf den ziemlich engen Zusammenhang dieser Borelschen Me­
thode auch mit del' Methode del' konformen Abbildung hinzuweisen. 
Del' Borelsche Stern besitzt eine erzeugende Figur. Das ist der fiber 

171) E. Phragmen, Le domaine de convergence de l'integrale infinie 
00 

(F(az)e-ada, Paris C. R. 132 (1901), p. 1396-1399-
'0 

172) E. Borel, a. a. O. 169 d) u. 160). 
172,1) Wegen des Beweises vgl. man auch G. H. Hardy 178) und O. Perl'on, 

a) Zur Theorie der divergenten Reihen, Math. Ztschr. 6 (1920), p. 158-160; b) Bei­
trag zur Theorie der divergenten Reihen, Math. Ztschr. 6 (1920), p. 286-310. 

173) G. H. Hardy, Researches in the theory of divergent series and diver-
gent integrals, Quart. J. of math. 35 (1904), p. 31-66. 

174) Mittag-Leffler, a. a.. O.155d). 
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dem Durchmesser 0 < g < 1 errichtete Kreis. Sei dieser K und sei s 
ein innerer Punkt des Borelschen Sterns, so ist fCst) ==z F(t) in einem 
mit K konzentrischen etwas groBeren Kreis der t-Ebene regular. In­
tegriert man fiber einen solchen Kreis K', so findet man die Darstellung: 

f(s) = 2~iJ~~1:~ dT:. 

Denn es ist ja FCl) = f(s). Kennt man nun eine im AuBeren von X, 

also auch auf K' gleichmaBig konvergente Darstellung von _1_, so 
. 1:-1 

kann man sie ins Integral eintragen und daraus eine Darstellung von 

fCz) ableiten. Durch die Abbildung ~ = ~ /geht aber das AuBere 

von K gerade in die Halbebene mw < 1 fiber, in der wir eine Dar­

stellung von 1 ~ t durch ein La~lacesches Integral kennen. So ge­

langen wir zu dem Borel-Laplaceschen Integral. 
Zugleich haben wir damit eiDeD FiDgerzeig, wie wir zu Darstel­

lungen in allgemeineren Sternen kommen konnen. Es sei ein solcher 
Stern gegeben mit einer die Strecke 0 < s ~ 1 enthaltenden erzeu­
genden Figur. Dieselbe werde durch die Funktion g = qJ W auf einen 
mit K kODzentrischen Kreis abgebildet,. so daB gleichzeitig noch 
tp(O) = 0 und tp(l) = 1 gilt. Sei K' wieder ein mit K konzentri­
scher etwas grBBerer Kreis, der aber noch in jenem Bildkreis liege. 
Dann findet man die Integraldarstellung: 

fez) = ~J"f(z. CP(bl) d 6. 
2n~ ~-1 

Ie' 

Verfiihrt man mit dieser genau wie oben weiter, so erhiilt man all­
gemeinere Darstellungen von f(z). 

Wenn jedoch die erzeugende Figur die Punkte 0 und 1 auf dem 
Rande hat, so versagen diese Uberlegungen. Es mfissen ganz neue 
Betrachtungen angewendet werden. Diese hat wieder Mittag-Leffler 175) 

allerdings nur ffir eine spezielle Klasse von Stemen Ba angestellt. 
Diese Sterne erlauben allerdings eine beliebig genaue Approximation 
des Hauptsternes. Sie enthalten den Borelschen Stern als speziellen 
Fall.176) Die erzeugende Figur ist der Bereich Ka, Er wird aUB dem 

170) G. Mittag-Leffler, a) Une generalisation de l'integrale de Laplace­
Abel, Paris C. R. 186 (1903), p.537-039; b) Sur 180 nouvelle fonction Ea(z), 
Paris C. R. 137 (1903), p. 004-558; c) Sur 180 representation analytique d'une 
bra.nche uniforme d'une fonction monogtlUe, Acta math. 29 (1905), p. 101-181. 

176) Weniger weitreichende Verallgemeinerungen der Borelschen Methode 
versuchten Borel, Hanni und Servant. Doch erst die Entdeckung der Funktionen 
Ea(z) durch Mittag-Lefflel' brachte die Bemiihungen zum Abschlu.6. Man ver-
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Kreis K der 6"-Ebene erhalten durch die Abbildung ;; = ~a. Fiir 
ex ~ 0 konvergiert der zugehorige Stern gegen den Hauptstern. Fiir 
ex = 1 ram er mit dem Borelschen zusammen. Man iiberzeugt sich 
mit einem Blick, daB man den Stern auch mit Hilfe der zu Ka rezi-

proken Figur ~a erhalten kann, in der Weise, wie p. 452 Sterne kon-

struiert wurden. Sei niimlich ~ii zugleich di~ Bezeichnung fiir den 

auf derselben Seite wie der Nulipunkt liegenden durch ~a begrenzten 

Bereich, und fJ irgendein Randpunkt des Hauptsternes. Dann ist Be< 

der Durchschnitt alier Bereiche fJ ~" . Kann man so mit aine in ~C< 

gleichma.Big konvergente Darsteliung von 1 1 z :linden, so hat man 

damit nach p. 452 eine in B" gleichm1iBig konvergente Darstellung von 
fCz). Mittag-Leffler hat nun gefunden, daB man eine solche Darstellung 
erhalt, wenn man, statt wie Borel die Exponentialfunktionen zu ver­
wenden, von der ganzen Funktion: 

00 

Ea(z) = ~ r(1 ~ !X'I') 
o 

Gebrauch gemacht. Es gilt namlich in ~a die Darstellung 

und 

wo 

00 1 1 

1 1 II = f e-,,-a EaCaz)(da-a) 
o 

diese liefert fiir fez) die Darstellung: 

J~ 1 1 

fez) = e-"a F,,(az) da" , 
o 

.~ zP ~ 
F .. (z) = .::.p ap r(1 + !Xv)' fez) = ,*:::.:'ay;;~. 

o 0 

Mittag-Leffler hat weiter gezeigt, daB fiir die so gefundenen Darfltel­
lungen die Sterne B" Konvergenzsterne sind. Man kann auch iihnlich 
wie bei der Borelschen Methode von der Integraldarstellung zu Reihen­
darstellungen iibergehen. Die hier Platz greifenden Uberlegungen 
haben endlich Mittag-Leffler zu einer neuen allgemeinen und sehr 
weittragenden Methode gefiihrt, der wir uns nun zuwenden. 

gleiche Borel, a. a. O. 169b), 169f), 169g); L. Hanni, Monatsh. Math. 
Phya. 12 (1901), p. 267-289; Acta math. 29 (1905), p. 25-58, Monatsh. 
Math. Phys. 14 (1903), p. 105-124; Servant, Essai sur les series divergentes, 
Ann. de Toulouse (2) 1 (1899), p. 117 -175. E. Schiill(182, 1) hat durch Itera.tion der 
Borelschen Mittel eine beliebig gena.ue Approximation des Ha.uptsternes erzielt. 
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4:3. Kine neue Jlethode Mittag-Le1l'Iers. Man kann sowohl bei 
der Borelschen Methode wie bei der Methode der konformen Abbil­
dung leicht Restintegrale angeben. Von diesen ausgehend kann man die 
eben genannten Entwicklungen gleichfalls ableiten. Die Integrale sind 
nimlich fiber eine 0 und 1 enthaltende Kurve zu erstrecken. Zerlegt 
man sie in zwei Einzelintegrale fiber Kurven, die nur je einen dieser 
Punkte umschlieBen, so liefert das eine die Funktion fee), das andere 
das elldliche Integral oder auch die abbrechende Reihe je Bach dem 
weiteren Verlauf der Rechnung. Mittag-Leffler 175C) hat nun allge­
meinere derartige Integrale vorgenommen. In ihnen spielt eine noch 
zu bestimmende Funktion E(e) eine gewisse Rolle. Die Form der 
Integrale ist so gewiihlt, daB sie sich auf das bei der Borelschen Me­
thode auftretende Restintegral reduzieren, sowie man fur E(e) die 
Exponentialfunktion nimmt. Unter den sich darbietenden Moglich­
keiten moge nur noch eine naher besprochen werden. 116) Man gehe 
aus von dem Integral 

erstreckt in positivem Sinn fiber eine einfach geschlossene Karve, 
welche die Punkte 0 und 1 umschlie1\t. Man gewinnt daraus durch 
die oben angegebene Uberlegung ohne weiteres die folgende Relation: 

~ Ef.K+1l(a) aK+ 1 1 J" f(zt) EG) 
fez) = .. :::.fSK(z) (K + 1)\ E(a) + hi &-1 E(a) d~, 

o 

wo das Integral uber eine nur noch , = 0 umschlie1\ende Kurve zu er­
strecken ist. Alles kommt nun darauf an, die ganze Funktion E(z) 
so zu wahlen, daB in einem gewissen Stern del s-Ebene das Restinte­
gral beim Ubergang a -- 00 gegen Null strebt. Je nach der Wahl 
von E(z) kann man verschiedene Sterne erhalten. Nimmt man abel' 
E(z) = Ea(z), so erhalt man wieder den Stem Bu' 

Man kann auch E(z) so wahlen, daB man eine im Hauptstern 
gultige Darstellung von fez) erhiilt. Dazu reicht es nach Dienes177) 

hin, eine ganze Funktion mit positiven Koeffizienten zu wiihlen, 
welche auf jedem von der positi ven reellen Achse verschiedenen Halb­
strahl bei Annaherung an den unendlich fernen Punkt der Null zu­
streM, und zwar gleichDliiBig in jedem nicht an die positive reelle 
Achse heranreichenden Winkelraum. Die Wichtigkeit dieser Funktionen 

177) Man vergleiche dazu auch P. D'ienes, Le90ns Bur lea singularitell des 
fonctions analytiques, Paris 1913. 
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fur die Frage hatte schon Mittag-Leftler 17Se) erkannt. Malmquist M ) 

gab zuerst eine derartigelPunktion an. E. Lindelo(5) 165 e) gab dieFunktion 
~ 

~ ( log (= + 2) r 
o 

an. Ein weiteres Beispiel gab Mittag-Leffler 175 b). E. LindelO[165e) 
zeigte weiter, daB die ganzen Funktionen mit positiven Koeffizienten 
On brauchbar sind, wenn 0" = «p(n) ist, und wenn «p(z) eine in del' 
Halbebene mcz) > 0 regulare analytische Funktion bedeutet, fur welche 

I «p(Qei 1/J) I < e'~ ist fur jedes E> 0 und fiir ; <1/J < ; , falls nur Q 
hin1'eichend groB ist. 

Uber die Konvergenz am Rande des Hauptsternes liegen Unter­
suchungen von Dienes 1'18) vor. 

4:4:. Verallgemeinerungen. Schon Mittag-Leffler hat gelegent­
lich 154 d) auf die Moglichkeit hingewiesen, statt des geradlinig be­
grenzten Hauptsternes Kurvensterne zu vel'wenden. Zu ihrer Erzeu­
gung hat man statt der yom Mittelpunkt ausgehenden Halbstrahlen 
andere Kurvenscharen zu vel'wenden. 179) Von verschiedenen Seiten 
sind solche Uberlegungen ins Einzelne durchgefuhrt worden. Painleve1.59) 
hat sich ausfii.hrlich damit befaBt, und Phragmen 16S) hat noch allge­
meinel'e de1'a1'tige sternartige Bereiche herangezogen. 

H. von Koch 180) und Painleve181) haben zuerst die Untersuchungen 
auf den Mel'omorphiestern ausgedehnt, d. h. auf den Stern, in dem 
nur durchweg rationaler Charakter von fCz) verlangt wird. Die e1'­
haltenen Polynomreihen konve1'gie1'en naturlich! nicht mehr du1'chweg 
gleichmiiBig. Die Pole der Funktion sind durch unendlich werdende 
Reihensumme gekennzeichnet. Mittag-Lefflcr I82) ist in zwei Noten 

178) a) Dienes, a. a. O. 177) ; b) P. und V. Dienes, Recherches nouvelles 
sur les singularites des fonctions analytiques, Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), 
p.389-4&7. 

179) G. Mittag-Leffler, Sopra Ie funzioni E«\,), Atti dei Lincei (0) 13 
(1904), p. 3-0. 

180) H. von Koch, a) Applications nouvelles de la (onction exponentielle, 
Bih. till Svenska Vet. Akad. Forh. 1902; b) Sur Ie prolongement analytique 
d'une serie de Taylor, Acta math. 27 (1902), p. 79-104; c) Sur Ie prolongement 
d'une serie de Taylor, Arkiv for mat. astr. och phys. 12 (1907), Nr. 11. 

181) P. Painleve, Sur Ie developpement des fonctions analytiques en series 
de polynomes, Paris C. R. 13& (1902), p. 11-10. 

182) G. Mittag-Leffler, a) -Un nouveau theoreme general de Ill. theorie des 
fonctions analytiques, Paris C. R. 138 (1904), p. 881-884; b) Une nouvelle 
fonction entiere, Paris C. R. 138 (1904), p. 941-942. 

Eucyklop. d. math. Wi •• enoch. II 3. 31 
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noch etwas weiter gekommen. Doch scheint der allgemeinste der Me­
thode zugangIiche Fall noch nicht erreicht zu sein. 18l!, 1) 

Zusammenhang zwischen den Koeflizienten eines Funktions­
elementes und den Singularitaten der durch dasselbe definierten 

Funktion. 

45. Die Singularitli.ten auf dam Xonvergenzkreis. Wenn Q der 
Konvergenzradius der Potenzreihe ~a7lzn ist, so folgt aus dem Oaueky-

schen Konvergenzkriterium ~ = lim sup y/ an /. 
f! n~ .. 

a 
Einen Zusammenhang zwischen Konvergenzradius und 11 hat 

an +1 

ebenfalls bereits Oauchy l83) angegeben. Wenn namlich lim 11~(=a 
,,~ .. a,,+l 

existiert, so ist Q = a. I8") 1m allgemeinen liegt Q zwiscben 

lim sup \ a an \ 
n~ '" 10+1 

und liminf! ~ /1. 
71~'" a,,+1 

a 
Tiefer fiihrt der folgende 8atz: Wenn lim -"- = (;(. existiert, so 

,,~'" an +I 
ist (;(. ein singullirer Punkt. 185) 

Die Wurzel der Beweismetbode, die diesen und lihnliche 8litze 
liefert, liegt in der folgenden Bemerkung: Wenn I z I = 1 der Konver-

182,1) Weitere Literatur liber analytische Fortsetzung: A. Buhl, a) Sur une 
extension de 180 methode de M. Borel, Paris C. R. 144 (1907), p. 710-712; 
b) Sur de nouvelles applications de la methode des residua, Bull. des sc. math. 
31 (1907), p. 152-158; c) Sur 180 sommabilite des Selies de Laurent, Paris C. R. 
145 (1907), p. 614-617; d) Sur de nouvelles formules de sommabilite,Bull. des 
sc. math. 31 (1907), p. 340-346; e) Sur les series de polynomes Tayloriens, 
Paris C. R. 146 (1908), p. 575-578; f) Sur 180 representation des fonctions mero­
morphes par des series de polynomes Taylm'iens, Bull. des sc. math. 32 (1906), 
p. 198-207; A. Costable, Sur Ie prolongement analytique d'une fonction mero­
morphe, Enseignement math. 10 (1908), p.377-390; E. SchOll, Beitrage zur 
Theorie der analytischen Fortsetzung in elementarer-Behandlungsweise, Diss. 
Munchen 1914. 

183) A. L. Cauchy, Analyse algebrique 1821, p. 289 = Oeuvres ser. II Bd. 3, 
p.240. 

184) V gl. auch E. Bortolotti, SuI raggio di convergenza delle serie di po­
tenze, Mem. ace. Modena (3) 4 (1901), p. 16-20. 

185) E. Fabry, Sur les points singuliers d'une fonction donnee par son de­
veloppement en serie et sur l'impossibilitC du prolongement analytique dans des 
cail tres generaux, Ann. Ec. Norm. (3) 13 (1896), p. 107-114; J. Hadamard, 
La Berie de Taylor et son prolongement analytique, Paris 1901, p. 26. 



4:5. Die Singularitaten auf dem Konvergenzkreis. 461 

genzkreis der Reihe Ia"zn ist, so ist z = 1 singuHir, wenn fiir irgend­
ein b zwischen 0 und 1 

. 1/1 f(n) (b)[ 1 
hmsup Y nIl =~b 
n.~ X> . 

ist. z'= 1 abel' ist regular, wenn fur ein solches b 

lim sup Vi fen) (b) I < ~~ 
n-+oo n! 1-b 

ist. Ohne vorherige Umformung kann man jedoch selten dies Kri­
terium verwerten. Einer diesar seltenen Falle liegtbei dem Satze von 
Vivanti-Dienes 186) VOl'. Er lautet: Wenn die Koeffozienten an der Be-
dingung limsup vra:-T = 1 geniigen und bei ihrer Deutung in einer 

n-+oo 

Gauf3schen Zahlenebene bis auf enalick viele einem Winkelrattm ange­
hOren, dessen Sche:itel der Koordinatenursprung ist, und dessen Offnung 
weniger als 1t betriigt, so ist + 1 singuliirer Punkt der Funktion Ia"zn. 

Fiir weitere Untersuchungen laBt sich das Kriterium auf eine hand­
lichere Form bringen. Sie beruht auf der Einsicht, daB man von der 
Reihe, welche f(n)(b) darstellt, nur eine endliche, allerdings mit n iiber 
aUe Grenzen wachsende Zahl von Gliedern beizubehalten braucht. Diese 
Zahl, das ist wesentlich, hangt von del' Wahl del' Funktion fez) nicht 
abo Daraus entnimmt Hadamard 186) sofort, daB eine Potenzreihe, fiir 
welche die Lucken zwischen den nichtverschwindenden Koeffizienten 
groB genug sind, iiber ibren Konvergenzkreis nicht fortgesetzt werden 
kann. Das ist del' einfachste Fall eines allgemeinen Liiekensatzes, 
dessen Beweis zwar von dem genannten Kriterium ausgeht, abel' noch 
wesentlich tiefer schiirfen muB. Del' allgemeine Liickensatz lautet: 

lS6) G. Vi-vanti, Sulle serie di potenze, Rivista di matematica 3 (1893), 
p. 111-114. Hier kommt der Satz zuerst ohne Beweis fiir positive Koeffizienten 
vor. Einen era ten Beweis fUr diesen Fall gab A. Pringsheim, fiber Funktionen, 
welche in gewissen Punkten endliche Differentialqnotienten jeder endlichen 
Ordnung, aber keine Taylorsche Reihenentwicklung besitzen, Math. Ann. 44 
(1894), p. 41-56. Den inneren Grund deckt erst der Beweis von E. Landau 
auf: E. Landau, tiber einen Satz von Tschebychef, Math. Ann. 61 (1905), p. 527-650. 
Einen etwas allgemeineren Fall behandelt J. Hadamard, Essai sur l'etude des 
fonctions donnees par leurs developpements de Taylor, J. de ma-th. (4) 8 (1892), 
p. 101-186. Die Erweiterung auf die Form des Textes gab Dienes, Essai sur les 
singularites des fonctions analytiques, J. de math. (6) 5 (1909). p. 327-413. 
Den vorhin erwahnten Landauschen Beweis iibertrug Fekete auf diesen alIge­
meinen Fall. Fekete, Sur les series de Dirichlet, Paris C. R. 150 (1910), p. 1033 
-1036. - Vgl. auch die Darstellung bei E. Landau, Darstellung und Begriin­
dung einiger nenerer Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin 1916. 

31 * 
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Eine Potensreihe ~a",rsm~, fur welcke lim m. = 00 gilt, kann nicht Uber 
"~CX) 11 

ihren Konvergenilcreis kinaus fortgesetst werden.187) 

Dieser Satz begreift aIle schon vorher von anderer Seite (W eier­
strafJ ~a" S6" (a> 0), Fredholm 69) ~anzn2) angegebenen Beispiele von 
Funktionen in sich, deren natiirliche Grenze der Einheitskreis ist. 

Naturlich ist das Auftreten von Lucken keine notwendige Be­
dingung fUr Nichtforlsetzbarkeit. Das zeigen Beispiele verschiedener 
Autoren. l88) Am deutlichsten kommt es jedoch in einer von Polya 189) 

bewiesenen Fatouschen 94) Vermutung zum Au~druck: 
FiW jede v(JYgelegte &ike ~ansn mit endlickem Konvergenzkreis liifJt 

sick eine Foige von Zahlen EO, El ••• , deren jede entweder + 1 oder - 1 
ist, so bestimmen, dafJ die Reike ~E"a,.zn nickt uber ihren Konvergens­
kreis kinaus fortgesetzt werden kann. 

Statt bei der Herleitung der Kriterien fur ainguUire und fiir re­
gulare Punkte von der unmittelbaren Aneinanderreihung der Funktions­
elemente auszugehen, kann man auch die Eulerache Transformation 
verwenden. 190) Sic besteht in der Substitution 

t z 
Z=~ ~=-. 

1-t' 1 +z 
187) In dieser allgemeinen Form gab den Satz zuerst E. Fabry185) an. 

Ein Beweis wurde durch G. Faber erbracht. G. Faber, a) Ober Reihen­
entwicklungen analytischer Funktionen, Diss., Munchen 1903; b) tl'ber Potenz­
reihen mit unendlich vielen verschwindenden Koeffizienten, Munch. Ber. 36 (1906), 
p. 581-583; c) 8o. a. O. 190b). A. Pringsheim hat den Beweis vereinfacht: 
A. Pringsheim, tl"ber einige funktionentheoretische Anwendungen der Euler­
schen Reihentransformation, Munch. Ber. 1912, p. 11-92. Den Spezi80lfall 

lim m .. +l - m~ > 0 gab bereits Hadamard I8&). Die Ver80llgemeinerung zu 
,.~O) m" 

lim mO+l - m~>O fand E. Borell8.). Vgl. auch Losung der Aufg. 520, Arch. 
'~Qo Vm 
Math. Phys.~27 (1918), p. 90. Die im Text angegebene Bedingung besagt, daR die 
Wahrscheinlichkeit, einen von Null verschiedenen Koeffizienten zu treffen, Null 

-'It 1 
ist. Fabry 186) und Faber 187 b) haben Beispiele dafiir gegeben, daB lim......!. = 00 

11 

nicht 8ousreicht. Es gibt FilJle, wo dann auf dem Konvergenzkreis nur eine sin­
gulltre Stelle liegt. 

18S) E. Fabry, a. a. O. 185); E. Borel, a. ft.. O. 58110); Leau, Sur Ie cercle de 
convergence des series, Paris C. R. 127 (1898), p. 711-712 und p. 794; E. Le 
Roy, Sur les points singuliersd'une fonction defini par un d6veloppement de 
Taylor, Paris C. R. 187 (1898), p. 948-950; G. N. Watson, The singularities of 
functions defined by Taylor series, Quart. J. 42 (1911), p. 41-03. 

189) G. P61ya und A. Hurwits, Zwei Beweise eines von Herm Fatou ver­
muteten Satzes, Acta math. 40 (1916), p.179-183. V gl. ferner F. Hausdorff, a~ a. O. 58). 

190) E. Lindelof, a) Sur 1110 transformation d'Euler et 180 determination des 
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Sie ffihrt die Halbebene ffl(~) < ! in den Kreis Is 1< 1 fiber. Dabei 

entsprechen sich ~ = ! und e = 1. Daher ist die Funktion f(l t ~) 
zum mindesten im Kreise 1'1 < ! I·egular. Ob der Konvergenzkreis 
groaer ist oder nicht, hBngt davon ab, ob e = 1 ffir fee) singular 
ist oder nicht. Da aber 

00 4 

f(l ~ t) = (1- ~)~(~(!)a~)~l 
o 0 

ist, so hat man den Satz: V4 I 4 1 
e = 1 ist singuliir, wenn lim sup ~ e) a~ = 2, 

44-00 0 11 I 

.~ 1 isl regulAr, wenn ~:!p VI~C)a.1 < 2 

ist. Hieraus kann man durch einige Rechnung die fo)gende hin­
reichende Bedingung fiir die Singularitii.t ableiten: e = 1 ist sicher 
dann singular, wenn man 0 < .0- < 1 so wahlen kann, daB 

li:".":p la, + .:$ (1 - .;: ~;+.)! (a._. + a.+.) r;;:, I 
ist. Diese Bedingung kann man auch aus 

r -V4 I rv-)(b) I 1 1m sup ~ = l-b 
44- QO 

ableiten. Sie spielt eine besondere Rolle beim Beweis des Liickensatzes. 
E. FabrylSO) ist von der Eulerschen Transformation ausgehend zu 

einer Ahschii.tzung des Hauptsternes gelangt, die also als Spezialfall 
Bedingungen fUr die Regularitit auf einem Bogen des Konvergenz­
kreises enthiilt. Fabry und Leau haben mit den hier dargelegten Me­
thoden Spezialfal1e der in der nichsten Nummer zu besprechenden 
Biitze gewonnen. 

Verwandt mit der Frage nach der Lage der Singularitii.ten auf 
dem Konvergenzkreis ist die andere nach der Lage der Singularitii.ten 
auf dem Hauptstern. Auch hierzu bieten die bisher erwiihnten Ar­
beiten von Hadamard, Fabry, Servant Methoden. Zu erwahnen sind 

points singuliers d'une {onction definie par son d6veloppement de Taylor, Paris 
C. B.. 126 (1898), p. 682-634; b) Remarques sur un principe genera.l de la theo­
rie des {onctions, Acta BOC. sc. Fenn. 84. (1898), Nr. 7; E. Fabry, a) Sur les 
series de Taylor, Paris C. R. 126 (1897), p. 1086-1089; b) Sur les points sin­
guliers d'nne serie de Taylor, J. de math. (6) 4 (1898), p. 817-868; .4. Prings­
heim, a. a. O. 187; G. Faber, a) a. a. O. 187); b} Uber die Nichtfortsetzbar.keit. 
gewiBBer Potenzreihen, Miinch. Ber. 34 (1904), p. 63-74. 
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auch noch einige russische .Arbeiten von Brajtzew in Warschau, Polito 
lust. 1907-1913. 

4:6. Dar Hadamardscha Multiplikationssatz. Die Bestimmuug 
des Hauptsternes ist identisch mit der .Aufgabe, den Konvergenzbereich 
einer im Hauptstern giiltigen Polynomentwicklung aus den Koeffizienten 
des die Funktion definierenden Funktionselementes direkt zu bestimmen. 
Doch hat diese Methode bisher zu keinen Resultaten von gro.Berer Be­
deutung gefiihrt.191) 

Die Untersuchungen, welehen wir uns jetzt zuwenden, beziehen 
sich ebensowenig wie Konvergenzkriterien auf beliebige Reihen. Sie 
lVerden vielmehr fiir gewisse Reihentypen die Bestimmung des Haupt­
sternes leisten. Dariiber hinaus werden sie oft fiber den ganzen wei­
teren Verlauf der Funktion .Aufschlu.B gehen. 

Ich beginne mit einigen elementaren Bemerkungen. Wenn man 
die Singularitaten von fez) und g(z) kennt, so sind damit auch die 

Singularitaten von fez) + g(z) , fez) - g(z), f(z), g(z), ~~:~, ('(z), 

jf(z)dZ und in gewissem Umfang auch die von ({g(z)} bekannt. Da­

hin gehOrt auch die Bemerkung, daB die .Addition einer ganzen Funktion 
an den im Endlichen gelegenen Singularitaten niehts andert. Das hat 
AnlaS zu einigen interessanten Resultaten gegeben. Ieh nenne den 
Satz von Borel I92), daB man zu jeder Potenzreihe eine andere mit ra­
tionalen Koeffizienten konstruieren bnn, so daB sich die durch beide 
dargestellten Funktionen nur um eine ganze Funktion unterscheiden. 
Dahin gehoren auch versehiedene Untersuchungen 193) iiber gleichsiu­
gulare Potenzreihen, d. h. Reihenpaare, deren Differenz einen gro.6eren 
Konvergenzradius hat ala jede der Reihen. 

Tiefer als diese naheliegenden Bemerkungen fiihrt der Hadamard­
sche Multiplikationssatz. 19') Ich spreche ihn so aus: Die am Rande des 

191) Vgl. indessen Servant:, Sur les points singulie~s d'une fonction definie 
par une serie de Taylor, Paris C. R. 128 (1899), p. 80-83. V gl. Borel, a. a. O. 
160), p. 141. 

192) E. Borel, Lec;ons sur la tMorie des fonctions meromorphes, Paris 1903, p. 36. 
193) S. Pincherle, Confronto delle singolarita delle funzioni analitiche, Rend . 

.Aoc. Bologna Nuova serie 2 (1897/98), p. 77-78 und Rend . .Ace. Lincei (4) 32 
(1887), p. 310-315. G. H. Hardy, On a class of analytic functions, Proc. Lond. 
math. Soc. (2) 3 (1905), p.441-460. 

194) J. Hadamard, Un tMoreme sur les series entieres, Acta. ma.th. 22 (1898), 
p. 55-63; E. Borel, Sur les singularites des series de Taylor, Bull. de la soc. 
math. de France 26 (1898), p. 238-248; G. Faber, Bemerkungen zu einem funktionen­
theoretischen Satz des Herm Hadamard, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 16 (1907), 
p. 285-298; Petrovitch, Un probleme sur les series, .Ann. nouv. (3) 15 (1896), 
p. 58-63; P. Montel, Lec;ons sur les series de polynomes, Paris 1910, p. Mff. 
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Hauptsternes von aCe) = :zJa .. e" geZegenen Sin.qularitiiten seien a~, die am 
Rande des Rauptster"l2es von b(e) = :zJb .. ? gelegenen Singularitiiten seien 
(J~. Dann sind die am Rande des Hauptsternes von fez) = :zJa .. . b,.Il' 
gelegenen Singularitiiten unter den Punkten a7 • {J" enthalten. 

Man kann diesen Satz sieher in maneher Hinsieht auf die Singu­
laritaten der ubrigen Funktionszweige ausdehnen. A.ber abschlieLlende 
ResuUate liegen da nieht vor. Zum Beispiel weiLl man, daB in den 
andereu Zweigen auch 0 und 00 zu den Singularitaten ziihlen konnen. 
Eine Steile a~ . fJ~, die nur auf eine Weise als Produkt a~· fJ" darge­
stellt werden kann, ist sicher singular; IX,,' fJ .. ist eine eindeutige Sin­
gularitat, falis dies fUr alie (x,,' (J" zutrifft, deren Produkt diese Stelle 
liefert. Der Beweis aller dieser Siitze beruht auf der Parsevalsehen 
Integraldarsteliung 1 j" (Z) 1 

f(z)=27r;i a(t)b t T dt . 

Dabei soil der Integrationsweg t = 0 einmal im positiven Sinn um­

laufen und samt e so gewiihlt sein, daB fur aile t des Weges : dem 

Hauptstern von b(e) angehOrt. 
Hurwitz 195) hat die Siitze erweitert und namentlich FaIle angegeben, 

wo an die Stelle der Multiplikation eine A.ddition der Singularitaten 
tritt. Er stutzt sich dabei auf die Betrachtung gewisser Doppelinte­
grale. .Agnola196) hat zu dem gleiehen Zweck a.n das Integral 

ft(u) ep(s - u)du angeknupft.197) 

47. Der Sats von Leau. Wir wenden uns zur Besprechung 
einiger Typen von Funktionen, deren Hauptstern sich bestimmen laLlt. 
Der allgemeine Charakter der Siitze ist es, aus den Eigenschaften von 

196) A. Hurwitz, Sur un theoreme de M. Hadamard, Pa.ris C. R. 128 (1899), 
p. 360-35~; E. BeMa 181, 1) hat den Hurwiteschen Satz aUB dem Hadamardschen 
abgeleitet. 

196) O • ...4.. den' ...4.gnola, Estensione di un teorema di Hadamard, Atti dell' 
ist. Veneto 581 (1898-99), p. 625-531 und p. 669-677. 

197) Spezielle Fiille und weitere Bemerkungen bei folgenden Autoren: 
E. Lugaro, Intorno alle singolarita di una funzione dipendente ds. quelle di piu 
funzione date, Periodico matematico (3) 1 (1904), p. 105-123; S. Fincherle, 
a) A proposito di un recente teorema del signore Hadamard, Rend. Acc. di Bo­
logna nuova serie 3 (1898-99), p. 67-75; b) Sulle singolarita di una funzione 
che dipende do. due funzioni date, Rend. Acc. Lineei (5) 81 (1899), p. 228-282; 
...4.. Pringsheim, a. a. O. 187); G. Faber, tTher die Fortsetzbarkeit gewisser Taylo,.­
scher Reihen, Math. Ann. 57 (1903), p. 369-388; M. Beke, a) Untersuchungen 
aus der Theolie -der analytischen Funktionen (ungarisch), Math. es Term. ert. 34 
(1916), p. 1-61; b) Beitrage zu der Hadamardschen und der Hurwitzschen Kom­
position der Potenzreihen (ungarisch), ebenda. 36 (1917), p. 87-119. 
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((s) = Ea(n)s" auf -die von F(z) = Ecp[a(n)]z" zu schlie.6en. cp(x) 
ist dabei eine analytische Funktion mit gewissen naher anzugebenden 
Eigenschaften. Hier fa.6t man auch die Koeffizienten a(n) als Werte 
einer 3Dalytischen Funktion a (x) fiir ganzzahlige x auf. 

Ich betrachte nun einzelne FaIle. 
1) cp(x) sei eine ganze Funktion. Die hier hislang erhaltenen Re­

sultate sind im wesentlichen in einem Satz von Leau 198) zusammen­
gefaBt. Derselbe la.6t sich als eine Verallgemeinerung des Hadamard­
schen Satzes ansehen. Wenn namlich cp (x) eine ganze' rationale Funktion 
von x ist, so giht schon der Hadamardsche Satz iiber die Funktion 
AufsehluB. Von hier gelangt man durch einen Grenziibergang zum 
Satz von Leau: g = 1 sei die eingige endliche Singularitiit von f(e). 
Ferner sei (14 - l)mfCz) in der Umgebung von 14 = 1 oeschriinkt. Dann 
ist Ii! = 1 auck die einzige Singularitat von F(e), welcke im Hauptstern 

von 1 _~ s liegt, u'enn 

a.) cp(x) eine ganee F'unktion von niedrigerer Ordnung als m ~ 1 

ist fur den FaU m > 1, d. h. wenn von einan gewissen I x I an 
\ cp (x) 1< \el·I:r 1o 

ist fUr ein 8 < m ~1 und ein beliebig gegebenes Ii> 0.198,1) 

b) logn ·V\ dn i-- 0 fur m = 1. 
e) rp (x) irgendeine ganee Funkti{)n fUr m < 1. 

Wenn (erner 14 = 1 eine eindeutige Singularitiit von fee) ist, so ist 14 = 1 
auch eine eindeutige SinguZaritiit von F(g). 

Leau hat diesen Satz noch nach versehieden~n Richtungen er­
weitert. Zunachst liiBt er allgemeinere Singularitaten als die mit 

( 1) vergleichbaren zu. Ferner werden Funktionen F(e) mit meh­
s-1 m 

reren isolierten Singularitaten betrachtet. Seien diese cx,,' so sind die 
Singularitaten von F(g) unter den cx,,' ihren doppelten, dreifaehen usw. 
Produkten und den Haufungspunkten dieser enthalten. Eventuell kommt 
noeh in anderen Zweigen der Punkt 0 hinzu. 

198) E. Leau, a) Extension d'un th60reme de M. Hadamard a. l'etude des 
series de Taylor, Bull. de la soc. m&th. de Fr&nce 26 (1898), p.267-270; 
b) a. a. O. 58). Ferner Desaint, a) Theoremes gener&ux sur les points singuliers de 
fonctions donnees par une serie de Taylor, J. de math. (0) 8 (1902), p. U~ 
bis 451; b) Les series de Taylor et 1& representation exponentielle, Ann. Ec. 
Norm. (8) 21 (1904), p. '15-448. 

198,1) Ob diese Aussa,ge aueh noch fiir Funktionen 'P(x) vom Minima,ltypull 
der Ordnung m - 1 zutrifft, ist im allgemeinen Fall noch unentschieden. In 
dem gleich zu erwahnenden Spezi&lfa,ll a" = n trifft sie zu. 
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Als wichtiger Spezialfall ist an = n zu nennen. Ein darauf be­
ziiglicher Satz ist unabhiingig von dem Leauschen von verschiedenen 
Autoren 199) behandelt und fiber den aus diesem zu entnehmenden In­
halt hinaus erweiterl worden. Dahin gebOrt der Satz von Wigert: 
Die notwendige und hinreiehende Bedingung dafur, daf3 die Reihe 

fez) -~enzn eine ganze Funktion von -1 ~ defmiert, besteht darin, daf3 
1 -z 

die en sieh in der Form rp(n) darstellen lassen. Dabei bedeutet rp(x) eine 
ganze Funktion, die hOehstens dem Minimaltypus der Ordnung Eins 
angehOrt. 1st sie rationaP99a), .so ist aueh fez) rational. 1st sie trans­
zendent, so ist aueh fez) transzendent. 

Verallgemeinerung. Wenn a(x) von bOherer Ordnung als dem 
Minimaltypus der Ordnung Eins ist, so kann man zu Abschatzungen 
des Hauptsternes gelangen. Le Roy, Faber, Pringsheim, Linddi:Jf 
u. a. 2OO) habell mit verschiedenen Methoden hier verschieden schade 
Resultate gewonnen. 

4:8. Satze von Lindelof. Wir wollen zunachst rp(x) in anderer 
Weise als in der vorigen Nummer spezialisieren. Ich wahle namlich 

2) a" -- 00, rp(x) holomorph idr geniigend gro6e I x I. Bisher ist 
nur a,. = n behandelt. Rier gilt der folgende Satz 201): 

199) Den Nachweis, daiS die Bedingung des Batzes hinreicht, gab Leau 58) 

auch noch unabhangig von seinem Hauptsatz. Auch ist dieser Teil des Batzes 
in den Untersuchungen von Le Roy 164) enthalten. DaB die Bedingung notwen­
dig ist, zeigten zuerst S. Wigert und 1? Oarlson. V gl. F. Carlson, Sur une cIa sse 
de series de Taylor, Upsala 1914; S. Wigen, Sur les fonctions entieres, Oefversigt 
af K. Vet. Ak. Forh. 67 (1900), p. 1001-1011. Spater gab Faber 18,,) 19,,) einen 
neuen unabhangigen Beweis, den Pringsheim 181) in etwas anderer ~'assung wieder­
holt hat. Vgl. ferner E. LindelOf, a. a. O. 200); G. H. Hardy, On two theorems 
of F. Carlson and S. Wigen, Acta math. 42 (1920), p. 327-339; M. Riesz, Sur 
Ie principe de Phragmen-Lindelo{, Proc. Camb. Phil. Soc. 20 (1920), p. 205-209. 

1990.) Diesen Teil des Satzes Bieht man Bofort ein. wenn man beachtet, daa 
1m (p(z) = 2nP z,. stets fp + 1 (z) = z (;'(Z) gilt. 

200) E. Lindelof gibt die Resultate als Spezialfalle noch viel allgemeinerer 
Sii.tze: E. LindeWf, a) Quelques applications d'une formule sommatoire generale, 
Acta Soc. Fennicae 31 (1902), Nr. 3 und a. a. O. 166 c); b) Sur une formule som­
matoire generale, Acta math. 27 (1903). p. 306-311; W. B. Ford, a) Sur 10. 
fonction definie par une serie de Mac-Laurin, J. de math. (6) 9 (1903). 
p. 223-232; tr) A theorem on the analytic extension of power series, Bull. of 
the Am. math. soc. (2) 16 (1910), p. 507-610; F. Oarlson. a a. O. 199; 
S. Wigen, Sur une certt:.ine claBBe de series de puissances. Arkiv for mat. astr. 
och fys. 12 (1917), Nr.7. Die Untersuchungen von Desaint, Sur quelques tMo­
remes de 10. tMorie des fonctions, Ann. Ec. Norm. (3) 14 (1897). p. 311-378, 
widerBprechen den hier angefiibrten gesicherten Tatsachen. G. H. Hardy, a. a. 0.199). 

201) In dieser allgemeinen Fassung folgt der Satz aus Entwicklungen von 
Le Roy 16'). Leau 68): Sur les fonctions definies par un developpement de Taylor~ 
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~q;(n)z" kat im Enillicken nur die singuliiren Punkte 0,1. 
3) an -+ 00, q;(x) sei vom Charakter einer ganzen rationalen 

Funktion fiir groBe I X /. Wir wollen diesen Fall in die gleich jetzt 
zu besprechenden Untersuchungen mit einbeziehen.t15,1) Es ist bisher 
auch nul' a" = n behandelt. 

4) In del' Funktion fez) = .Ea(n)zn 

sei a(x) cine in einer Halbebene alex) > « regulare Funktion, die fUr 
x -+ 00 gewisse asymptotische Bedingungen erfiillt. Wir verlangen 
z. B., daB bei gegebenem E > 0 von ernem gewissen I x I an 

I a (x) 1< e' f'" I 
gleichmaBig gilt, in del' Halbebene alex) > a. Dann ist z = 1 die 
einzige Ecke des Hauptsternes von f(z). Dies Resultat haben Le Roy 202) 

und E. Linilelof165C)200) mit verschiedenen Methoden gewonnen.203) 

Die sehr weittragenden Methoden, welche LindelOf angibt, bel'uhen 
auf del' Anwendung allgemeiner Snmmenformeln. Die eine fiihrt zu 
del' Integraldarstellung: + ... 

fez) f a(~)z"'dx . 
ell",.", -1 

-ioo 

Als Halbebene ist dabei alex) > 0 genommen. Die andere fiihrt zu 
del' Erkenntnis, daB fUr den Verlauf del' Fnnktion fez) = Ea(n)zn 
im wesentlichen del' von .. 

J(z) Ja(x)z"'dx 
o 

Paris C. R. 128 (1899), p. 804-805. Faber 187) 197) und Pringsheim 187) haben Teile 
bewiesen. Die allgemeine Fassung ergibt sich aus den gleich zu erwlihnenden 
Resultaten von Linde16f. 

202) Le Roy 164) gibt noch Andeutungen fur den allgemeinen 1!'all, wo an 
Stelle der Halbebene ein anderer, die positive reelle Achse enthaltender Winkel­
raum tritt. Er behauptet, auch' hier lagen alle singularen Punkte auf der posi­
tiven reellen Achee jenseits + 1. Indessen scheint ein Beweis dafiir noch nicht 
vorzuliegen. Erwahnt sei nur, da6 E. Fabry 185) gezeigt hat, da6 + 1 der einzige 
singnllire Punkt auf dem Konvergenzkreis ist. 

203) Hierher gehOren auch die Untersuchungen von E. W. Barnes, The asympto-
~ ~ 

tic expansion of ~ nT(~~ &) and the singularities of g (x, &) = L; n ~ & ' 
o 0 

Quart. J. 37 (1906), p. 289-313 j vgl. auch B. Svensson, Etudes sur les fonc­
tions definies par une serie de Taylor, Diss. Lund 1908; Lindeliif und Wigert 
haben auch andere Wachstumsbedingungen fUr a(x) untersucht. Vgl. S. Wigert, 
Sur une certaine classe de series de puissances, Arkiv for mat. ask och fys. 
12 (1917), Nr.7. Es kommt dabei nur \a(x)!<eai"'i und IX < 'It in Betracht, 
weil schon von IX = 'It an der Einheitskreis singulare Linie sein kann. 
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bestimmend ist. Andere als die bei diesem Integral auftretenden Sin­
gularitaten sind auch bei fee) in keinem Zweige vorhanden. Uber die 
Lage dieser Singularitaten gewinnt man AufschluB, wenn man die fur 
a(x) gemachten Voraussetzungen noch etwas erweitert. Wir wollen 
annehmen, die Funktion aCx) sei holomorph ffir »l(x) > 0; ferner gebe 
es zu jedem positiven Zahlenpaar E, ""0 eine andere Zahl R so, daB 
fur Ce = ~ if "') I"" 1 < 1""0 1 und (} > R die Funktion fCe) holomorph ist 
und der Bedingung 1 fC(}ei'fJ) I < e·~ 
geniigt. Dann laSt sich J(e) verfolgen und man kommt zu dem Resultat, 
daB dann 0, 1, 00 die einzigen singularen Stellen von .. 

f(s) = ~ a (n)s" sind. 
o 

In den aUgemeinen Satzen LindelOfs, deren wichtigste hier auf­
geIuhrt wurden, sind so gut wie alle seither fiber analytische Fort­
setzung gewonnenen Resultate enthalten, soweit sie nicht schon aus 
dem Satz von Leau folgen. Sie umfassen namentlich fast alle spe­
ziellen Faile, welche Mellin 204) und Le Roy mit ahnlichen Integral­
darstellungen behandelt haben. Bei Le Roy sind es Integrale der Form 

J",,(x)A(x,s)dx, 
insbesondere das Integral 1 

f(s) f cp(X) 1 ~XS' 
o 

aus dem die Resultate flieBen. Dies letztere leistet namentlich dann 
gute Dienste, wenn es gelingt, eine Funktion cp(x) anzugeben, mit der 
sich die Darstellung 1 

a.. .fCP(X)x"dX 
o 

gewinnen laBt. Auch Hadamard186) hat schon solche Falle behandeltI05). 

Die einzige Ecke des Hauptsternes ist stets + 1. 1st cp(x) analytisch 
und sind 0,1,00 ihre einzigen Singularitaten, so ist f(s) nur bei 1 
und 00 singular. Oft erlauben es auch diese Methoden, uber die Na­
tur der Singularitaten AufschluB zu gewinnen. (Lindelof, Le Roy, 

204) H. J. Mellin, Verschiedene Arbeiten in den Acta math. 28 (1904), 
p. 37-64, Bd. 26 (1902), p. 139-184. In den Acta. soc. Fennicae 20 (1896), 22 
(1896), 24 (1899), 29 (1902), 31 (1902). 

206) G. H. Hat'fly, a) A method for determining the behaviour of certain 
classes of power series near a singular point on the circle of convergence, Proc. 
Lond. math. Soc. (2) S (1906), p. 381-389; b) On the singularities of functions 
defined by power series, Proc. Lond. math. Soc. (2) 6 (1907), p. 197-206. 
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Hardy.) O{llTlson l99) gibt in seiner Dissertation Verallgemeinerungen 
und, was wichtiger ist, Umkehrungen LindelOfscher Resultate. 

Wie man sieht, bezieht sich fast alles auf Funktionen mit ein­
eckigem Stem.305,1) Fiir allgemeinere Funktionen liegen nur wenige Re­
sultate vor. Es kommt dabei wesentlich die Bemerkung in Betracht, 
daB solche Funktionen durch Summation anderer mit eineckigen Haupt­
sternen erhalten werden. Dazu kommen die schon erwahnten Ab­
schatzungen der Hauptsterne, sowie die oben erwahnte Verallgemeine­
rung des Satzes von Leau. 

4:9. Rekurrierende Reihen. Neben dies en Fallen, wo die Koeffi­
zienten a,. der Funktion :11 a,.s'" als bestimmte analytische Funktionen 
a (n) gegeben sind, hat man noch verschiedene Falle untersucht, in 
welch en die Koeffizienten gewissen Rekursionsgesetzen, z. B. Iinearen 
Differenzgleichungen genugen. Dahin gehoren namentlich die aus der 
Algebra bekannten Slitze fiber rekurrente Reihen. Funktionstneoretiscn 
ausgedriickt enthalten dieselben die Bedingungen dafiir, daf3 eine Reihe 
Ea"s'" eine rationale Funktion darstellt. Dafiir ist notwendig und hin­
reicnend, dsS es eine endliche Anzahl von Zahlen tXo, all ... a" gibt 
derarl, daB fiir aIle hinreicnend groBen v die Relationen 

aoa~ + a l a~+1 + ... + a"a~+" = 0 

geiten. aos" + a l s'" -1 + ... + a" ist dann der N enner der durch die 
Reihe dargestellten rationalen Funktion. Man kann die Bedingung 
aucn dahin aussprecnen, daB die Determinanten 

a/+" a.+ n +1 •• .a'+ Sn 

von einem gewissen i an aIle verschwinden mussen. Man kann mit 
P6lya 206) hieraus schlieBen, daB E akt dann und nur dann eine rationale 
Funktion darstellt, wenn unter den Determinanten D~k!..l und Dkk) nur 
endlich viele ungleich Null sind. 

205,1) Notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, daB die samtlichen 
Singularititen einer Funktion auf einer Strecke liegen, gaben auch Jensen und 
Wigert: Jensen, Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafnr, daJ3 die 
Singularitaten einer gegebenen Taylorschen Reihe auf einer geradlinigen Strecke 
liegen, (danisch); Nyt tidskrift for mat. 21 (1910); S. Wigen, Sur un theoreme de 
la tMorie des fonctions analytiques, Arkiv for ma.t. a.st!. och fys. 5 (1909), Nr. 8. 

206) G. P6lya, lJber Potenzreihen mit ganzzahIigen Koeffizienten, Math. 
Ann. 77 (1916), p. 497-513. Vgl. auch G. P6lya, Arithmetillche Eigenschaften ~er 
Reihenentwicklungen rationaler Funktionen, Crelles J. 151 (1921). 
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Perron 2(7) und Van Vleck 208) haben im AnschluB an PO'incare209) line­
are Differenzengleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten betrachtet. 
Aber ihre Untersuchungen haben nicht viel mehr als die Bestimmung 
des Konvergenzradius der ill Betracht kommenden Reihen geliefert. 

Fatou 210) untersucht folgenden Fall: -0'(u) sei in einem Bereich B 
der u-Ebene analytisch und eindeutig. Es gelte an = .fr(an _ 1) und es 
werde die Funktion f(s) = Ea"z" untersucht. 8-(u) - u babe nur 
eine N ullstelle a im Bereiche B. Ferner sei in einem gewissen Kreis 
um a: I -0'(u) - a I < k I u - a I (0 <k< 1) Dann gilt 8-(a,,) -- a fur 
'n __ (X) und fur jedes ao aus jenem Kreis urn a. Unter diesen Vor­
aussetzungen ist f(s) eine in der gamen Ehene meromorphe Funktion, 
welche als Quotient zweier Funktionen vom Geschlecht Null aufge-

00 

fa.6t werden kann. Setzt man a = 8-'(a), so kann Fl(1 - ans) als 

N enner benutzt werden. 0 

60. Untersuchungen von Darboux. Darboltx 211) bat im Jahre 
1878 einen Zusammenhang zwischen den Singularitaten auf der Kon­
vergenzgrenze einer Potenzreihe und dem asymptotiscben Verbalten 
ihrer Koeffizienten gefunden und z. B. zur Untersuchung des Verhal­
tens der Legendrescben Polynome fiir gro.6e Gradzahlen verwendet. 
Er fand folgenden Satz: Es sei k eine reelle Zahl und a ein Punkt 
auf der Konvergenzgrenze von f(s) = Ea"s". Ferner gelte in der 
Umgebung von s = a eine Darstellung f(s) = cp(z)(z - a)k + 1/J(s), 
in der cp(s) und tjJ(s) urn s = a regular sind. In den iibrigen Punk­
ten ihres Konvergenzkreises sei f(s) regular. Dann gaIten Ahschiit­
zungen wie die folgende 211,1): 

a = 9'«X) k(k - 1) ... (k - n + 1) 11 + 0' (~) 1 + 0 (_1 . _1_) . 
,,(Xn-k n! n 1(Xln n\R(J;)+2 

207) O. Perron, Dber die Poincaresche lineare Differenzengleichung, J. f. 
Math. 137 (1910), p. 6-64; vgl. auch O. Perron, tiber einen Satz des Herm Poin~ 
care, J. f. Math. 136 (1909), p. 17-37. 

208) E. B. van Vleck, On linear criteria for the dete'tmination of the radius 
of convergence of a power series, Trans. of the Am. math. soc. 1 (1900), 
p.293-309. 

209) H. Poincare, Sur Ies equations lineaires aux difi"erentielles ordinaires 
et aux differences finies, Am. Joum. 7 (1886), p. 203-263. 

210) P. Fatou, Sur une classe remarquable de series de Taylo1', Ann. Re. 
Norm. (3) 27 (1910), p. 43-63; LatUs, a) Sur Ia convergence des relations de 
recurrence, Paris C. R. 150 (1910), p. 1106-1109 j b) Sur les series de Taylor 
a coefficients recurrents, Paris C. R. 160 (1910), p. 1413-1416 j c) Sur les suites 
recurrentes non lineaires et sur les fonctions generatrices de ces suites, Ann. de 
Toulouse (3) 3 (1913), p. 13-124. 

211) G. DarboulIJ, Memoire Bur l'approximation des fonctions de tres grands 
nombres, et sur une classe etendue de developpements en series, J. de math. (3) 
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Dieses Ergebnis ist von den verschiedensten Seiten verallgemei­
nert worden. Denn es bietet aus mehr als einem Grunde ein erheb­
liches Interesse dar, und zwar nicht nur wegen der darin enthaltenen 
Beziehungen zwischen den Singularitiiten einer Funktion und den 
Koeffizienten ihrer Taylorentwicklung. Es kommt auch die Anwen­
dung auf das asymptotische Verhalten noch anderer Funktionen als 
der Legendreschen Polynome und das Interesse dieser Dinge fur die 
Himmelsmechanik in Betracht.91lI) 

Den weitestgehenden Satz uber Funktionen mit algebraisch loga­
rithmischen Singularitiiten hat unter Weiterfiihrung der Untersuchun­
gen von Norlund 21S) Perron 214) angegeben, und auf das Verhalten der 
hypergeometrischen Funktion beim .A.nwachsen eines oder mehrerer 
Parameter angewandt. 215) L. Frier-'16) hat Unbestimmtheitsstellen auf 
der Konvergenzgrenze herangezogen. Sein Resultat wurde von Perron 215) 

erweitert unter gleichzeitiger Vereinfachung des Beweises.!15,l) 
51. Die Lage der Pole. Aile diese Autoren erschlieBen aus der 

Natur der Singularitiiten notwendige Bedingungen fur die Koeffizien-

4 (1878), p. 5-56 und p.377-416. Vgl. auch O. Perron, Uber das Verhalten 
von (Vl(x) fur lim '11= 00, wenn (x) einer linearen homogenen Differentialglei­
chung genugt, Sitzber. Munchen (1913), p. 356-382. 

211,1) Mit Landau drucke ich durch die Schreibweise rp (x) = O«((X» aus, 

da8 \ rp(x) \ fUr gro8e x beschrankt ist, wahrend rp(x) = o (f(X» bedeutet, da8 
(x) 

1· rp (x) O· t 
1m ( ) = IS. 

"'~QO X 
212) H. Poincare, Le90ns de mecanique c~lleste II, p. 157 und Les methodes 

nouvelles de mecanique celeste I, p. 280. Man vergleiche weiter Arbeiten von Hamy 
im Bull. astr. 1893, im J. de math. (4) 2 (11190), (4) 10 (1894), (6) 4, (1908) und Paris 
C. R. 144 (1892) und 125 (1897). Ferner Flamme, These, Paris 1887, und Feraud, 
These, Paris 1!l97, und Coculesco, These, Paris 1895. V gl. auch II A 12 (Burkhardt). 

213) T. E. N6rlund, Fractions continues et differences reciproques, Acta 
math. 34 (1911), p. 1-108. 

214) O. Pen'on, U'ber das infinitare Verhalten der Koeffizienten einer ge­
wissen Potenzreihe, Arch. Math. Phys. (3) 22 (1914), p. 329-340. 

215) O. Perron, Uber das Verhalten der hypergeometrischen Funktion bei 
unbegrenztem Wachstum eines oder mehrerer Parameter, Sitzber. Heidelberg I, 
1916, Nr.9 und II; 1917, Nr. 1. 

215,1) Weitere Untersuchungen bei G. Faber, Uber ~as Verhalten analy­
tischer Funktionen an Verzweigungsstellen, Mundi. Ber. 1917, p. 263-284; G.H. 
Hardy, Oscillating Dirichlet's integrals, Quart. J. of math. U (1913), p. 1-40, 
p. 242-263; M. Kuniyeda, Note on asymptotic formulae for oscillating Di­
richlet's integrals, Quart. J. of math. 48 (1918), p. 113-135. 

216) L. Fejer, a) Sur une methode de M. Darboux, Paris C. R. 147 (1908), 
p. 1040-1042; b) Asymptotikus ert6kek meghatarozasar61, Math. ea term. ert. 
1909), p. 1-33. 
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ten der Potenzreihe. Es war das groBe Verdienst von Hadamard I86), 

daB er 1892 die Betrachtung umkehrte und lehrte, wie man aus dem 
Verhalten der Koeffizienten auf die Natur der Singularitaten schlieBen 
kann. Besonders die Lage del' Pole ist es, die bisher interessiert hat. 
Er kniipft dabei auBer an Darboux noch an andere altere Unter­
suchungen an. 

Der einfachste hierher gehOrige Satz iet clieser: 
Dafiir daj3 f(z) als einzige Singularitiit aUf dem Konvergenzkreis 

einen einfachen Pol bei z = a hat, ist notwendig und hinreichend, daj3 
es eine positive Zahl k < 1 gibt, so daj3 von einem gewissen nan, 

! an +1 _ ~ 1< kn bleibt. 
I an a 

Dem entspricht ja auch der Satz, daB stets ~ ~ a strebt, 
an +l 

wenn der Pol a die einzige Singularitat auf dem Konvergenzkreis ist.217) 
Die allgemeinen Untersuchungen von Hadamard kniipfen an die 

schon erwahnte Theorie der rekurrierenden Reihen an. Auch bei ihnen 
spielen die schon angegebenen Determinanten D~n) die Hauptrolle. 
Noch deutlicher als bei den rationalen Funktionen tritt hier im all­
gemeinen Fall die Beziehung zur Funktion D,,(z) = ~D~")fi hervor. 
Setzt man fo(z) = fez) = ~a1tzn und fiir n > 1 allgemein 

fn(z) = rn -l(Z)z - U,,--=l, 

so hat man die Integraldarstellung: 

fo(fl) 

1 J J D Z =-~-n() (2ni)" ... 
@:l ern 

it (~) 
fl (tl) ... fn(tl) 

f~(~) ... fn+l(~) 

fn (t:) f"+l (t:) ... f!n(~) 
Ahnlich wie bei dem Parsevalschen Integral von p. 465, auf dem 

der Beweis des Radamardschen Multiplikationssatzes beruht, ist da­
bei ~1 ein Integrationsweg, der tl = 0 so nahe umschlieBt, daB in 

und auf ihm nur Regularitatsstellen von fo (tl) und von it (~) liegen, 

wahrend tt den Integrationsweg (£2 durchlauft. Dieser umschlieBt seine1'­
seits t2 = 0 so nahe, daB er nur Regularitatsstellen von D2(t2) und 

von f2 (~) umschlieBt, wahrend ta auf ~a variiert usw. Hadamard selbst 

benutzt keine derartige Integralstellung, zumal e1' wie Schaperl13) nur 

217) Wohl zuerst bei J. Konig, trber cine Eigenschaft der Potenzreihen, 
Math. Ann. 23 (1884), p.447-460. 
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die Produkte der absoluten Betrage der Pole untersucht. Ahnlich wie 
beim Hadamardschen Produktsatz sind aber hier die am Rande 
des Hauptsternes von Dn(z) liegenden Singularitaten unter den 
at . ~ .... '"" enthalten, wenn die " die Ecken des Hauptsternes von 
fez) sind.218) In dem Produkt "I • ~ ••• , • "" kann dabei jeder Pol von 
fez) so oft auftreten, als seine Vielfachheit betragt (wahrend die an­
deren Singularitaten beliebig oft auftreten konnen), wenn anders die 
Stelle "1'"2' ...• "" wirklich singular fiir Dn(z) sein solI. 

Aus dieser Integraldarstellung fur D" (z) liest man sehr leicht die 
Hadamardschen Satze uber die Lage der Pole von fez) abo lch stelle 
die wichtigsten hier zusammen: 

En sei der Konvergenzradius von Dn(z), Ro der von fez) selbst. 
En ist dann und nur dann groBer aIs ~, wenn fCz) auf seinem Kon­
vergenzkreis hochstens n Pole und keine weiteren Singularitaten hat. 
Die genaue Zahl der Pole stimmt mit der Nummer derjenigen Fun"k.­
tion Dn(z) uberein, bei der das ICriterium zum ersten Male erfullt ist. 

Dann und nur dann ist 
_Bn _ > 1 
Rn-l = , 

wenn fez) im Kreise I s 1< 1 hochstens n Pole und keine weiteren Sin­
gularitaten hat. Die Anzahl ist genau gleich n, wenn n die kleinste 
Zahl ist, fur welche die Ungleichung gilt. 

Dann und nur dann, wenn 

Rn l ---+ Rn - t 

gilt fur n -+ 00, hat fez) im Kreise I s 1< 1 nur Pole, wii.hrend jeder 
groBere Kreis auch andere Singularitaten enthiilt. 

Dann und nul' dann, wenn von n = k an stets R~- = l bleibt, 
"-1 

hat fCz) im Kreise I z I < 1 genau k Pole, wahrend jeder groBere Kreis 
auch andere Singularitaten enthalt. 

Dann und nur dann, wenn E" -+ 00 fur n -+ 00, ist die Funk­
tion f(s) meromorph in der ganzen Ebene. Sie hat dann und nur 
dann endlich viele (k) Pole, wenn von n = k an En = 00 ist. 

Hadamard hat weiter eine Methode ausgearbeitet, welche die 
Koordinaten der Pole und ihre Hauptteile zu berechnen erlaubt. Sie 
lauft auf die Bestimmung eines Polynoms P,,(z) heraus, von der Art, 
daB P,,(z), fCs) einen grBBeren KonvergenzradiuB hat aIs fez). Die 
Reranziehung del' l!-'unktion D,,(z) vereinfacht auch diese Entwick­
lungen, wenn man beachtet, daB Dn _ 1 (z) auf dem Konvergenzkreis 

218) Eine andere Integraldarstellung gibt A. Hurwit,196) an. 
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nur den einen Pol al ' a2 • •.•. an _ 1 besitzt, wenn mit aU "2'" ",,-1 

die Pole von (($) auf dem Konvergenzkreis erschopft sind.Jl8,1) 
Hadamard hat daran anschlie.6end weiter die Frage behandelt, 

wann durch Multiplikation mit einem Polynom die Ordnung (siehe 
p. 489) der Funktion auf dem Konvergenzkreis erniedrigt werden kann. 
Damit gewinnt man in gewissem Umfang eine Methode zur Bestim­
mung auch anderer Singularitiiten als Pole. 218,2) 

Die Potenzreihen an der Konvergenzgrenze. 

52. Der Abelsche Grenzwertsatz. AbelJ19) hat die Aufgabe ge­
stellt, das Verhalten einer durch aine Potenzreihe dargestellten Funk­
tion bei Anniiherung an eine Stelle der Konvergenzgrenze zu be­
stimmen. 

Schon vorher hat AbeP19,1) die genannte Aufgabe in dem speziellen 
Fall gelost, daB die Reihe in dem zu untersuchenden Punkt des Kon­
vergenzkreises noch konvergiert. Der Bpiiter sogenannte Abelsche Grenz­
wertsatz besagt, da.6 dann die Reihe auf dem ganzen, zu dem Punkte 
hinziehenden Radius des Konvergenzkreises gleichmii.Big konvergiert, 
daB also die Funktion bei radialer Annaherung an diesen Punkt einen 
Grenzwert besitzt, welcher durch die Reihensumme dargestellt wird. 
O. Stolz 219,2) hat spiiter den Satz dahin verallgemeinert, daB die Reihen­
summe sogar in einem ganzen Dreieck stetig ist, dessen eine Ecke 
in dem zu untersuchenden Peripheriepunkt liegt und des sen andere 
beide Ecken dem Inneren des Konvergenzkreises angehoren. Ein neuer 

218,1) Vgl. auch P. Dienes a. a. 0.186) und Sur les singularites des fonctions 
analytiqnes en dehors du cercle de convergence, Paris C. R. 148 (1909), p. 694 
-698. 

218,2) Vgl. auch V. Dienes, Sur les points critiques logarithmiques, Paris C. R. 
148 (1909), p. 1087-1090 und p. 1290; P. und V. Dienes, Sur les singularites 
algebro-logarithmiques, Paris C. R. 149 (1909), p. 972-974; P. und V. Dienes, 
Recherches nouvelles sur lea singularit6s des fonctions analytiques, Ann. Ec. 
Norm. (3) 28 (1911), p. 389-457. 

219) N. H. Abel, Theoremes et problemes, J. f. Math. 2 (1827), p. 286, 
Werke I, p. 618. 

. m m(m-l) 
219,1) N. H. Abel, Recherches sur lao sene 1 + T x + ~-1 ~ x' 

+ m(m ~.1~:~ - 2) xa + ... , J. f. Ma.th. 1 (1826), p. 811-339; Werke I, p. 219 

-250. 
219 2) O. Stolz, a)' Beweis einiger Si!.tze uber Potenzreihen, Zeitschr. Math. 

Phys. 20 (1875), p. 369-376; b) Nachtrag zur Mitteilung in Bd. XX dieser Ztschr., 
p. 369: Beweis einiger Satze fiber Potenzreihen, Ztschr. Math. Phys. 29 (1884), 
p. 127-128. 

Eneyklop. d. math. Wia •• nsch. II S. 32 
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besonders durchsichtiger Beweis riihrt von A. Pringsheim ttO) her. Bei 
Annaherung an dEm Peripheriepunkt lungs Wegen, welche keinem sol­
chen Dreieck angehoren, braucht kein Grenzwert zu existieren.2lIO,l)U1) 

In Abels NachlaB (Werke Bd. II, p. 203) fand sieh endlieh noch eine 
Unrersuchung, die in gewissen Fallen, namlich bei eigentlich diver­
genten Reihen, schlie.Ben liiBt,222) daB bei jener radial en Annaherung 
an die Stelle eigentlicher Divergenz die Funktion dem Betrage nach 
iiber alle Grenzen wiichst. Die damit angeregte Sorte von Unter­
suchungen beriihren wir spater erneut. Zunachst wollen wir bei den 
an den Grenzwertsatz anschlieBenden Forschungen stehen bleiben. 

Abel hat durch seinen Grenzwertsatz zum ersten Male einer un­
eigentlich divergenten (oszillierenden) Reihe eine Summe beigelegt. 
Es ist eine fiir das folgende wichtige Fragestellung, inwieweit es 
moglich ist, den heute nach Cauchy benannten Summenbegriff einer 
Reihe (Summe gleich Limes der Partialsummen) so zu verallgemei­
nern, daB gewisse im Cauchyschen Sinne nicht konvergente Reihen 
eine Summe erhalten, und daB der neue Summenbegriff eine Verall­
gemeinernng des Cauchyschen wird, d. h. daB im Cauchyschen Sinne 
konvergente Reihen bei Anwendung des neuen Summenbegriffes die 
gleiche Summe ~rhalten, die ihnen im Cauchyschen Sinne zukam. Bei 
Abel selbst ist diese Frage noch nicht gestellt. Gleichwohl ist sein 
Grenzwertsatz ein Beitrag zu ihrer Losung. Die Fragestellung selbst 
tritt zum ersten Male bei Frobenius"S) auf. 

1m Sinne der Abelschen Summationsmethode hei6t s die Summe 
der Zahlen ao, all ail' . '1 

wenn bei radialer Annaherung ... 
s=lim~a'lle" 

.~l 0 

gilt. Damit das einen Sinn hat, mnB also die Folge der a" so be­
schaffen sein, daB die angegebene Potenzreihe fur I s I < 1 konvergiert. 

220) A. Pringsheim, Uber zwei AbeZsche Slitze, die Stetigkeit von Reihen­
Bummen betreffend, Munch. Ber. 1897, p. 343-866. 

220,1) Wegen eines einfachen Beispieles siehe: G. H. Hardy u. J. E. Little­
wood, a) a. a. O. 22480), p. 476; Beweis dazu G. H. Hardy. a. a. O. 320). p. 160; 
b) Abels theorem and its converse, Proc. Lond. math. Soc. (2) 18 (1918), (p. 206 
-285) p. 207. 

221) Verschiedene Autoren haben die Uberlegungen auf gewisse andere 
Reihentypen verallgemeinert. Fejer, Math. Ann. 68; Bromwich. Math. Ann. 66; 
Hardy. Math. Ann. 64 und Proc. Lond. math. Soc. (2) 4; O. N. Moore, Am. Trans. 8. 

222) V gl. dazu A. Pringsheim, Uber das Verhalten der Potenzreihen auf 
dem Konvergenzkreise. Munch. Ber. SO (1900), p. 87-100. 

223) G. Frobeni'Us. Uber die Leibniesche Reihe, J. f. Math. 89 (1886), p. 262-264. 
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Der Abelsche Grenzwertsatz besagt, daB fur konvergente Reihen der 
Abelsche Summenbegriff mit dem Cauchyschen koinzidiert. 

Ein Spezialfall der Abelschen ist die von Hardy und Littlewood 224) 

so genannte Eulersche Summationsmethode. Sie nennt s die Summe 
der ao, av "" wenn :Ea"z" in Z = 1 regular ist und dort den Wert s 
besitzt. 

53. Die Holderschen und die Cesaroschen Mittel. Das Abelsche 
Problem ruhte lange. Erst im Jahre 1880 hat es durch Frobenius 22S) 

eine entschiedene Forderung erfahren. Frobenius betrachtet neb en dem 
Grenzwert der Partialsummen (Cauchy scher Summenbegriff) den Grenz­
wert der arithmetischen Mittel der Partialsummen und erklart durch 
ihn die Summe einer unendlichen Reihe. DaB sich fUr den Fall einer 
konvergenten Reihe der neue Summenbegriff mit dem alten deckt, 
wird am besten einem Cauchyschen Grenzwertsatz entnommen (siehe 
I A 3 (Pringsheim), p.74ff.). Hiernach ist 

1· 81 + 8! + ... + 8" l' 1m = 1m s" 
,.~ n n-+oo 

jedesmal dann, wenn der Grenzwert auf del' rechten Seite e:xistiert. 
O. Hdlder!25) hat im Jahre 1883 durch Iteration der arithme­

tischen Mittel die nach ihm benannten Mittel eingefiihrt. Auch sie 
sind Verallgemeinerungen des Oauchyschen Summenbegriffes, der sich 
als Mittel nullter Ordnung darstellt, wahrend die arithmetischen Mittel 
als Holdersche Mittel erster Ordnung aufzufassen sind. 

CesaroU6) hat zunachst fur die Zwecke der Reihenmultiplikation 
1m Jahre 1890 die arithmetischen Mittel in etwas anderer Weise ver­
allgemeinert. Man kann die Cesaroschen Mittel so erkliiren: Man bilde 

"" 
~anz" 00 

_u __ ~ __ = ~S(v)z" 
(l_Z)v+l ~ '/I 

o 

224) G. H. Hardy und J. E. Littlewood, a) Contributions to the arithmetic 
theory of series, Proc. of the Lond. math. soc. (2) 11 (1912), (p. 411-478) 
p. 418 Fuf3note; b) Tauberian theorems concerning series of positive terms, Mess. 
of math. (2) 42 (1918), p.191-192; a) a. a. O. 220,1) b). Die altere Literatur ge­
braucht die Benennung Eulersche Summationsmethode fUr daa hier ala Abelsche 
Methode bezeichnete Verfahren. V gl. auch: H. Burkhardt, tJ"ber den Gebrauch 
divergenter Reihen in del' Zeit von 1750-1860, Math. Ann. 70 (1911), p. 169- 206 

225) O. Holder, Grenzwerte von Rellien an der Konvergenzgrenze, Math. 
Ann. 20 (1882), p. 535-549. 

226) E. Cesaro, Sur 1110 multiplication des series, Bull. des 8C. math. (2) 14 
(1890), p. 114 -120. 

82* 
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mid setze 

Dann ist 

die Erklarung der Cesaroschen Mittel vter Ordnung, falls dieser Grenz­
wert existiert. (Man sieht, wie fiir v = 0 der Oauchysche, fiir v = 1 
der Frobeniussche Summenbegriff herauskommt.) Oesaro hatte zunachst 
wohl nur ganze positive v im Auge. BewuBt haben nicht ganze und 
auch negative v> - 1 erst Hailamaril 186), Knopp 227) und Ohapman U8) 
herangezogen. Da stets A(p) ""~_ 

" r(tI+l) 

ist, so ist 

eine oft verwendete, mit der vorhin angegebenen gleichwertige Er­
klarung der Cesaroschen Mittel vter Ordnung. DaB fiir konvergente 
Reihen die Cesaroschen Mittel genau die Cauchysche Summe lief ern, 
folgt aus einem von Cesaro 229) herriihrenden Grenzwertsatz, den wir 
gleich in der etwas allgemeineren von E. Lasker J30) und A. Prin.qs­
heim 2S1) gegebenen Fassung anfiihren: ~bnzn habe lauter positive Koef­
fizienten und besitze den Konvergenzradius 1. Au.8erdem sei .Ebn 

divergent. Dann gilt fiir fez) = .Ea"I!" stets dann bei radialer An­
naherung 

wenn der Grenzwert rechts existiert. Daher ist namentlich 2S11) 

,1; SCP) en BC") 
lim fel!) = lim ,1;A~") n = lim A;!.' • 
• -+1 _-*1" Sl "-+00 n 

Stets zieht die Cesarosche Summierbarkeit zu irgendeiner Ordnung 
die Summierbarkeit zu jeder hoheren Ordnung und zur gleichen Summe 
nach sich. Die Abelsche Summierbarkeit ergibt sich als Folge der 
Cesaro schen. Diese Verallgemeinerung des Abelschen Grenzwertsatzes 
laSt sich such fiir die Stolz ache Verallgemeinerung desselben erreichen, 
welcher die Stetigkeit in einem Dreieck behauptet. Dazu ist nur eine 

227) K. Knopp, Grenzwerte von Reihen bei Annitherung an die Konvergenz. 
grenze, Diss. Berlin 1907. 

228) S. Chapman, On non integral order of summability of serieil and inte­
grals, Proc. Lond. math. Soc. (2) 9 (1910), p. 369-409. Oesarosche Mittel un­
endlich hoher Ordnung siehe bei O. H. Hardy u. S. Chapman, Quart. J. of ma.th. 
42 (1911), p. 181-216. 

229) E. Oesaro, Demonstra.tion d'un th60reme de M. Appell, Mathesis (2) 3 
(1893), p. 241-243. 



53. Die Holderschen und die Cesaroschen Mittel. 479 

entsprechende von E. LaskeriSO) und A. Pringsheim 281) angegebene 
Verallgemeinerung des Oesaroschen Grenzwertsatzes notig. 

Die Fragen nach notwendigen sowohl wie nach hinreichenden 
Bedingungen filr Oesarosche Summierbarkeit sind noch wenig ge­
klart. Ziemlich an der Oberflache liegt die Tatsache, daB fiir eine 
(0, k), d. h, mit Cesaro schen Mitteln kter Ordnung summierbare 
Reiha an = O(nk) sein muB,226) Etwas tiefer liegt die notwendige Be­
dingung 2SS) an = o (nk).211, 1) Dahin gehOrt ferner ein Satz von H. Bokr 2S4) 

und M. Riesz 235), wonach ~ : .. von (k -1 )ter Ordnung summierbar 

ist, stets dann, wenn .Ean von kter Ordnung summierbar ist. Ohap­
man 228) hat dies dahin erweitert, daB die Annahme ausreicht, daB 
die Mittel kter Ordnung von .Ea", beschrankt seian. Hierher gehOren 
gewisse Resultate fiber die SummabilitatBgeraden Dirichletscher Reihen. 
Hardy 236) hat seine Verallgemeinerung des 1tIac-Laurin schen Konver­
genzkriteriums zu einem Summabilitatskriterium erweitert. 

Dahin gehOren endlich Satze, die aUB der Summierbarkeit von 
.Ea .. auf die von 2anfn(z) schlieBen lassen, wenn die fn(~) gewisse 
Eigenschaften hahen.221) 

Littlewood2S7) und H. Bohr S38) gaben Beispiele von Reihen, ffir 
welche die Mittel nicht einer einzigen Ordnung existieren, und die 
gleichwohl nicht eigentlich divergieren. 

230) E. Lasker, Uber Reihen an der Konvergenzgrenze, Phil. Trans. of 
London 196 (1901), p.431-477. 

231) .A. Pringsheim, Uber den Divergenzcharakter gewisser Potenzreihen an 
der Konvergenzgrellze, Acta math. 28 (1904), p. 1-30. 

232) Die Abelsche Summierbarkeit ist also eine Folge der Cesaro8chen. Dies 
ergibt sich auch schon aus einer viel alteren Untersuchung von Appell, Sur cer­
taines series ordonnees par rapport aux puissances d'une variable. Paris C. R. 
87 (1878), p. 689-692. Es steht auch schon als Folge viel allgemeinerer Satze 
bei Hadamard. (Die Appellschen Satze hinwiederum ergeben sich als unmittel­
bare Folgerung aUB dem Cesaroschen Grenzwertsatz.) Knopp ha.t zuerst die be­
herrschende Bedeutung des Oesaroschen Grenzwertsatzes hervorgehoben. 

233) T. J. Bromwich, Introduction to the theory of infinite series, London 
1908, § 128; S. Chapman, a, a. O. 228), p. 379. 

234) H. Bohr, Uber die Summabilitat Dirichletscher Reihen, Gott. Nachr. 
1909, p. 217-262, 

235) M. Riess, Sur les series de Dirichlet, Paris C. R. 148 (1909), p. 1658 
-1660. 

236) G. H. Hardy, Theorems connected with Mac-Laurin's test for the con­
vergence of series, Proc. of the Lond. math. soc. (2) 9 (1910), p. 126-144. 

237) J. E. Littlewood, The converse of .Abel's theorem on power series, Proc. 
Lond. math. Soc, (2) 9 (1910), p.434-448; vgl. auch E. Landau, trber einen 
Satz des Herrn Littlewood, Rend. di Palermo 36 (1913), p. 265-276. 

238) B. Bohr bei E. Landau, a. a. O. 186), p. 38. 
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Die Oesaroschen und die Holderschen Mittel besitzen die gleiche 
Tragweite, d. h. wenn die Oesaroschen Mittel kter Ordnung existieren 
und die Summe s lief ern, so existieren auch die HOlderschen Mittel 
kter Ordnung und liefern die gleiche Summe und umgekehrt. Das 
ist der Inhalt des nach seinen Entdeckern benannten Knopp·Schneeschen 
Satzes S39). Den kiirzesten sachgema13esten Beweis gab J. Schur 240) 141). 

54. Weitere Summationsmethoden. Namentlich fur die Zwecke 
der Dirichletschen Reihen hat M. Riess 243) eine neue Summatiolls­
methode eingefiihrt. Er setzt 

(ol) 

O(v) = 27na (1 _ l. (m»)". 
W 0 m l.(w) 

Wenn dann lim O~) = s ist, so heil3t s die Summe der Reihe ~ (I" • 
w~oo 

Man sagt, sie sei (Rlv) summierbar. Dabei bedeutet lCro) eine posi-
tive mit ro monoton iiber aIle Grenzen wachsende Funktion. v ist die 
Ordnung der Summierbarkeit. Fur lCro) = ro stimmen die Riessschen 
Mittel vter Ordnung mit den Oesaroschen Mitteln vter Ordnung uber­
ein. Es ist fUr die Methode wesentlich, ro durch beliebige nicht nur 
durch ganzzahlige Werte gegen unendlich streben zu lassen. 

Die Cesaroschen, die Holderschen und die Rieszschen Mittel sind 
Speziaiialle der allgemeinen linearen Mittelbildungen. Auch bei der 
Mittag-Lefflersehen Theorie der analytisehen Fortsetzung lernten wir 
solche linearen Mittel kennen.uS) leh hebe noch die Borelschen Mittel 

239) K. Knopp a. 8o. O. 227); W. Schnee, Die Identitat der Holderschen und 
Cesaroschen Grenzwerte, Math. Ann. 67 (1909), p. 110-125. 

240) J. Schur, Uber die Aquivalenz der Holderschen und.Cesaroschen Mittel­
werte, Math. Ann. 74 (1913), p. 447-458. Dazu vgl. K. Knopp, Bemerkung zu 
der vorstehenden Arbeit des Herm J. Schur, Math. Ann. 74 (1913), p. 459-461. 
J<'erner vgl. dazu E. Landau a. a. O. 186); .A. Pringsheim, Uber die Aquivalenz 
der sogenannten Holderschen und Cesaroschen Grenzwerte und die Verallgemeine­
rung eines beim Beweise benutzten Grenzwertsatzes, Miinch. Ber. 1916, p.209-224. 

241) Weitere Beweise g80ben W. B. Ford, On the relation between the sum 
formula of Holdel' and Cesal'O, Amer. J. 32 (1910), p. 315-326; B.Ottolenghi, 
Coesistenza e identita dei limiti di Holder e di Cesaro, Padua 1911; G. Faber, 
Uber die Holderschen und Cesaroschen Grenzwerte, Munch. Ber. 1913, p. 519-531. 

242) M. Riesz, a) Sur 10. sommation des series de Dirichlet, Paris C. R. 149 
(1909), p. 18-21; b) Une methode de sommation equiv80lente It 180 methode des 
moyennes 8orithnHltiques, Paris C. R. 152 (1911), p. 1651-1654. 

243) O. Toeplitz, tJber allgemeine lineare Mittelbildungen, Prace mat. fiB. 
22 (1911), p. 113-119, hat sich mit der allgemeinen Frage der Aquivalenz linearer 
Mittel befaBt.T. Kojirn,l1, On generalized Toeplitzs theorems on limit and their 
applications, Tl)hoku M. J. 12 (191i), p. 291-326. Zur ganzen Fragesteilung: 
N. E. Norlund, Sur une application des fonctions permutables, Lunds Univ. 
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hervor, weil sie viel behandelt worden sind.244) Bezeichnet man mit 
B" die nte Partialsumme der a", so ist die Borelsche Summe durch 
den Grenzwert ~ a:" 

~B"nr ' lim - --' =s(x>O) 
z+oo "'" ~ 
~ nl 

erkliirt. Aus einem unmittelbaren Analogon zu dem p.478 erwiihnten 
Cesaroschen Satz ergibt sich sofori, daB auch diese Mittel zu einer 
Verallgemeinerung des Oauckyschen Summenbegriffes fiihren. Der in 
Betracht ko"mmende Grenzwertsatz lautet: Wenn Ia"s" und Eb"z" zwei 
ganze Funktionen sind, und wenn die btl positiv sind, so gilt bei An­
naherung durch positive x stets: 

I ' :Ea"g;n I' an 
lm:Eb II = 1m b' 

::t:+oo. m "~oo" 
wenn der zweite Grenzwert existieri.244,l) 

60. :Beziehungen zwischen den verschiedenen Summations­
methoden. 1m Abelschen Grenzwertsatz sowie seinen Verallgemeine­
mngen, ferner im Knopp-Sckneeschen Satz haben wir schon eine ReihA 
von Beziehungen zwischen den verschiedenen Mittelbildungen kennen 
gelernt. Das allerdings noch lange nicht abgeschlossene Studium dieser 
Beziehungen hat zu einer Reihe von Siitzen gefiihrt, die wir jetzt 
-darlegen wollen. 

Oesaro~Oesaro. Es handelt sich um die Beziehungen zwischen 
der Konvergenz der Cesaroschen Mittel verschiedener Ordnungen. Mit 
den Mitteln kter Ordnung konvergieren, wie schon erwahnt, aIle Mittel 
hoherer Ordnnng zur gleichen Summe. Natiirlich bnn man nicht um­
gekehri aus der Konverge~z der Mittel kter Ordnung auf die Kon­
vergenz der Mittel niedrigerer Ordnung schlieBen, solange man nicht 
besondere V oranssetzungen fiber die Reihenglieder hinzunimmt. Man 
kann namlich zu jeder Ordnung Reihen angeben, die genau zu dieser 
Ordnung und zu keiner niedrigeren summierbar sinli.J45) 

KroneckerU6) gab schon die notwendigen und hinreichenden Be-

Arsskrift. Avd. 2, Bd. 16, Nr. 3 (1919); O. Perron, Beitra.g znr Theorie der diver­
genten Reihen, Ma.th. Ztschr. 6 (1920), p. 286-310. 

244) E. Borel, a. a. 0.152), 169110), 169h), 58110), 16ge). Die ma.ngelha.ften Be­
weise BoreZs hat G. H. Hard'll 178) in Ordnung gehra.cht. 

244,1) Fiir Erweiterungen dieses Sabes vgl. Dienes, a. a. O. 177); G. Valiron, 
a) a.. a.. O. 120); b) Rema.rques Bur 1110 sommation des series divergentes pa.r les 
methodes de M. Borel, Rend. di Palermo 42 (1917), p. 267-284. 

245) Fiir ganzza.hlige Ordnung Bchon hei Oesaro ulI). 
246) L. Kronecker, Quelques rema.rques Bur 1110 determination des valeurs 

moyennes, Paris C. R. 103 (1876), p.980-987. 
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dingungen fiir die Konvergenz einer nach arithmetischen Mitteln sum­
mierbaren Reihe ~a" an. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn 
die arithmetischen Mittel von nan gegen Null streben. Man kann 
dies sofort dahin erweitern (ein Beitrag dazu bel Knopp247»), daB aus 
der Konvergenz der Mittel kter Ordnung die der Mittel nullter Ord­
nung, also die Konvergenz im Oauchyschen Sinne dann und nur dann 
folgt, wenn die Mittel erater Ordnung von na" gegen Null streben. 
Und dies laBt sich dahin erweitern, daB aus der (0, k) die (0, r) mit 
r < k dann und nur dann folgt, wenn die (0, r + 1) von nan gegen 

Null streben. Insbesondere folgt aus an = 0 ( !) und der Summierbar­

keit (0, 1) die Konvergenz von ~an' Hardy f48) zeigte z. B. fur 

diesen speziellen Fall, daB schon a" = 0 (*) atatt a" = 0 ( !) 3usreicht, 

und Landau S49) hat dies dahin erweitert, daB sogar die einseitige Be­
schranktheit von na" bei reellen a" ausreicht. Erwahnung verdient 
noch ein Satz von Hardy und LittZcwood 224), daB aUB (0,1) und 

n ~- - an_- 1 = 0(1) 
an 

stets a" = 0 (*) und (0,0) von lJa" folgt. 

Oesaro -+ Abel. Der Abel ache Grenzwertsatz III seiner Verallge­
meinerung auf Oesarosche Mittel schlieBt aus der Konvergenz der 
Mittel kter Ordnung auf die Existenz und die Aquivalenz der .Abel­
schen Mittel. Gerade auf dieser Bchon oben behandelten Tatsache be­
ruht die funktionentheoretische Bedeutung der Oesaroschen Mittel, als 
ein Verfahren zur Berechnung del' Abelschen Grenzwerte, also zur 
Untersuchung des Verhaltens der Ifunktion bei Annaherung an eine 
Stelle auf der Peripherie des Konvergenzkreises. 

Abel-+Oesaro. Will man umgekehrt aus der Existenz der Abelscben 
Mittel auf die der OesaroBchen schlieBen, so kommt man wieder nicht ohne 
besondere weitere Voraussetzungen iiber die Reihenglieder aUB. Little­
wood 2S7) hat ohne Beweis ein Beispiel einer Reihe gegeben, die nach Abel 
Bummierbar ist, die aber nach Oesaro zu keiner Ordnung Bummierbar 
ist. Insbesondere kann man also nicht ohne besondere Annahmen 
iiber die a" auf die Konvergenz von lJa,. schlieBen (z. B. lJ(-l)"x" 

247) K. Knopp, Eine notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung, 
Rend. di Palermo 25 (1907), p. 237-252. 

248) G. H. Hardy, Theorems relating to the smnmability and convergence 
of slowly oscillating series, Proc. Lond. math. Soc. (2) 8 (1909), p. 301-320. 

249) E. Landau, lrber die Bedeutung einiger neuerer Grenzwertsil.tze der 
Herren Hardy und Axer, Prace mat. fie. 21 (1910), p. 97-177. 
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bei X -+ 1). Nicht einmal die Annahme an -+ 0 reicht dazu aus. 250) 

Littlewoods Beispiel wurde zeigen, daS aus an --.. 0 nicht einmal die 
Konvergenz eines (O,r) folgt. Wohl aber zieht nach Pringsheim ll22) 

an ~ 0 fiir aIle '1~ und E a" zn -+ a fur z -+ 1 nach sich, daS E an = It 

im Oaucnyschen Sinn. Tiefer liegt der Satz von Tattber ll51). Aus 

Ea"z"-+afiir z-+l (radialJund at + 2a'n~' ~. + na,,-+O ... fU1'n-+oo, 

also insbesondere z. B. aus n a" -+ 0 folgt die Konvergenz Eo,. = It im Cattchy­
schen Sinn. (Man beachte die Ahnlichkeit dieses Satzes mit dem von 
Kronecktr, den wir p. 481 erwii.hnten. In beiden ist eine Hauptbe­
dingung die, daS das arithmetische Mittel der na .. gegen Null geht.) 
Landatt lI511) hat einen analogen Satz fur nichtradiale geradlinige Au­
nii.herung, Hardy und Littlewood llll4) sogar fiir Annaherung auf ge­
wissen den Konvergenzkreis beriihrenden Kurven angegeben. Angeregt 
durch gewisse bei Cesaro ~ Cesaro angefiihrte Ergebnisse gelangte 
Littlewood llS7) zunachst zu del' Erkenntnis, daS man beirn Tauberschen 

Satz schon mit an = 0(:) auskommt. Hardy und Littlewood25S) ge­

langten sogar zurn Nachweis der Giiltigkeit des Tauberschen Satzes 
bei einseitiger Beschranktheit von na" und reellen a". Endlich sind 
Hardy und Littlewood ll5S,b) zu dern folgenden diese Entwicklungen ab-

schlieSenden Satz gelangt: Wenn an = o(~) ist, dann ist die not­

wendige und hinreichende Bedingung fiir die Oauchysche Konvergenz 

von Ea .. = A die, daS w(z) = 1 1 z ~ n~ 1 (1- Z"+l) -+A wenn 

z -+ 0 auf irgendeinem Weg, oder auch die, daS dies Bings allen Wegen 
zutrifft. Wenn Eanz"-+A, so gilt auch «P(s)-+A, aber nicht u~­
gekehrt. 

250) A. Pringsheirn, Uber die Divergenz gewisser Potenzreihen an der Kon­
vergenzgrenze, Munch. Ber. 31 (1901), p. 505-524; L. Feder, tJber gewisse Potenz­
reihen an der Konvergenzgrenze, Munch. Ber. 1910, Nr. 3, p. 1- 17; J. E. Littlewood, 
a. a. 0.237); N. Lusin, a) tJber eine Potenzreihe, Rend. di Palermo 32 (1911), p. 386 
-390; b) mer einen Fall der Taylorsche Reihen, Mosk. math. Samml. 28 (1912), 
p. 295-302. Die beiden Abhandlungen stimmen iiberein. Das Lusinsche Bei­
spiel zeigt Bogar, daB eine Reihe Ia"z" mit an -+ 0 in jedem Punkt des Ein­
heitskreises divergieren kann. 

251) A. Tauber, Ein Satz ans der Theorie der unendlichen Reihen, Monatsh. 
Math. Phys. 8 (1897), p. 273 - 277; man vgl. auch A. Pringsheim II'). 

252) E. Landau, tJber die Konvergenz von einigen Klassen von unendlichen 
Reihen am Rande des Konvergenzgebietes, Monatsh. Math. Phys.18 (1907), p. 8-28. 

253) G. H. Hardy u. J. E. Littlewood, a) Tauberian theorems concerning 
power series and Dirichlet's series whose coefficients are positive, Proc. Lond. 
math. Soc. (2) 13 (1914), p. 174-191; b) a. a. 0.220,1) b). 
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Man kann auch unter Zuhilfenahme der Koeffizientendifferenzen 
Abel-+ Oesaro-Satze angeben. So kann man nach Hardy und Littlewood 
in dem letzten unter Oesaro-+Oesaro angegebenen Satze die vorausge­
setzte (0,1) durch die Summierbarkeit nach Abel ersetzen. 

In noch anderer Form gibt Fejer 254) Bedingungen fiir Abel-+Oesaro. 
Sein Ergebnis lautet" in einer von Hardy-Littlewood 254,lb) gegebenen 
Verallgemeinerung 186): Aus der Konvergenz von .EnP / a .. /H1 (p > 0) 
in Verbindung mit Abelscher Summierbarkeit lim .Eaax" = a folgt die 
K ~ ",-+1 onvergenz ~a .. = a. 

Die Satze dieses Abschnittes sind im Grunde bisher lauter Sii.tze 
Abel-+ Oauchy. Von Satzen Abel-+ Oesaro bei bOherer als der nullten 
Ordnung ist bisher nur wenig bekannt. Der folgende liegt schon 
ziemlich tief, obwohl er nur das Analogon zu dem einfachen oben 
gegebenen Pringsheimschen Satze ist (p. 483). Dieser Satz kann so aus­
gesprochen werden: Wenn die Partialsummen der reellen an einseitig 
beschdinkt sind, und wenn .Ea" nach Abelschen Mitteln summierbar ist 
und dabei die Summe a besitzt, d. h. wenn lim E an xn = a ist, so ist 

.,-+1 

die Reihe auch nach arithmetischen Mitteln erster Ordnung zur gleichen 
Summe summierbar.25i,1) Littlewood 2S7) zeigte: Sind die (0, r) von 
~ an beschrankt und existiert lim ~ anxn, so ist .E an mit (0, r + 1) 
summierbar. ",-+1 

Weiter weiB man noch, daB nicht einmal aus a" --+ 0 in Ver­
bindung mit Abelscher Summierbarkeit die Cesarosche Summierbarkeit 
folgt. (Littlewood 237).) 

Euler-+Oesaro: Hier wiinscht man also aus der Regularitat der 
Funktion Ea"s" bei s = 1 auf die Summierbarkeit von Ea" zu schlieBen. 
DaB dazu noch weitere V oraussetzungen iiber die a" notig sind oder 
iiber den Bereich, in dem die Funktion regular ist, ist allgemein be­
hnnt. Beispiele liefern ja schon die Ableitungen von E( - l)R sn. Weiter 
gibt es Potenzreihen, die in s = 1 regular sind, deren Koeffizienten-

254) L. Fejer, a) La convergence sur son cercle de convergence d'une sene 
de puissances effectuant une representation conforme du cercle sur Ie plan simple, 
Paris C. R. 156 (1913), p. 46-49; b) Lrber die Konvergenz der Poten:ueihe an 
der Konvergenzgrenze in Fallen der konformen Abbildung auf die schlichte Ebene, 
Festschrift fiir H. A. Schwarz (1914), p. 42-53. 

254,1) Hardy u. Littlewood, a) a. a. O. 253)a); b) Some theorems concerning 
Dirichlet series, Mess. of math. (2) 43 (1914), p. 134-147; vgl. auch Landau, 
a. a. O. 186). Der im Text angegebene Satz erscheint bei Hardy-Littlewood, in 
anderer Fassung. Dort bandelt 6S sich um die tiefe Erkenntnis, daB man die 
Lasker-Pringsheimschen Siltze von p. 478 bzw. p.488 tiber daB Wachstum der 
Funktionen umkehren kann, wenn die an ~ 0 sind. 
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summe dort aber zu keiner Ordnung summierbar ist. So ist z. B. 
nach p. 467 2(-1)"g(v)z" bei s= 1 reguliir, wenn g(v) vom Minimal­
typus der Ordnung Eins ist. N atiirlich reichen hier aIle die V oraus­
setzungen aus, die es erlaubten, aus der Existenz der Abelschen Mittel 
auf die Cesarosche Summierbarkeit zu schlieBen. Aber es ist zu erwarten, 
daB man angesichts der in der Eulerschen Summierbarkeit liegenden 
gegenuber der bloBen Abelschen Summierbarkeit verstiirkten· Voraus­
setzung mit weniger Zusatzannahmen iiber die Koeffizienten auskommen 
kann. Das ist in der Tat der Fall. Der wichtigste hierher gehorige 
Satz ist der von Fatou. Er entspricht genau dem Satz von Tauber. 
Fatou 95) hat entdeckt, daf3 fur eine bei e = 1 regulare Reihe :lJa .. e" mit 
a" _ 0 die :lJa" konvergierl. Dies ist eine Verallgemeinerung des we­
niger scharfen Hadamardschen Satzes 186), der an = 0 (no) fur ein E < 0 
statt an _ 0 verlangt. Den schwierigenFatouschen Beweis hatM.Riesz 255) 

durch zwei weitere einfachere ersetzt. N amentlich der zweite Beweis 
ist sehr kurz. M. Riess hat auch einige weitere Hadamardsche Siitze 
verschiirft und gefunden, daB aus a .. = oC nr) die Konvergenz der Mittel 
r ter Ordnung folgt 256). Schon Hadamard hat gesehen, daB es bei dies en 
Koeffizientenvoraussetzungen nur einer geringeren Allllahme als der 
Regularitat der Funktion bedarf, um die Summierbarkeit erschlieBen 
zu konnen. An allen Punkten negativer Ordnung bleibt namlich das 
Resultat richtig. (V gl. p. 490.) 

In anderer Richtung liegt ein nicht minder wichtiger Satz von 
M. Riesz 157). In einem den Konvergenzkreis enthaltenden Kreisbogen­
dreieck, das nm eine Ecke mit der Konvergenzkreisperipherie gemein­
sam hat, und dessen Rand denselben unter von Null verschiedenen 
Winkeln trifft, sei fee) analytisch und einschlieBlich des Randes stetig. 
Dann konvergiert die fez) darstellende Potenzreihe gleichmaBig auf dem 
ganzen Konvergenzkreis. O. Szasz hat bemerkt, daB das gleiche 

200) M. Biesz, a.) lJber einen Satz des Herr }t'atou, J. f. Math. 140 (1911), 
p. 89-94; b) Neuer Beweis deB Fatouschen Satzes, Gott. Nachr. 1916, p. 62-65; 
c) Siitze uber Potenzreihen, Arkiv for mat. astr. och fys. 11 (1916), Nr. 12. Zum 
Fatouschen Satz vgl. auch: W. H. Young, On restricted Fourier series and the 
convergence of power series, Proc. London math. Soc. (2) 17 (1919), p. 868-866. 

266) Ein Analogon dieses Satzes fehlt bei den Abelschen Mitteln. W ohl 
aber gibt Dienes, a. a. O. 177) (vgl. auch Paris C. R. 158 (1911), p.802-806) an, 
da6 statt der Regularitiit im Punkte z == 1 schon die Stetigkeit der Funktion in 
dem durch z = 1 erweiterlen Kreise genuge, eine Annahme also, die etwas mehr 
besagt wie Abelsche Summierbarkeit. Allerdings kOnnte dar Satz nur fur r = 0 
geIten. Denn nach Fejer 260) gibt es Reihen mit an _ 0, welche im aqgeschlosse­
nen Einheitskreise stetig sind, und die doch in einer uberall dichten Menge von 
Peripheriepunkten divergieren. 
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fiir ein Kreisbogen-3n-Eck gilt, das in nEcken die Peripherie trifft. Ein 
Teil des Riessschen ResuItates ist in einem alteren Satze von Prings­
heim 257) enthaIten. Diesel' Iatlt z. B. s = 1 die einzige Singularitat von 
f(s) in I s 1< R mit R> 1 sein. 1st I f(s) I autlerdem z. B. beschrankt 
in diesem Bereich, so konvergiert ~(.e) auf i.e I = 1 mit eventueller 
Ausnahme von s = 1 selbst. 

Cesaro-+ Euler: Del' Liickensatz p. 461/62 lehrt, dati etwa hier vorhan­
dene Slltze von ganz anderer Art sein mutlten aIs die hisher besprochenen. 

Bevor wir weitergehen, sei indessen noch auf Untersuchungen 
hingewiesen, die mit dem bisher Besprochenen in gewissem Mati ver­
wandt sind. An Stelle von Stetigkeit odeI' Regularitat del' Rand­
funktion treten dort gewisse allgemeinere Eigenschaften derselben. 
Ferner wird nicht nul' die Frage del' Konvergenz, sondel'll auch die del' 
absoluten Konvergenz am Rande betrachtet. Es zeigt sich z. B., daB 
eine Potenzreihe an der Konvergenzgrenze ausnahmslos und gleich­
matlig konvergieren kann, ohne doch absolut zu konvergieren.222)S20) 
Doch mochte ich diesen Untersuchungen keine niihere Darlegung wid­
men, da sie eher der Reihenlehre als der Funktionentheorie angehOren. 

Cesaro-+BoreZ: Zwar kann man, wie schon oben bemerkt, aus del' 
Konvergenz einer Reihe auf ihre Summierbarkeit im Borelschen Sinne 
schlie.Ben. Abel' die Konvergenz der Cesaroschen Mittel einer hoheren 
Ordnung erlaubt den gleichen SchluB nul' unter gewissen weiteren 
Annahmen fiber die Koeffizienten.258) 

Borel-+ Cesaro: Riel' geIten analoge Siitze wie bei Abel-+Oesaro. 
Hardy und Littlewood 258) haben diesen Fragen eine ausfiihrliche TInter­
suchung gewidmet. Ohne besondere Annahmen fiber die Koeffizienten 
lassen sich keine Schliisse ziehen. Eine solche Bedingung ist etwa 

an = O(:n} Anders wie bei A.bel-Cesaro geIten hier auch analoge 

Siitze fiir Mittel hOherer Ordnung. Aus S~k-l) = 0 (nk-~-) folgt die 
Summierbarkeit kter Ordnung fUr eine nach Borel summierbare 2an. 

257) A. Pringsheim, Uber Potenzreihen auf dem Konvergenzkreis und 
Fouriersche Reihen, Munch. Ber. 1895, (p. 337-394), p. 346. 

258) G. H. Hardy, a) a. a. O. 173); b) Further researches in the theory of 
divergent series and integrals, Cambro phil. trans. 21 (1908), p. 1-48; c) a. a.. O. 248); 
Bromwich, a. a. O. 233), p. 319; G. H. Hardy und J. E. Littlewood, a) The rela­
tion between Borels and Cesaros methods of summation, Proc. Lond. math. Soc. 
(2) 11 (1912), p. 1-16; b) Theorems concerning the summability of series by 
Borel's exponential method, Rend. di Palermo U (1916), p. 36-53. Vgl. auch 
M. Fujiwara, Ein Satz uber die Borelsche Summation, 'fOh. Math. J. 17 (1920), 
p. 33~-34·3. G. Doetsch, Eine neue Verallgemeinernng der Borelschen Summa­
bilita.tstheorie der divergenten Reihen, Diss. Gottingen 1920. 
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Auch Koeffizientendifferenzenkriterien sind von Hardy und Littlewood 224) 
angegeben worden. 

Euler-+Borel: Es wurde schon anlaBlich del' analytischen Fort­
setzung p. 454 festgestellt, daB die Bo~elschen Mittel in allen reguHiren 
Peripheriepunkten konvergieren. Statt del' Regularitat geniigen auch 
gewisse Stetigkeitsannahmen, um die Konvergenz del' Borelschen Mittel 
zu sichern.259) 

Borel~Abel: Aus del' Borelschen Summierbarkeit folgt slets die 
Abelsche zur gleichen Summe.1l60) 

Abel~ Bqrel: Riel' sind keinerlei Satze bekannt. 

Wegen del' Beziehung del' Rieszschen Mittel zu den hier behan­
delten vergleiche man den Abschnitt iiber Dirichletsche Reihen. 

56. Das Wachstum der Funktion bei Anniiherung der Variablen 
an die Konvergenzgrenze. Wir kniipfen nun wieder an einen schon 
p.476 erwahnten Satz von Abel an, wonach stets dann ~(z) = ~anzn 

bei radialer Annaherung an z = 1 iiber aile Grenzen wachst, wenn 
die Reihe ~an nur Glieder mit einerlei Vorzeichen hat und divergiert. 
Hieran schlieBen sich eine Menge von Arbeiten an, die es sich zur 
Aufgabe machen, aus del' Art del' Divergenz von ~an auf die Art des 
Wachstums von ~(z) fiir z -)0- 1 zu sch1ieBen. DaB ein solcher Zu­
sammenhang besteht, hat AppeU2S2) entdeckt. Seine Resultate wurden 
dann namentlich durch Pringsheim 231) auf allgemeinere Reihen und 
auf nieht nul' Tadiale Annii.herung erweitert. Dabei hat dann wieder 
ein in seiner einfachsten Form auf Cesam 229) zuriickgehender Satz sich 
den an Appell anschlieBenden Methoden iiberlegen gezeigt. Diese letzteren 
benutzen gewisse Integralabschatzungen und wurden von Le Royl64,) 
bei allgerneineren Reihentypen verwendet. 

Schon die vorhin angefiihrten Siitze Cesaro~Abel lassen sich in 
del' jetzt von uns gewollten Weise interpretieren. Aus del' p. 478 ge­
gebenen Anwendung des Cesaroschen Grenzwertsatzes und del' zweiten 

. Definition del' Cesaro:;lchen Mittel schlieBt man namlich leicht auf einen 
allgemeinen zuerst von Appell angegebenen Satz, und zwar gleich in 
del' allgemeinen Fassung, die ihm auf Appells Anregung Soudie 261) und 
unabhiingig davon Cesaro 229) gegeben haben. Das ResuItat ist dieses: 

259) P. Dienes, a. a. O. 177). 
260) E. Phragmen, a. a. O. 176); G. R. Hardy, a) a. a. O. 173); b) The uni­

form convergence of Borels integral, Mess. of math. 40 (1911), p. 161-166; 
E. Landau, Auszug aus einem Briefe des Herm Landau an den Herausgeber, 
Acta math. 42 (1911), p. 96-98. 

261) Soudee, Solution de la question 1624, Nouv. Ann. (3) 2 (1893), p.4-6. 
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Es sei k > 0 und r 2 - 1. Ferner sei 
. Sf) 

lIm k+r = g. 
n~""n 

Dann ist 

bei l'adialer Annaherung. Das hier gegebene Resultat ist schon etwas 
allgemeiner aIs das von den genannten Autoren zuniichst gewonnene 
Ergebnis. Denn diese lieBen nur Reihen mit positiven Gliedern zu.261,1) 

Wir haben uns ja auch schon auf die von Pringsheim und Lasker 
herriihrende Verallgemeinerung des Oesaroschen Satzes gestiitzt. Doch 
haben diese Forscher den Satz auch auf nicht radiale Anniiherung im 
Stolsschen Dreieck erweitert. Sie finden: 

Falls die Reihe ~anzn in einer Punktmenge, welche z = 1 als 
Hiiufungspunkt besitzt, gleichmiiBig divergiert, d. h. falls es eine Zahl 
a > 0 gibt, so daB in dieser Punktmenge 

bleibt, so folgt aus 

I 2'a"z" I 
2'lanzn l> a 

1. b 
1m --"'=g 

n_~ooan 

daB 2'b zn 
ij-a," zn ~ 9 

n 

strebt, falls z dureh jene Punktmenge gegen 1 ruckt. Gleichzeitig 
folgt die gleichmiiBige Divergenz von 2b"z" in der gleichen Punktmenge. 

Also auch die Annahme, daB an > 0 sei, ist gefallen. Man kann 
den Satz somit auf viel allgemeinere Vergleichsreihen ~anzn mit be­
kanntem Wachstum anwenden. Eine Fiille derartiger FaIle hat A. Prings­
heim 231) angegeben. VgI. auch K Knopp.!27) 

Zurn Studium des Wachstums einer Funktion bei .A.nnaherung an 
die Konvergenzgtenze ihrer Potenzreihe hat Hadamard 186) dan Begriff 
der Ordnung auf dem Konvergenzkreis geschaffen. Die Einfiihrung dieses 
Begriffes kniipft an die Beobachtung an, daB durch Differenzieren, durch 
Integrieren sowie durch Multiplizieren der Funktion mit s die Lage 
derendlichen und von N uil verschiedenen singularen Stellen nieht 
geiindert wird. Auch die Riemannschen Differentiationen und lnte­
grationen nicht ganzzahliger Ordnung besitzen diese Eigenschaft. (V gl. 
II A 2 (Vofj).) Der einfachste hierher gebOrige ProzeB ist .. 

Daf(s) = ao + ~~~sn. 
1 

261,1) Fur an ~ 0 siml abet auch m 1) diese Sli.tze umkehtbar. 



56. Wachstum d.l<'unktion bei Annah. d. Variablen an die Konvergenzgrenze. 489 

Dabei ist co 

fee) = ao + ~a'lls" 
1 

in e = 0 regular. Die Funktion DafCs) hat durchweg an denselben 
Stellen ihre Singularitaten wie fee). Nur konnen in den anderen Zweigen 
noch bei e = 0 neue Singularitaten auftreten oder vorhandene ver­
Bchwinden. Das gleiche gilt von e = 00. Auf alIe FaIle abel' behalten 
die Ecken des Hauptstel'lles ihre Lage. Fur positive (X erklart del' 
ProzeB eine Art Integration, rur negative (X eine Art Differentiation. 

Eine aufeinemKurvenbogens=e(t) z.B.auflel= 1 stetige Funktion 
heiBt nach Hadamard daselbst von beschriinkter Spannung (8. ecart fini), 
wenn - unter t einen auf der Kurve variablen Parameter, unter a, b 
die Parameterwerte zweier Kurvenpunkte verstanden - stets 

inir{e(t)}Sinntdti und in./r{e(t)} cosntdti 
I a I u 

beschl'ankt sind, fur aIle ganzzahligen n und fur aUe a, b auf der 
Kurve. Die obere Grenze diesel' beiden Ausdrucke heiBt Spannung. 
Wir wenden dies insbesondere auf das Verhalten einer Funktion auf 
ihrem Konvergenzkreise an. Dieser sei der Kreis I e 1= 1. Die Funk­
tion sei fee) = Iane". Dann gilt folgendeAussage: 21 ani sei konvergent, 
und es gelte na"log n -+ O. Dann ist f(e) auf I e I = 1 stetig und von 
beschrankter Spannung. Wenn umgekehrt f(e) auf I s I = 1 stetig und 

von beschrankter Spannung ist, so ist ~ I :;.1 fur jedes E > 0 konver-

gent, und es ist fur jedes E> 0 auch nlog n:= -+ O. 

1m allgemeinen zerfallen die Zahlen (X in zwei Klassen, je nach­
dem ob Daf(e) auf dem Konvergenzkreis I s I = 1 stetig und von be­
schrankter Spannung ist, oder nicht. Wenn namlich D"f(1;) von be­
schriinkter Spannung ist, so gilt nach dem eben angefuhrteu Satz fur 
h> 0 von Da+h(Cz) das gleiche. 1st aber DafCe) nicht von beschriink­
tel' Spannung, so ist dies fur h < 0 auch nicht mit Da+hf(z) der Fall. 
Es gibt daher ei.ne Zahl w, welche beide Klassen voneinander trennt. 
Diese heiBt die Ordnung von fez) auf dem Konvergenzkreis. Aus dem 
vorhin angefiihrten Satze entnimmt man 

ro = 1 + lim sup log 1 a,,1 . 
,,-+co logn 

Del' Begrifl der Ordnung liiBt sich wie del' del' Spannung auf Kreis­
bogen und dann auch auf einzelne Punkte ausdehnen. In einem Bogen 
des Kreises I z 1= 1 heiBt f(e) von der Ordnung w, wenn ro der Schnitt 
ist zwischen denjenigen Zahlen (x, fur die DafCe) von beschrankter 
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Spannung ist, nnd den Zahlen tt, fur die das nicht der Fall ist. Da 
oft'enbar bei Verkleinerung der Bogens die Ordnung der Funktion auf 
demselben nicht zunehmen kann, so hat sie bei unbegrenzter Ver­
kleinerung des einen Punkt So enthaltenden Bogens einen Grenzwert. 
Dieser heiBt Ordnung im Punkte so' Die Ordnung auf einem Bogen 
ist daher die obere Grenze der Ordnungen seiner Punkte. In einem 
regularen Punkt ist die Ordnung - 00. 

Der BegrifF der Ordnung steht in enger Beziehung zum Waehs­
tum der Funktion bei Annaherung an einen Punkt. Diese Beziehung 
wird durch den folgenden Satz gegeben. 

1st ro1 die Ordnung von f(s) auf dem abgeschlossenen Bogen (a, b) 
und ist ro1 < ro und ro > 0, so gilt gleiehmaBig auf dem ganzen Bogen 

lim (1 - ")lJJf(,,ei ft) = 0 IGJa) 

und 
(>-+-1 

lim (1 - ,,)1JJ8((J) = 0 
(>-+-1 

S(Il) bedeutet dabei die Spannung von f(s) auf dem Bogen 
I s 1= Il, arg a < arg 5 ~ arg h. 

1st umgekehrl 
lim sup 1(1 - Il )fJJf(llff ft) I < A und lim sup I (1 - (J)fJJ S(Il) I < A. 

(>-+-1 (>-+-1 

fur arg a ~.fJ' ~ arg h, so ist auf dem Bogen die Ordnung hOchstens roo 
Dazu tritt noch der Begriff des Wachstums. t" heiBt der Grad 

des Wachstums bei einer bestimmten Art der Anna.herung an z = 1, 
wenn t· der Schnitt ist zwischen denjenigen Werlen a, fur die 

lim (5 -l)af(s) = 0 
#-+-1 

ist und den Werten tt, :Rtr die 
lim sup I (s - l)af(s) 1= 00 

.-+-1 -

ist. Beispiele zur Erliiuterung der Beziehungen zwischen Ordnungs- und 
Wachstumsbegriffen, die sich ganz und gar nicht decken, geben 
Borel 16,,) 186), Falwy26h). Der letztere hat diese Fragen eingehend 
untersucht. 

261 a) Diese Aussage laSt sich etwas verschll.rfen: Nach PringsheimuZ) 
folgt aus eo 

8" -+- 0 auch lim(l - (1)1' ~ a" (I" = o. 
nl' (>-+-1 ~ 

Dabei ist 8" = a1 + a. + ... + an' 
262) E. Borel, L890ns sur les s~ries a. termes positifs, Paris 1902. 
262 a) E. Fabry, Ordre des points singnliers d'une s~rie de Taylor, Acta 

math. 36 (1912), p. 69-104. 
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Reihen analytischer Funktionen. 

1)7. Eigenschaften der Summen konvergenter Reihen von analy­
ti.schen FuUktionen. Del' Weierstraf3sche Doppelreihensatz (II B 1 
(OSgOOd)1 p. 21) hat zu den maunigfaltigsten Untersuchungen AnlaB 
gegeben. Schon Weierstraf3263) selbst erkannte, daB eine Reihe in ver­
schiedenen Gebieten gleichmaBig konvergieren und in ihnen Zweige ver­
schiedener analytischer Funktionen darstellen kann. 

Diese Erscheinung kommt in den bald folgenden Untersuchungen 
Runges 166) ernent zur Geltung, und Bore1264) hat dies Vorkommnis ais 
direkte Folge del' Existenz mehrdeutiger Funktionen erkannt.265) Wei tel' 
gab Runge 266) ein Beispiel einer Reille analytischer Funktionen, welche 
zwar nicht gleichmaBig konvergiert1 abel' doch eine analytische Funk­
tion darstellt. Runge166) hat folgenden Satz bewiesen1 del' bei seinen 
Uberlegungen eine hervorragende Rolle spielt: 

B1 und B2 seien zwei einfach zusammenhangende Bereiche mit 
yon Null verschiedener Entfernung voneinander. 1m Inneren und am 
Rande eil1es jeden derselbel1 sei je eine reguliire analytische Funktion 
fl(~) und f,,(IJ) gegeben. Dal1n gibt es ein Polynom1 das in Bl um 
weniger als Ii von f1 (IJ) und in Ba um weniger als Ii von fl(lJ) abweicht. 
So erhalten wir eine Folge von Polynomen, die in jedem del' Bereiche 
gegen die dort vorgeschriebene Grenzfnnktion f1 (IJ) oder fs (z) konvergiert. 

Dies Prinzip dient Runge zum Beweis des Satzea, daB man jede 
in einem einfach zusammenhangenden Bereich regulare eindeutige 
analytische Funktion in eine gleichmaBig konvergente Polynomreihe 
entwickeln kann. 

Ferner gelingt es mit Hilfe dieses Prinzips, ein Beispiel einer 
Reihe analytischer Funktionen anzugeben, die nicht gleichmaBig kon­
vergiert und doch eine analytische Summe besitzt. 

Aua dies en Beobachtungen sind im Laufe del' Zeit zwei Frage­
stellungen erwachsen: 

1. Welche Funktionen kOnnen durch Reihen analytischer Funk­
tionen dargestellt werden? 

2. Wann stellt eine konvergente Reihe analytischer Funktionen 
aine analytische Funktion dar? 

263) K. Weierstra,a, Zur Funktionenlehre, Monatsber. kgl. Akad. Berlin 
1880, p. 719-743 (Werke II, p. 201-230). 

264) E. Borel, Le90ns BUT 180 theorie des fonctions, Paris 1898, p. 58. 
265) Man vgl. auch H. von Koch, Remarques sur quelques seTies de polynomes, 

Bull. de la soc. math. de France 34 (1906), p. 269-274. 
266) O. Runge, Zur Theone der analytischen Funktionen, Acta math. 6 

(1884), p. 245-248. 
Encyklop. d.. malh. WislenBch. II I. 33 
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Del' erste, del' die Frage 1 allgemein in Angriff nahm, war Osgood267). 

Er bewie8: Wenn .2f,,(p) in einem Gebiet G konvel'giert, so enthalt es 
ein TeiIgebiet, in dem die Reihtl gleichmaBig konvergiert. JJie Teil­
gebiete gleiekmiifJiger Konvergenz liegen also uberall dicke. Eine kon­
vergente Reihe analytischer Funktionen stellt also stets eine stiickweise 
analytische Funktion dar. DaB die Summe tatsachlich in verschiedenen 
Gebieten verschiedenen analytischen Funktionen angehoren kann, zeigte 
erst MonteP68) an einem Beispiel. Man kann dasselbe so einrichten 1169), 
daB unendlich viele Teilgebiete mit vorgeschriebenen Summen heraus­
kommen. Ja Montel hat das Beispiel sogar so eingerichtet, daB die 
Summe stetig wird, ohne durchweg analytisch zu sein. 

Fur die Stetigkeit del' Reihensumme ist nach Arpela ll69,1) und 
Severini 270) die gleichmaBige Konvergenz in jedem einzelnen Punkte 1170,1) 

notwendig und hinreichend. Darunter versteht man folgendes: Zu 
jeder Stelle zo, zu jedem 8> 0 und zu jedem n kann man ein 8(8, n) 
so bestimmen, duB fur jedes h mit I h I < 0 (8, n) I Sn (ZO + h) 
- 8(Zo + h) 1< 8 ist. Srverini 270) hat \daruber hinaus erkannt, daB die 
Reihensumme dann und nul' dann analy-tisch ist, wenn sie stetig ist und 
libel' jede geschlossene rektifizierbare Kurve gliedweise integriert werden 
kann.1I71,1) DaB die gliedweise Integrierbarkeit libel' nicht geschlossene 
Kurven zwar notwf'ndig abel' nicht hinreiehend ist, hat MonteP69) an 
einem Beispiel gezeigt. Montel hat sich weiter mit del' Art del' Kon­
vergenz in den verschiedenen Punkten des Konvergenzgebietes befaBt. 

267) w. F. Osgood, Note on the functions defined by infinite series whose 
terms are analytic functions of a complexe variable with corresponding theorems 
for definite integrals, Ann. of math. (2) 3 (1901), p. 25-34. 

268) a. a. O. 15). 
269) P. Montel, Sur les series des fonctions analytiques, Bull. d. BC. math. 

(,2) 30 (1906), p. 189-192. V gl. a.uch a. a. O. 194). 
269,1) Arzela, Sulle serie dei funzioni I, Mem. dell. R. Acc. d. sc. di 

Bologna ser. V t. 8~(1899). 
270) C. Severini, Sulle serie di funzioni analitiche, Foggia 1903. 
270, 1) Diesen Begriff hat A. Pringsheim, Uber die notwendigen und hin­

reichenden Bedingungen des Taylorschen Lehrsatzes fiir Funktionen einer reellen 
Variablen, Math. Ann. 44 (1894) (p. 57 -83), p. 82 eingefuhrl. V gl. ferner A. Prings­
heim, Uber singulare Punkte gleichmaBiger Konvergenz, Munch. Ber. (1919) 
p. 419-430. Bier zeigt Pringsheim weiter, daB bei konvergenten Reihen ana­
lytischer Funktionen isolierte Punkte gleichmliBiger KOllvergenz nicht auftreLen 
konnen, daB vielmehr aus der gleichmliBigen Konrergenz in einem innel'en Punkt 
des Konvergenzbereichea die gleichmliBige Konvergenz in einer Umgebung dieses 
Punktes folgt. 

271,1) Wegen einer Bedingung fUr den analytischen Charakter vgl. auch 
J. Wolff, Uber Folgen analytischer Funktionen, Math. Ann. 81 (1920), p. 48-1i1. 
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Er teilte sie in reguliire und in irregulare ein. Die regularen Punkte 
besitzen eine Umgebung gleichmaBiger Konvergenz, die irregularen 
nicht. Diese letzteren bilden naturlich zusammen mit dem Rand eine 
einfach zusammenhiingende und nirgends dichte Menge. Auf jedeJ 
perfekten Teilmenge dee Konvergenzbereiches ist die Reihensumme 
punktweise -nnstetig. Uber das Verhalten in der Umgebung eines 
irregularen Punktes kann man dem Stieltj~schen Satz und seinen Verall­
gemeinerungen wichtige Ergebnisse entnehmen. V gl. N r. 58. Der Stieltjes­
sche Satz lebli namlich, daB in der Umgebung eines irregularen Punktes die 
Partialsummen nicht- beschrankt sein konnen, und seine Verallgemeine­
mng lehrt, daB die Partialsummen in der Umgebung eines irregularen 
Punktes nicht zwei verschiedene Werte auslasse:n konnen. Man hat so 
das folgende Ergebnis 271): 

Die irreguliiren Punkte sind identisch mit denjenigen unter den 
gemeinsamen Haufungspunkten der Losungsstellen von s,,(s) = a und 
sIt (8) = b (a und b zwei beliebige Werte), welche von unendlicher Ordnung 

" 
sind i7~, (s,,(s) = ~fn(s)). Damit ist gemeint, daB in jedem die Stelle um-

1 

gehenden Kreise die obere Grenze flir die Anzabl der Wurzeln von s" (s) = ~ 

oder von s .. C!) = b unendlich ist. Andernfalls namlich bildeten die. 
8,,(S) eine in del' Umgebung des irreguliiren Punktes normale Familie" 
die also gleichmiiBig konvergieren muBte entgegen del' Definition des 
irregularen Punktes. 

Fur den Fail, daB die s,,(z) die n-ten Abschnitte einer Potenz­
reihe sind, hat R. JentzsCh27S) einen wesentlich weiter gehenden Sat%. 

271) P. MonteZ, a) Sur les points irreguliers des series convergentes de 
fonctions analytiques, Paris C. R. 145 (1907), p. 910-913; b) a. a. O. 194); c) a. a. 
O. 62); Sur les fonctions analytiques qui admettent deux valeura exceptionelles 
dans un domaine, Paris C. R. 153 (1911), p. 996-998; d) Sur !'indetermination 
d'nne fonction uniforme dans Ie voisinage de ses points essentiels, Pa.ris C. R. 
163 (HIll), p. 1405-1406. Vitali, Sopra. Ie serie di funzioni analitiche, Ann. di 
mat. (3) 10 (1904), p. 65-82. C. Severini, a) Sulle successioci infinite di funzioni 
analitiche, Atti del IV. congo internaz. dei mat. Roma 1909, Bd. II, p. 182-193; 
b) Sulle serie di funzioni analitiche, Rend. Ace. deiLincei 12 (1903),p.97-105 und 
p. 267-259; c) Sulle successioni infinite di funzioni anaIitiche, Atti dell. Ace. 
Gioenia di Catania {5) 1 (1907); d) Bulle serie di funzioni analitiche, Atti del 
reale 1st. Veneto 63 (1904), p. 1241-1255 und 64 (1905), p. 1609-1613; e) Sulla 
convergenza uniforme delle successioni di funzioni analitiche, Atti dell. Acc. 
Gioenia di Ca.tania. (5) 5 (1912). 

272) Statt der Konsta.nten a nnd b kann man zwei regnlare Funktionen a(z) 
und b(z) nehmen. MontePUC). 

273) R. Jentz8ch, a.) Untersuchungen zur Theorie der Fo]gen a.nalytischer 
Funktionen, Diss. Berlin 1914 nnd Acta math. 41 (1918), p. 219-251; b) Fort-

33* 
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gefunden. Er hat gezeigt, daB die Stellen, fiir die BnCZ) = a ist, schon 
fiir sich allein einen jeden Punkt des Konvergenzkreises zum Hiiufungs­
punkt hahen. Vermutungsweise hat dies schon vorher Monte[!l1) aus­
gesprochen. 

Zwar konnen auch nicht gleichmiiBig konvergente Reihen analytische 
Funktionen darstellen, ja man kann sogar durch Polynomreihen ein­
deutige Funktionen in mehrfach zusammenhiingenden Bereichen, ja im 
ganzen Existenzbereich darstellen. (Monte1194).) Indessen ist die Frage 
nach Kriterien, die erkenneri lieBen, ob die obelt fur analytische Summen 
angegebenen Bedingungen hei einer solcben Reihe erfiillt sind oder 
nicht, nirgends angeschnitten worden. Vielmebr hat sich die an den 
klassisehen Weierstra,8schen Satz anschlieBende Literatur darauf be­
schrankt, Kriterien fiir gleiehmaBige Konvergenz zu gewinnen. 

58. Der Vita1ische Satz. Naehst dem bekanntesten aus der absoluten 
Konvergenz flieBenden Kriterium fIir gleichmaBige Konvergenz ist wieder 
als erstes ein Ergebnis von Runge166) zu nennen: Die gleichmaBige 
Konvergenz am rektifizierbaren Rande eines einfach zusa~menhangen­
den Bereiches zieht die gleichmaBige Konvergenz im Inneren naeh 
sieh, ein Satz, der unmittelbar aus dem Oauchyschen Integralsatz flieBt, 
und der zur Folge hat, daB die Bereiche gleichmaBiger Konvergenz 
nur dann mehrfach zusammenhangend sein konnen, wenn in den Lochern 
Singularitaten der Reihenglieder liegen. Montepo) hat an einem Bei­
spiel gezeigt, daB Konvergenz am Rande ohne gleichmaBige Beschranktbeit 
am Rande noch nicht auf die Konvergenz 1m Inneren zu schlieBen 
erlaubt. 

Konvergenz und gleicbmaBige Beschranktheit im Bereiehe zieht 
die gleichmaBige Konvergenz nach sieh. Einen ersten Forlschritt bier­
iiber hinaus erzielte Stieltjes S74). Er nimmt die TeiIsummen in B gleich­
maBig beschrankt an und setzt voraus, da.B die Reihe in einem Teil­
bereich gleichmaBig konvergiert. Dann herrscht gleichmaBige Konvergenz 
im gan~en Bereich. Osgoo( 267) kommt mit gleichmaBiger Beschranktheit 
und bloBer Konvergenz in einer iiberall dichten Teilmenge aus. Porter 275) 

gesetzte Untersuchungen iiber die Abschnitte von Potenzreihen, Acta math. 41 
(1918), p. 253-270. Ein anderer Beweis bei Landau, a. a. O. 186). Man vgl. 
auch Lukdcs, Arch. Math. Phys. (3) 23 (1914), p. 84-30; Lindwart und P6lya, 
a. a. O. 107). 

274) T. J. StieZtjes, Brief an Hermite vom 14. und 16. II. 1894, Corr. a/Her­
mite et de Stieltjes II, p. 369, Paris 1905. Ferner: Recherches sur les fractions 
continues, Ann. fac. se. Toulouse VTII (1894) 7 (p. 1-122), p. 56 oder Savants 
etrangers 32, Paris 1902, Nr. 102. 

276) Porter, On functions defined by an infinite series of analytic functions 
of a complex variable, Ann. of math. (2) 6 (1909), p. 46-48. 
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zeigte bald darauf, daB statt der iiberall dichten Menge eine Menge 
geniigt, deren Haufungspunkte eine geschlossena dem Bereiehe angehOrige 
rektifizierbare Kurve erfiillen. So weit war die Entwicklung gediehen, 
als eine Kreuzung mit einer namentlich durch Arzela 276) ausgebauten 
Gedankenkette eintrat. leh meine den Satz, daB sich aus jeder gleich­
mii13ig stetigen Folge analytisehel' Funktionen mindestens eine gleich­
mii13ig konvergente Teilfolge herausheben laBt. Da o:ffenbar eine gleich­
ma13ig beschrankte FoIge analytischer Funktionen auch gleichma13ig 
stetig ist, so hatte Vitali m ) leichte Miihe, den nach ihm benannten 
Satz zu entdeeken: 

Eine gleichmiifJig beschriinkte Folge reguliirer analytischer Funktionen 
konvergierl jedenfalls dann in einem Bereiche gleichrniifJig, U'enn sie ,in 
ez'ner Punktmenge konvergiert, welche einen dem Bereich angehOrigen, 
Hiiu{ungspunkt besitzt.278) 

W. Blaschke 279) hat den Vitalisehen Satz verallgemeinert. Der 
Haufungspunkt darf auch am Rande liegen. Doch miissen die Kon­
vergenzpunkte hinreichend langsam dem Rande zustreben. Fiir den 
Fall, daB I e I < 1 der Bereich ist, ist notwendig und hinreichend, daB 

1'(1 -I zn D divel'giert, wo zn die Konvergenzpunkte sind. 
I 

Beim Beweise des Vitalischen Satzes spielt die Moglichkeit, daB 
man aus jeder Teilfolge eine gleichmaBig konvergente herausgreifen 
kann, eine wesentliehe Rolle. An diesem Punkte setzen weitere Ver­
allgemeinerungen ein. Man braucht namlich nicht besonders anzunehmen, 
daB die ausgewahlte Funktionenfolge gegen eine endliche Grenzfunktion 
konvergiert. 

Man nennt nun eine Funktionenfolge von der Art, daB man aus 
jeder Teilfolge eine gleichma13ig konvergente Teilfolge herausgreifen 

276) C. Arzela, a) Sulle serie di funzioni analitiche, Rend. della R. Acc. 
di Bologna 1902; b) Note on series of analytic functions, Ann. of math. (2) 6 
(1904), p. 01-63. 

277) Vitali, a) Bulle serie di funzioni analitiche, Rend. del. R. 1st. Lombard. 
(2) 36 (1903), p. 771-774; b) a. a. O. 271). 

278) Weitere Beweise findet man an folgenden Stellen: Porter, Concerning 
series of analytic functions, Ann. of math. (2) 6 (1904), p. 190-192. C. Caratheo­
dory und E. Landau, a. a. O. 74); E. Lindelof, Demonstration nouvelle d'nn theo­
reme fondamentale sur les suites des fonctions mODogenes, Bull. de 10. soc. math. 
de France 41 (1913), p. 171-178; R. Jentzsch, a. a. O. 273); C. Severini, a. a. O. 271), 
MonteZ, a. a. O. 1Ii). 

279) W. Blaschke, Eine Erweiterung des Satzes von Vitali fiber Folgen ana­
lytischer Funktionen, Leipz. Ber. 67 (1910), p. 194-200. Dazu kann man auch 
vergleichen: E. Landau, tiber die Blaschkesche Verallgemeinerung des Vitali­
schen Satzes, Leipz. Ber.70 (1918), p. 166-109. 
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kann, nsch Frechet 280) kompakt, nach Montels'S) normal. eV gl. Art. 
Borel-Rosenthal.) So hat man den Satz: Falls eine normale Funk­
tionenfolge in einem Bereiche regular ist und an unendlich vielen 
Stellen mit Hiiufungspunkt im Bereichinneren konvergiert, so kon­
vergiert sie gleichmaBig im ganzen Bereiche. 

Mit Hilfe der elliptischen Modulfunktion erkennt man leicht, daB 
z. B. die Familie derjenigen Funktionen, die zwei gegebene Werte aus­
lassen, normal ist.6i) Falls die Gleichungen (nee) = 0 und fn(e) = 1 
fiir kein n mehr als p W urzeln besitzen, so ist die Familie quasinormal, 
d. h. es gibt eine TeilfoIge, die gleichmiiBig gegen eine endliche oder 
quasiunendliche Grenzfunktion kon vergiert. Quasiunendlich heiBt eine 
l!'unktion, die iiberall auBer an endlich vielen Stellen unendlich ist. 
Wenn insbesondere die (nee) gar keine Nullsteilen haben, so ist die 
Familie .normal. Die Punkte also, in welchen eine quasiunendliche 
Folge endlich bleiben kann, sind unter den Punkten zu suchen, die 
Haufungspuukte von N uil- uud von Einsstellen zugleich sind. Wenn 
also weiter eine quasinormale Familie in einem nicht zu dieser Kategorie 
gehorigen Punkte beschrankt ist, und wenn weiter die gemeinsamen 
Haufungspunkte und die Punkte unendlieher Ordnung mit dem Bereich­
rande keine zusammenhangende Menge bilden, so ist die Familie normal 
und gleichmliBig beschrlinkt. Wenn eine quasinormale Familie einen 
Wert auslliBt, so ist sie normal (Montel 62»). 

Der Satz liiBt sieh noch dahin verallgemeinern, daB statt der festen 
Ausnahmepunkte variable genommen werden. Sie durfen aber nicht 
zu dieht zusammenkommen. Z. B. soll bei festem r stets 

1 I an I < r, I bn I < r, I an - b" I > r 
sein. Statt der Modulfunktion konnen andere Dreiecksfunktionen ge­
nommen werden. 

Wegen Ausdehnung der Slitze auf mehrdeutige Funktionen siehe 
Koebe S4), Carathiodory 70), Boutroux281), Remoundos 281). 

59. Weiteres iiber Reihen analytischer Funktionen. In einer 
klassischen Arbeit 166) vom Jahre 1884 hat C. Runge be wiesen, daB 

280) Frechet, Sur quelques points du calcul fonctioneI, Rend. di Palermo 
22 (1906), p. 1-74. 

281) P. Boutroux, a) Fonctions multiformes a une infinite de branches, Ann. 
de l'Ec. norm. sup. (3) 22 (1905), p. 441-469 j b) Sur les fonctions limites des fonc­
tiona multiformes, Rend. di Palermo 24 (1907), p. 209-222; c) Leyons sur les 
fonctions definies par les equations diiferentielles du premier ordre, Paris 1908 j 
G. Remoundo8, a) Sur les familles des fonctions algebroides, Paris C. R. 156 (1913), 
p. 862~865j b) Sur lea series et les familles de fonctions algebroides dans un 
domaine, Paris C. R. 156 (1913), p. 1141-1144. 
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man jede beliebige in einem einfach zusammenhlingenden Bereiche 
eindeutige und analytische Funktion in eine im Inneren gleichmaBig 
konvergente Reihe von Polynomen entwickeln kann. Wie schon p. 491 
hervorgehoben wurde, gelingt dies dadurch, daB Runge zunachst aus 
der Oauchyschen Integralformel auf eine Darstellung durch eine Reihe 
rationaler Funktionen schlieBt. Diese Uberlegung liefert sogar eine 
gleichmaBig konvergente Darstellung in einem belie big vielfach zusam­
menhangenden Regularitii.tsbe~eich. Von da gelangt er dann durch Ver­
schieben der Pole der Reihenglieder zu einer Polynomreihe. MonteP94) 
hat bemerkt, daB man durch diese Uberlegung sogar zu einer Polynom­
entwicklung in einem beliebigen auch mehrfach zusammenhangenden 
Regnlaritatsbereich gelangen kann, eine Darstellung, die allerdings dann 
nicht mehr gleichmii.6ig konvergiert. (Siehe auch p. 494.) 

Dieses weitgehende Rungesche Resultat ist von verschiedenen 
.Autoren auf verschiedene Weise in mehr oder weniger weitem Umfange 
wieder gewonnen worden. Zunachst von PainleV(f282) fur konvexe Bereiche, 
dann von Hilbert!8S) fur beliebige einfach zusammenhiingende Bereiche. Zu 
erwahnen sind auch die Untersuchungen von Appell (Acta 1 und Anna­
len 21). Ferner ist hinzuweisen auf die oben schon behandelten Mittag­
Lefflerschen in verschiedenen Sterngebieten konvergenten Polynom­
reihen. 284) 

Man hat versucht, die Polynomentwicklungen mit del' Lagrange­
schen Interpolationsrormel in Zusammenhang zu bringen. In gewisser 
Weise kann man schon die Hilbertschen Entwicklungen als Losungen 
eines solchen Interpolationsproblemes auffassen. Dabei werden die 
Stellen, an welch en gegebene Daten benutzt werden, festgehalten und 
in den Punkten die Ubereinstimmung einer wachsenden Zahl von Ab­
leitungen verlangt. Sucht man aber die Ubereinstimmung dadurch zu 
gewinnen, daB man nur die Funktionswerte in einer wachsenden Zahl 
von Punkten benutzt, so erhiilt man ohne gewisse geeignete Vorsichts­
ma.6regeln keine in einem gegebenen Bereiche konvergente Darstellung. 
Die Wahl der Interpolationsstellen ist durch die Gestalt des Bereiches 
bedingt.285) Von L. Fejer 285) rUhrt der folgende Satz her: Wenn fee) 

282) P. Painleve, Sur lea !ignes singulierea des fonctiona a.nalytiques, Ann. 
de Toulouse (1) 2 (1888), p. 1-130. 

283) D. Hilbert, Dber die Entwicklung einer beliebigen a.no.lytiachen Funk­
tion einer Varia.blen in eine unendliche no.ch go.nzen rationalen Funktionen fort­
achreitende Reihe, Witt. Nachr. 1897, p. 63-70. 

284) Endlich noch zwei Arbeiten von Painleve, Paris C. R. 1898. 
285) Ch. Meray, Observations aur 10. Iegitimite de 1'interpo1ation, Ann. 1'Ec. 

norm. sup. (3) 1 (1884), p. 165-176; O. Runge, Dber empirische Funktionen und 
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in einem einfaeh zusammenhiingenden Bereiche B und auf seinem 
voraussetzungsgema.6 von einer J ordankurve gebildeten Rande reguliir 
ist, so konvergieren die Lagrangeschen Interpolationspolynome sieher 
dann in B und auf seinem Rande gleiehmaBig gegen fCz), wenn man 
die InterpolationssteIlen aIle am Rande wahlt, und wenn dieselben dort 
regeJma.6ig vertent sind. Regelm~Big verteilt aber heiBen n Randpunkte, 
wenn man das AttfJere der Jordankurve so umkehrbar eindeutig und 
analytiseh auf das Innere eines Kreises abbilden kann, daB dabei 
die n Punkte in die n Ecken eines regelmaBigen n Eeks iibergehen. 
G. Faber!86) hat die Frage fUr in B gelegene InterpolationssteIlen ZUlll 

AbsehluB gebracht. Seien z~n) ... z~n) die InterpolationssteIlen des 
nten Polynoms L1I (z), so wird dann und nur dann jedes in B regulare 
fez) durch die LnCz) gleiehmaBig approximiert, wenn die Kurven 
I z - z~n) II z ~ 4n) I ... I z - z~n) I = a den Bereiehrand gleichmaBig 
approximieren. 

Man kann auch von gegebenen Interpolationsstellen ausgehen und 
fragen, fiir welche Funktionen die zu diesen Stellen gehorigen Inter­
polationsformeln konvergieren.286) 

Versueht man das Interpolationsproblem namentlieh bei ganzen 
transzendenten Funktionen zu behaudeln, so wird man - wie bei 
Polynomen - auf die Frage gefiihrt, ob man eine ganze Funktion 
bestimmen kann, die an unendlieh vielen sich nur im Unendliehen 
hiiufenden Stellen gegebene Werte annimmt, und inwieweit die Funktion 
durch diese Werte bestimmt ist. Der einfaehste Weg zur lJosung der 
ersten Aufgabe ist wohl dieser: Man konstruiere zunaehst irgendeiue 
ganze Funktion F(z), welche an den gegebenen Stellen an verschwindet. 
Alsdann nach Mittag-Leffler eine Partialbruehreihe, die an den Stellen an 
einfache Pole mit den Residuen F~~n) hat. Diese sei 41 (z). Dann ist 
F(z) . 41(z) eiue ganze Funktion, die au den Stellen an die Werte An 
annimmt.287) 

Schon diese ganze Herleitung zeigt, daB die Funktion durch die 
Werte An nicht bestimmt ist. Man kann ja auch eine beliebige gauze 

die Interpolation zu aquidistanten Ordinaten, Ztschr. Math. Phys. 46 (1901), 
p. 224-243; L. Fejer, Interpolation und konforme Abbildung, Witt. Nachr. 1918, 
p. 319-331. G. Faber, tJber Tschebycheffsche Polynome, Grelles J. 150 (1920), 
p.74-106. 

286) L Bendixson, Sur une extension a l'infini de 111. formule de l'interpola­
tion de Gauss, Acta ma.th.9 (1887), p.l-34; G.Faber, Beitrag zur Theorie der 
ganzen Funktionen, Math. Ann. 70 (1911), p. 48-68. 

287) C. Guichard, Sur les fonctioDs entieres, Ann. Ec. Norm. (3) 1 (1884), 
p. 4027-432; P. E. B. Jourdain, On the general theory of functions, J. f. Math. 
128 (1905), p. 169-210; A. Pringsheim, a.. a. O. 187), p. 27. 
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Funktion zufugen, die an allen Stellen an verschwindet. Man kann 
aber hoffen, etwa durch Wachstumsbeschrankungen fur die Funktion fez) 
diese Moglichkeiten auszuschliei~en und die Lasung eindeutig zu machen. 
In dieser Richtung hat F. Oarlson'88) das folgende schone Ergeb­
nis gewonnen: Wenn fez) langsamer wachst, als es dem Normaltypus 
1t der Ordnung Eins entspricht, oder praziser, wenn I fez) I < A . ekl z I 

(k < n) fur groBe e, dann kann fez) nur dann fur aile ganzzahligen 
z verschwinden, wenn es identisch Null ist. Po'lya34.5), Valiron 288,1) 

und F. Oarlson 1188.l!) behandeln die Frage nach dem kleinstmoglichen 
Wachstum der interpolatorischen Funktion. 

L. Tonelli ll89) hat unter Anlehnung an einen Tschebycheffschen Ge­
danken gezeigt, daB unter allen Polynomreihen, welche ein und dieselbe 
Funktion darsteIlen, eine am besten konvergent ist. Dabei approximiert 
ein Polynom Pn(z) vom Grade n im Bereiche B am besten von allen 
Funktionen n-ten Grades die Funktion fez), wenn das Maximum von 
\f(z) - P'II(z) \ in B moglichst klein wird. Es gibt gensu ein Polynom 
nten Grades mit dieser Eigenschaft. 

G. Faber 290) hat in mehreren Arbeiten das Problem, eine gegebene 
Funktion in einem gegebenen Bereiche durch eine Polynomreihe dar­
zustellen, auf sehr einfache Weise von der Integralformel aus gelost 
und erganzt. Er hat gezeigt, daB man in mannigfaltiger Weise einem 
gegebenen einfach zusammenhangenden Bereiche eine Folge von Poly­
nomen PnC!J) zuordnen kann, derart, daB jede im Bereiche regulare 
Funktion in eine gleichmaBig konvergente Reihe 2Ja'llP'II(z) entwickelt 
werden kann. Wie bei einer; Potenzreihe (P .. (z) = e") hangen also 
die Pnez) nicht von der darzustellenden Funktion fez) ab und sind 

288) F. Carlson, a. a. O. 199); S. Wigen, 8ur un theoreme concernant les 
fonctions entieres, Arkiv for mat. astr. oeh fys. 11 (1916), Nr. 21. Vgl. auch 
S. Wigert und H. Cramer, Un theoreme sur les series de Dirichlet et son appli­
cation, Arkiv for mat. astr. och fys. 13 (ll118/19), Nr. 22 (p. 1-14), p. 11. Vgl. 
anch G. P6lya, a. a. O. 340). Ferner neuerdings G.H.Hardy, On two theorems of 
Ii. Carlson and S. Wigert, Acta math. 42 (1920), p. 327-339; M. Riesz, a. a. O. 199). 

288,1) G. Valiron, 8m !'interpolation des fonctions entieres, Bull. soc. math. 
Fr. 44 (1916), p. 103-U9; F. Carlson, Sur les series de coefficients binomiaux, 
Nova acta R. soc. Sc. Ups. (4) 4 (1915), Nr. 3. 

289) L. Tonelli, I. polinomi d'approssimazione de Tschebycheff III, Annali di 
mat. (3) 15 (1909), p.l08-119. 

290) G. Faber, a) a. a. O. 166), 187); b) tJber polynomische Entwicklungen, 
Math. Ann. 64 (1907), p'. 116-135; c) Uber Reihen nach Legendreschen Poly­
nomen, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 16 (1907), p. 103-115; d) K. Rieder, Poly­
nomische Entwicklungen von Funktionen einer Variabelen, Diss. Basel 1911; 
e) M. Krafft, Zur Theorie der Faberschen Polynome nnd ihrer zugeMrigen Ent­
wi cklungen , Diss. Malburg 1915; f) G. Faber, a. a. O. 285). 
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durch den Bereich allein, in dem die Entwicklung geIten soll, bestimmt. 
Lediglich die KoefDzienten an hangen von der Wahl der darzuste11enden 
Funktion abo Bewiesen ist dies a11erdings bis jetzt nur fur solche 
einfach zusammenhangende Bereiche, deren Grenze von einer geschlosse­
nen analytischen Kurve gebiIdet wird. Durch Grenzubergang zu a11-
gemeineren Bereichen geIang Faber nur ein schaner Beweis des Runge­
schen Satzes von der Moglichkeit einer Polynomentwicklung. Die 
Analogie mit den Potenzreihen hat Faber noch weiter verfolgen konnen. 
Auf de:c Konvergenzgrenze (bei den Legendreschen Polynomen z. B. eine 
Ellipse mit den Brennpunkten + 1) liegt stets mindestens eine singu­
lara Stelle usw. Z. B. kann man auch aus der Verteilung der Singulari­
taten von :1:a"z" auf die von :1:a",P",(fJ) schlie.Ben. 

Funktionenfamilien. 

60. Die Taylorkoefllzienten beschritnkter Funktionen. DaB be­
schrankte Familien analytischer Funktionen normal sind, lehrt der Satz 
von Vitali. Das lilteste Ergebnis liber beschrankte Familien ist im so­
genannten SchwarfJschen Lemma niedergelegt: 291) Wenn((z) mit ((0) = 0 
in Izl < 1 regular ist, und wenn in diesem Kreise I ((z) 1< 1 gilt, so ist 
auch I((z) I < I z I in I z I < 1, und das Geichheitszeichen kann hier nur 
dann vorkommen, wenn ((s) eine ganze !ineare Funktion ist. Der Satz 
regelt das Wachstum einer besclirankten Funktion im Einheitskreis und 
entspricht also dem Schottkyschen Satz bei der Familie der Funktionen, 
welche in I z I < 1 die Werte 0 und 1 auslassen, und dem Verzerrungs­
satz bei den Familien derjenigen Funktionen, welche den Einheitskreis 
schlicht abbilden. 

Die in den Voraussetzungen des Schwarzschen Lemmas liegende 
Beschrankung kann leicht dUTCh lineare Transformation von z oder 
der Funktion selbst beseitigt werden. Uberhaupt ist konforme Ab­
bildung das ~Mittel, durch das man weitgehende Folgerungen aus 
dem Schwarzschen Lemma ziehen kann, und das seine gro6e Frucht­
barkeit bedingt. So gelangt man auf diesem Wege zu dem sogenann­
ten LindelOfschen Prinzip, das allerdings sein Entdecker auf anderem 
Wege auch fur mehrfach zusammenhangende Bereiche gewonnen 
hat.292) Das LindelO(sche Prinzip lautet: Bl und Bs seien zwei be-

291) H. A. Schwarz, Zur Theone der Abbildung (1869), Ges. Abh. II 
(p. 108-132), p. 109. Wegen eines einfachen Beweisea vgl. man z. B. Caratheo­
dory, Il.. a. O. 332). Eine neue Formulierung gibt Pick, a. a. O. 74). 

292) a. a. O. 61 a). Die Spezialisierung dieses Prinzips fiihrt zu einer Menge 
von Slttzen, die zum Teil schon vor diesem Prinzip anderweitig bekannt waren. 
Ieh nenne hier nur die folgenden Arbeiten, will abar vorab bemerken, daB aueh 
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liebige Bereiche, G1 und G2 seien ihre mit bestimmten Aufpunkten 
gebildeten Greenschen Funktionen. Es sei weiter eine in Bl regulare 
Funktion gegeben, welche den Bereich Bt auf einen iiber B2 ausge­
breiteten Bereich abbildet und dabei den Aufpunkt von Bl in den 
von B2 iiberfiihrt Dann wird das Innere der G1'eenschen Niveaulinie 
G1 = l durch diese Funktion auf einen iiber dem Inneren der Ni­
veaulinie G2 = l gelegenen Bereich abgebildet. Beim Schwarzschen 
Lemma, das auch als Spezialfall dieses Satzes aufgefaBt werden kann, 
sind die Niveaulinien eben konzentrische Kreise. 

Das Lemma enthiilt gleich dem Cauchyschen Koeffizienten­
satz eine Aussage iiber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen 
f(s) = als + ajs'+···, fiir die If(z) 1< 1 gilt in lsi < 1. Es 
mnB namlich nach dem Lemma I at I <1 sein, und gleich gilt nur 
fiir ganze lineare Funktionen. DaB die iibrigen Koeffizienten iihn­
lichen Bedingungen geniigen, hat CaratModory entdeckt, und durch 
ihn und dnrch an die seinigen anschlieBende Arbeiten sind diese Be­
dingungen des naheren bekannt geworden. CaratModorys Arbeiten i93) 

beziehen sich allerdings auf Funktionen, welche im Einheitskreis nur 
Werte mit positivem Realteil annehmen. Doch ist dies kein wesent­
lich anderes Problem, wie auch schon Caratheodory angegeben und 
J. Schur 294) naher ausgefiihrt hat. CaratModory hat den folgenden 
Satz gefunden: Wenn die Funktion fez) = 1 + a l S + a2z2 + ... in 
\ f4 \ < 1 regular ist und dort einen positiven Realteil besitzt, so miissen 
(all ai' ... an) die Koordinaten eines Punktes sein, der einem ge­
wissen konvexen Korper K.. des 2n-dimensionalen Raumes angehort. 
Der Korper iet als kleinster die Kurve 

die spater zu besprechenden Jensenschen Verallgemeinerungen des Schwal"zschen 
Lemmas mit dem LindelOfschen Prinzip zusammenhangen. J. Hadit'lllard, Sur les 
fonctions entieres de 10. forme eG(:e>, Paris C. R. 114 (1892), p. 1053-1055; 
E. Borel, a. a. O. 63&); F. Schottky, a. a. O. 64); E. Landau, a) a. a. O. 62); b) Bei­
trage zur analytischen Zahlentheorie, Rend. di Palermo 26 (1908), p. 191-193; 
C. CarathiodOl"Y. Elementarer Beweis fUr den Fundamentalsatz der konformen Ab­
bildungen, Schwal"zfestschrift 1914, p. 19-41; P. Koebe, -Uber das Schwal"z8che 
Lemma und einige damit zusammenbangende Ungleichbeitsbeziehungen der 
Potentialtheorie und Funktionentbeorie, Math. Ztschr. 6 (1920), p. 52-84. 

293) C. Carathiodol"Y, a) -Uber den Variabilitatsbereich der Koeffizienten von 
Potenzreihen, welche gegebene Werte nicht annehmen, Math. Ann. 64 (1907), 
p. 96-116; b) -Uber den Variabilitatsbereich der Fourierschen Konstanten von 
positiven harmonischen Funktionen, Rend. di Palermo 32 (1911), p. 193-217. 

294) J. Schur, -Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises be­
schrankt sind, J. f. Math. 147 (1917), p. 205-232 und 148 (1918), p. 122-145. 
V gl. auch G. Hamel, Eine cbarakteristische Eigenschaft beschrankter analytischer 
Funktionen, Math. Ann. 78 (1918), p.267-269. 
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ak = 2e- lti :T (k = 1, 2, ... n) 
enthaltender konvexer Korper charakterisierl. Wenn umgekehrt die 
Koeffizienten einer Potenzreihe dieser Bedingung geniigen, so stellt 
sie eine in /$/ < 1 regulare Funktion mit positivem ReaIteil dar. GehOrl 
(all ag , ••• an) dem Rande von En an, so ist die Funktion durch 
(av aJ , • • • an) eindeutig bestimmt und ist eine rationale Funktion 
von dieser Form: 

e,:Tj + z .., n . ( " ) ~ Ij ei:Tj _ z Ij > 0, ~ Aj = 1 . 

Toeplits!95) hat bald darauf erkannt, daB die K" von algebraischen 
Fliichen begrenzt sind, und daB man Kn durch c;1ie Bedingung charak­
terisieren kann, daB die Hermitesche Form mit del' Matrix 

(':1;1 :: ::::: _1) 
a9 a1 2 ... a,,_2 
. . .. ... . 
an a,,_l a,,_2 ... 2 

nicht negativ sei. So gelangt man zu dem folgenden Satz, den in 
seiner vollstandigen Form erst G. Herglot$296) ausgesprochen hat: 

r(s) = ao + a11J + ... ist dann und nul' dann in I s 1< 1 kon­
vergent und stellt dort eine Funktion mit positivem Realteil dar, wenn 
die Determinanten 

2a~ a1 ... a" 
a1 2a~ a .. _1 

(ao = a~ + ia~) 
a" a,,_l .. 2a~ 

entweder aIle wesentlich positiv sind oder doch von der ersten Ve1'­
schwindenden an aIle verschwinden. Del' zweite Fall tritt nul' dann 
ein, wenn fez) eine wohlbestimmte rationale Funktion ist, deren Par­
tialbruchzerlegung schon vorhin angegeben wurde, del' man abel' naeh 
J. Schur die folgende Form geben kaun: 

1- rp(z) fI" Z+W" 
r(S) = 1 + ,p(z)' rp(S) =-= E 1 + W"Z (I W ll I < 1, I E I = 1). 

1 

Dies Ergebnis iibte natiirlich einen starken Reiz auf die Algebraiker 

29&) O. Toeplitz, tlber die Fouriersche Entwicklung positiver Funktionen, 
Rend. di Palermo 82 (1911), p. 191-192. 

296) G. Hergwtz, tlber Potenzreihen mit positivem reeHen Teil im Einheits­
kreis, Leipz. Ber. 68 (1911), p. 501-511. 
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aus und so Behan wir denn bald eine Reihe rein algebraiseher Be­, 
weise entstehen.'97) 

J. Schur 294) hat dureh einen bekannten kettenbruehiihnliehen aus 
dem Schwaresehen Lemma gespeisten Algorithmus das Problem 
\ fez) i < 1 in I z I < 1 direkt in Augriff genommen. Er gelangte zu 
folgendem Satz: ((s) = Go + "t: + ... 

bo + bt :+··· 
ist dann und nur dann in I z! < 1 regular mit ellleID Betrage unter 
Eins, wenn die Determinanten 

bo 0 0 0 0 01 ", a._! a,,_1 
o 0 ao ... a,,_3 a .. _ t 

o = 5"_1 5,,_2 bo 0 0 0 °0 " 
iio 0 . . . 0 ho h1 ... b .. _ t bll _ 1 
iiI iio ... 0 0 bo ... b,,_s b" _! 

iin _ 1 iin _ 2 ••• iio 0 0 .,. 0 bo 

entweder aIle wesentlieh positiv sind oder doeh von der ersten ver­
sehwindenden an aIle versehwinden. Dieser lebtere Fall tritt nur rur 
die im vorigen Satz mit cp(z) bezeiehneten rationalen Funktionen ein. 
Von einer neuen Seite her hat O. Szasz198) daB Problem in Angriff 
genommen. Er bringt wie Toeplitz und Schur den Wertevorrat einer 
Potenzreihe mit dem Wertevorrat gewisser Bilinearformen in ZUSaID­
menhang und bestimmt die Stiitzgeraden am Koeffizientenranlll der in I z 1< 1 besehriinkten Potenzreihen. 

1m engen Zusammenhang mit dies en Ergebnissen steht das fol­
gende von Carathiodory und Fej6r 69) gelOste Problem: Die n + 1 ersten 
Koeffizienten del' Reihe fee) = ~ a.s" seien gegeben, gefragt wird 
nach dem kleinsten Wert, den die obere Grenze der absoluten Betrii.go 
von f(s) rur aUe \ z \ < 1 aunebmen kaun. Dies Minimum deB Maxi­
mums wird fiir eine eindeutig bestimmte rationale Funktion erreieht, 

297) E. Fischer, "Uber das OarathiodorYBche Problem, Potenzreihen mit po­
Bitivem'reellen Teil betreffend, Rend. di Palermo 32 (1911), p. 240-256; G. Fro­benius, Ableitnng eines Satzes von Oarathiodory aUB einer Formel von Kronecker, 
Sitzber. kgl. Akad. Berlin 1912, p. 16-31; 1. Schur, tJber einen Satz von Carathiodory, Sitzber. kgl. Akad. Berlin 1912, p. 4-10; F. Rits:, trber ein Problem von OaratModory, J. f. Math. 146 (1916), p. 83-87. 

298) O. S:as:, a) Ungleichungen fUr die Koeffizienten einer Potenzreihe, 
Math. Ztschr. 1 (1918), p. 163-183; b) trber Potenzreihen nnd Bilinearformen Math. Ztschr. 4 (1919), p. 163-176. ' 
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die in I z I < 1 an n Stellen verschwindet und am Rande konstanten 
absoluten Betrag hat.299) 

G .. Pick300) hat noch folgenden Satz gefunden: Die samtlichen 
in /.e / < 1 regularen Funktionen .:2 a"zn, welche daselbst einen posi­
tiven Realteil haben und in den ersten n Koeffizienten ubereinstimmen, 
ordnen jedem festen Wert von z einen Kreis zu. Dieser ist der Ort 
der Werte, welche die verschiedenen Funktionen in jenem Punkte .e 
annehmen. Pick hat auch die ResuItate von Carathffodory und Fejer 
insofem erweitert, aI8 er statt der Ableitungen von .e = 0 die Werte 
an n verschiedenen Stellen in Betracht zog. Fur diese mussen n von 
ihm angegebene Relationen erfiillt sein. Auch der Satz von der Kreis­
scheibe iibertragt sich auf diesen Fall. Fur n = 1 hat Pick 74) seine 
Siitze noch direkt aus dem Schwarzschen Lemma gewonnen. 

1m Prinzip enthalten die Untersuchungen von CarathCodory und 
Schur uber die Koeffizienten beschrankter Potenzreihen ailes, was sich 
iiber dieseIben sagen liiBt, und jeder weitere Koeffizientensatz muB 
eine Folge dieser notwendigen und hinreichenden Bedingungen sein. 
Fiir die jetzt zu besprechenden Landauschen Ergebnisse uber die 
Koeffizientensumme beschrankter Potenzreihen hat dies J. Schur in 
seiner zweiten Arbeit294) gezeigt. 

Der von Landau S01) bewiesene Satz lau~et: 
Fur I z 1< 1 sei fez) regular, und es gelte \ fez) \ <1 in I z I < l. 

Mit s" werde die Summe ao + a1 + ... + an bezeichnet. Dann ist 
fiir die Menge alier dieser fez) die obere Grenze von I sn I durch 

299) Vgl. dazu: T. H. Gronwall, On analytic functions of constant modulus 
on a given contour, Ann. of math. (2) 14 (1913), p. 72-80. Eine neue Losung 
enthalt die Arbeit: T. H. Gronwall, On the maximum modulus of an analytic 
function, Ann. of math. (2) 16 (1914/15), p. 77. F. Riess, der gleichfalls eine 
neue Losung gibt, erkannte den engen Zusammenhang des Problems mit dem 
anderen: Von einer Potenzreihe, die eine in I z I ~ 1 regulare Funktion dar­
stellen solI, sind die n + 1 ersten Koeffizienten gegeben. Die iibrigen sollen 80 

bestimmt weJ:den, da8 \ z \ = 1 auf eine Kurve moglichst kleiner Lange abgebildet 
wird. Die Loaung wird durch eine eindeutig bestimmte ganze ra.tionale Funktion 
hochstens 2 nton Grades geliefert. V gl. F. Riesz, TIber Potenzreihen mit vor­
geschriebenen Anfangsgliedem, Acta math. 42 (1920), p. 145-171. 

300) G. Pick, a) TIber die Beschrankungen analytischer Funktionen, welche 
durch vorgegebene Funktionswerte bewirktwerden, Math. Ann. 77 (1916), p. 7-.23; 
b) Dber die Beschrankungen analytischer Funktionen durch vorgegebene Funk­
tionswerte, Math. Ann. 78 (1918), p.270-275. Vgl. auch die Behandlung des 
Problemes durch R. Nevanlinna, Uber beschra.nkte Funktionen, die in gegebenen 
Punkten vorgeschriebene Werte annehmen, Ann. acado Fennicae A 13 (1919), Nr. 1. 

SOl) E. Landau, Abschatzung der Koeffizientensumme einer Potenzreihe, 
Arch. Math. Phys. (3) 21 (1913), p.42-60 und p. 260-206 und (3) 24 (1916), 
p.260-260. 
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G = 1 + ("!')'+ I~)ll+ ... + (1 . 3 ... 2n - 1)2_ 
" 2 \2 • 4, 2 . 4 ... 2 n - 0 (log n) 

gegeben. Diese obare Grenze wird nur fur die Funktion 

f(s) = rJY (r reell) 

erreicht. S02) 
Nachdem erst Fejer1l50) erkannt hatte, daB die Menge der I S,.I 

fur eine einzelne beschriinkte Funktion nicht beschrankt zu sein 
braucht 1102&), hat Bohr SOS) gezeigt, daB es Funktionen gibt, fur die 

Ii lsi 1 m sup_n_, = 
,.~oo Gn 

ist. Fiir jedes 'f(z) I < 1 ist nach Bohr weiter 

lim (G,.-Is,,!) = 00. 
n~oo 

Die Frage, ob s,. = o(Iogn) ist, ist erst zum Teil erledigt.s01) 

Schon Steffensen 304) bemerkte, daB die Menge der 

t =! So + 81 + ... + Sn I 
11 n+l 

fur jede einzelne beschrankte Funktion beschrankt ist. Fejer 305) zeigte,' 
daB die Menge dieser arithmetischen Mittel sogar nnter Eins liegt, 
wenn der Betrag von fez) Dnter Eins bleibt. Nur fur fez) = rJY • z 
wird \ So + Sl + ... + s,.1 = n + 1. 

Neuerdings hat O. &o,S:;298) durch seine Bestimmung der Stiitz~ 
ebenen des Koeffizientenraumes alle diese Untersuchungen auf eine 
einheitliche Basis gestellt und auch die Untersuchung von laol + lall + ... 
+ ... I an I in die Wege geleitet. 

302) Fur n = 1 hat dies vor Landau schon Pompeju gefunden: Pompeju, Sur 
une relation d'inegalit6 dans 111. theorie des fonctions holomorphes, Arch. Math. 
Phys. (3) 19 (1911), p. 224-228. Weitere 'Vorlll.ufer sind E. FabTY, Paris C. R. 
149 (1900), p. 767-768 und Hansen. 'Vgl. auch Landau 186). 

302a) Nicht einmal die Stetigkeit im abgeschlossenen Einheitskreis zieht 
die Beschriinktheit der IS,. I nach sich. W ohl aber zieht nach Fatou 95) die Re­
gularitll.t in z = 1 zusammen mit der Beschranktheit im Einheitskreis die Be-
8chranktheit der I sn I nach sich. 

303) H. Bohr, tiber die Koeffizientensumme einer beschrankten Potenzreihe, 
G1>tt. Nachr. 1916, p. 276-291 und 1917, p. 119-128. 

304) J. E. Steffensen, tiber Potenzreihen insbesondere solche, deren Koeffi.~ 
zienten zahlentheoretische Funktionen sind, Rend. di Palermo 38 (1914), p. 376-386. 

305) L. Fejer, a.. a. O. 250). Ma.n vgl. dazu O. Szdsz, a. a. 0.298), FuBnote 2. 

Vgl. !Luch Landau S01). 
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61. Jensens Verallgemeinerung des Schwarzschen Lemmas. 
Jensen 306) hat foIgende Verallgemeinerung d6S Schwarzschen Lemmas 
gefunden: Wenn ! fez) 1< M bleibt fur iz 1< R und ffir zo' Zl1 ... Z" 

In diesem Kreis verschwindet, so ist 

I fez) I < M·I R(s - so) 1.1 R(s -=--ZI) i ..... 1' R(s ~n) I 
- RI_ SOS R'_ SIS i RI-SnS~' 

und das Gleichheitszeichen steM hier nur fur die Funktionen 
n 

fez) =e''P. MIIK(~~-'!k). 
R'- ZkZ o 

Setzt man in der letzten Abschatzung z = 0, so erhiiIt man 

I fCO) I < M I Zo • ZI • ••• . Sn I. 
= R"+l 

Ihrer Herleitung nach gilt diese Abschiitzung zuniichst nur fiir solcha 
Werte von R, welche aile Iso I, I Zl!' .•• I z,,1 iiberlrefl'en. Aber Lin­
delO(15) hat bemerkt, daB die Abschiitzung fiir alle R gilt. Man ent­
nimmt ihr also eine Abschiitzung fiir das Produkt der n + 1 ersten 
Nullstellen. Diese hat Jensen schon 1895 807) angegeben. Nach Hur­
witsS08) findet sie sich fur Polynome schon bei Jacobi. Fur die 
n + 1 eraten 'I)·Stallen ZOI Zl1 ••• zn gilt nach Landau S09) 

, I> MI(O)-1Ji Dn.+l ! Zo . Zl •.• s" = I MI _ 1J (0) I . Ll,- • 

Auch dieae Abschiitzung ergibt: sich aus einer allgemeineren von Jensen 

lfll..J!!l-1J _ 1\ < \ !!-(z - Ito) \. ... • \ BCz - z,,) \ 
MJ-7[(z) = BI_ZOZ B'_Z,,1l I 

wenn man in ihr z = 0 eintriigt. Bildet man sie fiir die kleinste fj­

Stelle Zo allein und geM zur Grenze z --+ $0 uber, so findet man eine 
A bschiitzung fur die Ableitung 

',f'Cz) 1< R . MJ -I fCz'J..r.. 
= M Bt_lzl! 

306) J. L. W. V. Jensen, Untersuchungen iiber eine Klasse fundamentaler 
Ungleichungen in der Theorie der analytischen Funktionen I, (danisch), Kgl. 
Dansk. Vidensk. Selsk. skr. nat. og math. afd. (8) 23 (1916), p. 203-228. tjbers. 
ins Englische Ann. of math. (2) 21 (1919). Man vgl. auch Oarathiodory und 
Fejer, Remarques sur Ie tMoreme de M. Jensen, Paris C. R. 145 (1907), p. 163-166. 

307) J. L. W. V. Jensen, Sur un nouvel et important theoreme de 180 theorie 
des fonctions, Acta math. 22 (1899), p. 359-364. Flir diesen Satz wurden zahl­
reiche Beweise gegeben. E. Gout'sat, Sur un theoreme de M. Jensen, Bull. des 
sc. math. (2) 26 (1902), p.298-302. G. Mittag-Leffler, Sur Ie theoreme de M. 
Jensen, Bull. soc. math. Fr. 32 (1904), p. 1-4. 

308) Bei E. Landau 809). 

309) E. Landau, tjher eine Aufgabe aua der Funktionentheorie, The Tohoku 
math. J. 6 (1914.), p. 97-116. 
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Insbesondere also wird 
1(0) 1 ~ MI:;~ ~o) JI. 

Filr die Gesamtheit aller Fnnktionen, die in Ie/ < R regular sind 
nnd dort der Bedingung 1 f(s) 1 < M genilgen, flndet man also di.e 

Schranke Ir( ) 1 < BM . 
S = B'-lsl' 

Sie wird far die Funktion M·B(s-f") 
B'-rs 

auf /./ = t' erreieht. Aneh fur die zweite und die nngeraden hOheren 
Ableitnngen hat O. Srass s09a) genane Schranken angegeben, in die wie 
In die vorige der Wert I fee) / nicht eingeht. 

Naeh Wiener- sIO) findet man: 

1«")(0)1 < nl M';'!)O) I'. 
Nach LandauSll) gilt weiter fur 

fee) = ~afle'l 
I ao I B"+1 

1 so' S1 ••• e,,12 -r= .. ==== 

V ~la"I'IR2I: 
o 

eine Formel, die fur n = 0 zuerst Petrovitchs1l1) angab. Sie gibt also 
eine Abschittzu'ng fiir die Lage der N ulIsteIlen, die nur von den 
Koeffizienten der Potenzreihe nicht vom Maximum ihres absoluten 
Betrages oder dgl. abhiingt. Das Hereinziehen des Realteils gibt zu 
weiteren Abschatzungen AnlaB, die Buch Jensen 806) behandelt hat. Ieh 
erwiihne nur die folgende, welche die meisten in den oben 191) er­
wahnten Arbeiten enthaltenen Abschlitzungen in sieh begreift. Man 
hat fur die kleinste Nnllstelle So 

If(e) I < ':I';};oSlllf(e) - 2NI, 

wenn fee) fur Ie \ < R regula.r ist nnd daselbst I mf(e) 1 < N gilt. 
Die vorhin angegebenen Absehittzungen von «")(0) sind naturlieh 

Versehlirfungen des Cauchyschen Koeffizientensatzes. Sie ist auch fur 

309a) O. Bsdss, Ungleichheitsbeziehungen flir die Ableitungen einer Potenz­
reihe, die eine im Einheitskreise beschrankte Funktion da.rstellt, Math. Ztschr. 

310) Bei H. Bohr, A theorem concerning power series, Proc. Lond. math. 
Soc. (2) 18 (1914), p. 1-5. 

811) E. Landau, Sur quelques tMoremes de M. Petroviteh relatits aUI 

zeros des fonctiona analytiques, Bull. 80C. math. Fr. 33 (1905). p. 251-261. 
V gl. auch 309). 

1112) M. Petrovitch, Remarques sur les zeros de fonctions entieres. Ball. 80C. 

math. Fr. 32 (1904), p. 65-61. 
ED07klop. d. math. Wi •• maoh n s. lI4 
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den einzelnen Koeffizienten von ~ a"s" schwer als die, welehe aU8 
der bekannten Gutsmerschen 818) Verschirfung 

~la"I!RJn< M! 
des Koeffizientensatzes ilieBt. Denn dieser lieferl nur 

1{("l(O)! <n! YM2;,lf(O)/'. 

62. Die Funktionen M(1"), p(1"), IDl(l'). Es mogen hipr noch 
einige Untersuchungen Platz :tinden, die zwar nicht eigentlich hierher 
gehOren, die aber bisher auch sehr schlecht Platz hatten linden konnen. 
M(r) sei das Maximum des absoluten Betrages von f(s) rur I s I <r. 
Hadamard l11b) und davon. unabhiingig Blumentkal S14) und Fabet'S16) 
fanden, daB log M(r) eine konvexe Funktion von log. r ist. Weitere 
Beweise gab en Hadamard 816) und E. Landau 186), del' den Satz Drei­
kreisesats nennt . . Blumenthal hat waiter bewiesen, daB M(r) stetig ist 
und aus .Bogen analytischer Kurven besteht. Die einzelnen Bogen 
konnen unter von Null verschiedenen Winkeln zusan'lmensto6en. Das 
beobachtet man schon bei Polynomen dritten Grades sowie nach 
Hat'dyS17) bei Funktionen 81h) 

e",·z3+ a13·+",>Z+a.. 

Det' Mittelwert 1£('1'). Hardy S18) hat gezeigt, daB auch 
21t 111t 

!l-Cr) = 21n J I ((nIP) I drp und p,.,(r) = 2~ f \ {(rtf'f')IO drp (<l > 0) 
o o 

monoton wiichst und dem Dreikreisesatz geniigt. Landau gab einen 
neuen Beweis.s19) Del' Satz ist gleichbedeutend damit, daB die Llinge 

313) A. Gutzmer, Ein Satz tiber Potenzreihen, Math. Ann. 32 (1888), 
p.696-600. 

314) O. Blumenthal, a) a. a. O. 147 b) ; b} Sur Ie mode de croissance des 
fonctions entieres, Bull. soc. math. Fr. 35 (1907), p. 97-109. 

316) ~. Fater, Uber das Anwachsen analytischer Funktionen, Math. Ann. 63 
(1907), p. 549-551. 

316) J. Hadamard, Notice sur les travaux scientifiques, Paris 1912. 
317) G. Hardy, The maximum modulus of a.n integral function, Quart. 

J. 41 (1909), p. 1-9. 
317a) Valiron hat M(r) bei ganzen Funktionen vom Geschlecht Eins oder 

Zwei seht genau untersucht. VgI. Valiron, Maximum du module des fonctions 
entieres de genre un et deux, Nouv. Ann. (4) 12 (1912), p. 193-212. 

318) G. H. l1ardy, The mean value of the modulus of an analytic function, 
Proc. Lond. math. Soc. (2) 14 (1915), p.269-277. Vgl. auch P. Csillag, Uber 
die Beziehung zweier auf Potenzreihen beziiglichen Konvergenzkritetien (Ullga­
risch), Math. ea. phys. lapok 26 (1917), P 74-80; F. Riesz, a. a. O. 299). 

319) E. Landau, Neuer Beweis eines Hardyschen Satzes, Arch. Math. 
Phys. (3) 26 (1916), p.173-178. Vgl. auch E. Hille, Uber die Variation der 
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der durch eine in I s I <R analytischen Funktion erhaltenen Bild­
kurve von I s I = r < R mit r zugleich wach!'t und clem Dreikreise­
satz genugt. Die gleichen Eigenschaften besitzt auch der Inhalt. 

Die Majorante IDl(r) =~Ianl r"'. Wenn f(s) regular und If(z) I < 1 
ist fur I z I < 1, so braucht die Majorante IDl(r) in I z I < 1 nicht ein­
mal beschrankt zu seine HardyS20) hat ihr Wachstum etwas naher 
untersucht und fand 

IDl(r) = o( 1 ). 
Vl-r 

Diese Untersuchung-en wurden von J. Schut·, M. Riesz, F. Wiener, 
H. Bohr in einem wesentlichen Punkt erganzt.SlO) Sie fanden, daB 
IDl(t) < 1 ist, daB es aber fur jedes r> t Funktionen gibt, fur die 
IDler) > 1 ist. 

63. Schwankungen. Nach Vorstufen bei Schottky und Landau 
haben Landau, Toeplitz und Hartogs 521) folgenden Satz gefunden: 
Wenn f<!) = ~ an zn in I s I < 1 regular ist, und D die Schwankung 
der Funktion am Rande bedeutet, so ist I a l I < t D, und nur fur 
ao + a1 z kann I at I = t D seine Poukka m) hat fur die weiteren 
Koeffizienten an dieselbe AbschatZUDg I an I < } D bewiesen. Bier wird 
die Schranke nur fur ao + ans" erreicht. Diese Ergebnisse legan die 
Frage nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen fur die 
Koeffizienten einer Potenzreibe mit gegebener Schwankung nahe. In­
dessen ist da mehr als das eben Erwahnte noch nicht bekannt. 

Bezeichnet man mit E die Schwankung von 'iRf(s) auf I s 1= 1, 

so fand Landau 521) weiter I at I < ! E. Der Faktor ! kann durch 

keinen kleineren ersetzt werden. Von Schottky S!1) rtihrt 

I feSt) - fes,) I <D .! arc sin 11 - B1 Z! I 
- 7t $1 -z! 

fur IZil < 1, fZ21 < 1 her. 

BogenUinge bei konformer Abbildung von Kreisbereichen, Arkiv for mat. ask 
och fys. 11 (1916), Nr. 27. 

320) G. H. Hardy, A theorem concerning Taylor series, Qua.rt. J. 44 (1913), 
p.147-160. 

321) F. Schottky, Uber die Wertschwankungen der harmoniscben Funktionen 
zweier reellen Veriinderlicben und die Funktionen eines komplexen Argumentes, 
J. f. Math. 117 (1897), p. 225-263; E. Landm4, Uber einige Ungleicbheitsbezie­
hungen in der Theone der analytiscben Funktionen, Arch. Math.Pbys. (3) 11 
(11)06), p. 31-36 j E. Landau und O. ToepUtz, Uber die groJ3te Schwankung einer 
analytiscben Funktion in einem Kreise, Arch. Math. Phys. (3) 11 (1907), 
p. 302-307. In dieser Arbeit findet sich ein Beitrag von F. Hartogs. 

322) K . .A. Poukka, Uber die gr1)J3te Scbwankung einer analytischen Funktion 
in einem Kreise, Arch. Math. Phys. (3) 12 (1907), p. 251-254. 

34* 
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64. Sohlichte Famllien. fez) heiSt in I z 1< 1 schlicht, wenn f(l) 
dort keinen Wert mehr als einmal annimmt. Auf diese Familie ist 
erst durch die Arbeiten Koebes, insbesondere seinen fur die Zwecke 
der Uniformisierung aufgestellten Verzerrungssatz die Aufmerksamkeit 
gelenkt worden. Diesen Verzerrungssatz hat Koebe 1909 entdeckt. BIIB) 

Erst Plemelj324) hat eine scharfe Fassnng dieses Satzes vorgetragen, 
die unabhangig davon GronwallS95) und Pick B28) wieder fanden, und 
die Pick zuerst vollsmndig bewiesen hat. In dieser scharf en Fassung 
lautet der Vel"Llerrungssatz: 

Wenn f(l) = z + asz' + . .. fur I z I < 1 schlicht und regular 
ist, so gilt 

1. fur irgend zwei Stellen ZI und Zs aus dem Kreise I z I ~ r < 1 

( : + ; ) 's I ~ i:;? I s ( : + ; ) 4, 

2. in III < r 
<i ~ r)'- < I fez) I s (1'::" r)! . 

Die Schranken werden nur fiir 
z 

(1 - e'rp z)' 

erreicht. Bei Pick blieben die hier mit 2 und 4 bewerteten Expo­
nen~en noch unbestimmt. Ihre Bestimmung gelingt erst BieberbackS!7) 
auf Grund seines Flachensatzes und eines Faberschen 3!8) Kunstgriffes. 

323) P. Koebe, tJber die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch 
automorphe Funktionen mit imaginarer Substitutionsgruppe, Gott. Nachr. 1909, 
p. 68-76. Ferner a. a. O. 29b). 

324) J. Plemelj, U-ber den Verzerrungssatz von P. Koebe, Verh. d. Ges. D. 
Natf'. u. Arzte 85 (1918) AbtIg. nI, p. 168. 

325) Gronwall, Sur la. deformation dans 180 representation eonforme, Paris 
C. R. 162 (1916), p. 249-252. 

326) G. Pick, Uber den Koebeschen Verzerrungssatz, Leipz. Ber. 1916, 
p.68-64. 

327) L. Bieberbach, nber die Koeffizienten derj~nigen Potenzreihen, welche 
eine schlichte Abbildung des Einheitskreises vermitteln, Sitzber. kgl. Akad. Berlin 
1916, p. 940-955. Das Verhalten des l<'liicheninhaltes bei konformer Abbildung 
betrachtet auch G. Hamel, tJber Funktionen von beschranktem mittleren Qua­
drat und uber die Grenzen der FHl.chenvergroLlerung bei konf'ormer Abbildung 
Monatsh. Math. Phye. -29 (1918), p. 48-6.1. Indessen. ist sein Ergebnis eine 
leichte Folgerung aus dem ereten Flacheneatz, ,len L. Bieberbach, Zur Theorie 
und Praxis der konformen Abbildung, Pal. Rend. 38 (1914), p. 98-112, aufge­
stent hat. V gl. dazu auch: A. Wintemitz, nber zwei von Hamel herriihrende 
Extremumsli.tze der Fnnktionentheorie, Monatsh. Math. Phys. 30 (1\l20), p. 123-128. 

328) G. Faber, Neuer Beweis eines Koebe-Bieberbachschen Sabes Iiber kon­
forme Abbildung, Munch. Ber. 1916, p. 39-42. 
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N euerdings hat R. Nevanlinna 828,1) den Verzerrungssatz als unmittel­
bare Folge des Flachensatzes erkannt. Der Fliichensatz lautet: 

Wenn ret) = s + ao + «; + ... eine schlichte Abbildung von 

lsi> 1 vermitteIt, so ist ~n I a,. I' < 1. Diese Ungleichung bedeutet 
weiter nichts, als daB der iiuBere Inhalt der Komplementarmenge des 
Bildbereiches positiv oder Null sein muB. Ein Spezialfall findet sich 
bei Faber 328) j ein einfacherer Beweis bei Pick.sI9) Allgemeine Satze 
iiber'lsl > 1 gibt LQwner.IlS5b) 

Bieberback 8ll7) hat weiter gezeigt, daB f(s) = s + ass' + . .. den 
Kreis I s I < 1 dann und nur dann schlicht abbildet, wenn ihr n-ter 
Reprasentant (at, as, ... a,.) fur jedes n einen Punkt eines gewissen 
einfach zusammenhangenden algebraisch begrenzten Bereiches be­
stimmt. Die Bestimmung der Randel' ist noch nicht allgemein ge­
lungen. Immerhin ist ! all < 2 die genaue Schranke fiir as, die nur fur 

IS 

(1 - e'''' z)'J 

erreicht wird, ein Satz, auf dem auch die Koeffizientenbestimmung in 
der Pickschen Verzerrungsformel beruht. Das sind also Untersuchun­
gen, die denjenigen von CarathCodory und Schur liber beschrankte 
Familien durchaus analog sind. Eine weitere Parallele sind auch die 
Untersuchungen von OaratModory und Fejer 69) iiber die Koeffizienten 
der Null und Eins vermeidenden Familie. Einen Beitrag zum Koeffi­
zientenproblem enthalt auch der Satz von Fejer 254), wonach eine in 
\ s \ < 1 schlichte Funktion, welche I s I < 1 auf einen von einer Jordan­
kurve begrenzten Bereich abbildet, eine in I z I < 1 gleichmaBig kon­
vergente Potenzreihenentwicklung besitzt. 

Ans dem Fliichensatz bzw. der .Abschiitzung 2. auf p. 510 kann 
leicht der foIgende von Koebe S30) herriihrende Satz gefoIgert werden SSl): 

Wenn fez) fur lsi < 1 regular und schlicht ist, so hat der Null 
niichstgelegene Randpunkt von z = 0 eine Entfernung, die nicht kleiner 

als -~ sein kann, und die nur fUr z. , gleich t wird. 
(1 - e''P z) 

828,1) R. Nevanlinna, tIber die schlichten Abbildungen des Einheitskreises, 
{hers. av Finska Vet. Forh. Bd. 62 (1919/20), Avd. A, Nr. 7. 

829) G. Pa"ck, Uber die konforme Abbildung eines Kreises auf ein schlichtes 
und zugieich bescmanktes Gebiet, Wien. Ber. 1917 Abtig. IIa 126, p. 247-263. 

330) P. Koebe, a.. a.. O. 28). 
331) G. Faber, a:a. O. 828); L. Bieberbach3'J"). Vgl. auch L. Bieberbach, 

Math. Ann. 72 (1912), p. 107-144. Vgl. auch L. Bieberbach, Math. Ann. 77 
(1916), p. 163-172, wo ein anderer Beweis versucht wurde. G. Faber, tTher 
Potentialtheorie und konforme Abbildung, Munch. Ber. 1920, p. 49-64, giht 
ainen neuen Beweis und eine Reihe weiterer neuer Satze. 
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Jede Folge von schlichten Funktionen alc + ... , fur die I all und 
I :1 I beschrankt sind, ist eine normale Familie; jede Grenzfunktion ist 
wieder schlicht. Das Iehrt der Verzerrungssatz in Verbindung mit dem 
Satz von RoucM. AUI solche Folgen von Funktionen bezieht sich ein 
Satz von Oaratlu!odory.3S2) 

Neuerdings hat BieberbachS3S) dem Verzerrungssatz einen Dre­
hungssats an die Seite gestellt. Er beweist: Wenn f(s) = fJ + a'jfJ' 
+ . .. in lsi < 1 schlicht und regular ist, so gilt 

I arg r(c) I ~2log : ~ i=! (arg ('CO) = 0) 

eine Schranke, die noch verscbarft werden kann. Der Beweis beruht 
auf der leicht aus I all I <2 Hiellenden Ungleichung 

I ~:f:1(1 - sz) - 2z I <4, 
die nach R. Nevanlinna 328,1) auch die ganze Losung des Verzerrungs­
problems enthiilt. (Vgl. auch II C 3 (Lichtenstein), Nr. 4:7.) 

66. Familien, die schlicht und beschrankt zugleich sind. Die 
Untersuchung lauft in vielen Stiicken der bei den schlichten Familien 
parallel. Den AnstoB gab auch hier ein Satz von Koebe S9) 29 b), den 
ar beim Hauptkreistheorem der Uniformisierung verwendete: Wenn der 
schlichte Bereich B ganz dem Inneren des Einheitskreises angehort und 
den Nullpunkt enthiilt, und d der A.bstand seines nachsten Rand­
punktes vom Mittelpunkt ist, dann kann B durch eine Funktion, die bei 
Null verschwindet und dort die Ableitung Eins besitzt, auf einen Kreis ab-

gebildet werden, dessen Radius kleiner ist als (1~d)I' Diese Schranke 
wird nur dann erreicht, wenn es sich urn die Abbildung eines Be­
reiches handelt, der aus dem Kreis I fJ I < 1 durch radiale Aufschlitzung 
Ton einem Punkte des Betrages d bis zumRande des Einheitskreises 
entsteht. 334,) 

Pick S29) ,hat diese Untersuchungen wieder aufganommen und zu­
niichst den eben ausgefiihrten Satz auf folgende Form gebracht: 

332) C. CamtModory, Untersuchungen uber die konforme Abbildung von festen 
und verii.nderlichen Gebieten, Math. Ann. 72 (1912), p. 107-144. Vgl. auchL.Bieber­
bach, Uber einen Satz des Herrn Caratheoilory, G1itt. Nachr. 1910, p. 652'-560. 

333) L. Biebel'bach, Aufstellung und Beweis eines Drehungssatzes fiir 
6chlichte und konforme Abbildungen, Math. Ztschr. 4 (1919), p. 295-305. P. Koebe, 
Zum Verzerrungssatz der konformen Abbildung, Math. Ztschr. 6 (1920), p. 311 
-312 hat auf Grund einer iHteren Ungleichungsbeziehung 19,) zwischen Real­
und Imaginarteil einer analytischen Funktion eine weniger scharfe Abschatzung 
aus dem Verzerrungssatz gewonnen. B. Nevanlinna 818,1) hat Bieberbachs BeweiB 
wesentlich verkiirzt. 

334) Bieberbach, a. a. O. 331), Math. Ann. 77. 
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Wenn f(s) fUr I s I < 1 schlicht ist, und wenn dort I f('~) I < R 
gilt, wenn "am Rand" auBerdem If(s) I >r ist, so ist 

(R + r)S < 4R2r. 
Das Gleichheitszeichen kann nur dann stehen, wenn es sich urn die 
Abbildung von I s I < 1 auf den von r bis R aufgeschlitzten Kreis 
vom Radius R handelt. Weiter hat Pick das Analogon des Verzer­
rungssatzes gewonnen. 

66. Konvexe Familien. Dahin gehOrt vor allem Study's Run­
dungsschranke 95): Die Potenzreihe fes) = ao + a1 Z + ... kann in einem 

Kreise I s I < q, fur den q > II ~ list, nich t regular und konvex zu­
aj I 

gleich sein, d. h. denselben auf einen konvexen Bereich abbildenj und 

eirp • z 

ao + (1 -lcp· e)2 

I!lind die einzigen Funktionen, die fiir I z I < I :: I = 1 konvex sind. 

Gronwall S25) hat angegeben, daB fiir jede I z I < 1 schlichte und 
reguHire Funktion fez) die Rundungsschranke nicht kleiner als 2 - ys 
sein kann. Fiir (1 z z)! wird diese Scbranke gerade erreicbt. Ein 

Beweis fiir diese Angabe liiBt sich nach R. Nevanlinna S28,l) sehr leicht 
aUB der am Ende von Nr.64 angegebenen Abschatzung ablesen. Wie 
ich neuerdiugs gefunden habe, wird ein fast doppelt so groBer Kreis 
stets auf einen Stern abgebildet. 

Die Frage nach den Koeffizienten konvexer Funktionen ist gleich­
falls durch die Untersuchungen von Study erledigt. Die Funktion fez) 
ist niimlich daun nnd nur dann fUr I z I < 1 konvex, wenn 

m (1 + Z('(Z)) ~ 0 
f (z) -

z{"(z) . 
ist. Bei Anwendung auf 1 + 7'(J) erledlgen also die Caratheodory-

Schur Bchen U nters:uchungen iiber Funktionen mit positivem Real­
teil ancb das Koeffizientenproblem der konvexen Fnnktionen. 
K. LOwner835) hat bemerkt, daB samtliche Koeffizienten einer in I z I < 1 
konvexen Funktion dem Betrage nach uicht iiber Eins liegen. Lowne1' 
hat weiter das Analogon zum Verzerrungsgesetz hergeleitet. 

335) K. L6wner, a.) Untersuchungen fiber die Verzerrung bei konformen Ab­
bildungen des Einheitskreises I z I < 1, die durch Funktionen mit nicht ver-
8chwindender Ableitung geliefert werden, Leipz. Ber. 1917, p. 89-106; b) Dber 
Extremumsatze bei der konformen Abbildung des Autleren des Einheitskreises, 
Math. Ztschr. 3 (1919), p. 65-77. Vgl. ferner: E. Frank, Beitrage zur kon­
lormen Abbildung, Diss. Frankfurt 1919. 
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Ich ,erwihne noch einen Batz von OaratneodoryS8S): Man kann die 
Koeffizienten ao' all ... a. der Funktion Ia"s" mit der selbstver­
standlichen Einschrii.nkung at + 0 beJiebig vorgeben und daun noch 
die anderen so bestimmen, daB die Reihe ihren Konvergenzkreis auf 
ein konvexes Polygon abbildet. Man bnn sie sogar auf eine einzige 
Weise so bestimmen, daB das' Polygon hochstens n Beiten besitzt. 

A.rithmetische Eigenschaften analytischer Fun.ktionen. 
67. Arithmetisohe Eigenschaften analytischer Funktionen. 

E. Strauj33S7) hat 1887 zu beweisen versucht, daB eine analytische 
Funktion, die fiir aIle rationalen Werle des Argumentes rational ist, 
eine rationale Funktion sei Aber WeierstrajJ31J8) gab alsbald ein Bei­
spiel einer ganzen transzendenten Funktion an, die fur aIle rationalen 
Wede rational wird. Staeekel 338) hat diese Fragestellung wieder auf­
genommen und in wesentIichen Punkten gefOrdert. Zuniichst fand er 
ein allgemeines Prinzip, das auch den Weierstraf3schen Fall in sieh 
schloB. Er zeigte, daB man stets ganze Funktionen angeben kann, 
die in einer gegebenen abzahlbaren Menge nur Werte annehmen, die 
einer gleichfalls gegebenen dichten Menge ange}loren. Hilbert3S9) fand, 
daB eine algebraische Funktion, die fiir aIle rationalen ~ erte des Ar­
gumentes rationale Werte annimmt, rational ist. Staeckel 340) gab weiter 
eine Funktion an, die samt ihrer Umkehrung an allen algebraischen 
Stellen algebraische Werle annimmt, ohne selbst algebraisch zu sein. 
Er legt die weitere Frage vor, ob es transzendente Funktionen gibt, 
die an algebraischen Stellen samt allen ihren Ableitungen algebraische 
Werte annehmen. Faber 8(1), der Staeekels Untersuchungen wieder auf­
nahm und weiter vertiefte, bejahte diese Fr,age. Faber zeigte weiter, 
daB man jede ganze Funktion mit beliebiger Genauigkeit durch andere 

SS6) C. OaratModory, Sur 10. representation conforme des poJygones convexeB, 
Ann. de Bruxelles 57 (1913), p. 1-10. 

337) E. StrauJj, Eine Vero.llgemeinerung deT deko.dischen Schreibweise nebs\; 
funktionentheoretischer Anwendung, Acta math. 11 (1887), p. lS-18. 

338) Bei P. Staeckel, tiber arithmetische Eigenschaften analytischer Funk­
tionen, Math. Ann. 46 (1896), p. 613-620, und Nouv. Ann. (S) 18 (1899), p. 6S-64. 

339) D. Hilbert, Cber die Irreduzibilitat ganzer rationaler Funktionen mit 
ganzzahligen Koeffizienten, J. f. Math. 110 (1892), (p. 104--1~9) p. 129. 

340) P. Staeckel, a.) Arithmetische Eigenschaften analytiBcher Funktionen, 
Acta math. 25 (1902),- p. 372-S84; b) Sur quelques proprietes arithmetiques des 
fonctions analyLiques, Paris C. R. 128 (1899), p. 225-227 und p. 805-801:;; 
c) Arithmetische Eigenschaften analytiflcher Funktionen, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 
11 (1902), p. 18S-184. 

341) G. Faber, tiber arithmetische Eigenschaften analytischeI ~'unktioneD, 
Math. Ann 58 (1904), p. 045-557. 



67. Arithmetische Eigenschaften analytischer Funktionen. iHb 

ganze Funktionen approximieren kann dl'e Bamt'b AII't . ,1 ren ) el ungen 
an allen algebrulschen Stellen algebraische Werte annehmen. Da8 
man ganze ~unktionen mit beliebig gegebenen Nulistelien und ratio­
nalen Ko~ffizlenten angeben kann, hat Hurwitz 849) gezeigt, so daB also 
der Begnff del' Irreduzibilitat im Gebiet der ganzen tl'anszolldcnton 
l!'unktionen seinen Sinn verliert. 

. Del' beriihmte Sats von Eisenstein 848) lautet: Wenn eine Potcn:-. 
relh.~ :Ea".z" ~it ratio~alen Koef~zienten einer algebraischen Gleicliung 
genugt, so glbt es elUe ganze Zahl K, 80 da8 die Kocffizienten VOII 

:EanK" z". mit Ausnahme VOn ao aIle ganze Zahlen werden. lIurwilzS43, I) 
und G. P61ya l51d) haben ibm einen Satz liber die Losungcll nlgllhrni­
scher Differentialgleichungen zl!r Seite gestellt. 

Borel llH) fand als Anwendung von Hadamards UnterBuchu\lg~~lI 
liber die Lage der Pole folgenden Satz: Wenn eine filr I z I ~ 1 lIle· 

romorphe Funktion in der Umgebung von IS = 0 durch eino Potellz­
reihe mit ganzen rational en Koeffizienten dargestelit wird, so ist sie 
notwendig rational. Natiirlich geniigt es nicht, nur filr Iz I < 1 die 

342) A. Hurwitz, Ober bestandig konvergente Potenzreiheu mit rationalcll 
Zo.hlenkoeffizienten und vorgeschriebenen Nullstellen, Acta math. 14 (t891), 
p.211-215. 

343) G. Eisenstein, Dber eine allgemeine Eigenschaft der Heihenentwick­
lungen alier algebraischen Fuuktionen, Berlin. Sitzber. 1802, p. Hi-US. VgL 
auch den Beweis von Heine, Dber die Entwicklung von Wurzeln algebraischer 
Gleiehungen, J. f. Math. 48 (1S04), p. 267-275. In dieser Arbeit wird no('h 
die oft niit.zliche Bemerkung bewiesen, daB eine algebraische l<'unktion, die durch 
eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizienten dargestellt i~t, 8tet8 auch einer 
algebraiBchen Gleichung mit ganzen Koeffizienten geuiigt. Fernel' Hermite, Sur 1111 

theoreme d'Eisenstein, Proc. of the London math. soc. 7 (1876), p. 173-175 ullli 
Cours professee a 10. fae. des Be. de Paris 1891. Dort finden sich auch in nicLt 
ganz praziser Weise gewisse Ergebnisse von Tchebychef iiber die Reihen, welchc 
elementare ]'unktionen darstellen. V gl. auch R. Sutak, Ein neuer Beweis eineH 
Eisensteinschen Satzes, Math.-nat. Ber. aus Ungaro 12 (1894), p. 1-10. Ferner 
R. Schwarz, Der Eisensteinsche Satz {tber die Koeffizienten der Reibenentwick­
lungen algebraischer ll'unktionen, Diss., Tiibingen 1908; L. Koenigsbef'gtf', nber 
den Eisensteinschen So.tz von dem Charakter der Koefli2.ienten der Reihenent­
wicklungen aigebraischer Funktionen, J. f. Math. 130 (1906), p. 269-:-\!6\1; 
H. 1:on Koch, a) Sur une propriete arithmetique du developpement en sllne d~ 
l'a lor d'une function algebrique, Arkiv for math. astr. och fys. 1 (1903), p. 62~ 
-~1; b) Sur un~e extension du theoreme d' Eisewtein, Arkiv for math. ask 

och fys. 1 (1903), p. 643-650. . ., 
343 1) A Hurwitz Sur Ie developpement des fonctIons satlsfa18a.nt i\. une 

equation 'dilfer~ntiene aigebrique, Ann. }I~c. Norm. (3) 6 (18811), p. 327 -83\!. 
344) E. Borel, Sur une a.pplication d'un thlloreme de ill. Hadamarcl. BulL 

th 18 (1894) P 22-25' G Valir011, Sur Ie dt!veloppemeot de l(lylor des sc. ma . ,. ,. 
d'uue fonction meromorphe, Nouv. ann. (4) 11 (1911), p. 18-20. 
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Funktion meromorph vorauszusetzen, denn Ea,.s" und E[a,.Jsn haben 
in I Z f < 1 die gleichen Singularitaten. 

B(lf'el l38c) hat weiter den Fall betrachtet, daB die Reihe die Ge-

stalt fez) = E b,. s,. mit ganzzahligen b,. und c,. besitzt, wofern die c" 
en 

nur endlichviele verschiedene Primfaktoren enthalten, und 'VI e,./ be-
schriinkt ist. fez) kanu nicht meromorph sein. Valiron 344) betrachtet 
80gar einen Fall mit unendlichvielen Primfaktoren. 

Po1ya 845) verallgemeinert den B(lf'elschen Satz fur den Fall, daB 
die gegebene Funktion in der ganzen Ebene l!ur eine wesentliche Sin­
gularitiit hat. Auch dann kann ihre Entwicklung um E = 0 nieht nur 
ganzzahlige Koeffizienten besitzen. N oeh allgemeiner ist der folgende 
8atz yon Po1ya 846): Wenn f (s) fur Is/ < R und R > 1 abgesehen von 
endlichvielen SingulariUiten regullir und eindeutig ist und ganzzahlige 
Koeffizienten besitzt, so ist fez) rational. Polya hat aus seinem eben 
erwahnten Satz den foIgenden 8chlu6 gezogen: Die singularen Punkte 
einer eindeutigen Funktion sollen keinen endlichen Haufungspunkt be­
sitzen, und die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung sollen ra­
tionale Zahien sein. Die Funktion ist rational, wenn ihre Potenzreihe 
der Eisensteinschen Bedingung genugt, und sie ist transzendent, wenn 
ihre Potenzreihe der Eisensteinschen Bedingung nicht genugt. P6lya 206) 

hat weiter die folgende Vermutung ausgesprochen: Wenn ~ansn ganze 
Koeffizienten hat und den Einheitskreis als Konvergenzkreis besitzt, 
so ist dieser entweder naturliche Grenze oder die Funktion ist rational. 
Wie ich hore, hat Carlson diese Vermutung kiirzlich bewiesen. 

P6lya 345) hat Untersuchungen liber das Wachstum der ganzen 
transzendenten Funktionen angestellt, welche fur ganzzahlige Werte 
des Argumentes stets ganzzahlige Werte annehmen, und hat gefunden, 
daB das Wachstum nicht beliebig langsam sein kann. Vielmehr muB 

lim sup M(r~ > 1 
r~oo 2r = 

sein, wenn die Funktion f(s) kein Polynom sein solI. Gibt es eine 

positive Zahl k so, daB :~;'k fiir, r > 1 beschrankt bleibt, so folgt 

aus der Ganzzahligkeit der Werte f(O) , r(l), ... , daB 
g(z) = PCs) • 2' + fJJ(s) 

ist, wo PCz) und fJJ(s) Polynome sind. 

345) G. P6lya, a) tJber ganzwertige ganze Funktionen, Rend. di Palermo 40 
(1914.), p. 1-16; b) TIber ganze ganzwertige Funktionen, Gott. Nachr. 1920, 
p.1-10. Vgl. auch G. H. Hardy, On a theorem of }'ir. G. P6lya, Proc. of the 
Cambro Phil. Soc. 19 (1920), p. 60-63; E. Landau, On Mr. Hardy's extension 
of a. theorem of Mr. P6lya, Proc. of the Cambro Phil. Soc. 19 (1920), p. 14-15. 

346) a. a. O. 206). 
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Von Fatou 846,1) l'uhrt der folgende Satz her: Wenn eine algebra­
ieche Funktion eine Potenzreihenentwicklung mit ganzzahligen Koeffi­
zienten und einem Konvergenzradius gleich Eins besitzt, so iet eie 
rational, und alIe ihre Pole liegen bei Einheitswurzeln.s47) 

Von Fatou 9'i1) riihrt weiter der folgende Satz her: Wenn eine 
Potenzreihe nur endlichviele verschiedene Koeffizienten hat, so ist ent­
weder die durch sie dargeetellte Funktion rational, oder sie hat auf 
dem Konvergenzkreis singuliire Punkte, in deren Umgebung keine Ab-
schatzung der l!'orm K 

I fCz) I < I z - Ill" 
gilt. 

R. Jentzsch 348) fand die folgenden Satze: Hat :l:a,,,z" nur endlich­
viele verschiedene Koeffizienten und auf dem Einheitskreis nur endlich­
viele Singularitaten und ist die dargestellte Funktion in einem etwas 
groBeren Kreis eindeutig, so ist fez) rational mit lauter einfachen 
Polen, die bei Einheitswurzeln liegen. Diesen Satz verschiirft Carlson.348) 

Wenn :l:anzn aus :l:b"zn durch Vorzeichenanderung der Koeffi­
zienten erhalten wird und wenn beide Reihen auf dem Konvergenz­
kreis nur isolierte Singularitaten besitzen und in einem etwas groBeren 
Kreise eindeutig sind, so gehen die auf dem Konvergenzkreis gelegenen 
singuIaren Stellen der einen durch Multiplikation mit Einheitswurzeln 
aus denjenigen der anderen hervor. Fur diesen Satz von Jentzsch hat 
P6lya 349) einen neuen Beweis gegeben. 

Fatou 95) vermutete, dllB man durch Vorzeichenanderung der Koeffi­
zienten eine jede Reihe in eine andere verwandeln kaun, die keine 
Fortsetzung fiber ihren Konvergenzkreis zulaBt. Hurwitz und Folya 189) 

haben diese Vermutnng bewiesen . 

.AnaJytische Fnnktionen von mehreren komplexen Variabeln. 

68. Definition des analytischen Charakters einer Funktion. 
Man kann hier wie bei den analytischen Funktionen einer Variabeln 
von der Potenzreihendefinition oder von einer in Richtung des Di-

346,1) P. Fatou, a) a. a. O. 95); b) Sur les series entieres a coefficients 
entiers, Paris C. R. 138 (Hl04), p. 342-344. _ 

347) V gl. auch O. Szdsz, tiber arithmetische Eigens~haften gewisser unend­
Hcher Zahlenfolgen und zugeh5riger Potenzreihen, Arch. Math. Phys. (3) 26 
(1917), p. 125-132. 

348) R. Jentzsch, Potenzreihen mit endlichvielen verschiedenen Koeffizienten, 
Math. Ann. 78 (1918), p. 276-285; F. Carlson, nber Potenzreihen mit endlich 
vielen verschiedenen Koeffizienten, Math. Ann. 79 (1919), p. 237-245. 

349) G. Polya, tiber Potenzreihen mit endlichvielen verschiedenen Koeffi­
zienten, Math. Ann. 78 (1918), p. 286-293. 
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richletschen Funktionenbegrilfes liegenden Erkliirnng ausgehen. Die­
Verhindung zwischen heiden Definitionen liefert wieder die Integral­
formel, und der Nachweis, daB man jede im Sinne der zweiten Defi­
nition in der Umgebung einer Stelle tv t, analytische Funktion f(sl1 H,) 
in eine nach Potenzen von Sl - bl und S2 - bll fortschreitende abso­
lut konvergente Reihe ~(Sl - tl> S, - bll) entwickeln kann. 

Man stelle die folgende Definition an die Spitze: 
Eine in einem Bereiche des slI s2-RaumesS50) eindeutig erklarte 

Funktion f(St, $2) heiBt darin von analytischem Oharakter, wenn sia­
l. eine stetige Funktion der heiden Variabeln ist und wenn 2. an 

jeder Stelle des Bereiches die partiellen Ableitungen !f und !f 
uZt oz, 

existieren. 
In dieser Definition sind nicht aUe darin angefiihrten Bedingungen 

voneinander unabhiingig. Als erster hat Osgood,3!Jl) gezeigt, da6 neben 
del' Existenz der beiden partiellen Ahleitungen statt der geforderten 
Stet1gkeit die Beschriinktheit von f(Sl1 S2) ausreicht, daB also die Ste­
tigkeit eine Folge der Differenzierbarkeit und der Beschranktheit ist. 
DaB auch die Beschrii.nktheit selbst eine FoIge der Differenzier~arkeit 
ist, hat erst Hartogs S52) gelehrt. Man hat daher den Satz, daB eine 
eindeutige Funktion f(Sl, 112), die in jeder einzelnen der heiden Variabeln 
analytisch ist, im Sinne der an die Spitze gestellten Definition eine ana­
lytische Funktion der beiden komplexen Variabeln iat. 

Was die Erklarung durch Potenzreihen anlangt, so kann man 
sich fragen, oh nicht iiberhaupt eine jede Mac-Laurin ache Reihe, 
d. h. eine nach homogenen Polynomen 

q .. (Sl1 It,) = aoS'1 + a1 S;-lSlI + ... + ansa 
n-ten Grades fortschreitende konvergente Reihe im Konvergenzbereich 
eine analytische Funktion darstellt, also ansolut kon vergiert als Potenz­
reihe in 11) ss' In der Tat hat dies Hartogs 85h) bewiesen. S5S) 

350) Damit ist folgendes gemeint: Es sei 211 = Xl + iYl und I!s = Xs + iY2' 
Dann meine ich einen Bereich in dem vierdimensionalen Raum dar Xu X~II Yu Ys' 

351) W. F. Osgood, Note iiber analytische Funktionen memerer Veriinder­
licher, Math. Ann. 52 (1899), p. 462-464. 

352) F. Rartags, Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unab.­
hlingiger Veya,nderlicher, insbesondere iiber die Darstellung derselben durch 
Reihen, welche nach Potenzen einer Veril.nderlichen fortschreiten, Math. A.nn. 62 
(1906), p. 1-88. Vgl. auch W. F. Osgood, Zweite Note iiber analytischi Funk­
tionen mehrerer komplexer Veranderlicher, Math. Ann. 53 {1900), p.461-464. -

352 a) 8. a. O. 352), § 11. 
353) Dies Resultat von Hartogs ist einigen Verfassern, die das gleiche 

Problem interessierte, unbekannt geblieben. So erklaren sich wohl die nicht 
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Von der an die Spitze gestellten Definition aus gewinut man leicht 
.den Cauehyschen Integralsatz und die Integralformel durch zweimalige 
Anwendung der fur Funktionen einer Variabeln geltenden Beziehungen. 
Das Ergebnis lautet (vgl. auch II B 1 (Osgood)): 

B(St) sei ein Bereich der sl-Ebene und "t eine ihm angehorige 
rektifizierbare Kurve, die St einmal in positivem Sinne umkreise. 

B(st) sei ebenso ein Bereich der s2-Ebene und ~ eine ihm an­
gehorige rektifizierbare Kurve, die Sf einmal in positivem Sinne um­
kreise. Dann gilt 

((SlI S,) = (2~J'J dbl fU;1 ..!.~:)'(t:t~z!) dei· 

((Sv Sf) soIl dabei eine in dem Bereich: 

S1 aus B(st), SlI aus B(ss) 
eindeutige analytische Funktion sein. 

Es braucht nicht naher erortert zu werden, wie man aus dieser 
Integralformel die Potenzreihenentwicklung 

((su Sf) = ~(Zl - au S2 - all) 

oder such die Verallgemeinerung der Laut·entschen Reihe erschlieBt. 354) 

69. Die Konvergenz der Potenzreihen in zwei komplexen 
Veranderlichen. Am eingehendsten hat diese Fragen Hartogs S55 ) 

untersucht. Seine Ergebnisse geIten zum Teil auch fUr Reihen in 
mehr als zwei Veranderlichen. Doch wollen wir uns in diesem .Ar­
tikel wie bisher so auch weiter darauf beschranken, die Ergebnisse 
der Theorie an dem Beispiel der Funktionen von zwei komplexen 
Veriinderlichen zu entwickeln. Das muS bei einer Theorie, die noch 
so im Flusse ist wie die hier darzustellende, geniigen. 

lch betrachte zunachst die Potenzreihen selbst. Das sind also 

zum Ziel gelangten Versuche von Dulac und E. Levi. V gl. H. Dulac, Sur les 
series de Mac-Laurin de plusieurs variables, Acta. math. 31 (1908), p. 95-106; 
E Levi, Serie di Taylor di funzioni analitiche di pili varia bile, Rend. dei Lin­
cei (5) 21 (1912), p. 816 ..... 822. Es ist auch bei den Autoren eine Verschieden­
heit der Benennung, die es vielleicht erklart, da6 die spateren Autoren bei 
Rartogs ihr Problem nicht wieder erkannten. Diese ErkJarung ist um so wabr­
scheinlicher, als nicbt einmal der Referent in den "Fortscbritten der Mathematik" 
der Hartogs (F. d. M. 36 (1905), p.483-486) sowohl wie spater Levi (F. d. M. 
43 (1912), p. &12) referierte, das Hartogssche Problem bei Levi wiedererkannte. 

3&4) Hartogs 805&) hat die "integrailose" P·ringsheim sche Umsetzung dieser 
Methode verwendet. 

355) F. Hartogs, a) Beitrllge zur elementaren Theorie der Pu'tenzreiben nnd 
der eindeutigen analytischen Funktionen zweier Veranderlichen, Dias. Miinchen 
1904; b) a. a. 0.352). 
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Doppelreihen 356) ~(Zl - al1 Zs - a,l)' Fur die Funktionentheorie ist 
namentlich der Bereich der absolufen Konvergenz wichtig. Denn Harlogs 
hat gezeigt, daB die Stellen lediglich bedingter Konvergenz niemals 
einen Bereich eniillen. .Allerdings liegen sie auch nicht wie bei Po­
tenzreihen einer Veranderlichen aIle am Rande des Bereiches der ab­
soIuten Konvergenz. Aullerhalb desselben konnen noch gewisse zwei­
dimensionale Mengen bedingter Konvergenz liegen. Ob die Werte, die 
dort die konvergente Reihe Iiefert, etwas mit der Fortsetzung der durch 
die Reihe definierten analytischen Funktion zu tun haben, scheint noch 
nicht gekUirt. Was nun den Bereich der absoluten Konvergenz be­
trifft, so ist er von der Form 

I fJl - all < 1'1' I fJ2 - a,l I < rll , r ll = cp(rl )· 

Riel' ist cp Crl ) eine Funktion von gleich naher anzugebenden Eigen­
schaften. Man nennt 1'1 und 1', zwei assoziierte Konvergenzradien. 
cp(rl) ist eine in einem Intervall 0 < r1 < R1 erklarte stetige, bei 
wachsendem r1 niemals zunehmende Funktion. log cp Crl) ist auBer­
dem eine kon vexe Funktion von log 1'1 • Hartogs sa!) und Faber 857) 

356) Wegen einer allgemeinen Theorie der unendlichen Doppelreihen vet­
gleiche man ..4.. Pringsheirn, a) Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihen, 
Munch. Sitzber. 27 (1897), p. 101-152; b) Zur Theorie der zweifach unend­
lichen Zahlenfolgen, Math. Ann. 53 (1899). p. 289-3:H; c) Vorlesungen uber 
Zahlenlehre 2 (1916), p. 449-514; F. London, Uber Doppelfolgen und Doppel­
reihen, Math. Ann. 53 (1899), p. 322-3iO. 

357) Der auf die Stetigkeit und Monotonie beziigliche Teil die~es Satzes 
wurde schon von Weierstra,8 in Vorlesungen 1880/1881 angegeben. lch entnehme 
diese Bemerkung dem schon en Bericht von Osgood, Topics in the theory of 
functions of several complex variables, Am. math. soc. colloquium lectures Vol. IV, 
The Madison colloquium 1913, Newyork 1!114, p.11l-230. Vgl. ferner: Ad. Meyer, 
Om Kontinuitet hos Konvergensomraden, Stockholm ac. forh. Mver. 411 (188il), Nr.9, 
p. 15-31 i E. Ph,agmen, Om Konvergensomradet hos potensserier af tvu variabler, 
Stockholm Ac. forh. ofver. 40 (1883). Nr. 10, p. 17-26. Den auf die Konka­
vitat beziiglichen Teil hat zuers!; E. Fabry angegeben. V gl. E. Fabry, Sur les 
rayons de convergence d'une serie double. Parig C. R. 134 (1902), p. 1190-1192. 
Fabry stiitzt sich dabei auf gewisse altere tlberlegun~en von E. Lemaire, Sur 
les series entieres a plusieurs variables independantes, Bull. des sc. math. 36 
(1896), p. 186-292. Lernaire gibt dort die Parameterdarstellung 

1 ... +v---- = lim sup I a ... " I ffivi, 
r 1 ",+11+00 

r' = ffi . r 

fUr die assoziierten Radien. Der Beweis von Fabry wurde durch Hartogs ver­
einfacht. V gl. F. Hartogs, Ube~ neuere Untersuchungen auf dem Gebiete der 
analytischen ~unktionen mehrerer Variablen, Jahresber. d. D. Math.-Ver. 16 
(1907), [po 223-240) p. 232. Gleichzeitig mit Hartogs hat auch G. Faber einen 
Beweis gegeben. V gl. G. Faber, Uber die zusammengehorigen Konvergenzradien 
von Potenzreiheu mehrerer Veranderlichen, Math. Ann. 61 (1900), p. 289-324. 
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haben weiter gezeigt, daB die angegebenen Eigenschaften fur q;(r) 
charakteristisch sind. 

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Theorie sind weiter die von 
Hartogs so genannten Zeilen- und Kolonnenreihen. Das ist weiter 
nichts als eine nach potenzen von $1 bzw. von $2 geordnete Potenz­
reihe ~($1' $2)' Es genugt also, die Zeilenreihen ~(zl1 Zt) zu be­
trachten. Die fiir die Wichtigkeit dieser Zeilenreihen grundlegende 
Tatsache ist in dem folgenden Satz von Hartogs 358) ausgesprochen: 

Fur die absolute Konvergenz der Doppeheihe ~($1 - al1 $2) in 
einem Kreisgebiete 1$1 - a1 I < r1 , 1 Z2 ! < rs ist die gleichmaBige Kon­
vergenz der zugehOrigen Zeilenreihe ~f.(Zl)Z2 in dem gleichen Kreis­
gebiet notwendig und hinreichend. 

Die Z2' Werte nun abel', fur welche die Zeilenreihe in einem ge­
gebenen $1-Bereich hinsichtlich $1 gleichmiiBig konvergiert, machen 
wieder einen Kreis i z21 < r, aus. 

Der Bereich, in dem iiberhaupt eine Zeilenreihe eine analytische 
Funktion darstellen kann, ist auf Grund des ersten del' eben genannten 
beiden Satze naher wie folgt zu charakterisieren 859): Eine gegebene 
analytische Funktion f(Z1' $2) liiBt sich in einem R egularitatsbereich B 
nur dann durch eine Zeilenreihe ~fJzl) z; darstellen, wenn ihre Fort­
setzung auch noch fur die Stellen (Zl1 Kzt ) eindeutig und regular ist. 
Dabei soIl (Z1I Z2) irgendeine Stelle aus Bl und K irgendeine kom­
plexe Zahl sein, deren Betrag eins nicht libersteigt.360) 

Die Zeilenreihen sind insbesondere fur die Untersuchungen von 
Hartogs libel' die Singularitaten del' analytischen Funktionen von 
mehreren unabhangigen Variabeln wichtig geworden. Ein Haupthilfs­
mittel bei dies en Ubedegungen ist namlich del' jetzt einzufiihrende 
Radius der gleichmiiBigen Kon vergenz: R:>,.' Diejenigen $2 -W erte nam-

358) F. Hartogs, a. 110.0.355110), p. 34. 
309) F. Hartogs, a. a.. O. 352), p. 27. Der Beweis stiitzt sich u. a. auf 

eine Grundeigenschaft der Reihen Ef.(Z1 )ZV, die auch beim Beweis des Satzes, 
daB aHe mit partiellen Ableitungen erster O:dnung versebenen Funktionen ana­
lytiscb sind, eine groBe Rolle spielt. Folgendes ist die Eigenscbaft: Die Koeffizienten 
1.(Zt) der Reibe Ely(zt)z; mogen in einem Bereiche B(Zl) regular aein. Die 
Reibe moge filr z" = at ill B(Zt) konvergieren, ferner filr Zs = bs (=!= 0) in B(Zl) 
gleichmalJig konvergieren. Dann konvergiert sie auch fur aIle I Zi I < I all i in 
B (21) gleichmaBig. Seinen Beweis 852) bat Hartogs spater noch vereinfacht. V gl. 
F. Hartogs, tiber den Beweis eines Batzes lions der Tbeorie der analytiscben Funk­
tionen mebrerer Veranderlichen, Schwarzfestschrift 1914, p. 54-60. 

360) Wegen der Zeilenreiben vgl. man !Luch W. F. Osgood, Note on tbe 
functions defined by infinite series whose terms are analytic functions, Annals of 
math. (2) 3 (1901), p. 26-34. 
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lich, f{ir die :E( .. (Sl)t; in einer wenn auch noch so kleinen Umgebung 
von S1_ = at hinsichtlich Sl gleiohmiiBig konvergiert, erfiillen einen ge­
wissen Kreis, dessen Radius Ra. ist. Hartogs BU) hat die folgenden 
Grundeigenschaften dieser Funktion R.. entdeckt. Wenn die Koeffi­
zienten (,,(tl ) del' Zeilenreihe ~(,,(Sl)$; in dem Bereiche B(sl) regu­
lar sind, so ist in diesem Bereiche log Rz nicht kleiner als diejenige 
ehene Potentialfunktion, die in B(t1) regular ist, und am Rande dieses 
Bereiches mit log R,. lihereinstimrot. Wenn insbesondere R ... in B(tt) 
stetig ist und stetige partielle Ableitungen del' beiden ersten Ol'd­
nungen hesitzt, so kann man das auch so aussprechen: In jedem 
Punkte des Gebietes B(St) gilt die Ungleichung 

{)Ilog Bit {)tlog R. 
oxf + {)Yi ISO (SI = Xl + iYl)' 

Unter der Annahme, daB B" die genannten Difi'erenzierbarkeits­
bedingungen erfulU, hat Hartogs weiter gezeigt, daB diese Ungleichung 
fur B., charakteristisch ist. Es ist aber keineswegs immer Bo. stetig 
oder difi'erenzierbar, wie die Untersuchungen von Hart.o[Js des naheren 
ergeben. 

70. Die singularen Stellen der analytischen Funktionen von 
zwei komplexen VeriLnderlichen. lch warde erst einige 8litze an­
geben, die als Analoga zu bekannten 8litzen bei Funktionen einer kom­
plexen Veranderlichen erscheinen. Alsdann werde ich ausfiihrlicher bei 
den 8atzen verweilen, die typisch Neues bieten. trberhaupt lege ich im 
ganzen Artikel keinen Wert darauf, zu viel von mehr oder weniger 
naheliegenden iJbertragungen oder Verallgemeinm'ungen zu red en. 

Zunachst gilt es, den Begriff der singularen Stellen zu fassen. 
lch· will die bei einer Veranderlichen gegebene Begriifsbestimmung 
sinngemaB iibertragen. Funktionselement soIl wieder eine einzelne 
Potenzreihe ~(.e1l $2) heiBen. Ihr Konvergenzbereich heiBe del' Be­
reich \ $1 \ < r l' \ Zs \ < r 2' wo also r 1 der zu r 2 assoziierte Konver­
genzradius iat. ai' as sei irgendeine weitere Stelle desselben. Man 
setze das gegebene Element in eine Reihe ~ (Sl - au S2 - a2) um. 
Wenn dann der Konvergenzbereich des neuen Elementes stellenweise 
liber den des alten hinausreicht, so liefert es in diesen Bereichen die 
Fortsetzung des alten. Bildet man nun wieder eine KeUe solcher 
Elemente, so kann del' Fall eintreten, daB ihre Mittelpunkte einen 
Grenzwert besitzen, wiihrend die Konvergenzradien gegen Null streben. 
"Konvergenzradius" eines Elementes moge dabei der Radius del' groBten 
Kugel um den Mittelpunkt des Elementes heiBen, welche im Konver­
genzbereich Raum hat. 
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Ais erstan Satz fuhre ieh nun diesen an: Am Rande eines jeden 
Konvergenzbereiches liegt mindestens aine singulare Stelle. Man er­
kennt diesen zuerst von Harlogs S55a.) angegebenen Sah als unmittel­
bare Folge der Integl'alformeL Ihr entnimmt man auch am bequem­
sten den schon von HurwitS 'f>9) angegebenen Satz, daB eine analytische 
li'unktion von mehreren komplexen Verinderlichen keine isolierten sin­
guliiren Stellen besitzen kann. Praziser formuliert lautet der Satz so: 

Eine analytische Funktion von zwei komplexen Veranderlichen 
sei fur alle Stellen der Umgebung einer Stelle 111 = ai' Z2 = all regu­
lar und eindeutig. Dann ist sie auch in dieser letzten Stelle selbst 
regular. Der in die V Ol'&ussetzungen aufgenommene Zueatz "eindeutig'"' 
kann fibrigens auch wegbleiben. 

Hartogs hat wesentliche Verallgemeinerungen dieses Satzes ent;... 
deekt.S55) Die bequemste Herleitung ergibt sich wiedel' mit Hilfe der 
Integralformel,sl). Man sieht namlieh leicht ein, daB man die lnte­
gralformel schon ansetzen kann, wenn nur ((ell II,) regular und ein­
deutig ist, sobald 111 dem Rande eines Bereiches B(el ) und liB dem 
1nneren oder Rande eines Bereiches B(ell ) angehOrl und auch reguliir 
und eindeutig ist, sobald lit ain beliebiger festgewahlter Punkt aus 
B(ss) oder von seinem Rande ist und el dem Bereich B(1I1) angehort. 
Die so gewonnene Integralformel stellt dann aber in dem ganzen Be­
reich [111 aus B(el ), lis aus B(el )] eine reguliire analytische Funktion 
dar, die mit ((1S11 IIg) identisch sein muS. Insbesondere ist hieriu der 
folgende Satz enthalten: Wenn (($11 ISs) am Rande eines Bereiches 

[$11 aus B(lSt ) , $12 aus B(zs)] 

regular und eindeutig ist, so gilt das auch im 1nneren, also eine emi­
nente Verliefung des Satzes, daB es keine isolierlen Singularitaten 
gibt. Auch hier kann der Zueatz eindeutig aus der V oraussetzung weg­
bleiben. Man kann den Satz auch auf beliebige Bereiche des vier­
dimensionalen SlI 1I11-Raumes ilbertragen.S61) 

leh hebe eine Folgerung besonders hervor 361): Wenn in der Ebene 
$11 = at singulare Stellen liegen, wenl1 sich a.ber um dieselben ein Be­
reich abgrenzen lii..8t, auf dessen Rand (ZI' II,) fur '1 = Ilt regular 
ist, dann enthilt jede N achbarebene 111 = a1 + 6 singuliire Stellen, 
fur welche 1St d-em genannten Bereich angehOrt. lch habe den 
Satz gleich allgemein ohne Eindeutigkeitsvora.ussetzungen Busge­
sprochan, weil ar im Falle der Mehrdeutigkeit sehr einfach zu be. 
waisen ist, wii.hrend er sieh fUr den Fall der Eindeutigkeit aue dem 

861) P. Harlogs, Einige Folgerungen aus dar Cauchyschen JntegralformeJ 
bei Funktionen mehrerer Verll.nderliehen, Munch. Sitzber. 86 (1906), p. 223-242. 

K,,,,yklol'. d. math. Wi .. en.eh. 11 3 35 
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vorher Angefiihrten ergibt. 1st }ludem in der Ebene HI = a1 nur eine 
singulare Stelle Hf = a2 gelegen, so sind die es' Koordinaten der in den 
Nachbarebenen gelegenen singuliiren Stellen stetige Funktionen von ~1' 

E. E. Levi36!) hat aus dies em Satz diese Folgerung gezogen: Sei 
(al , all) eine regulare Stelle del' Funktion f(el! $,). Man betrachte die 
Entfernungen ! 81 - a1 :2 + 182 - a2 12 der singuliiren Punkte (811 811) 

von diesem reguliiren. Dann kann diese Entfernung fiir keinen sin­
guliiren Punkt ein relatives Maximum haben. Denn sonst denke man 
sich durch einen solchen maximal entfernten singularen Punkt eine 
Kugel mit dem Mittelpunkt (al1 as) gelegt. In dem singularen Punkt 
(81) 82) betrachte man ihre dreidimensionale Tangentialebene. Dieselbe 
enthiilt mindestens eine zweidimensionale Ebene mit einer Gleichung 
von del' Form Al (ZI - 81) + A2(Z2 - 82) = O. Alle benachbarten 
zweidimensionalen Ebenen Al (ZI - 81) + A ll (Z2 - 82) = 8 enthalten 
dann nach Hartogs auch singulare Stellen in der Niihe von (Sll 82). 

Darunter gibt es abel' auch Ebenen, die ganz auBerhalb del' Kugel 
verlaufen. 

Eine wesentliche Vertiefung erfahren aUe diese Satze, wenn man 
den Begriff des RegUlaritatsradius mit heranzieht. Das ist die in der 
vorigen N ummel' mit R" bezeichnete Zahl. Zunachst gilt der Satz 852) : 

Wenn der Punkt Z1 = a1 eine Umgebung besitzt, in welcher die Koef­
fizienten f.(ZI) von ~{.(Zl)Z; eindeutig und regular sind, so besitzt 
der durch diese Reihe dargestellte Funktionszweig mindestens eine 
singuliire Stelle (al1 as), fiir welche \ all \ = Ra, iet, abel' keine, fur 
welche I all ; < Ra, ist. Man nennt daher am besten Ra1 den Regula­
ritiitsradius (hinsichtlich von $1) an del' Stelle (al! 0). Jeder Satz fiber 
RSl ist somit zugleich ein Satz fiber die Lage von Singularitaten. 
Mit Hilfe dieser Funktion hat Hartogs S63) den analytischen Charakter 
del' Singularitatenmannigfaltigkeiten bewiesen. Priiziser formuliert lautet 
sein Satz so: Wenn {(ell Z2) in der Umgebung del' singularen Stelle 
(a1, as) in del' Ebene Zl = a1 eindeutig und regular ist, so enthalt, 
wie schon oben erwahnt, jede Naehbarebene Zl = const. eine singu­
liire Stelle (Zl1lp(Zl))' Dabei ist nun abel' nicht nur, wie schon be­
wiesen, Ip(Zl) eine stetige, sondern sogar eine analytische Funl."tion. 
Von den Polen her war das Hingst geliiufig (seit ll'eierstmfJ), womit 

362) E. E. Levi, Studii aui punti singolari esaenziali deUe funzioni an ali­
tiehe di dne 0 pin va.riabile complesae, Annali di matematica (3) 17 (1910), 
p.61-87. 

363) F. Hartogs, Door die a.ua den aingularen Stellen einer ana.lytischen 
Funktion von mehreren Veranderlichen best~henden Gebilde, Acta math. 32 
(190n), p. 67 -1)9. 
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denn die sparlichen Kenntnisse libel' Singularitiiten, die man VOl' den 
bahnbrechenden Arbeiten von Hartogs hatte, weseutlich erschOpft sind.3M) 

E. E. Levi 3S5) hat in zweifacher Hinsicht die Forschungen von 
Hartogs etwas weitergefi"ihrt. Er hat einmal neben den Begriff des 
Regularitatsradius den Begriff des Rationulitiitsradius gestellt: (all a2) 
sei ein reguliirer Punkt von {(SlI .e'2)' Pa, (Ro) sei del' Radius des groSten 
Kreises Z2 - a2 < r 21 in welchem {(all 'zl) vou rationalem Charakter 
iat. Dann heiSt Pa, der auf Zl hezugliche Rationalitatsradius der 
Stelle (av ajl)' FUr diese GroBe hat Levi wesentlich die gleichen 
Eigenschaften nachgewiesen, wie wir sie beim Regularitiitsradius kennen 
lernten. Er hat somit fur die Lage der wesentlich singulareu 
Stellen die gleiche GesetzmaBigkeit nachgewiesen 1 die Hartogs fur 
die Gesamtheit aIler singularell Stellen entdeckt hat.S6S) 

Weiter hat Levi Ergebnisse fiber die Gestalt des Regularitats­
bereiches und des Rllttionalitiitsbereiches einer Funktion von zwei kom­
plexen Veranderlichen gewonnen. Wenn Weierstraf3367) angegeben hatte, 
ein solcher Bereich unterliege keinerlei Bedingungen, so wurde dies 
schon durch die Beinerkung widerlegt, daB isolierte Singularitaten 
nicht vorhanden sind. Die Ergebnisse von Levi lassen vollends in der 
Frage nach der Gestalt der Existenzhereiche ein schwieriges Problem 
erkeunen. Das Resultat von Levi kann dahin zusammengefaBt 
werden, daB eine jede Tangentialhyperebena an die als analytisch an­
genommene Grenzflache aines Existenzbereiches einer eindeutigen Funk­
tion die Flache in del' Umgebung des Beriihrungspunktes durchsetzt. 
Man bnn dies Ergebnis, das sich natitrlich 80fort aus dem vorhiu 
erwahnten Levischen Entfernungssatz ergiht, auch in Gestalt einer 
Differentialungleichung formulieren. BlumenthaZS68) hat sie so ausge­
sprochen: Zu jedem Punkt der Grenzfliiche werde die lineare Kom-

364) Manchmal bnn m&n die Lage der benachbarten Singularitiiten gleich 
bestimmt angeben. Dahin gehort der folgende Satz von Hartog8: 1st f(zl' "t) 
in \ Zl \ < 1'1' \ Z, \ < ", regula.r und besitzt dieser Funktionszweig eine singulare 
Stelle (a1 , at), fur welche I a1 I = T1 , I a1 I < 1'2 ist, so sind ane Stellen 
(au IZ,H! 1Z21 < l't) singulare Stellen; a. a. O. 3550.), § 19 und 352), § 6. 

865) E. E. Levi, a) a. a. O. 364,); b) Sulle ipersuperficie della spado a 4, di­
mensioni che posBono essere frontiere del campo di esisteqza di una funzione 
analitiea di due variabile complesse. Ann, di matematica (3) 18 (1911), p. 69-79. 

366) V gl. auch F. Hartogs, tJber die Bedingungen, unter welchen eine ana­
lytisehe Funktion mehrerer Veranderlicher sieh wie eine rationale verhalt, Math. 
Ann. 70 (1911), p. 207-222. 

867) K. Weierstrap, tJber 21'-fach periodische Funktionen, J. f. Math. 89 
(1880) (p. 1-8); Werke II (p. 125-133), p. 129-130. 

868) O. Blumenthal, Bemerkungen tiber die Singularitilten analytischer 
Funktionen mehrerer Veranderlicher, Festschrift n'il" H. Weber 1912, p.11-22. 

a6* 
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binatiol1 Zl == Al ~l + All ~2 + Aa = Xl + i Y1 = 0 80 gewiihlt, daa 
Xl = 0 die GIeichung del' Tangel1tialebene in diesem Punkt wird, 
und daB Xl> 0 stets nach derselben Seite del' Fliiche weist. 

Z2 == X2 + i Y2 = 0 
sei aine beliebige lineal' unabhiingige andere Kombination. Dann dari 

O~X, o'X, 
iixf + 'aYi 

lings der Mannigfaltigkeit sein V orzeichen nicht wechseln. 1st del' 
Ausdruck irgendwo von Null verschieden, so kann eine Funktion, 
deren Existenzbereich durch die FIiWhe in der Nithe mesas Punktes 
hegrenzt wird, nUl' auf der Seite del' Fliiche existieren, wo der Dif­
ferentialausdruck positiv ist. 

Levi hat wei tel' gezeigt, da!\ dam it die einzigen lokalen Bedin, 
gongen der Gl'enzfl.iiche gegeben sind. Blumenthal aber el'kannte, daB 
die Bediugung noch nicbt hinreicht, urn eine Hyperftacbe im gro~n 
als Grenzfl.acbe eines Existenzbereicbes zu kennzeichnen. 

Man kann in dem Satz von dem Fehlen isolierter Singulal'itaten 
und seinen Erweitel'uugen eine Verallgemeinerung des Riemannschen 
Satzes fiber hebbare Unstetigkeiten sehen. Indessen mIlt dabei auf, 
daB keinerlei V oraussetzung, wie Beschr~nktheit del' FunktioD, 
gemacht werden muB. Kistler 969) hat weiter bemerkt: ((ltu $») 
sei in del' Umgebung von (all 0,) eindeutig, regular und beschriinkt 
autler auf del' zweidimensionalen analytischen Flache 1!2=CP(Zl)' Dann 
kann das nur aine hebbare Unstetigkeit sein. Ebenso ist f(zl' Z,) liber 
eine dreidimensionale analytische Fliiche hinweg analytisch fortsetzbar, 
wie Osgood 351) bemerkt, wofern sie nUl' stetig dartiber hinaus fortge­
setzt werden kann. 

71. Meromorphe Funktionen. Rationale Funktionen konnen neben 
Polen nocb eine andere Art von Singularitat in einzelnen Punkten 
aufweisen. Naturlich sind die Pole auf algebl'aisehen Kurven aufge­
reiht. Wo diese abel' die Kunen der NuUstellen treffen, tritt ein be­
sonderes Vorkommnis ein. In der Umgebung Bolcher Stellen, die man 
zum Unterschied von den Polen aullerwesentlich singulare Stellen 
zweioor Art nannt, kommt die Funktion namlich einem jeden Wert 
beliebig nahe. In dieser Erscheinung liegen die Schwierigkeiten be­
griindet, die sich einer Ubertragung bekannter Satze fiber Funktionen 
}'ationalen Charakters einer Variabeln auf Funktionen mehrerer Varia­
beln entgegenstellen. lcb fiihre einige solche Satze an: 

369) KisUel', tJ~r Funktionen mebrerer komplexer Veranderlicber, Diss. 
GoGtingen lOOT. 
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Eine .f.i'unktion, die fiberall von rationalem Charakter ist, ist 
rationaL 3~O) Das Wort "f1berall'~ bedarf hier einer naheren Interpreta­
tion, hinsichtlich des Verhaltens im U nendlichen. Es ist gemeint, daB 
die Funktion rationalen Charakter zeige als Funktion einer jeden ein­
zelnen Variabeln bei festgehaltenel' anderet'o Somit besteht hier dWl 
Unendlichfeme aus zweizweidimensionalen Mannigfaltigkeiten: ~1 = 00, ~2 

beliebig und Z2 = 00, $1 beliebig. Zl- Ebene und Z2" Ebene sind dabei 
im ilblichen funktionentheoretischen Sinn als projektive Geraden auf­
zufassen. 

Man kann das Unendliche des Raumes abel' auch im projektiven 
Sinna a1s aina unendlichferne (komplexe) Gerads, also als zweidimen­
sionale des vierdimensionalen Raumes einfuhren. .A.uch <lann ist del' 
Satz richtig, wie W. F. OsgoodS71) bewissen hat. 

Eine jede im Endlichen meromorphe Funktion HUH sich als Quo­
tient zweier ganzen Funktionen darstellen.97B) 

Ob sich jede in einem gegebenen Bereich meromorphe Funktion 
als Quotient zweiel' daselbst regularer darstellen liU~t list noch un­
entBchieden.373) 

Weitere Untersuchungen beschiiftigen sich mit der lJbertragung 
der Produktzerlegung ganzer Funktionen. UntsI' einer Primfunktion 

370) K. Weiet'strajl hat den Satz ohne Beweis angegeben, vgl. K. Weiet'strafj., 
IL. a. O. 867), p. 129. 

Einen Bewelil gab erst Hu·rwitz I Heweis des Satze8, da~ eine einwertig@ 
Funktion beliebig vieier Variabeln, welche iiberall als Quotient zweier Potenz­
reihen dargest.ellt werden Kann, eine rationale Funktion ihrer Argument& lilt. 
J. f. Math. 95 (1888), p. 201-207. 

371) W. F. Osgood, A condition that a function in a projective space be 
rational, Trans. of the Am. math. soc. 13 (1912), p. 169-168; D. Jackson, Note 
on rational functions of several complex variables, Crelles J. 146 (1916), p.185-188. 

312) K. Wekrstrall hat dieaen Satz zue1'8t 1879 ausgesprochen und bemerkt, 
er werde sehr schwer zu beweisen sein. Vgl. K. We-iet'BtraJj, Einige auf die Theorie 
der analytischen Funktionen mehrerer Verll.nderlichen sich beziehende Slttze. Ab­
handlungen aus der Funktionenlehre 1886 (p.l05-16S). p.1S8, Werke II (p.lSII-188), 
p. 163. Den ersten Beweis gab H. Poincare, Sur les fonctions de deux variables, 
Acta math. 2 (1888), p. 97-113. Einen durchsichtigeren einfachen Beweis ga.b 
P. Oousin, Sur les fonctions des variables complexes, Acta math. 19 (1895), p.1-61 

378) Zu dem diesbeziiglichen Beweisversuch von Kistle-r 369) vgl. man die 
Kritik von HartogB 357). Oousin hat den 8atz fiir den Fall bewiesen, da~ del' 
Bereich so aussieht: Zl a.us B (Zl)' z~ aus B (Z2)' Wie aber Gronwall im Bull. 
of the Am. ma.tb. soc. (2) 20 (1914), p.17S-lU bemerkt, mu~ man dabei im 
allgemeinen gemeinsame zweidimensionale Nullmannigfaltigkeiten von Zahler und 
Nenner in Kauf nehmen, entgegen der Behauptung von Oousin, daB nur in ein-
2leJnen Punkten Zahler und Nenner zugleioh verschwinden Mnnen. Dieser Zusatz 
ist nur richtig, wenD B(Zl) und B(z,) einfach zusa.mmenhlingend sind. 
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versteht man eine ganze Funktion, die sich nicht als Produkt zweier 
ganzer Funktionendarstellen liiBt, welche beide Nullstellen besitzen. 
Gronwall und Hakn 314) haben unabhangig voneinander gezeigt, daB eine 
ganze Funktion als Produkt von Primfunktionen dargestellt werden kann. 
Die N ullstellen einer ganzen Funktion konnen auch auf folgende Weise be­
liebig vorgegeben werden. Man kann sie entweder durch die betref­
fenden Funktionen geben, die dann eventuell um Exponentialfaktoren 
geandert in die Produktzerlegung eingehen, oder aber man kann sich 
auch auf folgenden Satz von CousinB79) beziehen: Wenn die Funktion 
t;. (tu e2) in einem Bereich Z1 aus Bl (el ), Zj aus Bl (z'J) regular 
und eindeutig ist, wenn im Bereiche: Zl aus B2(1!1)' I!, aus B.le,) das 
Gleiche fur (B(llI z,) gilt, wenn weiter in dem Durchschnitt bei-

der Bereiche Bowohl ~ wie ~ regular sind, dann gibt es eine Funktion 

fa (S1' 6.), die in beiden Bereichen regular und eindeutig ist, und ft\:r 

die im ersten Bereich ~ und ~, im zweiten Bereich ~ und t. regu-
IiiI' sind. 1 S ! S 

Wann aber kann eine analytische Mannigfaltigkeit Nullmannig­
faltigkeit sein? Hahn 87') gab zuerst Bedingungen dafiir an. Hartogs 95'1) 
hat das Problem aIs einfache Umkehrung des WeierstrafJschen Vorberei­
tungssatzes erkannt und demnach die Bedingungen ganz einfach gefaBt. 

Sire S75a) hat begonnen, eine Theorie der ganzen Funktionen zu ent­
wickeln, die der analogen Theorie bei einer Variabeln zu folgen versucht. 

72. Implizite Funktionen. An der Spitze steht der Satz, den 
man haute meist den Weierstraf3schen Vorbereitungssatz nennt S76). Er 

• 374) Gronwall, Om sYlItem at linjOra. tot81e differentialekationer s15rs kildt 
.ada.na mod ImpersodiAka Koefficienter, Thesis Upsala 1898. Hahn, tiber Funk­
tionen zweier komplexer Veriinderlicher, Monatsh. Math. Phys. 16 (1905), p. 29-4'. 

376) J. Sire, a) Sur les fonctions entieres de deux variables d'ordre appa­
rent total Hni, Rend. di Palermo 31 (1911), p. 1-91; b) Sur les fonctions entieres 
de deux variables d'ordre apparent total Hni et a. croissance reguliere par rap­
port a. l'une dell V1IJ:iableil, l. de math. (6) '.) (1918), p. 1-81. V gl. auch E. Borel, 
Sur les fonctions entierell de plusieur8 variables et les modes de croissance, 
Paris C. R. 182 (1901); A. Wiman, Note iiber die ganzen Funktionen zweier 
Veranderlichen, Arkiv for mat. ask och fys. 1 (1908), p. 113-116; L. Baum­
gariner, Beitrlige zur Theorie der ganzen Funktionen von zwei komplexen Ve1'­
anderlichen, Monatsh. Math. Phye. 25 (1914), p. 8-69. 

876) Der Satz kommt zuerst bei Cauchy, Excercises d'analyse (2) 184,1, p. 65, 
.. or. Dann gab ihn Weierstrap von 1860 an in Vorlesungen (vgl. Werke II, p. IS5). 
Weitere Beweise gaben H. Poincare, These 1879, p. 6; Stickelbel'ger, nber einen 
Satz des Herm Noether, Matb. Ann. 80 (1887), p. 401-409; E. Goursat, Demon· 
stration 616mentlLire d'un theoreme de Weierstrap, Bull. soc. math. de France 
116 (1908), p. 209-216 j F. Hrwtogs, a) nber die elementa.re Herleitung dee Weier· 
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lautet: F(w, ~1I Zj), sei in der Umgebung von 8 1 = $11 = W = 0 
regular und eindeutig. Ferner sei F(O, 0, 0) = 0, aber es sei 
F (w, 0, 0) =1= O. Alsdann gibt es eine ganze Zahl 1 > 0, und 1 in 
der Umgebung von Zl = Z2 = 0 regulare Funktionen Al (ell 18.) ..• 
Al (Zl , z,), so daB man 

F( w, ZlI zs) = (Wi + At wl - I + ... + A,) t'P (w , ZlI z.) 
Ilchreiben kann, wo 0(ro, $., $';4) eine in der Umgebung der Stelle 
~1 = Z, = W = 0 regulare Funktion ist, ffir die t'P(0, 0, 0) + ° gilt. 

Dieser Satz macht die Untersuchung der Funktionselemente im­
pliziter Funktionen zu einer Aufgabe, die nahezu der Theorie der 
aIgebraischen Funktionen angehort. 

Das Problem der lokalen Uniformisierung einer analytischen Funk­
tion hat fur die Umgebung einer Kurve durch Halphen S17), fiir die 
Umgebung einer einzelnen Stelle durch Black seine Losung gefun­
den.311,l) (Vgl. auch II B 1 (Osgood), p. 107, sowie II C 6 (Jung». 

73. Analytische Abbildungen. Wahrend im Gebiete einer kom­
plexen Variabeln analytische, d. h. winkeltreue A.bbildung und analy­
tische Funktion zusammenfallen, tritt hier neben das Studium einzelner 
analytischer Funktionen das Studium analytischer Abbildungen, d. h. 
der Paare voneinander unabhangiger analytischer Funktionen. Ein der 
Winkeltreue entsprechendes einfaches geometrisches Merkmal gibt 
es nicht. #' ( ) WI=/l ZUIS!, 

WI = f2:CZl1 ~8)' 
seien zwei analytische Funktionen, flir die 

stra#schen Vorbereitungssatzes, Munch. Ber. 1909, Nr.3; b) Bemerkung dazu, 
Munch. Ber. 1909, p. 29*; A. Brill, Uber den WeierstraJlschen VorbereitungsBatz, 
Math. Ann. 69 (1910), p. 638-549; Bli#, A new proof of Weierstl'a#'s theorem 
concerning the factorisation of power senes, Bull. Am. math. 90C. (2) 16 (1910), 
p.356-S59; Mac Millan, A new proof of the WeierstraJl's theorem concerning 
the fa.ctorisation of power series, 'Bull. Am. math. BOC. (2) 17 (1910), p. 116-120; 
Fields, The complementary theorem, Am. J. of math. 32 (1901), p. 1-16; 
G. Dumas, Elementare Herleitung des Weierstra~Bchen Vorbereitungssatzes, Mlinch. 
Ber. 39 (1904). 

377) Halphet., Sur les lignes siilgulieres des surfaces algebriqueB, Ann. di 
mat. (2) 9 (1878-1879), p. 68-106. V gl. auch K. Hensel, Uber eine neue Theone 
der algebraischen Funktionen zweier Variablen, Acta math. 23 (1900), p. 339-4is; 
H. lung, Darstelluug der Funktiouen eines algebraischen Korpers zweie: unab­
hangiger Veranderlichen x, y in del' Umgebuug einer Stelle it = it, Y = b, 
J. f. Math. 133 (1908), p. 289-314. 

377,1) C. W. Black, The parametric representation of the neighborhood 
of a. singular point of an analytic aurface, PIOC. of the Am. Atl. of arts and 
.Jciences, vol. 37 (1902), p. 289-330. Vgl. anch J"utng.m) 
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o = t~(O, 0), 
o = t~(O, 0) 

~i1t) Ulld es ~ fitt' 

A(O, 0) + 0 Dann vennitteln die beiden Funktionell eine umkehrbal' 
eindeutige Abbildung del' UmgebWlg von ZI = 0, $9 = ° auf eine Um­
gebung von WI = 0, w2 = O. 

Wenn aber b(O, 0) = 0 ist, geschieht die Abbildung nnf aine 
volle n blattrige Umgebung von u:1 = 'tV;) = O. Diese Zahl n ist da­
bei wie folgt bestimmt: E~ (Z1 Z2) und 1!~ (Zl &2) seiell die homogenen 
Polynome niedrigsten Grades in del' 1tJ ac Law'in schen Reihe fitr t~ (ZI' za) 
und f2 (Zl1 $2)' 1hre Grade seien VI und V 2 • Dann ist n = VI • Vu' 

Die n"Blatter" hangen langs einer einzigen analytischen zweidimen­
!ionalen Flache q;(ZI' Z2) = 0 zllsammen, deren Punkte also allain 
nicht n fach bedeckt sind.S78) 379) Man erkennt in diesen Satzen ,lie 
Ubertragung des Satzes yon del' Gebietstreue. 

Einiges ist auch bekannt fiir den Fall, daB die Abbildung nicht 
durch eindeutige Funktione~ definiert ist, sOlldern durch zwei aUge-
meinere Gleichungen L' ( ) 0 

.L'1 'W1,W2,ZlI Z2 = , 

F9(WlI w2• ZI' Z2\ = 0 

378) H. Poincare a. a. O. 376); G. A. BlijJ, a) A generalisation of WeierstrajJ 
preparation theorem for a power series in several variables, Trans. of the Am. 
math. BOC. 13 (1912), p. 133-146; b) .I!'our lectures on fundamental existence 
theorems, .Am. math. soc. colloquium lectures III, The Princeton colloquium 
(1909), New-York 1913, p. 71; Poincare (mecanique celeste I, p. 72) behauptet, 
da.6 man jedes Gleichungssystem auf ein Gleichungssystem zuriickfiihren kann, 
das ganz und rational von den Unbekannten abhiingt. Dieser l!'assung des Satzes 
hat sich Mac ]lIi/lan zugewendetj vgl. Mac M·man, A reduction of a system of 
power series to an aequivalent system of polynomials, Math. Ann. 72 (1912), 
p.157-179. Dazu vgl. aber die Kritik von BlijJ a. a. O. 376). Kistler a. a. O. 369); 
Clem ell ts, a) Implicit functions defined by equationti with vanishing Jacobian, 
Bull. of the Am. math. soc. (2) 18 (1912), p. 451-456; b) Implicit functions de­
fined by eqnations with vanishing Jacobian, Trans. of the .Am. math. soc. 14 
(1913), p. 326-342; c) Singular point transformations in two oomplex variables, 
Annals of math. (2) 15 (1913), p. 1-19; Dines, Concerning two recent theorems 
on implicit functions, Bull . .Am. math. 80C. (2) 19 (1913), p. 165-166. p. 464. 

879) V gl. ferner l!U dieser .Frage: Dederick, On the charakter of a trans­
formation in the neighborhood of a point where its Jacobian vanishes, Trans. 
of the .A.m. math. BOC. 14 (1913), p. 143-148; Urner, Certain singularities of point 
tI-ansformatione in space of· three dimensions, Trans. of the Am. math. 110<:. 13 
\1912), p. 232-26-1. 
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zwischen £1) £3 und Wv w2 • Der iiltestc hierher gehorige Satz stammt 
von Weierstraf3S80). 

Neuerdiugs habe11 sieh verschiedene amerikanische Mathematiker 
den Problem en zugewandt. Ieh erwiihne vor aHem einen Satz von Blif3878). 

Die beiden Funktionen Ft(wlI W2, £11£2)' 

sollen in der Umgebung 
Entwickelt man 

F2(wt , tlJ2, £11 Z2) 

von Z1 = Z2 = w1 = Wi = ° 
F1 (0,0, Zl1 Z2)' 

F2(0, 0, £v Z2) 

regular sem. 

nach Mac Laurin, so seien v1 und V 2 die Grade der homogenen Poly­
nome niedrigster Ordnung in der Entwicklung. Setzt man dann wie­
der n = V 1 V2 , so gehoren zu jedem Wert von Wv w2 aus der Um­
gebung von (0, 0) n im allgemeinen voneinander verschiedene Werte 
aUB der Umgebung von Z1 = Z2 = 0.374) Wenn aber eine der Funktionen 

F1 (0, 0, ZlI £2)' 

F2(0, 0, Zl1 Z2) 

ideutisch verschwindet, so kann £1 oder £2 in der Umgebung von 
w1 = w2 = 0 beliebigen Werten belie big nahe kommen. Das lehrt 
z. B. die Abbildung W w '" 0 1 - 2 "'1 = , 

W1 - Z2= 0. 
Das folgt aber auch aus dem erwiihnten Satz von Weierstraf3S80). Der 
Satz von der Gebietstreue wird dann nur aufrechterhaIten werden 
konnen, wenn man den Gebietsbegriff geeignet verallgemeinert. 

Man kann die eben erwahnten Siitze auch auf den Fall ausdehnen, 
daB die Zahl der Gleichungen und Unbekannten iibereinstimmt, die 
Zahl der unabhangigen Variablen aber beliebig iSt.381) 

H. PoincareS82) hat das Hauptproblem der analytischen Abbildung 
in Angriff genommen, namlich die Frage nach den Bedingungen, unter 
welch en zwei gegebene Bereiche aufeinander analytisch abbildbar sind. 382,1) 

Er hat erkannt, daB ganz und gar nicht zwei beliebige einfach zu­
sammenhiingende Bereiche aufeinander abgebildet werden konnen. Wenn 

880) K. Weierstra/J, Allgemeine Untersuchungen tiber 2n-fach periodische 
Funktionen von n Veranderlichen, Werke III (p. 53-114), p. 79-80. 

381) Fiir den Fall, daB sie Eins ist, hat Mac Millan Beispiele diskutiert. 
Mac Millan, A method for determining the solutions of a system of analytic 
functions in the neighborhood of a branch point, Math. Ann. 72 (1912), p. 180-202. 

382) R. Poincrmi, Les fonctions analytiques de deux variables et la re­
presentation conforme, Rend. di Palermo 23 (1907), p. 185-220. 

382,1) Eieriiber wird demnachst K. Reinhardt in den Math. Ann. inter­
essante Untersuchungen veroffentlichen. 
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es namlich moglich sein solI, zwei gegebene analytische dreidimensionale 
Flachen analytisch aufeinander abzubilden, so mussen gewisse Differen­
tialausdriicke fiir beide den gleichen Wert haben. Ais speziellen schOneu 
Satz aus diesen grundlegenden Untersuchungen hebe ich den folgen­
den hervol': Jede auf der ganzen Oberflache regulal'e Abbildung del' 
Kugel 1$11 2 + 1$21 2 < 1 auf sich wil'd durch line are Funktionen ver­
mittelt. (Bei einer Variablen leistet auch die auf jzl = 1 regulare 
Funktion w = Z2 eine Abbildung von z 1 < 1 auf sich selbst.) 

Diesel' Satz macht beispieIsweise die Ubertragung des Quadrat­
wurzelverfahrens der konfol'men Abbildung auf analytische Abbildun­
gen unmoglich, wiewohI man mancherlei andere Siitze, wie das Schwarz­
sche Lemma und dgI., ubertragen kann.38B) K Reinharat382• 1) hat an 
konkreten Fallen gezeigt, daB ein dem Riemannschen analoger Ab­
bildungssatz hier nicN gilt: {I z11 < 1, 1 z21 < 1} kann z. B. nicht auf 
I z11 2 + I z21 2 < 1 abgebildet werden. 

383) Einige weitere Arbeiten, die meist tJbertragungen enthalten; Bakel', 
a) Elementary proof of a theorem for functions of several variables, Proc. Londolt 
math. Soc. 34 (1902), p. 296-306; b) On functions of several variables, Proc. London 
math. Soc. (2) 1 (1903/04), p. 14-36; P. Boutroux, Remarques Bur les singularites 
transcendantes des fonctions de deux variables, Bull. soc. math. Fr. 39 (1911), 
p. 296-304; T. J. Bromwich u. G. H. Hardy, Some extensions to multiple series of 
Abel's theorem on the continuity of power series, Proc. London math. Soc. (2) 2 
(1904), p. 161-189; T. J. Bromwich, Various extensions of Abel's lemma, Proc. 
London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 68-76; w. B. Fo.rd, On the analytic extension 
of functions defined by double power series, Trans. Am. math. Soc. 8 (1906), p. 260 
-274; Forsyth, Simultaneous complex variables and their geometrical represen­
tation, },!ess. of math. (2) 40 (1910), p. 113-134; G. H. Hardy, a) On the conver­
gence of certain multiple series, Proc. London math. Soc. (2) 1 (1903/4), p.124-128; 
b) The singular points of certain classes of functions of several variables, Proc. 
London math. Soc. (2) 6 (1907), p. 342-360; c) A function of two variables, 
Quart. J. 46 (1913), p. 86-113; H. Holzberger, nber das Verhalten von Potenz.. 
reihen mit zwei und drei Veranderlichen an der Konvergenzgrenze, Monath. Math. 
PhyB. 25 (1914), p. 179-266; D. Jackson, Non essential singularities of func­
tions of several complex variables, Annals of math. (2) 17 (1915), p. 172-179; 
T. Levi -Civita, Sulle funzioni di due 0 pili variabile complesse, Rend. dei Lincei 
14 (1905), p. 492-499; G. JJlittag-Le(fler, Analytische DarstelIuug monogener 
Funktionen von mehreren unabhangigen Variabeln, Jahresber.d. D. Math.-Ver. 9 
(1901), p. 74-77; C. W. Oseen, Eine Bemerkung tiber die analytische Fortsetzung 
von Funktionen mehrerer Variabeln, Arkiv for mat. astr och fys. 3 (1907), Nr. 21; 
P. Painleve, Sur Ie developpement des fonctions analytiques de plusieurs variables, 
Paris C. R. 129 (1899), p. 92-96; G. Remoundos, Contribution au probleme de la 
representation uniforme des surfaces, Bull. soc. math. Fr. 39 (1911), p. 79-84; 
L. Sauvage, Premiers principes de la theorie generale des fonctions de plusieurs 
variables, Ann. Fac. sc. Marseille 14 (1904), p. 1-70. 

(Abgeschlossen am 1. Dezember 1920.) 
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Inhaltsubersicht. 
I. Der Korpel' K(z) del' rationalen Funktionen von z. 

1. Untersuchung der rational en }<'nnktionen von is fUr eine Stelle dieser Variablen, 
2. Der K()rper E(l») aller zur Stelle p gehOrigen Potenzreihen nnd der Unter­

kOrper K(p) der zu \l gehorigen konvergenten Potenzreihen. 
3. Untersnchnng der rationalen }<'unktionen von !II fiir aIle Stellen der ganzen 

KugelfHiche. Die rationalen Divisoren. 

II. Der Korper K(lt, z) der algebl'alschen Funktionen elner Variablen. 

4. Allgemeine Slttze uber die algebraischen Fnnktionen. 
o. Untersuchung der Fnnktionen des Korpera K(u, z) in der Umgebung einer 

Stelle p der unabhlingigen Variablen. 
6. Die Grundgleichung ist fUr den Bereich K(p) irreduktibel. 
7. Allgemeiner l!'all: Die Grundgleichung zerffi.llt innerhalb R(p) in mehrere 

irreduktible Faktoren. 
8. Die dem Karper K(u, z) zugeordnete Riemannsche Kngelflll.che ~ •. 
D. DiIekte Berechnnng der Zll einer Stelle \l gehorigen Wurzelzyklen. Das zu \l 

geMrige Diagramm. 
10. Untersuchnng der algebraischen Fnnktionen des Kllrpers fUr alle Stellen der 

Riemannschen KugelHache ~.. Die algebraischen Divisoren. 
lOa. Die arithmetiscben Begriindungen des Punktbegriffeo. 
11. Untersucbung der Fnnktionen des Karpers K(lt, z) in bezng auf ihre Teil­

barkeit dnrch einen beliebigen Divisor. 
12. Die algebraischen Systeme nnd ihle Elementarteiler. 
13. Die eindeutigen Tranaformationen des Karpen K(t'. z) in den ibm gleichen 

K(y, x) bei beli6biger Annahme der unabhangigen Variablen x. 
H. Die Einteilung der algebraischen Divisoren in Klassen. 
15. Die Divisorenscharen nnd ihre Invarianten. 
16. Die ganzen Divisoren einer Klasse Q. 

III. Die ltD dem Korper K (U, x) gehorigen Abelschen Integrale. 

17. Die Abelschen Integrale. 
18. Die Differentiale der Elemente des KOrpera K und die zugehBrigen Divisoren. 
ID. Die Differentialklasse W. 

*) Die mit [0] bezeicbneten Anmerkungen sowie die gleichbezeichnete 
Nr. lOa ruhren von Herm A. OstrollJski her. 

Encyklop. d. math. WiI.Oll.ch. n 3. 86 
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20. Die Fundamentalaufgabe in der Theorie der .Abelschen Integrale. Der Rie­
mann-Rochsche Satz. 

21. Die Elementarintegrale erster, zweiter und dritter Gattung. 
22. SpeziaIisierung fiir die Integrale mit rationalem Integranden. 

IV. Die zum Korper K(y, x) gehiirigen algebraischen Kurven. 
23. Die ebenen aIgebraischen Kurven und ih1'c singuIaren Punkte. 
24. Der zur Kurve (£ gehllrige Divisor der Doppelpunkte. 
25. Auflosung del' Singularitiiten einer KUIve. 
26. Die zu einer G1eichung F(x, y) gehongen Funktionenringe. 
27. Darstellung der zum Korper K gehorigen Kurven durch homogene Koordinaten. 
28. Die Diffe1'entialteiler einer Divisorenschal' und ihre Anwendung in del' Geo­

metrie. Die PWckcl'schen Formeln. 
29. Theorie der aIgebraischen Raumkurven. 

V. ])ie Klassen algebraischer Gebilde. 
30. Die Hauptkurve eines Korpers und ibre Wdc,·strafipunkte. 
31. Die Normalgleichungen und die Moduln del' algebraischen Korper. 
3:? Die Normalgleichungen und die Moduln der allgemeinen Korper vom Ge­

schlecht p. 

VI. Algebl'aische Relationen zwischen Abelschcn Intcgl'alen. 
33. Algebraische Normierung der Fundamentalintegrale e1'ster und zweiter Gattung. 
34. Die Integrale dritte1' Gattung und der Satz von der Vertauschung von Para-

meter nnd Argument. 
30. Einteilung alIer Wege auf einer Riemannschen FBiche in Klassen. 
36. Die Fundamentalsysteme von Periodenwel!en fUr eine Riemannsche ]j'Hi,che. 
37. Die Periodenrelationen der lntegrale erster und zweiter Gattung. 
38. Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Fundamentalsy8t~men von 

Perioden wegen. 
39. Die Period en der Integrale zweiter Ul1d dritter Gattung als Funktionen ihrer 

U nstetigkeitspunkte. 
40. Die Primfunktionen. Zerlegung der Funktionen des KOl'pers in Primfunktionen. 
41. Das Abelsehe Theorem als Additionsprinzip der Integrale. 
42. Die aus dem Abelschen Theorem folgenden Reduktionsprobleme. 
43. Das Umkehrproblem fiir die .Abels chen Integrale. 

VII. (\llhang.) ArithmetiscllC Tlleorie der algebraischen Zanlen. 

U. Der Korper ](1) der rationalen Zahlen und der Korper K(p) der p-adischen 
Zallien 

45. Die algebraischen Zahlkorper und die illnen isomorphen rationalen Kon­
gruenzkorper. 

4G. Untersuchung der rationalen Kongruenzkorper fUr den Bereich einer Prim­
zahl p. Ihrc Reduktion auf die p-adischen Kongruenzkorper. 

4: ~. Die p-adischen Kongruenzkol'per und die ihnen isomorphen Korper K (~) 
der n-adischen algebraischen Zahlen. 

48. Der zu einer vorgelegten Gleichung F(x) = 0 zugehOrige Galoissche n-adischc 
ZahlkOrper K(~). 
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dieses Artikels. 
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K Hensel, Za.hlentheorie, Berlin 1913 (H. II). 
-, Eine neue Theorie del' algebraischen Zahlen, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 433 

bis 452 (H. IfI). 
In diesen Werken ist die im Anhange erwahnte Theorie der rationalen 

und algebraischen Zahien ausfiihl'lich dargestellt. 

Es werden hauptsachlich nur die Abhandiungen zitiert, welche die ~Ie­
thoden del' arithmetischen 'l'heorie benutzen. Fur die iibrige Literatur, die sich 
auf die im Referat beriihrten Fragen bezieht, vgl. B.-N., II B 2 (lflit'tinger), III C 4 
(Ber.zolan), III C 8 (Rohn), III C 9 (Segre) , III C 10 (Zindler) [OJ. 

I. Der Korper K(z) der rationalen Funktionen von z. 

1. Untersuchung der rationalen Funktionen von z ffir eine Stelle 
dieser Variablen. Die Gesamtheit alIeI' rational ell Funktionen 

Z = rp(z) 
einer komplex en Variablen mit beliebigen reeilen odel' komplexen Ko­
effizienten bildet einen KiJrper 1), dessen Elemente sich durch die ele­
mentaren Rechenoperationen wieder e rzeugen. 

Jedem Werte z =" bzw. Ii: = 00 del' unabhiingigen Variabeln 
ordnen wil' eindeutig eine Stelle zu.2) Geometrisch entspricht jeder end­
lichen Stelle a = a + ib ein Punkt del' komplexen Zahlenebene odeI' 
durch stereographische Abbildung derselben ein Punkt .p del' sog. 
Einheitskugel st vom Dul'chmesser eins; del' Stelle Ii: = 00 entspricht 
del' SiidpoI Voo diesel' Kugel. Die geometrischc Repriisentation dient 

1) Die erste Korperdefinition bei Dedeklnd (Zahlkorper), (Lejeune-DiriChlet, 
Vories. iiber Zahlentheorie, 2. Aufi., Braunschweig (1871), fiir Funktionenkorper 
KI'onecke1' (Rationahtats- und Gattungsuel'eiche), Festschrift, p. 6. Andere wesent­
lich allgemeinere Korperdefinitionen geben D.- W., p. 185, Weber, Math. Ann. 43 
(1893), p. 526-527, Steinitz, J. f. Math. 137 (1910), p. 172. 

Es sind eigentlich zwei verschiedene Korperbegriffe, mit denen die Theorie 
der algebraischen Funktionen einer Veranderlichen operiert. Einmal sind es 
Korper der algebraischen Funktionen einer bestimmten festen Veranderlichen z 
(Kroneclce1') - solchen Korpern entsprechen dann n-blattrige iiber der z- Ebene 
oder der z-Kugel ausgebreltete Riemannsche FHi.chen. Oder es wird kein Ele­
ment des Korpera ausgezeichnet, so daB nur zwischen konstanten und nicht kon­
stanten Elementen zu unterscheiden ist, und cleF Korper wird durch die ratio­
nalen Relationen (mit beliebigen konstanten Koeffizienten) bestimmt, die zwischen 
seinen Elementen bestehen (D.-W:, H.-L., Steinitz). Genauer, ein Korper alga­
braischer Funktionen einer Variabeln ist gegeLen, ~enn zu jedem Paar nicht 
konstanter Elemeute aus ihm ein irreduzibies Polynom von zwei Veranderlichen 
gegeben ist, das verschwindet, sobald fiir die Veranderlichen jene Elemente ein­
gesetzt werden. Dieseru Ietzten implizite bereits bei D.-·W. vorkommenden 
Korperbegriff entspdcht der Begriff del' absoluten Riemannschen FHiche, fUr 
den sich bei D.- W. eine arithmetische Definition findet (s. lOa). [0] 

2) II B 1 (Osgood), Nr. 8. lO] 
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hier wie im Holgenden nur zur einfachen Veranschaulichung; die fo1-
genden Untersuchungen und Beweise sind von ihr unabhiiugig. Die 
dem Werle fJ = a bzw. z = 00 zugeordnete Stelle soll im Holgenden 
ebenso wie der zugehorige Punkt der Kugelfliiche st durch V bzw. V .. 
bezeichnet werden. 

Jede Funktion Z des Korpers K(z) besitzt in einer beliebigen 
Stelle lJ (z = IX) eineu eindeutig bestimmten Zahlenwert Z(lJ), welchel' 
0, 00, () sein kann; hier wie im Folgenden bedeutet c einen bestimmten 
endlic11en von Null verschiedenen Wert. 1m er8ten bzw. im zweiten 
FaIle heiBt V cine Nullstelle bzw. eiu Pol; ist dagegen Z(lJ) = C, so 
heiBt Z cine Einheit odeI' eine Einheitsfwnld-ion fur die Stelle V und 
wird kurz durch E(lJ) oder E(z ! a) bzw. E(V",) oder E(z I (0) be­
zeichnet. 

Z heiBt eine ganze Funktion fih' die Stelle V, wenn Z(v) eudlich 
ist, ist Z(p) = 00, ist also vein Pol fiir Z, so nennt man sie eine 
fur p gebrochene Funktion.3) Die Summe, die Differenz und das Pro­
dukt von ganzen Funktionen ist wiedel' ganz. Eine ganze odeI' ge­
bl'ochene Funktion Z hei.Bt durch eine andere U fiit' die Stelle V teil-
bar, wenn del' Quotient ~ dort ganz ist. Die Eillheitsfunktionen, und 

sie allein, sind in jedet ganzen Funktion enthalten. 1st sowohl Z 
durch U als auch U dmch Z fiir p teilbar, so heWen. Z und U fiir V 
iiquivalent, und dies ist stets und nul' dann del' Fall, wenn sie sich 
urn eine Einheitsfunktion multiplikativ unterscheiden. 

Eine ganze Funktion pes) heiBt eine P.rimfunktion fUr die Stelle V, 
wenn sie dort eine N ullstelle hat und nicht in ein Produkt von Fak­
toren derselben Art zerlegt werden kann. Eine solche Primfunktion ist z. B. 

p = fJ - a fiir die endliche Stelle (z = a) 
1 

p = - fiir die unendlich ferne Stelle (f4 = (0). z 
Alie Primfunktioncn fiil' eine und dieselbe Stelle sind einander iiquivalent. 

1st peine Primfunktion, so laSt sich jede andere Funktion Z 
auf eine einzige Weiae III del' Form 

(1) Z = EP~ 

darstellen, wo f! eine ganze Zahl, und Ii eine Einheit bedeutet. Der 
Exponent' (1, welcher ofi'enbar von del' Wahl del' Primfunktion un-

a 
3) Ganz analog nennt man in der Zahlentheorie einen reduzierten Bruch b 

gan.z in bezug auf eine Primzahl p, wenn b mit p teilerfremd ist, gebroclten 
in bezug auf p, wenn b durch p teilbar ist. Ebenso heil.lt eine Zahl a durch 

eine andere b teilbar in bezug auf p, wenn i ganz in bezug auf p ist. Vgl. 
Nr. H diescB Referat.es. (0] 
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abhiingig ist, soIl die Ordnungssahl von Z fib' die Stelle.p heiBen. Es 
besteht also fiir jede Funktion Z und fiir jede endliche odeI' die un­
endlich feme Stelle eine Gleichung: 

(ta) Z = (z - a)!' E(s I a), bzw. Z = (fYE(s 1(0). 
Die allgemeinste Primfunktion fiir die betr. Stelle ergibt sich aus 
diesen Gleichungen fur Q = 1. Die OrdnU11gszahl von Null ist 
gleich + 00 zu setzen. Die Stelle V ist eine N ullstelle odeI' ein Pol 
fiir Z, je nachdem Q positiv odeI' negativ ist. 

Man ordnet nun jeder Stelle V einen DivisQ1' zu, welcher ebenfalls 
durch .p bezeichnet werde, und zwar solI die Teilbarkeit einer Funk~ 
tion Z durch .p durch die folgende Definition charakterisiert werden. 

Eine Funktioll Z ist durch V" teilbar, wenn sie im zugehorigen 
Punkte V mindestens die Ordnungszahl Q besitzt, wenn sie also fitr 
jene Stelle mindestens durch die Qt" Potellz del' zugehOrigen Prim~ 
funktion tellbar ist. Z hei~t genau durch \W teilbar, wenn sie in 
p genau die Ordnungszahl Q hat. 

Sind Z und Z' ganau durch pe und V~' teilbar, so ist ZZ' und 
..; genau durch p~ + ,,' und p~ - (>' teilbar. 

Man nennt die so definierten Divisol'en Primteile1; weil ein Pro­
dukt ZZ' dann und nul' dann durch V teilbar ist, welln mindestens 
einer del' Faktoren .p enthiilt. 

Zwei Funktionen Z und Z' heiBen modulo p(> kongruent, wenn 
ihre Difi'erenz mindestens durch .p~ teilbar ist. Z,vei solche Fnnktionen 
heiBen fiir den Bereich von V gleich, wenn sie fiir jede noch so hohe 
Potenz von V kongruent sind; zwei rationale Funktionen sind dann 
und nul' dann fUr den Bereich von l' gleich, wenn sie identisch sind. 

Jede Funktion Z des Korpers K(s) ist fiir den Bereich einer be­
liebigen Stelle V gleich einer eindeutig bestimmten Potenzreihe 

Z = A"pe + AHlpe+ 1 + . . . . (ll) 
mit konstanten Koeffizienten A", welche beliebig weit rational be~ 
rechnet werden konneni del' Exponent Q des Anfangsgliedes ist gleich 
del' Ordnungszahl von Z. Fiir eine endliche bzw. fur die unendlich 
ferne Stelle gelten so Entwicklungen: 

Z = A,,(s - a)" + .4('+l(s-a)('+ 1 + "" (p) 
(2) z= Bo(~r+ BO+1(~r+l+.... (Pac) 

Die Reihen (2) sind abel' nicht bloB fUr den Bereich del' Stelle 
V gleich Z, sondern sie stellen, wie nUll leicht bowiesen werden kann Sa), 

Silo) Vgl. z. B. H.-L., p. 8-10. 
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die Werie YOIl Z auch der GrofJe nack mit jeder vorgegebenen Ge­
nauigkeit fiir aIle Werte von z innerhalb eines Kreises auf der Kugel­
flli.che ~ mit dem Mittelpunkte V dar, dessen Peripherie durch den 
nachsten Pol von Z geht. Man nennt diese Reihen die zur Bteae 4> 

gehiirigen Fnnktionenelemente von Z. Eine allgemeine analytische Funk­
tion, welche in einer endlichen Umgebung eines Punktes l> gleich 
einer Potenzreihe (2) ist, besitzt, wie man sagt, an diesel' Stelle ratio­
nalen Charaktel'. Die rationalen Funktionen sind also analytische 
Funktionen, welche an einer jeden Stelle rationalen Charakter be­
sitzenj umgekehrt folgt aus den Elementen del' Funktionentheorie, daB 
jede solche analytische Funktion dem Korper K(z) angehort. 

2. Der Korper K (V) aller zur Stelle l> gehorigen Potenzreihen 
und der Unterkorper XCV) der zu V gehorigen konvergenten Potenz­
reihen. Wir betraehten die Gesamtheit aller Potenzreihen fur die 
Stelle V: 
(3) 
bzw. 
(3') 

Z = a~(z - «)(1 + a(lt1(z - a)(l+l + ... 

Z= ( 1 )0+ 1 
a('+l z· + ... 

Wenn man den Begriff der Gleichheit fur den Bereich von V wie 
oben und die Addition und Multiplikation von zwei solchen Reihen 
wie gewohnlich definiert, so bilden auch sie einen Korper XCV), von 
dem der Korper der rationalen Funktionen ein Teilkarper ist; denn 
eine Reihe (3) odeI' (3') stellt dann und nur dann eine rationale Funk­
tion dar, wenn ihre Koeffizienten aQ' a(,+1, ... einer Rekursionsformel 
geniigen. Auch fur diesen groBeren Korper K (V) gelten genau die 
einfachen Gesetze, welche vorher flir den Korper K(z) der rationalen 
Funktionen fur diese Stelle ausgesprochen wurden. Auch fur ihn ist 

p = Z - a bzw. 1_ eine Primfunktion, und jede andere Funktion des z 
Korpers K(\») liiBt sich in del' Form (3) bzw. (3') eindeutig darstellen. 

Einen Teilkorper von K (V) bildet nun der Bereich K(p) aller 
derjenigen Potenzreihen (3) bzw. (3'), welche einen endlicken Xonver­
genzbereidt besitzen, also del' Bereich aller zu V gehOrigen Funktionen­
elemente, welche dort rationalen Charakter haben, derselbe werde kurz 
dey Xiirpei' de;- Potcllsreihen t'n V genannt. Del' letzte Absatz des 
vorigen Paragraph en zeigt, daB die r!ltionalen Funktionen nicht bloB 
dem Karper K'(V), sondern auch seinem Unterkorper K(V) angehOren. 

3. Untersuchung der rationalen Funktionen von z fUr alIe 
Stellen der ganzen Kugel:flache. Die rationalen Divisoren. Die Ein­
fiihrung .der den einzelnen Punkten V del' Kugelflache R zugeordneten 
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Primteiler leitet naturgemii13 iiber zu del' Betrachtung del' aHgemeinen 
aus ihnen zusammengesetzten Divisoren, Es seien Vl1 VB' "" l\ 
l' beliebige Punkte dor KugelHache ~ und zugleich auch die ihnen 
zugeordneten Primteiler; sind ferner 1111 k}" ' , " It,. beliebige positive 
odeI' negative ganze Zahlen, odeI' auch Null, so sagen wir: 

Eine FUllktioll Z des Korpers K(z) ist fiir den Bereich del' 
Stellen VII VB' ' , ') V,. durch den Divisor 

q = V/',p:/ •. , , p/r 
teilbar, wenn sie allgemein im Punkte ~\ mindestens die Ordnungs· 
zahl h; besitzt, wenn also Z fiir jede diesel' Stellen Vi mindestens 
durch die h/' Potenz del' zugehorigen Primfullktion Vi teilbar ist. 
Z ist ein ganzes Vielfadzes odeI' ein Multiplum von q, wenn sich Z 
auBerdem noch auf del' ganzen Fliiche Sf mit Einschlu.6 von poo, 
falls diesel' Primteiler nicht in q vorkommt, regular verhlilt, also 
sonst keine Pole besitzt, q heiBt ein ganzer oder ein gebrochener 
Divisor, je nachdem keiner odeI' wenigstens einer seiner Exponenten 
llegativ iat, 

Die Summe q = hl + h2 + ' , , + hr der Exponentell VOll q heiSt 
die Ordnttng jenes Divisors, Sind 

q = 4>/'P2h• , •• p/r, r = Vt"'V/' . , , p/r 
zwei beliebige Divisol'en (in denen auch einige Exponenten Null sein 
kOllnen), so nennt man 

V/' + klV~ho + k. , , , p,."r + k,. und \\'" -k' \)2't. -k. , , , p/r- 1'r 

bzw, das Produkt und den QWJtienten von q und r und bezeichnet 

sie durch q t und~, Sind q und l' die Orduungszahlen von q und t, 
t 

so sind die entsprechendcn Zahlell fUr qr und _'L bzw, q+t' nnd q-r. 
t 

Dann kann man aUe RegeIn und Definitionen der Arithmetik auf die 
Multiplikation uud die Division dieser Divisoren ausdehnell, Jeder 

Divisor 0, liiBt sich als Quotient :t zweier ganzen Divisoren darstellen, 

weIche der Ziihlet, und del' Nenner von q heiBen, und diese Darstel­
lung heiBt reduziert odeI' nicJd ,'eduzie"t, je nachdem 3 und n gewisse 
Primteiler gemeinsam enthalten odeI' nicht, Ebenso ergibt sich del' 
Begriff des gro{3ten gemeinsamen Teilet,s b = (0,11 0,2' ' , " q,u) mehrerer 
ganzer odeI' gebrochener Divisoren genau wie in der l'einen Arithmetik. 

Zu jeder rationalen Funktion Z gehOrt ein Divisor 

qz = ~z = " 't, h h. h hr tlz '1"1 '1"2 ," '1",. , 

dessen Ziihler in del' reduzierl.en Form durch die Nullstellen, dessen 



3. Untcrsuchung der rationalen Funktionen auf der ganzen KugelfHiche. 541 

Nenner durch die Pole von Z eindeutig hestimmt ist. So ist z. B. 
flir jeden Linearfaktor e - a bzw. ..!.. z 

~a 1 ~oo z-a=- -=--, 
~oo' Z ~o 

Da eine rationale Funktion durch ihl'e Pole und Nullstellen bis auf 
cine multiplikative Konstallte bestimmt ist, so kann man 

Z tlz :i=qz=e-
3z 

setzen, wenn man unter eden Anfangskoeffizienten der Entwicklung 
von Z in del' Umgebung eines ein flir aIle Male fcstgewiiblten 
Punktes V (etwa von V"') versteht. Dann gehort zu dem Produkte 
bzw. dem Quotienten zweiel' Funktionen Z und Z' das Produkt 

qz . <lz' bzw. del' Quotient -~~ seiner Divisoren. 
qz' 

Da eine rationale Funktion ebenso viele Nullstellen wie Pole be­
sitzt, so ist die Ordnullg eines jeden zu einer Funktion Z gehorigen 
Divisors qz gleich Null, und umgekehrt zeigt lllan leicht, daB zu jedem 
Divisor der Ordllung Null stets eine und nul' eine Funktion des 
Korpcrs gehort. 

Hieran schlieBt sich die Einteilung ailel' Divisoren in Klassen, 
welche fill' die hier betrachteten rationalen Divisoren sehr einfach ist, aber 
fur das hOhel'e Gebict del' algebraischen Divisorell yon gl'oBer Wichtig­
keit wird. Wir rechllen aile rationalen Divisoren Z = qz in eine KlasseE, 
die sogenannte Ei"heii$' odeI' Hauptldassc, welche cinem Elemente Z des 
rationalen Korpers st(z) gleich sind. Die Hauptklasse enthiilt also aile 
und nul' die Divisoren nullter Ordnung. Allgemeiner nennen wir zwei 
Divisoren q und q' iiquivalent und rechnen sie in cine Klasse Q, wenn 

ihr Quotient ~, ein Divisor del' HauptkIasse oder also einer Funktion 
q 

des Korpera gleich ist. Hieraus ergibt sich sofort, dati zwei Divisoren 
q und q' dann und nul' dann in dieselbe Kinsse gehoren, weun Ric 
von gleicher OrdlltUlg sind. 

Es giht unendlich viele Divisorenklassen, BiilUlich fUr jedell ganz­
zahligen 'Vert del' Ordnungszahl eine einzige; z. B. gehOrt zur Ord­
nungszahl1 die Klasse A, del"en Divisoren (lJqz) aUe einem beliebigen 
Prilllt~iler ~ iiquivalent sind; sic enthiilt tiberhaupt aUe Primteiler, und 
diese sind die einzigen ganzen Di·dsoren diesel' Klasse. 

Sind Q und B zwei Divisorellklassen, q und t irgelldwelche Di· 
visoren derselben, so sind alle Produkte qt die samtlichen Divisoren 
einer einzigen neuen Klasse, welche durch Q B hezeichnet werde; und 
ebonS{) l)ilden aUe Quotienhm .i. cine andere Klasse, welche R~ ge-r . 
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nannt wird. Die Hauptklasse E ist die einzige, durch deren Multi­
plikation und Division cine beliebige Klasse Q nicht geandert wird, 

fill' welche also stets QE = j- = Q ist. Ist.A. die oben charakte­

risierte Divisorenklasse erster Ol'dnnng, so sind aIle Divisorenklassen 
ill der Reihe: 

enthaltell. 

II. Del' KorI)Cr K (U,;iI) (leI' aIgebraischell Funktionen einer 
Variablen. 

4. Allgemeine Sittze iiber die algebraischen Funktionen. Auf­
gahe del' TheOl·ie der algebraischen Funktionen einer Veranderlichen 
ist die Untersuchung aller rationalen Funktionen U = cp(u, z) del' 
heiden Val'iablen tt und z mit konstanten Koeffizienten unter del' Vor­
anssetzung, daB H Wurzel einer Gleichung nten Grades 

(4) (('11, z) = u" - all _ 1 (z)ttn - 1 + ... + aoCz) = ° 
mit rationalen Funktionen von z als Koeftizienten ist. MilJl kaUll cine 
heliebig gegebene Funktion {(It, z) auf rationalem Wege in ihre ir­
rednktiblen Faktoren zerlegeu; deshalb kann und soIl gleich voraus­
gesetzt werden, daB {(tt, z) irreduktibel ist."') 

J eder Stelle V del' nnabhangigen Variablen (z = IX, bzw. fJ = (0) 
entsprechen stets n gieiche odeI' verschiedene Zahlenwerte ttl1 tl"2' ••• , Un 

von 1t; 1t iet also eine n-deutige Funktion von z. Jede symmetrische 
Funktion von '/1'11 1/'2' .•• u" ist eine rationale Funktion von z. 

Die Gesamtheit alIer Funktionen U = peu, z) bildet einen Korpel' 
K(tt, z). Jede GraBe U dieses Karpel'S geniigt ehenfalls einer sog. 
Hauptgleichung nten Grades 

(4a) F(U, z) = Un - b"_l(Z)1J"-l + ... + bo(s) = 0, 

deren linke Seite entweder selbst irreduktibel odeI' die Potenz einer 
il'l'eduktiblen Funktion iet; jedes Element U = rp(u, z) von K(u, z) 
ist also auch eine n-deutige Ihmktion von z, und zwar hangen fUr jedc 
Stelle l' vou z die n konjugierteu Zahlen U. mit den Zahlen f", durch 
die Gleichungen U. = p(1to $) ztlsammen. Speziell hei!lt 

(5) n(U) = bo(z) = U1 U2 ••• Un 

die Norm von V; es bestehen die Gleichungen 

\oa) n(UV) = n(U)n(V), t1 (~) = :~~~. 

4,) VgLI B 1 b. 5. 
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Ferner heiI~t das Determinantenquadrat: 

{B) aCU)=/1,"U;,U,2, ... Ut- 1
i
2=flCu,-Uk? (i,k=1,2, ... ,n) 

i<k 
die Dis7criminante vou U. 

1st d(U) nicht identisch Null, so heiBt U eine primitive E'unktion 
des Korpers; nur in diesem Falle ist die Hauptgleichung P( U, ~) = 0 
selbst irreduktibel. 

Es seien endlich U(l), U(21, •.. , V(") 1l Fuuktionen des Korpers 
K(u, z), und es mogen allgemein: 
(7) UP), U,(2 J, ••• , U;(n) (i = 1,2, ... n) 
die konjugiel'ten Zahlenwerte del'selbell fur irgendeinen 'Wert von z be­
£leu ten. Dann heiBt das allgemeinere Determinantenquadrat: 
(8) d( U(l), [P), .•. , U(n» = I U,(I), U,(2), ... , U;(n) 12 
die Diskriminante des Systems (U(1), U<2), ... , U(n». Die n Funktionen 
U,·, sind dann und nur dann rational abhangig, d. h. zwischen ihnen 
besteht eine homogene lineare Gleichung 

c1 Uti) + C:l U(2) + ... + Cn U(n) = 0 

mit rationalen nicht samtlich verschwindenden Koeffizienten ctCz), 
wenn ihre Diskriminante identisch Null ist . 

• Jede Funktion U des Korpera K(1I, z) kann auf eine einzige 
)Veise III del' Form: 

(9) U = co+ C1H + C2tt2+ ... + cn _ 1 un - 1 

mit rationalen l!'unktionen von z als Koeffizienten dargestellt worden, 
Daher heiBt das System (1, tt, ... , nn-l) eine Basis des Korpers K(u, z). 
Allgemeiner bildet das System (1, U, ... , un-I) eine Basis des Korpers, 
wenn 'u eine primitive Funktion, also a(U) ~ 0 ist, und daa Gleiche 
gilt fUr jedes System (D(ll, U(2), .•• , D(n»), dessen Elemente rational 
unabhangig sind, dessen Diskriminante d( U(1), U(2), .•• , V(a l ) also nicht 
Null ist.5) 

5) Die Entwicklungen von Nr. 4 werden bei H.-L. unter llenutzung kon­
jugierter Zahlenwerte einer Funktion durchgefilhrt. Da bei D.- lV. auf Benutzung 
der Reihenentwicklungen vel'ziehtet wird und die Mogliehkeit, fill' jeden Wert 
von z den ]'unktionen des Korpers gewissc 'Verte beizulegcn, erst am SchluSBC 
der Untersuchung begriindet wird, lUUS dort auf mehr formale Betrachtungen 
zUrUckgegriffen werden, die ahnlich durchgefiihrt werden wie in der Idealthcorie. 
(Vgl. z. B. Dirichlet·Dedekind, Vorlesungen uber Zahlcntheoric, 4. Aufl. 18!)4, 
p. 487 fr.) 

1st 1/1' " ., 1J" eine Basis, und ~ eine beliebigc l'unktion des Korpel's, so 
lassen sieh die Produkte t1/1' •.. , ~1Jn durch die Basis (1JJ so darstellen: 

i=ll. 
~1jk= ~Y!.;Jli(k = 1, ... , n), wo Yki rationale· Funktionen von z sind. An die 

i = 1 
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5. Untersuchung der Funktionen des Korpers K(u, $) in 
der Umgebung einer Stelle der unabhangigen Variablen. In 
der Umgebung einer endlichen oder del' unendlich femen Stelle 
p(z = a oder IJ = 00) del' Val'iablen z sind die Koeffiziellten a,(z) 
del' Gnmdgleichullg (4) in llach ganzen Potenzen del' Entwicklungs-

funktion p (05 - a bzw. ~-) fortschreitende Potenzreihen entwickel­

bar, d. h. sie gehoren dem umfassenderen Korper XCV) der Potenz­
reibell in Van. Wiihrend nun die linke Seite feu, £I) der Grulld­
glcichung im Korper KCz) der rationalen Funktionen von 05 als un­
zerlegbar vorausgesetzt werden konllte, ist sie dies in dem weiteren 
Bereich X (p) der Potenzreihen in V im al1gemeinen nicht, sondern 
sie zerfiillt in ein Produkt VOll unter sich verschiedenen unzerleg­
baren Faktoren, deren Koeffizientell c.(p) fiir die Umgebung der Stelle 
V rationalen Charakter haben, ohne doch rationale Funktionen von 
IJ zu scin. Auch hier gibt es ein rationales endliches Vel'fahren, um 
diese Zerlegung mit jeder vorgegebenen Genauigkeit zu machen, und 

sich darauB fur I; el'gebende Hauptgleichung: 

!I'l-b, !In •... , 'Y1n 

'!hu !In-b.. .. , 'Iii n 
(- 1)"9'(1;) = = 0, 

Yn1' Yf/,2' ···,Ynn-b! 
deren Unabhangigkeit von del' Wahl der Basis aus dem Multiplikationssatz der 
Determinanten folgt, kniipfen die weiteren Definitionen an. Die Norm n(b) 
von b definieren n.-W. als die Determinante I 'Yik I (i, k = 1, ..• , n). Es folgt 
dann, daB fUr jede rationale Funktion t yon z 9' (t) = n (t - &) ist. Die Spur 
H(~) von b wird als YlI + 'Y •• + ... + Ynn deflniert. (Die Funktion cp (t) stimmt 
mit der Funktion (t - b)(t - t1) ••• (t - b"-1) iiberein, wo &1' .•. , tn-t die zu , 
konjugierteu Funktionen sind.) AIle Eigenschaften del' Funktionen !p(t) , n(/;), s(l;) 
werden nun durch entsprechende Wahl der Basis ('I)i) bewiesen. Die Diskrimi­
nantc cines Systems von n Funktionen ('I);) (i = 1, ... , n) wird durch die Gleicbung: 

t.. (1)11 ••• , 'I),,) = ! S('lt'l,J I (i, k = 1 ... '11.) 
llefiniert., ohue Benutzung der konjugierteu Basen. Die Diskrimina.nte einer 
Funktion U wird als .6.(1, U, ... , Un -1) definiert. Die Ausdriicke aller dieser 
Grotlen durch konjugierte Werte einer Fnnktion werden bei D.- lV. erst nach 
EinfUhrung der absoluten Riemannschen FIache .abgeleitet, p. 243-247 (§ 16. Kon­
jugierte Werte und konjugierte Punkte). [0] 

In der Abhandlung "Neue Begriindung der arithmetischen Theone dar 
algebraiBchen Funktionen einer Variablen", Math. Ztschr. 5 (1919), p. 118-131, 
fUhrt HC'nsel diese Theorie auf diejenige der Kongruenzkorper KCt~, mon feu, z» 
aller modulo fCu, z) ganzen rationalell Funktionen von u mit in z rationalen 
Koeffizienten fiir fCu, z) als Modul zuriick. Die in Nr. 0-'; gegebenc Darstellung 
der Theorie kniipft an dieso Arbeit Ml. 
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sie ist nur auf eine einzige Art moglich. Somit kann und soIl die 
Untersuchullg zuniichst auf den einfachsten Fall beschrallkt werden, 
daB die linke Seite der Grundgleichung feu, z) selbst nicht bloB fUr 
den Bereich K(z) del' rationalen Funktionen, sondern auch fUr den 
Bereich K (V) der Potenzreihen in p irrednktibel ist. 

6. Die Grundgleichung ist fUr den Bereich K (p) in-eduktibel. 
Wir betrachten zuerst die Gesamtheit alIer rationalen Funktionen 
U = cp(u, p) von t~, deren Koeffizienten Potenzreihen in p sind mo­
dulo feu, s). Auch sie bilden einen Korper K(u, V), welcher aus dem 
Korper XCp) del' konvergenten oder nicht konvergenten Potenzreihen 
in p durch Hinzunahme oder Adjunktion des einen Elementes u her­
vorgebt. Jede diesel' Funktionen U liiBt sich modulo feu, s) auf eine 
einzige Weise in der Form: 

(10) U = ao + alt~ + a~tt2 + ... + a,,_lu,,-l 

mit Koeffizienten in K (p) darstellen. Die rationalen Funktionen von u 
und z, d. h. die Funktionen des Korpers K(~t, s), bilden einen Teil­
korper dieses Karpers, aIle ftir diesen gefundenen Ergebnisse geIten 
demnach such fur den Korper K(tt, z). Jede Fllnktion U geniigt 
wieder einer Hauptgleichung 

(11) F(U, p) = Un - b,,_lCP) Un-l + ... + boCp) = 0, 

deren Koeffizieuten Potenzreihen in p sind, und welche in X (p) ent­
wedel' selbst irreduktibel oder die Potanz einer irreduktiblen Funk­
tioll ist. Durch die Voraussetzung der lrreduktibilitat del' Grund­
gleichung fUr den Bereich XCp) gestalten sich die folgenden Dber­
legungen sehr einfach. 

Auch hier werde dem Wede z =" bzw. s = 00, welchem im 
Korper del' rstionalen Funktionen von z die Stelle p bzw. Voo ent­
spricht, im Korper K(u, z) del' rationalen Funktionen von u und fJ 

eindeutig eine einzige Stelle ~ bzw. ~oo zugeordnet. Dieselbe Stelle 
ordnen wir auch jenem Werte von;; fur den groBeren Korper K(u, p) 
del' rationalen Funktionen von tt mit Potenzreihen in pals Koeffi­
zienten zu. 

Ein Element U heiBt algebraisch ganz odeI' .qebrochen, je nachdem 
al/,e Koeffizienten bj(p) seiner Hauptgleichung (11) ganz sind oder 
nicht. Aus del' Irreduktibilitat der Grundfunktion feu, z) folgt dann 
del' Fundamentalsatz: 

Ein Element U des Korpers K(u, p) ist algebraisch ganz oder 
gebrochen, je nachdem seine Norm n(U) = bo(p) ganz oder ge­
brochen ist. 

Hieraus ergeben sich sofort die Satze, daB die Summen, die Diffe-
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renzen und die Produkte von gall zen Elementen wieder ganz sind, 
daB diese also einen Ring im Korper K(tt, p) bilden. Von zwei be­
liebigen Elementen U und V heiBt das erste durch das zweite teil-
bm', wenn ~ ganz, wenn also n( U) durch n (V) teilbar ist, sic 

heiJ3en iiquivalent, wenn ihre Normen gleiche Ordnungszahl haben. 
Ein Element E heiJ3t eine Einheit, wenn n ( E) eine Einheit ist. Aqui­
valente Elemente unterscheiden sich hicrnach urn eine multiplikative 
Einheit E. 

Untor den ganzen Elemonten gibt es solche, deren Norm eine 
positive abel' moglichst kleine Ordnungszahl hat; jedes solcha Element 
:rt heiJ3t eine Primfunktion fur den Korper .K (u, V) oder die ihnan zu­
geordnete Stelle ~. Jedes andere Element U ist eindeutig in del' 
:Form Ena darstallbar, wo E cine Einbeit bedeutetj die VOI1 der Aus­
wahl von n unabhangige ganze Zahl a heiBt die OrdmmgszalU von U 
fur die Stelle ~. 1m Korper K(u, p) hOrt also das Element p auf, 
eine Primfunktion zu sein; an seine Stelle tritt das Element :rt oder 
irgcndein aquivalentes n' = En. 

Zwei Elemente U und U' heiBen modulo ~I.' kongru,ent, welln sie 
modulo n~ kongruent sind, wenn also U - U' durch nil algebraisch 
teilbar ist; sie heif3en [iir die Stelle ~ gleich, wenn sie filr jede noch 
so hohe Potenz von ~ kongruent sind. Dies ist stets und nur dann 
der Fall, wenn jene beiden Elemente nicht verschieden sind. 

Jedes ganze Element U ist modulo ~ einer einzigen endlichen 
Konstanten C kongruent, namlich derjenigen Zahl c, fiir welche n(c- U) 
durch p teilbar ist. AllgemeineI' ist jedes ganze oder gebrochene Ele­
ment filr eine beliebige Potenz ~r von ~ einer einzigen Reihe 

cana + ca+1na+1 + ... + cr_1n r - 1 

mit konstanten Koeffizienten kongruent. 
Wir hetrachten nul' den Karpel' K (~) aller Potenzreihen 

(12) c na -L C n,H 1 + ... + c nr + ... a I a+l r 

in :rt mit konstanten Koeffizienten, gleichgiiltig, ob sie in einer end­
lichen Umgebung del' Stelle ~ konvergieren oder nicht, bezeichnen 
die Reille der Elemente cana, cana + ca + l :rta +1, • .. als ihre Niihertmgs­
werte und nennen zwei solche Reihen wieder kongruent modulo ~r, 
wenn aIle ihre Nllherungswerte modulo ~r kongruent sind. vVir nennen 
sie gleich fur den Bereich von ~, wenn sie fiir jede Potenz von ~ kon­
gruent, wenn sie also identisch sind Endlich soIl ein Elemellt U von 
K (u, p) und eine solche Potenzreihe gleich genannt werden, wenn sie 
fUr jede noch so hohe Potenz von ~ kongl'Uent sind. 
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Dann ist jedes Element des Karpers K Cu, fJ) einer einzigen Potenz­
reihe von K(~) gleich und umgekehrt, diese beiden Karper sind also 
identisch. 

Hieraus folgt nun, daB jede Primfunktion :t ein primitives Ele­
ment innerhalb K (u, V) ist, und daB n(%) = pEep) von del' ersten 
Ordnung ist. Die Primfunktionen sind also vollstandig durch den 
folgenden wichtigen Satz chal'akterisiert: 

Eine algebraische Funktion n ist stets und nul' dann fur den 
algebraischen Korper X (u, V) eine Primfunktion, wenn ihre Norm 
n(%) fur den rationalen Korper XCV) cine Primfunktion ist. 

Hieraus folgt sofol't der allgemeinere Satz: 
Besitzt a = E%a in del' Stelle ~ die Ordnungszahl a, so hat 

n(U) in del' zugeol'dneten Stelle lJ die gleiche Ordnungszahl. 
Unter den aquivalenten Primfunktionen kaDn man % stets so 

auswahlen, duB as del' einfachsten Gleichung 
1 (13) n"-(z-a)=O bzw. %"--=0 . z 

geniigt. Die n konjugiel'ten Werte dieser Primfunktion sind also 
1 

1 -

(13 a) %; = Wi(Z - a)n bzw. x, = tt/(f) " (i=O,1, ... n-1) 

wo w eine primitive ute Einheitswul'zel hedeutet. 1m Folgenden wil'd 
meistens diese Primfunktion benutzt werden. 

Es sei nun a ein beliebiges Element des Korpers K(u, lJ) und 
F(U,~) = 0 die zugehorige Hauptgleichung nwn Grades, ferner moge 

1 1 

fiir die Primfunkt.ion % = (z - a)n bzw. C )n 

U1 = cana + ca +1n,>'+1 + . . . (~) 

die Darstellung von a fur den Bereich von ~ sein und es bedeuten: 

Uj = cania + C",+1%."'+1 -1- ... 
= cawi"'na + C",+lWi(a+1lna+l + ... (~) (i=2,3, ... ,n) 

die n - 1 zu Ul konjugierten Potenzreihen, welche aile die gleiche 
Ol'dllungszahl a besitzen.6) Danll zerfiillt die linke Seite del' Haupt­
gleichung im Karpel' K (~) eindeutig in das Pl'odukt del' n Linear­
faktoren: 
(14) FCU, Jp) = (U - u,J(V - at)" . (a - Un) (~). 
AUB diesem Grunde sollen dem Elemente a fur den Bereich der Stelle 

6) An die l~eihenentwicklungen kniipft die Definition der Ordnungszahl 
einer algebraiscben Funktion an einer bestimmten Stelle zuerst Weie1'slra/l an. 
V. 1873. B.-N., P 381; H.-L., p. 141-145. [0] 
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~ aiese n Potenzreihen ~ zugeol'dnet und als die n konjztgierlen WUT­

ziln del' Gleichung F ( U, V) = 0 fUr den Bereich jener Stelle be­
zeichnet werden. Dieselben sind stets und nul' dann voneinander ver­
schieden, wenn U ein primitives Element ist, und es ist n( U) = U1 ••• U". 

Betrachtet man an Stelle des Korpers J{ (u, V) alier modulo f(1t, e) 
ganzen rationalen Funktionen von ~£ mit konvergenten oder nicht kon­
vergenten Koeffizienten in K (lJ) nur den Bereich K(u, V) der ratio­
nalen Funktionen vonu mit 7com:ergenten Potenzreihen in pals Koeffi­
zienten, so bilden auch diese einen Korper, also einen Teilkorper von 
K(u, lJ), wenn die Grundfunktion feu, z) auch innerhalb K(V) unzer­
legbar ist; auch diesel' enthiilt den zu untersuchenden Korper K(u, ::) 
del' rational en Funktionen von z und It als Teilkorper. Jedes Element 
U dieses KOl'pers K(u, p) geniigt einer Hauptgleichung F(U, p) = 0 
mit konvergenten Koeffizienten, deren linke Seite fiir den Bereich von 
113 ebenfalis in das Produkt del' n konjugierten Linearfaktoren (14) 
zerf;1llt. Dann kann man wieder durch Majorantenbildung den Nach­
weis fiihren 6"), daB in dies em Falle die n konjugierten W urzeln 
U1 , U2 , ••• U" lconvergente Potenzreihen sind. Diese Reihen stellen 
auch die n konjugierten W urzeln del' Gleichung F( U, V) = 0 fiir aHe 
Werte von z in einer endlichen Umgebung der Stelle " dar. Man 
nennt sie die zur Stelle ~ geliorigen Funktionselemente fitT die alge­
braische Fttnktion U. 

Geometrisch betrachtet konnen diese Werte der algebraischen 
Funktion U in del' Umgebung der Stelle ~ eindeutig auf n Bliittern 
ausgebreitet werden, welche in einem n-bHittrigen Verzweigungspunkte 
zusammenhiingen, del' jetzt ebenfalls durch ~ bezeichnet werde. So 
entspricht dann dem Punkte V auf del' einbUittrigen KugelHache Sf 
diesel' n-bHittrige Verzweigungspunkt ~ eindeutig. 

7. Allgemeiner Fall: Die Grundgleichung zerf'aJ.lt innerhalb 
K(V) in mebrere irreduktible Faktoren. Es werde jetzli der allge­
meinste Fall betrachtet, daB die Grundgleichung innerhalb des Kor­
pel'S KCp) del' konvergenten Potenzreihen fur V reduktibel seij dann 
zerfiillt sie in ein eindeutig bestimmtes Produkt irredukHbler Fak­
toren. Es sei: 
(15) feu, z) = ft(t~, V) t; (u, V)··· ("Cu, V) 
diese Zerlegung, ).., ).S1 ••• A. seien die Grade del' 11 irreduktiblen 
Faktol'en in u. Dann folgt aus der Anwendung der soeben gefun-

6 a) H.-L., p. 68-73. 1m Gegensatz zu "E. N.'l, p. 184, glaube ich, daB 
auch diese Majorautenmet.hode ala rein arithmetische anzusehen ist; hierauf 
werde ich an anderer Stelle zuriickkommen. 
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denen Ergebnisse auf die einzelnen irreduktiblen Gleichungen, daB 
die n Wurzeln der Grundgleichung in v Zyklen 

(16) (1) (1). (2) (~). • (v) (V) ul ,'" U.l1 , U1 , .•• U.l., ••. , ttl , .•• u)." 

Eerfallen; jeder Zyklus enthiilt die Wurzeln von je einem dieser irre­
duktiblen Faktoren. Allgemein konnen die Wurzeln Ul(i), ug(i), ••• UI. (i) 

von f.(u, V) = 0 in konjttgierte Potenzreihen entwickelt werden, welche 

nach ganzen Potenzen von (z - a){i bzw. (f/i fortschreiten und 

hOchstens ~ine endliche Anzahl von Gliedern mit negativem Ex­
ponenten enthalten. Diese Reihen stellen )'; unter den n Wurzeln der 
Grundgleichung fur eine endliche Umgebung der Stelle p dar und 
sind in dieser Umgebung (eventuell mit Ausnahme des Punktes V 
selbst) stetige Funktionen ihres Argumentes. Genau dasselbe gilt fUr 
die Wurzeln del' Hauptgleichung F( U, z) = 0, der ein beliebiges Ele­
ment U des Korpers K(tt, z) genugt und deren linke Seite fur den 
Bereich von V in gleicher Weise zerfallt. 

Wir ordnen nun der Stelle V im rationalen Korper K(z) die 
v Stellen ~1I ~2' .•. ~)' in dem nlgebrais~heu Korper K(u, z) Zll, ent­
spreehend den v fur den Bereieh K(p) irreduktiblen Faktoren f.(u, p) 
der Grundgleiehung bzw. den v Zyklen U1 (i), u/), ' ... U)i) ihrer W urzeln, 
und sagen allgemein, dll.6 jede Funktion U des Ko;pers K(u, z) in 
der Umgebung der Stelle ~; die Ai konjugierten Darstellnngen besitzt, 
welche aUB einer unter ihnen: 

f!i f!i+ 1 

(17) U = af!/z - a)11 + a('i+1(z - a);:;- + ... 
1 1 

durch Ersatz der Wurzel (x; - a).fi durch ihre konjngierten wt(z- a)To 
fur a = 0,1, ... (A.i - 1) hervorgehen.7) Jeder dleser Stellen ~i ordnen 
wir endlich einen gleichbezeichneten Primteiler ~i zu und setzen fe"t, 
daB U genuu durch ~i(li teilbar helBen solI, wenn U in del' Stelle ~, 
die Ordnungszahl QI besitzt. Die·e Stelle ist eine ein- oder mehrfache 
Nullstelle oder ein Pol, je nachdem Q; eine po!<itive oder negative 
Zahl ist. Speziell ist del' der Stelle V zugeordnete Linearfaktor z - a 
bzw.!'" genau durch ~// teilbar. Geometrisch konnen die Werte der z 
algebraischen Funktion U in der Umgebung der Stelle ~i eindeutig 

7) Der Gedanke, die Definition der Stelle des algebraischen Gebildes an die 
Reihenentwicklungen zu kniipfen, riihrt von WeierstrafJ her. V. 1873, B.-N., 
p. 379; Baker, Math. Ann. 45 (lH1l2); die Benutzung der fiir den Bereich K(lJ) 
irreduktihlen Faktoren der Grundgleichuug winl durch zahleutheoretische Analoga. 
nahe gelegt. V gl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig, p. 168 if. (0) 

Encyklop. d. ma.th. Wi.sensch. II S. 37 
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auf die Ii Blatter ausgebreitet werden, welche in einem ,1,;-bliittrigen 
Verzweigungspunkte, del' jetzt ebenfalls ~i genunnt werde, zUl-ammon· 
hangen. So entspricht dann dem Punkte p auf der einbliittrigeu 
K ugelfHiche eindeutig das Sy~tem del' v V erzwf'iguugspunkte ~1' ~2' ••• "-lSI' 
von je II' l~, ... l~ Blattern, odeI' dem l'ationalen Primteiler V das 
System del' v algebraischen Primteiler ~u ~~, ... ~.,. Man sagt, ein 
Primteiler ~ besitzt die Verzweigungsordnung ,1. - 1, wenn in dem zu­
gehorigf'n Punkte ~ A Blatter zllsammenhangen, odeI' wenn del' zu­
geordnete irreduktlble Faktor del' Grundgleichung vom )}en Grade ist., 
Es gibt nul' eine endliche Anzahl von Primfiddoren einer positiven 
Verzweigungsordnung; aUe i.ibrigen Punkte heiBen 1'eguliir; fur sie 
schreitet die cine zugehOrige Potenzreihe U(jf3) nach ganzen Potenzen 

des Linearfaktors z - IX bzw. ~ fort; sie gehOrt also selbst dem IG:il'-z 
per KCp) del' konvergenten Potenzreihen in pan. 

8. Die dem Korper K(u, z) zugeordnete Riemannsche Kugel­
fUiche ~ •. 8) Man kann die Werte, welche ~£ odeI' eine beliebige 
Funktion U von K(u, z) fUr alie Werte del' unabhaugigen Variablen 
anniwmt., eindeutig und im aligemei"en stetig entweder auf n unend­
lich nahe untf'reinandcr gelagerten komplexen Zahlenebenen oder, was 
anst'haulil'her ist, auf n unendlich nahen ineinanciel' liegenden konzen­
trischen Einheitskugeln ~11 Sl'2' ... Sl'" ausbreten. Diese letzteren 
mogen in del' Einheitsk llgel S~ fUr die unabhangige Variable z und 
konzentri~ch zu diesel' IH'gen. Es sei nun p() ein Punkt von ~, wel­
chern n regulare Punktc ~l(O), ~2(O), ••• ~,,(O} entsprechen, und diese 
magen durch die genau unter p(O} liegenden Punkte von Sl'l' Sl'2' ... ~ .. 
repra,.;entiel't werden; ferner sollen die zllgehorigen Potenzreihell 
U(~l(O», tC(lJ32(O»), •• , U( ~n(O» samtJich rf'glliar sein. Denkt man sich nun 
in bekannter Weise diejenigen Punkte, welche Verzwelgungsstellen und 
Polen von u entsprechen, durt'h kleine Kreise ausgeschlossen, und 
diese Kreise durl'h Schnitte verbunden, setzt man dann jene 11 Funk­
tionselemente simultan libel' diese n zerschnitlenen Kugeltlachen analy­
tisch flirt und heftet sie enJlil'h in geeigneter Weise ZUf;anmlPn, 80 

erhalt man den Wertevorrat von tt eindeutig und, mit A usnahme del' 
Pole, auch stetig auf del' so gewonnenen Riemannschen Kugd/liiche SP, 
ausgebn·itet. Die n- blattrige Biemannsl'he Fliiche Sl'. wird jetzt von 
del' einbliittrigen Flache Sl' so umhiilIt, daB die jedI'm Punkte V von 
St zngeordneten Punkte ~17 ~2' ••• ~~ von Sl'. gf'nau uutereinander 
und unter p liegen. Jede FUllktion U von K(u, z) ist dann auf del' 
Riemannschen Flache sp. eindeutig und bis auf eine endllChe Anzahl 

8) V gl. II B 1, Nr. 11-12, 22; II B 2, Nr. 4-6. [0] 
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von Polen auch stetig, und umgekehrt gehort jede analytische Funk­
tion, welche diese Eigenschaften besitzt, dem Korper st(u, z) an. 

Die n-bliWrige Kugelflache Sf, ist dann und nul' dann zusammen­
hiiJ1gend im Sinne del' Analysis Situs, wenn die Grundgleichung 
nt<ln Grades fur u innerhalb des Korpers K(z) irredukbbel ist 9); und 
allein in dies em Falle wird durch sie ~t als eine einzige analytische 
Funktion von z definiert. 

9. Direkte Berechnung der zu einer Stelle lJ gehorigen Wurzel­
zyklen.10) Das zu p gehorige Diagramm. Die din·kle Auffindung del' 
zu einer Stelle V(z = a bzw. z = (0) gehorigen Wurzelzyklen U(~i) 
wird durch eine Erweiterung des sogenannten Newtonschen Diagrarnms 
wesentlich erleichtert. Sei: 

(18) fCu, z) = Ao (z) + Al(Z)U + ... + An(z) un = ° 
die Grundgleichung fur K(tt, z), und es sei allgemein fUr die Stelle p: 

(19) A;(z) = a;(z - a){>; + ... hzw. A/(z) = a;(+ yi + .. '. 
Dann fixieren wir in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
die n Punkte: 

Wo= (0, flo), \li1 = (1, (11)' ... \lin = (n, Q,,)' 

Man verbinde dann den letzten Punkt \lin mit demjenigen Punkto 2(t, 
welcher von \lin aUB gesehen am tiefsten, und, falls es deren mehrere 
geben soUte, auBerdem moglichst entfernt von ~n licgt, und ziehe 
die Sehne 'Jln ~t; him'auf mache man von ~t aus dieselbe Konstruk­
tion und Fabre so lange fort, bis ~o erreicht iat. So erhiilt man ein 
D1l1'h un ten konvexes Polygon ¥In ~rt~ •... \lio' dnrch welches das Punkt­
I"ystem nach untt'n begrenzt winJ. Dann g.·horon Zll jeder dleser Be­
grenzllngs~ehnen dwa zu WtWs genau t-s vVurzdn u(~) = eo(il(z - a)'· 
+ e1 (i)(Z - a )"1 + .. " deren Anfang",expunenten Co aIle dJeselben und 

zwar gleich del' Steigung - (I: _:. der beireft'enden Sehne sind; die 

t - s Anfang-koeffizienten eo(il Eind die t - s von Null versthiedenen 
Wurzeln del' Glell:hullg: 

(20) epee) = atel + ... + akrf' + ... + a,eS = 0. 

In dieser Gleichullg sind 0Il ••• ak , ••• a. die Anfangskoeffizionten 
derjenigf'n GIei. hungsk"effiziellten A;(z) in (18), fur welche dIe zu­
gehol'igl'n Diagraruulpullkte WII ••• ~k" •• \li. auf del' betreft'enden Be­
grenzung sehne 21 t m, liogen. 

9) Der Satz stammt von Puiseux her. V gl. II B 1, Anm. &B. [0] 
10) Vgl.lIB2, Nr.~-3. LO] 
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Durch Fortsetzung desselben Verfahrens kanu man das zweite 
Glied cI (·j(z - a)El einer beliebigen Wurzel u, berechnen usf., und 
die Konvergenz der n so sich ergebenden Potenzreihen u($) voll­
standig nachweisenY) Fiir jeden del' v fUr die Stelle lJ irreduktiblen 
Faktoren t;(u, p), deren WUI'zeln einem Verzweigungspunkte ent­
sprechen, besitzt das zugehorige Ncu·tonsche Diagramm aine einzige 
Seite, und die zugehorige Funktion fP;(c) hat die Form: 

(21) fPlc) = (rio - C01o)O = 0 

wo lo Ii = Ai ist.12) 

10. Untersuchung der algebraischen Funktionen des Korpers 
fur aile Stellen der Riemannschen Kugeliliiche ~., Die algebraischen 
Divisoren. Es seien wie in Nr. 3 lPu lP2' ... ~r l' beliehrge Punkte 
del' Kugelflache Sl~ und zugleich die ihnen zugeordneten Primteilerj 
sind ferne I' hI' h2' ... hr beliebige ganze Zahlen einschlieBlich Null, 
so stellen wir genau dieselbe Definition wie a a. O. fUr die Teilbarkeit 
einer algebraischell Funktion U durch den algebraischen Teiler odeI' 
Divisor: 
(22) Q = \.l5Ih'\.l52h • ... \.l5/'r 
auf. Auch hier heiBt die Zahl q = hI + h2 + ... + hr die Ordnung 
von 0., und 0. heiBt ein ganzer Divisor, wenn aUe Exponenten nicht 
negativ siildj sonst wird 0. ein gebrochener Divisor genannt. Wir de­
finieren das Produkt :0 m und den Quotienten Of,R zweier Di visoren 

11) H.-L. (1902),1'.47-77. 
12) Allgemeiner !rann man jedem Polynom 

feu, z) =..do (z) + ..4.1 (z) U + ... + .An(z)u1! 

in l' mit Potenzreiben von z als Koeffizienten durch die oben entwickelte Kon­
struktion ein Diagramm zuordnen. Dann gilt der Satz von Dumas (These Paris 
[1904J, p.13): Das Diagramm cines Produktes von zlcei odeI' mehl'eren Pulynomen 
in tt ent.-teht aus den Diagramrnen der einzelnen Faktoren, tfCnn man die einzel­
nen Beiten dieser DiagralllIlle nach steigenden Neigungen anordnet und dann mit 
Omen die Figur bildet, die zur KOl1struktion ihrer geollletrischen BUll/men dient. 
L11L1t man Lei dm Polynomen in u nur solche Potenzreihen als Koeffizienten zu, 
die nach ganzen Potenzen von z fOl'tschreiten, so gelten die weiteren S11tze 
(G. Dumas, eb .. nda p.16): Jedes Polynom, dessen Diagramm gebrocben ist, ist 
reduzibel. Jeder Seite des Diagramms entspricht ein Teiler des Polynoms, dessen 
Diagramm aus nur einer Seite von derselben Neigung und Lange be"teht, und, 
bis auf eine Potenzreihe von z als Fuktor, nur ein solcher Teiler. Die Satze 
bleiben bestehen, wenn man den Pot~nzreihen, die als Koeffizienten auftreten, 
die Bedingung auferlegt, einen nicbt verschwilldenden Konvergenzbereich zu be­
sitzen. Diese Satze verwendet dfmn Dnrnas zur Ableitung von Reibenentwick­
lungen. Ein alteres Verfahren von B"ll (~liInch. Ber. 21 [1892]. p.207) berubt 
ebenfalls auf sulrzessiver Zerlegung der linken Seite der Grundgleichung. [OJ 
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genau wie in Nr. 3. Jeder gebrochel1e Divisor Hi.Bt sich dann wieder 

als Quotient 0 = J = 1iL zweier ganzer Divisoren in del' reduzier-
n ng 

ten oder auch in einer mit dem beliebigen ganzen Divisor 9 erweiter­
ten Form darstellen. Auch del' Begriff del' Teilbarkeit eines Divisors 
durch eineu andel'en Bowie del' des grofJten gemeinsamen Teilers 
ID = (011 0.2, ••• o.v) mehrerer gauzer odel' gebrochener Divisoren 
wird gel1au ebenso wie in del' rein en Arithmetik definiert. Diesel' 
groBte gemeinsame Teiler ist dann und nul' dann ganz, wenn das 
Gleiche fur aIle Divisol'en 0; gilt. 

1st ~ ein beliebiger algebraischer und p del' ihm zugeordnete 
rationale Divisor, so wollen wil' p die Norm von ~ nennen und dieses 
VerhaItnis dUl'ch die Gleichung p = n('.l3) ausdruckenj allgemeiner 
verstehen wir unter del' Norm eines beliebigen algebl'aischen Divisors 
o = ~lh'~2h •. .. '.l3/r den zugeordneten rationalen Divisor: 

(23) q = n(Q) = Plh'P2h •••• p/r. 
Die Ordnung eines algebraischen Divisors ist also stets gleich der­
jenigen seiner Norm. 

Zu jedem Elemente TJ des Korpel's K(u, z) gehort ein algebrai­
scher Divisor: 

(24) Q u= eOu = e'.l3/'~2h •. .. ~/k, 
nu 

dessen Zahler 5u durch die Nullstellen, dessen Nenner lIu durch die 
Pole von U eindeutig bestimmt ist.1S) Einem beliebigen Linearfaktor 

e - ct =:= des rationalen Korpel's entspricht z. B. del' algebraische 

Divisor: lPJ,3,cuit 
z -l(, =--- .. ----£/$/",)11110 , 

wenn allgemein ZUl' Stelle P a die lfbliittrigen V erzweigungspunkte ~/a), 
zur Stelle poo die m .. -bliittrigen Verzweigungspunkte ~,,( .. ) gehoren. 
Durch Angabe ihres Divisors ist eine Funktion U bis auf eine Ein­
heit, d. h. eine multiplikative KOllstante e bestimmtj unter dieser 
woIIen wir in naturgemiiBer Verallgemeinerung del' auf p. 5 .. 11 gegebe­
nen Vorschrift den Anfangskoeffizientell del' Entwicklung von U in 
del' Umgebung eines ein fur aIle Male festen regularen Punktes ~o 
verstehen. Dann gehort zu clem Produkte bzw. dem Quotienten zweier 
Elemente von K(u, /!) das Produkt bzw. del' Quotient seiner Divi­
sorell. Ferner gehort zu del' Norm von U, d. h. zu dem Produkte 

13) V gl. die Darstellung der Funktionen des Korper8 durch Polygonquo­
tienten bei D.- W., p.247-248. [0] 
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u;, U2 ••• Un die Norm q = nCO) des zugehOrigen Divisors, so daB 
die Gleichung besteht U1 , •• Un = e1 ' , , en q . Da nun jede rationale 
Funkti,)n von e aU",in, also aUl:h n(U), ebensoviele Nullstellen als 
Pole besitzt, d. h. die Ordnungszahl Null 11at, so gilt dllsselbe auch 
von jedem Divisor Ou. 

AHe zu Elementen des Korpers KCH, z) gehorigen Divisoren 
haben mithin die Ordnungszahl Null, diese Funktionen besitzen also 
ebensoviele N ullstellen als Pole, 

Die Anzahl Vu der Pole oder der Nullstellen von U heiSt de1' 
Grad dieser Funktion 14); so ist z. B. jeder Linearfaktor ;; - a, bzw. 

~ innerhalb des Korpers nten Grades K(z, u) vom nten Grade; dann 
,Z 

gilt der allgemeine Satz: Eine Funktion vten Grades nimmt jedell 
reellen oder komplexen Wert 8n genau 1·' Stellen der Ri~mannschen 
Flliche sr, an. 

10 a, Die arithmetischen Begriindungen des Punktbegriffes, 
Wlihl'end die im V origen gegebene Dal'stellung del' TheOl·ie vom Punkt­
oder Primdivisorellbegriff ausgeht, del' durch die Theol'ie des Kon­
gruenzkorpers sichergestellt wird, el'scheint diesel' Begl'iif in der ur­
sprunglichen in D.- TV. gegebenen Begriindung del' arithmetischen 
Theorie als einer der hauptslichlichsten Zielpunkte der ganzen Ent­
wick lung. In diesel' Dal'stellung fuSt die Definition des Punktes del' 
absoluten Riemannschen Flache auf der mit Hilfe rein algebraischer 
und arithmetischer Prinzipien zu entwickelnden lclealtheorie, wobei 
allel'dings die meisten Beweise zu reinen Existellzbeweisen werden. 

D. und TV. definieren den Punkt del' zum Korper K gehorigen 
absoluten Riemannschen Flache dUl'ch folgende Forderungen, bei denen 
der inval'iante, von jeglicher Auszeichnung bestimmter Funktionen 
des Korpers K unabhlingige Charakter dieses Begriffes unmittelbar 
einleuchtet: Wenn jedem Element ee, {l, y, ... von K ein Zahlenwert 
"0' flo, YO) ••• so zugeordnet werden kann, daB ao = a ist, falls a kon-

stant ist, und allgemein (ee + {J)o= "0+ {lo, (a{J)o= (Xo{lo, (;) = ~: 
wird (zu den Zahlenwerten wird dabei auch 00 gerechnet), so ordnen 
wir jeder solchen Zuol'dnung einen Punkt der absoluten Riemannschen 
Flache von K zu und sagen, das Element a von K nehme in diesem 
Punkt den Wert ao an.15) 

Um nun den Umfang des hiermit eingefuhrten Punktbegl'iffes 

14) tiber die Definition des Grades einer algebraischen Funktion vgl. lVeier­
fltrrJ/3 V.1873. B.-N., p. 381; D.-1V., p. 2-12-243; H.-L., p.156. [0] 

Hi) D.- W., p.286. 
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genauer zu beschreiben, zeichnen wir ein nicht kOllstantes Element z 
von K aus. Jedes Element von Kist dann eine gauze odeI' gebro­
chene, rationale odeI' algebraische Funktion von s. Dabei ist jede 
gebrochene Funktion von s als Quotient yon zwei ganzen Funktionen 
darstellbar. Als ein Ideal in fJ bezeichnen wir dann jede Gesamtheit 
von ganzen Funktionen aus K, die mit zwei Elementen a und (3 zu­
gleich auch jedes Element ita + y{J enthiilt, wo x, y beliebige ganze 
Elemente von K sind.16) Unter dem Pl'odukt von zwei Idealen a 
und b verstehen wir das ans moglichst vielen Elementen bestehende 
Ideal, das aIle Produkte del' Funktionen aus a und b enthalt, unter 
dem Einheitsideal E, das aus allen ganzen Elementen von K be­
stehende Ideal. Eine im Ideal a enthaltene Funktion hei£\t durch a 
feilbar, zwei Funktionen, deren Differenz in a ellthalten ist, modulo n 
kongruent, Es gilt nun del' folgende Fundamentalsatz: IdeaZe, die sicli 
nicht als Prodl,lkt von su:ei weiteren, von E verschiedenen Idealen da'l'­
stellen lassen - Primideale - habe-n die chamkteristische Eigen­
schaft, daf3 nach ihnen jede ganze Fun7ction von K eine1' Konstante 
kongruent il>t. Jedes Ideal (l ist auf eine einzige Weise ells ein Potens­
produkt von endlich vielen Primidealen da1'stellbar,17) -

Unter dell vielen Folgerungen aus diesem Satz heben wir nul' eine 
hen'or: Ist uns ein beliebiges Primideal p gegeben, so ist jede Funktion f 
von K durch eine positive, verschwindendc odeI' negative ganze Po­
tenz von \' gellau teilbar. Sind f1 und f2 durch die ate bzw. pie Po-

tem; von \' genau teilbar, so sind t~f2 und ~: genau durch die 

(c, + (3)to bzw, (a - PY" Potenz von p teilbar.18) Eine Funktion, die 
genau durch die Ote Potenz von p teiJbar ist, ist modulo p einer end­
lichen von Null verschiedenen Konstante kongruent. Ersetzen wir 
nun jede Funktion f von X, je nachdem sie durch eine positive, ne­
gative odeI' die nunte Potenz von p genau teilbal' ist, bzw. durch 0, 
00 odeI' die ihr modulo \l kongruente Konstante, so erhaltell wir 
einell Punkt im oben definiertel1 Sinne. Und so erzeugt jedes Prim­
ideal p einen Punkt ~ del' absoluten Riemannschen Fliiche von K. 
Aile diese Puukte habell die Eigenschaft, daB in ihnen das vorher 
ausgezeichnete Element von K den Wert 00 nicht annimmt. Hat 
umgekehrt ein Punkt diese Eigenschaft, so bildet die Gesamt­
heit all~r ganzen Funktionen von X, die in ihm verschwinden, ein 
Primideal, durch das llmgekehrt diesel' Punkt erzeugt wird. Nimmt 

16) D.-W., 1). 206 if. 
17) D.-W., p.215-217. 
18) D.- w" p.239-241. 
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aber fJ in einem Punkt den Wert 00 an, so braucht man nur srott e 
ein anderes, in diesem Punkt nicht unendlich werden des Element von K 

auszuzeichnen, etwa f, um dem Punkte ein Primideal zuordnen zu 

konnen. 19) 

Unter einem Polygon wird ein symholisch aufzufassendes Potenz­
prodnkt ans gewissen Punkten 

~ = ~"~{l ... ~l-Vi (r 2 0, '1'1 ~ 0" .. r. 20) 

verstanden.20) Polygone entsprechen ganzen Divisoren. Bildungen, die 
gebrochenen Divisoren entsprechen, verwenden D.- TV: nicht. - Die 
Aquivalenz del' Idealtheorie mit der Divisorentheorie wird durch den 
folgenden Satz dargetan: Wird in K ein nicht konstantes Element s 
ausgezeichnet, so bildet die Gesamtheit ailer ganzen Fnnktionen aus K, 
die dnrch einen bestirumten ganzen Divisor (in dessen Punkten ft 

nicht nnendlich wi I'd) teilbar sind, ein Ideal, und so erhiilt man aUe 
Ideale in fJ. Zur Beg-rundung der Idealtheorie fill' Funktionenkorper 
schlagen D.- W. einen ahnlichen Weg ein, wie Dedekind in seiner Be­
grilndung der Idealtheorie 21), wohei sich jedoch die ganze Deduktion 
viel einfacher gestaltet. Die von Kronecker 22) gegebene und spater 
von Konig 23) we iter ausgefuhrte Begriindnng der Iclealtheorie hezieht 
sich von vornherein sowohl auf Zuhlen- als auch auf Funktionell­
korper. In einer spateren Darstellung verwendet TfTebet· 2•1), um zu der 
Punktdefinition zu kommen, eine Ausgestaltung del' K"onec7wrschen 
Methode, die Theorie der Funktionale. Einen verwandten Weg schlagt 
l-Vellstein 25) ein. 

Auch weitere zahlentheoretische Untersuchungen del' Idealtheorie 
sind auf Funktionenkorper iibertragen worden. R. Konig untersucht 
insbesondere die hyperelliptischen Funktionenkorper und wendet die 
Ergebnisse auf die Untersuchung der quadratischen Formen mit ratio­
nalen Funktionen von fJ als Koeffizienten an.26) Rehfekl?) heweist die 
Existenz einer Zahl, die del' Klassenanzahl in del' Idealtheorie analog 

19) D.-W" p.239. 
20) D.-W., p.241. 
21) Dirichlet-Dedekind, Vorl. it. Z., 4. Aufi. (1894), p. 493 ff. 
22) Kronecker, Festschrift p. 48 ff. 
23) Konig, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen GruBen. 

Leipzig 1908, Teubner. 
24) Weber, Lehrb. d. Algebra, Bd. III, p. 640ff. 
26) Wellstein, Jahresb. d. D. 111.-V. 19 (1904), p. 112-116. 
26) R. Konig, Wiener Monatshefte 23 (1912), p. 821-346; J. f. Math. 142 

(1912), p.191-210. 
27) Rehfeld, StraBb. Diss. 1904. 
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ist. Wie aUB dem Riemann-Rochschen Satz leicht folgt, ist diese Zahl 
das Geschlecht p des Korpers. Fur die hyperelliptischen Korper s. 
Konig.~8) M. Lenh 29) gibt eine charakteristische Eigenschaft der Gat­
tungen vom Geschlecht 0 an. [0] 

11. Untersuchung der Funktionen des Korpers K(u,s) in bezug 
auf ihre Teilbarkeit durch einen beliebigen Divisor. Die Grundlllge 
filr die ganze Theorie der algebraischen Funktionen biIdpt die voll­
stiindige Losung del' Frage nach allen Funktionen des Korpers, welche 
durch einen beliebig gegebenen Divisor 0 = ~/' ~2r • ••• ~.r1l teilbar 
sind. 

a) Es sci suerst 0 = ~W, uncl ~ entspreche einern n-bliittrigen 
VerfJweigungspu,nkte. 

In diesem einfachstem .Falle, auf den sich aIle anderen leicht 1'8-
duziel'en lassen, ist die Grundgleicbung feu,s) = 0 fiir den zu ~ ge­
hol'igen Bereich K(l') irreduktibel, wenn .p =~" der zu ~ zugeord­
net.e rationale DivisOl' ist. Es sei n irgend eine Primful1ktion fur den 

1 
1 

Bereich von ~ (etwa n= (z - ")n bzw. (~r)j dann konnen ofi'en-

bar alie Multipla von ~r fur die Stelle ~ auf eine einzige Weise 
homogen und linear durch die Basis: 
(25) (nr, n r + 1, •.. =z;r+,,-l) 

mit gansen Koeffizienten des Bereiches K(.p) d. h. in der Form: 
(25a) 1(1 =- u1nr + u2=z;r+l + ... + u',,=z;r+n-l 

dargest.ellt werden, deren Koeffizientell 'l~i rationalen Charakter fur die 
Stelle .p habell und von nicht negativer Ordnung sind. Ein solches 
System heiSt ein Fundamentalsystem fiir den Divisor ~J', und die 
Form w heiSt fur unbestimmte tt eine Fundamentalfo-rrn fiir den Di­
visor ~r, weil BUS ihr dU1'ch Spezialisierung der Unbestimmten aIle 
und nul' die Multipla. von $" el'halten werden. Die Gleichung nteu 

Grades 
(25 b) G(w) = (w - w1) (w - ws)'.' (w - w,,), 
deren Wurileln die n konjugierten Fundamentalformen sind, heiflt die 
Funaamentalgleickung fiir ~", da sie aIle und nul' die Gleichungen ergibt, 
denen die Multipla von ~r genugen, wenn man fUr t411 ••• U'n aIle 
ganzen GrijJ.\en des Korpel's K(.p) einsetzt. Ebenso ergibt die sog. 
Diskriminante del' Funaamentalgleickung fiir ~r 

(25 c) ~(r)(w) = flew; - wk)S 
I>k 

28) Sll.chs. Ber. 63 (1911), p. 860-861. 
~9) M. Lerch, Wiener Mona.tehefte 2 (19). p.465-468. 
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bei denselben Spezialisierungen del' Unbestimmten die Gleichnngs­
diskriminanten fiir aUe Multipla von ~W. Das System (25) ist nicht 
das einzige Fundamentalsystem fill' die Multipla von \131'. Irgend ein 
anderes System (fJCI), Ut2), ... U(lI» von Vielfachen des Divisors ~r ist 
uann und nul' dalm ein Fundamentalsystem fur denselben, wenn es 
aus dem obigen durch eine lineare Transformation: 

(26) U(·) = ~ttk(i) :n{+k-l (i, k = 1,2, ... n) 
mit ganzen Koeffizienten Uk(i) hervorgeht, deren Determinante I ttk(j) 1 

<lurch V nicht teiibar ist. 
Es sei nun (Uk(I), U k(2), .•• Uk(n» fiir k = 1, 2, ... n das zu 

(U(I>, U(2), •.. U(n») gehol'ige System, welches aus den n2 zu V go­
horigen konjugierten Entwicklungen besteht, und 
(27) d( U(t), U(2), ... U(tlJ) = 1 U},pJ, . .• Uk(n) 12 
die Diskriminante dieses Systems. Dann folgt aus dem Boeben er­
wiihnten Satze, daB die Diskriminanten aller Fundamentalsysteme durch 
dieselbe Potenz VD des zugehorigen rationalen Divisors teilbar sind, daB 
man also jenen Teller nUl' fill' das besonclers cinfache System (25) zn 
hestimmen braueht. 

Berechnet man nun die Diskl'iminante 

(28) in{,1C{+t, ... 1C[+n-112 (i=1,2, ... n) 
1 

des Systems (1Cr ,nr+ t, ... nr+n-l) unter del' Voraussetzung 1t.=w'(z-«)n 
21ti 

10 = en-; so ergibt sieh leicht del' Wert (z - a)2r+n-l. Also ist die 
in del' Diskriminante irgend eines Fundamentalsystems fiir ~r cnt­
haItene Potenz Dr (\l3) von p 
(29) Dr(~) = v2r+(n-l) = n(~W)2 n(~n-l), 
wo del' erste Faktor nul' von dem Exponenten r des Divisors, del' 
7.weite nul' von del' Natur des Karpel'S abhangt. Jedes andere System 
(U(l), ... U(n)) von n Vielfachen von ~I' ist dann und nul' dann ein 
Fundamentalsystem fiir diesen Divisor, wenn seine Diskriminante genau 
dUl'ch Dr(~) teilbal' iat. 

Ebenso leicht kann man die Potenz von V bestimmen, welche fill" 
nnbestimmte u17 U 2 , ••• u" in del' Diskriminantel:!.(r)(w) del' Funda­
mentalgleichullg enthalten ist. In del' Tat kann man auch hier von 
del' besonders einfachen Fundamentalform (25a) ausgehen. Beriick­
sicbtigt man dann, daB 

(30) l:!.(r)(w) = n(F'(w1)) = n(ll(wl - wh)) 

, = n (lI(ul nl' (1 - whr») + u9 nl' + 1 (1 - w(h+ 1)1') + ... ) 
ist, so ergibt sich ohne weiteres der Satz: 
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Die Diskrimimtnte del' Fundamentalgleichung fiir den Divisor 
~r ist fiir unbestimmte uj genau durch 
(31) pr(n-l)+(ln, r)-1) 

teilbal', wenn (n, 1') den groBten gemeinsamen Teiler von n und 
r bedeutet. 
1m Faile r = 0 handelt es sich um die Darstellung ailer fur den 

Bereich von ~ ganzen algebraischen Funktionen. Hier ist die Dis­
kriminante des Fundamentalsystems pn-I, d. h. genau gleich dem 
Teiler del' Diskriminante del' Fundamentalgleichung. 

b) Es sei (1 = ~/1 ~/2 ... ~"r." und die Primteiler ~ll ~2' ••. ~r 
gehoren aIle zu demselben rationalen Primteiler p. 

Diese Untersuchung kanu leicht auf die vorige zuriickgefiihrt werden 
mit Hilfe des allgemeinen Satzes: 

Man kann im Korper [(u,p) stets eine Funktion :linden, welcho 
an den zu p gehOrigen Stellen ~1I ~2' •.• ~>' beliebig vorgegebene 
Entwicklungen besitzt. 
Wir nehmeu del' Eil1fachheit wegen an, dall dem Punkte p drei 

bzw. a-, b- und c-bUittrige Verzweigungspunkte ~11 ~2' ~3 ent­
sprechen, und es sei (1 = ~~~; ~~. Es seien ferner x(O) und n 
zwei nach dem vorigell Satz bestimmte FUllktionen, welche im Be-

l 

reiche von ~1 bzw. gleich 1 und (z - a)a sind, wahrend sie in del' 
Umgebung VOIl ~2 und ~s gleich Nuil sind. Es mogen ferner (1(0) 

I 

und (I fUr ~2 und 0'(0) und (j fur ~3 bzw. die Werte 1, (f! _ ttY/) 
1 

und 1, (z - a) C haben und fiir die beiden auderen Punkte Null sein. 
Dann erkennt man wieder unmittelbar, daB die a + b + c = n 
Elemente: 
(32) xr xr + 1 n,,+a-l. {IS {lH-l {ls+b-l. (jt (jl+l (j1+0-1 , , ... , , "'" , ... , " " , ... , 
ain Fundamentalsystem fur aile Multipla von (1 = ~~~~~; inner­
halb des Bereiches K( u.p) bilden ~ d. h. aUe und nur diese Multipla 
sind eindeutig in del' Form: 

tv = u1;rr+ ... + uanr +a - 1+ vd>' + .... + Vb~'+b-l 
(32 a) + WI 6 1 + . , . + wc(jt+c- 1 

mit ganzen Koeffizienten des Korpers KCp) darstellbar. Die Diskrimi­
nante dieses Fundampntalsystems wird identisch gieich dem Produkte 
del' drei Diskriminanten: dCnr,;rr+t, ... , n r +a - 1) = p2r+(a-l), ••• , 

welche zu ~I' ~2' ~3 gehoren; es ergibt sich also sofort die Gleichung: 

(32b) DCD.) = D(~{) Dl~{) D(~{) = n(02) n (~~-q13~-l~~-l). 
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Ein anderes System (U(1), U(2), ... U(n»), von Vielfachen von 0 ist dann 
und nul' dann ein Fundamentalsystern fiir 0. in del' Umgebung del' 
Stelle V, wenn dasseJbe genau durch DCo.) teilbar ist. Jedes rational 
unabLangige System ('P),Yj(2), ... '1](11») des Korpers K(u,z) kann durch 
eine endliche Anzahl von rationalen Elementartransformatiollen in ein 
Fundamentalsystern (U(l), ... , []in») fiir 0. iibergemhrt werden; die Dis­
kriminanten d ('1](1), ••• 'I](n») und d (U(1), ... U(n» unterscheiden sich 
dann nut' urn eine Potenz des zugehorigen Lineari'aktors mit ganz­
zahligem Exponenten. 

Die Untersuchung del' einzelnen DiffeI'enzen, aus denen die Dis­
kriminante del' FundamentalgIeichung besteht, ergibt fiir diese den 
Teiler 

(33) ~o(w) = vIr(a-l) + (In,al-I) + 2 ,Eab'l/i (~, +) 
wo m (~ , f) jedesmal den kleinel'en del' beiden Briiche ~ und i 
bezeichnet. 

c) Die Ideale des Korpel's K(z,u) und die zugehOrigell Funda­
mentalsysteme. 

Es sei nun 0 = \l3/1 \l32r2 • •• \l3hl'" ein beliebiger gauzer odeI' ge­
brochener Divisor, dessen zugehOrige Punkte aber aUe im Endlichen 
liegen. Dann bildet die Gesamtheit alier Elemente des Korpers, 
welche durch 0 teilbar und auBerdem fur' alie itn Encllichen liegenden 
Punkte regular sind, einen Bereich I I 0), ein sog. Ideal. 30) Sind 
(U(I), (P), . .. []in» irgendwelche Elemente dieses Ideales, so gt'hBrt 
offenbar jede Funktiou 

(34) U = ul Um + tt2 lJl2) + ... + u,. .D(n) 

ebenfalis zu 1(0), wenn Ul , lis,.' . U" beliebige ganze rationale Funk­
tionen von z sind. Sind in del' Form (34) aIle Elemente von 1(0) 
enthalten, so heiBt (U(I), []i2), ... []in» ein Fun dam en talsystem fiir dieses 
Ideal. Ein System ist dann und nul' danu ein Fundamentalsystem fUr 
1(0), wenn ihm diese Eigenschaft fiir die Umgebung einer jeden im 
Endlichen liegenden Stelle V zukommt. Hierdurch ist ein Mittel ge­
gehen, urn ein beliebiges rational unabhaugiges System durch eine 
endliche Anzahl rationaler Transformationen in ein Fundamentalsysteru 
(U(I), ... []in» fiir ein beliebig gegebenes Ideal 1(0) urnzuformen und 
auBerdem mit Hilfe von (b) die Diskriminante dieses Fundamental­
systems zu bestirnmen. Urn dieses Resultat einfach schreiben zu 
konnen, bezeichnen Wir durch: 

(35) B = n~:-l 
30) Vgl. D.- W:, p. 206 f. (0) 
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das fiber aUe im Endlichen liegenden Punkte ~a erstreckte Pl'odukt, 
in welchern also nul' die Verzweigungspunkte mit einem von Null 
verschiedenen Exponenten vorkommen. Dann ist jede Diskriminante 
d( U(l), •.• l]Cn») des Ideales 1(0.) genau durch den Divisor 

(36) n(0.23) 

teilbar und enthiilt sonst keinen endlichen Divisor !J. 
dem Punkte ~oc lauter regulare Punkte, so ist del' obige 

(37) B. = 1I~:-\ 

Entsprechen 
Dividor: 

del' sog. Yerzweigungsteiler fon K(u,z) in Bezug auf die unabhangige 
Variable z, das iiber alle Verzweigungsp1111kte ~a erstreckte Produkt. 
Dann ergibt sich fur die Diskl'iminante DCo.) = D(l]Cl), U(2), ••. U(n» 
eines beliebigen Fundamentalsystems fiir 1(0) die wichtige Dar­
etellung 

(38) 

wenn q die Ordnung 

(38 a) 

DCo.) = n(Q23.) 
V!H W , 

von 0., und 

w=w.=~(a-1) 

die sog. Verzweigungsordnung die Ordnung des Verzweigungsteilers 
.8. ist.s1) 

1st speziell 0. = 1, also (l]C1), l](2), ••• lJ(n») ein Fundamental­
system fur die sog. ganzen, d. h. die Funktionen des Korpers, welche 

im Endlichen fiberall endlich sind, so ist D(l) = nCB,); da abel' 
Vocw 

andererseits jedes Element U k(/), also auch die Determinante I Uk(C) I 
in del' Umgebung del' reguliiren Punkte ~i(oc) nach ganzen Potenzen 

von : fortschreitet, so besitzt I Uk(i) III in del' Umgebung von -\Joo eine 

gerade Ordnungszahl; also ergibt sich del' Satz: 
Fur jeden algebraischen Korper K(u,z) ist die Ol'dnungszahl 

w. = ~\.a -1) des Verzweigungsteilel's stets eine gerade Zah1. 82) 

31) Vgl. D-W., p. 223 f.; H-L., p. 219-221. [0] 
32) Ist 0 = 1, so entsteht das FundarnentalsY8tem fur gante Gj'open (Kro­

tlecker, Diger. 309) oder die Basis (D.- w" p. 194) des Korpers. Mit der wirk­
lichen Herstellung ner Minimalbasis hesehilJtigen sleh zahlreiche Untersuchungen 
(sowohl Kronecker, Discr. 309), als auch D.- W., p. 193 geben nur Existenzbeweise). 
Die erste auf der allgemeinen Eliminationstheorie beruhende Met hode ist von 
Kronecker in del' Fest8chrift (§ 6, p. 16 -19) angedeutet und spater von Konig (s. l<'u3-
note %8), Allg. Th., p. 499-60~) ausfUhrlich dargestellt worden. In ihr wird das 
Probl!'m auf Systeme linearer Gleichungen zuriickgefiihrt mit Hilfe de~ Satzes, daf.l 
die Resolvente eines GleichnngsRystems, dessen Losung-en eine lineare Schar 
bilden, linear sein muB. Eln direktes Verfahren zur Zuriickfiihrung des Problems 
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] 2. Die algebraischen Systeme und ihre Elementarteiler. Die 
Gesamtheit alIer durch ein beliebiges rational unabbangiges System 
(U(1), [P), . . . Un») mit ganzen Funktionen tts von s als Koeffizienten, 
d. h. III der Form 
(39) U = ul U(I) + lt~ U(2)+ ••. + It,, Un) 
darstelIbaren Funktionen des Korpers K( u, z) bildet emen 'l'eiIbe-

auf lineare Gleichungen gibt Hensel (J. f. Math. 109, 1892), in korrigierter Form 
(J. f. Math. 111, 1893), 211ertens (Wiener Ber. 102118 , Its93), Hensel (Acta Math. 18, 
1894) - die in der letzten Arbeit gegeLene Methode stelJt etW<lS modifiziert ~nd 
mit Beispielen Baker (B. p. 105-112) dar. - Kiinig ~S) (p. 014-026). I lie letzte 
Methode fiihrt zu solchen Funktionen des Fundamentalsystems, die rational mit 
'ratiollalen Koeffizientm durch x,u ausdriickbilr ~ind, falls die Zahlcnkoeffizienten 
der Grundgleichung rational sind. - Die Methoden von Hensel (Act. Math. 18) 
losen das Problem unter Benutzung der Formen, wobei sich das sog. ab.'olute 
Fttndamentalsystem ergibt, bei dem auch der unendlich ferne Punkt nicht aUB­
gezeichnet ist. Die Methoden vou Hensel und Mertens beruhen auf d .. r von lIensel 
gegebenen "rationalen" Definition riel' 1'eilbarkeit durch gebrochene Potenzen 
einer Primfunktion. Durch direkte Einfilbrung gebrochener Potenzen rationaler 
Funktionen (Wurzelfunktionen) gelangt Laut (Dissert. Tlibillgen 1U13) zu piner cin­
fachen Losung des Problem~. Spater hat Hensel [J. f. Math. 115 (1890), Berl Ber. 
(1895) p. 933] Fundamentalsysteme in bezug auf den PrimteiJer x - a eingefii.hrt. 
Unter Benutzllng solcher Lesonderer Ji'undamentalsysteme hat dann Landsberg 
[Gott. Nachr. 1895, Math. Ann. 50 (18\19) p. 836-350J Methoden fli.l' die Konstruk­
tion absoluter Fundamentalsysteme abgelcitet III der erstpn dieser Abhandlungen 
wird die Irreduzibilitat der Grundgleichung nicht vorausgesetzt, und das erhaltene 
Fundamentaltiystem ergibt dann ein einfaches Kriterium fUr die Irreduzibilitat der 
Grunclgleichung. Die Methode der zweiten Arb .. it beruht nur auf den Reihen­
entwicklungen. 

Allgemeiner wird die Konstruktion des Fundamentalsystems fUr ein bc­
liebiges Ideal, worin die Konstruktion einer Minimalbasis als spezieller Fall ent­
hHlten ist, mit Hilfe der HeihenentwicklUllgen hei H.-L. p. 215 ausgefUhrt (190:!), 
desgleichen bei G. DU/II(/s. These (Paris 1904). p.6H-71. 

Endlich sei noeh das Jluch von H. Stahl, AbriB einer Theorie der algebrai­
seben Funktionen einer Veranderlichen, Leipzig 1\)11, erwiihnt, wo im !i 10 ein 
allgeme ner Ausdruek filr ganze Funktionell (untt-r gewissen Voraussehungen 
liber die Singularitaten der Grundkllrve) gelZeben und im § 14 zur Aufstellung der 
Minimalbasis angewandt wird Zur A ufst(>llung der Minimalbasis kann aueh die 
Thornesehe Metbode der Singllladtiitenauflosung (5") angewandt .werden. 

Einige spezieIJe Korper bet) achtet Baur (J. f. Math. 1 J 6. 1896) hypl'relliptische 
Korper [Math. Ann. 41 (1893), p. 4911, kubisehe Korper [eLd. 43 \ll"19a), p. 505], 
K. Fischer (Dissert. Bprlin, J. f. l\Iath 117, lR96) gibt allgemeine Methoden fUr 
ku\.ische und biquadrati~che Korper in Anlehnung an die ersten ArLeitcn von 
Hensel. 

Den Aufbau einer Fundamentalbasis unteTBurht Ba~er (Proe. Lond. M. S 26 
(1895), B. 47 -57) mit Hilfe des Riemann-Rocllschen Sntzes. Klf'in (R. 1<'. I, 
p. 122 -129) Le~pricht die ZlIsammensetzung eines absoluten Fundamelltal­
systems. V gl. endlich noeh Weierstrafl, V. 1873; B.-N., p. 433. lO] 
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reich desselben, welcher ein Modul genannt wird. 33) Jenes System 
(U(1), U(f), ... , UC,,») heiBt eine Basis des .L7Jfoduls. Jedes Ideal jst ein 
spezieller Modul. 

Zwei Systeme (U<zl) und (V(i») heiBen iiquiralent, wenn sie Basen 
dessplben Moduls sind, wenn sie also durch eine umkehrbare lineare 
Transformation mit ganzen rationaLen Koeffizienten ineinander ii ber­
gefUhrt werden konnen. Bildet man die zu einer Basis gehorige al­
gebraische Matrix (UP), Uk(~)' . . . Uk(n» und sutht nach den VOI'­
Behriften der Dett>rminantentheorie ihrc sog. Deie1'minan ten teiln', d. h. 
die gl'oBten gemeinsamen Teiler d) (z), d2 (z), ... dfO(Z) ihrer Unter­
determinanten erster, zweiter, ... nter Ordnung und aus ihnen die sog. 
Elementarteiler : 
(40) ) (~W ~OO e1(z) = d1(z , e2 z) = d~ ()' .•• en(z) = -, (~)' 

1 Z C ,,-1 w 

so sind dies Pl'odukte von Potenzen der rationalen Divisoren V mit 
ganzen oder gebrochenen Exponenten, und aus del' Definition aqui­
valenter Systeme folgt sofort der Satz: 

Aquivalente Systeme besitzen dieselben Elementarteiler. 
Es sei P ein im Endlichen liegender Punkt der einbHittrigen 

Kugelflache ~, zn weIehem auf der n-blattrigen Flache St. die Ver­
zweigungspunkte ~a' ~b' ••• ~c von a, b, ... c Blattern gehoren. Sind 
clann P'l, P·2, ... :p'" die in den Elementarteilern e,(z), e2(z), ... cr.(z) 
enthaltenen Potenzen von :p, so sind die Exponenten E), E2, ••• En ratio-
11111e Briiche, deren kleinste positive Heste, abgesehen von del' Reihen­
folge, die Bruehsequenzen: 

(0 ~ ! ... a -~. 0 ~ _2 .•• b_-:- 1. • •• 0 ~ ~ .. c --=-!) 
'a'a' a' 'b'b' b' 'c'c" c 

hilden. !vIit Benutzung diesel' Tatsache kann man mit Hilfe eines be­
liebigen algeLraischen System>:, z. B. von (1, UjI U,2, ••• ur- 1) die Ver­
zweigung oer zugt>horigen J:ittJ1ormschen Fliiche aus dem Koeffizienten 
del' Grundgleichung direkt finden.:I4) So ergibt sich Z. B. del' Satz: 

Besitzen in del' allgemeinen kubischen Gleichung: 

US + a (z) u + b(z) = 0 

die rationalen FUllktionen a(z), b(z), 6(z) = 4as + 27b2 fUr eine 
endli(·he oder die uneI,dlith fenle btdle V (z = a, bzw. z = (0) die 
OJ dlJungszahlen 0, b, tI, so wird die Verzweigung im Puukte :p dureh 

33) Eingt'hendere Untersuchung der Funktionsmoduln geben D.- W. HI4-206. 

Die Determinanten- und ElemelJtartciler der den Modnln zngehorigt·n Basis.ysteme 
werden jt'docb erst von Hensel her<lngezo~en, .J. f. l\lath 115, p. 254 tf. lO] 

34) H.nsel, Berlin Sitzuer. Ib90, p. 9U3; Hensel, ebd. p. 1103; H.-L· t 

p. 1~8ff. [0] 
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den Nenner des kleineren unter den Briichen f und ~ so bestimmt, 

daB er angibt, wie viele unteI' den drei Bliittel'll dort zusammen­

hangen. 1st aber i = {, so wird dieselbe Frage durch den 

Nenner von ~ entschieden. 85) 

.Jedes System (U(l), U(2).... U(n») kann durch aine endliche An­
zahl von rationalen Elementartransfol'mationen in ein aquivalentes 
(17(1), V(2), ... VAn») iibergefiihl't werden, dessen n Elemente durch mog­
lichst hohe Potenzen eines beliebig gegebenen rationalen Divisors V 
algebraisch teilbar sind, und zwar sind dies diejenigen n Potenien 
V'l, ,p's, .. ,pEn, welche in den Elementarteilel'll des -algebraischen Sy­
stems (UP), UP), ... U/"») enthalten Silld. Ein solches System (V(i») 
heiBt normal lit bezug auf die Stelle p. Die Determinanten ! ~(i) 1= / P',,(;) I 
sind genau dUl'ch P'l+"+''''n teilbar. 86) 

Dieses Resultat benutzen wir zur LosUllg del' folgenden Funda­
mentalaufgabe fur die Theorie und die Anwendung del' algebl'aischen 
Funktionen: 

Es sollen aUe linear nnabhiingigen Multipla eines beliebig go­
gebenen ganzen odeI' gebrochenen Divisors 0. innel'halb des Korpers 
K(u,z) gefullden werden. 

85) Hensel, Berlin Sitzber. 18911, p. 1103; fUr dreiblli.ttrige Fll\.chen vgl. 
Baltr, Math. Ann. 46 (189[», p. 31-61; J. f. Math. 1Hl (11\98), p. 171-174. Ein 
iibnlicher einfacber Satz besteht ftir die Verzweigung der allgemeinen vierblatt­
rigen KugelfHlche. Hensel, ebd. [OJ 

36) Del' Begriff einer Nonnalba,is, d. h. einer Minimalbasis, die in bezug­
auf den unendlicb fernen Punkt normal ist, wird bei D.- W. (p. 255-258) anf eine 
andere Weise mit einem Existenzbeweis eingefiibrt. Die Konstruktion einer 
solcben gibt Mertens (Wien. Sitzber. 18\J3, 20., p. 437), ein kurzeres Verfabren 
mit denselben Hilfsmitteln Laut (Dissert. Tiibingen 1!Wl). Aile iibrigen in der 
FuBnote 32) erwahnten Arheiten, die sicb mit der Konstruktion eines absolltten 
Fundamentalsystems fUr grlnze Formen beschliJtigen, ergeben zugleich auch Nol'­
malbasen [Baltr, Matb. Ann. 49 (1897), p. 73-821. wenn in den Formen der ab­
soluten Fundamentalsyst.eme eine der Variabl~n gleich 1 gesetzt wird. Dam ist 
auch Hensel p. f. Math. 115 (1895), p. 2 '>4-294] zu vergleicben. 

Die im Text gegehene Definition der normal en Systeme kommt zuerst bei 
Hensel (J. f. Math. 105, p. 334) vor. In einigen spateren Abhandlungen von 
Hensel (J. f. Math 115,117) und Fischer (J. f. Math. 117) wird die Bezeicbnung 
kanonisch gebrancht. Fur die Transformation eincs Systems in ein in bezug auf 
eine endliche oder unendlich fernc Stelle kanonisches giut Hensel [J. f. Math. 
115 (181)5). p. 254-294] rationale Metboden. Zu vergleicben ist auch H.-L., 
p.169-17a. Jedes System ist einem Bolchen aquivalent, welches in bezug auf 
aUe endlichen Stellen normal iat [Hensel, J. f. Matb. 117 (1895), p.129-139]; 
fUr die Karper 3 und 4. Grades i~t die Transformation vollstandig durcbgefiihrt 
bei L. Fischer [Dissert. Berlin oder J. f. Math. 117 (1895), p. 1-23]. [OJ 
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Es werde angenommen, was eventuell durch eine Transformation 

;/ = _1_ leicht erreicht werden kann, daB der unendlich fernen z-a 
Stelle keine Vel'zweigungspunkte entsprechen, und daB 0 keinen der 
n Primteiler ~/'O) enthii.lt. Dann sei (U(l), U(2), . " Un» ein Funda­
mentalsystem fUr das Ideal 1(0), welches in bezug auf die Stelle Vee 
normal ist. Es mogen nun: 

die in den algebraischen Funktionen U(1); U(S),... U(1I) enthaltenen 
Potenzen von Voo sein, und diese seien so geordnet, daB r1 :2rll :2 ... > r" 
ist. 1st dann r. der letzte nichtnegative unter diesen Exponenten, so 
sind nur diese ersten Funktionen U(l), U2), ... U(·) wirklich Vielfache 
von 0, die n - s letzten sind es nicht, da diese noch auBerdem die 
Primteiler ~i(oo) mindestens einmal im Nenner hahen. Allgemeiner ist 
eine Funktion: 

U = Ul U(1) +u2 U(2) + ... + UK U·) 
dann und nur dann ein Multiplum von 0, wenn alIgemein 7l. eine be­
Hebig ganze Funktion des ritan Grades von /iJ ist. 

Unter den soeben gemachten Voraussetzungen bilden also die: 

(41) N = Crl + 1) + (rj + 1) + ... + (r, + 1) 

algebraischen Funktionen: 
Vlo, z U<I), ... zr. uti) (i=1,2, ... s) 

ein vollstandiges System linear unabhangiger Multipla des Divi­
sors 0. 87) 

Zu jedem rational UIiabhiingigen Systeme (U(l), D(S), . . • U(n») ge­
hOrt ein anderes, das sog. komplementiire System (U(1), U(2),... if("»), 
dessen Elemellte demselben Korper K(u, s) angehoren 88) Dasselbe 
ist dadurch charakterisiert, daB die beiden dazugehorigen Matrizen 
(UIr?), Uk(2), ••• Uk(n») und (Uk(l), UP), ... Uk(n» reziproke Systeme wer­
den, wenn in einem von ihnen Zeilen und Kolonnen vertauscht werden. 
Aus diesem Zusammenhang ergeben sich sofort die wichtigsten zwi­
Bchen zwei komplementaren Systemen bestehenden Beziehungen: 1st 
das System (U(i») fiir eine Stelle p normal und sind P·l, ... VOn die in 

87) S. H.·L., p. 223; G. Dumas, These, p. 71-72. "Die Frage der Auf­
stellung aller Multipla eines gegebenen Divisors innerhalb eines Korperg bildet 
den Kernpunkt aller algebraischen Theorien" (B.-N., p. 410). In del' Weierstraft­
schen VOl'lesung von 1869 (B.-N., p. 410-414) wird diese Frage unter Benutzung 
der Kroneckerschen Fundamentalsysteme fur ganze Groflen des Korpera be­
handelt. [0] 

38) D.- w., p.217-223; Hensel, J. f. Math. 117 (1896), p. 33. [0] 
Encyklop. d. math. Wis.ensoh. II S. 38 



566 1I C 5. K. Hensel. Arithmetische Theone der algebraischen Funktionen. 

den einzelnen Elementen enthaltenen Potenzen von V, so ist auch das 
komplementiire System fiir V normal, und seine Elemente enthalten 
die Potenzen V-", V-'·, . .. V-En. Hieraus folgt sofort der Satz: Die: 
Elementarteiler des komplementaren Systems sind gleich den rezi­
proken Elementarteilern des urspriinglichen in umgekehrtel' Reihenfolge. 

Von hesonderer Wichtigkeit ist die Frage, unter welcher Be­
dingung ein System (U(I), U(2), ••• U(") ein Fundamentalsystem fiir 
ein Ideal 1(0) ist, und welches in diesem Falle der zugehOrige Divisor 
(1 ist. Diese Frage wird vollstiindig durch die folgenden heiden Siitze 
heantwortet: 

1. Ein algehraisches System (U(1), U(2), •. . U(n» ist clann und 
nul' dann ein Fundamentalsystem fiir ein Ideal, wenn seine Diskrimi-

nante genau gleich n~O+·.ilJ. ist, wenn 0 = (U(1), U(2), ... U("» den 
p;Q " 

groBten gemeinsamen Teiler der n ElementB U(t) bedf'utet, und zwar 
ist alsdann del' zum Ideale gehorige Divisor gleich 0.. 

2. Ein algebraisches System ist dann nnd nur dann einFun­
damentalsystem fiir ein Ideal, wenn es fiir jede endliche Stelle P' 
einem anderen aquivalent ist, welches entsprechend den an jener 
Stelle iibereinanderliegenden Verzweigungspunkten ~a' ~b' ••• ~o in 
Jauter Fundamentalsysteme (71/, •.• %r + a - 1; 'I', ... Q'+ b -1; ... ; 
(1t, ••. (1t+O-1) zerfallt. 1st dies der Fall, 80 ist der zugehorige Di­
visor 0 = n~;, wo das Pro<lukt nur libel' diejenigen Primfaktoren 
~a" .. erstreckt zu werden braucht, fUr welche die beziiglichen Ex­
ponenten r, . " von Null verschieden ',indo 39) 

Aus diesen heiden Siitzen erschlieBt man unmittelbar das folgend6> 
wichtige Theorem: 

1st (U(l) .•. U(n» ein Fundamentalsystem fiir einen Divisor 0., 80 

ist auch das komplementiire System (U(l), ... if("») ein Fundamental­
system und zwar fiir den zu 0. komplemeatiiren Divisor 0., welcher 
mit 0. durch die Gleichung 

(42) 
~ 1 

00. = ---­
.so 

zusammenhangt; hier bedeutet wieder .80 den Verzweigungsteiler 
n~a a-1 flir alle endlichen Verzweigungspunkte. 40) 

3\l) H.-L., p. 218; derartige Bedingungen fUr Minimalbasen zuerst bei 
Hensel, J. f. Math. 115, p. 267, fur Normalbasen in homogener Form, ebd. 
p. 287. Eine ahnliche Charakterisierung deB ~'undamental~y~tem8 fur Integra.le-
1. Gattung gibt ebenfal1s in homogener Form Hemel, J. f. Math. 117, p. 37. [OJ 

40) H.-L., p, 2lc1l. Ein entsprechendeB Resulta.t, jedoch spezieller (fiir Fun­
damentalbasen des Korpera) bei D.-W, p 227. [OJ 
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13. Die eindeutigen Transformationen des Korpers K(u,z) in 
den ihm gleichen K(y,x) bei beliebiger Annahme der unabhiingigen 
Variablen X. 41) 

1st x eine heliebige nichtkonsfante Funktion des Korpers K(u,z), 
so kann man stets durch ein endliches rationales Verfahren ein anderes 
Element desselben Korpers so auswiihlen, da8 aUe Elemente des Kor­
pers K(v,l) auch rationale Funktionen von x und y sind, da8 also 
K(u,z) = K(y,x) ist. 

1st n", der Grad von x, so kann und liu8 man niimlich y inner­
halb K(u,z) so auswiihlen, daB y einer irreduUibfen Gleichung des 
n",ten Grades mit rationalen Funktionen von x als Koeffizienten ge­
niigt. Der so transformierte Korper KI y,x) ist also stets von dem 
Grade n~ der beliebig gewiihltcn unabhiingigen Veriinderlichen, und 
die neue Grundgleichung: 

(43) 
"x'Ry 

F(y, x) = ° 
iet in bezug auf x und y bzw. vom Glade nil und n",. Jede GroBe des 
Korpers geniigt dann einer irreduktiblen Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten in x, deren Grad gleich n", oder gleich einem Teiler 
von n", ist. Zwischen zwei beliebigen Elemellten ; und fJ des Korpers 
K(u,z) besteht immer eine irreduktible Gleichung FI~,fJ) = 0, deren 
Grade in ; und f} bzw. gleich t1~ und n~ oder einem Teiler dieser 
Zahlen sind. Der aus ihnen gebildete Korper K(f},;) i~t dann und 
nur dann gleicb K(f',Z) , wenn jene beiden Gradzahlen ihren groBten 
'Vert hahen. Aus diesem Resultat folgt suf'ort dl'r allgemeine Satz, 
der die Grundlage der Theorie der algebrl'h,chen Kurven bildet: 

1st 

die Di visorenclarstellung von drei beliebigen nichtkonstanten Ele­
menten des Korpers K(u,z), so besteht zwischen ihnen stets eme 
homogene Gieichung 

no )1:1 "t 
(43a) Ftxo, xll x2) = 0, 

deren Grad n gleich dem Grade del' von ilJrem groBten gf'meinsamen 
Teiler befreiten Ziihlerdivisorf'n ~lo, 2t1l 212 ist; diese Gleichung ist in 

bezug auf 3'0 von dem Grade rio der Funktion ~ = ~Il, und das Ent-x, • i 
sprechende gilt von den Graden nl und ng fUr Xl und x2• 

41 D.- W., p. 232-235. 1Jber die Beziehungen zum Riemannschen Klassen­
begrift vgl. 11 B 2, Nr. 9-10. LO] 
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Jede nicht konstante GroBe x des Korpf'rs kann als unabhiingige 
Variable filr den Korper gewahlt werden, und zu jeder gehort eine 
n~-blattrige Riemannsche Kuge/Hache ~:r' auf welcher nun aIle und 
nul' die Funktionen des Korpers eindeutig und bis auf ihre Pole 
auch stetig ausgebreitet sind. Da die einzelnen Punkte ~ und ihre 
Umgebungen unabhangig von der Wahl der KugelHache definiert 
sind, so foIgt, daB je zwei solche zu demselben KOl'per gehorigen 
Kugelfl.achen in der Weise eindeutig umkehrbar aufeinander bezogen 
sind, daB die U mgebungen entsprechender Punkte einander eindeutig 
zugeordnet sind. Rieraus foIgt weiter, daB die algebraischen Divi­
soren und die Gesetze ihrer Teilbarkeit, ferner die Definition der 
ganzen und der gebrochenen Divisoren usw. in bezug auf den Korper 
invariant sind, dagegen sind z. B. die Begriffe des Moduls, des IdeaIes, 
des Verzweigungsteilers u. a. m. von del' Wahl der unabhangigen 
Variablen 3, d. h. von der Riemannschen Fliiche ~., abhangig. SpezieU 
ist del' zur unabhiingigen Variablen it gehorige Verzweigungsteiler 
gleich .8 ... = n ~~-1, wenn das Pl'odukt auf aUe Verzweigungspunkte 
der Kugelfliiche ~., ausgedehnt wird. 

Existiert in dem Korper K(u, e) speziell ein Element ~ = c ;, 

vom ersten Grade und wahlt man dieses als unabhangige Variable, 
so werden aIle anderen Elemente '1} dieses Korpers rationale Funk­
tionen von ~; der algebraische Korper K(u, e) ist dann gleich dem 
rationalen Korper K(~). AIle Kugelflachen ~:r des Korpers sind dann 
eindeutig auf die zu ~ gehorige einblattrige Kugelflache ~E abgebildet. 

14:. Die Einteilung der algebraischen Divisoren in Klassen. Wie 
in Nr. 3 rechnen wir in dem algebl'aischen Korper K(u, s) aUe auch 
ihren multiplikativen Konstanten nach bestimmten Divisol'en U = Ou 
in eine Klasse E oder (1), die sogenannte Haupt- oder Einheitsklasse, 
welche einem Elemente U des Korpers gleich sil!ld. Es ist also 

(44) E = (1) = (U, U', U", . .. ). 

Diese Klasse enthalt somit unendlich viele, namlich so viele Divisoren, 
ala es Elemente U, U', ... des Korpera gibt. AIle Divisoren der 
Hauptklasse haben hiernach die Ordnung Null, und sie erzeugen sich 
durch die elemental'en Rechenopel'ationen wieder. Jedoch gehort hier 
im allgemeineu nicht jeder Divisor der Ordnung Null zur llaupt­
ldasse; dies ist vielmehr dann und nur dann der Fall, wenn der 
aigebraische Korper K(u, z) einem rationalen Korper K(~) gleich ist 

oder, was dasselbe ist, wenn wenigstens ein Quotient :. zweier Prim­

teiler der Rauptklasse angehOrt. 
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AllgemeineI' nennen wir zwei Divisoren 0, und 0' iiquivalent und 

rechnen sie in eine und dieselbe Klasse Q, wenn ihr Quotient g = Ou 

eine GroBe U des Korpers odeI' ein Divisor Ou del' Hauptklasse E 
ist. Man erhiilt also aIle und nul' die Divisoren einer Klasse Q, 
wenn man aIle Elemente (U, U', ... ) des Korpers mit einem belie big 
ausgewiihlten Divisor 0 0 del' Klasse Q, dem sogellannten Multiplikator 
flir diese Klasse multipliziert, d. h. es ist 

(45) Q = 0o(U, U', ... ) = (00 u, 0 0 U', ... ). 

Alle Divisoren del' Klasse Q haben somit dieselbe Ordnnng q, welche 
daher die Ordnung jener Klasse genannt wird. Man kann den Multi­
plikator 0 0 innerhalb Q ganz beliebig und speziell auch stets so aus­
wahlen, daB e1' beliebig gegebene Primfaktoren nicht enthiilt. 

Sind Q und R zwei Divisorenklassen, und durchlaufen 0 und ffi 
alIe Elemente derselben, so gehOren aIle Produkte 0 ffi und nul' sie 
in eine und dieselbe neue Klasse, welche durch Q R bezeichnet wird, 

und ebenso sind aIle Quotienten ~ die samtlichen Divisoren einer 

Klasse j. Sind q und l' die Ordnungell von Q und R, so haben QR 

und i die Ordnungszahlen q + r und q - r. Die Haupt- odeI' Ein­

heitsklasse E ist die einzige, durch deren Multiplikation und Division 
eine beliebige Klasse Q nicht geiindert wird.42) 

Zu einer wesentlich allgemeineren Auffassung del' Aquivalenz 
und del' KIasseneinteilung del' algebraischen Divisoren, welche fiir die 
geometrischen Anwendungen del' TheOl'ie von groBer Bedeutnng ist, 
gelangt man durch die folgenden Betrachtnngen: 

Alie Divisoren 0 bilden eine Gruppe, welche kommutativ, also 
eine Abelsche Grnppe Gist, und dasselbe gilt fiir jede Untergruppe 
von G, z. B. fiir die Gesamtheit aller del' soeben bestimmten Divi­
Borenklassen. Es sei nun 

M = (lmo, ilJCll .•. ) 

eine beliebige Untergruppe von G, so sollen zwei Divisoren 0 und 
0' jetzt in aligemeinerem Sinne iiqt~ivalent in bezicg auf J1.[ heiBen, 

42) D.-w', p. 248-250 (§ 18), H.-L., p. 250 f.; bei der Vel'gleichung der 
Resultate ist jedoch zu beachten. daB bei D.- W. Polygone nur ganzen Divi­
soren entsprechen, so dall zu den dort betrachteten Polygonklassen ~ivisoren­
klas!en gehOren, in denen wenigstens ain ganzer Divisor vorkommt. Ahnliches 
gilt von den Polygonscllaren. Dementsprechend gestalten sich die obigen Blitze 
bei D.- W. komplizierter. [0] 
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wenn sie sich nur um ein Element YOll M untel'scheiden, so daB also 
die Aquivalenz 0", 0' (M) 

eine Gleichung 0 ".. 0'9Jl vertritt. Bei diesel' allgemeineren Defini­
tion ordnen sich aHe untereinander in bezug auf M aquivalenten 
Divisoren zu Klassen (Ex, Qx, Rx , ... ), und auch fiir diese Klassen­
einteilung gelten genau die frtiheren Gesetze. Die Hauptklasse EJl 
iat hier die Gruppe JJf, und auch hier bestimmt das Produkt je zweier 
Elemente von zwei Klassen Qx und Rx aHe Elemente einer neuen 
Klasse, welche jetzt mit QxRx bezeichnet werden moge. Ebenso 
gehol't zu jeder Klasse QJl eine reziproke Klasse Q'ii, welche mit ihr 
multipliziert die Hauptklasse JJf erzeugt. 

Wiihlt man fiir M speziell die Klaase E del' zu den Funktionen U 
von K(u,l3) gehorigen Divisoren Ou, so erhiilt man genau die vorige 
Klasseneinteilung, die wir aurh im folgenden zuniichst immer benutzeu 
werden. Es sei nun abel' A irgendeine diesel' Divisorenklassen, und 
es bedeute jetzt 

M = ( ... A-II, A-t, E, A, Ai, ... ) 
die durch diese Klasse und ihre Potenzen konstituierte Untergruppe 
von G, welche also ihrerseits die Klasse E als Teiler enthiilt. Dann 
entspricht del' Einteilung del' Divisoren 0 in bezug auf },f die Zu­
sammenfassung aller del' friiheren Divisorenklassen Q in eine groBere 
Klasse QMI welche sich von Q nul' um eine Potenz von A unter­
scheiden. 

15. Die Divisorenscharen und ihre luvarianten.43) Sind OU" 
Ou., ... , QuI' (L beliebige Divisoren del' Hauptklasse, cl1 C2 , •• " cl' 
beliebige Konstanten, so ist 

(46) Ou = C10Ul + cllDu• + ... + cpOul' 

ebenfaHs ein eindeutig bestimmter Divisor del' Hauptklasse, namlich 
derjenige, welcher del' Funktion 

(46 a) U = cl Ul + Cll UI! + ... + cl' UI' 
entspl'icht. Derselbe ist durch den groBten gemeinsamen Teiler 
SD = (Oul , Ou., ... , Oul') del' Ou; eben falls teilbar, also in del' Form 
Ou = i:l(SJ darstellbar, wo del' ganze Divisor @ von den Konstanten 
clI C2, •• " cp. abhangt. Man kann die Konstanten c. auf unendlich 
viele Al'ten so bestimmen, daB @ beliebig gegebene Primteiler 
~(l), ~(2), ••• , ~(r) nicht enthalt. (L Divisoren der Hauptklasse heiBen 

43) Vgl. D.-W., p. 250-262 (§ 19). wo jedoch nur Polygonscbaren, d. h. 
Scharen ganzel'Divisoren betrachtet werden (fUr die hier gegebenen Betrachtungen 
vgl. H.-L., p. 452£.). [0] 
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linear unabhiingig, wenn zwischen ihnen keine lineare homogene 
Gleichung: 

C10U1 + c,Ou. + ... + c ... Ou,u = 0 

mit konstanten Koeffizienten besteht. 
Wenn wir festsetzen, daB eine zwischen Divisoren bestehende 

Gleichung richtig bleiben solI, wenn man sie mit einem von Null ver­
echiedenen Divisor mnltipliziert oder durch ihn dividiert, so erkennt 
mltn, daB jede homogene Gleichung vom ersten oder anch von hoherem 
Grade zwischen 'Divisoren der Hauptklasse fiir die ihnen in einer be­
liebigen Klasse Q zugeordneten Divisoren ebenfalls el'itillt ist, und 
umgekehrt besteht zwischen Divisoren einer und derselben Klasse 
dano und nur dann eine homogene Gleichung, wenn sie auch fiir die 
zugeordneten Funktionen der Hauptklasse el'fiillt ist. Sind speziell 
no, 0 11 ••• , 0 ... beliebige Divisoren einer Klasse Q, so stellt jede 
homogene lineare Funktion: 

0= Co 0 0 + Cl~ + ... + c ... O ... 
-einen eindeutig bestimmten Divisor derselben Klasse dar, welcher in 
der Form i)@ geschrieben werden bnn, wo Si) = (00 , 0 11 " ., 01') 
ist und & einen von den c, abhangigen ganzen Di visor bedeutet. Die 
Divisoren ( ... OJ ... ) heif3en linear unabltiingig, wenn zwischen ihnen 
keine homo gene Hneare Gleichung mit nicht samtlich verschwindenden 
Koeffizienten besteht. Man kann jedes System (0,) dutch ein System 
unabhiingiger Divisoren ersetzen. 

Fiir aUe moglichen Werte der Konstanten c, erhiilt man aIle Divi­
soren 0 einer Divisorenschar €:i, welche durch die Basis (00, 0 11 ••• , 01') 
von linear unabhiingigen Elementen vollstandig bestimmt ist. Diese 
Schar bleibt ungeiindert, wenn man ibre Basis durch eine umkehr­
bare lineare Transformation 

0,= ~caO; (i, k = 0, 1, ... ,,.,,) 
mit konstanten Koeffizienten in eine iiquivaZente Basis transforntiert. 
Diese Tatsache liefert gleich die zu einer solchen Schar gehorigen 
(,." + 1) invarianten Versweigungsteiler, welche in allen Anwendungen 
dieser Theorie von grundlegender Bedeutung sind. 

Man kann niimlich die Basis (OJ) von vornherein in eine aqui .. 
valente Basis (0.) transformieren, welche fur eine beliebig gegebene 
Stelle ~ reguliir ist, in welcher namlich jedes folgende Element durch 
eine hohere Potenz von ~ teilbar ist, als das vorhergehende. Sind nun 
(47) 

die in 0 0 , ~, ••. , O. enthaltenen Potenzen von ~, so sind die Ex­
ponenten ao, au •.• ,". nur von dem Systeme (0;) abhiingige ein-
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deutig bestimmte ganze Zahlen, von den en die !l Ietzten samtlich 
positiv sind, wiihrend ao positiv, Nuli oder negativ sein kann. Fur 
jeden Punkt \l3 erhiilt man so ein System von Exponenten (lXo,av ... ,a,.), 
welches der Schar @; = (Do, 0 11 ••• , 0,.) zugeordnet ist. Wir be­
zeichnen nnn die fiber alie Punkte ~ erstreckten !t + 1 Produkte: 

(47 a) Bo=II~ao, 81=lI\l3",-1, 82=II~a2-1, ... , 
8" -JI~af.i-l 

als die zu der Schar ~ gehOrigen Verzweigungste'iler nulltcr, erster, 
... !tier Ordnung. Sie sind die wichtigsten Invarianten der h6heren 
Geometrie. N ur del' Verzweigungsteiler nuliter Ordnung .80' del' 
groBte gemeinsame Teiler alier Divisoren (Do, 0,11' .. , D), ist iril 
allgemeinen gebrochen, alie anderen sind endliche ganze Divisoren. 
Ist speziell !L = 1, so treten nur die heiden Verzweigungsteiler 
80 = (00, (1) und .81 uuf; diesel' letztere ist, wie eine einfache nbeI'-

legung zeigt, der Verzweigungsteiler ,8", der. zu del' Funktion x = ~ 
gehOrigen Riemannschen Flliche ~",. 

Sind. ferner: 
(48) ~ ~. ~ 

Xo = ~- , Xl = W' x 2 = m--

drei beliebige nicht konstante Elemente des Korpers und 4J(xo,xuxjJ) = 0 
die zwischen ihnen bestehende homogene. Gleichung nten Grades, s6 
besteht dieselbe Gleichung 4J(~, ~{1I ~2) = 0 zwischen den drei ein­
nnder iiquivalellten Divisoren, welche obell die Zahler von xo, Xli ~ 

bilden. 
Umgekehrt folgt jetzt sofon a.us (43a) auf p. 567: sind 

~~ ~=~~, ~=~~, ~=~~ 

drei beliebige ganze oder gebrochene Divisoren einer und derselben 
Klasse und ~ = \~o, ~1I ~2) ihr gl'oBter gemeinsamer Teiler, so 
besteht zwischen ihnen stets eine homogene Gleichung 

(48 b) w(~, ~11> ~2) = 0, 

deren Gra.d n gleich dem Grade del' Divisoren @o, @11 @2 ist, und 

diese Gleichung steigt z. B. in Wo bis zum Grade no von :: = :: an. 

16. Die ganzen Divisoren einer Dasse Q bilden einen Teil­
bereich derselben, den sogenannten IntegritiitsbereiCh der Klasse Q. 
In jeder Klasse gibt es stets eine endliche Anzahl von linear unab­
hangigell Divisoren @u ®2"'" ®NI durch welche alIe und nur die 
ganzen Divisoren in der Form: 

@ = C1@1 + C2®2+ ..• + CN®N 
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mit konstanten Koeffizienten dargesteilt werden konnen. Die Zahl 
N = ( Q I der linear unabhangigen ganzen Divisoren innerhalb Q 
wird die Dimension dieser Klasse genannt.44) Die Aufstt'ilung eines 
solchen Systemrs und die Bestimmung der Dimension {Q}, eine Haupt­
aufgabe der ganzen Theorie, wird folgendermaBen einfach gelOst: 

1st 0 0 ein Multiplikator flir die Klasse Q, und sind U(1), U(2), •• • , U(N) 

die zu @o @2'" .• @N zugeordneten Elemente der Hauptklasse, so 

bilden die U(i) = ~ ein vollstandiges System linear unabhangiger 

Multipla des zu 0 0 reziproken Divisors 0 0 = ~ innerhalb des Kor-
o 

pers K(u,z)j also konnen diese Vielfachen U(·) = ~i und damit auch 
o 

die Divisoren @, = U(i)OO nnch der p. 565, N r. 12 auseinandergesetzten 
Methode rational gefunden werden. Aus dies en Betrachtungen ergeben 
sich leicht die Folgerungen: 

Ist Q eine Divisorenklasse von der Ordnung q, deren Dimension 
mindestens gleich zwei ist, so kann man auf rationalem Wege eine 
nicht konstante Gr0J3e x inuerhalb K(u, z) finden, deren Grad 
n., < q - ( Q} + 2 ist. Legt man diese als unabhangige Variable 
zugrunde, so geht K(u, s) in einen Korper von derselben Ordnung n", 
iiber. Man kann so den Grad des Korpers stets mindestens auf 
(P. + 1) erniedrigen, wenn p das in (54a) p.577 definierte Ge­
schlecht des Korpers ist. 

Eine Verailgemeinerung dieses Satzes ist das folgende wichtige 
Theorem: 

Die Anzahl ailer linear unabhangigen Multipia eines beliebigen 
Divisors 0 innerhalb einer Divisorenklasse R ist gieich der Di-

mension {~} del' KIssse ~, wenn Q die Klasse von 0 bedeutet; 
sie ist also von der Wahl des Divisors :0. innerhalb seiner Klasse 
unabhangig. 1st also spezieU Q von hOherer oder von gleicher 
Ordnung wie R, so ist diese Anzahl stets gleich N uil, es sei denn, 
daB Q = R ist; alsdann ist sie gleich Eins. 

Es sei endlich Q eine beliebige Klasse, und ~ = (@11 @2' ... , @ ... ) 

der gro.Bte gemeinsame Teiler alIer ihrer ganzen Divisoren; dann heiBt 
Q eine Klasse vom Teiler ~ j ist ~ = 1, so wird Q eine primitive 
Klasse genannt. Es sei D die Klasse von ~, so ist Q = DQ und 
Q ist eine primitive Klasse. Dann bestehen flir die Dimensionen von 
Q und D die Gleichungen 45): 

(49) { Q} = { Q} , { D} = 1. 

(4) D.- lV., p. 254. 
46) D.- lV., p. 256. 
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III. Die zn dem Horper K(y, x) gehiirigen A.belschen Integrate. 

Eine der wichtigsten Anwendungen der soeben entwickelten 
Theorie ist die Untersuchung der Integrale algebraischer Differentiale. 
Bier ist sie im wesentlichen identisch mit der vollstandigen Be~ 

trachtung einer bestimmten Divisorenklasse, der sogenannten Diffe­
rentialklasse. 

17. Die Abelschen Integrale. Sind e nnd ~~ zwei beliebige 
E1emente des Korpers I((y, x), so wird durch die Differentialgleichung: 

dm 
(50) d~ = ~, (dw = '~d;) 

eine neue analytische Funktion w f~; d ~ bis auf eine additive Kon­
stante eindeutig definiArt, welche ein su dem Korper K(!}, x) gehiiriges 
Abelsclles Integral genannt wird.46) Durch gliedweise Integration der 
fiir eine endliche U mgebllng einer gegebenen Stelle ~(£ = ~o) gleich­
miiBig konvergierenden Potenzreihe fur ted~ uberzeugt man sieh, da8 
sich ein Abelsches Integral in der Umgebung einer beliebigen Stelle $ 
stets in der Form darstellen liiBt: 

(51) w(~) = (! Ig~ + ",(~), 
.!.. 1 

wo " eine zu ~ gehOrige Primfunktion, etwa (~- ~o)" bzw. (~y" 
ist, und ",(n) wieder dem Korper K(u, \» der konvergenten Potenz­
reihen fiir ~ angehOrt, also hochstens eine endliche Anzahl npgati ver 
Potenzen von ~ enthiilt. N ur fUr eine endliche Anzahl von Stellen ist 
Q ~ OJ diese heiBen logarithmische Stellen von ro, und del' Koeffizient 
Q wird das Residuum des Differentiales dro fur die SteUe ~ genannt. 

1st Wo die zu der Stelle ~ gehOrige IntegrationskoDstante, welche 
von dem Integrationswege abhiingt, so soil wieder ro - roo durch den 
Divisor ~IJ genau teilbar heiBen, wenn die Entwicklung der Diiferenz 
ro - roo in der Umgebung der Stelle ~ im fruheren Sinne die Ord­
nungszahl (1 besitzt, oder fiir diese Stelle durch die (1te Potenz d~r 

zugehOrigen Primfunktion genau teilbar ist. 
Beginnt jedoch diese Entwicklung speziell mit 19~, so sagen 

wir, da.B w - Wo durch 19 ~ genau teilbar ist, nnd in diesem Faile 
mussen wir, wie man leicht einsieht, w - roo eine unendlich kleine 
aber negative Ordnungszahl zuschreiben. Ein Integral co heiBt 'regular. 

(6) V gl. D.-W., p. 259 tr., wo eine von Kontinuitatsbetrachtungen freie Ein~ 
fiihrung der Ditrerentialq notienten gegeben wird. ~'iir die hier gegebene Ein­
fiihrnng vgL H.-L., p. 269f. und p.281£. [0] 
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an der Stelle ~. wenn co - COo genau durch die erste Potenz des 
Primteilers ~ teilbar ist. 

AIle zum Korper K gehorigen Integrale bilden einen in sich 
abgeschlossenen Bereich von im allgemeinen transzendenten Funk­
tionen. Die Erforschung ihrer Eigenschaften und die Darstellung 
aller Integrale durch moglichst einfllche unter ihnen ist die Aufgabe 
dieses dritten Abschnittes. An Stelle dieser Integralfunktionen OJ 

selbst untersuchen wir ihre Differentiale d co, die sogenannten Abel­
schen Differentiale, und stellen sie zunachst durch die sie vollstandig 
bestimmenden und von der Wahl der Integrationsvariablen ~ unab­
hangigen Difrerentialteiler dar. Hierzu fahren die folgenden Be­
trachtungen: 

18. Die Differentiale der Elemente des Korpers K und die zuge­
horigen Divisoren. Es seien £ und 1] zwei beliebige nicht konstante Ele­
mente von K undF(;,"1) = 0 die zwischen ihnen bestehende irreduktible 
Gl . h d1j F~ 

elC ung. Dann folgt aus der Gleichung d ~ = - F'" daB das Ver-
~ 

hiiltnis irgend zweiel' Differentiale d'Y} und dl; ebenfalls eine GroBe 
des Korpers, also gleich einem Divisor del' Hauptklasse iet, dessen 
Bestimmung unsere nachste Aufgabe bildet. Aus der Entwicklung 
von ~ und 'Ij in der Umgebung einer beliebigen Stelle ~ ergibt sich 
nun zunachst der Satz: 

Sind ;0 und "10 die zu ; und 11 in ihrer Entwicklung in der 
Umgebung von ~ gehOrigen konstanten Glieder und sind die Diffe­
renzen £ - £0 und 'Y} - 1]0' bzw. dUTch ~d und ~e teilbar, so ist 

del' Differentialqllotient ~2 genau durch ~'-d teilbar, d. h. es ist 

(52) ~~ = lI~e-,!, 
wenn die Multiplikation fiber aIle Punkte S.f! erstreckt wird. 

Derselbe Divisor kann auf andere Weie.e dargestellt werden: 1st 
namlich ~~ die zu £ gehorige KugelfHiche, sind Be und n~ der Ver­
zweigungsteiler von St~ und del' Nenner von £, haben ferner sr~, B~ 
und n1} diesel be Bedeutung fUr das Element 7], so kann das Produkt 

in (52) auch in del' Form ~'l: ~f dargestellt werden, d. h. es besteht 

del' Satz47): 

u1} u; 

Sind; und 7] zwei beliebige GroBen des Korpers K, so be­
steht immer die Gleichung: 

(52 a) d1j lh.8~ 
ds = n~ : n( 

47) D.-W., p. 263-264.. [OJ H.-L., p. 292. 
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Ordnen wir daher jedem Differentiale a; des Korpers den algebraischen 
Divisor: 
(52 b) 

zu, so ist das Verhiiltnis d~ fiir aUe Elemente des Korpers dasselbe; 
"'E 

und jedes Differential a~, welches zu einem Elemente ~ von K(x, y) 
gehort, ist so durch den zugehOrigen Divisor \tl~ vollstiindig bestimmt. 

Schreiben who jetzt ein beliebiges Abelscbes Differential in einer 
del' Formen aro = t~d~ = &'1afJ, indem wir das eine Mal g, das andere 
Mal fJ als Integrationsvariable wahlen, so ergibt sich fur das Ver­
biiltnis del' beiden Integranden &E und &'1 

t~ d1J w'I 
t'l = d~ = wE' 

Also ist del' algebraische Divisor: 

\VOl = &~\tl~ = ~~\u'1 
(53) 8~ 8'1 

= ~;. til = &~ • til 
; '1 

von del' Wabl del' Integrationsvariablen ganz unabhiingig und allein 
durch das Differential aro vollstiindig bestimmt; daher wird del' Di­
visor lVOI aer su aro gehiirige DifferentiaUeiler48) genannt, und so ist 
Buch allgemein jedes Abelsche Differential dro eben so wie vorher jedes 
zu einem Elemente von K gehOrige Differential vollstiindig durch den 
zugehorigen Divisor IDOl bestimmt. 

Durch den Differentialteiler lVOI ist das VerhaIten des Integrales ro 
an jeder Stelle ~ eindeutig bestimmt. Durch geeignete Spezialisierung 
del' Integrationsvariablen fiir die zu untersuchende Stelle ergibt sich 
namlich leicht der Satz: 

1st ~ ein d-racher Divisor des zu dro gehorigen Differential­
teilers lVOI ' so ist die zum Punkte ~ gehorige Differenz ro - roo 
durch ~d+ 1 oder durch 19 ~ genau teilbar, je nachdem d ~ - 1 
oder d = - 1 jst. 

1st also allgemein ro - roo in einem Punkte $ von del' Ordnung ~J 
so ist der zugehorige Differentialteiler durch das fiber alie Punkte ~ 
zu erstreckende Produkt 

(53 a) 

definiert, wenn fur diejenigen Punkte, fiir welcbe ~ negativ unendlich 
klein iet (vgl. Nr. 17) diese Zahl durch Null ersetzt wird. 

(8) D.-W:, p. 268. [0) H.·L., p. 294. 
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19. Die Dift'erentialklasse W. Betrachtet man aIle Abelschen 
Differentiale (d ro = b~ d;, dro' = b;' d;, ... ) des ganzen Korpers K, 
so sind die zugehOrigen Differentialteiler (ttlw, ttI~, ... ) aquivalente 

Divisoren, wie aus den Gleichungen IU~ = ::" .. unmittelbar folgt. Sie 
IUw I>~ 

bilden also die samtlichen Divisoren einer Klasse W, del' sogenannten 
Dilferentialklasse, ebenso wie die Elemente von K(u, z) die siimtlichen 
Divisoren del' Hauptklasse ausmachen. Die Ordnung diesel' Klasse 

ist gleich derjenigen irgend eines Divisiors .8;, also gleich n • .. 
(54) tu~- 2n;= 2p - 2, 
:wenn die ganze Zahl: 
(54 a) p = tw;- n; + 1, 
das sogenannte Geschlecht des Korpers K(tt, z), als wichtigste Invariante 
del' ganzen Theorie in die Untersuchung eingefiihrt wi rd. Es ergibt 
sich hier ohne wei teres, daB das Geschlecht von del' Wahl del' Varia­
bIen; innerhalb des Korpers ganz uuabhangig ist. 

Ais Multiplikator fUr den Ubergang von del' Hauptklasse zur 

Differentialklasse kann man irgend einen Divisor ~: von W wahlen. 

Diesel' Festsetzung entspricht dann die Wahl von ; als Integrations­
variablen. 

20. Die Fundamentalaufgabe in der Theorie del' Abelschen 
'Integrale kann nun auch analog wie in Nr. 16, p. 573 folgendermaBen 
ausgesprochen werden: 

Es soll ein vollstandiges System lineal' unabhangiger Differen­
tiale (droll dw2 , ••• , droll) gefunden werden, deren Divisoren ttl",; 

Multipla eines beliebig gegebenen Divisors 0. sind, fUr welche also: 

ttl"" = o.@"'l 

ist, wenn die @"'; ganze Divisoren bedeuten. o del', was dasselbe 
ist, es sollen aIle Abelschen Integrale mit vorgeschriebenen Null­
stellen, Polen oder logarithm is chen Punkten gefunden werden. 

Nach dem allgemeinen Satze auf p. 573 ist diese Anzahl del' linear 
unabbangigen Differentialteiler fUr aIle Divisoren 0. einer Klasse Q 

dieseIbe, namlich gleich del' Dimension { ~} del' sogenannten Ergiin­

eungsklasse zu Q: Q' = ~. Die hier gestellte Aufgabe ist also identisch 

mit del' Frage nach del' Dimension zweier Klassen Q und Q' der 
Ordnungen q und q', fUr welche Q Q' = W, also q + q' = 2p - 2 ist. 
Diese Frage wird vollstiindig beantwortet durch die folgende Beziehung 
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zwischen den Ordnungs. und Dimensionszahlen zweier Erganzungsklassen, 
den sogenannten Riemann-Rocltschen Satz 49): 

Sind Q und Q' zwei beliebige Erganzungsklassen, so jst stets: 

(I) ( Q} - ~ = { Q'} - ~' 
(II) { Q'} = { Q} - q + p - l. 

Von diesen Gleichungen ist jede eine Folge der anderen. Wiihlt 
man, was auf das Resultat ohne EinfiuB ist, die ullabhiingige Variable ~ 
innerhalb K sowie die beiden Divisoren 0. und 0.' innerhalb Q und 
Q' geeignet aus, so ist del' Riemann· Rochsche Satz eine unmittelbare 
einfache Folgerung aus der Beziehung zwischen einem Fundamental-

system (U(l), U(2), .. . , U(n») fiir die Multipla des Divisors o~ und 
~ ~ ~ ~ 

selDem komplementaren Systeme (V(l), U(2), ... , U(n») , welches nach 

(42) ein Fundamentalsystem fiir die Multil,la von b~ wird, wenn 
n~ 

eben :0 und 0' so ausgewahlt sind, daB no: = 8! ist. 50) 
n, 

Wiihlt man fiir 0. irgend einen Divisor Ou del' Haurtklasse oder 
setzt man ganz speziell 0. = 1, so ergibt sich als Folgerung: 

Die Anzahl aller linear unabhangigen Integrale, deren Divisor "' .. 
ein 1tlultiplum einer beliebigen Funktion des Korpers K(u, z) ist, 

(9) Die entsprechenden Entwicklungen bei D - W., p. 273-281 gesta.lten 
sich noch sehr uniibersichtlich infolge der Beschrankung auf Klassen mit einer 
Dimension ~ 1. [01 

60) .H.-L., p. 301 f. Die Beziehung zwischen dem Rie1llann-Rochschen 
Satz und dem zu einem Fundamentalsystem fUr ganze Gro6en komplementaren 
System haben zuerst D.- W. erkannt (D.- W., p. 214-281). An allgemeinere 
Fundamentalsysteme (fiir Formen) kniipft die Untersuchung des Riemann-Rock-. 
Bchen Satzes erst Land.,berg (Math Ann.50 (1898), p. 333-380) an. Mit dem 80 auf­
geraBten Riemann-Rochschen Satz stimmt sachlich daB "Complementary theorem" 
voll8tiindig iiberein, in dem die Fieldssche Theorie der algeoraischen Funktionen 
gipfelt (J. C. Fields, Theorie of the algebraic functions of a complex variable 1906); 
vereinfachte Darstellungen Phil. Trans. A. 212 (1913). p. 339-373, International Con­
gress of Mathematicians (Proceed. Cambridge 1913, Vol. I, p. 312). Darin entspricht 
die Inzidenzbasis (basis of coincidences) dem Exponentensystem eiIJes beliebigen 
Divisors; ist Reine beliebige Funktion des Korpers, (m,) das Exponentensystem 
iiI's entsprechenden Oivisors, so sind zwei Inzidenzbasen komplementii,. in bezug 
auf die durch R gegebene InzidenzLasi8 (m,) , welm das Produkt der ent-

sprechenden Divisoren 0. und 0 1 gleich R~; ist, wo z die unabhiingige Variable 
Uz 

bezeichnet. (Dann sind oft'enbar die Klassen von 0. und 0.1 Erganzungsklassen.) 
Und das "Complementary theorem" giLt die Beziehung zwi~chen den Dimensionen 
der durch 0. und 0.1 teilbaren Funktionenscharen. [OJ 
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speziell also auch die Anzahl der unabhangigen allenthalben end­
lichen Integrale (IniPgraZe erster Gattung) , ist stets gleich dem 
Geschlechte p des Korpers. 

Setzt man zweitens 0. = ~, wo u", einen beliebigen ganzen 
no> 

Divisor bedeutet, so ergibt sich: 

Die Anzahl aller linear unabhangigen Differentiale, deren Dif­
ferentialteiler einen gegebenen Nenner besitzt, ist stets gleich 
v + p - 1, wenn v den Grad von Uw bedeutet. 

Aus der in Nr.12 (p.565) angegebenen Vorschrift ergibt sich nun ein 
endliches rationales Verfahren zur wirklichen Aufstellullg eines voll­
standigen Systemes von linear unabhiingigen Differentialen, deren Di­
visor ein Multiplum von 0 ist. Wendet man dieses auf den Fall 0,=1, 
also auf die Differentiale erster Gattung an, so ergibt sich folgende 
Vorschrift: Es mage an der Stelle Poe kein Verzweigungspunkt liegen. 
1st dann (U(l), U(2)" •. , U(n» ein Fundamentalsystem fUr die ganzen 
algebraischen Funktionen von K(u, z). welches fur die Stelle Poe nor­
mal ist, und bedeutet (UP), fj(2), ••• , u(,,» das kllmplementare System, 
so ist dieses nach Nr.12 (p, 560) ein ebenfalls fUr Poe norm ales Funda-

mentalsystem fur die l\1ultipla von ~:.. 1st daher allgemein Uti) fur lJ", 

von der Orunung QI1 so bilden die 

" 
p = 2), - n + 1 = ~ - n + 1 

1 

Elemente 
Ue/ ), x Uel), . , "xq;-2 Ul) (i = 1, 2, ... , n) 

ein volJstlindiges System linear unabhangiger Multipla von ~:, d. h. 

ein voUstandiges System von Integranden erster GattungH ) 

21. Die Elementarintegrale erster, Eweiter und dritter Gattung. 
Aus dem Riemann· RUfhschen Satze folgt SOfOIt, daB die Differential­
kInase W primitivist. 

51) DieRe Darstellung der Integrale erster Gattung mit Bilfe der zur Nor­
mal basis kompJementiiren gel len zuerst D - TV., p. l!71- 273, homogen Hensel, 
J. f. Math. 109 (181121, p. 37; 8. f. Math. 117 (IH96), p. :!9-41; iuhoIDogen Baker, 
Math. Ann. 45 (1894), p. I 15 if., B. 67; horuogpn Land,;berg, Math. Ann. 50, 
p. 356-360, inholltogen H.-L., p. 29iS-300. Baur tiihrt die Rechuungen fur 
hypprelliptische (Math Ann.41 (1893), p. 491] unu kubiache [Math. Ann. 43 (lts93), 
p. 505] und besundpre [Math. Ann. 46 (1890)J Korper durch. tIb"r die Buker~che 
Darstellnng der Integrale zwPitel' und drittl'r Gattung durch die zur l'ormal­
basis koml'lementiiren 8. Baker, Math. Ann. 44 t18U4), p. 127. [OJ 
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Man kann also stets ein Integral erster Gattung finden, welches 
sich in einer beliebig gegebenen Stelle ~ regular verhiilt. 

Diesem Satze kann man ebenfalls mit Hilfe des Riemann-Roch­
schen Satzes die f01gende Verallgemeinerung geben: 

1st m = ~1 ~2 •.• ~~ ein beliebiger gauzer Divisor, dessen 
Ordnung v groBer als Eins ist, so ist die Divisorenklasse (m W) 
stets primitiv, d. h. die gauzen Divisoren dieser Klasse sind teiler­
fremd. Dagegen besitzt fur v = 1 die Klasse (~JJ') stets den 
Teiler \j!. 

Da man somit, falls v> 1 ist, in jeder Klasse (9l W) stets auch 
ein zu m teilerfremdes Element finden kann, so existiert auch stets ein 

Integral, dessen DifferentialteiIer in der reduzierten Form gleich :­

ist. Dagegen gibt es niemals eillen Differentialteiler, welcher die re­

duzierte Form ~ besitzt. 

In der primitiven Differentialklasse W von der Dimension p exi­
stieren genau p linear unabhangige teilerfremde ganze Divisoren oder 
Differentialteiler erster Gattung (@(1), @(2), ... , @(Pl). 1st ferner ~o ein 
ein fiir aile Male fest, abel' sonst beliebig angenommener Punkt, und 
~1 irgendein von ~o verschiedener Divisor, so existiert innerhalb W 
ein sog. D,fferentialteiler dritter Gattung, welcher die reduzierte Form 

m@~~L hat. Endlich existieren fUr jeden Primteiler ~ die Differential-
1-'0 1 ~ 

t '1 't G tt @I @s Il el er zwel er a ung ~o ~3' ,~ ... , 
Dann zeigt man wortlich ebenso, wie bei der Partialbruchzer­

Iegung rationaler Funktionen, daB man jeden Divisor : der KIasse W 

als homogene lineare Funktion diesel' Differentialteiler erster, zweiter 
und dritter Gattung mit konstanten Koeffizienten darstellen kann, und 
aus dem Rietnann-Rochschen Satz folgt sofort, daB diese Darstellung 
auch nul' auf eine einzige Weise moglich ist. Nennen wir die zu den 
elementaren Differentialteilern gehOrigen Integrale die Elementarinte­
grale ersier, zweiter und dritter Gattung, so folgt aus der vorigen 

Partialbrl1chzerlegung von n\., durch Multiplikation mit i dx und 

Integration: 
Jedes Abelsche Integral kann auf eine einzige Weise als Summe 

von Elementarintegralen erster, zweiter und dritter Gattung dar­
gestellt werden. 52) 

62) D.-W., p. 281-284. (0) 
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22. Spezialisierung fUr die Integrale mit rationalem Integranden. 
1st der Korper K(x, 1/) speziell vom Geschlecht Null, ist er also gleich 
dem rationalen Korper K(s) , so ist fur ihn 3. = 1, und zu jedem 

Integrale co = f~=da 

mit rational em Integranden gehort der Dift'erentialteiler lUll> = 4 = !~ 
n. n,~ 

von der (- 2)ten Ordnung. Die Differentialklasse W = (- .. !; .. -) 
besteht also aus allen und nur den Divisoren, deren Nenner zwei 
Primfaktoren mehr enthii.lt als der Zahler. Hieraus folgt schon, daB 
es hier keine Integrale erster Gattung gibt, und daB die zu den Nor­
malintegralen zweiter und dritter Gattung gehorigen Differentialteiler 

~- und hi, sind, wobei Q > 1 ist, und V einem endlichen oder dem 
4l" "p 
unendlich fernen Punkte entsprechen kann. Fur den rationalen Korper 
ergiot sich so der folgende Satz: 

Unter den Integralfunktionen rationaler Differentiale gibt es 
keine Integrale erster Gattung; die Elementarintegrale zweiter Gat­
tung sind hier rationale Funktionen von a, namlich: 

__ 1_ r_~~=_~l_ oder «(J + l)}slids=e('+l. 
IJ-IJ (z-a)(l (z_a),,-l 

N ur das Elementarintegral dritter Gattung ist transzendent, namlich 

( ') r ds 1 S-a. d f ds I ( ") a-a J(S-a.)(z-a')= gz-a.' 0 er s-a'= gs-a, 

je nachdem der Punkt t4 = a im Endlichen liegt oder der unendlich 
ferne Punkt ist. 

IV. Die zum Korper K(y, x) gehorigen algebraisehen Kunen. 

23. Die ebenen algebraischen Kurven und ihre singulii.ren 
Punkte. Es sei wieder ein beliebiger Korper K(t£, e) gegeben; x,1/ 
seien irgend zwei nicht konstante Elemente desselben, und es sei 

(55) F(x,1I) = 0 

die zwischen ihnen bestehende irreduktible Gleichung, welche in bezug 
auf X den Grad tn, fur y den Grad n haben mogej ohne Beeintrlich­
tigung del' Allgemeinheit konnen wir x und 1/ so gewlihlt voraussetzcn, 
daB K(y, x) = K(u, a) ist. Die Gesamtheit aller jene Gleichung be­
friedigenden reeHen und komplexen Wertsysteme bezeichhen wir als 
ein algebraisches Gebilde und interpretieren es durch das geometrische 
Bild einer Ztl dem Korper gehorigen ebenen algebraischen Kurve ~. 

Enoykiop. d. math. Wis •• nsch. n s. 39 
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Jedem Punkte ~ der Riemannschen Fliiche ~z oder ~1/ bzw. dem 
ihm zugeordneten Primteiler ~ entspricht dann ein endlichel' oder 
unendlich ferner Punkt P(x = a, '!J = b) der Kurve~. Umgekehrl 
gehort ein Punkt pea, b) der xy-Ebene stets und nur dann del' Kurve 
ij: an, wenn die Zahlerdivisoren 5",-a und 5y -b der beiden Linear­
faktoren x - a, y - b einen gemeinsamen Teiler besitzen. Raben 
diese Divisoren nul' ainen einzigen Primteiler ~ gemeinsam, ent­
sprechen sich also P und ~ eindeutig, so heiSt P = (a, b) ein regu­
liirer PunJd dcr Kt~rve~. 1st dagegen diesel' gemeinsame Teiler: 

(56) ~ = (3z-a, 511 -b) = ~lal~2a •• •. ~"a" 

von hl)herer als der ersten Ordnung, so entspricht den " Punkten 
~11 ~9' ' • " ~" der Kugelflachen ~,. oder ~:!I derselbe Kurvenpunkt P; 
diesel' heiBt dann ein nicht reguliirer oder singuliirer PunU von ~, 

Und zwar heiBt P = (a, b) ein k-fachcr Kurvenpunkt, wenn 
5",-a und 31/-b einen Divisor kf"r Ordnung St: gemeinsam haben, 1st 

a oder b gleich unendlich, so tritt ~ an die Stelle von x oder ~ x y 
an die Stelle von y, also tt", bzw. tty an die Stelle von 3,.-a bzw, 
3y~' Enthiilt diesel' Teiler ~ x voneinander verschiedene Prim­
teiler ~1' ~2'.' , "~'" so gehan von dem zugehol'igen Kurven­
punkte P x verschiedene .Aste oder Zweige aus; die Kurve (}; be­
sitzt in Peine x-zweigige Singtilaritiit. 

Die dem Kurvenpunkte P zugeordnetE.'n Stellen ~1' ~2' ' • " ~" 
entsprechen auf den Riemannschen Fliichen St:", und St:v bzw, den Werten 
x = a und y = b. 1st z. B. in (56) "I > 1, so ist ~1 sowohl auf ~ .. 
als auch auf St:1/ mindestens ein "cblattriger Verzweigungspunkt, und 
die Verzweigungsteiler .8", und 31/ haben den gemeinsam en Teiler 
m «1.-1 ""t . 

Ein endlicher Punkt P = (a, b) ist dann und nul' dann ein 
'ifl+hF 

k-facher Kurvenpunkt, wenn in ihm alle Ableitungen ---h ver-
o:i'(}y 

schwinden, fur welche g + h < kist, abel' mindestens eine Ahleitung 
kter Ordnung von Null verschieden ist, wenn also in der Entwicklung: 

(57) F(x, y) = Uo + u1 +", +Uk _ 1 + Uk'" 

nach steigenden Potenzell von x - a und '!I - b die homogenen 
Aggregate uo, Ull ... , U k_ 1 del' 0, 1,. ,', (k - l)len Dimensionen iden­
tisch verschwinden, Uk aber nicht Null ist. Insbesondere ist P dann 
und nul' da~n ein vielfacher Kurvenpunkt, wenn die drei Funktionen 

F(x 9/) of(x, y) of(X, Y) in P verschwinden. 
';:J 'ox (}y 
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Jede Funktion tJ. = (y - b) - .t(x - a) des Korpera K(x, y) 
enthiilt ebenfaIls den Divisor ~ = $1 a • ... $" a,,; jeder Strahl des 
Strahlenbiischels t). = Omit dem Trager P trifft also jeden der den 
Primteilern zugeordneten in P sich schneidenden Aste mindestens in IX, 

in P koinzidierenden Punkten. Unter ihnen giht es einen einzigen 
Strahl t}.l = 0, fiir welchen die Funktion t'-l mindestens durch $t,+l 
teilbar ist; dieser heiSt die Tangente in P des zu $, gehorigen 
Kurvenzweiges. 

Besitzt also <it in Peine x-zweigige Singuillritiit, so hat sie 
dort " verschiedene oder zusammenfaIlende Taugenten tll ts, ..• , tIC' 

Die" Richtung:<koeffizienten .t; dieser Tangenten sind die Wurzeln 
der Gleichnng kten Grades 

(58) ".I;(l,.t) = Co + cll + ... + C,.A,k = 0, 
wo ".I;(x-a, y-b) das Aggregat der Glieder kter Dimension in (57) 
ist. Dann und nur daun, wenn diese Gleichung keine gleichen Wurzeln 
besitzt, ist P ein k-facher Punkt mit getrennten Tangenten; alsdann 
besitzt ~ = $1 $s ... $.1; keine mehrfachen Primfaktoren. Fiir k = 2 
erhiilt man so den Doppelpunkt mit getrennten Tangenten. 

24. Der zur Xurve <it gehorige Divisor der Doppelpunkte. Zur 
vollstiindigen Charakterisierung eines heliebigen singuliiren Punktes 

fiihrt die Zerlegung der beiden Funktionen ~~~ und ~i des Korpers 

K(x, y) in ihre Primfaktoren, von denen wegen der zwischen ihnen 
bestehenden Gleichung: 

of 8y 

(59) ox ely n» 
- ifF = da; = 8 .. 

oy n; 
nur einer, etwa ~: zu untersuchen ist. 

Durch direkte Untersuchung der Nullstellen und Pole dieser 
Funktion ergeben sich in Verbindung mit (59) leicht die beiden 
Gleichungen: 

(uO) 

Der durch diese Gleichungen voIlstiindig bestimmte gante Divisor il 
heiSt der t" <it gehOrige Divisor der Doppelpunkte, weil er aIle und 
nur die zu singuliiren Punkten von <it gehOrigen Primfaktoren in 
einer von der Art der Singularitiit abhiingigen Multiplizitat enthiilt5S); 

n3) Den Divisor der Doppt>lpunkte baben zuerBt D -W., p.267, alB Polygon 
der Doppelpunkte eingefiihrt. wobei jedocb von den im Unendlichen liegenden 
Singulariti!.ten abgesehen wird. [0] 

89* 
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eine leichte Betrachtung zeigt speziell, daB fur einen gewohnlichen 
Doppelpunkt i) genau durch das Produkt del' beiden zugehol'igen 
Primfaktoren teilbar ist. Dieser Divisor spielt in der Kurventheorie 
eine ahnlieh wichtige Rolle, wie der Verzweigungsteiler in der Theorie 
der Riemannschen FHichenj er hangt aber von beiden Elementen 
x und y ab und bleibt nur bei linearen Transformationen: 

as+~ o(1J+W 
x=r!+d" Y=I"1J+.r 

unvel'andert. Man kann ~ auch als Nenner der zu dem Differentiale: 
d:r. dy nm-~nl1-2 

(61) drp = Fy = - ]~- = -~-'-----

gehorigen Differentialteilel' definieren. 
Da die Ordnung il'gend eines Diffel'entialteilerB nach (54) gleich 

2p - 2 ist, so folgt hieraus, daB die Ordnung 2cl von i) stets eine 
gf'rade Zahl ist, und zwar ist 

(62) d=(m-l)(n-l)-p, 
wahrend sieh aUB (60) die Gleiehungen 

(62a) d=(m-l)n-~wy=(n-l)m-tw", 

ergeben, wei I Zahler und Nenner von F~ und F; von gleichel' Ord­
nung sind. Aus (62) geht hervor, daB die Maximalzahl (m -1)(» - 1) 
von Doppelpunkten nul' fur Kurven vom Geschleeht Null, d. h. fur 
BOg. Unicursalkurven, el'reicht wird. 

Es sei jetzt P = (a, b) ein endliehel' Punkt von ([, ~1 einer der 
Punkte $11 ~2' ... ,~. der Riemannschen Flliche ~"" welcher del' 
Stelle Pa (x = a) zugeordnet ist. Wir fragen jetzt, welche Potenz 
von ~1 in dem Divisor ~ der Doppelpunkte enthalten ist, voraus­
gesetzt, daB del' Stelle Va kein Pol von y entspricht. Es sei dann: 

(63) F(y, x) = Ft (y)F'J (y) " .. F,,(y) 
die Zerlegung von F(y, x) fur den Bereich der Stelle Va' Sind dann 

(t) (i) (v)" WId m m m h oo ' y ,y ,."",1) Je eme urze aus en zu 1"11 1"ll' .•. , 1". ge orlgen 
W urzelzyklen 5!), so besitzt 

(63 a) (o,,!:) = JJ;' (y(t») F2 (y(l») ... F,,(y(t») 
uy y=y() 

im Punkte ~t von Sf", dieselbe Ordnungszahl, wie die Funktion: 

(63b) D(Ft)R(Fll Fs) . .. R(}~, F,,) 
in dem zugeordneten Punkte p der einblattrigen Kugelfliicbe, wenn 
D(Fl) die Diskrimillante von Fl (y), nnd allgemein R(F;, Fk) die Eli­
minationsresultante von Fj(y) und Fk(y) bedeutet. 

54) Literatur zur Theorie der Zyklen s. B.-N., p. 381 ff.; III C 4, Nr.14, 16. [0] 
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1st nun ~l ein at" bliittriger Verzweigungspunkt, also FI (y) vom 
alton Grade, so ist D(F,) durch Va,-1+S III , also Ft'(y(l» durch ~~l-l~illl 
teilbar, wo 111 eine nicht negative ganze Zahl bedeutet. 1st femer 
allgemein fur i < k 11k = lki die Ordnungszahl der Eliminationsresul­
tante R(F,(y),Fk(y)), so gibt dieselbe Zahl die Ordnung von F.(rP» 
fUr ~k und von Fk(y(I)) fur ~i anj l'k ist immer eine nicht negative 
ganze Zabl, und stets und nur dann Null, wenn die zu ~i und ~k 
gehOrigen Wurzelzyklen y(i) und y(k) verschiedene Anfangsglieder be­
sitzen. 

Also enthiilt ~: = n;~x_! den Primteiler ~l genau in del' Po­

tenz ~la,-l+illl+l,.+·· '+Il~, und das Entsprechende gilt fur die v 
anderen Teiler $,. Beachtet man nun, daB .3a genau durch ~ti-l 
teilbar ist, wiihrend nach dem Vorhergehenden ltx und tty keinen 
FaKtor ~i enthalten, so ergibt sich leicht die folgende voUkommen 
ubersichtliche Darstellung des Divisors der Doppelpunkte: 

(64) 

wo das Produkt nur auf die singuliiren Punkte P del' Kurve und 
jedesmal nur auf die Primteiler ~11 ~2' •.• ,~" zu erstrecken ist, 
welche den )t Zweigen von P entsprechen.55) 

Es ist leicht, die Ordnungszahlen 19h durch die Exponenten der 
Reihenentwicklungen von YlI Yi' ... , YB fur die Stelle Va auszudriicken: 
Es seien ~l und ~2 fur ~x Verzweigungspunkte der al t<ln und as ron 

Ordnung und 
~ ~ 

(65) y<l) - b = i.(1)(x -- a)u:.. + .. " y(2) - b = ).,(2)(X - aY;.'. + ... 
je eine der zu ~1 und ~2 gehorigen konjugierten Wurzelzyklen von y. 
1st also allgemein 7r, die zu ~. gehOrige Primfunktion, so ist fur den 
Bereich dieses Punktes: 

1 1 

:r, '" (x - a)'i; '" (y - b)bi, d. h. x - a'" :ria" Y - b "'" 7rl', 
und es ist: 

(66) (x-a, V-b) "" n~t(a;.bi), 

wo hier Wle im foIgenden mea"~ ~j) die klein ere der beiden Zahlen 
ai, Pi bedeutet. Ebenso ergibt sich fur den gemeinsamen Teiler der 
heiden Verzweigungsdivisoren: 

(66 a) (0 O),,-,(nm~i-l nm.b.-1),,-, (X-a,y-bJ • 
.u"" .uy 't"., 't". • !J31 !J3: .•• 1$. 

55) Vgl. B.-N., p. 881-388. [OJ 
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Ferner ist jede del' Differenzen YI(t) - yP) des ersten Wurzelzyklus 
b, 

mindestens durch (x - (t)a., jede Differenz YI (1) - YI;(2) von je einer 
( b, bt) 

zu ~l und ~2 gehorigen Wurzel mindestens durch (x - at a,: , a;; 
teilbar. Da nun F/(Yl) aus at -1 Dilferenzen del' ersten, F£(YI) aUB 

as Differenzen del' zweiten Art besteht, so folgt sofort, daB 111 min­
destens gleich (al - 1) (bi - 1), 112 mindestens gleich m (at bj , as bl ) ist. 
Hieraus ergeben sich die folgenden Siitze: 

Jeder gemeinsame Teiler ~l von B", und By ist auch in SD 
enthalten. 

Denn unter diesel' V oraussetzung sind at und bl beide graDer als 
Ji:iins, also 111 > O. 

Del' kleinste Wert, welchen 111 erbalten kann, ist Null, und 
dies tritt dann und nul' dann ein, wenu meal> b1) = 1, also at 
odeI' hi gleich Eins ist, oder, was dasselbe ist, wenn (x - a, y - b) 
genau durch die erste Potenz von ~1 teilbar ist. 

Del' kleinste Wert, welchen l12 fur einen regnliiren Punkt P 
annehmen kann, ist Eins, und das tritt dann und nul' dann ein, 
wenn m(aIbj,a,bl ) =1, wenn also m(all hl ) = m(a2,b2) = 1 ist, 

und wenn auBerdem :~, d. h. die Steigung uer 'l'angente, in ~1 
und ~2 verschiedene Werte hat. Alsdann ist also (x - a, Y - b) 
genau durch ~l ~2 teilbar, und (3"" By) enthiilt diese Primfaktoren 
gar nicht; nul' einer del' beiden Punkte ~1 und ~2 kann also ein 
Verzweigungspunkt fill' Sf", oder fill' Sf!! sein. 

Hieraus und aus (64) folgt das Fundamentaltheol'em: 
Del' Divisor del' Doppelpunkte SD enthiilt jeden zu einem x­

zweigigen singuliiren Punkte Pk=(a, b) gehOrigen Pl'imteiler ~ min­
destens in del' (x _l)ten Potenz, und diese untere Grenze wird dann 
und nur dann erreicht, wenn St = (b",- a' by-b) = ~t ~2 ••• ~" keine 
gleichen Primteiler besitzt, und wenn auBerdem Pk lauter verBchie­
dene Tangenten hat. In diesem Falle Boll Pk ein gewohnlicher sin­
guliirer Punkt genannt werden. 

Liegen die Doppelpunkte und Verzweigungspullkte der Kune G: 
alle im Endlichen, und ist D(F) die Diskriminante del' Kurvenglei­
chung F = 0, so folgt aus (60) die Gleichung: 

(67) D(F) '" N(F'(y)) = NCSDB",) = N(SD)N(3",). 
Jede zum Korper K(x, y) gehorige Gleichungsdiskriminante besteht 
also aus zwei Ji'aktoren, von denen d~r erste: 

{ E Zgk 12 
(67 a) N(SD) = IlCx - a)g~h f 

(P) 
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quadratisch istj dieser, der sog. O;ufjerwesetltliche IJiskriminantenteiler, 
ist die Idealnorm des Divisors ~ der Doppelpunkte, der zweite, der 
wesenaiche Diskriminantenteiler, ist die Idealnorm des Verzweigungs­
teilers, ihre Grade sind 2 d und w"" Sind die heiden Voraussetzungen 
nicht erfiiilt, so treten in jenen Faktoren Graderniedrigungen ein. 
Dieser Satz ist eine unmittelbare 1!'olgerung aus dem entsprechenden 
(60) rur die Divisoren, wiihrend jener aua diesem nicht erschlossen 
werden kann.56) 

25. Auflosung der Singularitaten einer Kurve. Dnter einer re­
guliiren Kurve verstehen who eine Kune mit lauter gewohnlichen im 
Endlich en liegenden singularen Punkten. Fur diese und nul' fur sie 
ist der Divisor del' Doppelpunkte durch das uber aile k-fachen Punkte 

56) Die Begritfe des wesentlichen und des altlkrweseJltlicne'n Diskriminanten­
tet1ers sind von Kronecker eingefiihrt worden (Discr. p. 313, s. auch Festschrift 
p. 22. Von dem dort entwickeHen Begriff der Diskriminante der GattuDg ist der 
Hegriff des wesentlicheIi Diskriminantenteilers ein spezieller It'all). Hei D.- W:, 
p. 194 wird der wesentliche Diskriminantenteiler unter dem Namen der Korper­
diskriminante eingefLihrt. 

I~t y eine ganze algebraische Funktion n. Grades von x, und fo,t~, ... fn-l 
eine Fundamentalbasis fUr die ganzen GrMen von K (y , x), so ist die Dis­
kriminante A. des SY6tems (fo,' .. fn-t) der wesentliche Diskriminantenteiler 
von y; es ist dann: 

(l(l, y, " ., y,,-l) = A.B", 

wo die ganze rationale l"unktion R von x offenbar del' Diskriminante der Sub­
stitution gleich iat, durch die die Basen (1, y, . •. y"-t) und (fo,ft, . .. f"-l) zu­
ilammenhangen. B' ist del' auBerwesentliche Diskriminantenteiler von y. fl. ist 
der grofJte gemeinsame Teiler der Diskriminanten aller ganzen GrOBen von K(y, x). 
Uber die Fundamentaldiskriminante (Diakriminante der Fundamentalgleichung) 
8. Nr.19. 

Der auBerwesentliche Diskriminantenteiler der Gleichung F(y, x) = 0, der 
eine ganze algebraische Funktion y von x geniigt, liiJ.It sich auch charakterieieren 
alB del' grolUe von U, V unabhangige Teiler von 

N( U. ()~~,X) + V. oF~~, X»). 

Kronecker untersucht weiter die Verallgemeinerung der obigen BegriffsbiIdungen 
auf reduzible Gleichungen (Discr., p. 315-319) Bowie auf die gebrochenen GroBen 
der Korper (Discr., p. 327-329). 

In der WeierstrafJachen Vorlesung von 1869 (B.-N., p. 375-376) werden 
die Begriffe des wesentlichen und des au6erwesentlichen Diskriminantenteilers 
an die irreduzible Gleichung, der eine, im allgemeinen gebrochene Fnnktion des 
Korpera geniigt, angekniipft und mit Hilfe der Reihenentwicklungen analysiert. 
Klein, R. F. I, p. 118-121, bespricht die geometrische Bedeutung des wesent­
lichen und des auBerwesentlichen Diskriminantenteilera. V gl. auBerdem fur die 
geometrische Bedeutung des Diskriminantenteilers B.-N., p. 38\1, 391. [01 
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PIt erstreckte Produkt: 

(68) 

dargestellt. 
In jedem Korper K gibt es unendlich viele l)rimitive Elementen­

paare (;, '1]), deren Gleichung G(;, '1/) = 0 eine regullire Kurve f'rgibt. 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem anderen, daB jede Kurve dUTCh 

eine endliche Anzahl von rationalen Elementartransformationen um­
kehrbar eindeutig in eine regulare Kurve ubergefilhrt werden kann. 
In der 'fat zeigt man leicht, daB durch geeignete Elementartrans­
formationen der Exponent irgend eines Primteilers ~l von 5D auf 
Null reduziert werden kann, und daB hei jenen Transformationen 
zu 5D nur solche Faktoren (~1 \J52 ... \J5/Y-l hinzutreten, welche l-fachen 
Punkten mit getrennten Tangenten entsprechen. Dieses Verfahren, 
welches als AuflOsung der Singulm·itiiien bezeichnet wird, kann aucn 
dazu dienen, fur die ursprungliche Kurve den Divisor der Doppel­
punkte zu bereehnen.&1) 

AnstaU aber die Singularitiiten einer vorgelegten Kurve F(y,x) =0 
so sukzessive durch pass end gewahlte Ahbildungen auf andere Kurven 
aufzulOsen, kann man direkt zeigen, daB man unter Festhaltung von 
x die andere Variable '!J auf unendlich viele Arten durch ein anderes 
primitives mement r; des Korpers so ersetzen kann, daB die neue 
Kurve w(fJ, x) = 0 der anderen eindeutig ontspricht und sogar nur 
gewohnliche im Endlichen liegende Doppelpunkte hat, daB also jedem 
ihrer einzelnen Punkte P nUl" ein Teiler zweiten Grades (~1 ~B) ent­
spricht, il also lauter verschiedene Primfaktoren enthalt. 

Zu diesem Zwecke wahle ieh den Grad q von 'rJ beliebig, aber 
groBer als w'" und schreibe den l'\ennel' n'l = ~1 \J5! ... ~q beliebig 
abel' so vor, daB auf der Riema,nnschen Flache ~'" die zugehorigen 
Puukte l.l311~!' ... ~q und ihre in Bezug auf x konjugierten Punkte 
unverzweigt, und daB auch keine zwei von ibnen einander konjugierl 
sind. Dann kann man auf unendlich viele Arten einen Ziihler ~., so 

bestimmen, daB die derVariablen 1j=~" zugehOrige Kune w(1J,~)=O 
u", 

nur Doppelpunkte im Endlichen besitzt. 
In der Tat, sei ('P), ,.,P), ... , '1](n») ein fur die Stelle (x = 00) rt.~ 

guliires Fundamentalsystem fur das Ideal J(~), so sind die Ordnungs­

zahlen - OJ der Elemente 'I/(i) fur die Stelle (x = (0) samtlich ne-

67) Literaturangaben zu diesel' ersteu Auflosungsmethode bei B. - N .• 
p. 376-380. [OJ 
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gative gauze Zahleu; aIle Elemente 'I] mit dem Nenner n., sind also 
in der Form: 
(69) 
enthaltell, wo allgemein der Koeffizient 

u,= u.(O) + uP)x + ... + u/"j)xai 

cine ganze FUllktion des 6/,en Grades von x mit unbestimmten Ko­
effizienten ist. Durch zweckmiiBige Wahl der hOchsten Koeffizienten 
uri) erreicht man zunachst, daB '1 fiir die Stelle (x = (0) endliche 
und voneinallder verschiedene Werte ellthalt, daB also hier kein singu­
liirer Punkt von (£~ auftritt. 

Sci nUll «P('I], x) = 0 die Gleichung, del' die Form (69) zunachst 
fiir unbestimmte u; geniigt, und 

(70) 11>('1], x) = w1('I], x) «Pa (11 , x) ... <p.,(fJ, x) 
die Zerlegung ihrer linken Seite in irreduktible Faktoren fill' den 
Bereich einer beliebigen endlichen Stelle V (x = a), so folgt aus der 
Gleichung: 

(lOa) 

uurch Diskussion der rechts auftretenden Linearfaktoren, daB fur un 
bestimmte u. aUe v oben in (64) auftretenden Exponenten l1v l12' .•. II ~ 
Null sind, daB also aile ul1endlich vielen Kurven «P('I], x) = 0 llicht 
etwa einen festen Doppelpunkt gemeinsam haben konnen. Ferner geht 
ebenfalls aus del' Untersuchung der einzelnen Linearfaktoren von (70a) 
hervor, daB, falls es durch zweckmaBige Wahl einer Konstanten uY) 
bewirkt ist, daB die Kurve «P = 0 an einer bestimmten Stelle cinen 
sillguIaren Punkt hat, die ubrigen stets so gewahlt werden konnen, 
daB per zugehorige Prim divisor ~ ein einfacher Teiler von ~ ist, 
also einem gewohnlichen Doppelpunkt entspricht. 

Gcht man also in del' Gleichung (70a) zur Norm uber und be­
achtet (67), so ergibt sich fur unbestimmte uP') eine Gleichung: 

(71) D(<<P) = N(~cp)N(3.,) = U2 (u,.'f)) N(8x) , 

und nach dem oben Bewiesenen ist Utu/l) = VN(:t)cp) eine primitive 
rationale Form, welche fiir unbestimmte u,.'ll keinen einzigen quadra­
tiBchen Faktor besitzt. Wiihlt man also, was auf unendlich viele 
Arten geschehen kann, diese Konstanten so, daB auch fiir sie U(u/» 
nur ungleiche Linearfaktoren hat, so besitzt fur das so bestimmte 'I] 
die Kurve w(f}, x) = 0 wirklich lauter gewohnliche Doppelpunkte.58) 

58) Die Aufl15sung der Singularitiiten einer ebeneo Kurve iet zuerst von 
KrOtiecker gegeben, jedoch erst 1881 veroffentlicht worden (Diacr., p. SOl-SOl>, 326, 
vgl. auch B.-N., p. 370-376). Durch die von Kronecker ver15ffentlichte Methode, 
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26. Die zu einer Gleichung F(x,y) gehorigen Funktionenringe. 
Sind x und y zwei beliebige Elemente des Korpers K, so konstituiert 
di~ Gesamtheit R (x, y) alier ganzen rationalen Funktionen von x und 
y einen Teilbereich von X, welcher nach Dedekind eine Ordnung, nach 
Hilbert ein Ring genannt wird. Die Addition, Subtraktion und Multi­
plikation der Funktionen eines Ringes liefert wieder Elemente des­
selbenj fur die Division ist dies im allgemeinen nicht der Fall. 1st 

G(x, y) = ~ die Zerlegung eines solchen Ringelementes in seine Frim-
nG 

faktoren, so bestimmt der Zahler das Schnittpunktsystem der Kurve 
G = 0 mit der Grundkurve F = OJ die Untersuchung solcher Schnitt­
punktsysteme fiihrt mit N otwendigkeit auf die Betrachtung von Funk­
tionsringen. Die Frage, ob ein gegebenes Element 'I} des Korpera 
KCx, y) dem Ringe R(x, y) angehOrt oder nicht, wird durch den fol­
genden wichtigen Satz beantwortet: 

Wenn die zwischen X und y bestehende irreduktible Gleichung 
F(x, y) = 0 in bezug auf jene Variablen bzw. vom mten und nten 

Grade ist, und SD den Divisor ihrer DoppeljlUnkte bedeutet, so ge­
hod jedes Multiplum von i) dem Ringe RCx, y) an. Allgemeiner 

gehorl auch jedes Multiplum von -~ ~ fur p. < m und 11 < on eben-n",ny 
falis zu RCx, y), und zwar ist es in bezug auf x und y bzw. vom 
p. ten und lIten Grade. 

Der Beweis beruht auf dem wichtigen Hilfssatze, welcher spat·er 
(Nr.4-1) auch fur den Beweis des Abelschen Theorems von grund­
legender Bedeutung ist: 

(72) 

1st der Nenner einer Funktion 
cp _ B'I'_ 

- Bzn~ 

das . Produkt aus dem Verzweigungsteiler 8", und einer nicht nega­
tiven Potenz von u"" so ist ihre Spur eine gauze Funktion ~tt<m Grades 
von x. 

die sich im wesentlichen mit der im Text zuletzt angegebenen deckt. werden 
jedoch im allgemeinen nur die im Endlichen liegenden eingularen Punkte auf­
gelost, de. in ihr als neue Variable fiir 'JJ eine ganle Funktion von :r: eingefiihrt 
und daher an ein lI'undamentalsystem fiir ganze GraBen des Kllrpers angekniipft 
wird. Die im Text angegebene Methode zuerst bei H.-L., p. 402-409. Die 
K1'oneckersehe Methode benub:t die Reihenentwicklungen nicht nnd kann daher 
zum Existpnzbeweis fur Reiheneotwicklungen verwendeb werden. Die von Weier­
stra!J mit Hilfe von Reihenentwicklungen erhaltenen Resnltate gebraucht TIwmt 
(J. f. Math. 126, p. 90) zur Aufillsung der Singularitaten. [OJ 
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1st zum Beispiel: 

(72 a) It = J'cpdx 
Q)n t 

irgendein Integral erster Gattung, also rp = --'" so folgt aus del' 
.3", ' 

Gleichung: 
(72 b) oP' {Uni ", il.8.. ® il (m-l! .. -2) 

cp . 8Y = \!9 .8", . n~'n~-2 = . n:f'-2n~-2 = 9 X, Y 

dail dieses Produkt eine ganze Funktion des Ringes, daB also jeder 
Integrand erater Gattung in der Form: 

(72c) 
g(x, y) 

cp = --it-'­
II 

dargestellt werden kann, deren Zahler eine ganze Funktion des 
(m - 2)!en Grades in x, des (n - 2)ten in y ist, welche durch i) teil­
hal' ist, so daB die sog. adjungierte Kurve g(x, y) = 0 in diesem prii­
ziseren Sinne durch die singuHiren Punkte del' Grundkurve hindurch-

gehen muB, wenn -J" einen Integranden erster Gattung liefern solI. 
11 

27. Darstellung der zum Korper K gehorigen Kurven durch 
homogene Koordinaten. Nach (48)ff., p.572, besteht zwischen drei 
beliebigen linear unabhangigen aquivalenten Divisoren :Do = ?m~o, 

0 1 = mUll! 0.2 = ?m ~2 stets eine homogene irreduktible Gleichung: 

(73) rll(Oo, 0 1,°2) = 0 

mit konstanten Koeffizienten, deren Dimension gleich dem Grade n 
del' Klasse .A = (~o. ~1' 'ill2) ist, und welche z. B. in bezug auf 0 0 

bis zum Grade von ~: ansteigt, usw. Sind speziell: 

(74) Xo = ~-, Xl = {b Xl! = ~~ 
drei beliebige, linear unabhangige Elemente des Korpers, welche so 
ausgewahlt sind, daB K(xo' Xli xs) = Kex, y) ist, und ist F(~{o, 'illll m:2) 

= 0 die zwischen ihnen bestehende irreduktible Gleichung, so ist auch 

F(xo, Xli Xl!) = 0 

die Gleichung einer algebraischen Kurve des Korpers K(x, y) in hbmo­
genen Koordinaten, bezogen auf das Koordinatendreieck (xo = 0, Xl = 0, 
x..J = 0). dessen Seiten die Grundkurve in denjenigen Punkten schnei­
den, welche den Primteilern von ~o, ~l' ~~ zugeordnet sind. 1st 
G(xo• Xl' x2) = 0 eine andere Kurve mten Grades, so lieferl del' gauze 
Divisor mnt•n Grades G(~o' m:11 'ill2) die mn Schnittpunkte dieser Kurve 
mit del' Grundkurve F(xo, Xu xs) = O. Speziell bestimmen die Divi­
soren del' Schar Co ~o + ci ~l + til ~I die Schnittpunkte nller Geraden 
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coa'o + C1X1 + ct x2 = ° der Ebene mit del' Grundkurve. Einer Trans­
formation: 
(75) PY. = 2a,kxk 

k 
(i, k = 0, 1, 2) 

der homogellen Koordinaten mit nicht verschwindender Determinant.e 
I a,k I eutspricht die Substitution: 
(75a) ~i = Eaik~k' 

k 

bei welchel' die Basis CWo, m-1, ~2) del' Divisorenschar com-o + c1 ~I 
+ c2 m-2 durch die aquivalente Basis (5So, 5Su ~2) ersetzt wird. 

Sind allgemeiner vier linear unabhiingige Funktionen xo, Xli X,II XII 

innerhalb K so gegeben, daB 

K(xo, Xli X2, :ia) = K(x, y) 
ist, so entspricht jedcm Punkte ~ der Riemannsc11en Flache ein 
Punkt PeineI' algebraischen Raumkurve R rrit den Tetraederkoordi­
naten (Xo, XII x" Xs), und diese Beziehung ist im allgemeinen, d. h. 
mit Ausnahme einzelner Punkte eindeutig. 1st allgemein: 

Xi = ~: (i = 0, 1,2, 3) 

die Divisorendarstellung janer vier Funktionen, daren Zahler also ganze 
teilerfremde Divisoren derselben Klasse A sind, und ist n die Ordnung 
~Oll A, so schneidet jede FHiche G(xo, Xli X 2, 1'8) = 0 die Kurve R in 
allen und nul' den Punkten, welche dem Divisor: G(~o, 'illu ~2' Ws) ent­
sprechen. Speziell scbneidet jede Ebene coxo + C1 Xl + C2X2 + CaXa = 0 
diese Kurve in den n Punkten, welche dem ganzen Divisor ntcr Ord­
nung Co ~o + Cl ~l + C2 ~2 + Cs m-s zugeordnet sind. Die Kurve R hat 
also die Ordnung n. 

Sind endlich ganz allgemein: m-o, 2Iu ... ~. (8 + 1) linear unab­
hangige Divisoren einer Klasse A und xo, Xl' •.. x. die ihnen bei 
irgendeiner Wahl des Multiplikators ~ zugeordneten Funktionen des 
Karpel's, so wird durch die Proportion: 

xo: Xl : ••• : x. = ~o : ~l : ••. : ~. 

cine Kurve R. im Raume von 8 Dimensionen bestimmt. Diese Kurve 
kaun in keinem Raum niedrigerer Dimension gelegen sein, weil zwi­
schen den x. keine lineare homogene Gleichung besteht; ihre Ordnung 
ist, wie genau wie vorher bewiesen wird, gleich del' Ordnung der 
Klasse A, vorausgesetzt, daB del' Karpel' K(xo, XU'" x.) gleich K(x, y) ist. 

Die Divisoren (~o, ~1I ••• ~.) konnen eben so wie vorher im Falle 
der ebenen Kurve durch lineare Gleichungen von del' Form: 

~i= Ea;k~/; 
k 

transformiert werden. Eine solche Substitution entspricht einer Ver-
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legung des Koordinatentetraeders oder einer kollinearen riiumlichen 
Abbildung der Kurve.69) 

Wir beschiiftigen uns zunachst mit den ebenen Kurven des Kor~ 
pers K(x, y), bemerken aber, daB die hier abgeleiteten Resultate auch 
auf die Kurven in hoheren Mannigfaltigkeiten ausgedehnt werden 
k5nnen. 

Ein Punkt P =- (ao• au as) del' Ebene liegt stets und nur dann 
auf der Grundkurve, wenn die Jrei Determinanten der Matrix 

( ao, ap a2 ) 

Woo ~1' ~s 
einen gemeinsamen Teiler Sl entbalten. P ist ein k facber x-zweigiger 
Punkt der Kurve, wenn Sl von der klan Ordnung ist und ~ verschie­
dene Primfaktoren enthiilt, wenn also 

~ = ~lhl~2h •••• ~/" 

und hi + hs + ... + h" = kist. 
Man erhiilt die zu den x Zweigen von P zugehorigen Tangenten, 

wenn man in dem Buschel 

bo + lco, bl + lcu b2 + lCll 

=0 

69) Es werde bier kurz auf den Zusammenhang der Kleinschen Formen~ 

theorie mit der Divisorentheorie eingegangen: 1st Z = ~: die unabhangige Va~ 

riable, und spaltet man sie in einen Quotienten von Xl und X t , so da6 z = ~ 
xt 

ist, so verschwindet xt in allen Punkten von Qt, XI in allen Punkten von Qi' 
Ist.it die KIssse von 0 1 und Qi' so entspricht jedem ganzen Divisor von AT (r > 0) 
eine Form rter Dimension, die gerade in den Punkten jene;:! Divisors verschwin~ 
det. Jede Funktion des Korpers ist dann ala Quotient von zwei ganzen Formen 
darstellbar. Lli6t sieh ein ganzer Divisor ganz und rational in 0 1 , 0,2 darstellen, 
so lot die entsprechende Form rational in Xl' Xi' Den iibrigen Divisoren der 
Klassen AT entaprechen algebraische Formen. Benutzt man die Formentheorie 
und unterscheidet'nicht zwischen rational en und algebraischen Formen, so kommt 
dies auf die Auszeichnung der Klasse A hinaus. Unterscheidet man zwischen 
rationalen und algeLraischen Formen, so wird die Teilschar c, 0 1 + ci ,ot von A 
ausgezeichnet. VgI. fUr die EinfLlhrung der ~'ormentbeorie Hensel, Jahresber. d. 
D. M. V., 1 (189~), p. 4, J. f. Math. 109 (1892), p. 56, Acta Math. 18 (18941, p. 247 fr. 
und besonders Klein, R. F. I, p. 100-101, 114-117, 122-Vl6, 142-148. Ebenda 
p. 173-185 behandelt Klein auch rationale und algebraische Formen mit mehr 
ala zwci Variabeln. 1m Anschlu6 damn behandelt dann Klein die Frllgestellung, 
samtliche Kurven, die zur vorgegebenen Riemannschen Fliiche (oder arithmetisch 
zum vorgegebenen Kiil'per) gehoren, herzlHtellen und zu untersuchen. R. F. I, 
p. 179-181; II p. 63-66, 78fr., p. 110-117. [OJ 
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der durch P gehenden StrahIen den Parameter l so bestimmt, daB 
der Divisor: b + lc b + lc b + AC o 0' 1 11 2 1I 

ao a1 all 

~o ~1' &2 
je einen der "Primteiler ~11 ~2' ... ~" Ofter aIs Sf enthait. 

Sind .8211:~" ..s~.:210' .8210: 211 die zu den Korperfunktionen :1, 
gehOrigen Verzweigungsteiler, so ist allgemein: 2 

(76) 

(76a) 

(i = 0, 1,2 (mod 3» 

wo hier wie im foig-enden die Indizes stets durch ihre kIeinsten Heste 
modulo 3 zu ersetzen sind. Der so bestimmte ganze Divisor 'i) ist 
del' Divisor der Doppelpunkte im projektiven Sinne. 

Ein Kurvenpunkt P ist namlich dann und nur dann singular, 
wenn seine Primfaktoren ~j in ttl vorkommen, und sie treten auch 
hier in einer bestimmten von der Beschaffenheit der Singularitat ab­
hangigen Multiplizitat auf. 

Da jeder der Verzweigungsteiler .8 vom Grade 2 (p + n - 1) iet, 
und die in (76a) links stehenden Divisoren den Grad n(n - 1) be­
sitzen, so ergibt sich fiir den halben Grad II von ~ die Gleichung: 

(77) d=t(n-l)(n-2)-p, p=i-(n-l)(n-2)-il. 
Fur den Fall gewohnlicher Doppelpunkte ist d die Anzahl derselben, 
und man erhliit also das Geschlecht der Kurve, wenn man die An­
zahl del' wirkIich vorhandenen Doppelpunkte von der Maximalzahl 
-Hn - 1) (n - 2) abzieht, welche eine irreduktible Kurve n ter Ord­
nung haben kann. 

1st C = (co, clI c2) ein beliebiger Punkt der Ebene, also 
of of of 

(78) 6 c(F) = Co ~- + c1 ~- + e2 ~ = 0 
uXo uX1 uX! 

die GIeichung der ersten Pol are von a in bezug auf' die Grundkurvet 

so wird ihr Schnittpunktssystem mit der Grundkurve durch den Zahler­
divisor von Ac(F) 

of of of-
(78a) Co o~o + c1 O'lll + G! a~ = ttl(CO..sWl: w. + c1 .8W.: 210 + G! Bw.: ~1) 
reprasentiert, und aus dieser Darstellung folgt der Satz: 

Das Netz aUer ersten Polaren schneidet auf der Grundkurve 
Punktsysteme aus, welche einen festen, dem Divisor ~ genau ent­
sprechenden Bestandteil besitzen. 
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Der Divisor 1) der Doppelpunkte kann als Nenner eines auf die 
Kurve bezilglichen Differentialteilers definiert werden: Aus der Auf­
loaung der beiden Gleichungen: 

of of of of of of 
Xo -;:a + Xl ,,-- + X2 -;:a = 0, dxo -~ - + dx, ~ + dXa ~. = 0 

uXo uX1 u X \! OXo U X! uX2 

folgt niimlich, daB das Differential: 

(79) dM = XI dx'j - x!dx1 = x!dxo-xodx, = XO dX1 -x1dxo of of of 
OXo oX1 ox! 

zu dem Differentialteiler 2l': 3 gehOrt, wenn ~ der Generalnenner von 
~ 

311, XII 3:j ist Bedeuten also (ao, au a2) beliebige Konstanten, so folgt 
aus den vorigen Gleichungen del' allgemeinere Ausdruck fiir dasselbe 
Differential : 

10'0 al a'i 
iXo Xl x, 

dM = I dxo dX l dx~__ 2t"-s 
&1" &F of '" ~ 

ao -A - + a1 ~ + a2 ~ 
(79 a) 

OXo UXI UXI 

Aus dieser Darstellung ergibt sich einmal, daB der Divisor 2l':: s, 
~ 

also auch sein Nenner, der Divisor der DoppeJpunkte, bei beliebiger 
linearer Transformation des Koordinatensystemes ungeandert bleibt, 
weil dasselbe von dem Ausdrucke (79a) von dM gilt. Ferner folgt 
a.us derselben Gleichung so fort, daB das allgemeinste auf die Kurve 
F = 0 beziigliche Abelsche Integral in der von Aronhold eingefiihr­
ten Form: 

Xo Xl x, 

(80) I j-'(J(xo, Xv Xj) o/xo diF dx! of j(J(Xo, Xli x 2) dM 
ao oXo + a l OXI + a2 OXj 

dargesteUt werden kann, in welcher () eine beliebige ganze odeI' ge­
brochene Funktion der (n - 3)ten Ordnung ist; denn so wird del' zu­
gehOrige Differentialteiler 
(80a) dI '" O(2lo• !1~22 

~ 

von dem akzessorischen Nenner ~ unabhiingig. 
Die Ubertragung der in Nr. 26 gefundenen Resultate auf die 

durch die Gesamtheit alIer ganzen homogenen Funktionen von Xo, xp xa 
konstituierten Funktionenringe ergibt leicht das folgende Resultat: 

Eine Funktion des Korpers, welche ein Vielfaches des Divisors 

: .. ist, ist als ganze homo gene Funktion vter Ordnung von (xo, Xv x~) 
darstellbar, 
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oder in anderer Form ausgesprochen: 

Bedeutet .A die Klasse der ganzen Divisoren (Wo, ~11 ~), 80 

kann jeder Divisor der Klasse A", welcher ein MuJtipium von i5 
ist, al8 ganze homogene Funktion vter Ordnung von 5Ke, 911, ~J dar­
gesteUt werden. 60) 

}Jine homogene GIeichung vter Ordnung ~,,(xo, XJ , Xj) = 0, deren zahler­
divisor IP,,(\lo, \l1' ~,) durch ~ teilbar ist, steUt eine durch die Doppel­
punkte der Grundkurve hindurchgehende Kurve dar, welche auch hier 
eine zu jener adjungierte Kurve genannt wird. 

1st wieder A die durch die Zahlerdivisoren (\!(g, W"l' ~») VOil 

(xo, Xli .1'1) konstituierte Klasse, so hei8t von zwei ganzen Divisoren 
91 und S jeder ein Rest des an deren, in bezug auf die Grundkurve 
F(xo• Xo x2) = 0, wenn das Produkt iSms ein Divisor irgendeiner 
der Klassen Am, also nach dem soeben angegebenen Satze in der Form 
q:J"m(2fo, \lll ~) einer ganzen homogenen Funktion irgendeiner mten Ord­
nung von (~o, \lu ~) darsteUbar ist. Dann ist 0.180 das dem Divisor 
~91S entsprechende Punktsystem der vOllstandige Schnitt der Grund­
kurve und der adjungierten Kurve 1.P'(xo, Xl1 x,) = O. 

Die auf p. 570 eingefuhrte Klasseneinteilung der algebraischen 
Divisoten modulo A gibt ein Mittel, die Beziehungen aUer Reste in. 
bezug auf die Grundkurve einfach auszuspreehen: Sind niimlich 
D.A., RA , SA die Klassen, welche aUe zu st>, 91, <S modulo .A iiquiva­
lenten Divisoren enthalten, 80 besteht zwischen ihnen die Gleiehung: 

(81) 

Von zwei solchen Klassen RA und S.A. soU jede die Residualklasse dar 
anderen genannt werden. Zwei ganze Divisoren 91 und 8l' heiBen nun 
korresidual, wenn sie beide Reste eines und desselben Divisors @5 sind. 
Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn 91 und 91' beide der Resi­
dualklasse RA zu der durch S bestimmten Klasse SA angehOren. 

Die Gesamtheit aUer zu einem beliebigen Divisor B konesi­
dualen Divisoren bilden aUe ganzen Divisoren der zugehorigen 
Klasse R.A.. 

Hieraus folgt unmittelbar der Satz, welcher eine der frnchtbarsiien 
Quellen fur die Ergriindung der Eigenschaften der auf hOlleren alge­
braischen Kurven gelegenen Punktgruppen bildet: 

Sind vier ganze Divisoren 91, 91', <S, <S' so beschaffen, daB durch 
die drei zu den Divisoren 91S, ms', 91'<S gehOrigen Punktgruppen 

60) &ur Fragestellung in der Sprache der Formentheorie vgl. Klein, R. F. I, 
p.175-179. [OJ 
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je eine adjungierte Kurve bestimmt wird, so wird auch durch ffi'!5' 
eine adjungierte Kurve festgelegt. 

Unter dieser Voraussetzung sind namlich ffi und ffi' korresidual zu 
15, und @i und @i' korresidual zu Sl. 

28. Die Di:ll'erentialteiler einer Divisorenschar und ihre Anwen­
dung in der Geometrie. Die Pliickerschen Formeln.61) Sind (xo, XJ , Xli) 
die homogenen Punktkoordinaten einer eben en Kurve, so. sind die 
Linienkoordinaten ihrer Tangente im Punkte P = (xo, Xu x,) die drei 
Unterdeterminanten zweiter Ordnung der Matrix: 

(82) (~ ~~ ;} 

wenn ~ irgendeine Funktion des Korpers ist, welche wir als unab­
hangige Variable wahlen; denn diese Linie veJ'bindet ja P mit einem 
be~achbatten Kurvenpunkte. SoIl P ein Wendepunkt der Kurve sein, 
80 muD fiir ihn: 

(82 a) 
d'xo 

I d~i-

ax, 
dI 
d'x1 

ds' 

ax, 
d~- =0 sein.GiI) 

d'x, CiI,-
Sind allgemeiner (xu, Xu xs, xs) die homogenen Koordinaten des 

Punktes P einer Raumkurve R, so sind die Pliickerschen Linienkoor­
dinaten ihrer Tangente in P, d. h. der Verbinduugslinie von P mit 
einem benachbarten Knrvenpunkte proportional den sechs Determi­
nanOOn :6weiter Ordnung der Matrix: 

(::0 :~1 ;~~ 
. d~ -~- d~ 

(82b) 

Ebenso sind die homogenen Koordinaten ihrer Schmiegungsebene in 
P, welche durch P und zwei benachbarle Kurvenpunkte hindurchgeht, 
die vier Unterdeterminanten dritter Ordnung der Matrix: 

~~~ ~~~) 
d~ ds . 

d'x, d'xs d11- (lp-

{82c) 

61) Die Methoden dieses Abschnittes wurden teilweise H.-L., p. 438-459 
tl.ngegeben. Vollstandig dargelegt liensel, tiber die Invarianten algebraischer 
Korper, J. f. Ma.th. 149 (1919), p. 120-146. 

62) G. Landsberg (J. f. Ma.th. 131 [19061. p. 152ff.) gibt die Divisorendar­
stellung der Hesseschen Determinante, die zur Kurve gehort, und vergleicht sie 
mit der DiYisorendarstel1ung von 1::1. [0] 

EnC1klop. d. math. Wisaensch. n 3. 40 
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SoIl endlich die Schmiegungsebene in P vier konsekutive Punkte mit 
R gemeinsam hahen, soIl sie also eine Wendeberuhrungsebene der 
Kurve sein, so muB fur P die Gleichung: 

(82 d) II ddt. ~,.~ I = 0 (. k 0 1 ') 3) 5 ~, = I , '"'I 

erfiillt sein. 
Genau entsprechende Uberlegungen gelten fiir algebraische Kur­

ven im Raume von 8 Dimensionen. Die hier auftretenden Funktionen 
(82)-(82d) gehOren alIe dem Korper K(x, y) an, unterscheiden sich 
aber von den friiher betrachteten dadurch, daB sie auch die Ableitun­
gen der in ihnen auftretenden Funktionen enthalten. 

U m die allgemeinsten Funktionen dieser Art zu umfassen, legen 
wir (8 + 1) Funktionen des Karpers (XOI Xii •.• x.) zugrundej ist dann 
~ irgendeine nicht konstante Funktion desselben, so betrachten \Vir 
eine beliebige, z. B. eine ganze rationale Funktion der ex + 1) (8 + 1) 
Funktionen der folgenden Matrix: 

(82e) 

welche durch 

(82f) 

( l = 0, 1, ... ") 
i = 0, 1, .,. s ' 

bezeichnet werde, wahrend der zugeborige Divisor O~(xo, x17 ••• x.) 
genannt werden soIl. Allgemeiner untersuchen wir den groBten ge­
meinsamen Teiler: 

(82 g) C""\ ( ) _ (F(k)(dl~t)) )U,~ xo, Xli •.• x. - dsl (k = 1, 2, ... ) 

mehrerer derartiger Funktionen. 
AIle hier zu betracbtenden Divisoren 0. besitzen die folgenden 

drei Eigenschaften, durch deren Benutzung ibre Bestimmung sehr er­
leichtert wird: 

1) Sie sind Invarianten fur die lineare Transformation der 
Elemente x" d. h. bei jeder umkehrbaren Koordinatentransformation 

y; = ~ai"x" 

bleibt o.~ ungeandert, oder es ist 

(83) O~(xo' Xl' ..• X,) = 0iYoI Yv .. , y,). 

2) Sie sind Differentiationsinvarianten: Ersetzt man namlich 
die Differentiationsvariable ~ durch ein anderes Element 'I] des Kor-
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pers, so bleibt 0 ungeandert, d. h. es ist 

(84) 

3) Sie sind homogen von der nullten Dimension in bezug auf 
die Xi; ersetzt man niimlich jedes Xi durch !txj , wo [.L ein beliebiges 
Element des Korpers iet, so wird: 

(85) O~([.LXo, /LXI' ... [.LX,) = O~(Xo, Xli' .. X.). 

Jeder nicht homogene Divisor O~(xo, ... x.) kann offenbar durch die 

Substitution Xi = _Xi (i = 0, 1, '" s) in einen homogenen Divisor von 
X.+ 1 

xO' ••• X,, X.+ 1 verwandelt werden. 
Urn nun die in O~(x;) enthaltene Potenz eines beliebigen Prim­

teilers ~ zu bestimmen, kann man, falls 0 eine Transformations­
invariante ist, das System (xo, Xli ..• x.) durch ein iiquivalentes regu­
lares System (80 , d'1I '" d',) fur diesen Punkt ersetzen (S. Nr. 15) und 
dann den Divisor O~(d'o, <5'1' ... d',) untersuchen. 1st zweitene O~(<5'i) 
eine Difi'erentiationsinvariante, so kann man auBerdem die Differentia­
tionsvariable ; durch eine Primfunktion 1t fUr diese Stelle ersetzen, 
d. h. den Divisor O;t(d',) betrachten. AuBerdem ist aber der Divisor 
O~(x;) bei dieser zweiten Voraussetzung von der Differentiations­
variablen 5 ganz unabhiingig; es kann also 0 auch als abhiingig von 
den Differentialen (dY.xi ) allein angesehen werden. 1st endlich O~(Xi) 
auBerdem homogen von der nullten Dimension, also O~([.LXi) = O~(Xi)' 
und ersetzt man alle Elemente Xi durch die zugehorigen Divisoren-

quotienten ~:), so ist O~ von dem Generalnenner 00 ganz uuabhiingig, 
0.';) 

da bei del' Wahl eines anderen Nenners 00' x; = 0. ' = !tx; wird, wo 
, 0 

f.L = ~o ein Element des Korpers ist. Unter dieser Voraussetzung kann 
o 

also jener Divisor als abhiingig allein von jenen Ziihlerdivisoren an-
gesehen und durch O~(O(O), 0,(1), •.• 0('») bezeichnet werden. 

Diese Betrachtungen werden jetzt angewendet auf den groBten 
gemeinsamen Teiler: 

x. )) dx, 

. ~6. = ((~6~i)) 
dlX~ . 

dsl 

( i = 0, 1 ... S) 
" = 0, 1 .. . l 

alIer Determinanten (l + 1 )ter Ordnung del' (l + 1 )reihigen Matrix 

(~-:1j) Derselbe ist wie unmittelbal' ersichtlich, eine Transformations-dsy. . , 
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invariantej er besitzt abel' noch nicht die beiden letzten Invarianten­
eigenschaften. Ersetzt man namlich die Differentiationsvariable ~ durch 
eine andere "I, so multipliziert sich jene Matrix hinten mit einem 
Dreieckssystem, dessen Elemente von den Ableitungen erster, zweiter 
Ol'dnung von ; und "I abhangen und dessen Determinante gleich 

10 .. 1) 
d~ -2- dx • 1(1+1) (d7J) ist. Hieraus folWt, daB ((d;:)) d~ II auch die zweite In-

val'ianteneigenschafl; besitzt. Ersetzt man endlich die x, durch I1XiJ so 
multipliziert sich jene Matrix hinten mit einem neuen Dreieckssystem 
von del' Determinante 1£1+1; jener Divisor ist also homogen von del' 
(I + !)ten Dimension, und es wird nach Division mit 801+1, w~ 
.80 = (xo, Xli .•• x.) den groBten gemeinsamen Teiler del' Elemente x, 
bedeutet, homogen von del' nullten Dimension. 

Also besitzen die s + 1 Divisoren 
aX)) 1(1+1) (tel;; dt;-II (i,l = 0,1, ... S) 

(86) 6ixo, Xu ••. x,) = &1+1 " = 0, 1, ... I 

aIle drei Invarianteneigenschaften. Sie konnen also auch in del' folgen­
den Form geschrieben werden 

wenn 0(0), 0(1), ••• , 0(') die Zahlerdivisoren von xo' Xli •.. x. bedeuten. 
Urn nun zu untersuchen, welche Potenz eines beliebigen Prim­

teilers ~ in AI(x,) enthalten ist, werde das System (x,) durch ein aqui­
valentes reguliires System (d l) und zugleich die Differentiatiollsvariable ~ 
durch eine Primfunktion n fUr die Stelle ~ ersetz!;. Dann enthlilt 
del' zu dn gehOrige Divisor ~ nicht, aIle Determinanten (I + l)ter 

Ordnung del' Matrix (:~:) enthalten ~ mindestens so oft wie ihre 

erste Determinante I ~i") I (i,,, = 0, 1, .. "7 I), und diesel' Exponent von 
~ kann leicht durch die Zahlen "1' as, ... "I ausgedriickt werden, aus 
denen si~h die Ordnungszahlen von ~o, ~11 '" in Nr. 15 zusamml'n­
setzen. Hieraus ergibt sich sofort die folgende Darstellung jener De­
terminantt'nteiier: 

((d" Xi)) 1(1+1) (i = 0,1 ... S) 
(87) (d"x;) = ds-"~ dt; 2 = .811'+1.81' ••• .81 ,,= 0, 1: ... 1 ' 

wo .811 B ..... .81 die Verzweigungsteiler (47a) del' Schar (Xi) sind. 
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Diese Gleichungen liefern ein einfaches Mittel, die Verzweigungs­
divisoren .811 .821' .. B. del' Schar (x,) selbst durch die hvarianten 6." 
darzustellen: in del' Tat folgt ja aus (87) unmittelbar: 

(88) «d" x,)) Q Q Q 
&, = (dl<=lXi)) = oUOvl' . vi (x = 0,1, ... 1) 

A us den letzten Gleichungen geht hervor, daB die Verzweigungsteiler 
.811 ,~h, .,. B, ebenfaUs alle drei Invarianteneigenschaften hahen, wah­
rend die &, zwar auch homogen, abel' von del' erst en Dimension sind. 
Man nennt die Quotienten &0' &1' ... &. del' Determinantenteiler del' 
Matrix (dY-x;) die Differentialteiler nulltel', erstm', ... sler Ordnung del' 
Funktionenschar (xo, xv." x.); es ergibt sich also del' Satz: 

Man erbalt den Verzweigungsteiler lter Ordnung einer Funk­
tionenschar, wenn man den Differentialteiler lter Ordnung durch den 
nachstvorhergehenden di vidiert. 

So gehort z. B. zu del' Determinante I dXo dX1 i del' Divisor 30231' 
I Xo Xli 

Setzt man hier Xo = 1, Xl = X, so wird Bo = (1, x) = nl, 31 = 3x, und 
'" 

man findet so wieder (vgl. p. 576 (52 b), daB dem Differentiale dx = I ~ ~x I 
eines beliebigen Elementes x der Divi80r £lax = ~~; entspricht. 

:t: 

Nun seien allgemein fur einen bestimmten Index 1 Di') aIle C:!D 
Determinanten (1 + l)ter Ordnung del' (1 + l)-reihigen Matrix 

d"x. 1(1+1) 

(rl"Xj) = (dF') d~ 2 (89) c _ 0,1, ... S) 
,,- 0, 1, ... 1 

in irgend einer Reihenfolge; ebenso werden die zugehorigel1 Divisoren 
bezeicbnet. Da zu d~ ein Divisor 2(P - 1)ten Grades gehol't, und die 

Determinantel1 I d;~ laUe zur Hauptklasse gehoren, so sind aUe Divi­

soren Di') aquivalent und von del' Ordnung l(l + 1) (p - 1). FemeI' 
seien )tii) die aus D;/l nach Division mit dem zugehorigen groJ3ten 
gemeinsamen Teiler (Cd"x/)) sich ergebenden ganzen Divisoren. Dann 
heiBen diese (:!D ganzen aquivalenten Divisoren :t;i) die Tangential­
koordinaten ller Ordnung del' zur Schar (xo, Xu ..• x.) gehorigen s­
dimensionalen Raumkurve, weil sie, wie gleich lloch naher dargelegt 
wird, die naturgemaBe Verallgemeinerung del' Tall gential- odeI' Linil'n­
koordinaten einer ebenen Kurve sind. Nach (89) bestehen dann die 
Gleichungeu: 
(~O) D,(i) = (dkx,) . )t,(') = BO'+ 1 311 ••• B1:t,('). 
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Sind also wo, WlI .•. w, und no, nIl .•• n, die Gerade der Verzweigungs­
teiler B, und der Tangentialkoordinaten ~11 so ist no = n, n, = 0, 
tVo = - no = - tl, und aus der Vergleichung der Grade beider Seiten 
von (90) foIgen die nachstehenden Gleichungen, welche fur s = 2 
die Verallgemeinerung der Pliickerschen Formeln auf den Fall ganz 
beliebiger Singularitaten ergeben: 

(91) n, + (1 + 1) Wo + lWl + ... + w,= l(l +1) (P-1) 
oder: 
(9~) (n,- "'_I) + (wo + WI + ... + W,) =< 21 (p -1) 
oder endlich: 

(93) 

2(P -1) =n1 - 2110 + WI 

= til - 2nl + no + Ws 

=ns - 2n2 + n1 + Ws 

Fiir den speziellen Fall s = 2 sind Xo = ~-, Xl = ~ , XII = ~ 
die homogenen Koordinaten einer ebenen algebraischen Kurve, der 
Grad n = no gleich der Ordnung der aqui valenten teilerfremden 
ganzen Divisoren ~i' Dann ist, wie eine sehr einfache geometrische 
Betrachtung zeigt, .81 der Divisor der Riickkehrpunkte, also Wi die 
Anzahl derselben, .82 der Divisor der Wendepunkte, also Ws ihre An­
zahl i endlich sind no = n und n1 die Ordnung und die Klasse der 
Kurve, wiihrend n2 = 0, Wo = - n ist. 

Die Formeln (91) gehen hier in die beiden fundamentalen, jetzt 
aber fiir jede Singularitiit giiltigen Pliickerschen Formeln tiber 

WI = 21) - 2 + 2n - nl 

w2 = 3(2p - 2 + n) - 2Wl =3(nl - n)+wlI 
(94) 

aus denen die beiden dualen Formeln in be'kanntel' Weise gefunden 
werden konnen. 

29. Theorie der algebraischen Raumkurven.62a) 1m Falle s = 3 
. 2Io ~(1 WI 2Ia d' h K d' selen xo = 2I' Xl = ~{' X 2 = 2I' X8 = 2I Ie omogenen oor 1-

nsten einer Raumkurve nter Ordnung On (P) vom Geschlechte Pi dann 
haben also die aquivalenten Divisoren 5l(i die Ordnung no = n. Ein 
Pnnkt P = (ao, aI' as, as) gehOrt stets und nur dann der Kurve all, 

62a) M. H. Reimers (Dissert. Kiel 1916) untersucht mit den Methoden der 
arithmetischen Theorie die Charakteristiken: 1. der ebenen Schnitte der Tan­
gentenfiiichen von algebraiscben Raumkurven, 2. der Perspektivkegel von alge­
braischen Ra.umkurven. [0] 
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wenn die Determinanten der Matrix 

( ao, a1 , as, as) 

~o, ~{1' ~{2' ~3 
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einen gemeinsamen 'reiler haben. Derselbe ist ein singuliirer Punkt, 
wenn jener Divisor von hohm'er als der ersten Ordnung ist. Wah­
rend zu einem Korper K im allgemeinen keine singularitatenfreien 
ebenen Kurven gehoren, gibt es fur ihn immer doppelpunktfreie Raum­
kurven. Hier ist 31 der Divisor der stationaren Punkte oder der 
Ruckkehrpunkte, 3, der Divisor der stationaren Beriihrungsgeraden 
oder der stationaren Tangenten, .83 der Divisor der stationiiren 
Schmiegungsebenen, oder der Wendeberiihrungsebenen; die Zahlen wlI 

W 2, W3 geben also im regularen FaIle die Anzahlen jener stationaren 
Elemente an, wahrend fur allgemeine Kurven diese Gebilde in der 
durch 811 82' .8. charakterisierten MuItiplizitat zu ziihlen sind. Ferner 
bedeutet hier no = n den Grad dey Kurve, d. h. die Anzahl der 
Kurvenpunkte auf einer beliebigen Ebene, n1 ist der sog. Rang der­
selben, d. h. die Anzahl der Kurventangenten, welche durch eine be­
liebige Gelade gehen; n2 gibt die Klasse der Kurve, namlich die An­
zahl ihrer Schmiegungsebenen durch irgendeinen Punkt im Raum(\j 
1l:! ist gleich Null. 

Die Spezialisierung der Gleichungen (91) filr s = 3 liefert hier 
die drei unabhangigen Verallgemeinerungen der Pliic7cerschen Formeln: 

n1 = 2(p - 1) + 2n - Wi 

(95) ns= 6(p-l)+3n-2w1 -ws 
0= 12(P-l) + 4n - 3w1 - 2w2 -wS , 

nnd auch Sle geIten fiir jede Raumkurve mit beliebigen Singulari­
taten. 63) 

Zur Bestimmung des Divisors ~ del' Doppelpunkte einer Uaum­
kUl"Ve O,.\p) fUhren die folgenden Betrachtungen: Projiziert man diese 
Kurve von einem beliebigen Punkte des Raumes auf eine Ebene, so 
erhiilt man eine ebene Kurve ~o, welche ihrerseits einen Divisor der 
Doppelpunkte ilo besitzt. Dieser besteht aus zwei Teilen: einem, der mit 
dem Projektionszentrum variiert nnd den sog. scheinbaren Doppelpunkten 
von O,,(P) bei dieser Projektion entspricht, wahrend der andere Teil ~ 
von den wahren Singularitaten der Raumkurve abhiingt und somit 
vollig unveranderlich ist. Diesel' letztere ist Bomit der groBte gemein­
same Teiler der Divisoren ~o, 1)1'" . der Doppelpunkte, welche zu 
allen Projektionen del' Kurve gehoren. Es gilt nun der folgende Satz: 

63) Vgl. hierzu H.-L., p. i65. 
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Der Divisor i) del' Doppelpunkte einer Raumkurve kann steta 
als graSter gemeinsamer Teiler del' zu zweien ihrer Projektionen ge­
horigen Doppelpunktsdivisoren SDo und 'Ill dargestellt werden. 

Auf dieser Tatsache beruht nun ein Satz, del' eine direkte Ver­
allgemeinenmg des fiber Funktionsringe auf p. 596 ausgesprochenen 
ist und dessen Beweis anch unmittelbar auf diesen reduzictt wer­
den kann: 

Sind (~, ~l' ~2' ~3) vier ganze linear unabhiingige Divisoren 
einer KIasse A von del' Ordnung n, und ist 'Il der zugeharige Di­
,"is or del' Doppelpunkte, so kann jeder durch i) teilbare Divisor del' 
KIasse A" als ganze homogene Funktion 'liter OrdllllDg von Wo. WlI 

~2' ~3 dargestellt werden, vorausgesetzt, daB der Expone..nt v ober­
halb emer bestimmten uuteren Grenze 

(96) _ 2 ( 3) 2(P - 1 + J) 
'110 - n- - n 

liegt, wo 28 die Ordnung des Divisors 'Il ist. 

Oder in anderer Form: 

Liegt v oherhalb del' Grenze '110 , so kann jede durch SD teil­
hare Funktion des Korpers, deren Nenner die 'lite Potenz des Divi-
80rs ~( ist, stets als ganze homogene Funktion '/Iter Ordnung von 
(Xo, Xl! X2, Xs) dargestellt werden. 

Besitzt die Raumkurve nul' gewohnliche Doppel- oder Riickkehr­
punkte, 80 ergibt sich aus dieser Tatsache unmittelbar der fol­
gende Satz: 

Liegt v oberhalh del' soehen angegebenen Grenze VOl 80 ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daB eine Fliiche 'liter 

Ordnung die Raumkurve Gulp) enthiilt, durch ein System von 
('lin - 'J - P + 1) linearen unabhangigen Gleichungen fiir die 
Koeffizienten del' Flachengleichung gegeben. 64) 

Und da die Gleichung einer FHiche 'liter Ordnung (11+ 1) (11 +2) (v +3) 
1· 2· S 

Koeffizienten besitzt, so folgt weiter: 
Die Gesamtheit aller Fliichell 'liter Ordnullg, welche durch eine 

gegebene Raumkurve der Ordnung n und des Geschlechtes p hin-

64) Dieser Satz (fUr hillreichelld groBe v) folgt aofort aus dem Rieltlt:mn­
Rochschen Satz, filldet sich jedoch zum erstenmal ausgeBprochen und yollstandig 
bewiesen boi G. Castelnuovo, Palermo Relldiconti VII (1893), p. 89-110. Mit 
der Bestimmullg einer moglichst niedrigen Grenze vo, von der an er gilt, be-
8chliftigen Bich ]}I. Noether, Ann. di Mat. (2) V (1871), p. 1-15, Berl. Abh. (1882» 
Picard et Simart, Theorie des fonctions algebriques de deux Variables ind6pen­
dantes, t. I (Paris 1897), p. 223-235; H.-L., p. 466-476. [OJ 
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durchgelegt werden konnen, hildet bei hinreichend groBem v eme 
Schar der Dimension: 

(97) N = (v + 1) (v + 2) (v + 3) _ +. + -" _ 1 
1 . 2 . 3 vn p u , 

d. h. aile Fliichen der Schar konnen aus N von ihnen linear kom­
poniert werden. 

Biernach kann jede Raumkurve als vollstiindiger Schnitt von N 
geeignet gewahlten Fliichen vter Ordnung definiert werden. Die kleinste 
Anzahl von Fliichen, welche eine gegebene Raumkurve ausschneiden, 
ist im ~llgemeinen groBer als zwei.65) (So kann z. B. schon eine sin­
gularitatenfreie Raumkurve vierter Ordnung vom Geschlechte Null 
nicht als Durchschnitt zweier Oberfliichen zweiten Grades dargestellt 
werden, dn nul' eine einzige solche Flache diese Kurve enthiilt.) 

V. Die Klassen algebraischer GebiJde. 

30. Die Hauptkurve eines Korpers und ihre Weierstra13punkte. 
Del' genaueren Untersuchung alier algebraischen Kurven, welcbe zu 
demselben Korper odeI' zu derselben Kurvenklasse gehoren, legen wir 
die Betrachtung der sog. Hauptkurve H des Korpers, niimlich derjenigen 
Kurve im Haume von p - 1 Dimensionen zugrunde, deren homo gene 
Koordinaten durch die GIeichungen: 

(98) Xl • x • ..... x = ffil. • i1'O ..... \n~ - d"" • rlu' ..... rl·w • ". • P ;u:)1 • ;u:)2 • • ;u:)p - <Vl' <' 2 • "'''p 

bestimmt sind, wenn die (lm;) ein Fundamentalsystem fUr die ganzen 
Divisoren del' Differentialklasse W, also die (Wi) das System del' zu­
gehorigen Integrale erster Gattung bezeichnet. Ihre Bedeutung berubt 
darauf, daB sie offenbar invarianten Charakter bei jeder birationalen 
Transformation des Gebildes besitzt. Jede durch Kollineation unzer­
storbare Eigenschaft cler Hauptkurve ergibt somit eine wesentliche 
Eigenscbaft des algebrai~chen Gebildes. 

1st del' Korper nicht hyperelliptiscb, so ist die Hauptkurve stets 
vom Geschlecbte p cles KOl'pers und von del' Ordnung 2p - 2; sie 
besitzt keinen einzigen singuliiren Punkt. Jedes zum Korper gehorige 
algebraische Gebilcle ist auf clie Kurve H ebenso wie auf clie Rie­
mannsche FHiche eincleutig bezogen. 1st dagegen del' Korper hyper-

elliptisch, und ist 't,2 = t' (s) 
2p+2 

seine Grundgleichung, so entsprechen jedem Punkte von H zwei iiber-

65) G. Landsberg, J. f. Math. 131 (1904), p. 155 ff., stellt eine einfache Raum­
kurve durch eine einzige Gleichung, die Gleichung ihres Sekantenkomplexes dar 
und gibt ein Verfahren zur Aufstellung dieser Gleichung. [0] 
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einanderliegende Punkte der zugeharigen zweibHittrigen Riemannschen 
Flache Sf.. Infolgedessen ist hier das Geschlecht der Huuptkurve 
gleich Null, da ihre Koordinateu in dem Unterkarper K(p) rational 
sind, und ihre Ordnung iet lIun gleich (p - 1). 

Zerlegt man nun nach (87) die zu der Schar (ml , .•. mJp) gehorige 
1 

Ws-PCP+ 1) Differentialdeterminante 6 (lffi), deren Divisor del' Klasse 
gehOrt, 80 erhiilt man die Gleichung: 

ID311 ~2 , • . • ~p 

an-

(99) 6(ID3)= dID3l1 cl ID32 , • • . d ID3p =BIP - 1Bl-2 .. . gsp_98p _l = I~". 
115 JR 

dp - 1 ffil dp - 1 ffi} dp - 1 ffi} I 
=11· =2 , . . . =p I 

Die den Primteilern VOll 6(mJ) entsprechellden Punkte ~ sollen die 
Weierstmf3-Punkte des Korpers, und ihre Ordnungszahlen ct das Ge­
wicht derselben heiJ3en. Tst allgemein B. durch ~ai-l genau teilbar, 
so folgt aus (99) 
(99 a) ct=(1)-I) (al -l) + (p-2)(a2 -1) + ... + (up _ 1 -I) 

und, da der Divisor von 6(ID3) der Klasse W~ p(p+ 1) sngehOrt, so e1'­
gibt sich aus derselben Gleichung far die Summe del' Gewichte aller 
'W'"eierstraf3pullkte: 
(99b) ~'a = (p -1) p(p+ 1). 

Jeder Karpel', dessen Geschlecht gl'oBer ist als 1, besitzt also immer 
TYeiet'straf3punktej nul' diese haben positives Gewicht. 

Eine andere Charakterisierung del' lV eierstrafJpunkte l~fert un­
mittelbar die Anwendung des Riemann-Rochschen Satzes zur Bestim­
mung del' Dimensionen {~}, {~2), ... der Divisorenklassen, welche 
iiquivalent den Potenzen ~, ~2.... eines beliebig gegebenen Prim­
teilers sind, oder, was dasselbe ist, der Ordnungszahlen ailer Funk­
tionen des Korpers, welche nur in ~ unendlich werden. In dem 
Systeme diesel' Ordnungszahlen feblen namlich stets genau so viele 
als die Geschlechtszahl p des Karpel's angiht (Weierstraf3scher Liicken­
satz). Sind nun 1;)11 (>2' .•• (Jp diese fehlenden Ordnungszahlen, so ist 
alIgemein: 

(h = 1, Q2 = "1 + 1, (>3 = "1 + "2 + 1,. ... , 

Qp = "1 + "2 + ... + "p-l + 1. 
(100) 

Fill' jeden gewohnlichen Punkt der 1!'liiche ist also stets Q, = i, d. h. 
es gibt fUr sie keine Funktionen erster, zweiter ... pier Ordnung, wah­
rend alIe hOheren Ol'dnungszahlen auftreten. Die WeierstrafJpunkte 
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sind dagegen die einzigen, fur welche nichtkonstante Funktionen OJ_ 

existieren, deren Exponent Q kleiner als p + 1 ist. ~(' 
Fur einen hypereiliptischen Korper vom Geschlechte p sind die 

2p + 2 Verzweigungspunkte die einzigen Weie)'stra,l3punkte, und jeder 
von ihnen hat das Gewicht -}p(p - 1). Fur diese Punkte fehlen die 
p Ordnungszahlen 1,3,5, ... (2p -1). Fur aile anderen Korper ist 
das Gewicht jedes lVeierstm,l3punktes kleiner als -}p(P -1), ihre An­
zahl also stets groBer als 2p + 2. Elliptische und rationale Korper 
haben keine Weierstra,l3punkte. 

1m allgemeinen tritt ein Primfaktor ~ nur in der ersten Potenz 
in 6 (W} auf, und es kann als eine Besonderheit betrachtet werden, 
wenn 6(W) einen mehrfachen Teiler enthiilt. Fur einen einfachen 
Teiler fehlen also die Ordnungszahlen (1,2, ... p - 1,p + 1). Ein 
Korper, welcher nur die gewohnlichen, durch den Wert von p be­
dingten Besonderheiten darbietet, heiBt ein ordiniirer Karper. Ein 
solcher hat also (p -1) p (p + 1) verschiedene Weierstm,l3punkte ~ 
vom Gewichte Eins, und ftlr jeden von ihnen gibt es in K eine Funk­
tion mit dem p-fachen Pole ~, aber keine FUllktion von niederer 
Ordnung. 

Unterwirft man ein algebraisches Gebilde F(z,u) = 0 durch die 
umkehrbaren Gleichungen rl = cp(z,u), n' = 1jJ(z,u) einer Abbildung, 
so kann der Fail eintreten, daB das transformierle Gebilde F(z',1£') = 0 
mit dem urspriinglichen iibereinstimmt. Man nennt eine solche Ab­
bildung eine Transfm'mation des Gebildes in sich. 

Diese Transformationen fuhren jeden Weierstra,l3punkt notwendig 

wieder in einen solchen iiber, da ja jede Funktion -~, in welcher 
\W 

fl < P + 1 ist, in eine andere ::(l derselben Art iibergeht. 

Die Gesamtheit ailer diesel' Transformationen bildet offenoar eine 
Grnppe G. Ferner bilden ane diejelligell unter ihn£m, welche aile 
Weierstra,6punkte in Ruhe lassen, eine Untergrnppe U von G, und 
zwischen G nnd U besteht eine Gleichung: 

G=U·v, 
wo Vein Komplex VOll Transformationen ist, bei denen die TVeier­
stra,l3punkte auf lauter verschiedene Weisen untereinander vertaus(·ht 
werden. Da es iiberhaupt nul' eine endliche Anzahl von Vertauschungen 
diesel' Punkte gibt, so folgt jetzt, daB die Anzahl aUer Transforma­
tionen eines Gebildes in sich dann und nul' dann endlich ist, wenn 
das Gleiche fill' die Anzahl derjenigen unter ihnen gilt, welche aIle 
Weierstra,l3punkte in Ruhe lassen. 
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Aua del' bloBen Tatsache nun, daB die Anzahl dieser Punkte 
~ 2(P + 1) ist, folgt nun, daB jene letzte Anzahl gleich zwei oclel' 
gleich eins sein mu13, und hieraus ergibt sich der merkwiil'dige Satz: 

Ein algebra'sches GebJlde vom Geschlecht p > 1 besitzt stets 
nur eine endliche Anzahl von Transformationen in sich. 

Bd der genaueren Untersuchung del' Bauptkun e Heines alga­
braischen Korpers handelt es sich VOl' aUem urn die Frage, welche 
Flacben diese vollstandig enthalten, bzw, wie sich H als volJ:..tiindiger 
Schnitt algebraiscber Flacben darstellen lii13t. Arithmetisch betl'achtet 
reduziert sich diese Frage auf die andere, wie gro13 die Anzahl der 
unabhangigen Relationen ein!'r beliebigen r ten Ordnung zwischen den p 
ganzen Divisoren del' Differentialklasse Wist. 

Nun folgt aus p. 604 (96), daB fiir ein hinreichend groBes r aIle 
ganzen Divisoren del' Klasse Wr als ganze homogene Fllnktionen 
t·ten Grades jener Fundamentaldivisoren (~11 m:;2' ••. ~p) darstellbar 
sind. Es ist aber sehr bemerkenswert, daB in diesem Falle jene 
untere Grenze fur den Exponenten r die kleinstmogliche wird; es gilt 
namlich der folgende von BOther 66) herruhrende wichtige Satz: 

1st del' Korper K nicht hyperelliptisch, so kann jeder ganze 
Divisor del' Klasse Wr als gaJlze homllgene Funktion rttn Grades 
der p Fundamentaldivisoren ~ del' Klass8 Wausgedriickt werden. 

Urn diesen Satz zu beweisen, beachten wir zuniicbst, daB die 
Dimension einer beliebigen Klasse W r Darb dem Riemann-Rochschen 
Satze stets gleich (2r -1) (p -1) ist, sobald r> 1 ist. Andrel'seits 

gehoren die (P +;- 1) ganzen Divisoren: 

~/l ~2h • ••• ~/p (h1+h2+··· +hp=r) 
stets derselben Klasse an. Kann man als!> ausihnen (2r-l) (P-1) 
unabhiingige Divisoren auswiihlen, so ist der Nolhersche Satz in seinem 
voll~n U mfang bewiesen. Diese Aufgabe kann abel' stets gelost 
werden, und zwftl' geschieht dies zunlichst fiir die beiden ersten Klassen 
lV 2 und W3 durch ein direktes Ve11ahl'en. Nehmen wir dann an, die 
Frage sei bel'eits fill' die Klassen W 2, W3, ... Wr gelost, wo r ~ 3 
ist, so kann sie folgendermaBen fiir die nachste Klasse Tvr + 1 ent­
schieden werden: 

Es seien ~a und ~11 irgend zwei ganze teilerfremde Divisoren 
del' Klasse W, und es sei (I8r ) ~in System von (2 r - 1) (p - 1) 
Fundamentaldivisoren der Klasse WI'. Bilden wil' dann die beiden 
Reihen: 
(101) ~a(l8r) und ~~(l8r)' 

66) Math. AmI. 17 (1880), p.263-284. [0]. 
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so gehOren die Elemente dieser Systeme zur Klasse W r + 1 und sind 
nach dem Vorhergehenden ganze homogene Funktionen (r + 1 )ter Ord­
nung von iBu iB2, ••• iBp• Soil nun ein Divisor zu jeder der beiden 
Seharen (101) gehOren, so muS er sowohl durch m", als auch durch 
mlj1, also auch durch ihr Produkt teilbar und somit in der Schar: 

(101 a) iB .. iBj1(CSr _ t ) 

enthalten sein, wenn CSr _ 1 ein System von (2r - 3) (p -1) Funda­
mentaldivisoren der Klasse wr -1 bedeutet. Vereinigt man also jetzt 
die beiden Scharen (101) in der Art, daS ihr groSter gemeinsamer 
Teiler (101 a) nur einmal auf tritt, so erhiilt man im ganzen (2r+l)(p-l) 
linear unabhiingige Elemente, und diese bilden s()mit ein Fundamental­
system fii,· die Klasse wr+t w. z. b. w. 

Hieraus folgt, daB fiir jedes 1" > 1 

(102) t:r= (P+;-l) - (2r -1) (p - 1) 

linear unabhiingige homogene Gleichungen rter Ordnung zwischen den 
Divisoren (iBlI iB2 , •.• iBp) bestehen, und ebenso groS ist die Dimen­
sion der Schar von Fliichen rler Ordnung, welche die Hauptkurve 
enthalten. 

31. Die Normalgleichungen und die Moduln der algebraischen 
Korper. Ein Korper Kist durch zwei geei~net gewiihlte Elemente 
x, yoder durch die zwischen ihnen bestehende Gleichung f(x,y) = 0 
vollstiilldig bestimmt. Alle anderen den Korper definierenden Glei­
chullgen 9 (s, u) = 0 sind umkehrbnr eindeutig auf diese bezogen. 
Alle so ineinander transformierten Gleichungen rechnen wir mit Rie­
mann in eine Klasse. 1st die Gleichung f(x,y) = 0 irgendwie durch 
Bedingungen charakterisiert, welche von der Wahl der Grundgleichung 
unabhiingig sind, so nennt man sie eine Normalgleichung; sie enthiilt, 
wenn das Geschlecht und die etwaigen Besonderheiten des Korpers 
gegeben sind, eine bestimmte Anzahl stetig veriinderlicher unabhangiger 
Parameter, welche die Moduln der Klasse genannt werden. Eine der 
Hanptaufgaben del' TheOl"ie besteht darin, die Anzahl del' Moduln zu 
bestimmen. Die soeben durchgefiihrten Untersuchungen fiihren in 
vielen Fallen zu einer einfachen Losung derselben. 

a) Die Kiirper vom Geschlechte drei und vier. 1st zuniichst das 
Geschlecht des Korpers gleich drei, so ist seine Hauptkurve eine sin­
gularitiitenfreie ebene Ku/"ve vierter Ordnung, und jede solche Kurve 
entspricht umgekehrt einem bestimmten Korper dieses Geschlechtes ala 
Hauptkurve. Die Untersuchung der projektiven Eigenachaften dieser 
ebenen Kurven ist hiernach vollig aquivalent der Analyse beliebiger 
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nicbtbyperelliptischer Korrer vom Geschlechte drei. Nun enthalt aber 
jene Gleichung 15 Konstanten, von den en aber nul' 15 - 9 = 6 wesent­
lich sind, da man die Variablen noth linear transformieren kannj sie 
sind also die Modu!n des algebraiscben Gebildes. Zwei Gebilde mit 
verschiedenen Moduln sind dann im allgemeinen nicbt ineinander bi­
rational transformierbar. 

Die adjungierten Kurven, deren Schnittpunktsysteme den Diffe­
rentialteilern entsprechen, sind hier die Geraden der Ebene. Der 
Korper enthalt hier keine Funktionen zweiter, abel' unendlich viele 
dritter Ordnung. Man findet sie aile, wenn man durcb einen beliebigen 
Kurvenpunkt zwei beliebige Gerade hindurchlegt. Jedem solchen Ge­
radensystem entspril:ht eine Divisorenklasse von der Ordnung drei und 
der Dimension zwei, namlich die Erganzungsklasse del' zu jf3 gehOrigen 
Klasse P. 

Die Hauptkurve eines Korpers vom Geschlecht vier ist eine 
doppelpunktfreie Raumkurve sechster Ordnung: 

Xl : Xi : Xs : x4 = ~I : ~2 : ~s : ~4' 

Durch sie geht na'"h (102) eine einzige unzerlegbare Fliiche zweiter 
und eine dritter Ordllung, und zwar bildet sie den voilstandigen Durch­
schnitt derselben. Die Ulltersuchung derjenigen Korper vom Geschlecht 
vier, welche nicht hyperelliptisch sind, ist also voilig aquivalent der 
Ergriindullg der projektiven Eigenschaften derjenigen Raumkurven 
sechster Ordnung, welche der Scbnitt zweier Flachen von zweiter und 
dritter Ordnung ohne besondere Lagenbeziehungen sind. 

Hier gibt es aber zwei wesentlich verschiedene Arten nichthyper­
elliptischer Korper vom Geschlechte vier, je nachdem die zugehorige 
FHiche zweiter Ordnung eine ordinare FHiche, also ein Hyperboloid, 
oder ein Kegel jst. 1m ersten FaIle zerfiillt die Klasse W in zwei 
eindeutig bestimmte voneinalJder verschiedene Erganzungsklassen A 
und B del' dritten Ordnung und der zweiten Dimension, im zweiten 
fallen jene beiden Klassen zusammen, Wist also das Quadrat einer 
eindeutig bestimmten Klasse derselben Art. 1m erst en FaIle gehen 
durch jeden Punkt ~ del' Hauptkurve zwei und nur zwei voneinandel' 
verschiedene und niemals zusammenfallende Trisekanten diesel' Kurve 
hindutch, welche die beiden erzeugenden Geraden des Hyperboloides 
durch ~ sind; arithmetisch werden diese Geraden durch die beiden durch 
~ teilbaren Divisoren ~1 - 1 ~12 und lSI - /L 1S2 dargestellt, welche zu 
den heiden ErgiiDZungskla>-sen A = (mp ~2) und B = (lSi' >B2) gehOren. 
Da in diesem Fall zwei verschiedpne Klassen dritter Ordnung exi­
stieren, so gibt es in K zwei Funktionen dritter Ordnullg X und g, 
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welche durch eine irredttktible Gleichung zusammenhangen, die in be­
zug lluf jede Variable von drittem Grade ist, und sie kann als Normal­
kurve fur diesen Fall zugrunde gelegt werden. Man erkennt leicht, 
daB sie 9 wesentliche Konstanten oder Moduln besitzt. 

1m zweiten Faile geht durch jeden Punkt ~ der Hauptkurve 
eine einzige Trisekante derselben, welche die diesem entsprechende 
Kegelkante ist, und sie gehOrt zu dem ~ enthaltenden Divisor 
24 - A. ~2 der Klasse A = (~1' ~2)' Da hier nur eine Klasse dritter 
Ordnung existiert, so gelangt man zn einer N ormalgleichnng, wenn 
man ans K eine Funktion dritter und eine geeignet normierte Funk­
tion sechster Ordnung auswahIt. Die Gleichung, durch welche diese 
zUBammenhangen, hat die Form 

yS + a4(x)y + bs(x) = 0, 

und ihre Diskriminante hat verschiedene Wurzeln; umgekehrt charak­
terisiert jede solche Gleichung einen derartigen Korper. Diese Glei­
chung besitzt acht wesentliche Konstanten oder Moduln. 

b) Die rationalen elliptischen und hyperelliptischen Gebilde. Die 
Korper K(z, u) und K(x, y) mogen zunachst beide das Geschlecht 
Null haben, und es seien 

~ = t·(t), u = set) bzw. x = R('t), Y = 8(r:) 

die Ausdriicke der Funktionen durch je eine Funktion t und 't ersten 
Grades von K (z, u) bzw. K (x, y); sind beide Korper also gleich, so 
hangen diese Funktionen eraten Grades notwendig durch eine lineare 
Gleichung t = ctr + fJ 

rr +d' 
zusammenj umgekehrt konnen aber auch ofi'enbar irgend zwei ratio­
nale Gebilde durch eine derartige Substitution stets ineinander trans­
forruiert werden; die Anzahl del' Moduln ist hier also gleich Null und 
es gilt der Satz: 

Jedes algebraische Gebilde vom Geschlechte Null kann durch 
unendlich viole Transformationen, welche von drei willkiirlichen 
Parametern abh1ingen, in jedes andere Gebilde derselben Art iiber­
gefiihrt werden. 

Ein hyperelliptischer Korper ist dadurch charakterisiert, daB er 
eine Funktion zweiter Ordnung enthii.lt. Wahlt man sie zur unab­
hangigen Variablen, so kann man die andere so wahlen, daB 

(103) u2 = (z - e1) (z - e2) • •• (z - C2P +2) 

wird. Dann ist: 

(103a) ,,- ~'-'" - , n. 
3. 

tt= P+l' n. 
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und die GIeichung (103) laBt sich schreiben: 

(103 b) 3.2 = (5. - e1 nz) (3. - e~n:) ... (50 - eilpH It.)= G(3., ll~). 
1st nun p > 1, so folgt aus dem Riemann-Rochschen Satze, daB die 
Klasse zweiter Ordnung A = C5.,n.), welchel' Zahler und Nenner von 
z angehi:iren, von del' Dimension zwei ist, und daB sie die einzige 
Klasse zweiter Ordnung ist. Jede andere Funktion zweiter Ordnung 
z' hangt also mit z durch eine GIeichung: 

(104) 

(104 a) 

rl = Cf.z++ ~, 
yz u 

3.,= "3. + {In, 

n" = r5. + on, 
zusammen. 1st daher ein zweites byperelliptisches Gebilde vom Ge­
schlechte p durch die entsprechende Gleichung 

3/= (5,,- e/ll.,) (5,,- es'll.,) ... (b.,-e'2p+Sn.,) = G'(~."ll.,), 

charakterisiert, so ist dann und nul' dann K(z,u) = K(rl,u'), wenn z 
mit rl durch eine Gleichung (104) zusammenhiingt, wenn also G\.3., n.) 
und G' (h."ll.,) durch die Substitution (104a) ineinander iibergehen. 
Das ist abel' bekanntlich dann und nul' dann del' Fall, wenn die Ver­
zweigungspunkte (el ', ell', ... e2'p+2) so angeordnet werden konnen, 
daB die 2p -1 Doppelverhiiltnisse (eu ell' es, eh) und (el', ell', es', e",) 
einander gleich sind. Es besteht also del' Satz (del' auch fiir p = 1 
richtig bleibt): 

Die Anzahl del' Moduln del' hyperelliptischen Gebilde vom Ge­
schlechte p ist stets gleich 2p-1. 

1m Faile p = 1 tritt del' wesentliche Unterschied ein, daB es 
hier nicht nul' eine, 'sondel'll unendlich viele verschiedene Klassen 
zweiter Ordnung und zweiter Dimension gibt, es ist also hier nicht 

llotwendig, daB z' =;:!~ sein muB, wenn K(z,u) = K(rl,u') sein 

soll. Man zeigt abel' auch hier, daB dann und nur dann zwei durch 
die Gleichungen 

(105) 
US = CCz - e1) (z - et ) Cz - es) (z - e,j) 

U'll = C'(z' - e/) (z' - ~') (z'- es') (z' - e;) 

definierte Korper K z,?~) und K(z',u') einander gleich sind, wenn die 
beidell DoppelverhaItnisse (el1 e2 , es, e,) und (e/, e2', ea', e,') gleiche 
Werte haben. 1st das del' Fall, SI' geht also auch sichel' del' eine 
Korper in den anderen durch die obige lineare Transformation uber; 
nul' gibt es hier auBer diesel' noeh unendlir·h viele andere Transfor­
mationen, welche den unendlich vielen vel'schiedenen Divisorenklassen 
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von der Ordnung und del' Dimension zwei entsprechen. Zu dem 
vorigen Theorem tritt also im Falle p = 1 noch del' folgende Satz 
hinzu: 

Ein algebraisches Gebilde vom Geschlechte Eins besitzt ullend-
lich viele Transformationen in sich, welche von einem veranderlichen 
Parameter abhangen. 

c) Die ordiniiren Korper vom Gesehlecht p ~ 3. 1st K ein ordi­
narer Korper vom Geschlecht p, so ist zwar seine Hauptkurve von 
invarianter Beschaffenheit, sie ist abel', da sie im (p - 1 )-dimensio­
nalen Raume liegt, nicht direkt zur Aufstellung einer Normalgleichung 
verwendbar. Man gelangt abel' zu einer solchen, wenn man auf del' 
Hauptkurve (p - 3) Punkte willkiirlich aber fest auswahlt und ver­
moge eines durch sie hindurchgelegten Biischels ebener Mannigfaltig­
keiten diese Kurve in eine Ebene projiziert. So ergibt sich als Pro­
jektionskurve eine ehene Kurve der (p + llen Ol'dnung vom Geschlechte 
p mit tp(p - 3) gewohnlichen Doppelpuukten; und umgekehrt beweist 
man leicht, daB jede solche Kurve einen ordiniiren Korper vom Ge­
schlecht p definiert. Aus del' einfachen Abzahlung del' wesentlichen 
Konstanten diesel' Normalkurve ergibt sich del' wichtige, auch fUr 
p = 2 giiltige von Riemann zuerst aufgestellte Satz: 

Eine Klasse algebraischer Gebilde vom Geschlecht p ohne jede 
Besonderheit besitzt 3 p - 3 Moduln. 

32. Die Normalgleichungen und die Moduln der allgemeinen 
Xorper vom Geschlecht p. Es sei jetzt allgemein K ein nichtordi­
narer Karpel', ~oo einer seiner Weierstraf3punkte. Wir betrachten dann 
aIle Funktionen von K, deren N enner eine Potenz von ~oo ist; es sei 
n die kleinste positive unter den vorhandenen Ordnungszahlen, r + n 
sei eine spatere, welche in del' Reihe del' Ordnungszahlen an (h+ l)ter 
Stelle stehen mage, und zwar sei sie die kleinste Zahl diesel' Reihe, 
welche zu n teilerf'remd ist. Sind dann x und 11 zwei Funktionen des 
Korpers, welche die Divisorendarstellung 

{lOG) x = i::, y = ~i+r 
besitzen, so sind Sle durch eine irreduktible Gleichung vom Ge­
schlechte p 

(107) F(' .. ;r~ ~)= 0 

verbunden. Diese Kurve besitzt ferner genau t(n-1)(r+n-l)-p 
Doppelpunkte im Endlichen. Umgekehrt definiert jede solche Glei­
chung einen Korper diesel' Art vom Geschlechte p, und x, y besitzen 
.die Darstellung (106). Bringt man nun durch geeignete Normierung von 

Encyklop. d. math. WiIBen.ch. II 3. 41 
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~., und ~v mogliehst viele von den Konstanten von F(x,y) in Fortfall und 
reduziert man ferner die Konstantenzahl dadurch, daB man der Kurve 
die obige Zahl von Doppelpunkten erteilt, so erhalt man wieder durch 
Abzahlung die Anzahl der iibrigbleibenden wesentliehen Konstantell.t 
und zwar ergibt sieh der Satz: 

Es sei fiir ein algeMaisches Gebilde vom Geschlecht p die Ge­
samtheit der zu einem beliebigen Weierstra,6punkte ~ .. gehorigen 
vorhandenen Ordnungszahlen bekannt; n sei die kleinste positive 
unter ihnen, n + r aber die niichste, welcbe zu n relativ prim ist, 
und es stehe ,. + n in jener Reihe an (h + l)!er Stelle. Dann ist die 
Anzahl der Moduin des Gebildes gleicb 

p - 3 + 2n + l' - h . 

Folgerungen: «) Besitzt das Gebilde wenigstens einen reguHiren 
WeierstraJ3punkt ~ .. , so ist fiir ihn die Reibe der vorhandenen Ord­
nungszahlen (O,p, p + 2, p + 3 ... ). Also ist fur ihn n 1>, und wenn 
p + r die erste zu p teilerfremde Zahl ist, so ist h = rj also best.eht 
del' Satz: 

Besitzt das algebmische Gebilde aueh nur einen reguUiren 
WeierstraJ3punkt, so ist die Anzahl seiner Moduln gIeich 3p - 3. 

P) 1st fiir einen Wem'straJ3punkt ~oo die Reihe der vorhandenen 
Ordnungszahlen 

(0, p, p + 1, ... p + 9 -1, P + 9 + 1, ... ), 
wo 9 > 1 ist, so ist wieder n = p, 1· = 1, also It = 2, und die Zahl 
der Moduin wird daher 3 p - 4. 

r) 1st das Gebilde hyperelliptisch, so wird jene Reihe: 

(0, 2, 4, .. . 2p, 2p + 1, 2p + 2, ... ), 

also n = 2, n + r = 2p + I, h = p + 1, also ergibt sich wieder die 
Anzahl del' Moduln gleich 2p-1. 

d) Enthiilt das Gebilde einen WeierstraJ3punkt mit del' Ordnungs­
zahl drei, so liiBt sich die Reihe del' fur dies en Punkt vorhal1denen 
Ordnungszahlen folgendermaBen schreiben: 

0, 3, 6, ... 

3ftl + 1, 31£1 + 4, 3!£1 + 7, ... 

3!£s + 2, 31£2 + 5, 3!'2 + 8, .. '. 

Die Anwendung des allgemeinen Satzes auf diese Reihe ergibt, daS 
die Zahl der Moduln in diesem Falle gleich p + 2 Pi oder gleich 
p + 21£il + 1 ist, je nachdem 1£1 < 112 oder 1£1 > 1£2 ist. 

An eine charakteristischere Eigenschaft des Korpers kniipft die 
folgende Methode zur Aufstellung einer Normalgleichung an: Als un-
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abhangige Variable x nimmt man eine Funktiou der niedrigsten Ord­
nung IL, welche in K uberhaupt auf tritt, und wahlt dann das andere 
Element y so aus, daB K(x,y) = K wird. Aus dem Riemann-Roch­
schen Satze ergibt sich dann, daB die Klasse A des Ziihlers und N en­
ners von x notwendig die Dimension zwei hat, und daB fur ordiniire 

Korper ihre Ordnung /L gleich ~ + 1 oder ~i 8 sein muB, je nach­

dem p gerade oder ungerade ist. 1m ersten Faile existiert nur eine 
endliche Anzahl, im zweiten einfach unendlich viele solcha Divisoren­
klassen der Dimension zwei und der Ordnung /L. 

In welcher Weise dann die abhangige Variable y ausgewiihlt 
werden hnn, werde fUr den Fall /L = 3 unter der Annahme aus­
gefuhrt, daB das Gebilde nicht hyperelliptisch ist, wohl aber auf eine 
dreibliittrige Riemannsche Flii.che bezogen werden kann, wobei jetzt 
p > 4 vorausgesetzt werden kann. 

In der eindeutig bestimmten K1asse A = (2(, ~') der niedrigsten 

Ordnung 3, wahle man x = :. so aus, daB ~' = ~l(ool~i(ool :aa(ool drei 

verschiedene Primfaktoren enthiUt. Es sei dann r der kleinste Ex­
ponent, fur welchen {Ar} > r + 1 ist. Wahlen wir dann von diesel' 

K1asse y = :~ so aus, daB der Zahler \!{r VOll den r + 1 Potenzpro­

dukten (~r, ~r-l ~', ..• ~'r) linear unabhiil1gig ist, so hangen x und 

y durch eine in y kubische irreduktible Gleichung F(~: '£) = 0 zu­
sammen, und es ist K(x, y) = K. Durch geeignete Bestimmung des 
Zahlers ~r von y kann man erreichen, daB diese Gleichung die Form 
erhiilt: F(y,x) = yS+ a2r(x)y + bsr(x) =0. 

1st (1, g(ll, g(Il) ein normales Fundamelltalsystem dieses Korpers fiir 
die Stelle (x = (0), 80 sind die Ordnungszahlen von ~(ll und ~(2l gleich 
- 'I' und - ('I' + s), wo 0 <S ~ 'I' ist. Umgekehrt bestimmt eine 
solche Gleichung dann und nur dann einen Korper vom Geschlecht p, 
bei Beschriinkung auf gewohnliche Singularitatell, wenn diese Kurve 
~ = ('I' - s) gewohnliche Duppelpunkte hat. Bestimmt man nun die 
in OSr(x) und bSr(x) vorhandenen Koeffizienten so, daB die Kurve in 
~ beliebig gegebenen Punk ten je einen Doppelpunkt hat, und bf'seitigt 
man von den dann in dieser Gleichung auftretenden Konstanten 
so viele, wie sich durch N ormierung der Varia bIen x und y fortschaffen 
lassen, so ergibt sich aIs SchluBresultat der folgende Satz: 

Wenn in einem Korper vom Geschlechte p > 4 keine Funk­
tionen zweiter, wohl aber solche der dritten Ordnung existieren, so 
gibt es eine und nur eine Divisoreuklasse..4. del' Ordnung drei und 

4.1'" 
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del' Dimension zwei und eine bestimmte Potenz von A mit mog­
lichst niedrigem Exponellten r, deren Dimension gro!\er als r + 1 
ist. Setzt man dann: 

p = 2t, + s - 2, 

so ist r ~ s > 0, und die IHasse des algebraischen Gebildes ist durch 
p + 2r resp. p + 2r - 1 Moduln charakterisiert, je nachdem 8 

positiv odeI' Null ist. Die Zahl der Moduln wird moglicbst groLl, 

nlimlich 2p + 1, wenn r seinen Maximalwert ~- + 1 bzw. p t 1 

annimmt, also s = ° bzw. 1 wird. 

VI. Algebraische Relationen zwischen Abelschen IntegraJeu. 

33. Algebraische Normiernng der Fundamentalintegrale erater 
uud zweiter Gattung. Aufgabe dieses Abschnittes ist es, durch di­
rekte algebrai~che Methoden Einblick in die Periodizitat del' A1Jel­
schen Integrale und in die ZusammenhangsverhiHtnisse der ZUlli 

Korper K gehorigen Riemannschen Fliichen zu gewinnen. Hier sind 
die algebraischen Tatsachen festzustelIen, welche den Siitllen del' Ana­
lysis situs und den geometrischen Theoremen entsprechen, mit deren 
Hilfe sonst die topologischen Eigenschaften del' Riemannschen FHichen 
erkannt und ihre Zerschneidung geleistet wird. 67) 

Fur diese Untersuchungen wahlen wir, was stets durch eine bi­
rationale Transformation erreicht werden kann, die unabhiingige Va-

riable f4 =~:: so, daB sie als Nenner nul' die Potenz eines Primdivi­

SOl'S besitzt, daB also die zugehOrige Riemnnnsche Fliiche ffi. im 
Unentllichen einen einzigen n-blattrigen Verzweigungspunkt ~oo besitzt. 

Die Gesamtheit ailer ganzen algebraischen Funktionen von $, 

welche also nul' in ~oo unendlich gruB werden, bildet das Ideal 1 (1) 
ailer Multipla des Divisors 1. Es seien 

(~(O), ~(ll, ..• ~(n-l») und (fl(O), flU), ... fl(n-l») 

67) Dera.rtige Meth den sind zuerst von WderstraiJ in seinen Vorlesungen 
verwendet, jedoch erst bpi B.-N. (1894), p. 426-429 in iiuB"rilt knapper Form 
skizziert worden. Die ibnen zugrunde liegende Form des S,Llzes von der Ver­
ta1l8chbarkeit des Argumentes und des Pal'ameters bei den Integralen dritter 
Gattung rekonstruiert Baker (1897) (B. 185-11'16) und gibt zugleich "ine einfachere 
Form ties Satzes (B. 194), Lei der die von Weierstrajl bpnutzte von p + 2 Stell en 
des GebildeR abhiingige Funktion durch eine nur von zwei Stellen des Gebildes 
abhangende ersetzt wil·d. Cnter Bl'nutzung der Bakerscben Form des Satzes 
wird der ireierstra,tlsche Gedallkt-l bei II -L. durchgetdhrt. Fiir die Weierstra,8sche 
Durchfiibrung vgl. Weierstrajl, Vorlesungen. p. 304 ff. [OJ 
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ein flir \1300 normales Fundamentalsystem fur diese ganzen Funktionen 
und sein komplementiires Sy&tem, welches dann ebenfaUs fur ~"" normal 
istj durch diese beiden Systeme denken wir uns in del' Folge die 
ganzen aJgebrlii~cllen Fllnktionen des Korpers einerwits und die Abel­
schen Integrale andrerseits darge~tellt. 

Betrachtet man nun die Ordnung des Unendlichwerdens aller 
ganzen Funktionen im Punkte $00' so treten nach dem TVeierslmfJ­
Behan Llickensatze nicht aIle positiven ganzen Zahlen als Ordnungen 
dieser Funktionen auf, sondern es fehlen stets p, also genau so viele 
als es verschiedene Integrale erster Gattung gibt. Bezeicbnet man 
nun diese fehlenden Ordnungszahlen nach ihrer GroBe geordnet durch 

(>1' (.12' ••• fl'J 

so kann man, wie eine einfaclle Diskussion zeigt67a), ein System von 
p unabhangigen Integralell e1'8ter Gattung 

Wll w2I .•• wp 

rein algebraisch so normieren, da8 allgemeill Wi III ~"" die positive 
Ordnungszahl (.Ii besitzt. Man kann es sogar erreichen, daB in der 
Elltwickiung von WI im Bereiche von ~'" die Glieder del' h6heren 
Ordnung'en (.11+1' (.11+2'" . (lp samtlich den Koeffizienten Null haben. 
Durch diese Festsetzungen sind dann die Wi eindeutig festgelegt. 

Ferner kann man nun p Integrale zweiter Gattung mit dem ein­
zigen Pole l.l3ooJ (tll t2, ... tp) 80 bestimmen, daB sie in diesem Punkte 
in den Ordnungen Qu (.12' ••• (Jp unendlich werden, 80 daB also jedes 
Produkt w;t; in 1.l3"" endlich und von Null verschieden wird. Durch 
diese Festsetzung sind die Integrale t; nul' bis auf eine homogene 
lineal'e Funktion von Integralen erster Gattung bestimmtj ihre voll­
standige NOl'miel'ung behalten wir uns VOl'. 

Jedes andere zu ffi, gehol'ige Integral zweiter Gattung, welches 
also nul' polare Unstetigkeiten hat, ist dann auf eine einzige Weise 
als Summe einer Funktion des Korpers und einer homogenen lineal'en 
Funktion diesel' 2p FundamentaIintegrale er8ter und zweiter Gattung 
darstellbar. 68) Man bezeichnet daher die Reihe (tv t2, ••• tp ' WlI Wi' 

••• UJp) derselben, odeI', wenn allgemein w, = tp+; gesetzt wird, 
die Reihe 
(107a) t1 ) ..• tp) tptll '" t2p 

als ein Futidamentalsystem fur die allgemeinen Integ1'ale zu:eifer Gat-

67a) Vgl. H.-L, p. 564,- 570. 
68) D.- W. (p. 289-2\10) beweisen die !ineare AusdriickLarkeit aUer Diffe­

rentiale erster und zweiter Gattung durch 2p geeignet gewiihlte auf rein alge­
braischem Wege. [OJ 
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tung; dasselbe ist ein irreduktibles System solcher Integrale, weil 
keine Hneare Vereindtmg von ihnen gleich einer Funktion des Kor­
pers sein kann. Jedes andere Fundamentalsystem fur diese Integrale 
geht aus dies em durch eine umkehrhare lineare Substitution mit kon­
stanten Koeffizienten henor. 

34-. Die Integrale dritter Gattung und der Satz von der Ver­
tauschung von Parameter und Argument. U m zu einer einheitlichen 
Darstellung del' Integrale dritter Gattung zu gelangen, welche in un­
serer Theorie eine Hauptrolle spielt, fiihren wir die folgende algebraische 
Funktion del' beiden unabhangigen Variablen f! und ff ein: 

(108) O(~, ~) = fo 1/0 + ~ 1/, : ~~. + ~'-l1/n-l. 

Hier sind ~ und ~ zwei verschiedene unabhangig veranderlicbe Punkte 
der Flache 91., und die in (J auftretenden Funktionen bangen von ~ 
oder von ~ ab, je nachdem sie iiberstrichen oder nicht iiberstrichen 
sind. Diese Funktion ist also in rationaler Weise von den beiden 
Variablensystemen (z,u) und (z,u) abhangig, ist also eine GroBe des Kor­
pel's K(zu, Hi) Eine einfache Zerlegung von 8($, ~) in seine Primfak­
toren zeigt dann, daB ein Elementarintegral dritter Gattung mit den 
iogarithmischen Stellen ~1 und ~1I und den zugehorigen Residuen 
-1 und + 1 in einer del' folgenden beiden Formen darstellbar ist: 

~. 

(109) ro'll,~. ..rdz(O(~, '.1\) - O($'~l)) !dz J'~~~~) dz .69) 
!Il, 

Del' Satz von del' Vertauschung von Parameter und Argument 
ist bei diesel' Auffassung die Folge einer algebraischen Identitiit, welche 
sich folgendermaBen aussprecben laSt: 

N ormiert man die bis jetzt nul' bis auf Integrnle erater Gat­
tung bestimmten Integrale tll t21 •.• tp in geeigneter Weise, so bleibt 
del' Differentialausdruck: 

p 

U09a) D(~,~) = ~ O(~,~) dz dz + 2:dWi(~)' dti(~)' 
1 

welchel' fur das Argument ~ ein Differential zweiter Gattung mit 
dem einzigen und einfachen Pole ~ darstellt, bei del' Vertauschung 
des Argumentes ~ und des Parameters ~ ungeandert. 

Wir konnen nunmehr zu del' Integralform des Vertauschungs-

69) Diese Form des Integrals dritter Gattung und die darauB folgende fUr 
die Inwgrale 2. Gattung ist von Bake'l' gegeben worden [Math. Ann. 45 (1894); 
p. 67]. Vgl. H.-L, p.676-687. [OJ 
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satzes von Parameter und Argument dadurch fibergehen, daB wir 
die verinderlichen Punkte ~ und ~ auf zwei bestimmten Wegen 
s und 11 fortriicken lassen, von denen der erste s sich von $1 
nach '9' der zweite 6 von ~ nach Oil erstrecken mogen, und so­
dann den Differentialausdruck D(~, ~) iiber diese beiden Wege inte­
grieren. Machen wir zuerst die Voraussetzung, daB sich die Wege s 
und 11 nicht Bchneiden, so ergibt sich jenes Theorem aus dem folgen­
den Satze: 

Das Integral: 
~ $.. p~ Q,. 

(110) (droo,o.. f {O(~,o,) - 0($,01)} dB + .2 raw" (dtl: rt!ll. 1:=1 ~ J!. . 
bleibt ungeandert, 
kurzer, es ist 
(1100.) 

wenn man (~1 ~:a) mit (01 0,) vertau8cht, oder 

~~ 0.. 

[aroo,. 0. fa W'lJ,!. "- • 

Die gleiche Eigenschaft besitzt 8uch jedes Elementarintegral 
dritter Gattung, welches aus dem vorigen durch Hinzufdgung einer 
Summe l' ~ 0.. 

~ SikJitW, (aw" 
1,1:=1 'lJ,!. ~ • 

entsteht, wenu das Koeffizientensystem symmetrisch ist. 7") AuBer 
diesen Integralen gibt es aber keine andere Elementarintegrale dritter 
Gattung, welche die Vertauschung der Argumente ~1 ~g und der Pa­
rameter 0 10 2 gestatten. 

Dieses Theorem wird modifiziert, wenn die Integrationswege 8 

und 6 sich schneiden. 71) Setzen wir allgemein die Difl'erenz 

(111) .fdroo.o.. -.raW'lJ,!,."- = 1(s,I1), 
(J 

80 ist 1(8,6) nach (110a) gleich Null, wenn S und 11 getrennt verlaufen. 
Beachten wir die leicht erweisbaren Batze,. daB, wenn man 8 oder 6 in 
zwei beliebige Teile zerlegt, 

(112) l(s' + 8",6) = 1(s',6) + 1(8",11), 
1(8,6' + 6") = 1(8,(1') + l(s,(1',), 1(8,11) = - l(l1,s) 

ist, so braucht jener Wert nur ffir zwei unendlich kleine sich kreu­
zende Wegstrecken (so, ( 0) berechnet zu werden; nun erhalt man fUr 
diese 1(so,60) = + 2ni je nachdem der tJbergang von So iiber 60 

'10) Vgl. B., p. 194. [0] 
'11) Vgl. E., p. 18'1. [0] 
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vom reehten zum linken oder vom linken zum reehten Ufer erfnlgt. 
1m ersten Fall solI jener Ubergang ein p08itit'er, im zweiten ein 1le­
gativer genannt werden. Hieraus ergibt sich dann del' allgemeine Satz: 
es ist stets: 

(113) jdmo1o. -Jdm$l~ = 27ti(8,6), 
(.) (a) 

WO (8,6) der UberschuB del' Anzahl del' positiven iiber die Anzahl der 
negativen Ubergiinge von s iiber 6 bedeutet. Diese Zalil (8,6), welche 
kurz die A.nsahl der Ubergange genannt werde, heiBt naeh Kronecker 
die Charakteri8tik der beiden Wege 8 und 6. Es ist besonders wichtig, 
daB sieh die Charakteristik durch Integrale Hings des einen und dps 
andern Weges ausdriickt; 80 erhalten wir ein Mittel, urn die Zusammen­
hangsverhiiltnisse der Flachen m. ohne Hilfe del' Analysis situs zu 
:linden. In diesel' A uffassung haben wir jene Gleichullgen vollstiindig 
zu diskutieren und gelangen so zurn Verstiindnisse der der Riemann­
sehen Flache eigentiimliehen Zusarnmenhangsverhiiltnisse. 

Setzen wir in der Gleichung (113) die Wege 8 und 6 beida als 
geschlossen voraus, so stent (8,0) die Charakteristik zweier Perloden­
wege dar, und die in i~r auftretenden Integrale dritter Gattung faUen 
fort. Dann ergibt sich die wichtige Periodenrelation: 

(114) t (a)w (.) + ... +t (a)w (.) - w (all (.) _ •.• - w (a)l (.) = 27ti(s 6); 
11 P 11 11 Pl' , 

Wenl1 Z. B. Jata = tu(O) gesetzt wird. 
a 

Es sei nun zuniichst 8 cin solcher geschlossener Weg, daB filr 
ihn aHe 2p Perioden t/l und w)') Null sind. Dann be~itzt auch 
jedes Intpgral mit polaren U nstetigkeiten, erstreekt fiber 8, den Wert 
Null. Ein solcher Weg werde iiquivalent Null gesetzt und ein Nullweg 
genannt. I:,!t ferner (j ein ebenfalls gesehlossener sonst aber beliebiger 
W"eg, so ist ~tets (s, 6) = OJ jeder geHchlossene Weg (j iibel'sehreitet 
also 8 ebensooft von rechts nueh linkH, wie von links naeh rechts. 

--. 
1st zweitells 6 = 0.1 ~ ungeschlossen, so folgt aus (113), daB 

(8,6) =2~-iJ«()('$,~) - ()(~, Ol)ds nul' yon 0 1 und 02' nieht 

abel' von 6 abhiingig ist, und da6 dieses Integral nul' einen von den 
drei Werten 0, + 1, - 1 hab(,ll kaun. Hieraus folgt, daB man aile 
Punkte der Fliiehe in bezug auf 8 eindeutig in zwei Klassen, die innc­
'Yen und die auf3eren Punkte von 8 einteilen kann. 

Durch jeden Nuilweg 8 wird die Fliiche m in zwei getrennte 
Teile geteilt, welche aus den inneren und den iiuBeren Punkten von 
s bestehen. 1st p = 0, so ist jeder geschlossene Weg ein Nullweg. 
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35. Einteilung ailer Wege auf einer Riemannschen FUiche in 
Klassen. Ieh betrachte nun die Gesamtbeit allel' Wege a auf ffl, von 
den en jeder aus einer endlichen Anzahl von getrennten oder zusam­
menhiingenden Wegstiicken bestebt, die in beliebiger Reihenfolge, abel' 
festgesetzter Richtullg, durchlaufen werden. Unter del' Summe a + b 
zweier Wege verstehe ich den W eg, welcher aus den Wegstrecken 
yon a und b besteht. Fur die so defillierte Verknlipfungsoperation 
bestehen dann die drei Grundgesetzc del' Addition, namlieh das kom­
lllutative und das assoziative Gesetz: 

a + b = 0 + a, a + (0 + c) = (a + b) + c, 

sowie das Gesetz von del' unbesehrankten und eindeutigen Subtrak­
tion, daB namlieh, wie auch die Wege a und b gegeben sind, stets 
ein einziger Weg x = b - a existiert, fiir welchen a + x = b ist. 

Sind speziell a und b geschlossene Wege, so kann ihre Summe 
a + b, falls sie sich schneiden, direkt, falls sie sich nicht schneiden, 
durch HinzufUgung eines zweimal in entgegengesetzter Richtung durch­
laufenen Weges c wieder in einen gescblossenen Weg a + c + b - e 
verwandelt werden. 

Fur aIle Wege auf ffl, stelle ich nun die folgende Aquivalenz­
definition auf: 

Zwei Wege a und b heiBen iiql~ivalent (a '" b) und werden in 
dieselbe Klasse K gerechnet, wenn sie' sich nul' urn einen Null­
weg t~ unterscheiden, wenn also a - b = n ist. Hiernach sind 
speziell ane Nullwege untereinander aquivalent; die durch sie ge­
bildete Klaase Ko soil die Hauptkla8se genannt werden. 

Hiernach sind zwei Wege a und b stets und nul' dann aquiva­
lent, wenn sie sich zu einem geschlossenen Wege erganzen und wenn 
fur sie die 2p Gleichungen: 

(115) fdta=./ata (a=1,2, ... 2p) 
" b 

samtlich erfiillt sind, wo hier, wie im folgenden, die p Integrale erster 
Gattung tv,lI gieich tp+{J gesetzt sind. Fur die Aquivalenz geschlosse­
Her 'Vege a twd b 'lind somit allein diese 2p Gleichungen (115) not­
wen dig und hinreic .• end. Da die Differenz aquivalenter Wege immer 
geschlossen ist, so brauchen im folgenden nul' die geschiossenen 
Wege untersucht zu werden. 

Ein System (811 82, ••• Sm) von geschlossenen Wegen heiBt unab­
hiin,qig, wenn ein aus ihnen linear mit ganzzahligen Koeffizienten zu­
sammengesetzter Weg 

S = XIS! + X,S2 + ... + x,,,s,,, 
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nur dann iiquivalent Null ist, wenn alIe Xi verschwinden. Allein dann 
ist S rv 0, wenn die auf dem Wage S gebildeten Perioden von tu'" tsp 
verschwinden, wenn also die Koeffizienten Xl' ••• X", die 2p Gleichungen: 

(116) fata = Xl tal + xstall + ... + x",tam = 0 
(Il 

(a=1,2, ... 2p) 

erfiillen, in denen allgemein 

(116a) fdta = ta{l 

('p) 

(a=1,2, ... ']p) 
Ii = 1, 2, ... m 

geaetzt iat. Jene Gleichungen besitzen stets und nur dann uberhaupt 
keine von Null verschiedene Lasung, wenn der Hang des Koeffizienten­
systems 

(U6b) (a~1,2, ... 2p) 
{l-1,2, ... m 

gleich mist. In diesem Falle sind also die m Wege sicher unabhangig. 
Zunachst zeige ich nun, daB man stets 2p Wege (sa," . Ssp) so 

auswahlen kann, daB sie lineal' unabhiingig sind, In der Tat kann 
man an Stelle von (tl' ... isl') irgend ein anderes Fundamentalsystem 
(rl1 . , ''(;2P) zugrunde legen, welches mit jenem durch eine Substitution 

Til = ~ahl<tTl: + Pit (It, k = 1,2, ..• 2p) 

zusammenhiingt, in der die Ph algebraische Funktionen und die au 
beliebige Konstanten von nichtverschwindender Determinante sind. 
Alsdann hangen die Periodendeterminanten I 't'u! und I tu I durch die 

Gleichung I I I ' I t I ,'t'u = au / .u 

zusammen. Durch eine solche Transformation und durch geeignete 
Wahl von (SlI S9' •• ssp) kann man nun en'eichen, da8 far das Fun­
damentalsystem (T1I ••• 't'2P) das zugehorige Periodensystem (TU) ein 
Dreieckssystem wird, welches unterhalb der Diagonale nur Nullen, in 
der Diagonale aber Iauter von Null verschiedene Glieder hat, so daB 
also I '(; 4k I und somit auch I tu I nicht N ull ist, und damit ist unsere 
Behauptung bewiesen, 

Auf jeder Riemannschen Fliiche yom Geschlecbt p gibt as 
somit 2p unabhangige Periodenwege. 

Fiir ein solches Wegsystem (Sl' Slll ' •• s,p) ist nun nicbt bloB die 
Periodendeterminante I tg1! I, sondern auch die ganzzahlige Determinante 

(117) 0 = I eglol = I (Sg, s4) I 
aIler Charakterilltiken der Wege SA aufeinander von Null verschieden. 
In der Tat bestehen ja zwischen den Perio'den fitr je zwei beliebige 
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Wage sa und sil die Gleichungen: 

(118) t1at,,+1,iI + ~afp+2,(1 +.,' + tpa~p, (J - tp +1, atl(l-'" - t2p,atp{l 

= - 2nic D, a,"> 

Fahren wir also das alternierende Hauptsystem: 
0· .. 01· .. 0 

00···1 
00 .. · 0 

0· .. -10 .. ·0 

ain und bezeichnen wie gewohnlich durch T das zu T = (tap) kon­
jugierte System, so lassen sich aHe diese Gleichungen in die eine 
Systemgleichung: 
(118 a) TET= - 2:tiO 

zusammenfassen, und aus ihl' folgt durch tJbergang zu den Determi­
nanten, da E3= -1 und I T I = I TI ist: 

(118 b) /TI2= (2ni)'Plcg"Il!; 
es ist also wirklich i cgl> I = i (SII' s,,) I < 0, Hieraus folgt speziell del' 
Satz: 

Ein Periodenwag s ist stets und 11Ul' dann kein Nullweg, wenn 
man wenigstens einen andern Weg s' finden kann, welcher mit ihm 
eine von Null verschiedene Charakteristik (s, s') hat, 

Nunmehr zeigt man leicht, daB mit diesem unabhiingigen System 
(S1; ••• S2p) jeder andre Periodenweg So ein abhangiges System bildet, 
d. h. daB man 2p + 1 nicht samtlich verschwindende ganse Zahlen 
:Co, Xu' •• xSp so bestimmen kann, daB del' Weg: 

(119) s = xoso + Xl '1 + ... + a.'2pSBp '" 0 

ist. In del' Tat iet ja hierfiir notwendig und hinreichelld, daB die 
2p Gleichungen: 

(1198) fata = tao Xo + tal Xl + ... + ta, 2pX'11 = 0 
a) • 

aine von (0) verSchiedene ganzzahlige Losung haben, DR. abel' auch 
das Koeffizientensystem (tao, tap) vom Range 2p ist, so hat das 
Gleichungssystem, abgesehen von Proportionalitiitsfaktoren eine einzige 
Losnng, Mnltipliziert man nun diese Gleichungen aUgemein mit 
tp +1,{I' ' . ,t,p,p, - t1 {1' • , , - tpp und addiert sie, so ergeben sich filr 
fJ = t, 2, ... 2p bei Beachtung der Periodenrelationen (118) fUr die-
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selben xo, Xli' • "x2p die ganzzahligen Gleichungen: 

c(Joxo + C(JIXI + ... + c(J. 2px,l' = 0, 

deren ganzzahliges Koeffizientensystem (c(Jo' cpr) auch vom Range 2ZJ 
ist, also auch nur eine einzige jetzt natiirlich ganzzahlige Losung 
besitztj und da dieses Gleichungssystem eine FoIge des vorigeu ist, 
so hat letzteres diesel be gallzzahlige Losung (.z,o. XII' • • x2p)' 

Hiernach kann also jeder Weg 80 auf ffi durch dieses unabhiingige 
System (SlI' •• 82P) eindeutig in der Form: 

(120) So = rlsl + r2s2 + ... + r2p sh 

mit den rational gebrochenen Koeffizientell r i = - 5 dargestellt wer-
Xo 

den, wenn hier wie im folgenden eine solche symbolische Gleichung 
nul' eine andre Schl'eibweise fiir die obige ganzzahlige homogene 
Aquivalenz (119) beJeutet. Ein solches unabhangiges Wegsystem 
(Sll 82, ••. 821') solI daher eine Basis von Periodemregen genannt werden. 

1st (120) die Darstellung eines beliebigen Weges So durch die 

Basis (S1"" 82P), so bestehen fiir die Perioden .fdtl' = thO del' Diffe-
('.) 

rentiale dtA fUr jenen Weg und fur die Charakteristiken (so, Sh) des­
Belben Weges in bezug auf die Fundamentalwege SI. genau dieselben 
Gleichungen: 
(120a) thO = r l thi + r2 tU + .. " + r 2ptA,p 

und 
(120b) (So, 81.) = r 1 (SlI8h) + ... +r,p(s2p,Sh) d. h. COh =r1 Cu + ... +f·2pC!p.~' 

31), Die Fundamentalsysteme von Periodenwegen fur eine 
Riemannsche Flii.che. 1st «(il' (i2, ••• (Jm) ein beliebiges System von 
Wegen, welches mit del' Basis (Sl' S2' •.• S2P) durch das rationale Sub-

t· t" t R ( ) ("=1,2, ... 2p ) h" 
SItU lOnBsys em = rail fJ = 1,2, ... m zusammen angt, 80 

folgt aus den vorigen Betrachtungen unmittelbar der Satz: 
Die Anzahl der in «(ill 62, • , • (Jm) enthaltenen linear unab­

hiingigell Wege ist gleich dem Range des Systems (rap)' Dieses 
ist also danll und nul' dann wieder eine Basis, wenn m = 2p und 

Ira pi < 0 ist. 

Sind ferner fdta = 'ra,1J die Period en der Differentiale dta fur die 
(<1 j1) 

Wege df1 , so hiin~t auch das System T = ('rafl) fiir das Weg~ysteIll 
(c1p) mit dem Perioden8ystem T = (ta(f) fur die Wege (s(J) durch die 
Gleichung 
(121) T = TR, R = T-1T 
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zusammen und da nach (117) auf p. 622 I T 1< 0 ist, so haben T und 
R gleichen Rang; somit ergibt sich also der Satz: 

1st (0'11' .. 0'".) ein System geschlossenel" Wege und T = (7:a~) 
das zugehorige PeriodensY!ltem der 2p Fundamentalintegrale fUr 
diese, so ist die Zahl der im Systeme (0';) enthaltenen linear unab­
hangigen Wege glei,·h dem Range von (T). Also bilden diese stets 
und nur dann eine Basis fUr die Periodenwege, wenn m = 2p und 

I T I ~ 0 ist. 
Es sei nun (so ss' . " "s'Jp) eine beliebige Basis von Perioden­

wegen, und es mogen: 

S = XlSl + X2S~ + ... + XSps2p ' (J = Y1Sl + Y9S2 + .. " + '!hpS2p 

zwei beliebii!e geschlossene Wege auf ffi sein; dann besteht nach ( 120 b) 
auf p. 624 fur die Charakteristik von S und (j die folgende Gleichung: 

(122) (s, 0') =~(S9,Sh)XgYh= ;;EcghxgYh; 
g,h 

sie ist also eine bilineare alternierende Form der Zahlensysteme (x.) 
und (y;l, deren Koeffizientensystem aus allen Ubarakteristiken je zweier 
Wege der Basis (s;) besteht; diesel be soil die Charakteristikenform fiir 
jene Basis genannt werden. 

Ersetzt man die B,tsis (s,) durch irgend eine andere (s,), welche 
aus jt .. ner durch eine Substitution (ka[l) hervorgeht, so geht die 7.U­

gehOrige Charakteristikenform uber in 

(s, 0) = ~C9hX/iJh' 
deren Koeffizientensystem mit dem vorigen durch die Gleichung: 

(123) (if) = (I.) (c) (k) 
zusammenhangt. 

Zwei Basissysteme (S17' •• s'Jp) und (su' .. S2P) Bollen aquivalent 
heiBen, wenn sich die Wege des einen durch die andre Basis ganz­
saltlig ausdrucken, oder was dasselbe ist, sobald sich aus ihnen durch 
Addition und Subtraktion dieselben Wege ableiten lassen. Dies ist 
dann und nur dann der Fall, wenll das Substitutionssystem (k) ganz­
zahlig und unimodular ist, d. h. wenn die Determinante I k I = + 1 
ist. N enllen wir also gallzzahlige bilineare Formen wie gewohnlich 
iiql~ivalent, wenn sie durch diesel be ganzzahIige unimodulare Substi­
tution fur beide Variablensysteme ineinander iibergehen, so ergiht sich 
der Satz: 

Zu aquivalenten Fundamentalsystemen (s;) und (8,) geboren 
aquivalente Charakteristikenformen und umgekehrt. 
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Bekallntlich kanll man nun jede alternierende Form von 21> Va­
ria bIen durch elementare umkehrbare ganzzahlige Transformationen 
auf die folgende aquivalente reduzierte Form bringen: 

C1 (Xd7P+l - Xp+1Y1) + e2(x2Yp+2- Xp +2 Y2) + ... + ep(xpY2p - x!pYp), 
wo die positiven Koeffizienten ell e2 , ••• ep dadurch eindeutig bestimmt 
sind, daB die Elementarteiler des ursprunglichen Systems der Reihe 
nach 

sind. Jedes e, ist also ein Teiler des folgellden eHl • Das Koeffizienten­
system dieser reduzierten Form iet daher gleich 

( 0, D) 
-D,O ' 

wo 0 und D das Nullsystem und das Diagonalsystem pter Ordnung 
mit den Diagonalgliedern el , e" ... ep ist. 

J ede Basis (81, 82 , ••• 82 p) mit den Elementarteilem e1 , e" •.• ep 

ist also einer andel'll Basis (Sl"" 821') aquivalent, deren Charak­
tel'istikenform ;Eeg(xgYp+y - xp+gYg) reduziert ist und dieselben 
Elementarteiler besitzt. Zwei Basen sind also clann und ilUr clann 
aquivalent, wenn ihre Chal'akteristikenformen dieselben Element.ar­
teiler besitzen. 

Das zu (Sll' •. S2p) aquivalente reduziel'te Periodensystem (Sl" •. S2 p) 
ist also dadurch charukterisiert, daB jeder seiner Wege mit nur einem 
einzigen snderen eine von Null verschiedene Charakteristik besitzt, 
daB namlich allgemein: 

ist, wiihrend aIle anderen Charakteristiken Null sind. Ist endlich 
S = Xl S1 + X28z + ... + X2p S2p ein beliebiger Weg, fiir welchen die 
Xi also auch rationale Brucbe sein konnen, so bestimmen sich diese 
Koef'fizienten aus der Charakteristikenform(s, 6)=2,eg(xgY1'+g-xp+u'Jg) 
fiir (j = 81'+g bzw. S9 

(8) 81'+0) = egxy, (S,8g) = - evx1'+u' 

Jene Zahlen Xi fallen daher stets und nur dann ganz aus, wenn fUr 
diesen Weg die 2p Kongruenzen: 

samtlich erfilllt sind. Sind also die Elementarteiler eg samtlich gleich 
Eins, ist also die Charakteristikenform die bilineare Einheitsform, so 
erhiiIt jeder beliebige Periodenweg ganzzahlige Koeffizieuten. 
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Mit Hilfe der hisher durcbgefuhrten Transformation einer belie­
bigen Basis (s;) auf die redmderte Form (s;) zeige ich nun endlich, 
daB man fUr jede Riemannsche Flache auch eine reduzierte Basis: 

(S<1), S(2), ••• sCl"; S(p+l), S(p+2), .•• S(2p» 

finden kann, Geren Charakteristikenform die Einheitsform wird, deren 
Elementarteiler also aUe gleich Eins sind. Ein solches System und 
jedes ihm aquivalente soil ein Fundamentalsystem fur ffi heiSen. Durch 
ein solches System ist nach der soeben gemachten Bemerkung jeder 
andere Schnitt s ganzzaltlig homogen d. h. durch Addition und Sub­
traktion darstellbar. Hiernach bilden also aile geschlosseIJen Schnitte 
auf m einen endlichen Modul der Ordnung 2p, deBsen Fundamental­
system ein solches System (S(£I) ist. 

Um die Existenz Bolcher reduzierlen FundamentalHysteme zu he­
weiBen, ist nur notwendig, zu zeigen, daB es Basissysteme gibt, fur 
welche die Wege (S(1), ••• S(2 p») sich nicht selbst durchsetzen, die zu­
gehorige Charakteristikenform aber reduziert ist und die Elemelltar­
teiler Eins besitzt. N ur die letzte dieser Forderungen bedarf noch der 
Erlauterung; ihre Erfiillbarkeit ergibt sich ohne weiteres aus dem 
folgenden leicht beweisbaren Satze: 

1st a ein Periodenweg, welcher nicht zur Hauptklasse gehort 
und sich nicht durchsetzt, so gibt es stets einen zweiten b, fUr 
welchen die Charakteristik (a, b) = + 1 ist.72) 

Mit Benutzung dieses Satzes kann man nun aUein mit Hilfe det' Yor­
her entwickelten Theoreme ein Fundamentalsystem auffinden. 

Filr ein Bolches ist dann jeder Periodenweg s auf ffi eindeutig III 

del' Form: 
(123a) S = X 1S1 + x2sl/ + ... + X1p S 2p 

darsteilbar, worin die x, ganze Zahlen, namlich die Charakteristiken 

(123b) x,=(S,Sp+I)' xP+l=-(s,s.) (i=1,2, ... p) 

sind, und fur jedes Integral erster oder zweiter Gattung, welches auf 
diesem Wege s erstreckt wird, ergibt sich die Gleichung: 

fdt = xlfat + x2.fdt + ... + x2P.[at. 
(I) ('1) (.,,) ('.p) 

Jede Periode eines sol chen Integrales ist also eine ganzzahlige lineare 
Verbindung seiner 2 p Hauptperioden fUr die Wege s), .. . S2p' dpren 
Koeffizienten angeben, wie oft der Integrationsweg die Hauptschnitte s. 
1m positiven bzw. negativen Sinne Uberschreitet. 

72) Vgl. B.-N., p. 428-429. [0] 
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37. Die Periodenrelationen der Integra.le erater und zweiter 
Ga.ttung. Bei der Wahl eines beliebigen Fundamentalsystems (s,) von 
Periodenwegen geht die Charakteristikenform ~CilXiYk in die alter­
nierende Einheitsform ~etkxiYk' also das System 0 = (elk) ihrer Cha-

rakteristiken in das alternierende Einheitssystem E = (_ ~ E~) = (EOl,) 
p' 

tiber. Ist also jetzt T = (ti/.) das zum Fundamentalsystem (8s) ge-
horige Periodensystem, so geht die Gleichung :fET = - 2niC in die 
einfachere iiber: 
(124) TET = - 2niE. 

Man kann diese Gleichung auf eine andre Form bringen, wenn man 
sie vorn mit E multipIiziert und beachtet, dllB E' = - 1 ist; aus 
del' dann sich ergebenden Gleichung (ET) (ET) = 2ni folgt namlich, 

daB (ET) und 2!i (E T) reziprok also miteinander vertauschbar sind, 

und hieraus ergibt sich leicht 

(125) TET = - 2niE. 

Man erhalt so die beiden Siitze: 

Die aIterniel'ende Hauptform ~e/kxiYk geht Bowohl durch die 
kongruenten Transformationen: 

x" = ;Star/ttl' y" = ~ta(JYfl 
als auch durch ihre konjugierten: 

x" = ~ttlaxtl' y" = ~tflaY(1 
bis auf den Faktol' - 2ni in sich selbst iiber. 

Die beiden Systemgleichungen (124) und (125) fassen je p(2p -1) 
bilineare ReJationen zwischen den 4p2 Perioden ta(J del' Fundamental­
integrale erster und zwpiter Gattung tll ti • •.. t2P zusammen; die erate 
liefert namlich ausgefiibrt die Gleichungen: 

p 

(126) .;e~(tkatp+k,(i- tpH,,,tkfl) = -- 2niea{J 

(a, f3 = 1,2, .. . 2p), 

von denen jede diPjenigen Perioden aller 2 p Hauptintegrale enthalt, 
welche sich auf eine bestimmte Kom bination zweier Wege sa und s(1 
bezieheoj die zweite ergiht dagegen die Gleichungen: 

(126a) 
p 

1t~(taktfl,p+k- ta,PH t(1k) = - 2niea(1 

(a, ~ = 1,2, ... 2p); 

jede dieser Relationen enthiilt die samtlichen 2p Perioden je zweier 
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Hauptintegrale ta und tp' Die heiden Formelsysteme (124) und (125) 
werden gew6hulich als die Weierstraf.Jsche und die Riemannsche Form 
dpr Bilinearrelationen zwischen den Perioden der 1ntegrale erster nnd 
zweiter Gattung unterschieden, weil die erste sich bei dem Weier­
straf.Jschen Verfahren der Ableitung aus dem Vertauschungssatze, die 
zweite hei der Riemannschen Methode der Randintegration als die 
urspriinglichere einstellt; beide Formen sind aber, wiE'} wir soeben ge­
sehen hahen, vollig miteinander aquivall'nt. 1m elliptischen Gebilde 
liefern diese Relationen die eine Gleichung 

(126b) 1126Jl-fJl6Jj= 2ni 

flir die Perioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, 
welche die Lfgendresche Bell/tion genannt wil"d. 

Geht man ill der Gleichllng (1::4) zu den Determinanten liber, 
so ergibt sich 11' 12 = (- 2niip , und eine leichte Determinanten­
betrachtung zeigt, daB die Wurzelausziehung 

(127) 
ergibt. 

\1'1 = jtujil = (- 21d)p 

38. Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Fundamental­
systemen von Periodenwegen. 1st (s,,) ein Fundamentalsystem von 
Perioden wegen und (<1 a) ein anderes, so hangen die Wege <1 a mit dem 
ersten Systeme durch ganzzahlige Gleichungen: 

(128) (J" = ~m{J" sp 
(i') 

zusammen, deren Koeffizienten 

m,~" = (O"a' sp+p)' mp+jl. a = - (<1a' S(l) 

(fj = 1, 2, ... p) 

sind. Das Koeffizientensystem M = (mrJJ muB gewissen leicht an­
gebbaren notwendigen und hinreichenden Bedingungen geniigen, wenn 
auch (O"a) ein Fundamentalsystem sein soIl. Silld nlimlich wieder 
l' = «('rJ) und T = (-r:a,1) die zu (sa) und (O"a) gehOrigen Perioden­
systeme der Fundamentalintegrale (t;). 80 folgt ja aus (12tS), daB 
T = T M, daB also, da I T I = l' I = (- 2 x i)P ist, 

IMj=+l 
sein muS. Diese Bedingung fur (M) ist aber nur eine Folge aU8 

einer andern sehr viel inbaltsreicheren. Da. namlich flir beiJe Systeme 
TEl' = lET = - 2xiE sein muS, So ergibt sich fur T = 1'M 
leicht: MEM = MEM = E, 

wo die zweite Gleichung aus der ersten, genau wle 1m vorigen Para­
graphen in (125), hergeleitet wird. 

F..ncyklop. d. ma.h. Wt •• en8ch. II 3. 
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Hangen also zwei Fundamentalsysteme (6'a) und (sa) durch die 
GJeichungen(128) zusammen, so geht die Oharakteristikenform EVe,y) 
sowohl durch die unimodularen Substitutionen: 

(129) xa = ~maflfirJ' 1Ia = ~ma(lfifl 
aJs auch durch die konjugierten Substitutionen: 

(129&) xa= ~miJafifl' 1Ia= ~mflafifl 
in sich fiber. 

Es besteht also ffir die 4pll Substitutionskoeffizienten m'afl je ein 
System von p(2p -1) Bedingungsgleichungen, die man analog, wie 
vorher, in die iiquivalenten Formen setzen kann 

~(m m -m m )=E 
(130) v( aTe p,p+k a,I'+.I: (II:) afl (a,{:J=1,2, ... ,2p); 

~ mkatnp+k,rJ - mp+k,am"{1 = Eafl 
aus ihnen foJgt die GIeichu~g I M I = + 1 genau ebenso wie im 
vorigen Abschnitte. Filr p = 1 liefern jene Gleichungen t1.ur die Be­
dinguog I M I = 1. 

Die hier als notwendig begrfindete Bedingung MEM = E ist 
aber ancb. hinreichend dafiir, daB die beiden Systeme (8) lind (6) iiqniva.­
lent sind. 1st nawlich (8) ein Fnndamentalsystem, also TET= - 2niE, 
M ein beliebiges ganzzahliges System, flir welches MEM = E ist, 
nnd setzt man T = TN, so ergibt Foich fUr T ohne weiteres die 
Gleichung TET = - 2niE,. welche (nach p.628) anssagt, daB die 
Wege 6a= Lm(lasa ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. 

(.1) 

Den tJbergang von dem Periodensystem T zn T durch die 
Gleichungen T = T M bezpichnet man als lineare Transformaticm der 
Perioden; hierbei bezieht sich der Ansdrnck "linear" daranf, daB die 
Determinante I M I den Wert Eins hat. Eine Transformation der 
Perioden, deren Determinante gleich n ist und bei welcher die Cha­
rakteristikenform E(x, y) in ihr n-faches fibergeht, heiBt t:on der 
tlfeR Ordnungj solche Transformationen nnd. die ihnen entsprechenllen 
Zl'rschneidungen ergeben sieh, wenn die Pnnkte der Biemat1.nschen 
Fliiche mehrdeutig aufeinandt>r bezogen werden.'lIa) 

39. Diu Perioden der Integrale zweiter und dritter Gattung 
als Funktionen ihrer Unstetigkeitspunkte. Eine weitere Anwendung 
der Vertauschungsformel entscheidet die ~'rage, in welcher Weise die 
Perioden eiDes Integrales zWl'iter oder dritter Gattung mit veriinder­
lichen Unstetigkeitspunkten von diesen abhangen. 

Wenden wir zunachst Ruf das elemeutare Integral zweiter Gat­
tung mit dem Pole ~ die Gleichung (110) unter der Voraussetzung 

72 .... ) Vgl. II B 7, Nr. I) if. 
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an, da.6 der W eg ~1~' ein Periodenweg Sa ist, so ergeben sich die 
2p Gleichungen: 

p 

(131) Jatij = 2\tkaatpH~) - tpH.a atk(~»' (It =1, 2, .. . ,2p). 
('a) k= 1 

Die samtlichen Perioden des Elementarintegrales t~ mit dem 

einfachen Pole $ sind lineare Kombinationen der fur den Punkt ~ 
gebildeten Diift:'rentiale der 2p Fundamentalintegrale t11 ts, .•. , ts p ' 

Nach der gleklwn Methode bestimmen wir die zyklischen 
Perioden des Elementarintegrales dritter Gattung und find en die fol­
genden Gleichungen: 

p 0. 0... 

(131 a) jaron,o. = .L (tkafatp+k - tpH ... jdtk ) , 

('a) k= 1,0, 0, 

falls der Weg (j von 0 1 naeh 0, keinen del' Periodenwege sa sehneidet; 

auf dieselbe Weise ergeben sich die logarithmischen Perioden Jdwo,o, 
gleich ± 2ni. 

(k) . 

AIle zyklisehen Period en des Elementarintegrales dritter Gat­
tung mit den Vnstetigkeitspunkten 0 1 und OJ und den Residuen 
-- 1 und + 1 sind also lineare Kombinationen der 2p Fundamenta1:­
integrale tl1 tB • ••• , t'lp' wenn dieselben von 0 1 nach O2 auf einem 
Wege (j erstreckt werden, der keinen der Periodenwege S1'8!1' "IS21' 

sehneidet; sie sind also, als Funktionen der Unstetigkeitspunkte 
betraehtet, Integrale zweiter Gattung; die logarithmischen Perioden 
sind + 2ni. 

Hieraus folgt, daB das Integral 

(132) " WO,D. = wD,D. + L(C"tpH-CpHtk)' 
1 

0. 0. 

in welchem fat" = C,,' .fatpH = CpH gesetzt ist, gar keine zy-
£I. ,0, 

klischen Perioden besitzt, wei I sich diese wegen (131 a) aIle fort­
heben; und da das Analoge natiirlich auch von einem Integrale mit 
beliebig vielen logarithmischen t:;telIen und aueh von jedem Integrale 
mit bloB polaren Unstetigkeiten gilt (vgl. p.617), so erhalten wir 
den Satz: 

Jedes beliebige AbPlsche Integral wHiSt sieh durch Hinzu­
fiigung eines Integrals t mit einem einzigen Pole ~." der von den 
logarithmischen Stellen von w verschieden ist, seiner zyklisehen 
Perioden berauben. 
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Die logarithmischen Perioden des Iute~rales bleiben dabei un­
geaudprt. Sind also die Residllen von (lJ durchweg gauze Zablen m", 
80 besitzt das in del' angegebenen Weise rednziel'te Integral ill = (lJ + t 
nul' noch Perioden del' .Form 2 nim.; die Exponeutialfunktion: 

(133) 

ist also eme eindeutige Funktion des Ortes auf del' Riemannschen 
Flache. 

40. Die Primfunktionen. Zerlegung del' Funktionen des Kor­
pars in Primfunktionen. Nach den bisher abgeleiteten Resultaten 
sind wir nun ilustande, mit Hilfe del' Integrale dl'itter Gattung Funk­
tionen mit einfacher Nullstelle und einfachem Pole zu bilden, ,,.elcho 
abel' natiirlich im allgemeinen nicht mehr eindelltig auf !R sind, son­
dern hei Fortsetzung langs eines geschlossenen Weges kOlliStante 
Faktoren erhalten. 

1st namlich zunachst w(~) = C1 u't + C2 W 2 + ... + Cpwp ein 
beliebiges Integral erster Gattllllg, so ist 

(134) E(~) = ew(ll) 

eine Fllnktion, welche allf del' ganzen Riemannschen Fliiche regu Jar 
ist und wedel' Null· noch Unenulicbkeitsstellen hat; diese sollen daher 
als iranszendente Einlteitsfunl.tioncn bezeichnet werden. Ferner ist die 
Exponentialfunktion 

(135) ( 0. ) /ij ('n) n ~'o.: = e 0.10.1 , 

deren Exponent das vorher bestimmte Integral dritter Gattung mit 
den Unstetigkeitspullkten £1~, £12 und den Hesiduen - 1, + 1 ist, 

dem Divisor g. zugeordnet, da sie nur in OJ eiue N llllstelle und 
1 

nUl' in 0 1 einen Pol erster Ordnung besitzt, in allen anderen Punk-
ten abel' eine reguUi.re Eiuheitsfnnktion ist. Deswegen heiBe II eine 

zum Divisor ~. gelio1"ige Primfanktion. Sowohl die Einheits- als die 
1 

Primfunkiionen sind auf ffi nicht eindelltig, sondern sie multiplizieren 
sich bei Fortsetzung liings eines Periodenweges mit einem Faktor eU, 
wenn c der zugehorige Periodizitiitsmodlll des Exponenten ist. Hier­
bei bleiben abel' bei dell Prim fUllktionen die logarithmischen Perioden 
auBer Betracht, da fUr sie c ein Multiplum von 21ti ist. 

1st endlich 

irgendein Divisor nuHter Ordnnng und 0 0 ein beliebiger Hiilfsl'unkt, 
so ist die allgemeinste im gleichrn :::linne zu 'l) gehorige Funktion: 
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(136) P(~) = E(~)n (~, ~~Y" n(~, ~:r' ... II (~, ~:r/ 
= el" wOo 0., +1'.050.,0,+" '+l'hWC o Ch +C,w,+C.w.+ ... +cpwp, 

weil sie offeubar in 0 0 die Ordnungszahl Null hat und dsher genau 
dem Divisor SD entspricht.73) 

lch untersuche nun, unter welchen Bedingungen SD zur Haupt­
klasse gehort. Dann muB es moglich sein, die Konstanten q so zu 
bestimmen, daB die den Fundamentalperioden sa entsprechenden MuIti­
plikatoren eea siimtlich gleich 1, ihre Exponenten ca also Multipla 
von 2 ni werden. Es mussen also nach (131 a) fUr diese Expo­
nenten die folgendell Gleichungen bestehen: 

p 

ca = L.:~ (tka Qk- tp+klaQp+1J = 2xin", 
10=1 

wo die tt" ganze Zahlen sind und allgemein 
0., 0., £.4 

Qk= t-£l.Idtp+k+ t-£sj'dtpH + ... + t-£l..fdtp+k' 
0. 00 00 

0., 0, 0./, 

QP+k = t-£l.jdt" + Its .fdtl; + ... + t-£h (dt" - Ok 
C. no h.. 

istj dnrch Auflosung dieser Gleichungell mit Hulfe der allgemeineu 
Periodenrelationen (126a) ergeben sich leicht die Bedingungen: 

p p 

Qk = - 2: n,.tp+c,p+a +. 'L: np+ a tl' P,,,, 
a=l 1 

l' 

QP+k= - L nat",P+cr 
1 

(k = 1,2, ... ,/1) 

73) Derartige "multiplikative" Funktionen, sowie allgemeiner ~'unktionen­
sy .. teme, die sich beirn Durchlaufen geschlos~ener Wegc auf der Rieman/lschen 
Fliiche linear substituieren. sind Gegenstand selbstlindiger Untersuchungen ge­
wesen, insbesondere von E. Ritter (Witt. Nachr. 1l:S911/4/5j Math. Ann. 44, 47), del' 
die I<'ormentheorie benutzt und die in geeigneter Weise verallgemeinerten 8litze 
iiLer Basissyslcme hf'ram:ieht. und in der letzten Zeit von R. Konig, der Rut 
die hornogene 8,breibweise verzichtet nnd die Divisorensymbolik benutzt (vg1. 
daB Beferat von R. Kallig in den Miinch. Ber. 1918, p. 47ff, wo die anderen 
Arbeiten zitiert werden). Cber andere beziigliche Untersuchungen vgl. die Litc­
raturang-aben in den Kanip,ch('n Arbeiten, Howie B., p. 393-442. 

In die"en Untersuchungen gelingt es, auf die multiplikativen Fnnktionon 
und allgemeinen Funktionenscharen cine Reihe von 8iitzen der Theorie der 
algebraiscben Funktionen auszudehnen. insbesondere den Riemcmn-Rochschen 
Satz, Pa.rtialbruchzerlegung der Integrale usw. [OJ 
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von denen die p eraten ein System von notwendigen Bedingnngen 
fur die Zugehorigkeit von ~ zur Hauptklasse liefern, wiihrend die 
p letzten dann die p Konstanten 0. bestimmen. Die rechten Seiten 
dieser Gleichungen sind aber die zusammengehOrigen Perioden der 
Integrale tP+lI tpH" •. , tap' t11 ~ .•. , t"" genommen auf einem und 
demselben Periodenwege 

8 = nlsl + n1l 811 + ... + n ap 82p' 

flir welchen nach (123 b) die Charakteristiken (8, Sa) = n" sind. Be­
zeichnen wir also im folgenden wieder die Integrale erster Gattung 
t1'+1 , ••• t2p , die hier wieder in eine bevorzugte Stellung rUcken, wie 
fruher dUTch UJlI • •• wp und ihre Perioden tpH,P+I durch - Ww die 
Perioden t1'H,1 durch + Wk,P+II so kann dieses Resultat in dem f01-
genden Fundamentalsatz zusammengefa6t werden: 

Wenn fur einen Divisor ~ der Ordnung Null die p Summen 
von Integralen erater Gattung: 

0, 0. J 
(137) Q};= l£lj dtc.t+ I12J dWk + ... + I'll dWk 

O. o. 0. 

(k = 1,2, .. . ,p) 

ein System zusammengebOriger Periodizitiitamoduln fur einen und 
denselben geeignet gewiihlten Periodenweg s = nl S1 + ... + n9p~1l 
bilden, so daB die Gleichungen 

(137 a) Q.= Jdwk (k= 1,2, .. . ,p) 
(8) 

samtlich erfullt sind, so gehOrt dieser Divisor zur Hauptklasse. 
Die U mkehrbarkeit dieses Satzes wird sich aus dem Abelschen 

Theorem ergeben. 
Wiihrend die hier benutzten 'Primful1ktiol1en, abgesehen von 

Polen, reguliir aber nicht eindeutig sind, kann man dem V organge 
von WeierstrafJ folgend an ihrer Stelle anch solche Primfunktionen 
einfiihren, welche auf 91 durchweg eindeutig sind und dafur eine 
wesentliche Singularitiit nach Art der Exponentialfunktion besitzen, 
die beim tJbergang zum Logarithmus zu einer polaren Unstetigkeit 
wird. Man kann niimlich nach der Bemerkung am SchInB des vorigen 
Paragraph en zu roOll1. ein solches Integral zweiter Gattung mit dem 
PoIe~ .. hinzufugen, daB io"o. = 000,0.+ t gar keine zyklischen 
Peri{)den besitzt, so daB also 

/'0,,0. = lIo(~, ~:) 
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auf m eindelltig ist. Dasselbe gilt von einem Produkte 

(138) Po= IIo (~, ~r··· IIo(~, ~:Y''', 
und dieses besitzt in 0 11 DIu' •. £14 Nullstellen oder Pole, hat aber 
uberdies noch in ~"" eine wesentliche Singularitiit von der Art, daS 
sein Logarithmus daselbst wie ein Integral zweiter Art unendlich 
wird. Will man daun aus dem Komplexe der so erhaltenen Funk­
tionen die GroBen von der Bauptklasse aussondern, so hat man die 
Bedingnng dafur aufznstellen, daB die singuUire Stelle bei $ .. fortrallt. 
Auch hierflir ergeben sich p GIeichungen, da es p eigentliche lnte­
grale zweiter Gattung gibt. 

4,1. Das Abelsche Theorem als Additionsprinzip der Integrale. 
Zum Abelschen Theorem in seiner allgemeinsten Gestalt fuhrt d.ie 
folgende einfache Betrachtung: Es seien ~ = ~l ~1I ••• ~r und 
fa = fa} ~2 ••• fa,. zwei beliebige iiquivalente ganze Divisoren und 

also x =: eine algebraische Funktion rter Ordnung. 1st dann 91., 

die zugehOrige r-bliittrige Riemannsche l!liiche, Sf", die einblattrige 
Kugelflache, so entsprechen jedem PUllkte V (x = a) auf ~'" die r 
Punkte $1' $s .... ~,. auf ffi",. speziell gehOren zum Punkte ,,= 00 

und V = 0 die Punkte ~, und fa i ; jedem Wege etwa von 00 nach 0 
entsprechen die r kongruenten genau untereinander verlaufenden Wege, 
welche bei geeigneter Bezeichnung von mi nsch ~; fiihren. 

1st nun fUr x als unabhangige Variable 

dw=~",·dx 

die Darstellnng eines ganz beliebigen Abelschen Differentiales und sind 
~17t2'" . t,. die r konjugierten Werte V!)D t"" so besteht fiil' die SpurB(~",) 
eine Gleichung 

S(~"') = ~1 + ~2 + ... + t,.= R(x), 
wo R(x) eine bestimmte rationalo Funktion von x bedeutet. Multi­
pliziert man diese Gleichung mit dx,integriert sie rechts zwischen 
00 und 0 auf einem beliebigen Wege, welchem links die kongruenten 
Wege von ~i nach !Bi entsprechen, so ergibt sich das allgemeine Abez.. 
sche Theorem in der Gleichung: 

18..~ Ill;. 0 

(139) .{dID +.Idco + ... +.fdID = jR(X)dX. 
~. vr. WI' co 

Nsch dem Abelschen Theorem kOnnen also Integrale mit 
gleichem Integranden durch das Integral einer rationalen Funktion 
snmmiert werden, sobald die Vereinigung ihrer unteren und ihrer 
oberen Grenzen zwei ganze Divisoren derselben Klasse liefert. 
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Ich spezialisiere das Abelsche Theorem zuniichst fUr die drei 
Hauptfiille, daB dw ein Integral erater, zweiter oder dritter Gattung 
ist. In diesen Fallen liefert der HiJfssatz (72) iiber die Spur von 
Funktionen des Korpers unmittelbar die folgenden Resultate: 

1. Fiir Integrale erster Gattung ist stets: 
S, 11.1. \11,. 

(139 a) .Iaw + .{dW + ... + J'dw = 0, 
W, Yl. ?!r 

wenn wie immer die Integrale auf iibereinander verlaufenden Wegen 
in der FJiiche ffi" geleitet werden. 

2. 1st zweitens tl' = J~dx ein Elementarintegral zweiter Galtung 

mit dem I£-fachen Pole u, welcher auf ffi", ein a-blattriger Verzweigungs­
punkt sein mag, und ist q der Wert, welch en x in 0. annimmt, so 
folgt aUB demselben Hilfssatz fast unmittelbar, daB die Summe 

(139 b) 
lB, il. lBr 

J'dtl' +.f dtl' + ... + J dtl' 
91, ~ Ylr 

. [ I~ J-ton G d 1 . d K f'l!' cine ganze FunktlOn des -d- ra es von q 1St, eren oe UZlenten 

durch die des Hauptteiles der fiir die Umgebung von n geltenden 
Reihenentwicklung von b bestimmt sind. 

3. 1st endlich iiY12 =.r~dx ein Elementarintegral dritter Gattung 
mit den logarithlllischen Stellen 0.1 und Os und den Hesiduen - 1 
und + 1, so liefert diesel' Hilfssatz sofort die Gleichung: 

il, 18, )!lr 

(139 c) j'dw12 + j'dwl2 + .. -. + j'dwn = 19~~, 
~l,~. w,. 

wenn ql und q2 die Werte sind, welche x in 0 1 und o's annimmt. 
Die bisher in diesem Abschnitt aufgestellten lntegralsab.e waren 

au die Bedingung geklliipft, daB aHe lntegrationswege lh = ~~~1l in 
ffi", iibereinanderlauft>n, daB diese Wege also auf einer anderen Flii.che ffi. 
in gam: Veslimmter Weise von ~" nach ~" gefiihrt werden. Es ist 
leicht, sich von diesel' Beschrankung freizumachen: Erstreckt man 
namlich diese Integrale in einer Fliiche ffi. auf beliebigem W ege .:t~ 

von ~4 nach !!\, 80 tritt zu den Gleichungen des Abclschen Theorems 
in jedem FaIle nur eine Peri ode hinzu, und es ist wesentlich, sich 
klarzumachen, daB die ganzen Zahlen, welche die spezielle Periode 
charakterisieren, hei allen Integralen erster und zweiter Gattung allein 
von den Integrationswegen, nicht abel' von den Integranden abhiingf'n, 
daB also hei Anwendung des Abelschen Theorems auf "ein System 
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von Integraten die auftretenden Perioden sich siimtlich auf" den gleichen 
'Veg beziehen und daher dasselbe Koeffizienten!lystem erhalten. 

Fiir Integrale erster Gattung kann man somit das allgemeinste 
Abelsche Theorem in dE'r folgenden Form aussprechen, in welcher es 
die genaue Umkehrung des Fundarnentalsatzes (137) ist: 

1st i) = 0.1"" °2,11 •••• 0,/" ein Divisor der Hauptklasse, 80 

bilden die p Summen von Integralen erster Gattung: 

(140) 1'1 Wt (Ol) + ... + I'hWk~OA) = 111 Wu + 112 00u + ... + 112.1'Wk,lIp 

(k = 1, 2, .. . p) 

ein System zusammengehOriger Periodizitatsmoduln der Integrale 
wlI w,, ... wp. 

Hiel·nach und nach (137) bilden diese p Gleichungen dip, not­
wendige uud hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Divisor der 
Ordnung Null der Hauptklasse a,ngehort. 

Urn dieseu Satz und die aus ihm zu ziehenden l!'olgerungen ein­
facher aus!lprecben und iibersehen zu konnen, wollen wir zwei be­
liebige Zahlensysteme (au a" .. . ap) und (bu b,l , ••• bp) longruent 
nennen «alc) = (b,,)), wenn sich je zwei entsprechende Elemente a" 

und h" nur urn zusamrnengehi5rige Perioden Jdw& der p Integrale 
(.J 

erster Gattung unterscheiden, wenn also die p Gleichungen: 

ak = h" + til Wu + n,oou + ... + n2poo""p (k = 1,2, .. . ,p) 

fur dasselbe ganzzahligA System 111> 112, ••• ,11211 eTriillt sind. Solche 
Kongl"Uenzen konnen otfenbar addiert und subtrahiert werden. Dann 
IlP-hmen die Gleichungen (140) des Abelschen Theorems die, einfachere 
Form an: 
(140 a) 1'1W,,(0.1) + 1'1IWk(OS) + ... + l'"wk (O,,,) = O. 

Wir wollen zWl'itens durch eine einfache Modifikation die Be­
schrankung auf Divisoren der Ordnung Null beseitigen. Wahlen wir 
als uutere Grenze der Integrale lOp W" ••• , wp (wie in Nr.33) den 
Punkt $ .. , und ist Poe seine Klasse, so sind dieselben Gleichullgen (140a) 
filr einell heliebigen Divisor i) daun und nul' dann erf'iillt, wenn ~ 
einer der Klassen P:., also der durch P. erweiterten Hauptklasse 
( •.• P;'2, P;,t, 1, Poe, P!, ... ) angehort, weil die dann hinzutretenden 

$ .. 

bzw. fortfallenden Integrale JdW kongruent Null sinu. 
$ .. 

Betrachten wir nun ganz allgemein einen Divisor 
tr\ _ r"\ I',r. I'. r"\ ,II" 
JI..I - Ul :1.02 ••• lU-" 
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einer ganz beliebigen Klasse so moge fUr ibn 

(140 b) JLl W,t(Ol) + ... + JL" W,l:(Oh) ::::= ,vk (k = 1, 2, ... p) 
sein. Dann hei13e (v.t) = (vu •. 0' vp ) das dem Divisor i) enisprechende Wert­
system. Dann entspricbt also nach dem Abel:;Jchen The.orem der durch 
Poe el'weiterten Hauptklasse das Wertsystem (0, ... , 0). Sind ferner 
i) und i)' zwei beliebige Divisoren, (v,) und (v/) ihre Wertsysteme, 

so entsprechpn den Divisoren i)i)' und :' die Werteysteme ('11.1:+ 'Uk')' 
und ('11k - '11k')' und i) und ~' sind stets und nur dann in bezug auf 
die Klasse Poe iiquivalent, wenn (v,) - ('11k') isto Sieht man also kon­
gruente Wertsysteme als nicht wesentlich verschiedfln an, so entspricht 
jeder Klasse relativ iiquivalenter Divisoren ein und nul' ein 'Wert­
system. Jede solche Klasse wird durch ein System von p Zahlen 
(VII '112 , • 0 • vp ) charakterisiert. Hier ist abel' zu bemerken, daB £las 
Wertsystem (v,t) , welches einem Divisor von nicht verschwindender 
Ordnung entspricht, von der Auswahl des Punktes ~oo abhiingig iet 
und bei Veriinderung dieses Punktes sich ebenfalls iindert; allein fur 
die Divisoren der Ordnung Null ist £las entsprechende Wertsystem ('11k) 
wegen del' Gleichung ~Ll + JLs + 0 •• + f.lh = 0 yon der Auswahl von 
~"" unabhangig. 

42. Die aus dem Abelechen Theorem folgenden Reduktions­
problema. Das Abclsche Theorem ermoglicht nun die vollstandige 
Lostlng der folgenden Fundamentalaufgabe: 

Es sei ein ganz beliebiger Divisor der Ordnung d 

~ = 0/"°2"'.,,, Olh (JLl + JL2+'" + JL4=(l) 

und ein Primteiler ~'" gegeben. Dannsollen die zugehOrigen p Inte-
graIsnmmen: .0, .0" 

S/= Ill.! dwg+ 0.0 + llhfdUi; 
~~ ~~ 

durch p andere Integralsummen: 
~l ~J ~q 

(1. t dW; +.f clw, + ' .. + J dWl 

00 ~'" ~., 

mit gleicher unterer Grenze und moglichst wenigen Summanden so 
ersetzt werden, daB aUgemein s; = 0" daB also bei geeignet gewiihlten 
Integrationswegen s, = (Ii wird. 

Sind D und p", die zu ~ und ~.. gehOrigen Klassen, so stimmt 
diese Aufgll.be mit del' folgenden iiberein: 

Es solI die kleinste Potenz P:" von P .. so bestimmt werde~ da8 

{DPc!} = 1 
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ist. 1st namlich diese Bedingung erfullt und q = d + e die Ordnung 
der Klasse DP:', so gibt es in dieser einen einzigen ganzen Divisor 
~ == ~1 ~t" , ~q, fur welchen ~~.", = il~!-d - @, also 

;r, <M 
\l!:!, - \l!~ 

ist, und ans dieser lqnivalenz folgen nach dem Abelschen Theorem 
die p Kongruenzen s, = (j. und umgekehrt. Wir haben hiernach nur 
noch die Ordnung q von @ zu bestimmen und dann diesen Divisor 
selbst darzustellen. 

Ans dem Riemann-Roehsehen Satze ergibt sieh zunaehst unmittel­
bar, daS q gleieh p oder kleiner als p sein muS, und daS der letzte 
Fall nur ausnahmsweise auftreten knnn, weil die obere Grenze p z. B, 
immer dann erreicht wird, wenn ~ aus p willkurlieh ausgewahlten 
Primteilern besteht. 

Eine beliebige Anzahl von Abelsehell Integralen erster Gattung 
laSt sieh 1.1.180 stets in eine Summe von nur p, im allgemeinen abel' 
nicht in eine Summe von weniger als p Integralen mit fester unterer 
Grenze zmammenfassen. 

Die wirkliche Darstellung des zu ~ gehOrigen Di visors @ = ~1 ••• ~p 
branchen wir nur in den beiden Hauptfiillen durchzufuhren, in clenen 
~ = ~ o.s .. ,o.r ein ganzer Divisor mit beliebigpn Primfaktoren 
oder abel' der reziproke eines solchen ist; einmal nlimlich kommen 
diese Faile vorzugsweise bei den Anwendungen in Betracht, und zwei­
tens kann der allgemeinste Fall leicht auf diese reduziert werden. In 
diesen beiden Fallen sind zu den p Integralsummen: 

0. Or 

Si= .. {dW.+, .. + j'dW, 
$00 !i!", 

\Il, 'llp 

(j,=.IdW;+ .. , + JdW. 
$", ~'" 

die Summen 

80 hinzuzufiigen, daB die. p Kongruenzen 

s;-- d, = 0 bzw. s, + d.= 0 (i=1,2, ... ,p) 

erftillt sind. Ferner erkennt man leicht, daB die erste Reduktions­
aufgabe durch zweimaJige Lasung der zweiten gelOst werden kann°, 
1st namlich 9l = ffi1 ffi2 ... ffip zuerst fur ~ so bestimmt, daB t'iir 
seine Iutegralsummen (h Si + Pi = 0 ist, und bestimmt man weiter zu 
tll den Divisor @ = '.l31 ~2 ' , • ~p so, daB seine IntegraJsummen (j, die 
Kongruenzen Qi + (j, = 0 erfiilJen, so folgt durch Subtraktion jener 
heiden Systeme, daS wirklich Si- (j; =c: 0 ist, Wir wollen dahol' nul' 
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den zweiten Fall untersuchen, ohwohl del' erste auch direkt leicht 
behandelt werden kann.74) 

Sind nun r beliebige Punkte 0; = (Zil 1l;) gegeben, und sind die 
p Punkte ~k = (bk' n,,) so zu bestillllllen, daB die p Kongruenzen 
Si + a, = 0 erfullt sind, so ist diejenige Funktion 

t/J (z, u) = ~---:_~~t+~I'" ~p = :~+~-

zu bestimmen, welche ein Multi"lum von ~I~'+' Or ist. 
~~ p 

1st nun ~. > p - 1 odeI' r ganz beliebig, abel' $ .. nicht gerade 
ein lVeie1'stra/3l'unkt, so ist nach dem Riemaun-Rochscnen Satze 
{$~+P } = r + 1; es gibt dann also genau r + 1 linear unabhiingige 
Funktionen t/J(O), t/J(l), ... , t/J(r) mit dem Nenner ~~+P, welcne leic/Jt ails 

tlem zu ~.., gehorigen normalpn Fundamentalsystem zu linden sind_ 
Also ist die gesucbte Funktion t/J = Cot/J(O) + C1 t/J(I) + ... + Cr 1/J(r), 

wo nul' die Konstanten Ci so zu wahlen ~illd, d .. B 1/1 ( 0i) = 0 ist. tietzt 
man also zur Abkiirzung allgemein t/J(h\O(!) = 1/1'/'), so ist die ge­
Buchte Funktion t/J durch die Gleichullg: 

t/J= 

I !/l(0), t/J(1), ••• t/J(r) 

.1. (0) 
'1'1 , t/J1 (1), ••• t/J1 (r) 

1/1)0) ¢r(l), ... 'I/!/r) 

eindeutig bestimmt, falls nul' die Matrix (t/J(!(h») vom Range r ist, und 
.. N'b It! n(1/J) d h del' Ubergang zur orm ergl t n(\V) = n(~); . .: 

ntf/»~ J + -1 + + ( ) ( ) (Z_ZI)",(Z_Zr)=Xozl X1zP ••• Xp=XoZ-bl." z-~p; 

die Zerlegung dit'ses Quotienten in seine Linearraktoren Iiefert die 
.~-Koordinaten ~k der p gefl1lchten Punkte $k' Zll ihrer Bestirumung 
bedarf man also der AufHisung einer Gleichung pten Grades, deren 
Koeffizienten rational von 0 11 O2,, •• , Or abhangen. Die zugehorigen 
Werte 'Ik folgen aus den Gleichungen ¢(~k' n",) = O. Die Auwendung 
diesel' Betraehtungell auf die Gleichung u 2 = 4zs - 9sz - 9s lief'ert 
z. B. das Additionstheorem fiir die &iJ-Fullktion. 

43. Das Umkehrproblem fur die Abelschen Integrale. Durch 
die Auseinandersetzullgen von Nr.41 Ende ist festgestellt worden, daa 
jedem beliebigen Divi~or ~ = Ot'O/', .. . Olk durch die p Glei-
chullgen: 0, c. 0" 

(141) tLt.IdW.+ tL2.IdW, + ... + !ll •• j'dw;= t'j (i= 1,2, .. . ,p) 
____ ~_"., ~oc '.Iloc 

74) V gl. H.-L., p. 685-691. 
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ein Wertsystem (Vl1 ... , vp) zugeordnet wird, welches nul' naeh seinem 
Kongruenzwert modulo del' Perioden in Betraeht kommt, und daB 
solchen Divisoren, welehe im eigentlichen Sinne oder aueh nul' in 
bezug auf die Kla!<se P OQ von ~oo liq ui valent sind, kongruente Wert­
systeme entsprechen. 

Dureh die letzten Entwiekelun~en abel' hat sieh ergeben, daB 
jeder beliebige Divisor dur .. h einen und im allgemeinen aueh nur 
emen ganzen Divisor der Ordnung p: @ = ~1 '.132' .. ~p, das obige 
System (141) also durch folgenues: 

.,'. 'p 
(141 a) j'dw.+.j'dw.+ ... +.IdW.= Vi (i= 1,2, .. . ,p) 

,~.~ .n 
eJ'setzt werden kann. :Man kann also die Untersuehung auf die ganzen 
Divisoren def Ordnung p beschriinken; jeder derselben konstituiert 
abel' eine Klasse, deren Dimension nuch dem Rimtann-Rochsehen SHtze 
iill allgemeinen gleieh Eins und nul' dann groBer als Eills ist, wenn 
@ in einem ganzen Differentialteiler enthalten ist; es entspreehen also 
verschiedenen Divisoren @ und @' im allgemeinen aueh versehiedene 
Systeme (Vi) und (v) 

Es entsteht nun die Frage, ob umgekehrt zu jedI'm Wert ... ystem (v.) 
ein ganzer Divisor @ der Ordnnng p gefunden werden kaun, so daB 
die Gleichungen (141 a) erfi.illt sind; ist dies abel' del' FHll, so ist naeh 
unseren Ergebnisseu das Punktsystem ('l3u '.132' ... , ~p) im allgemeinen 
auch eindeutig bestimmt. Das so sieh ergebende Problem heiBt das 
Jakohische UmkehrproUcm 74a) und bildet die naturgemaBe Verallgemei­
nerung des Umkehrproblems der elliptisehen Iutegrale; denn dies be­
steht ja darin, aUB del' Gleiehung 

• J'dW V (mod. WlI ( 2) 

'.llo 

die GraBen des Karpel'S K(z, u), welche siimtlieh eindeutige Funk­
tionen von 'l3 sind, als Funktionen VOIl V darzustellen; wie dies auf 
die elliptischen, so fi.ihl't das allgemeine Problem auf die sogenannten 
Abelschen Fuuktionen. 

Die Antwort auf die obengestellte Frage fnllt bejahend aus; der 
Beweis erfulgt entweder durch direkte Integration des Systems von 
Differentialgleichungen: 

dWi(~l) + dw j ('l3s) + ... + dwj ('l3p) = dvo (i = 1,2, .. . ,p) 
welches ja mit dem System (141 a) im wesentliehen gleiehwertig ist, 

74a) II B 7, Nr. 1. 
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oder durch Aufstellung und Benntzung der sogeuannten Jacobischen 
oder Thetafunktionen von p Variablen VII v,, .•• , vI" Die Ausfiihrung 
dieser Untersuchung liegt auL\erhaIb der Grenzen diesE'r DarstelluDg, 
welche mit der Einordnung des transzendenten UmkehrprobIems in 
den Bereich der algebraischen FragesteUungen ihren Abschlu.6 fin­
den soIl. 

VII. (Anhang.) Arithmetisehe Theorie der algebraisehen 
Zllhlt>n. 

44. Der Karper St(l) der rationalen Zahlen und der Xorper 
K(P) der p-a.dischen Zahlen.76) Die in I und II auseinandergesetzten 
Prinzipien fiihren such zu einer vollstiindigen Theorie der rutionalen 
und algebraischen Zahlen. Als Aufgabe der ersteren kann die Auf­
suchung der Beziehungen bezeichnet werden, welche zwischen den 
rationalen Zahlen einerseits und einer beliebig angeuommenen festen 
Grundzahl andererseits bestehen, welche Ietztere gleich aIs eine Prim­
zahl p vorausgezetzt werden kann. 

AIle rationalen Zahlen A = : bilden einen Korper ~(1). Eine 

solche Za.hl hei.6t gans oder gebrochen in bezug auf p oder modulo p, 
je nachdem in ihrer reduzierten Darstellung : der Nenner p nicht 

enthiilt oder durch p teilbar h;t.76) A heiSt durch B teilbar, wenn 

"~ modulo p ganz ist. Eine Zahl E heiSt eine Einheit, wenn Ii und 

.!.. modulo p ganz sind. Jede Zahl A ist eindeutig in der Form EptJ , 
,darstellbar, wo Ii eine Einbeit bedeutetj a heiSt die OrdnungszahZ VDt$ 

A. Die OrdnulIgszahl eiDes Produktes bzw. ejnes Quotil'nten ist die 
Summe bzw. die Differenz seiner Komponenten. Eine Zahl A hei.6t 
durch pI! teilbar, wenn ihre OrdnulIgszabl " welJigstens gleich f! ist; 
zwei Zablen sind kon.qruent modulo pI!, wenn ihre Differenz dltrch pfl 

teilbar ist. Zwei Zahlen heiSen gleich fur den Bereich von p, wenn sie 
fur jede noch so hohe Potenz von p kongruent, wenn sie also iden­
tisch sind. 

Die rationalen Zahlen bilden nun einen Teilbereich des folgen­
den Zahlenreiches. J ede Zablgro.6e: 

A = aapu + aa+lpa+l + . ", 
deren Koeffizienten aa' aa+17 ..• modulo p ganze rationale Zablen : 
sind, welche beliebig weit berecbnAt werden konnen, wird eine p-adische 

76) Vgl. Nr. I dieses Referates. 
76) V gl. Anm. 3. 
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ZoJU genannt, und die rationalen Zahlen aapa, aapa + aa+lpa+l, ... 
heiBen ihre Niiherungswerte. Zwei Zablen A und A' sind kongruent 
tJwdulo JIl, wenn last alle ihre Niiherungswel'te modulo pf! kongl'uent 
sind; sie sind gleich fur den Bereich von p, wenn sie fur jede noch so 
hohe Potenz von p kongruent sind. Bei diesel' Definition del' Gleich~ 
beit und del' gewohnlichen Festsetzung uber die Addition und die 
Multiplikation p-adischer Zahlen biiden diese einen Zahlkorper K(p) 
welcher dem in Nr. 3 eillgefiihrten Korper K(lJ) aller konvergenten und 
nicht konvergenten Potenzreiben fiir die Stelle lJ vollig entspricht. 

Jede rationale Zahl A = -~ von st(1) ist nun einer einzigen 

p-adischen Zahl a(}pf! + a(l+lP(l+l + ... gleichj also ist wirklich st(1) 
ein Teilkorper von KCp), und zwar derjenige, in welchem die Koeffi­
zienten all' a,,+l1 ... jedesmal linearen Rekursionsformeln gellugen. 
Die arithmetiscbe Untersuchung del' rationalen Z1iblen fUr den Bereich 
von p fallt hiernach mit derjenigen del' p-adischen Zahlen zusammen, 
und diese kann genau ebenso gefiihrt werden, wie dies in Nr. 2 fill' 
die Potenzreihen des Korpers K(\.1) fUr die Stelle lJ (e = a) geschieht. 

Bier werden noch die folgenden Bemerkungen hinzugefiigt: 1st 
paine beliebiga ungerade Primzahl, so enthlilt del' Korper K(p) 
p - 1 (p - l)te Einheitswurzeln und keine andere Einheitswurzel. 
1m Korpel' K(2) ist nul' die zweite Einheitswurzel - 1 vorhanden. 
Fur ein ungerades p ist jede padische Zahl A eindeutig in del' Form 
A = pawP(1 + p)Y darstellbal', in welchel' w eine primitive (p - l)te 
Einheitswurzel ist, a die Ordnungszahl von A und {3, del' sog. Index 
von a, eine der Zahlen 0, 1, ... p - 1 bedeutet; endlich ist r eine 
ganze p-adische Zahlj fiir p = 2 ist A = 2a\_ 1)P'5Y die entspre­
chende dyadische multiplikative Darstellung von A. Daa Exponenten­
system (a, fl. r) wil'd del' Logarithmus von A fur den Bereich von p 
genannt. 

4:5. Die algebraischen Zahlkorper und die Ihnen isomorphen 
rationalen Xongruenzkorper. 77) Del' Gegenstand der Theorie del' al­
gebraischen Zahlen in ihl'em allgt-'meinsten Umfange ist die Untel'­
suchung del' Teilbarkeitseigenschaften alIer algebl'aischen Zahlen eines 
durch die Wurzel einer ganz1.ahligen GIeichung definierten Zahlkol'­
pel's. Hierzu wiirde noch die Betrachtung der GroBenbeziebungen 
tretan, welche zwiscben denselben Zahlen bestehen; diese zweite Unter­
suchung kann ganz ebenso wie die erate durchgefUbrt werden, auf sie 
soil in del' folgenden kurzen Darstellung nicht besondera eingegangen 
werden. 

77) V gl. Nr. II dieses Referates. 
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Es sei F(x) = 0 eine im Korper !t(1) aller rationalen Zahlen 
irreduzihle Gleichnng nten Grades und ; eine Wurzel derselben in 
irgendeinem Erweiterungskorper ~(~); dann ist ~m einstufig isomorph 
dem Kongruenzkorper K(x, mod F(:I» = Klx, 1) aHer modulo ~'(x) 
ganzen rationalf'n Funktionen von x mit rationalen Zahlkoeffiaienten 
fiir diese Funktion als Modul, und dieser kann und solI daher statt 
st(~) weiter untersucht werden. 

Die oben gestellte Aufgabe der Tbeorie der algebraischen Zahlen 
ist nun vollstii.ndig gelOst, wellll man die Teilbarkeitsbeziebungen aller 
Zahlen von ~(g) oder, was dasselbe ist, aller Funktionen von K(x, 1) 
zu einer beliebigen reellen Primzahl lJ kennt; sie sollen daher im 
folgenden untersucht welden. 

46. Untersuehung der rational en Kongruenzkorper f'iir den 
Bereich einer Primzahl p. Ihre Reduktion auf die p-adischen Kon­
gruenzkorper. Bei dieser Untersuchung konnen und soUen uun die 
rationalen Zahlkoeffizipnten aLIer Funktionen von K(x, 1) nach Po­
tenzen von p entwickelt, d. h durch die ihnen gleichen p-adischen 
Zahlen ersetzt werden. Dann bildet der Bereich K(x,1) einen Teil­
kClrper des groBeren Bereiches 
(142) R(x, p) = Rp(x, mod F(x» 
aller modulo F(x) ganzen Funktionen von x mit beliebigen p-adischen 
Koeffizienten in der Weise, daB jedes Element von K(x, 1) einem 
solthen von R(:c,]i) gleich ist, wiihrenu umgekehrt jedes Element von 
R(x, p) der Grenzwert einer ~'olge von Elementen von K(x, 1) ist. 
Es kann und soll daher stutt des Zahlkorpers ~(;) hzw. des Kon­
gruenzkorpers R(x, 1) dieser Bereich R(x,p) auf die Teilbarkeits­
eigen-cbaften seiner Elemente untersucht werden. 

Dieser neue griiBere Bereich R(:c, p) unterscheidet sich nun von 
seinem Teilkorper K(x. 1) ganz wesentlich dadurch, daB im rationalen 
Korper ~(1) F(.x) unzl'rlegbar ist, wli.hrend dieser Modul in dem 
groBeren Rorper K(p) im allgemeinen in ein Produkt von eindeutig 
bestimmten Primt'aktoren mit p-adischen Koeffizienten zerfallt, welche 
aber immer voneinander verscbieden sind. Es sei nun 

(143) F(x) = t; (x,p) . f'J(X,11) ... f.(x,p) (p) 
jene Zerlpgung von F(x) in p-adische Primfaktoren und 111 12 , ... .t. 
seien ihre Orade. Dann ist der Bereich R(x,p) ein Kongruenzring, wel­
cher sich in eint'acher 'Veise auf die v p- adischen Kongruenzkorper: 

(143a) K.(x,p)=Kj(x,modf~(x.p) (i=1,2, ... v) 
aHer in bezug auf je ein r.(x, p) ganl.en rationalen Funktionen von 
x, modulo f.( x, p) betrachtet, reduziert. 
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Sind namlich 11) 111 , ••• 1. v Funktionen des Ringes R(x,p), welche 
so gewiihlt sind, daB allgemein: 

(144) 1, = 1 (mod f.(x, p)) I, - 0 (mod {k (x,p)) (i < k) 
ist, und welche durch das Euklidische Teilerverfahren unmittelbar be­
stimmt werden konnen, so ist jedes Element vex) von R eindeutig in 
der Form: 
(144 a) v=v1 ·11 +,v2 ·12 +· .. +v •. 1. = (V1)V2''''V.) (modF(x» 
darstellbar, wo allgemein Vi =,c: v (mod f,<x,p) der Wert von '/) im Ringe 
K,(x,p) ist, und umgekehrt gehOrt zu jedem System (VI1 '/)2' •.• v.), 
dessen Elemente in den Korpern KtCx, p) ganz beliebig angenommen 
sind, ein einziges Element v = (VlI v" ... v.), welches allgemein in 
K,(x, p) gerade den Wert 'VI hat. 

Sind ferner v = (Vi)' UI = (Wi) zwei beliebige Elemente von R in 
diesel' Darstellung, so ergeben sich fur die Summe, Diffel'enz, Produkt 
und Quotient del'selben die entsprechenden Darstellungen: 

v ± tv = (Vi + Wi)' vw = (v/w;), ~: = (~J; 
die letzte Gleichung besteht aber dann und nul' dann, wenn !!.. wirk­

~o 

lich dem Ringe R angehort, wenn niimlich aIle Komponenten Wi des 
Nenners von Null vel'schieden sind. Durch diese Darstellung v = (Vi) 
ailer Elemente von R wird also der ganze Ring einstufig isomorph 
auf das System (K1 <x,p), ... K.(x,p) del' v Kongruenzkorper K,(x,p) 
abgebildet, wenn fur zwei Elemente (Vi) und (w;) die Addition und 
die Multiplikation durch die Gleichungen: 

(144b) (Vi) + (w,) = (Vi + tVt), (Vi)' (Wi) = (VjW,) 
definiert wil'd. Hierdurch ist die allgemeine Aufgabe der arithmeti­
schen TheOl'ie der algebraischen Zahlen vollstandig auf die Unter­
suchung del' Teilbarkeitseigenschaften alIer Elemente eines p-adischen 
Kongruenzkorpera 
(145) K(x,p) = K(x, mod «x,p)) 
zuriickgefiihrt, zu del' ich jetzt iibergehe. 

4, 7. Die p-adiachen Kongruenzkarper und die ihnen isomorphen 
Karper K(Il3) der :1t-adischen algebraischen Zahlen.78) Es sei 1 del' 
Grad des unzel'legbaren Moduls {(x, p) in (145), es sei also K(x, p) 
vom lien Grade. 1st dann (r;l,fls,'" fl.), etwa (1, x, .. . Xl-i), irgend­
eine Basis fiir {(x, p), so lehrt das in del' Anm. 5 auseinandergesetzte 
Verfahren, ddB jedes Element V des Korpera einer Gleichung ).. len Grades: 

(146) get) = (-Ii I bik-Jikt I = t"-b1 tl - 1+ ... +( -lYb1 =n(t-v) 

78) Vgl. Nr.6 dieses Referates. 
Encyklop. d, math. WisBen8ch. II '8. 43 
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mit p-adischen Koeffizienten, der sog. Houptgleichun.q geniigt, deren 
linke Seite irreduzibel oder die Potenz einer irredllziblen .Funktioll' 
go(t) ist, je nttchdem v eiu primitives Element von K(x, p) ist oder 
nicht. 

Ich neulle nun das Element v a7gebraisch ganz odeI' ge7woclipu, 
je naehdelll spine Hanptgleichun~ get) ganze p-adische Koeffizienten 
hat oder nieht. Dann besteht der folgende Fllndamentalsatz: 

Ein Element v des Korpers K(x, p) ist algebraisch ganz oder 
gebrochen, ie nachdem seine N orlD 1t\v) = bl cine ganze oder 
cine gebrochene p-adische Zahl ist.79) 

Dureh diesen Sab; winl die Ulltersuchung del' ganzen Elemente 
von K(x, p) UlItl die Behamllung aller Fragen der Teilbarkeit in diesem 
KOJ'per RuBerordentlieh einfach uud durcbsicbtig-, cleun man brnllcht 
nul' die fUr die p-adiscben ZaLlen n(v), new), ... geltenden Defini­
tionen unu Slltze alit' die zugt'biirigen Ell'mente v, w, ... zu iiber­
tragen. So ergibt sicb unmittelb 11', daB dIe Summe und das Prounkt 
ganzer E!emente wieder ganz ist. daB also die ganzen Elt'mente von 
K(x, p) cinen Ring bilden. Von zwei Elementen v nnd tv hei.Bt das 

erste durch das zweite tli/bar, wenn ~ ganz, wenn also t~IV) durch 
10 \ 

new) teilbar ist; sie heiBen iiquivalent, wenn auBel'dem fiuch !.~- ganz. 

isi, wenn also n(v) un,l new) aquivalent sind, d. h. gleiche Ordnungs­
zahl haben. Ein Element c heiBt cine Einltcit, wenn nee) eine p-adische 
Einheit i~t. AIle Einheiten c, c', ... bilden eine Gl'llppe, da sie sich 
durch Multivlikation und Division wiedel'erzflugpn. Aquivalente Ele­
mente v und w unterscheiden sieh also nul' durch einen Einheits~ 

faktor. 
Da -die Norm jedes ganzen Elemente!>. welches keine Eillheit ist, 

eine positivH Ordnungszahl be~ltzt, so muB es mindestens ein solches 
n; geben, fUr welches Jie Ordnungszahl von n (n) posit'v und moglichst 
klein ist. Jedes solche Element solI eine Prillfzahl im Korper J((:r,p) 
heiBl'n unrl die Ordnllngszahl f ihrer Norm n(n) = cp! werde ihr 
Gmd ~ellallnt. Del' Kiirper K(x,]I) er.thiilt unendlich viele solcha 
Vrimzahlen 1(, n', ... , abel' aile sind lInteremfllluer aquivalentj ist also 
n; eine nnter ihnen, so sind aile andel'en Ullt! nul' sie in uer Form 
n;' = en enthalt.·n. Allgemeincr ist jedes ganze oder gebrocbene Ele­
nwnt v eindellti~ in del' Form v = e tla darstdlbal', wo a eine be­
stimmte ).{"nze Zahl bedeutet, welche dann unt! nUl' dann ni,·ht npga­
tiv ist, welln v algebraisch gam ist. a heil.lt tlie OrdnunyszaJ,l von v. 

79) Vgl. Nr. I) dieses lleferates und H. Ill, S 438ff. 
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Die Or,lnungszahI eines Produktes (Quotienten) zweier Elemente v und 
wist also die Summe (Differenz) del' Ordnungszahlen se'ner heiden 
KOlllponenten. Hat v = E na die Ordnungszahl a, so ist a f diejenige 
ihrer Norm. 1st also speziell p = Ene, ist also e die Ordnungszahl 
der Primzahl p im Kiit'per K(x,p), so besitzt n(p) = pA die Ol'lluungs­
zahI ef, es i~t also A. = ef. Die I::ahl e soH im folgenden (lie Ord­
nung d,'r Primzahl 1(, genannt werden. Das Proclukt ef' del' Ordnung 
und des Grades der PJ'lmzahl 1(, ist also stets gleich dem Grade). des 
Ktirpel's K(x, p \. Ein Element v heiBt durch 1(,1/ teilbar, Wl'nn nl v) 
durch n (n!!) '" pfC? teilbal' ist; }llso ist v dann und nut· d}lnn durch jede 
noch so hohe Potpnz von 1(, teilbal', welln n ~ v) = 0 ist Dann ist 
abel' die Hauptgleichung fiir v get) = net - v) = t)., d. h. es ist 
VA = 0 also v = O. Ein Element v = vtx! + ... + v).x). ist also 
dann und nUl' dann dUl'ch jede noch so hobe Potenz von 1(, teilbar, 
wenn es N nil ist, wenu also aile seine Koe ~fizienten Vi Null sind. 
Zwei Elemellte v uud v· sind mithiu stets uud nur dunn fUr jede 
110cb so hohe Potenz von 1(, kongruent, wenn sie gleich sind. 

Im Korper K(x, p) verliert die reeUe Zahl p illren Primzahl­
cllarakter stets und nul' dann, wenn e> 1 ist, und an ihre ::-;telle 
tritt in jedem Faile die zugehorige Primzahl 11: oder jede ihr iklui­
valente, w;Ull'ew\ p iiquivalent del' Prilllzaidpot"nz trf wird. Die Unter­
slichung del' Teilbarkeitsbeziehungeu del' Elemente v des ){ollgrllenz­
korpers K(x. p) winl also vollstalJdig durch rliejellige jener Elemente 
zu einer Primzabl Tt erseb:t, zu del' ieh jetzt iihergehe. 

Diese Untersuchung erfordert zllniichst eille voLl~tandige Uber­
sicht libel' alle ganzm Elemente r des l\ollgruellzkol'pers I((x,p). Man 
kann durch ein direktes elldliches Verfahren stets eille ~olche Basis 
(xl' x9 • ••• Xl) von lallter gall zen Elementen finden, daB aIle uud nul' 
die gallzen Elemente jenes KOl'pers ill del' Form (Ct Xl + ... + C).Xl) 

mit gallzen p-adischen Koeftizienten daq:?;"stdlt sind; jedes sulches 
System ~Xj) heiBt ein FUlld(J,l/,elltal.~y.'"telil fUr diesen !\orper. 

Alle diese ganzen GroBt'i1 r bilden nun modulo 11: betraehtet 
einPIl endlichen Kongl'llellzkorppr ](( I', mod n) VOIll Grade (i derselbe 
enthii.lt also genau f modulo 11: ullabhan~ige Elemente (XII Xo ••. XI)' 

wiihrend zwiscben je (+ 1 Elemente (.1·O'x1 ••.• xf ) eine lineare Kon­
gruenz coxo + ('lX! + ... + Cf'T, == U (mod 1(,) besteht. Jedes System 
(Xl' ••• x,) VOIl r unabhlingigen l!Jlemellten hcit1t auch hier ein .f'ttn­
daltll'nt"lsystem jenes Kougruenzkiirpers. .Mall kalln aus elllcm Fuuda­
meutalsystpm (.(t" .. Xl) iiiI' aile gall/.en Elem\'nte von ]((.1', p) stets 
{, etwa (xu ... XI) so auswii.hh'n, daB sie ein Flllldamedalsystem fUr 
den Kongruenzkorper K~r, 11:) bilden. Dunn bilJen die (j = pf '" n(n) 

43* 
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Elemente 

ein vollstandiges Restsystem (E(O), Ii(I), ... E(O-I») modulo ". 
Die Elemente v des Kongruenzkorpers K(x, p) stimmen nun in 

ihrer Gesamtheit iiberein mit dem Korper K(\l3), der sog. n-adischen 
Zahlen, welcher folgendermaBen definiert ist: J ede ZahlgroBe: 

(147) a=Ii""+Ii ",,+1+ ... a a..Ll , 

deren Entwicklungszahl n eine beliebige Primzahl von K(x, p) ist und 
deren Koeffizienten Iia , Ea+l1 ••• ganze Elemente desselben Korpers 
sind, welche beliebig weit berechnet werden konnen, soll eine n-adische 
Zahl genannt werden; die ElemelJte von K(y, x) 

(147a) 

heiBen ihre Naherungswerte. Zwei ~-adische Zahlen " und fl.' sind 
kongruent modulo nr oder modulo \l3r, wenn fast aile ihre Naherungs­
werte modulo n r kongruent sind; sie sind gleich fiir den Bereich von 
~, wenn sie fUr jede noch so hohe Potenz von ~ kongruent sind. 
Wird die Entwicklungszahl 11: fest gewiihlt, und werden die Koeffi­
zienten 13k auf ein und dassel be Restsystem modulo 11: beschrankt, so 
heiBt die Reihe (147) die reduzierle Darstellung von a, und jede x-adische' 
Zahl ist einer einzigen reduzierten gleich. Bei diesel' Definition der 
Gleichbeit und der gewohnlichen Festsetzung liber die Addition und 
die Multiplikation 1I:-adischer Zablen bilden diese einen Zahlkorper 
K(~), welcher dem in (12) eingefiihrten Korper K(~) aller konver­
genten und nicht konvergenten Potenzreihen fUr den Punkt ~ del' 
Riemal1n~chen Fliiche vollig entspricbt. 

Man beweist nun direkt, daB jedes Element v des Kongruenz­
karpel'S KC x, p) einer einzigen 1I:-adischen Zabl r gleich ist, welche 
ihre 1I:-adische Entwicklung genannt werde, und daB auch umgekehrt 
jede 1I:-adiscbe Zahl gleich einem Elemente von K(x, p) ist. Also ist 
del' zu untel'suchende Kongruenzkorper K(x, p) dem Korper K(~) del' 
x-adischen Zahlen einstutig isomorph; del' letztere kann daher jetzt 
an Stelle von K(x, p) weiter untersucht werden. 

Der Karpel' K(~) del' 11:. adischen Zahlen ist ein algebraischer 
Erweiterungskorper vom ef = Aton Crade liber dem Karper K(p) del' 
p-adischen Zablen. In ihm sind alle (pf - 1 )len Einheitswurzeln 'tv" 
(v = 0, 1 ... pI - 2) entbalten, wo tV eine solche primitive n-adische 
Einheitswurzel bedeutet. AuBer diesen kann K( 1.]3) hachstens noch 
pille Einheitswurzeln eutbaIten, deren Wurzel exponent eine Potenz von 
p ist. Die (j = pi Zablen (0, 1, w, • .. wpf - 2) bilden ein vollsUindiges 
Restsystem modulo ~; deshalb hei~t dez: durch w bestimmte Karper 
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K(w) der zu K(~) gehOrige Koe{fizientenkOrper. Derselba ist ain 
algebraischer Rorper (ten Gralies liber K(P), wahrend K(~) ein Kor­
per eten Grades liber K(w) ist. 

1m Korper K(w) ist die Primzahl n ein primitives Element. 1st 
e nicht durch p teilbar, so kann ~ stets so ausgewahlt werden, daB 
es iu K(w) einer einfachsten reinen Gleichung elen Grades 

(148) ne - tfip = 0 
genligt, daB also die Entwicklungszahl der n-adischen Zahlen abge­
seheu von einer Einheitswurzel die ete Wurzel aus p ist.80) 

Die n-adischen Zahlen unterscheiden sich also nur dadurch von 
den padischen Zahlen, daB ihre Reihen nicht nach ganzen, sondern 

1 

im allgemeinen nach gebrochenen Potenzen n '" i e von p fortschreiten, 
und daB ihre Koeffizienten nicht (p _1)te, sondeI'll (pi -Ii" Einheits­
wurzeln sind. lhrer Natur und ihrem arithmetischen Verhalten nach 
stimmen beide Zahlkorper genau liberein. 

48. Der zu einer vorgelegten Gleichung F(x) = 0 zugehorige 
Galoissche ~·adische Zahlkorper.8l) Die bisher gefundenen Ergeb­
nisse konnen jetzt zur Bildung eines solchen Erweiterungskorpers K(~) 
von nadischen Zahlen benutzt werden, daB in ihm die linke Seite 
(x) der vorgelegten Gleichung vollstandig, d. h. in ein Produkt 
(x - Ctl)(x - 0:2) ... (x - an) von n Linearfaktoren zerfallt. 

Zerlegen wir namlich die Funktion ((x) wie in (142) im Rorper 
K(p) in das eindeutig bestimmte Produkt von l' verschiedenen p-adi­
schen Primfaktoren: 
(149) {(x) = (I (x,p) ... f~(x,p), (p) 

und sind diese schon aIle vom ersten Grade, ist also v = n, so ist die 
gestellte Aufgabe bereits durch den Rorper K(p) gelost. 1st dagegen 
v < n, so sei etwa del' Grad Al von flex, p) groBer als Eins. Dann sei 
der zugehorige Kongruenzkorper des Allen Grades Kp(x, mod (l(X,P») 
gleich dem algebraischen n1-adischen Korper K(~l) vom Allen GrHde, 
dessen Primzahl n1 die Ordnung el und den Grad fl haben moge, so 
daB ed'l = A.l ist. Zerlegt man nun die Grundfunktion f(x) in dem 
Oberkorper K(\l31) von K(p) weiter in ihre Primfaktoren, so erhiilt 
man eine neue Zerlegung: 

(149a) f(x) = fl(l)(X, ~J ... (~;)(x, %1)' (~) 

welche dal'in besteht, daB sich jeder der p adischen Faktoren (lx, p) 
jetzt noch weiter, und zwar wieder in lauter verschiedene ncadische 

80) VgL p. 547 (13) und (13a) diesea Referates. 
81) V gl. Nr. '1 dieses Referates und H. Ill, p. 446 ff. 
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l?aktoren spaItet. Die Anzahl VI ailer dieser FaktOl'en ist sicller groBer 
als V, oa von jenen v ersten Primfaktoren jedenfalls der elste 
h x, p) = (x - XI VI (X, :rl ) sich miudestens in zwei :rcadische Fak­
toreu zerh·gen HiBt. 1st jetzt VI = 11, so zediillt (IX) innerhalb K(~l) 
vollst;indig in Linearfaktoren, und die Aufgabe i"t gelOst. 

Es sei jetzt auch 1'1 < n, und {(ll(x, %1) sei irgendeiner diesel' 
VI irreuuziblen :rl-adischen Faktoren (Pl(x, X,), dessen Grad },2 groBer 
als 1 ist; daun ist del' zngehOrige Kongl'llenzkorper J(n (.1', mod tVJ(x,n l ) 

= K(.r, :'7'1) aller modulo 1'(1)(x,:rJ ganzen FUllktioll~n von X mit :Ire 
adischen Koeffizienten e\lenfails yom A2ten Grade, und man zeigt nun 
genau ebenso wie vorher, duB derselbe gleich einem Karpel' Iq \.l32) 
von :rfadischen Zahlen vom Grade A2 liber Kl ~l) ist; i~t also eg die 
Ordnung, t~ der Grad einer Primzahl :lrg inllel'halb dieses l(orpers, so 
ist eJ2 = },2' In bezug auf den Korper K(p) ist K(\l32) ein alge­
braiseher Erweiterllngskorper vom Grade Al ).2' und fill- ilm sind e1 e2 

und (J2 Onlnung und Grad del' Primzabl :r2· 

In diesem groBeren Erweiterungskorper K(\l32) zerllillt die Funk­
tion {'(x) noeh weiter, da sieh jetzt von dem vorher irredllziblen Fak­
tor {,(I>(X,111) noeh mindeslens ein Linearfaktor (x - a2) abspaltet. 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sil:h also nach einer l'nd­
lichen Anzahl von Sehritten ein :r·adi~cher Zahll\orper J(: ~) del' Art., 
daB in ihm {(x) volbtandig in Linearfaktoren zerfiillt, duB also in 
ihm die Gleichung ((x) = 0 genau n eindeutig bestimmte %-adisehe 
W urzeln hat. 

Fur jede Primzabl p erhlilt man so einen Galoisschen Rorper 
7t-adlscher Zahlen K(~), innerhalb dessen die Galoissehe Theorie gilt 
und hier vollstiindigt'n AllfschluB liber die arithmetiseben EigenschHften 
ailer algebrai"cben Zahlen liefert. Es ergibt sieb endlich del' SlItz, 
daB jede Gleiehung F(xl = 0 in jedem p-adischell Zahlkorper K(P) 
alg,·lJraisd~ auf.osbar iSt.82) 

82) H III, p. 451-462. 

(Abgeschlossen im Miirz 1921.) 
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I. Einleitung. 

Die arithmetische TheOl·ie del' algebraischen }i'ullktionen zweier 
Veranderlichen iBt noch nicht so weit ausgebaut wie die entBprechende 
Theorie hei den Funktionen einer Veranderlichen. Vor allem fehlen 
eingehendere Untersuchungen tiber die Integrale. Die folgende lTber-
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sicht cnthalt im wesentlichen nur die Auseinandersetzung der Methoden 
und der Grundbegriffe. 1m Ubrigen sei auf die angegebene Literatul' 
verwiesen. 

n. Der Korper der algrbraisellen Funktionell zweier 
Veranderlichen. 

1. Die Darstellung der Funktionen des Korpers in der Um­
gebung einer Kurve. Del' Korper besteht aus allen rationalen Funk­
tionen dreier GroBen x, y, z, zwischen denen eine irreduktible alge­
braische Gleichung 
(1) G(x, y, z) = 0 

besteht. Er heiBe KCx, y, z). Deuteu wit' x, y, s als kartesische 
Koordinnten, so wi I'd durch (1) eine algebraische FHiche G definiert. 
Es sei A(x, y) ein irreduktibles Polynom, also A. = Odie Gleichung 
einer Kurve A in del' xy-Ebene. FUr die Darstellung del' Funktionen 
des Korpers KCx, y, z) in del' Umgebung von A, d. h. fur solche 
Werte von x, y, fur die I A (x, y) I hinliinglich klein ist, hat Hensel 
folgendes bewiesen.1) 

Wir nehmen an, daB A(x, y) von y wirklieh abhangt. Souto 
das nieht del' Fall sein, so ware im folgenden x mit y zu vertauschen. 
1st Yo eine Wurzel von A (x, y) = 0, so lii.Bt sieh z und damit jede 
Funktion R des Korpers K naeh steigenden Potenzen von y - Yo ent­
wickeln mit Koeffizientell, die algebraische Funktionen von x sind. 
Statt nnch Potenzen von y - Yo kanll man auch nach solchen von A 
entwiekeln, was aus den Henselschen Ergebnisspn sofort folgt, da man 
y - Yo llach Potenzen von A (x, y) entwickeln kann, wobei die Koef­
fizienten algebraische FUllktionen von x werden. 

Uber die Entwieklungen gilt folgendes 2): 

a) Es kann hochstens eine endliche Zahl von negativen Potenzen 
VOll y - Yo vorkommen. 

b) 1m allgemeinen schreitet die Entwicklung naeh ganzen Po­
ten zen von 11 - Yo fort. Nur fur eine endliehe Zahl von Kun'en 
A (x, y) = 0 gibt es Entwicklungen, die nach ganzen Pot en zen einer 
gebrochenen Potenz von y - Yo fortschreiten. 

c) Die Koeffizienten sind siimtlich Funktionen eines bestimmten 
algebraischen Korpers del' einen Veriinderlichen x, del' entweder del' 
durch A (x, y) = 0 definierte Korper. odeI' ein Korper tiber diesem ist. 

1) He'tUIel A, B, C. 
2) He'f!$el C. Diese Entwicklungen finden sich Bchon hei Halphen a1ll oben 

angegebencn Ortc. 
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d) Die Entwicklung von s schreite ouch ganzen Potenzen von 
1 

(y - Yo)";; fort. Del' Karpel' del' Koeffizienten sei vom Relativgrade (j 

in bezug auf den durch A IX, y) = 0 definierten Karpel". .Man erhiilt 
£lann aus del' Entwicklung im gam;f'n CUi konjugierte, indem man die 
a-te Wurzel aus y - Yo £lurch ihl'e anderen \Verte el setzt und die 
KoeffizielJtf'n durch die (j - 1 Ihnen relativ zum Karper A = 0 kon­
jugierten Funktionen. Diese cai Entwicklul gen silld nicht notwt'ndig 
voneillander vers(·hieJen. Es gibt abel' immer eine algebraische Funk­
tion e von x folgender Art. Setzt man eU(y - Yo) = 'I} und Bchreibt 
die Elltwicklung von z als Potenzreihe von 'I} , so wenJen die Koef­
fizienten Fuuktionen eines Bdativkarpers nber df'm Karpel' A = 0 
yon einpm BelativgrmJe ~ de/art, daB die a~ konjllgierten Entwick­
lungen voneinauder verschieden sind. Es neiJ3t .. die Koeffizientcn­
onlnung. 

e) Es sei der Grad der Gleichullg (1) in is gleich 1l. 1st n = 7:«, 

so gibt es nul' die eine Entwicklllng iiir z mit ihren konjugierten fill' 
die Umgehung del' Kurve A. 1st n < ~a, so gibt es minuestens nnch 
eine weitere Entwicldung, jedenfalls abel' nul' cine endliclle ZallI. Jede 
dieser EntIVickluligen stpUt z in der Umgebung einer auf der Fliiche G 
liegenrlen Kut've dar, deren Projektion auf die xy·Ebene die Kurve A 
ist. Schreitet die zugohorige Entwicklung nach gUll zen Potellzen von 

(y - Yo)a fort, so heiSt die auf G liegende K urve eine Verzweigungs­
kurve in bezug flufx, y von der Verzweigungsordllung u - 1. 

f) Es sei (a, b) ein auf der Kurve A liegelldt'r Punkt, und es sci 
Yo in der Umgebung von (n, b) eine gewohnliche Potellzreihe von X - u. 
Dann kann es sein - unu nur fur eine enuliche Zuhl VOll Punkteu 
(a, b) ist es Ilicht so -, daB sich die Heihen far z venvandeln lassen 
in gewohllliche Potenzreihen von x - a, y - b. 1st 

(2) z = \.l3(x - a, Y - b) 
eine solche Reihe, und ist ~ (0, 0) = c, so gibt uns (2) die Umgebung 
des PUllktes (a, b, c) del' FHiche G. Es ist jt,doch i. a. nicht flir aile 
Punkte von G tuaglich, aus den Henselschen Rethenentwicklungen Dar­
stellungen zu gewinnen, die uns die ganze U mgehung des betreffenden 
Punktes lieferll. Die Untersuchungen von Hensel bedilrfen daher einer 
Ergiinzung. 

2. Die DSr/;;tellung der Funktionen des Korpers in der Um­
gebung einer Ste.le. a) Es sei P eil) Punkt der Fliiche G. Er habe 
die Koordinaten a, b, c. Dann kalln man die Gleichullg 

G(x,y,z)=O 
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fur die Umgebung von P in der Form auflosen, daB man hat 

x -:- a = ~l (tt, v), y - b = ~2 (u, v), z - c = ~B (tt, v), 
WO ~1I ~2' ~s gewohlllicbe Potenzreihen VOll zwei Parametern u, v sind, 
die filr u = v = 0 verscbwinden. Eine el dliche Zah] derllr! iger Dar­
steUungen geniigt, UIll alle Stell en von G in einer geniigend klein ge­
wahlten Um~ebung von P zu erhalten. Dieser Satz ist bewiesen von 
B. LeviS) und C. W. JJ1. Black"). 

Der Beweis von Black liiBt sich leicht so umformen, daB zu· 
-gleicb fulgt, daB die HilfsgroBen u, v als Funktionen des Ki'.rpers 
K(x, V, e) gew;;hlt werden konnen. Black selbst legt darauf keinen 
Wert, da er sich nicht auf alg-ehraische Fnnktiunen beschrankt. Man 
brauclJt nur die Gleichung (~) in § 2, S.3U4 in der Blacksehen Arbeit 
in der Form anzunehmen 

<p (x, y) = p(x, y)'fi< E(x, y). 
Darin ist E eine Einheit fur x = y = 0, und 1) (x, y) ist eine ganze 
rationale Funktion von x, y, die fUr x = y = 0 versl'hwindet, in der 
aber die Glieder erster Dimellsion vorkommen Man hat dann zu setzen 

p(x, y) = Xl' 

woraus sich X als gewohnliche Potenzreihe von Xl und y ergibt 

x = ~(xl1 V)· 
Diese Substitution ist staH del' Gleichutlg (D) von Black zu verwenden. 
Alles andere bleibt ungeandert. 

b) Es sei P ein PUlikt der xy-Ebene mit den Koordinaten a, b. 
Dann kann man die Gleichung 

G (x, V, z) = 0 
m der Form uuflosen, daB man hat 

X - a = ~1 (u, v) , y - b = ~2 (tt, v) , 
WO ~1 und '.l32 ge",ohnli~be, fur tt = V = 0 versl!hwindende Potenz~ 
reihen vun u, v sind, wii-hrend z entweder aucb eine gewohnliche 
Potenzreihe von u, v wird oder der Quotient zweier solehen. Es ge~ 
lliigt eine endliche Anzahl Roleher Dal'stellungen, um aile Werte von 
8 fijI' eine hinliinglich klein gewahlte Umgehung von P zu erhalten. 
Dieser Satz ist von H. W. E. Jung 5 ) be wiesen. El' ist in dem unter 
.u} angegebenen enthalten. Man kann daher auch hier t£ und v aLs 

8) Levi A-I<'. 
4) Black. 
5) Jung C. Wiihl'end Levi und Black die SillgularitMen der FHiche G 

mit HIlfe ,on 'i'ransformatiollen von x. y, Z Rufl<lsen, uenutzt Jung nur Trans­
iorlllationen der umtuhlingigen Ver~inder1ichen x, y. 
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Funktionen des Korpers wahlen, was in del' Arbeit von Jitng nicht 
bewiesen ist, obwohl das in der Einleitung gesagt ist. Das kommt 
daher, daB der SchlllB der Arbeit wahrend des Druckes geiindert ist. 

3. Die Stellen des Karpers K (X, y, z). Mit Bpnutzung cineI' 
Darstellung von x, y, $ in der Nr. 2 angegebenen Form mit Hilfe zweier 
Parameter u, v lassen sich aHe Funktionen des Korpers K(x. y,z) dar­
stellen als gewohnliche Potenzreihen von u, v oder als Quotienten 
solcher. Die Gesamtheit diesel' Darstellungen definiert eine Stelk des 
Korpers mit ihrer Umgebung. An del' Stelle selbst kann eine Funk-

tion aus K(x, y, z) unbestimmt sein, wie z. B. die Funktion ~ an del' v 
Stelle u = v = O. Die Stellen des Korpers K(x, y, z) sind, im Unter-. 
schiede eu den Stellen eines algebmisthen Korpers einer Veriinderlichen, 
nicht roUstiindig bestimmt. Zunachst kann man irgend r (:2; 2) Funk­
tionen des Korpers auswiihlen, von denen zwei voneinander unabhiingig 
sein miisson, und festsetzen, daB an jeder Stelle diese Funktionen odeI' 
ihl'e reziproken Werte gewohnliche Potenzreiben del' HilfsgroBen u, v 
werden, so daB die ausgewahlten Funktionen an keiner Stelle uu­
bestimmt sind.G) Betrachtet man einen algebraischen Korper und nicht 
eine algebraische Flaehe, so wird man zweckmaBig zwei vonoinander 
unabhiingige Funktionen auszeichnen und diese dann als unabhangige 
Veranderliche betrachten, da es sich urn einen Karpel' von zwei unab­
hangigen Veranderlichen handelt. Betrachtet man abel' die algebraische 
Elache G (x, y, z) = 0, so wird man die drei GroBen x, y, Ii: auszeichnen 
und die Stellen des Korpers so definieren, da13 x, y, z an keiner Stelle 
unbestimmt werden. Dann namlich entspricht jeder Stelle des Korpers 
ein ganz bestimmter Punkt del' Flache. }fan kann dann aber auch 
noch einen Schritt weiter gehen. Sind x', y', $' die Ebenenkoordinaten 
einer Beriihl'llngsebene von G, so kann man die Stellen des Korpers 
auch so definieren, da13 auBer x, V, z auch x', V', e' an keiner Stelle 
unbestimmt werden, so daB jeder Stelle des Korpels sowohl ein be­
stimmter Punkt wie auch eine bestimmte Beruhrungsebene entspricht. 

DaB die Stellen ganz verschieden sind, je nachdem, welche GroBen 
man bei ihrer Definition auszeichnet, zeigt schon folgendes einfache 
Beispiel. Es sei del' Korper definiert durch 

G=yz-x! = 0. 

Nehmen wir x, y als unabbangige Veranderliche, 
die Umgebung von x = 0, y = ° setzen 

(3) x=tf, Y=v, 

6) Jung H, Kap. It § 4. 

u' e=-· v 

so konnen wir f'iir 
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N ehmen wir dagegen 'Y, fJ als unabhangige Veranderliche, so konnen 
wir fiir die Umgebung von y = 0, F! = 0 setzen 

1. x = uv, y = V, fJ = ~~2V ; 

II. x = uv, y = u2v, fJ = v. (4) 

Man kann I benutzen etwa fiir I; I > 1 , I fJ I < 1 und II fur 

I ~ I < 1, I z I < 1. Sowohl die Darstellung (3) wie auch (4) geben 

uns unter anderem die ganze Umgebung des Punktes x = y = iI = O. 
In (3) wird z fiir u = v = 0 unbestimmt, wahrend in (4) iI immer 
bestimmt ist, so daB die durch (3) und (4) definierten Stellen wesent­
lich verschieden sind. 

Aber selbst, wenn wir einige Funktionen des Korpers ausgewahlt 
haben und die Stellen so definieren, daB diese Funktionen iiberall 
bestimmte Werte haben, ist diese Definition nicht eindeutig. Es sei 
z. B. del' Korpel' K(x, y, fJ) der Korper der rationalen Funktionen 
von x, y. Die Umgebung des Punktes x, y konnen wir darstellen 
durch die Gleichungen x = ~t, 'Y = v. 

Wir kiinnen sie aber auch darstellen durch die beiden Gleichungspaare 

indem wir I etwa 

I. x = tlV, 'Y = v; 

II. x = v, y = ttV , 

geIten lassen fiir I! I > 1, I x I < 1 und II fiir 

1m ersten FaIle haben wir nul' eine Stelle iill 

Punkte x = Y = n, im zweiten unendlich viele. Denn jeder Stelle 
U = U1 , V = ° des Karpel's entsprieht die Stelle x = y = 0, wenn 
u1 irgendeine endliehe Zahl ist. 

Diese Willkiirlichkeit in der Definition der Stellen bat ihre Nach­
teile, abel' auch ihre V orleile. Hal man z. B. auf del' Flaehe G eine 
Kurve mit irgendwelchen mehrfacben Punkten, so kann man allein 
durch andere D"{inition der Stellen die Kurve verwandeln in eiDe Kurve 
ohne mehrfache Stellen, wovon aucb die italienischen Mathematiker 
haufig Gebrauch machen. Es kommt das daher, daB eine Verande­
rung in der Definition der Stellen niehts anderes ist als eine biratio­
nale Transformation. Und weun man bedenkt, daB bei einer solchen 
Transformation Punkte del' Fliiche G in Kurven und Kurven in Punkte 
iibergeben konnen, so siebt man, daB die Willkiirlichkeit in der De­
finition der Stellen in der Natur der Sache liegt. 
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III. Pl'imteiler nnd Divisoren. 

4. Die Primteiler er~ter Stufe. 7) Es sei ~ ein algebraischer 
Korppr einer Veriinderlichen, der zum Korper K(x, g, z) in folgender 
Rpziehung steht. Jer/er Funktion aus K (x, g, s) entspreche tJine und 
nur eine FunJdion ans~. Jede Glt'ichung, die zwischen Funktionen 
ails K (x, g, s) besteht, bestebe auch zwi:;chen den ihnen entsprecbenden 
Funlitionen aus~. Es hed3t dann ~ ein P.rimteilel' ersim' Sture t'on 
KfX, g, z). Den Uber~ang von K(x, y, s) zu ~ driickt man so aus, 
daB man !'agt. man set;l,t ~ • O. 1st R eiDe FUlJktion aus K(x, y, IJ), 
dpr im Korfler ~ die Zahl 0 entspriebt, die also fUr ~ = 0 identisl'h 
null wir I, so sagt num R ist £lurch ~ tf·ilhar, odeI' ~ ist in Rent­
balten. Sind die Funktionen R und S heida durch ~ teiJbar, und 
wird der QuotieLt R: S fUr ~ = 0 weder identisch null J)oeh un­
endlich, so sagt man, R und S werden fOr ~ = 0 von derselben Ord­
nung nu:l, odeI' sie enthalteu ~ in del selbtn Potellz. 'Vird abel' R: S 
fill' ~ = 0 zu null, so sagt man, R ellthiilt ~ in hOherer Potenz als S. 
Nun g,bt es immer eine clun·h ~ 1e lbare Funktion Taus K(x, y, s} 
von del' Art, daB keille Funktion aus K(x, y, z) ~ in niedrigerer Po­
tenz pnthiilt als T. 

1st dann B irgendpine Funktion des Korpers, die fiil' ~ = 0 zu 
null wird, die also durch ~ teilbar ist, so muS unter den FUl1ktionen 
R : T, 1l: T2, R : TS, ... ein!! vorkommen, die fiir ~ = 0 wedel' lJull 
no('h unendlich wird. Denn l'l"stens mnS R: T' fUr gel.iigend groBes 
gam:.zahli)!es l fur ~ = 0 g'ej. h unendlich werden. 1st zweitens 
1{ : TH I die ersie Fllnktioll der Reihe, die fur ~ = 0 unendlich wird, 
und ist R: Tl fUr ~ :- 0 null, so wiirde R: TI. eine Funktion 111'8 
Karpers sein, die fiir ~ = 0 von gerillgel'er Orduuug Dull wird als T. 
Es wird also R: Tl fill' ~ = 0 wedel' ideutisch null noch ul1entllich. 
Wir sagen: R ist durch 'l3.l teilblr Oller ~ ist in 1l in dor A.·ten Po­
tenz euthalten. Wenn R fiir ~ = 0 unellillich wil'd und ll· 1'1. fUr 
~ = 0 wedel' null noch unendlich, so sagen wir, R ist dureh ~-l 
teilbar, oder R enthfilt ~ in dpr Potenz - .t. 

Ef! entspricht z. B. jeiler }{m:s,dschell Entwicklung von s nach 
Potenzeo Pines irrelluktiblen Polynollls A lX, y) ein Primteiler erster 
Stufe. 1st lliimlich etwa 

I II 

(5) e = ao + (/1 A-;; + allA-;; + ... 
ellle solche Entwicklung, \\'0 die I\lJeftizienton (J" alg'pbraische Funk­
tiouen von X sind, so konneu wir mit lLlf,· diespr Eutwicklung jede 

7) Jung A, Jung F, Nr. 1. 
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Funktion des Karpel's K(.r, V, $) in eine nach steigenden Putenzen von 
1 

A"- fortschreitende Potenzl'eihe entwickeln, deren Koeffizienten ai­
gebl'aisehe Funktionen Von x t>ind. Setzen wir in dies en Entwicklullgen 
A = 0, 1;0 gehen die Funktionen des KOl'pers K libel' in algebraische 
Funktionen von x, nnd zwar in Funktionen des ZUI' Reihe (n) ge­
harenden [\oeffizientenkorpers. Wir erhalten so aUB K I'inen znr Ent­
wicklung (5) gehorenden PrimteJer ~ erster Stufe. Eine Funktion R 
aus Kist dann durch s.j3i. teilbar, wenn ihre Entwicklung ~ach steigendell 

1 

Potenzen von A mit del' A·ten Potenz von A-;;- beginnt. Man hann 
jeden I'rimteilel' ~ erstel' Stufe auf (liese Art definieren, u enn man 
nUl" die utloblliillgigen Vcriinderlichen pflssend u·iihlt. Sie m lis~en so un­
genommen werden, daB sie nicht Leide filr ~ = 0 komtbnt "eHlen. 

5. Die Einteilung del' Primteiler erster Stufe in zwei Arten.8) 

Es gilt der Satz: Jedc Fun1.tion des Ki·1pers K(f, y, z) enthalt u,l1end­
liclt viele Primteilcr aster Stufe. 

Nehmen wir z. B. den Korper K(x, y) del' rationalen Funktionen 
von :1',11. Es sei a irgendeine ganze positive Zahl. Wir setzen iu die 
rationalen Funktionen von x, y statt y eill a·a~, el,twickeln nach stpi­
genden Potenzen von x und lassen dann x zu null werden. Es gehen 
auf diese Art die ratiol'alen Funktionen von x, y liher in J ationale 
Funkt ionen von ;. VV ir erhalten so einen algehraischell Kihper del' 
einen Veranderlichen ;, del' ein Primteiler erster Stufe dt-s Karpel's 
J((x, y) nach del' in Nr. 4 angclgebenen Definition ist. Wir bez. ichllen 
ihn mit '.J3a' Wir erhalten so unelldlich viele Primteiler '.l.~1' ~~, 1.j3~, ... 
Dureh aHe dieRe Primteilel' ilSt y teilbar, und zwar enthiilt y ~a gelll1u 
in der eden Potenz. 

Die hierdurch entstehende Schwierigkeit ist von ganz anderer Art 
als in del' Theorie del' algobraischen Zahlen. Dort bestdlt die Schwie­
rigkeit darin, die Primtpiler so zu defillil'ren, daB eine eindeutige Zero 
legbarkeit del' ZaMen in Primteiler gewahrleistet ist. Hi ... r lassen sich 
die Primteiler, wie in N r. 4: angegeben, einfaeh d .. finieren, und es ist 
aueh fUr jeden Primteile'· zu definieren, wie ott 1'1' in einer FUllktion 
enthaltell ist. Die Schwierigkeit ist hier praktischer Art. Jede b'ul1k­
tioll enthiilt unendlich viele Primteiler, die man bei der Zerlegung 
del' Funktion nitht Hlle explizit angebell kann. Da tritt del' gl iidc­
liche Umstalld ein, daB man die Primteilel' in zwei AI ten to,len kalln 
in der Weise, dall jede Fl1nktion nUl" eille endliche Zahl vun PI im­
teilern der einen Art ellthii.lt UIlU eindeutig in Primteiler die:"er Art 

8) Jung A, § 2, Jung P, Nr. 2. 



660 II C 6. Jung. Arithm. Theoda d. 111gobr. Funkt. zweier unabhll.ng. V cr'.l.llderl. 

zerlegt werden kann, und daB weiter die Primteiler del' anderen Art, 
die in der FUl!ktion enthfilten sind, durch die der einen mitbestimmt sind. 

a) Die Primteiler ersier A,·t. Es liegt nahe, die Primteiler aI'ster 
Art geometrisch zu definieren. Definiert G(x, y, s) = 0 den Korper 
K(x, y, s), so kann man G = 0 als Gleichung einer algebraischen 
.FHiche auffassen, indem man x. y, s als kartesische Punktkoordinaten 
deutet. Man kann dann einen Primteiler $ von der ersten Art nennen, 
wenn ihm auf G eine Kurve entspricht, wenn also fur ~ = 0 die 
urei GroBen x, y, f! nicht alle drei konstant werden. o del', wenn man 
nur zwei GroBen, etwa x, y, auszeichnen will, die man dann als un­
abhangige Veranderliche auffassen kann, so kann man $ einen Prim­
teiler erster Art nennen, wenn fur $ = 0 nicht x und y beide kon­
stant werden, wenn also $ auf G eine KUl've entspricht, deren Pro­
jektion auf die xy-Ebene kein Punkt ist. Abel' es zeigt sich, daB eine 
derartige Definition nicht das Wesen del' Sache trifft, wie folgendes 
Beispiel zeigt. Beschrankt man sich auf diese Primteiler, die also, 
gleich null gesetzt, X und y nicht beida kOl!stant werden lassen, so 
kann ein Doppeldifferential unendlich werden, ohne daB es langs eines 
Primteilers unendlich wird. Man bat also kein ubersichtliches Krite­
rium dafitr, daB ein Doppeldifferelltial vQn del' eraten Gattung ist. 
Z. B. wil'd das Doppehlifferential 

dxdy clxdy 
-z- = y'~4_y4 

fur keinen Primteiler del' angegebenen Art unendlich, wird abel' trotz­
dem im Punkte x = y = $ = 0 unendlich. Man hat namlich - unter 
anderem - die Dal'stellung 

(6) x=tt, y=uv. t5=u2 y'1-v\ 
dxdy dudv 
-~.=--=, 

Z uy'1-v4 
woraus folgt 

so daB das Differential fur u = 0 unendlich wird, d. h. fdr x = y 
= t5 = o. Nun wird durcb u = 0 ein Primteiler definiert. Setzt man 
namlich in alle rationalen Funktionen von x, 11, t5 fur x, y, s die Werte 
(6) ein, entwickelt nach steigenden Potenzen von tt und setzt dann 
H = 0, so werden die Funktionen des Korpers K(x, y, $) rationale 

Funktionen von v und Vi - v4, also Funktionen eines algebraischen 
Korpers einer Veranderlicben. Man wird den so definierten Primteiler 
mit zu den Primteilern erster Art rechnen wollen. So kommt man 
zu folgender Definition del' Primteilel' erster Art. 

Zunachst sind die Stellen des Korpers zu definieren. Wir be­
tracbten dann eine Funktion R des Korpers in del' Umgebung einer 
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Stelle S, wo sie null wird. Sie habe unter Benutzung der zur Stelle S 
gehOrcnden HilfsgroBenlt,v die Darstellllng 

R = !-(u,v) 
H(u,v) , 

wo Lund H gewohnliehe Potenzreihen von u, v sein soIl en, und wo 
L fur t, = V = 0 verschwinden solI. Wir nehmen an, daB Lund H 
in del' Umgebung von Zt = v = 0 keinen gemeinsamen Faktor haben. 
Wir Mnnen L in Faktoren zerlegen, die gewohnliehe fiir u = v = 0 
verschwindende Potenzreihen von u, v sind, und die sieh nicht weiter 
in derselben Art zerlegen lassen. Das wird so fort kIar, wenn man 
nach dem WeierstrafJsehen Vorbereitungssatze L(u, v) darstellt in 
der Form L(u, v) := E(u, v) l(u,v), 

wo E eine Einheit fur die Stellel' = v = 0 iet, U. h. eine Potenz­
reihe von u, v, die fur u = v = 0 nicht versebwindet, wiihrend l eine 
ganze rationale Funktion von v ist, in der del' Koeffizient der hoch­
sten Potenz gleich 1 ist, wiihrend die anderen Koeffizienten gewohn­
liche Potenzreihen vonu sind, die fUr u = 0 versehwinden. 1st k(u, v) 
ein nicht weiter zerlegbarer Faktor von L, so wird durch k = 0 ein 
Priruteiler ~ erster Stufe definiert. Denn es wird fiir k = 0 auch 
R = 0, so daB zu der Gleichllng G (x, y, z) = 0 noch eine algebraieehe 
Gleichung hinzukommt. Es kann sein, daB noch andere Faktoren von 
L denselben Primteiler ~ definieren. Das Produkt aller ~ definieren­
den Faktoren von L, jeden in del' ersten Potenz genommen, nenne 
ich die Zt'geordnete Funktion von ~ fur die Stelle S und bezeichne es 
mit ~(u, v). Die zugeordnete Funktion solI nur bestimmt sein bis 
auf eine Einheit fur die Stelle u = v = 0 als Faktor. Es kann also 
nach dem WeierstrafJschen Vorbereitungssatz ~ (u, v) auch immer ala 
ganze rationale Funktion von v angenommen werden Baben wir die 
BilfsgroBen H, v als Fllnktionen des Korpers K(x, y, $) gewiihlt, so 
besteht zwischen ihnen fiir ~ = 0 eine irreduktible rationale Glei­
chung p(u, '0) = 0, und es kann dann ~(u, v) nichts anderes sein ala 
der groBte gemeinsame Teiler von leu, v) und p(u, v). 

1st ~' ein in R in positiveI' Potenz enthaltener Primteiler, und 
definiert keiner der Faktoren von L(u, v), gleich null gesetzt, den 
Primteiler ~', so setzen wir die zugeordnete Funktiol1 von ~' fiir die 
Stelle S gleich 1. 

Nehmen wir ein einfaches Beispiel. Es sei die Fliiche G definiert 
durch G == (z- X)2_ y!(l + x) = O. 

Aus G = 0 folgt dann fUr die Umgebung von x = y = 0 

f! = X + Y y' 1 + x. 
En_Tklop. d. math. WisBensch. II S. 
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Wir haben also im Punlcle X = Y = e = 0 zwei SteUen Sl und 8 2 

von G, die definiert sind durch 

SI: X=U, y=v, z=u+vVl +u=u+v+-~uv-tu2V+"" 

S2: X=U, y=v, z=u-vVl +u=u- v-i uv+-l-u!v + .... 
Wir betrachten die Stelle 81 und wahlen R = yf!. Es wird dann 
H= 1 und 

L(u, v) = v(u + vV1+ u) = v(u + v + ~uv + ... ). 
1 

Wir haben also leu, v) = v {v + 1!(1 + ur-2-). 
1 

Es hat hier 1 zwei Faktoren kl = v und k2 = v + u(1 + ur 2. Del' 
durch kl = 0 definierte Primteiler heiBe~. Fur ~ = 0 wird I! = 0, 
so daB wegen G = 0 zwischen u = x, v = y fur ~ = 0 die Glei-

chung besteht pCu, v) == vllCl + u) - u2 = O. 

Es ist hier kl del' groBte gemeinsame Teiler von p und I, also die 
zugeordnete Funktion von ~ fur die Stelle S1' Durch kl = 0 wird 
ein von ~ verschiedener Primteiler ~1 definiert. Denn fiir ~1 = 0 
wird y zu null, fUr ~ = 0 abel' nicht. 

Ein anderes Beispiel ist folgendes: Es sei K(x, y, z) del' Kc)rper 
K(x, y) del' rationalen Funktionen von x, y. Wir betrachten die Stelle 
S, x = y = O. W ir haben einfach zu setzen 

x=u, y=v. 
Es sei R =:= (y - x) (y2 - Xl - XS), also in del' Umgebung von S, 

H= 1 und L(u, v) = (v-U)(Vll -1t2-U8) c::l(u, v). 

Riel' hat 1 drei Faktoren "11 lr21 ka• 

ki = v - U, k2 = V - tt (1 + u i, lea = v + u (1 + u)!~ 
I 

wo wir uns fiir (1 + tt)~ die Potenzreihe gesetzt zu clenken haben. 
Es wird durch kl = 0 ein Primteiler ~1 definiert, dem geometrisch 
die Gerade y . x entspricht. DUl'ch 1.-2 = 0 und ka = 0 wird derselbe 
Primteiler ~l! definiert, dem geolletrisch die Kurve yl - xl! - XS = 0 
entspricht. Es ist 

~1(U, v) = V - u, ~2(U, v) = Vi - u2 - 'us. 
Wir nennen jetzt einen Primteiler von der ersten Art, wenn er 

auch nur fur eine Stelle eine von 1 verschiedene zugeordnefe Fun7ction hat. 
Es gilt. dann del' Satz 9): 
Jede Funktion des Korpers K(x, y, z) HiBt sich auf eine und nul' 

eine Art in eine endliche Zahl von Primteilern erster Art zerlegen, 

9) Jung A, § 3. 
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und zwei Funktionen, die dieselben Primteiler erster Art in derselben 
Potenz enthalten, unterscheiden sieh hoehstens durch einen kon­
stanten Faktor. 

Es genugt also, die Primteiler erster Art ansugeben. Damit ist 
nicht gemeint, daB die Funktion keine anderen Primteiler enthiiit, 
kann auch nieM gemeint sein, da ja jede Funktion unendlieh viele 
Primteiler enthiilt. 

Ferner gilt: 
Hat man fiir die Funktion R des Korpers K(x, y, (3) die Zerlegung 

R = ~1('1~l2 •• _ ~/.u 

in Primfaktoren, und ist ~a(u, v) die zugeordnete Funktion von ~a 
fiir eine Stelle S, so ist 

R = ~l (u, Vl'~2(U, V)('2 • .• ~.u(tt,v)('I'E(u, v) 
die Darstellung von R in der Umgebung von S durch die Hilfsgro£en 
u, v. Dahei ist E eine Einheit ffir die Stelle S. 

Die Primteiler erster Art teilen wir wieder in zwei Arten.10) 1st 
$ ein solcher Primteiler, so werden fUr ~ = 0 entweder x und y 
beide konstant odeI' nicht. 1m ersten Fall heiBt ~ Punktprimteiler, 
im zweiten FaIle Kurvenprimteiler. ll) 

b) Die Primteiler zweiter Art.12) 
Jeder Primteiler )S zweiter Art gehort zu einer bestimmten Stelle, 

etwa zur Stelle S. Sind u, v die HilfsgroBen, durch die wir die 
Funktionen des Korpers K(x, y, 13) in del' Umgebung von S darstellen, 
so konnen wir ~ so definieren: 

Wir setzen: 
!:.!. «2 , Uv-l L 

V = a1u P' + a,u P' + ... + a~_lu (1' + tuP' , 

wo die Exponenten von u positive rationale Zahlen mit dem Haupt­
nenner {j' sind, wo "1 < "2 < ... < ",,_I < {J" und wo die a" konstant 
sind, wahrend t ein Parameter ist. Stellt man aIle Funktionen aus 
K (x, y, s) durch u, v dar, setzt dann v = V, ordnet nach Potenzen von 
u und setzt dann u = 0, so gehen alle Funktionen aus K(x, y, s) in 
rationale Funktionen von t loder in Konstantel fiber. Wir erbalten 
so eine Abbildung von K(x,y,z) auf einen Korper)8 vom Geschlechte 0, 
del' ein Primteiler zweiter Art von K (x, y, (3) ist. v heiBt die ~ de­
finierende Funktion. Es geIten die ~iitze: 

10) Jung A. § 2. 
11) Die I'rimteiler, die Hensel mit Hilfe seiner Reihenentwicklungen de­

finiert, sind die Kurvenprimteil.·r (vgl. Hensel C, Ii 15). 
12) Jung A, § 2, Nr.2, Jung F, Nr.3. 
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1. 1st Reine Funktion aus K(x, y, z), und stellen wir R in der 
Umgebung von S durch It, v dar, setzen dann v = v und entwickeln 
nach steigenden Potenzen u, so ist R genau durch 58' teilbal', wenn 

1 

das Anfangsglied die lie Potenz von ttli' enthiilt. Diese Definition 
stimmt mit der in Nr. 4 gegebenen iiberein. Denn aus der Tbeorie 
der algebraischen Funktionen einer Veranderlichen folgt, daB es immer 
eine rationale Funktion T von !~, v giht, so daB T(u, v) genau durch 

I 

die erste Potenz von uf teilbar wird. Da aber u und v rationale 
Fuuktionen von x, y, z sind, so ist T eine Funktion des Korpers 
K (x, y, 10), und diese wird fUl' 58 = 0 von moglichst lliedriger Ordnung 
null. Und man definiert: 1st ~ ein durch S gebender Primteiler erster 
Art, und beginnt die Entwicklung von ~ (tt, ~) nach steigenden Po-

I 

tenzen von 11, mit del' ""ten Potenz von Ur1', so sagt man, $ ist durch 
58'" teJlbar. Die Pri1llteiler zweiter A.,'t sind also in denen erster Art ent­
halten und durch diese mithestimmt. 

2. 1st der Hauptnenner der Exponenten p!' ~"F, .•. "it gleich h, 

und ist fJ' = 88, so sind die Funktionen des Korpers ~ rationale 
Funktionen von 'r = t·, 
und es ist 'r selbst eine Funktion des Korpers 58. 

Man setzt 1») 
(7) Norm (v - v) = B (tt, v; 'r), 

wobei die Norm in bezug auf die zu v konjugierten Elltwicklungen 
zu bilden ist. Es ist die Norm Beine ganze rationale Funktion von 
u, v und r. Sie heiSt die Eich{unktiofl von}S. Ihr Grad in u, v ist 
(lr, (J"). Die Zahl {j = (J' + fJ" - 1 heiBe die Ordnung von ~. 

6. Die Primteiler zweiter Sture.a ) Jeder Primteiler erater Stufe 
ist ein algebraischer Korper einer Veranderlichen. Die Primteiler, die 
zu den Stellen eines solchen Karpers gehoren, heiBen Primteiler zweiter 
Stufe des Karpers K(x, y, z). 1st im besonderen ~ ein Primteiler 
erster Art, und ist $ (U, v) seine zugeordnete Funktion fur eine Stelle S, 
durch die ~ geht, so gi bt die Gleich ung ~ (u, v) = 0 fur v eine oder 
mehrere Losungen, die flir u = 0 verschwinden1e gewohnliche Potenz­
reihen von U oder einer gebrochenen Potenz von u sind. 1st etwa Vi 

1 

eine solche Lasung, uud schreitet Vi nnch ganzen Potenzen von u~ 

13) Jung F, Nr. 3, SchluB. 
14) Jung B, § 3. 
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fort, so ordnen wir vl einen Primteiler zweiter Stufe Pl zu, indem wir 
definiel'en, der Primteiler erster Art 0. ist durch p~ teilbal', wenn 

a 
£l(u, Vl) durch ua teilbar ist. Man kann so fUr jed en Primteiler 
[zweiter Stufe] von ~ bestimmen, ob und in welcher Potenz er in £l 
enthalten ist. Das Produkt aHer in 0. allfgehenden solchen Primteiler, 
jeden in del' in 0. enthaltenen Potenz genommen, sei mit 11 hezeichnet. 
Man sagt dann: 0. geht fur ~ = 0 in q libel'. 1st 0. = 0.;' o.i" .. o.J 
ein Produkt von Primteilern er"ter Art, und gebt 0.1 fur ~ = 0 fiber 
in Ql' so geht 0. ffir ~ = 0 libel' in qi' q;' ., qj. 1st im besondel'en 
£l eine Funktion aus K(x, y, z), so el'halten wir so die Zerlegung von 
o in Pl'imteiler des Karpers ~. 

Man kann fUr jede Stelle S, durch die ~ geht, bestimmen, durch 
welche Potenz del' zu S gehOrenden Primteiler von ~ 

1 0\13 _1. (7~ 149.) -.- odeI' -
du 0'1) dv (7U 

teilbar ist. Das Produkt ailer diesel' Primteiler, jeder in der fest­
gestellten Potenz genommen, sei bezeichnet mit b\j3. Es heiBt b-u der 
Divisor der mehrfachen Stellen von~. Seine Ordnung ist immer end­
lich und immer gerade. Sie sei bezeichnet mit 2«1$. 

7. Divisoren, Divisorenklassen.15) Ein Produkt von irgendwelchen 
Primteilern, jeden in irgendeiner positiven odeI' negativen ganzzabligen 
Potenz genommen, heiBt Divisor. Kommen keine negativen Potenzen 
von Primtellern in ihm VOl', so heif.H er galls. lst 0 ein Divisor 
ereter Art, enthiilt also GnuI' Primteiler erster Art, und i,;t b ein 
Divisor zweiter Art, so ist o.b- 1 ganz, wenn 0 durch b teilbar ist. 
1st rein Divisor zweiter Stufe, deesen Primteiler zum Korper ~ einer 
Veriinderlichen gebaren, so ist Or- 1 ganz, wenn 0 durch r teilbar 
ist, wenn also fur ~ = 0 der Divisor 0. in einen durch r teilbaren 
Divisor df's Karpel's \.l3 iihergeht. 

Ebenso wie bei algebraischen Funktionen einer Veriinderlichen 
heiBen zwei Divisoren iiquivalent ("'), wenn ihr Quotient eine Funk­
tion des f\ol'pers ist. AIle zueinander aquivalenten Divisoren bilden 
eine Klasse. .Jede Klasse ist dur,·h irgendeinen in ihr enthaltenen 
Divisor vollkommen bestimmt. 1st 0. ein Divisor, so wird die KIasee, 
del' ~ angehart, mit (0) bezeichnet. Sind 0.1 und O2 zwei Divisoren 
erster Stufe, so heiBt die Klasse (0.\ O~) das Produkt und die Klasse 

(:~) del' Quotient der Klassen (01), (0.2), 

~--- • 0\13 0$ 1 0$ 1 0$ 
14 8

) Da ~ = 0, so 1st d~ = 0 u du + ov dv <= 0 oder du 0 v = - d '/) (7 U • 

Hi) Jung B, § 8. 
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Die Klasse, der die Funktionen des Korpers K (x, y, z) angehOl"en, 
heiBt Hauptklasse. Eine zweite besondere Klasse ist die kanonische 
Klasse. Sie wird folgendermaBen deti niert. 1st S irgendeine Stelle 
des Korpers K(x, y, z), und sind u, v die Hilf'3groBen, so wird 

(OX oy ox ay) 
dxdy = OU ov ~ ov Fu du~v = @(u,v)dt,dv, 

wo @ eine gewohnliche Potenzreihe von tt, v iat. 1st @ (u, v) keine 
Einheit fiir die Stelle l' = V = 0, so UiBt sicb @ alB Produkt von 
zugeordneten Funktionen von Primteilern erster Art darstellen, 
@ = ~~l ~~ •••• ~~v. M,1ll SHgt clann, dx dy ist durch ~~l ~2' ... s.u~~ 
teilbar. Macht man diese Uberlegung fiir aile Stellen S, so erhalt 
man einen Divisor, durch den dx dy teilbar ist. Dieser hat die Form 

(8) ~ = ~iJ'z!, 
wo £, IDl die N enner von x, y sind, wiibrend ~"'Y ein ganzer Divisor 
ist. Die Klasse (~) heiBt die kanonische Klasse des Korrers K(x, y, s). 

Dber die in ~",y enthaltenen Primteiler gilt foigendes: 
a) 1st ~ ein Punktprimteiler, so ist er mindestens in der eI'sten 

Potenz in ~",y enthalten. 
L) 1st ~ eill Kurvenprimteiler von der Verzweigungsordnung ex - 1, 

so ist ~ genau in der (IX - I)-ten Potenz in ~",y enthalten. 
Del' Divisor ~",y heiSt Verzweiguugsdivisor von K (x, y, z) in bezug 

auf xy. Es gilt der Satz: Das Differential Rdxdy, wo Reine Funktion 
aus K(x, y, z) ist, wird dann und nur dann nirgends unendlich, wenn 

£'IDP' 
R=~@, 

",xy 

wo & ain gauzer Divisor der kanonischen Klasse ist. 16) 

Zwei Klassen, deren Produkt gleich del' kanonischen KInsse ist, 
heiBen Ergiinzungsklassen. 

Sind ~YZ' ~.'" dIe V erzweigungsdivisoren in bezug auf YfJ, zx und 
ist in del' Nenner von z, so bestehen die Gleichnngen 17) 
(9) oG 'IlSyz oG 'Il')zx oG 'Il~Z1l 
. &iii = £1 2 lmllt !RIO , oy = £1\lR"'-2-jJln ' ""ifZ = ,21 a)1711lR,,-2 , 

wo el, m, n) der Grad von G(x, y, z) in x, y, z ist. Del' durch diese 
Gleichungen definierte Divisor ~ ist ganz in bezug auf die Kurven­
primteiler, aber nicht notwendig ganz in bezug auf die Punktprim-

16) Landsllerg A, Jung A. Bei Landsberg sind die Punktprimteiler nicht 
berucksicbtigt. E, Nr.11. Dort werden vom kanonischen System ausgezeichnete 
Kurven abgesoDdert. 

17) Jung. Cber den Doppelkurvendivisor einer algebraischen Flache, Jahres­
Lericht der D. l\Iath.-Ver. 19 (1910) S.199. 
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teiler. Er wird null langs der mehrfachen Kurven von G und heiat 
der Divis(}r der rnehrfachen Kurven von G. 

Uber SD gilt der Satz: 
1st eine l!'unktion des Korpers K(x, :/j, z) darstellhar in der Form 

il~ H=-- -
2l \m." \nv' 

wo ~ ein ganzer Divisor ist, so ist H als ganze rationale Funktion von 
x, y, s darstellhar, nnd zwar, wenn A. > l - 1, It 2 m - 1, v > n - 1 
als ganze rationale Funktion vom Grade (l, fL, v) in x, y, z. 

Aus (9) folgt, daa die kanonische Klasse auch durch den Divisor 

£1- 2 ID(m- 2 91"- 2 ~-1 

definiert werden kanll. 

8. Grad und Geschlecht einer Xlasse. 18) 1st ~ ein Primteiler 
erster Art und 0 ein Divisor erster Stufe erster Art, der ~ nicht 
enthalt, so wird die Ordnung des Divisors q, in den :0. fiir ~ = 0 
iibergeht, mit (~, 0) bezeichnet und die Zahl der Schnittpunkte von 
~ und 0 genannt. 1st 0) "'~' und gehen 0 1 und ~ fiir ~ = 0 
in ql und ql1 iiber, so ist q) rv Q2' Es gehen also die Divisoren einer 
Klasse (0) fiir ~ = 0 iiber in die Divisoren einer Klasse (q) des 
Korpera~. Daher ist auch (~, D) gleich der Ordnung der Klaase, in 
die (O) fUr ~ = 0 iibergeht, so duS (~)' ( 1) = (~)' ( 2), wenn 
0 1 ", OJ' Es hat also (\13,0) auch eine Bedeutung, wenn ~ in 0 
enthalten ist. Sind~) und \1311 zwei Primteiler erster Art, so ist 
(~1I \132) = (~2' ~1)' Sind ~ und O2 zwei Divisoren erster Art, und 
ist in Primteiler zerlegt 

so setzt man 

(10) 

1st 0 1 '" O~, O2 '" o~, so ist (011 O2) = (O~, 0;). Man nennt 
(01 '~) die Zahl der Schnittpunkte der Divisoren 01l ~' Es ist 
hiernach (0), 02) auch definiert, wenn 0 1 und O2 gemeinsame Prim­
teiler haben. 

1m besonderen heiSt (0, D) der Grad der Klasse (0). 
Es sei ~ ein Primteiler erster Art, b$ sei sein Divisor der mehr­

fachen Stell en. 
Unter den Klassen des Korpers ~ ist von besonderer Bedeutung 

die kanonische Klasse (k). Es fragt sich, welche Klasse von K (x, y, z) 

18) Jung D. 
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fiir ~ = 0 in (k) iibergeht. Es gilt der Satz 19): Ist (~) die kane­
nische Klas"e von K(x, y, e), so geM die Klasse (~~b\i3l) fur ~ = 0 
in die kanm~ische Klasse von ~ iiber. Da del' Grad dieser Klasse gleich 
2n'.13 - 2 ist, wenn n\13 das Geschlecht von ~ ist, so folgt 
(11) 2n~ - 2 = (~, ~st') -- 20$, 
wenn 20lP die Ordnung von b~ ist. 

Hiernach defil1iert man al~ Geschlecht ei1Wl· Klassc (0), wo 0. ein 
Divisor erster Art ist, die Zahl 

(12) %0. = -h0, o.st) + 1. 
Wenn 0 ein gftl1zer Divisor aus (0) ist, so ist no. identisch mit dem 
virtuellen Geschlecht der :0 auf der FHiche G entsprechenden Kurve. 

Nach M. Koether heiBt das Geschlecht pel) der kanonischen Klasse 
das Kurvengeschlecht der Flache G und del' Grad der kanonischen 
Klasse, eine auch von 1J1. Noether eingefiihrte Zahl, wird mit p(2) oder 
auch mit w - 1 bezeichnet. Es ist pel) = t (~, Sl,2) + 1 = (~, ~) + 1, 
so daB sich sehr einfach die Noethersche Gleichung p(i) = pel) - 1 ergibt. 

9. Birationale Transformation.sO) Sind ;,1] irgend zwei Funktionen 
des Korpers K(x, y, e), die nicht konstant sind und zwischen denen 
keine Gleichung besteht, so konnen wir ;, 'I} geradesogut als un­
abhangige Veranderliche wablen wie x, y. Es gibt immer eine GroBe b 
aus K(x, y, e), so daB aUe Funktionen aus K(x, y, e) auch als ratio­
nale Funktionen von ;, 'I}, ~ dargestellt werden konnen, wo zwischen 
;, 'I}, ~ eine irreduktible Gleichung r(;, 1], ~) = 0 besteht. Es sinu die 
Korper K(x, y, z) und K(6, 'YJ,~) miteinander identisch. Den Uber­
gang von einem zum andern nennt man birationale T1·ansformation. 

Bei del' birationalen Transformation Uciben die Primteiler invariant, 
Bowohl die erster wie zweitel· Sture. Abel' die Einteilung der Prim­
teiler erster Stufe in zwei Artel1 ist nicltt invat·ianl, da diese abhangt 
von der Definition der 8tellen und damit von del' ·Wahl del' un­
abhaugigen Veranderlichen. Man nennt diPjenigen Primteiler, die in 
bezug auf K(x, y, z) und KC;, 'I},~) von verscbiedener Art sind, aus­
gpzeichnete Primteiler oder Fundamentalprimteiler li"ir die Tratlsformation. 
Ihre Zahl ist immer endlich. Man nennt ferner diejenigen Primteiler 
erster Art von K(x, v, z), die iibel haupt bei irgendeiner Transformation 
in einen Primteiler zweiter Art iibergehen kounen, ausgezeichnete Prim­
teiter von K(x, y, e). Ihnen entsprechen auf del' Fliiche G die aus­
gezeichneten Kurven. Es seien 2117 ~~, ..• ~ll diejenigen Primteiler 

19) Jung B und JUtig G; E, Nr. 12,13. B.ier zeigt sich besonders dcutlich t 

wie viel einfacher die Definitionen mit Hilfe der arithmetischen Theorie werden. 
20) Jung A nnd Jung F. 
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erster Art von K(:c, y, s), die in bezug auf K (~, 1],~) von der zweiten 
Art sind. Sie seien als Primteiler von K(g, 1],~) bezeichnet mit 
all I'lj, •. . aA• Es seien 5Bi , 5B2 • ••• lBlt die Primteiler erster Art von 
K(~, '1, ~), die in bezug auf Klx, y, e) von der zweiten Art sind. Sie 
seien als solche bezeichnet mit bi , b2 , ••• bit' 1st ~ il'gendein Prim­
teiler erster Art von K(x, y, z), so bezeichnet man mit s(~) das Pro­
dukt der in ~ enthalteuen Primteiler bll b2 , ••. bp ' jeden in der Po­
tenz genommen, in der er in ~ enthalten iat. Die entsprechende Be­
deutung habe s(o.'), wenn 0.' ein Primteiler erster Art in bezug auf 
K (~, f/, b) ist. 

1st ~ ein Primteiler erater Art in bezug auf K(x, y, z) und nicht 
einer del' ausgezeichneten Primtpiler ~'rJ so bezeichnen wir ~ als 
Primteiler von K(;, 1/, b) mit ~'. Es geiten dann folgende Transforma­
tionsgleichungen 

(13) ~k 
8(~~ = ak , 

Wenn die Klasse (~) odeI' eine ihrer positiven Potenzen einen ganzen 
Divisor enthiilt, so ist S('l!k) = S(~k) = 1.21) 

Es sei Ak(u, Vj to) die Eichfunktion von ak und Bk(u, Vj 6,,) die 
von 6/;;. Die Ordnung VOll Ak in (u, v) sei (<<;, a;), die bei Bk sei 
(f{", ~~). ·Setzt man 

(14) a" = "~ + a;; - 1, 13k = {3~ + (3~ - 1, 
a = a~' a~' ... a? , b = b~l b~ •... b~p , 

so geM die Klasse (SH) fiber in die Klasse (~'I'l), wenn (~) die kano­
nische Klasse von K(x, y, z) und (~') die von K(~, 'Yj, b) ist. Hieraus 
folgt daon leicht del' Satz, daS jeder gauze Divisor del' Klasse (~) 
durch alle ausgezeichneten Kurven des Korpers K(x, y, z) teilbar 
sein muS. 

Es sei noch bemerkt, daB sich die Zahl der Schnittpunkte von 
zwei Primteilern Ok' Ctl oder hk , hi so definieren liiBt, daB die Zahl der 
Schnittpunkte zweier aus Primteilern erster Art von K(x, y, z) und 
aus Primteilem bk zusammengesetzten Divisoren gleich der Zahl der 
Schnittpunkte derjenigen Divisoren ist, in die sie beim Ubergang zu 
K(~, 'Yj,~) ubergehen. Dabei ist die Zahl der Schnittpunkte eint's Di­
visors erster Art von K(x, y, s) mit einem der Primteiler [Ik und 
ebenso die Zahl del' Schnittpunkte eines Divisors erster Art von 
Kt~, f/, e) miteinem Primteiler ak gleich null zu setzen. So folgt 
z. B. aus (~b) = (n"a) 
(15) (~, ~) + (6, b) = (~', ~') + (a, a). 

21) Jung F, Nr. 8. 
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Wenn die Klasse (~) oder eine ihrer positiven Potenzen einen ganzell 
Divisor enthiilt, so folgt hieraus 22) 

(16) (~, ~) + 1 = (~', ~') + [.t, 

wo ). die Zahl der Ilk und tL die der 1\ ist. 

10. Fundamentalsysteme fUr die Vielfachen eines Divisors.23) 

Es aeien 2, 9Jl die Nenner von x und y. Es sei 0. irgendein 2 und 
IDl nicht enthaltender Divisor erster Art. Man kann sich die Aufgabe 
stellen, alle Funktionen aus K(x, y, e) zu bestimmen, die in der Form 
darstellbar sind 

(17) £4 jjR'!' 

wo @ ein ganzer Divisor ist. Wir nennen die Funktionen der Form 
(17) Vielfache von O. Wenn aber @ nul' ganz ist in bezug auf Kurven­
primteiler, so nennen wir sie unvollstandige Vielfache von O. 

Es gelten die Siitze: 
Man kann n Funktionen ~u ~2' ••• , ~n des Korpers K(x, y, z) so 

finden, daB alle unvollstandigen Vielfachen von 0. und nur diese sich 
in der Form darstellen lassen 

91S1 + gt~2 + ... + 9nS,., 
wo die ga ganze rationale Funktionen von x, y sind. Die Funktionen 
Sl' ts, ... , ~n heiBen ein Fundamentalsystem fUr die YielfaChen von O. 

Das zum System (SkI) l'eziproke und adjungiel'te System ist Fun­
dmnentalsystem fur die unvollstiindigen Vielfachen von ~"'!l0-l. 

Wahl'end sich aUB den entsprechenden Siitzen bei den alge­
braischen Funktionen einer Veranderlichen sehr einfach del' Riemann­
Rochsche Satz ergibt, ist das hier nicht del' Fall.· 

IV. Die Zeuthen·Segresche Invariante lind das numerische 
Geschlecht. 

11. Die FlIiche F.24) Es Beien m:1l m:2 , m:s, Sll4 vier linear unab­
hangige zueinandel' aquivaleute gauze Divisoren und ~o sei il'gendein 
Divisor del' Klasse (~a). Es sind dann 

~1 2(~ ~a ~4 
xt=W' xS=<lf' xS=ru, x",=ijf 

o «0 «0 "'''0 

fi'unktionen des Korpers ]( und ebenso die Quotienten Xl: x." x~ : X4, 

Xs : x4 • Zwischen diesen besteht also eine irl'eduzible algebraische 
Gleichung, so daB die xa einer homogenen Gleichung 

F(Xl1 X2 , Xa, x4) = 0 

22) Jung F, Nr. 9. 
23) Hensel Aj Jung B. 
24) Jung H, Kap. I, § 2-4; Jung J, I und II. 
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genugen. Deuten wir die x" ala homogene Punktkoordinaten, so wird 
hierdurch eine algebraische FHiche F definiert, und umgekehrt laSt 
sieh jede algebraische FHiche in dieser Weise clefinieren. Wir konnen 
und wollen annehmen, daB der Korper K mit dem Karpel' del' ratio­
nalen Funktionen von Xl : X4 , x2 : x,,, Xs : x" ubereinstimmt. 

Es seien x/, x2', xs', X'; die Ebenenkoordinaten cler 'rangential-

ebenen von F, und es sei X" = ~~, wo ~~ ganze Divisoren ohne ge­

rneinsarne Teiler scin sollen. Durch passende Definition del' Stellen 
des Korpers K(x, y, z) kann man erreichen, daB weder die ~" noch 
die ~t; an einer Stelle gleicbzeitig verschwinden. Es entspricht clann 
jeder Stelle von K(x, y, z) eineindeutig eine Stelle von Fund eine 
Beruhrungsebene. 1st ferner IS ein Primteiler zweiter Art des Kor­
pers R(x, y, z), so werden fi:ir \B = 0 so wahl die Verhaltnisse del' 
~a wie die del' ~~ konstant, so daB jedem Primteilen zweiter Art 
ein bestimmter Punkt und eine bestimmte Tangentialebene entspricht. 

Es sei jetzt ~ ei11 Primteiler erster Art. Dann sind folgende 
vier FaIle moglich: 

I. Fur ~ = 0 werden wedel' die Verhiiltnisse del' ~" noch die 
der ~~ konstant. 

II. Fur ~ = 0 werden die Verhaltnisse del' ~" konstant, aber 
nicht die del' 'i!{~. 

III. Fur ~ = 0 werden die Verhaltnisse del' ~a nicht konstant, 
wohl aber die del' ~~. 

IV. Fur ~ = 0 werden sowohl die Verhiiltnisse del' 2(" wie die 
der ~~ konstant. 

Wir lassen in allen vier Fallen dem Primteiler ~ eine Kurve auf 
del' Fliicbe F entsprechen, die wir auch mit ~ bezeichnen. 1m 
Falle I ist ~ eine wirkliche Kurve, und die Beriihrungsebenen von 
F in ihren Puuktel1 sind im allgemeinen vonein nder verschieden. 
1m FaIle II entspricht dem Primteiler ~ ein Punkt H der Flache 
F, die Kune ~ ist in einem Punkt l.ondensiert, abel' clie Beriihrungs­
ebenen von F in den Stellen del' Kurve ~ sind im allgemeinen von­
eioander verschieden. Sie bilden einen Kegel 11 mit der Spitze H. Es 
ist H ein isolierter singularer Punkt von F, und del' Kegel kist cler 
Beriihrungskegel von F in R. 1m Faile III ist $ eine wirkliche Kurve, 
abel' die Beriihrungsebenen von F in den Stellen von ~ fallen aIle 
zusammen in eine Ebel1e H'. Diese Ebene bel'uhrt also F langs ~. 
Wi!' sagen in diesem Faile: $ ist in eine Ebene konrlensiert. Del' Fall III 
entspricht dem FaIle II dual. 1m FaIle IV ist die Kurve ~ in einem 
Punkt 11. kondensiert und die Beriihrungsebenel1 von F in den Stellen 
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von ~ fallen aUe in eine Ebene H' zusammen. Die Kurve ~ ist 
gleichzeitig kondensiert und ebene Beriihrungskurve. Der Punkt H 
kann in diesem Falle ein gewohnlich .. r Punkt der Fliiche F soin. 
'frotzdem ist es am einfachsten, auch in diesem FaIle dem Primteiler 
~ eine Kurve auf F entsprechen zu lassen. 

12. Die Zeuthen-Segresche Invariante.25) Es sei C1@1 + ez@lI 

ein Kurvenbiischel auf einer algebraischen Fliicbe F. 1bre Ordnung 
sei n, ihre Klasse n'. Es sei 0 die Anzahl der Kurven des Biischels 
mit Doppelpunkt. Das Geschlel'ht einer allgemeinen K urve des Bii­
schels sei Tt, und die Zahl der festen Punkte des Biischels sei N. 
Dann ist J = 0 - 4Tt - N 

nach Zeuihen und Segre eine Invariante der Fliiche F, d. h. sie ist 
unabhiingig von der Wahl des Kurvenbiischels. Sie heiJ3t die Zeufhe1~­
Segresche 1nvariante. Es entsteht die Frage, wie sind 0 und N zu 
definieren, wenn zugela!isen wird, daB unter den K urven des Buschels 
irgendwie zerfallende vorkommen und wenn Kurven des Biischeis 
irgendwelche Singnlaritiiten haben. Diese Frage ist von Jung voll­
stiindig beantwortet. 

Es sei @ irgendeine Kurve des Biischels. Es sei @' die Kurve, 
die aIle in @ enthaltenen Primkurv'en, aber jede nur einmal, enthiHt. 
Es werde gesetzt @ = 58Th@'. 

Nlltiirlich ist nUl" fiir eine endliche Zahl von Kurven @ die Kurve 
~~ von 1 verscbieden. Es bedeute v(@') die ZlIbl der Zweige von 
~r, die durch die mebrfachen StplIen von @' geben, Q(@') die Zahl 
diesel' Stellen. va' Qa seien dieselben Zahlen fUr eine allgem .. ine Kurve 
@a des Biiscbels. Es sei ferner Tt(@') das Gescblet·ht \"On @' und 
2 t'J(@,) die Ofdnung des Divisors der mehrfachen Stellen von @'. Es 
seien 1I:a, 2 t'Ja diesel ben Zahlen fiir eine allgemeine Kurve @a' Das 
Geschlecht Tt( @') soIl, wenn etwa @' = ~1 ~2 ••• ~r' wo die ~ .. Prim­
kurven vom Geschlechte Tt" simI, definiert sein durch 

r 

,,=1 
oGr 

Es sei weiter zs(@') die Zahl der Schnittpunkte von ':lu = 0, 
oGr . (j 

7iV = 0 m elDer mehrfachen Stelle S von @' und 

s(@') =~.es(@'), 
s 

wo die Summe fiber aIle mehrfachen Stellen von @' zu erstreckeu ist, und 
es bedeute 8 .. dieselbe Zahl filr eine allgemeine Kurve @a des Biischels. 

26) E, Nr. 14. Jung, E, H und K, Kap. VI. 
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Wi)' setzen dann 

j
O\@I)=2na -.2+v,,-(l,,-(2n(®')_2+V(®')-Qt.@I')} 

= va - Qa - 26a - {v(®') - Q(@I') - 26(®') I 
(18) + 2()8* @I ) - (IB* ~*'l + ()8* St:) 

GJ' a @' @/ GP 

= Za - z(@I') + 2()8~, ®a) - ()8~, )8~) + (~~, ~). 
Bier ist @I" eine allgemeine Kurve des Biischels und ~ cine Kurve 
der kanonischen Klaase. Es ist dann in del' Definitionsformel fUr die 
Zeutlten-Segresche Invariante zu setzen 

(19) ~ =~d'(®), 
@ 

wo die Sum me fiber aIle Kurven @ des Buschels zn erstrecken ist. 
Ferner hat man zu setzen 

(20) 

wo f' die Zahl del' fest en Stellen des Busehels ist. 
Fur das Verhalten von J bei birationaler Transformation gilt: 

Es ist J + (~, st) 

invariant bei biratiunaler TI ansformation, wo (st) die kanonische 
Klasse ist. 

13. Das numerische oder arithmetische Geschlecht p" von F,26) 

Es ist (st, st) + J = 12p" + 8,27) 

wo p" das arithmetisehe GeschLeeht von Fist. Da J jl'tzt fur be­
liebige Fliiehen und Kurvenbuschel defilliert ist, so ergibt sieh die 
Mogliehkeit, p" fUr Fliiehan mit beliebigen Singularitiiten zu be­
reehnen. Man findet folgentles: 

a) Es seien ~,~ •... , H. die isolierten singularen Punkte del' 
Flache F. Es sei ~(a) ein durch Ha geheuder ebener Sehnitt von F 
ohne besondere Lage. Es bedeute ~a die Kurve, die aile Primkurven 
von 2(u) ellthiilt, aher jede nul' in del' ersten Potenz und es werde 
~(a) = )8(a'(;f" gesetzt. 1st 0 irgendeine ganze Kurve, die keine Prim­
kurve in h5herer als del' ersten Potenz enthiHt, so verstehen wir 
unter 2<1(0) die Ordnung ihres Divisors del' mehrfachen Stellen, 
unter v~O) die Zahl del' Zweige von £1, die dureh die mehrfachen 
Stellen gehen, und unter (ltO) die Am~ahl del' mllhrfachen Stellen, 
und wir setzen 
(21) /L(O) = 211(0) - v(£1) + (l (0). 

26) Jung G, ferner Arbeiten von Jung in den Mitteilungen der Math. Ges. 
in Hamburg 6, Heft 1 (1911), p.20; 6, Heft:! (1913), p.8ll; 5, Heft 6 (1916), p. 194. 

21) E, Nr. U. 
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Wir setzen weiter 
(:?2) ha = (Q3(a), ~) - (Q3(a), Q3(a» + I'(~a) 
und • 

(23) h = ~ha. 

Ferner sei ffio die von in Punkte kondensierten Kurven befreite 
Riickkehrkurve ffi, und es sei in Primkurven zerlegt 

ffio = ffii' ffiK' . . . ~Uk. 
Es bedeute r a den Rang von ma , d. h. die Zabl del' durch eine be­
liebige Gerade gehenden Tangenten von ffia• Wir setzen 

k 

(24) r = ~ Qa1'a' 

Es ist dann a=1 

(25) 12(Pa + 1) = (~,~) - 4(p - 1) - n + n' + h + 1', 

wo p das Geschlecht eines allgemeinen ebenen SchniUes ist. Sind 
h', Ir' die den Zahlen h, r dual eutsprechenden, und ist p' das Go­
schlecht eines allgemeinen Beruhrungskegels, so ist auch 

(26) 12(Pa + 1) = (~,~) - 4(p' - 1) - n' + n + h' + r'. 
Man kann der Formel fur Pa verschiedene Formen geben. Z. B. 

{6P = (n - 1)(n - 2)(n - 3) - 4b(n - 3) - c(n - 1) 
(27) ai, 1 • + (:n, :l) + (~, ffi) + 2 (:R, ffi) + -i(1~ + 1). 

Fur den Fall, daB F an Singularitiiten nur eine Doppelkurve 
hat, wird h = 0, ffi = 1, r = 0, und es HiBt sich (tl, m) berechnen. 
Man erbiilt dann die bekannte Formel fur Pa' 1m allgemeinen Fall 
ist die Bestimmung von (m, tl), (ffi, ffi), (ffi, :n) als Funktionen von 
n noch nicht gelungen. 

b) Verwendet man nichthomogene Koordinaten, so erhiilt man 
fiir Pa folgende Formel. Es sei G (r, y, z) = Odie Gleichung del' 
Fliiche G. Sie sei in x, y, z vom Grade (l, m, n). Es habe G an 
Singularitaten nul' eine Doppelkurve vom Geschlec{ite '1t mit 't' drei­
facben Punkten, ferner irgendwelehe isolierte Doppelpunkte und t 
dreifache isolierte Punkte. Ebenen senkrecht zur x·, Y-, z-Ach!!e mogen 
die Doppelkurve in d', d", d" Punkten schneiden. Dann ist 28) 

(28) {Pa = (l-1)(m-l)(n-l)-(l- 2)d' - (m-2)d"-(n-2)d'" 
+'1t+2't'-t-1. 

28) Jung, Mitteil. d. Math. Ges. in Hamburg 6, Heft 1, p. 21. Dort steht 
durch einen Fehler in der Berechnung 3 $ statt 2 $. 

(Abgeochlossen im April 1921.) 



Verbesserungen zu II C 3, L. Lichtenstein. 

p. 229 Z. 3 v. u. Dn(l, (Xl' ••• an) > 0 statt Dn(l, ai' ..• a,,) ~ O. 
p. 230 Z. 1 v. u., p. 231 Z. 1 v. o. des Haupttextes: positiver statt nicht negativer. 
Zu Nr. 21 und 22: P. Levy hat seine Erllebnisse uber das asymptotische Ver-

halten der Greenschen Funktionen am Rande des DefinitionBgebietes aus­
fiihrlich in Acta Math. 42 (1919), p.207-267 verofi'entlicht. Nach P. Levy 
bedarf die Formel von Cisotti (p. 252) einer Verbesserung. 

Zu der Arbeit von Bieberbach, p. 363, 592b) vgl. Bemerkungen von Bieberbach 
in dem Autoreferat F. d. M. 46 (1916-1918), p. 548, sowie eine demnachst 
in den Math. Ann. 90 erscheinende Arbeit von Rados. 

p. 372 Formel (1): 1-IZI statt 11 - Z(z) I. 
p. S75, 6S6): DurchmesBer statt La.nge. Vgl. R. Courant, Gott. Nachr. 1922, 

p. '69-70. 

Beriehtigungen zu II C 4:, L. Bieberbach. 

p. 385 Z.4 v. o. lies: mussen, 6, 1) statt mussen. Zuzufiigen 6, 1). Einige der­
selben kommen mit geringeren Voraussetzungen aus und sind in ihrem be­
wuaten Abweichen von dem Riemannschen Beweisgang als Vorlaufer des 
modernen Beweises anzusehen: O. J. Malmsten, Svenska Akads. Forhandl. 
Bd. 6 Nr.3 (1865), G. Mittag-Leffler, a) Svenska Vet. A.kads. Oversikt 1873, 
b) Beweis fUr den Oattchyschen Satz Gott, Nachr. 1875, p. 65-73, Briot et 
Bouquet, Thaorie des fonctions elliptiques 2. ed., Paris 1875, p.128-132. 

p.410 Note 62) zuzufiigen: P. Montel, a. a. O. 77, 1); G. Julia, a. a. O. 81, 1); 
G. Valiron, a. a. O. 151 c) und Le theoreme de M. Picard et les generalisa­
tions de M. Borel, Paris C. R. 168 (1920), p. 167-169. 

p. 412 Note 68 lies a statt ao ' 
1 

p. 413 Mitte lies 1 statt (-lr; Z.3 v. u. lies 1'~(AI)fi; Z.2 v. u. hinter sein 
einzufiigen: Das ist die wahre Schranke. Note 6911.) zuzufiigen: P. Montel, 
a. a. O. 77, 1). 

p. 415 Z. 5 v. o. lies log K(ao ' Q) statt K(ao' (l). Am Schlua von 18. zuzufugen: 
P. Mantel 77, 1) hat gezeigt, daa sich die Borelache Methode 68) zu einem 
Beweis des Schottkyschen Sabes verwenden lii.L\t. Zuzufugen 77, 1) P. Mantel, 
Sur les familles normalea des fonctions analytiques, Ann. Eo. norm. (3) SS 
(1916), p. 223-302. Vgl. hierzu ferner die in 62) und 65) genannten Arbeiten 
sowie: De la Vallee Poussin, Demonstration simplifiee du theoreme fonda­
mental de M. Montel sur les familles norm ales de fonctions. Ann. of math. 
(2) 17 (1915), p. 5. 



Berichtigungen zu II C 4, L. Bieberbach. xv 

p. 416 Z.3 v. u. zuzufiigen: E:r hat ihn spater 809) auf die Umgebung einer wesent­
lich singu1aren Stelle ausgedehnt. Die Zah1 der Ausnahmewerte ist da Min 
(311, 2,,1). Note 80: Zuzufiigen q): Paris C. R. 170 (1920), p.1557-1560; 
171 (1920), p.157-159; Th. Varopoulos, Paris C. R. 171 (1920), p.991-992. 

p. 417. Ende von 19. zuzufiigen: G. Julia 81,1) hat gezeigt, dati es bei jeder 
ganzen Funktion beliebig schmale an passende Kurven ange1ehnte Winkel­
raume gibt, in welchen die Funktion jeden Wert mit Mchstens einer Aus­
nahme unendlich oft annimmt. Das Hilfsmittel der Untersuchung ist die 
Theorie der norma1en Familien. Mit ihrer Hilfe hat Julia entsprechende 
tiefgreifende Untersuchungen auch uber den Wertevorrat angestellt, den eine 
ganze Funktion in gewissen gegen unendlich sich haufenden diskreten Ge­
bieten annimmt. Sie gehen aus einem derselben durch Multiplikation mit 
gewissen Za.hlen 6, hervor, fiir die 16,1-HXl gilt. Zuzufiigen: 81,1) G. Julia, 
Paris C. R. 168-170 und ausfiihrlicher: Sur quelques proprietes nouvelles 
des fonctions entieres ou meromorphes. I, II, III, Ann. ec. norm. III 36 (1919), 
p. 93-125; 37 (1920), p. 165-218; 38 (1921), p. 165-181. 

p.422 Note 90 zuzufiigen: Nahe damit verwandte Untersuchungen finden sich 
gleichzeitig bei G. Valiron, Remarques sur Ie theoreme de M. Picard, Bull. 
sc. math. (2) 44 (1921), p. 91-104. 

p. 424 Note 95 zuzufiigen: Zu dieser 1etzteren Arbeit vgl. man die Bemerkungen 
von Fatou, Paris C. R. 168 (1919), p. 501-502. 

p. 425 Z. 1 v. o. Das Wort wahrscheinlich ist zu streichen. Am Ende von 25. 
ist zuzufiigen: F. und M. Riesz 8B) zeigen die Existenz der Randwerte bis 

2n 

auf eine Nullmenge fiir Funktionen f(z) , deren JI f(rei'P) I dcp im Einheits­
o 

kreis beschriinkt ist. Note 96 zuzufiigen: Hier ist der Satz endlich bewiesen. 
p. 428 Note 107 zuzufiigen: P. Montel, a. a. O. 77, 1). 
p. 442. 3t>. Z. 2 hinter Arbeiten einzufiigen: insbesondere die von Borel. 112) 

Z. I) lies: entwickelt.147, 2) Zuzufiigen 147,2) G. Remoundes, Paris C. R. 170 
(1920), p.829-832. Th Varopoulos, Paris C. R. 171 (1920), p. 613-614. 

p. 443 Z. 4 lies Hadamard (Paris C. R. 104, p.1053; Borel, fonct. entiel'e8, p. 3(4); 
lies: A(r)derpositiven Werte. Z.5lies: lamlrm~4 Max(0,.A(r»-2?R(ao)' 

Z.8 lies: .A(r);5M(r). Z. Ii lies: .A(r)5M(r). 151,1) zuzufiigen c) Les tMo­
remes generaux de M. Borel dans 1a theorie des fonctions entieres, Ann. Ec. 
norm. III 37 (1920), p. 219-253. 

p. 445 Ende von 36. zuzufiigen: A us Beiner Tb.eorie der nOl'ma1en Fuuktionen­
familien ha.t P. Montel 77, 1) die Theorie der ganzen Funktion endlicher Ord­
nung entwicke1t. 

p. 464 Note 194 zuzufiigen: J. Soula, Paris C. R. 171 (1920), p. 641-643. 
p. 465 Z. 10 v. o. lies: singular, wenn die a, ~ isoliert sind .. 
p.466 am Ende des kursiv gedruckten zuzufiigen: J. Soula l98) hat gezeigt, dafJ 

man in c) statt einer ganzen Funktion irgendeine bei IV = 0 und bei den 
IV = a~n) reguliire Funktion nehmen kann. Note 198 ammfiigen: J. SouZa, 
Paris C . .R. 171 (1920), p. 614-616. 

p. 468 Note 202. Die hier erwahnte Behauptung iat, wie Herr P61ya bemerkt 
hat, unrichtig. 

p. 479 Z. 10-12 v. o. der Satz "Chapman ... seien" ist zu streichen. 



XVI Berichtigungen zn II C 4, L. Bieberbach. 

p. 492 Z. 2 v. u. lies: gezeigt. 271,1) Zuznfugen 271,1) Notwendige und hinreichende 
Bedingungen fur den analytischen Charakter der Reihensumme hat auch 
J. Wolff angegeben. Paris C. R. 169 (1919), p. 566-569. 

p. 495 Z. 4 v. o. lies: einer, im AnschlllB an Hilberts 17&, I) Arbeiten iiber das 
Dirichletsche Prinzip (1900) namentlich... Zuzufiigen 275, 1) Hier tritt 
der Gedanke der Auswahlkonvergenz zum ersten Male auf. 

p. 501 am Ende des ersten Absatzes anzufiigen: O. OaratModory'91) gibt ein dem 
Schwarsschen analoges Lemma an fiir den Fall, daB f(s) statt einem inneren 
Punkt zwei Randpunkte, z. B. + 1 und -1, festlaBt. f(s) nimmt dann in 
jedem zur reenen Achse symmetrischen Kreisbogenzweieck mit den Ecken 
1 und - 1 nur Werte aus dieser Sichel an. G. Julia 191,1) endlich betrachtet 
den Fall, wo f(z) nur einen Randpunkt, z. B. + 1, festliHlt. Dann gilt 
folgendes Lemma: w = f(s) sei in lei < 1 regular. Es sei daselbst If(s) 1< 1, 

f(s) = 1 und es existiere f'(1) = lim f(1 + h~ - f(l) iur 11 + hi < 1, dann 
h~O 

. l-ww 1 l-sz 
1St 11 _ w I' > 1«1) 111 _ z I" . Zuzufugen 292, 1) G. Julia, a) Memoire sur 

l'iteration des fonctions rationnelles, J. de math. (8) 1 (1918), p. 47-245. b) Ex­
tension nouvelle d'un lemma de Schwarz, Acta math. 42 (1920), p.349-355. 

p. 503 Z. 4 v. u. lies: gegeben, und nicht ane Null. 
p.504 Z. 1 v. o. lies: 1n~n statt n. 
p.505 Mitte lies: ist durch Bohr 803) im negativen Sinn erledigt.80I) 
p. 506 Mitte lies: 1899 statt 1895. Streiche: Nach Hurwits. Lies: Sie findet 

sich ... Jacobi. 80D) Streiche Note 308. 
p. 509 in der letzten Formel sind unter dem arcsin Zahler und Nenner zu ver­

tauschen. 
p. 526 Ende von 70. anzufiigen: G. Julia hat gezeigt, daB die hier fiir den Re­

gularitatsbereich einer analytischen Funktion angegebenen Eigenschaften 
auch denjenigen Bereichen zukommen, in welchen Familien von analytischen 
Funktionen mehrerer Variablen normal sein konnen. Hier erweisen sich 
jene Eigenschaften Bogar als hinreichend zur Charakterisierung solcher Be­
reiche. 869,1) Zuzufiigen 369, 1) G. Julia, Sur lea familles de fonctions de 
plusieurs variables, Paris C. R. 170 (1920), p. 791-793,875-877,1040-1042, 
1234-1236, t363-1365. 

p. 527 Z. 12 lies: zweidimensionale Ebene. 
p. 530 Z. 10 v. u. einzuschalten: "Ihre Resultante sei von Null verschieden." 
p. 531 Z. 11 v. o. hinter Entwicklung einzufiigen: "Deren Resultante sei von Null 

verschieden." Z. 1 v. u. hinter Bereiche einschalten: "durch am Rande noch 
regulare Funktionen". 

p. 532 Note 383 hinter der Arbeit von T. Levi-Oivita einschalten: O. Segre, Le 
rappresentazioni reaH delle forme complesse egli enti iperalgebraici, Math. 
Ann. 40 (1892), p.413-467. E. Study, Sugli enti analitici, Pal. Rend. 21 
(1906), p. 345"':"359. Die drei letztgenannten Arbeiten enthalten Satze iiber 
analytische Mannigfaltigkeiten, die bei Study zu voller Allgemeinheit aus­
gereift erscheinen. Dieser Arbeit, welche in Verallgemeinerungen der Sehwars­
schen SpiegelungBsittze gipfelt, wohnt eine besondere grundlegende Bedeu­
tung inne. 




