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Verbesserungen zu II C 3, L. Lichtenstein.

229 Z. 8 v. uw. D,(1, &, ... ;) >0 statt D, (1, &, ... ) 2>0.
280 Z. 1 v. u, p.281 Z.1 v. o. des Haupttextes: positiver statt nicht negativer.

Zu Nr. 21 und 22: P. Lévy hat seine Ergebnisse iiber das asymptotische Ver-

halten der Greenschen Funktiomen am Rande des Definitionsgebietes aus-
fihrlich in Acta Math. 42 (1919), p. 207—267 vertffentlicht. Nach P. Lévy
bedarf die Formel von Cisotti (p. 252) einer Verbesserung.

Zu der Arbeit von Bicberbach, p. 363, 592b) vgl. Bemerkungen von Bicberbach

3

p

p.

P

in dem Autoreferat F. d. M. 46 (1916—1918), p. 548, sowie eine demnichst
in den Math., Ann, 90 erscheinende Arbeit von Rados.

372 Formel (1): 1 —|Z| statt |1 — Z(2)|.

875, 686): Durchmesser statt Lange. Vgl. R. Courant, Gott. Nachr. 1922,
p. 69 —170.

Berichtigungen zu II C 4, L. Bieberbach,

385 Z. 4 v. o. lies: miissen.® ') statt miissen. Zuzuftigen 6, 1). Einige der-
selben kommen mit geringeren Voraussetzungen aus und sind in ihrem be-
wuBten Abweichen von dem Riemannschen Beweisgang als Vorliufer des
modernen Beweises anzusehen: C.J. Malmsten, Svenska Akads. Forhandl.
Bd. 6 Nr.3 (1865), G. Mittag-Leffler, a) Svenska Vet. Akads, Oversikt 1878,
b) Beweis fiir den Cauchyschen Satz Gott. Nachr. 1875, p. 66—73, Briot et
Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques 2. ed., Paris 1875, p. 128—132.

. 410 Note 62) zuzufiigen: P. Montel, a. a. 0. 77, 1); G. Julia, a. a. 0. 81, 1);

G. Valiron, a. a. 0. 161 ¢) und Le théoréme de M. Picard et les généralisa-
tions de M. Borel, Paris C. R. 168 (1920), p. 167—169.
412 Note 68 lies « statt a,.

. .

418 Mitte lies 1 statt (— 1)™; Z. 3 v. u. lies r< (4,)%; Z. 2 v. v hinter sein
einzuftigen: Das ist die wahre Schranke. Note 69a) zuzufiigen: P. Moniel,
a. a 0. 77, 1)

415 Z. 5 v. o. lies log K(a,, ¢) statt K(a,, ¢). Am SchluB von 18, zuzufiigen:
P. Montel ™ ') hat gezeigt, daB sich die Borelsche Methode®) zu einem
Beweis des Schoitkyschen Satzes verwenden 188t. Zuzufiigen 77, 1) P. Moniel,
Sur les familles normales des fonctions analytiques, Ann. Ee. norm, (3) 33
(19186), p. 228—302. Vgl. hierzu ferner die in 62) und 65) genannten Arbeiten
sowie: De la Vallée Poussitn, Démonstration simplifiée du théoréme fonda-
mental de M. Montel sur les familles normales de fonctions, Ann. of math.
(2) 17 (1915), p. 5.



Berichtigungen zu II C 4, L. Bieberbach. Xv

p. 416 Z. 3 v. u. zuzufiigen: Ex hat ihn spiter %09 auf die Umgebung einer wesent-
lich singuliren Stelle ausgedehnt. Die Zahl der Ausnahmewerte ist da Min
(3, 29%. Note 80: Zuzufiigen q): Paris C. R. 170 (1920), p. 15657—1560;
171 (1920), p.167—1589; Th. Varopoulos, Paris C. R. 171 (1920), p.991—992.

p- 417. Ende von 19. zuzuftigen: @. Julia®-?) hat gezeigt, daf es bei jeder
ganzen Funktion beliebig schmale an passende Kurven angelehnte Winkel-
riume gibt, in welchen die Funktion jeden Wert mit hochstens einer Aus-
nahme unendlich oft annimmt. Das Hilfsmittel der Untersuchung ist die
Theorie der normalen Familien. Mit ihrer Hilfe hat Julia entsprechende
tiefgreifende Untersuchungen auch iber den Wertevorrat angestellt, den eine
ganze Funktion in gewissen gegen unendlich sich hiiufenden diskreten Ge-
bieten annimmt. Sie gehen aus einem derselben durch Multiplikation mit
gewissen Zahlen ¢; hervor, fiir die |s;| — 0o gilt. Zuzufiigen: 81, 1) G. Julia,
Paris C. R. 168—170 und ausfiihrlicher: Sur quelques propriétés nouvelles
des fonctions entiéres ou méromorphes. I, II, III, Ann. ec. norm. III 86 (1919),
p. 93—125; 37 (1920), p. 165—218; 38 (1921), p. 165—181.

p. 422 Note 90 zuzuftigen: Nahe damit verwandte Untersuchungen finden sich
gleichzeitig bei. G. Valiron, Remarques sur le théoréme de M. Picard, Bull
se. math. (2) 44 (1921), p. 91—104.

p. 424 Note 95 zuzufiigen: Zu dieser letzteren Arbeit vgl. man die Bemerkungen
von Fatou, Paris C. R. 168 (1919), p. 501—502.

P. 426 Z. 1 v. 0. Das Wort wahrscheinlich ist zu streichen. Am Ende von 25.
ist zuzufiigen: F. und M. Riesz%) zeigen die Existenz der Randwerte bis

2n

auf eine Nullmenge fiir Funktionen f(2), deren f | f(re“")fdcp im Einheits-
)

kreis beschrinkt ist. Note 96 zuzufiigen: Hier ist der Satz endlich bewiésen.

p- 428 Note 107 zuzufiigen: P. Montel, a. a. 0. 77, 1).

p- 442. 85. Z. 2 hinter Arbeiten einzufligen: insbesondere die von Borel. '*?)
Z. 5 lies: entwickelt. 14% %) Zuzufiigen 147, 2) G. Rémoundes, Paris C. R. 170
(1920), p. 820—832. Th Varopoulos, Paris C. R. 171 (1920), p. 613—614.

p- 443 Z. 4 lies Hadamard (Paris C. R. 104, p. 1053; Borel, fonct. entitres, p. 8/4);
lies: A(r) der positiven Werte. Z.5 lies: [a,, |7 < ¢ Max (0, A() — 2R (a,).
Z.8 lies: AN M(r). Z.9 lies: A(r)< M(r). 151, 1) zuzufiigen c¢) Les théo-
rémes généraux de M. Borel dans la théorie des fonctions entidres, Ann. Ee.
norm, 11T 37 (1920), p. 219—253.

p. 445 Ende von 36. zuzufiigen: Aus seiner Theorie der normalen Funktionen-
familien hat P. Montel ’" ') die Theorie der ganzen Funktion endlicher Ord-
nung entwickelt.

p. 464 Note 194 zuzufiigen: J. Sowula, Paris C. R. 171 (1920), p. 541—543.

. 465 Z. 10 v. 0. lies: singuliéir, wenn die «, § isoliert sind.

p. 466 am Ende des kursiv gedruckien zuzufiigen: J. Sowla %) hat gezeigt, daf
man in ©) statt einer ganzen Fumktion irgendeine bei x=0 und bet den
o = a(n) regulire Funktion nehmen kann. Note 198 anzufiigen: J. Soula,
Paris C. R. 171 (1920), p. 614—616.

p- 468 Note 202. Die hier erwihnte Behauptung ist, wie Herr Pdlys bemerkt
hat, unrichtig.

p- 479 Z.10—12 v. 0. der Satz ,,Chapman . .. seien* ist zu streichen.

]



XVI Berichtigungen zu IIC4, L. Bieberbach.

p. 492 Z. 2 v. u. lies: gezeigt. 27% ) Zuzufiigen 271, 1) Notwendige und hinreichende

P-

p.

oo e

=}

Bedingungen fiir den analytischen Charakter der Reihensumme hat auch
J. Wolff angegeben. Paris C. R. 169 (1919), p. 566—569.

495 Z. 4 v. o. lies: einer, im AnschluB an Hilberts®'® ') Arbeiten iiber das
Dirichletsche Prinzip (1900) namentlich ... Zuzufiigen 275, 1) Hier tritt
der Gedanke der Auswahlkonvergenz zum ersten Male auf.

501 am Ende des ersten Absatzes anzufiigen: C. Carathéodory®®?) gibt ein dem
Schwarzschen analoges Lemma an fir den Fall, daB £(2) statt einem inneren
Punkt zwei Randpunkte, z. B. 41 und — 1, festlifit. £(2) nimmt dann in
jedem zur reellen Achse symmetrischen Kreisbogenzweieck mit den Ecken
1 und — 1 nur Werte aus dieser Sichel an. G. Julia ?°% ') endlich betrachtet
den Fall, wo f(s) nur einen Randpunkt, z. B. -- 1, festliBt. Dann gilt
folgendes Lemma: w = f(2) sei in |7| <1 reguliir. Es sei daselbst |f(2)]| <1,

f(#)=1 und es existiere f'(1)= lim&:i;z_—@ fir |14 hk|<<1, dann
A0

1—ww 1 1—27

T—al= W] 1— 3

1'itération des fonctions rationnelles, J. de math. (8) 1 (1918), p. 47—245. b) Ex-

tension nouvelle d'un lemma de Schwarz, Acta math. 42 (1920), p. 349—3855.

ist

Zuzufiigen 292, 1) G. Julia, a) Mémoire sur

. 508 Z. 4 v. u. lies: gegeben, und nicht alle Null.

. 504 Z. 1 v. 0. lies: m<n statt n.

. 505 Mitte lies: ist durch Bohr °%) im negativen Sinn erledigt.’’?)

. 506 Mitte lies: 1899 statt 1895. Streiche: Nach Hurwitz. Lies: Sie findet

sich . . . Jacobt. 3*%) Streiche Note 308.

. 509 in der letzten Formel sind unter dem arcsin Zihler und Nenner zu ver-

tauschen.

. 526 Ende von 70. anzufiigen: G. Julia hat gezeigt, daB die hier fir den Re-

gularititsbereich einer analytischen Funktion angegebenen Eigenschaften
auch denjenigen Bereichen zukommen, in welchen Familien von analytischen
Funktionen mehrerer Variablen normal sein kdnnen. Hier erweisen sich
jene Eigenschaften sogar als hinreichend zur Charakterisierung solcher Be-
reiche.®6% 1) Zuzufigen 369, 1) G.Julia, Sur les familles de fonctions de
plusieurs variables, Paris C. R. 170 (1920), p. 791—793, 876—877, 1040—1042,
1234 —1236, 1363—1365.

. 527 Z. 12 lies: zweidimensionale Ebene.
. 530 Z. 10 v. u. einzuschalten: ,Ihre Resultante sei von Null verschieden.*
. 531 Z. 11 v. o. hinter Entwicklung einzufiigen: ,,Deren Resultante sei von Null

verschieden® Z.1 v. u. hinter Bereiche einschalten: ,,durch am Rande noch
regulire Funktionen®.

. 532 Note 383 hinter der Arbeit von 7. Levi-Civita einschalten: C. Segre, Le

rappresentazioni reali delle forme complesse egli enti iperalgebraici, Math.
Ann. 40 (1892), p. 413—467. K. Study, Sugli enti analitici, Pal. Rend. 21
(1906), p. 345—3859. Die drei letztgenannten Arbeiten enthalten Sitze tiber
analytische Mannigfaltigkeiten, die bei Study zu voller Allgemeinheit aus-
gereift erscheinen. Dieser Arbeit, welche in Verallgemeinerungen der Schwarz-
schen Spiegelungssiitze gipfelt, wohnt eine besondere grundlegende Bedeu-
tung inmne.
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Einleitung: Historisches. 3

Monographien,

(Jean Robert Argand) Essai sur une maniére de représenter les quantités imagi-
naires dans les constructions géométriques. 1° éd. (sans nom d’auteur) Paris
1806. 2° éd. (par J. Hoiiel), Paris 1874

Bernhard Bolzano, Der binomische Lehrsatz und als Folgerung aus ihm der
polynomische und die Reihen, die zur Berechnung der Logarithmen und Ex-
ponentialgroBen dienen, genauer als bisher erwiesen, Prag 1816.

—1
N. H. Abel, Untersuchungen iiber die Reihe 1 4 %m 1"%%«) e S

herausgeg. von A. Wangerin (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften,
Nr. 71, Leipzig 1895) (= J. f. Math. 1 (1826), p. 31 == Oeuvres éd. Sylow-Lie
1, p. 219).

Einleitung: Historisches. Nachdem man gegen Ende des
17. Jahrhunderts mit Hilfe der Differential- und Integralrechnung die
allgemeinen Grundlagen fiir eine Theorie der elementaren transzen-
denten Funktionen gewonmnen hatte, machte sich schon sehr bald das
Bestreben geltend, diese Theorie im Anschlusse an die Arbeiten der
dlteren Analysten ohne Benutzung des Infinitesimalealciils durch wesent-
lich algebraische Methoden zu begriinden. Fulers introductio in ana-
lysin infinitorum (1748) ist der erste systematische Versuch zur Er-
richtung eines derartigen Lehrgebiudes, das sofort durch den von
Buler entdeckten Zusammenhang zwischen ¢ und cos §, sin £ somit
schlieflich durch die prinzipielle Einfihrung des gleichfalls der Al-
gebra entlehnten Imagindrern in die Analysis gegeniiber den syste-
matischen Darstellungen der ausschlieBlich mit reellen Veréinder-
lichen arbeitenden Infinitesimalrechnung seinen besonderen Charakter
erhielt und spiterhin im Gegensatze zur letzteren als algebraische
Analysis bezeichnet wurde. Gelang es auch Fulers rechnerischem
Genie, zahlreiche in der angedeuteten Richtung erwachsende Pro-
bleme mit glicklichstem Erfolge zu behandeln, so blieb doch die
strengere Begriindung seiner zumeist durch rein formale Ubertragung
algebraischer Methoden auf sogenannte unendliche Algorithmen ge-
wonnenen Resultate einer spiteren Periode vorbehalten. Die ent-
scheidende Wendung beginnt erst mit Cauchys Analyse algébrique
(1821), einem auch fiir die Gegenwart in vieler Hinsicht noch muster-
giltigen Werke, in welchem neben dem Bestreben nach strenger Be-
handlung des Grenz- und Stetigkeitsbegriffes die konsequente Aus-
dehnung des Funktionsbegriffes auf komplexe Verinderliche charakte-
ristisch hervortritt. Weitere erhebliche Fortschritte bringen Abels
Abhandlung iber die Binomialrethe (1826) und Cauchys Résumeés

analytiques (1833). Sucht auch — unter dem Einflusse der sogenannten
1%
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kombinatorischen Schule (Hindenburg, Eschenbach, Rothe) zumal in der
deutschen Lehrbuchliteratur (Ohm, Dirksen, Sternm) — noch bis iber
die Mitte des 19. Jahrhunderts hinaus neben der durch Cauchy und
Abel inaugurierten kritisch-exakten Behandlungsweise (Schlomilch) und
teilweise im bewuBten Gegensatze dazu eine Weiterbildung des Fuler-
schen Formalismus sich geltend zu machen, so gewinnt jene erstere
doch schlielich die Oberhand und wird namentlich durch den EinfluB
von Weierstraff' Vorlesungen zur Vollendung gebracht (Lipschitz, Stolz).
Freilich erreicht die algebraische Analysis damit gewissermaBen auch
ihr Ende: sie geht in der von Weierstraf3 geschaffenen elementaren
Theorie der analytischen Iunktionen auf. Will man heute iiberhaupt
noch von der Sonderexistenz einer algebraischen Analysis reden, so wird
man sie allenfalls als eine Vorstufe zur Weierstraf3schen Funktionenlehre
auffassen konnen und ihr etwa die (besser als Gegenstand der ,all-
gemeinen Arithmetik® zu bezeichnende) Lehre von den unendlichen
Algorithmen (mit konstanten Termen) und von den allgemeinen Eigen-
schaften der Potenzreihen, sowie eine Anzahl spezieller Methoden zur
Darstellung der Elementarfunktionen durch unendliche Reihen, Produkte
und Kettenbriiche zuteilen. Nachdem nun die Lehre von den umend-
lichen Algorithmen mit konstanten Termen angemessener Weise bereits
in dem der Arithmetik und Algcbra gewidmeten Bande der Enzyklopéddie
(unter I A 3 und I G 3: Pringsheim) ihre Erledigung gefunden hat und
bei dieser Gelegenheit auch schon diejenigen Arbeiten beriicksichtigt
worden sind, welche sich mit den Kettenbruchentwicklungen gewisser
Elementarfunktionen beschiftigen (s. IA3, Nr. bb), so hat sich das
folgende Referat auf die noch ibrig bleibenden der genannten Gegen-
stinde zu beschrinken.

Dabei soll hier, im wesentlichen dem Vorgange Cauchys folgend
und im Gegensatze zu einigen neueren Lehrbiichern (Cesdro, Godefroy,
Burkhards) durchweg der Begriff der komplexen Verinderlichen in den
Vordergrund gestellt werden. Hiernach bedeutet im Folgenden das
Zeichen z stets eine komplexe Verinderliche von der Form & 4 47;
bzw. #(cos® 4 isind), wo man unter £, %, & reelle Verinderliche,
unter 7 eine positive reelle Verdnderliche zu verstehen hat.

1. Potenszreihen: Der Konvergenzkreis. Der Konvergenzbereich
einer ,gewdhnlichen Potenzreihe

o0

(1) B(2) = > a,z”

ist unter Zugrundelegung der iiblichen Reprisentation einer komplexen
ZoW & - in durch den Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten
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(¢, 1) allemal ein — eventuell auch unendlich grofier oder in den Null
punkt sich susammenszichender — Kreis um den Nullpunkt, ,der Kon-
vergenzkreis“, dessen Radius R eindeutig durch die Beziehung be-
stimmt wird?®):

) R = (Im[a,)*

@,

! , wenn dieser Limes existiert).
v+1]
PR(x) konvergiert alsdann fiir || <R, divergiert fir |z|> R (geo-
metrisch gesprochen: innerhalb, bzw. auBerhalb des Kreises (0, F);
iiber das Verhalten fiir |z| = R s. Nr. 2, In den beiden Grenzfillen
R = oo (dh Iimy|a,| =0, also geradezu lim¥[a,|= 0) und
R=0 (4 b Im}[a,] = o) heiBt die Reihe bestindig?) konver-
gent bzw. divergent. Konvergiert Sa,z” fiir einen gewissen Wert
=X oder weil man nur, daf fiir irgend ein X und alle »
la, X’| < G Dbleibt, so Fkonvergiert S|a,2”| zum mindesten fiir
z| < |X|.®) Man erschlieBt daraus, daB P(z) fir |z| <R stets
absolut und fir |z| <r, wo r <R, auch gleichmdfig*) konvergiert,
also fiir || <R eine (eindeutige und) stetige®) Funktion darstellt.

(bzw. = lim

1) Cauchy, Au., p. 286. Vgl im iibrigen 1A 3, p. 81 Fubn. 167, 168; IIB1,
p. 83 Fubn. 204), (NB. Die an letzterer Stelle gegebenen Hinweise auf Cauchy
sind nicht ganz korrekt, sie beziehen sich lediglich auf den entsprechenden Satz
fiir reelle Reihen.)

2) Bezeichnung von Weierstrag.

3) In der ersten Fassung fir positive X bei Abel (J. f Math 1 (1826),
Pp. 314 = Oeuvres 1, p. 223); anderer Beweis bei P. F. Arndt (Arch. f. Math. 25
(1855), p. 211), welcher den _Abelschen Beweis irriger Weise fiir falsch halt
(Arch. f. Math. 20 (1853), p. 464). In der zweiten Fassung (mit Benutzung der
auch von Arndt angewendeten SchluBweise) wohl von Wederstrag: cf. S. Pincherle,
Giorn. di mat. 18 (1880), p. 328. Der Konvergenzradius R erscheint dabel als
obere Grenze der Zahlen |X|, fiir welche |a,X"”| endlich bleibt; cf. Pincherle
a. a. 0. p. 331 '

4) Pincherle . a. 0.%) p. 833, Vgl im ibrigen I1 A1, Nr.17; IIB1, Nr. 6.

5) Eine Funktion f(x) der komplexen Verinderlichen #=§{-4 n¢ heibt
fir o=a,=§ -+ n,¢ (oder auch an der Stelle x,) stetig, wenn f(x) fir x=2a,
und eine gewisse Umgebung von x =gz, eindeutig definiert ist und:

[F @) — )l <s fir |x—ux,| <&
(nach Weierstrag, s. Pincherle a. a. 0.%) p. 246). Ist
f@)y=9En+i vE, ),

go zieht die Stetigkeit von f(x) an der Stelle x, diejenige der reellen Funktionen
@&, m), v, 1) an der Stelle (§,7,) nach sich wnd wmgekehrt. Das Analoge
gilt, wenn man setst:

Z=r(cosd -} igind) uwnd: @@= >0, )47 Fl,d),
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Werden z, und % beliebig, jedoch so angenommen, daB |z, 4-|h| < R
ist, so findet man mit Hilfe des Cauchyschen Doppelreihensatzes
(s. IG3, Nr. 4) die ,,ZTaylorsche Entwicklung“: ©)

3) Blap+5) = Blao) + B@0) &+ + BO(ay) Xt

Die als n'*® Derivierte (n =1,2,...) von P(x) bezeichneten Potenz-
reihen

)

(4) BO@) = D¥v(v—1)--- (v —n+1) a2

besitzen denselben Konvergenzkreis wie P(z) selbst 7). Die Reihe (3)
bzw. die durch Substitution von #z, 4+ h = 2 daraus hervorgehende
paus B(x) abgeleitete Reihe P (x|x,)*?), nimlich:
(6) Blwlze) = Pla) + B (20) T2+ -+ + POa) T x—x" e
konvergiert auf Grund der Herleltung zum mindesten fiir

I = & —a| < B — [},
kann aber auch einen groferen, also iiber den Kreis (0, R) hinaus-

ragender. Konvergenzkreis besitzen und liefert dann die analytiscle
Fortsetzung®) von P(x). Im entgegengesetzten Falle heiBit die Stelle

|2

O z, gelegene Peripheriepunkt von (0, R), eine singuldre©). Der (wahre)

a=2R- _“’9.1-, d. h. geometrisch, der in der Verlingerung des Strahles

(wobei zur Erhaltang der Umkehrbarkeit fir den Fall x, =0 noch der Zusatz er-
forderlich ist, daf ®(0,9), ¥ (0,9) eindeutige, von & unabhiingige Werte besitzen
miissen). Es kann also auch die Stetigkeit der reellen Funktion ¢ (&, 1), ¥(£, 1) bzw.
®(r, &), ¥(r, ) als Definition der Stetigkeit von f(x) dienen (vgl. das Analogon
in IG 3, Nr. 1); so z. B. durchweg bei Cauchy, bei dem freilich andererseits die
Stetigkeit eines ¢(£, ) nicht ausreichend definiert erscheint (An., p. 37; vgl
hierzu ITA 1, p.48). Ist f(x) fiir =, stetig, so hat man:
Lm /@) =f(z,),
=2,
eine Beziehung, welche wieder auch umgekehrt, mit dem Zusatze, dab f(x,)
endlich, als Definition der Stetigkeit dienen kann (vgl. IT A 1, p.9, GL (21), (22)).
6) Vgl. ITA 2 Nr.14.
7) Dies folgt unmittelbar aus der Herleitung von GIl. (8) oder auch un-
abhiingig davon aus GL (2), vermbdge der Beziehung;

Em Vo —1) - 0 —nt1)a,|=TmV|a,l.

8) Bezeichnung von Weierstraf: Pincherle, a. a. O. p. 347.

9) Grundlage des Begriffs der analytischen Funktion nach Weierstra und
Méray, als Weiterbildung von Lagranges ,Fonctions analytiquest; vgl. IIB1,
p. 40, FuBn. 77.

10) Eine solche singuliire Stelle ¢ ist also dadurch charakterisiert, daf die
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Konvergenzkreis (0, R) ist dann dadurch charakterisiert, daf auf ihm
mindestens eine singuliire Stelle liegen muf*!). Ks konnen aber auch
sdmiliche Stellen von (0, R) singulire sein'®), ja dieser Fall ist in
Wahrheit sogar als der allgemeinere zu betrachten '®). Die Konvergenz-
eigenschaften von Reihen der Form

x

©®  Be—a) = a—a), B () = ae

ergeben sich aus den vorstehenden durch Substitution von z — x,
bzw. 2! anstelle von x; sodann durch Kombination auch die-
jenigen von

+00 -+ o
O P(x) =2 a,z’ bzw. P(z — z,) = ZZ%(W — &)’

Als Konvergenzbezirk erscheint in letzterem Falle ein Kreisring (dessen

dupPerer Grenzkreis eventuell umendlich groB werden, dessen innerer

sich in den Nullpunkt bzw. den Punkt z = x, susammenzichen kann)'4).
Als typisch fiir die Potenzreihen mit p Variabeln

®

P(w, 2y . . . ) =21""”p Uy gy @ T
0

kann der Fall p= 2, also

o0

(8) B, ) = D7 a,, 29"

0

betrachtet werden; es gilt hier zuniichst der Satz: Hat man fiir
irgend ein von Null verschiedenes Wertepaar X, Y und alle u, »:
la,, X" Y| < &, so konvergiert P(z,y) absolut fiir alle z, y, welche

untere Grenze fir die Konvergensradien der aus P (x) ableitbaren Reihen in der
Nahe von a den Wert Nwll hat: Weiersiraf, s. Pincherle, a. a. 0.5 p. 353,

11) Dem wesentlichen Inhalte nach schon von Cauchy herrihrend als
Folgerung des nach ihm benannten Integralsatzes (vgl. IIB 1, Nr.7); in der vor-
liegenden Fassung von Weierstraf formuliert und elementar bewiesen: s. Pincherle,
a. a. 0.%) p. 850; Stolz 2, p. 183; Stolz-Gmeiner, F. 1, p. 212.

12) s. IIB1, p. 83, 84.

18) Zuerst ausgesprochen und bewiesen von A. Pringshesm, Math., Ann. 44
(1894) p. 50. Andere Beweise bei Emie Borel (Par. C. R. 123 [1896], p. 1051;
Acta math. 21 [1897], p. 243) und Eugéne Fabry (Par. C. R. 124 [1897], p. 142;
Acta math. 22 [1899], p. 65). Vgl im ibrigen Jacques Hadamard, la série de
Taylor et son prolongement analytique, Paris 1901, p. 83, sowie auch IIB1,
p. 84.

14) Uber Umformung von P(x) in eine Plx, x,) 8. z. B. Stolz 2, p. 187.
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der Bedingung geniigen |z| < |X|, |y| < |XY|*®) und gleichmipig fir
z| < r, ly| <7, sofern r <|X|, ¥ <|Y|.*%) Ist ¢ die kleinere der
beiden Zahlen |X|, |Y|, so konvergiert also B(x,y) absolit, wenn
||
£l

wesentlichen dasselbe aussagt, setzt man:

9) B— (1o, )7 ")

-t =00

} < 0. Bedeutet B die obere Grenze der Zahlen g, oder, was im

so wird auf Grund der Analogie mit GL (8) von manchen Autoren E
als der ,wahre Konvergemzradius® von P(z, y) bezeichnet ). Zu
einem allgemeineren Resultate filhrt die folgende Auffassung. Sind
R, B’ zwei positive Zahlen von der Art, daB |a,,|B*R* <G fir
alle u, v, daB dagegen eine solche endliche Schranke G nichi mehr
vorhanden ist, wenn nur eine der Zahlen R, R’ beliebig wenig ver-
groBert wird, so konvergiert P(z, y), wenn gleicheeitig |z} <R, |yl < R',
diwvergiert, wenn gleichzeitig |z| >R, |y|> R. R, R' heifen dann

15) Pincherle nach Weserstrap . a. 0.%) p. 329.

16) O. Biermann, Theorie der analyt. Funkt., p. 187 (in der freilich nicht
korrekten Fassung, daf P (x, y) fiir || <| X|, |y| <<| Y| gleichm#Big konvergiere). —
Man findet auch in Lehrbiichern, selbst in solchen, welche der neuesten Zeit ange-
horen, den folgenden (nach Analogie eines fiir Potenzreihen einer Variabeln richtigern
Satzes gebildeten) falschen Satz: ,,Konvergiert die Reihe P (x, y) fiir ein gewisses
Wertepaar =X, y= Y, so kownvergiert sie auch fir |z|<|X]|, |y|<|Y|.*
Aus der blofien (d. h. eventuell nur bei bestimmter Anordnung vorhandenen)
Konvergenz der Doppelrethe PR(X, Y) folgt nimlich keineswegs, daB die
la,, X*Y”| unter einer endlichen Grenze bleiben (vgl. IA 3, p. 98 und insbe-
sondere Pringsheim, Miinchen Ber. 27 (1897), p. 180). Der obige Satz ist vielmehr
nur dann richtig, wenn man ausdriicklich diese letztere Eigenschaft oder auch
die absolute Konvergenz von P(X, Y) voraussetzt (was im Falle einer Verinder-
lichen keineswegs erforderlich ist).

Eine sehr eingehende Untersuchung auch der eventuell nur bedingten
Konvergenz der Potenzreihen von zwei Verinderlichen sowohl bei der Anordnung
als Doppelreihen als bei derjenigen nach Zeilen, Kolonnen oder Diagonalen
gab neuerdings Friedrich Hartogs in zwei Abhandlungen: 1) Beitriige sur elemen-
taren Theorie der Potenzreihen usw., Miinchener Diss., Lpzg. 1904; 2) Math.
Ann. 62 (1905), p. 1—88.

17) Ist c,, eine Doppelfolge positiver Zahlen, so bedeutet lm c,, den
Htr=o0

oberen Limes der (,mach Diagonalen® geordneten) einfachen Folge:

€007 €11 C1o0+ + - Cour C4pm1s* - 2 Cu 09 -

{bei welcher alle Terme nach Gruppen mit konstantem g -+ geordnet sind),
und darf nicht verwechselt werden mit dem oberen Limes der Doppelfolge, in
Zeichen: Iime,, (vgl. Pringsheim, Math. Aun. 63 (1900), p. 296).

Uy V=00

18) Biermann, Analyt. Funkt., p. 138; Math. Ann. 48 (1897), p. 894.



2. Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise. 9

ein Paar associierter Konvergenzradien. Da im allgemeinen die Be-
dingung |a,,|R*R” < G bei Verkleinernng von R eine Vergriferung
von R zulassen wird — und umgekehrt —, so gibt es alsdann
unendlich viele Paare assoziierter Konvergenzradien'®) (unter denen
das Paar R'=R den oben erwihnten ,wahren“ Konvergenzradius
liefert). Als Verallgemeinerung der Beziehung (9) erscheint alsdann
die folgende¥):

k3 oty .
(10) im B} |a,, (%)”E T “V[a, [ BB = 1.

Htry=o H+r=w

2. Verhalten von Potenzreihen auf dem XKonvergenzkreise.
Auf dem Konvergenzkreise kann P(z) — S'a,a* noch durchwey,
teslweise oder auch nirgends konvergieren. Im ersten der genannten
Fille konvergieren zwar die bekannteren Reihen zugleich absolet,
doch gibt es auch allgemeine Typen von Reihen, welche auf dem
Konvergenzkreise ausnahmslos, dennoch nur bedingt konvergieren ).
Bei teilweiser Konvergenz kann dieselbe allemal nur eine bedingte
sein??). Konvergiert (z) fiir eine gewisse Stelle X des Konvergenz-
kreises, so hat man?®):

() lim $(eX) — $X)

19) DaB die Funktion R’ = @ (R), welche zu einem Konvergenzradius den
assoziiexten angibt, (im allgemeinen) stetig ist, bewiesen: A. Meyer, Stockh.
Vet. Ak. Forh, Ofv. 40 (1883), Nr. 9, p. 15; Phragmén, ebenda Nr. 10, p. 17;
F. Hartogs Diss.'®) p. 8. Eine weitere von E. Fabry (Paris C. R. 184 (1902)
p. 1190—1192) als fiir die Funktion ¢ notwendig erkannte Bedingung wurde
spiter von G. Faber (Math. Ann. 61 (1905), p. 300), sowie von F. Hartogs (Math.
Ann. 62 (1905), p. 81) wiedergefunden und als fiir ¢ charakieristisch nach-
gowiesen. Vgl das Referat von F. Hartogs, D. M.-V. 16, 1907, p. 231.

20) E. Lemaire, Darb. Bullet. (2), 20 (1896), p. 286.

21) Pringsheim, Math. Ann. 25 (1885), p. 419; Miinchen Ber. 80 (1900), p. 68.
Einfachstes Beispicl:

a, =711,

wo [Y»] die groBte in |}/ »| enthaltene ganze Zahl bedeutet).
22) Ist Za, divergent, dagegen Zja, —a, +11 konvergent, so konvergiert

Za,x” bedingt fir alle |x|==1 auBer x=1, wie sich unmittelbar mit Hilfe
der sog. Abelschen Transformation ergibt: s. IG 8 Nr. 4. Ebenda siehe auch
einen besonderen, von Weierstraf hervorgehobenen Fall dieses Satzes.

23) Fiir reclle X ausdriicklich formuliert und bewiesen von Abel, J. f.
Math. 1 (1826), p. 314 =— Oeuvres 1, p. 223. Anderer Beweis von Dirichlet, J. de
math. (2), 7 (1852), p. 263. Vgl. die Bemerkungen von Pringsheim, Minchen
Ber. 27 (1897), p. 344,
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und etwas allgemeiner:

(12) Jim P(2) = PB(X),

falls 2’ aus dem Innern des Konvergenzkreises auf irgend einem
Strahle®) (auf irgend einer den Konvergenzkreis micht tangierenden
Kurve#)) der Stelle X zustrebt. Die Konvergenz von P(z) bleibt
namlich eine gleichmdfBige im Innern und auf der Begrenzung jedes
innerhalb (0, R) liegenden Dreiecks mit der Spitze X %) Eine
direkte Verallgemeinerung des Abelschen Satzes (11) bzw. (12) liefert
der Satz von IFrobenius?®"), welcher besagt, daB:

. . 1 .
13 1 X)=1lim— DS,
(13) 9:{{05—13(9 ) Ji’inz )

bzw.%®): lim P (z) —1lim L VS,
’=X n=w M 0

(wo:s,=ay,+ o, X+ a, X2+ - -+ 4 a,X),

falls der rechts stehende Grenzwert existiert. Auf Grund von (11)
ist die Bedingung
(14) lim PeX)=A4 (d. h. endlich)

e=1-0

eine notwendige fir die Konvergenz von P(X), iibrigens keine hin-
reichende. Dies ist nicht einmal der Fall, wenn die weitere Bedingung

hinzukommt *):
(15) lima, =0,
wohl aber wenn®):
. 1 S
= f X =0,

24) Stolz, Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 370; desgl. 29 (1884), p. 127;
Allg. Arithm. 2, p. 167; Stolz- Gmeiner F. 2, p. 287.

25) K. Picard, Traité d’ Analyse 2, p. 73 (2. Aufl., p. 77). Diese Fassung ist
tibrigens nur dann korrekt, wenn man unter ,Kurve* schlechthin eine solche
Linie versteht, die in X eine ZTangente hat. Andernfalls miifte man sagen:
auf einer Kurve, welche in der Niithe von X ganz imnerhalb eines im Innern des
Kreéises (0, R) liegenden Winkels mit dem Scheitel X verliuft.

26) In dieser Fassung bei Pringsheim a. a. O. p. 347,

27) J. f. Math. 89 (1880), p. 262. Weitere Verallgemeinerungen bei Hilder,
Math. Ann. 20 (1882), p. 535. Vgl. auch I A3, p. 108, Fulin. 287,

28) Beziiglich dieses verallgemeinerten (d. h. ebenso wie bei Gl (12) zu
verstehenden Grenzilberganges) s. Pringsheim, Minchen Ber, 31 (1901), p. 517.

29) Pringsheim, a. a. O.2%) p. 505,
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und zwar besteht die letztere Bedingung mit Sicherheit fiir alle X,
wenn

am lim na, = 0.

A ndererseits ist fiir die Konvergenz von (X) an irgend einer einzelnen
Stelle X auBer der Bedingung (14) das Verhalten der , Randfunktion*

(18) F(X) = lim $(eX)

lings des gesamien Kreises |X|= R maBgebend?). Fiir genauere
Untersuchungen in der fraglichen Richtung erweisen sich die rein
elementaren Hilfsmittel als unzureichend. Als zweckmifige Grund-
lage dient alsdann die Darstellung der @, in der Cauchyschen bzw.
Fourierschen Integralform3?).

Ist Za, X" eigentlich divergent, so hat man allemal 3):
19) lim PBoX) = oo.

g=1—0
3. Weitere Fundamentaleigenschaften von Potenzreihen. Kon-
+ 00

vergiert P(z) Ezza?x” gleichmifig fiir alle 2 mit dem absoluten
Betrage |z|=1r und ist | P(z)| < M, so besteht fiir jedes » die

le|=r

30) A. Tauber, Monatsh. f. Math. 8 (1897), p. 278. — Pringsheim, Miinchen
Ber. 30 (1900), p. 51. — Andere Bedingungsformen bei Konrad Knopp, Palermo
Rend. 25 (1908), p. 237.
31) Selbst wenn llimX‘B (&) fiir alle X endlich und bestimmt ausfillt, braucht
z =

P (x) fir kein einziges X zu konvergieren. Beispiel:

1 _1“
(ag — 1)2 et —1
(Pringshesm, Minchen Ber. 30 (1900), p. 39; vgl. auch Math. Ann. 44 (1894),
p. 54).

82) Literatur: L. W. Thomé, J. f. Math. 87 (1879), p. 833; desgl. 95 (1888),
p- 97; deagl. 100 (1887), p. 167; G. Darboux, J. de math. (3), 4 (1878), p. 13;
J. Hadamard, J. de math. (4) 8 (1892), p. 169; A. Tauber, Monatshefte f. Math. 2
(1891), p. 79; desgl. 6 (1895), p.118; Pringsheim, Miinchen Ber. 25 (1895), p. 337;
desgl. 30 (1900), p. 54, 79; K. Knopp, Dissert. Berlin 1907; Versuch einer zu-
sammenfassenden Darstellung: K. Jahraus, Progr. des Gymn. Ludwigshafen
a. Rh. 1901/2. — Vgl. auch ITA 11,

33) Ein besonderer Fall schon bei Abel, Oeuvres 2, p. 203; allgemeiner bei
Stolz, 2, p.189; genaver Pringsheim, Miinchen Ber. 80 (1900), p. 41. Bei Stolz
a. a. O. sind auch gewisse Fille wumeigentlicher Divergenz behandelt; Stolz-
Gmeiner, F. 2, p. 289.
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Beziehung:
(20) la,| <M -7

(sog. Cauchyscher Koeffizientensatz®)).
Entsprechend hat man im Falle | P(z,y) | < M:

T==r, y=¢’

(21) PHES ST
Ist fir unendlich viele = mit der Hiiufungstelle 0: Dt a,z” = 0,
0

so ist @, =0 fiir jedes ».%%) Der Satz gilt auch noch, wenn die

Stellen, fiir welche Zzavx" =0 ist, eine beliebige im Innern3") des
0
Konvergenzkreises gelegene Hiufungsstelle a besitzen®). Hieraus

34) Bei Cauchy als Folgerung aus seinem Integralsatze Exerc. d'anal. 2 (1841),
p. 58 (Wiederabdruck aus einer lithographierten Turiner Abhandlung von 1881).
Elementar bewiesen von Weierstraff: Werke 1, p. 67 (aus einer nicht publizierten
Abhandlung von 1841); s. a. Pincherle, a. a. O. p. 853. Mit Hilfe einer schon
von Cauchy herrihrenden (Exerc. d’an. 1 (1840), p. 278), die Integraldarstellung
der Koeffizienten durch elementare Mittelwerte ersetzenden Methode im wesent-
lichen bewiesen von FE. Rouché, Journ. de I'éc. polyt. cah. 39 (1862), p. 198);
ausfiihrlicher bei J. 4. Serret, Cours d’algébre 1 (5™° éd. 1885), p. 468. Exakte
Begriindung und zweckm#Bige Weiterbildung dieser Methode bei Pringsheim,
Math. Ann. 47 (1896), p. 121; Miinchen Ber. 26 (1896), p. 167.

35) WederstraB, a. a. 0.%%) p. 68; Pincherle, a. a. 0.5 p. 336.

86) Frither gewdhnlich so ausgesprochen, daB die Voraussetzung M'a " == 0
fiir alle |x|<¢ gefordert wurde, oft auch nach Eulers Vorgange (Introductio 1,
art. 214) unstreng bewiesen (durch Einsetzen von z — 0, Division mit x, Einsetzen
von & = 0 usw.). Strenger Beweis basiert auf der Stetigkeit der Potenzreihe,
vgl. Stolz, 1, p. 183; 2, p. 160; Stolz-Gmeiner, F. 1, p. 180. Anderer, noch an-
schaulicherer Beweis nach Weierstraf mit Hilfe des Koeffizientensatzes bei
Pincherle®), p. 344. — Der Satz 148t sich auf beliebig viele Vertinderliche aus~
dehnen; s. z. B. Stolz-G'meiner, F. 1, p. 226.

37) Das ist wesentlich; besitzen die Stellen &, fiir welche P(z)=0, eine
Hiaufungsstelle nur auf dem Konvergenzkreise, so braucht $(x) nicht identisch zu

verschwinden. (Beispiel: (%) = sin = W_ 1).

38) Unter der engeren Voraussetzung, daB Zava@”= 0 fir alle 2 zwischen
zwel positiven Zahlen, als zu beweisendes Theorem aufgestellt von Abel, J. f.
Math. 2 (1827), p. 286 = Oeuvres 1, p. 618. — Der Beweis des Satzes in der
allgemeineren Form beruht auf der Umformung von P(zx) in $(x|a) und dem
folgenden von Weierstraf formulierten Fundamentalsatze: Konvergieren P, (x— )
und P, (z—>) in I' und ist P, (x — a)=P,(x -—b) fiir unendlich viele 2 mit
einer ¢m Innern von T' gelegenen Hiufungsstelle, so besteht jene Gleichhest fiir
alle & von T {Pincherle, a. a. 0.5 p. 329; Stole-G'meiner, F. 1, p. 198),
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folgt die Identitit von ‘_o}}a, 2, Zb,x”, wenn Gleichheit besteht fiir

unendlich viele # mit einer im Inmern des gemeinsamen Konvergenz-
bezirkes gelegenen Hiufungsstelle®).

Auf dieser , Eindeutigkeit“ der Potenzreihenentwicklung beruht die
Berechtigung der von den #lteren Analysten meist ohne hinlingliche
Begriindung beniitzten iiberaus fruchtbaren Methode der unbestimmten
Koeffizienten®?).

Die Anwendung der fiir belichige konvergente Reihen gelten-
den Additions- und Multiplikationsregeln liefert das Resultat, daB
P, (z) 4 Py(x), P,(x) - Py(x) wieder in der Form P(z) darstellbar
sind#'). Dasselbe gilt dann von (P, (z))" und schlieflich von jeder ganzen

+ e + 00
39) Gilt auch fiir Z’ava”, Evbvm”. Beweis mit Hilfe des Satzes in

gy -
FuBn. 38 und des Koeffizientensatzes :ach WeierstraB; s. z.B. Stols, 2, p.167—173.

40) Im Principe 1637 von Descartes ausgesprochen (Geometria, ed. Schooten
(1659), p. 45), seit Ende des 17. Jahrhunderts zur Auffindung von Potenzreihen-
entwicklungen gegebener Funktionen sowie zur Integration von Differential-
gleichungen vielfach angewandt.

41) Cauchy, An., p. 1566—157. — Sind R, , R,, R die Konvergenzradien von
By, Bey B, wo P=P, + B,, so ist B mindestens gleich der Lklesmeren der
Zahlen R, R,, und zwar stets genau gleich der kleineren dieser beiden Zablen,
falls R, und R, verschiedern sind. Ist aber R, = R,, so kann R belichig wviel
groper sein.

. S Y/ 7\’ w 1\"\
e, e Y - S (@)
0 0 ]
also:
.R‘=1,R2=2,R=R1=1.
Dagegen:
c v - 1 1 v .’L’v lso: R R R
Ew—{— Ev(m— )x_ lEﬁ,a.so. , = R, =1, R=o00.
0 0

Anders liegt die Sache im Falle =B, - B,. Auch hier ist zwar stets
R mindestens gleich der Kleineren der Zahlen R,, R,, dagegen kann R auch
gleich der griferen der Zahlen R,, R,, sowie beliebig viel gréfer sein als R,
und R, , gleichgiltig, ob R, und R, einander gleich oder verschieden sind.

Beispiele:
1
$1=1___Ev $2=2—‘x’ also: R =1, B, =2, BR=2R, =1
1 1—=a
ggl-'l—zi %222__‘@’ also: R1=11 R2=2’ R=R2=2’

1
Py =, $2=1—f{_‘5’ also: B, =R, =R = 1.
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rationalen Funktion g(P,(x)). Die Anwendbarkeit der Additionsregel

+ o0

auch fir weendlich vidle P,(s)= Draa® (w=—1,2,3,..) ergibt

sich fiir By<|z] <R aus dem Cauchyschen Doppelreihensatze (s. I G 3,

L] -+ «© + 00
- . j
Nr. 5), falls nicht nur Zﬂ EV o¥a?, sondern auch 2“ Evray‘)x"l
1 —00 1 —c0

konvergiert. Eine weitere Bedingung gibt der Weierstrafsche Doppel-

o0

+ o0
reihensatz*?), welcher nur die gleichmdifige Konvergenz von Eﬂ Ev ald
1 —o0

auf jedem Kreise |z | = 7, wo Ry <r < R, verlangt*®). Als Folgerung
ergibt sich die Darstellbarkeit von P, (B, (@) in der Form P(x), falls
| B, (0)| kleiner ist als der Konvergenzradius von B,(y)*) (u. a. alle-
mal dann, wenn P, (0) = O oder P, (y) bestiindig konvergiert), endlich

auch diejenige von _iﬁl Eﬁg , sofern |P,(0)| > 0. Da hiernach im Falle
2

| by| > O eine Entwicklung von der Form

L
vavx

B@ __ "0 "
(22) mj:—f'——= 261,.’5

Zv b, 0

0
fiir hinlénglich kleine z sfefs und nach dem zuvor Gesagten nur auf
eine Weise moglich ist, so gewinnt man durch Multiplikation mit
2>b,x, und Koeffizientenvergleichung zur Berechnung der unbekannten

142 1—x
‘Bl=i~—_~x, 2132—1+xe’”, also: B, =R, =1, R=00
2 — 1 —z
B, = ‘152——2_ ¢, also: B, =1, R, =2, B=00)

Vgl. auch A. Pringsheim, Americ. Math. Soc. Transact. 2 (1901), p. 405. —

Analoge Betrachtiingen gelten fiir Potenzreiben von der Form P, (), P, (x),

42) Schon in der FuBn. 84 zifierten Abhandlung von 1841 (und zwar fiir
beliebig viele Veranderliche), p. 70. AuBerdem Berlin Ber. 1880, p. 728 — Werke 2,
p- 205. Vgl auch Stolz, Math. Ann, 24 (1884), p. 169; Pringsheim, Math. Ann. 47
(1896), p. 144. — Im tbrigen s. IIB 1Y, p. 21.

43) Auch die gleichmdiifige Konvergenz ist lediglich eine hinreichende, keine
notwendige Bedingung: C. Runge, Acta math. 6 (1885), p. 245; C. Arzelé, Rendic.
Accad. Bologna 1888,

44) Cauchy, Rés. analyt. (1833), p. 65, 161; Pincherle, a. a. 0.%) p. 339 (eben-
dagelbst auch fiir beliebig viele Veriinderliche). S. z. B. auch Stolz 1, p. 284,
294; 2, p. 160.
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Koeffizienten ¢, die Rekursionsformel:
(23) bee, + b6,y + -+ bg=a, (¥=012..).
Der Konvergenzkreis der Reihe J'¢,2” reicht bis zu der dem Null-

punkte niichst gelegenen singuliren Stelle von ?é‘ Efg (s. Nr. 1); ins-
2

besondere bis zu der dem Nullpunkte nichst gelegenen Nullstelle o

von 9P, (x), wenn die Konvergenzradien von B, (x), B,(x) groBer als

|| und |P;(a)| > 0%). Dabei hat man lim &

y=oc0 “y41

= «, falls nur eine

einzige Nullstelle mit dem absoluten Betrage |e«| vorhanden ist*6).

Fiir den Fall $,(z) = 2 b,x’==g(z), P, (x) = g'(x) resultiert hieraus
]

eine schon von Daniel Bernoulli angegebene Methode zur Berechnung
der numerisch kleinsten Wurzel der Gleichung g(z) = 0.¥)
Zu den mit algebraisch-elementaren Hilfsmitteln zu erweisenden

o

wichtigen Eigenschaften der Potenzreihe y — an a gehort noch

0
deren Umbkehrbarkeit*®). Danach hat man*’), wenn |a,|> 0 und nur

in diesem Falle: z = Zb,, (y —a,) fiir eine gewisse Umgebung der

1
Stelle y = a,; die b, kbnnen aus den @, nach der Methode der un-
bestimmten Koeffizienten rekursorisch berechnet werden®). Der Satz

ist ein spezieller Fall des folgenden®): ,Konvergiert Z;Z:amm“y”
o 9

45) Fiir den Fall, daB P, (x), B, () sich auf Polynome reduzieren, schon
bei Cauchy, An., p. 397. Fiir den allgemeinen Fall ebenfalls zuerst bei Cauchy,
s. FuBn. 11.

46) Julius Konig, Math. Ann. 28 (1884), p. 448. Weiteres s. Jacques Hada-
mard, La série de Taylor et son prolongement analytique, p. 19, 39. Vgl im
iibrigen IIB 1, Nr. 35, 86.

47) S. IB 8a, Nr. 13.

48) Das Problem der Umkehrung einer Potenzreihe zuerst bei Newton, De
analysi per aequationes numero terminorum infinitas (1669, publ. 1704), cap. VII
= Opuscula 1 (1744), p. 20.

49) Strenger Beweis mit Beniitzung eines Cauchyschen Konvergenzprinzips
(Exerc. d’anal. 1 (1840), p. 855, § III) wohl nach Weiersira bei Thomae, EL
Theorie der analyt. Funkt. (1880), p. 107 = 2. Aufi. (1898), p. 137. 8. auch
Fubn. 51.

50) Methode zur expliziten Darstellung der b, bei C. G.Jacobs, Journ. f. Math.
6 (1830), p. 267 = Werke 6, p. 38.

51) Konvergenzbeweis bei Stolz, Math. Ann. 8 (1875), p. 418; Allg. Arithm,
1, p. 296; Stolz-Gmeiner, F. 1, p. 229; Thomae, a. 3. O. p. 109 bzw. 139.
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absolut fiir eine gewisse Umgebung der Stelle 2 =0, y = 0, so hat

die Gleichung
Ol

in der Umgebung von x = 0 stets eine und nur eine Auflésung von

der Form:
?/=2b1x2)
(1]

falls ag =0, |ay | > 0. Ein analoger Satz gilt fir Potenzreihen
mit beliebig vielen Verdnderlichen®) und kann schlieflich als spe-
zieller Fall eines noch allgemeineren, fiir die Theorie der analytischen
Funktionen mehrerer Variablen grundlegenden Satzes von Weierstra/352*)
(des sog. , Weierstraf3schen Vorbereitungssatzes) angesehen werden.

4. Rationale Funktionen und rekurrente Reihen. Reduzieren
sich die in GL (22) mit P,(z), P;(z) bezeichneten Potenzreihen auf
Polynome m*® bzw. n'*® Grades ohne gemeinsamen Teiler:

Dla,ar—f(@), Dba=g(@) (wo |b|>0),

o 0
so daB also fiir die (irreduzible) rationale Funktion %—; eine Ent-
wicklung von der Form besteht:

©

24 f(_x) —_ v v

(24) o= 2o

so geniigen nach Gl (28) die ¢, fiir » > p (wo p die groBere der
beiden Zahlen m + 1 und #, eventuell p = m -}~ 1 = n) der folgenden
(n + 1)-gliedrigen, linearen homogenen Relation mit unverdnderlichen
Koeffizienten:

(25) boc, + bye,_ +---+ b,e,_, = 05%)

52) Beweis — wiederum mit Beniitzung eines von Cauchy und Weierstrap
herrithrenden Grundgedankens — bei Stolz, Grundz. d. Diff.- u. Integr.-Rechnung
1 (1893), p. 162.

52%) Weierstraf8, Abh. aus der Funktionenlehre (1886), p. 107 = Werke 2,
p. 135 (vgl. IB1, p. 105, Nr. 45). Ebendaselbst (p. 111 bzw. 139) gibt auch
W. eine Verallgemeinerung der Jucobischen Koeffizientendarstellung®).

53) Man findet G1.(25) vermoge der Substitution — % —B, (i=1,2,...,n)
hiufig auch in die Form gesetat: 0

k3
(25‘) Cv.:ZBlcV_l.
1
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Die Reihe ¢ 2* wird alsdann nach dem Vorgange von Abraham de
Moivre™) als eine rekurremte (nach Lagrange®) mit dem Zusatze
n*" Ordnung), der Zahlenkomplex (b, by, ..., b,) als deren Skala
(,scala relationis, ,échelle de relation®) bezeichnet. Umgekehrt kann
man zu jeder rekurrenten Reihe mit der Skala (&, b, ..., b,) die
serzeugende Funktion® (,fonction génératrice), d. h. eine zu ihr in der
Beziehung (24) stehende rationale Funktion mit dem Nenner:

(26) g(x) =0b, +bz+--- 4 b,2"

angeben®). Daraus folgt, daB jede rekurrente Reihe eo ipso einen von
Null verschiedenen Konvergenzbereich besitzt5®).

Das schon von Moivre und Fuler behandelte Hauptproblem, bei
gegebenen oder willkiirlich angenommenen Anfangswerten ¢y, ¢;,..., ¢,_,
einen independenten Ausdruck fiir jedes beliebige ¢, (v >n) herzu-
stellen, wurde von Lagrange®”) als identisch mit der Integration einer
(Bei dieser Schreibweise pflegt man dann (B, ..., B,) als die Skala der Reihe
zu bezeichnen.)

54) Lond. Phil. Trans. 82 (1722), p. 176. Die daselbst zunichst ohne Be-
weise mitgeteilten Resultate erscheinen zu einer verhiltnismifig vollstindigen
formalen Theorie der rekurrenten Reihe verarbeitet in den Miscell. analyt.
{London 1730), p. 27ff. Die in neueren Arbeiten °%), %) auftretende irrefithrende
Bemerkung, es habe schon Giovanni Domenico Cassing 1680 sich mit rekurrenten
Reihen beschiftigt, reduziert sich auf das unerhebliche Faktum, daf dieser
letztere gelegentlich einige ganz spezielle arithmetische Eigenschaften der gans-
zahligen, allerdings unter das Rekursionsgesetz (25) fallenden Zahlenfolge:
c,=c,_ ¢, _,(wo ¢ =c¢, eine beliebige natirliche Zahl) hervorgehoben hat
(Paris Hist. Acad. 1666—1686, publ. 1783, p. 201).

55) Das Problem der Summation einer rekurrenten Reihe bei Moivre, Miscell.,
p. 721f.; auch bei Euler, Introd. 1, art. 231—238. In moderner Darstellung z. B.
bei Stolz, 1, p. 292.

56) Dies kann auch leicht direkt nachgewiesen werden: vgl. van Vieck,
Am. M. 8. Trans. 1 {1900), p. 294, wo der etwas allgemeinere Fall

n
¢, = DB, ., lim BY =B,
1 =0
behandelt wird, Im Anschlusse daran einige Konvergenzkriterien fiir Potenz-
reihen, deren Koeffizienten gewissen linearen Relationen gentigen. Vgl. auch
D’ Ocagne®®), p. 189.
57) Miscell. Taur. 1 (1759) = Oeuvres 1, p. 28; elementarer und ausfithr-
licher Berlin Nouv. Mém. 1775 = Oeuvres 4, p. 151. Lagrange behandelt auch den
k3
etwas allgemeineren Fall : v b,e,_, =1y, (entsprechend der linearen Differenzen-
0
gleichung ,mit einem zweiten Teil*). Auch gibt er in der zweiten Abhandlung
eine ausfiihrliche Theorie der in anderer Weise schon von ILaplace (Paris Mém.
Encyklop. d. math, Wissensch, II 3. 2
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linearen Differenzengleichung w'* Ordnung®®) erkannt. Die Losung
hiingt daher (wie bereits auch Moivre und Euler auf anderem Wege
erkannt hatten®)) naturgemif®) von den Wurzeln der Gleichung
(équation génératrice)

= y". —1—— =
@7) Gu)=y-g9(;)=0

ab. Besitzt dieselbe # verschiedene Wurzeln «y, . . ., «,, so ergibt sich:

(28) ¢, = Qi Pay,
1

wo die P, von den Anfangswerten ¢,, ..., ¢,_; und von «; abhingige
Konstanten bedeuten. Ist dagegen «, eine x;-fache Wurzel von
G(y) =0, so tritt an die Stelle von P, ein bestimmtes Polynom P, (v}
(x,— 1)** Grades in 2.%)

Lagranges in gewissem Sinne vollstindige Losung des fraglichen
Problems leidet an dem prinzipiellen Ubelstande, daB sie die im all-
gemeinen nicht erreichbare Kenntnis der Wurzeln «, voraussetzt®!).
Dazu kommt noch, daB die Form jener P, (v) mit x, variiert®®) und
ihre Komplikation mit wachsender Multiplizititsziffer »; rapid zu-
nimmt. Aus diesen Griinden haben in neuerer Zeit Désiré André und
Maurice dOcagne jenes Problem wieder aufgemommen.

André®) legt seinen Untersuchungen eine allgemeinere Rekursions-
formel, als die unter (25) bzw. (25*) angegebene, zugrunde, nédmlich:

(29} ¢, = ﬁv +§Zl' Bs.v) Cyis

und unterscheidet acht verschiedene Typen von Reihen, je nachdem
er B als mit 2 und v oder nur mit einem dieser beiden Indizes oder
endlich gar wicht veriinderlich, sodann #, als mit » verinderlich oder

sav. étr. 6 [1774], p. 363 = Oeuvres 8, p. 5; ebendas. 7, 1773 [1776] = Oeuvres
8, p. 69) behandelten rekurrenten Doppelrethen (,,8éries récurro-récurrentes).

58) Vgl. IE, Nr. 15.

59) Moivre, Misc., p. 33; Euler, Introd., art. 215 (p. 177).

60) Auf diesen Fall der mehrfachen Wurzeln kommt Lagrange spiter noch
ausfiihrlicher zurtick Berlin Nouv. Mém. 1792—98 = Oeuvres 5, p. 625.

61) Selbstverstindlich konnte man ¢, als Losung eines linearen Gleichungs-
systems ohne weiteres in der Form von Quotienten zweier Determinanten an-
schreiben, Damit wire aber in Wahrheit nicht viel gewonnen.

62) Uber eine von TLagrange®), p. 640 ohne Beweis mitgeteilte, diesen
Mangel beseitigende Formel s. G.Jacobs, Dissert. Berol. 1825 = Werke 3, p. 3ff.
(speziell Art. 9).

63) Ann. éc. norm. (2) 7 (1878), p. 375.
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konstant annimmt®). Mit Hilfe kombinatorischer Betrachtungen ent-
wickelt er sodann fiir den allgemeinsten Fall einen aus den §,, B{"
zusammengesetzten Ausdruck fiir ¢, der fiir die einzelnen Spezialtypen
verschiedene, entsprechend vereinfachte Formen annimmt. I’ Ocagne )
beschrinkt sich im wesentlichen auf die gewihnlichen rekurrenten Reihen
und vereinfacht vor allem die nach Lagranges Vorgange ihm wiederum
als Grundlage dienende Integration einer linearen Differenzengleichung
durch den Nachweis, daB es in der Hauptsache gentigt, diese Aufgabe
fir die zur Skala (B,, ..., B,) gehorige ,Fundamentalreihe?, d. h. die-
jenige mit den Anfangswerten ¢y=---=¢, , =0, ¢, =1, zu ldsen.
Er gelangt auf diesem Wege sowohl zu dem .Amndréschen Ausdrucke
fiir ¢,, als auch zu einer wesentlich vereinfachten und verbesserten
Darstellung durch die Wurzeln von G(y) = O, sowie zu einem Kon-
vergenzkriterium und einer Summationsformel fir 3¢, Der nim-
lichen Darstellung der ¢, durch die Wurzeln von G'(y) =0 hat sich
auch A, Capelli®*) bedient, um die im wesentlichen schon von
Daniel Bernoulli und FEuler®®) stammenden Betrachtungen iiber die

. . [4)
eventuelle Existenz des Grenzwertes lim —*! und dessen Bedeutung

als numerisch grofte Wurzel der Gleichung g(x) =0 zu vercinfachen
und zu vervollstindigen.

Die rekurrenten Reihen stehen in enger Beziehung zu der
Entwicklung einer rationalen Funktion in Partialbriche®). Ist a
eine k-fache Nullstelle von g(x), etwa g(x) = (# — a)t-¢,(z), und
f@) =file—a) (wo |f(a)|=|f,(0)|>0), so ergibt sich mit Be-
niitzung von (24):

-4

i@ —_ fl (.’l,‘ —_ a) I 1 v ol W

@—af. g (x—a)

so daB8 also die Terme c,(x —a)~* (v=0,1,...,(k — 1)) die von der
Wurzel & = a herriihrenden Partialbriiche liefern®?).

64) Die Annahme n, =n, B{) = B, fir v >n (bei A. = Typus VI, p. 399)
liefert die in FuBn. 57 erwihnten allgemeineren Lagrangeschen und, wenn noch
B, = 0 fir »>n, die gewohnlichen rekurrenten Reihen.

65) J. éc. polyt. 64 (1894), p. 151. Auf p. 222 eine geometrische Kon-
struktion fiir die ¢, einer rekurrenten Reihe.

65%) Napoli Rend. (3), L p. 194, Auch A. Capells, Anal. algebr. 1902, p. 538.

65%) D. Bernoull, Comment. Acad. Petrop. 3 ad ann. 1728 [1732], p. 85;
Euler, Introd. art. 332 (p. 276). Vgl. 1B 3a, Nr. 18.

66) Vgl ITA 2, Nr. 26.
67) 8. z. B, Lipschitz, Algebr. Anal., p. 415; Stolz, 2, p. 164. — Der um-
2#
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5. Der allgemeine binomische Satz. Der binomische Satz fiir
einen ganzen positiven HExponenten u:
(31) (4o =D m
0
findet sich schon in Michael Stifels Arithmetica integra®), jedoch
nur in dem Sinne, daB daselbst ohne Beweis die sukzessive Berechnung
der m, mit Hilfe der Rekursionsformel:

(32) my,— (m—1), + (n — 1), _,

gelehrt wird. Uber diese additive Zusammensetzung der Binomial-
koeffizienten ist man linger als ein Jahrhundert kaum hinaus-
gekommen®). Den bekannten independenten Ausdruck:

(33) m _ m{m—1)...(m—v-41) 70)

v 1-2...v

hat erst Isaac Newton auf Grund einer gliicklichen Induktion auf-

gekehrte Weg, die rekurrente Reihe chx” aus der Partialbruchzerlegung von
% herzuleiten, bei Fuler, Introd., Art. 212; Cauchy, An., p. 396.

68) Niirnberg 1544, Fol. 44,

69) Vgl. Cantor, 2, p. 688; 3, p. 66. — Nach Huitton, Phil. and math. dic-
tionary (London 1815) 1, p. 230 soll Henry Briggs (in seiner mir nicht erreich-
baren Arithmetica logarithmica, Lond. 1624) bereits in Worten ein mit der
Formel (33) iibereinstimmendes Verfahren zur Berechnung der m, angegeben
haben. Ferner ist ein von Petrus de Fermat (Brief an Roberval vom 4. Dez. 1636
= Opera, Tolosae 1679, p. 146; Anmerkung zu Diophantus, De numeris mult-
angulis, Tol. 1670, p. 16) ohne Beweis mitgeteilter Satz iiber figurierte Zahlen
inhaltlich gleichwertig mit der Formel: (» 4 1) - (n -} 7), +1="n{n+7),, anders
geschrieben: (»+-1)-m, +1=(m—9).m, welche bei wiederholter Anwendung
gleichfalls auf den Newtonschen Ausdruck (33) fihrt.

70) Die Bezeichnung m, wohl zuerst bei Rothe (Theorie der kombinato-
rischen Integrale, Niirnberg 1820, p.44), dann bei Abel (J. f. Math. 1 [1826],
p. 318 = Oeuvres 1, p. 226). Ahnlich (m), bei Cawuchy (Rés. analyt., p. 5) und
(m)* schon bei Condorcet in der Encyclop. méthodique 1 (1784), p. 309. Euler

(Petrop. Acta, 5, 1781 [1784], p. 89) schreibt [%1:] , woraus wohl die heute zu-
meist ibliche, jedoch bei einem m in Bruchform unzweckmifige Bezeich-

nung <7nn) hervorgegangen ist. Andere Bezeichnungen sind: m% bei Hindenburg

(nach Kiigel, 1, p. 309); 'm% bei Thibaut (Gruundr. d. allg. Arithm., Gottingen
1809, p. 44), auch noch bei Stern (Algebr. Anal., p. 44); C;, der Kombinatorik
entlehnt, noch heute, namentlich bei franztsischen Autoren, in Gebrauch.
Fir den Koeffizienten von £” in der Entwickelung von (1 —§&~™, also fiir
mm 41y - (m+v—1)

1.2 i

schreibt Couchy [m], (Rés. analyt. p. 82).
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gefunden™) und damit tatsichlich auch erst die vollkommene analy-
tische Formulierung des (gewohnlichen) binomischen Satzes (31) (,der
Newtonschen Formel®) geliefert™). Zugleich aber gewinnt er durch
Aufstellung des filr jedes beliehige m wohldefinierten Ausdruckes (33)
die Moglichkeit, die binomische Entwicklung in der allgemeineren (fiir
positive ganze m mit (31) zusammenfallenden) Form:

o0

(34) A+ 8= Dm,&  (,Binomische Reihe®)

0

auf beliebige reelle m zu iibertragen, freilich ofine Beweis, lediglich mit
Hilfe einer sehr unvollkommenen, auf der rechnerischen Verifikation
weniger Spezialfille beruhenden Induktion. Der Satz, dessen univer-
selle Bedeutung fiir die Analysis bald allgemein erkannt wurde, blieb
trotz zahlreichster Anwendungen fast ein volles Jahrhundert ohne
ausreichenden Beweis. Die zuniichst vorliegenden Versuche, den Satz
wit Hilfe der Differentialrechnung zu beweisen, sind teils unzuliing-
lich™®), teils enthalten sie einen vollstindigen circulus vitiosus™). Erst

71) Brief an Oldenburg vom 24. Okt. 1676 (== Opuscula, Ed. Castilloneus,
1 [1784], p. 328), weniger deutlich schon in dem vorangehenden Briefe vom
13. Juni 1676 (= Opuscula, p. 307).

72) Die heute zumeist iibliche, auf der Bestimmung der w, als Kombinations-
anzahl beruhende Beweismethode (vgl. IA 2, Nr. 2, 18) wird Jacob Bernoulls
zugeschrieben. Eine sehr elegante Form derselben bei Cauchy, Rés. anal., p. 5,
wo durch eine nur wenige Worte erfordernde kombinatorische Betrachtung die
Rekursionsformel: »-m, == m . (m —1), _, hergeleitet wird, die bei »-maliger An-
wendung den Ausdruck (33) liefert. Eine in Lehrbtichern nicht selten anzu-
treffende Beweisart, bei welcher aus den Spezialfallen (1 + )%, (14 2)% (1 + x)*
die Form (33) ,vermutet* (?) und sodann durch vollstindige Induktion erwiesen
wird, liefert lediglich eine Verifikation, keinen wirklich befriedigenden Beweis.
Vervollkommneter Induktionsbeweis bei Hattendorff, Algebr. Anal., p.84. Ein auf

der Relation lim %— Q4+ z4+r"—1+2") =m@ + )™ ' beruhender Be-
h=0

weis (8. z. B. Schlomilch, p. 146) gehdrt in Wahrheit der Differentialrechnung an.

78) Sie beruhen auf dem Ansatze mit unbestimmten Koeffizienten, setzen
also von vornherein die erst zu beweisende FExistenz der Entwicklung voraus;
8o z. B. John Colson, Kommentar zu Newtons Method of fluxions (London 1739),
p. 809; Colin Mac Laurin, Treatise of fluxions (Edinburgh 1742), p. 607. Tine
wirklich ausreichende Herleitung des Satzes mit Hilfe der Differentialrechnung
wurde erst durch die strengere Begriindung der Taylorschen Formel (Lagrange,
Cauchy — 5. LA 2, Nr. 11) ermdglicht.

74) Indem zuniichst die binomische Reihe zur Differentiation der Potenz
mit beliebigem Exponenten beniitzt wird (Euler, Instit. cale. diff. [Petrop. 1755],
p. 124) und sodann die Differentialquotienten von (1 - &)™ zur Herstellung der
betreffenden Mac Laurinschen Reihe dienen (ebendas. p. 360). Euler hat diesen
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1774 gab Euler™) einen vollgiiltigen, iiberdies durchaus elementaren
Beweis, der, ganz abgesehen von der Wichtigkeit des Resultates, durch
Neuheit und Fruchtbarkeit der Methode bedeutsam erscheint. Euler
macht die Losung der Aufgabe, statt wie bisher von der Ewntwicklung des
Ausdruckes (14 £)”, von der Summierung der Reihe Sm & ab-
hingig, zeigt vermittelst des sog. Additionstheorems der Binomial-
koeffizienten ™):

v

(35} 2‘ mu nv—,u = (m + n)v’

daB S'm & als f(m) betrachtet der Funktionalgleichung:
(36) f(m) - f(n) = f(m +n)

geniigt™), und daB diese andererseits die einzige eindeutige Losung™®)
[f(1)J™, also im vorliegenden Falle (1 - &)™, zulaBt.

Fehler spiterhin ) selbst erkannt. — In der Imtroductio, deren wesentlichste
Entwicklungen mit der binomischen Reihe stehen und fallen, findet sich merk-
wiirdigerweise nicht die leiseste Andeutung eines Beweises: der Satz wird ohne
jede nihere Erklirung als ein ,,Theorema universale (Art. T1) angefiihrt und in
ausgiebigster Weise verwertet.

75) Petrop. Comment. 19 ad a. 1774 [1775], p. 103. Ein daselbst mit einiger
Anerkennung zitierter Beweis von Aepinus (Petrop. Comment. 8 ad a. 1760 [1763],
p. 169) ist ghnzlich mifglickt. Ein angeblicher zweiter Eulerscher Beweis (vom
Jahre 1776, erst nach Fulers Tode vertffentlicht: Petrop. Nova Acta 5 [1787])
beruht wiederum auf dem Ansatze mit unbestimmten Koeffizienten nebst Auf-
losung der Rekursionsformel (82) durch eine Art Probiermethode.

76) Beweis nach Fuler a.a. 0. zuniichst fiir positive ganze m, n durch
Koeffizientenvergleichung auns (1 4+ )™ (1 4 )" == (1 4 ™™™ (bei Cauchy, An.
p. 98 mit Hilfe einer kombinatorischen Betrachtung), woraus dann Fuler
ohne weiteres (strenger Cawchy mit Hilfe des bekannten Identititssatzes fiir ganze
Funktionen) auf die vollkommene formale Identstit der beiden Ausdriicke (35)
schliefit. Beweis durch vollstindige Induktion bei Simon I'Hudlicr (Cale. diff.
et integr. expositio element., Tubingae 1795, p. VI) und de Stasnville (Gerg. Aunn,
9 [1818—19], p. 230), welche den Eulerschen Beweis des binomischen Satzes von
neuem sufgefunden zu haben scheinen. Beweis durch direkte Umrechnung (im
wesentlichen schon bei Fuler in der Abhandlung iiber die Binomialkoeffizienten 7))
8. z. B. Schlomilch, p. 1564; Baltzer, 1, p. 219,

77) Die bei Euler selbstverstindlich fehlende Feststellung der Konvergenz
{fir |§]<C1) bel Cauchy, An., p. 153. Letzterer zeigt auch, daf im Falle
1 (1) > 0, stets auch [f(1)]" > 0, also (1 + &)™ den (einzigen) positiven Wert der
Potenz bedeutet.

78) Gilt zun#ichst nur fiir rationale m; fir drrationale, wenn man mit
Cauchy (An., p. 104) f(m) als stetig voraussetzt — eine Bedingung, die mit Be-
nfitzung einer (auf die Funktionalgleichung f(m) - f(n) = fim-+n) beziiglichen)
Bemerkung von Gaston Darbouxr (Math. Aunn. 17 [1880], p. 56), auch durch eine
weniger enge ersetzt werden kann: s. Stolz-Gmeiner, A., p. 208. Uber unstetige
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Um die Summierung der Binomialreihe mit Festhaltung der
Eulerschen Beweismethode auf den Fall einer komplexen Verinder-
lichen x zu ibertragen, definiert Cauchy zunichst unter der Voraus-
setzung, daB:

(37) a=ua+ fi=9(os g+t ising) (—rlop<x),
die Potenz a™ durch die Beziehung™):

a™ = g™(cos me —+ ¢ sin me) - ((1))™ 5)
(38) = g™ (cos m(p - 2kn)) + i sin m(p -+ 2k n))
(h=0,+1 42 ..).

Diese Definition erweist sich als die allgemeinste, welche die Funda-
mentaleigenschaften der Potenz mit positiver Basis und positivem
Exponenten, insbesondere die Funktionalgleichung (36), bestehen 168t51).

Das so definierte o™ ist einwertig, g-wertig, oo-vielwertig, je nachdem

m ganzzahlig, gebrochen und zwar als reduzierter Bruch = L irratio-

nal. Bezeichnet man den aus (38) fiir k = O resultierenden Wert als
den Hauptwert®®) von a™, so folgt®?):

Loésungen jener Funktionalgleichung s. G. Hamel, Math. Ann. 60, p. 461. —
Unzuliinglich ist bekanntlich Cauchys Beweis fiir die Stetigkeit unendlicher
Reihen (An., p. 131; vgl. IT A 1, Nr. 17, FuBn. 178), mithin auch der daraus ge-
zogene SchluB (a. a. 0. p. 165) auf die Stetigkeit von Z?m,,g” als Funktion von
m: derselbe kann indessen leicht durch den Nachweis erginzt werden, daf die
fragliche Reihe fiir |m | << M, | £ <o <1 gleichméifig konvergiert (s. z. B. Stole,
1, p. 307). Das absprechende Urtell, welches Stern in der Vorrede seines Lehr-
buches aus AnlaB dieser eimen Beweisliicke iiber Cauchys gesamte Analyse al-
gébrique fllt, erscheint wm so unberechtigter, als er jemen falschen, aber ein-
fachen und durchsichiigen, infolgedessen auch relativ leicht zu komplettierenden
Beweis Cauchys durch einen ebenso falschen, nur viel weitschweifigeren und
duBerst konfusen ersetzt (a. a. O. p. 87; vgl. auch p. 895—399).

79) An, p. 228. Die n#mliche Definition ibrigens schon bei Buler: Berlin
Hist. Acad. 5 (1749), p. 266.

80) Uber die Bedeutung eines Symbols von der Form ((1))" und die Be-
zeichnung des sog. Hauptwertes mehrdeuntiger Ausdriicke s. Fufn. 98.

81) Das analoge Prinzip (nach heutiger, von Hermann Honkel [Theorie der
kompl. Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 10] herriithrender Bezeichnung: Prinzip
der Permanenz formaler Gesetze; bei G. Peacock, Brit. assoc. rep. 3, 1834, p. 198:
wprinciple of equivalent forms‘) wird von Cauchy in der Anal. algébr. fir die
Ubertragung der elementaren Transzendenten auf das komplexe Gebiet durchweg
angewendet.

82) An., p. 296. Der Grenzfall |z{=1 wird von Couchy in der Anal.
algébr. nicht behandelt. Dagegen zeigt er in den Exerc. de math. 1 (1826),
p. 8 (= Oeuvres [2), 6, p. 19), daB die binomische Reihe noch fiir x=—1 kon-
vergiert, wenn m positiv ist. Bolzano, der in seiner Abhandlung iber den bino-
mmischen Lehwsatz (s. das Lit.-Verz unter ,Monographien*) sich durchweg auf
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=]

Die Reibe 2 m, & komvergiert fiiv |z| <1 nach dem Haupt-

[
werte von (1 - 2)™, d. h. man hat, fiir 2 = r(cos ¢ + ¢ sin @),
r<1:
(39 2 m, x" = g™ (cos myP -} 7 sin my),
4]
wo:

1 4 @ = o(cos ¥ 4 i sin ¥),
(40) |& hi o = VT F Broosg + 1%, tgu—=T220
T w
(-Z<veT):

Die Ausdehnung dieses Resultates auf Lompleze m = » 4 A<
nebst vollstindiger Diskussion des Grenzfalles |z | =1 gibt Abel®?),
dessen Abhandlung iiber die binomische Reihe nicht nur durch ihr
Endresultat, sondern namentlich durch exakte Behandlung der Frage
nach der Stetigkeit einer Reihensumme erheblich tiber Cauchy hinaus-
geht®).  Durch geeignete Erweiterung des Fulerschen Beweisver-
fahrens®) gewinnt er das folgende Resultat:

reelle « und m beschriinkt, behauptet noch, daB die binomische Reihe fiir
& ==--1, abgesehen von dem Fall eines ganzzahligen positiven m immer divergire.

88) J. f. Math. 1 (1826), p. 311 = Oeuvres 1, p. 219; s. auch das Lit.-Verz.
unter ,,Monographien'.

84) Uber den Satz betr. die Stetigkeit einer Potenzreihe . Nr. 2, Fufin. 23.
Ein anderer Stetigkeitssatz (Oeuvres 1, p. 223, Théoréme V) ist zwar in der von
Abel gegebenen Fassung zunichst nicht vollstindig bewiesen (s. L. Sylow, Zus. z.
Abel, Oeuvres 2, p. 303), ja sogar nachweisbar unrichtig (Pringshesm, Miinchen
Ber. 27 [1897], p. 85), unter geeigneten Einschrinkungen jedoch haltbar (vgl.
Sylow, Pringskein a. a. O.). .Abels Beweise und Resultate wurden ibrigens von
vielen Mathematikern jener Zeit nicht verstanden (vgl. die unzutreffende Kritik
Arndis®) und Bjorlings (Nova Acta Upsal. 13 [1847], p. 66, 156), sowie die viel-
fach unternommenen, als miBgltickt zu bezeichnenden Versuche, die A4belschen
Resultate einfacher abzuleiten, s. z. B. Crelle, J. f. Math. 4 (1829), p. 305; 5 (1830),
P. 187; Grunert, Arch. f. Math. 8 (1846), p. 272 (auch: Supplem. zu Kligels
‘Worterb. der reinen Math. 1 (1833), p. 283); Bjorling, a. a. O. p. 81—86,
P. 143—186.

85) Abel operiert dabei ausschlieBlich mit Funktionalgleichungen zwischen
Funktionen reeller Veriinderlicher, die er durch Trennung des reellen und ima-
gindiren Teils erhiilt; durch Beniitzung komplexer Funktionalgleichungen, unter
Beriicksichtigung des ,,analytischen* Charakters der betreffenden Fuunktionen,
148t sich die Beweisfilhrung erheblich zusammenziehen; s. Stolz, 2, p. 206; Stolz-
Gmeiner, ¥. 2, p. 340.
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Die Reihe 2‘! (% -+ 4%),- 2" konvergiert absolut nicht nur fiir
o

|z| <1, sondern im Falle x>0 auch noch fiir |#|=1; ist
—1 < %<0, so konvergiert sie fir || = 1 noch bedingt, mit

Ausnahme von 2 = — 1, wihrend sie im Falle » < — 1 fiir
| z| ==1 ausnahmslos diwergiert®s). Soweit die Reihe konvergiert,
hat man:
(41) DA+ i), @

o

== g*- (cosxy - ¢ sinxyp) - e *¥ . (cos (Alg @) + ¢ - sin(A1lg 9)) ®")
(wo 9, ¢ durch Gl (40) definiert sind).®®)

6. Die Exponentialreihe. Die Exponentialreihe ergibt sich zu-
nichst fiir eine reelle Veréinderliche £, indem man (1 + %)n in die
binomische Reihe entwickelt®?):

& (5= 2 ()

und dann » unendlich werden li8t (s. 43%); die auf der rechten Seite
dieser Gleichung erforderliche, von Euler und zunichst auch von
Cauchy®) ohne ausreichende Begriindung®) vorgenommene Ver-

86) Der bei Abel noch recht weitliufige Konvergenzbeweis fiir j2|=1 er-
ledigt sich am einfachsten mit Hilfe der Weierstrafschen Kriterien (s. I1G 3,
Nr. 83, 4 und FuBn. 161 des vorliegenden Artikels). Eine in viele Lehrbiicher
iibergegangene einfache Behandlung des Falles | 2| = 1 fiir reelle m gibt E. Heine,
J. £ Math, 55 (1858), p. 279.

87) J. f. Math. 1, p. 289 == Oeuvres 1, p. 238. Vgl auch Nr. 7. — Aus
Gl (41) gewinnt Abel durch Trennung des Reellen und Imaginfren, insbesondere
fiir |z |==1, Formeln zur Summation gewisser trigonometrischer Reihen, sowie
zur Entwicklung von (cos x)l, (sin x)"'.

88) Uber Restabschiitzung und Anwendung der binomischen Reihe zur
numerischen Berechnung von Wurzeln s. z. B. Schlomilch, p. 164; Stolz, 1,
p. 308, 318. — Beziiglich einer anderen elementaren Herleitung des allgemeinen
binomischen Satzes s. Fubn. 110, 111.

89) Es ist nicht notig n ganzzahlig zu denken.

90) Euler, Introd., p. 85 (vorher ohne Beweis: Misc. Berol. 7 (1743), p. 177);
Cauchy, An., p.167. — Die Beziehung (44) war schon 1728 Dan. Bernowlls
bekannt (Corresp. math. [FuB], p. 247); die Potenzreihe fiir eé, ebengo fiir sin &,
cos £, arcsin § wurde zuerst von Newton gefunden (s. M. Cantor, Gesch. d.
Math. 8, p. 713—174; A. v. Braunmiihl, Gesch. d. Trigonometrie 2, p. 61—62).

91) Bedenken hiergegen #uBerte wohl zuerst J. Liouwille, J. de math. (1840),
p. 280, worauf J. 4. Grunert (Arch. f Math. 1 (1841), p. 204) einen auf dem
Nachweis der gleichmiBigen Konvergenz beruhenden — der Begriff in seiner
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tauschung zweier Grenziiberginge rechtfertigt sich dadurch, daf die
betreffende Reihe fiir alle |[§| <R (R beliebig groB) und »n > ng
gleichmipig konvergiert. Fiir lim » = oo geht dann die Beziehung
(42) in die folgende iiber®)

«©

(43%) lim (14 £)"= > £
= <

(43 =)
wenn

e . 1\» 1
(44 lim (14 5)" = 275

mit e bezeichnet wird.

Der Grenzwert und die Reihe auf beiden Seiten von (43*) bleiben
konvergent, wenn man £ durch die komplexe Zahl # == § -} iy er-
setzt, und liefern dann zwei Definitionen®) der komplexen Potenz:

Allgemeinheit feblt natiirlich bei Grunert — Beweis von (44) gab. Strenger Be-
weis der allgemeinen Formel (43%) bei Coauchy, Exerc. d’an. 4 (1847), p. 287 und
in allen modernen Lehrbiichern, besonders einfach (nach G. Darboux) bei
Tannery et Molk, Théorie des fonctions ellipt. 1, p. 101, 102 (auch fiir komplexe z).
Ein durch Schérfe und Klarheit ausgezeichneter Beweis schon bei 8. L’Huilier,
Prine. cale. diff. et int. expos. element., Tubingae 1795, p. 92.

Einen direkten (nicht auf der Umformung in die Reihe beruhenden) Beweis

fiir die Beziehung lim (1 -+ -i—)n= ¢ gibt Cauchy, Résumés des lecons etc. (1823),

n=w

p- 2; vgl. 1A 3, Nr. 17. (Entsprechende Herleitung der Formel lim# (V; —1)

—=1lga bei Schlomilch p. 35, exakber bei Ph. Wulf, Monatsh. £ Math. 8 (1897),

p. 49.)
92) Die Berechtigung zur Gleichsetzung der Ausdriicke (¢3°) und (43") folgté

aus der definierenden Gleichung lim (1 + »:T)m == ¢ durch die Substitution o = %

w=w
und Beniitzung der Relation lim af = (lim m,v‘)E (d. h. also der Stetigkeit der Potenz)
oder auch des Umstandes, daB die linke bzw. die damit identische rechte
Seite von (43*) der charakteristischen Funktionalgleichung der Potenz f(§) - F(n)
= f(E -+ n) geniigt (beziiglich der linken Seite: Cauchy, Résumés analyt., p. 118
und Exerc. d'an. 4, p. 239 [zugleich fiir komplexe x]; beziiglich der rechten:
vgl. Cauchy, An., p. 168 und °%).

98) Die Reihendefinition bei Couchy, An., p. 809; die Grenzwertdefinition
bei Schlomilch, p. 287. — Eine andere Methode zur Einfiihrung von ¢ fiir kom-
plexe x besteht darin, diejenige Potenzreihe (durch den Ansatz mit unbestimmten
Koeffizienten) zu suchen, welche identisch die Funktionalgleichung f(x) - f(%)
= f(x4y) mit der Nebenbedingung /(1) = e befriedigt: S. I Hulier, Princ. calc.
diff. et int. expos. elem., p. 87—90; Stainville, Gergonne Ann. 9 (1818), p. 239;
Ohm , System d. Math. 2, p. 203; Thomae, Elem. Theorie, p. 249; Stols, 2,
p. 199; Stole-Gmeiner, F. 2, p. 343. — Auch das Problem, die einfachste
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e* = ef+in; die Zerlegung der Reihe sz—:« bzw. des lim: (1 + éj—;l—"-)n
] n=0

in den reellen und imaginiren Bestandteil®*) ergibt:
(45) ef+in = ¢f (cos q + ¢ sin 77) ¥).

In dieser Darstellung wird dann die Periodizitit von e mit der Periode
2mi ersichtlich als Folge der Periodizitit der trigonometrischen Funk-
tionen mit der Periode 2 %).

7. Der natiirliche Logarithmus und die allgemeine Potens.
Jede der (unendlich vielen) Wurzeln y der Gleichung ¢ =2 (x und
y komplex) wird nach Analogie der fiir positive z und reelle y gel-
tenden Definition als zur Basis ¢ gehoriger oder natiirlicher Logarith-
mus von « bezeichnet, in Zeichen: y =lg 2. Durch Auflésung von

(45) ergibt’ sich*):
{46) lgow =Igr+ip+2kxi (h=0,+1,-+2..),

wo
g=r(cosp -+ isingp) (—axlolm)

ganze transzendente Funktion ohne Nullstellen zu suchen (Weierstrap), fihrt

kd v
auf 2 ":! .

0

94) Cauchy, An., p. 300; Schiomilch, p. 239. Diese Zerlegung wird zunichst
bei endlichem (ganzzahligem) n ausgefiihrt, worauf man im absoluten Betrage
und Argument des Resultats » unnendlich werden 1la8t.

95) Cauchy, An., p. 300; die Formel " = cos 7 - ¢ sinn bei Euler, Intro-
ductio, p. 104; damit &quivalente schon vorher: Misc. Berol. 7 (1743, p. 177 und
nach Enestrom (Bibl. math. (1897), p. 48) in einem Briefe vom 20. Jan. 1740 an
Jok. Bernoulli; die Formel (45): Berlin Hist. Ac. 5 (1749), p. 179. 8. a. Fubn. 97.

96) Niheres tiber die Werteverteilung der Funktion ¢” in den funktionen-
theoretischen Lehrbiichern, z. B. Thomae, p. 59; Burkhardt, Analytische Funktionen
§ 41. — Uber den zahlentheoretischen Charakter (Irrationalitit und Trans-
zendenz) von ¢” bei algebraischem x 8. IC3, Nr. 7, p. 667—674. Einen auf der
Reihe (43%) basierenden sehr einfachen Irrationalititsbeweis fiir & bei rationalem &
gibt Hermite: Rep. Brit. ass. 1873; mit analogem Verfahren beweist er die Ir-
rationalitdt von =»: Cours lithogr. (1882), p. 74, 756; auch bei Godefroy, Théorie
6lém., p. 1563—155.

97) Euler, Berlin Hist. Ac. 5 (1749), p. 165, 277; Cawuchy, An., p. 317. —
Die Formel log (cos £ -+ 4 sin &) = &¢ nach v. Braunmukl a. a. 0. 2, p. 108 schon
bei R. Cotes, Harmonia mensurarum (1702); vgl. auch FuBn. 95. Euler beendete
durch die von ihm zuerst erkannte Unendlich-Vieldeutigkeit der mit lgz zu be-
zeichnenden Funktion den historisch interessanten, besonders zwischen Lesbniz
und Joh. Bernoulli gefiihrten Streit ber die Logarithmen negativer und imagi-
n#rer Zahlen. Vgl. Cantor, a. a. O. 3, p. 722.
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und Ig r der einzige reelle Logarithmus der positiven Zahl » ist. Der
fir k=0 resultierende Logarithmus heiBt der Haupiwert®), in
Zeichen: Ig z; fiir positive z stimmt also derselbe mit dem gewdhnlichen
reellen Logarithmus iiberein. Der allgemeine Logarithmus geniigt wie
der reelle der Funktionalgleichung:

(47) lg(zy) =gz + gy

und zwar in dem Sinne, daB jedem der unendlich vielen Werte der
rechten Seite ein solcher der linken entspricht und umgekehrt, doch
nicht immer der Summe zweier Hauptwerte rechts ein Hauptwert
links %),

Die (wegen der Willkiir von % in Gl. (46)) unendlich vielen Funk-
tionen ¢*’¢ bilden in ihrer Gesamtheit die allgemeine 2** Potenz von
a, in Zeichen a®; es ist also, wenn

x=Ft+ iy und a=Ad(cose -+ isine) (—x<aLw)
ist 100):
(48) =
A¥(cos E(@+ 2km) - i sin (e 2km)). e1¢@+ 2% (cos ylg A -+ isinpnlg A).

98) Cauchy, An., p. 814 nur fir 2 mit positivem Realteil; ohne diese Ein-
schrinkung: Exerc. d’an. 8 (1844), p. 380; 4 (1847), p. 347; Bjorling, Acad.
Stockh. 1845 = Arch. f. Math. 9 (1847). — Durch die Definition von Haupt-
werten wird nach moderner funktionentheoretischer Auffassung ein mit einem
Schnitt versehenes Blatt auf der Riemannschen Fliche der mehrdeutigen Funktion
ausgezeichnet, und zwar bei den elementaren Funktionen (dem Logarithmus, der
Potenz, den zyklometrischen) derjenige Zweig, der fiir positive oder reelle Variable
schon durch die elementare Arithmetik oder Geometrie definiert ist. Die bei ver-
schiedenen Autoren auftretenden verschiedenen Annahmen der Hauptwerte beruhen
lediglich auf verschiedener Wahl jener Schnitte. In der Anal. algébr. sind zum ersten
Male besondere unterscheidende Zeichen fiir die vielwertigen Funktionen, wie
1)), (@))%, ]V;, arcsin ((x)) usw. und andererseits fiir ihre Hauptwerte l(z), a®

a, arcsin # usw. eingefiihrt, die teilweise von Stolz-G'meiner adoptiert wurden,
neben der Peanoschen Bezeichnungsweise: ’V‘;a und 'V; (Formulaire de la Ri-
vista 4, p. 220). In der Allgem. Arithmetik schrieb Stolz in entsprechendem
Sinne: L« bzw. lz; Arctg = bzw. arctgx. Die im Text angewendete Be-
zeichnung Ig « ist die der Weierstrafschen Vorlesungen, Die Benennung Haupt-
wert (valor principalis, potentia principalis usw.) geht auf Bjorling zurtick:
Arch. f. Math. 9 (1847), z. B. p. 893, 421; ibid. 11 (1848), z. B. p. 49.

99) Uber diese und weitere Beziehungen zwischen Logarithmen, insbesondere
iiber die Giltigkeit der Funktionalgleichung lg &” = n lg = 8. Cauchy, An., p. 328;
Résumés analyt., p. 159; Bjorling, a. a. 0.%%); Stolz, 2, p. 201; Stolz- Gmeiner,
F., p. 366—370.

100) Euler, Berlin Hist. Ac. 6 (1749), p. 278. — Cauchy lieB zunichst (An.,
p. 310) nur positives @ zu, spiter (Exerc. d'An. 3, p. 385; 4, p. 265) fand er die
Eulersche Definition wieder, ungefahr gleichzeitig mit Bjorling (Arch. £f. Math, &
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Der hieraus fiir % =0 resulticrende Wert, welcher also mit
e*'8a jdentisch ist, heiBt der Hauptwert der Potenz a®.
Hiernach liBt sich die Abelsche Summation der Binomialreihe

00

(s. Nr. 5 am SchluB) so formulieren: Die Reihe 2 m, 2" hat, wenn

0
sie konvergiert, den Hauptwert von (1 4 2)™ zur Summe.
Die Funktionalgleichungen:
a® - qf = g*+v

49
( ) (ax)y =a"?,

wo beiderseits allgemeine Potenzen stehen, gelten nur insofern, als
jedem Werte der rechten Seite auch ein solcher der linken entspricht,

aber nicht umgekehrt. Dagegen ist in der Gleichung

(50) a® - b* = (a-b”

der Wertvorrat der linken Seite der ni#mliche, wie derjenige der
rechten 101),

8. Die logarithmische Reihe. Die reellen Logarithmen positiver
Zahlen wurden vor Erfindung der Infinitesimalrechnung nach Metho-
den berechnet, die auf eine wirkliche Herstellung der heutzutage zur
Definition derselben benutzten konvergenten Folgen hinauslaufen 1), So.
besteht das von Briggs und Vliack'®) zur Konstruktion ihrer Tafeln
angewandte Verfahren%%) dem Sinne nach darin, daB durch Quadrat-

(1847), p. 414. Caucky und Bjorling (a. a. 0.) definieren auch den zur komplexen
Basis b gehorigen Logarithmus von z: 10_ng= %g
: )

101) Uber die ,,Vollstindigkeit* (d. h. Gleichheit des Wertevorrats anf der
rechten und linken Seite) dieser und anderer Gleichungen zwischen Potenzen,
sowie deren Giiltigkeit fiir Hauptwerte s. Cauchy, Exerc. d’An. 3, p. 376;
Bjorling a. a. 0.%%); Stolz, 2, p. 208 und am ausfiihrlichsten Stolz- Gmesner,
F., p. 870—377.

101%) 8. z B. Stolz, 1, p. 143; Stolz-Gmeiner, F., p. 210.

102) Arithmetica logarithmica 1624 von Briggs herausgegeben, zweite
vervollstiindigte Ausgabe von Vlack; der Grundgedanke des Verfahrens schon
im Appendix zu Nepers Tafeln (Lugduni 1620), p.39. — Die Auffassung des
Logarithmus als Umkehrung der Potenz hat sich erst im 18. Jahrhundert all-
mihlich Bahn gebrochen; bei den ersten Berechnern von Logarithmentafeln
(J. Neper, Mirifici logarithmorum canonis descriptio, Lugduni 1614 und J. Biirgs,
Arithm. u. geom. ProgreBtabulen, Prag 1620) sind die Logarithmen aufgefaBt als
eine arithwmetische Reike, die einer geometrischen (den numeris) zugeordnet ist.
Vgl. Cantor, Gesch. der Math. 2, p. 662.

103) Davon ist nur in der Anordnung verschieden das von Euler (Introd.,
p. 76) zitierte und an einem Beispiel erklirte Verfahren, bei welchem als Loga-
rithmus des geometrischen Mittels zweier Zahlen das arithmetische ihrer Loga-
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wurzelauszichen die Zahlen

1 e 1
(51) Y10 — 107, VY0 — 107 . ..
berechnet wurden, und die beliebige Zahl % in der Form
1 1
n=10"10%" . 102" .,
dargestellt wird (was stets und nur auf eine Weise moglich ist); es
folgt damn in Form eines dyadischen Bmckes“’"’“)'

(52) loom,—*m—{—w«—}— . —+ -

2™

In #hnlicher Weise kann man log n in Form eines Dezimalbruchs
herstellen mit Hilfe einer Tafel der Potenzen von 10 zu den Expo-

1 2 9
i—o—k‘, —1—07, sy Io—k (k=1,2,...)104).

Die Potenzreihe fiir 1g (1 -+ £) findet sich auf Grund von Integral-
betrachtungen zuerst bei Nicolaus Mercatori®), wurde aber bald
auch auf elementare Weise aus der binomischen Reihe abgeleitet von
Edmond Halley1°°).

Diese Ableitung wurde spiter von Fuler'®") wiedergefunden, von
Cauchy ') strenger gestaltet und ist noch heute die iibliche; sie basiert
auf der zuniichst fiir reelle £ und & geltenden Beziehung!®®):

)
(53) lim 82— 1g (14 9)

nenten

rithmen erscheint. Weitere historische Angaben bei J. W. L. Glaisher, Artikel
»logarithm* in der Encyclop. Brit.

103%) 8. z. B. Hocevar, Lehrbuch ‘der Arithmetik und Algebra fiir Ober-
gymnasien (Wien und Prag 1902), p.184.

104) Eine solche Tafel wurde nach Stolz, 1, p. 339 von Kramp durch Aus-
ziehen von zweiten und fiinften Wurzeln berechnet; eine andere bei Egen, Hand~
buch der allgemeinen Arithmetik (Berlin 1846), 1, p. 245—249.

108) Logarithmotechnia, London 1668,

106) Phil. Trans. 1695, p. 60.

107) Introd., p. 88.

108) An., p. 169; Schlomilch, p. 33, 180. — Dem Cauchyschen Beweise
fehlt zur volligen Strenge hauptsichlich der Begriff der gleichmifigen Konver-
genz. — Eine andere elementare Herleitung durch Mittelwerte (nach Analogie

der Integralbeziehung lg (1 + &) = f bei Cauchy, Résumés analyt., p. 77

1+ 5
und bei Schldmilch, p. 62—66. — Thomae (Elem. Theorie, p. 67) gewinnt die
logarithmische Reihe aus der Funkfionalgleichung (47), was nach Cantor, 3, p. 87
schon Moivre (Phil. Trans. 1699) versucht hatte.

109) Euler, Comm. Ac. Petrop. (1730—31). Beweis nach Wulf *%) bei Stole-
Gmeiner, F., p. 219 (vgl. auch p. 379).
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wo (1 + £)? in die binomische Reihe entwickelt und sodann in allen
Gliedern lim 0 =0 gesetzt wird (was wiederum wegen der gleichm#Bi-
gen Konvergenz der Reihe fiir alle [£] <o <1 und alle § < 9 er-
laubt ist). So ergibt sich:

(54) g1 4 5= ycpcn,

speziell
- bl (__ l)v +1
(55) g2 _2*7#-

Eine von Cauchy'®) herriihrende Modifikation dieser Ableitung
geht von der Beziehung aus:

(56) Zm gv__ (1 + g)m emIg(l+8) — 2 m” (1g (1 + §)) ('El < 1),

wobei die Vergleichung der Koeffizienten von m auf beiden Seiten
von (56) unter Benutzung des Cauchyschen Doppelreihensatzes wieder
die Entwicklung (54) liefert.

Die beiden Ableitungen gelten auch fiir komplexe 2.1Y). Die Reihe

110) An., p. 546. Umgekehrt gewinnt Cauchy (Résumés analyt.,, p. 81),

indem er in dem Ausdrucke (14 £)"=¢"®1+H__ ZM die
durch Mlttelwerte 1%%) gefundene logarithmische Reibe emsetzt und unter An-
wendung seines Doppelreihensatzes nach Potenzen von £ ordnet, auf sehr ein-
fache Weise den binomischen Satz zuniichst fiir reelle £ und m, den er dann auf
komplexe x ausdehnt (s. die folgende Note).

111) Beziiglich der ersten Ableitung s. Cauchy, An., p. 3056. Cauchy hebt
dbrigens in der Anal. algébr. die Ubereinstimmung der von ihm summierten

ol 4
Reihe Ev (— 1)”1%(005 »& - {sinyd) mit dem von ihm an spiterer Stelle
0

(p. 314) definierten Ig (1 - ¢ (cos & - ¢sin @) nicht ausdriicklich hervor (ebenso-
wenig Schlomilch, s. p. 270—2172). Die modifizierte Ableitung %) fiir komplexe =
bei Stolz, 2, p. 207; Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 358. — Ohne Benutzung der bino-
mischen Reihe folgert Cauchy (Résumés analyt., p. 163, 164) aus seinem Doppel-
reihensatze, daf die im reellen Gebiete fiir |£| <1 festgestellte 1°%) Identitiit

gle Ly

§
1+g=els<1+§)=zw' (T— 2
0

v!

had v
auch fiir komplexe x gelten muB, dad also die Reihe Ev (—1r? ‘% fiir o] <1
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2 (——1)”“—3:— konvergiert im Innern und auf der Begrenzung des
1

Einheitskreises mit Ausnahme des Punktes # = — 1 nach dem Huupt-
werte 1g (1 + z)112).

9. Die Berechnung der Logarithmen. Zur Berechnung der
Logarithmen ist die Reihe (54) wegen ihrer schwachen Konvergenz
und shres beschriinkten Konvergenzgebietes!!3) direkt nicht geeignet.
Brauchbarer ist die Reihe

a = 1 a — b\2v+1
67 g5 = 222w+1(a+b) el
0
welche vermittelst der Beziehung

nach einem Werte der vieldeutigen Funktion 1g (1 -4 x) konvergiert, der aus
Stetigkeitsgriinden nur der Hauptwert sein kann. Das so gewonnene Resultat
0
verwendet er dann zur Summation der binomischen Reihe Ev m, &’ (2.2.0, p.165;
0
vgl. 11%), wobei die Voraussetzung eines reellen m ohne weiteres durch die eines
komplexen ersetzt werden konnte.
112) Uber die Entstehung des allgemeinen lg(1 + ) durch analytische

had v
Fortsetzung des Funktionselements Ev (— 1)"_1-{:— 8. z. B.: Thomae, Elem.
1

Theorie, p. 70 (2. Aufl., p. 100).
113) Der letztere Grund ist nicht wesentlich; theoretisch reicht die Reihe

in Verbindung mit der Funktionalgleichung 1g & — —~lg% zur Berechnung der

Logarithmen aller positiven Zahlen aus; s. Schlomslch, p. 181; der (fedanke nach
Cantor, 3, p. 62 mdglicherweise, wenn auch nicht recht deutlich, schon bei
Wallis, Phil. Trans. 2 (1668), p. 758—1756.

114) Von J. Gregory, Exercitationes geometricae (1668) geometrisch ab-
geleitet; in der im Text angegebenen Weise von Halley, Phil. Trans. 1695, p. 62.
Gl. (57) liefert speziell fiir @ = b -1 eine zur sukzessiven Berechnung der Loga-
rithmen ganzer Zahlen verwendbare Formel. Eine fiir die Rechnung vorteil-
hafte Kombination von (57) mit einer passenden Zerlegung des Numerus in ein
Produkt benutzt Euler (Introd., p. 91) bei Berechnung eines Beispiels, systema-
tisch Adams, Proceed. Roy. Soc. 27 (1878), p. 91. Auf dhnlichem Gedanken be-
ruht das nach J. W. L. Glaisher (Art. Logarithm in Encyelop. Brit) in England
sog. Weddlesche Verfahren (The mathematician, Nov. 1845), das in seinen
Hauptpunkten schon Briggs (Arithmetica logarithmica 1624) bekannt war.
(Weitere Literatur in I F (Mehmbke), Nr. 27, 28; s. auch Stolz, 1, p. 316—325.)
Zwei elementare, nicht auf Anwendung der logarithmischen Reihe beruhende
Berechnungsmethoden s. Hermann Schubert, Element. Berechnung der Logarithmen,
Leipzig 1903.
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1g1+z=1g(1—x)——lg(1—}—x)=-—22mx2v+1

und der Substitution —1———_*:—2 = —Z— (also z = Z—_T_g) erhalten wird!15),
Die Berechnung von Logarithmen mit anderer Basis als e ist aunf
die der natiirlichen durch die Funktionalgleichung

(58) logh — M gd,
zuriickgefiihrt, wo
1 a

der Modul des Logarithmensystems mit der Basis ¢ heilt. Fiir die
in der Praxis allein gebriiuchlichen dekadischen oder gemeinen Loga-

rithmen ist

1 1 5a
(B0) M= iy o = gt — = 0,43429 44819, %)

10. Die Funktionen sinz und cosz. Aus den Formeln
e+l = cos £ - i sin £ 1) (vgl. 45)) folgen durch Addition resp. Sub-

115) Durch andere Variabelntransformationen gelangte schon Halley zu
noch rascher konvergenten Berechnungsformeln (Phil. Trans. 1695, Nr. 216), welche
in der Folgezeit vielfach vermehrt wurden (s. Kligel, Math. Worterbuch 3,
Art. Logarithmus, p. 530: Geschichte der Logarithmotechnie). Beispiel: Die bei
der Berechnung der Tables du Cadastre fiir die Primzahllogarithmen angewandte
Formel:

10 1 .10 1,10 > 1 1 \2v+1
1ogw=510g(ac+1)—}—chlog(x——l)—kM Evm(W—Tl)
0

(Lefort, Paris Ann. de I'Observat. 4 (1858), p. 130).

115%) Von J. C. Adams (London R. Soc. Proc. 27 [1878], p. 91) auf 260 Stellen
berechnet. Vgl auch Glaisher a.a. 0.1%)

116) Die urspriingliche Eulersche Ableitung dieser fundamentalen Formeln
(Introd., p. 98ff) unterscheidet sich von der Nr. 6 angedenteten Cauchyschen nur
durch andere Anordnung der Grenziibergiinge. Euler geht von dem Moivreschen
Satze (65) in der Form:

(cos & - ¢sing)" 4- (cos & — ¢ sin E)”
2 1

cosng =

(cos & 4 L sin )" — (eos £ — 4 sin &)"
24

sinn g =

aus, 148t hier # unendlich werden, wihrend n§ endlich bleibt, und benutzt wie

auch Cauchy die geometrischen Beziehungen lim g%ézlim cos §=1. (Die
. £=0 =0

rein formale Ubereinstimmung der beiden aus der Infinitesimalrechnung be-

kannten Reihenentwicklungen fiir 2 cos und o' — ¢~ &% war Euler schon friiher
Encyklop. d. math. Wissensch., II 3. 3
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traktion die Beziehungen:

§i | —&3
(61) cos § = e—";—— ,

Fi_ 6
(62) sin § = —2: ,

und vermdge (43) die Reihenentwicklungen:

® (___ 1)7 5211

(63) cos E = Dv DI
X i 1 §2V+1
(64) sin § = ((27)_'_ 5T

Diese bestindig konvergmtm Reihen oder auch die damit #qui-
valenten Ausdriicke auf den rechten Seiten von (61) und (62) liefern
fir komplexe x (an Stelle von £) die Definition™") der Funktionen
sin # und cosz, die durch elementargeometrische Betrachtungen nur
fiir reelle £ definiert sind. Die Additions- und Periodizititstheoreme
der trigonometrischen Funktionen bleiben auch im komplexen Gebiete
in Qtiltigkeit, insbesondere auch der Moivresche Satz!®):

(65) (cos - 4 sin z)" = cos nx -} ¢ sin na.

Durch Entwicklung der linken Seite von (65) bei ganzzahligem
# > 0 in die endliche binomische Reihe und Beriicksichtigung von

aufgefallen (3. Enestrom, Bibl. math. 1897, p. 48)). Ein anderer Standpunkt ver-
meidet aus Griinden arithmetischer Konsequenz den Gebrauch geometrischer
Begriffe. Fiir die dann durch die Reihen (63), (64) als definiert zu betrachtenden
ganzen transzendenten Funktionen kann die Ubereinstimmung mit den gewdhn-
lichen trigonometrischen Funktionen sin £, cos £ fiir reelle § nachiriiglich er-
wiesen werden, da jene Funktionen den fiir sin &, cos & charakteristischen Funk-
tionalgleichungen (Additionstheoremen) geniigen; s. Thomae, Elem. Theorie, p. 55
(der dem HauptschluB zugrunde liegende ‘HalbierungsprozeB schon bei Cauchy,
An., p. 113ff); andere Methode bei Tamnery, Introduction, p. 147—152 (2° éd.
p. 312—316). — Dieselbe Problemstellung tritt auf bei den Versuchen, den Satz
vom Parallelogramm der Kriifte auf einfachere Axiome zuriickzufihren; s. IV 1
(Vop), Nr. 19. — Vgl. auch die (nur skizzierte) Ableitung der trigonometrischen
und zyklometrischen Reihen aus den Additionstheoremen bei Jack, Proceed.
Edinb. Math. Soc. 1894—95, p. 132—135.

117) Euler, Berlin Hist. Ac. 5 (1749), p. 279; Cauchy, An., p. 311. —
Uber den Veriauf der Funktionen sin z und cos x 8. die Lehrbiicher, z. B. Thomae,
Elem. Theorie, p. 61 (2. Aufl., p. 88); Burkhardi, Funktionentheorie, p. 119 (3. Aufl,,
p. 140).

118) Moivre, Misc. analyt. 1780; vorher (nach A. v. Brawnmihl, Bibl. math.
2 (1901), p. 97—102) schon Phil. Trans. 1707 u. 1722, — Die Giiltigkeit fiir kom-
plexe x hebt Cauchy (Exerc. d’an. 4, p. 279) hervor.
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(66) sin?x + cos?z = 1
ergeben sich die Formeln?):
a) fiir gerades n:

(67) sin #x =
2
: 2 249 ... (n2— 9"
cos & (n -sin @ -1—2 (— 1y —%) “(’27_:1))! (n—2v) sin2v+1x),
1

n

) I
(68) cosna—1+4 D7 (— 1y R = =27 =) v g,
1

2»)!

b) fiir ungerades #:

n—1

R o
(69) sinnz=mn sinx—l—Zv (— 1)”"(" —1) (”222‘3-)*_"1';? —2y— 12>sin2”+1x,
1

119) Schon Vieta gibt in einer um 1590 verfaBten, 1615 von Alexander
Anderson mit hinzugeftigten Beweigen publizierten Abbandlung die Formeln (68),
(69) und an Stelle von (67), (70) analoge, nach Potenzen von cos z fortschrei-
tende, in geometrischer Einkleidung fiir die Spezialwerte bis zu n =10, nebst
Methode zur Berechnung der Coeffizienten (s. Vieta, Opera 1646, p. 295, 297, 299).
Eine allgemeine Formel der vorliegenden Art, und zwar diejenige Reihenentwicklung,
welche fir ganzzahlige n sich auf die Formel (69) reduziert, zuerst wohl bei
Isaac Newton (Brief an Oldenburg vom 13.Juni 1676 = Opuscula, ed. Castillioneus 1
[1744], p. 815), der bei dieser Gelegenheit von der betreffenden Formel als einer
fiir ganzzahlige n allgemein bekannten spricht, ohne freilich die Giiltigkeit der
von ibm fiir beliebige n (mit Hillfe seiner Methode der Reihenumkehrung) ab-
geleiteten Formel wirklich zu beweisen (im tbrigen vgl. hierzu Fufn. 121). —
Fuler benitzt in der Introductio (Nr.182) die Gleichung (65) lediglich zur Dar-
stellung von cos nx, sin na durch Aggregate von der Form ¢, - cos’z - sin "z,
wihrend er die Formeln (67), (69) (a.a. 0. Nr.236, 238) und an Stelle von (68),
(70) analoge, nach Potenzen von cos x fortschreitende (Nr. 235, 243) durch ein
rekursorisches Verfahren aus dem Additionstheorem ableitet. Das nimliche
Verfahren kiirzer und durchsichtiger bei Lagrange (Legons sur le calcul des
fonctions, Paris 1808, Legon XI = Qeuvres, 10, p. 1131F.), welcher alle hierher
gehorigen Formeln (d. h. aufler (67)—(70)), auch die nach Potenzen von cos x
fortschreitenden (letztere iiberdies auch noch nach fallenden Potenzen geordnet),
zusammenstellt. Die im Texte angedeutete Herleitung findet sich bei Cauchy,
An,, p. 230. Andere an die Additionstheoreme von cos z, sin x ankniipfende Ab~
leitungen s. Schlgmilch, p. 185; Hattendorff, p. 122.

Bei Euler (a.a.0. p. 220, ferner Nov. Comm. Ae. Petrop. 5 (1754—b5), p. 164)
finden sich auch die Auflssungen der Gleichungen (67) bis (70), durch welche
die Potenzen der trigonometrischen Funktionen als Summen der Funktionen der
Vielfachen des Arguments dargestellt werden. Die entsprechenden Formeln fiir
beliebige reelle n bei Abel, Journ. f Math. 1 (1826), p. 838 = Oeuvres, éd.
Sylow-Lie, 1, p. 249. Vgl. im iibrigen II A, 11a.

3*
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n-t
2
1) (n?—3Y ... (n—%v—1%) .
(70) cosnx=cosw<1 —}—121(——1)” =D (;)v)!(” z )am’"x).
Da die Nullstellen der auf den rechten Seiten von (67) bis (70)
stehenden Polynome in sinz bekannt sind, so ergeben sich aus

diesen Formeln zugleich die Produktentwicklungen!®):
a) fiir gerades #n:

n
-1 e
. . stz
(1) sinny = n - sin z - cos l”l 1— ),
. g2vm
1 sme—
. "
x
2 - )
! ! sm*x
1 2n y
b) fiir ungerades #n:
n-1 .
2 - A
. . sin“y
(18) smnx=n-s1nxlyl 1—————————~),
o 2vm
1 m®-——-
n 7
n—-1
2 / A
sin®gx
(14) COS HX == CO8 & H 1o e —
A gin® 2r—1 1
1 2n

Ist n eine ganz beliebige (auch komplexe) Zahl, so treten an
die Stelle der Summen auf den rechten Seiten von (67) bis (70) die
entsprechenden unendlichen Reihen, welche in der vermittelst der

Ungleichung
(75) lsinz| <1

definierten Umgebung des Nullpunkts (und zwar bei den aus (67)
und (70) resultierenden Entwicklungen noch mit AusschluB von

T hd . .
x = —2—) nach sin nz bzw. cos nz konvergieren®) und die anderer-

120) Euler a. 8. 0.13%). Durch Vergleichung der symmetrischen Funktionen
der Nullstellen mit den Koeffizienten der Polynome (67) bis (70) gewinnt Fuler
mannigfache Relationen; s. auch Cauchy, An., p. 556. Eine elegante Anwendung
der Formeln (69), (78) zum Beweise des Reziprozititsgesetzes der quadratischen
Reste bei Gotthold Evsenstein, Journ, f. Math. 29 (1845), p. 122.

121) Uber mangelhafte Herleitungen bei Newton 119y, Moivre, Johann und
Jacob Berrowlli s. v. Braunmiihl, Gesch. der Trigonometrie 2 (1903), p. 6. Ablei-
tung auch bei Couuchy, An., p. 548 (und zwar nur fiir reelle £ unvollstiindig;
besser bei Lagrange!'®), Legon XI, mit Hilfe der nach ihm benannten Reihe;
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n n—

seits flir ganzzahlige # bei v = - — 1 bzw 1 abbrechen, also

2 W5 T3

wiederum in die endlichen Summen (67)—(70) iibergehen.
Fiir die Quotienten und reziproken Werte der Funktionen sin 2
und cos z existieren auch fiir komplexe 2 die zunichst im reellen
Gebiet (von der Trigonometrie her) tiblichen besonderen Bezeich-

nungen*?):

sinz 1 1 1 -
== e T — == COSe —_— .
(76) cos tg cotx’ sinz cosec, cosx secx

11. Die zyklometrischen Funktionen. Gentigt # der Gleichung:
gy 1—e?¥t
(77) tg :Z(802+8~J1)._ 1+elji_—_x’
so heiBt y ein Wert der Funktion Arcustangens von z, in Zeichen
y = arctg x; die Aufldsung von (77) nach y liefert alsdann:
(18) arctg x = ~l g3 +z:’123)

die unendlich vielen Werte der Funktion arctg 2 unterscheiden sich

ganz unzuliinglich bei Schlémilch, p. 263; richtig, aber duBerst wmstindlich bei
Hattendorff, p. 128, 189. Strenger und einfacher Beweis mit den Hilfsmitteln
der elementaren Funktionentheorie bei Thomae, Elem. Theorie, p. 106 (2. Aufl,,
p. 186); Stolz 2, p. 221—224; Stole-Gmeiner, F. 2, p. 382; andere Herleitung bei
Weierstraf, Journ. f. Math. 51 (1856), p. 59 = Werke 1, p. 219,

Zur Bestimmung des Konvergenzbereiches der entstehenden unendlichen
Reihen eignet sich das Weierstraf8sche Kriterium (s. 1 G 3, Nr. 3, 4),

Andere Reihen fir sin £ und cosx (z. B.

do? 4x® (42— 2% 4x*(da® — 22n%) (42— A2

cos@=1—yg it 1-(2-3-4-1:) - (1-2-3~4-)5(-6-n° 14—

bei Dawvid, Paris Soc. math. Bull. 11 (1883), p. 72.

122) Trennung des Reellen und Imaginfiren in tg (£ - ¢n) bei Euler, Berlin
Hist. Ac. 5 (1749). Die Bezeichnungen secx, cosec £ sind nicht mehr recht ge-
brauchlich; ganz veraltet ist sinusversus« (siva) und cosinusversus z (cosiv ) fiir
1—cosx resp. 1—sing. — Uber die von V. Riccat: (Opuscula 1, Bononiae
1757, p. 70) eingefiihrten hyperbolischern Funktionen:

sin {2 .
sinhag = 5, cos hax=cosix

s. die Monographien von C. 4. Laisant, Essai sur les fonctions hyperbol., Paris
1874, und S. Ginther, Die Lehre von den gewShnlichen und verallgemeinerten
Hyperbelfunktionen, Halle 1881.

128) Euler, Introd., p. 105 (x reell gedacht); fiir komplexe x bei Cauchy,
Exerc. d'an. 4, p. 271; Stolz, p. 211; Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 365, Zerlegung von
arctg & in seinen reellen und imaginiiren Bestandteil Fuler, Berlin Hist. Ac. &
(1749), p. 286. Der Zusammenhang zwischen arctg und lg war schon 1702 (Paris
Mém. Ac. Sc)) Joh. Bernoulli bekannt (s. Opera 1, p. 393—400),
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voneinander um Multipla von =; der Wert - lg I + dessen Real-
teil N also der Ungleichung

w T
(19) —Im<l

geniigt, heibt der Hauptwert'™): arctg x und wird fir alle |#| < 1,
ausgenommen z = - ¢,'%5) dargestellt durch die Reihe:

(80) arctg & = (3 Ig (1 — 2i) — & Ig (1 + 1))

S w’cw“ 126
= (5™
0

insbesondere ergibt sich fiir # =1 die sog. Leibnizsche Reihe:

o0 __1 " ~
(8L) arctg 1 = %’- =22(,, _{_)1‘12.)
0

Zur Berechnung von = ist dieselbe wegen ihrer schwachen Kon-
vergenz ungeeignet; zu rascher konvergenten Formeln gelangt man
entweder durch geeignete Transformation von (81)), oder indem

man den Bogen % mit Hilfe des sog. Additionstheorems der Funk-

tion arctg:

(82) arctg x - arctg y = arctg T—=- oty

—xy

in Teilbgen mit rationaler Tangente zerlegt, z. B.'*):

124) Cauchy, Exerc. d’an. 4, p. 271
125) Die Punkte 2 — - ¢ sind die einzigen singuléiren der Funktion arctg z;

um den Punkt oo gelten die Entwicklungen:
—2r—1

arctgx_(k——)n——Z( 21}_{—1 (h==0,4+1,4+2,--)

126) Euler, Introd., p. 105 (x reell gedacht); fiir komplese x z. B. Stolz,
p. 211; Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 364. — Andere elementare Ableitungen im reellen
Gebiet: Cauchy, An., p. 307 ebenfalls aus der logarithmischen Reihe; Schlomilch,
p. 70 durch Mittelwerte; Hattendorff, p. 148 aus der in FuBnote 129 zitierten
Reihe.

127) Brief an Oldenburg vom 27. Aug. 1786, Acta erudit. 1682, p. 11; schon
vorher (1671) sind die Reiben (80), (81) von J. Gregory gefunden (Commere.
epist., p. 78, 79).

128) S. 1A 3, 87, besonders FuBnote 266.

129) J. Machin in Jones’ Synopsis 1706. Ahnliche Zerlegungen mehrfach
bei Fuler, z. B. die besonders mit Hilfe der Reihe

2 B 2.4 P N
amgt“1+t*(1+ 3 1+t’T§-—5(1+t2) +)
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—— 1 1
(83) % = 4 arctg  — arctg
und dann die Reithenentwickelung (80) beniitzt.

Die Auflosung der Gleichung

et — ¥

{84) siny=-————=

N

nach y ergibt:
{85) Y = aresin £ == % Ig (zi + V1 —2%) 180)

Bedeutet 7 irgend einen bestimmten dieser unendlich vielen
Werte, so teilt sich die Gesamtheit in die zwei Gruppen:

Yy=¥% + 2nz und w—y.

Der Hauptwert™) arcsin & wird durch die Vorschrift:

{Ableitung aus (67) durch Grenziibergang =0 und Substitution = tg2z z. B.
bei Schlomilch, p.266; Hattendorff, p.144] sehr bequem auszuwertende Formel

— 1 — 3
= 20 arctg — 4 8 arctg —
T ar g7+ aa'cg79

(Nova Acta Ac. Petrop. 11 (1793), p. 133 in einer Arbeit von 1779, vorher (1776)
schon bei Ch. Hutton, Phil. Trans. 476). Unbegrenzte Fortsetzung dieses Zer-
legungsverfahrens: Huler, Comm. Aec. Petrop. 9 (1727), p. 100; Nov. Comm. Ac.
Petrop. 9 (1762—63), p. 40—52. Die vollstindige Losung der Gleichung

1 1
m, arctg o — m, arctg == k- .Z_
1 2

in ganzen Zahlen m, my, 2, @5, k& gibt C. Stérmer, Christ. Vidensskabssel-

skabsskrift. 1895 und Paris Soc. math. Bull. 27 (1899), p. 160; er untersucht auch
. 1 1 1 7T

den allgemeineren Fall m, arctg = -+ m, arctg ry + -4 m, arctg = k- T

"

Paris C. R. 1896, Nr. 4, 5; Arch. for Math. og Nat. 1896.

Die Berechnung der Zahl @ wurde so auf immer mehr Dezimalstellen
hinausgefiibrt (schlieflich iiber 700). 8. dariber die Schrift von Rudio: Archi-
medes, Huygens, Lambert, Legendre (Lpzg. 1892). Uber die Beweise der Irra-
tionalitiit und Transzendenz von = s. IC 3, 7 und FuBnote 96 des vorliegen-
den Artikels. Vgl. auch F. Klein, Vortrige iiber Elementargeometrie (Lpzg. 1896),
Pp. 53.

130) Trennung des reellen und imaginiren Teils von arcsinz: Euler, Berlin
Hiet. Ac. 5 (1749), p. 283; Cauchy, An. p. 325. Formel (85) z. B. bei Cauchy,
Exerc. d’an. 4, p. 281; Stolz, 2, p. 218.

131) Cauchy unter gesonderter Betrachtung des reellen und imaginiren Be-
standteils: An, p. 825, 327 und priiziser Exerc. d’an. 3, p. 385 (Cauchy fihrt die

. x . . .
Untersuchung aus an der Funktion arccos # = 5 —arcsinz fiir allgemeinen

und Hauptwert), — Stolz, 2, p. 213 und Stolz-Gmeiner, F. 2, p. 370 unterseheiden
in jeder der obigen zwei Wertgruppen eigene Hauptwerte, deren Realteile dann
zwischen — % und = liegen.
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T . T
(86) — 35 < R (arcsin 2) < —

ausgesondert, wobei an den Grenzen das Vorzeichen des imaginfirer
Teils von arcsin # noch willkiirlich*%?) festzusetzen ist.

Durch Vergleichung der Koeffizienten von % auf beiden Seiten
von (69) gelangt Cauchy zu der fiir alle || < 1 giiltigen Reihe!*%):

PO ol 8., o 2v+41
(87) arcsin ¥ = x +21 32 @v—1) @
1

4--.2v 201
Hieraus speziell fiir z = - 1:
p T1-3..-(20—1) 1
j‘—?=i(1 +2 2.4.--2v '2»-}-1)'%
1

12. Unendliche Produkte fiir sin x und cos 2. Die Produkt-
entwicklung

&te® = x?
(88) — = x[1[ 1+ )
findet FEuler'®), indem er den Ausdruck

)

&

132) Z. B. positiv: Cauchy, Exerc. d’an. 8, p. 885. Der so definierte Haupt-
wert entspricht dann dem positiven Zeichen vor dem Hauptwerte der Quadrat-
wurzel und dem Hauptwerte des lg in (85), Cauchy, Exerc. d'an. 4, p. 281.

1383) An, p. 549 (daselbst durch Vergleichung der hoheren Potenzen von
n auch Reihen fiir (arcsin x)? usw.; die Reihe fiir (arcsin «)® hatte Euler schon
1737 auf anderem Wege gefunden: s. G. Enestrm, Bibl. math. (3) 5 [1904], p. 270;
P. Stickel, ebendas. 8 [1907], p. 45). Der Cauchysche Beweis ist fiir reelle §
gedacht, 148t sich aber ohne weiteres auf komplexe x tbertragen, s. Thomae,
p- 106; Stolz, 2, p. 224. Andere Herleitung von (87) aus der arctg-Reihe bei Cauchy
(An., p. 545 im reellen Gebiete), ferner durch elementare Daxrstellung der in der
Infinitesimalrechnung tblichen Methoden bei Schidmilch, p. 220 (Emetzung von

3

f —C-ZE—; durch einen Mittelwert) und Stolz, 2, p. 216 (Beniitzung der Rela-

1—§
0
. . 1 . .
tion D arcsin = — A 2~> - ~— DBeschreibung der Riemannschen Fliche des.
—z
arcein bei Thomae, Elem. Theorie, p. 104—106 (nur in der 1. Aufl; vgl. 2. Aufl.,

p. 135).

134) Die Konvergenz dieser Reihe wird am einfachsten mit Hilfe des Raabe-
schen Kriteriums (s. 1A 3,27) erkannt.

135) Introd. p. 118; strenge Fassung des Fulerschen Beweises bei Stolz 2,
p. 322 angedeutet, ausfihrlicher bei Stols-Gmeiner, F. 2, p. 439. (Vgl. auch
I’ Huidlier, Princ. cale. diff. et int., p. 141)
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in Faktoren zweiten Grades von der Form:

2k
, 1 +cos—”

@ " : .
e ( 7

1—co

zerlegt und dann zur Grenze n = co ibergeht. Die Substitution
von ¢z anstelle von z ergibt sodann
. ~ x? - x x
o) o< (1= ) =T 0 2 (-2
1 1

In #dhnlicher Weise gelangt Euler zu

(90) cosz — Ij[ (1— @T—%ﬁ) 196)

Cauchy'®") geht bei seiner von den meisten Lehrbiichern acceptierten
Ableitung von dem endlichen Produkte (73) fiir sin nz aus und laBt
daselbst # unendlich werden, wihrend #z endlich bleibt.

Aus (89) folgt speziell tir z = g die Wallissche*®®) Formel:

. T
(91) =15 3% A A

136) Introd., p.181f, Daselbst auch in #hnlicher Weise abgeleitet Produkte
fir ae® -+ be " u a. Unvollkommnere Herleitung des sin- und cos-Produkts
sowie der Relationen (93) schon Comm. Ac. Petrop. 7 (1734), p. 128—134,

137) An., p. 565; vereinfacht von Schlomilch, p. 204. (Durch Trennung des
Reellen und Imaginiren gewinnt Cauchy (An. p. 8733 Schlidmilch, p. 274—177)
weitere Produkt- und Reihenformeln.) Noch elementarere Herleitung von Schriter
(Zeitschx. Math. Phys. 13 (1868), p. 257) durch iterierte Anwendung der Formel:

. & . Xt
sinx =2 sm? sin —:2}:— s

Nach der Weierstrafschen Theorie der Zerlegung ganzer Funktionen in ihre
Primfaktoren (s. I B 1, 81) ergibt sich das sin-Produkt aus den bekannten
Nullstellen der Funktion sin z (vgl. Euler, Misc. Berol. 7 (1748); Euler zeigt be-
reits, daB auBer nxw keine andern Nullstellen existieren) in der Form:

+eo z i 2

sing = ey(m)-a:H (lwi) e? = e”(z)-wn(l———?—s),
v vin

—o0 1
worauf nur noch der Nachweis ¢/ =1 durch zweimalige Ableitung (Weier-
straf; vgl. Frenzel, Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 825) oder auf Grund eines
allgemeinen Hadamardschen Satzes (Journ, de math. (4) 9 [1898], p. 209) tiber das
infinitdre Verhalten ganzer Funktionen (vgl. z. B. Fmile Borel, Legons sur les
fonctions entitres, p.82; 4. Pringsheim, Math, Ann. 58 (1904), p. 328) zu erbrin-
gen ist.

138) Arithmetica infinit. 1659.
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welche u. a. zur elementaren Herleitung der Stirlingschen'®®) Formel:

3
(92) nl=Vean-we TP (0< 8 <1)
dienen kann 149).
Die Entwicklung der rechten Seite von (89) in eine Potenz-
reihe und die Vergleichung der Koeffizienten derselben mit den-
jenigen von (64) fihrt Euler auf die Relationen: )

oo
1 w?
Y — mm —
6

p? ?

1

93)
00
1 nt
Z’ PR TE
1
o "3
allgemein ist
L 1 22k—lBk

(94) D= P
1

wo B, die k* Bernoullische Zahl bedeutet *4).

13. Partialbruchreihen fiir tgx, cotx, cosecz, sec 2. Aus
(90) findet Euler'#®) durch Substitution von @« —y anstelle von x

139) Methodus differentialis, London 1730.

140) J. A. Serpet, Cours d'algdbre (5. Aufl) 2, p. 219 (deutsche Ubers. v.
Wertheim 2, p. 178); noch einfacher bei Cesaro, Anal. algebr., p. 271, 480,

141) Introd. p. 136; vorher (p. 129) zeigt Fuler ganz allgemein: Isb

o 0
[[[a+es=2e0"
1 0

s0 gelten genau wie im Falle endlicher Produkte und Reihen die Beziehungen:
2 o, ==¢y, 2«3:0%——202 usw.
1

Zur Vervollstindigung der FEuslerschen formalen Betrachtungsweise ist die Voraus-
setzung der absoluten Konvergenz des Produktes hinreichend (nicht notwendig).
Vgl im tibrigen I A 8, 43. Uber die Entstehungsgeschichte der Formeln (93)
und verwandte Eulersche Untersuchungen s. P. Stdckel, Bibl. math. (3) 8 (1907),
p. 37—60.

142) Niheres iiber die Bernoullischen Zahlen s. II A 3,18; vgl. auch im
Texte 14. — Produktdarstellungen des log, arcsin usw. bei L. Seidel, J. f.
Math. 73 (1871), p. 273.

1438) Introd,, p. 126, 134; einwandfreie Darstellung bei Stols, 2, p. 252, 323;
Stolz- Gmeiner, F., p 444; ahnliche Ableitung bei Schidmilch, p. 206—209. Die
Vergleichung der htheren Potenzen von y (Fuler a. a. O.) liefert Partialbruch-
reihen fiir (tg £)* usw. und durch Spezialisieruug die Summation vicler merk-
wiirdiger Reihen, darunter die im Texte (106) erwihnten.



18. Partialbruchreihen fiir tg z, cotz, cosec z, sec x. 43
und Division mit cos «:

(95) (‘i‘i(i—_@ => cosy -+ tgosiny

cos

—II( — o It eTroe—s)

Sxy — 4y
—n (H' @r F1ix —-4.7:)
und sodann durch Entwicklung nach Potenzen von y und Vergleichung
der Koeffizienten von y die Partialbruchreihe:

© L 1
(96) tg“"=”’22z (2x+(2v+1)w+ 2::;—(21«—&-1)1:)
0

x

_ 8z
=77 W‘m :
1
Auf dhnliche Weise oder einfacher durch Substitution von % —=
fiir « folgt:
1 1 1 2z
(97) COtx~ﬂ+2(x—vn: x-{—v#):_i—_zvm’

1

ferner wegen cot ? — cotx = cosecx:

{98) CoSeC T == — —i—Z (ac :1,),,, + a,(___}_lzv,,)

—~+2(—1>v e

und hieraus durch Substitution von ;— z fir z:

_ =yt (—yt
(99) secz 22 ((21}—1)75~2$+(2v——1)7t+2$)

—_ . 1yw-1 A»_?”—l)n
2( 1) (2v—1)at — gz*’

Jede dieser Partlalbruchrelhen konvergiert gleichmiiffig in jedem end-
lichen, von Nullstellen der Nenner freien, abgeschlossenen Bereich der
komplexen Ebene; wnbedingte Konvergenz findet aber immer nur bei
paarweiser Zusammenfassung der Partialbriiche stattl44),

144) Alle diess Rejhen lassen sich durch Addition von Konstanten in
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sin

14. Potenzreihen fiir tgxz, cotx, coseec %, seecx; lg

1g cos z.5) Die in Nr. 19 eingefithrten Bernoullischen Zahlen treten
auf Grund der Gleichung (94) wieder auf als Reihenkoeffizienten in
den aus den Partialbruchreihen (96), (97), (98) abzuleitenden Potenz-
reihen fiir tgz, cot z, cosec 2,"%) sowie in den durch gliedweise
Logarithmierung aus den unendlichen Produkten (89), (90) folgenden

sin

Potenzreihen fir g —=, lg cosz:'*7)

(100) tg @ 2 ™ r:;)v— Y Bt (!x" < j21> ’

(101) xcotx=1—$l(—§i~; B,z (o] < =),
1

(102) z cosec z = 1 + ‘72 @ (2;)“‘3 Ba?  (lzl <),

(108) gt = S (e,

(104) lg cos x = ——2 e (2:)),?}27 ~ B a* ({xl <i‘:)

Die II A 3, 18 erwihnten Rekursionsformeln fiir die Bernoullischen
Zahlen ergeben sich groBenteils durch ,Koeffizientenvergleichung®
(vgl. Nr. 3) nach Einsetzen einerseits der Entwicklungen (100) bis (104),
andererseits der Reihen fiir sin # und cos # in die mannigfachen Rela-
tionen, welche eine trigonometrische Funktion als Produkt zweier
anderen darzustellen erlauben.

Zur Einfihrung einer verwandten Gattung ganzer Zahlen —
Sekantenkoeffizienten oder Eulersche Zahlen'*®) F hat die Reihe

absolut konvergente mit linearen Partialbriichen verwandeln (besonderer Fall
des Mittag- Lefflerschen Theorems; s. IIB 1, 32).

Andere elementare Ableitungen der obigen Partialbruchreihen (z. T. nur fiir
rcelle x) bei Cauchy, An., p. 578; Schriter, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 2575
Thomae, Elem. Theorie, p. 90; Hattendorff, Algebr. Anal.,, p.256; Osgood, Lehrb.
der Funktionentheorie 1, p. 519.

145) Die meisten dieser Reihen (wenigstens die ersten Koeffizienten) finden
sich schon bei J. Gregory (s. v. Brauwmmihl, Gesch. d. Trigon. 2, p. 63).

146) Euler, Introd., p. 160.

147) ibid. p. 152.

148) Die aweite Benennung von Raabe, J. f. Math. 42 (1851), p. 366, — Uber
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(105) soc 2 — D} 2 (=< %)
0

AnlaB gegeben; Rekursionsformeln zur Berechnung der E, liefert als-
dann die Beziehung sec x - cos z = 1. Da sich die Reihe (105)
andererseits auch durch Entwicklung der rechten Seite von (99) nach
Potenzen von z ergeben muB, so gelten die Beziehungen

oy (e -t %+l B
(106) ZN (25; I = :2k+2 (2]:); - 149)

1

Die Potenzreihen (100), (101), (102), (105) divergieren, wie ihre
Herleitung aus den Partialbruchreihen unmittelbar erkennen laBt, in
allen Punkten ihres Konvergenzkreises, wihrend die Reihen (103),

(104) fur alle nicht reellen |z|==x bzw. |z|= % noch konver-
gieren.

15. Die hypergeometrische Reihe. Fast alle in der algebraischen
Analysis auftretenden Potenzreihen erweisen sich als Spezial- oder
Grenzfille der sog. Gaufschen'™) hypergeometrischen Reihe:

. 1
(107) Flepya)=1+4 o GEDEEED ooy

die Eulerschen Zahlen und ihren Zusammenhang mit den Bernoullischen vgl.IIA 3,
18 und insbesondre Saalschitz, Vorles. iiber die Bernoullischen Zahlen, Berlin 1893.

149) Zuerst von Euler in anderem Zusammenhang bewiesen; 8. Fubn 143,

150) Disquis. gen. circa seriem infinitam, 1812 (= Werke 3, p. 134,
deutsche Ausgabe von Heinrich Simon, Berlin 1888). — Der Name ,hyperg.
Reihe* in etwas anderer Bedeutung riihrt von Wallis her (Arithmetica infini-
torum = Opera math. 1, Oxoniae 1645, p. 466); die Reihe selbst findet sich
schon bei Euler (Nov. Act. Petrop. 12 (1794), p. 58), der auch die Differential-
gleichung zweiter Ordnung der hypergeometrischen Funktion und daraus die
Transformation F(a, f, 7, ) = (1 —a) "*F F(y—e«, y—B,y, %) ableitet
und zum Schluf eine Anwendung auf die Darstellung gewisser in der Theorie
der Anziehung vorkommender Fourierscher Reihenkoeffizienten macht. Sonstige
histor. Bemerkungen s. L. Jecklin, Hist.-krit. Untersuchung iiber die Theorie der
hypergeom. Reihe, Dissert. Bern, 1901.

1561) Die Frage nach der Konvergenz der hypergeometrischen Reihe wurde
im reellen Gebiete von Gaup®®) mit Hilfe besonderer nach ihm benannter
Kriterien (5. 1A 3, 22 und FuBfn. 190), im komplexen von WeierstraB (s. ebendas.
Fufn. 161 und 1G 3, 8) erledigt: Der Einheitskreis ist Konvergenzkreis; auf
demselben bestehen die drvei Moglichkeiten: 1) absolute Konvergenz fiir alle
{a] =1, wenn R(y — « — B) > 1; 2) bedingte Konvergenz fiir alle |2|=1 auBer
z=1, wenn 1>R(y —a—B)>0; 3) Divergenz, wenn 0>R(y—a—p), (8. z. B.
Pringsheim, Archiv Math. 8 (4) (1902), p. 19). Die Annahme: =y, o =-—m,
& == —y liefert die betr. Resultate fir die binomische Reihe, Bei Gauf (Werke
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die dann auch besonders geeignet ist, um fiir diese Funktionen kon-
vergente Kettenbriiche %) zu gewinnen. In letzteren tritt der arith-
metische Charakter der elementaren Funktionen, insbesondere die
Irrationalitit von ¢* und tg « bei rationalem z %) deutlicher hervor
als in den Reihen.

Die Theorie der hypergeometrischen Reihe iiberschreitet indes
die Hilfsmittel der algebraischen Analysis und gehort ihrer Natur
nach der eigentlichen Funktionentheorie’®) und der Lehre von den
linearen Differentialgleichungen an.

3, p. 127) sind 23 Darstellungen bekannter Funktionen durch die hypergeome-
trische Reike angegeben.

152) Uber die Umformung der hypergeometrischen Reihe in einen Ketten-
bruch und die Konvergenz des letzteren s. I A3 55. — Einen elementaren
Konvergenzbeweis gab neuerdings van Vleck, Ann. of math. (2) 8, 1901; Am. Soec.
Transact. 5 (1904), p. 253.

153) 5. TA3 9 u. 55 u. IC3 7, p. 669.

154) Eine Behandlung der hypergeometrischen Reihe mit den Hilfsmitteln
der elementaren Funktionenlehre gibt Thomae, Zeitschr. Math. Phys. 26 (1881),
p. 314; 27 (1882), p. 41.

(Abgeschlossen im November 1908.)



I1C2. NUMERISCHE UND GRAPHISCHE QUADRA-
TUR UND INTEGRATION GEWOHNLICHER UND
PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Voxn
C. RUNGE UND FR. A. WILLERS
G(‘jTTINGEN. CHARLOTTENBURG.
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L. Numerische und graphische Quadratur.

1. Aligemeines.

2. Methoden, die gegebene Abszissen verwenden.
a) Allgemeines.
b) Methode von Newton-Cotes.
¢) Methode von Mac Lawrin.

8. Methode von Gaub.
a) Bestimmung der Abszissen.
b) Die Koeffizienten.
¢) Fehlerabschitzung.

4. Spezielle Fille der GauBschen Formel.
2) g(@)=1.
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1
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5. Verallgemeinerung der Methode von GauB.
a) Formeln von August.
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¢) Mehrfache Integrale.
6. Methode von Massau.
7. Methoden, bei denen die Koeffizienten gegeben sind.
a) Allgemeines.
b) p() ist eine gerade Funktion.
¢) ¢(x) ist eine ungerade Funktion.
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8. Formeln, die durch Kombination entstehen.
9. Die Eulersche Formel.
10. Formeln der Differenzenrechnung.
11. Anniherung durch mehrere Parabeln.
12. Methoden der graphischen Quadratur.
a) Allgemeines.
b) Bestimmung der mittleren Ordinaten und Abszissen.
c) Einzeichnen der Integralkurve.
d) Erweiterungen und Erginzungen.
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13. Kubatur.
a) Kubatur durch eine Quadratur.
b) Allgemeine Betrachtungen.
¢) Rechteckige und kreisférmige Begrenzung.
d) Zerlegung in Teilgebiete.
e) Graphische Methoden.
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15. Graphische Methoden.

a) Methode von Czuber.
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18. Methode der sukzessiven Approximation.
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a) Gleichungen erster Ordnung.
b) Gleichungen zweiter Ordnung.
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lichst geniigen und eine Randbedingung streng erfiillen.
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¢) Methoden, die durch endliche Stiicke approximieren und alle Rand-
bedingungen streng erfiillen.
d) Infinitesimal approximierende Methoden mit strenger Erfilllung der
Randbedingungen.
21. Numerische Methoden,
a) Ubertragung der Methoden von Runge- Heun-Kutta.
b) Ersetzung der Differentialgleichung durch eine Differenzengleichung.
¢) Methode von Rayleigh-Ritz.
22, Experimentelle Methoden,
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Da die hier in Betracht kommende Literatur vielfach in technischen und
anderen Abhandlungen zerstreut und daher schwer auffindbar ist, werden sicher
die Literaturangaben nicht vollstéindig sein; doch hoffen wir Wesentliches nich#
tibersehen zu haben. Die einzelne Gegenstinde betreffenden Abhandlungen sind in
den FuBnoten zitiert; hier sind nur zusammenfassende Darstellungen genannt.
Bailaud, Mémoires de I’Académie des Sciences de Toulouse (8) 5 (1883), p.161—190.
— Annales de 'observatoire de Toulouse 2 (1887), p. 1—36.

Berger, Nova Acta Regiae Societatis Scientiarum Upsaliensis (3) 16 (1893).
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Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, Leipzig 1903.
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Kriloff, Vorlesungen tiber angeniiherte Rechinungen, Petersburg 1911,

Mansion, Mathesis 1 (1881), Supplement, p. 1—62.

Massau, Mémoire sur I'integration graphique et ses applications, Paris-Lidge 1885.

— Appendice au mémoire . .., Paris 1890.

— Mémoire sur l'intégration graphique des équations aux derivées partielles,
Gand 1900—1903.

Markoff, Differenzenrechnung. Petersburg 1891, (deutsch von Priimm u. Friesen-
dorff) Leipzig 1896.

Merrifield, Report on the Present State of Knowledge of the Application of Qua-
dratures and Interpolation to Actual Data. Report of the 50. meeting of the
British Association for the Advancement of Science, London 1880.

de Montessus et & Adhemar, Calcul numérique, Paris 1911.

Moors, Valeur approzimative d’une intégrale définie, Paris 1905.

Nehls, Uber graphische Integration und ihre Anwendung in der graphischen
Statik, Leipzig 1885.

D’ Ocagne, Calenl graphique et nomographie, Paris 1908.

Pascal, Calcolo delle variazione e calcolo delle differenze finite, Milano 1897,
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Possé, Sur quelques applications des fractions continues algébriques, Petersburg
1886.

Radaw, Journal de Mathématique (3) 6 (1880), p. 288 —3836.

— FEtudes sur les formules d’interpolation, Paris 1891, Teil IV, p. 84—96.

Runge, Graphical methods. A course of lectures delivered in Columbia Uni-
versity, New York 1912. Erscheint Ende 1914 in einer vom Autor bearbeiteten
deutschen Ausgabe im Verlage von B. G. Teubner, Leipzig.

— Numerisches Rechnen. Autographierte Vorlesung, Gottingen 1912/13.

v. Sanden, Praktische Analysis (Handbuch der angewandten Mathematik 1),
Leipzig 1914.

Schlomilch, Theorie der Summen und Differenzen, Halle 1848, Teil II, § 11—183.

Sonine, Warschauer Nachrichten 1887, p. 1—1786.

Thiele, Interpolationsrechnung, Leipzig 1909, § 10, 11.

Todhunter, An elementary Treatise on Laplace’s Functions, Lamé’s Functions and
Bessel’s Functions, London 1875, p. 96—109.

Vahlen, Konstruktionen und Approximationen, Leipzig 1911.

I. Numerische und graphische Quadratur,

1. Allgemeines (vgl. IIA2 (4. Voss) Differential- und Integral-
rechnung Nr. 50—55). Bei der numerischen Quadratur handelt es sich
darum, den Flicheninhalt eines durch eine Kurve y = f(z), zwei Or-
dinaten und die Abszissenachse begrenzten Gebietes als Mittelwert einer
endlichen Anzahl » von mit entsprechenden Gewichten 4; genommenen
Ordinaten f(z,) auszudriicken. Allgemeiner heiBt das, man soll den
Wert eines bestimmten Integrales

) I—[1@)p@)da

aus den Werten von f(z) fiir eine bestimmte endliche Anzahl #» von
Abszissen z; und aus einer gleichen Anzahl von Koeffizienten 4; mog-
lichst genau durch einen Ausdruck der Form
@) A=[4f(x) + A:f (@) + 4sf(z5) + - -~ + 4. f(z,)]
darstellen. Der regulire Fall ist ¢(2) == 1; aber es soll hier gleich
der allgemeinere ins Auge gefalt werden. Dabei ist vorausgesetzt,
daB sich f(z) fir a < 2 < f mit ausreichender Genauigkeit durch eine
ganze rationale Funktion hinreichend hohen Grades m, der erheblich
groBer sein kann als »

e+ ex + 2’ F et e, _am e am
ersetzen liBt, wihrend @ (x) nur integrierbar zu sein braucht, also z. B.

eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen haben kann. Fiir die Zahl n
und die Lage z; der zu benutzenden Ordinaten wird vor allem der Um-
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stand maBgebend sein, daB man eine moglichst groBe Genauigkeit er-
reichen will; gelegentlich kionnen aber fiir die Wahl des # und der
auch andere Griinde mitsprechen, etwa daB man bequeme Werte Ffiir
die A, oder die #; zu haben wiinscht, oder daf man eine bequeme
Formel wiinscht, deren Genauigkeit die der durch Beobachtung ge-
wonnenen Werte f(z;) nicht tiberschreitet usw. Die Grenzen «, § kann
man durch die Substitution:

e L WD)

auf — 1 und + 1 resp. durch #hnliche Substitutionen auf — 4 und
-+ 4 oder auf 0 und 1 zuriickfiihren.
Setzt man

3
(3) a, = [ 9@z,

so ist

I— A= cya, +ca,+ c,ay+ -+ 4 c,a, + ---
— 4, (et C1x1+02x12+ R S A R
) —4 (co_l" 01'7"2“*“‘72959 o )

_A (co"l'clx +02xn+ e grt )
= 60 + €0+ 05+ - + ¢, 0, + -

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

dy=a,— (4i+ 4 +4; +---+ 4,)

O=a,— (A, + dyzy +---+ A,z,)
6)) 5——-% (Axl-*-Awa_*_,,,_{_sz
0= a, (Alxl +A3x2k+...+A

Man nimmt nun an, da.B in der fur f(x) gesetzten Funktion die
¢, sehr schnell abnehmen, so daf die Anndherung um so besser wird,
je mehr der 0 man, von J, ausgehend, zu Null macht.’®®) Wir sehen
hier davon ab, daB dies bei empirisch gefundenen Kurven durchaus
nicht der Fall zu sein braucht, sondern daB hier mit hohem Index
versehene Werte ¢, gelegentlich den Lauf der IKurve wesentlich be-
stimmen konnen. In einem solchen Falle wird unter Umstinden eine
Formel von geringerem Grenauigkeitsgrad eine bessere Anniherung liefern
konnen (vgl. Nr. 11). Werden die p ersten 6 Null, so sagt man nach
Radau®), die Formel habe den Genauigkeitsgrad p — 1; d. h. also eine

1) Radau, J. de math. (3) 6 (1880), p. 283—836.
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ganze Funktion (p — 1)*® Grades wird durch die Formel exakt inte-
griert. Da man n Werte 4, und n Werte 2, zur Verfiigung hat, kann
man mit Gauf*®) den Genauigkeitsgrad 2n» — 1 erreichen; bei n ge-
gebenen Abszissen erreicht man im allgemeinen den Genauigkeitsgrad
n — 1; bei n gegebenen Koeffizienten, fiir die d,==0 sein muB, den
Genauigkeitsgrad n.

Wihlt man zur Intervallmitte symmetrische Ordinaten, so muB

T, =, Hy=- =40
d. h. 1 bei den Grenzen O und 1, und O bei den Grenzen — 1 und
+ 1 sein. Wenn wir der Bequemlichkeit wegen den letzten Fall be-
trachten (in der Wahl der Grenzen liegt keine wesentliche Speziali-
sierung) und weiter annehmen, ¢(x) sei eine gerade Funktion, etwa
gleich 1, so wird

(6) ZAixth = 0 (oder Z(A’. —_ An—z‘+1) xiZh—l - 0)_

Man kann diese Gleichungen durch 4,= 4, _, , erfiillen; soll der Ge-
nauigkeitsgrad #» — 1 erreicht werden, so ist nur diese Losung mog-
lich. Auf anderem Wege als Radau') weisen Grunert®), Jung®), Tod-
hunter®) u. a. die Gleichheit der zu symmetrisch liegenden Ordinaten
gehorenden Koeffizienten nach, die natiirlich auch fiir die Grenzen «,
gilt. Wir haben also, falls wir der Symmetrie wegen nur das halbe
Intervall betrachten, die Gleichungen:

YAy + A+ A+ -+ 4, — ay = — 9,
Ax1 —{-—Ax2+ +Aw2—a2=—62,

(M
Ax1 +Ax22'+ +Ax'—“°“"_62z

fiir n = 24 - 1; fiir » = 24 ist nur 4y—= O zu setzen. Sind also fiir
24 + 1 oder 2¢ 4 2 symmetrische Abszissen die Funktionswerte ge-
geben, wie z. B. bei den Methoden von Newtor-Cotes und Mac Laurin,
so kann man im allgemeinen in beiden Fillen mindestens den Genaunig-
keitsgrad 2i + 1 erreichen. Da alle #, voneinander verschieden sein
miissen, sind durch obige Gleichungen die A, eindeutig bestimmt. Den-
selben Genauigkeitsgrad kann man erreichen, wenn man 27 4 1 oder:
2¢ willkiirlich gewiihlte, paarweise gleiche Koeffizienten vorschreibt,
wie es z. B. Tschebyscheff tut. Die vorgeschriebenen Koeffizienten miissen
natiirlich der ersten Gleichung (7) geniigen, falls man d, =0 setzt.

2) Grumert, Arch. fiir Math. u. Phys. 14 (1850), p. 225—317.

8) Jung, Rozpravy 8, Nr. 17, (12 8.) (1899).

4) Todhunter, An elementary Treatise on Laplace’s Functions, Lamé's Func-
tions and Bessel's Functions, London 1875, p. 96—109.
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Ist dagegen ¢(x) eine ungerade Funktion, so ist D4 23" = 0,
also Ap —_ An_p +1» 4o =0. Es kommt dann nur eine gerade Zahl
von Ordinaten in Betracht.

2. Methoden, die gegebene Absgissen verwenden. a) Allgemeines.
Bei gegebenen Abszissen ist die Koeffizientenbestimmung das rein alge-
braische Problem, die Gleichungen (5) resp. (7) zu losen, wenn die o
gleich Null gesetzt werden, was bei verschiedenen Abszissenwerten
immer moglich ist. Man erhilt so die 4, als Quotienten zweier Deter-
minanten.®) Moors®) bezeichnet mit s, die symmetrische Funktion
r*n Grades der 23 und mit s? die entsprechende Funktion ohne z2;
er erhilt dann aus (7)

g9 — Og;_ 48T +0g;_¢8f - (— Vi~ 1a,sf_,
adim? AP L im0l (— 1) sy ’
T e T st ag; 5§, .. (—1y~tapsl_y
(25 — 2D (2 =) [ (% — 27
Der / soll bedeuten, daB x2 — z2 fehlt. Jacobi™) bestimmt die Koeffi-

zienten mittels der Lagrangeschen Interpolationsformel.’) Sind die
Abszissen Wurzeln der Gleichung F,(z) =0, so ist

(9)f¢(x)f(x)dx—2 fﬂ(;k()x():)(x;)dx f(xk)_‘— n+cn+16n+1"'

Jacobi") schreibt den Ausdruck fiir die Koeffizienten in der Form
(p@) = 1)

4,=
®

8
1 ’
A, = —F;,(ac_,ngn (zp) dz,.

Diese Formel kann man nach Radau') auch unabhingig von der
Lagrangeschen Formel durch den Ansatz f(z) = F (w) erhalten. Sind

die gegebenen Abszissen sowie die Funktion q)(x) symmetrlsch zur
Intervallmitte, so kann man aus (9) leicht ablesen, daB die Koeffi-
zienten paarweise gleich sind. Bezeichnet man mit Radau') den
ganzen Teil einer Funktion mit E, so besteht die Gleichung, falls z,

B) Blaéek, Sitzungsberichte der bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften,
Prag 1879, p. 167—176.

6) Moors, Nieuw. Archief, Amsterdam 20 (1898), p. 129—214.

7) Jacobi, Journ. fiir Math. 1 (1825), p. 801—308.

8) Lagrange, Le¢ons élémentaires (1795), Osuvres 7, p. 284—287 und Sur
I'interpolation, Oeuvres 7, p. 535—553. Deutsch von Schultze im Astronomischen
Jahrbuch 1783,
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keine Wurzel von F', ist,
(10) @ _ pFa)

T — @ X — x

Konvergiert z, gegen eine Wurzel, so 148t sich F,(z) durch z — z,
dividieren. Fiir ¢(x) gleich eins, ist also

B s

‘F, T d —a .
(1) [29 g— L =B P (6275 = 2z,
so daf man fir die Grenzen 4 1 und — 1 aus (9)
(12) 4= s B[P @) (o + s+ 50 )] = 7y 2@

erhillt, einen Ausdruck, der sich z. B. bei Schellbach®), Radau'), Hermite®)
u. a. findet.
Die Korrektion gibt Moors®) in der Form
(13) €ay05;+Cai 490,407 = {@y;— Gy, 58+ ag;_ 48—~ (— 1) ags; } ¢y
+ {@ss 40— (@9, — 03} 8, + Gg; 85+ (— 1)'035;} oy
Den Rest kann man auch wie Markoff'*) mit Hilfe des Restgliedes
der Lagrangeschen Formel finden. Bertrand'®) gibt eine Tabelle der

verschiedenen Werte d fiir die Formeln von Newton-Cotes.
Gewdhnlich dividiert man f(z) durch F, (z), so dab

(14) (%) = P(2) 4+ Q(2) - F,(2)

wird, woraus dann fiir die Glieder hoherer Ordnung

Id
(15) ./ (p(ﬁ) ° Q(.’l?) ° Fn<x)dx=0n6n + Cn+16n+1 + cn+26n+2 M
folgt. Also ist

ants
(16) _J 9@) F,@)-de - Eg,
Terme, die mit den Koeffizienten von 7%—;—1 in der Entwicklung von
Z
8
1 ¥, (x)

nach fallenden Potenzen von z identisch sind. Man bezeichnet daher
diese Funktion nach Heine'®) als erceugende Fumktion des Fehlers.

9) Schellbach, Journ. fiir Math. 1 (1825), p. 301—308.

10) Hermite, Cours d’analyse, Paris 1873, p. 439—453.

11) Markoff, Differenzenrechnung (deutsch von Primm u. Friesendorff),
Leipzig 1896, p. 50—61.

12) Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 2, Berlin 1881.
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Neuerdings hat Peano'®) das Restglied der Quadraturformeln unter
Benutzung eines Diskontinuititsfaktors'*) in Form eines bestimmten
Integrales zwischen den Grenzen — oo und —+ oo dargestellt.

b) Formeln von Newton-Cotes. Im allgemeinen wihlt man nun
die gegebenen Ordinaten dquidistant. Unter Benutzung der End- und
der Teilordinaten wird bei Einteilung in » — 1 gleiche Teile fiir die
Grenzen 0 und + 1

—0: - 1 . . 2 . . _ n—1 1
L=V Z=_—7 B=, %= = L

In diesem Falle hat man nach Gauf*®), Grunert?), Markoff'!) u. a.

._.175 k

A, =

(nx—m) me—x—1)-- (na:—.ac-n—}—l)d
L'(n——k~l—1)' ne—x-—k-+4+1 %

und das erste Fehlerglied 148t sich in der Form

d —f x—w)<x hii)---(x—l)dx

schreiben®), woraus unmittelbar durch Vertauschung von # mit 1 — =
folgt d,= (— 1)*d,, d. h. d,, = 0 fiir ungerade n. Den ersten Versuch,
den Inhalt durch iquidistante Ordinaten auszudriicken, macht Cavalier:*®),
der als sog. FaBregel (s. Nr. 13a) einen speziellen Fall der Formel fiir
n = 3 gibt. Spiter findet sich bei Jacob Gregorius'”) allgemein die
Formel fiir » = 3, d.h. die fiir Parabeln zweiter Ordnung exakte For-
mel; er erkennt aber nicht, daB diese Formel auch fiir den Fall n =4
gilt, sondern gibt fiir Parabeln dritter Ordnung eine Formel, die nur
fiir y = a«®-+ b richtig ist.'®) Auf Parabeln vierter und finfter Ord-
nung weist er ohne Formeln hin. Die erste allgemeine Lisung deutet
Newton zuerst in einem Brief an Leibniz vom 24. X. 1676, dann in

13) Peano, Atti della R. Accad. dei Lincei (5) 22 (1918), p. 562—69 und
Mathesis (4) 4 (1914), p. 5—10,

14) Mansion, Mathesis (4) 4 (1914), p. 169—174.

15) Berger, Nova acta Regiae societatis scientiarum Upsaliensis (8) 16
(1893), (52 8.).

16) Cavalieri, Una Centuria di varii Problemi in der Prattica Astrologica.
Bologna 1639. In Problema 80 findet sich auf p. 446 die Angabe: 8i adunque
moltiplicaremo la terza parte di TM lunghezza della Botte BD FH in due cerchi
maggiore CG e uno de minori BH, DF come in B H, ci verrd la capacitd di
detta Botte.

17) Jacob Gregorius, Exercitationes geometricae, London 1668, p. 25—27.
Methodus facilis et accurata componendi Secantes et Tangentes artificiales.

18) Heinrich, Bibliotheca mathematica (3) 1 (1900), p. 90—92.
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den Prinzipien an und fiihrt sie spiter weiter aus.’®) Er gibt die
Formel fiir » =4. Cofes gibt dann ohne Ableitung die Koeffizienten
von # = 3 bis 11%), ferner finden sie sich bei Sémpson®®) bis n = T,
bei Afwood®) bis n = 9, bei Merrifield®®) und in vielen anderen Ab-

handlungen.
Ansiitze zu den Cofesschen Formeln finden sich iibrigens auch bei

Laimbert.?)

Unabhiingig kommt Kramp®) zu #hnlichen Formeln unter Be-
nutzung einer Methode von Obenkhéim.) Er teilt das Intervall in
zwolf gleiche Teile, triigt den Inhalt der durch die Endpunkte von ¢
dquidistanten Ordinaten bestimmten Sehnenpolygone als Ordinaten zu
= —1? auf und legt durch die erhaltenen Punkte eine Parabel, die
fir =0 die gewiinschte Formel gibt. Gergonne®®) ersetzt die Trapeze
durch Rechtecke und erhélt so eine obere Fehlergrenze. Kramp®') gibt
dann noch eine zweite Ableitung, bei der er die Kurve selbst durch eine
Parabel #** Ordnung ersetzt, die er durch » fquidistante Ordinaten be-
stimmt und integriert. Bérard®) erhilt die Koeffizienten durch An-
wendung des Ansatzes auf spezielle Parabeln. Er gibt, wie Kramp die
Koeffizienten bis # = 13, auBerdem auch noch fiir » =25. Fir n — 13
sind die Werte verschieden; infolgedessen findet eine Auseinander-
setzung zwischen Kramp*®), Servois®®), Ampére®) statt, in der Kramp 3%)
schlieBlich seine Formel als falsch erkennt.

19) Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica 3 (1687), Prop. XL
Lemma 5. Newton, Invenire lineam curvam generis parabolici quae per data
quotcunque puncta transibit 1711, abgedruckt: Opuscula, 1. Ausgabe von Horsley
1778, p. 521—531.

20) Cotes, Harmonia mensurarum, Cantabrigiae 1722. Anhang: Opera misce-
lanea, De methodo differentiali Newtonia.

21) Atwood, A Disquisition on the Stability of Ships. Philosophical Trans-
actions 1798, p. 201—310 (die Koeffizienten finden sich p. 262).

22) Merrifield, Report of the 50. meeting of the British Association for the
Advancement of science 1880, p. 321—48.

28) Lambert, Beytriige zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen-
dungen 2, Berlin 1770, p. 250—313. Quadratur und Rektifikation der krummen
Linien durch geradlinigte Vielecke, welche um dieselben und in dieselben be-
schrieben werden kdnnen.

24) Kramp, Annales de Gergonne 6 (1815/16), p. 281—302.

25) Obenheim, Balistique, StraBbourg 1816.

26) Gergonne, Annales de Gergonne 6 (1815/16) p. 303—3820.

27) Kramp, Annales de Gergonne 6 (1815/16), p. 372—387.

28) Bérard, Annales de Gergonnes 7 (1816/17), p. 101—116.

29) Kramp, Annales de Gergonne 7 (1816/17), p. 241—252.

30) Servois, Annales de Gergonne 8 (1817/18), p. 78—115,
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Ein Korrektionsglied gibt als erster Stirling3®) an fiir n = 3, 5,
T, 9, und zwar nimmt er die Differenz zwischen der Formel fiir 2¢ —1
und einer Formel mit 24 4+ 1 Ordinaten, bei der die von den Grenz-

. 1 . . .
ordinaten um ——— nach auflen liegenden Ordinaten mit benutat werden,

eine Methode, die sich allgemein bei Lobatfo®) und besonders bei
Grunert?) durchgefiihrt findet. Abschitzungen des Fehlers mittels der
Taylorschen Reihe oder der Eulerschen Formel finden sich zuerst wohl
bei Mac Laurin (bis n = 5)%), ferner bei Gauf3*®), Enke®), Heinel?),
Fonténé®), Jung®), Moors®®) u. ®) und anderen. Fnké wendet die von
Jacobi™) fir die Gaupschen Formeln (s. § 3) gegebene Methode zur
Fehlerabschitzung auf die Newfon-Cotesschen Formeln an. Peanol®)
erliutert seine Restabschiitzung mittels eines bestimmten Integrales
mit Diskontinuititsfaktors an dem Falle » = 3. Quarra®) wendet
sie auf den Fall » = 4 an.

c) Formeln von Mac Laurin. Mac Laurin®®) benutzt nicht die
Endordinaten der einzelnen Teilintervalle, sondern die Mittelordinaten,
setzt also bei n gleichen Teilen und den Grenzen O und 4 1

1 3 2n—1
T=gn Ta=gpi " L= gy

Die Koeffizienten haben fiir diesen Fall die Form:

(— 1= f(2nw—-1)(2nw—-3) e @na —2nty) o
2"—1kv(n_k+1)q 2%.’2—276—{—1 7

und das erste Korrektionsglied wird

= f o= &) =) =Y s

81) Ampére, Annales de Gergonne 8 (1817/18), p. 117—124.

32) Kramp, Annales de Gergonne 9 (1818/19), p. 373—396.

38) Stirling, Methodus differentialis sive tractatus de summatione et inter-
polatione serierum infinitarum, London 1730, prop. 31.

34) Lobatto, Lessen over Integral-Rekening, La Haye 1852 § 198/59.

35) Mac Laurin, Treatise of Fluxion 2, Edinburg 1742, § 848/49.

36) Enke, Berliner astronomisches Jahrbuch 1863. Abdruck: Gesammelte
Abhandlungen 1, p. 100—124.

87) Fonténé, Nouv. Ann. (4) 10 (1910), p. 87—90.

88) Moors, Valeur approximative d'une intégral définie, Paris 1905.

89) Quarra, Atti della R. Accad. della scienze di Torino 43 (1912—13),
p. 643—53.

40) Mac Laurin, Treatise of Fluxion 2, Edinburg 1742, § 832,
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woraus wie oben fiir ein ungerades % 0, = 0 folgt.*®) Moors®®) gibt
die Koeffizienten von # =1 bis 10 und die zugehdrigen Korrek-
tionsglieder. DaB der Fehler fir n =24 -} 1 und n= 2i 4+ 2 so-
wohl fiir die Newton-Cotesschen wie fiir die Mac Laurinschen Formeln
von derselben Ordnung ist, daB also die Parabel 2i** Ordnung auch
eine Funktion 2¢ -}~ 1%* Ordnung exakt zu quadrieren gestattet, wird
hiufig betont, so von Dirksent), Catalant®), Maleyz*®), Skutsch**),
Schoutetd), Korteweg*®), Mannoury'™) u. a.

3. Methode von GauB. a) Bestimmung der Abszissen. Der Ge-
danke, daB man durch passende Wahl der Funktionswerte mehr Fehler-
glieder zum Verschwinden bringen kann, findet sich vielleicht zuerst
bei Buzengeiger'*®) verwandt. Wirklich ausgenutzt wird dieser Gedanke
dann in einer 2 Jahre spiter der Gottinger Gesellschaft der Wissen-
schaften vorgelegten Abhandlung von Gauf.*®)

Will man mit » Funktionswerten den Genauigkeitsgrad 2n — 1
erreichen, so muf man auBer den Fehlergliedern 9, ...d,_, auch noch
d,...0,,_, in den Gleichungen () zum Verschwinden bringen. Die
Bestimmung der # Wurzeln und der » Koeffizienten aus den 2n Glei-
chungen ist ein rein algebraisches Problem.*?) Sind die GréBen z,,,, ...,z
Wurzeln der Gleichung

(18) F,(@) = b,a" + b,y + - + b+ by
und multipliziert man mit Joachimsthal®) die ersten n-1 Gleichungen
() (6 =0) mit by, b;,...,5,, und addiert sie, verféihrt genau so mit
der 2'" bis n 4- 2% usw., so erhilt man, wenn man beachtet, daB

(19> Asxsn(bo + blxs+ b2xs2 + tete + bnxs") =0

n

41) Dirksen, Abh. d. kgl. Akad. d. Wiss. zu Berlin aus dem Jahre 1831,
Berlin 1832, p. 117—159.

42) Catalan, Nouvelle correspondance mathématique 6 (1880), p. 396—402.
Nouv. Ann. 16 (1857), p. 812. Manuel des Candidats de 1'école polytechnique 2,
p. 295.

43) Maleyx, Nouv. Ann. (2) 19 (1880), p. 529—551.

44) Skutsch, Arch. Math, Phys. (2) 12 (1893), p. 111/12.

45) Schoute, Paris C. R. 122 (1896), p. 1118—1115.

46) Korteweg, Paris C. R. 122 (1896), p. 1399.

47) Mannoury, Paris C. R. 122 (1896), p. 1399 —1400.

48) Gaup, Methodus nova integralium valores per approximationem in-
veniendi. Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis recentiores
3 (1816). Abgedruckt: Gesammelte Werke 8, p. 163-—196.

49) Bretschneider, Programm d. Herzogl. Realgymnasiums zu Gotha 1849
(12 Seiten).

50) Joachimsthal, Journ. f. Math. 48 (1854), p. 386—416,
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ist, die Gleichungen
(20) aby+ a1 by + -+ a0, =0

fir k=20,1,2,...,n — 1. Unter Hinzunahme der Gleichung (18)
erhilt man daraus fir F,(x) die Gleichung

1 z 2 T
Gy Gy Gy ... G,
a Ay Ay ... O

21) F,(z)=| ! 273 m+l | = (.
Ay A3 Oy ... 0,
an—lan an-}-l "'aQw—-l

Ahnlich verfahren Ligowski®™), Andrae®), Oppermann®), Bail-
laud®™), Lampe®), Heun®®), Moors®) u. a.

Ligowski®) findet fiir ¢ (2) =1 die Koeffizienten unter Benutzung
von Sitzen der Determinantentheorie

— n—g_ M)+l
be= (= V" opin—gyramt

fiir die Grenzen O und 1.

Christoffel™), Scheibner®®), Buillaud®) wu.a. erbalten die Glei-
chungen (20) dadurch, daB sie

k3

(22) Z 4; _ v@
1

nach fallenden Potenzen von x entwickeln, mit F,(2) multiplizieren
und die Koeffizienten gleicher Potenzen von z gleichsetzen. Ein
anderer Weg findet sich bei August®) angegeben (s.u.4).

Vielfach werden aus der Gleichung (21) direkt die Wurzeln aus-
gerechnet; so tut es GaufB*®) §16 im Falle g(2) = 1 fiir n = 2, 3,

51) Ligowski, Arch. f. Math. u. Phys. 36 (1861), p. 181—85.

52) Andrae, Oversight over det Kongelige Danske Vedenskabernes Selskabs
Vorhadlingar 1867, p. 165—201.

53) Oppermann, Zeuthen Tidsskrift (3) 1 (1871), p. 11—2T.

54) Baillaud, Paris C. R. 90 (1880), p. 974—976.

56) Lampe, Jahresb. d. Deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 102—106.

56) Heun, Programmabhandl. Nr. 108, Berlin 1892 (19 S.).

57) Christoffel, Journ. f. Math. 55 (1858), p. 61—82.

58) Scheibner, Leipz. Ber. 8 (1856), p. 65— 76.

59) Bailloud, Mémoires de 1'Académie des sciences de Toulouse (8) 5 (1883),
p. 161—190.

60) August, Arch. f. Math. u. Phys. 67 (1881), p. 72—93.
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Ligowski®) fir n =1, 3, 5 (vgl. auch die Arbeiten von Lampe®),
Vogel®®) u. a.).

Fiir groere Werte benutzt GauB*®) die Kettenbruchentwicklung,
um sukzessive die (leichungen fir » = 4, 5 usw. aufzustellen. Die
allgemeine Gleichung fiir » bestimmt er schlieBlich durch Induktion.
Joachimsthal®) bestimmt die Lage und Realitit der Wurzeln von Glei-
chungen (21) fir den Fall ¢(z) = 1 nach dem Sturmschen Prinzip.%%)

Scheibner®®) benutzt zur Losung Sitze von Pfaff*) und Heine®)
und findet, daB die 2, Wurzeln einer hypergeometrischen Reihe sind,
die Baillaud®) fir die Grenze 0 und + 1 als

(23) Fr+1,—n,1,2)=0
angibt.

Hiufig geht man, um die Gleichung (18) zu finden, auch von
den Gleichungen (16) aus. Soll d,...0d;,_, verschwinden, so folgt
aus den Gleichungen (16)

4
24  [o@F,@)rdz =0 fir k=0, 1,...,u—1).
Auf anderm Wege kommt Markoff®®) zu der Gleichung (24). Er be-
nutzt die von Hermite®) gegebene erweiterte Lagrangesche Inter-
polationsformel fiir den Fall, daB in den durch die Wurzeln von F,(x)

bestimmten Punkten die Funktionswerte nebst ihren ersten Ableitungen
gegeben sind. Er erhilt so die Formel

@5) [o@f@ds = DA f@) + DBL @) + byt o

und stellt nun die Bedingungen dafiir auf, daB stmtliche

1 F, @)*

[

zu Null werden. Da F,(z) durch z — #, teilbar ist, so muB fiir jede

61) Ligowski, Arch. f. Math. u. Physik 82 (1859), p. 241—49.

62) Vogel, Kiewer Nachr. 1887, p. 173—186.

63) Sturm, Mémoires présentés par divers savants & 1'Académie des Sciences

6 (1835).

64) Pfaff, Nova acta Petropolitana 11 (1797) im Supplément a 'histoire, p.51.
65) Heine, Journ. f. Math. 32 (1846), p. 206—210 und 34 (1847), p. 285—328.
66) Markoff, Mathem. Ann. 25 (1885), p. 427—432. ‘
67) Hermite, Journ. f. Math, 84 (1878), p, 70—79, insbesondere: Postscriptum.
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beliebige Funktion 6,_,(z) von nicht mehr als » — 1*™ (rade

g
@7) S o @) F,(1)6,_,(&)dz =0

sein. Das fiihrt zu den Gleichungen (24).

Von diesen (leichungen gehen Christoffel®®) und Stieltjes®®) aus
und weisen nach, dafl fiir positive integrable Funktionen ¢(z) immer
ein Polynom F,(x) existiert, dessen simtliche n Wurzeln reell und
ungleich sind und zwischen den Grenzen « und f liegen. Fir diese
Polynome besteht die Gleichung™)

Fn+1(x) == (x - kn)Fn(x) - A’nFn—l (x)’

wO
ﬂ f
JeFi @) @ da F2x)p@)de
k= a—ﬁ*———— und 4,= -»%ﬁw___.
JP:@o@ax JFi @e@ds

ist. Mittels dieser Gleichung lassen sich sukzessive die F,(x) be-
rechnen. Ferner liBt sich mittels derselben zeigen, daB wie bei den
Kugelfunktionen, in die, wie wir nachher (35) zeigen werden, die F, (x)
fiir den Fall g(z) = 1 iibergehen, die Wurzeln von F,_,(z) die von
F,(x) trennen.

Diese Funktionen sind nach Christoffel®®) bis auf einen konstanten

Faktor die Nemner der Niherungsbriiche der Kettenbruchentwick-
lung™) von

8
e mo- frntoi
“ 9 — % s
9 -
wo die ¢ lineare Funktionen von 7 sind.”?) Bezeichnet man den n'™

. ., Z . . .

Niherungsbruch mit F"—, wo F, eine Funktion »** Grades von # ist,
¥

so 1ist

A

n—-12

Zn+1 = Gpy1Z4y— €

n+1

Fn+1 = qp11 Fn_' cn+1Fn—17

68) Christoffel, Annali di matematiche (2) 8 (1877), p. 1—10 und 57%).

69) Stieltjes, Annales de 1’école normale (3) 1 (1884), p. 409—426.

70) Stieltjes, Paris. C. R. 98 (1888), p. 798—799.

71) Uber Kettenbriiche siche z. B: Guinther, Darstellung der Niherungs-
werte von Kettenbriichen in independenter Form, Erlangen 1873, und die dort an-
gegebene Literatur. Ferner Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913,
vgl. auch TA3 Nr. 45—57.

72) Heine, Journ. f. Math. 67 (1876), p. 315—326 und Handbuch der Kugel-
funktionen 1 (2. Aufl), Berlin 1878, Kap. V.
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woraus sich ableiten laBt

_é_(zv)z € CouieCpis _ 78,74
(29) K(2> Fn<3) (‘Fﬂ wn - ‘Fn—l n +1) Fn Rﬂ (3)7 )
wo 1, den Teil des Kettenbruches von ¢, , ab bezeichnet und R,
mit wachsendem % beliebig klein wird. Der erste Term der Ent-
wicklung des Ausdruckes rechts nach fallenden Potenzen von z wird
von einem Grade < -— (2% + 1) sein. LaBt sich umgekehrt ein
;’3 finden, so daB K(¢) — % nach negativen Potenzen
von z entwickelt, mit einer Potenz < — (2n - 1) beginnt, so muf

rationaler Bruch

% ein Niherungsbruch n*" Ordnung sein.”) Aus (28) und (29) folgt

unmittelbar

8 B
(30) [ O 1 g0y a0 4 f 2 p(@)da — Z,(5) + By (&) Fo o)

woraus man durch Gleichsetzung des ganzen und des gebrochenen
Teiles erhilt:

(31) Z,(e) = f 56— 1 o (@) da,

o

I
1 ['F,
(32) R = 55 12 p@dz.
Die letate Gleichung gibt die erzeugende Fehlerfunktion®)'?); durch
Reihenentwicklung derselben nach fallenden Potenzen von z, erhilt

- anfangen mull, gerade wieder

die Gleichungen (24) resp. (27), durch die bis auf einen Faktor F,(z)
bestimmt ist und aus der sich die Sitze iiber die Wurzeln leicht er-
geben, falls man @(x) als positiv im betrachteten Intervall annimmt.

Diese Siitze leitet man meist folgendermaBen ab. Angenommen
F (x) hitte eine imaginire Wurzel # = @ -} bé, so miibte auch die
konjugierte Wurzel vorkommen, und man konnte setzen

F,(2) = (¢ — @+ b*) M, _5(2),

wo M, _, eine Funktion » — 2%* Grades ist; setzt man in (27) nun

man aber, da R, (2) mit der Potenz —271;4
Z

78) Stieltjes, Paris. C. R. 108 (1889), p. 1297—1298.

74) Possé, Nouv. Ann, (2) 14 (1875), p. 49—62.

75) Possé, Sur quelques applications des fractions continues algébrigues,
Petersbourg 1886.
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0, ,(x)= 2(x), so miifite sein

f(x—a>2+b2> (@) p@)dz =0,

was unmdglich ist, da alle Elemente des Integranden positiv sind, s.
z. B. Possé™), Weber™) usw. Also sind alle Wurzeln von F,(z) reell.
Ahnlich weist man nach, daB keine Doppelwurzeln vorhanden sind und
daB keine der Wurzeln auBerhalb der Grenzen « und f§ liegen kann.”)

Die Gleichungen (24) lassen sich direkt folgendermaflen zur Be-
stimmung von F,(2) verwenden. Transformiert man sie so, wie
Jacobi") es fiir den Fall @(x) = 1 tut, so findet man, daB sie gleich-
bedeutend sind mit den Gleichungen

(33) f(p(x)F,,,(x) dx =0 ﬁw(w)Fn(x)dxz =0...

g z
SI - o@ Fu@)dar=0,

woraus sich genau so folgern 1a8t1%)

(39) @) = o & v(o) o — oz — B

¥ (%) ist hier so zu wihlen, daB der n* Differentialquotient durch
@(x) dividiert, eine ganze Funktion n*" Grades ergibt. In den ge-
wohnlich betrachteten Fillen

p(2) =1, (@—a«)}, B—2ay, (@—o*(F—2a),
wo A>—1,u>—1 ist, sieht man leicht, daB man ¥(z)=gp(x) zu
setzen hat.
Fiir ¢ (z) =1 wird also

(35) vy (x) (2n)'dac (x “)n <x - ﬂ\’nf

wo die Konstante so bestimmt ist, daf der Koeffizient von 2" gleich 1
ist. Da diese Funktion bis auf einen Faktor mit dem Legendreschen
Polynom identisch ist, hat man hier sofort den Satz, daB alle Wurzeln
von I, (x) reell sind, zwischen « und B liegen und alle voneinander
verschieden sind™), eine Tatsache, die sich aus dem Rolleschen Theorem
leicht folgern 158t™) (vgl. II A 10). Fiir die Grenzen + 1 und — 1

76) Weber, Arch. f. Math. u. Phys. (38) 17 (1910/11), p. 113—117,
77) Fiix gerade » zuerst bewiesen: Legendre, Memoire de 1'Académie 1784,
p. 887, fiir ungerade n: Legendre, Exercices de Calcul intégral 2 (1806), p. 254.
78) Rolle, Traité de 1'algdbre 1690, p. 125 ff.
Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 5
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wird also
_om_ Br— s nr—1)(n—2)(n—3) .
(36) F(#)=2"— 2(2n—-1 "t e —nan—y T

werden die Grenzen O und 1, so wird

n o 7~ nz(n— 1)2 N —
(37) Fn(x)=x 2nx 1+ 1.2,24@(2”_1)‘93 :
 n*(n—1)*(n-—2)

_ xn—:‘l
1-2.3-2n2n—1)(2n—2) :

Fir #w=4, 5 gibt das eine quadratische, fiir » =06, 7 eine
kubische™) fiir n = 8, 9 eine Gleichung vierten Grades®) usw. Schell-
bach™) erbilt die Gleichung (35) dadurch, daB er fir F, (z) diesen
Ansatz macht und ibn unter Benutzung der Gleichungen (5) und (19)
verifiziert.

b) Die Koeffizienten. Wihlt man also jetzt in (9) fir die z, die
#n Wurzeln des Polynoms F,(z), so erhdlt man mit Beachtung von
(31) die Gleichung

(38) ff(x)‘l’ (w)dz =2Akf(xk> + 2,02,
o k=1
wo die
_ F,(@)¢ ) Zp (2z)
(39 = f T @™ = Ty

sind. Fihrt man fir f(z) = F,(z)0,_,(z) + 1 ein, so sieht man, daB

(40) ZA j o (2)da

k=1
ist.®?) Die 4, sind simtlich positiv, und es ist wie z. B. Stieltjes®)
zeigt

“x
A4 Ayt 4 4> [o@)da,
(41) :

41

Ay + A+ -+ Ak<f¢(x)d$-

Die Koeffizientenberechnung ist an und fiir sich eine algebraische
Aufgabe, worauf besonders Heun®) hinweist. Er berechnet die Koeffi-
zienten auf rein algebraischem Wege aus den Gleichungen (5) und

79) Schellbach, Uber mechanische Quadratur, 2. Aufl., Berlin 1884.
80) Strehlke, Arch. f. Math. u. Phys. 82 (1859), p. 433—434,
81) Stielijes, Paris. C. R. 99 (1884), p. 850—851.
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findet
Zy(g)y =T, &~ 4, @ - L,

bhy=asb, .+ ab,_, .+ -+ ab,

ist. Nach Hurwitz%?) bestehi der algebraische Charakter des Problems
darin, eine binire Form 2n —1*' Ordnung mit den Koeffizienten
@y, Qyy - - Oy, _; 8ls Summe von Quadraten von » linearen Formen dar-
zustellen. Ahnlich verfahrt Bretschneider®), der fiir die Koeffizienten
den durch sukzessive Elimination gefundenen Ausdruck
D R B e L T S
(@ — @) (@ — ) - - ) (g —2y)

angibt, wo C;™! die Summe der Kombinationen ohne Wiederholung
aus den n — 1 Elementen z,, z,,.../...%, zur #** Klasse ist. Man
kann zur Berechnung der Koeffizienten auch von Gleichungen (8), (9)
oder (12) ausgehen. Nach T'schebyscheff®) 1aBt sich die in (9) auf-
tretende Funktion in der Form

42) ;= 0+ R P @ E @) + - + 9,F,_y@)F,_, (2)
darstellen, wo die g, die Faktoren von  in den g, der (28) gegebenen
Kettenbruchentwicklung sind. Daraus leitet er fiir eine beliebige Funk-
tion m*" Grades y(z), die an den Stellen z,, 2,,...,2, die Werte ¢(z,),
P (%), ..., ¥(x,) hat, die Darstellung

WO

A4, =

(43) @) = o APy ¥ ) = 4 2 @)

+ 9, T, (@) 2 Fy(@)¥(,) + -+ 0,Fu_y(@) D F,_,(2,)0(,)

ab. Die k ersten Glieder dieser Entwicklung erhiilt man nach Heinel?),
wenn man eine Funktion y %** Grades sucht, die das Integral

4
(44) S @ —vw)o@ds

zu einem Minimum macht, ein Satz, der fiir ¢ () = 1 und die Grenzen
— 1 und 4 1 schon von Plarr®) bewiesen wurde.

Eine #hnliche Entwicklung gibt Christoffel®) fiir die in (11) auf-
tretende Funktion Z,(z) fir den Fall ¢(z) = 1. Z,(x) geniigt der

82) Hurwitz, Fortschritte der Math. 24 (1892), p. 271—72.
83) Tschebyscheff, Journ. f. Math. 53 (1857), p. 286. J. de mathématique (2)
3 (1858), p. 289323,
84) Plarr, Paris. C. R. 44 (1857), p. 835—837, 484--486.
5#
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z. B. von Bauer“) gegebenen Gleichung

dZ d
45)  FE@—DT7D —an+1Z,@) + 4770 =0,
woraus sich unter Beachtung der Gleichung
(46) Fo1(@) — F,_(2) = (@n + 1)F,(2)

folgern 1aBt
(47) Z,@) =2 Fuss (0) + 535 Fn s @) gy Focs (8-

Eine andere Darstellung der Koeffizienten erhdlt man, wenn man
G(x) = —x) setzt; dann ist F(z)=G (), I, (x;) =2 G (x,); macht
man nun in (Iier (leichung (38) f(z) = 2G (2) G'(»), so erhilt man
fiir ¢ (x) =1 und die Grenzen — 1 und 4 1, falls F, (4 1)=F,(—1)
ist, was fiir symmetrische z-Werte immer der Fall ist,

(48) A= T Ty @

wo F, (2) der Gleichung fiir die Kugelfunktionen
49) (@ — D) F@ + 2F@) — n(n + DE,@
geniigen muB. Wenn die Konstante so bestimmt ist, daB F, (4 1) =1
ist, wird
2
(50) A= (1 — &) (F,@)?

ein Ausdruck, der sich bei Gaup*®), Christoffel®”), Hermite'®), Tod-

hunter®), Radau'), Weber™) und anderen findet. Ist # ungerade, findet
man daraus fir & =0

(1) dy=2(PAS )Y

-n
Scheibner®) schreibt (50) unter Benutzung der Formel fiir die hyper-
geometrische Reihe. Aus (11) und (50) folgt (1 — 2,5) Z, (4) F' (%) = 2,
also

(52) 4,= 5% 723,

eine Formel, die sich z. B. bei Christoffel®”), Radau') u. a. findet.
¢) Fehlerabschiitzung. Was die Genaunigkeit betrifft, so gibt die
Formel (38) nach Stieltjes®®) mit wachsendem #» unbegrenzte Annihe-

rung. Setzt man ndmlich
(33) V(z) = ¢, 2"+ Conpr X" 4 ooy

85) Bauer, Habilitationsschrift Miinchen 1858.
86) Stieltjes, Paris. C. R. 97 (1883), p. 740—742.
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so wird das Korrektionsglied

3 %
(54) [ 9@ V(@)dz —ZAk V(z,).

Ist V(2) fiir jeden Wert des betrachteten Intervalles kleiner als &,
so ist bei Beachtung von (40)

(55) j A,V (z) < af(p(x) dx
und auch ' ‘

s i3
(56) JV7@ @ i< ¢ [ 9(x)du,
d.b. also

| n ?
®7) f f@ p@)az — > 4fa) <25 [ p@)de,

da @(x) integrabel und die Reihe fiir f(x) konvergent ist, kann man
mit wachsendem # den Fehler beliebig klein machen. Um die GroBe
des Fehlers abzuschitzen, geht man nach Markoff®), Possé™) u.a.
praktisch von dem Fehlerglied der Hermiteschen®?) Interpolationsformel
aus. Ist @(z) eine ganze Funktion vom Grade g, die fiir 2, mit f(2,)
nebst den ¢« — 1 ersten Ableitungen, fiir #z, mit f(2;) nebst den g — 1
ersten Ableitungen usw. iibereinstimmt, so ist

(58) f(x)-@(x)—“,;",@ fdt fdt L ff(a)(u)ﬂdtl,

wo
@) =@ —a)@—2af ...(&— )
u=@—2)bh+ (G—a)... (5,_1— 2)t,+ 2,
O0=@H—4) "1 G—4H) . (1 — )
e=a+pf+y...2
ist. Ableitungen dieser Formel aus der Newtonschen Interpolations-
formel finden sich z. B. bei Mansion®), Lipschitz®®) usw. Fiir unsern
Fall, wo @(2) und f(x) in den 2% Werten f(z,) = @(z,) und 1" (z,)
= @'(x,) tibereinstimmen, wird, wenn { ein bestimmter Mittelwert
zwischen ¢ und  ist, das Integral (58)

F2x
(59) B,

87) Mansion, Paris. C. R. 104 (1887), p 488—490.
88) Lipschits, Paris. C. R. 86 (1878), p. 119—121.
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also Wird

(60) f g @)ds =S afin) + g [T

ist im Intervall & bis B8 m < fU"(§) < M, so liegt die Korrektion

zwischen
s

(61) o f F(x)p(z)dr und (2’;‘)! f F2(x)p(x)da,

eine Formel, die z. B. Markoff®*), Poss¢™), Deruyts™), der sie durch
Verallgemeinerung der Betrachtungen von Mansion®®) ableitet, Zei-

zeira®) geben.
Andert f(z) in dem Intervall das Vorzeichen nicht, so hat man

damit das Vorzeichen der Korrektion gefunden. Fiir ¢(z) =1 folgt
aus obiger Gleichung

¢ (f—o"*1r n! A
(62) 2n 1 L(n-i—l)(n—{-?)l--?n:l enr’
ein Ausdruck, den man bei Scheibner®®), Markoff®®), Mansion®),
der ihn mittels der Ampéreschen Interpolationsfunktion ableitet, Raffy*®)

u. a. findet.
Von der (15) gegebenen Form des Fehlergliedes geht JacobiT)

aus und findet fiir g (z) =1

— 1)y2n! arQx
(63) 5/F,.<x>q<x>dx—<@%,— fa 2pan 994,

~an - frisoe

) § 4 (n41)? ’
= @nl)? {AC + (1 anind+4 >02n+1

4042 D
+(1-2(2n+ 2)(2n + 3)A + 1 (2n—|—2)A +4 )can },

89) Markoff, Sur quelques applications des fractions continues algébriques,
St. Pétersbourg 1884.

90) Deruyts, Bull. de la société mathématique de France 14 (1885—86),
p. 151—156.

91) Teiweira, Annaes scientificos da Academia Polytechnica do Porto 5
(1910), p. 220—223.

92) Mansion, Société des sciences de Bruxzelles 15 A (1891), p. 57—59.
Paris. C. R. 102 (1886), p. 412—415. Bull. de ’Acad. royale de Belgique (8) 11
(1886), p. 293—307. Bericht dariber von Catalan ebendort p. 270—73.

93) Raffy, Nouv. ann. (3) 15 (1896), p. 249—262.
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wo die 4, 4”...die Zshler von 27", #="~! usw. in der Entwicklung
von sind, sich also aus den Gleichungen

Fo(@)

’ , i ’” 4 nﬂ(" - 1)2 ”n 174
l=4, 0=d'y5,+ 4% 0=4 1.2.2n(2n—1) T
usw. bestimmen. Zu einem ganz dhnlichen Resultat kommen Heine!?)
und Todhuntert) fiir die Grenzen — 1 und -~ 1, wobei ersterer von
der erzeugenden Fehlerfunktion (17) bzw. (32) ausgeht. Sie finden
fir p(x) =1

1,1 13 1
ngAF(§+"§m1+§%’€+”f;)

2nj—1[1-3-~-(!2n—1)] F(l 1 11 1)’

T e T g ™

(64) B, (s)=

7t
die Fehlerglieder werden also

N
€305, + Conia0snye

2n+1[3 5-- & —1)]

(+1(+2) (n—1)
Con T (ngn_rg +nn 1)02n+2"']'

Callendream“) gibt einen Ausdruck fiir das Fehlerglied fir den

Fall, daB o = 20m+1 mit wachsendem m bei gleichbleibendem Zeichen
2m

abnimmt. In diesem Falle ist der Erginzungsterm
(65) < 6,2t (e + Fox 4 fwla? ...
Unter Benutzung einer zu (64) analogen und einer anderen von

Gauf3®®) gegebenen Formel findet er, wenn er wzx = Mj_y—, setzt, fiir
den Rest

(66) 2ae, (L)

Liwenzoff ) geht von der Formel (26)
V-4

) 7
LR L O

aus, multipliziert dieselbe mit f(z) und integriert {iber einen Kreis,
dessen Radius ¢ gréBer ist als der Modul der groften Wurzel von
F,(2). Unter Anwendung des Satzes von den Residuen und Beach-

94) Collandreau, Paris. C. R. 90 (1880), p. 1067—10869.

95) Gaup, Disquisitiones generales circa seriem infinitam ete. Commenta-
tiones regiae societatis scientiarum Gottingensis recentiores 2 (1813). Abgedruckt:
Gesammelte Werke 3, p. 123—166.

96) Liwenzoff, Math. Sammlung, herausgegeben von der Moskauer math.
Gesellschaft 9 (1878), p. 569—578.
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tung von (32) erhilt er
; : S Zn ¢ f(z F d
(67) 2in f q)(x)f(x)dx=2znZFéi‘;I;f(xl) + J F((l)d f 2Do@ds,

Da mod — <

x’ so wird im Rest 2ix A, wenn man

(68) f I @9 15 — m j 29 44
0

setzt und mit M den Maximalwert von f(2) und mit g einen Mittel-
wert von F,(z) bezeichnet,

M
(69) mod A < ¢H™ mff%dx.
]

Callendreau®”) formt das Restglied in (67) durch #-malige par-
tielle Integration fiir den Fall p(z) =1 und die Grenzen O und 1
um in

—1
(10) = f 3l e W” s
woraus sich ergibt
(X — 1)) d
(1) 27 Mf pere s

wo M das Maximum des Moduls von f(2) auf dem Kreise mit dem
Radius ¢ ist.

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB man die Gaufsche
Quadraturformel nach Heun) u. *) nicht nur zur numerischen Berech-
nung eines bestimmten Integrales, sondern auch zur angeniherten
Darstellung physikalischer Gesetze verwenden kann. Auch zeigt Heun5®),
wie man die GaufBschen Formeln anwenden kann zur Berechnung der
Integrale, die auftreten, wenn man nach der Methode der Variation
der Konstanten von dem Integral der homogenen linearen Differential-
gleichung zu dem der nicht homogenen iibergehen will.

Von weitern Arbeiten iiber die GaufBsche Formel seien noch
die von Hall®), Kubicek'®), Maurer*') und besonders die von Bier-
mann erwihnt, der die verschiedenen Quadraturmethoden vom Stand-

97) Callendreau, Comptes rendues 84 (1877), p. 1225—1227.

98) Heun, Nachrichten der kgl. Wissenschaften zu Gottingen 1891, p.154—58.
99) Hall, The Analyst 2 (1876), p. 1—10.

100) Kubicek, Programm Neuhaus 1910, p. 3—19.
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punkt der Theorie der kleinsten Quadraté aus betrachtet. Er findet,
daB der Fehler fiir die Gaufschen Abszissenwerte einen Extremwert,
der jedenfalls kein Maximum ist, annimmt.?*®)

4. Spezielle Fille der GauBschen Formel. Dem ¢(z) hat man
mannigfache Werte gegeben, von denen die wichtigsten hier besprochen
werden sollen.

a) Der urspriinglich von GauB behandelte wichtigste Fall ist
@(x) =1, der in der vorhergehenden Nummer schon erdrtert ist.
Abszissen, Koeffizienten und Korrektionsglieder fiir diesen Fall finden
sich unter andern bei Gauf*®) selbst fiir die Grenzen 0 und 1 bis zu
7 Termen auf 16 Dezimalen, bei Heine'?) fiir die Grenzen — 1 und
-1 ebenfalls bis zu 7 Termen auf 16 Dezimalstellen, bei Radau?) u. 1°%)
fiir die Grenzen 0 und 1 wie fir — 1 und -+ 1 bis zu 10 Termen
auf 8 bzw. 10 Dezimalstellen. Bei Perrot'®®) fiir die Grenzen 0 und 1
fir 8, 9 und 10 Terme auf 16 Dezimalstellen, bei Moors®) fiir die
Grenzen — 1 und 41 bis zu 10 Termen auf 16 Dezimalstellen.
Bertrand®®) gibt bis zu 6 Termen Abszissen und Koeffizienten fiir
die Grenzen 0 und - 1. Fiir dieselben Grenzen finden diese Grofien
sich auf 16 Dezimalen bei Zodhuniert).

Die Fehlerbetrachtungen der vorhergehenden Nummer nehmen
an, daB die Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit bei der Berechnung
der Funktionswerte benutzt werden konnen. Oft ist das nicht der
Fall, sondern man kann aus praktischen Griinden die Wurzeln nur
bis zu einer heschréinkten Anzahl Dezimalstellen benutzen. Dann sind
natiirlich im allgemeinen die Formeln von Nr. 3 nicht genauer als
die von Nr. 2. Moors®*) hat nun Formeln so bestimmt, daB er » — 2
Werte z aus den Gaufschen Tafeln bis auf 8 Dezimalen entnimmdt,
die iibrigen 2 auch bis auf 8 Dezimalen nach den in nichster Nummer
angegebenen Methoden so bestimmt, daB der Fehler moglichst klein
wird. Von den moglichen Fillen gibt er bis zu 8 Termen in den
giinstigsten die Abszissen, Koeffizienten und Korrektionsglieder an. In
letztere gehen zwar dieselben Glieder der Entwicklung von f(x) ein,
wie bei Newton und MacLaurin, aber die Faktoren dieser Glieder
sind hier wesentlich kleiner. Neuerdings'®*) geht Moors sogar noch

101) Radau, Paris C. R. 90 (1880), p. 913—915.

102) Perrot, Quarterly Journ. 25 {1891), p, 200—202.

108) Bertrand, Calcul intégral, Paris 1870, p. 331—3852,

104) Moors, Verhandlingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen
te Amsterdam (I Sectie) Deel XI, Nr.6 (43 p.) 1918. Bericht dariiber von Kaptein
und Kluyver: Verslag van de Gewone Vergaderingen van de wis-en natuurkundige
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weiter, rundet anf 2 Dezimalen ab und sucht durch die Anzahl der
benutzten Ordinaten die Genauigkeit za erhéhen. Insbesondere wenn
die ersten Glieder der Entwicklung von f(z) verschwinden, sind die
letzten Dezimalen der Abszissenwerte ohne Wert.

b) Ein anderer Fall wird von Mehler'®) behandelt. Er setzt
e=—1, f=+41 und ¢@)=(1—2)*(1 4 2)*, wo 1> —1,
@ > — 1 gein muB. Dann sind die z, nach (34) Wurzeln der Glei-
chung

r i a1 — )+l 7 4
(72) Fn($)=17(g‘”i_;_—{'_;_—yz)(1_x)—2(l+x)_” (1—2) dx£1+z) =0,

und der allgemeine Ansdruck (9) fir 4, liBt sich umformen in

(13) A, = gintitetl  py L WO+ w)IT)- T+ 4+ )
A — z) (F @)’ [CEn+ i+ @) .

Heine'®) betrachtet denselben Fall fir die Grenzen O und 1 und findet
F,(¢) aus der Kettenbruchentwicklung

1
(1 — 2)* 1 re+)r
(1) o= [Lo= D gy — LTUNAD P(1, et 0 +142, L),
0

z Ip+i+2)
deren Niiherungsnenner
(1)  F@=a"F(—n,—n—p, —2n—2i—y, )
gind, wihrend das Restglied sich bestimmen ldB% aus
(16) R“(x)=r(n+zr-1|(-21,21"(n+u+1)r(n+,,,_t;.+1)r'(n+1) 1
+‘etit+)r@rntp+1+4+1) 2 T1F, ()
Fla+lLn+i+1,2n4+p—242 =)

¢) Der wichtigste Spezialfall obiger Formel, den Mehler schon
betrachtet, und der eingehend von Tschebyscheff 1) und Hermitel®) u. *%)

behandelt ist, ist 1 —= p = — %, also ¢@(z) = i/—l__}__? Die Glei-

chung (72) kann man nach Hermite in diesem Falle ersetzen durch

(17 F, () = 2'~" cos (n arc cos z) = 0,

‘wiihrend Tschebyscheff1%) den Ausdruck in der Form gibt
nm”—@

(78) F,(z) = Ee 2

Afdeeling: Koninlijke Akademie van Weetenschappen te Amsterdam 21 (1912),
p. 527—29.

105) Mehler, Journ. f. Math. 63 (1868), p. 152—157.

108) Tschebyscheff, Journ de math. (2) 19 (1874), p. 19—34.

107) Hermite, Math. Ann. 10 (1876), p. 287—288.
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Berger'®) zeigt, daB die sukzessiven F, sich aus der Gleichung
(79) Fn+1(x) = 2an(x) _Fn—l(x)

berechnen lassen. Er gibt fiir diesen Fall die Formeln bis % = 4.
Die Koeffizienten werden alle untereinander gleich

(80) A= % ’
Possé™), der das F, mit Hilfe der Kettenbruchentwicklung
81 f =
1) [ Vicye—y 1
- 2z__17
2z —

findet, zeigt, daB man bei gleichen Koeffizienten nur in diesem Falle
den Genauigkeitsgrad 2% — 1 erreichen kann.

Des Ofteren kommt man zu diesen Formeln dadurch, daf man
von einer Entwicklung von f(z) in eine Fourierreihe ausgeht. Ist

82) y=a,+a,cosx -+ a,co822+ .-+ a, cosmz - .-,
+ b sinz 4 b, sin22 4 --- 4+ b, sinmz + -
so kann man z. B. wie Baillaud, der sowohl den Fall gerader’®) wie

ungerader %) » behandelt, von einer von Gauf1%®) aufgestellten Inter-
polationsformel

. x—x, . X—2 . X—
% gin 1 gin 2.../.--s1n %

2 2 2
= k
(53) v=2 i [ w
1 2 2 / 2
ausgehen, wo der Rest den Fakbor
nZT =% in "% ... . gn T
(84) sin ——-=* sin ~—; sin =—

hat. Will man nun die Genauigkeit steigern, so kann man, da

27 27
f ydx = f agdx
0 0
ist, noch weiter die Glieder mit den Koeffizienten von @, bis a,,_,

und b, bis by, , zum Verschwinden bringen. Fiir die Abszissen-
werte . erhilt man daraus die Gleichung

(8H) & —a=0,
wo 2z = ¢ ist. Setzt man a gleich einer Grofe mit dem Modul 1,

108) Baillaud, Annales de 1’Observatoire de Toulouse 2 (1887), p. 1—36.

109) Gaup, Theoria Interpolationis Methodo nova tractata; Gesammelte
‘Werke, Bd. 3, p. 265—330.
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so sind also
0 (7] 2% 0

2 ] 2
(86) L= = + ! x3=';,_+2%) ) xn=g+(n'—1>_n§'

0 kann man noch so bestimmen, daB irgend eine Bedingung erfiillt
wird. Andere Ableitungen finden sich in einer andern Arbeit vomn
Baillaud*®) sowie bei Dawidoff**). Ist y eine gerade Funktion, so
hat man in der Entwicklung nur die Glieder mit ¢,. Dann ist also

2n n
’ T N 0 ™
(87) jf(cos 2)ds = EZ f[cos <2—;1 -+ k%)]
0 1
Fithrt man hierin § = O und 7z = arccos = ein, so wird, da
k4 2
/=)
+1
" f@yds

A Vi —a?

Das ist aber gerade die oben betrachtete Form. Mehler'®) gibt dem
6 den Wert =, die Astromomen wihlen gewdhnlich 6 = 0''2). Der
Fehler hat allgemein die Form

ist, das Integral

(88) A=— Du(2xa,.,,c0s mf + 2ab, ,, sin mo).
1

Deruyts®) und Markoff*™®) geben nach (61) als Restglied

ARG
(59) L
wihrend Liwenzoff°®) nach (69) gibt
. M
90 mod A< =2 .
(50) uVer—1

Tisserand®) verallgemeinert diese Betrachtungen auf den Fall einer

geraden periodischen Funktion von zwei Variabeln.
d) Ein anderer in der Mehlerschen Formel enthaltener Spezial-

fall ist e =—1,8=+1 md p(@) =V1 — 2% d h l=pu =1}.

110) Baillaud, Paris C. R. 90 (1880), p. 974—976.

111) Dawidoff, Journ. de math. (3) 8 (1881), p. 389—412.

112) Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, Leipzig 1903, § 81.
118) Tisserand, Paris C. R. 68 (1869), p. 1101—1104.
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Nach Hermite) ist in diesem Falle (vgl. (34))
_ (=2)""(n+41) Y Y

o1 F, (@)= 1.3.5...@nt1)Y1—z* 42" (1 @)+,
was bis auf einen Faktor iibereinstimmt mit

_p8in{(n 4 1) arc cos x)
(92) F,(z)=2 T Yice
Diesen Ausdruck kann man nach Possé™) u. ) auch als Niherungs-
nenner des Kettenbruches

+1
Y1—z* T b3
dx: —— ==
fz—x z24+Vi—1 1
7 —
2z —

(93)

27—,

erhalten. Nach Berger'®) geniigt dieses F,(z) auch der Gleichung (79).
Moors®) behandelt diesen Fall elementar unter Benutzung der Glei-
chungen (7). Man erhilt hier die Formel

+1 n

(94) ff(x) V1= 2tde = ﬁi 2 sin® nk_;_‘ i f(co nk_;_t 1)

—1

= 2D L — s f(@),

bis zum Werte n — 4 finden sich die Zahlenwerte bei Berger').
e) Possé™) behandelt noch einen andern Spezialfall der Mehler-

schen Formeln. Er setzt 2 =%, y=—1, also wird F,(z) hier
Niherungsnenner des Kettenbruchs
+1
—x dz 2%
(95) j fzz—x —m<1— 4__;> N
2241—
27 — l—
27—
und zwar wird, wenn man 2z = cos © setat
sin 2 ”2+ ! o 9%
— — ‘ﬂ .
(96) Fn(z) - sing ) % == CO8 2n 41 ’

2
man erhilt so die Formeln

<0 f Vit as — 525 DU~ con o257 rlens 257 )

= gn,*_"f 2(1 — z) f(%y).
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f) Heine'®) betrachtet weiter noch den Fall
¢ (@) =Va@z—a) («—B),

wo die Koeffizienten von F (r) ganze Funktionen eines Quotienten
aus einem ganzen elliptischen Integral erster und einem zweiter Gattung
werden. Die F,(z) geniigen einer linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Auch Christoffel®) erwilnt diesen Fall. Weiter weist letz-
terer noch auf ¢(z) = z hin, wo nur gerade » in Betracht kommen, da

1
Fyo(#) = Fypyy(2) = " Py, 1 ()

wird, ferner auf g(z) = |z| und @(z) = @ﬁ? - Den Fall ¢(x) = a2
behandelt Moors*) elementar auf Grund der Gleichung (7).
g) Gourier'™), Gram'**) und Deruyts''®) betrachten den Fall

= —o00, f=" o0, @)=ec"
Hier ist
(98) F @) = Uy(a) = & &7,

also bis auf einen konstanten Faktor das sogenamnnte Polynom von
Hermite™®). Nach Deruyts''®) erhdlt man hier
4+

(99) [ @ as = ey Sl

—~c 1

Bis zu # =4 gibt Berger'S) die Zahlwerte.
h) Ankntipfend an Gourier behandelt Radau'') den Fall
L. ¢=0, =00, @x)=e€"
Hier ist
lﬂ
F(@) = (—1re s(e2s") =1 —na

—1 —1 — 2
RS TN ES Y

Radou gibt die Koeffizienten in der Form

— 1 —~
Ak - mE(Fn(xk)e k).
Fiir den allgemeineren Fall

p(a) = e 7ot
114) Gourier, Paris C. R. 97 (1883), p. 79—82.
114°%) Gram, Tidsskrift for Mathematik (6) 1 (1884), p. 65—72.
115) Deruyts, Bull. de 1'Acad. royale de Belgique (8) 11 (1886), p. 307—311.
Bericht dariiber von Le Paige, ebendort p. 279—80.
116) Hermite, Paris. C. R. 58 (1864), p. 98—100; 266—273.
117) Radau, Paris C. R. 97 (1883), p. 157—158.
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findet Deruytsit®)
F,(@) = et L (e anvo-n),
Hier findet man

4

(100) fe"xﬂ—lf(x) dx = n!(n -f-p_l)gj JAEN)
1

p i [F @)
Ahnliche Formeln finden sich bei Soninel’8).

5. Verallgemeinerungen der Methode von Gau8. a) Formeln
von August. Die Ansitze von Gauf erweitert August®®) auf den Fall,
wo

(101) @) =1, f(x)=c @~ + cua ~1*+9 } gpu-1+%
ist (w und ¢ positive sonst beliebige Zahlen). Setzt man

T = h{/g; %\‘ = ¢, ctkgl_l)(j =7
80 wird

1 L
FE) =W T (g4 pb + 884 ) = he=18 I F(B),

Durch Ubertragung der Entwicklung von Jacob:") findet er fir die
Grenzen O und 1

. gl—»s dn[&5_1+n(§—1)”]
(102) F“(g)_(a—1+27z)(s—2—{- 2n) ... (e —mn) . adg” .

Noch auf zwei andern Wegen leitet August die Gleichung fiir F,(§)

ab; der eine entspricht dem von Scheibner®®) gegebenen, beim andern
folgert er aus

Z% 27 =‘+” 27152 2?,52"— Q—W;
die » Glemhungen

1 1.1 b
f

1
@os) | & & B g x=(0,1,2,..,n—1).

g1n 52“ . . gn" ot

e-txtn
Nun sind die § Wurzeln der Gleichung
1 1 ...1 1
(104) 21 gz gn g = 0.

gln %27: ... gnn gn

118) Sonine, Warschauer Nachrichten 1887, p. 1—76.
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Entwickelt er diese n Gleichungen (103) und (104) nach Elementen
der letaten Spalte, so erhdlt man als Losung der entstehenden m Glei-

s+n—1 e+n s+2n—1l

Die Waurzeln dieser Gleichung sind alle reell, voneinander verschieden
und liegen zwischen O und 1. Der Rest hat nach August®) die Form

(106) A= 'M‘;T[hnu (gﬁ _an) + y2n+2(m}ﬂT—B2n+l) )

WO

chungen
1 E ... g
roor
(105)  F@) —[ ¢ =rr =0,
1 1

t4+n—1 [n 1
B Tt (1) san=i
n (s—'—n—l)(e—}—n—2) n 1
(=1 (t+2n—1) (e +2n—2) (s—}-ln)( )s-[—n_o’
st+n—1 /m s+n—1)(s—|—n—2) n 1
By — eton—1 (1>B + (s—|—2%——1)(s+2n-—2)(2> s 2n—1
» (et+n—0D(E+n—2)...8 ny 1
(_—1) (e+2n—0E+2n—2)...¢+n) (n)a-{—n-{—l =0
ist. Vorziige hat die Methode erstens fiir groBe Werte von u, d. h. wenn
die ersten Glieder der Taglorschen Reihe fehlen und zweitens, wenn
0 nicht gleich 1 ist. Z. B. braucht man fiir p = 2, d = 2, also fiir
ungerade Funktionen im allgemeinen bei gleicher A_nnaherung nur die
Hilfte der Funktionswerte, die Gau8 notig hat. Ahnliche Fille be-
handelt Radou') und eine von Pujet der Faculté des sciences 1878
vorgelegte These.

b) Verallgemeinerung von Christoffel. Eine andere Veraligemeine-
rung rihrt von Christoffel®) her. Er nimmt an, daB fiir die Werte
Xy, Ty, ++ -, %, die Funktionswerte gegeben sind, und daB nun weitere
n Absmssen xr w1 Zpyny -+ oy Ty, 80 zu suchen sind, daB die Annidhe-
rung bei Benutzung der zugehorigen # - r Funktionswerte moglichst
gut werde. Damit hat man die Moglichkeit, bei Integration einer ge-
gebenen Funktion alle Vorteille zu vereinen, die aus der Beriick-
sichtigung ihres numerischen Verlaufs (2, %, ..., , kann man so
withlen, daB f(z) dort besonders leicht zu berechnen ist, oder solche
Werte hat, deren EinfluB auf das Integral als sehr groB zu erwarten
ist) und der Verwendung der Gaufschen Methode entspringen.

Setzt man die Kettenbruchentwicklung von
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(107) / L 4z

an, so folgt dhnlich wie oben, daB der Kettenbruch regulir ist. Be-
zeichnet man den n*" Néherungsnenner und -zéihler mit N, (2) bzw.
Z ,(2), so folgt, daB

p’ n
(108) f o () [] (& — )N, (2)6,_, (x)dw — 0,

wo 6, _,(z) irgendeine ganze rationale Funktion (n — 1)®® Grades von
z ist. Wihlen wir also die » Wurzeln von N, (2), die, falls die Qua-
dratur ausfihrbar sein soll, reell alle verschieden sein und zwischen
« und f$ liegen miissen als Abszissen 2,,,, #,..4, ..., Z,,,, S0 haben
wir den Genauigkeitsgrad r 4 2% erreicht. Man gewinnt so die Dar-
stellung

id n+7r id A’VL(w)_l](m_wn)
(109) f w(x)f(w)dx=2 f p(z) = cdz-f(e)+ ¢
@ 1« @—a)(Ny@) [J@—=)), .

k=1

ntr

=S @)+
(ll w—xz>N1z(x)>,x=xl
k=1

‘WO

nr
P ‘”+r[fq)(x)x2n+r x_z _ Z, () x?"‘“”:\—}-
(=N, @),

ist. Die erzeugende Fehlerfunktion ist hier

k=r

(110) S T /(p(@“‘ iz
LAPY J (TP
k=1

Geyenbauer'®) zeigt, daf die N, und Z, sich durch die ¥, und Z,

der Kettenbruchentwicklung von f %(%)_%ﬁ ausdriicken lassen. Man
kann jede Funktion »n - #%** Grades nach Fj...F,,, entwickeln.

119) Gegmbauer, Wien Ber. 78 (1878), p. 768—778.
Euecyklop. d. math. Wissensch. II 3. 6



80 I C2. C. Runge-Fr. A. Willers. Numerische und graphische Integration.

Aus der Gleichung (108) folgt aber, daB in der Entwicklung von

k=r

l l(x —2) N,(x) die Funktionen ¥, . _: nicht vorkommen

durfen, also wird

k=r

(111) I](x—x»N(x) AF,@)+ BF,,,&) + -+ RF,  (2).

Verbmdet man das mit den r Gleichungen
(112) 0= AF, (&) + BE, (&) + - + RE,, (&) t=(1,2,..,7),
so erhdlt man, falls die Gleichungen vopeinander unabhingig sind,
F(x> Fn+1(x) s n+r(x)
(118) n(x — )N, () = 0| F (xl) Fn+1(«”01) . n+r(x1)
F Kwr) F +1(£C) n+r(x)l
Aus dieser Gleichung liBt sich Z, und R, berechnen. Ahnlich und

noch etwas allgemeiner finden sich diese Entwicklungen in einer

zweiten Arbeit von Gegenbauer!®)
k=r

Man kann auch einen Ausdruck fiir l l (x — z,) N, (z) erhalten,

wenn man von den aus (108) folgenden Gleichungen

{3’ k=r
(114) J n(x — z) N, (x)g(z)amdx = 0 (m=0,1,..,n—1)

ausgeht und fiir
N(x)=Cux+4C,_z~'+4 .- -+ C

setzt, woraus man durch Elimination der C nach Christoffel®™)

/.9 g r r
(115) A*n<x>=$jf...f[[@l—x»]j(zs—x,)--

J = 2)9E) 96 . 96) @ — a)@—z) ... (0 — 2,)

1

i -1 -2 2

|27 =t 1
bl A |

-7 2 2 de,dzyde, ... dz,
n—1 -2 :
o e ..., 1

120) Gegenbauer, Wien Ber. 100 (1891), p. 635—703.
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erhiilt. Transformiert man die Gleichung (114) nach Jacobi”), so er-
hilt man daraus

116) ] — o) V@ 9@) = o (@ — @) (s — Y X,.

Durch Umformung der Gleichung (113) erhilt man nach Christoffel®")
fiir den Fall ¢(z) = 1 bis auf eine Konstante

(U17) K= g gl (B @) @y )"0~ e—~p)]

= &daf,
¢ x* ...z 1
-1
ar xrt..oz 1)
PO N

Man sieht aus (116) sofort, daf im Falle z, — o, X, =2 — &, 2, = §,
X, —=2—fudz, =« 2,=0, X, = (@—a)(@—pf) ist. Ferner
sieht man aus dieser (leichung durch Anwendung des Rolleschen
Satzes™): Sind die Wurzeln von X, alle reell und liegen zwischen «
und B, so miissen auch die Wurzeln von N, (x) reell, voneinander ver-
schieden sein und zwischen & und § liegen. Ferner sieht man, daB,
wenn X, reell ist oder durch Multiplikation mit einer Konstanten
reell wird, mindestens # reelle verschiedene Wurzeln zwischen o« und
B liegen miissen. Liegen also die gegebenen Werte auBerhalb des Be-
reichs, oder sind sie Grenzen, so liegen die gesuchten » Wurzeln im
Bereich. Weiter lassen sich folgende Sitze beweisen: Liegt eine der
gegebenen Abszissen zwischen o und f, so sind alle Wurzeln von
N_(x) reell und verschieden, und hochstens eine liegt auBerhalb «
und B. Liegen ! der gegebenen Abszissen zwischen ¢ und g, so sind
bei geradem [ hochstens I, bei ungeradem héchstens | — 1 Wurzeln
komplex oder fallen zu zweifachen, vierfachen usw. Wurzeln zusammen.
Hé&chstens ! liegen auBerhalb des Intervalles.

Der Fall 2, = « ist von Lampe'®) behandelt worden; im Fall
Z, = o, ;= f findet sich fiir » =4 die Formel nebst Korrektions-
glied bei Kliigel'®), der sich aber nicht auf allgemeine Betrachtungen
einldBt. Allgemeiner behandelt wird dieser Fall z. B. von Turazea®®),

121) Lampe, Jahresher. d. Deutsch. Math.-Ver. 8 (1892/8), p. 102—106. (Bei
7 ==4 sind versehentlich imaginiire Wurzeln angegeben.) Verh. d. Ges. Deutscher
Naturforscher Nirnberg 2 (1894), p. 4—8.

122) Kligel, Math. Worterbuch 1V 1828, Artikel: Quadratur Nr. 145.

123) Twrazza, Memorie dell’ I R. Istituto Veneto 5 (1853), p. 277—98.
Turazza gibt an, daB nach seiner Methode auch die allgemeinere spiter von
Christoffel behandelte Aufgabe gelost werden kann,

6*
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der die Formeln ohne Korrektionsglied bis # == 7 gibt, ferner von Ca-
talan'?), Peano'®s) u. a. In den schon 6fters erwihnten Arbeiten von
Radau') und Moors®®) sind die Abszissen, Koeffizienten und das Kor-
rektionsglied bis %» = 11 angegeben. Die Fehlerglieder (0) stehen in
diesem Falle zu denen der Gaufschen Formel 0 in der Bezichung?)

1 N ( 1)?
(118) @)= — "F 7 00n Grasd) = — oz O
«+

Fir # = ——— erhilt man die Gaufschen Abszissen fiir ungerade

n Firz=c =24 2= a—g—é erhilt man die oben erwiihnten zuerst
von Turazea aufgestellten Formeln fiir ungerade n. Fiir » = 2 findet
sich der letzte Fall bei Catalan'®) ohne, bei Ligowski'®) mit Restglied
behandelt (s. a.®)).

¢) Mehrfache Integrale. Schlieflich wurde von Pujet'*®) zur Be-
stimmung des Restgliedes der Taylorschen Reihe die Gaupsche Methode
zuerst auf die Berechnung mehrfacher Integrale von Funktionen einer
Verinderlichen ausgedehnt. Neuerdings hat sich Willers™®®) mit diesen
Fragen beschiftigt, der die Methoden von Newton-Cotes™), die auch
Merrifild®) tibertriigt, die spiiter zu erwihnende von Tschebyscheff™°®),
insbesondere aber die von Gauf*®) auf mehrfache Integrale iibertragt.
Er findet, daB die meisten fir einfache Integrale gelienden Sitze ihre
Giiltigkeit fiir m-fache Integrale behalten, so die tiber die Lage der
Wourzeln; ferner liBt sich zeigen, daf alle Koeffizienten positiv sind,
usw. Betreffs der Lage der n Funktionswerte, die zur angeniherten
Berechnung eines (m — 1)-fachen und eines m-fachen Integrales ndtig
sind, ergibt sich fiir den Fall ¢(z) = 1, daB erstere und der Funk-
tionswert im Anfangspunkt durch die letzteren getrennt werden, so
daB mit wachsendem m die Werte immer mehr um den Anfangspunkt
zusammenriicken. Auch die Methoden der Restabschitzung, wie die
von Jacobi”) oder Markoff'™) lassen sich entsprechend verallgemeinern.
Bis zu # =3 und m = 4 werden in der Arbeit Abszissen, Koeffi-
zienten und Restglied fiir alle drei Methoden gegeben.

124} Catalan, Mémoire de I'Acad. royale de Belgique (in 4% 43 (1882)
(9 Seiten).

125) Peano, Atti della R. Accad. delle scienze di Torino 27 (1891-—92),
p. 608—12.

126) Catalan, Nouvelle correspondance mathématique 6 (1880), p. 396—402.

127) Ligowski, Arch. Math. Phys. 58 (1875), p. 49—83; Revue Maritime et
Colon. 51 (1876), p. 159—174, ferner: Neue Niiherungsformeln zur Berechnung
bestimmter Integrale, Kiel 1875..

128) Pujet, Paris C. R. 84 (1877), p. 1071—1073.

129) Willers, Zeitschr. Math. Phys. 1915 oder 16.
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6. Methode von Massau. Massan') hat eine graphische Ma-
thode angegeben, die in gewisser Weise eine Ubertragung der Me-
thoden von Newton-Cotes bzw. Gauf ins Graphische ist. Sie erlaubt
durch # beliebige, eventuell mit zugehériger Tangentenrichtung ge-
gebene Punkte eine Parabel entsprechender Ordnung zu legen und
diese fiir ein beliehiges Intervall beliebig oft zu integrieren.

Ist P, ein Polygon, dessen ¢4 1 Ecken 420 4% ..., A' auf
dquidistanten Parallelen zur Y-Achse liegen, projizieren wir ferner
diese Ecken auf die Y-Achse nach a°...a, und verbinden die
Punkte a mit einem Integrationspol P/, so kinnen wir ein neues Polygon
P, , zeichnen so, daf wir das Intervall in ¢ - 1 gleiche Teile teilen
und von einem Punkte A" ; ausgehend ein neues Polygon zeichnen,
dessen Ecken A, ALy, ..., A auf aufeinanderfolgenden Par-
allelen liegen und dessen Seiten den Strahlen Pta?® Pla,..., Pia}
sukzessive parallel sind’®'). Die Figur 1 veranschaulicht das von

43

P, bis P,;; die Integrationsbasis 1 (vgl. 12a) kann dabei fiir jedes Po-
lygon beliebig genommen werden. Ist y,' die Ordinate von A4/}, so
1aBt sich mit Hilfe der Differenzenrechnung zeigen, daf

]
2 Yn1

(1‘19) ynl = yno + 1 n x

0 1)
i(i—1) Yn—g i(i—1)...2-1 Yoo\ (152
+ N ween @t iy i a =Ty )

130) Massaw *™®): Mémoire sur l'int. gr. et ses applications II 2, § 1, Buch 11,
Kap. 2, § 1.

131) Massau, Appendice au Memoire sur Vintégration graphique et ses
applications. Paris 1890, Note V—IX insbesondere VIIL

132) Vgl. auch d’Ocagne, Calcul graphique et Nomographie 38—40.
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ist, was fiir » = ¢ mit der Mac-Lawrinschen Formel identisch ist. Der
durch lineare Konstruktion gefundene Punkt A * gehort also einer
Parabel #** Ordnung II, an, die das Integral #* Ordoung von II,
ist, und fiir die 4,°. .. y,° die Integrationskonstanten sind. Die Seiten
A4 und 4A2~1 A" sind Tangenten von I7, in 4°und 4,7 Die
Konstruktion 18t sich fiir links wie rechts der Y-Achse gelegene
Punkte durchfithren. P, heift der Integrant (intégrant) von II,.
Eine ganz dhnliche Konstruktion gibt unabhiingig von Massauw Muir-
head'). Massau®*) zeigt, daB die Integranten von Parabeln gleicher
Ordnung, die in 4,° eine ¢-fache Berithrung haben, in den ¢ ersten Seiten
den Integranten ein und desselben Parabelbogens bilden; also sich zu
einem Integranten vereinen lassen. Dabei ist dieser fiir einen Kontakt
i + 1** Ordnung dem fiir einen Kontakt 7% Ordnung umbeschrieben.
Gehen die Parabeln von 4,° aus nach derselben Seite, so stimmen
sie in den ersten Seiten iiberein. Das gilt auch fir Parabeln ver-
schiedener Ordnung I7, und IT,,, falls man den Integranten der Parabel
IT, niederer Ordnung ebenfalls durch n-Integrationen konstruiert,
dabei aber y° bis y°_, _, gleich Null setzt. d’Ocagne’®) weist darauf
hin, daB die Ordinate des Schwerpunktes von P,_; durch ein dem
obigen analoges Verfahren die Sehne A4,°4," bestimmt.

Day,l...y," durch g, ...y,° linear auszudriicken sind, so ist die
Parabel II, durch P, vollkommen bestimmt. Aus dem Integranten
eines Punktes mit der Abszisse x liBt sich leicht der jedes andern
(z -+ Az) durch lineare Operationen konstruieren. Setzt man in obige
Formel fiir z, x 4 Az ein, so findet man nach einigen Umformungen
fiir die Ordinate der i*® Ecke des Polygons

A x\¢
(120) Y= (14 )
L Az Ax\e=- et 4+ 1 /Ax\t
—T?(1+7) (=1 —1 1)L( ) Yo'
Die Ausfiihrung der Konstruktion zeigt Figur 2 fir » = 4. Man

verlingert jede Seite 4,4,,,, so daB die Abszisse um —An—x wachst, und

erhilt so das Polygon 4B,...B,, mit dem man von B, aus genau
so verfihrt usw. Das Polygon AB,C, ... R, ist der gesuchte Inte-
grant fiir den Punkt mit der Abszisse 2z + Az.%%) Dabei ist
A, B,..., R, der Integrant zwischen A4, und E,.

133) Muirhead, Proceedings of the Kdinburgh Mathematical Society XXIX
1910/11, p. 18—82.
134) Moassau 27®) I, Buch V, Kap. I, § 2.
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Massau'®) gibt nun weiter Methoden, wie man aus einer Anzahl
gegebener Punkte und gegebener Ableitungen in denselben, den Inte-
granten P, der die Kurve approximierenden Parabel II, finden kann.

A
\Az

Ao g

2 & Ay / rE
g | 4K él\@ By Ca (2

o 4 \@\ 1 <Ds
ME G| odm) |4 | F
& 'l
U z Y dx w
Fig. 2.

Durch die inverse Segnersche Transformation®¢), % — 1 mal angewandt,
stellt man aus den gegebenen Stiicken die Ausgangsgerade her und
wendet auf diese dann wieder die direkte Segnersche Transformation
an. Da II, mit P, identisch ist, so kommt es im wesentlichen nur
darauf an, aus dem Integranten P,_, von II,_, den von II, fiir
irgendein Intervall zu konstruieren, indem man von irgendeinem
Anfangspunkt aus auf P,_; die direkte Segnersche Transformation
anwendet. Sind 4 und v die Abszissen der Endpunkte des betrachteten

Intervalles, so ist nach Fig. 3

20y ="y, A [ 0 —w) + ]yl T =Py, + miy

n

Hat man eine gegebene Kurve so durch eine Parabel II, mit dem
Integranten P, angeniihert, so ist die Konstruktion eines Integrales

#
M,
Pi "
/" -1
M
A
Rn
P L& 0 1 myd  mh miy ;

Fig. 3.

135) Massan ) 1.
136) Segner, Acad. Petrop. Novi Comment, VII 1758/569, p. 211.
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fiir ein beliebiges Intervall leicht moglich.'®”) Auch der begangene
Fehler ist abzuschitzen.

7. Methoden, bei denen die Koeffizienten gegeben sind. a) Al-
gemeines. Bisweilen wird die Aufgabe behandelt: es ist eine Anzahl
Koeffizienten und Abszissen gegeben, und es ist eine andere Anzahl
Koeffizienten und Abszissen so zu bestimmen, daf die Anniherung
moglichst gut wird. Insbesondere setzt man eine Anzahl Koeffizienten
gelegentlich gleich null. Tlementare Betrachtungen iiber diesen Fall
finden sich z. B. bei Busengeiger'®) Lampe'®), Maleyz*®), Moors**%)
und Maurer's), der auf diesem Wege hdchst elementar ohne Benut-
zung von Kugelfunktionen oder Reihenentwicklung die GauBschen
Formeln herleitet '#'*). Moors behandelt ausgehend von den Gleichungen
(7) die Aufgabe: bei 2m beliebig vorgeschriebenen paarweise gleichen
Koeffizienten und gegebenem z,? durch sukzessive Approximation die
m — 1 zugehdrigen Werte 22 zu finden, wobei sich der Genanigkeits-
grad 2m — 1 erreichen 1i8t. Auch Radau') deutet an, wie man
eine derartige Aufgabe behandeln kann. Den hochst moglichen Ge-
nauigkeitsgrad kann man dabei leicht mit Hilfe der Gleichungen (5)
oder (7) feststellen.

Der wichtigste Fall gegebener Koeffizienten ist der, dafl alle den
gleichen numerischen Wert haben. Diese Art der angeniiherten Inte-
gration ist immer dann vorteilhaft, wenn es sich um durch Beobach-
tung gewonnene, also mit einem gewissen Febler behaftete Funktionen
handelt, da bei gleichen Koeffizienten der mittlere Fehler ein Mini-
mum wird. Dieser Fall ist unabhingig von Andrae®®), Ligowski'?")
und T'schebyscheff196) behandelt worden; die Formeln werden nach Lampes.
Angabe besonders gern im Schiffsbau benutzt. Auf dieses Gebiet wurde
sie wohl zuerst von Afonasjeff'?) angewandt, jetst findet sie sich in
fast allen den Gegenstand behandelnden Werken').

137) Massaw **%) VIII, § 1.

138) Buzengeiger, v. Zachs Monatliche Korrespondenz 26 (1812), p. 285—94.

139) Lampe, Bericht der Berliner mathematischen Gesellschaft 2 (1908),
p. 29—385. Unter anderm stellt Lampe hier acht Formeln mit zwei symmetrischen
Ordinaten und der Mittelordinate auf, deren Koeffizienten nicht viel unbequemer
wie die der Simpsonschen Formel (vgl 11, 138), und deren Fehler simtlich von
fiinfter Ordnung sind. Es zeigt sich, daB die Simpsonsche Formel von diesen die
schlechteste Anniitherung gibt.

140) Moors, Nieuw Archief Amsterdam (2) 3 (1898), p. 285—91.

141) Maurer, Arch. Math. Phys. (8) 18 (1911), p. 40—43.

141%) 8. u. a. auch Sainte- Lagué, Revue de mathématiques spéeiales 1t
(1910—12), p. 483—34.
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b) @(z) ist eine gerade Funktion. Ist zundchst ¢(z) eine gerade
Funktion, so kann man allen 4, das gleiche Vorzeichen geben und
aus dhnlichen Uberlegungen, wie die, welche zu (40) fithren, folgt dann

(122) - f (@) da.

Da sich aus den Gleichungen (5) bzw. (7) leicht die symmetrischen
Funktionen der Wurzeln entnehmen lassen, kann man sofort die
Gleichung fir F,(z) aufstellen. Man erhilt nach Andrae®®) und Li-
gowski'®™) fiir die Koeffizienten derselben die rekurrierenden Formeln

(123) n p + bn 1a,u—1 _'— + bn u+1a’1 = -—&u’bn w
Zur Bestimmung des Fehlergliedes setzt man am besten obige Koeffi-
zientenberechnung fort, oder man bestimmt nach Radau®)

é

m+n

g
=fx"‘Fn(x)dac (m = 2 fiir gerade, m = 1 fiir ungerade »).

Tschebyscheff'®) kommt zu der Gleichung F,(z) =0 auf anderm
Wege. Aus

(:124) '//:‘P(x) dz — A, 2 041

zn+2

folgt durch Integration nach z

(125) f@(x) lg(z—2a)dae = A, 1g F (2) — n+1 i'fzii'“,

also ist
i3

7 [Jresemmeer )
(126) F(s)=FEe" =« ,
woraus sich fiir ¢ = — 1, f =41 ¢(z) = 1 ergibt
~f'j+_”_e...
a2n F,(2) = End " 1%

Das Fehlerglied kann fortbleiben, da es sicher keinen Beitrag zu der
ganzen Funktion liefert. Die Abszissenwerte werden angegeben von
Andrae®) fiir die Grenzen —4 bis 44 von % = 1 bis n = 6 nebst

142) Mitteilungen aus dem Gebiete des Seewesens 2 (1874), p. 527—36,
583—97. Nach einer Mitteilung von Afonasjeff im ,Morskoi sbornik¥,

143) Z. B, Johow, Hifsbuch fir den Schiffsbau, Berlin 1902, p. 818—15.
Pollard et Dudebout, Théorie du navire IV, Paris 1894, Note 8: Méthode de
caleul de M. Kriloff, p. 404—13.
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einem Fehlerglied, Ligowski'®") fiir die Grenzen 0 und 1 von » =1
bis %#=>5 ohne Fehlerglied, Tschebyscheff*%®) fiir die Grenzen — 1 und
4+ 1 von n =0 bis n =T ebenfalls ohne Fehlerglied, Radau') und
Moors) fiir die Grenzen — 1 und -4 1 von #=1 bis » = 9 mit
Fehlerglied. Fiir #» = 8 und »n==10 werden eine Anzahl Wurzeln
imaginir, hier kann man daher d, nicht zu null machen, sondern
muB, wenn die Formeln brauchbar bleiben sollen, d, einen gewissen
Minimalwert geben. Moors'*) zeigt, daB es unter Umstéinden vorteil-
haft ist, ,, so zu bestimmen, daB zwei, etwa die mittleren oder vier
symmetrische Wurzeln zu zweien zusammenfalien. Die betreffenden
Ordinaten haben dann natiirlich einen doppelt so grofen Koeffizienten
wie die andern. Eine Reihe solcher Formeln findet sich bei Moors'#)
in der Tabelle G zusammengestellt.

Bei angeniherter Integration mehrfacher Integrale tritt der Fall,
daB Wurzeln imaginiir werden, schon fiir kleinere Werte von # ein.!'®)

¢c) o(z) ist eine ungerade Funltion. Ist @(z) eine ungerade Funk-
tion, so nimmt man am besten eine gerade Anzahl von Ordinaten
und gibt der Halfte der Koeffizienten ein negatives Vorzeichen. Z.B.
kann man setzen

4
(128) So@f@ds= A4 [f(z) —f(— )]

Statt der Gleichungen (7) erhilt man dann, falls man ein zum Null-
punkt symmetrisches Intervall wihlt,

(129) A D amr gy, Dla¥=0.
1

Die Koeffizienten der die Abszissen bestimmenden Gleichung
F (2)=0 (n = 2i)

lassen sich mittels der Gleichungen (123) als Funktionen von 2:0, =g

1

ausdriicken. Im Falle ¢(2) = 2 z. B. findet man
(130) L =385="55 = (n+ 3)5,,,
WO §, = Za{ ist. Ahnliche Gleichungen erhilt man fiir andere ().

1
Ferner erhilt man aus (123) eine Gleichung fiir s, und jedem Losungs-

144) Moors, Valeur approximative d'une intégrale définie, Paris 1905,
Kapitel IIIL.
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wert s entspricht ein Wert von 4 und ein System von Abszissen,
die sich aus der Gleichung F,(#) =0 ergeben. Radau'’) behandelt
die Fille
x
p@) =2 uwd o()= Viea
WO

kd
1 1-8-..(2h4+1) =
2hr1 LI o R AR Sl e A
A IE z, =S bzw. A4 2, z, 2.4..- (2012 2

wird. Er gibt die Abszissen fir #=2,4,6. Fiir n =28 erhilt er
im ersten Falle eine Gleichung 14. Grades. T'schebyscheff'*®) faBt die
‘Waurzeln, deren Funktionswerte in den angeniherten Integralwert mit
positiven Zeichen eingehen, zu F,(x), und die mit negativen Zeichen
zu F_(z) zusammen. Dann ist F,(z) = F _(x) - F_(x) und nach (124)

B
1 O2r+e
F.(x) Z(f"’(mg('_’)d“(2t+2):717§+"')
F @
Er entwickelt rechts in einen Kettenbruch und setzt im Naherungs-

bruch # Ordnung (r» == 24¢) den Koeffizienten von —;— gleich null, was
ihm A liefert.

Statt
ﬁ(x) el
: 1—22
kann man auch
ff(cos #) cos 9 d 9
0

betrachten. Tschebyscheff'°%) und Radau'¥?) betrachten anstatt dessen
allgemeiner

T
!/of(cos #) cos Ao d P,
0

wo 1 eine ganze Zahl ist. Daraus findet man als Bedingungsglei-

chungen
EA‘ coshe, — 0 wenn h 2 1, 2‘4‘ coshe, = 32‘— fir h = 4.

Auch hier werden die A; einander gleich und haben alternierendes
Zeichen, und es wird (n = 21)
a.+ kx £t=0,1,2,...,20 —1
%= "3 (r=1,2,...,i )’

145) Radau, Paris C. R. 90 (1880), p. 520—528.
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wo die 4 und a, sich aus dem Bedingungen

2¢0s 3a, = Scos ba, - - = eos (2i + 1)a, =0,

A Zcos a, = 4—’;_
bestimmen. Man erhiilt nach Radau®) so

g t 83i-1

(131) U'ff(cos 9) cos 18dY = AZJ k_zo' (— 1)"f(cos9-"*'—"—’°—’5)-

Die Formeln von Tschebyscheff und Moors eignen sich besonders zur
Bestimmung der mittleren Ordinaten (s. 12) bei graphischer Inte-
gration, wenn man die Abszissenbestimmung etwa mittels eines ein
fiir allemal fiir das betreffende n auf durchsichtiges Papier gezeichneten
Strahlenbiischels vornimmt. Dieses entwirft man etwa so, daB ein
durch den einen Endpunkt des Intervalles oder besser ein durch die
Mitte gehender Strahl senkrecht zur Abszissenachse steht.

8. Formeln, die durch Kombination entstehen. Bisweilen hat
man den Genanigkeitsgrad von Quadraturformeln dadurch zu erhdhen
versucht, daB man durch Kombination zweier Formeln 4 und B von
gleicher Genanigkeit das oder die ersten Glieder des Fehlers fort-
zuschaffen suchte.#®) Dabei pflegt man die Formeln so zu wihlen,
daB die eine groBere, die andere kleinere Werte als das gesuchte Inte-
gral gibt. Insbesondere stellt Ligowskil®") zahlreiche solche Kombi-
nationen

A+ aB=(1+a)C
auf. Auch Radau') gibt eine solche Kombinationsformel ans der GauB-
schen und der von ihm berechneten, gleicher Ordnung, die die Grenz-
abszissen mit enthdlt. Skuisch4’) zeigt nun, daB, wenn A eine GauB-
sche Forme]l fir m Ordinaten ist, die Komplementirformel B min-
destens m -4+ 1 Ordinaten haben muB, die im allgemeinen nicht mit
den m Ordinaten von A4 zusammenfallen. LiBt man die m Ordinaten
von A4 mit in B eingehen, so kann C, wenn m gerade ist, hochstens
den Genanigkeitsgrad, 3m - 1, wenn m ungerade 3m - 2 erreichen.
Man darf also den Wert solcher Kombinationen nicht i#iberschitzen,
da man mit 2m 4 1 Ordinaten nach GauB den Genaunigkeitsgrad
4m -} 1 erreichen kann. Kann man ¢ so wiihlen, daB in der Kom-
binationsformel eine oder zwei Ordinaten verschwinden, so kann aller-

146) Mac Laurin, Treatise of fluxions4%) 849, findet aunf diese Art aus der
Simpsonschen Formel fiir das Ungeteilte und das in zwei Teile geteilte Inter-
vall die Cotessche Formel fiir n =5.

147) Skutsch, Arch. Math. Phys. (2) 13 (1894), p. 78—883.
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dings eine derartige Kombination unter Umstéinden ganz brauchbar
sein, Z.B. gibt Ligowski'®") eine Reihe solcher Formeln. Er zeigt,
wie man durch Kombination mehrerer Formeln mit symmetrischen,
vorliufig unbestimmten Abszissen die GauBschen Formeln durch Eli-
mination der Fehlerglieder herleiten kann. Awuch in anderen Fillen
kann man durch solche Kombinationen brauchbare Formeln erhalten,
z. B. wenn man aus auf mehrere Intervalle angewandten Newton-Cotes-
schen Formeln das erste Fehlerglied eliminiert. So gibt bei 6 Teil-
intervallen die Formel fiir » = 3 (1. Simpsonsche) und # =4 (2. Simp-
sonsche) (vgl. Nr. 11, 13 und 14) die Formel von Weddle®*?). Diese
und die Cofessche Formel fiir # =5 auf 12 Teilintervalle angewandt
eine ziemlich einfache von Woolsey™'*) gegebene Formel, in der aller-
dings negative Koeffizienten auftreten.

9. Die Eulersche Formel (vgl. auch I A 3 (A. Pringsheim) Irra-
tionalzahlen unendlicher Prozesse, Nr. 38 und I E (D. Seliwanoff)
Differenzenrechnung, Nr. 11). Vielfach wird fiir die angeniherte
Quadratur die Eulersche Formel®) benutzt, die auch gute Dienste
bei der Fehlerabschitzung '4%) leistet, wenn man den zu integrierenden
Bogen nicht durch eine Parabel annihert, sondern ihn in eine Anzahl
gleich breiter Streifen teilt, und in jedem Streifen durch Parabeln
gleicher Ordnung annihert. Die Formel wurde von Euler'®) aufge-
stellt und vielleicht'®®) von Mac Laurin') iibernommen. Die Koeffi-

147%) Woolsey, The Quarterly Journal of pure and applied mathematics 43
{1912), p. 8380—84 und Proceedings of the U. 8. Naval Institute 37, p. 871.

148) Fuler, Commentarii academiae Petropolitanae 6 (1782—3), Petersburg
1738, p. 68—97 und 8 (1736), Petersburg 1741, p. 9—22. Institutionum calculi

29
differentialis pars posterior Petersburg 1757, p. 430 ist die Formel bis zu gx_;{’
gegeben. Zur angeniherten Berechnung bestimmter Integrale verwendet Huler
die Formeln z. B. in Institutionum calculi integralis volumen primum Teil I,
Kap. 7 (8. Aufl. Petersburg 1824), p. 178—202.

149) Z. B. Ligowski, Arch. Math. Phys. 55 (1878), p. 219—21; Arch. Math.
Phys. 59 (1876), p. 329—38; Arch. Math. Phys. 60 (1877), p. 336. Bertrand:
Calcul intégral, Paris 1870, p. 331-—852.

150) Zur Priorititsfrage: Murdoch, Biographie von Mac-Laurin in Mac-
Lawurin, Account of Sir Isaac Newtons philosophical discoveries, London 1748:
Enestrom, Ofversight af Kongl. Vetenskap-Akademiens Forhandlingar 36 (1879),
Nr. 10, p. 3—17; Resf, Geschichte der unendlichen Reihen, Tiibingen 1889, p. 87;
Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik 3, 2. Aufl, Leipzig 1901,
p. 663; Schlomilch, Vorlesungen iiber einzelne Teile der hoheren Analysis, Braun-
schweig 1866, p. 226. Moors®®), p. 166—175,

151) Mac Lawrin, Treatise of fluxion 1I, Kap. IV, p. 663-693, Edin-
burg 1742, vgl. auch Lubbock, Cambr. Trans. 3 (1830), p. 323.
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zienten der Formel stehen in engem Zusammenhang mit den Bernoulli-
schen Zahlen (vgl. II A 3 Nr. 18), die bis zur 31 sich z B. bei
Ohm*®*) finden.

Verschiedentlich wird die Formel abgeleitet, natiirlich in zahl-
reichen Lehrbiichern, wie Lacroiz'®), de Morgan'™), Houél'>®) usw.,
ferner auBer den hier sonst ztierten Abhandlungen mittels partieller
Integration, z. B. bei Schlimilch'*®), Callendreau'), Kinkelin'*®) u. a.
von der Taylorschen Reihe ausgehend, z. B. bei Tortolini®®®), Genocchi*®),
Schellbach™) u. a. Imschenetzky'®') zeigt, daB die Formel sich unter
gewissen Bedingungen mittels Parabeln hoherer Ordnung ableiten laBt.
Die beiden meist gebrauchten Formen der FEulerschen Formel sind

(D‘

3
(132) f f@)de = oM — (' B—F @) + 755 "B — " @)

— 3(;"m OB — @) ...,

die sich nebst andern Formeln besonders bei FEuler'*®) findet, und

(133) f f@)de = o N 4 2 (' —F @) — s ("6 — " (€)

31w®

+ seres0 FVB — V@) ...,

die z. B. Mac Laurin®®) (831) gibt, und die sich aus (132) leicht ab-
leiten 4Bt (s. z. B. Hardy).'®) Hier ist

152) Ohm, Journ. fiir Math. 20 (1840), p. 11—12; s. auch Trans. of Cambridge
(1878), p. 384—91.

158) Lacroix, Traité du calecul différentiel et du calcul intégral, Deutsch
nach der 4. Aufl, 1828 von Baumann, Berlin 1831,

154) de Morgan, Differential and Integral Calculus, London 1842, p. 813.

155) Houél, Cours du caleul infinitésimal, Anhang zu I, p. 331—835,
Paris 1871.

156) Schlomilch, Berichte der Kgl. Siachsischen Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Leipzig 9 (1857), p. 11—17.

1567) Callendreau, Paris C. R. 86 (1878), p. 589—592.

158) Kinkelin, Programm der Ober-Realschule zu Basel 1902 (30 Seiten).

159) Tortolini, Annali di science matematiche e fisiche 4 (1858), p. 209—231,
vgl. auch eine Anzahl dort zitierter Abhandlungen.

160) Genocchi, Paris C. R. 86 (1878), p. 466—469 u. Annali di science mate-
matiche e fisiche 1855,

181) Imschenetzky, Petersburger Abhandlungen 62 (1890), p. 45—52.

162) Hardy, Journ. of the Institut of Actuaries 24 (1883), p. 95—110.
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M= 5f(@ + (e + @) + e+ 20) + - -
+£(6 — w) + 5 £(B),
N=flat ) + (et 3) + e+ )+

+r0—5) +l—3),

Bisweilen 18t man die Terme f'(2), f”(«), . .. fort und fiigt anstatt
dessen eine Konstante C bei, z. B. Glaisher1%). Von diesen beiden
Formeln ausgehend macht Legendre'®™) darauf aufmerksam, daB, falls
alle ungeraden Ableitungen an den Intervallenden null sind, M = N
fiir beliebige Unterteilung sein miiite, wilhrend sich auch in diesem
Falle nachweisen Liit, daf die Genauigkeit von M und N mit #» wiichst.

Der erste von Erchinger'®) gemachte Versuch, ein Restglied fiir
die Eulersche Formel aufzustellen, der von FEytelwein'®®) und Etting-
hausen'®") tibernommen ist, befriedigt nach Malmsten'®) wenig, weil
Erchinger von einer Differentialgleichung ausgeht, die nur fiir den
Fall konvergenter Reihen gilt. Ausgehend von der Fourierschen Ent-
wicklung gibt Poisson®®) als Restglied von (132)

(134)

o

B
135) Ry = 2= 12 ()" Sk [ 12m(0) cos 5=t
e=1 3

und zeigt, daB in dem von Legendre betrachteten Falle B, = R, .,
ist, d. h. die Genauigkeit nur mit der Abnahme von & wéchst.
Raabe'™) zeigt mit Hilfe dieses R, daB, wenn f®™(z) in dem be-
trachteten Gebiet sein Zeichen nicht #indert, der Fehler immer kleiner

als das letzte berechmete Glied ist. Das erlaubt ihm die Intervall-

163) Glaisher, Proceedings of the Lond. Math. Soc. 4 (1871—173), p. 48—56.
164) Legendre, Traité des fonctions elliptiques et des intégrals eulériennes.
2, Paris 1826, p. 572—596.

165) Mitgeteilt nach Briefen von Erchinger in: Schrader, Commentatio de
summatione seriei

a a a
6+ T oFrac o T orioe s T

Vimariae 1818, p. 57—64.

166) Epytelwein, Grundlehren der htheren Analysis 2, § 696, Berlin 1824,

167) Ettinghausen, Vorlesungen fiber die hohere -Mathematik 1, p. 429,
Wien 1827.

168) Malmsten, Journ. fiir Math. 85 (1847), p. 556—82.

169) Poisson, Mém. Inst. Acad. Paris 4 (1828), p. 571—602. Nouv. Bull.
des sc. de la Soc. philom. Paris 1826, p. 161, 162.

170) Raabe, Journ. fiir Math. 18 (1838), p. 75—99.
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groBe bei vorgeschriebenem Maximalfehler abzuschitzen!™®). Wird eine
der niederen Ableitungen an den Grenzen null, so miissen Nullstellen
der hoheren Ableitungen dazwischen liegen. Das Intervall mu8 unter-
teilt werden, und das zur Erreichung derselben Genauigkeit notige
wird kleiner. Ferner untersucht Raabe, wie sich eine Ungenauigkeit
in der Wurzelbestimmung von f2™(x) = 0 auf die Bestimmung von
@ geltend macht.

Aus der Poissonschen Form des Restgliedes kann man, wie es
z. B. Kronecker %) und Franel'™) tun, eine unter Benutzung der Tay-
lorschen Reihe von Jacobi'™) gegebene Form des Restgliedes ableiten

1
(136) R,,= — | o*™*1C,(») D [*™(a+ro—ro)dy,
w0

wo C,, eng mit der Bernoullischen Funktion’) zusammenhdngt. Dar-
aus ergibt sich als Abschitzung, da C, von O bis 1 sein Zeichen
nicht #dndert,

(187) R, — (— 1)m(§£5m2m+12f2m(a + ro — v a)

1
= (— DG o™ (B — ) I,

2m!

wo le|<1, B, die entsprechende Bernoullische Zahl, M der Maximal-
wert von /2" und 0 < v <1 ist.'™) Malmsten%®) und Hermite!'®) geben
diesem Ausdruck, falls es sich um ein Intervall handelt, die Form

B
(138) R2m —_ ,3,(__ l)mfm 0m2m(f2m—1(6) - f2m—1(‘x))’

2m!

wo 0 < &< 1, und, falls die 2m® und 2m - 2 Ableitung im ganzen
Intervall unveriindertes, entgegengesetztes Vorzeichen haben,

22m—1 __ 1
="z
falls sie gleiches Vorzeichen haben, C = —- 1 ist.1™) Nach Schlomilch **7)

und Scheibner %), die aber von der Poissonschen Form des Restgliedes

170%) Siehe auch Mansion, Annales de la Société scientifique de Bruxelles
36 A (1912), p. 117—19,

171) Franel, Math. Ann. 47 (1896), p. 433—440.

1172) Jacobi, Journ. fiir Math. 12 (1834), p. 263 —272.

173) Bernoulli, Ars conjectandi 2, Kap. III, Basel 1713.

174) 8. a. de la Vallée- Poussin, Cours d’Analyse, Paris et Louvain.

175) Hermite, Journ, fiir Math. 84 (1878), p. 64—69.

176) Scheibner, Berichte der Kgl. Siachsischen (esellschaft der Wissen-
schaften su Leipzig 9 (1857), p. 190—198.

177) Schlomilch, Zeitschr. Math. Phys. 1 (1856), p. 193—211.
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ausgehen, Markoff'"®) u. a. erhilt man einen ganz dhnlichen Ausdruck
auch fiir eine beliebige Anzahl von Intervallen, falls nur fiir simt-
liche Intervalle die obige Vorzeichenregel gilt. Andert f in dem
Gebiete sein Zeichen nicht, so kann man den Mittelwertsatz auch so
verwenden, daBl man setzt

(139) R,,=—C,(»)e™™ (1) —fi"w) 0<¥ <1,
woraus nach Charlier'™) folgt

(140) | Boul < @272 o (Fn=10) — f*m=1(@),

d. h. also der Fehler ist kleiner als der doppelte Wert des ersten
vernachlissigten Gliedes. Da die Reihen oft divergent sind, hat man
so also ein Mittel, die Berechnung an der richtigen Stelle abzubrechen.
Scheitbner®®) erhilt durch partielle Integration einen #hnlichen Aus-
druck, in dem aber f2m+2(£) anstatt der Differenz auftritt. Zwei
andere Formen des Restgliedes finden sich bei Kronecker.’®) Ist
2f* (e +ro—vw) im ganzen Gebiet steigend oder fallend, so
wird
(41)  Bpy— — oI, ()P — @),
wo
Orog) = (— 1= DT

und 0 <9, <1 ist.

Falls f* von O bis » wichst und von » bis 1 fillt oder um-
gekehrt, so wird

y?

2(1— 2
(142) R,, = — (— 1)n24—2"") (M)' "B om 2)”2"‘ Hatro—vo)|
wo 0 <9 <1<v" <1 ist. Ein dhnlicher Ausdruck findet sich be1
Sonine ™).
Fiir die Reihe (133) gibt Ostrogradsky'®®) als Rest

(143) By, =—(2)" f e D[ 4 ro — %)
+f‘“"(oc + r— Do+ %)),

178) Markoff, Differenzenrechnung, Petersburg 1891, deutsch Leipzig 1896,
Kap. IX und X.

179) Charlier, Mechanik des Himmels 2, Leipzig 1907, p. 3—86.

180) Kronecker, Vorlesungen iiber Mathematik 1, bearbeitet von Netto,
Leipzig 1894, p. 130—144.

181) Sonine, Paris C. R. 108 (1889), p. 725—727. Ann. de I'e. Norm. (3) 6

(1889), p. 257—62.
Enoyklop. d. math. Wissensch, II 3. 7



96 1I1C2. C. Runge-Fr. A. Willers. Numerische und graphische Integration

wo
__ D,z ,,, 2t D, z2m gEmtl
Xm_ 21 + : T+ @m)! ~ @m+ 2!
und die D sich bestimmen aus
1

Falls /%7 gein Vorzeichen nicht 'aindert, folgert er daraus

Ry =D,(6— ) (2) "),

wo & ein Wert zwischen o und g ist.

Fiir komplexe Werte untersucht Darbouz'®) von einer allge-
meineren Reihe ausgehend die Eulersche Reihe und findet als Rest-
glied

1B,
(144) Ry, = (— 1) (;;;), “f(z + 0a),

wo A eine GroBe ist, deren Modul kleiner ist als eins. Er findet als
notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz, daf

in eine Potenzreihe entwickelt, fiir alle @ konvergiert. Die Differential-
quotienten sind oft unbequem oder {iberhaupt nicht zu berechnen;
Corey™) umgeht dieselben so, daf er das Intervall zuerst in 1, dann
in 2 usw. gleiche Teile teilt, fiir jede Teilung die Eulersche Formel
aufstellt und aus diesen die ersten Differentialquotienten eliminiert.

Eine Ubertragung der Eulerschen Formel auf mehrfache Inte-
grale findet sich z. B. bei Bellavitis®).

10. Formeln der Differenzenrechnung (vgl auch 1D 3 (J. Bau-
schinger) Interpolation, Nr. 8 und I E (D. Seliwanoff) Differenzenrech-
nung, Nr. 7). Fiihrt man in die Eulersche Formel statt der Differen-
tialquotienten die entsprechenden Differenzen ein, so erhdlt man eine
Formel, die wohl zuerst Lagrange'®®), spiter in bequemerer Form

182) Ostrogradsky, Mém. de I'Acad. des sciences de St Pétersbourg 1841,
p. 309—336.

188) Darboux, Journ. de math. (8) 2 (1876), p. 291—3812.

184) Corey, The American math. Monthly 13 (1906).

185) Bellavitis, Ann. Soc. Lomb. Veneto 4 (1834), p. 10—19; Memorie dell’
1. R. Istituto Veneto di scienze lettere et arti 6 (1856), p. 91—110.

186) Lagrange, Mémoire de 'Acad. de Berlin 1772.
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z. B. Laplace'®) gibt.

(145) L f ydo = M — L (Ay,— Byy) + 25 (A%, + A%y,

3
— 22 (B, — D) + o5 (Aty, 4 Aty ..,

oder wenn man nur Differenzenwerte benutzen will, die sich aus den
Funktionswerten y,, 4,, . . ., ¥, bilden lassen,

1 1
(146) =M — S (Ay,_1 — Ay) — 57 (B, _s + By,)

19 3
T 720 (Asyn—3 - Asy(!) 160 (A4yn—4 + A4y0) e

Ableitungen der einen oder der andern Reihe finden sich z B. bei
Lacroiz*®®), Pontécoulant'®®), Grunert'®®), Dienger1*®) u. a. Ebenso 1Bt
sich die zweite Formel tibertragen

n+%
1 1 1
(47) 2 [ydo = N 4 & Ay, — By) — & (B0, s+ Ay
223 103
+ 5670 (A3 - AB:’/O) 2880 (A‘ijn— "I" At yo)

Die Koeffizienten der beiden Formeln gibt z. B. Clausen'®') bis zum
zwolften.

Diese Formeln benutzen Differenzen, die in dem Differenzenschema
in einer Diagonale liegen. Oft werden auch Formeln benutzt, die in
einer Zeile liegende Differenzen verwenden. Fiir Hauptwerte gilt so,
wenn man die Brumssche?) Bezeichnung benutzt

148) . i H—%—)w . ;
(148) wfg{dx—-[a-—l—s+—2~,—1:l—[a——2—,——l]
atio

+alfats+g+1]—[a—3, +1])
5760{[a+s+2’+3] [“_§’+3]}
+ Ay s {[at+s+3,2m—3]—[a—75,2m—3]|+ R

187) Laplace, Mécanique céleste 4 (1805), Buch IV, Nr. 5.

188) Pontécoulant, Théorie analytique du systéme du monde 2, Paris 1834,
p. 105.

189) Grumert, Arch. Math. Phys. 20 (1853), p. 861—418.

190) Dienger, Differential- und Integralrechnung, Stuttgart 1857—62, Bd. 1,
§ 65, der 3. Aufl, 1868.

191) Clausen, Journ. fiir Math. 6 (1830), p. 287-—289.

7.
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und fiir Zwischenwerte
atsw

(149) & fyas=[ats, —1)—[6 — 11— &l[a+s5 +1)—[a 1])

‘ 11
ol [a+5, 31— [, 3]} -
+ Bsp_s{la+s2m—3]—[a,2m—3]} 4 R,.
Das Restglied gibt Nielsen'?) in der Form

§—~1
By0t D)f*"(a+ro + o 4 9,0m — Ho),
0

wo 0< 9, <1ist. Im iibrigen sei auf Abschnitt 9 verwiesen. Quarra®®)
zeigte neuerdings, wie sich mittels der von Peano'®) gegebenen Form
des Restgliedes auch fiir diese Formeln der Fehler abschitzen 1af3t.

Es sind noch eine ganze Reihe derartiger Formeln im Gebrauch,
die man am einfachsten erhilt, wenn man von einer Interpolations-
formel, etwa der von Newton, Gaup, Bessel, Stirling usw., ausgeht und
integriert. Ableitungen finden sich z. B. bei Encke'), der die For-
meln bei Gau'®) kennen gelernt und mit dessen Erlaubnis verdffent-
licht hat, Airy'®), Terquem und Laffon'%), Oppholzer®™), Hamsen'%®),
Charlier'™), Nielsen'®®), Tisserand'™), Watson®), Radau®*), Valen-
tiner®™?), Thiele*®®) u. a. Die Koeffizienten sind in fast allen Tafel-
sammlungen fiir Astronomie und Geodésie gegeben, z. B. bei Bau-
schinger®™), Oppolzer®7).

Diese Formeln verwenden Differenzen an den Enden des Inte-

192) Nielsen, Arkiv for Mathematik, Astr. und Fys. 4 (21), Stockholm 1908.

198) Encke, Berliner astronomisches Jahrbuch 1837 und 1862 abgedrucks.
Gesammelte Abhandlungen 1, p. 21—60 u. 61—99, Berlin 1888; Astronomische
Nachrichten 1852, Nr. 791, 792, 814.

194) Gaup, Brief an Encke vom 18./10. 1834, Gesammelte Werke 7, p. 433.

195) Asry, Nautical almanac 1856, Anhang.

196) Terquem u. Laffon, Nouvelle méthode pour caleuler les perturbations
des plandtes par M. Encke, Nancy 1858.

197) Oppholzer, Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen und Planeten
2, Leipzig 1880.

198) Hansen, Abhandlung der mathematisch-physikalischen Klasse der Kgl.
Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften 7 (1864).

199) Tisserand, Traité de mécanique céleste 1—4, Paris 1889—1896,

200) Watson, Theoretical astronomy, Philadelphia 1885, p. 485—93.

201) Radau, Etudes sur les formules d’interpolation, Paris 1891, Teil 1V,

202) Valentiner, Handworterbueh der Astronomie 1—3, Breslau 1897—99,

203) Thiele, Interpolationsrechnung, Leipzig 1909, § 10, 11,

204) Bauschinger, Tafeln zur theoretischen Astronomie.
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grationsintervalles. Shovelton *) gibt eine Formel, die Differenzen in
der Mitte verwendet.

+mw
(150)fydx = 2w(m[a, 0]) +[a, 2] m? LR [a, 4] (_"L _%>
s 7 5 3 2 me
+[—a@ﬂ(1"%~—5%+4%—) e (2"[;’! m?n]Tﬁ (@ — o?) - -
0

+mao

(@ — 1t de+ 4 [TE= ) o) s 6 4,

Diese Entwicklungen lassen sich ohne weiteres auf mehrfache Inte-
grale iibertragen, und man erhilt so fiir die Anfangsglieder des Doppel-
integrales bei Benutzung von in einer Zeile liegenden Hauptwerten

attw
1
[ Jr@is = ol@+ o —2+ 5@t 0
1 31
— 5@+ o+ + g @+ +4- ]+ C
und bei Benutzung von Zwischenwerten
a -+ (l-l- %) w
1 1 1
S Jt@az — (ot it —2) =5 (a1 4 39)
17 1 367 1
+ i (@5 +2) g (e H e+ +H4) ] C
Annlich findet man fiir dreifache Integrale bei Benutzung von Haupt-
werten

2+ (e

S f t@ar=[(a+ 145~ + 5 (o441, —1)
457

1930(a+L+ EX +1>+967680( +"+';‘:+3)"':|+C’,

und von Zwischenwerten

attw

S [r@iar=otl@tu—9+0+ 5k @+0+1)
— soi0 (@4 +8) -]+ C.

Fir vierfache Integrale finden sich die Formeln z. B. bei Bellavitis *%).
Zur Feststellung der Koeffizienten dieser Reihen finden sich rekur-
rente Beziehungen bei Baillaud®®), die die von Oppholzer®”) und

205) Shovelion, The Messenger of math. 38 (1908—09), p. 49—57.
206) Baillaud, Paris C. R. 124 (1897), p. 737—89.
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Gruey™) gegebenen umfassen. Die Konstante wird im allgemeinen
80 bestimmt, daB die Integrale an irgendeiner vorgeschriebenen Stelle
null werden, was man nach Bruns dadurch erreicht, daB man in der
Summenreihe ,das Anfangsglied gleich der umgekehrten Verbesserung®
macht, die man an dem Summenglied anbringen mufi, um das Inte-
gral zu erhalten. Stromgreen®®) zeigt, wie die Konstanten zu be-
stimmen sind, wenn die aufeinanderfolgenden Integrale an dieser
Stelle nicht null werden, sondern einen bestimmten endlichen Wert
haben sollen.

11. Anniherung durch mehrere Parabeln (vgl.auch I E Nr.7),
Den ersten bewuBten Versuch, die Genauigkeit durch Unterteilung
des Intervalles zu vermehren, macht wohl Simpson®”). Radau?),
Bugajew®?) u. a. zeigen, daf bei Einteilung in n gleiche Teile und
bei Anniherung vom Genauigkeitsgrade p — 1 durch voneinander un-
abhiingige Parabeln gleicher Ordnung in den n Teilen Intervallen
r+1

Jr@ia= S [taie—1tS] S1a,p(h7) 4 e

C

1 n—1
nﬁ:.-1 (6p+1+(p+1) n 611) T

wird, der Fehler also auf den n#* Teil herabgedriickt wird. Da8 vom
Standpunkt der Theorie der kleinsten Quadrate aus die Teilung in
gleiche Teile die giinstigste ist, zeigt Biermann®®).

Uber die auf diese Weise aufgestellten zahlreichen Formeln findet
sich eine Ubersicht bei Mansion®?). Zur Fehlerabschitzung kann
man entweder die Fulersche Formel oder die Taylorsche Reihe be-
nutzen. Im folgenden sind fiir die bekannteren Formeln die Korrek-
tionsglieder in beiden Formen angegeben, und auBerdem steht hinter
jeder Formel die Zahl der benutzten Ordinaten, um besser den Wert
der Formel iibersehen zu kounen.?)

207) Gruey, Ann. de I'Ec. norm. 5 (1868), p. 161—227.

208) Stromgreen, Oversight af Kgl.Vetenskap-Academiens Forhandlingar. Stok-
holm Nr. 4 (1900), p. 443—54,

209) Stmpson, Mathematical dissertations of a variety of physical and ana-
lytical subjects, London 1743, p. 109—119.

210) Bugajew, Nachrichten der physik.-math. Gesellschaft an der Kaiserl
Universitdt zu Kasan (2) 7 (1897), p. 95—117,

211) Mansion, Supplement zu Mathesis 1 (1881), (62 Seiten) und Ann. de
la soc. sc. de Bruxelles 5 (1881), p. 231—290.

212) Fir schnelle und genaue Messung der erforderlichen Ordinaten bei
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1. Die gebriuchlichste Formel — und nach Kronecker'®) ist diese
sehr alte Methode trotz aller spiteren Untersuchungen noch immer
die bequemste — ist die Trapezformel, auch franzosische Regel, da
sie besonders von den franzosischen Schiffsbanern gern angewandt
wird?1%) oder Regel von Borda oder Besout genannt®+). Sie nihert
in den einzelnen Teilintervallen durch Parabeln erster Ordnung (Gerade)
an, die durch die Endpunkte der gegebenen Teilordinaten gehen.

?
51 =22 [2 Yo — %} (41 Ordinaten),
0

wo die Linge des ganzen Intervalles mit H bezeichnet ist; man liest
aus der Formel (132) sofort das Korrektionsglied ab.

K =« (?)2(?/7; — %)+ “4(”2;?)4(?/”’" — % )+ e (%)6@/2’ —Y5 ).
1 1 1

“@= "1 “Tne % T 50w0

Nach der Taylorschen Reihe erhilt man
n (H\8 ,, ni/ H\%* ,, nd n\ (H\5
== 16w =G — (i) G) W
nt n*\ (H\6 o
— (Fr %))
2. Eine andere etwas genauere Methode, die ebenfalls in den
einzelnen Intervallen die Bogen durch eine Gerade, nimlich durch die

Tangente im Endpunkte der Mittelordinate ersetzt, rihrt von Mac
Lawrin®9) her

(152) I,— EWEZP’ Yon_i (3 Ordinaten)
Das Korrektionsglied liest man aus (133) ab.
Ky = — % oy (#) B(yn’ — %) — ; oy (%)4(%;’" —4%")
— g% o (—2—7{—I>6(yn" — YY) ...

graphisch gegebenen Kurven sind mehrfach Methoden angegeben, so z. B. von
Gramberg, Technische Messungen insbesondere bei Maschinenuntersuchungen,
Berlin 1905, p. 81, der eine parallel liniierte Platte, oder von v. Sanden, Prak-
tische Analysis, Leipzig 1914, p. 83, der ein MeBridchen benutzt.

218) Z. B. Bougner, Traité du Navire ..., Paris. 1746, p, 212.

214) Johow, Hifsbuch fiir den Schiffsbau, Berlin 1902, p. 312.

215) Mac-Laurin, Treatise of fluxions 2, Kap. IV, 682, Edingbourg 1742; vgl.
auch Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematk IV, Leipzig 1908, p. 735.
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Nach der Zaylorschen Reihe wird

n (H\3 n? (H\% ,, 8 7 5
K, =5 ()0 + 15 () 0"+ (55— 50) ()
nt Tn? 6
+ (i —m0) (2) 0 -

Zahlreich sind die Versuche, diese beiden Formeln dadurch zu

verbessern, daB man die Ordinaten an den Enden des Intervalles H

besondersberticksichtigt. Einige

LNQ bekanntere seien hier mit den

M Korrektionsglied nach Taylor
gegeben.

3. Die bekannteste Formel
dieser Art ist von Poncelet®'%)
allerdings ohne Restglied ge-
geben worden. Er kommt auf
>~ diese Formel durch Mittelbil-

dung aus einem umgeschrie-
benen Polygon mit dem Inhalte M (in Fig. 4 ausgezogen) und einem
eingeschriebenen mit dem Inhalte m (gestrichelt)*!?)

r
M H Q n 1 n—
(163) I =2T™_ 2_{2_%7"_1 ¥ tzﬁ_y +8y 11

2 n
1 4

Fig. 4.

(% +2 Ordinaten) .

Daraus ergibt sich, daB der Fehler kleiner als %M;ml ist, wenn

die Kriimmung ihr Vorzeichen nicht &ndert. Nach Zaylor ist das
Korrektionsglied

K== (=) @) w =G —5)E) s

n® n* 11in 1\ (H\%
— (g — 16 + 150 — 1) () % -
Diese Formel findet man vielfach; sie wird z. B. im Dictionaire math.
appl. als besonders gut bezeichnet?!8).

4. Eine Verbesserung dieser Formel geben fast gleichzeitig
Piobert®™), der von der Annsherung der Kurvensticke durch zwei

216) Die Formel wurde von Poncelet in Vorlesung gegeben, spater von
Kretz aufgenommen in die Introduction & la mécanique industrielle, 2. Aufl.,
Metz 1839, 3. Ausg. Paris 1870, p. 197—201.

217) Sonnet, Traité élémentaire de mécanique, Paris 1851,

218) Sonnet, Dictionaire des mathématiques appliquées, Paris 1864. Artikel
Quadrature.

219) Piobert, Nouv. Ann. 13 (1854), p. 323—331.
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Kreisbogen, und Parmentier™), der zunichst mehr gefithlmiBig
spiter®!) auf Grund der Darstelling durch Parabelbogen auf diese
Formel kommt.

_2M4m _ 2H yo+yn Y1t Yn
(154) 1,=2MEm {Z’+ - ]

(—g— + 2 Ordinaten) .

Der Fehler ist, falls der zweite Differentialquotient sein Vorzeichen
nicht #ndert, absolut gemommen hier kleiner als £(M — m). Da in
der Ponceletschen Formel die obere Fehlergrenze kleiner ist als in
der Formel von Piobert-Parmentier, gibt man gelegentlich der ersteren
den Vorzug.®®) DaB letztere im allgemeinen besser annihert, zeigt
das Korrektionsglied, wie es z. B. Chevilliet®**) gibt.

1 (H\3 ,, n (H\* ,, nt 1770 H\5
K, = “é‘(?) % + E(W) Y+ (ﬁ 360 T 72)( )%IV e
Die Formel, die auf Grund falscher Voraussetzung gelegentlich ange-
griffen wurde?®®), findet sich vielfach z. B. bei Jorini®*), Harnack?®),
Francke®s), Martinenq?®") usw.

5. Zwei weitere Korrektionsglieder bringt Dupain®®), der von
der Zaylorschen Reihe ausgeht, zum Verschwinden

(155) I == [29211& L+ - ﬁl (yo ;l;yn _ Y% _';;/nﬂ):}

(? + 2 Ordinaten)
B =+ (77 — 50) (2w + (i — ) () "

220) Parmentier, Mémoriales de l'officier du génie 1854, p. 290f,; Nouv.
Ann. 14 (1855), p. 370—84.

221) Parmentier, Nouv. Ann. (2) 15 (1876), p. 241—251; Ann. des ponts et
chaussées 11 (1876), p. 631—32.

2292) Chevilliet, Paris C. R. 80 (1875), p. 823—26.

223) Nouv. Ann. 16 (1857), p. 11—12. Antwort v. Parmentier auf den fol-
genden Seiten.

224) Jorini, Il Politecnico 41 (1893), p. 432—36.

225) Harnack, Civilingenieur 28 (1882), p. 267—70. (Bericht iber die Arbeit
von Mansion.)

226) Francke, Zeitschr. des Architekten- und Ingenieurvereins zu Hannover
21 (1875), p. 177—184. Hier findet sich auch eine Formel von etwa gleicher Ge-
nauigkeit, die zwei Ordinaten auBerhalb des Integrationsintervalles benutzt.

227) Martineng, Aide mémoire du constructeur des navires, Paris 1891, p. 62.

228) Dupain, Nouv. ann. 17 (1858), p. 288—95.
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6. Spiter gibt Parmentier®®) eine Formel, die ungefihr dieselbe
Genauigkeit hat®?),

(156)I*Eg{292m—1+ Wo+9.) — 6(J1+yn )+ 4<J2‘|‘?/n 2)}

(_2. +4 Ordinaten)

13x 1 H\5 13 %t n H\6
By~ (% - Té) %W(W) + ( 20 éZ)yOV (7) o
7. Eine ghnliche Formel findet sich bei Francke allerdings ohne
Restglied.?)

(157) 17=2§{2y2m_1+%<yo+yn)—%(y1+yn_1)+;1§(y3 +yn_3)}

(g— 42 Ordinaten)

230 5 28 n? n H\$

E— (5 — o) () + G- — 13) " ()

8. Wahrend die bisher angefiihrten Formeln von der Mac-Lau-
rinschen Formel ausgehen, also in der Hauptsache nur Ordinaten mit
ungeradem Index benutzen, sind die nun folgenden Formeln im An-
schluB an die Trapezregel aufgestellt. Ahnlich wie die Ponceletsche
Formel aus der Mac Laurinschen abgeleitet ist, kann man aus der
Trapezregel die sog. verbesserte Trapezregel herleiten.?'4)

(188) L= —Lzyzm — o 9 + B }
(? +1 Ordinaten)
E=—(m+ 00w — (G + Du(B)

9. In Analogie zur Formel 6. hat Parmentier®®) an der Trapez-
regel dieselbe Verbesserung vorgenommen.

2
(159) Is=¥‘LZ%m—§(yo+yn)+ %(yl-l-%._l)—-l-lé(%-l—yn_z)}
(% +3 Ordinaten)
e (= o ()~ (5 — ()

229) Parmentier, Association frangaise pour I'avancement des sciences Session
Grenoble 1882.
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10. Als Analogie zur Dupainschen Formel 5. gibt Mansion 2°)

y
2H Yo + Yn B (Yt Yn—r Yot Yy Yo Yu—s
(160) 110 = —n— [Z?ﬁm - P +n+1( 2 1% 3 - ):’

6

(-Z— +3 Ordinaten)

n®  5in 2n H\5 v
Ky = (% T 180 + 3(n+1)) (n) Y
n®  51n® n n H\¢
+ (5= + 5 ~sern)() %
11. SchlieBlich sind noch Formeln aufgestellt, die das auf den
Ordinaten g, und y,_, durch die Tangenten in den Endpunkten ab-
geschnittene Stiick ¥, und Y, _; von der X-Achse aus gerechnet be-

nutzen; so die als Poissonsche Regel bezeichnete Formel, die man
gewohnlich in der Form schreibt®#)?!)

)
H .
aQen 1, = 2#[2!3/,". — Yo Y -*2- Yn 1 " (tg oy — tg an).' (% +3 Ordmaten)
0 -

1 ) I (A R

6 n] 1290 \n

12. Eine Verbesserung dieser Formel findet sich bei Mansion 33%)

~ p 1
2 7 1
(162) I,= ﬂZyam—ﬁ(yoJr ) + 5 (Y + Yn_z)J]
0
(% +3 Ordinaten)
H\3 2 H\6
K, = zn‘r;yow (W) + %%?/ov (;) e
13. Eine der dltesten und wichtigsten von allen in dieser Nummer

angefiihrten Formeln ist die von Simpson®®®), die in den einzelnen
Intervallen durch Parabeln zweiter Ordnung annihert

(163) Ly = 5[22?/27""{— 42?/21"_1‘_ o+ ?/..):I (n +1 Ordinaten).

Sie findet sich in zahlreichen Arbeiten besonders bei Schiffshauern,
wie de Chapmann®®), Woolley™®), Ramkine*®) usw. dann auch, z. B.
bei Steen®), der sie auf Grund einer Exhaustionsmethode, bei Witt-

230) Mansion, Mathesis 7 (1887), p. 77—84.

231) Mansion, Mathesis 1 (1881), p. 17—22, 33—36.

232) Mansion, Ann. de la société scientifique de Bruxelles 8 B (1884), p. 11—24.
Bericht dartiber von Le Paige, daselbst 8A (1884), p. 51—52,

233) Steen, Nouv. ann. (20) 10 (1871), p. 801—304 und Zeuthen Tidsskr. (3)
1 (1870), p. 90.
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stein®*), der sie durch Betrachtung flacher Kreisbogen ableitet, ferner
bei Cousinery®®), Lacroiz'®®), Houel'®), Kubicek®®) Peano®"), Kin-
kelin*®®), Jung®®), Shaxby®*) u.a. Gelegentlich wurde iiber den Wert
der Formel gestritten.?%) So zeigt Crotti*') an einem Beispiel, daB
das verschiedene Gewicht der geraden und ungeraden Ordinaten ein
Nachteil ist: daran kniipft sich eine Erorterung zwischen Jadanza?),
Crotti®®), Bardelli, Peano®*) und Maggi®®). In der Tat kann ja auch,
wenn die Kurve im Infegrationsintervall bald konvex, bald konkav
gegen die X-Achse ist, unter Umstéinden die Trapezregel oder die
Mac Laurinsche Formel einen genaueren Wert geben.

Mehrfach wird versucht, die nur fiir eine gerade Anzahl von
Intervallen geltende Formel auf eine ungerade Zahl zu tibertragen, so
fiigt Mansion™) fiir das tiberzihlige Intervall zwischen y, _, und g, hinzu
&h (—y,_o+ 8y,_, + Dy,), eine Formel, die gelegentlich als Fiinf-
Acht-Regel bezeichnet wird*f). Von y, ausgehend, fiigt er eine analoge
Formel fiir das Intervall y, bis y, bei und bildet dann das Mittel. Per-
rodil *7) setzt fiir das tiberzihlige Intervall vy, y, anh (39,4 $9, + 1 Xy),
wo Y, das von der Tangente im Endpunkte von y, auf y, abgeschnit-
tene Stiick ist, gerechnet von der X-Achse aus.

Das Korrektionsglied nach der Taylorschen Reihe ist

n (H\? n® (H\0 n® % H\"
5= = 150 () %67 — 3 () W — (5 — 530) (2) -
und nach der Eulerschen Formel, wie es z. B. Fontené gibt
1 /H\4 1 (H\®
Kyy=— 15 () 08— 0 + s () 00— ) - -

284) Wittstein, Arch. Math. Phys. 39 (1862), p. 12—18. Genaueres dariiber
findet sich bei Vahien, Konstruktionen u. Approximationen, Leipzig 1911, p. 195—96.

285) Cousinery, Le calcul par le trait, Paris 1840, p. 84—86.

286) Kubitek, Programm d. k. k. bohm. Gymn. Budweis 1897 (22 Seiten).

287) Peano, Applicationi geometrique del calcolo infinitesimale, p. 206.

238) Jung, Casopis pro pestovani Mathematiky a fysiky 85 (1906), p. 23—32.

289) Shaxby, Lond. Roy. Soc. Proc. A. 82 (1909), p. 331—335.

240) Z.B. Fincham, History of Naval Architecture 1851 (Introduction p. 14)
und Woolley, Transactions of the Institution of Naval Architects 1 (1860), p. 16, 17.

241) Crottt, IL Politecnico 33 (1885), p. 193—207.

242) Jadanza, 11 Politecnico 41 (1893), p. 3564—361,

243) Crotti, 11 Politecnico 41 (1893), p. 861—3862.

244) Jadanza, Bardelli, Peano, Rivista di matematica 3 (1893), p. 15—18.

245) Maggi, Rivista di matematica 3 (1893), p. 60—61.

246) Rankine, Watts, Burnes, Napier, Shipbuilding, theoretical and prac-
tical, London 1866, Teil I, Kap. Il. Johow, Hilfsbuch fiir den Schiffsbau, Berlin
1902, p. 311, 312.

247) Perrodil, Annales des ponts et chaussées 1885, p. 122—128.
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Gibt man nur das erste Glied dieser Korrektion, wie z. B. Che-
villiet*8) an, so muB man, um ein wirkliches MaB fiir den Fehler zu
haben, hinzufiigen, daB das Zeichen von TV (x) sich in dem Gebiet nicht
dndern darf. Des 6ftern wird darauf hingewiesen, daB das Korrektions-
glied erst mit ¢'V beginnt, so von Catalan*®), Petit-Bois™®), Laquiére
und Fénéon®), Dupain®'), Ligowski*?) u. a. Eine andere Form fiir
das Korrektionsglied gibt Schlomilch®%) J=h* o (" (B) — (@), wo
—4 <o L1, falls IV sein Zeichen nicht #ndert. Nach Hocevar?5)
kann man das durch Addition von cz* verhindern, so daB dann
das Intervall nicht geteilt zu werden braucht. Die von Mansion 1)
gegebene Korrektion 2oD(—4<o< + 1), wo D die Differenz
zwischen um- und eingeschriebenem Polygon ist, hat den Nach-
teil, daB sie die Simpsonsche Regel mit der Trapezmethode usw. auf
eine Stufe stellt. Wiecke®%) fiigt als Korrektur fiir ein Intervall

= — %A‘yo hinzu, wo Ay, aus den Werten f(z,), (xo + %) usw.
zu berechnen ist. Diese Formel fordert also auBer den n - 1 Or-
dinaten der Simpsonschen Regel noch weitere » Ordinaten.

Nach Hocevar®*) 1iBt sich das vermeiden, wenn man

h
E=— ﬁ(2A43/0+ Atyy -+ Dby, o 4 24%,_ )

setzt, was zwar ungenauer ist, wo aber nur die Ordinaten der Simpson-
schen Regel verwandt werden. Ein &hnliches Korrektionsglied gibt
Dienger.'®)

In dem Falle, wo die Begrenzungskurve parallel zur Y-Achse
wird, versagt natiirlich die Regel. Fiir dies Intervall nihert man
nicht durch eine Parabel, sondern nach Hocevar®*) und Lodges durch
eine Kurve y = a + ba* 4 c¢#**', wo man etwa A — } setzt. Ahn-
lich schligt Edwards®®) vor, hier durch y = a - bz + ¢}z anzu-
nihern. Petit- Bois®™) will durch eine Hyperbel in dem betreffenden
Intervall anndhern, deren eine Achse parallel zur y-Achse ist.

Auf Anniherung durch Parabeln zweiter Ordnung beruht auch
die von Lambert*®) gegebene Formel (n = 3p)

248) Chevilliet, Paris. C. R. 78 (1874), p. 1841—1843.

249) Petit-Bois, Mémoires de la société Royal de Liége (2) 18 (1895).

250) Laquiére et Fénéon, Nouv. ann. 17 (1858), p. 5—6.

251) Dupain, Nouv. ann. 17 (1858), p. 207—208.

252) Ligowski, Arch. Math. Phys. 55 (1873), p. 219—221.

258) Schlomilch, Kompendium der hoheren Analysis 1, § 82, p. 376—381.

254) Hodlevar, Wiener Ber. 90 (1884), p. 908—922.

256) Wiecke, Zeitschr. deutsch. Ingenieure 23 (1879), p. 83—89.

256) Edwards, The Messenger of Mathematics (2) 34 (1904), p. 121—126.
257) Petit- Bois, Mathesis 5 (1885), p. 5—17, 27—31.
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I=+ %I(Z%m + 32y8m+2)

Den Fehler gibt z. B. Buzengezgerlss) fur ein Intervall (p = 1) an
4 1 ,”
+ 36 31 % + 135 41y°‘

14. Catalan®®) sucht die Simpsonsche Formel dadurch zu ver-
bessern, daB er von den durch die Endpunkte dreier aufeinander-
folgender Ordinaten gehenden Parabeln immer nur die erste Hilfte
beniitzt. Nur bei den letzten beiden Teilen beniitzt er die ganze
Parabel. Fiihrt man das von beiden Seiten aus durch und nimmt das
arithmetische Mittel, so erhilt man®?)

= Sy — 50+ 9+ 5 WA o) — 350+ Vas) |

(164) (n+41 Ordmaten).
K= — (o~ () — Grio —w) &) oy -

15. Subtrahiert man von dem Zweifachen der Catalanschen
Formel die Simpsonsche, so erhilt man eine von Parmentier®®) ge-
gebene Formel, bei der das Gewicht der Ordinaten gerade umgekehrt
ist wie bei der Simpsomschen,

Y P
L= 54 Dt 2 Dans — 5 Wo+.)
(1} 1
(165) + Ot Ye)— T @t Vo)
(» 4+ 1 Ordinaten).
K== (560 —50)%" (3) — (oo —5) ¥ (3)

16. Aunlichkeit mit der Catalanschen Formel hat eine schon von
Mac Laurin®®) mit Korrektionsglied nach Fuler gegebene Formel12?)

— nH n+1y+Y,
L= nainL 2V e
(r + 1 Ordinaten).
(166) n? (HA\% , ,, P nt4-n? H\6
K== 75(w) 07— %)+ "goxso () G1—93) "

n® (H\b o n* (H\6 v
“??0(7) Yo '—1440(”77) Y - -

258) Catalan, Nouv. ann. 10 (1851), p. 412—415.
259) Lacroix, Traité des différences et des séries 1800.
260) Mac-Laurin, Treatise of fluxions 2, Edinbourg 1742, p. 848.
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17. Ist »=3p, so kann man in den p Teilintervallen durch
Parabeln dritter Ordnung annihern.®') Man erhilt so eine Formel, die
gewdhnlich als Newfonsche, zweite Formel von Siémpson oder als Drei-
Acht-Regel ®%) bezeichnet wird

(167) IL;— —[22?/3,,. + 32y3m+1 + 32’yam+2 o+ 9]

(n + 1 Ordinaten).
Der Fehler ist von derselben GréBenordnung wie bei den letzten
Formeln

1 H 4 r77 77
K17=_8—6(7> ¥ — %) +336( ) @ —9) -
n (H\5 n? (H\6
= —solm) W — i) W
18. Durch Parabeln vierter Ordnung (# = 4p) nihert in den ein-

zelnen Teilintervallen eine Formel an, die auf Villarceau®®) oder Boole??)
und Moulton zuriickgefﬁhrt wird.

L= 45n[72y4m+ 162?/47,, st 62J4m +2

+ 162y4m+3 —%(?/0 + yn)]
(n + 1 Ordinaten). ’
K= — 55 () G —90)
=_§2‘%<%)7 XI—;,;(H)S VI

19. Etwa dieselbe Genauigkeit hat die sogenannte Formel von
Weddle®s?), die z. B. Boole®), Mamsionm), Sheppwrd%‘”) usw. geben.

Ly= 10”[22?/6,,. + 52?/6m+1 +ZJ6m+2 +62y6m+3

+2y6m+4 + 52y6m+5_(?/0 + 9]
(n + 1 Ordinaten).

— 1 (H\S + v
Eiy=— i) O —9)--
—_ 2n (H)7 vi_» (E)S VII
840 ] 1680 n o

261) Boole, Grundlehren der endlichen Differenzen- und Summenrechnung,
Deutsch von Schnute, Braunschweig 1867, p. 38—43.

(168)

(169)
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20. Sheppard?®®®) gibt noch eine groBe Zahl weiterer Niherungs-

formeln®*), die er aus dem Ausdruck I = p—A‘—;_ff{l_t r4, ableitet,

WwWo p, ¢, r bestimmte Zahlen sind, die so gewihlt werden, daB mog-
lichst viele Glieder der Eulerschen Formel richtig dargestellt werden,
und wo 4,, 4,, A, ... die Trapez- oder Mac Laurinschen Formeln fiir
die Intervallbreite 2, 2h, 3h ... sind; &hnlich verfihrt Becker®%®). Mit
Einfithrung der Zentraldifferenzen®®) gibt dann Buchanan?®") unter
Beniitzung einer Interpolationsformel von Ewverét?®) andere Aunsdriicke
fiir die Fehlerglieder.

Wihrend die bisher angefiihrten Formeln #quidistante Ordinaten
beniitzen, hat man?') auch wohl die Gaupsche Formel, z. B. fiir
n = 2, auf mehrere Intervalle iibertragen. Radau®®) iibertrigt die
Tschebyscheffsche Formel fiir 4 Ordinaten auf mehrere Intervallen. Da
die Abszissen dieser Formeln sehr wenig von 0,1, 04, 0,6, 0,9 ver-
schieden sind, wihlt er die Ordinaten fiir diese Abszissenwerte und

setzt die Koeffizienten gleich 2 bzw. 23. Er findet

H
170) I= in _S_, (?/0,1 + ?/o,4+ Yo + .7/0,9)
¢, H®

H .
+ 1307 2 (f'/o,4 + Yog— Yo — ?/0,9) 150007

Die in dieser Nummer angegebenen Formeln setzen voraus, daB
die einzelnen Ordinaten exakt gegeben sind. Ist das nicht der Fall,
sondern hat jede einen bestimmten wahrscheinlichen Fehler, so kann
eine hier als schlechtere Anniherung erscheinende Formel bessere
Resultate liefern, je nachdem der Beobachtungsfehler oder der Rech-
nungsfehler groBeren Einfluf hat2™) Insbesondere werden in diesem
Falle die unter 1) und 2) gegebenen Formeln gute Anniherungen
geben.

262) Weddle, Cambridge and Dublin mathematical Journal 9 (1854), p. 79, 80.

263) Sheppard, Proc. of the Lond. math. soc. 32 (1900), p. 258—277,

264) S.a. Le Brun, Le génie civil 11 (1887), p. 340 Lambert 11.%%), Kliigel®®®),
Buzengeiger 1%%) ete.

265) Becker, Philosophical Magazine (6) 22 (1911), p. 842—~358. Amer. J. of
science 81, p. 117-—126.

266) Sheppard, Proc. of the Lond. math. soc. 31 (1899), p. 449—488;
Everett, Quart. Journ. of math. 81 (1900), p. 357—376; Hansen, Abhandlungen
d. kgl. sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften 11 (1865), p. 505—583.

267) Buchanan, Proc. of Royal Soc. of Lond. 34 (1902), p. 335—345.

268) Ewverett, Journ. of the Institute of Actuaries 85, p. 452.

269) Radau, Journ. de math. (3) 6 (1880), § 23.

270) Darwin, The Messenger of Math. (2) 6 1877, p. 134—136; Report of
the British Association for the Advancement of Science 1876, p. 13.
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SchlieBlich sei noch erwihnt, daB es fiir die Durchfilhrung von
Rechnungen mit obigen Formeln von der groBten Wichtigkeit ist,
die Rechnung praktisch in Tabellen anzuordnen. Beispiele fiir eine
praktische Anordnung finden sich z. B. bei Merrifield*) und besonders
in der schiffsbautechnischen Literatur.*?)

12. Methoden der graphischen Quadratur (vgl. II A 2 (4. Voss)
Differential- und Integralrechnung, Nr. 61). a) Allgemeines. Bei der
graphischen Quadratur handelt es sich darum zu einer gegebenen
Kurve y = f(#) (sog. Differentialkurve) durch zeichnerische Methoden
die Integralkurve

Y=‘/;i(x) dz )

zu finden. Die Einheiten, in denen Abszisse und Ordinate gemessen
sind, werden im allgemeinen unabhiingig voneinander gewihlt, d. h.
bei der Integralkurve ist die Differenz zweier Ordinaten multipliziert
mit einer konstanten Strecke, der sog. Integrationsbasis, dem Inhalte
des Flichenstiickes gleich, das von der Differentialkurve, den koire-
spondierenden Ordinaten und der Abszissenachse eingeschlossen wird;
die Neigung der Tangente der Integralkurve ist daher der korre-
spondierenden Ordinate der Differentialkurve proportional.

Die Konstruktion der Integralkurve umgeht die sog. Methode von
A. Wiener®®), die die zu integrierende y-Kurve stiickweise durch eine
z-Kurve ersetat, so daB y Az — 2Az wird, d. h. die Ordinate der y-Kurve

271) Z. B. Transactions of the Institution of Naval Architects II, p. 163;
V, p. 9; VI, p. 51 efc.

272) Der Zusammenhang von Differential- und Integralkurven findet sich
eingehend in einem Aufsatz von Leibniz in den Acta Erudita 1693. (Wiederge-
geben in Ostwalds Klassikern Nr. 162, 8. 24—34.) Ob aber Leibniz die gra-
phische Integration durch kleinste Elemente schon verwandt hat, wie Massaw
meint (Massau: Appendice du Mémoire sur I'intégration graphique et ses appli-
cations, Paris 1890, Note XI), scheint uns zweifelhaft. Verwendet wurde die
Integralkurve von Rossin in seinen Vorlesungen an der Eecole d'application
du Génie maritime in Paris, wie sie iiberhaupt im Schiffsbau viel benutzt wird;
vgl. auch die Literaturangaben bei Massau in der oben zitierten Arbeit, wie auch
bei Bitterli im Anhang zur deutschen Ausgabe von Abdank-Abakanowitz: Die
Integraphen. Leipzig 1889. Abgesehen von den im folgenden zitierten Arbeiten, sind
von Arbeiten {iber die Integralkurven noch zu erwiithnen:

Louis Straszewicz: La courbe intégrale ete. Thése presentée a la faculté des
sciences de l'université de Genéve, Imprimerie Charles Schuchardt Gendve 1884,

Terrier, L'intégration graphique. Anhang zu Kap. XII in der franzosischen {ver-
setzung von Favaro, Legons de statique graphique 2, Paris 1885, p. 367,

273) Oesterreicher, Zeitschrift deutscher Ingenieure 44 (1900), p. 165—56.

Encyklop. d. math, Wissensch. II 3. 8
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wird Subnormale der z-Kurve. Der Inhalt ist dann gleich dem halben
Quadrat der Endordinate vermindert um das halbe Quadrat der An-
fangsordinate (Fig. 5). Dabei konstruiert man die transformierte Kurve
i S durch Kreisbogen, wie das Fig. 5

B im einzelnenzeigt. Anwendungen

1m einzeinen ze1g nwendung;

der Methode gibt Werner®™).
Auch Chapel®™) umgeht die ge-
wohnliche Konstruktion der Inte-
gralkurve; er konstruiert mit
Hiilfe einer ausgeschnittenen

=]
/7
._..._.é;/
()
~ 1/
1
Va4
s
7
’
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T e/ls 7 : ; ELBltic’ T Kurve y = @(z) eine Kurve, die
g ? bestimmt ist durch % = dT(fl(——:c)) .
| § Stellen die Strecken =z, y, 2
ol gemessen iu den Einheiten @, b, ¢
F i ti s, die GroBen X, Y, Z dar, und ist
A B C DE

Fig. 5. y die Ordinate der Ausgangs-

kurve, z die der Integralkurve,

beide auf dieselben recht- oder schiefwinkligen Koordinaten bezogen,
so ist

az dz ¥y __ Y
(171) X = also T = @—— T
[

wo 4 als ,Integrationsbasis” bezeichnet wird*®). Zur graphischen Auf-
findung der Integralkurve kann die gegebene Kurve durch eine Stufen-
kurve ersetzt werden, deren einzelne Stiicke parallel den Achsen sind,
und die bis zu bestimmten Ordinaten denselben Inhalt wie die Aus-
gangskurve hat. Diese kann dann durch einen Zug aneinanderschlieBender
Geradenstiicke integriert werden, deren Neigung und Linge bekannt
ist. Die Stufenkurve kann auf zwei Arten bestimmt werden, je nach-
dem man die Integralkurven durch ein Sehnen- oder ein Tangenten-
polygon annfhern will.

Im ersten Falle teilt man durch passend gewihlte Ordinaten im
Abstande A z die Differentialkurve in eine Anzahl von Teile und
ersetzt jeden Teil durch ein inhaltsgleiches Rechteck, so daB

(172) A o= [ V3% Yndn®

Ti_n

274) Werner, Zeitschrift deutscher Ingenieure 21 (1877), p. 365—71.

215) Chapel, Revue d’Axtillerie 34 (1889), p. 380—43.

276) Uber MaBbestimmungen siehe auch: Rudolf, Zeitschrift fiir Elektro-
technik und Maschinenbau 1909, p. 154 ff.
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ist, wo y, als ,mittlere Ordinate“ bezeichnet wird (Fig. 6). In den
Teilpunkten sind die Ordinaten des integrierenden Polygons und der
Integralkurve gleich, so da8 man ein Sehnenpolygon erhilt. In diesem
Falle sind also die von Ausgangskurven und Stufenkurven einge-
schlossenen krummlinigen Dreiecke, die denselben Parallelen zur
X-Achse anliegen, gleich zu machen,

Macht man dagegen die derselben Parallelen zur Y-Achse an-
liegenden Dreiecke gleich, d. h. ersetzt man jedes der Flichenstiicke

Y

/
L~ y

u %

Y%
dz dz; iy

Fig. 6. Fig. 7.

durch zwei Parallelogramme, deren eine Seite gleich je einer der End-
ordinaten des Flichenstiickes ist, so daB

(173) Az =— Azl + Aﬁz — y1§w1 + Ys ;’X.’I}2

ist — die Abszisse 2, _, + Ax,, =7%,, wo Ax,, die oben mit Az,
bezeichnete Grofe im »*" Intervall ist, wird als ,mittlere Abszisse®
(Fig. 7) bezeichnet —, so haben in den Teilungsordinaten das Inte-
grationspolygon und die Integralkurve gleiche Ordinaten und gleiche
Neigungen, so dal man zur Bestimmung der Integralkurve ein Tan-
gentenpolygon nebst den Beriihrungspunkten erhilt.2™) Im allgemeinen
ist daher die letzte Methode vorzuziehen. Zur graphischen Durch-
fihrung der Konstruktion benutzt man ein Richtlinienbiischel mit dem
Triger P. Einzelheiten gehen aus den Figuren 8 (mittlere Ordinaten)
und 9 (mittlere Abszissen) hervor. Hat man beliebig verschlungene
Kurven zu integrieren, so hat man nur darauf zu achten, daB die
Integration im Sinne der Umfahrung auf der Kurve fortschreitet. Der
Bequemlichkeit wegen eingeschaltete Kurvenstiicke miissen dabei durch
entgegengesetztes Dariiber-hin-integrieren herausfallen.

277) Mansion, Mathesis 2 (1882), Anhang p. 6—8; Lisleferme, Ann. de la
société scientifique de Bruxelles B 6 (1881—82), p. 242—46.
8*
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Die bei der Quadratur auftretende Konstante bestimmt sich da-
durch, daB man einen Punkt der Integralkurve gibt. Einer der Teilungs-
ordinaten erteilt man dieselbe Abszisse, die dieser Punkt hat; von

{ X A P A VN AR, " S ¢

X
Fig. 9.

ihm aus wird dann das Integrationspolygon nach rechts und nach
links gezeichnet. Durch Verschiebung der X-Achse kann man das
Integral um jede beliebige Konstante, die den der Verschiebung ent-
gegengesetzt gleichen Betrag hat, veréindern.
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b) Bestimmung der wmittleren Ordinaten und Abszissen. Um die
Ausgangskurve exakter durch eine Stufenkurve ersetzen zu konnen,
kann man die einzelnen Kurvenbogen durch Parabelbogen passender
Ordnung ersetzen und fiir diese die exakten mittleren Abszissen oder
Ordinaten konstruieren.

Es kommen da in der Hauptsache die im vorigen Paragraphen
angefiihrten Formeln in Betracht. Aus den dort gegebenen Korrektions-
gliedern ist auch der Grad der hier erreichten Genauigkeit zu ent-
nehmen.

1) Ubertrigt man die Trapezregel, so ist die mittlere Abszisse
gleich dem Mittelwert der Endabszissen, die mittlere Ordinate gleich
dem Mittelwert der Endordinaten des Teilintervalles. Die recht hiufig
verwandte Methode findet sich in der einen oder in der anderen Form
bei Massau®™), Solin 2'%), Abdank-Abakanowicz*°), Nehls*t), Collignon *58),
Merrifield®2) ete.

2) Nehls tbertragt die Methode von Mac-Laurin?®®) ins Graphische,
eine Methode, die auch Baldermann®') verwendet. Dieselbe Methode
verwendet Saviofti*®®) bei der Bestimmung der sog. Integralpunkt-
reihen®*) zur Ermittlung der mittleren Abszissen.

Eine obere Grenze fiir den Fehler der so gewonnenen Niherung
erhilt man, falls die Kriimmungsmittelpunkte stets auf derselben
Seite der gegebenen Kurve liegen nach Massau®'®) folgendermaBen. In
Fig. 10 gibt das Sehnenpolygon 4,C, E, G, einen zu groBen, das Tan-
gentenpolygon A,¢B,C, E,r G, einen zu kleinen Wert fiir das Integral.

278) Bericht tiber Massaus Vortrag im Bulletin mensuel de I'Association des
ingénieurs sortis de 1'Ecole de Gand, décembre 1877, weiter ausgefilhrt in
J. Massau: Mémoire sur 1'Intégration graphique et ses applications. Buch I u. II
erschienen Bruxelles 1878, in Annales de I'Association des Ingenieurs sortis de
1I'Ecole de Gand, das ganze als Extrait de la Revue universelle des Mines etc.
t. XVI 1884, Paris-Liege 1885. Hier kommt in Betracht Kap. III, § 1.

279) Solin, Uber graphische Integration. Ein Beitrag zur Arithmographie,
Abhandlungen der k. bohm. Gesellschaft der Wissenschaften, 6. Folge, Bd. b5,
Prag 1872.

280) Abdank-Abakanowitz, Die Integraphen und ihre Anwendung, Original
1886, erweitert deutsch Leipzig 1889.

281) Nehls, Uber graphische Integration und ihre Anwendung in der gra-
phischen Statik. 1. Aufl., Leipzig 1877. 2. Aufl., Leipzig 1882.

282) Merrifield, Philosophical Magazine (4) 35 (1868), p. 420—23,

283) Saviotti, Giornale del Genio civile XX, Rom 1882 und Revue universelle
des mines ete. (2) XIII, 1883.

284) Die Integralpunktreihen Saviottis sind bestimmt durch die Schnittpunkte
der Tangenten der Integralkurven mit einer zur Integrationsbasis senkrechten
Geraden vgl. Bitterli, Anhang I zu Abdank2%%): Integraphen.
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Nimmt man als Wert 9_@2:22_@

fiir den Fehler.

3) Ersetzt man den Bogen durch eine Parabel zweiter Ordnung
(Annsherung wie bei der Simpsonschen Regel) und gehdren als

" g9, — G, G

, SO 18 5—— eine obere Grenze

7z
Van
.G., ........................... Y G
vl F
Fr
Dl
/Ez
¢
B B / Dy
C;
|
2 392
P 4, ¢ d ¢ 7 g

Fig. 10.

. dx
Koordinaten der gegebenen Kurve zusammen z,y,; &+ =5 453

z -} Az, y,, so ist
Ly Yo+ 4y, °
(174) Yo=Y T YT Ve

Graphisch konstruiert man den Punkt, indem man die Strecke, die
auf der Ordinate in der Mitte des Intervalles von Sehne und Bogen
ausgeschnitten wird, in drei Teile teilt; der nach dem Bogen zu gelegene
_ Teilpunkt gibt y,, 27®) (Fig.11). Genau so findet
man, wenn man die Abszissen mit den Or-
dinaten vertauscht, die mittlere Abszisse. Die
Achse der approximierenden Parabel liegt
dann parallel zur Abszissenachse; von der
Mitte aus gerechnet ist nach Goldziher¥)
der Wert der mittleren Abszisse

115) X = %_ Wats—20)A7

A Yo — Y%

Fig. 11. eine Formel, die natiirlich auch fiir Parabeln
3. Ordnung richtig ist. Ist es angebrachter,

durch eine Parabel mit Achse parallel der Ordinatenachse zu appro-

ximieren, so konstruiert man zunidchst die mittlere Ordinate, zieht durch

ihren Endpunkt eine Parallele zur Sehne des Bogens und durch den

Mittelpunkt der Sehne des Bogens eine Parallele zur X-Achse. Der

Schnittpunkt beider ist der Endpunkt der mittleren Abszisse?s%) (Fig.12).

a €
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Diese Methode wird am meisten verwandt, so von Massawu ),
Solin®"), Nehls®Y), Collignon®®), Runge®®), Pickering®™). Um eine
Konstruktion zu erhalten, bei der alle Ordinaten in gleicher Weise
beriicksichtigt werden, schlagen Merrifield und Russel®') vor, jeden
Ordinatenendpunkt mit dem tibernichsten zu verbinden, das auf der
nichsten Ordinate abgeschnittene Stiick zwischen Sehne und Kurve in
sechs gleiche Teile zu teilen und auf die durch die der Kurve zu-
nichstgelegenen Teilpunkte begrenzten Ordinaten die Trapezregel an-
zuwenden. Schwierigkeiten entstehen da natiirlich bei den Grenz-
ordinaten. Collignon *®%) gibt eine Methode, die mittleren Ordinaten der
Teilgebiete sukzessive znsammenzusetzen und so die mittlere Ordinate
des Gesamtgebietes zu finden. Er verbindet die Endpunkte der mitt-
leren Ordinaten zweier an einander stofenden Gebiete und trigt die

Fig. 12.

auf dieser Geraden gemessene Strecke vom Endpunkt der einen Ordinate
bis zur Trennungslinie vom Endpunkt der andern aus auf der Verbin-
dungslinie ab. Der so gefundene Punkt ist der Endpunkt der mittleren

285) Lisleferme, Annales de la Société scientifique de Bruxelles, B 6 (1881-—82),
p. 24246,

286) Massaw?™), Buch I, Kap. IIl, § 3; Bitterli, Anhang I zu Abdank, Die
Integraphen; Willers, Z. f. Math. u. Phys. 55, 1907.

287) Solin, Beitrag zur graphischen Integration. Sitzungsberichte der Kgl.
bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, Marz 1879.

288) Collignon, Annales des ponts et chaussées XIII (1887), p. 9—30 und
Bulletin de la société mathématique de Frances XV (1886/87), p. 145/46.

289) Runge, Graphical methods. A course of lectures delivered in Columbia
University, New York 1912.

290) Pickering, Proceedings of the american Academy of arts and sciences
(2) II (1875), p. 79—81. Die Kurve dient hier allerdings nur dazu, aus den nicht
#quidistanten Ordinaten #Aquidistante zu gewinnen.

291) Merrifield, Transactions of the Institation of Naval Architects 6 (1865),
p. 51—68; Russel, The modern system of naval architecture, London p. 117—147.
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Ordinate des ganzen Gebietes. Die Methode ist natiirlich unabhiingig
von der Bestimmung der mittleren Ordinate.
4) Ersetzt man durch eine Parabel dritter Ordnung und gehoren die

. A 2A
Koordinatenpaare (z,0); (¢ + 5, w.); (z + 25", m); (24 Az, 9,)
zusammen, so ist
(176) ym=yo+3?/1‘z3y2 + 9

Zur graphischen Konstruktion verbindet man die Endpunkte von ¥y,
und y,y, durch Sehnen und teilt die Strecke, welche diese auf der
Ordinate in der Mitte abschneiden, in vier gleiche Teile. Der nach
dem Bogen zun gelegene Teilpunkt gibt die mittlere Ordinate?™).
(Fig. 13.)

Durch Vertauschung der Ordinaten und Abszissen findet man
wieder die mittlere Abszisse.

5) Approximation der Kurven durch Parabeln héherer Ordnung
gibt in dieser Art keine einfachen Konstruktionen.®™)

6) Wihrend obige Methoden, die Ubertragungen der von Cotes an-
gegebenen Formeln ins Graphische sind, die Mindestzahl der Ordinaten
benutzen, schligt Nehls?!) vor zur Erreichung einer gréfieren Einfach-
heit der Konstruktion auf Kosten der moglichen Genauigkeit mehr
Ordinaten einzufiihren. So erhilt er z. B. eine Ubertragung der sog.
Weddleschen Formel.?62) \

7) Nehls®') schligt weiter die Benutzung nicht fiquidistanter Or-
dinaten vor. Insbesondere iibertrigt er eine der in Abschnitt b
besprochenen Formel*®) fiir n = 4. Wenn

(xy), (z+ G —3VDdz,y), @+ G+3VDdz,9,),

(.CU '+' Ax; ?/3)
zusammengehéren, und man dann
__ Y% t+5y + 5yt
(177) Yn = . 12 :

setzt, so ist der Fehler von siebenter Ordnung; bis auf Glieder hoherer
Ordnung ist etwa

F — — f00(2) 2% 0,00047619.

8) Die Benutzung der Tangenten im Endpunkt®?) ist besonders dann
vorteilhaft, wenn es sich um Konstruktion eines zweiten oder h&heren
Integrals handelt. Hat man eine Parabel zweiter Orduung, so schneiden
sich die Tangenten auf der Ordinate in der Mitte des Intervalles. Die

292) Cousimery, Le caleul par le trait. Paris 1840, p. 66 —88
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Strecke zwischen diesem Punkt und dem Schnittpunkt der Sehne ist
in drei gleiche Teile zu teilen, der nach der Sehne zu liegende Teil-
punkt gibt nach bekannten Parabelsitzen die mittlere Ordinate (Fig. 14).
Eine ganz shnliche Konstruktion gibt Lambert2%®), der den dem Schnitt-
punkt der Tangenten zu gelegenen Teilpunkt mit 4 und B verbindet
(Fig. 14) und so die Kurve durch zwei Trapeze ersetzt. Man kann
auch benutzen, daf in Fig. 15 % a4 + % ¢7 4 “" 0B gleich dem
Inhalt des krummlinigen Trapezes ist.?™)

Fig. 14.

9) Bei Approximation durch eine Parabel dritter Ordnung halbiert
man die Strecke, welche die Tangenten im Endpunkte auf der Ordi-
nate in der Mitte ausschneiden, und verfihrt weiter wie oben, indem
man diesen Punkt fiir den Schnittpunkt der Tangenten setzt.2®) (Fig.16.)

10) Nehls®!) gibt noch zwei andere
Konstruktionen, die bestimmt sind durch die
beiden ersten Glieder der Euler- Mac Laurin-
schen Formel, wie sie in (182) und (133)
gegeben ist.

11) Einen Satz, der zu noch genauerer
Konstruktion der mittleren Ordinate dienen
kann, gibt Baur®™), allerdings etwas an-
ders, an. Hat man die Tangente in den
Endpunkten des Bogens und bezeichnet Fig. 16.
auf der Ordinate in der Mitte gemessen
den Abstand zwischen dem Halbierungspunkt ihrer Schnittpunkte mit
dieser Ordinate und dem der Sehne mit H und ferner auf derselben

293) Lambert, Beitrige zum Gebrauch der Mathematik und der Anwendungen
III, Berlin 1772, p. 56—65.

294) Baur, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 855; vgl. dazu Vahlen, Kon-
struktionen und Approximationen, Leipzig 1911, p. 193.
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Ordinate gemessen den Abstand Sehne-Bogen mit h, so ist der Inhalt
des von Sehne und Bogen begrenzten Flichenstiickes bis auf Glieder
sechster Ordnung

(178) F=StH

5 Ax.

Ahnlich findet Goldziher®®) fiir die mittlere Abszisse eines Parabel-
bogens vierter oder fiinfter Ordnung

, A
Az ¥ — ¥ )T;(E—I—S(yo + Y —2¥,)
(179) =75 v

wo d von der Mitte aus gerechnet ist.

Kine graphische Fehlerabschitzung fiir elne Reihe der in diesem
und im vorigen Paragraphen gegebenen Methoden gibt Mansion?5).
Aus Figur 4 folgt unmittelbar, dab das Flichenstiick zwischen einer
nach der 2-Achse konkaven Kurve und dieser Achse ein Mittel ist
zwischen dem Sehnenpolygon fiir gleiche Sehnenprojektionen und dem-
selben nach Substitution der zweiten und vorletzten Ordinate fiir die
erste und letzte. Also 1iBt sich der Fehler mittels der beiden End-
dreiecke oder des Rechtecks ABCD abschitzen. Mansion findet
folgende obere Fehlergrenzen fiir die Formeln von Poncelet < % hd,
Parmentier <3 hd, Dupain <% hd, Trapezformel < hd, Simpson < % hd,
Cattalan < 3hd, Mansion < 4hd. Ahnliche Methoden der Fehlerab-
schitzung sollen sich nach Merrifields®) Angaben bei Woolhouse und
Leclert finden.*7)

¢) Einzeichnung der Integralkurve. Will man die Integralkurven
als Parabelbogen zweiter Ordoung in das Tangentenpolygon ein-
zeichnen, so kann man leicht weitere Tangenten und Beriihrungs-
punkte nach dem Satz konstruieren: Eine beliehige Tangente der
Parabel teilt die Stiicke azweier festen Tangenten zwischen ihrem
Scheitelpunkt und den Berithrungspunkten in umgekehrtem Verhiltnis.
Dieses ist ferner gleich demjenigen, in dem der vom Beriihrungs-
punkt der dritten Tangente ausgehende Durchmesser die Beriihrungs-
sehne der festen Tangenten teilt.”®) Die Anordnung der Konstruktion

295) Goldziher, Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society 80
(1911/12), p. 49—53.

296) Mansion, Paris C. R. 95 (1882), p. 384—86 (Mathesis I).

297) Woolhouse, Assurance Magazine 11 (1865), p. 308; Leclert, Génie ecivil
8 (1885), p. 630.

298) Z.B. Schilling, Darstellende Geometrie, autographiertes Vorlesungsheft,
Danzig 1910. d’Ocagre: Génie civil 9, 1886.
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zeigt Fig. 17. — Hat die Kurve einen Wendepunkt, so approximiert
AT

man durch eine Parabel dritter Ordnung, wo CD = = ist, wenn
BD = DT ist (Fig. 18). Fir die Kon- ;s

struktion der Kriimmungsradien der Inte-

gralkurven gibt Nehls®') eine etwas um-

stindliche Konstruktion. Eine einfachere 0

%
B i

(/) / 2
/ y
T a7
A |
4 T F4
Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19.

Konstruktion, die zugleich den Kriimmungsmittelpunkt gibt, findet
sich bei d’Ocagne.?®) Der Kriimmungsradius ist nimlich

sy R_UEeR_wss_assity
7 7 7 %
__ Y
B-tgh = cos@sinf’

wo O der Neigungswinkel der Integralkurve, & der der gegebenen
Kurve ist. Die Konstruktion zeigt Fig. 19.

d) Erweiterungen und Erginsungen.>*)

o) Besiehung der Kurven auf belicbige Linien. Will man die
Integralkurven auf andere Achsen beziehen, so macht eine Parallel-
verschiebung nichts aus; eine Drehung fordert eine gleiche Drehung
des Richtlinienbiischels.

Ist die Ausgangskurve auf eine Kurve bezogen, d. h. sind ihre
Ordinaten nicht von der X-Achse, sondern von einer beliebig ge-
gebenen Kurve aus abgetragen, so ist die Richtung der integrierenden
Tangenten so zu bestimmen, daf man die Punkte der Ausgangskurve
auf die Y-Achse, die der Bezugskurve auf eine Parallele zur Y-Achse
im Abstande 4 {ibertriigt. Die Verbindungsgeraden entsprechender
Punkte der Y-Achse und der Parallelen geben die Tangentenrichtungen

299) d’Ocagne, Nouv. Ann. de Math. (3) 7 (1888), p. 438—42. Deutsch als
Anhang I zu Abdank, Die Integraphen.
300) Massau?"®), Buch I, Kap. VL
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der Integralkurve. Die Quadratur durch mittlere Ordinaten ist un-
mittelbar einleuchtend, die durch mittlere Abszissen zeigt Fig. 20.

Fig. 20,

Soll die Integralkurve auf eine Kurve bezogen werden, so ver-
schiebt sich der Pol wieder auf einer Parallelen zur Y-Achse im Ab-
stande 1, und zwar bestimmt er sich durch die Parallele durch O zur
Tangente in dem betreffenden Punkte der Bezugskurve.

B) Anderung der Intogrationsbasis.®) Die Integrationsbasis ist

A= %é; werden beide Kurven mit demselben Mafistab b = ¢ gemessen,

so ist A=ua. Ist 1= %, so wird die Integralkurve #-fach iiberhsht.

4 findet man durch Rechnung oder Konstruktion der vierten Pro-
portionalen. Fiir die praktische Durchfiihrung zeichnet man die Inte-
gralkurve zunichst probeweise so ein, daB sie den zur Verfiigung
stehenden Raum ungefihr ausfiillt. Danach bestimmt sich angenihert e.
Fir die wirkliche Durchfiihrung wahlt man fiir ¢ eine ganze Zahl in
der Nihe des so bestimmten Wertes. Multiplikation des Integrals
mit einer Konstanten % macht sich in entgegengesetzter Anderung

des MaBstabes ¢’ = —;;— oder der Basis geltend. Hat man ein Integral
f f+fi-fyda zu Dbilden und liegt fif; ... gezeichnet vor, so empfiehlt
es sich bisweilen, eine der Kurven mit variabler Basis zu integrieren,
die sich mit Hilfe der andern Kurven bestimmt*) & Ocagne zeigt
das im einzelnen an f Yy, dz*2) und Nehls®3) an J % dz, wenn @ ()
und 9 (x) gezeichnet vorliegen.

301) Massaw 2%%), Buch V, Kap. I, § 3.

802) d’Ocagne, Caleul graphique et Nomographie 37, Paris 1908.
803) Nehls*°7) zeigt, daB mit Hilfe seiner Methoden nur eine Ubereinstim-
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) Transformationen. Was die Transformation des Richtlinien-

biischels®®) betrifft, so sind von der allg. durch 7 = gg _—tg bestimmten

projektiven Transformation zwei von Bedeutung. Erstens die, durch
welche der Pol von (— 4,0) nach (al,b) verschoben wird; aus

y= ff(x) dx entsteht dann

y=—%f(f(x)——b)dx+b=—%y-I—%x“l*b-

Die Affinititsachse dieser Transformation ist y — l_l;_ax +- ﬁ-li&'

Sie ist parallel der Richtung der Polverschiebung. Entsprechende
Sehnen, Tangenten usw. der beiden Kurven schneiden sich also auf dieser
Geraden. Zweitens ist die Transformation wichtig, die bestimmt ist

durch y = % Man braucht dann nur durch die Orthogonalstrahlen

des Richtlinienbtischels zu integrieren. Die mittleren Ordinaten und
Abszissen lassen sich dabei nicht, wie es gelegentlich versucht ist,’3?)
durch eine einfache Konstruktion iibertragen.

0) Benutzung einer ungleichmifigen Skala auf der Abszissenachse.

Hat man das Integral
JH@)9 @iz

zu bilden, so ist es oft vorteilhaft, f(z) durch Parallelverschiebung
der Ordinaten als Funktion von @(z) zu zeichnen und dann

[f@) d(p@)

zu bilden.**) Angewandt wird dies z. B. von Runge®®) zur Bestimmung

+n +7
der Integrale l/ f(x) cos (azx)dz und ﬁ (x) sin azdz, die in dem Koeffi-

mung bis zum zweiten Gliede der Taylorschen Reihe zu erreichen ist, so da8
Integrationsmethoden, die dieses auch geben, hier ausreichen.

304) Vgl. z. B. Massaw®"®), Buch IV, Kap. I, § 2 auch Collignon: Méthode
géometrique d'évaluation de certaines intégrales doubles 1874, Zahlreiche andere
Methoden sind zur angeniherten Berechnung derartiger Integrale ansgebildet
worden, die inshesondere zur Berechnung der Fourierkoeffizienten dienen (vgl.
ILA9a, A2 Nr 60). Von neueren Arbeiten seien hier erwihnt Pichelmayer und
Schutka, Blektrotechnische Zeitschrift 1913, p. 129 ff.; Meurer, Elektrotechnische
Zeitschrift 1913, p. 1211f.; v. Sanden, Archiv fiir Elektrotechnik 1 (1918), p. 42—46;
2 (1914), p. 8393—94; Slaby, Archiv fiir Elektrotechnik 2 (1914), p. 19—21 und
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 58 (1914), p. 1348—49.

305) Runge, Vorlesungen iiber graphische Methoden. Ausarbeitung im math.
Lesezimmer in Gottingen und 289),
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zienten der Fourierschen Reihen auftreten. Ist

9(@) = @) + f(—2), (@) =[f()—1(—2)
so gilt fiir gerade

P4

4=+ o [186) + gl — ))d(sina),

RICIEY

by = — 55 | [8(a) — ¥ (o — )] d(cos pa)

und fiir ungerade 8
n

4=+ g f [p(e) — g (x — 2)]d(sin ),

7

by = — g W)+ b — 2)]d(cos o).

Man zeichnet die Kurven f(z) auf durchsichtiges Millimeterpapier und
bildet durch Zusammenfalten obige Werte. Durch entsprechende
Parallelverschicbung der Ordinaten iibertriigt man diese Kurven auf
die ungleichmiBige Abszissenskala sin Sz bzw. cos fz. Man konnte
auch die Kurven mit #quidistanten Ordinaten auf einen Zylinder vom

Umfang 2% ufwickeln und dann einfach parallel projizieren wund

findet durch einfache Integration dieser zwischen — 1 und -~ 1 hin-
und herlaufenden Kurven obige Integrale.?¢)

Hat die zu integrierende Kurve in z = a eine Unendlichkeits-
m-—1

stelle3”) derart, daB (z — a)™ f(z — @) endlich bleibt, so triigt man
1

die Kurven w™~1f(w™) zur Abszisse w — (x — a)* auf; dann ist

(181)  F(x) =ﬁ(x) de = mﬁ(w”‘) w™~tdw = F(w™).

Die auf eine ungleichmiBige Skala fiir  bezogene Integralkurve 1aBt
sich leicht auf eine gleichmiBige Skala iibertragen. Bei diesen Me-
thoden 148t sich gelegentlich eine von Nehls®®) gegebene Konstruktion

306) Perry, The Electrician 85 (1895), p. 285/86. Phil. Mag. (5) 40 (1895),
p. 506—11; Nature 52 (1895), p. 654.

307) Willers, Uber die Steighohe von Drachen, Zeitschr. Math. Phys. 57 (1909),
p. 158—73.

808) Nehls, Uber den Amslerschen Polarplanimeter und itber graphisch-
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verwenden, aus einzelnen Kurven f,f; ... die Kurven

fallacsacs oo D -2 )
graphisch zu finden.

&) Integrationskonstanten.®™) Bei einfacher Integration kann man
der Konstanten durch Parallelverschiebung der Achsen jeden beliebigen
Wert geben. Bei #n-fachen Integralen hat man die Integralkurve auf
irgendeine Parabel (»— 1). Ordnung zu beziehen. Vorgegebene Inte-
grationskonstanten geben » Bedingungen fiir diese Parabel und be-
stimmen sie dadurch. Wie derartige Parabeln graphisch zu kon-
struieren sind, zeigt Massau in dem oft zitierten Buch und noch
allgemeiner im Anhang dazu.®®)

¢) Die oben auseinander gesetzten Methoden hat Wasteels®?) auf
Polarkoordinaten iibertragen, wobei sowohl » wie ¢ unabhingige Va-
riable sein kann. Er gibt Methoden an, die mittere Anomalie und
den mittleren Fahrstrahl zu finden. Diese Methoden konnen nach
Merrifield®) bei der Inhaltsberechnung von Spantenrissen usw. ge-
legentlich von Nutzen sein. Planimeter fiir in Polarkoordinaten ge-
zeichnete Kurven wurden iibrigens von Price®), Pascgl*'™) und Guar-
ducct 3'?) angegeben.

1) Obige Methoden sind nur fiir reelle Variable anwendbar. Fiir
die Funktion einer komplexen Variablen # == x - ¢y, die durch zwei
Scharen von Kurven # und v dargestellt ist, erhélt man das Integral

Z=X+1i1Y¥= f f(2) - dz durch Zerlegen in den reellén und ima-
0
giniren Teil®?)

Ly Yn Zn Yn
X =fuy=0(x) dz -—J Vyea, (Y)Y, Y———efvyzo(x)dx —{-Juz:xn(y)dy.
0 0 0 0

Unter Umnsténden kann es allerdings vorteilhafter sein, Polarkoordinaten

mechanisches Integrieren im allgemeinen: Erginzter Separatabdruck aus dem
Zivilingenieur XX, Leipzig 1874.

809) Massaw 2*%), Buch II, Kap. 4 und Appendice au mémoire sur I'intégration
graphique et ses applications (Note I), Paris 1890.

310) Wasteels, Handelingen von het elfde vlaamsck Natuur en Geneeskundig
Congres (1908), p. 56—68.

311) Price, The electrician 36 (1895/6), p. 78/74.

812) Guarducci, Memorie della R. Accademia delle science dell' istituto
di Bologna (6) 8 (1911), p. 297—300.

313) D. Killam, Uber graphische Integration von Funktionen einer komplexen
Variablen mit speziellen Anwendungen, Dissertation Gottingen 1912
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zu benutzen. In jedem Falle erhdlt man die Funktion Z = f f(&)ds
0

dargestellt durch zwei Kurvenscharen X und Y.

e) Einige Anwendungen der graphischen Quadratur.®'t)
«) Momente ebener Flichen. Nach Collignon®®) wird das Moment
nt* Ordnung

[e—try@as

in bezug auf eine Parallele zur Y-Achse so bestimmt, daB man die
Segnersche Transformation®®) nmal anwendet und dann eine einfache
Integration ausfiihrt. Der Nachteil dabei ist, daB man die Operation
fiir jede Bezugsgerade von neuem durchfithren muf®7).

Massau®'8) benutzt die Tatsache, daB sich das Moment %%** Ord-
nung bezogen auf die Endordinate

po= [z — Eyy(E)as

§
durch die Ordinate y, ., des Integrals (» 4 1)*r Ordnung ausdriickt

yn+l=%+ Pn7

wo P, eine Parabel #** Ordnung ist, die im Anfangspunkt mit der
(n + 1) Integralkurve, eine mfache Berithrung hat. Hat man das
Moment #** Ordnung in bezug auf die Endordinate einer von zwei
Kurven eingeschlossenen Fliche zu nehmen, so ist dies durch das auf
der Endordinate von den beiden Integralkurven (» - 1)** Ordnung
abgeschnittene Stiick bestimmt, falls die Integralkurven gleicher Ord-
nung von demselben Punkt ausgehen und denselben Pol haben. Das
Moment bezogen auf irgendeine Parallele zur Y-Achse bestimmt sich
mittels des Abschnittes, den zwei Parabeln #'" Ordnung liefern, die
mit den Integralkurven (n < 1)** Ordnung eine nfache Beriihrung
im Endpunkte haben.

314) 8. a. v. Sanden, Praktische Analysis, Leipzig 1914, p. 98—102.

315) Collignon, Compléments du cours d’analyse, Paris 1879.

316) Segner, Acad. Petrop. Novi Comment 7, pro 1758/59, p. 211.

317) Eine ahnliche Methode gibt Nehls vgl.?8!) und Nehls, Uber graphisch-
mechanisehes Integrieren. Zivilingenieur 21 (1875) p. 1851, 199ff.,, 261ff.

318) Massau 2"®), Buch I, Kap. V, § 1 u. 2 und Appendice, Note III, wo
besonders der Zusammenhang mit dem Restglied der Taylorschen Reihe be-
handelt wird.
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Insbesondere findet man die Abszisse des Schwerpunktes (Statisches
Moment = Moment erster Ordnung == Null) durch den Schnitt der
Tangenten im Endpunkt der Integralkurve zweiter Ordnung (Fig. 21),
eine Tatsache, die von Froude®?®) dazu benutzt B,
wird, einen die Integralkurven annihernden
Tangentenzug zu konstruieren, wenn fiir die 4,
Integration die Trapezregel verwandt wird.3*)
Zahlreiche spezielle Ausfithrungen dazu finden
sich bei Massau®®), Nehls®®), Sheppard®?®), ,
Rudolf*™®). Aus der Integralkurve dritter Ord- ¢
nung liBt sich leicht das Trigheitsmoment /‘
bestimmen.?%)

Um die Bogenlinge eimer Kurve festzu-
stellen, gibt Nehls®®') zwei Methoden, deren
eine den Differenzenquotienten benutzt, wihrend Fig. 21.
die andere die Konstruktion des Differential-
quotienten fordert. Ferner finden sich dort zwei Methoden zur Inte-
gration der Gleichung

(182)

By

NUIA

d
7e=v(),

die auf den beiden vorigen beruhen. Eine andere Methode zur Be-
stimmung von Bogenlinge und Moment einer Kurve beziiglich der
X-Achse gibt Collignon.3'®) Bei rechtwinkligen Koordinaten und
a = b ist (Fig. 22)

(183) s=|[ 3=

cos 0

1 ,
=‘—‘—k—fM.Md$———Zl,

wo mit der Konstanten MK =1 die Kurve A’B’ konstrulert ist.
Das Moment ist

(184) w=[yds = [MNiz = [MM" iz — 2,

Man hat also die beiden Flichen ABB’ A" und ABB”A” zu inte-
grieren. Die Abszisse des Schwerpunktes des Bogens A B ist dieselbe

wie die der Fliche 4 4’ B’ B, seine Ordinate ¥ — f;— = i—’ k. @ Ocagne®®®)

819) Froude, Trans. Nav. Arch. 16 (1875).

320) Johow, Hilfsbuch fiir den Schiffshau, Berlin 1902, p. 329—331; Pollard-
Dudebout, Théorie du navire I, Paris 1890, p. 57—60.

821) Nehis, Zivilingenieur 20 (1874), p. 71—124, 295—300; 21 (1875), p. 131
—148, 199222, 261—272; Zeitschrift fiir Bauwesen 29 (1879), p. 259—282; 39
(1889), p. 244—310.

322) Sheppard, The mathematical Gazette 4 (1908), p. 325/26.

323) d’'Ocagne, Nouv. Ann. (4) 5 (1905), p. 43—45.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 9
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gibt eine Konstruktion fiir die Tangenten der Kurven A’B’ und A" B”,
falls die Kriimmungsmittelpunkte von A B bekannt sind (s. Fig. 22).
Noch eine ganze Reihe anderer Regeln
fiir die Rektifikation sind gegeben wor-
den; so hat T'schebyscheff eine Methode
zur Rektifikation von Raumkurven auf-
gestellt324); fiir ebene Kurven finden
sich weitere Methoden bei Lambert3?),
Euler®), Resal®™), Pellet®®) u. a. Um-
gekehrt wie d’Ocagne driickt Grunert3%)
unter Benutzung eines Satzes von Heu-
raet®) den Inhalt eines Flichenstiickes
durch eine Bogenlinge aus.
B B) Eine wichtige Anwendung findet
Fig. 22. die graphische Integration ¢n der Lehre
von der Zusammensetzung der Krifte und
vom Gleichgewicht elastischer Korper. Beim kontinuierlich belasteten
geraden Balken z. B. ist das Integral erster Ordnung die Scherkraft-
linie, das zweiter Ordnung die Momentenlinie, das dritter Ordnung
gibt die Neigungen des Balkens, das vierter Ordnung bei sehr kleiner
Ausbiegung die elastische Linie. Die Lagerungsbedingungen bestimmen
nur die Bezugslinie. Bei Einzelkriften hat man entsprechende Un-
stetigkeiten der Ordinaten der Scherkraftlinie einzufigen.
Ausfithrliche Darstellungen der graphischen Statik unter Ver-
wendung der Sitze iiber die graphische Integration geben Massau>'®),
Nehls®'), Baldermann®?'), vgl. auch Culmann®®).

324) Grave, Bull. de S* Pétersbourg 3 (1895), p. 131—34.

825) Lambert, Beitriige zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen-
dungen 2, Berlin 1770, Bogen gleich Summe der Tangentenabschnitte plus der
doppelten Sehne durch 4; vgl. auch Vahlen, Konstruktionen und Approximationen,
Leipzig 1911, p. 211.

326) Fuler, De reductione linearum curvarum ad arcus circulares Comm.
Nov. Act. Petrop. II.

327) Resal, Paris C. R. 94 (1882), p. 18376—77; 80 (1875), p. 1185—89. M-
moires de la Société mathématique de France 1874.

328) Pellet, Paris C. R. 110 (1890), p. 778.

829) Grunmert, Arch. Math. Phys, 26 (1856), p. 48—57.

330) Heuraet, Epistola de transmutationes curvarum linearum in rectas, ab-
gedruckt in ,Renati Descartes Geometria, Frankfurt a/M. 1695, p. 517. Nach
Cantors Angabe (Gesch. d. Math. II, p. 920—21) ist Hewraet der erste, der die
Bogenlinge durch eine Fliche ausdriickt (Brief v. 13. L 1659), &hnlich verfahren
auch Neil bei der Parabel und Fermat in De linearum curvarum lineis rectis
comparatione 1660.
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Andere Anwendungen sind zahlreich, so insbesondere in der Schiff-
bautechnik??), konnen hier aber nicht erwéhnt werden.3)

13. Kubatur. Das Volumen eines Kérpers kann man durch eine
zweifache Quadratur erhalten. Bezeichnet z. B. Q(z) den Querschnitt
genkrecht zur z-Achse an der Stelle , den man fiir jedes # durch
Quadratur ermitteln kann, so ist das Volumen durch die Quadratur
der Kurve zu erhalten, deren Ordinate gleich @Q(x) ist.

a) Kubatur durch einfache Quadratur. Auf Formeln der angeniher-
ten Quadratur ist daher eine Reihe von Formeln zuriickzufiihren 3%),
die den Inhalt zweier durch parallele ebene Flichen begrenzten Korper
durch den Inhalt dieser oder durch den Inhalt zu ihnen paralleler
Schnitte ausdriicken, wie sie zum Teil zusammengestellt sind bei Vega 326),
Mateka®"), Kinkelin'5®), Fonténé®®), d' Ocagne®?®), Finsterbusch®®) u. a.
Die der Simpsonschen Regel entsprechende Formel (régle des trois
niveaux) wird gelegentlich auf Mascheroni®?) zuriickgefiihrt, findet sich
aber schon bei Cavalieri'®). Sie wird je nach der Korperform, auf die
man sie anwendet, als Lamberische?) FaBregel34%*) oder Prismoidal-

831) Baldermann, Forsters allgemeine Bauzeitung (Wien) 46 (1881), p.24—27,
33—41, 49—54, 97.

332) Culmann, Graphische Statik, 2. Aufl., Ziirich 1875.

338) Dietze, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure 38 (1894), p. 1234—1238;
Pollard-Dudebout, Theorie du navire I, Paris 1890, chap. lII, p. 44—60.

334) Z. B. Massau, Note sur la résolution graphique des équations du premier
degrée, Gand 1889; Massaw 2'%), Buch Il u. IV; Massau, Calcul des cotisations
des sociétés de secours mutuels, Gand 1887; Abdank-Abakanowitz, Die Inte-
graphen, Kap. V, Leipzig 1889; Brauer, Anwendung der Integralkurven zur
Volumeinteilung, Z. f. Math. u. Phys. 42 (1897); Arnold, Erdbewegung wihrend
der ersten Vorliufer eines Bebens, Diss. Gott. 1909, und Beitrige zur Geophysik,
5 (1909); ferner eine Anzahl der schon zitierten Abhandlungen.

335) Lampe, Arch. Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 270—274.

836) Vega, Vorlesungen iiber die Mathematik, 7. Aufi. bearbeitet von
Matzka, Wien 1835,

337) Matzka, Arch. Math. Phys. 33 (1859), p. 121—165.

338) Fonténé, Nouv. ann. (4) 8 (1908), p. 385—389; Nouv. ann. (4) 9 (1909),
p. 289 —298.

339) d'Ocagne, Nouv. ann. (4) 9 (1909), p. 50—51.

340) Finsterbusch, Verhandlungen des dritten internationalen Mathematiker-
kongresses 1905, p. 687—706.

341) Mascheront, Problemi di geometria colle dimostrazioni, Milano 1800.
Franzosisch Paris 1803.

842) Lambert, Beitrige zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen-
dungen I, Berlin 1765, p. 314—368.

343%) Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik 4, Leipzig 1908,

p. 370—75.
9*
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formel, gelegentlich auch als Formel von de Chapman®3) oder Sarrus
bezeichnet. Sie findet sich z. B. bei Atwood®'), Briz®), Finck®),
Brettschneider®®), Steiner®"), Grunert®®), Ligowski®®), Wittstein°),
Rouché und Levy®"), Haielecourt®®), Trautwine®®), Francke®*), Lom-
bard®%) u. a. Grunert®®) gibt als Korrektion dazu

(185) — 2 (f(5) — F©O)A.

Mit der Aufgabe, Oberflichen zu finden, die ein Volumen einschliefen,
das durch obige Formel exakt dargestellt wird, beschiftigt sich Schu-
bert®82); sie filhrt nach Hayashi®") auf eine Integralgleichung erster
Art, die er fiir spezielle Fille 16st. Kine Erweiterung der Formel
in der Form
h {83x—h 2h — 82 h?

(186) V= {F5FO) = F=5 M) + sr—p @)

wo h die Hohe des Korpers, f(z) der Inhalt des Querschnitts in der
Hohe z ist, geben Schubert®™) und Groenemann®%) Eine andere auch

343) Chapman, Traité de la construction des Vaisseaux..., aus dem Schwedi-
schen von Vial de Clairbois, Brest et Paris 1781, p. 3—5.

344) Brix, Elementarlehrbuch der dynamischen Wissenschaften, Berlin 1831,
p. 130—148,

345) Finck, Nouv. ann. 7 (1848), p. 241—46.

346) Brettschnetder, Lehrgebiude der niederen Geometrie, Jena 1844, und
Arch. Math. Phys. 86 (1861), p. 18—21.

847) Steiner, Journ. f. Math, 23 (1843), p. 275—284. Abgedruckt Werke II,
p. 811—320.

348) Grunert, Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 260—283.

349) Ligowsks, Uber die Inhaltsherechnung der Korper nach einer einzigen
Formel, Berlin 1847 und Arch. Math. Phys. 26 (1856), p. 204 -212.

350) Witistein, Das Prismatoid. Eine Erweiterung der elementaren Stereo-
metrie, Hannover 1860 und Arch. £ Math. u. Phys. 39 (1862), p. 1—12.

851) Rouché und Levy, Traité d’analyse infinitésimale.

352) Hatelecourt, Revue des sociétés savantes 1868 und 1876.

353) Trautwine, Civilingeneers pocket book, gibt die Formel als Entdeckung
von Morris vm 1840 an.

354) Francke, Zeitschr. d. Arch. u. Ing.-Ver. zu Hannover 20 (1874).

355) Lombard, Nouv. ann. 16 (1857), p. 131—35.

356) Grumert, Arch. f. Math. u. Phys. 20 (1858), p. 301ff. und 23 (1854),
p. 207—216.

356%) Schubert, Auslese aus meiner Unterrichts- und Vorlesungspraxis III,
Leipzig 1906, p. 160—178.

857) Hayashi, Arch. Math. Phys. (3) 18 (1911), p. 102—104.

857%) Schubert, Auslese aus meiner Unterrichts- und Vorlesungspraxis I,
Leipzig 1905, p. 122—136.

358) Groenemann, Nieuw. Archief Amsterdam (2) 6 (1905), p. 365—361.
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wohl als Formel von Sarrus bezeichnete, ist

(187) = F (1O +3f(% 1))

Sie ist noch fiir Funktionen 2. Grades genau und findet sich bei
Lambert®®), Halsted®®), Kinkelin®®) u. a. Erweitert wird diese Formel
zu

h AR
(188) V=1+z(f(0>+2f(1_1))
und von Rudz'o“") zu
AR 1
(189)  T=h{(t+ () + (L — 1) O}
Koppe®s3) gibt fur das Prismatoid eine auch schon von Masckeromm)
gefundene Form

(190) v =h(3) + PL,

wo P der Inhalt eines dén Grundflichen &hnlichen Vielecks ist, dessen
Seiten gleich der Differenz der Seiten der Grundflichen sind. Bei
Mac-Laurin®*), Ligowski®®), Desboves*®), Gabriel Marie®") findet sich
fiir Rotationsellipsoide bzw. Kugeln die Formel

(191) V= hf(%) ar.

Zahlreiche andere Formeln, so bei Grebe®®), Maleyx3?®), Finsterbusch®?),
Barbarin®?*), Schubert*"*), Hayashi®™), sind nichts anderes als Quadratur-
formeln von Gaup, Radaw, Ligowski u. a.3™),

b) Allgemeine Betrachtungen. Bei der eigentlichen Kubatur handelt
es sich um Berechnung eines Doppelintegrales einer Funktion von
zwei Variabeln, d. h. um gleich den allgemeinen Fall zu nehmen, um
Berechnung von

S S 0@ nf@ v)dzdy,

359) Halsted, Rational Geometry New-York 1904, p. 186.

860) Kinkelin, Arch. Math. Phys, 39 (1862), p. 181—186.

361) Barbarin, Procés verbaux des scéances de la société des sciences
physiques et naturelles de Bordeaux 1907/8, p. 109—111.

862) Rudio, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1901), p. 126—127.

863) Koppe, Journ. f. Math. 18 (1838), p. 275—277.

864) Mac-Laurin, Treatise of fluxions, Edinburg 1742,

865) Ligowski, Arch. Math. Phys. 32 (1869), p. 241—249.

366) Desboves, Questions algébre 1878 und Nouv. ann. 1877.

367) Gabriel Marie, Géometrie 1875.

868) Grebe, Arch. Math. Phys. 89 (1862), p. 93—97.

369) Maleyx, Nouv. ann. (2) 19 (1880), p. 529—551.

370) Hayashi, Arch. Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 267—269.

371) Lampe, Arch. Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 270—T74.
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wo f(x,y) sich nach Taylor entwickeln 1iBt, ¢ eine integrierbare
Funktion sein muB und das Integrationsgebiet im allgemeinen nicht
unendlich sein darf. Man kann hier genau wie bei der Quadratur von
den (5) entsprechenden Gleichungen ausgehen

s o f¢(x,y)w"y”dwdy-

Die A kann man fiir beliebige Werte z,, v, so bestimmen, daB n Werte o

Null werden, daB also eine Funktion p*® Grades n = Mgﬂ

exakt integriert wird. Wihlt man auBerdem noch wie bei der Me-
thode von GaufB die z,, y, passend, so kann man 3n Werte 0 zu
Null machen; vorausgesetzt ist dabei, daB die Gleichungen vertridglich
sind, reelle, im Integrationsgebiet und nicht auf einer Kurve p** Ord-
nung liegende Werte liefern.

Ubertriigt man die Entwicklungen des 3. Abschnittes, so erhilt
man hier anstatt der Gleichung (24)

(193) fo(x, oy oz, y)dady =0,
wo das Integral iiber das betreffende Gebiet zu erstrecken ist. Aus-

gehend von Arbeiten von Hermite®®), Didon®®) und eignen Arbeiten 3™)
zeigt Appell®™), daB es Polynome gibt, fiir die

1949) [o(e,9) U, (@, 9)U, (2, )dzdy =0 mZyu, nZv)

ist. Falls man diese Polynome fiir das betreffende Gebiet kennt, spielen
dieselben fiir die Kubatur eine #hnliche Rolle wie die Funktionen F,(x)
bei der Quadratur.

c) Bestimmte Begrenzungen. Am hiufigsten behandelt wird der
Fall rechteckiger Begrenzung. Hier reduzieren sich die Gleichungen
(192) wegen der Symmetrie, dhnlich wie das bei (7) der Fall ist. Im
Fall von vier symmetrischen Punkten erhilt man z. B., wenn ¢ = 1
und die Seitenlingen des Rechtecks 27 und 2% sind,

(195) 4, =1, 2 =-+1V3h, y—-+1V3k

872) Hermite, Journ. f. Math. 64 (1865), p. 294—96; Paris C. R. 60 (1865),
p. 870—77, 432—40, 461—66, 512—18.

378) Didon, Ann. UEe. norm. 5 (1868), p. 228—310 und 7 (1870), p. 89—98 .
und p. 247—268.

374) Appell, Paris C.R. 90 (1880), p. 296—298, 731—1734, 977—979; 91 (1880),
p. 364—366; Arch, Math. Phys. 66 (1881), p. 238—245.

876) Appell, Annales de Toulouse 4 (1890), (20 Seiten).



13. Kubatur. 133

mit der Korrektion -
1
o (M Wk + 5k kk5)

Burnside®®) betrachtet den Fall von acht symmetrischen Punkten,
hier erhilt er

40 9 7
(196) A1,2=E7 s =g, x1=i__1/ﬁk7 h=20 z,=0,

=iV%k; xs=iV§h’ Y5 = ngk

Die Korrektion wird

1 848 2° 82 / ?
+6! 14175 (ax**ﬂk + fhk7) 6127 (;mgq WK+ aw’gy hskb)
Mazxwell®") behandelt den speziellen Fall, daB sich f(z,y) als Funk-
tion von a--bz + cy darstellt, und gibt fiir 13 Funktionswerte
Wourzeln und Koeffizienten. Er dehnt seine Betrachtung auch auf das
dreifache Integral aus; ein von ihm behandelter Spezialfall fithrt aber
auf eine Losung, die auch Punkte auBerhalb des Integrationsgebietes

enthilt.
Des ofteren hat man die Quadraturformeln so iibertragen, daf

- w" auf die n Werte

man lings jeder Parallelen zur y-Achse 2, + u z

Yo+ v 4= % die betreffende Quadraturformel anwendet die so er-

haltenen Werte als Ordinaten von z,- y,—-‘—ﬁﬂ wihlt und diese

wieder nach der entsprechenden Quadraturformel zusammensetzt. Doch
ist zu beachten, daB dabei mehr Ordinaten als notig verwandt sind,
falls man durch ein Paraboloid entsprechenden Grades annihern

will. Man wiirde mit n(n+1) Ordinaten fiir ein Paraboloid » — 1ter

Ordnung ausreichen. Setzt man mit Biermann®®) die erweiterte
Lagrangesche Interpolationsformel an

__ ” (@ —a)e—2)e.n/... (x — 2,)
19T g9 = D e
1

Y—y)Y—9).- /.- Yy — 9 2
Gy — Y)W —8) o[ Yy — Y)Y’

376) Burnside, The Messenger of Mathematics (2) 37 (1908), p. 166—167.

377) Maxwell, Proc, of Cambridge Phil. Soc. 8 (1877), p. 39—T4.

378) Z. B. Biermann, Vorlesungen iiber math. Niherungsmethoden, Braun-
schweig 1905.
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nn

o —1 . .
50 miissen 2—) Relationen zwischen den z,, bestehen. Setzt man

ferner3%)

G(z, .7/) = g(x, y) + o, @) ez, y) + wz(?/)’#(% ¥)
o@)=[[@—2) o)=][w—v)

so kann man durch passende Wahl der z und y weitere n(n -4 1)
GroBen im Integral der beiden Seiten zur Ubereinstimmung bringen.
Man erhilt so fiir die o die Bedingungen3%)

(198)

aﬁ o 3
(199) [[ @, @)8,,_, (2, y)dzdy=0, f 03 (4) 9, _1(2, y) dzdy = 0.
ab a b

Man kénnte nun z. B. die Glieder

a a p
S 0@,y @) dvdy =0 wd [ [ 0,1, ()dzdy = O
a b a b

aus (199) herausgreifen. Setzt man

Ly — 0 Yu—b
«—a B pf—b M

so sind ¢ und v Wurzeln von U(f) = %(tm(t—l)"‘). Weitere Be-

dingungen kionnen an die ¢ und = nicht gestellt werden, man kann
die Wurzeln also beliebig zu Paaren verbinden. Fehlerangaben dazu
finden sich bei Minding®*) und Biermann ), ferner bei Liwenstern 38%),
der die Betrachtung auf » Variable ausdehnt.

Fir ein kreisformiges Gebiet gibt Bourget®®) anschlieBend an
Appell®®). die Punkte und Koeffizienten fiir die vier einfachsten Fille
an. Die Funktionswerte sind da fir die Schnittpunkte der Kurven

" (2 2 __ 1y o (2 2 __ qyn
(200) Fedy - _,, _(_45;/_ 0
zu nehmen, um die Glieder bis zu denen (2% — 1)** Ordnung aus der
Korrektion zum Verschwinden zu bringen. Diese Kurven sind iibrigens
schon von Hermite®?), Didon®™®) und Appell*™) behandelt.

379) Biermann, Monatshefte Math. Phys. 14 (1918), p. 211—225.

380) Biermann, Monatshefte Math. Phys. 14 (1913), p. 226—242.

381) Minding, De valore integralium duplicium quam proxime inveniendo,
Digsertation Halle 1829 und Journ. f. Math. 6 (1830), p. 91—95.

382) Lowenstern, Mémoires presentées a 1’Académie impériale des sciences
de St. Pétersbourg par divers savants 3 (1837), p. 279—289.

388) Bourget, Paris C. R. 126 (1898), p. 634—636.
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d) Zerlegung in Teilgebiete. Wie man die Genaunigkeit der Qua-
draturformel durch Zerlegen des ganzen Gebietes in Teilgebiete er-
hoht, so hat man auch vorgeschlagen, bei zweifachen Integralen das
Gebiet in gleiche Rechtecke einzuteilen und auf jedes dieselbe Ku-
baturformel anzuwenden. Wir geben hier nur die Formeln fiir ein

Rechteck mit den Ecken (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1). Hat man m - »

G o > f, y)
Recktecke, so tritt im Korrektionsglied zu —————"= der Faktor ——
ozt oy m“n’
Abgesehen von den Abschnittsprismen von Biermann®*) sind die

einfachsten Formeln die von Bugajev®®)

k-h
(201) I (700 + %01+ 210+ 211) 1
mit der Korrektion

o (L wk 42 fhk3)

1 2° f 87.2 Pf pazs 4 0 774\
3,4(3x31*k+ sty MW g R A SR —
die fiir das Tangentenprisma®*)
(202) I hb-o1 1

mit der Korrektion

1 /3 f
+ 2112 (axfhak T Thk)
1 o3 f o*f
+ org (GL1E + 5oy PH + gaggs IR+ HhH) + -

und die Formel von Mansion3)

kh

(203) I (zo’% +er et z%’l) .
mit der Korrektion
o*f
B ED (ax,hak + d *hks)
1 *°f o°f
— 5118 (7 4 rpy PR 50 R T —

Aus II und IIT ergibt sich eine von Wooley37) gegebene Formel
(204) IV=1 (2.1 4 II) hbk(z vt g e o 2 1)

T T 33

2’2

mit der Korrektion

! 5 1 2 489 1 Of p1s. ..
4B zm*h k+ 4124 9zt oyt wE— 5! 9y*hk ’

884) Biermann, Monatshefte Math. Phys. 20 (1909), p. 321—326.

885) Bugajev, Moskauer math. Sammlung 20 (1898), p. 4561—471.

386) Mansion, Annales de la soc. scient. de Bruxzelles 6 B (1882), p. 228—382;
Paris C. R. 95 (1882), p. 384—386. Mathesis II (1882) Anhang p. 1—6.

887) Mechanics’ Magazine 1851, p. 262—68.
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Zuerst findet sich die Formel (1851). Spéter wird sie besonders von
englischen Schiffsbauern verwandt, so findet sie sich bei Woolley
selbst ), Merrifield®?), der sie auf die Berechnung der Momente er-
weitert3®), Russel®'); ferner findet sie sich bei Mansion®®) u. a. Aus
I und II folgt eine von Woolley, Mansion®?®) und Rimondini®%) ge-
gebene Formel

1. hk

(208) V= (QI+T) =5 (400 + 21 + 20+ 411+ 821 1)
2’2

mit der Korrektion
1 o*f 1 of 1 of
— 081 92 F — 11t garay VR — arg gy ME
Aus den letzten beiden Formeln folgert man sogleich die verall-
gemeinerte Simpsonsche Formel®?)%3)

(206) VI= (V4 2IV)
—5a [t 2ot 22 H 4, 51 2 s ) 16 1]

mit der Korrektion \ .

— %Chﬁk — 27’0 WIS,
Biermann®®) weist darauf hin, daB die hier auftretenden neun Ordi-
naten durch weniger ersetzt werden kénnen, wenn man die Aufgabe so
stellt: es ist durch ein Paraboloid anzundhern. Die Formel geht dann
z. B. iiber in

(207) VI =2 [124,, — 12(z, 1421 ) + 3621 1 + 6(e0, 2,0 )
) 3’ 2’2

wenn man nur die in dem von einer Diagonale begrenzten Dreieck
liegenden Punkte benutzen will. Die Korrektion wird

1/ of 23
~+ 318 (8:/028?/ W+ dxay? hgks)

1 otf o o4f
+ grimn (— gaehh - 305555, W 4 35l 10l

*f 1914 O'f ,.5)
+ 805 s Ik — Zhnie)
388) Woolley, Transactions of the Institution of Naval Architects I (1860), p.17.
889) Merrifield, Transactions of the Institutions of Naval Architects VI (1865),
p. 40—48,
390) Merrifield, Transaction of the Institutions of Naval Architects VIII (1867),
p. 210—12.
391) Russel, The modern system of naval architecture, London, Chap. XIX,
p. 117—147.
392) Rimondini, Atti della R. Accad. di Torino 40 (1905), p. 168—177.
393) Rimondins, Atti della R. Acad. di Torino 41 (1906), p. 728—738.
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Wolley®") leitet seine Formel IV durch dhnliche Betrachtungen
aus der Formel VI ab. Fiir die Formeln III—V gibt Mansion3%)
ganz Zhnliche Ausdriicke fiir die oberen Fehlergrenzen, wie sie an
anderer Stelle?*) von ihm fiir die Quadraturformeln gegeben sind.

Mehr noch als bei der Quadratur ist bei Anwendung der Kubatur-
formeln eine praktische Anordnung der Rechnung nétig. Beispiele
einer praktischen Anordnung sowohl fiir die Volumberechnung, wie
fiir die Berechnung des Flicheninhaltes krummer Flichen, die nach
denselben Formeln ausgefiihrt werden kann3%), finden sich besonders
wieder in der schiffsbautechnischen Literatur3%2),

DMerrifield®®) iibertrigt die Betrachtungen die von der verall-
gemeinerten Simpsonschen zur Woolleyschen Formel gefiibrt haben
auf dreifache Integrale und zeigt, daB die urspriinglich auftretenden
27 Ordinaten sich auf 6 reduzieren lassen; und zwar ist der Wert
des Integrales gleich der Summe der 6 Werte, die die Funktion in
der Mitte der Grenzflichen des Parallelepipedes von den Kantenlingen
2h, 2k und 21 annimmt, multipliziert mit 4% -k -1  Purkiss®®®) er-
weitert diese Formeln auf nfache Integrale von Funktionen von n
Variabeln.

e) Graphische Methoden. Um ein Doppelintegral in einem end-
lichen Bereich graphisch auszuwerten, kann man, falls f(z, y) in ko-
tierter Projektion gegeben ist, eine #hnliche Methode anwenden, wie
sie die Geographen zur Bestimmung der mittleren Hohe eines Gebietes
verwenden®"). Durch Integration stellt man den Inhalt der einzelnen
Hohenkurven fest, und zwar nimmt man am besten stets dieselbe Inte-
grationsbasis. Die Endordinaten dieser Integralkurven trigt man als
Ordinaten zu den dazu gehorenden Hohen als Abszissen auf, legt durch
die Endpunkte eine glatte Kurve und integriert diese abermals. Die
Endordinate dieser Integralkurve ist ein MaB fiir den Wert obigen
Integrals in dem betrachteten Gebiet. Man kann auch zuniichst

21 =ff(x7 y1>dx7 4 =ff(x; yz)dx7 v

394) Mansion, Mathesis II (1882) Anhang p. 1—6; Mathesis IV (1884) An-
hang p. 15—18,

395) Merrifield, Transactions of the Institution of Naval Architects 6 (1865),
p. 64—73.

895%) Z. B. Napier, Rankine, Barnes and Watts, Shipsbuilding, theoretical
and practical p. 46, Besonders aber vgl. die verschiedenen Jahrginge der Trans.
“of the Inst. of Nav. Arch.

896) Purkiss, Trans. of the Inst. of Naval Architects VI (1865), p. 48—50.

397) Z. B. Leidner, Orometrie des Harzgebirges, Dissertation Halle 1886;
Dittenberger, Zur Kritik der neueren Fortschritte der Orometrie, Halle 1903;
Wagner, Orometrie des ostfilischen Higellandes links der Leine, Stuttgart 1904.
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in den zugehdrigen Grenzen integrieren, #, als Ordinate zu y, auf-
tragen und die durch die Endpunkte gelegte glatte Kurve integrieren.
Wesentlich schneller fiihrt eine von Bjerkness?®) angegebene shnliche
Methode zum Ziel, doch ist dieselbe bedeutend ungenauer. Ahnlich
schliigt Solin vor?™@), zur Berechnung einer Fliche #, die durch das

totale Differential dz = Mdxz 4 Ndy bestimmt ist, wo oM __ N

oy~ Cx
ist, vom Purnkt 2, v, 2z aus zunichst durch Quadratur 2= f Mz, y,)dz
zu bestimmen und dann in den dazu senkrechten Ebenen durch Quadratur

der Reihe nach z = [ N(z,,y)dy, 2 = | N(z,, y)dy usw., indem man
0 H

7= f M(z,y,)dz als Leitlinie benutzt.

Ist f(z,y) eine homogene algebraische Funktion, so gibt es Me-
thoden, aus Kurven, die diese Funktion bestimmen, und aus der Grenz-
kurve des Bereiches durch punktweise Konstruktion neue Kurven her-
zuleiten, deren Fldcheninhalt dem Integral entspricht, so daf nur eine
Integration ndtig ist. Derartige Methoden sind besonders zur Kon-
struktion von Trégheitsmomenten usw. benutzt worden.%)

14. Differentiation. a) Die numerische Differentiation (vgl. I D 3
(J. Bauschinger) Interpolation, Nr. 8) besitzt ein sehr beschrinktes An-
wendungsgebiet, weil man bei analytisch gegebenen Funktionen im
allgemeinen die direkte Ausfihrung vorziehen wird, und weil es bet
empirisch gegebenen Funktionen nicht immer unbedenklich ist, aus
einzelnen Punkten auf den Differentialquotienten zu schlieBen.

Sind dquidistante Punkte gegeben, so benutzt man die Differenzen-
methode, und zwar verwendet man auch hier meist in einer Zeile ge-
legene Differenzen. Man erhilt so z. B. fiir den ersten und zweiten
Differentialquotienten
mf@%%ﬂ=@+%@—%@+%ﬁhj%b+%j]”
ww@+%@=@+;ﬂ—%@+%ﬂ+§ﬂmg;ﬂm
Ableitungen dieser und &hnlicher Formeln finden sich in den in Nr. 10
angegebenen Abhandlungen; vgl. auch die Arbeiten von FEwvereft®*?),
Runge*™) und Sheppard.*®') Die Koeffizienten findet man in den Tafeln
von Bauschinger.?) Sind die Kurven punktweise etwa durch Ver-

(205)

398) Z. B. Lewicki, Civilingenieur 1879; d’Ocagne, Bull. de la Soc. math. de
France 12 (1884); Assur, Zeitschr. Math. Phys. 60 (1911), p. 1—60.

399) Everett, Nature 60 (1899), p. 271.

400) Runge, Nature 60 (1899), p. 365—366.

401) Sheppard, Nature 60 (1899), p. 390—391.
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suche bestimmt, so hat man durch sie eine glatte Kurve zu legen,
die allerdings oft nicht durch alle Punkte gehen wird. Rechnerisch
kann man das dadurch ausfiibren®®®); daB man in einem Polynom

Plx)y=ay+amzx...a,z"
die @ so bestimmt, daB

M— f [f(s) — P(0)PPdz

ein Minimum wird, falls () die wahre Gleichung der Kurve ist. Das
liefert n + 1 lineare Gleichungen, aus denen sich die ¢ bestimmen

o

lassen. Das konstante Glied, das die Form [ a7f(x)dz hat, kann

man durch angendherte Quadratur berechnen. Um den Differential-
quotienten zu finden, wird man dann P(x) statt f(z) differentiieren.
Die Differentiation wird so also auf Integrationen zuriickgefiihrt.

Sind die Kurven durch physikalische Untersuchungen festgestellt,
so muB man ferner bedenken, daB gewisse MeBinstrumente eine Inte-
gration vornehmen, und daB man, um die wirklichen Werte zu erhalten,
eine Art Differentiation vornehmen muf. Allgemeine Regeln lassen
sich dartiber nicht aufstellen. Den Fall bolometrischer Messungen im
Spektrum haben Struzf4°%) und Runge®®) behandelt.

b) Auch die graphische Differentiation ist nicht mit derselben Ge-
nauigkeit ausfiihrbar wie die umgekehrte Aufgabe, da durch eine
graphisch gegebene Kurve die Tangenten in den einzelnen Punkten
nur sehr ungenau bestimmt sind®) Man bestimmt da zur Differen-
tiation entweder den Differenzenquotienten, und zwar kann man dazu
die Kurve um ein kleines Stiick parallel zur X-Achse verschieben
and die Ordinatendifferenz als Ordinate der Differentialkurve nehmen,
oder man bestimmt direkt die Tangenten%®). Apparate dazu sind z. B.
von Reusch®"), Wagener4®®), Bjerkness'®), Pfliiger*'®) u.a. angegeben.

402) v. Sanden, Archiv fiir Elektrotechnik 2 (1914), p. 52—517.

403) Strutt, Philosophical Magazine 42 (1871), p. 441—444.

404) Runge, Zeitschr. Math. Phys. 42 (1897), p. 205—213.

405) Vgl. z. B. Solin-Baldermann u. A. Interessant ist ferner eine von Casse-
baum (Diss. Gottingen 1910) angegebene Methode, die erlaubt, die Differential-

kurve graphisch zu bestimmen, wenn die Integralkurve zu einer logarithmischen
Skala aufgetragen ist.

406) Slaby, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingenieure 58 (1913), p. 821 verwendet
die erste Methode, die zweite findet sich z. B. bei Christmann-Baer, Grundziige
der Kinematik, Berlin 1910, p. 84—86.

407) Reusch, Carls Repertorium fiir experimentelle Physiologie 16 (1880),
p- 265; Mack, Zeitschr., Math. Phys. 52 (1905), p. 435—36.
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Am besten geht man bei der graphischen Bestimmung der Tan-
genten nicht von bestimmten Kurvenpunkten aus, sondern nimmt ein
passendes Richtlinienbiischel an. Benutzt man quadriertes Papier, so ist
es praktisch, die Richtlinien die Y-Achse in Punkten der Quadrierung
treffen zu lassen. Parallel zu jeder dieser Richtlinien zieht man eine
Anzahl Sehnen der Kurve nahe der Stelle, wo die Kurventangente der
betreffenden Richtlinie parallel liuft, wie das Fig. 23 zeigt. Verbindet

~
=

I

3

"ﬂ%
ty

Fig. 28.

man die Mitten dieser Sehnen durch eine glatte Kurve, so kann man
den Punkt extrapolieren, dessen Tangente parallel zur entsprechenden
Richtlinie ist. Auf diese Weise findet man einen Tangentenzug*!).
Als Anhalt fiir die Differentialkurve erhilt man eine Stufenkurve, deren
Parallelen zur Y-Achse durch die Schnitte aufeinander folgender Tan-
genten gehen und deren Parallelen zur X-Achse durch den Schnitt der
entsprechenden Richtlinie mit der Y-Achse bestimmt sind. In diese
Stufenkurve muf die Differentialkurve eingezeichnet werden, und zwar
so, daB die zur X-Achse parallelen Stiicke der Stufenkurve in Punkten
geschnitten werden, die dieselbe Abszisse haben wie die Bertihrungs-
punkte der zugehorigen Tangenten, und daB die krummlinigen Drei-
ecke, die ein und derselben Parallelen zur Y-Achse anliegen, mdglichst
inhaltsgleich sind.*!?) Selbstverstindlich wird im allgemeinen die so
gefundene Kurve moglichst glatt verlaufen miissen.

408) Wagener, Auswerten und Indizieren von Kurbelweg- und Zeitdiagrammen,
Berlin 1906, p. 72—80.

409) Bjerkness, Dynamische Meteorologie und Hydrographie I, Braunschweig
1918 (deutsch von Kirchner) Kap. 9, p. 93—124.

410) Pfliger, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 58 (1914), p. 880—81.

411) Lambert, Beitrige zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwen-
dungen II, Berlin 1770, 2. Abhandlung, § 21.
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Betrachtungen tiber die Differentiation im durch kotierte Projek-
tion dargestellten Felde eines Skalars, das durch Isogonen, oder eines
Vektorfeldes, das durch Isogonen und Vektorlinien gegeben ist, finden
sich bei Bjerkness®®). Die Genauigkeit der dort gegebenen Methoden,
die etwa die der Trapezregel ist, wiirde sich sehr leicht erhthen lassen.
Da aber Bjerkness seine Methoden auf Wetterkarten anwendet, wo eine
sehr groBe Anzahl solcher Operationen gemacht werden muB, wiirde
eine genauere Methode zu langwierig sein, zumal auch die Daten nur
sehr ungenau gegeben sind. Bjerkness zeigt auch, wie man auf zeich-
nerischem Wege die Divergenz und den curl eines solchen Feldes
bildet.

II. Numerische und graphische Integration gewiéhnlicher
Differentialgleichungen. +1%)

15. Bei der Integration gewohnlicher Differentialgleichungen
fiithren die graphischen Methoden am schnellsten zum Ziel und sind
am iibersichtlichsten; sie mdgen daher hier zuerst besprochen werden.

a) Die Methode von E. Czuber*') ist zunzichst auf lineare Gleichungen
erster Ordnung anwendbar. Sie benutzt die Tatsache, daB bei einer
Gleichung
(206) ¥ + yP@) + Q@) — 0
alle Linienelemente, die auf einer Parallelen zur Y-Achse liegen, von
ein und demselben Punkte ausstrahlen. Alle diese Punkte liegen auf
einer Kurve

Q@)

1
(207) g=x+f@; "7=—‘*_P(—x)

Man zeichnet die zu den einzelnen Parallelen zur Y-Achse gehorenden
Punkte und kann dann die Integralkurve, deren Anfangspunkt oder
Anfangsrichtung gegeben ist, leicht aus Geraden oder Parabelstiicken
zusammenseizen. Bei Anndherung durch Parabeln zweiter Ordnung
schneiden sich dabei die Tangenten der Punkte auf den Parallelen
auf den Mittellinien dieser Parallelen (Fig. 24). Fine andere Methode
zur moglichst genanen Einzeichnung der Integralkurve unter Benutzung
einer Integralkurve der Gleichung y -+ P(z)y = O gibt Sobotka.41%)

412) Z. B. Holzer, Zeitschrift fir das gesamte Turbinenwesen 10 (1913),
p. 455—56.

418) Uber Gleichungen, die durch wiederholte Quadratur zu integrieren sind,
soll hier nicht gesprochen werden. Niheres fiber solche Gleichungen findet sich:
Nehls, Uber graphisch-mechanisches Integrieren, Zivilingenieur XXI, (1875) 199 ff.

414) E. Czuber, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 41—49.

415) Sobotka, Casopis pro pestovani Mathematiky a fysiky 81, Prag 1902,
p. 10—238, 97—105, 177—188, 265—273.
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Ist P(z) konstant, so haben die Parallelen und die Punkte £,  immer
gleichen Abstand, so daB es geniigt, die Kurve zu zeichnen, ohne die
einzelnen Punkte zu markieren. Wir haben damit auch das Prinzip,

5
y-+xy=r2
%
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Fig. 24.

auf dem der Pascalsche Integrator aufgebaut ist.#'®) Wiahlt man die
Integralkurven als neue £, 5-Kurve, so kann man durch wiederholte
Ausfiihrung obiger Operation gewisse lineare Differentialgleichungen
beliebig hoher Ordnung integrieren; doch muf man dann eine jedes-
malige Umzeichnung der Integralkurven vornehmen. Will man das
nicht, so kann man nur bestimmte lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten oder solche, deren Koeffizienten sich alle in
bestimmter Weise durch eine Funktion ausdriicken lassen, integrieren.417)

416) E. Pascal, Rendiconti della B. Accademia dei Lincei (5) XVIII (1909) u.
Giorn. di Mat. di Battaglini (8) 48 (1910), p. 16 ff.

417) A. Potier, Anhang 4 zu Abdank-Abakanowitz, Die Integraphen, Leipzig
1889. Fr. A. Willers, Zum Integrator von E. Pascal, Zeitschr. Math. Phys. 59
(1910), p. 36ff. FE. Pascal, Giorn. di Mat. di Battaglini (3) 49 (1911), p. 155 ff.;
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Ahnliche durch Umformung des sog. Stangenplanimeters, wie es
Prytz*%), Runge*®®), Klerit*®) u. a. beschrieben haben, gewonnene

Integraphen haben Petrovitch*™) und Jakob**™) angegeben )

Die Methode von Czuber erweitert Sobotka*'®) auf (leichungen
der Form
(208) (L@ -y — Ma)y + P(z) -y = Q)
wo L, M, P und Q einwertige Funktionen von z sind. Die Rich-
tungen, die zu den Punkten einer zur Y-Achse parallelen Geraden
gehoren, sind dann Tangenten einer Parabel, deren Brennpunkt die

Koordinaten
Gon)  gmsy RO, _oPoL
hat. Die Konstruktion ist im
einzelnen aus nebenstehender
Figur 25 zu ersehen.

‘Weiter wire hier noch die
Methode von Ldska®®) zu er-
wihnen, der Gleichungen der
Form

d
mittels der Kurve f(§, n) =0
integriert, wo £ =z -} y%
und =y ist. Da die Normale
der Integralkurve also durch g_x = —g—ﬂz bestimmt ist, und da Ay=~An

ist, kann man sie anniherungsweise aus einzelnen Geradenstiicken leicht
zusammensetzen.

b) In der Geophysik, besonders hiufig in der Hydrographie?s) und

50 (1912), p. 260—83, 354. Rend. del Reale Accademia delle scienze di Napoli (3)
17 (1911), p. 406—10; (3) 18 (1912), p. 19—24; (3) 19 (1913); Rend. d. R. Acca-
demia da Lincei (5) 22 (1913), (von 31. V.). Ajello, Rend. del Reale Accademia
delle scienze di Napoli (3) 18 (1912), p. 26—28 (vgl. auch 1L A 2, Nr. 56—59).
418) Prytz, Tidsskrift for Opmaalings og Matrikulvalsem. 1895, p. 383—92.
419) Runge, Zeitschrift fir Vermessungswesen 24 (1895), p. 321 ff.
420) Klerit, Dinglers polytechnisches Journal 305 (1897).
421) Petrovitch, Bull. de la soc. math. de France 27 (1899), p. 200—205.
422) Jacob, Le calcul mécanique, Paris 1911 (s. auch die Literaturangaben).
423) Galle, Mathematische Instrumente, Leipzig 1912.
424) Ldska, Sitzungsberichte d. kgl. bohm, Gesellschaft d. Wiss. (Math.-Nat.
Klasse) 1 (1890), p. 222-—25,
425) Sandstrom, Windstrome im Gullmarfjord, Svenska Hydrographisk Bio-
logiska Kommissionensskrifter, Gotenburg 1905.
Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 10
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der Meteorologie wird die Methode der Kurven gleicher Neigung (Iso-
klinen, Isogonen)4*) verwandt. Sie 1Bt sich zur Integration gewdhnlicher

Differentialgleichungen erster Ordnung verwenden. Ist ' <x, Y, %) =0

die gegebene Gleichung, so zeichnet man die Kurven gleicher Neigung
F(z,y,a)=0. Um die Isogonen mit kurzen Richtungslinien in grofler
Zahl zu versechen und dadurch die Konstruktion der Integralkurven zu
erleichtern, hat Soderberg**) einen Apparat konstruiert. Eine Abdnde-
rung desselben fiir Karten in Kegelprojektion gibt Bjerkness an. Ein-
facher schneidet man die Isoklinen nach @’ Ocagnes Vorschlag?®®) mit
der Direktrix F(xyy), projiziert die Schnittpunkte auf die y Achse und
verbindet die Projektionen mit einem Pol. Diese Verbindungslinien
geben die zugehdrigen Richtungen. Die Ordinate des Anfangspunktes
kann als Integrationskonstante dienen. Gehoren zu ihr mehrere Rich-
tungen, so erhiilt man eine entsprechende Zahl von Integralkurven. An
der Hand der Kurven gleicher Neigung lassen sich die Singularititen
der Integrale von Differentialgleichungen erster Ordnung sehr gut dis-
kutieren.*?") Eine groBe Zahl von Kurvenbildern hat Sandstrom**?)
unter Benutzung des Apparates von Siderberg gezeichnet.

Die Integralkurven erhidlt man dadurch, daB man Kurven ein-
zeichnet, die auf jeder Isokline moglichst die vorgeschriebene Neigung
haben (Fig. 30). Solin*?") schligt vor, die Hcken des umschriebenen
Polygons moglichst in die Mitte zwischen die Schnittpunkte mit den
Kurven gleicher Neigung zu legen. d Ocagne'®) gibt eine Methode,
um die Integralkurven durch Parabelbogen zweiter Ordnung anzu-
nihern, die darauf beruht, daB die Parallelen zur Y-Achse durch die
Beriihrungspunkte und den Schnittpunkt der Tangenten #quidistant
sein miissen. Das Nihere gibt Fig. 26.

¢) Sehr hiufig wird auch die fiir Differentialgleichungen zweiter
Ordnung besonders bequeme, allerdings nicht rein graphische Methode
der Kriimmungsradien angewandt. Die Gleichung wird dabei so um-
geformt, daB der Kriimmungsradius der Integralkurve als Funktion
des Ortes und der Richtung erscheint; die Kurve wird dann Stiick

426) Bjerknes, Dynamische Meteorologie und Hydrographie I, Braunschweig

1913, Kap. VII, p. 59—64.
427) Massau I, Buch V, Kap. IIl u. IV. Angewandt auf den Fall, wo die
Gleichung der Isoklinen x3y® =z —y ist. Solin, Uber graphische Integration,

Prag 1872. Angewandt auf die Gleichung fll_z = a2+ y2 Nehis 7).
428) d’Ocagne, Caleul graphique et Nomographie Paris 1908, Nr. 41—43.

429) Sandstrom, Annalen der Hydrographie und der maritimen Meteorologie
1909, p. 242—254.
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fiir Stiick aus Kreisbogen zusammengesetzt.*®) Die Methode benutzen
z. B. Thomson fiir die Kapillarititsgleichung*®') und fiir gewisse Fille
des Drei-Korperproblems?*3?), Wiechert*®) zur Bestimmung des Weges
der Erdbebenwellen aus der Laufzeitkurve, Lanchester®®) zur Bestim-

Y ¥4
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Fig. 26. Fig. 27.

mung der Bahnkurve eines Aeroplans usw. Man vermag, wenn man
bei einiger Ubung fiir die Kriimmungsradien passende Mittelwerte wihlt,
eine in den meisten Fillen ausreichende Genauigkeit zu erzielen. Wegen
der Schnelligkeit der Ausfiihrung ist die Methode sehr brauchbar, be-
sonders in der von Boys*®) angegebenen Form fiir die Kapillaritiits-
gleichung. Hier handelt es sich nimlich, wenn P die Punkte der
Kurve, M die Mittelpunkte der Krimmungskreise und N die Schnitte
der Normalen mit der Rotationsachse sind, um die Gleichung:
1 1 1 1

(210) m’:m—f—m-m—l'ﬂ(yz_%)-

Boys stellt nun die Strecke PN durch ein Lineal dar, auf dem eine
Skala fir 'PIT\T angebracht ist. Dadurch wird die Bestimmung von

P, M, aus P, N, sehr erleichtert. Der Drehpunkt wird durch einen
kleinen DreifuB festgelegt, dessen einer FuB auf den betreffenden
Punkt der Skala des Lineales, dessen beiden andere FiBe auf das
Papier gesetzt werden. :

430) Nach Cranz, Lehrbuch der Ballistik 1, p. 174, 75 soll diese Methode
zur Konstruktion der Ballistischen Kurven schon von Poncelet, Legons de mécanique
industrielle II, Metz 1828/29, p. 55 und Didion, Traité de balistique Paris 1848,
1860, p. 196 angewandt worden sein.

431) Thomson, Popular lectures and adresses I, p. 1ff.

432) Lord Kelvin, Brit. Ass. Rep. Edinb. 62 (1892), p. 648—52. Philosophi-
cal Magazine (8) 34 (1892), p. 443—448,

438) Wiechert w. Zoppritz, Uber Erdbebenwellen I, § 20, Gitt. Nachr. 1907.

434) Lanchester, Aerodonetics Chap. III, London 1908, deutsch von C. u. 4.
Runge, Leipzig 1911,

435) C. V. Boys, Phil. Mag. V, 36 (1893), p. 76. Nature 48 (1893), p. 116.

10*
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Vereinfacht hat Meifner*®) diese Methode dadurch, daB er statt
der Punktkoordinaten z, y Linienkoordinaten u, p einfihrt, die mit
z, y durch die Gleichung
(211) z-cosuty-sinu—p=20
zusammenhéngen. Man erhilt so fiir jede Funktion p(w) unendlich
viele Gerade, die eine Kurve C umbhiillen, durch deren Verlauf p(u)
bestimmt ist. Da p'(u) der Null-
punktsabstand der Normalen im Be-
rithrungspunkte der Geraden p(u)
mit der Kurve C ist, dasselbe fiir
" (w) hinsichtlich p’(«) und der ent-
sprechenden Kurve C' gilt usw,,
so sieht man, daf der Kriimmungs-
radius der Kurve C

(212) o(w) =1"(w) + p(w)

ist, dafl also hier der Zusammen-
hang von ¢ mit den Ableitungen
wesentlich einfacher ist als bei ge-
wohnlichen Punktkoordinaten. Fiir die Ausfiihrung empfiehlt es sich,
die Winkelinderungen immer gleich zn nehmen, falls nicht besondere
Griinde eine Anderung nétig erscheinen lassen. Man zeichnet zuniichst
mit g, einen Bogen mit der Winkel6ffnung Auw, fiir den so gefundenen
Punkt berechnet man ¢,* und ersetzt den ersten Bogen durch einen
solchen mit dem Radius g"-‘%&f, das wiederholt man, bis keine Ande-
rung mehr eintritt. MeiBner deutet an wie sich die Methode auf Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung iibertragen laBt.

d) Zur graphischen Integration spezieller Differentialgleichungen
gibt es natiirlich noch besondere Methoden, die auf speziellen Eigen-
schaften der betreffenden Integralkurven beruhen. Insbesondere lassen
sich alle die Eigenschaften von Kurven, die zur Konstruktion von
Apparaten zum Zeichnen der Kurven gedient haben, auch zur graphi-
schen Integration der zugehérigen Differentialgleichungen verwenden.57)
Ferner sei auf die graphischen und numerischen Methoden der Balli-
stik hingewiesen.438)

436) Meipner, Schweizer Bauzeitung 62 (1913), Nr. 15, 16.

487) Z. B. Schimmack, Ein kinematisches Prinzip und seine Anwendung zu
einem Katenographen, Zeitschr. Math. Phys. 52 (1905), p. 341—47; Schilling, Uber
neue kinematische Modelle, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), 51 (1904) und 54
(1906); ferner Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. XI (1902).

438) Cranz, Lehrbuch der Ballistik 1, Leipzig 1910.
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16. Bine Reihe mehr rechnerischer Methoden suchen in auf-
einanderfolgenden Intervallen mdglichst viele Glieder der in eine Taylor-
sche Reihe entwickelten Losung darzustellen.

a) Altere Methoden. Die iltesten Versuche dieser Art, die aller-
dings den ganzen Verlauf der Kurve durch eine Reihe darstellen wollen,
ohne sich weiter um deren Konvergenz zu kiimmern, suchen, wie es
z. B. Newton*®), Leibniz*®), KistnerY), Euler*?) u. a. tun, die Lésung
in einer Potenzreihe darzustellen, deren Konstanten man durch Ein-
setzen in die Gleichung und Nullsetzen der Koeffizienten der einzelnen
Potenzen von z nacheinander bestimmt. Diese Methode ist von La-
grange**®) anf die Entwicklung der Losung in einen Kettenbruch tiber-

tragen worden, Ahnlich verfahrt auch Kramp*#), der vorschligt, den
ganzen Verlauf der Integralkurve durch eine Reihe

(218) y=—o@) — 4+ Br+ Ca* 4 Da® + - - - + Ram

darzustellen und die Koeffizienten der Reihe dadurch zu bestimmen,
daB man diesen Wert von y und die daraus gebildeten Werte ¥/, y”,
etc. in die gegebene (leichung

(214) F(.’E, Y, ?/’) y”7 oo y(n)) =0

einsetzt; man erhilt so eine Gleichung zwischen den GroBen z, 4, B,
..., B. In diese setzt man der Reihe nach fiir passend gewihlte &
statt x die Werte a, a -} ¢, a | 2¢, ete. ein. So kann man m—n -1
Gleichungen zwischen den Koeffizienten A, B, C, ... erhalten, aus
denen diese berechnet werden kidnnen, wenn man noch die # durch
die Anfangswerte gegebenen Bedingungen hinzunimmt. Man erhilt
so eine angendherte Losung fir die Umgebung des Punktes z = q,
die den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen geniigt. Kramp zeigt
die Genauigkeit seiner Methode an einer Reihe von Gleichungen erster

439) Newton, Brief an Oldenburg vom 24. X. 1876 siehe: Gerhardt, Brief-
wechsel von G. W. Leibniz mit Mathematikern, Berlin 1899. Ferner Newton,
Principia philosophiae naturalis Buch II, vgl. auch Poincaré, Wissenschaft und
Methode, deutsch von F'. u. L. Lindemann, Leipzig 1914, p. 264.

440) Z. B. Leibniz, Acta eruditorum 1693, abgedruckt, Oswalds Klassiker
Nr. 162, p. 19 ff

441) Kistner, Anfangsgriinde der Analysis des Unendlichen (1. Aufl. 1761)
2. Aufl., Gottingen 1770, p. 404—27. Kistner teilt § 465 mit, daB in Briefen aus
dem Jahre 1783 und 86 von Nikolaus Bernoulli an Stirling und Cramer diese

Methode angegeben werde.
442) Euler, Institutionum calculi integralis Vol. 1, Teil 2, Kap. 7, § 655, Pe-
tersburg 1768 (3. Aufl. 1824); Vol. 2, Teil 1, Kap. 7 und 8 (3. Aufl. 1827).
443) Lagrange, Nouveaux mémoires de 'Acad. roy. & Berlin 1776, p. 236—64.
444) Kramp, Annales de mathematique de Gergonne 10 (1819/20), p. 1—38,
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Ordnung, die sich auch in geschlossener Form integrieren lassen.*45)
Angewandt ist diese Methode sonst wohl kaum.

Etwas anders verfahren Euler**®), Lacroiz**") u. a., die die hcheren
Ableitungen in einem Punkte mittels der Gleichung durch die ev.
als Anfangsbedingungen gegebenen mniederen Ableitungen bestimmen
und fiir die Losung eine Taylorsche Reihe ansetzen.

b) Methode von Runge-Heun-Kutta. Die einfachste Methode, die

wirklich in Intervalle teilt, ist die Cauchysche Differenzenmethode*4%),
die die Gleichung %———: f(z,y) einfach durch die Differenzengleichung

Ay =f(z,y) Az ersetzt (vgl. Il A 4a (P. Painlevé) Gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen; Existenz der Losungen, Nr. 3—8). Prizisiert und
vereinfacht ist diese Methode, die urspriinglich zum Existenzbeweis
dient, von Lipschitz**?); daB man sie zur Berechnung verwenden kann,
zeigt z. B. Painlevé*®®) Ein durchgerechnetes Beispiel findet sich bei
d' Adhémar®?); zur graphischen Konstruktion verwendete sie Froude®?),
Picciati®®) u. a. Héufig findet man diese Methode in der Technik.*%)
Sie ist dadurch wesentlich verbessert worden, daB man eine Reihe der
im vorigen Abschnitt besprochenen Quadraturformeln auf die Differen-
tialgleichungen iibertragen hat*%) Eine Reihe so gefundener Formeln
geben Runge®®), Heun®") und Ku#ta*5®). Diese sind urspriinglich fiir

445) Kramp, Annales de mathématique de Gergonne 10 (1819/20), p.317—41
und 36179,

446) Euler, Institutionum calculi integralis Vol. 1, Petersburg 1768 (3. Aufl.
1824) Abschnitt II, Kap. 7, § 656—67; Vol. 2 (3. Aufl. 1827) Kap. 12, p. 282—98.

447) Lacroix, Integralrechnung, p. 284—96.

448) Cauchy, Legons (herausgegeben von Moigno) 1844 als Vorlesung tiber
die Integralrechnung iibersetzt von Schnuse, Braunschweig 1876, insbesondere
Vorlesung 25—28, p. 279—323.

449) Lipschitz, Lehrbuch der Analysis II, Differential- und Integralrechnung,
Bonn 1880, p. 500 ff,, s. a. Picard, Traité d’Analyse II, Paris 1905, p. 322 ff.

450) Painlevé, Paris C. R. 128 (1899), p. 1505—8.

451) Montessus et d’Adhémar, Calcul numérique, Paris 1911, p. 218—20.

452) Froude, Transactions of the Institution of Naval Architects 16 (1875),
p. 57—170.

453) Picciatti, 11 Politechnico 41 (1893), p. 493—503, 537—545.

454) 7. B. Keller, Berechnung gewdlbter Platten. Zeitschrift des Vereins
deutscher Ingenieure 1912, p. 1988 ff. (Forschungsarbeiten 124). Berechnung von
Radscheiben, Schweizerische Bauzeitung 1909, p. 807; Die Turbine 1909, p. 88,
Fankhauser, Die Festigkeit von kegel- und kugelfSrmigen Béden und Deckeln.
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 58 (1914), p. 840—44, 922—28.

455) 8. a. Durand, Annals of Mathematics 12 (1898), p. 110—117.

456) Rumge, Math. Ann. 46 (1895), p. 167—78. Diese Methode ist eine Er-
weiterung der Simpsonschen Regel.
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die numerische Auswertung gedacht®®), lassen sich aber auch sehr
gut graphisch verwenden. Besonders brauchbar ist eine der von Kutta

aufgestellten Formeln*®). Ist y' = f(zy), so setzt man
Ay = f(xy) - Az,
Ay =f(z + $02,y + 147y) - Az,
(2]_5) Am?/ = f(x + 38,y + '%A”y) ‘Az,
Aty = f(z + Az, y + A"y) Az,
p=1Ay + AY), 9=3A"y + A”Y),
Ay =q+ir—9.
Die graphische Ausfithrung dieser Methode zeigt Fig. 29. Die graphische
Methode ist besonders dann zu empfehlen, wenn man die Richtungen
in jedem beliebigen Punkte zeich-
nerisch leicht erhalten kann. Hat
man so den Punkt z + Az,
¥+ Ay konstruiert, so fahrt man
in gleicher Weise fort.*6!) Allge-
meine Untersuchungen iiber Auf-
stellung derartiger Formeln hat
neuerdings Runge*®?) angestellt.
Eine groBe Mannigfaltigkeit von Fig. 29.

457) Heun, Zeitschr. Math. Phys. 45 (1900), p. 23—88 sucht die Gaupschen
Formeln zu verallgemeinern,

458) Kutta, Zeitschr. Math. Phys, 46 (1901), p. 435—52 und Dlssertatlon,
Miinchen 1901.

459) Vgl. auch W. F. Sheppard, A Method for Extending the Accuracy of
certain Mathematical Tables. Proceedings of the London Mathematical Society
XXXI (1899), p. 423—48.

460) Koch, Uber die praktische Anwendung der Runge-Kuttaschen Methode
zur numerischen Integration von Differentialgleichungen. Diss. Gottingen 1909.

461) Ein #hnlicher Gedanke findet sich in Nehls, Uber graphische Inte-
gration § 10. Dort wird die Integration von

W )+ 9) =

80 vorgenommen, daf

A , , Azt
Ay =y Axty, = (flx) +ou)Az+ [f @ + ¢ (y)(f(x)+q>(y))]——

(@ +fle+ Aa) + 200 55 +[70) + 9 ] [PULTI =20 A2

gesetzt und das letzte Glied vernachlissigh wird. Ahnlich wird die Gleichung
%Y _ f(@) - p) bebandelt,

462) Runge, Numerisches Rechnen. Autographiertes Vorlesungsheft, Gottingen
1912/13, p. 219—248,
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Formeln haben dieselbe Genauigkeit wie die obige; sie geben die
Glieder der Taylorschen Reihe, vierter Ordnung einschlieBlich richtig
wieder.®) Doch lassen sich die Formeln nicht so wihlen, daB simt-
liche Glieder fiinfter Ordnung richtig dargestellt werden. Es 148t sich

dies nur fiir einzelne erreichen z. B. fiir die von % freien Glieder

fiinfter und sechster Ordnung. Die Formeln, die man so erhilt, sind
dann von Vorteil, wenn f(z, y) sich mit y nur wenig &ndert. An
einem allgemeinen groBen Gesichtspunkt fehlt es hier aber. Das
Gesetz, nach dem sich der Fehler fortpflanzt, hat Runge aufgestellt.464)

Kutta®) hat spiter gezeigt, daB der Ansatz sich auch auf Systeme
von simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung ausdehnen 1iBt
und damit auch auf gewdhnliche Differentialgleichungen beliebiger
Orduung, die sich stets in ein System simultaner Gleichungen erster
Ordnung verwandeln lassen. Graphisch hat man dann die obige
Zeichnung gleichzeitig in ebensoviel Ebenen durchzufiihren, als Glei-
chungen vorhanden sind.

Verwandt sind diese Methoden z. B. von Bolfze'*s) bei der Be-
rechnung der Grenzschichten an Rotationskorpern in Flissigkeiten mit
kleiner Reibung, von Koch*®) auf Kapillarititskurven und auf einen
Fall des Dreikdrperproblems, von Hackett*®") auf das Problem dreier
Punkte, die einander mit konstanter Geschwindigkeit verfolgen (Formel
von Runge), von Hort*"®) auf die Untersuchung des Bewegungsver-
laufes in Einzylindermaschinen (ebenfalls Formel von Runge) von Huber
und Fuchs*®) zur Berechnung der Hauptspannungstrajektorien bei der
Deformation zweier aufeinander gepreBter Kreiszylinder (eine der Heun-
schen Formeln).

¢) Methoden der Differenzenrechnung. Moglichst gut in Intervallen
die Reihenentwicklung der Lisung anzunihern, versuchen auch die auf
den Formeln von § 10 beruhenden, vielfach in der Himmelsmechanik
angewandten Methoden. Es kommt bei diesen vor allem darauf an,

463) Kutta gibt in der *8) zitierten Arbeit Absatz V genauer an, wie sich die

Abweichungen auf die einzelnen Glieder von der fiinften Ordnung verteilen.
Nicht die obige Formel, sondern ecine Formel, die die Werte fir 57, 2% und

2 3
2
—%E benutat, gibt die bessere Anniherung.

464) Runge, Gottinger Nachrichten 1905, p. 252 —57.

465) Emden, Gaskugeln, Leipzig 1907, p. 92.

466) Boltze, Dissertation, Gottingen 1908.

467) Huckett, John Hopking Univ. Circ. 208 (1908) Nr. 7, p. 135—37.

467%) Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, Berlin 1914, p. 185—63.
468) Huber und Fuchs, Physikalische Zeitschrift 15 (1914), p. 208—303.
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den Anfang des Schemas festzulegen. Dazu 168t man die Differential-
gleichung nach der héchsten vorkommenden Ableitung, etwa der n*?,
auf und berechnet mit den gegebenen Anfangswerten fiir dieselbe
einen angeniherten Wert. Diesen benutzt man zur vorliufigen Her-
stellung eines Differenzenschemas, aus dem man nun nach den in Nr. 10
gegebenen Formeln verbesserte Werte der abhingigen Variablen aus-
rechnet. Diese filhrt man in die entsprechend umgeformte Differential-
gleichung ein und findet einen neuen Wert fiir die n* Ableitung, den
man wiederum zur Herstellung eines Differenzenschemas benutzt. Dies
setzt man so lange fort, bis keine Anderung mehr eintritt. Beim niichsten
Integralwert verfihrt man genau so und geht so Schritt fir Schritt
weiter. Die besondere Form der Gleichung erleichtert dabei oft die
Rechnung wesentlich. Beispiele zu dieser Methode finden sich in den
in Nr. 10 angefiihrten Lehrbiichern.

17. Asymptotische Integration. Sehr brauchbar fir die ange-
niherte Berechnung eines Integrales konnen unter Umstinden die
Methoden der asymptotischen Integration sein. Hingen in einer linearen
Differentialgleichung die Koeffizienten der verschiedenen Ableitungen
auBer von der unabhéingigen Variablen x# noch von einem Parameter
b ab, so besteht das Problem der asymptotischen Integration darin,
Funktionen von 2z und b zu suchen, die, wenun |b| groB gegeniiber
dem a wird, die gesuchten Integrale immer besser annshern. Der ein-

fachste Fall
Y’ + b+ a@)y =0

findet sich schon bei Liouville*®) behandelt. Allgemein haben Horn*7?),
Schlesinger™), Birkhoff*'?) und Love*™) diesen Fall behandelt, wihrend
Blumenthal die Methode nach der Seite der praktischen Anwendbar-
keit ausgestaltet hat.*™*) Er betrachtet z. B. eine Gleichung

YO+ ay g o (4,@ + )y =,

integriert statt dessen y™ |- by = 0 und schitzt den Fehler, der von
Az

der GroBenordnung e—b~ ist, wo 4 eine Wurzel von 4" -+ b=0 ist, nach

einem auf Liouville zuriickgehenden Verfahren ab. Fiir gewisse Punkte,
in denen oft gerade durch Bedingungen das gesuchte Integral fest-

469) Liouville, J. de math. 2 (1887).

470) Horn, Ann. Math. 52 (1899), p. 271—92, 340—62.

471) Schlesinger, Ann. Math. 63 (1907), p. 277—300.

472) Birkhoff, Transactions of the american mathematical society 9 (1908),
p. 21931,

473) Love, Amer. Journ. of math. 86 (1914), p. 1561—60 (Literaturangaben).

474) Blumenthal, Arch Math. Phys. (8) 19 (1912), p. 136 —47.
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gelegt ist, gilt bisweilen die gefundene Darstellung nicht. Wie man
sich da auf verschiedene Art helfen kann, fiihrt Blumenthal in ver-
schiedenen Arbeiten aus, in denen er seine Methode auf asymptotische
Darstellung der Kugelfunktionen*™), Berechnung der Spannung in einer
Kugelschale*™) und auf das Turbulenzproblem anwendet.t’®)

18. Methode der sukzessiven Approximation (vgl. Il A 4a (P.
Painlevé) Gewohnliche Diffentialgleichungen; Existenz der Losungen,
Nr. 9 u 10). a) Graphische Methode. Ausgehend von der Methode der
sukzessiven Approximation, die Picard*"") und Lindeliff*"®) zum Beweise
der Kxistenz der Losungen einer gewshnlichen Differentialgleichung
benutzen, hat Runge?”?) eine Methode angegeben, bei Differentialglei-
chungen erster Ordnung auf graphischem Wege aus einer Niherungs-
kurve, die etwa nach einer der obigen Methoden gefunden sein kann,
durch sukzessive Verbesserung die Losung mit der graphisch erreich-
baren Genauigkeit zu finden. Ist y die Losung der Differentialgleichung

% = f(x,y), y, die x* Niherung, &, der Fehler derselben, und gehen

alle Niherungen durch den Punkt z,, y,, so wird ¥, so bestimmt, daB

\ dy,
(216) e ({8, Yyo)
ist, also
@0 y—y— flEfEra) oy
%z—1
-1 :
< D(z, — xo)f; '_1»m-x— = D(x, — x,) - Mittelwert ¢,_,,

f(xv 3/) — f(a'r Yr—1
Y—Y,1

ist. Dabei ist D kleiner, hochstens gleich dem grioBten Werte von —Zg .

wo D =max ) in dem betrachteten Teile der zy-Ebene

Damit dieser Ausdruck nicht zu groB werde, kann man bei jeder Inte-
gration das Koordinatensystem entsprechend legen.!®) Die Ausfiihrung

475) Blumenthal, Zeitschr. Math. Phys. 62 (1913—14), p. 343—58.

476) Blumenthal, Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der kgl bayrischen
Akademie der Wissenschaften 1913, p. 563—95.

477) Picard, J. de math. 1890 usw. vgl. Picard, Traité d’Analyse 2. Aufl.
Paris 1905, Kap. XI, 1II.

478) Lindeliff, J. de math. (4) 10 (1894), p. 117—28.

479) Rumge, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 16 (1907), p 270—72.

480) v. Sanden, Praktische Analysis, Leipzig 1914, p. 156; Archiv fiir Elektro-
technik 2 (1914), Heft 7, p. 288—98.
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im einzelnen zeigt Fig. 30.48') Wenn die MaBstibe fir  und y ein-
ander gleich genommen sind, so bilden die Isoklinen

(218) (2, y) = Const.

und die jeder Isokline zugehtrige Richtung die Daten, die ganz unab-

‘ zﬁ@..’/x)d’

Fig. 80.

hingig davon sind, wie die Koordinatenachsen gewihlt werden. Das
Verfahren konvergiert, wenn D(z, — z,) << 1 ist. Dann ist

(219) le,! < (D@, —zp))*~! max fe,].

Falls zwei aufeinanderfolgende Niherungskurven nicht merklich von-
einander abweichen, ist die Losung mit der Genauigkeit der Zeichnung
gefunden. Ist % = f(2, y,) + F,, so gilt als Fehlerfortpflanzungs-
gesetz

(220) le,| < max |F|eP@=2) |z — x4

Auch diese Methode 1iBt sich auf Systeme von simultanen linearen
Differentialgleichungen und Differentialgleichungen beliebig hoher Ord-

481) Die Fig. 80 zeigt zwei aufeinanderfolgende Niherungskurven der Glei-
2ax

dy
chung ﬂ’::m .
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nung iibertragen. Haben wir z. B. die drei Gleichungen

d
'}di: = f(ﬂ’/‘, Y & t)’

5 d
(221) d_": = g(xi Y, % t)?

dz
at = h(x’ Y % t):

go benutzt man die drei Ebenen zf, y¢ und 2z¢, die man sich auch
mit gemeinsamer ¢-Achse iibereinander gelegt denken kann. Man
zeichnet nun von ersten Approximationen z,(¢), y,(Y) und 2, (¢) aus-
gehend, in den drei Ebenen die Kurven mit den Ordinaten

f(xl ®, 4,0, 2., t) usw,
integriert sie graphisch und findet die zweiten Approximationen

3 (2), 9,(f) und 2,(2),

mit denen man neue Kurven f, g und % zeichnet usw. Die Funktionen
f» 9, h konnen dabei in mannigfacher Weise auch graphisch z. B.
durch Nomogramme®*32) gegeben sein.

b) Numerische Methoden. Auch rechnerisch wird die Methode zur
Avufsuchung einer Funktionenreihe verwandt, die das Integral approxi-
firiiert, so z. B. von Davidoglou'®®) zur Berechnung des Integrales von
a??i
ausgehend von einer Reihe von Arbeiten von Severini iiber die an-
geniherte Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung*®),
wie {iber Systeme von solchen Gleichungen mit willkiirlichem Para-
meter*®). Er geht davon aus, daB ein #hnliches System von Gleichungen
eine der gesuchten Liosung C, benachbarte Lisung C, gibt**%), die man
anstatt der von Picard-Lindeljff benutzten Konstanten als Ausgangs-
funktion benutzt. Wie man solche angeniherten Lisungen fiir be-
stimmte lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung finden kann,
zeigt z. B. de Sparre*s”). Um eine solche Losung C, kann man ein

= @(x) - y. Systematisch aber hat Cotton diese Methode entwickelt,

482) Betreffs der Methoden der Nomographie sei verwiesen auf die beiden
Werke: d'Ocagne, Traité de Nomographie, Paris 1899 und d’Ocagne, Calecul
graphique et Nomographie, Paris 1908 und die dort angegebene Literatur.

483) Davidoglow, Paris C.R. 130 (1900), p. 692—695, 1241—1243,

484) Severini, Rendiconti del Reale Istituto Lombardo (2) 31 (1898), p. 950 ff.
und (2) 32 (1899), p. 1427—37.

-485) Severind, Rendiconti del Reale Istituto Lombardo (2) 33 (1900), p. 825
—839.

486) Cotton, Acta mathematica 31 (1908), p. 107—126.

487) de Sparre, Rend. d. R. Accad. dei Lincei (5) 7, 2 (1898), p. 111—117
und Brux. Soc. sc. 23 B (1899), p. 176—187.
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Gebiet G konstruieren, das die exakte Integralkurve sicher enthilt.
Die Dimensionen 0 von G sind Funktionen der unabhiingigen Variablen ¢;
und man findet die Dominanten A zu diesen Dimensionen & durch
Integration eines Systems linearer Differentialgleichungen

aa,

9 0+ 0yl @, B, D,
deren Koeffizienten dominant zu denjenigen sind, die sich aus dem
gegebenen Gleichungssystem mittels der Lipschifzschen Bedingungen
konstruieren lassen, und wo b, dominant zum Fehler der angeniherten
Losung des benachbarten Gleichungsystemes

b/ = dy, — 1 Y1 Yas - - -5 Yu)

ist, also Null wird, wenn dasselbe sich exakt 16sen 148t.4%®) Man kann
bei dieser Art der Abschétzung den verschiedenen Vorzeichen der
Koeffizienten nicht Rechnung tragen und erhilt daher ein meist zu
groBes Gebiet.

Wesentlich besser wird die Gebietsabschitzung, wenn man die von
Cauchy angegebene Methode benutzt, von einem vollstindig gegebenen
Losungssystem der homogenen Differentialgleichung zu dem der in-
homogenen iiberzugehen.*®?) Sind die z; die gesuchten Lisungen des
Systems

dz,
(222) jx{—"(A:1x1+Az2x2+"‘+Amx)=h(t By, Tyy -y )y

wo die 4, so bestimmt sind, daB sie gleich oder nahe gleich - f‘

nach der Substltutlon der angeniherten Losung y; sind, und ist gl(t)
definiert durch

a9,
(223) Tyt - (Al,lyl + A1,2y2 + th + Al,nyn) = gt(t)!
so gilt fir den Fehler die Gleichung

(224) lfiatl—(Al,lai—{—Al,?d\?—{_“' +A[ n n) h (t xl,x2 Z ) gl(t) B (t)

Sind ferner ¢, ,(f, &) ... ¢, ,(t,¢) n Systeme von Losungen der homo-
genen Gleichung, so daB ¢, (¢,0) =1, ¢ (o, &) =0 ist, und sind
die @, den g, die 8, den B, dominant, so erhiilt man eine wesent-
lich engere obere Fehlergrenze, wenn man

(225) Avt = f[ﬁl(“) q)x,l (t,d)+ﬁ2 (Ol) Qz,s(t’ Ot) —]L' o +ﬂn(a) @x,n(t7 a)] de

setzt.4%)

488) Coiton, Paris C. R. 140 (1905), p. 494—496.
489) Cotton, Paris C. R. 141 (1905), p. 177—179.
490) Cotton, Paris C. R. 146 (1909), p. 274—276.
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Besser*!) noch wendet man sukzessive Approximation an, um aus
einer angensherten Integralkurve C, eine neue O, zu finden, nebst
einem engeren Gebiet G,, das auch die exakte Integralkurve ent-
halten muB. Dazu wertet man jeden Faktor unter dem Integrale

226)  3,() = [ [Bi(@)9,, (60) + - + B,(@)9,,(,0)]de

aus. Allerdings ist B, micht genau bekannnt, aber leicht zu schitzen,
wenn man roh G kennt. Setzt man B, fiir B, ein, und ist

(227) ’Bz_ 'Bl’l = ! kt<t7 xl)x2 "‘xn)—ht<t7 yl:?yi:y}t) ‘
=Et(t)< 751A§+ 11,2A§ + e + tl,n A:

wo 7, ,= g@ ist, so wird die Korrektion fiir die Werte y,!
8 z, d

@28) 81— [IB/ (@960 + - + B@)g,,be)lde,

und zur Berechnung der Grenze G, hat man

(229) |9,—0]| < / 5@ 0, ,(,0)+ -+ B (@) @, (b ) ]da=AT(2).

So kann man fortfahren und weitere Korrektionen an dem Nihe-
rungswert anbringen. Die so gefundenen Reihen konvergieren in
einem bestimmten Gebiet.*®) Cotfon zeigt die praktische Durchfithrung
einer solchen Integration an der Gleichung des sphirischen Pendels;
nur der letzte Fall gibt hier eine ausreichende Genauigkeit.%2)

Ahulich verfihrt Barwald®®); er bringt die Gleichung auf die
Form

(230) YA Ayn=N4-.. Ay = F(y"~Y, y=0...y, z),

wo die 4 Konstante oder Funktionen von z sind, und integriert zu-
nichst die homogene Gleichung, indem er F' = O setzt. Diesen Losungs-
wert y, setzt er in F ein, erhilt so eine Funktion von z auf der
rechten Seite. Die nicht homogene Gleichung integriert er nach der
Lagrangeschen Methode*®) der Variation der Konstanten und verfiahrt
mit dem Losungswert y, gemau wie mit y, Ausfiihrlich untersucht

491) Cotton, Bulletin de la société math. de France 36 (1908), p. 225—246.

492) Cotton, Ann. de Grenoble 21 (1909), p. 99—115.

498) Birwald, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik 9 (1913), Nr. 20
(15 8.).

494) Lagrange, Nouv. Mem. de 1'Acad. de Berlin 1783 (Ges, Abh. V. p. 492
—514).
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er (enauigkeit und Fehler. Derartige Methoden werden in der Physik
z. B. gelegentlich verwandt.%)

Die Methode der sukzessiven Approximation wurde von Sibarin:+%)
u. a. auf partielle Differentialgleichungen von parabolisch-hyperbolischem
Typ und von Picard*®™) und Lalesco*®®) anch auf Integralgleichungen
itbertragen. Sicher wird sich auch anschlieBend an diese Untersuchungen
eine Methode entwickeln lassen, die nicht nur die Existenz der L&-
sungen in einem gewissen Bereich nachzuweisen gestattet, sondern
auch erlaubt, dieselben numerisch oder graphisch anzunihern.4%®2)

c) Methoden der Himmelsmechanik. Die dltesten, mit groBer Miihe
und viel Scharfsinn ausgebildeten Methoden zur angeniherten Inte-
gration gewGhnlicher Differentialgleichungen sind von der theoretischen
Astronomie zur Behandlung des Storungsproblems entwickelt. Hier
konnen wir nur kurz darauf hinweisen. Ausfiihrlicheres findet sich
im sechsten Band der Enzyklopidie. Ferner ist die Literatur fiir die
Zeit von 1868—98 von W hittacker*®) zusammengestellt, und die Haupt-
methoden sind von Poincaré®®) auf ihre Konvergenz untersucht worden,
der sie zur Behandlung des folgenden, das » Korperproblem enthalten-
den sog. allgemeinen Problems der Dynamik verwendet: Ein mecha-
nisches System hinge von einem Parameter p ab und sei auf die
kanonischen Verinderlichen z, z,,...,2, und y,, ¥,,...,9, bezogen.
Die Energie F enthalte die Zeit nicht explizit und habe als Funktion
von u, x,, y; folgende drei Eigenschaften.

1) F sei an der Stelle y =10 nach ganzen positiven Potenzen
von u entwickelbar, F' = F -+ uF, 4 p?F, ...,

2) F habe in bezug auf z,, 2,,..., z, die Periode 2z,

3) F, hinge nicht von z,, %,,..., 2, ab.

Es sind die kanonischen Bewegungsgleichungen der Mechanik zu
behandeln

de, or

dy,
(231} at W = Y;(xu V’)} _d_?/t_ =73

F

z,

D

495) Z.B. Routh, Dynamik der Systeme starrer Korper (deutsch von Sehepp)
2, Leipzig 1898, p. 2568—66; Plank, Debye usw., Vortrige iiber die kinetische
Theorie der Materie und der Elektrizitit, Leipzig 1914, p. 22.

496) Sibarini, Lombardo Rend. del R. Istituto (2) 42 (1909), p. 375—390.

497) Picard, Paris C. R. 139 (1904), p. 245—48.

498) Lalesco, Journ. de math. (6) 4 (1908), p. 125—202.

498%) Vgl z. B. Trefftz, Uber die Kontraktion kreisformiger Flissigkeits-
strahlen. Dissertation StraBburg 1914.

499) Whittaker, Report of the British Association 1899, p. 121—159.

500) Poincaré, Lies méthodes nouvelles de la mécanique céleste 1—3, Paris
1892—1898.



158 IIC2. C. Runge-Fr. A. Willers. Numerische und graphische Integration.

Alle diese Methoden versuchen die exakte Losung ¢,(¢, u) bis
auf Glieder p*r Ordnung durch eine Funktion ¢®(¢, u) zu approxi-
mieren, die fiir { =0 mit ¢ (¢, ) zusammenfillt, und die bis auf
Glieder von mehr als p*r Ordnung der Bewegungsgleichung geniigt;

(®)
d. h. an der Stelle p = 0 ist aqé‘tn — Y ,(p,®), u) nach Potenzen von
1

w (n > 0) entwickelbar und durch u”*# teilbar.

Von dlteren Methoden, die noch heute meist benutzt werden, seien
die von Lagrange®?*), Laplace®®?), Poisson®®) usw. entwickelten er-
wihnt, die den Ansatz

(232) @ = @y (f) + po, () + -+ 4 v, ()

machen. Wihrend diese #lteren Methoden den Nachteil haben, daB in
ihnen die sog. Siakularglieder, d. h. Glieder, in denen ¢ auBerhalb der
periodischen Funktionen steht, auftreten, ist es der Vorzug der neueren,
daB diese Glieder fehlen. Die ersten wichtigeren Arbeiten in dieser
Richtung stammen von Delaunay’®), Hill®®), Newcomb®®) u.a. Die
umfassendste Methode ist von Gylden angegeben, der die durch ver-
schiedene Umformungen erhaltenen Gleichungen schlieflich auch durch
sukzessive Approximation 16st.%%) Einfacher ist die Methode von
Lindstedt®®), der den Ansatz macht

(233) ¢ = @,(H) + po, (1) + &2, s (w,8) + - + p? @, (1, 1).

Diese Reihe, die sich auf die von Lagrange zuriickfithren 1aBt, ist
im aligemeinen anwendbar. Um die bei nahezn kommensurablen
Umliufen auftretenden kleinen Nenner zu vermeiden, macht Bohlin %)
den Ansatz

1 L 1
(234) 9P = g,(t)+ p’op,, (tm2) + -4 u”wp,gp(t; MT,)

501) Lagrange, Prix de 'Académie Royale des sciences de Paris 1766/72,
‘Werke, Band 6 Z. B., p. 227—331.

502) Laplace, Mécanique céleste 1, Paris 1796.

503) Poisson, Mém. de I'Acad. de Paris 18 (1885), p. 209—335.

504) Delaunay, Théorie du mouvement de la Lune, Paris 1860/67.

505) Hill, Am. Journ. of Math. 1 (1878), p. 5—27, 129—48, 245—51; Acta
Math. 8 (1886), p. 1—36 usw.

506) Newcomb, Smithsonian contribution to Knowledge 1874,

b07) Gylden, Zahlreiche Arbeiten, insbesondere kimen hier in Betracht:
Acta mathematica 1, 9, 15, 17 usw.

508) Lindstedt, Mém de I'Acad. de St. Pétersbourg 31 (1882), Nr. 4.

509) Bohlin, Bihang till K. Svenska Vet.-Akad. Handlingar 14 (1888), Nr. 5.
Nova acta regiae societatis scientiarum Upsaliensis (3) 17, 2 (1898), Nr. 2, p. 1—225.
Astronomika Jaktagelser och undersskningar Stokholm 1908/12; Arch. Mat. Astr.
och Fysik (8) 85 (1913) (28 Seiten).
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wo aber wiederum bei gewissen Gliedern die Konvergenz gefihrdende
groBe Faktoren vorkommen.

Diese Methoden liefern meist semikonvergente Reihen, Da8 man
mit derartigen Reihen rechnen kann, hat Poincarée gezeigt®'®); er findet,
daB fir 0<¢ < v(u), wo lin: 7(w) = a ist, fiir den Fehler

.

(235) £=o.(n1) — 92,

die Ungleichung

(236) I&] <a(ewr— Dur+i

gilt, wo ¢ >0 und lim b(u) > 0 ist, und daB
—g®

(237) lim LAY ug’: ¢ w =0

ist. Allgemein wird der Fehler mit u kleiner, doch wird nicht immer
fiir unendlich wachsende p auch bei kleinem g der Fehler Null
Obige Methoden lassen sich natiirlich auch auf andere Probleme wie
die der Stérungstheorie anwenden. Unter anderen hat das Horn an
der Theorie der kleinen, aber endlichen Schwingungen von Systemen
mit einem Freiheitsgrad allgemein auseinandergesetzt®!) Fin #hn-
liches Verfahren hat Korfeweg zur Behandlung der Lichtemission be-
nutzt®?); Behrens®®) hat ein Problem aus der Turbinentheorie, Burk-
hardt™) das Problem der Schwingungen unter Einflud einer dem
Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen Dampfung nach diesen
Methoden behandelt.

III. Graphische und numerische Integration partieller
Differentialgleichungen.

19. Bei partiellen Differentialgleichungen mit reeller Charak-
teristik (vgl. IIA 5 (E. v. Weber) Partielle Differentialgleichungen,
Nr. 43—48) ist die Methode der Integration durch aufeinanderfolgende
Elemente nur anwendbar, wenn die Anfangskurven analytisch sind,
was in den Fillen, die fiir die Praxis von Bedeutung sind, oft nicht
der Fall ist. Unstetigkeiten der Anfangskurve und ihrer Ableitungen
pflanzen sich aber nach Monge, Ampére, Cauchy, Darbouz, Lie5%)

510) Z. B. Poincaré, Acta mathem. 8 (1886), p. 295—344.

511) Horn, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 400—428; 48 (1908), p. 400
—434; 49 (1903), p. 246—69.

612) Kortewey, Amsterd. Verhandel. 5 (1897) (82 Seiten); franz. arch. néerl. (2)
1 (1898), p. 229—60.

513) Behrens, Zeitschr. Math. Phys. 69 (1911), p. 887—390.

514) Burkhardt, Zeitschr. Math. Phys, 63 (1914), p. 303—11.

515) Monge: Application de I’Analyse & la Géométrie, 5. Aufl. Paris 1850

Encyklop, d. math. Wissensch, II 3. 11
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und andern lings der Charakteristiken entsprechender Ordnung fort.
Massau™®) hat eine Methode ausgearbeitet, durch approrimative Inte-
gration die Charakteristiken zu finden und so das regulire Integral
anzunihern durch ein Polyeder, dessen Kanten Charakteristiken, dessen
Facetten reguliire Integrale sind. Die Methode liBt sich auf alle Glei-
chungen und Gleichungssysteme mit zwei unabhingigen Variablen be-
liebiger Ordnung mit reeller Charakteristik anwenden, nur wichst die
Zahl der von einem Punkt ausgehenden Charakteristiken mit der Ord-
nung der Gleichung und der Zahl der abhingigen Unbekannten. Im
einzelnen ist folgendes zu bemerken.
a) Die lineare Differentialgleichung

9z
F=Ap+Bi—0=0 (p =52, 4=73)
hat eine Charakteristik nullter Ordonung

d d d
@ -yt

‘die Charakteristik erster Ordnung ist bestimmt durch

dzx d dz d d
29 F=F—7— T oF p = T oF an
o + E)Z —85_*— 5s ¢

usw. Die Anderungen der Variablen lassen sich schrittweise lings
der Charakteristiken bestimmen. Sind 4, B und C nicht rationale
Funktionen, so treten Besonderheiten auf, z. B. Gebiete mit doppelter
Uberdeckung und solche mit imaginéirer Charakteristik.

Fiir die allgemeine Gleichung erster Ordnung F(z, y, 2, p, q) gibt
es eine Charakteristik nullter Ordnung nur dann, wenn sie in lineare
Faktoren zerlegt werden kann. Die erster Ordnung bestimmt sich durch

— 9y __$_ dp dq
(24()) 3F aﬁ’_aF + a_m_fﬁ_—?]?_—a—pr—
op oq 5q ¢ ox ' 9z oy +57

Das ist ein System gewohnhcher simultaner linearer Differential-
gleichungen, aus dem sich zu gegebenen Anfangswerten z,, ¥,, 2, Dos
die ¥, 2, p, ¢ als Funktionen von z nach einer der oben gegebenen

von Liouville besorgt (unveréinderter Abdruck der von Monge besorgten 4. Aufl.
1809). Insbesondere Anhang 8. 421—473 De I'intégration aux différences partielles
du premier ordre entre trois variables. Die Literatur findet man in dem Artikel
iiber partielle Differentialgleichungen von E. von Weber, Encyklopidie d. math.
‘Wiss. ILA 5, p. 294—3899.

516) Massaw, Mémoire sur I'intégration graphique des équations aux dérivées
partielles. Gand 1900, 1902, 1903. Besonders werden hier auch Rickkehrkante,
Enveloppe und andere Singularitéiten der Charakteristiken diskutiert.
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Methoden finden lassen. Indem man die Anfangsbedingung durch ge-
niigend kleine Kurvenstiicke ersetzt, die mit einer Unstetigkeit in der
zweiten Ableitung ineinander iibergehen, konnen die Charakteristiken
dabel so eng gelegt werden, daf die Integralfliche durch sie geniigend
approximiert wird. Unstetigkeiten in der Tangente der Anfangskurve
geben zwei Integralflichen, die durch einen Pseudokegel von Charak-
teristiken verbunden sind. Auch hier kann es Gebiete mit imaginiren
Charakteristiken geben.

b) Von den Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind die
linearen

(241) Rr+8s+Tt=10TU
C . 0%z 0%z 0%z .
am wichtigsten ( = sat S~ ipayr 1 W> Sind B, S, T, U

Funktionen von z, y, 2, p, q, so gelten fiir die Charakteristiken erster
Ordnung die beiden Gleichungen

Rdy? — Sdzdy + Tda? =0,

(242)
Rdpdy + Tdgdz = Udzdy.

Die erste der beiden Gleichungen hat nur dann zwei reelle vonein-
ander verschiedene Wurzeln 1 und p, wenn S2 — 4RT >0 d. h. die
Gleichung vom hyperbolischen Typ ist.5'") In diesem Falle gibt es
zwel Scharen von Charakteristiken; die erste ist bestimmt durch

(243) dy = Adx, dz = pdx + qdy; gg -+ y«% =%, 7= o (),
Fiir die zweite gilt
op dq U

(244) 0y = pdz, dz=pda+q¢dy; -+ Az =g ¢—= 0@
Die Funktionen ¢ (x) und @, (z) werden durch die néheren Bedingungen
des Problems bestimmt. Das Integral kann man entweder mit Hilfe
einer Schar von Charakteristiken approximieren, wobei man Streifen
erhiilt, oder man kann beide Scharen benutzen, so daB man ein Polyeder
erhilt, dessen Kanten Charakteristiken sind. Man nimmt dann die
Bogenstiicke fiir y, 2, p, ¢ so klein, daff sie angeniihert als Gerade be-
trachtet werden konmen. Aus dem Punkte A, (z,, ¥, 2, Py, ¢;) und
Ay (%2, Ya) %, Doy 95) st dann Ay(my, 5, 25, D, g;) zu bestimmen
(Fig.31). Dazu ersetzt Massau die Differentialgleichungen durch Diffe-

517) Ist die Gleichung parabolisch, d.h, S2— 4 R T'==0, so gibt es nur eine
Schar von Charakteristiken, auf die sich obige Methode auch anwenden 145t
Nur wenn die Gleichung elliptisch ist (§2— 4 B T <C0), 1aBt sich natirlich die
Methode nicht verwenden, da dann die Charakteristiken imagindr sind. Siehe
die folgenden Abschnitte.

11*
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renzengleichungen und bestimmt graphisch oder rechuerisch
TyYy aUS Yg — 9 = 4 (2 — 21), (Y —%) = ts(T5 — T3),
U,
Psds » (Bs—p) + m(s—a) = R (25— =),

(245) (Bs—15) + & (8 — @) = 72 (& —35),
% 5 (85 —2)=(p 4 4aqy) (2, —x) oder
(2 — 23) = (0p + 120s) (25 — ).
Man fiilhrt dann die Zeichnung resp. Rechnung nochmal mit Mittel-
werten aus den so berechneten und denen im Punkte 4, resp. 4,
Y aus und wiederholt das, bis keine Anderung
mehr eintritt. Die beiden letzten Gleichungen
X fiilhren bis auf GroSen von hiherer als der
zweiten Ordnung auf denselben Wert 2;.51%)
Ein Spezialfall ist der, daB 2 und p von
p und g nicht abhiingen, dann hat man eine
Charakteristik nullter Ordnung. Sind 4 und
@ auBerdem noch von z unabhingig, wie das
insbesondere fiir konstante Koeffizienten der
Fall ist, so ist ihre Projektion auf die xy-
Fig. 31. Ebene unabhiingig von den Anfangsbedin-
gungen. Fiir einen einfachen Fall dieser Art
hat Runge’?®) eine der obigen dhnliche, aber bedeutend genauere Methode
gegeben, Es handelt sich in Polarkoordinaten um die Gleichung
2 2y (1 1 w w
o PS5

w? c?

deren Charakteristiken bestimmt sind durch
a6 1 1
(247) =tV a—

eine Gleichung, die sich durch bekannte Funktionen integrieren 1i8t.
Diese Charakteristiken werden als neue krummlinige Koordinaten ein-
gefithrt, so daB die Gleichung die Form

0%y  — (ox oy
(248) sesi= T (et 3p) K
erhilt, die, falls man z. B. nur das obere Vorzeichen beriicksichtigt

und die Linge der Quadratseite mit 24 bezeichnet, bis auf Glieder

518) Massau5'®) Nr. 23.
519) Steichen, Beitrige zur Theorie der zweidimensionalen Bewegungsvorginge
in einem Gase, das mit Uberschallgeschwindigkeit stromt. Diss. Gottingen 1909.
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vierter Ordnung in % ersetzt werden kann durch

1—2h K, .
(249) Az = 1x:|1-_2l-hx£m —IuTy 2hK:: (Fig. 32).

Die Genauigkeit der Rechnung priift Runge dadurch, daB er sie fiir
ein Netz durchfithrt, dessen Maschen statt 2A nur die Seitenlinge A
haben. Fiir den einzelnen Schritt ist der g
begangene Fehler von vierter Ordnung; fir ,, 2.2
das Netz daher von der dritten Ordnung.
Auch Massau selbst hat seine Methode in
der weiter oben angegebenen Form fiir einen

2k °
Sperzialfall angewandt.5%0) "
Handelt es sich um nicht-lineare Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung, so kann 2%
man fiir solche von der Form 1% R
(250) rt —s* -+ Hr +2Ks+Li+ M=0 Fig. 82.

(Gleichungen von Monge und Ampére) Charakteristiken erster Ord-
nung finden, deren graphische Behandlung genau so wie bei den
linearen Gleichungen ist. Fir allgemeine Gleichungen zweiter Ord-
nung muf man Charakteristiken zweiter Ordnung benutzen. Die
graphische Behandlung ist auch dann noch wie oben, nur daf man
fiir jeden Punkt elf Gleichungen anstatt der obigen sechs erhilt.

¢) Ein System szweier simultanen linearen Differentialglei-
chungen

4,p + B,q+ Gp, + Dyqy = E,,

wo A, B, ... E, Funktionen von 2, y, 2, 2, sind, hat zwei Scharen
von Charakteristiken nullter Ordnung auf jeder der beiden zugehorigen
Integralflichen.

952 dy = M dx; dz+ ads, = bdx; z=¢,(%),

(252) 0y =230x; 024 a,02, =b0z; 2= gq,(x),

wo 2, und i, die Wurzeln der Gleichung

(253) Ady — Bdx _ 4,dy— B,dx
] Cdy —Dadx Cdy—D,dz
sind und wo
(254) a=CD,—-ClD.Ady—de__ CD,—CD Ady— B dx
AB,— A B COdy—Dde AB,—A B Cdy— Ddx

520) Massau, Note sur I'équation des cordes vibrantes. Mons 1905, vgl. auch
Monge®'®) Anhang II.
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und

4, dy— B,dx Ady— Bdz
(255) bdx=—EA‘—B?—_——B +E,AB?f_H
ist. Die graphische oder rechnerische Ausfiihrung ist wie bei den
Gleichungen zweiter Ordnung. Bei konstanten Koeffizienten lassen
sich die Gleichungen integrieren. Die Projektionen der Charakteristiken
werden dann parallele Gerade und die Facetten Ebenen. Massau’™)
hat diese Methoden auf die variierte Bewegung flicBenden Wassers
und auf das Problem des Erddruckes angewandt.

20. Zur Integration der partiellen Differentialgleichungen mit
imaginiren Charakteristiken sind eine Reihe verschiedener Methoden
angegeben, von denen hier zunichst die Graphischen Methoden folgen
mogen, und zwar geordnet nach der Art, wie sie die gesuchte Losung
approximieren,

a) Methoden, die alle Randbedingungen approximieren. Eine sehr
einfache Methode der graphischen Integration partieller linearer ho-
mogener Differentialgleichungen riihrt von Mazwell®®) her. Hat man
auf irgendeine Weise zwei voneinander unabhiingige Losungen u, = ¢
und %, =k der gegebenen Gleichung gefunden, die beliebigen ver-
schiedenen Randbedingungen geniigen, so zeichnet man die Linien-
systeme u, = ¢, u, = k ein, indem man ¢ immer um dasselbe Ac, k um
dasselbe AL wachsen liBt. Zeichnet man in dieses Parallelogramm-
netz die Diagonalen ein, so haben diese die Gleichung u, + %’—c =C
und sind somit wieder Lisungen der gegebenen Diﬂ'erentlalglelchung.
Man sucht nun durch passende Kombination der verschiedenen Losungen
brauchbare Randbedingungen zu erhalten. Diese Methode ist mehrfach

von englischen Physikern angewandt auf die Gleichung Awu — (525)
und Awu + 'Ilc_ bu __ 0%), um die Potentialstromung um schiffs- oder

fischéhnliche Korper zu erhalten. Als Ausgangslésungen benutzte man
dabei besonders

(256) y=0>b und y—a.rctg—«—~+arctg -l—x

Ferner wird sie zur Konstruktion der Kraftlinien elektrischer und
magnetischer Felder gelegentlich verwandt, so z. B. von Mallik5%).

521) Massau®'®) insbesondere die Mitteilungen 2 und 3.

522) Maxwell, On a Method of Drawing the Theoretical Forms of Faradays
Lines of Force without Calculation. Report of the British Association 1856.

523) Rankine, On plane water-lines in two dimensions (Phil. Transact. of
the Royal Society, Vol. 154, 1864, p. 369—391 und auch Phil. Transact. 1872).

524) Taylor, On ship-shaped stream forms. Transaction of the inst. of Naval
Architects 1894, p. 884 —405.
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b) Methoden, die eine Randbedingung streng erfiillen und das Inte-
grationsnetz durch endliche Stiicke approximieren. Andere Methoden
gehen davon aus, wenigstens auf einer Seite die Randbedingungen
streng zu erfillen, wihrend die Bedingungen an den andern Be-
grenzungen nur mit moglichster Genauigkeit approximiert werden.
Runge®®®) hat eine derartige Methode zur Integration der Gleichung
Ay = 0 angegeben, um die Flissigkeitsstrémung tiber ein Wehr dar-
zustellen ™) Als gegeben wird die freie Oberfliche des Wassers an-
genommen, die eine Linie % = konst. ist. Die Geschwindigkeit auf
ihr ist dann eine Funktion der Hohe und somit durch Integration das
Potential v auf ihr bestimmbar. Daraus 148t sich das Stromlinienbild
eindeutig herstellen, als Begrenzung im Innern wird eine Stromlinie
gewshlt, die sich dem Wehr passend annihert. Mises®®) dagegen
konstruiert die Stromung des Wassers in einer Turbine so, daB er
eine der einen Begrenzung u = ¢ naheliegende Stromlinie passend an-
nimmt, dann die Strom- und Potentiallinien konstruiert bis zum
andern Rande # = ¢. Fillt mit diesem keine Stromlinie zusammen,
so korrigiert er, ebenso wie Runge, die erste angenommene Strom-
linie passend. Das wird fortgesetzt, bis das Zusammenfallen erreicht
ist. Das Verfahren ist auch auf die nicht-wirbelfreie Bewegung, so-
wobl in ebenen, meridionalen, wie axialsymmetrischen Schichten an-
wendbar; im letzteren Falle werden die DurchstoBpunkte der Strom-
linien mit der Meridianebene dargestellt. Selbst fiir zihe Fliissig-
keiten wiirde sich, wenn man nfichst dem Rande drei Stromlinien an-
nimmt, die Konstruktion theoretisch durchfiihren lassen, doch scheint
die praktische Ausfithrbarkeit sebr umstindlich zu sein.

Diese Methoden sind, was die Konstruktion des Integrationsnetzes
anbetrifft, dadurch charakterisiert, daf sie die durch die Gleichung vor-
geschriebene Bedingung fiir endliche Stiicke moglichst genau zu be-
friedigen suchen. Rumge®?®) betrachtet auf einer Kurve v = konst.

525) Mallik, Lines of Force due to given Static Charges. Philosophical
Magazine (6) 22 (1911), p. 177—90.

526) Blasius, Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik. Zeitschr.
Math. Phys. 58, 1910, 8. 90—110.

527) Der Vorschlag, bei Stromung iber ein Wehr die Stromungslinien durch
zeichnerische Methoden aufzusuchen, ist wohl zuerst von Forchheimer gemacht.
Encyklopidie d. math. Wissenschaften IV, Art. 20, S. 414 ; Blasius, Zeitschr. Math.
Phys. 539 (1910), p. 48—44.

528) v. Mises, Theorie der Wasserriider. Zeitschr. Math. Phys. 57 (1909),
p. 1—120.

529) Runge, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Got-
tingen 1911, p. 431—448,
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entsprechend den Werten u — 9, 4, u -+ 0 die drei Punkte 4, B, C
und auf der durch B gehenden Kurve # = konst. die weiteren Punkte
D und E entsprechend » — & und
v + 0. Verbindet man dann 4 mit
C und D mit E und halbiert diese
Strecken in F und @, so geht bis
1 auf Glieder vierter Ordnung in & die
Verbindungslinie GF' durch B, und
es ist mit derselben Genauigkeit
BF = BG. Dreht man dann den
Vektor AC um den Punkt B, nach
D'E’, so daB D'E’ senkrecht auf
AC steht, so fillt bis auf Glieder
dritter Ordnung D'E’ mit DE zu-
sammen. Will man auch hier eine
Fig. 83. Genauigkeit bis zu Gliedern vierter

Ordnung erreichen, so muB man die

den Werten « - % und u —% entsprechenden Punkte 4" und € zur

Hilfe nehmen; zieht man AC, parallel 4’C" und macht AC, — 24°C,
so ist der Vektor | EE'| = 4 |CC,|, und diese beiden Vektoren stehen
bis auf Glieder vierter Ordnung senkrecht aufeinander. Neuerdings
wurden diese Betrachtungen von Trefftz4®*) auf die Gleichung

o*u | 0Cu ou
9o Toy T oa— 0
erweitert und zur Konstruktion des Stromungsbildes eines aus kreis-
runder Offnung flieBenden Flissigkeitsstrahles benutzt.
Die Methode von Mises ist weniger genau, erméglicht jedoch die

nicht wirbelfreie Bewegung zu behandeln und integriert daher die
Differentialgleichung

0 0 9 0
(257) 2 @) 3+ 2 flag) 2% —o.
Aus nebenstehender Figur 34 erkennt man fiir ebene Stromung53°), daB
—%% _ bb /1y (1 Av__ab-aa (6c ¢
(258) A0 =3 — 52 = (en),, — (o), J 5o ="2 = Gr—¢)
+ ?Ez ab - aa,

ist. Mises bezeichnet den Ausdruck EZé-zT als spezifische Form-
1

580) Mises, Theorie der Wasserrider, § 5, 4.
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differenz. Da dieser in seinem Falle der Wirbelstirke 4 proportional
ist, 8o hat er ein Netz zu konstruieren, derart, daB
léings der Stromlinien % = konst,, die spezifische Form-
differenz konstant ist. Bei dieser Konstruktion geht
er von den Stromlinien in geniigender Entfernung von
der Turbine, die er auf beiden Seiten als bekannt
annimmt, aus, so daB Anfangs- und Endpunkt der
einzelnen Stromlinien festgelegt sind.

. . g . . aa
Bei der meridionalen Stromung wird —=*

r-ab
Form bezeichnet, dann ist die spezifische Formdiffe-

renz z, die durch 7 -ab-aa, dividierte Anderung dieses Quotienten
2 2

(259) T = H T .

Ist endlich bei der axialsymmetrischen Bewegung die Gleichung der

Leitflichen

(260) flrs) =&,

so gilt fiir die Stromlinien die Gleichung

Pu w19 ar 0
261) 55 + 7 — > ae=—r (3102 — 220 4 rF(w) = 274,

wo 1, die senkrecht zur Meridianebene stehende Wirbelkomponente
ist und wo

(262) n(rs) = r(a_f. du _ 9_1"3_“) + o

als

(@ Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Leitflichen) ist. Ist nun
6 der Inhalt der von den f- und u-Linien, ¢’ der von den f- und »-
Linien eingeschlossenen Parallelogramme, so ist die spezifische Form-
differenz

1 AfAn _ F(u)
(263) T+;? Av ~  Au
und
(264) n— g = p LAY )
[

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich die Meridiankurven der
n-Flichen zeichnen.

Indem Mises53%) eine Betrachtung von Runge®®®), die sich auf ge-
wohnliche Differentialgleichungen bezieht, iibertrigt, gewinnt er einen
Uberblick iiber die Konvergenz seines Verfahrens.

531) Mises, Theorie der Wasserrider, § 14 findet sich ein durchgefiihrtes
Beispiel.

532) Mises, Theorie der Wasserrider, § 5, 6.

538) Runge, Math. Ann. 44 (1894), p. 437—48.
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¢) Eine Methode, die alle Randbedingungen streng erfiillt wnd
durch endliche Stiicke approximiert, findet sich z. B. bei Richard-
son.5%) Er zeichnet die u- und v-Linien nach Gutdinken ein und
verbessert durch Probieren so, daB das Seitenverhiltnis der ent-
stehenden Rechtecke méglichst genau stimmt. Ahnlich verfihrt
Lehmann®), um den Kraftlinienverlauf in Luft zu bestimmen, der
der Gleichung Au = O geniigt. Zur Festlegung
des u, v-Netzes benutzt er die Mittellinien der
Maschen. Dabei wird die vierte gesuchte Seite
schriftweise festgelegt, so daf aex = }ab, dann
og = tef und endlich gc¢ = }gf gemacht wird,
Y wobei der Bogen durch die Sehne ersetzt wird,
um das Abmessen mit dem Zirkel machen zu
konnen. Nun werden Flichenstiicke betrachtet, die begrenzt sind
durch 2 Linien v =y¢;,v=1c, und zwei Linien « =%, u = x,.

a
Fig. 35.

. . . e C. C. . . . .
Versuchsweise wird eine Linie v — 1;!2‘_2 eingezeichnet; diese wird

nun so lange sinngemif verschoben, bis sie von den fiir die beiden

entstehenden Streifen nach obiger Methode getrennt konstruierten
G

.. C, — Cy — €, .
Linien u = », - -2 5 #=1% + 22— usw.in denselben Punkten

getroffen wird; dabei miissen sich natiirlich alle Linien orthogonal
schneiden. Dann wird eine weitere Unterteilung eingezeichnet usw.
Kennt man ¢, ¢, und #,, %,, was freilich meist nicht der Fall ist, so hat

Ca— 6

man, da %, =%, + n — bei # Quadraten in jedem Streifen —

sein mu (» wird im allgemeinen keine ganze Zahl sein), ein MaB
fiir die Genauigkeit der Zeichnung. Betreffs Vereinfachung durch Auf-
suchen von Symmetrielinien, Durchfithrung der Konstruktion bei ein-
springenden Ecken, und ins Unendliche gehenden Feldern usw. sei
auf die Arbeit selbst verwiesen.®) Das so konstruierte Netz 1iBt sich
nun entweder nach der Methode von Runge®®®) oder dadurch verbessern,
daB man ein genau konstruierbares u,, v,-Netz einer der Gleichung
Au =0 gentigenden Funktion herstellt; das sich dem gesuchten Netz
an einer Stelle anschmiegt; dieses Netz wird auf das vorliufig kon-

534) L. F. Richardson: A Freehand Graphic way of the determining Stream
Lines and Equipotentials. Phil. Mag. 1908, 6. Serie, Vol. XII. Die Arbeit ist auch
ingofern interessant, als Richardson zeigt, in welcher Weise sich fiir riumliche
Probleme bei gewissen Symmetrien das Seitenverhiiltnis der Rechtecke bestimmt.
Z. B. zeigt er, wie man auf einem Stick der Kugelfiche, das man durch
Merkatorprojektion abbildet, die Gleichung Aw = O integrieren kann. Ferner
geht er auf Verhiltnisse ein, bei denen Schraubensymmetrie herrscht.

535) Th. Lehmann: Graphische Methoden zur Bestimmung des Kraftlinien-
verlaufes in der Luft. Elektrotechn. Zeitschr. 1909, S. 995ff und 8. 1019 fF.
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struierte Netz entsprechend aufgelegt und dann die Linien w — wu,;
v — v, bezogen. Die so entstehenden Maschen miissen wieder qua-
dratisch sein, Ist das nicht der Fall, so muB man entsprechende
Korrekturen vornehmen.5%®) Die Methode 1a8t sich fiir die Integration
der Gleichung ) s
(265) 7 (e 5) + 55 (@ vgy) =0
verallgemeinern.

d) Methoden, die die Randbedingungen streng erfillen und das Netz
infinitesimal approximieren. Runge hat eine Methode angegeben zur
Integration der Differentialgleichung

0 Ny 0 0
(266) 73 (@0 53) + 55 (fen 55) =0
und der adjungierten

0 1 9o Ui 1 9v
(267) 95 (e 53) * 73 (o 79) — ©

die unter strenger Frfiillung der Randbedingungen den beiden Diffe-
rentialgleichungen durch sukeessive Approximation im Infinitesimalen
zu geniigen sucht. Die von den u- und »-Kurven "

gebildeten Rechtecke haben das Seitenverhiiltnis
. Aa du ‘”Au
lim 7 = f(,9) - 24
Man zeichnet nun unter Erfiillung der gegebenen v
Randbedingungen ein Kurvennetz ein, das nach

Mbglichkeit in den endlichen Rechtecken der vor-
geschriebenen Bedingung geniigt, entnimmt dann lings einer Kurve

v == konst. aus der Zeichnung die Werte ! (dv)l die man als

v+dv

Fig. 36.

i, vo) \a0) ’
Funktion der Bogenlinge graphisch integriert, so erhilt man
' 1 dv\71
(268) it = [t (35)

Die so bestimmten Punkte geben einen Anhalt fiir die Korrektion
der Kurven u = konst. Nach dieser Korrektion verfihrt man genau
so fir die Kurven v = konst. usw. Man kann sich auch auf die
Korrektion der einen Kurvenschar beschrinken und die andere Schar
nur orthogonal dazu legen. Wenn dann of der Kriimmungsradius®7)

536) Rotisieper, Graphische Losung einer Randwertaufgabe der Gleichung
Awu =0, Dissertation Gottingen 1914,

537) Methoden zur Bestimmung des Kriimmungsradius gibt z B. Bjerknes,
Dynamische Meteorologie und Hydrographie, II. Kap. IX § 82 (Deutsch von Kirchner)
Braunschweig 1913,
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von u! ist, so ist

‘ Sraar
(269) Wl = ¢ f L o5 qa
fll, y7) ’
wo ¢ 50 zu bestimmen ist, da w/" — uf? den vorgeschriebenen Wert
hat. Meist sind die #- und 9-Kurven in gentigender Entfernung von
der zu untersuchenden Stelle bekannt, bisweilen liegt auch an der
betrachteten Stelle aus Symmetriegriinden eine der Kurven » = konst.
fest. Konvergenzbetrachtungen tiber das Verfahren fehlen noch ganz.
In den ausgefiihrten Fillen
2 2 2 H
270) 24+ 27“ n %g—g= 0%%) wnd %4 %ﬁi %% — 0%%)

D

war die Konvergenz gut.®®)

Runge gibt fiir die Differentialgleichung Au =0 noch eine andere
graphische Methode®®®), um bei einem einfach zusammenhingenden
Bereich die Greensche Funktion su konstruieren und damit Randwert-
aufgaben zu losen. Zunichst wird angenommen, daB die Greensche
Funktion G gegeben ist, die an einem bestimmten Punkte im Innern
des Bereiches logarithmisch unendlich wird und auf dem Rande ver-
schwindet. Sie bildet den reellen Teil einer analytischen Funktion
G - G,i. Diese wird graphisch dargestellt durch ein Netz von Linien
G, = const. und G = const. die,Quellstromlinien” und die , Zirkulations-
stromlinien. Sind die Werte ciner Funktion f, die der Gleichung
Ay =0 im Innern geniigt, auf dem Rande gegeben, so ist der Wert
in dem Punkte, wo G logarithmisch unendlich wird, dargestellt durch

(271) — f fdG,

integriert Gber den Rand. Wenn man also die Werte von G, auf
dem Rande kennt, so braucht man nur die Werte von £ als Ordinaten
zur Abszisse G, aufzutragen und erhilt den Wert von f als Mittelwert.
Es wird dann ferner gezeigt, wie dieselbe Figur auch den Wert von
f in jedem beliebigen andern Netzpunkte des Bereiches liefert. Man
fithrt zu dem Ende statt &, eine andere Veriinderliche G,* ein, eine
Funktion von G, die sich aus der konformen Abbildung eines Kreises
auf sich selbst ergibt. Graphisch besteht diese Transformation darin,
daB auf die Abszissenachse eine gewisse Skala gelegt wird, die Lings

538) Jager: Graphische Integrationen in der Hydrodynamik. Dissertation
Gottingen 1909.

539) Willers: Die Torsion eines Rotationskdrpers um seine Achse. Zeitschr.
Math. Phys. 55 (1907), p. 225—63.
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ihr verschoben werden kann. Mechanisch liBt sie sich zugleich mit
der Integration mittels eines von Roifsieper5%%) konstruierten Integrators
ausfithren.

Das Verfahren, durch das man das Kurvennetz G == const. und
G, = const. findet, besteht darin, daB zunichst nach Gutdiinken ein
Netz in den Bereich eingezeichnet und dieses durch Anwendung des
obigen Satzes sukzessive verbessert wird.

Angewandt ist dies Verfahren von v. Sanden™?) zur Berechnung
des Auftriebs, den Platten erfahren, die in der Nihe des Erdbodens
dem nattirlichen Winde ausgesetzt sind, und von Rotisieper®®) zur
Berechnung der Spannungen in einem um seine Lingsachse verwun-
denen Stabe von kreuzformigem Querschnitt, ein Problem, das Runge®®)
noch auf andere Weise behandelt hat. ». Sanden wie Roftsieper berichten
iiber mit dem Verfahren gemachte Erfahrungen und tiber Einzelheiten
der Ausfihrung.

Eine #hnliche Methode hat Deutsch®?') zur Berechnung der elek-
trischen Kapazitit zweier paralleler Zylinder anschlieBend an die Unter-
suchungen von Neumann®®) iber die Methode des arithmetischen
Mittels entwickelt (vgl. II A Tb (H. Burkhardt und W. F. Meyer) Po-
tentialtheorie, und II A Tc (4. Sommerfeld) Randwertaufgaben in der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen). Er geht von mathe-
matisch leicht berechenbaren logarithmischen Potentialen aus, die auf
einer die gegebene Begrenzung annihernden Kurve konstant sind. Wie
sich derartige Potentialfunktionen fiir komplizierte Bereiche angeben
lassen, zeigt Rottsieper®®®). Man berechnet die sich so auf der Kontour
ergebenden Potentialwerte und verbessert diese Werte nach dem Mittel-
wertsatz von Neuwmann so lange, bis mit gentigender Genauigkeit das
Potential auf der ganzen Kontour den gleichen Wert hat.

SchlieBlich sei noch erwihnt, daB auch das Schwarzsche alter-
nierende Verfahren %%) bei entsprechend begrenzten Gebieten (z. B. kreuz-
foérmige Begrenzung) sich gut zur graphischen oder numerischen Losung
der Gleichung Awu = O eignet®s),

21. Zur numerischen Integration partieller Differentialglei-
chungen hat man Methoden, die zur Quadratur oder zur Integration
gewdhnlicher Gleichungen dienen, tibertragen. So benutzt Bierman *4)

540) v. Sanden, Zeitschr. Math. Phys. 61 (1913), p. 225245,

541) Deutsch, Archiv fir Elekirotechnik 2 (1914), p. 435—42.

542) Newmann, Untersuchungen iber das logarithmische und Newtonsche
Potential, Leipzig 1877, Kap. 5.

543) Schwarz, z. B. Gesammelte mathematische Abhandlungen 2, Berlin 1890,
p. 183—71. Siehe auch die eben genannten Referate II A 7b und ec.
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eine Erweiterung der von ihm zur Kubatur aufgestellten Formeln des
Abschnitts- und Tangentenprismas zur gendherten Integration der
Gleichung 5—7)— = @(z, ¥, 2).

a) Ubertmgung der Methoden von Runge-Heun- Kutta. Gans®)
tibertrigt die von Rumnge'%) gegebene Formel auf partielle Gleichungen
beliebiger Ordnung und gibt die Formeln zur Integration der Glei-
chungen erster und zweiter Ordnung. Wie die Formeln von Runge
nihern auch seine Formeln bis einschlieBlich der Glieder dritter Ord-
nung die in eine Zaylorsche Reihe entwickelte Losung an. Es liegt
nun nahe, die ein Glied weiter annihernde Kutfasche Formel**”) zu
iibertragen, was unabhingig von Runge’®) und Willers®*") geschah.

Runge faBt die partielle Differentialgleichung als System von un-
endlich vielen gewShnlichen Gleichungen mit unendlich vielen Variabeln
und erhilt dadurch eine unmittelbare Ubertragung der Formeln (215).

. 0z 0z
Man kann aber auch z.B. zur Integration von T f (x, Y, %, a—-x),

i of 8z | 0fd* _.
falls man =a—£ -+ —a—ga—;c + 555? nimmt, setzen:

AI Z*f( 7J7 2) Af’/;
) A A A
A o=flo,y+ 5% e+ 55 24 ub) ay,
A AL dudy A
(272)) A= f(z, y + 5% 5+ 257 224 (u +59)5D) Ay,

% s—fa,y+ Aye+ AT 25 4 (u - GUAYHERAY) Ag)ay,

‘ v II I
S AEE AT p_ A z—];A e Az___zT;us_

Den Fehler, der von fiinfter Ordnung ist, kann man durch direkte
Berechnung bestimmen, doch miifte man dann mindestens die simtlichen
fiinften Ableitungen bilden; besser ist es, zur Fehlerabschitzung die
Rechnung auch mit halben Intervallen durchzufiihren; der Fehler ist
dann etwa & der Differenz. Da sich die Formeln auf Systeme linearer
Gleichungen tibertragen lassen, ist damit auch die Mdglichkeit gegeben,
partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung zu integrieren; doch
miissen an der Ausgangshegrenzung z. B. fiir Gleichungen zweiter Ord-
nung die Funktion selbst und eine Ableitung gegeben sein, wie das

544) Biermann, Monatshefte Math. Phys. 20 (1909), p. 821—3826.

545) Gans, Zeitschr. Math. Phys. 48 (1908), p. 894—399.

546) Runge, Numerisches Rechnen. Autographierte Vorlesung, Gottingen
1912/13, p. 248—252.

547) Nicht verdffentlicht.
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etwa beim Problem der schwingenden Saite der Fall ist, wihrend sich
auf Probleme, wie sie meist bei der Gleichung Awu = 0 auftreten,
diese Methode im allgemeinen nicht anwenden laBt.

b) Eine andere Methode ersetst die Differentialgleichung durch eine
Differensengleichung. Man iiberzieht das Integrationsgebiet mit einem
Netz quadratisch gelegener Punkte und wendet auf die Funktionswerte
in diesen die durch eine Differenzengleichung ersetzte Differentialglei-
chung an. Man erhdlt so fiir jeden Punkt eine Gleichung, die den
Funktionwert in dem Punkte mit denen der benachbarten Punkte oder
mit den Grenzwerten verbindet. Von Richardson®®) und von Runge®?®)
ist diese Methode auf lineare Gleichungen angewandt worden. Richard-
son betrachtet die sémtlichen aufgestellten Gleichungen gleichzeitig
und entwickelt eine Methode, aus einem die (leichungen annihernd
erfiillenden Funktionssystem sie besser befriedigende Werte abzuleiten.
Angewandt hat er seine Rechnungen zur Bestimmung der Spannungen
in einem Staudamm. Runge geht bei der Aufstellung der Gleichungen
von einer Begrenzung aus, fihrt die Funktionswerte in der ersten bzw.
ersten und zweiten parallelen Punktreihe als Unbekannte ein und gibt
immer die Funktionswerte einer zu dieser parallelen Reihe von Netz-
punkten als Funktionen der Werte in den vorhergehenden Reihen an.
Auf diese Weise bekommt er schlieBlich nur so viel Gleichungen, als
Netzpunkte parallel zu dieser Begrenzung in einer bzw. zwei Reihen
liegen. Im einzelnen ergeben sich dabei bedeutende Vereinfachungen.
Auch Runge bestimmt mnicht gleich die endgiiltigen Werte, sondern
erst angeniherte Werte, die er dann verbessert. Angewandt hat er
seine Methode auf Berechnung der Spannung bei Torsion zylindrischer
Stabe.

¢) Methode wvon Rayleigh-Ritse. Die besonders fiir physikalische
und technische Probleme wichtigste Integrationsmethode ist von Ray-
leigh®%) angegeben und unabhingig davon von Ritz*') systematisch
ausgebildet. Rayleigh ®5%) benutzt diese Methode z. B. zur Berechnung
der Schwingungen am offenen Ende einer Pfeife.3) Sie lifit sich in
gleicher Weise zur Integration gewthnlicher wie partieller Differential-

548) Richardson, Philosophical transactions of the Royal Society of London
A 210 (1910), p. 307—357.

649) Runge, Zeitschr. Math. Phys. 56 (1908), p. 225—232.

550) Rayleigh, Philosophical Magazine (5) 47 (1899), p. 566—72.

551) Ritz, Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Got-
tingen 1908. p. 236—48. Journ, f. Math. 185 (1908), p. 1—61. ‘

552) Rayleigh, Philosophical Magazine (6) 22 (1911), p. 225—229.

533) Rayleigh, Theorie of Sound (z.B. IT. Anhang 1, p. 29t—295), London
1878 u. Philosophical Transactions 161 (1870), p. 77—118.
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gleichungen verwenden, je nachdem man es mit von einer oder mehreren
Variablen abhéingigen Problemen zu tun hat; Bedingung ist nur, da8 sich
die Aufgabe als Variationsproblem darstellen lift. Die Methode geht
nidmlich nicht von der Differentialgleichung mit den Randbedingungen
aus, sondern von einem in der Hauptsache mit der potentiellen
Energie des im Gleichgewicht befindlichen, isolierten Systems zu-
sammenfallenden Integrale, aus dem nach dem Prinzip der kleinsten
Wirkung, also durch Variation die Gleichungen nebst Randbedingungen
gewonnen werden konnen.®®) Fiir elastische Probleme ist das Va-
riationsprinzip mnach Lorenz®®) der Satz von Castigliano5®®) iiber die
kleinste Forménderungsarbeit. Hier muB der Ausdruck IL,— 2L,
einen ausgezeichneten Wert haben®7), wo L, die elastische Energie
des Systems als Funktion der Deformationsgrofen, L, die Summe aus
den halben Produkten der dufleren Kriifte und der Verschiebung ihrer
Angriffspunkte ist.5%%) Die Methode von Ritz besteht nun darin, die

gesuchte Losung durch eine Reihe 2, = 21' a,P, zu approximieren, wo

die P, Funktionen sind, die den Rand- und Symmetriebedingungen ge-
niigen, wihrend die konstanten Koeffizienten a, so bestimmt werden,
daB die potentielle Energie als Funktion der @, ein Minimum wird.
Diese Bedingung liefert im allgemeinen fiir jede Anniherungsfunktion

w, ein System von % linearen nicht homogenen Gleichungen mit

554) Bei den Arbeiten von Ritz5%%) ist zu beachten, daB der eigentliche
Ausdruck fiir die elastische Deformationsarbeit

SS B G0y (G 20— (22 )] dnay

ist, wie ihn Ritz auch in der Annalenarbeit benutzt hat. Der Ausdruck

Eh” B’w 2
ff o + 1] 44,

der in den oben zitierten Arbeiten benutzt Wird, ist nur dann richtig, wenn

a’w 8’ 8’10
ist, wo der Klammeraunsdruck das KriimmungsmaB ——1— angibt. Dies ist in dem

dort behandelten Problem der eingespannten Platte tatsachhch der Fall.

865) Lorenz, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 57 (1913), p. 543—545. Physik.
Zeitschr. 14 (1913), p. T1—74.

586) Castigliano, Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino
27 (1875). Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 10 (1875), p. 380—423;
11 (1876), p. 127—286.

55T) Poschl, Pysik. Zeitschr. 14 (1913), p. 410—412.

558) v. Karman, Physik. Zeitschr. 14 (1918), p. 253, 254.
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nicht verschwindender Determinante, deren Koeffizienten sich durch
Quadraturen bestimmen. Rits hat gezeigt, unter Benutzung von Unter-
suchungen von Hilbert®®) und Levi®®®), daB abgesehen von einigen
fiir die Praxis kaum in Betracht kommenden Féllen®?), bei wachsendem
n die Reihe der w, gegen einen Grenzwert konvergiert, und da8
dieser die gesuchte Funktion ist. Letzteres hat Jiger’®') noch etwas
allgemeiner gezeigt. Die Methode ergibt also ein konvergentes Ver-
fahren zur Integration.®®®) Das Verfahren von Rifz hingt eng mit
der Methode zur Behandlung statisch unbestimmter Fachwerke von
Mohr zusammen.5%3) Da fast alle in der Technik vorkommenden
Gleichgewichtsprobleme sich aus einem Variationsproblem ableiten
lassen, ist die Methode von Rifz auBerordentlich brauchbar, und zahl-
reiche Probleme, besonders der Elastizititstheorie, sind mittels der-
selben behandelt. So behandelt Ritz°%*) selbst die rechteckige Platte,
mit der sich dann weiter Lorens®®), der allerdings nur ein Glied be-
stimmt, Nadai®®®), Kaldhne®™) und Timoschenko®) beschiftigen.
Letzterer hat insbesondere fiir eine Reihe von Problemen die kritische
Belastung bestimmt.56%) Weiter behandelt Nadai die kritische Bean-
spruchung bei kreisrunden Platten.®®%) Ahnlich bestimmt Stodola®™)
die kritische Umlaufsgeschwindigkeit fiir die Transversalschwingungen
von Dampfturbinenriidern. In den letzterwihnten Féllen erhdlt man zur
Bestimmung der a, ein System von » homogenen linearen Gleichungen,
die also nur Werte von a, liefern, falls die Determinante verschwindet.

559) Hilbert, Mathem. Ann. 59 (1904), p. 161—86 u. Festschrift d. Kgl. Ges.
d. Wiss. zu Gottingen, math.-phys. Klasse, Berlin 1901.
560) Levi, Rendiconti del circolo mathematico di Palermo 22 (1906), p. 293
—360, 387—394.
561) Jager, Paris C. R. 158 (1914), p. 1160, 1161,
562) Poschl, Sitzgsb. d. Kgl. Akad. d. Wiss. zu Wien 121, II12a (1912),
p. 1235—60.
568) Mohr, Zeitschr. des Ingen.- u. Architektenvereins zu Hannover 20 (1874),
p. 509—526, 21 (1875), p. 17—38.
564) Ritz, Ann. d. Physik (4) 28 (1909), p. 737—T786.
565) Lorenz, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 57 (1913), p. 623—8623.
566) Nadas, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 58 (1914), p. 487—494, 540—550.
567) Kalihne, Grundziige der math.-phys. Akustik 2, Leipzig 1913.
568) T'imoschenko, Annales des Ponts et Chaussées (9) 15 (1913), p. 496—566,
16 (1913), p. 78—123 u. 372—412 auch die dort zitierte Literatur.
569) Hager, Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonometr,
Reihen, Berlin-Miinchen 1911 scheint ihnliche Gedanken zu verfolgen.
569%) Nadai, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 59 (1915), p. 169—174.
570) Stodola, Revue de mécanique 34 (1914), Nr. 3, p. 244—268; Schweize-
rische Bauzeitung 1914, p. 251,
Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 12
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Diese Bedingung liefert dann gerade die kleinste kritische Belastung
bzw. Umlaufszeit.

Ferner sind nach dieser Methode behandelt: die Biegung krummer,
diinnwandiger Rohre®?), die Spannung in zylindrischen Behiltern mit
verinderlicher Wandstiirke’™), in mit Versteifungsringen versehenen
Rohren®?), in rotierenden Scheiben von variabler Dicke5™), in zylin-
drischen Hiingeb6den bei unvollkommener Einspannung®™), in flachen
Kugelschalen®®), das Problem der Geschwindigkeitsverteilung in einem
Rohr mit quadratischem Querschnitt®'?) usw.

22, Experimentelle Methoden. SchlieBlich sei noch erwihnt,
daB man auch versucht hat, gewissermaBen experimentell partielle
Differentialgleichungen zu lgsen; so hat Forster®™) die Greensche

Funktion fiir die Gleichung Au = 0, in dem Fall, wo an einem Teil

. ou .
des Randes wu, == ¢,, 4, =1¢, usw., an einem anderen — = 0 ist,
cn

durch Messung elektrischer Strome bestimmt. Dabei stellt er das
Gebiet durch eine entsprechend von Leitern und Nichtleitern begrenzte
Kupfersulfatlosung dar und benutzt den bekannten Newmannschen
- Mittelwertsatz.54?)  Wieghardt5®) hat durch Ausmessen einer diinnen
deformierten elastischen Platte, eine angen#herte Losung der (leichuung
AAu fir bestimmte Randbedingungen zu finden versucht®80)%?)

571) v. Karman, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen. 55 (1911), p. 1889—1895.

572) Pischl, Armierter Beton & (1912), p. 169—175, 210—217, 828, 360,
Ppschl u. Terzaghi, Berechnung von Behiltern nach neuen analytischen und
graphischen Methoden, Berlin 1913 (80 Seiten).

578) Albenga, Atti della R. Accad. delle scienze di Torino 49 (1914), p.289—97.

574) Poschl, Zeitschr. fiir das gesamte Turbinenwesen 10 (1918), p. 70—72,
90—92.

675) Poschl, Zeitsch. d. ster. Ingen.-u. Architektenvereins 64 (1912), p. 650—52.

576) Federhofer, Sitzgsber. d. Kgl. Akad. d. Wiss. zu Wien 121, 1123
p. 2143—2161.

5177) Paschoud, Paris C. R. 159 (1914), p. 158—160.

518) Forster, Archiv fiir Elekfrotechnik 2 (1914), p. 175—81.

579) K. Wieghardt: Uber ein neues Verfahren, verwickelte Spannungsver-
teilungen in elastischen Korpern auf experimentellem Wege zu finden. Mitteilungen
des Vereins deutscher Ingenieure, Berlin 1908.

580) Auf riumliche Probleme mit Rotationssymmetrie ist diese Methode
neuerdings von Kuhlmann, Archiv fir Elektrotechnik 38 (1915), p. 203—25 fiber-
tragen.

581) Fliigel, Zeitschrift fir das gesamte Turbinenwesen 12 (1915), p. 73—77,
89—91, 100—103 bestimmt mittels eines ganz &hnlichen Verfahrens den Verlauf
der Stromung idealer Fliissigkeiten in Kreiselriidern.

(Abgeschlossen im Februar 1915.)



[1C3. NEUERE ENTWICKLUNG DER POTENTIAL-
THEORIE. KONFORME ABBILDUNG.*)

Vox
L. LICHTENSTEIN

in BERLIN.

In den siebzehn Jahren seit dem Erscheinen des Artikels ILA Tb
von H. Burkhardt und W. F. Meyer ist die Potentisltheorie durch
neue weittragende Methoden bereichert und in ihren Grundlagen be-
festigt worden. Es erschien darum notwendig, sowohl die Hauptsiitze
der allgemeinen Potentialtheorie als auch die von H. 4. Schwars,
C. Newmann und H. Poincaré begriindeten ilteren Theorien erneut
einer Besprechung zu unterziehen (zweiter und dritter Abschnitt). In
dem ersten, einleitenden Abschnitte werden, um die Wege fiir dieses
Referat und einen spéteren Artikel iiber partielle Differentialgleichungen
vom elliptischen Typus zu ebnen, die wichtigsten benutzten Begriffe,
Bezeichnungen und Abkiirzungen in einheitlicher Weise festgelegt. Die
neueren Methoden bilden neben der allgemeinen Theorie der konformen
Abbildung den Inhalt des letzten, vierten Abschnittes, sofern sie nicht,
wie die sich der linearen Integralgleichungen bedienenden Verfahren,
in dem dritten Abschnitte Platz gefunden haben.

Die im dritten und hauptsichlich im vierten Abschnitte zur Dar-
stellung gelangende konforme Abbildung gehort in den meisten Arbeiten
der #lteren Schule sowie in zahlreichen Untersuchungen der neueren Zeit
methodisch in das Gebiet der Potentialtheorie hinein. Eine eingehende
Darstellung der Potentialtheorie unter AusschluB der konformen Ab-
bildung und die Zusammenfassung dieser in einem besonderen Artikel
wiirde daher nicht gut ausfilhrbar sein. Das Referat iiber die kon-
forme Abbildung wiirde seinerseits natiirlich unvollstiindig bleiben, wollte
man die neuerdings ausgebildeten independenten funktionentheoretischen
und Kontinuititsmethoden an dieser Stelle auBer Betracht lassen. In
der vorliegenden Darstellung sind darum die verschiedenen Richtungen
tunlichst dem historischen Entwicklungsgange folgend gleichmiBig
berticksichtigt worden.

*) Fir die Mitwirkung bei der Korrektur dieses Referates und fiir verschie-
dene Verbesserungs- und Ergfinzungsvorschlige bin ich auBer der Redaktion den

Herren Bicberbach, Carathéodory, Courant, Hilb und Koebe zum gréBten Danke
verpflichtet.

Enecyklop. d. math. Wissenach, TI3 18
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I. Definitionen und Bezeichnungen.

1. Aligemeines iiber zwei- und dreidimensionale Gebiete. Se
(M) eine Punktmenge in einer schlichten (d. h. einfach bedeckten)
Ebene (in €) oder auf einem die Gesamtebene oder einen Teil dieser
nach Art einer geschlossenen Riemannschen Fliche ganz oder zum
Teil mehrfach tiberdeckenden flichenhaften Gebilde (in €,). Dieses.
kann (eine endliche Anzahl im Innern gelegener) Windungspunkte
(endlicher Ordnung) haben.!) Besteht eine allseitige Umgebung eines
Punktes P von (M) aus lauter Punkten der Menge, so ist P ein
pinnerer’ Punkt.

Eine Punktmenge (M) wird ,Gebiet“ genannt, wenn 1°) alle
ihre Punkte innere Punkte sind, 2°) zwei beliebige ihrer Punkte durch
einen geradlinigen Streckenzug (von endlicher Seitenzahl), dessen alle
Punkte der Menge angehdoren, verbunden werden konnenf) Es sei (M")

1) Die Ebene € sowie jedes im Unendlichen einfache Blatt vom €, wird
durch einen ,unendlich fernen Punkt* geschlossen gedacht. Hingen im Unend-
lichen wehrere Blitter der Fliche €, zusammen, so wird diesen ein unend-
lich ferner Punkt (Windungspunkt) zugeordnet.

2) Wir nennen also ,Gebiet“, was gelegentlich ,offenes Gebiet* genannt
wird. Die Begriffe ,,das Gebiet* und ,,das Innere des Gebietes* sind vollig in-
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die erste Ableitung von (M).5) Die Menge (M'— M) ist die Be-
grenzung oder der Rand § von 7'.%)

Hat die Entfernung der Punkte eines Gebietes von dem Koordi-
natenursprung eine endliche obere Grenze, so heift das Gebiet ,be-
schrinkt“5) Ist 7' ein beschriinktes Gebiet in €, ist ferner S sein
Rand, so wird die Punktmenge @ — (7' + S), unter @ die Gesamt-
heit der Punkte von € verstanden, das ,AuBere von T und, wenn
sie ebenfalls ein Gebiet darstellt, das , AuBengebiet’ T, von 7' ge-
nannt. Im letzteren Falle wird 7' gelegentlich als das ,Innengebiet
(T,) bezeichnet.®)

Die abgeschlossene Punktmenge 7' -+ S wird ,Bereich“ genannt.
Vgl den Artikel von L. Zorefti und A. Rosenthal Nr. 10.

In einer ganz dhnlichen Weise werden die Begriffe  Gebiet®, ,be-
schrinktes Gebiet und ,Bereich im Raume erklirt.")

haltsgleich. Das gleiche gilt von den Ausdriicken: ,ein Punkt des Gebietes T*,
»ein Punkt im Innern von T, oder noch kiirzer, ,ein Punkt in T«

Es sei bemerkt, da wir die Bezeichnung ,Kreis“ und ,Kugel“ fir dié
Kreislinie und Kugelfldche vorbehalten. Das von einem Kreise (mit C, C,, ¢,
C*, € usf. bezeichnet) begrenzte endliche Flichenstiick (in €) heift ,Kreisfliche
oder ,Kreisgebiet (entsprechend mit K, K, , K', K* & usf. bezeichnet). In ihn-
lichem Sinne sprechen wir von dem ,Kugelkorpert. Ein geschlossener, sich selbst
nicht durchschneidender geradliniger Streckenzug (von endlicher Seitenzahl) in
€ oder €, heiBt ,Polygon“. Ein von ihm begrenztes endliches oder unendliches
Gebiet nennen wir eine ,Polygonfliiche® oder ein ,.Polygongebieté. In Uber-
einstimmung mit der Definition eines Gebietes wird nirgends von Punkten ,im
Innern eines Kreises“ oder allgemeiner ,einer Kurve® gesprochen.

3) Bei der Bildung von (M’) hat man sich eine Umgebung eines jeden

unendlich fernen Punktes oder Windungspunktes durch Vermittelung einer
1 1

Funktion von der Form 7 ™(m>1) oder 2™ (m>>1) auf ein beschrinktes
schlichtes Gebiet ibertragen zu denken. AuBer wenn (M) aus der Gesamtheit
der Punkte der Ebene € oder einer geschlossenen Riemannschen Fliche R
besteht (geschlossenes Gebiet), ist (M) von (M) verschieden.

4) Auch unendlich ferne Punkte konnen zum Rande eines Gebietes gehoren.
Windungspunkte am Rande werden nur bei Betrachtung der konformen Abbil-
dung von Kreispolygonfisichen (Nr. 25) eingefiihrt. Sie bleiben tm wbrigen aus-
geschlossen. Ein Gebiet in €, €, oder im Raume wird im folgenden in der
Regel mit 7, T,, T, T*, 6 u. dgl, sein Rand entsprechend mit S, 8, 8, 8*,
2 u. dgl. bezeichnet.

5) Dies entspricht ganz dem allgemeinen Begriff ciner beschriankten Punkt-
menge.

6) Allgemeiner sprechen wir, wenn © — (T --§) in eine endliche Anzahl
von Gebieten zerfillt, von den zu T gehdrigen AuBengebisten. Eins von diesén
enthilt den unendlich fernen Punkt.

7 Auch den Raum denken wir uns durch einen unendlich fernen Punkt
geschlosser Raumverzweigungen werden im allgemeinen nicht zugelassen.
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Wir sagen, eine REigenschaft gelte ,in 7 (auch ,im Innern
von T*), wenn sie in allen Punkten von 7' gilt. Soll die Berandung S
mit einbezogen werden, so sagen wir, die betrachtete Eigenschaft
gelte ,in T und auf S* (auch ,im Innern und auf dem Rande von 7%),
kiirzer ,in T -+ S% oder ,im Bereiche 74 S“ Ist ein Bereich
T, + 8, in T gelegen, so besteht S, aus lauter Punkten von 7. Ist
dagegen ein Gebiet 7', in 7' enthalten, so kann S, Punkte mit S ge-
meinsam haben.

Ein Gebiet in €, heiBt (nach P. Koebe) ,schlichtartig”, wenn es
durch jedes in ihm gelegene Polygon zerstiickelt wird.

Ein schlichtes oder schlichtartiges berandetes Gebiet wird ,p-fach
zusammenhéngend“ genannt, wenn sein Rand aus p ,Komponenten
besteht.?)*) Ist die Anzahl der Randkomponenten unendlich, so heiBt
T ,unendlichvielfach zusammenhiingend.“?)

Sei T ein nicht schlichtartiges berandetes Gebiet in &, , das
durch ¢ + 1 (g > 1) einander nicht schneidende Polygone allemal zer-
stiickelt wird, wihrend es ein System!%) von ¢ Polygonen gibt, das
T nicht zerstiickelt. Ist p die Anzahl der Randkomponenten von 7,
50 nemnen wir 7. .. ,(p -+ 2¢)fach zusammenhingend“?)

2. Spezielle Klassen ebener und rdumlicher Gebiete. Unter
einer ,einfachen Kurve in €“ verstehen wir eine Punktmenge, die,
durch stereographische Projektion auf eine Kugel iibertragen, umkehr-
bar eindeutig und stetig auf den Einheitskreis C abgebildet werden
kann. Bie wird, wenn sie beschrinkt ist, ,Jordansche Kurve“ genannt;
das von ihr begrenzte beschrinkte Gebiet heiBt ,Jordansches Gebiet*.
Die Koordinaten # und y der Punkte einer Jordanschen Kurve lassen
sich als stetige Funktionen der Bogenlinge ¢ von C mit der Periode
27z darstellen. Kin zusammenhingender, mehr als einen Punkt ent-
haltender Teil einer Jordanschen Kurve wird ,Jordansches Kurven-
stiick” genannt. Eine ,einfache Kurve in &,“ heiBt eine Punktmenge
in €,, die folgende Eigenschaften hat: 1. Sie kann, auf eine ganz
oder teilweise mehrfach iberdeckte Kugel tibertragen, umkehrbar
eindeutig und stetig auf C abgebildet werden. 2. Sie enthilt
keinen Windungspunkt. 3. Sie kann aus einer endlichen Anzahl an-

8) Vgl. F. Hausdorff, Grundzige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 351 ff.
An der bezeichneten Stelle ist nur von beschriinkten Gebieten in € die Rede. Bei
nicht beschrinkten Gebieten ist die Vorschrift der FuBnote %) zu beachten.

9) ,Mehrfach zusammenhiéngende“ Gebiete haben eine endliche Zusammen-
hangszahl > 1.

10) Und darum auch unendlichviele Systeme.
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einandergereihter Stiicke einfacher Kurven in € zusammengesetzt
werden.t)

Sei S eine rektifizierbare Jordansche Kurve. Die von einem
willkiirlichen Anfangspunkte ab gemessene Liinge eines Bogens der Kurve
wird in der Regel mit §'%) bezeichnet. Sein Endpunkt wird ebenfalls
s genannt. Den wachsenden s soll der positive Umlaufssinn des von
S begrenzten beschrinkten Gebietes 7' entsprechen: dieses bleibt
dabei links liegen. AuBer hichstens in einer Menge von Punkten vom
Lebesqueschen MaBe Null, hat S eine bestimmte Tangente.!’®) Ist in
s eine Normale vorhanden, so wird diese, in das Innere von T ge-
richtel, mit (n), oder, wenn der FuBpunkt hervorgehoben werden soll,
mit (n,) bezeichnet.

Auf S moge eine stetige Folge reeller Werte gegeben sein.
Als Funktion der Bogenlinge betrachtet, sei diese mit ¢(s) be-
zeichnet. Offenbar ist ¢(l) = @(0), unter [ die Linge von § ver-
standen.')

Die vorstehenden Festsetzungen werden in leicht ersichtlicher
Weise auf ein mehrfach zusammenhiingendes, von lauter beschrink-
ten rektifizierbaren einfachen Kurven in € oder €, begrenztes Ge-
biet iibertragen.t) So wird z. B. in naheliegender Abkiirzung fiir die
Gesamtheit der auf den einzelnen Komponenten von S gegebenen ste-
tigen Wertfolgen die Bezeichnung ¢(s) gebraucht.

Im #hnlichen Sinne werden wir allgemeiner etwa von einer auf
S gegebenen (micht notwendig beschriinkten) integrierbaren'®) Funk-
tion g(s) sprechen.

Sei & eine beschrinkte rektifizierbare einfache Kurve in € oder
€, Ihre Gleichungen mogen

r=2xz(8), y=y®), @6 + ) = 2@, y6 + ) = y®)
heiflen, unter § die Bogenlinge verstanden. Sind die Funktionen Z—g, g—g

stetig, so sagen wir, © habe eine stetige Tangente oder gehore der
Klagse 4 an.16)

11) Beschrinkte einfache Kurven (insbesondere Jordansche Kurven) bilden
in dem folgenden die Regel.

12) Nach Bedarf auch mit ¢ oder o.

13) H. Lebesgue, Legons sur I'intégration et la recherche des fonctions pri-
mitives, Paris 1904, p. 125—129.

14) LiBt man beliebige reelle Werte der Bogenlinge zu (entsprechend
wiederholten Umliufen um §), so wird ¢(s) eine periodische Funktion mit der
Periode 1.

16) Im tblichen Sinne oder nach Lebesgue.

16) Sei & eine Kurve der Klasse 4 in €, P ein Punkt auf &, (n) die Normale
in P. Es laBt sich ein Wert 6 > 0 angeben, so daB derjenige Teil von &, der
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© kann in eine endliche Anzahl von Stiicken zerlegt werden, so
daB in einem jeden entweder y eine eindeutige Funktion von z ist,
die eine stetige Ableitung hat, oder  eine ebensolche Funktion von
y darstellt.

i
Sind auch noch d 7557 Z 3 vorhanden und stetig, so sagen wir,

S sei stetig gekriimmt oder gehdre der Klasse B an")

Gehoren alle Komponenten des Randes eines einfach oder mehr-
tach zusammenhingenden Gebietes in € oder €, der Klasse 4, B
oder B’ an, so heiBt dieses ein Gebiet der Klasse 4, B oder B’.%)

Erfiillt die Kurve © der Klasse 4 eine Beziehung der Form
6 < 8A% 0 < 2 < 1 (0 konstant), so gehort sie der Klasse Ak an.

. . dx dy . . .
Die Ableitungen ==, == geniigen Ungleichheiten von der Form

L d d L . d . ]
172G+ — za®) |, 76+ ) — 596 | <R[,
(0, konstant).

d*z diy

7377 gaeo SO ordnen wir & der

Gelten analoge Beziehungen fiir

Klasse Bh zu.
Einen abgeschlossenen, doppelpunktlosen (Windungspunkte nicht
enthaltenden) Bogen einer (reellen) analytischen Linie in € oder €,

im Innern der Kreisfliche vom Halbmesser ¢ um P enthalten ist, von einer jeden
zu (n) parallelen Geraden in einem und nur einem Punkte geschnitten wird,
und zwar, wie auch P auf & gewihlt sein mag. Vgl. E. Goursat, loc. cit. 20)
und L. Lichtenstein, Jahresber. der Deutschen Math. Ver. 21 (1912), p. 167—173.

17) Gelegentlich werden in der Potentialtheorie (beschrinkte) Kurven & mit
stetiger Tangente (in ) betrachtet, die so beschaffen sind, da8, unter A die léings
© gemessene Entfernung zweier Punkte der Kurve, 6 den von den zugehdrigen
Innennormalen eingeschlossenen Winkel, 8° eine geeignete Konstante verstanden,
@< d&’A ist. AuBer hochstens in einer Punktmenge (N) vom Lebesgueschen

2
MaBe Null, sind [%f, c‘lZ g‘é vorhanden. In den Punkten der Menge & — (V) hat
© eine bestimmte Kriimmung k¥ <d'. Kurven dieser Art werden wir als Kurven
der Klasse B’ (in €) bezeichnen. Eine einfache Kurve in €, gehtrt der Klasse
B’ an, wenn sie sich in eine endliche Anzahl aneinandergereihter Stiicke von
Kurven der Klasse B’ in € zerlegen liaBt. Dieser Klasse gehoren insbesondere
Kurven mit stetiger Tangente an, die eine beschréinkte (nicht notwendig stetige)
Kriimmung haben.

Sei © eine Kurve der Klasse B oder B’ in @, P ein Punkt auf ©. Es laBt
sich ein Wert §” >> 0 angeben, so daf jeder Kreis um P vom Halbmesser < 4"
dié Kurve in zwei Punkten trifft, dies zwar, wie auch P auf & gewiihlt sein
mag. (Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. 16.) Dort werden Kurven der Klasse B in €
betrachtet.)

Diese sowie die in der FuBnote 16) angegebene Eigenschaft der Kurven
der Klasse B’ werden manchmal als besondere Voraussetzungen eingefiihrt.
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nennen wir regulir, wenn er singularitdtenfrei ist. Er 1Bt sich iiber
seine beiden Fndpunkte analytisch fortsetzen.

Sind alle Randkomponenten eines einfach oder mehrfach zusam-
menhiingenden Gebietes in € oder €, (geschlossene) analytische und
regulire Linien, so soll dieses ein Gebiet der Klasse C' heifen. Der
Klasse D(L oder M) wird ein Gebiet in € oder €, zugeordnet,
wenn es vom endlichen Zusammenhang ist und wenn jede Komponente
des Randes aus einer endlichen Anzahl Stiicke analytischer und re-
‘gulirer Linien (oder statt dessen der Kurven der Klasse A oder B)
besteht, die Ecken oder nach innen gerichtete Spitzen einschliefen.
Die von je zwei Nachbarseiten eingeschlossenen Winkel sind somit
>0 und < 2x. Liegen auch nach auBen gerichtete Spitzen vor, so
sprechen wir von einem Gebiete der Klasse E(N oder €).'%)

Es sei jetzt S eine (geschlossene) Jordansche Fliche, die
folgende Eigenschaften hat: Man kann eine endliche Anzahl zu-
sammenhéingender Stiicke X,,... 2  von S angeben, so daB jeder
Punkt der Fléche dem Innern von mindestens einem X, ange-
hort.”) Von einem jeden Teilgebiete X, wird angenommen, daB es
durch Vermittelung einer Transformation 2 = z,(v, ©), y = y,(v, ®),
2=z(v, w), unter x,4, 7 (k=1,...m) gewisse nebst ibren par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Funktionen verstanden,
umkehrbar eindeutig auf ein ebenes Gebiet bezogen werden kann.

Line weitere Voraussetzung ist, daB die Jacobischen Determinanten

a:z‘:’;’;,), z“)g é‘:’;’ ‘;’) , agtg’w (;) nicht gleichzeitig verschwinden. Die Fliche S

kann in eine endliche Anzahl Teile zerlegt werden, so daB in einem
jeden entweder # als eine eindeutige, nebst ihren partiellen Ableitungen
erster Ordnung stetige Funktion von z und y, oder etwa y als eben-
solche Funktion von z und 2 dargestellt werden kann. Die Fliche §
bezeichnen wir als eine Fliche der Klasse 4. Sie hat augenschein-
lich eine stetige Tangentialebene.

Haben die vorhin eingefiihrten Funktionen z,, y,, 2, (A = 1,...m
auch noch stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung, so sprechen
wir von einer Fliche der Klasse B.20)

Gelegentlich werden Flichen der Klasse 4 betrachtet, die so be-
schaffen sind, daB, wenn A die geradlinige Entfernung zweier Punkte

18) Es sei darauf hingewiesen, daB bei den vorhin betrachteten Klassen
on Gebieten punktférmige Randkomponenten ausgeschlossen sind.

19) ,Dachziegelartige Uberdeckung von S durch 3, (k=1,...m).

20) Der in der FuBnote 16) angegebene Satz gilt mutatis mutandis im
Raume (vgl. K. Gowrsat, Bull. de la Soc. math. de France 38 (1910), p. 139—144).
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der Fliche, 6 den von den zugehbrigen Normalen eingeschlossenen
Winkel bezeichnet, 6 < d,A (9, konstant) ist. Flichen dieser Art
ordnen wir der Klasse B’ zu. G@ilt statt 6 << J,A eine Beziehung
der Form 6 < 8,8, 0 < 4 <1(, konstant), so wird § der Klasse
Ah zugeordnet. Die Funktionen ,,y,,2, (k=1,...m) kénnen so

gewshlt werden, daB 0z, 0o

S Fer Beziechungen von der Form

Latlo+0)— Lm0 <o (l+V
geniigen. Konnen z,, y,, 2, so gewihlt werden, daB sie stetige partielle
Ableitungen zweiter Ordnung haben, die der soeben hingeschriebenen
Ungleichheit analoge Beziehungen erfiillen, so gehort S der Klasse
Bh an.

Flichen der Klasse A, die analytisch und regulir sind, ordnen
wir der Klasse C zu. Die Funktionen z,, y,, 2, (k =1,... m) kdnnen
hier analytisch und regulir angenommen werden.

Besteht der Rand eines dreidimensionalen Gebietes I' aus einer
endlichen Anzahl Komponenten, die siimtlich Flichen der Klasse
A(B, B, Ak oder Bh) sind, so soll T ein Gebiet der Klasse
A(B, B, Ak oder Bh) heifen. Sind alle Komponenten Flichen der
Klasse C, so wird 7 der Klasse C zugeordnet. Besteht jede Rand-
komponente aus einer endlichen Anzahl einander nirgends berithrender
Stiicke der Flichen der Klasse C, so soll 7' der Klasse D angehdren.
Die Begrenzung S hat in diesem Falle eine endliche Anzahl Kanten
und riumlicher Bcken. In diesen liuft allemal eine endliche Anzahl
Flichensticke zusammen; die Flichenwinkel sind simtlich von Null
verschieden. Sind unter sonst gleichen Bedingungen die einzelnen Be-
standteile jeder Randkemponente Flichenstiicke der Klasse 4h, so
sollen S und 7 der Klasse Lh angehéren.??)

In Verallgemeinerung der durch stereographische Projektion von
G auf eine Riemannsche Kugel gewonnenen Gebiete werden zwei-
dimensionale iiber einer beliebigen®?) Fliche der Klasse Ah ausge-
breitete Gebiete eingefithrt. Auch kann man der Betrachtung Flichen
der Klasse D, allgemeiner Flichen, die eine derartige dachziegelartige
Uberdeckung zulassen, daB jedes der iiberdeckenden Flichenstiicke auf
ein Gebiet in § konform abgebildet werden kann (Nr. 24e), zugrunde
legen. Dies trifft z. B. bei Flichen zu, die aus einer endlichen Anzahl
Stiicke der Klasse C bestehen, wobei, im Gegensatz zu der vorhin

)* (6, konstant)

21) Im Gegensatz zu zweidimensionalen Gebieten werden hier (ebenso wie
bei Gebieten der Klasse D) Randstiicke, die ejnander beriihren, nicht zugelaasen.
29) Gelegentlich ganz oder teilweise mehrfach iiberdeckten.
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eingefithrten Festsetzung, einzelne Teile einander lings in sich zuriick-
laufender Kanten berihren konnen.2) Von hier aus gelangt man
naturgemdB zu iiber € oder €, ausgebreiteten Gebieten mit endlich
vielen ,Riickkehrfalten® sowie zu Gebieten, die sich iiber die beiden
Seiten von € (E,,) erstrecken.?) Als regulatives Prinzip bei dieser und
dbnlichen Verallgemeinerungen erscheint wieder die Forderung, daB
sich 7' von einer endlichen Anzahl Gebiete (in €, €, , €% &%) dach-
ziegelartic iiberdecken liBt, die sich einzeln auf schlichte Gebiete
konform abbilden lassen (Nr. 24e). KEs steht so beispielsweise nichts
im Wege, Gebiete iiber den einseitigen Flichen®) zu betrachten.

Fir viele funktionentheoretische Fragen, insbesondere in der
Theorie der algebraischen Funktionen, sind geschlossene Flichen, etwa
der Klasse Ah oder D von besonderer Wichtigkeit.

In der Ebene der komplexen Variablen 2 sei ein einfach zusam-
menhingendes Gebiet ® gegeben, dessen Rand X aus einer endlichen
Anzah] Stiicke analytischer und regulirer Kurven besteht (Gebiet der
Klasse E). Die einzelnen Seiten der Berandung seien in geeigneter
Reihenfolge durch analytische und regulire Substitutionen 4,,..., 4,
paarweise einander zugeordnet. Die Reihenfolge sei so gewihlt, daB,
wenn man die zusammengehdrigen Seitenpaare nach einer Faltung
der Ebene zusammenheftet, sich eine geschlossene Fliche im Raume
ergibt. Iir eine jede in ® 4+ ¥, mit etwaiger Ausnahme der Ecken
und Spitzen sowie mjglicherweise einer endlichen Anzahl weiterer
Punkte, regulidre analytische Funktion, die in den zusammengehdorigen
Punktepaaren des Randes dieselben Werte annimmt, hat @ den Cha-
rakter eines ,ideal” geschlossenen Gebietes, d. h. eines Gebietes ohne
Rand. Die einzelnen Seitenpaare von X sind durch die Substitutionen
4yy..., A4, ,ideal” miteinander verbunden.?**) Der Begriff eines ideal
geschlossenen Gebietes ist fiir den allmihlichen Ausbau des Begriffes
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit von groSer Wichtigkeit gewesen.

23) In réumlichen Ecken sollen sich diese Flichen jedoch wie Flichen der
Klasse D verhalten.

24) Die beiden Seiten der Fliche hingen lings einer endlichen Anzahl ein-
facher Kurven oder Kurvenstiicke zusammen. Gebiete dieser Art werden wir der
Einfachheit halber kiinftig als Gebiete in €* oder €% bezeichnen.

25) Z. B. dem M¢biusschen Bande, Werke, II, p. 484—485 und p. 519—521
(Vgl. auch H. Weyl, die Idee der Riemannschen Fliche, Leipzig 1913, p. 26—27.)

25%) Flichenstiicke, die durch analytische Substitutionen ideal verbunden
sind und in einer Ebene liegen oder auf Polyedern ausgebreitet sind, die aus
Sticken von Ebenen und Kugelflichen bestehen, kommen schon bei H. 4.
Schwarz vor. Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, 2, p. 161. 8. ferner
R. Dedekind, J. £. Math. 83 (1877), p. 274. — Spezielle ideal geschlossene Gebiete
in €, hat noch friiher Riemann betrachtet. (Vgl. die Fufinote 25%)
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F. Klein, der seit 1878 als erster ,ideal“ geschlossene Gebiete syste-
matisch betrachtete, spricht von einem ,Fundamentalbereich®. (Vgl.
R. Fricke, 11 B 4 Nr. 14.)®*") Die ideal geschlossenen Gebiete, von denen
das vorhin betrachtete Gebiet nur ein Beispiel darstellt, sind namentlich
in der Theorie der automorphen Funktionen und der linearen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung von grundlegender Bedeutung.
Dort werden die verbindenden Substitutionen durch lineare gebrochene
Funktionen vermittelt.?®)®?)

25%) Siehe F. Klein, a) Neue Beitrige zur Riemannschen Funktionentheorie,
Math. Ann. 21 (1883), p. 141—218 passim., insbes. p. 141—155 sowie die vor-
liufigen Mitteilungen: b) Math. Ann. 19 (1882), p. 159—160; c) a. a. O. p. 565
bis 568; d) Math. Ann. 20 (1882), p. 49—51. Man vergleiche ferner e) #. Klein,
Riemannsche Flichen, und die vorbereitenden Awusfiihrungen in der Schrift
t) Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale,
Leipzig 1882, insbes. p. 61—68. Von grofer Wichtigkeit ist die in der zuletzt
genannten Schrift p. 72 — 82 angebahnte Betrachtung symmetrischer Flachen.
Nach H. A. Schwarz kann man jedes berandete Gebiet 7' (etwa der Klasse C
in @) zu einer geschlossenen Fliche erweitern. Man schlieBt an 7' das Gebiet 7"
an, das aus der Gesamtheit der Punkie besteht, die auf der Riickseite von I’
liegen. Das Gebiet T'- T - § ist geschlossen und symmetrisch. Vgl. F. Klein,
loe. cit. ) p. 79.

In der Hauptarbeit a) finden sich p. 149 — 151 weitere spezielle Beispiele
ideal geschlossener Gebiete, darunter 1. die ,Riemannsche Parallelogrammfigurt
(vgl. B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke und wissensghaftlicher
NachlaB, 2. Aufl. 1892, Theorie der dbelschen Funktionen, Nr. 12, p. 119—122)
und 2. das von 2p-Kurven der Klasse C begrenzte 2p-fach zusammenhiéingende
Gebiet (der Klasse C) in €. (In dem besonderen Falle, wenn die Begrenzung
aus lauter Kreisen bestebt, sind diese Gebiete zuerst von F'. Schottky, J. f. Math.
83 (1877), p. 300—3561, betrachtet worden.) Weitere Ausfilhrungen und Ergiin-
zungen gibt F. Klein in der Abhandlung, Uber den Begriff des funktionen-
theoretischen Fundamentalbereiches, Math. Ann, 40 (1891), p. 180—139. Der
Begriff (auch der Name) eines Fundamentalpolygons ist iibrigens von Klein schon
einige Jahre vor dem Erscheinen der an erster Stelle zitierten Hauptarbeit ein-
gefiithrt worden. Man vgl. F. Klein, Math. Ann. 14 (1879), p. 111—172.

26°¢) Ein Fundamentalbereich @ braucht keineswegs stets iiber einer schlich-
ten Ebene ausgebreitet zu sein. Es kinnen Verzweigungspunkte in @, in den
Ecken der Randkurve sowie in Punkien, die bei beliebig oft wiederholter An-
wendung der Grundsubstitutionen nicht erreicht werden, vorliegen.

259 F. Klein hat als erster frei im Raume gelegene geschlossene Flichen
als ,,Riemannsche Flichen‘ aufgefaBt und der Theorie der algebraischen Funk-
tionen zugrunde gelegt. (Vgl. F. Klein, loc. cit. 257) f).) Den ersten AnstoB
zu dieser Auffassung hat eine gelegentliche Bemerkung von F. Prym (1874) ge-
geben (vgl. F. Klein, loc. cit. 25%) f) p. IV). Schon friihzeitig hat Klein den
Begriff einer Riemannschen Fliche wesentlich verallgemeinert. Vgl. F. Klein,
Math. Ann. 7 (1874), p. 868—566; 10 (1876), p. 398—446 sowie loc. cit. 25%) a)
p. 146—149 und p. 1683—155; f) p. 61—63, ferner F. Klein, Riemannsche Fli-
chen, Wintersemester, zweiter Teil Ia B. Siehe auch die Ausfihrungen des
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3. Ortsfunktionen.®) Sei 7' irgendein beschrinktes Gebiet in
€(€,) oder im Raume, T* ein Gebiet, das T 4 S enthilt. Auf S
sel eine beliebige stetige Wertfolge gegeben. Nach H. Lebesgue kann
man (in unendlich mannigfaltiger Weise) eing in T* stetige Funktion
bestimmen, die auf S die nimlichen Werte annimmt.??) Ist S eine
einfache Kurve, so kann man die Randwerte auf den Einheitskreis C
verpflanzen. Man erhiilt so, unter ¢ die Bogenlinge auf C verstanden,
eine stetige Funktion f(f) mit der Periode 2x. Ist die durch Ver-
pllanzung gewonnene Funktion f(f) abteilungsweise stetig, so wollen
wir auch die Randfunktion abteilungsweise stetig nennen.?®) Eine in
einem ebenen oder riumlichen Bereiche 7'4 S der Klasse C*) er-
klirte Funktion F nennen wir abteilungsweise stetig, wenn sich T 4 §
in eine endliche Anzahl Bereiche zerlegen liBt, so daB i je-
dem von diesen F nach Festsetzung geeigneter Randwerte zu einer
stetigen Funktion wird. Eine in einem belichigen Gebiete T%) er-
klirte Funktion nennen wir abteilungsweise stetig, wenn sie in jedem
in T’ enthaltenen Bereiche der Klasse (' abteilungsweise stetig ist. Sie
heiBt beschriinkt, wenn ihr absoluter Betrag unterhalb einer endlichen
Schranke liegt.

Zur Vereinfachung werden bei Ortsfunktionen von zwei oder drei
unabhiingigen Variablen, wenn es auf die Richtung, in bezug auf die
differentiiert wird, nicht ankommt, partielle Ableitungen erster und
zweiter Ordnung kiinftig mit D, und D, bezeichnet.

Es sei f(x,y) eine in einem beschrinkten Bereiche 7' S der
Klasse A4 in € erklirte Funktion. Ist

Textes iiber Fundamentalbereiche und die FuBnote 25°). Bei Klein handelt es
sich immer nur um geschlossene Gebiete. Durch Randsubstitutionen verbundene;
Flachenstticke kommen als Bestandteile nicht geschlossener Gebiete allgemeiner
Natur (Nr. 4) wohl erst bei Koebe vor. Vgl. P. Koebe, Gots. Nachr. 1908, p. 337
bis 358 (p. 338—339, FuBnote). Uber die Entwicklung des Begriffes einer all-
gemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit siehe H. Weyl, Die Idee der Riemann-~
schen Fliche, Vorwort sowie p. 1—68, insbes. p. 34—36, Man vergleiche hieran
Nr. 4, insbes. die FuBnote 43) sowie die Ausfihrungen der Nr. 47 p. 359—360.

26) In diesem Abschnitte ist ausschlieflich von reellen Funktionen die Rede.
Wenn nicht das Gegenteil ansdriicklich vermerkt wird, sind diese eindeutig erklart.

27) H. Lebesgue, Rend. del Circ. mat. di Palermo 24 (1907), p. 371—402
{p. 379—380]. Dort werden Gebiete in € betrachtet.

28) Diese Festsetzung 148t sich in leicht ersichtlicher Weise auf mehrfach
zusammenh@ngende Gebiete in € oder §,, tbertragen, deren Randkomponenten
lauter einfache Kurven sind.

29) Mit AusschluB einer endlichen Anzahl Stiicke von Kurven (Flichen) der
Klasse C.

30) Mit AusschluB abzithlbar vielen Stiicken von Kurven (Flichen) der
Klasse C, die sich nur am Rande hiiufen konnen.
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[ (@, 91) — f(@s, 43) | < €,0%,0<2<1, 0F, = (7, — 5,0 + (9, — y5)*
(¢, konstant),

unter (z,,y,), (45, ys) zwei Punkte in 7' S verstanden, so sagen
wir, f(#,y) geniige in 7' - S einer Hilderschen, kiirzer einer H-Be-
dingung (auch einer H-Bedingung mit dem Exponenten 1). Die vor-
stehende Ungleichheit ist, wie leicht ersichtlich, einer Ungleichheit

|f@+ b,y + he) — F@9)|[<a{l by |4 | ha |} (¢, konstant)
dquivalent. Gilt diese Beziehung fiir einen bestimmten Wert des Ex-
ponenten 4, so gilt sie (nétigenfalls nach einer Anderung des kon-
stanten Faktors) fiir alle kleineren positiven 4.

Eine Funktion f(z,y) geniigt in 7 einer H-Bedingung mit dem
Exponenten 1, wenn sie diese in jedem Bereiche 7” - S in T erfiillt.
Konvergiert 7° gegen 7', so kann ¢, dabei iiber alle Grenzen wachsen.?!)

Ganz analoge Festsetzungen wollen wir bei Funktionen mit drei
unabhiingigen Variablen treffen.??)

Es sei T ein beschrinktes einfach oder mehrfach zusammenhin-
gendes Gebiet in € und (7, y) ein Punkt in 7'; f(x, y) sei eine in T’
und auf § stetige Funktion, die partiellen Ableitungen D, f seien in
T stetig. Die partielle Ableitung in einer Richtung (), die mit der
x-Achse einen Winkel « einschlieBt, hat den Wert

g—’; = a% cose + 365 sin .
Es sei jetzt s ein Punkt auf S in dem S eine bestimmte Tangente
oder zwei getreunte Tangenten (eine Ecke) hat. Konvergiert 581— (=, y)

bei der Annéherung an s lings einer beliebigen S in s nicht beriih-
renden Geraden G' in T gegen einen bestimmten endlichen, von G
unabhingigen Grenzwert, und zwar auf jeder abgeschlossenen Menge

der Geraden G gleichmiBig, so sagén wir, in s sei die partielle Ab-
leitung a—g——(ls) vorhanden.?)

31) LaBt sich im Gegensatz hierzu fiir ¢, eine obere Schranke angeben,
so geniigt, zu mindest wenn 7' der Klasse C' angehdrt, f(x,y) in T4 S einer
‘H-Bedingung mit dem Exponenten 1. Vgl. Ch. H. Muintz, Journ. f. Math. 139
(1910), p. 5—32 [p. 8—9]. Dort wird ein Kreisbereich betrachiet.

32) Die zuletzt betrachteten Ungleichheiten sind in die Potentialtheorie von
O. Holder eingefiihrt worden (vgl. 0. Hilder, Beitriige zur Potentialtheorie, Stutt-
gart 1882). In der Theorie der trigonometrischen Reihen einer Verinderlichen
ist eine analoge Beziehung bereits friher von R. Lipschitz betrachtet worden.
Der Einfachheit halber werden wir uns auch bei Funktionen einer Variablen der
abkiirzenden Bezeichnung einer H-Bedingung bedienen.

33) Diese ist, was kiinftig nicht besonders hervorgehoben werden soll, endlich.
Um MiBverstindnisse zu vermeiden, sei bei dieser Gelegenheit bemerkt, daf im
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Es sei T' ein beschrinktes Gebiet der Klasse 4 und es sei etwa
a;—:) fir alle s auf S vorhanden, es mdge ferner a% f(z, y) sich seinem
Grenzwerte auf S gleichméBig nihern. Eine Funktion, die in T
gleich 2 f(z, y), auf § gleich 21 iat, ist in dem Bereiche T 4 S
stetig. Wird im folgenden von einer Funktion f(z,y) behauptet, sie
sei in 7'+ S nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig,
so besagt dies, daB sich : und %M) wie vorhin auseinandergesetzt
verhalten. Es geniigt hierzu, daB die partiellen Ableitungen 3%: f(z, 9

d %f(a:, y) bei der Anniherung an den Rand lings der Normalen
an § gleichm#Big konvergieren.

Es sei wie vorhin 7 ein beschriinktes einfach oder mehrfach zu-
sammenhiéngendes Gebiet in € und es moge S in s eine bestimmte Tan-
gente haben. Es sei (z,y) ein Punkt in T auf (n); seine Ent-

fernung von s sei gleich 1. Unter der Ableitung der Funktion f(z,y)
in der Richtung der Innenmormale (m) in s, kiirzer der ,Normalshlei-

tung®, mit 8£ , ags), auch —a%f bezeichnet, verstehen wir den als vor-

handen vorausgesetzten Grenzwert lim ai” f(z,y). Wie leicht ersicht-

liCh, ist af(s) == lim %2 ¥} —1 flz, .'l) f(")

on h=0

Es sei 7' ein beschrinktes Gebiet der Klasse 4 in € und f(x, y) eine
in T und auf S stetige Funktion, die in 7' stetige partielle Ableitun-
gen erster Ordnung hat. Wir sagen, f(z, y) habe eine auf S ,stetige

Normalableitung®, wenn Z/** af () existiert und f(z', Y) gegen —_° f() gleich-
of(s) af(8)
¥ nicht

méBig konvergiert. Dxes kann eintreten, auch wenn
vorhanden sind.

Es sei 7' insbesondere einfach zusammenhingend. Wir werden
gelegentlich neben in 7'+ S erklirten stetigen Funktionen weitere
Funktionen zu betrachten haben, die in dem AuBengebiete 7', mit
Einschluf des Randes und hochstens mit Ausnahme des unendlich
fernen Punktes stetig sind. Die Randwerte werden dann entsprechend

folgenden von Bezeichnungen wie lim 4, = -} o, lim f(z) = 4 o u. dgl. kein
n=0 r=4+o

Gebrauch gemacht wird. Ist ein Gremzwert vorhanden, so ist damit zugleich
ausgesagt, daB er auch endlich ist.
84) Und darum tberhaupt alle D, f.
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etwa mit f(s+) und f(s~), die Werte der Norm alableitungen, falls diese
vorhanden sind, mit 5% f(sh), a% f(s~) bezeichnet.®)

Analoge Festsetzungen gelten fiir Gebiete auf €, und im
Raume.*)

4. Allgemeines tiber unendlichvielbliéittrige schlichtartige Ge-
biete, Eine Folge von Gebieten T,(n =1, 2,...) der Klasse D (all-
gemeiner etwa der Klasse E oder ¢) in € oder €, heiBt ,ineinander-
geschachtelt, T, < T, < Ty <---, wenn T, fiir alle # in T, , liegt,
wihrend es Punkte von 7, , gibt, die in 7, nicht enthalten sind;
T, und 7, , kénnen Teile des Randes gemeinsam haben. Ist dies
fiir keinen Wert von s der Fall, so sind die Gebiete im ,engeren
Sinne ineinandergeschachtelt®.

Jedes Gebiet T in € oder €,, das mindestens einen Randpunkt

hat, kann als Limes einer Folge ineinandergeschachtelter Gebiete
T,(n=1,2,...) der Klasse (' dargestellt werden. Jeder Bereich in T'
ist von einem gewissen » an in allen 7, enthalten.’”)%)

Es sei T, < Ty < T3 < --- eine Folge ineinandergeschachtelter Ge-
biete in &, , deren Blitterzahl mit #n ins Unendliche wiichst.?®)

Wir sagen, die Folge 7,(n=1,2,...) definiert eine (unendlich-
vielblittrige) Punktmannigfaltigkeit T — lim 7', die aus der Geesamt-

356) Es gilt dabei die Definitionsgleichung -a—%f(s“ = lim 9(’7')"(:0, v), unter
h=0
g; die Ableitung in der Richtung der Imnenmormale, h die Entfernung des
Punktes (x,y) auf (n) in T, von s verstanden.
36) Die Umgebung eines jeden unendlich fernen Punktes oder Windungs-
1

punktes bat man sich durch Vermittelung einer Funktion von der Form P (m=>1)
1

oder z;‘—(m> 1) auf die Fléche eines Kreises dbertragen-zu denken.
87) Ist d, das Maximum des Abstandes eines Randpunktes des Gebietes T,
von §, so ist limd, = 0. Vgl.z.B. W, 8. Osgood, Fanktionentheorie, p. 156—158.
% =60

38) Gebiete 7, (n==1,2,...) kann man {ibrigens im engeren Sinne inein-
andergeschachtelt whhlen. Uber den allgemeineren Begriff des ,Kernes“ einer
Folge von Gebieten vergleiche bei C. Carathéodory, loc. cit. 677) (Nr. 47).

89) Auch die Zahl der Windungspunkte in 7, oder der Hichstwert ihrer
Ordnung (oder auch beides) kinnen mit » zugleich unendlich werden. Folgen
ineinander geschachtelter Gebiete T, < T, <C---, die so beschaffen sind, daB
die Blatterzahl von 7, fiir alle » unterhalb einer festen Schranke liegt, wiih-
rend die Zahl der Windungspunkte fiir » = 0o unendlich wird, werden, da sie bei
schlichtartigen Gebieten nicht vorkommen, an dieser Stelle nicht niher betrachtet.
Das Gebiet ¥ =lim T, hat in diesem Falle eine endliche Anszahl von Blittern,

N==00
Jedoch unendlichviele Windungspunkte (endlicher Ordnung).
Encyklop, d. math. Wissensch. I3 14



194 1 C3. L. Lichtenstein. Potentialtheorie. Konforme Abbildung.

heit der Punkte besteht, die fiir ein (und darum unendlichviele) » in
einem Gebiete der Folge enthalten sind. Die Folgen 7, < T,< - - -
und T < 7Ty <<--. definieren dieselbe Mannigfaltigkeit T, wenn
jedem n ein #¥, jedem v ein »* zugeordnet werden kann, so daB 7,
in To» und 7', in 7, enthalten ist. Alle Punkte von ¥ sind innere
Punkte der Mannigfaltigkeit. Zwei Punkte von ¥ konnen durch einen
geradlinigen Streckenzug von endlicher Seitenzahl, dessen simtliche
Punkte der Mannigfaltigkeit angehdren, verbunden werden. Man ist
darum berechtigt, T als ein (unendlichvielblittriges) Gebiet zu be-
zeichnen.40)

Ein Gebiet T heiBt ,schlichtartig®, wenn es durch jedes in ihm
gelegene Polygon zerstiickelt wird. Notwendig und hinreichend ist
hierfiir, daB alle 7', schlichtartig sind.

Es mogen zunichst die ein schlichtartiges Gebiet T bestimmen-
den Gebiete der Folge T,(n =1, 2, ...) im engeren Sinne ineinander-

geschachtelt sein. Sei S irgendeine Komponente von S,. Das Ge-
biet T, ,, — 7, zerfillt in eine endliche Anzahl Teile ®,, @, ... ®
n+1)

. g
Eine Komponente S "'

SS’:{’;‘) beide dem Rande desselben Teilgebietes, etwa @,, angehdren. Es
gibt mindestens eine unendliche Folge SS") (n=1,2,...). Jede Folge
dieser Art bestimmt per definitionem eine Komponente

Sw:(sgjl); ‘820-2)7"') _
»des Randes“ von T.4') Man kann ¥ stets in der Form & = lim T,

darstellen, so daB alle Folgen SY (v — 1,2,...) unendlich sind (yka-
nonische Darstellung®).

Ein ,einfacher Weg in T heiBt eine Punktmenge, deren in 7
gelegener Teil fiir alle #, von einem bestimmten an, ein Stiick einer
einfachen Kurve, oder eine einfache Kurve schlechthin (geschlossener
Weg) darstellt. Trifft ein einfacher Weg alle SY) von einem be-
stimmten % an, so sagen wir, er ,endigt an der Randkomponente $¢,

v

von S, ., sei jetzt so gewiihlt, daB S(:") und

40) Unendlichvielblattrige Gebiete sind zuerst von H. 4. Schwarz (in miind-
lichen Mitteilungen an F. Klein und H. Poincaré) betrachtet worden (vgl. den
Artikel IB4 von R. Fricke Nr.39). In der Literatur treten sie zuerst in einer
gegen H. A, Schwarz verallgemeinerten Auffassung bei H. Poincaré loc. cit. 434)
auf (Nr. 87). Man vergleiche ferner H. Poincaré loc. cit. 463), P. Koebe, loc.
cit. 487), R. Courant, loc. cit. 547). Gebiete dieser Art werden wir in der Folge
wit ¥,%,,T,T* u. dgl. bezeichnen.

41) Die so definierten Randkomponenten brauchen keineswegs einen Rand
im eigentlichen (anschaulichen) Sinne des Wortes zu bilden. Vgl. die FuBnote 59%),

,Windungspunkte unendlich hoher Ordnung* von ¥ sind offenbar stets
Randpurkte des Gebietes.
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Endigt ein einfacher Weg beiderseits am Rande von T, so heiBt er
»Querschnitt. (Vgl. C. Carathéodory loc. cit. 599, a) p. 314 —315,
b) p. 3256—326. Dort werden beschrinkte Gebiete in € betrachtet.)

Wir nennen das Gebiet T... p-fach zusammenhiingend, wenn
sein Rand p Komponenten hat. Notwendig und hinreichend hierzu
ist, wenn die Darstellung ¥ =lim 7, kanonisch ist, da alle 7/, von

einem n an p-fach zusa.mmenhﬁnngend gind. Ist das Gebiet T ... p-fach
zusammenhiingend, so wird es durch p Querschnitte allemal zerstiickelt,
wihrend es Systeme von (p — 1) Querschnitten gibt, die T zusammen-
hiingend lassen.

LiBt sich eine kanonische Darstellung der vorhin genannten Art
fiir kein p gewinnen, so heiBt € unendlichvielfach zusammenhéingend.
Eine unendliche Folge von Randkomponenten

8 — (8 ) m=1,2,...)

»Hkonvergiert“ gegen eine ,Haufungskomponente* S(")=(S(lh‘), S;h’). ),
wenn jedem N eine Zahl u(N) zugeordnet werden kann, so daB fiir
alle m>u(N)... 3™ =8™ (@ =1,... N) gilt. Eine Randkomponente
S — (8% 8%, ..) heiBt isoliert, wenn es keine Folge §™(m=1,2,...)
gibt, die gegen S konvergiert. Hierzu ist, wenn die Darstellung
< = lim T, kanonisch ist, notwendig und hinreichend, daB von einem

n=N ab Sff”) und S;’;’;‘;‘) allemal die vollsténdige Begrenzung eines:
(zweifach zusammenhiingenden) Gebietes bilden. Es gibt, wenn & un-
endlichvielfach zusammenhéngend ist, mindestens eine Hiufungskom-
ponente.

Die den Rand und die Zusammenhangszahl betreffenden Fest--
setzungen lassen sich in #hnlicher Weise treffen, wenn die ein schlicht-
artiges Gebiet T bestimmenden Gebiete 7, (% = 1,2,...) schlechthin
ineinandergeschachtelt sind.*?)

In naheliegender Verallgemeinerung der vorstehenden Betrach-
tungen werden Folgen ineinandergeschachtelter Gebiete T) < T << ...
tiber Flichen der Klasse Lh, oder in €* (€*) eingefiiirt. Das Gebiet
lim T, kann Riickkehrfalten haben, ganz oder teilweise tiber den beiden

n=e0

Seiten einer Fliche (insbesondere einer Ebene), oder auch iiber einer
einseitigen Fliche ausgebreitet sein. Die Gebiete 7, konnen auch aus

42) Wie leicht ersichtlich, kann man ibrigens von der Folge T,(n == 1,2, ...)
in unendlich mannigfaltiger Weise zu einer anderen Folge von Gebieten

T,(n=1,2,..)(im T, = T)
n=e

iibergehen, die im engeren Sinne ineinandergeschachtelt sind.
14*
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einer endlichen Anzahl untereinander ideal verbundener Teile bestehen.
(Vgl. die Ausfithrungen der Nr. 2 iiber ideal geschlossene Gebiete
sowie die Betrachtungen der Nr. 47 p. 358.)

Alle diese besonderen Arten von Gebieten ordnen sich dem all-
gemeinen Begriffe einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (nach H. Weyl,
,Riemannschen Fliche) unter. In der Nr. 47 p. 359—360 wird nach
Koebe (J. £ Math. 147 (1917), p. 67—101 (p. 70—73) eine allgemeine
Definition der Riemannschen Mannigfaltigkeit gegeben. Man vergleiche
hierzu P. Koebe, loc. cit. 457) p. 198 insb. die FuBnote '); Annali di
Mat. (3) 21 (1913), p. 57—64 (p. 60—61); Phys. Zeitschr. 13 (1912),
p. 1064; H. Weyl, Die Idee der Riemamnschen Fliche, Leipzig 1913,
p. 16—177; L. Bieberbach, Math. Ann. 78 (1918), p. 312—331.%)

Der Ubersichtlichkeit halber sollen jetzt die wichtigsten bisher
benutzten Bezeichnungen kurz zusammengestellt werden.

€ bezeichnet eine schlichte Ebene.

€, ist eine ganz oder teilweise mehrfach iiberdeckte Ebene (p. 181).
Die Klasse A(B) umfaBt einfach oder mehrfach (d. h. endlich viel-
fach) zusammenhiingende Gebiete in & oder €, deren simtliche Rand-
komponenten (beschrinkte) einfache Kurven (p. 183) mit stetiger Tan-
gente (Kriimmung) sind.

Die Klasse C umfaBt Gebiete der Klasse 4, deren siimtliche Rand-
komponenten geschlossene analytische und regulire Linien sind.

Die Klassen D (L, M) umfassen einfach oder mehrfach zusammen-
hiingende Gebiete in € oder €,,, deren alle (beschrinkten) Randkom-
ponenten aus einer endlichen Anzahl Stiicke analytischer und regu-
lirer Linien (Kurven mit stetiger Tangente, stetiger Kriimmung) be-
stehen und keine nach auBen gerichteten Spitzen haben. Kommen
auch noch nach auBen gerichtete Spitzen vor, so gehoren die frag-
lichen Grebiete entsprechend in die Klassen E(N, ) hinein.

(tebiete der Klasse A/ sind Gebiete der Klasse A, deren simt-

43) Eine von einer Folge ineinandergeschachteiter Gebiete elementarer
Natur unabhéingige Definition {iber der schlichten Ebene ausgebreiteter alige-
meiner Gebiete, namentlich einfach zusammenhingender unendlichvielblattriger
Gebiete gibt W. Blaschke. Vgl. E. Study, loc. cit. 148). Ebendort findet sich
p. 17—19 der Beweis der Aquivalenz der fraglichen Definition (einfach zusammen-
hiingender Gebiete) mit derjenigen des Textes. (ebiete von hoherem Zusammen-
hang bleiben dem Programm der Schrift gemif auBer Betracht. Eine Erklirung
der Zusammenhangszahl, sofern diese > 1 ist, wird darum nicht gegeben.

Auch bei Weyl und Bieberbach wird der Begriff der Zusammenhangszahl
lediglieh fiir einfach zusammenhéingende Gebiete erkliri. Auch Koebe betrachtet
in der im Text an erster Stelle genannten ausfiihrlichen Arbeit nur einfach zu-
sammenhéingende Mannigfaltigkeiten.
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licke Randkurven tiberdies den Ungleichheiten von der Form
@R — fa®], [ Gee+ ) — fy@|<sn
0<ikl)
geniigen.

Niheres iiber Gebiete der Klassen B', Bh vergleiche p. 185.

Im Raume umfaBt die Klasse A(B) einfach oder mehrfach zu-
sammenhingende Gebiete, deren simtliche (beschriinkte) Randkompo-
nenten geschlossene Flichen mit stetiger Normale (Krimmung) sind
(p. 186).

Die Klasse C umfaBt Gebiete der Klasse A, deren simtliche
Randkomponenten geschlossene analytische und regulire Flichen sind.

Niheres iiber die Flichen der Klassen B, Ak, Bk, D, Lh ver-
gleiche p. 187.

II. Allgemeine Sitze der Potentialtheorie.*)
5. Definition der Potentialfunktion. Eine in einem beschrinkten
Gebiete T in €, oder im Raume nebst ihren partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung stetige Losung der Differentialgleichung

. 0* a* .
(1) Au = 5—{5‘; + é—;’ ==0 in der Ebene,
2) Dy = gz; -+ g;—;: + g—;? = 0 1m Raume

wird eine in 7' regulire Potentialfunktion genannt.*?)
Ist T ein Gebiet in € oder im Raume, das den unendlich fernen
Punkt enthilt, so wird dariiber hinaus festgesetzt, dab
in E
(3) Rlim u(z, y) =c¢, ]}im RBDu=0, (¢ konstant), R*=z* 4 2

im Raume
(4) }?ii u(z,y, 2) = ¢, %1:1010 B*D u=0, (¢ konstant), R*=z*-} y*-}- 2*

gilt. Ist fir hinreichend groBe R in €

(5) u= M log%e -+ eine regulire Potentialfunktion,

44) Geschichtliches vergleiche den Artikel II A 7b von H. Burkhard¢ und
W. F. Meyer Nr.1—35.

45) In der Ebene spricht man gelegentlich von dem logarithmischen, im
Raume von dem Newtonschen Potential. Es erscheint zweckmiBiger, die Bezeich-
nung ,Potential“ ausschlieBlich fir das Potential einer bestimmten Belegung zw
reservieren. Bei einer Volumladung z. B. geniigt das Potential im Innern des
wmit Masse belegten Gebietes nicht der Laplaceschen, sondern unter bestimmtex
Voraussetzungen der Poissonschen Differentialgleichung (Nr. 8).
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im Raume
(6) u = %[ + eine reguldre Potentialfunktion,

8o heiBt M ,die Gesamtmasse® von u.*6)
Nach C. Neumann (vgl. E. R. Neumann, Beitrige, p. XII) ist die Be-
dingung (3) erfiillt, sobald hm u(x, y) = ¢ ist. Im Raume folgt aus

hm u(x, Y, #) == ¢ nur, daB d1e “Funktionen R?D,u beschrinkt sind.t6*)

46) Wir folgen der Darstellung von .J. Plemelj, Untersuchungen, p. 3—5,
die von der herkommlichen (vergleiche etwa bei C. Neumann, Abhandlungen,
L. Abhandlung, p. 726—731; A. Korn, Potentialtheorie I, p. 180—181; II, p. 128
bis 129; J. Plemelj, Monatshefte f. Math. u. Phys. 156 (1904) p. 337—412 [p. 366
bis 371]) abweicht und in mancher Hinsicht Vorteile bietet. Andere gegeniber
den iblichen vereinfachte Festsetzungen hat FE. R. Newmann vorgeschlagen.
(E. R. Neumann, Beitrige, p. 5—10.) Voraussetzungen iiber das Verhalten von
D, im Unendlichen werden dabei ganz vermieden. Aus der im vorstehenden
schlechthin als Potentialfunktionen bezeichneten Klasse von Funktionen werden
in der Literatur (namentlich der &#lteren) oOfter bestimmte Arten als ,Funda-
mentalfanktionen¥, ,harmonische Funktionen*, ,vollstindige“ sowie ,allgemeine
Potentialfunktionen“ usw. je nach dem Verhalten im Unendlichen und am Rande
des Definitionsgebietes (das von dem Regularititsgebiete verschieden sein kann)
herausgehoben (vgl. z. B. C. Neumann, a.a.0.; A. Korn, Potentialtheorie, passim;
E. R. Newmann, a.s.0.). In dem vorliegenden Referat wird von jenen Bezeich-
nungen nirgends Gebrauch gemacht.

46% Der Beweis liBt sich nach einer miindlichen Mitteiluhg von Koebe
z. B. wie folgt fiihren. Die Funktion ¥ ==wu — ¢ verschwindet im Unendlichen
und nimmt auf einer Kugel C von hinreichend groBem Radius eine stetige Folge
von Werten ¢(s) an. Es sei v" die durch das Poissonsche Integral (Nz. 13) fir
das unendliche von C begrenzte Gebiet K, unter Zugrundelegung der Rand-
werte p(s) dargestellte Potentialfunktion. Die Differenz »"— v ist sowohl auf
C als auch im Unendlichen gleich Null. Sie verschwindet darom in K iden-
tisch. Aus dem Poissonschen Integral folght aber leicht, daf die Funktionen
R*D, u beschriinkt sind.

Man kann {ibrigens auch anders vorgehen.

Daf gus lim u(2,y,2) =c¢ nicht notwendig lim R*D, u =0 folgt, zeigt

==00 R=w

das einfache Beispiel u = -

In der Ebene fiihrt die folgende Uberlegung rasch zum Ziele.

Es sei &' = —I%’ y = %!, w' (2, ) = wu(x, y). Die Funktion «'(z’,y") ist
in einer Kreisfliche & um den Koordinatenursprung stetig und mit etwaiger Aus-
nahme des Mittelpunktes regulir. Sie ist darum in ® regulér (Nr. 14) und ge-
stattet eine Entwicklung von der Form ' (x’, y") = 213”‘(6,, cos ne -+ a, sin ng)

n=0
RBi*=a4+y2% a'=Rcsyp, ¥ =R sing). Man schlieBt hieraus leicht,
daB, in der Tat, lim RD,u=0 ist.

R=
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Sei T jetzt ein Gebiet in §,. Die vorstehende Definition einer
reguliren Potentialfunktion bedarf noch einer Erginzung, wenn 7'
Windungspunkte hat. Ist gy=2,+ 9,¢ ein Windungspunkt p-er
Ordnung, so wird gefordert, daB u(z,y), in die Ebene ¢’ den Glei-

1

chungen ¢ = (2 —zo)* "', W (¢,y) = u(x,y)*") gemiB verpflanzt, sich
in der Umgebung des Koordinatenursprunges*®) der Ebene #” regulir
verhilt. Die Ausdehnung der Definition auf unendlichvielblittrige
Gebiete der Art T ist naheliegend, bei der Ausdehnung auf eine be-
liebige Riemannsche Mannigfaltigkeit sind die Krgebnisse der Nr. 24 e
zu beriicksichtigen.

6. Potential einer einfachen Belegung.'?) Sei I' ein Gebiet der
Klasse B in €%°). Es bezeichne u(s) eine auf S erkliirte stetige Funk-
tion®), (z,y) einen nicht auf S gelegenen Punkt, r,, 7,7, ent-
sprechend Entfernungen der Punktepaare (z, y), s; (z,9),¢; s, ¢

Das Integral

1
(1) V(e,9) = [ (0 log -at
§
bezeichnet man als Potential ciner einfachen Schicht oder Belegung.

Ihre Dichte ist u(s), f () dt ist die auf dem Bogen (s — s,) ausge-

breitete Masse.5?)
In einer ganz analogen Weise wird das Newtonsche Potential
einer einfachen Fliachenbelegung im Raume

3) Vi@ y,9) = [0

47) Oder, wenn ein unendlich ferner Punkt Verzweigungspunkt ist, den
1

Gleichungen &' = 2P+, w' (2, 9) = u(z, y) gemisB.

48) Oder des unendlich fernen Punktes.

49) Vgl. den Artikel IIA7b von H. Burkhardt und W. F. Meyer Nr. b.

50) Allgemeiner konnte man T von der Klasse A oder N annehmen.

51) Allgemeiner eine nicht notwendig beschrinkte, integrierbare Funktion
(im iblichen Sinne oder nach Lebesgue).

52) Eine fir manche Zwecke niitzliche Verallgemeinerung hat J. Plemely,
Untersuchungen, p. 17—18, angegeben. Sei 7(s) eine auf S erklirte stetige Funk-

tion, Das Stieltjessche Integral (2) V'(z,y) = log;l-dz(t) kann als loga-
s

§
rithmisches Potential einer auf § verteilten einfachen Schicht aufgefaBt werden.
Die auf (s —#,) ausgebreitete Masse hat den Wert y(s) — 2(s,).
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definiert, unter S eine Fliche der Klasse B, unter d¢ das Flichen-
element, u(¢) die Dichte der Belegung verstanden.’¥)

Das Verhalten des Potentials einer einfachen Schicht und seiner
partiellen Ableitungen auf der belegten Kurve oder Fliche und in
deren Nachbarschaft bildet den Gegenstand einer bis in die neueste
Zeit heranreichenden langen Reihe von Arbeiten. Die ersten tiber die
klassischen Ergebnisse betrichtlich hinausgehenden Resultate dieser
Art sind von O. Holder und A. Liapounoff abgeleitet worden.®*) Ihre
Untersuchungen sind vorbildlich geworden. Die Ergebnisse von Hilder
und Liapounoff sind namentlich von 4. Korn und J. Plemelj weitergefithrt
und vervollkommnet worden.’®) Von Korn ist inshesondere eine Reihe
hinreichender Bedingungen fiir die Existenz (und Stetigkeit) gewisser
partieller Ableitungen angegeben und bewiesen worden. Diesen Arbeiten
parallel laufen die etwa 1899 begonnenen Verdffentlichungen von H, Pe-
trini, die auf die Auffindung notwendiger und zugleich hinreichender
Bedingungen hinzielen. Seine Ergebnisse hat Pefrini in zwei auBer-
ordentlich eingehenden, umfangreichen Abhandlungen zusammenge-

53) Allgemeiner kann man 1' etwa von der Klasse .i voraussetzen sowie
Kanten und riiamliche Fcken zulassen. Nach Plemelj kann man ferner der Be-

trachtung ein Integral V'(z,y,2) = / % dy(t) zugrunde legen.
J
§

54) Vgl. O. Holder, Beitrige zur Potentialtheorie, Inaug.-Diss. Stuttgart 182,
p. 111 [p. 20—20]: 4. Liapounoff, a) Journ. de Math. (5) 4 (1898), p. 241—311
(vorl. Mitt. C. R. 125 (1897), p. 694—696; p. 808—810); b) Commun. de la Soec.
math. de Kharkow 1902. Hilder legt seinen Untersuchungen Gebiete der Klasse

AR (im Raume) zugrunde. Auch Liapounoff betrachtet loc. cit. a) zum Teil Ge-
biete dieser Art.

55) J. Plemelj, Monatshefte f. Math. u. Phys. 15 (1904), p. 337—411 |p. 387
bis 362]; 4. Korn, a) Potentialtheorie; b) C. R. 30 (1900), p. 1238 —1241; c) Ab-
handlungen, Abh. 1 u. 2; d) Miinch. Ber. 33 (1903), p. 3—26; e) Miinch. Ber. 36
(1906), p. 3—36; f) Ann. de I'Re. Norm. (3) 24 (1907), p. 9—75 [p. 12—30], wo
die wichtigsten Krgebnisse (fiir das Newtonsche Potential) zusammengefaBt
sind; g) Nova Acta, Abh. d. Kais. Leop.-Carol. Deutschen Ak. d. Nat. 88 Nr 2
(1908), p. 161—178 [154—157]; h) Uber Minimalfiichen, deren Randkurven wenig
von ebenen Kurven abweichen, Ber. Abh. 1909, Anhang, p. 1—387 f6—32]; i) Math.
Ann. 76 (1914), p. 497—544 [p. 499—502]. In den vorstehenden Arbeiten wird
meist zugleich das Verhalten des Potentials einer Doppelbelegung (Nr. 7) sowie
einer ebenen oder riumlichen Massenverteilung (Nr. 8) untersucht. Im Gegensatz
zu den Annahmen des Textes macht Korn die weitere einschriinkende Voraus-
setzung, daB die (ebenen oder réiumlichen) Randkomponenten mit einer jeden
Geraden, die sie trifft, nur eine endliche Anzahl Punkte gemeinsam haben.
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faBt.**) Bevor wir auf diese niiher eingehen, wollen wir einige fiir die
Anwendungen wichtigen Sitze wiedergeben.

1. Die Normalableitungen ;;V(s'*), a—aﬁ V(s™) sind stetig. In der
Ebene ist ferner

d ¢ -
anV () — 5V = — 2l
0 0 " 1
2. Es ist ’
[V(s) —V(¢)| < Max |u(s)| (4]r,||log 7,, + A") (4, A’ konstant).?s)
3. Ist

p(s) —u(®) <Br,,0<i<1 (B konstant),
50 hat ¥V im Innern und auf dem Rande sowohl des Innen-, als auch
jedes AuBengebietes stetige partielle Ableitungen erster Ordnung.5%)
Die Ableitung in der Richtung der Tangente geht durch S stetig
durch, die anderen Ableitungen erster Ordnung erleiden auf S einen
Sprung. Fir alle (z,, y,), (%,,9,) in T+ S ist ferner

(3%) DyV (@, y1) — Dy V (2, 9)| < (A B + 3 (3) Max pis)f) di,
Ay = (7, — )" + (4, — 1) (X)) >0, (1) >0.
Eine ganz analoge Beziehung gilt im Raume.%)

56) H. Petrini, a) Acta Math, 31 (1908) p.127—3832; b) Journ. de Math. (8)
5 (1909), p. 127—228. Die 4lteren Arbeiten sind zumeist in den Ofversigt af Kongl.
Svenska Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar versffentlicht.

57) Im Raume gelten analoge Formeln. Den Beweis vgl. efwa bei J. Plemelj,
loc. cit. 86) p. 349—358. Fiir das logarithmische Potential gibt J. Plemelj, Unter-
suchungen, p. 24—25 eine besonders einfache Ableitung an. Vgl. ferner ¥. Picard,
Ann. de I'Ee, Norm. (3) 23 (1906), p. 503—508 sowie einen Beweis von G. Dar-
boux bei J. Horn, Part. Diffgl., p. 293—298. Der Satz 1 gilt dbrigens auch bei
Gebieten der Klasse A4k.

58) Dieser Satz gilt, auch wenn p(s) lediglich beschrinkt und integrierbar
ist. 4. Korn, Potentialtheorie 1, p. 388—389; loc. cit. 55) f), p. 13—14 gibt einen
analogen etwas weniger weit reichenden Satz an. Auf der rechten Seite der Un-
gleichheit steht bei Korn ein Ausdruck von der Form Max |pu(s) | A() rf, >0
beliebig klein). In der zuletzt angegebenen Fassung gilt der Satz 2. bei Gebieten
der Klasse Ah. Der Wert % ist dann der Holdersche Exponent von 8.

59) Vgl. 0. Holder, loc. cit. 5¢) [p. 36—42]. Holder beweist die Existens
der partiellen Ableitungen am Rande bei Gebieten der Klasse 47 im Raume.
DaB der Grenziibergang gleichmiBig ist, folgt aus Betrachtungen von Holder fast
unmittelbar. Man vergleiche ferner 4. Liapounoff, loc. cit. b4) a), p. 2566—260,
und 4. Korn, loc. cit. 55) a) sowie ¢) Abh. 1. Auch Liapounoff betrachtet Ge-
biete der Klagse 4% im Raume.

60) Vgl. A. Korn, loc cit. 55)f), p. 16, wo Gebiete im Raume, sowie loe.
cit. 55)h, p. 7—14, wo Kreiegebiete betrachtet werden. Der Satz (8*) gilt tibrigens
bei Gebieten der Klasse Ah.
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4 Es sei T ein ebenes Gebiet der Klasse C; [u(s)]® sei
im Lebesqgueschen Simne integrierbar.  Abgesehen hchstens von

einer Menge (IV) von Randpunkten vom MaBe Null, sind %V(s),

%V(s), %V(s) vorhanden. Sie stellen auf der Menge S — (N)

Funktionen dar, die nebst ihren Quadraten im Sinne von Lebesgue
integrierbar sind. Es ist schlieBlich f LV(t)at = V(s) — Visy)™)

5. Sei T" ein Gtebiet der Klasse Bh, i, der zugehdrige Holdersche
Exponent. Ist gé ¢(s) vorhanden und ist

: d%y,(s) - %‘u(t) < Cr2, 0 <1, <1 (C konstant),

so sind D, ¥ im Innern und auf dem Rande des Innen- und jedes
AuBengebietes vorhanden und stetig. KEs ist ferner fiir alle (z,,y,)
und (2, 4,) in T4 S

’ . d ! !
[ D,V (21, 1) — DyV(m, 1) < (%('1 )C + ¢, (V) Max ’;2;’!"(3)’) diz )
A = Min (4, 4,).%%)

Ein dhnlicher Satz gilt im Raume. Analoge Sitze lassen sich fiir Ab-
leitungen hoherer Orduung aufstellen.®®)

Ist T ein Geebiet der Klasse C' und ist u(s) analytisch und regulsr,
so sind V(x,y) und V(z,y,2) in T+ S sowie im Innern und auf
dem Rande jedes AuBengebietes, hochstens mit Ausnahme des unend-
lich fernen Punktes (in der Ebene) analytisch und reguliir.s)

61) L. Licktenstein, Journ. f. Math. 141 (1912), p. 12—42 [p. 29—84]; 142
(1913), p. 189—190 leitet den Satz 4. filr ein Kreisgebiet ab. Durch eine geeignete
konforme Abbildung gelangt man zu der allgemeineren Aussage des Textes.

62) A. Korn, loc. cit. 556h), p. 7—14 [22—-24]. An der bezeichneten Stelle
wird ein Kreisgebiet betrachtet.

63) E. Schmidt, Schwarz-Festschrift, p. 365—3888, beweist den folgenden, etwas
weniger weit reichenden Satz: Haben x(s), y(s) (im Raume x(v, ), ¥y (», @), (v, )
(Nr. 2) stetige Ableitungen bis zur Ordnung k4 1 (k> 2) einschlieBlich, hat w(s)
stetige Ableitungen der ersten % Ordnungen, so sind D,V,...,D,V in T4 8§
sowio in allen AuBenbereichen stetig. (Es geniigh ibrigens die Ableitungen der
hochsten Ordnung abteilungsweise stetig vorauszusetzen.) A.a.O. finden sich Aas-
driicke fiir den Sprung der partiellen Ableitungen auf S. Man vergleiche weiter
A. Korn, Potentialtheorie 1, p. 46—51.

64) Dieser Satz rithrt von H. Bruns, Inaugural-Dissertation, Berlin 1871.
Journ. f. Math. 81 (1876), p. 349—3866 her. Einen einfachen Beweis hat F. Schmidt:
Math. Ann, 68 (1910), p. 107—118 gegeben.



6. Potential einer einfachen Belegung. 203

Wie bereits erwihnt, hat H Pefrini im Gegensatz zu den bis
Jjetzt besprochenen Untersuchungen sich zur Aufgabe gestellt, mog-
lichst umfassende notwendige und zugleich hinreichende Kriterien fiir
die Existenz und Stetigkeit partieller Ableitungen des Potentials auf-
zufinden. Die auf das Potential einer einfachen Belegung sich be-
ziehenden Resultate erstrecken sich sowohl auf geschlossene Kurven
(Flichen), als auch auf Stiicke von diesen. Das mit Masse belegte
Gebilde kann Ecken und Spitzen (konische Punkte) haben. Das Ver-
halten der partiellen Ableitungen wird sowohl auf dem Triger der
Belegung selbst, als auch bei der Anniherung an diesen, insbesondere
an etwaige Endpunkte (im Raume Randlinien, auch Ecken oder
Spitzen auf diesen) untersucht. Als charakteristisches Beispiel be-
trachten wir das folgende Petrinische Ergebnis:

Das mit Masse belegte Gebilde S sei ein beschrinktes Gebiet in der
Ebene 2 = 0, die Koordinaten des Punktes s in S seien mit #, und ¥,
bezeichnet, u(s) sei beschrinkt und integrierbar. Damit die partielle

Ableitung lim 3 [V (%o +h c059, 4o+ h sing, 0) — V(g gy, 0)] in der-
jenigen Ricl;tung l,, die mit der z-Achse den Winkel ¢ einschlieBt,
existiert, ist nach Pe#rini notwendig und hinreichend, daf der Grenz-
wert gifx‘l) u(?) 3%; (;13—) dt existiert. Unter S, ist die Fliche eines

85,
Kreises um (2, y,) vom Halbmesser ¢ zu verstehen.®)%)

o«

- 1 [ eVt 1
65) e sel f(w) = m— dt = log " - eine regulire Funktion ge-

-—0

setzt. DieFunktion £(k R), (R*=2x*+y*) geniigt der Differentialgleichung A u—~&2u==0
und spielt in ihrer Theorie dieselbe Rolle, wie die Funktion log% in der Theorie

der Laplaceschen Gleichung., Im Raume entspricht ebenso der Funktion %
e"‘""'t
T

dait

—kR
(Rr==z}y* 2%) der Ausdruckiﬁf. Die Integrale f @@ (ry) dt, f w(®
§ §

werden als verallgemeinerte Potentiale einer einfachen Linien- oder Flichenbe-
legung bezeichnet. Ihre Eigenschaften sind denjenigen der im Text betrachteten
Potentiale analog. Vgl. C. Neumann, Allgem. Unters. diber das Newtonsche Prin-
zip der Fernwirkung, Leipzig 1896, p. 252; S. Zaremba, Ann. de I'Ec. Norm. (3)
16 (1899), p. 427—464; Ann. de Toulouse (2) 8 (1901), p. 5—21; Journ. de Math.
(5) 8 (1902), p. 59— 117 [61]; ebendort (5) 10 (1904), p. 395—444 [405 — 410];
Bull. de IAcad. d. Se. de Cracovie 1905, p. 69—168 [77—86]; A. Korn, loc.
cit. 55). ¢) Abh. 5 [p. 8—18]; 4. Hoborski, Prace matematyczno-fizyczne, War-
schau, 20 (1909), p. 1—141 [6—36].

66) Weitere Literatur iiber das Potential einer einfachen Belegung: H. Poin-
caré, Potentiel, p. 92—117; p. 119; T. Lalesco, Bull. de Se. Math. (2) 81 (1907),
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7. Potential einer Doppelbelegung.’) Es sei T ein Gebiet der
Klasse B in & oder im Raume, v(s) eine auf S erklirte stetige Funk-

tion.%®) Dije Integrale
. 2 (1
Wa,9) = [v(0) 55 (log ) at, W, 4,9) = JECrA L
§ S

bezeichnet man als Potentiale von Doppelschichten oder Doppel-

belegungen.
1. Wist in T+ S sowie in jedem AuBenbereiche stetig. In

der Ebene ist
@) W(st) — W(s™) = 2xv(s),

(@) W(s+) + W(s-)=2 J .v(t)g%(log r:)dt — 2W (5).5)

Die Normalableitungen a%W(s*‘) and aa W(s-) sind im allgemeinen

n
nicht vorhanden. Indessen es gilt der Sata:
2. Es bezeichnen s** und s~* die Punkte in 7' und in einem Auflen-
gebiete auf der Normalen (#) in s, deren Entfernung von s den Wert
¢ hat Es gilt dann

1 4 (gt & 0 —e
}13: [a"W(s+ ) — 5n WS )] = 0.

Der Grenziibergang ist fiir alle s auf § gleichmaBig. Ist somit
eine der beiden Normalableitungen 8% W (s*), %W(s‘) vorhanden,

8o existiert auch die andere und ist der ersteren gleich.”)

p. 17—19; G. Pucciano, Rend. del Circ. Mat. di Palermo 23 (1907), p. 847—3898;
28 (1909), p. 97—112; Atti del 4. Congr. Int. dei Mat. Roma 2 (1909), p. 1560—155;
M. Olivo, Atti del R. Ist. Veneto di sc. lett. ed arti (8) 70 (1918), p. 519 —546;
T. Carleman, Uber das Neumann-Poincarésche Problem fiir ein Gebiet mit Ecken.
Inaug.-Diss. Upsala 1918, p. 1—7.

67) Vgl. den Artikel HA7b von H. Burkhardi und F. W. BMeyer Nr.6.

68) Allgemeiner kann man T etwa von der Klasse .i1h oder @ annehmen.
Die Dichte der Belegung »(s) kann eine beliebige, nicht notwendig beschriinkte,
integrierbare Funktion sein (im dblichen Sinne oder nach ZLebesgue).

69) Im Raume gilt eine ganz analoge Formel. Vgl. etwa 4. Korn, Potential-
theorie 1, p. 834--36 sowie p. 73; 2, p. 26—28 sowie p. 61; J. Plemelj, loc. cit. 55)
P. 3656—887 sowie namentlich, Untersuchungen, p. 22. S. ferner J. Horn, Partielle
Differentialgleichungen, p. 289—293; K. Goursat, Cours 3, p. 175—178. Der
Satz 1. gilt unveriindert bei Gebieten der Klasse Ah. Ist T ein Gebiet der Klasse
Q in €,s ein Eckpunkt («x der eingeschlossene Winkel), so ist (2) durch
W)+ W(s)=2W()+ 2x(1 —a) »(s) zu ersetzen.

70) Den ersten Beweis dieses Satzes verdankt man 4. Tauber, Monatshefte
f. Math, u. Phys. 8 (1897), p. 79—86 sowie Y (1898), p. 74—88 [p. 77-—88) (eine
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3. Es ist
[W(s) — W(t)| < Max |v(s)i(alrullog .| + @) (¢, & konstant).™)
4. Setzt man entsprechend

Ws) =f v(t)é%-' (tog ;) dt, W(s) = w(t)ai"‘(;l;) dt,

so findet man
[W(s) — W ()| < Max |v(3)|(s[r./|log 7..] + ¢,) (&, ¢, konstant).™)
5. Ist
[v(8) — v()| < 474, 0< 4 <1 (4 konstant),

so ist %W(s) vorhanden und stetig. Ferner ist
] d . ’p . ’
V6 — HhO|<c@ar,  ©(H>0.5)
6. Ist %v(s) == v'(8) vorhanden und stetig, ist ferner

|v'(s) — v (f)| < Brt, 0 < 1 < 1 (B konstant),

so sind D, W sowohl in T'+ 8, als auch in jedem AuBenbereiche
vorhanden und stetig. KEs ist ferner beispielsweise fir alle (z,,y,)

und (z:; yl) in T+ S:
| D, W(zy, 9,) — Dy W (s, 43)| < (") B + ¢ () Max |+/(5){) dy
("1 >0, ") > 0).%)

Darstellung gibt J. Horn, loe. cit. 69), p.298—802) und 4. Liapounof, loc. cit. 54) a),
p. 298—299. Vgl ferner J. Plemelj, loc. cit. 66), p. 868—860. Hinreichend fiir
die Existenz der Normalableitungen ist in der Ebene beispielsweise die Be-
ziehung [#(s)) + v(s”) — 22(s) | < Ee'*?, (, B konstant und > 0), unter s’ und s”
die beiden von (n) um ¢ entfernten Punkte auf S verstanden. Vgl. A. Liapounof,
loc. cit. 54) a), p. 298—299. Im Raume gilt ein ganz analoger Satz.

71) J. Plemely, loc. cit. 55), p. 361—862. Einen analogen, weniger weit rei-
chenden Satz hat frither A. Korn, loc. cit. 56b) bewiesen. Bei Korn steht auf
der rechten Seite der Ungleichheit ein Ausdruck von der Form ¢ Max | »(s) (r}}.
Liapownoff hat diesen, loc. cit. 54) b) durch &, () Max | ()| A4 > 0) ersetzt. In
der zuletzt angegebenen Fassung gilt dor Satz 4. bei Gebieten der Klasse Ah;
der Wert 1 ist der Holdersche Exponent der Kurve (Fliche) S.

72) J. Hadamard, Legouns, p. 19—22; J. Plemelj, loc. cit. 56), p. 368—864.
Gehort T der Klasse Ah an, so tritt rechter Hand cjr’ ein, unter 2 den Holder-
schen Exponenten von § verstanden. Vgl. J. Hadamard a. a. 0., p. 22. (Einen
etwas weniger weit reichenden Satz gibt 4. Liapounoff, loc. cit. 54) a), p. 260—
265 an.)

78) A. Korn, loc. cit. 56) f), p. 19—22.

74) A. Korn, loc. cit. 65) f), p. 17—18; O. D. Kellogg beweist (Trans. of the
Amer. Math. Soc. 9 (1908), p. 38—50) den folgenden Satz: Ist T ein Gebiet der
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Ein ganz analoger Satz gilt im Raume. Ahnliche Satze lassen
sich fiir Ableitungen hoherer Ordnung aufstellen.”)

1. Ist P ein Gebiet der Klasse C und ist »(s) analytisch und
regulér, so ist W in T 4 S und jedem AuBenbereiche analytisch und
regulir.’®) Notwendige und hinreichende Bedingungen sehr umfassen-
der Natur fiir die Existenz und Stetigkeit von D, W hat H. Pelrini
in den in der Nr. 6 genannten Arbeiten angegeben. Insbesondere gelingt
es Petrini, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz

von 81 W (s*) aufzufinden.’)8)7)

8. Logarithmisches Potential einer ebenen Flichenbelegung.
Potential einer Volumladung.®®) ¥s sei 7' ein beschriinktes Gebiet

Klasse 4k, sind »(s) und 4+ (s) stetig und konvergiert der als vorhanden voraus-
gesetzte Grenzwert

hmflv(s+t)—v(s—t>|dt

fiir n = 0 gleichm#Big gegen Null, so sind D, W in T4 § vorhanden und stetig.
Vgl. hierzu O. D. Kellogg, Trans. of the Amer. Math. Soc. 13 (1912), p. 109—132.
Dort werden analoge Sitze fiir hohere Ableitungen bewiesen.

15) E. Schmidt beweist loc. cit. 63) den folgenden, etwas weniger weit rei-
chenden Satz: Haben x(s), y(s), »(s) (im Raume x(», »), y, @), &(», @), »(5) stetige
Ableltungen bis zur Ordnung k¥ 41 (k > 2) einschlieBlich, so sind D;W(j =1, ... k)
in 748 und in jedem AuBenbereiche vorhanden und stetig. Es geniigt ubn-
gens die Ableitungen D, ., abteilungsweise stetig vorauszusetzen.

76) Dieser Satz riihrt von H. Brums her, loc. cit. 64). Einen einfachen Be-
weis hat E. Schmidt, loc. cit. 64) gegeben.

1) H. Petrini, loc. cit. 58), a) p- 310—320; b) p. 211—222.

78) Die Ausdriicke / ()~ (?(Lrt))dt fw(t)iﬁ; (e ;
e ¢
s

&

dt werden als

verallgemeinerte Potentiale einer auf einer Kurve oder Fliche ausgebreiteten
Doppelschicht bezeichnet. Ihre Eigenschaften sind denjenigen der Funktionen W
analog. Wegen Literatur vergleiche die FuBnote 65).

79) Spesielle Newtonsche Potentiale der Form f ,,(t)_@(l

T "t) dt kommen bei

G. Herglotz, Uber die analytische Fortsetzung des Potentials ins Innere der an-
ziehenden Massen, Leipzig 1914 [p. 28—24], andere Doppelbelegungen besonderer
Art bei 4. Wangerin, Abh. d. kais. Leop. Carol. Deutschen Akad. der Naturf.,, Halle
1915, Bd. 100, Nr. 1 [p. 33—35] vor. Ebendort [p. 38—40] werden Potentmle
gewisser drelfacher Flachenbelegungen betrachtet.

Weitere Literatur: H. Poincaré, Potentiel, p. 215—259; G. Pucciano, loc.
cit. 66); M. Olivo, loc. cit. 66).

80) Vgl. den Artikel 1A 7b von H. Burkhardt wnd W. F. Meyer Nr. 1, 2, 8
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in @ oder im Raume, K ein Kreisgebiet (Kugelkérper), das 7 +4- S
enthilt, ¢ eine in K - C erklirte beschriinkte, integrierbare Funktion.
1. Die Funktionen

P, n) = J 9@, 9) log%dwdy,
r
(o°= E — 2°+ (y—9)*) in der Ebene,
P(E n,8 =j!l(”,%2)—;—dxdydz,
T

(0= E — 2P+ (g — 9+ € — #°) im Raume,
die Integrale, falls S nicht integrierbar ist, als ,innere Integrale“ aufge-
faBt, sind nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung im Endlichen

stetig. Es ist beispielsweise %P(&, 7) = J q(z, v) % (log—l—) dxdy.t)
5

2. Fir alle (§;, %), (&, my) in '+ S ist

| Dy P&y, ) — Dy Pk, m)] <{Q}(A1612 |log 0y, | + 4y),
0% = (& — &)+ (m —m)* (4,, 4, konstant).™)
Im Raume gilt eine ganz analoge Formel.

Sind ¢ und D, q in T stetig, so sind, wie bereits C. F. Gaup
gezeigt hatte, in T auch D;P vorhanden und stetig. Es ist ferner in
der Ebene AP = — 2xq, im Raume AP = — 4nq. Nach 0. Holder
geniigt es fiir die Existenz der Ableitungen D, P im Punkte (&), 7,)
in T, wenn

q (& + K, mo 4 K — q(&o, m0) | < (bl + | W]}, 0<A<1(ckonstant)
ist.?%) Ist ¢ eine Funktion von z oder von y allein, so geniigt bereits,

81) 0. Holder, Beitrige zur Potentialtheorie, Inaugural-Dissertation, Stutt-
gart 1882, p. 1—71 [6—8]. Einen besonders einfachen Beweis gibt E. Schmid,
loc. cit. 63) p. 868 —372. Vgl ferner H. Petrini, loc. cit. 56) und D. Pompetu,
Annaes scientificos da Ac. polyt. do Porto, Bd. 8, Nr. 4, 1913, p. 226—241.

In T+S ist (im Raume) iPl§2n(%%)%{q}, |D1P|§4n(%i%{q},

unter v das (innere) Volumen, {g) die obere Gremze von |¢| verstanden.
(Man vergleiche hierzu F. Schmidt, loc. cit. 63), p. 368—372).

82) U. Dins, Acta math. 25 (1902), p. 185—230 [p. 192—196].

83) 0. Holder, loc. cit. 81) p. 9—19. Allgemeiner geniigt es vorauszusetzen,
daB g in (§,7,) stetig ist, das Integral

13
Ty = f @Lfﬁﬂﬂ)—'deo, 3= (& — &)+ (—n0)*
0

genommen lings eines jeden durch (§, 5,) gelegten Halbstrahles eine bestimmte
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wenn diese in (&, u,) stetig ist.*) Im allgemeinen reicht die Stetig-
keit von ¢ in (£, n,) nicht aus, um die Existenz von D, P zu ge-
wihrleisten.%®) Notwendige und zugleich hinreichende Kriterien sind
zuerst von Petrini angegeben worden. Sei g in (&), v,) stetig. Damit
a‘%P(go, 7,) und 9-97;}’(50, n,) existieren, ist nach Pefrini notwendig
und hinreichend, daB, unter K* das Gebiet (x — &)+ (y — 5, < A*
verstanden,

%ii% Q(x;y)ag,,(loo' )d;uh/

existiert. Es gilt AP(&), n) = — 2mq(&y, 7,).%)

Einen Satz, der iiber die Existenz von Dy P(£), %,) in einem vor-
gegebenen .Punkte in 7' zwar nicht zu entscheiden vermag, jedoch
iiber die Verteilung der Stellen, in denen D, P(£, v) existieren, Auf-
schluB gibt, hat L. Lichtenstein angegeben:

Sei K ein 7' -+ S enthaltendes Kreisgebiet und ¢(x, y) eine in
K + C erklirte nebst ihrem Quadrate im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbare Funktion. AuBer hochstens in einer Punktmenge (M) vomr
MaBe Null, sind D, P vorhanden. Auf der Menge I' — (M) sind D, P
nebst ihrem Quadrate im Lebesgueschen Sinne integrierbar. In jedem
Punkte von 7' — (M) ist AP = — 2m:q %)

3. Ist ¢ in (&, n,) stetig, so gilt nach Pelrini

m [ PG+ 11, 10)— 5 Pl 10+ 77 Py 1+ B) — 55 P (6o 10)|
— — 2q(Ey, m0)-®)

Bedeutung hat und J (k) fiir 1 =0 gleichm#Big gegen Null konvergiert. BSiehe
U. Dini, loc. cit. 82), p. 197—204. Vgl. hierzu E. Morera, Reale Ist. Lomb. di
sc. e lett. Rend. (2) 20 (1887), p. 548. Analoge Sitze gelten im Raume.

84) H. Petrini, loc. cit. 56) b), p. 134—1387.

85) H. Pelrini, loc. cit. 36) b), p. 137—138.

86) H. Petrini, loc. cit. 56) b), p. 181—138, im Raume loc. cit. 56) a), p. 129
bis 134, Vgl. ferner T.J. I’4. Bromwich, Proc. of the London. Math. Soc. (2) 3
(1905), p. 435—470. Petrini nimmt tibrigens allgemeiner an, daB g lediglich auf
jedem Halbstrahle durch (§,,7,) stetig ist, und gibt ferner notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir die Existenz und Stetigkeit von D, P(§, n). -

P

87) L. Lichtenstein, loe. cit. 61), p. 34—42. Die partielle Ableitung 759,
7

wird dabei in einer von der dblichen teilweise abweichenden Art erklirt. Ein
ganz analoger Satz gilt hochst wahrscheinlich im Raume.

88) H. Petring, loc. cit. 56) b), p. 187. Dort findet sich auch eine Reihe alige-
meinerer Beziehungen. Analoge Sitze gelten im Raume. Siehe H. Petrini, loc.
cit. 56) a), p. 182. Man vergleiche hierzu S. Zaremba, loc. cit. 117).
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4. Es mbge jetzt 7' insbesondere der Klasse B angehdren. Ist
in T4 8 ’
19(21, 1) — q(@, )| < Ndf,, 0 <4 <,
d% = (&, — 23)" + () — %)% (I konstant)
so 18t D,P in T und auf S stetig. Ferner ist in 7 4 §

| Dy (8, )| < ()M + B, (L) N,
| Dy(§y, 1) — Dy(&e, me) | < (s M - By(AN) 0%, M = Max |q/|,
0% = (i — & + (m — m)™%)
Ein ganz dhnlicher Satz gilt im Raume.

5. Analoge Siatze lassen sich fiir partielle Ableitungen héherer
Ordnung aufstellen. Gehort T der Klasse C' an und ist ¢ in 7' und
auf S analytisch und regulér, so ist P sowohl in 7 S, als auch
in jedem AuBenbereiche, in der Ebene im allgemeinen mit Ausnahme
des unendlich fernen Punktes, analytisch und regulir.®?)

Mit der analytischen Fortsetzung des logarithmischen Potentials
einer homogenen Flichenbelegung, deren Begrenzung algebraisch ist, so-
wie mit dem analogen Problem fir Volumladungen, die von gewissen
algebraischen Rotationsflichen begrenzt sind, hat sich in der neuesten
Zeit G. Herglotz beschiftigt.”’) Bei dem zweidimensionalen Problem
148t sich das Potential in den AuBengebieten als Potential geeigneter
homogener einfacher und doppelter Linienbelegungen, zu denen im
-allgemeinen noch gewisse Massenpunkte hinzutreten, auffassen. Die
Lage der anziehenden Punkte und Linien hingt aufs engste mit der
Lage der ordentlichen und auBerordentlichen Brennpunkte des algebrai-
schen Randes zusammen. Im Raume gelten #hnliche Beziehungen.®?)

89) A. Korn, loc. cit. 55) f), p. 20—30; loec. cit. 55) h), p. 25--32.

90) Dieser Satz riihrt von H. Brums her, loc. cit. 64). Einen einfachen Be-
weis hat E. Schmidt, loc. cit. 64), p. 118, gegeben. Spezielle Entwicklungen zur
analytischen Fortsetzung vergleiche IIA 7b Nr. 9.

91) G. Herglotz, loc. cit. 79). Man vergleiche ferner die gleichzéitigen Unter-
suchungen von A. Wangerin, loc. cit. 79) sowie Abh. d. kais, Leop. Carol. Deut-
schen Akad. der Naturf., Halle 1917, Bd. 102 Nr. 3. Dort finden sich p. 3 Hinweise
auf die einschligigen Arbeiten von C. Newmann aus den Jahren 1907--1909.

92) Weitere Literatur: J. G. Leathem, Proc. of the London math. Soe. (2)
8 (1910), p. 200—212; C.W. Oseen, Rend. del Circolo Mat. di Palermo, 38 (1914),
p. 167—179.

Sei T ein mit Masse erfiilltes, beschrinktes Gebiet (etwa der Klasse O).
Betrachtungen dariiber, welche Anderungen der Massendichte die Anziehung des
Korpers im Auflenraume nicht beeinflussen (Bestimmung der Massenverteilung
von der Anziehung Null) hat P. Pizzetts, Atti della R. Acc. dei Lincei, Rend. (5)
18, p. 211—215 angestellt. Man vergleiche ferner G'. Lawricella, ebendort (5) 20,
p. 99—107 sowie U. Crudeli, am gleichen Ort (5) 21, p. 407—411; p. 822—825.

Eacyklop. d. math. Wissensch. II3. 15
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9. Newtonsches Potential einer einfachen Linienbelegung.
Es sei I' ein Stiick einer doppelpunktlosen analytischen und reguliren
Kurve (oder auch einer Kurve dllgemeinerer Natur) in & oder im

Raume. Mit dem Verhalten des Integrals tldt unter y(f) eine
g X rn b A

auf I' erklirte analytische und regulire (oder auch gewissen Stetig-
keitsbedingungen allgemeineren Charakters gentigende) Funktion ver-
standen, beschiiftigen sich H. Poincaré®®), T. Levi-Civita®), A. Viterbi®®),
G. Pavanini®®), U. Cisotti™), A. Tonolo®). G. Piccati®*) bestimmt das
Newtonsche Potential einer unbegrenzten homogenen Schraubenlinie.

10. Greensche Formeln. Allgemeine Eigenschaften der Po-
tentislfunktionen.?®) Sei T’ ein beschriinktes Gebiet der Klasse @ in §;
U(z,y) und V(2,y) mdgen in T - S nebst ihren partiellen Ablei-
‘tungen erster Ordnung stetige Funktionen bezeichnen. In 7' sollen
*°U 9*U o*V o'V
a PR ayZ b ax27 a 2

aU av . U aV BV :
am 55 T i ay dzdy ——e/ Tf—a-;ds=jUAdedy,
Vi

iiberdies vorhanden und stetig sein. Hs ist dann

oU
j(UAV VAU)dxdy-——J & _ 79U gs. 1o

Ganz analoge Formeln gelten fiir Gebiete der Klasse B oder D im Raume.

Mit dem Ausdruck /fq(x, ¥, g n, g)—-da: dy dzdgdndt (,,Potential von T

auf gich selbst‘*) bescha,ftlgt sich O. Holder, loc. cit. 81), p. 51—66. Uber den
»Korper groBter Anziehung“ vergleiche II A Tb FubBnote 118). (Fir die neuere
Literatur sei auf, Fort. d. Math., verwiesen.)

93) H. Poincaré, Potentiel, p. 82—89 sowie p. 121—132; Acta Math. 22
(1899), p. 89—178.

94) T. Levi- Civita, Rend della R. Acc. dei Lincei (5) 17 (1908), p. 3—15;
p. 413—426; p. 535—551; Rend. del Circ. Mat. di Palermo 33 (1912), p. 8564—374.

95) A. Viterbi, Rend. del. R. Ist. Lomb. (2) 42 (1908), p. 913—928.

96) G. Pavanini, Rend. della R. Acc. dei Lincei () 19 (1910), p. 394—401.

97) U. Cisotti, Rend. del Circolo Mat. di Palermo 31 (1911), p. 201—233
(p. 204--211).

98) A. Tonolo, Math. Ann. 72 (1912), p. 78—106.

98%) @. Piccati, Atti della R. Acc. dei Lincei, Rend. (5) 18 (1904), p. 595
bis 603

99) Vergleiche das Referat IIA 7b von H. Burkhardt und W. F. Meyer
Nr. 12 sowie den Artikel IIA 2 von 4. Vof Nr. 47,

100) Vgl. etwa C. Jordan, Cours d’Analyse, 2. Auflage, Bd. 2, p. 132—136.
Dort werden rektifizierbare Randkurven betrachtet, die mit einer jeden Geraden
x — oonst. oder 7 = const., die sie trifft, nur ‘eine endliche Anzahl Strecken oder
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Es moge jetzt 7' der Klasse B (in €) angehéren. Die Beziehung (2)
gilt nach einer Bemerkung von A. Liapounoff fir jedes Paar in
T + 8 stetiger Funktionen U, ¥, wenn D, U, D, V, D,U, D,V in T;

Z—Z, g—: auf S vorhanden und stetig sind. 10%)10%)

Die Existenz stetiger Normalableitungen kann iibrigens durch fol-
gende etwas weniger weitgehende Voraussetzungen ersetzt werden: Die

Ableitungen ainU(x, Y), %V{w, y) sind beschrinkt, die Normalablei-
tungen %U(s), d_dﬁ V(s) sind, auBer héchstens in einer Menge von

Punkten auf S vom MaBe Null, vorhanden. Ganz analoge Sitze gelten
fiir Gebiete der Klasse B im Raume.1%%)

Punkte gemeinsam haben. Weitergehende nahe verwandte Sitze finden sich in

der FuBnote 103) angegeben. In einzelnen Punkten (x;, ¥;) des Randes (z. B. in den
oU o0U oV oV

Eckpunkten) diirfen % , 83/ ' FE By einer Beziehung von der Form
ou | |oU Const.
Sl o] 5] | 5] <5 o<u<t —@—ar+w—u

gemip unendhch werden Vgl. W‘ F. Osgood und E. H. Taylor, loc. cit 598),
p. 278—279.

2 2e
101) Die Existenz von ' oy

2% oy und oxdy
102) A. Liapounoff, loc. cit. 54) a), p. 285—286. Vgl. ferner J. Plemelj,
Untersuchungen, p. 9—10.
103) Weitreichende Sitze iliber die Giiltigkeit der Formel

(1*) f g:—}—au)ﬂrdq/w uwdy — vdz,

S

wird nicht vorausgesetat.

aus der (1) durch die Substitution: » ——U%Z yo=U aa— formell hervorgeht,

geben P. Montel, These, Ann. de I'Ec. Norm. (8) 24 (1907), p. 283--384 [p. 283—293];
Ch. J. de la Vallée Poussin, Bull' de 'Ac. roy. de Belgique 1910, Nr. 11, p.768
bis 798 [790—792], Ida Barney, Amer. Journ. of Math. 86 (1914),p.137—150, (daselbst
am Schluf die #ltere Literatur) und W. Grof, Monatsh. f. Math. u. Phys. 27 (1916),
p. 70—120 {p. 76—79] an. W. Grof zeigt durch ein verallgemeinerungsfihiges
Verfahren, daB es geniigt, vorauszusetzen, daB 7' beschriinkt und endlich viel-
fach zusa.mmenhangend und S rektlﬁzwrba.r ist, daB ferner  und v in T und

auf 9 stetig und a—— und g—y- vorhanden (vgl. die FuBnote 33) und im ZLe-

besgueschen Sinne integrierbar (sommable) sind. Die Integrale rechter Hand
sind als Stieltjessche Integrale aufzufassen. Nach de la Vallde Poussin gentigh
cs {brigens anzunehmen, daf in 7§ die Funktion # in bezug x, die
Funktion v in bezug auf y endliche im Lebesgueschen Sinne integrierbare Deri-
vierte (nombres dérivées) habe. AuBer htchstens in einer Menge (M) vom MaBe

Null, sind dann % und %'v_ vorhanden. Das Doppelintegral ist iber 7' — (M)
zu erstrecken. Nach Tda Barney gilt der Satz (1*) fiir gewisse nicht rektifizier-

15%*
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Es moge 7 wie zuletzt ein beschriinktes Gebiet der Klasse B in

@ bezeichnen; U(wz, y) sei eine in T - S stetige, in 7' reguliire Po.

tentialfunktion, die auf S etwa eine stetige Normalableitung hat.
Aus (2) folgt in bekannter Weise fiir alle (z,y) in 7

1 2 1 oU

(3) Uz, y) = ﬂf{ U(t)‘g—nj(log;j) ~

8

logri}dt.
4

Im Raume tritt unter dem Integralzeichen ri fiir log ;—, vor diesem
t t

Zl;‘ fiir % ein.’%) Analoge Formeln gelten fiir regulire Potential-

funktionen in Gebieten, die den unendlich fernen Punkt enthalten.
Aus diesen folgt, daB die Ausdriicke:

in der Ebene R*D, U (R?*=2*+4*),
im Raume R3D,U (R?=2+ 9+ 2%

beschrinkt sind.!%) Aus (3) schlieBt man in bekannter Weise, dab
jede Potentialfunktion in ihrem Regularititsgebiete analytisch und
regulir 1st.106)

Sei U(x, y) eine in einem Kreisgebiete X vom Halbmesser A um
(%, 4,) regulire, in K -+ C stetige Potentialfunktion. Von (3) aus-
gehend findet man durch einen geeigneten Grenziibergang

bare Randkurven. Woeitere Literatur: C. Pols, Torino Atti, 49 (1914), p. 248—260;
L. Lichtenstein, Arch. der Math. u. Phys. (3) 27 (1918), p. 31—37. Hier wird fiir
Gebiete der Klasse A im Raume eine zu (1*) analoge Formel abgeleitet. Von
den drei Funktionen w, » und w wird vorausgesetzt, daf sie in einem T+ 8
enthaltenden Gebiete stetig sind und endliche, im Lebesqueschen Sinne integrier-
bare Derivierte entsprechend in bezug auf x, y und z haben.

104) Fihrt man rechter Hand fiir UF(f) und 2}2;? die sich aus (3) ergebenden
1

Ausdriicke in geeigneter Weise ein, 80 gewinnt man neue Darstellungsformeln
fiir U. Vgl. H. Petrini, Archiv for Mat., Astr. och Fys. 8, Nr. 24 sowie 9, Nr. 17.

105) Dies besagt mebhr als die Definitionsbeziehungen der Nr. 5. Vgl
oJ. Plemelj, Untersuchungen, p. 14.

106) Vgl. das Referat von H. Burkhardt uvnd W. F. Meyer IT A Tb Nr. 12,
Ist bekannt, daB U und D, U in einem Gebiete T in € stetig sind, daB ferner
U 0*U
B oyt
existieren, in 7' — (M) beschrinkt sind und die Beziehung A U == 0 erfiillen,
80 ist U eine in 7T reguliire Potentialfunktion. Ein analoger Satz gilt im Raume.
Vgl. P. Montel, loc. cit. 108), p. 233—284. Ebendort findet sich eine Reihe
weitergehender S#tze.

anBer hochstens in einer Punktmenge (M) vom Flichenmafe Null,
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@ Ulay 1) =5 J U@ dz)
C

Sei T ein ebenes oder riumliches Gebiet der Klasse B und U eine
in T und auf S stetige, in T regulire Potentialfunktion, es mige

ferner etwa —a—% U(s) auf S existieren und sich stetig verhalten, dann

ist, wie aus (1) geschlossen werden kann,
- K1Y
®) ﬁds == (),108)

Man findet ferner
(6) /[(g @ 2]dxd ] U2 4s,
r

Aus (4) kann geschlossen werden, daB eine Potentialfunktion, auBer
wenn sie sich auf eine Konstante reduziert, in ihrem Regularititsge-
biete weder Maximum, noch Minimum annehmen kann.1?)

Die W. Thomsonsche Transformation

2 — 1%’ y'= %, U’(x"y') — U(-Z', ?/:) in <der Ebene,
x'=-1%, y = Ig” 4 —R_i’ U'(«,y,s) =RU(x,y,#) im Raume

fihrt eine in einer Kreisfliche um den Koordinatenursprung regulire
Potentialfunktion U in eine Potentialfunktion U’ iber, die in einem un-
endlichen von einem Kreise begrenzten Gebiet (im Raume im allgemeinen
mit AusschluB des unendlich fernen Punktes) regulir ist (vgl. H. Burk-
hardt und W. F. Meyer ILIATb Nr. 16; Poincaré, Potentiel, p. 192—
200.) Man schlieBt unter Zuhilfenahme der Thomsonschen Transforma-
tion fast unmittelbar, daB eine in der gesamten Ebene oder im Raume
(mit EinschluB des unendlich fernen Punktes) regulire Potentialfunk-
tion sich auf eine Konstante reduziert.’*®) Eine in € oder im Raume
erklirte, im Endlichen regulire, positive (und a fortiori beschriinkte)

107) Vgl. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 175—210 {181—185]. Im Raume
gilt eine analoge Formel.

108) Ist T ein ganz im Innern des Regularitiitsgebietes gelegenes Gebiet
der Klasse IV in € oder der Klasse A im Raume, so gilt auch jetzt noch

f——ds—_o

109) Aunch nicht in dem weiteren, durch die Zeichen > oder < bestimmten
Sinne. Auch der unendlich ferne Punkt macht keine Ausnahme. Vgl. J. Plemelj,
Untersuchungen p. 15—17,

110) Vgl. bep. bei J. Plemelj, Untersuchungen p. 16—17, wo sich noch einige
weitergehende Sitze finden.
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Potentialfunktion ist eine Konstante. (Vgl E. Gowrsat, Cours 3,
p- 185, p. 260.)

Weitere allgemeine Eigenschaften zwei- und dreidimensionaler Poten-
tialfunktionen, insbesondere grundlegende Entwicklungssitze vergleiche
Nr. 13 und 14, insbesondere die Fufinoten 149) und 153) bis 159).

Das analytische Verhalten der Potentialfunktionen im Raume ist
demjenigen in der Ebene vielfach analog.'')

Besteht zwischen den Abteilungen D, u einer Potentialfunktion

im Raume eine Gleichung, so ist diese nach J. Weingarfen, wenn man
ou 0u Ju
dz’ Jy’ 9z
Gleichung einer Minimalfliche.'#)

Allgemeine Untersuchungen iiber die Reduktion dreidimensionaler
Potentialfunktionen auf Funktionen von zwei unabhéingigen Verinder-
lichen sind von 7. Levi-Civita und U. Amaldi unter Benutzung der
Methoden der Theorie kontinuierlicher Transformationsgruppen durch-
gefiihrt worden.1%)

11, Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.!™*) Sei
(2, y) eine in einem beschrinkten, einfach zusammenhingenden Ge-

111) Vgl. Poincaré, Potentiel, p. 200—203, wo das Verhalten im Unendlichen
untersucht wird, sowie namentlich P. Appell, Acta Math. 4 (1884), p. 313 —374 [p. 313
bis 346], wo u. a. ein Analogon zu dem Mittag-Lefflerschen Satze iber meromorphe
Funktionen abgeleitet wird, ferner P. Appell, Acta Math. 8 (1886), p. 265—294.
Dort findet sich eine analytische Darstellung von Potentialfunktionen, die sich in Réu-
men regulir verhalten, deren Begrenzung aus Stiicken von Kugelflichen besteht.
Man vergleiche iiberdies L. de Sanctis, Annali di Mat. (3) 4 (1900), p. 161—197.
Betrachtungen tiber allgemeine und gewisse partikulare Losungen der Differen-
tialgleichung A% = 0 im Raume finden sich bei E. 7. Whittaker, Math. Ann. 57
(1908), p. 383—355. Nach Whittaker 158t sich jede Potentialfunktion im Raume
in der Form

als Koordinaten eines Punktfes im Raume deutet, die

27
ﬁ(z 442 cos w - sy sin u, wydu
b

darstellen. Man vergleiche hierzu A. L. Dixon, Mess. of Math. 33 (1903/4),
p. 17276 sowie G. N. Watson, Mess. of Math. 36 (1906/7), p. 98—106. Weiteres
fiber das analytische Verhalten dreidimensionaler, insbesondere mehrdeutiger Po-
tentialfunktionen siehe bei A.C. Dizon, Proc. of the London Math. Soc. (2) 1
(1903/04), p. 415—436.

112) J. Weingarten, Gott. Nachr. 1890, p. 3183—3835. Man vergleiche hierzn
G. Frobenius, Gott. Nachr. 1891, p. 328—3838 sowie F. Schottky, Berl. Sitzungs-
ber. 1909, p. 1152—1157.

113) T. Levi-Civita, Mem, della R. Acc. d. sc. di Torino (2) 49 (1899), p. 105
bis 152; U. Amaldé, Rend. del. Cire. Mat. di Palermo 16 (1902), p. 1—45. Siehe ferner
loc. cit. 411).

114) Vgl. TA7b Nr.8,IIB1 Nr. 2, 8 und 19. Sieche ferner den Artikel
von L. Bieberbach ftiber Funktionentheorie, wo beim Begriff -des analytischen
Charakters diese Dinge besprochen werden
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biete T in € regulire Potentialfunktion. Durch die Gleichungen

du _ dv ou ov
1) 7z dy Gy 0w
wird u(«, y) eine bis auf eine willkiirliche Konstante bestimmte, in 7
reguliire, zu u(z, ¥) ,konjugierte” Potentialfunktion v(z, y) zugeordnet;
u(z,y) + tv(z, y) ist eine in T regulére analytische Funktion der
komplexen Veriinderlichen z 4 4y.

Sei #(x; y) und v(z,y) ein Paar in 7 erklirter, nebst ihren par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung stetiger, den Cauchy- Riemann-
schen Differentialgleichungen (1) geniigender Funktionen. Wie bereits
B. Riemann gezeigt hat, sind u(z, y) und v (z, y) in T reguléire Potential-
funktionen; sie haben darum stetige partielle Ableitungen aller Ord-
nungen.®) Ersetzt man also die Differentialgleichung Au = O durch
das System (1), so gewinnt man den Satz, daB u(z y) analytisch und

u

regulir ist, sowie man voraussetzt, daf 5:—:, 7 vorhanden und stetig

sind.

Man kann bei der Definition der Potentialfunktion partielle Ab-
leitungen zweiter Ordnung auch dadurch entbehrlich machen, da8
man von geeigneten Integraleigenschaften ausgeht. Diese Bemerkung
gilt sowohl in der Ebene, als auch im Raume.

Sei 7' ein beschrinktes Gebiet in € oder im Raume. Ist u eine
in T nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Fumk-

tion und ist f %’—; ds =0, unter C einen beliebigen Kreis (Kugel) in
c

T verstanden, so ist u eine in 1" reguléire Potentialfunktion.!¢)
Sei u eine in T stetige Funktion. Ist der Mittelwertsatz (4)
Nr. 10 erfiillt, so ist u eine in 7' reguléire Potentialfunktion.!!7)

116) B. Riemann, Inaugural - Dissertation, Ges. Math. Werke, p. 3—48
[28—24].

116) Vgl. P. Koebe, Sitzungsber. d. Berl, Math. Ges. 5 (1906), p. 89—42;
M. Bécher, Proc. of the Amer. Ac. of. Arts and Sciences Bd. 41, Nr. 26 (1906),
p. 677—588.

117) P. Koebe, loc. cit. 116). Eine modifizierte und teilweise erweiterte
Fagsung findet sich bei E. E. Levi, Rendiconti della R. Ace. dei Lincei (5) 18 (1909),
p- 10—156 und H. Lebesgue, Bull. de la Soc. math. de France 40 (1912), p. *16—
*17. Nach M. Plancherel, Ann, de I'Ee. Norm. (3) 31 (1914), p. 223—262 [p. 245] (vgl.
auch W. Blaschke, Leipz. Ber. 68 (1916), p. 3—7) geniigt es bereits, wenn in T

T
durchweg (}m(x’ %{%—tfu(% +cecos8, 4 o sin O)d6 — u(§, n)} =0 ist. Einen

—7

verwandten Satz hat tbrigens betriichtlich friither S. Zaremba, Rend. del Cire.
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Wie neuere Untersuchungen gezeigt haben, lassen sich die Rie-
mannschen Voraussetzungen nicht unbetréchtlich reduzieren. Nach
E. Goursat geniigt es anzunehmen, daB w(z,y) und v(z, y) sich in T
stetig verhalten sowie dort bestimmte, den Gleichungen (1) geniigende
partielle Ableitungen erster Ordnung haben, und daB tiberdies der
Satz von der vollstindigen Differentiierbarkeif

ou ow v ov
du=a—xdw—|—5—?jdy, dv=a—£dx+@dg!

gilt. In der Symbolik der Funktionentheorie lauten diese Voraus-
setzungen einfacher: Ist f(2) in 7' stetig und ist ;iz f(2) daselbst vor-

handen, so ist f(2) in T analytisch und regulir.!'¥)
Nach P. Montel kann man statt dessen von den Voraussetzungen
du ou v oo
’ox’ 0y’ dx’ dy
ren sowie beschrinkt sind und die Gleichungen (1), alles mit Aus-
nahme einer gewissen Menge von Punkten vom MaBe Null, erfiillen. 1)
Ein anderes System von Voraussetzungen hat Ch. de la Vallée
Poussin angegeben. Die Funktionen w(z,y) und v(z,y) sind in T
stetig und haben daselbst endliche (micht notwendig beschriinkte), im

Lebesqueschen Sinne integrierbare Derivierte (auBer hochstens in einer
ou Ou ov Jdv

dx’ @: ox’ 5’5
vorhanden). AuBer hochstens in einer Nullmenge sind die Gleichun-
gen (1) erfiillt.120)

Ist f(2) stetig, ist fir alle (2, y) in 7 und alle positiven, hin-
reichend kleinen A der Ausdruck

w(e, B) = £ [68,1(6) — 8,f(8)], 8,1() =z -+ h) — F(&),
3,f(8) = f(z + ih) — f(2)

ausgehen, daBl v und v in T stetig sind in T existie-

Punktmenge vom Mafle Null, sind alsdann gewiB

Mat. di Palermo 19 (1905), p.140—150 angegeben. Ist  in T stetig und ist da-
.1 .
selbst in - (7@ +Fo y) + flz—hy) +F(@ y +B) + 1oy — B — 41 @91 =0,

goistin I'...Au=0.

118) E. Goursat, Acta Math, 4 (1884), p. 197—200; Trans. of the Amer.
Math. Soc. 1 (1900), p. 14—16; E. H. Moore, ebendort, p. 499—506; A. Prings-
heim, Trans. of the Amer. Math. Soc. 2 (1901), p. 418—421; Miinch. Ber. 33 (19083),
p. 678—682; Bibl. Math. (3) 1 (1900), p. 433—479; L. Heffter, Gott. Nachr. 1902,
p. 116—-140; 1903, p. 312—316; 1904, p. 196—200.

119) P. Montel, loc, cit. 103), p. 293 —295. Dort finden sich noch andere, zum
Teil dquivalente, zum Teil aligemeiner gefaBte Aussagen. In einer spiiteren Note,
C. R. 156 (1913), p. 1820—1822, gibt Montel ohne Beweis einen tiber den vor-
stehenden erheblich hinausgehenden Satz an.

120) Ch. de la Valiée Poussin, loc. cit. 108), p. 193—798.
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beschrinkt, ist ferner lim w(s, h) — O,
k=0

80 ist f(2) eine in 7' regulire analytische Funktion.!'®') Die Zahl der
reellen Grepzwerte, deren Existenz in jedem Punkte vorausgesetat

wird, die sonst vier betrigt, wird. hier auf zwei reduziert.

Sei T ein Jordansches Gebiet in der Ebene der komplexen Va-
riablen z = x 4 ¢y. Durch Vermittlung der in 7' 4 S stetigen Funk-
tionen T , ,
=2y, Y=y
sei T auf ein Jordansches Gebiet 7” in der Ebene der Variablen
4 = 1"+ iy’ umkehrbar eindeutig und stetig bezogen. Es sei weiter
bekannt, daB die Abbildung ,streckentreu® ist, d. h. daB in allen Punk-

ten 7, in T der Grenzwert
2 —z,
z2—2,

lim
vorhanden und von Null verschieden ist. Bleibt endlich der Umlaufs-
sinn erhalten, so ist, wie H Bohr neuerdings bewiesen hat, 2’ eine
in T regulire analytische Funktion von =z Die Abbildung ist kon-
f‘orm.122) 123)

Im Raume entsprechen den konjugierten Potentialfunktionen ge-
wisse Funktionen von Linien im Sinne von V. Volterra.1%) 125) 126)

121) L. Lichtenstein, C. R. 150 (1910), p. 1109; Sitzungsb. d. Berl. Math. Ges.
9 (1910), p. 84—100 [p. 84—96].

122) Vgl. H. Bohr, Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 403—420. S. auch H. Rade-
macher, Math. Zeitschrift 3 (1919).

123) Systematische Betrachtungen iiber ,,winkeltreue* und ,streckentreue*
Abbildung an einem Punkte und in der Ebene sind einige Jahre friiher von
R. Remak angestellt worden. Vgl. B. Remak, Rend. del Circ. Mat. di Palermo 38
(1914), p. 193—246.

124) V. Volterra, Legons sur l'intégration des équations différentielles aux
dérivées partielles, Upsala 1906. Man vergleiche ferner A. C. Dixon, The Quar-
terly Journal of pure and appl. Math. 85 (1904), p. 283—296 sowie M. Lagally,
Miinch, Ber. 1914, p. 157—190.

126) Weitere Literatur éiber die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen und den Cawchyschen Integralsatz: C. Pucciano, Giorn. di Mat. 47 (1909),
p. 56—64; D. Pompéiu, Nouv. Ann. de Math. (4) 10 (1910), p. 221—227; C.R.
163 (1911), p. 624—626; Wiener Ber. 120 (1911), p. 1249—1252; F. Schottky,
Berlin Sitzgsber. 1915, p. 790—98; Journ. f. Math. 146 (1916), p. 284—244.

126) Uber die analytische Fortsetzung von Potentialfunktionen durch das kom-
plexe Gebiet hindurch vgl. E. Study, Math. Ann. 63 (1906), p.239—245; 66 (1909),
p. 331—3836; Vorlesungen fiber ausgewihlte Gegenstinde der Geometrie, 1. Heft;
Ebene analyt. Kurven und zu ihnen geh. Abbild., Leipzig 1911, p. 105—113.
Allgemeine Betrachtungen iber konforme Abbildung und Krimmung finden sich
bei A. VoB, Miinch. Ber. 37 (1907), p. 77—112.
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1. Besondere Methoden fiir einzelne Klassen zwei- und drei-
dimensionaler Gebiete.
Spezielle Theorie der konformen Abbildung.

12. Die erste und die zweite Randwertaufgabe. Problemstel-
lung und Unitétssitze. Es sei 7' irgendein berandetes Gebiet in
€ oder €,. Auf dem Rande S von 7 sei eine beliebige stetige Wert-
folge gegeben.?’) Die Aufgabe, die etwa vorhandenen in 7§
stetigen, in 7' reguliren Potentialfunktionen, die auf S diese Werte
annehmen, zu bestimmen, bezeichnet man als die erste Randwertauf-
gabe der Potentialtheorie. Sie kann nicht mehr als eine Losung haben.
Wiren %, und w, zwei verschiedene Ldsungen, so miiBte nach C. Neu-
mann u, — uy auf S verschwinden und, da (Nr.10) ein Extremum
in T ausgeschlossen ist, identisch gleich Null sein.!?)

Sei T insbesondere ein von einer endlichen Anzahl einfacher
Kurven begrenztes (ebiet. Die Randfunktion kann jetzt allgemeiner
abteilungsweise stetig!®) angenommen werden. Von der zu bestim-
menden Potentialfunktion wird gefordert, sie sei beschriinkt, in jedem
die Unstetigkeitspunkte auf S nicht enthaltenden Bereiche in 7' S
stetig und in 7' regulir. Die Randwertaufgabe hat auch jetzt nicht
mehr als eine L&sung.!®)

Sei noch spezieller 7' ein beschréinktes, einfach zusammenhingen-
des Gebiet der Klasse B (oder Ah) in € oder €,. Man kann jetst
die Randwerte f(s) im Lebesgueschen Sinne integrierbar annehmen.
Bs sei (&, %) irgendein Punkt in 7 und es mige G(&,7; z,9)
die auf S verschwindende Greensche Funktion von 7' bezeichnen
- 127) Die Umgebung der unendlich fernen Punkte hat man sich hierbei, so-
fern diese auf S liegen, durch stereographische Projektion auf die Riemannsche
Kugel iibertragen zu denken. Windungspunkte auf S werden, wie bereits erwéhnt,
(vgl. die FuBnote 4)) im allgemeinen nicht zugelassen.

128) Sei T’ insbesondere vom endlichen Zusammenhang. Der Unititssatz
gilt unveriindert, wenn iiber das Verhalten der nun als beschriinkt vorauszu-
getzenden Losung % in endlich vielen Punkten A4;(j=1,...n) der nicht punkt-
formigen Komponenten von § keinerlei Festsetzungen vorliegen. In jedem die

Ausnahmepunkte nicht enthaltenden Bereiche in 7'4- 8 soll die Losung wie

vorhin stetig sein. Es geniigt noch allgemeiner vorauszusetzen, daB, unter P
einen Punkt in 7" verstanden, (in der Ebene) lim u(i=0 ist. S. Zaremba

AP=0 log 4; P
(Bull. de I'Ac. des Sc. de Cracovie 1909, p. 501—504) teilt fiir diesen Satz einen
vollig elementaren Beweis mit. (Eine Darstellung findet sich bei K. Goursat, Cours,
3, p. 206—206). Man vergleiche ferner J. Plemelj, Untersuchungen, p. 41—42.
129) Oder auch nur beschriinkt und bis auf eine endliche Anzahl Punkte stetig.
130) Vergleiche die FuBnote 128). Fiir das Kreisgebiet ist dieser Satz auf
einem anderen Wege zuerst von H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 190—201, be-
wiesen worden. Siehe ferner E. Picard, Traité 2, p. 48—49.
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(Nr. 20). Fiir hinreichend kleine ¢ sind die Kurven S,

GE ;5 »,y) =20
geschlossene, doppelpunktlose, analytische und regulire Linien. Die
gesuchte Losung soll in T regulir sein und, auBer hichstens in einer
Menge von Randpunkten vom Mafle Null, bei der Anniherung an §
Iings der orthogonalen Trajektorien der Schar S; gegen f(s) konver-

gieren, Verlangt man schlieBlich, daf lim f lulds = f ] ds gilt,
d=0 S5 s

80 kann das Problem auch jetzt nicht mehr als eine Lsung haben.!%)
Im Raume wird das erste Randwertproblem, wenn die Randwerte
durchweg stetig sind, genau so wie in der Ebene gestellt. Der Uni-
titsbeweis von C. Newmann gilt ohne jede Anderung. Es sei 7' insbe-
sondere ein Gebiet der Klasse B und es mogen die vorgeschriebenen
Randwerte abteilungsweise stetig sein.!3?) Die SchluBweise von S. Zaremba
liefert auch jetzt noch in der einfachsten Weise den Unititssatz.!%?)
Es sei T ein Gebiet der Klasse B in & oder €, das nicht be-
schrinkt zu sein braucht, f(s) eine auf S erklirte, der Bedingung

. f f(s)ds = O geniigende stetige Funktion. Die Aufgabe, die etwa vor-
N

handenen in 7" und auf S stetigen, in 7' reguliiren (eindeutigen) Po-
tentialfunktionen w(z,y) zu bestimmen, die auf S stetige Normal-
ou(s)
on ;
zweite Randwertproblem der Potentialtheorie.!®) Ist f(s) abteilungs-

ableitung haben und der Bedingung

=1{(s) geniigen, bildet das

weise stetig, so wird man a%b u(z, y) beschrinkt annehmen und tiber-

181) Vgl. M. Plancherel, Bull. des Sc. Math. (2) 34 (1910), p. 111—114 sowie
O. D. Kellogg, Transc. of the Amer. Math. Soc. 18 (1912), p. 109—132 (p. 127—132).

Abgesehen von jener Nullmenge, konvergiert die Losung bei der Ann#herung
an § lings einer beliebigen S nicht beriihrenden Geraden in T gegen f(s). Ist f(s)
beschriinkt, so gentigt es, um die Unitit zu gewiihrleisten, w(z,y) beschrinkt
vorauszusetzen.

132) Auch im Raume braucht man iibrigens die Randfunktion nicht not-
wendig beschriinkt anzunehmen. Um nur das einfachste zu erwithnen, so diirfte das
Kriterium von M. Plancherel loc. cit. 181), wenn f(s) etwa in isolierten Punkien
oder lings einer endlichen Anzahl von stetig gekriimmten Kurven auf S unend-
lich wird, sinngemiB tibertragen, eine hinreichende Unitiitsbedingung liefern.

183) Vgl. J. Plemelj, Untersuchungen, p. 42 (FuBnote)

134) Die Beziehung ﬁ'(s)ds:O entspricht der Integralbeziechung (5) der
§

Nr. 10. Es geniigt tibrigens aanu(x, y) beschriinkt anzunehmen. Daf der Grenz-
ou(s)

iibergang lim ai'nu @, ¥) = = =f(s) auf S gleichmibig ist, wird sich nach-

on
triiglich von selbst ergeben.
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dies festsetzen, daB 5%”(5”’ y) sich dem Grenzwerte og’is) auf jedem die

Unstetigkeitspunkte von f(s) nicht enthaltenden abgeschlossenen Bo-
gen von S gleichmiBig nihern soll. Hat das Problem iiberhaupt eine
Lésung, so erhdlt man alle Losungen durch Hinzufiigung einer will-
kiirlichen Konstanten.*%)

Die vorstehende Definition der zweiten Randwertaufgabe IiBt
sich auf ebene Gebiete der Klasse 4 und allenfalls der Klasse N aus-
dehnen (Nr. 2). Beachtet man aber, daB unter geeigneten Voraussefzungen
ou) ___0v@

on 0s

sofern das (beschrinkte) Gebiet 7' einfach zusammenhingend ist, im
wesentlichen denselben Grad der Allgemeinheit, wie das erste erlangt,
wenn man es so faBt:

Es ist eine in 7 regulire Potentialfunktion u(, y) zu bestimmen,
die so beschaffen ist, dab die konjugierte Potentialfunktion v(z,y)
auf § eine bis auf eine additive Konstante vorgeschriebene stetige
Wertfolge annimmt. Das zweite Randproblem 148t sich demnach in
der Ebene auf das erste zuriickfithren.'®®) Nach Bestimmung von
v(%, ) hat nunmehr eine Untersuchung des Verhaltens der Werte u

ist, so findet man, daB das zweite Randwertproblem,

und %%g auf S einzusetzen.

Eine ganz analoge Bedeutung und Allgemeinheit hat das zweite
Randproblem im Raume. Im Gegensatz zu dem zweidimensionalen
Falle liBt es sich hier nicht in einer so unmittelbaren Weise auf die
erste Randwertaufgabe zuriickfiihren.

13. Explizite Losung der ersten Randwertaufgabe fiir die Kreis-
fliche und den Kugelkérper. a) Die Poissonschen Integrale.®) Es
mogen % und ¢ Polarkoordinaten in einer Ebene bezeichnen. Sei

185) Vgl. etwa bei J. Plemelj, Untersuchungen, p.43. Man kann allgemeiner
f(s) beschrinkt und im Lebesgueschen Sinne integrierbar voraussetzen. Man wird

dann -— w(x, y) beschriinkt annehmen und, auBer héchstens auf einer Punktmenge

on
vor: Mafe Null, lim 2 u(x,y)= u(s) =—f(s) festsetzen. Das zweite Randwert-

on on

problem hat {ibrigens auch dann noch einen Sinn, wenn f(s) eine gewissen Be-
dingungen geniigende nicht beschrinkte Funktion ist.

186) Ist 7 ein mehrfach zusammenhiingendes Gebiet in € und hat I’ keine
punktartigen Randkomponenten, so hat wv(z,y) vorgeschriebene Periodizitéts-
moduln und auf jeder Randkomponente bis auf je eine additive Konstante vor-
gegebene Werte. Alle Konstanten, bis auf eine, bestimmen sich aus der Forde-
rung, daB w(x, y) eindeutig sein soll. Vgl. z. B. J. Hadamard, Legons, p. 11—13,
Die Zuriickfilhrung mebrdeutiger Potentiale auf eindeutige vgl. Nr. 24d.

137) Vgl. das Referat I A 7b von H. Burkhardt und W. F. Meyer Nr. 19,
20 und 21. In den FuBnoten 133) bis 145) a. a. O. findet sich die altere Liter atur,
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der Krels um den Anfangspunkt vom Halbmesser B; R und 6 seien
laufende Koordinaten eines Punktes auf C, f(8) eine stetige Funktion
mit der Periode 2. Fiir digjenige in K und auf C stetige, in K regulére
Potentialfunktion u(r, @), die auf C den Wert £(6) annimmt, hat S. Poisson
den Ausdruck 7 Rt

1
(1) u(r’ ‘p> =ﬁ.‘/R?——2chos(tp——t‘)’)—}—r2 f(t))d()

-7
abgeleitet. In seinen grundlegenden Arbeiten tiber die Differential-
gleichung Aw == O hat H. A Schwarz durch Betrachtungen, die seit-
dem vorbildlich geworden sind, als erster streng bewiesen, daB u (7, ¢)
auf C tatsichlich den Wert f(f) annimmt.**®) Durch (1) ist die erste
Randwertaufgabe fiir ein Kreisgebiet unter der Voraussetzung, daB die
Randwerte stetig sind, vollstindig gelost; sie hat keine weiteren Lo-
sungen (Nr. 12). Das gleiche beweist Schewarz, wenn f(6) abteilungsweise
stetig ist, unter der weiteren Annahme, daB u(r, ¢) in K beschrinkt

namentlich die Arbeiten von C. Newmann, F. Prym und H. 4. Schwarz. Man ver-
gleiche ferner U. Dind, Annali di Mat. (2) 5 (1871/73), p. 3056—345. Von den neueren
Arbeiten sind zuniichst die Abhandlung von U. Ding, Acta Math. 25 (1902), p. 185
bis 230 sowie eine Reihe von Aufsitzen von C. Neumann in den Leipz. Berichten,
1906 bis 1915, namentlich 64 (1912), p. 273-—339 sowie p. 340—398, zu mennen.
Zusammenhingende Darstellungen finden sich u. a. bei E. Picard, Traité, Bd. I,
p. 268—275, Bd. II, p. 15—17; W. F. Osgood, Funktionentheorie, p. 633—641;
H. Weyl, Die Idee der Riemamnschen Fliche, p. 82—91; E. Goursat, Cours, 3,
p. 183—189. Eine eingehende Theorie des Pozssonschen Integrals (1) geben ferner
F. Prym und G. Rost (Prymsche Funktionen, p. 1—47).

188) H. A. Schwarz, a) Berl. Monatsber. 1870, p. 767—1795; Ges. Abh. 2,
P 1441713 b) Journ. f. Math. 74 (1872), p. 218—253; Ges. Abh. 2, p. 1756—310.
An dem zulétzt genannten Ort finden sich p. 184 und 189 Notizen iiber #ltere Be-
weise der Poissonschen I'ntegrale. Die Abhandlungen von H. 4. Schwarz enthalten
unter anderem eine systematische Theorie der Potentialfunktionen in der Ebene:
Darstellung durch unendliche Reihen, analytische Fortsetzung usw. Von prin-
zipieller Wichtigkeit ist die Bemerkung, daB sich das Poissonsche Integral (1)
auf die GaupBsche Mittelwertformel (4) Nr.-10 zuriickfithren 148t. Es geniigt hierzu
XK durch eine lineare Substitution derart auf sich selbst zu beziehen, daB (r, 9)
in den Anfangspunkt {ibergeht. Vgl. M. Bicher, Bull. of Amer. Math. Soc. (2) 4
(1897/98) sowie Annals of Math. (2) 7 (1906); man vergleiche ferner die unter
106) zitierte Note vou P. Koebe.

Geometrische Betrachtungen im AnschluB an das Poissonsche Integral gibt
G. Darboux, Bull. des Sc. math. (2) 34 (1910), p. 287—300. Das Poissonsche In-
tegral (1) findet sich, aus den allgemeinen Fredholmschen Auflésungsformeln
(Nr.17d) abgeleitet, bei J. Plemelj, Untersuchungen, p. 68—69. Weitere Litera-
tur: T. Boggio, a) Rend. del Cire. Mat. di Palermo 22 (1906), p. 220—232;
H. Villat, Bull. de la Soc. math. de France 39 (1911), p. 443—456; Ann. de I'Ee.
Norm. (3) 28 (1911), p. 208—311; T. Boggio, b) Atti d. R. Ace. d. Se. di Torino 47
(1911), p. 22—37; W. Kiistermann, Bull. of the Amer. Math. Soc. (21) 2 (1914/15),
p. 120—123; W. Grof, Math. Zeitschr. 2 (1918), p. 242—294; ebendort 3 (1919).
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und in jedem die Unstetigkeitspunkte von f(6) nicht enthaltenden Be-
reiche in K -}- C stetig ist. Die Losung ist wieder durch (1) gegeben.'*)

Es sei X ein Stiick einer Kurve der Klasse 4, das zwei Punkte
P und @ auf C verbindet, abgesehen von seinen Endpunkten ganz in
XK verlduft und C nicht beriihrt. Es sei uy(7, ) diejenige beschriinkte,
in K regulire Potentialfunktion, die auf dem einen Kreisboden (PQ)
gleich 1, auf C — (PQ) gleich 0 ist. Ist w,= Max u(r, ) auf X,
so ist u, < g <1 (der_ Schwarzsche Hilfssatz).14%)

Der Schwarzsche Beweis des Poissonschen Integrals (1) liBt sich
(wenn die Randfunktion stetig ist) ohne weiteres auf den Fall eines
Kugelkorpers tibertragen.')

Setzt man in (1) vor dem Integral das Zeichen —, so erhilt
man das Poissonsche Integral fiir das unendliche von C begrenzte
Gebiet K, Die Funktion wu(z,y) ist dann diejenige in K, + C ste-
tige, in K, regulire Potentialfunktion, die auf C' die Werte f(8) an-
nimmt. Im Raume erhdlt man auf diese Weise das Poissonsche In-
tegral fiir das von einer Kugel C begrenzte unendliche Gebiet K,
d. h. diejenige in K, - C stetige, im Unendlichen verschwindende, in
K, (im allgemeinen mit Ausschlufl des unendlich fernen Punktes) regu-
lire Potentialfunktion, die auf C die vorgeschriebenen Werte annimmt.

Eine Reihe weitgehender Resultate iiber das Poissonsche Inte-
gral (1) hat P. Fatou unter Zuhilfenahme des Lebesqueschen Integral-
begriffes abgeleitet.’*®) Wir heben zuniichst die folgenden Sitze hervor:

189) H. 4. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 190—200.

140) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 1566 und p. 190—200. Der Beweis
von Schwarz gilt fiir alle einfach zusammenhiingenden Gebiete der Klasse 4,
sobald fiir diese das erste Randwertproblem bei durchweg stetigen Randwerten
gelost ist (vgl. E. Picard, Traité, 2, p. 67 sowie weiter unten Nr.24a FuB-
note 282)). Schwarz zerlegt allgemeiner C in 2p zusammenhiingende Bogen
¢, ...02p, nimmt f(6) auf Cy; , (F=1,...p) gleich 1, auf Cy;(¢=1,...p)
gleich 0 an; X verbindet zwei beliebige Teilpunkte von C. Dariiber hinaus 148t
Schwars mehrfach zusammenhiingende Gebiete und gewisse Gebiete mit Ecken
und Spitzen zu.

Betrachtungen tiber das Verhalten einer in einem ebenen Bereiche der
Klasse D oder E beschrankten und bis auf endlich viele Randpunkte stetigen,
im Innern reguliren Potentialfunktion in der Umgebung der Ecken oder Spitzen,
wenn die Folge der Randwerte dort einen Sprung erleidet, finden sich bei H. A.
Schwarz, Ges. Abh., 2, p. 152—1564. Man vergleiche hierzu 4. Harnack, Grund-
lagen, p. 12—20.

141) Auch diese Formel ist zuerst von S. Poisson angegeben worden. Einen
nach Schwarz gefiihrten Beweis findet man beispielsweise bei C. Jordan, Cours
d’Analyse 2 (1894), p. 217—218 und E. Picard, Traité 1, p.161—167.

142) P. Fatow, Acta math. 30 (1906), p. 335—400. Dieser ausfiibrlichen
Arbeit sind verschiedene Noten in den C. R. vorausgegangen.
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1. Sei f(0) eine beliebige im Lebesgueschen Sinne integrierbare
Funktion (£(0 4 2x) = f(6)). Bekanntlich ist, auBer hichstens auf

8o+ h

einer Menge (M) vom MaBe Null, (6,) == lim % f f(z)dz. Nach Fafou
h=0 "

konvergiert %(7, @) bei der Anndherung an ER 0,) lings einer be-
liebigen C nicht beriihrenden Geraden in K gegen f(6,) allemal, wenn
6, der Menge C — (M) angehort."?) Ist insbesondere f(6) beschrinkt,
so ist u(r, @) die einzige beschrinkte, in K regulire Potentialfunk-
tion, die auf C, auBer hGchstens auf einer gewissen Nullmenge, die
Werte f(8) annimmt (Nr. 12).144)

2. Ist in (R, 6,) die Ableitung f’(f,) vorhanden, so konvergiert

-a%-u(r, @) bei der vorerwihnten Anndherung an dem Rand gegen

G
3. Es sei f(0) stetig und es moge v(r, ) eine zu u(r, ) konju-
gierte Potentialfunktion bezeichnen. Eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir das Vorhandensein des Grenzwertes lim v (r, 6,) ist, daB
R

n
lim [ [F(0,+ 6) — f(6,— 0)] cotg 5 d6 existiert. Es ist
e=0

(0)de6,

_ 1 B —r
U(”"‘P)_ﬂfR’_-ercos(tp 9)+7'gg

—7

(@) lim o(r,0) =9 (09 =— lim [[(0y+0) —£(6,— )] eotg 3 0

+ %—t-fg(ﬂ)de.“")

148) P. Fatou, loc. cit. 142), p. 339—363 und 373.

144) P. Fatou, loc. cit. 142), p. 349. Man vergleiche M. Plancherel, loc.
cit. 181).

145) P. Fatou, loc. cit. 142), p. 846 und 357. Aus den Ergebnissen von
Fatou 148t sich leicht der folgende Satz ableiten: (I) Ist f(6) stetig, f'(6) nach
Lebesgue integrierba.r und in 6, stetig, ist ferner

J £(0)d0 = £(6) — £(6,) (0, <06, + 2m)
und existiert der Grenzwert hm f [, +o — 6, —86) cotg—d& go ist die

Normalableitung —hm u(r, 6,) vorhanden. Die Siitze 2. und (I) enthalten ins-

ROT
besondere gewisse Resulta.te von U. Dini, loe. cit. 187), p. 221—229.
146) P. Faiou, loc. cit. 142), p. 360. Man vergleiche auch J. Plemelj,
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Ist |£(6 + k) — f(0)]| < Const. |k [*(0 < 2 < 1), so ist auch
|g(0 + k) — g(6)| < Const.|h|* 147

Monatshefte f. Math u. Phys. 19 (1908), p. 206—210; C. Newmann, Leipz.
Ber. 656 (1915), p. 144—183 sowie W. Grof, Monatsh. f. Math. u. Phys. 28 (1917),
p. 288—242. D. Hilbert nimmt (Gott. Nachr. 1904, p. 218—259 [p. 250—255],
Grundziige, p.73—177) f'(6) und f’(9) stetig an und leitet die wichtigen Um-
kehrungsformeln ab:

1 — 1 ¢
u(s):mfv(t) cotg tﬁsflt—f— %—R/u(t‘)dt,
¢ b

1 t—s 1 N
mfu(t)cotgﬁdt—}—h—lzfv(t)dt.
¢

4

v(8) = —

Diese Formeln sind in den #lteren Ergebnissen von Tauber als Spezialfille
enthalten. Vgl. A. Tauber, Monatsh. f. Math. u. Phys. 2 (1891), p. 79—118. Siehe
auch A. Pringsheim, Miinch. Ber. 80 (1900), p. 37—100.

Entsprechende Formeln fiir beliebige beschriinkte Gebiete der Klasse B fin-
den sich bei D. Helbert, Gott. Nachr. 1905, p. 1—32 [p. 1— 5]; Grundziige, p. 81—86.
Man vergleiche ferner O. Kellogg, Math. Ann. 58 (1904), p. 441—456 sowie Bull. of
the Amer. Math. Soc. (2) 13, p. 168—170 und Ch. Haseman, Inaugural-Disser-
tation, Gottingen 1907 sowie Math. Ann. 66 (1909), p. 285—272.

Es geniigt tibrigens vorauszusetzen, daB f(0) im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbar und nur in 6, stetig ist (vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. 61), p. 27—28).

147) Anders geartete Sitze hat Lichtenstein angegeben: (I) Ist [£(6)]? nach
Lebesgue integrierbar, so konvergiert v(r,0) bei der Anniherung an den Rand
lings einer beliebigen C nicht beriihrenden Geraden in K, auBer hichstens in
einer gewissen Nullmenge (M), gegen einen endlichen Wert g(6,). Das Integral

P
ﬁg(@o)]’dﬁo existiert [I. Lichtenstein, loc. cit. 61), p. 23}
(M) ist £(8) stetig, [F(6)]® im Lebesgueschen Sinne integrierbar und
6
[ r®ao—ro)—rs,),
L

#o ist, auBer hochstens in einer gewissen Menge der Punkte §, vom MaBe Null,
0

or
=0
beliebigen C nicht bertihrenden Geraden in K vorhanden. Das Integral
n

der Grenzwert lim —— u(r, @) = g(6,) bei der Anndherung an (R, 6,) lings einer
r=R

f [26,)12d6, existiert. [L. Lichtenstein a. a. O., p. 256—26 sowie Journ. f.
-7t

Math. 142 (1918), p. 189—190]). (IV) Sei 7(0) nach Lebesgue integrierbar. In allen
0+h

Punkten 6, , in denen £(8,) = Li ; f fr)de ist, ist
ah=0 5 A
. o0
lim (BR—7) —u{r,¢)=0, lim(R—¢ =—u(r,p) =0.
T=R( ) 37 (r,o) T=R( )aqo r o)

¢=0, Pp=8,
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Mit Riicksicht auf eine spitere Anwendung sei noch der folgende
Satz von Fafou erwihnt: 4. Ist f(2) = f(r¢’?) eine in K regulire und
beschrinkte Funktion, so ist, auBer hochstens in einer Menge von
Punkten 6, vom MaBe Null, lim f(re’%) vorhanden.!5)

r=R

b) Entwicklungssatz. Folgerungen. Ist f(0) im Lebesgueschen Sinne
integrierbar, so folgt aus (1) die Entwicklung

14 1...0 T
u(r, p) — %ff(a)da + 1 37 7= (oo ntpj £(0) cos n0d6
(3) —7 n P
b

b 1...0 »
~+ sin mpff(O) sin n6d6) =?°+2%,,— (b, cos np -+ a sin n @).'4%)
-7 n
Es ist weiter

Ist £(6) stetig, so ist der Grenziibergang gleichma8ig. Ist f(6) beschriinkt,
so sind auch die Ausdriicke hinter dem Limeszeichen beschrinkt. Vgl. 4. Lia-
pounoff, loc. cib. 54) a), p. 266—267; S. Zaremba, Bull. de VY'Ac. des Sc. de Cra-
covie 1905, p. 70—78; A. Hoborski, loc. cit. 65); L. Lichtenstein, Ber. d. Berl.
Mat. Ges. 8 (1909), p. 125—133 sowie loc. cit. 61), p. 20—22. Weitere Siitze iiber
das Verhalten der partiellen Ableitungen des Poissonschen Integrals (1) auf C
finden sich bei P. Fatou, loc. cib. 142) passim; J. W. Lindeberg, Ann. de I'Ee.
Norm. (3) 18 (1901), p. 127—142; U. Dini, loc. cib. 187); L. Lichtenstein, loc. cit.
61), p. 17—20 sowie Ber. d. Berl. Math. Ges. 8 (1909), p. 125—1383 (dort handelt
es sich namentlich um partielle Ableitungen héherer Ordnung); 4. Korn, loc.
cit. B5) h) [p. 15—24)).

148) P. Fatou, loc. cit. 142), p. 366—368. Allgemeiner ist dort (in der
vorhin benutzten Schreibweise) lim f(re'?) =1lim f(ré'%) (vgl. E. Study, Vor-
;;go r=R
lesungen tiber ausgewihlte Gegenstinde der Geometrie, 2. Heft, Konforme Ab-
bildung einfach-zusammenhingender Bereiche, herausgegeben unter Mitwirkung
von W. Blaschke, Leipzig 1913, p. 50—55). Nach C. Carathéodory muB, wenn f(2)
nicht konstant ist, die Menge der Limeswerte auf jedem Bogen von (' min-
destens drei verschiedene Werte enthalten (Math. Ann. 73 (1913), p. 305—320
{p. 307—312]. Dort sowie Gott. Nachr. (1913), p. 509—518 [p. 5183—518] findet

sich auch ein Beweis des Fatouschen Satzes).

149) Schon H. A. Schwarz folgerte hieraus gewisse Satze iiber die Fourier-
schen Reihen stetiger Funktionen. Umgekehrt fihren die Elemente der Theorie
Fourierscher Reihen zu einem vollstindigen Beweise der Posssonschen Integral-
darstellung (1) (vgl. z. B. H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques,
Paris 1906, p. 48—54). Weitere an (8) anschlieBende Entwicklungen (analytische
Fortsetzung, natiirliche Grenze usw.) finden sich beispielsweise bei K. Picard,
Traité 2, p.51 u. ff.; F. W. Osgood, Funktionentheorie, p. 641 u. ff.; p. 655 u. ff;
E. Goursat, Cours 3, p. 192—195. Uber die analytische Darstellung reguliirer Po-
tentialfunktionen in der Ebene vergleiche B{. Bicher, Trans. of the Amer. Math.
Soc. 10 (1909), p. 27T1—278.

Faueyklop. d. math. Wissenach. II3 16
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1...e0 A
1 " .
(4) v(r, o) = v(0, ) + — E'F(—— cos nq_)._’/.}'(ﬁ} sin nfdo

+ sin mp'/nf(ﬂ) cos n@do\) .

Das , Dirichletsche Integral®
— % ouyE (o 150
Dew=tim f[(G)+ (&) awtv

konvergiert, auch wenn /() stetig ist, im aligemeinen nicht.”®) Eine
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB Dg(u) einen end-

1.0

lichen Wert hat, ist, daB Zn(a?, + b2) konvergiert. Ist sie erfiillt,

80 ist

2n 1...0
Da(s) = lim fu Mg — ST n(as + b))
0

7

Ist £(0) stetig, so ist Dy(w) vorhanden, wenn es auch nur eine
in K und auf C stetige Funktion #(r, @) gibt, die in K stetige par-
tielle Ableitungen erster Ordnung besitzt und auf C den Wert f(6)
annimmt, so daB Dg(#) existiert.

Es ist Dg(®) > Dx(u), wobei das Gleichheitszeichen nur fiir
i = u gilt.»®)

Viele der im vorstehenden angegebenen Sitze lassen sich auf

150) Unter K’ die Kreisfliche um den Koordinatenursprung vom Radius
R’ < R verstanden.

161) F. Prym, Journ. f. Math. 78 (1871), p. 340—3864, abgedruckt in ¥. Prym
upd G. Rost, Prymsche Funktionen, p. 227—250 [p. 246—250}; J. Hadamard,
Bull. de la Soc. math. de France 34 (1906), p. 135—139.

162) J. Hadamard, loc. cit. 151), p. 136; f(6) braucht dabei nicht not-
wendig stetig zu sein. Um so weniger wird im allgemeinen die Normalableitung
— 1im 2% 9)

r=R ar

1538) DieserSatz folgt fast unmittelbar aus den Betrachtungen von J. Hadamard,
loc. cit. 151). Siehe ferner S. Zaremba, Bull. de I'Acad. des Sc. de Cracovie
1909, p. 197—264 [p. 206—208), wo der analoge Satz im Raume betrachtet wird.
(Eine Darstellung findet sich bei H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche,
p.84—86.) Man vergleiche hierzu die aligemeinen Exgebnisse von S. Zaremla a. a.0.,
p. 126—195 [p. 150—151]. Einen Beweis fiir das Kreisgebiet gibt weiter R. Courant,
Math. Ann. 72 (1912), p. 517—550 [p. 523—524]. In einer spiteren Arbeit,
Journ. f. Math. 144 (1914), p. 190—211 [p. 194—195] beweist Cowrant denselben
Satz mit elementaren Mitteln fiir beliebige beschrinkte Gebiete in € (Nr. 34).

existieren.
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den Kugelkorper tbertragen. Durchgefiibrt sind diese Betrachtungen
nur zom Teil 154)

Aus dem Poissonschen Integral (1) werden verschiedene wichtige
Ungleichheiten abgeleitet. H. 4. Schwarz findet z. B.

lu(r, @) — (0, )| < — Max |f(6)] Are sin ;- 1%%)

14. Kreisringfliche. Entwicklungssats. Folgerungen. FHEine in
einem Kreisringgebiete B, < » < R, regulire Potentialfunktion 148t sich
daselbst (auf eine einzige Weise) in der Form

u(r, ¢) =% (By+ By'log r)
(1) t...00 ) -
+ 2 {(d,r*+ A_,r ") sin np 4 (B,r*+ B_,r ") cos nep}

darstellen. Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert fiir R,
< B, <r < R, < R, unbedingt und gleichmiiBig."%¢) Ist insbesondere
u(r, ) fir 0 <r < R, regulir, so gilt die Entwicklung fiir alle posi-
tiven r < R,. Ist u(r, ¢) iiberdies in einem Gebiete 0 < r < R, < R,
beschrinkt, so findet man 4_ =B , =0 (m >1), B =0.
Eine in einem beschrinkten Gebiete T in & beschrinkte, auBer
hochstens in isolierten Punkten, regulire Potentialfunktion, ist mithin
in T regulér.’®) In #hnlicher Weise wird der folgende Satz bewiesen:
Ist u(r, @) im Innern und auf dem Rande einer Kreisfliche K, auBer
hochstens in ihrem Mittelpunkte, regulir, ist Dg(%) vorhanden, so ist
u(r, @) in K regulir.®®) Ist allgemeiner |r“u(r, )| < C, u > 0 (C kon-

154) Der Schwarzsche Hilfssatz ist von A. Korn auf dreidimensionale
trebiete (der Klasse B) tbertragen worden. Vergleiche die FuBnote 281).

165) H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 176—210 [p. 190]. Andere Ungleich-
Leiten geben C. Neumann, Abelsche Funktionen, p. 412—417; F. Schottky, Journ.
f. Math, 117 (1897), p. 2256—253, wo allgemeiner mehrfach zusammenhingende:
Gebiete der Klasse ' in € betrachtet werden; G. Darbouw, loc. cit. 141) [p. 297]
(siehe auch T. Boggio, loc. cit. 141) b)); F. Prym und G. Rost, Prymsche
Funktionen, p. 81—47 an.

Im Zusammenhang hiermit stehen grundlegende Ungleichheitsbeziehungen
der Theorie analytischer Funktionen, die von J. Hadamard, E. Borel, E. Landau,.
C. Carathéodory, F. Schottky, E. Lindelof, P. Koebe und anderen Forschern
angegeben worden sind.

156) Vgl. z. B. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, p. 204—210. Analoge Entwick-
lungen im Raume (auch fiir unendliche, von einer Kugel begrenzte Gebiete) siehe
Poincaré, Potentiel, p. 204—210.

157) H. A. Schwarz, loc. cit. 158), p. 209. Im Raume vergleiche Poincaré,
Potentiel, p. 211.

168) D. Hilbert, Uber das Dirichletsche Prinzip, Festschrift zur Feier des
150-jihrigen Bestehens der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gottingen, Berlin 1901, abge-
druckt in den Math. Ann. 59 (1904), p. 161—186 [p. 184 —186). Unter Dx(w) ist

16*
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stant), so enthilt (1) nur eine endliche Anzahl Glieder mit negativem
Exponenten. Ist die Funktion u(r, ) fir 0 <» < R, regulir und
wird sie fiir » = O entweder gleich -} oo oder — o0, so ist

u(7, ) = k log » - eine regulire Potentialfunktion (% < 0).9)

Auch fiir die Losung der ersten Randwertaufgabe in einem Kreis-
ringgebiete 1Bt sich eine Reihenentwicklung unter Zuhilfenahme tri-
gonometrischer Funktionen angeben.'®?)

der als vorhanden vorausgesetzte Grenzwert

K
tim, [T+ (5) o=

K—K,—C,

, eine Kreisfliche um den Mittelpunkt von K) zu verstehen.

159) M. Bicher, Bull. of. Amer. Math. Soc. (2) 9 (1903), p. 4565—465.

160) Vgl. C. Newmann, Journ. f. Math. 59 (1861), p.385—3866; H. A. Schwarz,
Ges. Abh. 2, p. 176—210 [p. 204—210]; K. Picard, Traité 2, p.105—108;
F. Prym und G. Rost, Prymsche Funktionen, p. 78—91, wo von einem kom-
binatorischen Verfahren Gebrauch gemacht wird (Nr. 24 a) FuBnote 316);
E. Goursat, Cours 3, p.190—191. Man vergleiche ferner U. Dind, Ann. di Math. (2)
4 (1870/71), p. 159—174; H. Villat, C. R. 152 (1911), p. 680—682; 153 (1911),
p. 518—520; Xenia, Hommage internationale & 1'Université de Gréce, Athénes
1912, p. 859—380; Journ. de Math. (6) 7 (1911), p. 353—408; Ann. de I'Fe. Norm.
(3) 28 (1911), p. 208—311; (3) 29 (1912), p. 127—197; Red. del. Circ. Mat. di Pa-
lermo 33 (1912), p. 184—1756; U. Ding, ebendort 36 (1913), p. 1—28. In den
neun zuletzt genannten Arbeiten wird von den elliptischen Funktionen Gebrauch
gemacht.

Eine eingehende Behandlung des Kreisringgebietes gibt unter durchgehen-
der Benutzung elliptischer Funktionen, zum Teil in Ausfihrung fritherer Mittei-
lungen neuerdings H. Villat, Acta Math. 40 (1915), p. 101—178. Es werden u. a. ex-
plizite Ausdriicke fiir eine im Gebiete R, < r<C R, regulire analytische Funktion
%+ v gegeben, wenn 1. auf C,(r = R,) und C, (r = R,)u (das erste Randwert-

problem), 2. auf C, und O, ... g-g (das zweiten Randwertproblem), 2. auf C, ...,
ou

auf C;...v, 4. auf C,...u, auf C, SR g 5. auf C,, , aut G,...g—% vorge-
schriebene Werte haben. (Man vergleiche hierzu namentlich U. Dini an dem zu-
letzt a. 0.) Ferner werden gewisse Sitze von P. Fatow und L. Lichienstein
(Nr. 13) auf ein Kreisringgebiet fibertragen. U. Dini gibt in seinen Arbeiten zu-
gleich explizite Formeln fiir die Losung des ersten Randwertproblems fir das
von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte Volumen. Nach P. Koebe, Leipz. Ber.
65 (1913), p. 210—213 laft sich die Losung des ersten Randwertproblems fiir
das Kreisringgebiet durch elementare Abbildungen auf das Poissonsche Integral
zuriickfithren. Dasg gleiche gilt fiir die Fliche eines Rechtecks und einer Ellipse
(man vergleiche hierzu Nr. 47 FuBnote 592).
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15. Positive Potentialfunktionen.'®*) Damit die unendliche Reihe

(1) ;—-{—2 r*(a, cos kg + @,sin kp) = Rf(2) eine fir » <1 regu-
k=1

ldre und positive Potentialfunktion darstellen kann, muB wie C. Cara-
théodory gezeigt hat, der Punkt a,, @, (b =1, ...%) des 2un-dimen-
sionalen Raumes fiir alle » im Innern oder auf der Begrenzung
des kleinsten konvexen 2n-dimensionalen Korpers K,, liegen, der
die sphirische Normalkurve z,=coskf, Z,—sink0 (k=1,...%)
(0L 60 L 2x) enthilt.*®t) Jedes Gebiet K, ist die ,Projektion“ des
niichstfolgenden Gebietes K, ,.

Eine von Carathéodory angegebene Umkehrung dieses Satzes
lautet: Liegt der Punkt a,, @,...a, @, im Innern oder auf dem
Rande von K;,, so gibt es mindestens eine fiir » < 1 konvergierende
Reihe der Form (1), die mit der Zahl & beginnt, a,, @, - - - a,, @, zu
2n ersten Koeffizienten hat und eine fir » <1 regulire positive
Potentialfunktion darstellt.’®) Liegt der Punkt a,, --- @, anf dem
Rande, so ist die Funktion /(#) vollkommen bestimmt und zwar rational.

160%) Vgl. den Artikel von L. Bieberbach iiber Funktionentheorie.

161) Vgl. C. Carathéodory, a) Math. Ann. 64 (1907), p. 95—115; b) Rend.
del Circ. Mat. di Palermo 32 (1911), p. 198—217; ¢) C. Carathéodory wnd L. Fejér,
an dem zuletzt a. O., p. 218—239. Siehe ferner d) 0. Toeplitz, a.a. 0., p. 191—192;
E. Fischer, a.a.0 , p. 240—256; f) J. Schur, Berl. Sitzungsber. 1912, p. 4—15;
g) Journ. f. Math. 147 (1917), p. 206—232; 148 (1918), p. 122—145; h) G. Frobe-
nius, Berl. Sitzungsber. 1912, p. 16—31; i) G. Herglotz, Leipz. Ber. 63 (1912),
p. 501—511; k) F. Rief, Ann. de I'ie. Norm. (3) 28 (1911), p. 33—62; 1) Les
gystémes d'équations linéaires & une infinité d’inconnues, Paris 1913, p. 171—
180; m) Journ. f. Math. 146 (1915), p. 88—87; n) L. Fejér, Journ. f. Math. 146
(1915), p. 63—82; o) G. Hamel, Math. Ann. 78 (1918), p. 257—269; p) O. Szdsz,
Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 149—162; q) Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 163—183,
Man vergleiche ferner G. Pick, loc. cit. 163). Fiir die Begrenzung von K,, gibt
Carathéodory eine Parameterdarstellung mittelst trigonometrischer Polynome.
Nach O. Toeplitz ist in den Punkten der Begrenzung

D1, o, g, ... a,)=0,
1, o, o, o
©_4, 1, oy, Oy
Dy=| - y Oy ==y 18, o ,=a,—1id,.
gy Oy +-- 1

Im Inmern von K,, ist Dy(1, o, ... ) >0 (k=1, ..,n), auf dem Rande
D1, &y, ..y 20 (B=1,2, ...in—1)).

Danit die Reihe Rf(s) fir r << 1 konvergiere und daselbst positiv sei, ist
notwendig (und hinreichend), daB fir alle n... D,(1, o, ...«,) >0 ist (vgl.
O. Toeplits, loc. cit. d).

162) C. Carathéodory, loc. cit. 161) b).
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Jedem Punkte 7 in dem Einheitskreise ordnet nach G. Pick die Ge-
samtheit der durch (1) erklirten Funktionen f(#) ein Kreisgebiet zu.1%%)

Ein anderer Umkehrungssatz lautet: Liegt der Punkt a,, @,
... 6, a, fir jedes » im Innern oder auf dem Rande von K,,, so
konvergiert (1) fiir »<1 und stellt eine fiir » < 1 reguliire positive
Potentialfunktion dar.1%3) 164)

Die vorstehenden Sitze benutzen C. Carathéodory und L. Fejér
zur Beantwortung verschiedener Fragen iiber Maxima und Minima
von Potentialfunktionen.'®)

Einen Abschitzungssatz iiber positive Potentialfunktionen im
Raume gibt G. Pick%) an.

16. Die Siitze von A. Harnack. Sei 7' ein beschrinktes Gebiet
in €(€,) oder im Raume. Aus der Tatsache, daB eine Potentialfunk-
tion in jhrem Regularititsgebiete weder Maximum noch Minimum
haben kann, ergibt sich unter Zuhilfenahme der Poissonschen Inte-
grale der folgende wichtige Satz:

1. Sei u,(j=1,2,..) eine Folge in T und auf S stetiger, in
T regulirer Potentialfunktionen, die auf S gleichméBig konvergiert
Sie konvergiert alsdann in dem Bereiche 7T + S gleichm#Big. Die
Funktion % = lim u, ist eine in T -+ S stetige, in 7' reguléire Poten-

tialfunktion. D'ie partiellen Ableitungen D,u,(n > 1) konvergieren in
jedem Beveiche in 7 gleichmiBig gegen D,u.'*")

Da jede stetige Funktion einer oder mehrerer Variablen durch ana-
lytische Funktionen dieser Variablen beliebig gleichmiBig approximiert
werden kann, so kann man das erste Randwertproblem grundsitzlich als
gelost betrachten, wenn es gelingt, dieses fiir gewisse besonders ein-
fache Randfunktionen zu erledigen. So konnte man bei ebenen Ge-
bieten der Klasse A die Randfunktion f(s) analytisch annehmen.

2. Sei #,, %, ... eine unendliche Folge in T regulirer, nicht

163) G. Pick, Math. Ann. 77 (1916}, p. 7—28. Daselbst eine Verallgemeine-
rung der im Text besprochenen Ergebnisse. Man vergleiche ferner G. Pick, Math.
Ann, 77 (1915), p. 1—6; 78 (1918), p. 270—275.

164) Ist unter den Voraussetzungen des Satzes etwa D,(1, ¢, ... 0 ) =0
80 ist Dy, ,=0(k=1,2,- ) und es gibt nur eine Funktion f(2) dieser Art;
f(2) ist rational.

165) Vgl. loc. cit. 161) ¢). Hierzu ferner T. H. Gronwall, Annals of Math,
(2) 16 (1914), p. 77—81,

166) G. Pick, Jahresb. d. Deutschen Math. Ver. 24 (1915), p. 329 —382. Man
vergleiche ferner (. Pick, Math. Zeitschr. 1 (1918), p. 44—51.

167) A. Harnack, Grundlagen, p. 65—67. Vgl etwa E. Picard, Traité 2,
p. 59—60; K. Goursat, Cours 8, p. 189—190.
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1...08

negativer Potentialfunktionen. Ist die Reihe Zuj auch nur in einem

Punkte in 7 konvergent, so konvergiert sie jin jedem Bereiche in T’
gleichmiBig und zwar gegen eine in 7' regulire Potentialfunktion.1®)

Zur Auflésung des ersten Randwertproblems hat C. Neumann
Anfang der siebziger Jahre eine Methode ersonnen, die fiir die Entwick-
lung der Potentialtheorie im Laufe der Zeit von der groBten Wichtig-
keit geworden ist. Die von C. Neumann angegebene  ,Methode des arith-
metischen Mittels“ sucht die Losung in der Form des Potentials einer
Doppelbelegung zu gewinnen. Dies gelingt, wie spitere Untersuchungen
gezeigt haben, z. B. fiir alle Gebiete der Klasse Ah.

17. Methode des arithmetischen Mittels. a) Allgemeine Ansitse
und Resultate von C. Neumann und G. Robin'®) Es sei T ein ebenes
Gebiet der Klasse B. Die Gesamtheit der m AuBengebiete (m > 1)
heiBe T,. Eins von diesen enthilt den unendlich fernen Punkt. Auf S
sei eine abteilungsweise stetige (allgemeiner im Lebesgueschen Sinne
integrierbare) Wertfolge f(s) gegeben. C. Newmann stellt sich die Auf-

gabe'™) zwei Doppelbelegungen ;1;1’1(3> und :lr—vﬂ(s) auf S so zu
bestimmen, daB die zugehirigen Potentialfunktionen

1) %J vf(t)?%; (log %)dt , %fwg (t)-a—% (log -::) dt

N S
entsprechend auf der Innen- und der Auflenseite von S den Wert
f(s) annehmen. In einer vollig analogen Weise wird das Neumann-
sche Problem im Raume erklirt.!™)

Die besondere Wichtigkeit des Newmannschen Ansatzes beruht dar-
in, daf er die Losung in einer Form liefert, aus der sich verschiedene
ihrer Eigenschaften leicht ablesen lassen. So ist die Neumannsche Me-
thode, auBer bei ebenen Gebieten der Klasse C, D und E, bis jetzt die

168) A. Harnack, loc. cit. 167), p. 67—68. Eine Darstellung gibt u. a.
E. Picard, Traité 2, p. 59—61. Vgl. ferner E. Goursat, Cours 3, p. 191—193.

Niitzliche Hilfssitze fiber unendliche Folgen nicht negativer Potentialfunk-
tionen gibt S. Johamsson, Acta Soc. Sc. Fenn. Bd. 40 Nr. 2, p. 1—29 [p. 171,
sowie Bd. 41 Nr. 2, p. 139 [p. 1—8] an.

169) Vgl. das Referat ILA 7b von H. Burkhardi ond W. F. Meyer Nr. 27,
Dort findet sich in den FuBnoten 170) bis 181) die iltere Literatur. Siehe namentlich
G. Kirchhoff, Acta Math. 14 (1890/91), p. 199—183. Man vergleiche ferner die von
D. Hilbert in seinen Vorlesungen mitgeteilten Bemerkungen bei E. R. Neumann, Math.
Ann. 56 (1901), p. 1—52. Siehe ferner H. Liebmann, Miinch. Ber. 1914, p, 869—3876.

170) Zuerst Leipz. Ber. 22 (1870), p. 49—56, abgedruckt in den Math. Ann.
11 (1877), p. 568—566.

171) Vor dem Integralzeichen tritt in diesem Falle der Faktor 51; ein,
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einzige, die weitgehende Aufschliisse iiber das Verhalten partieller
Ableitungen der Losung am Rande liefert. Dieser Vorteile seines Ver-
fahrens war sich C. Neumann voll bewuBt. Das Bestreben, die Losung
des ersten Randwertproblems in einer fiir die Diskussion geeigneten
Form zu gewinnen, war iiberhaupt von Anfang an ein leitender Ge-
danke seiner Untersuchungen.!™)

Es moge das Gebiet 7' insbesondere einfach zusammenhingend
und konvex sein.'™) Um Vorstellungen zu fixieren, nehmen wir es
rdumlich an. C. Neumann beweist unter Benutzung einer dem Gebiete

eigentiimlichen , Konfigurationskonstanten“ ¢ << 1, daf die unendliche
Reihe

@) (0p— @y) + (@5 — @g) + - -+, |
1) =55 [ 1@ 5 () dG=12,..), w,@ v, =5 [ (07, (),
S 5

fo(8) = £(s)
in 7 und auf S gleichmidBig konvergiert und auf S den Wert
fo(s) — N annimmt, unter N einen bestimmten von fy(s) und S ab-
hingigen Wert verstanden. Bine analoge Entwicklung erhdlt man fiir
das AuBengebiet.

Es hat einer langen Reihe von Untersuchungen bendtigt, bis
die Konvergenz der Neumannschen Reihen und damit die Anwendbar-
keit der Methode fiir Gebiete von hinreichend allgemeiner Natur,
inbesondere fiir Gebiete der Klasse B sichergestellt war. Insbe-
sondere sind, worauf wir bald zuriickkommen werden, durch die
Theorie linearer Integralgleichungen Zusammenhéinge von iiber-
raschender Eleganz und Durchsichtigkeit aufgedeckt worden. Bekannt-
lich war es das Neumannsche Problem in der Poincaréschen Fassung

172) Vgl. C. Neumann, Abhandlungen. In der zweiten dieser beiden Ab-
handlungen nimmt C. Neumann die Untersuchung des Verhaltens partieller Ab-
leitungen der Ldsung am Rande in Angriff.

178) Den fundamentalen Untersuchungen von C. Newmann liegen gewisse
konvexe, einfach zusammenhingende Gebiete, deren Begrenzung auch gewisse
sprungweise Unstetigkeifen (Kanten, Ecken u. dgl.), aufweisen kann, die aber
nicht ,,zweisternig sein diirfen, zugrunde. Dies besagt, dal die Tangenten (Tan-
gentialebenen) von § nicht alle durch den einen oder den anderen von zwei
festen Punkten (wie etwa bei einem Rechteck oder Doppelkegel) hindurch-
gehen sollen.

Allgemeiner kann man sowohl in der Ebene, als auch im Raume der Be-
trachtung ein System von endlich vielen Gebieten der Klasse B ohne gemein-
same Randpunkte zugrunde legen. Der , AuBenraum® zerfillt in eine Anzahl
von Gebieten, von denen das den unendlich fernen Punkt enthaltende mehr als
eine Randkomponente hat und somit mehrfach zusammenhiingend ist.
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(Nr. 17b), das fiir J. Fredholm eine Veranlassung zu seiner bahn-
brechenden Entdeckung gab.'™) Eine sehr vollstéindige und tiefgehende
Behandlung des Neumannschen und des damit eng verwandten Robin-
schen Problems auf dieser Basis verdankt man J. Plemelj.}™)

Im AnschluB an C. Neumann hat G. ERobin das Problem der
elektrischen Verteilung auf leitenden Flichen behandelt.™®) Dieses
Problem bildet einen Spezialfall der allgemeineren Randwertaufgabe,
die in der Ebene wie folgt lautet:

Es sind zwei einfache Belegungen é—y,(s) und —71;[.&2(3) so zu be-
stimmen, daB die zugehérigen Potentiale
(3) [ mytog ar, L [ us9)log Lat

§ s
entsprechend in 7" und in 7', die Normalableitung gleich f(s) haben.
Im Raume gilt eine analoge Problemstellung.

b) Die grundlegende Wendung durch H. Poincare. Einen Wendepunkt
in der Entwicklung des Neumannschen und des Robinschen Problems
bezeichnet das Erscheinen einer berithmten Abhandlung von H. Poin-
caré™) Vor allem erweitert Poincaré die Fragestellung durch die
Einfiihrung eines Parameters. Es handelt sich nun um die Bestim-
mung des Potentials einer Doppelschicht W sowie des Potentials
einer einfachen Belegung ¥V, so daB einmal

1 5 (Wen — wen) + 5 (W6 + W) = =),

das andere Mal

1 /90 0 (0 0 -
@ — 5 (ZVE)—LrE) + 5 (L) + 7)) = =)
gilt. Fiir A=1 geben (1) und (2) als Randbedingungen entsprechend

W(st) = af(s), o5 V() =af(s),
fir i=—1
W(s-) = —af(s), V()= —nf(s).

Das Gebiet 7 wird, und dies ist wesentlich, nicht mehr als konvex

174) J. Fredholm, Oefversigt af Kongl. Svenska Vet. Akad. Forh. 87 (1900),
p. 89—46; C. R. 134 (1902), p. 219—222; p. 1561—1564; Acts math. 27 (1903),
p. 365—390.

175) J. Plemelj, loc. cit. 55) sowie Monatsh. fiir Math. und Physik 18 (1907),
p. 180—211, ferner, Untersuchungen, passim,

176) Vgl. G. Robin, Ann. de I'Ecole Normale 3 (3), Supplément, p. 3—58;
C. R. 104, p. 1834—1836; C. R. 106, p. 413—416; Oeuvres 1, Paris 1899.

177) H. Poincaré, La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet,
Acta math. 20 (1897), p. 59—142 (gedruckt Ende 1895).
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vorausgesetzt.!™) Angenommen wird nur, da 7' ein einfach zusam-
menhiingendes Gebiet der Klasse B ist, und daB es eine umkehrbar
eindeutige Abbildung des Gesamtraumes auf sich selbst,

r=2(292),..; v=uz(,y,7), ...
gibt, die den unendlich fernen Punkt ungeéndert 148t und S einer
Kugel zuordnet. Die Funktionen
(3) 4 (.’E, Y, 2 )s - 3 a;(ac’, yly “5,);
haben stetige Ableltungen e1ste1 und zweiter Ordnung. Setzt man

1 1 1 1

fiir kleine Werte von —;-f— +/*"";=£('Z’ 7 ?)’ C e
—=§ ( Y oy zi) , . ..S0 haben auch &, o/, £ & 9, ¢ stetige Ableitun-
gen der beiden ersten Ordnungen. Im Unendlichen sind die partiellen
Ableitungen elster und zweiter Ordnung der Funktionen (3) gleich

Null, aubier m,, &8;7 gj, %i, gz, gz die dort den Wert 1 haben.'?)
Poincaré entwwkelt nun die Losung nach Potenzen von 1, bildet
die zu den Potentialen w,, ®,, @,, ... gehorigen Dirichletschen Inte-
grale des Innen- und des AuBengebietes und gelangt durch Uber-
legungen, die mit der von H. A. Schwarz zuerst in seiner beriihmten
Festschrift angewandten SchluBweise'®®) mannigfaltige Berithrungspunkte
haben, daneben aber auch eine Reibe neuer Hilfsmittel einfithren, zu
dem fundamentalen Satze, daB die Neumannschen und die Robinschen
Reihen gleichmiiBig konvergieren, sofern die Funktion f(s) nebst ihren
Ableitungen bis zu einer gewissen endlichen Ordnung stetig ist.'8?)

178) Poincaré bLetrachtet ibrigens ausschlieBlich den (schwierigeren) Fall
des Raumes.

179) Ob die Voraussetzung, 7' gehore der Klasse B an, zur Durchfiihrung
aller von Poincaré angedeuteten Uberlegungen geniigt, erscheint nicht ganz
sicher.

180) Vgl. H. A. Schwarz, Ges. Abh. 1, p. 223—269. Siehe auch IIA 7¢
Nr. 10.

181) Poincaré nimmt der Einfachheit halber die Existenz und Stetigkeit
der Ableitungen aller Ordnungen an. Eine wesentliche Rolle spielen bei Poincaré
die beiden folgenden Sitze:

1. Ist ¥ das Potential einer beliebigen auf S ausgebreiteten einfachen Be-
legung, so ist e

Dy

@) M, < B Uk

Ist die Masse der Belegung glemh 0, so ist M, >0, sonst gilt M, = 0.
2. Ist B das Potential einer auf S ausgebreiteten Doppelbelegung, die so
beschaffen ist, daB D (W) und DTE(W) existieren, so ist

(5) 0< M, < - ((W)g M, (M,, M, konstant).

<M, (M,, M, konstant).
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In dem VI. Kapitel seiner Abhandlung fithrt Poincaré die ,Fun-
damentalfunktionen® ein, d. h. Potentiale einfacher Belegungen, die fiir
eine bestimmte, abzihlbar unendliche Menge reeller Werte von 1 Be-
ziehungen gentigen, die man erhilf, wenn man in (2) die Funktion
f(s) gleich Null setzt. Sodann werden Reihenentwicklungen willkiir-
licher Funktionen nach den ,Fundamentalfunktionen® betrachtet.!®®)

¢) Weiterfihrung der Poincaréschen Methoden.’®®) Die im vor-
stehenden besprochene Arbeit von Poincaré ist der Ausgangspunkt
einer langen Reihe von Untersuchungen anderer Forscher geworden.
Als erste haben E. Le Roy'®), W. Stekloff'®*) und A. Korn'%) die
Poincaréschen Ideen weiter entwickelt. Unter der Annahme, das rdum-
liche einfach zusammenhingende Gebiet T’ sei in bezug auf wenigstens
einen seiner Punkte konvex'"), d. h. jeder durch diesen Punkt ge-

Bei dem Beweise der Ungleichheiten (6) nimmt Poincaré an, da8 die Existenz
der Lisung des ersten Randwertproblems bereits feststeht. Diese Voraussetzung
liegt somit auch seinen Ergebnissen iiber die Neumannschen Reihen zugrunde.
Bei der Betrachtung der Robinschen Reihen kann man demgegeniiber An-
nahmen dieser Art entbehren.

182) Dieser Teil der Poincaréschen Abhandlung enthilt keinerlei strenge
Beweise, begniigt sich vielmehr mit einer allgemeinen Ubersicht tiber die zu er-
wartenden GesetzmiiBigkeiten.

183) Vgl. das Referat II A7b von H. Burihardt und W. F. Meyer Nr. 27,
Fuinoten 175) bis 178).

184) FE. Le Roy, Ann. de I'fic. Norm. (8) 15 (1898), p. 9—178. Vgl. p. 285.

185) Vgl. W. Stekloff, C. R. 126 (1897), p. 1026—1029, woselbst noch konvexe
Fliichen betrachtet werden, sowie namentlich C. R. 128 (1899), p. 588--591 und
p. 808—810. Hier werden Fliichen der Klasse B’ betrachtet; die Poincarésche
Bezichung (4) (FuBnote 181) wird postuliert, worauf ohne weitere Einschréinkun-
gen mit Hilfe des Robinschen Verfahrens die Existenz der natfirlichen Belegung
sowie der Poincaréschen Fundamentalfunktionen bewiesen und das zweite
Randwertproblem geldst wird. In der Note C. R. 180 (1900), p. 396—399 (s. hierzu
auch C. R. 180 (1900), p. 480--488) beweist Stekloff fiir riumliche Gebiete der
gleichen Natur die Giiltigkeit der Newmannschen Reihen, sofern die Randfunk-
tion gewissen Stetigkeitsbedingungen geniigt. Das erste Randwertproblem wird
darauf fir schlechthin stetige Randwerte erledigt. Man vergleiche sachlieB-
lich A. Stekloff, C. R. 180 (1900), p. 826—827; p. 15699—1601 und C.R. 181 (1900),
p. 870—878; p. 11821185 sowie A. Korn, C. R. 180 (1800), p. 557; p. 1288—
1240 und C. R. 181 (1900), p. 26—27. Ausfithrliche vervollkommnete Darstellung
seiner Untersuchungen gibt Stekloff in den Arbeiten Ann. de I'Ec. Norm. (8) 19
(1902), p. 191—259; p. 466—490 sowie Ann. de Tonlouse (2) 2 (1900), p. 207—
272; (2) 6 (1904), p. 851—475.

186) A. Korn, Potentialtheorie 1 und 2 passim, in vervollkommneter Form
loc. cit. 55) ¢) Abh. 1. S8iche ferner A. Korn, Math. Ann. 53 (1900), p. 693—808

sowie O. Newmann, Math. Ann. 54 (1901), p. 1—48.

187) In der schlichten Ebene sogar fir ein beliebiges beschrinktes einfach

zueammenhlingendes Gebiet der Klasse B.
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zogene Halbstrahl § in einem und nur einem Punkte treffe, beweist
Korn nach Poincaré die Konvergenz der Newmannschen und der Robin-
schen Reihen, ohne die Existenz der Losung vorauszusetzen. Dies
gelingt dadurch, daB das Neumamnsche Problem auf das Robinsche
zuriickgefiihrt wird. Kine Poincarésche Transformation wird explizite
angeben.

Von der Funktion f(s) wird lediglich vorausgesetzt, daf sie ab-
teilungsweise stetig ist. Damit sind auch das erste und das zweite
Randwertproblem fiir einfach zusammenhingende, in bezug auf einen
Punkt konvexe Gebiete erledigt.!®®) Durch kombinatorische Methoden
(Nr. 24a) gelangt sodann Korn auch im Raume zu der Losung der
beiden Randwertprobleme fiir beliebige Gebiete der Klasse B.

Den ersten vollstindigen Beweis fiir die Giiltigkeit der Methode
des arithmetischen Mittels hat unter Zugrundelegung beliebiger (e-
biete der Klasse B in € oder im Raume fiir beliebige abteilungs-
weise stetige Randwerte S. Zaremba gegeben.'®)

Wesentlich ist bei Zaremba die Betrachtung verallgemeinerter
Potentiale einfacher und doppelter Belegungen (Nr. 6), fir die zu-
gleich Sitze gewonnen werden, die denjenigen der Neumann-Poincare-
schen und Robin- Poincaréschen Theorie ganz analog sind. Sie leisten
in der Theorie der Differentialgleichung Au — k*u = O dasselbe, wie
jene in der Theorie der Differentialgleichung Au == 0. Im iibrigen
lehnt sich der Beweis an die klassische SchluBweise der Poincaréschen
Palermo-Arbeit an.’®) Neben dem Konvergenzbeweise der eigentlichen
und verallgemeinerten Neuwmann-Robinschen Reihen liefern die Zaremba-
schen Untersuchungen einen Existenzbeweis der Poincaréschen Fun-
damentalfunktionen.!??)

188) Loc. cit. 55) ¢) Abh. 2 gibt Korn einen Beweis der Giiltigkeit der
Neumannschen Methode fiir einfach oder mehrfach zusammenhingende Gebiete
der Klasse M (ohne Spitzen). Die Randfunktion f(s) hat hierbei gewissen be-
sonderen Bedingungen zu gentigen. Uber die Auflosung des ersten und des
zweiten Randwertproblems, wenn T iiber €, ausgebreitet ist, vergleiche im An-
schluB hieran bei 4. Korn, C. R. 185 (1902), p. 94—95 sowie p. 231-—232.

189) Eine erste Mitteilung findet sich im Bulletin de I'Ac. d. Se. de Cra-
covie 1901, p. 171—189; vollstindig durchgefiihit ist die Methode fir deu Fall
des Raumes in der Abhandlung Journ. de Math. (5) 8 (1902), p. 59—177. Man
vgl. ferner S. Zaremba, Ann, de I'Ec. Norm, (3) 16 (1899), p. 427—464; (3) 20
(1908), p. 9—26 sowie loc. cit. 195). Siehe auch A. Korn, loc. cit. 55) ¢) 5 Abh.

190) H. Poincaré, Rend. del Circolo Mat. di Palermo 8 (1894), p. 57—156.
Vgl ferner den Artikel IL A7 ¢ von A. Sommerfeld Nr.10.

191) Entscheidend fiir den Erfolg ist der folgende Hilfssatz von Zaremba. Es
seien H (s) (v ==1, 2, ...) gegebene auf § erklirte abteilungsweise stetige Funk-
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Einen auf den Zarembaschen Hilfssatz (vgl. die FuBnote °!) und die
Poincarésche SchluBweise gestiitzten vollstindigen Beweis der Giiltigkeit
der Neumann- Robinschen Methode hat'®®) A. Korn geliefert.®®) In
einer spiteren Abhandlung!®) gibt Korn einen anderen von dem Za-
rembaschen Hilfssatze unabhéingigen, sich wie alle diese Untersuchungen
an die Poincarésche Palermo-Arbeit anlehnende Beweisfithrung.

Von besonderer Wichtigkeit ist eine 1904 erschienene Abhand-
lung von Zaremba.'s) In dieser wird der Betrachtung ein beliebiges
beschrinktes Gebiet der Klasse M (ohne Spitzen) in € zugrunde ge-
legt. Es sei 6 irgendein von zwei Nachbarseiten von S eingeschlos-
sener Winkel, 0 < 8 < 2x. Im Gegensatz zu Korn'*®) werden iiber
die Randfunktion keine wesentlich einschréinkenden Annahmen gemacht;
sie wird einfach abteilungsweise stetig vorausgesetzt!®) Auch jetzt
geht Zaremba von den verallgemeinerten Potentialen aus und beweist
aufer der Giiltigkeit der eigentlichen und verallgemeinerten Neumann-
schen und Robinschen Reihen, unter anderem, daf fiir alle Werte des
Parameters 1, so daB X ) .

|4 |<R=Min Tw—o]
ist, die Losungen des Newmann- Poincaréschen und Robin-Poicare-
schen Problems meromorphe Funktionen von 1 darstellen.®8) 199)

tionen und e, ...«, reelle Konstanten. Wir setzen (im Raume) ¥, = ,{ H (1) ? s
o t

1...p g

V= E «, H, . Bei hinreichend groBem p kann man es durch geeignete Wahl der
¥
Zahlen o, ... &p erreichen, daf

1 D T(V) ; c?
ixz, sp,m="Tl Lpz—]w—ﬁ
» Tg '/ (p - 1)
wird, unter ¢ einen nur von S abhiingigen Wert verstanden.
192) Noch vor dem Erscheinen der unter 189) zitierten sausfiihrlicheren
Arbeiten von Zasemba.
198) loc. cit. 55) c) 5. Abh. Diese Arbeit enthilt auch gewisse Entwick-
lungssitze nach Poincaréschen Fundamentalfunktionen.

194) loc. cit. 55) g).

195) Journ. d. Math. (5) 10 (1904), p. 395—444; Vorliufige Mitteilung, C. R.
137 (1903), p. 39—40.

196) Vgl. die FuBinote 188).

197) Auch gewisse weitere Unstetigkeiten werden zugelassen. Die einzelnen
Seiten der Randlinie nimmt tbrigens Zaremba von der Klasse B’ an.

198) Einen iibersichtlichen Beweis der Zarembaschen Resultate gibt 7. Carle-
man, Uber das Newmann-Poincarésche Problem fiir ein Gebiet mit Ecken, Inaug.-
Diss. Upsala 1916, p. 8—16. A. a. O. [p. 831—389] werden auch Gebiete im Raume
betrachtet (vgl. die FuBinote 296).

Durch ein mit dem Zarembaschen verwandtes Verfahren wird von R. Bdir
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Eine weitere von der Fredholmschen Methode unabhingige Be-
handlungsweise des Neumannschen und des Robinschen Problems hat
E. R. Neumann geliefert.®®). E. R. Neumann legt seinen Untersuchungen
in der an der drittletzten Stelle zitierten ausfiihrlichen Arbeit Gebiete
der Klasse B (im Raume) zugrunde und fiihrt als neues Hilfsmittel die
mit den Gréenschen Funktionen (Nr.20) nahe zusammenhingenden
,Polarfunktionen” ein. Insbesondere wird so die Existenz des Po-
tentials der nattirlichen Belegung (Nr. 17d) erschlossen. DaB dieses
sich als Potential einer einfachen Belegung darstellen liBt, wird, wie
frither von W. Stekloff (loc. cit. 185), unter Zuhilfenahme des ,, Poincaré-
schen Prinzips® bewiesen.®!) In den ,Beitrigen® wird spiter die Existenz
der natiirlichen Belegung in der Ebene ohne dieses Hilfsmittel dargetan.

d) Zuriickfiihrung ouf eine lincare Integralgleichung. Es sei T ein
beschrinktes Gebiet der Klasse B in €. Aus den Formeln der Nr. 6
und 7 folgt nach J. Fredholm

die am Rande verschwindende Greensche Funktion G (&, 7; «,y) (Nr. 20) fix
Gebiete der Klasse M (ohne Spitzen) gewonnen. (R. Rdir, Uber Greensche Rand-
wertaufgaben bei der Schwingungsgleichung, Inaug.-Diss., Wirzburg 1915, p. 1
bis 87 {[p. 1—8)) Fiir die Greensche Funktion der Differentialgleichung
Au—k*u=0 wird unter Zuhilfenahme des verallgemeinerten Potentials einer
Doppelbelegung eine zu (1) Nr. 17d analoge Integralgleichung aufgestellt, die sich
fiir hinreithend groBe & durch sukzessive Approximationeén auflosen li8t. Zur Be-
stimmung von G (&, n; x, ) erhilt man sodann eine der Fredholmschen Theorie zu-
gingliche Integralgleichunp. In #hnlicher Weise lassen sich sowohl die zu der
zweiten und der dritten Randwertaufgabe (Nr.21 und 28) gehsrigen Greenschen
Funktionen bestimmen [p. 18—21], als auch alle drei vorhin erwihnten Randwert-
probleme selbst erledigen. A. a. O. [p. 21—25] werden einige weitere Randwert-
aufgaben betrachtet (Nr. 29).

Man vergleiche ferner O. D. Kellogg, loc. cit. 146, p. 451—456.

199) Die zugehorige Integralgleichung (Nr.17d) ist im allgemeinen eine
Integralgleichung mit singulirem Kerne. Siehe J. Blumenfeld und W. Mayer,
Wiener Berichte 123 (1914), p. 2011--2047 [p. 20456—2047], wo eins der
beiden von einer Lemniskate mit Doppelpunkt und aufeinander senkrechten
Asten begrenzten beschriinkten Gebiele betrachtet wird. Man vergleiche ferner
T. Carleman, Uber das Newmann-Poincarésche Problem fiir ein Gebiet mit Ecken-
Inaug. Diss. Upsala 1916, passim. Carleman betrachtet beliebige Gebiete der Klasse
M (ohne Spitzen) und gibt, gestiitzt auf die Theorie der singuliren Integral-
gleichungen, zum ersten Male eine Behandlung des Newmann-Poincaréschen Pro-
blems fiir alle Werte des Parameters .

200) E. R. Neumann, Mat. Ann. 55 (1901), p. 1—52 sowie 56 (1908), p. 49
bis 113; kurze Mitteilungen: Gott. Nachr. 1899, p. 291—201 sowie 1902, p. 242—
258; ausfiihrliche Darlegung und Weiterfiihrung: Studien, passim; Beitriige p. t
bis 42 sowie p. 155—188.

201) E. R. Neumann bezeichnet so den in der FubBnote 181) unter 1. ge-
nannten Satr fiir den Fall, daf die Gesambmasse der Belegung verschwindet.
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v+ v, (log7) at =),
(1) §
u(s) + :”; u(t) 3%3 (log ;13—‘) dt = f(s).2?)

N

Ganz analoge Formeln gelten im Raume.”®®) Das Newmann- Poincare-
sche sowie das Robin-Poincarésche Problem einerseits, die Auflgsung
der beiden zueinander adjungierten Integralgleichungen (1) anderseits
sind zwei vollig #iquivalente Probleme.

1 9 /1y, - - 19 1
Der Kern — 6—,(_) ist ,symmetrisierbar®, der Ker ———(log ‘—)

2x on,\r, 7w 00, L

ist mit einem solchen nahe verwandt*) 20%)

202) J. Fredholmn, loc. cit. 174). Man vergleiche ferner J. Plemelj, loc. cit.
176), namentlich, Untersuchungen, passim sowie O. D. Kellogg, Trans. of -the
Amer. Math. Soc. 9 (1908), p. 51—66 (Kellogg betrachtet iibrigens Gebiete der
Klasse Ak (in ), Plemelj diejenigen der Klasse B’). Eine kurze Darstellung fin-
det sich bei J. Horn, Partielle Differentialgleichungen, p. 304—312 und E. Gour-
sat, Cours 3, p. 507—518.

203) Der Kern —l—i(log -}-—) igt stetig. Im Raume wird der entsprechende
T On, Ty

Kern 1 _9_ (i) fiir s ={ wie 1 unendlich. Der zweite iterierte Kern ist auch
&= am,\r,

hier stetig. Die Integralgleichungen des Problems sind in der Ebene und im
Raume der Fredholmschen Methode zugiinglich (iibrigens auch wenn 7' der
Klasse 4h angehort).

204) Die wesentliche Symmetrieeigenschaft findet sich beispielsweise bei
J. Plemelj, Untersuchungen, p. 27.

205) Vgl. J. Blumenfeld und W. Mayer, Wiener Ber. 128 (1914), p. 2011
bis 2047. Die von J. Marty (C. R. 150 (1910), p. 5156—518; 603—606; 1031—1083;
1499-—1502) nach dem Vorbild der E. Schmidischen Theorie der Integralgleichungen
mit symmetrischem Kerne durchgefiihrte Theorie der Integralgleichungen mit sym-
metrisierbarem Kerne liefert, wie die Verfasser zeigen, sinngemiif durchgebildet,
sowohl im Raume, als auch in der Ebene die Existenz der singuliiren Werte des
Parameters 2 und der Nuillsungen der Gleichungen (1). Die zugehtrigen Poten-
tiale einer einfachen Belegung sind die Poincaréschen Fundamentalfanktionen.
Man gewinnt gleichzeitig unter anderem gewisse, von Poincare postulierte Ent-
wicklungssiitze (Nr. 17b).

Ein #hnliches Verfahren hat 4. Korn, Rend. del. Circ. Mat. di Palermo 35
(1918), p. 317—323 angegeben. Korn ordnet die vorliegenden Integralgleichungen
einer Klasse der Integralgleichungen mit ,,pseudosymmetrischem Kerne* zu, deren”
Theorie er in AnschluB an die Methoden der Poincaréschen Palermo-Arbeit (II A
7¢ Nr.10) entwickelt hatte (C. R. 153 (1911), p. 171—178; 327—328; 539-—b41;
156 (1913), p. 1965—1967; Tohoku math. Journ. 1 (1912), p. 159—186; 2 (1912),
p. 117—186; Archiv d. Math. u. Phys. 25 (1916), p. 148—172; 27 (1918), p. 97—120).
Man gewinnt wieder die Existenz der Eigenwerte und der Poincaré schen Funda-
mentalfonktionen sowie gewisse Entwicklungssittze. Wie bereits in der Nr. 17¢
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Nach oJ. Plemelj 1aBt sich die Giiltigkeit der Neumannschen und
der Robinschen Reihen aus der Fredholmschen Theorie fast unmittelbar
ableiten.?®) Ein auBerordentlicher Vorteil dieses Verfahrens ist darin
zu erblicken, daB Konvergenzbetrachtungen sich nunmehr fast vollig
vermeiden lassen.”®”) Die Losungen der beiden Integralgleichungen (1)
lassen sich in einfacher Weise aufeinander zuriickfiihren.?*®) Die sin-
guldren Parameterwerte sind simtlich reell und dem absoluten Betrage
nach > 1. Sie sind einfache Pole des ldsenden Kernes H(s, ¢).2%)

Der dem absoluten Betrage nach kleinste singulire Wert ist

A== —1. Der Wert A =1 ist nicht singuliir, wenn, wie vorausgesetzt
werden soll, 7' einfach zusammenhéngend ist. In der Umgebung des
Wertes 4 = — 1 kann in der Ebene

(2) H(s, t)= llr»f)l + Hs, t), (D, b regulir), /m(t)dt =1
gesetzt werden.?%) Das Potential

Iz, y) = fm(t) 10g—,—1— dt

erwahnt, sind zum Teil betrichtlich frither, unabhingig von der allgemeinen
Theorie der linearen Integralgleichungen, gewisse Existenz- und Entwicklungs-
siitze von W. Stekloff, A. Korn, S. Zaremba und E. R. Newmann abgeleitet worden.
Eine Theorie der symmetrisierbaren Integralgleichungen unter besonderer Beriick-
sichtigung der Integralgleichungen (1) gibt neuerdings T. Carleman, loc. cit. 198)
p. 147—166. Man vergleiche die dieser umfangreichen Arbeit gewidmeten Aus-
fiihrungen der FuBnoten 198) und 199).

206) J. Plemelj, Untersuchungen, p. 46—68. Eine erste Darstellung hat
Llemelj bereits in der unter 55) zitierten Arbeit gegeben. In der neuen Dar-
stellung vertritt Plemelj mit vollem Erfolge den Standpunkt, daB es zur Durch-
filhrung der Methode, insbesondere zur Aufstellung der Integralgleichungen )]
und zum Nachweise dez Aquivalenz des Ausgangsproblems mit der sich nunmehr
ergebenden Aufgabe nur ganz elementarer Hilfsmittel der Potentialtheorie be-
darf. Von den in den Nr. 6 und 7 angegebenen Hilfsmitteln werden nur die
wenigsten gebraucht.

207) In allen Einzelheiten sind die fraglichen Entwicklungen von Plemel
an dem am Anfang der FuBnote 206) bezeichneten Ort fiir de