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Yorwort zur zweiten Auflage.

Die vorliegende zweite Auflage stellt eine vollstdndige Neubearbeitung
der ersten dar, die im Jahre 1913 im selben Verlage erschiénen und schon
seit lingerer Zeit vollstandig vergriffen ist. Das ganze Fragengebiet
wurde auf eine breitere Grundlage gestellt, indem nicht nur — wie
friiher — der Sonderfall der zylindrischen Behilterwinde mit lotrechter
Achse unter Wasserdruck behandelt wurde, sondern auch eine Reihe
von jenen Problemen mit aufgenommen wurden, die einfache technische
Anwendungen der Theorie gekriimmter Schalen und Platten betreffen;
auller den Behilterwinden und -boden wiirden hierzu noch die Silos,
Schornsteine, Kessel, Geschiitzrohre, Gewdlbe, Druckstollen, Diiker,
Staumauern, Talsperren u. dgl. gehéren, also auch Probleme, die nicht
achsensymmetrische Beschaffenheit zeigen. Die allgemeine Behandlung
dieser Probleme wiirde erheblich verwickeltere und zum Teil anders-
geartete Hilfsmittel erfordern und sich allzusehr von dem Plane entfernt
haben, der diesem Werke urspriinglich zugrunde gelegen hat. Es wurde
daher auch bei dieser neuen Auflage an der Beschrinkung auf dreh-
symmetrische Schalen festgehalten. Um aber die Einsicht in das
elastische Verhalten der Gebilde dieser besonderen Art zu kennzeichnen,
wurden in vier neu hinzukommenden Kapiteln die Statik starrer
und elastischer Schalen und Platten entwickelt und durch
mehrere Beispiele erldutert. Dabei konnte auch nicht daran gedacht
werden, dieses eingeschrinkte Gebiet in groBter Allgemeinheit zu be-
handeln, es wurde vielmehr nur so viel daraus aufgenommen, als fiir die
theoretische Behandlung der drehsymmetrischen Probleme der be-
zeichneten Art auch fiir den praktisch tdtigen Ingenieur von Wichtig-
keit ist. Die Einzelheiten der Rechnung sind dagegen ziemlich ausfiihr-
lich wiedergegeben, um als Grundlage fiir Aufgaben dhnlicher Art ver-
wendet werden zu konnen.

Um das Werk in seiner neuen Gestalt fiir den angegebenen Kreis
brauchbar zu erhalten, wurden aus der umfangreichen mathematischen
und physikalischen Literatur, die wir iiber Platten und Schalen besitzen,
und die sich insbesondere an die Namen Almansi, Basset, Boussi-
nesq, Dougall, Lord Kelvin, Kirchhoff, Lamb, Lauricella,
Love, Mathieu, Maurer, Michell, Lord Rayleigh, Somigliana,
Tedone u. v. a. kniipft, nur jene Dinge verwendet, die fiir den hier
verfolgten Zweck unmittelbar von Bedeutung sind.

Es wurde stets das Ziel verfolgt, die Lésung der behandelten Probleme
in einer Form zu geben, die eine rechnerische Verwertung gestattet, und
nicht bei sog. ,,allgemeinen Losungen‘ stehenzubleiben, deren numerische
Ausarbeitung oft noch erhebliche Unannehmlichkeiten bereitet.



v Vorwort zur ersten Auflage.

Der zweite Teil befalit sich im besonderen zunichst mit den ana-
lytischen Methoden zur Berechnung zylindrischer Behilter mit lotrechter
Achse und veranderlichem Querschnitt unter Belastung durch Wasser-
druck und weist gegen die erste Auflage ebenfalls erhebliche Anderungen
und Erweiterungen auf. Dagegen wurde die von Prof. Dr.v. Terzaghi
stammende graphische Berechnung zylindrischer Behélter nahezu un-
veréndert iibernommen, da dessen Verfasser infolge anderer dringender
Arbeiten nicht in der Lage war, eine Neubearbeitung vorzunehmen.

Die Fragen der Stabilitiat sind auch in dieser neuen Auflage voll-
standig beiseite gelassen worden.

Gelegentlich der Herausgabe dieser zweiten Auflage méchte ich
nicht unterlassen, den vielen Freunden und Fachgenossen, die sich iiber
die erste Auflage geduBert haben und mir manchen wertvollen Wink
fiir' die Neubearbeitung geboten haben, meinen verbindlichsten Dank
zum Ausdruck zu bringen. Moge das Werk auch in seiner neuen Gestalt
eine ebenso wohlwollende Aufnahme finden, wie sie der ersten Auflage
beschieden war.

Prag, im Marz 1926. T. Péschl.

Yorwort zur ersten Auflage.

Die durch die technischen Anwendungen gestellten Probleme der
Elastizitatstheorie und die im Anschluf} daran entwickelten Methoden
zu ihrer Losung, deren systematische Behandlung zu den Haupt-
aufgaben der modernen Forschung auf diesem Gebiete gehort, sind heute
vielfach noch nicht so bekannt, dal ihre Ergebnisse in die Praxis un-
mittelbar Eingang gefunden hatten. In der Erwartung, dafl eine ein-
gehendere Behandlung eines einzelnen dieser Probleme nach ver-
schiedenen neueren Methoden Interesse erwecken diirfte, wurde das
vorliegende Werkchen herausgegeben. Der Teil A ist im wesentlichen
ein erweiterter Abdruck einer in diesem Jahre (1912) in der Zeitschrift
,,Armierter Beton“ (Berlin: J. Springer) erschienenen Arbeit. Der
Teil B behandelt die graphischen Methoden armierter und nicht-
armierter Behalter eingehender, als es gewohnlich iiblich ist, und
sucht insbesondere die Schwierigkeiten klarzustellen, welche sich hier
darbieten. Es ist der Versuch gemacht, die Methoden und Formeln
theoretisch moglichst vollstandig zu entwickeln und sie bis zu der Grenze
zu fithren, die die Praxis selbst derartigen Entwicklungen stellt. Wir bitten
die geehrten Fachgenossen, uns ihre Erfahrungen, die sie mit den hier ge-
gebenen Methoden machen, und ihre etwaigen Wiinsche bekanntzugeben,
um das hier Begonnene in Zukunft noch weiter ausgestalten zu kénnen.

Tm September 1912. Poschl. v. Terzaghi.
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Einleitung.

1. Aligemeine Bezeichnungen und Annahmen.

Als Behilter bezeichnet man schalenférmige Kérper, die von zwei
Randflachen oder Seitenflichen begrenzt sind, deren gegen-
seitiger Abstand — die Dicke (24) — klein ist gegen die iibrigen Ab-
messungen. Je nachdem auller den beiden Seitenflichen noch eine
weitere (schmale) Randfliche vorhanden ist oder nicht, spricht man
von offenen oder geschlossenen Behédltern oder Schalen. Bei
Behiltern in Form von Drehfliachen, die aus Stahlblech hergestellt
werden, ist die Dicke meist konstant, bei zylindrischen Behaltern aus
Mauerwerk oder Eisenbeton wird sie als verdnderlich, und zwar im Sinne
zunehmender Belastung wachsend ausgefiihrt. Jene Fliche, die in gleicher
Entfernung von den Seitenflichen liegt, heiBt die Mittelfldche des
Behalters, die immer als stetige Fliche angenommen wird. Wenn die
Schale den Abschlufi eines zylindrischen Oberteiles nach unten zu bildet,
so nennt man sie auch einen Behalterboden.

Im folgenden werden ausfiihrlicher nur Behélter mit Rotations- oder
Drehflachen als Seitenflichen betrachtet, deren gemeinsame Achse
meist lotrecht angenommen wird. Als Belastung kommt neben dem
Eigengewicht und dem Schneedruck in erster Linie der Wasserdruck
in Betracht, mitunter auch der Druck sandférmiger, erdiger oder kor-
niger Massen (wie Kohle, Getreide usw.), wobei ebenfalls die Verteilung
des Druckes lings des Behilters als bekannt angesehen wird.

In allen hier behandelten Fillen wird dieser Druck in jedem Punkte
— ahnlich wie der Wasserdruck — nur von der Tiefenlage (z) des Punktes
unter einem Spiegel abhéngig und senkrecht zu dem betreffenden Flichen-
teilchen, jedoch unabhéngig von der besonderen Beschaffenheit und der
Neigung des Flichenteilchens in dem betrachteten Punkte angesehen,
was bei sandartigen Massen, wie die aus der Lehre vom Erddruck be-
kannten Versuche zeigen, im allgemeinen keineswegs zutreffend ist.
Fiir die Berechnung von Silos fiir Getreide, Kohle u. dgl. sind daher
entsprechende Ergénzungen erforderlich?!). Bei Kesseln (Druckflaschen

) Siehe z. B. E. Lufft: Druckverhiltnisse in Silozellen, ein Beitrag zur
Berechnung von Silos. 2. Aufl. Berlin 1920; und Handbuch fiir Betonbau Bd.V:
Lewe, A.: Die statische Berechnung der Fliissigkeitsbehalter. 3. Aufl. 1920.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

u. dgl.) wird der Innendruck als konstant betrachtet (Pascalsches
Gesetz).

Bei symmetrischen Anordnungen der eben bezeichneten Art gelingt
es unter gewissen Umstianden — was als erste Annidherung in
vielen Féllen ausreicht —, die Spannungen in jedem Punkte des Be-
halters lediglich aus den- Gleichgewichtsbedingungen der ,,starren
Statik — ohne Heranziehung der Forménderungen und damit der Ela-
stizitatstheorie — abzuleiten. Bei der zweiten Anndherung werden
die elastischen Form#nderungen mit beriicksichtigt; dabei wird aber
zunéchst noch angenommen, dafl die auftretenden Spannungen gleich-
formig iiber die Schalen- oder Manteldicke verteilt sind, oder anders
ausgedriickt, daf Biegemomente auller Betracht bleiben. In diesem
Falle spricht man von dehnbaren und vollstindig biegsamen
Wianden oder kiirzer von Hiuten oder Membranen. Es ist klar,
daB diese nur bei Innendruck und vollstéindig gefiillt eine pralle Form
annehmen koénnen. Wenn sich bei diesen vereinfachten Betrachtungs-
weisen iiberall endliche Spannungen ergeben, so kann dies als Zeichen
dafiir angesehen werden, daB die erhaltene Spannungsverteilung von
der ,,wirklich® auftretenden nirgends erheblich verschieden sein wird.

Bei genaueren Betrachtungen — dritte Anndherung — wird
endlich noch die Steifigkeit der Schale mit beriicksichtigt, d. h. es werden
die Biegemomente in Rechnung gezogen, die infolge ungleichférmiger
Verteilung der Spannungen iiber die Wanddicke auftreten. Hiebei
bezeichnet man weiter, dhnlich wie bei Platten, die Schale als sehr
diinn, wenn die auftretenden Form#dnderungen (das sind im wesent-
lichen die Durchbiegungen) von der GroBenordnung der Schalendicke
sind, und als diinn, wenn die Forménderungen auch gegeniiber der
Schalendicke klein sind. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich
nur auf Probleme der letzteren Art.

Die vierte Annédherung geht von den Gleichungen der allgemeinen
Elastizititstheorie aus, betrachtet die Schalendicke als endlich und
verlangt die genaue Erfiillung der Randbedingungen. In dieser exakten
Auffassung ist heute erst eine sehr geringe Zahl von Losungen bekannt
geworden.

In diesem Buche handelt es sich nur um die Ermittlung der Span-
nungsverteilung unter dem Einflusse einer gegebenen Belastung, nicht
aber um die technische Ausfiihrung; daher wird das Material, aus
dem der Behilter hergestellt gedacht ist, zunadchst als durchaus homo-
gen vorausgesetzt. Wenn in der Praxis davon abgegangen werden muf,
und statt des homogenen ein inhomogenes Material verwendet werden
soll (wie etwa Eisenbeton), so sind dabei jene Regeln in Anwendung
zu bringen, die sich fiir die Herstellung der statischen Gleichwertigkeit
(Aquivalenz) fiir derartige Probleme herausgebildet haben.



Erster Teil.
Behiilter in Form von Drehfliichen.

Dieser Teil behandelt die Statik der nichtsteifen und der biegung-
steifen Behalter in Form von Drehflichen, mit Ausnahme der zylin-
drischen Behalter mit lotrechter Achse und Belastung durch Wasser-
druck.

1. Nichtsteife und undehnbare Sehalen.

2. Gleichgewichtsbedingungen.

Als nichtsteif bezeichnen wir ein Material dann, wenn es (wie
Tuch oder diinnes Papier) einer Biegung keinen merklichen Widerstand
entgegensetzt und das, wenn es irgendwie gebogen wird, seine urspriing-
liche Form nicht wiederherzustellen strebt. Dieses Verhalten wird
statisch durch die Aussage beschrieben, daf} die Spannungen quer iiber
die Dicke der Schale gleichférmig verteilt angesehen und fiir jeden
Querschnitt durch eine Einzelkraft ersetzt werden kénnen, die ganz in
der Tangentialebene zur Mittelfliche liegt. Wenn auBler der dreh-
symmetrischen Form der Schale auch eine drehsymmetrische Verteilung
der Belastung angenommen wird — fiir Wasserdruck ist bei lotrechter
Achse diese Annahme von selbst erfiillt -— so geniigt die Angabe der
Spannungen lings eines Meridians und quer zu diesem fiir die Be-
schreibung der Spannungsverteilung lings des ganzen Behilters.

Die Annahme der Drehsymmetrie hat zur Folge, da die Spannungen
auf Flichenelemente, die durch Meridianebenen und Breitenkreise be-
grenzt sind, reine Normalspannungen sind, an diesen Elementen also
keine Schubspannungen auftreten. Wir betrachten demgemiB ein
solches Flichenelement, das von zwei benachbartenr Meridianebenen
und zwei benachbarten, zu den Seitenflichen des Behilters senkrechten
Drehflichen begrenzt ist, wofiir einfach zwei zur Achse senkrechte
Ebenen, die Breitenkreise, genommen werden konnen, die aus der
Mittelfliche die Breitenkreise herausschneiden. Bezeichnen dann

1*



4 Nichtsteife und undehnbare Schalen.

(Abb.1) S und S, die auf die Langeneinheit bezogenen Spannungen?)
in Richtung der Tangente zur Meridiankurve und zum Breitenkreise, R

den Krimmungshalbmesser des Meridians, B, = smL&‘ den des Normal-
schnittes zur Mittelfliche in P, (z,7) die Zylinderkoordinaten
von P, und p den Druck auf die Flicheneinheit, so liefert die Gleich-
gewichtsbedingung fiir die Richtung der Normalen zum Flichenelement

die Gleichung?):

2S-r6<p-sin?—|—2SI-R6'ﬁ-sin6—£p-sim9=p-R619-r6¢p,

1) Die Spannungen auf die Flicheneinheit o, 6; ergeben sich daraus, wenn 24
die Dicke des Behilters ist:

8 8
= ﬁ ’ 01 = _2—}1« .

%) Es wire sehr empfehlenswert, wenn auch in der technischen Literatur fiir
kleine Anderungen veriinderlicher GroBen konsequent ein besonderes Zeichen
verwendet wiirde, als welches sich das fiir die Variation gebrauchliche é oder 4
empfiehlt. Das ,,d“ sollte nur den Differentialen im Differentialquotienten. als
dem Grenzwert des Quotienten zweier nach Null konvergierender Groflen vor-
behalten und auBerhalb des Quotienten oder ohne Verbindung mit dem Integral-
zeichen nicht verwendet werden.

o



Gleichgewichtsbedingungen. l5)

und da r-dg
. oy 2 dp dr dg
sino = oo =

cos ¥

so ergibt sich daraus nach Streichung von §¢ - §s:

Si= (s |. @)

Bei konstantem Innendruck p lassen sich die Spannungen an
jeder Stelle ohne Ausfiihrung einer Integration berechnen. Zunichst
gibt das Gleichgewicht des bei PQ
abgetrennten Behilterteiles nach
der Richtung der Drehachse die
Gleichung (s. Abb. 2):

S-2rm-sin =r2m-p

und daraus

_p . r _ PR
8“2 sing 2 |’ (3)

sodann folgt unmittelbar aus Gl. (2)

_d _p @ ( r2 )
Sr-W(S")—?'W sind) 4)
Es ist fast iiberfliissig zu bemerken, da durch die beiden Ausdriicke (3)
und (4) die Gl. (1) identisch befriedigt wird; da néamlich fiir jede Dreh-

flache:

1 dd r
R~ ds’ 17 Sing
ist, so folgt nach Einsetzen in die Gl. (1):
d [ )
p a9 p dr (sim? .
2 sind  dr 2 r o
sind

die wegen ds-sin® =dz = _dr tatsichlich identisch erfiillt ist.

ctg
Durch Ausfiihrung der Differentiation in Gl. (4) — oder auch un-
mittelbar aus Gl. (1) — erhilt man mit Beriicksichtigung von GI. (3):

S R
sonl )=k B




6 Nichtsteife und undehnbare Schalen.

Je nach dem Verwendungszweck ist es bequemer, bald die eine, bald
die andere dieser Formen heranzuziehen?).

Auch bei Belastung durch Wasserdruck und lotrechter Achse
laBt sich die Spannung § unmittelbar aus dem Gleichgewicht der lot-
rechten Krifte bestimmen, wonach sodann die Ringspannung 8, aus
Gl. (1) oder (2) zu berechnen ist. Nach Abb. 2 ergibt sich ndmlich fiir
das Gleichgewicht des durch den wagrechten Schnitt abgetrennten
Teiles, wenn L den Inhalt des iiber PAQ bis zum Spiegel reichenden

Fliissigkeitskorper (in Abb. 2 schraffiert) bedeutet (da Q= g — 19):

g -
2nr.S-sim9=y%=yn[rzz+/92dCJ. (6)

Allgemein ist bei Fliissigkeitsbelastung, wenn R der Halbmesser
des oberen Behilterrandes ist, da p = y C:

R R H 7
7%=2nf209d9=2%7[95d@=n7[ﬂz+/92d4“~ (7)
0 0 z i

Selbstverstandlich ist auch die Gl. (6) eine Folge der Gl. (1) und (2),
wie man leicht durch Differentiation von Gl. (6) nach z bestétigt; denn
es folgt, wenn die Ableitung nach z durch einen Strich bezeichnet wird,

aus Gl. (6):
278 sind + 27" Ssind + 27 Scos® -V = y[r2 + 2rr'z — 2]

oder mit Benutzung von GI. (2)

S . dr do ,
r’ 8y sind + rSd—s-—d—z— =yrr'z
r ad 1 . .
und daraus, da P R, und 95 =R unmittelbar die GI. G)

mit p =y=z.

Da die Punkte der Drehfliche, die auf der Achse liegen (wie z. B.
der Punkt 4 in Abb. 2), wenn sie regulir sind, Nabelpunkte sind, d. h.
gleiche Hauptkriimmungen und auch gleiche Spannungen haben, so
ist nach GI. (1) die Spannung in ihnen unmittelbar durch den Ausdruck

gegeben

(R =R, S=sl=7’TR. )

1) A.Foppl gibt in seiner ,,Festigkeitslehre, Vorlesungen iiber technische
Mechanik, Bd. 3, 5. Aufl., S. 305, fiir die Ringspannung (in der hier verwendeten
Bezeichnungsweise) den Ausdruck an:

. d (r
S, = psind - [r ~ s (7ctg19>],

dessen Identitat mit Gl (4) — unter Verwendung der Gl (1) und (4) ebenfalls
leicht ersichtlich ist.



Belastung durch Wasserdruck. Beispiele. i

Diese Betrachtungen beruhen auf der Voraussetzung, dal der Be-
halter entweder in sich starr ist (d. h. ohne Deformationen unverbieg-
bar) oder so gestiitzt ist, daB er durch endliche Krifte keine Form-
anderungen erfahrt.

Die undehnbaren, in sich starren Schalen (wie die Kugel) verhalten
sich demnach so wie statisch bestimmte Systeme, da bei ihnen die
Gleichgewichtsbedingungen der starren Statik ausreichen, um die
Spannungen in allen Punkten zu bestimmen. Mit Bezug auf die Eigen-
schaften der sog. statisch unbestimmten Systeme kann dieser Sach-
verhalt auch durch die Aussage ausgedriickt werden, daB in solchen
Schalen keine Eigenspannungen auftreten konnen. {Diese Tatsache
hingt aufs engste mit der Unverbiegbarkeit geschloésener oder ent-
sprechend festgehaltener (gestiitzter) konvexer Flichen zusammen,
eine Frage, die in der neueren Geometrie eingehende Untersuchung
erfahren hat.

3. Belastung durch Wasserdruek. Beispiele.
a) Halbkugel, Halbmesser R, mit Wasser belastet (Abb. 3). Die
Belastung auf den Kugelabschnitt, der dem Winkel o entspricht, ist:

y%="ny/é‘gdg:2nya3/cos19sim9dq9=§-n~/a3(1 — cos®«x) .
0 0

Abb. 3.

Daher ist nach Gl. (6)

S — 7 B _ya® 1 —cos®ax  ya? 1 + cos& + cos?x
~ 2masin?x 3 1 —cos?x 3 1 + cos«

(9)
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und die Ringspannung nach Gl (1)

ya* 2cos?x 4 2cosx — 1
S = —S:—. .
1= 7 ar 3 1 + cosa (10)

Die Verteilung der Spannungen S und §; lings der Halbkugel ist in
Abb. 3 eingetragen. Im tiefsten Punkte 4 der Kugel (x = 0) ergibt
sich fiir die Spannungen der gemeinsame Wert

@  pa
S=8="r =10

b) Fiihrt man die Rechnung fiir eine Vollkugel mit zwei Einzellasten
@ an diametralen Punkten (Abb. 4) aus, so erhidlt man (da p = 0):
g Q _ Q

2nrsina 2nasin?x ’

(11)
R
Sl='—8#=—'s,

und beide Spannungen werden an den Laststellen
(¢ =0, 7) unendlich. Jede derartige Singularitat
ist ein Anzeichen dafiir, daB das wirkliche Ver-
halten mit der angenommenen Beschaffenheit des
Korpers in Widerspruch steht. Im vorliegenden
Abb. 4. Fall ist die Singularitat durch die in den Punk-
ten A und B konzentrierten Belastungen bedingt, die auch physika-
lisch eine Abstraktion darstellen.
AuBer an den Stellen punktformiger Einzellasten kénnen unendlich
groBe Spannungen auch dort auftreten, wo die Kriimmung der Meridian-

kurve null wird (R =00, % = O) , insbesondere wenn die Meridian-

kurve einen singuliren Punkt in der Achse hat (S.9).

In Wirklichkeit tritt an allen Stellen eines Korpers, fir den die
Rechnung eine unendlich groBe Spannung ergibt, Biegung hinzu, das
Material, das ja tatsichlich nicht vollstindig undehnbar ist (d. h. es
hat in Wirklichkeit nicht die Elastizitdtszahl unendlich), wird Form-
dnderungen erfahren, die bei groflen Spannungen iiberdies bald das
elastische Gebiet iiberschreiten und in plastische iibergehen. Unter
dem Einflusse dieser bleibenden Formanderungen wird die Spannung
entweder auf eine Grenze heruntergebracht, die das Material auszuhalten
vermag, oder es geht zu Bruche. Diese Vorgénge werden natiirlicherweise
durch die einfachen Annahmen iiber das Verhalten des Materials, die
wir bisher gemacht haben und weiterhin noch heranziehen werden, im
einzelnen nicht wiedergegeben.
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Beziiglich der allgemeinen Behandlung des statischen Problems der
Kugelschale unter dem Einflusse einzelner und verteilter beliebig ge-
richteter Krifte siehe die Arbeit des Verfassers: ,,Die Verwendung von
Spannungsfunktionen beim statischen Schalenproblem (Z. techn. Phys.
Jg. 2, S.216—222. 1921) und die dort angegebene Literatur.

¢) Drehkegel, Hohe H, Offnungswinkel 2 &, mit Wasser gefiillt

(Abb. 5). Da R=oo, R, :EO‘ZE , so folgt aus Gl. (1) unmittelbar:

r
S = = . — —_ > 2
1=pB =y —=yzH—2) (12)

und aus der Gleichgewichtsbedingung nach der
Lotrechten:
2rm-8-cosa = yp[rPaz + Lrin(H — 2)],

also

= 1y —2) (H +22) 5%

(13)

d) Drehparaboloid, Héhe H, Parameter a,
mit Wasser gefiillt. Die Gleichung der Meridian-

kurve mit Bezug auf das Achsensystem der
Abb. 2 ist:

Das Gewicht des auf dem Abschnitt P4 @ lasten- Abb. 5.
den Wasserdrucks ist:
72
yB=yrtaz+irta(H —2z)]=yrn (H — ;da)
Daher folgt nach GI. (6):

7-2
.8 = — yp2 _
2rm-8-cosp=yB=yprin (H 4a>

/TZT?)’ fiir die Spannung in Richtung des Meridians:
Vr o

_ 7 (g_ ﬁ). R )
Sw2<H ia Ve + a2 (15)
Und somit nach GI. (1) oder nach GI. (2) die Ringspannung:

si= Lo [(B=20) s (B - L)

(da cosp =

}/az—l— 72 (16)
3a? 1
ZQPH@”+ﬁ*”%”+4)yZ%Iﬁ?'
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Wenn die Belastung eine andere ist als reiner Wasserdruck, so hat
man zur Bestimmung der Spannungen die Gl. (1) und (2) zu verwenden,
d. h. es ist im allgemeinen eine Integration auszufiihren.

¢) Drehparaboloid, Hohe H, Parameter a, Halbmesser der Grund-
flache ¢, mit Wasser gefiillt, das sich um die Achse des Paraboloides

mit der Winkelgeschwindigkeit o = '% wie ein starrer Korper dreht.

Der Druck (Uberdruck iiber den atmosphérischen Druck) an der
Stelle P in der Tiefe z unter den Wagrechten durch 0 ist durch den
Ausdruck gegeben (Abb.6)1):

2

0
-r :Zﬁ-ﬂ—}—y(z——zo).

Bei der Drehung mit
= ‘/% stellt sich der Spie-

gel in Form eines Dreh-
paraboloides ein, dessen
Scheitel 4’ durch die Be-
dingung bestimmt ist, daf
die Niveauflaiche p =20
durch den Punkt B (0, ¢)
hindurchgeht, die vorher-
gehende  Gleichung also
fir p=0, 2=0, r=c erfillt sein soll; es folgt

Abb. 6.

L e e _g_r_¢a¢=r
T 9y T *T 2a" 2a
und damit
_ 7 l_i) 2, 7

In diesem Falle sind, wie gesagt, die beiden Gl. (1) und (2) heran-
zuziehen, aus (1) etwa S; zu rechnen und in (2) einzusetzen. Man er-
hilt zundchst aus Gl. (1) unter Heranziehung der fiir das Paraboloid
[Gl. (14)] geltenden Ausdriicke fiir die Hauptkriimmungshalbmesser R
und R,: :

S 1 1 - a?
Si=lp—g)B= i —p)e - - s a9

1) Siehe des Verfassers Lehrbuch der Hydraulik, S. 15. Berlin: Julius
Springer 1924.
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und nach Einsetzen in Gl. (2) fiir S die lineare Differentialgleichung :

2 g2 2 ) 2 __ .2
a5 “+’S—i(1 1)0 TNa . (19)

a b

dr " r(@ 1) 2
Wird nunmehr die Bedingung verwendet, daB die Spannung S an der
Achse nicht unendlich werden kann, wodurch die in dem Integral
dieser Gleichung auftretende Integrationskonstante wieder verschwindet,
so erhalt man

f e e e

und nach GI. (18) .
a? 3a?
62(’“” 2>_’z<’2 4,)

_rl_g. a
5= <a b Va? + 72 ' @)

)4

Im Scheitel des Paraboloides geben beide Ausdriicke den gemeinsamen
Wert:

_ _ _Li_l)z
(r=0) 8—81_4(a 5 e

4, Einfithrung einer Spannungsfunktion.

Die Form der Gl. (2) legt es nahe, die beiden Teile der Spannung in
der belasteten Haut durch eine einzige Funktion @ darzustellen, die
als Spannungsfunktion bezeichnet werden kann. Durch den ein-
fachen Ansatz

322, S _4d9

= 22
r 7 dr (22)

wird namlich die Gl. (2) identisch erfiillt. Zur Bestimmung von @ kann
sodann die GI. (1) dienen, die fiir eine vorgegebene Behalterform, fiir
die R und R, als bekannte Funktionen von r anzusehen sind, eine
lineare Differentialgleichung fiir @ liefert:
dd R, .
E_ﬁds_pRl' (23)
Die auftretende Integrationskonstante wird durch die Bedingung be-
stimmt, da die Spannungen fiir » = 0 endlich bleiben miissen.
Als einfaches Beispiel fiir die Anwendung dieser Gleichung sei
nochmals die Spannungsverteilung in einem Drehkegel (R = oo) bei
Belastung durch Wasserdruck behandelt. Mit

r

p=yz=y(H — retga), By= >
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folgt fiir die Gl. (23):

do r
W = y(H -_ Tcthé) . oSO =S1.

In diesem Falle reduziert sich die Integration auf eine Quadratur. Es
folgt, da die Integrationskonstante gleich Null zu setzen ist:

r2 »3 )
¢ = y(H-—2— o ?.Ctg“ " cosa
und daher
D (H r )
—_ - _ . . 24
8 r rr 2 3 ctga cos (24)

Die Ausdriicke von 8§ und 8, stimmen mit den frither gefundenen (3, c)
iiberein.

5. Andere Belastungen. Beispiele.

Wenn die in 1. gegebenen Gln. (2) und (1) fiir den Fall erweitert
werden, dal auch Belastungskomponenten X in Richtung des Meridians
in Rechnung gezogen werden, und wenn die Komponente nach der
gegen die Drehachse hin gerichteten Normalen allgemein mit Z be-
zeichnet wird (sowohl X wie Z sind dabei als Funktionen von ¢ allein
anzusehen), so nehmen sie die Form an:

d(Sr) r
dr —S‘+X'cosz9_0’
N S. (26)
— - 1 =
& + R + Z 0.
Dar = R, sin®, R = g‘i , dscos = drist, so konnen diese Gleichungen

auch in der Form geschrieben werden:

(SR, sind) — 8, R cosd —I—XRRlsinﬂ:O,} (26)

SR, +S8,R  +ZRR =0.

(In dieser Form sind sie identisch mit den in 22. gegebenen ,,statischen
Schalengleichungen® fiir N = 0.)

X und Z werden darin als auf die Flacheneinheit der Mittelfliche
bezogen angenommen. Da die Spannungen auf Flichenelemente par-
allel zu den Randflachen der Schale als verschwindend angesehen und
daher auBler Betracht gelassen werden koénnen, so ist es fir die
Rechnung (unter den hier verwendeten Annahmen) gleichgiiltig, ob
diese Belastungen Oberflichenkrifte (wie Gas- oder Wasserdruck) oder
Massenkrafte (wie Eigengewicht oder Fliehkréfte) sind.
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Die GIn. (26) konnen stets allgemein integriert werden, indem die
erste mit sin?}, die zweite mit sin? - cos¥ multipliziert und sodann beide
addiert werden; es folgt:

SR, sin?® + [(X sind + Z cos?) RR,sindd = ¢,
1 1

wobei ¢ eine Konstante bedeutet. Insbesondere wird fiir den Fall der
Kugel (R = R, = konst.):

Ssin?d + Rf(x sin® + Z cos®) sinddd = ¢ |. 27)

Durch diese Gleichung ist S bestimmt, sodann folgt S; aus der zweiten
der Gl. (26). Fir die Kugel ist
also:

S,=—S8—ZR. (28)

Der Wert der Konstanten C
wird durch die Bedingung be-
stimmt, dafl die Spannungen S
und §; iiberall endlich sein
miissen und nur an Stellen,
wo Einzelkrifte angreifen, un-
endlich werden konnen. Aus
den folgenden Beispielen, die
der Einfachheit halber die
Kugel betreffen, ist zu ersehen,
in welcher Weise dies bei der
Rechnung von selbst heraus-
kommt, sobald einseitig ge-
richteten Belastungen eine Auf-
lagerung in einem auf der Achse
liegenden Punkte gegeniiber-
steht. Da die Punkte der
Schale, die auf der Drehachse
liegen, gleiche Kriimmungshalbmesser haben, also Nabelpunkte sind, so
miissen in ihnen die Spannungen S, S; gleich grofl werden.

a) Kugel, durch Eigengewicht belastet. Bezeichnet ¢ =1y -2h
das auf die Flicheneinheit bezogene Gewicht der homogen voraus-
gesetzten Kugelschale (Dicke 2 ), so ist (Abb. 7):

X = —¢sin®, Z= —qcos?d.
Die GI. (2) gibt dann unmittelbar:

1
S = ey [c — Rqcos?],
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und wenn dies fir ¢ = 0 endlich bleiben soll, so folgt:

¢c=Rgq,
also
S — Rq(1 — cosd) Rqg
T 1 —cos?2d 1+ cost’
Ferner wird nach GI. (28):
. . —1 4 cos? (1 + cos?}) (29)
$=—8—Zk=Rq- 1 + cos®
R cos2?9 + cos — 1
=9 1 + cos ¥ )

Abb. 8.

Tn der Tat wird fiir § = 0 S=sl=Rz_q und fiir § = 7 8 ——8, =co.
Die Verteilung der Spannungen ist in der Abb.7 zur Darstellung ge-
bracht. Es ist dabei R =4m, ¢ = 240 kg/m? angenommen worden.
Wird die Kugel etwa an einem Breitenkreise P’'P’ aufgehingt, so sind
die dort auftretenden Spannungen S auch durch die Bedingung be-
stimmt, daB die Summe ihrer lotrechten Komponenten iiber den
ganzen Umfang zusammen dem daran hiangenden Gewichte gleich

sein miissen.
b) Kugel, durch Fliehkriifte belastet. Die Fliehkraft der Masse von
der GroBe der Flicheneinheit der Mittelfliche als Grundfliche und der
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Dicke 2k als Hohe ist bei gleichformiger Drehung mit der Winkel-
geschwindigkeit w:

Fzrg2h-rw2=25th2-sinz9=Icsinﬂ, wenn 2§th2=k,

und ihre Teile nach den Richtungen & und ¢ sind (Abb. 8):
X = ksindcos?, Z = —ksin2d .
Es ist daher nach Gl. (27)

c
——S’;nm'—o, also C-—O,
da die Spannung in den Polen nicht unendlich werden kann. Daher
ist nach Gl. (28):

8, =—8 — ZR = R ksin29 . (30)

Der Verlauf von 8, langs des Umfanges der Kugel ist in Abb. 8 ein-
getragen. Ein Unendlichwerden der Spannung tritt hier nicht ein, weil
die rotierende Kugel fiir sich allein keine Auflagerung erfordern wiirde.
Fiir die Abb.8 ist R =4m und die Drehzahl n = 30, ferner y = 2,4 t/m3
(Beton), 2/~ = 0,2 m vorausgesetzt worden.

6. Behillter mit gleich groBen Hauptspannungen oder ,,Behilter
gleicher Festigkeit<c.

a) Bestimmungsgleichung. Die Forderung, daBl die beiden Haupt-
spannungen S und S, in allen Stellen eines Behilters einander gleich
sein sollen, bedeutet nach Gl (1) eine Bedingungsgleichung fiir die
Form des Behilters bei Belastung durch Wasserdruck:

. 1 1 p_ yz
(8;=28): §+72:_§_ 5 (31)
Die Gleichheit der Hauptspannungen bedingt unmittelbar, daB die
Schubspannungen in allen Punkten und in allen Richtungen ver-
schwinden.

Behilter dieser Art haben die Eigenschaft, daf sie bei gleicher
Wandstarke an allen Stellen gleiche Beanspruchungen erfahren und
stellen daher in dieser Beziehung eine wirtschaftlich giinstige Form dar.
Es wird im Laufe der Betrachtungen hervortreten, aus welchen Griinden
jedoch derartige Behalter fiir praktische Ausfithrungen nur beschrinkte
Bedeutung besitzen.

Nach dem Patente der Maschinenfabrik Augsburg-Niirnberg werden
Behilter dieser Art auch als ,,Wélbmantelbecken‘“ bezeichnet.
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Nimmt man die Meridiankurve der Mittelfliche des Behilters in

der Form r = r(z) an und setzt fiir % und R, die Ausdriicke

717:_7' 5o R, = - =r)l+r2,
R 1 + r'2)? cos @

wobei " = % , so stellt Gl. (31) eine Differentialgleichung zweiter

Ordnung fiir die unbekannte Funktion r = r (2) dar, deren Losungen die
gesuchten Behilterformen liefern. Da das Integral dieser Differential-
gleichung in einer endlichen und fiir eine allgemeine Diskussion
brauchbaren Form nicht bekannt ist, so ist man auf eine angenaherte
numerische oder graphische Integration angewiesen?).

b) Graphische Integration. Um einen Uberblick iiber die Formen
dieser Losungen in iibersichtlicher Anordnung zu gewinnen, empfiehlt
es sich, in folgender Weise vorzugehen. Fiihrt man in Gl. (31) dimensions-
lose Verénderliche ein durch die Ansitze:

2=H{(, R=Hp, R, =Hp, (32)
in denen H irgendeine Vergleichslinge bedeutet, als welche weiterhin
die Hohe des Behilters genommen wird, so nimmt die Gl (31) die
Form an: »

1 y H?

— =1 =k, (33
(451 8 )
und man sieht, dal alle moglichen Behilterformen von dem Wert der
Kennzahl & abhingen, die als einziger Parameter in diese Gleichung
eintritt und durch den Ausdruck gegeben ist:
y a1

S

Beachtet man die Dimensionen der in diese Gleichung eingehenden
Groflen, so ergibt sich die Dimension von k in bekannter Bezeichnungs-

1
S
e

k=

(34)

weise?)
()2
[k] = T =[0],
L
d. h. k ist tatséchlich eine dimensionslose Zahl. Den oot Werten dieser
Kennzahl — und bestimmten Anfangsbedingungen — entsprechen

1) Das hier wiedergegebene Verfahren ist in der Arbeit des Verfassers: ,,Uber
die Form der Behilter gleicher Festigkeit‘‘ (Bauing. Jg. 5, 1924) entwickelt worden.

2) Siehe z. B. des Verfassers ,,Lehrbuch der technischen Mechanik®. Berlin:
Julius Springer 1923.
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die oo verschiedenen Behélterformen, die iiberhaupt auftreten konnen.
Geometrisch dhnliche Beh#lter sind auch mechanisch #hnlich, wenn
sie gleichen Werten von k£ entsprechen.

Um diese Formen wirklich zu erhalten, ist die Gl. (33) fiir eine Reihe
von Werten von % graphisch integriert worden, was durch Verwertung
der geometrischen Bedeutung der in dieser Gleichung auftretenden
Groflen unmittelbar moglich ist. Die Hohe des Behilters wird dabei
beliebig angenommen, im folgenden ist z. B. H = 10 cm gewéhlt
worden. Wir nehmen zunéchst den Behilter nach unten als geschlossen
und bis zum Spiegel als gefiillt an. Bei der Integration ist es angezeigt,
von dem auf der Drehachse liegenden Punkte 4 auszugehen, der ein
Nabelpunkt ist, also gleichem Wert der Hauptkriimmungshalbmesser
entspricht; dieser gemeinsame Wert ist nach Gl. (33)

kH * 0 v
(e=0a=20) =5
Zieht man (Abb. 9) mit dem Halbmesser \\/\K
0o = AN, einen Kreisbogen AB bis zum N

Punkte B im Abstande { vom oberen Be-
hilterrande, so ist die Lange o, der Nor-
malen in B auch der Kriimmungshalb-
messer des Normalschnittes der Mittel-
flaiche in B (senkrecht zum Meridian), 2
und die Kriimmung der Meridiankurve in
B selbst ist wieder nach GI. (33)

1 1 e =

=kl — A
[ Qo

Abb. 9.

Mit dem Halbmesser ¢ = B N, der sich aus dieser Gleichung ergibt, wird

wieder ein Stiick eines Kreisbogens BC aus dem Mittelpunkte N ge-
zogen, wodurch der Vorgang der angeniherten Integratlon der Gl. (33)
gegeben ist.

Nach diesem Verfahren ist in Abb. 10 fiir eine Reihe von Werten
von k zwischen 1 und 10 eine Schar von Kurven erhalten worden,
welche Losungen der GI. (33) mit wagrechter Tangente im tiefsten
Punkte A darstellen. Alle moglichen Behilterformen dieser Art sind
sodann (fiir k¥ zwischen 1 und 10) durch die &hnlichen Veranderungen
dieser Kurven erschopft.

¢) Berechnung des Rauminhalts. Fiir alle diese Behilterformen
laBt sich der Rauminhalt

1
Qé::z/vfdé‘ (35)
§ _

Poschl, Behilter. 2. Aufl. P]
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(Wobei n = Iri) in endlicher Form darstellen. Bezeichnet ¢ den Winkel
der Tangente zur Meridiankurve mit der Drehachse, so ist

1__dp 1 _ ooy

0 ds’ 01 r
und da iil_ = sing, so kann die Gl. (33) auch in der Form geschrieben
werden

d (neosp) =k( .

14
n dy

Hfocm)

Abb. 10.

Durch Produktintegration ergibt sich aus Gl. (35):
1

B =il —2[nldn.
0

und da das Glied #2{ an beiden Grenzen verschwindet, folgt mit Be-
nutzung der vorhergehenden Gleichung

27 2n
L= —*k—[ncossv](‘): —k—'%'cos%v

worin 7, und @, den Halbmesser und die Tangentenneigung am oberen
Behilterrand bezeichnen. Fiihrt man noch den Wert von % ein, so er-
gibt sich
278
B =—7
y H

* 7o - COSPp
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oder, wenn V den Rauminhalt des urspriinglichen Behlters bedeutet:
Q=yV=y8-H=2a-9H-8-cosq,. (36)
Diese Gleichung sagt nichts anderes aus, als daB der ganze Inhalt ¥
vom Gewichte @ des Behilters von der Hohe H durch die Summe der
lotrechten Teile der Meridianspannungen am oberen Rande getragen
werden muBl, und hitte auch unmittelbar angeschrieben werden
konnen.
Fiir jede der in Abb. 10 erhaltenen Losungskurven wurde der Raum-
inhalt des von ihr umhiillten Drehkérpers — auf H = 1 bezogen —
graphisch ermittelt und in Abb. 11 als Funktion des Parameters k

)
3
8
‘\
7
\
6
\
5
\
o—1 —
\‘a,te //
7\ <z
VARERN
/TN
Behilfer okvie Einschrirung Behdlter mit Einschniry
Iy <
"2
I~
LA

g 7 2 3 4 5 3 7 é g W 77 K3
Abb. 11.

aufgetragen, der jede einzelne Meridiankurve kennzeichnet. Die so
erhaltene Kurve stellt daher die Funktion §§ = % (k) dar, und 8 selbst
ist wieder als reine (dimensionslose) Zahl aufzufassen.

d) Ermittlung der giinstigsten Behilterform. Es liege nunmehr
die Aufgabe vor, die Form und GréBe eines Behilters fiir einen ge-
gebenen Rauminhalt ¥V (m3), gegebenes Einheitsgewicht des Fiillgutes
(z. B. Wasser) y (kg/m3) und gegebene Mantelspannung S (kg/m) zu be-
stimmen. Die Aufgabe lauft lediglich auf die Bestimmung des zu-
gehorigen Wertes des Parameters £ hinaus, und ihre Losung ergibt sich
auf Grund der vorhergehenden Entwicklungen, die auf den Methoden
der Ahnlichkeitsmechanik beruhen, in folgender Art:

Fiir einen Behilter von der (unbekannten) Hoéhe H ist der Raum-
inhalt bei vorlaufig gleichfalls unbekanntem £:

V=Lx-H3.
2%
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AuBerdem ist nach GI. (34):

_r2

: 8
Aus beiden folgt durch Elimination von H:

2 «;]7?'
SR =L
k-3 S

k

Wird daher in Abb. 11 auch noch die Kurve

vV
B, =B,(k) =k- B = LS,,, (37)
eingetragen, so erhalten wir die Losung der gestellten Aufgabe in folgen-

2

2
der Form : Man rechne aus den gegebenen Grofien y, V, S den Wert —}%—
aus [GL. (37)], der wieder eine reine Zahl darstellt, suche in Abb. 11 die
Ordinate von dieser GroBle B; auf und lese den zugehérigen Wert von &
auf der k-Achse ab. Dieses & bestimmt sodann unmittelbar die unter
den betreffenden Angaben (y, V, S) zu wahlende Behalterform,
wihrend seine GroBe, da auch das zugehoérige B bekannt ist, durch
die Gleichung gegeben ist:

-
H=|/ Y. (38)

Aus Abb. 10 und 11 ist iibrigens zu ersehen, daB sich etwa bis zu dem
Werte k& = 6,8 Behilter ohne merkliche Einschniirung ergeben, wihrend
die Behilterformen fiir gréfere Werte mit £ wachsende Einschniirungen
zeigen. Aus Griinden der Herstellung und zur Erreichung kleiner Bau-
héhen H ist klar, da8 — wenn iiberhaupt — nur die ersteren fiir tech-
nische Ausfithrungen in Betracht kommen.

In der folgenden Zahlentafel sind fiir eine Reihe von Werten von &
die Werte der Funktionen ¥ und &,, wie sie durch die graphische
Integration erhalten worden sind, zusammengestellt:

Zahlentafel.

k g %1 k % %l

0,8. 7,50 3,02 7 0,26 2,86
0,9 6,62 3,20 8 0,19 2,65
1 6,10 3,30 9 0,16 2,70
2 2,80 4,05 10 0,17 3,10
3 1,57 4,02 10,5 0,18 3,36
4 0,96 3,85 11,5 ’ 0,20 4,10
5 0,60 3,51 12 0,22 4,45
6 0,40 3,25 13 | 0,22 | 5,25
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Beispiel: Gegeben sei V = 1000 m3, y = 1000 kg/m3 und § =
25 000 kg/m. Nach Gl. (37) ist:
Vi

B="g =4

Diesem Werte entsprechen nach Abb. 11 die beiden Werte
k=21 und E=33.
und diesen gehoéren nach derselben Abbildung die Werte zu:
V=3 und B =135,
daher nach Gl. (38) die Behilterhshen:
H =1725m, H=9,1m.
Nimmt man FluBeisenblech mit der zuldssigen Spannung von k, =
1000 kg/cm?, so wiirde die erforderliche Blechstirke 6 = 1/, cm be-
tragen.
Aus der Form der Kurve %, in Abb. 11 und aus der Bedeutung von
B, ist iiberdies zu ersehen, daB (bei gleichen Werten von V und y) den
Formen mit kleinen % auch ein kleines S entspricht, und daB es einen
gewissen Wert von £, also eine bestimmte Beh#lterform gibt, fiir
die %, ein Maximum, also S ein Minimum hat. Fir einen Wert von S,
der kleiner als dieses Minimum ist, la8t sich iiberhaupt kein Behélter
mit den angegebenen Eigenschaften ausfithren. Dieses Maximum von 8,
tritt bei k = 2,5 ein, und sein Betrag ist
By =4,1.
Das zugehérige LB ist:
R =21.
"Beis piel: Man bestimme die GroBe eines Wasserbehilters fiir
V = 1000 m3, der dem kleinsten Wert der Mantelspannung S ent-

spricht.
Fiir Max. , = 4,1 und k = 2,5 liefert Gl. (27):

.
8 ="Y" _ 94400,
und GL (38): L 2
vV -3/1000
H = — = / — .
V% L . 781 m

Nimmt man zum Vergleich einen wiirfelfsrmigen Behalter von 10 m
Seitenlédnge, also ebenfalls ¥V = 1000 m3, so ergibt sich fiir die Zug-
spannung am oberen Rande der mittlere Wert:

1000 - 1000
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also wieder etwa der frither gefundene Wert. Hier kommen aber noch
andere Spannungen, insbesondere die von der Biegung herriihrenden,
hinzu, wahrend im ersten Falle auBler S keinerlei Spannungen in der
Behilterwand vorhanden sind.

Fiir £ = 0 erhalt man in der Grenze die ,,Minimalfliche®, die durch

1 + 1 0 bestimmt ist und bei kreisformiger Begreﬁzung die Ebene

wird. 1Dat H dabei als fest betrachtet wird, so ist hiefiir { = oo. Der
Grenzwert von %, fiir £ = 0 148t sich ohne Kenntnis der vollstdndigen
Losung der gegebenen Differentialgl. (33) nicht exakt angeben, ist aber
anscheinend gleich Null. —

¢) Folgerungen. Die im vorhergehenden gewonnenen Ergebnisse
kénnen auch zur Beantwortung einer Reihe anderer Fragen verwertet

werden, von denen hier nur die folgenden
f(\f erwahnt werden:

7

- 1. Wenn der Behalter nicht bis zum
tiefsten Punkt als Behilter gleicher Festig-
keit ausgebildet werden soll, so kann man
seine Meridiankurve an beliebiger Stelle ab-

-t schneiden, und an der Schnittstelle tangen-

. tiell einen beliebig geformten steifen Boden
(der die Form einer Drehfliche haben mufB)
anschlieBen. Selbstverstindlich wird da-
durch der Rauminhalt des neuen Behalters

’ ein anderer und der Boden als steife Schale

| besonders zu berechnen sein (z. B. die Intze-

.......... 12 boden). In dhnlicher Weise ist vorzugehen,

wenn der Behalter in Ringform auszubilden

ist, dessen Innenwand sodann als steifer

Zylinder oder als sonstwie gewihlte steife Wand zu berechnen ist.

2. Wenn der Wasserspiegel wie in Abb. 12 um a m héher als der obere

Behilterrand steht, so ist die Differentialgl. (31) durch die folgende zu

ersetzen:

S S
73*4'73—1:7@—“)

oder nach Einfiihrung der dimensionslosen Verénderlichen:

Jeder in der Tiefe @ vom Spiegel abgetrennte untere Teil des urspriing-
lichen Behilters von der Héhe H entspricht demnach der Gleichgewichts-
form eines Behilters, der unter dem Einflusse einer um @ m vergro-
Berten Druckhéhe steht.
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3. Ferner sei bemerkt, dafl die Differentialgl. (31) oder (33) auch
die Form der Tropfen bestimmt, die aus kreisfsrmigen Offnungen in
wagrechten Ebenen austreten; iiber diesen Gegenstand ist in Winkel-
manns Handbuch der Physik Bd. I, 2, 2. Aufl.,, S. 1140ff., Leipzig
1908) und in der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften
(H. Minkowski: ,Kapillaritit’) Bd. V, S. 135ff. ausfiihrlich be-
richtet. Die in Abb. 10 erhaltene Kurvenschar kann auch dazu
dienen, die Ausbildung der Tropfen beim Austritt aus einem kreis-
formigen Rohrchen und insbesondere das Abreilen der Tropfen zu
studieren, das bei einem bestimmten Werte der Oberflichenspannung
eintritt, der als eine Materialkonstante der betreffenden Fliissigkeit
anzusehen ist.

4. Nach angestellten Versuchen scheinen Behilter von den hier an-
gegebenen Formen auch eine bessere Warmeausnutzung zu gestatten
als andere, wenn sie als Kochbehilter fiir chemische Zwecke ver-
wendet werden.

5. Alle die hier behandelten Fragen behalten naturgem&B ihren
vollen Sinn, wenn der obere Behilterrand eine vom Kreis verschiedene
Form hat, also etwa ein Quadrat, Rechteck, eine Ellipse u. dgl. ist. Doch
stellt sich die Losung in diesen Féllen, die nicht Drehflichen ergeben,
erheblich verwickelter dar und soll, da sie praktisch von geringerem
Interesse ist und auBerhalb der Anlage dieses Buches liegt, hier nicht
weiter behandelt werden.

7. Boden mit unstetigen Kriimmungen.

Bei Schalen, deren Meridiankurve Unstetigkeiten in der Kriimmung
aufweist, tritt an diesen Stellen ein Sprung in der Ringspannung ein,
wihrend die Meridianspannung stetig bleibt und nur eine unstetige
Ableitung besitzt.

Die Meridianspannung ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung
eines durch einen Breitenkreis begrenzten Schalenabschnittes, verlauft
daher auch an der Unstetigkeitsstelle stetig. Der Sprung in der Ring-
spannung an dieser Unstetigkeitsstelle ergibt sich aus Gl. (1), welche,
wenn man die GréB3en jeweils des Schnittes mit einem Strich bezeichnet,
so lautet:

S Sl__ _S S
§+—1—p—R/+‘71
in der Form:
-8 1 1
it =mlgg) (39)

Als Beispiel fiir das Auftreten solcher Unstetigkeiten nehmen wir
einen Behilter (Abb. 13), der nach Art eines Kessels aus einem Stiick 4B
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einer sehr flachen Kugelfliche, einem Stiick BC einer Ringflache oder
eines Torus (die ,,Krempung‘ des Bodens) und einem in C anschlieBen-
den Zylinder besteht. Als Belastung wird konstanter innerer Uber-
druck (p) vorausgesetzt.
Fiir die Kugelkappe ist R = R; und daher nach Gl (1):

pE _ pR,

S=fh="y="%
Werden fiir die Ringflache BC die Spannungen und Kriimmungshalb-
messer mit denselben Buchstaben bezeichnet, so folgt fiir das Gleich-
gewicht des durch den Parallel-
kreis vom Halbmesser r abge-
trennten Teiles:

R,
S=5

ferner ist wieder nach Gl (1):

R
B ._1_ +
also
P Ri
o]
Abb. 13. und wegenr =a + bsinx, R=b:

Y ]

An allen Stellen der ,, Krempung®, an denen a >r — a, oder r < 2 a
ist, wird S; eine Druckspannung.

An der Ubergangsstelle C tritt, wie auch in B, eine Unstetigkeit in
der Ringspannung auf, und zwar ist fiir den zylindrischen Teil, wenn %
den Halbmesser des Kessels bedeutet:

_p®
8= 2
S;=pR.

In Abb. 13 ist auch der Verlauf der Spannungen fiir die Werte
p = 20 kg/em?, R = R, = 200 cm, b = 25 cm, R = 100 cm aufgetragen.
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Lo
Ot

Es folgt fiir die Kugelschale:

S =8, = ?123 — 2000 kg/cm.
Fiir die Ringfliche ist an der Stelle B:
S = ﬁfi — 2000 kg/em,
S, = -g [2 R, — fﬂ — —12000 kg/em (Druck!)
und an der Stelle C':
S = 22-93— — 1000 kg/em,
S, = [2 - 100 — iggz] = —2000 kg/cm (Druck!).

Endlich ist an der Ubergangsstelle C' zum Zylinder:

R
S = »pz— = 1000 kg/cm,

8; = p R = 2000 kg/cm.

Aus diesen Formeln ist zu ersehen, daf bei kleinem Krempungs-
halbmesser R groBe Werte der Ringspannung in der Krempung — und
zwar Druckspannungen — auftreten konnen. Wie aus den angegebenen
Zahlenwerten auf Grund dieser einfachsten Theorie ersichtlich ist, kann
diese Druckspannung ein Vielfaches der Spannung im flachen Boden
oder im Zylinder betragen und deshalb leicht geféhrlich werden, worauf
schon seit langem insbesondere durch C. v. Bach?) u. a. aufmerksam
gemacht wurde. Auf diesen Umstand muB daher auch bei der Her-
stellung derartiger Bbden Riicksicht genommen werden. (Inwieweit
dieses Ergebnis durch Betrachtung des Bodens als steife Schale ab-
gedndert wird, dariiber vgl. 37.)

8. Boden gleicher Festigkeit.

Die eben benutzten Formeln hat C. B. Biezeno2) dazu benutzt, um
eine Formgebung der Kesselboden vorzuschlagen, die auf der Forderung

1) Siehe z. B. Z.V. d.I Bd. 41, S. 1157. 1897; Bd. 43, S. 1585. 1899; u.
Versuche iiber die Widerstandsfiahigkeit von Kesselwandungen. Insbesondere auch:
Versuche iiber die Widerstandsfiahigkeit und die Formanderung gewdlbter Kessel-
boden. Forschungsarbeiten 1925, Heft 270.

2) Biezeno, C. B.: Bijdrage tot de berekening van Ketelfronten. De Ingenieur.
Nr. 29. Delft 1922; u. Verhalten gewolbter Boden gegeniiber innerem Uberdruck.
Z.V.d. 1 Bd. 68, S.75. 1924.
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beruht, gleiche Festigkeit fiir den Boden wie fiir die zylindrische Kessel-
wand zu erhalten. Diese Forderung fiihrt auf Grund der Mohr - Guest-
schen Bruchhypothese zu folgender Betrachtung:

Sei wieder )t der Halbmesser des zylindrischen Teiles des Kessels,
R der Kriimmungshalbmesser, R, die Normale in einem beliebigen
Punkte der Krempung, ferner h,, h, die Wandstirken des Bodens und

Zylinders, v die Giitezahl der Langsnietung des Kessels und p = 12}%1 .
2
Dann haben die Meridian- und Ringspannung, auf 1 cm? bezogen, die
Grofen:
S_PR1 __S1__1’[ Ri)]
T T 2k TRy 2My 2B =g

Solange R < % ist, haben die beiden Spannungen verschiedenes Vor-

zeichen. Die ideelle Hauptspannung, die fiir die grofte Hauptdehnung
nach der genannten Hypothese in Betracht kommt, ist dann zu setzen:

g PR P [ _ﬁ}_i[_ i]
d=o—o="gu —o 2R |y T BT R

Fiir die Kesselwand haben Ring- und Meridianspannung gleiche Vor-
zeichen, und fiir die ideelle Hauptspannung ist daher unter Beriick-
sichtigung des Giitegrades der Léngsnietung zu setzen:

o = O _ i — 22}_%

: v vhy vhy'

Wird nun die Forderung gestellt, daB der Kesselboden ebenso stark

wie die zylindrische Kesselwand sei, so haben wir die beiden ideellen
Hauptspannungen gleichzusetzen (o; = o;) und erhalten:

P [_ E‘i]_ﬂ
2h1[, R1+R T wvhy
und daraus
R2
R=_—"1— . 40
uR+ R, ( )

Die Form des Bodens, die dieser Gleichung entspricht, kann sehr leicht
durch Integration erhalten oder noch einfacher zeichnerisch ermittelt
werden. In dem Punkte O, wo Kesselwand und Boden aneinander-
stoBen, ist R, = R, und daher ist dort:

R

= /u—-_’_ i |
Zeichnet man einen kleinen Kreisbogen mit diesem Halbmesser als
erstes Element der fiir den Boden geltenden Kurve, so kann durch

(41)
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Fortsetzung dieses Verfahrens leicht die ganze Meridiankurve erhalten
werden. Diese Konstruktion ist in jedem Falle nur so weit zu fiihren,
bis B = %L oder B, = u R geworden ist, d. h. so lange, als die Span-
nungen in der Krempung gleiches Vorzeichen enthalten. Von da an
wird die Meridiankurve durch
einen Kreisbogen vom Halbmesser
uR erginzt. .

Fir gegebene Werte von &,
hy, und » hiangt die Form des Bo-
dens nur von dem einzigen Para-
meter © ab. Es 1aBt sich zeigen,
dal der EinfluB der Biegungs-
steifigkeit von Wand und Kessel
dadurch beriicksichtigt werden
kann, daBl der Wert von u, wel-
cher der Ermittlung der Boden-
form zugrunde gelegt wird, kleiner
genommen wird, als er nach der

Abb. 14.

Formel u = 2hy errechnet wird.

vhy
In Abb. 14 sind die Formen der Boden, die auf Grund der Formel (41)
fir einige Werte von u erhalten wurden, eingetragen.

9. Faltenbildung in diinnen Hiillen.

Bei sehr diinnwandigen, vollkommen biegsamen Schalen — wie z. B.
bei Ballonhiillen —, die aus einem Zylinder mit aufgesetzten Kappen
bestehen, wird die Beobachtung gemacht, daf} in einem Streifen in der
Nihe des Uberganges vom Zylinder zum Deckel ein Giirtel von Falten
entsteht, die zur Achse parallel, also meridional gerichtet sind!). Der
Bereich, in dem solche Falten entstehen koénnen, ist offenbar durch die
Bedingung gekennzeichnet, dal3 die Zugspannungen, die in der diinnen
Wand unter konstantem Innendruck sonst allenthalben vorhanden
sind, verschwinden und in Druckspannungen iibergehen; diesen vermag
die diinne Wand nicht zu widerstehen, sie wird vielmehr in jenem Be-
reiche zusammengeschoben und gefaltet, bis die Druckspannungen
verschwunden sind.

1) R. Vogel weist in seiner Arbeit: Zur Deformation der Dampfkessel bei
hohem Druck, Z.ang. Math. Mech. Bd. 5, S.389—397. 1925, darauf hin, daB
eine solche Faltenbildung auch bei Dampfkesseln fiir sehr hohe Drucke (bis 100 at)
festgestellt wurde. In der mir zugéinglichen Literatur habe ich diese Bemerkung
nicht zu bestitigen vermocht, auch habe ich auf Umfragen nach dem Auftreten
dieser Erscheinung durchaus negative Antworten erhalten.
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Es ist lehrreich, diese Bedingung fiir das Entstehen der Falten-
bildung im einzelnen zu verfolgen; dabei zeigt es sich zunéichst, daf
man theoretisch eine Form der Meridiankurve angeben kann, bei der
die Ringspannungen iiberall den Wert Null haben, die Wand also
faltenfrei bleibt.

Durch die Auffassung der Wand als diinne, vollkommen biegsame
Schale wird das Problem in die Reihe der statisch bestimmten Falle
geriickt, die bisher allein der Betrachtung unterworfen wurden; dabei
ergeben sich die Spannungen nur abhingig von den Kriimmungshalb-
messern der Meridiankurve, wie es die Gl. (2) und (3) angeben. Um
die Form der Meridiankurve zu erhalten, die der Ringspannung Null
entspricht, hat man die Bedingung §; = 0 anzusetzen, die nach GI. (5)
identisch ist mit

R,
- =2.
3 (42)
Da nun 1 4 p
R, = r —=—31=cosqo-—$—,

~ sing’ R ds
so schreibt sich diese Gleichung auch in der Form:

r cosqo-@__o

sing dr
oder
2ﬂ . cos'cp-dqaz 0
r sing

und integriert, wenn fiir ¢ =0 : r = a ist:

Iny2 — Insing = Ina?,

d.i
r2 \ ] 2
——=a sing = — .
sing ? =
Weiter ist
/ 4
1-"
dr + / at
N —
dz g% 72
a?
und
,
r2
—a’g . dT
P I —
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so dafB}

a
7 r2

e

/A

SV

o

die Hohe der ganzen Kappe wird.
Fiithrt man in die Gleichung fiir
z==z(r) mittels der Gleichungen
L = 0, 2 — ¢ dimensionslose Ver-

a a
anderliche ein, so wird sie:

4
r 2d
= / /9—94; (43)
; J1—o

die Form der so entstehenden Meri-
diankurve ist in Abb. 15 dargestellt.

Die in Teilen des Halbmessers
ausgedriickte Hohe der Kappe wird :

H . 0%do
h=;=[‘;]g=1= _i*“,...,dl .
J1-¢ | Abb. 15.

Um fiir dieses Integral einen angeniherten Wert zu erhalten, setze
man @ = sing und entwickelt sodann den Nenner in folgender Weise):
T

2
k:/ sin®g - cosp do _ [ sin*pdp 1 [ sin’pdg
W

|8

1—sin?@)(1+sinZg) | 2 — cos?g B 72.)Y1 — § cos?e
0 0

z
/
2 [ 1 1 3 1
:»}2/sngo[l—i—E-?cosztp—}——S—-ﬁ-cos‘*t,v—f—-'-}d(p,
0
und da a
2
7
ntodo = 2,
]sm(p =7
0

1) Diese Entwicklung verdanke ich meinem Kollegen Prof. Dr. K. Carda,
der iiberdies darauf hinwies, da GauB den Wert dieses Integrals auf 20 Stellen
berechnet hat. Siehe: Allgemeine Untersuchungen iiber die Reihe ..., deutsch
herausgegeben von Dr. H. Simon, . 38, Berlin: Julius Springer 1888.
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ISIH

3
/sin2tp cos*"p do =/(1 — cos?g) cos*"p dg
6

_1[1-35 (2n —1) 1 35...2n+1}
2 2.4-6...2n 2:4.6...2n+2
_aw 1-3-5...2n—1 1
2 2:4.6...2n 2n+42’°
so folgt
@121 1)21 1 (3)2 11 ]
h= 4[E+(§“154'§'§“§+“'““”“~
Die Meridianspannung lings des Umfanges ergibt sich an:
g—PB_p r _p r_pa® 1.
2 2 sinp 2 12 2 7’
a?

sie wird fiir = O unendlich, was hier dadurch bedingt ist, daf die Be-
rithrung der Kurve mit der p-Achse in ¢ = 0 von hoherer Ordnung ist.
Eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Druckgebietes

in der Kappe lautet:

R,
2
also fiir den Ubergang vom Zylinder mit dem Halbmesser @ zum Deckel
(B, =a): u

R< 3 (44)

Wenn die Meridiankurve der Kappe insbesondere die Form einer

Ellipse mit den Halbachsen a, b hat, so ist B = E, und ein Druck-
gebiet tritt auf, sobald @
b<—.
V2

Offenbar kann jedoch eine Faltenbildung tatséchlich erst dann ein-
treten, wenn der Bereich, in dem diese Zusammenziehung entsteht,
an einen zweiten angrenzt, der eine solche Zusammenziehung nicht
mitmacht. Das ist aber gerade der Fall, wenn auf eine zylindrische
Hiille eine Kappe aufgesetzt wird, die am Rande kleine Kriimmungs-
halbmesser besitzt. Die am Rande der Kappe auftretenden Druck-
spannungen miissen die im Zylinder vorhandenen Zugspannungen
auch zahlenmaBig iiberwiegen; da

a
&=S@—§»
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mul} also sein:
ap(a
5 ( 7 2) >ap.
woraus folgt:
a
2. (45)
R < 1

Diese Grenze ist nur halb so gro wie die friiher erhaltene (—g—) . Da

die diinne Haut den Druckspannungen nicht zu widerstehen vermag,
so hilft sie sich durch Ausweichen in Form von Falten, das so weit
fortschreitet, bis die Druckspannungen verschwunden sind. Die Falten
laufen zur Achse des Zylinders parallel. Thre Form und Grofe wird
durch eine besondere Betrachtung bestimmt, die auf die Knickung
der Wand unter dem EinfluB} dieser Druckspannungen eingehen muf;
das Wesentliche sind gerade diese in der Wand auftretenden Druck-
spannungen — ob diese aber durch einen Auflendruck erzeugt werden
oder durch einen Innendruck vermége der Kriimmungsverhaltnisse
der Wand entstehen, kommt dabei nicht in Betracht. Fiir die Bestim-
mung dieser Faltenbildung selbst sei auf die vorhandene Literatur, ins-
besondere auf eine Arbeit von R.v. Mises, verwiesenl).

Die Berechnung der Spannungen in Kugelballonen erfolgt auf
Grund der in diesem Kapitel gegebenen Hilfsmittel. An der Stelle, wo
die Meridianspannungen § von Zug in Druck iibergehen, wird das iiber
die Hiille gelegte, meist in Rauten geschlungene Netz von der Hiille
abgelost und zum Tragring gefiihrt.

II. Nichtsteife, dehnbare Schalen (Héute).
10. Beriicksichtigung der Dehnbarkeit.

Wihrend im ersten Kapitel die Aufgabe im wesentlichen darin be-
stand, bei gegebener Form des Behélters und gegebener Belastung die
Spannungsverteilung unter der Annahme zu ermitteln, da es sich um
ein vollkommen biegsames, undehnbares Material handelt, so soll jetzt
zwar die Voraussetzung der Biegsamkeit noch beibehalten, dagegen
die der Undehnbarkeit fallen gelassen werden; es ergibt sich dann die
folgende Aufgabe: Die Form der unbelasteten Schale ist irgendwie
gegeben (ein Zylinder, eine Kugel od.dgl.); es ist die Form zu bestimmen,
die diese Schale bei Aufbringung irgendeiner flichenhaft verteilten
Belastung, als welche hier nur ein konstanter Inneniiberdruck (p)
vorausgesetzt wird, annimmt; aulerdem sind die Spannungen zu er-

1) Mises, R. v.: Der kritische AuBendruck zylindrischer Rohre. Z. V. d. I.
Bd. 58, S. 750. 1914. Die Betrachtungen von R. Vogel in der auf S. 27 (FuBnote)
genannten Arbeit sind jedenfalls in dieser Hinsicht unzureichend.
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mitteln, die an jeder Stelle der Schale unter dem Einflusse der Belastung
auftreten?). ,

Fiir das Verhalten der dehnbaren Schale (Haut) wird dabei das
lineare Spannungs-Dehnungsgesetz zweidimensionaler Korper zugrunde
gelegt, d. h. es wird die ,,bezogene Langenéanderung® (d. i. die Anderung
der Léngeneinheit) proportional gesetzt der Spannung in der Richtung
des Elements, vermindert um den Betrag der Querzusammenziehung
oder Querverkiirzung, welcher der Spannung in der dazu senkrechten
Richtung proportional ist. Werden die Hauptspannungen S und §,;
zugrunde gelegt und die Dehnungen in diesen Richtungen mit & und
&, bezeichnet, so wird dieses Verhalten bekanntlich durch die linearen
Ansitze ausgedriickt:

1 1
Ezm(s—vsl):z(s—vsl),
(46)
1 1 '
b=y 1= = (8,—»8),

in denen E das Dehnungsmal oder die Elastizitdtszahl und »
die Querzahl (Kehrwert der Poissonschen Zahl) des betreffenden
Materials heiBen. (In den meisten Fallen kann fiir Metalle » = 0,3,
fir Beton und Zement » = 0 gesetzt werden.) Bei diinnen Schalen
kann die Zusammenziehung in Richtung der Normalen zur Mittelflache
der Schale ganz auBer acht gelassen werden. In diesen Gleichungen be-
zieht sich e = 2 E k auf die ganze Breite der Schale und wird in kg/cm
ausgedriickt.

Diese Gleichungen geben zusammen mit den statischen Gln. (1) und
(2), die unverindert in Geltung bleiben, vier Gleichungen, die zur Be-
stimmung der Spannungen S und S; und der Form der verbogenen
Schale ausreichen.

Fiir die Anwendung dieser Gleichungen auf besondere Falle mogen
die beiden folgenden Beispiele dienen, die praktisch wichtige Fille
betreffen. In beiden ist Drehsymmetrie vorausgesetzt, so da die Form
der gesuchten Mittelfliche durch Angabe ihrer Meridiankurve fest-
gelegt wird.

11. Diinne Kreisplatte. Angenéherte Berechnung.

Eine urspriinglich ebene diinne Platte (Haut oder Membran) in
Kreisform in der Wand eines Gefafles sei einseitig. durch konstanten
Druck (p) belastet. Die Ermittlung der Form der belasteten Platte
und der Spannungen kann — bei kleiner Durchbiegung — auf ver-

1) Uber die allgemeine Losung dieses Problems fiir beliebige Flichen siehe
z.B. M. Lagally: Uber Spannung und elastische Deformation von unebenen
Membranen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 4, S. 377—383. 1924.
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schiedene Arten geschehen, die im folgenden nach der Genauigkeit
der Annahmen iiber das Verhalten der Platte angeordnet wurden. Die
Form der belasteten Platte wird durch Angabe der Durchbiegung ¢
(Verschiebung in Richtung der Mittelachse) fiir jedes Teilchen P im
Abstande r vom Mittelpunkt und der Verschiebung ¢ des Teilchens P
in radialer Richtung beschrieben.

a) A. Foppl!) berechnet die Spannung S und den Biegungspfeil f,
indem er von vornherein annimmt, daB die durchgebogene Haut die
Form einer flachen Kugelhaube hat, und 148t den EinfluB der Ring-
spannung ganz unberiicksich-
tigt.

Aus dem Gleichgewicht
der Kugelhaube iiber PQ in

Richtung der z-Achse ergibt
sich zunichst (Abb. 16):

S:2rm.sinae =r2mx-p

und daraus:

_dag __pr
—sing = F i R (47)

Demnach kann fiir kleine & gesetzt werden:

pr
sin & = 28 -

Ferner ist die (mittlere) Dehnung in Richtung des Meridians:
Ro — Rsinw o? S

_ R« 6 e’
Aus beiden Gleichungen folgt durch Elimination von «:
1 p2r S

6 48 ¢
und daraus:
8= Yoreptrt = 0,347 Vﬁfﬁ. (48)

a
oo —

Der Biegungspfeil der Mitte betriagt, da R = ina ™

ch2 ac pa*

(r=a): f=R(l —cosa)= 5 =53

3pa a
2l/J"—-_om Vpe . (49)

1) Vorlesungen iiber technische Mechanlk 5. Aufl.,, Bd. 3, S. 301.
Poschl, Behilter. 2. Aufl. 3
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b) Berechnet man die Ausbiegung einer diinnen Platte nach der
Formel fiir die Durchbiegung einer gespannten Haut unter Be-
lastung durch einseitigen konstanten Uberdruck (p), die unter der An-
nahme aufgestellt wird, daf die Spannung (S) der Haut vor und nach
der Belastung merklich gleich ist, so findet man fiir die Durchbiegung
fast den gleichen Wert?).

Denn unter den erwdhnten Annahmen wird die Form der durch-
gebogenen Haut bekanntlich durch die Gleichung bestimmt:

02{ 02¢ P
A¢ + “W—I—a—?/g—}‘g—o (50)
oder in Polarkoordinaten und Drehsymmetrie:
1 da ( d )
rodr ( dr TS (51)

Die Integration ergibt (da % fir » = 0 endlich bleibt) :

(=tet@—m

und fiir r = 0:

p a2
f=2""
Setzt man fir S den in GI. (31) gefundenen Wert, so kommt:

 —
f=0,722a- ‘/ﬂeﬁ , (52)

der mit dem in a) erhaltenen Wert nahezu zusammenfillt.

12. Diinne Kreisplatte. Genauere Theorie.
Die genauere Theorie verwendet die Gln. (46) und berechnet die

Dehnungen in Richtung der Tangente zum Meridian und zum Breiten-
kreis unmittelbar. Da die Neigung der durchgebogenen Haut gegen
die Ebene klein ist, so kann bis auf Groen dritter Ordnung die Dehnung
in Richtung des Meridians in der Form angesetzt werden:

Cdu |1 d;)z
8‘7{*5(%’

wovon der erste Teil %% von der Verschiebung des Punktes P in

radialer Richtung, der zweite von der Verlingerung des Bogenelementes

1) So z. B.-A. Féppl: Vorlesungen iiber technische Mechanik Bd. 5, S. 176.
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0r bei der Durchbiegung herriihrt; denn wenn dabei 07 in ds iibergeht,
so ist die Dehnung:

R

Die Dehnung in Richtung des Breitenkreises ist & = Y und die
Gln. (46) nehmen die Form an: r

8=ﬂ+ (E) *(S—‘VS)

d d
r r (53)
u 1
8127 =?(Sl——vS).

Zu diesen treten noch die 2 statischen Gleichungen hinzu, die das
Gleichgewicht jedes Teilchens nach der Durchbiegung unter dem Ein-
flusse der Spannungen im durchgebogenen Zustande aussagen. Von
den verschiedenen Formen, in denen sich diese hier darbieten, ist hier
am einfachsten wieder die Gl. (47)

a¢.  p r
P R &4
und auBlerdem die Gl. (2) heranzuziehen:
_d(S8r)
17 dr

Diese 4 Gleichungen reichen zur Bestimmung der 4 unbekannten
Funktionen 8, §;, {,  aus.
Die Entfernung von « aus den beiden Gln. (53) ergibt zunichst:

d di\2
L= =8 =8 + 5 (%) =0,

Wegen der Gl. (2) fallt der Einflufl der Querzahl » aus dieser Gleichung
vollstindig heraus, und es bleibt:

GED gt (o 2 s s (2,

dr dr dr
oder unter abermaliger Heranziehung der Gl. (2):
d e (dZ )2_
W(S—FSJ‘F?W =0. (55)
Fithrt man % aus Gl. (54) und S, aus Gl. (2) in Gl. (55) ein, so

erhélt man eine Gleichung, in der nur eine unbekannte Funktion S
vorkommt:
2 d(r S)} "
dr dr :

ep? r
8 &

s+ o

3*
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Setzt man in dieser Gleichung r = a 9, was darauf hinauskommt, daf3

statt » die dimensionslose Verinderliche ¢ = r eingefiithrt wird, so
.. . .. a
geht sie in die folgende iiber:

(@S)] epad® o
EZ[S“L do 1T 8 = (56)

Fiithrt man hier noch die Spannungsfunktion @ = @ () nach Gl. (22)
ein, und zwar:

1ls—— 1= (]
e 2., = — 2,
oS = 3 Vepa?- D, S 3 Vepa o’

so kommt:
d [d@

doe ¢
oder:
. d {1 d(o D)
do do
Zur Auffindung der Losung dieser Gleichung wird @ in Form einer
Potenzreihe angesetzt!):

D=A,0+ A30°+ 4505+ -+, (58)

deren Koeffizienten durch Vergleichung gleichhoher Potenzen ermittelt

werden koénnen. Man erhialt unmittelbar:
1 1 13

sa b= Twea T Tomea T ™

] +0*= (57)

Ay = —
daher ist
13 92 94 1396 jl
=_]/ 2,2, _ — — —_ e
8 =5 Vepta [‘41 847 9647 921641 (59)
und weiter

a(Sr)  (@dSe) 13— [ 300 5ot 9l }
= = —1Ve ac » A _————————— e ——— — — — L .. .
L A ¥ 1

Ty do 847 964} 92164]
Durch Verwendung dieses Wertes ergibt sich nach Gl. (47):
a__pae_ _j/p 0
do 28  Nea 4 1, 1,
) L= gai® o6 ©
3
_ _a)/Pe. 5 ..
=T e [ +8A3+192A‘{+

1y Siehe H. Hencky: Uber den Spannungszustand in kreisrunden Platten mit
verschwindender Biegungssteifigkeit. Z. Math. Phys. Bd. 63, S. 311. 1915.
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Die Durchbiegung ergibt sich daraus durch eine Quadratur, und zwar
ist, wenn die Integrationskonstante gleich f, d.i. gleich der Durch-
senkung in der Hautmitte (r = 0) gesetzt wird:

S

—f—qgl/RL. |2 ¢ ¢°

(=1 e 4,L2 + 3243 T 1152 AS t ) (60)

Da die Reihe in der vorhergehenden Gleichung absolut konvergent
ist, so ist die gliedweise Integration sicher zuldssig.

Der bisher noch unbestimmte Wert von 4, ergibt sich aus der Be-
dingung, dafl der Rand der Haut festgehalten wird, also die Ring-

dehnung & = Y fir r =a verschwindet. Nach GI. (53) bedeutet
dies: 4

8, —»8=0 firr=a, o=1). (61)
Durch Einfithrung der oben gefundenen Werte von § und 8, ergibt sich
fur A4, die Bestimmungsgleichung:

3 5 [ 1 1
Al—s_xel‘l?—'ﬁéﬁf_m]_v .Al_s_fﬁ_%?}_m =0
oder
4,1 ) 1(3 ) 1— 5 ) — =0
1 ’ 8 A2 Y QGA?( -

und mit » = 0,3:

847 9643

Daraus folgt bis auf 3 Dezimalen genau:

A4, =0,846 .
Mit Benutzung dieses Ergebnisses erhialt man fiir die Spannungen am
Rande und in der Mitte die folgenden Werte:

PR  p—
(Rand r =a, o =1): 8§ =0,328-}ep2a?, 8, = 0,096]epa?,
3

(Mitte r = o = 0): S =28, =0423)epa.
Die Konstante f wird durch Benutzung der Bedingung bestimmt, daB
die Durchbiegung { am Rande (¢ = 1) verschwindet. Man erhilt:

(62)

f = 0,664 a,V~—— (63)
Die Verschiebung % ist endlich durch die zweite GI. (53) bestimmt,
sie verschwindet am Rande und in der Mitte. i
Wenn in dem urspriinglichen Ansatz das Glied (—4) aufler acht
r

gelassen wird, so erhdlt man wieder den Fall 11b).
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13. Diinne Zylinderwand unter Innendruck.

In ghnlicher Weise wie die Forménderung der Kreisplatte im vorigen
Abschnitt 148t sich auch die einer diinnen Zylinderwand ermitteln.
Je nachdem dabei die Wand als diinn oder sehr diinn angesehen
wird, hat man sich beim Ansatze der Formadnderungen auf die Glieder
1. 0. zu beschrénken oder auch die Glieder 2. O. beizubehalten. — Die
Lénge der Zylinderwand sei 2/, sein Durchmesser a.

Je nach den Bedingungen, denen die End- oder Grundflichen der
Zylinderwand unterworfen sind und die die Form des deformierten
Behilters bestimmen, sind dabei die folgenden Falle zu unterscheiden:

1. Vollkommen freie Grundflachen (d. h. die Grundflichen
haben weder festen Durchmesser noch sind ihre Lagen auf der Zylinder-
achse festgehalten), Abschnitt 14.

2. Grundflichen fester GroBe (aber lings der Zylinderachse
frei verschieblich), Abschnitt 15.

3. Festgehaltene Grundflachen, Abschnitt 18.

14. Diinne Zylinderwand mit vollkommen freien Grundflichen.
Die Spannungs-Dehnungsgleichungen fiir die Richtungen der Tan-
gente zum Meridian und zum Parallelkreise lauten hier:

a1
E= —— =

—(S—'VSI) )
:lia eu 1 (64)
& = a :;:;(SI—VS)

Darin bedeutet { die elastische Verschiebung des Punktes P (z, @) in
Richtung der Zylinderachse, v = r — a die Ausweichung der Wand
senkrecht zur Achse. — Zu diesen treten noch 2 statische Gleichungen.
Zunachst gibt das Gleichgewicht des lings P@Q abgetrennten Teiles
(Abb. 17) bei freien Grundflichen, d. h. wenn auf den abgetrennten

Teil keine anderen Krafte wirken als

die Spannungen S und der Druck p:

S-2rm-cosp=r*n-p. (65)
Die einfachste Losung ergibt
sich fir ¢ =0 (cosp = 1):
— T
8= 9
Zieht man aufBlerdem die Gl. (2)
heran, so folgt daraus weiter:

d(Sr
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Aus der zweiten Gl. (64) rechnet sich sodann (bei groem e):

pa

r=a- 1—I—(2——v)-2—e = konst. (66)
und aus der ersten dieser Gleichungen:
1—2
C:%- ) vopr-z-{—konst. (67)

Auf diese Weise ist naturgemiB die Anpassung der Losung an feste
Ringe an den Zylinderenden nicht zu erreichen. Man erhalt in den
Gln. (66) und (67) als Form der gedehnten Haut wieder einen Zy-
linder, aber von groBerem Halbmesser, welcher iiberdies in der Rich-
tung der Achse verlingert ist.

15. Diinne Zylinderwand mit Grundflichen gegebener Grofe.

Der Zylindermantel ist zwischen zwei unausdehnbaren Ringen oder.
Kreisscheiben ausgespannt, die entweder erstens frei gelagert an-
genommen werden konnen, so dafl sich ihr Abstand verindern kann,
oder zweitens auf der Achse festgehalten werden. Im ersten Falle
treten keine Auflagedriicke an den Endflichen auf, und jede Zylinder-
hélfte ist unter den Spannungen am abgeschnittenen Rande und dem
Innendruck auf die betreffende Halfte im Gleichgewichte; der zweite
Fall ist dadurch gekennzeichnet, daBl die Verschiebung der Zylinder-
enden verschwindet. Um die Anpassung der Form des unter Innen-
druck (p) gesetzten Behilters an diese Randbedingungen zu bewirken,
hat man die GIn. (64), (1) und (2) zu verwenden. Zunichst gibt die
zweite der Gln. (64) mit (2):

r—a o *d(Sr)_ _ a8 .
=8,—»S= dr vS—rdr—l—(l ») S

ee;, =e-

oder

a8 S 1 1
wra=n-T=e(g—1) %)

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung lautet, wenn C eine
Integrationskonstante bedeutet:

C 1 r 1
S=r1—"+e(2—v.;—1—v> (69)
und damit nach GIl. (2):
_d(8r) 1 ( 1 r 1 )
8y = dr =»C A T8 e T 1=/ (70)

Die vollstindige Bestimmung der Spannungen kommt demnach
einzig und allein auf die Ermittlung der Konstanten C hinaus; diese
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Ermittlung ist jedoch nur auf dem Wege iiber die Forménderung des
gedehnten Behilters moglich. Die Losung der Differentialgleichung,
zu der man gefiihrt wird, ist auBerordentlich schwierig; man kann aber
die Rechnung durch eine Annaherung ersetzen, die durch Linearisierung
der erhaltenen Differentialgleichung entsteht. Setzt man zunichst in
den eben erhaltenen Gl. (69) und (70):

r=a-+u,

betrachtet w als klein gegen @ und behalt nur die Glieder 1. 0. bei,
so erhalt man:

8= >a1(i” T 2= v)e(l - v)] (1 —(a=" %) -
= ;g‘W2~£8_ny‘bu_”H§?"2%J'%'

"Fiithrt man zur Abkiirzung die Bezeichnung ein:

c e .
A= 2—n1—v)

so konnen die vorhergehenden Gleichungen auch in der einfacheren
Form geschrieben werden:

S=c<l—(l—v)-%), (72)

Sl=cv2+e--7;-.. . (73)

Zur Bestimmung der Form des gedehnten Behilters dient nun die
Gl (I'):
8 8

E-R=D )
in der (nach Abb. 17) zu setzen ist:
1 1 1 <1 u) 1 ” ”
— N — OO — -_—— oo =
R, r a al’ RO

Durch Abstreifung aller Glieder von hoheren als 1. 0. in % erhalt man
daraus fiir v die Differentialgleichung 2. O.:

2
w — nu = — (2 — 1) , (74)

Cc a

worin %? als Abkiirzung fiir den Ausdruck dient:

1 /e
w == — 2.
a® \c
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Die Losung dieser Differentialgl. (74) lautet fiir »2 > 0, wenn 4 und B
2 willkiirliche Integrationskonstanten bedeuten:

— 2
.%__c_c:; + ACofxz + BGinxz. (75)

u=a

Wenn die Endflichen festen Durchmesser haben sollen, d.h. fiir:

z=41, u=0
sein soll, so folgt:
ap — cv? 1
B_— = — - —_ . —
0, 4 e et Gojxl’

und die Form der Meridiankurve des durchgebogenen Behalters ist
durch die Gleichung gegeben:

ap — cr? [1 (Eoixz}
Te—cr | Gojxl
sie ist also #hnlich der gemeinen Kettenlinie. (Zu bemerken ist, daf
sich auch fiir 22 << 0 und »? = 0 die Losung leicht angeben 1a3t.)

In dieser Gleichung kommt noch die Konstante ¢ vor, die von C
linear abhéngt und bisher unbestimmt geblieben ist. Um ihren Wert
zu erhalten — wozu nach dem oben Gesagten den Randbedingungen
gemi vorzugehen ist —, ist es praktisch, in allen verwendete Gleichungen
statt ¢ die Ausbiegung u, der Zylindermitte einzufiihren.

Fiir den oben zuerst genannten Fall freiverschieblicher Zylin-
derenden, wie er etwa fiir einen in der Liangsrichtung verschieblich
eingemauerten Kessel verwirklicht ist, ergibt sich die Beziehung zwischen
¢ und u, am einfachsten aus der Bedingung des Gleichgewichts fiir
jede der beiden durch die Ebene z = 0 getrennten Zylinderhalften.
Die Meridianspannung S’ (Abb. 17) lings dieser Ebene ist danach
durch die Gleichung gegeben:

2(@ +up) w8 = (a+ u)?-z-p (77)
und nach Gl (72) fiir u = u,:

S’:giM=c(1~(1—y)-%).

; (76)

uUu=a

2
Es ist also: . 14 %
=TT (78)

—_ (1 — p) 2

1—(1 v)a
und w 1

— (1 — )2

o lfe b 1ze BT

~ale alap g



42 Nichtsteife, dehnbare Schalen (Haute).

Ferner ist nach Gl. (76) fir z =0: u = u,, d. h.

_ .ap—cvz.[ 1 ]
Yo = ! Cojxll” (79)

Nach Einsetzung der eben fiir ¢ und & gefundenen Ausdriicke und Auf-
Iosung nach @ofx! ergibt sich daraus:

1 —1_ e—cv2_ Uy
Cofxel ap—cv: a
oder
26(1-(1-»)“) <1+ )
- 2P @ Yo
(1—(1—v)“°) (1—|——0)v2 ¢
a a
(80)
U 1]t
1—(1—»)—2 ?
- @Df—l‘Jﬁ a — 2
alap 1 Mo
a

Aus dieser Gleichung erhédlt man einen angendherten Wert fiir u,
durch abermalige Linearisierung. Betrachtet man wieder u, als kleine
GroBe, entwickelt zunidchst die Quadratwurzel in der Funktion Cojxl
und benutzt die bekannte Formel fiir den Eo{ der Summe zweier GréBen,
8o erhélt man:

@Df”lw@vi;i—]/f—;—yz [1_M_ﬂ]

2e—12ap a

_ /2e A1 @—ve {i Z_H
- i{ & }[1 o« Yap@Re—rvap) @ ig“_ ap ]

Damit wird die Gl. (80):

2e e 1L _B=n-e | {VQ"‘—vz}
1_9P % _ ¢ Yap(2e — v2ap) a

- ’

e

und durch Auflésung ergibt sich daraus, wenn noch zur Abkiirzung

2¢ — p2
V e—rap _
ap
gesetzt wird:

N SR
S

a
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Man kann iibrigens die Vereinfachung der GI. (80) noch weiter
treiben, wenn man beachtet, daf bei einigermaflen erheblichen Werten

von é und % die rechte Seite dieser Gleichung sehr klein ausfallt.

Setzt man sie angenihert gleich Null, so erhélt man nach Vernach-
lassigung der in %, quadratischen Glieder auf der linken Seite der
Gl. (80) und nach Auflésung unmittelbar den angendherten Aus-
druck:

— 2
Mo 2= | (82)
@ 9. %
ap

der von ! ganz unabhingig geworden ist.
Die Auflésung der Gl. (80) kann iibrigens auch in bekannter Weise
auf zeichnerischem Wege gegeben werden, sobald fiir -2% , % und a

irgendwelche Werte vorgegeben werden. Der Vorgang ist der, dall die
Funktion links und rechts vom Gleichheitszeichen in GI. (80) fiir

eine Anzahl von Werten —° ausgerechnet und in einem Achsenkreuz
a

als Kurven aufgetragen werden, ihr Schnittpunkt (im allgemeinen
kommt nur ein einziger in Betracht) gibt sodann den gesuchten

Wert von %‘l . Bei kleinen Durchbiegungen diirfte indessen in der

Regel die Berechnung von u, nach Gl. (82) ausreichen, was auch
durch die unten folgenden Zahlenbeispiele erliutert wird. — Vor-
aussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Gleichung ist »%> 0, 4, >0,
d.h. 2¢ — »2ap > 0; wie schon oben hervorgehoben, sind aber auch
in den Fillen 2¢ —»2ap <0 oder 2¢ —»2ap =0 die Losungen
ohne Schwierigkeit in &hnlicher Weise angebbar.

Die Dehnung in Richtung der Zylinderachse ergibt sich schlieBlich
durch Integration der ersten der Gln. (64)

d¢ 1
E—?(S“VSQ,

mit Benutzung der Gln. (72) und (73) wird diese Gleichung:

ag 1 5 U

d—z_—e—{(l—v)c—[(l——v)c—l—me];}. (83)
Setzt man in diese Gleichung den Wert von u nach Gl. (76) ein und in-
tegriert, so folgt aus der Bedingung, daB fir z =0 auch { =0 sein
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mul}, das Verschwinden der auftretenden additiven Konstanten, und
es ergibt sich:

1 —_ 2
C:;{ [(1 ——v3)c—((1 —v)c + we)%—]z

(84)

ap—cr: 1 Ginxz
+((1 —v)c—l—ve) e—c1?  x @oixl}'

Ist die Konstante ¢ bzw. %, in der oben dargelegten Weise bestimmt
worden, so ergibt sich die Verschiebung  an jeder Stelle z durch die
Gl. (76), und die Spannungen 8 und §; durch die Gln. (72) und (73).
Der grofite Wert der Spannung, der iiberhaupt auftritt, ist die Ring-
spannung S in der Mitte des Zylinders, und zwar ist dieser etwa doppelt
so grof} wie die Meridianspannung am Rande. — Nach der iiblichen
elementaren Berechnungsweise ergibt sich bekanntlich genau S, = ap

und S =222"_’ unabhéngig von z.

16. Beispiele.

Die bisher erhaltenen Ergebnisse sollen nun zunichst durch zwei
Zahlenbeispiele erlautert werden.

1. Einezylindrische Haut aus mittelfestem Gummi, entsprechend
E =100 kg/ecm2, » =0,3, der Dicke 2 =0,2cm, dem Durch-
messer ¢ = 20 cm und der Lange 2/ = 80 cm, werde mit dem Uber-
druck p = 0,1 kg/ecm? belastet.

Den angegebenen Zahlenwerten entspricht:

e=2HEh =100"-0,2 = 20 kg/cm,

daher

% — 10 (dimensionslos).
ap

Nach der Naherungsformel (82) ergibt sich:

% — 0,096, w,=1,92 cm.

Durch zeichnerische Ermittlung der Wurzel der Gl. (80) ergibt sich
uy, = 1,9, also nahezu derselbe Wert. (Der EinfluB der Lange ! wiirde

erst bei kleinen Werten von L3 merklich werden.)
a

Mit diesen Werten ergibt sich nach Gl. (78)
¢ = 1,175 kg/em

und damit nach den Gln. (72) und (73) die Spannungen in der Mitte
des Zylinders (u = u,):

8" = 1,096 kg/cm, 8] = 2,026 kg/em,
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und die Spannungen am Rande (z = 0):
8" = 1,175 kg/em, S = 0,106 kg/em.

" 2. Andererseits mogen fiir einen Kessel aus diinnem Stahlblech
die folgenden Annahmen gelten:

E = 2,15 - 106 kg/cm?, v = 0,3, 2h = 1,5 cm,

mithin
e =2Eh = 3,22 - 108 kg/cm.
Ferner
a = 100 cm, 1 =200cm, p = 20 kg/em?..
Da

¢ —161-10%,
ap

so folgt nach der Néherungsformel (82):
%y = 0,0594 cm.
Rechnet man damit nach Gl. (78) den Wert von ¢, so folgt
¢ = 1000 kg/cm
und nach den Gln. (72) und (73) fiir die Spannungen in der Zylindermitte
8§’ = 1000 kg/cm, 87 = 2000 kg/cm,
und am Rande
S” = 1000 kg/em, 87 = 90 kg/em.

In diesem Falle wiirde die Beanspruchung durch 8] die GroBe

7

S
o] = 5715 = 1332 kg/cm?

betragen, wiirde also die fiir Stahlblech zulissige Grenze von k, =
1200 kg/em? iiberschreiten.

17. Berechnung der Blechstirke.

Wir wollen nun noch anfiigen, in welcher Weise die oben erhaltenen
Gleichungen zur Berechnung der Blechstarke 2k bei gegebenem
k, und gegebenen Werten fiir die Abmessungen des Zylinders und des
Uberdruckes p verwertet werden konnen. Wie aus den obigen Beispielen
hervorgeht, ist es die Ringspannung in der Zylindermitte, die den groten
Wert der auftretenden Spannungen iiberhaupt darstellt, und auf diesen
Wert mufl daher die Rechnung bezogen werden. Setzt man daher

S =k, 2h,
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so gibt die GI. (73) fiir v = u,:
U,
Si=cr2+e.2,
a

darin ist nach GI. (83) und Gl. (78), da e = 2E h:

%

14+ 22

U 22— o 2P +a
‘—T 5 ——2“‘—7~
@ G2Eh_ ., 1—(1—y). 2%
‘ap a

Fiihrt man alle diese Ausdriicke in die Gleichung fiir 8] ein, so folgt
als Bestimmungsgleichung fiir die unbekannte Blechstirke 24:

Eh
o1 — g2 )
=k 2h=apy. ——F 2E2hl(§h_”)
2— — (1 —»)(2 —92) —»2 2. — 92
ap ap
oder nach Division durch ap:
b E—h——l—l—vz 2aEh 2—»%
b=t — op + é’Eh . (85)
P 2— —y(1 —»)(2 —22) —r2 2. — 2
ap ap

Fiir groe Werte von 25k iiberwiegt auf der rechten Seite das zweite
ap

Glied und hat den Wert 1; in der Grenze liefert daher diese Formel den
bekannten Naherungswert (entsprechend S, = a p):
ap

k,

Mit Hilfe dieses Naherungswertes ist es leicht, aus der in % kubischen
Gl (85) fir die Blechstarke A den richtigen Wert von % mit beliebiger
Genauigkeit auszurechnen.

Fiir das vorhergehende Beispiel wiirde mit %, = 1200 kg/cm? der
richtige Wert fiir 2 betragen:

h = 1,67 cm,

und dieses ist auch sehr nahe der Wert, der durch die Néherungs-
formel (86) geliefert wird.

Die obige Rechnung zeigt, da8 die Abnahme der Ringspannung
gegen die Enden zu wegen der angenommenen Unausdehnbarkeit der
Endringe sehr bedeutend ist; als derartige Ringe miissen auch — wenig-
stens bis zu einem gewissen Grade — die Uberlappungen und Umbérde-
lungen der Kesselboden, die mit den zylindrischen Winden vernietet
werden, angesehen werden.

2h =

(86)
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18. Festgehaltene Endflichen.

Fiir festgehaltene Endflachen laBt sich die Bedingung (77)
nicht ansetzen, vielmehr ergibt sich die Bestimmung der Konstanten ¢
durch Ausrechnung von « und { bei unbestimmt gelassenem ¢ und Ver-
wertung der Bedingung

z=-+1l, (=0.
Der Rechnungsgang und die wirkliche Ermittlung der fraglichen GroBen
verlauft im iibrigen auf ahnliche Art wie zuvor:

Die Gln. (68) bis (76), insbesondere auch die Gl. (84), bleibt unver-
dndert in Geltung. Soll demnach { fiir z = 4 I verschwinden, so muB
sein:

ap — cv?
[(1 — e — (1 —»)e+ ve)e_—m— l
ap — 61/2 Tl
%

+(q —v)c—}—ew) —0;

durch Auflosung nach Tgx! und Wiedereinfithrung des Wertes fiir »
folgt sodann:

/e
ig{z]/;—v}zl_(l_,ﬁ)_ (e — cv?)c

1 V—E . [ev + (1 —»)el(ap — o)’

(87)

Die Ermittlung von ¢ gemiB dieser Gleichung kann im allgemeinen
nur graphisch durch Auftragen der rechten und linken Seite dieser
Gleichung in Abhangigkeit von ¢ erfolgen. Die linke Seite ist nur reell,

e . . . .
wenn e _ 2> (0 oder ¢ < —3 fir ¢ = % ist sie gleich 1, wie auch
c - y
die rechte. Es ist daher

C =

A ARN

jedenfalls eine Wurzel der Gl. (87); sie kann aber nicht die gesuchte
sein, weil fiir sie ¥ = oo wiirde, was hier keinen Sinn hitte.

Die linke Seite dieser Gl. (87) zeigt den in der Abb. 18 mit (L) be-
zeichneten Verlauf; da der Wert der rechten Seite (R) fiir:

c=0, (R)=1,
2‘1—55 (R):—OO,
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ist, so ist sofort zu sehen, dafl zwi-

a .
schen ¢ =0 und c=—§ noch eine
v

Wurzel liegen wird. Der Verlauf der in
Gl. (87) rechts stehenden Funktion ist
ebenfalls in Abb. 18 mit der Bezeich-
nung (R) eingetragen und liefert in
der Abszisse des Schnittpunktes 7'
der beiden Kurven den gesuchten
Wert der Konstanten ¢, durch den
sodann alle ibrigen GroBen u, S,
S;, ¢ gegeben sind.

¢  TFir einigermafen grofle Werte

von é und e wird 'die linke Seite

I

|

|

! von Gl (87) nahezu gleich Null.
(R) % Dann bleibt zur Berechnung von ¢

|

|

|

nur die rechte Seite dieser Gleichung
ibrig, die dadurch eine gewdhnliche

Abb. 18. quadratische Gleichung in ¢ wird:
(e —cv?)c
= — '3 .
P e T O el — o)
oder
1 e 1
2 = e = .
R T I [1— “p}°+ A —y)Pe=0
Von dieser Gleichung kommt nur die Wurzel mit dem negativen Vor-
zeichen der Quadratwurzel in Betracht, die zwischen 0 und a—f
liegt; der Ausdruck fir sie lautet: v
_le—(—»ap 11 'L{e—(l—v)ap]z_ vape (88)
T 258 1 — 2 2 | 492 1—92 1—92°

Zur Verdeutlichung mogen hier dieselben Beispiele wie zuvor mit
den verinderten Randbedingungen behandelt werden.

1.Gummihaut:
E = 100 kg/cm?, y =0,3, 2h =0,2cm,
a=20cm, 2] = 80 cm, p = 0,1 kg/em?,
e=2Eh = 20 kg/em .
Nach GI. (88) ergibt sich mit diesen Werten:
¢ = 0,67 kg/cm.
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Die zeichnerische Bestimmung der Wurzel nach Gl. (87) wiirde un-
gefihr denselben Wert ergeben. Ferner nach Gl. (79):

Uy = 1,93 cm,
und die Spannungen nach Gl (72) und (73):
in der Mitte (v =uy): 8 =0,645kg/em, 8] =1,99kg/cm,
am Rande (u =0): 8" =0,67Tkg/em, S7=0,06kg/cm.
2. Kessel aus Stahlblech:
E = 2,15 - 10% kg/cm?2, v = 0,3, 2h = 1,5 cm,
a = 100 cm, 21 = 400 cm, p = 20 kg/em?,
e=2KEh = 3,21 - 10% kg/cm.
Fiir den Fall gilt GI. (88) und liefert:
¢ = 600 kg/em;
damit wird nach Gl. (79) die Durchbiegung in der Mitte
e = 0,0905 cm,
und nach den Gln. (72) und (73) die Spannungen:
in der Mitte (u =wug): & =600kg/em, S]=2004kg/cm;
am Rande (u =0): 8" =600 kg/em, 87 =54kg/cm.

19. Sehr diinne Zylinderwand.

Die Beriicksichtigung der quadratischen Glieder in den Verzerrungs-
groflen ¢ und ¢, ist hier etwas einfacher wie bei der Kreisplatte, weil
sich ihr EinfluB nur in dem Ausdruck fiir ¢ geltend macht, so daB von
den Gln. (64) nur die erste erweitert werden muf, wihrend die zweite
unverandert bleiben kann:

S LBy 1 1)
= T3\a) = =5

1 1 (89)
81=T;a :7()31—%5')

Die Berechnung von 8, S; und = r — a erfolgt genau so wie friiher;
die dabei gewonnenen Ausdriicke sind in die erste dieser beiden Gleichun-
gen einzufiihren. Es erweist sich dabei unmittelbar, daB der EinfluB
der quadratischen Glieder in diesem Falle nur eine ziemlich bedeutungs-
lose Korrektion ausmacht, die ohne wesentliche Fehler auch ganz auBer
acht gelassen werden kann.

In shnlicher Weise kann die analoge Frage auch fiir andere elastische,
nicht steife Schalenformen (Kugel, Kegel, Ringfliche u. dgl.) behandelt
werden, wenn es sich um kleine Werte der Forménderungen handelt.

Poschl, Behilter. 2. Aufl. 4
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III. Diinne, biegungssteife Sehalen.

20. Ubersicht iiber die behandelten Schalenformen und Belastungen.

Die bisher getroffene Voraussetzung fehlender oder verschwindender
Biegesteifheit ist gleichbedeutend damit, daBl bei Verteilung der Span-
nungen iiber die Querschnitte als gleichformig betrachtet und von der
Spannung in einem bestimmten Querschnitt schlechthin gesprochen
werden kann. Diese Annahme ist als ein Grenzfall zu betrachten, der
aber, wie aus den Ergebnissen dieses Kapitels hervorgehen wird, in
den meisten Fillen fiir die Wirklichkeit sehr nahe zutreffende Werte
gibt. Nur an den Riéndern (Auflagerungen oder Einspannungen) treten
grofere Abweichungen auf. In Wirklichkeit hat jeder als Behalter-
material verwendete Baustoff — sei es Blech oder Eisenbeton — eine
gewisse endliche Biegesteifheit; die Folge davon ist, dall eine un-
gleichformige Verteilung der Spannungen iiber die Querschnitte zu-
gelassen werden muf}, was, wie wir sehen werden, auch so ausgedriickt
werden kann, daB ein Teil der Belastung durch die Zug- (oder Druck-)
Spannungen, ein anderer durch Biegespannungen aufgenommen wird.
Tatsichlich zeigt sich nun, wie gesagt, da bei gekriimmten Beh&ltern
dieser zweite Anteil meist ziemlich gering ausfillt, so daf die tibliche
einfache Berechnungsweise, die die Biegesteifheit ganz vernachlassigt
und nach dem im ersten Kapitel gegebenen Verfahren vorgeht, bis
auf geringfiigige Korrektionen in der Nahe der Rander (Auflagerungen
oder Einspannungen) brauchbar bleibt.

Die wichtigsten Behalterformen, die hier betrachtet werden,
sind vor allem die Kugel, der Kegel und der Zylinder und solche,
die aus Teilen von diesen bestehen oder zusammengesetzt sind; die
Ringflache, die ebenfalls mehrfach untersucht worden ist, wird im
folgenden nicht besonders behandelt.

Als Belastung kommt vor allem konstanter Innendruck (p)
und Wasserdruck (yz) in Frage, gelegentlich werden auch andere
Belastungsarten betrachtet, wie Eigengewicht, Schneedruck
(die als gleichférmig langs der Projektion nach einer bestimmten
Richtung auftretende Belastung angesehen wird), ferner Belastung
infolge von Temperaturunterschieden (Warmespannungen) und
endlich durch die Fliehkrafte der gleichférmig um eine Achse um- -
laufenden Schale. Dabei wird stets die Belastung — wie auch die Be-
hilterform — als drehsymmetrisch vorausgesetzt (weshalb Winddruck
ausgeschaltet wird). Die auftretenden Forminderungen werden als so
klein angenommen, daB sie stets im elastischen Gebiet liegen, wodurch
die Ansitze der klassischen Elastizitatstheorie zuldssig bleiben.

Die Anregung zur eingehenden Untersuchung der biegesteifen Schalen
gab vor allem die vorbildliche Durcharbeitung aller auf den Problem-
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komplex der Dampfturbine beziiglichen Einzelfragen, wie sie in Sto-
dolas klassisch gewordenem Werke niedergelegt sind. Die grund-
legenden Arbeiten fiir die Berechnung gekriimmter Schalen rithren von
E. Meissner-Zirich und H. Reifiner-Charlottenburg und ihren
Schiilern her1).

Infolge der angegebenen Beschrinkungen gelten die Betrachtungen
dieses Kapitels und die angeschriebenen Gleichungen nur fir dreh-
symmetrische Schalen und Belastungen. Ihre Erweiterung auf be-
liebig geformte Schalen und beliebige Belastungen ist erheblich ver-
wickelter und kann in diesem Werke nicht behandelt werden. Ebenso
kann hier auf die Erweiterung auf ,,anisotrope‘ Schalen (d.s. solche
mit verschiedenen elastischen Eigenschaften, die neuerdings gegeben
wurde) nur hingewiesen werden?).

21. Bezeichnungen.

Die Form der Schale wird durch ihre Mittelflache festgelegt, die
als der geometrische Ort der Mittelpunkte der zwischen den beiden
Wandfldchen liegenden Normalenabschnitte bezeichnet werden kann.
Die Mittelfliche wird stets als stetige Flache angenommen. Zur Be-
schreibung des Forménderungs- und Spannungszustandes und zur
Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen fithren wir ein der Mittel-
flache angepaBtes ,,natiirliches** Achsenkreuz &, %, { ein, das in Abb. 19
fiir das durch P laufende Schalenelement eingezeichnet ist; dies Schalen-
element wird auBler durch die d4uflere und innere Wandfliche begrenzt
durch 2 Meridianebenen und durch 2 Kegelflichen, die zur Mittel-
fliche senkrecht stehen. Die &-Achse sei die Richtung des Meridians
der Mittelfliche in P, die 5-Achse die Richtung des Parallel- oder
Breitenkreises, die (-Achse die Richtung der nach der Drehachse
weisenden Normalen; das Koordinatensystem wird als Linkssystem
vorausgesetzt. Die Drehachse wird als z-Achse eines festen Achsen-
kreuzes angenommen, 7 sei die Entfernung des Punktes P von ihr und
¥ der Winkel der Normalen in P zur Mittelfliche gegen die z-Achse.
Die Schalendicke 2/ ist lings der Breitenkreise konstant, lings der
Meridiane wird sie gelegentlich auch als veridnderlich angenommen
und wird dann als Funktion von ¢ aufgefat. ¢ bezeichnet den lings
des Breitenkreises von irgendeiner festen Meridianebene aus gemessenen
Winkel (Lingenwinkel). "

1) Beziiglich der ersteren Arbeiten folgen unten nihere Hinweise. Die Haupt-
arbeit von H. Reissner, die auch hier vielfach benutzt wurde, ist betitelt: Span-
nungen in Kugelschalen (Kuppeln), und ist in der Festschrift Heinrich Miiller-
Breslau, S.181—193, Leipzig 1912, enthalten.

?2) Steuermann, E.: Zur Theorie der polarsymmetrischen Deformation der
elastischen, anisotropen Schalen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, S. 449—466. 1925.

4%
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Die auf das Element in P wirkende Belastung liegt wegen ihrer
Drehsymmetrie in der &(-Ebene; ihre Teile nach diesen Richtungen,
X und Z sind ebenfalls als Funktionen von ¥ allein anzusehen. Der
Kriimmungshalbmesser des Meridianschnittes in P sei R, die Lénge
der Normalen, d. i. der Kriimmungshalbmesser des Breitenschnittes R, ;
r

es ist demnach R, = prewl
sinA

Abb. 19.

Die Teile der elastischen Forménderung nach den Achsen & und ¢
werden mit % und w bezeichnet; beide werden als klein gegeniiber der
Schalendicke 2% vorausgesetzt; w entspricht der Durchbiegung bei
der ebenen Platte.

Ferner bedeute S die Summe der Normalspannungen iiber den
Querschnitt fiir die am Breitenkreise gemessene Lange 1, deren seitliche
Begrenzungen zum Kriimmungsmittelpunkte K laufen; S, die ebenso
gebildete Summe der Normalspannungen fiir die Lange 1 des Meridians,
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N die Summe der Schubspannungen in Richtung der -Achse fiir die
Lénge 1 des Breitenkreises. (In den anderen Grenzflichen des Schalen-
elementes, die durch die Meridianebenen gebildet werden, treten wegen
der vorausgesetzten Symmetrie keine Schubspannungen auf.)

Nach den iiblichen Festsetzungen iiber die Vorzeichen der Span-
nungen werden die Normalspannungen als positiv (Zu