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Vorwort zur ersten und zweiten- Auflage.

Minkowskis Vortrag ,Raum und Zeit®, der im Jahre 1909 mit einem
Vorwort von A. Gutzmer als selbstindige Schrift erschienen ist, ist bereits
vergriffen. Herr Sommerfeld hat die gliickliche Anregung gegeben, die von
dem Verlage gewiinschte Neuausgabe zu einer groBeren Publikation zu er-
weitern, in der die grundlegenden Originalarbeiten iiber das Relativitits-
prinzip zusammengestellt werden sollten. Die freundliche Bereitwilligkeit
der Herren H. A. Lorentz und Einstein hat die Ausfithrung dieses Planes
ermdglicht. So enthiilt dieses Bindchen, als eine Sammlung von Urkunden
zur Geschichte des Relativititsprinzips, die Entwicklung der Lorentzschen
Ideen, Einsteins erste groBe Arbeit und Minkowskis Vortrag, mit dem die
Popularitit des Relativititsprinzips einsetzt. Als Erginzung dient das erste
Biindchen dieser Sammlung ,,Fortschritte der mathematischen Wissenschaften
in Monographien®, das die beiden ausfiihrlichen Veriffentlichungen Min-
kowskis enthilt.

Aachen, Mai 1913. OTTO BLUMENTHAL.

Vorwort zur dritten Auflage.

Die erste und zweite Auflage dieser ,Sammlung von Urkunden zur Ge-
schichte des Relativitdtsprinzips“ sind vergriffen. Seitdem hat die Erkennt-
nis einen grofen Schritt vorwirts gemacht: Einstein hat das lineare Relati-
vitdtsprinzip zum allgemeinen erweitert. Dem muBte bei der Neuauflage
Rechnung getragen werden. Sie bringt Einsteins bereits als Buch (bei
J. A. Barth) erschienene zusammenfassende Abhandlung ,Die Grundlage der
allgemeinen Relativititstheorie“ und auBerdem vier Noten desselben Ver-
fassers, die einerseits den Beginn seiner Gedanken iiber die allgemeine Re-
lativitat kennzeichnen, andererseits die jiingsten, noch unabgeschlossenen
Ideenbildungen vorfilhren und fiir die weitere Entwicklung Wege weisen.
So fiihrt dieser Band durch den Bau der Relativititstheorie, vom Grundge:
schoB bis oben hin, wo noch die Balken frei in die Luft ragen.

Aachen, Oktober 1919. OTTO BLUMENTHAL.

Vorwort zur vierten und fiinften Auflage.

Unerwartet und erfreulich rasch ist eine Neuauflage notwendig ge-
worden. Sie bleibt im wesentlichen unveridndert. Jedoch ist die bekannte
Abhandlung von Weyl ,Gravitation und Elektrizitit“ neu hinzugekommen.

Aachen, September 1921 u. 1923. OTTO BLUMENTHAL.
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H. A. Logextz. Der Interferenzversuch Michelsons 1

Der Interferenzversuch Michelsons.
Von H. A. Lorentz.")

1. Wie zuerst von Maxwell bemerkt wurde und aus einer sehr ein-
fachen Rechnung folgt, muB sich die Zeit, die ein Lichtstrahl braucht, um
zwischen zwei Punkten 4 und B hin und zuriick zu gehen, éndern, sobald
diese Punkte, ohne den Ather mit sich fortzufiilhren, eine gemeinschaftliche
Verschiebung erleiden. Die Veriinderung ist zwar eine GroBe zweiter Ord-
nung; sie ist jedoch groB genug, um mittelst einer empfindlichen Inter-
ferenzmethode nachgewiesen werden zu konnen.

Der Versuch wurde im Jahre 1881 von Herrn Michelson ausgefiihrt.?)
Sein Apparat, eine Art Interferentialrefraktor, hatte zwei gleich lange, hori-
zontale, zueinander senkrechte Arme P und ¢, und von den beiden mitein-
ander interferierenden Lichtbiindeln ging das eine lings dem Arme P und
das andere lings dem Arme @ hin und zuriick. Das ganze Instrument, die
Lichtquelle und die Beobachtungsvorrichtung miteinbegriffen, lieB sich um
eine vertikale Achse drehen, und es kommen besonders die beiden Lagen in
Betracht, bei denen der Arm P oder der Arm ¢ so gut wie moglich die
Richtung der Erdbewegung hatte. Es wurde nun, auf Grund der Fresnel-
schen Theorie, eine Verschiebung der Interferenzstreifen bei der Rotation
aus der einen jener ,Hauptlagen® in die andere erwartet.

Von dieser durch die Anderung der Fortpflanzungszeiten bedingten Ver-
schiebung — wir wollen dieselbe der Kiirze halber die Maxwellsche Ver-
schiebung nennen — wurde aber keine Spur gefunden, und so meinte Herr
Michelson denn schlieBen zu diirfen, daB der Ather bei der Bewegung der
Erde nicht in Ruhe bleibe, eine Folgerung freilich, deren Richtigkeit bald
in Frage gestellt wurde. Durch ein Versehen hatte néimlich Herr Michelson
die nach der Theorie zu erwartende Verinderung der Phasendifferenzen auf
das Doppelte des richtigen Wertes veranschlagt; verbessert man diesen Fehler,
so gelangt man zu Verschiebungen, die durch Beobachtungsfehler gerade
noch verdeckt werden konnten.

1) Aus: Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in
bewegten Korpern (Leiden 1895), §§ 89—92.
2) Michelson, American Journal of Science (8) 22 (1881) S. 120.
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In Gemeinschaft mit Herrn Morley hat dann spiter Herr Michelson
die Untersuchung wieder aufgenommen?), wobei er, zur Erhhung der Emp-
findlichkeit, jedes Lichtbiindel durch einige Spiegel hin und her reflektieren
lieB.- Dieser Kunstgriff gewihrte denselben Vorteil, als wenn die Arme des
friiheren Apparates betriichtlich verlingert worden wiren. Die Spiegel wurden
von einer schweren, auf Quecksilber schwimmenden, und also leicht dreh-
baren Steinplatte getragen. Im ganzen hatte jetzt jedes Biindel einen Weg
von 22 Metern zu durchlaufen, und war nach der Fresnelschen Theorie,
beim Ubergange von der einen Hauptlage zur anderen, eine Verschiebung
von 04 der Streifendistanz zu erwarten. Nichtsdestoweniger ergaben sich
bei der Rotation nur Verschiebungen von hochstens 0,02 der Streifendistanz;
dieselben diirften wohl von Beobachtungsfehlern herriihren.

Darf man nun auf Grund dieses Resultates annehmen, daB der Ather
an der Bewegung der Erde teilnehme und also die Stokessche Aberrations-
theorie die richtige sei? Die Schwierigkeiten, auf welche diese Theorie bei
der Erkldrung der Aberration stoBt, scheinen mir zu groB zu sein, als
daB ich dieser Meinung sein konnte, und nicht vielmehr versuchen sollte,
den Widerspruch zwischen der Fresnelschen Theorie und dem Michelson-
schen Ergebnis zu beseitigen. In der Tat gelingt das mittelst einer Hypo-
these, welche ich schon vor einiger Zeit ausgesprochen habe?), und zu
der, wie ich spiter erfahren habe, auch Herr Fitzgerald®) gelangt ist. Worin
dieselbe besteht, soll der nidchste Paragraph zeigen.

2. Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, daB man mit einem Instru-
mente wie dem bei den ersten Versuchen benutzten arbeite, und daB bei der
einen Hauptlage der Arm P genau in die Richtung der Erdbewegung falle.
Es sei p die Geschwindigkeit dieser Bewegung und L die Liinge jedes Armes,
mithin 2 L der Weg der Lichtstrahlen. Nach der Theorie?) bewirkt dann
die Translation, daf die Zeit, in der das eine Lichtbiindel an P entlang hin

und zuriick geht, um r.¥
VS

linger ist als die Zeit, in der das andere Biindel seinen Weg vollendet. Eben
diese Differenz wiirde auch bestehen, wenn, ohne daB die Translation einen

1) Michelson and Morley, American Journal of Science (3) 34 (1887) S. 833;
Phil. Mag. (5) 24 (1887) S. 449.

2) Lorentz, Zittingsverslagen der Akad. v. Wet. te Amsterdam, 189293, 8. 74.

3) Wie Herr Fitzgerald mir freundlichst mitteilte, hat er seine Hypothese schon
seit lingerer Zeit in seinen Vorlesungen behandelt. In der Literatur habe ich dieselbe
nur bei Herrn Lodge, in der Abhandlung ,,Aberration problems‘‘ (London Phil. Trans.
184 A (1893) S. 727), erwihnt gefunden.

4) Vgl. Lorentz, Arch. néerl. 21 (1887) 8. 168—176.
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EinfluB hiitte, der Arm P um L EEV,—’

linger wire als der Arm . Ahnliches gilt von der zweiten Hauptlage.

Wir sehen also, da8 die von der Theorie erwarteten Phasendifferenzen
auch dadurch entstehen konnten, dab bei der Rotation des Apparates bald
der eine, bald der andere Arm die gréBere Linge hitte. Daraus folgt, daB
dieselben durch entgegengesetzte Verinderungen der Dimensionen kompen-
siert werden konnen.

Nimmt man an, daB der in der Richtung der Erdbewegung liegende
Arm um I p?
‘g
kiirzer sei als der andere, und zugleich die Translation den EinfluB habe,
der sich aus der Fresnelschen Theorie ergibt, so ist das Resultat des
Michelsonschen Versuches vollstéindig erklirt.

Man hdtte sich sonach vorzustellen, daB die Bewegung eines festen
Korpers, etwa eines Messingstabes, oder der bei den spiteren Versuchen be-
nutzten Steinplatte, durch den ruhenden Ather hindurch einen ‘Einflu auf
die Dimensionen habe, der, je nach der Orientierung des Korpers in Bezug
auf die Richtung der Bewegung, verschieden ist. Wiirden z. B. die der Be-
wegungsrichtung parallelen Dimensionen im Verhiltnis von 1 zu 1 + 0 und
die zu derselben senkrechten im Verhiiltnis von 1 zu 1 + ¢ geiindert, so miiBite

(1) £—0= ;fV,, sein.

Es bliebe hierbei der Wert einer der GroBer 0 und & unbestimmt. Es
konnte ¢ =0, d = — ;I;«, sein, aber auch & = 2—-”;7, 0 =0, oder ¢ =~ 4”;,,
und 0 = — 4p;,-

3. So befremdend die Hypothese auch auf den ersten Blick erscheinen
mag, man wird dennoch zugeben miissen, daB sie gar nicht so fern liegt, so-
bald man annimmt, daB auch die Molekularkrifte, ihnlich wie wir es gegen-
wiirtig von den elektrischen und magnetischen Kriften bestimmt behaupten
konnen, durch den Ather vermittelt werden. Ist dem so, so wird die Trans-
lation die Wirkung zwischen zwei Molekiilen oder Atomen h&chstwahrschein-
lich in dhnlicher Weise éindern, wie die Anziehung oder AbstoBung zwischen
geladenen Teilchen. Da nun die Gestalt und die Dimensionen eines festen
Korpers in letzter Instanz durch die Intensitit der Molekularwirkungen be-
dingt werden, so kann dann auch eine Anderung der Dimensionen nicht
ausbleiben.
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In theoretischer Hinsicht wire also nichts gegen die Hypothese einzu-
wenden. Was die experimentelle Priifung derselben betrifft, so ist zunichst
zu bemerken, daB die in Rede stehenden Verlingerungen und Verkiirzungen
auBerordentlich klein sind. Es ist p*/¥V?* = 10-%, und somit wiirde, falls man
& = 0 setzt, die Verkiirzung des einen Durchmessers der Erde etwa 6,5 cm
betragen. Die Linge eines Meterstabes aber #nderte sich, wenn man ihn
aus der einen Hauptlage in die andere iiberfiihrte, um %, Mikron. Wollte
man so kleine GroBen wahrnehmen, so kénnte man sich wohl nur von einer
Interferenzmethode Erfolg versprechen. Man hitte also mit zwei zueinander
senkrechten Stiben zu arbeiten und von zwei miteinander interferierenden
Lichtbiindeln das eine an dem ersten und das andere an dem zweiten Stabe
entlang hin- und hergehen zu lassen. Hierdurch gelangte man aber wieder
zu dem Michelsonschen Versuch und wiirde bei der Rotation gar keine
Verschiebung der Streifen wahrnehmen. Umgekehrt wie wir es frither aus-
driickten, konnte man jetzt sagen, daB die aus den Lingeninderungen
hervorgehende Verschiebung durch die Maxwellsche Verschiebung kom-
pensiert werde.

4. Es ist beachtenswert, daB man gerade zu den oben vorausgesetzten
Verénderungen der Dimensionen gefiihrt wird, wenn man erstens, ohne die
Molekularbewegung zu beriicksichtigen, annimmt, daB in einem sich selbst
iiberlassenen festen Korper die auf ein beliebiges Molekiil wirkenden Kriifte,
Anziehungen oder AbstoBungen, einander das (leichgewicht halten, und
sweitens — wozu freilich kein Grund vorliegt — auf diese Molekularkrifte
das Gesetz anwendet, das wir friiher?) fiir die elektrostatischen Wirkungen
abgeleitet haben. Versteht man nimlich jetzt unter S, und S, nicht, wie an
jener Stelle, zwei Systeme geladener Teilchen, sondern zwei Systeme von
Molekiilen — das zweite ruhend und das erste mit der Geschwindigkeit p
in der Richtung der z-Achse —, zwischen deren Dimensionen die friiher an-
gegebene Beziehung besteht, und nimmt man an, daB in beiden Systemen
die 2-Komponenten der Krifte dieselben seien, die y- und z-Komponenten

sich aber durch den Faktor Vl — %,, voneinander unterscheiden, so ist klar,

daB sich die Krifte in S, aufheben werden, sobald dies in S; geschieht.
Ist -demmnack S, der Gleichgewichtszustand eines ruhenden festen Kor-
pers, so haben in S, die Molekiile gerade diejenigen Lagen, in denen sie
unter dem Einflusse der Translation verharren konnen. Die Verschiebung
wiirde diese Lagerung natiirlich von selbst herbeifiihren und also nach den
an der genannten Stelle gegebenen Formeln eine Verkiirzung in der Be-

1) Namlich in § 23 des Buches: Versuch einer Theorie der elektrischen und
optischen Erscheinungen in bewegten Kérpern.
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wegungsrichtung im Verhéltnis von 1 zu Vl -~ I;,; bewirken. Dieses fiihrt

zu den Werten p?

0 =— 3%

e=0,

was mit (1) iibereinstimmt.

In Wirklichkeit befinden sich die Molekiile eines Kérpers nicht in Ruhe,
sondern es besteht in jedem ,Gleichgewichtszustande“ eine stationéire Be-
wegung. Inwiefern dieser Umstand bei der betrachteten Erscheinung von
EinfluB ist, m6ge dahingestellt bleiben; jedenfalls lassen die Versuche der
Herren Michelson und Morley wegen der unvermeidlichen Beobachtungs-
fehler einen ziemlich weiten Spielraum fiir die Werte von d und e.
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Elektromagnetische Erscheinungen in einem System,
das sich mit beliebiger, die des Lichtes nicht erreichender
Geschwindigkeit bewegt.

Von H. A. Losextz.1)

1. Wenn man durch theoretische Betrachtungen den Einflul zu bestimmen
versucht, den eine Translation, wie sie z. B. alle Systeme durch die jihr-
liche Erdbewegung erfahren, auf elektrische und optische Erscheinungen
ausiiben konnte, so gelangt man in verhdltnismiBig einfacher Weise zum
Ziel, solange nur solche GroBen betrachtet zu werden brauchen, die propor-
tional der ersten Potenz des Verhiltnisses der Translationsgeschwindigkeit
w zur Lichtgeschwindigkeit ¢ sind. Falle, in denen GroBen von zweiter

Ordnung, also von der Ordnung g, wahrnehmbar sein kdnnten, bieten mehr

Schwierigkeiten. Das erste Beispiel dieser Art ist Michelsons wohlbe-
kannter Interferenzversuch, dessen negatives Ergebnis Fitzgerald und mich
zu dem Schlusse fiihrte, daB die Dimensionen fester Korper sich infolge
ihrer Bewegung durch den Ather ein wenig indern.

Einige weitere Versuche, in denen eine Wirkung zweiter Ordnung ge-
sucht wurde, sind kiirzlich verdffentlicht worden. Einmal haben Rayleigh?)
und Brace?®) untersucht, ob die Erdbewegung einen Kérper doppelbrechend
macht; man konnte dies zunichst erwarten, wenn man die eben erwiihnte
Verinderung der Dimensionen annimmt. Beide Physiker kommen jedoch
zu einem negativen Ergebnis.

Dann haben sich Trouton und Noble?) bemiiht, ein Drehmoment zu
.entdecken, das auf einen geladenen Kondensator wirkt, dessen Platten einen
Winkel mit der Translationsrichtung bilden. Die Elektronentheorie fordert
unzweifelhaft die Existenz eines solchen Drehmoments, wenn man sie nicht
durch eine neue Hypothese verindert. Um das einzusehen geniigt es, einen

1) Deutsche Ubersetzung der in englischer Sprache erschienenen Abhandlang:
Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity smaller than that
of light. (Proceedings Acad. Sc. Amsterdam 6 (1904) S. 809.)

2) Rayleigh, Phil. Mag. (6) 4 (1902) S. 678.

3) Brace, Phil. Mag. (6) 7 (1904) S. 317.

4) Trouton und Noble, London R. Soc. Trans. A 202 (1908) 8. 165
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Kondensator mit Ather als Dielektrikum zu betrachten. Es laBt sich zeigen,
daB in jedem elektrostatischen mit einer Geschwindigkeit ') bewegten
System eine gewisse ,elektromagnetische Bewegungsgrifie® besteht. Wenn
wir diese nach Gr6Be und Richtung durch einen Vektor & bezeichnen, so
bestimmt sich das erwihnte Drehmoment durch das Vektorprodukt?)

1) (& - w].
Wenn nun die #-Achse senkrecht zu den Kondensatorplatten gewihlt wird,
die Geschwindigkeit w eine beliebige Richtung hat, und wenn U die in iib-
licher Weise berechnete Energie des Kondensators ist, dann sind die Kom-
ponenten von &, bis zur 1. Ordnung genau, durch die folgenden Formeln
gegeben?®): 2 U 2U

° @:::“c’,—mz, @jy:?my, @,=0
Setzen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wir fiir die Komponenten
des Drehmoments bis zu GréBen zweiter Ordnung genau:

2U 2U
c! aeE2d —?mzmu 0'

Diese Ausdriicke zeigen, daB die Achse des Drehmoments in der Ebene
der Platten, senkrecht zur Translation liegt. Wenn « der Winkel zwischen
der Geschwindigkeit und der Normalen zu den Platten ist, so wird das Dreh-

moment EU;w” sin 2«; es sucht den Kondensator so zu drehen, daf die Platten

sich parallel zur Erdbewegung einstellen.

Beim Apparat von Trouton und Noble saB der Kondensator am Balken
einer Torsionswage von geniigender Empfindlichkeit, um durch ein Dreh-
moment der erwihnten GroBenordnung abgelenkt zu werden. Es konnte aber
nichts derartiges beobachtet werden.

2.Die besprochenen Versuche sind nicht der einzige Grund, weshalb eine
neue Behandlung der mit der Bewegung der Erde verbundenen Probleme
wiinschenswert ist. Poincaré*) hat gegen die bisherige Theorie der op-
tischen und elektrischen Erscheinungen bewegter Korper eingewandt, daB
zur Erklirung des negativen Ergebnisses Michelsons eine neue Hypothese
eingefiihrt werden mubBte, und daf dies jedesmal notwendig werden konne,
wenn neue Tatsachen bekannt wiirden. Sicherlich haftet diesem Aufstellen
von besonderen Hypothesen fiir jedes neue Versuchsergebnis etwas Kiinst-

1) Ein Vektor wird durch einen deutschen Buchstaben bezeichnet, seine GriBe
durch den entsprechenden lateinischen.

2) Vgl. meinen ‘Artikel: ,,Weiterbildung der Maxwellschen Theorie. Elektronen-
theorie* in der Mathematischen Encyklopidie V 14, § 21a. (Dieser Artikel wird zitiert
mit M. E.)

3) M. E. § 56c.

4) Poincaré, Rapports du Congrés de physique de 1900, Paris, 1 S. 22, 28
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liches an. Befriedigender wire es, konnte man mit Hilfe gewisser grund-
legender Annahmen zeigen, daB viele elektromagnetische Vorginge streng,
d. h. ohne irgendwelche Vernachldssigung von Gliedern hoherer Ordnung,
unabhiingig von der Bewegung des Systems sind. Vor einigen Jahren habe
ich schon versucht, eine derartige Theorie') aufzustellen. Jetzt glaube ich,
den Gegenstand mit besserem Erfolg behandeln zu konnen. Die Geschwin-
digkeit wird nur der einen Beschrinkung unterworfen, daB sie kleiner als die
des Lichtes sei.

3. Ich gehe aus von den Grundgleichungen der Elektronentheorie.?)
Sei b die dielektrische Verschiebung im Ather, § die magnetische Kraft, ¢ die
Volumendichtigkeit der Ladung eines Elektrons, v die Geschwindigkeit eines
Punktes eines solchen Teilchens und | die elektrische Kraft, d. h. die auf die
Einheitsladung gerechnete Kraft, die der Ather auf ein Volumenelement eines
Elektrons ausiibt. Wenn wir ein festes Koordinatensystem benutzen, so ist

divd =9, divh=0,

rot ) =% (b + ov),
(2) .
\ rotbz—%f),

f=b+ [0l

Ich nehme nun an, daB das System sich als ganzes in der Richtung der
z2-Achse mit einer konstanten Geschwindigkeit % bewegt, und bezeichne
mit 1 die Geschwindigkeit, die auBerdem ein Punkt eines Elektrons haben
moge; dann ist b,=w+u, v =1u, v =u,.

Wenn gleichzeitig ‘die Gleichungen (2) auf Achsen bezogen werden, die sich
‘mit dem System bewegen, so wird:

divd =g, divh=0,
0
2y, avf)y:___l_(aﬂt——w >b+ 9(w+u)’

dy 0z ¢

%";—%%=%(§t— )b+ ol,,

%‘%di (a% )b+ ou,
gi,%—‘%——i—(%—w%)bw
= %=“%<a%“w527v)b”’

1) Lorentz, Zittingsverlag Akad. Wet. 7 (1899) 8. 507; Amsterdam Proc. 1898 —99,
S 427. 2) M. E. § 2.
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fo=b, 4+ (5, —ub,),

f,=b,— % wh, + (5, —u),

f, = b, 4, wb, + 5 (19, ~ )

4. Wir transformieren diese Formeln durch Einfiihrung neuer Ver-
anderlicher. Wir setzen
62

3) P k*

und verstehen unter ! eine weitere ZahlengrﬁBé, deren Wert spiter ange-
geben werden soll. Als unabhiéngige Verinderliche nehme ich

#) ' ="nle, v =1ly o=Ig

(5) V=t —11" g,

und definiere zwei neue Vektoren d" und |’ durch die Formeln
b=, O= 5 (0,5 0) b=+ 58,),
B= 50, b= 5 (5, +20), B—i(0.—20,)

Dafiir kénnen wir wegen (3) auch schreiben:

b, = %], b, = kI (b’y+%f);), b, = (0, — % ),
b =10, B, =k (b, — ), b=k (5, + )

Der Koeffizient I soll eine Funktion von w sein, die fiir w = 0 den
Wert 1 annimmt und fiir kleine.Werte von w sich nur um GréBen von der
zweiten Ordnung von 1 unterscheidet.

Die Veriinderliche ¢’ heiBe ,Ortszeit“; in der Tat wird sie fiir ¥ = 1,
I =1 identisch mit dem, was ich friiher darunter verstand. Setzen wir
schlieBlich: .

) ke =@
(8) Bu,=uw, ku =u, ku =1,

(6)

und deuten die letzteren GriBen als Komponentén eines neuen Vektors ut’,
so nehmen die Gleichungen die folgende Form an:

div o = (1 -2%) ¢, div'y =0,

C’
’ ’ 1 abl r_.’
(9) rot' §’ = ¢ (b? + 0 u),
’ ’ l a["
rot’ ' = — N rd
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l f =, + z*i<u;b; —up)+ Y 05 )

ll

(10) fy=7 5 (u[) b) k ca ;n
lf,=7;b',+7z(u;f)y u,h,)— k S D;.

Die Symbole div’ und rot in (9) entsprechen div und rot in (2), nur miissen
die Differentiationen nach z, y, # durch die entsprechenden nach z’, y’, 5
ersetzt werden.?)

5. Die Gleichungen (9) fithren zu dem SchluB, daB die Vektoren d’ und
b’ sich durch ein skalares Potential ¢’ und ein vektorielles Potential a’ dar-
stellen lassen.

Diese Potentiale geniigen den Gleichungen?)

’ ’ a’ ! ’
(11) A‘P"‘ng"(’,
sr 1 9% 1,
(12) Aa—gﬁg;?—:=—’c:aou-
Die Vektoren b’ und §” lassen sich folgendermaBen durch sie ausdriicken:
(13) b= — 100 grad ' + 2 grad’ o,
(14) b’ =rot'a’.

Das Symbol A’ ist eine Abkiirzung fur ,, + 8y” + az:’ und grad’ ¢’ be-

29’ 09’ d¢’

92 3y 95" sind; der Ausdruck

zeichnet einen Vektor, dessen Komponenten
grad’a_ hat eine entsprechende Bedeutung.
1) Man wird bemerken, daB ich in dieser Abhandlung di8 Transformations-

gleichungen der Einsteinschen Relativititstheorie nicht ganz erreicht habe. Weder
die Gleichung (7) noch die Formeln (8) haben die von Einstein angegebene Gestalt,

und infolgedessen ist es mir nicht gelungen, das Glied — w‘:“ in der ersten Glei-

chung (9) zum Verschwinden zu bringen und so die Formeln (9) genau auf die fiir
ein ruhendes System geltende Gestalt zu bringen. Mit diesem Umstande hingt das
Unbeholfene mancher weiteren Betrachtungen in dieser Arbeit zusammen.

Es ist das Verdienst Einsteins, das Relativititsprinzip zuerst als allgemeines,
streng und genau geltendes Gesetz ausgesprochen zu haben,

Ich fiige noch die Bemerkung hinzu, daB Voigt bereits im Jahre 1887 (Gottinger
Nachrichten S. 41) in einer Arbeit ,,Uber das Dopplersche Prinzip* auf Gleichungen
von der Form 1 8%

A¥ —agi =0
eine Transformation angewandt hat, welche der in den Gleichungen (4) und (6) mei-
ner Arbeit enthaltenen #quivalent ist. (Anmerkung von H. A. Lorentz, 1912.)
2) M. E. §§ 4 und 10
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Um die Lisungen von (11) und (12) in einfacher Form zu erhalten,
nehmen wir z’, y’, 2’ als Koordinaten eines Punktes P’ in einem Raum 8’
und ordnen diesem Punkte fiir jeden Wert ¢’ die Werte o', u’, ¢, a’ zu, die
zu dem entsprechenden Punkte P (2, y, 2) des elektromagnetischen Systems
gehoren. Fiir einen bestimmten Wert ¢” der vierten unabhingigen Verénder-
lichen sind die Potentiale ¢’ und a’ in dem Punkt P des Systems oder in
dem entsprechenden Punkt P’ im Raume S’ durch die Gleichungen gegeben):

’ 1 ! 14
(15) ¢ = 1‘,;;/'[*57]“ as’,

(16) o =1 [l

T 4me r’
Hierin ist d8" ein Raumelement in S’, #* seine Entfernung von P’, und die
Klammern bezeichnen die GroBe ¢’ und den Vektor ¢’u’, so wie sie in dem
Element d8” fiir den Wert ¢"— % der vierten unabhiingigen Verinderlichen

erscheinen.

Statt (15) und (16) konnen wir auch unter Beriicksichtigung von (4)
und (7) schreiben:

1 [Te]
(1) v = Y as,
’ o1 [Ten]
(18) Q =m'/‘r—;-— ds.

Dabei sind die Integrationen iiber das elektromagnetische System selbst zu
erstrecken. Es ist wohl zu beachten, daB in diesen Gleichungen »’ nicht die
Entfernung zwischen dem Element dS und dem Punkt (z, y, 2) bedeutet,
fiir den die Berechnung ausgefithrt werden soll. Ist das Element durch den
Punkt (z,, ¢,, #,) charakterisiert, so miissen wir setzen

r' =1V —2) + @ -y’ + (e—2)
Wenn wir ¢’ und a’ fiir den Zeitpunkt bestimmen wollen, fiir den die
Ortszeit in P gleich ¢’ ist, so miissen wir ¢ und ou’ den Wert geben, den
sie im Element dS bei der Ortszeit ¢ —% des Elementes besitzen.

6. Es geniigt fiir unseren Zweck zwei Sonderfille zu betrachten, zunichst
den eines elektrostatischen Systemes, d. h. eines Systemes, in dem die Trans-
lation von der Geschwindigkeit w die einzige Bewegung ist. In diesem Falle
‘wird 1"= 0, und folglich wegen (12) a’= 0. Ferner ist ¢’ von ¢’ unab-
hiingig, so daB sich die Gleichungen (11), (13) und (14) vereinfachen zu
(19) ANV

o grad @, I) =0.

1) M. E. §§ 5 und 10.
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Nachdem wir durch diese Gleichungen den Vektor b’ bestimmt haben,
kennen wir auch die elektrische Kraft, die auf Elektronen des Systems wirkt.
Wegen 1’ = 0 nehmen die Gleichungen (10) fiir sie die Gestalt an

£ 2

(20) fom Bo, f— b, L=

Das Ergebnis liBt sich in einfache Form bringen, wenn wir das bewegte
System X, um das es sich handelt, mit einem ruhenden System X’ ver-
gleichen. Dieses soll aus X dadurch hervorgehen, daf wir die Strecken in
der Richtung der z-Achse mit %! und die Strecken in der Richtung der
y- und z-Achse mit ! multiplizieren. Wir wihlen fiir diese Deformaticn
passend das Symbol (%, I/, I). In diesem neuen System, das sich in dem
obenerwihnten Raume S’ befinden moge, geben wir der Dichte den durch
(7) bestimmten Wert o', so daB die Ladungen entsprechender Volumenele-
mente und entsprechender Elektronen in X und X’ gleich sind. Wir er-
halten dann die auf die Elektronen des bewegten Systems X wirkenden
Krifte, wenn wir zunichst die entsprechenden Krifte in X’ bestimmen und
dann ihre Komponenten in der z-Richtung mit ¥ und die dazu senkrechten

Komponenten mit l,; mutiplizieren. Wir driicken dies passend durch die

Gleichung aus
*
2

1) F) = (5 7) $E&)

Man bemerke auBerdem, daB mit Hilfe des aus (19) berechneten Wertes
b’ sich die elektromagnetische BewegungsgroBe im bewegten System, oder
vielmehr ihre Komponente in der Bewegungsrichtung, leicht ausdriicken Liit.
In der Tat zeigt die Gleichung

6" [1-514s

daB ®, = f (b,5, — b,8,) dS.
Folglich wegen (6), da §" = 0:
(22) @,—“wf(b’-l-b’)ds—lﬂ (b, + b.7dS"

7. Beim zweiten Sonderfall betrachten wir ein Teilchen mit einem elek-

trischen Moment, also einen kleinen Raum S mit der Gesamtladung j 0dS=0,

aber solcher Dichteverteilung, daB die Integrale f exzdS, | oydS, | ozdS

von Null verschiedene Werte haben.
Es seien a, y, # die Koordinaten in bezug auf einen festen Punkt A4
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des Teilchens — er heiBe der Mittelpunkt —, und das elektrische Moment
sel definiert als ein Vektor p mit den Komponenten

(23) ».=JoxdS, p,=|oydS, p,= ozdS’

at
Werden &, y, # als unendlich klein betrachtet, 80 werden natiirlich auch
u,, u, u, unendlich klein. Wir vernachlissigen Quadrate und Produkte
dieser sechs GroBen.

Wir benutzen nun die Gleichung (17) zur Bestimmung des skalaren
Potentiales ¢’ fiir einen #uBeren Punkt P (2, y, 2) in endlicher Entfernung
von dem polarisierten Teilchen, fiir den Augenblick, in dem die Ortszeit die-
ses Punktes einen bestimmten Wert ¢” hat. Dabei geben wir dem Symbol
[o], das sich in (17) auf den Zeitpunkt bezieht, fiir den die Ortszeit in dS

. ’ r . . . . . ’
gleich ¢ — — ist, eine etwas andere Bedeutung. Wir bezeichnen mit 7, den

@6 Dumist D fonas, o fouas P fouas

Wert von »’ fiir den Mittelpunkt 4 und verstehen dann unter [¢] den Wert
der Dichte am Punkte (2, y, #) zu derjenigen Zeit #,, bei der die Ortszeit

von A gleich ¢" — 7 ist.

Man erkennt aus (), daB dieser Zeitpunkt friiher ist als derjenige, auf
den sich der Zihler in (17) bezieht, und zwar um

S s L SN
Zeiteinheiten. In diesem letzten Ausdruck kinnen wir fiir die Differential-
.quotienten ihre Werte im Punkte A einsetzen.

In (17) haben wir nun |g] durch

@) el + R Sa[S+ b (w2l + 2T [ L

zu ersetzen, dabei bezieht sich [—5{] wieder auf die Zeit ¢,: Wenn nun der

Wert ¢/, fiir den die Berechnungen ausgefiihrt werden sollen, gewihlt ist,
wird diese Zeit {, eine Funktion der Koordinaten z, y, # des Aufpunktes P
sein. Der Wert [o] hingt infolgedessen von diesen Koordinaten ab, und man

sieht leicht, daB dlel _ Kk 19rrae
’ G =155 ot ¥
Deshalb wird (25) gleich
[0] iy w Z‘[-‘*‘ ( a[@] +1 Ja[@] + ~3[Q])

Ferner muB, wenn w1r weiterhin mit r’ die oben 7, genannte GroBe be-
zeichnen, der Faktor -, durch

;__acé%(,l) v () %5 (7)

Math, Monogr. 2: Einstein, Lorentz, Minkowski, Relativititsprinzip. Q
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ersetzt werden, sodafl schlieBlich im Integral (17) das Element dS mit
[9]+ 2 3@] oxle] 0yl 0 2le]

ot ox r’ oy r’ 0z r
multipliziert wird.
Das ist einfacher als die urspriingliche Form, weil weder " noch die

Zeit, fiir welche die eingeklammerten Griéfen genommen werden miissen,

von a, ¥, # abhiingen. Benutzen wir (23) und bedenken, daB [ 0dS =0, so

erhalten wir
f e W [Op)_ 1 (2 (p;] , 0 [p]  01[b]
? —k47:c’r 3t] 41::{8.1:1' +3y'r +82 'r'}'

In dieser Gleichung sind alle eingeklammerten Grofen fiir denjenigen Augen-
blick zu nehmen, fiir den die Ortszeit des Mittelpunktes des Teilchens gleich
¢ —Tist.

(4

Wir schlieBen diese Erwigungen mit der Einfilhrung eines neuen Vek-
tors p’, dessen Komponenten
(26) pz,:= klpz) p./ lpyr p = lpl

sind. Gleichzeitig gehen wir zu 2', ¢, 2', ¢’ als unabhéngigen Veriinderlichen
iber. Das Schluflergebnis ist

' wraf.t\,;]__ijagg]
4medr’ ot 4\ ox’ r’

Die Transformation der Gleichung (18) fiir das Vektorpotential ist we-
niger schwierig, weil es den unendlich kleinen Vektor u’ enthélt. Unter

Beriicksichtigung von (8), (24), (26) und (5) findet man
1 o[y],

a = 4mer’ 0t

Das von dem polarisierten Teilchen hervorgerufene Feld ist nun vollig
bestimmt. Die Gleichung (13) fiihrt auf

. 1 ,
@7) 0= — om }?t“’ [3:_] + - grad’ { 9 [Dx] + ai [2&] +opn 9 [bz]}
und der Vektor §’ ist durch (14) gegeben. Wir konnen ferner die Gleichungen
(20) statt der urspriinglichen Gleichungen (10) anwenden, wenn wir die
Krifte betrachten wollen, die von dem polarisierten Teilchen auf ein &hn-
liches, in einiger Entfernung gelegenes ausgeiibt werden. In der Tat kdnnen
beim zweiten Teilchen, wie beim ersten, die Geschwindigkeiten u als unend-
lich klein gelten.
Man bemerke, daf die Gleichungen fiir ein ruhendes System in den ge-
gebenen Formeln enthalten sind. Fiir ein solches System werden die Grofen
mit Akzenten identisch mit den entsprechenden ohne Akzente; auBerdem



Elektromagnet. Erscheinungen in einem System mit beliebiger Geschwindigkeit 15

werden % und [ gleich 1. Die Komponenten von (27) sind gleichzeitig die der
elektrischen Kraft, die das eine polarisierte Teilchen auf ein anderes ausiibt.

8. Bis dahin haben wir nur die Fundamentalgleichungen ohne neue An-
nahmen benutzt. Ich nehme jetzt an, daf die Elektronen, die ich im Ruhe-
zustand als Kugeln vom Radius R ansehe, thre Dimensionen unter dem Ein-
fuf einer Translation dndern, und zwar sollen die Dimensionen in der Be-
wegungsrichtung kl mal und die in den dazu senkrechien Richtungen ! mal Kleiner
werden.

Bei dieser Deformation, die durch (%, -;—, %
soll jedes Volumenelement seine Ladung behalten.

) bezeichnet werden moge,

Unsere Annahme liuft darauf hinaus, daB in einem elektrostatischen
System Z, das sich mit einer Geschwindigkeit w bewegt, alle Elektronen
sich zu Ellipsoiden abflachen, deren kleine Achsen in der Bewegungsrich-
tung liegen. Wenn wir nun, um den Satz des § 6 anwenden zu konnen,
das System der Deformation (kl, I, 7) unterwerfen, haben wir wieder Kugel-
elektronen vom Radius R. Wenn wir ferner die relative Lage der Elek-
tronenmittelpunkte in X durch die Deformation (%7, [, !) éndern und in die
so erhaltenen Punkte die Mittelpunkte ruhender kugelfsrmiger Elektronen
legen, so erhalten wir ein System, das mit dem in § 6 besprochenen er-
dachten System X’ identisch ist. Die Kriifte in diesem System und die in
2 stehen in der Beziehung zueinander, die durch (21) vermittelt wird.

Zweitens nehme ich an, daf die Krifte zwischen ungeladenen Teilchen,
ebenso wie die Krdifte zwischen ungeladenen Teilchen und Elektronen, durch
eine Translation in genau derselben Weise wie die elektrischen Krdfte in einem
elektrostatischen System beeinfluft werden.

Mit anderen Worten: Wie auch die Natur der Teilchen eines pondera-
belen Korpers sei, immer sollen — vorausgesetzt, daB sich die Teilchen nicht
gegeneinander bewegen — die in einem ruhenden System =’ und einem be-
wegten X wirkenden Kriifte durch die Beziehung (21) miteinander verbun-
den sein, wenn, hinsichtlich der gegenseitigen Lage der Teilchen, X’ aus X
durch die Deformation (kl, I, 1) und also X aus X’ durch die Deformation

(kl_l’ %, —;—) erhalten wird.

Daher muB, wenn fiir ein Teilchen in X” die resultierende Kraft ver-
schwindet, das gleiche auch fiir das entsprechende Teilchen in X der Fall
sein. Wir vernachlissigen die Wirkungen der Molekularbewegung und neh-
men an, daB sich an jedem Teilchen eines festen Korpers die Anziehungen
und AbstoBungen, die von der Umgebung auf das Teilchen ausgeiibt werden,
im Gleichgewicht befinden. Machen wir auerdem noch die Annahme, daB
nur eine Gleichgewichtskonfiguration mdoglich ist, so kénnen wir schlieBen,

daB das System X von selbst in das System X iibergeht, wenn man ihm die
?'
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Geschwindigkeit w erteilt. Mit anderen Worten, die Translation bewirkt die

. 1 1 1
Deformation (ﬁ’ 7 T)'

Der Fall der Molekularbewegung wird in § 12 betrachtet.

Man sieht leicht, daB die frither in Verbindung mit Michelsons Versuch
gemachte Hypothese in der jetzt ausgesprochenen enthalten ist. Jedoch ist
die gegenwirtige Hypothese allgemeiner, weil die einzige Beschrinkung
der Bewegung die ist, daB ihre Geschwindigkeit kleiner als die des Lichtes
sein soll.

9. Wir sind jetzt in der Lage, die elektromagnetische BewegungsgriBe
eines einzigen Elektrons zu berechnen. Der Einfachheit halber nehme ich die
Ladung e als gleichmiBig iiber die Oberfliche verteilt an, solange das Elek-
tron in Ruhe ist. Dann besteht eine Verteilung derselben Art im System
Z’, mit dem wir es in dem letzten Integral von (22) zu tun haben. Folg-

lich wird oo o Far
S opas =2 [vas = —f~ o7
R

und ® — 5 klw.

== Bac'R

Man muB beachten, dafl das Produkt kI eine Funktion von w ist und daB
aus Symmetriegriinden der Vektor & die Translationsrichtung hat. Be-
zeichnen wir mit 1 die Geschwindigkeit dieser Bewegung, so haben wir all-
gemein die Vektorgleichung

e!
Nun zieht jede Verinderung in der Bewegung eines Systems eine ent-
sprechende Anderung in der elektromagnetischen BewegungsgriBe nach sich
und erfordert deshalb eine gewisse Kraft, die der Gr68e und Richtung nach durch

(29) ' &= 7 gegeben ist.

Die Gleichung (28) 1éBt sich streng nur auf den Fall einer gleichfor-
migen geradlinigen Translation anwenden. Wegen dieses Umstandes wird
die Theorie rasch wechselnder Bewegungen eines Elektrons sehr schwierig
— obgleich (29) immer gilt —, und zwar um so mehr, als die Hypothese
in § 8 die Forderung einschlieBt, daB GriBe und Richtung der Deformation
sich fortwiihrend @ndern. Es ist sogar kaum wahrscheinlich, daf die Form
des Elektrons sich allein aus der Geschwindigkeit im betrachteten Augen-
blick bestimmt.

Trotzdem erhalten wir bei Annahme hinreichend langsamer Geschwindig-
keitsinderung eine gentigende Néherung, indem wir (28) fiir jeden Augen-
blick benutzen. Die Anwendung von (29) auf eine solche quasi-stationdre
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Translation, wie sie Abraham!) genannt hat, ist sehr einfach. Sei j; in
einem hestimmten Augenblick die Beschleunigung in der Bahnrichtung und
js die dazu senkrechte Beschleunigung. Dann besteht die Kraft { aus zwei
Komponenten, welche die Richtung dieser Beschleunigungen haben und durch

1 =mjy und  Fy = mejy
gegeben sind, wenn
: et dRklw)
(30) "™ = xR dw

d ¢ okl
un mg:@?ﬁb'

Folglich verhdlt sich das Elektron bei Vorgingen, bei welchen eine
Beschleunigung in der Bewegungsrichtung auftritt, als ob es die Masse m,
hitte, bei Beschleunigung in einer zur Bewegung senkrechten Richtung, als
ob es die Masse m, besifle. Diese GroBen m, und m, werden deshalb pas-
send die ,longitudinale“ und ,transversale“ elektromagnetische Masse ge-
nannt. Ich nehme an, daf auferdem keine ,wirkliche® oder ,materielle Masse
besteht.

Da % und ! sich von der Einheit um GriBen der Ordnung %’ unter-

scheiden, finden wir fiir kleine Geschwindigkeiten
e’

m = =
1= My 6mc: R

Das ist die Masse, mit der man zu rechnen hat, wenn in einem System ohne
Translation die Elektronen kleine Schwingungen ausfithren. Wenn dagegen
ein Korper, der sich mit der Geschwindigkeit w in der z-Richtung fortbe-
wegt, Sitz derartiger Elektronenschwingungen ist, miissen wir mit der durch
(80) gegebenen Masse m, rechnen, sobald wir die Schwingungen parallel
zur 2-Achse betrachten; dagegen kommt fiir Schwingungen parallel zu OY
oder 0Z die Masse m, in Betracht.
dk
d

@1) Abokuz  m(Z) = (Y52, &, 1) m(2),

wenn das Zeichen X das bewegte, das Zeichen X’ das ruhende System anzeigt.

10. Wir konnen jetzt dazu iibergehen, den EinfluB der Erdbewegung auf
optische Erscheinungen in einem System durchsichtiger Korper zu unter-
suchen. Hierbei richten wir unsere Aufmerksamkeit auf die veriinderlichen
elektrischen Momente in den Teilchen oder ,Atomen“ des Systems. Wir
konnen auf diese Momente das in § 7 Gesagte anwenden. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, daB in jedem Teilchen die Ladung in einer gewissen
Anzahl getrennter Elektronen konzentriert ist. Ferner sollen die ,elastischen
Krifte, die an einem dieser Elektronen angreifen und zusammen mit den

1) Abraham, Ann. Phys. 10 (1908) S. 105.
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elektrischen Kriften seine Bewegung bestimmen, ihren Ausgangspunkt inner-
halb der Begrenzung desselben Atomes haben.

Ich werde zeigen, daB man jedem in einem ruhenden System mdoglichen
Bewegungszustand einen entsprechenden, gleichfalls méglichen Bewegungs-
zustand in dem mit Translation begabten System zuordnen kann, wobei die
Art der Zuordnung sich in folgender Weise charakterisieren 14Bt:

a) Seien 4, 4;, Ay, usw. die Mittelpunkte der Teilchen im System
2’ ohne Translation. Wir vernachlidssigen Molekularbewegungen und neh-
men diese Punkte als ruhend an. Das Punktsystem 4,, 4,, 4, usw., das
von der Mittelpunkten der Teilchen im bewegten System X gebildet wird,

erhilt man aus 4,’, 4,, 4;’, usw. mit Hilfe einer Deformation (%, —jl'—, %)
Entsprechend dem in § 8 Gesagten nehmen die Mittelpunkte von selbst diese
Lagen A4/, A,’, Ay, usw. ein, wenn sie urspriinglich, vor der Translation, die
Lagen A4,, 4;, A;, usw. hatten.

Wir kénnen uns vorstellen, daB jeder Punkt P’ im Raume des Systems
2’ durch die erwihnte Deformation in einen bestimmten Punkt P von X
iibergefiihrt wird. Fiir zwei entsprechende Punkte P’ und P definieren wir
entsprechende Zeitpunkte; der erste soll zu P’, der zweite zu P gehoren.
Wir setzen ndmlich fest, daBl die wahre Zeit im ersten Zeitpunkt gleich der
aus (5) fiir den Punkt P bestimmten Ortszeit im zweiten Zeitpunkt sein soll.
Unter entsprechenden Zeiten fiir zwei entsprechende Teilchen verstehen wir
sich entsprechende Zeiten fiir die Mittelpunkte A’ und A dieser Teilchen.

b) Was den inneren Zustand der Atome betrifft, so nehmen wir an, da8
die Konfiguration eines Teilchens 4 in X zu einer gewissen Zeit mit Hilfe der

. /1 1 1
Deformation (lﬁ’ T
in ' fiir den entsprechenden Zeitpunkt erhalten werde. Soweit diese An-
nahme sich auf die Form der Elektronen selbst bezieht, ist sie in der ersten

Hypothese von § 8 enthalten.

) aus der Konfiguration des entsprechenden Teilchens

Wenn wir von einem tatsichlich bestehenden Zustand im System X’
ausgehen, haben wir offenbar durch die Festsetzungen a) und b) einen Zu-
stand des bewegten Systems X vollstéindig bestimmt. Doch bleibt die Frage
offen, ob dieser Zustand auch ein moglicher ist.

Um das zu entscheiden, bemerken wir zunichst, daB die elektrischen
Momente, die nach unserer Annahme im bewegten System auftreten und
die wir mit p bezeichnen wollen, bestimmte Funktionen der Koordinaten
z, y, 2 der Mittelpunkte A der Teilchen (oder, wie wir sagen wollen, der
Koordinaten der Teilchen) und der Zeit ¢ sind. Die Gleichungen, welche die
Beziehungen zwischen p einerseits und z, y, 2, ¢ andererseits ausdriicken,
konnen durch andere Gleichungen ersetzt werden, die den aus (20) be-
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stimmten Vektor p’ und die durch (4) und (5) definierten GroBen z’, y', 2, ¢’
enthalten.

Wenn nun in einem Teilchen A des bewegten Systems, dessen Koordi-
naten z, y, # sind, zur Zeit ¢ vder zur Ortszeit ¢’ ein elektrisches Moment p
besteht, so wird nach den Annahmen a) und b) in dem anderen System in
einem Teilchen mit den Koordinaten z’, y’, 2" und zur wahren Zeit ¢’ ein
Moment bestehen, das gerade durch den durch (26) bestimmten Vektor p’
vorgestellt wird. Man sieht in dieser Weise, daB die Gleichungen zwischen
p’, 2, y, 2/, ¢ fiir beide Systeme dieselben sind, mit dem einzigen Unter-
schied, daB fiir das System X’ ohne Translation diese Zeichen das Moment,
die Koordinaten und die wahre Zeit bedeuten, wihrend sie fiir das bewegte
System eine andere Bedeutung haben. Denn hier sind p’, z', y', 2/, ¢’ mit
dem Moment p, den Koordinaten z, 9, # und der allgemeinen Zeit ¢ durch
die Beziehungen (26), (4) und (5) verbunden.

Es ist bereits gesagt, daB Gleichung (27) auf beide Systeme Anwendung
findet. Der Vektor d” ist folglich in X" und X der gleiche unter der Voraus-
setzung, daB wir immer entsprechende Stellen und Zeiten vergleichen. Doch
hat der Vektor nicht in beiden Fillen dieselbe Bedeutung. In X stellt er
die elektrische Kraft dar, in X hingt er mit dieser Kraft durch (20) zu-
sammen. Wir konnen deshalb schlieBen, da8 die in X und 2’ auf entspre-
chende Teilchen zu entsprechenden Zeiten wirkenden elektrischen Kriifte
miteinander durch {21) verkniipft sind. Ziehen wir unsere Annahme b) in
Verbindung mit der zweiten Hypothese von § 8 heran, so gilt die gleiche
Beziehung zwischen den ,elastischen® Kriften. Die Gleichung (21) kann
folglich auch als Ausdruck der Beziehung zwischen den an entsprechenden
Elektronen zu entsprechenden Zeiten wirkenden Gesamtkriften angesehen
werden.

Offenbar ist nun der im bewegten System vorausgesetzte Zustand dann
wirklich moglich, wenn in X und X’ die Produkte der Masse m und der
Beschleunigung eines Elektrons zueinander in derselben Beziehung stehen
wie die Kriifte, d. h. wenn

: L L

(32) mi(Z) = (B, % £) mi(Z).
Nun gilt fir die Beschleunigungen

: [ AW
(33) i(2) = (3 o 35) 1),
was sich aus (4) und () ableiten LiBt. Verbinden wir dieses Ergebnis mit
(32), so erhalten wir fiir die Massen

m(Z) = (K31, kl, kl)ym (Z").
Ein Vergleich mit (31) zeigt, daB fiir beliebige Werte von I diese Bedingung
immer befriedigt ist hinsichtlich der Massen, mit welchen wir bei den zu
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der Translationsrichtung senkrechten Schwingungen zu rechnen haben. Wir
haben also ! nur der einzigen Bedingung zu unterwerfen:

d(klw) .
aw = ML
Wegen (3) ist aber i%;@ = k3,
sodaB —j—l. =+ (0, 1= konst.
w

Der Wert der Konstanten muB 1 sein, weil wir schon wissen, daB fiir w = O
l=1 wird

Wir werden also zu der Annahme gefiihrt, da$ der Einfluf3 einer Trans-
lation auf Grofle und Gestalt (eines emnzelnen Elektrons und eines ponderablen
Korpers als Ganzen) auf die Dimensionen in der Bewegungsrichtung beschrinkt
bleibt, und zwar werden diese k-mal Kleiner als im Ruhezustand. Nehmen wir
diese Hypothese zu den bereits gemachten hinzu, so sind wir sicher, daB
zwei Zustinde mdoglich sind, der eine im bewegten System, der andere im
gleichen ruhenden System, die sich in der frither gekennzeichneten Weise
entsprechen. Ubrigens ist dieses Entsprechen nicht auf die elektrischen
Momente der Teilchen beschrankt. In entsprechenden Punkten, die entweder
im Ather zwischen den Teilchen oder in dem die ponderablen Kérper um-
gebenden Ather liegen, finden wir fiir entsprechende Zeiten denselben Vektor b,
und, wie man leicht zeigt, denselben Vektor §)’. Zusammenfassend kénnen
wir sagen: Wenn in dem System .ohne Translation ¢in Bewegungszustand
auftritt, fiir den an einem bestimmten Orte die Komponenten von p, b und §
gewisse Funktionen der Zeit sind, dann kann im gleichen System, nachdem
es in Bewegung gesetzt (und folglich deformiert) ist, ein Bewegungszustand
auftreten, bei dem an dem entsprechenden Orte die Komponenten von p’, b
und )’ dieselben Funktionen der Ortszeit sind.

Nur ein Punkt fordert noch genauere Erwigung. Da die Werte der
Massen m, und m, aus der Theorie der quasi-stationiren Bewegung abgeleitet
sind, so erhebt sich die Frage, ob wir mit ihnen bei den schnellen Schwin-
gungen des Lichtes rechnen dirfen. Nun findet man bei genauerer Betrach-
tung, daB die Bewegung eines Elektrons als quasi-stationiir behandelt werden
kann, wenn sie sich nur um wenig éndert withrend der Zeit, in der sich eine
Lichtwelle um eine Strecke von der Linge des Durchmessers fortbewegt.
Das trifft bei optischen Erscheinungen zu, weil der Durchmesser im Ver-
gleich zur Wellenlinge auBerordentlich klein_ist.

11. Man sieht leicht, daB die vorgetragene Theorie eine groBe Zahl
von Tatsachen erklirt.

Betrachten wir zuniichst ein System ohne Translation, fiir das in einigen
Teilen stindig p = 0, D = 0, j = O ist. Dann haben wir im entsprechenden
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Zustand des bewegten Systems in entsprechenden Teilen (oder, wie wir sagen
konnen, in den gleichen Teilen des deformierten Systems) p'=0, »'=0, §’=0.
Da diese Gleichungen p = 0, b =0, § = O nach sich ziehen, wie man aus
(26) und (6) erkennt, bleiben offenbar alle Teile, die dunkel waren, als das
System ruhte, auch dunkel, nachdem es bewegt wurde. Es ist deshalb un-
moglich, einen EinfluB der Erdbewegung auf irgend welche optischen, mit
einer terrestrischen Lichtquelle gemachten Versuche zu entdecken, bei
welchen es sich um die Beobachtung der geometrischen Verteilung von
Licht und Dunkelheit handelt. Viele Interferenz- und Beugungsversuche ge-
horen hierher.

‘Wenn zweitens in zwei Punkten eines Systems Lichtstrahlen von gleichem
Polarisationszustande sich in der gleichen Richtung fortpflanzen, so liBt sich
zeigen, daB das Verhiltnis zwischen den Amplituden in diesen Punkten durch
eine Translation nicht geindert wird. Diese Bemerkung findet auf solche
Versuche Anwendung, bei denen die Intensititen in benachbarten Teilen des
Gesichtsfeldes verglichen werden.

Die eben gemachten Schliisse bestdtigen friihere Ergebnisse, die abex
durch Uberlegungen erhalten waren, bei denen GroBen zweiter Ordnung ver-
nachlidssigt wurden. Sie enthalten auch eine Erklirung von Michelsons nega-
tivem Ergebnis, und zwar allgemeiner als die frither gegebene und der Form
nach etwas von ihr verschieden. Sie zeigen ferner, warum Rayleigh und
Brace keine Anzeichen einer durch die Erdbewegung hervorgerufenen Doppel-
brechung beobachten konnten.

Das negative Resultat der Versuche von Trouton und Noble wird so-
fort klar, wenn wir die Hypothesen des § 8 heranziehen. Aus ihnen und
aus unserer letzten Annahme (§ 10) 1Bt sich schlieBen, daB die Translation
nichts anderes bewirkt als eine Kontraktion des ganzen Systems der Elek-
tronen und der anderen Teilchen, aus denen sich der geladene Kondensator,
der Balken und der Faden der Drehwage zusammensetzen. Eine solche Kon-
traktion gibt aber keinen AnlaB zu einer merkbaren Richtungsiinderung.

Es braucht kaum bemerkt zu werden, daB ich diese Theorie mit allem
Vorbehalt gebe. Obgleich sie nach meiner Meinung allen gut verbiirgten
Tatsachen gerecht wird, fiihrt sie zu einigen Folgerungen, die sich noch
nicht durch den Versuch stiitzen lassen. Z. B. folgt aus der Theorie, daB
das Ergebnis des Michelson-Versuches negativ bleiben muB, wenn man die
interferierenden Lichtstrahlen durch einen ponderablen durchsichtigen Korper
hindurchgehen liBt.

Von vornherein kann man von unserer Hypothese iiber die Kontraktion
der Elektronen weder sagen, daB sie plausibel, noch, daB sie unzulissig ist.
Was wir iiber die Natur der Elektronen wissen, ist sehr wenig, und das
einzige Mittel, um vorwiirts zu kommen, besteht darin, solche Hypothesen
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zu priifen, wie ich sie hier gemacht habe. Natiirlich ergeben sich Schwierig-
keiten, z. B. sobald wir die Rotation der Elektronen betrachten. Vielleicht
werden wir annehmen miissen, daB bei Erscheinungen, bei denen im ruhenden
System kugelférmige Elektronen um einen Durchmesser rotieren, die einzelnen
Punkte der Elektronen im bewegten System elliptische Bahnen beschreiben, die
in der in § 10 angegebenen Weise den Kreisbahnen des Ruhefalles entsprechen.

12. Wir miissen noch einige Worte iiber die Molekularbewegung sagen.
Wir kénnen uns denken, daBl auch Korper, bei denen sie einen merklichen
oder gar iiberwiegenden EinfluB hat, denselben Deformationen unterworfen
sind, wie die Systeme mit konstanter relativer Lage der Teilchen, von denen
wir bisher gesprochen haben. In der Tat konnen wir uns in zwei Molekular-
systemen X’ und %, von denen nur das zweite eine Translation hat, einander
derart entsprechende Molekularbewegungen denken, daB, wenn ein Teilchen
in 2’ eine bestimmte Lage zu einer bestimmten Zeit hat, ein Teilchen in X
zur entsprechenden Zeit die entsprechende Lage annimmt. Stellen wir uns
dies vor, so konnen wir die Beziehung (33) zwischen den Beschleunigungen
in allen den Fillen benutzen, fiir welche die Geschwindigkeit der Molekular-
bewegung sehr klein im Verhiltnis zu w ist. In diesen Fillen konnen die
Molekularkrifte als durch die relative Lage bestimmt gelten, unabhingig
von den Geschwindigkeiten der Molekularbewegung. Wenn wir uns endlich
diese Krifte auf so kleine Entfernungen beschrinkt denken, daf fiir auf-
einander wirkende Teilchen die Differenz der Ortszeiten vernachlissigt werden
kann, so bildet ein Teilchen zusammen mit denen, die in seinem Anziehungs-
oder AbstoBungsbereich liegen, ein System, das die oft erwiihnte Deformation
erleidet. Wegen der zweiten Hypothese des § 8 konnen wir deshalb Glei-
chung (21) auf die an dem Teilchen angreifende resultierende Molekular-
kraft anwenden. Folglich wird die richtige Beziehung zwischen den Kriiften
und den Beschleunigungen in beiden Fillen bestehen, wenn wir annehmen,
daf} die Massen aller Teilchen durch eine Translation in demselben Grade be-
einflufit werden wie die elektromagnetischen Massen der Elektronen.

13. Dte Werte (30), die ich fiir die longitudinale und transversale Masse
eines Elektrons als Funktionen der Geschwindigkeit gefunden habe, stimmen
nicht mit den friiher von Abraham erhaltenen iiberein. Der Grund ist allein
darin zu suchen, daB in Abrahams Theorie die Elektronen als Kugeln von
unverdnderlichen Dimensionen behandelt werden. Nun sind Abrahams Er-
gebnisse, was die transversale Masse angeht, in bemerkenswerter Weise durch
Kaufmanns Messungen der Ablenkung von Radiumstrahlen im elektrischen
und magnetischen Felde bestiitigt worden. Wenn ich nicht einen sehr ernsten
Einwand gegen meine Theorie bestehen lassen will, muB ich zeigen konnen,
daB diese Messungen mit meinen Werten nicht weniger gut als mit den
Abrahamschen iibereinstimmen.
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Ich bespreéhe zuniichst zwei MeBreihen, die Kaufmann?') im Jahre 1902
verdffentlicht hat. Aus jeder Reihe hat er zwei GroBen % und ¢, die ,redu-
zierten“ elektrischen und magnetischen Abweichungen abgeleitet, die mjt

dem Verhiltnis g = % wie folgt zusammenhéngen:

4 1
(34) B=hk vB) =@
Die Funktion % (f) hat einen solchen Wert, daB die transversale Masse gleich
3 r
(35) mg= 7 g;;eg‘qg v(B)

wird; %, und %, sind fiir jede Reihe Konstante.
Aus der zweiten Gleichung (30) geht hervor, daB meine Theorie auch
zu einer Gleichung der Form (35) fiihrt; es muB nur Abrahams Funktion

(B) durch k=451 — i@'g)_% ersetzt werden.

Meine Theorie verlangt also, daB nach Einsetzung dieses Wertes fiir
¥(B) in (34) diese Gleichungen noch gelten. Natiirlich diirfen wir, um eine
gute Ubereinstimmung zu erhalten, %, und k, andere Werte erteilen als Kauf-
mann; ferner diirfen wir fiir jede Messung einen geeigneten Wert der Ge-
schwindigkeit w oder des Verhiltnisses g annehmen. Schreiben wir fiir die
neuen Werte sk, 3%, und f’, so konnen wir (34) in der Form ansetzen
(36) ' sk, % und
37 A—p9 7= T

2
Um seine Gleichungen zu priifen, wihlte Kaufmann einen solchen Wert
fiir k;, daB, wenn er damit 8 und %; aus (34) berechnete, die fiir die letztere
Zahl gefundenen Werte in jeder Reihe moglichst genau konstant blieben.
Diese Konstanz war der Beweis fiir geniigende Ubereinstimmung.

Ich habe ein shnliches Verfahren angewandt, wobei ich mich einiger
der von Kaufmann berechneten Zahlen bedienen konnte. Ich habe fiir jede
Messung den Wert des Ausdrucks
(38) k== ()
berechnet, den man erhilt, wenn man (37) mit der zweiten Gleichung (34)
kombiniert. Die Werte fiir ¥(8) und %, sind den Kaufmannschen Tabellen
entnommen, und fiir 8’ habe ich den von ihm gefundenen Wert § mit s
multipliziert genommen. Den Koeffizienten s wihlte ich dabei in der Weise,
daB fiir die GroBe (38) eine gute Konstanz erzielt wurde. Die Ergebnisse
finden sich in den folgenden Tabellen, die den Tabellen III und IV in Kauf-
manns Arbeit entsprechen.

1) Kaufmann, Phys. Zeitschr. 4 (1902) S. 5.
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IIL. s =0,933.

; e k, 6 by
0,851 2,147 1,721 0,794 2,246
0,766 1,86 1,736 0,715 2,258
0,727 1,78 1,726 0,678 2,256
0,6615 1,66 1,727 0,617 2,256
0,6075 1,595 1,655 0,567 2,175

IV. s = 0,954,

; v® | k, | B by
0,963 3,23 8,12 0,919 10,36
0,949 2,86 7,99 0,905 9,70
0,933 2,78 7,46 0,890 9,28
0,883 2,31 8,82 0,842 10,36
0,860 2,195 8,09 0,820 10,16
0,830 2,06 4 8,13 0,792 10,23
0,801 1,96 8,13 0,764 10,28
0,777 1,89 8,04 0,741 10,20
0,752 1,83 8,02 0,717 10,22
0,732 1,785 7,97 0,698 10,18

Wie man sieht, ist die Konstanz von %, nicht weniger befriedigend als die
von k,, umsomehr als in jedem Fall s nur aus zwei Messungen bestimmt
worden ist. Der Koeffizient ist so gewihlt worden, daB fiir die zwei Beobach-
tungen, die in Tabelle III an erster und vorletzter Stelle und in Tabelle IV
an erster und letzter Stelle stehen, die Werte von %, denen von &, propor-
tional werden.

Ich betrachte jetzt zwei einer spiteren Verdffentlichung Kaufmanns?)
entnommene MeBreihen, die von Runge?®) nach der Methode der kleinsten
Quadrate durchgerechnet worden sind. Dabei sind die Koeffizienten &, und %,
so bestimmt worden, daB die fiir jedes beobachtete ¢ aus Kaufmanns Glei-
chungen (34) berechneten Werte von  moglichst gut mit den beobachteten
Werten von 4 iibereinstimmen.

Ich habe aus derselben Bedingung und gleichfalls nach der Methode der
kleinsten Quadrate die Koeffizienten @ und b der Gleichung

7’ =af’+ b¢

bestimmt, die aus meinen Gleichungen (36) und (37) abgeleitet werden kann.
Wenn ich ¢ und b kenne, finde ich g fiir jede Messung mit Hilfe der Be-

ziehung 8=Va ¢
n

1) Kaufmann, Gott. Nachr., Math.-phys. Klasse 1903, 8. 90.
2) Runge, ebendort S. 326.
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Fiir zwei Platten, auf denen Kaufmann die elektrische und magnetische
Ablenkung gemessen hat, sind die Ergebnisse die folgenden, wobei die Ab-
weichungen in Zentimetern angegeben sind.

Platte Nr. 15. a = 0,06489, b = 0,3039.

n B

4 berechnet berechnet . berechnet von

] beobachtet von R. Diff. von L. Diff. R. , L.
0,1495 0,0388 0,0404 — 16 0,0400 —12 0,987 0,951
0,199 0,0548 0,0550 — 2 0,0552 — 4 0,964 0,918
0,2475 0,0716 0,0710 4+ 8 0,0715 + 1 0,930 | 0,881
0,296 0,0896 0,0887 4+ 9 | 0,089 + 1 0,889 | 0,842
0,3435 0,1080 0,1081 —1 0,1090 —10 | 0847 | 0,803
0,391 0,1290 0,1297 —_1 0,1305 —15 0,304 0,763
0,437 0,1524 0,1527 — 3 0,1532 — 8 0,763 0,727
0,4825 0,1788 0,1777 +11 0,1777 + 11 0,724 | 0,692
0,5265 0,2033 0,2039 — 6 0,2033 0 0,688 0,660

Platte Nr. 19. a = 0,05867, b = 0,2591.

n p
14 berechnet ] berechnet . berechnet von
beobachtet von R. Diff. von L. | Diff. | R ’ L.

0,1495 0,0404 0,0388 + 16 0,0379 + 25 0,990 0,954
0,199 0,0529 0,0527 4 2 0,0522 + 1 0,969 0,923
0,247 0,0678 0,0675 -+ 3 0,0674 + 4 0,939 0,588
0,296 0,0834 0,0842 — 8 0,0844 — 10 0,902 0,849
0,3435 0,1019 0,1022 — 3 0,1026 — 1 0,862 0,811
0,391 0,1219 0,1222 — 3 0,1226 — 1 0,822 0,773
0,437 0,1429 0,1434 — 5 0,1437 — 8 0,782 0,736
0,4826 0,1660 0,1665 — 5 0,1664 — 4 0,744 0,702
0,5265 0,1916 0,1906 + 10 0,1902 + 14 0,709 0,671

Ich habe keine Zeit gefunden, die iibrigen Tabellen in Kaufmanns
Arbeit durchzurechnen. Da sie, ebenso wie die Tabelle fiir Platte 15, mit
einer ziemlich groBen negativen Differenz zwischen den aus den Beobach-
tungen abgeleiteten und den von Runge berechneten Werten 7 anfangen,
konnen wir eine geniigende Ubereinstimmung mit meinen Formeln erwarten.
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Zur Elektrodynamik bewegter Korper.
Von A. Emstex.?)

DaB die Elektrodynamik Maxweils — wie dieselbe gegenwirtig auf-
gefaft zu werden pflegt — in ihrer Anwendung auf bewegte Korper zu
Asymmetrien fiihrt, welche den Phanomenen nicht anzuhaften scheinen, ist
bekannt. Man denke z. B. an die elektrodynamische Weckhselwirkung zwischen
einem Magneten und einem Leiter. Das beobachtbare Phinomen hiéngt hier
nur ab von der Relativbewegung von Leiter und Magnet, wihrend nach der
iiblichen Auffassung die beiden Fille, daB der eine oder der andere dieser
Korper der bewegte sei, streng voneinander zu trennen sind. Bewegt sich
nimlich der Magnet und ruht der Leiter, so entsteht in der Umgebung des
Magneten ein elektrisches Feld von gewissem Energiewerte, welches an den
Orten, wo sich Teile des Leiters befinden, einen Strom erzeugt. Ruht aber
der Magnet und bewegt sich der Leiter, so entsteht in der Umgebung des
Magneten kein elektrisches Feld, dagegen im Leiter eine elektromotorische
Kraft, welcher an sich keine Energie entspricht, die aber — Gleichheit der
Relativbewegung bei den beiden ins Auge gefaBten Fillen vorausgesetzt —
zu elektrischen Strémen von derselben GriBe und demselben Verlaufe Ver-
anlassung gibt, wie im ersten Falle die elektrischen Krifte.

Beispiele dhnlicher Art, sowie die miBlungenen Versuche, eine Bewegung
der Erde relativ zum ,Lichtmedium“ zu konstatieren, fihren zu der Ver-
mutung, daB dem Begriffe der absoluten Ruhe nicht nur in der Mechanik,
sondern auch in der Elektrodynamik keine Eigenschaften der Erscheinungen
entsprechen, sondern daB vielmehr fiir alle Koordinatensysteme, fiir welche
die mechanischen Gleichungen gelten, auch die gleichen elektrodynamischen
und optischen Gesetze gelten, wie dies fiir die GroBen erster Ordnung?) be-
reits erwiesen ist. Wir wollen diese Vermutung (deren Inhalt im folgenden
,Prinzip der Relativitit genannt werden wird) zur Voraussetzung erheben
und auBerdem die mit ihm nur scheinbar unvertriigliche Voraussetzung ein-
fiithren, daB sich das Licht im leeren Raume stets mit einer bestimmten, vom
Bewegungszustande des emittierenden Korpers unabhingigen Geschwindig-
keit V fortpflanze. Diese beiden Voraussetzungen geniigen, um zu einer ein-

1) Abgedruckt aus Ann. d. Phys. 17 (1905).
2) Die im Vorhergehenden abgedruckte Arbeit von H. A. Lorentz war dem Ver-
fasser noch nicht bekannt.
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fachen und widerspruchsfreien Elektrodynamik bewegter Kérper zu gelangen
unter Zugrundelegung der Maxwellschen Theorie fiir ruhende Korper. Die
Einfiihrung eines ,Lichtéthers” wird sich insofern als tiberfliissig erwiesen,
als nach der zu entwickelnden Auffassung weder ein mit besonderen Eigen-
schaften ausgestatteter ,absolut ruhender Raum“ eingefiihrt, noch einem
Punkte des leeren Raumes, in welchem elektromagnetische Prozesse statt-
finden, ein Geschwindigkeitsvektor zugeordnet wird.

Die zu entwickelnde Theorie stiitzt sich — wie jede andere Elektro-
dynamik — auf die Kinematik des starren Korpers, da die Aussagen einer
jeden Theorie Beziehungen zwischen starren Kérpern (Koordinatensystemen),
Uhren und elektromagnetischen Prozessen betreffen. Die nicht geniigende
Beriicksichtigung dieses Umstandes ist die Wurzel der Schwierigkeiten, mit
denen die Elektrodynamik bewegter Korper gegenwirtig zu kémpfen hat.

I. Kinematischer Teil.
§ 1. Definition der Gleichzeitigkeit.

Es liege ein Koordinatensystem vor, in welchem die Newtonschen
mechanischen Gleichungen gelten.!) Wir nennen dies Koordinatensystem
zur sprachlichen Unterscheidung von spiter einzufithrenden Koordinaten-
systemen und zur Prizisierung der Vorstellung das ,ruhende System*.

Ruht ein materieller Punkt relativ zu diesem Koordinatensystem, so
kann seine Lage relativ zu letzterem durch starre MaBstéibe unter Benutzung
der Methoden der euklidischen Geometrie bestimmt und in kartesischen
Koordinaten ausgedriickt werden.

Wollen wir die Bewegung eines materiellen Punktes beschreiben, so
geben wir die Werte seiner Koordinaten in Funktion der Zeit. Es ist nun
wohl im Auge zu behalten, daB eine derartige mathematische Beschreibung
erst dann einen physikalischen Sinn hat, wenn man sich vorher dariiber klar
geworden ist, was hier unter ,Zeit* verstanden wird. Wir haben zu beriick-
sichtigen, daB alle unsere Urteile, in welchen die Zeit eine Rolle spielt, immer
Urteile iiber gleichzeitige Ereignisse sind. Wenn ich z. B. sage: ,Jener Zug
kommt hier um 7 Uhr an“ .so heiBt dies etwa: ,Das Zeigen des kleinen
Zeigers meiner Uhr auf 7 und das Ankommen des Zuges sind gleichzeitige
Ereignisse®.?)

Es konnte scheinen, daB alle die Definition der ,Zeit“ betreffenden
Schwierigkeiten dadurch itberwunden werden konnten, daB ich an Stelle der

1) Gemeint ist: ,in erster Anniiherung gelten*.

2) Die Ungenauigkeit, welche in dem Begriffe der Gleichzeitigkeit zweier Er-
eignisse an (annihernd) demselben Orte steckt und gleichfalls durch eine Abstraktion
iiberbriickt werden muB, soll hier nicht erdrtert werden.
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,Leit“ die ,Stellung des kleinen Zeigers meiner Uhr“ setze. Eine solche De-
finition geniigt in der Tat, wenn es sich darum handelt, eine Zeit zu de-
finieren ausschlieBlich fiir den Ort, an welchem sich die Uhr eben befindet;
die Definition geniigt aber nicht mehr, sobald es sich darum handelt, an ver-
schiedenen Orten stattfindende Ereignisreihen miteinander zeitlich zu ver-
kniipfen, oder — was auf dasselbe hinausliuft — Ereignisse zeitlich zu
werten, welche in von der Uhr entfernten Orten stattfinden.

Wir konnten uns allerdings damit begniigen, die Ereignisse dadurch
zeitlich zu werten, daB ein samt der Uhr im Koordinatenursprung befind-
licher Beobachter jedem von einem zu wertenden Ereignis Zeugnis gebenden,
durch den leeren Raum zu ihm gelangenden Lichtzeichen die entsprechende
Uhrzeigerstellung zuordnet. Eine solche Zuordnung bringt aber den Ubel-
stand mit sich, daB sie vom Standpunkte des mit der Uhr versehenen Beob-
achters nicht unabhingig ist, wie wir durch die Erfahrung wissen. Zu einer
weit praktischeren Festsetzung gelangen wir durch folgende Betrachtung.

Befindet sich im Punkte 4 des Raumes eine Uhr, so kann ein in 4 be-
findlicher Beobachter die Ereignisse in der unmittelbaren Umgebung von
A zeitlich werten durch Aufsuchen der mit diesen Ereignissen gleichzeitigen
Uhrzeigerstellungen. Befindet sich auch im Punkte I3 des Raumes eine Uhr
— wir wollen hinzufiigen, ,eine Uhr von genau derselben Beschaffenheit
wie die in A befindliche® — so ist auch eine zeitliche Wertung der Ereig-
nisse in der unmittelbaren Umgebung von B durch einen in B befindlichen
Beobachter mdoglich. Es ist aber ohne weitere Festsetzung nicht méglich,
ein Ereignis in 4 mit einem Ereignis in B zeitlich zu vergleichen; wir haben
bisher nur eine ,A4-Zeit“ und eine ,B-Zeit“, aber keine fiir 4 und B gemein-
same ,Zeit“ definiert. Die letztere Zeit kann nun definiert werden, indem
man durch Definition festsetzt, daB die ,Zeit“, welche das Licht braucht, um
von A nach B zu gelangen, gleich ist der ,Zeit“, welche es braucht, um von
B nach 4 zu gelangen. Es gehe nimlich ein Lichtstrahl zur ,, 4-Zeit“¢, von
A nach B ab, werde zur ,,B-Zeit“{z in B gegen A zu reflektiert und gelange
zur ,,A-7eit“ ¢4 nach A zuriick. Die beiden Uhren laufen definitionsgemiB
synchron, wenn tp—ty=t— tp

Wir nehmen an, da8 diese Definition des Synchronismus in widerspruehs-
freier Weise mdglich ist, und zwar fiir beliebig viele Punkte, da also all-
gemein die Beziehungen gelten:

1. Wenn die Ubr in B synchron mit der Uhr in A4 liuft, so liuft die
Uhr in 4 synchron mit der Uhr in B.

2. Wenn die Uhr in 4 sowohl mit der Uhr in B als auch mit der Uhr

in C synchron liuft, so laufen auch die Uhren in B und C synchron relativ
zueinander.
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Wir haben so unter Zuhilfenahme gewisser (gedachter) physikalischer
Erfahrungen festgelegt, was unter synchron laufenden, an verschiedenen
Orten befindlichen, ruhenden Uhren zu verstehen ist, und damit offenbar eine
Definition von ,gleichzeitig" und ,Zeit“ gewonnen. Die ,Zeit“ eines Ereig-
nisses ist die mit dem Ereignis gleichzeitige Angabe einer am Orte des Er-
eignisses befindlichen, ruhenden Uhr, welche mit einer bestimmten, ruhenden
Uhr, und zwar fiir alle Zeitbestimmungen mit der niimlichen Uhr, syn-
chron lduft.

Wir setzen noch der Erfahrung gemiB fest, daB die GroBe

24B
=t

=%

eine universelle Konstante (die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume) sei.
Wesentlich ist, daB wir die Zeit mittels im rubenden System ruhender

Uhren definirt haben; wir nennen die eben definierte Zeit wegen dieser Zu-

gehorigkeit zum ruhenden System ,die Zeit des ruhenden Systems®

§ 2. Uver die Relativitiit von Lingen und Zeiten.

Die folgenden Uberlegungen stiitzen sich auf das Relativitéitsprinzip und
auf das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, welche beiden Prin-
zipien wir folgendermaBen definieren.

1. Die Gesetze, nach denen sich die Zustinde der physikalischen Systeme
andern, sind unabhiingig davon, auf welches von zwei relativ zueinander in
gleichformiger Translationsbewegung befindlichen Koordinatensystemen diese
Zustandsinderungen bezogen werden.

2. Jeder Lichtstrahl bewegt sich im ,ruhenden® Koordinatensystem mit
der bestimmten Geschwindigkeit ¥, unabhingig davon, ob dieser Lichtstrahl
von einem ruhenden oder bewegten Korper emittiert ist. Hierbei ist

Lichtweg
Zeitdauer’

Geschwindigkeit =

wobei ,Zeitdauer“ im Sinne der Definition des § 1 aufzufassen ist.

Es sei ein ruhender starrer Stab gegeben; derselbe besitze, mit einem
ebenfalls ruhenden MaBstab gemessen, die Lingel. Wir denken uns nun die
Stabachse in die X-Achse des ruhenden Koordinatensystems gelegt und dem
Stabe hierauf eine gleichformige Paralleltranslationsbewegung (Geschwindig-
keit v) lings der X-Achse im Sinne der wachsenden z erteilt. Wir fragen
nun nach der Linge des bewegien Stabes, welche wir uns durch folgende
zwei Operationen ermittelt denken:

a) Der Beobachter bewegt sich samt dem vorher genannten MaBstabe

mit dem auszumessenden Stabe und miBt direkt durch Anlegen des MaB-
Math. Morogr. 2: Einstein, Lorentz, Minkowski, Relativittitsprinzip 3
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stabes die Linge des Stabes, ebenso, wie wenn sich auszumessender Stab,
Beobachter und MaBstab in Ruhe befinden.

b) Der Beobachter ermittelt mittels im ruhenden Systeme aufgestellter,
gemiB § 1 synchroner, ruhender Uhren, in welchen Punkten des rubenden
Systems sich Anfang und Ende des auszumessenden Stabes zu einer be-
stimmten Zeit { befinden. Die Entfernung dieser beiden Punkte, gemessen
mit dem schon benutzten, in diesem Falle ruhenden MaBstabe ist ebenfalls
eine Linge, welche man als ,Linge des Stabes“ bezeichnen kann.

Nach dem Relativititsprinzip mul die bei der Operation a) zu findende
Lange, welche wir ,die Linge des Stabes im bewegten System“ nennen wollen,
gleich der Lénge ! des ruhenden Stabes sein.

Die bei der Operation b) zu findende Lénge, welche wir ,die Linge des
(bewegten) Stabes im ruhenden System“ nennen wollen, werden wir unter
Zugrundelegung unserer beiden Prinzipien bestimmen und finden, daB sie
von ! verschieden ist.

Die allgemein gebrauchte Kinematik nimmt stillschweigend an, da8 die
durch die beiden erwihnten Operationen bestimmten Lingen einander genau
gleich seien, oder mit anderen Worten, daB ein bewegter starrer Kérper in
der Zeitepoche ¢ in geometrischer Beziehung vollstindig durch denselben
Kérper, wenn er in bestimmter Lage ruht, ersetzbar sei.

Wir denken uns ferner an den beiden Stabenden (4 und B) Uhren an-
gebracht, welche mit den Uhren des ruhenden Systems synchron sind, d. h.
deren Angaben jeweilen der ,Zeit des ruhenden Systems“ an den Orten, an
welchen sie sich gerade befinden, entsprechen; diese Uhren sind also ,syn-
chron im ruhenden System®.

Wir denken uns ferner, daB sich bei jeder Uhr ein mit ihr bewegter
Beobachter befinde, und daB diese Beobachter auf die beiden Uhren das im
§ 1 aufgestellte Kriterium fiir den synchronen Gang zweier Uhren anwenden.
Zur ZeitY) ¢4 gehe ein Lichtstrahl von 4 aus, werde zur Zeit ¢ in B reflek-
tiert und gelange zur Zeit ¢4 nach 4 zuriick. Unter Berticksichtigung des
Prinzips von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit finden wir:

tg —ty = 4B und th —tp = 4B
V—v V+49o?
wobei 7,5 die Linge des bewegten Stabes — im ruhenden System gemessen
— bedeutet. Mit dem bewegten Stabe bewegte Beobachter wiirden also die
beiden Uhren nicht synchron gehend finden, wihrend im ruhenden System
befindliche Beobachter die Uhren als synchron laufend erkliren wiirden.

Wir sehen also, daB wir dem Begriffe der Gleichzeitigkeit keine absolute

Bedeutung beimessen diirfen, sondern da zwei Ereignisse, welche, von einem

1) ,,Zeit* bedeutet hier ,Zeit des ruhenden Systems* und zugleich ,Zeigerstel-
lung der bewegten Uhr, welche sich an dem Orte, von dem die Rede ist, befindet.
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Koordinatensystem aus betrachtet, gleichzeitig sind, von einem relativ zu
diesem System bewegten System aus betrachtet, nicht mehr als gleichzeitige
Ereignisse aufzufassen sind.

§ 3. Theorie der Koordinaten- und Zeittransformation von dem ruhen-
den auf ein relativ zu diesem in gleichformiger Translationshewegung
befindliches System.

Seien im ,ruhenden® Raume zwei Koordinatensysteme, d. h. zwel Systeme
von je drei von einem Punkte ausgehenden, aufeinander senkrechten starren
materiellen Linien gegeben. Die X-Achsen beider Systeme mdgen zusammen-
fallen, ihre Y- und Z-Achsen beziiglich parallel sein. Jedem Systeme sei
ein starrer MaBstab und eine Anzahl Uhren beigegeben, und es seien beide
MaBstébe sowie alle Uhren beider Systeme einander genau gleich.

Es werde nun dem Anfangspunkte des einen der beiden Systeme (%)
eine (konstante) Geschwindigkeit v in Richtung der wachsenden  des anderen
ruhenden Systems (K) erteilt, welche sich auch den Koordinatenachsen, dem
betreffenden MaBstabe sowie den Uhren mitteilen moge. Jeder Zeit ¢ des
rubenden Systems K entspricht dann eine besiimmte Lage der Achsen des
bewegten Systems, und wir sind aus Symmetriegriinden befugt anzunehmen,
daB die Bewegung von % so beschaffen sein kann, daB die Achsen des be-
wegten Systems zur Zeit ¢ (es ist mit ,#“ immer eine Zeit des ruhenden
Systems bezeichnet) den Achsen des ruhenden Systems parallel seien.

Wir denken uns nun den Raum sowohl vom rubenden System K aus
mittels des ruhenden MaBstabes als auch vom bewegten System % mittels
des mit ihm bewegten MaBstabes ausgemessen und so die Koordinaten z, y, s
bzw. &, 1, ¢ ermittelt. Es werde ferner mittels der im ruhenden System be-
findlichen ruhenden Uhren durch Lichtsignale in der in § 1 angegebenen
Weise die Zeit ¢ des ruhenden Systems fiir alle Punkte des letzteren be-
stimmt, in denen sich Uhren befinden; ebenso werde die Zeit r des bewegten
Systems fiir alle Punkte des bewegten Systems, in welchen sich relativ zu
letzterem ruhende Uhren befinden, bestimmt durch Anwendung der in § 1
genannten Methode der Lichtsignale zwischen den Punkten, in denen sich
die letzteren Uhren befinden.

Zu jedem Wertsystem z, y, 2, ¢, welches Ort und Zeit eines Ereignisses
im ruhenden System vollkommen bestimmt, gehort ein jenes Erreignis relativ
zum System k festlegendes Wertsystem £, 7, §, 7, und es ist nun die Aufgabe
zu 16sen, das diese GroBen verkniipfende Gleichungssystem zu finden

Zunichst ist klar, daB die Gleichungen linear sein miissen wegen der
Homogenititseigenschaften, welche wir Raum und Zeit beilegen.

Setzen wir z' = x — vf, so ist klar, daB einem im System % ruhenden

Punkte ein bestimmtes, von der Zeit unabhingiges Wertsystem z’, y, # zu-
; "



32 A. EiNsTEIN

kommt. Wir bestimmen zuerst = als Funktion von 2z, %, 2 und ¢. Zu diesem
Zwecke haben wir in Gleichungen auszudriicken, da8 v nichts anderes ist als
der Inbegriff der Angaben von im System % ruhenden Uhren, welche nach
der im § 1 gegebenen Regel synchron gemacht worden sind.

Vom Anfangspunkt des Systems % aus werde ein Lichtstrahl zur Zeit 7,
lings der X-Achse nach 2" gesandt und von dort zur Zeit z; nach dem Ko-
ordinatenursprung reflektiert, wo er zur Zeit 7, anlange; so muB dann sein

T @+ =1

oder, indem man die Argumente der Funktion = beifiigt und das Prinzip der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit im ruhenden Systeme anwendet:

2 [20,0,0,8) +2(0,0,0, {¢ TR 737})] =7 (,0,0,t + 372)

Hieraus folgt, wenn man 2" unendlich klein wihlt:

1 73 t 1 Oz T T
S Sr ) e v ae ol gt i g = O
Es ist zu bemerken, daB wir statt des Koordinatenursprunges jeden
anderen Punkt als Ausgangspunkt des Lichtstrahles hitten wihlen konnen,
und es gilt deshalb die eben erhaltene Gleichung fiir alle Werte von 2, 9, .
Eine analoge Uberlegung — auf die H- und Z-Achse angewandt —
liefert, wenn man beachtet, dal sich das Licht lings dieser Achsen vom

rubenden System aus betrachtet stets mit der Geschwindigkeit V2 — o
fortpflanzt:

Aus diesen Gleichungen folgt, da = eine lineare- Funktion ist:

1=a<t—?%7w'),

wobei a eine vorldufig unbekannte Funktion ¢ (v) ist und der Kiirze halber
angenommen ist, da im Anfangspunkte von % fiir t =0 ¢ = 0 sei.

Mit Hilfe dieses Resultates ist es leicht, die GroBen &, %, § zu ermitteln,
indem man durch Gleichungen ausdriickt, daB sich das Licht (wie das Prinzip
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in Verbindung mit dem Relativitits-
prinzip verlangt) auch im bewegten System gemessen mit der Geschwindig-
keit V fortpflanzt. Fiir einen zur Zeit v = O in Richtung der wachsenden &
ausgesandten Lichtstrahl gilt:

E= Vr, oder zaV<t_’Vng;gx')'-
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Nun bewegt sich aber der Lichtstrahl relativ zum Anfangspunkt von % im
ruhenden System gemessen mit der Geschwindigkeit ¥ — v, so daB gilt:

,

x

V—o =i

Setzen wir diesen Wert von ¢ in die Gleichung fiir £ ein, so erhalten wir:
1 & ’

s ',

T

Auf analoge Weise finden wir durch Betrachtung von lings den beiden
anderen Achsen bewegten Lichtstrahlen:

n= Vt=aV(t—VTf—_-v§x'), wobei Y

—V'_—-Et’
also n=a+2y und §=a——-L—z.
f—

% Vr—o

Setzen wir fiir 2” seinen Wert ein, so erhalten wir:
v
v =9 (©) B (t— 75 2),

E=o () (x — i),
=0y,
(=9 (v)s,

z’ =0y

1
) 2
= (v)
und ¢ eine vorliufig unbekannte Funktion von v ist. Macht man iiber die
Anfangslage des bewegten Systems und iiber den Nullpunkt von 7 keinerlei
Voraussetzung, so ist auf den rechten Seiten dieser Gleichungen je eine ad-
ditive Konstante zuzufiigen.

Wir haben nun zu beweisen, daB jeder Lichtstrahl sich, im bewegten
System gemessen, mit der Geschwindigkeit ¥ fortpflanzt, falls dies, wie wir
angenommen haben, im ruhenden System der Fall ist; denn wir haben den
Beweis dafiir noch nicht geliefert, daB das Prinzip der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit mit dem Relativititsprinzip vereinbar sel.

Zur Zeit t =1 =0 werde von dem zu dieser Zeit gemeinsamen Koordi-
natenursprung beider Systeme aus eine Kugelwelle ausgesandt, welche sich
im System K mit der Geschwindigkeit V ausbreitet. Ist (z, y, £) ein eben von
dieser Welle ergriffener Punkt, so ist also

xi + yx + Z’ —_ Vsti.
Diese Gleichung transformieren wir mit Hilfe unserer Transformations-
gleichungen und erhalten nach einfacher Rechnung:

B+ g =Vt

wobei B =
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Die betrachtete Welle ist also auch im bewegten System betrachtet eine
Kugelwelle von der Ausbreitungsgeschwindigkeit V. Hiermit ist gezeigt, daB
unsere beiden Grundprinzipien miteinander vereinbar sind.!)

In den entwickelten Transformationsgleichungen tritt noch eine unbe-
kannte Funktion ¢ von v auf, welche wir nun bestimmen wollen.

Wir fiihren zu diesem Zwecke noch ein drittes Koordinatensystem K’ ein,
welches relativ zum System % derart in Paralleltranslationsbewegung parallel
zur F-Achse begriffen sei, daB sich dessen Koordinatenursprung mit der Ge-
schwindigkeit — v auf der Z-Achse bewege. Zur Zeit = 0 mégen alle drei
Koordinatenanfangspunkte zusammenfallen und es sei fir { = z.=y =2 =10
die Zeit ¢ des Systems K’ gleich Null. Wir nennen z’, y’, 2’ die Koordi-
naten, im System K gemessen, und erhalten durch zweimalige Anwendung
unserer Transformationsgleichungen:

te=p(—0)B(-0) v+ 75 & — oMo (— ),
' =@ (—v)B(—v){E+ vz} =o®e(—0)z
y —=p(—v)q =) (— )y,
S —p(—0)t = @) (—v)z

Da die Beziehungen zwischen z’, y’, 2" und z, y, ¢ die Zeit ¢ nicht ent-
halten, so ruhen die Systeme K und K’ gegeneinander, und es ist klar, dafl
die Transformation von K auf K’ die identische Transformation sein muf.

Es ist also: 9 (0)g (— v) = 1.

Wir fragen nun nach der Bedeutung von ¢(v). Wir fassen das Stiick der
H-Achse des Systems % ins Auge, das zwischen £ =0, y =0, { =0 und
=0, =1 ¢t =0 gelegen ist. Dieses Stiick der H-Achse ist ein relativ
zum System K mit der Geschwindigkeit » senkrecht zu seiner Achse bewegter
Stab, dessen Enden in K die Koordinaten besitzen:

!
'tp_(v—)’
Die Linge des Stabes, in K gemessen, ist also }/p(v); damit ist die Bedeu-
tung der Funktion ¢ gegeben. Aus Symmetriegriinden ist nun einleuchtend,
daB die im ruhenden System gemessene Linge eines bestimmten Stabes,
welcher senkrecht zu seiner Achse bewegt ist, nur von der Geschwindigkeit,
nicht aber von der Richtung und dem Sinne der Bewegung abhingig sein

z, =t y = 2,=0 und z,=vf y,=0, 2 —

1) Die Gleichungen der Lorentz-Transformation sind einfacher direkt aus der
Bedingung abzuleiten, daB vermdge jener Gleichungen die Beziehung

E+n+—Vit=0,
die andere 24 yr 42—V =0 zur Folge haben soll.



Zur Elektrodynamik bewegter Korper 35

kann. Es #ndert sich also die im ruhenden System gemessene Linge des
bewegten Stabes nicht, wenn v mit — v vertauscht wird. Hieraus folgt:

l l N
@ = 9=’ oder @ (v) =@ (—v).

Aus dieser und der vorhin gefundenen Relation folgt, daB ¢(v) = 1 sein mus,
so daB die gefundenen Transformationsgleichungen iibergehen in:

= o159,

£ — Bz — v1),
n=19,
gx 2,
. 1
wobei f=——rxn——

Vi-()

§ 4. Physikalische Bedeutung der erhaltenen Gleichungen, bewegte
starre Korper und bewegte Uhren betreffend.

Wir betrachten eine starre Kugel!) vom Radius R, welche relativ zum
bewegten System % ruht, und deren Mittelpunkt im Koordinatenursprung
von k liegt. Die Gleichung der Oberfliche dieser relativ zum System K mit
der Geschwindigkeit v bewegten Kugel ist:

Brp =R
Die Gleichung dieser Oberfliche ist in z, y, # ausgedriickt zur Zeit ¢ = 0:

xi

ST TN + :l/s + 22 = R
(V+=6))
14
Ein starrer Korper, welcher in ruhendem Zustande ausgemessen die Gestalt

einer Kugel hat, hat also in bewegtem Zustande — vom ruhenden System
aus betrachtet — die Gestalt eines Rotationsellipsoides mit den Achsen

R}/ 1— (;’7)’, R R.

Wihrend also die Y- und Z-Dimension der Kugel (also auch jedes
starren Kérpers von beliebiger Gestalt) durch die Bewegung nicht modifiziert
erscheinen, erscheint die X-Dimension im Verhaltnis 1:1/1 — (¢/V)? verkiirat,
also um so stirker, je groBer v ist. Fiir v'= ¥ schrumpfen alle bewegten
Objekte — vom ,ruhenden® System aus betrachtet — in flichenhafte Gebilde
zusammen. Fiir Uberlichtgeschwindigkeiten werden unsere Uberlegungen
sinnlos; wir werden iibrigens in den folgenden Betrachtungen finden, daB

1) Das heiBt einen Korper, welcher ruhend untersucht Kugelgestalt Lesitzt.
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die Lichtgeschwindigkeit in unserer Theorie physikalisch die Rolle unend-
lich groBer Geschwindigkeit spielt.

Es ist klar, daB die gleichen Resultate von im ,ruhenden® System
ruhenden Korpern gelten, welche von einem gleichformig bewegten System
aus betrachtet werden. —

Wir denken uns fernédr eine der Uhren, welche relativ zum ruhenden
System ruhend die Zeit ?, relativ zum bewegten System ruhend die Zeit =
anzugeben befihigt sind, im Koordinatenursprung von % gelegen und so ge-
richtet, daB sie die Zeit = angibt. Wie schnell geht diese Uhr; vom ruhenden
System aus betrachtet?

Zwischen den Grofen z, ¢ und 7, welche sich auf den Ort dieser Uhr
beziehen, gelten offenbar die Gleichungen:

1:=——1.__~—_-_~(t—%x) und 2z = vt.

Vg
Bvistalo t=1}/1—(}) =1 1-Vi-))s

woraus folgt, daB die Angabe der Uhr (im ruhenden System betrachtet) pro
Sekunde um (1 —)1 — (9/7)%) Sek. oder — bis auf GroBen vierter und
hoherer Ordnung — um 3 (v/¥)? Sek. zuriickbleibt.

Hieraus ergibt sich folgende eigentiimliche Konsequenz. Sind in den
Punkten 4 und B von K ruhende, im ruhenden System betrachtet synchron
gehende Uhren vorhanden, und bewegt man die Ubr in 4 mit der Geschwin-
digkeit v auf der Verbindungslinie nach B, so gehen nach Ankunft dieser Uhr
in B die beiden Uhren nicht mehr synchron, sondern die von A nach BB be-
wegte Uhr geht gegeniiber der von Anfang an in Bbefindlichen um1¢v% 7 ?Sek.
(bis auf GroBen vierter und hoherer Ordnung) nach, wenn ¢ die Zeit ist,
welche die Ubr von 4 nach B braucht.

Man sieht sofort, daB dies Resultat auch dann noch gilt, wenn die Uhr
in einer beliebigen polygonalen Linie sich von 4 nach B bewegt, und zwar
auch dann, wenn die Punkte 4 und B zusammenfallen.

Nimmt man an, daB das fiir eine polygonale Linie bewiesene Resultat
auch fiir eine stetig gekriimmte Kurve gelte, so erhilt man den Satz: Be-
finden sich in A zwei synchron gehende Uhren und bewegt man die eine
derselben auf einer geschlossenen Kurve mit konstanter Geschwindigkeit,
bis sie wieder nach 4 zuriickkommt, was ¢ Sek. dauern mége, so geht die
letztere Uhr bei ihrer Ankunft in 4 gegeniiber der unbewegt gebliebenen
um }¢(v/V)? Sek. nach. Man schlieBt daraus, daB eine am Erdiquator be-
findliche Unruhuhr®) vm einen sehr kleinen Betrag langsamer laufen muB

1) Im Gegensatz zu ,Pendeluhr, welche — physikalisch betrachtet — ein System
ist, zu welchem der Erdkdrper gehort; dies muBte ausgeschlossen werden.
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als eine genau gleich beschaffene, sonst gleichen Bedingungen unterworfene,
an einem Erdpole befindliche Uhbr.

§ 5. Additionstheorem der Geschwindigkeiten.
In dem lings der X-Achse des Systems K mit der Geschwindigkeit »
bewegten System % bewege sich ein Punkt gemiB den Gleichungen:
£ = w;r, n=w,r1, t=0,
wobei w; und w, Konstanten bedeuten.
Gesucht ist die Bewegung des Punktes relativ zum System K. Fihrt

man in die Bewegungsgleichungen des Punktes mit Hilfe der in § 3 ent-
wickelten Transformationsgleichungen die GriBen z, , #, ¢ ein, so erhdlt man:

. wg -+ v y
o vwg
14 =7
) 2
__]/1_(7) ;
y“‘ ”wE n"
1+V"
2 =0.

Das Gesetz vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten gilt also nach unserer
Theorie nur in erster Annidherung. Wir setzen:

_ (dx\?, (dy\?
U= (q) + (a)»
2 __ 2 2
W= w; +wﬂ
d = arctg ~2;
un a—arcg;z,

o ist dann als der Winkel zwischen den Geschwindigkeiten v und w anzu-
sehen. Nach einfacher Rechnung ergibt sich:

U V(’”' ~+ w? 4 20w cos &) — (M;E.ﬁ)’.
VW cos o
1 2R

Es ist bemerkenswert, daB v und w in symmetrischer Weise in den Ausdruck
fir die resultierende Gteschwindigkeit eingehen. Hat auch w die Richtung
der X-Achse (5-Achse), so erhalten wir:

v+ w

U=—%3u

1+ 55
Aus dieser Gleichung folgt, daB aus der Zusammensetzung zweier Geschwin-
digkeiten, welche kleiner sind als ¥, stets eine Geschwindigkeit kleiner als ¥
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resultiert. Setzt man niimlich v =¥ — %, w = V' — 1, wobei % und 4 positiv
und kleiner als V" seien, so ist:

U=V 2V —x—12

2V—u—l—}—%§

<V

Es folgt ferner, daB die Lichtgeschwindigkeit ¥ durch Zusammensetzung
mit einer ,Unterlichtgeschwindigkeit nicht geéindert werden kann. Man
erhilt fiir diesen Fall: g Y+ qu: _7

14+ v

Wir hitten die Formel fiir U fiir den Fall, daB v und w gleiche Richtung
besitzen, auch durch Zusammensetzen zweier Transformationen gemiB § 3
erhalten konnen. Fithren wir neben den in § 3 figurierenden Systemen K
und k noch ein drittes, zu % in Parallelbewegung begriffenes Koordinaten-
system &’ ein, dessen Anfangspunkt sich auf der /5-Achse mit der Geschwin-
digkeit w bewegt, so erhalten wir zwischen den GréBen z, ¥, 2, ¢ und den
entsprechenden GroBen von &' Gleichungen, welche sich von den in § 3 ge-
fundenen nur dadurch unterscheiden, daB an Stelle von ,v* die GroBe

tritt; man sieht daraus, daB solche Paralleltransformationen — wie dies
sein muB — eine Gruppe bilden.

Wir haben nun die fiir uns notwendigen Sitze der unseren zwei Prin-
zipien entsprechenden Kinematik hergeleitet und gehen dazu iiber, deren An-
wendunyg in der Elektrodynamik zu zeigen.

II. Elektrodynamischer Teil.

§ 6. Transformation der Maxwell-Hertzschen Gleichungen fiir den
leeren Raum. Uber die Natur der bei Bewegung in einem Magnetfeld
auftretenden elektromotorischen Kriifte.

Die Maxwell-Hertzschen Gleichungen fiir den leeren Raum mégen giiltig
sein fiir das ruhende System K, so daf gelten mige:
19X 3N M 1 3L Y 02

Yot "oy 0 Vot T a5 oy
19Y oL AN 1M  3Z oX

vV ot 0z 9z’ V at oz 9z’
1972 _9M 9L 10N X Y

Vot oz oy’ V ot oy oz’
wobei (X, Y, Z) den Vektor der elektrischen, (L, M, N) den der magne-
tischen Kraft bedeutet.
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Wenden wir auf diese Gleichungen die in § 3 entwickelte Transforma-
tion an, indem wir die elektromagnetischen Vorginge auf das dort einge-
fiihrte, mit der Geschwindigkeit v bewegte Koordinatensystem beziehen, so
erhalten wir die Gleichungen:

L ox o (N—¥) o8 (U+y2)
V oc - an - a¢ ’
. 3ﬁ<Y—-%N> , a8 (N.-% y)
v 8 T ot T 9E
(2 yH) o (Mty2) o,
v ot - 08 T o’
L o1 (Y= y ) 08 (2+ )
V ot = 0§ - on ?
L (M-{—%Z) g (Z+-;-}M) -
v ot - PH oL
’ (V-5 Y) ,x o8 (Y—3 )

v er  om I T

wobel g = l___

Vi)

Das Relativitatsprinzip fordert nun, daf die Maxwell-Hertzschen Glei-
chungen fiir den leeren Raum auch im System % gelten, wenn sie im System K
gelten, d. h. daB fiir die im bewegten System % durch ihre ponderomotorischen
Wirkungen auf elektrische bzw. magnetische Massen definierten Vektoren der
elektrischen und magnetischen Kraft (X', Y¥', Z’) und (L', M’, N')) des be-
wegten Systems & die Gleichungen gelten:

19X _oN' oM 1 3L _ Y 3z
ot on ot V or 9¢ on ’
oY 9L’ ON’ 1 oM 07 o0X’
ot~ 9t ~ 08’ V 9z 28 T~ a8
9z _ oM’ oL’ 1 3N’ _ 30X QY
or 0k om’ V 9t ~ on o8

Offenbar miissen nun die beiden fiir das System % gefundenen Gleichungs-
gysteme genau dasselbe ausdriicken, da beide Gleichungssysteme den Max-
well-Hertzschen Gleichungen fiir das System K #quivalent sind. Da die
Gleichungen beider Systeme ferner bis auf die die Vektoren darstellenden
Symbole tibereinstimmen, so folgt, daB die in den Gleichungssystemen an
entsprechenden Stellen auftretenden Funktionen bis auf einen fiir alle Funk-
tionen des einen Gleichungssystems gemeinsamen, von £, 7, { und t unab-

<= = g
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hingigen, eventuell von v abhiingigen Faktor y(v) iibereinstimmen miissen.
Es gelten also die Beziehungen:

X' = "/’(v) X} L'= ¢(0)L7
Y—y@)B(Y—5N), M—3@)p(M+52),
Z—y0)p(Z+v M), ;V'=¢(v)ﬁ(N—;y).

Bildet man nun die Umkehrung dieses Gleichungssystems, erstens durch
Aufl6sen der soeben erhaltenen Gleichungen, zweitens durch Anwendung der
Gleichungen auf die inverse Transformation (von % auf K), welche durch die
Geschwindigkeit — v charakterisiert ist, so folgt, indem man beriicksichtigt,
daB die beiden so erhaltenen Gleichungssysteme identisch sein miissen:

() -v(=v) =1
Ferner folgt aus Symmetriegriinden?)

¥(v) = ¥(—v);

es ist also Y(v) =1,
und unsere Gleichungen nehmen die Form an:
X=X, L'=1L,

vep(r-ya), a-p(a+ya),
Z'=ﬁ(z+{;M), N'=,3(N——;;Y).

Zur Interpretation dieser Gleichungen bemerken wir folgendes. Es liegt eine
punktférmige Elektrizititsmenge vor, welche im ruhenden System K ge-
messen von der Grofe ,eins sei, d. h. im ruhenden System ruhend auf eine
gleiche Elektrizititsmenge im Abstand 1 cm die Kraft 1 Dyn ausiibe. Nach
dem Relativititsprinzip ist diese elektrische Masse auch im bewegten System
gemessen von der GroBe ,eins“. Ruht diese Elektrizititsmenge relativ zum
ruhenden System, so ist definitionsgem#B der Vektor (X, Y, Z) gleich der
auf sie wirkenden Kraft. Ruht die Elektrizititsmenge gegeniiber dem be-
wegten System (wenigstens in dem betreffenden Augenblick), so ist die auf
sie wirkende, in dem bewegten System gemessene Kraft gleich dem Vektor
(X', Y, Z’). Die ersten drei der obigen Gleichungen lassen sich mithin
auf folgende zwei Weisen in Worte kleiden:

1. Ist ein punktformiger elektrischer Einheitspol in einem elektromagne-
tischen Felde bewegt, so wirkt auf ibn auBer der elektrischen Kraft eine

1) Ist 2z B. X=Y=2Z=L=M=0 und N0, so ist aus Symmetriegriinden
klar, daB bei Zeichenwechsel von v ohne Anderung des numerischen Wertes auch ¥’
sein Vorzeichen iindern muf, ohne seinen numerischen Wert zu dndern.
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nelektromotorische Kraft“, welche unter Vernachldssigung von mit der zweiten
und hoheren Potenzen von v/7 multiplizierten Gliedern gleich ist dem mit
der Lichtgeschwindigkeit dividierten Vektorprodukt der Bewegungsgeschwin-
digkeit des Einheitspoles und der magnetischen Kraft. (Alte Ausdrucksweise.)

2. Ist ein punktférmiger elektrischer Einheitspol in einem elektromagne-
tischen Felde bewegt, so ist die auf ihn wirkende Kraft gleich der an dem
Orte des Einheitspoles vorhandenen elektrischen Kraft, welche man durch
Transformation des Feldes auf ein relativ zum elektrischen Einheitspol ruhen-
des Koordinatensystem erhilt. (Neue Ausdrucksweise.)

Analoges gilt iiber die ,magnetomotorischen Kriifte“. Man sieht, daB
in der entwickelten Theorie die elektromotorische Kraft nur die Rolle eines
Hilfsbegriffes spielt, welcher seine Einfithrung dem Umstande verdankt, daB
die elektrischen und magnetischen Krifte keine von dem Bewegungszustande
des Koordinatensystems unabhingige Existenz besitzen.

Es ist ferner klar, daB die in der Einleitung angefiihrte Asymmetrie
bei der Betrachtung der durch Relativbewegung eines Magneten und eines
Leiters erzeugten Strome verschwindet. Auch werden die Fragen nach dem
»o1tz der elektrodynamischen elektromotorischen Kriifte (Unipolarmaschinen)
gegenstandslos. '

§ 7. Theorie des Doppelerschen Prinzips und der Aberration.

Im Systeme K befinde sich sehr ferne vom Koordinatenursprung eine
Quelle elektrodynamischer Wellen, welche in einem den Koordinatenursprung
enthaltenden Raumteil mit geniigender Anniherung durch die Gleichungen
dargestellt seien:

X=X,sin ®, L=1IL,sin®,

Y=Y, sin @ M=DHNysin® &=o(t—2E50F)

Z = Zysin ®, N = N,sin O,
Hierbei sind (X, Y, Z,) und (L,, M,, N,) die Vektoren, welche die Ampli-
tude des Wellenzuges bestimmen, a, b, ¢ die.Richtungskosinus der Wellen-
normalen. Wir fragen nach der Beschaffenheit dieser Wellen, wenn dieselben
von einem in dem bewegten System % ruhenden Beobachter untersucht werden.

Durch Anwendung der in § 6 gefundenen Transformationsgleichungen fiir
die elektrischen und magnetischen Krifte und der in § 3 gefundenen Transfor-
mationsgleichungen fiir die Koordinaten und die Zeit erhalten wir unmittelbar:

X' = X, sin @, L = L, sin &,
Y=g (Y, N)sin @, M= 3 (My+ 5 Z) sin &,

zZ=p(Z+ M) sin®, N —=p(N,— Y,)sin @
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qy:m/( _a'§+1;;"l+0;§),
wobel =0f (1 —a 71;‘);

a = a—%

1—al’

7

’ b
=)
¢ = ,S—(T_—c—a—%) gesetzt ist.

- Aus der Gleichung fiir o folgt: Ist ein Beobachter relativ zu einer un-
endlich fernen Lichtquelle von der Frequenz » mit der Geschwindigkeit »
derart bewegt, daB die Verbindungslinie ,Lichtquelle—Beobachter“ mit der
auf ein relativ zur Lichtquelle ruhendes Koordinatensystem bezogenen Ge-
schwindigkeit des Beobachters den Winkel ¢ bildet, so ist die von dem
Beobachter wahrgenommene Frequenz v’ des Lichtes durch die Gleichung

egeben: v
geg 1—cosp

———.
Vi-()

Dies ist das Doppelersche Prinzip fiir beliebige Geschwindigkeiten. Fiir
@ = 0 nimmt die Gleichung die iibersichtliche Form an:

’

Vv =9

v
: Ty
v =v Y
142
Man sieht, daB — im Gegensatz zu der iiblichen Auffassung — fiir v = — oo,

v = oo ist.

Nennt man ¢” den Winkel zwischen Wellennormale (Strahlrichtung) im
bewegten System und der Verbindungslinie ,Lichtquelle—Beobachter”, so
nimmt die Gleichung fiir a’ die Form an:

cos Y

. 4

cos p = e
1— 5 cosg

Diese Gleichung driickt das Aberrationsgesetz in seiner allgemeinsten Form
aus. Ist ¢ = /2, so nimmt die Gleichung die einfache Gestalt an:

, v
cos @ =V‘
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Wir haben nun noch die Amplitude der Wellen, wie dieselbe im be-
wegten System erscheint, zu suchen. Nennt man 4 bzw. A" die Amplitude
der elektrischen oder magnetischen Kraft im ruhenden bzw. im bewegten
System gemessen, so erhélt man:

2
1 ———;; COS(p)

o\ ?

1= (7)
welche Gleichung fiir ¢ = O in die einfachere iibergeht:

-y

145

Es folgt aus den entwickelten Gleichungen, daB fiir einen Beobachter,

der sich mit der Geeschwindigkeit V einer Lichtquelle néherte, diese Licht-
quelle unendlich intensiv erscheinen miiBte.

A'2=A’—(~

A2 = A®

§ 8. Transformation der Energie der Lichtstrahlen. Theorie des auf
vollkommene Spiegel ausgeiibten Strahlungsdruckes.

Da A%*8x gleich der Lichtenergie pro Volumeneinheit ist, so haben wir
nach dem Relativititsprinzip 4'%8x als die Lichtenergie im bewegten System
zu betrachten. Es wire daher 4'%A? das Verhiltnis der ,bewegt gemessenen*
und ,ruhend gemessenen® Energie eines bestimmten Lichtkomplexes, wenn
das Volumen eines Lichtkomplexes in K gemessen und in % gemessen das
gleiche wiire. Dies ist jedoch nicht der Fall. Sind a, b, ¢ die Richtungs-
kosinus der Wellennormalen des Lichtes im ruhenden System, so wandert
durch die Oberflichenelemente der mit Lichtgeschwindigkeit bewegten Kugel-
fliche (x—Vat)+ (y — Vbt)* + (2 — Veit)’ = R?
keine Energie hindurch; wir kdnnen daher sagen, dafl diese Fliche dauernd
denselben Lichtkomplex umschlieBt. Wir fragen nach der Energiemenge,
welche diese Fliche im System % betrachtet umschlieBt, d. h. nach der
Energie des Lichtkomplexes relativ zum System %.

Die Kugelfliche ist — im bewegten System betrachtet — eine Ellipsoid-
fliche, welche zur Zeit 7 = O die Gleichung besitzt:

2 2 2
(Be—ap §) + (1 —085 &) + (E—cBy &) =B
Nennt man S das Volumen -der Kugel, S” dasjenige dieses Ellipsoides, so ist,
wie eine einfache Rechnung zeigt:

IR

v
1— =
7 cos®
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Nennt man also F die im ruhenden System gemessene, E’ die im bewegten
System gemessene Lichtenergie, welche von der betrachteten Fliche um-
schlossen wird, so erhélt man:

y: L

v
E'__S_ES 1— 4 cosg

BT AT
2TViSD)
8= ! (V

welche Formel fiir ¢ = O in die einfachere iibergeht:

Es ist bemerkenswert, da8 die Energie und die Frequenz eines Licht-
komplexes sich nach demselben Gesetze mit dem Bewegungszustande des
Beobachters @ndern.

Es sei nun die Koordinatenebene £ — O eine vollkommen spiegelnde
Fliche, an welcher die im letzten Paragraph betrachteten ebenen Wellen
reflektiert werden. Wir fragen nach dem auf die spiegelnde Flache ausgeiibten
Lichtdruck und nach der Richtung, Frequenz und Intensitét des Lichtes nach
der Reflexion.

Das einfallende Licht sei durch die GroBen A4, cos ¢, » (auf das System K
bezogen) definiert. Von k aus betrachtet sind die entsprechenden GroBen:

11— cosg

’ 14
A =.A. )
Vi)
14
v
coscp——v
cos @' = >
l—-T,— cosp
v
, 1—7 Co8 @

V6

Fiir das reflektierte Licht erhalten wir, wenn wir den Vorgang auf das

System %k beziehen: A= 4,
cos @” = — cos ¢,
V="

Endlich erhilt man durch Riicktransformieren aufs ruhende System K fiir
das reflektierte Licht:
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]
1 +%—cos¢p" l—-')#cosqz-{—(—ﬁ)
AHI= ‘i” — A 3 —,
3T
= (7) 4
v 2
. cosgp’’ 4 i (1 4+ (7) ) cos @ —2?
cos @ = T =T T o i)
—_9 ___ —_
14 G059 1—2 Vcosgp—{—(V)
v se' v v\?
» Hl—f-Vcos«p 1~2Vc05w+(—‘7>

Vi)Y )

Die auf die Flicheneinheit des Spiegels pro Zeiteinheit auftreffende (im
rubhenden System gemessene) Energie ist offenbar 4%/8x (V cos ¢ —v). Die
von der Flicheneinheit des Spiegels in der Zeiteinheit sich entfernende
Energie ist A”%/8x (— Veosg™ + v). Die Differenz dieser beiden Ausdriicke
ist nach dem Energieprinzip die vom Lichtdrucke in der Zeiteinheit ge-
leistete Arbeit. Setzt man die letztere gleich dem Produkt P - v, wobei P
der Lichtdruck ist, so erhélt man:

v\?

cosQp —
P=2?;-m(1_(1;2)
14

In erster Anniherung erhilt man in Ubereinstimmung mit der Erfahrung
und mit anderen Theorien A4z

-2 2
P g 9087 @

Nach der hier benutzten Methode konnen alle Probleme der Optik be-
wegter Korper gelost werden. Das Wesentliche ist, daB die elektrische und
magnetische Kraft des Lichtes, welches durch einen bewegten Korper beein-
flubt wird, auf ein relativ zu dem Korper ruhendes Koordinatensystem trans-
formiert werden. Dadurch wird jedes Problem der Optik bewegter Korper
auf eine Reihe von Problemen der Optik ruhender Korper zuriickgefiihrt.

§ 8. Transformation der Maxwell-Hertzschen Gleichungen mit Be-
riicksichtigung der Xonvektionsstrome.

Wir gehen aus von den Gleichungen:

1 oX)_ N oM
7lme+ 5o )= Gy
1 oY\ 9L _ 3N
vine+ Gel= %

1

4

1
=% T gwr Voot T oz oz
1 0z oM AL 1
viwe+ Grl=Tm — o v

Math. Monogr 2: Einstein, Lorentz, Minkowski, Relativititsprinzip 4
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. X X Y 0z
wobei: Q=a—x+W+—'a—;—

die 4z-fache Dichte der Elektrizitit und (u,, u,, u,) den Geschwindigkeits-
vektor der Elektrizitdt bedeutet. Denkt man sich die elektrischen Massen
unverénderlich an kleine, starre Korper (Ionen, Elektronen) gebunden, so
sind diese Gleichungen die elektromagnetische Grundlage der Lorentzschen
Elektrodynamik und Optik bewegter Korper.

Transformiert man diese Gleichungen, welche im System K gelten
mdgen, mit Hilfe der Transformationsgleichungen von § 3 und § 6 auf das
System %, so erhilt man die Gleichungen:

1 ,, X aN' oM’ oL Y 8z
7“50+az}=an—ag’ ot 9t om’
-1-{u o+ aY'}= L 9N oM _ 24" _ aX’
AR ot ot 28 ot o€ 2t ?
1_{u 02\ _ oM L N’ _ X' Y’
V1% T o T on ’ o7 oan 0E ?
. Uy — ¥ '
wobei o U,
Vi
Uy , 0X’ vu

%‘v—v):u"’ =t t =b(1-F)e

B(1—5%) —t

Da — wie aus dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten (§ 5) folgt —
der Vektor (u;, w,, ) nichts anderes ist als die Geschwindigkeit der elek-
trischen Massen, im System % gemessen, so ist damit gezeigt, daB unter Zu-
grundelegung unserer kinematischen Prinzipien die elektrodynamische Grund-
lage der Lorentzschen Theorie der Elektrodynamik bewegter Korper dem
Relativititsprinzip entspricht.

Es moge noch kurz bemerkt werden, daB aus den entwickelten Glei-
chungen leicht der folgende wichtige Satz gefolgert werden kann: Bewegt
sich ein elektrisch geladener Korper beliebig im Raume und #ndert sich
hierbei seine Ladung nicht, von einem mit dem Korper bewegten Koordi-
natensystem aus betrachtet, so bleibt seine Ladung auch — von dem ,ruhen-
den® System K aus betrachtet — konstant.

§ 10. Dynamik des (langsam beschleunigten) Elektrons.
In einem elektromagnetischen Felde bewege sich ein punktférmiges, mit
einer elektrischen Ladung & versehenes Teilchen (im folgenden ,Elektron*
genannt), iber dessen Bewegungsgesetz wir nur folgendes annehmen:
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Ruht das Elektron in einer bestimmten Epoche, so erfolgt in dem nichsten
Zeitteilchen die Bewegung des Elektrons nach den Gleichungen

d*z

pagw =X
d!

“b—dty’ =Y
dz

Lge = 7,

wobei z, y, 2 die Koordinaten des Elektrons, u die Masse des Elektrons be-
deutet, sofern dasselbe langsam bewegt ist.

Es besitze nun zweitens das Elektron in einer gewissen Zeitepoche die
Geschwindigkeit ». Wir suchen das Gesetz, nach welchem sich das Elektron
im unmittelbar darauf folgenden Zeitteilchen bewegt.

Ohne die Allgemeinheit der Betrachtungen zu beeinflussen, kénnen und
wollen wir annehmen, daf das Elektron in dem Momente, wo wir es ins
Auge fassen, sich im Koordinatenursprung befinde und sich lings der X-Achse
des Systems K mit der Geschwindigkeit v bewege. Es ist dann einleuchtend,
daB das Elektron im genannten Momente (£ = 0) relativ zu einem lings der
X-Achse mit der konstanten Geschwindigkeit v parallel bewegten Koordi-
natensystem £ ruht.

Aus der oben gemachten Voraussetzung in Verbindung mit dem Rela-
tivititsprinzip ist klar, daB sich das Elektron in der unmittelbar folgenden
Zeit (fiir kleine Werte von £), vom System k aus betrachtet, nach den Glei-

chungen bewegt: aé ,
¥ g = ¢ X

a* e

gl

a2 ,

b g =2

wobei die Zeichen &, %, & 7, X', Y¥’, Z' sich auf das System & beziehen.
Setzen wir noch fest, daB fir i =2 =y =2=0 7=§=9={=0sem
soll, so gelten die Transformationsgleichungen der §§ 3 und 6, so daf gilt:

r=ﬁ(t—-;—,x),

§=ﬂ(x—vt), Xl;X;
"=y, Y -p(Y—35),
E=o¢, Z’=B(Z+%.M).

Mit Hilfe dieser Gleichungen transformieren wir die obigen Bewegungs-

gleichungen vom System % auf das System K und erhalten:
4*
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d’zx & 1
T TR P

A Py _ 21y

(A) at*  u ﬁ (Y N)’
d*z &

v
G =55 (Z+5H)

Wir fragen nun in Anlehnung an die {ibliche Betrachtungsweise nach
der ,longitudinalen“ und ,transversalen® Masse des bewegten Elektrons.
Wir schreiben die Gleichungen (A) in der Form

uf® (2;: =¢X=:X,

”ﬁgﬁ%= B (Y— %N) =&Y,

upt O = ep (Z2+ M) =z

und bemerken zunichst, daB ¢X’, ¢Y’, ¢Z’ die Komponenten der auf das
Elektron wirkenden ponderomotorischen Kraft sind, und zwar in einem in
diesem Moment mit dem Elektron mit gleicher Geschwindigkeit wie dieses
bewegten System betrachtet. (Diese Kraft konnte beispielsweise mit einer
im letzten System ruhenden Federwage gemessen werden.) Wenn wir nun
diese Kraft schlechtweg ,die auf das Elektron wirkende Kraft“ nennen?) und
die Gleichung Massenzahl >< Beschleunigungszahl = Kraftzahl
aufrechterhalten, und wenn wir ferner festsetzen, daB die Beschleunigungen
im ruhenden System K gemessen werden sollen, so erhalten wir aus obigen

Gleichungen:
Longltudmale Masse — — —"—

ﬁ._;__gs‘—s,
(V1-6))
__

v\?°
= ()

Natiirlich wiirde man bei anderer Definition der Kraft und der Be-
schleunigung andere Zahlen fiir die Massen erhalten; man ersieht daraus,
daB man bei der Vergleichung verschiedener Theorien der Bewegung des
Elektrons sehr vorsichtig verfahren muB.

Wir bemerken, daB diese Resultate iiber die Masse auch fiir die pon-
derabeln materiellen Punkte gelten; denn ein ponderabler materieller Punkt

kann darch Zufiigen einer belicbig kleinen elektrischen Ladung zu einem
Elektron (in unserem Sinne) gemacht werden.

Transversale Masse =

1) Die hier gegebene Definition der Kraft ist nicht vorteilhaft, wie zuerst von
M. Planck dargetan wurde. Fs ist vielmehr zweckmifig, die Kraft so zu definieren.
daB der Impulssatz und der Energiesatz die einfachste Form annehmen.
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Wir bestimmen die kinetische Energie des Elektrons. Bewegt sich ein
Elektron vom Koordinatenursprung des Systems K aus mit der Umfangs-
geschwindigkeit O bestindig auf der X-Achse unter der Wirkung einer elek-
trostatischen Kraft X, so ist klar, daB die dem elektrostatischen Felde ent-
zogene Energie den Wert f &£ X dz hat. Da das Elektron langsam beschleunigt
sein soll und infolgedessen keine Energie in Form von Strahlung abgeben
mége, so muB die dem elektrostatischen Felde entzogene Energie gleich der
Bewegungsenergie W des Elektrons gesetzt werden. Man erhilt daher, indem
man beachtet, da wahrend des ganzen betrachteten Bewegungsvorganges
die erste der Glelchunﬂen (A) gilt:

W= fede—fﬁ%dv—-uW {Vl }

W wird also fiir v = ¥V unendlich groB. ﬁberlichtgeschWindigkeiten
haben — wie bei unseren friiheren Resultaten — keine Existenzmoglichkeit.

Auch dieser Ausdruck fiir die kinetische Energie muB dem oben ange-
fiihrten Argument zufolge ebenso fiir ponderable Massen gelten.

Wir wollen nun die aus dem Gleichungssystem (A) resultierenden, dem
Experimente zuginglichen Eigenschaften der Bewegung des Elektrons auf-
zéhlen.

1. Aus der zweiten Gleichung des Systems (A) folgt, daB eine elek-
trische Kraft ¥ und eine magnetische Kraft V dann gleich stark ablenkend
wirken auf ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes Elektron, wenn ¥ = N-v/V.
Man ersieht also, daB die Ermittelung der Geschwindigkeit des Elektrons
aus dem Verhiltnis der magnetischen Ablenkbarkeit 4, und der elektrischen
Ablenkbarkeit 4, nach unserer Theorie fiir beliebige Geschwindigkeiten mog-

lich ist durch Anwendung des Gesetzes:
4 v

m__

4, " 7

Diese Beziehung ist der Priifung durch das Experiment zuginglich, da
die Geschwindigkeit des Elektrons auch direkt, z. B. mittels rasch oszillie-
render elektrischer und magnetischer Felder, gemessen werden kann.

2. Aus der Ableitung fiir die kinetische Energie des Elektrons folgt,
daB zwischen der durchlaufenen Potentialdifferenz und der erlangten Ge-
schwindigkeit v des Elektrons die Beziehung gelten muB:

Pe[Xdz =t L ___ _1
x & Vl——(-;j:)’ }

3. Wir berechnen den Kriimmungsradius R der Bahn, wenn eine senk-
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recht zur Geschwindigkeit des Elektrons wirkende magnetische Kraft N (als
einzige ablenkende Kraft) vorhanden ist. Aus der zweiten der Gleichungen (A)

erhalten wir: dly v s v NV:F)_:

oder Rzt __ ¥V 1L

Diese drei Beziehungen sind ein vollstindiger Ausdruck fiir die Gesetze
nach denen sich gemiB vorliegender Theorie das Elektron bewegen mu8.

Zum SchluB bemerke ich, daB mir beim Arbeiten an dem hier behan-
delten Probleme mein Freund und Kollege M. Besso treu zur Seite stand
und daB,ich demselben manche wertvolle Anregung verdanke.
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Ist die Tragheit eines Korpers von seinem Energiegehalt
abhiingig !
Von A. Erxsrem.?)

Die Resultate der vorstehenden Untersuchung filhren zu einer sehr
interessanten Folgerung, die hier abgeleitet werden soll.

Ich legte dort die Maxwell-Hertzschen Gleichungen fiir den leeren Raum
nebst dem Maxwellschen Ausdruck fiir die elektromagnetische Energie des
Raumes zugrunde und auBerdem das Prinzip:

Die Gesetze, nach denen sich die Zustiinde der physikalischen Systeme
dndern, sind unabhiingig davon, auf welches von zwei relativ zueinander
in gleichférmiger Parallel-Translationsbewegung befindlichen Koordinaten-
systemen diese Zustandsinderungen bezogen werden (Relativititsprinzip).

Gestiitzt auf diese Grundlagen?®) leitete ich unter anderem das nach-
folgende Resultat ab (1. c. § 8):

Ein System von ebenen Lichtwellen besitze, auf das Koordinatensystem
(%, y, 2) bezogen, die Energie I; die Strahlrichtung (Wellennormale) bilde
den Winkel ¢ mit der 2-Achse des Systems. Fiihrt man ein neues, gegen
das System (z, y, #) in gleichformiger Paralleltranslation begriffenes Koordi-
natensystem (&, 5, £) ein, dessen Ursprung sich mit der Geschwindigkeit v
liings der 2-Achse bewegt, so besitzt die genannte Lichtmenge — im System
(& 7, £) gemessen — die Energie:

wobei ¥ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Von diesem Resultat machen
wir im folgenden Gebrauch.

Es befinde sich nun im System (z, y, #) ein ruhender Korper, dessen
Energie — auf das System (z, y, 2) bezogen — E, sei. Relativ zu dem wie
oben mit der Geschwindigkeit » bewegten System (& 7, {) sei die Energie
des Kﬁrper H,

1) Abgedruckt aus Ann. d. Phys. 17 (1905).
2) Das dort benutzte Prinzip. der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist natur-
lich in den Maxwellschen Gleichungen enthalten.
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Dieser Korper sende in einer mit der 2-Achse den Winkel ¢ bildenden
Richtung ebene Lichtwellen von der Energie L/2 (relativ zu (z, y, 2) ge-
messen) und gleichzeitig eine gleich groBe Lichtmenge nach der entgegen-
gesetzten Richtung. Hierbei bleibt der Korper in Ruhe in bezug auf das
System (z, y, 2). Fiir diesen Vorgang muf das Energieprinzip’ gelten und
zwar (nach dem Prinzip der Relativitit) in bezug auf beide Koordinaten-
systeme. Nennen wir I, bzw. H, die Energie des Korpers nach der Licht-
aussendung, relativ zum System (2, y, 2) bzw. (&, 5, {) gemessen, so erhalten
wir mit Benutzung der oben angegebenen Relation:

E0=E1+[—€—+”§—]7

P 1—%cos¢p I l-}—%cosg: I
H-O = Hl + ? "—-‘-“4“:_; + "é— ——_—‘___———w‘—__._x = 'Hl + —‘—T____’———‘_z. .
TV YR
( V 14 | 4
Durch Subtraktion erhilt man aus diesen Gleichungen:

(H;)_Eo)—(Hl_El)=L[—1—_—1l-
l J

P
Vi-(7)
Dié¢ beiden in diesem Ausdruck auftretenden Differenzen von der Form H — E
haben einfache physikalische Bedeutungen. H und E sind Energiewerte des-
selben Korpers, bezogen auf zwei relativ zueinander bewegte Koordinaten-
systeme, wobei der Korper in dem einen System (System (z, y, #)) ruht. Es
ist also klar, daB die Differenz H — E sich von der kinetischen Energie K
des Korpers in bezug auf das andere System (System (§, 7, §) nur durch
eine additive Konstante C unterscheiden kann, welche von der Wahl der will-
kiirlichen additiven Konstanten der Energien H und I abhingt. Wir konnen
also setzen: H,— E, =K, +C,
o —L =K +C,
da C sich wihrend der Lichtaussendung nicht éndert. Wir erhalten also:

KO—IL'I==L{—_—1__—_—2_—1}

v M

Vi-(7)

Die kinetische Energie des Korpers in bezug auf (£, %, ) nimmt infolge der
Lichtaussendung ab, und zwar um einen von den Qualititen des Korpers
unabhiingigen Betrag. Die Differenz K — K, hiingt ferner von der Geschwin-
digkeit ebenso ab wie die kinetische Energie des Elektrons (1. c. § 10).

Unter Vernachlissigung von GroBen vierter und héherer Ordnung kénnen

. . L 2
wir setzen: K,— K, = 7 %.

Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar:
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Gibt ein Korper die Energie L in Form von Strahlung ab, so verkleinert
sich seine Masse um L/V?> Hier ist es offenbar unwesentlich, daB die dem
Korper entzogene Energie gerade in Energie der Strahlung iibergeht, so daB
wir zu der allgemeineren Folgerung gefiihrt werden:

Die Masse eines Koérpers ist ein MaB fiir dessen Energieinhalt; @ndert
sich die Energie um L, so #ndert sich die Masse in demselben Sinne um
L/9 -10%, wenn die Energie in Erg und die Masse in Grammen gemessen wird.

Es ist nicht ausgeschlossen, daB bei Korpern, deren Energieinhalt in
hohem MaBe verinderlich ist (z. B bei den Radiumsalzen), eine Priifung der
Theorie gelingen wird.

Wenn die Theorie den Tatsachen entspricht, so iibertriigt die Strahlung
Trigheit zwischen den emittierenden und absorbierenden Korpern.
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Raum und Zeit.

Von H. Minkowskr.})

M. H.! Die Anschauungen iiber Raum und Zeit, die ich IThnen ent-
wickeln mochte, sind auf experimentell-physikalischem Boden erwachsen.
Darin liegt ihre Stirke. Ihre Tendenz ist eine radikale. Von Stund an sollen
Raum fiir sich und Zeit fiir sich vollig zu Schatten herabsinken und nur
noch eine Art Union der beiden soll Selbstindigkeit bewahren.

L

Ich mochte zundchst ausfithren, wie man von der gegenwirtig ange-
nommenen Mechanik wohl durch eine rein mathematische Uberlegung zu
verdnderten Ideen iiber Raum und Zeit kommen konnte. Die Gleichungen
der Newtonschen Mechanik zeigen eine zweifache Invarianz. Hinmal bleibt
ihre Form erhalten, wenn man das zugrunde gelegte rdumliche Koordinaten-
system einer beliebigen Lagenverdnderung unterwirft, zweitens, wenn man
es in seinem Bewegungszustande verindert, nimlich ihm irgendeine gleich-
formige Translation aufprigt; auch spielt der Nullpunkt der Zeit keine Rolle.
Man ist gewohnt, die Axiome der Geometrie als erledigt anzusehen, wenn
man sich reif fiir die Axiome der Mechanik fiihlt, und deshalb werden jene
zwei Invarianzen wohl selten in einem Atemzuge genannt. Jede von ihnen
.bedeutet eine gewisse Gruppe von Transformationen in sich fiir die Differen-
tialgleichungen der Mechanik. Die Existenz der ersten Gruppe sieht man
als einen fundamentalen Charakter des Raumes an. Die zweite Gruppe straft
man am liebsten mit Verachtung, um leichten Sinnes dariiber hinwegzu-
kommen, daB man von den physikalischen Erscheinungen her niemals entschei-
den kann, ob der als ruhend vorausgesetzte Raum sich nicht am Ende in einer
gleichformigen Translation befindet. So fiihren jene zwei Gruppen ein véllig
getrenntes Dasein nebeneinander. Ihr ginzlich heterogener Charakter mag
davon abgeschreckt haben, sie zu komponieren. Aber gerade die kompo-
nierte volle Gruppe als Ganzes gibt uns zu denken auf.

Wir wollen uns die Verhiltnisse graphisch zu veranschaulichen suchen.
Es seien z, y, # rechtwinklige Koordinaten fiir den Raum, und ¢ bezeichne

1) Vortrag, gehalten auf der 80. Versammlung Deutscher Naturforscher und Arate
zu Coln am 21. September 1908.
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die Zeit. Gegenstand unserer Wahrnehmung sind immer nur Orte und Zeiten
verbunden. Es hat niemand einen Ort anders bemerkt als zu einer Zeit, eine
Zeit anders als an einem Orte. Ich respektiere aber noch das Dogma, daB
Raum und Zeit je eine unabhiingige Bedeutung haben. Ich will einen Raum-
punkt zu einem Zeitpunkt, d. i. ein Wertsystem z, y, 2z, ¢ einen Welipunkt
nennen. Die Mannigfaltigkeit aller denkbaren Wertsysteme z, y, 2, ¢ soll die
Welt heiBen. Ich konnte mit kiihner Kreide vier Weltachsen auf die Tafel
werfen. Schon eine gezeichnete Achse besteht aus lauter schwingenden Mole-
kiilen und macht zudem die Reise der Erde im All mit, gibt also bereits
genug zu abstrahieren auf; die mit der Anzahl 4 verbundene etwas gro8ere
Abstraktion tut dem Mathematiker nicht wehe. Um nirgends eine gihnende
Leere zu lassen, wollen wir uns vorstellen, daB aller Orten und zu jeder Zeit
etwas Wahrnehmbares vorhanden ist. Um nicht Materie oder Elektrizitit
zu sagen, will ich fiir dieses Etwas das Wort Substanz brauchen. Wir richten
unsere Aufmerksamkeit auf den im Weltpunkt z, y, 2, ¢ vorhandenen sub-
stantiellen Punkt und stellen uns vor, wir sind imstande, diesen substantiellen
Punkt zu jeder anderen Zeit wiederzuerkennen. Einem Zeitelement df mgen
die Anderungen dz, dy, dz der Raumkoordinaten dieses substantiellen Punktes
entsprechen. Wir erhalten alsdann als Bild sozusagen fiir den ewigen Lebens-
lauf des substantiellen Punktes eine Kurve in der Welt, eine Weltlinie, deren
Punkte sich eindeutig auf den Parameter ¢ von — 0o bis 4 oo beziehen lassen.
Die ganze Welt erscheint aufgeldst in solche Weltlinien, und ich méochte so-
gleich vorwegnehmen, daB meiner Meinung nach die physikalischen Gesetze
ihren vollkommensten Ausdruck als Wechselbeziehungen unter diesen Welt-
linien finden diirften.

Durch die Begriffe Raum und Zeit fallen die z, y, 2-Mannigfaltigkeit
#= 0 und ihre zwei Seiten £ > 0 und ¢ < O auseinander. Halten’ wir der
Einfachheit wegen den Nullpunkt von Raum und Zeit fest, so bedeutet die
zuerst genannte Gruppe der Mechanik, daB wir die z, y, z-Achsen in ¢ = 0
einer beliebigen Drehung um den Nullpunkt unterwerfen diirfen, entsprechend
den homogenen linearen Transformationen des Ausdrucks

372 + y! + Z,
in sich. Die zweite Gruppe aber bedeutet, daB wir, ebenfalls ohne den Aus-
druck der mechanischen Gesetze zu veréindern,
z, 4 8¢t durch z—af,y— Bt 2—pt ¢t
mit irgendwelchen Konstanten «, §, ¥ ersetzen diirfen. Der Zsitachse kann
hiernach eihe vollig beliebige Richtung nach der oberen halben Welt ¢ > O

gegeben werden. Was hat nun die Forderung der Orthogonalitit im Raume
mit dieser vélligen Freiheit der Zeitachse nach oben hin zu tun?
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Die Verbindung herzustellen, nehmen wir einen positiven Parameter ¢ und

betrachten das Gebilde
AP -2t — - =1

Es besteht aus zwei durch ¢ =0 getrennten Schalen nach Analogie eines
zweischaligen Hyperboloids. Wir betrachten die Schale im Gebiete ¢ > 0,
und wir fassen jetzt diejenigen homogenen linearen Transformationen von
Z, 9, 4, t in vier neue Variable z’, y’, 2/, t’ auf, wobei der Ausdruck dieser
Schale in den neuen Variablen entsprechend wird. Zu diesen Transforma-
tionen gehdren offenbar die Drehungen des Raumes um den Nullpunkt. Ein
volles Verstindnis der iibrigen jener Transformationen erhalten wir hernach
bereits, wenn wir eine solche unter ihnen ins Auge fassen, bei der y und 2
ungeéndert bleiben. Wir zeichnen (Fig. 1) den Durchschnitt jener Schale mit
der Ebene der z- und der ¢-Achse,
“"den oberen Ast der Hyperbel
c*? — 2% = 1, mit seinen Asym-
ptoten. Ferner werde ein belie-
biger Radiusvektor 04’ dieses

Hyperbelastes vom Nullpunkte O
Fig- 1. aus eingetragen, die Tangente in
A’ an die Hyperbel bis zum Schnitte B’ mit der Asymptote rechts gelegt,
0 A’ B’ zum Parallelogramm 04’ B’ C’ vervollstindigt, endlich fiir das spitere
noch B’C’ bis zum Schnitt D’ mit der a-Achse durchgefiihrt. Nehmen wir
nun OC’ und 04’ als Achsen fiir Parallelkoordinaten z’, ¢ mit den MaB-
stiben 0C'=1, OA'= 1/, so erlangt jener Hyperbelast wieder den Aus—
druck c®¢'% — " =1,¢>0,und der Ubergang von z, 9, 2, t zu ', y, 2, t
ist eine der fraghchen Transformationen. Wir nehmen nun zu,den charak-
terisierten Transformationen noch die beliebigen Verschiebungen des Raum-
und Zeit-Nullpunktes hinzu und konstituieren damit eine offenbar noch von dem
Parameter ¢ abhingige Gruppe von Transformationen, die ich mit G, bezeichne.

Lassen wir jetzt ¢ ins Unendliche wachsen, also 1/c nach Null konver-
gieren, so leuchtet an der beschriebenen Figur ein, daB der Hyperbelast sich
immer mehr der 2-Achse anschmiegt, der Asymptotenwinkel sich zu einem
gestreckten verbreitert, jene spezielle Transformation in der Grenze sich in
eine solche verwandelt, wobei die #’-Achse eine beliebige Richtung nach oben
haben kann und z’ immer genauer sich an « annéhert. Mit Riicksicht hierauf
ist klar, daB aus der Gruppe G, in der Grenze fiir ¢ = oo, also als Gruppe G,
eben jene zu der Newtonschen Mechanik gehérige volle Gruppe wird. Bei
dieser Sachlage, und da G, mathematisch verstindlicher ist als G, hitte
wohl ein Mathematiker in freier Phantasie auf den Gedanken verfallen kinuen,
daB am Ende die Naturerscheinungen tatséichlich eine Invarianz nicht bei
der Gruppe G, sondern vielmehr bei einer Gruppe G, mit bestimmtem end-
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lichen, nur in den gewdhnlichen MaBeinheiten duferst groBen ¢ besitzen.
Eine solche Ahnung wire ein auBerordentlicher Triumph der reinen Mathe-
matik gewesen. Nun, da die Mathematik hier nur mehr Treppenwitz be-
kundet, bleibt ihr doch die Genugtuung, daB sie dank ihren gliicklichen
Antezedenzien mit ihren in freier Fernsicht geschirften Sinnen die tief-
greifenden Konsequenzen einer solchen Ummodelung unserer Naturauf-
fassung auf der Stelle zu erfassen vermag.

Ich will sogleich bemerken, um welchen Wert fiir ¢ es sich schlieSlich
‘handeln wird. Fiir ¢ wird die Fortpflanzungsgeschwindighkeit des Lichtes im
leeren Raume eintreten. Um weder vom Raum noeh von Leere zu sprechen,
koénnen wir diese GroBe wieder als das Verhiltnis der elektromagnetischen
und der elektrostatischen Einheit der Elektrizititsmenge kennzeichnen.

Das Bestehen der Invarianz der Naturgesetze fiir die beziigliche Gruppe G,
wiirde nun so zu fassen sein:

Man kann aus der Gesamtheit der Naturerscheinungen durch sukzessiv
gesteigerte Approximationen immer genauer ein Bezugsystem z, y, # und ¢,
Raum und Zeit, ableiten, mittels dessen diese Erscheinungen sich dann nach
bestimmten Gesetzen darstellen. Dieses Bezugsystem ist dabei aber durch die
Erscheinungen keineswegs eindeutig festgelegt. Man kann das Bezugsystem
noch entsprechend den Transformationen der genannten Gruppe G, beliebig ver-
andern, ohne daf der Ausdruck der Naturgesetze sich dabes verdndert.

Z. B. kann man, der beschriebenen Figur entsprechend, auch ¢’ Zeit be-
nennen, mufl dann aber im Zusammenhange damit notwendig den Raum
durch die Mannigfaltigkeit der drei Parameter z’, y, # definicren, wobel nun
die physikalischen Gesetze mittels z’, y, 2, " sich genau ebenso ausdriicken
wiirden, wie mittels z, y, #, {. Hiernach wiirden wir dann in der Welt nicht
mehr den Raum, sondern unendlich viele Rdume haben, analog wie es im
dreidimensionalen Raume unendlich viele Ebenen gibt. Die dreidimensionale
Geometrie wird ein Kapitel der vierdimensionalen Physik. Sie erkennen, wes-
halb ich am Eingange sagte, Raum und Zeit sollen zu Schatten herabsinken
und nur eine Welt an sich bestehen.

IL.

Nun ist die Frage, welche Umstiinde zwirgen uns die verinderte Auf-
fassung von Raum und Zeit auf, widerspricht sie tatsichlich niemals den
Erscheinungen, endlich gew#hrt sie Vorteile fiir die Beschreibung der Er-
scheinungen ?

Bevor wir hierauf eingehen, sei eine wichtige Bemerkung vorangestellt.
Haben wir Raum und Zeit irgendwie individualisiert, so entspricht einem
rubhenden substantiellen Punkte als Weltlinie eine zur ¢-Achse parallele Gerade
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einem gleichformig bewegten substantiellen Punkte eine gegen die #Achse
geneigte Gerade, einem ungleichformig bewegten substantiellen Punkte eine
irgendwie gekriimmte Weltlinie. Fassen wir in einem beliebigen Weltpunkte
Z, ¥, 2, t die dort durchlaufende Weltlinie auf, und finden wir sie dort parallel
mit irgendeinem Radiusvektor O A’ der vorhin genannten hyperboloidischen
Schale, so kénnen wir O A’ als neue Zeitachse einfithren, und bei den damit
gegebenen neuen Begriffen von Raum und Zeit erscheint die Substanz in
dem betreffenden Weltpunkte als ruhend. Wir wollen nun dieses fundamen-
tale Axiom einfiihren:

Die in einem beliebigen Weltpunkie vorhandene Substans kann stets ber
geetgneter Festsetzung von Raum und Zeit als rukend aufgefaf3t werden.

Das Axiom bedeutet, daB in jedem Weltpunkte stets der Ausdruck
cdt® —dz® — dy? — ds?

positiv ausfillt oder, was damit gleichbedeutend ist, daB jede Geschwindig-
keit v stets kleiner als ¢ ausfillt. Es wiirde danach fiir alle substantiellen
Geschwindigkeiten ¢ als obere Grenze bestehen und hierin eben die tiefere
Bedeutung der GréBe ¢ liegen. In dieser anderen Fassung hat das Axiom
beim ersten Eindruck etwas MiBfilliges. Es ist aber zu bedenken, daB nun
eine modifizierte Mechanik Platz greifen wird, in der die Quadratwurzel aus
jener Differentialverbindung zweiten Grades eingeht, so daB Fille mit Uber-
lichtgeschwindigkeit nur mehr eine Rolle spielen werden, etwa wie in der
Geometrie Figuren mit imaginiren Koordinaten.

Der Anstof und wahre Beweggrund fiir die Annahme der Gruppe G,
nun kam daher, daB die Differentialgleichung fiir die Fortpflanzung von
Lichtwellen im leeren Raume jene Gruppe G, besitzt.!) Andererseits hat
der Begriff starrer Korper nur in einer Mechanik mit der Gruppe G einen
Sinn. Hat man nun eine Optik mit G, und gibe es andererseits starre
Korper, so ist leicht abzusehen, daB durch die zwei zu G, und zu G_ ge-
horigen hyperboloidischen Schalen eine t-Richtung ausgezeichnet sein wiirde,
und das wiirde weiter die Konsequenz haben, daB man an geeigneten starren
optischen Instrumenten im Laboratorium einen Wechsel der Erscheinungen
bei verschiedener Orientierung gegen die Fortschreitungsrichtung der Erde
miiBte wahrnehmen konnen. Alle auf dieses Ziel gerichteten Bemiihungen,
insbesondere ein beriihmter Interferenzversuch von Michelson, hatten jedoch
ein negatives Ergebnis. Um eine Erklirung hierfiir zu gewinnen, bildete
H. A. Lorentz eine Hypothese, deren Erfolg eben in der Invarianz der Optik
fir die Gruppe G, liegt. Nach Lorentz soll jeder Korper, der eine Bewegung

1) Eine wesentliche Anwendung dieser Tatsache findet sich bereits bei W. Voigt,
Gottinger Nachr. 1887 S. 41.
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besitzt, in Richtung der Bewegung eine Verkiirzung erfahren haben und
zwar bei einer Geeschwindigkeit v im Verhiltnisse

1:|/1—:;,’~.

Diese Hypothese klingt &uBerst phantastisch. Denn die Kontraktion ist nicht
etwa als Folge von Widerstinden im Ather zu denken, sondern rein als Ge-
schenk von oben, als Begleitumstand des Umstandes der Bewegung.

Ich will nun an unserer Figur zeigen, daB die Lorentzsche Hypothese
vollig squivalent ist mit der neuen Auffassung von Raum und Zeit, wodurch
sie viel verstindlicher wird. Abstrahieren wir der Einfachheit wegen von y
und # und denken uns eine ridumlich eindimensionale Welt, so sind ein wie
die #-Achse aufrechter und ein gegen die ¢-Achse geneigter Parallelstreifen
(s.Fig. 1) Bilder fiir den Verlauf eines ruhenden, beztiglich eines gleichférmig
bewegten Korpers, der jedesmal eine konstante riumliche Ausdehnung behilt.
Ist O A’ parallel dem zweiten Streifen, so konnen wir ¢ als Zeit und 2" als
Raumkoordinate einfiilhren, und es erscheint dann der zweite Korper als
ruhend, der erste als gleichformig bewegt. Wir nehmen nun an, daf der
erste Korper als ruhend aufgefaBt die Lénge [ hat, d. h. der Querschnitt PP
des ersten Streifens auf der z-Achse =1[- OC ist, wo OC den EinheitsmaB-
stab auf der z-Achse bedeutet, und daB andererseits der zweite Korper als
ruhend aufgefaft die gleiche Lange I hat; letzteres heiBt dann, daB der parallel
der z'-Achse gemessene Querschnitt des zweiten Streifens @' Q" =1. 0" ist.
Wir haben nunmehr in diesen zwei Korpern Bilder von zwei gleichen Lorentz-
schen Elektronen, einem ruhenden und einem gleichformig bewegten. Halten
wir aber an den urspriinglichen Koordinaten z, ¢ fest, so ist als Ausdehnung
des zweiten Elektrons der Querschnitt @@ seines zugehorigen Streifens
parallel der z-Achse anzugeben. Nun ist offenbar, da Q'Q'=1-0C" ist,
QQ =1-0D'. Eine leichte Rechnung ergibt, wenn dz/d¢ fiir den zweiten

Streifen = v ist, 0D'= OC-Vl — lc’;, also auch PP:QQ =1 :V1 — :_: .
Dies ist aber der Sinn der Lorentzschen Hypothese von der Kontraktion der
Elektronen bei Bewegung. Fassen wir andererseits das zweite Elektron als
ruhend auf, adoptieren also das Bezugsystem ', #/, so ist als Léinge des ersten
der Querschnitt P’ P’ seines Streifens parallel OC’ zu bezeichnen, und wir
wiirden in genau dem némlichen Verhiltnisse das erste Elektron gegen das
zweite verkiirzt finden; denn es ist in der Figur

PP:Q@Q=0D:0C=0D":0C=QQ: PP.
Lorentz nannte die Verbindung ¢" von x und ¢ Orfszeit des gleichformig

bewegten Elektrons und verwandte eine physikalische Konstruktion dieses
Begriffs zum besseren Versténdnis der Kontraktionshypothese. Jedoch scharf
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erkannt zu haben, daB die Zeit des einen Elektrons ebenso gut wie die des
anderen ist, d. h. daB ¢ und ¢’ gleich zu behandeln sind, ist erst das Verdienst
von A. Einstein.!) Damit war nun zunichst die Zeit als ein durch die Er-
scheinungen eindeutig festgelegter Begriff abgesetzt. An dem Begriffe des
Raumes riittelten weder Einstein noch Lorentz, vielleicht deshalb nicht, weil
bei der genannten speziellen Transformation, wo die 2’, ¢"-Ebene sich mit
der z, t-Ebene deckt, eine Deutung moglich ist, als sei die z-Achse des
Raumes in ihrer Lage erhalten geblieben. Uber den Begriff des Raumes in
entsprechender Weise hinwegzuschreiten, ist auch wohl nur als Verwegen-
heit mathematischer Kultur einzutaxieren. Nach diesem zum wahren Ver-
stindnis der Gruppe G, jedoch unerlifllichen weiteren Schritt aber scheint
mir das Wort Relativititspostulat fiir die Forderung einer Invarianz bei der
Gruppe G, sehr matt. Indem der Sinn des Postulats wird, daf durch die
Erscheinungen nur die in Raum und Zeit vierdimensionale Welt gegeben
ist, aber die Projektion in Raum und in Zeit noch mit einer gewissen Frei-
heit vorgenommen werden kann, mochte ich dieser Behauptung eher den
Namen Postulat der abscluten Welt (oder kurz Weltpostulat) geben.

IIL

Durch das Weltpostulat wird eine gleichartige Behandlung der vier Be-
stimmungsstiicke z, y, 2, ¢ moglich. Dadurch gewinnen, wie ich jetzt aus-
fiithren will, die Formen, unter denen die physikalischen Gesetze sich ab-
spielen, an Verstindlichkeit. Vor allem erlangt der Begriff der Beschleunigung
ein scharf hervortretendes Geprige.

Ich werde mich einer geometrischen Ausdrucksweise bedienen, die sich
sofort darbietet, indem man im Tripel z, y, 2 stillschweigend von z abstrahiert,

Einen beliebigen Welt-
punkt O denke ich zum
_ Raum - Zeit - Nullpunkt
~~-> gemacht. Der Kegel
AR —2t— oyt — =0
~ mit O als Spitze (Fig.2)
besteht aus zwei Teilen,
einem mit Werten ¢ <0,
einem anderen mit Werten ¢ > 0. Der erste, der Vorkegel von O, besteht,
sagen wir, aus allen Weltpunkten, die ,Licht nach O senden®, der zweite,
der Naclkegel von O, aus allen Weltpunkten, die ,Licht von O empfangen®.
Das vom Vorkegel allein begrenzte Gebiet mag diesseits von 0, das vom Nach-

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905) S. 891; Jahrb. d. Radioaktivitat und Elek-
tronik 4 (1907) S. 411.
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kegel allein begrenzte jenseits von O heiBen. Jenseits O fillt die schon be-
trachtete hyperboloidische Schale

Fecf—at—yp—22=1 ¢>0.

Das Gebiet zwischen den Kegeln wird erfiillt von den einschaligen hyper-
boloidischen Gebilden
—F=z+ 22— =1

zu allen konstanten positiven Werten k%. Wichtig sind fiir uns die Hyperbeln
mit O als Mittelpunkt, die auf den letzteren Gebilden liegen. Die einzelnen
Aste dieser Hyperbeln mogen kurz die Zwischenhyperbeln zum Zentrum O
heiflen. Ein solcher Hyperbelast wiirde, als Weltlinie eines substantiellen
Punktes gedacht, eine Bewegung repriisentieren, die fiir{ = — co und ¢ = 4+ co
asymptotisch auf die Lichtgeschwindigkeit ¢ ansteigt.

Nennen wir in Analogie zum Vektorbegriff im Raume jetzt eine ge-
richtete Strecke in der Mannigfaltigkeit der z, y, 2, ¢ einen Vektor, so haben
wir zu unterscheiden zwischen den zeifartigen Vektoren mit Richtungen
von O nach der Schale + F'= 1, £ > 0 und den raumartigen Vektoren mit
Richtungen von O nach — F = 1. Die Zeitachse kann jedem Vektor der
ersten Art parallel laufen. Ein jeder Weltpunkt zwischen Vorkegel und Nach-
kegel von O kann durch das Bezugsystem als gleichzeitig mit O, aber ebenso-
gut auch als friiher als O oder als spdfer als O eingerichtet werden. Jeder
Weltpunkt diesseits O ist notwendig stets friiher, jeder Weltpunkt jenseits O
notwendig stets spiter als 0. Dem Grenziibergang zu ¢ = co wiirde ein
volliges Zusammenklappen des keilfsrmigen Einschnittes zwischen den Kegeln
in die ebene Mannigfaltigkeit = O entsprechen. In den gezeichneten Figuren
ist dieser Einschnitt absichtlich mit verschiedener Breite angelegt.

Einen beliebigen Vektor, wie von O nach z, y, 2, ¢, zerlegen wir in die
vier Komponenten z, y, , ¢. Sind die Richtungen zweier Vektoren beziehungs-
weise die eines Radiusvektors OR von O an eine der Fliichen + F = 1 und
dazu einer Tangente BS im Punkte R der betreffenden Fliche, so sollen die
Vektoren normal zueinander heiflen. Daunach ist

Aty —xx, —yy, — 22, =0
die Bedingung dafiir, daB die Vektoren mit den Komponenten z, y, z, ¢ und
Zy, Yy, 2y, 1, normal zueinander sind.

Fiir die Betrige von Vektoren der verschiedenen Richtungen sollen die
Einheitsmafstibe dadurch fixiert sein, daB einem raumartigen Vektor von O
nach -- F' =1 stets der Betrag 1, einem zeitartigen Vektor von O nach
+ F =1, ¢ > 0 stets der Betrag 1/c zugeschrieben wird.

Denken wir uns nun in einem Weltpunkte P(z, ¥, #, t) die dort durch-

laufende Weltlinie eines substantiellen Punktes, so entspricht danach dem
Math. Monogr. 2: Kinstein Iorentz, Minkowski, Relativititsprinzip 5
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zeitartigen Vektorelement dx, dy, dz, dt im Fortgang der Linie der Betrag

1 9
dr = Verdtt — da® — dy? — d2>

Das Integral f dv =t dieses Betrages, auf der Weltlinie von irgendeinem
fixierten Ausgangspunkte P, bis zu dem variablen Endpunkte P gefiihrt,
nennen wir die Figenzeit des substantiellen Punktes in P. Auf der Welt-
linie betrachten wir z, y, ¢, ¢, d.s. die Komponenten des Vektors O P, als
Funktionen der Eigenzeit z, bezeichnen deren erste Differentialquotienten
nach ¢ mit &, §, 7, {, deren zweite Differentialquotienten nach = mit%,¥,%, ¢
und nennen die zugehorigen Vektoren, die Ableitung des Vektors O P nach =
den Bewegungsvektor in P und die Ableitung dieses Bewegungsvektors nach ¢
den Beschleunigungsveltor in P. Dabei gilt

S — g — P — i =Y,

ot — % — gij — 2% = 0,
d. h. der Bewegungsvektor ist der zeitartige Vektor in Richtung der Welt-
linie in P vom Betrage 1, und der Beschleunigungsvektor in P ist normal
zum Bewegungsvektor in P, also jedenfalls ein raumartiger Vektor.

Nun gibt es, wie man leicht einsieht, einen bestimmten Hyperbelast,
der mit der Weltlinie in P drei unendlich benachbarte Punkte gemein hat,
und dessen Asymptoten Erzeugende eines Vorkegels und eines Nachkegels
sind (s. unten Fig. 3). Dieser Hyperbelast heiBe die Kriimmungshyperbel in P.
Ist M das Zentrum dieser Hyperbel, so handelt es sich also hier um eine
Zwischenhyperbel zum Zentrum M. Es sei ¢ der Betrag des Vektors M P,
so erkennen wir den Beschleunigungsvektor in P als den Vektor in Richtung M P
vom Betrage c*lo.

Sind %, ¥, #, ¢ simtlich Null, so reduziert sich die Kriimmungshyperbel
auf die in P die Weltlinie beriihrende Gerade, und es ist ¢ = oo zu setzen.

Iv.

Um darzutun, daB die Annahme der Gruppe G, fiir die physikalischen
Gesetze nirgends zu einem Widerspruche fiihrt, ist es unumginglich, eine
Revision der gesamten Physik auf Grund der Voraussetzung dieser Gruppe
vorzunehmen. Diese Revision ist bereits in einem gewissen Umfange erfolg-
reich geleistet fiir Fragen der Thermodynamik und Wirmestrahlung?), fiir
die elektromagnetischen Vorginge, endlich fiir die Mechanik unter Aufrecht-
erhaltung des Massenbegriffes.?)

1) M. Planck, Zur Dynamik bewegter SystemeBerliner Ber. 1907 8. 542 (auc b
Ann. d. Phys. 26 (1908) S. 1).

2) H. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge
in bewegten Korpern, Gottinger Nachr. 1908 S. 53.
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Fiir letzteres Gebiet ist vor allem die Frage aufzuwerfen: Wenn eine
Kraft mit den Komponenten X, Y, Z nach den Raumachsen in einem Welt-
punkte P (z, y, 2, {) angreift, wo der Bewegungsvektor , 9, , ¢ ist, als welche
Kraft ist diese Kraft bei einer beliebigen Anderung des Bezugsystemes auf-
zufassen? Nun existieren gewisse erprobte Ansitze iiber die ponderomoto-
rische Kraft im elektromagnetischen Felde in den Fillen, wo die Gruppe G,
unzweifelhaft zuzulassen ist. Diese Ansitze fiilhren zu der einfachen Regel:
Bei Anderung des Bezugsystemes ist die vorausgesetzte Kraft derart als Kraft
i den meuen Raumkoordinaten anzusetzen, daf3 dabei der zugehiorige Vektor
mit den Komponenten £X,iY,i2,iT,

1 /z Y z
wo T=E’_(7X+TY+7‘J>

die durch ¢ dividierte Arbeilsleistung der Kraft im Weltpunkte ist, sich unver-
dndert erhdlt. Dieser Vektor ist stets normal zum Bewegungsvektor in P.
Ein solcher, zu einer Kraft in P gehérender Kraftvektor soll ein bewegender
Kraftvektor in P heiBen.

Nun werde die durch P laufende Weltlinie von einem substantiellen
Punkte mit konstanter mechanischer Masse m beschrieben. Das m-fache des
Bewegungsvektors in P heiBe der Impulsveltor in P, das m-fache des Be-
schleunigungsvektors in P der Kraftvektior der Bewegung in P. Nach diesen
Definitionen lautet das Gesetz dafiir, wie die Bewegung eines Massenpunktes
bei gegebenem bewegenden Kraftvektor statthat:?)

Der Kraftvektor der Bewegung ist gleich dem bewegenden Kraftvektor.

Diese Aussage faBt vier Gleichungen fiir die Komponenten nach den
vier Achsen zusammen, wobei die vierte, weil von vornherein beide genannten
Vektoren normal zum Bewegungsvektor sind, sich als eine Folge der drei
ersten ansehen liBt. Nach der obigen Bedeutung von 7' stellt die vierte
zweifellos den Energiesatz dar. Als kinetische Energie des Massenpunktes
ist daher das c*-fache der Komponente des Impulsvektors nach der t-Achse zu
definieren. Der Ausdruck hierfiir ist

dt T e
2 %0 2 i
me® o == mc /Vl ¢t

d. i. nach Abzug der additiven Konstante mc? der Ausdruck §-mv* der New-
tonschen Mechanik bis auf GréBen von der Ordnung 1/c. Sehr anschaulich
erscheint hierbei die Abhdngigkeit der Energie vom Besugsysteme. Da nun
aber die t-Achse in die Richtung jedes zeitartigen Vektors gelegt werden
kann, so enthilt ‘andererseits der Energiesatz, fiir jedes mogliche Bezug-

1) H. Minkowski, a. a. O. 8. 107. — Vgl. auch M. Planck, Verh. d. Physik. Ges 4

(1906) 8. 136.
5'



64 H. Mingowskr

system gebildet, bereits das ganze System der Bewegungsgleichungen.
Diese Tatsache behilt bei dem erdrterten Grenziibergang zu ¢ = oo ihre
Bedeutung auch fiir den axiomatischen Aufbau der Newtonschen Mechanik
und ist in solchem Sinne bereits von Herrn I. R. Schiitz!) wahrgenommen
worden.

Man kann von vornherein das Verhdltnis von Lingeneinheit und Zeit-
einheit derart festlegen, daB die natiirliche Geschwindigkeitsschranke ¢ = 1
wird. Fiihrt man dann noch J/—1-¢-= s an Stelle von ¢ ein, so wird der
quadratische Differentialausdruck '

dv? = — da® — dy* — d2* — ds},

also véllig symmetrisch in z, y, 2, s, und diese Symmetrie iibertriigt sich auf
ein jedes Gesetz, das dem Weltpostulate nicht widerspricht. Man kann danach
das Wesen dieses Postulates mathematisch sehr prignant in die mystische

Formel kleiden: 3.10° km — J/—1 sek.

V.

Die durch das Weltpostulat geschaffenen Vorteile werden vielleicht durch
nichts so schlagend belegt wie durch Angabe der von einer beliebig bewegten
£ & U punktformigen Ladung nach der Maxwell-
Lorentzschen Theorie ausgehenden Wir-
kungen. Denken wir uns die Weltlinie
Q 7Y eines solchen punktférmigen Elektrons mit
. / der Ladung e und fithren auf ihr die Eigen-
/o zeit 7 ein von irgendeinem Anfangspunkte
... aus. Um das vom Elektron in einem be-

"~ liebigen Weltpunkte P, veranlaBte Feld
zu haben, konstruieren wir den zu P, ge-
hérigen Vorkegel (Fig.4). Dieser trifft die
unbegrenzte Weltlinie des Elektrons, weil
deren Richtungen iiberall die von zeit-
artigen Vektoren sind, offenbar in einem
einzigen Punkte P. Wir legen in P an die
Weltlinie die Tangente und konstruieren
Fig. 4. durch P, die Normale P, @ auf diese Tan-
gente. Der Betrag von P, @ sei r. Als der Betrag von P @ ist dann gemifl
der Definition eines Vorkegels 7/c zu rechnen. Nun stellt der Vektor in Rich-
tung PQ vom DBetrag efr in seinen Komponenten nach den z-, y-, 2-Achsen

1) I R. Schiitz, Das Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie, Gottinger
Nachr. 1897 8. 110.



Raum und Zeit 65

das mit ¢ multiplizierte Vektorpotential, in der Komponente nach der t-Achse
das skalare Potential des von e erregten Feldes fiir den Weltpunkt P, vor.
Hierin liegen die von A. Liénard und von E. Wiechert aufgestellten Elementar-
gesetze.")

Bei der Beschreibung des vom Elektron hervorgerufenen Feldes selbst
tritt sodann hervor, daB die Scheidung des Feldes in elektrische und magne-
tische Kraft eine relative ist mit Riicksicht auf die zugrunde gelegte Zeit-
achse; am iibersichtlichsten sind beide Krifte zusammen zu beschreiben in
einer gewissen, wenn auch nicht vélligen Analogie zu einer Kraftschraube
der Mechanik.

Ich will jetzt die von einer beliebig bewegten punkiformigen Ladung auf
eine andere beliebig beweyte punkiformige Ladung ausgeiible ponderomotorische
Wirlkung beschreiben. Denken wir uns durch den Weltpunkt P, die Welt-
linie eines zweiten punktformigen Elektrons von der Ladung e, fiihrend. Wir
bestimmen P, ¢, r wie vorhin, konstruieren sodann (Fig. 4) den Mittelpunkt M
der Kriimmungshyperbel in P, endlich die Normale M N von M aus auf eine
durch P parallel zu @ P, gedachte Gerade. Wir legen nun, mit P als Anfangs-
punkt, ein Bezugsystem folgendermafien fest: die ¢-Achse in die Richtung P @,
die z-Achse in die Richtung @ P,, die y-Achse in die Richtung M N, womit
schlieflich auch die Richtung der z-Achse als normal zu den ¢-, z-, y-Achsen
bestimmt ist. Der Beschleunigungsvektor in P sei %, 9, 7, f, der Bewegungs-
vektor in P, sei Z,, ¥, %, ;51. Jetzt lautet der von dem ersten beliebig bewegten
Elektron e auf das zweite beliebig bewegte Elektron e, in P, ausgeiibte be

wegende Kraftvektor: . .
g & — ee (tl —%*) R,

‘wobes fiir die Komponenten &, R  R,, &, des Veklors & die drei Relationen
bestehen: 1 7
CQ;——@_.L.’:F, Qyzgg;, .Qz-——-O

und viertens dieser Vektor  normal sum Bewegungsvektor in P, ist und durch
diesen Umstand allein in Abhingighkeit von dem letzteren Bewegungsvektor steht.

Vergleicht man mit dieser Aussage die bisherigen Formulierungen*) des
nimlichen Elementargesetzes iiber die ponderomotorisehe Wirkung bewegter
punktférmiger Ladungen aufeinander, so wird man nicht umhin kénnen zu-
zugeben, daB die hier in Betracht kommenden Verhéltnisse ihr inneres Wesen

1) A. Liénard, Champ électrique et magnétique produit par une charge concen-
trée en un point et animée d’un mouvement quelconque, L’Eclairage électrique 16
(1898) 8. 5, 53, 106; E. Wiechert, Elektrodynamiache Elementargesetze, Arch. néerl. (2) 5
(1900) S. 549.

2) K. Schwarzschild, Goéttinger Nachr. 1903 8. 132; H. A. Lorentz, Enzykl. d.
math. Wissensch. V, Art. 14, S. 199.
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voller Einfachheit erst in vier Dimensionen enthiillen, auf einen von vorn-
herein aufgezwungenen dreidimensionalen Raum aber nur eine sehr ver-
wickelte Projektion werfen.

In der dem Weltpostulate gemiB reformierten Mechanik fallen die Dis-
harmonien, die zwischen der Newtonschen Mechanik und der modernen Elek-
trodynamik gestort haben, von selbst aus. Ich will noch die Stellung des
Newtonschen Attraktionsgesetzes zu diesem Postulate beriihren. Ich
will annehmen, wenn zwei Massenpunkte m, m, ihre Weltlinien beschreiben,
werde von m auf m, ein bewegender Kraftvektor ausgeiibt genau von dem
soeben im Falle von Elektronen angegebenen Ausdruck, nur daB statt — ee,
jetzt + mm, treten soll. Wir betrachten nun speziell den Fall, dafl der Be-
schleunigungsvektor von m konstant Null ist, wobei wir dann ¢ so einfiihren
mogen, daB m als ruhend aufzufassen ist, und es erfolge die Bewegung von m,
allein mit jenem von m herriihrenden bewegenden Kraftvektor. Modifizieren
wir nun diesen angedebenen Vektor zundchst durch Hinzusetzen des Faktors

i1 —Vl — —,, der bis auf GréBen von der Ordnung 1/ auf 1 hinaus-

kommt, so zeigt sich?), daB fiir die Orte z,, ¥,, #, von m, und ihren zeit-
lichen Verlauf genau wieder die Keplerschen Gesetze hervorgehen wiirden,
nur daB dabei an Stelle der Zeiten ¢, die Eigenzeiten 7, von m, eintreten
wiirden. Auf Grund dieser einfachen Bemerkung liBt sich dann einsehen,
daB das vorgeschlagene Anziehungsgesetz verkniipft mit der neuen Mechanik
nicht weniger gut geeignet ist die astronomischen Beobachtungen zu er-
kliren als das Newtonsche Anziehungsgesetz verkniipft mit der Newtonschen
Mechanik.

Auch die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge in-
ponderablen Kérpern fiigen sich durchaus dem Weltpostulate. Sogar die von
Lorentz gelehrte Ableitung dieser Gleichungen auf Grund von Vorstellungen
der Elektronentheorie braucht zu dem Ende keineswegs verlassen zu werden,
wie ich anderwirts zeigen werde.

Die ausnahmslose Giiltigkeit des Weltpostulates ist, so mdochte ich
glauben, der wahre Kern eines elektromagnetischen Weltbildes, der von
Lorentz getroffen, von Einstein weiter herausgeschilt, nachgerade vollends
am Tage liegt. Bei der Fortbildung der mathematischen Konsequenzen
werden genug Hinweise auf experimentelle Verifikationen des Postulates sich
einfinden, um auch diejenigen, denen ein Aufgeben altgewohnter Anschau-
ungen unsympathisch oder schmerzlich ist, durch den Gedanken an eine
pristabilierte Harmonie zwischen der reinen Mathematik und der Physik

auszusthnen.

1) H. Minkowski, a. a. O. S. 110.
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Anmerkungen.

Von A. SOMMERFELD.

Es ist selbstverstindlich, daB bei der Neuherausgabe von Minkowskis Raum und
Zeit kein Wort des Textes veriindert werden durfte. Ich habe mich auch gescheut,
durch Hinweise auf die hier folgenden Anmerkungen den Genuf des Lesers zu storen.
Diese Anmerkungen selbst sind keineswegs wesentlich; sie bezwecken nichts anderes,
als kleine formal-mathematische Schwierigkeiten aus dem Wege zu riumen, die dem
Eindringen jn die groBen Gedanken Minkowski im Wege stehen konnten. Auf die an
Minkowski anschlieBende Literatur ist nur soweit hingewiesen, als sie in unmittelbarer
Beziehung zu dem Gegenstande dieses Vortrages steht. Sachlich ist von dem, was
Minkowski hier sagt, auch heute vom physikalischen Standpunkt nichts zurtickzunehmen
(abgesehen von der SchluBbemerkung iiber das Newtonsche Attraktionsgesetz); wie
man sich erkenntnistheoretisch zu Minkowskis Auffassung des Raum-Zeit-Problems
stellen will, ist eine andere Frage, aber wie mir scheint eine Frage, die den physi-
kalischen Sachverhalt nicht wesentlich beriihrt.

1) S. 58 Z. 13 v.u.,,Andererseits hat der Begriff starrer Kérper nur in einer Mechanik
mit der Gruppe G, einen Sinn“. Dieser Satz ist in einer Diskussion, die ein Jahr
nach Minkowskis Tode im Anschluf an eine Arbeit seines Schiilers M. Born entstand,
im weitestem Umfange bestitigt worden. M. Born hatte (Ann. d. Phys. 30 (1909), S. 1)
als relativ-starren Korper einen solchen definiert, von dem jedes Volumelement auch
bei beschleunigten Bewegungen die zu seiner Geschwindigkeit gehérige Lorentz-Kon-
traktion erfihrt. Ebrenfest zeigte (Phys. Zeitschr. 10 (1909), S. 918), daB ein solcher
Kborper nicht in Rotation versetzt werden kann, Herglotz (Ann. d. Phys. 31 (1910), S. 393)
und F. Nother (Ann. d. Phys. 31 (1910), S. 919), daB er nur drei Grade der Bewegungs-
freiheit hat. Es wurde auch versucht, einen relativ-starren Korper von sechs oder
neun Freiheitsgraden zu definieren. Demgegentiber #uBerte Planck (Phys. Zeitschr. 11
(1910), 8. 294) die Ansicht, daB die Relativititstheorie nur mit mehr oder minder elasti-
schen Kérpern operieren konne, und Laue bewies (Phys. Zeitschr. 12 (1911), S. 48) mit
den Methoden Minkowskis, im Anschlu8 an die Fig. 2 dieses Vortrages, daB in der
Relativitiitstheorie jeder feste Korper unendlich viele Freiheitsgrade haben miisse.
SchlieBlich hat Herglotz (Ann. d. Phys. 36 (1911), S. 453) eine relativistische Elastizi-
tatstheorie entwickelt, nach welcher elastische Spannungen immer dann auftreten,
wenn der Korper sich nicht relativ-starr im Bornschen Sinne bewegt. Der relativ-
starre Korper spielt also in dieser Elastizititstheorie dieselbe Rolle wie der gew&hn-
liche starre Korper in der gewthnlichen Elastizitiitstheorie. o

2) Zu 8.59 Z.12 v. u. ,Eine leichte Rechnung ergibt... 0D’ — 00]/1_%“.
Es sei in Fig. 1 e =<7 404, =<9 B'0A’=<C"OB’, wobei die Gleichheit der
beiden letzten Winkel aus der harmonischen Lage der Asymptoten gegen die neuen Ko-
ordinatenachsen (konjugierte Durchmesser der Hyperbel) folgt. Wegen o + f = /4 ist

sin 28 = cos 2a.
Der Sinussatz ergibt im Dreieck OD’(C’:
OD’ sin2f cos2«

O0C" ™ cosa cosa

oder, da OC’ =0A4":
cos 2«

1) ND'=04’ covm — 04’ cosa (1 — tg?a)-
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Sind «, ¢ die Koordinaten des Punktes 4’ im , t-System, also - OA bzw.ct-O0C=ct-0 4
die entsprechenden Abstinde von den Koordinatenachsen, so hat man

¥2) z-0A=sina-04’, ct-0OAd=cose- 04, ;t—=tga=§-

Setzt man diese Werte von « und ct in die Hyperbelgleichung ein, so findet man:
. , o4

(3) OA’2(cos® ¢ —sin?u)=04% 04 =

cos a1 — tg’b;;
also wegen (1) und (2)
@ 0D = 04y T=Tga—04)/1-"%
Dies ist wegen O A = OC die zu beweisende Formel.
Ferner ist in dem rechtwinkligen Dreieck OCD:

_oc _ 04
T cosa cose

0D

Gl (8) kann daher auch so geschrieben werden:

04’ = TQ‘D— oder QD =V1 — 22.
V1 —tge 04 ct
Dies liefert zusammen mit (4) die Proportion
0D:04'=0D’: 04,
—velche wegen OA’==0C’ und 04 = OC mit der 8. 59 Z. 4 v. u. benutzten
O0D:0C"=0D":0C identisch ist.

3) S.61 Z.18 v. 0. ,,Ein jeder Weltpunkt zwischen Vorkegel und Nachkegel von O
kann durch das Bezugsystem als gleichzeitig mit O, aber ebensogut auch als friiher
als O oder spiter als O eingerichtet werden*. Hierauf fiihrt M. Laue den Beweis des
Einsteinschen Satzes zuriick (Phys. Zeitschr. 12 (1911), 8. 48): In der Relativititstheorie
kann kein Vorgang kausaler Verkniipfung mit Uberlichtgeschwindigkeit fortgepflanzt
werden (,,Signalgeschwindigkeit § ¢Y). Angenommen ein Ereignis O verursache ein
anderes Ereignis P und angenommen der Weltpunkt P liege im Zwischengebiet von O.
In diesem Falle wiirde die Wirkung von O nach P mit Uberlichtgeschwindigkeit iiber-
tragen worden sein, relativ zu dem betrachteten Bezugsystem z, ¢, in dem natiirlich
die Wirkung P als spiter wie die Ursache O angenommen werde, ¢»>0. Nun kann
man aber nach dem vorangestellten Zitat das Bezugsystem abéndern, sodaB P friiher
als O zu liegen kommt, d. h, man kann ein System z’, ¢" auf unendlich viele Arten
so wihlen, daB ¢, <C 0 wird. Das ist unvertriglich mit der Vorstellung der Kau-
salitiit; also muB P entweder ,jenseits von O* oder auf dem Nachkegel von O liegen,
d. h. die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines von O aus zu betitigenden Signals,
welches im Weltpunkt P ein zweites Ereignis zur Folge haben soll, muB notwendig
éc sein. (Natiirlich kann man auch in der Relativititstheorie Vorgiinge definieren,
z. B. geometrisch in sehr einfacher Art, die mit Uberlichtgeschwindigkeit fortschreiten;
solche Vorginge konnen aber niemals als Signale dienen, d. h. es ist unmdoglich, sie
nach Willkiir einzuleiten und mit ihnen an einem entfernten Ort z. B. ein Relais in
Gang zu setzen. So kann es z. B. optische Medien geben, in denen die ,Lichtge-
schwindigkeit* > ¢ ist. Dabei ist aber unter Lichtgeschwindigkeit verstanden die
Fortpflanzung der Phasen in einem unendlichen periodischen Wellenzug Zum Signa-
lisieren kann diese niemals dienen. Dagegen pflanzt sich der Kopf einer Welle unter
allen Umstinden und bei beliebiger Beschaffenheit des optischen Mediums mit der
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Geschwindigkeit ¢ fort; vgl. z. B. A. Sommerfeld, Festschrift Heinrich Weber (Leipzig,
Teubner 1912), S. 338 oder Annalen d. Physik 44 (1914), S. 177.)

4) S. 62 Z. 2 v. 0. Wie Minkowski gelegentlich zu mir bemerkte, ist das Ele-
ment der Eigenzeit dr kein vollstindiges Differential. Verbindet man also zwei Welt-
punkte O und P durch zwei verschiedene Weltlinien 1 und 2, so ist

fdr+fdr.
1 2

Verliuft 1 parallel der t-Achse, sodaB der erste Ubergang im zu Grunde gelegten
Bezugsystem die Ruhe bedeutet, so ist ersichtlich

]fdr=t, bfdt<t.

Hierauf beruht das von Einstein hervorgehobene Nachgehen der bewegten Uhr gegen
die rubhende. Dieser Aussage liegt, wie Einstein hervorgehoben hat, die (unbeweis-
bare) Annahme zu Grunde, daB die bewegte Uhr tatsichlich die Eigenzeit anzeigt,
d. h. jeweils diejenige Zeit gibt, die dem stationdr gedachten, augenblicklichen Ge-
schwindigkeitszustand entspricht. Die bewegte Uhr muB natiirlich, damit sie mit der
ruhenden im Weltpunkte P verglichen werden kann, beschleunigt (mit Geschwindig-
keits- oder Richtungsiinderungen) bewegt worden sein. Das Nachgehen der bewegten
Uhr zeigt also nicht eigentlich ,,Bewegung®, sondern ,beschleunigte Bewegung' an.
Ein Widerspruch gegen das Relativititsprinzip selbst liegt daher nicht vor.

5) S. 62 Z. 20 v. 0. Die Bezeichnung Kriimmungshyperbel ist dem elementaren
Begriff des Kriimmungskreises genau nachgebildet. Die Analogie wird zur analytischen
Identitit, wenn man statt der reellen Zeitkoordinate ¢ die imaginiire w = ¢¢¢ benutzt,
also das c-fache der von Minkowski S. 64 benutzten Koordinate s. Nach S. 60 hat
eine Zwischenhyperbel in der z, t-Ebene die Gleichung

22—t =p® (mit k=),
also in der «, u-Ebene x? 4 = o
Sie kaun daher in Parameterdarstellung geschrieben werden, wenn ¢ einen rein-

imagindren Winkel bedeutet: 5 __ ocosqp, = ¢sing.

Man kann hiernach die Hyperbelbewegung, wie ich Ann. d. Phys. 33, S. 649, § 8 vor-
schlug, auch als ,zyklische Bewegung* bezeichnen, wodurch ihre Haupteigenschaften
(Mitfithrung des Feldes, Auftreten einer Art Zentrifugalkraft) besonders deutlich ge
kennzeichnet werden. Fiir die Hyperbelbewegung ist

e — Ly —agwi—dei— 2 |dg
dt-—cl/ dw'—da* =~ |dg.

dx du

also &= E«f—:——icsinq), ql:a; + iccos g
Z —»d‘i—c’cos u—dd—c—’sin
T=ur = P T dr e g

Der Betrag des Beschleunigungsvektors bei der Hyperbelbewegung ist daher c%.
Da eine beliebig vorgegebene Weltlinie von der Kriimmungshyperbel dreipunktig be-
rithrt wird, hat jene mit der Hyperbelbewegung den Beschleunigungsvektor und deren
Betrag c¢%e gemein, wie S. 62 Z. 10 v. u. angegeben.

Der Mittelpunkt 3 der zyklischen Bewegung x*- u®=o* ist ersichtlich der
Punkt =0, =0, und es haben alle Punkte der Hyperbel von diesem Mittelpunkte
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den konstanten ,,Abstand“ ¢, d. h. einen konstanten Betrag des Radiusvektors. ¢ be-
deutet daher die in Fig. 3 eingezeichnete Strecke I P.

6) 8. 63 Z. 11 v. o. DaB man die Kraft X, ¥ Z, um sie zu einem ,,Kraftvektor*
zu erginzen, mit ¢ = dt/d+ zu multiplizieren hat, erkennt man so: Nach Minkowski
ist der Impulsvektor (S. 63 Z. 20 v. 0.) definiert durch

mx, my, mz, mt.
m bedeutet die , konstante mechanische Masse* oder, wie Minkowski an anderer Stelle
noch deutlicher sagt, die ,Ruhmasse*. Hilt man an dem Newtonschen Bewegungs-
gesetze fest (zeitliche Anderung des Tmpulses gleich Kraft), so hat man zu setzen

my == ¥, imé =Z.

ma = X, ai

dt dat
Multiplikation mit ¢ macht die linken Seiten zu Vektorkomponenten im Sinne Min-
kowskis. Daher sind auch ¢X, ¢Y, {Z die drei ersten Kompounenten des ,Kraftvek-
tors“. Die vierte Komponente T folgt dann eindeutig aus der Forderung, daf der
Kraftvektor zum Bewegungsvektor normal sein soll. Die Minkowskischen Gleichungen
fiir die Mechanik des Missenpunktes lauten daher (bei konstanter Ruhmasse):

mi=1tX, my=tY, mi=_=Zz, mt=tT.

Ubrigens 1iBt sich die Annahme von der Konstanz der Ruhmasse nur aufrecht halten,
wenn der Energieinhalt des Korpers bei der Bewegung nicht gedndert wird (wenn
diese in der Bezeichnung von Planck ,adiabatisch und isochorisch* erfolgt).

7) S. 64 und 65. Das Charakteristische an den hier angegebenen Konstruktionen
ist ihre vollige Unabhiingigkeit von einem speziellen Bezugsystem. Sie geben, wie
es Minkowski 8. 55 postuliert, ,, Wechselbeziechungen unter den Weltlinien* (oder Welt-
punkten) als ,,vollkommensten Ausdruck der physikalischen (Gesetze‘. Auf die Koordi-
natenachsen zyzt wird z. B. S. 64 unten bei dem elektrodynamischen Potential (,,Vierer-
potential®*) erst dann Bezug genommen, wenn dasselbe (in konventioneller Weise) in
einen skalaren und Vektorteil zerlegt werden soll, welchen Teilen aber vom relativi-
stischen Standpunkte aus keine selbstindige, invariante Bedeutung zukommt.

Als Kommentar zu Minkowski habe ich (Ann. d. Phys. 33 (1910), 8. 649, § 7) eine
invariante analytische Darstellung fiir das Viererpotential und fiir die ponderomoto-
rische Wirkung zwischen zwei Elektronen aus den Maxwellschen Gleichungen nach
den Minkowskischen Methoden abgeleitet, welche die in Rede stehenden Konstruk-
tionén Minkowskis nmschreiben. Da eine genaue Begriindung derselben hier zu weit
filhren wiirde, sei auf jene Darstellung oder auf die entsprechenden Ausfiilhrungen bei
M. Laue (Das Relativititsprinzip (Braunschweig (Vieweg) 1913, 4. Aufl. 1921) § 19)
hingewiesen. Man vergleiche' ferner den Vortrag von Minkowski ,Das Relativitiits-
prinzip®, Anp. d. Phys. 47 (1915), 8. 927; hier wird das Viererpotential an die Spitze
der Elekirodynamik gestellt und diese dadurch auf ihre einfachste Form gebracht.

8) S. 65 Z. 5 v. 0. Die invariante Darstellung des elektromagnetischen Feldes als
+Vektor zweiter Art* (wofiir ich die, wie es scheint, sich einbiirgernde Bezeichnung
»Sechservektor vorgeschlagen habe) bildet einen besonders bedeutsamen Teil der
Minkowskischen Auffassung der Elektrodynamik. Wiihrend Minkowskis Ideen in dem
Begriff des Vektors erster Art (,,Vierervektor*) teilweise schon von Poincaré (Rend.
Circ. Mat. Palermo 21 (1906)) vorweggenommen waren, ist die Einfiithrung des Sechser-
vektors bei Minkowski neu und wesentlich. Ebenso wie der Sechservektor hiingt die
Kraftschraube der Mechanik (Inbegriff einer Einzelkraft und eines Kriftepaares) von
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6 unabhiingigen Parametern ab: ebenso wie bei dem elektromagnetischen Felde ,die
Scheidung in elektrische und magnetische Kraft eine relative ist, liBt sich bekannt-
lich bei der Kraftschraube die Zerlegung in Einzelkraft und Kriftepaar in sehr
mannigfacher Weise bewerkstelligen.

9) S. 66 Abs. 1. Minkowskis relativistische Form des Newtonschen Gesetzes sub-
sumiert sich fiir den besonderen, im Text hervorgehobenen Fall verschwindender Be-
schleunigung unter die allgemeinere Form, die Poincaré (in der soeben zitierten Arbeit)
vorgeschlagen hat; sie geht andererseits in der Beriicksichtigung der Beschleunigung
tiber diese hinaus. Wie aus Minkowskis oder Poincarés Formulierung des Gravitations-
gesetzes hervorgeht, ist es (auf mannigfache Art) moglich, das Newtonsche Gesetz mit
der Relativititstheorie zu versdhnen. Dieses Gesetz wird dabei als Punktgesetz, die
Gravitation also gewissermaBen als Fernwirkung aufgefaBt. Die ,allgemeine Relati-
vititstheorie®, die Einstein im Jahre 1907 beginnend entwickelt hat, faBt das Gravi-
tationsproblem tiefer. Nicht nur wird hier die Gravitation — was vom heutigen Stand-
punkte unabweislich erscheint — als Feldwirkung dargestellt und durch raumzeitliche
Differentialgleichungen beschrieben, sondern sie wird auch organisch an das auf be-
liebige Transformationen erweiterte Relativitiitsprinzip angeschlossen, withrend sie nach
den Vorschligen von Minkowski und Poincaré mehr #uBerlich dem Relativititspostulate
angepaBt wurde. In der allgemeinen Relativititstheorie bestimmt sich die Raum-
Zeit-Struktur aus oder zusammen mit der Gravitation. Das Relativitdtsprinzip wird
dabei — in Weiterfiilhrung der Minkowskischen Gedanken — dahin formuliert, daB
es die Kovarianz der physikalischen GréBen hinsichtlich aller Punkttransformationen
fordert, wobei dann die Koeffizienten des invarianten Linienelementes in die physi-
kalischen Gesetze eingehen.

10) S. 66 Abs. 2. Die ,,Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge
in bewegten Kérpern“ sind von Minkowski in den Gottinger Nachrichten 1907 ent-
wickelt. Es war ibm nicht mehr vergonnt, die ,,Ableitung dieser Gleichung auf Grund
von Vorstellungen der Elektronentheorie* zu Ende zu fithren. Seine diesbeziiglichen An-
sitze sind von M. Born ausgearbeitet worden und bilden zusammen mit den ,,Grund-
gleichungen* den ersten Band dieser Sammlung von Monographien (Leipzig 1910\
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Uber den EinfluB der Schwerkraft auf die
Ausbreitung des Lichtes.

Von A. Emsrein.?)

Die Frage, ob die Ausbreitung des Lichtes durch die Schwere beeinfluBt
wird, habe ich schon an einer vor vier Jahren erschienenen Abhandlung zu
beantworten gesucht.?) Ich komme auf dies Thema wieder zuriick, weil mich
meine damalige Darstellung des Gegenstandes nicht befriedigt, noch mehr
aber, weil ich nun nachtréglich einsehe, daB eine der wichtigsten Konsequenzen
jener Betrachtung der experimentellen Priifung zuginglich ist. Es ergibt
sich niamlich, daB Lichtstrahlen, die in der Néhe der Sonne vorbeigehen,
durch das Gravitationsfeld derselben nach der vorzubringenden Theorie eine
Ablenkung erfahren, so daB eine scheinbare VergroBerung des Winkelab-
standes eines nahe an der Sonne erscheinenden Fixsternes von dieser im
Betrage von fast einer Bogensekunde eintritt.

Es haben sich bei der Durchfithrung der Uberlegungen auch noch weitere
Resultate ergeben, die sich auf die Gravitation beziehen. Da aber die Dar-
legung der ganzen Betrachtung ziemlich uniibersichtlich wiirde, sollen im
folgenden nur einige ganz elementare Uberlegungen gegeben werden, aus
denen man sich bequem iiber die Voraussetzungen und den Gedankengang
der Theorie orientieren kann. Die hier abgeleiteten Beziehungen sind, auch
wenn die theoretische Grundlage zutrifft, nur in erster Néherung giiltig.

§ 1. Hypothese iiber die physikalische Natur des Gravitationsfeldes.

In einem homogenen Schwerefeld (Schwerebeschleunigung ) befinde
sich ein ruhendes Koordinatensystem K, das so orientiert sei, daB die Kraft-
linien des Schwerefeldes in Richtung der negativen z-Achse verlaufen. In
einem von Gravitationsfeldern freien Raum befinde sich ein zweites Koor-
dinatensystem K', das in Richtung seiner positiven z-Achse eine gleichformig
beschleunigte Bewegung (Beschleunigung y) ausfiihre. Um die Betrachtung
nicht unniitz zu komplizieren, sehen wir dabei von der Relativititstheorie

1) Abgedruckt aus Ann. d. Phys. 85 (1911).
2) A. Einstein, Jahrb. f. Radioakt. u. Elektronik 4 (1907).
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vorldufig ab, betrachten also beide Systeme nach der gewohnten Kinematik
und in denselben stattfindende Bewegungen nach der gewohnlichen Mechanik.

Relativ zu K, sowie relativ zu XK', bewegen sich materielle Punkte,
die der Einwirkung anderer materieller Punkte nicht unterliegen, nach den
Gleichungen: iz, az,

—0, %Y _ _
ar =Y =0 e

Dies folgt fiir das beschleunigte System K’ direkt aus dem Galileischen
Prinzip, fiir das in einem homogenen Gravitationsfeld ruhende System K
aber aus der Erfahrung, daB in einem solchen Felde alle Korper gleich stark
und gleichmiBig beschleunigt werden. Diese Erfahrung vom gleichen Fallen
aller Korper im Gravitationsfelde ist eine der allgemeinsten, welche die
Naturbeobachtung uns geliefert hat; trotzdem hat dieses Gesetz in den
Fundamenten unseres physikalischen Welthildes keinen Platz erhalten.

Wir gelangen aber zu einer sehr befriedigenden Interpretation des Kr-
fahrungssatzes, wenn wir annehmen, daf die Systeme K und K’ physikalisch
genau gleichwertig sind, d. h. wenn wir annehmen, man kénne das System K
ebenfalls als in einem von einem Schwerefeld freien Raume befindlich an-
nehmen; dafiir miissen wir X dann aber als gleichférmig beschleunigt be-
trachten. Man kann bei dieser Auffassung ebensowenig von der absolufen
Beschleunigung des Bezugssystems sprechen, wie man nach der gewdhnlichen
Relativititstheorie von der absoluten Geschwindiglkeit eines Systems reden
kann.') Bei dieser Auffassung ist das gleiche Fallen aller Korper in einem
Gravitationsfelde selbstverstindlich.

Solange wir uns auf rein mechanische Vorgiinge aus dem Giiltigkeits-
bereich von Newtons Mechanik beschrinken, sind wir der Gleichwertigkeit
der Systeme K und K’ sicher. Unsere Auffassung wird jedoch nur dann
tiefere Bedeutung haben, wenn die Systeme K und K’ in bezug auf alle
physikalischen Vorginge gleichwertig sind, d. h. wenn die Naturgesetze in
bezug auf K mit denen in bezug auf K’ vollkommen iibereinstimmen. Indem
wir dies annehmen, erhalten wir ein Prinzip, das, falls es wirklich zutrifft,
eine groBe heuristische Bedeutung besitzt. Denn wir erhalten durch die theo-
retische Betrachtung der Vorginge, die sich relativ zu einem gleichférmig
beschleunigten Bezugssystem abspielen, AufschluB iiber den Verlauf der
Vorginge in einem homogenen Gravitationsfelde. Im folgenden soll zu-
nichst gezeigt werden, inwiefern unserer Hypothese vom Standpunkte der
gewohnlichen Relativititstheorie aus eine betrichtliche Wahrscheinlichkeit
zukommt.

1) Natiirlich kann man ein beliebiges Schwerefeld nicht durch einen Bewegungs-
zustand des Systems ohne Gravitationsfeld ersetzen, ebensowenig, als man durch
eine Relativititstransformation alle Punkte eines beliebig bewegten Mediums auf Ruhe
transformieren kann.
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§ 2. Uber die Schwere der Energie.

Die Relativititstheorie hat ergeben, daB die trige Masse eines Korpers
mit dem Energieinhalt desselben wichst; betrigt der Energiezuwachs E, so
ist der Zuwachs an triger Masse gleich E/c®, wenn ¢ die Lichtgeschwindig-
keit bedeutet. Entspricht nun aber diesem Zuwachs an triger Masse auch
ein Zuwachs an gravitierender Masse? Wenn nicht, so fiele ein Korper in
demselben Schwerefelde mit verschiedener Beschleunigung je nach dem Ener-
gieinhalte des Korpers. Das so befriedigende Resultat der Relativitdtstheorie,
nach welchem der Satz von der Erhaltung der Masse in dem Satze von der
Erhaltung der Energie aufgeht, wire nicht aufrecht zu erhalten; denn so
wire der Satz von der Erhaltung der Masse zwar fiir die ¢frdge Masse in
der alten Fassung aufzugeben, fiir die gravitierende Masse aber aufrecht zu
erhalten.

Dies muB als sehr unwahrscheinlich betrachtet werden. Andererseits
liefert uns die gewdhnliche Relativititstheorie kein Argument, aus dem wir
folgern konnten, daB das Gewicht eines Korpers von dessen Energieinhalt
abhiangt. Wir werden aber zeigen, dafl unsere Hypothese von der Aquivalenz
der Systeme K und K’ die Schwere der Energie als notwendige Konsequenz
Liefert.

Es mogen sich die beiden mit MeBinstrumenten versehenen kirperlichen
Systeme S, und S, in der Entfernung % voneinander auf der z-Achse von K
befinden?'), derart, daB das Gravitationspotential in S; um p .k groBer ist
als das in S;. Es werde von S, gegen S, eine bestimmte Energiemenge E

in Form von Strahlung gesendet. Die Energiemengen mogen

dabei in S; und S, mit Vorrichtungen gemessen werden, die
ly -— an einen Ort des Systems 2 gebracht und dort miteinander

verglichen — vollkommen gleich seien. Uber den Vorgang

dieser Euergieiibertragung durch Strahlung li8t sich a priori
S, Y nichts aussagen, weil wir den EinfluB des Schwerefeldes auf
die Strahlung und die MeBinstrumente in S, und S; nicht
kennen. ‘

Nach unserer Voraussetzung von der Aquivalenz von K
und K’ knnen wir aber an Stelle des im homogenen Schwerefelde befind-
lichen Systems K das schwerefreie, im Sinne der positiven z gleichférmig
beschleunigt bewegte System K’ setzen, mit dessen z-Achse die korperlichen
Systeme S, und S, fest verbunden sind.

Den Vorgang der Energieiibertragung durch Strahlung von S, auf S,
beurteilen wir von einem System K, aus, das beschleunigungsfrei sei. In

Z
2

x
Fig. 1.

1) S, und S, werdén als gegeniiber h unendlich klein betrachtet.
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bezug auf K, besitze K’ in dem Augenblick die Geschwindigkeit Null, in
welchem die Strahlungsenergie E, von S, gegen S, abgesendet wird. Die
Strahlung wird in S, ankommen, wenn die Zeit h/c verstrichen ist (in erster
Anniherung). In diesem Momente besitzt aber S, in bezug auf K, die Ge-
schwindigkeit y - h/c = v. Deshalb besitzt nach der gewShnlichen Relativitéits-
theorie die in S, ankommende Strablung nicht die Energie E; sondern eine
groBere Energie E, welche mit F, in erster Anndherung durch die Gleichung
verkniipft ist?):

6y E, — E, (1+%)=E, (1+7_’cﬁ)

Nach unserer Annahme gilt genau die gleiche Beziehung, falls derselbe
Vorgang in dem nicht beschleunigten, aber mit Gravitationsfeld versehenen
System K stattfindet. In diesem Falle kénnen wir yh ersetzen durch das
Potential @ des Gravitationsvektors in S;, wenn die willkiirliche Konstante
von @ in S, gleich Null gesetzt wird. Es gilt also die Gleichung:

E
(12) E,=E+3@.

Diese Gleichung spricht den Energiesatz fiir den ins Auge gefaBSten Vorgang
aus. Die in S, ankommende Energie E, ist groBer als die mit gleichen Mitteln
gemessene Energie I, welche in S, emittiert wurde, und zwar um die po-
tielle Energie der Masse}E,/c* im Schwerefelde. Es zeigt sich also, daf man,
damit das Energieprinzip erfiillt sei, der Energie E vor ihrer Aussendung
in S, eine potentielle Energie der Schwere zuschreiben mu8, die der (schweren)
Masse Ejc® entspricht. Unsere Annahme der Aquivalenz von K und K hebt
also die am Anfang dieses Paragraphen dargelegte Schwierigkeit, welche
die gewohnliche Relativititstheorie tibrig laBt.

Besonders deutlich zeigt sich der Sinn dieses Resultates bei Betrachtung
des folgenden Kreisprozesses:

1. Man sendet die Energie F (in S, gemessen) in Form von Strahlung
in 8, ab nach S,, wo nach dem soeben erlangten Resultat die Energie
E(1 + yh/c*) aufgenommen wird (in S, gemessen).

2. Man senkt einen Korper W von der Masse MM von S, nach S;, wobei
die Arbeit Mph nach aulen abgegeben wird.

3. Man iibertrigt die Energie IZ von S; auf den Kérper W, wihrend
sich W in S, befindet. Dadurch éindere sich die schwere Masse 2, so daB
sie den Wert M’ erhilt.

4. Man hebe W wieder nach S, wobei die Arbeit M yh aufzuwenden ist,

5. Man iibertrage E von W wieder auf S,.

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), 913—914; dieser Band, 51—53.
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Der Effekt dieses Kreisprozesses besteht einzig darin, daB S; den Energie-
zuwachs E (ph/c?) erlitten hat, und daB dem System die Energiemenge

M'yh — Myh

in Form von mechanischer Arbeit zugefiihrt wurde. Nach dem Energieprinzip

muB also E % = M'yh — Myph
(1b) oder M— M- g

sein. Der Zuwachs an schwerer Masse ist also gleich F/c? also gleich dem
aus der Relativititstheorie sich ergebenden Zuwachs an &rdger Masse.
Noch unmittelbarer ergibt sich das Resultat aus der Aquivalenz der
Systeme K und K’, nach welcher die schwere Masse in bezug auf K der
triigen Masse in bezug auf K’ vollkommen gleich ist; es muf deshalb die
Energie eine schwere Masse besitzen, die ihrer ¢rigen Masse gleich ist. Héngt
man im System K’ eine Masse M, an einer Federwage auf, so wird letztere
wegen der Triigheit von MM, das scheinbare Gewicht M,y anzeigen. Uber-
trigt man die Energiemenge E auf M, so wird die Federwage nach dem

Satz von der Tréigheit der Energie (Mo + %) y anzeigen. Nach unserer Grund-

annahme muB ganz dasselbe eintreten bei Wiederholung des Versuches im
System K, d. h. im Gravitationsfelde.

§ 3. Zeit und Lichtgeschwindigkeit im Schwerefelde.

Wenn die im gleichformig beschleunigten System K in S, gegen S|
emittierte Strabhlung mit Bezug auf die in S, befindliche Uhr die Frequenz
v, besaB, so besitzt sie in bezug auf S, bei ihrer Ankunft in S, in bezug
auf die in S, befindliche gleich beschaffene Uhr nicht mehr die Frequenz v,
sondern eine gréfere Frequenz v, derart, daB in erster Anniherung

2) Vy = Yy (1 + Zch‘)

Fiihrt man ndamlich wieder das beschleunigungsfreie Bezugssystem I, ein,
relativ zu welchem K’ zur Zeit der Lichtaussendung keine Geschwindigkeit
besitzt, so hat S, in Bezug auf K, zur Zeit der Ankunft der Strahlung in S,
die Geschwindigkeit y (%/c), woraus sich die angegebene Beziehung vermoge
des Dopplerschen Prinzipes unmittelbar ergibt.

Nach unserer Voraussetzung von der Aquivalenz der Systeme K’ und
K gilt diese Gleichung auch fiir das ruhende, mit einem gleichférmigen
Schwerefeld versehenen Koordinatensystem K, falls in diesem die geschilderte
Strahlungsiibertragung stattfindet. Es ergibt sich also, dal ein bei bestimmtem
Schwerepotential in S, emittierter Lichtstrahl, der bei seiner Emission — mit
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einer in S, befindlichen Uhr verglichen — die Frequenz v, besitzt, bei seiner
Ankunft in S, eine andere Frequenz v, besitzt, falls letztere mittels einer
in S, befindlichen gleich beschaffenen Uhr gemessen wird. Wir ersetzen yh
durch das Schwerepotential @ von S; in bezug auf S; als Nullpunkt und
nehmen an, daB unsere fiir das homogene Gravitationsfeld abgeleitete Beziehung
auch fiir anders gestaltete Felder gelte; es ist dann

(2a) vy =1y (1 + g)

Dies (nach unserer Ableitung in erster Niherung giiltige) Resultat gestattet
zundchst folgende Anwendung. Es sei v, die Schwingungszahl eines elemen-
taren Lichterzeugers, gemessen mit einer an demselben Orte gemessenen Uhr U.
Diese Schwingungszahl ist dann unabhiingig davon, wo der Lichterzeuger
samt der Uhr aufgestellt wird. Wir wollen uns beide etwa an der Sonnen-
oberfliche angeordnet denken (dort befindet sich unser S,). Von dem dort
emittierten Lichte gelangt ein Teil zur Erde (S;), wo wir mit einer Uhr U
von genau gleicher Beschaffenheit als der soeben genannten die Frequenz »
des ankommenden Lichtes messen. Dann ist nach (2a)

cn(i+3)

wobei @ die (negative) Gravitationspotentialdifferenz zwischen Sonnenober-
fliche und Erde bedeutet. Nach unserer Auffassung miissen also die Spektral-
linien desSonnenlichtes gegeniiber den entsprechenden Spektrallinien irdischer
Lichtquellen etwas nach dem Rot verschoben sein, und zwar um den relativen
Betrag W 2 _9.10-s
v, ¢?

Wenn die Bedingungen, unter welchen die Sonnenlinien entstehen, genau
bekannt wiren, wire diese Verschiebung noch der Messung zuginglich. Da
aber anderweitige Einfliisse (Druck, Temperatur) die Lage des Schwerpunktes
der Spektrallinien beeinflussen, ist es schwer zu konstatieren, ob der hier
abgeleitete EinfluB des Gravitationspotentials wirklich existiert.?)

Bei oberflichlicher Betrachtung scheint Gleichung (2) bzw. (2a) eine
Absurditit auszusagen. Wie kann bei bestindiger Lichtiibertragung von S,
nach S; in S, eine andere Anzahl von Perioden pro Sekunde ankommen,
als in §; emittiert wird? Die Antwort ist aber einfach. Wir kénnen v,

1) L. F. Jewell (Journ. de phys. 6 (1897), 84) und insbesondere Ch. Falry u.
H. Boisson (Compt. rend. 148 (1909), 688—690) haben derartige Verschiebungen
feiner Spektrallinien nach dem roten Ende des Spektrums von der hier berechneten
GroBenordnung tatsiichlich konstatiert, aber einer Wirkung des Druckes in der ab-
sorbierenden Schicht zugeschrieben.
Math. Monogr. 2: Einstein, Lorentz, Minkowski, Relativititsprinzip 6
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bzw. », nicht als Frequenzen schlechthin (als Anzahl Perioden pro Sekunde)
ansehen, da wir eine Zeit im System K noch nicht festgelegt haben. », be-
deutet die Anzahl Perioden, bezogen auf die Zeiteinheit der Uhr U in
S,, v, die Anzahl Perioden, bezogen auf die Zeiteinheit der gleichbeschaffenen
Ubr Uin 8,. Nichts zwingt uns zu der Annahme, daf} die in verschiedenen Gra-
vitationspotentialen befindlichen Uhren U als gleich rasch gehend aufgefafit
werden miissen. Dagegen miissen wir die Zeit in K sichier so definieren, daB die
Anzahl der Wellenberge und Wellentiler, die sich zwischen S; und S; be-
finden, von dem Absolutwerte der Zeit unabhingig ist; denn der ins Auge
gefaBte ProzeB ist seiner Natur nach ein stationirer. Wiirden wir diese
Bedingung nicht erfiillen, so kiimen wir zu einer Zeitdefinition, bei deren
Anwendung die Zeit explicite in die Naturgesetze einginge, was sicher un-
natiirlich und unzweckmiBig wire. Die Uhren in S, und S, geben also nicht
beide die ,Zeit“ richtig an. Messen wir die Zeit in S, mit der Uhr U, so
miissen wir die Zeit in Sy mit einer Uhr messen, die 1 + @/c*mal langsamer
lauft als die Uhr U, falls sie mit der Uhr U an derselben Stelle verglichen
wird. Denn mit einer solchen Uhr gemessen ist die Frequenz des oben be-
trachteten Lichtstrahles bei seiner Aussendung in S,

vs(l +$),

also nach (2a) gleich der Frequenz », desselben Lichtstrahles bei dessen An-
kunft in S,.

Hieraus ergibt sich eine Konsequenz von fiir diese Theorie fundamen-
taler Bedeutung. MiBt man niémlich in dem beschleunigten, gravitationsfeld-
freilen System K’ an verschiedenen Orten die Lichtgeschwindigkeit unter
Benutzung gleich beschaffener Uhren U, so erhdlt man iiberall dieselbe GréBe.
Dasselbe gilt nach unserer Grundannahme auch fiir das System K. Nach dem
soeben Gesagten miissen wir aber an Stellen verschiedenen Gravitationspo-
tentials uns verschieden beschaffener Uhren zur Zeitmessung bedienen. Wir
miissen zur Zeitmessung an einem Orte, der relativ zum Koordinatenursprung
das Gravitationspotential @ besitzt, eine Uhr verwenden, die — an den Ko-
ordinatenursprung versetzt — (1 + @/c®)mal langsamer lduft als jene Uhr,
mit welcher am Koordinatenursprung die Zeit gemessen wird. Nennen wir
¢, die Lichtgeschwindigkeit im Koordinatenanfangspunkt, so wird daher die
Lichtgeschwindigkeit ¢ in einem Orte vom Gravitationspotential @ durch die
Beziehung

3) oo ey (14 5)

gegeben sein. Das Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit gilt
nach dieser Theorie nicht in derjenigen Fassung, wie es der gewdhnlichen
Relativitiitstheorie zugrunde gelegt zu werden pflegt.
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§ 4. Kriimmung der Lichtstrahlen im Gravitationsfeld.

Aus dem soeben bewiesenen Satze, daB die Lichtgeschwindigkeit im
Schwerefelde eine Funktion des Ortes ist, 148t sich leicht mittels des Huygens-
schen Prinzipes schlieBen, daB quer zu einem Schwerefeld sich fortpflanzende
Lichtstrahlen eine Kriimmung erfahren miissen. Sei nimlich ¢ eine Ebene
gleicher Phase einer ebenen Lichtwelle zur Zeit ¢, P, und P, zwei Punkte
in ihr, welche den Abstand 1 besitzen. P; und P, liegen in der Papierebene,
die so gew#hlt ist, daB der in der Richtung ihrer Normale genommene Dif-
ferentialquotient von @, also auch von ¢ verschwindet. Die entsprechende
Ebene gleicher Phase bzw. deren Schnitt mit der Papierebene, zur Zeit ¢ + dt
erhalten wir, indem wir um die Punkte P, und P, mit den Radien ¢, d¢ bzw.
¢y dt Kreise und an diese die Tangente legen, wobei ¢; bzw. ¢; die Lichtge-
schwindigkeit in den Punkten P, bzw. P, bedeutet. Der
Kriimmungswinkel des Lichtstrahles auf dem Wege ¢ d¢ . e, dt erdt

st also (e, —edt _ 2, B =
4

d¢
~on’ dt, Fig. 2.
falls wir den Kriimmungswinkel positiv rechnen, wenn der Lichtstrahl nach
der Seite der wachsenden #” hin gekriimmt wird. Der Kriimmungswinkel
pro Wegeinheit des Lichtstrahles ist also

- 12 :76 oder nach (3) gleich - % g_:’,.

Endlich erhalten wir fiir die Ablenkung «, welche ein Lichtstrahl auf einem
beliebigen Wege (s) nach der Seite »n’ erleidet, den Ausdruck

1 (o0
i) on’

@ o= ds-

Dasselbe Resultat hidtten wir erhalten konnen durch unmittelbare Betrach-
tung der Fortpflanzung eines Lichtstrahles in dem gleichférmig beschleunigten
System K’ und Ubertragung des Resultates auf das System K und von hier
auf den Fall, daB das Gravitationsfeld beliebig gestaltet ist.

Nach Gleichung (4) erleidet ein an einem Himmelskdrper vorbeigehender
Lichtstrahl eine Ablenkung nach der Seite sinkenden Gravitationspotentials,
also nach der dem Himmelskrper zugewandten Seite von der GriBe

3=+§
1 (kM kM
(X::c-,f?—COS'a"dS:'cTA’—,
b

9

s

wobei & die Gravitationskonstante, M die Masse des HimmelskSrpers, 4 den
Abstand des Lichtstrahles vom Mittelpunkt des Himmelskdrpers bedeutet.

6*
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Lin an der Sonne vorbeigehender Lichtstrahl erlitte demnach eine Ablenkung
vom Detrage £-10™¢ = 0,83 Bogensekunden. Um diesen Betrag erscheint die
Winkeldistanz des Sternes vom Sonnenmittelpunkt durch die
Kriimmung des Strahles vergroBert. Da die Fixsterne der der
Sonne zugewandten Himmelspartien bei totalen Sonnenfinster-
s nissen sichtbar werden, ist diese Konsequenz der Theorie mit
der Erfahrung vergleichbar. Beim Planeten Jupiter erreicht
o die zu erwartende Verschiebung etwa Y., des angegebenen
Betrages. Es wire dringend zu wiinschen, daB sich Astrono-
Fig. 8. men der hier aufgerollien Frage annihmen, auch wenn die
im vorigen gegebenen Uberlegungen ungeniigend fundiert oder gar abenteuer-
lich erscheinen sollten. Denn abgesehen von jeder Theorie muB man sich
fragen, ob mit den heutigen Mitteln ein EinfluB der Gravitationsfelder auf
die Ausbreitung des Lichtes sich konstatieren lift.

Prag, Juni 1911.
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Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie.

Von A. Einstein.?)

A. Prinzipielle Erwigungen zum Postulat der Relativitit.

§ 1. Bemerkungen zu der speziellen Relativititstheorie.

Der speziellen Relativitéitstheorie liegt folgendes Postulat zugrunde,
welchem auch durch die Galilei-Newtonsche Mechanik Geniige geleistet wird:
Wird ein Koordinatensystem K so gewihlt, daB in bezug auf dasselbe die
physikalischen Gesetze in ihrer einfachsten Form gelten, so gelten diesclben
Gesetze auch in Bezug auf jedes andere Koordinatensystem K’, das relativ
zu K in gleichférmiger Translationsbewegung begriffen ist. Dieses Postulat
nennen wir ,spezielles Relativitétsprinzip“. Durch das Wort ,speziell“ soll
angedeutet werden, daB das Prinzip auf den Fall beschrinkt ist, da K’ eine
gleichformige Tramslationsbewegung gegen K ausfithrt, daB sich aber die Gleich-
wertigkeit von K’ und K nicht auf den Fall ungleichf rmiger Bewegung von
K’ gegen K erstreckt.

Die spezielle Relativititstheorie weicht also von der klassischen Mechanik
nicht durch das Relativititspostulat ab, sondern allein durch das Postulat
von der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, aus welchem im Verein
mit dem speziellen Relativititsprinzip die Relativitit der Gleichzeitigkeit
sowie die Lorentztransformation und die mit dieser verkniipften Gesetze tiber
das Verhalten bewegter starrer Korper und Uhren in bekannter Weise folgen.

Die Modifikation, welche die Theorie von Raum und Zeit durch die
spezielle Relativititstheorie erfahren hat, ist zwar eine tiefgehende; aber ein
wichtiger Punkt blieb unangetastet. Auch gemi8 der speziellen Relativitiits-
theorie sind ninilich die Sétze der Geometrie unmittelbar als die Gesetze
iiber die moglichen relativen Lagen (ruhender) fester Korper zu deuten, all-
gemeiner die Sitze der Kinematik als Sitze, welche das Verhalten von MeS§-
korpern und Uhren beschreiben. Zwei hervorgehobenen materiellen Punkten
eines ruhenden (starren) Kérpers entspricht hierbei stets eine Strecke von
ganz bestimmter Linge, unabhingig von Ort und Orientierung des Korpers
sowie von der Zeit; zwei hervorgehobenen Zeigerstellungen einer relativ zum
(berechtigten) Bezugssystem ruhenden Uhr entspricht stets eine Zeitstrecke
von bestimmter Linge, unabhingig von Ort und Zeit. Es wird sich bald
zeigen, daB die allgemeine Relativititstheorie an dieser einfachen physika-
lischen Deutung von Raum und Zeit nicht festhalten kann.

1) Abgedruckt aus Ann. d. Phys. 49 (19186).
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§ 2. Uber die Griinde, welche eine Erweiterung des Relativitiits-
postulates nahelegen.

Der klassischen Mechanik und nicht minder der speziellen Relativitéits-
theorie haftet ein erkenntnistheoretischer Mangel an, der vielleicht zum ersten
Male von E. Mach klar hervorgehoben wurde. Wir erldutern ihn am folgen-
den Beispiel. Zwei fliissige Korper von gleicher GroBe und Art schweben
frei im Raume in so groBer Entfernung voneinander (und von allen iibrigen
Massen), daB nur diejenigen Gravitationskrifte beriicksichtigt werden miissen,

_welche die Teile eines dieser Korper aufeinander ausiiben. Die Entfernung
der Korfer voneinander sei unverénderlich. Relative Bewegungen der Teile
eines der Korper gegeneinander sollen nicht auftreten. Aber jede Masse soll
— von einem relativ zu der anderen Masse ruhenden Beobachter aus beur-
teilt — um die Verbindungslinie der Massen mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit rotieren (es ist dies eine konstatierbare Relativbewegung beider
Massen). Nun denken wir uns die Oberflichen beider Kérper (S; und S,)
mit Hilfe (relativ ruhender) MaBstibe ausgemessen; es ergebe sich, daB die
Oberfliche von S, eine Kugel, die von S; ein Rotationsellipsoid sei.

Wir fragen nun: Aus welchem Grunde verhalten sich die Korper S, und
S, verschieden? Eine Antwort auf diese Frage kann nur dann als erkenntnis-
theoretisch befriedigend') anerkannt werden, wenn die als Grund angegebene
Sache eine beobachtbare Erfahrungstatsache ist; denn das Kausalititsgesetz
hat nur dann den Sinn einer Aussage iiber die Erfahrungswelt, wenn als
Ursachen und Wirkungen letzten Endes nur beobachtbare Tatsachen auftreten.

Die Newtonsche Mechanik gibt auf diese Frage keine befriedigende Ant-
wort. Sie sagt ndmlich folgendes. Die Gesetze der Mechanik gelten wohl fiir
«einen Raum R,, gegen welchen der Kérper S, in Ruhe ist, nicht aber gegen-
iiber einem Raume R,, gegen welchen S, in Ruhe ist. Der berechtigte Gali-
leische Raum R,, der hierbei eingefiihrt wird (bzw. die Relativbewegung zu
ihm), ist aber eine blof fingierte Ursache, keine beobachtbare Sache. Es ist
also klar, daB die Newtonsche Mechanik der Forderung der Kausalitit in
-dem betrachteten Falle nicht wirklich, sondern nur scheinbar Geniige leistet,
indem sie die bloB fingierte Ursache R, fiir das beobachtbare verschiedene
Verhalten der Korper S, und S, verantwortlich macht.

Eine befriedigende Antwort auf die oben aufgeworfene Frage kann nur
so lauten: Das aus S, und S, bestehende physikalische System zeigt fiir sich
allein keine denkbare Ursache, auf welche das verschiedene Verhalten von

1) Eine derartige erkenntnistheoretisch befriedigende Antwort kann natirlich
immer noch physikalisch unzutreffend sein, falls sie mit anderen Erfahrungen im Wider-
spruch ist.
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S, und S, zuriickgefiihrt werden kénnte. Die Ursache muB also auferhalb
dieses Systems liegen. Man gelangt zu der Auffassung, daB die allgemeinen
Bewegungsgesetze, welche im speziellen die Gestalten von S; und S; be-
stimmen, derart sein miissen, daB das mechanische Verhalten von S, und S,
ganz wesentlich durch ferne Massen mitbedingt werden muB, welche wir
nicht zu dem betrachteten System gerechnet hatten. Diese fernen Massen
(und ihre Relativbewegungen gegen die betrachteten Korper) sind dann als
Tréger prinzipiell beobachtbarer Ursachen fiir das verschiedene Verhalten
unserer betrachteten Korper anzusehen; sie iibernehmen die Rolle der fingier-
ten Ursache R,. Von allen denkbaren, relativ zueinander beliebig bewegten
Rivmen R,, R, usw. darf a priori keiner als bevorzugt angesehen werden,
wenn nicht der dargelegte erkenntnistheoretische Einwand wieder aufleben
soll. Die Gesetze der Physik miissen so beschajffen sein, daf sie in bezug auf
beliebig bewegte Bezugssysteme gelten. Wir gelangen also auf diesem Wege zu
einer Erweiterung des Relativititspostulates.

AuBer diesem schwerwiegenden erkenntnistheoretischen Argument
spricht aber auch eine wohlbekannte physikalische Tatsache fiir eine Erwei-
terung der Relativititstheorie. “Es sei K ein Galileisches Bezugssystem, d. h.
ein solches, relativ zu welchem (mindestens in dem betrachteten vierdimen-
sionalen Gebiete) eine von anderen hinlinglich entfernte Masse sich gerad-
linig und gleichformig bewegt. Es sei K’ ein zweites Koordinatensystem,
welches relativ zu K in gleichformig beschleunigter Translationsbewegung sei.
Relativ zu K’ fithrte dann eine von anderen hinreichend getrennte Masse
eine beschleunigte Bewegung aus, derart, daB deren Beschleunigung und Be-
schleunigungsrichtung von ihrer stofflichen Zusammensetzung und ihrem
physikalischen Zustande unabhiingig ist.

Kann ein relativ zu K’ ruhender Beobachter hieraus den SchluB8 ziehen,
daB er sich auf einem ,wirklich“ beschleunigten Bezugssystem befindet?
Diese Frage ist zu verneinen; denn das vorhin genannte Verhalten frei be-
weglicher Massen relativ zu K’ kann ebensogut auf folgende Weise gedeutet
werden. Das Bezugssystem K’ ist unbeschleunigt; in dem betrachteten zeit-
riumlichen Gebiete herrscht aber ein Gravitationsfeld, welches die beschleu-
nigte Bewegung der Korper relativ zu K’ erzeugt.

Diese Auffassung wird dadurch ermdglicht, daf uns die Erfahrung die
Existénz eines Kraftfeldes (nidmlich des Gravitationsfeldes) gelehrt hat,
welches die merkwiirdige Eigenschaft hat, allen Kérpern dieselbe Beschleu-
nigung zu erteilen.!) Das mechanische Verhalten der Korper relativ zu K’
ist dasselbe, wie es gegeniiber Systemen sich der Erfahrung darbietet, die
wir als ,ruhende® bzw. als ,berechtigte” Systeme anzusehen gewohnt sind;

1) DaB das Gravitationsfeld diese Eigenschaft wit groBer Gtenauigkeit besitat,
hat Edtvos experimentell bewiesen.
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deshalb liegt es auch vom physikalischen Standpunkt nahe, anzunehmen, daB
die Systeme K und K’ beide mit demselben Recht als ,ruhend” angesehen
werden konnen, bzw. daB sie als Bezugssysteme fiir die physikalische Be-
schreibung der Vorginge gleichberechtigt seien.

Aus diesen Erwiigungen sieht man, daB die Durchfiihrung der allge-
meinen Relativititstheorie zugleich zu einer Theorie der Gravitation fithren
muB; denn man kann ein Gravitationsfeld durch bloBe Anderung des Koor-
dinatensystems ,erzeugen“. Ebenso sieht man unmittelbar, daB das Prinzip
von der Konstanz der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit eine Modifikation er-
fahren muB. Denn man erkennt leicht, daB die Bahn eines Lichstrahles in
bezug auf K’ im allgemeinen eine krumme sein muB, wenn sich das Licht
in bezug auf K geradlinig und mit bestimmter, konstanter Geschwindigkeit
fortpflanzt.

§ 3. Das Raum-Zeit-Kontinuum. Forderung der allgemeinen
Kovarianz fiir die die allgemeinen Naturgesetze ausdriickenden
Gleichungen.

In der klassischen Mechanik sowie in der speziellen Relativititstheorie
haben die Koordinaten des Raumes und der Zeit eine unmittelbare physi-
kalische Bedeutung. Ein Punktereignis hat die X -Koordinate x,, bedeutet:
Die nach den Regeln der Euklidischen Geometrie mittels starrer Stibe er-
mittelte Projektion des Punktereignisses auf die X,-Achse wird erhalten, in-
dem man einen bestimmten Stab, den EinheitsmaBstab, z;mal vom Anfangs-
punkt des Koordinatenkorpers auf der (positiven) X,-Achse abtrigt. Ein
Punkt hat die X,-Koordinate z, = ¢, bedeutet: Eine relativ zum Koordinaten-
system ruhend angeordnete, mit dem Punktereignis rdumlich (praktisch) zu-
sammenfallende Einheitsuhr, welche nach bestimmten Vorschriften gerichtet
ist, hat , — ¢ Perioden zuriickgelegt beim Eintreten des Punktereignisses.')

Diese Auffassung von Raum und Zeit schwebte den Physikern stets,
wenn auch meist unbewuBt, vor, wie aus der Rolle klar erkennbar ist, welche
diese Begriffe in der messenden Physik spielen; diese Auffassung muBte der
Leser auch der zweiten Betrachtung des letzten Paragraphen zugrunde legen,
um mit diesen Ausfiihrungen einen Sinn verbinden zu kénnen. Aber wir
wollen nun zeigen, daB man sie fallen lassen und durch eine allgemeinere
ersetzen muB, um das Postulat der allgemeinen Relativitdt durchfithren zu
konnen, falls die spezielle Relativititstheorie fiir den Grenzfall des Fehlens
eines Gravitationsfeldes zutrifft.

1) Die Konstatierbarkeit der ,,Gleichzeifigkeit“ fiir réumlich unmittelbar benach-
barte Ereignisse, oder — priiziser gesagt — fiir das raumzeitliche unmittelbare Be-
nachbartsein (Koinzidenz) nehmen wir an, ohne fiir diesen fundamentalen Begriff eine
Definition zu geber
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Wir fiihren in einem Raume, der frei sei von Gravitationsfeldern, ein
Galileisches Bezugssystem K (z, v, 2, ?) ein, und auBerdem ein relativ zu K
gleichférmig rotierendes Koordinatensystem K’ (z', y’, ', ¢'). Die Anfangs-
punkte beider Systeme sowie deren Z-Achsen mogen dauernd zusammen-
fallen. Wir wollen zeigen, daB fiir eine Raum—Zeitmessung im System K’
die obige Festsetzung fiir die physikalische Bedeutung von Lingen und Zeiten
nicht aufrecht erhalten werden kann. Aus Symmetriegriinden ist klar, daB
ein Kreis um den Anfangspunkt in der X-Y-Ebene von K zugleich als Kreis
in der X’-Y"-Ebene von K’ aufgefalt werden kann. Wir denken uns nun
Umfang und Durchmesser dieses Kreises mit einem (relativ zum Radius un-
endlich kleinen) EinheitsmaBstabe ausgemessen und den Quotienten beider
MeBresultate gebildet. Wiirde man dieses Experiment mit einem relativ zum
Galileischen System K ruhenden MaBstabe ausfithren, so wiirde man als
Quotienten die Zahl = erhalten. Das Resultat der mit einem relativ zu K’
ruhenden MaBstabe ausgefithrten Bestimmung wiirde eine Zahl sein, die
groBer ist als . Man erkennt dies leicht, wenn man den ganzen MeBprozeB
vom ,ruhenden” System K aus beurteilt und beriicksichtigt, daB der peri-
pherisch angelegte MaBstab eine Lorentzverkiirzung erleidet, der radial an-
gelegte MaBstab aber nicht. Es gilt daher in bezug auf K’ nicht die Eukli-
dische Geometrie; der.oben festgelegte Koordinatenbegriff, welcher die Giiltig-
keit der Euklidischen Geometrie voraussetzt, versagt also mit Bezug auf das
System K'. Ebensowenig kann man in K’ eine den physikalischen Bediirf-
nissen entsprechende Zeit einfiihren, welche durch relativ zu K’ rubende,
gleich beschaffene Uhren angezeigt wird. Um dies einzusehen, denke man
sich im Koordinatenursprung und an der Peripherie des Kreises je eine von
zwei gleich beschaffenen Uhren angeordnet und vom ,ruhenden” System K
aus betrachtet. Nach einem bekannten Resultat der speziellen Relativitits-
theorie geht — von K aus beurteilt — die auf der Kreisperipherie angeord-
nete Uhr langsamer als die im Anfangspunkt angeordnete Uhr, weil erstere
Uhr bewegt ist, letztere aber nicht. Einim gemeinsamen Koordinatenursprung
befindlicher Beobachter, welcher auch die an der Peripherie befindliche Uhr
mittels des Lichtes zu beobachten fihig wire, wiirde also die an der Peri-
pherie angeordnete Uhr langsamer gehen sehen als die neben ihm angeordnete
Uhr. Da er sich nicht dazu entschlieBen wird, die Lichtgeschwindigkeit auf
dem in Betracht kommenden Wege explicite von der Zeit abhéingen zu lassen,
wird er seine Beobachtung dahin interpretieren, daB die Uhr an der Peri-
pherie , wirklich“ langsamer gehe als die im Ursprung angeordnete. Er wird
also nicht umhin kénnen, die Zeit so zu definieren, daB die Ganggeschwin-
digkeit einer Uhr vom Orte abhingt.

Wir gelangen also zu dem Ergebnis: In der allgemeinen Relativitits-
theorie kénnen Raum- und ZeitgroBen nicht so definiert werden, daB rium-
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liche Koordinatendifferenzen unmittelbar mit dem EinheitsmaBstab, zeitliche
mit einer Normaluhr gemessen werden konnten.

Das bisherige Mittel, in das zeitrdumliche Kontinuum in bestimmter
Weise Koordinaten zu legen, versagt also, und es scheint sich auch kein
anderer Weg darzubieten, der gestatten wiirde, der vierdimensionalen Welt
Koordinatensysteme so anzupassen, daB bei ihrer Verwendung eine beson-
ders einfache Formulierung der Naturgesetze zu erwarten wire. Es bleibt
daher nichts anderes iibrig, als alle denkbaren?') Koordinatensysteme als fiir
die Naturbeschreibung prinzipiell gleichberechtigt anzusehen. Dies kommt
auf die Forderung hinaus:

Die allgemeinen Naturgesetze sind durch Gleichungen auszudriicken, die
fiir alle Koordinatensysteme gelten, d. h. die beliebigen Substitutionen gegeniiber
kovariant (allgemein Lovariant) sind.

Es ist klar, daB eine Physik, welche diesem Postulat geniigt, dem all-
gemeinen Relativititspostulat gerecht wird. Denn in allen Substitutionen
sind jedenfalls auch diejenigen enthalten, welche allen Relativhewegungen
der (dreidimensionalen) Koordinatensysteme entsprechen. DaB diese Forde-
rung der allgemeinen Kovarianz, welche dem Raum und der Zeit den letzten
Rest physikalischer Gegenstindlichkeit nehmen, eine natiirliche Forderung
ist, geht aus folgender Uberlegung hervor. Alle unsere zeitriumlichen Kon-
statierungen laufen stets auf die Bestimmung zeitrdumlicher Koinzidenzen
hinaus. Bestéinde beispielsweise das Geschehen nur in der Bewegung mate-
rieller Punkte, so wire letzten Endes nichts beobachtbar als die Begegnun-
gen zweier oder mehrerer dieser Punkte. Auch die Ergebnisse unseret Mes-
sungen sind nichts anderes als die Konstatierung derartiger Begegnungen
materieller Punkte unserer MaBstibe mit anderen materiellen Punkten bzw.
Koinzidenzen zwischen Uhrzeigern, Zifferblattpunkten und ins Auge gefaBten,
am gleichen Orte und zur gleichen Zeit stattfindenden Punktereignissen.

Die Einfiihrung eines Bezugssystems dient zu nichts anderem als zur
leichteren Beschreibung der Gesamtheit solcher Koinzidenzen. Man ordnet
der Welt vier zeitriumliche Variable z,, x,, %, 7, zu, derart, daB jedem
Punktereignis ein Wertesystem der Variablen z, ...z, entspricht. Zwei
koinzidierenden Punktereignissen entspricht dasselbe Wertesystem der Va-
riablen z, ...x,; d. h. die Koinzidenz ist durch die Ubereinstimmung der
Koordinaten charakterisiert. Fithrt man statt der Variablen z, ... z, belie-
bige Funktionen derselben, z,’, z;’, x5, z,” als neues Koordinatensystem ein,
so daB die Wertesysteme einander eindeutig zugeordnetsind, so ist die Gleich-
heit aller vier Koordinaten auch im neuen System der Ausdruck fiir die

1) Von gewissen Beschriinkungen, welche der Forderung der eindeutigen Zu-
ordnung und derjenigen der Stetigkeit entsprechen, wollen wir hier nicht sprechen.
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raumzeitliche Koinzidenz zweier Punktereignisse. Da sich alle unsere physi-
kalischen Erfahrungen letzten Endes auf solche Koinzidenzen zuriickfiihren
lassen, ist zunichst kein Grund vorhanden, gewisse Koordinatensysteme vor
anderen zu bevorzugen, d. h. wir gelangen zu der Forderung der allgemeinen
Kovarianz.

§ 4. Beziehung der vier Koordinaten zu riumlichen und zeitlichen
MeBergebnissen. Analytischer Ausdruck fiir das Gravitationsfeld.

Es kommt mir in dieser Abhandlung nicht darauf an, die allgemeine
Relativitatstheorie als ein mdoglichst einfaches logisches System mit einem
Minimum von Axiomen darzustellen. Sondern es ist mein Hauptziel, diese
Theorie so zu entwickeln, daB der Leser die psychologische Natiirlichkeit
des eingeschlagenen Weges empfindet und daB die zugrunde gelegten Vor-
aussetzungen durch die Erfahrung moglichst gesichert erscheinen. In diesem
Sinne sei nun die Voraussetzung eingefiihrt:

Fiir unendlich kleine vierdimensionale Gebiete ist die Relativititstheorie
im engeren Sinne bei passender Koordinatenwahl zutreffend.

Der Beschleunigungszustand des unendlich kleinen (,,6rtlichen®) Koor-
dinatensystems ist hierbei so zu wihlen, daB ein Gravitationsfeld nicht auf-
tritt; dies ist fiir ein unendlich kleines Gebiet méglich. X, X,, X; seien
die rdumlichen Koordinaten; X, die zugehorige, in geeignetem MaBstabe ge-
messene') Zeitkoordinate. Diese Koordinaten haben, wenn ein starres Stib-
chen als EinheitsmaBstab gegeben gedacht wird, bei gegebener Orientierung
des Koordinatensystems eine unmittelbare physikalische Bedeutung im Sinne
der speziellen Relativititstheorie. Der Ausdruck

) ds'= — dX? — dX3 — dX? + dX3

hat dann nach der speziellen Relativititstheorie einen von der Orientierung
des lokalen Koordinatensystems unabhéngigen, durch Raum—Zeitmessung
ermittelbaren Wert. Wir nennen ds die GroBe des zu den unendlich be-
nachbarten Punkten des vierdimensionalen Raumes gehorigen Linienelemen-
tes. Ist das zu dem Element (dX, ... dX,) gehérige ds® positiv, so nennen
wir mit Minkowski ersteres zeitartig, im entgegengesetzten Falle raumartig

Zu dem betrachteten ,Linienelement® bzw. zu den beiden unendlich be-
nachbarten Punktereignissen gehdren auch bestimmte Differentiale dz, . . . dz,
der vierdimensionalen Koordinaten des gew#hlten Bezugssystems. Ist dieses
sowie ein ,lokales* System obiger Art fiir die betrachtete Stelle gegeben, so

1) Die Zeiteinheit ist so zu withlen, daB die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit —
in dem ,lokalen* Koordinatensystem gemessen —= gleich 1 wird.
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werden sich hier die d X, durch bestimmte lineare homogene Ausdriicke der
dz, darstellen lassen:

(@) iX,—Sa, dz,.

Setzt man diese Ausdriicke in (1) ein, so erhilt man
3) dst =g, . dz,dz,,

wobei die g,, Funktionen der z, sein werden, die nicht mehr von der Orien-
tierung und dem Bewegungszustand des ,lokalen“ Koordinateusystems ab-
hingen konnen; denn ds® ist eine durch MaBstab-Uhrenmessung ermittel-
bare, zu den betrachteten, zeitriumlich unendlich benachbarten Punktereig-
nissen gehorige, unabhingig von jeder besonderen Koordinatenwahl definierte
GroBe. Die g,, sind hierbei so zu wihlen, daB g = g, ist; die Summation
ist tiber alle Werte von ¢ und z Zu erstrecken, so daB die Summe aus 4 >< 4
Summanden besteht, von denen 12 paarweise gleich sind

Der Fall der gewdhnlichen Relativititstheorie geht aus dem hier be-
trachteten hervor, falls es, vermoge des besonderen Verhaltens der g__ in
einem endlichen Gebiete, moglich ist, in diesem das Bezugssystem so zu
wihlen, daB die g _ die konstanten Werte ’

—1 0 0 0
0 —-1 .0 0
0 0 -1 0
0 0 0 +1

annebhmen. Wir werden spiter sehen, daBl die Wahl solcher Koordinaten fiir
endliche Gebiete im allgemeinen nicht moglich ist.

Aus den Betrachtungen der §§ 2 und 3 geht hervor, daB die GroBen g _,
vom physikalischen Standpunkte aus als diejenigen GriBen anzusehen sind,
welche das Gravitationsfeld in bezug auf das gewéhlte Bezugssystem be-
schreiben. Nehmen wir nédmlich zunichst an, es sei fiir ein gewisses be-
trachtetes vierdimensionales Gebiet bei geeigneter Wahl der Koordinaten die
spezielle Relativititstheorie giiltig. Die g _ haben dann die in (4) ange-
gebenen Werte. Ein freier materieller Punkt bewegt sich dann beziiglich
dieses Systems geradlinig gleichférmig. Fiihrt man nun durch eine beliebige
Substitution neue Raum—Zeitkoordinaten z, . . . z, ein, so werden in diesem
neuen System die g, , nicht mehr Konstante, sondern Raum—Zeitfunktionen
sein. Gleichzeitig wird sich die Bewegung des freien Massenpunktes in den
neuen Koordinaten als eine krummlinige, nicht gleichformige, darstellen,
wobei dies Bewegungsgesetz unabhingig sein wird von der Natur des be-
wegten Massenpunktes. Wir werden also diese Bewegung als eine solche
unter dem EinfluB eines Gravitationsfeldes deuten. Wir sehen das Auftreten

4)
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eines Gravitationsfeldes gekniipft an eine raumzeitliche Verdnderlichkeit
der g .. Auch in dem allgemeinen Falle, daB wir nicht in einem endlichen
Gebiete bei passender Koordinatenwahl die Giiltigkeit der speziellen Rela-
tivititstheorie herbeifiihren konnen, werden wir an der Auftassung festzu-
halten haben, daB die g , das Gravitationsfeld beschreiben.

Die Gravitation spielt also gemiB der allgemeinen Relativititstheorie
eine Ausnahmerolle gegeniiber den iibrigen, insbesondere den elektromagne-
tischen Kriiften, indem die das Gravitationsfeld darstellenden 10 Funktionen
g, zugleich die metrischen Eigenschaften des vierdimensionalen MeBraumes
bestimmen.

B. Mathematische Hilfsmittel fiir die Aufstellung allgemein
kovarianter Gleichungen.

Nachdem wir im vorigen gesehen haben, daB das allgemeine Relativi-
titspostulat zu der Forderung fiihrt, daB die Gleichungssysteme der Physik
beliebigen Substitutionen der Koordinaten z, . . . z, gegeniiber kovariant sein
miissen, haben wir zu iiberlegen, wie derartige allgemein kovariante Glei-
chungen gewonnen werden konnen. Dieser rein mathematischen Aufgabe
wenden wir uns jetzt zu; es wird sich dabei zeigen, daB bei deren Losung
die in Gleichung (3) angegebene Invariante ds eine fundamentale Rolle spielt,
welche wir in Anlehnung an die GauBsche Flichentheorie als ,,Linienelement“
bezeichnet haben.

Der Grundgedanke dieser allgemeinen Kovariantentheorie ist folgender.
Es seien gewisse Dinge (,,Tensoren) mit Bezug auf jedes Koordinatensystem
definiert durch eine Anzahl Raumfunktionen, welche die ,Komponenten“ des
Tensors genannt werden. Es gibt dann gewisse Regeln, nach welchen diese
Komponenten fiir ein neues Koordinatensystem berechnet werden, wenn sie
fiir das urspriingliche System bekannt sind, und wenn die beide Systeme
verkniipfende Transformation bekannt ist. Die nachher als Tensoren be-
zeichneten Dinge sind ferner dadurch gekennzeichnet, daB die Transforma-
tionsgleichungen fiir ihre Komponenten linear und homogen sind. Demnach
verschwinden sémtliche Komponenten im neuen System, wenn sie im ur-
spriinglichen System simtlich verschwinden. Wird also ein Naturgesetz durch
das Nullsetzen aller Komponenten eines Tensors formuliert, so ist es allge-
mein kovariant; indem wir die Bildungsgesetze der Tensoren untersuchen,
erlangen wir die Mittel zur Aufstellung allgemein kovarianter Gesetze.

§ 6. Kontravarianter und kovarianter Vierervektor.
Kontravarianter Vierervektor. Das Linienelement ist definiert durch
die vier ,Komponenten® dz,, deren Transformationsgesetz durch die
Gleichung
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: da,
() dz, = D' 52 da,

ausgedriickt wird. Die dz, driicken sich linear und homogen durch die dz,
aus; wir konnen diese Koordinatendifferentiale dz, daher als die Komponen-
ten eines ,Tensors“ ansehen, den wir speziell als kontravarianten Vierer-
vektor bezeichnen. Jedes Ding, was beziiglich des Koordinatensystems durch
vier GréBen A” definiert ist, die sich nach demselben Gesetz

, ox; )
(6a) 47 = X5 4

transformieren, bezeichnen wir ebenfalls als kontravarianten Vierervektor.
Aus (ba) folgt sogleich, daB die Summen (4° + B°) ebenfalls Komponenten
eines Vierervektors sind, wenn A° und B° es sind. Entsprechendes gilt fiir
alle spiter als ,Tensoren einzufiihrenden Systeme (Regel von der Addition
und Subtraktion der Tensoren).

Kovarianter Vierervektor. Vier GroBen 4, nennen wir die Komponenten
eines kovarianten Vierervektors, wenn fiir jede beliebige Wahl des kontra-
varianten Vierervektors B”

(6) >'A, B" = Invariante.

Aus dieser Definition folgt das Transformationsgesetz des kovarianten Vierer-
vektors. Ersetzt man némlich auf der rechten Seite der Gleichung

S4B =34,B"

B* durch den aus der Umkehrung der Gleichung (5a) folgenden Ausdruck

,ai‘,’Bo”
< ox,
axv ’ ’
so erhidlt man E Be’ WAv= E B 4,.
(13
g v /]

Hieraus folgt aber, weil in dieser Gleichung die B°" unabhingig voneinander
frei wihlbar sind, das Transformationsgesetz
oz,

Y.

= >_24,
ox, =

(M 4,
Bemerkung zur Vereinfachung der Schreibweise der Ausdriicke.

Ein Blick auf die Gleichungen dieses Paragraphen zeigt, daB iiber In-
dizes, die zweimal unter einem Summenzeichen auftreten [z. B. der Index »

in (B)], stets summiert wird, und zwar nur iiber zweimal auftretende Indizes
Es istdes halb moglich, ohne die Klarheit zu beeintrichtigen, die Summen
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zeichen wegzulassen. Dafiir filhren wir die Vorschrift ein: Tritt ein Index
in einem Term eines Ausdruckes zweimal auf, so ist {iber ihn stets zu sum-
mieren, wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist.

Der Unterschied zwischen dem kovarianten und kontravarianten Vierer-
vektor liegt in dem Transformationsgesetz [(7) bzw. (5)]. Beide Gebilde sind
Tensoren im Sinne der obigen allgemeinen Bemerkung; hierin liegt ihre Be-
deutung. Im AnschluB an Ricei und Levi-Civita wird der kontravariante
Charakter durch oberen, der kovariante durch unteren Index bezeichnet.

§ 6. Tensoren zweiten und hoheren Ranges.

Kontravarianter Tensor. Bilden wir séimtliche 16 Produkte A#* der
Komponenten 4* und B* zweier kontravarianten Vierervektoren

(8) Axr = A+ B,

so erfiillt A#” gemidB (8) und (ba) das Transformationsgesetz
9 Ao = 000 0% gy

@) oz, o=,

Wir nennen ein Ding, das beziiglich eines jeden Bezugssystems durch
16 GroBen (Funktionen) beschrieben wird, die das Transformationsgesetz
(9) erfiillen, einen kontravarianten Tensor zweiten Ranges. Nicht jeder
solche Tensor 1iBt sich gemaB (8) aus zwei Vierervektoren bilden. Aber es
ist leicht zu beweisen, dafl sich 16 beliebig gegebene 4#* darstellen lassen
als die Summen der A* B” von vier geeignet gewihlten Paaren von Vierer-
vektoren. Deshalb kann man beinahe alle Sitze, die fiir den durch (9) de-
finierten Tensor zweiten Ranges gelten, am einfachsten dadurch beweisen,
daB man sie fiir spezielle Tensoren vom Typus (8) dartut.

Kontravarianter Tensor beliebigen Ranges. Es ist klar, daB man ent-
sprechend (8) und (9) auch kontravariante Tensoren dritten und héheren
Ranges definieren kann mit 4° usw. Komponenten. Ebenso erhellt aus (8)
und (9), daB man in diesem Sinne den kontravarianten Vierervektor als
kontravarianten Tensor ersten Ranges auffassen kann.

Kovarianter Tensor. Bildet man andererseits die 16 Produkte A,, der
Komponenten zweier kovarianter Vierervektoren 4, und B,

(10) 4,,=4,B,
so gilt fiir diese das Transformationsgesetz
, Oz, oz,
(11) A01 =_8—5;%:A/‘"

Durch dieses Transformationsgesetz wird der kovariante Tensor zweiten
Ranges definiert. Alle Bemerkungen, welche vorher iiber die kontravarian-
ten Tensoren gemacht wurden, gelten auch fiir die kovarianten Tensoren.
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Bemerkung. Es ist bequem, den Skalar (Invariante) sowohl als kontra-
arianten wie als kovarianten Tensor vom Range Null zu behandeln.
Gemischter Tensor. Man kann auch einen Tensor zweiten Ranges vom Typus

(12) A =A4,B
definieren, der beziiglich des Index u kovariant, beziiglich des Index » kon-
travariant ist. Sein Transformationsgesetz ist
. ’ ax'; axa B
(13) 47 = 75, 4, A°.
Natiirlich gibt es gemischte Tensoren mit beliebig vielen Indizes kova-

rianten und beliebig vielen Indizes kontravarianten Charakters. Der kova-
riante und der kontravariante Tensor konnen als spezielle Fille des gemisch-

ten angesehen werden.

Symmetrische Tensoren. Ein kontravarianter bzw. kovarianter Tensor
zweiten oder hoheren Ranges heiit symmetrisch, wenn zwei Komponenten,
die durch Vertauschung irgend zweier Indizes auseinander hervorgehen, gleich
sind. Der Tensor 4“” bzw. 4,, ist also symmetrisch, wenn fiir jede Kom-
bination der Indizes
(14) A = A7, bzw.
(14a) 4,,=4,, ist

Es muB bewiesen werden, daB die so definierte Symmetrie eine vom
Bezugssystem unabhingige Eigenschaft ist. Aus (9) folgt in der Tat mit
Riicksicht auf (14)

Ao = ,,af"_ &A;{v=%_a_f1‘47#= afc_’ 9z, Ary = [ro’,
oz, ox, oz, oz, oz, dx,

Die vorletzte Gleichsetzung beruht auf der Vertauschung der Summations-
indizes g und » (d. h. auf bloBer Anderung der Bezeichnungsweise).
Antisymmetrische Tensoren. Ein kontravarianter bzw. kovarianter Tensor
zweiten, dritten oder vierten Ranges heiBt antisymmetrisch, wenn zwei Kom-
ponenten, die durch Vertauschung irgend zweier Indizes auseinander hervor-
gehen, entgegengesetzt gleich sind. Der Temsor A* bzw. 4,, ist also anti-
symmetrisch, wenn stets
(15) Ar? == — A7, bzw.
(15a) 4,,=—4,, ist

"’

Von den 16 Komponenten A** verschwinden die vier Komponenten A##;
die iibrigen sind paarweise entgegengesetzt gleich, so daB nur 6 numerisch
verschiedene Komponenten vorhanden sind (Sechservektor). Ebenso sieht
man, daB der antisymmetrische Tensor 44*¢ (dritten Ranges) nur vier nume-
risch verschiedene Komponenten hat, der antisymmetrische Tensor 4%*?* nur
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eine einzige. Antisymmetrische Tensoren hoheren als vierten Ranges gibt
es in einem Kontinuum von vier Dimensionen nicht.

§ 7. Multiplikation der Tensoren.

Aupere Multiplikationen der Tensoren. Man erhilt aus den Komponen-
ten eines Tensors vom Range z und eines solchen vom Range 2z’ die Kom-
ponenten eines Tensors vom Range 2 + #’, indem man alle Komponenten des
ersten mit allen Komponenten des zweiten paarweise multipliziert. So ent-
stehen beispielsweise die Tensoren 7 aus den Tensoren 4 und B verschle-
dener Art T,,,=4,B,

uvo
Taﬂyd‘ AaﬂByd
— J
ngf =4, ﬂBr .

Der Beweis des Tensorcharakters der I’ ergibt sich unmittelbar aus den
Darstellungen (8), (10), (12) oder aus den Transformationsregeln (9), (11),
(13). Die Gleichungen (8), (10), (12) sind selbst Beispiele duBerer Multi-
plikation (von Tensoren ersten Ranges).

» Verjiingung® eines gemischten Tensors. Aus jedem gemischten Tensor
kann ein Tensor von einem um zwei kleineren Range gebildet werden, in-
dem man einen Index kovarianten und einen Index kontravarianten Charak-
ters gleichsetzt und nach diesem Index summiert (,,Verjiingung®). Man ge-
winnt so z. B. aus dem gemischten Tensor vierten Ranges AY" den gemisch-
ten Tensor zweiten Ranges

Al A (= 34z

und aus diesem, abermals durch VerJungung, den Tensor nullten Ranges
A= Af = A3

Der Beweis dafiir, daBl das Hrgebnis der Verjiingung wirklich Tensor-
charakter besitzt, ergibt sich entweder aus der Tensordarstellung gemiB der
Verallgemeinerung von (12) in Verbindung mit (6) oder aus der Verallge-
meinerung von (13).

Innere und gemischte Multiplikation der Tensoren. Diese bestehen in der
Kombination der duBeren Multiplikation mit der Verjingung.

Beispiele. Aus dem kovarianten Tensor zweiten Ranges A4,, und
dem kontravarianten Tensor ersten Ranges B¢ bilden wir durch &uBere
Multiplikation den gemischten Tensor

Do =4, B

uv
Durch Verjiingung nach den Indizes v, ¢ entsteht der kovariante Vierervektor

D =D =A,DB.

1733
Diesen bezeichnen wir auch als inneres Produkt der Tensoren 4,, und B°.

-

Math, Monogr. 2: Finstein, Lorentz, Minkowski, Relativititsprinzip ]
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Analog bildet man aus den Tensoren 4,, und B?* durch &uBere Multipli-
kation und zweimalige Verjingung das innere Produkt 4,, B#”. Durch
duBere Produktbildung und einmalige Verjiingung erhilt man aus 4,, und
B°* den gemischten Tensor zweiten Ranges D7 = 4,, B*”. Man kann diese
Operation passend als eine gemischte bezeichnen; denn sie ist eine duBere
beziiglich der Indizes p und 7, eine innere beziiglich der Indizes » und 6.

Wir beweisen nun einen Satz, der zum Nachweis des Tensorcharakters
oft verwendbar ist. Nach dem soeben Dargelegten ist 4,, B“* ein Skalar,
wenn A, und B°* Tensoren sind. Wir behaupten aber auch folgendes: Wenn
A,, B*" fiir jede Wahl des Tensors B** eine Invariante ist, so hat 4,, Ten-
sorcharakter.

Beweis. — Es ist nach Voraussetzung fiir eine beliebige Substitution

A4,/ B =4, B
Nach der Umkehrung von (9) ist aber
oz, ox
v __H* Y (44
B = a7 5a; BT
Dies, eingesetzt in obige Gleichung, liefert:

g dx, dx
’ {7 v ’
(4oi- 5222 4, ) B0

oz, dx,

Dies kann bei beliebiger Wahl von B°* nur dann erfiillt sein, wenn
die Klammer verschwindet, woraus mit Riicksicht auf (11) die Behauptungfolgt.

Dieser Satz gilt entsprechend fiir Tensoren beliebigen Ranges und Cha-
rakters; der Beweis ist stets analog zu fiihren.

Der Satz 148t sich ebenso beweisen in der Form: Sind B* und C” be-
liebige Vektoren, und ist bei jeder Wahl derselben das innere Produkt

4,,B“C

ein Skalar, so ist 4,, ein kovarianter Tensor. Dieser letztere Satz gilt auch

dann noch, wenn nur die speziellere Aussage zutrifft, daB bei beliebiger
Wahl des Vierervektors B~ das skalare Produkt

4,, BB
ein Skalar ist, falls man auBerdem weiB, daB 4,, der Symmetriebedingung
4,,= 4,, geniigt. Denn auf dem vorhin angegebenen Wege beweist man

den Tensorchalakter von (4,,+ 4,,), woraus dann wegen der Symmetrie-
eigenschaft der Tensorcharakter von 4, selbst folgt. Auch dieser Satz liBt
sich leicht verallgemeinern auf den Fall kovarianter und kontravarianter
Tensoren beliebigen Ranges.

Endlich folgt aus dem Bewiesenen der ebenfalls auf beliebige Tensoren
zu verallgemeinernde Satz: Wenn die GroBen A, B” bei beliebiger Wahl
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des Vierervektors B” einen Tensor ersten Ranges bilden, so ist 4, ein Ten-
sor zweiten Ranges. Ist nimlich C* ein beliebiger Vierervektor, so ist wegen
des Tensorcharakters 4,, B” das innere Produkt 4,, C* B~ bei beliebiger
Wahl der beiden Vierervektoren C# und B” ein Skalar, woraus die Behaup-
tung folgt.

§ 8. Einiges iiber den Fundamentaltensor der g,,.

Der kovariante Fundamentaltensor. In dem invarianten Ausdruck des
Quadrates des Linienelementes g2 _ 9ur 4, dz,

spielt dz, die Rolle eines beliebig wihlbaren kontravarianten Vektors. Da
ferner g, ,=g,,, so folgt nach den Betrachtungen des letzten Paragraphen
hieraus, daB g, , ein kovarianter Tensor zweiten Ranges ist. Wir nennen ihn
yFundamentaltensor”. Im folgenden leiten wir einige Eigenschaften dieses
Tensors ab, die zwar jedem Tensor zweiten Ranges eigen sind; aber die be-
sondere Rolle des Fundamentaltensors in unserer Theorie, welche in der Be-
sonderheit der Gravitationswirkungen ihren physikalischen Grund hat, bringt
es mit sich, daB die zu entwickelnden Relationen nur bei dem Fundamental-
tensor fiir uns von Bedeutung sind.

Der kontravariante Fundamentaltensor. Bildet man in dem Determinan-
tenschema der 9, 70 jedem 9ur die Unterdeterminante und dividiert diese
durch die Determinante g = |g,, | der 9,,» 80 erhilt man gewisse GroBen
g“” (= g’*), von denmen wir beweisen wollen, daB sie einen kontravarianten
Tensor bilden.

Nach einem bekannten Determinantensatze ist
(16) 9..9°= 6,:7
wobei das Zeichen d,” 1 oder O bedeutet, je nachdem g = v oder u = » ist.
Statt des obigen Ausdruckes fiir ds* konnen wir auch
9.,9,dz, dz ,

uG v

oder nach (16) auch 9.69,.9°" dz, dz,

schreiben. Nun bilden aber nach den Multiplikationsregeln der vorigen Pa-
ragraphen die GroBen ak,=g,,dz,

einen kovarianten Vierervektor, und zwar (wegen der willkiirlichen Wihl-
barkeit der dz,) einen beliebig wihlbaren Vierervektor. Indem wir ihn in
unseren Ausdruck einfiihren, erhalten wir

das® = g°*d, dE,.

Da dies bei beliebiger Wahl des Vektors d, ein Skalar ist und g° nach

seiner Definition in den Indizes ¢ und v symmetrisch ist, folgt aus den Er-
T*
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gebnissen des vorigen Paragraphen, daB ¢g° ein kontravarianter Tensor ist.
Aus (16) folgt noch, daB auch d,” ein Tensor ist, den wir den gemischten
Fundamentaltensor nennen kénnen.

Determinante des Fundamentallensors. Nach dem Multiplikationssatz

der Det i t ist ay | @y

er Determinanten ist | g=r|—|g [|g*’|.
Andererseits ist 19,.9°"| = w,,vl =1
(17)  Also folgt 19,1197 =1.

Invariante des Volumens.*) Wir suchen zuerst das Transformationsgesetz
der Determinante g = |g  |. GemiB (11) ist

, |o=, oz,
9 =\ 727 5 Jur|"
Hieraus folgt durch zweimalige Anwendung des Multiplikationssatzes der
Determinanten , |o=, || 0=, oz, |*
9 =\%a Bz | 19,1 = FEARL
— oz, —
oder Vg = ax“;jl/‘q.

Andererseits ist das Gesetz der Transformation des Elementes
dr = dz,dx,dzsdx,

f J

nach dem bekannten Jacobischen Satze dtv’ = i ax"
“

dr.

Durch Multiplikation der beiden letzten Gleichungen erhilt man
(18) Vg dr' =Vygdr.
Statt /g wird im folgenden die GroBe )/—g eingefiihrt, welche wegen des
hyperbolischen Charakters des zeitriumlichen Kontinuums stets einen reellen
Wert hat. Die Invariante J/— g dz ist gleich der GriBe des im ,ortlichen
Bezugssystem®, mit starren MaBstiben und Uhren im Sinne der speziellen
Relativititstheorie gemessenen vierdimensionalen Volumelementes.
Bemerlung iiber den Charakter des rawmezcitlichen Kontinuums. Unsere
Voraussetzung, daB im unendlich kleinen stets die spezielle Relativititstheorie
gelte, bringt es mit sich, daB sich ds® immer gemiB (1) durch die reellen
GréBen d X, . ..d X, ausdriicken 148t. Nennen wir dz, das ,natiirliche Vo-
lumelement d X, d X,d X,d X,, so ist also

(18a) dr, =Y —gdr.
Soll an einer Stelle des vierdimensionalen Kontinuums J/— g verschwin-
den, so bedeutet dies, daB hier einem endlichen Koordinatenvolumen ein un-

1) In der folgenden Betrachtung sind die streng genommen erforderlichen
Integralzeichen der Einfachheit halber weggelassen.
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endlich kleines ,natiirliches® Volumen entspreche. Dies moge nirgends der
Fall sein. Dann kann g sein Vorzeichen nicht dndern; wir werden im Sinne
der speziellen Relativititstheorie annehmen, daB g stets einen endlichen nega-
tiven Wert habe. Es ist dies eine Hypothese iiber die physikalische Natur
des betrachteten Kontinuums und gleichzeitig eine Festsetzung iiber die Koor-
dinatenwahl.

Ist aber — g stets positiv und endlich, so liegt es nahe, die Koordina-
tenwahl a posteriori so zu treffen, daB diese GroBe gleich 1 wird. Wir wer-
den spiter sehen, daB durch eine solche Beschrinkung der Koordinaten-

wahl eine bedeutende Vereinfachung der Naturgesetze erzielt werden kann.
An Stelle von (18) tritt dann einfach

dt’ = dr,
woraus mit Riicksicht auf Jacobis Satz folgt
oz, ,
(19 | 9%, =1.
1) |2, |

Bei dieser Koordinatenwahl sind also nur Substitutionen der Koordinaten
von der Determinante 1 zuldssig.

Es wiire aber irrtiimlich, zu glauben, daB dieser Schritt einen partiellen
Verzicht auf das allgemeine Relativititspostulat bedeute. Wir fragen nicht:
,»Wie heiBen die Naturgesetze, welche gegeniiber allen Transformationen von
der Determinante 1 kovariant sind?“ Sondern wir fragen: ,,Wie heiBen die
allgemein kovarianten Naturgesetze?“ Erst nachdem wir diese aufgestellt
haben, vereinfachen wir ihren Ausdruck durch eine besondere Wahl des Be-
zugssystems.

Bildung neuer Tensoren vermitielst des Fundamentaltensors. Durch innere,
duBere und gemischte Multiplikation eines Tensors mit dem Fundamental:
tensor entstehen Tensoren anderen Charakters und Ranges.

Beispiele: AF =gt A,

A =g., A"
Besonders sei auf folgende Bildungen hingewiesen:
Arr — gyagvp’Aaﬂ’
Aur=Guagrp A*?
(,,Ergiinzung® des kovarianten bzw. kontravarianten Tensors), und
Byy=gurg°? Aap.
Wi~ nennen B,, aen zu 4,, gehdrigen reduzierten Tensor. Analog
By — g#'gaﬁAaﬁ-
Es sei bemerkt, daB g~* nichts anderes ist als die Ergéinzung von g,,. Denn
man hat g4 "B gap = gre 0% = gr".
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§ 9. Gleichung der geoditischen Linie (bzw. der Punktbewegung).

Da das ,Linienelement® ds eine unabhingig vom Koordinatensystem
definierte GroBe ist, hat auch die zwischen zwei Punkten P, und P, des
vierdimensionalen Kontinuums gezogene Linie, fiir welche /'ds ein Extremum
ist (geoditische Linie), eine von der Koordinatenwahl unabhingige Bedeu-
tung. Ihre Gleichung ist

(20) a{f:zs} —0.

Aus dieser Gleichung findet man in bekannter Weise durch Ausfiihrung der
Variation vier totale Differentialgleichungen, welche diese geoditische Linie
bestimmen; diese Ableitung soll der Vollstindigkeit halber hier Platz finden.
Es sei 1 eine Funktion der Koordinaten z,; diese definiert eine Schar von
Flichen, welche die gesuchte geoditische Linie sowie alle ihr upeundlich be-
nachbarten, durch die Punkte P, und P, gezogenen Linien schneiden. Jede
solche Kurve kann dann dadurch gegeben gedacht werden, daB ihre Koordinaten
z, in Funktion von A ausgedriickt werden. Das Zeichen o entspreche dem
Ubergang von einem Punkte der gesuchten geoditischen Linie zu demjenigen
Punkte einer benachbarten Kurve, welcher zu dem nédmlichen 4 gehdrt. Dann
IiBt sich (20) durch 2
[war=0
(20a) i

w? = —d—x’i & ersetzen
=9uwr—qi ai .

1 (109, dz, dzx, dz, dx,
Da aber o0 — |5 52, S PR ey ] G

so erhilt man nach Einsetzen von dw in (20a) mit Riicksicht darauf, daB

P i‘_'i)_i"fz
ai )~ i

nach partieller Integration
4
fx,6,d2=0

(20Db) 4 d { Yuo 9%, } 1 9g,, dz, dz=,

Y =41 | w a1 | " 2w bz, 4ai di
Hieraus folgt wegen der freien Wihlbarkeit der 0z, das Verschwinden der x,.
Also sind
(20¢) %, =0
die Gleichungen der geoditischen Linie. Ist auf der betrachteten geoditi-
schen Linie nicht ds = 0, so konnen wir als Parameter 4 die auf der geo-
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diitischen Linie gemessene ,Bogenlinge® s wihlen. Dann wird w = 1, und
man erhilt an Stelle von (20¢)
d’xﬂ 29, dz, dz, 19g,, dz, dz,

I Lad =0
Guogse ox, ds ds 2 Jx;, ds ds ’

oder durch bloBe Anderung der Bezeichnungsweise

d’z, wv] dx, dz,
(20d) 9aam?+[a]w7z?=°’
wobei nach Christoffel gesetzt ist
wv 1 /09,4 09,4 ag#,>
@1 [a]=—2_(8w, + oz, ~ oz, )

Multipliziert man endlich (20d) mit g°* (iuBere Multiplikation beziiglich r,
innere beziiglich 6), so erhiilt man schlieBlich als endgiiltige Form der Glei-
chung der geoditischen Linie

oc a*zx, pr) dz, dz,

(22) EE R M R R

Hierbei ist nach Christoffel gesetzt

23 )= []

§ 10. Die Bildung von Tensoren durch Differentiation.

Gestiitzt auf die Gleichung der geodatischen Linie kénnen wir nun leicht
die Gesetze ableiten, nach welchen durch Differentiation aus Tensoren neue
Tensoren gebildet werden konnen. Dadurch werden wir erst in den Stand
gesetzt, allgemein kovariante Differentialgleichungen aufzustellen. Wir er-
reichen dies Ziel durch wiederholte Anwendung des folgenden einfachen
Satzes.

Ist in unserem Kontinuum eine Kurve gegeben, deren Punkte durch
die Bogendistanz s von einem Fixpunkt auf der Kurve charakterisiert sind,
ist ferner ¢ eine invariante Raumfunktion, so ist auch dg/ds eine Invariante.
Der Beweis liegt darin, daB sowohl dg als auch ds Invariante sind.

do o dz,

Da ds 7z, ds’
dp dx
1 — __&
so ist auch P = 5z, ds

eine Invariante, und zwar fiir alle Kurven, die von einem Punkte des Kon-
tinuums ausgehen, d. h. fiir beliebige Wahl des Vektors der da,. Daraus
folgt unmittelbar, daB
g 0
(24) Ay = 3%

i

ein kovarianter Vierervektor ist (Gradient von ).
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Nach unserem Satze ist ebenso der auf einer Kurve genommene Diffe-
rentialquotient dv

eine Invariante. Durch Einsetzen von i erhalten wir zunichst
e dz, da: 09 d’
x= azc_uaa:,, ds 9:1: ds’ dst

Hieraus 148t sich zunichst die Existenz eines Tensors nicht ableiten. Setzen
wir nun aber fest, daB die Kurve, auf welcher wir differenziert haben, eine geo-
ditische Kurve sei, so erhalten wir nach (22) durch Ersetzen von d®z,/ds:

g ‘p,v o d.’c# dx,
1= {owgm e Jm) as a
Aus der Vertauschbarkeit der Differentiationen nach g und » und daraus,
daB gemiB (23) und (21) die Klammer {#’} beziiglich 4 und » symmetrisch
ist, folgt, daB der Klammerausdruck in g und » symmetrisch ist. Da man
von einem Punkt des Kontinuums aus in beliebiger Richtung eine geoditi-
sche Linie ziehen kann, dz,/ds also ein Vierervektor mit frei wihlbarem Ver
hiltnis der Komponenten ist, folgt nach den Ergebnissen des § 7, dab
; . Ce _ [wv) 09
(25) Ayr== oz, 0%, { | bz,
ein kovarianter Tensor zweiten Ranges ist. Wir haben also das Ergebnie
gewonnen: Aus dem kovarianten Tensor ersten Ranges

o9

* T oz
ox,

kénnen wir durch Differentiation einen kovarianten Tensor zweiten Ranges

oA wv
o S0

o=~ |

bilden. Wir nennen den Tensor 4, , die ,,Erweiterung” des Tensors 4,. Zu-

niichst konnen wir leicht zeigen, daB diese Bildung auch dann auf einen

Tensor fiihrt, wenn der Vektor A, nicht als ein Gradient darstellbar ist. Um

dies einzusehen, bemerken wir zuniichst, daB

(26) 4

P
(4 iz,
ein kovarianter Vierervektor ist, wenn ¥ und ¢ Skalare sind. Dies ist auch
der Fall fiir eine aus vier solchen Gliedern bestehende Summe
SRl R R o,

falls 3 @W. .. p® @@ Skalare sind. Nun ist aber klar, daB sich jeder ko-
variante Vierervektor in der Form S, darstellen liBt. Ist nidmlich 4, ein
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Vierervektor, dessen Komponenten beliebig gegebene Funktionen der z, sind,
so hat man nur (beziiglich des gewihlten Koordinatensystems) zu setzen

p =4, o) =z,
Y e dy, o =z,
YO = 4s, ‘p(S) = I3,
YO =4, ¥ =1,

am zu erreichen, daB S, gleich 4, wird.

Um daher zu beweisen, daB A4,, ein Tensor ist, wenn auf der rechten
Seite fiir 4, ein beliebiger kovarianter Vierervektor eingesetzt wird, brauchen
wir nur zu zeigen, daB dies fiir den Vierervektor S, zutrifft. Fiir letzteres
ist es aber, wie ein Blick auf die rechte Seite von (26) lehrt, hinreichend,

den Nachweis fiir den Fall oy
A=,
zu fiihren. Es hat nun die mit ¢ multiplizierte rechte Seite von .(25)
Y O (mn) Y 99 Tensorcharakter.
0, 0%, lz )7 oz, -
. oy dp
Ebenso 1st aa: 3%,

ein Tensor (duBeres Produkt zweier Vierervektoren). Durch Addition folgt
der Tensorcharakter von

Vi 3(;7 (wv) 05
i Vi)~ 1) (0 5)
Damit ist, wie ein Blick auf (26) lehrt der verlangte Nachweis fiir den Vierer-
vektor "

?)c’

und daher nach dem vorhin Bewiesenen fiir jeden beliebigen Vierervektor
A, gefiihrt. —

Mit Hilfe der Erweiterung des Vierervektors kann man leicht die ,Er-
weiterung® eines kovarianten Tensors beliebigen Ranges definieren; diese
Bildung ist eine Verallgemeinerung der Erweiterung des Vierervektors. Wir
beschrinken uns auf die Aufstellung der Erweiterung des Tensors zweiten
Ranges, da dieser das Bildungsgesetz bereits klar iibersehen laBt.

Wie bereits bemerkt, 148t sich jeder kovariante Tensor zweiten Ranges
darstellen®) als eine Summe von Tensoren vom Typus 4, B,. Es wird des-

1) Durch #uBere Multiplikation der Vektoren mit den (beliebig gegebenen) Kom-

ponenten 4,,, 4,,, 4,,, A“ bzw. 1, 0, 0, 0 entsteht ein Tensor mit den Komponenten
‘All ’412 AXS All

o 0 o0 o
0o 0 o0 0
o 0 0 o.

Durch Addition von vier Tensoren von diesem Typus erhiilt man den Tensor 4u»
mit beliebig vorgeschriebenen Komponenten.



102 A. EinsTEIN

halb gentigen, den Ausdruck der Erweiterung fiir einen solchen spziellen
Tensor abzuleiten. Nach (26) haben die Ausdriicke

04
Bx:_ {6:} 4.,
2B,
dx_ {gzw}.B’

[

Tensorcharakter. Durch duBere Multiplikation des ersten mit B,, des zweiten
mit A, erhilt man je einen Tensor dritten Ranges; deren Addition ergibt
den Tensor dritten Ranges

04 ¢ 6w
7 A/iw=_a;‘;—v_{:} sz—{,, }A#t,
wobei 4, = A, B, gesetzt ist. Da die rechte Seite von (27) linear und ho-
mogen ist beziiglich der 4,, und deren erster Ableitungen, fiihrt dieses
Bildungsgesetz nicht nur bei einem Tensor vom Typus 4, B,, sondern auch
bei einer Summe solcher Tensoren, d. h. bei einem beliebigen kovarianten
Tensor zweiten Ranges, zu einem Tensor. Wir nennen 4,,, die Erweiterung
des Tensors A4,,.

Es ist klar, daB (26) und (24) nur spezielle Fille von Erweiterung be-
treffen (Erweiterung des Tensors ersten bzw. nullten Ranges). Uberhaupt
lassen sich alle speziellen Bildungsgesetze von Tensoren auf (27) in Verbin-
dung mit Tensormultiplikationen auffassen.

§ 11. Einige Spezialfiille von besonderer Bedeutung.

Einige den Fundamentaltensor betreffende Hilfssdtze. Wir leiten zunichst
einige im folgenden viel gebrauchte Hilfsgleichungen ab. Nach der Regel
von der Differentiation der Determinanten ist

(28) g = 9“* 9 Agur = ~ Gurg ag"".
Die letzte Form rechtfertigt sich durch die vorletzte, wenn man bedenkt,
daB g,,g+* = o', dab also g,,g“” = 4, folglich

uvdgt® + g** dgu, = 0.
Aus (28) folgt

1 oV—g 10lg(—g) 1 % 1 §g*
@) =T TF as, 2 as, T T T e
Aus Juog”’ =0

folgt ferner durch Differentiation

Gua 89" °= —g"’dgue
(30) 2g*e vo Iua

bzw. —— = — 3
Juo oz, ex;
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Durch gemischte Multiplikation mit g bzw. g,; erhilt man hieraus (bei ge-
anderter Bezeichnungsweise der Indizes)

age? = -~ g*g*F dgag,

31 o guv 09,
G G g et
bzw.

AGur = — Juagrp dg*?
32 © 09, 298
& T U

Die Beziechung (31) erlaubt eine Umformung, von der wir ebenfalls 6fter
Gebrauch zu machen haben. GemiB (21) ist

=[]+ Y]
<33) oz, = [ + o’
Setzt man dies in die zweite der Formeln (31) ein, so erhélt man mit Riick-
sicht auf (23)

ogr» X ) 6
o9 B (e e[
Durch Substitution der rechten Seite von (34) in (29) ergibt sich
1 oV—g _ lw}
29 .
(299) V=9 oz, \u

wDivergeng” des kontravarianten Vierervektors. Multipliziert man (26) mit
dem kontravarianten Fundamentaltensor g#” (innere Multiplikation), so nimmt
die rechte Seite nach Umformung des ersten Gliedes zunichst die Form an

3 dger 1 o e | 08e P9\
E(Q”VAN)“AM%V-‘“ 2 9 ( e+ a-xa —7800%,—)9# 4,.

Das letzte Glied dieses Ausdruckes kann gemif (31) und (29) in die Form

Logr g L L L ov=g
T oz, 4t 3 7z, 4, V=7 0=, 4,

gebracht werden. Da es auf die Benennung der Summationsindizes nicht
ankommt, heben sich die beiden ersten Glieder dieses Ausdruckes gegen das
zweite des obigen weg; das letzte 1aBt sich mit dem ersten des obigen Aus-
druckes vereinigen. Setzt man noch

g4, = A,
wobei 4* ebenso wie A4, ein frei wiihlbarer Vektor ist, so erhilt man endlich

(35) 0 Al 0/ 4)

Dieser Skalar ist die Divergenz des kontravarianten Vierervektors A”.
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,Rotation* des (kovarianten) Vierervektors. Das zweite Glied in (26) ist
in den Indizes ¢ und » symmetrisch. Es ist deshalb 4,,— 4,, ein beson-
ders einfach gebauter (antisymmetrischer) Tensor. Man erhilt

04, 04,
(36) Bur= 2, ~ 7,

Antisymmetrische Erweiterung eines Sechservektors. Wendet man (27)
auf einen antisymmetrischen Tensor zweiten Ranges 4,, an, bildet hierzu
die beiden durch zyklische Vertauschung der Indizes g, v, ¢ entstehenden
Gleichungen und addiert diese drei Gleichungen, so erhilt man den Tensor

dritten Ranges
04,, 04,, 04
(BT Buvo= dune + Ao+ Aoy = 7.2 + 520 + 7,

von welchem leicht zu beweisen ist, daB er antisymmetrisch ist.

Divergenz des Sechservektors. Multipliziert man (27) mit g«=g*# (ge-
mischte Multiplikation), so erhdlt man ebenfalls einen Tensor. Das erste
Glied der rechten Seite von (27) kann man in der Form

? , 298 , gue
oz, (949" f Aus) — g© ag;,, Apy—g'? agx,, v

schreiben. Ersetzt man g~#* g"f A,,, durch A%#, g#* g*¥ A,, durch A*f una
ersetzt man in dem umgeformten ersten Gliede

29°F 4 99
oz, oz,

vermittelst (34), so entsteht aus der rechten Seite von (27) ein sieben-
gliedriger Ausdruck, von dem sich vier Glieder wegheben. Es bleibt iibrig
« 0 Aaf 6% 4u 6% «
(3) A= + ) A+ ) 4
Es ist dies der Ausdruck fiir die Erweiterung eines kontravarianten Tensors
zweiten Ranges, der sich entsprechend auch fiir kontravariante Tensoren
hoheren und niedrigeren Ranges bilden la8t.
Wir merken an, daB sich auf analogem Wege auch die Erweiterung
eines gemischten Tensors Ag bilden liBt:
a 042 oy N R .
(39) 4 { }A,+{a}A#.

,“”_ a"v‘;—. T

Durch Verjiingung von (38) beziiglich der Indizes 8 und ¢ (innere Multi-
plikation mit %) erhiilt man den kontravarianten Vierervektor

=B () aee f2)

Wegen der Symmetrie von {#*] beaiiglich der Indizes § und x verschwindet
das dritte Glied der rechten Seite, falls A*# ein antisymmetrischer Tensor



Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie 105

ist, was wir annehmen wollen; das zweite Glied 148t sich gemiB (29a) um-
formen. Man erhilt also
1 a(Y=g4%f)
40 47 =- : .
(40) 205
Dies ist der Ausdruck der Divergenz eines kontravarianten Sechservektors.
Divergenz des gemischten Temsors zweiten Ranges. Bilden wir die Ver-
jiingung von (39) beziiglich der Indizes « und 6, so erhalten wir mit Riick-
sicht auf (29a)

1) V=g dy= W2 My =g e

Fithrt man im letzten Gliede den kontravarianten Tensor A¢° — 4e% A7 ein,

so nimmt es die Form an
— [6:] V — g Aee.
ist ferner der Tensor A9° ein symmetrischer, so reduziert sich dies auf

é
P V_. *g‘)f’, Aa 4

Hitte man statt A4¢° den ebenfalls symmetrischen kovarianten Tensor
Ags=Ggougopg A*F eingefiihrt, so wiirde das letzte Glied vermoge (31) die Form

V_agoo

annehmen. In dem betrachteten Symmetnefalle kann also (41) auch durch
die beiden Formen

[ A7 a
(41a) Y=g, = 2V_o4) 1 ,S’w V=7 e und

2
2 (Y — g A 1 9¢°°
(41b) ]/——gA/¢= (Vaw.‘i M) + agz ]/ Aw

ersetzt werden, von denen wir im folgenden Gebrauch zu machen haben.

§ 12. Der Riemann-Christoffelsche Tensor.

Wir fragen nun nach denjenigen Tensoren, welche aus dem Fundamen-
taltensor der g, allein durch Differentiation gewonnen werden kénnen. Die
Antwort scheint zunéchst auf der Hand zu liegen. Man setzt in (27) statt
des beliebig gegebenen Tensors A,,, den Fundamentaltensor der g, , ein und
erhilt dadurch einen neuen Tensor, néimlich die Erweiterung des Funda-
mentaltensors. Man tiberzeugt sich jedoch leicht, dal diese letztere identisch
verschwindet. Man gelangt jedoch auf folgendem Wege zum Ziel. Man

setze in (27) 04, (v

==————

|
l@lA

uv
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d. h. die Erweiterung des Vierervektors 4, ein. Dann erhilt man (bei etwas
gednderter Benennung der Indizes) den Tensor dritten Ranges

0t A »
dxr ox,

o aAe L(rT) 04, 67) 04,
_{ 0 }990_,“{9}@—{9}7&;
0 (we gty (o6 6T) (ap
+|: 8w,{9}+{a}{g}+{a}{g}:]A"'
Dieser Ausdruck ladet zur Bildung des Tensors A,,r — A,.; ein. Denn
dabei heben sich folgende Terme des Ausdruckes fiir 4,,, gegen solche von
Au.s weg: das erste Glied, das vierte Glied, sowie das dem letzten Term in
der eckigen Klammer entsprechende Glied; denn alle diese sind in ¢ und 7

symmetrisch. Gleiches gilt von der Summe des zweiten und dritten
Gliedes. Wir erhalten also

A'u” o=

(42) A,“,, _'A#w =Bfw¢ Ae;
0 [(une J (urt
Bfye = — + |
(43) ox, {o} ox, {9

AN
Wesentlich ist an diesem Resultat, daB auf der rechten Seite von (42) nur
die 4, aber nicht mehr ihre Ableitungen auftreten. Aus dem Tensorcha-
rakter von Ao — Auco in Verbindung damit, daB 4, ein frei wihlbarer
Vierervektor ist, folgt, vermdge der Resultate des § 7, daB BY , ein Tensor
ist (Riemann-Christoffelscher Tensor).

Die mathematische Bedeutung dieses Tensors liegt im folgenden. Wenn
das Kontinuum so beschaffen ist, daB es ein Koordinatensystem gibt, be-
ziiglich dessen die g,, Konstanten sind, so verschwinden alle R¢ . Wahlt
man statt des urspriinglichen Koordinatensystems ein beliebiges neues, so
werden die auf letzteres bezogenen g,, nicht Konstanten sein. Der Tensor-
charakter von R¢ _ bringt es aber mit sich, daB diese Komponenten auch
in dem beliebig gewihlten Bezugssystem sémtlich verschwinden. Das Ver-
schwinden des Riemannschen Tensors ist also eine notwendige Bedingung
dafiir, daB durch geeignete Wahl des Bezugssystems die Konstanz der g,,
herbeigefiihrt werden kann.') In unserem Problem entspricht dies dem Falle,
daB bei passender Wahl des Koordinatensystems in endlichen Gehieten die
spezielle Relativititstheorie gilt.

1) Die Mathematiker haben bewiesen, daB diese Bedingung auch eine hinrei-
chende ist.
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Durch Verjiingung von (43) beziiglich der Indizes z und ¢ erhdlt man
den kovarianten Tensor zweiten Ranges

Byv"’: -Ryv"‘l' S,uv

(44) Buy= _Fa:_c_i—{“:} + {“ﬁa} {”aﬁ}
R M

Bemerkung iber die Koordinatenwahl. Es ist schon in § 8 im Anschluf
an Gleichung (18a) bemerkt worden, daB die Koordinatenwahl mit Vorteil
so getroffen werden kann, daB J/— g — 1 wird. Ein Blick auf die in den
beiden letzten Paragraphen erlangten Gleichungen zeigt, daB durch eine
solche Wahl die Bildungsgesetze der Tensoren eine bedeutende Vereinfachung
erfahren. Besonders gilt dies fiir den soeben entwickelten Tensor B, ,, welcher
in der darzulegenden Theorie eine fundamentale Rolle spielt. Die ins Auge
gefaBte Spezialisierung der Koordinatenwahl bringt nimlich das Verschwin-
den von S,, mit sich, so daB sich der Tensor B,, auf B, , reduziert.

Ich will deshalb im folgenden alle Beziehungen in der vereinfachten
Form angeben, welche die genannte Spezialisierung der Koordinatenwahl
mit sich bringt. Es ist dann ein Leichtes, auf die allgemein kovarianten
Gleichungen zuriickzugreifen, falls dies in einem speziellen Falle erwiinscht
erscheint.

C. Theorie des Gravitationsfeldes.

§ 13. Bewegungsgleichung des materiellen Punktes im Gravitations-
feld. Ausdruck fiir die Feldkomponenten der Gravitation.

Ein frei beweglicher, duBeren Kriften nicht unterworfener Korper be-
wegt sich nach der speziellen Relativititstheorie geradlinig und gleichférmig.
Dies gilt auch nach der allgemeinen Relativititstheorie fiir einen Teil des.
vierdimensionalen Raumes, in welchem das Koordinatensystem K, so wihl-
bar und so gewihlt ist, daB die g,, die in (4) gegebenen speziellen konstanten
Werte haben.

Betrachten wir eben diese Bewegung von einem beliebig gewihlten
Koordinatensystem K, aus, so bewegt er sich von K, aus beurteilt nach
den Uberlegungen des § 2 in einem Gravitationsfelde. Das Bewegungsgesetz
mit Bezug auf K, ergibt sich leicht aus folgender Uberlegung. Mit Bezug
auf K, ist das Bewegungsgesetz eine vierdimensionale Gerade, also eine geo-
ditische Linie. Da nun die geodatische Linie unabhingig vom Bezugssystem
definiert ist, wird ihre Gleichung auch die Bewegungsgleichung des mate-
riellen Punktes in Bezug auf K, sein. Setzen wir

(45) re, = —{&,
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80 lautet also die Gleichung der Punktbewegung in Bezug auf K,
d*zx dz, dz,

(46) i W T

Wir machen nun die sehr naheliegende Annahme, dafl dieses allgemein kova-
riante Gleichungssystem dir Bewegung des Punktes im Gravitationsfeld auch
in dem Falle bestimmt, daB kein Bezugssystem K, existiert, beziiglich dessen
in endlichen Riumen die spezielle Relativititstheorie gilt. Zn dieser Annahme
sind wir um so berechtigter, als (46) nur erste Ableitungen der g,, enthilt,
zwischen denen auch im Spezialfalle der Existenz von K| keine Beziehungen
bestehen.?)

Verschwinden die I'; , so bewegt sich der Punkt geradlinig und gleich-
formig; diese GroBen bedingen also die Abweichung der Bewegung von der
Gleichférmigkeit. Sie sind die Komponenten des Gravitationsfeldes.

§ 14. Die Feldgleichungen der Gravitation bei Abwesenheit
von Materie,

‘Wir unterscheiden im folgenden zwischen ,,Gravitationsfeld“und , Materie®
in dem Sinne, daB alles auBer dem Gravitationsfeld als ,Materie“ bezeichnet
wird, also nicht nur die ,,Materie“ im iiblichen Sinne, sondern auch das elektro-
magnetische Feld.

Unsere niichste Aufgabe ist es, die Feldgleichungen der Gravitation bei
Abwesenheit von Materie aufzusuchen. Dabei verwenden wir wieder dieselbe
Methode wie im vorigen Paragraphen bei der Aufstellung der Bewegungs-
gleichung des materiellen Punktes. Ein Spezialfall, in welchem die gesuchten
Feldgleichungen jedenfalls erfiillt sein miissen, ist der der urspriinglichen
Relativititstheorie, in dem die g,, gewisse konstante Werte haben. Dies
sei der Fall in einem gewissen endlichen Gebiete in Bezug auf ein bestimmtes
Koordinatensystem K. In Bezug auf dies System verschwinden siimtliche
Komponenten B des Riemannschen Tensors [Gleichung (43)]. Diese
verschwinden dann fiir das betrachtete Gebiet auch beziiglich jedes anderen
Koordinatensystems.

Die gesuchten Gleichungen des materiefreien Gravitationsfeldes miissen
also jedenfalls erfiillt sein, wenn alle B¢ verschwinden. Aber diese Be-
dingung ist jedenfalls eine zu weitgehende. Denn es ist klar, daB z. B. das
von einem Massenpunkte in seiner Umgebung erzeugte Gravitationsfeld sicher-
lich durch keine Wahl des Koordinatensystems ,,wegtransformiert“, d. h. auf

den Fall konstanter g,, transformiert werden kann.

1) Erst zwischen den zweiten (und ersten) Ableitungen bestehen gemif § 12 die

: 0
Beziehungen BY,, =0.
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Deshalb liegt es nahe, fiir das materiefreie Gravitationsfeld das Ver-
schwinden des aus dem Tensor B¢ abgeleiteten symmetrischen Tensors B,,
zu verlangen. Man erhilt so 10 Gleichungen fiir die 10 GréBen g,,, welche
im speziellen erfiillt sind, wenn simtliche B¢ _ verschwinden. Diese Glei-
chungen lauten mit Riicksicht auf (44) bei der von uns getroffenen Wahl
fiir das Koordinatensystem fiir das materiefreie Feld

ore,
{47) dx, + I I, =0

V—g=1
Es muB darauf hingewiesen werden, daB der Wahl dieser Gleichungen
ein Minimum von Willkiir anhaftet. Denn es gibt auBer B, , keinen Tensor

zweiten Ranges, der aus den g,, und deren Ableitungen gebildet ist, keine
hoheren als zweite Ableitungen enthilt und in letzteren linear ist.!)

DaB diese aus der Forderung der allgemeinen Relativitat auf rein mathe-
matischem Wege flieBenden Gleichungen in Verbindung mit den Bewegungs-
gleichungen (46) in erster Niherung das Newtonsche Attraktionsgesetz,
in zweiter Niherung die Erklirung der von Leverrier entdeckten (mach
Anbringung der Storungskorrektionen iibrigbleibenden) Perihelbewegung
des Merkur liefern, muB nach meiner Ansicht von der physikalischen Richtig-
keit der Theorie iiberzeugen.

§ 15. Hamiltonsche Funktion fiir das Gravitationsfeld,
Impulsenergiesatz.

Um zu zeigen, daB die Feldgleichungen dem Impulsenergiesatz ent-
sprechen, ist es am bequemsten, sie in folgender Hamiltonscher Form zu

schreiben: s {lfﬂdr} -0
(47a) H = gn* F;j" L2

V—yg=1
Dabei verschwinden die Variationen an den Grenzen des betrachteten be-
grenzten vierdimensionalen Integrationsraumes.

Es ist zunichst zu zeigen, daB die Form (47a) den Gleichungen (47)
dquivalent ist. Zu diesem Zweck betrachten wir A als Funktion der g“* und der

v 09°
o (= o)

1) Eigentlich 148t sich dies nur von dem Tensor Byv -+ Agu(9¢F Bes) behaup-
ten, wobei 1 eine Konstante ist. Setzt man jedoch diesen — 0, so kommt man wieder
zu den Gleichungen B,y = 0.

Math. Monogr 2: Einstein, Lorentz, Minkowski, Relativititsprinzip 8
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Dann ist zunichst &H = I":ﬂ Ié dger + 29+~ F:ﬂdl“fa
= — I‘;ﬂl”faégﬂv + 2F“ 3(9"“'1_'{?‘1).

Nun ist aber 8(g#* %) — — 1o [gf”g/“ a“’;l + aa";” — a;’;;)]-

Die aus den beiden letzten Termen der runden Klammer hervorgehenden
Terme sind von verschiedenem Vorzeichen und gehen auseinander (da die
Benennung der Summationsindizes belanglos ist) durch Vertauschung der
Indizes u und B hervor. Sie heben einander im Ausdruck fiir 0 H weg, weil
sie mit der beztiglich der Indizes p und § symmetrischen GréBe I'y multi-
pliziert werden. Es bleibt also nur das erste Glied der runden Klammer zu
beriicksichtigen, so da man mit Riicksicht auf (31) erhalt

0H ——Ig,I'T, ogt>— I’z 8gu?.

Es ist also aﬁli e v
guv up v
(*8) 22 _ p,
ag#v uv'

Die Ausfiihrung der Variation in (47a) ergibt zunichst das Gleichungssystem

(47D) 3 (?_11) _2H
ogl” og“”

welches wegen (48) mit (47) iibereinstimmt, was zu beweisen war. — Multi-
pliziert man (47b) mit g#”, so erhilt man, weil

ag[;‘l‘ ag}al‘l’
oz, 0z,
9 (0H ) , 0H oH 095"
die Gleichung 82 (g{‘” ;—i) gf =0 oder?)
(49) :

oH «
— 2%ta - gﬂ —;u’; 60.H,

wobei, wegen (48), der zweiten Gleichung (47) und (34),
(50) wts = 1 88g" Th sy — ¢ TisIVs.

Es ist zu beachten, daB ¢5 kein Tensor ist; dagegen gilt (49) fiir alle
Koordinatensysteme, fiir welche J/— g = 1 ist. Diese Gleichung driickt den

1) Der Grund der Einfiihrung des Faktors — 2x wird spiter deutlich werden.



Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie 111

Erhaltungssatz des Impulses und der Energie fiir das Gravitationsfeld aus.
In der Tat liefert die Integration dieser Gleichuug iiber ein dreidimensionales
Volumen V die vier Gleichungen

(49a) fd(i: {ft‘,‘,dV} ==f(t},a1 + tia, + tiay)dsS,

wobei a,, ay, a5 der Richtungskosinus der nach innen gerichteten Normale
eines Flichenelementes der Begrenzung von der GriBe dS (im Sinne der
euklidischen Geometrie) bedeuten. Man erkennt hierin den Ausdruck der
Erhaltungssitze in iiblicher Fassung. Die GroBen ¢ bezeichnen wir als die
,hmergiekomponenten“ des Gravitationsfeldes.

Ich will nun die Gleichungen (47) noch in einer dritten Form angeben,
die einer lebendigen Erfassung unseres Gegenstandes besonders dienlich ist.
Durch Multiplikation der Feldgleichungen (47) mit g”° ergeben sich diese
in der ,gemischten® Form. Man beachte, daB

»no
ore 9 29"°
v uy Y vo e | __ ZJ9__ [e
7 = )~ S
welche GriBe wegen (34) gleich
a v a v G 22 a 14 @
s T2 = 7L Iy, — g7, T,

pa uv?
oder (nach geéinderter Benennung der Summationsindizes) gleich

_a%a (gaﬂp;‘zﬂ) - gmnI"a 1"/9 _ gva [‘a I"p‘

mp” nu ug va®

Das dritte Glied dieses Ausdrucks hebt sich weg gegen das aus dem zweiten
Glied der Feldgleichungen (47) entstehende; an Stelle des zweiten Gliedes
dieses Ausdruckes 1aBt sich nach Beziehung (50)

x(8 — —;—d‘;t)

setzen (f = #2). Man erhilt also an Stelle der Gleichungen (47)

0
s @°0Te,) = — (e — SOz

(51) 0% .
V—9=1

§ 16. Allgemeine Fassung der Feldgleichungen der Gravitation.
Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Feldgleichungen fiir materie-
freie Réume sind mit der Feldgleichung
Adp =20
der Newtonschen Theorie zu vergleichen. Wir haben die Gleichung auf-
zusuchen, welche der Poissonschen Gleichung
Adp =4naxe

entspricht, wobei ¢ die Dichte der Materie bedeutet.
S‘
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Die spezielle Relativititstheorie hat zu dem Ergebnis gefiihrt, daB die
trige Masse nichts anderes ist als Energie, welche ihren volistandigen mathe-
matischen Ausdruck in einem symmetrischen Tensor zweiten Ranges, dem
Energietensor, findet. Wir werden daher auch in der allgemeinen Relativitits-
theorie einen Energietensor der Materie 7'* einzufiihren haben, der wie die
Energiekomponenten ¢ [Gleichungen (49) und (50)] des Gravitationsfeldes
gemischten Charakter haben wird, aber zu einem symmetrischen kovarianten
Tensor gehdren wird.)

Wie dieser Energietensor (entsprechend der Dichte ¢ in der Poisson-
schen Gleichung) in die Feldgleichungen der Gravitation einzufiihren ist,
lehrt das Gleichungssystem (51). Betrachtet man ndmlich ein vollstindiges
System (z.B. das Sonnensystem), so wird die Gesamtmasse des Systems, also
auch seine gesamte gravitierende Wirkung, von der Gesamtenergie des Systems,
also von der ponderablen und Gravitationsenergie zusammen, abhéingen. Dies
wird sich dadurch ausdriicken lassen, daB man in (51) an Stelle der Energie-
komponenten #7 des Gravitationsfeldes allein die Summen #;+ I der Energie-
komponenten von Materie und Gravitationsfeld einfiihrt. Man erhilt so statt
(51) die Tensorgleichung

0
5o (0 T2p) = — #l(8 + T — 05t + T)]

V—9=1,
wobei I'= T% gesetzt ist (Lauescher Skalar). Dies sind die gesuchten all-
gemeinen Feldgleichungen der Gravitation in gemischter Form. An Stelle

von (47) ergibt sich daraus riickwiirts das System
ors
(53) { ba, T TiTle=— 2T~ + 90 7);
V—g=1

Es muB zugegeben werden, daB diese Einfiihrung des Energietensors
der Materie durch das Relativititspostulat allein nicht gerechtfertigt wird;
deshalb haben wir sie im vorigen aus der Forderung abgeleitet, daB die
Energie des Gravitationfeldes in gleicher Weise gravitierend wirken soll
wie jegliche Energie anderer Art. Der stirkste Grund fiir die Wahl der vor-
stehenden Gleichungen liegt aber darin, daB sie zur Folge haben, daB fiir
die Komponenten der Totalenergie Erhaltungsgleichungen (des Impulses und

der Energie) gelten, welche den Gleichungen (49) und (49a) genau entsprechen.
Dies soll im folgenden dargetan werden.

(52)

§ 17. Die Erhaltungssiitze im allgemeinen Falle.

Die Gleichung (52) ist leicht so umzuformen, daB auf der rechten Seite
das zweite Glied wegfillt. Man verjiinge (52) nach den Indizes w und o

1) 9,,7%=T,, und ¢°% I'* = T*F sollen symmetrische Tensoren sein.



Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie 113

und subtrahiere die so erhaltene, mit 307 multiplizierte Gleichung von Glei-
chung (52). Es ergibt sich

(52a) S (gFTe, — L9gHTE) = — u(ts + T).
An dieser Gleichung bilden wir die Operation 8/8% Es ist
op N« o’ a2 gﬂl agﬁ 2 ag“ﬂ .
axax @°TE) = = 5 5o, Lgaﬁg ( t %z, a%)]
Das erste und das dritte Glied der runden Klammer liefern Beitrige, die
einander wegheben, wie man erkennt, wenn man im Beitrage des dritten

Gliedes die Summationsindizes ¢ und ¢ einerseits, 8 und 4 andererseits ver-
tauscht. Das zweite Glied 148t sich nach (31) umformen, so daB man erhalt

0 sy 1 0%gep .
(54) oz, dx, @7 Tie) =5 0z, 0w, 0z,
Das zweite Glied der linken Seite von (52a) liefert zunichst
1 2 1
~ ¥ 7z,03, 9T
1 ws (2952 | 0955 09y
oder C e rg“‘ ( +‘a‘ﬁ—7zcg> ‘

Das vom letzten Glied der runden Klammer herrithrende Glied verschwindet
wegen (29) bei der von uns getroffenen Koordinatenwahl. Die beiden anderen
lassen sich zusammenfassen und liefern wegen (31) zusammen
1 29
2 0%, 0x30xy’
so daB mit Riicksicht auf (54) die Identitit

(55) ax 5 0% Dy — 3 04g°° I5) =0
besteht. Aus (55) und (52a) folgt
(56) 0t +Tud) __ ),

0%

Aus unseren Feldgleichungen der Gravitation geht also hervor, daB den
Erhaltungssitzen des Impulses und der Energie Geniige geleistet ist. Man
sieht dies am einfachsten nach der Betrachtung, ein, die zu Gleichung (49a)
fiihrt; nur hat man hier an Stelle der Energiekomponenten ¢, des Gravi-
tationsfeldes die Gesamtenergiekomponenten von Materie und Gravitations-
feld einzufiihren.

§ 18. Der Impulsenergiesatz fiir die Materie als Folge der
Feldgleichungen.
Multipliziert man (53) mit 9g**/oz,, so erhiilt man auf dem in § 15 ein-
geschlagenen Wege mit Riicksicht auf das Verschwinden von

aguv
Dur” o,
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oty uv
die Gleichung T -;_ 385; — Tu=0,
oder mit Riicksicht auf (56)
oT; 1 gguv
(57) —a‘x; + o 781'(? Tlu y = O-

Ein Vergleich mit (41b) zeigt, daB diese Gleichung bei der getroffenen
Wakhl fiir das Koordinatensystem nichts anderes aussagt als das Verschwinden
der Divergenz des Tensors der Energiekomponenten der Materie. Physika-
lisch zeigt das Auftreten des zweiten Gliedes der linken Seite, daB fiir die
Materie allein Erhaltungssiitze des Impulses und der Energie im eigentlichen
ginne nicht, bzw. nur dann gelten, wenn die g#* konstant sind, d. h. wenn die
Feldstirken der Gravitation verschwinden. Dies zweite Glied ist ein Aus-
druck fiir Impuls bzw. Energie, welche pro ¥olumen und Zeiteinheit vom
Gravitationsfelde auf die Materie iibertragen werden. Dies tritt noch klarer
hervor, wenn man statt (57) im Sinne von (41) schreibt
orTs
(57a) 8x:
Die rechte Seite driickt die energetische Einwirkung des Gravitationsfeldes
auf die Materie aus.

Die Feldgleichungen der Gravitation enthalten also gleichzeitig vier
Bedingungen, welchen der materielle Vorgang zu geniigen hat. Sie liefern
die Gleichungen des materiellen Vorganges vollstindig, wenn letzterer durch
vier voneinander unabhiingige Differentialgleichungen charakterisierbar ist.)

=—FaﬂTg.

D. Die ,materiellen* Vorginge.

Die unter B entwickelten mathematischen Hilfsmittel setzen uns ohne
weiteres in den Stand, die physikalischen Gesetze der Materie (Hydrodynamik,
Maxwellsche Elektrodynamik), wie sie in der speziellen Relativitiitstheorie
formuliert vorliegen, so zu verallgemeinern, daB sie in die allgemeine Rela-
tivititstheorie hineinpassen. Dabei ergibt das allgemeine Relativititsprinzip
zwar keine weitere Einschrinkung der Moglichkeiten; aber es lehrt den
EinfluB des Gravitationsfeldes auf alle Prozesse exakt kennen, ohne daB
irgendwelche neue Hypothese eingefithrt werden miiBte.

Diese Sachlage bringt es mit sich, daB iiber die physikalische Natur
der Materie (im engeren Sinne) nicht notwendig bestimmte Voraussetzungen
eingefiihrt werden miissen. Insbesondere kann die Frage offen bleiben, ob
die Theorie des elektromagnetischen Feldes und des Gravitationsfeldes zu-

1) Vgl. hiertiber D. Hilbert, Nachr. d. K. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen, Math.-
phys. Klasse, 1915, S. 3.
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sammen eine hinreichende Basis fiir die Theorie der Materie liefern oder
nicht. Das allgemeine Relativititspostulat kann uns hiertiber im Prinzip
nichts lehren. Es muB sich bei dem Ausbau der Theorie zeigen, ob Elektro-
magnetik und Gravitationslehre zusammen leisten konnen, was ersterer allein
nicht gelingen will.

§ 19. Eulersche Gleichungen fiir reibungslose adiabatische
Fliissigkeiten.

Es seien p und g zwei Skalare, von denen wir ersteren als den ,Druck®,
letzteren als die ,Dichte“ einer Fliissigkeit bezeichnen; zwischen ihnen be-
stehe eine Gleichung. Der kontravariante symmetrische Tensor
is, iz,
ds ds
sei der kontravariante Energietensor der Fliissigkeit. Zu ihm gehort der
kovariante Tensor

(58) I*t=—gp+to

dzx, dxp,
(58a) Tyuv = GusvP t Jue—g5 Iup 35 &
sowie der gemischte Tensor?)
« « dac‘.] dz,
(58b) Ts=— 060+ 9op 7 35 @

Setzt man die rechte Seite von (58b) in (57a) ein, so erhdlt man die Euler-
schen hydrodynamischen (leichungen der allgemeinen Relativitidtstheorie.
Diese losen das Bewegungsproblem im Prinzip vollstindig; denn die vier
Gleichungen (57a) zusammen mit der gegebenen Gleichung zwischen p und
¢ und die Gleichung dz, dz,

9ap as ds L

geniigen bei gegebenen g,; zur Bestimmung der 6 Unbekannten
dzx, dz, dx, dx,
D0 Gs G5’ ds’ ds
Sind auch die g,, unbekannt, so kommen hierzu noch die Gleichungen (53).
Dies sind 11 Gleichungen zur Bestimmung der 10 Funktionen g,,, so daB
diese iiberbestimmt scheinen. Es ist indessen zu beachten, daB die Glei-
chungen (57a) in den Gleichungen (53) bereits enthalten sind, so daB letztere
nur mehr 7 unabhingige Gleichungen reprisentieren. Diese Unbestimmtheit
hat ihren guten Grund darin, daB die weitgehende Freiheit in der Wahl der

1) Fiir einen mitbewegten Beobachter, der im unendlich Kleinen ein Bezugs-
system im Sinne der speziellen Relativititstheorie benutzt, ist die Energiedichte T4
gleich ¢ — p. Hierin liegt die Definition von ¢. Es ist also ¢ nicht konstant fiir eine
inkompressible Fliissigkeit.
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Koordinaten es mit sich bringt, daB das Problem mathematisch in solchem
Grade unbestimmt bleibt, daB drei der Raumfunktionen beliebig gewihlt
werden kdnnen.?)

§ 20. Maxwellsche elektromagnetische Feldgleichungen
filr das Vakuum.

Es seien ¢, die Komponenten eines kovarianten Vierervektors, des Vierer-
vektors des elektromagnetischen Potentials. Aus ihnen bilden wir gemi8
(36) die Komponenten Fj, des kovarianten Sechservektors des elektromag-
netischen Feldes gemiB dem Gleichungssystem

0¢(‘ aq’u
(59) F("’ 2 3_5(‘
Aus (59) folgt, daB das Gleichungssystem
oF oF oF,,
(60) ooy Woe T

e
erfiillt ist, dessen linke Seite gemiB (37) ein a.ntisymmetrischer Tensor dritten
Ranges ist. Das System (60) enthiilt also im wensentlichen 4 Gleichungen,
die ausgeschrieben wie folgt lauten'

81",, + a 34 + %I‘::z — 0
a oF,
(603) 2
a
aFu + aw“ + 381;14 =0
anz Fyy aFu =0
+ 8.’1:, + )

Dieses Gleichungéeystem entspricht dem zweiten Gleichungssystem Max-
wells. Man erkennt dies sofort, indem man setzt
Fy =0, Fi=e,
(61) Fy, = by Fo=e,
F, =9, Fy =,
Danr kann man statt (60a) in iiblicher Schreibweise der dreidimensionalen
Vektoranalyse setzen
2 B
(60b) |5 + rote =0
divh = 0.

1) Bei Verzicht auf die Koordinatenwahl gemiB g= — 1 blieben vier Raum-
funktionen frei w#hlbar, entsprechend den vier willkiirlichen Funktionen, iiber die
man bei der Koordinatenwahl frei verfiigen kann.
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Das erste Maxwellsche System erhalten wir durch Verallgemeinerung
der von Minkowski angegebenen Form. Wir fithren den zu F,, gehorigen
kontravarianten Sechservektor
(62) Fer =geeqPFo

ein sowie den kontravarianten Vierervektor J“ der elektrischen Vakuum-
stromdichte; dann kann man das mit Riicksicht auf (40) gegeniiber beliebigen
Substitutionen von der Determinante 1 (gemiB der von uns getroffenen
Koordinatenwahl) invariante Gleichungssystem ansetzen:

(63) OB _ gu

3a:v
Setzt man nimlich

2=y  Fl=—e,
(64) Foof,  FHe—y
=, = —e,
welche GréBen im Spezialfall der speziellen Relativititstheorie den GréBen
B, .- ..e, gleich sind, und auBerdem
Ji=i, J=i, J =i, Jt=y,

so erhilt man an Stelle von (63)

{ roth'— 2% i
(63a) f ot
dive’'= p.

Die Gleichungen (60), (62) und (63) bilden also die Verallgemeinerung
der Maxwellschen Feldgleichungen des Vakuums bei der von uns beziig-
lich der Koordinatenwahl getroffenen Festsetzung.

Die Energickomponenten des clektromagnetischen Feldes. Wir bilden das

innere Produkt
(65) #e = Fgudt.

Seine Komponenten lauten gemif (61) in dreidimensionaler Schreibweise
# = oe,+ [i, Ol

(652) Ce e
x,= — (i, e).

Es ist %, ein kovarianter Vierervektor, dessen Komponenten gleich sind
dem negativen Impuls bzw. der Energie, welche pro Zeit- und Volumein-
heit auf das elektromagnetische Feld von den elektrischen Massen iibertragen
werden. Sind die elektrischen Massen frei, d. h. unter dem alleinigen Ein-

fluB des elektromagnetischen Feldes, so wird der kovariante Vierervektor x4
verschwinden.
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Um die Energiekomponenten 7" des elektromagnetischen Felder zu er-
halten, brauchen wir nur der Gleichung %, = 0 die Gestalt der Gleichung (57)
zu geben. Aus (63) und (65) ergibt sich zunichst

o Fuv

%o =-F'0,u a$v = (Fouﬂtv)—Fuga‘baﬂ

Das zweite Glied der rechten Seite gestattet vermdge (60) die Umformung

,‘,aFoy 1,a.l'—"uv . 1 P aF,uv
Puo S0 L e T gregri By

welch letzterer Ausdruck aus Symmetriegriinden auch in der Form

__[g;m vp'Fﬂa /‘"_i_gya ﬂaFﬁﬂF ]

geschrieben werden kann. Dafiir aber IaBt sich setzen
1 a v
— 3 2 PP sF) + § FurFn 5L o)
Das erste dieser Glieder lautet in kiirzerer Schreibweise

19
- Z%y— Fvalv),

das zweite ergibt nach Ausfiihrung der Differentiation nach einiger Umformung
— s P F e 9-"”

Nimmt man alle drei berechneten Glieder zusammen, so erhidlt man die

Relation
oT: 1

o dg v .
(66) Ko = 5 — 5 I 3.:0 I, wobei
(66a) T* = — FyoF* + 1 0 F, ,Fet,

Die Gleichung (66) ist fiir verschwindendes %, wegen (30) mit (57) bzw.
(b7a) gleichwertig. Es sind also die T die Energiekomponenten des elektro-
magnetischen Feldes. Mit Hilfe von (61) und (64) zeigt man leicht, daB diese
Energiekomponenten des elektromagnetischen Feldes im Falle der speziellen
Relativititstheorie die wohlbekannten Maxwell-Pointingschen Ausdriicke
ergeben.

Wir haben nun die allgemeinsten Gesetze abgeleitet, welchen das Gra-
vitationsfeld und die Materie geniigen, indem wir uns konsequent eines Ko-
ordinatensystems bedienten, fiir welches /— g = 1 wird. Wir erzielten da-
durch eine erhebliche Vereinfachung der Formeln und Rechnungen, ohne
daB wir auf die Forderung der allgemeinen Kovarianz verzichtet hitten:
denn wir fanden unsere Gleichungen durch Spezialisierung des Koordinaten-
systems aus allgemein kovarianten Gleichungen.

Immerhin ist die Frage nicht ohne formales Interesse, ob bei entsprechend
verallgemeinerter Definition der Energiekomponenten des Gravitationsfeldes
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und der Matefie auch ohne Spezialisierung des Koordinatensystems Er-
haltungssiitze von der Gestalt der Gleichung (56) sowie Feldgleichungen dex
Gravitation von der Art der Gleichungen (52) bzw. (52a) gelten, derart, daB
links eine Divergenz (im gewdhnlichen Sinne), rechts die Summe der Ener-
giekomponenten der Materie und der Gravitation steht. Ich habe gefunden,
daB beides in der Tat der Fall ist. Doch glaube ich, daB sich eine Mitteillung
meiner ziemlich umfangreichen Betrachtungen iiber diesen Gegenstand nicht
lohnen wiirde, da doch etwas sachlich Neues dabei nicht herauskommt.

E. § 21. Newtons Theorie als erste Niherung.

Wie schon mehrfach erwihnt, ist die spezielle Relativititstheorie als
Spezialfall der allgemeinen dadurch charakterisiert, daB die g,,, die konstanten
Werte (4) haben. Dies bedeutet-nach dem Vorherigen eine vollige Vernach-
lissigung der Gravitationswirkungen. Eine der Wirklichkeit niiher liegende
Approximation erhalten wir, indem wir den Fall betrachten, daB die g,, von
den Werten (4) nur um (gegen 1) kleine Grofien abweichen, wobei wir kleine
GroBen zweiten und héheren Grades vernachlissigen. (Erster Gesichtspunkt
der Approximation.)

Ferner soll angenommen werden, daB in dem betrachteten zeitraum-
lichen Gebiete die g,, im rdumlich Unendlichen bei passender Wahl der
Koordinaten den Werten (4) zustreben; d. h. wir betrachten Gravitations-
felder, welche als ausschlieBlich durch im Endlichen befindliche Materie er-
zeugt betrachtet werden kénnen.
Man konnte annehmen, daB diese Vernachlissigungen auf Newtons
‘Theorie hinfiihren miiten. Indessen bedarf es hierfiir noch der approximativen
Behandlung der Grundgleichungen nach einem zweiten ‘Gesichtspunkte. Wir
fassen die Bewegung eines Massenpunktes gemif den Gleichungen (46) ins
Auge. Im Falle der speziellen Relativititstheorie kénnen die Komponenten
de, da, ds,
ds’ ds’ ds

beliebige Werte annehmen; dies bedeutet, daB beliebige Geschwindigkeiten
dacl dw dx, \?

da:‘) d:c: (dxi)

V=

auftreten konnen, die kleiner sind als die Vakuumlichtgeschwindigkeit (v < 1).
Will man sich auf den fast ausschlieBlich der Erfahrung sich darbietenden
Fall beschrinken, daB v gegen die Lichtgeschwindigkeit klein ist, so be-
deutet dies, daB die Komponenten

ds, dz, da,

ds’ ds’ ds
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als kleine GroBen zu behandeln sind, wihrend dz,/ds bis auf GroBen zweiter
Ordnung gleich 1 ist. (Zweiter Gesichtspunkt der Approximation.)

Nun beachten wir, daB nach dem ersten Gesichtspunkte der Approxi-
mation die GroBen I'; alle kleine GrdBen mindestens erster Ordnung sind.
Ein Blick auf (46) lehrt also, daB in dieser Gleichung nach dem zweiten
Gesichtspunkt der Approximation nur Glieder zu beriicksichtigen sind, fiir
welche u = v = 4 ist. Bei Beschrinkung auf Glieder niedrigster Ordnung
erhilt man an Stelle von (46) zundchst die Gleichungen

d!
dt’ =TI
wobei ds = dz, = dt gesetzt ist, oder unter Beschrinkung auf Glieder, die
nach dem ersten Gesichtspunkte der Approximation erster Ordnung sind:
d*z
et

d*x, 44

de T T [4 ]
Setzt man auBerdem voraus, daB das Gravitationsfeld ein quasi-statisches
sei, indem man sich auf den Fall beschrinkt, daB die das Gravitationsfeld
erzeugende Materie nur langsam (im Vergleich mit der Fortpflanzungsge-
schwindigkeit des Lichtes) bewegt ist, so kann man auf der rechten Seite
Ableitungen nach der Zeit neben solchen nach den ortlichen Koordinaten
vernachlissigen, so daB man erhilt

\ d*z, a »

T = [tf] (1= 1}2; 3)

Dies ist die Bewegungsgleichung des materiellen Punktes nach Newtons
Theorie, wobei g,,/2 die Rolle des Gravitationspotentials spielt. Das Merk-
wiirdige an diesem Resultat ist, daB nur die Komponente g,, des Fundamen-
taltensors allein in erster Néherung die Bewegung des materiellen Punktes
bestimmt.

Wir wenden uns nun zu den Feldgleichungen (53). Dabei ist zu be-
riicksichtigen, daB der Energietensor der , Materie“ fast ausschlieBlich durch
die Dichte ¢ der Materie im engeren Sinne bestimmt wird, d. h. durch das
zweite Glied der rechten Seite von (58) [bzw. (58a) oder (58b)]. Bildet man
die uns interessierende Niherung, so verschwinden alle Komponenten bis
auf die Komponente 7, = ¢ = 7. Auf der linken Seite von (53) ist das
zweite Glied klein von zweiter Ordnung; das erste liefert in der uns interes-
sierenden Néherung

ai [M} * 7, [M] Py [M] iz, [M]
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Dies gibt fiir g =*» = 4 bei Weglassung von nach der Zeit differenzierten

Gliedern 1 (9%, | %0 | %0\ 1

Y ( oz} + 813 + c.zﬁ) T T2 4 Y
Die letzte der Gleichungen (53) liefert also
(68) Agy = %o.

Die Gleichungen (67) und (68) zusammen sind #quivalent dem Newton-

schen Gravitationsgesetz.
Fiir das Gravitationspotential ergibt sich nach (67) und (68) der Ausdruck

x [‘edr

(68a) ~%x) 7

wahrend Newtons Theorie bei der von uns gewihlten Zeiteinheit
K edr

ci

ergibt, wobei K die gewShnlich als Gravitationskonstante bezeichnete Kon-
stante 6,7 - 1072 bedeutet. Durch Vergleich ergibt sich

(69) x= gl;lg = 1,87 107"

T

§ 22. Verhalten von MaBstiben und Uhren im statischen
Gravitationsfelde. Kriimmung der Lichtstrahlen.
Perihelbewegung der Planetenbahnen.

Um die Newtonsche Theorie als erste Niherung zu erhalten, brauchten
wir von den 10 Komponenten des Gravitationspotentials g, , nur g,, zu be-
rechnen, da nur diese Komponente in die erste Naherung (67) der Bewe-
gungsgleichung des materiellen Punktes im Gravitationsfelde eingeht. Man
sieht indessen schon daraus, daB noch andere Komponenten der g, , von den
in (4) angegebenen Werten in erster Néherung abweichen miissen, daB letzteres
durch die Bedingung g = — 1 verlangt wird. ’

Fiir einen im Anfangspunkt des Koordinatensystems befindlichen feld-
erzeugenden Massenpunkt erhéilt man in erster Nitherung die radialsymme-
trische Lésung

mgwa .
Jos = — 0y — @ -~ (o und ¢ zwischen 1 und 3)
(70) 9os = 9o =0 (o zwischen 1 und 3)
[
Joo =1——-

.
oo ist dabei 1 bzw. 0, je nachdem ¢ = 6 oder ¢ = ¢, r ist die GréBe
+Val + ot + a3
_xM
“= i

Dabei ist wegen (68a)
(70a)
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wenn mit M die felderzeugende Masse bezeichnet wird. DaB durch diese
Losung die Feldgleichungen (auBerhalb der Masse) in erster Niherung erfiillt
werden, ist leicht zu verifizieren.

Wir untersuchen nun die Beeinflussung, welche die metrischen Eigen-
schaften des Raumes durch das Feld der Masse M erfahren. Stets gilt zwi-
schen den ,lokal® (§ 4) gemessenen Lingen und Zeiten ds einerseits und den
Koordinatendifferenzen dz, andererseits die Beziehung

as® = gu,dx, dz,.
Fiir einen ,parallel” der z-Achse gelegten EinheitsmaBstab wire beispiel~

weise zu setzen ds?=—1; da,=dz;=dz, =0,

also —1 =g, dz*.

Liegt der EinheitsmaBstab auBerdem auf der z-Achse, so ergibt die erste der
Gleichungen (70) Gy = — (1 + % )

Aus beiden Relationen folgt in erster Néherung genau

(71) do=1— -

Der EinheitsmaBstab erscheint also mit Bezug auf das Koordinatensystem
in dem gefundenen Betrage durch das Vorhandensein des Gravitationsfeldes
verkiirzt, wenn er radial angelegt wird.

Analog erhilt man seine Koordinatenlinge in tangentialer Richtung,
indem man beispielsweise setzt

ds’=—1; dz,=dag=dz,=0; 2z, =r, 2,=2,=0.
Es ergibt sich
(11a) — 1 =g, da,?=—dux,®.
Bei tangentialer Stellung hat also das Gravitationsfeld des Massenpunktes
keinen Einfluf auf die Stablinge.

Es gilt also die Euklidische Geometrie im Gravitationsfelde nicht ein-
mal in erster Niherung, falls man einen und denselben Stab unabhingig von
seinem Ort und seiner Orientierung als Realisierung derselben Strecke auf-
fassen will. Allerdings zeigt ein Blick auf (70a) und (69), daB die zu er-
wartenden Abweichungen viel zu gering sind, um sich bei der Vermessung
der Erdoberfliche bemerkbar machen zu konnen.

Es werde ferner die Ganggeschwindigkeit einer Einheitsuhr untersucht
welche in einem statischen Gravitationsfelde ruhend angeordnet ist. Hier gilt

fiir eine Uhrperiode
ds=1; dz, = dx, =dz;=0.

Also ist = gudz’;
1 1 g —1
Az, = - = = ———o—=1—_— oder
‘ Vgu Vl + (g — 1) 2

er.
r

(72) dz, =1+ =
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Die Uhr liuft also langsamer, wenn sie in der Nihe ponderabler Massen
aufgestellt ist. Es folgt daraus, daB die Spektrallinien von der Oberfliche
groBer Sterne zu uns gelangenden Lichtes nach dem roten Spektralende ver.
schoben erscheinen miissen.')

Wir untersuchen ferner den Gang der Lichtstrahlen im statischen Gravi-
tationsfeld. GemdB der speziellen Relativititstheorie ist die Lichtgeschwin-
digkeit durch die Gleichung

—dzl —dal —dal +dxi =0
gegeben, also gem#B der allgemeinen Relativititstheorie durch die Gleichung
(13) ds* =g,,dz,dz, = 0.

Ist die Richtung, d. h. das Verhdltnis dz, : dz, : dx; gegeben, so liefert die
Gleichung (73) die Grofen

dx, dx, d .

dz,’ dz,’ dz,’

und somit die Geschwindigkeit

da dx. dxy\2

V) @)+ G-
im Sinne der Euklidischen Geometrie definiert. Man erkennt leicht, daB
die Lichtstrahlen gekriimmt verlaufen miissen mit Bezug auf das Koordi-
natensystem, falls die g,, nicht konstant sind. Ist n eine Richtung senkrecht
zur Lichtfortpflanzung, so ergibt das Huyghenssche Z.
Prinzip, daf der Lichtstrahl [in der Ebene (y, n) be-
trachtet] die Kriimmung — 9p/0n besitat.

Wir untersuchen die Kriimmung, welche ein
Lichtstrahl erleidet, der im Abstand - an einer Masse
M vorbeigeht. Wihlt man das Koordinatensystem TLiChMmhl
gemiB der vorstehenden Skizze, so ist die gesamte \_W__,l T
Biegung B des Lichtstrahles (positiv gerechnet, wenn
sie nach dem Ursprung hin konkav ist) in geniigender Néherung gegeben

durch + o
Y
B *fa—wl di,,
- ®

wihrend (73) und (70) ergeben

p=) =12 (14%).
%
Die Ausrechnung ergibt
2« x M
(14) B=F =%z

1) Fiir das Bestehen eines derartigen Effektes sprechen nach E. Freundlich
spektrale Beobachtungen an Fixsternen bestimmter Typen. Eine endgiiltige Priifung
dieser Konsequenz steht indes noch aus.
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Ein an der Sonne vorbeigehender Lichtstrahl erfahrt demnach eine Biegung
von 1,7”, ein am Planeten Jupiter vorbeigehender eine solche von etwa 0,02”.

Berechnet man das Gravitationsfeld um eine GroBenordnung genauer,
und ebenso mit entsprechender Genauigkeit die Bahnbewegung eines mate-
riellen Punktes von relativ unendlich kleiner Masse, so erhilt man gegeniiber
den Kepler-Newtonschen Gesetzen der Planetenbewegung eine Abweichung
von folgender Art. Die Bahnellipse eines Planeten erfihrt in Richtung der
Bahnbewegung eine langsame Drehung vom Betrage

2

(75) £= 247 sy
pro Umlauf. In dieser Formel bedeutet a die grofie Halbachse, ¢ die Licht-
geschwindigkeit in iiblichem MaBe, ¢ die Exzentrizitit, T die Umlaufszeit
in Sekunden.?)

Die Rechnung ergibt fiir den Planeten Merkur eine Drehung der Bahn
um 43" pro Jahrhundert, genau entsprechend der Konstatierung der Astro-
nomen (Leverrier); diese fanden nimlich einen durch Storungen der iibrigen
Planeten nicht erklirbaren Rest der Perihelbewegung dieses Planeten von
der angegebenen GroBe.

1) Beziiglich der Rechnung verweise ich auf die Originalabhandlungen: A. Ein-
stein, Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 1915, 8. 831; K. Schwarzschild, Sitzungs-
ber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 1916, S. 189.
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Hamiltonsches Prinzip und allgemeine Relativititstheorie.

Von A. Einsrem.?)

In letzter Zeit ist es H. A. Lorentz und D. Hilbert gelungen?), der all-
gemeinen Relativititstheorie dadurch eine besonders iibersichtliche Grestalt
zu geben, daB sie deren Gleichungen aus einem einzigen Variationsprinzipe
ableiteten. Dies soll auch in der nachfolgenden Abhandlung geschehen.
Dabei ist es mein Ziel, die fundamentalen Zusammenhinge moglichst durch-
sichtig und so allgemein darzustellen, als es der Gesichtspunkt der allge-
meinen Relativitit zuliBt. Insbesondere sollen iiber die Konstitution der
Materie moglichst wenig spezialisierende Annahmen gemacht werden, im
Gegensatz besonders zur Hilbertschen Darstellung. Anderseits soll im Gegen-
satz zu meiner eigenen letzten Behandlung des Gegenstandes die Wahl des
Koordinatensystems vollkommen freibleiben.

§ 1. Das Variationsprinzip und die Feldgleichungen der Gravitation
und der Materie.

Das Gravitationsfeld werde wie iiblich durch den Tensor®) der g,,
(bzw. g**) beschrieben, die Materie (inklusive elektromagnetisches Keld)
durch eine beliebige Zahl von Raum-Zeitfunktionen gy, deren invarianten-
theoretischer Charakter fiir uns gleichgiiltig ist. Es sei ferner § eine Funk-
tion der

4 Ly a ur v 22 my aq
9" 95 <= ’i;;) und g, (= 8_:c‘,gi3:b;>’ der g und g, <= @*ﬁl)'
Dann liefert uns das Variationsprinzip

Q) 8{ [ §dz}=0
so viele Differentialgleichungen, wie zu bestimmende Funktionen g,, und
(o Vorhanden sind, wenn wir festsetzen, daB die g** und ¢, unabhiingig von-
einander zu variieren sind, und zwar derart, daB an den Integrationsgrenzen
. é .

die d¢(y, 09 und a—gg“—’ alle verschwinden.
S a

1) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d. Wissen-
schaften 1916.

2) Vier Abhandlungen von H. A. Lorentz in den Jahrgiingen 1915 und 1916 d.
Publikationen d. Koninkl. Akad. van Wetensch. te Amsterdam; D. Hilbert, Gott. Nachr.
1916. Heft 3.

3) Von dem Tensorcharakter der g,, wird vorliufig kein Gebrauch gemacht.
Math. Monogr. 2: Einstein, Lorontz Minkowski, Relativititsprinzip 9
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Wir wollen nun annehmen, daf $ in den g“” linear sei, und zwar der-
art, daf die Koeffizienten der g“’ nur von den g“* abhingen. Dann kann
man das Variationsprinzip (1) durch ein fiir uns bequemeres ersetzen. Durch
geeignete partielle Integration erhilt man nimlich

@) [ 9dv— [$*dc+ F,

wobei F' ein Integral iiber die Begrenzung des betrachteten Gebietes be-
deutet, die GroBe H* aber nur mehr von den g**, g“% q(), Q(¢)a, @ber nicht
mehr von den g#? abhiingt. Aus (2) ergibt sich fiir solche Variationen, wie
sie uns interessieren

(3) a{j@dz,=a{J@=k<z:},
so daB wir unser Variationsprinzip (1) ersetzen diirfen durch das bequemere
(1a) 6{([.53*(117}:—-

Durch Ausfiihrung der Variation nach den g“” und nach den g, erhilt
man als die Feldgleichungen der Gravitation und der Materie die Gleichungen’)

o (09" 9% _
(4) ax“ (aggv) agur =0
5 0 (0% _ 00"
©) 2 <aq(9)“> Cg(w >

§ 2. Sonderexistenz des Gravitationsfeldes,
Wenn man iiber die Art und Weise, wie § von den g**, g¢*, g7, q(,
4()« abhiingt, keine spezialisierende Voraussetzang macht, kénnen die Energle-
komponenten nicht in zwei Teile gespalten werden, von denen der eine zum
Gravitationsfelde, der andere zu der Materie gehort. Um diese Eigenschaft
der Theorie herbeizufiithren, machen wir folgende Annahme

wobei & nur von den g, g**, g¢*, I nur von g*’, (), G, abhidnge. Die
Gleichungen (4), (4a) nchmen dann die Form an

17 0 oG* 0G* oMm

o ()
o \ 09, o9 og'
Vi oM oM

8) ‘(7»“) — 9%,

( 09(g)a 94(q,

Dabei steht &* zu @ in dersclben Beziehung wie $* zu 9.

1) Zur Abkiirzung sind in den Formeln die Summenzeichen weggelassen. Es ist
iiber diejenigen Indizes stets summiert zu denken, welche in einem Gliede zweimal

vorkommen. In (4) bedentet also z. B. ._Ta__ (39t> den Term ) 9 (?_@:)
7x, ﬁgﬁ:v < a"cu '
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Es ist wohl zu beachten, daB die Gleichungen (8) bzw. (5) durch andere
zu ersetzen wiren, wenn wir annehmen wiirden, daB R bzw. £ noch von
hoheren als den ersten Ableitungen der q() abhingig wiren. Ebenso wiire
es denkbar, daB die g(,) nicht als voneinander unabhéngig, sondern als durch
Bedingungsgleichungen miteinander verkniipft aufzufassen wiren. All dies
ist fiir die folgenden Entwicklungen ohne Bedeutung, da letztere allein auf
die Gleichungen (7) gegriindet sind, welche durch Variieren unseres Integrals
nach den g** gewonnen sind.

§ 3. Invariantentheoretisch bedingte Eigenschaften
der Feldgleichungen der Gravitation.

Wir fiihren nun die Voraussetzung ein, da8
(9) as’=g,,dz,dz,

eine Invariante sei. Damit ist der Transformationscharakter der g, festge-
legt. Uber den Transformationscharakter der die Materie beschreibenden
(s machen wir keine Voraussetzung. Hingegen seien die Funktionen

H= 2 sowie 6 =—-% wnd = f?"-y_t_: Invarianten bezuohch beliebiger
V—y V-9 V—y
Substitutionen der Raum-Zeitkoordinaten. Aus diesen Vorausutzungen folgt
die allgemeine Kovarianz der aus (1) gefolgerten Gleichungen (7) und (8).
Ferner folgt, daB G (bis auf einen konstanten Faktor) gleich dem Skalar
des Riemannschen Tensors der Kriimmung sein muB}; denn es gibt keine
andere Invariante von den fiir G geforderten Eigenschaften®). Damit ist
auch &* und damit die linke Seite der Feldgleichung (7) vollkommen fest-
gelegt?).
Aus dem allgemeinen Relativitiitspostulat folgen gewisse Eigenschaften
der Funktion &%, die wir nun ableiten wollen. Zu diesem Zweck fithren
wir eine infinitesimale Transformation der Koordinaten durch, indem wir setzen

(10) z, =z, + Dz,

die Az, sind beliebig wiihlbare, unendlich kleine Funktionen der Koordinaten.
%, sind die Koordinaten des Weltpunktes im neuen System, dessen Koordi-
naten im urspriinglichen System z, sind. Wie fiir die Koordinaten gilt fiir
jede andere Grofe ¥ ein Transformationsgesetz vom Typus

1) Hierin liegt es begriindet, daB die allgemeine Relativititsforderung zu einer
ganz bestimmten Gravitationstheorie fiihrt.
2) Man erhiilt durch Ausfiihrung der partiellen Integration
« 3
6 =y —gg [{%) [ - (T

9%
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wobei sich Ay stets durch die Az, ausdriicken lassen muB. Aus der Kova-
rianteneigenschaft der g~ leitet man leicht fiir die g#* und g“* die Trans-

formationsgesetze ab
oAz oAz

v __ P v va u

(11) Agrr = g* 7%, +9

oz,
v 9 (Ag‘uv) v Ta
(12) Agyr = 20T — g

Da ®* nur von den g“* und g~ abhiingt, ist es mit Hilfe von (13) und (14)
moglich, A®* zu berechnen. Man erhilt so die Gleichung

, 0Ax, PG o*Ax,
(13) V"‘)A(V——>=Sﬂ oz, +2a ,“,9 ox,0x,’
wobel zur Abkiirzung gesetzt ist
v 8* Is* ., v 06* .
(14) Sa= 3#0 # +2a u(i‘q‘u + @5*66—39’,‘«?‘6 .

Aus diesen beiden Gleichungen ziehen wir zwei fiir das Folgende wichtige

Folgerungen. Wir wissen, dall -8 eine Invariante ist beziiglich beliebiger

17‘%;- Wohl aber ist es leicht, von letzterer
GroBe zu beweisen, daB sie beziiglich linearer Substitutionen der Koordi-

naten eine Invariante ist. Hieraus folgt, daB die rechte Seite von (13) stets
2

ALY
verschwinden muB, wenn séimtliche 3?870 verschwinden. Es folgt daraus,

daB ®* der Identitit T
(15) 8" =0  geniigen muB.

Substitutionen, nicht aber

Wihlen wir ferner die Az, so, daB sie nur im Innern eines betrachteten
Gebietes von null verschieden sind, in infinitesimaler Néhe der Begrenzung
aber verschwinden, so #ndert sich der Wert des in Gleichung (2) auftreten-
den, iiber die Begrenzung erstreckten Integrales nicht bei der ins Auge ge-
faBten Transformation: es ist also

AF)=0
und somit?) A {f@dt} =A {f@*dr}.
Die linke Seite der Gleichung muB aber verschwinden, da sowohl O wie

V=g
1/ — gdv Invarianten sind. Folglich verschwindet auch die rechte Seite. Wir
erhalten also mit Riicksicht auf (14), (15) und (16) zunichst die Gleichung

o, Az,

(16) —azzag %,’axa dr = 0.

1) Indem wir statt  und $* die GroBen & und @* einfiihren.
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Formt man diese durch zweimalige partielle Integration um, so erhilt man
mit Riicksicht auf die freie Wiihlbarkeit der Az, die Identitit

~2 a@*
(1 (08 L\ =,
) oz, 0z, \ pg"

Aus den beiden Identititen (16) und (17), welche aus der Invarianz von

-175‘5: , also aus dem Postulat der allgemeinen Relativitét hervorgehen, haben
—9
wir nun Folgerungen zu ziehen.

Die Feldgleichungen (7) der Gravitation formen wir zunéchst durch
gemischte Multiplikation mit g#° um. Man erhilt dann (unter Vertauschung
der Indizes ¢ und ») die den Feldgleichungen (7) dquivalenten Gleichungen

8 06* v
(18) S (aguo' gll‘l‘) = (EU + tG)’
wobel gesetzt ist
v oM
19 T = ald
( ) g agu a g

(20) :‘:_ (a qu,uv_l_ awa g#,) = <@5*6' P uag‘ua>

Der letzte Ausdruck fiir t) rechtfertigt sich aus (14) und (15). Durch Diffe-
renzieren von (18) nach 2, und Summation tiber » folgt mit Riicksicht auf (17)

@1) (T4 1) =0,

Die Gleichung (21) driickt die Erhaltung des Impulses und der Energie aus.
Wir nennen T die Komponenten der Energie der Materie, t” die Kompo-
nenten der Energie des Gravitationsfeldes.

Aus den Feldgleichungen (7) der Gravitation folgt durch Multiplizieren
mit g¢” und Summieren iiber ¥ und » mit Riicksicht auf (20)

4
ot; 1 v _3_9.& —

a—xv+ 2 go agluw -

oder mit Riicksicht auf (19) und (21)

az'
(22)

oy 9T, =0,

wobei T, die GriBen gmiﬂ bedeuten. Es sind dies 4 Gleichungen, welchen
die Energie-Komponenten der Materie zu geniigen haben.

Es ist hervorzuheben, da8 die (allgemein kovarianten) Erhaltungssiitze
(21) und (22) aus den Feldgleichungen (7) der Gravitation in Verbindung
mit dem Postulat der allgemeinen Kovarianz (Relativitit) allein gefolgert
sind, ohne Benutzung der Feldgleichungen (8) fiir die materiellen Vorginge
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Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitits-
theorie.

Von A. EinstEIn.?)

Es ist wohlbekannt, daB die Poissonsche Differentialgleichung
(1) Agp =4nKp

in Verbindung mit der Bewegungsgleichung des materiellen Punktes die
Newtonsche Fernwirkungstheorie noch nicht vollstindig ersetzt. Es muB
noch die Bedingung hinzutreten, daB im riumlich Unendlichen das Poten-
tial ¢ einem festen Grenzwerte zustrebt. Analog verhilt es sich bei der
Gravitationstheorie der allgemeinen Relativitit; auch hier miissen zu den
Differentialgleichungen Grenzbedingungen hinzutreten fiir das rdumlich Un-
endliche, falls man die Welt wirklich als riumlich unendlich ausgedehnt an-
zusehen hat.

Bei der Behandlung des Planetenproblems habe ich diese Grenzbedin-
gungen in Gestalt folgender Annahme gewihlt: Es ist moglich, ein Bezugs-
system so zu wihlen, daB simtliche Gravitationspotentiale g,, im rdumlich
Unendlichen konstant werden. Es ist aber a priori durchaus nicht evident,
daB man dieselben Grenzbedingungen ansetzen darf, wenn man gréBere Par-
tien der Kérperwelt ins Auge fassen will. Im folgenden sollen die Uber-
legungen angegeben werden, welche ich bisher iiber diese prinzipiell wich-
tige Frage angestellt habe.

§ 1. Die Newtonsche Theorie.

Es ist wohlbekannt, daB die Newtonsche Grenzbedingung des konstan-
ten Limes fiir ¢ im riumlich Unendlichen zu der Auffassung hinfiihrt, daB
die Dichte der Materie im Unendlichen zu null wird. Wir denken uns nim-
lich, es lasse sich ein Ort im Weltraum finden, um den herum das Gravi-
tationsfeld der Materie, im groBen betrachtet, Kugelsymmetrie besitzt (Mittel-
punkt). Dann folgt aus der Poissonschen Gleichung, da8 die mittlere Dichte

o rascher als % mit wachsender Entfernung » vom Mittelpunkt zu null herab-

sinken muB, damit ¢ im Unendlichen einem Limes zustrebe®). In diesem

1) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d. Wissen-
schaften 1917.

2) o ist die mittlere Dichte der Materie, gebildet fiir einen Raum, der groB ist
gegeniiber der Distanz benachbarter Fixsterne, aber klein gegeniiber den Abmessun-
gen des ganzen Sternsystems.
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Sinne ist also die Welt nach Newton endlich, wenn sie auch unendlich groBe
Gesamtmasse besitzen kann.

Hieraus folgt zunichst, da die von den Himmelskérpern emittierte
Strahlung das Newtonsche Weltsystem auf dem Wege radial nach auBen
zum Teil verlassen wird, um sich dann wirkungslos im Unendlichen zu ver-
lieren. Kann es nicht ganzen Himmelskorpern ebenso ergchen? Es ist
kaum moglich, diese Frage zu verneinen. Denn aus der Voraussetzung eines
endlichen Limes fiir ¢ im riumlich Unendlichen folgt, daB ein mit endlicher
kinetischer Energie begabter Himmelskorper das rdumlich Unendliche unter
Uberwindung der Newtonschen Anziehungskrifte erreichen kann. Dieser
Fall muB nach der statistischen Mechanik solange immer wieder eintreten,
als die gesamte Energie des Sternsystems geniigend groB ist, um — auf
einen einzigen Himmelskdrper ibertragen — diesem die Reise ins Unend-
liche zu gestatten, von welcher er nie wieder zuriickkehren kann.

Man konnte dieser eigentiimlichen Schwierigkeit durch die Annahme
zu entrinnen versuchen, dafl jenes Grenzpotential im Unendlichen einen sehr
hohen Wert habe. Dies wire ein gangbarer Weg, wenn nicht der Verlauf
des Gravitationspotentials durch die Himmelskdrper selbst bedingt sein
miiBte. In Wahrheit werden wir mit Notwendigkeit zu der Auffassung ge-
dringt, daB das Auftreten bedeutender Potentialditferenzen des Gravitations-
feldes mit den Tatsachen im Widerspruch ist. Dieselben miissen vielmehr
von so geringer GroBenordnung sein, daB die durch sie erzeugbaren Stern-
geschwindigkeiten die tatsichlich beobachteten nicht iibersteigen.

Wendet man das Boltzmannsche Verteilungsgesetz fiir Gasmolekiile
auf die Sterne an, indem man das Sternsystem mit einem Gase von statio-
niirer Wiirmebewegung vergleicht, so folgt, da8 das Newtonsche Sternsystem
iiberhaupt nicht existieren konne. Denn der endlichen Potentialdifferenz
zwischen dem Mittelpunkt und dem rdumlich Unendlichen entspricht ein
endliches Verhiltnis der Dichten. Ein Verschwinden der Dichte im Unend-
lichen zieht also ein Verschwinden der Dichte im Mittelpunkt nach sich.

Diese Schwierigkeiten lassen sich auf dem Boden der Newtonschen
Theorie wohl kaum iiberwinden. Man kann sich die Frage vorlegen, ob sich
dieselben durch eine Modifikation der Newtonschen Theorie beseitigen lassen.
Wir geben hierfiir zundchst einen Weg an, der an sich nicht beansprucht,
ernst genommen zu werden; er dient nur dazu, das Folgende besser hervor-
treten zu lassen. An die Stelle der Poissonschen Gleichung setzen wir

@) Ap —ip =4xKo,
wobei 4 eine universelle Konstante bedeutet. Ist g, die (gleichméBige) Dichte

einer Massenverteilung, so ist
o in K
3) ¢ =— 5" 0
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eine Losung der Gleichung (2). Diese Losung entspriiche dem Falle, daB die
Materie der Fixsterne gleichmiBig tiber den Raum verteilt wire, wobei die
Dichte g, gleich der tatsiichlichen mittleren Dichte der Materie des Welt-
raumes sein moge. Die Losung entspricht einer unendlichen Ausdehnung des
im Mittel gleichméBig mit Materie erfiillten Raumes. Denkt man sich, ohne-
an der mittleren Verteilungsdichte etwas zu @ndern, die Materie Grtlich un-
gleichmiBig verteilt, so wird sich tiber den konstanten ¢-Wert der Gleichung
(3) ein zusitzliches ¢ iiberlagern, welches in der Nihe dichterer Massen
einem Newtonschen Felde um so #hnlicher ist, je kleiner A¢p gegeniiber
4z Kp ist.

Eine so beschaffene Welt hitte beziiglich des Gravitationsfeldes keinen
Mittelpunkt. Ein Abnehmen der Dichte im rdumlich Unendlichen miiBte
nicht angenommen werden, sondern es wire sowohl das mittlere Potential
als auch die mittlere Dichte bis ins Unendliche konstant. Der bei der New-
tonschen Theorie konstatierte Konflikt mit der statistischen Mechanik ist
hier nicht vorhanden. Die Materie ist bei einer bestimmten (iuBerst kleinen)
Dichte im Gleichgewicht, ohne daB fiir dies Gleichgewicht innere Kifte der
Materie (Druck) notig wiren.

§ 2. Die Grenzbedingungen gemifl der allgemeinen -
Relativitiitstheorie.

Im folgenden fiihre ich den Leser auf dem von mir selbst zuriickge-
legten, etwas indirekten und holperigen Wege, weil ich nur so hoffen kann,
daB er dem Endergebnis Interesse entgegenbringe. Ich komme nimlich zu
der Meinung, daB die von mir bisher vertretenen Feldgleichungen der Gra-
vitation noch einer kleinen Modifikation bediirfen, um auf der Basis der all-
gemeinen Relativititstheorie jene prinzipiellen Schwierigkeiten zu vermeiden,
die wir im vorigen Paragraphen fiir die Newtonsche Theorie dargelegt haben.
Diese Modifikation entspricht vollkommen dem Ubergang von der Poisson-
schen Gleichung (1) zur Gleichung (2) des vorigen Paragraphen. Es ergibt
sich dann schlieBlich, daB Grenzbedingungen im riumlich Unendlichen tiber-
haupt entfallen, da das Weltkontinuum beziiglich seiner rdumlichen Erstreckun-
gen als ein in sich geschlossenes von endlichem, rdumlichem (dreidimensio-
nalem) Volumen aufzufassen ist.

Meine bis vor kurzem gehegte Meinung iiber die im rdumlich Unend-
lichen zu setzenden Grenzbedingungen fuBte auf folgenden Uberlegungen.
In einer konsequenten Relativititstheorie kann es keine Trigheit gegen-
iiber dem ,Raume“ geben, sondern nur eine Trigheit der Massen gegen-
einander. Wenn ich daher eine Masse von allen anderen Massen der Welt
riumlich geniigend entferne, so muB ihre Trigheit zu Null.herabsinken.
Wir suchen diese Bedingung mathematisch zu formulieren.
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Nach der allgemeinen Relativititstheorie ist der (negative) Impuls durch
die drei ersten Komponenten, die Energie durch die letzte Komponente des
mit )/ — g multiplizierten kovarianten Tensors

4 MY = GGy gegeben,
(5) wobei wie stets ds*=g,,dz,dz,

gesetzt ist. In dem besonders iibersichtlichen Falle, daB das Koordinaten-
system so gewihlt werden kann, dall das Gravitationsfeld in jedem Punkte
riumlich isotrop ist, hat man einfacher

ds? = -— A(da? + dal + dr}) + Bdh.
Ist gleichzeitig noch V—g=1=VAB,

so erhilt man fiir kleine Geschwindigkeiten in erster Nahrung aus (4) fiir
die Impulskomponenten

4 ds 4 dn, A da

VB adxz, VB dzx, VB dz,
und fiir die Energie (im Fall der Ruhe)
mV B.

A
Aus den Ausdriicken des Impulses folgt, daB m VB die Rolle der trigen

Masse spielt. Da m eine dem Massenpunkt unabhiingig von sejner Lage
eigentiimliche Konstante ist, so>kann dieser Ausdruck unter Wahrung der
Determinantenbedingung im rdumlich Unendlichen nur dann verschwinden,
wenn 4 zu Null herabsinkt, wihrend B ins Unendliche anwichst. Ein solches
Ausarten der Koeffizienten g,, scheint also durch das Postulat von der Re-
lativitit aller Tréigheit gefordert zu werden. Diese Forderung bringt es auch
mit sich, daB die potentielle Energie 7]/ B des Punktes im Unendlichen un-
endlich groB wird. Es kann also ein Massenpunkt niemals das System ver-
lassen; eine eingehendere Untersuchung zeigt, daB gleiches auch von den
Lichtstrahlen gelten wiirde. Ein Weltsystem mit solchem Verhalten der
Gravitationspotentiale im Unendlichen. wiire also nicht der Gefahr der Ver-
odung ausgesetzt, wie sie vorhin fiir die Newtonsche Theorie besprochen wurde.

Ich bemerke, daB die vereinfachenden Annahmen iiber die Gravitations-
potentiale, welche wir dieser Betrachtung zugrunde legten, nur der Uber-
gichtlichkeit wegen eingefithrt sind. Man kann allgemeine Formulierungen
fir das Verhalten' der g,, im Unendlichen finden, die das Wesentliche der
Sache ohne weitere beschrinkende Annahmen ausdriicken.

Nun untersuchte ich mit der freundlichen Hilfe des Mathematikers
J. Grommer zentrisch symmetrische, statische Gravitationsfelder, welche im
Unendlichen in der angedeuteten Weise degenerierten. Die Gravitationspo-
tentiale g,, wurden angesetzt und aus denselben auf Grund der Feldgleichun-
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gen der Gravitation der Energietensor 7,, der Materie berechnet. Dabei
zeigte sich aber, daB fiir das Fixsternsystem derartige Grenzbedingungen
durchaus nicht in Betracht kommen konnen, wie neulich auch mit Recht
von dem Astronomen de Sitter hervorgehoben wurde.

Der kontravariante Energietensor 7% der ponderablen Materie ist nim-

lich gegeben durch
dz, dz,

LY A,
Ter=e ds ds’

wobel ¢ die natiirlich gemessene Dichte der Materie bedeutet. Bei gecignet
gewihltem Koordinatensystem sind die Sterngeschwindigkeiten sehr klein
gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit, Man kann daher ds durch Vg, dz, er-
setzen. Daran erkennt man, daB alle Komponenten von 7'#* gegeniiber der
letzten Komponente 7'#* sehr klein sein miissen. Diese Bedingung aber liefl
sich mit den gewihlten Grenzbedingungen durchaus nicht vereinigen. Nach-
triglich erscheint dies Rlesultat nicht verwunderlich. Die Tatsache der ge-
ringen Sterngeschwindigkeiten 146t den SchluB zu, daBl nirgends, wo es Iix-
sterne gibt, das Gravitationspotential (in unserem Falle )/ B) erheblich groBer
sein kann als bei uns; es folgt dies aus statistischen Uberlegungen, genau
wie im Falle der Newtonschen Theorie. Jedenfalls haben mich unsere Rech-
nungen zu der Uberzeugung gefiihrt, daB derartige Degenerationsbedingun-
gen fiir die g,, im Réumlich-Unendlichen nicht postuliert werden diirfen.
Nach dem Fehlschlagen dieses Versuches bieten sich zundchst zwei
Méglichkeiten dar.
a) Man fordert, wie beim Planetenproblem, daB im riumlich Unendlichen
die g,, sich bei passend gewihltem Bezugssystem den Werten nihern:
-1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 1.

b) Man stellt iiberhaupt keine allgemeine Giiltigkeit beanspruchenden
Grenzbedingungen auf fiir das riumlich Unendliche; man hat die g,, an der
rdumlichen Begrenzung des betrachteten Gebietes in jedem einzelnen Falle
besonders zu geben, wie man bisher die zeitlichen Anfangsbedingungen be-
sonders zu geben gewohnt war.

Die Moglichkeit b) entspricht keiner Losung des Problems, sondern dem
Verzicht auf die Losung desselben. Dies ist ein unanfechtbarer Standpunkt,
der gegenwiirtig von de Sitter eingenommen wird.') Ich muB aber gestehen,
daB es mir schwer fillt, so weit zu resignieren in dieser prinzipiellen Ange-

1) de Sitter, Akad. van Wetensch. te Amsterdam, 8. November 1916.
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legenheit. Dazu wiirde ich mich erst entschlieBen, wenn alle Miihe, zur be-
friedigenden Auffassung vorzudringen, sich als nutzlos erweisen wiirde.

Die Moglichkeit a) ist in mehrfacher Beziehung unbefriedigend. Erstens
setzen diese Grenzbedingungen eine bestimmte Wahl des Bezugssystems
voraus, was dem Geiste des Relativititsprinzips widerstrebt. Zweitens ver-
zichtet man bei dieser Auffassung darauf, der Forderung von der Relativitit
der Trigheit gerecht zu werden. Die Triigheit eines Massenpunktes von der
natiirlich gemessenen Masse m ist nfimlich von den g,, abhingig; diese aber
unterscheiden sich nur wenig von den angegebenen postulierten Werten fiir
das rdumlich Unendliche. Somit wiirde die Tragheit durch die (im Endlichen
vorhandene) Materie zwar beeinfluf3t aber nicht bedingt. Wenn nur ein
einziger Massenpunkt vorhanden wire, so besie er nach dieser Auffassungs-
weise Trigheit, und zwar eine beinahe gleich grofie wie in dem Falle, daB
er von den iibrigen Massen unserer tatsiichlichen Welt umgeben ist. Endlich
sind gegen diese Auffassung jene statistischen Bedenken geltend zu machen,
welche oben fiir die Newtonsche Theorie angegeben worden sind.

Es geht aus dem bisher Gesagten hervor, dafl mir das Aufstellen von
Grenzbedingungen fiir das riumlich Unendliche nicht gelungen ist. Trotz-
dem existiert noch eine Moglichkeit, ohne den unter b) angegebenen Verzicht
auszukommen. Wenn es ndmlich moglich wire, die Welt als ein nach
seinen rdumlichen Erstreckungen geschlossenes Kontinuum anzusehen, dann
hitte man tiberhaupt keine derartigen Grenzbedingungen nétig. Im folgenden
wird sich zeigen, daB sowohl die allgemeine Relativititsforderung als auch
die Tatsache der geringen Sterngeschwindigkeiten mit der Hypothese von
der riumlichen Geschlossenheit des Weltganzen vereinbar ist; allerdings be-
darf es fiir die Durchfithrung dieses Gedankens einer verallgemeinernden
Modifikation der Feldgleichungen der Gravitation.

§ 3. Die riiumlich geschlossene Welt mit gleichmii3ig verteilter
Materie.

Der metrische Charakter (Kriimmung) des vierdimensionalen raumzeit-
lichen Kontinuums wird nach der allgemeinen Relativititstheorie in jedem
Punkte durch die daselbst befindliche Materie und deren Zustand bestimmt.
Die metrische Struktur dieses Kontinuums muf daher wegen der Ungleich-
miBigkeit der Verteilung der Materie notwendig eine iiuBerst verwickelte
sein. Wenn es uns aber nur auf die Struktur im groBen ankommt, diirfen
wir uns die Materie als iiber ungeheure Riume gleichmiiBig ausgebreitet vor-
stellen, so daB déren Verteilungsdichte eine ungeheuer langsam verinder-
liche Funktion wird. Wir gehen damit &hnlich vor wie etwa die Geodiiten,
welche die im kleinen #uBerst kompliziert gestaltete Iirdoberfliche durch
ein Ellipsoid approximieren.
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Das Wichtigste, was wir iiber die Verteilung der Materie aus der Er-
fahrung wissen, ist dies, daB die Relativgeschwindigkeiten der Sterne sehr
klein sind gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit. Ich glaube deshalb, daB wir
fiirs erste folgende approximierende Annahme unserer Betrachtung zugrunde
legen diirfen: Es gibt ein Koordinatensystem, relativ zu welchem die Materie
als dauernd ruhend angesehen werden darf. Relativ zu diesem ist also der
kontravariante Energietensor T+ der Materie gemdB (5) von der einfachen

Form: 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

(6)

Der Skalar ¢ der (mittleren) Verteilungsdichte kann & priori eine Funktion
der rdumlichen Koordinaten sein. Wenn wir aber die Welt als rdumlich in
sich geschlossen annehmen, so liegt die Hypothese nahe, daB ¢ unabhingig
vom Orte sei; diese legen wir dem Folgenden zugrunde.

Was das Gravitationsfeld anlangt, so folgt aus der Bewegungsgleichung
des materiellen Punktes 'z, { « ﬁ}

d [ d x{g
“ds* -

v a5 s =0

daB ein materieller Punkt in einem statischen Gravitationsfelde nur dann in
Ruhe verharren kann, wenn g,, vom Orte unabhingig ist. Da wir ferner
Unabhingigkeit von der Zeitkoordinate z, fiir alle GroBen voraussetzen, so
konnen wir fiir die gesuchte Losung verlangen, daB fiir alle z,

™ u - 1
sei. Wie stets bel statischen Problemen wird ferner
&) F3a = Go1 = G35, =0

zu setzen sein. Es handelt sich nun noch um die Festlegung derjenigen
Komponenten des Gravitationspotentials, welche das rein rdumlich-geometri-
sche Verhalten unseres Kontinuums bestimmen (g,,, g;5, .- - -, g53)- Aus un-
serer Annahme iiber die GleichmiBigkeit der Verteilung der das Feld er-
zeugenden Massen folgt, daB auch die Kriimmung des gesuchten Mefraumes
eine konstante sein muB. Fiir diese Massenverteilung wird also das gesuchte
geschlossene Kontinuum der z,, g, #; bei konstantem z, ein sphirischer
Raum sein.

Zu einem solchen gelangen wir z. B.in folgender Weise. Wir gehen
aus von einem Euklidischen Raume der §,, &,, &, & von vier Dimensionen
mit dem Linienelement do; es sei also

9) de® = dE} + dE: + dE: 4 dE}.
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In diesem Raume betrachten wir die Hyperfliche

(10) R=g+8+E+E

wobei R eine Konstante bedeutet. Diese Punkte dieser Hyperfliche bilden
ein dreidimensionales Kontinuum, einen sphirischen Raum vom Kriimmungs-
radius R. '

Der vierdimensionale Euklidische Raum, von dem wir ausgingen, dient
nur zur bequemen Definition unserer Hyperfliche. Uns interessieren nur die
Punkte der letzteren, deren metrische Eigenschaften mit denen des physi-
kalischen Raumes bei gleichmiBiger Verteilung der Materie ibereinstimmen
sollen. Fir die Beschreibung dieses dreidimensionalen Kontinuums kénnen
wir uns der Koordinaten ,, &,, & bedienen (Projektion auf die Hyperebene
g, = 0), da sich vermdge (10) £, durch &, &, & ausdriicken liBt. Eliminiert
man £, aus (9), so erhilt man fiir das Linienelement des sphirischen Raumes
den Ausdruck (de® = p,,dE, dE,

(11) bugv
yyv ,uz + R

wobei d,, = 1, wenn g = », 0, = U, wenn w = v, und ¢* = & + £+ &f ge-
gsetzt wird. Die gewihlten Koordinaten sind bequem, wenn es sich um die
Untersuchung der Umgebung eines der beiden Punkte £ = 5, = & =
handelt.

Nun ist uns auch das Linienelement der gesuchten raum-zeitlichen vier-
dimensionalen Welt gegeben. Wir haben offenbar fiir die Potentiale g,,,
deren beide Indizes von 4 abweichen, zu setzen

z,,
(12) R U= @ +ai+ m§)>’

welche Gleichung in Verbindung mit (7) und (8) das Verhalten von MaB-
staben, Uhren und Lichtstrahlen in der betrachteten vierdimensionalen Welt
vollstindig bestimmt.

§ 4. Uber ein an den Feldgleichungen der Gravitation
anzubringendes Zusatzglied.
Die von mir vorgeschlagenen Feldgleichungen der Gravitation lauten
fiir ein beliebig gewihltes Koordinatensystem

G=—%(T0s— 5 9 7)
(13) G g L)+ 50

oy l a «
2? lgi {M}a}gy;_g

0, 0%, «f  la,

+
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Das Gleichungssystem (13) ist keineswegs erfiillt, wenn man fiir die g,
die in (7), (8) und (12) gegebenen Werte und fiir den (kontravarianten)
Tensor der Energie der Materie die in (6) angegebenen Werte einsetzt. Wie
diese Rechnung bequem auszufiibren ist, wird im nichsten Paragraphen ge-
zeigt werden. Wenn es also sicher wiire, daB die von mir bisher benutzten
Feldgleichungen (13) die einzigen mit dem Postulat der allgemeinen Rela-
tivitdt vereinbaren wiren, so miiBten wir wohl schlieBen, daBl die Relativi-
tatstheorie die Hypothese von einer rdumlichen Geschlossenheit der Welt
nicht zulasse.

Das Gleichungssystem (14) erlaubt jedoch eine naheliegende, mit dem
Relativititspostulat vereinbare Erweiterung, welche der durch Gleichung (2)
gegebenen Erweiterung der Poissonschen Gleichung vollkommen analog ist.
Wir konnen némlich auf der linken Seite der Feldgleichung (13) den mit
einer vorliufig unbekannten universellen Konstante — i multiplizierten
Fundamentaltensor g,, hinzufiigen, ohne daB dadurch die allgemeine Kova-
rianz zerstrt wird; wir setzen an die Stelle der Feldgleichung (13)

1
(13a) C— 29, =—#(Ts — 5 90 7T)-

Auch diese Feldgleichung ist bei geniigend kleinem i mit den am Sonnen-
system erlangten Erfahrungstatsachen jedenfalls vereinbar. Sie befriedigt
auch Erhaltungssitze des Impulses und der Energie, denn man gelangt zu
(13a) an Stelle von (13), wenn man statt des Skalars des Riemannschen
Tensors diesen Skalar, vermehrt um eine universelle Konstante, in das Ha-
miltonsche Prinzip einfiihrt, welches Prinzip ja die Giiltigkeit von Erhal-
tungssitzen gewihrleistet. DaB die Feldgleichung (13a) mit unseren An-
sitzen iiber Feld und Materie vereinbar ist, wird im folgenden gezeigt.

§ 5. Durchfiihrung der Rechnung. Ergebnis.

Da aile Punkte unseres Kontinuums gleichwertig sind, geniigt es, die
Rechnung fiir einer Punkt durchzufithren, z. B. fiir einen der beiden Punkte
mit den Koordinaten 2, = z, = 7, = z, = 0. Dann sind fiir die g,,, in (13a)
die Werte —1 0 0 0

0 —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 1

iiberall da einzusetzen, wo sie nur einmal oder gar nicht differenziert er-
scheinen. Man erhilt also zunichst

é [uv 0 [uv 0 [uv etlgy—g
G = ’a;;[ 1 ] + ‘3@;[ 2 } * 9, [ 3 } t w05,



Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitiitstheorie 139

Mit Riicksicht auf (7), (8) und (13) findet man hieraus leicht, daf sémtlichen
Gleichungen (13a) Geniige geleistet ist, wenn die beiden Relationen erfiillt sind

_%._;_,1:_1‘2&, __1=—% oder
_re 1
(14) A=% =g

Die neu eingefiihrte universelle Konstante 4 bestimmt also sowohl die
mittlere Verteilungsdichte g, welche im Gleichgewichte verharren kann, als
auch den Radius R des sphirischen Raumes und dessen Volumen 2x%R°
Die Gesamtmasse 3/ der Welt ist nach unserer Auffassung endlich, und
zwar gleich

(15) Me—o 23R —dm B _ V37

%- V#%o

Die theoretische Auffassung der tatsichlichen Welt wiire also, falls die-
selbe unserer Betrachtung entspricht, die folgende. Der Kriimmungscharakter
des Raumes ist nach MaBgabe der Verteilung der Materie zeitlich und ort-
lich variabel, 18t sich aber im groBen durch einen sphérischen Raum ap-
proximieren. Jedenfalls ist diese Auffassung logisch widerspruchsfrei und
vom Standpunkte der allgemeinen Relativititstheorie die naheliegendste; ob
sie, vom Standpunkt des heutigen astronomischen Wissens aus betrachtet,
haltbar ist, soll hier nicht untersucht werden. Um zu dieser widerspruchs-
freien Auffassung zu gelangen, muBten wir allerdings eine neue, durch unser
tatsiichliches Wissen von der Gravitation nicht gerechtfertigte Erweiterung
der Feldgleichungen der Gravitation einfiihren. Es ist jedoch hervorzuheben,
daB eine positive Kriimmung des Raumes durch die in demselben befindliche
Materie auch dann resultiert, wenn jenes Zusatzglied nicht eingefiihrt wird;
das letztere haben wir nur ndtig, um eine quasistatische Verteilung der Ma-
terie zu ermoglichen, wie es der Tatsache der kleinen Sterngeschwindiglkeiten
entspricht.
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Spielen Gravitationsfelder im Aufbau der
materiellen Elementarteilchen eine wesentliche Rolle?

Von A. Einsteix.?)

Weder die Newtonsche noch die relativistische Gravitationstheorie hat
bisher der Theorie von der Konstitution der Materie einen Fortschritt ge-
bracht. Demgegeniiber soll im folgenden gezeigt werden, daB Anhaltspunkte
fiir die Auffassung vorhanden sind, daB die die Bausteine der Atome bilden-
den elektrischen Elementargebilde durch Gravitationskrifte zusammengehalten
werden.

§ 1. Miingel der gegenwiirtigen Auffassung.

Die Theoretiker haben sich viel bemiibt, eine Theorie zu ersinnen, welche
von dem Gleichgewicht der das Elektron konstituierenden Elektrizitit Rechen-
schaft gibt. Insbesondere . Mie hat dieser Frage tiefgehende Untersuchungen
gewidmet. Seine Theorie, welche bei den Fachgenossen vielfach Zustimmung
gefunden hat, beruht im wesentlichen darauf, daB auBer den Energietermen
der Maxwell-Lorentzschen Theorie des elektromagnetischen Feldes von den
Komponenten des elektrodynamischen Potentials abhingige Zusatzglieder in
den Energie-Tensor eingefiihrt werden, welche sich im Vakuum nicht wesent-
lich bemerkbar machen, im Innern der elektrischen Elementarteilchen aber
bewirken, daB den elektrischen AbstoBungskriften das Gleichgewicht geleistet
wird. So schon diese Theorie, ihrem formalen Aufbau nach, von Mie, Hilbert
und Weyl gestaltet worden ist, so wenig befriedigend sind ihre physikalischen
Ergebnisse bisher gewesen. Einerseits ist die Mannigfaltigkeit der Moglich-
keiten entmutigend, andererseits lieBen sich bisher jene Zusatzglieder nicht
so einfach gestalten, daB die Losung hitte befriedigen konnen.

Die allgemeine Relativititstheorie dnderte an diesem Stande der Frage
bisher nichts. Sehen wir zunichst von dem kosmologischen Zusatzgliede ab,
so lauten deren Feldgleichungen
(1) By— 3 9aB=—xTy,
wobei (B,,) den einmal verjiingten Riemannschen Kriimmungstensor, (R) den
durch nochmalige Verjiingung gebildeten Skalar der Kriimmung, (7)) den
Energietensor der ,Materie bedeutet. Hierbei entspricht der historischen
Entwicklung die Annahme, daB die T}, von den Ableitungen der g,, nicht

—,——

1) Abgedruckt aus den Sitzangsberichten der PreuBischen Akad. d. Wissen-
-schaften 1919.
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abhingen. Denn diese GroBen sind ja die Energiekomponenten im Sinne der
speziellen Relativitiitstheorie, in welcher variable g,, nicht auftreten. Das
zweite Glied der linken Seite der Gleichung ist so gewihlt, daB die Divergenz
der linken Seite von (1) identisch verschwindet, so daB aus (1) durch Divergenz-

Bildung die Gleichung
0% 1
2) gr, T 297 =0

gewonnen wird, welche im Grenzfalle der speziellen Relativititstheorie in
die vollstindigen Erhaltungsgleichungen

0Tk _

oz
iibergeht. Hierin liegt die physikalische Begriindung fiir das zweite Glied
auf der linken Seite von (1). DaB ein solcher Grenziibergang zu konstanten
9., sinnvoll mdglich sei, ist a priori gar nicht ausgemacht. Wiren némlich
Gravitationsfelder beim Aufbau der materiellen Teilchen wesentlich beteiligt,
so verldre fiir diese der Grenziibergang zu konstanten g, seine Berechtigung;
es giibe dann eben bei konstanten g,, keine materielle Teilchen. Wenn wir
daher die Moglichkeit ins Auge fassen wollen, daB die Gravitation am Auf-
bau der die Korpuskeln konstituierenden Felder beteiligt sei, so konnen wir
die Gleichung (1) nicht als gesichert betrachten.

Setzen wir in (1) die Maxwell-Lorentzschen Energiekomponenten des

elektromagnetischen Feldes o, ,

3) T =i 929Pap®™’ — PiaPip9°?,
so erhilt man durch Divergenzbildung nach einiger Rechnung?!) fiir (2)
(4) Pia* = 0,

0V—99,:9°°9"" oyt

(5) wobei zur Abkiirzung ——— 72, ~ 75
gesetzt ist. Bei der Rechnung ist von dem zweiten Maxwellschen Gleichungs-
system

0Pus | 9%y,
() e 4 0

o9
o __
+ ox, v

Gebrauch gemacht. Aus (4) ersieht man, daB die Stromdichte (J¢) tiberall
verschwinden muB. Nach Gleichung (1) ist daher eine Theorie des Elektrons
bei Beschrinkung auf die elektromagnetischen Energickomponenten der
Maxwell-Lorentzschen Theorie nicht zu erhalten, wie lingst bekannt ist.

1) Vgl z. B. A. Einstein, Sitz.-Ber. PreuB. Akad. d. Wiss. 1916, S. 187, 188,
Math. Monogr. 2: Einstein, Lorentz, Minkowski, Relativititsprinzip 10
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Hilt man an (1) fest, so wird man daher auf den Pfad der Mieschen Theorie
gedriingt.?)

Aber nicht nur das Problem der Materie fithrt zu Zweifeln an Gleichung (1)
sondern auch das kosmologische Problem. Wie ich in einer fritheren Arbeit
ausfiihrte, verlangt die allgemeine Relativititstheorie, daB die Welt rdumlich
geschlossen sei. Die Auffassung machte aber eine Erweiterung der Glei-
chungen (1) nitig, wobei eine neue universelle Konstante 1 eingefiihrt werden
muBte, die zu der Gesamtmasse der Welt (bzw. zu der (leichgewichtsdichte
der Materie) in fester Beziehung steht. Hierin liegt ein besonders schwer-
wiegender Schonheitsfehler der Theorie.

§ 2. Die skalarfreien Feldgleichungen.

Die dargelegten Schwierigkeiten werden dadurch beseitigt, daB man an
die Stelle der Feldgleichungen (1) die Feldgleichungen

(la) R,— 4t 9B =—=T,

[3

setzt, wobei (7,) den durch (3) gegebenen Energietensor des elektromagne-
tischen Feldes bedeutet.

Die formale Begriindung des Faktors (— ) im zweiten Gliede dieser
Gleichung liegt darin, daB er bewirkt, daB der Skalar der linken Seite

9*(Ba— £ 9uB)
identisch verschwindet, wie gemiB (38) der Skalar
gik T
ik

der rechten Seite. Hiitte man statt (1a) die Gleichungen (1) zugrunde gelegt,
so wiirde man dagegen die Bedingung R = O erhalten, welche unabhingig
vom elektrischen Felde iiberall fiir die g,, gelten miiBte. Es ist klar, daB
das Gleichungssystem [(1), (3)] das Gleichungssystem [(1a), (3)] zur Folge
hat, nicht aber umgekehrt.

Man kénnte nun zunichst bezweifeln, ob (1a) zusammen mit (6) das
gesamte Feld hinreichend bestimmen. In einer allgemeinen relativistischen
Theorie braucht man zur Bestimmung von % abhingigen Variabeln n — 4
voneinander unabhingige Differentialgleichungen, da ja in der Losung wegen
der freien Koordinatenwihlbarkeit vier ganz willkiirliche Funktionen aller
Koordinaten auftreten miissen. Zur Bestimmung der 16 Abhingigen g,,
und ¢, , braucht man also 12 voneinander unabhiingige Gleichungen. In der
Tat sind aber 9 von den Gleichungen (1a) und 3 von den Gleichungen (6)
voneinander unabhingig.

1) Vgl D. Hilbert, Gottinger Nachr. 20. Nov. 1915.
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Bildet man von (1a) die Divergenz, so erhilt man mit Riicksicht darauf,
daB die Divergenz von R,,— 1 g, R verschwindet,

ey L 0B _
(4a) L AR oz, = 0.

Hieraus erkennt man zunichst, da der Kriimmungsskalar R in den vier-
dimensionalen Gebieten, in denen die Elektrizititsdichte verschwindet, kon-
stant ist. Nimmt man an, daB alle diese Raumteile zusammenhingen, daB
also die Elektrizitatsdichte nur in getrennten Weltfiden von null verschieden
ist, so besitzt auBerhalb dieser Weltfiden der Kriimmungsskalar tiberall einen
konstanten Wert R,. Gleichung (4a) liBt aber auch einen wichtigen SchluB
zu iiber das Verhalten von R innerbalb der Gebiete mit nicht verschwinden-
der elektrischer Dichte. Fassen wir, wie tiblich, die Elektrizitit als bewegte
Massendichte auf, indem wir setzen

R dz,
V:i g Cas”
so erhalten wir aus (4a) durch innere Multiplikation mit J° wegen der Anti-
symmetrie von ¢,, die Beziehung

OR dzx,
) E T 0.

© -

Der Kriimmungsskalar ist also auf jeder Weltlinie der Elektrizititsbewegung
konstant. Die Gleichung (4a) kann anschaulich durch die Aussage inter-
pretiert werden: Der Kriimmungsskalar R spielt die Rolle eines negativen
Druckes, der auBerhalb der elektrischen Korpuskeln einen konstanten Wert R,
hat. Innerhalb jeder Korpuskel besteht ein negativer Druck (positives R— R,)),
dessen Gefille der elektrodynamischen Kraft das Gleichgewicht hilt. Das
Druckminimum bzw. das Maximum des Kriimmungsskalars im Innern der
Korpuskel @ndert sich nicht mit der Zeit.
Wir schreiben nun die Feldgleichungen (1a) in der-Form

9) (‘Ra'k_ -;' gikR) + ili'gikRo =% (Tik + ;!; 9 [B— Ro])'
Anderseits formen wir die friiheren, mit kosmologischem Glied versehenen,
Feldgleichungen Ry— Agy=—% (Ty— 1 9, T)

um. Durch Subtraktion der mit 4 multiplizierten Skalargleichung erhilt
man zunichst A (By— 1 9.4R) + gk — — 2Ty

1

Nun verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung in solchen Gebieten, wo
nur elektrisches Feld und Gravitationsfeld vorhanden ist. Fiir solche Gebiete

erhiilt man durch Skalarbildung — R 4 41 =0.
10*



144 A. EinsteIN

In solchen Gebieten ist also der Kriimmungsskalar konstant, so da man 1

durch I—ZQ
in der Form schreiben
(10) (By— 3 0 B) + 5 9. By =— % Ty

£

ersetzen kann. Wir konnen daher die frithere Feldgleichung (1)

Vergleicht man (9) mit (10), so sieht man, daB sich die neuen Feldgleichungen
von den fritheren nur dadurch unterscheiden, daB als Tensor der ,gravitierenden

Masse“ statt 7, der von dem Kriimmungsskalar abhiingige 7';,+ & 9.:/B—R,]

auftritt. Die neue Formulierung hat aber den groBen-Vorzug vor der fritheren,
daB die GroBe 1 als Integrationskonstante, nicht mehr als dem Grundgesetz
eigene universelle Konstante, in den Grundgleichungen der Theorie auftritt.

§ 3. Zur kosmologischen Frage.

Das letzte Resultat LiBt schon vermuten, daB bei unserer neuen Formu-
lierung die Welt sich als rdumlich geschlossen betrachten lassen wird, ohne
daB hierfiir eine Zusatzhypothese notig wiire. Wie in der fritheren Arbeit
zeigen wir wieder, daB bei gleichmiiBiger Verteilung der Materie eine sphi-
rische Welt mit den Gleichungen vereinbar ist.

Wir setzen zunichst
(11) ds’ = — 3 yudz,dr, + da} 6, k=1, 2 3).
Sind dann P, bzw. P Kriimmungstensor zweiten Ranges bzw. Kriimmungs-
skalar im dreidimensionalen Raume, so ist
B,= P, (,k=1,2,3)
R,~R,,=RE,=0
=—P
—g=7
Es folgt also fiir unsern Fall
Ri— y9uB=Py— s vaP G k=123
R,— tguBR=; P
Den Rest der Betrachtung fithren wir auf zwei Arten durch. Zunichst stiitzen
wir uns auf Gleichung (1a). In dieser bedeutet T}, den Energictensor des

elektromagnetischen Feldes, das von den die Materie koustituierenden elek-
trischen Teilchen geliefert wird. Fiir dies Feld gilt tiberall

T+ T+ T+ Th= 0.

Die einzelnen T} sind mit dem Orte rasch wechselnde GroBen; fiir unsere
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Aufgabe diirfen wir sie aber wohl durch ihre Mittelwerte ersetzen. Wir haben
deshalb zu wéhlen
19 T =T =T = — 4 T = konst.
(12) Tt =0 (fiir 4 =+ k),

1 3 Tt

also T, = + - =2 y.15 T, = 4.
. k 3 Yy Yik “=
Mit Riicksicht auf das bisher ausgefiihrte erhalten wir an Stelle von (1a)
. 1 1 x T
(13) Pamdpu? == 5y
x T4

~ 1
14 Sp =2
() 4 Vr
Die skalare Gleichung zu (13) stimmt mit (14) iiberein. Hierauf beruht es,
daB unsere Grundgleichungen eine sphirische Welt zulassen. Aus (13) und
(14) folgt nidmlich

- 4 » T}
15 P+ iy, =
(15) LRI N Vix

welches System bekanntlich?) durch eine (dreidimensional) sphirische Welt
aufgelost wird.

Wir konnen unsere Uberlegung aber auch auf die Gleichungen (9)
griinden. Auf der rechten Seite von (9) stehen diejenigen Glieder, welche
bei phénomenologischer Betrachtungsweise durch den Energietensor der
Materie zu ersetzen sind; sie sind also zu ersetzen durch

0

H

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 o

wobei ¢ die mittlere Dichte der als ruhend angenommenen Materie bedeutet.
Man erhilt so die Gleichungen

(16) Py— 2 valP — 4 vaB =0

(17) + P+ Ry= — o

Aus der skalaren Gleichung zu (16) und aus (17) erhilt man
(18) By-=— %P =2xp

und somit aus (16)

(19) Py—x0y=0,

welche Gleichung mit (15) bis auf den Ausdruck des Koeffizienten iiberein
stimmt. Durch Vergleichung ergibt sich

(20) CT-ielr

1) Vgl. H. Weyl, Raum. Zeit. Materie. § 33.



146 A. Eixstein: Gravitationsfelder und Aufbau materiellér Elementarteilchen

Diese Gleichung besagt, daB von der die Materie konstituierenden Energie
drei Viertel auf das elektromagnetische Feld, ein Viertel auf das Gravitations-
feld entfillt.

§ 4. SchluBbemerkungen.

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen die Méglichkeit einer theore-
tischen Konstruktion der Materie aus Gravitationsfeld und elektromagne-
tischem Felde allein ohne Einfiihrung hypothetischer Zusatzglieder im Sinne
der Mieschen Theorie Besonders aussichtsvoll erscheint die ins Auge ge-
faBte Moglichkeit insofern, als sie uns von der Notwendigkeit der Einfiihrung
einer besonderen Konstante 1 fiir die Losung des kosmologischen Problems
befreit. Anderseits besteht aber eine eigentiimliche Schwierigkeit. Speziali-
siert man niimlich (1) auf den kugelsymmetrischeu, statischen Fall, so erhilt
man eine Gleichung zuwenig zur Bestimmung der g,, und ¢,,, derart, daB
Jjede kugelsymmetrische Verteilung der Elektrizitit im Gleichgewicht ver-
harren zu konnen scheint. Das Problem der Konstitution der Elementar-
quanta 148t sich also auf Grund der angegebenen Feldgleichungen noch nicht
ohne weiteres 16sen.
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Gravitation und Elektrizitit.
Von H. Wgye ¥).

Nach Riemann?) beruht die Geometrie auf den beiden folgenden Tat-
sachen:

1. Der Raum 1ist ein dreidimensionales Kontinuum, die Mannigfaltigkeit
seiner Punkte 1aBt sich also in stetiger Weise durch die Wertsysteme dreier
Koordinaten z, zy x; zur Darstellung bringen;

2. (Pythagoreischer Lehrsatz) Das Quadrat des Abstandes ds® zweier
unendlich benachbarter Punkte

(1) P = (z,, 25 25) und P = (2, + d2y, 3 + A7, 25+ d7,)
ist (bei Benutzung beliebiger Koordinaten) eine quadratische Form der re-
lativen Koordinaten dz;:

(2 as? =2.qik dz;dz, (9 =9:0)-
TE

Die zweite Tatsache driicken wir kurz dadurch aus, daB wir sagen: der Raum
ist ein metrisches Kontinuum. Ganz dem Geiste der modernen Nahewirkungs-
physik gemiB setzen wir den Pythagoreischen Lehrsatz nur im Unendlich-
kleinen als streng giiltig voraus.

Die spezielle Relativititstheorie fiihrte zu der Einsicht, daB die Zeit als
vierte Koordinate (z,) gleichberechtigt zu den drei Raumkoordinaten hinzu-
tritt, daB der Schauplatz des materiellen Geschehens, die Welt, also ein vier-
dimensionales, metrisches Kontinuum ist. Die quadratische Form (2), welche
die Weltmetrik festlegt, ist dabei nicht positiv-definit wie im Falle der drei-
dimensionalen Raumgeometrie, sondern vom Trigheitsindex 3. Schon Rie-
mann #uBerte den Gedanken, daB die Metrik als etwas Reales zu betrach-
ten sei, da sie sich z. B. in den Zentrifugalkriften als eine auf die Materie
reale Wirkungen ausiibende Potenz offenbart, und daB man demgemif an-
zunehmen habe, die Materie wirke auch auf sie zuriick; wihrend bis dahin

1) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d. Wissenschaf-
ten 1918. — Eiuige vom Verf. bei Gelegenheit dieses Abdrucks hinzugefiigte FuBnoten
sind durch eckige Klammern kenntlich gemacht.

2) Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen; Math. Werke
(2. Aufl,, Leipzig 1892), Nr. XIJ, S. 282.
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alle Geometer und Philosophen die Vorstellung gehabt hatten, daB die Me-
trik dem Raum an sich, unabhingig von dem materialen Gehalt, der ihn er-
fillt, zukomme. Auf diesem Gedanken, zu dessen Durchfiihrung Riemann
durchaus noch die Mdglichkeit fehlte, hat in unsern Tagen Einstein (unab-
hiéngig von Riemann) das grandiose Gebiiude seiner allgemeinen Relativitits-
theorie errichtet. Nach Einstein kommen auch die Erscheinungen der Gra-
vitation auf Rechnung der Weltmetrik, und die Gesetze, nach denen die Ma-
terie auf dié Metrik einwirkt, sind keine andern als die Gravitationsgesetze;
die g, in (2) bilden die Komponenten des Gravitationspotentials. — Wih-
rend so das Gravitationspotential aus einer invarianten quadratischen Diffe-
rentialform besteht, werden die elektromagnetischen Erscheinungen von einem
Viererpotential beherrscht, dessen Komponenten g, sich zu einer invarianten
linearen Differentialform > @, dxz; zusammenfiigen. Beide Erscheinungsge-
biete, Gravitation und Elektrizitit, stehen aber bisher isoliert nebeneinander.

Aus neueren Darstellungen der HH. Levi-Civita'), Hessenberg?) und
des Verf.®) geht mit voller Deutlichkeit hervor, daB einem naturgemifBen
Aufbau der Riemannschen Geometrie als Grundbegriff der der infinitesima-
len Parallelverschiebung eines Vektors zugrunde zu legen ist. Sind P und P*
irgend zwei durch eine Kurve verbundene Punkte, so kann man einen in
P gegebenen Vektor parallel mit sich lings dieser Kurve von P nach P*
schieben. Diese Vektoriibertragung von P nach P¥ ist aber, allgemein zu
reden, nicht integrabel, d. h. der Vektor in P*, zu dem man gelangt, hingt
ab von dem Wege, lings dessen die Verschiebung vollzogen wird Integra-
bilitit findet allein in der Euklidischen (,gravitationslosen?) Geometrie
statt. — In der oben charakterisierten Riemannschen Geometrie hat sich
nun ein letztes ferngeometrisches Element erhalten — soviel ich sehe, ohne
jeden sachlichen Grund; nur die zufillige Entstehung dieser Geometrie aus
der Flichentheorie scheint daran schuld zu sein. Die quadratische Form (2)
ermoglicht es nimlich, nicht nur zwei Vektoren in demselben Punkte, son-
dern auch in irgend zwei voneinander entfernten Punkten ihrer Liange nach
zu vergleichen. Eine wahrhafte Nahe-Geometrie darf jedoch nur ein Prinzip
der Ubertragung einer Linge von einem Punlt zu einem unendlich benachbar-
ten kennen, und es ist dann von vornberein ebensowenig anzunehmen, daf
das Problem der Lingeniibertragung von einem Punkte zu einem endlich
entfernten integrabel ist, wie sich das Problem der Richtungsiibertragung
als integrabel herausgestellt hat. Indem man die erwidhnte Inkonsequenz be-
seitigt, kommt eine Geometrie zustande, die iiberraschenderweise, auf die Welt

1) Nozione di parallelismo..., Rend. del Circ. Matem. di Palermo 42 (1917).
2) Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie, Math. Ann. 78 (1917).
3) Raum, Zeit, Materie (1. Aufl., Berlin 1918), § 14.



Gravitation und Elektrizitit 149

angewendet, nicht nur die Gravitationserscheinungen, sondern auch die des
elektromagnetischen Feldes erklirt. Beide entspringen nach der so entstehen-
den Theorie aus derselben Quelle, ja im allgemeinern kann man Gravitation
und Elektrizitit gar nicht in willkiirloser Weise voneinander trennen. In dieser
Theorie haben alle physikalischen Grifien eine weltgeometrische Bedeutung;
die Wirkungsgrofe insbesondere tritt in ihr von vornherein als reine Zahl auf.
Sie fithrt zu einem tm wesentlichen eindeutig bestimmien Weltgesetz; ja sie ge-
stattet sogar in einem gewissen Sinne zu begreifen, warum die Welt vierdimen-
sional dst. — Ich will den Aufbau der korrigierten Riemannschen Geometrie
hier zunichst ohne jeden physikalischen Hintergedanken skizzieren; die phy-
sikalische Anwendung ergibt sich dann von selber.

In einem bestimmten Koordinatensystem sind die relativen Koordinaten
dx; eines dem Punkte P unendlich benachbarten Punktes P” — siehe (1) —

—> ..
die Komponenten der ¢nfinitesimalen Verschiebung P P’. Der Ubergang von
einem Koordinatensystem zu einem andern driickt sich durch stetige Trans-

formationsformeln aus: . % . .
x,= x,(xiay - x) (=1,2,--,m),

welche den Zusammenhang zwischen den Koordinaten desselben Punktes in
dem einen und andern System festlegen. Zwischen den Komponenten dz,
bzw. dz; derselben infinitesimalen Verschiebung des Punktes P bestehen dann
die linearen Transformationsformeln

3) dz; = > a,dx,

in denen ¢, die Werte der Ableitungen gfﬁ in dem Punkte P sind. Ein (kon-

k
travarianter) Velktor ¢ im Punkte P hat mit Bezug auf jedes Koordinaten-

system gewisse » Zahlen & zu Komponenten, die sich beim Ubergang zu
einem andern Koordinatensystem genau in der gleichen Weise (3) transfor-
mieren wie die Komponenten einer infinitesimalen Verschiebung. Die Ge-
samtheit der Vektoren im Punkte P bezeichne ich als den Vektorraum in P.
Er ist 1. linear oder affin, d. h. durch Multiplikation eines Vektors in P mit
einer Zahl, und durch Addition zweier solcher Vektoren entsteht immer wie-
der ein Vektor in P, und 2. metrisch: durch die zu (2) gehdrige symmetrische
Bilinearform ist je zwei Vektoren g und Y mit den Komponenten & 7* in
invarianter Weise ein skalares Produkt

Ey=y-z= gubn
ik

zugeordnet. Nach unserer Auffassung st diesc Form jedoch nur bis auf einen
willkiirlich bleibenden positiven Proportionalititsfaktor bestimmt. Wird die Man-
nigfaltigkeit der Raumpuukte durch Koordinaten z; dargestellt, so sind durch
die Metrik im Punkte P die g,, nur ihrem Verhiltnis nach festgelegt. Auch
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physikalisch hat allein das Verhiltnis der g;, eine unmittelbar anschauliche
Bedeutung. Der Gleichung

2"¢],.,,da:‘dx,c =0

sk

geniigen nimlich bei gegebenem Anfangspunkt P diejenigen unendlich be-
nachbarten Weltpunkte P’, in denen ein in P aufgegebenes Lichtsignal ein-
trifft. Zum Zwecke der analytischen Darstellung haben wir 1. ein bestimm-
tes Koordinatensystem zu wihlen und 2. in jedem Punkte P den willkiir-
lichen Proportionalititsfaktor, mit welchem die g,, behaftet sind, festzule-
gen. Die auftretenden Formeln miissen dementsprechend eine doppelte In-
varianzeigenschaft besitzen: 1. sie miissen snvariant sein gegeniiber beliebigen
stetigen Koordinatentransformationen, 2. sie miissen ungeéindert bleiben, wenn
man die g;, durch g, ersetzt, wo A eine willkiirliche stetige Ortsfunktion
ist. Das Hinzutreten dieser zweiten Invarianzeigenschaft ist fiir unsere Theorie
charakteristisch.

Sind P, P* irgend zwei Punkte und ist jedem Vektor ¢ in P ein Vek-
tor ¢* in P* in solcher Weise zugeordnet, daB dabei allgemein e¢r in ar¥,
T+ Yy in r* + y* tbergeht (« eine beliebige Zahl) und der Vektor O in'P
der einzige ist, welchem der Vektor O in P* entspricht, so ist dadurch eine
affine oder lineare Abbildung des Vektorraumes in P auf den Vektorraum
in P* bewerkstelligt. Diese Abbildung ist insbesondere dhnlich, wenn das
skalare Produkt der Bildvektoren *.y* in P* dem von ¢ und y in P fiir
alle Vektorpaare t, §) proportional ist. (Nur dieser Begriff der ahnlichen
Abbildung hat nach unserer Auffassung einen objektiven Sinn; die bisherige
Theorie ermoglichte es, den schirferen der kongruemfen Abbildung aufzu-
stellen.) Was unter Parallelverschicbung eines Veklors im Punkte P nach
einem Nachbarpunkte P’ zu verstehen ist, wird durch die beiden axioma-
tischen Forderungen festgelegt:

1. Durch Parallelverschxebung der Vektoren im Punkte P nach dem
Nachbarpunkte P’ wird eine dhnliche Abbildung des Vektorraumes in P
auf den Vektorraum in P’ vollzogen;

2. sind P,, P; zwei Nachbarpunkte zu P und geht der infinitesimale

Vektor ﬁ’, in P durch Parallelverschiebung nach dem Punkte P, in Pl_l)’12

iiber, lﬁ’: aber durch Parallelverschiebung nach P; in P,_i’,l, so fallen P,,,
P;, zusammen (Kommutativitit).

Derjenige Teil der 1. Forderung, welcher besagt, daB die Parallelver-
schiebung eine affine Verpflanzung des Vektorraumes von P nach P’ ist,
driickt sich analytisch folgendermaBen aus: der Vektor & in P = (z,7,---z,)
geht durch Verschiebung in einen Vektor

E+.df in P'=(z;,+dz, 2,4+ dz, -, 2, + dzx,)
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iiber, dessen Komponenten linear von &' abhiéngen:

@ ag~ - Sang.

Die 2. Forderung lehrt, daB die dp: lineare Differentialformen sind:
d}’f. =2 I’r‘:dxn

deren Koeffizienten die Symmetrieeigenschaft besitzen

®) Ii=T},.

Gehen zwei Vektoren &, ¥ in P durch die Parallelverschiebung nach P’ in
&+ dE 7' + dyf iiber, so bes:etgt die unter 1. gestellte, iiber die Affinitit
hinausgehende Forderung der Ahnlichkeit, daB

D) (9 + dg,) (8 + dE) (o + dr) mu D) gt
ik ik

proportional sein muB. Nennen wir den unendlich wenig von 1 abweichen-
den Proportionalititsfaktor 1 4+ dg und definieren das Herunterziehen eines
Index in iiblicher Weise durch die Formel

q; =2 Jud*,
so ergibt sich 3

(6) dgi— (A7 + dvy) = gy
Daraus geht hervor, daB d¢ eine lineare Differentialform ist:

Q) dg =2 P dz,.
Ist sie bekannt, so liefert die Gleichung (6) oder
29
Liwr + Liip = 5%“: — 9Py

zusammen mit der Symmetriebedingung (5) eindeutig die GroBen I Der
innere Mapzusammenhang des Raumes hdngt also aufler von der (nur bis auf
einen willkiirlichen Proportionalititsfaktor bestimmten) quadratischen Form(2)
noch von einer Linearform (7) ab'). Ersetzen wir, ohne das Koordinatensystem

1) [Diesen Aufbau habe ich spiter — vgl. die endgiiltige Darstellung in der
5. Aufl. von Raum, Zeit, Materie, 1928, §§ 15—17 — in folgenden Punkten modifiziert.
8) An Stelle der Forderungen 1. und 2., welche die Parallelverschiebung zu erfiillen
hat, tritt die eine: es soll zum Punkte P ein Koordinatensystem geben, bei dessen
Benutzung die Komponenten eines jeden Vektors in P durch Parallelverschiebung nach
einem beliebigen zu P unendlich benachbarten Punkte nicht geindert werden. Sie
kennzeichnet das Wesen der Parallelverschiebung als einer Verpflanzung, von der
man mit Recht behaupten darf, daB sie die Vektoren ,ungeiindert* la8t. b) Zu der
Metrik im einzelnen Punkte P, nach welcher mit jedem Vektor r = (&) in P eine
Strecke so verkniipft ist, daB zwei Vektoren darn und nur dann dieselbe Strecke be-



152 H. WerxL

zu éndern, g,, durch 1g;;, so indern sich die GréBen dy; nicht, dp,, nimmt
den Faktor 4 an, dg,, geht iiber in Adg,, + g,,dA. Die Gleichung (6) lehrt
dann, das dg tbergeht in ai
dp+ - =dg +dlga.

In der Linearform ¥ ¢,dx; bleibt also nicht etwa ein Proportionalititsfak-
tor unbestimmt, der durch willkiirliche Wahl einer MaBeinheit festgelegt
werden miiBte, die ihr anhaftende Willkiir besteht vielmehr in einem adds-
tiven totalen Differential. Fiir die analytische Darstellung der Geometrie sind
die Formen

®) 9udz,dz,, ¢,da,
gleichberechtigt mit
9) A-g,dzr,dz, und @,dz; + d1g 2,

wo A eine beliebige positive Ortsfunktion ist. Incariante Bedeutung hat dem-
nach der schiefsymmetrische Tensor mit den Komponenten
dg; ¢

(10) R
d. i. die Form F,dxdx, =+ F, Az,
welche von zwei willkiirlichen Verschiebungen dz und 0z im Punkte P bi-
linear — oder besser, von dem durch diese beiden Verschiebungen aufge-
spannten Flichenelement mit den Komponenten

Az, =dz,0z, — dx, 0z,
linear abhingt. Der Sonderfall der bisherigen Theorie, in welchem sich die
in einem Anfangspunkt willkiirlich gewihlte Léngeneinheit durch Parallel-
verschiebung in einer vom Wege unabhingigen Weise nach allen Raum-
punkten iibertragen liBt, liegt vor, wenn die g;; sich in solcher Weise ab-
solut festlegen lassen, daB die g, verschwinden. Die I sind dann nichts
anderes als die Christoffelschen Drei-Indizessymbole. Die notwendige und

stimmen, wenn sie dieselbe MaBzahl l=2g,-,‘§"§" besitzen, tritt der metrische Zusam-

menhang von P mit den Punkten seiner Nachbarschaft: durch kongruente Verpflan-
zung nach dem unendlich benachbarten Punkte P’ geht eine Strecke in P in eine
bestimmte Strecke in P’ iiber. Stellt man an diesen Begriff der kongruenten Ver-
pflanzung von Strecken die analoge Forderung wie eben unter a) an den Begriff der
Parallelverschiebung von Vektoren, so erkennt man, daB sich dieser ProzeB (bei wel-
chem die MaBzahl 1 der Strecke den Zuwachs dl erfihrt) in einer Gleichung aus-

driickt dl=1dp; dg¢ =2<p,-d:c, .
Die Metrik und der metrische Zusammenhang bestimmen unter diesen Umstéinden
den ,affinen Zusammenhang (Parallelverschiebung) eindeutig — und nach meiner

jetzigen Auffassung des Raumproblems ist dies sogar die fundamentalste Tatsache
der Geometrie —, wihrend nach der Darstellung des Textes die Linearform dg das-
jenige ist, was bei gegebener Metrik an der Parallelverschiebung willlrirlich bleibt.]
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hinreichende invariante Bedingung dafiir, daB dieser Fall vorliegt, besteht
in dem identischen Verschwinden des Tensors F';,.

Es ist danach sehr naheliegend, in der Weltgeometrie ¢, als Viererpo-
tential, den Tensor F' mithin als elektromagnetisches Feld zu deuten. Denn
das Nichtvorhandensein eines elektromagnetischen Feldes ist die notwendige
Bedingung dafiir, daB die bisherige Einsteinsche Theorie, aus welcher sich
nur die Gravitationserscheinungen ergeben, Giiltigkeit besitzt. Akzeptiert
man diese Auffassung, so sieht man, daB die elektrischen GroBen von solcher
Natur sind, daB ihre Charakterisierung durch Zahlen in einem bestimmten
Koordinatensystem nicht von der willkiirlichen Wahl einer MaBeinheit ab-
hingt. Zur Frage der MaBeinheit und Dimension muB man sich tiberhaupt
in dieser Theorie neu orientieren. Bisher sprach man eine GriBe z. B. als
einen Tensor der 2. Stufe (vom Range 2) an, wenn ein einzelner Wert der-
selben nach Wahl einer willkiirlichen Mafeinheit in jedem Koordinatensy-
stem eine Matrix, von Zahlen @, bestimmt, welche die Koeffizienten einer
invarianten Bilinearform zweier willkiirlicher infinitesimaler Verschiebungen

(11) a;, 37,02,

bilden. Hier sprechen wir von einem Tensor, wenn bei Zugrundelegung eines
Koordinatensystems und nach bestimmter Wahl des in den g,, enthaltenen
Proportionalitiitsfaktors die Komponenten a,, eindeutig bestimmt sind, und
zwar s0, daB bei Koordinatentransformation die Form (11) invariant bleibt,
bei Ersetzung von g¢;, durch 1g,, aber die a,, iibergehen in 1°a,. Wir sagen
dann, der Tensor habe das Gewicht e, oder auch, indem wir dem Linienele-
ment ds die Dimension , Linge = I zuschreiben, er sei von der Dimension
1*¢. Absolut invariante Tensoren sind nur die vom Gewichte 0. Von dieser
Art ist der Feldtensor mit den Komponenten F,. Er geniigt nach (10) dem
ersten System der Maxwellschen Gleichungen

aFkl+ 11+9F1k O'
(xk

Liegt einmal der Begriff der Parallelverschiebung fest, so 1iBt sich die
Geometrie und Tensorrechnung miihelos begriinden. a) Geoddtische Linie. Ist
ein Punkt P und in ihm ein Vektor gegeben, so entsteht die von P in Rich-
tung dieses Vektors ausgehende geodiitische Linie dadurch, daB man den
Vektor bestindig parallel mit sich in seiner eigenen Richtung verschiebt.
Die Differentialgleichung der geoditischen Linie lautet bei Benutzung eines

geeigneten Parameters 7:
atx; s dx, dx,

dr’+ rs dr dt—:o'

(Sie 148t sich hier natiirlich nicht als Linie kiirzester Lénge charakterisieren,
da der Begriff der Kurvenlinge ohne Sinn ist.) b) Tensorkalkiil. Um z. B.
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aus einem kovarianten Tensorfeld 1. Stufe vom Gewichte O mit den Kompo-
nenten f; durch Differentiation ein Tensorfeld 2. Stufe herzuleiten, nehmen
wir einen willkiirlichen Vektor & im Punkte P zu Hilfe, bilden die Invariante
f& und ihre unendlich kleine Anderung beim Ubergang vom Punkte P mit
den Koordinaten z; zum Nachbarpunkte P’ mit den Koordinaten z; + dz;,
indem wir bei diesem Ubergang den Vektor § parallel mit sich verschieben.
Es kommt fiir diese Anderung

ggk Bdz, + f.dE —= (gif;k —Tf,) §da,.
Die auf der rechten Seite eingeklammerten GroBen sind also die Kompo-
nenten eines Tensorfeldes 2. Stufe vom Gewichte 0, das in v6llig invarianter
Weise aus dem Felde f gebildet ist. c¢) Kriimmung. Um das Analogon des
BRiemannschen Kriimmungstensors zu konstruieren, kniipfe man an die oben
benutzte unendlich kleine Parallelogrammfigur an, bestehend aus den Punkten
P, P, P, und P, = P,.") Verschiebt man einen Vektor r = (§) in P
parallel mit sich nach P, und von da nach P,,, ein andermal zunichst nach
P, und von da nach P, , so hat es einen Sinn, da P,; und Py zusammen-
fallen, die Differenz A4g der beiden in diesem Punkte erhaltenen Vektoren
zu bilden. Fiir ihre Komponenten ergibt sich
(12) 48 = AR;-¥,
wo die 4 R} unabhingig sind von dem verschobenen Vektor r, hingegen
linear abhinhgen von dem Flichenelement, das durch die beiden Verschie-
bungen P_f’l = (dx,), ﬁ’g = (0«;) aufgespannt wird:

AR} = Bj,,dz,0%, = { B}, A,

Die nur von der Stelle P abhiingigen Kriimmungskomponenten R}:; haben
die beiden Symmetrieeigenschaften: 1. sie &ndern ihr Vorzeichen durch Ver-
tauschung der beiden letzten Indizes k¥ und I; 2. nimmt man mit j%7 die drei
zyklischen Vertauschungen vor und addiert die zugehorigen Komponenten,
so ergibt sich.0. Ziehen wir den Index ¢ herunter, so erhalten wir in R,
die Komponenten eines kovarianten Tensors 4. Stufe vom Gewichte 1. Noch
ohne Ausrechnung ergibt sich durch eine einfache Uberlegung, daB R auf
natiirliche invariante Weise sich in zwei Summanden spaltet:

(13) Rjy = Piu — }0iF,, o5 ={oGTh

von denen der erste P, nicht nur in den Indizes kI, sondern auch in ¢
und j schiefsymmetrisch ist. Wihrend die Gleichungen F,, =0 unsern
Raum als einen solchen ohne elektromagnetisches Feld charakterisieren, d. h.

1) [Es ist hierbei unwesentlich, daB gegeniiberliegende Seiten des unendlich-
kleinen ,Parallelogramms* durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen; es
kommt nur auf das Zusammenfallen der Punkte P,, und P, an.]
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als einen solchen, in welchem das Problem der Lingeniibertragung inte-
grabel ist, sind Pj;; = 0, wie aus (13) hervorgeht, die invarianten Bedin-
gungen dafiir, daB in ihm kein Gravitationsfeld herrscht, d. h. daB das Pro-
blem der Richtungsiibertragung integrabel ist. Nur der Euklidische Raum
ist ein zugleich elektrizitits- und gravitationsleerer.

Die einfachste Invariante einer linearen Abbildung wie (12), die jedem
Vektor ¢ einen Vektor 4 zuordnet, ist ihre ,,Spur®

> Ri.
n
Fiir diese ergibt sich hier nach (13) die Form
— 3 Fydz oz,
welche uns schon oben begegnete. Die einfachste Invariante eines Tensors
wie — 1 F}, ist das Quadrat seines Betrages:
L—}F,F*.
L ist offenbar, da der Tensor F' das Gewicht O besitzt, eine Invariante vom
Gewichte — 2. Ist g die negative Determinante der g,,,
do = Vgdz,dz,dz,dz, = Vgdx
das Volumen eines unendlich kleinen Volumelementes, so wird bekanntlich
die Maxwellsche Theorie beherrscht von der elektrischen WirkungsgriBe,

welche gleich dem iiber ein beliebiges Weltgebiet erstreckten Integral f Ldw

dieser einfachsten Invariante ist; und zwar in dem Sinne, daB bei beliebiger
Variation der g,, und ¢;, die an den Grenzen des Weltgebiets verschwindet,

8 [ Law = [ (S99, + T*3g,)dw

Si—L 2(VgF*™)

Vg 9%
die linken Seiten der inhomogenen Maxwellschen Gleichungen sind (auf
deren rechter Seite die Komponenten des Viererstroms stehen), und die 7'*#*
den Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes bilden. Da L eine
Invariante vom Gewichte — 2 ist, das Volumelement aber in der #-dimen-

gilt, wo

sionalen Geometrie eine solche vom Gewichte %, so hat das Integral f Lde

nur einen Sinn, wenn die Dimensionszahl % == 4 ist. Die Moglichkeit der
Mazxwellschen Theorie ist also in unserer Deutung an die Dimensionszahl 4
gebunden. In der vierdimensionalen Welt aber wird die elektromagnetische
WirkungsgréBe eine reine Zahl. Als wie groB sich dabei die Wirkungs-
groBe 1 in den traditionellen MaBeinheiten des CGS-Systems herausstellt,
kann freilich erst ermittelt werden, wenn auf Grund unserer Theorie ein an
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der Beobachtung zu priifendes physikalisches Problem, z. B. das Elektron,
berechnet vorliegt.

Von der Geometrie zur Physik iibergehend, haben wir nach dem Vor-
bild der Mieschen Theorie') anzunehmen, daB die gesamte Gesetzm#Bigkeit
der Natur auf einer bestimmten Integralinvariante, der Wirkungsgrife

[ Wao= [Baz (B=WYy)

berubt, derart, daB die wirkliche Welt unter allen moglichen vierdimensionalen
metrischen Riaumen dadurch ausgezeichnet ist, daf} fiir sie die in jedem Wellt-
gebiet enthaltene Wirkungsgrofie einen extremalen Wert annimmt gegeniiber
solchen Variationen der Potentiale g,,, ;, welche an den Grenzen des be-
treffenden Weltgebiets verschwinden. W, die Weltdichte der Wirkung, muB
eine Invariante vom Gewichte — 2 sein. Die Wirkungsgrifle ist auf jeden
Fall eine reine Zahl; so gibt unsere Theorie von vornherein Rechenschaft
iiber diejenige atomistische Struktur der Welt, der nach heutiger Auffassung
die fundamentalste Bedeutung zukommt: das Wirkungsquantum. Der ein-
fachste und natiirlichste Ansatz, den wir fiir W machen kdnnen, lautet
(14) W = R}, Bi* = | RIY.
Nach (13) ergibt sich dafiir auch

W=!P?+4L.
(Ho6chstens der Faktor 4, mit welchem der zweite [elektrische] Term L zu
dem ersten hinzutritt, konnte hier noch zweifelhaft sein.) Aber ohne noch
die WirkungsgroBe zu spezialisieren, konnen wir aus dem Wirkungsprinzip
einige allgemeine Schliisse ziehen. Wir werden nidmlich zeigen: in der
gleichen Weise, wie nach Untersuchungen von Hilbert, Lorentz, Einstein,
Klein und dem Verf.*) die vier Erhaltungssitze der Materie (des Energie-
Impuls-Tensors) mit der, vier willkiirliche Funktionen enthalienden Invarians
der Wirkungsgrifle gegen Koordinatentransformationen susammenhdngen, ist
mit der hier neu hinzutretenden, eine fiinfte willkiirliche Funktion herein-
bringenden ,, Mafstab-Invarianz* [Ubergang von (8) zu (9)] das Gesets von
der Erhaltung der Elekirizitit verbunden. Die Art und Weise, wie sich so
das letztere dem Energie-Impuls-Prinzip gesellt, erscheint mir als eines der
stirksten allgemeinen Argumente zugunsten der hier vorgetragenen Theorie
— soweit im rein Spekulativen iiberhaupt von einer Bestitigung die Rede
sein kann.

1) Ann. d. Physik, 37, 39, 40 (1912—13).

2) Hilbert, Die Grundlagcn der Physik, 1. Mitt., Gott. Nachr., 20. Nov. 1915;
H. A. Lorentz in vier Abhandlungen in den Versl. K. Ak. van Wetensch. Amsterdam
1916—16; A. Einstein, Berl. Ber. 1916, S. 1111—1116; F. Klein, Gott. Nachr., 25. Ja-
nuar 1918; H. Weyl, Ann. d. Physik 54 (1917), S. 121—125.
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Wir setzen fiir eine beliebige, an den Grenzen des betrachteten Welt-
gebiets verschwindende Variation

(15) 8 [ Wiz = [ (B+og,, + wie)ds (T = )
Die Naturgesetze lauten dann
(16) BWit=0, w'=0.

Die ersten konnen wir als die Gesetze des Gravitationsfeldes, die zweiten als
die des elektromagnetischen Feldes ansprechen. Die durch

W, =Vg Wi, w'=Vguw
eingefiihrten GroBen W}, w' sind die gemischten bzw. kontravarianten Kom-
ponenten eines Tensors 2. bzw. 1. Stufe vom Gewichte — 2. In dem System
der Gleichungen (16) sind gemiB den Invarianzeigenschaften 5 iiberschiissige
enthalten. Das spricht sich aus in den folgenden 5 invarianten Identitéiten.
die zwischen ihren linken Seiten bestehen:

’

ow’ ‘
17 iz, B
a oo rimtn

Die erste resultiert aus der MaBstab-Invarianz. Nehmen wir nimlich in dem
Ubergang von (8) zu (9) fiir Ig 4 eine unendliche kleine Ortsfunktion d ¢ an,

so erhalten wir die Variation

IC
09;x = 900, 0gp; = %f‘) .

Fiir siemuB(15) verschwinden. Indem manzweitensdie Invarianz der Wirkungs-
groBe gegeniiber Koordinatentransformationen durch eine unendlich kleine
Deformation des Weltkontinuums ausnutzt!), gewinnt man die Identititen

oW, _ 199, ) 1(am* ,-)~
(az.- 555%" +3 aTci"Pk’_Ftkw =0,

die sich in (18) verwandeln, wenn nach (17) %% durch g, B¢ ersetzt wird.

Aus den Gravitationsgesetzen allein ergibt sich also bereits, daf

ow?
(19) ox; -0
ist, aus den elektromagnetischen Feldgesetzen allein, daB
i
(20) 0% Iy % =0

sein muB. In der Maxwellschen Theorie hat 1’ die Form

8(Vg Fi¥) —
i — Y\V¥I=- J __ g ; .
W= oz, 8 (& =Vg-s),
1) Weyl, Ann. d. Physik 54 (1917), S.121—126; F. Klein, Gott. Nachr., Sitzung
v. 26. Jan. 1918.
Math. Monogr. 2: Einstein, Lorentz, Minkowski, Relativititsprinzip 11
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wo §' den Viererstrom bedeutet. Da hier der erste Teil identisch der Glei-
chung (19) geniigt, liefert diese das Erhaltungsgesetz der Elektrizitit:

1 W) _

Vg 0% )
Ebenso besteht in der Einsteinschen Gravitationstheorie i aus zwei Ter-
men, von denen der erste der Gleichung (20) identisch geniigt, der zweite

gleich den mit /g multiplizierten gemischten Komponenten T% des Energie-
Impuls-Tensors ist. So fiihren die Gleichungen (20) zu den vier Erhaltungs-
siitzen der Materie. Ganz analoge Umstéinde treffen in unserer Theorie zu,
wenn wir fiir die WirkungsgroBe den Ansatz (14) wihlen. Die fiinf Erhal-
tungsprinzipe sind ,Eliminanten* der Feldgesetze, d. h. folgen auf doppelte
Weise aus ihnen und setzen dadurch in Evidenz, daB unter ihnen fiinf tiber-
schiissige enthalten sind.

Fir den Ansatz (14) lauten die Maxwellschen Gleichungen beispiels-
welse —1- P (V;F,‘) _

(21) oot o
3‘=Z(R¢‘+T@)

R bezeichnet diejenige Invariante vom Gewichte — 1, die aus Rj:, entsteht,
wenn man zunéchst nach ¢, %, darauf nach j und ! verjiingt. Die Rechnung
ergibt, wenn B* die nur aus den g, aufgebaute Riemannsche Kriimmungs-
invariante bedeutet:

und es ist der Strom

R=pr— 2 2090 4 S,

Im statischen Falle, wo die Raumkomponenten des elektromagnetischen Po-
tentials verschwinden und alle GréBen unabhingig von der Zeit z, sind, mu8

nach (21) R = R* + $p,¢° = const.

sein. Aber man kann auch ganz allgemein in einem Weltgebiet, in welchem
R <0 ist, durch geeignete Festlegung der willkiirlichen Léngeneinheit
R = const. =41 erzielen. Nur hat man bei zeitlich veréinderlichen Zustinden
Flichen R = O zu erwarten, die offenbar eine gewisse singuldre Rolle spie-
len werden. Als Wirkungsdichte (R* tritt als solche in der Einsteinschen
Gravitationstheorie auf) ist R nicht zu gebrauchen, da sie nicht das Gewicht
— 2 besitzt. Dies hat zur Folge, daB unsere Theorie wohl auf die Maxwell-
schen elektromagnetischen, nicht aber auf die Einsteinschen Gravitations-
gleichungen fiihrt; an ihre Stelle treten Differentialgleichungen 4. Ordnung.
In der Tat ist es aber auch sehr unwahrscheinlich, daB die Einsteinschen
Gravitationsgleichungen streng richtig sind, vor allem deshalb, weil die in
ihnen vorkommende Gravitationskonstante ganz aus dem Rahmen der iibri-
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gen Naturkonstanten herausfillt, so daB der Gravitationsradius der Ladung
und Masse eines Elektrons z. B. von véllig anderer GroBenordnung (némlich
10 bzw. 10*“mal so klein) ist wie der Radius des Elektrons selber?).

Es war hier nur meine Absicht, die allgemeinen Grundlagen der Theorie
kurz zu entwickeln. Es entsteht natiirlich die Aufgabe, unter Zugrunde-
legung des speziellen Ansatzes (14) ihre physikalischen Konsequenzen zu
ziehen?) und diese mit der Erfahrung zu vergleichen, insbesondere zu unter-
suchen, ob sich aus ihr die Existenz des Elektrons und die Besonder-
heiten der bisher unaufgekliarten Vorginge im Atom herleiten lassen?). Die
Aufgabe ist in mathematischer Hinsicht auBerordentlich kompliziert, da es aus-
geschlossen ist, durch Beschriinkung auf die linearen Glieder Niherungslosun-
gen zu erhalten; denn da die Vernachléssigung der Glieder hoherer Ordnung
im Innern des Elektrons gewiB nicht statthaft ist, so diirfen die durch eine
derartige Vernachliissigung entstehenden linearen Gleichungen im wesent-
lichen nur die Losung O besitzen. Ich behalte mir vor, an anderm Ort aus-
fiihrlicher auf alle diese Dinge zuriickzukommen.

1) Vgl. Weyl, Zur Gravitationstheorie, Ann. d. Physik 54 (1917), S. 133.

2) [Die Aufgabe, alle als WirkungsgroBen zuliissigen Invarianten W zu bestim-
men, wenn gefordert ist, daB sie die Ableitungen der g;, hochstens bis zur 2., die
der @, nur bis zur 1. Ordnung enthalten diirfen, wurde von R. Weitzenbick geldst.
(Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. in Wien, Abt. Ila, 129 (1920), Sitzung vom 21.
und 28. Okt.; 180 (1921, 10. Febr)). LiBt man solche Invarianten W fort, flir wel-
che die Variation ¢/ Wde identisch verschwindet, so bleiben nach einer weiteren
Rechnung von R. Bach (Math. Zeitschrift 9 (1921), S. 125 u. 189) nur 3 Moglichkeiten
iibrig. Das wirkliche W scheint eine lineare Kombination des Maxwellschen L und
des Quadrats von R zu sein. Dieser Ansatz ist von W. Pauli (Physik. Zeitschr. 20
(1919), S.457—467) und mir genauer durchgearbeitet worden; insbesondere gelang es,
auf dieser Grundlage zur Herleitung der Bewegungsgleichungen eines materiellen Teil-
chens vorzudringen. Die hier zunichst aufs Geratewohl bevorzugte Invariante (14)
scheint hingegen in der Natur keine Rolle zu spielen. Vgl. Raum, Zeit, Materie,
5. Aufl., §§ 38, 40.]

3) [Dieser durch die Miesche Theorie geweckten Hoffnungen habe ich mich in-
zwischen ganz entschlagen; das Problem der Materie, glaube ich, ist durch eine blofe
Feldtheorie nicht zu 16sen. Vgl. dariiber meinen Artikel ,Feld und Materie*, Ann.
d. Physik 65 (1921), 8. 541—568.]

11*
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