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Vorwort

Der Wert geophysikalischer Untersuchungen ist ein doppelter: einer-
seits dienen sie der Erforschung der Erde, ihrer Konstitution und der
Krifte, welche bei ihrem Aufbau titig sind, andererseits sind sie ein Priif-
stein fiir unsere physikalischen Vorstellungen; denn sie erlauben uns zu
beurteilen, inwieweit die im engen Bereich abgeleiteten Gesetze sich
auf die riesigen Verhiltnisse der Erde ausdehnen lassen. Eine nicht
unwesentliche Hilfe findet die geophysische Forschung durch die Astro-
nomie, also von einem Gebiete, in welchem auch die ungeheuren Di-
mensionen eine Rolle spielen, wo sie aber im Gegenteil vereinfachend
wirken; denn nur die groBen Entfernungen der Gestirne bewirken, daf
sich die astronomischen Probleme mit so auBerordentlicher Genauigkeit
losen lassen.

Das vorliegende Buch soll darlegen, wie man durch Beobachtungen
auf der Erdoberfliche und durch Zusammenfassen aller Kenntnisse aus
anderen Gebieten zu den geophysikalischen Ergebnissen gelangt. Bei
der auBerordentlich weiten Verzweigung des Gegenstandes war es natiirlich
nicht moglich, allen Spezialuntersuchungen gerecht zu werden, dafiir
wurden die Grundlagen mit einer gewissen Breite entwickelt, so da8 das
Buch zur Einfithrung dienen kann. Die zahlreichen Literaturangaben er-
moglichen ein eingehenderes Studium auf Grund der Originalarbeiten.
Da sich das Buch vornehmlich an Physiker, also an ein mathematisch ge-
bildetes Publikum wendet, so konnte in allen Fillen, wo eine solche
Behandlung iiberhaupt moglich ist, der mathematische Weg beschritten
werden. Um aber jenen Lesern, welche nicht die Absicht haben, der
mathematischen Analyse in allen Einzelheiten zu folgen, die Lektiire zu
erleichtern, und auch zur besseren Ubersicht, wurden lingere Entwick-
Iungen in Kleindruck verwiesen. Es besteht somit die Moglichkeit sie
zu iiberspringen, ohne das sichere Gefiihl, welches die mathematische
Stiitze bietet, dabei zu verlieren. Ein breiter Raum wurde auch den
Instrumenten und ihrer Behandlung, sowie den Beobachtungs- und
Messungsmethoden eingeriumt.

Das Buch zerfillt in drei Teile. Der erste Teil enthilt die geo-
physikalischen Ergebnisse, welche durch die Methoden der hdéheren
Geodidsie gewonnen werden konnen. Es ist noch nicht lange her, da8
die Geodisie eine Hilfswissenschaft der Geophysik geworden ist. Ihr
urspriinglicher Zweck war nur die Bestimmung der GréBe und Gestalt
der Erde. Man hat aber bald erkannt, wie sehr die GroBen, welche



VI Vorwort

der geoditischen Messung unterliegen, von der Konstitution der Erde
als Ganzes und ihrer Kruste abhingig sind. Die Ergebnisse sind quali-
tativ vielfach unbestimmt, quantitativ aber von solcher auBerordentlichen
Sicherheit, daB sich jede Theorie iiber die Konstitution der Erde oder
ihrer Kruste unbedingt damit auseinandersetzen muB.

Der zweite Teil behandelt die rein physikalische Seite der Erdbeben-
kunde, jenes wichtigen Forschungsgebietes, von welchem eigentlich die
Geophysik ihren Ausgang genommen. Es gelangen die Instrumente und
Methoden sowie die physikalischen Theorien der Ausbreitung der Erd-
bebenwellen zur kurzen Besprechung, wihrend die dabei auftretenden
seismogenetischen Fragen im dritten Teil zur Behandlung gelangen. Eine
Einfilhrung in die Geophysik, auch eine solche in die Erdbebenkunde,
gewinnt ferner angesichts der heutigen Bestrebungen, auch geophysikalische
Arbeitsweisen fiir die volkswirtschaftliche AufschlieBung der obersten Erd-
kruste verwendbar zu machen, an Bedeutung.

Der dritte Teil endlich bewegt sich in dem Grenzgebiete von
Geophysik und Geologie und behandelt die dynamischen Vorginge, welche
zur Bildung von Kontinenten und Ozeanen, Gebirgen und Vulkanen
fiihren und dabei auch den AnlaB zu Erdbeben und langsamen Niveau-
verschiebungen geben.

Die drei Teile haben verschiedene Verfasser. Sie hoffen aber, daB
es ihnen doch gelungen ist, ein einheitliches Werk zu schaffen, aus welchem
zu ersehen ist, bis zu welcher Stufe unsere Erkenntnis fortgeschritten ist,
was bereits als sicherer Besitz gelten kann, aber auch was noch zweifelhaft
erscheint und Schwierigkeiten bietet, die vielleicht spiter Anla8 geben
konnen, unsere Vorstellungen und Ansichten neuerdings zu &ndern.

Im August 1922.
A. Prey.

C. Mainka.
E. Tams.
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Erster Teil.

Anwendung der Methoden der
Erdmessung auf geophysische Probleme.

Von Professor Dr. A. Prey.

Einleitung.

Die erste Frage, mit welcher sich die Geophysik zu beschiftigen hat,
ist die nach der Gestalt und Grife der Erde. Abgesehen davon, daf} es
die Grundlage der geophysikalischen Forschung sein muf}, den Schauplatz
aller Vorginge in dieser Hinsicht kennen zu lernen, kommt diesen beiden
Punkten auch sonst noch eine besondere Wichtigkeit zu. Die Gestalt
der Erde wird uns einen Fingerzeig geben, in welchem Zustande der Be-
weglichkeit sich die Massen, aus welchen sie sich zusammensetzt, nicht
blof frither, sondern auch heute noch befinden. Die Gréfie der Erde
aber bietet die Erklirung fir manche Erscheinung, die sonst unverstind-
lich bleiben miifite. Nur die ungeheuren Dimensionen, in denen sich die
Vorginge abspielen, liefern den Schlissel zur Losung vieler Ritsel, welche
sich an die Eigenschaften der Materie kniipfen.

Wenn wir von der Gestalt der Erde sprechen, so missen wir zuerst
definieren, was wir unter der Erdoberfliche zu verstehen haben. Was
sich zunichst dem Auge darbietet, ist die sogenannte physische Erdober-
fliche; daBl diese mit ihrem unendlichen Gewirr von Bergen und Tilern,
Kontinenten und Meeren sich zu einer mathematischen Behandlung nicht
eignet, ist klar. Hier herrscht zuviel der Zufall, als dafl das Gesetz der
Erdgestalt deutlich genug zum Ausdruck kommen koénnte. Im Verhilt-
nisse zur Gré8e der Erde sind aber die Erhebungen und Vertiefungen so
klein, dafl bei den ersten Untersuchungen iiber die Erdgestalt auf sie
iberhaupt nicht Riicksicht genommen wurde. In der Tat ist die Erde im
Verhiltnisse so glatt wie ein Apfel. Man konnte daher mit grofler An-
niherung an Stelle der physischen Erdoberfliche eine theoretische in Form
einer einfachen geometrischen Fliche setzen, als welche zunichst die
Kugel, dann das Rotationsellipsoid in Betracht kam.

Heute haben sich die Methoden so verfeinert, und die Anforderungen
so gesteigert, dafl wir mit so einfachen Vorstellungen nicht mehr auskom-
men. Was wir heute als theoretische Evdoberfliche ansehen, ist nicht
minder kompliziert als die physische, wenn auch alle Unterschiede in ihr
auflerordentlich verflacht erscheinen. Es bleibt daher auch, wie wir

Einfithrung in die Geophysik. 1



2 Anwendung der Methoden der Erdmessung auf geophysische Probleme.

spater sehen werden, nichts iibrig, als diese Fliche punktweise zu be-
stimmen, und auf eine mathematische Formel zu verzichten. Es scheint
die Frage berechtigt, was diese theoretische Erdoberfliche vor der physi-
schen voraus hat.

Der Behandlung der physischen Erdoberfliche wiirden grofie Ubel-
stinde anhaften, die hauptsichlich darin bestehen, daf3 hier der Begriff
des Hohenunterschiedes eine bedeutende Rolle spielt. Die Hohe ist nach
ynserem menschlichen Empfinden etwas ganz anderes als die horizon-
talen Dimensionen, was wieder mit dem mechanischen Begriff der Arbeit
zusammenhingt. Wenn wir also auch geometrisch die Héhe ohne Schwie-
rigkeit als dritte Koordinate einfithren kénnen, so bleibt sie doch immer
etwas anderes als die andern beiden. In der Tat sind wir der Uber-
zeugung, dafl wir beim Besteigen eines Berges uns iiber die Erdoberfliche
erheben. Es erscheint darum praktisch, als theoretische Erdoberfliche
eine solche zu wihlen, welche in allen ihren Teilen horizontal ist, bei wel-
cher also die Hohe nichts zu tun hat, die ihrerseits dann wieder Gegenstand
ciner selbstindigen Untersuchung sein mufl. Diese theoretische Ober-
flache fallt nun noch niher als die physische mit einer einfachen geometri-
schen Fliche zusammen, so dafl die mathematische Behandlung von
dieser geringen Abweichung bedeutenden Nutzen ziehen kann.

Mit der Bedingung, daf} die theoretische Oberfliche iiberall horizontal
sein soll, haben wir ihre Definition eigentlich schon gewonnen. Sie ist
somit eine Fliche, welche in jedem ihrer Punkte auf der zugehorigen
Schwererichtung senkrecht steht. Da die Erde eine rotierende Masse vor-
stellt, so setzt sich die resultierende Schwerkraft zusammen einerseits
aus der gesamten Anziehung aller Massen der Erde, andererseits aus der
Fliehkraft, welche durch die Umdrehung erzeugt wird. Auf der Resul-
tierenden dieser beiden Krafte steht die theoretische Erdoberfliche senk-
recht. Wir bezeichnen eine Fliche dieser Eigenschaft als eine Niveau-
fldche, welcher Ausdruck von den Eigenschaften der Fliissigkeiten her-
genommen ist. Eine Fliussigkeitsmasse, welche den oben beschriebenen
Kriften ausgesetzt ist, bildet eine freie Oberfliche von der Eigenschaft,
daf} die resultierende Kraft auf der Oberfliche senkrecht steht. Dieses
Gesetz ist leicht begreiflich. Stiinde nidmlich die Resultierende schief
zur Oberfliche, so wiirde eine Komponente in die Oberfliche fallen. Wegen
der leichten Beweglichkeit der Fliissigkeitsteilchen miifite sofort eine seit-
liche Bewegung der Flissigkeit, also eine Strémung entstehen, die so
lange andauert, bis sich die Masse so verschoben hat, dafl die seitliche
Komponente verschwunden ist.

DaBl man die Erdoberfliche nach hydrostatischen Gesetzen behan-
deln kann, hat man frither als einen Beweis angesehen, dafl die Erde
ehemals fliissig gewesen sei. Obwohl wir vorldufig keinen Grund haben,
von dieser Annahme abzugehen, kénnen wir doch dieses Argument nicht
mehr als stichhiltig erachten; wir miissen vielmehr annehmen, dafl die
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Erde auch heute noch unter dem Einflul der auf sie wirkenden Kriafte
sich wie ein fliissiger oder wenigstens plastischer Korper verhilt. Gerade
dies ist eine Erscheinung, die sich nur aus der gewaltigen Grofie der Erde
erkliren 148t. Nur der ungeheure Druck, der im Innern herrscht, kann
die grofie Festigkeit der Erdmasse tiberwinden. Wir kénnen daher nur
fiir tiefere Schichten die nétige Verschiebbarkeit in Anspruch nehmen.
Die dufleren Schichten, welche keinem so hohen Druck ausgesetzt sind,
behalten ihre feste Form. Die physische Erdoberfliche wird daher nicht
mit der Niveaufliche zusammenfallen. Wir werden sehen, dafl fiir diese
duflersten Schollen der Begriff des Schwimmens zur Anwendung kommt.

Ein leichtfliissiges Erdinneres, wie man sich’s frither vorgestellt hat,
miissen wir heute ablehnen. Die Erdkruste kénnte bei noch so grofer
Festigkeit dieser Beweglichkeit nicht standhalten. Die Erdoberfliche
miifite sich selbst wie eine Fliissigkeit bewegen, was besonders bei der
Flutbewegung in Erscheinung treten miifite.

Betrachten wir die Erde als homogene Masse und sehen wir von der
Rotation ab, so liefern die Gesetze der Hydrostatik als Niveaufliche die
Kugel. Beriicksichtigen wir die Rotation, nehmen aber die Masse noch
weiter als homogen an, so kommen wir zu einem Rotationsellipsord. Be-
denken wir aber, dafl die Erde nicht homogen ist, sondern dafl wir jeden-
falls mit einer bedeutenden Zunahme der Dichte nach innen zu rechnen
haben, so erhalten wir eine kompliziertere Fliche, die man allgemein
als Rotationssphdroid oder Niveausphdroid bezeichnen. Aber auch das ist
noch nicht genau genug. Alle MassenunregelmifBigkeiten der Erdober-
flache spiegeln sich in kleinen oder gréfleren Verbiegungen der Niveau-
flache wieder. Sie wird also tatsichlich so kompliziert, dafl wir mit einem
mathematischen Gesetz nicht auskommen. Wir kdnnen die Erdoberfliche
nicht in irgendeine Klasse von Fliachen einordnen, sie muf} als ein Indi-
viduum aufgefithrt werden, und man gibt ihr den Namen Geoid.

Die Meeresflidche bildet ein Stiick des Geoides; denn da das Meer eine
Flussigkeitsmasse ist, so mufl diese demselben Gesetze gehorchen. Wir
miissen dabei von allen Stérungen, welche die Wasserfliche in Unruhe
bringen, absehen. Wir denken uns also den Einflufl von Wind und Luft-
druck, von Ebbe und Flut sowie des verschiedenen Salzgehaltes und der
verschiedenen Temperatur weg. Diese Fliche, welche das ruhende Meer
bildet, unter den Kontinenten fortgesetzt, unter steter Wahrung des Ge-
setzes, dafl sie liberall auf der Schwerrichtung senkrecht stehen muf,
ist das Geoid. Man gebraucht darum auch 6fter die Vorstellung, dafl
man sich die Kontinente von einem unendlich verzweigten Netz von un-
endlich feinen Kanilen durchzogen denkt, in welche das Wasser eindringt.
Die freie Oberfliche, die es in den Kanilen bildet, bildet das Geoid. Die
Kanile miissen dabei unendlich fein gedacht werden, denn ein Kanal von
endlichen Dimensionen wiirde einen Massenausfall bedeuten, der das
Geoid schon verschiebt.

1*
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Es ist klar, dafl man sich in jeder beliebigen Hohe iiber der Erde
oder in ihrem Innern Flichen mit der gleichen Eigenschaft konstruieren
kann. Sie bilden in ihrer Gesamtheit das System der Niveauflichen der
Erde. Diejenige unter ihnen, welche in ihrem sichtbaren Teile mit der
Meeresfliche zusammenfillt, ist dadurch vor den anderen ausgezeichnet.
Diese heifit das Geoid. '

Zur Bestimmung des Geoides oder einer ihm entsprechenden Nihe-
rungsfigur (Rotationsellipsoid) stehen uns folgende Methoden zur Ver-
fiigung:

1. Die direkte Messung mit Hilfe der Gradmessungen und des Trian-
gulierungsverfahrens.

2. Die Schwermessungen.

3. Die Untersuchung der Stérungen der Mondbewegung.

4. Die Bestimmung der Parallaxe des Mondes.

Die beiden letzten sind astronomische Methoden (s. Kapitel V).
Speziell die vierte Methode ist in ihrer Anwendung duflerst schwierig und
liefert nur Resultate von méiBiger Genauigkeit. Wir lassen sie ganz
unberiicksichtigt.

Mit allen unseren Arbeiten sind wir an die physische Erdoberfliche
gebunden, wihrend das Ziel der Operationen die Bestimmung der theo-
retischen Erdoberfliche, des Geoides, ist. Es spielt daher die Sechéhe
eine bedeutende Rolle. Als Ergidnzung und zur endgiiltigen Durchfihrung
der beiden Hauptgruppen geoditischer Operationen dient also die Hékhen-
messung oder das Nivellement.

Wir widmen somit der Triangulierung, den Schweremessungen und
dem Nivellement die ersten drei Kapitel. Was sich aus diesen Mes-
sungen fir die Konstitution der Erde ableiten l4t, bildet den Inhalt
des fiinften Kapitels. Da hier die Begriffe der Gezeitentheorie sehr
notwendig gebraucht werden, wurde diese, die ubrigens selbst einen
wichtigen Teil der Geophysik bildet, als viertes Kapitel cingeschoben.

I. Bestimmung des Geoides durch Triangulierung.

Solange man die Erde als Kugel ansieht, reduziert sich das Problem
auf eine sehr einfache Aufgabe. Wenn man auf der Erde ein Bogen-
stiick b und den zugehérigen Zentriwinkel mifit, so ergibt sich der Radius »
der Erde aus der einfachen Gleichung

b=ra. (1)

Da diese Gleichung 7 als einzige Unbekannte enthilt, so geniigt eine
einzige solche Messung. Wihrend man sich im Altertum die Grofie b auf
irgendeinem indirekten Wege zu verschaffen suchte, ERATOSTHENES
z. B. aus den Schriften der Feldmesser, haben die arabischen Astronomen
die Strecke b direkt mit einem MafBstabe gemessen. Es ist klar, daf} die
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Bestimmung um so sicherer ausfallen wird, je grofler der gemessene
Bogen ist, andererseits aber steigt mit der Grofle des Bogens auch die
Schwierigkeit der Messung, nicht nur wegen der damit verbundenen
Vergroflerung der Arbeit, sondern weil auch das Terrain im allgemeinen
viel zu kompliziert ist, um auf so grofie Strecken eine genaue Messung
zu gestatten. Deshalb verwendet man heute das seit 5
Snerrius (17. Jahrhundert) eingefithrte Verfahren der
Triangulierung. Dieses besteht darin, dafl man statt der
ganzen Strecke AB (Abb. 1) eine kleinere Strecke MN als
Grundlinie oder Basis mifit und die Bestimmung von AB
mit Hilfe einer Dreieckskettc und durch Vermittlung von
Winkelmessungen durchfihrt. Man mifit zu diescm Zwecke
die Winkel im Dreieck M NA. Dann kann man die Seiten
MA und NA berechnen. Die Messung des dritten Winkels
dient zur Kontrolle. Man mifit dann ferner die simtlichen P
Winkel in allen Dreiecken, wodurch es moglich wird, der
Reihe nach samtliche ibrigen Seiten aler Dreiecke zu o
berechnen. Die iiberschiissig gemessenen Winkel geben Abb. 1.
eine Kontrolle und schiitzen gegen grobe Fehler. Es hat

dann weiter keine Schwierigkeit die Entfernung AB zu berechnen.

Die Bestimmung des Zentriwinkels ¢ kann nur auf astronomischem
Wege erfolgen. Da nun die Bestimmung der geographischen Breite eine
schon im Altertum geiibte Kunst war, wahrend die Bestimmung des Langen-
unterschiedes bis in die neueste Zeit herauf grofie Schwierigkeiten bereitete,
so war man gezwungen, die Richtung 4B in die Nord-Siidlinie zu legen,
so dafi AB ein Stiick eines Meridianbogens wurde. Da es also darauf
ankam, die Linge eines Meridiangrades zu bestimmen, entstand der Name
Gradmessung. Auf diesc einfache Messung beschriankte man sich bis zu
den Tagen DoMmENIcOo CassiNis in der zweiten Hilfte des 17. Jahrhunderts.
Die Gradmessung im Meridian von Paris war damals die grofite Lei-
stung auf diesem Gebiet.

Als Newtox auf Grund seines Gravitationsgesetzes die Lehre von
der Abplattung der Erde aufstellte, ergab sich die Notwendigkeit, die
Messung iiber einen gréfieren Teil der Erde auszudehnen. Man erkannte,
dafl man mit der obigen Gleichung (1) auch weiter das Auslangen finden
konnte, wenn man unter 7 nicht mehr den Erdradius, der fiir die ab-
geplattete Erde keinen Sinn mehr hat, verstand, sondern den der be-
treffenden Stelle zugehoérigen Kriimmungsradius der Meridiankurve.
Man verlangerte dic franzésische Gradmessung so weit als méglich nach
Norden und Stiden in der Erwartung, fiir das eine Ende ein anderes 7
zu erhalten, wie fir das andere. Nachdem sich die Entfernung der
beiden Endpunkte als zu gering erwies, um den Unterschied mit Sicher-
heit zu konstatieren, entschloff man sich, zwei getrennte Gradmessungen
durchzufithren, und dieselben so weit auseinander zu verlegen, daff der




6 Bestimmung des Geoides durch Triangulierung.

Unterschied moglichst grofl werden mufite. Die eine Messung wurde
in Lappland vorgenommen, die andere in Peru. Die Resultate zeigten
in der Tat den gesuchten Unterschied, und fithrten damit zur ersten
Bestimmung der Abplattung.

Es sei in Abb. 2 AP der Meridianschnitt der Erde, den wir elliptisch
voraussetzen. Es seien M und N die Endpunkte einer Gradmessung.
2 , Wir errichten in diesen Punkten die Nor-
2 M malen zur Ellipse; sie schneiden sich in

w einem Punkte C. Riickt M unendlich nahe
an N heran, so fillt C mit dem Krim-
mungsmittelpunkt zusammen. CM wird

RLA\E, dann der Radius des Kreises, der sich an
/c/‘y d diesem Punkte der Ellipse am besten an-
Abb. 2. schliefit. Man kann also ein kleines Stiick

des Meridians durch einen Bogen dieses

Krimmungskreises ersetzen. Ist die Gleichung der Ellipse gegeben durch
x? 22

ataa=1 und 2 = a2(1 — ¢?), (2)

so ist die Linge des Kriimmungsradius 7:

2
r= _}(1.—5)% ’ (3)

(1 — e?sin? B)*
wo B die geographische Breite bedeutet. Diese ist durch den Winkel
gegeben, den die Normale in einem Ort M mit dem Aquator einschliefit.
Um das einzusehen, miissen wir bedenken, dafl wir unsere astronomischen
Instrumente nach der im Beobachtungspunkte herrschenden Schwer-
richtung, die identisch ist mit der Normalen zur Erdoberfliche, orien-
tieren. Wir stellen ja die Hauptachse des Instrumentes mit Hilfe einer
Libelle vertikal. Daher bezichen sich alle astronomischen Beobach-
tungen auf die Richtung dieser Vertikalen. Eine Breitenbeobachtung
gibt also den Winkel der Normalen mit dem Aquator. Dementsprechend
wird auch der Winkel &, der Breitenunterschied der beiden Endpunkte
M und N, gleich dem Unterschied der Winkel in R und S, oder auch
gleich dem Winkel in C.

Es ist also

o« = By — By, (4)
und wir kénnen schreiben
a(1 — ¢2)

b= 3
(1 — e2sin? B)*

(B2 — B4) (s)
wobei fiir B das arithmetische Mittel aus By und By genommen werden
kann. Die Gleichung erhilt zwei Unbekannte @ und e. Es reichen also
zwei Gradmessungen aus, um sie zu bestimmen. Es ist fiir eine zweite
Messung
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a{1 — ¢2)
(1—e sin2B')%
und aus den beiden Gleichungen (5) und (6) erhalten wir @ und e. Statt

der Exzentrizitit e fiihrt man gewdhnlich die Abplattung a ein, welche
durch die Gleichung

¥ = (B: — BY), (6)

a—¢

a =

(7)

a

definiert wird. Da ¢ =aV'1—e2 ist, so finden wir durch Reihenent-
wicklung unter Vernachlissigung der Glieder mit e

_ 2
t=1—Vi—et=". (8)
2

Seit man mit Hilfe der Telegraphie auch den geographischen Lédngen-
unterschied mit auflerordentlicher Genauigkeit bestimmen kann, ver-
wendet man auch Lingengradmessungen. Ist der Radius des Parallel-
kreises von der Breite B gleich g:

I cos B (o)
° V1—e2sin?B ?

und der Lingenunterschied zweier Orte di:
dh =Ly — L, (ro)

so ist der zugehorige Bogen des Parallelkreises:

‘T Vicams T e

Mit den Zwecken der Gradmessung verbindet man auch dic der
Landesvermessung, welche die Grundlage fur die Herstellung der Karten,
des Katasters usw. bildet. In diesem Falle handelt es sich nicht um
die Bestimmung der Entfernung der Endpunkte, sondern um die Fest-
legung aller Dreieckspunkte. Netze fiir die Landesvermessung werden
sich nicht auf Meridiane und Parallelkrcise beschrinken, sondern das
Gebiet gleichmaflig iberdecken, doch wird es auch hier unter Umstinden
praktisch sein, namentlich in groflen, neu zu vermessenden, Gebieten,
die langgestreckte Form beizubehalten, und das Land z. B. mit einem
Raster nordsiidlich und-ostwestlicher gerichteter Dreiecksketten zu iiber-
decken. Man erhdlt dann in verhiltnismiBig kurzer Zeit wenigstens
ein Skelett, an welches spiter die in die Liicken fallenden Punkte an-
gekniipft werden konnen.

In allen Lindern sind Arbeiten dieser Art im Gange, welche fir die
hoheren Zwecke der Erdmessung wenigstens bis zu Beginn des Krieges
durch internationale Vereinbarung geregelt wurden. Von grofieren
Unternehmungen dieser Art, die zum Teil auch schon zu Ende gefiihrt
sind, seien erwidhnt: Die Arbeitenim Pariser Meridian, welche nach Norden
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ihre Fortsetzung durch England bis zu den Shetlands-Inseln, nach Siiden
durch Vermittlung des spanisch-algerischen Anschlusses bis Langhuat
findet. Der grofie russisch-skandinavische Meridianbogen, der von der
Donaumiindung bis zum Nordkap reicht. Mit dem grofien afrikanischen
Bogen, welcher im Zuge des 30. Meridians Kapstadt mit der Nordkiiste
Agyptens verbinden soll, wird der russisch-skandinavische einen Bogen
von 105° bilden. Die franzésische Gradmessung in Ecuador ist als eine
Erneuerung der alten Arbeiten aus der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts
aufzufassen. Sie wird in den peruanischen und chilenischen Arbeiten
eine bedeutende Verlingerung nach Siiden finden. Die Gradmessung in
Spitzbergen vertritt ihrerseits nunmehr als nérdlichste auf der Erde die
alte Lapplindische; endlich dic Messung der Vereinigten Staaten lings
des 08. Meridians.

An Langengradmessungen sei hervorgehoben: Die européische Langen-
gradmessung im 52. Meridian von Feaghmain bis Warschau; der Bogen
wird einst bis zum Ural reichen. Ein neuer Bogen folgt dem 48. Parallel-
kreis von Brest bis Astrachan. In Amerika: die transkontinentale Tri-
angulierung von New-Jersey bis Kalifornien.

Auch schiefe Bogen wurden gemessen: so der westliche schiefe
Bogen in Kalifornien und der gstliche Bogen von Maine nach Louisiana.

Von groBler Wichtigkeit ist auch die geplante Verbindung der in-
dischen mit den russischen Messungen in Zentralasien.

Die Werte der Aquatorachse der Erde und der Abplattung, welche
aus diesen Untersuchungen folgen, stimmen keineswegs miteinander
iiberein. Anfang des 19. Jahrhunderts glaubte man die Ursache dieser
Unterschiede in Beobachtungsfehlern und Fehleranhiufungen zu finden.
BesseL berechnete daher (1841) nach cinem Ausgleichsverfahren aus 10
der damals besten Gradmessungen die Dimensionen der Erde. Er fand:

1
a 6377397.15m & 6356 078.96 a 299.15
Spiter fand Crarke (1880) aus den anglo-franzésischen, russisch-
skandinavischen und speziell den indischen Arbeiten:
— — =t .1
a=6378249m b=6356515 a 2035 ) (12)
Der Wert weicht von dem BesseLschen nicht unerheblich ab. Der
Grund dafiir fand sich in dem Einflusse der indischen Gradmessung. Man
erkannte nun, dafl hier nicht etwa ein Mangel der indischen Arbeiten
vorlag, sondern daBl die Erdoberfliche in Indien offenbar tatsichlich
einer stirker abgeplatteten Fliche entspricht als in Europa. Man mufite

daraus den allgemeinen Schlufl ziehen, dafl cin Ellipsoid nicht fiir die

1) Eine kleine Zusammenstellung gebriuchlicher Werte der Erddimensionen findet
sich im General-Bericht der XV. Konferenz der intern. Erdmessung. Budapest 1906.
Annexe A XII, S. 229.
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ganze Erde ausreicht, und dafl es daher notwendig ist, die Erdoberfliche
stiickweise zu bestimmen. Endlich kann man auch dabei nicht stehen
bleiben, sondern die Erdoberfliche mufl punktweise bestimmt werden.
Die Reihenfolge der Arbeiten, welche zu diesem Ziele fiihren, ist die
folgende:

1.Vorarbeiten. Zunichst wird das ganze zu vermessende Gebiet einer
Rekognoszierung unterzogen, deren Aufgabe darin besteht, die Drei-
eckspunkte ausfindig zu machen. Fir die Auswahl derselben ist eine
Reihe von Gesichtspunkten mafigebend.

a) Das betrachtete Gebiet soll mit einem Netz von Dreiecken mog-
lichst gleichmaflig iiberdeckt sein. Dies gilt hauptsichlich fiir Netze,
welche der Landesvermessung dienen sollen. Die Form der Dreiecke
soll moglichst giinstig sein, d.h. die Dreiecksseiten sollen méglichst sichere
Schnittpunkte liefern. Der giinstigste Schnitt erfolgt bei senkrechtem
Einschneiden. Da aber in einem Dreiecke nur ein Winkel ein rechter
sein kann, so erhdlt man die gleichmiBigste Verteilung, wenn man die
Dreicke tunlichst gleichseitig macht.

b) Die Entfernung der Punkte soll etwa 30—50 km betragen, doch
1af3t sich diesbeziiglich keine Regel angeben, weil hier die &rtlichen Ver-
haltnisse eine sehr grofie Rolle spielen und oft zu kleineren oder grofieren
Seitenldngen zwingen. Die grofiten Seiten des europidischen Dreiecks-
netzes gehoren den Dreiecken an, welche Meeresteile iiberspannen, so
die Verbindung von Italien mit Dalmatien) und Sardinien, von England
mit Irland2), endlich auch von Spanien mit Algier3). Hier kommen
Seiten bis 270 km Liange vor. Noch ldngere Visuren weist das indische
Netz auf in jenen Dreieckseiten, welche nach den Hochgipfeln des Hima-
laya gelegt sind. Sie erreichen eine Linge von 300 km. Da diese Gipfel
nicht zuginglich sind, also dort keine Triangulierungszeichen aufgestellt
werden konnen, so gibt nur die Messung aus sehr grofier Distanz dic
Gewahr, dafl von mehreren Punkten die gleiche Spitze eingeschnitten wird.
Selbstverstdandlich kénnen solche Seiten nur einseitig beobachtet werden.

¢) Die gewihlten Punkte miissen von allen benachbarten leicht
sichtbar sein und missen, wenn notig, durch entsprechende Zeichen,
welche eine genaue Einstellung im Fadenkreuz eines Fernrohrs ermog-
lichen, kenntlich gemacht werden. Punkte also, welche sich nicht (wie
Kirchturmspitzen, Blitzableiter usw.) von Haus aus schon dazu eignen,
miissen entsprechend hergerichtet werden. Zu diesem Zwecke werden
Holzpyramiden mit einem weithin sichtbaren Zeichen am oberen Ende
als Triangulterungszeichen aufgestellt. Bei dunstiger Luft und sehr grofien

1) Astronomisch-geodit. Arbeiten des mil. geogr. Institutes in Wien. Bd. I

2) Bericht iiber die Triangulationen von R. HELMERT und L. KrUGER. Verhandl.
d. XIV. allg. Konf. d. internat. Erdmessung. Kopenhagen 1903. Beilage B XIII.

3) R. ScHUMANN, Der neue westeuropiische Meridianbogen: Verhandl. d. XV. allg,
Konf. d. internat. Erdmessung. Budapest 1906. Beilage A XIIIb.
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Entfernungen verwendet man Heliostaten. Man arbeitet auch bei Nacht
mit kiinstlichen Lichtquellen, die sich iibrigens auch bei Tage bewihren.

d) Die Punkte miissen auch selbst die Moglichkeit bieten, daselbst
ein Universalinstrument oder einen Theodoliten aufzustellen, derart, daf}
der Fufipunkt des Triangulierungszeichens und der Aufstellungspunkt
des Instrumentes zusammenfallen oder leicht aufeinander reduziert
werden konnen.

e) Damit die einmal gewihlten und in die Triangulierung einbe-
zogenen Punkte nicht wieder verloren gehen, miissen sie eine dauernde
Markierung erhalten. Eine solche wird oft auf der Platte des Instru-
mentenpfeilers angebracht, zur Sicherung gegen Zerstérung aber auch
unterirdisch auf einer versenkten Steinplatte. In den Stein wird z. B.
eine kleine Bleiplatte eingelassen, und darauf durch den Schnittpunkt
zweier eingeritzter Linien der Punkt markiert. Die Ubertragung der Marlke
vom Triangulierungszeichen auf den Stein geschieht durch einen Senkel.

f) Die Rekognoszierung erstreckt sich auch auf die Auswahl eines
brauchbaren Terrains fiir die Basismessung. Dafiir kommt eine moglichst
ebene und gerade Strecke in der Linge von einigen Kilometern in Betracht.

2. Basismessung. Bis vor kurzem waren fir die Basismessungen aus-
schlieBlich MafBstibe aus festem Material, Holz, Eisen oder Messing in
Gebrauch. Ein Basisapparat besteht meist aus mehreren Mefistangen ?),
deren Linge vor dem Gebrauch durch Vergleich mit einem Normal-
mafstabe aufs genaueste bestimmt wird. Die Durchfiihrung der Arbeit
beginnt mit der Zurichtung des Terrains, indem kleine Hindernisse ent-
fernt, Gebiische und Strauchwerk umgeschlagen, kleine Griben aus-
gefiillt werden miissen. Die MeBstangen werden auf eigene Unterlagen
gelegt, welche nicht nur eine sichere Lagerung ermoglichen, sondern
auch mit Hilfe von Schrauben noch kleine Verschiebungen der Stangen
gestatten, um sie genau in die richtige Richtung zu bringen und an die
bereits liegenden Stangen nahe genug und ohne Stofi anzuschlieBen.
Da durch ecinen Stofl meist ein Teil der schon geleisteten Arbeit ver-
dorben wird, 148t man Zwischenriume zwischen den Mefstangen, die
nun mit moglichster Genauigkeit zu messen sind:, hierzu dienen: Me8-
keile (BesseLscher Apparat)2), Schieber mit Nonien (6sterreichischer
Apparat)8), Mikroskope (niederlindischer Apparat von REPsoLD)4) oder
Mikroskoptheodolite (spanischer Apparat von IBanEz)®).

Besondere Aufmerksamkeit mufl der Temperatur der Stangen zu-
gewendet werden. Es werden entweder die Quecksilberkugeln von Ther-
mometern in den Stangenkorper ecingesenkt (dsterreichischer Apparat)

1) Der spanische Basisapparat besteht nur aus einer MeDstange.
2) Gradmessung in Westpreulben.

3) Mitteilungen des mil. geogr. Inst. IIL. Bd.

) J. OUDEMANS, Triangulation de I'ile de Java.

5 Verhandl. d. IX. Konferenz d. intern. Erdmessung. Annexe A V.

">
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oder die Stangen als Metallthermometer aus Metallen mit verschiedenen
Ausdehnungskoeffizienten gebildet (BesseLscher Apparat, Apparat von
Scuort der coast and geodetic survey)l). Die Ausdehnungskoeffizienten
miissen auf das genaueste ermittelt werden. Zum Schutze gegen die
direkte Sonnenstrahlung werden leichte Dicher aus Leinwand verwendet,
die dem Luftzug den Zutritt nicht verwehren.

Es ist begreiflich, dafl die Basismessung mit solchen Apparaten
auBerordentlich langsam fortschreitet, und eine sehr miihevolle Arbeit
ist. Statt also eine ganze Dreieckseite von vielen Kilometern Linge zu
messen, wihlt man die Basis nur wenige Kilometer lang, etwa 3—10 km.
Dieselbe wird dann durch ein eigenes Basisentwicklungsnetz mit einer
groflen Seite verbunden. Da in einem solchen Netz die Dreieckseiten
naturgemdfl anwachsen miissen, so muf3 dabei auf die giinstigste Form
der Dreiecke verzichtet werden. Es hat sich ergeben, daf3 die berechnete
Dreieckseite im Verhéltnisse zur Linge zwar geringere Genauigkeit erhilt,
wie die gemessene Grundlinie, dafl sie aber nicht ungenauer wird als
die allgemeine Genauigkeit des Netzes noch zulidBt 2).

In neuester Zeit hat man statt der schwerfilligen MeBstangen die
sogenannten Jdderindrihte oder Jdderinbidnder3) eingefithrt. Dieselben
sind aus dem gegen Wiarme auBerordentlich unempfindlichen Invar
angefertigt und besitzen gewohnlich eine Linge von 24 m oder 50 m.
Die Enden laufen in prismatische Metallstiicke aus, welche feine Tei-
lungen tragen. Die Drahte oder Binder werden durch Gewichte gespannt,
so dafl die Teilungen neben Marken zu liegen kommen, die an festen
Stativen angebracht sind. Da solche Drihte nicht gerade gespannt
werden konnen, sondern die Form einer Kettenlinie annehmen, so ist
die gemessene Strecke nicht gleich der absoluten Linge der Drihte.
Man muf} daher die ,effektive’* Linge der Drihte unter gleichen Um-
stinden ermitteln, wie sie dann bei der Basismessung herrschen. Man
verwendet zu diesem Zwecke eine Versuchsbasis, welche vorher mit einem
Stangenapparate wiederholt und aufs genaueste gemessen wurde. Die
Frage, ob die Drihte oder Biander vorzuziehen sind, ist noch offen. Bin-
der sind dem Einflufl des Windes stirker ausgesetzt, unterliegen aber
nicht so leicht den mikroskopisch-kleinen Knickungen, die bei Drihten
so leicht vorkommen, und die Linge des Drahtes beeinflussen.

Da die Arbeiten mit diesen Apparaten auflerordentlich viel rascher
vor sich gehen, so kann man die Langen der Grundlinie viel gréBer wihlen,
und auch die Zahl der Grundlinien bedeutend vermehren. Die lingste

1) Verhandl. d. Xl. Konferenz d. internat. Erdmessung. Annexe A V.

2} A. FERRERO: Rapport sur les triangulation présenté a la douziéme conférence
générale 4 Stuttgart an 1898 (Association géodésique internationale, Florence 1899).

3) J. R. BENoIT und CH. ED. GUILLAUME: Mesure rapide des bases géodésiques,
Paris 1908 {Bureau international des poids et mesures).
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bisher gemessene Basis ist die von La Cruz in Mexiko mit 39 km1).
Das entspricht bereits der Linge einer groflen Dreieckseite, ein Ent-
wicklungsnetz ist dann uberflissig. Auch die Messungen in Transvaal
weisen Basislingen bis 34 km auf 2).

Bei Stangenapparaten sowohl, wie bei Drihten oder Bandern, ist
eine Neigungskorrektion zu beriicksichtigen. Dazu muf} bei jeder Stange,
sobald sie in ihre Lage gebracht ist, ihre Neigung bestimmt, bei den
Jaderinapparaten der Héhenunterschied der beiden Endmarken gemessen

"werden. Die Linge der Basis ergibt sich aus der Summe der wegen
Neigung korrigierten Einzelwerte. Die Genauigkeit, die mit einer mo-
dernen Basismessung erreicht wird, betragt im Durchschnitt 1 : I 000 000
bis 1 :2 000 000.

Die Lange der Basis wird auf das Meeresniveau reduziert, wozu die
einfache Formel dient

b’=é-——~—=1(1—-~), (13)

wenn # den Kriimmungsradius der Erde in der Richtung der Basis und
% die mittlere Hohe iiber dem Meere bedeutet. Da 7 gleich 6.4 Millionen
Meter ist, so mufl % auf wenige Meter genau sein, wenn in 3’ die gleiche
Genauigkeit wie b erhalten bleiben soll.

3. Winkelmessungen. Die Winkelmessung wird mit cinem Theodo-
liten oder Universale vorgenommen. Man geht heute meist nach der

£ Methode der ,,Richtungen‘‘ vor, d. h. man stellt,

# von einem Dreieckspunkte 4 angefangen (Abb. 3),

g der eine Nullrichtung festlegt, der Reihe nach simt-

o s liche sichtbaren Dreieckspunkte B, C, D, E ein.

Hierauf wird das Instrument durchgeschlagen und
dieselben Punkte in umgekehrter Reihenfolge ein-
gestellt. Gelingt es, dabei alle Punkte zu erhalten,
ohne dafi einer wegen schlechter Sicht, Luftunruhe oder Nebel ausgelassen
werden muf, so spricht man von einem vollstindigen Satze. Die Messung
wird dann mit verstelltem Horizontalkreise mehrmals wiederholt. Die
Winkel ergeben sich durch Subtraktion der Werte der einzelnen Rich-
tungen voneinander, der Winkel zwischen der letzten und ersten Rich-
tung eventuell durch Subtraktion von 360°. Die Bedingung, dafl die
rund um den Beobachtungspunkt liegenden Winkel die Summe 360°
geben miissen, erfiillt sich damit von selbst. Werden auf allen Stationen
alle Richtungen beobachtet, so sind in dem Dreiecksnetz dann simtliche
Winkel gemessen. Fehlt auf einer Station ein oder die andere Richtung,
so erscheint sie einseitig beobachtet, wenn sie auf der Gegenstation er-

c
Abb. 3.

!) Verhandl. der XVL Konf. d. intern. Erdmessung, 1909, Bd. I, Annex A XL
2) Verhandl. der XV. Konf. d. intern. Erdmessung, 1906, Bd. I, Annex A I
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halten wurde. Fehlt sie auch dort, so fillt sie iiberhaupt aus dem Drei-
ecksnetz fortl).

4. Astronomische Stationen. In méglichst vielen Dreieckspunkten
wird auf astronomischem Wege die geographische Breite, Linge und das
Azimut einer Dreieckseite bestimmt. Punkte, in denen alle diese drei
Stiicke gemessen sind, heiflen vollstindige astronomische Stationen.
Meistens fehlt jedoch die geographische Linge, die noch vor kurzem zu
ihrer Bestimmung den grofiten Aufwand verlangte, nimlich die gleich-
zeitige Mitarbeit einer zweiten Station, die mit der ersten durch eine
direkte telegraphische Linie verbunden ist. Die Einfiihrung der draht-
losen Telegraphie wird hier Wandel schaffen, was deshalb zu begriilen
ist, weil, wie spiter gezeigt wird, den Lingenmessungen eine besondere
Bedeutung zukommt.

5. Berechnungsarbeiten. Soweit die Punkte des Netzes nicht im
Meeresniveau liegen, miissen wir uns dieselben darauf projiziert denken.
Das ganze Netz erscheint dann auf dem Geoid ausgebreitet. Zur Berech-
nung der Dreiecke mifiten nun die Kriimmungsverhiltnisse des Geoides
zugrunde gelegt werden. Diese sind aber nicht nur zu kompliziert, um
mathematisch verwendet zu werden, sie sind auch zunichst unbekannt,
denn das Geoid soll erst auf Grund dieser Messungen berechnet werden.
Da nun das Geoid auBlerordentlich nahe mit einem Rotationsellipsoid
zusammenfillt, so kann man eine solche Fliche statt des Geoides zur
Rechnung benutzen. Zu dieser wird dann das Geoid in Beziehung gesetzt
und man nennt in diesem Sinne das Rotationsellipsoid ein Bezugs- oder
Referenzellipsoid. Welches Ellipsoid man hierfiir verwendet, ist inner-
halb gewisser Grenzen eigentlich gleichgiiltig. Die meisten Arbeiten
griinden sich auf das Ellipsoid von BesserL oder das von CLarRKE. Diese
wurden seinerzeit aus Beobachtungen gewonnen und sind daher mit
einer gewissen Unsicherheit behaftet. Wenn man sie aber als Referenz-
ellipsoide benutzt, so sieht man sie als geometrische Flichen an, die
mit absoluter Genauigkeit gegeben sind. Die nicht angegebenen Dezimal-
stellen werden also als Nullen angesehen, und man kann dann auf diesen
Flichen mit beliebiger Genauigkeit rechnen.

Auf ein solches Referenzellipsoid denken wir uns das Netz aus-
gebreitet. Dazu wihlen wir einen Netzpunkt, in dem die geographische
Breite und das Azimut einer Seite bestimmt sind, als Ausgangspunkt.
Die geographische Linge brauchen wir nicht; wir konnen den Meridian
des Punktes als Nullmeridian ansehen. Wir bringen nun den ersten
Netzpunkt an seine Stelle, d. h. an jenen Punkt, der auf dem Referenz-
ellipsoid die gleiche geographische Breite hat. Es fillt also hier die Nor-

1) Vielfach verwendet man auch das Verfahren der Winkelmessung in allen
Kombinationen nach SCHREIBER. Bei entsprechender Wahl in der Zahl der Beob-
achtungen wird es den Richtungsmessungen ganz #quivalent (S. WELLISCH: Theorie
und Praxis der Ausgleichsrechnung II Bd., S. 66).
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male zum Geoid mit der Normalen zum Referenzellipsoid zusammen.
Geben wir nun auch der gemessenen Seite auf dem Referenzellipsoid
das astronomisch bestimmte Azimut, so ist damit die Lage des ganzen
Netzes bestimmt.

Uber die Lage des Referenzellipsoides zum Geoid ist damit folgendes
festgesetzt: Im Ausgangspunkte hat es mit dem Geoid die Normale ge-
meinsam und seine kurze Achse ist zur Rotationsachse der Erde parallel.
Wurde die Basis auf das Meeresniveau reduziert, so schneiden sich Geoid
und Referenzellipsoid unterhalb der Basis.

6. Die Berechnungsarbeiten beginnen mit der

Stationsausgleichung. Diese besteht darin, dafl man aus den ge-
samten an einer Station gemachten Richtungsbeobachtungen nach
der Methode der kleinsten Quadrate die besten Werte fiir die einzelnen
Richtungen ableitet. Wenn lauter vollstindige Sitze beobachtet sind,
reduziert sich die Rechnung auf eine einfache Mittelbildung.

7. Reduktion der Horizontalwinkel. Die gemessenen Winkel sind
Horizontalwinkel, da sie an einem Horizontalkreis abgelesen werden.
Sie stellen die Winkel vor, die von den
nach den Dreieckspunkten gelegten Ver-
tikalebenen eingeschlossen werden. Die
aus der Stationsausgleichung gewonnenen
Richtungen bedirfen noch einiger Kor-
rektionen.

a) Reduktion wegen der Seehdhe der
anvisierten Punkte. Der gemessene Winkel
bezieht sich auf die Vertikalebene des
Beobachtungspunktes und enthilt daher

Abb. 4. dessen Lotrichtung. Da nun die Normalen

eines Ellipsoides sich im allgemeinen nicht

schneiden, so wird die Vertikale des anvisierten Punktes nicht in die
Vertikalebene des Beobachtungspunktes fallen (Abb. 4).

Ist somit in Abb. 4 AMB die Vertikalebene von Punkt 4 nach B,
AB der zugehérige Vertikalschnitt, so wird der Punkt B, wenn man
ihn lings der Normalen BN verschiebt, sofort aus der Vertikalebene
AMB heraustreten. Einem Punkt in der Hoéhe s iiber B wird also
eine andere Vertikalebene vom Punkt A4 aus und damit eine andere
Richtung entsprechen als dem Punkte B selbst. Es mufl also an den
Horizontalwinkel eine Hohenkorrektion angebracht werden, welche von
der geographischen Breite und dem Azimut der Richtung AB abhingen
wird. Es istl) '

Y .
da = —%ezjlcos”?,smzaﬂ- 206 263 . (14)

1) A. HELMERT: Die mathem. u. physik. Theorien der héheren Geodisie, Bd.I. S.189.
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Hier ist a4 und e Aquatorhalbmesser und Exzentrizitat der Meridianellipse,
B, die geographische Breite von 4, a9 das Azimut der Vertikalebenen
AMB, h die Meereshdhe des beobachteten Punktes.
Die Korrektion betragt im Maximum
fir # = 640m:da = olobg
1280 0.14 (15)
1920 0.21

Die Seehohe des Punktes A ist einfluBlos, denn wir kénnen 4 be-
liebig lings AM verschieben, ohne dafl A aus der Vertikalebene A M B tritt.

Die auBerordentlich kleine Kriimmung der Lotlinien spielt keine
Rolle. Da das Netz auf dem Referenzellipsoid ausgebreitet wird, so
ware es eigentlich richtiger, statt der Seehohe die Hohe tiber dem Re-
ferenzellipsoid einzufiihren.

b) Reduktion auf die geoddtische Linte. Aus den obigen Ausein-
andersetzungen ergibt sich, dafl beim Riickblick von B nach A eine
andere Vertikalebene in Frage kommt als beim Blick von 4 nach B.
Sie enthilt die Vertikale BN und kann daher nicht mit AM B zusammen-
fallen. Es wird daher auch der Vertikalschnitt von B nach 4 nicht mit
dem von A nach B zusammenfallen. Es folgt daraus, dafl das aus den
beobachteten Winkeln gebildete Netz iiberhaupt noch kein reales geo-

metrisches Gebilde darstellt, da von jedem Punkte aus B
andere Seiten beobachtet werden als von den entsprechen- 1
den Gegenpunkten (Abb. 5). Es entsteht eine Zweideutig- g
keit, die unbedingt beseitigt werden mufl. Zu diesem ﬂ//

Zwecke wihlt man als Verbindungslinie zweier Punkte A
und B statt der Vertikalschnitte die geoditische Linie,
deren Grundeigenschaft darin besteht, dafl sie die kiirzeste Verbindungs-
linie der beiden Punkte darstellt. Sie hat aufler dieser Eindeutigkeit
auch noch den Vorteil, dafl sie auf dem Rotationsellipsoid durch eine
sehr einfache Beziehung dargestellt wird. Ist a das Azimut der Tan-
gentenrichtung in einem Punkte der Linie, dessen reduzierte Breite
gleich § ist, so lautet die Gleichung der geoditischen Linie:

Abb. 5.

sin & cos § = konst, (16)
Die Bedeutung des Begriffes ,,reduzierte Breite‘ ist aus Abb. 6 ersicht-
lich. Die Beziehung zur geographischen Breite B ist gegeben durch
tgp=V1—e2tgB;
denn ist in Abb. 6 AP die Meridianellipse mit den Achsen @ und ¢ und
AP’ der iiber dem Aquatordurchmesser errichtete Kreis, so ist nach be-
kannten Sitzen und unter Benutzung der Gl. 2:
2
MR= ‘MR wid wgB="2%",
a cix
da B durch die Richtung der Normalen M bestimmt ist. Somit:
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at MR a MR a 1
CE="T5'0r " OR — ¢ CF == (17)
Das Azimut der geoditischen Linie heilit das geoddtische Azimut
zum Unterschiede vom Azimut des Vertikalschnittes: dem astronomischen
Azimut. Die Differenz zwischen beiden ist die gesuchte Korrektion;

sie ist gegeben durchl)

da ="~ e2i2,, cos? B, sin 2ay9 - 206 265 .
12 @
Wir finden im Maximum:
fiir s = 64 km Ada = olor1
128 , = 0.046 (18)
192 ,, = 0.103
256 ,, = 0.184
z Fir mafig lange Dreieckseiten ist der
d Betrag sehr klein, und kann meist vernach-
lassigt werden. Er steigt aber mit dem Qua-
M drat der Distanz und wird daher fir langere
? p Strecken bedeutend.
¢) Die regelmifBige Lateralrefraktion. Sie
rithrt von der Abplattung der Luftschichten
B A AL her, und.betr‘agt .im ganzen nur e.twa 1/, des
? R Unterschiedes zwischen astronomischem und

Abb. 6. geoditischem Azimut2), ist also fir maBige

Distanzen immer zu vernachlissigen. Sie wird

bei weitem iibertroffen von der unregelmifigen Lateralrefraktion3), die

sich aber der Berechnung entzieht. Die Praxis der Winkelmessung lehrt,

dal man vor Refraktionsstdrungen am sichersten ist, wenn die Luft-

unruhe bedeutend ist. Bei ruhiger Luft konnen sich leichter anomale
Schichtungen erhalten.

8. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Zwischen den ein-
zelnen Stiicken des Netzes bestehen Beziehungen, welche sich aus den geo-
metrischen Gesetzen des Referenzellipsoides ableiten lassen, und welche
dazu dienen, aus den bekannten Stiicken die unbekannten abzuleiten.
Eine gewisse Zahl von bekannten Stiicken stellt das Minimum dar, welches
eben ausreicht, alle anderen zu berechnen. Es werden aber immer iiber-
flissige Stiicke gemessen, die dann zur Kontrolle auch berechnet we:-
den konnen. Wiren nun die Beobachtungen fehlerfrei, so mufiten
die berechneten und die beobachteten Werte iibereinstimmen. — In der
Tat werden aber Widerspriiche bleiben, die beseitigt werden miissen,

1) R. HELMERT 1. c. Bd. I, S. 332.

2) A. SoNDERHOF: Die geoditischen Korrektionen der auf dem Sphiroid beob-

achteten Horizontalwinkel (GRUNERTS Archiv der Mathem. u. Physik, Bd. 51, 1870).
3) A. FiscHER: EinfluB der Lateralrefraktion auf das Messen von Horizontal-

winkeln. Berlin 1882.
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wenn das Resultat {iberhaupt ein geometrisch- mégliches Gebilde sein
soll. Die iiberfliissig gemessenen Stiicke bringen also Bedingungsgleichungen
mit sich, welche strenge erfiillt sein miissen. Es sind daher an den ge-
messenen, durch die Stationsausgleichung und die oben angegebenen
Reduktionen verbesserten Richtungen noch weitere Verbesserungen an-
zubringen, welche durch die geometrischen Bedingungen des Netzes
gegeben sind.

Wir miissen zuerst die Zahl der Bedingungsgleichungen ableitenl).
Sie ist gleich der Zahl der iiberfliissig gemessenen Stiicke. Das erste Drei-
eck verlangt zu seiner Berechnung eine Seite und zwei Winkel; jeder
weitere Dreieckspunkt verlangt zu seiner Festlegung zwei weitere Winkel.
Besteht das ganze Netz aus p Punkten, so braucht es somit im ganzen
I Seite und 2 42 (p — 3) = 2 p — 4 Winkel. Sind in dem Netz # Seiten
(durch Basismessungen) und # Winkel bestimmt worden, so ist die Zahl
der Bedingungsgleichungen:

ntm—(2p—4)—1=n4+m—2p+ 3. (19)
Die Bedingungsgleichungen zerfallen in Wainkelgleichungen und
Seistengleichungen.

Die Winkelgleichungen entstehen aus den Gesetzen iiber die Winkel-
summen in Dreiecken und Polygonen auf dem Rotationsellipsoide; ihre
Zahl 148t sich folgendermaflen bestimmen. Wir verbin-
den die p Punkte des Netzes durch einen einfachen in
sich selbst zuriickkehrenden Linienzug. Es entsteht ein
Polygon, dessen Winkelsumme eine Bedingungsgleichung
liefert. Es sei z. B. in Abb. 7: ABCDEA ein solches
Polygon. In der Ebene miifite die Winkelsumme sechs A 3
rechte Winkel betragen. Jede weitere Seite, die man
in das Polygon einfiigt (4 C), gibt, wenn die Winkel
an beiden Enden beobachtet sind, eine neue Bedingungsgleichung. Ist
also / die Gesamtzahl der beiderseitig beobachteten Seiten, so haben wir
J—p Seiten einzuschalten, und daher im ganzen

l—p+1 (20)
Winkelgleichungen. Eine einseitig beobachtete Seite gibt keine Winkel-
gleichung. .

Alle iibrigen Gleichungen sind Seitengleichungen. Sie haben die
Form des mehrfach angewandten Sinussatzes. Ein einfaches Beispiel
aus der ebenen Trigonometrie soll dies erliutern. Es sei 0 c
(Abb. 8 ABCDE ein Netz, bestehend aus vier Drei-
ecken. Die gemessenen Richtungen sind durch Bogen
angedeutet. Es lassen sich danach siamtliche Dreiecks- #
winkel bestimmen. Wir kénnen nun von 4 B ausgehend

0
I3 r

Abb. 7.

8
Abb. 8.

1) L. WeLLISCH: Theorie und Praxis der Ausgleichungsrechnung, 2. Bd. Wien,
Leipzig 1909/10.
Einfihrung in die Geophysik. 2
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CD auf zwei Wegen berechnen, einmal auf dem Wege tber die Seiten
AE und DE, das andere Mal auf dem Wege iiber die Seiten BE und
‘CE. Durch dreimalige Anwendung des Sinussatzes finden wir

sin ABE sinDAE smDEC

CD=AB 175 smADE saDCE
und
sin BAE sin CRBE sin DEC
CD“‘ABsmAEBGmBCE&mCDE’
somit

sin dBE-sinDAE _ sin BAE-sin CBE

sin ADE-sn DCE  sin BCE-sm CDE (21)
Aus diesen Seitengleichungen fallt die Linge ganz heraus. Die Basis
tritt somit in keiner Bedingungsgleichung auf.

Schliefit sich immer nur ein Dreieck mit einer Seite an ein anderes
an (Abb. g), so lidfit sich jede Seite nur auf einem Wege berechnen. Ein
solches Gebilde bezeichnet man als Dreseckskette, in einer
solchen gibt es keine Seitengleichung.

Sind mehrere Basismessungen in dem Netze enthalten,
so kann man dieselben als weitere Bedingungen einfithren
und verlangen, dafl sie durch die Stiicke des Netzes genau
dargestellt werden. Die entstehenden Bedingungsgleichungen
werden dann natiirlich die Lingen enthalten miissen. Eine
Schwierigkeit entsteht daraus, dal man zwar alle Basis-
messungen auf das Meeresniveau reduzieren kann, dafl man
aber dem Referenzellipsoid keine solche Lage geben kann,
dafl es das Geoid unterhalb aller Basen schneidet. Korrekterweise hat
man also nicht mit der Meereshthe, sondern mit der Hohe iiber dem
Referenzellipsoid zu reduzieren.

Die weiteren Basismessungen selbst als verbesserungsbediirftige Stiicke
einzufithren, ist nicht berechtigt. Die Verbesserung diirfte meist grofer
ausfallen als die Genauigkeit der Messung erlaubt. Man kann sich auch
darauf beschrinken solche Basismessungen nur zur Kontrolle zu verwenden.

Wird ein Netz an ein bercits ausgeglichenes angeschlossen, so bringen
die Anschlufistiicke neue Bedingungen mit sich. Dieser Fall tritt oft
ein, da man groflere Netze nur in Teilen ausgleichen kann.

Es ist auflerordentlich wichtig, die Zahl der Bedingungsgleichungen
festzustellen; nur so schiitzt man sich vor Auslassungen, die das Resultat
verderben. Bei ihrer Aufstellung kann man die Abplattung vernach-
lissigen und rein sphirisch vorgehen. In den Winkelgleichungen er-
scheint dann das sphirische Exzef.

9. Netzausgleichung?!). Diese erfolgt nach der Methode der kleinsten

Abb. 9.

1) R. HELMERT: Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten
Quadrate. 2. Aufl., 1907.
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Quadrate nach ,,bedingten Beobachtungen''. Es seien x4,%, ... %, die beobach-
teten durch den Stationsausgleich und die nachfolgenden Reduktionen
verbesserten Richtungen. An diese sollen weitere Verbesserungen vy, v5...7,,
derart angebracht werden, daB eine gewisse Anzahl von Bedingungs-
gleichungen

(p1=o’ (p2=o e v e q),:o
streng erfiillt werden und gleichzeitig die Quadratsumme der Verbesse-
rungen, eventuell unter Einfithrung von Gewichten g, ein Minimum wird.
Also unter Anwendung des Gaussschen Summensymbols:

[gvv] = Minimum.

Es liegt also eine Minimumaufgabe mit Nebenbedingungen vor. Be-
zeichnen wir mit 2 %y, 2 &, . .. 2 k£, Multiplikatoren, die vorlaufig noch
unbekannt bleiben, so mufl nach bekannten Regeln

(gvv] — 24y @y — 2kyipp — -+« — 24rp, = Minimum (22)
sein. Wir verwandeln die Gréflen ¢, @5 ... @, in lineare Ausdriicke.
Sind %;, %5 . .. %, die Ausgangswerte, und vy, vy ..., die Verbesserun-
gen, so miissen die verbesserten Werte %y + vy, %o+ vg. .. % v,

die Bedingungsgleichungen erfiillen. Also

Qi(xy o1, 2o+ vy -0+ Xyt vy)=o0, i=1,2:--7. (23)
Da die v kleine Werte sind, so kénnen wir nach dem TavrLorschen Lehr-
satze entwickeln, und finden, wenn wir die Glieder zweiter Ordnung ver-
nachlissigen, die nach vy, vy ...%, linearen Gleichungen:
de;
dx

dp;
[l.X2

do:

v
1+ dx,

vy + -+

Up=0 [=1,2:7

Qi(xy %9 - x) +

oder abgekiirzt
wy + oy + agvg 4+ - -+ a,v, = o0
Zi’z—i—ﬁi?)l +b27)2 +"'+ﬁ7lz}ﬂ =0 (24)

Wyt q191 + aP2 0 A u U = 0,
wo die Koeffizienten ay, a5 . . . b1 . . . bekannte Groflien sind. Die Gréflien
Wy, Wy ... w, wiren gleich Null, wenn die x;, %5 ... %, schon den Be-
dingungsgleichungen entspriachen. Sie stellen also die Widerspriiche vor,
die in dem unausgeglichenen Netze noch enthalten sind.

Die Grundgleichung (22) geht nun tber in

(0] — 2 (ay-+[00])— 2afwon+ [6]) - 2 (e,-+[7]) = Minimunm. (25)
Wir haben die Differentialquotienten dieses Ausdruckes nach vy, v .. .7,
der Reihe nach gleich Null zu setzen und finden:

vy — (aky 4 beg + -+ 01 %)
&ovs — (@ay Fbyby + -+ q2 %)

I

[e]

(26)
Enln — ((ln/ei + bné2 + o + In /ér) == 0.
2%
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Dies sind die sogenannten Korrelatengleichungen, welche mit den
7-Bedingungsgleichungen (24) zusammen # -7 lineare Gleichungen zur
Bestimmung der # +7-Groflen vy, vy . . . v, kl, ks . ..k, bilden.

Substituieren wir die Werte von v; , vy...v, aus (26):

W1—kr*+/§2‘+ +/€r51

S1

et
&2 (27)

'2}2=

2jn=/{1__+/27u + —*—é In

”

in (24), so finden wir die r-\IormaIgIelchungen

F“—f—él-i—r”éj@—;u -+ ],{ 4w = o
[ab] bb g o
2o+ [ e+ - +%%+m—° .

M@ ky + b(]/’2+ +( Jé + w, = o,
L & L £ L
deren Auflosung die Gréflen &y, &g ...k, liefert, die, in (26) ecingesetzt,

endlich zu den gesuchten Gréfien vy, vy ...w, fithren.

X 4 vy, xg A vy or Xy vn
sind die ausgeglichenen Werte der Richtungen. Diese bilden nun ein
widerspruchsfreies System, aus welchem sich alle Dreieckswinkel und
Dreieckseiten berechnen lassen, wozu die Formeln der sphirischen Tri-
gonomctrie in der Regel geniigen.

10. Die geoditische Ubertragung. Wir haben von Anfang an das Drei-
ccksnetz so auf dem Rotationsellipsoid ausgebreitet, dafl im Ausgangspunkte
die geographische Breite mit der direkt gemessenen iden-
tischist, und dieerste Dreieckseite so gelegt, dafi ihr Azimut
auf dem Ellipsoid gleich dem astronomisch beobachteten
wird. Dadurch ist die Lage des ganzen Netzes bestimmt,
und wir kénnen nun von Punkt zu Punkt fortschreitend
die geographischen Koordinaten und die Azimute der
Seiten berechnen. Die erhaltenen Gréflen beziehen sich
dann alle auf das zugrunde gelegte Referenzellipsoid.

Fiir kleine Dreiecke, bei deren Berechnung man die
Abplattung vernachlissigen kann, gibt die sphirische
Trigonometrie folgende Formeln, die fiir das Dreieck
zwischen dem Pole und den beiden Punkten mit den geographischen
Breiten By und By, der Langendifferenz Lyy = L,-— L; und der sphi-
rischen Distanz s gelten (Abb. 10):

N

Abb. 10,
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cos By sin (tg; = — c0S By Sin dyy

sin By = sin By coss — cos By sins COS tyg
cos By sin Lyg = sin s sin ¢qg .

a,, und @y, haben die aus der Abbildung ersichtliche Bedeutung.
Wegen der Kleinheit der Distanz kann man diese Formel noch ver-
einfachen. Setzen wir

Bz=31+dB U9y = 180+a12+da 112=[Z_L
. s
und COss =1  sins = —,
@
wo s die Distanz im Lingenma8 und ay den Aquatorradius bedeutet, so
findet man leicht:

S
dB = — 0" cosayg-
]
" . S ”n ., "
dL = ¢"sec Bysinayg- - 0" = 206265
%
. s
de = — p"tan B singyg+ - -
)

Wenn aber die Berechnung der Koordinaten durch ein ganzes grofies
Netz durchgefithrt werden soll, in dem sich Hunderte von Dreiecken
aneinander reihen, dann reichen diese Formeln nicht aus. Man muf
dann die Abplattung berticksichtigen und auch héhere Potenzen von

- mitnehmen. Bis auf Gréflen zweiter Ordnung genau sind die folgenden
%

Formeln1):
1173 $ . . 52
dB = — o'W} sl cosia- ——+ L] tan By sin2ayy - —;
I—e¢ a at
" . S . 52
dL = o'W secBy|sincy,y- Pl 1 17] tan By sin 2 ¢y "2 (29)

() 0

o . s 52

do = — ¢" IV} sinayq | tan B, - o W (142 tan? By) cosayy—

) 0.

W, =V1—etsin?B, .

11. Lotabweichungen. Vergleicht man die gefundenen Werte mit
denen, welche die direkte astronomische Beobachtung ergeben hat, so findet
man gewisse Unterschiede. Diese haben zweifachen Charakter: einer-
seits wird man ein stetiges Anwachsen beobachten von dem Ausgangs-
punkt an, in welchem der Annahme nach der Unterschied gleich Null ist;
andererseits wird dieses Anwachsen unregelmifig, wohl auch stellen-
weise durch eine Abnahme unterbrochen sein. Das stetige Anwachsen
rihrt davon her, dafl das angenommene Referenzellipsoid im Ganzen
andere Krimmungsverhiltnisse aufweist als das Geoid an dieser Stelle.

1) R. HELMERT: Die mathem. und physik. Theorien der hoheren Geodisie.
1. Bd, S. 208.
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Die Schwankungen rithren von den unregelmifBigen Verbiegungen des
Geoides her, die lokalen Charakter tragen. Man bezeichnet sie als Lot-
storungen, den systematischen Teil aber zum Unterschiede gewdhnlich
als Lotabweichungen; man nennt die ersteren auch bisweilen absolut,
weil sie durch die tatsichliche Massenlagerung hervorgerufen werden,
die letzteren relativ, weil sie von der willkiirlich gewahlten Lage und Form
des Refernzellipsoides abhingen.

Die Richtung des Lotes in einem Punkt ist durch zwei Winkel be-
stimmt: die geographische Linge und Breite, die Lotabweichungen also
durch die Unterschiede zwischen den geoditischen (auf dem Ellipsoid
berechneten) und astronomischen Werten dieser Gréflen. Man kann sie
auch ausdriicken durch die entsprechende Verschiebung des Zenitpunktes
nach Grofie und Richtung. Betrigt die Abweichung & Bogensekunden
in der Richtung des Azimutes 4, vom ellipsoidischen Zenit aus gezihlt,
so erhidlt man eine siidliche bzw. westliche Komponente der Lotabwei-
chung durch

§=39cos4 1 =Isind. (30)
Durch die Unterschiede in der geographischen Position ausgedriickt, ist:
E=dB n= —cosBdL, (31)

wenn die Langen nach Osten positiv gezihlt werden. d B und d L er-
scheinen dann im Sinne: ellipsoidisch-astronomisch.

Die geoditische Ubertragung liefert noch eine dritte Grofle: nimlich
aufler den geographischen Koordinaten noch das Azimut der Dreieck-
seiten, welches, mit dem astronomischen Wert verglichen, ebenfalls einen
kleinen Unterschied da liefert. Da aber zwei Groflien nach dem Obigen
schon ausreichen, jeden Punkt festzulegen, wodurch auch die Azimute
gegeben sind, so muB diese dritte Grofle von den anderen beiden ab-
hingen; es mufl zwischen den Gréfien dB, dL und da eine Relation
bestehen.

Es sei in Abb. 11 P; der Ausgangspunkt, in welchem nach Annahme
die Lotabweichung verschwindet; P, und Py
das geoditische und astronomische Zenit eines
zweiten Punktes. Die von P, gegen P, ge-
messene Zenitdistanz sei 2/, die von der geo-
ditisch berechneten z nur wenig verschieden ist.
P, P ist der Betrag J der Lotabweichung, ihre
Richtung ist durch das Azimut A gegeben.

Ist ferner NV der Nordpol, soist W+ A4 =a
das geodiatische, W' ++ A’ = a’ das astrono-
Abb, 11. mische Azimut von P;. Es ist also

do=a—ad=(W—W)4(4—4).
Das sphirische Dreieck P, P, P}, liefert dann:

Ny
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. w+w

sin ————

tan = — — - tan—
2 . W—w 2

sin

oder, da man mit Riicksicht auf die Kleinheit der Unterschiede:
W4+W =2W, z47 =22

setzen kann, und 4 ein kleiner Winkel ist:

W—W = — $ctanz sin W= — J ctanz sin(e — 4). (32)
Ebenso gibt das spharische Dreieck N Py Py: '
snd T4
ctan byt B = 2 tan ‘i
2 . A—4 2
sin —

oder dhnlich gekiirzt wie frither
A—'A = & tan By sin 4. (33)
Es wird also
da = — 9 ctgz sin(ec — 4) 4+ I tan By sin 4. (34)
Da z fiir terrestrische Objekte immer nahe an 9go° ist, so ist ctg 2 eine kleine
Grofle. Wir kdnnen daher das erste Glied vernachlissigen, und es bleibt
da = Jtan By sind == n tan B,
oder nach (31)
da = — dL sinB,. (35)
Dies ist die gesuchte Beziehung; sie fithrt den Namen Laplacesche Glei-
chung. Sie gestattet zu entscheiden, ob ein gefundenes System von Lot-
abweichungen geometrisch moglich ist. Soweit diese Gleichung ertiillt
ist, koénnen die-Lotabweichungen als real angesehen werden. Die Reste
die noch bleiben, fallen den unvermeidlichen Beobachtungsfehlern und
ihrer Anhiufung zur Last. Es ist daher auBerordentlich wichtig, die
Zahl der Punkte, auf denen alle drei Groflen beobachtet sind, der so-
genannten Laplaceschen Punkte, moglichst grofl zu machen. Wie oben
bemerkt, ist es namentlich die geographische Lange, die in den meisten
astronomischen Punkten fehlt. )

Es liegt eine Willkiirlichkeit darin, die Lotabweichungen im Aus-
gangspunkte gleich Null zu setzen, und so iiber die Lage des Referenz-
ellipsoides von vornherein eine feste Annahme zu machen. Es erscheint
daher richtiger, die Lage des Referenzellipsoides vorldufig unbestimmt
zu lassen und fir die Lotabweichungen im Ausgangspunkte zwei Gréflen
§p und g einzufithren, die dann spiter so bestimmt werden miissen, daf3
der Anschluf des Referenzellipsoides an das Geoid ein moglichst guter wird.

Wir missen zu diesem Zwecke Formeln fiir den Zusammenhang
zwischen den Lotabweichungen zweier Punkte, I und 2, ableiten. Um
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diese in einfacher Weise zu gewinnen, erinnern wir an zwel bekannte
Differentialformeln der sphirischen Trigonometrie. Sind a, b, ¢ die drei
Seiten und 4, B, C der Reihe nach die ihnen gegeniiberliegenden Winkel,
so ist
’ da = cos Cdb + cos Bdc 4+ sin Csinbd A
sined B = sin Cdd — cosa sinBdc — cos CsinbdA

sineadC = sinBdc — cosa sin Cdbd — cos B sincd 4.

Die dritte Formel entsteht aus der zweiten durch Vertauschung von B
mit C und & mit c. '

Wir bezeichnen wieder mit B; und B, die geographischen Breiten
zweler Netzpunkte, mit L;, = L, — L, ihren Lingenunterschied, ferner
mit @;, und o, ihre gegenseitigen Azimute (Abb. 10). Es seien dies die
durch geoditische Ubertragung gefundenen Werte. Die astronomische
Beboachtung in B; habe nun andere Werte ergeben: B} L} @j,. Dann
konnen wir durch Anwendung der obigen Formeln leicht bestimmen, welche
Werte By, L3, a3, wir fiir die zweite Station erhalten hitten, wenn
wir statt von den geoditischen von den astronomischen Werten aus-
gegangen wiren. WIir setzen

B; - Bi == dBl _L’l - -LI == (l’.Ll (1’12 — {49 = 117(112
.B’z’——' Bg = Il’Bg L{»’—— Lg = 11’[2 051’1 — lgg = (l'C(Ql

und finden dann, wenn wir vorldufig den Bogen s = By B, als unver-
anderlich betrachten, fast unmittelbar die folgenden Ausdriicke:

dBy = sin Zy9 cos By d ety -+ cos Ly9d By
dLy = dL; — sin L5 cosec ;s COSCtyg d 1y = tan By sin Ly d By (36}
dogy = cos Ly cos By sec By dayg — secBysinLigd By .

Die in B, auf astronomischem Wege gefundenen Werte seien B3,
L5, ¢5,. Fiihren wir nun die Lotabweichungen ein durch die Gleichungen

—dBy =B —B)=§ By— By= &
—dLy=1ILi— L= —yysecBy Ly— Ly=—nysecBy (37)
—dayjg=0Qp—tip = WtanBy  wy —oay = nptanBy,
so wird )
dBy = B} — By = By — By — &
dLy =15 — L, = L — L5 + 1y sec By (38)
dtg) = ahy — Uy = 31 — &y — Ijy tan By
und nach (36)
By — By — & + sin Zypsin By- 1y
. —+ cosLyg-§ =0

5 — Lb - ng sec By — (sec.By - sin Ly cosecoyy cos gy tan By) 1y (39)
~+tan By sinZiy-§ =0 39
ay — ¢hy — iy tan By 4 cosLyg sec By sinBy -

—secBysinlyg-§ =o.

-
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Eliminiert man aus den letzten beiden Gleichungen (39) die Grofie 7,
so erhilt man die Lapracesche Gleichung nunmehr in der folgenden Form:
(a1 — ahy) + sin By (L3 — L) + ny {cos Ly sin By sec By

— (sec By -t sin Zyq cosec g2 COS &ty tan By) sin By} (40)
— &, (sec By sin Lyg — tan By sin By sinLy5) = o,
Es treten also auch hier die von &; und %, abhingigen Glieder auf.

Zur Anwendung dieser Formeln denken wir uns den Ausgangspunkt
mit allen astronomischen Stationen des Netzes durch geoditische Linien
verbunden, deren Linge und Azimut aus den Resultaten der geoddtischen
Ubertragung berechnet werden kénnen. Es sind dann & und 5; mit §p
und 7, identisch, wihrend §, und 7, die Lotabweichung fiir einen be-
liebigen Netzpunkt bedeuten. Wir erhalten also allgemein nach (39)
Gleichungen von der Form

Si=— L4 @+ bino
ni= —l; + a; 8+ Hino.

Bei vollstindigen astronomischen Stationen erhalten wir die letztere
Gleichung in zwei Formen, eine aus der Linge und eine aus dem Azimut.

Wir bestimmen nun durch ein Ausgleichsverfahren nach der Methode
der kleinsten Quadrate die Werte von §, =x und 9y, =y so, dafl die
Summe

(41)

(&} 4+ 1} = Minimum i=o,1,2 -+ (42)
wird. Die Summe ist auszudehnen iiber alle Punkte, auch den ersten.
Wir haben also die Gleichungen

;0= X ; )70= y
S=—h+4ax+by; nw=—Hh+tdx+dy=—0H+dx+y (43)
Sy =— by agx - byy; Go=—lt bt lhy=—h+aix4dpy 43

Yy

Fur alle vollstindigen astronomischen Stationen, fiir welche die
7-Gleichungen doppelt auftreten, entsteht aus der Lapraceschen Be-
ziehung noch ecine Bedingungsgleichung von der Form

—n 4 ¢cx -+ dy = o. (44)
Der Ausgleich kann daher nach dem friher geschilderten Verfahren der
,,bedingten Beobachtungen‘* durchgefithrt werden.

Mit diesem Ausgleich kann man auch eine Verbesserung der Form
und Grole des Referenzellipsoides verbinden. Es treten dann in den
Gleichungen noch zwei neue Unbekannte auf:

da

P und  d(e?),

wenn a den Aquatorradius und e die Exzentrizitit des urspriinglich ge-
wahlten Referenzellipsoides bedeutet. Endlich kénnen auch die Lingen
und Azimute der Verbindungslinien verbessert werden.
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Es wiirde hier zu weit fithren, zu zeigen, wie man den Ausgleich in
der Praxis vereinfacht und ihn dazu in einen solchen nach vermittelnden
Beobachtungen umwandelt.

12. Das astronomische Nivellement. Wir finden so ein System von
Lotabweichungen, welches durch die Wahl eines nach Lage und Form be-
sonders giinstigen Referenzellipsoides vom systematischen Teile moglichst
befreit ist. Die verbleibenden Reste sind dann nur
mehr dem Geoid zuzuschreiben, dessen komplizierte
Form in denselben zum Ausdruck kommt. Man kann
nun die Entfernung zwischen dem Geoid und dem
Referenzellipsoid punktweise bestimmen, vorausgesetzt,

Abb. 12. daf} die Zahl der astronomischen Stationen grofi genug

ist und sie sich so nahe aneinander befinden, dafi die
Lotstérungen nicht mehr ein ganz regelloses Verhalten zeigen. Man ver-
einigt am besten die Punkte zu beildufig geradlinigen Ziigen und be-
rechnet die in die Richtung des Zuges fallende Komponente y der Lot-
abweichung. Geht man dann von einem Punkt aus, in welchem die
Lotabweichung gleich Null ist, so ist fiir einen Punkt in der Ent-
fernung s der Hohenunterschied der beiden Flichen gendhert (Abb. 12):

S av

”

Y A
AN = 206265

Diese Grofle summiert sich von Station zu Station, und wir erhalten

N = Eﬂ.
206265

Hierbei ist nur der geringe Einflul der Kriimmung der Lotlinien
vernachldssigt. Wie man auch diesen beriicksichtigt, zeigt HELMERT in
zwei Abhandlungen?), deren Ergebnisse GarLre2) bei seinen Unter-
suchungen tber das ‘Geoid im Harze verwendet hat.

Man wird meist meridionale Ziige legen, da auch die Breitenbestim-
mungen meist iberwiegen werden; doch wird man auch Ziige in der
Richtung der Parallelkreise legen miissen. Sind mehrfache Verbindungen
moglich, so wird man auch hier zu einem Ausgleichsverfahren greifen.
Diese Methode, die Hohenlage des Geoids gegen das Referenzellipsoid
zu bestimmen, heilit das astronomische Nivellement.

Um ganz streng vorzugehen, wire nun eigentlich das ganze Aus-
gleichsverfahren von Anfang an zu wiederholen, und zwar aus folgendem
Grunde: Wir haben das ganze Netz, welches auf dem Geoid gemessen

1) F. H. HELMERT: Zur Bestimmung kleiner Flichenstiicke des Geoides aus
Lotabweichungen mit Riicksicht auf Lotkriimmung. 1. Mitteil. (Sitzungsber. d. preul.
Akad. d. Wiss. 1900), 2. Mitteil. 1901.

2) A. GALLE: Das Geoid im Harz. (Verdftentl. d. preull. geod. Inst. Neue Folge 61);
dazu: Lotabweichungen im Harz und in seiner weiteren Umgebung. (Ibid. 36.)
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wurde, auf das Referenzellipsoid gelegt, und haben dabei alle Winkel
beibehalten. Hitten wir aber die Beobachtung gleich auf dem Referenz-
ellipsoid gemacht, so hitten wir andere Winkel gemessen. Solange die
Beziehung zwischen den beiden Fliachen nicht bekannt ist, bleibt auch
nichts anderes iibrig, als die Winkel ungeindert zu ibertragen. Wenn
aber diese Beziehung durch ein Lotabweichunssystem festgelegt ist, so
lassen sich die zugehorigen Winkelreduktionen berechnen.

Auch die Reduktion wegen Hohe (S.15) wire statt mit der See-
hohe mit der Hohe iiber dem Referenzellipsoid durchzufiihren. Die
beiden unterscheiden sich um die Grofle N.

Ferner haben wir die Basis auf das Meeresniveau reduziert; nun kann
die Basismessung auf das Referenzellipsoid bezogen werden, wozu wieder
dic oben abgeleitete GréBle N gebraucht wird.

Wenn man aber, wie frither gezeigt wurde, jenes Referenzellipsoid
sucht, welches sich in dem betreffenden Gebiete dem Geoid am besten
anschlielt, so vermeidet man das systematische Anwachsen der Lot-
abweichungen vom Ausgangspunkte an. Es bleiben die Winkelreduktionen
auf das Referenzellipsoid immer so klein, dafl eine Wiederholung des Aus-
gleiches sich kaum lohnen diirfte. Man begniigt sich somit mit dem
ersten Resultate.

Das Schluflergebnis des gesamten Komplexes von Operationen ist also

1. die Bestimmung des giinstigsten Referenzellipsoides nach Grofe,
Form und Lage;
die punktweise Bestimmung des Geoides durch die Hohendiffe-
renz N zwischen Geoid und Referenzellipsoid.

&)

Was nun die Resultate betrifft, die auf diesem Wege gewonnen
wurden, so ist in erster Linie zu erwdhnen, dafi — wie sich ibrigens von
vornherein vermuten lifit — das Referenzellipsoid, welches den besten
Anschluff an das Geoid gibt, bei Gradmessungen in verschiedenen Ge-
bieten sehr verschieden ausfillt, woraus wir schlieen mussen, dafi das
Geoid in seinen einzelnen Teilen durch verschiedene Ellipsoide dargestellt
wird. Man kann also von einem ,,Erdellipsoid", welches allen Anforde-
rungen entspricht, nicht reden. Was die Dimensionen der Erde betrifft,
so laf3t sich aus HELMERTS Angaben?) folgende Zusammenstellung ableiten.

Bezeichnet a, die Aquatorhalbachse der Erde nach BEsseL, so findet

. . I
sich unter Beibehaltung der Besserschen Abplattung soois

99-15

russ.-skand. Gradmessung a = ag 4+ 1058 m == 127

westeurop. Bogen =ay+ 538 =153
nordl. Teil = ay+ 788 £ 400
siidl. Teil =ay+ 145 £33

1) R. HELMERT: Die Grobe der Erde. 1. Mitteil. Sitzungsber. d. preub. Akad.
d. Wiss. 1906, XXVIII. Vgl. auch: Verhandl. der XV. allg. Konferenz der intern.
Erdmessung. Budapest 1906, Beilage B XIV.
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europ. Lingengradmessung in 52°Br. = ¢y+ 594 == 1035

westl. Teil =ay+ 475 =166

ostl. Teil =ap+ 1236 =505

nach neuen Verbesserungen =ay+ 660 =103

russ. Teil. =ay— 47 =650

Vereinigte Staaten?) =ay+ 991 ==L 53

Man erkennt, dafl die Grofie des Referenzellipsoides in den einzelnen
Teilen um mehrere hundert Meter schwankt. Die Genauigkeit, welche
erreicht ist, betrigt abgesehen von den Teilresultaten etwa == 150 m.
Von weiteren Arbeiten, die Resultate in dieser Richtung erwarten lassen,
wurde schon oben gesprochen.

Die Untersuchungen iiber die Form des Geoides konnten bisher aus leicht
begreiflichen Griinden in grofiem Mafistabe nicht durchgefithrt werden, ist
doch hierfir ein aulerordentlich dichtes Netz von astronomischen Stationen
notwendig, das noch nicht vorliegt. Fir den &stlichen Teil der Vereinigten
Staaten hat Hayrorp schon 1903 auf Grund eines graphischen Verfahrens
versucht, die Geoidform abzuleiten®). An Detailuntersuchungen kleiner
Gebiete sei hervorgehoben die schon erwahnte Arbeit GaLLEs iiber den Harz,
und die Arbeit ScuumanNs {iber das astronomische Nivellement in Krain3),
ferner die Arbeiten in Hessen4), Wiirttemberg 5) und der Schweiz$).

II. Die Bestimmung des Geoides aus Schwere-
messungen.

1. Die Eigenschaften der Niveauflichen.

Zunichst ist der Beweis zu fithren, dafl die Bestimmung der Form
der Erde aus Schweremessungen iiberhaupt méglich ist. Dieser Beweis
gelingt auf Grund einiger wichtiger Eigenschaften der Niveaufliachen,
die im folgenden zur Besprechung gelangen sollen.

Wenn wir eine Masse lings einer horizontalen Fliche verschieben,
die im Ubrigen ganz beliebig gestaltet sein kann, so wird dabei keine
Arbeit geleistet. Wenn wir von einem beliebigen Punkte des Raumes
eine Masse auf die Fliche bringen, so ist die von der Masse dabei gc-

1) HeLMERT: Uber die Genauigkeit der Dimensionen des HavForDschen Erd-
ellipsoides. Sitzungsber. d. preuf. Akad. d. Wiss. 1911 I

2) Generalbericht der 14. allg. Konferenz der intern. Erdmessung. 1903. 1. Bd.
Annexe A II.

3) R. SCHUMANN: Vorldufige Untersuchung iiber ein astronomisches Nivellement
bei Laibach in Krain. Veroffentl. d. Gradmessungsbureaus in Wien. XVI. Bd.

4} Astronomisches Nivellement durch das GroBherzogtum Hessen (Versffentl. d.
hessischen Kommissars f. d. intern. Erdmessung).

5) Astronomisches Nivellement durch Wiirttemberg (Verdffentl. d. wiirttember-
gischen Kommission f. d. intern. Erdmessung. Stuttgart 1909).

6) Procés-verbal de la 63i¢me séance de la commission géodésique Suisse tenue
le 31 mars 1917 (Neuchitel 1917).
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leistete Arbeit von dem Wege unabhingig. Gibe es namlich einen anderen
Weg, auf welchem die geleistete Arbeit geringer wire, so konnte man
diesen als Riickweg zum Ausgangspunkt benutzen. Man konnte dann
auf diese Weise immer wieder aus Nichts Arbeit gewinnen, was unmog-
lich ist. Wiahlen wir den Ausgangspunkt im Unendlichen, so kénnen
wir sagen: Die Niveaufliche enthilt alle Punkte, welche aus dem Un-
endlichen mit gleicher Arbeitsleistung erreicht werden kénnen. Wir
kénnen somit jeder Niveaufliche und somit iiberhaupt jedem Punkte
des Raumes einen Arbeitswert W zuweisen, der die Arbeit angibt, die
geleistet werden muf}, um die Masseneinheit aus dem Unendlichen in
den gegebenen Punkt zu bringen. In diesem Sinne ist W eine Funktion
des Ortes, also z. B. der drei rechtwinkligen Koordinaten x, y, 2:

W= Wix,y,32. (1)
Die Gleichung

W= Wixyz) = C (2)
stellt die Gesamtheit aller Punkte dar, in welchen W den gleichen Wert
annimmt, sie ist also die Gleichung der Niveaufliche.

Die samtlichen Niveauflichen unterscheiden sich durch die ver-
schiedenen Werte der Konstante C.

Wenn wir von einer Niveaufliche W = C zu einer benachbarten
iibergeben, so 4ndert sich C in C -4d C. Bei diesem Ubergang wird eine
Arbeit geleistet, welche gegeben ist durch: Kraft x Weg. Fiir die Niveau-
flache der Erde ist die Kraft gegeben durch: Schwerebeschleunigung x Masse.
Die letztere nehmen wir gleich der Masseneinheit. Ist der Abstand zweier
Niveauflichen an irgendeiner Stelle gleich dk, die zugehdrige Schwerc
gleich g, so ist die Arbeit gleich gdh, somit

dC = —gdh,
wobei das Minuszeichen bedeutet, dafl bei Erhebung iiber die Erde, also
bei positivem 4k, Arbeit gegen die Schwere geleistet werden muf. Da
auf der zweiten Niveaufliche C’' = C 4+ dC wieder eine Konstante ist,
so ist auch 4C konstant. Zwischen den beiden Niveauflichen ist somit
iiberall

gdh = const. (3)

Wo also g einen grofieren Wert hat, ist d4 kleiner, die Niveauflichen
liegen enger beisammen, und umgekehrt, wo g kleiner ist, treten sie
weiter auseinander. Da g nirgends unendlich wird, kann d% nicht Null
werden. Zwei Niveauflichen mit verschiedenem C konnen sich also
weder schneiden noch beriihren.

Da wir auch fir d C : dW setzen kénnen, so folgt

1Y/

AW = —gdl oder g= — v (4)

Die Funktion W hat also die Eigenschaft, nach % differenziert die
Schwere zu liefern.
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Legen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem so, daf3 die z-Achse
in der Richtung nach abwirts fillt, die x- und y-Achse daher in die Niveau-
fliche zu liegen kommen, so ist:

oW LY /4 oW oW

e o ° Fy—=° 3 - T & (s)
Fithren wir wir ein beliebiges anderes Koordinatensystem %'y’ 2z’ durch
die Transformationsgleichungen:

x' = xcosay +y cosfy + z cosyy

3 = x cos ay | y cos iy 4 z COS Yy
7 = x cosag + y cos B3 + z cosys
ein, so ist
gZ,V bai aajl/,l'/ % g gi bb—l/gco 1—]—%—@,/cos ay ab”,/jcosa;; =o
O 3x 3w ¥y oW 3z MV

P’i—i—b 1005ﬂ2 WCOSP’3=°

YRy +by ) 3z dy
O d o by W d¥s bW oW ow
Wg Wbs__*—gzu' 352 2 ;COS/1+a 7 005/2+ 7 COSy3 =g

Oder mit Hilfe der bekannten Gleichungen, die zwischen den Richtungs-
kosinus bestehen:
LY /4 174 o .
o TECOSTL Gy TS Gy = g Cosy (6)
Y1, y2 und 5 sind aber dic Neigungswinkel der alten z-Achse, welche
mit der Richtung der Schwere zusammenfillt, gegen die drei neucn
Achsen. QZ, b_l/ll/" b_I/Z sind also dic Komponenten von g, die in die
0x' 7 2y 0z
neuen Achsenrichtungen fallen. Es folgt also, dafl die Funktion W, nach
einer beliebigen Richtung differenziert, die in diese Richtung fallende Kom-
ponente der Schwere liefert. Eine solche Funktion heifien wir das Pofential
oder Kriftefunktion. Die Niveauflichen sind daher Fldchen gleichen
Potentials oder Potentialfidchen.

Wir kénnen die allgemeine Gleichung der Niveauflichen leicht ab-
leiten. Es seien X, Y, Z die Anziehungskomponenten der Erdmasse,
die wir uns beliebig gestaltet und aus Massen verschiedener Dichte zu-
sammengesetzt denken kdnnen, auf einem Punkt P (¥, v, 2) mit der Masse I.
Der Koordinatenanfangspunkt liege im Schwerpunkt.

Sind %', 9, 2’ die Koordinaten eines Massenelementes dm der Erde,

so ist:

X =l/%2(“;+l) dm
Y=f @':” n =k e ()
kz

d w,
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2
indem £ :;m die Anziehung in der Verbindungslinie der beiden Punkte,
! ! ’ .
und Z x, 4 p y’ 7% die Kosinus der Richtungswinkel sind, welche
¢ e

die Verbindungslinie mit den drei Achsen einschliet. Die Integrale sind
iber die ganze Masse der Erde zu erstrecken.

Die Komponenten der Fliehkraft in den drei Richtungen sind, wenn
wir die z-Achse zur Rotationsachse wihlen und w die Umdrehungs-
geschwindigkeit ist:

+ wix H w2y o (8)

Es sind also die drei Komponenten der Schwerkraft:
2(x —
g =fi€—(x63 %) dm + w2x
22( ) —
o= [P gy, .

%2(z — 2z
gz———‘/‘e (63 —)a'm.

Die Funktion W, welche, nach den drei Richtungen x, y, z differen-
ziert, g, gy, 8. ergibt, ist:

24 2 2
W=f7m+%(x2+y2)=V+L:~(x2+y2). (10)

Fir Punkte, die an der Erdrotation nicht teilnehmen, fallt das zweite
Glied rechts weg.

Bezeichnet do cin rdumliches Winkelelement, dessen Scheitel im
Punkte P liege, so konnen wir d m in der Form schreiben:

dm = e2dade.

dm ist also von der Ordnung 2, (x'—x) d m von der Ordnung ¢3. Es
bleiben also die Integrale (9) auch an der Stelle ¢ = 0 endlich; um so
mehr das Integral (10). Es ist also das Potential und seine ersten Ab-
leitungen in allen Punkten endlich und stetig.

Beziiglich des zweiten Differentialquotienten gilt das nicht mehr.
Bei der Untersuchung iiber ihr Verhalten unterscheiden wir zwischen
Punkten, die aulerhalb der Erdmasse liegen, und solchen, die innerhalb
liegen.

Punkt P auBlerhalb. Gleichung von Laplace. Fiir einen Punkt

auflerhalb der Erde ist die Funktion % mit ihren sdmtlichen Ableitungen

stets endlich und stetig. Es ist also auch die Funktion W auflerhalb der

Erde mit allen ihren Ableitungen beliebig hoher Ordnung endlich und

stetig. W hat somit weder Kanten noch Ecken und es konnen, solange

g >>oist, auch keine Selbstberiihrungspunkte und Schneiden vorkommen.
Wir bilden aus (9) und (10)
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14 2w Edm de 22dm

_— _ == — —_ . 2
Ox &= dx2 3 et (* %) dx el +ow
oW 2w kdm , , o de k2dm
3y = & WZ-—?’ ()’—)’)'E— T—Fw‘"’
oW 62W ‘/’k%’m , de ./‘Ha’m
B & = S
oder

2w kdm , k2dm

dx2 R (" — )2 _f g o

%%V /‘ k2d m Y — 2 — /thf’m 1w

62 PV l2d m (o — o) Y208 m

(2 z)2 — e

Daraus ergibt sich
NW 8w
dx2 T oyt T 3z
Fir Punkte, welche an der Rotation nicht teilnehmen:
LY 2N ) N £ 4
a2 Ty T a2
Dies ist die Laplacesche Gleichung. Sie gilt fiir das Gravitationspotential
auflerhalb der anziehenden Massen.

= 202, (11)

= o. (12)

Punkt P innerhalb. Gleichung von Poisson. Liegt der Punkt P
innerhalb der Erdmasse, so schliefen wir ihn zunichst durch eine kleine
Kugel aus (Abb. 13). Das Potential
zerfillt dann in zwei Teile. Der erste d
Teil rithrt von der gesamten Masse her
mit Ausschlufl der kleinen Kugel. Fiir l
diese Massen ist P ein duflerer Punkt.

/
9 g

Abb. 13. Abb. 14.

Das zugehorige Potential sei V,. Den zweiten Teil bildet das Potential
der kleinen Kugel, die wir zundchst noch als endlich annehmen, spiter
aber unendlich klein werden lassen. Wir kénnen deshalb die Dichte dieser
Kugel als konstant und gleich der Dichte in P voraussetzen. Dieses Po-
tential sei V;. Endlich sei F das Potential der Fliehkraft.
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Somit
W= Vo~ Vi+ F. (13)
Wir brauchen nun einen Ausdruck fiir das Potential V; einer Kugel auf
einen Punkt in ithrem Innern. Wir legen den Anfangspunkt eines Koordi-
natensystems in den Mittelpunkt der Kugel und lassen die z-Achse durch
den angezogenen Punkt P gehen. Der Abstand von P vom Mittelpunkte
sei a, der Radius der Kugel R. Sind 7, ¢, A die Polarkoordinaten eines
beliebigen Punktes P’ der Kugel, so ist (Abb. 14)
PP =¢=Val+ 72— zarcosp. (14)
Das Volumelement wird ein unendlich kleines Prisma, welches den
Meridianbogen 7d¢ und den Bogen des Parallelkreises 7sing d4d zu
Grundkanten und d7 zur Hohe hat. Ist ¢ die Dichte, so ist das Massen-
element:

dm = Irtsing drdop di. (15)
Wir erhalten somit
R n2n

9 o ,
V}-=Kz29ff[r sm(pzjrdfpdﬂ, (16)
00 0

wobei die Integration liber die ganze Kugel zu erstrecken ist, also in
bezug auf 7 von 0 bis R, in bezug auf ¢ von 0 bis 7, in bezug auf 4 von
0 bis 2.

Die Integration nach A 148t sich sofort ausfithren und gibt den Fak-
tor 2st. Statt ¢ fihren wir die Variable ¢ ein. Es ist nach (14)

2¢de = zarsingp do

oder rsing dp = f%

Zur Grenzbestimmung dient folgende Uberlegung: Setzen wir in (14)
@ =0, so erhalten wir

e=a—yr oder ¢=7—a.

Den ersten Wert miissen wir nehmen fiir alle Punkte der Kugel mit » < q,
denzweiten Wert fiir alle Punkte mit # > a; fiir ¢ =z wird in beiden Fallen
e=a- r.

Das Integral zerfillt also in zwei Teile; im ersten geht # von 0 bis ¢, im.

zweiten von @ bis R. Also:

a atr R rda
v — zny{}j‘/"rdrde kz&ffra’rde
2
= 27k J/ 72dr + 2nk23fzrd;
(17)
4%&20 a3 ) ? a?
a + 7wk 3(2 2)
2
= 27t/e29(R —‘i)-
3

Einlithrung in die Geophysik. 3
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Es ist also

W=7, +27r,é23(R2—*)+ (#2 4 52). (18)
Gehen wir zur Grenze iiber, indem wir R und a gleichzeitig Null werden
lassen, so bleibt

2
=+ 5. (x9)
Es bleibt also auch das Potential auf den inneren Punkt iiberall endlich
und stetig. Da die Dichte - im angezogenen Punkte nicht mehr vor-
kommt, so gilt das auch an der Grenzfliche zweier Medien, wo sich &
sprunghaft idndert.
Wir bilden nun die ersten Differentialquotienten von (18). Sind &, 7, §
die Koordinaten des Mittelpunktes der kleinen Kugel, so ist

W=Va+

@t = (E— )+ — o — (L — a2,
Somit

OW _ Ve | 4 990 2

ax—bx—}—snle&(s x) + wix

oW YV, 4

—_— = 4+ — kI (n — w?
T3 (n—2) + w2y
W WV,

ETARE T

Gehen wir hier zur Grenze iiber, so wird § —x =5n—v ={-—z=0.
Es bleiben also auch die ersten Differentialquotienten des Potentiales
auf einen inneren Punkt stetig, auch an Stellen, wo sich die Dichte sprung-

haft dndert.
Die zweiten Differentialquotienten werden

né%?(( — z).

2 ¥y, 4
—_— = — — 2 L/ 2
e 32 3 Tk + w
2w V., 4
2 T e 4 oy 2
Y by 3 b4 + w (20)
W 2, 4
e = ae T R
Bilden wir die Summe der drei Gleichungen (20), so wird
W W W 3V, | 0., | 8,
- = _— 229 2,
0x2 dy2 022 dx2 T dy2 + 032 an +zo
Da nun V, der Larraceschen Gleichung geniigt, so erhalten wir
oW W W
™) 3 FYS M 4Tk I + 2 w2, (21)

Fir die Anziehungskraft allein wird:

[
dx2

a2

wr
022

2
L = — gAY,
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Es sind also die zweiten Differentialquotienten endlich und stetig, so
lange in ¢ kein Sprung vorkommt. Wo sich aber % unstetig dndert,
da andern sich auch die zweiten Differentialquotienten unstetig. Es
folgt daraus, daBl beim Durchgang einer Niveaufliche durch eine Un-
stetigkeitsstelle der Dichte sich ihre Kriimmungsverhiltnisse unstetig
andern, wihrend die Fliche selbst ohne Unstetigkeit und ohne Kanten
und Ecken in das neue Mittel eintritt. Die Niveauflichen setzen sich
daher aus Stiicken verschiedener geometrischer Flachen zusammen, die
an den Stellen der Dichtespriinge stetig ineinander ubergehen. Die
Beziehung 22 heif3t die Poissonsche Gleichung.

Meridiane und Parallele. Wir haben tiber die Erde gar keine Voraus-
setzung gemacht. Die obigen Satze gelten fiir eine beliebig gestaltete und
zusammengesetzte Erde, die also auch gar keine Ahnlichkeit mit einer Kugel
oder einem Ellipsoide haben miiite. Aber auch unter diesen Umsténden ver-
lieren die alten Definitionen der Meridiane und Parallelen nicht ihre Be-
deutung. Eine Ebene senkrecht zur Rotationsachse gibt uns die Richtung des
Aquators. Alle Punkte, deren Lotrichtung dieser Ebene parallelsind,gehéren
dem Aquator an. Alle Punkte, deren Lotlinien mit dieser Ebene den
Winkel B einschlielen, bilden zusammen den Parallel mitder geographischen
Breite B. Legen wir durch die Lotrichtung eines Punktes eine Ebene
parallel zur Rotationsachse, so stellt diese die Meridianebene des Punk-
tes vor. Diese Ebene wird also im allgemeinen die Rotationsachse selbst
nicht enthalten. Die Gesamtheit aller Punkte, deren Meridianebene unter
sich parallel sind, bilden den, geographischen Meridian.

Meridiane und Parallelen sind geschlossene Linien, welche aber an
Ubergangsstellen, wo die Dichte einen Sprung macht, Knickungen auf-
weisen. Dies ist aus folgendem ersichtlich. Die Richtung der Meridian-
ebene eines Ortes ist durch die Richtung der Schwere gegeben, welche
ihrerseits von den Werten der drei Schwerkomponenten MV, b—W, b—I/—V

ox’ dy’ 0z
abhingt. Fir einen benachbarten Punkt gleicher Linge sind die zu
diesem zweiten Punkte gehérigen Schwerekomponenten mafigebend.
Der Unterschied in den Schwerekomponenten der beiden Punkte wird
aber von den zweiten Differentialquotienten abhingig

sein, die nach dem friheren an Stellen der Unstetig- N
keit der Dichte, selbst Unstetigkeiten aufweisen. Die o
Meridianlinien miissen also ansolchen Stellen Knickungen e
zeigen. Das Gleiche gilt von den Parallelen. &

Der Name ,,Paralleléress* kann natiirlich nicht Abb. 135.

aufrecht erhalten werden, weil diese Linien keineswegs

mehr Kreise sind. Mit HELMERT spricht man daher nur von ,,Parallent.
Es ist nicht ausgeschlossen, dafl eine solche Linie aus zwei oder

mehreren Ziigen besteht, die cine Zeitlang getrennt verlaufen. Ist z. B.

in Abb. 15 N ein Stiick der Erdoberfliche lings eines Meridians und

3*
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AB, CD und EF parallele Lotrichtungen, so haben 4, C und E gleiche
geographische Breite. Das kann aber nur eintreten, wenn die Kriam-
mung der Niveaufliche stellenweise negativ wird. Ebenso wire es nicht
ausgeschlossen, dafl mehrere Punkte existieren mit der Breite 9o°, also
mehrere Pole; es miiiten die Lote dieser Orte parallel der Erdachse sein.

Negative Krimmungen treten immer auf, wo die Niveauflichen in
eine Gebirgsmasse eintreten, doch beschréanken sie sich auf so kleine Raume,
daf} sie praktisch nicht in Frage kommen?).

Satz von Gauss. Es sei eine beliebige Flidche S gegeben; das Ober-
flichenelement do im Punkt A4 habe von einem beliebigen Punkte P
den Abstand # (Abb. 16). Der Winkel
zwischen # und der nach auflen gerich-
teten Normalen # sei (nu). Wir be-
trachten das Integral

J=[ gz

Wir machen den Punkt P zur Spitze

eines unendlich diinnen Kegels mit dem

raumlichen Offnungswinkel dw. Dieser Kegel trifft die Fliche S in den

Punktend,, 4,5, A3, A4 in den Entfernungen #, s, 15, 144 vom Punkte P.
Es ist dann

Abb. 16.

—idw uldw —idw utdw
= 0'2=———— (7327—— 04_———

cos (rg 7). cos(ngug) _ cos (ngug) cos (724 24)
Da die d o wesentlich positiv sind, so muf} dort, wo die Winkel in zweiten
Quadraten liegen, d.i. an allen Eintrittsstellen des Kegels, ein negatives
Vorzeichen gesetzt werden. Die Summe der zu dw gehorigen Elemente

des Integrals wird also

—dw fdow—dw—+do+4 -
Ist nun P cin Punkt auflerhalb F, so ist die Zahl der DurchstoSpunkte
immer eine gerade; die Summe wird also Null und zwar fiir jeden beliebigen
Elementarkegel mit der Spitze in P; somit verschwindet das ganze
Integral J; also

]:fggs(nﬂ) do = o fiir P auBerhalb .S. (24)

22

doy

Liegt der Punkt (P") dagegen innerhalb S, so ist die Zahl der Durchstof3-
punkte immer ungerade, und es bleibt bei jedem Elementarkegel ein
positives dw ibrig; J reduziert sich somit auf

J=Jdw.
1) Nach M. BRILLOUIN: Mémoire sur l'ellipticité du géoide dans le tunnel du

Simplon (Mémoires presentées par divers savants & 'acad. des sciences de l'inst. de
France, tome XXIII) sind auch in Tunnelbohrungen negative Kriimmungen vorhanden.
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Da nun fiir einen Punkt innerhalb S alle 4w um P’ herum in Betracht
kommen, so wird

f=f’% d6 = 4m fiir 2 innerhalb S. (25)

Wir betrachten nun einen beliebigen Korper und eine beliebige
Fliche S, die ihn vollstindig umschlieit. Es sei P ein Punkt dieser
Fliche und # seine Entfernung von einem Massenelement dm des Kor-
pers. Die Anziehungskomponente senkrecht zur Fliche S ist dann

%%—_— — &2 % - cos (nu),
wobei das Integral Gber die ganze Masse auszudehnen ist.

Multiplizieren wir nun mit 4o und integrieren iiber die ganze Fliche S,

so wird

W o= — a2 dmfwda. (26)
J dn J 7

Da nun alle Massenelemente innerhalb der Fldche S liegen, so ist

das letzte Integral nach (25) gleich 47; somit
Z—Z-a’o‘: — 4kt [dm = — q4mwA2M. (27)
Das ist der Ausdruck des Satzes von Gauss.

Bildet man also fiir eine die ganze Masse umschlieende Flache S
die Komponenten der Anzichungskraft, die mit der Normalen zusammen-
fallen, nach auflen positiv gerechnet, multipliziert mit dem zugehorigen
Flachenelement, und integriert iber die ganze Fliche S, so ist das Resul-
tat gleich — 47vk2 mal der ganzen eingeschlossenen Masse.

Satz von Greenl). Es sei F eine Funktion, welche in einem ge-
gebenen Raume T iberall endlich und stetig bleibt. Es ist dann

j_—_fffg—fdxdydz=ff(F2—E)dydz,

wenn F; und F, dic Werte von F an jenen Stellen bedeuten, wo eine
zur ¥-Achse parallele Gerade in T eintritt oder aus 7T austritt und das
dreifache Integral links {iber den ganzen Raum T, das zweifache rechts
uber seine Oberfliche ausgedehnt ist. Dafiir kénnen wir, dhnlich wie
beim Gaussschen Satze schreiben

f=/deacosa,

wenn a der Winkel ist, den die nach auflen gerichtete Normale zur
Flache mit der x-Achse bildet. Bezeichnen wir mit d# das Linienelement
der Normalen nach aufien gerichtet, so ist

dx

cos ¢ =
an

1} F. TissERAND: Traité de mécanique céleste, tome IL
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r=ffr e

oder, da dxdy dz=dv ist,
fbidw —/Fax . da, (28)

wo das erste Integral iiber den Raum 7, das zweite {iber seine Ober-
fliche erstreckt ist. '

Wir nehmen nun an, wir hitten zwei Funktionen U und V, die
beide innerhalb 7" endlich und stetig seien, und wir betrachten das iiber
T ausgedehnte Integral

-
f(bU 6_7_{_&' bV "1 bblzf)dy

und daher

(29)

Es ist dann

= /bx( .)"7 +./a ( bV)’Z +sz( )d”

[ (62V b2V bQV)[Z
02 v

oder abkiirzungsweise

T ey Sl e R N L P AT A P

Auf die letzten drei Integrale kiénnen wir den eben unter (28) a

bV
geleiteten Satz anwenden, indem wir fiir F der Reihe nach Uaf U 3y

und U:—ZV setzen. Es wird dann

OV dx bI/ 0y oV 0z
/= —fWﬂV”’i'Jff"/(m R YR ik A Ll

=_fU42V{zy+fU Mf (31)

Wir denken uns nun den Raum 7 von zwei Flichen S und S’ begrenzt..
Die innere Fliche S umschlieBe alle anziehenden Massen deren Summe
wieder M sei; die duflere S’ sei eine Kugel von sehr grofiem Radius.
Der Raum T enthilt dann selbst keine Massen. Die in S eingeschlossenen
Massen erzeugen im Raum T ein Potential ¥V, welches, da T Lkeine
Massen enthilf, der Bedingung geneigt
42V= o.
Wir ersetzen nun die Massenverteilung innerhalb S durch eine
. . L4

andere, welche auf der Fliche S die gleichen Werte - erzeugt. Das

o7
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Potential dieser neuen Massenverteilung innerhalb T sei V', und es wird
auch fiir diesen Fall

sz’=0
sein. Setzen wir
' V—V =W, (32)
so wird
W LY 20 Y 24
2 _ — = ———— — O.
LW =0 und (a”)s 3 = ° (33)

Wir setzen nun in dem Ausdrucke (29) oder (31) fiir beide Funk-
tionen U und V die Funktion W ein. Da sich hier die Integrationen
iiber den Raum T bzw. seine Begrenzungen S und S’ ausdehnen, so

erhalten wir
AW\ dI\2 dW\2
JIGE)+ G0+
W W

Wegen (33) verschwinden die ersten beiden Integrale auf der rechten Seite
Ist ferner R der Radius der Kugel S’, so wird fiir wachsendes R

2
sowohl V als V' sich mehr und mehr dem Werte %[ nihern. Lassen

wir also R unendlich werden, so verschwindet auch das letzte Integral,
und es bleibt

2 2 2
JG)+ G+ (55 ] = 59
was nur moglich ist fur
W /4 Y74
3. =0° Y =o 5. — ©

Daraus folgt
W = V — V' = const,,
und da fiir R = o0, W= 0 wird, so mu8} die Konstante verschwinden. Somit
v= v (36)

Alle Massenverteilﬁngen, welche auf einer gegebenen Fliche S die

. ; oV . .
gleichen Werte von —— erzeugen, erzeugen auch im ganzen iibrigen

on

Raume das gleiche Potential, welches somit durch die Werte von g—V
n

auf der Fliche S bestimmt ist. Damit ist aber auch der Verlauf aller
Niveaufliachen gegeben. Es ergibt sich somit die Méglichkeit, aus Schwere-
bestimmungen die Gestalt der Niveauflichen zu bestimmen, denn die

LY .
Werte v sind die Komponenten der Schwere senkrecht zur Fliche S.

. . V.
Ist S selbst eine Niveaufliache, so fallt %—”— mit der Schwere zusammen.



40 Die Bestimmung des Geoides aus Schweremessungen.

Um V aus (g—:) wirklich zu berechnen, gehen wir wieder auf
S

Gl. (31) zuriick. Vertauschen wir darin U und V so wird, da J nach (29)
ungedndert bleibt:

d
j=——fV42Ua’zz+ Va—[n/-do
T S

oder mit (31) zusammen
[(vav— vayp)ao -—f(U——VaMU) (37)
T

Diese Gleichung flihrt den Namen Theorem von Green.

Wir nehmen nun fiir ¥V das Potential einer Masse M im Raume F
auflerhalb einer die Masse ganz umschliefenden, sonst beliebigen Fliche S.
Fir U nehmen wir eine Funktion in der Form

U= U, +—,
r

wo 7 die Entfernung von einem beliebig im Raume T gewshlten Punkte P
bezeichne. U, sei eine Funktion, von der wir vorerst nichts voraus-
setzen, als daB sie im ganzen Raume T mit ihren ersten Ableitungen
endlich und stetig sei und im Unendlichen verschwinde. Da nun U im
Punkte P unendlich wird, die Gl. (37) aber nur dort gilt, wo U und V
endlich bleiben, so miissen wir P durch eine kleine Kugel S’ ausschlieflen.
Nach auien denken wir uns 7 durch eine Kugel S’ von sehr grofiem
Radius begrenzt. Es ist dann

f[VJ2(U1+ %)~—(Ul+—;)‘42 V]a’v
Y

[ AT

on r
S!

o b
+§[L(Ul+ )bn Y G+ )da'

In allen Punkten, wo keine Massen sind, also im ganzen Raume T, ist

: . 1 . . .
A,V =0: ebenso ist 4,{—]=0. Es verschwindet somit auf der linken
2 » 2 7

Seite alles bis aufdez U,dv, auch wenn wir S unendlich werden

lassen. In diesem Falle verschwindet auch das letzte Integral rechts,
)
a (U1 + L) L1 und V — 3 ( -+ —I—) klein werden wie #—3, wihrend
r/ n o7 7

do groff wird nur wie 72
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Betrachten wir nun das vorletzte Integral, in welchem wir S’ immer
niher und niher um P zusammenziehen. Ist & der Radius der kleinen
Kugel, so ist, da die Normalen in S’ nach auflen gegen T zu ziehen sind:

dn = —dr und

o (1) 0 _
=== (==
ferner, wenn wir voriihergehend Polarkoordmaten mit dem Pole in P
einfithren:
do = &2sin3 dIdY.
Es wird also

fV ((/] f—)da——fV——ﬁsmb‘dt}dtp+stszi.9‘d¢p

U,
Das erste Integral links verschwindet, wenn & gleich Null wird, da 607:

endlich bleibt. Im zweiten Integral nimmt V' den zu P gehérigen Wert

Vp an, und es wird
z
2z 2

stin&d&a’vJJ: fofsinﬂzz’&a’lp=4an. (39)
S 00
Dagegen wird mit verschwindendem &
27 2

f( (a )Wﬂ"’—/f(a —)*ezsm&d}a’m:o

Es bleibt also von (38) dbrig

Y
deg[]l(l]U——:}ﬁ Vp+[ (Ul )bﬂ Y “,‘d(i' (40)
Wir legen nun U noch folgende Bedingungen auf:
1. Es soll im ganzen Raume T
412 Ul = 0
sein;
2. soll U, so beschaffen sein, dafl in allen Punkten der Fliche S
a(cq + i)
r —
dn -

ist. Die Funktion U fiihrt dann den Namen Greensche Funktion (so-
genannte 2. Greensche Funktion); ihre Existenz wird in der Potential-
theorie bewiesenl). Nach Einfuhrung dieser Bedingungen reduziert
sich (40) auf

1) P. S. LEJEuNE DIRICHLET: Vorlesungen iiber die im umgekehrten Verhiltnis des
Quadrates der Entfernung wirkenden Krifte, herausgegeben von F. GRUBE. Leipzig 1876.



42 Die Bestimmung des Geoides aus Schweremessungen.

14
47rV=f(U1 +~I—)—a’0‘7
< r|on
wo wir den Index P bei V weglassen konnen. Die Gleichung driickt
immer das Potential V' in einem beliebigen Punkte von 7" aus durch die

14
Werte Y auf der Fliche S. Die Funktion unter dem Integralzeichen
7

ist abhingig von den Koordinaten xy z des Punktes, fiir welchen V gilt,
da 7 die Koordinaten von P enthilt. Setzen wir V einer Konstanten
gleich, so bleibt

S+ 2) a0 = fley = c, (1)
S

d.i. die Gleichung der Niveauflichel).
Damit ist die Aufgabe, die Niveaufliche aus den auf einer beliebigen

Y4
Flache S gegebenen Werten 5, 2 bestimmen, geldst.
”

2. Instrumente und Methoden zur Schweremessung.

Wir unterscheiden absolute und relative Schweremessungen. Bei
absoluten Messungen wird die GroBe der Schwere nach physikalischen
Methoden an einer Station selbstindig und unabhingig festgestellt, wih-
rend bei relativen Messungen der Unterschied der Schwere gegen ihren
Wert an einer Haupt- oder Ausgangsstation bestimmt wird.

Das Instrument fiir absolute Messungen ist heute ausschlieflich das
Reversionspendel. Dasselbe beruht auf dem folgenden Prinzip: Zu jeder
beliebigen Achse, um welche ein Kérper schwingt, 1afit sich eine zweite
parallele Achse finden, derart, daB die Schwingungsdauer fiir beide
Achsen die gleiche ist. Der gegenseitige Abstand der beiden Achsen
ist dann gleich der Linge des einfachen Pendels gleicher Schwingungs-

i
dauer, und die Schwere findetsich aus der bekannten Formel # = 717]/;

Ist also die Schwingungsdauer bestimmt, so kommt es nur noch auf eine
moglichst genaue Messung des Abstandes der beiden Achsen an. Auf
diese letztere ist besonderes Gewicht zu legen; es gehoren dazu nicht
nur sehr genaue MeBlinstrumente, sondern auch eine einwandfreie Tem-
peraturbestirnmung des Pendelkérpers, endlich die genaueste Kenntnis
des Ausdehnungskoeffizienten sowohl des Pendels als auch des ver-
wendeten Maflstabes.

Man bringt den Mafistab meist vertikal unmittelbar neben dem
Pendel an, derart, dafB8 ein direkter Vergleich desselben mit dem Abstand

1) Man kann diesen Sitzen auch solche gegeniiberstellen, bei welchen auf der

] . .
Fliche S statt SZ der Potentialwert J” selbst gegeben ist, doch haben diese fiir die
7

Geodisie keine weitere Bedeutung.
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der Pendelachsen mit Hilfe eines Mikroskoptrigers (Komparator) mog-
lich ist. Die Pendelachsen selbst sind durch Achat- oder Stahlschneiden
gebildet, mit welchen das Pendel auf dem Lager aufliegt.

Bei der Bestimmung der Schwingungsdaiier hat sich am besten die
sogenannte Koinzidenzmethode bewidhrt. Man vergleicht die Schwin-
gungen des freien Pendels mit denen eines Uhrpendels von beildufig
gleicher Dauer und beobachtet die Momente, in welchen beide Pendel
gleichzeitig durch die Ruhelage gehen. Ist das Intervall zwischen zwei
solchen ,,Koinzidenzen* gleich N Schwingungen des Uhrpendels, so hat
das freie Pendel in der gleichen Zeit N + 1 oder N — 1 Schwingungen
gemacht, je nachdem es schneller oder langsamer schwingt als das Uhr-

N1

pendel. Die Dauer einer Schwingung des freien Pendels ist also

N‘iv_ - mal der Dauer der Schwingung des Uhrpendels.

Da die gleichzeitige Beobachtung zweier Pendel verwirrend wirkt,
wendet man die stroboskopische Methode an. Man beobachtet das freie
Pendel durch ein Fernrohr, welches derart mit der Uhr in Verbindung
steht, dafl der Durchblick nach jeder Uhrschwingung nur auf einen
kurzen Augenblick méglich ist. Man sieht dann das freie Pendel bei jeder
Offnung des Durchblickes nur um so viel verschoben, als der Differenz
der Schwingungszeiten entspricht. Man kann dann mit grofler Genauig-
keit feststellen, wann das Bild des freicn Pendels die Ruhelage passiert, und
dies fiir den Augenblick der Koinzidenz gelten lassen. Zur Steigerung der
Genauigkeit wird man eine grofiere Anzahl von Koinzidenzen beobachten.

Hat man die Schwingungsdauer des freien Pendels durch die des
Uhrpendels ausgedriickt, so hat man noch wegen des Uhrganges zu
reduzieren. Zu diesem Zwecke mufl man gleichzeitig mit der Reihe der
Pendelbeobachtungen moglichst oft und moglichst genau auf astrono-
mischem Wege den Stand der Uhr bestimmen. Aus der Anderung dieses
Standes innerhalb einer gewissen Zeit folgt dann, wieviel die Uhr im
Laufe des Tages voreilt oder zuriickbleibt, und daraus lifit sich die
Dauer der Uhrpendelschwingung in mittlerer Zeit berechnen, so daf
man nun auch die Schwingungsdauer des freien Pendels in mittlerer
Zeit ausdriicken kann.

Die Zeit zwischen je zwei aufeinander folgenden Koinzidenzen ist
nicht gleich wegen des Einflusses der mit der Zeit abnehmenden GroSe
des Pendelausschlages. Es mufl daher eine Reduktion auf den unend-
lich kleinen Schwingungsbogen vorgenommen werden, da nur fiir diesen

oder

o 7. . :
die einfache Formel { = nl/? gilt. Ist der Schwingungsbogen gleich «,
so gilt fiir eine Schwingung die Gleichung

o2

t0=t(x—?6), (1)
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wenn ¢ die beobachtete und £, die auf unendlich kleinen Schwingungs-
bogen reduzierte Schwingungszeit ist. Bei Koinzidenzbeobachtungen
kommt eine Summierung zustande, die mit Riicksicht auf das kom-
plizierte, von Luftwiderstand und Luftreibung abhingende Gesetz der
Amplitudenabnahme mathematisch ziemlich verwickelt istl).

Auch bei der grofiten Prizision wird es dem Mechaniker nicht mog-
lich sein, ein Reversionspendel zu konstruieren, welches auf beiden
Schneiden genau mit gleicher Schwingungsdauer schwingt. Man erhilt
also zwei verschiedene Schwingungsdauern und aus der Lingenmessung
einen Schneidenabstand, der keinem der beiden Werte als Linge des
einfachen Pendels entspricht.

Bezeichnen wir die Tragheitsmomente des Pendels beziiglich der
beiden Schneiden mit K; und K,, die zugehdrigen Schwingungszeiten
mit #; und {,, ferner mit s; und s, die Entfernung der Schneiden vom
Schwerpunkt des Pendels, mit M seine Masse und endlich mit g die
Beschleunigung der Schwere, so ist nach der bekannten Formel fiir das
physische Pendel:

R K
H =1 = 7 Iy =11 . 2
1 7 ﬂ[gsl ) 2 ( )
Ist I der gemessene Schneidenabstand, so ist

[=s1+ (3)

und die Schwingungsdauer des einfachen Pendels diescr Linge

f=ﬂVZ- (4)

Das Tragheitsmoment um den Schwerpunkt sei K. Es ist dann

W= Ko+ Mst, Ky = Ky + Ms} (s)
und
K s K s
4 = —=0 fy = Bl B 6
PEEY T T e TV g g e
Aus diesen beiden Gleichungen findet man durch Elimination von #
g

leicht:
2 (s} — s3)
§= s — t%s; ) (7)

Fiihren wir dies in (4) ein, so wird mit Beriicksichtigung von (3)

PR VEUUTSY: D VR TR DY
(st — s3)

1 — S

1) TH. v. OpPoLZER: Beitrige zur Ermittlung der Reduktion auf den unendlich
kleinen Schwingungsbogen. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. LXXXVI, 1882.
A. PrReY: Konvergenzuntersuchungen zum Gesetz der Amplitudenabnahme bei Pendel-
beobachtungen. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXV, 1906.
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Dieser Ausdruck 148t sich noch in folgender Weise transformieren: Es ist

o —fn_A+4  H—8 5+

12
§§ — §9 2 2 §4 — $S9
=(l‘1+l‘2)2+(l‘1*—f2)2 f—18 s + 52
4 4 25— 5

Vernachlissigen wir das zweite Glied aui der rechten Seite, was erlaubt
1st, da #; immer sehr nahe gleich ¢, sein wird, so bleibt
2 — (fi +l‘2)2[1 + 2(h — &) 5 +52]
2 +12) 51—

und

tzi_t—lglx ﬁ—fz.51+52]=fl+12+l‘1*‘ﬁ.51+52' (8)

2 H -t 54— 89 2 2 S — o

¢ ist die Schwingungsdauer eines einfachen Pendels von der Linge des
gemessenen Schneidenabstandes. Sie unterscheidet sich von dem arith-
metischen Mittel der beiden beobachteten Schwingungszeiten um die
kleine Korrektion, welche durch das letzte Glied dargestellt wird. Diese
wird um so kleiner, je besser #; und ¢, miteinander iibereinstimmen und
je grofler der Unterschied s; —sp ist. Es muf} also der Schwerpunkt
sehr unsymmetrisch liegen. Man konstruiert die Pendel meist so, dafl
der Schwerpunkt in 2/ der Linge zu liegen kommt. Man bringt zu
diesem Zwecke an der Pendelstange zwei duflerlich symmetrische, dem
Gewichte nach stark verschiedene Pendelkérper an, und 148t das Pendel
einmal mit dem schweren Gewichte unten, dann mit dem schweren
Gewichte oben schwingen.

Statt das Pendel umzukehren, kann man auch bloff die Gewichte
vertauschen. Am vorteilhaftesten ist es, wenn die Gewichte in das Innere
der Pendelstange versenkt sind. Man erreicht damit beim Vertauschen
der Gewichte die vollkommene Identitit der dufleren Oberfliche, was
mit Ricksicht auf die umgebende Luft sehr wichtig ist (Apparat von
DEFFORGES).

Der Einfluf der wmgebenden Luft macht sich in dreifacher Weise
geltend: 1. durch die Reibung zwischen Luft und Pendelkérper, 2. durch
den Auftrieb, 3. durch die Masse der mitbewegten Luft. Der erste Punkt
macht sich durch Auftreten eines der ersten und eines der zweiten Potenz
der Geschwindigkeit proportionalen Gliedes in der Differentialgleichung
der Pendelbewegung bemerkbar. Die Integration liefert das Gesetz
der Amplitudenabnahme, welches bei der schon erwidhnten Reduktion
auf den unendlich kleinen Schwingungsbogen in Anwendung kommt.

Der Auftrieb #andert das Drehmoment der Schwere. Ist M, die
Masse der verdingten Luft und s; die Entfernung ihres Schwerpunktes
von der Drehungsachse, der mit dem Volumschwerpunkt zusammenfallt,
50 ist in (2) statt M's; oder Ms, zu setzen:

Msy — Mys;; Msy— Mys;.
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Durch die Masse der mitgefiihrten Luft erfahrt das Tragheitsmoment
eine Verinderung. Bezeichnen wir diesen Zuwachs mit %, so haben wir
statt (2) nunmehr die Gleichungen

Ko+ Msi—+ % ]/K0+Ms2+»é
t :nl/ Lo Mg e,
! csi— Mys) TV g, — Mis) (9)

Ist wieder / =s; s, die Linge des einfachen Pendels von der

. . ‘ . .
Schwingungszeit ¢, also ¢ =71:V?, so findet man leicht:

1} (st 4 52) (Msy — My 5) = £2(Ko + # + Ms?)
£3 (s s9) (Msy — My s) = £2(Ky ~+ & —+ M)
und daraus durch Elimination von Ky %:

M5y 8] — sy 85) — Mysi (—15) _Ssifi—sf My s
2= (s +s9) - 9 _ = )

M(s — s3) 5 —sq M $1—Sg
Das erste Glied rechts ist das Quadrat der ohne Riicksicht auf die Luft
berechneten Schwingungszeit. Nennen wir diese voriibergehend z, so ist

M; st — 1) )
— (10)
M syt — 5923

Da #; und ¢, nahezu gleich sind, so ist der Zihler des 2. Gliedcs eine
sehr kleine Grofie, wihrend der Nenner von der Ordnung s; — s, ist, welche

(#—4).

12 — 1;2(1 —_—

Grofle absichtlich moglichst groff gemacht wird. Da% auch sehr klein ist,

so ist das ganze Glied so unwesentlich, dafl es vernachlissigt werden kann.
Es bleibt dann wieder
=z, (11)

Durch das Prinzip des Reversionspendels wird also auch dieser Teil des
Lufteinflusses eliminiert.

Zur Reduktion der Beobachtungen sind noch eine Reihe von Unter-
suchungen und daraus entspringende Korrektionen nétig. Sie betreffen
die Form der aus Stahl oder Achat gebildeten Schneiden, auf welchen
die Pendel schwingen, sowie die Deformationen, welche diese und die Lager
unter dem Druck des Pendelgewichtes erleiden, ferner das Rollen und
Gleiten der Schneiden auf dem Lager, die Deformation des Pendels und
des Mafistabes unter ihrem eigenen Gewichte, sowie eine eventuelle
elastische ‘Deformation des Pendels selbst?).

Zu den wichtigsten Korrektionen gehort die wegen des Mitschwingens
des Stativs und des Untergrundes. Bezeichnet ¢ einen Elastizitits-
koeffizienten, M die Masse des Pendels, s den Schwerpunktabstand von

1) F. KUuNEN und TH. FURTWANGLER: Bestimmung der absoluten Grébe der
Schwerkraft zu Potsdam mit Reversionspendeln (Verdffentl. d. preub. geod, Inst. Neue
Folge Nr. 27). R. HELMERT: Beitrige zur Theorie des Reversionspendels (Verd ffentl.
d. preull. geod. Inst. und Zentralbureaus der internat. Erdmessung, 1898).
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der Schneide und [ die Liange des zugehdrigen einfachen Pendels, so ist
die durch das Mitschwingen gestdrte Schwingungsdauer ¢

£ = t(: Mg:)

2e 2
Es ist also fiir Schwingungen mit schwerem Gewichte oben bzw. unten:
H=nrl/ Ko ﬁ(l _%i) 4= K 5_2(1 A[gS?) (12)
Mgs, g g2 Mgsy ' g 282

) K o .
Damit man aufler jl—[o— auch noch - eliminieren kann, miissen noch
/4 &

weitere Beobachtungen gemacht werden, bei denen %— andere Koeffi-

zienten erhdlt. Man erreicht das dadurch, dal man ein zweites Pendel

nimmt, welches dem ersten duflerlich gleich ist, aber ein anderes M hat,

wie es bel v. OpporzeERr1) geschieht. Setzt man in Formel (7) (S.44)

fir die Schwingunszeiten die Ausdriicke (12) ein, so wird unter Ver-

nachldssigung von Gliedern zweiter Ordnung

mi(st — s3) _7‘2(5%—5%)[1 Mg t}si— tzsz]
Mg( tfs) — tisy Re t251 — 359

I2¢

Bezeichnen wir nun die nach (7) mit dem einen Pendel gefundene

Schwere mit gy, die mit dem anderen gefundene mit g,, so ist

e
5

sy — t2s9 — 35t — ¢2s3)

. Mg 251 — t2 52]
g-gi[ + Ze  ths; — thsy
_ Mg f125¥'_t§53]
g—g2[1+ Pé‘ f%Sl——fgSg

Da nun wegen der vollstindigen Proportionalitdt der Dimensionen beider
Pendel der Koeffizient von M, bzw. M, in den beiden Gleichungen der
gleiche ist, so findet man
&My — M) = g1 My — &2 M,
oder nach einfacher Transformation
_&Mr—eM 1 I My + M,

My, = I, ) (&1 + &) + ) (1 — &) a— (13)
Noch besser ist es, das zweite Pendel kiirzer zu nehmen, ithm aber die
gleiche Masse zu geben, nach dem Vorgange von DeFrorGes?2). Man hat
dabei den Vorteil, dafl der Druck auf Schneide und Unterlagen der gleiche
bleibt.

1) C. S. PElrcE: De l'influence de la flexibilité du trépied sur I'oscillation du
pendule & reversion (Verhandl. d. V. allgem. Konf. d. europ. Gradmessung zu
Stuttgart 1877); Bestimmung der Linge des Sekundenpendels in Wien (Astron. Arb.
d. Gradmessungsbureaus in Wien, XIV. Bd.).

2) DEFFORGES: Mémoire sur la mesure de l'intensité de la pesanteur. Verhandl.
der Konf. d. perman. Kommission der internat. Erdmessung in Nizza. 1887. Annexe Ve.
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Man kann den Einflufl des Mitschwingens auch direkt bestimmen.
Dies kann sowohl statisch wie dynamisch geschehen. Die stafische Me-
thode besteht darin, dafl das Stativ durch einen Zug von bekannter Gréfie,
der in der Héhe des Aufhingepunktes angreift, beansprucht wird. Die
kleine Verschiebung, die es dabei erfihrt, wird mit einem Fiihlhebel oder
einem Mikroskop gemessen. Auch eine optische Methode, bei der die
Verschiebung der Interferenzstreifen des Lichtes gemessen werden, wird
heute angewendetl).

Bei den dynamischen Methoden wird der Einflufi von willkirlich
erzeugten Schwingungen des Stativs auf den Bewegungszustand eines
Pendels untersucht. Dazu gehort das sogenannte ,,Wippuerfahren' 2).
Auf das Stativ werden im Takte der Pendelschwingungen eine Anzahl
von Stéflen ausgeiibt, deren Gréfle durch ein Dynamometer oder einfache
Federwage gemessen wird, und man beobachtet den Ausschlag, den das
zu Anfang ruhende und in kleine Schwingungen geratende Pendel macht.
Man kann dabei als Hilfspendel ein leichtes Fadenpendel verwenden.

Statt der mit dem Dynamometer ausgelibten Stéfie kann man auch
die Wirkung eines schwingenden Pendels sclbst verwenden. Man hat
dann auf demselben Stativ zwei schwingende Pendel anzubringen, ein
treibendes und ein getriebenes. Dies ist das sogenannte ,, Zweipendel-
verfahren''.

Endlich kann man auch die durch die Schwingunged des Pendels
erzeugten Bewegungen des Stativs direkt, z. B. nach der Interferenz-
methode, messen.

Mit dem Einflufl plétzlicher Erschiitterungen der ganzen Aufstellung
befafit sich Scr1o1z3).

Man erkennt, daf} die absolute Bestimmung der Schwerkraft zu den
mithevollsten und umstidndlichsten Arbeiten gehort. Man wird sich
daher hier auf das geringste Maf} beschrinken und nur an wenigen Haupt-
stationen solche Messungen vornehmen.

Relative Schweremessungen. An allen iibrigen Stationen, deren
Zahl moglichst grof sein soll, wird man sich mit relativen Messungen be-
gniigen. In diesem Falle handelt es sich nur um die Bestimmung des
Unterschiedes der Schwere gegen ihren Wert in der Ausgangsstation.
Man beobachtet zu diesem Zwecke in beiden Stationen mit dem gleichen
Apparate, und es werden daher alle Einflisse, welche bei beiden Beob-
achtungen in gleicher Weise wirken, von selbst herausfallen. Es wird
dabei nur darauf ankommen, die Pendel so zu konstruiceren, daf} sie beim

1) DEFFORGES 1. c.

2) R. ScHUMANN: Uber eine Methode, das Mitschwingen bei relativen Schwere-
messungen zu bestimmen (Zeitschr. f. Instrumentenkunde, Bd. 17, 1897).

3) O. E. Scu16Tz: Resultate der in Norwegen ausgefiihrten Pendelbeobachtungen,
nebst Untersuchung iiber den Einflud von Bodenerschiitterungen auf die Schwingungs-
zeit eines Pendels, 1894.
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Transporte und bei lingerem Gebrauche keinen Verdnderungen unter-
liegen. Man heifit solche Pendel ¢nvariabel.

Am gebriduchlichsten sind noch immer die von STERNECK eingefiihrten
Halbsekundenpendel. 'Wihrend aber der urspriingliche STERNEcKsche
Apparat nur Raum fiir ein Pendel bot, konstruiert man jetzt Stative
fiir drei oder vier Pendel. Man erreicht damit nicht nur die leichte Még-
lichkeit der Bestimmung des Mitschwingens, sondern auch eine gegen-
seitige Kontrolle der einzelnen Pendel gegeniiber plotzlichen oder fort-
schreitenden Anderungen. Die Schwingungsdauer wird auch hier nach
der Koinzidenzmethode bestimmt, der STERNECK eine besonders brauch-
bare Form gegeben hatl). FEine genaue Zeitbestimmung zur Berechnung
der Lange der Uhrsekunde ist ebenso unerldfilich wie bei absoluten
Messungen. Man kann sie nur dann entbehren, wenn man gleichzeitig
an beiden Stationen beobachtet und zwei Uhren benutzt, welche durch
cine elektrische Verbindung synchronisiert sind. In diesem Falle braucht
man die Kenntnis der Zeit nicht, da alle Uhrfehler beide Beobachtungen
in gleicher Weise beeinflussen. Es braucht nicht einmal eine gute Uhr
zu sein, doch muf} auf die Sychronisierung grofie Sorgfalt verwendet
werden. Nach den Angaben von Cornu muf} fiir eine geniigende Damp-
fung der freien Schwingung der getriebenen Uhr gesorgt werden. Eine
Schwierigkeit bei diesem Verfahren liegt in der Herstellung der lanzen
und sicher funktionierenden Leitung. Ein Vergleich der beiden verwen
deten Apparate an der Ausgangsstation beziiglich ihrer Schwingungs-
dauer ist gleichfalls von Wichtigkeit.

Die gleiche Sorgfalt ist auf die Bestimmung des Mitschwingens zu
legen. Man verwendet auch hier meist das Zweipendelverfahren?2).

Die Konstanten fiir die Korrektionen wegen Temperatur und Luft-
druck werden in der Ausgangsstation bestimmt.

Alle invariablen Pendel miissen sowohl vor als nach ihrer Verwendung
auf den Stationen in der Ausgangsstation auf ihre Schwingungsdauer
untersucht werden. Ist dieSchwingungszeit an der Ausgangsstation #,
auf einer anderen Station #;, ist in beiden Fillen die unveridnderliche
reduzierte Linge / und die Schwere gy und gy, so ist

a a
f0=ﬂ“/¥7 flzﬂl/_7
8o 81

also ttt=g 5. (14)

Setzen wir Hh=f+4dt ud g =gy+ dg

1) R. v. STERNECK: Der neue Pendelapparat des kk. mil. geogr. Institutes: Mit-
teilungen des mil. geogr. Institutes in Wien, VIL Bd. 1887.

2) Eine Verbesserung des STERNECKschen Apparates und der Aufhingungsvor-
richtung stammt von G.Lorenzoni: Il supporto bipendolare ,,Mioni“ a recipienti
pneumatici (Verhandl. d. XVIL allg. Konf. d. intern. Erdmessung, Hamburg 1912,
Bd. I, Beilage A, XXIII.

Einfiibrung in die Geophysik. 4
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so finden wir

2

dg=—"2 4, (15)
%

Aus dem Unterschied der Schwingungszeiten folgt also sofort der Schwere-
unterschied.

Die Unveranderlichkeit der Pendel ist eine Grundbedingung dieser
Operationen. Darum ist nach jeder Riickkehr des Apparates eine Kontroll-
messung auszufithren. Zeigt sich dabei von Jahr zu Jahr eine kontinuier-
liche Verdnderung, so kann man sie in Rechnung ziehen. Das Ein-
treten plotzlicher Anderungen kann man nur im Vergleich mit anderen
Pendeln konstatieren. Das ist, wie bereits crwihnt, der Grund, warum
die Apparate mit mehreren Pendeln ausgestattet werden.

Neben der SteErnEckschen Anordnung sei noch die von DEFFORGES
erwihnt. Wihrend bei SterneEck die Pendel nur ein Pendelgewicht
haben und immer in der gleichen Lage schwingen, konstruiert DEFFORGES
die unverdnderlichen Pendel als Reversionspendel dhnlicher Form, wie
bei seinem Apparat fiir absolute Messungen. Man kann hier vorgehen
wie bei absoluten Messungen, also das Pendel mit schwerem Gewicht
oben oder unten schwingen lassen und auch Pendel verschiedener Linge
zur Bestimmung des Mitschwingens anwenden. Gegeniiber absoluten
Messungen erspart man die Lidngenmessung.

Bestimmung der Schwere mit Hilfe von Siedethermometern.
Alle Pendelapparate bendtigen eine feste Aufstellung. Es war daher lange
Zeit nicht moglich, von dem grofien Teile der Erde, der mit Wasser bedeckt
ist, irgendwelche Anhaltspunkte {iber die daselbst herrschenden Schwere-
verhiltnisse zu gewinnen. Nunmelir ist es gelungen, mit Hilfe von Siede-
thermometern Beobachtungen anzustellen, welche allen Anforderungen
entsprechen. Das Prinzip ist das folgende. Das Quecksilber in einem
Barometer hilt dem Druck der dufleren Luft das Gleichgewicht. Nehmen
wir an, dafl unter sonst gleichen Umstinden die Schwere grofier ist, so
ist auch der Druck der Luft grofler, in gleichem Verhiltnis aber auch
das Gewicht des Quecksilbers. FEs hilt also jetzt eine Siule von gleicher
Héhe wic friher dem Luftdruck das Gleichgewicht; diec Schweredanderung
wird nicht sichtbar. Es wird also bei verschiedener Schwere die gleiche
Hohe der Quecksilbersiule verschiedenem Luftdruck entsprechen, und
umgekehrt der gleiche Luftdruck durch verschiedenen Barometerstand
ausgedriickt erscheinen.

Andererseits ist bekannt, dafl die Siedetemperatur des Wassers vom
Luftdruck abhingig ist und mit demselben steigt und fillt. Leitet man
den Luftdruck aus der Siedetempcratur ab, so crhilt man seinen abso-
luten Wert. Der Unterschied zwischen diesem Werte B und der Angabe
des Quecksilberbarometers b heifit die Schwerekorrekiion s:

B—b=s. (16)
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Ist ¢ die Dichte des Quecksilbers und g die Schwere am Beobach-
tungspunkte, so ist das Gewicht der Quecksilbersdule pro Flicheneinheit:

bog.
Wire unter sonst gleichen Umstinden die Schwere gleich ihrem Werte
unter der Breite 45°: g4, so ist der zugehodrige Barometerstand b,y ge-
geben durch

bys 0845 = bog
oder

bys g45 = 0g . (17)
byy ist aber nichts anderes als das B, weil man den mit dem Siedethermo-

meter festgestellten Druck auf die Normalschwere g45 bezieht. Es ist
also

g
E0x 18
45 Zis (18)
und
&
s—-—&(———*—l). I
P (r9)

Setzen wir
g=¢&s+4dg,

so bleibt
R/
845
oder
B—10
Adg = s (20)

Es crgibt sich somit der Schwereunterschied gegen g45. Man kann
davon noch den regelmifligen Teil, der von der Sechshe und der geo-
graphischen Breite herriihrt, abtrennen und erhdlt dann den reinen
Wert der Schwerestérung (siehe S. 132).

Die praktische Anwendung der Methode ist duflerst schwierig, doch
hat sic HEckERr auf scincn grofien Reisen ausgebildet und gezeigt, daf3
sie brauchbarc Resultate licfern kann?).

Welche Schwicrigkeiten diese Messungen bieten, kann daraus entnom-
men werden, dafl die Siedetemperatur des Wassers auf 0,001 ° bis 0,002°C,
der Barometerstand auf etwa 0,01 mm genau bestimmt werden muf.

Dementsprechend waren alle Fehlerquellen aufzudecken und ihr Ein-
flufl auf das Resultat aufs cingehendste zu untersuchen.

1) O. HeckER: Bestimmung der Schwerkraft auf dem Atlantischen Ozean sowie
in Rio de Janeiro, Lissabon und Madrid (Verdffentl. d. preull. geod. Institutes. Neue
Folge Nr. 11j. Bestimmung der Schwerkraft auf dem Indischen und Groflen Ozean
(Zentralbureau der intern. Erdmessung. Neue Folge Nr. 16). Bestimmung der Schwer-
kraft auf dem Schwarzen Meere und an dessen Kiiste sowie neue Ausgleichung der
Schwerkraftmessungen auf dem Atlantischen, Indischen und Groflen Ozean (Zentral-
bureau d. intern. Erdmessung. Neue Folge Nr. 20).

4%
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Die Siedethermometer, welche vorher aufs genaueste gepriift sein
miissen und deren Korrektion fiir jedes Zehntel eines Grades in dem in
Betracht kommenden Teil (98°—101° C) bestimmt wird, tauchen so
weit in das Kochgefaf} ein, daff nur ein ganz kurzes Stiick des Fadens
(etwa 0,03° C entsprechend) herausragt. Wenn diese Normalldnge ein-
gehalten wird, so braucht eine Korrektion wegen des herausragenden
Fadens nicht angebracht zu werden. Auch die {ibrigen Einflisse, die
untersucht wurden — Hohe der verwendeten Spiritusflamme, Abstand
des Thermometergefifies von dem Drahtnetz, welches eingefiihrt ist,
um die Thermometerkugel vor Spritzwasser zu schitzen, Abnahme des
Wassers im Kochgefdl — erwiesen sich als unwesentlich. Etwa 4 Minuten
nach Beginn des Siedens haben die Thermometer die Temperatur des
Dampfes angenommen. Unter dem Einfluff der Hitze aber macht sich
eine VergroBerung des Quecksilbergefifies bemerkbar, die von einem
gewissen Augenblicke an der Zeit proportional sein dirfte. Fiir diesen
Zeitpunkt wahlte HEcker den Moment: Beginn des Siedens -~ 8 Minuten.
Die Veridnderlichkeit der Thermometer wurde an der Ausgangsstation
festgestellt. Nach Anbringung dieser Korrektion sind weitere Anderungen
in dem Stande der Thermometer tatsdchlichen Druckdnderungen zuzu-
schreiben, die auf diese Weise auch bestimmt werden konnen?).

Die Behandlung des Siedeapparates erscheint als der cinfachere Teil
der Operationen. Viel gréfiere Schwierigkeiten machen die Quecksilber-
barometer, da sich bei diesen infolge der Bewegung des Schiffes die Er-
scheinung des sogenannten ,,Pumpens‘‘ cinstellt, wodurch das Queck-
silber immer zu hoch steht. Durch eine symmetrische Anordnung der
Stellung des Kapillarrohres gelang es, diese Erscheinung auf ein Minimum
herabzudriicken. Die Aufhidngung in kardanischen Lagern beseitigt zwar
einen grofien Teil des Einflusses der Drehbewegungen des Schiffes, starke
Vertikalbewegungen machen aber die Stellung der Quecksilberkuppe so
unruhig, dafl bei hohem Seegang die Ablesung unméglich wird. Hecker
hat darum eine photographische Registrierung eingefithrt, die sich sehr
bewsihrt hat. FEine besondere Behandlung verlangt auch die Tragheit
der Barometer. Die Bewcgung des Schiffes wurde zuerst mit einem
Aneroid bestimmt; als sich diese Instrumente nicht hinldnglich verlaf3-
lich zeigten, wurde die Stirke des Pumpens bei cinem der photogra-
phischen Barometer zu Hilfe genommen.

Zu den bei der Reduktion zu beriicksichtigenden Umstanden gehort
auch die horizontale Bewegung des Schiffes bei der Fahrt, da die Geschwin-
digkeit des Schiffes zusammen mit der der Erddrchung einen gednderten
Wert der Fliehkraft ergibt.

Zur Bestimmung der Schwerkraft auf der See wurden schon frither
auch andere Methoden in Vorschlag gebracht. Sie beruhen meist darauf,

1) R. Cozza: (Il nuovo cimento 14) schligt die Verwendung von Luftthermo-
metern statt der Quecksilberthermometer vor.
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den EinfluB der Anderung des Druckes einer schweren Masse auf einen
elastischen Kérper, z. B. eine Metallfeder oder eine eingeschlossene Gas-
masse, zu bestimmen. Keiner dieser Apparate hat sich bewidhrt. Meist
fehlt es an der Moglichkeit, den Temperatureinflufl hinlinglich genau zu
ermitteln. Einen neuartigen Apparat, bei welchem dieser Einflufl kom-
pensiert wird, hat Mapsen konstruiertl).

Drehwage von Eo6tvos. Ein Instrument, mit welchem zwar nicht die
Schwere, aber ihre Verdnderungen innerhalb sehr kleiner Distanzen be-
stimmt werden konnen, ist die Drehwage in der Form, die ihr EéTvés
gegeben hat. Es handelte sich dabei hauptsichlich darum, dem Instru-
ment eine Empfindlichkeit zu geben, dafl Drehmomente von der Ordnung
1079 ¢ gs noch konstatierbar erscheinen. Das Instrument fihrt den
Namen Schwerevariometer.

Eorvos?) verwendet die Drehwage in zwei Formen. Die erste ist die
gewohnliche, bei welcher ein horizontaler Wagebalken von etwa40cm Linge,
der an den Enden kleine zylindrische Gewichte trigt, in seiner Mitte an
einem diinnen Platin-, Iridium- oder Quarzfaden3) aufgehiangt ist. Bei der
zweiten Form ist das eine Gewicht an einem Drahte um 65 cm tiefer
aufgehdngt. Zum Schutze gegen duflere Einfliisse sind alle Bestandteile
durch doppelt- oder dreiwandige Messingréhren geschiitzt. Zur Sicherheit
werden iiberdies die Beobachtungen hauptsichlich zur Nachtzeit angestellt.

Um zu erkennen, was mit diesem Instrument gemessen werden kann,
diene dic folgende Entwicklung.

Wir legen in den Aufhingepunkt des Wagebalkens in der ersten
Form den Anfangspunkt eines Koordinatensystems, dessen z-Achse nach
abwirts gerichtet sei; die Richtung des Stabes, der in der xy-Ebene
liegt, schliee mit der nach Siiden gerichteten x-Achse den Winkel «
ein (Abb. 17)4).

An einem beliebigen Punkte (x, y) des Stabes
mit der Masse dw greifen die horizontalen8) Kom- e
ponenten der Schwere g, und g, an. Die dritte Kom-
ponente kommt nicht in Frage, da nur die Hori-
zontalbewegung des Stabes beobachtet wird. Das Pt
Drehmoment dieser beiden Komponenten ist dann ;

df = (xgy — yg) dm. (21) Abb. 17.

<u
Y|
-

1} V. H. O. MADSEN: Statischer Schwereapparat (Verhandl. der XVII. allg. Kon-
ferenz der intern. Erdmessung in Hamburg 1912, Beilage A VII).

2) R.E67v0s: Untersuchungen iiber Gravitation und Erdmagnetismus (WIEDEMANNS
Annalen Bd. 59, 1896}; vgl. auch Verhandl. der XV., XVI. und XVII. allg. Konf. d.
intern. Erdmessung.

3) M. BriLLOUIN: Mémoire sur U'ellipticité du géoide dans le tunnel du Simplon
{Mém. présentées par divers savants & 'acad. des scienc. de I'inst. de France, t. XXIII).
Hier wurden statt der Fidden Binder verwendet vom Durchschnitt: 150 >< 34/,

4) W. JorpaN: Handbuch der Vermessungskunde. Stuttgart 1916, IIL. Bd., S. 750.
5 ,Horizontal” in bezug auf den Koordinaten-Anfangspunkt.
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Sind nun die Werte fir die Mitte des Stabes gy und gy, so gibt die
Entwicklung:

_ 0gz) bi) 0gx)
e =gnt (1) 2+ (3 U;+(az);+. :

083\ . (%% 3¢y
& = &n + (E)dl + (—a}—,)oj + (ﬁ) z+ -
Da die z-Achse mit der Richtung der Schwere zusammenfillt, so sind
im Anfangspunkte die Horizontalkomponenten der Schwere gleich Null:

gxo = gJ'O = 0.
Ferner ist nach der Definition des Potentiales:
_amw ol
gx_b—x7 8y = ay7

somit

3211 M2 020
§x = (ax'z )0'* + (axajv)oy‘*' (axa )

2 21 0271 (22)
&= (M‘ by)ok_*—( 6}'2) '+ (by :)u '
Damit finden wir
2 2117 2][ 0217
df = (b }I;V — %)0,\) - ( ; )0( 3ydm + ( W]Ls)oxz d

hENia

(bxb )y”a’m
Um das gesamte Drehmoment zu finden, haben wir diesen Ausdrucl:

iiber die ganze Masse des Stabes zu integrieren: Daher

LSS ST 4 28 / A1) f 32117 f
= |-.- 7 7 X3
f (b)'- Nl ) le}]l+(b\b1) (22— 334 //1—[—( )0 xs din
o211 .
—(axbz)o‘/yzd}/z. (23)

Wir fithren nun ein ncues Koordinatensystem §, #, £ cin, dessen J-Achse
mit der alten z-Achse zusammenfalle; die §-Achsc aber liege in der Rich-
tung des Stabes, so dafl der Winkel (x§) gleich a ist. Dann ist

x = &cosa — psine
y = &sinwe +- 1 cosa (24)
und )
O2HT  02IF\ 1 * o 0211 02l -
:(W—— bx?) smzaj(; —7 )d/11+( —'Si\—z»)coszab/it);dzzz

21V fk 2" /‘
£2 2 [y
-+ (bx a},)OCOS 2a [ (§2—n?)dm — (b oy )2 sinza [ Sndm
2717 3277 .
+ (SJ,IJZ)OCOSCJ'S; dm — (b} e ) smafq;zim N
(MW ) /‘ y (a?-n_) 'C‘f"“ ;
—{ox a——s)osm cdm— |55 0cos v dm.

N
wn
<

IY

Ly
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N

Aus Griinden der Symmetrie ist nun

fgly dm = [nidm=[L5dm =o (26)

und die drei Achsen &, %, { fallen mit den Hauptachsen der Tréagheit des
Stabes zusammen. Es ist dann

f(§2 +ndm == (27)

das Tragheitsmoment beziiglich der {-Achse. Da % von der Gréfenord-
nung der Querdimensionen des Stabes ist und daher gegentiber der Langs-
dimension & eine kleine Gréfle bleibt, so kann man setzen:

JE—iyan = [@+yyan =21, (28)

cos20a. (29)

2 0

Es bleibt also
x (O ¥y WY/
= — — —)sinzo + x| ——
/ ( o2 e )0 + (bx by)
Ist der Stab durch dieses Drehmoment der Schwerkraft aus seiner
Ruhelage herausgedreht worden, so ist damit die Torsionselastizitit des
Fadens geweckt, welche dem Drechmoment entgegenwirkt. Bel cinem
gewissecn Torsionswinkel @ halten sich beide das Gleichgewicht. Die
Torsionskraft ist aber dem Ausschlag proportional, also ist
g prop )
f=10, (30)
wo 7 eine von dem Material und den Dimensionen des Fadens abhingige
Konstante ist. Wir finden also
Y ST A
dy? dx?
Zur Ablesung des Winkels a dient ein kleiner Horizontalkreis mit Zeiger
am oberen Ende des Fadens, um dessen Mitte die ganze Tragvorrichtung
gedreht werden kann. Der Winkel 6 wird durch Spicgelablesung be-
stimmt. Da die Nullstellung noch unbekannt ist, setzen wir

0=9—9, (32)
wo 4y den Winkel fiir die Nullstellung bedeutet.  Fiihrt man statt dessen

die dirckten Ablesungen an der Skala # und #, ein und ist D die Ent-
fernung des Spiegels von der Skala, so ist

WY/

%
0= ox 0y

2T

cos2a. (31)

. 2
)51112a+—~
T

0= 9— gy =100 (33)
Wir erhalten somit die folgende Gleichung
o omy % (21T Ty L % 2V
2D 2D 2r(6)'_2__W)Sm T axaycosza (34)

1) Bei BRILLOUIN (L ¢.) ist das Verhiltnis der beiden Integrale gleich 1 — 0,003.
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mit den drei Unbekannten

7y 2w vw Wiy 4

2D’ T}’T_W un axby' (35)
Aus drei Beobachtungen mit drei verschiedenen « lassen sich diese drei
Groflen bestimmen. Die Werte werden um so sicherer ausfallen, je

. % . . I
grofler die Konstante -, ist; umso groer wird das 7, um so empfindlicher
. L .
auch der Apparat. Zur Bestimmung der Grofie — dienen Schwingungs-
T

versuche. Wird der Stab aus seiner Gleichgewichtslage gebracht und
sich selbst iiberlassen, so vollfiihrt er Schwingungen, deren Dauer dem-
selben Gesetze folgt, wie die Schwingungen eines Pendels bei kleinem
Schwingungsbogen, da hier wie dort die Kraft dem Ausschlage pro-
portional ist. Mit dem Trigheitsmonient » und dem Drehmomente 76
wird die Differentialgleichung der Bewegung

deren Integration auf den Ausdruck:

t = nV—? (36)

fiir die Schwingungszeit fiihrt. Um den Einflul des Drehmomentes,
das von den Schwereverhiltnissen herrithrt, zu eliminieren, mufl man
auch diese Schwingungsversuche in verschiedenen Azimuten durchfiihren.

% . . . .

Um moglichst grof3 zu erhalten, mufl die Schwingungszeit sehr grof3

gewdhlt werden. Es gelang, eine Dauer von 700 Sek. zu erreichen. Mit
. . . I

Riicksicht auf einige Einfliisse, welche auch den Faktor - erhalten und

welche méglichst klein gehalten werden sollen, scheint es besser, die
Linge von ¢ durch ein gréferes Trigheitsmoment als
durch Wahl eines kleineren 7 zu erreichen.

Bei der zweiten Form der E¢tvosschen Dreh-
wage hingt ein Gewicht um 7 tiefer als das andere

I [7]
! (Abb. 18).
" In der allgemeinen Gleichung (25) ist dann wieder
f§)} dm :fr]é‘a’m =o,
o)
© weil beziiglich der Ebene 1 = 0 alles symmetrisch
Abb. 18.

bleibt. In dem letzten Integrale f§C dsm konnen wir
wegen der kleinen Dimensionen des Gewichtes Py: § gleich der Lange
des halben Stabes und £ gleich % nehmen, und finden

ECdm = Z/}f{z’m = I1M, (37)
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wenn M die Masse des Gewichtes P, bedeutet. Wir erhalten dann

n_m v.v(b?W bQW) rad 2w
2D~ 2D 3y dx2 sin2 (bxb )cosza g
Z/ul[(NW) . mM(a2W (38)
sina 4 cosc .
T \0x 0z T \0yodsz

Es sind somit jetzt fiinf Unbekannte:

7y 2w W N2 2 2
2D’ (V‘W)u’ (axay)o’ (axaz)o’ (ayaz)o
in der Gleichung, die aus Beobachtungen in fiinf verschiedenen Stellungen
des Stabes bestimmt werden konnen.

Zur Beschleunigung der Arbeiten hat Eoétvés ein Doppel- Schwere-
variometer konstruiert, bei welchem in einem Gehiuse zwei Gehidnge
untergebracht sind, die in bezug auf das tiefer liegende Gewicht ent-
gegengesetzte Lage haben. Es kann also hier gleichzeitig in zwei im
Azimut um 180° verschiedenen Richtungen beobachtet werden. Aus
drei Stellungen erhilt man dann sechs Bestimmungen, dazu aber fiir
das zweite Gehinge den Nullpunkt #," als sechste Unbekannte.

Es eriibrigt nun noch, die geoditische Bedeutung der gefundenen
Groflen zu erorternl).

1. Die beiden Groflen?2)

RW b(bW) dg

(39)

dxdz  dx\ 0z dx
R Y WY g (40)
dyds ’FE( 3z ) Ty

sind dic Gradienten der Schwerkraft in der Niveaufliche, d. i. die Ver-

anderung der Schwere bei einer horizontalen Ortsverinderung. Der
totale horizontale Gradient wird

bg_ 52[/[/_2 A2 IV \2
a—V(sraz) +( )

0y 03

und seine Richtung wird

i

0y ds

S (41)
0x 05

tan ¢ =

2. Es sei in zwei benachbarten Punkten der Niveaufliche, die in
der Richtung des Gradienten liegen, die Schwere g und g’. Die Ent-

1) R. E6TvOs: Bestimmung der Gradienten der Schwerkraft und ihrer Niveau-
fiichen mit Hilfe der Drehwage (Verhandl. d. XV. allg. Koxnf. d. intern. Erdmessung
in Budapest 1906, Beilage A, XIX!.

2) Die Indices o kénnen nunmehr wegbleiben.
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fernung der benachbarten Niveaufliche an diesen beiden Punkten sei
dz und dz’. Somit

gds = g'ds
und

Ist ferner & der kleine Winkel zwischen den beiden Niveauflichen, so ist
dz — ds' = eds.

Andererseits mufl, wenn 7 der Krimmungsradius der Lotlinie ist,

e =ds

sein. Es ist also

di = ds — eds = ds (1 — E)

o
und ’
' g dg ds

gdi = (g+ ({; lz’s) (I — 4})

oder

dg g dg ds
ds r o ds 7
Das letzte Glied ist zweiter Ordnung und verschwindet; es bleibt somit
7= bg(; =7 '“:“#‘7”*.' (42)

V DI [2]F\2

s (b.\‘é:) +(0}'c‘15)
Als zweite Grole folgt also der Kriimimungsradius der Lotlinie, wenn

g bekannt ist.

3. Die Abweichung der Niveaufliche von der Kugelgestal! kann ge-
messen werden durch die Differenz der reziproken Hauptkrimmungs-

) 1 I . . N u .
radien - - und -—. Dic Theoric der gekriimmten Ilachen gibt:

&1 Q2
itV — 4
&= 2 (rt — 5?2
(43)
_7—}—f—‘—]( #2452
G2 2 (rt — s?) !

wobei die Flichengleichung in der Form z = f(xy) vorausgesetzt ist,
und die bekannten Gaussschen Bezeichnungen eingefiihrt sind:
32z 3%z
7= - S§ = —— ! =

0a2’ dady’ oy

Hat die Fliachengleichung die Form

3

[=%4

2

- (44)

Wi

I"{xyz) = const,
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so ist
NW W W W
0x2 3z dxdz  dx
=T S\ ’
(‘6?)
LW W W W N W W W
LYy YR YIIE dx ___ dxdy  dz dxd3 dy
N/A% 0 \2 ’
( 03 ) (—5;)
W dHT I ¥
B T TR YT TR
3 FIM\2
[
e . . 4
Tiir die besondere Lage unseres Koordinatensystems ist 5. = g und
be/= %V:: 0. Esreduzieren sich also#, s, ¢ auf dic folgenden Ausdriicke
1 3K 1 I 1
= - g"‘d;{: S=—"g‘ bﬁ;” *‘}‘ "0],2 : \45)

Wir finden aus (43) leicht

' N & VAT AT AY 32T \2
e L T A L e e
Is 1aBit sich also auch diese Grofie aus den Beobachtungen mit der Dreh-
wage bestimmen.

4. Die Winkel L, und 2, dic dic beiden Haupischnitte mit der xz-Ebene
bilden, sind gegeben durch

Q2117
P
tan 24y = tan 2/9 = S &y
t—r R/ T O A

oy da?

(47)

Sind dic Stationen eng genug ancinander, derart, dafl man den in
einer Station gefundenen Gradienten der Schwerkraft bis zur néchsten
gelten lassen kann, so erhdlt man durch Aufsummieren dic Schwere-
differenzen der einzelnen Stationen und im Anschlufl an eine Pendel-
station den Schwerewert sclbst.

Zur vollstandigen Bestimmung der Niveauflichen reichen die fiinf

. . v .
Unbekannten nicht aus. FEs fehlt die Grofle DB_F{ Wire diese belannt,
so gibe dic Lapracesche Gleichung
2K 211 hEd 24

R - = 2 __
da2 dpz 2w 952
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und da die Beobachtung die Differenz der beiden Glieder auf der linken
Seite vermitteln 148t, so folgten nun auch die Werte vonabixi— und 6_;31}/?1)
Man muf} also noch eine Annahme als 6. Stiick dazu nehmen. Man wihlt
z. B. die relative Lotabweichung zweier Beobachtungspunkte auf Grund
astronomischer Daten und kann dann durch schrittweises Vorgehen das
ganze System der Lotabweichungen und damit auch die Form der Niveau-
flachen bestimmen.

Die Drehwage bildet somit ein vorziigliches Mittel zur Feststellung
von Storungen im Verlaufe der Schwere und zur Feststellung des Vor-
handenseins unterirdischer Stérungsmassen. Sie kann daher auch der
Geologie wichtige Dienste leisten2).

3. Das Clairautsche Theorem.

Die Méglichkeit, auf Grund von Schweremessungen die Form des
Geoides zu bestimmen, wurde schon auf S. 42 auf Grund des GreEeNschen
Satzes dargetan, der aussagt: Wenn der Verlauf der Schwerewerte lings
einer beliebigen Fliche gegeben ist, so lafit sich das Potential aller von
der Flache umschlossenen Massen im ganzen Raume auflerhalb derselben
angeben und daher auch die Form der Potentialflichen bestimmen.
Zur Anwendung auf die Erde miissen wir also eine Fliche wihlen, welche
die ganze Erdmasse umschliefit. Als solche kiame z. B. die physische
Erdoberfliche selbst in Betracht. Es ist aber von vornherein klar, dafl
wir sie nicht brauchen konnen. Wir mifiten die Zahl der Schwere-
stationen so grofl machen, dafl trotz des aufierordentlich raschen Wechsels
der Bodenform sich doch noch ein systematischer Gang in den Werten
zeigt; sonst kann man das Integral in (41) S. 42 nicht einmal numerisch
ausfiihren. Uberdies brichte die Durchfithrung die Schwierigkeit mit
sich, daBl wir die Schwerekomponenten senkrecht zur Fliche brauchen.
Es miifite also die Schwere nicht nur nach ihrer Gréfle, sondern auch
nach ihrer Richtung zur physischen Erdoberfliche bestimmt werden.

Von dieser letzteren Schwierigkeit wird man frei, wenn man statt
der physischen Erdoberfliche eine Niveaufliche w#hlt. Nimmt man aber
hierfiir das Geoid selbst, so entsteht eine neue Schwierigkeit daraus, daf}
es nicht die Gesamtheit aller Massen umschlieft: die grofien kontinentalen
Erhebungen ragen heraus. Deshalb hat Brirrovix3) den Vorschlag

a2, . .
1) Einen Apparat zur Bestimmung von 70 gibt A. BErroTH: Die vertikal

z2

schwingende Drehwage (Zeitschrift f. Instrumentenkunde, 40. Jahrg., 1920).

%) W. ScHWEYDAR: Die Bedeutung der Drehwage von EOTvOs fiir die geolo-
gische Forschung nebst Mitteilung einiger Ergebnisse (Zeitschrift f. prakt. Geologie,
26, Jahrg., 1918).

3) M. BRILLOUIN: Les definitions de la forme de la terre (Revue générale des
sciences pures et appliquées, 1900). Les reductions de la pesanteur au nivean de
la mer (ibid.).
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IOO)
4
oberhalb der Erdoberfliche verlduft, und die Schwerebeobachtungen auf
diese zu reduzieren. Dieser Vorschlag, obwohl theoretisch einwandfrei,
scheitert an der praktischen Undurchfiihrbarkeit. Die Ungenauigkeit
der Reduktionsgroflen wiirde das ganze Resultat in Frage stellen.

Es bleibt nur ein Ausweg: Man verwendet doch das Geoid, die aufler-
halb gelegenen Massen aber werden in irgendeiner Weise in das Innere
verlegt gedacht, so dafB} fiir das praktische Bediirfnis das Geoid dann so
behandelt werden kann, als ob alle Masse in seinem Innern ligen. Diesem
Grundgedanken entspringt die von HeLMERT entwickelte Kondensations-
methode1).

Diese Mecthode besteht darin, dafl die gesamten auflerhalb eciner
gewissen Fliache gelegenen Massen auf diese selbst verlegt gedacht werden,
so daf} sie daselbst als Flichenbelegung erscheinen. Als Fliche nimmt
HreLMERT eine Parallelfliche zur Erdoberfliche, welche in einer Tiefe
von 2I km verlduft. Diese Grofle entspricht dem linearen Werte der
Abplattung. Da diese Fliche fiir den vorliegenden Zweck genau genug
durch eine Kugel ersetzt werden kann, so braucht man nicht die ganze
zwischen der Kugel und der Erdoberfliche gelegene Masse zu verlegen,
sondern nur die Unterschiede, die sich gegentiber einer homogenen Schicht
von 2I km Dicke und der mittleren Dichte der Erdoberfliche (etwa 2,8)
ergeben, da bekanntlich eine homogene Hohlkugel sich nach aufien genau
so duflert, als ob ihre ganze Masse im Mittelpunkt vereinigt wire. Die
Verschiebung ihrer Masse auf eine Kugel von geringerem Radius dndert
also an der Anziehung auflerhalb derselben nichts.

Es ist klar, dafl mit der Verschiebung der Massen auch andere Ver-
dnderungen verbunden scin werden. Zunichst verschiebt sich das Geoid
selbst um einen Betrag, den HeLMERT im Maximum auf == 10 m schitzt.
Dieser Anderung der Hohenlage entspricht an sich schon eine Korrek-
tion der Schwerewerte, die aber nur den Betrag von etwa I : 300 000
(3,1078 cm) erreicht. Es wird aber durch die Verlegung der Massen
die Schwere sclbst auch direkt verdndert in einem Betrage, den HELMERT
im Maximum auf 4 :10000 (4,70"1cm) des ganzen Wertes schitzt.
Dieser Betrag crscheint nun wohl sehr grofl, wird aber keinesfalls jemals
erreicht. Thre auflerordentliche Verwendbarkeit verdankt die Methode,
die schon zu den besten Resultaten gefiihrt hat, besonders dem Umstande,
daBl in der Erdoberfliche ein allgemeiner Massenausgleich stattfindet,
von dem spiter noch genauer zu sprechen sein wird. Danach entsprechen
den sichtbaren Erhebungen der Massen iiber der Erdoberfliche unter-
irdische Massendefekte. Die Kondensation wird also gewissermaflen die
Uberschiissigen Massen oberhalb der Erdoberfliche in den Boden hinein-
dringen, wo sie Platz finden. Dadurch wird eine gleichmifiigere Massen-

gemacht, eine Niveaufliche zu wihlen, welche 10km (genauer

1) R. HELMERT: Math.-phys. Theorien, II. Bd., S. 148ff.
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verteilung erzeugt, und die Anderung der Schwerewerte wird im Sinne

eines glatteren Verlaufes an der Erdoberfliche vor sich gehen. Der

.. Einflu der Zufalligkeiten des Terrains wird
herabgedriickt.

Mit der Verlegung der Massen nach innen
ist auch ein mathematischer Vorteil verkniipft.
Das Potential v der Anziehung eines Punktes P
eines beliebigen Korpers auf einen Punkt P’
(Abb. 19) stellt sich dar in der Form:

_ Rrdm

Y = ——
¢ ?

wo k2 die Gravitationskonstante, dm das Massen-
element in P und ¢ die Entfernung PP’ ist.
Es ist nun nach der Figur:

Abb. 19.

2

- 7 . 7
e=Vr3+r'2-—-27'r'cosl=r’V1—2~7cosA—}——,2—- (1)
7 7

e s . 7 .
Wenn <7/, so lafit sich dieser Ausdruck nach Potenzen von —- entwickeln.

Zur Bestimmung des Potentiales des ganzen Kérpers ist eine Inte-
gration iiber alle Massen desselben notwendig. Es nimmt dabei 7 alle
Werte bis zur Oberfliche an; wir konnen also
A p  obige Entwicklung nur dann verwenden, wenn #’
grofier ist, als der grofite Wert von 7, der tiberhaupt
vorkommen kann. Wenn aber P’ auf der physi-
4 schen Erdoberfliache liegt, so wird dies nicht der Fall
Abb. 20, sein. Liegt z. B. P’ an einer Kiste (Abb. 20), so
werden alle Punkte P im Innern der Kontinental-
masse grofere Entfernung von O haben, als der Kistenpunkt P’. Man
miifite dann fir diese Punkte ¢ in der Form ansetzen:
s
e=r I—2-cosk+ — (2)
’ 7

7

und nach — entwickeln. Es wire so nicht moglich, das Potential durch
-

ein einziges Integral auszudriicken, wie es fiir theoretische Untersuchungen,
z. B. fiir die Ableitung des Cratraurschen Theorems, wiinschenswert ist.
Handelt es sich aber nur um die Reduktion der Schwere auf das Meeres-
niveau, so kann man in der Tat fiir die dulcren und inneren Massen ge-
trennte Entwicklungen anwendenl).

Eine Weiterbildung der Heryertschen Kondensationsmethode ist
die Inversionsmethode von Rubzki2). Auch hier wird eine Verlegung der

1) A. Prev: Uber die Reduktion der Schwerebeobachtungen auf das Meeres-
niveau (Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXIII, Abt. IIa).
2) M. P. Rupzki: Physik der Erde, Leipzig 1911.
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Massen vorgeschlagen, es wird aber von vornherein die Bedingung ge-
stellt, daBl sich dadurch das Geoid nicht #ndern soll.

Im Punkt M auflerhalb des Geoides befinde sich die Masse m
(Abb. 21). Wir sollen diese Masse ersetzen durch eine Masse ', die auf
der Verbindungslinie OM gelegen ist, so da8 das
Potential von m’ auf einem beliebigen Punkt Q M
der Niveaufliche ungeindert bleibt. Die Bedingung
lautet also @ /‘

2 k2 V
VR24-+2—2Rrcosh VR24+2— 2R cosi’ (3)
wenn OQ =R, OM =7 und OP =7#' gesetzt wird.
Man gentigt dieser Bedingung durch den Ansatz

R? R
Y=— uwmd w=m-"—- (4)
r r

Abb. 21,

Durch eine derartige Verlegung und Verdnderung der Massen dndert sich
also die Geoidfliche nicht. Dagegen &ndert sich im ganzen ibrigen
Raume sowohl das Potential wie dic Schwere, und auch auf der Niveau-
flache selbst bleibt die Schwere nicht die gleiche; das letztere hat weiter
keine Bedeutung, da es sich nur um die Bestimmung der Form der Flache
handelt. Es &dndert sich aber auch die ganze Erdmasse und zwar in
einem Betrage von .
396,10°

Der Einfluf§ der Verlegung der Massen auf die Schwerewerte muf}
in Rechnung gezogen werden. Doch ist mit der Verlegung der Massen
nach dem Innern, welche eigentlich nur von theoretischen Erwigungen
gefordert wird, die Reduktion der beobachteten Schwerewerte nicht be-
endet.

Sie verlangen zundchst noch cine RNorrektion wegen der Hohe. Fafit
man die Erde als Kugel von der Masse E und dem Radius R auf, so ist
dic Schwere in der Héhe A gegeben durch

B
§= R+ 22
oder, da /& cine kleine Grofle gegen R ist:

Ek? 2/ 2/
g=72—(1—7 = %o I——]e—)=g0(1_°7°°°°°°3147ﬁ), (s)

wenn g, die Schwere im Meeresniveau bedeutet und % in Metern aus-
gedriickt istl).

1) R. HELMERT: Die Schwerkraft und die Massenverteilung der Erde (Enzyklop.
d. math. Wiss. Bd. VI). Daselbst wird auch die Abplattung beriicksichtigt; ebenso:
R. HeLMERT: Uber die Reduktion der auf der physischen Erdoberfliche beobachteten
Schwerebeschleunigungen auf ein gemeinsames Niveau: 1. Mitteilung (Sitzungsber. d.
preul. Akad. d. Wiss. 1902, XXXVI); 2. Mitteilung (1903, XXXI).
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Die weitere Reduktion auf das Meeresniveau beriicksichtigt die
zufdllige Massenverteilung in der niheren und weiteren Umgebung des
Beobachtungspunktes. Hieriiber wird in einem besonderen Kapitel (S.132)
genauer gehandelt werden, wo auch gezeigt wird, daf} die Reduktion je
nach dem Ziele der Untersuchung verschieden durchgefiihrt werden muf.
Hier sei nur folgendes bemerkt. Die Zahl der Schwerebeobachtungen,
die wir besitzen, ist viel zu gering, als dafl wir eine Bestimmung des
Geoides in seiner ganzen Kompliziertheit versuchen konnten. Es gilt
hier das Gleiche, was auf S. 60 beziiglich der physischen Erdoberfliche
gesagt wurde. Wir miissen uns also darauf beschrinken, eine Niherungs-
figur, etwa ein Rotationsellipsoid oder Rotationssphiroid, zu bestimmen.
Dazu missen nun die Beobachtungen so behandelt werden, dafl sic
lings dieser Fliche einen méglichst glatten Verlauf zeigen, sie miissen
also von zufilligen und lokalen Einflissen befreit sein, und man hat
eine dementsprechende Reduktionsmethode zu wihlen, z. B. auf Grund
des Begriffes der Isostasie (siche S. 138).

Wir wollen die Werte in diesem Sinne korrigiert voraussetzen, und
zeigen, wie wir dann die Form der Fliche bestimmen kénnen. Die Grund-
lage hierfiir bietet das Clasrautsche Theorem.

Das Potential eines beliebigen Korpers auf einen Punkt aulBerhalb desselben ist
gegeben durch
y— /egf . (6)

Es seien x, y, 5 die Koordinaten des anziehenden Punktes, x', 5/, ' die des an-
gezogenen, somit

= V(x'— 2y — 2 —22= V24 2 — 259 cos y
_xx tyy 4-a
- 77!

2= a4 324 2 712 = a2 4 242 cos

» ist dann der Winkel zwischen » und »/. Wir setzen voraus, dal
,)J > 7

ist. Dann wird durch Entwicklung nach Potenzen von ’, bis auf Glieder 2. Ordnung
-

1 1 I ( »” ,‘2')—-,
—= gy I—2— cosy-4+ —
" 1 / 512
¢ V42— 259 cosy 7 7 ?
1 ” ” I 3 Y
=— |14+ -—cosy4 | ) | —— 4 =cosy (8
7,/[+7_r V; (,)( 2 > ¥ S,

1 1 . 1
=7 {1 + 7 (xx'+ yy'+55") + o (—(x24 52+ 24 24 212 +3(xx’+_1;1"+:z’)2)}} .

9

Dieser Ausdruck kann leicht in die Form gebracht werden:

1 1 1 x'2 i
— R, 22 2 g o2 — 22 e 42
L= +7‘,3(xx’—|—yy +4~)+27‘,5(2x y «)+27,,-,\2J/ & x
23 Y} r.r ’ r
22 e e .m o 3% 38 3sa
+ ,2,;;5(22-_ 22— 5 Sl + T + et
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Wir finden somit fiir 77
A2 k2x! k2y Bz
=7fdﬂz+wfxdm+ ,": ydm + 73 zdm
2 pf2 2
—|—i—:—5f( 22— 92 —22) a’m—|— ‘V f2y2~z2—x2)dnz
k‘zzrz
+ 27‘,5ﬁ232 — 22— dm

ox Y x'
-+ p /xydm—l— ﬁ»d —|— ﬁxdm,

wo die Integrale iiber die ganze Erdmasse auszudehnen sind.
Es ist zuniichst, wenn £ die Erdmasse bezeichnet,
fd'm =E. (9)
Wihlen wir ferner als Koordinatenanfangspunkt den Schwerpunkt, so ist
rxzt'r/z:rydm:fzdm:o. (xo)

Wir filhren nun die Triigheits- und Deviationsmomente nach den bekannten
Definitionen ein

—J(y- 32 dm B= {24 x%dm C=f(x2+y‘-’)dm 1)
I
D=’y:a’m E:fzxdm F=f.xydm.
Wihlen wir das Koordinatensystem so, dall D = £ = F=o0 wird, so werden
A, B und C die Haupttrigheitsmomente Es wird nun
BRM a2
y="2 gr(B+ (C+A—zm+ (A+B—zq (12)
-

Fiihren wir fiir ', 3’ und &’ Polarkoordmaten ein:
x' =7 cos @' cos A
¥ =" cos @’ sin A/ (x3)

4

» sin @’
wo @' die geozentrische Breite, und 4’ die geographische Linge ist, so wird

19

b
x-=7"2c052(p’-7(1+00522)

1
2= r"2cos2ep’ - Py (1 —cos22)
5’2 = r'2sin? p’.
Setzen wir diese Ausdriicke in (12) ein, fassen die Glieder, welche 2 enthalten, zu-
{ y y ]

sammen und fiigen endlich noch das Potential der Fliehkraft:

2
cos? @’ hinzuy,

so erhalten wir fiir das Potential 77 der Erde auf einen Punkt, der an der Erddrehung
teilnimmt?),

_RE | R A+ B Y ﬂ,
W—';?+2;§(C— > )(I—_,sm-(p) pre: (B — A)jcos? pcos22
2,2
1)70052¢,

(14)

wobei die Striche bei den Koordinaten des angezogenen Punktes als nunmehr gegen-
standslos wegbleiben konnen.

) Uber die Konvergenz der Entwicklung nach 7—, bis zur Oberfliche siehe:
o

CALLANDREAU, Sur le developpement en série du potentiel des sphéroides de révolution
(Journal de 1’école polytechn. 1889).
Einfithrung in die Geophysik. 5
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Das erste Glied entspricht dem Potential einer homogenen Kugel von der
Masse £, oder dem Potential einer Masse £, die wir uns im Schwerpunkt vereinigt
denken kénnen: so wirkt jede Masse auf eine Entfernung, die so groB ist, dal die
weiteren Glieder vernachlissigt werden kdnnen. In diesem Falle ist die Anzlehung
nach aullen von der Massenverteilung im Innern unabhingig.

Die innere Massenanordnung tritt durch die Trigheitsmomente ein. Da die Erde
mit sehr groller Anniherung ein Rotationskérper ist, so ist

A=23B (15)
und wir erhalten

2,2
W_E+273 (C— A)(1 —3sin2 ) + =7

cos2g. (16)

Wir haben nun zunichst einen Ausdruck fiir die Schwere abzuleiten, wozu wir
nach der Definition des Potentials den Ausdruck W nach der Schwererichtung zu
differenzieren haben. Unter Vernachliissigung von Gliedern hdherer Ordnung kénnen
wir hierfiir einfach die Richtung von » nehmen. Es wird?):

b W _BRE 3R

o= = —_ n2 — w2, 2
g 5= 5a(C— At — 352 g) — w2rcos? g
FRE 3{C— A w23
_— 2 .
=3 [I + 2B ~ (1 — 3sin2¢p) — BE cos (p] (x7)

Fiir die Erdoberfliche kénnen wir in den kleinen Gliedern in der Klammer »
durch @ ersetzen, wo ¢ den Aquatorradius der Erde bedeutet; somit:

RE 3(C— A w2ad .
&= 2 [I —Za‘lE (I —_ sm (p) / Z cost |- (18}
Lings der Erdoberfliche ist /" konstant. Es sei
W= . (19}
Dann finden wir aus Gl. (16) mit derselben Genauigkeit, wie oben
RE C—H w2ad
r= I'ﬁ[l + — s (1 — 3 sin? @) —i—mcos- (p]- (20}

Damit kénnen wir » aus Gl. (18) eliminieren. Es wird dann

Wy I+3(C—A) (1 —3 sin?p) w2n3cos? C—A(I in2e) -+ w2a3 2
o= -3 - _———— o = -— -~
ST RE 2a2F 3SR e costg A E I 3siipl s seosiy

Wy 1+ (C—A)(I_ 02 )_(u?tﬂ _ﬂ (_1)_53 0
202 E 3sin2 @ k‘,Ecos @ 5 (1—3sin?g)— Ecos P

RE
W +C A( cin? )_2w201
=unz 1 55 —3sing RE cos2p (21)

Ersetzen wir cos? @ durch 1 —sin? ¢, so finden wir mit gleicher Genauigkeit

Wo C—A4 2023 20203 31C—A)\ .,
S RE [I+2(ﬂE /JQE‘_I_(_/;,ng_—zﬁ)SIn-q;

Wy C—A 2028 2w2a3  3(C—A4) , ,
m[‘ 2025“7:7}[””(72‘5——%25 )9’] (22]

wofiir wir abkiirzend schreiben:

g=g,(1 +bsin2¢g). (23)

¢, ist also_die Schwere am Aquator. Entsprechend konnen wir nach Gl. (20) setzen

S
RE C— 4 w243 w?2a3  3(C— A4
= I/VO[ + 203E+E§E][I—(zk?E+ 282 E )sm ¥

=a(1 — asin? ). (24)

1) Die folgende Ableitung folgt im wesentlichen HELMERT: Theorien II. S. 73ff.
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Es ist also o
o=+ a5
somit: : ) 3
apb=320 =5 (27)

Diese Gleichung stellt das Clasrautsche Theorem dar.

Die Bedeutung der drei GréBen q, b, ¢ 148t sich leicht angeben. Be-
zeichnen wir die Polarachse der Meridianellipse mit ¢, so ist (fiir p=90°)
Gl (24):

c=ua(t —a),
also
a—¢

a=-——; (28)

a ist somit die Abplattung.
Bezeichnen wir weiter mit gs die Schwere am Pole, so finden wir
aus (23)
& =& (1 + 1),

somit
B=giﬁ; (29)
b ist also das Verhiltnis des Unterschiedes der Schwere am Aquator
und am Pole zur Schwere am Aquator. '
Die Gréfle ¢ endlich kénnen wir in der Form schreiben

wla wla
C=ip T g (30)
et

¢ ist also das Verhiltnis der Fliehkraft zur Schwere am Aquator.

Das CramrauTtsche Theorem driickt eine Beziehung zwischen lauter
Oberflichengrofien aus: der Abplattung, der Fliehkraft und den Schwere-
werten. Bei seiner Ableitung wurde nichts vorausgesetzt, als dafl die
Erde ein Rotationskérper von nahezu kugeliger Form ist, der um seine
Haupttrigheitsachse rotiert. Uber die Anordnung der Massen im Innern
wurde keine Voraussetzung gemacht. Der Satz gilt also unabhingig
von dieser.

Da nach (25) und (27)

3C—4_ 2( _L) _wr ¢

2 £ =at\a 2 und 2A2E T 243
ist, so wird aus (16)

RE a? c

———[1—&——((1——)(L——sin%)—{—r—s--c—cos2 ]
- 72 2/\3 p a2 9
5*
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Das Potential im Punkte (r@) eines beliebigen Meridianes enthilt
also aufler den Koordinaten nur Oberflichengrofien, wie es der Satz
von GREEN verlangt.

w? C—4 .

Aus Gl. (25) erkennt man, da — und —Z% mit der Abplattung
von gleicher Gréfenanordnung sind. Es wurden also bei der obigen
Ableitung immer nur GréfSen von der Ordnung des Quadrates der Ab-
plattung vernachlissigt.

Das Crairavursche Theorem gestattet nun die Bestimmung der
Erdgestalt aus dem Verlauf der Schwere. Ist es auf Grund zahlreicher
Messungen gelungen, die Schwerewerte auf der Erde durch eine Formel
von der Gestalt (23) darzustellen, so werden g, und b und damit auch

. g5 bekannt. Die Grofle ¢ erhilt man aus der bekannten Umdrehungs-
zeit der Erde; das CrarrauTsche Theorem (27) liefert dann die zugehérige
Abplattung, und damit die Erdfigur, die mit Riicksicht auf die einge-
fithrte Genauigkeit vorlaufig als Rotationsellipsoid aufgefafit werden muf.

Entwickelt man in dem Ausdrucke 8) noch weitere Glieder, so er-
hilt man das Crairautsche Theorem in erweiterter Form, wobei in den
Zusatzgliedern ecine Abweichung von der Rotationsform und ein Unter-
schied zwischen der Nord- und Stidhalbkugel zum Ausdrucke kommt.
Da heute fast 3000 Schwerestationen zur Verfiigung stehen, so erschien
es aussichtsvoll dic Erdgestalt auf solche kleinc Abweichungen von der
Symmetrie zu untersuchen. FEine entsprechende Auswahl unter den
Stationen ist dabei unerlifilch. Da die Befreiung der Schwerewerte
von dem Einflul unregelmiBiger Massenverteilung sehr schwierig ist,
so kann man nur solche Stationen heranziehen, die voraussichtlich sté-
rungsfrei sind. Berrotul), der auf Grund des neuesten Materials diese
Berechnungen durchgefithrt hat, verwendet ctwa 400 Stationen. Alle
Stationen in Gebirgsgegenden und in 100 km Umbkreis derselben, ferner
alle Stationen in tief eingeschnittenen Tilern, an gréfleren Binnenseen,
auf Bergen, die sich stark aus der Umgebung abheben, endlich alle
Stationen iiber 1500 m Meereshéhe oder mit Schwerestérungen iiber
100,10~% cm/sek2 wurden ausgeschieden. Eine Trennung zwischen Fest-
land- und Kistenstationen erwies sich als notwendig.

Als Hauptergebnis wird gefunden
£&=0978,046{1 + 0,005296 5in2 8~} 0,000011 6 c0s25 cos 2(L -+ 10°)
+ 4.4 +

=77 +45
oder — 0,000007 sin?2 B}
£=1980,629{1— 0,002 6400525+ 0,000011 6 cos2B cos 2(Z -+ 10°)

— 0,000007 sin? 2 B}.

(31)

1) A. BerrotH: Die Erdgestalt und die Haupttrigheitsmomente 4 und 5 der
Erde im Aquator aus Messungen der Schwerkraft (Beitrige zur Geophysik, XIV. Bd.,
3. Heft, 1916).
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Daraus findet sich die Abplattung in ihrer Abhéngigkeit von der Linge L
von Greenwich: :

-t = 0,003358 -4~ 0,000012c082(L 4 109, (32)
Der Aquator erscheint somit etwas elliptisch, die grofie Achse fillt 10°
westlich von Greenwich, die kleine etwa in die Richtung nach Vorder-
indien. Die Abplattung des Meridians 100 westlich von Greenwich wird

a= 0,003358 -+ 0,000012 = 0,003370 = 292 7 (33)
’
die Abplattung des Meridians 80° éstlich von Greenwich:
‘ ' : : I
0,003 3% 0,000012 = 0,00334 2959 (34)
im Mittel:
1
— )
297,8 (85
Der Unterschied der beiden Halbachsen des Aquators wird:
a—b=150m =+ 58m (36)
und der Unterschied der Trigheitsmomente |
B — A4 = o,000016 Ma®. (37)

’ +3
Nimmt man ein Glied hinzu, welches einen Unterschicd der beiden Halb-
kugeln entspricht, so findet man

I

( (Nordhalbkugel) == 29082 Polarachse (Nord) = ¢ — 65 m

. (38)

0 (Siidhalbkugel) = Polarachse (Siid) = ¢ 65m.

300,0
Fur Kistenstationen folgt eine etwas andere Formel, wobei der
konstante Unterschied zwischen Kisten- und Festlandswerten im Haupt-
werte zum Ausdruck kommt. Hermerr!) findet durch eine gemeinsame
Behandlung als derzeit brauchbarste Formel fiir das Festland:
£ =978, 052 {1 4 0,005 285 sin? B — o,000007sin? 2.5

+ o ooooxScos2Bcosz(L + 17’ ). (59)

Fir Kistenstationen wird der Grundwert 978,068. Der mittlere. Wert
der Abplattung wird nun %— und der Unterschied der Aquatorhalb-
29 v

achsen: 230m. Die Lage derselben ist beildufig die gleiche wie frither.

Der Unterschied der beiden Aquatorachsen fillt somit recht klein
aus, und fillt gewifl innerhalb der Stérungen, die das Geoid durch die
kontinentalen Massen erfihrt, so dafi es fraglich ist, ob sich das Geoid

1) R. HELMERT: Neue Formeln fiir den Verlauf der Schwerkraft im Meeresniveau
beim Festlande (Sitzungsber. d. preub. Akad. d. Wiss., 1015, XLI).



70 Die Bestimmung der Seehéhe.

einem dreiachsigen Ellipsoid besser anpafit als einem Rotationsellipsoid.
Merkwiirdigerweise hat der CLarkEsche Versuch von ‘1878 ein drei-
achsiges Ellipsoid aus den Gradmessungen zu bestimmen, die gleichen
Achisenrichtungen, allerdings aber den doppelten Unterschied in der
Linge (465 m) ergeben. .

Der Unterschied in den Trigheitsmomenten (37) kann natiirlich
ebenso seine Erklirung in einem Unterschiede der Aquatorachsen, wie
in einer entsprechenden Massenlagerung im Erdinnern finden.

III. Die Bestimmung der Seehéhe.

Es hat sich gezeigt, daB8 bei den geoditischen Operationen stets
wieder der Begriff der Seehthe gebraucht wurde, da das Geoid oder die
eingefiihrte Referenzfliche nicht mit der physischen Erdoberfliche zu-
sammenfillt, an welche wir mit unseren Beobachtungen gebunden sind.
Es ergab sich daher immer die Notwendigkeit einer Reduktion.

Unter Seehéhe oder Meereshohe verstehen wir die Entfernung irgend-
eines Punktes der physischen Erdoberfliche von dem entsprechenden
Punkte des Geoides (der Meeresfliche), gemessen lings der Lotlinie. Die
letztere besitzt eine flache Kriimmung, von der wir aber im folgenden
absehen konnen. Die Seehdhe unterscheidet sich von der Hohe iiber
einem Referenzellipsoid durch die schon 6fter eingefiihrte Gréfie N (S. 26).
Ist diese bekannt, so konnen wir von der Seehohe zur Hohe iiber dem
Referenzellipsoid iibergehen und umgekehrt; sind aber beide Hohen
bekannt, so folgt umgekehrt aus ihnen die Grofle N.

Zur Hohenmessung stehen uns drei Methoden zur Verfiigung: 1. das
geometrische, 2. das trigonometrische Nivellement, 3. die barometrische
Hohenmessung.

4. Das geometrische Nivellement.

Dieses besteht darin, dafl man mit Hille eines horizontal gestellten
Fernrohres (Nivellierinstrumentes) nach vorwirts und nach riickwirts
eine horizontale Visur nach einer aufgestellten Mefllatte herstellt. Die Diffe-
renz der Lesungen ergibt den Hohenunterschied. Die Zielweiten wahlt
man nicht zu grof (etwa 80 m) und moglichst gleich. Dadurch erzielt
man. den Vorteil, dal der Einflu der Refraktion wenigstens so weit
herausfallt, als der Lichtstrahl beiderseits als symmetrisch angenommen
werden kann. Das Gleiche gilt von der Kriimmung der Niveauflichen.
Fir die Zwecke der hoheren Geodisie kommt das geometrische Nivelle-
ment nur in seiner genauesten Lage als Prdzisionsnivellement in Betracht.

Die angewandten Instrumentel) haben meist Fernrohre von 30 bis
40 mm Offnung und etwa 30—4ofacher VergroBerung. Die Libellen haben
einen Parswert von etwa 5.

1) W, Jorpan: Handbuch der Vermessungskunde, II. Bd,, 1914.
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Auflerordentlich grof3 ist die Zahl der Typen der in Verwendung
stehenden Ziellatten. Es werden sowohl solche mit Stricheinteilung ge-
braucht, wie solche mit Feldereinteilung, bei welchen die aneinander
stoBenden Felder durch abwechselnde Farbung kenntlich sind. Bei ersteren
ist gewshnlich eine Halbzentimetereinteilung durchgefithrt. Bei den letz-
teren macht man auch Doppelmillimeter- oder Millimetereinteilung. Zur
Sicherheit arbeitet man gleichzeitig mit zwei Latten oder auch mit einer
Wendelatte: das ist eine Latte, welche auf beiden.Seiten eine Einteilung
tragt; die beiden Einteilungen sind in der Regel um ein Stiick gegen-
einander verschoben, um méglichst unabhingige Lesungen zu erhalten.

Zur guten Aufstellung. der Latten werden eigene Untersitze kon-
struiert, die ein Gewicht von etwa 2.5 kg besitzen miissen und fest in den
Boden gedriickt werden. Sie tragen oben meist einen Dorn oder eine
gewolbte Oberfliche, auf welche die Latte mit einem passenden Schuh
aufgesetzt wird. Zur Senkrechtstellung dient eine Dosenlibelle.

Die Ablesung erfolgt in ihrer einfachsten Form durch die Schitzung
der Stellung des horizontalen Mittelfadens gegeniiber der Einteilung der
Latte. Zur Steigerung der Genauigkeit liest man auch an mehreren (drei)
Fiden ab und reduziert die dufieren Lesungen auf die Mitte. Noch grofiere
Genauigkeit erhilt man, wenn man auf die Teilstriche der Latte selbst
einstellt, wobei man den Mittelfaden am besten durch einen Doppel-
faden ersetzt. Bei Feldereinteilung stellt man auf die Mitte des Feldes
ein. Bei dieser Operation bleibt das Fernrohr nicht horizontal, sondern
erhilt einen kleinen Neigungswinkel, der mit der Libelle oder mikro-
metrisch gemessen wird. Zu diesem Zweck erhilt das Instrument eine
Kippschraube mit geteiltem Kopf. Statt das Fernrohr zu kippen, hat
man auch den Versuch gemacht, die Fernrohrachse parallel zu sich selbst
zu heben oder zu senken, um den Horizontalfaden in die Héhe eines
Teilstriches oder der Mitte eines Feldes zu bringen.

Von auBlerordentlicher Wichtigkeit ist es, daf} die Lattenlinge aufs
genaueste mit einem Normalmafle verglichen ist, und da namentlich
ihre Abhingigkeit von Temperatur und Feuchtigkeit festgestellt wird.

Die gewohnliche Reduktion des geometrischen Nivellements besteht
darin, dafl man die Summe der abgelesenen Hohenunterschiede als 2dh
bildet. Es 148t sich nun leicht zeigen, daf} diese Summe nicht die Meeres-
hohe vorstellt, dafl sie iiberhaupt gar keine richtige Hohe liefert, weil
ihr die Grundeigenschaft mathematischer GroSe fehlt: man kann sie
nicht durch Addieren und Subtrahieren zu Héhen von anderen Punkten
zusammensetzen: mit anderen Worten, das Resultat des Nivellements,
wenn es so gewonnen wird, ist vom Wege abhingig. Der Grund liegt
darin, dal die Niveauflichen nicht parallel sind.

Wenn ein Nivellementzug einer Niveauflache folgt, so wird das Er-
gebnis 3dh immer gleich Null sein, denn die Niveauflidche ist tiberall
horizontal, wenn sie auch noch so komplizierte Kriimmungsverhaltnisse
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aufweist. Es werden alle dA einzeln gleich Null sein. Es seien nun in
Abb. 22 AB und A'B’ zwei Niveauflichen, und wir denken uns von 4
nach B’ auf zwei Wegen nivelliert. Folgen wir zuerst der Linie 4B, so

5 erhalten wir das Ergebnis Null. Nivelliert man- lings

A der Lotlinic BB’, was natiirlich nur gedankenmifiig
moglich ist, so erhalten wir fiir Zdk die Linge BB'.
A Es ergibt sich also als Héhe von B’ iiber 4 die Grofle

BB’. Nivellieren wir aber zuerst von A nach 4’, so
erhalten wir fiir die Hohe von B’ iiber A den Wert
AA’, weil das Nivellement lings 4’'B’ wieder Null gibt. Da die Niveau-
flaichen nicht parallel sind, also 44" nicht .gleich BB’ ist, so erhilt
man auf diesen beiden Wegen verschiedene Werte fiir die Hohe von
B’ iiber A.

Wir konnen das auch so ausdriicken: Nivelliert man um das Viereck
ABB'A’ nach A zuriick, so ist das Nivellementergebnis Zdh = BB’
—AA’>>o0. Wegen des Nichtparallelismus der Niveauflachen ist also
der Ausdruck Zdh iiber eine geschlossene Figur von Null verschieden.
Wir heiflen diesen Rest den sphdroidischen Schiuffehler.

Man kommt also so nicht zu dem richtigen Begriff der Héhe, denn
diese mufl eindeutig sein: nur dann kann man Héhenunterschiede als
Differenzen von Meereshéhen herstellen.

Obwohl das Nivellement lings einer Niveaufliche keine Héhendiffe-
renzen anzeigt, ist doch die Meereshohe in ihren einzelnen Punkten nicht
die gleiche. Nur in der Meeresfliche selbst ist die Héhe {iberall gleich Null.
Langs der Niveauflichen ist aber, wie wir schon wissen, eine andere
Grofle konstant, ndmlich das Potential oder der Arbeitswert . Um von
einer Niveaufliche auf eine andere zu gelangen, ist immer die gleiche
Arbeitsleistung erforderlich ohne Riicksicht auf den Weg. Fiir unmittel-
bar benachbarte Niveauflichen ist diesc Arbeit gegeben durch gdh,
wenn dk der Abstand der beiden Flichen in einem beliebigen Punkte,
und g die daselbst herrschende Schwere bedeutet.

- Jeder Punkt tiber der Meeresflache ist also durch einen bestimmten

W-Wert charakterisiert. Man hat daher auch vorgeschlagen, statt des
Begriffes der Héhe direkt diesen Arbeitswert einzufithren. Wir hitten
dann statt der Hohe des Punktes B iiber A zu setzen:
. Wg= Wa—+ Sgdi, (1)
wo die dh dem Nivellement entnommen werden und g die zugehorigen
Schwerewerte sind. Diesem Vorschlag wohnt auch eine praktische Be-
deutung inne, um so mehr, als der Wert von g so nahe gleich 10m ist,
daf} sich leicht eine Einheit finden 148t, in der die W-Werte auch numerisch
mit den Hohenwerten fast zusammenfallen. Uberdies ist der Riickweg
zu wirklichen Héhenwerten sehr einfach: Dividiert man den Unterschied
W4—Wg =AW zweier Niveauflichen durch einen konstanten Wert
der Schwere, z. B. durch g4, so hat die Grofie

Abb. 22.
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AW S
845 845 =&k (2

wieder die Dimension einer Hohe. Solche Hoéhenangaben heifien dyna-

mische Koten. ‘

Diese Hohen, die dem praktischen Bediirfnis ganz entsprechend sind,
da gerade der Arbeitsbegriff an der Hohe das Wichtige ist, sind aber
weit davon entfernt, die fiir die theoretischen Zwecke nétigen Meeres-
hohen zu liefern. Niher kommen wir diesem Begriffe in der folgenden
Weise, wobei allerdings klar werden wird, dafl wir zu wirklichen Meeres-
hohen durch das geometrische Nivellement iiberhaupt nicht gelangen
konnen.

Es sei in Abb. 23 A"”"B” die Meeresflichel), ACB die Niveaufliche
durch den Ausgangspunkt der Messung A, 4’C’ die Niveaufliche durch
den Punkt C’, dessen Meereshthe bestimmt werden soll. Die Linien 44",
C’'CC"”, BB"” sind die den einzelnen
Punkten entsprechenden Lotlinien. Es
ist dann 4 4" die Seehdhe des Punktes
A und C'C” die gesuchte Seehthe des
Punktes C’. Das Nivellement geht
schrittweise von A nach C’ vor, und
das direkte Nivellementergebnis ist

L1+ 22"+ 3,3 4 4,4 = Zdi.
Es ist nun nach dem Gesagten weder g
3dh gleich CC’, noch auch die Sec- Abb. 23.
hohe von C' gleich AA" - CC’, weil
AA" & CC” ist. Wir haben daher die H6henunterschiede aus dem
Nivellement, ebenso wie die Héhe 44" auf die entsprechenden Groflen
unter dem Punkt C' zurtickzufithren, wozu wir die Schwerewerte brauchen.

Zwischen zweil Niveauflichen ist {iberall
godh =g dl. (3).
Bezeichnen wir mit Buchstaben ohne Index dic laufenden Werte im

Nivellement, und mit dk¢, gc die entsprechenden Werte in der Lotlinie
von C, so ist

gdh = gcdhe oder dhc = gi -dh. (4)
c

Daher

A
€C =3% .44 und ebenso CC" = f &4 an,
gc P gc

wo in der letzten Gleichung die Summe zweckdienlich durch ein Integral
ersetzt ist. Die Grofle g kann an Ort und Stelle beobachtet werden, die

1) Nach HeLMERT: Theorien II, S. sooff.
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Groflen g und g4 aber, die fiir Punkte gelten, welche im Innern der Erde
gelegen sind, konnen wir nicht bestimmen, und daran scheitert die
genaue Bestimmung der Meereshbhe. Wir miissen uns begniigen, fiir
die Schwere den normalen Wert einzufithren, der nach (5) S. 63 und
(39) S. 69 gegeben ist durch:

&= 9™8064 (1 — 0,002 64 cos 2 B)[1 — 0,000 000 314 77] (3)
oder abkiirzungsweise:

& =& (1t —Bcos2B)(1 —yh) = g5 (1 — B coszf —yk). (6)
Bezeichnen wir mit B4 und B¢ die geographischen Breiten und mit
h4 und ke die Meereshhen entsprechender Punkte unter 4 und C’,
so ist

ga 1 — fBcosz2Ba 1 —Yha
gc  1—pcoszBc 1— yke
— (1 + 2@ sin(Ba -+ Bo)sin (Ba— Bz — ylha— hd)- (1)

Hier kann das von y abhingige Glied ohne weiteres wegbleiben, da der
Unterschied #4-—»5%c selbst nur von der Ordnung der gesuchten
Korrektion ist.

Wir finden also

A

cc’ =/?-d/l = (I +2ﬂsin(b’_4 -+ Bc)Sin(BA—Bc))HA, (8)
an 8¢

wo Hy4 :AAT' gleich der Seehéhe von A ist. Ist By— B¢ = 4B,
der stets kleine Breitenunterschied in Bogensekunden, B eine mittlere
Breite und w die Winkeleinheit (w = 206 265”), so konnen wir schreiben:
. 4B
CU’:(I—{—zﬂSlnzB-T)HA. (9)
In der gleichen Weise finden wir

B .
CC’ =1+ 28sin(B + Bd)sin (B — B)]dh. (10)
- .

Hier ist B die geographische Breite des Instrumentenstandes beim Nivelle-
ment, und d/ die zugehorige Differenz der Lattenablesungen; oder:

c C
d
cc =A2'¢/z + 2gﬁsinzb’—§-a’/t mit: 8 = B — Bc. (11)

Das erste Glied rechter Hand ist das direkte Nivellementergebnis. Fiigen
wir nun (8) und (11) zusammen, so ergibt sich

< 4B < dB
He= H, +;"fz/z+ 2{5’sinzBT-HA+ zp’;'sinzBTd/z. (12)
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Das letzte Glied stelit die Korrektion dar, die an = dk anzubringen
ist, um die Hohe von C’ iiber der Niveaufliche von A zu erhalten; sie
fihrt den Namen orthometrische Korrektion der Hohe von C’ iiber A.
Das vorletzte Glied stellt noch eine weitere Verbesserung dar, welche
der Hoheninderung in der Niveaufliche durch 4 Rechnung trigt. Beide
zusammen gestatten endlich aus H4 die Hohe H¢ zu berechnen.

Die so gefundenen Werte sind zwar nicht die wahren Meereshshen,
da sie statt mit den richtigen mit den normalen Schwerewerten gerechnet
sind; sie sind ihnen aber praktisch gleich zu halten.

Man kann den Ausdruck fiir die orthometrische Korrektion auch
noch in anderer Form darstellen. Es ist wieder mit Vernachlissigung des
Héhengliedes:

EA— — Bcos2B -+ fcosz2 B¢

gc
und

c
cc' =2[I — pcosz2B + Bcosz2Bcldk
< .

c c c
221111— [)’Zcoszb’a’lz 4 B cos 2BC21d/z. (13)
A A A

Auf das zweite Glied rechts wenden wir das Prinzip der partiellen Inte-
gration an:

c
C ]
ZcoszBd/z =Jcosszz’/z=
4 A

c
= cos2B¢c-Hc—cos2B4-Hyq 4+ 2fsinzB-dB-/z
A

c
= cos2Bc-Hc—cos2B4-Hq -+ 225in25’-d5’-/¢.
A

Setzen wir dies ein und ersetzen dabei noch im letzten Glied von (13)

¢
2 dh durch He — H 4, so bleibt mit Vernachldssigung des Unterschiedes
A
zwischen By und B¢
c

CC ='dh+ 23 }-sin2B-dB.
- ,

Ist dM das entsprechende Meridianstiick in Kilometern, so ist

dM = dB-¢, ¢ = 6377 km,
somit

c c
' 2 .
ccC =A§ d/z+—~g§ AE,/zssz‘-dM.
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Wir finden so die von LarLEMaND1) gegebene Form. Das Summen-
glied laf3t sich leicht mit Hilfe eines Meridianprofiles berechnen oder auch
mit einem Planimeter oder Integraphen bestimmen.

Wird ein geschlossenes Polygon nivelliert, so wird Ausgangspunkt
und Endpunkt identisch, also H4 = H¢ und B4 = B¢ und 4B im
vorletzten Glied von (12) = Null. Es bleibt

2 € 4B
o v . 4B .
% dh = 2/3% sinz B ” dk (14)

der Ausdruck fiir den orthometrischen Schlufifehler, gleich der negativen
orthometrischen Korrektion. Wir konnen eine dhnliche Rechnung fur
die dynamischen Hoéhen durchfiihren.

Der dynamische Hohenunterschied ist nach (2 ) gegeben durch

ga’/z gdh ga’/z
He— Hy= E E E' (15)
¢ 4 815 815 g45

wo dic Bildung der Differenz, weil sie auf den Eigenschaften des Poten-
tiales beruht, ohne weiteres zuldssig ist. Setzen wirl)

g=g45(1 -+ d)a (16)'
so wird
C c
— Hy=dh+ s dl. (17)
A A

c
Die Gréﬁez d0dh wird als dynamische Korrektion bezeichnet. Da nach (6)

a
0 =— B cos 2B —yh ist, so erhalten wir
C C
Hc—_—f]A—}-Zrz’/z—p’ZcoszBd/z —%(Hi_Ha) (18)
] e

Fir ein geschlossenes Polygon wird

A A
Dlih =D cos2Bdi (19}
A A

Dies ist der dynamische Schiuffehler.

Die Bezichung zwischen der orthometrischen und der dynamischen
Korrektion ist leicht herzustellen. Wir denken uns von einem Punkt 4
im Meeresniveau nach einen Punkt C, der genau iiber 4 liegt, nivelliert.
Dann ist in (12) d B und 4 B = 0, und die orthometrische Korrektion ver-
schwindet. = dk wird mit der orthometrischen Hohe identisch. Die
dynamische Hohe wird nach (18) aber gleich

211’/1 — B cos 2320’/1 — A:

1) CH. LALLEMAND : Note sur la théorie du nivellement (Verhandl. d. perman.
Komm, der internat. Erdmessung in Nizza, 1887, Annexe Vf.).

2

(20}
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Der Unterschied { zwischen beiden also

' H? H?
g:—ﬂcoszBZd/z-—y =—ﬁcoszB-H—y—z—- (21)

2

Tragt man sich graphisch — fcos 2 B als x und H als y auf, so gibt
die Gleichung

L=ay—L.p (22)
Hyperbeln, welche Punkte gleichen {-Wertes miteinander verbinden.
Man kann sich fiir jedes Land, seiner Grofle und seiner Hohenlage ent-
sprechend, diese Kurven konstruieren, und kann dann von den ortho-
metrischen Hoéhen sofort zu den dynamischen ibergehen, und umgekehrt.

Wir haben in (12) und (18) die normale Schwere eingefithrt. Bei
den dynamischen Hohen, bei welchen nach (2) nur die Schwere an den
Beobachtungspunkten eine Rolle spielt, kdnnte man auch die wahren Werte
der Schwere einfithren. Dazu mifite an jedem Instrumentenstand des
Nivellements eine Schwerebestimmung gemacht werden. Mit den ge-
wohnlichen Instrumenten und Methoden wire aber dazu ein Arbeits-
aufwand erforderlich, der alles Leistbare weit iiberstiege. Vielleicht wird
die E6tvossche Drehwage hier gute Dienste leisten. Abgesehen von
dieser praktischen Schwierigkeit besteht kein Hindernis, vollstindig kor-
rckte dynamische Hohen zu ermitteln. Bei den orthometrischen Héhen,
wo die frither mit g¢ bezeichnete Schwere innerhalb der Erde eine Rolle
spielt, ist eine ganz einwandfreie Behandlung unméglich.

Die oben bercchneten Korrektionen diirfen nicht vernachldssigt
werden. Erstens: weil die sachliche Unméglichkeit, die im Schlufifehler
liegt, beseitigt werden mufl; zweitens: weil sie auch recht bedeutende
Werte annehmen kénnen. Hermertl) zeigt, dafl bei einem Nivellement,
welches die Alpen, als Gebirgszug von 2500 m mittlerer Kammhéohe
betrachtet, im mittleren Teile iiberquert, und auf einem Umwege um die
Alpen zum Ausgangspunkt zuriickkehrt, der sphiroidische SchluBifehler
den Betrag von 0,4 m erreicht. Auch der Fehler der nivellierten Héhen
wire von der gleichen Gré8enordnung.

Die durch Massenunregelmifigkeiten erzeugten Schwerestérungen
spielen eine viel geringere Rolle als der regelmifige Teil der Schwere-
unterschiede. STERNECk2) verwendet seine eigenen Schwerebeobach-
tungen in Tirol zur Reduktion einer Nivellementschleife, welche die Alpen
im Zuge des Brenners {ibersetzt und im Meeresniveau zum Ausgangspunkt
zuriickkehrt. Er findet fiir den dynamischen SchluBfehler nach Gl. (16)
=-—0,135m, wihrend die Einfithrung der normalen Schwere =—0,117 m

1) R. HELMERT: Theorien II, S. 510.
2 R.v. STERNECK: Die Schwerkraft in den Alpen (Mitteil. d. mil. geogr. Inst. in

Wien, XI. Bd.). Vgl. auch die anderen Arbeiten von R.v. STERNECK in Bd. XII,
XIII und XVIL
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liefert. Der durch die Schwerestérungen verursachte Fehler ist also
nur 18 mm. Der Grund hierfir liegt in der unterirdischen Kompen-
sation der Alpenmasse. )

Bei grofleren Nivellementziigen, welche auch bedeutende Héhen iiber-
schreiten, konnen aus der Vernachlidssigung der Korrektionen mit Riick-
sicht auf die Unvollkommenheiten in der Kompensation bedeutende
Fehler entstehen. .

Um die Resultate des Nivellements zu verwerten, muf} ein bestimmter
Nullpunkt gew#hlt werden; der Name ,,Meereshéhe'* deutet nun darauf
hin, daB8 dieser Nullpunkt mit der Meeresfliche zusammenfallen soll.
Wir werden aber spiter sehen (S. 129), dal die Bestimmung der
mittleren Hohe des Meeres eine Aufgabe fiir sich ist, die mehr Unsicher-
heit mit sich bringt als das geometrische Nivellement selbst. Man wihlt
also einen theoretischen Nullpunkt als , Normalnull*, dem eine bestimmte
Seehohe zugeschrieben wird. Die Lage der Meeresfliche mufl dann ihrer-
seits gegen ,,Normalnull* bestimmt werden.

Solche Nullpunkte werden auf Grund geologischer Untersuchungen
in Gegenden hergestellt, welche voraussichtlich keinen Verinderungen
unterliegen. In michtige Steinblécke oder auch in den gewachsenen Fels
wird ein metallener Bolzen eingelassen, dessen Mitte oder oberer Rand
den Nullpunkt bezeichnet; der Bolzen wird durch einen Deckel gegen
auflere Verletzungen geschiitzt, eventuell die ganze Anlage durch Erd-
reich bedeckt. Solche unterirdisch festgelegte Punkte erhalten auch eine
oberirdische Markierung. Eine mehrfache Markierung ist von Nutzen,
wenn es sich darum handelt, die Unverinderlichkeit der Erdscholle,
auf welcher der Nullpunkt liegt, festzustellen. So besteht z. B. der
neue preuflische Nullpunkt aus fiinf Marken, die durch genaue Mes-
sungen miteinander in Beziehung gesetzt sind und sich gegenseitig kon-
trollierenl).

Das Prizisionsnivellement folgt im allgemeinen dem Zug der Haupt-
straffen und Eisenbahnen. Die Strecke wird in einzelne Teile geteilt und
jedes Stiick fiir sich zweimal in entgegengesetztem Sinne gemessen. Die
Nivellementziige bilden Schleifen oder Polygone, und so ein das ganze
Land iiberspannendes Netz, in welchem viele Punkte mit anderen auf
mehrfache Weise verbunden sind. Dies liefert eine Kontrolle fir die
Giite der Resultate und bietet die Méglichkeit, durch einen Ausgleich
ein einheitliches System von Héhenwerten zu schaffen.

Wichtige Punkte (Repérepunkte) erhalten gut versicherte, minder
wichtige einfache Hohenmarken. '

Die Nivellements werden von Zeit zu Zeit wiederholt, um sich von
der Bestdndigkeit der Hohen zu liberzeugen. Gefundene Verinderungen

1) Verhandl. d. XVIL allg. Konferenz d. intern. Erdmessung in Hamburg, 1912,
Bd. I, Beilage A, VIIL
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konnen ebensowohl nur die Hohenmarke oder ihre nichste Umgebung
wie ein weites Gebiet betreffen. Besonders nach grofien Erdbeben sind
solche Verinderungen wahrscheinlich. So hat man nach dem groflen
Erdbeben in Messina (23. Dezember 1908) Hohendnderungen bis zu 60 cm
gefunden?).

Die fiir ein Prizisionsnivellement festgesetzte Genauigkeit betrigt
=+ 3 mm auf den Kilometer. Die Fortschritte im Instrumentenbau und
der Mefitechnik haben gezeigt, daf3 diese Grenze heute meist nicht erreicht
wird. Deshalb wurde auf der XVIL allgemeinen Konferenz der inter-
nationalen Erdmessung beschlossen, diese Grenze herabzusetzen. Man
bezeichnet nach dem Vorschlage von LarLemanp?) als Nevellement hoher
Prizision ein Nivellement mit nur 1,5 mm Kilometerfehler. Diese Ge-
nauigkeit wird hauptsichlich durch sorgfiltige Beriicksichtigung syste-
matischer Fehler erreicht. Nach dem letzten Berichtel) sind auf der
ganzen Erde nunmehr 323000 km niveiliert und fast 241 000 Héhen-
marken angebracht.

5. Das trigonometrische Nivellement.

Dasselbe besteht darin, dal man mit Hilfe eines entsprechenden
Instrumentes (Theodolit, Universale, Nivellierinstrument mit STAMPFER-
scher Schraube) den Winkel mifit, den die Gesichtslinie nach einem ent-
fernten Objekte mit der Horizontalebene einschlieit. Diese Horizontal-

ebene ist der Berithrungsebene des Geoides
8

parallel (Abb. 24). Wire nun der Verlauf des

Geoides bekannt, so wiirden auf diesem Wege ,7
sofort Meereshchen resultieren, vorausgesetzt, B’
daB es gelingt, den gemessenen Héhenwinkel vom

Einflufl der Refraktion zu befreien. Was aber den Abb. 24.

Verlauf des Geoides anbelangt, so haben .wir

gesehen, dafl wir zu seiner Bestimmung ein Referenzellipsoid einfiihren
muBten. Der ganze Komplex der Triangulierungsarbeiten ergab dann
die schon mehrfach erwihnte Grofie N, die Entfernung zwischen Geoid
und Referenzellipsoid. Der Verlauf des letzteren ist bekannt. Wir
werden also die gemessene Hohe so reduzieren, dafl sie sich statt auf
die Beriihrungsfliche des Geoides auf die des Referenzellipsoides be-
zieht, werden so zunichst die Héhen iiber dieser Fliche erhalten, und
kénnen dann mit Hilfe der Groflen N auf Meereshohen iibergehen.

1) Cu. LALLEMAND: Rapport générale sur les nivellements de précision (ibidem
Bd. II, Annex B, VII). Vgl.auch M. Scumipr: Erginzungsmessungen zum bayrischen
Prizisions-Nivellement 1 (1908}, 2 (1919}

2, Cu. LALLEMAND: Note sur la mesure de la précision des nivellements et projet
de création d’une nouvelle catégorie des nivellements dits de haute précision (ibidem
Bd. II, Annex B, VIIIb).
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Der Winkel, den die beiden Beziehungsebenen miteinander ein-
schlieflen, ist durch die Lotabweichung A gegeben. Es sei in Abb. 25
Z und Z' die Richtung der Normalen zum Referenz-
ellipsoid und zum Geoid, also ellipsoidisches und
wahres Zenit eines Punktes 4; z;, und zj, die zu-
gehorigen Zenitdistanzen und a;, bzw. aj, die Azi-
mute des anvisierten Punktes. ZZ’ =} sei der Be-
trag der Lotabweichung; ihre Richtung sei durch das
Azimut a gegeben. Es ist dann

Abb. 25, COS 213 == COS 719 COS A - sinzyg sind - cos (& — ayq). (1)

Da A immer ein kleiner Winkel ist, so kénnen wir cos 4 = I setzen und
den Sinus mit dem Bogen vertauschen; somit:
COS Z1a = COS 29 — A sin z9 cos (¢ — @y9). (2)
Setzen wir ferner
Lcosa =& Asinee =, (3)
so daf § und 7 die siidliche und westliche Komponente der Lotabweichung

sind, und bedenken, daf8 z;, und 2], sich nur um kleine Betrige unter-
scheiden, so finden wir

. 219 — 512 = £ cosayq + 1 sinays, (4)
welche Gleichung zur Reduktion der wahren Zenitdistanz auf die ellipso-
idische dient.

Es seien nun in den beiden Punkten P; und P, der physischen Erd-
oberfliche die wahren gegenseitigen Zenitdistanzen 2y, und 25;. Wir
reduzieren sie auf ellipsoidische Werte nach
(4) und bringen den Einflufl der Refraktion
an. Dieser kann im allgemeinen dem Winkel y
(Abb. 26) proportional gesetzt werden. Die so
korrigierten Zenitdistanzen sind nunl):
ky

2

P

L9 = 312 +

-+ §1cosayy + nysinayy

(s)

Uy
9
Ly

B
’ 27 & :
= z31 + -, T sa2cosay + npsinag .

Der Winkel y ist der Konvergenzwinkel

Abb. 26. der beiden Lotlinien, die in Abb. 26 sich in K

schneiden. Dies ist insofern nicht korrekt, als

die beiden Lotlinien in der Regel iiberhaupt keinen Schnittpunkt haben.

Bei den kleinen Distanzen PP, gehen sie aber jedenfalls so nahe an-
einander vorbei, daf3 dieser Umstand aufler acht bleiben kann?2).

1) R, HELMERT: Die mathem. und physik. Theorien der héheren Geodisie,
Bd. I, S. 518.

2) Die Kriimmung der Lotlinie wird vernachlissigt. Sie betrigt fiir eine Hohe
von 600 m hdchstens o,1” (ibid. Bd, II, S. g9).
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k heiBt der Refraktionskoeffizient, und éz ist dann der Winkel,

den die letzte Tangente an den Lichtstrahl mit der geraden Verbindungs-
linie Py P, anschliet. Die Werte von k; und %, in den beiden Punkten
P, und P, sind im allgemeinen voneinander verschieden.

H, und H, sind die beiden Seehshen, N; und N, die Abstinde
zwischen Geoid und Referenzellipsoid, so dafi wir setzen koénnen

=P K=09p+H + N d=PK=0¢s+ H+ N 6
wo g1 und g}, die Kriimmungsradien der in der Richtung P, P, gelegten
Vertikalschnitte des Ellipsoides sind.

Nach einem bekannten Satze der ebenen Trigonometrie ist dann:

(dy —dy) : (dy + &;) = tan % (Co1 — Lyo): tan[lSo — % (Car + Q?.)]: (7

Ist nur in P, beobachtet worden, in welchem Falle wir von einer
einseitigen Zenitdistanz sprechen, so miissen wir aus dieser Gleichung
{5, eliminieren. Es ist

{yg = 180 — Lio + 7, (8)
somit:

dy — dy = (dy + db) tan%ctan (512 — —Z*) . (9)

. , . . I
Der Unterschied gjs — 015 ist nach HermerTl) gleich — gy3, wo man
12

fiir ¢ das arithmetische Mittel aus g;, und @1, nehmen kann. Auf der
rechten Seite spielt das kleine Glied keine Rolle. Wir setzen hier also

) .
yo=ys und tan%zl(r—l—y—)- ‘ (10)

2 12

So finden wir unter Benutzung von (6):

502 [ 7 I
HZ—“-H'l_'-ZVZ—ZVi:Xm (I+ )ctan(glg——)—;g;ﬁ (II)

2
. 129 2
mit

o Hy ok N 2 (x2)
2Q

s» stellt dann die Entfernung zwischen P und P, in einem mittleren
Niveau vor. Zu ihrer Berechnung reichen Niherungswerte von H und
N aus.

Zusammen mit den ganzen Triangulierungsoperationen, welche die
Groflen Ny und N, liefern, erhdlt man somit tatsichlich die gesuchte
Differenz der Meereshéhen H, — H,. Man kann aber auch umgekehrt, da
das geometrische Nivellement Werte liefert, welche praktisch als mit
den Meereshohen identisch angesehen werden konnen, das trigonome-

S = Sy (I +

1) Ibid. Bd.II, S. 563.
Einfithrung in die Geophysik. 6
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trische Nivellement nun dazu verwenden, die Gréfle N zu bestimmen.
Es ist dann in Gl (11) H, — H, als bekannt anzusehen.

Uberhaupt gibt theoretisch das trigonometrische Nivellement ein
Mittel in die Hand, die Erdfigur ganz unabhingig von jeder Hypothese
zu bestimmen. Wenn man bei der Triangulierung immer auch die Zenit-
distanzen miit entsprechender Genauigkeit mifit, so kdénnte man, von
zwei Punkten (Basisendpunkten) ausgehend, die rechtwinkligen Koor--
dinaten simtlicher Netzpunkte in bezug auf ein gegebenes Koordinaten-
system berechnen. Man erhielte die Punkte des Netzes als Eckpunkte
eines Polyeders. Mit Hilfe des geometrischen Nivellements kénnte man
dann auf das Geoid ubergehen.

Leider scheitern diese Operationen an der Unmoglichkeit die Re-
fraktion entsprechend genau zu bestimmen: so bleibt nichts iibrig, als
auf den groflen Nutzen, den die trigonometrische Hohenmessung bringen
kodnnte, zu verzichten, und sie nur als Mittel zur Hohenbestimmung zu
verwenden, und zwar als ein Mittel, welches zwar rascher, aber mit viel
geringerer Genauigkeit arbeitet als das geometrische Nivellement.

Jedenfalls mufl man sich bemiihen, die Refraktion mdglichst genau
zu bestimmen, oder Methoden zu wihlen, bei welchen sie moglichst
unwirksam ist. Wird die Hohe gegenseitig beobachtet, also nicht nur £,
sondern auch {,; bestimmt, so 148t sich der gréBte Teil der Refraktion
eliminieren. Er wird nach (7), (10) und (12) :

12

So? 1. I
H2_H1 +N2_N1:5m (’- -+ Izogi)tanj(/:ﬂ - C12)__973 (Is)

B - I .
Cop — Lyg = 20y — 52+ 5 (kg — 41) 7 + &3 cos agy - 14 sinay
—_ gl COS a9 — 771 sin ay9. (14)

Kann man annehmen, daf3 der Lichtstrahl symmetrisch verlduft, so hat
man k; = ky zu setzen und die Refraktion fillt heraus.

Man hat viele Mithe darauf verwendet, die Groflie & zu bestimmen.
Man entwickelt zu diesem Zwecke den theoretischen Ausdruck fir diese
Grofle auf Grund der bekannten Eigenschaften der Atmosphire, unter
Beriicksichtigung des Einflusses von Temperatur, Luftdruck und Feuch-
tigkeit. Man kann natiirlich in einer solchen Formel, deren Koeffizienten
auf Grund von Beobachtungen bestimmt werden miissen, nur mittlere
Verhiltnisse zum Ausdruck bringen, die in einzelnen Féllen von den
wahren Verhiltnissen sehr stark abweichen kénnen. Man wird daher mit
Hilfe des gefundenen Wertes fiir £ nur dann brauchbare Werte der Re-
fraktion erhalten, wenn man die Beobachtungen iiber einen langeren
Zeitraum, etwa uber 24 Stunden, erstreckt, oder jene Tagesstunden aus-
sucht, zu welchen eine normale Lagerung der Luftschichten voraus-
gesetzt werden kann. Die wichtigsten Untersuchungen auf diesem Gebiete
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rithren von BAUERNFEINDI) und HartL2) her. Letzterer stellt sich die
Aufgabe, den Wert von £ in Beziehung zu setzen zur geographischen Lage,
namentlich zur Nihe des Meeres oder des Gebirges, endlich auch die Ab-
hingigkeit von der Zeit oder vom Sonnenstand festzustellen. Der Wert
von k liegt bei 0,1—o0,2.

Die Hauptschwierigkeit bei der Bestimmung der Refraktion liegt
darin, dafi man die Dichteverhiltnisse der Luft lings des ganzen Ver-
laufes des Lichtstrahles kennen sollte. In der Tat kann man aber die
meteorologischen Elemente nur in unmittelbarster Nihe der Beobach-
tungsstationen bestimmen, und gerade hier, in der Nihe des Bodens,
folgt der Lichtstrahl meist einem ganz anderen Gesetze als in der freien
Luft. Nach Bauernreinps Untersuchungen verlduft der Lichtstrahl
nahe dem Boden fast geradlinig; erst in der Hohe von einigen Metern
beginnt die Kriimmung. Auf die Verdnderung des Refraktionskoeffizienten
bei Anniherung an eine Wasserfliche geht HELMERT3) ein. Hier werden
auch die interessanten Untersuchungen von Koss tiber die Beobachtung
der Kimmtiefe besprochen4).

6. Die barometrische Hohenmessung.

Wenn wir annehmen, dafl die Luft blo unter dem Einflufl ihres
Gewichtes einen Gleichgewichtszustand annimmt, und auch die Wirme-
verteilung nur von der Hohe abhingt, so fallen die Fliachen gleichen
Druckes mit den Potentialflichen der Schwere zusammen. Es stehen
dann die Druckdifferenzen mit den Potentialdifferenzen in einem direkten
Zusammenhange.

Ist - die Dichte der Luft in irgendeinem Punkte und g die Schwere
daselbst, so ist die Abnahme des Druckes pro Flicheneinheit bei Er-
hebung um d#% gleich dem Gewicht eines Luftquantums, dessen Basis
die Flicheneinheit und dessen Hohe gleich dA ist. Also

. d
dp = — g3 dh oder d/z=—£- (1)

Da die Druckdifferenz zwischen ‘den beiden Stationen (4 und C”,
Abb. 27) von den iiber A zwischen 4 und A’ liegenden Luftmassen her-

1) C. M. BAUERNFEIND: Ergebnisse aus den Beobachtungen der terrestrischen
Refraktion. 1. Mitteilung {Abh. d. bayr. Akad. d. Wiss., 1880, Bd. 13, 3. Abt.). 2. Mit-
teilung. ibidem Bd. 15. 3. Mitteilung. ibidem Bd. 16.

2) H. HARTL: Beitrag zum Studium der terrestrischen Strahlenbrechung {Mit-
tellungen des mil. geogr. Inst. in Wien, III, Bd.). Uber mittlere Refraktionskoeffizienten
(ibidem Bd. IV).

3) R.HELMERT: Trigonometrische Héhenbestimmung und Refraktionskoeffizienten
in der Nihe des Meeresspiegels (Sitzungsber. d. preuf. Akad. d. Wiss., 1908, XXVI).

4) Expedition S. M. Schiff Pola ins Rote Meer (Denkschr. d. Akad. d. Wiss. in
Wien, Bd. 69). Folgerungen aus den Kimmtiefenbeobachtungen zu Verudella. (Ann.
d. Hydrographie, Dez. 1903).

6*
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riihrt, so sind in (1) die zu der Linie 44’
gehorigen Werte einzusetzen. Die Grofle dz
entspricht dann der Entfernung zweier
Flichen gleichen Druckes oder zweier
Niveauflichen in dem entsprechenden
Punkte oberhalb 4. Wir setzen daher

d/lA —_ - d—p . (2)
g
Wollen wir die Entfernung derselben beiden Flichen an der Stelle C

haben, so haben wir ebenso wie auf S. 73 mit ?4 zu multiplizieren.
c

Somit

ap
dhe = — .
c o (3)
Koénnten wir hier die wahren Schwerewerte einfithren, so wiirde
die Integration direkt auf die Differenz der Meereshéhen von 4 und C’
fiihren. Da die wahren Werte aber unbekannt sind, so miissen wir uns
mit den normalen Werten (5) bzw. (6) (S.74) begniigen. Es ist dann

gc= g5 (1 — B cos2Bc) (1 — y4) (4)
und wir finden mit Beriicksichtigung der Kleinheit von g
. d
(1 —74) ﬂ’/lc=—~1'f(l—i—[)’cosch)-—£- (s)
. 815 o

Ist ¢ das arithmetische Mittel der Temperatur in 4 und C’, und
nehmen wir an, dafl wir diese Mitteltemperatur fir die ganze Luftsiule
gelten lassen Lkonnen, so ist nach dem Gav-Lussac-MarioTTeschen
Gesetze

¢ 2 I
1)' = ¢ M —_—
| o 20 T at (6)
Hier ist po der Druck von 760 mm Quecksilber bei der Schwere ggq. Ist
also 0 die Dichte des Quecksilbers, so ist

P20 =10,76 -0 - g35. (7)
9, ist die zugehorige Dichte der trockenen Luft. Die Feuchtigkeit wird
beriicksichtigt durch Multiplikation mit dem Faktor

1 — O,377§ (8)

wenn ¢ den Dampfdruck bezeichnet. Hier konnen fiir ¢ und p Mittelwerte
verwendet werden. Wir finden nun

(c—7i)an=— 3 (s a (1 40,517 5 ) (x4 cos 39 L. (o)
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Integrieren wir nun von 4 = H, bis HO, so finden wir

— H}
He— Hy—y e~ 4

= ’730 d (14 az) (1 +o,377§)(1 + 8 cosz B¢) log natﬁ

oder wenn wir gemeine Logarithmen verwenden,
H,
e[ -2
0,76 -0

2
=S n ( +at)(1+o,o377%)(1+ﬂcosz£c)log;—: (10

mit
pt = loge = 0,434 295.
Fafit man alle Konstanten zusammen, so ergibt sich mit 6 = 13,596
und 3, = 0,001293

K e o g = 18400 1)
Die vollstindige Formel lautet also, wenn wir noch — A+ He =H und
v nach (5) (II, 3), S.63 gleich ? setzen:
He— Hy
=184oo(1+a1‘)(1+o,3771§)(1 + B cos2 B¢) (I -l——*)l .+ (12)

Die so gefundene Hohendifferenz entspricht dem, was wir auf S. 70
orthometrische Hohen genannt haben. Aus der Entwicklung ergibt sich,
dafl man in den Faktor der Schwerereduktion die Breite B¢ einzufithren
hat, nicht, wie iblich, é‘#-

Die Gréfien p4 und pc sind als Werte des absoluten Druckes zu ver-
stehen, wie man ihn nach Anbringen simtlicher Korrektionen an der
Lesung von Quecksilber- oder Aneroidbarometern erhilt, oder wie man
sie etwa durch Siedethermometer gewinnt. Es darf also bei Quecksilber-
thermometern die Schwerereduktion nicht vergessen werden. Dafi die
obige Formel bereits eine solche enthilt, hat mit der richtigen Ableitung
von p4 oder pc nichts zu tun. Jene bezieht sich auf das Gewicht der
Luft, wihrend fiir das Quecksilberbarometer auch das Gewicht des Queck-
silbers in Betracht kommt.

Wir kénnen die barometrischen Héhenunterschiede auch als dy-
namische ableiten. Gehen wir von der Gleichung

AW = gdh

WC—W'A:fgd/z=—fdf | (13)

aus, so wird
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unabhingig von der Schwere. Dividieren wir durch einen konstanten
Wert, z. B. g5, so erhalten wir

M;_HC‘—HA:_L‘/‘Q‘ (14)
&15 gV

Es bleibt nun die ganze frithere Ableitung erhalten, nur fehlen die
von der normalen Schwere herrithrenden Faktoren. Wir erhalten also
fir den dynamischen Hohenunterschied

He— Hy= 18400 (1 ~{—az‘)(1 +o,377%) log%~

Wegen der Kompliziertheit der meteorologischen Zustinde kann die
barometrische Methode mit den anderen beiden nicht konkurrieren, auch
nicht mit der trigonometrischen, bei welcher die meteorologischen Fak-
toren nur in die Refraktionskorrektion eintreten, wiahrend bei der baro-
metrischen Messung die Luftzustinde das Wesentliche sind. Nach
Jorpanl) ist der Fehler einer Messung bei geringen Hohenunterschieden
(200 m) etwa 1—2 m, steigt aber rasch mit der Hohendifferenz. Die
grofite Unsicherheit bringt dabei die Unkenntnis der mittleren Luft-
temperatur mit sich. Nur lange, liber viele Jahre ausgedehnte Beob-
achtungsreihen kdnnen zu guten Resultaten fithren, und auch hier sind
systematische Fehler in groflem Ausmafe zu erwarten.

Wenn wir nun die drei Methoden der Hohenmessung iiberblicken,
so konnen wir zusammenfassend sagen, dafl sie alle drei theoretisch
Meereshohen liefern kénnten, dal aber die Durchfiihrung an der Un-
kenntnis, sei es der Schwerewerte, sei es der meteorologischen Elemente
scheitert. Das geometrische Nivellement aber liefert Werte, die wenig-
stens praktisch den Meeresh6hen gleichgehalten werden kénnen.

(15)

IV. Theorie der Gezeiten.

7. Allgemeines; Grundgleichungen; Entwicklung des Flut-
potentiales.

Es wurde bisher viclfach vom Meeresniveau gesprochen und dar-
unter jene mittlere Lage des Meeresspiegels verstanden, welche er in Ab-
wesenheit aller stérenden Ursachen annihme. Solche sind: Luftdruck
und Wind, die Temperatur und die Verschiedenheit des Salzgehaltes,
und namentlich auch jene durch die Anziehung von Sonne und Mond
hervorgerufene periodische Schwankung, die man als Gezeiten (Tiden)
bezeichnet. Die Untersuchung dieser letzteren Erscheinung bildet eines
der schwierigsten und kompliziertesten Probleme, dessen befriedigende
Loésung bisher noch nicht gelungen ist.

Wir haben in folgendem diese Aufgabe in ihren Grundziigen zu be-
handeln. Die Erscheinung der Gezeiten, charakterisiert durch perio-

1) W. JorpaN: Handbuch der Vermessungskunde, 1I. Bd,, S. yo02.
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disches Steigen und Fallen des Wassers, durch den Wechsel von Flut
und Ebbe, entsteht dadurch, da die Erde zum Teil mit einer Wasser-
masse bedeckt ist, welche gegeniiber dem festen Erdkern eine gewisse
Beweglichkeit besitzt. Betrachten wir nun das System Erde—Mond,
so haben wir die Erde als eine freischwebende Kugel aufzufassen, welche
mit einer gewissen Beschleunigung gegen den Mond fallt, wahrend auch
umgekehrt der Mond gegen die Erde fallt. In der Tat miifiten die beiden
Gestirne aufeinander stiirzen, wenn nicht die seitlichen Geschwindig-
keiten vorhanden wiren. Die Gréfie der Beschleunigung der Erde gegen
den Mond?) hingt auBer von der Mondmasse noch von der Entfernung ab.
Die dem Mond zugekehrten Wassermassen sind demselben niher, er-
halten somit eine griéflere Beschleunigung als der Erdmittelpunkt, und
suchen diesem in der Richtung zum Monde vorauszueilen: es entsteht
also hier eine Kraft, welche das Wasser zu heben sucht. Die Wasser-
massen auf der entgegengesetzten Seite sind weiter vom Monde ent-
fernt als der Erdmittelpunkt: ihre Beschleunigung also geringer: sie

—Mond

Abb. 28. Abb. 29.

suchen hinter der Bewegung der Erde gegen den Mond zuriickzubleiben.
Es entsteht also auch hier einc nach auflen gerichtete Kraft; auf einem
Giirtel zwischen diesen beiden entgegengesetzten Punkten entsteht eine
Kraft, welche gegen den Erdmittelpunkt wirkt und die Fliche des Wassers
zu erniedrigen strebt. In allen anderen Punkten steht die Kraft schief
zur Oberfliche. Es entsteht also ein Kriftesystem, wie es in Abb. 28
angedeutet ist.

Zerlegt man jede Kraft in ihre Horizontal- und Vertikalkomponente,
so erhilt man das System der Abb. 29. Hier sind lings der Peripherie
die Vertikalkomponenten, im Innern des Kreises die Horizontalkom-
ponenten eingetragen. Unter dem Einflufl dieser Krifte miifiten die
Wassermassen, wenn sie rasch genug folgen kénnten, die Form annehmen,
welche in Abb. 30 punktiert eingezeichnet ist.

Indem sich die Erde tiglich einmal um ihre Achse dreht, dreht sie
sich unter. diesem Kriaftesystem durch; es treten immer neuc Wasser-

1) Es ist nicht die relative Beschleunigung gegen den Mond, sondern gegen den
gemeinsamen Schwerpunkt Erde—Mond zu nehmen.
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massen in die gleiche Stellung zum Mond und werden zu entsprechender
Bewegung angeregt, steigen empor und sinken wieder hinab, und zwar
ist sofort einzusehen, daffi dies zweimal des Tages stattfinden muf:

Nehmen wir an, es sei in Abb.29 NS

/ N die Erdachse, so beschreibt ein beliebiger

/1 /_\\\\ Punkt einen Kreis um den Pol: ein solcher
t 7 1 7 sei durch AB dargestellt. Man erkennt
\\U y sofort, da3, wenn der Mond nicht im Aqua-
— tor steht, dieser Kreis unsymmetrisch gegen

Abb. 30. das Kraftesystem verlduft. Daraus folgt,

daf} die beiden Hochwasser eines Tages im
allgemeinen nichtgleich ausfallen werden. Der Unterschied ist um so grofer,
je grofer die Deklination des Mondes ist, und zwar gleichgiiltig, ob die
Deklination eine nérdliche oder eine siidliche ist, indem sich dabei nur
die beiden Fluten vertauschen. Da nun der Mond in jedem Monate alle
Deklinationen, die er erreichen kann, durchlduft, so hat er die Halfte
dieser Zeit nordliche, die andere Hilfte siidliche Deklination, und es
entsteht auf diesem Wege eine halbmonatliche Ungleichheit. Es ist Klar,
daB sich alle Ungleichheiten, welche in der Mondbewegung enthalten
sind, in dem Kriftesystem dufiern werden, also auch Flutbewegungen
veranlassen werden. Nun kommt noch die Sonne hinzu, deren Bewegungs-
perioden ebenfalls in der Flutkraft vertreten sein miissen: es wird eine
halbtigige und eine ganztigige Sonnenflut, eine halbjahrige und eine
ganzjihrlge auftreten usw.

Man kann zunichst nur sagen, dafi die Flutbewegung mindestens
ebenso kompliziert sein mufl wie die Kraft, welche sie erregt. Es ist aber
auBerordentlich schwierig anzugeben, welche Bewegung das Wasser tat-
sachlich ausfithren wird. Es handelt sich dabei um die Lésung der {ol-
genden hydrodynamischen Aufgabe: Welche Bewegung macht eine auf
einer rotierenden Kugelfliche verteilte Wassermasse unter dem Einflufl
der aus den astronomischen Daten abgeleiteten Flutkrifte.

Wir haben also von den hydrodynamischen Grundgleichungen aus-
zugehen. Sind X, Y, Z die Komponenten der auf die Masseneinheit
wirkenden Krifte, p der Druck und & die Dichte des Wassers, so lauten

die Gleichungen arx x— 1. g
dt2 g ox
d?y 1 p
PR "
diz LRV
a2 zZ— ERRTE

Die Groflen X, Y, Z enthalten einerseits die Anziehung der Erde, anderer-
seits die Flutkraft, so daf3 wir setzen konnen:

X=X+X Y=VY+Y% ZIZ=ZZL+2% (2)
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Bezeichnen wir die Erdmasse mit E, so wird, die Erde als Kugel vom
Radius 7 vorausgesetzt,

kRE x PE FE =z
R=—gey K==l A=y
mit 72 = x2 + y2 4 22 (3)
Fithren wir die Funktion
29
n= > (4)
ein, die nichts anderes ist, als die Potentialfunktion von X, Y, Z, so ist
=2 =t :
dox oy
27, 2 "
Zy = —671 : (s) 7
© 0
Zur Ableitung von X,, Yo, 7
Z, betrachten wir Abb. 31. Es )32vAU y
sei E der Erdmittelpunkt, P ein 7 M
Punkt der Wassermasse; seine / »
Koordinaten: x,9, z; §,n,{ selen &
die Koordinaten des Mondes, Abb. 31.

dessen Masse gleich M sei. X, v
Y, Z, sind dann gegeben durch die Differenz der Anziehungs-
komponenten von M auf den Punkt P und den Punkt E. Somit

RM(E —=x) RME

=T Dd
_ BMn—y)  RBMy 6
=" T T v ()
_ RME—s)  RML
2= Dy

Bezeichnen wir den Winkel PEM mit v, so ist

A=VDI 17 S VA s
=VD24r2—2rDcostp =D 1—2jb—costp+172-

-3
2

Lﬂ;b i +q
Z3= Do\" TP D VT oo

2
wobei wir das Glied mit —;—2 vernachlassigen. Somit wird mit gleicher
Genauigkeit
RMT,. 7 BRM 37r&
X2 == F[(b —x) (I—‘—SE‘COSlp)—g] = '“DT (—x+7)— COSlp)

=ﬁ'(1+3%005¢’)1 (7)

BN 377

2= 7 (— y+7°°w)
BRM 37L

22 =55 (= o+ 35 o)
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Ex+ny+Cz .
der, d =TT
oder, da cosY D 1st
A2 Mx M -
Xy = — 3 +3_D—5§(§x+77J’+Q5)
BMy  3RM N
V= — 2+ 35 nEx+ oy + Lo (8)
k2 Mz M. .-
L= — 73 %5‘&(595'*"7)’"{‘/:'3)'
Setzen wir
V2,74 V2y.74 .
Vo= — a4yt 2+ S0 oy + o)
RIM?
=7 (3 cos2y — 1) (9)
so ist
7 oV e
X2=M Yy = 2 22=M2~ (r0)
ox oy 05

Fiigen wir noch die von der Sonne herriihrenden Glieder hinzu, so ist nun

REE kM2 k2552
—_ — 20l — - 2 —
V=V+7V,= " -+ D8 (3cos?y x)—i—zD,a(gcosw 1), (11)

wo S die Sonnenmasse bezeichnet. Die Grundgleichungen nehmen nun

die Form an:
d2x d I
A __ "y
Js? bx(l y ]’)

dty 0 (.. I
m=a ~57) (r2)
dlz h) B 1

n r(” - o'f’)'

Die GroBlen ¥ und o’ lassen sich durch die astronomischen Daten
der Mond- und Sonnenbewegung darstellen. Wir fithren Polarkoordi-
naten ein:

x=rcospcos® &= Dcosdcose § = D' cosd’ cosa’
y=rcosgpsin@ 1n=Dcosdsine n = D' cosd sina’ (13
z=rsing = Dsind " = D'sind’.

Wenn wir annehmen, dafl in Abb. 31 die #y-Ebene mit dem Aquator zu-
sammenfillt, und die x-Achse nach dem Friihlingspunkt weist, so ist ¢
die geozentrische Breite und @ die Sternzeit des Punktes P; « und 0
Rektaszension und Deklination des Mondes, ' und ¢’ dieselben Gréfien
fir die Sonne. 7, D und D’ sind wie frither die Entfernungen vom Erd-
mittelpunkte.
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Es ist dann
Ex+4ny~+ Lz =7D cosyp = r.D(cosp cosd cos(@ — &) 4 sin ¢ sinJ)
3082y — 1 =3 cosp cos2d cos?(@—a) -} 6 singp cosp sind cosd cos(@—a)
-+ 3 sin2¢ sin?0 — 1

= % cos?ep cos?d -+ 3 sin2gp?sin?d — 1
+%sin2rpsinzd‘cos(@——a) (14)
3

+; cos?¢p cos?d cosz (@0 — a).

Wir koénnen hier drei Gattungen von Gliedern unterscheiden. Das
erste Glied enthilt den Stundenwinkel s = @ —a nicht. Da sich 0
langsam #ndert, so kann es fiir kurze Zeit als konstant gelten. Nimmt
man auf die Veranderung von ¢ Riicksicht, und bedenkt, da8 die trigono-
metrischen Funktionen nur im Quadrat vorkommen, so kommt diesem
Glied die Periode von einem halben Monat zu. Das zweite Glied enthalt
den Kosinus des einfachen Stundenwinkels des Mondes; es ist also im
wesentlichen ein Glied von der Periode eines Tages. Das dritte Glied
endlich enthidlt den doppelten Stundenwinkel, hat also die Periode eines
halben Tages. Die entsprechenden Glieder fiir die Sonne haben eine halb-
jahrige und ebenfalls eine ganztdgige und eine halbtigige Periode.

Wir haben also langperiodische, ganztigige und halbtigige Glieder.
Diese bilden drei Hauptgruppen, deren Unterscheidung aus der raschen
Veranderlichkeit des Stundenwinkels entspringt. Nimmt man auf die
langsame Verinderlichkeit der iibrigen GréfSen: d, 0, D und D’
Riicksicht, so spaltet sich jedes Glied in eine Anzahl von einzelnen Glie-
dern, deren Perioden gruppenweise wenig voneinander verschieden sind.
Die Astronomie lehrt, wie man imstande ist, den ganzen Ausdruck fiir V
in lauter einfache periodische Funktionen aufzulésen.

Um den Weg anzudeuten, wie eine solche Entwicklung durchzufiihren ist, be-
trachten wir z. B. das 2. Glied fiir die Sonne, d. i. abgesehen von konstanten Faktoren,
der Ausdruck

1 Ekliptik
D7 sin 2 d’ cos (@ — «').
Ist ¢ die Schiefe der Ekliptik, so ist nach Abb. 32
tan ¢ = sin ¢’ tan ¢. (15)
Daher:
sn2d — 2 tan d” _ _2sin¢’tane
i 1 +tan?d” 1 -4-sin?e’tanZe Abb. 32.

Da sin? ¢’ tan2 ¢ immer < 1 ist, kann man den Nenner nach Potenzen dieser
Grobe entwickeln und erhilt sin 2d” in der Form

sin2d’ = ¢ sin ¢’ 4 agsind3 ¢/ + @z sind ¢/ 4+ - -,
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wo &y, a3, a; Konstante sind, welche nur von & abhingen. Verwandelt man die Po-
tenzen von sin ¢’ in die Funktionen der mehrfachen Winkel, so wird

sin2d" =4y sin e’ 4 f3sin 3¢’ 4 d5singe’ .. (16)

Es wird dann weiter

sin2d” cos (@ — ') =& sin«’ cos (O — ') - bgsin3a’ cos (O — ) 4+ -+

= %[sin(9—sin(@—2(e’)]—{—bz—s[sin(@-i-2«’)—sin((-)—4a’])+ ceey (1)

so dabB die Glieder allgemein die Form haben:
¢;sin (@ 4ie), (17")

wo 7 eine positive oder negative gerade Zahl oder Null ist.

O ist die Sternzeit; sie dndert sich im Laufe eines Sterntages um 24h. Be-
zeichnen wir mit # die mittlere Zeit, verflossen seit einem gegebenen Anfangsmomente,
und mit w die Rotationsgeschwindigkeit der Erde, bezogen auf mittlere Zeit (so dal
fiir #= 86164 mittl. Sekunden w#= 27 wird), so ist

O=uwt+ 0. (18)

Hier bedeutet Op die Sternzeit fiir den gewdhlten Ausgangsmoment; wir er-
halten dann
sin2d’cos (@ — ') = J¢;sin (w2 +ic’ + Oy). (19)

Die Rektaszension der Sonne #ndert sich keineswegs proportional der Zeit, sie
1i6t sich aber durch eine Reihe ausdriicken, welche nach dem Vielfachen der mittleren
Linge fortschreitet. Bezeichnen wir die mittlere Bewegung der Sonne mit #’, so ist
die mittlere Linge gegeben durch »'? - Zy, wo Zj die mittlere Linge fiir die Zeit
t=o0 ist. Es ist dann

' =Ly+n't+4 dysina’t + dasin2n't 4. - -
~+ ey cosn’t 4 excos2zn’t4 -, (20)
Die Groflen 4 und ¢ sind konstante Grollen, welche von der Exzentrizitit der Erdbahn
und der Schiefe der Ekliptik abhiingen.
Fiir die Reihe {20) schreiben wir abkiirzend:

o« =Ly+n't+ 3 (21)
z ist dann bekanntlich nichts anderes als die Zeitgleichung. Setzen wir dies in (19)
ein, so wird, wenn X eine neue Konstante bedeutet
sin 20" cos (§ — &) = Z¢;sin (wé 4 in't + iz + K) i=o,F2,F+4...
= T¢;sin [(w 4 in')¢ 4 K] cos iz
+ S cos[lw4-in')2 4 K sinis. (22]
z ist ein kleiner Winkel, und da wir uns auf die ersten Werte von 7 beschrinken
konnen, so diirfen wir setzen

2.2 353
3 . . i3
= 4. sinis =iz — ——+- (23}

cosiz =1 —

Setzen wir hier die Reihe fiir 5 aus (20) ein, und entwickeln die auftretenden
Potenzen und Produkte in die Funktionen der vielfachen Winkel, so konnen wir
cos 7z und sin 7z durch eine Reihe darstellen, welche nach sin und cos der Vielfachen
von 7'z fortschreitet.

Das gleiche gilt von dem Faktor dessen Verinderlichkeit durch die Ex-

I
bzl
zentrizitit der Erdbahn bedingt ist, und somit ebenfalls eine jihrliche Periode hat.
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Wir hitten die Reihen fiir sin 7z und cos 7z oben einzusetzen und mit der Reihe

fiir D—I,é zu multiplizieren; hierauf wieder die Produkte durch die Funktionen der

vielfachen Winkel zu ersetzen, wodurch eine Reihe von der folgenden Form entsteht
51,5 sin 2" cos (0 — a') = 3 4, sin [(w + #n') ¢ + By, (24)
k

wo % ganze Zahlen sind, die auch negativ sein konnen und B, neue Konstante be-
deuten.

Die Reihe konvergiert sehr rasch, so daB man sich auf die ersten %2-Werte
beschrinken kann. Behilt man also nur die ersten Glieder bei, so erhalten wir aus
dem betrachteten Glied (15) eine ganze Gruppe neuer Glieder mit den Perioden

27 27 27 27 27 R
’ 79 IR} 7 N (25;
© w+4n w—n W 4 27 0w — 272

2 ist im Verhiltnis zu w eine kleine Gréle: w?# erreicht im Laufe eines Sterntages
den Wert von 24h, denn w ist nichts anderes als die Umdrehungsgeschwindigkeit
der Erde; »'¢ erreicht aber den Wert von 360° oder 24k erst im Laufe eines ganzen
Jahres, und im Laufe eines Tages nur 4m; ist also 365 mal kleiner. Die Perioden (25)
sind also nur wenig voneinander verschieden, und alle beildufig von der Linge
eines Tages.

Wollen wir uns auf die Hauptglieder beschrinken, so konnen wir in (22}

.. I .
€os 7z =1 und sin7z == 0 setzen, und — konstant nehmen. Gl (17) zeigt uns dann,

D3
dalb die wichtigsten Glieder den Werten i =0 und 7 = — 2 entsprechen. Dazu ge-
horen die Perioden
2
2% und ——”—,- (26)
w w—2n

In #hnlicher Weise sind auch die iibrigen Glieder zu behandeln. Beim Monde
werden aber die Entwicklungen noch weitldufiger, da seine Bewegung noch viel ver-
wickelter ist, als die der Sonne; auch ist die Exzentrizitit seiner Bahn viel gréfer,

I I . . .
s also viel stiirker verinderlich als Vo Beim Monde mul} ferner auf die wich-
tigsten Storungen seiner Bewegung durch die Sonne (Knotenbewegung, Perigium-
bewegung, Evektion, Variation) Riicksicht genommen werden.

Wir stellen im folgenden die wichtigsten Perioden nach KrimmeL1)
zusammen. In der ersten Kolumne finden wir den Namen des Gliedes
in der zweiten die hierfiir gebrduchliche symbolische Bezeichnung. In
der dritten Kolumne steht die Periode in der vierten das Argument des
betreffenden Gliedes; die auf die Sonne beziiglichen Gréfien sind wie
bisher mit einem Strich versehen, p bedeutet die Bewegung des Mond-
peripdums; die anderen Bezeichnungen sind bekannt. Die Zahlen der
ftinften Kolumne erhilt man, wenn man 360 durch die Zahlen der dritten
dividiert. Die letzte Kolumne gibt das Verhiltnis der Koeffizienten der
einzelnen Glieder zu dem von M, (= 100).

1) O. KrUMMEL: Handbuch der Ozeanographie. Stuttgart 1911, 2. Aufl, II. Bd,,
S. 265. (Bibliothek geographischer Handbiicher.) Vgl. auch: SCHWEYDAR: Harmonische
Analyse der Lotstérungen durch Sonne und Mond. (Verdffentl. d. preuB. geod. In-
stitutes. Neue Folge Nr. 9.) S.s.
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Periode Winkelgeschwindigkeit Verhiltnis
Name der Teiltide Sym- in der
bol Stunden nach der in Graden| Xoeffi-
Entstehung proStunde| zienten
1. Mondtiden.
a) halbtigige:
Hauptmondtide . . . My 12,42 | 2(w—7n) 29,08410| 100,0
Mond-Sonnentide K 11,07 | 2w 30,08214 8,6
Grobere ellipt. Tide N 12,66 | 20— 312 +p 28,43973 19,4
Kleinere » > . L 12,19 | 20— 72 —p 29,52848 3,8
Ellipt. Tide 2. Ordng. | 2V 12,91 | 2w —4n-+2p 27,89535 2,6
Grobere Evektionstide v 12,63 | 20 —3n—p+2n' 28,51258 3,8
Kleinere > 2 12,22 | 20— n +p—2%'| 29,45563 0,7
Variationstide u 12,87 | 2w —4n+27" 27,96821 2,4
b) eintdigige:
Mondtide . o 25,82 w—272 13,94304 41,5
Mond-Sonnentide K 23,93 © 15,04107 39,0
Grobere ellipt. Tide Q 26,87 w—3n+4p 13,39866 8,0
Kleinere » > M 24,84 w—1n 14,49205 3,6
> » » J 23,10 w—+tn2—p 15,58544 3,3
c) von lingerer Periode:
Monatliche Tide. | Mm 661,30 n—2p 0,54437 4,6
14 tigige Tide .| MF 327,36 27 1,09803 8,6

2, Sonnentiden.

a) halbtigige:

Hauptmondtide . . . S» 12,00 |2{w — ') 30,00000 46,5.

Mondtide (Sonnenteil) . o) 11,07 | 2w 30,08214 4,0

Grébere ellipt. Tide A 12,01 | 2w — 37’ 29,95893 2,7
b) eintigige:

Sonnentide . . . . P 24,07 w— 27’ 14,95893 19,3

Mond-Sonnentide K1 23,93 w© 15,04107 18,5

c) von ldngerer Periode:

Halbjihrige Tide . . | Ssa | 2191,43 | 22’ | 0,08214]| 4,0

Jedem dieser Glieder wird in der Fluterscheinung eine Welle ent-
sprechen. Man bezeichnet eine solche Welle als Partialtide.
Wir werden im folgenden das Flutpotential je nach Bedarf in der

unentwickelten Form (9) und (14) oder in der entwickelten Form, wie
sie der obigen Tabelle zugrunde liegt, voraussetzen.

8. Die Gleichgewichtstheorie.

Den ersten Versuch der Behandlung des Flutproblems bildet die
sogenannte Gleichgewichtstheorie, die auf Berwourrr, EurLer und
Mac Lavrin zuriickgeht. Man erhilt die zugehorigen Gleichungen da-
durch, dafl man in (12), S. 9o die linken Seiten gleich Null setzt.
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Die Grundgleichungen gehen iiber in
(=)=
ox 9 ?
) 1
T )— (x)
?

w(r=ye)=e
0z N

V— %p = const. (2)

woraus folgt

Da die Dichte des Wassers konstant ist, und ferner der Druck an der Ober-
fliche, der nichts anderes als der Luftdruck ist, ebenfalls als konstant
angesehen werden muf}, weil wir von der ungleichen Luftdruckverteilung
absehen, so erhalten wir

V = const. (3)

als Gleichung der Oberfliche. Die Gleichgewichtstheorie verlangt also,

daf sich die Wassermasse in jedem Augenblicke der Niveauflache anpafit.

Sie kann kaum als eine physikalische, sondern mehr als eine geometrische

Behandlung des Problems aufgefa8t werden, und besteht in nichts an-

derem als in der Bestimmung der jeweiligen Form der Niveauflache.
Wir haben also nach (9), S. 90

RE k2 Mr? 2252
= — - 2,y — (2 2 — 1) = t.
e 2D3( 3costyy — 1)+ D3( cos?yy — 1)} = const.  (4)
Setzen wir
Y/
r=ry+ 4% oder —I—=L(1——), (s)
7 70 70

wo 7, den Radius der ungestorten Wasserfliche bedeutet, so wird

RE  RER B2 Mr} B2Sry ,
T A TD?’U (3 cos?p — 1) 7 ;' (3 cos?y’ — 1) = const,
wo wir in den kleinen Gliedern 7 durch 7, ersetzen konnen.

Wire M und S gleich Null, so miifite auch % gleich Null sein. Die

k2 .
Konstante wird also gleich FE, Wir finden somit

70
Mr} Srd
— 2y — g 2y —
Vi 2ED3(3cos¢jJ 1) 2ED3(3COSw 1)
= A (3 cos?yy — 1)+ A’ (3 cos?yy’ — 1). (6)

Betrachten wir zunichst den Mond allein, so erreicht % sein Maximum
fir cosy = == 1, also fir ¢ =0 und Yy = 180, also wenn der Mond
im Zenit oder Nadlr steht. Dagegen erreicht % sein Mmlrnurn fiircosy =0
oder 1 = 90, also fiir aufgehenden oder untergehenden Mond. Und

zwar 1ist
frax, = 2.4 y hpin, = — 4. (7)
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Die Erhebung ist also doppelt so groBl wie die Senkung. Das gleiche
gilt fir die Sonne. Fiihren wir die numerischen Werte ein, so haben wir
zu setzen:

) 70 1 7o I
0= 6371 XM =068 D' 23amo 8)
M 1 S
Z =3 - = 322000
Damit findet sich
A = o018 A = 0.08. (9)
Es ist also die maximale Erhebung gleich 2.4 424 = o%52 (10)
» Senkung » —A— A4 = —o.26.

Betrachten wir die Glieder der drei Gattungen, wie sie in der Ent-
wicklung (14), S.91 auftreten, gesondert, und beginnen mit dem wich-
tigsten Gliede, ndmlich dem der dritten Gattung, so ist

hy=A4- g cos2¢pcos?d cos2(O—a)+ A4 - %cos%p cos2d’cos2(@—a'). (11)

Es lagern sich also zwei halbtigige Wellen ibereinander, die sich zu
einer einzigen Schwingung mit verdnderlicher Amplitude und Phase
vereinigen lassen. Wir setzen

O—a'=0—0a+ (e« — ),
somit
cos2 (@ — ') = cos2 (@ — &) cos2 (¢ — &) — sinz (0 — &) sinz (a—c’).

Fihren wir nun die folgenden Bezeichnungen ein:

A - gcos%o cos?d 4 4 - %cos%p cos2d’ cosz (@ — &) = f3 cos 2 /3
' (12)
A - %cos?(p cos?d’ sinz (@« — &) = f3sinz Ay,
so geht (11) iber in
hy = fzcosz(F3 + O — q). . (13)
Die Auflésung der Gleichung (12) liefert zur Bestimmung von f und F
die Ausdriicke

= 2 coszngA2 costd+A"2costd’+ 2.4 4 cos?d cos?d cos 2 (@ — o)
tan2 A cos?0sinz(a — o) (x4)
A2 = S cos?d + Acos?d cosz (0 — o)

Die Amplitude /3 erreicht ihr Maximum, wenn a = o’ oder ¢ = a’ 4 180°
wird, das ist im Augenblicke der Konjunktion oder Opposition von Sonne
und Mond, also zur Zeit der Syzygien oder zur Zeit von Neu- und Voll-
mond. Man bezeichnet die zugehorige Flut als Springflut.

Gleichzeitig wird Fg = 0; A3 erreicht also nach (13) das Maximum
im Moment @ = a oder @ = a 4 180. Dies entspricht dem Augenblicke
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der oberen oder unteren Kulmination des Mondes, welche zur Zeit der
Syzygien mit Mittag und Mitternacht nahe zusammenfallt.

Die Amplitude f; erreicht ihr Minimum, wenn cos 2 (¢ —@') = — 1,
also a — a’ gleich 90° oder 270° wird, das ist zur Zeit der Quadratur des
Mondes (erstes und letztes Viertel). %3 hat dann die geringste Schwankung,
man bezeichnet die zugehoérige Flut als Nippflut.

Auch hier wird Fg = 0, und das Maximum von kg wird wieder er-
reicht fiir & = @, also wieder zur Zeit der oberen und unteren Kulmi-
nation des Mondes, das ist beildufig um 6" morgens und abends.

Zu allen anderen Zeiten wird F3 3= 0 sein. Es tritt also eine Phasen-
verschiebung ein, und das Hochwasser wird nicht mehr mit der Kul-
mination des Mondes zusammenfallen.

In bezug auf die Deklination ist die Schwankung gréfier, wenn d oder
d’ gleich Null sind. Diese Bedingung ist fiir beide Gestirne gleichzeitig
niherungsweise erfiillt bei Voll- oder Neumond zur Zeit.der Aquinoktien.

Unter sonst gleichen Umstinden ist die Flut am Aquator am gréften,
weil hier cos ¢ = 1 wird.

Fir die Glieder der zweiten Gattung erhalten wir

/zz=%Asin2(p sinzd’cos(@—a)—i—%A'sinz(psinzd'cos(O —d).  (13)

Die beiden Glieder kénnen dhnlich wie bei %3 in ein Glied mit verdnder-
licher Amplitude und Phase zusammengezogen werden. Die Periode ist
ganztigig. Wir finden

hy = fycos(Fy 4+ 9 — «) (16)
f2=~2— sin2gp¥ 4*sin? 20 + A ?sin?20" 4 2z A4’ sin 20sin 20 cos (e — )
A sinzdsin (¢ — ') (r7)

tan £y = Asinz0+ A sin2 ¢ cos(«—a')

Die Amplitude ist im allgemeinen kleiner als f5, da sie statt cos2d, welches
zwischen 0,778 und 1 schwankt, sin 20 enthilt, das zwischen 0 und 0,829
eingeschlossen bleibt. Dic grofite Schwankung tritt ein fiir « = a’ (Neu-
mond), die kleinste fiir ¢ —a’ = 180 (Vollmond). In beiden Fillen
wird F, = 0: das Hochwasser fillt mit der Kulmination des Mondes
zusammern.

Beziiglich der Deklination ist die Schwankung am gréften, wenn
d und ¢ im Maximum sind.

Die ganztagige Flut verschwindet sowohl am Aquator wie am Pol
wegen des Falktors sin 2¢p.

Das Glied der ersten Gattung endlich,

by =A [% cos?ep cos2d -+ 3sinpsin?d — 1]

+A'[f‘2 cos2¢p cos?d' + 3sinpsin?d’— 1]

Einfiihrung in die Geophysik. 7
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148t sich leicht auf die Form bringen:

A[(gsi.n”rp— I)(I — %cos:’d)] + A’[(3 sin2¢p —1) (1 ——‘Z— coszd’)]- (19)

Dieses Glied ist nur verinderlich, insoweit es d und ¢’ enthilt. Da es
von diesen Grofien nur Funktionen im Quadrat enthilt, so nimmt %,
die gleichen Werte fiir positives und negatives d bzw. ¢’ an. Die Periode
von k; wird also nur die Hilfte der Periode von 0 bzw. ¢’ sein, also ein
halber Monat und ein halbes Jahr. Da d selbst beim Monde == 28° nicht
iiberschreitet, so ist immer 1 — § cos?d <C 0. Solange also auch 3 sin2¢
— 1<C 0 oder ¢ <35° ist, wird Ay immer positiv sein. Es steht also
immer infolge der Flutkraft der Meeresspiegel am Aquator wihrend
des ganzen Jahres hoher als ohne die Fluterscheinungen.

Eine Verbesserung dieser Theorie kann dadurch eingefithrt werden,
dafl man die Anderung der Anziehung in Rechnung zieht, die dadurch
entsteht, dafl das Wasser unter den Flutkraften seine Form #dndert.

Dazu gibt die Theorie der Kugelfunktionen ein einfaches Mittel an die Hand.
Dort wird gezeigt, dab man jede auf der Kugel gegebene Funktion, also auch die
Verteilung der Fluthéhen durch eine Summe der folgenden Form darstellen kann:

h=ryg Y, (ud). (20)
Hier ist
u=sing A = geogr. Linge
_0_(_31 L
Y, (ud)= A”/P”]-(‘u) cosji 4 EIanPuj(A“) sin 74
J=o J=o0
2 P, (u) (21)
AN
Lol = (1 — 22 ——5—
swm 2 L), =) L
1”(‘u)_2"(7z!)2 #r 2(271——1)'u” P+ 2-4(2n—1)(22—3) pmrs

Die 4,; und B,; sind konstante Koeffizienten.

Nehmen wir nun an, wir hitten eine Kugel vom Radius 7y und der Dichte ,,
auf der Oberfliche mit Massen der gleichen Dichte belegt, deren Hshe durch eine
solche Entwicklung gegeben sei, so dafl also

r=ry(1+4 XY, (22)
ist, so zeigt die Theorie der Kugelfunktion, dal das Potential dieses Kérpers auf
einen Punkt seiner Oberfliche gegeben ist durch

4ﬂk2 '9711 7'0? 2 (72— I) |
V= [ S — .
2 (o2l (23)

Wir denken uns nun die Erde als eine Kugel vom Radius 7y und der Dichte #,,,
bedeckt mit einem Ozean von der Tiefe 797 und der Dichte $ (= 1), auf welchem sich
eine Fluterscheinung abspielt, die in einem gegebenen Augenblicke dargestellt sei
durch die Reihe 79X Y,. & und X'V, sind gegeniiber 7 als kleine Grolen zu be-
trachten. Es ist dann die Entfernung » eines Punktes der Oberfliche vom Erd-
mittelpunkte gleich

r=rg(t +d4+2Y,). (24)

Das Potential des Korpers auf einen Punkt seiner Oberfliche setzt sich nun

zusammen:
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1. aus dem Potential des Kernes, einer Kugel vom Radius 7y und der Dichte &,:
- 4nR2rB3 9, 4k 2 ¢
Tl +d+EY,) 3
2. aus dem Potential einer Hohlkugel von der Dichte 4, auf welcher die Massen
in der Héhe 90X ¥V, lagern. Dieses Potential stellt sich dar als Differenz des Po-
tentials einer Vollkugel vom Radius 7o(r 4 &) mit den aufgelagerten Massen und

der Dichte ¢ und einer Vollkugel vom Radius 7y und der gleichen Dichte. Wir er-
halten also nach (23):

7 (1—d—27,); (23)

Vo — 4272 (1 4 )29 (1 _ Ez(n —1) . _ 4717/722_@3‘_}_*
- 3 2nt+1 % 3(1+d+237)
422 (1 +2d)9 2{n — 1) 422
= ; e A B i
T h2 102 9 2(1—1 .
=4 ;O P_Szn+3'“+ﬂd*l+d+sn]
TRyl 9 a
=4_—°[3(z+ S'éni;-x'y"]' (26)

Fiigen wir nun #; und /% zusammen, so erhalten wir das Potential der mit der
gestorten Wasserfliche bedeckten Erde auf einen Punkt ihrer Oberfliche. Dies haben

RE .
wir in (4) an Stelle von —— einzusetzen. Wir erhalten
-

472728 T R2r2# 3 22 Mre?
g x4 4T e s v+ ety —n
E2S42
+ 7;%7% (3cos2y’ — 1) = kopst. (27)

Da fiir ¥ = S= o auch die Fluterscheinung d. i. YV, verschwinden muf}, so
bleibt fiir die Bestimmung der Konstanten

4k &,

3

Es heben sich also diese Glieder gegen die Konstante auf der rechten Seite
weg, und wir erhalten

47[k27’02 v © 3 ]u’zM?‘O?

=BT 8T Y, — S .Y, 5

9 2
+ 2 ooty — ) =0, (28)

4Ry O

(1 —d) + 3 d = const.

(3cos? ¢y — 1)

Es ist nun nach (21) sofort zu sehen,fdall 3cos2y —1 und 3cos Y/ —1 Kugel-
funktionen zweiter Ordnung sind, und zwar ist

2 3oty — 1) = Pyleos ), - (3cos?y’ — 1) = Paleos ¥,
wobei cos ¥ und cos ¥’ die Form haben
cosy =usind +V1—utcosd cos(®— ) =usind +V 1—u2cosd cos(Gp+1—a)
cos W' = gusin ¢’ 4 Y1 — u2 cos d” cos (0 — e') = usind” 4V 1—u2cosd’ cos(Og+ 4 —a'),
wenn O, die Sternzeit des Nullmeridians bedeutet.

Soll nun die obige Gleichung (28) fiir alle Werte von g und 4 erfiillt sein, so
miissen alle ¥ mit Ausnahme von Vs verschwinden: denn da die letzten beiden

Glieder in (28) nur Kugelfunktionen zweiter Ordnung enthalten, so diirfen auch im
I. Gliede nur solche vorkommen. Somit ist:

Vy=V,=YVz=---=0 h=nrls (29)
7%
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und es bleibt mit 2 = 2
23 k2 M,
—]7"4"3 7‘0(3”1_%3)4_ 0 (3005250—1)"'

oder da

o2
0,3 (3cos2y’ —1)=0,

47!7'0331 —x
3

ist

3 %\ _3Mnt 2 — ) 3570 ac
h(l—?s,,,) L ED8 30 — 1+ S Beosty’ — ). (30)

Vergleicht man dies mit (6) und bezeichnet die dort berechnete Hohe der Flut
mit /g, so ist

I
h=los — g 51

Die mittlere Dichte der Erde ist 5,5, die Dichte des Wassers ist 1. Der Faktor wird
also gleich 1,12.

Zur Beriicksichtigung der Anziehung der durch die Flut gestérten
Wassermasse auf sich selbst, miissen also alle Werte, welche aus der
Gleichgewichtstheorie folgen, mit 1,12 multipliziert werden.

Der Vergleich mit den Beobachtungen zeigt sofort die Unzulinglich-
keit der Gleichgewichtstheorie. Nicht nur, daff die beobachteten Flut-
héhen bei weitem grofer sind als die Zahlen (10), es fallen auch die Zeiten
des Eintrittes von Hoch- und Niedrigwasser keineswegs mit den von
der Theorie geforderten zusammen. Der Grund liegt darin, dafl die Gleich-
gewichtstheorie Eigenschaften des Wassers voraussetzt, welche es nicht
hat. Das Wasser ist nicht so beweglich, dafl es in jedem Augenblicke
die geforderte Gleichgewichtslage annehmen kann, und wiirde auch, wenn
diese erreicht wire, infolge der Tridgheit sofort dariiber hinausgehen.
Nur wenn sich die Kraft langsam #ndert, der gleiche Zustand anndhernd
langere Zeit erhalten bleibt, dann hitte das Wasser Zeit, in der betreffen-
den Lage zur Ruhe zu kommen. Die Gleichgewichtstheorie kann also
héchstens auf die langperiodischen Glieder Anwendung finden.

Aus diesen Bemerkungen ist ersichtlich, dafl die Gezeiten nicht als
ein Aydrostatisches, sondern als ein Ayvdrodynamisches Problem zu be-
handeln sind, und daB# daher dic unverkiirzten Formeln (12), S. g0
genommen werden miissen.

9. Dynamische Theorie von Laplace.?)

Wir gehen also auf das System (12), S. 9o zuriick. Darin ist V,
das Potential der stérenden Krifte, gegeben, J die Dichte des Wassers
bekannt; x, ¥, z und $ sind unbekannt und als Funktionen der Zeit und
der Anfangswerte xg vg 29 und pg zu bestimmen. Wir brauchen also noch
eine vierte Gleichung. Diese wird gewonnen aus der Tatsache, dafl bei
der ganzen Bewegung die gesamte Massc des Wassers die gleiche bleiben

1) P. S. LarLAcE: Traité de mécanique céleste, livre IV.
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muf, und heifit die Kontinuititsgleichung. Sie ist auch der Ausdruck
dafiir, daf3 in ein Volumelement im Innern des Wassers nicht mehr Fliissig-
keit eintreten kann, als in der gleichen Zeit austritt. Die Dichte des
Wassers wird dabei konstant vorausgesetzt. Die Hydrodynamik lehrt,
daBl die Kontinuititsgleichung die Form besitzt:

0 [dx o [dy d [ds '

i lat) + oy () +5: () == (x
Man erkennt nun soforf, daf3 das Gleichungssystem zweierlei Integrale
zuldfit.  Setzen wir ndmlich voriibergehend: x =xy +x; + %5, y =

Yo+ Y1+ Y2 z =2+ 2 + 2z, und ?5 bo =+ p1 + P2, so kénnen wir

das System in zwei zerlegen:

Pxy I 0p d?xy D 1 )
e T e ™ 7;2“—35(”—19 g

Py 1y Ay ¥ I )

At~ ¥ ¥y Cder T ¥y (V 5 P (2)
a?z I 0 d’zg 0 1

v s it = 3 (V ;9"-”2)7

wobel gy 2p und po als konstante Anfangswerte zu betrachten sind.

In dem ecrsten System kommen die stérenden Krifte iiberhaupt
nicht vor; das Integral stellt dic sogenannten freten Schwingungen der
Wassermasse dar. Die Perioden dieser Schwingungen hingen nur von
der Masse des Wassers, seiner Tiefe und der Konfiguration seiner Be-
grenzung ab. Das zweite System. 148t nur -Integrale zu, welche dieselbe
Periode besitzen wie die stérende Kraft. Solche Schwingungén heifien
erzwungene Schwingungen.

Laprace untersucht nur diese zweite Gattung von Integralen, in-
dem er von der Annahme ausgeht, dafl durch die innere Reibung die
freien Schwingungen immer wieder vernichtet werden. Inwieweit dies
den Tatsachen entspricht, werden wir spiter zu besprechen haben.

Ferner setzt LapLace voraus, dafl das Meer die ganze Erdober-
fliche bedeckt. Auch der Einflufl dieser Beschrinkung wird spater in
Betracht zu ziehen sein. '

Endlich vernachldssigt LapLace die Vertikalbeschleunigung des
Wassers tiberhaupt. Dies sieht zunichst paradox aus: Die zu unter-
suchende Erscheinung duflert sich im wesentlichen in einer Hebung und
Senkung des Wasserspiegels, und gerade diese Richtung trifft die Vernach-
lassigung. Es ist dies aber doch berechtigt: Die Vertikalkomponente der
Flutkraft kommt gegeniiber der Schwere gar nicht zur Geltung; dagegen
kommt die Horizontalbewegung des Wassers zur vollen Entwicklung.
Die Fluterscheinung entsteht also nicht dadurch, dafy das Wasser von der
Flutkraft gehoben wird, sondern dadurch, dafl es von allen Seiten zu-
sammenstrémt und der Uberschuf8 naturgemif nach oben ausweichen muf.
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Es sei
x = rcosqp cos(wt+2)
y=rcosp sin(wz+ 1) (3)
=rsing,

worin @ und 2 die geographische Liinge und Breite eines Wasserteilchens bedeuten. Wir
setzen w £ -}~ 4 = / und bilden zunichst die ersten Differentialquotienten von x, y und gz,

wobei wir der LapLACEschen Hypothese entsprechend :% = o setzen. Wir finden

dx . do . di
= smq)coslz-—rcostp sin/ - (w +E)
ay . A dl
2= smgp‘sml—(ﬁ-i-rcostp cosl—(w —1—5) (4)
dz

dt

Daraus leiten wir die zweiten Differentialquotienten ab, wobei wir Groben

2. Ordnung, also die Quadrate und Produkte der ersten Differentialquotienten ver-

nachldssigen. Es ergibt sich

bl 7‘005(?‘;—(:—'

a2x . ae . dep o da
ZZ = T rsne cos/ 7 ~+ 27singsin/- w a7 cos @ cosl(w-—i—zw E)
. d2)
— 7 coS @ smlﬁ
d?y . . A2 . do . R da (5)
az = sin sml?tz———zy sing cos/-w T cos @ sin/ (w~+2w d_t)
d?)
a2z _ 2¢ —I—rcostpcosl‘—iﬁ—
TE = s e o

Es ist ferner
dV 3V dr OV dgp OV 0!

=0 dx g dx T 0x
W_dv de 3 dg 3V 1 6
ay_B;"by—"_qu dy L 07 dy
dV Qv dr IV 3 OV A/
PR PP PR PR YO VI T
Zur Berechnung der Differentiale von #, ¢ und / nach z, y, = haben wir aus (3)
7@ und / durch x, y, z auszudriicken. Wir finden leicht

2 22 .0 mep = —— =% =2
7 22442422, sing Varoaaa , tg!l i)
somit
dr _ = do z Or sx sin cos g cos/
a—x—7—cosq)cosl, cos¢p-~a;=—7—‘§-6vx=—;‘§=—-————r———
Or _y . o z Or z sin@ cos @ sin/
a—y—;—cosqp sin/, cosq)-—; =—7:-6—J,=—7—3=——~—-7‘ T——
dr_z . oo z 07 I 2 1 22432 coslyp
3, e cosggr=—mgty =Tt = O
1 0/  y  cospsin/
cos2/d0x  x  rcosie - cos¥/
I T S S
cos2/dy  x  rcosgcos/

L I
cos?/ 0z



Dynamische Theorie von Laplace. 102

Es wird also

4 aVco osl—é-lj sing cos/ 3V _sin/

dx 0y 8P o r ¥ rcosg

oV OV singsinZ | 9V cos/

dy ~ dr "cos sin/— dgp’ r 7 rcosg ®)
oV IV, 0V cosg

3 =5, e +
0p A2

und entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir 3z’ 3r und a‘ﬁ die nun zusammen
y
mit (8) und (g) in (2) einzusetzen sind. Multiplizieren wir die so entstandenen Glei-
chungen der Reihe nach mit:
coscos/, cosgsin/ und sing

3z,

. )
und addieren, so findet man eine Gleichung fiir O—V ; 3 entsprechende Gleichungen

fir die Koordinaten ¢ und / ergeben sich durch Multiplikation mit
— r sing cos/, — 7 sing sin/, +rcose,
bzw. — rsin/, 7 cos/, o.
Die Gleichungen erhalten so die Form:

el ae ) 3 2

d 22 OV 1 0
251nq;cosq:(w-+2mdt)+7dtq w———‘(—}--ﬁ (9)
a2 ] )
— 2w72sing costp»;-if—i—r?cos?cp 7{;; =b—7——-‘;“a—‘?

Wir haben auch die Konfinuititsgleichung in eine entsprechende Form zu
bringen. Das Volumelement in Polarkoordinaten ist gegeben durch
r2cosqgpdpdldr. (10)
Fiir d» nehmen wir die Tiefe des Meeres = y; wir nehmen also als Volumelement
eine unendlich diinne Fliissigkeitssiule, welche vom Meeresgrund bis zur Oberfliche
reicht. Durch die Bewegung gehen ¢, 4 und s iiber in
¢+u, Atv, rtn. (11)
Es wird daher aus
3

cosq: cosp — using = cosq (1 — # tgp}

dp: de + (%d(p: dq)(l—l—a«s
dr: dr+ gi;’dz = dl(l—*— g;) (12)
' dy
v "+pr'”+o_3.'”+""

] ] .
W’;und ﬁ/ entsprechen hier der Anderung von y, so weit sie vom Meeresgrund
herriihrt; dazu kommt noch die Fluthohe 4, welche mit den anderen Gliedern zu-
sammen die gesamte Wassertiefe gibt. Das Volumelement deformiert sich also in:
du da u Oy v Oy )
2 — ) — = —e st — == dpdi
ricosg(1 utg(p](I—Fa )(I+61) (x—{—y +7/ 32
du | ay v 0y , n

-2 —_ [ — . < —-

=y cosq:ydq;d/[l utgq)—{-aq]—l—O? y 5(p+y 07.+y

Die Kontinuitit verlangt, dal das neue Volumelement dem alten gleich sei.
Es mub also der Faktor in der eckigen Klammer gleich 1 sein, oder

0 0 b}
—z¢tg¢+£+ol;+‘;— +; a;,'i‘—:
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Daraus finden wir fiir 74 oder die Fluththe %:

i) 0
1‘1=ﬁ=”7’tg‘?—w(u7’)“‘b—l(’”7’)' (x3)

‘Weiter wird 3 3
/zcosq}—uysmtp—cosq) (u;/)—costp 61(07/)

Die ersten beiden Glieder rechter Hand geben zusammen das vollstindige
Differential von #y cos@ nach ¢; und da im letzten Gliede nur nach 2 differentiiert
wird, konnen wir auch hier cos @ unter das Differentialzeichen nehmen. Es wird also

0 0
/z-cosq;—i—a (uycosq;)-{-b (vycosp)=o0. (14)

Diese Art der Ableitung der Kontinuitiitsgleichung fiihrt die Bedingung ein,
dal die Wasserteilchen, welche zu Beginn in einer Senkrechten iibereinander gelagert
waren, auch wihrend der ganzen Bewegung in dieser gegenseitigen Lage verbleiben.
Damit ist vorausgesetzt, daf alle iibereinander gelegenen Teilchen die gleiche Hori-
zontalgeschwindigkeit haben,

Die Glelchungen (9) und (14) bilden die Grundlage der Larraceschen
Theorie.

Integration. Larrace zerlegt nun das System (9) in drei Systeme
und setzt zu diesem Zwecke

 p=htptp wd V=R T. (15)
Die drei Systeme lauten:
Wy 1 ¥ 3y 1 ¥y
V—y'v———(u 7COSlp W'—# 07”_0
o I dp 9.9 Ay 1 P
—_ . = - — == II
VRIRY w2r2singcosp 3 1 b(p 7 g o
AR Mi_x
YN YA LY YA (16)
1% 2 7cos? ar
T e T Ve
I bﬁg - 9 -~ 2”72(/) . III
— 5 g = 207 sm(pcoS(p + p
L. 2(0725111(;)005(/)——{—7'%052(/)
S . VA dt 2

Da es sich um lineare Differentialgleichungen handelt, ist diese Zer-
legung gestattet.
Wir behandeln zunichst System I. Das Integral lautet

: 2,2
-—%pl =Y cos?¢ -} const. (x7)

Ist ¥, der Wert des Potentiales in der ungestérten Wasserfliche und /
die Fluthohe, so ist
L4

n="r-+ a"}f'/l'
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Nach der Definition des Potentiales ist nun Rid = — g, gleich der ne-
. . . o7
gativen Schwerbeschleunigung: somit
| Vi ="V, —gh. (18)

2,2
. Lo Wiy
Die Grofle

kraft, also eine GroSe, die nach den Ausfithrungen im Kapitel II von
der Ordnung der Abplattung ist. Wir diirfen uns daher auch in ¥V nicht
auf den einfachen Ausdruck (4) S. 89 beschrinken, sondern den genaueren
nehmen, der in Gleichung (1 ) S 66 enthalten ist, namlich:

cos2¢ ist nichts anderes als das Potential der Flieh-

RE
Vo= o —l—- (C A) (1 — 3sin2g).
75
Setzen Wir nun in (17) ein, so erhalten Wir':

2,2
+ (C——A 1— 3sin2¢p) 4 —— O costq g/z——pl—const (19)
P p—

Dle ersten drei Glieder zusammen smd aber nach (16) und (19), S. 66
gleich der Grofle W, welche lings der ungestorten Erdoberfliache gleich
einer Konstanten W, ist. Fassen wir somit alles, was in (19) konstant ist,
in eine Grofle zusammen, so wird
H=C—1ldg, (20)

wo C eine neue Konstante bedeutet. Diese Gleichung gilt, wie man
sieht, auch fiir die abgeplattete Erde.

Das System II enthilt die Gleichgewichtstheorie und ist durch die
Ausfithrungen von S. 94—100 erledigt. Das Integral lautet:

1
= Va+ G (21)
Es bleibt nun noch das System III. Es ist nach (15)
?=p+p2+ s
Fir die Oberfliche konnen wir diesen Druck = Null setzen (wenn wir
vom Luftdruck absehen). Es ist dann
p=—p—pr=—C+rdg— I+ G)
=‘(}(/lg—V2); (22)
wobei wir die Konstanten gleich Null setzen miissen, da fiir = 0 auch
p5 verschwinden mufl.
Wir setzen das Integral in der Form der Glieder in ¥y voraus:
b= acos(it+ b+ €
hg — V2=}?=a'cos(z't—|—,él + &)

* . (23)
u=bcos (it -+ kA + €

v= csin (it kA ).
I@:A[(gcos%p—x)(r—%cos?d)+~‘;’—sin2(psin25cos(wt+l+a)

+ ~';- cos?(pcos?d cos2(wé -+ 4 4 ¢) .
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Hier ist # die mittlere Zeit eines Ausgangsmeridians und 4 die geographische
Linge, so daff die @ — « in’Gleichung (14), S. 91 ersetzt ist durch

O wtt+i—a=wt+1+¢.
Ein beliebiges Glied von V, hat dann die Form

Flp)cos it + &+ ¢, (24)
wo in F (¢p) auch die als konstant zu betrachtende Grofle d enthalten ist;
u und v sind wie in (11) die verinderlichen Teile von ¢ und A.

Setzen wir nun (23) in die zweite und dritte Gleichung des Systems III
ein, so finden wir

[_ g‘; — zwrsingcosgp - ci+ 72 - biz] cos (i + &L 4 &) =o

(@'% — 2wr¥singcosep - bi+4 r2costep - ci2]sin (it kh 4 &) =o.
Da diese Gleichungen fir alle Werte von ¢ erfullt sein sollen, so folgt,
dafi die eckigen Klammern fiir sich verschwinden miissen:
d0d
) p
a'k—z2wrisingpcosp - bi + r2costpc =o.
Daraus findet man

— 2wrisingcose - ¢i 722 =o

7

icosp — 2d'kwsing

0 7
T F2cospi(i — 4w?sin?g
o pi p) (25)
2 wsing cosp — d'ki

dp
r2costep - (72 — 4 wisinp)

Die erste Gleichung des Systems III spielt keine Rolle, da wir die Be-
wegung in der Richtung 7 vernachlissigt haben.
Wenn wir nun ein Glied der Flutkraft herausgreifen:

Flip) - cos(iw 4 2L 4 &)
und in die zweite Gleichung (23) fiir V, cinsetzen, so fillt wieder cos
(tw-kL- g)als Faktor heraus, und wir erhalten

ga—Flp)=d

L) (26)

4

Endlich bleibt noch die Kontinuitdtsgleichung (14) zu behandeln.
Wir fithren hier die Voraussetzung ein, daf3 die Tiefe des Meeres nur von
@ abhiangt, dafl also die Tiefe des Meeres vom Pol zum Aquator nach
irgendeinem Gesetze variiert, lings jedes Parallelkreises aber konstant
ist. Dann ist ¥ von 4 unabhingig, und wir finden unter Benutzung von
(26), wenn wir den Faktor cos (fw - k4 4 &) wieder gleich unterdriicken:

(Lf(@cosfp T bqr;)(&7005¢)+ ckycosp =o. (27)
S

oder
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Fall konstanter Meerestiefe. Um zu priifen, ob die gefundenen
Gleichungen trotz der eingefithrten Beschrinkungen wenigstens das Wesen
der Sache treffen, untersucht Laprace die Frage, inwieweit sich gewisse
Eigentiimlichkeiten der Fluterscheinungen, die beobachtet wurden, dar-
stellen lassen. Es wird zunichst die Frage behandelt: Gibt es eine Kon-
figuration des Meeresgrundes, bei welcher die tdgliche Flut verschwindet?
Fir diese ist zu setzen:

i=0w i2=1
Flp) = Gysingcosp
Wir kénnen uns hier, wie auf S. 96 gezeigt, das Mond- und das Sonnen-
glied vereinigt denken. Da nun nach der Voraussetzung a == 0 werden
soll, so folgt aus (26)

a'= — G singcosp
dd . 28
und Y = — Gy(cos?p — sin?¢pp). (28)

Damit findet sich aus (25):

P Gy (cos?p — sinZip) cosp 4 2 Gy wsin2ep cosp — G,
r2w3cosp (1 — 4sintep) r2?
: 4 . (29)
_ —2Gywsinpcosp(cos?p —sin?¢p)+ Gywsinpcosp__ Gytang
o 72w3cos?p (1 — 4sinep) T P2

Dies ist in die Kontinuitdtsgleichung (27) einzusetzen. Das erste
Glied verschwindet wegen @ = 0 und es bleibt

Gy 0 Gitangp
T iy VO T s eosp =
oder
0 .
Wp—(ycosrp) 4+ ysingp =o.

Daher

oy

dp
oder

y == const. (30)

Auf einem die ganze Erde bedeckenden Ozean mit konstanter Tiefe
verschwindet somit die eintigige Flut; das bezieht sich aber nur auf
die Fluthshe. Es bleiben noch Horizontalbewegungen des Wassers von
eintdgiger Periode, wie sich daraus ergibt, dafl b und ¢ nicht Null sind.

Ein Versuch, die gleiche Bedingung fur die halbtidgige Flut zu er-
fullen, fiihrt zu dem Tiefengesetz

y=Cctangp. (31)

Da hier die Tiefe am Aquator unendlich werden miifite, so ist die Er-
fillung dieser Bedingung unmdglich. Es gibt also kein Tiefengesetz, bei
welchem die halbtigigen Gezeiten verschwinden.
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Integration in geschlossener Form. LaprLAcE sucht weiter solche
Fille auf, bei welchen eine Integration in geschlossener Form méglich ist.
Wir wollen hier den Fall 7 = 2w, & = 2 vornehmen, welcher den halb-
tagigen Gezeiten entspricht. Es ist also hier:

Vo= Gjcos?pcos(zwt -4 24 4 &) = Fycos(zwt+ 24 +¢) (32)
zu setzen. Wir gelangen zu geschlossenen Ausdriicken unter der Annahme
a' = Hycostp -

da = — 2 Hysingcos¢. (33)

3
Setzen wir in (235) ein, so findet man leicht:
y_ Mty Hfi-tsintg) »
rtw? 272wicos? g °

Fihren wir dies in die Kontinuititsgleichung (27) ein, so erhalten wir:

B+ G, Y, Hy . 1-sinlg
7 cos3 Pl _‘/) (7sin ) 2!’ W °
oder
Hy+ Gy Ao | 07
_2_ costp = b(psm(pcos(p-—i-z/- (35)

Das Integral dieser Gleichung hat die Form
, v = Ccos2p. (36)
Setzt man in (33) cin, so ergibt sich zwischen C und H, die Beziehung
o th+Gy ro?

2 Hy g
oder
Gor2w?
= e (s7)

Ist also C und damit das Tiefengesetz (36) gegeben, so gibt diese
Gleichung die Grofe H,. Die Fluthshe ergibt sich endlich aus (26):

. =d’+F2(¢)=»}[2+GQCOSQ¢= Gycos’p  2Cg 2Gyy (38)

£ £ g 2 Cg—r2c02= 2Cg—riw? ’
Aus dieser Gleichung folgt, dafl a negativ, die Flut also umgekehrt wird,
wenn

. 7wl
cZ 2g (39)
ist.  Nun ist
22 2
Ay R AL 6,38 - 10% Meter = 11000 m. (40)
2g 2 g 2 239

Wenn also C, die Tiefe des Mecres am Aquator, kleiner als 11 km
ist, verlduft die Flut umgekehrt, d. h. es ist Hoch- und Niedrigwasser
im Verhiltnis zur Flutkraft vertauscht. Fiir normale Meerestiefen wire
dies also immer der Fall.
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Fir die eintdgige Flut ergibt sich dhnliches bei einem Tiefengesetz
y =1I— gsin¢p. (41)
Die Umkehrung tritt hier ein, wenn

2,2 '
O e f1km (42)

28
ist, ein Fall, der ebenfalls in der Natur immer verwirklicht ist.

Integration durch Reihen, Theorie von Hough. Unter der An-
nahme p = const versucht Laprace die Hohe der halbtigigen Flut
zu berechnen. FEr setzt zu diesem Zwecke a in Form einer Reihe voraus,
welche nach Potenzen von x2 == cos2¢ fortschreitet. Es gelingt, die
Koeffizienten durch ein Kettenbruchverfahren herzustellen. Fiir geringe
Tiefen konvergiert die Reihe sehr schwach, fiir gréBere Tiefen besser und
besser; fiir sehr grofe Tiefen nihert sich das Resultat dem der Gleich-
gewichtstheorie.

HoucHu1) hat die Theorie von Laprace bedeutend verbessert, indem
er einc Entwicklung von @ nach Kugelfunktionen voraussetzt. Dies hat
auch den Vorteil, daf3 sich die Anziehung des Wassers leichter in Rech-
nung ziehen lafit.

Ein breiter Raum wird der Bestimmung der Perioden der freien
Schwingungen der Wassermasse bei konstanter Tiefe eingeriumt. Die
Kenntnis dieser Perioden ist aus zwei Griinden von groSer Wichtigkeit.
Erstens scheint die innere Reibung des Wassers doch so gering zu sein,
daB die stets erregten freien Schwingungen nicht so rasch vernichtet
werden. Sic werden also neben den erzwungenen Schwingungen auch
noch eine Rolle spielen. Zweitens, weil bei genauem Zusammenfallen
einer Periode der freien Schwingungen mit einer der erzwungenen die
zugehérige Amplitude theoretisch unendlich werden mufl. Es mifite
also jedenfalls ein besonderes Anwachsen der betreffenden Partialtide
beobachtet werden.

Da die Linge der Perioden der freien Schwingungen von der Tiefe
des Wassers abhingig sind, so 148t sich fir jede Periode der Flutkraft eine
kritische Tiefe bestimmen, bei welcher sie der Periode ciner freien Schwin-
gung gleich wird. So wirde fiir die halbtigige Sonnenflut y = 2248
und 8894 m kritische Tiefen sein, wihrend fiir die Mondflut die ent-
sprechenden Werte 1965 und 7937 m sind.

Es wird aber auch gezeigt, dafi das Zusammenfallen von freier und
erzwungener Schwingung sehr genau sein mufi. Betrigt die Differenz
nur 1 Minute, so wichst in dem von HoucH betrachteten Beispiele die Flut

1) S. S. HouGH: On the application of harmonic analysis to the dynamical theory
of the tides (Phil. Trans., series A, Bd. 189, 1897); part II: On the general integration
of LAPLACEs dynamical equations (Phil. Trans., series A, Bd. 191). Den Einflub der
Abplattung berticksichtigt C. HIiLLEBRAND: Die dynamische Theorie der Gezeiten
auf einem MAc-LaAurINschen Ellipsoid (Denkschriften d. Akad. d. Wiss. in Wien,
Bd. LXXXIX, 1913).
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auf den 250fachen Betrag ihres Gleichgewichtswertes an, erreicht dagegen
bei einer Differenz von § Minuten nur 1/,, ihres Gleichgewichtswertes.

Beim Uberschreiten der kritischen Tiefe vertauscht sich Hochwasser
und Niedrigwasser. Wenn also die Tiefe des Meeres zwischen 2248 und
1965 m liegt, so ist nach Houcgn die halbtigige Mondflut verkehrt, und
halbtigige Sonnenflut direkt. Es fallt hier die Periode der freien Schwin-
gung zwischen die Perioden der beiden Partialtiden hinein. Bei einer
Tiefe zwischen 8894 und 7937 m wire der Fall umgekehrt.

10. Die Kanaltheorie der Gezeiten von Airy.

Eine Grundvoraussetzung, auf welcher die Theorie von Laprace
beruht, findet sich in der Natur nicht erfiillt: es ist dies die Annahme,
daf} die ganze Erde vom Meere bedeckt ist. Es ist aber festgestellt, dafl
gerade die Begrenzung des Meeres, die Kiistenformation von aufler-
ordentlichem Einfluf§ auf die Entwicklung der Gezeiten ist. In der Tat
zeigt sich, dafl das Phinomen an einer kleinen Insel im freien Ozean
ganz anders verlduft als an der Kiiste oder in kleinen Meeresteilen.

Ein Versuch der Losung der Aufgabe von dieser Zeit ndherzukommen,
rithrt von AIrvl) her, dessen Kanaltheorie geeignet ist, die Flutvorginge
in der Nahe der Kiiste, namentlich in FluBmiindungen und engen Meeres-
straflen zu studieren.

Wir betrachten einen schmalen und geradlinigen Kanal von kon-
stantem Querschnitt mit parallelen lotrechten Winden. Die x-Achse
falle in seine Lingsrichtung. Die y-Achse sei vertikal nach aufwirts
gerichtet; die z-Richtung bleibt unberiicksichtigt. Wenn wir wieder, wie
bei Laprace, die Vertikalbeschleunigung vernachlissigen, so ist der
Druck in irgendeinem Punkt %,y nur hydrostatisch zu rechnen. Es istalso

p=g% o+ n—3). (1)

Hier ist yy die Ordinate der ungestorten Oberfliche und 7 die Verschiebung
in der Vertikalrichtung. Somit

0p on

AL AT (2
Dies ist von y unabhingig. Es haben somit alle Teile mit gleichem x
die gleiche Bewegung; alle Teile, die zu Anfang in einer Vertikalebene
liegen, bleiben in dieser; die Horizontalgeschwindigkeit ist also nur von
x und £, nicht aber von y abhingig. Wir behandeln zunichst den Fall
der freien Schwingungen.

Die hydrodynamische Grundgleichung?)

1) Ary: Tides and waves (Enzyklopidia metropolitana).
2) Verfolgt man ein Wasserteilchen auf seiner Bahn, so lautet die Grundgleichung
02x O dv 0w 0 1 0p
b Ly =t 22
a’t2+u ax+d Ox—i_u Ox Ox( v ()x)’
wenn #, v, w die Geschwindigkeiten sind. Bei kleinen Geschwindigkeiten aber kann
man die Glieder, die in #vw zweiter Ordnung sind, vernachlédssigen.
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a2x ) 1 .
ﬁ—a—x(V—j'?)y (3)
in der wir bei Abwesenheit duflerer Krifte V' = 0 zu setzen haben, ver-
einfacht sich in diesem Falle zu:
d?x I ¥
F 7R )
Setzen wir ¥ = x5+ &, wo § die Horizontalverschiebung aus der
Anfangslage bedeutet, so wird nach (4) und (2)
02§ 1 dp oy
7 R vt o v (s)
Die Kontinuitétsgleichung erhalten wir in folgender Weise: Ist p

die Tiefe und b die Breite des Kanals, so ist zwischen den Ebenen mit
den Abszissen x und x +dx zu Anfang der Bewegung die Masse:

0oydx
enthalten. Durch die Bewegung geht y in y % und dx in dx —[—-g—gdx
tiber. Es muf} also, da die Wassermasse die gleiche bleibt, *
bydx = by + 1) (a’x —+ —gédx)
oder, unter Vernachlassigung von Gliedern héherer Ordnung,
3¢
n=-—y dx (6)
sein. Eliminieren wir aus (5) und (6) die Gréfle %, so erhalten wir
2% 22§
2 T 8T @)

Ist mit dieser Gleichung & gefunden, so gibt Gleichung (6) das zugehérige 1.
Das Integral von (7) stellt sich bekanntlich in seiner allgemeinsten Form
dar durch: '

§= Fx —ct) 4+ flx + ¢2), (8)
wo ¢ = V@ ist und F und f ganz willkiirliche Funktionen bedeuten.
Durch diesen Ausdruck werden zwei mit der Geschwindigkeit ¢ fortschrei-
tende Wellen dargestellt, von denen sich die eine in der positiven Richtung,
die andere in der negativen Richtung fortpflanzt.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist der Quadratwurzel aus der
Tiefe des Wassers proportional.

Fir den Fall des Flutproblems haben wir ¥ nicht Null zu setzen,
sondern wir haben hierfiir den Ausdruck

2 2 M a2 26,2
BB R ) By
aus (II), S. 90 einzufithren. Das erste Glied ist eine Konstante und spielt
keine Rolle; indem wir uns weiterhin auf den Mond beschrinken, lassen

14
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wir auch das letzte Glied beiseite. Die Differentialgleichung lautet nun
22¢ 63§
2 bx‘ + T (9)

Wir nehmen nun an, der Kanal falle mit dem Aquator zusammen
und es beschreibe auch der Mond eine im Aquator liegende kreisférmige
Bahn; seine relative Winkelgeschwindigkeit gegen einen Punkt der Erde
ist w—mn (S.94). Da v die Zenitdistanz des Mondes ist, so kdnnen
wir jetzt schreiben?):

lp=(¢u—n)t—|—»2~—i—£. (10)

x .. "
— ist hier der der Linge x entsprechende Bogen lings des Aquators nach
a

Osten positiv gezahlt, und ¢ ist die Zenitdistanz des Mondes fiir x = ¢ = 0.
Wir haben dann nach (9) auf der rechten Seite der Gleichung (7) das Glied

3 k2Ma2. oYy 3 2Ma . x ’
== hr nzzp._a;__;. oD smz[(cu——;l)z‘—’(——(;-i-ej

= — fsinz [(tu—n)t—l—%—{—e]

hinzuzufiigen. Die Gleichung lautet jetzt

2 2 X
b—f:c2§7§—fsin2[(w—n)t+%—|—a]- (11)
Das Integral hat die Form
§=Asin2[(w—-7z)t—{—%+e]- (12)
Beim Einsetzen in (11) fallt der Sinus heraus und es bleibt die Beziehung
— 4 (0w —n)24d = — cz-gzﬂA—f
oder
d=—L Ja2
4 22— at(w—n)?’
somit
fm— L. T2 — EAI
§ s cz_aQ(tu_”)zsmz[(u 71)t+a +c] (r3)

und nach (6)

,};—i v/a ~—cosz[(u—n)t—i—%+€]' (14)

22— a(w—n)?

Die Flut ist also halbtigig (wie in diesem einfachen Falle vorauszusehen
war). Steht der Mond im Zenit, ist also:

(w—n)t—i—-z + & =o,

1) H.LamB: Lehrbuch der Hydrodynamik (deutsche Ausgabe v. FRIEDEL) S. 312ff,
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so wird die Fluthéhe

I Yfa

n=?'cz—a2(w—n)2'

(15)
Wenn somit
¢ < a(w —n), so ist die Flut invers, ist dagegen
¢>a(w—=n), so ist die Flut direkt.
Nun ist fir die Erde

2 .
¢ v§ & ¥ . (xe)

= = —‘=3II'——:'

2w —n? Rw—n? alw—n? a
Fir die auf der Erde vorkommenden Tiefen wird %‘im Hochstfalle

1/e00; €S ist also immer der erste Fall verwirklicht.

a (n— w) ist die Geschwindigkeit, mit der sich ein Punkt der Wasser-
flaiche unter dem Monde wegdreht, ¢ ist die Geschwindigkeit der freien
Welle. Es ist also durchwegs die erste Ge-
schwindigkeit grofier als die zweite. Es kommt
hier ein allgemeines Gesetz der erzwungenen
Schwingungen zum Ausdruck. Immer wenn
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit der er- A

7
zwungenen Schwingung grofler ist als die der =
freien, tritt diese Umkehrung ein. “0

Ahnlich ist der Fall zu behandeln, wenn #
der Kanal in einem Parallelkreis verlduft. '
Es sei dann in Abb. 33 M die Stellung des
Mondes im Aquator MQ zur Zeit ¢, genauer: der Punkt der Erde,
fiir welchen der Mond im Zenit steht, M, die Stellung zur Zeit {= o

und MyN = ¢. Es ist dann
MN =(w—nt+e¢.

OA sei das Stiick ¥ des Kanales in Lingenmafl oder —g— im Bogen des

Abb. 33.

x .
groBiten Kreises; dann ist der Bogen NQ = OA secp = 4 SEC@; somit

x
acosg

MQ = (w—n)t+ +&. (17)

Da noch 4 Q gleich der konstanten geographischen Breite ¢ des Kanales
ist, so ist in dem sphirischen Dreiecke MA Q

cos M A = cos g cos[(w —n)t+ -i—e]. (18)
M4 ist aber die Zenitdistanz des Mondes im betrachteten Punkt 4,
somit gleich . Es wird also nun »
RE  kMa? x }
N : 2 2 — -+ e|—
14 . + S I3 _{3 cosZp cos [(w n)t 4+ e + s] 1 (19)
Einfithrung in die Geophysik. 8

@cos @
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und wenn der konstante Faktor wieder mit f bezeichnet wird

M: _jcosq)sinz[(tu—h)t+ ud +6‘]~ (20)

dx @ cos

Das Integral mufl nun die Form haben:

. . x
§—Asm2[(tu—n)t—}—acos(p+e] (21)
und wir finden durch Einsetzen in (9) die Beziehung
. 4
— 4w — )t = — cos’g - A — fcosgp
oder
P facosdgp
| T 42— a%(w — n)?costgp’
also
1 Jacosdp . x
ey Y pra o5ty sin 2 [(w —n)t 4+ EBS—(/) + 8], (22)
_ I yfa costp _ x
T= A 2w—a cos2(pcosz[(w il Ccos p + 8]' (23)

Die Flut ist wieder direkt oder verkehrt, je nachdem

¢ = a{w— 7)) cosp
ist. Da nun cos ¢ mit wachsender Breite abnimmt, so kénnen hier
auch bei maBigen Tiefen direkte Fluten entstehen. Es kénnen also unter
sonst gleichen Umstinden in héheren Breiten die Fluterscheinungen
ganz anders verlaufen, als in niederen. ‘

Wir betrachten als dritten Fall einen Kanal in der Richtung des
Meridianes; von der Abplattung der Erde und damit auch eigentlich
vom Einfluf} der Erdrotation sehen wir dabei ab. Rechnen wir die x vom
Aquator nach Norden, so wird jetzt (Abb. 33) fiir den Punkt A’ des
Kanales:

cos Y = cos% cos((w — n)¢ +4- €)

und daher, wenn f wieder den konstanten Teil bedeutet,

_g;V—_—_—fsinz—;— cos?[(w — n)t + &)
=—{‘Sin2—;‘c{l+0052[(w—”)f+£]}' f24)

Da g—Vjetzt ein von ¢ unabhingiges Glied enthilt, so mufl § die Form
x

haben:
§=Asin27x—}—Bsin%f—cosz[(w-—n)t+s]. (25)
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Setzen wir in (9) ein, so finden wir
. A .
— 4 (w— n)2Bsm-2—x~ ccos2[(w—n)t 4 ] — 57[— 4{;—2 sm%

_ﬂsmz_x cos 2[(w — n)t + G]J—{SiDZTx[I 4 cos2(w —z)¢

a2

&},

Soll diese Gleichung fiir alle Werte von x und ¢ erfiillt sein, so miissen
die Glieder, welche ¢ enthalten, fiir sich verschwinden, und ebenso die
Glieder, die ¢ nicht enthalten. -Wir finden so

—_ 12 s fa
und 8c2 8[c2 — a%(w — #)?
Y LS L s in 2% —
g__gﬁsm p 8[52_02((0_71)215111 e cosz[(w —n)t 4 €], (26)
7fa 2x vfa 2x
n:‘—{;fﬂ cosha”+4[c2—a2(w-—;z)l] cos — ——cosz[(w —n) ¢+ &]. (27)

Das erste Glied stellt eine konstante Deformation der Oberfliche dar,
und damit fiir jedes x eine Veridnderung des mittleren Niveaus. Sie ist

fur i = ¢ < 45° positiv, fur :—— = (@ > 45° negativ.

Der Koeffizient des zweiten Ghedes ist fiir die auf der Erde vorkom-
menden Tiefen (c < a (w— #)) negativ. Es ist also wegen des Faktors

cos 2Z fiir Breiten < 45° die Flut invers, fir Breiten > 45° direkt.
a

Es ist hervorzuheben, dafl in allen Formeln fir die Erhebung des
Wassers liber die Gleichgewichtslage: (14), (23) und (27), auch (38),
S. 108, dic Tiefe des Wassers als Faktor erscheint. Der Gezeitenhub
wiichst also mit der Meerestiefe. Das ist eine Folge der Annahme, daf3
die Horizontalbewegung in allen Tiefen die gleiche ist. Da die Erhebung
des Wassers von dem seitlichen Zusammenstromen herriihrt, so kommt
bei groflerer Tiefe auch ein gréflerer Wasseriiberschufi zustande. Die
Flutbewegung wird also in den tiefen Ozeanen am stirksten erregt. Daf}
in der Nihe der Kiiste auch auflerordentlich grofie Fluthshen vorkommen,
rithrt von den Querschnittverengungen der Meeresteile her.

Wenn der Kanal keine konstante Breite hat, so wird, wenn die Ver-
inderung des Querschnittes an einer Stelle plétzlich erfolgt, dort eine
Reflexion der fortschreitenden Welle stattfinden. Die Amplitude der
reflektierten Welle wird um so geringer sein, je allmihlicher der Uber-
gang ist. Bei ganz langsamem Ubergang tritt keine Reflexion ein; es
bleibt dann die ganze Energie in der fortschreitenden Welle, deren Am-
plitude aber bei Verengerung des Kanales grofier werden mufl. Verengert
sich der Kanal bei gleichbleibender Tiefe, so wird die Amplitude wachsen,
ohne daf} sich dabei die Wellenlidnge dndert. Nimmt aber auch die Tiefe
ab, so wird gleichzeitig auch die Wellenlidnge kleiner?).

1) H. Lawms, 1. c. S, 3171
g*
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Es erklirt sich so das Anwachsen der Flut in engen Meeresteilen
und FluBmiindungen.

Die Theorie, der Wasserwellen zeigt, daB, solange das Wasser hin-
langlich tief ist gegeniiber der Erhebung der Welle, die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit ¢y von der Amplitude unabhingig gleich ]/é—;; ist. - Ist
diese Bedingung nicht erfiillt, so gilt die Formel

c=alr+31), (28)
wo 7 die Erhebung der Welle ist. Bei sehr geringer Tiefe kann es daher
vorkommen, daf} sich der Wellenkamm mit merklich anderer Geschwin-
digkeit fortpflanzt als das Wellental, weil fiir den ersteren die Tiefe dcs
Wassers grofler ist. In diesem Falle pflanzt sich die Welle nicht mehr in
unverinderter Gestalt fort, sondern sie wird an der Vorderseite immer
steiler und steiler, weil der Kamm dem Tal vorzukommen bestrebt ist. Es
wird sich endlich der Wellenkamm iiberstiirzen und es entsteht jene Er-
scheinung, welche als Bore, Barre, Maskaret, Pororoca, auch als Sprungwelle,
Flutbrandung oder Stiirmer bekannt ist1). Sie besteht in einem so plotz-
lichen Ansteigen des Wassers, dal es mauerartig oder wie ein michtig
schiumender Wasserfall heranriickt. Die Erscheinung tritt in vielen
FluBmiindungen auf: am berithmtesten ist die des Amazonenstromes,
und des Tsien-tang-kiang in China. Auch die Seine zeigt sie deutlich.
Sie ist offenbar an bestimmte Konfigurationen der Kiiste und des Grundes
gebunden. Da aber die gewaltige Wasserbewegung den Meeresboden
stark verdndert, so zerstort sich der Vorgang mit der Zeit selbst.

Da sich nach den obigen Darlegungen die Flutwelle mit einer von
der Tiefe des Wassers abhingigen Geschwindigkeit fortpflanzt, also mit
einer Geschwindigkeit, die von der scheinbaren Winkelgeschwindigkeit
der fluterzeugenden Korper sehr verschieden ist, so folgt, dafl sich der
Eintritt des Hochwassers im Verhiltnis zur Kulmination des Mondes
verschieben muf3.

Wir bezeichnen die Zeitdifferenz zwischen der Kulmination des
Mondes und dem darauffolgenden Hochwasser als Mondflutintervail.

“Dasselbe ist fiir die verschiedenen Phasen des Mondes verschieden. Die
Differenz kann bis zu mehreren Stunden anwachsen2). Das Mondflut-
intervall, welches dem Neumond entspricht, fithrt den Namen Hafenzest.
Sie ist fiir jeden Ort eine andere, bildet aber fiir jeden einzelnen Ort
eine fiir den Verlauf des Flutphinomens charakteristische Konstante.

Wenn die durch die Flutkraft erregte Welle auf ein Hindernis trifft,
eine Insel, Kiiste, oder die vielfach gestalteten Ufer einer Flufmiindung
usw., so wird dic Welle ganz oder teilweise reflektiert. Die reflektierte

1) O.KrUMMEL, Handbuch der Ozeanographie, II, S. 299ff. Auch die Gezeiten-
stromung scheint dabei mitzuspielen.

2) R. v. STERNECK sen.: Das Fortschreiten der Flutwelle im Adriatischen Meere
(Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd, CXVII, Abt. Ila, 1908).
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Welle liuft der primiren entgegen und kommt mit dieser zur Interferenz.
Wenn eine Welle in sich selbst reflektiert wird, so bilden sich stehende
Wellen. Dieser Fall ist nicht ausgeschlossen, doch wird er bei der Kom-
pliziertheit der Kiistenkonfiguration duflerst selten sein. Die Welle wird
meist nur teilweise reflektiert, hat also nach der Reflexion eine andere
Amplitude, und trifft die primire Welle meist unter irgendeinem spitzen
Winkel, wodurch sehr verwickelte Bewegungen éntstehen, aber keine
stehenden Wellen, deren Zustandekommen auch durch die ablenkende
Kraft der Erdrotation.verhindert wird. .

Wenn es also nicht ganz ausgeschlossen ist, daB sich stehende Wellen
bilden, so kann man ihnen doch keineswegs die allgemeine Verbreitung
zuschreiben, welche Harris?) ihnen geben will. Er teilt den ganzen Ozean
in Gebiete, die fiir sich eine stehende Schwingung ausfiihren sollen. Der
Gesichtspunkt, nach welchem diese Gebiete ausgesucht werden, besteht
darin, dafl an den gegeniiberliegenden Stellen der Kiiste dic Hafenzeiten
um 6 Stunden verschieden sein sollen. Da aber diese Einteilung sich in
keiner Weise an die Kiistenkonfiguration, an Inseln oder submarine
Riicken oder Schwellen anlehnt, scheint ihr-die physikalische Bedeutung
zu mangeln. Die Ausbildung solcher stehender Wellen diirfte also sehr
unwahrscheinlich sein.

Dagegen koénnen in kleinen Meeresteilen leichter solche Wellen ent-
stehen, und zwar kann die Entstehung der vielfach beobachteten Amphi-
dromien ihnen zugeschrieben werden. Es zeigt sich z. B. in der Adria,
dafl die Hafenzeiten, bei der Ostkiiste der Strafie von Otranto beginnend,
lings der ganzen dalmatinischen Kiiste und um den Nordrand herum
bestindig wachsen. Dies setzt sich an der italienischen Kiiste fort, bis
beim Ausgange wieder der Anfangswert erreicht wird. Es lduft also
das Hochwasser allerdings mit ziemlich wechselnder Geschwindigkeit
um das ganze Adriatische Meer herum. v.STERN-

Ecx2) hat gezeigt, dafl sich diese Bewegung aus o

der Interferenz zweier stehender Wellen er- p

klaren 1af3t. ; 5
Es seien g und ¢’ (Abb. 34) die Entfernungen /?

eines Punktes der Wasserfliche von den Knoten- Abb. 34.

linien zweier stehender Schwingungen. Diese Knoten-

linien sollen einen beliebigen Winkel miteinander einschlieBen. Die
Erhebung n setzt sich aus zwei Teilen zusammen, welche den beiden
Schwingungen entstammen, und von denen jeder der Entfernung von
der zugehorigen Knotenlinie proportional ist. Wir kénnen also setzen:

n= Ao sin% (¢ +7)+ A0 sin—z—%r (4 7). " (29)

1) RoLLIN A. HARRIS: Manual of tides (U. S. coast survey report 1900 App. 7,

1904 App. 5).
?) R. v. STERNECK sen., L. c.



118 Theorie der Gezeiten.,

Hier ist ¢ die Zeit, welche zur Erhebung 1 gehért; A, 4’, z und 7'
sind Konstante. T ist die beiden Schwingungen gemeinsame Schwin-
gungszeit, deren Dauer durch die Periode der Flutkraft bestimmt wird.

Setzen wir -+ =14 und #'—7 =, so ist, wenn wir noch zur
Vereinfachung 4 = A’ nehmen,

L 2mt y . 27(f 4+ 0)
17=A[gsm 7 40 sm—T—]- (30)
Das Maximum findet statt, wenn
on 27T 27t , 2401
E—A~7[gcos 7 40 qoshT—]-—o (31)
. . e _ o emt . 2md  2md
ist. Somit i tan —— sin 3 cos — (32)

Nehmen wir z. B. an, dafl die beiden Knotenlinien aufeinander
sekrecht stehen, so kénnen wir Polarkoordinaten einfiihren:
o =rsing o =7rcosg
wt . 2md 270

sin — -~ — cos — (33)

Der Positionswinkel ¢ des Hochwassers ist also mit der Zeit ver-
anderlich, aber nicht der Zeit proportional. Das Hochwasser wandert
mit verdnderlicher Geschwindigkeit um den Mittelpunkt herum.

Die interessanten Untersuchungen iiber die Gezeiten der Adria von
v. STERNECK (jun.)!), die sich an die seines Vaters anschlielen, haben
viel zur Klidrung des ganzen Flutproblems beigetragen. Es wird gezeigt,
dafl eine Schwingung um eine ost-westliche Knotenlinie die eigentliche
Gezeitenbewegung der Adria vorstellt, welche im wesentlichen ein Mit-
schwingen mit der am Eingang im Kanal von Otranto herrschenden Be-
wegung ist. Durch den ablenkenden Einflufl der Erdrotation wird eine
zweite Schwingung (Querschwingung) hervorgerufen, welche mit der
ersten zur Interferenz kommt und so die beobachtete Amphidromie ver-
anlafit.

Die Lage der Knotenlinien stehender Schwingungen wird sehr starlk
durch den Zuflul und Abfluf des Wassers beeinflufit, wodurch eine
gleichmiflige Hebung und Senkung des Wasserspiegels als Ganzes herbei-
gefithrt wird. STErNECK2) berechnet, daf} das westliche Mittelmeerbecken,

und es wird tan @ = tan

1) R. v. STERNECK jun.: Uber den Einflub der Erdrotation auf die halbtigigen Ge-
zeiten der Adria (Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXXIII, Abt. I1a, 1914). Zur
hydrodynamischen Theorie der Adriagezeiten (ibid. Bd. CXXIV, 1915). Die Gezeiten-
erscheinungen in der Adria, IL. Teil, (Denkschrift d. Akad. d. Wiss. in Wien g6. Bd.,
1919); vgl. auch A. DEFANT, Zur Theorie der Gezeiten im Adriatischen Meere (Ann.
der Hydrographie 1914).

2) R. v. STERNECK jun.: Das Gezeitenphinomen im westlichen Mittelmeer
(Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Bd. CXXI, Abt. IIa 1912). Zur Theorie der Ge-
zeiten des Mittelmeeres (ibid. Bd. CXXII, 1913). Hydrodynamische Theorie der halb-
tigigen Gezeiten des Mittelmeeres (ibid. Bd. CXXIV, 1913).
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welches eine Schaukelbewegung um eine von Spanien nach Algerien
ziechende Knotenlinie ausfiihrt, wenn westlich der Knotenlinie Hoch-
wasser herrscht, um 112,5 km3 Wasser weniger enthilt als zur Zeit des
Niedrigwassers. Diese Wassermasse mufl also durch die StraBle von
Gibraltar und die Straflen von Messina und Tunis innerhalb von 12 Stunden
aus- und einstromen. Auf Grund dieses Wassertransportes mufy der ganze
Spiegel des westlichen Mittelmeeres eine Schwankung von 13,3 cm machen.
Die Knotenlinie wird also nicht dort erscheinen, wo sie bei einem un-
gestorten Schwingungsvorgang hinfillt, sondern dort, wo sich die Schwin-
gung mit der allgemeinen Hebung und Senkung des Wasserspiegels kom-
pensiert. So erkldrt sich, dafl die Knotenlinie des westlichen Mittel-
meeres nicht in der Mitte liegt, sondern weit im Westen. Ihr nordwest-
liches Ende liegt zwischen Valencia und Alicante, ihr siidwestliches zwi-
schen Oran und Algier, so daf} sie das Becken im Verhiltnis 1 : 6 teilt.

In kleinen und seichten Meeresteilen kénnen auch sogenannte Kom-
binationstiden (zusammengesetzte Gezeiten) und Obertiden (Nebengezeiten)
entstehen, welche den entsprechenden Erscheinungen in der Akustik
analog sind.

Man erhidlt eine ubersichtliche Darstellung des Gezeitenvorganges,
wenn man sich die sogenannten Flutstundenlinien (Isorhachien) zeichnet:
das sind Linien, welche die Orte gleichzeitigen Hochwassers miteinander
verbinden. Man erhilt die Zeit des Hochwassers, wenn man zu der in
Zeit eines Ausgangsmeridians ausgedriickten Kulminationszeit des Mondes
das Flutstundenintervall addiert. Man verwendet hierzu meist den Neu-
mond und die Hafenzeit. Da aber die Hafenzeiten nur fiir Kiistenpunkte
bekannt sind, ist der Verlauf dieser Linien meist hypothetisch. Nur in
kleineren Meeresteilen lassen sie sich mit einiger Sicherheit angeben.
Es lassen sich daraus aber nur die fortschreitenden Wellen ersehen, die
stehenden Wellen kommen nicht zum Ausdruck.

11. Gezeitenstrémungen.

Die Gezeitenbewegung besteht nicht bloB in einem Steigen und
Fallen des Wassers, sondern auch in einer seitlichen Verschiebung. Wir
haben schon bei der Lapraceschen Theorie gesehen, daf diese sogar das
Wesentliche ist. Jedes Teilchen beschreibt dabei eine geschlossene Bahn
um eine gewisse Ruhelage. Wire die Tiefe des Wassers gegen die Wellen-
lange grof}, so wiren diese Bahnen Kreise. Bei den Gezeiten ist aber
gerade das Gegenteil der Fall: Die Wellenlinge
betrdgt mehrere tausend Kilometer, wihrend die /——=é\
Tiefe des Wassers 10 km nicht iibersteigt. Die 4 *"7'7‘——/5'
Bahnen der Teilchen sind dann ganz flache El- Abb
lipsen. Es sei (Abb. 35) ABCD eine solche Bahn. - 35
Ist die Fortpflanzungsrichtung von links nach rechts, so wird die Bahn
in der Richt<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>