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INTRODUCTION.

I. On s’accorde assez généralement 4 considérer un nombre y comme fonction de
la variable x, quand 4 toute valeur numérique de x correspond une valeur bien déter-
minée de y. Lorsqu'on impose 4 cette correspondance certaines conditions de continuité,
dérivation, etc., on obtient des classes de fonctions jouissant de propriétés précises. Clest
Pétude de ces propriétés qui constitue le principal objet de I’Analyse moderne.

La notion de fonction ainsi comprise a été progressivement étendue dans plusieurs
directions (par exemple en ce qui concerne l'uniformité) et en particulier au point de
vue de ce qu'on doit prendre pour variable. Depuis longtemps, on a considéré des
fonctions de deux, de trois, ou méme de » variables numériques. Les autres générali-
sations sont plus recentes. Ainsi, M. LE Roux a &t amené 4 étudier les fonctions dont
la valeur dépend non plus de #, mais d’'une suite infinie de variables indépendantes
(xvir) *). MM. Vorterra (xv) et ARzELA (V) paraissent avoir été les premiers 4 étu-
dier systématiquement les fonctions dont la valeur dépend de la position et de la forme
d’une ligne variable. M. Habamarp (x1) a considéré une classe particuliére de fonc-
tions dont la variable est la forme d’une fonction ordinaire.

Nous nous placerons dans ce Mémoire 4 un point de vue tout 4 fait général qui
embrasse ces différents cas.

Pour cela, nous dirons qu'une opération fonctionnelle U est définie dans un en-
semble E d’¢léments de nature quelcongue (nombres, courbes, points, etc.) lorsqu’s tout
élément 4 de E correspond une valeur numérique déterminée de U: U(4). La re-

cherche des propri¢tés de ces opérations constitue 'objet du Calcul Fonctionnel.

*) Thése présentée 4 la Faculté des Sciences de Paris pour obtenir le grade de Docteur és Sciences.
**) Les chiffres romains renvoient 4 la bibliographie rejetée 4 la fin du Mémoire.
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Le présent travail est une premitre tentative pour établir systématiquement quelques
principes fondamentaux du Calcul Fonctionnel et les appliquer ensuite & certains exemples
concrets.

2. Dans ce but, il a d’abord fallu généraliser la théorie des ensembles linéaires qui
a fait faire tant de progrés 4 celle des fonctions d’une variable. On pourrait objecter que
pendant longtemps la théorie des fonctions a pu se passer de la considération des en-
sembles ponctuels. Mais I'étude préalable des ensembles s’impose avec bien plus de
force dans le Calcul Fonctionnel. Rien en effet (au début, du moins) ne vient jouer,
dans le Calcul Fonctionnel, le réle de l'intervalle dont la considération a suffi pendant
si longtemps aux analystes pour la théorie des fonctions.

L’utilitt de cette étude préalable des ensembles étant admise, une difficulté se pré-
sentait. La premitre généralisation qu’il était naturel de se proposer est celle de la notion
de fonction continue. Or, si on veut étendre 4 des opérations dont la variable soit un
¢lément de nature quelconque, il faut d’abord savoir ce que 'on doit entendre par élé-
ments voisins ou par limite d’'une suite d’¢léments. Cela parait impossible: on a Iha-
bitude de donner une définition spéciale de la limite pour chacune des catégories d’¢é-
léments considérés jusqu’ici: points, courbes, etc. J’ai tourné la difficulté par une mé-
thode analogue 4 celle qui permet dans la théorie des groupes abstraits de raisonner
sur un mode de composition non défini explicitement.

Aprés avoir développé ce point de vue, je remarque que presque toutes les défi-
nitions classiques de la limite (mais non toutes) peuvent se traduire de la maniére sui-
vante: Pour la catégorie d’éléments considérée, on peut faire correspondre & tout couple
d’éléments 4, B, un nombre (4, B) N\ o, ayant des propriétés trées analogues 4 celles
de la distance de deux points et tel que: 1° B coincide avec 4 si (4, B)=o0 et
2° B tend vers 4 si (4, B) tend vers zéro. En adoptant cette hypothése moins géné-
rale, mais cependant trés étendue, on obtient des résultats plus précis et plus nombreux.

La voie que nous venons d'indiquer nous a conduit & la généralisation de presque
tous les théorémes sur les ensembles lindaires et sur les fonctions continues (du woins, de
ceux qu'on peut énoncer d'ume manitre indépendante de la nature des éléments que Ion
considére).

Il fallait d’abord voir comment transformer les énoncés des théorémes pour qu’ils
conservent un sens dans le cas général. Il fallait ensuite, soit transcrire les démonstra-
tions dans un langage plus général, soit, lorsque cela n’était pas possible, donner des
démonstrations nouvelles et plus générales. Il s’est trouvé que les démonstrations que
nous avons ainsi obtenues sont souvent aussi simples, et quelquefois méme plus sim-
ples, que les démonstrations particulieres qu’elles remplagaient. Cela tient sans doute 2
ce que la position de la question obligeait 4 ne faire usage que de ses particularités
vraiment essentielles. D’ailleurs, nous n’avons eu besoin dans cette PREMIERE PARTIE que
des notions les plus élémentaires (en dehors de la définition et des propriétés de la
puissance d’un ensemble).

Dans la SEcONDE PARTIE nous avons appliqué les résultats généraux ainsi obtenus,
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4 diverses catégories d’éléments, chacune d’une nature déterminée. La seule difficulté
consistait & montrer que chacune de ces catégories se trouvait répondre aux conditions
générales nécessaires pour la validité des théorémes de la PreEmiEre Parrtie. Cela fait,
il ne restait plus qu’d ¢noncer ces théorémes dans chaque cas. Nous attirons en particu-
lier Pattention sur la définition que nous avons donnée de «Iécart » de deux courbes,
de deux fonctions holomorphes, etc. Il semble que ce soit par ce seul moyen qu'on
puisse (en généralisant ainsi la notion d’intervalle) s’affranchir un peu de la considé-
ration des ensembles.

Chemin faisant, nous avons précisé la définition de deux courbes et complété un
théoreme important de M. ArzeLA sur les ensembles « compacts » de courbes.

D’ailleurs une table des matiéres indique en détail les divisions adoptées.

J'ose espérer que les propositions nouvelles que jai pu obtenir dans le cas des
courbes par exemple, justifieront l'utilit¢ des considérations générales dont je les ai dé-
duites. Mais si la preuve restait 4 faire de cette utilit¢ pour les applications, elle résul-
terait manifestement de l'usage qui a été déja fait des cas particuliers classiques; par
exemple par M. ARzELA en ce qui concerne les ensembles de fonctions (vi, vir) et par
M. Le Roux pour P'espace 4 une infinit¢ de dimensions (xix).

3. Pour plus de netteté, les propositions que je crois nouvelles sont les seules im-
primées en italiques. Quelques-unes d’entre elles ont d’ailleurs été déjd présentées 4 ’A-
cadémie des Sciences les 21 Novembre 1904, 2 Janvier, 27 Février, 20 Mars et 27
Novembre 1905, ou publiées sous une autre forme dans une Note des Transactions of
the American Mathematical Society (xxvir). Enfin, pour ne pas étre trop long, jai laissé
de coté des recherches se rapportant 4 d’autres parties du Calcul Fonctionnel et que
j’avais publies ailleurs (xxvi).

Je ne veux pas terminer cette INTRODUCTION sans exprimer la reconnaissance que
je garde i mes maitres pour les encouragements qu’ils n’ont cess¢é de me donner. Je
dois remercier tout particuliérement M. HapaMarD qui a bien voulu s’intéresser au
développement de ce travail et dont les précieuses remarques m’ont amené i en per-
fectionner en bien des points la rédaction.
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PREMIERE PARTIE.

INTRODUCTION DE LA NOTION DE LIMITE
DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS.

CuarIiTrE L

Notions générales sur les ensembles d’éléments d’une classe (L).

4. Objet du Caleul Fonctionnel—Considérons un ensemble E formé d’¢léments quel-
conques (nombres, points, fonctions, lignes, surfaces, etc.) mais tels qu'on en sache
discerner les éléments distincts. A tout élément 4 de cet ensemble faisons correspondre
un nombre déterminé .U (A); nous définissons ainsi ce que nous appellerons une ope-
ration fonctionnelle unitorme dans E.

L’étude de ces opérations est 'objet du Calcul Fonctionnel. Il est i présumer que
les proprittés de chaque opération dépendront, d’'une part des propriétés de 'ensemble
dans lequel elle est définie, d’autre part de la nature de la correspondance qui définit
Popération, c’estd-dire de la correspondance (non univoque) entre les éléments de E
et certains nombres qui sont les valeurs de 'opération. On voit donc que le calcul
fonctionnel comprend nécessairement une théorie préliminaire des ensembles.

5. Théorie des ensembles.—Les résultats qu’on obtiendra dans une telle théorie seront
d’autant plus étendus qu'on s’adressera & des ensembles plus généraux. Pour obtenir la
plus grande généralité possible, il y aurait donc lieu de chercher d’abord des résultats
applicables 4 des ensembles abstraits, c’est-d-dire dont on ne spécifie pas la nature des
¢léments.

Les résultats les plus importants qui ont été obtenus jusqu’ici dans cet ordre
d’idées sont ceux qui concernent les notions (introduites par M. G. Caxtor) de puis-
sance d’un ensemble et d’ensemble ordonné.

Pour la Premitre ParTiE de ce travail, je n’aurai 4 supposer connus (en dehors
des notions mathématiques les plus élémentaires) que ces résultats, et méme seulement
les plus simples d’entre eux *). En particulier, je n’aurai pas & utiliser la théorie des
ensembles linéaires et des fonctions continues qui apparaitra, au contraire, comme un
corollaire trés particulier de notre théorie générale.

6. La notion de limite dans les ensembles abstraits.—Les résultats les plus connus et
en fait les plus importants de la théorie des ensembles sont ceux que I'on déduit de la
notion de limite d’une suite d’éléments. Or, on n’introduit jamais cette notion qu’aprés
avoir abandonné Pétude des ensembles abstraits et en spécifiant bien nettement la nature
des éléments que Pon considere. C’est le méme fait qui se produisait lorsqu’on dévelop-

*) Voir par exemple 11, pages I, 2; et III, pages 27, 28.
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pait séparément les théories des groupes de mouvements, de substitutions, de transfor-
mations, etc., ou chaque catégorie d’éléments donnait lieu 4 un mode de composition
parfaitement défini, mais dont la définition variait d’une catégorie 4 P'autre. On ne put
arriver 4 une théorie commune qu’en s'abstenant de donner une définition générale de
ce mode de composition, mais en recherchant les conditions communes aux définitions
particuliéres et en ne retenant que celles qui étaient indépendantes de la nature des
éléments considérés (xxiv). Clest aussi d’aprés le méme point de vue qu'on a été amené
4 simplifier Iétude des forces, des vitesses, des rotations, etc., en les faisant précéder
d’une théorie des vecteurs. Cette idée se retrouve un peu modifiée dans 'usage qui tend
4 se répandre des définitions « descriptives » particuliérement préconisées par M. Dracu
(xx1). Telles sont, par exemple, les définitions de la mesure d’un ensemble qui ont été
proposées par M. BoreL *) et M. LEBESGUE (1v, page 102); la définition de laire in-
troduite par M. Hapamarp dans ses Lecons de Géométrie Elémentaire (ArRMAND CoLIN,
1898), etc. Mais il y a cette différence que dans la définition « descriptive » on énonce
des propriétés caractéristiques de I'étre que I'on veut définir (1v). Au contraire, dans la
théorie des groupes abstraits, le mode de composition est supposé défini 4 avance dans
chaque cas particulier; mais on ignore volontairement cette définition pour ne retenir
que certaines conditions générales qu’elle remplit mais qui ne la déterminent pas.

En procedant ainsi, il arrive que certaines démonstrations sont rendues plus diffi-
ciles puisqu'on se prive d’une représentation plus concréte. Mais ce que I'on perd ainsi
on le regagne largement en se dispensant de répéter plusieurs fois sous des formes dif-
férentes les mémes raisonnements. On y gagne souvent aussi d’apercevoir plus nette-
ment ce qui dans les démonstrations était véritablement essentiel et de les simplifier
ainsi en les débarrassant de ce qui ne tenait qu’a la nature propre des éléments con-
sidérés. C’est ce que nous allons essayer de faire pour le Calcul Fonctionnel et en par-
ticulier pour la théorie des ensembles abstraits.

7. Si Pon examine avec soin les diverses définitions classiques de la limite d’une suite
de nombres ou d’une suite de points ou d’une suite de fonctions, etc, on remarque
immédiatement que toutes ces définitions satisfont 4 deux conditions I et II que l'on
peut énoncer indépendamment de la nature des éléments considérés. Ce sont ces condi-
tions qui nous sufhront tout d’abord pour généraliser certaines propositions de la Théo-
rie des Fonctions.

Dorénavant, nous nous limiterons donc & I'étude des ensembles tirés d'une classe (L)
d’éléments de nature quelconque mais satisfaisant aux conditions suivantes: on sait di-
stinguer si deux éléments de la classe (L) sont distincts ou non. De plus, on a pu donner
une définition de la limite dune suite d’¢léments de la classe (L). Nous supposons donc
qu'étant choisie an hasard une suite infinie d’éléments (distincts ou non) de la classe (L),

on puisse dire d'une fagon certaine si cette suite A, A,y..., A, ... aou non une limite

nd*

*) «Dans tous les cas, elle procéde de la méme idée fondamentale: définir les éléments nouveaux
«que Lon introduit 4 I'aide de leurs propriétés essentielles, c’est-a-dire de celles qui sont strictement in-
«dispensables pour les raisonnements qui doivent suivre » (I, page 48).
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A (dailleurs unique). Le procédé qui permetira de donner la réponse (autrement dit la
définition de la limite) est d’ailleurs absolument quelconque, assujetti seulement & satisfaire
aux conditions 1 et II dont nous avons parlé et qui sont les suivantes:

I) Si chacun des éléments de la suite infinie A , 4,, ..., 4
un méme élément A, la suite a certainement une limite qui est A.

IT) Si une suite infinie 4, A,,..., 4,, ... a une limite A, toute suite d’éléments
de la premitre suite pris dans le méme ordre: A, , Auyy ..., Auyy
entiers n, n,, ..., n, iront donc en croissant) a une limite qui est aussi A.

8. Les définitions usuelles de la théorie des ensembles ponctuels édtendues aux ensembles
abstraits. — Il nous est actuellement possible, dans I’hypothése ot nous nous sommes
placés, de généraliser les définitions qui sont ordinairement adoptées dans la théorie des

. est identique &

n) *°

.. (les nombres

ensembles ponctuels.

Nous considérons donc un ensemble quelconque E d’¢léments d’une classe (L) ol
Pon sait définir conformément aux conditions I et II, la limite d’une suite d’éléments.

Nous dirons qu’un ¢lément 4 de la classe (L) est un élément limite de E lorsqu’il
existe une suite infinie d’¢léments de E: 4, 4,,...,4,,... qui sont distincts et tendent
vers A. Nous appellerons ensemble dérivé d’'un ensemble E et nous désignerons par la
notation E’ l'ensemble des éléments limites de E. Nous dirons qu’un ensemble est fermé
lorsqu’il contient son ensemble dérivé; qu'il est parfait lorsqu’il coincide avec son dérivé.
Enfin, considérant un ensemble donné H comme ensemble fondamental, nous dirons
qu'un élément 4 d’un ensemble quelconque E, formé d’¢léments de H, est intérieur d
E au sens étroit lorsque 4 est un élément de E qui n’est limite d’aucune suite d’¢lé-
ments distincts 4,, 4,, ..., 4,, ... appartenant & H sans appartenir 4 E.

Ces définitions sont usuelles dans le cas particulier des ensembles ponctuels. Nous
introduirons encore avec M. LiNDELOF (11, page 4) la notion d’¢lément de condensation
d’un ensemble. Mais nous donnerons une définition différente de la sienne (qui ne se
préte pas d la généralisation actuelle), quoique équivalente dans le cas ou il se place,
celui des ensembles ponctuels. Nous appellerons élément de condensation d’un ensemble
E, un élément limite de E qui est aussi un élément limite de tout ensemble obtenu
en supprimant de E une infinit¢ dénombrable (11, page 2) d’¢léments. On voit qu’un en-
semble ne peut donner lieu 4 un ¢lément limite que s’il posséde une infinit¢ d’¢léments
distincts et qu’un ensemble ne peut donner lieu 4 un ¢lément de condensation que s’il
posséde une infinit¢ non dénombrable d’¢léments.

9. Les ensembles compacts.—Nous verrons par la suite qu'il y a utilité 4 introduire
une nouvelle notion, celle d’ensemble compact qui joue le méme réle dans la théorie
des ensembles abstraits que la notion d’ensemble limité dans la théorie des ensembles
ponctuels. Nous dirons qu’un ensemble est compact lorsqu’il ne comprend qu'un nom-
bre fini d’4léments ou lorsque toute infinit¢ de ses éléments donne lieu 4 au moins
un élément limite *). Lorsqu’un ensemble est 4 la fois compact et fermé nous I'appel-

*) Voir plus loin un exemple d’ensemble compact (n° 86) et d’ensemble non compact (n° 85).



SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 7

lerons ensemble extrémal ; cette dénomination se justifiera plus loin (n® 11). Le rdle
de Uensemble extrémal dans la théorie des ensembles abstraits est assez semblable 4
celui de lintervalle dans la théorie des ensembles linéaires. Il y a aussi une grande
analogie entre les ensembles compacts et les ensembles limités ponctuels. Cette analo-
gic est mise en évidence par les remarques suivantes qui résultent immédiatement de
la définition: Tout ensemble contenant un ensemble non compact est non compact. Toute
partie & un ensemble compact est compacte. Tout ensemble formé &un nombre fini d’ensembles
compacts est un ensemble compact. L’analogie se retrouvera d’ailleurs constamment par
la suite.

Si on considére une suite d’ensembles E , E,, ..., E,, ... formés déléments d'un
méme ensemble compact E, chacun fermé, contenu dans le précédent et possédant au moins
un élément, il y a nécessairement un élément commun & tous ces ensembles.

En effet, il y a au moins un élément M, dans E , M, dans E,, etc. S’il y a une
infinit¢ d’éléments distincts dans la suite M, M,, ..., solent M, , M, , ... ceux-ci.
L’ensemble E étant compact, cette derniere suite a au moins un élément limite M;
comme elle est contenue dans E,,P 4 partir de M, 5 M sera un élément limite de E, , €t
par conséquent appartiendra 4 I'ensemble fermé E, . Ainsi M appartient 4 E,, et par suite
AE,E,...,E, Comme cela a lieu quelque soit p, il en résulte que M est commun
3 tous les ensembles E , E,, ... Si, au contraire, il n’y a dans la suite M , M, ...
qu'un nombre fini d’¢léments distincts, c’est qu’il y a au moins un élément M qui est
répété une infinit¢ de fois dans cette suite, soit M =M, =M, = .... Alors M est
contenu, quelque soit p, dans E,, et par suite dans E,, E,, ...,
4 tous les ensembles £, E,, ..., E , ... %)

npe II est donc commun

Les opérations continues.

10. Il nous est maintenant possible de définir la continuité d’une fonction dans un
ensemble abstrait. Nous dirons qu’une opération fonctionnelle 7 uniforme dans un
ensemble E d’éléments d’une classe (L) est continue dans E si, quel que soit J’élément
A de E limite d’'une suite d’¢léments 4 , 4,, ..., 4

V(d)=IlmV(4).

-
Au contraire, nous ne pouvons pas encore généraliser la notion de continuité uni-
forme. Nous verrons plus loin comment on peut lintroduire en considérant des classes
d’éléments moins générales que la classe (L) (voir n° 47).
11. Nous généraliserons d’abord un résultat indépendant de la notion de continuité

... de Ej on a toujours:

n)

*) La démonstration précédente est un exemple caractéristique du genre de démonstration que nous
emploierons constamment par la suite. Toutes les fois que nous aurons affaire 4 un ensemble extrémal,
nous aurons toujours i extraire une suite d’éléments de l'ensemble, tendant vers un élément de len-
semble. Pour se rendre compte de la transformation qu’il faut effectuer sur les démonstrations ordi-
naires relatives aux ensembles ponctuels, voir la démonstration correspondante de M. BAIRE (111, page 18),
ou il utilise la division d’un intervalle en intervalles moiti¢s, ce qui n’est pas généralisable.
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et qui a été énoncé d’abord par WEIERSTRASS pour les ensembles ponctuels, puis par
M. ARrzerA pour les ensembles de courbes *).

TutOREME. — Etant donnde une opération U uniforme dans un ensemble extrémal
E, il existe au moins un élément A de E tel que la limite supérieure *¥) p (finie ou non)
de U dans E soit égal a la limite supérienre de U dans tout ensemble K d’éléments de
E auquel A est intérieur an sens étroit [en considérant E comme ensemble fondamental
(a 8)].

Le théoréme est évident si E ne comprend qu’un nombre fini d’éléments ou si U
atteint sa limite en un ¢lément déterminé de E.

Dans le cas contraire, on pourra trouver, quel que soit #, un ¢lément 4, de E tel
que U(4,)> «,, a, étant égal 4 p ~——;—, si p est fini, ou 4 #, si p est infini.

Un méme élément B ne peut ére tel que U(B)>«, pour une infinit¢ de valeurs
de n, sans quoi I'on aurait U(B)=y, ce qui est contraire & notre hypothese. Il y a
donc une infinit¢ d’éléments distincts dans la suite 4,, 4,, ..., 4,, ..., et comme
E est compact, cette infinité a au moins un élément limite 4. En définitive, il y a
une suite 4y , 4., ..., extraite de la premiére et qui tend vers un élément 4 de
E, car E est fermé.

Je dis que A satisfait 4 la condition annoncée.

En effet, si K est un ensemble auquel A4 est intérieur au sens étroit, les éléments
de la suite 4, , 4.,, ..., sont tous des éléments de K 4 partir d’un certain rang ¢
(sans quoi 4 serait limite d’une suite d’éléments de E n’appartenant pas 4 K). Mais
alors la limite supérieure p de U dans K est au moins ‘égale 4 U(A,,P)> %o, quel
que soit p>¢. On a donc w X\, > 7, 7, tendant vers p. D'ot p, =p.

Le théoréme précédent s’énoncerait de la méme maniére pour la limite inférieure.

On en déduit immédiatement I'important corollaire suivant :

CoRroLLAIRE.— Toute opération CONTINUE dans un ensemble extrémal E: 1° est bornée
dans cet ensemble; 2° atteint en au moins un élément de cet ensemble sa limite supérieure,
et en au moins un élément de cet ensemble sa limite inférieure.

Ainsi, lorsqu’un ensemble E est extrémal, toute opération continue y atteint chacun
de ses extrema. C’est cette circonstance qui nous a fait adopter la dénomination d’en-
semble extrémal qui se trouve encore justifiée par la suite (n° 51).

On peut donner un corollaire plus étendu en un certain sens que le corollaire
précédent en considérant les opérations semi-continues supérieurement **). Nous dirons

*) Voir v, page 347. M. ARzELA y suppose en outre que E est un ensemble continu au sens que
jindique un peu plus loin (n° 12), condition qui n’est pas nécessaire.

*) On appelle limite supéricure d’'un ensemble de nombres, une quantité y. telle que tout nombre
de l'ensemble soit au plus égal 4 w et que, quel que soit € >0, il y ait au moins un nombre de I'en-
semble supérieur 4 w —e. Lorsqu’un tel nombre . n'existe pas, on dit que la limite supérieure est
infinie.

#+) Cette définition est une généralisation de celle qui a été proposée par M, BAIRE (111, page 71)
pour les ensembles ponctuels.
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qu'une opération U uniforme dans un ensemble E est semi-continue supérieurement
dans E si, quel que soit I'élément 4 de E limite d’une suite d’¢léments de E distincts:
A, 4,4, ..., 4,,...,U(4) est au moins égal 4 la plus grande des limites *) de
la suite U(4,), U(4,), U(4,), ..., U(4,), ...

CoroLLARE. — Toute opération semi-continue supériewrement dans un ensemble ex-
trémal E: 1° est bornée sup¥rieurement dans E; 2° atteint en au moins un élément de
E sa limite supéricure **).

La démonstration est la méme que précédemment; mais on ne peut plus rien
dire sur la limite inférieure.

12. TukorREME. — Si U est une opération continue dans un ensemble continu E, U
prend en au moins un élément de E toute valeur comprise entre deux quelconques des va-
leurs prises par U.

Jappelle ensemble continu, un ensemble tel qu’étant donnés deux quelconques de
ses ¢léments A4, B, on peut extraire de E un ensemble F dont chaque élément cor-
respond 4 un point de lintervalle (o, 1) sur un axe ot et inversement. La correspon-
dance est supposée telle que si deux éléments 4, 4, de F correspondent 4 deux
points £, ¢,, 4 tend vers A, quand ¢ tend vers . Le théoréme précédent a été
démontré pour les fonctions de lignes par M. ArzerA (v, page 348). Sa démonstration
se généralise immédiatement au cas actuel et revient 4 considérer dans F, Popération
U comme une fonction de ¢

Les séries d’opérations continues.

13. Convergence uniforme et quasi-uniforme, — Considérons une suite d’opérations
continues dans un méme ensemble E; soient:

v,0,U,...,U0, ...

Lorsque cette suite est convergente en tout point de E, la limite définit une opé-
ration uniforme dans E, soit U. Il est souvent utile de savoir si cette limite est ou
non une opération continue dans E. Il n’y a aucune raison pour qu’il en soit toujours
ainsi.

Un cas trés général ol 'on est assuré de la continuité de U est celui o la con-
vergence de la suite est uniforme. Nous dirons qu'une suite d’opérations quelconques
uniformes dans E converge uniformément dans E vets une opération U si, quel que
soit le nombre ¢>>o0, on peut trouver un entier p tel que # > p entraine
(U, (4) — U(4)l <c¢ en tout élément 4 de E.

") Etant donnée une suite infinie de nombres Uy Uys euny Uy, oo, la plus grande des limites
de cette suite est un nombre A tel que, quel que soit €, on puisse trouver un entier p de fagon que
Von ait u, <A --¢ pour »>p et quil existe un entier m > p pour lequel u,>X —e. S'il n'y a
aucun nombre A satisfaisant 4 ces conditions, on dit que la plus grande des limites est infinie.

**) Ce théoréme est utilisé par exemple dans la recherche des géodésiques, car la longueur d’une
courbe est une fonction semi-continue inférieurement de la courbe elle-méme (n° 95). (Poir aussj xvir).

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXII (1906). — Stampato il 29 maggio 1906. 2
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On démontre facilement que si une suite d’opérations U , U,, ..., continues
dans un ensemble quelconque E converge uniformément vers une opération U, celle-ci
est continue dans E.

14. Mais la limite peut étre continue sans que la convergence soit uniforme. On a
donc éw¢ amené 4 chercher une condition moins restrictive pour la convergence.
M. ArzerA est parvenu a résoudre le probleme par lintroduction de la convergence
quasi-uniforme. Sa démonstration assez compliquée ne s’applique qu’aux fonctions d’une
variable (1x). Mais M. BoreL a donné ensuite une démonstration plus simple (11, page
42) qui se geneéralise immédiatement aux ensembles d’¢léments d’une classe (L) avec
une légére modification nécessitée par notre hypothése plus générale.

Nous dirons qu’une suite d’opérations U,, U, ..., U, ..., uniformes dans un
ensemble E converge quasi-uniformément vers une opération U, lorsque, ¢tant donneés le
nombre £ > 0 et un entier quelconque N, on peut déterminer, une fois pour toutes,
un entier N’ X\ N tel que, 4 tout élément 4 de E, on puisse faire correspondre un
entier n, tel que

NLn, LN, UA)—U (4D <e

Lorsqu’il y a convergence uniforme, il y a aussi convergence quasi-uniforme. Dés
lors, le théoréme que nous avons ¢noncé plus haut est une conséquence du suivant :

Lorsqu’une suite dopérations U, U,, ..., U, , ... continues dans un ensemble quel-
conque formé d'éléments d’une classe (L) converge quasi-uniformément dans E vers une
opération U, celle-ci est continue dans E. La démonstration est la généralisation directe
de celle de M. Borer (11, page 42). Ce théoréme admet une réciproque, mais celle-ci
ne s’applique qu’a un ensemble E extrémal.

Il suffit de généraliser la seconde démonstration de M. BoreL (i, page 43-44); ce-
pendant, pour démontrer qu’une certaine quantit¢ #, déterminée en tout élément 4
de E est bornée dans E, il est impossible de diviser comme lui en intervalles de lon-
gueurs décroissantes. Mais si #, n’est pas borné, on peut former, puisque E est extrémal,
une suite d’¢léments de E: 4, 4,, 4;, ... qui tendent vers un ¢lément de E et tels
que 74, tende vers infini avec p. Le reste de la démonstration s’ensuit.

On peut cependant donner un ¢noncé de la réciproque applicable 4 un ensemble
quelconque. En la combinant avec le théoreme direct, on obtient la proposition suivante:

Pour qu’une suite d’opérations U, U,, ..., U, ... continues dans un méme en-
semble E formé d’éléments d'une classe (L) converge vers ume opération continue dans E,
il faut et il suffit que ceite suite converge quasi-uniformément dans tout ensemble extrémal
formé d’éléments de E.

Il suffit de montrer que si un ¢lément 4 de E est limite d’une suite d’¢léments

de E: 4, 4,,...,4,,...,ona:
U(4)=1mU(4,).
Or Pensemble F formé des éléments ;l, 4, 4,,... est extrémal. On peut donc

lui appliquer la réciproque déjd démontrée dans ce cas.
15. Les opérations également continues, — Considérons une famille Jif d’opérations con-
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tinues dans un méme ensemble E formé¢ d’éléments d'une classe (L). Dans un grand
nombre de questions de I’Analyse, il serait utile de savoir si lafamille Jf est telle que
de toute infinit¢ d’opérations de Jf distinctes, on peut tirer une suite U,, U,, ...,
U, ... qui converge uniformément vers une limite U nécessairement continue dans
E. Nous dirons qu'une telle famille Jj est compacte.

M. ARZELA qui a montré comment le fait de savoir qu’une famille est compacte
simplifierait bien des d¢monstrations de I’Analyse, est parvenu 4 résoudre cette question
dans le cas ou les éléments de E sont des nombres (v, page 1).

Il utilise pour cela la notion d'dgale continuité introduite par M. Ascorr (xxir).
Comme nous nous plagons 4 un point de vue bien plus géncral que ces deux auteurs,
nous allons donner une définition de [’égale continuité indépendante de la notion d’in-
tervalle. Nous reconnaitrons ensuite qu’elle coincide avec la définition de M. ARrzeLA
dans les ensembles considérés par lui. La démonstration de M. ARzeLA est compliquée
et ne se généralise pas 4 notre point de vue actuel. Nons donnerons une démonstration
différente dont la marche géntrale est au fond la méme que celle de M. HiLBERT pour
Pexistence des géodésiques (xx). Mais M. HILBERT n’avait pas vu que sa méthode pou-
vait se généraliser beaucoup plus loin que celle de M. ArzeLA, tandis que son résultat
est au contraire une conséquence immédiate du théoréme de M. ArzeLaA.

Nous dirons que des opérations uniformes dans un méme ensemble E formé d’élé-
ments d’une classe (L), constituent une famille Jj d’opérations également continues en 4
dans E, si, étant donné un nombre = >> 0 et une suite quelconque d’éléments de E:
4,4,,...,4,, ..., ayant pour limite un ¢lément 4 de E, on peut trouver un
entier p tel que linégalitt # > p entraine

V) — U <
quelle que soit Popération U de la famille §.

Il est d’ailleurs bien entendu que le nombre p indépendant de U peut au contraire
varier avec la suite 4, 4,,..., 4,,.... Il résulte immédiatement de la définition, et
comme il le fallait, que des opérations dgalement continues dans E sont en particulier
chacune continue dans E. Inversement, si des opérations en mombre fini sont conti-
nues dans E, elles sont également continues dans E. Mais cette remarque n’est plus
exacte pour une infinité d’opérations distinctes.

Pour arriver au but que nous nous sommes propos¢, nous démontrerons une sé-
rie de propositions intéressantes en elles-mémes, mais impliquant pour E et Jf des
hypothéses différentes. En les combinant dans le cas ou toutes ces hypothéses sont
simultanément réalisées, on obtient le résultat cherche.

16. 1 LemMme. — La limite U d’une suite convergente U , U,, ..., U , ... do-
pérations également continues dans un ensemble E, est une opération continue dans
E. De plus, si E est extrémal, la convergence est nécessairement uniforme dans E.

En effet, si on considére un élément quelconque 4 de E, limite d’'une suite d’é-
lments de E: 4, 4,, ..., 4,, ..

U, (4) — Uq (A4l <s, pour n>p,

.,ona
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quel que soit ¢. Si on fait croitre ¢ indéfiniment, on aura 4 la limite
U — U Ls, pour #>p.

Cela prouve que U est continue en tout élément 4 de E.

De plus, on voit que si les opérations d’une famille J sont également continues
dans E, il en sera de méme des opérations de la famille J , formée par ensemble de
opérations limites dans E d’une suite infinie d’opérations de Jf (sl y en a).

Supposons maintenant que E soit un ensemble extrémal. Si des opérations égale-
ment continues U , U,, ... convergent vers une limite U dans un ensemble extrémal
E, la convergence est nécessairement uniforme. Sans quoi, on pourrait trouver un
nombre ¢>o tel que, quel que soit #, il y ait un élément 4, de E et un entier p, >n

pour lesquels

U (4,) — U(4) > &5
et puisque E est extrémal, on peut supposer que 4 , 4,, ... tendent vers un élément
4 de E. On aura donc:

1Up, (4,) — U(4,) L1Up,(4,) = Up (D U (D) — U(4,) + 1U(4) — U,, (4)).
Puisque U, (4) tend vers U(A4) et que les opérations U, U,, ... sont également
continues, on pourra trouver k' et k'’ de fagon que le dernier terme soit inférieur 3

%*— pour n> k' et que les deux premiers soient inférieurs chacun —;- pour # > k'
On aura donc pour n > k' - k'':
IUf’n (An) - U(An)l é €.

Nous arrivons donc bien 4 une contradiction.

17. 2¢m¢ Lemms. — Considérons une suite d’opérations U , U,, ... convergente
dans un ensemble D. Si ces opérations somt ¢galement continues dans 'ensemble F
formé des éléments de D et de son ensemble dérivé I, la suite considérée est aussi
convergente dans F.

1l suffit de démontrer que la suite est convergente en tout élément A limite d’une
suite d’¢léments de D: 4, 4,, ..., 4,, ... Or, on peut, étant donné €> o, trouver
p tel que:

n?

U, () — U, (4) <~

pour # > p, quel que soit g, puisque les opérations sont également continues. Pre-
nons une valeur déterminée de # > p, par exemple n = p - 1. Puisque la suite
U,(4,..) U,(4,,,), - est convergente, on peut trouver un entier r tel que I'on ait:

g
lUr+k(Ap+l) - Ur(Ap-H)l < ~3— ’

quel que soit k.
Alors on aura, quel que soit I'entier %,

U, o (d) — U, (D] £ 1V, () — U, (4,0 + 1,0 (4,.) — U, (4,..)
+1U,(4,,) — U4 <=
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D’aprés un théoreme de Cauchy, cela prouve que la suite U (4), U,(4), ...
est convergente.

18. 3™ LEmME. — Pour que des opérations continues dans un méme ensemble
extrémal E forment une famille compacte Jj, il faut qu’elles soient également continues
et bornées dans leur ensemble.

Si ces opérations n’étaient pas bornées dans leur ensemble, il y en aurait une:
U, quel que soit 7, dont la valeur absolue serait supérieure 4 n en quelque élément
A4, de E.

Puisque la famille J est compacte, on peut supposer que U , U,, ... convergent
uniformément vers une opération U continue dans E, et que U, (4,) tend encore vers
Iinfini. Alors on aura

U, (4,) L1U,(4,) — U(4,) + 1U(4)l

Lorsque # croit indéfiniment, le premier terme du second membre tend vers zéro;
le second reste fini puisque U est une opération continue dans un ensemble extrémal
(n° 11). 1l est donc impossible que le premier membre croisse indéfiniment.

De méme, si les opérations de Jf n’¢taient pas également continues, on pourrait
trouver une suite d'éléments de E: 4, 4,, ..., tendant vers un élément 4 de E| et un
nombre ¢ tels que, quel que soit #, il existe une opération de Jj: U, et un entier
p, > n pour lesquels:

U, (4) — U,(4,)| > =

Comme la famille J§ est compacte, on peut dire en somme qu’il existe une suite
d’éléments de E: 4], A4,, ... tendant vers un ¢lément 4 de E, et une suite d’opéra-
tions de § : U., U,, ... qui convergent uniformément vers une opération U, de fagon
que lon ait:

U, (d) — U,(4) > e.
(Il suffit d’extraire convenablement ces deux suites des suites 4, , 4y, ... et U, U,,..).

Mais alors:

U, (4) — U, (4D L1U(4,) — U, (4 + U (4) — U]+ [U)—U(4,)]
et, prenant n assez grand, on voit comme précédemment qu’on pourra rendre le second
membre inférieur 4 & d’ou la contradiction annoncée.

Afin d’arriver au théoréme général, j’énoncerai une derniére proposition qui est

démontrée plus loin sous une autre forme (n° 66).
Si 'on considére pour chaque valeur entitre de #, une suite infinie S, de nombres

ayay .o 2, ..., compris pour chaque valeur de p, quel que soit #, entre deux
nombres fixes A, et p,, on peut extraire de la suite S, §,, ... une suite S,, Sx,, ..

d’indices croissants tels que xy¢ tende vers une limite x,, quel que soit le nombre fixe
p quand »_ croit indéfiniment.
19. Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme général suivant:
THEOREME. — Pour que des opérations continues dans un méme ensemble extrémal
E formé d’éléments d'une classe (L), qui appartiennent & un méme ensemble dénombrable
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D ou a son dérivé D', forment une famille compacte ij, il faut et il suffit que les ope-
rations de J sotent également continues et bornées dans leur ensemble en tout élément de E.

La condition est nécessaire d’aprés le dernier Lemme. Pour démontrer qu'elle est
suffisante, il suffit de démontrer que, de toute suite infinie d'opérations de § : U,, U,, ...
on peut extraire une suite qui converge uniformément dans E vers une opération qui
sera nécessairement continue dans E.

En effet, appelons 4 , 4,, ... la suite des ¢léments de 'ensemble dénombrable D
et considérons la suite S, des nombres X =U,(4,), ..., x)="U,(4), ...
Puisque les opérations de J sont bornées dans leur ensemble en tout ¢lément de D,
ces nombres x‘;" sont, pour chaque valeur de p, compris, quel que soit n, entre deux
nombres fixes A, et p.,. D’aprés la derniére proposition que nous avons rappelée, on
pourra donc extraire de la suite S, S,, ... unesuite S, , S.,, ... d’indices croissants,
telle que x}'¢' = U, (4,) converge vers une certaine limite x, et cela quel que soit p.
Cela veut dire quon peut extraire de la suite U, U,, ... une suite d’opérations
Uny Usyy oovy Usyy ... convergente en tout élément de D.

D’aprés le deuxiéme Lemme, cette suite d’opérations sera aussi convergente en tout
¢lément de E; d’aprés le premier Lemme la convergence sera uniforme, et par suite
la limite continue dans E.

1 REMARQUE. — Si I'on ne suppose plus que I'ensemble E est extrémal, la démon-
stration précédente prouve encore quelque chose. Elle prouve que si les opérations de J
sont également continues et bornées dans leur ensemble en tout élément de E = D -+ D',
on pourra extraire de toute infinit¢ d’opérations de Jf une suite qui tend vers une opé-
ration continue dans E. Mais on ne saura pas si la convergence est uniforme. D’ail-
leurs, on peut citer des exemples ol, dans ces conditions, la convergence est non uni-
forme. Elle sera toujours uniforme dans tout ensemble extrémal contenu dans E.

2t REMARQUE. — Il pourrait sembler que la condition E= D - D', ot Dest dénom-
brable, est une condition introduite artificiellement dans le seul but d’assurer P'exactitude
du résultat. Nous verrons plus loin que c’est au contraire le cas général qui se pré-
sente dans les applications (n® 45, 52).

20. L'opdration limite supérieure d'un ensemble d’opérations, — Considérons une fa-
mille Ji d’opérations uniformes dans un ensemble E. En chaque élément 4 de E,
nous pouvons définir un nombre L(4) qui soit la limite supérieure des valeurs en 4
des opérations de JJ. Si les opérations de Jf sont bornées dans leur ensemble en tout
élément de E, nous déterminerons ainsi une opération uniforme dans E, que nous
appellerons la limite supérieure de Jf.

THEOREME. — Ftant donnée une famille §f d'opérations bornées dans leur ensemble
et dgalement continues dans un ensemble quelconque E, la limite supérieure de Jj est une
opération continue dans E.

Ce théoréme a ¢été démontré par M. ArzerA (v, page 9) dans le cas ot les élé-
ments sont des points d’'une droite. Sa démonstration se généralise immédiatement au
cas actuel en se souvenant que notre définition de la continuit¢ rend inutile I’emploi

des intervalles.
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21. REMaARQUE. — Nous avons vu dans ce qui précéde comment on peut arriver 3
généraliser certains théorémes connus dans les classes si étendues que nous avons appelées
classes (L). Néanmoins le petit nombre des hypothéses que nous avons faites sur les
classes (L) ne nous permettra pas de poursuivre cette extension. On s’apercoit bien
vite que certaines propositions fondamentales de la théorie des ensembles linéaires et
des fonctions continues, dont I'énoncé mis sous forme convenable peut garder un sens
pour les classes (L), que ces propositions, dis-je, ne sont plus vraies pour toute classe
(L). Par la-méme échoue toute tentative de généralisation des propositions ultéricures
auxquelles elles servent de base.

Les ensembles dérivés.

22. Nous donnerons en exemple une des plus importantes d’entre elles: Pen-
semble dérivé d’'un ensemble lintaire est fermé. Cette proposition est elle applicable 4
des ensembles d’¢léments d’une classe (L) quelconque? La réponse est négative.

Considérons en effet la classe (C) des fonctions d’une variable x définies dans un
intervalle fixe J:0 £ x £ 1 et convenons de dire qu'une suite de telles fonctions :
fi(®), f,(x), ... tend vers une fonction f(x) si, pour chaque valeur x de Pintervalle J,
f.(x) a une limite finie f(x). Cette définition satisfait bien aux conditions I et II du
n® 7. Donc cette classe (C) est une classe (L). Cependant I'ensemble dérivé d’un en-
semble quelconque d’éléments de la classe (C) n’est pas nécessairement fermé.

*) 11 suffit de considérer 'ensemble E des fonctions continues dans J. L’ensemble E’ des fonctions
limites de fonctions continues est 'ensemble des fonctions de classes 0 ou 1 au sens de M. BaIRE
(11, page 126). Or on sait qu’il y a des fonctions de classe 2 (méme citation), c’est-d-dire quil y a
des fonctions limites de fonctions de E’ et n’appartenant pas a E.

23. Limites de fonctions limites, — Nous nous écarterons un moment de notre sujet pour signaler
une proposition a laquelle I'exemple précédent donne un certain intérét.

Considérons un ensemble de fonctions fI#'(x) définies dans l'intervalle J et telles que: 1° la suite:

fO@, f2@, ... fPe,
ait une limite déterminée f, (x) et ceci quel que soit #; 2° la suite:

fi@)y f2(®), ooy fu(®),

ait une limite déterminée f(x).
D’aprés ce qui précede, il ne sera pas toujours possible de trouver deux suites d’entiers #,,
May o5 Pos Py - telles que Pon ait: f(x) = lim fiFr) (x).
=00

Cette remarque justifie I'intérét qui s’attache au théoréme suivant:
‘THEOREME. — Considérons des fonctions fiP(x), f, (x), f(x) définies dans un mome intervalle ], quels
que soient les entiers n, p et telles que:

® f@)=lmf, () fu() = limfP (o)
S'il est en général impossible de choisir des entiers n,, p, tels que Dégalits
f() = lim fi£0 (x)
soit vérifiée en tout point de ], du moins estil toujours possible de les déterminer de fagon que cette égalité
soit vérifide en tout point de | sauf en un ensemble de points de mesure nulle **).

*) Dans la PremiEre Partis, les sujets qui exigent des connaissances un peu spéciales sont imprimés en petits caractéres.
**) Voir pour la signification de cette expression: m, page 16.



16 MAURICE FRECHET.

Pour le démontrer, je m’appuierai sur deux remarques préliminaires: 1° Supposons pour simpl-
fier que lintervalle [ soit lintervalle (0, 1): Si on considere une suite d’ensembles de points de J: E,,
E,, ... ayant pour mesures I — m,, T —m,, ..., l'ensemble des points communs i tous ces en-
sembles a une mesure au moins égale 4 1 — (m, 4 m, 4 ...). 2° M. BorREL a démontré (11, page 37)
que, quel que soit le nombre fixe ¢ > o, ensemble de points ol le reste de rang » d’une série con-
vergente de fonctions de x dans J est en valeur absolue plus grand que ¢, est un ensemble dont la

mesure tend vers zéro avec —;~

Soient alors ¢ et ¢ deux nombres quelconques compris entre 0 et 1; on peut trouver un entier
g tel que la mesure de I'ensemble de points ot ff—fn]<% soit supérieure 4 I——Z— pour n>g—1.
Puis, on pourra trouver, ¢ étant fixé, un nombre 7 tel que la mesure de Uensemble des points ol
Ify— ff]"] <——Z~ soit aussi supérieure 4 1 — %. En tout point commun aux deux ensembles précé-

dents, on aura |f — f;”| <& et 'ensemble de ces points communs a une mesure au moins égale a

G \ o ) .
I— (—2— -+ —2—) =1 —0. Il en est donc de méme a fortiori de l'ensemble des points tels que

[f—fr<e

Ceci étant, donnons 4 ¢ et ¢ deux suites successives de valeurs €,, €,, ...; @

s Gy, .. Quel

que soit r, on pourra déterminer des entiers #,, p, tels que lensemble G, des points ot Pon a
|f — fi?] <e, ait une mesure supérieure & 1 — o, . Appelons maintenant H, I'ensemble des points

et O > G,yys --- Sa mesure est au moins égaled 1 — (6, +0a,,, + ...)
et en chacun de ses points on a |f—f‘nf”:qq)| <&, 4> quel que soit I'entier ¢.

communs & G,, G gy e

Or supposons qu'on ait choisi, comme cela est possible, les nombres ¢, , o, de facon que les
€, tendent en décroissant vers zéro et que la série ¢, 4 5, -} ... soit convergente. Par exemple, admet-

=<

I
K : —_ —_
tons qu'on ait &,=0,= —

(T+q)’
PO p))

quel que soit ¢, donc en tout point de H, la suite fx", fu,?, ... converge vers f. Dés lors, ensemble
H des points ol cette suite converge a une mesure au moins égale 4 celle de H, quel que soit 7,

c’est-d-dire au moins égale a 1 —( + — C + oy 4. ), quel que soit r. Autrement dit, 'ensemble
H a méme mesure que J.
24. REMARQUES. — 1° Il y a un cas particulier important, ol on peut s’arranger pour que Uensemble

H coincide avec lintervalle J. Cest celui ol fff j (x) tend uniformément vers f,(x), quel que soit n. En
effet, dans ce cas, on peut choisir pour toute valeur de # un entier p, tel que lon ait:

L@="@ 4 2 avee e, 1 <1,
quel que soit x. Alors on aura:
fx) = limf,(x) et o= lim i%

n=00 =00

fG) = limf, (x).

d’olr:

2° Si les égalités (1) n’étalent pas vérifiées nécessairement partout, mais I'étaient chacune dans un
ensemble de mesure > m (m nombre fixe), on pourrait s’arranger pour que P'ensemble H fut aussi de
mesure > m. En particulier, si les égalités (1) étaient chacunes vérifices sauf dans un ensemble de me-
sure nulle, la démonstration précédente prouverait encore qu'on peut s’arranger pour que H coincide
avec [ sauf en un ensemble de mesure nulle.

Appliquons la remarque 1° en prenant pour les f, (x) des fonctions continues quelconques. On
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sait qu'on pourra prendre pour les f,(f) (x) des polvnomes avec convergence uniforme de f(m vers f,.

n
Donc, d’aprés 12 les fonctions limites de fonctions continues sont aussi limites de polynomes. Appliquons
s P A

maintenant notre théoréme en prenant pour f, une fonction de premitre classe; d’aprés ce que nous

"

venons de dire, on pourra prendre pour les ff' des polynomes. Donc les fonctions de classe 2
sont limites de polynomes sauf en un ensemble de mesure nulle. Appliquons maintenant la remarque
2° en prenant pour f, une fonction de classe 2. D’aprés ce qui précede, on pourra prendre pour les
S\ des polynomes, la convergence ayant lieu dans J sauf en un ensemble de mesure nulle. Donc les
fonctions de classe 3 sont aussi des limites de polynomes sauf en un ensemble de mesure nulle. Plus
généralement, toute fonction f(x) rentrant dans la classification de M. BAIRE (111, page 126) peut étre con-
sidérée comme la limite d'une suite de polynomes sauf en um ensemble de mesure nulle *). Si la suite de
polynomes converge partout, f(x) est de classe 0 ou 1. Si la suite des polynomes converge partout
uniformément, f(x) est de classe 0; cest-d-dire continue. Il suffit méme que la convergence ait lieu
partout quasi-uniformément.

CuarIiTre IL

Définition de la limite par le voisinage.

25. Nous avons déji remarqué plus haut que l'extréme généralité des classes (L)
ne permet pas de leur étendre un grand nombre des propriétés des ensembles linéaires.
Pour obtenir des propriétés plus nombreuses, il y aurait lieu d’imposer de nouvelles
restrictions 4 la conception des classes (L). Il faudrait les choisir de fagon 4 satisfaire
aux conditions suivantes: 1° ces restrictions devraient pouvoir s’énoncer indépendamment
de la nature des éléments considérés; 2° elles devraient étre satisfaites par les classes
d’éléments qui interviennent le plus fréquemment dans les applications; 3° elles devraient
fournir la généralisation cherchée des théoremes sur les ensembles linéaires et les fone-
tions continues.

26. Or nous avons observé (n° 22) que si 'on considére une classe (L) quelconque,
ensemble dérivé d’'un ensemble d’¢léments de cette classe n’est pas toujours fermé. Clest
pourtant une propriét¢ qu’il aurait été assez naturel d’admettre, en la traduisant sous la
forme suivante: Lorsque des ¢léments 4,, 4, ... d’une classe (L) sont chacun limite d’une
suite d’éléments (par exemple: 4, = 1;12 A™) et tendent vers une limite 4, cet élément

A est lui-méme limite des derniers éléments (par exemple: 4 = lim A'qu’). L’exemple
q=m

que nous avons donné (n° 22) nous montre que cette propriété n’est pas une con-
sétquence de la définition des. classes (L). Il prouve aussi qu’elle peut n’étre pas véri-
fite, méme parmi des classes (L) qui se présentent d’elles-mémes dans la Théorie des
Fonctions.

27. Cependant la propriété précédente est compatible avec un grand nombre de
définitions de la limite (particulierement les limites dites uniformes). Il y aurait donc lieu,

*) Jai énoncé ce théoreme dans les Comptes Rendus du 20 mars 1905 : Sur la wotion d’écart dans le caloul fonctionmel.
M. LEBESGUE a obtenu ce méme théoréme comme application de sa définition de P’intégrale.
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 29 maggio 1906. 3
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soit d’¢tudier ce qui se produit quand on impose cette propriété comme condition sup-
plémentaire & la définition de la limite, soit d’introduire une condition supplémentaire
qui entraindt cette proprié¢t¢é comme conseéquence. Or U'examen des cas déja connus ol
cette propriété a lieu nous montre que c’est cette derniére circonstance qui se produit
sous la forme suivante :

Considérons une classe (V) d’¢léments de nature quelconque, mais tels qu’on sache
discerner si deux d’entre eux sont ou non identiques et tels, de plus, qu’a deux quel-
conques d’entre eux 4, B, on puisse faire correspondre un nombre (4, B)=(B, 4)\o
qui jouit des deux propriétés suivantes: 1° La condition nécessaire et suffisante pour
que (4, B) soit nul est que 4 et B soient identiques. 2° II existe une fonction posi-
tive bien déterminée f(¢) tendant vers zéro avec e, telle que les inégalités (4, B) ~¢,
(B, C) L ¢ entrainent (4, C) £ f(¢), quels que soient les éléments 4, B, C. Autre-
ment dit, il suffit que (4, B) et (B, C) soient petits pour qu’il en soit de méme de
(4, C). Nous appellerons voisinage de 4 et de B le nombre (4, B).

Ceci étant, nous pourrons dire qu’une suite d’¢léments de la classe (7): 4, 4,, ...

tend vers un ¢lément 4, si le voisinage (4

n?

.
A) tend vers zéro avec - Si une suite
A, d,, ... aune limite 4, elle ne peut en avoir qu’une, car si B était limite de la
\ . e . I
méme suite, les nombres (4, 4,) et (B, 4,) seraient infiniment petits avec —, donc
7

aussi (4, B) (2me condition). Alors (4, B) serait nul et par suite les éléments 4, B
ne seraient pas distincts (1% condition).

De plus, cette définition de la limite satisfait bien aux conditions I et II que nous
avons impos¢es en général 4 toute définition de [a limite (n° 7) et cela grice aux con-
ditions 1° et 2° imposées 4 la définition du voisinage.

28. Néanmoins toute définition de la limite satisfaisant aux conditions I et II, ne
peut étre déduite de la notion de voisinage. Il nous suffira pour le prouver de démon-
trer le théoréme suivant.

TrEOREME. — Lensemble dérivé d’un ensemble d’éléments d’une classe (V) est un
ensemble ferme.

En effet, revenons aux notations employées plus haut. Puisqu’ici la limite est dé-
duite du voisinage, on pourra faire correspondre a chaque entier # un entier ¢, tel que

4, 4,) < —;— , et un entler p. N\ 7 tel que: (4,,, 4 < —;— . On aura donc:

(4, 45 <f(+)

et par suite A" tend vers 4 quand # tend vers infini.

Si maintenant nous revenons a l'exemple de la classe (C) donné plus haut, nous
voyons qu’il fournit une classe (L) ot il est impossible de construire une définition
quelconque du voisinage telle que la définition de la limite qu'on en déduirait coincide
avec celle qui avait ¢ét¢ adoptée. Car, en partant de cette derniére, on obtient un en-
semble dérivé non fermé.
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C’est donc vraiment se limiter que de considérer en particulier les classes (V)
parmi les classes (L) et nous pouvons espérer obtenir ainsi de nouvelles généralisations.

Nous nous bornerons donc maintenant 3 Iétude des classes (7), c’est-a-dire de
celles des classes (L) ou la définition de la limite est déduite de celle du voisinage.

29. THEOREME. — L'ensemble P des éléments de condensation *) d'un ensemble con-
densé E formé d’éléments dune classe (V) est un ensemble parfait ou nul **).

En effet, on peut d’abord montrer que P est un ensemble fermé sans supposer
que E soit condensé et méme pour une classe (L) quelconque. Car si 4 est un élé-
ment quelconque limite d’éléments 4, 4,, ... de P, c’est d’abord un élément limite
de E puisque P est contenu dans E’ qui est fermé d’aprés le théoréme précédent. De
plus, si 'on enléve de E un ensemble dénombrable, les éléments 4 , 4,, ... reste-
ront éléments limites de Iensemble restant E| (sans lui appartenir nécessairement) puis-
qu’ils sont éléments de condensation de E. Donc A est aussi élément limite de E,
qui est aussi fermé. Dés lors 4 est encore ¢lément limite de E , c’est bien un élément
de condensation.

Montrons maintenant que tout élément de P appartient 2 P’. En effet, soit 4 un

— < (B AL

n 1
Il y a une infinit¢ de ces ensembles qui sont non dénombrables, sans quoi il y aurait

¢lément de P, et E, lensemble des éléments B de E tels que

un entier ¢ tel que 'ensemble des éléments B de E vérifiant (4, B) £ q_—l—I—I soit dé-

nombrable et par suite 4 ne serait pas un élément de condensation. Ainsi, parmi les en-
sembles E , il y en a une infinité qui sont non dénombrables: E, , E,,, ... pris dans
Pordre des indices croissants. Comme E est condensé, 'ensemble non dénombrable E,

donne lieu 4 au moins un élément de condensation A"p' A"p est d’ailleurs distinct de

A4 puisqu’il est limite d’¢léments B tels que (4, B) soit supérieur 3 n; Or on

voit facilement que (4.,, 4) tend vers zéro, donc 4 appartient & P'.

30. THEOREME. — Soit E un ensemble condensé formé d’éléments d'une classe (V).
L’ensemble D des ¢léments de E qui ne sont pas des éléments de condensation de E est
un ensemble dénombrable ***).

31. CoroLLAIRE. — Tout ensemble fermé et condensé formé d& éléments d’une classe (V')
est la somme d’un ensemble dénombrable et d’un ensemble parfait ou nul sans éléments
communs.

32. TutorEME. — L’ensemble D de ceux des éléments d'un ensemble compact E d’¢-

*) Voir les définitions données plus haut (n° 8). Nous verrons plus loin (n° 43) un cas trés général
o1 un ensemble quelconque est toujours comdensé, c’est-d-dire qu'une infinité non dénombrable quel-
conque de ses éléments donne toujours lieu 4 au moins un élément de condensation.

*) La démonstration suivante est la généralisation de la démonstration récemment donnée par
M. LINDELOF pour le cas ol les éléments de E sont des points de I'espace. Voir BoreL (11, pages §, 6).
Je n’ai insisté que sur les points de sa démonstration qui demandent quelques précautions pour étre
généralisés.

) Méme remarque que pour le théoréme précédent.
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léments d'une classe (V) qui w’appartiennent pas & Pensemble E' dérivé de E est dénom-
brable *).

En effet, si 4 est un élément de D, appelons p, la limite inférieure >\ o du voi-
sinage de 4 avec les éléments de E’. Le nombre ¢, est positif, sans quoi A4 serait un

¢lément limite de E’ et par suite appartiendrait & E'.

1

Je dis que le nombre des éléments de D pour lesquels on a p, > —= ot fini.

En effet, dans le cas contraire, on pourrait en prendre une infinit¢: 4,, 4,, ..., 4,, ...

tous distincts et tendant vers une limite B. Alors, en prenant p assez grand on aurait
I . . . . -
4,, B < . < 0., e qui est impossible, puisque B, limite d’¢léments de E, appar-

tiendrait 4 E', contrairement 4 la définition de p.,.
Ainsi, il y a un nombre fini d’éléments 4 de D: 47, 47, ..., A" tels que

I
N .
(IR 7
Si Pon considére la suite dénombrable:
) (b ) (p) (1) ()
AP AP AP A AP A

"
on voit que tous les éléments de D y sont inscrits chacun au moins une fois. Donc D
est dénombrable.

En particulier, on voit que si E est fermé, E se décompose en son ensemble dé-
rivé E' et un ensemble dénombrable D.

CoRrOLLAIRE . — i Pensemble dérivé E' d'un ensemble compact E formé d’élements
d'une classe (V') est dénombrable, ensemble E est lui-méme dénombrable.

33. CoroLLARE IL—Un ensemble extrémal quelconque F formeé d’éléments dune classe
(V') peut étre considéré comme Pensemble dérivé d'un ensemble d’cléments de la classe (V).
Du moins, cette proposition se trouvera exacte quand la classe (V) sera telle que Ion
puisse toujours y trouver un ¢lément dont le voisinage avec un élément arbitrairement
donné soit inférieur 4 un nombre positif quelconque donné. Cette condition bien natu-
relle est satisfaite dans tous les exemples concrets que nous étudierons par la suite.

Supposons donc cette condition remplie; on aura F —= D -+ F’, D étant un en-
semble dénombrable d’¢léments :

A, 4, ..., 4

A chacun d’eux, 4, correspond comme précédemment un nombre positif p, .

ny e

Quel que soit p on pourra par hypothese trouver un ¢lément de la classe ("): BY,
tel que (4,, BY) < an Nous avons ainsi des éléments B déterminés pour toute

valeur entiére de # et de p. Appelons E 'ensemble des éléments de F’ et des éléments

*) Pour la démonstration dans le cas ou E est un ensemble ponctuel, voir, par exemple, I, page
36. La seconde partie de cette dernitre démonstration s’appuie sur ce que des intervalles de longueurs
bornées, recouvrant le segment (0, 1) et dont les milieux n’appartiennent pas i deux intervalles, sont
nécessairement en nombre fini. Elle ne saurait donc se généraliser ici.
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B, Je dis que F est 'ensemble dérivé de E. En effet, tout élément de F est évi-
demment élément limite de E. Réciproquement, considérons une suite = d’¢léments de
E tendant vers une limite C. Je dis que C appartient 4 F. En effet, s’il y a dans
cette suite une infinitt d’¢léments B'P correspondant & une méme valeur de n, Cest
évident. De méme aussi, s’il y a une infinitt d’éléments de F’, car F' est fermé et
contenu dans F. Reste le cas ot il n’y aurait dans X qu'un nombre fini d’¢léments
de F' et un nombre fini d’éléments B pour chaque valeur de n. Alors il y aurait
une infinit¢ d’¢léments distincts B correspondant & des valeurs croissantes de #:

(py) )
B, .., B, ...
En prenant ¢ assez grand, on aurait : (B‘n‘;q’, C) <e et (4u, Bif;q’) <e [puisque

’ . I I « Aat -
B‘"Pq'z’ tend vers C et quon a: (4, , B‘ff’)<ﬁ < @]’ doi: (4, €) <Sf(e):

Comme f(¢) tend vers zéro avec &, on voit que C serait limite d’¢léments de D,
Cest-d-dire dans F’, donc encore dans F.

34. Appelons sphéroide de centre 4 et rayon p 'ensemble de tous les éléments B
tels que L'on ait: (4, B) <p. Nous dirons qu'un élément C est intérieur & ce sphé-
roide, si 'on a: (4, C) <p.

THEOREME. — Si un ensemble fermé F appartient & un ensemble compact E formé
d’éléments d'une classe (V'), on obtiendra F en supprimant de E les éléments INTERIEURS
a chacun des sphéroides d’'un certain ensemble dénombrable de sphéroides *).

En effet, soit G l'ensemble complémentaire de F, c’est-a-dire 'ensemble des él¢-
ments de E ne faisant pas partie de F. A tout élément 4 de G, nous pouvons faire
correspondre un nombre p, qui sera la limite inférieure du voisinage de 4 avec chacun
des éléments de F. Le nombre p, > o ne pourra étre nul, sans quoi 4 appartiendrait 3
F comme limite d’éléments de F.

Nous allons maintenant former une suite dénombrable d’¢léments de G:

B b0 g (p) )
AV, o, A4 AR 4D 4
. I I . .
telle que 1° on ait p ) PR pd(mé—n— quel que soit 7; 2° si A4 est un élément
n n
1 . . . 1 I
de G tel que: Pa—-, on ait Pune des inégalités (4, A(‘l))<—n_’ coey (4, A9 < —

Pour montrer que cela est possible, supposons la suite formée jusqu'a AP»—t et

appelons en genéral I () lensemble des éléments B de E tels que: (B, 4)) < —;—-

Prenons alors un élément 4 de G (s'il en existe) tel que p, N\ —:l— et qui ne fasse

partie d’ aucun des ensembles Iw,---y 1, . Nous pourrons le prendre pour
I fn—1

. . . I :
A . Puis, prenons, s’il en existe, un élément 4 de G tel que p, D\ — et qui ne
=n

") La démonstration suivante est une généralisation de celle qui a été donnée pour le cas ot E
est un ensemble de points du plan, par M. ZoRETTI (XX1I, page §).
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: oo > (2),
fasse partie d’aucun des ensembles 1_4“” R I‘le"_l), IA“). Nous 'appellerons 4'”; et
L N1 n
ainsi de suite. Nous formerons ainsi de proche en proche une suite 4", A4 ... qui

peut-étre ne contiendra aucun terme, mais qui n’en contiendra siirement qu’un nombre
fini. En effet, d’aprés leur formation, ils sont tous distincts. Si donc il y en avait une
infinité, on pourrait en extraire une suite B, B,, ... ayant une limite B et alors

. I . , . .
pour ¢ assez grand on aurait (B, B, ) < quelque soit p, c’est-d-dire que B, serait
intérieur 4 I , contrairement 4 I'hypothese.

La suite étant ainsi formée comme nous I'avions annoncée, il est alors facile de
voir que F est l'ensemble des ¢léments de E qui ne font partie d’aucun des ensembles

9 (2)9 =y {(py)s (1}g ==y LDy (1) 9 <+
AI Ax Ax ' .»12 An” .4” .

ce qui démontre la proposition.

35. Appelons ensemble limité un ensemble tiré d’une classe (7) tel que le voisinage
de deux éléments quelconques de cet ensemble reste inférieur 4 un nombre fixe. Dans
le cas des ensembles linéaires, nous verrons que cette définition coincide avec celle d’en-
semble compact. Dans le cas général, nous pouvons seulement énoncer la proposition
suivante :

THEOREME. — Tout ensemble compact formé d’éléments d'ume classe (V') est Limite.

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver, quel que soit #, deux éléments
4,, B, de E tels que (4,, B,) > n, et, puisque E est compact, on peut supposer que
A4,, B, tendent vers deux limites respectives 4, B. Or, pour n assez grand, on aura:

(4,, 4) <2(4, B), (4, B) <2(4, B),
(4,, B) <f[2(4, B)] =*F.

Ainsi, pour # assez grand on aura:
(4,, By <k e (B,, B)Hh
(An7 Bn) <f(k)’

ce qui conduit 4 une inégalité impossible # < f (k).

36. TutorEME.— Soit E un ensemble extrémal formé d’éléments d'une classe (V).
S’il existe une suite indéfinie G densembles I , I, ... telle que tout élément de E soit
intérieur au sens étroit & Pun au moins de ces ensembles I, on peut extraire de G un
nombre fini de ces ensembles formant unme famille H jouissant de la méme propriété
que G *).

En effet, supposons que le théoréme soit inexact. Alors il existera au moins un
élément de E: A qui n’est pas intérieur 4 I au sens étroit. Mais A, est intérieur au

dour:

d’otr:

*) Ce théoréme est une généralisation d’'un théoréme de M. BOREL, énoncé pour les ensembles
linéaires (I, pag. 42), puis étendu par lui aux ensembles de points de Pespace & n dimensions (XIv,
page 357). Mais ses démonstrations ne se généralisent pas au cas actuel. Nous démontrerons plus loin
ce théoréme pour certaines classes (V) méme dans le cas ol G n'est pas dénombrable (n° 42).
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sens étroit 4 un des ensembles 7,, I, ...; soit ;, le premier d’entre eux (g, > 1).
Il y a au moins un élément de E, soit ,, qui nest intérieur au sens étroit 4 aucun
des ensembles I,, I, ..., I, . Appelons I,, le premier des ensembles I, .., Ij,1zy ---
auquel 4, est intérieur au sens ctroit et ainsi de suite. Nous formons de la sorte une
suite infinie d’éléments 4 , 4,, ... appartenant & E, tous distincts et tels que 4, ne
soit intérieur au sens étroit 4 aucun des ensembles I , I, ..., I, , ..., I,,. Cette suite

a au moins un élément limite A appartenant 4 E. Soit 4 =lim4,,. Or 4 est inté-

Hpe

-
rieur au sens étroit 4 'un au moins, [,, des ensembles de la suite G. Il est donc im-
possible qu’il y ait dans la suite 4., 4.,, ... une infinitt d’¢léments 4, , 4,,, ...

qui ne soient pas intérieurs & /, au sens étroit. Sans quoi, on appellerait B, un élément
de E coincidant avec 4, si celui-ci n’appartient pas 4 I, ou un élément de E n’appar-

I T
tenant pas 4 I, et tel que (B,, 45,) <~ dans l'autre cas. Alors 4 serait limite d’une

suite B, B,, ... d’¢léments de E non dans I,, ce qui est impossible. Ainsi les élé-
ments de la suite 4, , 4,,, ... sont tous intérieurs & I, au sens étroit 4 partir d’un
certain rang. Cela est manifestement contradictoire avec la fagon dont nous avons
formé la suite 4., 4,, ...

Les classes (V) normales.

37. Apres avoir étudié les propriétés des ensembles et des opérations portant sur
des classes (L), il nous a ét¢ utile de nous borner au cas des classes (V) pour pour-
suivre nos généralisations. De méme, nous allons maintenant restreindre une fois de
plus le champ de nos recherches sans en arriver encore 4 spécifier la nature des élé-
ments considérés.

Donnons d’abord quelques définitions. Nous dirons qu’une suite d’éléments 4,
4,, ... dune classe (7) satisfait aux conditions de Cauchy lorsqu’a tout nombre ¢ > o
on peut fairc correspondre un entier # tel que inégalit (4, , 4,,,) < ¢ soit vérifice
quel que soit p. Il est ¢vident que si une suite tend vers une limite, elle satisfait aux
conditions de Caucny. D’autre part, si une suite satisfait aux conditions de CaucHy et
fait partie d'un ensemble compact, elle a un ¢lément limite évidemment unique. Mais
si Pon sait seulement que la suite vérifie les conditions de CaucHy, on ne peut afhirmer
qu'elle tende vers une limite; tout ce qu'on peut dire, c’est que si elle a un élément
limite, elle n’en a qu’un.

Nous dirons alors gu’une classe (V) admet une généralisation du théoréme de CaucHy
si toute suite d'¢léments de cette classe, qui satisfast aux conditions de CAucHY, a un
élément limite (nécessairement unique).

Nous appellerons ensuite classe séparable une classe qui puisse étre considérée d’au
moins une fagon comme l'ensemble dérivé d’un ensemble dénombrable de ses propres
¢léments.

Enfin, on a intérét 4 considérer comme nous Pavons déjd fait (n° 33) parmi les
classes (V) celles qui sont telles que, prés d’un élément donné, il existe des éléments
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dont le voisinage avec celui-ci soit aussi petit que 'on veut sans étre nul. Autrement
dit, tout ¢élément de la classe sera élément limite. Comme d’autre part la réciproque
est vraie par définition méme de la classe, nous dirons que de telles classes sont par-

faites *).

Ceci étant, nous nous bornerons maintenant & Pétude des classes (V) NORMALES,
Cest-a-dire parfaites, séparables et admettant une généralisation du théoréme de Cavchy.
Cette limitation n’a du reste rien d’artificiel, elle provient directement de la comparai-
son des classes (V) avec les ensembles lincaires et nous verrons plus loin que toutes
les classes particuliéres que nous examinerons rentrent dans cette catégorie générale des
classes (¥) normales. Ce dernier fait pourrait méme amener 4 se demander si toute
classe (V) n’est pas nécessairement normale. Il n’en est rien comme le montrent les
exemples suivants:

38. Prenons une classe d’éléments représentés par les points d’'une droite et appelons voisinage de
deux d’entre eux la longueur de l'arc de cercle que limitent les deux points correspondants dans une
transformation par inversion. Nous avons ainsi une classe parfaite (V). Cependant, si Pon prend une
suite d’éléments correspondants 4 des points s’¢loignant 4 linfini, il est évident que l'on aura une
suite de CaucHY sans éléments limites. On peut donner un exemple dans lequel le voisinage ne soit
pas défini d’'une facon aussi artificielle. Il suffit de prendre la classe des nombres en se plagant au
point de vue des arithméticiens qui se défendent la considération des nombres irrationnels. En prenant
pour voisinage de deux nombres rationnels, la valeur absolue de leur différence, on obtient encore une
classe parfaite (¥) pour laquelle il existe une infinité de suites vérifiant les conditions de CaucHY sans
avoir d’¢léments limites.

Passons maintenant aux classes séparables. On peut qualifier ainsi les ensembles linéaires en con-
sidérant la droite indéfinie comme I'ensemble dérivé de 'ensemble des points d’abscisses rationnelles.
Mais il n'en est pas de méme pour toute classe parfaite (V).

Prenons par exemple la classe des fonctions (continues ou discontinues) d’une variable x dans
Uintervalle (0, 1). En appelant voisinage de deux éléments f(x), g(x), la limite supérieure (finie ou non)
de |f(x) — g(x)| dans Pintervalle (o, 1), on voit qu'on obtient une classe (V) parfaite. Cette classe n’est
pas séparable. En effet, si elle I'était, on pourrait former une fois pour toutes une suite de fonctions
fi (%), f2 (x), ... telle que tout élément de la classe soit la limite uniforme d’une suite fu, (%), fu, (%), ...
extraite de la précédente. Alors les éléments de la classe étant définis par des conditions dénombrables,
la puissance de la classe serait an plus égale a celle du continu (I, page 126). Or on sait que c’est le
contraire qui a lieu (1, page 125). On peut remarquer que les exemples précedents nous prouvent que
la puissance d'un ensemble parfait tiré d’'une classe (V) n’est pas nécessairement la puissance du continu
comme cela a lieu pour les ensembles linéaires, mais qu’elle peut lui étre inférieure (premier exemple)
ou supérieure (deuxi¢me exemple).

39. Ces remarques faites, limitons-nous maintenant 4 I'étude des classe (7) normales.
Tout d’abord, pour arriver 4 nous rendre compte de la structure de telles classes,
nous généraliserons une question proposée par M. Hapamarp (xir). La question pro-

*y Une classe séparable est nécessairement parfaite, mais la réciproque n’est pas évidemment vraie.
Il y a donc lieu de séparer les deux hypothéses d’autant plus que certains théorémes s’appliquent aux
classes parfaites sans les supposer séparables.
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prement dite sera étudide plus loin (voir n° 58). Nous létendrons au cas général
actuel de la fagon suivante :

Considérons une classe (7). Supposons qu’on ait pu former des ensembles partiels
k, contenant chacun au moins un élément et tels: 1° que tout élément de la classe ap-
partienne i 'un des ensembles k,, 2° que deux éléments quelconques d’un méme en-
semble k, alent un voisinage inférieur & s. Considérant les k, comme autant d’individus,
on peut dire avec M. Hapamarp que l'ensemble ¥,, qui a ces %, comme ¢éléments,
« numere » la classe considérée. Nous nous proposons de rechercher la puissance de ..

Nous allons trouver ici une nouvelle analogie avec les ensembles linéaires. Si l'on
prend la classe des points d’une droite, le probléme consiste 4 trouver la puissance de
Pensemble des intervalles de longueurs < ¢ et qui recouvrent la droite indéfinie. Or
il est évident qu'on peut les choisir de fagon que cet ensemble soit dénombrable quoi-
que infini.

40. De méme, étant donnde une classe (V') séparable, on peut, quel que soit <, choisir
les ensembles k, de fagon que B, soit dénombrable.

En effet, soient » et  deux nombres tels que f(@) <z et f(n) << w. Puisque la
classe est séparable, on peut en extraire une suite d’¢léments 4, 4,, ... dont len-
semble dérivé soit la classe toute entiére. Appelons alors K¥ I'ensemble des éléments
4 tels que: (4, 4,) <o. La suite K}, K, ... sera dénombrable; de plus, pour
deux éléments quelconques 4, B de K, on aura: (4, B) < ¢; enfin tout élément 4
de la classe appartiendra pour une valeur donnée de ¢ 4 'un au moins des K{”. L'en-
semble des K{? constitue donc 'ensemble ¥}, cherché. On peut méme ajouter que tout
élément A est intérieur au sens étroit 4 I'un au moins des ensembles KV, K, ... . 1l
suffit de prendre dans 4, , 4,, ... un é&ément 4, tel que (4, 4,) <=n; alors 4
est intérieur au sens étroit 4 K"

41. La méme méthode prouve qu’étant donné un ensemble E appartenant 4 une
classe séparable (¥), on peut former une infinit¢ dénombrable ¥, d’ensembles K, d’¢-
léments de E tels que tout ¢lément de E soit intérieur au sens étroit 4 'un au moins
des K, et que le voisinage de deux éléments quelconques de K, reste inférieur 4 . On
peut se demander s’il existe des ensembles E tels que I'ensemble ¥, soit non seulement
dénombrable, mais fini.

TutorkME. — Pour que Pensemble %, [correspondant & un ensemble E tiré dune
classe (V) NORMALE] puisse étre choisi, quel que soit ¢, de fagon & ne comprendre qu'un
nombre fini d’éléments, il faut et il suffit que E soit compact.

La condition est nécessaire. En effer, dans le cas contraire, on pourrait extraire
de E une suite infinie S d’¢léments distincts B,, B,, ... sans ¢léments limites. Si %,
est fini, il y aura nécessairement un ensemble partiel K, auquel appartiennent une infi-
nit¢ d’¢lements de la suite S. On voit alors qu’on pourra former de proche en proche
une infinit¢ de suites S, d’¢léments de S, telle que S, soit contenu dans S, et que

Pécart de deux éléments de S, soit inférieur A —;1— Si donc j’appelle BY', BP ... les

¢léments de la suite S, pris dans le méme ordre que dans S, on voit que la suite B,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 29 maggio 1906. 4
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BY, ..., BP, ... sera une suite d’¢léments de S distincts et tels que Von ait

(B, Bi:M) <% quel que soit #. Puisque E est tiré d’une classe (7)) normale, il

n+p

faudrait donc que la suite S eut un élément limite.

Réciproquement, supposons E compact. Alors I'ensemble F=FE 4 E' est extrémal.
Pour une valeur donnée de &, nous savons qu'on peut former une suite d’ensembles
partiels K", K., ... telle que leur ensemble réponde aux conditions d’un ¥, relative-
ment & F. En particulier, tout élément de F est intérieur au sens étroit 4 l'un des
ensembles K{”, K, .... Donc, on peut extraire de cette suite K, K!”, ... un
nombre fini de termes K, ..., K jouissant de la méme propri¢t (voir n® 36).
Si nous appelons maintenant H!% l’ensemble des éléments de E qui appartiennent &
K% (lequel est dans F), on voit qu'on aura un nombre fini d’ensembles H/7", ..., H"
formés avec des éléments de E et tels: 1° que tout élément de E soit intérieur au sens
étroit 4 au moins l'un d’eux, 2° que deux ¢léments quelconques de 'un d’eux aient un
voisinage <(e.

Il nous est maintenant facile de généraliser le théoréme du n® 36.

42. THEOREME.—Soit E un ensemble d’éléments d’une classe normale (V). Pour que
de toute famille H DENOMBRABLE OU NoN *) d’emsembles I tels que tout ¢lément de E soit
intérieur au sens étroit & au moins Pun d’eux, on puisse extraire un nombre fini d’en-
sembles I formant une famille G jouissant de la méme propricté que H, il faut et il
suffit que E soit extrémal.

Nous avons démontré (n°® 36) que la condition est suffisante dans le cas ou H
est dénombrable.

Pour le cas général, remarquons que, si E est extrémal, on peut former, quel que
soit &, des ensembles K, en nombre fini satisfaisant aux conditions indiquées plus haut.
Si le théoréme n’est pas vrai pour E, il y a au moins un de ces ensembles tels que ses
¢léments ne soient pas intérieurs au sens étroit 4 un nombre fini d’ensembles I. Pour

I . . ) .
e =-— appelons celui-ld K™ et soit 4, l'un de ses éléments. Puisque E est extrémal,
” '

on peut extraire de la suite 4, 4, ... une suite 4, , 4.,, ... qui tend vers un
élément 4 de E. A est intérieur au sens étroit 4 un intervalle I: I et on prouve
facilement que pour p assez grand tout élément de K™»' est aussi intérieur au sens étroit
a I, ce qui améne bien 4 une contradiction.

La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que E ne soit pas fermé, il
existera une suite d’éléments B , B, ... de E, qui tendent vers un élément B n’ap-

partenant pas & E.-Or, considérons les ensembles I formés chacun des éléments 4 de
E tels que (4, B) > % Tout élement de E est intérieur au sens étroit 4 l'un au

moins des I. Mais si 'on considére un nombre fini de ces ensembles I , il y aura
certainement des termes de la suite B, B,, ... qui ne leur appartiennent pas.

*) Dans le cas ot E est un ensemble linéaire, on obtient la généralisation du théoréme de
M. BoreL (voir la note du n°® 36) étendu par M. LEBESGUE au cas ol la famille H est non dénom-
brable. Sa démonstration (Iv, page 105) ne se généralise pas au cas actuel.
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De méme, supposons que E ne soit pas compact; il existera une suite S d’¢léments
de E: B, B,, ... sans ¢léments limites. Si nous considérons un élément 4 quelcon-
que de E, nous pourrons définir un nombre p, > o tel que (4, B)) X\ p,, quel que
soit I'¢lément B, distinct de 4 et pris dans la suite S; alors 4 sera intérieur au sens
étroit & ensemble 7, des éléments C de E tels que (C, 4) <<p, I en résulte que
tout élément B de E est intérieur au sens étroit & 'un au moins des intervalles I,, 4
savoir [ Si de la famille H des intervalles I,, on en extrait un nombre fini formant
une famille G, il sera impossible que G contienne E, car il y a dans tout intervalle
I, un élément au plus de la suite S.

43. TutoREME. — Tout ensemble non dénombrable E formé d’éléments dune classe
(V) normale est condense.

Soit E, une infinit¢ non dénombrable d’¢léments de F, il s’agit de démontrer que
E, donne lieu 4 au moins un élément de condensation. En effet, quel que soit € on peut,
comme nous Pavons vu, trouver une suite dénombrable d’ensembles K", K, ..., K™, ...,
telle que tout élément de E, se trouve dans Iun d’eux et que le voisinage de deux
éléments de 'un d’eux soit <Ce. Il y a donc au moins un de ces ensembles qui con-

tient une infinit¢ non dénombrable d’¢léments de E,. En prenant successivement ¢ =1,

I I o .
7 e+ 7y -+ - DIOUS pourrons ainsi former une suite d’ensembles H', H®, ... telle
que H™ contienne une infinité non dénombrable d’éléments de E,, soit contenu dans

_ , : e I
H"", et que deux quelconques des éléments de H™ aient un voisinage inférieur 3 —.
n

Alors, si on prend deux éléments quelconques 4,, 4’ dans H™, chacune des suites
A4, 4,,...; 4, 4,, ... a une limite 4 qui est la méme. Donc E donne lieu 4 un
¢lément limite 4 et C’est un élément de condensation, car, si on enléve de E, une in-
finit¢ dénombrable d’éléments, il restera encore des éléments dans chacun des H™ et 4
sera encore ¢lément limite de I'ensemble restant de E,.

44. ReMARQUE. — En combinant le théoréme précédent avec celui du n® 31 on
obtient I'énoncé suivant :

Tout ensemble fermé F formé d'éléments d'une classe (V) normale est la somme d’un
ensemble dénombrable et d'un ensemble parfait ou nul sans éléments communs.

45. THEOREME. — Soit E un ensemble quelconque formé d’eléments d’une classe sépa-
rable (V'); il existe un ensemble dénombrable &’ éléments de E tel que tout élément de E appar-
tienne, soit & cet ensemble D, soit a son dérivé D'. Lorsque E est fermé, on a: E=D-}D'.
Lorsque E est parfait, E=D'.

En effet, quel que soit », on peut former une infinit¢ dénombrable d’ensembles
H® H? .., HP ... formés d’éléments de E tels que dans chacun d’eux le voisi-

ep I .
nage reste inférieur 4 —- €t que tout ¢lément de E soit dans 'un des ensembles de

cette suite. Dans chacun de ces ensembles " il y a au moins un élément 4'”, Quand
on donne 4 n et p.des valeurs entitres quelconques, on obtient un ensemble dénom-
brable D d’éléments A4 appartenant 4 E. Or il est manifeste que tout élément de E ap-
partient 4 D ou & D",
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D’inverse n’est pas en général exact; mais si E est fermé tout élément de D 4 D’
appartiendra & E; donc dans ce cas E== D+ D' Deplus E'=D' 4 D"'=D".
Si méme E est parfait, on aura E=E’ dot E= D"

Observons d’ailleurs que, réciproquement, si E, D sont deux ensembles formés
d’éléments d’une classe (V), tels que l'on ait: E == D + D', Iensemble E est néces-
sairement fermé. Si E= D' (D étant une partie de E), E est parfait.

La continuité définie au moyen du voisinage.

46. TutoriME. — Considérons une opération U définie dans un ensemble E formé
d’éléments d'une classe (V). La condition nécessaire et suffisante pour que U soit une opération
continue dans E est que, si A est un élément quelconque commun 4 E et & E', on puisse
faire correspondre & tout nombre € >> 0 un nombre n  tel que Pinégalité (4, B) <,
entraine |U(A4) — U(B)| < < pour tout élément B de E.

1° En effet, d’aprés la définition que nous avons donnée de la continuit¢ de U, si U
est continue en 4 et si 4, 4, ..., A, ... tendent vers 4, U(4,) tend vers
U(4). Soit maintenant ¢ un nombre positif quelconque; si on ne pouvait déterminer un
nombre #n, tel que linégalite (4, B) < n, entraine |U(4)— U (B)| <, on pour-
rait déterminer, quel que soit #, un élément B, de E tel que:

4,B)<—, [UH—UB)Xe

Lorsque # croit indéfiniment, la premiére inégalitt montre que B, tend vers B et,
d’aprés P'hypothese, U(B,) tendra vers U(4), ce qui améne une contradiction avec la
seconde inegalité.

2° Si, quel que soit ¢, on peut déterminer n, tel que (4, B) <, entraine
[U(4) — U(B)| <&, on voit qu’on pourra prendre p assez grand pour que si la suite
B,, B,, ... tend vers B, linégalit¢ n > p entraine: |U(4) — U(B,)| < e. 1l suffira
de prendre p assez grand pour que # > p entraine (4, B,) <mn,.

Cela prouve que U(B,) tend vers U(A).

47. Ce théoréme nous fournit une seconde définition de la continuité d’une opé-
ration. Cette définition est celle qui est généralement adoptée pour les exemples concrets
habituels. Elle est d’ailleurs moins générale que la premitre, puisqu’elle n’a de sens
que lorsqu’on peut définir un voisinage.

Mais l'introduction du voisinage est absolument nécessaire si 'on veut étendre la
notion de continuit¢ uniforme.

Nous dirons qu’une opération U est uniformément continue dans un ensemble E
formé d’éléments d’une classe (7) si, étant donné un nombre positif ¢, on peut choisir
un nombre positif n tel que, pour deux éléments quelconques de E : A, B, I'inégalité:

(4, By<n  entraine |U(4)— U(B) <e.

Il résulte évidemment de cette définition que toute opération uniformément continue
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dans un ensemble E est continue dans E. La réciproque est vraie dans un cas trés gé-
néral.

THEOREME. — Toute opération continue dans un ensemble EXTREMAL E formé d’élé-
ments d’une classe (V) est uniformément continue dans E.

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre ¢ > o tel que,
quel que soit #, il y ait deux eléments 4, , B, de E vérifiant:

(4, BY<—, |U)—UB)Xe

De la suite 4,, 4,, ... on pourrait extraire une suite A4, , Ap,, ... ayant pour
limite un élément 4 de E. Alors B,, aurait la méme limite 4, puisque (4,,, 4) et

(4;,, B,,) ¢tant infiniment petits avec —;l— il en est de méme de (4, B,,). Orona:

. I
Les deux quantités du second membre tendent vers zéro avec et Il est donc

impossible que le premier membre reste X\ e.

48. Les opérations également continues, — Lorsque I'on considére des opérations con-
tinues dans un ensemble E formé¢ d’éléments d’une classe (7)), on peut énoncer les con-
ditions qui définissent leur égale continuité¢ (n® 15) d’une fagon qui fait intervenir le
voisinage et qui est parfois plus commode.

Soit J une famille d’opérations continues dans un ensemble quelconque E formé
d’éléments d’une classe (7). Si cette famille est telle que, 4 tout nombre ¢ > o, on
puisse faire correspondre un nombre n > o de fagon que l'on ait:

V) — UGB <
pour toute opération U de J et pour tout couple d’éléments 4, B de E vérifiant
(4, B) <, les opérations de Jf sont également continues dans E. Cela résulte immé-
diatement de la définition du n° 15; on voit en méme temps que chacune des opéra-
tions de Jf sera uniformément continue.

Inversement, cette condition sera vérifiée par toute famille Jf d’opérations égale-
ment continues dans un ensemble extrémal E formé d’¢léments d’une classe (7). En
effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre ¢ >> o, tel que, quel que soit
n, il existe deux éléments 4,, B, de E et une opération U, de Jf pour lesquels:

4, BY<—, IU,(4)—U(B)Xxe

On peut méme supposer que la suite 4., 4,, ..., 4,, ... a une limite 4 dans
E, puisque E étant extrémal il sufhrait dans le cas contraire de remplacer 4, 4,, ...
par une suite convenablement extraite de la précédente. Alors (4, 4,) et (4,, B)

s . I . .
seront infiniment petits avec —, donc aussi (4, B,). Il en résulte que la suite B, B, ...
n I 2

tend aussi vers 4. Mais, puisque les opérations de Jj sont également continues, on
pourra déterminer deux nombres fixes p, p’ tels que P'on ait:



30 MAURICE FRECHET.

U,(4,) — U, (D <—  pour n>p,

U,(B)— U(d) <~ pour n>p),
et ceci quel que soit 'entier ¢. Dés lors on aura, pour # > p 4~ p,
U,(4,) — U, ()] £10,(4,) — U ()| +1U,(d) — U,BI < 5+ =+

d’ou la contradiction annoncée.

Les conditions que je viens d’indiquer sont celles qui servent 4 M. ARzELA pour dé-
finir égale continuit¢ dans les cas qu’il a considérés. On voit que nos résultats sont
un peu plus étendus, méme en considérant les mémes éléments que lui, puisque notre
définition du n° 15 comprend des cas o il n’y a pas continuit¢ égale au sens de
M. ArzeLA et qui se présentent lorsque E n’est pas extrémal (voir un exemple au n° 54).

Dans le cas ou E est formé des éléments d’'une classe séparable, la condition im-
posée 4 E dans le théoréme général (n° 19), que Pon ait E= D -+ D', D étant dé&
nombrable, se trouve remplie d’elle-méme. Ce théoréme devient donc le suivant:

THEOREME. — Pour que des opérations continues dans un méme ensemble extrémal
E, formé &éléments d'une classe (V) séparable, forment une famille compacte §,1l faut
et il suffit que les opérations de | soient, en tout élément de E, ¢galement continues et
bornées.

4q. Introduction de I'dcart, — Lorsque nous appliquerons les résultats généraux de la
PremitRe PARTIE 4 des exemples concrets, nous reconnaitrons d’abord que, dans chaque
cas, on peut faire correspondre 4 tout couple d’éléments 4, B un nombre (4, B) o,
que nous appellerons Pécart des deux éléments et qui jouit des deux propriétés suivantes:
a) L’écart (4, B) n’est nul que si 4 et B sont identiques. b) Si 4, B, C, sont trois
éléments quelconques, on a toujours (4, B) £ (4, C) -+ (C, B).

Lorsqu’on peut définir I'écart de deux éléments quelconques d’une certaine classe,
nous dirons que celleci est une classe (E).

Il est facile de voir que le nombre ainsi défini satisfait aux conditions imposées 4
la définition du voisinage. En effet, la condition 1° du n° 27, sera remplie d’elle-méme
et la condition 2° sera remplie, en prenant par exemple f(e) =2¢, si l'on tient compte
de la condition &) actuelle.

Ainsi, Pécart est un voisinage qui jouit d’'une propriété particuliére, ou, si I'on veut,
toute classe (E) est une classe (7). Dans la plupart des démonstrations des théorémes
connus, la propriété b) de Pécart intervient dans les raisonnements. Cependant la théorie
développte dans ce Chapitre montre qu'elle n’est pas indispensable er qu’il suffit de se
servir du voisinage sans avoir besoin pour cela de compliquer notablement le raison-
nement.

50. Une exception doit étre faite cependant pour le théoréme que nous allons établir
maintenant; Phypothése qu'on opére sur une classe (E) intervient en effet d’une ma-
nitre essentielle dans la démonstration. Malgré cela, il est pourtant vraisemblable que
P’énoncé reste exact pour toutes les classes (V).
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Ce théoréme est la réciproque du théoréme que nous avons donné au début
(n° 11) concernant le maximum d’une opération continue. J attire I’ attention sur le
mode de démonstration et aussi sur la réciproque elle-méme qui me parait donner dans
certains cas une forme précise 2 un principe général énoncé d’une fagon un peu vague
par M. HiLBErT (XX, page 137):

« Tout probleme du Calcul des variations posséde une solution, pourvu que certaines
hypothéses restrictives convenablement choisies relatives a la nature des conditions aux
limites données soient remplies, et nécessairement aussi pourvu que ce que 'on entend
par le mot solution éprouve une généralisation conforme au sens, 4 la nature des choses ».

51. TutorEME.— La condition nécessaire et suffisante pour que toute opération con-
tinue dans un ensemble E d’éléments d'une classe (E), 1° soit bornée dans cet ensemble,
2° y atteigne sa limite supérieure, est que cet ensemble E soit extrémal.

Nous avons déja prouvé que la condition est suffisante.

Nous montrerons maintenant que si 'ensemble E n’était pas extrémal, on pour-
rait former au moins deux opérations continues dans E: l'une non bornée, l'autre
bornée mais n’atteignant pas sa limite supérieure. Observons qu’il su{Zﬁt d’obtenir la pre-

miere U, car alors on pourra prendre pour la seconde: qui n’atteindra

U
V= TIT
jamais sa limite supérieure: I.
1° Supposons d’abord que E ne soit pas fermé. Il y a donc un élément 4, limite

d’éléments de E et n’appartenant pas 4 E. Alors il suffira de prendre pour valeur de
U(B) en chaque élément B de E:

U(B) =

I
(4, B)

Cette opération est évidemment non bornée. Elle est bien définie en tout élément
B de E; de plus elle est continue, car si B et C sont deux é&léments de E, on a:
(4, B)— (4, O)f

(4, B)(4, C) |

Or, en prenant B fixe et ¢ aussi petit que 'on veut et en particulier plus petit

que (4, B), comme on a:
|(A’ C) - (A’ B)l < (37 C),
Pinégalité: (B, C) < ¢ entrainera:
(4, B)— (4, O)l <=, (4, B)(4, C)> (4, B)[(4, B)—¢].

Dong, si @ est un nombre >> 0 aussi petit que I'on veut, il suffira de choisir ¢

de fagon que:

U(B) — U(C) =

£
AT A v 1 07 P A
pour que linégalité:
(B, C)<e entraine |U(B)— U(CQ) < o.
2° Considérons de méme le cas o E serait non compact. Alors on pourrait trouver
dans E une suite infinie S d’éléments de E distincts
4,4, ... ,4

ny "
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tels que la suite S n’ait aucun élément limite. Pour former une opération U continue
et non bornée dans cet ensemble E, nous ferons d’abord quelques remarques sur la
suite S.

Soit ¢, la limite inférieure des écarts de 4, avec tous les autres éléments de la
suite S. Le nombre ¢, > 0 ne peut &re nul, sans quoi on pourrait extraire de S une
suite tendant vers 4.

Nous décomposerons alors E en ensembles partiels de la maniére suivante. Appe-
lons E, Pensemble des éléments B de E tels que: (B, 4,) £ =, en nommant o le

plus petit des deux nombres S e 3 . Soient alors B un élément de E,, et C un

&lément de Eq on aura:

(@) (4,, 4) £(4,, B) +(C, 4)) +(B, C).
Or, quels que soient p et ¢ on aura, d’aprés la définition méme de ¢, et ¢ :
(Ap7 A.,‘) é SP et (AP7 A[) é sq’
e, ¢
?
(4 4) > ——
D'autre part, d’aprés la définition de E, et E :

d’ou:

€ €
(Ap7 B)é?l)', (A.p C)éﬁ“

inegalit¢ devient donc:

P+ qL(B C)+ P+

Dot :
€ €
(&@gi%#

Ainsi, Pécart de deux ¢léments quelconques, I'un dans E,, Pautre dans E, reste su-
périeur 4 un nombre positif fixe. Cela prouve que: 1° E, et E, n’ont aucun élément
commun; 2° aucun élément limite de E, n’appartient 4 E , ni inversement. Enfin, si
Pon considere une suite d’¢léments B, B,, ... appartenant respectivement 3 des en-
sembles E, , E,,, ... tous distincts, il est impossible qu’une telle suite ait une limite.
En effet, dans ce cas on pourrait d’abord, en ne considérant au besoin qu’une suite
extraite de la suite donnée, supposer que les indices p , p,, ... vont en croissant. Or,
on aurait, en appelant C la limite de cette suite d’éléments,

(C) APn) é (C) Bn) + (Bn, APn)i

et puisque par hypothése (B,, 4,) L —;—, on voit que les deux termes du second

7

membre tendraient vers zéro avec o Or ceci est impossible puisqu’alors il y aurait

une suite 4, , 4,,, ... extraite de S et tendant vers une limite C.
Ceci étant, nous formerons l'opération cherchée U de la maniere suivante. Nous
prendrons :

U(B)=[«, — (B, 401
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lorsque B est un élément quelconque de E, et nous prendrons U(B)=o quand B n’est
dans aucun des ensembles E, , E,, ... c’est-d-dire est dans 'ensemble G=E—F —E,— .
On voit d’abord que U sera une opération bien déterminée en tout élément de E. Elle
n’est pas bornée, car on a:

P
Elle est pourtant continue dans E. Il suffit de montrer que si des éléments de E
distincts: C,, C,, ... tendent vers un &lément C de E, on a:

U(C)=limU(C,)

En effet, observons d’abord qu’il n’y a pas, d’aprés ce qui précéde, une infinité

d’¢léments de la suite C , C,, ... appartenant & des ensembles E , distincts. Alors:
1° Ou bien C est dans G, cest-d-dire que l'on a, quel que soit p:
(C, 4)> a,.
Or: o ?

(€, 4) (G 4) —(C Cy=19,+[(C 4) —=2,—(C, C)];
d’autre part, on aura, pour n assez grand:
(C’ Cn) < (C’ Ap) — %
d’ol, en combinant ces deux inégalités:
(Cn’ Ap) > aP .
Donc, 4 partir d'un certain rang C, est dans G. Alors on a:

U(C)=o, U(C)=o,
U(C) = lim U(C);

2° Ou bien Cestdans E, et on a: (C, 4,) L «,. Alors deux cas se présentent:
a) (C, 4,) <a; on voit comme précédemment qu’a partir d’un certain rang C,
est constamment dans E,. Alors:

U — UC)=IC,, 4)— (G, 4) L 2(c, c) L.
b4 p

d’oli:

Donc:
. U(C>:},i12 ucc).
b) (G, 4,)=a,. Alors, & partir d’un certain rang il n’y a plus dans la suite c,
C,, ... que des éléments de G: C, , C,,, ... et des éléments de E;: Cp, Cpy-...
On woit comme précédemment que :
U(C) =lim U(C,).
D’autre part, on aura: r=m

UC)=o, U(C,)=o,
U(C)=lim U(C.,).

\

d’our:

D’ol, en combinant:

U(C) = lim U(C)).

o=

Ainsi U est bien une opération non bornée, continue en tout élément de G.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXII (1906). — Stampato il 29 maggio 1906. 5
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DEUXIEME PARTIE.

APPLICATIONS DE LA THEORIE GENERALE.

52. La méthode que nous aurons 4 employer pour appliquer la théorie générale
aux cas particuliers obtenus en spécifiant la nature des éléments, s'indique d’elle-méme.
Dans tous les exemples qui suivront, nous commencerons par définir la classe d’éléments
sur laquelle nous aurons 4 opérer; en particulier nous donnerons une régle permettant
de discerner les éléments distincts, ce qui n’est pas toujours aussi simple qu’on pourrait
le croire (voir n 76-77). Puis nous montrerons qu’on peut considérer la définition ordinaire
de la limite de ces éléments comme rentrant dans la définition que nous avons donnée
a Paide de I'deart (cas particulier du voisinage, n° 49). Nous prouverons enfin que la
classe (E), ainsi obtenue, est normale (n® 37). Ceci fait, il 'y aura plus qu’d répéter
les théorémes généraux de la PREMIERE PARTIE énoncés dans le langage qui correspond & la
classe considérée. Enfin, nous donnerons dans chaque cas une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un ensemble soit compact (n° 9). Cela revient 4 remplacer la défi-
nition générale de ensemble compact par une définition d’une apparence moins abstraite,
mais particuliere 4 chaque cas.

CuaPITRE IIL

Les ensembles lindaires et les fonctions d’une variable.

53. Prenons comme éléments les points d’une droite (ou les nombres qui repré-
sentent leurs abscisses). On sait discerner les éléments de cette classe qui sont distincts.
Si l'on appelle écart de deux d’entre eux leur distance, on voit que cette définition
répond bien aux conditions &), b), imposées 4 la notion d’écart, n® 49. De plus, la
dé¢finition ordinaire de la limite d’une suite de points coincide avec celle qu’on déduit
de cette définition de Iécart.

La classe (E) ainsi définie est normale. En effet, le théoréme de Cauchy (n° 37)
a été démontré précisément dans ce cas. D’autre part, on sait que I'ensemble des points
d’une droite peut étre considéré comme lensemble dérivé de lensemble dénombrable
des points d’abscisses rationnelles.

On sait d’ailleurs que tout ensemble linéaire limité et comprenant une infinité de
points, donne lieu 4 au moins un point limite. Inversement, nous avons démontré (n° 35)
que tout ensemble compact tiré d’une classe (7) est limité. Par suite, dans le cas des en-
sembles linéaires, la notion d’ensemble compact se confond avec celle d’ensemble limité.

Si maintenant nous appliquons nos thévorémes généraux, nous vetrowvons la  plupart
des théorémes classiques de la théorie des ensembles linéaires et des fonctions continues d’une
variable. (Voir par exemple I, II).
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54. Nous devons méme remarquer que nous obtenons ainsi un peu plus. En effet,
dans la théorie classique, on est naturellement amené 4 se borner aux ensembles de
points d’un méme intervalle et on oublie que les ensembles illimités ont quelquefois des
propriétés différentes. Au contraire, nous avons vu dans la théorie générale que les
propriétés particuliéres des ensembles compacts intervenaient constamment dans les dé-
monstrations et d’une fagon apparente.

Ainsi, par exemple, considérons des fonctions f (x), f,(x), ... continues pour
toute valeur de x et qui convergent quel que soit x vers f(x). A quelle condition f(x)
est-elle continue ? M. ARzELA (n° 14) ne s’est pas occupé de ce cas; si I'on généralise
son résultat sans précautions, on serait tent¢ de dire: pour que f(x) soit continue, il
faut et il suffit que, étant donnés deux nombres positifs ¢ et N, on puisse en trouver
un troisitme N’ X\ Nj tel que, pour toute valeur de x, il existe un entier #_ vérifiant
les inégalités

NLn £ZN, |f, (0 —f) <e

"

Or, ce serait une erreur; il suffit pour le voir de prendre f,(x) = e . D’ail-
leurs la difficult¢ se léve comme dans le cas général. Pour que f(x) soit continue, il
faut et il suffit que la convergence soit quasi-uniforme (n° 14) dans tout intervalle limite.

De méme, on pourrait étre tenté de généraliser un autre reésultat de M. ARZELA
(n® 15) en énongant ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que des fonctions f(x)
continues quelque soit x soient telles que, d’une infinité quelconque d’entre elles, on
puisse extraire une suite convergente: il faut et il suffit que, 1° ces fonctions soient bor-
nées dans leur ensemble, 2° 4 tout nombre :>> o0 on puisse faire correspondre un nom-
bre m tel que l'inégalit¢ |x' — x"'| <{n entraine pour toutes les fonctions f(x):

) = f G <e
Or aucune de ces deux conditions n’est nécessaire, comme le montre 'exemple des fonc-
tions f, () = x" - —ooum prend toutes les valeurs entiéres positives. Au contraire, de

nos théoréemes généraux nous pouvons conclure que la condition nécessaire et suffisante
est que les fonctions doivent étre bornées et également continues en tout point x pris
isolément (voir n° 15). De plus, si ces conditions sont remplies, la convergence sera
uniforme dans tout segment limité.

55. REMARQUE. — La plupart des théorémes classiques sur les ensembles linéaires
et les fonctions d’une variable s’¢tendent immediatement aux ensembles de points de
lespace 4 2, 3, ..., #, ... dimensions et aux fonctions de 2, 3, ..., #, ... variables.
C’est méme pour la plupart d’entre eux la seule généralisation qu’on en avait- faite.
L’analogie qu’on avait ainsi observée est beaucoup plus profonde si lon se place &
notre point de vue général.

Pour obtenir ces théorémes, il suffit de procéder comme plus haut en appelant
écart de deux éléments (x,, x,, ..., x,) et (x/, x,, ..., x,) la quantité:

Vi, —x ) + -+ (x5, —x)-
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CuapriTrE IV.

Les ensembles de fonctions continues et les fonctionnelles.

56. Prenons comme éléments variables les fonctions de x uniformément continues
dans un intervalle déterminé J. Nous considérerons bien entendu comme distinctes deux
fonctions dont la différence n’est pas partout nulle dans J.

Il y a ici deux définitions classiques de la limite, nous n’envisagerons que la limite
dite uniforme *). Nous pouvons considérer cette définition comme une conséquence de
la définition suivante de I'écart de deux fonctions f(x), g(x) uniformément continues
dans J: Cet écart (f, g) est le maximum de |f(x) — g(x)| dans ]. Cette définition
bien naturelle semble avoir ¢té employée pour la premiére fois d’une manitre systéma-
tique par WEIERSTRASS. Elle satisfait bien aux conditions générales ), b) du n° 49.
La classe (E) ainsi définie est normale. En effet, on sait d’abord qu'elle admet une
généralisation du théoréme de Caucny relatif 2 la convergence d’une suite. D’autre
part, on peut former, une fois pour toutes, une suite S de fonctions uniformément
continues dans J:

[ () fi()

telle que toute fonction continue dans ] en soit la limite uniforme. Par exemple, on
peut prendre pour former la suite S, I'ensemble évidemment dénombrable des fonctions
continues qui prennent des valeurs rationnelles en chacun des points de division de J
en ¢ parties égales (¢ étant arbitraire) et qui sont linéaires dans chacune de ces divi-
sions. Alors, étant donnée une fonction f(x) continue dans J, si 'on prend dans cet
ensemble la fonction f"q (x) qui prend en chaque point de division une valeur égale 4

la valeur approchée par défaut de f(x) a % prés, on voit facilement que la suite

fu. @ £, (%) - fnq (x), ... extraite de S converge uniformément vers f(x) **).
Cette remarque peut s’énoncer de la fagon suivante, en posant

w () =f,(x) -0y w, () =£() —f_,(x), -

On peut former, une fois pour toutes, une série de fonctions uniformément continues

dans J:
(%), (x) + oo A u () A -

telle qu’en groupant convenablement ses termes on puisse la faire tendre uniformément
vers n’importe quelle fonction continue dans J.
57. D’aprés notre définition de la limite, le théoreme d’ARrzeLA sur les fonctions

*) On dit qu’'une fonction f, (x) tend uniformément vers f(x) dans J, si 4 tout nombre ¢ >0 on
peut faire correspondre un enter p tel que Dinégalité n > p entraine: |f, (x) — f(x)| <& pour toute

valeur de x de lintervalle J (voir n® 13).
*) On pourrait aussi procéder comme au n® 72 en utilisant le développement d’une fonction con-

tinue en série de polynomes (I, page 50).



SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 37

continues (qui se déduit dans le Chapitre précédent de nos théorémes généraux) nous
permet d’affirmer que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble de
fonctions uniformément continues dans J soit compact est que ces fonctions soient en
chaque point de J bornées et également continues. Nous n’avons plus maintenant au-
cune difficulté & appliquer nos théoremes généraux aux ensembles de fonctions conti-
nues dans [ en mous souvenant que la limite dont il sagit dans ce qui suit est la limite
UNIFORME.

TukorEME. — Etant donné un ensemble quelcongue E de fonctions uniformément
continues dans J, on peut extraire de E unme suite dénombrable & éléments telle que tout
clément de E appartienne & cette suite ou soit un de ses éléments limites (n° 45). On
sait aussi que I'ensemble dérivé de E est ferme *).

THEOREME, — Si ce méme ensemble E est non dénombrable, il donne liew 4 au
moins un élément de condensation (n° 43). Remarquons que la définition générale des
¢lements de condensation peut se traduire ici de la fagon suivante: Un élément f(x)
est un élément de condensation de E si, quel que soit ¢ >0, il y a une infinit¢ non
dénombrable d’elements ¢(x) de E tels que f(x) — e < o(x) <f(x)+e.

THEOREME. — Soit F un ensemble FERME de fonctions uniformément continues dans
un intervalle J. 1° On peut toujours décomposer cet ensemble en un ensemble dénombra-
ble et un ensemble parfait ou nul (n° 44). 2° Si F fait partie d'un ensemble B de fonc-
tions qui sont en chaque point de | également continues et bornées, on pourra extraire de
B une suite d’éléments f (x), f,(x), ... et former une suite de nombres positifs € , €_, ...
telles que Uon obtienne F en supprimant de B les fonctions f(x) qui vérifient L’UNE des
indgalités sutvantes:

[() —e S <S@® 4o -0 L) — e S L) +5 -0 (20 34).

THEOREME. — Soit B un ensemble FERME de fonctions dgalement continues et bornées
en tout point d'un intervalle J. S'il existe une famille H d’ensembles I de fonctions de B,
telle que toute fonction de B est intérieure au sens étroit & Pun au moins de ces ensem-
bles, on peut extraire de H un nombre fini d’ensembles 1 formant une famille G jouis-
sant de la méme propriété que H. La réciprogue est vraie (n° 42).

58. En particularisant la question que nous avons résolue au n° 39, on obtient le
probléme pos¢ par M. HapamarD en ces termes: « Soit E l'ensemble des fonctions
continues entre o et I, ayant des valeurs déterminées aux extrémités, ou remplissant
des conditions analogues. Divisons E en ensembles partiels %, tels que deux fonctions
quelconques appartenant 4 E aient un écart moindre que ¢. Considérant les k, comme
autant d’individus, on peut dire que I'ensemble ¥,, qui a ces k, comme éléments, nu-
mére ensemble E. C’est cet ensemble ¥, dont il conviendrait d’étudier les propriétés
et en particulier la puissance ».

La théorie générale appliquée ici nous permet de donner & ce probléme une solu-

*) Nous savons (n° 22) qu'il n'en serait plus ainsi, si on avait pris la définition de la limite
dans son sens ordinaire, c’est-d-dire sans la supposer nécessairement uniforme.
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tion compléte en ce qui concerne la puissance, et méme il nous est indifférent de sup-
poser ou non que les valeurs des fonctions soient ou non données aux extrémités. La
réponse est la suivante: Quel que soit un ensemble E de fonctions uniformément continues
dans un intervalle ], on peut toujours choisir sa décomposition en ensembles k, de fagon
que R, soit dénombrable (n° 40). Pour que ¥, non sculement soit dénombrable mais se
compose d’un nombre fini de termes quel que soit e, il faut et il sufit que les fonctions
appartenant & E soient en chaque point de | bornées et dgalement continues (n° 41).
Dans les deux cas, on pourra choisir les k, de fagon que chaque élément de E soit
intérieur au sens étroit 4 au moins un d’eux. De plus, nous connaissons un moyen
effectif de déterminer les k, dans le cas général et cela indépendamment de E.

59. Les opérations portant sur des fonctions continues sont spécialement appelées
des fonctionnelles par M. Hapamarp (x1). Un exemple important de fonctionnelle con-
tinue est la fonctionnelle linéaire:

= [ me G

ol m(x) est une fonction bornée intégrable dans l'intervalle (a, b).
Nous pouvons appliquer encore ici nos théorémes généraux sur les opérations.
TuEorEME. — Soit U une fonctionnelle continue dans un ensemble fermé B de
fonctions de x bornées et également continues en tout point d’un intervalle J. Cette

(¢}

fonctionnelle: 1° est bornée dans B; 2° y atteint au moins une fois sa limite supérieure
(n° 11). Réciproquement, si cette circonstance a liew pour toute fonctionnelle continue dans
B, B est un ensemble fermé de fonctions dgalement continues et bornées em tout poini
de J (n° 51).

THEOREME. — Pour qu’une suite de fonctionnelles U, U,, ..., continues dans un
champ quelconque E de fonctions de x unmiformément continues dans J, converge vers une
fonctionnelle continue dans E, il faut et il suffit que la comvergence soit quasi-uniforme
dans tout ensemble fermé formé de fonctions également continues et bornées appartenant
a E (n° 14).

TrtorEME. — Considérons une famille § de fonctionnelles continues dans un en-
semble fermé de fonctions également continues et bornées en tout point d’un intervalle J.
Pour que de toute infinité de fonctionnelles de §j, on puisse extraire une suite qui con-
verge uniformément, il faut et il suffit que les fonctionnelles de F soient bornées et éga-
lement continues en tout élément de ensemble de fonctions (n° 48).

CuapPiTRE V.

Les ensembles et les fonctions de points de I’espace
a une infinité dénombrable de dimensions.

60. Un grand nombre des éléments qui interviennent en mathématiques sont dé-
terminés chacun complétement par une suite infinie de nombres réels ou complexes:
Par exemple, une série de TaYLOR est déterminée par la suite de ses coefficients sous
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la forme:

® f) =gyt a5+ .. o, +

Une fonction continue de x entre o et 1 est déterminée par la suite des valeurs
qu'elle prend aux points d’abscisses rationnelles, par la formule dinterpolation de

M. BoreL (u, page 80):
p=g
2@ =lm 3 o(L) M,

De méme, un nombre irrationnel est défini par une suite de nombres rationnels;
et ainsi de suite.

On peut donc considérer les nombres de la suite qui définit chacun de ces &lé-
ments comme les coordonnées de cet élément envisagé comme un point d’un espace
(E,) & une infinitt dénombrable de dimensions. Il y a plusieurs avantages 4 opérer
ainsi. D’abord P'avantage qui se présente toujours quand on emploie le langage géomé-
trique si propice 4 l'intuition par les analogies qu’il fait naitre. Ensuite cela permet
d’obtenir des propriétés générales applicables 4 toutes ces catégories d’éléments: celles
qui résultent non de leur nature propre, mais de leur détermination par un ensemble dé-
nombrable de nombres. Il reste d’ailleurs bien entendu qu’d toute suite infinie de nom-
bres ne correspond pas nécessairement un de ces éléments. Par exemple, lexpression
(1) ne définit f(x) que si la suite @, a,, ..., a,, ... satisfait 4 certaines conditions.

61. Nous allons donc maintenant faire abstraction de Porigine de la suite de nom-
bres qui définit un de ces éléments et considérer simplement cette suite:

Xig Xp9 ooy X9 o

comme définissant un point déterminé x de Pespace.

Nous dirons que deux points x, x' de (E,) coincident, lorsque leurs coordonnées
sont respectivement ¢gales, et dans ce cas seulement.

Pour pouvoir appliquer dans le cas présent les théorémes généraux obtenus pré-
cédemment, il nous suffira de montrer que la classe des points de (E,) définit une classe
(E) normale.

62. Ecart de deux points de (E_). — On pourrait définir de bien des maniéres Pécart
de deux points :

x: x, X ) X

29 "o wd) "

! ’ r

. !
x Ky Koy eery Xy

Mais pour généraliser utilement le cas de 'espace 4 un nombre fini de dimensions,
il faut s’arranger pour que, si I'écart (x, x") tend vers zéro, chacune des quantités
X, — X, X, — X,y ..., X, —x,, ... tende vers zéro.

Une question importante se pose, 4 savoir s'il ne serait pas utile de choisir cette
définition de fagon que cette suite infinie de différences tende wniformément vers zéro.
Nous verrons plus loin (n° 68) qu’il est préférable de ne pas s’imposer cette condition
qui semble assez naturelle. Quoiqu’il en soit, nous adopterons la définition suivante de
Pécart, dont le choix sera justifié par la suite.
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Nous appellerons écart des deux points %, x', le nombre bien défini:

R R Ee e s S

Le second membre est évidemment convergent quels que soient x , x'; x,, x.;
On voit qu’il est toujours >> o lorsque x et x’ sont distincts. De plus, on a, quel

que soit #n:
’ " "
lx, — x! |lx, — x

T = Iél—l—|x—-—xll+1—|—|x—\"l’

comme il est facile de le vérifier.

Donc on a pour trois points quelconques x, x', x”

(', 2") £ (%, %) + (x, &™)
Ainsi le nombre que nous venons de définir satisfait bien aux deux conditions gé-
nérales que nous avions imposées 4 la définition de écart (n° 49).
63. Limite d'un point de (E,). — De la définition de Iécart résulte la définition de
la limite d’un point de P'espace (E,).
On dit qu’un point x™ de lespace (E,) tend vers le point x de (E,), quand =

(n)

- . , I .
croit indéfiniment, si Pécart (x', x) tend vers zéro avec —. Mais on peut donner
n

une définition équivalente faisant intervenir directement les coordonnées, au moyen du
théoréme suivant:
THEOREME. — La condition nécessaire et SUFFISANTE pour qu'un point de (E,)

(n). C— e
' LA TR TR

tende vers un point:
X 1 Xy Xy ey Xy ey

H (n) P , .
est que, quel que soit p, x tende vers x, quand n croit mfieﬁmment.
En effet, supposons d’abord que cette dernitre condition soit réalisée. Je vais mon-
trer que (x, x™) tend vers zéro. Pour cela observons qu’on a:

@) () 2 s

|x, |xp — x(P")

R e T A T

en appelant 7, lexpression indépendante de #:

v=grorteEart

y o I
Cette derniére quantité tend vers zéro avec 7; on peut donc fixer un nombre p

. , € I .
indépendant de #, tel que Pon ait r, < 5 Le nombre p étant ainsi fixé, il est ma-

nifeste que la somme des p termes qui le précédent dans Pinégalitt (2) tend vers
zéro quand n croit indéfiniment. On peut donc trouver un nombre ¢ tel que leur

3 . . E I 4
somme soit inférieure a —, pour > g. En résumé, nous obtenons un nombre g tel

que Pon ait:
(=", x) e, pour n>g;

ce qui démontre que la condition supposée était bien suffisante.
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Démontrons qu'elle est nécessaire. L’expression de (x, x™") montre que 'on a pour
toute valeur de p:

(n

%, — I

Donc le premier membre tend Vers zéro lorsque, p restant fixe, # croit indéfini-
(n)
?
64. Cette proposition permet de montrer que h classe (E,) admet une générali-

sation du théoreme de Cauchy:
THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite infinie de points

de Uespace (E,):

<p'(x x").

ment. Ceci ne peut arriver que si x!" tend vers X, pour toute valeur fixe de p.

(1 ) (n)
LA . A

ait une limite, est que, quel que soit le nombre €>> o0, on puisse déterminer un nombre n
tel que 'on ait:

(x(HP)’ x(n)) g

quel que soit Uentier p.
La condition est évidemment nécessaire.
Inversement, supposons la condition réalisée. On aura:
o) yloet)
%, — |

g
I_|_|xf1n) x(n+p)| < q

|
sq' ’
en supposant € < "q‘IT Ayant une fois fix¢ ¢, on pourra prendre ¢ de fagon que

!
s<% et . L < W,

(n) (n+p)
X, = <=

I— sq‘
o étant donné A Pavance; alors ¢ déterminera # et on aura:
(n) __ L (n+p)
qu xq ‘ < o,

quel que soit p. D’aprés un théoréme bien connu de Cauvchy, il en résulte que la
suite des nombres :

(1) (2) (ﬂ)

AT P T
a une limite x, lorsque # croit indéfiniment. Et ceci a lieu quel que soit g. D’aprés le
théoréme precédent, cela prouve que la suite x*, ..., ™, ... a une limite déterminée
XXy ey X,

Les ensembles de points de I'espace (E,).

65. Du fait que I'on peut définir I'écart de deux points de Iespace (E,) 4 une
infinit¢ dénombrable de dimensions, il résulte que les points de cet espace forment une
classe (E). Nous compléterons de plus I'assimilation 4 la théorie générale par le théo-
réme suivant:

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 30 maggio 1906. 6
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THEOREME. — Les points de Iespace (E,) forment une classe (E) normale.

Nous savons déji qu’ils forment une classe (E) admettant une généralisation du
théoréme de CaucHy sur les suites convergentes. Cette classe (E) est évidemment par-
faite. Il suffit de montrer qu’on peut la considérer comme Pensemble dérivé d’une suite
dénombrable de ses éléments. Pour cela remarquons d’abord que Uensemble des nom-
bres rationnels de signe quelconque est un ensemble dénombrable qu’on peut mettre
sous la forme d’une suite:

€y Cyy vvny Cpyvne

Considérons alors I'ensemble D des points de I'espace (E,) qui ont des coordon-

nées de la forme:

X, = Cu;,y xzzcnz,...,xpzcnp, xp+x:0’ xp+2=0,...,

ol p, n,, n,, ..., n, sont des entiers positifs quelconques. Cet ensemble est évidem-
ment dénombrable et on voit facilement que tout point de (E,) est limite d’une suite
d’éléments de D.

66. Les ensembles compacts,—La notion d’ensemble compact prend une signification
géométrique trés simple dans le cas d’un ensemble de points de (E,). Pour lindiquer,
nous dirons d’abord qu'un emsemble de points de (E) est contenu dans un domaine fini,
si on peut trouver une suite de nombres N\ o: M, M,, ... tels que l'on ait pour

tout point (x,, ..., %x,, ...) de 'ensemble:
kKl LM, x|l LM, ..., x| LM, ...

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour quw'un ensemble E de points
de Vespace (E,) soit compact est que cet ensemble soit contenu dans un domaine fini.

En effet, supposons 'ensemble E compact; s’il n’¢tait pas dans un domaine fini,
on pourrait trouver # tel que Pensemble des coordonnées de rang » des points de E
ne soit pas borné. Autrement dit, il faudrait que, quel que soit p, on puisse trouver
un point x* de E tel que, en appelant x%' sa coordonnée de rang #, on ait:

%71 > p.

Or ceci est impossible si E est compact; car, de la suite des points de E: x',
x® ) ... on pourrait extraire une suite x#v, x#2) ... ayant une limite x. Et alors les
nombres x\) x#2 .. qui croissent indéfiniment comme p , p,, ... auraient une
limite finie x,.

Inversement, supposons que E soit dans un domaine fini. Alors, ou bien il n’y a
qu'un nombre fini d’¢léments et dans ce cas E est compact par définition, ou bien il
y a un nombre infini d’¢léments distincts. Considérons un ensemble infini E contenu
dans E. L’ensemble de ses coordonnées de rang 1 est borné par hypothése. Donc: ou
bien il y en a une infinité qui sont égales 4 un méme nombre x , ou bien on peut
en trouver une infinité qui sont distinctes et tendent vers un nombre déterminé x, .
Dans les deux cas, on pourra extraire de E, une suite de points de (E,):

A XA

telle que la suite !, %, ..., 2™, ... ait une limite déterminée x,. De cette pre-

I
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miere suite, on pourra extraire une autre suite de points rangés dans le méme ordre:

2 L l2,2) (,2)
A S N T

telle que les coordonnées du deuxiéme rang aient une limite déterminée x_, les coordon-
nées du premier rang continuant 4 tendre vers x . Et ainsi de suite. On arrivera 2
former une suite de points de E,:

(5,p) (2,9) (n,$)

xR X BE L xmE

contenue dans les suites précédemment formées et telle que les coordonnées de rang
au plus égal 4 p aient respectivement des limites déterminées: x , x,, ..., %
Alors, considérons la suite de points de E| distincts:

5

v (1) -(2,2) (n,m)
(2) D R e
A partir du rang p, et ceci quel que soit p, cette suite est formée d’¢léments de la
suite AVP 1P L0 X0 pris dans le méme ordre. Donc ses coordonnées de

rang p tendent, quel que soit p, vers un nombre déterminé x,. Autrement dit, la suite
(2) est une suite d’éléments de E, qui sont distincts et ont une limite déterminée: le
point de coordonnées

Xy Kyyeeey Xy oo
La proposition est ainsi démontrée *).

Applications des théorémes généraux.

67. Il n’y a plus maintenant aucune difficulté 4 appliquer aux ensembles de points
de I'espace (E,) les théorémes énoncés pour les ensembles tirés d’une classe (E) nor-
male.

THEOREME. — Considérons un ensemble QUELCONQUE E de points de Pespace (E,)
a une infinité dénombrable de dimensions: 1° on peut extraire de E un ensemble dénom-
brable de points, D, tel que tout point de E appartienne, soit & D, soit & son dérivé D';
2° Pensemble E' dérivé de E est fermé; 3° Pensemble E est dénombrable ou sinon donne
liew & au moins un point de condensation.

THEOREME. — 51 un ensemble E de points de espace (E,) est dans un domaine fini,
Vensemble de ceux de ses points qui ne sont pas des points limites de E est dénombrable.

THEOREME. — Soit E un ensemble de points de Vespace (E,) qui est fermé et con-
tenu dans un domaine fini D: 1° il existe un ensemble dénombrable G de sphéroides
tels qu'on obtienne E en enlevant de D les points intérieurs & chacun de ces sphéroides;
2° E peut étre décomposé en un ensemble dénombrable de points et un ensemble parfait
ou nul sans points communs avec le précédent ; 3° il existe au moins un ensemble K de
points de (E,) dont Pensemble dérivé coincide avec E.

THEOREME. — Pour qu'un ensemble E de points de Vespace (E,) soit fermé et con-

*) M. MonTEL est depuis longtemps en possession de la condition suffisante qui lui a servi pour
¢tablir certaines propositions énoncées dans une Note des Comptes Rendus (Xxv).
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tenu dans un domaine fini, il faut et il suffit que de toute famille G densembles I de
points de E telle que tout point de E soit intérieur au sens étroit @ l'un an moins des
ensembles I, on puisse extraire un nombre fini de ces ensembles I formant une famille H
jouissant de la méme propriété que G.

TutoriME. — Tout ensemble parfait de points de (E) posséde la puissance du
contina.

On peut encore ici résoudre une question analogue 4 celle qui a ét¢ posée par
M. Hapamarp pour les ensembles de fonctions continues (n° 39).

Soit E un ensemble de points de Pespace (E); décomposons E en ensembles
partiels %, tels que deux points quelconques de 'un d’eux aient un écart moindre que
¢, et soit i, Uensemble des k.. Quels que soient E et €, on peut toujours opérer cette
décomposition de fagon que B, soit dénombrable. Pour que, quel que soit e, on puisse dé-
composer E en un nombre fini d’ensembles k., il faut et il suffit que E soit contenu dans
un domaine fini.

68. RemarqQue. — Clest ici le lieu d’observer qu’on aurait pu étre amené 4 choisir
une autre définition de la limite d’une suite de points de l'espace (E,). Il semble au
premier abord qu’il aurait ét¢ plus naturel, en méme temps que plus adéquat aux ap-
plications, d’adopter la définition suivante: Une suite de points x', x® ... x™ ..,
tend vers un point x lorsque, étant donné un nombre € > o, on peut trouver un
entier ¢ tel que L'on ait: '

%) — x| <, pour 7>y,
quel que soit le rang p des coordonnées considérées de x™ et de x.

Il y aurait certainement lien d’¢tudier une théorie des ensembles et de la continuité
dans lespace (E,) fondée sur cette définition qui peut présenter parfois des avantages
(xvur). Cependant, elle se préte moins bien aux applications de nos théorémes généraux.
En effet, on voit que pour déduire cette définition d’une définition convenable de I’écart,
on est amené & appeler écart de deux points x, x’ la limite supérieure de lx, — x]
quand p prend toutes les valeurs enti¢res possibles. Cette définition semble beaucoup
plus simple que celle que nous avons adoptée; elle a pourtant 'inconvénient de ne pas
s’appliquer 4 deux éléments’ quelconques. Plus exactement, elle pourrait donner une valeur
infinie & écart de deux points dont les coordonnées sont finies (mais non bornées).

Un autre inconvénient de cette méthode est qu’on ne voit plus nettement quelle
est la signification géométrique qu’il faut attacher 4 la notion d’ensemble compact. En
effet, il est facile de former un exemple d’un ensemble de points de (E,) qui est con-
tenu dans un domaine fini et qui n’a pourtant aucun élément limite au sens de la
deuxi¢me définition. On pourrait peut-étre espérer qu’il y a un élément limite lorsqu’on
impose 4 I'ensemble d’étre, non plus seulement infini, mais non dénombrable. OQu bien
encore en restreignant la définition que nous avons donnée d’un domaine fini et en
disant que le domaine sera fini si toutes les coordonnées sont en valeur absolue infé-
rieures 4 un méme nombre fixe. Aucune de ces restrictions ne peut pourtant restituer
sa validité au théoreme en question. Il suffit en effet de considérer I'ensemble de tous
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les points distincts dont les coordonnées sont toujours égales 4 o ou 1. Cet ensemble
a la puissance du continu (il n’est donc pas dénombrable) et toutes les coordonnces de
ses points sont bornées dans leur ensemble; il n’a pourtant aucun point limite au sens
de la deuxitme définition. Il en a au contraire au sens de la premitre.

Les fonctions d’une suite infinie de variables indépendantes.

69. Conformément 4 nos définitions générales, nous dirons qu’une fonction d’une
suite infinie de variables x , x,, ..., x,, ..

f(xx’ xz’ ccc xn? "')

est continue, si f(x'?, xP, ..., P, ...} a pour limite f(x,, x,,..., x,,...) lorsque
P kP, 2P tendent simultanément, mais indépendamment, vers x,, x,, ...,
5 «+- quand p croit indéfiniment. Nous pouvons encore ici appliquer nos théorémes
généraux:

THEOREME. — Si une fonction d'un point de Uespace (E,) & une infinité dénombrable
de dimensions est continue dans un ensemble limité et fermé de points de cet espace, cette
fonction: 1° est bornée; 2° atteint en au moins un point de E sa limite supérieure. Ré-
ciproquement, si cette propriété a liew pour toutes les fonctions continues dans un ensemble
E, cet ensemble est limité et ferme.

TutortME. — Toute fonction continue dans un ensemble extrémal de points de
Vespace (E) est uniformément continue dans cet ensemble.

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de fonctions con-
tinues en tout point d'un ensemble extrémal de points de Uespace (E,) converge vers une
Sfonction continue, est que la convergence de cette série soit quasi-uniforme.

TreorREME. — Soit Jff une famille de fonctions continues dans un ensemble limité et
fermé de points de Uespace (E,). Pour que, de toute infinité de fonctions de Jf, on puisse
extraire une suite qui converge uniformément, il faut et il suffit que les fonctions de
3 soient également continues et bornées en tout point de I'ensemble.

X

CuarITRE VL

Fonctions holomorphes a l'intérieur d’une méme aire.

7o. Considérons dans le plan complexe des z, une aire quelconque @ 4 contour
simple ou muitiple. Nous allons ¢étudier les ensembles dont les éléments sont des fonc-
tions holomorphes en tout point intérienr 4 Q. Pour éviter des restrictions dans les
énoncés que nous allons obtenir, nous ne nous préoccuperons pas de ce qui se passe
sur le contour de @. Autrement dit, nous considérerons comme identiques deux fonc-
tions holomorphes 4 l'intérieur de @ qui ont méme valeur en tout point intérieur 4 G.

Pour appliquer nos théorémes généraux, nous montrerons qu'on peut définir un
écart. Supposons qu'on ait déterminé une suite d’aires limittes 34, @,, ... &,, .
chacune intérieure aux suivantes et 4 3@, de fagon que toute aire Q' intérieure 3 3 se
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trouve aussi intérieure aux aires de cette suite & partir d’un certain rang *). Pour définir
Pécart de deux fonctions f et ¢ holomorphes 4 lintériecur de @, nous appelons u, le
maximum fini de |f(z) — g(z)| quand z varie dans 3, ou sur son contour. La série

1+u1+2!1+u2+ +n!1—{—un+
est certainement convergente; sa somme sera par définition Pécart (f, g) de f et deg
dans @. On voit que si {f(x) — g(z)! 2 une limite supérieure finie # quand z varie

de fagon quelconque 4 lintérieur de @, Pécart sera inférieur 4 I—%_u—u Mais Décart
aura une valeur finie < ¢ méme dans le cas contraire.

En se servant des remarques faites pour les points de I'espace (E,) au n° 62, on
voit encore que la définition que nous venons de donner satisfait bien aux conditions
imposées 4 celle de 'écart (n° 49).

Conformément 4 la théorie générale, nous dirons donc que, étant données deux
fonctions holomorphes 4 lintérieur de & : f (z) et f,(%), la fonction f(z) est la limite

de f, (%) si leur écart tend vers zéro avec -

Pour se rendre compte de la 51gmﬁcat10n de cette définition, il suffit de remarquer
que la condition nécessaire et suffisante pour que Uécart (f, f,) tende vers zéro est que
f,R) tende uniformément vers f(3) dans toute aire Q' intérieure & Q.

En effet, si cette condition est remplie, le maximum #” de [f(z) — f, ()| dans

I . . , .
a , tend vers zéro avec —, quel que soit Penter fixe p. D’aprés un raisonnement em-
n

ploy¢ plus haut (n° 63), cela suffit pour que 'écart

+o

u(n)

+ u (n) 1 + u("’

ait aussi pour limite zéro. Inversement, si 'écart tend vers zéro, il en est de méme
(ﬂ) ] ’ I 2 1 2 14 b A .

de #)" quel que soit I'entier fixe p, d’aprés linégalité:

(n)

rpu(;, < (S, 1)

Donc £, (z) tend uniformément vers f(z) dans chaque aire 3, et par suite dans toute
aire ' intérieure 4 . Mais il n’est pas certain que la convergence de f,(z) vers
f(®) soit uniforme dans Q. On en verrait un exemple en premant pour @ le cercle
IRl L1 et en posant f, (x)=1", f()=o0. Il nous semble pourtant préférable d’adop-
ter notre deéfinition plutét que celle d’aprés laquelle on considérerait seulement f(z)
comme limite de f,(z) quand f,(z) tend vers f(3) uniformément dans toute Paire Q.

hf)= + e

*) Par exemple, si @ est limitée par un contour convexe simple, on prendrait pour @, ’homothéti-

relativement 4 un point fixe pris indépendamment de # 4 lintérieur de @,

que de @ dans le rapport ” _T_ :
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Car on serait amené 4 ne pas toujours considérer une fonction telle que - , comme

limite de son développement de TavLor dans son cercle de convergence.

71. Ainsi donc, nous allons établir notre théorie des ensembles de fonctions ho-
lomorphes 4 Pintérieur de @ en considérant une fonction comme limite d’une autre,
lorsque la valeur de la seconde tend vers la premitre uniformément 4 Pintérieur de toute
aire intérieure & @.

Pour pouvoir appliquer nos théoremes généraux de la PrEMIERE PARTIE, nous dé-
montrerons que la classe des fonctions holomorphes & Vintérieur d'une méme aire @, est
une classe (E) normale.

Nous savons qu’on peut la considérer comme une classe (E). Montrons qu’elle
admet une généralisation du théoréme de Caucay.

THEOREME. — Pour qu’une suite de fonctions:

fx(()’ @y s L@y -

holomorphes & I'interieur d'une aire Q soit uniformément convergente dans toute aire Q'
complétement intérieure & @, il faut et il suffit qu'a tout nombre € > o0, on puisse faire
correspondre un entier n tel que Uon ait, quel que soit p:

(s farp) <o

Il n’y a aucune difficulté & montrer que la condition est nécessaire. Pour montrer
qu'elle est suffisante, appelons #” le module maximum de |f,(x) — f,(z)| dans @ .
Donnons-nous maintenant une aire 9@’ intérieure 4 4. On pourra prendre g assez

p p q
grand pour que Q@' soit aussi complétement intérieure 4 A, Ayant ainsi fixé le nombre

g!(1 + o)

Par hypothése on pourra trouver un entier # tel que l'on ait:

Jurpr 1) <5,

(n,n+p)

g, choisissons un nombre & > o, inférieur

quel que soit p. Or,

?ZIT %Wi—p)" < f,,+p)
Donc
I uyop 1 o
TR ST e
ou
wprD o,

Autrement dit, étant donné @ >> o0, on peut trouver un entier #, tel que Pon ait en

tout point de 3 :

’fn (() - fn-.-p (()] < o,

quel que soit Pentier p. Par conséquent la suite f,(3), f,(z), - .. est bien uniformément
convergente dans 3.

72. Démontrons maintenant que les fonctions holomorphes i I'intérieur d’une
méme aire @, forment une classe séparable.
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THEOREME. — On peut déterminer, une fois pour toutes, une suite S de  polynomes
P P,&)y -5 P(R), - telle que toute fonction holomorphe i Uintérieur de Q soit
limite d’au moins une suite extraite de S, et cela uniformément dans toute aire limitée

Q’ intérieure & Q.

Nous nous appuierons sur ce théoréme bien connu que toute fonction f(z) holo-
morphe 4 Pintérieur de @ est la somme d’une séric de polynomes (avec convergence
uniforme dans toute aire 3\’ intérieure & 3). Alors, quel que soit # on peut déterminer
un polynome Q (z) tel que lon ait dans toute I'aire G, , contour compris

@ — Q@< -

Mais en remplagant les parties réelles et imaginaires des coefficients de Q,(z)
. . .
par leurs valeurs rationnelles approchées 4 moins de — prés, on pourra toujours for-

mer (en prenant ¢ assez grand) un polynome R (%) 4 coefficients rationnels tels que
Pon ait dans laire limitte @, et sur son contour

2.0 —R®I< ;-

Donc on aura |[f(x) — R, (3| < % dans @, et par suite R () tend uniformément

vers f(%) dans toute aire limitée 3’ intérieure 4 Q. D'ailleurs, la suite R (3), R,(3), .- -
est extraite de 'ensemble E des polynomes de la forme:

4 +aztal+ - +a1 L bbbt bbg
1 q

ou ¢ et k sont deux entiers positifs; a_, 4., ... a,, b, b, ... b, des entiers positifs
négatifs ou nuls. Il suffit évidemment de démontrer que I'ensemble E est dénombrable.
Drailleurs cet ensemble est la somme des ensembles E,_ , de ceux de ces polynomes qui
correspondent 4 des valeurs fixes de ¢ et de k. I sufﬁt donc de démontrer (i1, page 2)
que chacun des ensembles E , est dénombrable. Or cela résulte de ce que les polyno-
mes de E , pour lesquels |a| 4 la|+ -+ +la| 4 16| + --- 15/ =7 sont en
nombre fini pour ch-que valeur de 7 et qu’on obtient E , prenant successivement
r=—1I, 2y ....

)

73. THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de fonc-
tions holomorphes & intérienr de Q soit un ensemble compact est que les fonctions de
cet ensemble soient en module bornées dans leur ensemble dans toute aire limitée Q' inté-
rieure & 3.

La condition est nécessaire d’aprés un raisonnement entiérement analogue 4 celui
du n° 18, en considérant l'aire limitée ' comme un ensemble extrémal de points du
plan. .

Pour démontrer que la condition est suffisante, il suffit de démontrer que si I'on
considére une infinit¢ I de fonctions holomorphes & Pintérieur de @ et bornées dans
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toute aire Q' intérieure 4 G, on peut extraire de I une suite qui converge uniformé-
ment dans chacune de ces aires @' *).

Or on peut extraire de A une suite S de points intérieurs & Q:a , a,, ., 2

n) Ty
telle que tout point intérieur & @ appartienne 4 la suite $ ou 4 son ensemble dérivé

2)

(n° 45). Soit 7, la limite inférieure de la distance de «, aux points non intérieurs 4
"
n-1

intérieur 3 @ est intérieur 4 I'un au moins des cercles T',; et inversement, tout point

Q. Appelons I', un cercle de centre «, et de rayon p, = rn( ) Tout point

de I' , ou de son contour, est intéricur & Q. Dans chacun des cercles I', une quelcon-
nd I ”

que des fonctions f(3) de I est développable en une série de TavLor qui converge

uniformément dans T, contour compris:

fR=a,+a,&—a)+ - +a,&—o)+

Alors, 4 chaque fonction f(), on peut faire correspondre un point 4 de I'espace
(E,) 4 une infinit¢ dénombrable de dimensions, 4 savoir le point ayant pour coordon-
nées I'ensemble dénombrable de nombres:

. . Hok
(I) ao,r’ a:,x’ az,x’ trto ao,z’ ax,2’ az,z’ trr do,n? al,n’ et )’
Par suite, 4 I'ensemble I de fonctions f(z) correspond un ensemble G de points
4 de (E,). Cet ensemble est limité, car on a, quel que soit le point 4,

M,
|ap,nl < (P—’"_j??

en appelant M, un nombre supérieur au module de toute fonction f(z) de I en tout point
d’un cercle C/ de centre « et de rayon ¢, > p et <7, . Dés lors, 'ensemble G est
compact (n° 66) et on peut prendre une suite de ses points 4,, 4,, ... ayant une

limite B. En appelant
(q) (q) (q)
ali, al, ..., add, ...
les coordonnées de A, et
s by -
celles de B, on aura:
— i (q)
bP;" - ?3; aP,n ’

quels que soient p, n. Il en résulte en particulier que P'on a:

M
b Z s
Poal & (¢.)

*) Ce théoréme a été démontré par M. ARzELA (X, page 6) lorsqu’on ajoute 4 notre hypothése
les conditions: 1° que les fonctions de I sont bornées, non seulement dans les ‘g’, mais dans tout @,
(ce qui est moins géntral); 2° que les dérivées de ces fonctions sont aussi bornées dans @, ce qui est
inutile. M. MONTEL a énoncé sans démonstration (Xxv) que si des fonctions sont régulitres dans @,
cogtinues sur le contour et bornées dans leur ensemble dans g, on peut en extraire une suite qui con-
verge uniformément dans @.

*) Ces nombres ne sont pas rangés de facon 4 suivre 'ordre d’un seul indice comme au Chapi-
tre V. Mais il suffit de savoir qu'on pourrait le faire,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 30 maggio 1906. 7
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par suite, pour chaque valeur de # la série:

bow + b, G —2) 4+ b G— ) 4
converge vers une fonction g, (3) holomorphe 4 Pintérieur de C!. Soient d’autre part
f.®)s f,(2), - - les fonctions de I qui correspondent & 4 , 4., ... Je vais démontrer
que cette suite de fonctions a une limite. En effet, on a dans tout cercle T,:

@ — el <l — bl + -+, — 8,,1G.,)
/ I3 p+1
2 [(&)+ (&) "+ ]
Pn Pn
En prenant p assez grand, le dernier terme sera <%; p étant ainsi choisi et fixé, la

. , 1
somme des p -4~ 1 premiers termes tend vers zéro avec —, on peut donc trouver b
q

tel que cette somme reste inférieure 3 % pour ¢>h. En résumé, f (z) tend unifor-

mément vers ¢ (%) dans I', contout compris.

Comme tout point intérieur 4 @ est intéricur 4 au moins un cercle T,, on voit
d’abord que 'on a bien extrait de I une suite f,, f,, ... convergente en tout point
intérieur 4 Q. De plus, la limite f(%) est une fonction holomorphe en tout point inté-
rieur 4 @ puisqu'elle coincide avec 3, (z) dans I', quel que soit #. Enfin, la conver-
gence est uniforme dans toute aire limitée Q' intérieure 4 3. En effet, les points de
cette aire A’ (contour compris) forment un ensemble limité et fermé dont chaque point
est intérieur 4 'un au moins des cercles I',; on peut donc extraire un nombre fini de
ces cercles jouissant de la méme propriété (voir n° 36). La fonction f, (z) convergeant
uniformément dans un nombre fini de cercles I', convergera aussi uniformément dans
laire @' qu’ils recouvrent.

Il serait d’ailleurs inexact d’affirmer quon peut choisir la suite f,(3), f,(), - .-
de fagon qu’elle converge uniformément dans toute Uaire Q (voir la note précédente).
Cela serait inexact méme si 'on supposait que les fonctions de I sont 4 la fois holo-
morphes et bornées dans leur ensemble dans @ contour compris. Il suffit pour s’en
rendre compte de prendre encore pour @ le cercle x| £ 1 et pour I les fonctions z".

74. Application des théorémes généraux, — Nous savons que les fonctions holomorphes
a lintérienr d’'une méme aire @ forment une classe (E) normale. Nous pouvons donc
leur appliquer les résultats généraux de la PREMIERE PARTIE en ayant soin de conser-
ver 4 la définition de la limite d’une suite de fonctions holomorphes dans @ le sens
que nous avons précisé plus haut (n® 71).

THEOREME. — Soit E un ensemble quelconque de fonctions holomorphes & Iintérienr
d'une méme aire Q & contour simple ou multiple: 1° ensemble des éléments limites de
E est fermé; 2° ou bien E est dénombrable, ou bien E donne liew & an moins un élément
de condensation (n° 8); 3° on peut extraire de E une suite dénombrable S de fonctions
telles que toute fonction de E appartienne & S ou soit limite d’an moins une suite ex-
traste de S.

THEOREME. — Si les fonctions de Pensemble E précédent sont en module bornées dans
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leur ensemble dans toute aire limitée Q' intérieure & @, Pensemble des fonctions de E
qui ne sont pas limites de fonctions de E est dénombrable.

THEOREME. — Soit F un ensemble fermé de fonctions holomorphes et bornées en to-
dule dans leur ensemble dans toute aire limitée ' intérieure & @ : 1° il existe au moins
un ensemble H de fonctions holomorphes & intérienr de @ dont Pensemble des éléments
limites coincide avec F; 2° om peut décomposer F en un ensemble denombrable et un en-
semble parfait ou nul.

Tuktorime. — Tout ensemble parfait de fonctions holomorphes & Uintérienr de 3
posséde la puissance du continu.

On peut aussi répondre 4 une question analogue 4 celle de M. Hapamarp (n* 39, 58)
et donner une généralisation du théoréme de M. BoreL (n° 42) pour des ensembles .
de fonctions holomorphes.

75. De méme, considérons des opérations fonctionnelles (n® 4) dont la variable
soit une fonction holomorphe (voir xvi, xxvr).

THEOREME. — Soit F Pensemble précédemment considéré de  fonctions holomorphes.
Toute opération réelle continue portant sur des fonctions holomorphes de F: 1° est uni-
formément continue dans F; 2° est bornée et atteint sa limite supérieure pour auw moins
une fonction de F.

Réciproquement, si toute opération réelle continue dans un ensemble E de fonctions
holomorphes & Vintérieur d’une méme aire G atteint sa limite supérieure pour au moins
une fonction de E, Uensemble E est fermé et compact.

THEOREME. — Considérons une série d’opérations continues dans un ensemble fermé
F de fonctions holomorphes et bornées dans toute aire limitée Q' intérieure & Q. Pour
que la somme de cette série soit une opération continue dans F, il faut et il suffit que la
convergence soit quasi-uniforme.

THEOREME. — Soit J§f une famille dopérations continues dans le méme ensemble F
de fonctions holomorphes. Pour que de toute infinité d’opérations de §, on puisse extraire
une suite qui converge uniformément, il faut et il suffit que les opérations de J soient
également continues et bornées en tout élément de F.

CuariTre VIL

Ensembles de courbes continues et fonctions de lignes.

76. Définition de I'arc de courbe, — Soient f, g, b, trois fonctions de t continues dans
un méme intervalle [:a £t £ b et qui ne sont & la fois constantes dans aucun inter-
valle compris dans I ou qui sont 4 la fois constantes dans fout l'intervalle I. Les for-
mules :

(1) x=f), y=¢@) 2=h0) @LtLh)
définissent dans l'espace 4 trois dimensions un ensemble E de points (x, y, 7). Dans
le second cas cet ensemble E ne comprend qu’un seul point; dans le premier, il est non
dénombrable et alors aussi parfait, limit¢ et bien enchainé. Si Pon tient compte de
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Pordre dans lequel se présentent les points de E quand on fait croitre £, on obtient une
suite ordonnée (11, p. 27) quon appelle arc de courbe. 1l y a donc entre ensemble E
et I'arc de courbe vy, auquel il donne naissance, la méme différence qu’il y a entre une
combinaison et un arrangement. Autrement dit, considérons un systeme de trois fonc-
tions F(u), G(u), H(u) satisfaisant aux mémes conditions que f, g, b; les formules:
@) s=F@), y=GQ), 1=H agusn
définissent un arc de courbe T qu'on ne devra envisager comme coincidant avec v que
si non seulement y et I' sont formés par le méme ensemble de points, mais si encore
on rehcontre ces points dans le méme ordre quand on fait croitre, soit #, soit u, dans
(1) ou (2). Cette dernitre condition est indépendante de la premiere; il sufht pour le
voir de choisir, comme cela est facile, les formules (1) et (2) de fagon & représenter
deux arcs de courbes en forme de huit: QRSQTPQ et QSRQTPQ formés des
mémes points non parcourus dans le méme ordre.

Remarquons que, comme dans I'exemple precédent, un méme point géométrique
peut étre rencontré deux fois sur un arc de courbe, c’est-d-dire peut correspondre &
deux valeurs de ¢ différentes. Nous considérerons cependant ces deux valeurs de ¢ comme
correspondant 4 deux points de y distincts (points multiples). Cette convention faite,
nous pourrons dire que, pour que deux courbes y et I' coincident, il faut et il suffit
qu’on puisse établir entre leur points une correspondance univoque et réciproque telle
que deux points correspondants coincident et que leur ordre soit conserve *).

77. En général, on se contente de dire que deux courbes (1) et (2) coincident,
s'il est possible de trouver une fonction # = ¢ (¢) continue et constamment croissante,
allant de 4 4 B quand ¢ croit de a 4 b, et telle que P'on ait

(3) fO=Fle®] ¢®O=Cly®] r01)=H[p(®] (a Lt LD).
Cette définition a l'inconvénient de ne pas avoir un rapport direct avec la notion in-
tuitive que nous avons de identité de deux courbes, notion qui me semble clairement
exprimée dans la définition que j’ai donnée plus haut. Remarquons d’ailleurs que, si la
condition (3) est remplie, les courbes coincideront bien au premier sens que j’ai indique.
Mais la réciproque est moins évidente. Pour la démontrer, observons que si 'on peut
établir entre (1) et (2) cette correspondance dans laquelle 'ordre est conservé, on
pourra évidemment obtenir des identités telles que (3) dans lesquelles ¢ () est une
fonction bien déterminée pour chaque valeur de ¢ et qui va sans jamais décroitre de
A 4 B quand # croit de @ 4 b. Il reste 4 montrer que ¢(f) est une fonction continue
croissante. Or s'il en était autrement: ou bien o(f) serait constante dans un certain
intervalle, et alors f(¥), g(¥), h(t) seraient 4 la fois constantes dans cet intervalle, ou
bien ¢(#) passerait brusquement de valeurs < ¢ (#,) —k, 4 des valeurs supérieures a
¢(t) - % quand ¢ passe par ¢, et alors ordre ne serait pas conserveé.

*) Remarquons que cette définition satisfait bien 4 ces conditions fondamentales que: 1° si y est
identique 4 T, T" est identique 4 y; 2° si deux courbes sont identiques 4 une méme troisiéme, elles
coincident.
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Ainsi, la définition géométrique que nous avons donnée coincide compléetement
avec la définition ordinaire. Celleci permet en particulier de supposer toujours que I'in-

tervalle de variation du paramétre est lintervalle (o, 1); il suffit de faire la transfor-
—a
—a

78. Définition de I'dcart-—Maintenant que nous savons discerner les courbes distinc-
tes, nous pouvons considérer 'ensemble de toutes ces courbes comme formant une

. t
mation % —

. Nous admettrons toujours par la suite qu'on a effectué celle-ci.

classe d’éléments 4 laquelle nous essayerons d’appliquer nos théoremes généraux. Dans
ce but, nous démontrerons qu’on peut donner pour cette classe une définition de I'écart.
Considérons en effet deux représentations quelconques :

(4) x=f@®), y=g@®, zz=h@® 0LtLy),
6)) x=F), y=Gu), 1= H(x (0LuL),

de deux courbes y et T et formons I'expression

YO=VIO—FOF +®—GOF + () — HHI ©C£L+<£L0s
Cest une fonction continue de ¢ qui a un maximum d\ o. Nous appellerons deart des
deux courbes la limite inférieure ¢ \ o de 'ensemble des valeurs de d obtenues en pre-
nant pour (4) et (5) toutes les représentations possibles de y et de I'. On peut simpli-
fier le calcul de P'écart en remarquant qu’il suffit de prendre pour e la limite inférieure
des valeurs de 4 obtenues en prenant pour y une représentation quelconque déter-
minée (4) et en faisant varier seulement la représentation de I'. En effet, une re-
présentation simultanée quelconque de v et de T pourra s’écrire, d’aprés ce qui précéde,

r=fle®h y=¢le®) z1="h[@)] CLtL),

x=F{@] y=G6[{@W] z=H[}®)] 0LuLn,
ol 9(?) et ¢(u) sont deux fonctions continues croissantes. Alors, pour une telle repré-
sentation la valeur de § sera

5. =Vifle®O] — FY OI + le[le O] — G OF + {hle ()] — HY O

et si ¢ (u) est la fonction inverse de ¢ (£), on aura, en posant b () = ¢[¢, (»)],

3 [e, ()] = V(W) — FIE@TY + g () — GO + 1h(w) — HP @)Y

Mais le maximum de 8, (¢) est évidemment le méme que celui de 3 [p,(#)] qui
passe par les mémes valeurs. Or ce dernier est bien obtenu en conservant la méme
représentation de y et en faisant varier celle de I.

79. Ceci étant, il est faclle de démontrer que la définition que nous venoms de
donner satisfait bien aux conditions générales a), b) de Pécart (n° 49). En effet, il est
d’abord évident que si y et T' coincident, I'une des valeurs de d est nulle et par suite
(Y, T) = o. Réciproquement, si cette condition est vérifie: ou bien 'une des valeurs
de d est nulle, et alors y et I' coincident strement; ou bien, quelque soit %, on peut
déterminer une fonction ¢, (f) continue et allant en croissant de o 4 1, telle que Pon
ait, pour toute valeur de ¢ entre 0 et 1,

6 VIO —Flo.(®OF + i — Glo.OF + (O — H[p, O < %
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On aura donc
f) =l Fls,(0), ¢ =lim Glp, (O}, b()=lim Hlg,(O]; (o120,

avec convergence uniforme. Pour démontrer le théoréme, il suffit de prouver que 'on
peut extraire de la suite ¢ (¢), ¢,(¢), ... une suite qui converge uniformément vers
une fonction ¢(#) (nécessairement continue et croissante de o 4 1). Pour cela, nous
montrerons que les fonctions ¢, (¥) sont également continues et bornées (n° 57). Elles
sont ¢videmment bornées: o £ 9, () £ 1. Si elles n’étaient pas également continues,
on pourrait déterminer un nombre €>>o0 tel que, quel que soit #, il y ait une fonction
t. de Pintervalle (o, 1) vérifiant les inégalités

) 10,0 — 8, (B > 5 0 <l — £l < —.

Et comme les nombres ,, ¢, (), ¢, (¢,) sont bornés dans leur ensemble, on peut

p. et deux nombres
P

supposer les avoir choisis de fagon qu’ils convergent (quand # croit indéfiniment) vers
des limites respectives que nous appellerons t_, #_, u,. Alors les inégalités (7) mon-
trent que ¢, tend aussi vers 7, et que I'on a |u,—u/|\e. Ceci étant, soit' A un nom-
bre quelconque compris entre u, et u; pour # assez grand ¢ 5. () et 9, (1), qui ten-
dent vers u, et u;, comprendront entre eux le nombre A La fonction continue ¢, (#)
n
prendra donc au moins une fois la valeur A pour une valeur =, de ¢t comprise entre
’ 3 1
t, et £ . On aura donc, d’aprés (6),
1 I

) —EOI<—5» () — 6MI<4,
Comme =, tend évidemment vers =, il en résulte que I'on a

fEY=F®), ¢G)=G0), h()=HO,
quelle que soit la valeur de % comprise entre u_ et u/. Nous arrivons ainsi 4 la con-
tradiction annoncée puisque F(u), G (%), H (%) ne sont & la fois constants dans aucun
intervalle. I faudrait faire exception pour le cas ol T se réduirait 4 un point, mais alors

h(z) — HOY < —.

la réciproque est évidente.
80. Pour démontrer que la condition ) du n° 49 est satisfaite, considérons trois
courbes y, I' et C, ayant pour représentations (4), (5) et

x=a@), y=b@), 1=:() ©LvLD.
Pour obtenir leurs écarts respectifs, il suffit de prendre les maxima des quantités
3(#) = Vifle®M] — F¥ OF + fg[e O] — GIY (O] + e O] — HE O,
3,()=Via(®) —fls(OF + 12() — g[e O + 1c(®) — bl I
5. =1la(® — FIYOF + () — GIYOI + () — HE (O

quand ¢ croit de 0 4 1, puis de faire varier la forme de ¢(¥) et {(¥), fonctions con-
tinues croissantes de t. On a évidemment

3() £ 3, +3,();
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on en déduit facilement pour les maxima correspondants d, 4 , d,:
dLd 44,
et en faisant varier indépendamment ¢ et ¢:
G DLEG N+ D)

81. Limite d'une suite de courbes, — La définition de DPécart a pour conséquence
(n* 49, 27) une définition de la limite: La courbe vy, tend vers y lorsque écart (y,, )
tend vers zéro avec % Cette définition peut s'exprimer analytiquement de la fagon
suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe 7y, ait pour limite une

courbe v, lorsque # croit ind¢finiment, est qu’il existe une représentation de v, :

(8) x:fn(t)’ Y :gn(t)’ 1= hn(t) (O_étél)’
et une représentation de v:
® x=f0, y=¢® 2=h() LtL,

telles que f,, g,, b, convergent uniformément vers f, g, h.

En effet, si cette condition est vérifibe, il est évident que (y,, v) tend vers zéro.
Réciproquement, choisissons une représentation déterminée (4) de v; on pourra, quel
que soit #, choisir une représentation (8) de y,, telle que l'on ait

V@ —LOF + e —&.OF +[2() — b OF <(v., ¥+ %

Alors, si (y,, ) tend vers zéro, on voit que f,., g,, b
vers f, g, h.

Nous sommes ainsi ramené 4 la définition ordinaire de la limite d’'une courbe. II
en résulte en particulier que si y, tend vers vy, elle se trouve toute entiére contenue,
pour # assez grand, dans le volume engendré par une sphére de rayon ¢ dont le cen-
tre parcourt Y-

convergent uniformément

n

82. La définition que nous avons donnée de P’écart semble assez arbitraire; tichons
de montrer pourquoi elle est préférable 4 d’autres qui pourraient paraitre plus naturelles.

On a eu depuis longtemps I'idée de définir un nombre déterminé par deux cour-
bes C, et C, de telle fagon que ce nombre soit nul quand les deux courbes coincident
et soit trés petit quand les deux courbes sont infiniment voisines.

M. ArzeLA considére ainsi ce qu’il appelle la plus courte distance des deux courbes
(v, page 343), savoir la limite inférieure A de la distance de deux points, I'un quelcon-
que sur C,, lautre quelconque sur C,. Un tel nombre satisfait bien aux deux conditions
précédentes. Mais il ne satisfait pas aux conditions réciproques: il n’est pas nécessaire
pour que X soit nul que les deux courbes coincident, il suffit qu’elles se coupent. Les
deux courbes peuvent étre trés différentes de formes et le nombre A aussi petit que
Pon veut et méme nul. Aussi, la considération du nombre A ne suffit-elle pas 4 M. Ax-
zELA pour définir la limite d’une courbe.

Avant M. ArzeLA, WEIERSTRASS avait introduit une quantit¢ qu’il appelait voisinage
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de deux courbes. La définition qu'il en donnait échappe 4 l'objection précédente, en ce
sens que le voisinage est toujours petit lorsque les deux courbes sont voisines et dans
ce cas seulement. Mais il n’est défini que pour des courbes voisines. WEIERSTRASS ap-
pelait voisinage de deux courbes voisines tout nombre X\ o inférieur au maximum de
la distance de deux points correspondants 4 une méme abscisse ou 4 des abscisses trés
voisines. Sa définition, parfaitement suffisante pour le but qu’il se proposait *), manquait
de précision 4 notre point de vue. De plus, il ne pouvait songer 4 lutiliser dans la
théorie des ensembles qui était encore & ses débuts. Au contraire, M. ARrzELA semble
avoir é¢ le premier qui ait aperu l'importance de la définition d’un nombre bien dé-
terminé tel que sa plus courte distance et défini pour deux courbes quelconques.

Au lieu des définitions précédentes dont nous avons reconnu l'insuffisance, on au-
rait pu songer aussi 4 introduire un nombre . , qui serait la limite supérieure de la
distance minimum d’un point de C, 4 tous les points de C,; ou bien encore, on au-
rait pu introduire le nombre p, , représentant la limite inférieure du maximum de la di-
stance d’un point de C, 4 tous les points de C,. Ces nombres satisfont en partie aux
conditions que nous exigeons de l'¢cart, mais pas 4 toutes.

D’abord, ils sont bien définis, quand méme C et C, ne seraient pas trés voisins.
De plus, si C, coincide avec C,, on a g ,=o0. Mais il peut arriver que g, , soit nul
sans que C, coincide avec C,; il suffit, en effet, que I'ensemble de leurs points soit le
méme. Inversement, il peut arriver que C, coincide avec C, sans que p, , soit nul, car
dans ce dernier cas C, serait réduit 4 un point. Ces nombres g, p ,, ne sauraient
donc définir un écart des deux courbes. Mais comme ils sont d’un calcul plus facile que
Pécart e, ils peuvent étre parfois utiles pour donner une idée de la valeur de e. On
voit, en effet, bien facilement, que 'on a toujours A Lp  Leet X Ly, Le.

Ces inégalités sont utiles dans certaines questions (voir par exemple n° 85).

83. Limite d’une courbe.—Le théoréme que nous avons donné au n°® 81 sur la limite
d’une suite de courbes peut s’exprimer de la fagon suivante. Pour que y, ait y pour
limite, il faut et il suffit que, pour chaque valeur de #, on puisse établir entre y, et y
une correspondance univoque et réciproque dans laquelle 'ordre soit conservé et cela
de fagon que si M, de y, correspond & M de y, M, tende vers M, mais uniformé-
ment. En supposant cette condition remplie pour une certaine correspondance, on peut
se demander si elle serait aussi remplie pour toute autre correspondance univoque et
conservant L'ordre. Autrement dit, soit
(89 x=19,(), y =14, 2= x.(® (eLtLn
une représentation quelconque de y,. A une méme valeur de ¢ correspondent d’aprés
(8), (8"), (4) deux points M,, M, de y, et un point M de y. Il sagit de savoir ce
que devient M’ 4 la limite.

Il est facile de voir que lorsque M restant fixe, » croit indéfiniment: 1° le point
correspondant M’ a au moins un point limite; 2° tout point limite de M, est un point

*) Celui d’apporter plus de rigueur dans le Calcul des variations.
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de v (qui peut étre distinct de M). Mais la réciproque n’est pas vraie. Autrement dit,
quand on fait prendre 3 M toutes les positions possibles sur y, I'ensemble des points
limites des points correspondants M| est situé sur ¥, mais ne remplit toujours la
courbe v. Si, par exemple, on prend

) =Ll0)  LO=g[=0l 7O=h[0]

an (t) - te”“‘”’
les formules (8") donneront bien une représentation de vy, puisque o (#) est une fonction

avec

continue qui croit constamment de o & 1. Cependant, on voit que pour t5%1: 9, (),
¢, (®); x.(t) tendent vers f(0), g(0), (o), et pour t =1, ¢,(1), 4,(1), 1,(1) tendent
vers f(1), g(1), h(1). Donc les points M tendent tous vers 'une ou l'autre des ex-
trémités de .

Cela montre en particulier, que si I'on considére un ensemble E de courbes et si
Pon prend pour chacune d’elles une représentation paramétrique quelconque, il n’est
pas certain, lorsqu’une suite de courbes de E a une limite, que les représentations ana-
lytiques correspondantes aient une limite.

84. L'ensemble des courbes forme une classe (E) normale, — Pour arriver 4 Pappli-
cation de nos théorémes généraux, il ne nous reste plus qu'd prouver que la classe des
courbes qui, d’aprés ce qui précéde, est déji une classe (E), est aussi une classe (E)
normale.

L Je dis qu'elle est séparable. En effet, nous avons vu (n° 56) qu'on peut former,
une fois pour toutes, une suite S de fonctions continues

4@, 4,0), ..., 4,0, ...,
telle que toute fonction continue soit un des éléments limites de cette suite. Alors, si
Pon considére une représentation (4) d’une courbe v, on pourra trouver trois fonc-
tions de cette suite 4, (t), 4,, (), 4.,(¢), telles que Lon ait

fO = 4D <=, g() — 4O <—, b — 4,0/ <— ©LtLD
et on pourra toujours choisir ces fonctions non constantes 4 la fois dans un méme
intervalle. Cela prouve que I'on peut considérer y comme courbe limite d’une suite de
courbes extraite de 'ensemble D des courbes
X = Ap(t)a y= Aq ®), x=4,(5) (0LitLy),
ot 4,, 4, A, sont trois fonctions continues extraites de la suite S et non constantes
4 la fois dans un méme intervalle. Or I'ensemble D est évidemment dénombrable. Nous
arrivons donc 2 cette conclusion qui (outre Uintérét qu'elle présente par la suite) est
bien curieuse en elle-méme:
THEOREME. — On peut tracer une fois pour toutes dans Vespace & trois dimensions
une suite dénombrable de courbes continues *):

*) On peut méme supposer, d’aprés le mode de construction de la suite S, que ces lignes conti-
nues sont toutes des courbes unicursales, ou sont toutes des lignes polygonales chacune d’un nombre
fini de cotés.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 30 maggio 1906. 8
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telle que toute courbe de espace soit limite d’an moins une suite convenablement extraite
de la premitre.

II. Montrons maintenant que le théoreme de Caucny sur la convergence d’une
suite peut s’étendre au cas d’une suite de courbes:

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de courbes C_,
C,, ... tende vers ume courbe Iimite est que, quel que soit € >> o, om puisse trouver un
entier n vérifiant Pinégalité (C,, C,.,) < quel que soit Uentier p.

La condition est évidemment nécessaire. Pour démontrer qu’elle est suffisante, il suffit

n?

de montrer que, si elle est vérifiée, ensemble est compact. En effer, si I'on peut ex-

traire de la suite de Cavcny C, C,, ... unesuite C, , C,,, ... (dindices croissants),
qui tend vers une courbe C, alors la suite donnée convergera aussi vers C.
Pour former la suite C, , C.,, ..., observons que, d’aprés 'hypothese, on peut

toujours choisir 7, assez grand pour que l'on ait, quel que soit I'entier p,

I
(C”q7 C”q+p) < ?

Nous savons qu’étant donnée la représentation

x:fq(t)7 y:gq(t)7 (:hq(t) (Oétél)
de C,, , nous pourrons toujours choisir cclle de C. .,
X :fq+x (t)’ y — gq+x(t), K == hq+x (t) (0 é té I),

de fagon que P'on ait

VI, — [ OF + 8, — £, OF + [1,() — b, (OF <(Copy Cop)) + 5

¢ &tant aussi petit que 'on veut. Prenons en particulier ¢ =

- . On voit alors qu’on

q
pourra choisir successivement les représentations de C,,, C,,, ... de fagon que l'on
ait, quel que soit g,

() — .01 < q— g, — £, (O < q— b, () — b, (] < 7;—

Alors, étant donné @ > o, si 'on choisit un nombre ¢, tel que l'on ait

+(9; )"l" <o

(comme cela est toujours p0551ble), on voit facilement que l'on aura, quel que soit
Dentier p,
lffl (t) _fh"'l’ (t)l < o, 'gh (t) — for+p (t)l < 0, lhlh (t) - h’h"‘? (t)l < .

Cela montre que les fonctions f (¥), g, (), b, (#) convergent uniformément vers trois
fonctions continues f(¥), g(£), h(¥), lorsque ¢ croit indéfiniment. Si ces trois fonctions
sont constantes de o 4 1, alors C,,, C,,, ..., G, , ..., tendent vers un point. Si ces
trois fonctions ne sont pas constantes dans lintervalle (o, 1), il faudrait, pour montrer
que C, , C.,, ... tendent vers une courbe limite, prouver que f(t), g(t), h(t) ne
sont 4 la fois constantes dans aucun intervalle. Ou plutét, il faudrait prouver qu’on

-
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peut choisir les représentations de C,,, C,,, ..., G, ... de fagon quelles conver-
gent vers des fonctions continues qui ne soient 4 la fois constantes dans aucun intervalle.

Pour cela, nous nous appuierons sur ce que, si f, g, b ne sont pas constantes de
0 4 1, on peut former une fonction a(#) allant sans jamais décroitre de o 4 1 et qui
n’est constante que dans les intervalles ou f, g, b sont 4 la fois constantes *).

Alors, si 'on pose u = a(t), 4 toute valeur de # correspond un seul systéme de
valeurs de (1), g(¥), b(¥), soit F(u), G(u), H(u). Il y a donc trois fonctions F, G,
H déterminées pour chaque valeur de u et telles que l'on ait

fO=FL@®], =06} IO=Ha@®] o©Lin

Montrons d’abord que les formules
x = F(u), y = G(u), 2= H(u) (0LuLr),
définissent une courbe. D’aprés 'hypothése faite sur a(t), F, G, H ne peuvent étre 4
la fois constantes dans un méme intervalle. Je dis qu’elles sont continues; autrement

dit, s’il existe une suite de valeurs de u: # , u,, ..., #, ... qui convergent vers une
limite »_ , on aura par exemple

F(u)= 1‘1__12 F(u).
En effet, dans I'ensemble borné des nombres F(u,), F(u,), ..., on peut former une
suite F(u)), F(u)), ... qui converge vers une limite déterminée «_; il suffit de démon-

trer que, quelle que soit la fagon dont on forme cette suite, on a toujours x, = F (u,).
n?

t, tel que u, = a(t)). Les nombres ¢/, ¢, ... étant bornés, on peut extraire de leur

Or, 4 chacun des nombres u, I'égalit¢ u=—a(¢) fait correspondre au moins un nombre

suite une suite t, , tj,, ... ayant une limite £ ; et puisque & (¥) est continue, on aura:
a(t) = lim a(t,) = lim v}, = u,.
Mais f(t) est aussi continue, donc
F(u,) = Fla(t,)] = f(t,) = limf(t),) = lim F(),) = .

Ainsi F(u) est bien continue; de méme pour G, H.

"
est une fonction continue et croissante de t. [Lorsque » croit indéfiniment, cette fonc-

tion tend uniformément vers a(#)]. Donc la fonction inverse ¢ — b, (u) est aussi une
fonction continue et croissante. Par suite, si 'on pese

‘Fn (u) :fn [bn (u)]’ Gn (u) = gu [bn (M)J, Hn (11,) - hn [bn (u')]’
la courbe C, est aussi représentée par les formules
X = Fy;(”’)? y - Gn(u)’ '( = Hn(u) (Oé u é I)'
Il suffit maintenant de prouver que F,(u), G,(«), H, () tendent uniformément
vers F(u), G(u), H(w). Or, on a
\Fl2,(O)] — fu( L 1F[a,()] — Fla@®] + 1 ®) — £, @D

Ceci ¢tant, posons a4, (¥) = (I — L) a(t) + % Pour chaque valeur de #, 2, (¢)

*) Voir 1a NoTe I 4 la fin du Mémoire.
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Les deux termes du second membre tendent uniformément vers zéro; il en est
donc de méme du premier. Mais si 'on pose u=a,(t), celuici devient |F(u)— F, ()|
et son maximum, pour une valeur donnée de n, est rest¢ le méme. Dés lors, le maxi-
mum du premier membre tend vers zéro. Il en sera de méme pour |G(u) — G, (u)|
et pour |[H(u) — H, (u).

85. Ensembles compacts de courbes, — Nous avons vu (n° 35) que tout ensemble
compact formé d’¢léments d’une classe (7) est limité. Nous pouvons mettre ici cet énoncé
sous une forme plus géométrique, en introduisant la notion de domaine fini ; nous appelle-
rons ainsi un ensemble de points tel que la distance de deux quelconques d’entre eux
reste inférieure 4 un nombre fixe. Alors, on voit facilement que la condition nécessaire
et suffisante pour qu’un ensemble de courbes soit limité (c’est-d-dire pour que Pécart
de deux quelconques des courbes de cet ensemble reste inférieur 4 un nombre fixe)
est que toutes les courbes de cet ensemble soient contenues dans un méme domaine
fini. Il suffit pour le démontrer de s’appuyer sur ce que Iécart de deux courbes quel-
conques est au plus égal 4 la limite supérieure de la distance dun point quelconque
de 'une 4 un point quelconque de lautre, et au moins égal au minimum de la distance
d’un point quelconque fixe sur I'une 4 un point variable sur Pautre (n° 82). Ainsi
nous voyons que tout ensemble compact de courbes est contenu dans un domaine fini.
Mais nous touchons maintenant & la plus grande différence qui existe entre les ensem-
bles ponctuels (méme 4 une infinité dénombrable de dimensions) et les ensembles de
courbes. En effet, contrairement 4 ce qui se passe pour les ensembles ponctuels, un
ensemble de courbes situées dans un méme domaine fini w’est pas nécessairement un ensemble
compact. 1l suffit pour s’en rendre compte de considérer par exemple 'ensemble E des
courbes
C X == 2wl y = sin 2" = ¢, z=o 0LtL1),

”

toutes contenues dans le méme cercle x* - y* £ 5=,

Il est impossible que I'on puisse tirer de cet ensemble de courbes une suite de cour-
bes ayant une limite, car P'écart de deux quelconques d’entre elles est au moins égal
4 1. On peut toujours, en effet, trouver dans une correspondance continue entre deux
quelconques d’entre elles C, et C, un point M sur C, dont la distance au point cor-
respondant soit ™\ 1. Pour le voir, observons qu'il y a sur la sinusoide C,, 2" points
4,4, ..., 4, dont Pordonnée est 1, et 2" points 4, 4., ..., A, dont
Pordonnée est — 1. Supposons #n > p; il nous suffira de montrer que, dans une cor-

respondance continue quelconque, I'un au moins des points 4,, 4,, ... de C, corres-
pond 4 un point de C, d’ordonnée négative ou nulle, ou que I'un des points 4,
4, ... de C, correspond 4 un point de C, d’ordonnée positive ou nulle; alors on

aurait bien deux points correspondants dont la distance-serait supérieure ou égale 4 1.
Or, admettons qu’il existe une correspondance G ou il n’en soit pas ainsi, et appelons
by by ..., by b, ... les points de C, qui correspondent & 4, 4,, ... et & 4,
4, ..., dans la correspondance considérée G. Les ordonnées de b , b,, ... seraient
positives, celles de &, b,, ... seraient négatives, et on rencontrerait ces points dans
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Pordre b, &', b, b, ..., en parcourant C . Il y aurait donc un point d’intersection
12 1) 2? 3 p p y p

de C, avec Ox aux deux extrémités et sur chacun des arcs distincts bbb, ¥b,, bb,

2?

bibyy ..., bu_iF_i; en tout au moins 2" 4 1 points d’intersection de C, avec Ox;
ce qui est impossible, puisque C, rencontre Ox en 2? 4 1 points et que p < n.

86. Condition pour qu'un ensemble de courbes soit compact. — Ce qui précéde montre
qu'il y a lieu de chercher une condition supplémentaire qui permette d’affirmer qu’un
ensemble de courbes contenues dans un domaine fini est un ensemble compact. M. Ar-
ZELA a obtenu cette condition suffisante par une application immédiate de son théo-
réme sur les fonctions également continues (v, page 344). Il résulte en effer de ce
théoréeme que, lorsque 'on considére un systtme R de représentations simultanées

c x=f®, y=g®, =50 (LtLy)
d’un ensemble E de courbes C, on pourra affirmer que cet ensemble de courbes est
compact si R est formé de fonctions f, g, b, ..., ¢galement continues et bornées dans
leur ensemble.

Ce théoréme extrémement important se préte 4 un grand nombre d’applications.
Mais il y a lieu de le compléter & deux points de vue. D’abord, il serait bon d’énoncer
sous forme géométrique une proposition qui s’applique 4 des éléments géométriques
comme les courbes. Ensuite M. ARzELA n’a pas donné de réciproque 4 son théoréme.
Or celleci pourrait se comprendre de deux manitres: on pourrait d’abord penser que,
si on considére un systtme R de représentations simultanées de courbes d’un en-
semble E, les fonctions de R seront nécessairement bornées dans leur ensemble et éga-
lement continues lorsque E est compact. Cet énoncé est inexact. En effet, considérons
une courbe non fermée C:

x=f@) y=¢0), 1="00 LtLn)

et le systtme R de représentations
I (=4 (= 1 (5
x:7—{-—f(e (“))7 T‘I‘g(e (“))7 Z:7+h(e (“))7
qui fournit, pour chaque valeur de », une représentation acceptable d’une courbe C,.

L’ensemble E des courbes C, est compact, car une autre représentation acceptable de
C, est

x=—+f® y=—+g®) 1=—+bO  ©LiLD

et on voit que C, tend vers C quand # croit indéfiniment.

Pourtant les fonctions de R ne sont pas également continues, car, quels que soient
les nombres positifs ¢ et 7 on peut toujours trouver un nombre # et un entier p tel
que lon ait

o<t—u<n  IfW—LDI>s

pour # > p, en posant

fuw =L 45 ().
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La seconde manitre d’énoncer la réciproque qu'on pourrait étre tenté de donner
au théoréme d’ArzerA (et qui, cette fois-ci, est exacte) est la suivante: si unm ensemble
de courbes est compact, il existe toujours au moins un systéme de représentations simul-
tanées de ces courbes

x=f(), y=¢®, x=h{ ©LtL),
tel que les fonctions f, g, b, ... soient bornées dans leur ensemble et également continues.

On pourrait trouver cette proposition directement, mais nous scinderons la démons-
tration en deux parties, dont I'une nous permettra d’énoncer ensuite sous forme géomé-
trigue la condition pour qu’un ensemble de courbes soit compact.

87. Ensembles de courbes uniformément divisibles. — Pour arriver 4 la proposition
annoncée, nous commencerons par transformer la condition de M. ARZELA en une autre
qu’on peut énoncer géométriquement, c’est-d-dire qui ne fait intervenir aucune représen-
tation paramétrique déterminée des courbes de I'ensemble.

Nous appellerons d’abord oscillation d'un arc P Q d’une courbe 4B le maximum
de la distance de deux points quelconques appartenant & cet arc. Nous dirons alors que
les courbes d’un ensemble E sont uniformément divisibles lorsque, quel que soit le nombre
e > 0, on peut trouver un entier # tel que toute courbe de E puisse étre décomposée
en # arcs consécutifs dont les oscillations soient toutes inférieures A .

Il est facile de voir que, si un ensemble de courbes est compact, les courbes de cet
ensemble sont uniformément divisibles. En effet, dans le cas contraire on pourrait trouver
un nombre ¢ > o tel que, quel que soit #, il existe au moins une courbe C, de l'en-
semble, qui ne puisse étre décomposée en # arcs dont les oscillations soient inférieures
4 ¢. Or lensemble étant compact, on peut extraire de la suite C,, C,, ... une suite
Coy Cigy -oos Cuyy «.. ayant une limite C er on sait (n® 81) qulon pourra choisir
les représentations de C,, et de C:

X = Fp(t), y = GP(t), = Hp(t) o 1
x:F(t), y:G(t), (:H(t) £is

de fagon que F,, G,, H,, tendent uniformément vers F, G, H. Alors, quel que soit
¢, on pourra choisir p assez grand pour que lon ait, quel que soit f:

FO—FO <5 16,0 = 60I<4,  1H®—H)<E.

D'autre part, divisons C,, en n, arcs successifs déterminés par les valeurs de

»
1 2 . . .
t:o, —, —, i, ...y 1. Si t, t' appartiennent & l'un de ces intervalles, on aura
n,’ n’' n
N B
I . . . I
|t — #'| £ —. Or on peut choisir p assez grand pour que linégalité |t — #'| £ —
n, ",
entraine

FO=FOI <, 160 =6MI<+, HO—HOI<S5

alors, pour p assez grand on aura dans chacun des », arcs en lesquels on aura dé-

b4



SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 63

composé C,,:
I, () — F, ("I <IF,() — FOI+F () — F, () + [F() — F(¥) <?s
et de méme pour G, H; d’ot:
VIE,() — F,(OF +16,() — G, + 1H,() — H,()F <.

Dés lors, on arrive 4 une contradiction, car on aurait divis¢ C, , en 7, arcs dont
les oscillations sont au plus égales 4 .

88. Alors pour démontrer la réciproque par laquelle nous complétons le théoréme
de M. Arzerd, il nous suffira démontrer la proposition suivante:

TutOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes dun en-
semble E soient uniformément divisibles et contenues dans un méme domaine fini, est qu'il
existe au moins un systéme de représentations simultanées des courbes de E:

() x=f®, y=g0, z1=h0® ©LtLy
tel que les fonctions f, g, h, ... soient également continues et borndes dans leur ensemble.

Il est facile de voir que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire.
.Pour cela, nous partirons d’un premier systéme de représentations simultanées des courbes
de P’ensemble, soit pour la courbe C:
(10) x = F(v), y = G(v), 2= H(v) (0LvZLi).

Nous pourrons supposer que F, G, H, ne sont constantes dans aucun intervalle, car
en ce qui concerne les courbes de I'ensemble qui sont réduites 4 des points, 'oscillation
est évidemment nulle. Ceci étant, cherchons 4 former la représentation (9) 4 partir de
la représentation (10). Autrement dit, cherchons 4 déterminer pour chaque courbe C
une fonction v = {(¥) continue et croissante de 0 4 1, de telle fagon que toutes les
fonctions F[{(®)], G[¥(1)], H[(#)] soient également continues [elles seront toujours
bornées dans leur ensemble quel que soit ¢ (2)].

Or, d’aprés P'hypothése, on peut, pour chaque courbe C, déterminer une suite de
valeurs croissantes de v:

o, ufy uf w1,

S . o I
telles que les oscillations des arcs correspondants de C soient toutes inférieures 4 —

les quantités # variant avec la courbe C, mais leur nombre # , restant le méme pour
toutes les courbes C. En intercalant au besoin de nouveaux nombres dans la suite
S, 0, u®, 4P ... 1, on voit facilement qu’on peut supposer vérifites les conditions
supplémentaires suivantes: la suite S, contient la suite § , et posstde le méme nombre
de termes dans chacun des intervalles déterminés par S 5

I

Ceci érant, faisons correspondre 4 chaque nombre u?', le nombre =¥ = —nz— ; il est

»
facile de voir que si deux nombres u : u?, ull’ (p nécessairement différent de p”) sont
égaux, il en sera de méme des nombres = correspondants, et que si #? < 4", on a

(P) (p1)
Ty <Tq, .
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89. Nous allons maintenant définir, pour chaque courbe C, la fonction continue
t =o(v) inverse de la fonction cherchée v =4 (). Je dis qu’il suffit de la deéfinir
pour les valeurs de v qui sont limites des quantités #”. Autrement dit, si v est un
nombre quelconque de lintervalle (o, 1), on peut trouver une suite de nombres uf',
uf? ... qui tendent vers v. En effet, dans le cas contraire il y aurait un nombre ¢
tel que, quel que soit p, chacun des arcs (v—e, v), (v, v-}<) soit compris dans un des

arcs (u?', u?) ). Alors les oscillations des arcs (v—s¢, v) et (v, v--¢) seraient inféricures 4
1 . . :
. quel que soit p; par suite F(v), G(v), H(v), seraient constants de v — ¢ & v - ¢,

cepqui est contraire 4 hypothése.

Alors, appelons #?, u;™ les nombres u qui sont, les uns inférieurs, les autres
supérieurs 4 v. Les nombres 7/?, +''" correspondants forment deux classes de DiricHLET;
Cest-i-dire que tout nombre de la premitre classe est inférieur 4 tout nombre de la se-
conde et qu'on peut trouver deux nombres, un dans chaque classe, dont la différence
soit aussi petite que l'on veut. Il y a donc un nombre #, et un seul, compris entre ces
deux classes. C’est ce nombre que nous allons prendre pour valeur de ¢ (v). Dans le cas
ol v est un des nombres %', la valeur de ¢(v) sera évidemment le nombre corres-
pondant .

go. On voit immédiatement que cette fonction ¢ (v), bien définie pour toute valeur
de v entre o et 1, est croissante et croit de o 4 1. Elle est aussi continue. En effer,

oit @ un nombre positif quelconque; en prenant p assez grand, o ra 2 L
soit © p q que; p p assez grand, on au np>m.e

nombre p étant ainsi choisi, soit 4 le plus grand nombre de la suite S, qui est infé-
rieur 4 v; alors les deux nombres v — #', !l — v seront positifs; soit  le plus
grand. Je dis qu'on a pour [v — v'| <m:

lp(@) — ¢(@) <o

En effet v et v se trouveront alors entre u et u , donc:

o (@) — o (v) <P (L) — (W) = — <.
14

Ainsi nous avons bien formé, pour chaque courbe C, une fonction continue t=¢(v)
qui croit constamment de o 4 1. Alors la fonction inverse v = {/(¥) est aussi croissante
et continue, et on pourra former un systtme R de représentations simultanées :

x = f(), y=¢g@®), x=h() (oLitL),
fO=FI@, O=G6HE, IO=H[LO]

Les fonctions du systtme R seront bien également continues; en effer, d’aprés la

en posant:

. s e 1
formation de ¢(2), l'oscillation de la courbe sera inférieure 4 — dans chacun des ares

limités par les valeurs de ¢: o, -I—, —2—, ... 1 et les oscillations de f(¥), g(¥), h(¢
p P g

sont inférieures 4 celless de C. Dés lors on voit que, quel que soit p, on peut

déterminer un nombre —i— indépendant de la courbe C considérée et tel que linéga-
b4
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. I \
lied: | — ' <L -~ entraine:
»

fE—FEN< 5 =g <5 BE)=hE) <5

91. En combinant les énoncés précédents, on obtient la condition nécessaire et
suffisante pour qu’un ensemble de courbes soit compact sous une forme qui ne fait
intervenir aucune représentation paramétrique des courbes de cet ensemble.

THaEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de courbes
soit compact est que les courbes de cet ensemble soient contenues dans un méme domaine
fini et également divisibles.

92. Application aux courbes rectifiables.—Appelons ligne polygonale inscrite dans une
courbe, une ligne brisée ayant mémes extrémités que la courbe et dont les sommets
sont des points de la courbe que P'on trouve dans le méme ordre quand on parcourt
la courbe ou la ligne brisée. On démontre (1v, page 59) que, lorsque le maximum de
la longueur des cdtés d’une ligne polygonale inscrite dans un arc 4B tend vers zéro,
le périmeétre de cette ligne polygonale tend vers la limite supérieure des longueurs des
lignes polygonales inscrites dans 4B, et on appelle cette limite Iz longueur de la courbe.
On dit que la courbe est rectifiable lorsque cette limite est finie.

Le théoreme précédent permet d’affirmer qu’un ensemble de courbes rectifiables et
contenues dans un méme domaine fini est compact toutes les fois que les longueurs
de ces courbes sont bornées dans leur ensemble *). En effet, supposons que 'on divise
chaque courbe de I'ensemble en 7 arcs de longueurs égales. La longueur d’une courbe
quelconque C de I'ensemble est inférieure 4 un nombre fixe L indépendant de C; donc

e L o
chacun des arcs égaux sera de longueur inférieure 4 <-. Or Poscillation d’un arc est
n
évidemment inférieure 4 la longueur de cet arc. Donc, en prenant n assez grand
L . _
(n >—=) chaque courbe C se trouvera divisée en arcs de longueurs inférieures 3 .

Alors les courbes C sont uniformément divisibles et leur ensemble est compact.

93. On pourrait se demander si la condition suffisante que nous venons d’4noncer
est aussi nécessaire. La réponse est négative: On peut donner un exemple de courbes rec-
tifiables situdes dans un méme domaine fini et formant un ensemble compact, sans que leurs
longueurs soient borndes dans leur ensemble.

Soit en effet:

x=f@), y=g), z=o (0Lt L),

une representation déterminée d’une courbe C non rectifiable, mais dont les arcs:

I y . .
— £t £ 1 sont rectifiables quel que soit n. Il nous suffira de considérer les cour-

*) Un cas particulier de ce théoréme a été démontré directement par M. HiLBerT (XX). Puis la
généralisation a été effectuée par M. LEBESGUE dans sa Theése (xvin).

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 31 maggio 1906. 9
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bes C,:
s=ttila et )] r= e[ (- 5)] =0

(0 LuL 1)

Ces courbes forment un ensemble compact, car il est évident que C,, C,, ...
tendent vers U. Elles sont rectifiables et contenues dans un méme domaine fini. Leurs

. I
longueurs qui sont celles des arcs Lt Ln de la courbe C ne sont cependant pas

bornées dans leur ensemble.

Il est d’ailleurs bien facile de construire une courbe telle que celle dont nous
avons admis existence; on peut prendre par exemple la spirale hyperbolique obtenue
en posant:

f(t)EtCOS—I;—, g(t)ztsinit.

On peut méme donner un exemple de courbes contenues dans un méme domaine fini
et formant un ensemble compact sans qu’aucune d’elles soit rectifiable.

Il suffit de reprendre la courbe C que nous venons de considérer, et de considérer
les courbes C, :

x=_;_+f(t), y:%——}—g(t), 1=o0 (oLt L)

Application des théoréemes généraux.

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats de la PREMIERE PARTIE aux en-
sembles de courbes et aux fonctions de lignes.

o4. Ensembles de courbes.

THEOREME. — Soit E un ensemble quelconque d’arcs de courbes continues. 1° L’en-
semble dérive de E est fermé. 2° On peut extraire de E, une suite dénombrable D de
courbes de E, telle que toute courbe de E appartienne & D, ou soit une courbe limite de
D. 3° Ou bien E est dénombrable ou bien il existe une courbe C_de E telle que, pour
toute valeur de e, il y ait une infinité non dénombrable de courbes de E contenues enti-
rement dans le volume engendré par une sphére de rayon s et dont le centre parcourt C,.

THEOREME. — Soit G un ensemble de courbes uniformément divisibles (n° 87) et conte-
nues dans un méme domaine fini: Les éléments de G, qui ne sont pas des lmites de cour-
bes de G, forment un ensemble dénombrable.

THEOREME. — Si Pensemble précédent G est aussi fermé, autrement dit, si G est un
ensemble extrémal quelcongue: 1° on peut le décomposer en un ensemble dénombrable et
un ensemble parfait ou nul sans ¢léments communs; 2° il existe un ensemble de courbes
dont Uensemble dérivé coincide avec E.

TutorEME. — Tout ensemble parfait de courbes a la puissance du continu.

On poutra aussi énoncer les théorémes des n® 40, 42, 43, 45, ... en prenant
comme éléments des courbes continues.
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95. Fonctions de lignes. — Les opérations qui portent sur des arcs de courbes ont
recu de M. Vorrerra le nom de fonctions de lignes.

M. VorTerrA a réussi & montrer comment on pourrait définir la dérivée d’une
fonction de lignes et a obtenu, 4 ce point de vue, des résultats extrémement intéres-
sants (XV).

Dans un article des Annales scientifiques de I'Ecole Normale (xxvm), j’ai donné
quelques propri‘tés de fonctions de lignes dont les dérivées au sens de M. VoLTERRA
ont une forme spéciale donnée.

Je laisserai ici de coté ce genre de recherches qui s’écartent un peu de notre objet
actuel: I'étude des propriétés communes aux opérations continues les plus générales.

Les résultats généraux s’appliquent encore aux fonctions de lignes.

TrutorEME. — Toute fonction de lignes, continue dans un ensemble extrémal de
courbes: 1° est bornée dans cet ensemble, 2° y atteint chaque extremum. [nversement,
si toutes les fonctions de lignes continues dans un méme ensemble E de courbes, 1° soni
chacune bornée, 2° atteignent chacune leur extremum en au moins une courbe de en-
semble, cet ensemble est nécessairement extrémal.

THEOREME. — Soit E un ensemble fermé de courbes contenues dans un méme domaine
fimi et uniformément divisibles: 1° Pour quw'une suite de fonctions de lignes U , U, ...
continues dans E converge vers une fonction de lignes qui soit continue dans E, il faut
et il suffit que la suite converge quasi-uniformément. 2° Pour que des fonctions de lignes,
continues dans E forment une famille § telle que Pon puisse extraire de toute infinité
d’éléments de § une suite de fonctions de lignes qui convergent uniformément dans E, il
faut et il suffit que les fonctions de lignes de B soient bornées dans leur ensemble et
également continues dans E.

Ensembles et fonctions de surfaces.

96. On peut développer pour les surfaces une théorie qui nous ménerait 4 des
propositions enti¢rement analogues 4 celles qui précedent. Mais il y a au début des pré-
cautions 4 prendre, qui conduisent 4 quelques longueurs. Aussi, pour ne pas allonger
ce Mémoire, renverrons-nous sur ce point 4 une publication ultérieure.

NOTE L

Construction d’une fonction continue non décroissante qui n’est
constante que dans des intervalles donnés.

97. Considérons un ensemble G d’intervalles I sans points communs situés sur 'axe
des x dans le segment fondamental (o, 1). Nous allons montrer que I'on peut former
une fonction continue ¢(x) qui va sans jamais décroitre de 0 4 1 et qui n’est constante
que dans chacun des intervalles 1 *).

*) Nous utilisons cette proposition au n° 84.
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En effet, observons d’abord que Pensemble G est dénombrable, car c’est 'ensem-
ble des ensembles G, formés chacun par les intervalles I dont les longueurs sont su-

. I I . . .
périeures 4 ST e plus égales 4 —. Or il y a évidemment un nombre fini
n n

(L n) dintervalles I dans G,, puisque les I n’ont aucun point commun.
On peut donc ranger ces intervalles en une suite dénombrable [, I, I, ...;

. . . I . }
d’aprés ce qui précede la longueur de I tendra vers zéro avec —, 3 moins qu’il o’
q y
7 7 )

ait qu'un nombre fini de ces intervalles. Dans ce dernier cas, il n’y a aucune difficulté
a former ¢(x).

98. Supposons donc qu’il y ait une infinité d’intervalles I. L’ensemble P des points
du segment (o0,1) qui ne sont intérieurs au sens étroit 2 aucun des intervalles I, est
un ensemble parfait (11, page 12).

1°. Examinons d’abord le cas o P comprend les points o et 1 et n’est dense dans
aucun intervalle entre o et 1. On sait alors (1, page 14), que I'on peut établir une
correspondance univoque et réciproque entre tous les intervalles I, d’une part, et tous
les nombres rationnels positifs < 1, d’autre part, et cela de telle fagon que deux éléments
correspondants soient disposés de la méme maniére sur Ox. Appelons #, le nombre ration-
nel que Pon fait ainsi correspondre 4 1. Soit maintepant x un point quelconque du seg-
ment (0,1), autre que o et I. Appelons I’ un quelconque des intervalles I qui ne sont
pas complétement 4 droite de x, I" un quelconque des intervalles / qui ne sont pas
entiérement 4 gauche de x. Si Pon appelle et %'’ les nombres rationnels correspondants,
on voit que tout nombre rationnel compris entre o et 1 doit étre un #’ ou un %", et que
I'on a toujours #'~Zu'". On définit ainsi deux classes de nombres qui comprennent entre
elles un seul nombre que nous appellerons ¢(x). Si nous posons en outre ¢(0) =o,
¢(1) = 1, on voit que nous avons défini ¢ (x) en tout point du segment (o,1). En par-
ticulier, en tout point d’un intervalle I , on aura ¢(x)=u,. La fonction ¢ (x) est donc
constante dans chacun des intervalles I,. Je dis maintenant que si x < x’, on a néces-
sairement ¢(x) < ¢(x"), si x et x' n’appartiennent pas 4 un méme intervalle I. En
effet, il suffit d’observer que, sous cette hypothése, il y a au moins un intervalle 7 qui
est entierement compris 4 linterieur de (x, x"). Alors, d’aprés le mode de construction
de ¢(x), on aura:

o (%) <, < o(x)

Ainsi ¢ (x) est une fonction non décroissante qui va de o 4 1 et qui n’est constante
que dans chacun des intervalles I. Par suite, on peut définir, en chaque point x, la li-
mite supérieure ¢(x—o) des valeurs de (x") pour x'<x, et on aura ¢(x—0) L o(x).
Or ¢(x — o) est au moins égale a4 la limite supérieure ¢(x) des valeurs de ¢(x")
quand x’ est dans un quelconque des intervalles / et reste <7 x. Donc ¢(x) = ¢ (x — o).
Autrement dit, ¢(x) est continue 4 gauche; de méme, elle est continue & droite. En
définitive, la fonction ¢ (x) est continue et répond bien aux conditions annoncées.

2°. Supposons maintenant que P, comprenant encore o et 1, puisse étre dense dans
certains intervalles. Alors on pourra former une seconde suite d’intervalles K , K, ...



SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL. 69

dont tous les points, extrémités comprises, sont des points de P, et telle que 'ensemble
Q des points qui n'appartiennent au sens (troit ni aux K, ni aux I, ne soit dense
dans aucun intervalle. Plagons alors dans chaque intervalle K, une suite d’intervalles

sans points communs: KV, K ..., telle que 'ensemble des points de K, qui n’ap-

n? nd "
partiennent 4 aucun des intervalles K1V, K, ... soit de mesure nulle (11, page 16) *).
Enfin appelons R Uensemble des points qui n’appartiennent au sens étroit 4 aucun des
intervalles I, I, ...; K", K¥, ...; K%', K?, ...

D’aprés leur formation, ces intervalles n’ont aucun point commun (au contraire
un I et un K pourraient avoir une extrémité commune). L’ensemble R est donc parfait,
contient 0 et 1, et n’est dense dans aucun intervalle. On peut donc former une fonction
continue non décroissante ¢ (x) qui n’est constante que dans les intervalles I, ou K.
Appelons d’autre part @, (x) la mesure de I'ensemble des points de P compris entre
o et x. Clest une fonction continue non décroissante; de plus cette fonction est con-

stante dans les intervalles I et elle est certainement croissante dans les intervalles KL”).

Donc la fonction ¢ (x) = M&(—x) est une fonction continue non décroissante
PO = O F ()

qui va de 0 4 1 et qui n’est constante que dans les intervalles I; elle répond donc 4
la question.

3° Enfin si P ne contient pas 4 la fois o et 1, autrement dit si P'un des intervalles
I est terminé en 0 ou en I, on est ramené aux cas précédents en supprimant cet in-
tervalle.

99. Il y a un cas particulier intéressant ou 'on peut former explicitement la fonc-
tion ¢(x). Clest celui ot P est I'ensemble de CaNToR de mesure nulle (1, page 12).
Considérons un nombre quelconque x compris entre o et 1 et écrivons sa valeur dans
le systtme de numération de base 3:

X =0, alaza3
Les nombres a , a
toujours supposer que l'on ait écrit un nombre tel que:

. ne pourront prendre que les valeurs o, I, 2 et on peut

2)

o, aa, ...20222...
ou
0, b5, ... b,2000 ..

sous la forme respectivement équivalente:

0,44, ... 2,1000 ..

ou
0, b0, ... 01222 ...
Ceci étant, nous poserons toujours:
— ’
9o, @@, ..)=0, bbb, ...,

’ H b4 > )
o', ... indiquant qu’on passe dans le systtme de base 2 et en prenant en général

*) Par exemple, on pourra placer dans K, un ensemble d’intervalles semblable 4 l’ensemble
complémentaire [dans le segment (o, 1)] de I'ensemble de CaNTOR cité plus loin.
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pour b un nombre égal 4 o si I'un des nombres @, a,, ..., @, est égal 4 1, ct
dans le cas contraire égal 4 1 si @, = 2, et égal 4 4, si 4, 5% 2. Autrement dit, nous
posons:

?(%-l—%i-l-"' +)
:“(2‘1.)+“(42)2ff(ﬂl)+__,_I_“(an)@(ax)---F”(%_,)+ .,

2"

d”
"
3

avec les conditions:

2(0)=0o, a(=a(2)=1 E@)=0 Bl=PE=T1

Il est facile de voir qu’on fait ainsi correspondre une méme valeur de ¢(x) &

tous les nombres x tels que
X=0,¢C¢C, ... C,IANX ...,

ol ¢, ¢,y ..., c, restent fixes et tous différents de 1.

Ces points forment un intervalle; la correspondance ainsi établie entre cet inter-
valle et la valeur constante de ¢(x) est précistment celle qu'a indiquée M. Canror
pour prouver que l'ensemble P a la puissance du continu.

NOTE IL

Sur le calcul effectif de I’écart de deux courbes.

100. La théorie que nous avons développée dans la PrEMIERE PARTIE montre qu’une
fois établie lexistence d’un écart, la valeur méme de cet écart n’a plus une trés grande
importance. Autrement dit, il suffit de savoir qu'on peut définir un nombre satisfaisant
aux conditions générales de Pécart (n° 49), sans avoir 4 se préoccuper de la manitre
dont on pourrait le calculer effectivement. Cela est d’autant plus vrai qu’on pourrait choisir
une infinit¢ d’autres définitions de I’écart moyennant lesquelles la théorie générale pour-
rait se développer exactement de la méme maniére et qui ne changeraient pas les courbes

limites d’un ensemble de courbes. Par exemple, si e est Pécart de deux courbes tel que
e

I-fe
Mais la définition primitive a P'avantage de donner pour Pécart de deux courbes 1'Ié_dui-
tes 4 deux points une quantité égale 4 la distance de ces deux points; et pour deux
courbes, l'une fixe, 'autre qui s’¢loigne 4 Iinfini un nombre qui tend vers l'infini.
La définition de P’écart que nous avons donnée ne fait pas prévoir comment on
pourrait le calculer effectivement, et ce calcul serait certainement tres difficile en géné-
ral. On peut cependant donner des exemples simples ot ce calcul est possible. En ge-
néral, on devra procéder de la manitre suivante. On prouvera que, dans toute corres-
pondance continue entre les deux courbes, le maximum d de la distance de deux points

nous P'avons défini, on pourrait le remplacer partout par 3¢ ou par /e ou par

correspondants est supérieur ou égal 4 un nombre fixe e. On montrera ensuite qu'il
existe au moins une de ces correspondances oli ce maximum d est exactement égal 3 e.
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Par exemple, considérons deux segments rectilignes 4B, 4B’ et soit A la plus
grande des deux longueurs 4 4’, BB’. On a toujours d \ A et on a d=4 lorsque

la correspondance est telle que deux points correspondants M, M’ divisent 'un 4B,

Pautre 4’ B', dans le méme rapport. Donc D'écart des deux segments est égal 4 A.

On peut étre aussi amené 4 définir écart de deux courbes fermées. On le consi-
cérera alors comme la limite inférieure de tous les écarts qu’on obtiendrait en les con-
sidérant de toutes les manitres possibles comme des arcs de courbes ayant chacun
deux extrémités en coincidence, On verrait alors facilement que si 'on considére deux
circonférences de rayons R, R,, de centres O, , O,, situées dans le méme plan et
orientées de la méme fagon, leur écart est 0,0, |[R, — R

Un exemple moins particulier est le suivant. Considérons dans un méme plan deux
courbes convexes C et C,, la courbe C, étant supposée 4 tangente continue et toute
entiere contenue dans C,. Dans ces conditions, on peut voir que I’écart de C, et de
C, est égal au maximum du segment intercepté par C, sur la normale extérieure 4 C, .

Dans ces exemples, on vérifie immédiatement que I'évanouissement de écart est
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux courbes coincident, ce qui permet
souvent de prévoir la valeur probable de I'écart.

Paris, le 2 avril 1906.

Mavurice FrEcHET.
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