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Borwort.

Die vorliegende Sdyrift Deabjichtigt einc Ueberjidht dex:
jenigen mathematijdyen Leren zu geben, die in der Forjt:
wifjenjaft Hauptjadlid) zur Amwendung gelangen. Hufier
den grundlegenden allgemeinen Gntwidclungen aus der
Clementarmathematif enthdlt jie Formeln und Sipe, die in
der Talbwerthredinung, in der BVermefjungslehre und in der
Polzmefitunde gebraudjt werden. Mit NRiidjidt auf die
leidytere Berftandlichleit find die Sdpe nidht immer in ihrer
allgemeinften Form audgejproden. So wird, aud) wo e3
nidt bejonberd Demerft ift, die Annahme gemadht, daf die
in Rednung gezogenen Grofen veell find. Tie Beweife find
nidt mit aufgenommen; aud) find feine Yiteraturangaben
gemadyt.

Cberswalde, 1. Miry 1890.

Der Vexfaffer.
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L Proportionen.
1. Die Proportion

a:b=c:d
ift gleidbedeutend mit
a c
oA

% witd Berhdltniferponent genanut; das BVerhaltnif a: b Peift

fteigend, wenn ber BerbdltniBerponent > 1, fallend, rwenn ex
<1 ift. Die Verhdltnijje einer Proportion find entweder beide
fteigend oder beide fallend.

QJn jeder Proportion ift dbad Prodult der duperen Glieder
gleid) dbem ber inneren,

ad = be.
2. Aud der Proportion
atb=c:d
folgen bie anbdeven
b:a=d:g,
ate=>b:d
ober d:b=c:a

und vier weitere, welde fid) ausd diefen dburdy Bertaujdung der
beiben Berhdltnijje ergeben; ferner verhdlt ficdh

(@xc):(bxd)=a:b ober = c:d,
(@axb):(cxd)=a:c ober =b:4,
pa:gb=rpc:qd,
a?:b?=c2: 4?3
Ya:yb=ye: yau i m.

Jn der lepten Proportion find die Borzeichen der Wurgeln ent-

fpredjend 3u wihlen.
©dubert. 1
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3. Qn der Proportion
atb=c¢c:x
eift
Beif be
X=—
bie vierte Proportionale 3u a, b, c.
Gind bdie beiden inneren Glieder gleid), wie in
a:x=x:b
fo Beifgt die Proportion jtetig und
= VE
bie mittlevre Proportionale u a und b oder das geo-
metrifde Mittel ) aud a und b.

4. Die Grofen
a, be ...
heiBen den Grdgen

’

a, b, ¢, ....

proportionirt, wenn fid) verhalt

ata’'=b:b=cic'=...,
wofilt man aud) {dhreibt
a:b:ctevee =a'tbh'ic' s

Geht man das Verhdltnip

a
a=h

fo ift a=12a’, b=2ab’, c=2Ac, .... und e folgt
a+b

) 2
8 +a,t+a+--a;
n

Beit ba8 arvithmetifde DMittel aus a und b; allgemein

Beifst
8p, Ay - a,.

bad arithmetijs Mittel ausd den n Grdfen a,,
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a4+b+4c4-.-. 8 b ¢

oder allgemeiner

pa-Fgb+re+.... a_b _e¢
pa’ +qb +r1¢ +.-.- a b ¢

IL. Potenzen nud Wnrseln.

5. Die Potenz a”, wo a die Grunbzahl und n der
Grponent genannt wird, bebeutet ein Prodbuct ausd n Factoren a.
Diefe Definition erfordert, dak n eine pofitive gange Jahl ift.

Ausd bderfelben folgt

a==al,
1) aa = a?,
aaa = a’,

2) (a+Db)2=a?+ 2ab+ b2
(a — b)? = a? — 2ab + b?,
(a + b)3=a3 + 3a%b + 3ab? + b3,
(a — b)3 = a3 — 3a%b -'- 3ab? — b3,

3) (ab)" = a"b",

v @

Qft m ebenfall8 eine gange pofitive Jab!, fo ergeben fidh die
weiteren Regeln

5) a®al — am+n’
am

6) —a;==a’“°", m>n,

7) (@) = a™"%

1*
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6. Wird in Gleidhung 6) die Bedingung m > n aufgehoben,
fo gelangt man 3u ben Definitionen
adl=1,

a—ll

1
=

a

Siir die fo eingefiibrten Potenzen mit negativen Grponenten
gelten bie Gleidhungen 3) bis 7) ebenfalls.

9. Unter der Quabratwurjzel ausd a verjteht man bdie
Babl, welde mit fid felbft multiplicixt a giebt;

x=y/a iit definirt dburd) die Gleidung x*=a.
St a eine pofitive Jabl, jo Hhat ]/Z 3wei reelle MWerthe bie fidh
nmur durd) dad Vorzeidhen von einander unterjdheiden; 3. B. bat
Y9 bie beiben MWerthe + 3 und — 3.

Qft a negativ, jo Hat /a feine veellen, fondbern 2 imagindre
Werthe. Wird

Y —1=1 gefebt, fo hat 3. B. y —9= /9.y —1

die beiden Werthe + 31 und — 3i. Sind u und v reelle Jahlen,
fo nennt man u+ iv eine complere Grdge, und bdie beiden
Grioben

u-+iv und u —iv

heigen conjugirt imagindr.

8. Die nte Wurzel aud a, wo n eine pofitive gange Jabhl
fein fol, d. b.

n
x =Ya, ift definirt durd) die Gleihung x" =a
und Hhat n Werthe; n Deifit Wuvzelexponent.
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Aud der Definition folgt filr pofitive gange m und n

\7—;';“— =a"
d. 5. unter den n MWerthen der lintsjtehenden Wurzelgrdge fommt
aud) a™ vor. Filt mn =1 wird hieraus

n 1
YVal = a”,

Hebt man die Befdrinfung auf, daf 1 ein ganges Bielfaches
von n ift, fo gelangt man gur Pefinition der Potengen mit ge-
brodjenen Grponenten, 3. B.

1 1l n

a’=Ya, a"=Ya.

Tie Regeln 3) bis 7) gelten aud) fiir diefe. Dabei tann bdie
Bieldeutigleit der Wurgeln befeitigt werden durd) die Beftimmung,
bag a und b, fowie die WurzelgroBen, reell und filr den Fall
gevader Wurgelerponenten pofitiv fein follen.

III. Zegavithmen.

9. Gind A und x pofitive Jablen, erftere von 1 verjdhieden,
fo BeiBt bdie (reelle) Brofe y, welde der Gleidhung
AV =x
geniigt, der Logarithmusd von x in Besug auf die Grund-

3abhl A,
y=logx;

x Beift ber NRumerus.
Das Logarithmenfyjtem mit der Grundzahl 10 beift dasd
gemeine ober Brigg'jhe, man jdhreibt

y =log x, wenn 10' = x ift.
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10. Jn jedem Syjtem ift der Logarithmus von 1 gleidh O
und ber Logarithmusd der Grundyahl gleid) 1 denn o8 ii}
A0=1], Al=A\,
Ferner ijt
log (ab) = log a + log b
logga =loga—logh
loga" =nloga
=1
logYa = - log a.
Bermdge bdiefer Gleihungen it fidh cine WMultiplication,
Divifion, Potengirung, Wurzelauszichung mit Hitlfe der Loga-

rithmen uriidfiihren bejw. auf eine Abdbdition, Subtraction,
Multiplication, Divifion.

11. QJm &yjtem bder gemeinen Logarithmen ijt

log 1=0
log 10=1 log0,1 =—1
log 100 =2 log 0,01 = —2

Die lint3jtehenden Gleidungen bejagen: Die gangen Ginbeiten
eined LQogarithmus (Kennyiffer, Characterijtif) betvagen immer
eind weniger ald die Stellengahl bed Numerug. Um negative
Logarithmen (bei echten Brildjen) zu vermeiden, wendet man
beladifdhe Ergingungen an und jdhreibt 3. B.
log 0,5 = 9,69897 — 10 ftatt — 0,30103.
Dber man jdreidt aud
log 0,5 =0,69897 — 1,

und awar Hat man beim Logarithmus immer foviel uegative
Ginheiten angufiigen, wie im Rumerud (lintg) Nullen fteben.
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12. Die Logarithmen mit ber Grundzahl
e =2,7182818 ..
nennt man natiixlidge und febt
y = log nat x wenn &’ =x ift.

Man findet den Logarithmus einer Jahl in einem beliebigen
Syjtem, wenn man ihren natilrlien mit Loge (genommen in
bem betreffenden Syftem) multiplicirt. Log e Heifst der Modulus
bes Qogarithmenjyftems; fiir die gewdhnlidhen Logarithmen ift
der Modulusg

log e = 0,4342945 ..

IV. @Gleidyungen.

18, Qedbe Gleidhung erften Graded mit einer Un-
belannten x Iaft fid) auf die Form

x+a=0
bringen und Hat eine Wurgel

X= —a.

14. 3Bwei Gleidungen exjten Graded mit wei Unbelannten
(x, y) haben im Algemeinen die Form

ax 4+ by=c
X+ by=¢
ndmlid

}. Diefelben exgeben je einen MWerth fiir x und y,

x __¢by — be, _ac, — ca,
=ab, —ba,’ 7 ab, —ba,
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Sur Auffindung diefer Lojung Hat man folgende Methoden:

1) Die Subijtitutiondmethode: Man beftimmt eine Un-
betannte (x) aud bder erjten Gleidung und feht den MWerth in die
aweite, Jo exgiebt fid) eine Gleidung mit einer Unbelannten (y).

2) ®ie Gombinationdmethode: Man beftimmt ein und
biefelbe Unbefannte aud beidben Gleidungen und jeht die gefuns
denen usbdriide einander gleich.

3) Die UdDitions- obdber Multiplicationdmethode
(Methode der Multiplicatoven): Man multiplicict beide
@leidungen mit jolden Factoren, dbaf bei der Addbition nur eine
Wnbefannte iibrig bleibt.

15. Bei einer grogeren Anzahl von Gleihungen und eben-
foviel Unbelannten wenbdet man entweder eine ber genannten
Methoden nadjeinander immer auf je wei Gleihungen an odex
man fdafft nad) der Dethode der Multiplicatoren alle Unbelannte
bi8 auf eine fort.

Bei drei Gleidungen mit drei Unbelannten x, y, z
ax + by + cz=d

ax+by+cz=d,
agx + by + ¢z =d,

Hat man
bie erjte Gleihung mit b,c, — by,
s 3weite » bge—beg
, oritte s be, —Dbic

au multiplicien um y und z gu eliminiven. Ausbriide von ber
Gorm diefer Multiplicatoren nennt man Determinanten und
fchreibt fie in folgender Weife

bycg — by, = l b ¢
b

obet -—' 173

¢ °2
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16. Qedbe Gleidung jweiten Gradbed (quadratifde
Gleidhung) lapt fidh anf dic Form bringen
X?4+ax+b=0
und Dat die beiden Wurzeln
a a?

x]=_§+ Z"—'b,

a a?
w=—3"fi-

Die beiden MWurgeln find (bei reellem a und b)

2
1) reell und vexrjdhieden, wenn a'I>b i,

2
2) reell und gleidy, wenn aZ=b ift,

2
3) conjugirt imagindr, wenn %<b ift.
Bwijden ben Coefficienten a und b und ben Wurzeln x,
unbd x; befteht der Jufammenhang
a=—(x;+1x,), b=xx,
17. Gleidungen von der Form
P+ ax® +b=0

e

18. Aud Crponentialgleihungen von der Form
a‘ =b
findbet man mit Hiilfe der Logarithmen

]o"b
log a

Baben bie Lofung
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V. Beihen

19. Qn einer arvithmetifdhen Reihe ift die Differeny
3weier aufeinanderfolgender Glieder confjtant.
Begeichnet
8 bie Gumme einer arithmetijden Reife,
a bas erjte, t dbasd lepte Glied,
d die conjtante Differeny,
n bie Anzahl der Glieber, fo ijt

t==a-+(@—1)d,

s=a+@+d+@+2d)+------ “+t
a4t —1
=n%=na+9(n—2_)d;

3 B
1+2+3+....+m=nL“‘0+_1).

Sind a, b, ¢ drei aufeinander folgende Glicber einer ariths
metijden RNeibe, fo it b dad arithmetijhe Mittel aus a und ¢,

_a+¢

b="35

20. Jn einer geometrijhen Reihe it der Nuotient
3weier aufeinander folgender Glieder conjtant.
Begeidhnet
s bie Summe einer geometrijhen Reibe,
a bas erfte, t bas legte Glied,
q den conftanten Quotienten, den wir hier der Cin-
fadbeit wegen pofitiv annehmen,
n bdie Angahl dex Glieder, o ift

t = a qll—'i'

s=a+aq+aqi+-.. 4t
" —1_tq—a,

q—1 q—1




3 B

1+ttt ol
a @ al a1 gt a—1

©Gind a, b, ¢ dret aufeinanbder folgende Glicder einer geo-
metrifdhen Reibe, fo ift b dasd geometrijdhe Wittel aus a und ¢,

b= y/a.

Die geometrijhe Reibe a, aq, aq? u. {. w. heifgt fteigend,
wenn der Quotient ¢ > 1, fallend, wenn q <1 ijt.

21. Gine unendlide Reibhe u, u,, v, ..... heifit con-
vergent, wenn der Ausdrud

Sn=uo+u1+u,+---+un_l

fid mit unendli) wadfendem n einem endlidhen, beftimmtien
Werthe unbegrent ndbert; bdiefer Werth heift die Summe der
unendlidhen Reibe. Divergent beipt jebe unendlidhe Reibe, bdie
nidt convergent ift.

Die unendlide geometrifde Reihe a, aq, aq?. ... ijt
convergent, fo lange q ein edyter Bruch bleibt, d. §. wenn die
Reibe eine fallende ift; ihre Summe ijt

a+aq+aq2+o..=_.

Andrerfeitd convergirt die Reihe

1, -'1;, ai,, «ve. fiie alle Werthe von «,

welde grifier al8 eind find, und war ift die Summe

1 1
l+_+_’+....==: bl
a a: a—1

22, Die Reibe vy, uy, vy ...... ift convergent, wenn ihre
@lieder berart abnehmen, daf dad BVerhdltnif jweier aufeinander-
folgender Gliedber — beibe pofitiv genommen —
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u

n+1

g,

bei unendlid) wadhfendem n Heiner al8 eind bleibt, d. b. filr

nu+1)
E— <<l
o).

So ift 3. B. die Reihe a, (a +d)q, (a3 +2d)q? .... con-
vergent, fo lange q ein edyter Brud) bleibt, und war ift ifhre
Summe
B+ (a+d)q-+(at2d)q 4+ =2 4

! e I—q " T—0

23. Der binomifde Lehriap. Filr ein ganged pofi-
tived n iit

(a+Db=a" 4+ na"'b+ n—g;.T—zl)a“" b?
—1)(n—2
+n_—(n lg(l; )a“" b +
Der Binomialcoefficient
nh—1D@O—2....n—m+1)
1:.2:.3....m
ift gleid ber Angahl ber Combinationen ohne Wieberholungen
von n Glementen jur mten Klajje, d. 5. gleih der Anzabhl bder
@ombinationen, bdie entftehen, wenn von n Elementen je m vers
fchiebene ausgewdhlt werben.
il negative und gebrodene Erponenten (n) ift

eeee4nab® "l 4 b2,

(a,+b)“=a“+na"_'b+n—(lll_;21)a“_’b’+----

b
unter der Bedingung — 1 < <1, ober

n(n—1)
1-2

-

QA+ =1+nx+ 24

unter dex Bedbingung — 1 <<x << 1.
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4. Die Reibe fiir den natiirlidhen Logarithmus

x2 x3 x4
log nat (1 +x) =x—§+?__4. +
convergirt ebenfalld fitv — 1 <<x<<1.

Die Reiben

x’ x‘ xs

csx=l—=y5+15.3.4 1.9.3.456.6 " "
. x3 p &J
SX=X—i1Tg3ti.2.3.4.5 "

1 _ x . .

e _l+x+l-2+l-2-3+

gelten fiix beliebige (endlidhe) x.

VL 3Jins- nud Bentenvedynung.

25. CGinfadye Jinfen. Ein Kapital C widit in n Jahren
mit p 9, (Prozent) jahrliden infen auf
K =C(1+n-0,0p),
wo 0,0p filr 50 geldrieben ift.
Gin Kapital C, weldhes in n Jahren mit p ¢/, Jinfen anf K
angewadyfen ijt, hatte die Groe
- K
T 14n-00p
Pan nennt C Borwerth, K Nadwerth). — Ein Kapital

prolongiren beift dben RNadpwerth, didcontiren den Bor-
werth) beredynen.

7. 3infeszinfen. Werden alljdhrlid p 9/, Jinfen zum
Kapital hingugerednet, fo widijt ein Kapital C in n IJahren auf
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K=C-1,0p"
wo 1,0p file 1+ 10 gefdhrieben ijt:
Man prolongirt ein Kapital auf n Jahre, indbem man e3
mit 1,0p" multiplicixt.

Gin Kapital C, dad in n Jahren auf K angewadhfen ijt,
Hatte den Werth

K
C= =K.1,0p™":
109" d
Man didcontirt ein Kapital auf n Jahre, indbem man ed
durd) 1,0p" divibirt.

28. Die Nupung (ber Findgenup) eined Kapitald C in
1 Sahren d. i. der Ueberfdhup des um die Jinfeszinjen vermehrten
Kapitaled fiber dbag urfpriinglidye betrdgt

C(1,0p" —1).

30. Renten. Der Werth fammtliher Renten ift immer
nur fiiv einen Jeitpunft gegeben. Fiir einen beliebigen andbexn
eitpuntt findet man den jugehdrigen Wexth dburd) Prolongirung
ober Didcontitung mit Hitlfe der eben angegebenen Formeln
Re. 27). Unter ,Werth” ift immer der Summemwerth aller
Rentenbezitge, beredinet auf ein und denfelben Jeitpunkt, au ver-
fteben.

30a. Cine jdbhrlide, dbauernbde (ewige) Rente r Hat ein Jahr
vor ihrem erften Ginlaufen den MWerth
_r.
0,0p
Man nennt biefe Rente Bollrente oder, wenn fie jiir einen

weiter jurlid gelegemen Jeitpunft beved)net wirh, Hinteres
Rentenitid.

30Db. Gine jdbrlidhe, n mal einlaufende Rente r Hat ur
Beit des lepten Ciutreffens den Werth
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r
W (] IOP“ - l)'

Man nennt bdiefe Rente vorderes RNeutenitiid, wenn fie
filr ben Seitpuntt ein IJahr vor ihrem erften Ginlaufen beredhnet
witd, und mittlered Rentenftiid, wenn fie auf einen fritheren
Beitpuntt begogen wirbd.

31. Gin SKapitel A, dad alle Jahre um r vermehrt (+)
ober bermindert (—) wird, exlangt mit JinfeSzinfen in n Jahren
ben Werth

A.10p" £ BI:E (1,0p" —1).

32a. Eine alle u Jahre wiederfehrende bauernde Rente B
hat n Jabhre vor dbem erften Einlaufen ben Werh

_k
1,0p" — 1

32b. Gine alle u Jahre, im Gangen n mal, einlaufende
Rente B Hat jur Jeit ihres lepten Gintreffens den MWerth

R
-l_O_pT:—i a1,0p™ —1).
!

33. Gine jabhrlide, dauernde Rente r, bie immer nad
n jdbriger Unterbredhung m mal einldujt, Hat n + 1 Jahre vor
bem erjten Gintreffen ben Werth
r 10pt -1
0,0p ],0pm+n — 1.
Lduft die Rente 3. B. ein

am Gnbe bed 7., 8., 9., 10. Jahres, dbann iwieder
yw w n 17,18,19,2. , ulfi

alfo 4mal in je 10 SJabren, fo bat fie gegenmirtig den MWerth
r 10pt—1
00p 1,0p*—1
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844a. Ginc jabhrlidhe, dauernde Rente, die mit r anfingt
unbd jebesmal um d wadit, hat ein Jahr vor ihrem erften Ein-

laufen den Werth
r d

0,0p T 0,0p%
84b, Gine jihrlide Rente, die n mal einlduft, guerjt in
der Hobe r, bann jedbeSmal um d vermebrt, hat gur Jeit ihres
lehten Gintreffend den Werth

T d nd
(& + go) 009" = D= 5g5
35. Gine jibhrlidhe Rente, die mit r anfingt, jebeSmal um
d widjt und dann, naddem fie n mal eingelaufen ift, dauernd
in der Hdhe r+(n — 1)d wicderbehrt, hat ein Jahr vor bdem
erften Ginlaufen den Werth

L d | — 1)\
0,0p O.UP"'( l,op"“)
36a. Gine alle u Sahre wiederfehrende, dauernde Rente,
die mit R anfingt und jedeSmal um d wdidit, hat u Jahre vor
bem erften Ginlaufen den MWerth
R + d
1,0p* —1  (1,0p" —1)*
86b. Gine alle u Iahre wicderfehrende Rente, die n mal
einlduft, auerjt in der Hibe R, dann jededmal um d vermebrt,
hat gur eit ihres lepten Gintreffens den Werth
R d nd
+ 1,0p™ — 1) ——
(1,0p“ —1 (1,0p" — 1)*)( oF ) 1,0p" —1
87. Gine alle u ahre wiederlehrende Rente, die mit R
anfingt, jebesmal um d wadjt und danm, nad) dem fie n mal
eingelaufen ift, bauernd in der Hdhe R + (n — 1) d fortgebt, hat
u Qahre voe dem exjten Gintrefjen den MWerth
R d S )
]l()p“ —1 (l'opn - 1)2< IIOP(n—l)“
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VII. Waldwerthredinnng.

38, 1inter Bodbenerwartungswerth verjteht man bdie
©Summe der Jeptwerthe aller von einem Bobden ju ermwartenden
Ginnahmen, vermindert um bdie Jeptverthe aller Koften, welde
aur Gewinnung jener Ginnahmen aufgewvendet werben miifjen.

Bezeidhnet u die Umiriebsaeit,

A Dbie Hauptnubung am Ende der Umiriebszeit,

D, eine Bor= oder Nebenuupung, die suerft nad n und
bann immer in u Jabhren cinlduft,

v bie jibhrlid) am Sabhresjdhluffe aufsuwendenden Koften,

¢ bie Gulturfoiten, fo bevechnet fich bei p ¢/, Jinfes-
ainfen der Bobdenerwartungswerth (fitr dben Anfang
eined Umtriebed) nad) der Formel

A+2D, -10p" " —ec-1,0p" ¢
1,0p" —1 0,0p
Hierin bedeutet dbad Zeidhen Z, daB ber bdabinter {tehende

Ausdbrud fiir alle im Umtricb vorfommenden Vor- und Neben-
nufungen ju bilden und hiervon die Summe zu nehmen it

39. lnter bem Grwartungswerth eined Bejtanbes
verfteht man die Summe der Jeptwerthe aller von dem Beftand
3u evwartenden Ginnahmen vermindert um die Jeptwerthe aller
SKoften, welde ur Gewinnung jener Cinnahmen aufgewendet
werben miljjen.

Begeiduet m dad gegenwdrtige Bejtandesalter,

B ben Bobemverth,
D, wieder eine am Schlufje des nten Beftandesjahres ein-
laufenbe Bor- ober Nebennupung u. {. w.,
fo ift ber Bejtandeserwartungdwerth

A+3D_-1,0p°" — (B + EZ—p) (1,0p"™ — 1)

l'opu—m

Sdubert. 2
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40. 1llnter dbem Koftenwerth eined Bejtanbes verjteht
man die Summe bdbexr Jeptwerthe aller gur Hervorbringung bdes
Beftanbded aufgewenbdeten Koften vexmindert um bdie Jefptwerthe
aller Ginnahmen, welde der Beftand fdon geliefert hat. In der
bigherigen Begeidhnung ift diefer Werth

—(B+ 1) (105™ — 1) - ¢+ 1,05® — ID, - 1,05
=(B+ggp) (10F™ — 1) +0-10p™ — 2D, - 1,0p™ ™.

VIIL. Redtwinkelige und Polar-Coordinaten.

41. Nufer einem redhtwinleligen Coordinateniyftem
in der Gbene verfteht man 3wei fidh redhtwintelig Jdneidende
Gerade, auf weldjen je eine pofitive (und eine negative) Rihtung
angenommen ift. Die beiben Geraden Heien Aren und jwar bdie
eine Abfciffenare, die andere Ordinatenare; erftere wird
gewdhnlidh mit X, lepteve mit Y bejcidhnet. Der Schnittpuntt
ber beidben Aren Yeipt AnfangSpuntt oder Rullpuntt.

o4

&ig. 1 $ig. 2.

Nm aud der pofitiven X Ridtung in die pofitive YRidhtung
su gelangen, hat man cine Drehung nm einen redten Winlel
audgufiihren. Diefe fanun entwebder

mit bem lUfrzeiger (Fig. 1) ober
gegen den Ubrzeiger (Fig. 2)



erfolgen. Dadurd) find zwei verjchiedene Coordinatenfyjteme be-
ftimmt, von bdenen bdas erftere in ber Geoddfie, dad anbdere in dex
analytifen Geometrie fiblidh ift.

42. Um in einem redhtwinteligen Coordinatenfyjtem (Fig. 3)
die Lage eined Punlied P zu bejtimmen, fillt man von bdem-
felben Qothe auf bdie beiven Azen (PB und PC). Die Abfdnitte
ber Aren vom Anfangspuntt bid zu den Fufpunlten der Lothe
(AB und AC), und awar mit dem Jeiden +, wenn fie auf der
pofitiven und mit dem Jeiden —, wenn fie auf dexr negativen

o
Su—1—5,
x ) GLJ H T
4] 5
F s gl Y ./

o1

a e W [ -7y k4
r
Big. 3. $ig. 4. Big. 5

Seite der Age liegen, nennt man die redtwinfeligen Coorbdi-
naten bed Puntie8 P. Auf bder Abfciffenare liegt die Abjcifje
(x), auf ber Drdinatenaye die Ordinate (y).
&iit die vier Puntte P,, P,, P;, P, (Fig. 4) find 3. B. die
Goorbinaten
Xy;=a Xj=—a X3=—&a X;= &
i=b yy= b yp=-—b y=-—bh

43, Die Lage eined Puntted P (Fig. 5) Tann ferner be-
ftimmt werden burd) feine Entfernung (r) vom Anfangspuntt A
und den Winkel (p), welden bdie LVerbindbungslinie AP mit bder
pofitiven XRidtung einfdhliept. Die Drehung, bet weldher diefer
Winlel befdjrieben wird, fanun wieber mit ober gegen ben Uhr-
aeiger erfolgen. Die Cnifernung AP=r und bder Winlel XAP=¢

2*
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heigen die Polarcoordimaten bed Puntted P; r heift aud
der Radiusvector; A der Pol, AX die Aze. Bei einer BVermeh-
rung ober BVerminderung ded Winfels o um 4 Redyte dndert fich
bie Lage von P nidt.

Per Wintel tann in Gradmaf ober Bogenmaf gegeben
fein. A3 Einheit (1°) gilt beim dlteren Gradmaf ber 9Oke,
beim neueren der 100fte Theil eined RNedhten. Beim Bogenmaf

Iju\ )
PJI \ b

|
|
|
£
=

Fig. 6.

denft man fih um bden Sdeitelpuntt ded Winfels einen Kreid
bejdrieben (Fig. 6) und bdefinivt den Winlel ald Verhaltnif des
Bogend gum Rabiug,

b

?:—r—-

A3 Einheit gilt alfo der MWinlel (éentrimin!el), bejjen Bogen
gleih bem Radius ijt. Die Jabl = bezeihnet den fladjen MWintel.
Um einen in dlterem Grabmaf gegebenen Winkel in BogenmaB
umaurednen, Hat man bdie Anzahl der Grabe mit %0 3u muls

tipliciren.

IX. Die trigonometrvifdien Functionen.

44. 3wijden den redtwinleligen Coordinaten x, y und
den Polarcoordinaten r, ¢ eined Puntted P (Fig. 7) bejtehen
folgende Begiehungen, welde dbazu dienen onnen, die trigonos
metrifhen Functionen zu definiven:



|
N
—
I

sin ¢ =%, €os ¢ =§,

y x
tang9=';, cotg ¢ =3
sec p =§, cosecq:='—-'-

Der Winkel ¢ ift dabei in der Ridhtung pofitiv u veduen, in
welder man dburd) Lrehung um einen Redjten aus der pofitiven

8. 7 §is. 8.
XUge in die pofitive YUxe gelangt. (In Fig. 7 mit dem Uhr-
aeiger.) TMan fommt alfo aud dbem erften Quabvanten fiber die
pofitive Y¥Uge in den pweiten u. §. Id. (3. B. Fig. 8).

Bejonbere Werthe der trigonometrijden

Functionen®):
o= 0° | 90> | 180° | 270° | 360°
sing = 0 1 0 | —1
co8p = 1 0 (—1 0 &
tang ¢ = 0 @ 0 o | g
cotgp = @ 0 @© 0 ’:
sec g = 1 ©w |—1| o |8
€0sec p == o 1 w | —1

*) Die Wintel find in altem Gradmak angegeben,



— 2

gin 30° = cos 60°° ==l

9 '
sin 45° = c0s 45° = ]/%-,
tang 45° = cotg 45° = 1.

45, Goniometrifde Formeln®).

i 2 = sin
rrmre
1 + tang¢? = sec 93, cos g
1 + cotg 932 == cosecp?, colg 2= 5n ?
1
sing 0% | Qn MWorten: Der Sinus ift reciprot mit
1 _ sec ber Gofecante, bder Cofinud mit bdex
cos ¢ o Gecante, die Tangente mit der
1 Gotangente.
tangs cotg ¢

46. Der Werth ber trigonometrijfen Functionen bleibt
ungednbdert, wenn der Winlel um ganze Vieljache vou 360° ver-
mehrt ober vermindert wird:

sin (p &= k - 360°) = sin o,
k=0,1,2...
cos (p £k - 360°) = cos 3,
u. §. w.

Dabher werden Sinug, Cofinus u. §. w. pexiodifde Functionen
genannt; 360° (ober 2z) Peift die Peviobe.

47. 8in (90° —¢) =cos g,
cos (90° — o) ==sing,
tang (90° — ¢) = cotg 3,
cotg (90° — ¢) = tang g,
sec (90° — @) == cosec ¢,
cosec (90° — ) = sece.

*) Unter sin $* ift Hier immier (sin ¢)* gu verjteBen.
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Diefen Gleidhungen entfpridht die Cinvidhtung der Logarithmen-
tafeln, welde die Logarithmen bder Functionen fitr ¢ bis 45° und
bamit augleid) fiir 45 Hi8 90° enthalten.

48, Functionen von Winleln iither 90° Lonnen mit Hillfe
folgender Tabelle auf Functionen von Winleln unter 90° uriid-
gefithrt werben:

Wintel | Sinus (Sofinuﬁ{ Tangente (Cotangente| Secante | Cofecante

90°+ 3| cosz |—sing [—cotg o |—tang o (—cosecy| sece
160°— @] sing |-cosyp |—tang o |— cotg ¢ [—sec o cosec p
180° +¢|—sing |~cos¢ | tango | cotgp [—sece |- coseco
270°—p|—coso |—sinp | cotgy | tang e |- cosece |—secq
270°+o]—cosp | sing —cotgy |—tangy | cosecy |—sece
360° - ¢|—siny | coso |[—tange |—cotgp | secy |—cosecq,

3 B sin 160° = sin ( 90° + 70°) = cos 70°
oder = sin (180° — 20°) = sin 20°.

il die Rednung empfiehlt fidh bie Anwendung ber erjten,
britten und fiinjten Horigontalreihe. MWan tann fih den JInhalt
ber Tabelle und ber vorhergehenden 6 Gleihungen (Nr. 47) in
folgenden 3wei Regeln merlen:

1) Wird der Winkel gu 90 ober 270° abdirt ober ergdnst,
fo geht Sinug itber in Cofinus, Tangente in Cotangente,
Secante in Cofecante, und umgelelhrt, wihrend bei 180
ober 360 ° die Functionen diefelben bleiben.

2) Die Borgeiden find dadurd beftimmt, daf im 1ten Quas
branten alle Functionen, auferdem aber

Sinus und Cofecante im 2ten,
Cofinud uud Secante im 4ten,
Tangente uud Cotangente im 3ten Quabranten

pofitio find.
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49, sin (a + B) =sina cos B + cos a sin B,
8in (2 — B) = sin a cos 3 — cos a sin f§,
o8 (« 4 B) = cos a cos B — sin a sin B,
cos (2 — B) = cos « cos B + sin a sin B.
sin 2« = 2 sin a cos a, sina = 2sin }acos } q,

cos 20 = cos ? — sin a?, cos a =cos } a? — sin } a’.

1 <4 cos
14 cos a =2 cos § a2, cos%—a=|/-——'_-:2——a:

1—cosa=2sin}a? sinx}a=‘/l—2cos?-

sina + sin = 2 sin § (a + B) cos 1 (@ — ),
sina — sin f = 2 cos § (a + B) sin } ( — B),
cosa + cosfB = 2 cos | (z + B)cos } (a —B),
cosa—cosB =2sin} (z+f)sin] @ —a),

=—2sin} (z + B) sin (= — B).

50. __ tang a + tangB
tang (2 + a)"-1—1’.a.ng'uzt.angﬁ'

tang a — tang §

tang (xa — B)= T+ tang o tangd
1 + tan
tang (45° + o) = ootg (45" — )= T
1 — tanga
tang (45° —_— d.) e cotg (450 + G) — ‘i—_;__‘t'aTg‘a-

sin (@ + B)

tang a +- tang § = cosa cos B’
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sin (@ + 8
cotg a + cotg B=El—l—a—ﬁl_ﬁ)'
Ccos (o —
tang « + cotg f= cos(a o %)

X. Tas veditwinkelige Dreieds.

51. Sn jebem redhtwinteligen Dreied ift bad Quabdrat fiber
per Hypotenufe gleidh der Summe der Quabdrate der Katheten.

B2. Jm redtwinteligen Dreied ift

ber Sinug eined fpigen Winteld gleidh der gegeniiber-
liegenden Kathete dividirt durd) die Hypotenufe,

ber Cofinusd gleid der anliegenden Kathete bdividirt
durd) die Hypotenufe,

bie Tangente gleidh dber gegeniiberliegenden Kathete
binidirt durd) die aniiegende,

bie Gotangente gleih der anliegenden Kathete divi-
birt dburd) bie gegeniiberliegenbde,

bie Secante gleid) ber Hypotenuje dividirt durd) bdie
anliegende Kathete und

bie Cofecante gleid) der Hypotenuje dividirt durd) die
gegeniibetliegende Kathete.

Qn Formeln: (Fig. 9)

) a _b _a
sina =, cosa=-—, tang a =g

cot b sec ° cosec ¢
= — o= — o= —
ga=3 b’ a
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53. Werden von den Gndpuntten einer Strede s Lothe auf
cine @Gexade gefdllt, fo ift bie RLinge dev Projection

=8§-C0S q,

. 2|

/‘é: s | & ’
Fig. 10a. Gig. 10b.

Fig. 10c.

wo a bden Neigungdwinfel bder beibem Linien beyeidynet
(Big. 103, b, ¢).*)

XI1. @rigonometrifdie Hihenmeung.
54. Aul der horijontalen Eutfernung e eined Gegen-
ftandes (Fig. 11) und bem Hiohenwintel « erhdlt man die Hohe
h=etanga.

$Hierbei ift angenommen, daB der Fuppunlt des Gegenitandes fidh
mit dbem Sdeitelpuntt des Winleld « in derfelben Horigontals

*) Die Projection eincd ebenen Fladenjtiides F auf eine Gbene ift
gleid F cos a, wenn « den Fladenwintel bejeidhnet, den die Ebene von F
mit dber Projectiondebene einjdlieht.
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ebene befindet. Riegt der Jufpuntt um dasd Stild 1 tiefer (Fig. 12)
fo ijt 1 au bem obigen Uusdrud zu addiren.

g

-

a

.
. . 2 e

T ——— —_——

Gig. 1L Sia. 12.

55. Crideint die Spige eines fenfrediten Gegenjtandesd
unter dem Hohenwintel «, der Fuppuntt unter dem Winkel B, fo
ift bie Hohe (Fig. 13)

h = e (tang a« — tang B).
Hier find « und B ald Hohenwintel pofitiv, al8 Iiefenwintel
negativ au nehmen. So it 3. B.
filx @ =30° und g =—20°
h = e (tang 30° + tang 20°)
ober filt a = — 10° und B = —40°
h = e (tang 40° — tang 10°).

=

$ig. 13. $ig. 14.

An Ctelle de8 Hihen- oder Tiefemwinfeld a fann aud) bdad
Steigungs8: ober Gefdllprogent p gegeben fein, und zwar
ift (Fig. 14)

tanga=—1%6 ober p = 100 tang «, alfo h=-l-g—0 e.
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56. Der Hohenunteridied h, zweier Punttc A und B
per Grboberflidhe (Fig. 15), d. h. dbie Steigung von A nad) B

/._...:ﬁ's-.._.—.—:’_'_ ———gm = m—anad

Gig. 15.

wird unter Beriidfidtigung der Crdfriimmung und Strahlen-
bredung ndherungdweife gefunden nad) der Formel

b, = etanga <+ (1 —k)%+i——l.
$Hierin bebeutet
e bie horigontale CEntjexrnung von A und B,
a den Hihemwintel,
k eine von ber Grdfe der Strahlenbredhung und damit
vom Luftauftande abhingige Jabl,
R ben Grdradius,
i bie Jnjtrumenten- und
1 bie Latten: oder Signalbhihe.
Durd) Ginjehen der mittleren Werthe k = 0,13, R = 6380 000
(Meter) exhdlt man fiix die Horizontcorrection

e

02
(1 — k) 33=0,068 (1-006

\2
/.

XIL. @oordinatenveduung.

B%7. n ber Geoddfie ift ein rechhwinfeliged Coordinaten-
fyitem iiblich, deffen pofitive XAxe nad) Norden (oben) und defjen
pofitive Yze nadh Often (rechts) zeigt. Den Winkel, weldhen
cine Ridtung AB mit der pofitiven XAre einfdliet, nennt man
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bad Azimut der Ridhtung AB und begeidnet e8 turg mit (AB).
Dajjelbe wird von ber Nordridhtung aud pofitiv fiber Djten ge-
redynet und HeiBt demgemdp ditlides Apimut (Drehung mit dem
Nhraeiger, Fig. 16). Jwei verjdicbene Bezeidynungsweifen bdes
Azimutd (AB)=o find aud Fig. 17a und 17b erfidhtlidh.

Olondd) -
ES) \ 3 K
8 ik @
% 1 7
e
o ¢
| g
: »qy (0t
ig. 16. ia. 17a Big. 17D,

Bei einer Aendberung des Azimutd um 360° bleibt die Ridh-
tung Dbiefelbe. Jeber geraben RLinie Fommen wei Azimute 3u,
die fidh um 180° unterjdheiden

(AB) = (BA) =% 180°.
58. Begeihnet w, (Fig. 18) bden von bder Jugridhtung
P,PiP; lint8 gelegenen Winfel der beiden Geraden PP, und
5,

Fig. 18.

PP, (Bredungdwinlel) und find «, und o, bie Asimute bdex
Ridtungen PP, und PPy, fo iit

a, = ag + w; &= 180°,
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©ind mehrere Puntte Py, P,...P , P durd) einen gerad-
finigen 3ug (Polygonaug) verbunden (Fig. 19) und beseihnen
dg, @ - . . a, dieUgimute der eingelnen Geradben (Seiten), w,, Wy ... W,
die Bredjungswintel (Polygomwinkel), fo it

@, =a, + (Wy + Wy + -+ w ) —n-180° = k- 360°,

Fig. 19.

1o k eine ber Sahlen O, 1, 2... bebeutet und jo 3u wihlen ift,
baf a, awijden O und 360° liegt.
Qn einem gefhloffenen Polygon von n Punlten ijt die

Winleljumme
= (n — 2)-180°.

59. Aus Yzimut und Lange der Berbindbungslinie
3weier Punlte, fowie ben Coordinaten eines Punites
find biejenigen des anbern u berednen.

Gegeben: Die Coorbinaten y und x bdes Puntted P, bas

Azimut (PP’), die Entfernung PP,

Gefudit: Die Coordinaten y' und x’' von P'.
Die Ldjung der Aufgabe ift enthalten in den Formeln

y =7y + PP’ .sin (PP")
x' =1x + PP’ cos (PP').
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Die Diffevengen (y'—y) und (x'—x) nemnnt man Coordbinaten-
ftiide oder aud) Sinus- baw. Cofinusprodutte und bezeichnet fie
mit Ay byw. Ax.

Diefe Aufgabe Tommt wieberholt bei der Berednung
eined Polygonzuges zur Amwendung. Jm gejdloffenen
Rolygon muf man fdhlieplid) wieder auf die Anfangdcoordinaten
suriidfommen, d. §. die Summe ber Coordinatenjtiide muf
Rull fein,

) 0o — Y1) =0 2 (Xg =1, ) =0.

60. Aus den Goordinaten weier Punlte ijt das
Azimut und dbie Linge der Werbindungslinie au be-
tednen.

@egeben: Die Goordinaten y und x von P

y’ ” x’ ” P,‘
Gefjudt: Dasd Wzimut (PP’) und die Gntfermung PP'.

RNaddem dad zimut aud der Gleidhung

tang (PP') = i, : i
berednet ift, findet man

=Yy -y _ ¥—X
PP = (PP') ~ cos(PP)
Bei der Beftimmung des Agimuts it ju beadyten: die Borgeiden

y—y .
von ;— Idnnen fein
+ . + . - —
evftend ——, gweitens —,  Ddritten8 —, viertens ——

Im erften und bdritten Falle jud)t man den Winlel bei log tang
auf und awar ijt derfelbe im erften Falle unmittelbar aus bder
Tafel zu entnehmen, wdihrend im dritten 150° u addiven find.
Qm gweiten und vierten Falle {dligt man bei der Cotangente
auf und hat MNeungig Grad zu abdbdiren, wenn dasd Jeiden — im
Nenner, Jweihundert und fiebzig, wenn e8 im JFahler fteht.
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Bur Probe Tann man nad) der Formel
o "y X+ y’ - (X "‘l_'__y_)
tang (45° + (PP")) = oYy —G—y)
redynen.

Bont den beidben Werthen fiix PP’ ijt berjenige genamer,
bejlen 3idhler und RNenner die griferen Jahlen find. Jur divecten
Beftimmung der Entfernung PP’ aud den Goorbinaten dient bie
Forxmel

PP = y/(y — 7)* + (x' — x)%

XIII. Bas [djiefwinkelige Dreieds.

61. MWir begeidhnen die Seiten mit a, b, ¢, die gegeniiber-
liegenden MWinlel mit «, B, 7y, den Radiud bded eingejdriebenen
Kreifed mit p, bden des umidriebenen mit r, bdie Halbe Summe
der Seiten mit s.

Der Sinusdfah. Sn jebem Dreied verhalten fich bie Seiten
wie die Sinud der gegeniiberliegenden MWinlel, und war ift

a b ¢

= = = P,
sina sinB siny

Diefer Sap dient jur Beredhnung dbed Dreieds, wenn gegeben find

1) eine Seite und die Winlfel ober
2) jwei Seiten und ein gegenitberliegender Winlel.

62. Der Cofinusdfah. Jn jedem Dreied ift bad Duadrat
ciner Seite gleid) der Summe bder Quabdrate der beiden anbern
©eiten permindbert um bdad doppelte Prodbult aus diefen beiden
Seiten und dem Cofinus des eingefdlofjenen MWintels,

¢? = a4+ b?— 2ab cos .

$ieraus folgen die sur Iogarithmijdhen Beredhnung geeigneten
Formeln
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sm,},_‘/@_':b)—(s_c)'

cosi a _‘/s (8 — a)'

tang 4 a = (s:%a—)_c)'
ober wenn p = (8—8)(8:*')(8—0)
eingefithrt wird:
tang § a=_—F—,
und ebenfo
tang} p=—F, tamgiy=F—

Hiernad) finbet man die Winlel des Dreieds, wenn
3) bie dbrei Seiten gegeben find.

63. Die GauBifden Formeln

a+b_°°3*}(“—p)
c —cos-.}-(a+[3)'

a—b sin § (2 —B)
¢ sin (2 +B)
odber die dbaraud folgende Tangentenformel

a—b_tangi-(“—ﬁ)
a"*'b_tamg,}(at+ﬂ)

bienen ur Berednung der fehlendben Dreiedjtiide, wenn
4) 3wei Seiten (a, b) und der eingefdlojjene Win-
fel (v=180° — (z + B)) gegeben find.
Sdubert. 3
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Qeptere Aufgabe Pann man aud) unter Cinfithrung eines
Hiilfswintels (¢) [bfen durd) die Gleidungen

a sin
tang o= b T,
__sinysing
8= G — <)

XIV. @reoditifdie Anfgaben,

64. Borwdirtdeinfdneiden. Aus den Coordinaten
aweier Puntte A, B und dben MWinkeln ded Dreieds ABC
find die Coordinaten ded dritten Punlfted C ju be-

retnen.
Gegeben: Die Coordinaten y, und x, von A,

Yo » X w B,
die Winlel «, B, 1.

Gefudyt: Die Goordinaten y und x von C.
Die Puntte A, B, C follen lints hYerum aufeinander folgen
(&ig. 20).

e

®
Big. 20.

Agimut und Linge der Dreiedsfeite AB findet man nad) den
Formeln
Yo—Ya
n—1x,'

tang (AB) =

=Y X

AB = 2 (&B) ~ cos(AB)
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Dann bevednet man die Agimute der Dreiedsfeiten AC und BC,
(AC) = (AB) —a, (BC)=(AB) -+ B =+ 180°
[Probe (AC) — (BC) =7),
ferner bdie Qingen
AC=$n%sin 8, BC=£—1?§8in a
und fdhlielid) dbie Coordbinaten von C,

y =y, + AC.sin (AC) =y, + BC - sin (BC)
x=1x, + AC.c0os(AC) =x, + BC - cos (BC).

65. SfKann man in ber Geraben AB nidht vifiren, da=
gegen bie Wintel CAP = ¢ und CBQ == ¢ mefjen (Fig. 21), und

[
. g
L
. v/
B
Fig. 2L

find aufer ben Coordinaten von A und B diejenigen von P und Q
befannt (y, x, und y,, x.), fo beftimmt man junddit bie Ajimute
(AP) und (BQ) aus

Yp—

tang (AP) = i‘ und tang (BQ) = i“ %,
a

e *p

Durd) Subtraction ber (vedytdherum gevedyueten) Wintel ¢ byw. ¢

erhdlt man bdie Agimute dber Dreieddfeiten AC und BC, ndmlid
(AC)=(AP)—¢9, (BCO)=(BQ)—¥.

Das zimut der Grundlinie AB ift wie vorher aus den Coordis

naten von A und B au beredhnen, und e8 ergeben fi) bann die
DreiedSwintel ausd den Formeln

3*



a = (AB) — (AO),
8=(BC) - (AB)* 180°,
1 = (AC) — (BC).

Damit ift die Aufgabe auf die vorftehende suriidgefihrt.

66. Ridwdartseinfdneiden. Die gegenieitige Lage dreier
PBunlte A, B, C (Fig. 22) ijt bejtimmt durd) die Enifernungen

AB=¢, CB=a

Fig. 22,

und den Wintel
ABC=3§.
Bon einem viexten Punlte D ausd find die Wintel
ADB=+y unb CDB==«

gemeffent; e8 follen baraud bdie Minlel
DAB=1¢ und DCB =4,
jowie die Cntfernungen
AD=1, BD=m, CD=n
beredhnet werbden.

Diefe auerit von Snellind behanbdelte Anfgabe wird gewdhn-
lid) nad) einem fpdteren Bearbeiter Pothenot benannt.
Die Wintel ¢ und ¢ findet man aud den Formeln
2+ ¢=2360°—(a+B8+7),
csina
asiny'
tang 4 (p — §) = tang § (¢ + ¢) cotg (1 4+ 45°),

tang p.=
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{?=4}(<?+ P +3@—9)
=3 +P—31@F—9-
Die Cntfernungen 1, m, n ergeben fih nad) dbem Sinusjape:

c a
= —5i =-—gi U
l=— 7ein (+9) =g sin(@+9)

. ] N . a .
m-—;i—lﬁ'smqa—si“smq».

@eometrifd) wird die Aufgabe geldjt, indbem man iiber a einen
Kreigbogen conftruirt, der ben Winkel «, und ilber ¢ einen, der
ben Winlel v faBt. D ijt der Snittpunlt der beiden Kreife.
Die Aujgabe wird unbeftimmt, wenn D auf dem Kreife liegt, der
burd) die drei Puntte A, B, C gebt.

67, DieAufgabe der 3wei unzugdngliden Punite.
us der Cntfernung jmeier (ungugdnglidher) Puntte A, B (Fig. 23)
und den auf awei andeven Punften P und Q gemefjenen Winteln

APB=gqa, BPQ=§, PQA=7, AQB=3

ig. 23.

follen bie Mintel
BAP=¢, BAQ=¢', QBA=¢, PBA=¢,
fowie bie Entfernungen
AP, BP, AQ, BQ und PQ
berechnet werben.
Die Wintel ¢ und ¢’ finbet man mit Hillfe der Formeln
¢—¢ =180°—(«+ B +7),
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_ sinagin(y 4 9)
{tangp.— sinBsind '

tang § (¢ -+ ¢') = tang  (p — ¢') cotg (1 — 45°).
S gleider Weife laflen fid) die Winkel ¢ und ¢’ bexedhnen; doch
Eonuen diefelben aud) aus den Formeln
b =180 — (¢ +9)
¢ =180°—(p + a)
bejtimmt werben. ?
Die gejudhten Enifernungen ergeben fid) dburd Anwendung
bes Sinusdjapes.

XV. Analytifde Geometrie.

68, DBWir legen dad redhtwinlelige Coordinatenfyjtem ju
Grumbde, in welgem man eine Drehung von 90° gegen den Uhr-
aeiger ausfithren muf, um aus der pofitiven x-Ridhtung in die
pofitive y-Ridtung su gelangen.

Die gerabe Linie
(BC in Fig. 24) hat bie Gleidung
y=ax-b.

7

s

ig. 24.

Darin bebeutetb =AC ben Abjdhnitt auf der y-Axe,a = % =t{anga

die Tangente des Winlels, den bie gerabe Linie mit der Abfcifjen-
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age bilbet, von der pofitiven x-Ridtung ausd gegen bden Whrzeiger

geredyuet.
Die Coordinaten dber Sdnittpuntte gweier Geraden
y=ax-+Db,,
y=2ax-+by

erhilt man bdurd Aufldfung bder beiben Bleihungen nad bden
Unbelannten x und y.

Die Kegelfdnitte odber Curven weiter Ordnung.
69. Gin Kreid mit dbem Radiusd r Hhat die Gleidung
xﬁ + y2= rz'

wenn bder Coordinatenanfang im Mittelpuntt liegt (Fig. 25a),
und die Gleihung

(X - !‘)’ + y2 = l",

§ig. 25a §ig. 261, Big. 26

wenn dex Goorbinatenanfang auf der Peripherie liegt und die
Abjciffenaze durd) den Mittelpunit geht (Fig. 25b).

70. Die Gleidung
¥ =1px ober y =}/ px

ftellt eine Apollonifdge Parabel dar (Fig. 26). Der Anjangd:
puntt der Coordinaten fallt mit dem Scheitel, die x-Ridhtung mit
ber Are ber Parabel gujammen.

Der Puntt F auf der Are, der vom Scheitel A um die
Gtrede AF =1/, p entfernt ift, heift Brennpuntt. Gin durd F



— 40 —

und einen Punkt ber Parabel gehende Geradbe Heilit dber Brenn-
ftrahl odber Radiusdvector diefed Punttes.

Jede Tangente fdhliefit mit bem Brennjtvahl ded Berlihrungs-
yunttes und der Age gleihe Winlel ein; die Normale PN (in Fig. 26)
Halbirt alfo ben Winkel FPF,, wenn PF; parallel gur Age verlduft.

Durd) Drehung bder Parabel um ihre Are entjteht dasd
Paraboloid (Rotationsparaboloid). Jeber Sdnitt fentredht
gur Age ift ein Kreid, jeber Snitt in der Aze ift eine Pavabel.
(Brennipiegel.)

¥1. Die Gleidung

ftellt eine Gllipfe dar (Fig. 27). Der Coordinatenanfang liegt

*'1’#
o CETY 2
— 7}\\
/ L \'\__ \|I
%U‘—/‘T“?’ )
c.

1)

Sie. 2.

im Mittelpuntt, die Coorbinatenaxen fallen mit den Agen bder
Gllipfe aujammen.

a= AB = AB, ift bie grofe,

b= AC = AC, bie Heine Halbare.

Die Grofe e = y/a?—b? heift die lineare, c=% bie nu-
merijde Greentricitit. Die Punfte F und F, auf der grofen
Are, weldje um dbie Strede e = AF = AF, vom Mittelpunit A
entfernt find, DeiBen Brennpuntte.

Gilr jeben Puntt (P) dber Clipfe ijt dbie Summe der Breun-
ftraflen gleid) ber grofen re,
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PF + PF, = 2a,

Die Tangente fdhlieht mit den beiden Brenmftrahlen bded
Beriihrungdpuntied gleidhe MWinfel ein, die Normale Halbirt alfo
ben BWinlel der Brennftrahlen.

Durd Drehung der Glipje um bie grofe Are entjteht ein
verldngerted Rotationdellipfoid, bdurd) Drehung um bdie
feine Aye ein abgeplatteted. Fiir die Crde it

bie Halbe grofie Are. . a= 6378 249 Meter,
bie Halbe Rotationdage b = 6 356 515

"

72, Die Gleidung

2l b1

ftellt eine Hyperbel dar (Fig. 28). Der Coorbinatenanfang liegt

(x)

Gig. 28.

im Mittelpuntt, die Abjciffenlinie jallt mit der Hauptare, die
Orbinatenlinie mit dex Nebenare der Hyperbel ujammen.
a=AB=AB, und b=B,C=B,C,

find bie beiden Halbayen.
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Die GrdBe e = j/a? + b2 heifit die lineare, e = % bie nu-

merifde Cxcentricitit. Die Punfte F und F, auf der Hauptage,
weldje um bdie Strede e = AF = AF, vom Mittelpunlt A ent-
fexnt find, HeiBen Brennpuntte.

e jeden Punlt P der Hyperbel ift die Differens dex Brenns
ftrablen gleid) ber Hauptaxe,
PF, —PF =%

PF —PF,=2a
fitr den linfen Jtweig der Hyperbel.

Die Tangente im Punfte P Halbixt den Winfel FPF, ber
beiben Brennitrahlen.

Die beiden geraden Linien (AC und AC,) mit ben Gleidungen

fiix ben redjten,

b b
y=gxumby=—-—x

Heifen die Afymptoten und bexlihren die Hyberbel im Unendlidhen.
Qft a=">, fv Deifit bie Hyperbel gleidjeitig.

3. Die Gleidhung
y—ax—b)y—ax— b)=0
ftellt ein Qinienpaar dar, db. h. ein Syjtem von wei gevaben

Linten.
y=ax+b und y=a,x+b,,

w4. Bon dent

Gurven hdherer Ordnung

betrachten wir nur die Semicubifdhe oder Neil'jdhe Parabel,
welde bdie Gleidjung

y3==px3 ober y = /px?
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bat (Fig. 29). Der Sdjeitel (die Spihe) der Curve liegt im
Goordinatenanfang (A), die Nge derfelben fallt in die Abjcifjen-
Tinie.

Durd) Rotation der Neil'jdhen Parabel um ihre Axe entjteht
bag Neiloid.

XVL Eladyenberednnng.
5. AlB Fladeneinheit gilt ein Quadrat, deffen Seite
gleid) ber Langeneinfeit ijt.
96. Gin Parallelogramm Hat den Fladeninhalt
F =gh,
wo g bdie Grundlinie, h die Hdhe bedeutet.
99, Fiir bad Dreied gelten die Formeln

F=}gh $ierin bedenten:
=ps a, b, ¢ bie drei Seiten,
a, B, v dre gegeniiber-
=ysE—a)e—b)(s—c) Tiegenben Wintel,
abe p ben Rabdiusg des ein-

ar gefhriebenen,

=} absiny r den bed umfdhriebe-
¢?sin a sin B o nen Kreifes,
= T osiny —§'cotga+cotgﬁ a+b+cb¢nbals

== 2r3gin a sin  sin y

ben Umfang.
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¥8. Gin Paralleltrapey mit den parallelen Seiten a
und ¢, der Hohe h und der Mittellinie m Hat den Fladeninhalt

F=——h=mh

-

79. Gin Polygon von n Seiten, defjen Cdpuntte die
tedhtwinteligen Coordinaten

{h' Yzl Ys' “”Yn
L X X X
Haben, 1apt fidh) berehnen nach einer ber Formeln

F = (y,+Ya) (22 —Xy)
+ (2 + ¥3) (x3 — X9)

+ (5 +7Y,) (£, —%p)

-2F= (x;+3)F:—Y)
+ (xq+ X3) (Js — Vo)
+ (x,+X%,) (¥, — Yo
ober einfadjer
9F = y,(x,—x,)
+ ye (xs —Xy)
+ ¥y3 (xy —X3)

— 2= x,(J,—7Y,)

---------

+ X,y ~ Va1
DHierbei ijt dad in der Geoddfie fiblide Coordinateniyjtem 3u
Grunbde gelegt (x nad) Norden, y nad Often), und die Punlte
1, 2, 3... folgen fo aufeinander, bafy bie Polygonflide gux
Linten Itegt Bertaufdht man y mit x, ober 3ahlt die Punlte in
umgelehrter Reihenfolge, fo dndert ficdh bas Borgeidhen von F.
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80. Bejeidhnet r den Radiusd, d=2r den Durdmefjer,
u=2xr ben Umfang eined Kreifes, fo ift dbie Kreidflade

21 pd?= =1
F=rr?=1nd?’=}ur=1ud

Gin Krei8ausdidnitt odber Sector mit dem Bogen b
und dem Centriwinlel ¢ (in Bogenmah) hat den Inhalt

F=)br=}er2

Der Fladheninhalt eine8 Kreidabjdnittes ober Seg-
mentes ijt

F=1r(p —sing).

Der von wei concentrifden Kreifen mit den Radien R
und r gebildete Ring Hat den Flddeninhalt

F = = (R?—1?).

Begeidinet U = «D den Umfang de3 groferen, u = =nd den
bed Meineren Kreife8, b =R —r die Breite ded Kreidringes, fo
Bat man aud)

Handelt e3 fidh) um einen Baumquerfdnitt und betradytet
man den Kreidring al8 den in t Jahren erfolgten Juwads der
Heineren Kreidfldde (xr2), fo ift das jabhrlide 3uwadhsprozent

400b /. b
p=7%g ('+3)

b. §. ber bdburcdhjdhnittliche jahrlide Suwad)s betrdgt po/, der
Anfangsfidde. Bezeidhnet n =% die Anzahl der Jahresringe,
welde durdyfdnittli® auf die Langeneinbeit gehen, jo wird

400 b
P=aa(l+a)
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81, Gine Gllipfe mit den Halbaren a und b Hat den
Flddheninhalt
F = zwab.

82, 3Jur angendberten Berednung einer Flide
(&ig- 30) von bder Linge h, theilt man h in n Ubfdnitte
4, 1g 1y, ... 1, Dbeftimmt bie Breiten gy, gy, Baro---- g
und fept

2F =1, (8o + 8) + 12 (8, + &) +++- -1, (8, + &)

Fig. 80.

Sind die n Sectionen von gleidher Linge, fo wird

h
=n_('}80+8'1+82 ety + '}8,,):

ober genauer, wenn n eine gerade Jahl ift, nadh) der Simpion-
fhen Regel

h
F=r @ +4[81+8+ - 8y, ] + 2[8s+8, +-- 8, 5] +8,).

XVII. &sorperberedunng.

83. AB Raumeinheit gilt bas Bolumen eined Witrfels,
deffen Kante gleid) der Léingeneineit ijt.

84. Gin Pridma hat den drperlihen Inhalt
J = Gh,



— 47 —

wo G bie Grundflidie, h bie Hihe, d. h. den fenfredhten Abftand
ber beiben Enbdfldden bebeutet, ober

J=Qs,

wenn 8 bie Linge der Seitenlanten und Q ber fenlbred)t bdagu
gemefiene Querfdnitt (Rormalidnitt) ift.

Gin fdief abgefdnittenes dreifeitiged8 Pridma (prismatijder
Abfdnitt) mit den Seitenfanten a, b, ¢ und dem Normalfdnitt
Q Bat das8 BVolumen

I=Q a+ ; +c

85. Der Inhalt einer Pyramibde ijt
J=} Gh,

unb wenn diefelbe dburd) eine gur Grundfldde (G) parallele Cbene
(g) im Abftande h abgeftumpft ift.

J=1(6+g+ J/Gg)h.

86. Cin von 3wei parallelen Grundfliden G und g, jowie
von Pavaleltrapezen, Parallelogrammen odbex Dreieden al3
Geitenflidjen begrengter Korperftumpf witd beredynet nad) der
Formel

J=1(G+g+4y)h

Hierin bezeidhnet v den parallel zu dben beidben Endflichen in bder
Mitte ihres Abjtanded (h) gefihrten Duerjdhnitt (Mittelflice,
Mittelfigur).

Sind G’ und g’ bie Queridnitte in 1/, baw. 3/, dber Hike,
fo gilt aud) die Formel

J=1(26'+2¢ —7h

87, Die Obexfldde eined geradben Cylinders feht fich
sufommen aus ben beiden Grundireifen 2G = 2=xR*?
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und bem Pantel
M = 2zRb,
wenn R der Radiud ded Grundlreifesd ift.
88, Der Mantel eines gevaben Kegels Hat den Fladens

inhalt
M = =Rs,

wenn s dbie Seitenlinie bedeutet.
Bein abgeftumpften geraden Kegel (Fig. 31) ift der Mantel

M==zR+1)s,

alfo die Dberflide
0==R2+1)+xRB+71)s
89. Die Oberflidhe einer Kugel vom Radius r ijt dasd
Bierfadje eined ifrer groften Kreife,
0 = 4nrd,
Die Kugelzone d. h. der Theil der Kugeloberfldde, bdex
awiffen 3wei parallelen, die Kugel jdhneidenden Ehenen liegt, ift
F = 2zrh,

wenn h bdie Hohe der Jone d. . den fenfrechten Abjtand bder
beiben Ebenen bezeidynet.

Die Flade eined fpharifdhen Dreieds mit den Winleln
a, B, 7 (in Bogenmah) iit

F=@+B+1—mr,
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ober wenn bie Winlel in  dlterem Gradmafe gegeben find
(A B, Q)

F=%,(A + B+ C — 180°) 3.
Die Gridpe
ge= A o+ B 4= C — 180°
eift fpharifder Cxceh; dburd Ginfilhrung defjelben wird

F =ﬁ%; er? pber umgelehrt ¢ = lio g

Auf ber Grdoberflihe betrdgt bder fpharifhe Creep fiir ein
Dreied von 10 Quabdratmeilen Inhalt faft 3.

90, Der Jubalt eined Eylinbers mit der Grundfldde
G = =R? und der Hihe h ijt
C == Gh == =R,

91, Der Subalt eine8 Paraboloids ijt
P==4 Gh=1h,

wo 7 wiedber bie Mittelfidde bedeutet.

Fiir ein abgeftumpftes Paraboloid mit den parallelen End-
fldden G und g ift der Inhalt

P,=%(G+gh
ober audy == 1h,
92, Der Jnhalt bed Kegels ift
K=} Gh=4$1h,

ber bed abgeflumpiien Kegels
€dubert 4



K,=}(6+g+ ;/G_g)h
=3@®+2+B)h=2(CF)h+ 2 (B ) n
=50+ @+D) h=T2F) 1+ 5 (3% h

=1h + 5 v?h3,
Piexin bedeutet D = 2R den grdferen, d = 2r den Heineven Durdh-
meffec unb v= 23 bie Mbbolyigteit b. b. bie Ubnabme bes
Durdymefjers auf je eine Ldngeneinbeit der Hilhe.

93, §ilr Pavaboloid und Kegel gilt die gemeinfame Formel
P. =
K‘_____} 1@+ 37)h,

wo g eine Gndflddhe und ¢ den Querfdhnitt bedeutet, der um
2h von g entfernt ift.
Site die vollen Korper ift (g =0)

A ET0

@28 ift bann ' der Querfdnitt in 1/, Hohe (von der Grund-
flade aus gerednet).

94, Der Inhalt eined Neiloids it
N=16b=2h=1vh
und der eined abgeftumpften
1 3 L
95, Gin Korper, der awijdhen pwei parallelen Eudfidden

(g unb G) liegt und defien paralleler Querfdnitt im Abftande x
pon ber einen Cndflide (g)
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1(x) = a + bx + cx3 4 dx3
ift, bat dbad Bolumen
V = ah + } bh? + § ch® + } dh*,

wenn h den fenfredhten Abftand der beidben Enodfiiden bebeutet.
Filr derartige Kdrper gelten aud) die Formeln

V=1G+g+4)h
und

V=3(6C +2 —1)h,
wenn

1=1(4h), ¢=1(}bh), & =1(3h)

ift (ogl. RNr. 86).

Beim Paraboloid verhalten fih die Querfdnitte (fenlredht
aur Are) wie bdie zugehdrigen Hiben (von ber Spie aud ge-
rednet), beim Kegel wie die Quabrate dexr Hihen und beim
RNeiloid wie die dritten Potengen.

Die eben angefithrten Formeln gelten alfo aud) fiir die ge-
nannten Kdrper.

Gbenfo laft fih der Inhalt der Kugel und de8 Rotations-
ellipjoidd nad) diefen Formeln beredhnen (d = 0).

96. RKbdrper, die in eine ©pige verlaufen und deren
parallele Duerfdnitte fid) verhalten wie die mten Potengen bder
augehdrigen $Hdhen (von der Spike aus geredynet), Haben basd
Bolumen

V= ;}ﬁ Gh.
m bebeutet eine pofitive 3ahl; fiir m =1, 2, 3 erhdlt man byw.
wieder bie Formeln filr die vollen Paraboloide, Kegel, RNeiloide.
4.
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997. Mit Hillfe der Formaahl f, der Hihe h und eined
im UAbftande I von der Grundfidde G gemefienen Queridnittes Q
beftimmt man den Jnhalt eined Baumjtammed nad) ber Formel

V = fQh,

woraud umgelehrt f= QVT folgt.

Berhalten fih die Vuerfdhnitte wie bie mten Potengen bder
augehdrigen Hoben, fo ijt
1
(1* -
it a8 Paraboloid ift m =1 alfo = - —

1 -

(l ] )3 '

1
Z (l z)a

St ¢ eine conjtante Linge (Brufthohe 1,3 Deter), fo ergeben
fidh die , Brufthdhenformaahlen”. Diefelben uehmen mit wadyjender
$Hibe ab.

Nimmt man das BVerhiltnif /: h conjtant, 3. B. 1:20, fo
entftehen die von der Hihe unabhingigen ,edjten oder Normals
formaabhlen”.

MWitd 1=0 genommen, d. h. nur bder oberhalb ded ges
meffenen Querfdnitted (Q) liegende Theil des Baumes berids

1. ,Ubfolute Formaahl".

!

c.\:| — 0O]
= e~

fiiv ben Kegel ift m==2 alfo f=

fitr ba8 Neiloid ijt m=3 alfo f=

98. DBejeidhnet b’ diejenige Hohe, in welder der Durd-
mefjer eined Baumiftammesd halb fo grof ift, wie in der Grund-
flide G, fo gilt fiir a3 Paraboloid und den Kegel die gemeins
jame Formel

E_)dor,



wdihrend fiir bad RNeiloid
N =0,6756.. Gh’' =4 Gh’-1,013.. ift.

Der Puntt des Baumes, in dbem ber Durdymeffer die Halfte
bes unteren betrdgt, Heipt nad) Prefler ,RNidtpuntt’.

99, Der JInhalt einer Kugel vom Rabdius r ijt

J=4ms
Die orperlige Kugelzone hat bas BVolumen
J =} =h (3a? + 3b% + h?),

wo a und b die Radbien dber Grundlreife bedeuten und h die Hohe
der Jone ift.

Gin Kugelabjdnitt (Segment) ijt
=} =h?(3r — h),

ein Kugelausjdnitt (Sector)

~. _

#g. 2
=3rth (Fig. 32).

100. Die Guldin'{de Regel:

Die Oberflide cines NRNotationstirpers ift gleid ber
exgeugenden Linie mal dem Mege ihred Sdwer-
puntted;

ber Inbalt eined Rotationstdrperd ijt gleid bder er-
seugenden Flade mal dbem MWege ihred Sdwerpunttes.



— 54 —

101. Surangendherten Berednung cined Kdrpers dienen
biefelben Formeln, welde oben fiir den Flideninhalt gegeben
find (Nr. 82). lnter g, & ... 8, find dbann die Querjdnitte
be8 Kirpers ju verjtehen.

XVIIL Die Vedmung mit kleinen Jahlen.

102. Bedeutet a eine o fleine ahl, dap man ohne wefent-
lidhen Fehler a3 gegen 1 vernadhlaffigen bdarf, fo gelten bdie
RNiherungsformeln

1
l14+a
Y1+a=1l+}q
allgemein (1 + @)™ =1 + ma.
©ind B,y... ebenfalld Tleine Jahlen, fo bap ihre Quabdrate,
fowie die Producte «B, By... gegen 1 zu vernadldffigen find, fo
hat man
A+a)A+B U+ =1+a+B7g

1+a
T+p =l+4+a—f uf{ w

=l—a (l1+a)P¥=1+422

Qft 3. B. die Hhe (?), in welder der Querfdnitt einesd
Baumes gemeflen wurde, fehr Hein im BVerhdltnip aur gangen
Hohe (h), fo erhdlt man (aud Nr. 97) die Formzahlen

(l + n) fiir da8 Paraboloid,
=;(| + 2 filt ben Kegel,
f=1(1+ 35) fiir bas Reiloid.
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103. Beyeihnet o einen Ileinen MWinlel (in Bogenmaf), fo
it unter Fortlafjung der aweiten und Hoheren Potengen

sina==a und cosa=1.

104. FWenn 3wei Grdfen a und b fo wenig von einanber
veriieben find, da (25°)' gegen 1 vemadléffigt wesben
barf, {o tann bdad geometrijdje Mittel von a und b dem arith-
metifden gleidhgefeht werben,

— a+b
l/ab= 3 .






