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Vorwort,

Das vorliegende Buch ist einer leider recht seltenen Arbeits-
gemeinschaft entsprungen. Ein Mathematiker, der wihrend der
Nazizeit zwar unfreiwillig, aber durchaus nicht ungern vor die
Notwendigkeit gestellt war, sich gewissermaBen Hals iiber Kopf
in die Elektrotechnik zu stiirzen und ein wirklich mitten in der
Praxis stehender Techniker und Leiter der Forschungsabteilung
eines groBeren Unternehmens der Starkstromtechnik, der wieder
von seinen technischen Problemen aus gezwungen war, immer
tiefer auch in die ,,reine Mathematik hineinzusteigen, legen hie-
mit ein Ergebnis ihrer Zusammenarbeit vor, deren Besonderheit
das Abgehen von der gebriuchlichen Darstellung der Vektor-
rechnung und der konsequente Aufbau einer neuen Art der Dar-
stellung ist, die zwar an und fiir sich nicht neu ist, aber doch
bisher nicht in vollem Umfang durchgefiihrt wurde. Unsere
Erfahrungen damit waren so positiv, daf} wir glauben, daB ihre
weitere Verbreitung sich allgemein dahingehend auswirken konnte,
die Scheu besonders des Technikers vor der praktischen Anwendung
der Vektor- und Tensorrechnung zu tiberwinden. Das endgiiltige
Urteil wird auch hier, wie in allen Fragen der Darstellung und
der Methode, von der Erfahrung gesprochen werden.

Die vorliegende Lieferung umfaf3t lediglich den ersten, die
Tensoralgebra enthaltenden Teil des Buches. Die beiden anderen
Teile, die wir in einer einzigen abschlieBenden Lieferung heraus-
zubringen hoffen, werden die Tensoranalysis, also die Theorie der
von irgendwelchen Verinderlichen abhingigen Vektoren und
Tensoren einschlieBlich der Differentialgeometrie und der Feld- -
theorie und die eigentlichen physikalischen und technischen
Anwendungen behandeln. Die an das Inhaltsverzeichnis des
ersten Teiles angeschlossene Inhaltsiibersicht fiir den zweiten und
dritten Teil gibt dariiber niheren AufschluB.



v Vorwort.

Der Kreis der Leser, an die sich das Buch wendet, ist da-
durch schon vorgezeichnet: Es ist nicht nur der Mathematiker
und Physiker, sondern vor allem der Techniker in den Forschungs-
und Berechnungsabteilungen der Industrie. Dementsprechend
beschrinken sich die Vorkenntnisse, die das Buch verlangt,
auf das Minimum dessen, was an den Hochschulen in den
iblichen Vorlesungen iiber hohere Mathematik geboten wird.

Dem Verlag danken wir fiir die tatkraftige Initiative, mit der
er unter schwierigsten Verhiltnissen das Erscheinen des Buches
nicht nur iiberhaupt, sondern in einer fast friedensmaBigen Form
und Ausstattung ermoglicht aat.

A. Duschek, A. Hochrainer.
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Einleitung.

Die Tensorrechnung ist in der letzten Zeit sehr in Mode ge-
kommen, nicht nur bei den Physikern, fiir die sie schon seit
langem ein fast unentbehrliches Instrument geworden ist,
sondern auch bei den Technikern, die ihre Vorziige immer mehr
zu schitzen wissen. Leider mufl man aber bei der Durchsicht
der Literatur nur zu oft eine mangelhafte, mitunter geradezu
falsche Handhabung der Tensorrechnung feststellen. Es scheint
vielfach die notige Klarheit dartiber zu fehlen, was eigentlich
ein Tensor ist und wann die Begriffsbildungen der Tensor-
rechnung mit Vorteil Anwendung finden kénnen. So werden,
um nur einige Beispiele zu nennen, in einem recht bekannten
Lehrbuch der technischen Mechanik sechs Ausdriicke als Kompo-
nenten des Spannungstensors bezeichnet, die niemals ein Tensor
sein konnen, und in einem an anderer Stelle erschienenen Aufsatz
iiber kritische Drehzahlen einer mit Schwungmassen belasteten
Welle wird in einer geradezu grotesken Weise mit den Begriffen
der Tensorrechnung herumgeworfen, ohne dafl auch nur die
geringste Berechtigung dazu besteht. Der Verfasser behandelt
zuerst den ,,skalaren’ Fall mit nur einer Masse und geht dann
zur ,,vektoriellen* Darstellung iiber, indem er drei Massen auf
der Welle annimmt und diese drei Massen als Komponenten
eines Vektors bezeichnet. Ein besonders krasser Fall ist aber
der eines amerikanischen Autors, der die Tensorrechnung geradezu
‘mit Gewalt auf die Theorie der elektrischen Maschinen und
Netze anwenden will, sich bis zu den Begriffen ,,absolutes Diffe-
rential“ und , Kriimmungstensor’’ versteigt und dariiber dicke
Biicher und lange Serien von Abhandlungen verdffentlicht. Es
hitte nicht viel Sinn iiber solche Dinge auch nur ein Wort zu
verlieren, wenn sie nicht geradezu symptomatisch wiren, und
wenn nicht die Gefahr bestiinde, daB hier ein wertvolles und

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. I
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ungemein leistungsfihiges Instrument durch miBbriuchliche
Anwendung in den Augen der Zuschauer verdorben und in Mif-
kredit gebracht wird. DalBl wir hier keine Gespenster sehen,
wird uns jeder bestitigen, der mit Technikern in den Forschungs-
abteilungen und Berechnungsbiiros iiber die Sache gesprochen
hat. ,,Die Vektoren“ — meist bleiben die Leute ja schon bei
diesem Begriff stehen — ,,mogen ja etwas ganz Schénes sein,
aber wirklich rechnen koénnen wir doch nicht damit, das ist
fast die stereotype Antwort und deutlicher kann man wohl nicht
zum Ausdruck bringen, daB3 die Vektoren und erst recht die
Tensoren in MiBkredit geraten sind und das bei Leuten, die sie
doch sehr gut brauchen und damit rechnen kénnten, wenn sie
nur wiiliten wie.

Schuld an diesen bedauerlichen Zustinden ist eine recht
merkwiirdige Tatsache. Auf der einen Seite haben die Mathe-
matiker in den letzten Jahrzehnten ein Rechenverfahren ent-
wickelt, das in der Regel als ,,Tensoranalysis’* bezeichnet wird,
ein Instrument von héchster Vollkommenheit ist und die groflen
Fortschritte auf dem Gebiete der allgemeinen Differential-
geometrie iiberhaupt erst ermdglicht hat. Diese Entwicklung
ist von einem Impuls ausgegangen, den die Physik durch die
Relativitidtstheorie gegeben hat, und die Physiker haben auf
diesem Gebiet auch reichlich Nutzen aus den Methoden der
Tensoranalysis gezogen, aber die vierdimensionale Raum-Zeit-
Welt der Relativititstheorie mit ihrer allgemeinen Metrik ist
nicht das, was vor allem die Techniker brauchen. Diese arbeiten
nach wie vor im altehrwiirdigen dreidimensionalen euklidischen
Raum, wo mit all den schénen Worten und Namen der allgemeinen
Methoden nicht viel anzufangen ist, wenn man nicht auf solchen
Unfug verfallen will, wie die oben genannten Autoren. Nun hat
es aber durchaus den Anschein, als ob auch fiir den Techniker
reichlich gesorgt wire. Es gibt doch eine ganze Menge von Biichern,
die sich recht bescheiden meist als ,,Lehrbuch der Vektorrechnung**
bezeichnen — was ungefihr ebenso treffend ist, als wollte man
,,Theorie der Polynome* statt ,,Funktionentheorie’* oder ,, Apfel-
baum statt ,,Obstgarten sagen — und in denen ein Rechen-
verfahren mehr oder weniger ausfiihrlich dargelegt ist, dem der
euklidische Raum zugrunde liegt. Die Methode, die hier ganz
allgemein verwendet wird, ist aber im Prinzip voéllig verschieden
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von den Methoden der allgemeinen Tensorrechnung. Ihre Ver-
treter reiten auf einem ganz absonderlichen Steckenpferd, das
verschiedene Namen triigt, wie,,Unabhingigkeit vom Koordinaten-
system®, ,, Invariante Methode®, ,,Direkte Analyse‘“ usw. Gemeint
ist damit folgendes: Da die Vektorrechnung ein geometrisches
Rechenverfahren ist — daran 4ndern die zahlreichen Anwendungs-
moglichkeiten in der Physik nicht das geringste — und sich mit
geometrischen GroBen beschiftigt, will man mit diesen GroBen
selbst rechnen und alle fremden Elemente ausschalten. Diese
fremden Elemente sind vor allem die Koordinaten, die hier auf
einmal, ohne dal} dafiir irgendwo ein verniinftiger Grund an-
gegeben wird, als etwas hochst Verabscheuungswiirdiges hingestellt
werden. Wir haben doch wohl alle genug analytische Geometrie
getrieben, um zu wissen, wie zweckmiBig die Koordinaten sind
und, vor allem, wie gut es sich mit ihnen rechnen liBt. DaB die
Formeln der analytischen Geometrie und die Lingen und Winkel,
die wir nach ihren Methoden berechnen, vom Koordinatensystem
unabhingig sind, das wissen wir doch ganz genau. Es mag vielleicht
zweckmiBig sein, sich iiber den Begriff der Unabhingigkeit vom
Koordinatensystem eine prizisere Vorstellung zu schaffen, vielleicht
lassen sich die Methoden der analytischen Geometrie auch noch
weiter verbessern und verfeinern, aber wir haben gar keinen Grund,
sie in Bausch und Bogen zu verdammen und iiber Bord zu werfen,
blo weil es da Koordinaten gibt. :

Diese sogenannte ,,Vektorrechnung'* erreicht ihre Unabhéngig-
keit vom Koordinatensystem dadurch, daB sie von Koordinaten
einfach nicht redet. Fiir gewisse GréBen und fiir gewisse zunichst
am einfachsten erscheinende Verkniipfungen dieser Groen
werden Symbole eingefithrt und dann wird mit diesen Symbolen
frisch darauf losgerechnet. Von Koordinaten ist nicht die Rede,
allerdings nur scheinbar, denn irgendwie werden sie ja doch immer
wieder eingeschmuggelt, nur hiitet man sich, das Kind beim
rechten Namen zu nennen. Man kann natiirlich, dariiber besteht
kein Zweifel, die orientierte Strecke im Raum mit dem Symbol a
bezeichnen und ,, Vektor‘ nennen. Hat man zwei solche Vektoren a
und b, so kann man sie in bekannter Weise addieren; das Resultat
ist ein Vektor ¢ = a + b. Man kann noch andere Verkniipfungen
einfithren, z. B. kann man a- b = ¢ das ,innere Produkt von a
und b nennen und durch ¢ =a-b-cosg definieren, wobei a

1*
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und b die Langen von a und b und ¢ der von ihnen eingeschlossene
Winkel ist. Das Resultat dieses doch recht merkwiirdigen ,,Pro-
duktes® ist also kein Vektor, sondern eine Zahl, die, weil sie vom
Koordinatensystem unabhingig ist, Skalar oder Invariante
genannt und daher auch nicht mit einem gotischen, sondern
mit einem lateinischen Buchstaben bezeichnet wird. Warum wir
dieses Produkt merkwiirdig nennen? Weil es ganz andere Eigen-
schaften hat als das so ziemlich allén Menschen vertraute Produkt
von gewohnlichen (reellen oder komplexen) Zahlen. Die Multi-
plikation von Zahlen hat namlich einige einfache und charakteristi-
sche Eigenschaften, sie geniigt dem kommutativen Gesetz
a-b=">0-aund dem assoziativen Gesetz (@ b) ¢ = (bc)a = (ca) b
und das Produkt a b verschwindet dann und nur dann, wenn
mindestens ein Faktor Null ist. Das innere Produkt von Vektoren
ist zwar noch kommutativ, weil der Cosinus eine gerade Funktion
ist, aber beim Versuch, das assoziative Gesetz nachzuweisen,
erleidet man griindlich Schiffbruch, weil das innere Produkt
eben kein Vektor, sondern eine Zahl ist: Das Bestehen einer
Gleichung (ab) c = a (b¢) hat zur Folge, daB die Vektoren a
und ¢ dieselbe Richtung haben. Und die Eigenschaft, da8 ein
Produkt nur dann verschwindet, wenn mindestens ein Faktor
Null ist, trifft auch nicht zu, denn a b = o ist wohl auch erfiillt,
wenn a = 0 oder b = o ist, aber auch dann, wenn a und b auf-
einander- senkrecht stehen und das ist sogar der allgemeine Fall.
‘Wenn man es richtig betrachtet, erscheint es geradezu als Unfug —
und vom didaktischen Standpunkt ist das sogar ganz bestimmt
der Fall —, eine solche Verkniipfung als Produkt zu bezeichnen.
Aber sehen wir ein wenig weiter! Neben diesem inneren Produkt
gibt es in der Vektorrechnung auch ein 4uBeres Produkt zweier
Vektoren, das ¢ = [a b] oder ¢=a X b geschriecben wird und
einen Vektor ¢ bedeutet, der auf a und b senkrecht steht, nach
einer bestimmten Vorschrift orientiert wird und dessen Linge ¢
durch ¢ = a b sin ¢ gegeben ist. Es erscheint sehr schén, wenn
man so viele Worte in einem einfachen Zeichen zusammenfaft.
Aber wir bezweifeln, ob das ein Vorteil ist, denn man sieht doch
diese vielen Worte dem Symbol gar nicht an. Man muB sich
diese ganze Definition auswendig merken und so fest ins Ge-
déchtnis einprigen, daf} sie immer ganz automatisch ins BewuBt-
sein tritt, wenn wir zwei gotische Buchstaben in einer eckigen
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Klammer oder durch ein schriges Kreuz verbunden sehen. Und
von den genannten Eigenschaften des Produktes zweier Zahlen
ist hier gar keine mehr iibrig geblieben, es ist [a b] + [b a], wenn
nicht [a b] = o ist, es ist [[a b] ¢] # [a [bc]] und esist [a b] =0
nicht -nur, wenn a = o oder b = o ist, sondern auch, wenn a
und b parallel sind! Leider sind diese Namen, so unzweckmiBig
und irrefithrend sie sind, doch eingebiirgert, und es wird schwer
sein, sie wieder zu eliminieren.

Solange man von der Vektorrechnung nichts anderes braucht
als Skalare, Vektoren und das innere und Aullere Produkt von
Vektoren, solange geht die Sache noch ganz gut und man kann
von einer Art geometrischer Stenographie reden, weil man viele
geometrische und auch physikalische Beziehungen in einfacher
und recht anschaulicher Weise — wegen der anschaulichen Be-
deutung der Vektoren — anschreiben kann. Aber man braucht
doch mehr als nur diese. Vor allem braucht man doch auch die
Punkte des Raumes! Aber Vektoren lassen sich nicht verwenden,
um Punkte festzulegen. Denn die Vektoren schwimmen frei im
Raum herum, sie behalten nur immer ihre Richtung und Orien-
tierung bei. Wenn wir Punkte festlegen wollen, miissen wir einmal
einen festen Punkt O im Raume wihlen, dann kénnen wir die
iibrigen Punkte des Raumes durch ,,Ortsvektoren mit dem
Anfangspunkt O festlegen. Aber diese Ortsvektoren sind schon
keine richtigen Vektoren mehr, eben wegen des festen Anfangs-
punktes; denn den Anfangspunkt eines ordentlichen Vektors
koénnen wir ganz beliebig im Raume wihlen. Aber wir brauchen
noch etwas, wenn wir mit diesen Dingen rechnen wollen. Wir
miissen doch auch imstande sein, spezielle Vektoren im Raum
anzugeben. Das konnen wir z. B. machen durch Angabe der
Linge und der Winkel, die der Vektor mit zwei festen Richtungen
einschlieBt, oder besser durch die Angabe der Lingen der Projek-
tionen des Vektors auf drei Richtungen im Raum, die nicht alle
zu einer Ebene parallel sind. Wir brauchen also auBler dem
Punkt O noch drei feste Gerade (Richtungen), die wir zweck-
méiBigerweise so wihlen, daB sie zu je zweien aufeinander senkrecht
stehen und durch O gehen. Wir miissen, um die Lingen der
Projektionen unseres Vektors messen zu konnen, auf den Geraden
auch noch Einheitsstrecken festlegen. Wir werden diese Einheits-
strecken der Einfachheit halber untereinander gleich wihlen.
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Da haben wir also einen Punkt O, durch diesen Punkt drei auf-
einander senkrechte orientierte Gerade und auf ihnen gleiche
Einheitsstrecken. Wir haben den Eindruck, daB man so etwas
bisher immer als kartesisches Koordinatensystem bezeichnet
hat. Jetzt konnen wir den Vektor numerisch durch die Lingen
seiner Projektionen auf die Achsen festlegen. Wir sehen: Ein
Vektor a ist also vollig identisch mit einem geordneten! System
von drei Zahlen (A4,, A,, A43), seinen Koordinaten. Es ist klar,
daB eine orientierte Strecke (Vektor) im Raum, wenn wir uns
den Raum samt allen seinen Punkten festgehalten denken, vom
Koordinatensystem unabhingig ist, womit doch nichts anderes
gemeint ist, als daB der Vektor derselbe bleibt, auch wenn wir
mit irgendeinem Koordinatensystem im Raum herumfahren.
Das Symbol a kénnen wir also als unabhingig vom Koordinaten-
system ansehen. Aber die drei Koordinaten 4; des Vektors sind
es natiirlich nicht. Denn wenn wir einen anderen Punkt O statt O
wihlen und drei andere untereinander senkrechte Gerade durch O,
so werden die Lingen der Projektionen von a auf die drei neuen
Geraden andere Werte haben als frither. Aber wenn wir das
neue Koordinatensystem mit dem Ursprung O in bezug auf das
alte System mit dem Ursprung O irgendwie festlegen, z. B. durch
Gleichungen, die uns angeben, wie sich die Koordinaten eines
allgemein gewdhlten Punktes im neuen System aus den Koordi-
naten desselben Punktes im alten System berechnen, dann werden
wir ohne weiteres auch angeben kénnen, wie sich die Koordinaten
eines Vektors bei dieser Anderung des Koordinatensystems ver-
halten. Auf diese Art kommt man doch in einem viel priziseren,
fast moéchten wir sagen, héheren Sinn zu dem Begriff der Un-
abhingigkeit vom Koordinatensystem, indem wir die Gesamtheit
aller (rechtwinkeliger kartesischer) Koordinatensysteme betrachten

1 D. h., daB die Reihenfolge festgelegt ist, denn natiirlich ist (1, 1, 2)
ein anderer Vektor als (1, 2, 1). Wir nennen diese drei Zahlen nicht, wie
es oft geschieht, Komponenten, sondern mit einem guten Grund Koordi-
naten des Vektors. Das Wort Komponenten hitte sonst einen doppelten
Sinn, da man in der Mechanik gewohnt ist, unter Komponenten einer
Kraft stets wieder Kriafte zu verstehen, deren Summe die urspriingliche
Kraft ist: Demnach sind die Komponenten eines Vektors selbst Vektoren
und nicht Zahlen, und bei dieser Bedeutung des Wortes Komponente wollen
wir auch bleiben.
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und das Verhalten der Vektorkoordinaten beim Ubergang von
einem zum anderen System beherrschen und nicht, indem wir
einen Vektor durch ein Symbol bezeichnen und dann so tun wie
der bekannte Vogel Strauf}, als gebe es kein Koordinatensystem
und kime man ginzlich ohne ein solches aus.

Aber auch die Vektorrechnung bleibt nicht bei den Vektoren
stehen: Die geometrischen und physikalischen Probleme fiihren
ganz zwangsldufig zur Betrachtung von GroéBen héherer Art,
den Tensoren oder Affinoren. Die symbolische Methode hat bei
ihrer Einfithrung grofle Schwierigkeiten zu i{iberwinden, weil
hier ein geometrisches Substrat von #hnlicher Anschaulichkeit
wie es die orientierte Strecke bei den Vektoren ist, vollig fehit.
Den bequemsten Zugang zu den Tensoren zweiter Stufe, um mit
dem einfachsten Falle zu beginnen (sie werden auch als Dyaden
bezeichnet), bildet auf jeden Fall eine Zuordnung zwischen Vektoren,
die besondere Eigenschaften besitzt, deren mathematischer Aus-
druck eben der Tensor ist. Wir werden auf diese Eigenschaften
weiter unten noch zuriickkommen; hier stellen wir zunichst
einmal fest, daB eine solche Zuordnung zwischen zwei Vektoren g
und 1 symbolisch in der Form 1) = % - ¢ geschrieben wird, wobei
durch den Punkt eine neue Art ,jinneres Produkt’ zwischen
Tensor A und Vektor ¢ angedeutet ist, dessen Resultat eben der
Vektor y ist, der dem Vektor p auf diese Art eindeutig zugeordnet
wird. Fiir dieses innere Produkt gilt auch das kommutative
Gesetz nicht, da im allgemeinen %A - ¢ + z- U ist, so daf es hier
zwei verschiedene Arten von inneren Produkten von Tensoren
zweiter Stufe und Vektoren gibt. Bei Tensoren dritter Stufe gibt
es drei verschiedene Moglichkeiten, ein inneres Produkt mit einem
Vektor zu bilden, wobei das Resultat jedesmal ein Tensor
zweiter Stufe ist. Aber es gibt nur einen verniinftigen Weg — den
die symbolische Schreibweise allerdings nicht gegangen ist —
diese verschiedenen Moglichkeiten halbwegs pragnant zu charakte-
risieren und das ist der, die Stufe eines Tensors durch eine
entsprechende Anzahl irgendwelcher Zeichen anzugeben, also
etwa Uy fiir einen Tensor zweiter Stufe und Ay o fiir einen
Tensor dritter Stufe zu schreiben. Wenn man dann bei dem
Vektor, der ja nichts anderes als ein Tensor erster Stufe ist,
ebenfalls ein Zeichen anbringt, so lassen sich die drei Arten innerer
Produkte bei einem Tensor dritter Stufe etwa in der Form % s, G,
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o€ Uswo€q schreiben und unterscheiden. Man kann
dann, da die Phantasie kaum ausreicht, um in allen Fillen die
notige Zahl von Verkniipfungszeichen zu erfinden, statt dieser
Zeichen O, X, [] Buchstaben verwenden, also normale und
verniinftige Indizes schreiben: ¥,; fiir den Tensor zweiter Stufe,
A, ; 1 fir den Tensor dritter Stufe usw.; und man wird die Vektoren
dann auch immer mit einem Index versehen, wodurch man sich
auch von der listigen Notwendigkeit befreit, Vektoren mit kleinen
und Tensoren mit groen Buchstaben zu bezeichnen. Aber wenn
man soweit gelangt ist, dann ist formal nur mehr ein ganz kleiner
Schritt zu der Schreibweise zu machen, die in der allgemeinen
Tensorrechnung seit jeher {iblich ist. Es hat keinen Sinn mehr,
noch gotische Buchstaben zu verwenden. Die lateinischen erfiillen
jetzt den Zweck genau so gut, da die Art der Gréfe durch die
Zahl der Indizes gegeben ist.

Aber jetzt besteht die Moglichkeit, die Symbole
Ay Ay A (D)

lj}
usw. auch anders zu deuten, nicht mehr symbolisch, sondern
konkret als Koordinaten der Tensoren in einem bestimmten
Koordinatensystem, wobei die Indizes als allgemeine Ausdriicke
oder Reprisentanten der Zahlen 1, 2, 3 anzusehen smd Innere
Produkte sind dann Summen der Form

24, X, XAy X, oder X Ay Xy, X Ay X, oder
’ * j i

ZAi:ikX:i oder ZkVA”ka usw.

7

Man sieht: Der Summationsindex ist.in allen Fillen zweimal
vorhanden und wenn man iibereinkommt, iiber solche in einem
Glied doppelt vorkommende Indizes stets automatisch von I
bis 3 zu summieren, ohne daf eigens ein Summenzeichen ange-
schrieben wird, so nehmen die obigen inneren Produkte das recht
einfache Aussehen an: :

A Xy, Ay Xy A5 Xy A Xy Ay Xy, Aige Xy (1)
Die Zweckmiligkeit dieses Summationsiibereinkommens ist
durch die Praxis des Rechnens in jeder Hinsicht erwiesen. Die
besonderen Eigenschaften der durch Tensoren vermittelten Zu-
ordnung von Vektoren (oder Tensoren), von denen wir oben ge-
sprochen haben, . driicken sich in dieser Schreibweise klar und
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deutlich darin aus, da} alle Ausdriicke (IT) in den Koordinaten
des Vektors X; linear und homogen sind. Wir haben aber noch
etwas anderes erreicht: Die Koordinaten von Tensoren sind ge-
wohnliche Zahlen und die Rechenoperationen, die in den Aus-
driicken (II) mit diesen Zahlen auszufiihren sind, sind die gewohn-
liche Addition und Multiplikation, wie sie in der elementaren
Arithmetik gelehrt werden. Denn A4; X, ist nichts anderes als
Ay X, + 4, X, + 4; X5, Wenn wir das Summationsiiberein-
kommen akzeptieren, so ist durch die Schreibweise 4;X; des
inneren Produktes der beiden Vektoren A4; und X; auch schon
ganz genau und eindeutig gesagt, wie dieser Skalar aus den
Koordinaten der beiden Vektoren zu berechnen ist. Darin liegt
nicht mehr Symbolik, als wir es in anderen Gebieten der Mathe-
matik gewohnt sind.

Wir haben schon erwihnt, dal die Schreibweise (I) fiir Ten-
soren — im wesentlichen — identisch ist mit der in der allgemeinen
Tensorrechnung verwendeten; die Unterschiede sind nur dadurch
bedingt, daBl wir hier den euklidischen Raum zugrunde legen
und daher einige Vereinfachungen vornehmen kénnen. Die formale
Methode, die sich aus dieser Spezialisierung ergibt und die wir
hier fiir das innere Produkt kurz skizziert haben, ist eben nichts
anderes als die Anpassung der allgemeinen Methoden auf den
besonderen Fall des dreidimensionalen euklidischen Raumes.?
Wohlgemerkt: Die formale Methode ist anders als die gebrduch-
liche Symbolik, aber der sachliche Inhalt ist genau derselbe. Es
bleibt bei der anschaulichen Deutung des Vektors als orientierte
Strecke im Raum, aber der Vektor wird nicht durch ein Symbol a
dargestellt, sondern durch seine drei Koordinaten. Wir sagen:
Ein Vektor A, ist ein System von drei Zahlen (4,, 4,, 43), die
im einzelnen seine Koordinaten heifien und sich bei einer Anderung
des Koordinatensystems in einer ganz bestimmten Weise trans-
formieren. Dieses Transformationsgesetz, das sich aus der geo-
metrischen Deutung des Vektors als orientierte Strecke ergibt,
ist wesentlich. Man kann nicht ohne weiteres drei Zahlen als
Koordinaten eines Vektors ansehen, sondern nur dann, wenn wir

1 DaB diese Anpassung ein durchaus brauchbares Rechenverfahren
fiir den euklidischen Raum ergibt, darauf hat der eine von uns schon vor
Jahren hingewiesen: A. Duscuek, ,,Uber symbolfreie Vektorrechnung,
Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung 39 (1930).



IO Einleitung.

wissen, daB sie sich bei einer Anderung des Koordinatensystems
dem Gesetz entsprechend transformieren. Entsprechendes gilt
fir Tensoren.

Hiufig deutet man physikalische Zusammenhinge geometrisch,
aber auch wenn man dann geometrische Begriffe verwendet, von
Kurven, Geraden, Lingen und Winkeln redet, so treibt man
deshalb noch keine Geometrie. Man wird in solchen Fillen
mitunter auch die Methoden der Tensorrechnung mit Vorteil
verwenden koénnen, ohne daB3 man es aber dann wirklich mit
Tensoren zu tun hat. Wenn auf einer Welle drei Schwungmassen
sitzen, so kann uns nichts hindern, diese Massen mit M, zu be-
zeichnen. Aber es ist einfach falsch, zu sagen, daB diese drei
Zahlen M, die Koordinaten eines Vektors sind, und vor allem,
man hat nichts davon. Wenn ein Strom I durch einen Wider-
stand R flieBt, so ist die Leistung N = RI2 Deutet man I
und N als Koordinaten in einem rechtwinkeligen ebenen Koordi-
natensystem, so ist der funktionale Zusammenhang zwischen I
und N bei konstantem R durch eine Parabel dargestellt, aber
es ist noch keinem Menschen eingefallen, deshalb zu sagen, da8
diese Leistung eine Parabel sei. DaB man hier nicht Geometrie
treibt, erkennt man am deutlichsten daran, daB die Koordinaten NV
und I selbst eine physikalische Bedeutung haben, also Skalare
sind und daB daher eine Koordinatentransformation véllig sinnlos
ist, weil sie die physikalische Bedeutung der Koordinaten, auf
die es gerade ankommt, zerstéren wiirde. Wenn es aber keine
Koordinatentransformation gibt, dann sind wir auch nicht in
der Lage festzustellen, ob irgendein Ding ein Vektor ist oder
nicht, weil wir das Verhalten der Koordinaten dieses Dinges bei
einer Koordinatentransformation nicht nachpriifen kénnen.

Wir stellen uns also in diesem Buche die Aufgabe, eine Methode
der Tensorrechnung fiir den dreidimensionalen euklidischen Raum
in enger Anlehnung an die Methoden der analytischen Geometrie
zu entwickeln. Wir sind {iiberzeugt, dal diese ,,analytische
Methode‘ der Tensorrechnung, die sich in den allgemeinen Rdumen
so gut bewahrt hat, der symbolischen Methode in jeder Hinsicht
iiberlegen ist, vor allem, weil sie den sachlichen Schwierigkeiten
der geometrischen und physikalischen Probleme keine tiberfliissigen
formalen Schwierigkeiten hinzufiigt: Die groBen formalen Schwie-
rigkeiten der symbolischen Methode sind unseres Erachtens die
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alleinige Ursache, weshalb sich die Tensorrechnung bisher in
den Anwendungen so wenig hat durchsetzen kénnen. Zweifellos
lassen sich die einfachsten Verkniipfungen, das innere und duBere
Produkt von Vektoren, symbolisch viel einfacher anschreiben
wie in Koordinaten. Zweifellos erfordert auch das Rechnen mit
den Indizes eine gewisse Ubung und Vertrautheit, aber wir glauben,
daB man sich diese Ubung und Vertrautheit leicht aneignet,
viel leichter jedenfalls, als die Vertrautheit mit den verwickelten
und nichtssagenden Symbolen der angeblich koordinatenfreien
,,direkten* Methode. Der ganze Rechenapparat der analytischen
Methode 148t sich auf die folgenden vier grundlegenden Punkte
zuriickfithren, namlich:

1. Das Summationsiibereinkommen, wonach iiber jeden Index,
der in einem Glied zweimal vorkommt, automatisch von I bis 3 zu
summieren ist.

2. Der ,,0-Tensor” ¢;; ein Tensor zweiter Stufe, der mit
dem in der Mathematik als das ,,Kroneckersche ¢‘‘ bezeichneten
System von neun Zahlen identisch ist und dessen Koordinaten
den Wert 1 oder o haben, je nachdem die Indizes gleich oder
verschieden sind.

3. Der ,,e-Tensor* &;;;, also ein Tensor dritter Stufe, dessen
Koordinaten bei entsprechender Orientierung des Koordinaten-
systems die Werte 41 oder —1 haben, wenn i{ & eine gerade
oder ‘ungerade Permutation der Zahlen 1, 2, 3 ist, wahrend alle
Koordinaten mit mindestens zwei gleichen Indizes verschwinden.

4. Die Tatsache, daBl das Differentiationszeichen 2 sich wie

ox;

ein Vektor verhilt, d. h. daB3 od ig‘f;';; ein Tensor (m + 1)-ter Stufe
ist, wenn A4, . . . ein Tensor m-ter Stufe ist. Esist mit dem ,,sym-
bolischen Vektory/ (Nabla)“ der symbolischen Methode identisch.
Wihrend man das innere Produkt von zwei Vektoren A4,
und B; mit Hilfe des é-Tensors in der Form 0,; A; B; schreiben
kann, ist das duBere Produkt mit Hilfe des e-Tensors durch
g;;A; B; gegeben. Das sieht auf den ersten Blick einigermal3en
schwerfillig aus, besonders im Vergleich zu dem einfachen
Symbol [a b]. Aber wenn man sich ein wenig mit den Indizes
vertraut gemacht hat, so wird man die groBBen Vorteile der schein-
bar so schwerfilligen Schreibweise bald erkennen. Dazu kommt,
— und das ist das Entscheidende — daf man allgemein eine Zu-
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ordnung, bei der zwei gegebemen Vektoren ein dritter entspricht, gar
nicht anders schretben kann als mit Hilfe eines Tensors dritier Stufe
in der Form Z; = A;; X; Y. Wir mochten in diesem Zusammen-
hang auch noch darauf hinweisen, daf alle Formeln (nicht die
Definitionen) der Tensorrechnung sich in einer viel allgemeineren
Form wie unter Beniitzung der symbolischen Methode als Rela-

tionen zwischen dem Vektor aix und den beiden Tensoren J;;
s
und ¢;;; schreiben lassen. So tritt an Stelle des sogenannten Ent-

wicklungssatzes der symbolischen Methode hier die Formel

€ijpint =05 0g;— Orn 50, (III)
die im iibrigen so ziemlich die einzige Formel ist, die man auswendig
lernen soll. Gegeniiber der symbolischen Form

(lablc]=1(ac)b—(bc)a
ist (IIT) nur mehr eine Art Gerippe, da keine speziellen Vektoren
in (IIT) eingehen. Die Theorie der Felder, die sogenannte ,,Vektor-
analysis*, wird durch den obigen Punkt 4 beherrscht, ja fast
erschopft. Was durch die Symbole grad, div und rot, die wieder
gar nichts iiber ihre Bedeutung aussagen, bezeichnet wird, bekommt
hier die Form od o4 o4
Tx ox S o, (IV)

Der erste Ausdruck ist der Gradient des Skalars A, der zweite
die Divergenz und der dritte der Rotor des Vektors A4;; wie
diese GroBen aus A bzw. A; zu berechnen sind, ist durch die
Ausdriicke (IV) ganz eindeutig und in einer ohne weiteres ver-
stindlichen Weise angegeben.

Wir wollen uns hier mit diesen Andeutungen begniigen. Sie
diirften die Absicht, die wir mit diesem Buche verfolgen, hin-
reichend klargelegt haben. Um dem Leser, der mit der symboli-
schen Methode schon etwas vertraut ist, den Ubergang zu er-
leichtern und zum Zwecke des Vergleichs werden wir die wichtigeren
Formeln stets auch in symbolischer Form anschreiben und daran
gelegentlich wohl auch kritische Bemerkungen kniipfen. Die
Entscheidung, welche Methode die bessere ist, wollen wir dann
letzten Endes dem Leser {iberlassen. Wir sind jedenfalls der
Meinung, daf3 eine formale Methode immer nur Mittel zum Zweck
ist und nur solange eine Existenzberechtigung hat, als sie diesen
Zweck auch auf die einfachste Art erreicht.



Erster Abschnitt.
Tensoralgebra.

§ 1. Der Gegenstand der Tensorrechnung.

Wohl das wichtigste Anwendungsgebiet der Algebra und Ana-
lysis ist die Beschreibung der Zusammenhinge geometrischer und
physikalischer GréBen. Die einfachsten dieser GréBen sind durch
die Angabe ihrer MaBzahlen, d. h. durch ihre Verhiltnisse zu fest-
gewihlten Einheiten vollstindig beschrieben, und ihre Zusammen-
hinge lassen sich als funktionale Abhingigkeiten ihrer (variablen)
MaBzahlen darstellen. Beispiele solcher GroBen sind Léngen,
Winkel, Massen, Zeit- oder Temperaturspannen. Aber es gibt noch
andere Arten von GroBen, die sich nicht in so einfacher Weise be-
schreiben lassen. So konnen z. B. zwei Krifte ihren Betrigen nach
sehr wohl iibereinstimmen, aber trotzdem in ihren Wirkungen ver-
schieden sein, weil sie verschiedene Richtungen aufweisen. Das
gleiche gilt fiir sehr viele geometrische und physikalische GroBen,
wie z. B. Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung, elektrische und
magnetische Feldstirke usw. In manchen Fillen reichen aber auch
MaBzahl und Richtung fiir die Beschreibung nicht aus, wie z. B.
bei der Deformation eines Kérpers oder bei dem Stréomungszustand
einer Fliissigkeit. Beide fassen wir ebenfalls als physikalische
GroBen auf; um sie zu beschreiben, miissen wir aber eine noch
groBere Anzahl von Angaben zu Hilfe nehmen. Wir kénnen z. B.
im Fall der Deformation das Parallelepiped betrachten, welches
durch die Deformation aus einem bestimmten Wiirfel hervor-
gegangen ist oder in einem Stromungsfeld das Parallelepiped, in
das sich ein wiirfelférmiges Fliissigkeitsteilchen in der Zeiteinheit
verwandelt.

Versuchen wir eine Einteilung dieser verschiedenen Arten von
GroBen zu geben, so ist es naheliegend, sie nach der moglichen Zu-
ordnung zu mathematischen Dingen zu unterscheiden. Bei den
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GroBen der ersten Art kann man, wie schon erwihnt, jedem mog-
lichen Wert eine Zahl zuordnen. Solche GréBen bezeichnet man
als skalare Grofen oder Skalare. Bei der zweiten erwidhnten Art,
wo Zahl und Richtung gegeben sein miissen, kann man jedem
moglichen Wert eine Strecke im Raum zuordnen; solche GroéBen
nennt man vektorielle Groflen oder Vektoren. Den GroBen der
dritten erwihnten Art kann man die von einer Ecke des Parallel-
epipedes ausgehenden Kanten zuordnen ; wir nennen solche GréBen
Tensoren, und zwar im besonderen Tensoren zwetter Stufe. Man
faBt namlich alle diese GroBen unter der gemeinsamen Bezeichnung
Tensoren zusammen und bezeichnet die Skalare auch als Tensoren
nullter Stufe, die Vektoren als Tensoren erster Stufe und dann die
Tensoren im engeren Sinn als solche zweiter Stufe. Es gibt auch Ten-
soren hoherer Stufe, fiir die allerdings anschauliche Deutungen geo-
metrischer Natur nur schwierig zu geben sind. Sie werden, wie
iibrigens auch meist schon die Tensoren zweiter Stufe, weniger
durch irgendwelche geometrische Gebilde, die sich ihnen zuordnen
lassen, als vielmehr mit Hilfe der durch sie hergestellten Ver-
kniipfungen von Tensoren niedrigerer Stufen eingefiihrt und be-
handelt. Uber das Rechnen mit Skalaren ist weiter nichts zu
sagen. Skalare sind Zahlen, und wie man mit Zahlen — festen
oder variablen — rechnet, wird in der Algebra und Analysis ge-
zeigt. Anders steht es aber mit den Tensoren erster und héherer
Stufe. Fiir die mathematische Behandlung dieser GroéBen, vor
allem der Vektoren, wurde die sogenannte Vektorrechnung ent-
wickelt, die im wesentlichen ein geometrisches Rechenverfahren
ist, dessen Objekte Strecken sind. Die Vektorrechnung fithrt aber
ganz zwangsldufig auch zur Betrachtung von Tensoren hoéherer
Stufe. Wir ziehen es daher vor, allgemein von Tensorrechnung zu
sprechen. Noch ein anderer Grund ist uns fiir diese Abweichung
von der gebrauchlichen Bezeichnung mafBgebend, nidmlich der
Umstand, daB3 wir unseren Darlegungen hier eine Schreibweise
zugrunde legen, die sich von der sonst in der Vektorrechnung
iiblichen unterscheidet und sich eng an die Methoden der analy-
tischen Geometrie anschlieit, so da3 wir hier von einer analytischen
Darstellung der Tensorrechnung sprechen konnen. Fiir eine
nidhere Information verweisen wir auf die Einleitung, die sich vor
allem an den Leser wendet, der mit der symbolischen Methode
schon ein wenig vertraut ist.
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§ 2. Punkte, Strecken und Vektoren.

Wir legen unseren Entwicklungen den uns allen wohlvertrauten
dreidimensionalen euklidischen Raum zugrunde, der das beste und
einfachste mathematische Abbild des Raumes unserer Sinnenwelt
ist, in dem sich die physikalischen Vorginge — von modernen
Theorien abgesehen — und alle technischen Anwendungen abspielen.

Zur Beschreibung geometrischer und physikalischer Be-
ziehungen beniitzt man das dem euklidischen Raum angepaBte
kartesische Koordinatensystem, das durch drei aufeinander senk-
rechte Koordinatenachsen mit gleichen Einheitsstrecken gekenn-
zeichnet ist. In einem solchen
Koordinatensystem ist dann
jeder Punkt P durch die An-
gabe von drei Zahlen, seinen P P
Koordinaten festgelegt, die
die Abstande der senkrechten

J

S
S

Projektionen von P auf die z Z
drei Achsen vom Ursprung
sind und in der Regel mit z, a 7 L4

v, 2 bezeichnet werden (Abb. Abb. 1.

1a). Aus bestimmten Griinden

ziehen wir es aber vor, die drei Koordinaten mit %,, x,, %5 zu be-
zeichnen (Abb. 1b). Wir koénnen sie dann in einem Zeichen x;
zusammenfassen, wobei der Index ¢ die drei Werte 1, 2 und 3
annehmen kann und gewissermaBen der Reprisentant dieser
Zahlen ist. Wir sprechen dann auch kurz vom Punkt x,. An
Stelle von 7 werden wir mitunter auch irgendeinen anderen Buch-
staben, vorzugsweise %, 7, &, I, p, q, 7, s, t verwenden; x, oder x,
ist genau dasselbe wie x,. Gelegentlich verwenden wir auch
griechische Indizes. Sie alle sind, wenn nichts anderes angegeben
ist, Repridsentanten der drei Zahlen 1, 2, 3.

Die Koordinatenachsen, die wir kurz 1-, 2- und 3-Achse nennen,
denken wir uns in der Regel so orientiert, wie es in Abb. 1b an-
gedeutet ist, ndmlich so, daB eine Drehung der (positiven) 1-Achse
in die 2-Achse, verbunden mit einer geradlinigen Fortbewegung
in der Richtung der 3-Achse die Bewegung einer Rechtsschraube
ergibt. Solche Systeme nennen wir positiv orientiert oder kurz
Rechtssysteme. Kehrt man die Orientierung einer der drei Achsen
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um, so ergibt sich ein wnegativ orientiertes oder Linkssystem, bei
dem die oben geschilderte Bewegung die einer Linksschraube ist.
Um mit Hilfe unseres Koordinatensystems eine Strecke an-
zugeben, geniigt es, ihren Anfangspunkt und ihren Endpunkt zu
nennen. Sind das die beiden Punkte x; und y, (Abb. 2), so kénnen
wir die Projektionen A;, 4, A; der Strecke auf die Koordi-
natenachsen, die wir die Koordinaten der Strecke nennen, durch
die Koordinaten der Punkte x; und y, ausdriicken. Dann ist

J 4; =y, — %, (2,01)

Wir erkennen, daB der Strecke eine
bestimmte Orientierung (Durchlaufungs-
sinn) eigentiimlich ist, denn wenn wir
Anfangs- und Endpunkt vertauschen,
so dndern die Koordinaten ihr Vor-
4z zeichen und die Strecke A; geht in die

Strecke —A; iiber.
In der Elementargeometrie wird ein
4 etwas anderer Streckenbegriff verwen-
4 det, bei dem es auf die Orientierung
Abb. 2. nicht ankommt. Soll dieser Unterschied
besonders hervorgehoben werden, so
nennen wir (2, o1) eine orientierte Strecke.

Die (orientierte) Strecke ist durch die Angabe des geordneten
Punktepaares x,, y; eindeutig bestimmt. Dabei verstehen wir unter
dem Wort ,,geordnet, daBl der erste Punkt x, des Paares der
Anfangspunkt und der zweite Punkt y; der Endpunkt der Strecke
ist. Umgekehrt ist aber das Punktepaar durch die Strecke nicht
eindeutig bestimmt, denn wenn die Zahlen A, gegeben sind, so
koénnen wir einen der Punkte x; oder y; beliebig wéhlen, d. h. wir
konnen jeden Punkt des Raumes zum Anfangs- oder Endpunkt
der Strecke machen. Die Strecke ist also nicht an einen be-
stimmten Anfangspunkt gebunden, sondern kann im Raum be-
liebig parallel zu sich verschoben werden.

&

N

Formal ist die Strecke genau so wie ein Punkt durch die An-
gabe von drei Koordinaten gegeben. Trotzdem besteht zwischen
beiden ein wesentlicher Unterschied. Gehen wir ndmlich von
einem rechtwinkeligen Koordinatensystem zu einem anderen iiber,
so verhalten sich Punktkoordinaten ganz anders als Strecken-
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koordinaten. In Abb. 3 sind zwei Koordinatensysteme gezeichnet,
deren Achsen zueinander parallel sind. Das eine hat die Koordi-
natenachsen 1, 2, 3, wihrend die des anderen mit I, 2, 3 bezeichnet
sind. Der Ursprung des zweiten Systems hat im ersten System
die Koordinaten b,. Zwischen den Koordinaten eines Punktes in
beiden Systemen besteht dann folgender Zusammenhang:

% = %; + b, (2, 02) 3

Suchen wir die Koordinaten einer
Strecke A4; in beiden Systemen, so
finden wir:

A=y — %=y, + b;— (%, + b;) =
Vi — %= A (2, 03)

Wihrend sich also die Koordinaten
eines Punktes bei einer Parallel-
verschiebung des Koordinatensystems
gemidB (2, oz) &ndern, bleiben die
einer Strecke nach (2, 03) unverin- Abb. 3.

dert.

Als Vektor im eigentlichen Sinn wollen wir nun eine GréBe be-
zeichnen, die sich einer Strecke umkehrbar eindeutig zuordnen
laBt. Ein Vektor 4, ist also durch ein System von drei Zahlen,
seinen Koordinaten® gegeben, was wir durch die Schreibweise

[4: = (41 40 45)] (2, 04)

zum Ausdruck bringen. Diese drei Koordinaten miissen sich bei
einer Transformation des Koordinatensystems genau so verhalten
wie die Koordinaten einer Strecke, d.h. bei einer Parallelverschie-
bung des Koordinatensystems ungeidndert bleiben.

Eine Strecke, deren Anfangspunkt der Ursprung des Koordi-
natensystems und deren Endpunkt ein beliebiger Punkt x; des
Raumes ist, nennen wir entweder Punkt %, schlechthin oder auch,
einem vielfach getibten Gebrauch folgend, Ortsvektor. Man mull
sich aber vor Augen halten, daB3 Ortsvektoren keine Vektoren
sind, denn die Koordinaten des Ortsvektors sind die Koordinaten
%; seines Endpunktes x;, die sich bei einer Anderung des Koordi-
natensystems anders als Vektorkoordinaten, sich also z. B. bei

1 Vgl. hierzu die FubBnote S. 6.

Duschek-Hochrainer, Tensorrechnung. 2
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einer Parallelverschiebung gemifl (2, oz) dndern und nicht wie
(2, 03) ungedndert bleiben.

Eine skalare Gréfe oder ein Skalar ist dann dadurch charakte-
risiert, daB er durch eine e