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Lieber Freund und Lehrer!

Wir verehren in Thnen den Senior der altberiihmten
Berliner Mathematikerschule, der dic meisten von uns
ihre Ausbildung verdanken. Wir hoffen, Ihnen cine
Freude zu machen, indem wir Ihnen aus Anlass Ihres
fiinfzigjahrigen Doktorjubildums eine Sammlung von Ab-
handlungen tiberreichen, von denen viele an Ihre Arbeiten
ankniipfen, alle aber bestrebt sind, Ihrem Vorbilde fol-
gend, die Methoden exakter mathematischer Forschung
auf verschiedenartige Probleme der Analysis, Arithmetik
und Geometrie anzuwenden.



Alle Rechte, insbesondere
das der Ubersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten,
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Uber Variationsprobleme mit Ungleichungen
als Nebenbedingungen.

Von

Oskar Bolza in Freiburg i. B.

Variationsprobleme mit endlichen Ungleichungen als Neben-
bedingungen (geometrisch gesprochen, mit Gebietseinschrinkungen),
sind zuerst von Weierstraf!) behandelt worden. Wenn bei der
Aufgabe

J EfF(x, y,2',y')dt = Minimum

die zuldssigen Kurven auf einen Bereich R der z, y-Ebene beschrinkt
werden, und wenn die Kurve €, welche das Integral J zu einem
Minimum macht, ein Segment P, P, mit der Begrenzung € des Be-
reiches ® gemein hat, so muff, wie Weierstrafl zeigt, entlang diesem
Bogen die Ungleichung: 7'= 0, resp. = 0, erfiillt sein, jenachdem der
Bereich ® zur Linken oder zur Rechten des von P, nach P, durch-
laufenen Bogens € liegt.

Dabei ist 7 die linke Seite der Weierstraf'schen Form der Euler'-
schen Differentialgleichung berechnet fiir die Kurve €.

Die analoge Aufgabe fiir das riumliche Variationsproblem be-
handelt Hadamard 2).

Ein Beispiel eines Variationsproblems mit einer Differential-
ungleichung als Nebenbedingung (geometrisch gesprochen, mit einer
Gefillbeschrinkung) hat zuerst Zermelo®) gegeben. Eine weitere

1) Vgl. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, § 44, und Bolza, Lec-
tures on the Calculus of Variations, § 29 a und Vorlesungen iiber Variationsrechnung
§ 52a.

2) Hadamard, Lecons sur le calcul des variations, no. 162—164.

3) Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 11 (1902), S. 1¢6

Festschrift Schwarz. 1
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hierhergehirige Aufgabe ist das Newton’sche Problem des Rotations-
korpers kleinsten Widerstandes !); ferner eine von Haar und
v. Kdrmdn untersuchte Aufgabe iiber Spannungszustéinde in plas-
tischen und sandartigen Medien #).

Systematisch sind Variationsprobleme mit Differentialungleichungen
jedoch erst von Hadamard ® in Angriff genommen worden. Er
betrachtet die folgende, dem Mayer'schen Problem entsprechende
Aufgabe:

Unter allen Kurvenbogen

y, =y, L,=Zt=t, t= 1,2 ..., n
welche den Anfangsbedingungen
¥,(8) = i yz(to) = Yooy oo yn(to) = Ynos

0

Yo () = Yarr oo Wult) =
und den m Differentialungleichungen
PeWisYos ooy Yns Y15 Vay - Y >0, @=1,2,...,m
geniigen, denjenigen zu bestimmen, fiir welchen der Endwert y, (¢,
ein Minimum wird. Hadamard findet folgendes Resultat: Ist
C: y. = v (), i=12,...,n
eine Liosung der Aufgabe, welche selbst den Differentialgleichungen

'pa(?/n?/fn cos Yy Yus Yy vees yf’l) =0
geniigt (dies entspricht bei dem Weierstraf’schen Problem der An-
nahme, daB die Kurve €, mit der Begrenzung des Bereiches ® zu-
sammenfillt), dann mufl die Kurve €, den Differentialgleichungen

02 d o

@ oy O i=12..,n
geniigen, wo

L = 3 4P

mit geeigneten Multiplikatoren 1,(f), und (dies ist das Analogon der
Weierstraf’schen Schrankenbedingung 7'= 0) es miissen die simtlichen
Funktionen 1,(f) im ganzen Intervall (¢,¢) dasselbe Zeichen haben

1) Siehe meine Vorlesungen etc. § 54.
2) Giéttinger Nachrichten 1909, S. 204.
3) Lecons etc., no. 213 bis.



Uber Variationsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen. 3

Im folgenden soll nun die analoge Aufgabe fiir das in gewissem
Sinn allgemeinste Variationsproblem mit einer unabhingigen Variabeln
gelost werden, bei welchem als Nebenbedingungen aufier endlichen
Gleichungen, Differentialgleichungen und Gleichungen
zwischen den Endkoordinaten auch endliche Unglei-
chungen, Differentialungleichungenund Ungleichungen
zwischen den Endkoordinaten auftreten.

§ 1. Formulierung der Aufgabe.

Wir formulieren im einzelnen unsere Aufgabe folgendermafien:
Die Menge der zuldssigen Kurvenbogen soll aus der Gesamtheit
aller Kurven in Parameterdarstellung

v, = 9,8, L=t=t, i=1,2,...,n
bestehen, welche p' Differentialgleichungen
@) Do Ui Yy ooy Yur Y1y Yoy ooor Yn) = 0, o =1,2,...,p,
p" Differentialungleichungen
1) Pt (Y Yoy o3 Ynr Yo Y2y - Yn) = 0,

' =p'+L,p+2 .., +p" =p,
q' endlichen Gleichungen
(2’) "/’ﬂ'(?/n?/w“‘syn):()’ ﬁ'=112>"-’(1"
q" endlichen Ungleichungen
(2") w.‘"'(yn?/z7"->yn)§0) ﬁ”=q’+1’q'+2""’ql‘l‘q”:Qa
geniigen, withrend die Koordinaten (¥, ¥a0s +++» Yo} Yirs Yaus -+ > Ym) der
beiden Endpunkte der zuldssigen Kurvenbogen 1’ Gleichungen
(3’) 24 (Y105 Y201 +++1 Ynos ?/uvyzn""?/m) = 0, 7,=172>'~-77Ja
und 7" Ungleichungen
(3") Ly (yxo’ Yooy +o+3 Yuos Yrus Yars oo oy ym) =0,
Pr=r+1,r"+2 . =,
geniigen.

In Beziehung auf diese Gesamtheit von zulissigen Kurven, die
wir in der Folge mit 9t bezeichnen werden, soll dann der Ausdruck

tl ' ! !
U=.{f(yuyzv-'Hf'/m?/nyz’”wyn)dt
0

+ G Yior Ysor -+ Ynos Yur> Yars =+ o3 Y)
1*
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zu einem Minimum gemacht werden:

4) U = Minimum in M.
Es wird angenommen, ein zuldssiger Kurvenbogen
€: v =9, L, =224, 1=12...,n,

sei gefunden, welcher ein Minimum fiir den Ausdruck U liefert, und
welcher die Bedingungen (17), (2”), (3") mit dem Gleichheits-
zeichen befriedigt. Fiir diese Kurve sollen dann die aus der Be-
trachtung der ersten Variation des Ausdrucks U folgenden Bedin-
gungen (die ,Bedingungen erster Ordnung“ nach Hadamard) auf-
gestellt werden.

Von der Kurve € wird dabei vorausgesetzt, daf die Determinante

dp, O, 99,
8y, ' oy, ' "7 oy,

)] du,  ov, o0, % O entlang €,
oy, ' dy,’ "7 oy,

«=12..,p;=12..,9;m=p+q

Die Endwerte #,, ¢, des Parameters ¢ diirfen ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit als fest fiir alle zuldssigen Kurven vorausgesetzt
werden. Die Koordinaten der Endpunkte des Bogens €, werden mit
Yoor Yoos s Ynos TESP. Yois Yoy ooy Yoy, Dbezeichnet,” und es wird, ange-
nommen, daf die Anfangsbedingungen (3’), (3") in der Umgebung der

Stelle

Ay = Wos Y01 -+ ) Y3 Yius Yaur =+ Yor)
nicht nur untereinander vertriglich und unabhiéngig sind, sondern
daf dies auch noch fiir das erweiterte System von Anfangsbedingungen
gilt, das man erhilt, wenn man zu (3') und (3") die aus (2') und (2")
fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢, folgenden Anfangsbedingungen

(6’) Yy (."/m)?/zoy ceey ?/no) = 0, P (yu y Yoy 00y ym) = 0,

(6") ’lﬂ'{;" (f’/m yYa0y 000y ?/no) = O; ¢ﬁ’ (yuy Yaryoees ym) =0
hinzufiigt ).

Hierzu wiren nun noch die iiblichen Stetigkeitsvoraussetzungen
iiber die Funktionen f, ¢, v; G, x; ¥, () hinzuzufiigen; dieselben mégen
ebenso gewihlt werden wie in meiner in der folgenden Fufinote
zitierten Annalenarbeit.

1) Eine weitere Voraussetzung iiber die Kurve €, wird am Ende von § 2 hinzu-
gefiigt werden.



Uber Variationsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen. 5

Das Verfahren, das wir zur Losung der hiermit formulierten
Aufgabe anwenden werden, ist eine Kombination und zugleich Ver-
allgemeinerung einerseits der Methode, welche Hadamard bei der
im Eingang erwédhnten Modifikation des Mayer’schen Problems benutzt,
andererseits der Methode, deren ich mich in einer kiirzlich in den
Mathematischen Annalen?!) erschienen Arbeit zur Aufstellung der
Differentialgleichungen und Grenzgleichungen fiir dasjenige Variations-
problem bedient habe, welches aus dem gegenwéirtigen hervorgeht,
wenn man in den Bedingungen (1”), (2"), (3") die Ungleichungszeichen
unterdriickt.

§ 2. Die Differentialgleichungen und Grenzgleichungen
des Problems.

Die gesuchten Bedingungen erster Ordnung fiir die Kurve €,
werden sich in Differentialgleichungen, Grenzgleichungen und Schran-
kenbedingungen gliedern. Wir wenden uns zunichst zur Aufstellung
der beiden ersteren.

Von der Kurve €, war vorausgesetzt, daf sie zur Kurvenmenge
M gehort und iiberdies den Bedingungen (1”), (2"), (3") mit dem Gleich-
heitszeichen geniigt; wir wollen die Gesamtheit derjenigen Kurven
von IR, fiir welche die Bedingungen (1”), (2”), (3") mit dem Gleich-
heitszeichen erfiillt sind, mit M, bezeichnen.

Nach Voraussetzung macht die Kurve &, den Ausdruck U zu
einem Minimum in Beziehung auf die Menge M ; da sie zu M, gehort
und M, als Teilmenge in IM enthalten ist, so mufl daher €, a fortiori
den Ausdruck U auch in Beziehung auf die Menge M, zu einem
Minimum machen. Das Problem
(7) U = Minimum in 9,
ist aber identisch (auch in der Bezeichnung) mit der Aufgabe, fiir
welche ich in der oben erwihnten Arbeit die Differentialgleichungen
und Grenzgleichungen abgeleitet habe. Wir konnen also die dort
erhaltenen Resultate auf die Kurve €, anwenden. Dazu miissen wir,
wie am angegebenen Ort hervorgehoben wurde, zunichst die Anfangs-
bedingungen ,reduzieren®?).

1) Uber den ,Anormalen Fall“ beim Lagrange’schen und Mayer’schen Problem
mit gemischten Bedingungen und variabeln Endpunkten, Mathematische Annalen, Bd. 74
(1913) 8. 430. Ich werde diese Arbeit in der Folge mit A, zitieren.

2) Vgl. fur das folgende A, § 1,
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Die Anfangsbedingungen fiir das Problem (7) sind die r = #'+#"
Gleichungen

(8" Ty Wios s Yuay - ) = 0, Y =12 ...,7,
@) Ay W s Yur o) = 0, Y=+ 1,r 42 ...,
zu denen stets noch die Gleichungen
(6 Vg War o1 Yno) = O g Wyys oY) = 0,
g =12..74,
(6) Vgr Waor e or U = 0y P gy vvs Yu)) = 0,

ﬂ" = q'+1) {l'+2, cevy q'+q”
hinzutreten.

Die Gleichungen (6"), (6™) sind wegen der Voraussetzung (5) von
einander unabhingig. Dagegen wire es moglich, daf in dem erwei-
terten System von Anfangsbedingungen (3'), (3"), (6'), (6”) einige der
Gleichungen (3'). (3") eine Folge der iibrigen Gleichungen des Systems
wiren, und zwar mogen die Gleichungen

(8') x'y;(?/xow"’yu"") = 0, 7;=r:+177‘:+21"'7r;+r;=r,)
(8") Xyt oy +oo 3 Yugreo) = 0,

Vo= 0+, r 2, R, = 0"
eine Folge der iibrigen Gleichungen (3'), (3”), d.h. der Gleichungen
) x,y{‘(yw,...,y”,...)=0, =12 ...,

(9”') x?'.{ (yw,"',yu"") = 07 7}'{:r’+1,/)~'+2,...’r'+rl;
und der Gleichungen (6'), (6”) sein, wihrend die Gleichungen (9'),
(9™), (6'), (6”) untereinander unabhingig sind. Dies bedeutet, wenn

wir im Sinn von A. § 1 den Fall singulidrer Endpunkte ausschliefen
und zur Abkiirzung

wﬁ(yxor'“:yno) = w%’ wﬁ(yu:"'r:’/m) = 1/"23‘
setzen: Die Matrix
Opg M
m:"’a_ay—mr 0 ) "ty 0
6 1 6 1
0 ,-, 0, Ve . vs
(10) 0y, 0Y s
R T N
0y, " O Oy, 7 OYy
Omyy Oy Oty Oy
Y Ou 0¥y OYy

B=1,2...,q; yi=12 ..., ¥, =7 +1,742,...,r 7]



Uber Variationsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen. 7

"

1?

ist an der Stelle 4, vom Rang 2¢ + |+ »;, worin inbegriffen ist, daB

11) 29 + 1! +7 =2,

und die Funktionen Tylr Ly lassen sich durch die Funktionen 93, v,
Zyl» %y ausdriicken; wir schreiben in leicht verstdndlicher Abkiirzung

tay = Sy Wy Vs Vs Vs Lyt L)

12 0 1 0 1
( ) xy; = %'y; ('(/)6/, d}ﬁl’ ‘l/)ﬁl/, wﬁﬂ, 7’,},{, %,y’l'),

wobei die Funktionen § verschwinden, wenn ihre sdmtlichen Argu-
mente verschwinden, was wir wieder abgekiirzt schreiben

8‘,:.; ©, 0,0, 0, 0, 0) = 0,
(13) t 8y;(0, 0,0, 0,0, 0) = 0.
Die Gleichungen (13) folgen daraus, dafl an der Stelle A, die Glei-
chungen (3'), (83"), (6'), (6") erfiillt sind, da ja nach Voraussetzung die
Kurve €, zur Menge IR, gehort.

Bei der Aufstellung der Differentialgleichungen und Grenzglei-
chungen hat man nun die abhingigen Anfangsbedingungen (8'), (8")
wegzulassen, und darin besteht eben die oben erwihnte ,Reduktion
der Anfangsbedingungen®. '

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nunmehr die Resultate
von A. § 2 anwenden und erhalten demnach den

SatzI: Wenn die Kurve € in BeziehungaufdieKurven-
menge M ein Minimum fiir den Ausdruck U liefert, so gibt
es p+g von ¢ abhingige Multiplikatoren 4,(¢), u;(¥) und
2q+r{+ri+1konstante Multiplikatoren?, 15,15, 1, ,, der-
art daf fir die Kurve €, die » Differentialgleichungen

02 d o0

- oy, Tt oy =
und die 2% Grenzgleichungen
(15) H =0, H =0

erfiillt sind, und daB iiberdies die g+ r,+#{+1 Multipli-
katoren [, l,, /,, nicht alle gleichzeitig gleich Null
sind. Dabei ist
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& = lof+zla¢a+%y“ﬂ¢ﬁ’
o

) Qb . G S [fo o1y,
H = =g | Ty, T3 | PRl
(16) 0Q . AG dw, [ oy
v ee Rl 1 YY3 2y
= 0y, ’ o Yy +§l'” 0y, +y21lq+”‘ 0y, ’

t
1, = z;+z(;+ft us(0)dt,
0

und die Indizes 7, &, B, y, durchlaufen beziehungsweise
die Werte:

i=12..,n; «=12..,p; =12 ..,9q;
yo= 1,2 .., 41042

Den in § 1 iiber die Kurve €, gemachten Voraussetzungen fiigen
wir nunmehr noch die weitere hinzu, daf die Kurve €, in Be-
ziehung auf die Menge M, sich normal verhalten soll im
Sinn von A. § 3. Das hat zur Folge, daf in den Gleichungen (16)

(17) l,=1
zu setzen ist.

§ 3. Vorlaufige Form der Schrankenbedingungen.

Wir wenden uns nunmehr zur Aufstellung der Schrankenbedin-
gungen. Es sei?)

(18) Y, =y (ty 8)’ L=t

eine den iiblichen Stetigkeitsbedingungen geniigende, den Bogen €,
fiir ¢ = O enthaltende Schar von Kurvenbogen, welche fiir alle hin-
reichend kleinen nicht negativen Werte von & zur Menge M gehorten.
Alsdann wende man auf die Gleichungen und Ungleichungen,
welche diese Annahme analytisch ausdriicken, den Variationsprozef
an, schreibe zur Abkiirzung allgemein
SF(t, &) — (-6—2&8—))
& e=0

und setze in leicht versténdlicher Abkiirzung

1) Jeder der Indizes ¢; e, &', &”; B, §', 8”5 ¥, ¥"s Y1, ¥4 s ¥4, v5 soll im fol-
genden sowohl als Gleichungsindex wie als Summationsindex stets dieselbe feste
Zahlenreihe durchlaufen wie in den vorangehenden Paragraphen.



Uber Variationsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen. 9
P (9 &), §' (¢, 8)) = ugr (b 8)
(19) vpr (9, €) = vgr (4 ¢),
Lyt (t) (tov 8)1 1')(tn 8)) = Wyr (8)
und weiter
(20) Oy, = ni(t), Ougr = §ur(8)y Ovgr = Opr(8)y Owyr = gy

Dann erhdlt man fiir die Variationen 1, {,~, 8/, ¢,» das folgende
System von Gleichungen und Ungleichungen

6‘1’«' (t) (tl 8)7 D’(t) 8» = 0, a‘pa” (1) (t1 5)} t)’(ty 8)) = §or (t)y

@1 o vy e) = 0, dyg (9(% 2) = 0g (t),
6%7{ (") (to: &), 9(t, 8)) = 0, 617’1’ (@, 5)y U(tn 8)) = Oy
(22) ga" (t) = 01 6()’” (t) = 0, Oy = 0

und iiberdies, da die Kurve €, nach Voraussetzung ein Minimum fiir
den Ausdruck U liefert,

(23) sU(t, &) =0,
simtlich giiltig fiir t, =t =¢,.
Aus (21) und (23) zusammen mit den aus (21,) fiir die speziellen

Werte ¢ = ¢, und ¢ = ¢, folgenden Gleichungen leitet man unmittel-
bar die Ungleichung ab

& t,
6U+f 2;,aa%dt+f Sy 80y
ty © to

+ {800, [+ 10w, "+ 2y 4y, 01y,
(24) p I

¢ 4
§f 2 l“n g&’.” dt —'—f Z ‘Lﬁn ()ﬁu dt
& o t, B

" %: U O (0 + T O (D1 + 33 g 4y
"1

wobei die Multiplikatoren 1, (¢), yﬂ(t), B U, Uy 4y, dieselben sind, fiir
welche die Gleichungen (14) und (15) gelten, und zwar mit dem Wert
l, = 1.

Setzt man jetzt auf der linken Seite von (24) fiir die Variationen
oU, dp,, 0v;, 0y, ihre nach den Regeln des Variationskalkiils ge-
bildeten Ausdriicke in ;(¢), 9} (¢), %:(%,), 7,(¢,) ein, fafit die verschiedenen

bestimmten Integrale in ein einziges Integral zusammen und wendet
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auf dasselbe die Lagrange’sche partielle Integration an, so ergibt sich,
dafl die linke Seite von (24) in Folge der Gleichungen (14) und (15)
verschwindet. Wir erhalten also den

Satz II: Wenn die Kurve €, ein Minimum (Maximum)
fiir den Ausdruck U liefert, so muf fiir jedes System von
Funktionen £ (f), 6 (/) und Konstanten o,», welches durch
Vermittelung der Gleichungen (19) und (20) aus einer Schar
zuldssiger Variationen (18) der Kurve € abgeleitet ist,
die Ungleichung bestehen

t ¢ .
‘ f Z lau gau dt +f 2 y/ﬁ// 6(3,, dt
to “ll to ﬁ”

2l O )+ e b W+ 2l 4y 0y =0 (S0

(25)

Darin durchlaufen die Indizes «", 87, y; die Werte:

o = p'+1; p'+2) veey pl'*'p"; ﬁ = q'+1a Q’+2, ceey q,+q";
= L 2, P

§ 4. Notwendige und hinreichende Bedingungen
fur die Funktionen u. (¢, ¢), vgr (% ), wyr ().

Ehe wir aus dieser Ungleichung weitere Schliisse ziehen konnen,
miissen wir uns dariiber Klarheit verschaffen, wie weit die Funktionen
und Konstanten ¢, (¢), fg(¢), 0,y willkiirlich gew&hlt werden kinnen.

Da nach Voraussetzung

94 0) = 4.(0)
und da die Kurve €, zur Menge M, gehort, so folgt, daf die durch
die Gleichungen (19) definierten Funktionen

(26) ugr (8, 8), vgr(tye), wyr(8)
fiir ¢ = O identisch verschwinden:
(27) 1’/ " (t 0) = O 1}(3// (t 0) = 0 w, /(0)

Uberdies folgt aus (1), (27), (3"), daf fiir alle hinreichend kleinen
positiven Werte von ¢

(28) Uy (f’ 8) = 0, ?)‘311 (f, e) = 0’ u“}"{ (8) = 0.

Es fragt sich nun zunichst, ob die Funktionen (26) aufier den
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Bedingungen (27) und (28) noch weiteren Bedingungen unterworfen
sind. Um dies zu ermitteln, setzen wir wie in A. §2
d Oz

s = GV = 2,

und schreiben, um die Abhéngigkeit der Variationen dg¢,, 0y, dy
von den Funktionen 7, in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen

Y

— 09, 99, ,\ __
0p, = ;(Gy.- it Gy 17.-) = @,(n),

0
0y, = Eaiyf"‘ = ¥, (1),

3

: 0p 0%y .
oy, = ( L n:(t, o tl) = X (p),
1y = 2, Ml + 5, -ult) 2 ()

x=12 ..., m=p+q.
Dann beweist man durch eine leichte Modifikation des in A. § 2
angewandten Verfahrens den folgenden Hilfssatz:
Es seien
Ugr (t,€) vgr (t, )y Wy (e)
beliebige p"+ ¢"+r; Funktionen, welche den Bedingungen (27) ge-
niigen, und es sei wie bisher
gau = 6”“/” eﬁ" g 6”6"’ Qy;r == al(),y:I.
+ Ferner seien:
My Moy -y Mo 6=12..q+r;r = T:—I—?‘:’
g+, Systeme von Funktionen von ¢, welche den Differentialglei-

chungen
D,(7") = 0, x=12 ..., m=p+q

geniigen, und 17, 7,, ..., 1, ein weiteres Funktionensystem, welches
den m = p+ ¢ Differentialgleichungen geniigt

D, (m) =0, Dy (’7) = §or,
Ppppn) =0, Dpypln) = b
Alsdann gibt es eine g + r, + 1-parametrige Kurvenschar
(29) Y. = Yi(ty & &1y enny Eq-{—?',)’
welche den Differentialgleichungen
Do’ (LY)=0, @4 (Y, Y') = ugr,
papLY) =0 9y (L) = op
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und auferdem den Anfangsbedingungen geniigt:
(30) Yt 0,0,...,0) = 4°(),
aY,\ Y,
(31) ( ¢ )o— 1o (63«1 )o

wobei der Index O die Substitution ¢ = 0, &, = O, ..., Egqpy =0
andeuten soll.

Nunmehr bestimmen wir die Grifen ¢, ¢, ..., &y 4+ r, als Funk-
tionen von & durch die g + r, Gleichungen

39 wﬁ'(Y(to» = O} ¢ﬂ”(Y(lo)) = Uﬂ” (toys):
( ) Zy{(y(tu)) Y(tl)) = 0, Zy’,’(Y(to)) Y(tx)) = u'y'{ (5)

und die Anfangsbedingung, daB siamtliche ¢, ¢,, ..., gy, fir e =0
verschwinden.

Dies ist stets und nur auf eine Weise moglich. Denn wegen
(30) und (27) werden die Gleichungen (32) durch das Wertsystem

O
i)

e=20,¢=0, ..., &g pr, = 0

befriedigt, da ja die Kurve €, zu M, gehort. Und aus (31) folgt,
dafi der Wert der Funktionaldeterminante der linken Seiten der
Gleichungen (32) in Beziehung auf ¢, ¢,, ..., &g 4y, fir

e=0,¢ =20, ..., &g, =0

identisch ist mit der Determinante

t, o ik o o .
|2p1(120)|0’ ) q‘;(’])lo’ X1(77 )1 ooy Xn(’?)f 6=1, 2’ vy @by,

und die Funktionensysteme %7, %7, ..., 4¢ kionnen stets so gewihlt
werden, daf diese Determinante von Null verschieden ist, da wir
vorausgesetzt haben, daB die Kurve €, sich in Beziehung auf die
Menge I, normal verhilt?),

Denkt man sich die so gefundenen Werte von ¢, ¢,, ..., &g 41,
als Funktionen von ¢ in (29) eingesetzt, so erhdlt man eine einpara-
metrige Schar von Kurven

(33) ¥ = (4 ¢),

welche nunmehr den folgenden Bedingungen fiir alle hinreichend
kleinen Werte von |¢| geniigt:

1) Nach A. §3.
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Po’ (t] (t7 8)7 t)'(ty 8)) = O: Po” (t) (t, 8)’ t)'(ti 5)) = Uy (t’ 8):
(34) l[)(gl (t) (t7 5)) O: ¢ﬁ” (") (t7 é)) = /Uﬂ" (ty 8)7
Lyt (¢ ), 9,y 8) = O, Ly! (0 ), 94, 9) = Wy (@)

Wenn man daher jetzt den Funktionen

I

WUer (t, 8), Uﬂ” (t, 8), wyz{ (8)

noch die weitere Bedingung auferlegt, fiir alle hinreichend kleinen
positiven Werte von & den Ungleichungen (28) zu gentigen, so erfiillt
die Kurvenschar (33) alle Bedingungen fiir eine Schar zuldssiger Va-
riationen der Kurve €, mit einziger Ausnahme der Gleichungen und
Ungleichungen

Ly} O & 9(,8) =0, Xyy v, 9, 9, ) =0.

Auf Grund der Gleichungen (12) und (34) lassen sich dieselben
aber schreiben

%y; ©, 0, v (s 8)’ vgr (tu 8)’ 0, Wy (8)) =0,
%y;’ ©, 0, vgr (toy 8)7 v(}’” (tu 8)’ 0, wy"’ (8)) =0.

Somit haben wir das Resultat bewiesen:
Zu jedem System von Funktionen

(26) 2% @, 5)7 vgr (ty &) Wy (8);

welche den Bedingungen (27), (28), (35) geniigen, gibt es eine Schar
zuldssiger Variationen (33) der Kurve €,, welche mit den Funktionen
(26) durch die Gleichungen (19) verbunden ist.

Jedes den Bedingungen (27), (28), (85) geniigende System von
Funktionen (26) wollen wir ein ,zulissiges® System solcher Funk-
tionen nennen. Dann konnen wir sagen: Fiir die Variationen g,
97, 0,; jedes zuldssigen Funktionensystems (26) muf} die Ungleichung
(25) bestehen.

(35)

§ 5. Endgiltige Form der Schrankenbedingungen.

Aus den vorausgegangenen Betrachtungen ergeben sich nun die
gesuchten Schrankenbedingungen; dieselben gliedern sich wieder in
zwei Gruppen: Die erste Gruppe bezieht sich auf die variablen Multi-
plikatoren 4, (f), ugn(f), die zweite auf die konstanten Multiplikatoren

e b
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a) Erste Gruppe von Schrankenbedingungen:
Jedes System von Funktionen (26), welches den Bedingungen
(27), (28) und aufilerdem den Gleichungen

vgr(ty8) = 0, vgi(f,8) = 0, wp(e) =0

identisch in & geniigt, ist ein ,zuldssiges® System von Funktionen
(26), weil fiir ein solches spezielles System wegen (13) die Be-
dingungen (35) stets erfillit sind. Fiir die Variationen eines solchen
speziellen Systems ist dann

Oﬁ” (to) = 0, eﬁ” (tn) = 0, 9;;‘ = 0,

und daher nimmt die Ungleichung (25) die einfachere Form an:
t, t
f 2 1&” g!!" dt +f 2 y/pw eﬁu dt é 0
to al/ to ﬁll

Hicraus folgt aber nach einem dem Du Bois-Reymond’schen Be-
weis des Fundamentallemmas der Variationsrechnung nachgebildeten
Verfahren leicht der

Satz III: Wenn die Kurve € den Ausdruck U zu einem
Minimum (Maximum)in Beziehung aufdie Menge M macht,
so sind die Multiplikatoren 4,/ (f), ug/(f) im ganzen Inter-
vall (t,t) nicht-positiv (nicht-negativ):

(36 e (V0 (S0, up (=0 (S0,
o =p+1Lp4+2 ., p+p; B =d+1 d+2 ..., d+q"

b) Zweite Gruppe von Schrankenbedingungen:

Neben diese Bedingungen fiir die Multiplikatoren 4, up welche
der Hadamard'schen Bedingung bei der im Eingang erwiihnten Modi-
fikation des Mayer'schen Problems entsprechen, tritt nun noch eine
zweite Gruppe von Schrankenbedingungen fiir die konstanten Multi-
plikatoren loﬁn , l'ﬁr/, g+ y7» Welche in dem folgenden Satz enthalten ist:

Satz IV: Es bezeichne P die Gesamtheit der Systeme
von 29"+ 7} Funktionen von ¢

’b‘%ﬂ(e), vb” (8)7 wy’,’ (E))

welche simtlich fiir ¢ = 0 verschwinden, in der Umge-
bung von e =0 stetig differentiierbar sind und fiir alle
hinreichend kleinen positiven Werte von ¢ den Glei-
chungen und Ungleichungen geniigen
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(37) vpr () =0, vbu ©=0, . (e)‘_>:0
[ 8yy(0,0, v (e), v (2), 0, 1y () =
[ 8310, 0, 0 (2), w0 (&), 0, s () = 0.
Ferner bezeichne 0B die Gesamtheit der ausden Funk-

tionensystemen von P durch Variation abgeleiteten
GréBensysteme

(38)

973:/ == 6\?)([’3", Olﬁ" = 6’1)230, g,yll' = 6’1.(/'71{
Dann muf, wenn € den Ausdruck U zu einem Minimum
(Maximum) machen soll, des weiteren die Ungleichung
(39) %(l%u Oﬂ”‘i' lbn 623!:)+ %lq_i_,yrll Q,),I;?O (§ 0)

fiir alle GréB8ensysteme von 0P erfiillt sein.
Beweis: Man wihle, unter % eine kleine positive Grife ver-
standen,

g (b, 8) = 0

p@(1-15) i teh)
vgr (t, &) = 0 in (¢,+h t,—1)
[ o (o) (1 - t—;‘) in (¢, — I, t,)
Dann bilden diese Funktionen zusammen mit den im Satz vorkom-
menden Funktionen w,.(¢) auf Grand von (37) und (38) ein ,zulissiges”
System von Funktionen (26). Daher muf fiir die daraus abgeleiteten
Variationen :
gan = 0, Opn’ @7,;
die Ungleichnng (25) bestehen, aus welcher bei hinreichend kleiner
Wahl von % die Ungleichung (39) folgt. —
Durch Variation ergeben sich aus den Relationen (37), (38) fiir
die Grofien 63+, Op, o,» die folgenden Gleichungen und Ungleichungen

(40) S0, S0, 030,
> {( ) eﬁ,, ( 9%y, ) 0;3,,1 +> (657-,’ ) oy =0,
[ adlﬁn ° Gﬂ)bu 0 ] 7y 617,‘, o 11

08, 0Fyr \ at } ( O, » ) .
Y2 2 )} Ohot - ¥ 0 O
ﬁz {( ad}ﬁ// )0 ﬁ ( 61#23" )o ﬂ % 6%7;’ oy =

(41)
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wobei der Index O andeuten soll, dafl in den Ableitungen von & alle
Argumente gleich Null zu setzen sind.

Diese Bedingungen charakterisieren jedoch die Grifensysteme
O, Opr, 0,y der Menge 0P nicht vollsténdig, und man darf daher
nicht den nach sonstigen Vorkommnissen in der Variationsrechnung
naheliegenden Schluf ziehen, daB die Ungleichung (39) fiir alle den
Bedingungen (40) und (41) geniigenden Wertsysteme 6, Oy 0y, gelten
muB, wie das folgende Beispiel zeigt: Es sei

g =2 =0, r, =2

und die Bedingungen (38) mdgen lauten
vi(e) — v (e) —wi(e) = 0,
— vy (e) = (1 ()" + v5(e) — 03 (¢) = 0.

Hieraus, zusammen mit den Uugleichungen (37), folgt, daB sidmtliche
Funktionen v(¢) identisch in & verschwinden miissen und daher be-
steht die Menge 0P hier aus dem einzigen Wertsystem :

=0 6 =0 6 =0 0 =0

Dagegen ist die Gesamtheit der den Bedingungen (40), (41) ge-
niigenden Wertsysteme durch die Bedingungen:

0= 0=0, 6 =0, 6 =0
charakterisiert. —

In dem speziellen Fall, wo

”

r=0, ¢ =0,

kommen die Bedingungen (38) in Wegfall. In diesem Fall ist die
Menge 0P durch die Ungleichungen (40) allein vollstindig charakte-
risiert. Daher nimmt in diesem Fall der Satz 1V die folgende ein-
fache Form an:

Zusatz I: In dem besonderen Fall, wo die Gleichungen
(8", (8"), (6"), (6”) von einander unabhédngig sind (d. h. r, =0,
7, = 0) nimmt die Schrankenbedingung (39) die einfache
Form an:

(42) =0, Ip=0, I,y =0

Noch in einem zweiten speziellen Fall vereinfacht sich der Satz
IV wesentlich. Aus der am Ende von § 1 gemachten Annahme, da8
die Gleichungen und Ungleichungen (3'), (3"), (6'), (6") in der Umge-



Uber Variationsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen. 17

bung der Stelle A, vertrdglich und von einander unabhéngig sind,
folgt a fortiori, daB dies auch fiir die Gleichungen (3') und (6') gilt,
daB also, wenn wir wieder im Sinn von A. § 1 den Fall singulirer
Endpunkte ausschlieflen, die Matrix

oy O
L E o, 0
Y1 W o
6‘4}1 ' 61!}' ’
0 s Tt Y 0 ) B PR d
Yy Yy
Gml . Gl,yl GXy' . 62’4/’
aym ’ ’ ayllo ’ 6yll ' ' aym

B=12...,49; =12 ..+
an der Stelle 4, vom Rang 2¢'+#' ist, worin enthalten ist daf
2q ++' = 2n.

Driickt man nun mittels (12) die Funktionen y,, durch die Funk-

tionen
1!’2?’, 1!’23'7 ‘:L'?)’”y 7/’;5‘”7 Lyls Ly?

aus, so folgt hieraus nach einfachen Determinantenséitzen, dafi die
Matrix aus r, Zeilen und 2¢"+ r] Kolonnen, welche aus den Null-

werten der Ableitungen der r, Funktionen §,, nach den 2¢"+»7 Ar-
gumenten

0
1/)()1//, 'wbn, x,‘/rl/
gebildet ist, vom Rang 7, sein muf, was die Ungleichung
n= 20+
in sich begreift.
In dem speziellen Fall, wo r, seinen grifiten Wert erreicht:

K s Y o
¥y = 2q +7,

folgt hieraus, daB das System (37), (38) nur das einzige Losungs-
system

vpr(e) =0, vpr(e) =0, wyn(e) =0
besitzt, und daB somit die Menge 0P aus dem einzigen Wertsystem
0?3" = 0, ();)w == O, 0’}’;’ == ()
besteht, daB also die Bedingung (39) stets erfiillt ist. Wir haben so-

mit den

Festschrift Scliwarz, 2
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Zusatz I1: Es ist stets

nE2 4,
und wenn 7] seinen gréften Wert besitzt:

=20+,
so kommt zu den Schrankenbedingungen (36) keine wei-
tere Schrankenbedingung fiir die konstanten Multipli-
katoren

B Yoo bq
hinzu. —

Daf mit den Bedingungen (14), (15), (36), (39) die Bedingungen
nerster Ordnung* erschopft sind, ergibt sich aus der folgenden Um-
kehrung zu den bisherigen Resultaten.

Satz V: Es sei € eine zur Kurvenmenge M, gehdrige
Kurve, welche die Voraussetzung (3) erfiillt. Wenn dann
fiir € die Differentialgleichungen (14) und die Grenz-
gleichungen (15) mit /, = 1 erfiillt sind, und wenn {liber-
dies die Schrankenbedingungen (36) und (39) erfiillt sind,
soist

dU=0

fiir jede Schar (18) von in M zuldssigen Variationen der
Kurve €,

Denn nach den Betrachtungen von § 3 ist U gleich der linken
Seite I. der Ungleichung (24) minus der rechten Seite B. Aber L = 0
wegen (14) und (15) und — R = 0 wegen (36) und (39); also ist U = 0.



Elementarer Beweis fiir den Fundamental-
satz der konformen Abbildungen.

Von

C. Carathéodory in Gattingen.

Einleitung.

1. Fiir den von Riemann ausgesprochenen Satz, daf jedes einfach
zusammenhiéngende Gebiet der Ebene konform auf das Innere eines
Kreises abgebildet werden kann, hat bekanntlich H. A. Schwarz den
ersten strengen Beweis gefiihrt.

Die klassische Mcthode von Schwarz, die die Méglichkeit der
konformen Abbildung fiir Gebiete liefert, deren Begrenzung stiick-
weise analytisch ist, und die sich auf Eigenschaften des Poissonschen
Integrals, auf das Spiegelungsprinzip und auf das alternierende Ver-
fahren stiitzt, ist aber nicht der einzige Weg, den Schwarz fiir die
Behandlung unseres Problems vorgezeichnet hat.

In seiner Abhandlung ,Zur Theorie der Abbildung“!) hat er
niimlich eine Methode entwickelt, die auf ganz anderen Prinzipien
beruht, und die fiir die hier folgende Arbeit vorbildlich sein wird.
Man kann den Gedankengang dieser Arbeit folgendermafen kurz an-
geben: Der Autor beschréinkt sich auf ein konvexes, ganz im Endlichen
liegendes Gebiet, approximiert dieses von innen und aufien her durch
eine Folge von Polygonen, deren konforme Abbildungen auf den Ein-
heitskreis durch bekannte Funktionen bewirkt werden, und zeigt mit
Hiilfe eines Satzes, dessen Wichtigkeit fiir die Funktionentheorie

1) Progr. d. cidgenéss. Polytechnischen Schule in Zirich 1869—70, Ges. Abh.
II p. 108.

o
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immer mehr hervortritt!), daf diese Folge von Funktionen fiir innere
Punkte des Einheitskreises konvergiert und zu einer analytischen
Funktion fiihrt, welche die gewiinschte Abbildung liefert.

Bei dieser zweiten Methode von H. A. Schwarz ist zum ersten
Mal das Problem der konformen Abbildung der inneren Punkte
eines Bereiches auf die inneren Punkte eines Kreises scharf ge-
trennt vom Probleme des Anschlusses dieser Abbildung an den Rand,
eine Trennung, die unumginglich ist, wenn man die allgemeinsten
schlichten Gebiete der Ebene behandeln will.

2. Im ersten Kapitel der folgenden Arbeit wird es sich darum
handeln, erstens einen Konvergenzbeweis zu geben, der sich auf ganz
elementare Rechnungen stiitzt, zweitens die Approximation durch
Polygone, durch eine andere zu ersetzen, die die Schwierigkeit der
Konstantenbestimmung bei der Abbildung von Polygonen vermeidet,
und deren Giiltigkeit sich auf die Abbildung der allgemeinsten
schlichten Gebiete erstreckt.

In der oben genannten Arbeit?) hatte ich gezeigt, wie man jedes
schlichte einfach zusammenhéingende Gebiet, das sich von aufien ap-
proximieren ldBt, also insbesondere das Innere einer Jordanschen
Kurve, als den Kern einer Folge von speziellen Riemannschen
Flichen mit lauter Verzweigungspunkten zweiter Ordnung darstellen
kann, deren Abbildungsfunktionen durch sukzessive Auflésung von
Gleichungen erster und zweiter Ordnung gewonhen werden. Um dann
zu der Abbildung der allgemeinsten einfach zusammenhiéngenden
schlichten Gebiete zu gelangen war ein zweites Grenzverfahren not-
wendig. Herr Koebe hat spiter gefunden?), daf man lediglich durch
Verdnderung der Wahl der Verzweigungspunkte der Riemannschen
Fliche, die ich benutzt hatte, das Approximationsverfahren auf be-
lichige Gebiete erstrecken kann; zugleich konnte Herr Koebe, dem
wir uns im § 10 anschliefen werden, die Riemannsche Approximations-
fliche sozusagen automatisch entsteben lassen und gleichméfige Kon-
vergenz fiir alle Gebiete erzwingen, die im Inneren des Einheitskreises
liegen und eine feste Scheibe enthalten. Diesen grofen Vorteilen
gegeniiber ist der Umstand, daf man, wenn man wie Koebe vorgeht,
bei jedem Schritt aufiler der Lisung einer quadratischen Gleichung

1) In einer fritheren Arbeit [Math. Ann. Bd. 72, p. 107] habe ichi vorgeschlagen,
dicsen Satz das Schwarzsche Lemma zu nennen.

2) Lc p. 139,

3) Gott. Nachr., Math.-phys. Klasse, 1912, p. 844.
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auch einen Punkt des Randes bestimmen mufl, dessen Abstand vom
Anfangspunkt der Koordinaten ein Minimum ist, wemgstens fiir den
Existenzbeweis vollstdndig unerheblich.

3. Im zweiten Kapitel werden wir uns damit beschiftigen, das
Spiegelungsprinzip von Schwarz fiir Kreise und fiir analytische Kurven
auf einfachem Wege abzuleiten und die Abbildung des Randes fiir
stiickweise analytische Kurven zu untersuchen. Dies geschieht mit
Hiilfe einer geometrischen Uberlegung, die uns erlauben wird eine
grofie Anzahl von Fillen, fiir welche man bisher gezwungen war das
Schwarzsche alternierende Verfahren anzuwenden, durch eine einfache
Anwendung des Spiegelungsprinzips zu ersetzen.

Mit denselben Hiilfsmitteln kann man ebenfalls beliebige einfach-
zusammenhéngende, ganz im Endlichen liegende endlichbliittrige Rie-
mannsche Flichenstiicke oder Stiicke einer analytischen krummen
Fldche auf einen Kreis abbilden.

Kapitel I
Existenzbeweis fiir die konforme Abbildung des Inneren
eines einfach zusammenhingenden Gebietes.

4. Die meisten der folgenden Uberlegungeu stiitzen sich auf
das bekannte Lemma von. H. A. Schwarz: Ist fiir - < R die
analytische Funktion o = f(s) reguldr und aullerdem
‘f(e)]<< R, ist ferner f(0) = 0, so gilt im ganzen Kreise die
Ungleichheit

) = Z
oder aber es ist
eia‘}
fe) =5

wo & eine reelle Zahl bedeutet.

5. Das Schwarzsche Lemma 148t sich durch elementare Trans-
formationen der u- oder der z-Ebene auf veeschiedene Weisen ver-
allgemeinern; wir werden u. A. von folgendem Satz Gebrauch machen?):
Es sei die Funktion 9 (f) analytisch und regulir fiir [¢i<1 und
¥ (0) = 0; ferner sei im Einheitskreise

Ryi<g
' 1").l)ic Formulierung dieses Satzes sowie die Tatsache, daB man hier, olne sich

um das geometrische Bild zu kiimmern, durch einfache Abschitzung die Bedingung (4)
erhilt, verdanke ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn Plemelj.
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dann ist im Kreise [¢| =7 <1

1) R

Man setze

dann ist 7(0) = 1 und fiir [¢| <1

Ry (@) =0.
Zweitens setze man
1—
) £l = 1 Ty Eg, also %(¢) = Tfi—%%

Vermoge der Gleichung (2) wird die Halbebene Ry =0 auf den Kreis
j£]| <1 abgebildet; dabei entspricht dem Punkte 4 (0) = 1 der Punkt
£(0) = 0. Die Funktion £ (f) gentigt also den Bedingungen des Schwarz-
schen Lemmas, und man hat fiir

3) ti<r<l, |E@)i<r.

Hieraus folgt aber, wenn man die zweite Gleichung (2) beriicksichtigt
1-— 147

@ T <l <1rs,

und schlieflich die zu beweisende Bedingung?).

6. Mit denselben Hiilfsmitteln kann man den Differenzenquotienten
einer im Kinheitskreise reguldren und beschrinkten aber sonst be-
liebigen analytischen Funktion abschétzen:

Es sei also fiir |#| < die Funktion f(2) reguldr und |f(2)! < M;
mit 2z, bezeichne man einen festen, mit 2 einen beliebigen von 2, ver-
schiedenen Punkt des Einheitskreises.

Bestimmt man eine Funktion ¢(u) durch die Gleichungen

M(E) ~ [ ()
(&) f (2) — M*
in welchen Z, und f(z,) die zu 2, und f(¢,) konjugiert komplexen Zahlen

bedeuten, so folgt, daf ¢ («) den Bedingungen des Schwarzschen Lem-
mas geniigt, und dafl folglich fiir |u| <1

lo (W) = [u]

1) Siehe die FuBinote auf der vorhergehenden Seite.

w=TETH =

gE,—7r
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ist; folglich ist fiir |2 <

MIf@)—fle)l — rlz—a]
£ &) Fe)— M|~ [e2,—7"]

Hieraus folgt aber, dafl
| £(2) — [(2)

5
®) | 2—gz,
oder, wenn man die Ungleichheit

If (&) F(e) — M*| < 2 M?

< 7|f(5)]?(20)—ﬂ12l
=  M|zz,— 7|

benutzt,

(©)

f@) =1 | 2 My
R =

Sind insbesondere |#| << v <<+ und [z,] << 7, << 7, so erhilt man

(7 f(2) —f(z) 2Mr

2 H
3—'20 r—rr,

<<

d. h. eine obere Schranke fiir den Differenzenquotienten. Aus (3) folgt
ferner, wenn man z gegen z, konvergieren lift und bemerkt, dafl
f(2)f(20) — M*| = M*
ist,
, My
) If'(e)] = =7

7. Abschitzungssatz. Wir gehen jetzt daran, einen Satz zu
beweisen, der nur unwesentlich allgemeiner ist als der Satz IV meiner
oben zitierten Arbeit.

Es seien G, und G, zwei einfach zusammenhingende Gebiete, die
ganz im Innern der Kreise [#] <1 resp. 2| <1 liegen, dagegen die
Kreise Ju| <<k <1 und |[#] <<% in ihrem Inneren enthalten.

Die Funktion #(2), die nur fiir das Innere von G, definiert zu
sein braucht, bilde das Innere von G, auf das Innere von G, ab, so
dafi die Punkte : = O und # = 0 und in diesen Punkten parallele
Richtungen einander entsprechen. Es wird dann behauptet, daf,
wenn man mit ¢ eine beliebige feste positive Zahl, die kleiner als
Eins ist, bezeichnet, eine positive stetige Funktion m (%, ) gefunden
werden kann, die folgende beiden Eigenschaften besitzt:

a) Es ist fiir |¢| =kt

[u () — 2] = m(h, 7).
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b) Es ist
Lim wi (h, ) = 0.
h=1
D. h., wenn man sich etwas ungenau ausdriicken darf: die Abbildungs-
fanktion weicht um beliebig wenig von der Identitit u — 2 ab, wenn
der Radius der Scheibe % nahe an Eins ist.
Zunichst bemerken wir, daff fiir alle Punkte der Scheibe |2] < /
wegen des Schwarzschen Lemmas
<1

()
) = |=7

ist; diese Ungleichheit ist aber fiir die tibrigen Punkte des Gebietes
G, ebenfalls erfiillt, da in diesen |«| =1 und |¢] = % ist. Indem man
die Gebiete G, und G, vertauscht, findet man ebenso, daB, fiir alle
Werte von « innerhalb G, — oder wegen der Eineindeutigkeit der
Abbildung fiir alle Werte von z in G,
1

=7

z

W

ist.
Wir haben also ganz allgemein in unserem Gebiete G

1
<< .
(10) =k’
Nun ist fir [2]<<he
(11) [u—2] = { 1i |2 |<l-——1l h;

wir setzen ferner um ’—— — 1| bequem abzuschitzen

— o ey
z = ht, - = (@), —FW = @({).
Wegen (10) ist

12) A=SIFOI= T, F=IpOl= L ro-1= 1-h
letzteres weil I"(0) = «'(0) nach Voraussetzung reell und positiv ist.

Es kommt

] \F@)— 1| < |F@E)— FO)]+|F©)— 1]
und schlieBlich

(13 L-t|zip0-115+ 150

h
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Ist a eine beliebige komplexe Zahl, die durch

' p
den Punkt P dargestellt wird, so ist die Grife |a — 1], ) i 2 }

d. h. die Strecke I/ P nicht grifer als der Weg E M P, E
was man schreiben kann

(14 o= 1] = [Ja] = 1|+ |al |3 al
Nun geniigt, da ¢(0) = 1 ist, derjenige Zweig der Funktion
¥(t) = lo(t), der fiir ¢ = 0 verschwindet nach (12) der Bedingung
R ()] =< — 2115
es ist also nach §5 fiir ||~
[Sle Ol =

und ferner wegen (22)

4lhll+1:
x 1—7

lpOl<-, lle@OI-11=22".

Setzt man also in (14) « = ¢ (f), so kommt

1—r 41k 147
I(P(t)_llé X —%/ZZ 1—1!

woraus mit Benutzung von (13) und (11) folgt:

(14) f—z] =< m(h, ©),
wo

A (=M 47l 141
(15) (k) = VR ll—-r
ist, und es ist nicht nur, wie wir beweisen wollten, Lim m(h, ) = 0

h=1
fiir jedes feste r < 1, sondern auch z. B. Limwm (), 1) = 0.
h=1

8. Konvergenzsatz. Es sei eine Folge von Funktionen

F,(2), F,(2), ...
gegeben, welche die konforme Abbildung eines festen einfach zusammen-
hingenden Gebietes G auf eine Folge von Gebieten ,, (+,, ... liefern;
dabei soll fiir jedes n =0 das Gebiet &, im Einheitskreise || <1
enthalten sein und auferdem einen Kreis |z| <</, in seinem Inneren
enthalten. Es wird ferner vorausgesetzt, daf F,(U) = 0 und I, (0)
reell und positiv ist und daf Lim %, = 1 ist.

=00
Es soll bewiesen werden, dafl unter diesen Umstinden die Grenz-
funktion Lim 17,(¢) = I'(¢) existiert, und daB die Konvergenz in

n=co
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jedem Kreise |¢] =< & <1 gleichmiBig ist, woraus dann ohne weiteres
folgt, daB F(z) im Kreise |z| <1 analytisch und regulir ist.

Es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir von den
GroBen %, voraussetzen, daB stets

kn+l ; kn
ist: im entgegengesetzten Falle nehme man niimlich statt der Folge
h, die monotone Folge k,, %,, ..., die entsteht, wenn man %, gleich
der unteren Grenze von h,, k,,,, ... setzt.

Es sei @ (u), die im Gebiete G regulire, zu v = F,(¢) inverse
Funktion; fithrt man die Bezeichnung

fu(2) = @(F,(2))
ein, so bedeutet f,(?) eine Funktion, welche das Gebiet G, auf G, kon-
form abbildet; der absolute Betrag von f,(¢) ist demnach kleiner als
Eins, wenn # innerhalb des Gebietes G, variiert.
Es ist dann
I, () = Fy(f,(2),
und es geniigt, wie wir sehen werden, unseren Konvergenzsatz fiir
die Folge der Funktionen f,(z) zu beweisen.
Wir bezeichnen mit ¢, («) die zu f,(¢) inverse Funktion und setzen

(16) 9,) = 9. (fu,(2),
so daf

(17) fuip(2) = 1a(9,(2)
ist.

Nun sei ¢ eine beliebige positive Zahl unterhalb Eins; wir kénnen
nach Voraussetzung eine Zahl N’ finden, so daf fiir » = N’ der Radius
h, = \/e ist. Die Funktion 9,(2) liefert die konforme Abbildung des Ge-
bietes G,,, auf das Gebiet &,, die beide im Innern des Einheitskreises
liegen, und eine zum Einheitskreise konzentrische Kreisscheibe vom
Radius 7, in ihrem Inneren enthalten. Nach unserem Abschdtzungs-

satze ist also fiir [¢| <@

(18) lg,(e) — 2] <m (/lrn, 7‘:—) =m (/,,M \/6)

Da Lim m(h,, \s) = O ist, kann man N=N' derart wihlen, daf
N =00

fir n =N

19) m (h,, \6) < \6 —6
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ist, und die Formel (7) in der man » = h, und M = 1 gesetzt hat,
liefert mit Beriicksichtigung von (17), (18) und (19) fiir |2] <'e

2h, m(h,, \o)
—6(a+m(h, \o))

Die gleichmiBige Konvergenz der Folge von Funktionen f,(2)
innerhalb des Kreises |z] << ¢ folgt unmittelbar aus der letzten Formel,
deren rechte Seite, die von p unabhingig ist, bei wachsendem % be-
liebig klein wird.

Hieraus folgt aber die Existenz der analytischen Funktion

(20) f(5) = Lim f,().

n =00

[faen() = Fu()] = (100, —Fu( =

Ferner ist fiir alle Werte von z, fiir welche f(2) einen inneren Punkt
des Gebietes G, darstellt

21) F() = F,(f(5) = Lim F,()

9. Abbildungssatz. Wir wollen jetzt zeigen, dafl die im
Einheitskreise regulire Funktion f(¢) die konforme Abbildung des
Inneren des Einheitskreises auf das Gebiet G, liefert, und daf folg-
lich F(#) fiir |2]<1 reguldr ist, und die Abbildungsfunktion von
|¢] <1 auf G ist.

Die gleichmifiige Konvergenz der Funktionen f,(¢) gegen f(2)
innerhalb eines jeden Kreises [¢| =& <1 impliziert bekanntlich die
gleichmiifiige Konvergenz von f,(¢) gegen f’'(¢); insbesondere ist also

'(0) = Lim f£,(0).

n =00
Nun ist aber nach (10)

17 (0)] = Ry,
also ist auch [f'(0)| = /,, d. h. die Grenzfunktion f(¢) ist keine Kon-
stante, und die Nullstellen von (f(¢) —-f(2,)), wo #, irgend einen Punkt
im Inneren des Einheitskreises bedeutet, liegen isoliert. Ist also 6
irgend eine positive Zahl, die der Bedingung [2,] < e <1 geniigt, so
kann man zwischen ¢ und Eins eine Zahl 7 finden, so daf auf dem
Kreise |2] = © die Funktion |f(¢) —f(¢,)| keine Nullstellen und folg-
lich ein von Null verschiedenes Minimum 6 besitzt. Die Anzahl A
der Nullstellen von (f(z) —f(2,)) innerhalb des Kreises |z] <7 wird
aber durch das iiber diesen Kreis # erstreckte Integral

1 f'(a)de
4= 9 ) T =1
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geliefert; nun ist, da fiir hinreichend grofle » auf dem Kreise x die
Grofle -

(@~ fle)] < 2

ist,

)dy — . ([,c
(22) 2w f Fley—1(z,) nIinolo ‘)7” f /n(?')

eine GroBe, die offenbar <1 ist, da die Funktionen f,(2) Abbildungs-
funktionen von schlichten Gebieten auf cinander bedeuten. Also ist

4 = 1, woraus man schlieBt, das f(z) das Innere des Einheitskreises
auf ein schlichtes Gebiet G, abbildet; jeder innere Punkt w«, von G|
ist aber auch innerer Punkt von G,, weil man u, = f(¢,) schreiben

kann und weil die rechte Seite von (22) fiir hinreichend grofie n gleich
Eins wird.

Es gibt also innerhalb des Gebietes G, einen (und nur einen)
Punkt ¢, von der Eigenschaft, dal £, ({,) = f(,) ist; fiir hinreichend
grofie » gilt aber die Formel

cfi(2)dz
“= o f ACETO)

woraus folgt, dafl Lim ¢, = ¢, ist; die Punkte ¢, ¢,, ... liegen also

n=2o0

alle innerhalb eines festen Kreises, dessen Radius kleiner als Eins ist ).

Nun sei u, ein Punkt von G, fiir welchen die Punkte §, = o, («,)
alle im Inneren eines Kreises |2] < & << 1 liegen. Man bezeichne mit
20 die Entfernung zwischen u, und dem Rande von G,; die Funk-
tionen g, (#,+ ¢) sind reguldr und dem absoluten Betrage nach kleiner
als Eins, solange [v] << 20 ist, und fiir » = O ist ibr absoluter Betrag
kleiner als ©. Nach dem verallgemeinerten Schwarzschen Lemma ist
also fiir [v) =0

[ I‘pn(uo—*—i’.)l é'ﬂl < 1’
1

S g = 2T

T

| 2

Hieraus folgt zweierlei:

(23)

a) jeder Punkt » des Kreises | — u,| << 0 geniigt wesentlich den-
selben Voraussetzungen wie v, d. . es ist fiir solche Punkte | g, (v)] < &, ;

1) Esist sogar leicht zu zeigen, daB immer |§, | << 2, ist; denn es ist §, = @, (£ (%))
und die Funktion ¢ = ¢u(f(2)) geniigt den Bedingungen des Schwarzschen Lemmas.
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b) der Punkt u, liegt im Inneren von G,; bezeichnet man in der

Tat mit % den Kreis [2] = #,, so gilt dic Formel

17

1 f'e)ds . 1 W(2)de
=,m g f,_.fn(z)—wo =1t

2ai J f(2)—u, = oo 270

weil auf dem Kreise x die Grofle |f,(2) — u,| = ist. Die Begrenzung
von G, kann daher keinen einzigen Punkt im Inneren von G, besitzen,
was aber nur dann moglich ist, wenn G, mit G, zusammenfillt.

10. Existenzsatz. Es handelt sich jetzt darum fiir jedes be-
liebige Gebiet G eine Folge von Gebieten G,, G, ... anzugeben,
welche die im § 8 verlangten Eigenschaften besitzt.

Von G setzen wir voraus, dafB es einfach zusammenhingend ist
und mindestens zwel von einander verschiedene Punkte 4 und 3 der
Ebene auf seiner Begrenzung besitzt. Es sei C ein innerer Punkt des
Grebietes; dann gibt es einen Kreisbogen (oder eine geradlinige Strecke
die ev. den unendlich fernen Punkt in ihrem Inneren enthalten kann1)),
der A mit B verbindet und C in seinem Inneren enthilt. Ks seien A’
und B’ die ersten Punkte der Begrenzung von &, denen man begegnet,
wenn man auf dieser Linie von C ausgehend nach A4 resp. nach B
wandert; A' und B' konnen ev. mit 4 und B zusammenfallen. Durch
eine M6biussche Kreisverwandtschaft, bilden wir die u-Ebene, auf
welcher G ausgebreitet ist auf eine v- Ebene ab, und zwar so, daf
den Punkten A’, C, B’ die Punkte 0, 1, oo der v-Ebene entsprechen;
das Gebiet G geht hierdurch in ein ebenfalls einfach zusammenhin-
gendes Gebiet G' iiber, das die Punkte 0 und oo auf seiner Begren-
zung und die positive rcelle Achse in seinem Inneren enthilt. Durch
den Zweig der Fanktion o = ¢*, der fiir reelle Werte von » reell
ist, geht das Gebiet G’ in ein Gebiet G” iiber, das dic positive reelle
Achse ebenfalls in seinem Innern enthilt und von dem wir zeigen
wollen, daf es ganz auf der einen Seite der Achse des Imaginiiren liegt ;
hieraus folgt dann, dafl G' und " eineindeutig auf einander abgebildet
sind. Angenommen ndmlich es enthalte G” in seinem Inneren einen
Puankt P, dessen reeller Teil =< 0 ist, so verbinde man P innerhalb G”
mit dem Punkte o = 1 durch eine Kurve und betrachte denjenigen
Teil p, dieser Kurve, der zwischen ¢ = 1 und dem ersten Schnitt-
punkte von p, mit der imaginiren Achse liegt. Der Kurve p, ent-
spricht in der v-Ebene eine Kurve p,, die man durch Hinzunahme eines

1) Letzteres, wenn der unendlich ferne Puankt der Iibene cin innerer Pankt von
G ist.
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Stiickes der reellen »- Achse zu einer geschlossenen Kurve erginzen
kann. Diese geschlossene Kurve wiirde den Punkt v = 0 umkreisen
und ganz in G' liegen, was unmiglich ist, weil G’ einfach zusammen
hingend sein soll. Fiihrt man also eine Mdbiussche Transformation aus,
welche die Punkte 0, 1, oo der w-Ebene in die Punkte —1, 0, +1
einer z-Ebene iiberfiihrt, so geht G” in ein Gebiet 7, iiber, das ganz
im Inneren des Einheitskreises liegt.

Um die Folge der iibrigen Gebiete G, G,, ... zu erhalten geniigt
es eine Methode anzugeben, um mit Hiilfe von bekannten Funktionen
von G, zu G,,, zu gelangen. Wir denken uns G, in der «-Ebene
ausgebreitet, und bezeichnen wie im § 3 mit %, den Abstand des An-
fangspunkts der Koordinaten von der Begrenzung von G,.

Wir betrachten wie im § 31 meiner oben zitierten Arbeit eine

zweibldttrige Riemannsche Fliche, die im Punkte p = r¢'? einen
Windungspunkt besitzt und deren Rand aus dem doppelt zu durch-
laufendem Kreise || = 1 besteht. Die Abbildungsfunktion ¥(2)
dieser Fliche auf den Kreis |¢f < 1, fiir welche ¢ (0) = 0 und ¢'(0)
reell und positiv ist, lautet: ’

, . ein?
249 gz—e

’ _2r

LT T

Um dic in der Einleitung ecrwihnte Koebesche Methode anzu-
wenden, lege man den Punkt p in einen Punkt der Begrenzung von
G,, der den Abstand %, vom Anfangspunkt der Koordinaten besitzt,
und bezeichne mit ¢,,, das durch (24) gelieferte Bild von &, in der
z-Ebene. Wir wollen die Zahl 1,,, abschitzen'): dazu bemerken wir,

daB, wenn ¢ einen Kreis |z| = 7 beschreibt, das Maximum von ¥ (2)
. (Tt 4 .
gleich —I(T(_;Z—) ist (vgl. §4). Ist also
"t
l14qgz =
oder

gl —)r—1* =<0,

so wird das Bild «» des Punktes : im Inneren des Kreises [u|<<h,

1) Bei dieser Abschitzung benutze ich im Wesentlichen ecine Mitteilung des
Herrn Plemelj.
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liegen (weil »* = h, genommen worden ist); das Bild des Kreises
|z} =7 liegt dann im Inneren von &, und dieser Kreis im Inneren
von G,,,. Die Zahl &, ist also nicht kleiner als die positive Wurzel
der Gleichung

’+q(l—r)r—r* =0
d. h. (wenn man fiir ¢ seinen Wert einsetzt)

L+ 1) = WET T — (1= ).
Hieraus folgt aber
> r(l—r1 -7
TN2AF A=) (L)
Der Nenner des Ausdruckes rechts wéchst aber monoton, wenn » von
Null bis Eins variiert, und sein Maximum in diesem Intervall ist also

gleich 4; setzt man ferner +* = 7,, so erhiilt man
. h(1— VL) (1 —h,
(20) ]")H-l - hn g \/ ( \/4 ) ( ) .

Aus dieser Formel folgt aber sofort, daB Lim £, = 1 ist; geht man

n = O

nimlich von einem beliebigen %, aus, so wird jede Zahl, die kleiner
als Eins ist, nach einer endlichen Anzahl von Operationen iiber-
schritten. Man sieht endlich, wie Herr Koebe ebenfalls bemerkt hat,
daBl die Konvergenz der %, gegen Eins und folglich die der Abbil-
dungsfunktionen gegen ihre Grenze gleichmifig ist fiir alle Folgen
von Gebieten, fiir welche %, eine beliebige feste positive Zahl iiber-
steigt. ,

Fiir numerische Approximation der Abbildungsfunktionen kon-
vergiert das Verfahren, wenigstens im Allgemeinen, viel zu langsam.
Die rechte Seite von (25) betrigt bestenfalls einige Hundertstel und
wird sogar zehn mal so klein, sobald %, > 0,8 wird.

Die Méglichheit der konformen Abbildung eines beliebigen Ge-
bietes G ist hiermit bewiesen; daf die Abbildungsfunktion f(¢) ein-
deutig bestimmt ist, wenn man verlangt, daf f(0) = 0 und f'(0)>0
ist, folgt ohne weiteres aus dem Abschitzungssatze des § 7, ist aber
einfacher direkt aus dem Schwarzschen Lemma zu entnehmen.
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Kapitel II.
Das Spiegelungsprinzip und die Abbildung des Randes.

11. Wenn man den Existenzsatz fiir die Abbildung des Inneren
von schlichten Gebieten voraussetzen darf, wie es hier der Fall ist,
so ist das Schwarzsche Spiegelungsprinzip fiir geradlinige oder kreis-
formige Teile des Randes fast selbstverstdndlich.

Es sei in der Tat S, ein ein-

1
/ \\ # 5, fach zusammenhdngendes Gebiet

[ _,_.__._4ﬁ 4,05, ]p, der v-Ebene, das ein Stiick 4, B,
\;_/ d \y der reellen v-Achse und den An-

fangspunkt O, der Koordinaten
in seinem Inneren enthilt, und
iiberdies in bezug auf diese Axe symmetrisch ist. Bildet man S, auf
den Einheitskreis S, einer ¢-Ebene derart ab, dafl die Abbildungsfunktion
¥ (t) den Bedingungen ¢ (0) = 0 und y'(0) > 0 geniigt, so muf, wegen
der Eindeutigkeit der Abbildung und weil Spiegelungen der Figuren
an 4, B, und 4, B, die Gebiete S, und S, in sich transformieren,

(26) vit) = 9(0)
sein, wo ¢ dic zu # und % die zu ¥ konjugiert komplexe Zahl be-
deutet.

Aus (26) folgt aber, dafl die Potenzreihe %(f) reclle Koeffi-
zienten besitzt, sodaf die Strecken 4,13, und 4,5, und folglich die
Gebiete H, und H, in der Abbildung einander entsprechen.

Von einem beliebigen schlichten ecinfach
zusammenhidngendem Gebiete G wollen wir
sagen, dafl sein Rand einen freien Kreis-
bogen A O B enthiilt, wenn 4 O B auf der Be-
grenzung des Gebietes G und eine Kreis-
sichel AOBM A im Inneren von G liegt.

Wir konnen, indem wir genau so vor-
gehen wie bei der Abbildung von G auf G,
in § 10, eine Funktion u = ¢ (v) finden, die
G auf cin Gebiet H, abbildet, das ganz auf

der cinen Seite der recllen »-Axe liegt und die Punkte A0 B in
A,0, B, iberfithrt. Durch dhnliche elementare Transformationen kann
man eine Funktion ¢ = y(2) finden, dic den Halbkreis 17, der #-Ebenc
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auf den Einheitskreis der z-Ebene abbildet. Indem man unsere Ab-
bildung von H, auf H, einschaltet erhilt man eine Funktion
&) = @ @),

welche das Gebiet G auf das Innere des Kreises | 2| << 1 abbildet ; hierbei
entspuicht dem Kreise 40 B ein Kreisbogen von [z =1 auf welchem
die Funktion f(¢) regulir ist und eine von Null verschiedene Ab-
leitung besitzt. Setzt man endlich die Funktion f(¢) lings dieses
Kreises analytisch fort, so bildet diese analytische Fortsetzung das
Gebiet G, das aus G durch Spiegelung an AO B hervorgeht, auf
das AuBere des Kreises [¢] = 1 ab; dabei entsprechen zwei an A0 B
gespiegelten Punkten zwei Punkte, die an [¢] = 1 gespiegelt sind.
Die Tatsache, daf das Gebiet G’ den unendlich fernen Punkt der u-
Ebene in seinem Inneren enthalten kann, bereitet natiirlich keine
Schwierigkeiten — die Funktion f(¢) besitzt in diesem Falle einen
einfachen Pol.

12. Es sei y ein regulires analytisches Kurvenstiick ohne Doppel-
punkte, das im Intervalle 4 C B durch die Gleichungen

(27) z =g, y=1v0 —1=t=1

dargestellt wird; hierbei bedeuten ¢ (f) und % (f) regulire analytische
Funktionen und es ist im ganzen Intervall —1=¢=1

(23) g () + 9" () F 0.

‘ %
Fig. 4. Fig. 5.

Die analytische Funktion « = @+iyp ist im Intervalle A, B, der
reellen ¢- Axe regulir und ihre Ableitung ist in diesem Intervalle
wegen (28) von Null verschieden. Man kann ein einfach zusammen-
hingendes Geebiet H, finden, daf die Strecke 4, B, in seinem Inneren
enthidlt und das durch die Funktion % = @+ iy auf ein schlichtes
Gebiet H, der u-Ebene konform abgebildet wird. Zwei an der reellen
t-Achse gespiegelte Punkte P, und @, von H, gehen durch diese Ab-
bildung in zwei Punkte P und @ der u-Ebene iiber, von denen man
sagt, daB sic an p gespiegelt sind; man beweist bekanntlich leicht,

Festschrift Schwarz, 3
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daB diese Eigenschaft von der Wahl der Parameterdarstellung der
Kurve y unabhéngig ist.

Ist nun G, ein beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet der
u-Ebene, das ganz im Innern von H, liegt und das Kurvenstiick
ACB als freien Rand besitzt, so wird durch unsere Abbildungsfunk-
tion (p + iy) dieses Gebiet auf ein Gebiet G, abgebildet, das in H,
liegt und die Strecke 4, B, als freien Rand besitzt.

Bildet man nun G, auf das Innere des Einheitskreises |¢] = 1
der z-Ebene ab, wodurch auch gleichzeitig fiir G, dasselbe geleistet
wird, so folgt aus § 11, daff der Strecke 4, C, B, und folglich auch
dem Kurvenbogen 4 C B ein Kreisbogen 4,C, B, von |z| = 1 mit von
einander verschiedenen Endpunkten entspricht, dafl die Abbildungs-
funktion u(z) in jedem Punkte dieses Kreisbogens, der nicht mit einem
seiner Endpunkte zusammentillt, reguldr ist und daB, wenn man die
Abbildungsfunktion u(z) iiber diesen Kreisbogen hinaus analytisch
fortsetzt, Punkte, die am Kreise |z] = 1 gespiegelt sind, in solche
iibergehen, die im obigen Sinne an y gespiegelt sind.

13. Die Ubertragung dieser Resultate auf Gebiete, die 4 C B als
freien Bogen auf ihrer Begrenzung enthalten, aber nicht in H, ent-
halten sind, erfordert einen kleinen Kunstgriff, der auch fiir andere
Probleme niitzlich ist.

Wir wihlen die Punkte 4 und B auf der analytischen Kurve p
so nahe an C, daf es moglich ist diese Punkte mit zwei Kreisbogen
AMB und ANB zu verbinden, die im Inneren von H, liegen und
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aufer in ihren Endpunkten die Kurve y nirgends treffen. Es ist
keine Beschrinkung der Allgemeinheit vorauszusetzen, dafl der Winkel

2x

2”
ist, wo n eine ganze Zahl bedeutet. Nun wiihle man einen Punkt O
im Inneren des Gebietes A NB C und bilde das Gebiet A M B C auf
das Innere eines Kreises H, derart ab, daf das Bild von O in den
Mittelpunkt O, dieses Kreises fillt; das Kurvenstiick 4,C, B, geht
nach § 12 in einen Kreisbogen 4, C, B, mit von einander verschiedenen
Endpunkten iiber. Das Bild der Sichel 4 M BN ist dann ein Gebiet
A, M, B N,, das den Punkt O, nicht enthilt; spiegelt man dieses letzte
Gebiet an dem Kreisbogen A, M, B, so erhilt man ein ganz im End-
lichen liegendes Gebiet A, K, B, C,, das durch unsere Abbildungs-
funktion, nach den Resultaten des § 11, auf ein Gebiet A K B C ab-
gebildet wird. Dieses letzte (Gebiet wird einerseits durch den Kurven-
bogen A C B andererseits durch einen Kreisbogen 4 K B begrenzt, der

mit ANB den Winkel 2¢ = 22,% macht.

«, den die beiden Kreishogen miteinander bilden, von der Form

Bildet man nun A4, K, B, C, auf das Innere eines Kreises H,, der-
art ab, daB O, in den Mittelpunkt dieses neuen Kreises iibergeht, so
geht das Bild 4, C, B, des Kurvenstiickes A C B nach § 11 wiederum
in einen Kreisbogen 4,C,B, mit von einander verschiedenen End-
punkten iiber, und die am Ende des § 12 ausgesprochenen Resultate
sind auf die Abbildungsfunktion des Gebietes 4 C B K iibertragen.

Wiederholt man die geschilderte Operation #-mal hintereinander
so erhiilt man die Abbildung eines Gebietes I', das aus dem urspriing-’
lichen Gebiete A C BM besteht, an das man das AuBere der Sichel
AM BN angehiingt hat; fiir die Abbildungsfunktion F'(z) von I'" auf
[2] <1 gelten also wiederum die Resultate von § 12.

Endlich sei G ein schlichtes Gebiet, dessen Begrenzung den
freien Bogen 4 C B enthilt und das in der Umgebung von C auf der-
selben Seite von 4 C B liegt, wie das Gebiet A M B (; G befindet
sich dann im Inneren von I' und wird durch I'(2) in ein Gebiet G,
iibergefiihrt, das ganz im Inneren von |z| <1 liegt. Das Bild von
ACB ist hierbei wiederum ein freier Kreisbogen und, da man die
Abbildung von G auf das Innere eines Kreises realisieren kann in-
dem man G, auf den Kreis abbildet, sieht man nach §11 dab die
Abbildungsfunktion auf dem Teile des Randes des Kreises, der der
Kurve A C B entspricht, reguldr ist, und daB die Sédtze iiber Spiege-

g%
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lung mindestens fiir die Punkte des Gebietes G bestehen, die im In-
neren unseres Gebietes 4 C B M liegen.

Hiermit ist bewiesen, daB bei der konformen Abbil-
dung eines Gebietes G auf einen Kreis, jedes freie ana-
lytische Karvenstiick des Randes auf einen Kreisbogen
abgebildet wird, in welchem die Abbildungsfunktion
regulédr ist.

14. Die Methode des vorigen Paragraphen kann das alternierende
Verfahren von Schwarz in den meisten Féllen, in denen es sich um
einfach zusammenhiéngende Gebilde handelt, ersetzen.

z-Lbene

x3

Es seien z. B. %, und %, zwei Kreise, die jeder in zwei einfach
zusammenhéngende Gebiete 4, B resp. B’, C' zerlegt sind. Man kennt
eine Funktion v = ¢(v), welche die Gebiete B und B’ auf einander
derart abbildet, dafl die Punkte P und P’, @ und @' des Randes einander
sentsprechen“. Es sollen zwei Funktionen u = f,(2) und » = f,(2) ge-
funden werden, die den Kreis x, auf ein Gebiet (4”+ B”) und den
Kreis #, auf ein Gebiet (B” 4 C") derart konform abbilden, dafi zwei,
vermige der Funktion « = ¢(v), entsprechende Punkte von B und
3" in denselben Punkt von B” iibergehen und daf das Gebiet
(A" + B"+ C"), einen Kreis #, ausfiillt.

Die Punktmengen, die A von B und B' von C' trennen, brauchen
nicht analytische Kurven zu sein, wir wollen uns aber hier auf den
Fall beschrinken, wo man die Punkte P’ und @' durch einen Kreis-
bogen ' verbinden kann, der ganz im Inneren von B’ verlduft, und
von dem wir dann auch immer fordern konnen, daB er den Winkel

g,, mit dem Bogen P'S’'Q" macht. Es sei y das Bild von ' in DB;
nach Voraussetzung verbindet y die Punkte P und @. Wir bilden
das zwischen p und dem Kreisbogen PR @ liegende Gebiet auf einen
Kreis ab, spiegeln das Bild des schraffierten Stiickes von %, an diesem
Kreis, bilden das durch die Spiegelung erweiterte Gebiet wiederum

auf einen Kreis ab und wiederholen dieses Verfahren genan wie im



Elementarer Beweis fiir den Fundamentalsatz der konformen Ablbildungen. 37

vorigen Paragraphen. Nach n-maliger Wiederholung dieser Operatio-
nen erhalten wir eine Figur, welche die konforme Abbildung des
vollen Kreises #, enthiilt, und welche die gestellte Frage list.

Mit Hilfe des zuletzt skizzierten Beweisverfahrens kann man die
Existenz der Abbildung einer beliebigen ecinfach zusammenhéngenden
endlichbldttrigen und ganz im Endlichen liegenden Riemannschen Flidche
beweisen, da man eine derartige Fldche durch successives Anhdngen
von endlich vielen schlichten Gebieten oder mehrblittrigen Kreisen, die
einen Verzweigungspunkt endlicher Ordnung besitzen, aufbauen kann.

Unser Verfahren liefert ebenfalls die Mittel um ein beliebiges ein-
fach zusammenhéngendes Stiick einer krummen Flidche, die analytisch
ist, auf einen Kreis abzubilden. Denn man kann jedes solche Flichen-
stiick” in eine endliche Anzahl von Teilen zerlegen, die sich dach-
ziegelartig tiberdecken und von denen man jedes fiir sich auf einen
Kreis abbilden kann.

Man mufl natiirlich bei allen diesen Problemen, die successiven
Erweiterungen des abgebildeten Gebildes derart vornehmen, daf man
stets einfach zusammenhingende Fldchen vor sich hat.

15. Zum Schluf§ miissen wir, um das in der Einleitung erwihnte
klassische Problem von Schwarz zu erledigen, auch die Lcken auf
der Begrenzungskurve des Gebietes untersuchen.

Tig. 9.

Wir wollen annehmen, dafl die Begrenzung des Gebietes G zwei
analytische Kurvenbogen C4 und A B enthdlt, die iiberall, aufler
vielleicht im Punkte A selbst, reguldr sind und in 4 Tangenten be-
sitzen. Bei der konformen Abbildung von G auf cinen Kreis gehen
nach dem Vorhergehenden die Kurven €4 und 4 3 in zwei getrennte
Kreisbogen C, A; und A} B, iiber. Es mufl zunéichst gezeigt werden,
dali 4; und A4; zusammenfallen. Im entgegengesetzten Falle ver-
binden wir 4] mit A4; durch einen Kreishogen A M, A;, der einen
Winkel ¢ mit dem Einheitskreise macht.

Im Gebiete G' entspricht vermoge der Abbildung diesem Kreis-
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bogen eine Kurve, die gleichmidfBig gegen A konvergiert, wenn «
gegen Null strebt; denn der griofite Abstand dieser Kurve von A4
wird kleiner als ¢ werden, sobald der Kreisbogen A] M, A; das Bild
%, eines Kreisbogens » vom Radius ¢ und Mittelpunkt 4 nicht trifft.
Letzteres ist aber fiir hinreichend kleine « der Fall.

Legt man nun den Anfangspunkt der «-Ebene in 4 und stellt
man die Abbildungsfunktion « = f(2) durch ein Cauchysches Integral
dar, das iiber die Kurve A! M, A7 Q, N, P, erstreckt ist, so wird der iiber
Ay M, A} erstreckte Bestandteil dieses Integrals bei festem z = 2, und
verdnderlichem « einerseits von « unabhingig sein, andererseits aber
dem absoluten Betrage nach kleiner als eine Funktion von «, die zu-
gleich mit o gegen Null konvergiert. Dieser Bestandteil des Inte-
grals verschwindet also und f(2) ist reguldr auf dem Bogen A] 4, A!;
f(2) miifite ferner auf diesem Bogen verschwinden und folglich eine
Konstante sein, was unmiglich ist. Dem Eckpunkte 4 ent-
spricht also ein einziger Punkt 4, des Einheitskreises.

16. Wir wollen sagen, dafl bei der Abbildung des Gebietes G
auf einen Kreis die Ecke 4 quasikonform abgebildet ist, wenn
jede Kurve die im Inneren von G verlduft, in 4 miindet und dort
eine Tangente besitzt in eine Kurve iibergeht, die in 4, eine Tan-
gente hat und wenn das Verhiltnis des Winkels von zwei derartigen
Kurven in 4 und des Winkels ihrer Bilder in 4, ein konstantes ist.
Wird bei der Abbildung von G auf einen Kreis die Kcke 4 quasi-
form abgebildet, so hat jedes Gebiet H, dessen Begrenzung die freic
Kurve (A B enthilt, und das auf derselben Seite dieser Kurve liegt
wie G, dieselbe Eigenschaft. Dieses ist ndmlich selbstverstindlich,
wenn H ein Teil von & ist, da in diesem Falle bei der Abbildung
von G auf einen Kreis das Gebiet H in ein Gebiet H, iibergeht, das
in der Umgebung des Punktes A, einen freien Kreisbogen besitzt;
um den Satz allgemein zu beweisen, muB man dann #hnlich, wie im
§ 13 vorgehen.

Hieraus folgt dann, daf die Abbildung der Ecke A quasikonform
ist, wenn C'A und 4 B Kreisbogen oder gerade Strecken sind. Um zu
zeigen, dafi dies auch unter den allgemeinen Voraussetzungen des § 14
der Fall ist, benutzen wir folgenden Hiilfssatz, der mit dem Schwarz-
schen Lemma eine groBe Ahnlichkeit hat.

17. Es sei f(¢) eine im Einheitskreise [¢]<1 regulire
Funktion, dic dort der Bedingung |f(¢)]<1 geniigt, und
die fiir reelle Werte von 2 reell ist.
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Es sei AMBN ein in bezug auf
die reelle Achse symmetrisches

Kreisbogenzweieck, dessen Ecken in M
—1 und +1 liegen. Jedem Werte _’: 5 i
von # im Inneren dieses Gebietes 7

entspricht dann ein Wert von f(2),
der auch in AMDN liegt, wenn man
die beiden Ebenen # und « so auf-
einander legt, dafl die gleichnamigen Axen zusammen-
fallen.

Es geniigt, um den Satz zu beweisen, von folgenden Bemerkungen

Fig. 10.

auszugehen :

1) Bei jeder linear gebrochenen Substitution mit reellen Koeffi-
zienten, die das Innere des Einheitskreises in sich transformiert, wird
das Innere des Kreisbogenzweiecks A M B N ebenfalls in sich iiberge-
fithrt.

2) Man kann durch solche Substitutionen einen beliebigen Punkt
des Einheitskreises in einen Punkt der imaginéiren Achse iiberfiihren.

Es sei nun #, ein beliehiger Punkt des Inneren von A M B N;
durch die Substitution mit reellen Koeffizienten

at+b
= Wi

die den Einheitskreis in sich transformiert, gehe z, in einen Punkt
t, der Strecke M N iiber, und zugleich f(2) in eine Funktion ¢ ().
Nach Voraussetzung ist ¢(0) eine reelle Zahl; man kann also eine
linear gebrochene Substitution mit reellen Koeffizienten finden, die
den Einheitskreis in sich transformiert und bei welcher @(f) in eine
Funktion o (¢) iibergeht, die fiir ¢ = O verschwindet. Nach dem
Schwarzschen Lemma muf der Punkt #(¢,) im Inneren des Kreises
liegen, der M N zum Durchmesser hat. Dieser letzte Kreis liegt aber
ganz im Gebiete A MB N, also gilt dasselbe fiir den Punkt

P () = f(2),
was zu beweisen war.

18. Wir leiten jetzt folgenden Satz ab: Es seien ¢ und H zwei
Grebiete, von denen das zweite ganz im Inneren des ersten liegt, und
die beide von dem freien analytischen Kurvenstiick AC B begrenzt
werden. Wir bilden jedes dieser Gebiete auf eine Kreisfliche x ab,
derart, daf die Punkte 4 und B denselben Punkten A4, und B, der
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Peripherie von z entsprechen und betrachten die Bilder y, und y,
eines Kreisbogens p, der in x liegt und A4, mit B, verbindet. Es
wird behauptet, daBl y, ganz im Inneren des Gebietes liegt, das von
ye und AC B begrenzt wird.

4
‘7 h
173
Fig. 11.
Man bilde G auf einen Halbkreis derart ab, daf die Kurve A C B
dem Durchmesser dieses Halbkreises entspricht; dann geht H in ein
Gebiet H' iiber, das in dem Halbkreis enthalten ist, wihrend die
Kurve p, in einen Kreisbogen yp, iibergeht, der dic Endpunkte des
Durchmessers des Halbkreises enthiilt (in der Tat wiirde bei der kon-
formen Abbildung von » auf den Halbkreis der Kurve p ein solcher
Kreisbogen entsprechen).

C,
3

Das Bild von p, sei mit ) bezeichnet, und es ist zu zeigen, dal
' zwischen p) und dem Durchmesser des Halbkreises liegt. Nun be-
merke man, daf ¢, in y, transformiert wird, wenn man das Gebiet
H’ derart auf den Halbkreis abbildet, dafl der Durchmesser 4' B’ in
sich transformiert wird. Nach § 11 ist die Abbildungsfunktion reell
fiir reelle Werte des Arguments und dem absoluten Betrage nach
kleiner als Eins fiir |#] << 1, und unsere Behauptung ist einfach eine
direkte Anwendung des Satzes des § 17.

19. Es sei G ein Gebiet, dessen Rand eine Ecke .4 enthélt; von
den zwei Stiicken BA und AC des Randes, die in 4 zusammen-
treffen, sei 4C geradlinig. Wir wollen zeigen, daf bei der Abbil-
dung von G auf einen Kreis die Ecke 4 quasikonform abgebildet wird.

Fig. 12
Mit « bezeichnen wir den Winkel, den die beiden Seiten B A
und 4 C der Ecke A miteinander machen. Wir konstruieren ein Ge-
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biet G’, das G in seinem Inneren enthilt und das auf seiner Begren-
zung aufler der Strecke 4 C eine Strecke A B’ enthilt, die mit AC
den Winkel (¢ + ¢) macht und ein zweites Gebiet G”, das in G ent-
halten ist, und in A den Winkel (x— ¢) aufweist. Wir bilden G, G'
und @ auf einen Kreis ab, so daB die Punktepaare 4, C und 4,, C,
einander entsprechen. Man betrachte in diesem Kreise einen Kreis-
bogen y,, der A, mit C, verbindet und mit dem Bogen 4,C, den
Winkel =& macht, und die Bilder 7, ¥’ und y” dieses Kreisbogens in
G, G’ und G". Nach § 18 liegt y zwischen ' und #”; nun sind die
Abbildungen der beiden Gebiete G' und G” quasikonform in A und
die Kurven ' und »” besitzen in 4 zwei Tangenten, die mit 4 C
den Winkel @ (« + &) resp. &(«— &) machen. Da y zwischen »' und »”
bei jeder beliebigen Wahl von & eingeschlossen ist, siebt man, indem
man ¢ gegen Null konvergieren lift, daB y im Punkte A4 eine Tan-
gente besitzt, die mit 4 den Winkel &« macht. Hieraus folgt
dann leicht, dafl die Abbildung des Gebietes G auf den Kreis im
Punkte 4 quasikonform ist.

20. Endlich sei (¢ ein Gebiet, dessen Rand eine beliebige Ecke
A aufweist. Wir betrachten ein Gebiet G’, das G in seinem Inneren
enthiilt und in A eine Ecke besitzt, dessen eine Seite
mit B A zusammenfillt und dessen andere Seite 4 D :
geradlinig ist. Bei der konformen Abbildung von G’ / ¢
auf einen Kreis wird das Gebiet G in ein Gebiet G, 7 /
iibergefiithrt und die Abbildung ist quasikonform in A o
(8 19). Fig. 18.

Nun geht aber bei dieser Abbildung die Ecke B A C in eine Ecke
DB, A, C, iiber, die eine kreisformige Seite B, 4, besitzt, so daB die
Abbildung des Gebietes G, auf einen Kreis nach § 19 ebenfalls quasi-
konform in 4, ist.

Also wird auch die Ecke 4 bei der Abbildung von G auf einen
Kreis quasikonform abgebildet. SchlieBlich michte ich bemerken, daf
wir von der Voraussetzung, daf die Seiten BA und A C der Ecke
analytisch sind, keinen Gebrauch gemacht haben, aufler um zu zeigen,
daB in der Umgebung von 4 die Abbildung des Randes von ¢+ auf dic
Peripherie des Kreises eineindeutig und stetig ist (§ 15). Jedesmal, wo
dies der Fall ist (also z. B. wenn der Rand von G in der Umgebung
von A eine Jordansche Kurve ist) geniigt die Existenz von Tan-
genten in 4 um die Quasikonformitit der Abbildung in 4 zu sichern.




Uber die Konvergenz der Potenzreihe an der
Konvergenzgrenze in Fallen der konformen
Abbildung auf die schlichte Ebene.

Von

Leopold Fejér in Budapest.

1. Die Potenzreihe
(1) w=f(2) = e, 4+, g+ - Fc, "4

habe den Einheitskreis der :-Ebene zum Konvergenzkreis.

In bezug auf die Konvergenz einer solchen Potenzreihe auf
ihrem Konvergenzkreise gibt es eine grofie Anzahl wichtiger
Ergebnisse, verschiedenster Natur.

In dieser Arbeit beschiftige ich mich mit dem Fall, wo die
Potenzreihe (1) auf die w-Ebene ein schlichtes Bild des Innern
des Einheitskreises der :-Ebene entwirft.

Es wird sich zeigen, daf eine solche Potenzreihe auf ihrem Kon-
vergenzkreise unter sehr allgemeinen, und iiberraschend einfachen
Bedingungen konvergiert.

Ich mochte in dieser einleitenden Nummer ein Resultat dieser
Arbeit ausfiihrlicher angeben und erldutern, das sich auf einen etwas
speziellern Fall bezieht.

Es sei
(2) w= [(&) = ¢, + ¢ &+ -F, 4
eine Potenzreihe, welche fiir [¢] <1 konvergiert. Ich setze voraus,
dal 1) |f(2)] << const. wenn |z]< 1, 2) daB die Summe f(¢) der Po-

tenzreihe (2) fiir [#| <<1 im abgeschlossenen Kreisbereiche |z] =1
stetig ist.
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Ist die Potenzreihe
CoF+eC et -+,

einer solchen Funktion f(z) auf dem Einheitskreise konvergent? Diese
Frage hatte Herr Pringsheim in seiner Abhandlung ,Uber das
Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise“ (Sitzungs-
berichte der math.-phys. Klasse der K. B. Akademie der Wissen-
schaften, 1900, Heft 1) aufgeworfen. Tch habe sie in meiner Arbeit
,Uber gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze“ (dieselben
Berichte, 1910) im negativen Sinne beantwortet, indem ich in § 4
dieser Arbeit ein Beispiel einer Potenzreihe

Co+clg+...+cng7‘+...
mitgeteilt habe, die den obigen Bedingungen 1), 2) geniigt, und welche
dennoch an den Stellen des Einheitskreises

nm .
— -1

-
~ )

+2 ...,

m 1,
+ 2 .

I

e
0,
n = *1,
(die den Einheitskreis iiberall dicht bedecken) divergiert.

Nun will ich aber der unter (2) fiir |2] <1 definierten Funktion
w = f(z) auBer den Bedingungen 1) und 2) noch eine dritte Bedin-
gung auferlegen: 3) sie entwerfe auf die u-Ebene ein schlichtes
Bild des Innern des Einheitskreises der z-Ebene. D. h. es sei stets
f(z) * f(¢,), wenn ¢z, 2, zwei beliebige, voneinander verschiedene
komplexe Zahlen bedeuten, die absolut kleiner als 1 sind. Dann
konvergiert diePotenzreihe(2) (die also jetzt den Bedingungen
1), 2) und 3) geniigt) an jeder Stelle des Einheitskreises
¢ =1, w z gleichmdfig am ganzen Einheitskreise?)
2| = 1.

2. Ich werde im Folgenden einen allgemeinen Reihensatz ge-
brauchen, den ich zuerst formulieren und beweisen méochte.

Theorem 1. Es sci

. ey

o
3) D, = gt ey,
v=20

1) Meine Note: ,l.a convergence sur son cercle de convergence d’une série de
puissance effectuant une représentation conforme du cercle sur le plan simple”
(Comptes-Rendus, t. 156, p. 46, séance du 6 janvier 1913) enthdlt eincn Auszug aus
der vorliegenden Arbeit.
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eine unendliche Reihe mit reellen oder komplexen
Glieder, die durch die Methode der arithmetischen
Mittel summierbar ist; ist dann noch die Reihe

cOo
) 2 vl = 2w e b nfugf

konvergent, so ist die Reihe (8) konvergent.
Ich bemerke gleich, daf nicht etwa schon aus der Konvergenz
der Reihe (4) die Konvergenz der Reihe (3) folgt. Denn ist

o 1 __ 9
i, = W; (V = 2,38, oo),

so ist die Reihe (4)

konvergent, withrend die Reihe

oG cO
=2

=2 v

(eigentlich) divergent ist.

Es muf also zur Bedingung (4) noch eine weitere Bedingung
hinzugezogen werden, damit man auf die Konvergenz der Reihe (3)
schlieBen kann. [Im Theoreme I ist diese weitere Bedingung: die
Summabilitit der Reihe (3)).

V)
Beweis des Theorems I. Es sei 3 #, = s,. Dann ist

v=20
s — So+8 48, (m+1)u, 4 nu A, _
" n41 n4+1
) w4+ 2u, + -+ n
f 2 s 7 U,
e n+1 ’
Nach Voraussetzung existiert lim S,. Kann ich also beweisen, daf}
n=00
n
> v,
lim 2=Y%_ —
n—oo N+1
oder sogar dal}
"
2 vl”'vl
N . =10 o
(()) llm —-T_I_—l—— == (.)

ist, so folgt aus der Identitiit (5) die Existenz von lim s,
n=0co
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Es sei ¢ eine beliebige (aber feste) positive Grofe. Dann exi-
stiert, nach der Voraussetzung iiber die Reihe (4), eine positive ganze
Zahl p, so daB

@) % vlul<e,
v=p-+1
wenn 71 eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die grofer als
p ist.
Nun ist aber infolge der Ungleichung !) des Herrn H. A. Schwarz,
und mit Riicksicht aunf (7):

(i n

> viw] = =ﬁ;}+ 1\/;/_. Vol = \/(1} :§]+vl) - S .u,,l’ <

v=p-+1 v=p-+1
n n n
® < (21/)'8?=8 M v<<sy X n=
rv=1 v = v=1
= e\n® = ne.

Weiter ist, fiir 2 > p,

n P n

> vl > viw) > vl

v=1 _ov=1 v=p+1
n+1 = n41 n+1 ’

also ist, mit Riicksicht auf (8), fiir #n > p,

n Pp
2 vl > viwl
=1 v=1

n+1 = n+1 e

Da nun fiir geniigend grofies »

p
3 vl

Y =

—_— <
n+1 ’

1) Urspriinglich habe ich hier folgende, durch elementare Extremumsbetrachtung
gewonnene Bemerkung beniitzt: es ist

e b okt by bn Ve e+,

wenn
oy g% + “253 + -+ “nzggn = &

hier ist ¢, >0, £, == 0, (k=1,2,...,m), ¢ = 0. Da aber diese Ungleichung eine un-
mittelbare Folge der Schwarzschen Ungleichung ist, worauf mich Herr G. Pdlya
aufmerksam machte, so habe ich im Texte lieber direkt diec Sch warzsche Ungleichung
angewendet,
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also 1ist

wenn nur n gehdrig groff ist. D. h. es ist

pIRAUN
lim 2= = 0,
n=oco Nn+1
woraus, wie ich schon bemerkt habe, daf Theorem I unmittelbar

folgt.

3. Es seien die Glieder der Reihe (3) Funktionen eines reellen
Parameters 0. Ist dann die Reihe (3) im Intervalle a =6 =b gleich-
mifig summabel, und ist die Reihe (4) im selben Intervalle gleich-
miiBig konvergent, so ist auch die Reibe (3) fiir « =0 =0 gleich-
miiBig konvergent. Aus dem eben gefiihrten Beweise des Theo-
rems I erhellt dies ohne weiteres.

4. Das Theorem I enthilt ein Konvergenzkriterium fiir
summable Reihen.

Herr G. H. Hardy hat vor drei Jahren ein sehr einfaches und
anwendungsreiches Konvergenzkriterium fiir summable Reihen ver-
offentlicht, das ich hier erwiihnen mochte. Der Hardy sche Satz

(o]
lautet folgenderweisc: ist die Reihe 3> u, summabel, und ist »|u,|
=20

(o]
fiir jedes » kleiner als eine Konstante, so ist die Reihe 3 u, kon-
r=20
vergent.

Herr Landau hat diesen Satz folgenderweise verallgemeinert:

(o)
ist die Reihe 3 u, (mit reellen Gliedern) summabel, und ist vu, fiir
VY=

(o]
jedes v groBer als ecine negative Konstante, so ist die Reihe 3 u,

v=20
konvergent.
Ich mochte hier bemerken, daf die Hardysche Voraussetzung
(v|w,] < const., v = 1,2, - - - co) und meine Voraussetzung

v
(IZ: I|u,)* < const., v =1,2,-.. oo)

nicht etwa identisch sind. Es sei z B. u, = 3 fir » = nf
1)
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(n=1,2,--.00), und », = 0 fiir die iibrigen Werte des Index. Dann
ist meine Voraussetzung erfiillt, denn die Reihe

oo oo 1 2 O_O‘ 1
Solul =3 at(s) = 2 o
r=1 n=1 n=1"
ist konvergent. Die Hardysche Voraussetzung ist hingegen nicht
erfiillt, weil »|w,] fir v = »* gleich n‘-ni,, = n ist, also nicht be-

schrinkt ist fiir » = 1,2,... 0
Umgekehrt: fiir die Reihe
1 _ 1 n 1 _
2Vlog2 3\log3  4\log4
ist die Hardy sche Bedingung erfiillt, wihrend meinc Bedingung

nicht erfiillt ist.
5. Ich betrachte nun eine beliebige Potenzreihe

(e o]
) fe) = w=1u+iv =3 ¢z

1}:0
mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten der komplexen
Variabel ¢ = z + iy, die den Kreis {¢| <1 der z-Ebene zum Kon-
vergenzkreise hat. Es sei » eine nichtnegative Zahl < 1. Dann ist
hekanntlich:

fflf’()l’f?xd./ ff[( )+( )]dde

)

- [T« Sovr

)
0=<r<1).

Hier bezeichnet (C,) die Fliche desjenigen Kreises der z-Ebene,
der um den Nullpunkt mit dem Radius 7 geschlagen ist. Die Inte-
gration ist auf die Kreisfliche (C,) auszudehnen ?).

6. Ich betrachte jetzt den Fall, wo die Potenzreihe (9) das
Innere des Einheitskreises schlicht auf ein Gebiet der w-Ebene
abbildet, d. h. wo stets f(2,) & f(2,), wenn 2, F 2,, und [2,] < 1,],| < 1.
Dann wird duorch w = f(¢2) die Kreislinie mit dem Radius 7, (» < 1),

1) Ich verweise auf die Arbeit des Herrn Hadamard im Bull. Soc. Math. de
France, tome 34, 1906, wo aus der Formel (10) wichtige Resultate abgeleitet werden.
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auf eine geschlossene, regulidre, analytische, doppelpunktslose Kurve
der u-Ebene abgebildet. Es bezeichne T(r) den Fldcheninhalt
des Bereiches in der «-Ebene, den diese Bildkurve umgrenzt. Dann
ist, mit Riicksicht auf die Relation (10), in diesem Falle der schlichten
Abbildung,

o<
(11) T(r) == 3 vie|»",
v==1

O==r<1).

[Diese merkwiirdige Formel fiir den Flicheninhalt des Bildes der
Kreisfliche (C,) 148t eine, vielleicht nicht uninteressante, geometrische
Interpretation zu.

. [ee]

Betrachten wir ein Glied der Potenzreihe 3 ¢,2”:

=20

(12) ¢, (v=1,2,..,00)

Dieses Glied bildet die Kreisfliche (C,) auf diejenige, »-fach zu
zdihlende Kreisfliche der w-Ebene ab, deren Mittelpunkt der Null-
punkt ist, und deren Radius gleich [¢,|#* ist. Also ist der Flichen-
inhalt des Bildes, welches der Kreisfliche (C,) durch dem Gliede (12)
in der w-Ebene entspricht:

T,(r) = v.x|c,[»", (@=1,2 .., co).
Die Formel (11) besagt nun, dal
(13) T() = T0)+ TL0) 4o+ T0) o

d.h. der Fldcheninhalt des Bildes in der w=-Ebene der Kreis-
fliche (C,), welches dieser durch die ganzec unendliche Potenz-
reihe

' Cod Ozt 2

entspricht, ist gleich der Summe der Flédcheninhalte der
Bilder in der w-Ebene, die der Kreisfliche (C,) durch dic einzelnen
Glieder der Potenzreihe entsprechen.|

7. Es sei

(14) /(:) = co+015+"'+cn2’n+~-~

eine beliebige Potenzreihe, welche fiir |z| <1 konvergiert. Es sei
weiter

lim ¢(r) = endlich,
r=1
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0= [ [ironas = [ ]+ (&)
~[[(ET e o=

oo
Dann ist, mit Riicksicht auf die Relation (10), Z v[e,|* kon-

wo

vergent. Daraus folgt aber, mit Riicksicht auf neuere Unter-
suchungen iiber Fourierreihen, dafl die Potenzreihe
(14) CotC 2t e

fiir |2] = 1 iiberall summabel ist, mit eventueller Ausnahme einer
Punktmenge auf dem Einheitskreise vom MaBe Null. Wende ich
also das Theorem I an, so kann ich schliefien, dafl die Reihe (14) fiir
¢} = 1 ,fast iiberall konvergiert?).

Ich habe also das folgende Theorem erhalten:

Theorem Il. Ist die Potenzreihe

(14) (&) = e, +c, a4 Fec,d"+-,
(¢ = z+iy, (o) = u+tiv),

fiir |¢J]<1 konvergent, und ist

w0 [firors = [ [ +(2) o

<) ()
— f f [(g;) ( )] wdy, ((C,) = Kreisfliche |¢] < 1),
)

fiir 0=r<1 beschrinkt, so ist die Potenzreihe am Ein-
heitskreise |¢] = 1 ,fast iiberall“ konvergent, (d. h. iiber-
all, mit eventueller Ausnahme einer Punktmenge auf
dem Einheitskreise vom Mafe Null).

8. Es sei nun

(16) f(z)=co+cl,g+..,+cnzn+.“

eine Potenzreihe, welche fiir |¢] <<1 konvergiert, und welche das In-

1) Auch mit Hilfe von neueren Resultdten iber trigonometrische Reihen,

w0
1t sich aus der Konvergenz von Z v|e,|* der Satz ableiten, daB ¥ ¢,2" fir

r=

|#z| = 1 fast itberall konvergiert.
Festschrift Schwarz. 4
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nere des Einheitskreises schlicht auf die Ebene der Funktion abbildet.
Dann ist, mit Riicksicht auf Nr. 6, (Relation (11)), die Bedingung (15)
sicher erfiillt, wenn der innere Flicheninhalt des Bildes, das der Fliche
des Einheitskreises [¢| << 1 in der Ebene der Funktion entspricht, end-
lich ist. Ich kann also das folgende Theorem formulieren:

Theorem III. Die Potenzreihe
17 Cte g4+, &+
sei fiir |[z]<1 konvergent und entwerfe ein schlichtes
Bild des Innern des Einheitskreises |[¢|<1 auf die Funk-
tionsebene. Ist dann der innere Flicheninhalt dieses
Bildes in der Funktionsebene endlich, so ist die Potenz-
reihe am Einheitskreise |[¢/ = 1 ,fast iiberall“ konver-
gent.

9. Die Bedingung des Theorems III ist sicher erfiillt, wenn die
Potenzreihe (17), welche eine schlichte Abbildung statuiert, be-
schrinkt ist, (d. h. wenn [¢,+ ¢, 2+ ---] << const. fiir [2] < 1). Theo-
rem IIT enthilt also das Folgende.

Theorem IV. Liefert die fiir |[2]<<1 konvergente Po-
tenzreihe

(18) w=¢+ce+-+c, 2"+ -

dic konforme Abbildung des Innern des Einheitskreises
der z-Ebene (Jz]<<1) auf einen solchen schlichten Bereich
der w-Ebene, der da ganz im Endlichen liegt, so ist die
konforme Abbildung vermittelnde Potenzreihe (18) am
Einheitskreise |z] = 1 ,fast iiberall® konvergent.

10. Eine besondere Behandlung erfordert und verdient der Fall,
wo die Summe der Potenzreihe (18) fiir [#] <1 im abgeschlossenen
Kreisbereiche |2| =<1 stetig ist. Dann ist die Potenzreihe auf dem
Einheitskreise zuniichst nicht nur ,fast iiberall“, sondern iiberall sum-
mabel, u. zw. gleichmidfig summabel auf dem ganzen Einheits-
kreise. Dies ist eine Folge meines Satzes iiber die arithmetischen
Mittel der Fourierreihe einer iiberall stetigen und nach 2z perio-

dischen Funktion. Nun ist aber weiter fiir |2] = 1 die Reihe
o0 oo
> wvle, 2" gleich 21 v|c,|*; sie ist also gewifl gleichmédfBig kon-
v=1 V=
vergent am Einheitskreise. Also ist, mit Riicksicht auf Nr. 3, die

Potenzreihe am Einheitskreise gleichmifig konvergent. Ich
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kann also das folgende (schon in Nr. 1 erwéhnte und erlduterte)
Theorem formulieren:

Theorem V. Ist die Summe der fiir |[2]< 1 konvergenten
Potenzreihe

(19) e e+ e, 2"

fiir |[#2|=1 stetig, und entwirft sie auf die Ebene der
Funktion ein schlichtes Bild des Innern des Einheits-
kreises |¢]<<1, so ist die Potenzreihe (19) am ganzen Ein-
heitskreise |¢] = 1 gleichmédfig konvergent.

11. Nach einem sehr allgemeinen Satze des Herrn Osgood,
fiir den neuerdings die Herren Carathéodory und Koebe neue
Beweise gegeben haben, 148t sich das allgemeinste einfach zusammen-
hingende Gebiet G/, welches in der w-Ebene schlicht ausgebreitet ist,
auf das Inmere K des Einheitskreises [#|<<1 der ¢-Ebene konform
abbilden.

Die’ Frage der Zuordnung der Punkte des Kreises [z] = 1 zu
den Randpunkten des Gebietes in der w-Ebene, welche eine solche
konforme Abbildung impliziert, wurde in neuerer Zeit in hohem Grade
geklirt durch die Arbeiten der Herren Carathéodory, Koebe,
Osgood, Study und E. H. Taylor.

Die Theoreme III, IV und V beziehen sich nun auf die Potenz-
reihe einer Funktion w(2):

W) = et ee b G,

welche eine konforme Abbildung von K auf G realisiert; sie besagen
insbesondere, daf dieser analytische Ausdruck von w(z), d. h. die
Potenzreihe, fiir die Randpunkte des Einheitskreises in der z-Ebene
unter weiten Bedingungen bemerkenswerte Konvergenzeigen-
schaften hat.

12. Ich mbchte hier etwas ausfithrlicher nur denjenigen, noch
immer #uferst allgemeinen und wichtigen Fall besprechen, in welchem
(¢ das Innere einer beliebigen Jordanschen Kurve C bedeutet.

Hierher gehoren auch jene Kklassischen Fille, fiir welche Herr
H. A. Schwarz die Moglichkeit einer konformen Abbildung streng
bewiesen hat.

Mit Riicksicht auf die oben beriihrten Untersuchungen iiber die
Rinderzuordnung kann ich das folgende Theorem aussprechen:

Theorem VI. Wird durch die fiir [#]<<1 konvergenten
4 *
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Potenzreihe

(20) w(e) = c,+c,z2+ o, &

das Innere des Einheitskreises |z]<1 auf das Innere
einer Jordanschen Kurve C konform abgebildet, so
ist die konforme Abbildung vermittelnde Potenz-

reihe (20) auf dem ganzen Rande |2 = 1 des Einheits-
kreises gleichmédfBig konvergent.

Es sei 2 = eie, und
@) wle') = eVt to ™ b = w@)+iv ().

Wenn dann 6 das Intervall 0 =< § << 2% einmal durchliuft, so durch-
liuft der Punkt der w-Ebene mit den Koordinaten

u (0), v(0)
einmal die Jordansche Kurve ¢ — infolge der Sitze iiber die Rénder-
zuordnung. Nun sind aber «(6) und v () fiir 0 =<6 =< 2z gleichmifig
konvergente (und konjugierte) Fourierreihen. Ich habe also das fol-

gende Theorem erhalten, das sich auf eine beliebige Jordansche Kurve
bezieht 1):

Theorem VIa. Bei passender ein-eindeutiger Zuord-
nung der Punkte (§ %) einer beliebigen Jordanschen
Kurve in der w-Ebene zu den Punkten 6§ des Ein-
heitskreises, lassen sich die Koordinaten §, 4 der
Jordanschen Kurve fiir 0=<0=<2x in gleichméfiig kon-
vergente (und konjugierte) Fourierreihen nach dem
Parameterfentwickeln. — Eine solche ein-eindeutige
Zuordnung der Punkte der Kreislinie zu den Punkten
der Jordanschen Kurve wird darch jede konforme
Abbildung des Innern des Kreises auf das Innere der
Jordanschen Kurve impliziert.

Es wiire vielleicht nicht uninteressant die Existenz einer solchen
,Parameterwahl® fiir eine beliebige Jordansche Kurve auch ohne
Benutzung der tiefen Sidtze iiber konforme Abbildung und Rénder-
zuordnung zu beweisen.

13. Ich habe in dieser Arbeit Sitze aufgestellt i. B. auf die

1) Zu dieser Interpretation des Theorems VI sind wir in einem Gespriche mit
Herrn Carathéodory gekommen,
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Konvergenz fiir |[¢] = 1 einer fiir |z|<<1 konvergenten Potenzreihe
&) = c+eet-+e,8+
welche jeden Wert, den sie im Einheitskreise iiberhaupt annimmt,
ebenda nur einmal annimmt. '

Entsprechende Sitze gelten nun auch in dem allgemeinern Falle,
wo die Potenzreihe jeden Wert, den sie im Einheitskreise einmal

annimmt, ebenda nur eine beschrinkte Anzahl von Malen
wieder annimmt.



Uber den Beweis
eines Satzes aus der Theorie der analytischen
Funktionen mehrerer Verénderlichen.

Von

F. Hartogs in Miinchen.

In meiner im 62. Bande der ,Mathematischen Annalen® verdffent-
lichten Arbeit ,Zur Theorie der analytischen Funktionen
mehrerer unabhingiger Verdnderlichen, insbesondere
iiber die Darstellung derselben durch Reihen, welche
nach Potenzen einer Verdnderlichen fortschreiten“ habe
ich_den Nachweis gefithrt, dafl eine Funktion mehrerer unabhingiger
komplexer Verdnderlichen z,,z,,..., 2,, welche in einem gewissen
Gebiete eindeutig erklidrt und daselbst in bezug auf jede ein-
zelne Variable regulir ist, in diesem Gebiete auch als Funk-
tion der simtlichen » Verdnderlichen z,,,, ..., 2z, aufge-
fafBt reguldr sein muf, d. h. in der Umgebung jeder inneren Stelle
Z, = a,, &, = G, ..., &, = a, des Gebietes durch eine nach posi-
tiven, ganzzahligen Potenzen von z,—a, z,—a,, ..., ,—a, fort-
schreitende, absolut konvergierende Reihe darstellbar sein mufl. Das
wichtigste Hilfsmittel fiir den Nachweis hiervon bildete der folgende
Satz (a.a. 0., § 2):

JDic Potenzreihe

o0
) S y) = 2 L@,
v =
deren Koeffizienten f,(x) fiir alle # des Bereiches T
eindeutig und regulir seien, moge fiir y = y, im Be-

reiche ' durchweg konvergieren. Gibt es alsdann ir-
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gend einen von Null verschiedenen Wert y = y,, fiir
welchen S(z,y) in der Umgebung jedes Punktes von T
gleichmiissig konvergiert, so gilt das nimliche auch fiir
jeden beliebigen Wert von y, welcher der Bedingung
lyl<<ly.| geniigt.®

Bei dem Beweise dieses Satzes habe ich einen Hilfssatz iiber den
inneren Inhalt von Punktmengen (im Peano-Jordan-
schen Sinne) benutzt, welcher folgendermaflen lautet:

,Es bedeute ¢,,0,,... eine Reihe beliebiger Punkt-
mengen in einem endlichen Bezirk. Gibt es alsdann
keinen Punkt, welcher unendlich vielen @, angehdrt,
so konvergiert der innere Inhalt von @, mit wachsen-
dem v gegen 0.¢

Dieser Hilfssatz, dessen Beweis ich in der erwihnten Arbeit vor-
ausgeschickt habe!), ist fiir den Fall, daB jede der Punktmengen aus
einer endlichen Anzahl von Teilstrecken einer ein-
zigen geradlinigen Strecke besteht, bereits von Arzeld
aufgestellt und bewiesen worden?). In diesem speziellen Fall geht
der Inhaltsbegriff in den gewdhnlichen Léngenbegriff iiber und der
Satz erhilt demnach den folgenden Wortlaut:

»Es sei S eine endliche geradlinige Strecke, und es
mogen S, S,,... Teile von S bedeuten, deren jeder aus
einer endlichen Anzahl einander nicht tiberdeckender
Teilstrecken von S besteht. (Die Endpunkte jeder ein-
zelnen Teilstrecke diirfen nach Belieben als zu S, ge-
horig oder nicht gehdrig betrachtet werden). Gibt es
alsdann keinen Punkt, welcher unendlich vielen S, ange-
hort, so konvergiert die Gesamtldnge /, von S, mit wach-
sendem v gegen 0.“

Ich beabsichtige nun im folgenden zu zeigen, daf fiir den oben-
genannten Zweck die Anwendung dieses engeren Arzela-
schen Satzes bereits ausreicht; der Begriff des Inhalts einer
Punktmenge wird dann bei der ganzen Betrachtung iiberhaupt nicht
mehr benstigt.

Zunichst schicke ich der Vollstédndigkeit halber einen einfachen
Beweis des Arzelaschen Satzes voraus.

1) Siehe daselbst § 1, Nr. 2.
2) Rendiconti Acc. dei Lincei (4) 1 (1833), p. 262 und Mew. Acc. Bologna (5)
3 (1399), p. 130.
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Gesetzt, es sei nicht lim/, = 0. Es mufl dann eine Zahl
¢ = 0 existieren, welche von unendlich vielen 7, iibertroffen wird. Die-
jenigen S,, fiir welche /, > ¢ ist, mdgen der Reihe nach mit S, S;, .
bezeichnet werden. Jedes S, werde alsdann, soweit ndtig, durch
Weglassung einzelner Strecken in ein System s, iibergefiihrt, das seine
eigenen Begrenzungspunkte sdmtlich umfaft, dessen Gesamtlinge aber
immer noch mindestens g betrage.

Es werde nunmehr die positive Zahl « so gro gew#hlt, daf
jedes beliebige der Systeme s,.,,, S..,, ... mit dem durch Verschmel-
zung von S, S,, ..., S, entstehenden System 7' = (s, s,, ..., s,) ein

0y Oy

System gemein habe, dessen Gesamtlinge ;—g- sei. (Sollte dies ndm-

lich fiir irgend eine Zabl « noch nicht der Fall sein, d.h. existiert
ein s,,,, welches mit (s, s,, ... s,) ein System gemein hat, dessen Ge-

samtlinge weniger als —‘g betrdgt, so wichst die Gesamtlinge von

($1> $25 -+ S,) durch Aufnahme von s,,, und erst recht durch Auf-
nahme von s,,,, ..., S,,, um mehr als —‘%—; dieses Verfahren kann also
nicht unbegrenzt fortgesetzt werden).

Dasjenige System, welches s,,, (p = 1,2, ...) mit T gemein hat,
werde mit s;,, bezeichnet. Dasselbe enthilt ebenfalls seine Begren-

zungspunkte und seine Gesamtlinge ist mindestens —Z— Dieselbe
SchluBweise, welche vorhin auf s,,s,, ... angewandt wurde, kann
daher jetzt auf s.,,, s',,, ... angewandt werden; es gibt also eine
ganze positive Zahl g derart, daf jedes beliebige der Systeme sp,,,
S --- mit dem durch Verschmelzung von s, ..., s; entstehenden

Systeme 1" = (S.4., Sa4a) - - - Sp) €in System gemein hat, dessen Ge-

samtlinge = i ist. Bedeutet sodann wieder s, (p = 1,2, ...) das-

jenige System, welches s;, mit 7" gemein hat, so kann man eine
Zahl y so bestimmen, daB jedes beliebige der Systeme s7,,, sj,,, ...
mit T” = (8}.1s Spyss -+ 8y) ein System gemein hat, dessen Inhalt

=9 ;
=-3 ist w.s. f.

Da die Systeme s.,,, s.,,, ... sdmtlich in 7" enthalten sind, so ist
auch 7' in 7' enthalten, ebenso 7" in 7" u.s. f.; da iiberdies jedes
7 seine sdmtlichen Begrenzungspunkte enthélt, so muf es einen
Punkt geben, welcher in allen 7', daher in unendlich vielen s, und
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somit auch in unendlich vielen S, vorkommt. Dies aber widerspricht
der Voraussetzung.

Der vorstehende Beweis ist iibrigens so gefafit, dal er auch fiir
die Verallgemeinerung des Arzelaschen Satzes auf den Fall von
mehr als einer Dimension giiltig bleibt. Es bedeutet dann S
ein Rechteck (rechtwinkliges Parallelepiped, ...) S, S,, ... Teile von
S, deren jeder aus einer endlichen Anzahl von einander nicht iiber-
deckenden Teilrechtecken (Teilparallelepipeden, ...) von S besteht, mit
Seiten (Kanten), welche denen von S parallel sind.

TUm nun beim Beweise des obigen Satzes (1) mit der Anwendung
des Arzeldschen Satzes auszukommen, ist der frither von mir gege-
bene Beweis in folgender Weise umzugestalten:

Es werde |y,| = B, |y,] = B gesetzt; nur der Fall § < B be-
darf eines Beweises. Um irgend einen dem Bereiche 7' angehdrenden
Punkt z, von dem wir der Einfachheit halber annehmen, daf es der
Nullpunkt der z-Ebene sei, werde ein Kreis beschrieben, in welchem
S(z, y,) noch gleichmidBig konvergiert, und der Radius desselben mit
R bezeichnet. Es gibt alsdann eine (von z unabhiingige) Zahl »’ der-
art, dafl

@) If, @) é—;—,

fir v =»' und |z| =< R.

Andererseits existiert infolge der Konvergenz von S(z,y,) im
Bereich 7' zu jedem Werte = der Kreisperipherie |z] = R eine
Zahl #, derart, dafi
@) @] = 5
fiir » =n,. Bezeichnet man daher bei gegebenem » die Gesamtheit
derjenigen Punkte der Kreisperipherie, fiir welche

. 1 1
@) > dh - loglf,@)|+log B>0

gilt, mit @Q,, so gibt es keinen Punkt z, welcher unendlich vielen @,
angehort. ‘

Es werde nun nach Annahme einer beliebigen positiven Grofie %
bei jedem einzelnen @, untersucht, ob eine endliche Anzahl von (ein-
ander nicht iiberdeckenden) Bigen der Kreisperipherie 2] = R exi-
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stiert, deren Punkte séimtlich zu @, gehren und deren Gesamtlinge
=1 ist. Ist dies bei unendlich vielen @, der Fall, so lehrt der
Arzelische Satz, da es einen Punkt geben miisse, welcher in un-
endlich vielen @, vorkommt; dies ist aber nach Obigem ausgeschlossen.
Es tritt also notwendig die andere Eventualitdt ein, m. a. W. es
gibt eine Zahl »” von der Eigenschaft, daB kein @, (v = »") eine end-
liche Anzahl von Kreisbigen enthidlt, deren Gesamtlinge =1 ist.
Es mége nun fiir [z] = R gesetzt werden:

@) —loglf,(@)]+log B = g.(n, )+ 1w 1) (@ = u+i)

v=0,1,2,...).

Dabei sei die im Kreise |z| = R eindeutige und stetige Funktion
¢,(u, v) der reellen Verdnderlichen u, v dadurch definiert, daf sie in
jedem inneren Punkte dieses Kreises endliche und stetige partielle
Ableitungen 1. und 2. Ordnung besitze, welche die Gleichung

0g,(u, v) | 0°g,(u,v)
Oou® + ov? =0

befriedigen, und daf sie auf der Peripherie jenes Kreises mit
1. .
= log |f, (4)|+log B

iibereinstimme, solange dieser Ausdruck grofier als Null ist (d. h. fiir
alle Punkte von @), lings der iibrigen Teile der Peripherie jedoch
verschwinde. }

Es gilt alsdann in dem ganzen Gebiete |z| =< R einerseits offenbar

®) g, (, v) Z 0,

andererseits aber

(6) — oo = h, (1, 8) = 0.

Umgibt man nimlich jede dem Bereiche [x[ < I angehtrende Null-

stelle von /,(x) mit einem Kreise, welcher so klein gewihlt sei, daf
fiir denselben durchweg

: 1

I, @) = &
gelte, und nimmt aus dem Berciche |«| =< I alle Gebiete heraus,
welche zugleich einem dieser Kreise angehiren, so ist /,(«, v) in dem
iibrig bleibenden Gebiete harmonisch und nimmt daher seinen Maxi-
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malwert auf der Begrenzung desselben an; lings dieser ist aber
durchweg :

I, (u, v) == % log |f,(®)] 4+ log B—g, (v, v) < 0.

Ebenso gilt aber diese Ungleichung auch innerhalb der ausgeschie-
denen Gebietsteile.

Wihlt man speziell » =#', so ist nach (2) der Maximalwert,
welchen g, (4, v) lings der Peripherie [#] = R annehmen kann, nicht
grifer als log B—log f8; lings der nicht zu ¢, gehorigen Teile der
Peripherie aber ist g,(u, v) gemdfl Definition gleich null. Wihlt man
iiberdies » = »n” und berechnet den Mittelwert ¢,(0, 0) aus den Werten
von ¢,(u, v) lings der Kreisperipherie |z|] = R, so ist es bei den
dieses Integral approximierenden Summen gestattet, fiir jedes Inter-
vall, welches nicht ausschlieflich aus Punkten von ¢, besteht, als zu-
gehorigen Funktionswert null zu wihlen; da aber die Gesamtlinge
der iibrigen Intervalle nach obigem < % sein muS, so ergibt sich:

k

9:(0,0)= oz R (log B —log f) (v=w,v=n"),

und hieraus wiederum folgt, da % beliebig klein gewihlt werden
konnte :
lim ¢,(0,0) = 0.
=00

Wird nun » ein fiir allemal der Ungleichung 0 <<+ < R ent-
sprechend beliebig gewihlt, so hat man die in bekannter Weise unter
Beriicksichtigung von (5) aus dem Poissonschen Integral sich er-
gebende Ungleichung :

R .
0.0 0) = 4,0, 0) (jo1 = 1.

Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grife & existiert mit-
hin eine (von « und v unabhéingige) Zahl » derart, daB fiir alle v =n:

gy 0) =¢ (zl=7)

und somit a fortiori wegen (4) und (6):

—ooé-i—loglﬂ(w)l—i—logBée v=m, |2l =)
d. h.

r@I=(g) CEPAPED
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und daher konvergiert S(z,y), solange |y|<—e§ bleibt, im Kreise
[z] = r gleichmiBig. Da aber & beliebig klein angenommen werden
konnte, so ist damit die Behauptung erwiesen. —

Es sei schlieBlich noch erwidhnt, daf fiir den Fall von mehr als
zwel Variablen der Beweis in ganz analoger Weise umgestaltet
werden kann.



Die Exponentialdarstellung der Zahlen eines
algebraischen Zahlkérpers fiir den Bereich
eines Primdivisors.

Von

K. Hensel in Marburg.

In meiner ,Theorie der algebraischen Zahlen® (Leipzig, B. G. Teub-
ner, 1908) habe ich gezeigt, wie diese Zahlen fiir den Bereich eines
beliebigen Primteilers p nach Potenzen einer Primzahl fiir diese Stelle

entwickelt werden konnen. Ist ndmlich p die zu p gehirige reelle Prim-
1

zahl und 7= ~p ® eine Primzahl fiir die Stelle p, so zeigte sich, daf
jede algebraische Zahl « fiir den Bereich von p folgendermaBen ein-
deutig darstellbar ist:

1) o« = 1w, 75“4—7,0”4rl AL (»).

Hier sind die Koeffizienten u,, t,,,, ... Null oder eindeutig bestimmte
(p"—1)-te Einheitswurzeln, wenn »(p) = p’, wenn also f der Grad
von p ist, d. h. sic sind sd@mtlich eindeutig bestimmte Wurzeln der
Gleichung

@ o — =0,

In meiner soeben erschienenen ,Zahlentheorie“ (Gischens Verlag
1913) habe ich nun fiir den einfachsten Zahlkiorper, den der rationalen
Zahlen, den Nachweis gefiihrt, daf man in diesem Falle jede solche
Potenzreihe (1) als eine Exponentialgréfie darstellen kann. Ist ndm-
lich p irgend eine ungerade reelle Primzahl, und:

(3) o = Wy 27a + Wy paH +oeee (p)
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die p-adische Darstellung einer beliebigen rationalen Zahl, wo also
jetzt die Koeffizienten w,, u,,,, ... bestimmte (p—1)-te Einheits-
wurzeln oder Null bedeuten, so zeigte ich (a.a.O. S.161ff), dafl
sich « auch in der folgenden Form schreiben ldfit:

(3a) « = pue (),

wo a die Ordnungszahl von « ist, w eine primitive (p — 1)-te Einheits-
wurzel bedeutet, und ¢ eine bestimmte, mindestens durch p teilbare
p-adische Zahl ist.

Mit Hiilfe dieser Exponentialdarstellung aller rationalen Zahlen
fiir den Bereich von p lassen sich nun alle arithmetischen Eigen-
schaften derselben in bezug auf diese Primzahl wunderbar einfach
ableiten, wie dies in der zweiten H&lfte meiner ,Zahlentheorie“ aus-
fithrlich dargelegt wird. Speziell ergibt sich aus dieser Darstellung,
daB die einzigen Einheitswurzeln im Korper K (p) eben diese (p —1)-ten
Einheitswurzeln «’ sind.

Fiir den Bereich der geraden Primzahl 2 licgen diese Verhilt-
nisse insofern ctwas anders, als die dyadische Exponentialreihe

¢ ¢ ¢
C=ltgtistraat @
stets und nur dann konvergiert, wenn die dyadische Zahl ¢ nicht
blof durch 2 sondern mindestens durch 4 teilbar ist. Allein auf
dieser Tatsache beruht es, daf in der elementaren Zahlentheorie der
Zahl 2 gegeniiber allen ungeraden Primzahlen eine gewisse Sonder-
stellang zukommt. In diesem Falle ergibt sich fiir jede rationale
Zahl « die folgende eindeutige Exponentialdarstellung:

(3b) @ =2'(=1)e  (2)

wo die dyadische Zahl ¢ jetzt aber mindestens durch 4 teilbar sein
mul}; hier zeigt sich als einec Folge der soeben erwihnten Ausnahme-
stellung der 2, daf im Bereiche der dyadischen Zahlen die cinzige
Einheitswurzel nicht, wic es nach der Analogie mit dem ersten Falle
sein sollte, die 2—1 = 1-te ist, sondern dafl es die beiden zweiten
Einheitswurzeln * 1 sind.

Es liegt nun nahe, auch fiir die algebraischen Zahlen im Bereiche
von p eine entsprechende Exponentialdarstellung zu suchen, um dann
mit Hiilfe derselben ihre Eigenschaften in bezug auf diesen Prim-
faktor p ebenso einfach abzuleiten wie dies a. a. O. fiir die Be-
ziehungen der rationalen Zahlen zu einer reellen Primzahl geschehen



Exponentialdarstellung algebraischer Zahlen im Bereiche eines Primteilers. 63

konnte. Dies gelingt nun auf hochst einfache Weise fiir fast alle
Primteiler genan ebenso wie vorher in (3a) fiir die ungeraden reellen
Primzahlen. Nur die Primfaktoren von einer endlichen Anzahl von
reellen Primzahlen, welche ihrer Grofe nach unter einer gewissen
von dem betreffenden Korper abhingigen leicht angebbaren Grenze
liegen, machen eine Ausnahme von genau der gleichen Art, wie die
Zahl 2 im rationalen Zahlkérper und zwar aus genau dem gleichen
Grunde. Allein deshalb nehmen diese Primteiler in der Arithmetik
der algebraischen Zahlkorper dieselbe interessante Ausnahmestellung
ein, wie die Zahl 2 in der elementaren Arithmetik; ich glaube, dafi
durch die folgenden Betrachtungen diese merkwiirdigen Besonder-
heiten zum ersten Male einheitlich und allgemein behandelt werden.

Ich betrachte jetzt eine in der Form (1) fiir den Bereich XK (p)
cines Primteilers p von der Ordnung e und vom Grade f dargestellte
Zahl . Dieselbe lift sich offenbar in der Form:

() ¢ = 7wl +uwPr+uw?r+.) = 3 we

schreiben, wo w® = w, eine Potenz einer bestimmten ein fiir alle
Male festgehaltenen primitiven (p/— 1)-ten Einheitswurzel, und

(4a) e =14+wPx4+0®a*+.-. = 1, ww® ...

eine mit der Zahl Eins beginnende Einheit ist, welche ich
darum eine Eins-Einheit nennen will.

In der elementaren Zahlentheorie (Zahlenthcorie S. 1341f) habe
ich nun gezeigt, dafl jede w=-adische Reihe

. c ¢t
(3) 1+—1—!‘+g+"'

stets eine solche Eins-Einheit darstellt, falls nur ¢ eine solche z-adi-
sche Zahl ist, daB sie konvergiert. Ist ¢ so gewihlt, so bezeichnete
ich a. a. O. diese Reihe durch ¢’. Damit diese Reihe konvergiert, ist
notwendig und hinreichend, dafi:

(,7!

lim— = 0 (v)

ist (vgl. Zahlentheorie S. 117 (3)). Ist daher ¢ genau durch p” teil-

n— S,
. —1 e
bar, so muf}, da ja n! genau p » enthilt,

. n—s,\ .. (n((p—=1)y—1) Sn )_
llm(ny——p—_—l—)—hm( »—1 +P—1 = + oo
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sein, wenn s, die p-adische Ziffersumme von » bedeutet; d.h. jene
Reihe ist stets und nur dann konvergent, wenn
1
(6) v= =1
ist.
Ist diese Konvergenzbedingung fiir die Exponentialreihe (5) erfiillt,
so stellt diese eine m-adische Einseinheit

¢ = 14+¢
dar, in welcher auch ¢ genau durch p? teilbar ist.

In der Tat, ist die Zahl ¢ genau durch p? teilbar, wo y > ?i—l

ist, also fiir ein positives o gleich %—ii— gesetzt werden kann, so
ist in der Reihe
cm

fe 1 e S O
e——1+1+2!+ towmi T

das (m + 1)-te Glied durch diejenige Potenz von p genau teilbar, deren
Exponent
e LTO =S, MmO+,
p—1 p—1 p—1
ist; diese Reihe konvergievt fiir ein positives 0 unbedingt, da fiir
unbegrenzt wachsendes n diese Ordnungszahl positiv unendlich wird.
Ferner ist

cm~l

¢ 2 _
¢ = 1+0(1+-§!-+é+'-~+%!—+~') = 1+cg

wo die Reihe & in der Klammer eine Einseinheit ist. Jedes Glied

m—1

derselben —('; T enthilt nimlich » in der Potenz:

(m~1)8 + (s — 1)
(7) p— 1 - ’
und dieser Exponent ist immer positiv aufer fiir m = 1. Also ist
stets:
e = 14¢
cine Einseinheit, in welcher ¢ = ¢& sich von ¢ nur um eine Eins-

einheit unterscheidet, also dieselbe Ordnungszahl und dasselbe An-
fangsglied wie ¢ besitzt.

Ist umgekehrt 14 ¢ irgend eine Einseinheit, in welcher ¢ genau

durch p? ! teilbar und 6 >0 ist, so gibt es eine einzige Zahl ¢
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von gleicher Ordnungszahl, fiir welche
e = 14¢

ist. In der Tat, setzt man
c ¢ ¢ - ¢ ¢
8) c=._1..___2_+§_... =c(1—--—2—+ ______ >,

so konvergiert diese Reihe sicher, da ja unter der iiber 0 gemachten
m m
¢ Lo

Voraussetzung sogar ——, also a fortiori - - mit wachsendem m gegen
m!’ m °

Null konvergiert. Das so bestimmte ¢ unterscheidet sich von ¢ nur

um eine Einseinheit; denn in der in Klammern stehenden Reihe ist

—m—1

- fiir jedes m =1 von positiver Ordnung, weil ja nach (7) das-
m—1

selbe sogar fiir _%z"? - der Fall ist. Also konvergiert die mit diesem

¢ gebildete Reihe ¢° unbedingt und ist gleich 1-+¢ (Zahlentheorie
S.142). Endlich kann auch fiir kein anderes ¢, wofiir die Reihe ¢
konvergiert, diese ebenfalls gleich 1+ ¢ sein; denn dann miifite ja

r

c [4 c—¢C

!
—_ C
e =e = 147¢ also e’ =c¢ =1
. . . C, — . — -
sein; und da nach dem obigen Beweise ¢° = 1+7¢, ist, wo ¢, = ¢,
ist, so kann nur dann ¢, = O sein, wenn auch ¢, = 0 ist.
Eine Einseinheit ¢ = 1+47¢, welche sich in der Exponentialform

¢’ darstellen ldft, will ich eine Exponentialeinheit nennen.
Dann folgt aus dieser Betrachtung der Satz:
Eine Einseinheit s = 14 ¢ ist stets und nur dann eine Ex-
ponentialeinheit, wenn der Exponent y der in ¢ —1 = ¢ ent-

haltenen Potenz von p grifer als L ist.

Ist also in der Gleichung « = #°«’¢ die Einseinheit ¢ eine solche
Exponentialeinheit, so ergibt sich fiir diese Zahl « genau wie in
Zahlentheorie S. 162 die Exponentialdarstellung

) - « = a"u’e ®)

wo der Exponent ¢ die durch die Gleichung:
=1 (=17 (¢—=1°

(9a) ¢ = -—1-.”__..,._2_.__}_ S

eindeutig bestimmte z-adische Zahl ist. In diesem Falle ist also die
Exponentialdarstellung von « fiir den Bereich von p vollstéindig und
auf die einfachste Weise geleistet.

Festschrift Schwarz. 5
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Nur dann, wenn die Einseinheit ¢ = 1, w™ ... in (4a) noch keine
Exponentialeinheit ist, fiir welche also der zu (¢ —1) gehérige Expo-

nent » von p nicht gréBer als -2’—%-—1— ist, ist diese einfachste Expo-

nentialdarstellung nicht moglich. Nur dieser Fall ist jetzt noch
weiter zu untersuchen. Man erkennt zuniichst leicht, daB bei alge-
braischen Zahlen einer bestimmten Ordnung nur fiir eine endliche
Anzahl von Primteilern die Exponentialdarstellung (9) nicht allgemein
gilt. In der Tat ist ja fiir eine beliebige Einseinheit

1 N 1 + (w(r) nr_i_ oty ﬂr+x+ . )
r
die in ¢ enthaltene Potenz von p gleich p ¢. Also wird stets und

nur dann jede Einseinheit eine Exponentialeinheit sein, wenn fiir
jedes » L 1 -, wenn also fiir das kleinste positive » L > 1
e p—1 e p—1
oder p > e+ 1ist. Da nun e << n ist, so ergibt sich zunéichst der Satz:
Fiir alle Primteiler von Primzahlen, die grofer als » + 1 sind,
ist jede algebraische Zahl in der Form z“w’¢° eindeutig dar-

stellbar. B
So ist z B. fiir rationale Zahlen (n = 1) nur die Primzahl 2
eine Ausnahmezahl, fiir die quadratischen und kubischen Zahlkgrper

konnen nur die Primzahlen 2 und 3 Ausnahmezahlen sein u. s. w.

i" ist.

Es sei nun =" die erste Potenz von = fiir welche 2 > pi
Dann sind alle und nur die Exponentialeinheiten in der Form
(10 e =14+wa 4w, "+ . = 1,0---0w.w,, -
enthalten, d. h. eine Einseinheit ¢ ist allein dann eine Exponential-
einheit, wenn
(10a) e=1 (mod. p")
ist. Ich teile nun alle Einseinheiten:

e=14wrx+w,a*+ .-

in Klassen ein, indem ich zwei solche Einheiten & und &' in dieselbe
Klasse rechne, wenn sie sich multiplikativ nur um eine Exponential-
cinheit unterscheiden. Dies ist nur dann der Fall, wenn

(10Db) e=¢ (mod. p)
&

ist; denn nur dann ist ja
&

= 1 (mod. p"), ist somit jener Quotient
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eine Exponentialeinheit. Hieraus folgt also, dafl die Anzahl » aller
dieser Klassen v = (n(p))"™" = p’"¥ ist, da ja jeder der (r—1)
Koeffizienten w,, w,, ... w,_, genau n(p) inkongruente Werte annehmen
kann.

Ich verstehe nun unter dem Produkt zweier Klassen K und K'
diejenige eindeutig bestimmte Klasse K", in welcher alle und nur die
Produkte &’ enthalten sind, deren erster Faktor zu X, der zweite
zu K' gehort und bezeichne diese Beziehung durch K" = KK' = K'K.
Dann bilden die » Klassen K, K, ... K, , eine Abelsche Gruppe v-ter
Ordnung, deren Einheitselement K, die Klasse der Exponentialeinheiten
e ist. Jede Klasse K gehort dann also zu einem Exponenten P, der
ein Teiler von », also eine Potenz von p ist, und fiir den

(11) kP =k

]

wird. Ist also & irgend eine Einseinheit von K so ist P der kleinste
positive Exponent, fiir welchen

(11a) &=
ist, wo ¢ eine mindestens durch p" teilbare =-adische Zahl ist. Ist

& = e irgend eine andere Einseinheit derselben Klasse, so gehort
sie zu demselben Exponenten P, und aus der Gleichung:

(11b) & = o = I

folgt, daB die Exponenten g, von e untereinander modulo Pp" kon-
gruent sind; ferner lehrt dieselbe Gleichung, daB man ¢, innerhalb
K stets so auswihlen kann, daB g, einer beliebig vorgegebenen zu ¢
modulo Pp" kongruenten Zahl gleich wird, und daf ¢ durch diese
Forderung eindeutig bestimmt ist. Ist also jetzt g, der kleinste Rest
von g modulo Py" so gibt es innerhalb X eine einzige Einseinheit &,
fiir welche

(11¢) & = o

0

ist; ich will diese Zahl g, den zur Klasse K gehdrigen redu-
zierten Exponenten nennen. Derselbe kann fiir jede Klasse K
direkt angegeben werden.

Bekanntlich kann man nun jedes Element K einer beliebigen
Abelschen Gruppe eindeutig durch eine sog. Basis (X,, K,, ... K,) in
der Form:

(12) K= R}'K; - K

w

5*
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darstellen. Jedes dieser Basiselemente K, gehort dann fiir den hier
vorliegenden Fall zu einem Exponenten P;, welcher ein Teiler von

v, also eine Potenz von p ist, in der Weise, dafl P, der kleinste
positive Exponent ist, fiir welchen

(12a) kY = &,

ist. Das Produkt P, P,--- P ist gleich v.

Ist also j; allgemein irgend eine der Klasse K; angehorige Eins-
einheit, so ist jL.P“ die kleinste Potenz von j,, welche gleich einer
Exponentialeinheit ¢/ ist, und man kann nach der vorher auf S. 67
gemachten Bemerkung j; innerhalb der Klasse K; eindeutig so aus-
wihlen, dafl in der Gleichung

(12b) =

der Exponent y; modulo P;p" auf seinen kleinsten Rest reduziert ist.
Sind demnmach j,, j,, .../, in dieser Weise innerhalb der Klassen
K,, K,, ... K, ausgewihlt, so ist jede Einseinheit ¢ eindeutig in
der Form

(13) & = ji e gt e

dargestellt, und fiir jede Zahl « des Korpers erhidlt man somit den
Ausdruck:

b.c ¢y .
(18a) o0 = ntw jije ~~7ﬁ“ec.

Diese Darstellung ist eindeutig; denn liefe sich dieselbe Zahl
« noch auf eine andere Weise

a bV el ch cl
C =T W )y Jy " Ju €

darstellen, so ergébe sich fiir den Quotienten beider Darstellungen

die Gleichung:

a—«' b=V ¢, —c! cu—cl, c—c'
7 w a e e = 1;

also miifite zundchst @ = &' sein. Betrachtet man die dann iibrig
bleibende Gleichung als Kongruenz modulo p und beachtet, daf alle

. . . . c—c' .. . . .
Einseinheiten j, und ¢ fiir diesen Modul kongruent Eins sind, so

folgt, daf WYV =1 (mod. p) sein muf, und da alle Potenzen von

b—0' b

. . b’
w modulo p inkongruent sind, so muf w =1 also w = w

sein. Ferner kann die Gleichung

. —Cl Cr—Cj . —Ch ‘c—c' -1
jl 2 A -
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nur dann erfiillt sein, wenn allgemein ¢,— ¢, durch P; teilbar, d.h.
wenn ¢, = ¢, ist, weil sonst die zu den j; gehrigen Klassen K, keine
Basis fiir die Abelsche Gruppe (K,,... K, ) bilden wiirden, und
endlich ergibt sich dann, daf auch ¢ = ¢’ sein muf.

Genau ebenso wird der folgende allgemeinere Satz bewiesen:
Eine Zahl

4,80 G C
€= W ) ’

in welcher die Exponenten 4, B, C,, ... C, beliebige ganze
Zahlen sind, ist stets und nur dann gleich 1, wenn
A=0, B=0 (mod. (pf—1); C, = 4,P, =0 (mod. P)
sind, und falls endlich
A9 +hg+ -+ 9. +C =0

wird, falls allgemein jb 7 ist.

Ich benutze diese Ergebnisse zundchst um die wichtige Frage zu
entscheiden, ob in dem Korper K (p) Einheitswurzeln vorhanden sind,
und welche Einheitswurzeln in demselben vorkommen. Soll nun

a b Cy C
(13) o= wj -4l
eine m' Einheitswurzel sein,-so muf: .

m ma b ame, ANC, INC
0o =x w j, cj e =1

also zuniichst ¢« = O sein. Ferner muf}:
(13 a) mb = 0 (mod. p’ — 1), m¢; = 0 (mod. P)

sein. Ist nun zunichst m durch p nicht teilbar, so bestehen die
letzten Kongruenzen nur dann, wenn alle ¢; durch P; teilbar, wenn
sie also alle Null sind. Es muf also 0 = w%’¢° und

mm — wmb me 1

sein. Betrachtet man endlich diese Gleichung genau wie vorher als
Kongruenz modulo p so ergibt sich wieder »™ = 1 und ¢" = 1, und
da die letzte Gleichung allein fiir ¢ = 0 erfiillt ist, so ergibt sich
der erste Satz:

Die einzigen Einheitswurzeln des Korpers K (p), deren Ord-
nungszahl p nicht enthilt, sind die (p”—1)-ten Einheitswurzeln.
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Wir haben jetzt nur noch zu untersuchen, ob in K (p) etwa P-te Ein-
heitswurzeln existieren, deren Ordnungszahl P = p* eine Potenz von
p ist. In dem allgemeinen Falle, wo alle Einseinheiten Exponential-
einheiten sind, wo also jede Einheit ¢ = u’¢° ist, gibt es niemals
solche P-te Einheitswurzeln; denn fiir sie miifite ja

81’ . wa ePc =1

also Pb durch (p/ —1) teilbar und Pc = O sein, d.h.esmu b =c =0
also ¢ = 1 sein. Nur fiir eine endliche Anzahl von Primteilern p
konnen also in dem zugehdrigen Korper K (p) iiberhaupt P-te Einheits-

b .c Ly € s . .
wurzeln vorkommen. Ist ¢ = w j,'---j¢ eine solche Einheits-
wurzel, so muf auch fiir sie & = 0, also ¢ eine Einseinheit sein, da

ja nur dann & = 1 sein kann, wenn PU durch p” —1 teilbar, wenn
also b = 0 ist.

Jede Einseinheit ¢ gehort nun nach (11a) zu einem kleinsten
Exponenten P, fiir den R ist, und man erkennt leicht, daf e
stets und nur dann eine und zwar eine primitive P-te Einheitswurzel
ist, wenn g = 0 ist. Ist ndmlich ¢ = 0, so ist ja & = 1, also
ist ¢ eine Einheitswurzel und zwar eine primitive P-te Einheits-
wurzel; denn wire fiir ein kleineres P, schon o = 1, so wiirde ja
¢ hochstens zu den kleineren Exponenten P, gehoren. Ist umgekehrt

¢ eine primitive P,-te Einheitswurzel, so mufl &0 = 1 also P, = iP

ein Multiplum von P sein. Erhebt man aber dann die Gleichung

P .
& = ¢’ zur i-ten Potenz, so wird: ff =P — 1= M ; also muf}

g = 0 und 4 = 1 sein, d. h. ¢ ist wirklich eine primitive P-te Ein-
heitswurzel.
In jeder Klasse K gibt es hichstens eine Einheitswurzel. Sind
nimlich ® und o' = we’ zwei dquivalente Einheitswurzeln, so wiire
1

ja auch ihr Quotient —i-)-)— = ¢/ eine solche, und fiir sie miifite
g =0 also o' = w sein. Es fragt sich also nur noch, wie viele und
welche unter den » Klassen K Einheitswurzeln enthalten. Ist nun
K eine zum Exponenten P gehorige Klasse, welche eine P-te Einheits-
wurzel @ enthilt, so geniigt jede Einseinheit ¢ = w¢”® dieser Klasse

einer Gleichung = ePg", in welcher der Exponent von e durch
Py’ teilbar ist. Ist dies umgekehrt der Fall, so enthdlt auch die
zugehorige Klasse K eine P-te Einheitswurzel o; denn geniigt eine
Einseinheit dieser Klasse einer Gleichung



Exponentialdarstellung algebraischer Zahlen im Bereiche eines Primteilers. 71

(14) &= =

so erfiillt die zu & dquivalente Zahl © = se % die Gleichung

(14a) of = Fe B = 1,

sie ist also in der Tat eine P-te Einheitswurzel. Ist aber der Expo-
nent g in (14) durch P teilbar, so ist der zur Klasse K gehorige redu-
zierte Exponent (s. S. 67) gleich Null. Also ergibt sich der einfache
Satz: ' ,

Pq
e 0

Alle und nur die Klassen K, fiir welche der zugehorige
reduzierte Exponent Null ist, enthalten je eine Einheits-
wurzel, und diese ist eine primitive P-te Einheitswurzel, wenn
die Klasse zum Exponenten P gehort.

Ist nun K, die Klasse der hochsten Ordnung P, welche eine Ein-

heitswurzel o enthilt, so sind (1, o, @', ... wP_il) alle und nur die in
K (p) enthaltenen Einheitswurzeln, deren Exponent eine Potenz von
p ist, und die zu ihnen gehorigen Klassen sind die P Potenzen
K! der Klasse K, fiir d = 0,1,... P—1.

Als Beispiel gebe ich ganz kurz die Resultate fiir die Theorie
der quadratischen Zahlkorper, auf die ich an anderer Stelle ausfiihr-
licher eingehen werde. Nur fiir die Primzahlen p <e+1 besteht
nach S. 66 die regulire Exponentialdarstelling « = a“w’¢® nicht.
Und da ja fiir einen quadratischen Korper e nur gleich 2 oder 1 sein
kann, jenachdem p ein Diskriminantenteiler ist oder nicht, so tritt
der hier behandelte Ausnahmefall allein fiir p = 2 ein, wenn p kein

Diskriminantenteiler ist, dagegen fiir p = 3 und p = 2 wenn p ein
Diskriminantenteiler sein soll. ’

Es sei nun:
(13) =D

die Grundgleichung desmquadratischen‘ Zahlkorpers. Ist zunichst 2
kein Diskriminantenteiler, also D = 8n+5 (der Fall D = 8n+1
liefert dasselbe Resultat (3b) wie im Bereiche der rationalen Zahlen),
so ist fiir jede Zahl « des Korpers

(16) o= 2'we =2Ww(14+w.2+4+w,. .2+ ) 2),

wo w eine primitive (2°—1) = 3-te Einheitswurgel bedeutet. Da hier
1

p—1

eine Exponentialeinheit, wenn die Ordnungszahl von ¢ grofier als 1,

= 1 ist, so ist eine Einseinheit ¢ = 1 4 ¢ stets und nur dann
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wenn also w, = 0 ist. Die Klassenzahl » aller Einseinheiten ist
hiernach gleich 4. Da aber hier fiir jede Einseinheit

&= (14w -24---=1 (mod. 4),

also schon & eine Exponentialeinheit ist, so kann keine der vier Ein-
heitsklassen zum Exponenten 4 gehoren; die Basis besteht mithin in
diesem Falle aus zwei Klassen zweiter Ordnung, als deren Repri-
sentanten die beiden Einheiten j, und j, gewihlt werden konnen, fiir
welche:

17) Jji=1, also j, = —1, ji = ¢

ist. In diesem Falle ergibt sich also die folgende Darstellung aller
Zahlen des Korpers fiir den Bereich von 2

(18) @ = 2wl (—1)%f5 ¢ (€, ¢, = 0, 1),

wo ¢ eine durch 4 teilbare dyadische Zahl bedeutet.

Es sei zweitens p ein Diskriminantenteiler. Hier sind allein die
Primzahlen 3 und 2 zu untersuchen. Ist zunichst 3 ein Diskrimi-
nantenteiler, so ist D durch 3 teilbar, also

D=+3 oder D= —3 (mod. 9).
Hier ist also # = \/3 oder # = \— 3, und es ist stets:
o« = z“(—l)"& = 2 (=1’ 1+ w, w+w,n*+-..),
wo die w; =0, £ 1 sein konnen. Da hier eine Einseinheit ¢ = 1+¢
dann eine Exponentialeinheit ist, wenn ¢ durch #* teilbar, wenn also
w, = 0 ist, so ist die Klassenanzahl der Einseinheiten gleich 3, und

diese Klassen sind als Potenzen einer einzigen K darstellbar, als
deren Repridsentant j, die Wurzel der Gleichung dritten Grades:

(19) Jo=1¢ (3

gewihlt werden kann, wo g = O oder =* ist, je nachdem = = \/—3
oder # = \3 ist. Hier ist also stets

_ a b.c c ¢, =0,1,2
(192) @ = (=1 ((; = 0 (mod. p“’))'

Ist endlich p = 2 und ein Diskriminantenteiler, ist also D =442
oder 4#n + 3, so ist jede Zahl des Korpers fiir den Bereich von 2 in
der Form darstellbar:

(20) @« = n"s = 9'5“(1-{-81754-527;2_}_...)’
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wo 7 ~ 2* und jedes &; gleich O oder 1 ist. Hier ist ¢ = 1+ ¢ nur
dann eine Exponentialeinheit, wenn ¢ mindestens durch " = =* teil-
bar, wenn also & = &, = 0 ist. Die Anzahl » aller Klassen von
Einseinheiten ist somit gleich 4, und da

lxta)y=14x (mod. p*)

noch keine Exponentialeinheit ist, so ist jede dieser vier Klassen als
Potenz einer zum Exponenten 4 gehérigen Klasse K darstellbar.
Ist j, ein geeignet gewihlter Repridsentant von K@, so ergibt sich
also fiir die Zahlen « in diesem Falle die Darstellung:

o _ac e 6=01,2,3 )
(20a) « =m j'e ( = 0 (mod. p*))
und j, ist die Wurzel einer reinen Gleichung:
(20b) Js = ¢,

in welcher ¢ modulo 4p®° ~ p” auf seinen kleinsten Rest reduziert
angenommen werden kann. Eine leichte Rechnung zeigt endlich, daf
dieser reduzierte Exponent g

gleich 0, =% =°, a°+ =°
wird, je nachdem die Zahl D

gleich 8w —1, 8n+3, 8n+2, 8»—2
ist.

Man erkennt auch leicht, welche Einheitswurzeln, deren Grad
eine Potenz von p ist, in einem quadratischen Zahlkorper enthalten
sind. Im Falle p = 2, D = 8n +5 tritt nur die Einheitswurzel —1
auf, im Falle p = 3, D = 9n—3 nur die dritten Einheitswurzeln.
Ist endlich p = 2 ein Diskriminantenteiler, so enthilt der Korper
nur fir D = 8xn —1 die vierte, in allen drei iibrigen Fillen aber
nur die zweite Wurzel aus FEins.

Fiir manche Zwecke ist es geeignet, die Einseinheiten unter Be-
nutzung der hier gefundenen Einheitswurzeln auf eine andere Art in
Klassen zu teilen: Es sei ® der Bereich aller Einseinheiten o?¢?,
welche also nach der fritheren Definition irgend einer Einheitswurzel
dquivalent sind. Dieser Bereich besteht also aus den P friiheren
Klassen KZ fiir ¢ = 0, 1, ... P—1. Auch dieser Bereich bildet
offenbar eine Gruppe, da das Produkt von zwei Einheiten o?¢# und
% ¢/ wieder eine solche ist. Rechnen wir nun wieder zwei Einsein-
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heiten ¢ und ¢ = ew’¢’, welche sich nur multiplikativ um ein Ele-
ment von &, unterscheiden, in eine neue Klasse & so bestebht jede
solche Klasse ® aus genau P alten Klassen, ndmlich aus den Klassen
KK¢Z wenn K irgend ecine zu & gehorige alte Klasse ist; also ist

n = %},— die Anzahl dieser Klassen (],, &,, ... &,.,), welche wieder

eine Potenz von p ist. Definiert man nun das Produkt &&' von zwei
solchen Klassen als die eindeutig bestimmte Klasse &, welche alle
und nur diejenigen Produkte &&' enthielt, deren erster Faktor in &,
der zweite in & beliebig ausgew&hlt ist, so bilden auch sie eine Abel-
sche Gruppe vom Primzahlpotenzgrade n.

Jede Klasse & gehort wieder zu einem Teiler P von n als Expo-
nenten, so daf fiir ihn

@1) 8 = @

ist. Jede Einseinheit ¢ von ® geniigt also hier einer reinen Glei-
chung :

(21a) & = codeg,
wo g mindestens durch p" teilbar ist. Ersetzt man wieder ¢ durch
eine dquivalente Einheit ¢ = mdeg, so geniigt & der Gleichung

(21b) ;B — cod + Pd &8 + SBQ’

und da d und g beliebig gewihlt werden kinnen, so erkennt man
auch hier, daf ¢ innerhalb & eindeutig so gewihlt werden kann, daf
d modulo P, und g modulo Pp" auf ihre kleinsten Reste reduziert sind.

Auch hier kann man jede Klasse & der Abelschen Gruppe
®,, &, ... 8,._,) durch eine Basis (®, &,, ... ®,) in der Form

(22) = q'e>...qn (¢, =0,1,...9,—1)

m

darstellen, wo allgemein & die Ordnung P, besitzen mdge. Sind also
i, ... i, innerhalb & ,6 ... &, beliebig ausgewidhlt, so ergibt sich

1!

hier fiir jede Einseinheit & die folgende Darstellung

¢, = 0, 1,...1)—1)
¢, =0,1,... -1/

(22a) f = 0" ii‘ if,’[‘ ¢ <
Jedes Element i, kann innerhalb &, so gewihlt werden, dali es einer

reinen Gleichung

(22h) P e

T
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geniigt, in welcher d, modulo P, und g, modulo ®,p" auf ihren klein-
sten Rest reduziert sind und wo g, durch p" teilbar ist.

Bei den quadratischen Zahlkdrpern brauchen wir fiir diese Frage
nur die Félle p = 2, D = 8n+3, 82+2 und 8% —2 zu unter-
suchen, da fiir die iibrigen Korper die etwa noch auftretende Ein-
heitswurzel bereits dem vorher betrachteten Basissysteme angehort,
withrend in diesen drei Fillen die hier vorhandene zweite Einheits-
wurzel —1 nicht in der Basis vorkommt.

Wihlt man nun in diesen drei Fillen als Hauptklasse &, alle
Einheiten * ¢’, so ist die Klassenzahl aller Einseinheiten jetzt halb
so grofi wie frither, also gleich zwei, und fiir die zweite Klasse &, be-
steht die Gleichung & = &,. Ist also i, eine Einheit von ®,, so ist
jede Zahl des Korpers fiir den Bereich von 2 in der Form:

(23) @ = a“(— 10 b, ¢, =0, 1)
darstellbar, wo jetzt j, der Gleichung:
(282) =

geniigt, und g, modulo 2#° ~ p° reduziert angenommen werden kann.
Eine leichte Rechnung zeigt, daf in dieser Gleichung

4 3 4
g, = n', o’ '+
zu setzen ist, je nachdem:

D = 8n+3, 8u+2, 8n—2
ist.

Die hier auseinandergesetzte Exponentialdarstellung der alge-
braischen Zahlen bildet die Grundlage fiir eine neue Theorie der
Potenzreste innerhalb eines beliebigen algebraischen Zahlkdrpers,
welche ganz analog derjenigen ist, welche ich fiir den Fall der ratio-
nalen Zahlkdrper in meiner Zahlentheorie gegeben habe. Ich behalte
mir vor, auf diese Fragen an anderer Stelle einzugehen.



Elementare Beweise fiir eine Maximums-
eigenschaft des Sehnenvierecks.
Von

Gerhard Hessenberg in Breslau.

1. Die bekannte Eigenschaft des konvexen Kreissehnenvierecks,
unter allen Vierecken mit denselben vier Seiten «, b, a', b’ den grifiten
Flidcheninhalt zu besitzen, kann fiir die euklidische Geometrie auns der
fiir jedes Viereck giiltigen Beziehung

1) I* = (s—a)(s—0b)(s—da)(s—b)—aba'b'sin* ;v
und fiir die sphédrische aus der analogen

cos pacosibeosia cos i sin®le =
@) sin}(s—a)sin 1 (s—bd)sin }(s—a')sin (s —10)

—sin Y@ sin L b sin fa'sin L' sin® Lo

unmittelbar abgelesen werden; hierbei bezeichnet F' den Flidchen-
inhalt, ¢ den sphérischen Exzef,, 25 den Umfang des Vierecks und 2»
die Differenz der Gegenwinkelsummen, deren Verschwinden die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Kreislage der vier Ecken
abgibt. :

In der euklidischen Geometrie ergénzen sich die Gegenwinkel-
summen zu 2z, haben daher die Werte x +v und z— v, so dafl »
durch ein Paar von Gegenwinkeln ausgedriickt werden kann. In-
folgedessen 1Bt sich die Formel (1) aus einer einzigen diagonalen
Zerlegung des Vierecks herleiten, und zwar durch eine vo6llig elemen-
tare und iibersichtliche Rechnung.

Fiir die Formel (2) habe ich in der Literatur nur einen Beweis
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finden konnen'); er arbeitet mit iiberaus umfangreichen Rechnungen
und entbehrt eines einfachen, die verschlungenen Pfade der Elimina-
tion entwirrenden Grundgedankens. Dem Wunsche meines Lehrers
H. A. Schwarz nach einer durchsichtigeren Herleitung hoffe ich in
den folgenden Zeilen nachgekommen zu sein.

2. Es seien 4, B, C, D die Ecken eines nichtiiberschlagenen Vier-
ecks, «, B, 7,0 die zugehirigen Innenwinkel, ¢« = BC, b = C A4,
¢ = AB die Seiten des Dreiecks 4 BC
und @' = DA, V' = DB, ¢ = DC ihre
sGegenstiicke“. Die Ecken 4 und B,
ebenso C und D sollen einander gegeniiber-
liegen, so daB a, b, o', V' die Seiten, ¢, ¢’ die
Diagonalen des Vierecks sind. Ist das Vier-
eck sphérisch, so seien a,, b, usw. die zu
den Grofikreishogen a, b usw. gehorigen Sehnen; sie konnen, da es
nur auf ihre Verhiltnisse ankommt, mit sin la, sin ;b usw. identifi-

Fig. 1.

ziert werden, wihrend sie beim Ubergang zum ebenen Viereck in
a, b usw. iibergehen.

3. Unser Viereck sei zundchst eben. Wir
fassen seine sechs Strecken als Vektoren auf,
indem wir die Seiten von A B C dem Umlaufs-
sinn von 4 iiber B nach C entsprechend, und
die von D auslaufenden Strecken von D nach
A, B, C hin richten. Die gerichteten
Strecken als solche nennen wir «, b6 usw., zu
lesen: ,a-Vektor“ usw. Dann ist
(3) e =¢' =V, b=1a—¢', ¢ =0b—a,
woraus sich fiir jede kommutative und distributive Multiplikation die
Identitédt ergibt:

) aa'+bb +cc’ = 0.

Aus den beiden ersten Gleichungen (3) folgt durch Elimination von ¢

W' —u = b+0,
und hieraus durch Quadrieren, Umstellen und Vergleich mit (4), eben-
falls fiir jede kommutative Multiplikation:

(5) Dbt —at—u? = —2(@a’ +bb) = 2¢¢".

1) C. W. Baur: Das Sehnenviereck in der Ebene und auf der Kugel. Zeitschr.
f. Math. u. Phys., Bd. 6.
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Aus der dritten Gleichung (3) folgt fiir ein alternierendes (d. h.
bei Vertauschung der Faktoren sein Vorzeichen wechselndes) Pro-
dukt, das wir durch eckige Klammern kennzeichnen wollen :

(6) e = [Ve']—[w'e"] = [b'c¢']+[c"a").

4. Fassen wir zunidchst unsere Vektoren als gemeine komplexe
Zahlen auf, so ist die Multiplikation kommutativ, und die Gleichung
(4) ergibt, ins Reelle iibertragen:

(7) n® = P+m’+2lmcosv?),

worin zur Abkiirzung gesetzt ist:

aa’ =1, bb' = m, ¢ = n.

Sie sagt ndmlich aus, daB sich die drei komplexen Zahlen aa’, b,
¢c¢' zu einem Dreieck LMN mit den Seiten [, m, n aneinander-
schlieBen, dessen an der Ecke N gelegener AufBenwinkel bis aufs
Vorzeichen das ,Argument“?) von b&' :aa’ ist. Dieses aber ist die
Summe der Argumente von b:a und ':a’, und diese wieder haben,

wenn der Umlaufssinn von B iiber C' nach A der positive ist (vgl.
Fig. 2), die Werte x —y und — 0, daher die Summe
m—y—0=itp—y—0) =

5. Kommutativ ist auch das Grafmannsche ,innere® oder ,ska-
lare“ Produkt, definiert als das gemeine Produkt der Absolutwerte
der Faktoren in den Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Win-
kels. Bezeichnen wir daher mit © den der Seite a gegeniiberlicgenden
Diagonalenwinkel, so folgt aus (5):

(8) cc’coso = LP+V*—d*—a”®) = 8.

Alternierend ist das Grafmannsche ,duflere“ Produkt aus den
Absolutbetrigen der Faktoren in den Sinus des eingeschlossenen
Winkels; es stellt geometrisch den doppelten Flicheninhalt des von
den Faktoren eingeschlossenen Dreiecks dar, umfahren in der vom

ersten Faktor angegebenen Richtung. Insbesondere sind [6'¢’] und

1) Wesentlich dasselbe besagen die Gleichungen l:m:% = sini:sing:sinv
oder n = lcosp -+ mcosi bei Baur, L ¢, und Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. IV
wZur Lehre vom Viereck“. Baur verweist dort auf eine Ableitung der letzteren
mittels Richtungszahlen bei Riecke, ,Die Rechnung mit Richtungszahlen“, Stuttgart,
Metzler, 1856, die wohl mit unscrer oben gegebenen iibereinstimmen diirfte. Uber
die Bedeutung von 2 und g vergl. den SchluB dieser Arbeit.

2) Das ,Argument® einer komplexen Zahl % ist der reelle Teil von — ¢1n7,
d. h. der Winkel, um den % in der komplexen Zahlenebene im positiven Sinne gegen
die positive Axe des Reellen gedreht ist.
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[c'a’] die positiv umfahrenen doppelten Inhalte der Dreiecke BCD
und DC 4, also nach (6):

9) cc'sinw = 2F.

6. Aus (8) und (9) erhalten wir durch Elimination von o fiir
cc' = n:

(10) n = 4F°+ S%

und entnehmen daraus, da S durch die Seiten a, b, a’, b’ allein be-
stimmt ist, daf bei gegebenen Seiten sich #» und F stets im
gleichen Sinne #ndern, also auch ihre Maxima gleich-
zeitig erreichen. Andererseits zeigt (7), daB = seinen
Maximalwert (ndmlich /+m, womit der Ptolemiische Satz samt
seiner Umkehrung ausgesprochen ist) fiir » = 0, d.h. fiir das
Sehnenviereck mit den Seiten q, b, a’, 8’ annimmt.

Durch Elimination von % aus (7) und (10) erhélt man nach leichten
Umformungen die Gleichung (1) der Einleitung.

7. Die Gleichungen (8) und (9) konnen auch durch ganz elemen-
tare Rechnungen gewonnen werden, beispielsweise durch Anwendung
des Kosinussatzes und der Inhaltsformel auf o
die vier Dreiecke, die der Schnittpunkt der LW
Diagonalen mit je zwei benachbarten Ecken
bildet. Ferner folgt (9) ohne weiters durch
Betrachtung der Figur 3, und fiir den wesent-
lichen Inhalt von (8), nimlich die Konstanz
von cc¢'cos @ bei gegebenen Seiten, erhalten

Fig. 8.

wir eine iiberaus anschauliche Herleitung, wenn wir bedenken, daf
unser vektorieller Beweis auch fiir riumliche Vierecke giiltig ist.

. - Fig. 4.
Halten wir nimlich ¢ fest und lassen die Dreiecke 4 BC und
ABD um AB sich gegeneinander drehen, so behalten die FuBpunkte
der Lote von C und D auf A B ihre Lage bei, und es bleibt daher



80 Gerhard Hessenbherg:

¢' cos @ unverindert. Ebenso bleibt ¢ cos ® unveriindert, wenn wir ¢
festhalten und 4 CD, B CD sich um CD gegeneinander drehen lassen.
Aus Bewegungen dieser beiden Arten kann aber jede Gestaltséinde-
rung des Vierecks gewonnen werden.

8. Sehr viel umstindlicher gestaltet sich anscheinend die rech-
nerische Herleitung der Formel (7) auf reellem Wege. Dagegen
gelingt uns ein geometrisch-konstruktiver Beweis, der
die Ubertragung auf die Kugel gestattet.

Wenn wir in einem Viereck, sei es sphi-
risch oder eben, eine Seite, etwa a, durch einen
Kreisbogen ersetzen, so vergriéfiern oder ver-
kleinern wir zwei benachbarte Winkel, z. B.
B und y, um denselben Betrag, lassen daher ihre
Differenz und a fortiori die Differenz der Gegen-
winkelsummen unverindert. Demnach hat

2v = a+f—yp—0

fiir aile Kreisbogenvierecke mit denselben Ecken den-
selben Wert.

Ersetzen wir insbesondere «' und b
durch den Kreisbogen von D iiber A nach
C, ebenso o' und a durch den Kreisbogen
von D iiber B nach C, so wird ¢ = ' ==,
o' = ', also

’

Fig. 6. y = T—"
Die beiden Kreisbdgen D A C und D B C schlicfien sich aber dann
und nur dann zu einem einzigen Kreise zusammen, wenn 0’ = ' = =,

also v = 0 wird. Hiermit ist eine in § 1 bereits ausgesprochene Be-
hauptung bewiesen.

9. Transformieren wir nun die Punkte
A, B, C von D als ,Inversionszentrum® aus
mittels reziproker Radien in drei Punkte
L, M, N, so wird in dem geradlinigen Drei-
eck LMN der Auflenwinkel bei N gleich
+ v werden, weil die Transformation durch
reziproke Radien winkeltreu ist, und weil
die durch das Zentrum D laufenden Kreise
AC, BC in gerade Linien iibergehen.
Diese Behauptung gilt auch dann, wenn
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ADCD ein sphéirisches Vier-
eck ist; und zwar wird die
Kugel durch 4, B, C, D, weil
sie durch D geht, in eine zu
ihrer Tangentialebene in D
parallele Ebene iibergehen,wo-
mit sich L, M, N als stereo-
graphische Projektionen
von 4, B, C erweisen.

10. Die Seiten /,m, n des Dreiecks LM N verhalten sich
wie a,a,:0,b):c,ch, so daB wir [, m, n im Falle des ebenen Vierecks,
da es nur auf ihre Verhidltnisse ankommt, wie in § 4 definieren, im
Falle des sphirischen Vierecks dagegen nach § 2

!l = sinlasinia, m = sin}bsinid’, n = sin{esin{c’

setzen diirfen. Zum Beweise nennen wir die Strecken von D nach
L, M, N voriibergehend 1, m,, n,, Weil

(11) lyal = m b, = n,c,
ist, kann bei passender Wahl des MaBstabes oder der Inversionspotenz
(11" l, = bie), my, = cja,, n, = a,b,

gesetzt werden. Nun sind die Dreiecke DM N und DC B in der an-
geschriebenen Reihenfolge der Ecken #hnlich, weil nach (11) m,:n,
= ¢!:0), und weil die Winkel ¥ DN und CD B sich decken. Daher
ist auch !:n, = a,:b! und nach (11') :l =n a,:b, = a,0,, W. z. b. W,

Hiermit haben wir die Gleichung (7) aufs neue und in verallge-
meinerter Giiltigkeit abgeleitet. Sie enthdlt nunmehr auch den Pto-
leméischen Satz fiir die Kugel; doch ist dieser bekanntlich cine un-
mittelbare Folge des ebenen Satzes, weil ja die vier Ecken “eines
sphiirischen Sehnenvierecks zugleich ein ebenes Sehnenviereck bilden.

11. Um auch zu (10) das sphirische Analogon zu erhalten, be-
trachten wir dasjenige sphirische Viereck A'B’'CD, dessen Ecken
A') B' die sphirischen Gegenpunkte von A und B sind!). Seine
Seiten sind die Supplemente von «, 0, a’, V', seine Diagonalen sind
2x —c¢ und ¢’. An Stelle von [, m, n treten daher die Werte:

I! = coslacosia’, m' = cosibcos}d, n' = n.

1) Die Betrachtung des Diagonalenwinkels fithrt hier anscheinend nicht zum Ziele.
Festschrift Schwarz. 6
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Die Winkel an den Ecken A4’, B', C, D haben die Werte «, 3,
27—y, 2w —0; daher wird die Differenz der Gegenwinkelsummen zu

o+pf+y+d0—4x = ¢—2m,

wenn ¢ den sphirischen Exzef von 4 B (' D bezeichnet. Die Gleichung
(7), auf das Viereck 4'B'CJD angewandt, ergibt daher:

(12) n® = 1"+ m"”—20"u' cos }e,

und diese Gleichung geht in der Tat in (10) iiber, wenn wir a, b, ¢/,
0" gegen den Kugelradius sehr klein werden lassen.

Aus (12) und (7) erhdlt man durch Elimination von »® und ein-
fache Umformungen die Gleichung (2) der Einleitung.

12. Damit sich unter den aus a, b, ¢/, )’ konstruierbaren Vier-
ecken ein eigentliches (d. h. einem Kleinkreis einbeschriebenes, nicht
etwa aus vier Bogen eines GroBkreises bestehendes) Sehnenviereck
befinde, muf} jedenfalls ¢ +b+«' 4 6' < 2, also

(13) s<um

sein, da der Umfang eines Sehnenvierecks kleiner als der seines Um-
kreises, also a fortiori kleiner als derjenige eines Grofkreises ist.
Wird ferner das Innere des Sehnenvierecks derart definiert, daf es
im Innern des Umkreises liegt, so ist seine Fliche kleiner als die-
jenige der Halbkugel, also '

(14) e<2xm fiir v = 0.

Unter diesen Voraussetzungen li8t sich aus (7) und (12) ohne
weiteres entnehmen, dafl & fiir » = O seinen groftmoglichen Wert
erreicht. In geometrischer Einkleidung besagen
nimlich (7) und (12) die Existenz eines euklidi-
schen Vierecks LM NP mit den Seiten LN = m,
MN=1, PL=1U, PM = m' und den Innen-
winkeln L& bei P, wx —» bei N. In diesem Vier-
eck ist

(15) I+m<U+a,

denn durch Einsetzen ihrer Werte fiir /7, m, I, m’ erhalten wir nach
leichten Umformungen

V+m'—l—m = cosi(a+a')+cos 1 (D+b') = 2cos iscosis’

worin s’ = }(a+a’'—b—1') absolut genommen sicher kleiner als =
ist. Daher ist (15) eine Folge von (13) und umgekehrt.
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Nun besagt die Bedingung (15), daB das Gelenk P des Vierecks
LMNDP nicht ,gestreckt durchschlagen®“ kann, dal also e
stindig grofer oder stdndig kleiner als = bleibt.
Nach (14) tritt das letztere ein, es #ndert sich also
cosie im entgegengesetzten, daher »° im glei-
chen Sinne wie ¢ so daf nach (12) & mit »* zugleich |
fiir ¥ = 0 seinen Maximalwert erreicht. Fig. 10.

Wenn dagegen das Innere des Sehnenvierecks derart definiert
wird, daB es das AuBlere des Umkreises enthilt, so erreicht & fiir
v = 0 offenbar sein Minimum.

Wenn die Bedingung (13) nicht erfiillt ist, so bedarf die Frage
nach dem Inhaltsmaximum einer genaueren Formulierung dahin, ob

nur konvexe oder auch nicht iiberschlagene oder allgemeine Vierecke
zugelassen werden sollen. Diese Aufgabe soll hier nicht erdrtert
werden.

13. Ebenso, wie der Winkel bei N lassen sich auch die Winkel
des Dreiecks LM N in den Ecken L und M bestimmen. Nennen wir
ndmlich die Innenwinkel der iiberschlagenen Vierecke A BDC und
ABCD den Ecken entsprechend o', f',#',d' und «”, ", ", 6" und
setzen:

20 = o' + 8 —9' =0’
2u=

so sind = 4 und * gy die beiden Innenwinkel von LM N bei L und
M. Auch sie sind offenbar stets und nur dann null, wenn das Vier-
eck ein Sehnenviereck wird.

6*



Uber die Schwarzsche Minimalfliche.

G. Hettner in Berlin.

In der Abhandlung?) ,Bestimmung einer speziellen Minimalfliche*
hat Schwarz zum ersten Male die Aufgabe geldst, fiir eine Minimal-
fliche mit vorgeschriebener Begrenzung die Gleichung aufzustellen.
Die Begrenzung der Fliche wird dabei durch ein von vier Kanten
eines reguliren Tetraeders gebildetes rdumliches Vierseit gegeben,
und es gelang Schwarz die Gleichung mittelst Untersuchungen auf-
zufinden, die ausschlieflich der Theorie der elliptischen Integrale
und Funktionen angehéren.

Im 138. Bande des Journals fiir Mathematik habe ich die Glei-
chung der Schwarzschen Minimalfliche zunichst in der Form

’ !

y # 1 o @y o @ & 1 o)
9(%‘ 1o "4 1o 4o Tie Zo’ 4o do 4 4_5)—0
aufgestellt. Dabei bedeuten in den Argumenten der hyperelliptischen
#-Funktion z, y, # die rechtwinkligen Koordinaten eines Punkts der
TFliche und 20, 20" Perioden eines elliptischen Integrals; die sechs

Moduln der 9-Funktion sind

T 1 1 T 1 1
Ww=ltg-gn =gty Ww=g-yp
1 ’
W= lAn =yt T= o
T 1
T3 1 Ty T,

1) H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 1 (1890),
S. 6—125.
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Die Symmetrie?) der Gleichung der Flidche inbezug auf die drei
Koordinaten z, y, # zeigte sich hierbei aber erst nach dem Ubergang
von der hyperelliptischen #-Funktion zu den elliptischen #-Funktionen
und der Transformation dieser auf gleichen Modul.

Es schien mir daher wiinschenswert, die drei hyperelliptischen
Integrale, die den Ausgangspunkt der Untersuchung bilden, und ihre
Periodenkreise so zu wihlen, daf die Symmetrie von vornherein her-
vortritt. Dies wird erreicht, wenn man das den Integralen zugrunde
liegende hyperelliptische Gebilde achten Grades auf den siebenten
Grad reduziert. Bei passender symmetrischer Annahme der Perioden-
kreise werden dann die Moduln 7,,, z,,, 7,, der hyperelliptischen 9-

Funktion gleich - 2 und die Moduln z,,, z,;, 7,, gleich -——2-—, wodurch

die Gleichung der Minimalfliche in erheblich einfacherer Form, als in
meiner fritheren Arbeit, auftritt.

Fiir die Koordinaten z, y, # der Punkte der Fldche gelten dic
Gleichungen 2)

o= Voil—is) oo (o Vi(Ltis)

VR(s) —a V&G
_ (P Vi+is) L 0 8 V=i --ds)
U A T L BT Tey B

z = ’ i_g_— ds —|—f d
—a VR() —a \/ER( 1) ”
wobel
R(s) = 1 —14s+5°

_ +VB-1 - 140  —
- + \/g— ) \/& - + V2 ’ W
ist. Durch die Substitution ?)

ergibt sich

5 [L(G)
A% pr— |3 20. D 4
Re) = 8.2 V2t

1) Schwarz, a.a. 0. 8. 45.
2) Schwarz, a.a. 0. S. 87 und 44.
3) Schwarz, a.a.0. S. 42,
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wenn

7 .
6l+—=6"—¢") = R(o
1+ v ) (o)
gesetzt wird; es wird also durch diese Substitution das hyperellip-
tische Gebilde achten Grades #* = R(s) in ein Gebilde siebenten
Grades z* = R(¢) iibergefithrt. In Linearfaktoren zerlegt ist

. 1 &
R) = —a(6+—=)(64+—)(6+—)(6—V2)(6—2c\2) (6—£V2),
@) = = 0(e+) 4D o 1) 6V (e V2
wo & die dritte Wurzel der Einheit ¢!™ bedeutet. Die singuléren
Stellen des Gebildes v* = R(6) sind also die sieben im Endlichen ge-
legenen Stellen

©,0), (~ \/3 ,0), (- 75 0), (7> 0 (V2,0), (¢V2,0), (V2,0)
und die unendlich ferne Stelle. Die Punkte \2, V2, & {2 der o-

Ebene bilden ein gleichseitiges Dreieck mit dem Mittelpunkte 0; die

Punkte — —; L ——% sind die Mittelpunkte der Seiten des

\/_ V22

Dreiecks.
Setzt man zur Abkiirzung die{drei zu diesem Gebilde gehdrenden
hyperelliptischen Integrale erster Art

1 "826’+6\/§—e _ “&(6—ea)(6tea) o
2\‘/§L VE (9 2\/‘f VE©) de = F,(o, 6,),
1 £6’+06\2—¢ e(6—=ea)(6+ea™) ,
wg f VE®© gv—f VEG =T a)

Toto\2-l o L 0 G—aeta) 4o
2\/2 f ]‘f (O’ do = 2\7? ‘/6'0 \/—RT;j do = F3 (6? 60)’

so gehen die Ausdriicke fiir die Koordinaten eines Punktes der Fliche
iiber in
v = F (e, O)+ F2(617 0),
= F,(e6,0)+ F,(q,, 0),
= F,(s, 0) + F,(s,, 0).

Beschriinkt man die Verdnderliche ¢ auf das Innere und die Begren-
zung des in Fig. 1 angegebenen Kreisbogenvierecks?!) und setzt fest,

1) Schwarz, a.a. 0. 8. 26.
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daB VI (o) sich stetig dndert und fiir die ;7
reellen Werte von ¢ positiv ist, so liefern ’
die vorstehenden Gleichungen, wenn o,

die zu ¢ konjugiert komplexe Grofle ist, .
die Koordinaten der Punkte des Flichen- -j5o 0 .a VT
stiicks kleinsten Inhalts, das von dem
gegebenen rdumlichen Vierseit begrenzt

ist. Das Kreisbogenviereck wird von den
& £%Vz0

... 0 R
\/§ ) Ilb. 1.

. . & oy
) und von den beiden Kreisbogen (— — ---{/2) und

V2
2
¢ und — E— mit dem

V2 V2
s \ /3 . . . .
Radius 5 konstruiert sind. Hebt man aber die Beschrinkungen

beiden geradlinigen Strecken (—

&
V2
(V2 _—5\5) gebildet, die um die Punkte —

und (0 ---

fiir 6 und 6, auf und betrachtet ¢ und 6, als zwei von einander un-
abhingige, unbeschridnkt verdnderliche Grofen, so stellen die drei
Gleichungen alle reellen und komplexen Punkte einer analytischen
Flidche dar, von der das eben betrachtete begrenzte Ildchenstiick
einen Teil bildet. Die Integrationen konnen auf beliebigen Wegen
ausgefithrt werden, nur miissen fiir die Integrale zwischen denselben
Grenzen die Wege und lings derselben die Werte von \Z(6) die
gleichen sein.

Léaft man die Integrationswege (0 ... ¢) und (0 ... 6,) ungeéndert,
gibt aber den Quadratwurzeln \/R(¢) und \/R(¢,) die entgegenge-
setzten Werte, so gehen z, 9, 2 in — z, — 5, — 2 iiber, der Koordinaten-
anfangspunkt ist also ein Mittelpunkt der Fldche. Vertauscht man
¢ und VR (6) mit 6, und \/E(6,), so vertauschen sich z und y gegen-
seitig, wilhrend # ungeéndert bleibt; die Ebene z = y ist daher eine
Symmetrieebene.

Um die Werte der Quadratwurzel \/R(6) eindeutig zu definieren,
denken wir uns iiber die Ebene der komplexen Griofle ¢ eine zwei-
blattrige Riemannsche Fliche ausgebreitet, deren Blidtter lings der

1 & &
_W (O__.{/_g.), (()._ \/_g__) und
der in den cntgegengesetzten Richtungen gezogenen Schnitte (\2 - oo},
(Y2 00), (£V2-- co) in einander iibergehen (Fig.2). Fiir einen dem
oberen Blatt dieser Fliche angehorenden Punkt ¢ mége der Quadrat-

geradlinigen Schnitte (0 ---
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eve
&
178
Eao
-1 V2 o—e————— 0
7 0 oa
é‘za,o
Z&
122
ez
[e5)
Fig. 2.

wurzel derjenige Wert beigelegt werden, der gleich + §a’ V3V/2 wird,
wenn man die Variable stetig, ohne einen der Schnitte zu kreuzen,
aus den Punkt ¢ in den Punkt a iiberfiilhrt. Dieser Wert der Quadrat-
wurzel moge mit \/R(6) bezeichnet werden. Fiir diejenigen Punkte
6, die zu beiden Seiten der Schnitte oder in deren Verldngerungen

liegen, ist er inbezug auf seine Realitdt und sein Zeichen in Fig. 3

2E4-I\ i €%

LEM)[LEF) \

Fig. 3.
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angegeben, wobei (4) oder (—) eine reelle positive oder negative
Grofie andeutet. Der entgegengesetzte Wert der Quadratwurzel
werde mit -- \/R(s) bezeichnet; sobald ¢ einen der Schnitte iiber-
schreitet, ist —\/R(6) die analytische Fortsetzung von VR (o).
Da fiir die so definierten Werte
VE(:6) = & VR(o),
VR (6) = ¢ \VR(o)
ist, so bestehen die Relationen
F, (67 60) = F3(£2 o, & 60)7
F,(o, 6,) = F,(e0, &q,),
aus denen sich
FI(G) 6,) = Fz(gﬁ’ £0,)
ergibt. Vertauscht man also ¢ mit ¢ und gleichzeitig ¢, mit ¢q,,
so geht z in y, y in 2, # in z iiber. Die Gleichung der Fliche muB
daher inbezug auf die Koordinaten z, y, # symmetrisch sein, und die
Fldche durch eine Dritteldrehung um die Achse z = y = ¢ mit sich
selbst zur Deckung kommen. Die drei Punkte

(xo: :I/U’ 20)’ (yo’ ZO’ x0)7 (ZO7 ‘730’ yo)
sind also gleichzeitig Punkte der Fliche. Aus der Eigenschaft, daf
die Ebene z = y eine Symmetrieebene ist, folgt weiter, daf ihr auch
die Punkte

(yo) xo) Zo)’ (‘?07 yo’ xo)? (xw /:.07 yO)
angehiren.

Die drei hyperelliptischen Integrale erster Art lassen sich als
eindeutige Funktionen ihrer oberen Grenzen definieren, wenn in der

6-Ebene der Schnitt (0 --- ——»\—}?) iiber den Punkt —~\}—§ hinaus

geradlinig in das Unendliche verlingert wird. Solange der Inte-
grationsweg nicht einen der vorher eingefithrten Schnitte oder diese
Verlingerung iiberschreitet, haben die Integrale eindeutig bestimmte,
endliche Werte, die sich fiir die singuliiren Stellen des Gebildes leicht
angeben lassen.

Es werde némlich

1 V2 oy g\2—1 ®
— ZTIVET S 6 = F(V2, a) = —,
2ve J, VE (o) V=3

1 VEHVE gyeya1 5 _ o
oM P AL
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gesetzt, wobei die Integrationswege im oberen Blatte der Riemann-
schen Fliche geradlinig verlaufen sollen und zwar der des zweiten
Integrals auf der positiven Seite des Schnitts (V2...V2+V3). Da
in dem ersten Integral VR(6) = (+) und in dem zweiten Integral
VR(e) = i(-) ist (vergl. Fig. 3), so sind @ und C:,— positive Grofien.
Durch die Substitution

g — 0T Vu

1—a\Vu
wird

12

F,(6, q) = f du ,
o V1—14u* 4!
daher sind
20 = 4f“2 _—___——((u 20 = 41 : du
o V1-—-14uw'+4u ' e V=1 =140 +u?)

Perioden eines elliptischen Integrals. Den beiden Quadratwurzeln ist
hierbei ihr positiver Wert beizulegen.

Die Werte des eindeutig definierten Integrals F,(e, «) fiir die
singuldren Stellen des algebraischen Gebildes sind in Fig. 4 zusammen-

gestellt. Man erhiilt sie aus den beiden Grofen I, (y2,q) = g und

Fig. 4.
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F,(V2+V3,\2) = % mit Hilfe der drei Relationen

PR 1 5 . 1 — \/R 6)
1’3(6,*7) = F,(6,a) fir ¢ = — e VE (@) = — 65 ,
- .. " s \2+1
'p3(6 ’ (l) = - Fz (67 Ct) ful‘ 6 = 6—_\8—2V—2_’
g e " \/g_ 6
F (6",a) = I,(6,a) fir ¢" = T-}-—g\/?

Bei der zweiten Relation sind in der Umgebung der Punkte ¢ = ¢,
6" = a die Quadratwurzeln VRE(¢) und VR (¢") in demselben Blatt
der Riemannschen Fliche anzunehmen. Die dritte Relation ergibt
sich durch zweimalige Anwendung der zweiten.

Die Figuren 5 und 6 geben die Werte der eindeutig beschriinkten
Integrale F (6, «) und F,(o, a). Sie folgen aus denen von F,(¢, a) in

Jw, 3\ 3w _w’
272 \Z ~Z

Fig. 5.
Fig. 4 mit Hilfe der Relationen
I (6,a) = I, &a),
F,(6,a) = F,(¢0, ca).

Wir sabhen, daB den Eckpunkten des rdumlichen Vierseits, das
einen Teil der Minimalfliiche begrenzt, in der ¢-Ebene die Punkte 0,

o 2
- Ve, — entsprechen. Wie aus den fiir die Koordinaten

ve' V2
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w, W
3w, &'
2 2

z, y, 2 giiltigen Ausdriicken und aus den Figuren 4, 5, 6 hervorgeht,
haben daher diese Eckpunkte die Koordinaten (0, 0, 0), (0, 2@, —2m),
(2@, 2w, 0), (2@, 0, —2).

Die drei Paare von Periodenkreisen K,, K; K,, K); K,, K!, die
zur Bestimmung eines primitiven Systems simultaner Perioden 2w,
2a,; und 27,;, 29;; der hyperelliptischen Integrale erster und zweiter
Art erforderlich sind, miissen so beschaffen sein, daB der Kreis K;
den Kreis K; (8 =1,2,3) einmal in positivem Sinne durchkreuzt,
wihrend andere Durchkreuzungen nicht stattfinden. In dem vor-
liegenden Fall mogen die Kreise der
Fig. 7 entsprechend gewiihlt werden,
wobei die ausgezogenen Linien im
oberen, die punktierten im unteren
Blatt der Riemannschen Fliche liegen
sollen. Die drei Durchkreuzungen
finden in der Nihe der Punkte
—\—;;, —T/12’ _Veé im oberen Blatt
statt. Die drei Paare von Perioden-
kreisen gehen durch eine Dritteldre-
hung der 6-Ebene um ihren Nullpunkt
ineinander iiber.

Tig. 7.
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Es ist dann

| F eete\E—c
2[0,; = = —_—d y
i 2\/2 (K5) VR (o)
1 [ e +e\2—¢
20.72; = = —::—-—dﬁ, — 1 2,3
' 22 &) VEO) (=123
1 [ &+6\2-1

Qo = —— 2 Ve e,
T ayR &) VR (o)

und es sind 2a,, 2co{,ﬂ, 2w; dieselben iiber die Kreise K(; erstreckten
vollstindigen Integrale. Aus den Figuren 4,5, 6 ergeben sich’):

0, = 2w, 0y, = 0, oy =0
w,=0, 0, =20, o,=0,
W, =0, 0,=0, o, =20.
[ 1 [ L

0, = 0 , 0y = —0, O = —0,
" "o "o

B = =0, 0p = 0 , 03F = —0,
r__ [ "o

O = —0, @ =—0, 0 = .

Die drei Relationen unter den Perioden der Integrale erster Art

3
> l(coay m{'gy —0y,0,) =0 (¢, =1,2,3; a <f)
Y=

sind erfiillt.
Um nun mit Hilfe des Umkehrungsproblems fiir die Abelschen
Integrale aus den Gleichungen
z = I, (6,0)+ F,(5,,0),
y = F,(6,0)+ F,(,,0),
2 = F,(0,0)+ I, (a,,0)
die von einander unabhingigen Variablen ¢ und 6, eliminieren zu

kénnen, miissen die zweiten Integrale rechts dieselbe Form wie die
ersten haben. Mittelst der schon vorher benutzten Substitution

VE (o)
6!4

1 .
6, = _?! VR(GI) = -
folgt 2)

1) Vergl. Schwarz, a.a. 0. S. 117.
2) WeierstraB, Mathematische Werke, Bd. 3 (1903), S. 243.
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Fl(ﬁl’ O) = Fs(ﬁ’! oo), F‘z(dn O) = F:(G'z oo), Fa(ﬁu 0) = .F3(6', oo),

mithin

I

F,(6,0)+ F, (', o),
(e, 0) + Fy (', o0),
= F,(6, 0)+ F, (6", c<).

< 8
I

N

Da man die drei Integrale um ein System simultaner Perioden #ndern
darf, so kann der Nullpunkt in einem beliebigen der drei Winkel

& & & 1 1 & .
(- _\/?7 0, ——{/2:>, (— Ve’ 0, —72__—), (— vz 0, —72_—) und im oberen
oder unteren Blatt gew#hlt werden. Entsprechendes gilt fiir einen in
das Unendliche fithrenden Integrationsweg. Wenn man lings der po-
sitiven Seite der reellen positiven Achse integriert (vergl. Fig. 4, 5, 6),
folgt
F,(00,0) = 20 — ', F,(0,0) = &, I(co,0) = o'

Die vorhergehenden Gleichungen werden daher
z—20+ 0 = F (6, 00)+ F, (', o0),
y—o' = F,(6, 00)+ F,(¢', c0),
- ¢—0' = Fy(g, )+ Fy(d', o).
Andert man die Integrationswege so, daf die rechten Seiten um das
System simultaner Perioden

20,+20,+ 20, = 20,
20, +20,,+ 20, = 20,
20, + 20,4+ 20, = 20

wachsen, so erhilt man fiir die Koordinaten eines Punkts der Fliche
die Ausdriicke

z—20—w = I (6, )+ F, (¢, o),

Yy—20—w' = F,(6, )+ F,(¢', c0),

z2—2w—0 = F,(6, co)+ F,(6', o0),

die vollkommen symmetrisch inbezug auf z, g, ¢ sind.
Nach dem Umkehrungsproblem folgt aus den vorstehenden Glei-
chungen
@(x+51’ y+—ﬁ;‘2’ ?/+53) = 07
wo

/i v

w, = (!"'ia @5+ .u",; wrlt‘:‘i) «=1,23)
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gesetzt ist und die sechs Parameter w;, u; gleich O oder 1 sind. In
unserem Fall ergibt sich mit Riicksicht darauf, daf die vier Punkte
(0,0,0), (0,20, —2w), (20,20, 0), (20, 0, —2w) auf der Fliche liegen,
g, = g, = g, = 1 und p; = u, = u; = 1; mithin ist o, = o'
(¢ =1, 2, 3) und daher

O@x+o,y+o,2+e0) =0.

Umgekehrt lassen sich alle Wertsysteme, die dieser Gleichung ge-
niigen, in der vorher angegebenen Weise als Summen je zweier Inte-
grale erster Art mit den oberen Grenzen ¢ und ¢’ darstellen?). Es
ist also

Ox+e,y+o,z+0) =20

die Gleichung der Schwarzschen Minimalfliche. Diese Form der Glei-
chung ist erheblich einfacher, als die frither von mir angegebene.

Da man jede der 64 Funktionen ®(z,y, z; u, u’) mit 6 Para-
metern, wenn man von einem Exponentialfaktor absieht, auf die Form
O+ o,+e,y+w,+0, 2+ 0,+ o) bringen kann, und da die 28
ungeraden ®@-Funktionen fiir z = 0, ¥y = 0, # = 0 verschwinden,
so ergeben sich auf diese Weise 28 Punkte (0, w,, ®,) der Fliche,
die sich nicht nur durch simultane Perioden unterscheiden.

Die @- und die #-Funktionen dreier Variablen hingen durch die
Relation

E(Vy, Vg, V4
@(“’n Uy, “3) =20 SOk 3)'3(”1’ ZY) ”3)
zusammen, in der

u, =

[(3

20,57, («=1,2,3)

1M e

=1

ist und &(v,, v,, v,) eine ganze homogene Funktion zweiten Grades
von v, v,, v, bedeutet. Demnach kann die Gleichung der Fliche auch
in der Form
x oL Ty T F T
“’(4m+4’ 4o T 4:m+4) =0
!

geschrieben werden, wenn -—Z— = 7 gesetzt wird. :— ist eine positive
Grofe.

Es miissen nun fiir den vorliegenden Fall die sechs Moduln L
der 9-Funktion berechnet werden. Wird fiir die Determinante

1) Weierstra, Werke, Bd. 4 (1902), S. 603.
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mll 0312 wls
0y @y Gyy | = 8w’
m.’il CO32 Co83
die dem Element o,; adjungierte Unterdeterminante mit (v),; be-
zeichnet, so ist
(w)u = 40’ (Co)m = 07 (m)n =0,
(m)m = 0, (w)zz (w)zs =
(m);ﬂ = 0, (m)s-z = 0, ((0)33 = 40’

dé,her werden die Moduln

I
=

I
N
8&9

_ 1 _ _1
711—‘27712— 27113—'_29

T 1
T = G Tw = T g0

T
Ty — '—2—-

Der reelle Bestandteil der quadratischen Form
2 ita%"u n; (C(, ﬂ = 1’ 27 3)
of '

ist gleich
(nﬁ-{-ni—i—n“;)%—l—.
Er bleibt daher fiir reelle, von Null verschiedene Werte der Grifien
n,, n,, n, bestindig negativ, wie fiir die Konvergenz der &-Funktion
erforderlich ist.
Man sieht leicht, daf fiir diese speziellen Moduln die @-Funktion
dreier Variablen in ein Aggregat von Produkten elliptischer &-Funk-

tionen zerfillt. Die Funktion &(v,, v,, v,) ist durch die Summe
T (Db e (9 g ]
ﬁ(U” v, 7,3) — E 87”'("7'1 o 7))+ (Coe -k w) 0y (20 f‘f:x)‘
(1, 1y, M)
definiert, wo
T, = N, T+ NyToy+ 13T s (¢« =1,2,3)

« 1 Yual

gesetzt ist. Hier ist also
T, =1, —n,—mn), T,=i(—n+nr—n), T,=1(—n—n,+n,7),
mithin

ﬁ(vl’ v?’ 7)8)

i %n, (200 755) s (200 "% g (204 ”—2“5)3

(1, M2,y M)

2 (—1)”‘”2 + nang +nzn, P
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Sondert man in dieser Summe die geraden und die ungeraden Zahlen
n;, indem man
ny = 2m,+ey, = 0,1 B=123)
setzt, so wird?)
&(?;l’ 1)2’ v3)

_ s s Lppetentes ;:m'g(Qm,+sl)201+(21n,+ &)? z-%

(&, &0, &3) (Mg, My, M3)

E ) §(2m2 + &) 20,4+ (2my + &,)° %2 ' ni~g(2ms + &) 20 + (2m3 + &;)? %E
.€ .e

= ; 83)(—1)81 Bt abT s 0, (20,200, (20,1200, (25,]27)
also
&, v, v,) = 9,9,9,+ {833382—}— &, 0,0, + '328383}
—{9,9,0,+8,0,8,+ 9,8,0,| — 8,9,9,.
In dieser Gleichung sind die Argumente der drei in jedem Gliede
auftretenden elliptischen ©-Funktionen der Reihe nach 2v,, 2v,, 2v,

und der Modul ist iiberall gleich 27.
Fiithrt man daher die Funktion

u T

o = S gl =

9,
ein, so wird die Gleichung der Flédche
l+lp@+o@)+9@)} —e®) @) +9() o) +9(@) 9®)]
—9@e® g = 0.

Dies ist die erste der drei Formen, in der Schwarz die Gleichung
seiner Minimalfliiche gegeben hat.

1) Schwarz, Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der clliptischen Funktionen,
S. 41 und 42.

Festschrift Schwarz, 7



Zur Theorie
der linearen Differentialgleichungen dritter
Ordnung mit drei singuldren Stellen.

Von

Emil Hilb in Wiirzburg.

Ein grofier Teil der Probleme, welche aus linearen Differential-
gleichungen entspringen, besteht in der Aufgabe, nach Vorgabe der
singuldren Stellen der Differentialgleichung und der Wurzeln der zu
den singuldren Stellen gehorigen determinierenden Gleichungen die
noch iibrig bleibenden sogenannten akzessorischen Parameter duarch
Eigenschaften der Monodromiegruppe zu bestimmen und womdglich in
eindeutiger Weise festzulegen. Um einen konkreten Fall zu nennen,
sei an die Aufgabe erinnert, bei einer linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung nach Vorgabe der singuliren Stellen und der Wurzeln
der dazu gehorigen determinierenden Gleichungen die akzessorischen
Parameter so zu bestimmen, daff alle Substitutionen, die der Quotient
n zweier linear unabhingiger Partikularlosungen der Differential-
gleichung bei beliebigen Umldufen der unabhingigen Verédnderlichen
erfihrt, einen Kreis in der #-Ebene bez. auf der 5-Kugel in sich iiber-
fithren. Nach Trennung der akzessorischen Parameter in reellen und
imaginédren Teil erhdlt man dann zur Bestimmung dieser Grifen eine
der Anzahl der Unbekannten entsprechende Zahl transzendenter Glei-
chungen, von denen zu zeigen ist, daf sie gemeinsame Wurzeln be-
sitzen; ist dieser Nachweis erbracht, so bleibt immer noch die Auf-
gabe, die Wurzeln, soweit als moglich, durch charakteristische Eigen-
schaften gegenseitig zu trennen. Bei den Untersuchungen, welche auf
das allgemeine Uniformisierungsproblem ausgehen, wird ein Lisungs-
system von vornherein herausgegriffen durch die Forderung, daf der
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entsprechende Fundamentalbereich auf der -Kugel bei beliebig vielfacher
Wiederholung diese nirgends mehrfach iiberdeckt und die diesbeziig-
lichen Existenzbeweise sind auf den Nachweis dieser einen Wurzel
zugeschnitten. Wihrend daher das Uniformisierungsproblem fiir alle
in Betracht kommenden Fille bewiesen ist, ist die Diskussion der
simtlichen Liosungssysteme der transzendenten Gleichungen nur in
verhédltnismifig einfachen Fillen durchgefiibrt?); die Untersuchungen
von Herrn Klein und mir scheinen darauf hinzuweisen, daf die Durch-
fithrung dieser Diskussionen mit den heutigen Mitteln sich auf Spezial-
falle beschrinken mufB, welche dann wenigstens ein ungefihres Bild
iiber den Charakter in allgemeineren Fillen geben. Dafiir erhdlt man
aber aus diesen Untersuchungen eine genaue Aufkldrung iiber die
Abhiingigkeit des Fundamentalbereiches von den akzessorischen Para-
metern in den erwihnten Spezialfillen.

Die bisherigen Untersuchungen beschrinkten sich auf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung, wéihrend fiir solche hherer Ordnung,
soweit mir bekannt ist, in dieser Richtung weder Problemstellungen
noch Ansiitze vorliegen. Der Zweck dieser Arbeit ist nun, diese
Fragestellungen auf Differentialgleichungen dritter Ordnung auszu-
dehnen. Es wird dabei in ganz anderer Richtung zu gehen sein, als
diejenige ist, auf welche die Theorie der automorphen Funktionen
mehrerer Verinderlicher hinweist. Wir werden zunichst (§1) der
Fragestellung bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit vier
singuldren Stellen der Bestimmtheit eine Fassung geben, welche
eine bequeme Verallgemeinerung gestattet; § 2 bringt dann die Pro-
blemstellung fiir die Differentialgleichung dritter Ordnung mit drei
singuldren Stellen der Bestimmtheit, welche also noch einen akzesso-
rischen Parameter enthilt, von dem wir annehmen werden, daf} er
reell ist. Um ihn festzulegen, schreiben wir eine Bedingungsgleichung
vor, die einerseits in gewisser Weise eine formale Ubertragung jener
Gleichung ist, welche bei der Forderung eines Orthogonalkreises im
Falle einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit vier
singuldren Stellen auftritt, die aber andererseits eine ebenso nahe-
liegende als einfache direkte geometrische Interpretation zuldfit. § 3
bringt die Reduktion der Differentialgleichung auf die Laguerre-For-
syth’sche Normalform, wobei fiir die Wurzeln der determinierenden

) 1) Die einschligige Literatur findet sich zusammengestellt in meiner Arbeit:
Uber Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearcn Differentialgleichungen, Math.
Ann. 66, p. 215—257; 68, p. 24—74.

7*
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Gleichungen eine grofere Anzahl von Einschrinkungen gemacht wird, um
im Anschlufl an die analogen Untersuchungen bei Differentialgleichungen
zweiter Ordnung zu bleiben. § 4 behandelt einen Spezialfall, der eine
vollstindige Diskussion der Losungen der Gleichung und eine Charak-
terisierung der einzelnen Wurzeln gestattet und zwar, wie bei der
zweiten Ordnung, durch die Anzahl der Nullstellen gewisser Integrale.
In § 5 werden dann die allgemeineren Fille nach einer Methode be-
handelt, die natiirlich auch in dem entsprechenden Falle zweiter Ord-
nung zum Zielefiihrt.

§ 1. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit vier singulidren Stellen.

Wir gehen von der Differentialgleichung

a 1-~ 1-8 —y\ d Az + B
) .1/+( « B 1 ?)'y x4+

dz? e—a o0 T "¢)ax (x—a)(x—b)(x——c)y=0

aus. Ihre singuliren Stellen sind a, b, ¢, oo, die Wurzeln der dazu-
gehorigen determinierenden Gleichungen sind «, 0; B, 0; », 0; ', d".
Dabei ist

2) at+f+y+0'+0" =2 090 = A

Nach Vorgabe dieser Wurzeln entsprechend der ersten Gleichung (2)
bleibt B noch unbestimmt; dieses ist der zur Verfiigung stehende
akzessorische Parameter. Um (1) auf eine Normalform zu bringen,
setzen wir

dx

3 dt =
® ‘ |z —a| |z —b|"F |z —c]"7’

wodurch (1) iibergeht in

@y o= a7 e — b |z — e
“4) de + (€ —a)(z—b)(z—c)
Unter der Annahme, daB alle in (1) auftretenden Parameter reell sind

und etwa @ > b > ¢ ist, wihlen wir als Fundamentallisungen von (1)
bez. der singuldren Stellen «, b, ¢

Ve = [p—al'Bile—a), Yi = Piz—a);
Yo = o= b Pio—b), Y= B—0);
Y= lo—cl Be—0, Yi=P@—0)

(Az+ B)y = 0.

Es bedeuten dabei die B Potenzreihen mit von O verschiedenem kon-
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stanten Gliede, die vorkommenden Potenzen reeller positiver Grifien,
wie etwa [z —al“, sollen selbst reell und positiv genommen werden.
Die Fundamentallésungen sind dann noch bis auf konstante Faktoren
unbestimmt, wir legen diese so fest, daB

®) Yi(@) = Y;(0) = Y;() =
ist, wihrend

a —_ d rh(. _ __d_ Clom -
(6) (MYU) =(grw) _ =(Frm) _=o
wird, wenn
(7) l<u<l, 0<f<l, 0<y<1

ist, wodurch auch das Auftreten logarithmischer Glieder verhindert
wird.
Entsprechend ist

® Yi@) = Yi0) = Yj(0) = 0;

wir setzen fest, daf

{ d .
9 ( Y") =1, (‘— Yb) =1, ,—Y°> =1,
® di r=a—0 dt ")y —p 40 (dt e =c—0

und folglich

1 d d
10 (‘— Y;) ( yb) — (_ yc) - -1
( ) dt r=a+0 di =b—0 de Y:vzc-{-O
ist. Es sel nun
(11) Vi= 1, Y4l Y= n,Yo+n,Y

Yob = le:'I'Zzw Y;L = 21Yy+n22Yoc'

Lyt 1, stellt das Verhdltnis der Werte von Y7(«) und (dit Y;)
r=u—0

dar, analoge Bedeutung besitzt /,,:7,. Wir ordnen jetzt allgemein
einem beliebigen Werte von z zwischen & und a zwei Punkte zu,

welche die Verhéltnisse von Y} (z) und d 7Y, ; () bez. Y.'(x) und Y”( )

darstellen'). Bewegt sich z von b nach a, so durchlaufen diese Punkte,
ohne einander einholen zu kénnen, von 0 bez. co ausgehend, die Achse
des Reellen. Der Existenz eines Orthogonalkreises entspricht die

1) Eine dieser Formulierung angepaBte Beweisfithrung findet sich in der Arbeit
von Gerstenmeier, Beitrige zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, Diss.
Erlangen 1910, § 3.
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Bedingung

(12) ) by by g, Mgy = Ly l22 LTRITY

man sieht, daB diese Bedingungsgleichung bei anderer Normierung
von Y7 bez. Y oder Y7 bez. Y sich nicht &ndert, da die betreffenden
Normierungsfaktoren sich rechts und links in (12) wegheben wiirden.
Vergleicht man die Anderung der linken und rechten Seite von (12)
bei wachsenden Werten von B, so erkennt man die Existenz unend-
lich vieler Wurzeln B. Sei etwa A positiv; dann ist durch die
Forderung, dafl der dem Intervall ad entsprechende Kreisbogen den
Orthogonalkreis in einer gegebenen ungeraden Anzahl von Schnitt-
punkten trifft, B eindeutig festgelegt!); zu einer gegebenen geraden
von O verschiedenen Anzahl der Schnittpunkte gibt es dagegen stets
eine, miglicherweise aber eine ungerade Anzahl von Wurzeln B.
Analoges gilt bez. des dem Intervalle b¢ entsprechenden Kreisbogens.

§ 2. Die Problemstellung.
Wir betrachten die Differentialgleichung

Py (e B __ B 7 _\dy
(13) §x3_+(x2+x x—1+(x—1)2)%
% A A+to v G A4o _
+(? N +(x—1)3+(x——1)2—x~1)y_0'

2
Das Fehlen von -% ist keine wesentliche Spezialisierung, da sich
die allgemeine Differentialgleichung durch eine bekannte Transfor-
mation stets auf diese Form bringen 1d8t. Die singuldren Stellen

sind 0,1 und oco. Die zu O gehorige determinierende Gleichung ist
(14) r(r—=1)0 -2)4+ar4+% = 0.

Um die Auflosung dieser allgemeinen Gleichung dritten Grades zu
umgehen, und aus spéter (§ 3) anzugebenden Griinden, machen wir die

Einschrdnkung (A) « = —#%, y = —». Dann sind die Wurzeln der zu
0 gehorigen determinierenden Gleichung

(15) vy =1—-\1—a, r,=1 7, =1+l —a;

die Wurzeln der zu 1 gehirigen determinierenden Gleichung sind
(16) r,=1-\Vl—yp, r, =1, r, =1+Vy1I—7.

1) Math. Ann. 66, p. 252.
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Die zu oo gehorige determinierende Gleichung ist
17 rr—1)(r—-2)4(e—-p+py)r—a—yp+e--41 = 0.

Nach Vorgabe der Wurzeln der zu den singuldren Stellen gehorigen
determinierenden Gleichungen und unter Beriicksichtigung der Form
der Differentialgleichung (13), der Einschrdnkung (A) sowie der zwischen
den Wurzeln der drei determinierenden Gleichungen stets bestehenden
Bezichung bleibt noch ein Parameter, etwa 4, unbestimmt, da dieser
in (17) nur in der Verbindung ¢ — 1 auftritt. 2 ist also der akzesso-
rische Parameter.

Es seien nun Y,,,Y,,, Y, ein zu 2 = 0 gehériges kanonisches
Fundamentalsystem; die drei Funktionen mégen bez. zu den Expo-
nenten 7., r,, 7, gehoren. Wir nehmen an, daf alle in (13) auf-
tretenden Parameter sowie die in (15) und (16) definierten GriBen
reell sind, ferner denken wir uns die in Y, Y,,, Y,, noch unbe-
stimmten konstanten Faktoren so festgelegt, dafl diese Integrale im
Intervalle 01 durchaus reelle Werte besitzen; eine ndhere Festlegung
dieser Faktoren folgt in § 3. In ganz entsprechender Weise wird
das zur singuliren Stelle 1 gehirige kanonische Fundamentalsystem

Y,., Y,, Y, bestimmt. Dann ist
Ifox = a, Ifu-"an Yx2+a13 Y;m
(18) Y, = a, Y, +a, Ifm + a,, Yla;

:Yos = G, Yu + g, 1712 +ay, X,

Die a, sind reelle Grofien, ihre Determinante 4 ist von O verschieden.
Wir fithren jetzt Dreieckskoordinaten ein. Als Koordinatendreieck
withlen wir das Dreieck mit den Seiten Y,, = 0, ¥, = 0, Y, = 0;
daneben betrachten wir das Dreieck mit den Seiten Y,, = 0, Y,, = 0,
Y, = 0. Wir ordnen nun entsprechend (18) der Ecke A, bestimmt
als Schnittpunkt von ¥, = O und Y, = 0, die Ecke 4,, bestimmt
durch Y, = O und Y, = 0, zu und ordnen in analoger Weise den
Ecken B und C die Ecken B, und C,
zu. Wir verbinden die entsprechenden
Ecken, dann erhilt man nebenstehende
Figur, in der auf jeder der drei Ge-
raden AA4,, BB,, CC, vier Punkte
liegen, deren drei Doppelverhéltnisse
man nach geeigneter Festlegung zu-
sammen mit den dualen drei Doppel-
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verhéltnissen als Mafzahlen einfiihren kann. Es entsteht so die all-
gemeine Aufgabe durch Vorgabe einer dieser Mafzahlen den akzesso-
rischen Parameter festzulegen. Wir greifen jedoch in folgenden nur
einen Spezialfall heraus, indem wir verlangen, den akzessorischen
Parameter so zu bestimmen, daf die beiden Dreiecke unter Bei-
behaltung der Eckenzuordnung perspektivisch liegen, so da8 also auch
die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Geraden liegen.
Es ist dann

0 Ay — Qg
(19) Qy3 0 - Qg | = — Uy Oy Uy + Ay 0y = 0
a, —a 0

32 31
die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, daB die beiden
Dreiecke perspektiv liegen. Die geometrische Bedeutung von (19)
zeigt, dafl die Gleichung unabhingig ist von der Wahl der bei der
Normierung von Y mnoch freigebliebenen Konstanten; es folgt dies
auch unmittelbar aus dem Bau der Gleichung, da die beiden Sum-
manden sich bei einer derartigen Abinderung um den gleichen Faktor

dndern. Fiir die inverse Substitution gilt dann die Beziehung

(20) 4,4, A, — A4, 4,4, =0,

wenn man in gewohnter Weise die Unterdeterminante von a;, mit 4,
bezeichnet. Auch dies ist geometrisch evident, folgt aber auch
sofort durch direkte Umrechnung; denn es ist ja

An Aas Asx - Als Azx As-z = Aza(Axe Asx - Au Ase) + A32 (Au A23 - sz A21)

= 4 (—A'zs Ayg — gy A32) = 4 (al2 Aoy Agy = U3 Ay, aaz)'

Unter gewissen, im nichsten § priizisierten Einschrinkungen fiir die
Differentialgleichung erhalten wir eine noch einfachere Interpretation
fiir die Bedingungsgleichung (19). Wir werden nimlich zeigen, da8
man unter den erwihnten Einschrinkungen eine neue unabhiingige
Verinderliche § derart einfithren kann, daB, wenn allgemein

(21) y = @7

gesetzt wird,

LO=1 (L) =0 (o) =0

(22) _Y;z(()) = 0, (%YM (x))xzo = 1, (_(g‘;; Yoz(x)>x:0 = 0,
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wird und fiir Y, ( = 1,2, 3) an der Stelle # = 1 die entsprechenden
Gleichungen gelten.

Zwischen den Funktionen Y, und Y, bestehen dieselben Re-
lationen (18), wie zwischen Y, und Y, wenn nur die letzteren
Funktionen geeignet normiert sind, woriilber wir oben ja die Be-
stimmung zunéchst noch offengelassen haben. Wir deuten jetzt fiir
jedes z im Intervalle 01 das Verhiltnis der Werte

2
V@), g Tol@) g Tol@

als Dreieckskoordinaten. Dann entsprechen dem Stiicke der reellen
z-Achse zwischen 0 und 1 drei Kurven, (nimlich fiir j = 1,2, 3), von
denen die erste etwa vom Punkte mit den Koordinaten 1, 0, 0 ausgeht
und im Punkte a,,, a,,, a,, endet. Die Anfangspunkte und Endpunkte
der drei Kurven liefern also wieder zwei Dreiecke, die perspektiv
liegen, wenn die drei Geraden a,z,—a,z, = 0, «,,z, —a, x, = 0,
Ay &, — a5, x, = 0 durch einen Punkt gehen, d. h. wenn abermals die
Beziehung (19) erfiillt ist.

§ 3. Transformation der Differentialgleichung.

Um die Differentialgleichung

s d
(23) ;ixg +3p2%+pay = Ol)

auf die Laguerre-Forsythsche kanonische Form zu bringen, bestimmt
man die neu einzufithrende unabhingige Veriinderliche ¢ als Lisung
der Differentialgleichung

: el = £ BBV 3p,
(24) {gr‘ll’s - gr 9 (gl) - T)

deren linke Seite also die Schwarzsche Derivierte ist. Ersetzt man

dann nach (21) y durch y, so erhilt man die gesuchte kanonische
Form

@y 1 3 dp,(2)\—
2 LY =y O )
(25) @& T (”3 2 " da )” 0

In unserem Falle erhilt man also zur Bestimmung von & die Diffe-

1) Vergl. etwa Schlesinger, Handbuch der linearen Differentialgleichungen 1I, 1,
p- 198, ferner Wilczynski, Projektive Differentialgeometrie, Teubner 1906, p. 58 f.



106 Emil Hilb:

rentialgleichung

l/a B
(26) {‘g’,x} = Tl(?- z(x—1) + (x—yl)?)’

also £ als Quotient zweier linear unabhingiger Integrale der Ditfe-
rentialgleichung

adz 1/« B y _
@7) o+ seoy T (x_l)g)z = 0.

Die Wurzeln der zu O und 1 gehdrigen determinierenden Glei-
chungen sind 4 * 1 \1—« bez. L £ 1\1—y.

Die nahe Beziehung dieser Wurzeln zu denen der entsprechenden
Gleichungen bez. (13) ist der wahre Grund fiir die Einfithrung der
Beschriankung (A). Wir wihlen ¢ als den Quotienten der beiden an
der Stelle 0 zu den Exponenten } * }\/1 — « gehtrigen Fundamental-

lésungen, so daB ¢ die Form x\/l %9 (x) hat, wobei im Folgenden B ()
als Symbol einer Potenzreihe nach ganzen positiven Potenzen von z
mit im allgemeinen von 0 verschiedenem konstanten Gliede gelten soll.
Dann ist

@) Y, =%@ YV,=2"“3r), T, =22V""p@.
Ferner ist

d ¥ — xl—\/l—aﬂs(x)’ a: Ym _ x1—2\/mq3(x);

'd‘g (1} S— dgz
Y ary,, —Vi—«
(29) %— — 3@, G ="V,
1Y — Y,
18?;_0@__ = Vg @), (Tlg— = P (@)

Wir konnen also die Normierung (22) dann und nur dann durch-
filhren, wenn die reelle positive Grofie \/1 — « kleiner ist als ;. Wir
machen daher die Annahme

(B) O<Vl-e<{und O<\l—p<i;

diese entspricht der Einschrinkung (7) bei Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, welche sich bei diesen als ganz wesentlich fiir die
Richtigkeit der Sitze erwiesen hat. Wie dort wird auch hier durch
die Annahme (B) das Auftreten logarithmischer Glieder in den zu 0
und 1 gehorigen Fundamentallisungen von (13) verhindert.

An der Stelle z = 1 stellt jedoch £ im allgemeinen Falle nicht

mehr den Quotienten der beiden zu den Exponenten L * 1 \1—yp ge-
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hiorigen Fundamentallésungen von (27) dar. Um dieses zu erreichen,
machen wir die Annahme

© Vi—e+Vl—p+Vi—at+p—y =1;
dann wird das allgemeine Integral von (27)

1—\/1—« 1—Vi—y

B)z=2 2 (-z) 2 [N TlaogVITT gy,
also
31) - f TVIme—ty _Vimi—1g,
0
und analog zu (3)
(32) dt — dz

J;l—\/l_——oc(l __Cc)l—\/x_—_;'

Man erkennt sofort, daB unter der Annahme (C) auch das Funda-
mentalsystem Y, , Y,,, Y,, entsprechend (22) normiert werden kann.
Es soll aber hervorgehoben werden, daf die Einschrinkung (C) zwar
fiir die am Schlusse von § 2 gegebene geometrische Deutung, nicht
aber fiir die ganze Problemstellung notwendig ist, und in erster Linie
der Einfachheit halber eingefithrt wurde. Unter allen diesen An-

nahmen erhalten wir unsere Differentialgleichung (13) in der Form

63 G+ TV TV T e By =,
wobei

(34) s—i-p=4, bti=1

ist.

Also ist 4 durch die Wurzeln der determinierenden Gleichungen
bestimmt, B ist der akzessorische Parameter.

§ 4. Ein Beispiel.
Wir setzen ¢« = = p» = §, so dafl also die Bedingungen B

und C erfiillt sind. Es wird

59 d =
i1l —a)

und die Differentialgleichung (33) geht iiber in
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(35) Y L By =0,

wenn wir noch 6 —1 — g = 0 setzen. Es wird ferner:

OF — 2%
= ¢ 2 2 0  me).
Y, = 5t cos<§\/d§>,
F)
o0t ——£
v _ 1Je 2 2 ) J— w\].
(36) Vo= 5| g ° oos (‘2‘_\/“”?)]’

o g =2

= 17e —3# 0 7
To= 5550 7 es(gvai-5))

wobei 0 die reelle dritte Wurzel aus (— B) bedeutet. Ist ferner

1 dz
67) [ 55 =0
0 z*(l—zx)*

so ist

o —gE—w) 5
Y, = g —tge COS(@\E(g—m»;

o Me—0) o —2(E—a) _ J
3 7, = %[—-—3*-—-26 2 cos (—g- V3 (g-m)+-§,~)];
_ (€ —a) — 5 (E—w) _
Y, = %[GT—_?B 2 cos(—g \/3(5—03)—%)].

dw
2 @ )
a,, —03—+?0 COS(‘2—\/6 0.7),
PL) _%“’ T
a, = 0 [—3 —5¢ - cos(2 3o — 5)],
)
dw - ®
el 2 2 0 4
Uy = B[T—ge cos(2 \/303—{-3)],
)
da —_—
1Te 2 2 T
a, = ?[T_§e cos(§V3w+ 6)]’
) 2 ——g—m

(39) 1 = S50 cos (% vé“m);
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) —iw
Ay = 0 _e—3~—-§—e 2 cos(»%—\/gw—%ﬂ;
1% 9 =50 5 4
a, = ?L/T—_S—e cos(—z—vgw——zg—)];
0w _i
a =—1»—r£———2~e 2wcos<~i\/§w+~£)}"
s ol 3 3 - 2 3/

2 —39° 0 =
Uy = -+ 5 cos (? V3 w>.
Ist umgekehrt
(40) Y, =«

so ist entsprechend

P
o, s—+3¢ “ cos (§ V3 co),
— 0w 9,
(41) #, = 6[0—3——-§e 2 cos (—g— \/gw+%)];
— b0 ‘;

2 (g )
,3—.6[—3 -3¢ cos(2V5w 3 )|

die anderen Griofien « stehen mit diesen in demselben Zusammen-
hang, wie die entsprechenden Gréfen ¢ mit a,,, ,, und @,
Die Bedingungsgleichung (19) wird also in unserem Falle

)
Jo —_— 3
e 2 2 0 = T
[—3 -3¢ cos (—2 V3 co+——3 )]

)
—_— - 3
= [Ef—%e 2 cos(—g—\/iﬂw—%)].

Da auf der rechten und linken Seite nur reelle Grofen auftreten,
so ist

(43) cos (—g— V3 o+ —?—) = cos (% V3w — —g—),

also

(42)

d sin (% \/?TO)) = 0,
oder

(44) V3w = kx, (k=0,%1,%£2..).

o]
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Der Fall & = 0 bedarf einer Spezialuntersuchung; fiir diesen Fall
wird

a, =1, a, =0, a, =0, a, =0, a,=1 a, = 0,
p— C02 — J— 1
a;, = _2—a Agy = — 0y Qg3 = L.

Es folgt also die Existenz von unendlich vielen reellen Wurzeln
der Gleichung (19) und es eriibrigt nur noch, fiir die dazu ge-
horigen Integrale charakteristische Unterscheidungsmerkmale anzu-
geben. Es sei zunichst B positiv, also 0 = \/— B negativ; wir lassen
B von 0 bis oo alle Werte durchlaufen.

Es ist dann zunichst (vergl. den in § 5 behandelten allgemeinen

Fall, speziell die Tabelle) @, >0, a,<0, a,,<<0. Im Intervalle

T 0 Y . .
) V3o >—=m wird zuerst a, = 0, dann @, = 0. Fiir

T2

—g— V3w = —x ist also a,<0, a,,<0, a,,>0. Bewegt sich 0 in
derselben Richtung weiter, so wird @, = 0, hierauf verschwindet a,,
und schlieBlich wieder a,,, sodaf fiir %\/5(0 = —2x jetzt a, >0,
a,>0, a,, <0 ist. Es besitzt also Y,, fiir & = —1 im Intervalle
0, 1 gerade eine Nullstelle, fiir # = —n gerade n Nullstellen.

Hingegen haben Y,,, Y,,, Y,, fiir positive 7 im Inneren des Inter-
valles iiberhaupt keine Nullstellen, so daf fiir diese Werte von %

eine Charakterisierung der Integrale Y, Y,,, Y,, durch die Null-
stellen illusorisch wird. Auf eine ganz entsprechende Tatsache stoft
man auch bei der Differentialgleichung zweiter Ordnung mit vier
singuliren Stellen. TUnter den oben angegebenen Voraussetzungen
konnte sich immer nur die eine von zwei aneinanderstofienden Seiten
des Kreisbogenvierecks iiberschlagen und es konnte im allgemeinen
jeweils auch nur ein Intervall, das einer sich iiberschlagenden Seite
entspricht, zur Charakterisierung der entsprechenden Wurzel von
(12) herangezogen werden. Es ist nun auBerordentlich bemerkens-
wert, daB es im Falle der Differentialgleichung dritter Ordnung nicht
notig ist, ein benachbartes Intervall, etwa 1 bis co, heranzuziehen,
sondern daB fiir negative B nur Y,, an die Stelle von Y,, zu treten
hat. Ersetzen wir ndmlich df durch —dt und setzen dementsprechend

d —
(45) g —_—/ Nl Vi1,
X

so geht (33) iiber in
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3y — — —3\V1— —
o) e’ SVI—eq gl =3V1=7(_ 45_B)j = 0.

Die Normierung der Integrale wird durch die Substitution nur insofern
gedindert, als die ersten Ableitungen das Vorzeichen umkehren. Alles
dieses wird durch die Formeln (39) bez. (41) fiir unseren Spezialfall
bestdtigt. Wir erhalten also den Satz: Zu jeder beliebig vor-
gegebenen, von Null verschiedenen Anzahl von Null-
stellen der Funktionen Y,, bez. Y,, im Inneren des Inter-
valles 01 kann man B als reelle Wurzel von (42) auf eine
und nur eine Weise bestimmen. Fiir eine und nur eine Wurzel
der Gleichung verschwindet weder Y,, noch Y,, im Inneren des Inter-
valles.

§ 5. Der allgemeine Fall.

Wihrend fiir die Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch
die Arbeiten von Birkhoff!) und seiner Schiiler, sowie durch meine
eigenen Untersuchungen ®) und die darauf aufbauenden Arbeiten von
Haupt *) die Oszillationstheoreme zu einem gewissen Abschlusse ge-
kommen sind, liegen fiir die Differentialgleichungen dritter Ordnung,
soweit mir bekannt ist, nur zwei Arbeiten vor, nimlich von Liouville*)
und von Birkhoff?). Mit beiden Untersuchungen stehen unsere jetzigen
Betrachtungen in innigem Zusammenhang. Liouville untersucht nim-
lich den Verlauf der Integrale, welche an einer Stelle fest normiert
sind in seiner Abhéngigkeit von der unabhingigen Variabeln und dem
Parameter. Birkhoff betrachtet ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen, deutet diese als Dreieckskoordinaten und untersucht den Cha-
rakter der Kurven, welche ein durch die Koordinaten dargestellter
Punkt bei bewegtem z beschreibt. In den folgenden Betrachtungen
bediene ich mich desselben Verfahrens, mit welchem ich die allge-

1) Birkhoff, Existence and Oscillation Theorem for a certain boundary value
problem, Trans. of Ann. Math. Soc. 1909, p. 259—270.

2) Hilb, Eine Erweiterung des Kleinschen Oscillationstheorems, Jahresber. der
Deutschen Math. Ver. 1907, p. 279 —285.

8) O. Haupt, Untersuchungen iiber Oscillationstheoreme. Diss. Wiirzburg 1911.
Eine bedeutend weitergehende Arbeit dessclben Verfassers wird demnichst erscheinen.

4) Liouville, Sur la théorie des équations différentielles lindaires, Journ. de
Math., Bd. 8 (1838), p. 561 ff.

5) Birkhoft, On the solutions of ordinary linear differential equations of the
thierd order, Ann. of Math., 28, t. 12, 1911, p. 13—127.
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meinen Reihenentwicklungen der Potentialtheorie!) bewiesen habe
und das auch Haupt seinen oben erwihnten Untersuchungen zugrundé
gelegt hat. Das Beweisverfahren besteht in folgendem. Wir gehen
von einem Spezialfall aus, etwa dem im letzten § erledigten und
zeigen, daB bei stetiger Abidnderung eines Parameters die reellen
Waurzeln der Gleichung (19) sich stetig #ndern, ohne daB das dazu-
gehorige Y, im Inneren des Intervalles eine Wurzel gewinnen oder
verlieren kann. Aus der asymptotischen Darstellung von Y, folgt,
daB bei festgehaltener Anzahl der Nullstellen im Inneren des Inter-
valles keine der Wurzeln in das Unendliche wachsen kann. Dagegen
scheint es sich nicht immer vermeiden zu lassen, daB aus dem Kom-
plexen neue Wurzeln hereinkommen bez. nachher wieder komplex
werden, so daf wir immer nur auf eine ungerade Anzahl reeller
Waurzeln von (19), die zu einer vorgegebenen Anzahl von Nullstellen
gehtren, schlieBen konnen. Wir setzen zuniichst 4 = 0, betrachten
also die Differentialgleichung

s . -
in der B >0 ist. Dann hat man folgendes Vorzeichenschema:
v d v d2 IF — d e d2 gy - d e (Z Eva
I01 d_glox 7&7 )’01 Yoz d_g Y02 d—ngo:» Yos d_gYM Fg—-z)-os
+ - — + + -~ + + +
- — - + - - + + —
— — + — —_ — + — —
— + + — - + - - -
+ -+ + - + + - - +
+ + — + + + - + +
+ — - + + - + + +

In den einzelnen Kolonnen stehen die Vorzeichen der obenan-
stehenden Funktionen, wenn £ von O ausgehend sich in der Richtung
gegen o bewegt. Die neun Kolonnen sind durch die Doppelstriche
in drei Klassen von je drei Kolonnen geteilt. Die Vorzeichen, welche
in einer Zeile stehen, gelten bei jeder Klasse fiir dasselbe Intervall
von & wihrend fiir verschiedene Klassen die Intervalle, in denen die
in einer Zeile stehenden Vorzeichen giltig sind, im allgemeinen nicht
iibereinstimmen. Nur im Beispiele des letzten § fand der Ubergang

1) Hilb, Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie, Math. Ann. 63, p. 38—53.
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von einer Zeile zur andern fiir alle Klassen gleichzeitig statt. Es
konnen nun nicht zwei Funktionen, welche in verschiedenen Kolonnen
derselben Klasse oder in gleichen Kolonnen verschiedener Klasse stehen,
fiir das gleiche, von Null verschiedene § verschwinden. Die erste Tat-
sache folgt sofort aus dem Vorzeichenschema selbst bez. aus dessen
elementarer Begriindung; im zweiten Falle konnte man aus den beiden
Integralen ein drittes bilden, bei welchem zwei Kolonnen fiir dasselbe
¢ verschwinden, wihrend fiir £ = O eine dazugehorige Kolonne ver-
schwindet, so daff in der Nachbarschaft von & = O sicher zwei auf-
einanderfolgende Kolonnen fiir das Integral dasselbe Vorzeichen be-
sitzen und man fiir das Integral ein dem dargestellten ganz ana-
loges Vorzeichenschema erhdlt, welches, wie im ersten Fall, das
Verschwinden zweier Kolonnen fiir dasselbe £ bei unserem Integral
ausschlieft.

Wir verfolgen jetzt die Anderung der Wurzeln der Gleichung
(19), d. h. der Gleichung

Y, &Y, - _ &Y, + dy,,
dEdE Yy = dg* Yo dE

fiir # = 1 und der dazugehérigen Integrale, wenn wir durch stetige
Abinderung der Parameter von (35) zu (47) iibergehen. Die einzelnen
Waurzeln verschieben sich stetig und es ist nur zu zeigen, dafi sich
die Anzahl der Nullstellen von Y,, bei positivem B nicht #ndert.
Um einen Fall zu fixieren, gehen wir von der ersten positiven Wurzel
B aus, der im Beispiele die dritte Zeile der Vorzeichenkombinationen
entsprach. Ein Ubergang zu einer anderen Zeile fiir eine Klasse
kann nur eintreten, wenn 1) @,, oder 2) a,, oder 3) a, verschwindet.
Dann mufl aber gleichzeitig ecine der Grofien a,,, a,,, ¢, durch Null
gehen, damit (19) erfiillt bleibt. Nun ist aber ein gleichzeitiges Ver-
schwinden von a,, und a,,, ebenso von a,, und «, nach vorigem aus-
geschlossen, so daf also nur a,, und «,, oder a,, und a,,, oder @, und
a,, gleichzeitig verschwinden konnen. Man erhilt also nach dem ersten
Durchgang eines Faktorenpaares durch Null fiir eine Klasse die
Zeichenkombination der zweiten Zeile, fiir die andere die der dritten,
fiir die iibrigbleibende die der vierten Zeile. Ein abermaliges Ver-
schwinden eines Faktorenpaares kann entweder zu dem Ausgangszu-
stand zuriickfithren oder zu einem dem eben besprochenen ganz analogen.
Etwas Neues kinnte nur eintreten, wenn eine der Grofen a,,, a,,, a,
verschwinden wiirde, so daf man fiir eine Klasse statt der Vorzeichen-

Festschrift Schwarz. 8
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kombinationen der zweiten bez. vierten Zeile eine solche der ersten
bez. fiinften Zeile erhalten wiirde. Wir zeigen, daf dieses unmoglich
eintreten kann. Denn sollte etwa @, durch Null gegangen sein, so
hat Y,, im Inneren des Intervalles keine Nullstelle (erste Zeile) bez.
zwei Nullstellen (fiinfte Zeile), Y,, eine Nullstelle bez. entweder Y,
oder Y, keine Nullstelle. Nun lag aber im Beispiele die Nullstelle
von Y,, niher an Null, als die von Y,,. Die Nullstelle kann aber nur
durch Hinausriicken iiber die Stelle # = 1 verloren gehen, es miifite
daher im ersten Falle fiir eine Zwischenlage die Nullstelle von Y,
mit der von Y,, zusammenfallen. Im zweiten Falle denken wir uns
die Koeffizienten der Differentialgleichung reell positiv etwa als Kon-
stante soweit iiber £ = w fortgesetzt, dafl bei der ganzen Abéinderung
Y, in dem erweiterten Intervalle fiir das Beispiel zwei Nullstellen
hat, welche dic Nullstelle von Y,, einschlieBen. Da die zweite Null-
stelle in das urspriingliche Intervall eindringt, kann die Nullstelle
von Y,, dieses Intervall nicht verlassen. In analoger Weise zeigt
man die Unmdglichkeit des Verschwindens von a,, bez. a,. Nun zeigt
die Vorzeichentabelle, dafl in der vierten bis sechsten Zeile die Vor-
zeichen gerade umgekehrt sind wie in der ersten bis dritten u. s. f,,
wihrend die Vorzeichen der siebenten bis neunten Zeile genau mit den
Vorzeichen der ersten bis dritten Zeile iibereinstimmen. Das eben
durchgefiihrte Schlufiverfahren gilt daher fiir jede positive Wurzel
B und, wie aus der Bemerkung am Schlusse des § 4 folgt, auch fiir
jedes negative B, so daB sich also der folgende Satz ergibt: Man
kann stets die reelle GroB8e B in (47) als Wurzel der Glei-
chung (19) so bestimmen, daB Y, bez Y, im Inneren des
Intervalles eine vorgegebene Anzahl von Nullstellen
besitzt und es gibt stets eine ungerade Anzahl solcher
Wurzeln. Eine andere Fassung des Beweises erhdlt man durch
Vergleichen des Vorzeichens und Verschwindens der rechten und
linken Seite von
(19) Ay oy Ogy = Q3 Ay, A,
auf Grund der Vorzeichentabelle. Bei dieser Wendung des Beweises
tritt noch stirker die allenfallsige Moglichkeit des Auftretens einer
ungeraden Wurzelzahl zu Tage.

Es sei jetzt in der allgemeinen Gleichung (33) 4 =0. Dann
treten in der Tabelle nur Anderungen ein fiir den Fall, dafl Ax+ B
zuniichst negativ ist. Es sind dann némlich in derselben noch die
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beiden Zeilen
ik b R Rl R
=]+ ]+ ]+

oben hinzuzufiigen, wodurch sich die ganze Schlufiweise nicht &ndert.
Geht man wieder, um die durch die Anzahl der Nullstellen von Y,
fixierten Wurzeln B zu erhalten, vermittelst (45) zu (46) iiber, so
ist der Faktor von y in (45), wenn iiberhaupt negativ, in der unmittel-
baren Nachbarschaft von & = 0 negativ wie in dem zuletzt erwihnten
Falle. Dagegen kann jetzt eine teilweise Uberlagerung der durch die
Nullstellen von Y,, und die Nullstellen von Y,, fixierten Wurzelwerte
B stattfinden, so daf nicht mehr eine scharfe Trennungslinie wie im
Falle B = 0 existiert.

Fiir den Fall negativer Werte von 4 bleiben, solange Ax+ B
im ganzen Intervall positiv ist, alle Schliisse erhalten. Wird jedoch
Ax+ B nur in einem Teile des Intervalles negativ, so geschieht
dieses in der Ndhe von & — w, so dal wesentliche Storungen im
Vorzeichenschema eintreten konnen, auf die jedoch hier nicht einge-
gangen werden soll.

8*



Abschétzungen
in der Theorie der Differentialgleichungen.

Von

Otto Holder in Leipzig.

§ 1. Der auf eine Gleichung sich beziehende Satz hergeleitet
aus dem Verfahren von Cauchy.

Wenn man in der Physik eine Differentialgleichung benutzt,
kommt es nicht selten vor, da man vor der Integration Glieder der
Gleichung, die klein sind, in dem Vertrauen fortwirft, daf sie auch
auf das Integral nur einen geringen Einfluf ausiiben werden. Der
Versuch, ein solches Vorgehen wirklich zu begriinden, fiihrt auf neue
Fragestellungen. Ich will hier die folgende behandeln. Es mige
die reelle Funktion y der reellen Variabeln 2 der Differcentialgleichung

(1) e = 9@ )

geniigen, wihrend die Funktion ¢ dieselbe Gleichung gewissermafen
néherungsweise erfiillt, so dafl also

dz
@) qe = p(z, 2) + 94
ist, wo A eine ein fiir allemal feste absolute Zahl bedeutet, die ge-

gebenenfalls klein angenommen wird, und
—1=90=+1
ist. Auflerdem sollen fiir 2 = », die Anfangswerte y, = 2z, der

Funktionen zusammenfallen. Es wird nun nach einer Grenze fiir den
absoluten Betrag |z — y| gefragt, und es wird sich ergeben, daf
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. 4 (K|z—a,
: byl < ol _
3) =yl =5 e 1)
ist, wobei K eine im folgenden (vgl. (8)) niher zu definicrende Kon-
stante bedeutet?).

Es liegt nahe, zum Beweis das Verfahren anzuwenden, auf das

Cauchy das Existentialtheorem gegriindet hat. Ich setze z, <<z

voraus und schalte die Werte z,, z,, ... x,,_, so ein, daf z, <z, <z,
< <z, ,<<z ist. Nun werden die rekurrenten Relationen

4) Y =Y = B — )  (@es 9

und

(5) '2:u+1 - 2"“ = (x.uH - J{u) (‘p (x‘u) ‘g‘u) + A'&(x‘u))

aufgestellt, indem auch & als eine Funktion von z gedacht wird, die
mit 2 zusammen der Gleichung (2) geniigt. Diese Relationen be-
stimmen mit Hilfe des angenommenen gemeinsamen Anfangswerts o,
von y und & sukzessive fiir u = 0,1, 2,...m —1 die Zahlgréfen

(6) Yir %0 Yo> Zor o+ Yoy s
wobei zuletzt fiir 4 = m —1 sowohl in der Relation (4), als auch in
(5) der Wert x, als mit z gleichbedeutend anzusehen ist. Es sind
also die Zahlgréfien (6) von den Werten verschieden, welche die den
Gleichungen (1) und (2) geniigenden Funktionen in 2, z,, ..., be-
sitzen.

Unter gewissen Bedingungen, die von R. Lipschitz noch ge-
nauer bezeichnet worden sind %), hat man bekanntlich, wenn das Inter-
vall von z, bis  festgehalten, seine Teile aber unendlich klein ge-

macht werden

(" limy, =y, limz, = =

Zu diesen Bedingungen gehtrt die besonders als Lipschitzsche Be-
dingung bezeichnete, die verlangt, daf eine feste absolute Zahl K so

existiert, dafl fiir die in Betracht kommenden Zahlenpaare, von denen
noch die Rede sein wird (§ 3),

@) o (@ 9) — @@, n)|=|y—u|K
ist.

1) G. Peano hat cine analoge Ungleichung fiir den anderen Fall gewonnen, in
dem zwei Funktionen durch dieselbe Differentialgleichung, aber mit verschiedenen
Anfangswerten bestimmt sind (Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol.
33, 1897/98, p. 15).

2) Vgl. S. 122 Anm,
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Zieht man jetzt die Gleichung (4) von (5) ab, so ergibt sich
(Z,u+1 - ?/y+1) —( ./u) = ( w1 x‘“) M(P (xu’ ZH) (P( s Ju ] + 4 '3( ) .

Bringt man hier (¢, —y,) auf die rechte Seite, so erh&lt man nach
bekannten Sitzen iiber Absolutwerte, wenn man gleichzeitig die eckige
Klammer nach (8) durch etwas zu Grofies und (92,) durch 1 ersetzt:

(9) l u+l y.u-ﬂi é I'Ju /yul +( w1 xy) “‘Z’u - y::! K + A } .

In dieser Relation setze ich jetzt, zunéchst nur von der Analogie ge-
leitet?), w, an Stelle von [z, —¥,| und nehme dabei das Gleichheits-
zeichen, so dafB sich

(10) Uy — W, = (‘/Ld,uﬂ - x,u) { K+ A;

ergibt. Diese Gleichung definiert fiir ¢y =0,1,2,... m —1, wenn zu-
gleich v, = O genommen wird, die positiven wachsenden Zahlwerte
Uy, Uy, ... %,. In genaun demselben Verhiltnis, in dem das durch (4)

vorgestellte rekurrente System zur Differentialgleichung (1) steht, in
demselben Verhdltnis steht (10) zu der Differentialgleichung

du

(11) v

= uK+ 4,

deren fiir # = #, verschwindendes Integral gleich

A (| K@—
?(61((90 =) _1q)

ist. Es ist deshalb bei der oben genannten Art des Grenziibergangs

(12) lim w, = % (K@= _y),

Setzt man nun in der Gleichung (10) und in der Ungleichung (9) zu-
erst u = 0, wobei [, —y,] = u, = 0 ist, nachher p = 1,2,3, ...,
so erhdlt man der Reihe nach die Ungleichungen

I "'Jxl—“u IZ2—?/2|§@02, b | -/mlzum
Aus der letzten dieser Ungleichungen folgt, daf (vergl. (7))
1.5' - ?jl = lim lzm - yml é lim Up s
und es ist also mit Riicksicht auf (12)
Y= ﬁ H@—az)
(13) o=yl = 2 le 1),

1) Dieselbe Betrachtung findet sich in etwas anderem Zusammenhang bei Lip-
schitz (vgl. die Anm. auf S. 120).
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Bis jetzt war x, << vorausgesetzt. Falls z, > z ist, setze man
x = —& und z, = —§&;, wobei sich die ganze Betrachtung wieder-
holen 14Rt, indem jetzt & als Argument betrachtet wird, und dann
g—&, statt x — 2, in der Schlufigleichung auftritt. Diese ist also in
der oben schon angegebenen Form (3) stets richtig.

§ 2. Fall eines Systems von Differentialgleichungen.

Es sei jetzt ein System von Differentialgleichungen
(14) W @y w) G=12.0)
gegeben, das fiir die Funktionen y,, v,, ... y, erfiillt sein soll. Da-

gegen mogen fiir die Funktionen z,, #,, ... 7, die Relationen

dz; ‘
?(?;— = ‘P,(x, Z”Z'Z,...Zn)—f-’g'iA (l=1, 2’.‘,")

(15)

gelten, in denen A4 eine ein fiir allemal feste Zahl bedeutet, und die
Zahlen 9, absolut kleiner als 1 sind. AuBerdem soll fiir den Anfangs-
wert z, von x ‘

Yy = & = Yoy Yo = % = Yg 00 -+ Yn = & = Yn,
sein. Fiir jede der Funktionen ¢, moge ferner in Beziehung auf jedes
der Argumente y,,¥,, ...y, die Lipschitzsche Bedingung gelten,
so dafl auch eine einzige Konstante K so angenommen werden kann,
daf fiir alle die in Betracht kommenden Wertsysteme (s.w.) z,y,, v,,
...y, und z, 9, 7, ... 7, die Relation

(16) [ (Ty Yy oo Yo Yir Yisas -+« Yn) = P @y Yy v oo Yimis My Yigay = ,)|
=ly,—nlK Gl=1,2,...mn)

gilt!). Da nun

(s Yis Yas Yas + o Yo) — P&y Mus Moy Moy + -+ 1M,,)
= (pi(xa Yoo Yo Ysy + o Yo) = P&y Myy Yoy Yoy - - )
+ @ (% Ny Yoy Ysy oo Yi) — i@y Nyy Moy Yay + -+ Y)
+ @i (®y Ny Ny Ysy v Yo) = Py Ney Ny Ny - Yo
+ @@ My Moy Mgy o Ya) = P(@ Ny Ny Ny o M)

1) Streng genommen ist fiir 7 = 1 und fiir / = » die Bezeichnung etwas zu
indern.
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ist, so hat man mit Riicksicht auf (16)

(17) (92, Yy Yas - oo Yn) — @i, 04y My -2 1))
é I(“?/l _’?1I+ lye_nel + - +’l?/n—"7n”'
Dem System (14) werden jetzt zundchst wieder fiir z, <z, < =,
<...<2,,<z, = x die rekurrenten Formeln

(18) yi,‘u+x - yi,}t = ('Z:u+1 - ‘7’:11) P; (xy? yl,gu ?/2”1” e yn,,u)
(t=1,2,38,...n)

zugeordnet, die mit Hilfe der Anfangswerte y, ., 9,,, ...9,, fiir

w =20, 1,2 ... der Reihe nach die Wertsysteme

?/1,17 ?/2,17 R ?/n,l

Yy, 0 Yo 9 oo Y2

bestimmen. Dem System (13) entsprechen in gleicher Weise die re-
kurrenten Formeln

(19) Zz’, wtr 51',# = (x,u-ﬂ - xlu) ((pz (‘/L:ua ‘gl,;n Z2,y) A zn,,u) + 4 ﬂi(x.u))
(=12, 3,...n),

die fiir g = 0, 1, 2, ... die Werte #,, definieren. Subtrahiert man
(18) von (19), so ergibt sich mit Benutzung von (17), daf fiir i = 1,
2, ...nund p =0, 1,2 ... m—1 die absoluten Betriige

lzi, w1 yi,'u+l l
den Ungleichungen

IZI', wtkt T yz‘,lui-ll

é lzz',u - yi,,ul + (‘Z:LH-I - x:u) gK([Zx,,u - .?/l,yl +- + [,5/“)"‘ - ?/,,”u]) + A%

unterworfen sind.

Von diesen mit (9) analogen Ungleichungen gehe ich zu dem der
Differentialgleichung (11) analogen System

(20) —(g;; = K@ +u,+-+u)+4d  (i=12..n)
iiber, das augenscheinlich durch
(21) U = gy, = -+ = u, = WAK— (enK(xfwu)__ﬁ

befriedigt wird'), und zwar stellt (21) eben die Losung von (20) vor,

1) Die obige Betrachtungsweise ist nicht wesentlich von der verschieden, die
R. Lipschitz in seiner Differential- und Integralrechnung (1880) S. 509—511 und
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bei der die sdmtlichen Funktionen #, fiir # = x, verschwinden. Man
findet nun durch genau denselben Gedankengang, der oben auf (13)
gefithrt hat, die Ungleichung

A (nKlz—z)
b P < ! ol __
(22) =y = 5 le 1).

Dieselbe ist gleich so geschrieben worden, wie sie auch fiir den Fall
gilt, daf z, > x, woriiber der Schluf des ersten Paragraphen zu ver-
gleichen ist.

§ 8. Die hinreichenden Bedingungen fiir die gegebenen
Beweise.

Die gegebenen Beweise setzen voraus, daf gewisse Bedingungen
erfiillt sind, die, falls man zu einem Anfangswert x, des Arguments
den Funktionswert oder die Funktionswerte vorgegeben hat, die Exi-
stenz und die eindeutige Bestimmtheit der Losung der Differential-
gleichung oder des Differentialgleichungssystems garantieren. Dafi
auch die eindeutige Bestimmtheit benutzt worden ist, erkennt man,
wenn man bedenkt, dafl z. B. in § 1 nicht blos von der Existenz des
Grenzwerts limy,,, sondern auch davon Gebrauch gemacht worden
ist, daB eine der Differentialgleichung und der Anfangsbedingung
entsprechende Funktion y mit diesem Grenzwert iibereinstimmen muf.

Es soll nun angenommen werden, dafl die Funktion ¢(z,y) in
einem Gebiet I' der Ebene, deren Punkte die Zahlenpaare z, y vor-
stellen, und auf der Grenze dieses Gebiets als stetige Funktion von
zwel Verdnderlichen definiert ist, und daB fiir je zwei Punkte z, y
und z, 7 von derselben einen Koordinate z, die dem Gebiet oder
seiner Grenze angehdren, die Lipschitzsche Bedingung (9) gilt?).

dann wicder S. 513—514 fiir # = 2 gebraucht hat; es ist sogar die Formel (25)
von Lipschitz auf S. 511 im Grunde unsere Formel (22). Trotzdem ist die Auf-
fassung dort eine ganz anderec. Wihrend S. 5183—514 die eindcutige Bestimmtheit
der gewissen Anfangswerten entsprechenden Losung bewiesen wird, betreffen die Seiten
509—511 die Konvergenz des Cauchyschen Verfahrens, und es steht beide Male bei
Lipschitz an Stellc unserer Konstanten 4 eine Zahl 1, dic unendlich klein wird,
wenn die Intervalle der urspriinglichen Teilung (die im letztgenannten Fall noch unter-
geteilt wird) alle unendlich klein gemacht werden. Es ist also Lipschitz nicht im
Besitz unserer Fragestellung und unseres Resultats.

1) Die Lipschitzsche Bedingung ist, wie aus dem Mittelwertssatz der Ditfe-
rentialrechnung folgt, sicher dann erfiillt, wenn die Iunktion @ (x, ) fiir jeden Punkt
dp

3y besitzt,

des Gebiets T und seiner Grenze einen partiellen Differentialquotienten
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Es folgt aus der Stetigkeit der Funktion ¢(z, ), dal sie im Gebiet
I' ein Maximum H ihres absoluten Betrages besitzt.

Nun kommt es aber auch darauf an, daB der polygonale Zug,
der durch die Punkte

x07 yo; x17 yl; x‘z? ,1/2; ce xm—l’ ym-—l; x? ym}
und der andere, der durch die Punkte
xo ) yo ; xx ) '2'1 ; xz ) 22 ; s xm--l ) zm—l ; x? ‘2'111

vorgestellt wird, ganz in das Gebiet I' fillt. Da die Richtungskoeffi-
zienten der Seiten des ersten Polygons gegen die x-Achse absolut
= H und die der Seiten des zweiten = H+ 4 sind, erreicht man dies
fiir # = z, wenn man, natiirlich unter der Voraussetzung, dafl z,, ¥,
in I liegt, das Argument z durch die Ungleichung

(23) 2, —0 =r=ux,+u

beschrinkt und dabei ¢ und a' so wihlt, daf die simmtlichen durch
[y — 9] = (H+ 4) |z — x|

und durch die vorige Ungleichung definierten Punkte z, y, die geo-

metrisch gesprochen zwei Dreiecke erfiillen, in das Gebiet I' fallen.

Wern dann noch &(z) eine fiir das Intervall (23) stetige Funktion
von z ist, so 1dBt sich der Existenzbeweis fiihren ).

der absolut unter einer festen Schranke verbleibt, und wenn auBerdem das Gebict
eine solche Gestalt hat, daB fiir zwei auf derselben Parallelen zur y-Axe gelegene
Punkte von I' die Verbindungslinie ganz dem Gebiet angehort.

o9
by
ersichtlich ist, selbst dann, wenn das Gebiet I' nicht die erwiahnte Gestalt hat, eine
im Innern des entsprechenden Gebietes der dreifachen Mannigfaltigkeit x, y, z stetige

Sind ¢ und in I' stetig, so erhidlt man, wie auch aus dem Mittelwertssatz

Funktion v (z, ¥, z), indem man fir y = z

x, 2) — @ (x, 1
P (, Y, z) = '2%_—;_(_—‘/_)"
aber fir y = 2
b9 (. y)

0y

setzt. Der Umstand, daf man nun allgemein den Ansatz

(a9, y) =

P@,)— 9@ y) = (Z—y)p(® Y, )
machen darf, und daB dabei v eine stetige Funktion ist, wird in der 1. Aulage von
Picard, Traité d’Analyse, t. II (1893), p. 299 beim Beweis fiir dic eindeutige Be-
stimmtheit der Lidsung benutzt.
1) Legons de Calcul différentiel et de Calcul intégral, d’aprés les méthodes de
Cauchy par Moigno, tome 2, 1844, p.385ff.; Lipschitz, Annali di Matematica
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Um die Ubereinstimmung von lim ¢,, mit y und von lim 2, mit #
beweisen zu konnen, wobei y und # die vorausgesetzten, den Diffe-
rentialgleichungen (1) und (2) geniigenden Funktionen sind, reicht es
aus, noch zu verlangen, dal fiir die dem Intervall (23) angehiorenden
Werte von z die Punkte #, y(«) und ebenso die Puunkte z, z(z) im
Gebiet I'" gelegen sind.

Die Bedingungen, die fiir die Uberlegungen von § 2, d. h. fiir
den Fall eines Differentialgleichungssystems, hinreichend sind, lassen
sich leicht in analoger Weise formulieren.

Da nun die Abschitzungsformeln (3) und (22) fiir 4 = 0 die
Ubereinstimmung der Funktionen y und z ergeben, so kionnen sie
dazu benutzt werden, die Tatsache der eindeutigen Bestimmtheit der
Losung zu beweisen, falls sie selbst ohne Voraussetzung dieser Tat-
sache hergeleitet werden konnen. Dafl nun die genannte Tatsache
unter viel geringeren Annahmen gezeigt werden kann'), hat mich
hauptsédchlich dazu bewogen, auch fiir die Abschdtzungsformeln nach
neuen Beweisen zu suchen. Es hat sich dabei herausgestellt, daf die
Voraussetzung der Stetigkeit der Funktion ¢(z, y), beziehungsweise
der Funktionen ¢;(z, y,, ¥,, ... ¥,), und der Funktionen & (z) nicht not-
wendig ist, und dafl das Intervall der unabhidngigen Variabeln nicht
so sehr eingeschridnkt zu werden braucht.

Im Fall einer einzigen Differentialgleichung ist der neue Beweis
auch erheblich einfacher als der alte.

§ 4. Neuer Beweis des Satzes fiir eine Differentialgleichung.

Wir gehen wieder von den Gleichungen (1) und (2) aus, wobei
jetzt nur vorausgesetzt werden moge, dal die Funktion ¢(r, y) in
einem Gebiet I' der Lipschitzschen Bedingung geniigt, und dafl die
Funktionen y und # fiir x = 2, den gemeinsamen Wert y, = 2, haben.
Die folgende Betrachtung gilt dann fiir irgend ein Intervall z, ... z,,
wofern fiir dieses sowohl die Zahlenpaare z, y (r) als die Zahlenpaare
%, 2(x) dem Gebiet I" angehdren. Durch Subtraktion erhdlt man aus
(1) und (2) die Gleichung

pura ecd applicata, ser. 2, t.2 (1868/6Y9), p. 283 1f., womit auch die vollstindigere Dar-
legung in der Differential- und Integralrechnung (1880) zu vergleichen ist (s. o.).
Lipschitz hat die verwendeten Bedingungen etwas verringert, auch dem Konver-
genzbeweis eine etwas andere Wendung gegeben.

1) Vgl. C. Jordan, Cours d’Analyse, éd. 2, t. III (1896), p. 92.
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_d_(fd_;'i) = (p(x, 2) — @z, v) + 0 4,

woraus mit Riicksicht auf (8) folgt, daB

ist, wobei nun auch 9 einen der Ungleichung
—-1=9=+1

unterworfenen Wert bedeutet. Aus Gleichung (24) und daraus, da$
@ —y fir x = z, verschwindet, sind nun Schliisse zu ziehen.

Fiir den Endwert 2 = », des Intervalls mag z—y von Null
verschieden angenommen werden, da ja sonst die zu beweisende Un-
gleichung (3) fiir dieses Argument selbstverstdndlich erfiillt wire.
Es sei zunéichst 2, <<z,. Da die Differenz z—y fiir x = », ver-
schwindet, so muf} es einen Argumentwert £ so geben, daf z, =t < z,
ist, und die Differenz # —y fiir + = & verschwindet, aber zwischen &
und x, niemals gleich Null ist. Um dies einzusehen, hat man nur &
als obere Grenze der im Intervall z, = 2 =z, gelegenen Nullstellen
der Funktion ¢ —y zu definieren; indem die Funktion differentiierbar
und somit auch stetig ist, muB sie dann fiir # = £ den Wert Null
haben. Ganz ebenso findet man, wenn z, <<z, ist, einen Wert & so,
daff z, <t(==x,, und daB z - y fir z = £ den Wert 0, dagegen im
Innern des Intervalls z, ... niemals diesen Wert besitzt. In beiden
Fillen hat 2z —y zwischen ¢ und 2, iiberall dasselbe Vorzeichen. Be-
deutet also u den absoluten Betrag von 2z —y, so ist

(25) Z—1y = &,
wo & entweder fiir das ganze Intervall & ...z, gleich +1 oder fiir
dieses ganze Intervall gleich —1 ist.

Dadurch, dafl man nun (25) in (24) einsetzt, erhdlt man zwischen
4 .
¢ und z,

(26) _gg- = ud' I{ + & aA.

Setzt man jetzt!), dhnlich wie bei der Lagrangeschen Methode der
Variation der Konstanten, unter der Voraussetzung, daf nun wieder
x,=>§ =z, ist,

S Kdx P
(27) % = ve® = ch('L g)’

1) Peano macht einen dhnlichen Ansatz; man vergl. die Anm. auf S. 128,
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so wird dadurch eine Funktion v definiert, die auch in dem Intervall
£...z, in dem y, 2 und « differentiierbar sind, differentiierbar sein
muf und die gleich wie » in diesem Intervall positiv ist und fiir
2 = & verschwindet. Aus (26) und (27) ergibt sich

dv

(28) = —v(1—9)K+e9de

—K(@z—§)
dz :

Hieraus findet man die im algebraischen Sinne geltenden Un-
gleichungen

W< ga— EC—H< 4, —E@=8

dx —
Es hat also die bei x = & verschwindende Funktion
1_—E@—8

e

im Intervall £...z, einen niemals positiven Differentialquotienten.
Somit ergibt sich fiir z = 2z,

- 1—e K(x,—§)
(29) PE)EAS
Mit Riicksicht auf (27) folgt hieraus
A (K@, — ¥
S P _
(30) u (xl) = If ((’ ])

und demnach a fortiori, da z, = § << z, ist,

A K(x,—
(31) u(z) = Ze "G 1),
Wiire nun aber z, <<{ =z, gewesen, so hitte man nur » statt

durch (27) durch

w = pe LE—H

zu definieren brauchen, um dann auf ganz dieselbe Art wic oben
—d—v—Z e AL @—8) =— ALE—8)
dx

und schlieflich

(32) w(x,) = fKi (C— K(x,— ) 1)

zu finden.
Die Formeln (31) und (32) stimmen aber mit Riicksicht auf die
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Bedeutung von u (vergl. (25)) mit der fritheren Formel (3) iiberein,
die hiermit jetzt unter geringeren Voraussetzungen bewiesen ist.

§ 5. Verallgemeinerung.

Es soll jetzt gezeigt werden, daf die fiir eine positive Funktion
u aus Gleichung (26) gezogenen Folgerungen auch dann giltig bleiben,
wenn von der bei £ = § verschwindenden Funktion « nur vorausge-
setzt wird, daB sie von £ bis z, einschlieflich der Endwerte stetig ist
und zwischen § und z, z. B. einen vorwirts genommenen Diffe-
rentialquotienten besitzt, der die Gleichung (26) erfiillt.

Besitzt ndmlich fiir jedes # zwischen a und & eine Funktion I7(x)
einen vorwirts genommenen Differentialquotienten, d. h. existiert fiir
jedes solche z, unter der Voraussetzung, dafl # beim Grenz-
iibergang nur durch positive Werte zur Null iibergeht,
im F(x+h)— I'(x) _

hh——— 0 I /(x) (h POS-);

und hat f(z) fiir diese # zwischen a und b die obere Grenze M und
die untere Grenze N, so ist bekanutlich?), falls F(z) fiir das ganze

1) Vergl. P. du Bois-Reymond, Mathematische Annalen, Bd. 16 (1880),
S. 119. Der Beweis kann viclleicht ctwas einfacher folgendermafien gefithrt werden
und crgibt dann sofort genau die oben im Text gewihlte Fassung. Die Funktion
I (x) verschwinde zuniichst bei ¢ und bei b, und cs sei beispielsweise ¢ << 0. Offen-
bar braucht dic Relation (33) nur fir den Fall bewicsen zu werden, daf F(x) nicht
von a bis b gleich Null ist. Nun sei F'(x) zwischen @« und b einmal z. B. positiv, so
muf an einer Stelle 2, ein Maximum y; der Funktion vorhanden scin. Da nun far

2 _|' — .
hinreichend kleine positive % der Differenzenquotient (@ hl)z F(2s)

=0 ist,

so ist auch f(x;) =< 0. Nun wird entweder I'(x) zwischen ¢ uud z; bei zunehmen-
dem z nie abnehmen oder dic I'unktion wird dics cinmal tun. Im ersten IFall ist fir
jedes z, das zwischen a und z; gelegen ist, f(x) = 0. Im andern Fall gibt es zwi-
schen a und z; Argumente z, und 2z, so, daff x, <<z, <<z, ist und fiir die zuge-
horigen Werte von F(x) gilt

Y>> Y2, Y2 =Y

In diesem Fall muf zwischen 2, und z, an einer Stclle z ein Minimum von I7(x)
vorhanden und dann hier der vorwirts genommene Differentialquotient f(z) =0 scin.
Es wird also f(x) zwischen a und b sowohl = 0 als auch == 0. Dasselbe gilt auch,
wenn angenommen wird, daB 7' (x) zwischen ¢ und b einmal negativ wird, oder dafi
a>=Db ist. Wenn nun I'(z) nicht bei ¢ und b verschwindet, so sctzt man in der
bekannten Weise

I (a) — F(b)

O(x) = I'(x) —I'(b) — (x—b) «—Db
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Intervall einschlieflich der Endwerte stetig ist,

(33) N=Z@O-F0 -y

a—>b
Natiirlich gilt auch der entsprechende Satz hinsichtlich des riickwirts
genommenen Differentialquotienten, wenn er existiert.

Macht man nun fiir die Funktion » die am Anfang dieses Para-
graphen genannten Annahmen, so bleiben alle die an die Relation (26)
ankniipfenden Schliisse giltig, wenn man nur iiberall vom vorwirts
genommenen Differentialquotienten spricht. Es ist dann », wenn es
im Fall §{ <z, durch (27) definiert wird, cine fiir £ =z =z, stetige

und bei # = ¢ verschwindende Funktion, und es hat
_ o Ke@—=9
v— A K

zwischen £ und z, einen vorwirts genommenen Differentialquotienten,
der dabei stets =0 ist. Es ist also mit Riicksicht auf (33)

— Kz, — &)
1 1-—
xl_g {(v(xl)_’A ¢ K )—O}§07

woraus dann wieder die Ungleichungen (29) und (30) sich ergeben.
In analoger Weise verlaufen dann wieder die Schliisse, wenn

g >z, ist, oder wenn es sich um den riickwirts genommenen Diffe-
rentialquotienten handelt.

§ 6. Neuer Beweis des Satzes fiir ein System von Differen-
tialgleichungen.

Es sollen jetzt wieder die Differentialgleichungen (14) und (15)

betrachtet, dabei aber auflerdem, dafl die Funktionen y,, v,, ...y, und

und wendet das eben bewiesene Resultat auf ®(z) an, wobei sich der gewiinschte
Satz fiur F(x) ergibt.

In anderer Weise zcigt G. A. Bliss (Annals of Mathematics, ser. 2, vol. 6,
1904/05, p. 55 Anm.) direkt, daf far die von x, bis z, stetige Funktion F(z) die
Relation F'(z,) = F'(x,) gelten muB, falls fir x, = x << x, der vorwarts genommene
Differentialquotient F’(x) << 0 ist. Die Voraussetzung, da8 die verlangte Eigen-
schaft des Differentialquotienten auch fiir x = =z, besteht, ist dort tatsichlich beim
Beweis benutzt; man kann sich aber nachtriglich von ihr losmachen.

Die Beweismethode von Bliss hat in etwas Ahnlichkeit mit cinem von Schwarz
in bezug auf den Grenzwert des zweiten Differenzenquotienten benutzten Verfahren
(Journal f. Math., Bd. 72, S. 141).
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2., 2y, ... 4, im gewOhnlichen Sinn des Wortes differentiierbar sein
sollen, nur vorausgesetzt werden, daf fiir z = x, die Beziehungen
Yo = % = Y.
statthaben, und daB die Funktionen ¢,(z, v,, %,, ... 7,) in einem Ge-
biet I" der =+ 1-fachen Mannigfaltigkeit z, y,, v,,...y,, dem das
spezielle Wertsystem z,, v, ,, ¥, 0, ... 9, , angehort, in Beziehung auf
jedes der Argumente y,, y,,...¥, der Lipschitzschen Bedingung
(16) geniigen. Die Betrachtung gilt dann fiir jedes Intervall z, ... z,
des Argumentes z, fiir das die Wertsysteme 2, y;(#) und die Wert-

systeme z, z,(x) alle dem Gebiet I' angehdren (i = 1, 2, ... n).
Durch Subtraktion der Gleichungen (14) von den Gleichungen
(15) erhidlt man

d
(34) d—x(z"_y‘) = (pi(®, 2,y ...2)—@; (@, Y, ...9,)+ 84

t=1,2,...n).
Diese Gleichungen ergeben mit Riicksicht auf (17), wenn gleichzeitig
(35) g =,
gesetzt wird?),
36) N K {4+ oy |+, [+ 4 (=1,2,...m)
Die Funktionen w; verschwinden simtlich fiir # == 2. Da in dem

Fall, da die Funktionen auch fiir # = z, sdmtlich verschwinden
sollten, die zu bewecisende Relation (22) selbstverstdndlich ist, will
ich annehmen, daf fiir 2 = z, nicht alle w; gleich Null sind. Es
gibt dann, wenn z. B. z, <<z, ist, einen Wert & so, dab

(37) n=t<a,
ist, und dafl die w; alle fiir x = §, aber fiir £ <2 = z, nirgends alle

verschwinden.
Jetzt soll fiir jedes z, fiir das § =2 =z, ist, der grofte unter

1) G. Peano (Nouvelles Annales de Mathématiques, sér. 3, t. 11, 1892, p. 81)
macht denselben Ansatz (vgl. auch C.Jordan a. d. S. 123 angefithrten Ort) und be-
handelt dic erhaltene Relation dhnlich; es ist jedoch bei ihm A4 = 0, und er addiert
die Relationen, nachdem er die Absolutwerte der Funktionsdifferenzen eingefiibrt hat.
Er scheint dabei nicht zu beachten, dafi der Absolutwert einer im gewohnlichen Sinn
differentiierbaren Funktion unter Umstinden an gewissen Stellen, nidmlich da, wo er
durch Null hindurchgeht, nur einseitige Differentialquotienten besitzt. Dieser Punkt
ist von Bliss verbessert worden (vgl. die vorige Anm.).
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den absoluten Betrigen
CANICAN N

mit « bezeichnet werden. Es ist dann, wie ich im folgenden Para-
graphen beweisen will, u eine fiir { = x =z, stetige Funktion, die
zwischen £ und z, stets einen positiven von Null verschiedenen Wert
und sowohl einen vorwirts als einen riickwidrts genommenen Diffe-
rentialquotienten besitzt. Diese beiden Differentialquotienten sind
nicht iiberall einander gleich, es ist aber jedesmal sowohl der abso-
lute Betrag des einen, als auch der des anderen gleich einem der
Betriige
(39)

| duw, dw,,
| Ex_ gy v 7‘%— .
Mit Riicksicht hierauf ergibt sich aus den Gleichungen (36), daf}
z. B. fiir den vorwirts genommenen Differentialquotienten von «
duw

dw,
dz

)

wobei wieder —1 =9 =+1 ist. Es folgt hieraus, da ja auch u fiir
z = ¢ verschwindet, auf Grund der Resultate der beiden vorigen
Paragraphen (vgl. insbesondere (26) und (30) in § 4), dafl

u(z) = 4 (/’n Ko —8) _ 1).

nK "
Dies heifit im Hinblick auf die Bedeutung von u, daf fiir alle Werte
von i

lw,(z)| = _7%_ (™ K@ —§&) _ 1)

und a fortiori (vgl. (37) und (35))

) = @) = [w(@)| = e (P E @ )
ist.

Fiir den Fall, daf z, >z, ist, ergibt sich wieder das entspre-
chende Resultat (vgl. (32)), so dal also von Neuem die frithere Re-

lation (22), dieses Mal unter geringeren Voraussetzungen, bewiesen ist.

§ 7. Die Eigenschaften des grossten absoluten Betrages.

Es sind jetzt noch die Eigenschaften der Funktion « zu beweisen,
von denen Gebrauch gemacht worden ist, wobei « fiir § =z =2, da-

Festschrift Schwarz. 9
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durch definiert war, dafl es dem jedesmal griofiten der absoluten Be-
trige

AR A PRRR TN

gleich sein sollte. Die Funktionen u, waren in dem Intervall im ge-
wohnlichen Sinn des Worts differentiierbar, in £ und in 2, selbst
stetig, fiir x = & alle gleich Null und zwischen £ und 2, nirgends
alle der Null gleich. Es sei nun fiir ein bestimmtes z

(39) o, = [w,] = - = |w,]

und

(40) |20, | = ]zoy|

fir g = r+1, 7+2, ... n, wobei angenommen wird, daB fiir den

Augenblick, d.h. fiir den betreffenden Wert z und fiir seine Nach-
barschaft, die Indizes, durch welche die Funktionen w, von einander
unterschieden werden, in entsprechender Weise eingerichtet worden
sind. Bedeutet jetzt » eine kleine Verdnderliche, und werden die
Werte der Funktionen w,, w,, ... w,, « fir das Argument x4+ % mit
w,, w,, ... w,,  bezeichnet, so ist w der grofte von den Werten

(41) [, ]5 {20y, ... |w,],

d. h. bald gleich dem einen, bald gleich dem anderen von ihnen,” wih-
rend % sich dndert. Es kann aber fiic ein hinreichend kleines /. der
grofite Wert # nur jedesmal mit einem der Werte

(42) @), li,l, ... |®]

iibereinstimmen, da ja die anderen Werte der Reihe (41) mit Riick-
sicht auf (39) und (49) und wegen der Stetigkeit der Funktionen
kleiner sein miissen. Es bekommt also auch fiir ein verschwindendes,

positives oder negatives . der Wert & den Grenzwert (39), der den
Grofien (42) gemeinsam ist; es ist somit die Funktion « stetig und

man crkennt, daf dies auch fiir # = £ und fiir 2 = 2, noch gilt,
obwohl fiir x = & der obige Index » = n zu setzen ist.
Liegt nun 2 zwischen & und z, so sind die Funktionen
W, (e=12 ...7)

sicher von Null verschieden, da ja dann nicht alle Funktionen w; ver-
schwinden sollten (i = 1,2, ... %), und die » ersten absolut gréfier
sein sollten als die anderen. Setzt man jetzt

(43) l?’-—vg[ = 897'-)9 (@ =12 ...7),
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so ist, da z. B. w, fiir ein hinreichend kleines % dasselbe Vorzeichen
wie w, hat, &, entweder fiir jedes solche % gleich +1 oder fiir jedes

solche % gleich —1. Indem dasselbe von ¢,,¢,,...¢, gilt, hat man
auch
(44) |w,] = ¢, (6=1,2...7)
Ich bilde nun die Differenzenquotienten
lw, | —low, | w,|—=Jw|  |w]—|w]
(15) . h ’ h '

Da die Grifie & fiir kleine % konstant ist, muf mit Riicksicht
auf (43) und (44)

(46) _d_i%‘c’"[ — lim lowg| = o _ e lim Ye—We _  duw,

) = & ——
h=0 h <h= 0 h ¢ dx
endlich und bestimmt sein. Es ist aber die Differenz von zweien der
Ausdriicke (45) wegen (39) gleich

;l)gi band 7;0: ';Eo — | ¢ Hfbu' - Zlf(\ ’
(47) '_ ___.,_'_h__'___;l_ — ___:.|._7L_|._§’_|_ _;% (0,0'=1,2,... 7.).

Hier ni#hern sich die Briiche auf der rechten Seite mit verschwinden-
dem . den Werten, welche die Differentialquotienten

d|we|  d|wy|
de ' dz

an der bestimmten Stelle 2z haben. Ist nun die Ungleichung

alug| _ |
dx drx

im algebraischen Sinne erfiillt, so erkennt man aus (47), daf fiir ein
hinreichend kleines positives A

[w’\'! >l7’_09'l7
dagegen fiir ein hinreichend kleines negatives %
|we! << |w0y|

ist. Man denke sich jetzt die Indizes der Groflen w,, w,, ... w, so
eingerichtet, dafl an der bestimmten Stelle z die Reihe

dlw,| d|w, d|w,

eine Folge von im algebraischen Sinn des Wortes nicht zunehmenden
9*
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Zahlen ist, wobei inshesondere etwa

dlw,|  dlw,| _dw,]
(49) de ~— de = dw

sein mag, wihrend die Differentialquotienten

dlw,,| dwg,|  dlw]
de ' dx '’ dz

algebraisch kleiner sind als (49). Es sind dann offenbar fiir hin-
reichend kleine positive . die Werte
(50) @), .. |,
mit Riicksicht auf das oben Gesagte und auf (40) alle grifer als die
simtlichen Werte

|1_Us+1|’ 1ES+2I’ M l/wn!'
Es kann also der grofite Wert » der Reihe (41) jedesmal nur unter
den Betriigen (50) zu finden sein, weshalb auch

w—u
Lo’

wihrend % durch positive Werte unendlich abnimmt, bald mit dem
einen, bald mit dem anderen der Differenzenquotienten

|0, | — [, |

. 6=1,2...5)

zusammenfallen wird. Da aber diese den Grenzwert (49) gemein
haben, so ist der vorwiirts genommene Differentialquotient von u
vorhanden und zwar ist

lim w—w«  dw,  d|w,]

h=0""7—" = 4", dx (i pos.)

(vgl. auch (43)). Genau ebenso wird bewiesen, dal an der betrach
teten bestimmten Stelle # der riickwidrts genommene Differen-
tialquotient von w existiert, und zwar daf

dw, d|w,| u—u

— == — 1 —_— h o,
R dx hh;no h (h meg.)

ist.

Es ist also der absolute Betrag sowohl des einen, wic des andern
einscitigen Differentialquotienten in der Tat in der Reihe (38) ent-
halten.



Uber die WeierstraBsche - Funktion.

Von

A. Hurwitz in Ziirich.

Gelegentlich hat Weierstraf an die Funktionalgleichung

G (u+u,) 6w —u,) 6 (u,+ u,) G(u, —u,)
(1) + G (u+uy) 6(u—1,) 6(u,+u,) 6 (u,— u,)
+ 6 (u+ ug) 6(u — u,) 6 (u, +u,) 6(u,—u,) = 0,

welcher die G-Funktion geniigt, die folgende Bemerkung gekniipft?):

,Man kann, ohne von der Funktion G(ux) irgend etwas zu wissen,
direkt nachweisen, daB es cine vier willkiirliche Konstanten enthaltende
(transzendente) ganze Funktion der Verdnderlichen » gibt, welche fiir
G(u) in die Gleichung (1) eingesetzt, dieselbe befriedigt. Man zeigt
zu dem Ende zunichst, daB der Gleichung formell geniigt werden
kann, wenn man fiir G(x) eine gewdshnliche Potenzreihe annimmt;
dieselbe enthélt nur ungerade Potenzen von #, und die Koeffizienten
derselben lassen sich als ganze rationale Funktionen der vier ersten,
die unbestimmt bleiben, ausdriicken. Mit Hiilfe der Gleichung (1)
selbst 146t sich dann ferner nachweisen, dafi diese Potenzreihe bei
beliebigen Werten der Verinderlichen « und der genannten willkiir-
lichen Konstanten konvergent ist, also eine Funktion von der ange-
gebenen Beschaffenheit darstellt. Setzt man sodann

d* log G(u)

pu) = — i

1) Weierstraf, Zur Theorie der Jacobischen Funktionen von mehreren Ver-
anderlichen. (Sitzungshericht der Konigl. Akademie der Wissenschaften vom 4. Mai
1882 = Werke, Bd. III, S. 155—159.)
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so ergibt sich, ebenfalls aus der Gleichung (1),

(“29Y = 49 )+ By i)+ Cp )+ D,

wo A4, B, C, D Konstanten sind; wodurch der Zusammenhang der
auf die angegebene Weise definierten Funktion G(#) mit der Theorie
der elliptischen Funktionen festgestellt ist.

Die hier von Weierstra aufgestellten Behauptungen hat A. Des-
lisle?!) in einer interessanten Arbeit zu beweisen unternommen. Er
hat sein Ziel aber nicht vollstindig erreicht. Einerseits fehlt in
seiner Arbeit, wie er selbst hervorhebt, der Nachweis, daB eine ge-
wisse, im Verlaufe der Untersuchung auftretende Determinante nicht
verschwindet. Andererseits ist der von Deslisle gefiihrte Konvergenz-
beweis hinfillig, da er auf einen fehlerhaften Schluff gegriindet ist.
Die Koeffizienten der Potenzreihe, welche der Gleichung (1) formell
geniigt, sind ndmlich rationale Funktionen von vier willkiirlich blei-
benden Konstanten a,, «,, a,, a,, welche nur Potenzen von a, zu Nen-
nern haben, und man weiff, daf die Reihe bestdndig konvergiert, wenn
jene Konstanten die besonderen Werte

1 1 1
a1=1a a2=_W> a3=g!_’ ag:“ﬂ
besitzen. Nun schlieft Deslisle?): ,... lassen wir nun von diesen

bestimmten Werten ausgehend die Grioflen a,, a,, a,, a, sich stetig
dndern, so dndern sich auch, so lange a, von Null verschieden bleibt,
simtliche Koeffizienten der Potenzreihe stetig. Bei dieser stetigen
Anderung der Koeffizienten kann die Potenzreihe nicht plotzlich iiber-
haupt zu konvergieren aufhtren und muf also, da, wenn sie iiberhaupt
konvergiert, sie auch bestéindig konvergent ist, fortwihrend bestindig

konvergent bleiben ...“. Dieser Schluf§ wird sofort durch das Bei-
spiel der Reihe
1 n
oo a; a, ((.L2 4+ 3—’)
S \——mm=/ -nlv”
n=1 2

widerlegt. Diese Reihe konvergiert fiir

1 1 1
—W, 47 a, —

@ =1, a = s = BT 4= T

1) A. Deslisle, Bestimmung der allgemeinsten der Funktionalgleichung der
G-Funktion geniigenden Funktion. (Mathematische Annalen, Bd. 30, S. 90.)
2) A.a. 0, S. 112
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divergiert aber bestindig fir jedes Wertsystem der Konstanten

t,, @,y ty, a,, fir welches «, von — und «,, a,, @, von Null ver-

1
3!
schieden sind.

Im folgenden will ich nun die Aufgabe behandeln:

sMan soll die allgemeinste, an der Stelle u = 0
regulidre und nicht identisch verschwindende Funk-
tion G(u) bestimmen, welche der Funktionalgleichung
(1) geniigt“.

Insofern hier von vornherein nur nach den Potenzreihen von «
gefragt wird, die die Funktionalgleichung (1) befriedigen und einen
nicht verschwindenden Konvergenzgradius besitzen,
deckt sich die Fragestellung nicht vollstindig mit dem Standpunkt
von Weierstrall und Deslisle, welche von der Frage nach den Potenz-
reihen, die formell (also unbekiimmert um ihre Konvergenz) der
Gleichung (1) geniigen, ausgehen. Indessen ist es leicht, zu zeigen,
daf der letztere Ausgangspunkt notwendig zu denselben Reihen fiihren
mufl, wie sie die Behandlung der obigen Aufgabe ergibt. Diese wird
nun in der Weise erfolgen, daf ich die Funktionalgleichung (1) suk-
zessive auf immer einfachere Gleichungen zuriickfiihre.

Zuvor will ich noch bemerken, daf alle noch folgenden Hinweise
sich auf das klassische Werk von H. A. Schwarz: Formeln und
Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen (Gttingen,
1832 und 1885) beziehen.

1.

Eine an der Stelle v = 0 regulire Funktion G (), die nicht
identisch Null ist und der Gleichung (1) geniigt, moge zur Abkiirzung
eine ,Losung® der Gleichung (1) heiflen. Ist nun G(«) eine Lisung,
so erkennt man, indem man u = u, = u, = u, = 0 setzt, daf not-
wendig

6(0) =0

ist. Setzt man ferner », = w, = 0, so folgt aus (1)
G*(u) G (u,) (O () +6(—u)) = 0,

woraus zu schliefen ist, daB G(u) eine ungerade Funktion sein mul.
Demnach sei
G(u) = cu'+c'u*?+4--- (¢4 0, r =1 und ungerade).

Dann erhilt man durch Nullsetzen der Glieder niedrigster Dimension
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in der Entwickelung der linken Seite der Gleichung (1):
(0 — 02— 2 -+ (o — w2 (2 — 02+ (o — ) (2 = ) = .

Hieraus folgt aber, da@ » = 1 sein muff. Denn zuniichst findet man,
indem man den Faktor der hochsten Potenz von u’ gleich Null setzt:

(2 — )+ (02— w2 (s — ) = 0
und weiter, indem man «? = 0, »; = 1, u; = — 1 nimmt,
2 -1 -1 =0,

und folglich » = 1. Jede Losung G(u) besitzt also notwendig eine
Entwickelung der Gestalt

6(u) = cu+cu*+c"u+--- (c ¥ 0).

Offenbar geniigt es aber, diejenigen Lissungen aufzusuchen, fiir welche

¢ = 1 ist. Denn aus diesen wird man durch Multiplikation mit will-
kiirlich gelassenen Konstanten ¢ alle iibrigen Lédsungen erhalten.

Es sei nun
2) G(u) = u+cu*+c"u’+---

eine Losung der Gleichung (1). Man nebme u, = 0 und lege u, einen
solchen speziellen Wert bei, fiir welchen die Reihe (2) konvergiert
und einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann folgt aus der
Gleichung (1)

6 () G(u—u) = 6'(n) SELOLZI) ) Lt 2 =)

oder
) Glut1) 6(u—1) = G(,) £() — G (1) f u),
wenn zur Abkiirzung

6 G(u— ‘
Flu) = ..ﬁ”.‘*‘.lézz)(,dg“_“_ﬂ) = 14 Cutt
gesetzt wird. Entwickelt man beide Seiten der Gleichung (3) nach
Potenzen von u, und vergleicht die Koeffizienten von «?, so kommt:
G () 6" (u) — 6™ (u) = G*(u ﬂ%g;ﬁfl = f(4) — CG* (u).
Entnimmt man hieraus f(u), so geht die Gleichung (3) nach einfacher
Umformung iiber in

@ ATt — g =g,
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wobei zur Abkiirzung

) () = _a logG(u)

du?
gesetzt ist. Wenn nun umgekehrt G(u) der Funktionalgleichung (4)
geniigt, so ergibt eine leichte Rechnung, daf G () auch die Gleichung
(1) befriedigt!). Demnach wird die durch (2) definierte Funktion
G () dann und nur dann eine Liosung der Gleichung (1) sein, wenn
sie der Gleichung (4) geniigt.

—2¢4+6("—2")u+ -

Nunmehr moge
(6) Y () = d logf ) _ + 2¢'u—2("—2¢")u'+ -

gesetzt werden. Durch logarlthmlsche Differentiation der Gleichung
(4) nach der Verdnderlichen » resp. u, ergibt sich dann?)

Ytu)+u—u)—2¢9@U) = o (u) — (12 (w,)’
@) |
\ Y(utu)—pw—u)—2¢u,) = (;)qj-(gl()_u;)

und hieraus durch Addition
L ¢'(u)—9'(w)

2 pu)—o)
Aus letzterer Gleichung erhédlt man wieder die Gleichungen (7), indem
man in (8) », durch — u, ersetzt und die so entstehende Gleichung
mit (8) durch Addition und Subtraktion verbindet. Durch Integration
kann man dann weiter von (7) zu der Gleichung (4) zuriickkehren.
Demnach ist G (u) stets und nur dann eine Losung der Gleichung (1),
wenn die Gleichung (8) erfiillt ist. Hierfiir ist nun erforderlich und
hinreichend, dafl der Ausdruck auf der rechten Seite von (8) beziiglich
u denselben Differentialquotienten besitzt, wie beziiglich u,, daf also

¥ 0= o' () NERTAORTIO:
@ =90+ 5 (i) = ~0@ty o ()

ist. Denn es wird dann

®) p(utu) = o) +v(w)+5

zp(u +¢(”1)+ : % = I (Lt—[—'l(/l),

1) Vgl. Formel (1) p. 13 a. a. O.
2) Vgl. Formeln (2) und (3) p. 13 a. a. O.
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d. h. eine Funktion von =+ u,, und es zeigt sich, indem man #, in
Null iibergehen 1ld8t, daB I'(u) = o (u) ist.
Die Gleichung (9) lautet in entwickelter Form

10) (9"(w)+ ¢"(w)) (9 (W) — @ (w))) = (@' ()" — (¢"(,))* + 2 (¢ (1) — @ («))’,
und das Bestehen dieser Gleichung ist also nun die notwendige und

hinreichende Bedingung dafiir, daf die durch die Gleichung (2) defi-
nierte Funktion G(u) eine Losung der Funktionalgleichung (1) ist.

3.

In die Gleichung (10) setze man fiir u, der Reihe nach zwei be-
sondere Werte ein, welche nur der Bedingung unterliegen, daf fiir
diese Werte als Argumente ¢ («) endliche und von einander verschie-
dene Werte erhidlt. Die beiden so aus (10) entstehenden Gleichungen
verbinde man durch Subtraktion. Dadurch findet man nach leichter
Rechnung eine Gleichung der Gestalt

(11) ¢"(v) = 69*(u)+ Ag (w)+ B,

wobei 4 und B Konstante (von w# unabhingige Werte) bezeichnen.
Aus der Gleichung (11) folgt aber riickwirts wieder die Glei-

chung (10).

Denn zunidchst findet man durch Multiplikation von (11) mit
2¢'(u) und Integration:

(12) (' @) = 4(p)+A(p (W) +2Bg(u)+C.

Entnimmt man nun aus (11) und (12) die Werte von ¢"(u), ¢"(u,),
(¢’ ())* und (¢'(«,))’, und trdgt dieselben in (10) ein, so geht letztere
Gleichung in eine Identitdt iiber. Hiernach wird also die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB G6(u)
eine Losung der Gleichung (1) ist, die sein, dafl sich

(13) 9" () — 69 ()

als lineare Funktion von ¢(#) mit konstanten Koeffi-
zienten darstellen 1468t. Man bemerkt hier sogleich, dafl diese

Bedingung invariant ist beziiglich der Vermehrung von ¢(x) um
eine Konstante, was nach (5) auf die Multiplikation von G(u) mit
einem Exponentialfaktor der Gestalt ¢“” hinauskommt. In der Tat:
ist @"(u)—6¢’(x) eine lineare Funktion von ¢ (u) mit konstanten
Koeffizienten, so gilt Gleiches fiir die Funktion ¢, (v) = ¢@(u)+c,
unter ¢ eine beliebige Konstante verstanden.
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Die hieraus folgende Tatsache, daB gleichzeitiz mit G(x) auch

cu?

e GO(u) eine Losung der Gleichung (1) vorstellt, lifit sich iibrigens
leicht an dieser Gleichung selbst bestéitigen.

4.

Wenn nun
(14) t;o(u) = %"l.'cd'cz“?'*'c;,u’-l-~~~-l—clu2"'”-|-...

die allgemeinste Funktion ist, welche der in voriger Nummer er-
wihnten Bedingung geniigt, so wird gemif (5)

(T c
—_ 2 e — P52 S

2
Ly T—_———_z
(15) G = coue - 12 2424 —1)
die allgemeinste Losung der Gleichung (1) vorstellen, wo ¢ eine will-
kiirliche Konstante bedeutet. Die Bedingung fiir ¢ (v) 1Bt sich aber

nach dem vorhergehenden dahin charakterisieren, dal} die Reihe fiir
o (u) —¢,, also

1
(16) B = 7‘2—-{-021&2-{-031,4,‘_]_..._l_c‘uzl—z_l_”'
die folgende Eigenschaft besitzen muf:
@17 P'(u) —6P*(u) = —10¢,+(18¢,— 6 u*+ - -

ist als lineare Funktion von % («) mit Konstanten Koeffizienten dar-
stellbar. In der betreffenden Darstellung

P'(u) — 6% () = A.B(w)+ B,

ist, wie der Vergleich der Koeffizienten von 7}2— links und rechts

zeigt, notwendig 4 = 0. Es bleibt also schlieflich nur die Bedingung,
daB simtliche Koeffizienten der Reihe (17) — abgesehen von dem
ersten —10¢, — verschwinden miissen. Indem man den Koeffizienten
von «** in der Reihe (17) durch die Koeffizienten der Reihe B ()
ausdriickt, erhilt man so die Gleichung?)

3

18) ¢ = mzy%_v =23 ...-9),

welche von 2 = 4 ab erfiillt sein muB.
In der fiir @ (u) angesetzten Reihe (14) bleiben demmach die
Koeffizienten ¢,, ¢,, ¢, willkiirlich, wihrend die weiteren Koeffizienten,

1) Vgl. Formel (8) p. 11 a.a. 0.
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gemiB der Rekursionsformel (18), als ganze rationale Funktionen von
¢, und ¢, anzunehmen sind.

Es ist nun leicht einzusehen, daB die auf diese Weise bestimmte
Reihe (14) fiir jede Wahl der Koeffizienten ¢, c,, ¢, einen nicht ver-
schwindenden Konvergenzradius besitzt. Denn wird die positive Zahl
g so gewihlt, daf

le]l =9 lel=¢’
ist, so folgt aus (18), da der Zahlenfaktor

sukzessive

241 stets <1 ist,

1 0
[C4l<g8, [cs]<.(/mr ce Icl]<l__§2vlcv“0}.-vl<!/l, .

Demnach hat die Reihe (14) einen Konvergenzradius, der mindestens
so grof ist, wie der der Reihe

gttt e
d. h. also mindestens den Wert —; besitzt.

Damit wird auch durch die Gleichung (15) fiir jedes Wertsystem
der Konstanten ¢, c,, ¢,, ¢, eine Funktion G(u) definiert, die in einer
nicht verschwindenden Umgebung der Nullstelle reguldr ist. Diese
Funktion erweist sich aber als eine eindeutige, in der ganzen Zahlen-
ebene regulire, also als eine ,ganze“ Funktion. Denn ldft man nach
Division der Gleichung (4) durch u —u, das Argument %, in » iiber-
gehen, so erhdlt man?):

@10g 6(1)
du®

19) 6Q2u) = 6'(x) = 26 (u) (5 (u)) — 36 () &' () G ()

+ G*(u) G"(u).
Und wenn nun G(x) in der Umgebung |«| << des Nullpunktes regulic
ist, so ist nach vorstehender Gleichung G(2u) in derselben Umgebung
reguldr, also G(u) selbst, wenn |u| < 2» ist, folglich auch in der Um-
gebung |u] <27, |u| <2°r u.s. f. D.h. G(u) ist in der ganzen Ebene
reguldr.

Hiermit ist die eingangs gestellte Aufgabe gelist: Die allge-
meinste Funktion G(«), welche der Funktionalgleichung
(1) geniigt, ist eine von vier willkiirlich bleibenden Kon-
stanten ¢, ¢, ¢,, ¢, abhingende ganze Funktion, welche
durch die Gleichung (15) in Verbindung mit der Rekur-
sionsformel (18) v5llig bestimmt ist.

1) Vgl Formel (16) p. 14 a. a. O.
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5.
An die Funktionalgleichung (19) seien noch folgende Bemerkungen
angekniipft. Betrachtet man eine Gleichung der Form

(20) flru) = G(F(w), f'(w), ... [ (),
wo = eine Konstante bezeichnet, deren absoluter Betrag grifer als 1
ist, wihrend die rechte Seite der Gleichung eine ganze Funktion von
f(#) und seinen Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung hin,
bedeutet, wobei die Koeffizienten dieser ganzen Funktion Konstanten
oder auch gegebene ganze Funktionen von u sind, so ist klar, dafl
eine Potenzreithe P (u), die, fiir f(u) eingesetzt, die Gleichung (20)
befriedigt, in der ganzen Ebene konvergiert, wenn sie iiberhaupt
einen (nicht verschwindenden) Konvergenzbezirk besitzt. Die an der
Nullstelle reguldren Losungen einer solchen Gleichung sind also stets
ganze Funktionen.

Beispielsweise besitzt die Funktionalgleichung

fRu) = 2f(u)f' ()

die Losungen
U

f0) =, f) = e.c®, f() = csin( ),

wo ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet, und dieses sind simtliche
Losungen, die an der Stelle # = 0 reguldr sind.

Die direkte Behandlung der Funktionalgleichung (19) fiihrt nun
zu folgendem Ergebnis:

Die allgemeinste an der Nullstelle reguldre und daselbst ver-
schwindende Losung der Funktionalgleichung (19) wird durch die
Gleichung (15) geliefert, in welcher fiir die Konstante ¢ eine dritte
Einheitswurzel zu substituieren ist, die Konstanten ¢, ¢,, ¢, willkiir-
lich bleiben, die iibrigen Konstanten aber durch die Rekursionsformel
(18) aus ¢, und ¢, zu bestimmen sind.

Ob aber die Funktionalgleichung (19) iiberdies noch Losungen
besitzt, die an der Stelle # = 0 reguldr sind, daselbst aber nicht
verschwinden, muf dahingestellt bleiben. Man findet freilich leicht,
daB es Potenzrethen %P («) mit nicht verschwindendem konstanten
Gliede gibt, welche, fiir G(u) eingesetzt, die Gleichung (19) formal
befriedigen. Indessen scheint es schwierig zu sein, festzustellen, ob
unter diesen Potenzreihen sich solche befinden, die einen nicht ver-
schwindenden Konvergenzradius besitzen.



Beitrdge zur Kroneckerschen Theorie
der algebraischen Zahlen.

Von

Ernst Jacobsthal in Berlin-Wilmersdorf.

Die von Kronecker geschaffene Theorie der algebraischen Grofien!)
ist von H. Weber?) in der Weise modifiziert worden, daf von vorn-
herein nicht nur ganze Funktionen unbestimmter Grofien, sondern
ganz allgemein gebrochene Funktionen, sogenannte Funktionale, ad-
jungiert werden. Dadurch da Weber den Begriff der ganzen ratio-
nalen Funktionale in geeigneter Weise definiert, gelingt es ihm, den
Begriff der algebraisch ganzen Funktionale so zu fassen, wie es sich
gemidlB der Kroneckerschen Festschrift?®) ergibt.

Nun stellt sich aber in der Theorie der algebraischen Zahlen her-
aus, daf die Verwendung der algebraisch ganzen Funktionale sich in
den Beweisen meistens bequemer gestaltet, wenn man nicht auf die
Definition von Weber zuriickgeht, sondern eine andere sich aus der
Theorie leicht ergebende Eigenschaft der ganzen algebraischen Funk-
tionale benutzt. Es soll daher im folgenden das ganze algebraische
Funktional direkt auf Grund dieser Eigenschaft definiert werden und
im Anschlufl daran kurz die Entwicklung der Theorie bis zum Haupt-
satz von der eindeutigen Zerlegung jeder ganzen Grifle in Prim-
griflen skizziert werden.

Dabei ist es dann nicht notig, erst die ganzen rationalen Funk-
tionale zu definieren; die elementaren Eigenschaften der ganzen Funk-

1) L. Kronecker, Festschrift; abgedruckt im Crelleschen Journal, Band 92,
S. 1—122.

2) H. Weber, Lehrbuch der Algebra, Band 2 (Auflage 2) S. 553 ff.

3) L. Kronecker, 1. ¢. §5; S. 14.
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tionale ergeben sich hierbei unmittelbar aus den entsprechenden Eigen-
schaften der ganzen algebraischen Zahlen; und schlieflich werde noch
bemerkt, daB sich unter Benutzung unserer Definition ganzer Funk-
tionale der Ubergang zur Dedekindschen Idealtheorie theoretisch ein-
facher vollzieht; hierfiir erweist sich der Begriff der Basis eines
ganzen Funktionales und des vollen Restsystemes nach einem Modul ?)
als entbehrlich, da sich der fiir den Ubergang zu Dedekinds Idealen
nitige Satz 1 in § 3 ohne diese Hilfsmittel ohne weiteres ergibt.

§ 1. Hilfssatze aus der Theorie der algebraischen Zahlen.

Satz 1: Es existiert eine Folge von ganzen algebra-
ischen Zahlen &, £, &, ..., so daB fiir jeden Index in der
Reihe 1, 2, ... die Determinante

gm m—1 g
m m A m

m m—1
1) J— m—1 ‘gm—l AR gm—l 1
. . .

gLl E 1
den Wert 1 hat. Dabei kann § =0 gewiihlt werden, wiih-
rend die fibrigen Zahlen &, &, ... sich als algebraische
Einheiten ergeben.

Beweis: Man setze § = 0, dann licfert die Gleichung D, =1
oder

AL
[0 1| — 1
£, = 1 gleich einer Einheit. Gesetzt es seien schon weiter alle

Zahlen ¢ =0, § = 1, &, ..., &,, aus den Gleichungen D, = 1
(k=0,1,2,...,m—1) den Bedingungen des Satzes gemil gefunden,
d. h. alle diese &, seien ganze algebraische Zahlen und — abgesehen
von & = 0 — sogar Einheiten, dann liefert die Identitit

Dm = (gm - gm—l) (gm - gm—?) v (gm - go) ‘Dm—l
wegen £ = O sind unter Benutzung der Gleichung D,_, = D,, = 1

(gm - gm°l) (gm - gm-2) s (gm - gl) gm =1

eine algebraische Gleichung niter Grades fiir £,, in der sdmtliche Koeffi-

1) H. Weber, 1. c¢. § 163, § 165. Die Sitze des § 166 ergeben sich eben un-
mittelbar aus unserer Definition ganzer GroBen.
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zienten selbst ganze algebraische Zahlen, wihrend der hochste und
niederste sogar KEinheiten sind. Deshalb bestimmt sich aus dieser
Gleichung £, als algebraische Einheit, womit der Satz bewiesen ist.

Bedeutet ¢(z, y, 2, ...) eine ganze rationale Funktion mit ganzen
algebraischen Koeffizienten, so nimmt bekanntlich ¢ nur ganze alge-
braische Werte an, wenn den Variablen z, y, 2, ... solche Werte zu-
erteilt werden. Wenn man nun umgekehrt weifi, daf eine ganze
Funktion @(x, 9, z,...) bei ganzen algebraischen Werten der Varia-
beln selbst stets nur ganze algebraische Werte annimmt, so 148t sich
umgekehrt daraus erschliefien, dafl die Koeffizienten von ¢ auch ganze
algebraische Zahlen sind. Zum Beweise braucht man sogar nur einen
ganz geringen Teil der Voraussetzung, und demgemiB formulieren
wir den

Satz 2: Nimmt eine ganze Funktion ¢(z, 4,4 ...) fiir
eine gewisse endliche Anzahl von algebraischen Ein-
heitswerten der Verédnderlichen z, 4, 2, ... stets ganze
algebraische Werte an, so besitzt ¢ ganze algebraische
Koeffizienten. Nimmt ¢ also insbesondere fiir jedes

ganze algebraische Wertsystem =z, ¥, 2, ... stets ganze
algebraische Werte an, so hat ¢ ganze Koeffizienten.
Beweis: Setzt man?) y = 2%, 2 = 27, ..., wobei g eine hin-

reichend grofle positive ganze rationale Zahl ist, so geht @ (2, ¥, 2, ...)
in eine ganze rationale Funktion f(z) von 2 allein iiber, die genau
dieselben Zahlkoeffizienten wie ¢ besitzt. Erteilt man z Einheits-
werte, so erhalten auch y, 2, ... Werte, die Einheiten sind, und
¢(®, ¥y, 2, ...) = f(r) nimmt dabei nach Voraussetzung auch ganze
Werte an. Sei

fl®) = a2+ a, ™" +--- a,,.

Setzen wir nun voraus, dafi f(z) die (m+1) ganzen algebraischen
Werte ,,,,, b,., ..., b, annimmt, falls z die Einheitswerte &,,,, &,
... & des Satzes 1 durchliuft, d. h. setzen wir voraus daf

fE) =1 A=12...m+1)
ist, wobei b, ganze algebraische Zahlen sind, so stellt dieses Glei-
chungssystem ein System von (m+1) Gleichungen fiir die (m+1)
Koeffizienten a, dar, deren Determinante 4 bei passender Anordnung
der Gleichungen genau gleich

1) Kronecker, 1. c. §4, S. 11 1.

’
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Dm-H __ 1
gl Ez e gm+1 gx gz e §m+1

wird. Somit wird 4 eine Einheit, also ergeben sich die «, als ganze
algebraische Zahlen, und die Zahlen a, waren gerade die Koeffizienten
von @. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 3: Geniigt eine ganzerationale Funktionyg einer
Gleichung

g+ Cg" -+ C,, = 0,
in der die Koeffizienten C; selbst ganze Funktionen mit
ganzen rationalen oder ganzen algebraischen Zahl-
koeffizienten sind, so besitzt g selbst derartige Zahl-
koeffizienten.

Beweis: Erteilt man nimlich den Variabeln ganze algebraische
Werte, so nehmen erstens die Koeffizienten C, ganze algebraische
Werte an und deswegen auch g, da der von g angenommene Wert
einer Gleichung geniigt, deren hochster Koeffizient gleich eins ist,
withrend die iibrigen ganz sind. Mithin nimmt also g stets ganze
Werte an, wenn die Variabeln ganze algebraische Werte durchlaufen.
Also hat ¢ nach Satz 2 ganze Koeffizienten.

§ 2. Funktionale eines Korpers!?).

Sei ein Zahlkorper n*" Grades gegeben. Adjungieren wir irgend
welche unbestimmten Griofen =z, v, 2, 4, ... so entsteht cin um-
fassenderer Korper, der sogenannte Funktionalktrper unseres Zahl-
kérpers. Das allgemeine Element des Funktionalkorpers ist eine ge-
brochene rationale Funktion der unbestimmten Griéfien z, v, 2, u, ..
mit Koeffizienten unseres gegebenen Zahlkorpers. Jede solche ge-
brochene Funktion heifit ein Funktional des Zahlkorpers. Besitzt
© nur rationale Koeffizienten, so hecift @ ein rationales Funk-
tional, andernfalls wird @ ein algebraisches Funktional ge-
nannt.

Bekanntlich heifit jede ganze rationale Funktion P mit
ganzen rationalen Zahlkoeffizienten eine primitive
Funktion, falls der gr58te gemeinsame Teiler dieser
Koeffizienten gleich 1 ist.

Dann ist folgender Satz leicht beweisbar.

1) Vgl. Crelles Journal, Band 140 pag. 266--276.
Festschrift Schwarz. 10
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Satz 1'): Ist ® ein rationales Funktional, dann 1468¢

sich © in die Form setzen o = ¢'~P~‘A, wobei » eine ratio-
2 .
nale positive Zahl und P, P, primitive Funktionen sind.

D
Dabei sind » und —]P’ eindeutig bestimmt.
2

7 wird der absolute Betrag von ® genannt und mit || be-
zeichnet?). Jedes Funktional o 14t sich natiirlich als Quotient
zweier ganzer Funktionen darstellen; erweitert man dicsen Quo-
tienten noch mit geeigneten ganzen rationalen Zahlen, so gewinnt o
dadurch die Form eines Bruches, in dem Zihler und Nenner ganze
Funktionen mit ganzen Zahlkoeffizienten sind.

Ersetzt man in einem algebraischen Funktional die Koeffizienten
durch die konjugierten algebraischen Zahlen, so entstehen die konju-
gierten Funktionale. Setzt man ein Funktional © = ®, und be-
zeichnet die konjugierten Funktionale mit @,, @,, ..., ©,, so setzt man
das Produkt o,, ®,, ..., ®, = No und nennt No die Norm von .
Nw ist ein rationales Funktional. Leicht beweisbar ist dann

Satz 2: Die Norm des Produktes (Quotienten) zweier
Funktionale ist gleich dem Produkte (Quotienten)
ihrer Normen.

Sind o, ®' zwei rationale Funktionale, so folgt aus dem Begriff
des absoluten Betrages in Verbindung mit dem Gaufischen Satze iiber
primitive Funktionen, daf |o.e0'| = |w|.|e'] ist.

Sind also o, @' algebraische Funktionale, so sind No, No' und
N(ww') rationale Funktionale. Also folgt aus

Nwo') = (No)-(Na'),
daB
[N(wa)| = |No|-|[No'|

ist. Man nennt nun |Nw| die absolute Norm von o und be-

zeichnet sie mit N, ®; dann schreibt sich die letzte Formel:
N,(wo') = (N,0)(N,o').

Also gilt

1) Weber, 1. c. § 153. Der Beweis wurzelt im GauBischen Satze iiber primitive
Funktionen.

2) Ist w eine Zahl, so ist eben » gleich dem absoluten Betrag von o im land-
laufigen Sinne.
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Satz 3'): Dieabsolute Normeines Produktes ist gleich
dem Produkte der absoluten Normen der Faktoren.
Fiir den Quotienten gilt der entsprechende Satz.
Jedes Funktional @ hat, wie wir oben bemerkten, die Gestalt
_ G
0=
dabei sind G,, G, zwei ganze Funktionen mit ganzen algebraischen
Koeffizienten. N@, ist eine ganze rationale Funktion mit ganzen
rationalen Koeffizienten, d. h. es ist

NG, = [NG,|.P,

wobei |NG,| eine natiirliche Zahl und P eine primitive Funktion

. ., NG, . . . .
ist. Ferner ist 2 eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten,

G,
die dem Zahlkirper angehren. Erweitert man daher -g‘ mit dieser
2
ganzen Funktion, so wird
- &
® = ING,|. P’

. NG, . . . .
wobeli G = @, - 7;-»-2- eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten
ist. Also wird

G
A

cine ganze Funktion, die aber gebrochene Koeffizienten haben kann.
Jedenfalls 146t sich jedes Funktional @ durch Multipli-
kation mit einer primitiven Funktion P in eine ganze
Funktionverwandeln. Um nun in die rein arithmetische Theorie
der Funktionale einzutreten, stellen wir folgende Definition auf.

Definition: Ein Funktional @ heifit ganz, wenn
eine primitive Funktion P existiert, so daBB wP eine
ganze Funktion mit ganzen algebraischenZahlkoeffi-
zienten wird.

Gibt es zu einem Funktional @ ein derartiges P, so ist auch
P.P', falls P’ irgend eine beliebige primitive Funktion ist, von der
Beschaffenheit, daf w.PP' eine ganze Funktion mit ganzen Koeffi-
zienten wird. Wir wollen jede primitive Funktion P, fiir die w P
eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten wird, einen Multi-

1) Weber, 1. c. S. 571.
10*
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plikator von o nennen. Aus unserer Definition ergeben sich nun
sofort folgende Sitze.

Satz 4: Summe, Differenz und Produkt zweier gan-
zer Funktionale sind wieder ganze Funktionale.

Denn sind o, ®' zwei ganze Funktionale und P, P' ihre Multi-
plikatoren, dann ist offenbar die primitive Funktion P.P’ ein Multi-
plikator fiir jedes der drei Funktionale o + o', 0 — ', w0’

Satz 5: Ist ein ganzesFunktional o eine Zahl, so ist
es eine ganze Zahl

Beweis: Sei ndmlich das ganze Funktional o eine Zahl und P
einer der Multiplikatoren, so dafl also w.l’ eine ganze Funktion mit
ganzen Koeffizienten ist. Hat nun P die Koeffizienten «, b, ¢, ..., die
teilerfremde ganze rationale Zahlen sind, dann existieren also ganze
rationale Zahlen z, y,, ..., so dafl

ax,+by,+cez,+--- =1

wird. Die ganzen Koeffizienten von o I’ sind

0e = «a,
ob = 4,
0e =7,

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit «,, #,, 2,, - ..
so folgt durch Addition

0 = o‘xo+ﬁxo+72’o+"’7

d. h. @ ist eine ganze Zahl.
Satz 6: Ein ganzes und zugleich rationales Funktio-
nal ® ist dadurch charakterisiert, dafi |o| eine natiir-

liche Zahl ist.

D
Beweis: Sei das ganze Funktional  rational, @ = » 5)‘ (ge-
2

miB Satz 1), dann ist —]?ji ganz, da ja P,~-§3 = P, ganze Koeffi-
.__.2;
P,
Satz 5 eine ganze Zahl. Ist bei einem rationalen Funktional o = » f—)‘

T2
umgckehrt » ganz, so ist P,o einc ganze Funktion mit ganzen Koeffi-
zienten, also o ganz. — Offenbar sind die zu einem ganzen Funktional

konjugierten Funktionale wieder ganz. Ist nun ¢ cine in w nicht

zienten hat, also ist (nach Satz 4) @ = » ganz und als Zahl nach
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vorkommende Variable, so hat die ganze Funktion st Grades in ¢
H({) = N(t— o)

nach Satz 4 lauter ganze, rationale Funktionale zu Koeffizienten.
Da ferner H(w) = 0 ist, so geniigt cin ganzes Funktional o stets
einer Gleichung, deren Koeffizienten ganze rationale Funktionale sind,
wihrend der hochste gleich Eins ist!). Es gilt sogar folgender ver-
schirfter Satz?).

Satz7: Ist in der Gleichung nt Grades mit rationalen
Funktionalen als Koeffizienten und ehenso in der ent-
sprechenden Gleichungniedersten Grades,der ein ganzes
Funktional o geniigt, der hochste Koeffizient gleich
Eins, so sind die iibrigen Koeffizienten ganze rationale
Funktionale.

Dieser Satz ist fiir Weber der Ausgangspunkt und dient ihm zur
Definition. Wir zeigen nun umgekehrt

Satz 8: Geniigt ein Funktional o einer Gleichung

@™ - ‘41 O e Am = 07

in der die 4, ganze, rationale Funktionale sind, so ist o
ein ganzes Funktional
Beweis: P; sei ein Multiplikator von A4,, ferner sei einer frii-

1

heren Bemerkung gemidfl P eine derartige primitive Funktion, daf

o’ eine ganze Funktion ist. Setzt man dann P-P,-P,---P, = @,
so ist @ primitiv und Qw = ¢y ist eine ganze Funktion, wéihrend
@' 4, = C, eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten ist. Nun

geniigt aber ¢ der Gleichung
g+ Cy -+ O, = 0.

Also besitzt g nach § 1, Satz 3 ganze Koeffizienten. Wegen Qo =g
ist demnach w ganz und @ ein Mnltiplikator von w.

Erwidhnt werde noch, daf jedes Funktional o durch Multiplika-
tion mit einer natiirlichen Zahl in ein ganzes Funktional verwandelt
werden kann, eine Tatsache, die sich unmittelbar aus der Definition
ganzer Funktionale ergibt. Ist o ein ganzes Funktional, P(z, y, ¢, ¢, ...)
ein Multiplikator und daher @ P = G eine ganze Funktion mit ganzen
Koeffizienten, so bleibt in der Identitit @ P = G bei Anwendung der

1) o kann natirlich Gleichungen niedrigeren Grades geniigen, deren Koeffizienten
rationale Funktionale sind. Unter ihnen gibt es eine des niedrigsten Grades. Sie ist
irreduzibel. Vgl. Weber, 1. ¢. S. 5711f.
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Kroneckerschen Substitution # = u, y = «’, ... auf einige oder alle
Variabeln 2, 9, 2, ...'") und geniigend groflem g stets P primitiv,
wihrend G natiirlich ganze Koeffizienten behédlt; demnach bleibt
©® bei Anwendung der Kroneckerschen Substitution
ganz?). Hiervon machen wir Gebrauch, um folgenden Satz?) zu be-
weisen.

Satz 9: Sei ¢(¢,,¢,...,¢,) eine ganze Funktion von ¢, ¢,
.o t, und zugleich ein ganzes Funktional; seien die Ko-
effizienten dieser ganzen Funktion irgend welche Funk-
tionale, aber frei von den Variabeln ¢,,¢,,...,¢,, dann sind
diese Koeffizienten ganze Funktionale.

Beweis: Man wende auf die Variabeln ¢ ,¢,,..., ¢, die Kron-
eckersche Substitution ¢, = ¢, ¢, = #, ... an, dann geht ¢ in eine
ganze Funktion y(¢) von ¢ allein iiber, die genau dieselben Funktio-
nalkoeffizienten hat wie ¢ und ® == ¥ (f) bleibt dabei ein ganzes
Funktional, wie wir vorhin bemerkten. Sei

0 = o+ttt 4o,
wobei die Funktionale w; die Variable ¢ nicht enthalten. Zu jedem
o, existiert eine primitive Funktion P, die von ¢ unabhidngig ist, so
daf o, P, eine ganze Funktion ist. Setzt man dann P -P,.--P, = P,
so enthdlt diese primitive Funktion P die Variable ¢ nicht und o.P
wird eine ganze Funktion und zugleich ein ganzes Funktional. Es ist

Po = t'(Po)+ ¢ (Po,)+ + Pa,

Da hier die ganzen Funktionen Pw; die Variable ¢ nicht enthalten
und mit verschiedenen Potenzen dieser Variabeln multipliziert werden,
so vereinigen sich nie zwei Glieder, die in verschiedenen der P,
auftreten, mit einander, d.h. die Gesamtheit der Zahlkoeffizienten
von Pw stimmt mit den sdmtlichen Zahlkoeffizienten aller Pw, iiber-
ein; kann man daher zeigen, daB Po lauter ganze algebraische
Zahlkoeffizienten hat, so besitzt auch jedes Pw, solche, d.h. dann
ist gezeigt, daB wirklich jeder der Koeffizienten o, von w ein ganzes
Funktional ist.

1) w kann dabei eine neue oder auch eine bereits vorkommende Variable sein.

2) Falls g geniugend grofi gewahlt wird.

3) Dieser wichtige Satz erscheint bei Weber am Ende der Theorie als Folge-
rung aus dem ITauptsatz in § 159. In meiner oben erwahnten Arbeit im Crelleschen
Journal, Band 140, stellte ich ihn fiir den Fall m = 1 an die Spitze. Dem damals
mitgeteilten Beweise ist der Beweis von Satz 2 in §1 nachgebildet. Der hier fir
Satz 9 mitgeteilte Beweis ist ein anderer.
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Um nun einzusehen, daf die ganze Funktion § = Pw, die doch
ein ganzes Funktional ist, ganzzahlige Koeffizienten besitzt, beachte
man, daB g der Gleichung N (v —g) = O geniigt. Hier ist der hochste
Koeffizient von « gleich Eins. Alle iibrigen sind aber als symmetrische
Grundfunktionen der zu g konjugierten, erstens ganze rationale Funk-
tionale und zweitens ganze rationale Funktionen, also haben nach
Satz 6 sdmtliche dieser Koeffizienten die Gestalt ganzer rationaler
Funktionen mit ganzen rationalen Koeffizienten. Somit geniigt die
ganze Funktion ¢ einer Gleichung, deren hichster Koeffizient 1 ist,
wihrend die iibrigen ganzen Funktionen mit ganzen Zahlkoeffizienten
ist. Somit besitzt nach § 1, Satz 3 auch ¢ = o P selbst ganze Zahl-
koeffizienten. Damit ist Satz 9 bewiesen ?).

Als Folgerung zu diesem Satze wurde noch erwdhnt: Ist fiir
ein ganzes Funktional ® und cine primitive Funktion P
das Produkt P eine ganze Funktion, so hat oP stets
ganze Zahlkoeffizienten.

Ist daher ® irgend ein Funktional und P irgend eine primitive
Funktion, fiir die @ P eine ganze Funktion ist, so ist ® dann und
nur dann ganz, falls @ P ganze Koeffizienten hat.

Von hier aus gelangt man nun unter Einfithrung des Begriffes
der Teilbarkeit, der Einheiten leicht zum Begriff des grofiten gemein-
samen Teilers®?) und von dort aus zum Begriff des Primfunktionals
und dem Nachweis, dafl jedes ganze Funktional eindeutig in Prim-
funktionale zerlegbar ist. Und hieran schliefit sich dann der Nach-
weis, daf ein Funktional bei Anderung der Variabelnbezeichnung in
ein assoziiertes?®) iibergeht. Es erscheint als ein bedauerlicher Schon-
heitsfehler der Theorie, daf dieses fast selbstverstindliche Resultat
sich erst aus dem Hauptsatz ergibt?).

Vor allem erhélt man aus der Tatsache, daB jede ganze Funk-
tion mit ganzen Koeffizienten der gréfte gemeinsame Teiler dieser

1) Der oben erwiahnte Beweis fiir diesen Satz (m = 1; Crelles Journal, Band 140
S. 270 Satz I) ist kiirzer als der hier mitgeteilte.

2) Weber, 1. c. § 155ff. Vgl. des Verfassers Aufsatz 1 ¢. §2, 3. Bei strenger
Durchfithrung des Weberschen Beweises fiir die Existenz des groBten gemeinsamen
Teilers in § 156 erweist sich iibrigens der Satz 9 fiir den Fall rationaler Funktionale
als notig (§ 159 Satz 2). Vgl. insbesondere die verallgemeinerte Fassung des DBegrifts
»8rofiter gemeinsamer Teiler¢ am Schlusse dieses Paragraphen.

3) Zwei Funktionale, deren Quotient ohne Einheit ist, heifen assoziiert.

4) Ein unmittelbarer Nachweis dieses Resultats wiirde die Theorie erheblich
vereinfachen.
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Koeffizienten ist (Weber, § 160) die Folgerung, daff jede ganze Funk-
tion in ein assoziiertes Funktional iibergeht, wenn man die verschie-
denen Potenzprodukte der Verdnderlichen durch neue Variabeln er-
setzt, d.h. jede ganze Funktion ist zu einer Linearform assoziiert,
die aus den gleichen Koeffizienten gebildet ist.

Und hieraus flieBt unmittelbar jener Satz, der bekanntlich zu
einer elementaren Begriindung der Idealtheorie fiihrt:

Satz 10: Sind «,, &, ..., ¢; By, Bi,.-- B, und y ganze alge-
braische Zahlen und ist jeder Koeffizient des ausgerech-
neten Produktes (¢ + e, 2"+ --+a,)(B,2°+ B2+ -+ By
durch p teilbar, dann ist auch jede der (»+1)(s+1) Zahlen
,B, durch y teilbar.

Beweis: Nach Voraussetzung ist ndmlich

(“o z’ + &, A e ar) (IBO z° + ﬁx 2 + ﬁc)
Y

ein ganzes Funktional, falls wir die Zahlen «, 8, y als Zahlen eines

endlichen Korpers auffassen. Multiplizieren wir dieses Funktional
mit der Einheit

el ot + - e, Bovg+Biv+ -+ Bivg
aox’.+“lx“‘—l+"'+ar ﬁoxs+ﬁ1x_x+"‘+ﬁs ,

so erhalten wir folgendes ganze Funktional

o, B, 0=0,...,7
¢ Fo N ) H
s (20000

Somit ist nach Satz 9 jede der Zahlen a—"fi ganz.

_(“o L e o ”r) (180 Vot + ﬁs vs) _
4

Von der Teilbarkeit und dem gré8ten gemeinsamen
Teiler.

Die Teilbarkeit soll auch fiir gebrochene Funktionale definiert
werden. Ein Funktional g heiBt durch ein Funktional v teilbar,

falls % ein ganzes Funktional ist.

Sind dann «,c,, ..., o irgend welche Funktionale, so heifit p
ein gemeinsamer Teiler «,, falls jedes «; durch u teilbar ist.

Unter Benutzung des Satzes, dafl . stets ein ganzes Funk-
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tional ist!), falls & irgend ein Funktional und « eine nicht in & vor-
kommende Variable ist, beweist man dapnn sofort

Satz 11"): Sind e,,«,,...,, irgend welche ganzen oder
gebrochene Funktionale und z,,%,,..., 2, Variable, die
in keinem der o, vorkommen, so besitzt

0 = e, 2,4 +az,

die charakteristischen Eigenschaften: 1) ¢ ist durch
jeden gemeinsamen Teiler der «; teilbar. 2) d ist selbst
ein gemeinsamer Teiler aller «,

Darum wird 0 (und jedes zu 0 assoziierte Funktional) ein
grofter gemeinsamer Teiler aller o, genannt.

Sind « und B zwei Funktionale, # und y zwei neue Variable,
und ist 0 = «z + By eine Einheit, so heiflen ¢ und g relativ prim
oder teilerfremd ).

§ 8. Die gruppentheofetische Beziehung zwischen
Funktionalen und Idealen.

Um von der Theorie der Funktionale den Ubergang zu Dede-
kinds Idealen zu vollziehen, ist es unerldfilich, folgenden Satz aus
der Theorie der linearen diophantischen Gleichung zu beweisen.

Satz 1: Sind «,,«,,...,¢,,y irgend welche ganzen oder
gebrochenen Zahlen unseres Zahlkdrpers, so besitzt
die Gleichung

a1gl+a2g2+'"+a1‘gr =Y

dann und nur dann ein Lésungssystem £,§,...,& in
ganzen Zahlen unseres Korpers, falls » durch den
groflten gemeinsamen Funktionalteiler der « teilbar
ist?).

1) Vgl. Crelle 140 S. 271f. Satz III, 1V.

2) Da ¢ in diesem Falle als Kinheit ganz ist, so sind nach Satz 9 notwendig
¢ und f# ganz.

3) Weber, L. c. § 166. Weber beweist den Satz fur den I‘all ganzer «,, y und
stitzt den Beweis auf den Begriff der Basis eines Funktionals, des vollen Restsystemes
nach einem Funktionalmodul und die daraus folgende Auflésbarkeit linearer Kon-
gruenzen. Kine aduflerst geringfiigige Modifikation des Weberschen Beweises gestattet,
wie wir hier zeigen, den Satz direkt ohne diese Hilfsmittel zu beweisen und dann
umgekehrt dadurch den Satz 2 iiber lineare Kongruenzen herzuleiten.
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Beweis: Seien ganze Zahlen & im Korper als Lisung vor-
handen, dann ist natiirlich y durch den griften gemeinsamen Teiler
der «; teilbar.

Sei nun umgekehrt bekannt dafl » durch den griofiten gemein-
samen Teiler 0 der «; teilbar ist. Es kann 0 = «, 2, + ¢, 2,4+ -+ + o, z,

gesetzt werden, wobei z,,,,...,x, neue Variable sind. Da also %

ein ganzes Funktional ist, so ist eine primitive Funktion P vor-
handen, so dafl P% = F eine ganze Funktion mit ganzen Zahl-

koeffizienten ist. Vergleicht man nun in
yP = (e, + 0,2, + -+ a,2)F
die Koeffizienten rechts und links, so ergeben sich Gleichungen von
folgender Form
vo=af+ -+af,
o= e+t
ye = e b+ -+ a8,

Hierbei sind die &, %{,¢;,... ganze Zahlen des Korpers, die von den
ganzen Koeffizienten der Funktion F herriihren, wihrend a,b,¢, ...
die ganzen, teilerfremden, rationalen Koeffizienten von
P sind. Also gibt es ganze rationale Zahlen z,,v,, 2,,... derart, dal
azx,+0y,+cz+--- =1

wird.

Setzt man nun die ganze Zahl & z,+ 4/ y,+ &2, +--- = & fiir
i = 1,2 ..., 7 so wird schliefilich

y = «§ +oa, 4+ -+ e,

womit der Satz bewiesen ist.

Satz 2: Sind «,y zwei ganze Zahlen des Korpers

und o ein ganzes zu « teilerfremdes Funktional, so
besitzt die Kongruenz

of =y mod. @

cine ganzzahlige Losung £ im Korper.
Beweis: Es gibt im Kérper eine durch o teilbare ganze Zahl g,

p

fiir die P teilerfremd ist'); dann ist auch 8 zu « teilerfremd,

1) Weber, 1. c. § 160, Satz 3.
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1) Ist A irgend ein Element von g—, d.h. ein Komplex

assoziierter Funktionale, so gibt es ein einziges
Ideal, dessen Zahlen jedes in % enthaltene Funk-
tional zum groBten gemeinsamen Teiler besitzen.

2) Ist a irgend ein Ideal, so gibt es einen einzigen

Komplex ¥, dessen sdmtliche Funktionale grifite
gemeinsame Teiler aller Zahlen von a sind.

So entsprechen sich also Komplexe und Ideale in der Weise
umkehrbar eindeutig, daf alle durch jedes Funktional eines Komplexes
U teilbaren Zahlen ein Ideal a bilden; und umgekehrt bilden die
sdmtlichen grofiten gemeinsamen Funktionalteiler aller Zahlen des
Ideals a den Ausgangskomplex .

Ordnet man in dieser Weise die Ideale und Komplexe, d. h. die

Elemente der Gruppe ® und % einander zu, dann 146t sich ferner

zeigen:
3) Sind q,b,c drei Ideale, %,%B,€ die zugehdrigen Kom-
plexe, dann folgt aus ab=1¢ die Gleichung AB=¢C
und umgekehrt.

Hieraus folgt in der Tat, daf ® und g— holoedrisch isomorph

sind!). Da diese beiden Gruppen im abstrakten Sinne also identisch
sind, kann man sie und ihre Elemente identifizieren und kurzweg mit
Weber jeden Komplex assoziiere Funktionale als Ideal bezeichnen.

Da nun § und ® meroedrisch isomorph sind, so entspricht der
oben eingefiihrten Untergruppe 8 von § eine Untergruppe  von D;
H ist die Gruppe der Hauptideale; und schlieflich ist die

Faktorgruppe von ® durch 9, & = §~, die endliche Abelsche

Gruppe von Klassen dquivalenter Ideale.
Der Ubergang von § zu D ist sachlich derselbe wie der von D
zu K.

1) Damit ist gezeigt, daB jedes Ideal eindeutig als Produkt von
Primidealpotenzen darstellbar ist. Die durch 1) und 2) vermittelte Le-
ziehung zwischen Idealen und Komplexen, sowic der durch 8) ausgedriickte Isomor-

&

phismus der Gruppe D zur Faktorgruppe -2- von & griinden sich im wesentlichen

auf Satz 1 dieses Paragraphen.



Ein Orthogonalsystem fiir die
Thetafunktionen von drei Argumenten.

Von

E. Jahnke in Berlin.

Bereits F. Caspary versuchte, sein auf die Thetafunktionen von
zwei Argumenten beziigliches Theorem, wonach sich die sechzehn

Thetaprodukte o {%‘ g 2] (z,,2.) l%‘ zz] (., ¥,) als Elemente eines Ortho-
1772 1'%

gonalsystems anordnen lassen, auf die Thetas von drei Argumenten
auszudehnen. Insbesondere stellte er sich die Frage, ob es eine ent-
sprechende Anordnung der 64 Thetaprodukte

919295 9:9.95
’8‘ [hl h2 h;l (xl ) xz ) x?) 8 [hl 722 hs} (yl Y yZ ) y:{)

gebe derart, dafl diese den Bedingungen der Orthogonalitdt geniigen.
Er hat diese Frage nicht entscheiden konnen und begniigte sich damit,
Sechzehnersysteme aufzustellen, in welche nicht alle Thetas ein-
gehen; aber er gelangte zu der Uberzeugung, daB eine solche An-
ordnung nicht existiere, wie auch Darboux sie nicht fiir wahr-
scheinlich hielt. Den strengen Beweis hat erst M. Krause!?) er-
bracht, dem es gleichzeitig gelang nachzuweisen: es existiert wenig-
stens fiir die 28 ungeraden Thetafunktionen eine Anordnung der-
art, dal sie zusammen mit einer geraden Thetafunktion die Koeffi-
zienten eines orthogonalen Vierundsechzigersystems bilden, dessen

1) Leipziger Berichte vom 7. Januar 1901, 8. 65—75, und vom 6. Mai 1901,
S. 1056—123.
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Determinante eine schiefsymmetrische orthogonale Determinante dar-
stellt.

Im folgenden will ich ein orthogonales Vierundsechzigersystem
fiir die Thetas von drei Argumenten mitteilen, in dem séimtliche
64 Thetas auftreten; allerdings driickt sich jeder Koeffizient nicht
mehr als einfaches Produkt zweier Thetas aus, sondern wird eine
Summe von vier Thetaprodukten?).

Ich schicke voraus, daf sich bekanntlich jedes orthogonale Sech-
zehnersystem, dessen Euler-Cayleysche Parameter ¢, 8, (i = 1,2, 3,4)
lauten, als Produkt zweier elementarer orthogonaler Sechzehner-
systeme, deren jedes nur von vier Parametern abhidngt, darstellen
liBt. In der Tat liefert das Produkt der beiden Systeme

o, e, I o, B, —B, —0Bs B,
@ —e e —o B. B, B B
o o—e T B; —B, B —B
€ e —e — B, B —B. —B

die sechzehn Koeffizienten g, (i, = 1,2, 3,4) einer orthogonalen
Substitution in der wohlbekannten Study schen Darstellung. Ich
bemerke weiter, da fiir § = « das allgemeine orthogonale Sech-
zehnersystem in das allgemeine orthogonale Neunersystem iibergeht,
das sich also ebenfalls durch Multiplikation zweier elementarer Sech-
zehnersysteme gewinnen ldft. Dabei verschwinden die sechs Rand-
koeffizienten ¢,,, g, (( = 1, 2, 3), und es bleiben die neun Koeffizienten
911y -+ 95 und der Koeffizient ¢, iibrig. Die Determinante des
Sechzehnersystems wird gleich dem Quadrate von

(e« + o + g + o) (BT + B3 + B3 + B2,

die des Neunersystems gleich der positiven Einheit.

Gehe ich jetzt zu der Frage iiber, wie sich die Koeffizienten
des orthogonalen Vicrundsechzigersystems rational durch Parameter
ausdriicken lassen, so wiirde dic Aufstellung des allgemeinen
Systems 28 unabhéingige Parameter erfordern. Wollte man dafiir
28 verschiedene Thetas substituieren, so wiirden diese Parameter
nicht mehr unabhiingig bleiben. Ich lasse daher das allgemeine System

1) Von der Existenz dieses Systems habe ich bereits 1901 Ilerrn Martin
Krause Mitteilung gemacht, der so gitig war, in seiner Abhandlung: Uber Ortho-
gonalsysteme im Gebiete der Thetafunktionen, ILeipziger Ber. 6. Mai 1901, S. 122—
123 darauf hinzuweisen.
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beiseite und frage nach der Darstellung durch 14 Parameter, denen
aus Griinden der Homogenitét noch zwei hinzugefiigt werden mogen,
sodal im ganzen 16 Parameter «,,...«,; B,,... B, zur Verfiigung
stehen. Ich will weiter die Forderung aufstellen, daB auch das ortho-
gonale Vierundsechzigersystem die oben erwdhnte Eigenschaft be-
sitzen soll, durch Multiplikation zweier elementarer orthogonaler
Vierundsechzigersysteme zu entstehen, und weiter diese, fiir § = «
in ein orthogonales Neunundvierzigersystem zu entarten dadurch, da8
die vierzehn Randkoeffizienten ¢, g, (! = 1,2, ... 7) verschwinden.
Hiernach wihle ich die beiden orthogonalen Elementarsysteme

€ —o, —o 2 o5 % — 0 Oty
a, @ —e, —o, —e, o o«
o, €, o o« o« —a, o
¢, —e, o —a @ o o, —a
—a, e —a, @, o —a,
€, ey — 0 —e, e, —a, —e, —
@ —e, —o o —, —e, ¢ —a,
@, @, o« o —a, o0, —«, —a

und
B, B, —B B, B, B B B
—B. B B B B —B -8B B
B, —B., B, B —B —B B B
B. B B —B B —B B —B;
B —B B B, B, B B —B
Bs —Bs —Bs B, B. —B —B. —B
-8, Bs =B, Bs —B, —B, B —B
B B, B B, —B, B —B. —Bi:

deren Multiplikation (Horizontalreihe mit Horizontalreihe) eine bilineare
Darstellung der 64 Koeffizienten ¢, (5, ¥ = 1,2,38,4,5,6,7,8) eines
Orthogonalsystems mit Hilfe von 16 willkiirlichen'Parametern liefert.
Es wird gentigen, einige dieser Koeffizienten explicite hinzuschreiben:

Iy = alﬁl —o,f, +a3ﬁ3 +ef,+ asﬁs + “6ﬁo - f, + asﬁs

g2 = —alﬁz—“zﬁ1_“3ﬁ4+0‘4ﬁ3+0‘5ﬁ6_“sﬁs+“7ﬁs+“sﬁ7
Jis = “1ﬁs+“zﬁ4—“aﬁ1+“4ﬁz_a5ﬁ7_“cﬁs—“7ﬂs+“sﬁc
Yy = 0‘1ﬁ4_“2ﬂs_“aﬁ2—“4ﬁ1+“5ﬁ3_“aﬁ7’“7ﬁ«;_aaﬁ5
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Jis = — P+ fo— oy + o, By + o By + o B, — 0 By — 5,
Jo = Bt e+ oy fyt o+ o, — B, + o f, — o B
Ju = — B — o, By + oy + o, By — 0 By — @, B, — «; B, — ey B,
I = am o, f; — %&+% w&+%&+%& %ﬂ

Uy = “ﬁ +“ﬁs 365 ;ﬁo+aﬁs+“ﬁ4 0‘7ﬁx ﬁz
Jis = _C‘lﬁz+“2ﬁn+“sﬁ4 o ﬁs 5ﬂ6+“sﬁ5+“7ﬁs CCsﬁ7

—“1ﬁ8 C‘zﬁ7+0‘ 56 4ﬁ +“ [3)4 o ﬁa+“7ﬁz+“sﬁ1

o -
2
|

Jso = — i+ o, B, — ., — o, By + o, By + o B, + o, B, — &, B,
Juw = — 0, o — 0, By — B + o0, B, + . By + @ B, — o, B, + &, B,
I = & Py— e,y — o — o, B — o f, + B, + o, B+ & B,
Do = @Bi— Byt By — By + 0By + 4 B, — e, By — @,
Jss = @B+, — e, — o, By + oy — o By - o B + s By
Jo = 0By — o, — o+, f+ o fo— o+ . fy— B,
I = B+, B, 4+« B+ o, B, + 0,8, + «.f,+ «;f, + B

Diese Darstellung der Koeffizienten einer orthogonalen Substi-
tution achten Grades mit Hilfe von 16 Parametern ist vollstindig

analog der Darstellung fiir den vierten Glad Die Determinante wird
8
gleich der vierten Potenz von DI Z B:; und fir 8, = «,

r=1
(x=1,2,...8) ergibt sich in der Tat d1e Darstellung eines ortho-
gonalen Neunundvierzigersystems durch acht Parameter mit der
Determinante + 1.

Hiermit ist auch die explizite Darstellung fiir die Umwandlung
eines Produkts zweier Summen von acht Quadraten in eine Summe
von acht Quadraten geleistet?).

Um nun hieraus das Orthogonalsystem fiir die Thetas von drei
Argumenten abzuleiten, schlage ich denselben Weg ein wie Caspary
im Gebiete der Thetas von zwei Argumenten. Ich wihle fiir die
2.8 Parameter «,, B, (x = 1,2, ... 8) je dasselbe Gipelsche System
von Thetas mit verschiedenen, von einander unabbidngigen Argu-
menten:

1) Vgl. Brioschi, Journ. f. Math. 52, 133—141, und Th. Muir, Mess. of.
Math. No. 439, November 1907,
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A0 g g
a =05 s 0@t n i, n ),
)(4) 1(&) l(x) (“ = 1’ 2’ tre 8)
ﬂz=@[0 0 O](x ynxz""?/zyx2_?/a)7

wobei
A =0 AW =0 A =0
AW =0 AP =0 AP =1
=0 =1 W =0
AP =0 =1 A =1
A =1 A =0 =0
=1 AP = 0 I =1
AP =1 =1 W =0
A =1 A =1 A =1

zu nehmen ist und die Funktionen @ die doppelten Moduln besitzen,
und benutze die Formeln der quadratischen Transformation?):

9,9.9 9,99 3 i h
J192Ys J1Y2Ys — _1\ye=1 ;
) [7"1 hz ]"3] (xl ’ xi!? 5()3) U) [ll’x hz ks] (yn .7/2; ?/3) - 2 ( 1) Az . Bx:

x=1,2...8)

wo
)(4) l(m l(}')
4, = ﬂoo(ﬂ@+mx+mx+w
l("’ q 1(/) l(")
Bz = @[ -(i)-/l E')'Jz +93](,I. ynxz'—ywxs_?/s)

gesetzt ist. Weiter bediene ich mich der bekannten Abkiirzung

g, 1, ( [ [
ni = P w) o[ 00 4, 0,

hyh, b, Ly Ty by by Dy by
dann ergibt sich:
000
000 = Bt @Byt @B 6B+ a B+ B, + o By + B,
001 = B B+ By i+ = B B, —
000

oo = o, B, + o, B, — ey — a,f,+ a3, + afe— o, B, — o, B,

1) Vgl. auch M. Krause, Leipz. Ber. 7. Jan. 1901, S. 70, 71.
Festschrift Schwarz. 11



162 E. Jahnke:

000
011 = a,f, —o,f, — o, + o, B, + ¢, — o — o, B, + a3

000
100 = “1[31 + azﬁz + asﬂs"" “464"" “5ﬁ5 —“cﬁs_“7ﬁ7 _asﬂs

000
101 = “1ﬁ1 — o, f, + o B — o, f,— o‘sﬁs"" acﬁo_a7ﬁ7 + “8ﬁ8

000
110 = o f, + o f,— “3[33_ af— C‘5{55" “eﬁc‘*‘ “7ﬁ7+ NN

000
111 = “161_ 0‘263— “3ﬂ3+ a4/34 - “sﬁs"’ “cﬁe + “7(37 - asﬁs

001
001 = a:ﬁz —a,f +ep, —af,+ o — “G/ja + o B — “8ﬁ7
010
010 = o ﬁa +ofi— o B, — By + o B+ By — o, By — B,
011
011 = ﬁ; =ty — o f, + . B, + ‘xaﬁa - “oﬁ7 — o ﬁs + o5,
100
100 = alﬁs”" azﬁo + aaﬂf + “4ﬁ3 - 0(5[3, - “oﬁ: - “7ﬂ3 - “3/34
101
101 = o, By — o, By + oy B, — o, B — B, + w0 B, — o B, + e, B
110
110 = “1/37 +oa,fy— oy — “4/30 - 0‘5/3:: —of, + “7ﬁ1 + oy f3,
111
111 = o, f;— o, 3, — o, B, + By — o B, + o By + o B, — o,
Durch Vergleichung mit der obigen Darstellung der Koeffizienten
einer orthogonalen Substitution achten Grades ergibt sich mit Be-

nutzung der abkiirzenden Scbreibweise das folgende Vierundsechziger-
system fiir die Thetas von drei Argumenten:

000 n 000 n 000 _ 000 001 ., 001 = 001 001
000 © 011 ° 101 110 000 T o11 T 110 T 101
001 001 001 001 000 , 000 =~ 000 000

~ 010 100 ~ 101 T o011 001 T 110 T 111 ~ 000
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010 A, 010 ., 010 010 011 o011 011 | oO11

o11 T 100 T 110 ~ 001 001 — 011 ~ 100 " 110
011 o1t ou ol 010 , 010 , 010 _ 010
001 T 010 T 011 ~ 000 100 T 101 T 110 7 111
100 100 100 . 100 101 101 _ 101 101
001 ~ 101 ~ 110 T 010 000 T 111 T 100 T o11
101 101 101 101 100 _ 100 _ 100 , 100
000 ¥ 001 T 100 ~ 101 ~ 000 001 — 101 T 100
110 110 110 110 11 1, 11 11
000 ~ 010 ~ 110 T 100 o11 T 101 T 111 7 oo1
111 111 1 110 110 110 110
11 Tt T 010 010 * 010 ~ 010
010 _ 010 010 , 010 _ 011 o011 011 o1l
011 ~ 101 ~ 110 T 000 001 ~ 010 ~ 100 T 111
011 o011 o011 o1t 010 _ 010 _ 010 , 010
000 T 110 T 111 ~ oo1 ~ 000 o001 ~ 111 T 110
000 000 000 000 001 _ 001 _ 001 , 001
000 T o010 T 101 ~ 111 ~o0o1 T o011 ~ 110 T 100
001 001 001 001 000 000 000 000
000 T 001 T 011 ~ 010 000 T o010 T 011 ~ o001
110 110 110 110 1M1 11 111 11
001 T 010 T 110 ~ 101 o011 T 100 ~ 111 T 000
1111 111 111 110 110 110 110
010 ~ o011 ~ 111 T 110 ~ o010 ~ 110 111 Tout
100 100 _ 100 , 100 101 101 101 101
001 ~ 101 ~ 111 T o11 ~ 000 " 100 ~ 110 T 010
101, 101, 101 101 100 100 100 100
100 T 100 T 100 ~ 100 101 ~ 101 — 101 T 101
100, 100 , 100 _ 100 101 101 101 101
000 T 101 T 110 ~ o011 ~ 001 T 100 T 111 T 010
101 101 101 101 100 100 100 100
010 T o11 T 101 ~ 100 ot0 To11 T 100 ~ 101
110 110 _ 110 _ 110 11 111 111 111
000 ~ 010 ~ 111 T 101 010 T 101 T 111 ~ 000
11 111 111 111 110 110 110 110
100 T 101 T 111 7 110 000 T 001 T 010 ~ o11

11*
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000 000 000 000 _ 001 001 001 001

000 T o011 * 100 T 111 000 ~ 011 ~ 111 T 100
001 001 001 00l 000 , 000 , 000 _ 000
o11 T 110 T 111 ~ o010 000 T 100 T 101 ~ 001
010 010 010 010 011 o011 011 _ ol
~ 010 ~ 100 ~ 110 T 000 001 To1r T 101 T 111
_oit_oit ot o1 010010 _ 010 , 010
001 ~ 001 ~ 001 T o001 110 ~ 110 ~ 110 T 110
110 , 110 _ 110 _ 110 _a_a i 1
001 To10 T 111 T 100 010 ~ 100 ~ 111 T 001
11 111 111 11t 110 110 110 110
~ 000 ~ 001 " 110 T 111 ~ 011 T 100 ~ 101 T 010
100 , 100 , 100 _ 100 101 101 _ 101 , 101
000 T 101 T 111 T 010 ~ 001 T 100 ~ 110 T o11
101 101 101 101 100 100 100 100
100 T 110 T 111 T 101 101 T 110 T 111 ~ 100
010 , 010, 010 _ 010 011 _ 01t , 011 _ o1l
010 T 101 * 110 ~ 001 001 T 010 T 101 7 110
011 011 _ 011 _olt 010 010 010 010
~ 001 T 100 ~ 101 T 000 010 To11 T 110 ~ 111
000 , 000 000 _ 000 00l 001 001 001
000 T 010 * 100 "~ 110 oo1 To1r T 111 ~ 101
001 _ 001 001 _ 001 000 _ 000 _ 000 _ 000
~ o1l T o1l ~ o1l T o1l 000 T 000 T 000 ~ 000

Das System ist so zu verstehen, da die vierundsechzig Summen
von Thetaprodukten in der angegebenen Anordnung die Koeffizienten

ciner orthogonalen Substitution bilden, die die Summe der Quadrate
8 \

8
der neuen acht Variablen in die mit dem Faktor 3 «;- X 6
n=1 =1

multiplizierte Summe der Quadrate der urspriinglichen acht Variablen
iiberfilhrt. Vermehrt man die Argumente der Thetas um halbe
Perioden und zwar entweder die z,,z,, 2, oder die ¥,,¥,,y,, so er-
geben sich neue Systeme. Bei jedem dieser Systeme kann man sich
aber auf spezielle Indizes beschridnken, da ja sdmtliche vierund-
sechzig Thetas jedesmal in das System eingehen.

Das aufgestellte Orthogonalsystem wird von den 28 ungeraden
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Thetas gerdndert, wobei auf die sieben Koeffizienten des horizontalen
Randes nur sieben der ungeraden Thetas kommen; aus Griinden der
Symmetrie sind auch diese Kocffizienten als Summen von vier Theta-
produkten geschrieben worden.

Wird y, = z,, y, = a,, y, = %, gesetzt, so wird jeder Koeffizient
des Vierundsechzigersystems die Summe von vier Thetaquadraten — bis
auf die acht horizontalen Randkoeffizienten, deren jeder ein einziges
Thetaquadrat wird; setzt man y, = y, = y, = 0, so ergibt sich ein
orthogonales Neunundvierzigersystem, wo die Koeffizienten der Haupt-
diagonale gleich dem Quotienten einer Summe von vier, die iibrigen
Koeffizienten gleich dem Quotienten einer Summe von zwei, je mit
threm Nullwert multiplizierten Thetas durch

2[00 0] 00,090 ¢ o] @2, 2)
sind.

Wird endlich 2, = z, = 2, = 0, y, = y, = y, = 0 gesetut,
so ergibt sich fiir die Nullwerte der 36 geraden Thetas ein ortho-
gonales Neunundvierzigersystem mit der Determinante + 1, wo die
Koeffizienten der Hauptdiagonale gleich dem Quotienten einer Summe
von vier, die iibrigen gleich dem Quotienten einer Summe von zwei

000 .
00 o] (0,0,0) sind.

Als Sonderfall umfafit das mitgeteilte System die orthogonalen
Sechzehnersysteme fiir die Thetas von drei Argumenten, auf die
Caspary!) bereits hingewiesen hat, wo jeder Koeffizient eine Summe
von zwei Thetaprodukten darstellt.

Die bekannten Identitdten zwischen den Koeffizienten einer ortho-
gonalen Substitution vierten bzw. achten Grades fithren zu einer grofen
Zahl von Relationen zwischen den Thetas (vgl. die Preisarbeit von
H. Weber: ,Theorie der Abelschen Funktionen vom Geschlecht 3¢
und A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen).

Thetanullwertquadraten durch q‘)’[

1) C. R. 21. II, 1887, S. 493.



Uber die kanonische Klasse
einer auf einer algebraischen Fldche
liegenden algebraischen Kurve.

Yon

Heinrich W. E. Jung in Kiel

Wir betrachten zunidchst einen algebraischen Kérper einer unab-
hiingigen Verdnderlichen. Ist ¢ eine Grofie des Korpers, die an einer
Stelle s dieses Korpers von der ersten Ordnung Null wird, so lassen
sich alle Funktionen des Kborpers darstellen als Potenzreihen, die
nach steigenden ganzen Potenzen von ¢ fortschreiten. Durch diese
Reihenentwicklungen wird die Stelle s mit ihrer Umgebung definiert.
Jeder solchen Stelle wird ein Primteiler zugeordnet, etwa der
Stelle s der Primteiler p, indem man definiert: Eine Funktion des
Korpers ist durch p* teilbar, wenn ihre Entwicklung nach steigenden
Potenzen von ¢ mit der «-ten Potenz von { beginnt, wenn sie also
die Darstellung zuldft

t*e(t),
wo ¢(f) eine Einheit fiir die Umgebung von { = O ist.

Da eine Funktion des Korpers nur eine endliche Zahl von Null-
und Unendlichkeitsstellen hat, so Lifit sie sich als Produkt einer end-
lichen Zahl von Primteilern (mit positiven und negativen ganzzahligen
Exponenten) darstellen.

Ein Produkt irgend welcher Primteiler heiit Divisor. Die
Summe aller Exponenten der in einem Divisor enthaltenen Primteiler
heit die Ordnung des Divisors. Zwei Divisoren heiBen #qui-
valent, wenn ihr Quotient einer Funktion des Korpers entspricht.
Da eine Funktion des Korpers gleich viele Null- und Unendlichkeits-
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stellen hat, so ist die Ordnung eines Divisors, der einer Funktion des
Korpers entspricht, immer Null und eben daraus folgt, dafi dqui-
valente Divisoren immer dieselbe Ordnung haben. Die Divi-
soren werden in Klassen eingeteilt, indem man zwei Divisoren dann
und nur dann in dieselbe Klasse einreiht, wenn sie &dquivalent sind.
Die Ordnung aller in einer Klasse vereinigten Divisoren ist also die-
selbe und heift die Ordnung der Klasse.

Es sei 4 eine Funktion des Kirpers. Es sei wieder s eine Stelle
und ¢ eine Funktion, die an der Stelle von erster Ordnung Null wird.
Es sei p der zu s gehorende Primteiler. Ferner sei

i = t“e(l)dt,

wo wieder e(f) eine Einheit fiir die Stelle £ = 0 sei. Wir sagen
dann, dA ist durch p* teilbar. Es ist danach fiir jeden Primteiler
eindeutig bestimmt, ob er in di enthalten ist und in welcher Potenz.
Die Zahl der in dA wirklich enthaltenen Primteiler ist endlich. Wir
nennen denjenigen Divisor, der jeden in d. enthaltenen Primteiler in
der Potenz enthiilt, in der er in <1 enthalten ist, kanonischen
Divisor. Solcher kanonischer Divisoren gibt es natiirlich unendlich
viele, da wir 1 auf unendlich viele Arten wihlen konnen. Aber alle
diese Divisoren sind #quivalent. Ist ndmlich A’ eine zweite Funktion
des Korpers, so ist der Quotient der zu di und di' gehérenden Divi-

soren gleich %17, also gleich einer Funktion des Korpers. Die Klasse

dieser Divisoren heifit die kanonische Klasse des Korpers. Ihre
Bedeutung ist folgende. Es sei q der zu 1 gehdrende Divisor, es sei
ferner g irgend ein ganzer Divisor der kanonischen Klasse, d. h. ein
Divisor, in dem keiner der in ihm enthaltenen Primteiler einen nega-

tiven Exponenten hat. Es sei R die Funktion des Korpers, die dem

Divisor —g— entspricht, dann ist augenscheinlich

Rda

ein Differential erster Gattung, da es nirgends unendlich werden kann.

Wir betrachten jetzt einen algebraischen Kérper von zwei unab-
hiingigen Verinderlichen. Sind u, v zwei passend gewihlte Grofen
des Korpers, die an einer Stelle S beide Null werden, so lassen sich
alle Funktionen des Korpers darstellen als Quotienten zweier gewdhn-
lichen Potenzreihen von (u,v). Eigentlich wird durch diese Dar-
stellungen die Stelle S nebst ihrer Umgebung erst definiert. Es sei
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I eine Funktion des Korpers, die an der Stelle S Null wird und es sei
R=_—"—+.

Nach dem WeierstraBschen Vorbereitungssatze kinnen wir setzen
P(u,v) = u“p(u,v) E(u,v),

wo p (u, v) eine ganze rationale Funktion von v ist, deren Koeffizienten
gewdhnliche Potenzreihen von « sind, die — abgesehen von dem
Koeffizienten der hochsten Potenz von v, der gleich 1 ist — fiir
u = 0 verschwinden. I (u,v) ist eine Einheit fiir die Stelle v = v = 0.
Die Funktion p (u,v) 146t sich — im wesentlichen nur auf eine Art —
in Faktoren zerlegen, die wieder alle wesentlichen Eigenschaften von
p (1, v) baben, und die selbst nicht weiter in dieser Art zerleghbar sind,
oder sie ist selbst unzerlegbar. Um den allgemeinen Fall gleich zu
betrachten, sei

p,v) = k k...,

wo nicht ausgeschlossen ist, daB unter den %, gleiche vorkommen.
Setzen wir, wenn @ >0, u = 0 oder setzen wir einen der Faktoren
k; = 0, so wird dadurch R = 0 und es wird also zwischen den
GroBen unseres Korpers noch eine algebraische Gleichung festgesetzt.
Er geht also iiber in einen algebraischen Korper einer Verinder-
lichen, der mit P bezeichnet sei. Unser Korper ist auf den Kiorper
% abgebildet, indem jeder seiner Funktionen eine ganz bestimmte
Funktion des Korpers P entspricht. Umgekehrt entsprechen natiir-
lich einer Funktion des Korpers P unendlich viele Funktionen unseres
urspriinglichen Korpers. Den Ubergang zu dem Korper P driicken wir
dadurch aus, daB wir sagen, wir setzen P = 0. Jedem so entstehen-
den Korper B ordnen wir einen Primteiler zu, den wir gerade so
bezeichnen wie den Korper. Es kann sehr wohl sein, daf wir den-
selben Korper P erhalten, wenn wir verschiedene der Faktoren
u, (wenn «>0), %, k,, ... gleich Null setzen. Alle die Faktoren,
die, gleich Null gesetzt, den Primteiler B definieren, fassen wir zu
einem Produkte zusammen, in das wir aber jeden nur einmal auf-
nehmen, wenn er etwa mehrmals vorkommen sollte. Dies Produkt
heifit die zugeordnete Funktion von P fiir die Stelle &S
Sie soll nur bestimmt sein bis auf eine Einheit fiir die Stelle S als
Faktor. Betrachten wir die Funktion R an einer anderen Stelle S’
und stellen sie durch die entsprechenden zu dieser Stelle gehtrenden
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Hilfsgrofen u, v dar und verfahren mit dem Zihler genau so wie
eben mit P(u,v), so kann es sein, daB keiner der Faktoren des
Zihlers, gleich Null gesetzt, den Primteiler P ergibt. Wir sagen
dann, R geht nicht durch S’ hindurch und nehmen seine zugeordnete
Funktion an dieser Stelle gleich 1 oder gleich einer Einheit fiir die
betreffende Stelle an.

Nunmehr definieren wir: Eine Funktion des Korpers ist durch
P teilbar, wenn sie in der Umgebung einer Stelle S, durch die P
hindurchgeht, nach Darstellung durch u, v teilbar ist durch die «-te
Potenz der zugeordneten Funktion von P fiir die Stelle S.

Durch analytische Fortsetzung folgt ohne weiteres, dall diese
Definition unabhéngig ist von der Wahl der Stelle S.

Wir nennen diese Primteiler Primteiler erster Stufe.

LiBt man alle Primteiler zu, die auf diese Art zu definieren
sind, so enthdlt jede Funktion des Korpers unendlich viele
Primteiler. Nehmen wir z. B. den Korper der rationalen Funk-
tionen von z,y. Ist B irgend eine ganze (pos. od. neg.) Zahl und
setzen wir

I

P u, Yy =0,

z = uvf, y = v,

so werden alle Funktionen des Kiorpers (z, y) rationale Funktionen
von u,v. Es wird uns dadurch eine Stelle des Kiorpers (z, y) mit
ihrer Umgebung in dem oben angegebenen Sinne definiert. Setzen
wir in dem Kérper (#, v), den wir so erhalten » = 0, so erhalten
wir einen Korper P; der einen Verdnderlichen v. Dieser Korper
hingt wesentlich ab von der Wahl von . Die zugeordnete Funk-
tion von $, fiir die Stelle v = v = 0 ist . Da z = uv’, so ist
x durch B, teilbar. Da das gilt fiir jedes ganzzahlige 8, so ist
durch unendlich viele Primteiler teilbar.

Dieser Schwierigkeit begegnen wir auf folgende Art. Es seien
z, y, 2 drei Groflen des Korpers, durch die sich alle anderen rational
darstellen lassen. Lassen wir dann nur solche Stellen zu, in deren
Umgebung z, y, ¢ oder ihre reziproken Werte gewthnliche Potenz-
reihen der Hilfsgrofen «, v werden und das wollen wir tun, so ist
jede Funktion des Korpers nur durch eine endliche Zahl von Prim-
teilern der angegebenen Art teilbar. Den Beweis dafiir mufl ich hier
fortlassen.
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Ein Produkt irgend welcher Primteiler heifit Divisor. Zwei
Divisoren heiflen #quivalent, wenn ihr Quotient einer Funktion
des Korpers entspricht. Die Divisoren werden in Klassen einge-
teilt, indem man zwei Divisoren dann und nur dann in dieselbe Klasse
rechnet, wenn sie dquivalent sind.

Es sei P ein Primteiler. Es sei B(»,v) seine zugeordnete Funk-
tion fiir eine Stelle S. Wir nehmen P (u,v) als ganze rationale
Funktion von » an. [Der Fall, wo die zugeordnete Funktion gleich
u sein sollte, ist so einfach, dafl seine Behandlung sich von selbst
ergibt.] Die Gleichung f = 0 kénnen wir nach » auflésen in der
Art, daB wir v als Potenzreihe von u erhalten. Solcher Lisungen
kann es mehrere geben. Wir betrachten eine. Die Reihe braucht

nicht nach ganzen Potenzen von u fortzuschreiten. Sie schreite etwa
1

& 3
nach ganzen Potenzen von u "~ fort.

L
v = P(us).
Wir setzen » = ¢f, sodafl
1) w =1t v = P().

Jede Funktion unseres Korpers (zy2) konnen wir erst durch «, v dar-
stellen und dann mit Hiilfe der eben angegebenen Gleichungen als
Potenzreihen von ¢ Dadurch wird uns eine Stelle s mit ihrer Um-
gebung des Kirpers P definiert und ein Primteiler p dieses Korpers
oder Primteilers . Diese Primteiler heiflen Primteiler zweiter
Stufe.

Es sei P’ ein zweiter Primteiler erster Stufe. Seine zugeordnete
Funktion fiir die Stelle S sei $'(%,v). Durch die Gleichungen (1)
gehe sie iiber in t*e(f), wo e(t) eine Einheit fiir die Stelle ¢t = 0
ist. Wir sagen dann ' ist durch p* teilbar. Die Gesamtheit der-
jenigen Primteiler zweiter Stufe des Korpers %, jeden in der ent-
sprechenden Potenz genommen, die in ' enthalten sind, definieren
einen Divisor des Korpers B, der mit p’ bezeichnet sei. Wir konnen
dann sagen: Der Primteiler ' geht fiir § = 0 in p’ iiber. Die Ord-
nung von p’ soll mit

(B, B)
bezeichnet werden. Es ist (B, B) = (B, ¥’). Denn der Beitrag, den
z. B. die Stelle S zu (B, P’) liefert ist nichts anderes als die Zahl
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der Schnittpunkte der Kurven P(#,v) = 0 und $'(x,v) = 0 im
Punkte © = v = 0, hiingt also symmetrisch von % und %' ab. Ist
jetzt © irgend ein Divisor, der B nicht enthdlt, so geht jeder in &
enthaltene Primteiler und also auch & fiir f = O in einen Divisor
zweiter Stufe des Korpers P iiber, den wir mit g bezeichnen. Seine
Ordnung sei (P, ). £’ sei ein zu O Hquivalenter Divisor. Er gehe

fiir ¥ = O iiber in q'. Da —g,- eine Funktion des Korpers (zye) ist
und fiir = O in eine Funktion des Korpers B iibergeht, so ist
—‘?,— eine Funktion des Korpers B, d. h. q und q' sind #quivalent, wenn

£ und 9’ #quivalent sind. Da #quivalente Divisoren dieselbe Ord-
nung haben, so folgt, dafl
(8, 0) = (B, D),

wenn O und £’ #Hquivalent sind. Ferner folgt, dafl alle Divisoren
einer Klasse des Korpers (zy2) in die Divisoren einer Klasse des
Korpers P iibergehen fiir § = 0. Danach kionnen wir (P, Q) defi-
nieren als Ordnung der Klasse, in die die Klasse (2) fiir ¥ = 0
iibergeht. Und diese Definition gilt auch, wenn der Divisor £ den
Primteiler P enthalten sollte. Man hat dann zur Definition der Klasse
(a), in die die Klasse (2) fiir § = O iibergeht, irgend einen zu £
iquivalenten Divisor zu benutzen, der nicht durch P teilbar ist.

Unter den Divisoren des Korpers P ist noch folgender wichtig.
Wenn wir im besonderen die aus (1) folgenden Werte von « und ¢

einsetzen in %sf, wo P die zugeordnete Funktion von P fiir die
Stelle S ist, so ergebe sich etwa

dt 0B _

o = 100

wo ¢(f) wieder eine Einheit fiir die Stelle ¢ = 0 ist. Wir nehmen
dann den Primteiler p in der Potenz y in einen Divisor auf, den wir
mit b bezeichnen und den wir den Divisor der mehrfachen
Stellen von P nennen. Seine Ordnung ist immer gerade. Wir
bezeichnen sie mit 26.

Die Aufgabe, die wir hier lgsen wollen, kinnen wir nun so for-
mulieren:

Es soll diejenige Klasse des Kirpers (#yz) bestimmt
werden, die fiir f = 0 in die kanonische Klasse des Kor-
pers B iibergeht.
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Diese Aufgabe ist gelost zuerst von Herrn F. Enriques aber
unter Annahme einfacher Verhéltnisse. Es soll hier gezeigt werden,
dafl die Aufgabe sich ohne jede Beschrinkung in bemerkenswert ein-
facher Weise 16sen lift. Diese Losung findet sich auch schon in
meiner Arbeit iiber den Riemann-Rochschen Satz in den Jahres-
ber. d. Deutschen Math. Ver. Bd. 18, aber in etwas anderer Weise.

Es seien %,, %,, %, drei dquivalente Divisoren. Sie seien linear
unabhingig. Das soll heillen, wenn ¥ irgend ein zu den ¥; &Hqui-

valenter Divisor ist, so soll zwischen den drei Funktionen '@[i keine

lineare homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten bestehen.
Da es auf den Divisor ¥ nicht weiter ankommt, so sagen wir sym-
bolisch, es soll keine Gleichung der Form

¢, U+, U +c, A = 0
bestehen. Wir werden im folgenden Gleichungen betrachten der Form
g(wn ”, %) = 0,

wo g eine homogene Funktion von U, %, %, ist. Das soll heifien,
es besteht die Gleichung

A A, A
(% g =°
Wir betrachten wieder die Umgebung irgend einer Stelle S. Es
seien wieder u, v die Hilfsgrofen, die die Stelle definieren. Die zu-

geordneten Funktionen der %; bezeichnen wir kurz auch mit %. Wir
bilden die Determinante

A A, b
oA, oA, oY
Ju  Ou ou
ou, oA, Y,
ov ov ov

und bezeichnen den Divisor, dessen zugeordnete Funktion sich von
dieser Determinante fiir jede Stelle S nur um eine Einheit fiir die
betreffende Stelle als Faktor unterscheidet mit 8. 8§ heifit der Ver-

zweigungsdivisor der Schar (¥,, %,, %,). Die Klasse (5%), wo

wir unter % irgend einen Divisor der Klasse (,) verstehen, heifit
kanonische Klasse unseres Korpers (zyz). lhre Bedeutung ist
ganz dhnlich wie die der kanonischen Klasse eines Korpers einer
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unabhéngigen Verinderlichen. Setzen wir ndmlich
s
"gz - g; ﬁ: =N
so wird an der Stelle S
a9 ¥ Y
A
dEdy = gE| on  Ou  ou du dv.
| oy, eu, oY
ov Ov Ov

Daraus folgt, dafl der Divisor % angibt, wie das Doppeldifferential

dg¢dn Null und Unendlich wird ganz in Analogie zu einem kano-
nischen Divisor eines Kirpers einer Verédnderlichen. Ist ferner
irgend ein ganzer Divisor der kanonischen Klasse, und ist IX die

913
3

3

Funktion, die dem Divisor

entspricht, so ist

Rdgdy
ein Doppeldifferential erster Gattung, da es nirgends unendlich werden

kann. Da aber E 20 gy dquivalent ist, die Klassen ( ’213) und ( %I“)
also identisch, so ist damit die Bedeutung der kanonischen Klasse
crkannt. Die kanonische Klasse ist unabhéingig von der Wahl der

Divisoren ¥;, aber abhingig von der Wahl der GriBen z, y, 2.

Wir betrachten wieder den Primteiler 8. Da es eintreten kann,
daB fiir = O die Verhidltnisse der ¥, A,, A, konstant werden, so
nehmen wir drei homogene Funktionen z,, z,, z, von den %, an von
der Art, daf ihre Verhiltnisse fiir 8 = O nicht konstant werden.
Sie scien von der Ordnung u. Da fiir B = 0 alle Funktionen des
Korpers (zyez) iibergehen in Funktionen des Korpers P einer Ver-
dnderlichen, so muf} fiir f = O eine homogene Gleichung

f(xnxzyxs) =0
bestehen. Mit anderen Worten, es gibt eine homogene ganze Funk-

tion der z;, dic durch P teilbar ist. Wir nehmen / unzerlegbar
an. Es sei

f(xnxﬂxs) = "Basﬁly
wo P’ nicht mehr durch P teilbar ist. Es sei f in den z; vom Grade
m, also in den A, vom Grade i y.
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Wir betrachten wieder alle Funktionen und Primteiler in der
Umgebung einer Stelle S und bezeichnen die zugeordneten Funktionen
wie die Primteiler oder Divisoren. Es bestehen folgende Gleichungen

af Gf af . Y P - .

o, z, + % z, -+ EE z, = mPP = (o),
Gf 6.2;‘ af Ox af axa I «—1

o, ox, ou ' ox, ouw «P % ou + (@)
of o of Oz, of oJx, _ et ot

oz, GL 0z, ov ' Oz, Ov «¥® S’B + (@)

wo mit («) Grofen bezeichnet sind, die durch P“ teilbar sind. Wir
bezeichnen die Determinante

| 92, 9z, 9z,
[ou,’ ou,” ou, |

mit 4. Da
xl x2 wﬂ
oz, Oz, Oz,

ou  ou Ou | = A3,
ov ov ov

wo unter 3 die zugeordnete Funktion von 3 fiir die Stelle S zu ver-
stehen ist, so folgt aus unseren Gleichungen

& adg =¥l - w)
. (le 0P oz, aqs>}+ .

T \ou v v ou
Hieraus folgt, dall 8 durch P teilbar ist. Wir setzen
8 = 3.
Wir betrachten wieder eine der Wurzeln von f = 0 in der Um-
gebung von S (vergl. S.170). Sie sei wieder gegeben durch

) u =t v= P(f).

Die hierdurch definierte Stelle von P sei wieder s und der zugehirige
Primteiler p. Beachten wir, daf fiir f =

0B OB dv
e T o du

so folgt aus (2) nach Division mit P fiir die Umgebung der

= 0,
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Stelle s
x‘)
8, 1) w
“OTaE T du
oder, wenn wir bedenken, daB der Divisor b der mehrfachen Stellen

von P nach seiner Definition dieselbe Potenz von p enthilt wie

%?:i (Zi, so folgt, dafl

of _

’ 16
438 6x «B 5,

x of dt
9.d2% = ‘241"— —-€
2 S o, %
wo ¢ eine Einheit fiir die Stelle s ist. In den beiden letzten Glei-
chungen ist unter allen GréBen das zu verstehen, was aus ihnen nach
Benutzung der Gleichungen (1) wird. Hierbei ist von der Voraus-

setzung, daﬁ % fiir $ = 0 nicht konstant wird, Gebrauch gemacht,

weil andernf'llls A fiir B = 0 verschwinden wiirde. Da die gefundene
Gleichung fiir jede Stelle s gilt, so folgt, wenn wir den kanonischen

Divisor des Korpers P, der zu x—’ gehort, mit f bezeichnen:
1

Fiir § = 0 geht der Divisor

in den Divisor fb iiber.

Dies Ergebnis 146t sich aber noch bedeutend einfacher darstellen,
wenn wir zu den Klassen iibergehen. Bezeichnen wir wieder mit U
irgend einen Divisor der Klasse (¥,), so ist

A ~ 913(&—3’ N 8;'8 8‘3 af

N I~ QI(m—l)y’

x, o Q( y g‘Bl f sum;c ) 6{1/'3

und also

52 A af% LLNT T

wenn wir mit & den zu (¥, %,, ¥,) gehorenden kanonischen Divisor
bezeichnen.

Damit haben wir den Satz:

Ist (®) die kanonische Klasse eines algebraischen
Korpers (zye) von zwei unabhingigen Verédnderlichen

und P irgend ein Primteiler erster Stufe, dessen Divisor
der mehrfachen Stellen gleich b ist, so geht die Klasse
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(—@bﬁ) fiir § = 0 in die kanonische Klasse des Kiorpers P
iiber.

Da die Ordnung der kanonischen Klasse von B gleich 2z — 2 ist,
wenn = das Geschlecht von P bedeutet, so folgt noch:

Ist (®) die kanonische Klasse eines algebraischen
Korpers (zys) zweier unabhéingigen Verdnderlichen, so
ist das Geschlecht = eines Primteilers 5, dessen Divisor
der mehrfachen Stellen die Ordnung 26 hat,

m = 3B, P —o+1.



Zur Theorie der Determinanten.

Von

Adolf Kneser in Breslau.

Unter den Sitzen, die man mit Hiilfe der Determinanten zu be-
weisen pflegt und deshalb meist der Determinantentheorie einordnet,
gibt es solche, die ihrem Inhalt nach vom Begriff der Determinanten
unabhéngig sind und solche, bei denen dies nicht der Fall ist. Um
den Unterschied beider Arten von Sidtzen vor Augen zu stellen, ent-
wickele ich einige elementare Hauptsitze iiber lineare Formen und
Gleichungen, ohne vom Begriff der Determinanten Gebrauch zu
machen, und stelle als (Gegenstiick eine Untersuchung an, die ganz
wesentlich auf der greifbaren Ausdrucksform der Determinanten be-
ruht, und bekannte Entdeckungen von Kummer und Herrn Schwarz
miteinander und mit der Theorie der Integralgleichungen in Verbin-
dung setzt.

Durch die Gleichungen
1) 9, = 24,7, (w=1,2...n)

seien n lineare Formen von ebenso vielen Unbestimmten definiert;
keine dieser Formen verschwinde identisch, und jede der Unbestimmten
komme in mindestens einer Form wirklich, d. h. mit einem von Null
verschiedenen Koeffizienten vor. Sprechen wir von linearer Abhén-
gigkeit dieser Formen, so meinen wir stets linear homogene Identi-
titen, die nicht trivial sind, d. h. deren Koeffizienten von den Grifien
z, unabhingig sind und nicht simtlich verschwinden. Ist ferner von
Festschrift Schwarz. 12
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der Losung homogener Gleichungen ¢, = O die Rede, so schliefen
wir die Losung, bei der simtliche Unbekannte z, = 0 gesetzt sind,
als trivial aus und setzen fest, daf bei einer nicht trivialen Losung
mindestens eine der Unbekannten von Null verschieden sei.

IIL

Lehrsatz. Wenn zwischen den # Formen ¢,, dic unter (1)
definiert sind, eine lineare Abhiingigkeit

L,n

@ 3 0. =0
w
besteht, so haben die Gleichungen

3) . =0
eine nicht triviale Losung.

Der Satz ist im Falle # = 2 leicht zu beweisen und werde fiir
n—1 Formen als bewiesen vorausgesetzt.

Komme gemifl den Festsetzungen des § I etwa z, in ¢, wirklich
vor, sodafl

4) a, ¥ 0,
und bilde man die Formen
(5) v = 9= g, (0=2,8,...n)

in denen z, nicht vorkommt. Dann ergibt die Beziehung (2), wenn
man den Koeffizienten von z, bildet, die Gleichung

e
und aus dieser folgt mittels der Definition (3) die Identitit

2,n 2,n

(6) Dt = o+ g, = 0.
e e

Nun kénnen die GriBen ¢,, ¢,, ... ¢, nicht alle verschwinden, da sonst
¢, von Null verschieden wire und die Form ¢, der Gleichung (2) zu-
folge identisch verschwinde, was nach § I ausgeschlossen wird. Zwi-
schen den »—1 Formen v,, ¢, ... ¢,, die #n—1 Unbestimmte ent-
halten, besteht also die nicht triviale lineare Abhingigkeit (6), und
aus unserm Satz, der fiir »—1 Formen gilt, folgt, daf die Glei-
chungen
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(7) v, =0, v,=0, ... 9, =0
eine nicht triviale Losung besitzen. Sctzt man die entsprechenden
Werte z,, «,, ...z, in die Gleichung
20 2373
®) 9, =0 2 =- o %o
0 11

so ergibt sich zusammengefaft ein Groflensystem z,, z,,...2,, das
die Gleichungen (7) und vermige der Beziehungen (5) und (8) auch
die Gleichungen

=0 ¢ =0 ... 9, =0,
d. h. das ganze System (3) erfiillt. Diese Losung ist nicht trivial, da
schon die in ihr vorkommenden Werte z,, z,, ...z, nicht siémtlich

verschwinden.

Damit ist unser Satz bewiesen. Gilt seine Voraussetzung, so
wollen wir sagen, das System der »* Grioflen a, bicte den
Fall (A) dar. Dann lehrt der bewiesene Satz, dafl diese Eigenschaft
erhalten bleibt, wenn man in dem Grofensystem a,, die Indices ver-
tauscht oder bei der gewthnlichen Anordnung die Vertikalreihen
durch die entsprechenden Horizontalreihen ersetzt und umgekehrt.
Die Voraussetzung bestand in den Gleichungen

1,n

St = 0, (w=12,...2)
v

in denen die Grifen ¢, nicht sdmtlich verschwinden; bewiesen ist die
Existenz von Grofen ¢,, die ebenfalls nicht s&mtlich verschwinden
und die Gleichungen '

1,n

20;-%”‘: 0, (=12 ... n)
" .

erfilllen. Unser Lehrsatz kann also auch umgekehrt werden; aus
einer nicht trivialen Losung der Gleichungen (3) folgt eine ebenso-
wenig triviale Identitdt (2).

I1T.

Lehrsatz. Bietet das System der »* Grofien a,, nicht den
Fall (A) dar, so sind die Gleichungen

9 p = u,
bei willkiirlichen Werten der Gréfien «, durch lineare Formen dieser

Gréflen in eindeutiger Weise auflisbar.
12*
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Auch dieser Satz werde fiir den Fall » = 2 verifiziert und fiir
ein System von n —1 Gleichungen als bewiesen vorausgesetzt.

Aus den Gleichungen (9) ergeben sich, wenn wiederum etwa die
Annahme (4) gilt, in den Bezeichnungen des § II die Gleichungen

(10) d’g = v,
(11) v, = u()_ a@l 141. (9 = 2, 3, oo n)

Zwischen den Formen ¥, kann nun eine nicht triviale Identitit
2,n
26v, =0
)

nicht bestehen; denn hieraus ergdbe sich den Beziehungen (5) zu-
folge eine Identitit von der Form

1, n
269, =0,
v

deren Koeffizienten nicht sdmtlich verschwinden, also der Fall (A),
der gerade ausgeschlossen ist. Die (rn —1)® Koeffizienten der Formen
¥, bieten also nicht den Fall (A) dar, und die Gleichungen (10) sind
nach den Unbekannten z,,«,,...x, auflosbar; speziell wenn man
fiir die Grofen v, die Werte (11) nimmt, sind die Losungen in den
Grofen u, linear. Bestimmt man dann die Griofe z, durch die Glei-
chung
o, 2,n Uy

)
6lll ¢

11 0
womit sie sich ebenfalls als lineare Form der Griéflen u, ergibt, so
folgt aus den Gleichungen (10) und (11)

- Y — oy —
d)g - ‘pg—z—(px = Uy = Uy— — Uy,
11

also
Py = Uy, (6=23,...n)
und damit sind alle # Gleichungen (9) erfiillt.
Hiitte man aber noch eine weitere Losung dieses Systems, in der
die Unbekannten die Werte z, annihmen, so verschwiinden die Diffe-
renzen z,— 2, nicht alle, und erfiillten die Gleichungen

1,n

20 (@ —2) = 0 (=12 ...2)
v

die Grofen «,, boten also nach § II den Fall (A) dar, entgegen der
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Voraussetzung. Die erhaltenen Lisungen der Gleichungen (9) sind
also die einzig moglichen, und unser Satz ist von #—1 auf » Glei-
chungen iibertragen und bewiesen.

Gilt seine Voraussetzung, so wollen wir sagen, das System
der »° GroBen «, biete den Fall (B) dar. Wenn n = 1 ist,
so bedeutet dieser Fall, dafl a,, nicht verschwindet, die Gleichung

ayZ, = U,

also stets in eindeutiger Weise aufgelost werden kann; der Fall (A)
kann hier nicht eintreten, solange die Festsetzungen des § I gelten.
Beildufig ergibt der durchgefiihrte Beweis, daf man die Lo-
sungen der Gleichungen (9) im Falle (B) durch rationale Operationen
herstellen kann, wie es fiir den Fall n = 2 offenbar zutrifft.

IV.
Lehrsatz. Biete in dem Koeffizientensystem der » Gleichungen
1,41
(12) > auwx, =0 (w=1,2...n)
v

mindestens ein System von n Vertikalreihen den Fall (B) dar. Dann
hat das Gleichungssystem (12) eine nicht triviale Lésung, deren
Glieder bis auf einen willkiirlichen gemeinsamen Faktor eindeutig
bestimmt sind.

In der Tat sei etwa das GroBensystem

(13) (47 ({5, Vv = 1, 2, e N)

dem TFalle (B) zugehdrig. Dann kann zunichst in keiner Lidsung des
Systems (12) die Grofe z,,, verschwinden; denn tridte dies ein, so
kénnten nicht alle Groflen z,, z,, ...z, verschwinden, bildeten also
eine nicht triviale Losung des Systems

1,n

2 Qv Xy = O, (M = 1, 2, e ’}l)
v

und das Grofensystem (13) gehorte nach § II dem Fall (A) an, was
gerade ausgeschlossen ist.
Man kann daher die Quotienten

. v=12,...n)

nt+1

%=

einfiihren und erhilt mit ihnen aus den Gleichungen (12)
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1,n

(14) 2 a,uv Y, = — a’y, n+1*
v

Diese Gleichungen sind nach § III in eindeutiger Weise auflosbar;
jede Lisung gibt in den Grofen y,,y,,...¥,, 1 eine Lisung des Sy-
stems (12), die offenbar nicht trivial ist, und jede Losung des letz-
teren gibt, da z,,, von Null verschieden sein muf}, eine Lidsung des
Systems (14), die aber eindeutig bestimmt ist. Die Losungen des
Systems (12) unterscheiden sich also in der Tat nur um einen ge-
meinsamen Faktor; der Satz ist bewiesen.

Die Unbekannte, nach deren Unterdriickung in den Gleichungen
(12) ein Koeffizientensystem iibrig bleibt, das den Fall (B) darbietet,
ist, wie der durchgefiihrte Beweis zeigt. von Null verschieden.

V.

Lehrsatz. Seijetzt £ <# und sei im System der Koeffizienten
der Formen ¢, ¢,, ... ¢, also in dem System

a, a

11 12"a

in

gy Uz v oo Uy

jedes System von X* Grofien, das sich aus irgend & Vertikalrcihen
zusammensetzt, im Falle (A). Dagegen sei es in dem System, das iibrig
bleibt, wenn man die kte Horizontalreihe unterdriickt, moglich, aus
mindestens einem System von X~ —1 Vertikalreihen ein System zu
bilden, das den Fall (B) darbietet. Alsdann besteht eine Identitiit

OGP TGPt 0@, = 0,
in der ¢, & 0, und die Grifen ¢ von den , unabhiingig sind.
Biete etwa das System
G (w,v=12...k-1)
den Fall (B) dar. Dann haben die Gleichungen

1,k
(15) > ae, = 0 =12 ...%k-1)
o

nach § 1V ein Losungssystem, in welchem z, 4 0, und dieses ist bis
auf einen den Unbekannten gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt.
Fiigt man nun zu den Gleichungen (15) noch die weitere

1,k
(16) 2 82y = 0
[}
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hinzu, in der o eine der Zahlen %, k41, ... n bedeutet, so bieten die
Koeffizienten des gesamten Systems (15), (16) den Fall (A) dar; die
Gleichungen haben also eine nicht triviale Liosung; die Werte der
Unbekannten miissen aber mit den vorher eingefithrten Griofien 2 bis
auf einen gemeinsamen Faktor identisch sein, da die Losung der
Gleichungen (15) in dem oben angegebenen Sinne eindeutig bestimmt
ist. Man kann also auch sagen: die Losungen der Gleichungen (15)
erfiillen jede Gleichung (16), wie immer die Zahl ¢ gewihlt werde.
Daraus aber folgt die Identitédt

Lk
0

aM

'2’0' q7(7
oder, da 2, ¥ O,

P = —gl‘%—%%"“_%‘i@k—n
k k “k
womit der aufgestellte Satz bewiesen ist.

Hiermit sind die Mittel gegeben, den Begrift des Ranges eines
rechteckigen Groflensystems in der gewdhnlichen Weise einzufiihren,
indem man nur statt vom Verschwinden oder Nichtverschwinden
einer Determinante zu sprechen, sagt, das GroBensystem biete den
Fall (A) oder (B) dar. Die Frage nach der Auflosung eines be-
liebigen homogenen oder nichthomogenen Systems linearer Gleichungen
kann dann auch in voller Allgemeinheit beantwortet werden, ohne
dafl der Begriff der Determinante eingefiihrt wird.

Ebenso ktnnen die Hauptsitze iiber die Existenz impliziter durch
mehrere Gleichungen definierter Funktionen ohne Determinanten be-
wiesen werden, indem man die von Herrn Jordan?) angewandte voll-
stindige Induktion benutzt.

VL

Ein Beispiel eines wichtigen Satzes, der ganz auf der konkreten
Ausdrucksform der Determinanten beruht, bietet eine bekannte Ent-
deckung Kummers, obwohl der grofle Mathematiker selbst nicht
liebte, mit Determinanten zu rechnen, vielmehr iiber die weitliufigen
Tapetenmuster zu spotten pflegte.

Sei a,, = «,, und die Gleichung der sdkularen Storungen oder
des n-dimensionalen Hauptaxenproblems der Fldchen zweiter Ordnung
in der gewdhnlichen Form

1) Cours d’analyse I § 92.
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i au—/l Gy - Oy
a a,—A4 ... a
(17) 21 .2z .zn =0
a,, Oy o O — A I

angesetzt. Von dieser Gleichung hat Kummer im Falle » = 3
durch eine bewundernswerte Rechnung gezeigt, daB ihre Diskrimi-
nante in eine Anzahl von Quadraten ganzer Funktionen der Grifien
a zerfillt werden kann, was fiir die Geometrie der Flichen zweiter
Ordnung wichtig ist. Dieser Satz, mit dem sich auch Jacobi be-
schiftigt hat, ist von Borchardt®) mittels einer sehr eleganten De-
terminantenrechnung auf beliebige Werte von » iibertragen. Nun ist
bekanntlich neuerdings die Gleichung der sikularen Storungen viel-
fach mit den homogenen Integralgleichungen in Parallele gesetzt
worden. die durch den Grenziibergang #n = oo aus den Gleichungen

1,n

(18) /Ia,u = Zaura’r
v

hervorgehen. Manche algebraische Begriffe und Sitze haben in der
neuen Theorie ihr Analogon gefunden; insbesondere kommt in Bor-
chardts Beweis eine Transformation der Gleichung (18) vor, die
der Iteration der Kerne von Integralgleichungen #hnlich ist. Hier-
durch angeregt warf ich neulich im Gesprich mit Herrn Erhard
Schmidt die Frage auf, ob der Satz von Kummer entsprechend
modifiziert in der Theorie der Integralgleichungen seinen Platz und
seine Bedeutung habe. Herr Schmidt sprach im Laufe der Unter-
haltung aus, daf das gesuchte Analogon in einer gewissen Verallge-
meinerung der auf bestimmte Integrale beziiglichen Schwarzschen
Ungleichung bestehe, und dies konnte dann rechnerisch bestiitigt
werden. So zeigte sich, daf eine berithmte algebraische Entdeckung
Kummers mit einer hichst wichtigen, von Herrn Schwarz?) ge-
fundenen analytischen Tatsache in eine Beziehung gebracht werden
kann, die ich hier darlegen will.

Ist 4 = 47" eine Wurzel der Gleichung (17), so kann die Glei-
chung (18) oder

1,n

(19) @ = A3 a4,
v

1) Crelles Journal Bd. 30.
2) Ges. Abhandlungen I S, 251.
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durch Werte «,, die nicht siimtlich verschwinden, erfiillt werden.
Setzt man, und das ist Borchardts Gedanke, rechts fiir die Grofen
a die durch die Gleichungen selbst gegebenen Werte ein, so erhilt
man

Ln
(20) e = A D aia,
v
wobei das Koeffizientensystem
,n
Uy = 2 Gy,
e

durch Komposition des Systems a,, mit sich selbst entsteht.
Setzt man wiederum die Werte (19) in die rechten Seiten der
Gleichungen (20), so erhidlt man die Gleichungen

1,n
= XX aha;
v
allgemein ergibt sich ebenso
I,n
(21) = 2 ada,

wobei die Grofen a® durch Komposition von % identischen Grifen-
systemen a,, erhalten werden.

Eliminiert man die Griéfilen «, aus diesen Gleichungen (21), so
ergibt sich, dafl die Grofen 4* oder A" die Wurzeln der Gleichung

(/») (5] (k)
—x a So.al
(k) (k) . k)
a, Qgy—2 ... @
(22) 'Zl .22 .271 _ U
03} ) W _
a, as N

sind.

Nun ist die Operation des Kemponierens assoziativ: komponiert
man ein quadratisches Gréfilensystem mit einem zweiten und das re-
sultierende mit einem dritten, so erhdlt man dasselbe Endergebnis,
wie wenn man das erste komponiert mit demjenigen, das durch Kom-
position des zweiten und dritten Systems entstanden ist. Speziell
hat man also die Gleichungen

1,n
Qg "ty = ),
9
1,n
@yt = 2 g @y = 3 i ay
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und allgemeiner, wenn p eine ganze Zahl ist,

1,
(23) a%k = ’Zna(k) a?,
i < Tug Tt
Diese Gleichung bleibt auch fiir den Fall p = 1 richtig, wenn wir
a), = a,, setzen; ebenso auch fiir den Fall p = 0, wenn wir setzen
(24‘) ay =1, “f?;)/ = 0, (“ :I: 1’)7

woraus sich ergibt

k+0) __
ay ¥ b a‘,u

vy
wie es sein soll.

Der Nutzen der entwickelten Formeln fiir die Untersuchung der
Gleichung der sdkularen Storungen beruht darauf, daB in dieser
Gleichung, wie ihre Form (17) zeigt, der Koeffizient von 4", wenn

A* den Faktor +1 hat, die Summe

T Uy T Ggy— — Uy

ist; dies ist also auch der Wert der negativ genommenen Summe
der Wurzeln jener Gleichung. Bezeichnet man daher durch s, die
Summe der kten Potenzen der Wurzeln der Gleichung (17) und er-
innert sich daran, dafl die Wurzeln der Gleichung (22) die Grifien 4£*
sind, so ergibt sich

L,n 1,n

(25) S = Ea’rm S, = Ea(xkx);
v v

wobei mit Riicksicht auf die Definitionen (24) auch © = 0 gesetzt
werden kann.
Hieraus folgt weiter auf Grund der Formeln (23)

1,n 1,n 1,n

— P+ __ @ @
Sp-m - 2 Ay - 2 2 “vg (l'vg‘
v v @

Denkt man sich also alle »* Grifen «® in einer Zeile geschrieben
und die Grofen «” in einer andern Zeile mit derselben Anordnung
, aus diesen Zeilen so gebildet, wie man bei
der Komposition einer mehrzeiligen Matrix mit sich selbst verfihrt,

der Indexpaare, so ist s,,

unter deren Zeilen die eben definierten beiden vorkommen. Jede
Determinante von einer der Formen

S S S S

i Spre Sap Spra Spar
\ . . s
(26) Sp+e Seprag Sprq S Sqrr |0 e
() S S

ptr qtr 2
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kann daher als Quadrat einer Matrix, also als Summe von Quadraten
solcher Determinanten dargestellt werden, deren Grofenschema aus
der betreffenden Matrix entnommen sind. Diese Matrices sind ent-
sprechend den obigen Determinanten

@) @)
auv ayv

a?

27) - ) e (wv=12 ...n)

wy

@)
a’Lw

!
|
|

wobei der obere Index in der Zeile, das untere Indexpaar in der
Vertikalreihe festbleibt.

Im Falle # = 3 erhilt man das Kummersche Theorem, indem
man p = 0, ¢ = 1, » = 2 setzt; die zweite der Determinanten (26)

ist dann die Diskriminante der Gleichung der sikularen Stirungen,
deren Wurzeln 4,, 4,, 4, seien:

Sy Sy S, l A, 4, 4T
S, 8, Sy =}/1‘; A, 4,
l's, s, 8, Ay A, 45!
VII.

Um nun von den algebraischen Betrachtungen zu den Integral-
gleichungen iiberzugehen, fassen wir die Grioflen a, als Funktionen
der Indices auf und ersetzen sie bei wachsenden Werten von # in
der Grenze durch die Werte einer in bezug auf ihre Argumente sym-
metrischen Funktion K (x,y). Ebenso betrachten wir die Grifien «,
als Funktionen des Index v und lassen sie in ¢(z) iibergehen. Die
Argumente z, y, v mogen alle ein und dasselbe Gebiet, das Grundge-
biet durchlaufen, auf das wir auch das Integralzeichen beziehen
wollen. Das Grundgebiet kann auch mehrdimensional sein, wobei
dann unter z, y,  Stellen oder Argumentsysteme zu verstehen wiren.

Auf diese Weise geht die Gleichung (19) iiber in die lineare ho-
mogene Integralgleichung

9(¢) = 4K (@ y) g()dz,
die nur fiir die Eigenwerte 4 = 4,, 4,, ... moglich sei und entspre-
chende Eigenfunktionen ¢, (), @, (%), ... ergebe. Die Gréfien «'” gehen

konsequenterweise iiber in die ebenfalls symmetrischen Funktionen
K?(x, y), die rekurrierend durch die Gleichungen

K'(z,y) = K& y), K@ y) = [K" (z v) K, v)du
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definiert und als iterierte Kerne bezeichnet werden. Den Gleichungen
(23) und (21) entsprechen dann die folgenden, die bekannt sind:
K™ (z,y) = [K?(x, u) K*(y, u) du,

9(x) = | K" (z,y)9(y)dy;

die Gleichungen (25) enthalten rechts die Analoga der bei den Integral-
gleichungen vorkommenden Griéfen

U, = fo’(x, z) dz
und ergeben die richtigen Beziehungen

b5t

7
n }"n

(28)

Der Wert p = 0 hat aber hier keine Bedeutung.

Jetzt erreichen wir unser eigentliches Ziel, das Analogon der
Darstellung der Grioflen (26) als Summen von Quadraten. Gehen wir
z. B. von folgender Gleichung aus:

P (» |2
s?]) sp+q 2 a(uv ayn
s S a? @ ’
?p "2

1 (1(7

in ihr ist rechts iiber alle Determinanten zweiter Ordnung zu sum-
mieren, die in der ersten Matrix (27) bei der einmal festgesetzten
Folge ihrer Vertikalreihen vorkommen, sodal, wenn z. B. ein be-
stimmtes System von Indexpaaren wwv, o6 aufgetreten ist, das Paar
06, pv nicht mehr erscheint. Man kann aber auch so summieren,
dafl die Paare wv und ¢¢ unabhingig von einander die n* moglichen
Fille durchlaufen; dann erscheinen irgend zwei bestimmte Paare pw,
o6 in allen, d. h. zwei Reihenfolgen und die Formel kann wie folgt
geschrieben werden:

@ L |2
‘lllll' a()ﬂ

a((D a('Z)

uy (g

S Spry
Sosp Sz

1

Da nun jeder der vier Indices rechts unabhiingig von den andern
seine Wertreihe durchlaufen kann, ist der Ubergang zu Funktionen
und Integralen moglich, wie oben, und man erhilt die Formel

(29) ’ U?P ljll'*"l ‘ _ Lffff* I{P(xﬂyl) K])(x27y2)
Upy Uy | 2! K'(z,,9,) K*(z,,7,)

Ebenso findet man aus der zweiten der Grofen (26):

2

dz, dy, dz, dy,.
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| U,y Uy, U

2p 49 ptr I
-

D‘ZHI U2’2 [I'Z-H
Ua‘+p U;‘-i-q U'

=§1—ffffffdx dy, dz, dy, dz, dJ3I

K*(z,,y,) K*(x,,y,) K*(x,,y,) "
u. S. .

Kq(’”l’-/l) ‘Kq(xZ’yQ) 'K (‘I"s’ J3)
K@, 9,) K’ (2,,9,) K’ (z,,9,) |

VIII.

Hier liegen aber offenbar allgemeinere Sdtze der Integralrechnung
zugrunde. Der Gleichung (28) zufolge kann man schreiben

U, = [da [ K (2, y) K*(, y) dy;
bezeichnet man daher das Wertsystem oder Stellensystem (z,y) durch
s und sieht es als Stelle in einem neuen Grundgebiet von der doppel-

ten Dimensionenzahl des bisherigen an, auf das man fortan das ein-
fache Integralzeichen bezieht; setzt man ferner

(30) K?(x,y) = F(s), K'(z,y) = G(s),

so ergibt sich nach (29)
= é— f f ds, ds,

JF@rdas  [F(s)G(s)ds

JF@s)G(s)ds [G(s)ds

Diese Gleichung ist leicht zu verifizieren, da die Doppelintegrale
der rechten Seite sofort in Produkte einfacher Integrale umgewandelt
werden konnen, und es ist offenbar ganz gleichgiiltig, ob die Funk-
tionen F und G den Gleichungen (30) gemid8 durch Iteration des Kerns
K entstehen oder nicht; auch ist gleichgiiltig, wie viel Dimensionen
das Integrationsgebiet zdhlt. Die linke Seite unserer Gleichung ist
die GrioBle, die in der Schwarzschen Ungleichung als nicht negativ
bezeichnet wird. Die vorliegende Darstellung derselben habe ich zuerst
in einer Priifungsarbeit eines meiner Zuhtrer, des Herrn Nicolaus
gefunden.

Auf dhnliche Weise kommt man von der letzten Gleichung des
§ VIL zu folgendem Resultat:

i JF@erdas  [F(s)G(s)ds [F(s) H(s)ds |

/ '1) ?
| F(s2) G(S‘z)

JGs) Fs)ds [Gsypds  [G(s) H(s)ds |
| SJH(s) F(s)ds [H(s)G(s)ds [H(s) ds
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- ?1' / f f ds, ds, dss! Pls) G(s) Hs) [

F(s,) G(s,) H(s,) ‘ ;

F(s,) G(s;) H(s,) |
wie die entsprechende Formel mit Determinanten beliebiger Ordnung
gebildet werden kann, iibersieht man unmittelbar.

Sehr nahe liegt aber auch, die erhaltenen Resultate in der Weise
zu verallgemeinern, daf man nicht damit beginnt, cine Matrix zu
quadrieren, sondern zwei Matrices zu multiplizieren. Dies kann z. B.
fiir dic Matrices

l 4, l a,
B, |0, v=12 ...,n)
ol e
in folgender Weise geschehen:
Dd,a, A0, 3 A4,¢, l 1 La l A, 4, A, || a, a, a,
> B,a, 3 B,b, 3 B,e, = g7 2 i B, DB, B, || b, b, 0,
26Ca, X Cb X0, | ©OT0, Cp O] gy e e

Da hier die Indices auf der rechten Seite von einander unabhingig
ihr Wertgebiet durchlaufen, kann man wieder wie frither von Summen
zu Integralen iibergehen, indem man die GréBen 4,, B,, C,, a,, b, ¢,
durch die Werte von sechs beliebigen Funktionen F(s), G(s), H(s),
1(8) y(s), h(s) ersetzt, deren Argument ein beliebiges gemeinsames
Grundgebiet durchliuft, auf das sich auch das Integralzeichen bezieht.

So erhilt man die folgende Gleichung:<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>