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Vorwort. 

Dieses Buch ist eine Sammlung von Aufgaben für die Anwendung 
der Statik auf Flugzeugteile. Es ist entstanden aus der ursprünglichen 
Absicht, einem noch in Bearbeitung befindlichen Lehrbuch eine Anzahl 
von Übungsbeispielen beizufügen, die der erstgenannte Verfasser in 
seiner Tätigkeit als Privatdozent für Flugzeugbau an der Technischen 
Hochschule Berlin vorgetragen hat. Diese Aufgabensammlung hat in 
den letzten Jahren wider Erwarten einen solchen Umfang angenom­
men, daß ihre Unterbringung in einem Anhang nicht mehr möglich ge­
wesen wäre; anderseits ergaben wiederholt vorgenommene Sichtungen, 
daß in jeder Aufgabe etwas Lernenswertes verarbeitet war, so daß diese 
Sammlung nach erfolgter Einfügung einer Reihe von Ergänzungs­
aufgaben nach Ansicht der Verfasser eine ziemlich abgerundete über­
sicht über die wichtigsten täglich wiederkehrenden einfachen statischen 
Aufgaben eines Flugzeugbauers darstellte. 

Da diese früher einzeln vervielfältigten Aufgaben ständig von einer 
größeren Zahl von Interessenten, nicht nur von Studierenden, begehrt 
wurden, entschlossen sich die Verfasser, die vorliegende Aufgaben­
sammlung bereits vor dem Lehrbuch in Buchform herauszugeben, da 
ihr Erscheinen andernfalls wesentlich verzögert worden wäre. Die Ver­
fasser glauben, damit einem Wunsche der Praxis zu entsprechen. 

Das Buch wendet sich an die Luftfahrzeug-Techniker, die über die 
grundlegenden Kenntnisse der Statik bereits verfügen, etwa in dem 
Maße, wie sie eine gute Ingenieurschule oder auch das Hochschulstudium 
bis zum Vorexamen vermittelt; es soll ihnen als Unterweisung in der 
praktischen Anwendung des Gelernten hinsichtlich der Inangriffnahme 
von Einzelaufgaben dienen. Die Begrenzung des Stoffs ist damit ge­
zogen; Aufgaben, deren Durcharbeitung höhere Anforderungen als 
die hier vorausgesetzten stellen, sind nicht behandelt. Insbesondere 
sind solche Aufgaben fortgelassen, die ohne langwierige textliche Er­
läuterungen nur das Einsetzen von Zahlen in fertige Formeln gezeigt 
hätten. Daher fehlen z. B. Aufgaben über die Tragfähigkeit von Platten 
und Schalen, über die Verbund wirkung der Holme und Rippen in be­
plankten Flügeln, über Flügel Junkersscher Bauart sowie auch über 
die Berechnung statisch unbestimmter Systeme jenseits der Gültig­
keitsgrenze des Hookeschen Gesetzes ("Bruchstatik"). Die Behandlung 
solcher tiefergehenden Fragen an anderer Stelle ist dagegen beabsichtigt. 



IV Vorwort. 

Entsprechend dem Zweck einer statischen Berechnung im engeren 
Sinne, an beliebigen Stellen eines Tragsystems die dort wirksamen 
inneren Kräfte und Momente anzugeben, ist ferner mit wenigen Aus­
nahmen von Spannungsermittlungen abgesehen worden; derartige 
Untersuchungen gehören zur Festigkeitslehre und dürften demnach 
eher Teil einer Konstruktionslehre sein. 

Die Belastungen, mit denen der Flugzeugstatiker im allgemeinen 
zu rechnen hat, sind in Deutschland den sog. "Belastungsannahmen für 
die Festigkeitsberechnung von Flugzeugen" zu entnehmen, die zur Zeit 
vom Deutschen Luftfahrzeug-Ausschuß (DLA) bearbeitet werden. 
Da die praktische Anwendung dieser Belastungsannahmen wegen der 
großen Zahl verschiedenartiger Lastfälle für die einzelnen Bauteile 
schwieriger ist als etwa die Anwendung der Hoch- oder Brückenbau­
vorschriften in der Bautechnik - da anderseits aber im richtigen 
Ansatz der äußeren Belastung durch Luftschrauben-, Luft-, Schwer-, 
Trägheits- und Stoßkräfte bzw. Motordreh- und Schraubenkreisel­
momente eine äußerst wichtige Vorarbeit liegt - sind im 1. Abschnitt 
dieses Buches einige Beispiele für die Anwendung der zur Zeit ihrer 
Bearbeitung gültigen "Belastungsannahmen" gegeben; ihre Auswahl 
erfolgte unter Berücksichtigung der erfahrungsgemäß am häufigsten sich 
wiederholenden Handhabungsschwierigkeiten. 

Im 2. Abschnitt sind dann in 85 Beispielen die Übungsaufgaben 
für die Durchführung der statischen Berechnung von Flugzeugbauteilen 
zusammengefaßt. (Die Zahlenbeispiele sind mit Rechenschiebergenauig­
keit gerechnet.) Der Abschnitt gliedert sich in vier Kapitel, die sich 
mit der Beanspruchung und Formänderung statisch bestimmter bzw. 
unbestimmter Systeme und mit einigen Stabilitätsaufgaben befassen. 
Ausgehend von allgemeinen und elementaren Aufgaben über auf 
Biegung, Schub und Drillung beanspruchte Balken und in ihrer Ebene 
beanspruchte Rahmen erfolgt im Kapitel I die Behandlung von ebenen 
Fachwerken, von senkrecht zu ihrer Ebene belasteten Stabzügen und 
von Raumfachwerken. Die im Kapitel II folgenden Formänderungs­
aufgaben nehmen inhaltlich Bezug auf die im Kapitel I behandelten Be­
anspruchungsaufgaben; in einem besonderen Paragraphen des Kapitels II 
erfolgt die Berücksichtigung der Formänderungseinflüsse auf die Be­
anspruchung zweifach gestützter quer- und längsbelasteter Holme, 
wie sie unter der Bezeichnung "Knickbiegung" bekannt sind. Im Ka­
pitel III werden die wichtigsten statisch unbestimmten Systeme des 
Flugzeugbaus behandelt; auch hier sind einige Grundaufgaben voran­
gestellt; dabei ist besonders auf den Einfluß von Stützenverschiebungen, 
Rüst- und Schweißfehlern bzw. Temperaturschwankungen eingegangen. 
Einigen Beispielen über durchlaufende Holme auf mehreren Stützen 
folgen Aufgaben über sog. Rippenverbundwirkung, über freitragende 
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und verspannte Doppeldecker mit Verbundstreben und über Rumpf­
fachwerke. Den Schluß dieses Kapitels bilden zwei Beispiele zur Er­
mittlung von Nebenspannungen. Die im Kapitel IV zusammengestellten 
Stabilitätsaufgaben behandeln das Knicken einfacher ebener Stab­
gruppen in bzw. senkrecht zu ihrer Ebene, das Knicken quergestützter 
Stäbe und eines Baldachinbocks. 

Sowohl den beiden Hauptabschnitten als auch den einzelnen Ka­
piteln bzw. Aufgabengruppen ist jeweils eine Zusammenfassung der 
für die Bearbeitung der Aufgaben notwendigen Grundlagen voran­
gestellt. Der Leser soll darin eine gedrängte Wiederholung des früher 
Gelernten erblicken. Zum besseren Verständnis des Zusammenhangs 
der einzelnen oft absichtlich allgemein gefaßten Beispiele mit den 
besonderen Aufgaben des Flugzeugbaus sind entsprechende Hinweise 
eingefügt. Außerdem ist im Anhang ein Verzeichnis der wichtigsten 
deutschsprachigen Arbeiten über Fragen der Flugzeugstatik und -festig­
keit angegeben sowie eine Reihe von häufig benötigten Zahlen- und 
Formeltafeln. 

Wurde oben die engere Aufgabe bezeichnet, die dem Flugzeug­
statiker obliegt und zu deren Behandlung dieses Buch gedacht ist, 
so erscheint es angebracht, auch die weiter gespannte Aufgabe des 
Statikers bzw. Konstrukteurs hier kurz anzudeuten. Diese liegt beim 
Flugzeugbauer noch mehr als bei anderen Konstrukteuren in der 
richtigen Einschätzung der Voraussetzungen und des Genauigkeits­
grades seiner Rechnungen, ferner in der richtigen Abwägung der An­
forderungen, die er an die Baustoffe stellen darf. Hier begegnet man 
noch häufig Fehlern in der Anschauung. 

Der Name "Flugzeugstatik" enthält in sieh einen Widerspruch 
deshalb, weil die Belastungszustände der Flugzeuge mehr oder weniger 
rasch zeitlich veränderlich sind; die maßgebenden Belastungszustände 
sind stets Beschleunigungszustände. Durch Einführung der nach 
d'Alem bert benannten Trägheitskräfte erhält man bekanntlich ein 
momentanes Gleichgewicht in allen den Fällen, in denen die äußeren 
Lasten allein zunächst nicht im Gleichgewicht miteinander stehen. 
Erst dann kann, wie es in diesem Buch geschieht, nach den Regeln der 
allgemeinen Statik an die Ermittlung der Beanspruchungen und Form­
änderungen gegangen werden. 

Hinsichtlich der späteren Spannungsermittlung und konstruktiven 
Gestaltung muß jedoch zwischen zwei Arten von Beschleunigungs­
zuständen unterschieden werden; nämlich zwischen solchen, die hohe 
Belastungen erzeugen, dafür aber weniger häufig sind, und solchen, 
die kleine Belastungsschwankungen erzeugen, dafür aber sehr häufig 
bzw. dauernd vorhanden sind. Beispiele für die erste Art sind fast 
alle Belastungsfälle mit hohen Lastvielfachen, darunter auch die 
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nach den Belastungsannahmen anzusetzenden Böenbelastungsfälle für 
Flügel und Leitwerke; Beispiele für die zweite Art bieten die dauernd 
auftretenden kleinen Geschwindigkeitsänderungen der Luftströmung, 
ferner alle Schwingungserscheinungen infolge Unwuchtigkeit des Trieb­
werks u. a. Während für die erste Beanspruchungsart die zulässigen 
Spannungen der Baustoffe nahezu wie für ruhende (statische) Belastung 
gewählt werden können, müssen bei der zweiten Beanspruchungsart die 
auftretenden Spannungen mit genügender Sicherheit unterhalb der 
jeweils maßgebenden Ermüdungsgrenze des geformten Baustoffs blei­
ben; die Formgebungseinflüsse, welche örtliche Spannungshäufungen be­
dingen, wie z. B. scharfe Querschnittsübergänge, Kerben, Löcher, ört­
liche Krafteinleitungen durch Bolzen, Niete u. ä. sind dabei zu berück­
sichtigen5• 

Der Zweck des Luftfahrzeugbaus, ein wirtschaftliches Fliegen zu er­
möglichen, verlangt größte Gewichts- und Widerstandsersparnis. Die 
Erfüllung dieser Forderungen bedingt die Eigenheiten des sog. Leicht­
baus: Die Verwendung hochwertiger Werkstoffe in Form möglichst 
ausgenutzter schlanker und dünnwandiger Bauglieder. Damit ist aber 
die Notwendigkeit gegeben, alle sog. Nebeneinflüsse in stärkerem Maße 
zu beachten als in anderen Zweigen der Technik. Neben den oben be­
reits erwähnten örtlichen Spannungshäufungen sind hier besonders zu 
nennen die bei der Herstellung und Rüstung unvermeidbaren Vor­
spannungen sowie die sog. Nebenspannungen infolge steifer bzw. unvoll­
kommen gelenkiger Knoten, exzentrischer Anschlüsse und vorgekrümm­
ter Stäbe. Die oben gekennzeichneten Merkmale der Leichtbauweise 
bedingen ferner das Auftreten von Formänderungen, die im Gegensatz 
zu den Annahmen der gewöhnlichen Statik nicht immer als sehr klein 
gegenüber den Abmessungen des Systems betrachtet werden können; 
dadurch können einerseits zusätzliche innere Kräfte und Momente, 
anderseits Änderungen in der äußeren Belastung des ganzen Flugzeugs 
entstehen. Diesen Eigenheiten der Flugzeugstatik sollte durch die Aus­
wahl der Aufgaben Rechnung getragen werden. 

Die Durchrechnung der Beispiele erfolgte in der Statischen Ab­
teilung der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt, E. V., durch 
einige Werkstudenten. Diesen, insbesondere den Herren Dipl.-Ing. Ka ul, 
Dipl.-Ing. Borkmann und cand. ing. Gronert, sei für die mühe­
volle, mit großem Eifer und Verständnis durchgeführte Arbeit volle 
Anerkennung ausgesprochen. 

Die Bearbeitung des Buches wäre nicht möglich gewesen ohne das 
weitgehende Entgegenkommen des Leiters der Deutschen Versuchs­
anstalt für Luftfahrt, E. V., Herrn Prof. Dr.-Ing. W. Hoff. Ihm sei für 
seine tatkräftige und unermüdliche Förderung dieser Aufgabe beson­
derer Dank gesagt; nicht minder auch Herrn Dr.-Ing. H. Ebner für 
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die zeitraubende Arbeit des Korrekturiesens und seine damit ver­
bundenen wertvollen Ratschläge. 

Dem Verleger, Herrn Dr.-Ing. E. h. Julius Springer, sei nicht 
nur für die sorgfältige Herstellung des Buches, sondern auch für die 
Geduld gedankt, die er trotz der wiederholt verzögerten Ablieferung 
des Manuskriptes bewiesen hat. 

Berlin, im November 1932. 
Die Verfasser. 
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Erster Abschnitt*. 

Beispiele für den Ansatz der äußeren 
Belastungen nach den deutschen 

Belastungsannahmen für die Festigkeits­
berechnung von Flugzeugen. 

Einlei tung. 

Allgemeine Bemerluulgen zu den 
BelastungsanIlahmen. 

1. Bedeutung der Belastungsannahmen. 

Unter "Belastungsannahmen" für Flugzeuge versteht man den­
jenigen Teil der Bauvorschriften für Flugzeuge, in welchem die An­
nahmen über Art, Größe und Verteilung der im praktischen Betrieb 
als wahrscheinlich erachteten Belastungen und die gegenüber diesen 
Belastungen innezuhaltenden Festigkeitsgrenzen und Sicherheitszahlen 
niedergelegt sind. Sie enthalten in Deutschland im Gegensatz zu manchen 
anderen Ländern keine Angaben über statische oder dynamische Be­
rechnungsmethoden der Gesamtkonstruktion oder einzelner Bauteile. 

Mit der Bezeichnung Belastungsannahmen ist betont, daß es sich 
nicht um unverrückbar feststehende Erkenntnisse handelt, sondern um 
Richtlinien, die u. U. sowohl seitens des Konstrukteurs als auch seitens 
einer Prüfst elle Abweichungen zulassen bzw. erfordern; sie haben also 
den Charakter von Vereinbarungen über Mindestforderungen, die sich 
dem fortschreitenden Stand der technischen Erkenntnis unter Berück­
sichtigung der wirtschaftlichen Ziele des Luftfahrtgedankens anzupassen 
haben. 

2. überblick über die Entwicklung der 
Belastungsannahmen **. 

Der Weg, den alle Konstrukteure im Anfang gingen, um genügend 
feste Flugzeuge zu bauen, bestand in der schrittweisen Verstärkung 

* Dieser Abschnitt kann ohne Schaden für das Verständnis des zweiten 
Abschnitts übergangen werden. 

** Näheres siehe z. B. bei Küßner-Thalau 1 . 

Thalau-Teichmann, BeIspIele. 1 
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einzelner Teile ihrer Konstruktionen auf Grund von Unfallerfahrungen ; 
wenn auch theoretische überlegungen über die mögliche Höhe der 
Betriebsbeanspruchungen sehr bald einsetzten, so ist dieser Weg bis 
heute noch fast der wichtigste geblieben. Von 1912 bis heute hat man 
ferner immer wieder empfohlen, durch praktische Beanspruchungs­
messungen im Flugbetrieb das notwendige Erfahrungsmaterial in so 
großem Umfang zu sammeln, daß daraus mit Hilfe von Wahrschein­
lichkeitsbetrachtungen wirklich begründete Zahlen über Beanspruchungs­
höhen und Sicherheitsforderungen gewonnen werden können. Die 
Schwierigkeiten, die diesen Bestrebungen bei uns und auch im wirt­
schaftlich stärkeren Ausland entgegentraten, lagen vor allem auf in­
strumentellem Gebiet; sie sind bekannt und brauchen an dieser Stelle 
nicht wieder angeführt zu werden. 

Bereits in allen anläßlich eines grundlegenden Vortrags von Reißner 
im Jahre 19122 auftauchenden Vorschlägen zur formelmäßigen An­
gabe der bei der Festigkeitsberechnung anzunehmenden Höchstbeschleu­
nigungen war als richtige Einflußgröße die Flugzeuggeschwindigkeit ent­
halten; trotzdem wurden in die ersten deutschen Vorschriften über 
Belastungsannahmen (BLV3), die im Laufe des Krieges 1915, 1916 und 
1918 ausgearbeitet wurden, für die einzelnen Flugzeugkategorien feste 
Vielfache der Erdbeschleunigung, die sogenannten "Bruch-Lastviel­
fachen", eingeführt. Diese fälschlich häufig mit "Sicherheit" bezeichneten 
Zahlen waren zustande gekommen durch Multiplikation der aus Bruch­
erfahrungen und aus bis dahin vorliegenden Beanspruchungsmessungen 
gewonnenen Zahlen über die Betriebsbeanspruchungen mit einer 
Sicherheitszahl. Für die damals gewählten Flächen- und Leistungs­
belastungen bzw. Profil- und Flügelumrißformen konnten diese Zahlen 
als gute Mittelwerte benutzt werden; es bedarf jedoch keines Hinweises, 
daß die in hohem Maße von den aerodynamischen und konstruktiven 
Daten eines Flugzeugs abhängigen "Lastvielfachen" sich ändern müssen, 
wenn diese Grundlagen Änderungen erfahren, daß also eine kritiklose 
übernahme früher gültig gewesener Ansichten auf neuzeitliche Kon­
struktionen gefährlich ist. 

Mit dem Neuaufbau der Belastungsannahmen auf Grund der BLV 
1918 wurde in der DVL* etwa 1925 begonnen. Als wichtigsten Schritt 
zu einer Vorwärtsentwicklung kann man die damals erfolgte Ein­
führung des Begriffs der sog. "sicheren Belastungszustände" ansehen; 
das sind Belastungszustände, die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit 
zu erwarten sind und bei denen noch bestimmte Sicherheitszahlen, bei­
spielsweise gegen unzulässig große Formänderung oder gegen Bruch, 
vorhanden sein sollen. Die Belastungsannahmen für Fahr-, Schwimm-

* Deutsche Versuchsanstalt für Luftfahrt, E. V., Berlin-Adlershof. 
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und Triebwerke wurden den verschiedenartigen Betriebsbedingungen 
besser angepaßt; diejenigen für die Leitwerke wurden in Beziehung 
zu den Flügelbelastungen gesetzt (1926). 

Die Höhe der Lastvielfachen und der davon in Abhängigkeit ge­
brachten Werte gründete sich dabei im wesentlichen noch auf die letzten 
Kriegserfahrungen, in geringerem Umfang auf ausländische Vorschriften. 
Beibehalten wurde bis auf den heutigen Tag die in den BLV und in 
ausländischen Vorschriften eingeführte Einteilung aller Belastungs­
möglichkeiten in eine begrenzte Zahl von typischen "Belastungsfällen" 
im Betrieb eines Flugzeugs; diese einzelnen Belastungsfälle, deren Zahl 
allerdings mit zunehmender Erfahrung stetig gewachsen ist, sind häufig 
nur idealisierte Annahmen und sollen die verschiedenartigen wirk­
li c h e n Beanspruchungen überdecken. 

Neubearbeitungen der DVL-Belastungsannahmen (1927 bzw. 1928) 
enthielten einige Verbesserungen; diese betrafen insbesondere neuere 
Überlegungen über die Aufgabe und die Höhe der Sicherheitsfaktoren 
und versuchten dem Verhalten der Werkstoffe, besonders bei dyna­
mischer Beanspruchung, besser Rechnung zu tragen. 

Seit dem Jahre 1930 ist der Deutsche Luftfahrzeug-Ausschuß (DLA) 
für die weitere Bearbeitung der Belastungsannahmen4 zuständig. 

3. Belastung des Flugzeugs. 

Die in einer Anzahl von "Belastungsfällen" ausgewählten Belastungs­
möglichkeiten des Flugzeugs in seinem Betrieb sind sehr verschiedener 
Art je nach der Aufgabe, die es zu erfüllen hat; die Erfüllung dieser Auf­
gaben hat das Auftreten von Luft-, Trägheits- und Schwerkräften, 
Steuer-, Stoßkräften u. a. zur Folge. 

Wenn ein Flugzeug sich in irgend einem stationären Betriebszustand 
befindet, also keinerlei Beschleunigungen oder Verzögerungen erfährt, 
so sind keine Trägheitskräfte wirksam. Diese "statischen" Belastungs­
zustände sind, außer wenn das Flugzeug am Boden steht, sehr selten. 
Die meisten Betriebszustände sind instationär; es treten mehr oder 
weniger rasch wechselnde Beschleunigungen bzw. Verzögerungen und 
damit Trägheitskräfte auf; das Flugzeug wird also "dynamisch" be­
lastet. In den Belastungsannahmen sind nun die erfahrungsgemäß zu. 
erwartenden bzw. als wahrscheinlich erachteten Luft- oder Stoßkräfte 
unter der Bezeichnung "sichere" Belastungen zusammengestellt; da­
durch sind die jeweils zu untersuchenden Beschleunigungen als Viel­
fache der Erdbeschleunigung festgelegt. Bei allen derartigen Zuständen 
ist erst noch die Ermittlung der Trägheitskräfte notwendig; indem diese 
den ursprünglichen äußeren Kräften zugesellt werden, ermöglichen sie mit 
diesen zusammen die zur Durchführung einer statischen Berechnung 
notwendige Herstellung eines Kräftegleichgewichts. 

1* 
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4. Zulässige Beanspruchungen und Sicherheitsfaktoren. 

Die Behandlung der stationären und instationären Belastungs­
zustände in der statischen Berechnung weist nach Einführung der Träg­
heitskräfte keine Unterschiede auf. Wohl aber sind entsprechend dem 
Charakter der Belastung - je nachdem, ob ruhend oder schwingend -
Unterschiede in den zulässigen Grenzen der Beanspruchungen zu machen. 

Um nun die im Betrieb auftretenden bzw. als wahrscheinlich er­
achteten Anstrengungen der einzelnen Bauglieder in hinreichendem 
Abstand von allen Gefahrgrenzen der Beanspruchung zu halten, sind 
in den Belastungsannahmen bestimmte Sicherheitsfaktoren vorge­
schrieben; hinsichtlich der einzelnen Gefahrgrenzen, nämlich der 0,2-
Grenze, der Knick-, Beul- und Kippgrenze, der statischen sowie der 

OberfltJge/ 

-70' -/l0' ---
//...-;;.-" 

--'C,'-; 
_~///__ n 

------ Abb.1. 

-{},8 

-1.0 

dynamischen Bruchspannung des geformten Baustoffs, sind diese Fak­
toren verschieden hoch, weil die für ihre Höhe maßgebenden Einflüsse 
sich je nach der Beanspruchungsart verschieden auswirken. Diese V or­
sichtsmaßregel ist nötig, um Fehlern in der Erkenntnis der wirklich 
auftretenden Belastungen, Ungenauigkeiten in der Durchführung der 
Kräfte- und Spannungsermittlungen, Fehlern in den Baustoffen und 
bei deren Verarbeitung und schließlich Fehlern bei der Rüstung und 
Wartung des Flugzeugs Rechnung zu tragen 1,4,5. 

Beispiele. 

§ 1. Hauptflugfälle. 
A ufg a bel: Belastung des Flügels. 

Die für den Festigkeitsnachweis eines Doppeldeckertragwerks 
maßgebenden Belastungen sind nach den deutschen Belastungsannahmen 
aufzustellen; das Flugzeug gehöre zur Beanspruchungsgruppe 4, "Flug-
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zeuge für hohe Beanspruchung". Die aerodynamischen Beiwerte seien 
gegeben (Abb. 1, 2 und 3). 

Unlerflüge/ 

-70' -6'0' 

-l,U 

Abb.2. -1,2 

1. Vom Flugfall unabhängige Festwerte. 
FO = 19,2 m 2 : Aerodynamisch wirksame Fläche des Oberflügels, 
F" = 18,0 m 2 : " " "" Unterflügels, 
F = 37,2 m 2 : " " "" Gesamttragwerks. 
bO = 12,0 m Spannweite des Oberflügels, 
bu = 12,0 m " "Unterflügels, 
to 1,6 m: Mittlere Tiefe des Oberflügels*, 
t" 1,5 m " " "Unterflügels*, 

1,55m " " " dem Doppeldecker aerodynamisch 
. Foto + Futu 

gleichwertigen Emdeckers, t = Fo + Fu , 

70' -6'fP L.flJ' -VO' -JIP 
!-$1,$' 

-lo'$' 

Abb.3. 

* Bei Flügeln mit trapezähnlichem Umriß oder Flügeln mit PfeilsteIlung 
2b 

kann die mittlere Flügeltiefe dem Flügelschnitt im Abstand 3:rr; von Rumpfmitte 

entnommen werden. 
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G = 1600 kg : Gewicht des Flugzeugs, 
G 
F 43 kg/m 2 : Mittlere Flächenbelastung des Flugzeugs, 

G'} 140 kg : Gewicht des Oberflügeis, 
G'F 120 kg " "Unterflügels, 
GF = 260 kg " "Tragwerks, 
GR = 1340 kg : Rechnungsgewicht = G - GF , 

Cws = 0,02 : Beiwert* des schädlichen Widerstands, 
cwL = 0,014 "" Luftschraubenwiderstands (für Sturz-

20' = 2° 
Vh = 175 km/h 

flug mit abgestelltem Motor) 
(cws und CwL auf die Gesamtflügelfläche bezogen), 

: Schränkung der beiden Flügel**, 
: Höchste Waagerechtgeschwindigkeit. 

Abb.5. 

2. Vom Flugfall abhängige Werte. (Vorzeichen nach Abb. 5). 

(X [0] Anstellwinkel des Flugzeugs, 
(x0 [0] " "Oberflügels : OCo = (X - G, 

(XU[O] " Unterflügels: OC U = (X + G, 

c~ Beiwert* der Auftriebskraft 1 Ob fl" 1 b f FO 
cO W'd t d k ft am er uge, ezogen au ; 

" " 1 ers an s ra . I d " 
w N lk ft entspr. mIt n ex "u am 

C~I " orma ra U t fl" 1 
co T t' lk ft n er uge 

t " ~~gen Ia ra (Abb. 1 und 2), 
c~ " des Flugelmoments 
Ca " der Auftriebskraft } am Gesamttragwerk, bezogen 
Cw " Widerstandskraft auf F (Abb. 3), 
cg " Gesamtluftkraft am Flugzeug (Vektor mit den 

* DIe Bedeutung dieser "Beiwerte" folgt aus den Formeln in den Unter­
abschnitten 3 und 4. Vgl. hierzu z. B. die Ausführungen von Hoff 6 ; s. auch 
Prandtl-Betz 7• 

** Einführung der Schränkung nach Abb. 4. 
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Belastung des Flügels. 

Komponenten 0" und Cw + 0ID.; Betrag von clI : 

100 I = -Yc! + (OID + 01D,)2, 

7 

GI 't hl t c .. + c... ( . h b' . el za , gB= 0ID. SIe e 0 en; 1st tge negatIv, 
C. 

so ist 8 als negativer Winkel einzuführen), 
Lastvielfaches (durch die Belastungsannahmen festgelegter 
Erfahrungswert, der die in den einzelnen Flugfällen bei 
den verschiedenen Flugzeugarten auftretenden Beschleu­
nigungen als Vielfache der Erdbeschleunigung angibt), 

q[kg/m2]: Staudruck des Flugzeugs, q = ~; (in Bodennähe* """' :~), 
wobei: 

v [m/sec] : Fluggeschwindigkeit, 
'Y [kg/m 3]: Luftwichte, 
g[m/sec 2]: Erdbeschleunigung. 

3. Festlegung der sicheren Werte q, n, oc und damit der 
Beiwerte C für die einzelnen Flugfälle. 

Zwischen q, n und den Werten c besteht die Gleichgewichts­
bedingung: 

Die Vektorsumme der Luftschraubenkräfte, der Trägheitskräfte 
und der Schwerkraft ist gleich der gesamten Luftkraft am Flugzeug. 

Im folgenden wird die Luftschraubenkraft vernachlässigt. Ferner 
wird vorausgesetzt, daß die Schwerkraft und die Trägheitskräfte des 
Flugzeugs dieselbe Wirkungslinie besitzen. Sie werden im folgenden 
zusammengefaßt als "Massenkraft" 1/,·G. 

Die Gleichgewichtsbedingung heißt dann (Abb. 5): 

G . n . cos 8 = 0" • F . q , 

G· n· sin 8 = (010 + cw .> . F· q , 
G· n = F· q . -y O! + (010 + 01D8)2 = F· q. 011 _ 

Da vorausgesetzt wurde, daß die Trägheitskräfte und die Schwer­
kraft in gleiche Richtung fallen, muß 0/1 in die Schwerrichtung fallen. 

Zwei der Werte q, n und oc sind für jeden Flugfall durch die Be­
lastungsannahmen festgelegt, der dritte folgt dann durch die vorher­
gehende Gleichgewichtsbedingung. 

Die Angaben "Nach Abs. 9032" usw. geben die in Frage kommen­
den Stellen der Belastungsannahmen des DLA4** an. Die Zahlenwerte 

* Bei allen Zahlenrechnungen im Unterabschnitt 3 wird mit dem Näherungs­
wert vB/16 gerechnet. 

** Bis zur Herausgabe des Buches gültig gewesene Fassung. 
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sind daraus für Flugzeuge der Gruppe S4 entnommen. (Für die übrigen 
Gruppen schreiben die Belastungsannahmen andere Werte vor.) 

Die im folgenden angegebenen Werte n und q sind "sichere" Werte 
(S.2). 

Belastungsfall A: Abfangen. 
Nach Abs. 9032. 

(Y.: Der Wert ca max des am steilsten angestellten Flügels (hier des 
Unterflügeis) liegt bei (Y. = 140 (Abb. 2). Durch diesen Anstellwinkel 
ist also der A-Fall gekennzeichnet. Dazu gehört: cgA = 1,24. 

n: n,t =4. 
Aus (Y. und n folgt q. 

q: _ nA·G/F _ 2 
qA - -- - 139 kg/m . 

CgA 

Dem entspricht: VA = 47,2mjsec bzw. VA = 170kmjh. 

Belastungsfall C: Sturzflug. 
Nach Abs.9034. 

q: qc = q" + 400 kgjm 2 bzw. qc = 2,25 q", wobei q" = Staudruck 
des schnellsten unbeschleunigten Waagerechtfluges. 

Aus V" = 175 kmjh bzw. v" = 48,6mjsec (S. 6) folgtq" = 148kgjm 2 • 

Damit: qc = 148 + 400 = 548 kg/m2 bzw. qc = 2,25·148 = 333kgjm2 • 

Der größere der bei den Werte ist maßgebend, also qc = 548 kgjm 2 • 

Dem entspricht: Vc = 93,6 mjsec bzw. V c = 337 km/ho 
ot: Der Auftriebsbeiwert ist Null bei (Y. = - 7,50 (Abb.3). Durch 

diesen Anstellwinkel ist also der C-Fall gekennzeichnet. Dazu gehört 
unter Berücksichtigung des Luftschraubenwiderstandes cwL: 

c~c = egO + e",L = c"'o + C"'. + C",L= 0,02 + 0,02 + 0,014 = 0,054. 

Aus rJ. und q folgt n. 

n: nc= c;;;l° = 0,69 (also noch nicht stationärer Sturzflug, s. u.). 

Sollte das Flugzeug der Beanspruchungsgruppe 5 genügen, so wäre 
für die Berechnung der Endsta udruck maßgebend, d. h.: 

n: n = 1 ("stationärer" Sturzflug). 

(Y.: r:t.c = - 7,50 entsprechend cao = 0. 

Dazu gehört: 
C~c = 0,054 (s.o.). 

Aus rJ. und n folgt q. 

q: qo= no·,o/F =796 kg/m2 • 
CgO 

Dem entspricht: Vo = 113 mjsec bzw. Vo = 407 km/ho 



Belastung des Flügels. 

Belastungsfall B: Gleitflug. 
Nach Abs. 9033. 

n: nB = ~ nA = 2,67. 

q: qB = 0,8 qa = 438 kg/m2. 

Dem entspricht: vB = 83,6 rn/sec bzw. VB = 301 km/ho 
Aus n und q folgt oc. 

oc: Die Gleichgewichtsbedingung liefert: 

_ nB· GfF _ 0 26 
coB - qB -, • 

9 

Nach den Belastungsannahmen ist dieser Wert gleich ca B zu setzen; 
also (Abb. 3) 

n: 

q: 

OCB = -4,5°. 

Belastungsfall D: Rückenflug. 
Nach Abs. 9035. 

nD* = - ~nA = -1,33. 

qD = 0,8 qa = 438 kgjm2. 

Dem entspricht: vD = 83,6 rn/sec bzw. V D = 301 km/ho 
Aus n und q folgt oc. 

oc: Die Gleichgewichtsbedingung liefert: 

= nD·GfF = -013 
coD qD ' • 

Nach den Belastungsannahmen ist dieser Wert gleich caD zu setzen; 
also (Abb. 3) 

IXD = -9°. 

Belastungsfall E: Abfangen in den Rückenflug. 
Nach Abs. 9036. 

n: 

IX: Der Wert Camin des Gesamttragwerks liegt bei oc = - 51,5° 
(Abb. 3). Durch diesen Anstellwinkel ist der E·Fall gekennzeichnet. Da­
zu gehört: COE = ± 0,89. 

Aus n und oc folgt q. 
nE·GfF j 2 q: qE = = 96,6 kg m . 

CgE 

Dem entspricht: vB = 39,3 rn/sec bzw. VB = 141 km/ho 

* Nach dem Wortlaut der Belastungsannahmen müßte es heißen: n D =+ ~ n,j; 
dann wäre das Fluggewicht G als negative Größe einzuführen. Ähnliches gilt für 
den BeIastungsfaII E. 
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Belastungsfall G: Böenbeanspruchung. 
Nach Abs. 9038 (vgl. hierzu WagnerS und Küßner 9). 

n: 
1 F dCa 

n G = 1 ± 16 . VII • W • "1 • G . '"dcX 

hierin ist: 
= 1 ± 2,12 = + 3,12 bzw. -1,12; 

Vh = 48,6 rn/sec (s. oben), 
w = senkrechte Luftgeschwindigkeit ; nach den Belastungsannahmen 

= 10 m/sec, 

~: = 4,55 (Abb. 3; IJ. im Bogenmaß), 

"1 = Abminderungsbeiwert zur Berücksichtigung des allmählichen 
Einsetzens der Strömungsänderung, der elastischen Nachgiebigkeit der 
Flügel und des Ausweichens des Flugzeugs (Weg und Drehung). Abb. 6 

zeigt "1 als Funktion von K, wobei K = 0,612· ~: . t· ~ ist (vgl. hierzu 

1.0 Ud i n g 10). Hier ergibt sich mit; 
K = 0,1 der Wert "1 = 0,66. 

q: qG = q/l = 148kgjm2 • 

Aus n und q folgt IJ.. 

IX: Die Gleichgewichtsbedingung 
O'5;;O.--------;;"O'1;------;o. ... Z------;tJ.Jt.--~o.~ liefert: 

- K·o.G1Z'!ffa t·f 110' GjF 
Abb 6 CgG= =0,91 bzw. -0,33. . . qo 

Nach den Belastungsannahmen ist dieser Wert gleich caG zu setzen; 

also (Abb. 3) IXG = 4,50 bzw. - 20,50 • 

Je nachdem, ob die Bö von unten nach oben bzw. von oben nach unten 
auf den Flügel wirkt, sind die positiven oder negativen Werte einzusetzen. 

Belastungsfall H: Hochreißen vor Hindernissen. 
Nach Abs. 9039. 

Braucht für Beanspruchungsgruppe 4 nicht untersucht zu werden. 
Sollte das Flugzeug der Beanspruchungsgruppe 3 genügen, dann 

wäre zu setzen: 
~ F 

n: nH = 1 + HR , aber höchstens: n H = qH' Camax' G' 
D .. g. 

arm 1st: 
R = 250 + lOG (R = Krürnmungsradius der Flugbahn. Gin t, R in m) 

= 266 m, 
VH = Vh = 48,6 m/sec, qH = q" = 148 kg/m2 , camax = 1,23, 
nH = 1 + 0,9 = 1,9, aber höchstens nH = 4,23, 
also maßgebend: nH = 1,9. 

q: qH = 148 kg/m2 aus vH = 48,6 m/sec (s. oben). 
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Aus n und q folgt IX. 

IX: Die Gleichgewichtsbedingung liefert: 

- ns·G/F _ 055 
CgH - qs -, . 

11 

Nach den Belastungsannahmen ist dieser Wert gleich caH zu setzen; 
also (Abb. 3) 

IXH = - 0,5°. 

Die nunmehr festgelegten Flugfälle sind in den Abb. 1 bis 3 ge­
kennzeichnet. 

Der in den Belastungsannahmen unter den für das Tragwerk maß­
gebenden Belastungsfällen aufgeführte Fall F: "Landung" (Abs. 9037) 
wird in Aufgabe 3 und 4 gesondert behandelt. 

4. Ermittlung der die Trag­
glieder beanspruchenden 

Normal- und Tangentialkräfte. 

Die am Oberflügel angreifende 
Luftkraft RO ist die Resultierende 
(Abb. 7) der Normalkraft: 

N° =Fo'q'c~ [kg], 
senkrecht zur Flügelsehne, 

und der Tangentialkraft: 

TO = FO'q'c~ [kg], 

parallel zur Flügelsehne. 

f/ii' elsehrrt 
OtJel: 

Die Lage der Wirkungslinie von N° folgt aus dem Moment der Luft­
kraft RO am OberflügeI, bezogen auf die Flügelvorderkante (vgl. Unter-

abschn. 6): MO = FO . tO • q. c::' [kgm]. 

Bei Berechnung des Tragwerks sind außer den Luftkräften (Normal­
und Tangentialkraft) noch die Massenkräfte n'Gp des Flügels zu be­
rücksichtigen. Die parallel und senkrecht zur Flügelsehne wirkenden 
Anteile dieser Massenkräfte sind beim Oberflügel in Richtung 

der Normalkraft: LI N° = - n· G'F' COS (8 - IXO), 

der Tangentialkraft : LI TO = - n . G'F' sin (8 - IXO). 

Für den Unterflügel ist überall der Index ° durch" zu ersetzen. 
Bei überschläglich er Rechnung werden die Massenkräfte des Flügels 

durch Multiplikation der aus den Luftkräften allein berechneten Werte TO 
und N° mit GBIG berücksichtigt (Rechnungsgewicht GB = Flug­
gewicht G - Flügelgewicht Gp ). 
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5. Lastverteilung über die Spannweite. 
Nach Abs.9042. 

Die Verteilung der auf die Flächeneinheit bezogenen Luftkräfte 
über die Spannweite ist folgendermaßen anzunehmen: 

a) Rechteckig über die ganze Spannweite (Abb. Ba): 

Pa = N/F: Normalkraft*, 

wa = T /F : Tangentialkraft*. 

Dabei ist F die (aerodynamisch wirksame) Fläche des Einzelflügels 
(Abb.9a). 

b) In Flügelmitte rechteckig. 
aber an den Flügelenden längs 
einer Strecke, die gleich der mitt­
leren Flügeltiefe t ist, geradlinig auf 
die Hälfte abnehmend (Abb. Bb): 

Pb = N/F': Normalkraft*. 
Wb = T/F': Tangentialkraft*. 

} I 
.--t--; 

r 
! 

~ 
Abb.8. 

c 

Abb.9. 

Dabei ist F' die (aerodynamisch wirksame) Fläche des Einzelflügels 
mit reduzierter Tiefe t'(x) = t(x)'qJ(x) (Abb. 9c), wobei qJ(x) die Ordi­
nate des Diagramms Abb. 9b an der Stelle x bedeutet. 

Die laufende Last an der Stelle x ist: 

Bei Verteilung a) 

" " b) 

bzw. 

" 

W a ' t (x), 

Wb' t'(x). 

6. Lastverteilung über die Flügeltiefe. 
Nach Abs. 9043. 

Der Druckpunkt, d. h. der Angriffspunkt der Luftkraft R*. ist von 
der Flügelvorderkante um den Betrag 8(X) entfernt (Abb.1O; vgl. 
Unterabschn. 4): 

8 (x) = t (x)· cm/cn • 

• Der Index • für den Oberflügel bzw ... für den Unterflügel ist weggelassen. 
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Der Druckpunkt liegt im C·Fall beim Eindecker im Unendlichen, beim 
Doppeldecker sehr weit von der Flügelvorderkante entfernt. Daher 
wird zur Vermeidung von Fehlern die Ermittlung der Lastverteilung 
auf die Holme unmittelbar mit M durchgeführt. 

Das Moment M liefert bei zweiholmigen Flügeln die Verteilung der 
Normalkraft auf die beiden Holme folgendermaßen (Abb. 10): 

Die laufende Normalkraft des Vorderholms sei pV. t (x), die des 
Hinterholms pli. t (x). Dann ergibt sich pV und pli aus: 

pV + pli = p, 

pV . rV + pli . r" = Cm • q . t (x) . 

(Für p ist je nach der Verteilung Pa oder Pb zu setzen.) 
Die Luftkraftverteilung in Flügeltiefe (Rippen belastung) wird ent­

sprechend den Belastungsannahmen 
(siehe auch Heimann und Made­
lung ll) entsprechend Abb. 11 ange-

~-;-:--t(.x)---'~I 

I'" t(.r) ;;a I -rh _ : 

~rv~ I I r:: ~! !pv tp ;. 
'--s(.r)~ 

Abb.10. Abb.11. 

I 
I 
I 
I 

setzt. Die schraffierte Fläche ergibt die Belastung für den laufenden 
Meter Flügelbreite. 

Die für die Verteilung maßgebenden Ordinatenabschnitte sind 
(Abb. 11) 

VI = 0,5· q. (15 Cm - cn ) , 

V2 =[12. q. (2,5 Cm - cn ) • 

7. Unsymmetrische Belastungen. 
Nach Abs. 9044. 

a) Luftkraftmomente um die Längsachse. 

Zusätzlich zu den Flugfällen A, B, D, E, G und H ist folgender un­
symmetrischer Belastungsfall zu untersuchen: Auf die eine Tragwerks­
hälfte wirke 70 vH, auf die andere 100 vH der ursprünglichen Be­
lastung, aber in sonst gleichartiger Verteilung über die Spannweite und 
die Flügeltiefe wie vorher. Das hierdurch entstehende Moment wird 
im allgemeinen durch die Massenkräfte des Tragwerks, Fahrwerks usw., 
dagegen weniger durch Leitwerksbetätigung ausgeglichen; der Be­
lastungszustand ist also nicht als stationär anzusehen. 
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Dann treten am Baldachin oder Rumpf Zusatzkräfte auf, die be­
sonders bei schmalen Baldachinen beachtenswert sein können. 

b) Luftkraftmoment um die Hochachse. 
(Vgl. hierzu Aufgabe 5.) 

Auf gab e 2: Belastung des Triebwerks. 
Es sind die Belastungsannahmen für einen Triebwerkseinbau auf­

zustellen. (Nach Abs. 9164 der Belastungsannahmen.) Die Festwerte 
und die aerodynamischen Beiwerte des Flugzeugs seien dieselben wie 
bei Aufgabe l. 

Der in das Flugzeug eingebaute Motor habe die 

suu 

Abb.12. 

Maximalleistung: N = 190 PS, 
Umdrehungszahl: n* = 1500 min- 1 . 

Das angenommene Luftschrauben­
schub-Diagramm ist in Abb. 12 dargestellt. 

1. Abfangen bei ganz gedrosseltem 
Motor. 

Es sind als sichere Lasten anzunehmen: 
Die Gewichte von Motor und Luft­

schraube einschließlich aller Zubehörteile, 
vervielfacht mit dem sicheren A -Fall-

Lastvielfachen nA des Tragwerks. Ihre Resultierende ist 

~ = nA • Gm = 4·350 = 1400 kg ; 

sie ist um den Winkel (cx - e) gegen die Lotrechte zur Flugzeuglängs­
achse geneigt (Abb. 13). 

2. Abfangen mit Spitzenleistung des Motors. 

Es sind als sichere Lasten anzunehmen: 
a) nA-faches Gewicht von Motor usw. wie bei 1. Dazu tritt: 
b) I-facher größter Schraubenschub, 
c) I-faches größtes Motordrehmoment, 
d) I-faches Luftschrauben-Kreiselmoment bei der engsten senk­

rechten Kurve. 

Zu 2, b) Ermittlung des Schraubenschubs S. 
Für VA = 47,2 m/sec (S. 8) folgt aus dem Luftschraubenschub-

Diagramm (Abb. 12) S = rel. 250 kg, 

in Richtung der Längsachse nach vorn wirkend. 

* n zum Unterschied vom Lastvielfachen n. 
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Zu 2, c) Ermittlung des Motordrehmoments Md' 

Md = 716,2 N/ii = 90,7 kgm, 
entgegengesetzt dem Drehsinn der Luftschraube wirkend. 

15 

Zu 2, d) Ermi ttl ungdesLuftschra u ben- Kreiselmomen tsM kr' 

M kr = 2 JfZ[COI' C02] [kgm]. 

wl[sec-1 ] 

wz[sec-1 ] 

= Massenträgheitsmoment der Luftschraube, bezogen auf 
die zur Hochachse parallele Achse durch die Nabe, 

= Winkelgeschwindigkeit der Luftschraube, 
= Winkelgeschwindigkeit des Flugzeugs. 

Seifenonslchf 
(a.-&) Jlorderonslch' 

\ 
S e=~~~~~F===~flu9~ng Drehs/im tler 

Lurfschrou!Je (/ugreug-
~:::t:~...J2~-~-.J /ö1VJ"~ 

OroulSlchf 

s 

Abb. 13. 

COI und COz sind als Vektoren *, [co1 ' coz] ist als äußeres Produkt auf­
zufassen. (Da hier col.l W 2 , so ist der Betrag von [WI' coz] gleich dem 
Produkt der Beträge von WI und COz • Die Vektoren der Größen W1 , COz 

und M kr bilden ein Rechtssystem, Abb. 13; vgl. auch S. 30.) 
oc) Ermittlung von w1• 

* Auf verschiedenartige Bezeichnung von Vektoren und Vektor beträgen wurde 
verzichtet, da Mißverf'tändnisEe hier ausgeschlossen sind. 
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ß) Ermittlung von W 2 der engsten senkrechten Kurve mit 
dem Radius Rm1n • Der kleinstmögliche Radius R:nin und das dazu­
gehörige w~ folgen aus den Gleichungen: 

75 N 1] = (cw + clOS ) F du v3 [mkg/sec] = Leistung, 

Z + G = ca F dg v2 [kg] = Gesamtauftriebskraft , 

G v2 
Z = g R [kg] = Zentrifugalkraft, 

V 
w2 = R [sec-I]. 

Hieraus durch Elimination: 

Glu V ( 150;:11 g r 
R- [mJ 

- y" I 150 N 11 g 2 3 • 

CaF2gV(~-) -G}(Cw +Cw,)2 

Es wird 1] = 0,65 und y = 1,25 kg/m3 gesetzt. Für verschiedene Werte­
paare Ca und (cw + cws), die aus Abb. 3 entnommen werden, wird R 
berechnet. Daraus ergibt sich R;"in = rd. 145 m; mit dem dazugehörigen 
Wert (cw + cws) liefert die erste Gleichung v = 33 m/sec; daraus folgt: 

w; = 0,23 sec-I. 

Anderseits folgt der kleinstzulässige Radius R~ln und das dazu­
gehörige w~ im A-Fall aus den Gleichungen: 

" V,A 
w2 =F 

mlD 

mit n A = 4 und VA = 47,2 m/sec (nach Aufgabe 1) zu R~in = 76m bzw. 

w~ = 0,62 sec-I. 

Da es widersinnig wäre, mit einem Radius zu rechnen, der kleiner als der 
kleinstmögliche ist, und es anderseits nicht folgerichtig wäre, der Be­
rechnung des Triehwerkseinbaus einen kleineren Radius zugrunde zu 
legen, als er dem zulässigen A-Fall·Lastvielfachen des Tragwerks ent­
spricht, genügt es, mit dem größeren der beiden Werte R:nin und R~ill 
zu rechnen, also hier mit Rmln = rd. 145 m und dazu W 2 = 0,23 sec-I. 

y) Ermittlung von Jz. Im folgenden bedeutet J 1> das polare 
Trägheitsmoment der Luftschraube. 

Es ist: 
J ,...., (D)2 GL bis (D)2 G L 

p 6 U 5 g' 
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wobei 

GL = 20 kg das Gewicht der Luftschraube, 
D = 2,80 m der Luftschraubenkreisdurchmesser ist; daraus folgt: 

J p '" 0,44 -;- 0,64 (gewählt zu rd. 0,55 kgmsec 2). 

Bei einer zweiflügeligen Luftschraube ist: 

.I. r-..J .I p sin2 (f., 

wobei 0:. den Öffnungswinkel zwischen Luftschraubenflügel und Bezugs-
achse des Trägheitsmomentes bedeutet (Abb.14). _---__ 

/...-- -......... 

Bei einer drei- und mehrflügeligen Luft- ,/ IZ ''-,-

schraube ist: I', 

.I. = J;. 
Im vorliegenden Falle sei die Luftschraube 
zweiflügelig; daher ergibt sich: 

Jz '" 0,55 sin2 (f. [kgmsec2] • 

Mithin ist das Kreiselmoment : 

M kr = 2Jz [Wl' w2] = rd. 40 sin2 (f. [kgm]. 

M kr ist also periodisch veränderlich zwischen 0 
und 40 kgm (Periodendauer 60/211, sec, da auf 
1 Umdrehung 2 Perioden von sin20:. kommen); 
im Mittel ist M kr = 20 kgm. (Vgl. auch Abs. 
Belastungsannahmen. ) 

' ...... '-........ Iz 
...... _-------_ ...... / 

Abb.14. 

9163 und 9165 der 

§ 2. Hau]ltlandullgsfälle. 
Auf gab e 3: Belastung des Flugzeugs bei zentrischem Stoß. 

Für diejenigen Landungsfälle, bei denen die Resultierende der 
Stoßkräfte durch den Schwerpunkt des Flugzeugs geht, sind die am 
Flugzeug auftretenden Massenkräfte zu ermitteln. (Nach Ahs. 9121 und 
9122 der Belastungsannahmen.) 

Die auf das Fahrwerk wirkende Stoßkraft P muß mit den Massen­
kräften des gesamten Flugzeugs im Gleichgewicht stehen: 

Hierin ist: 
P =e·G. 

G[kg] das Fluggewicht, 
e das "sichere Stoßvielfache" für zentrische Landung; es gibt 

für die verschiedenen Landungsfälle und Flugzeugarten die 
beim Aufsetzen zu erwartenden Beschleunigungen als Viel­
fache der Erdbeschleunigung an. 

Thalau-Teichmann, Beispiele. 2 
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Ein Teil A der im Augenblick der Landung vorhandenen kinetischen 
Energie des Flugzeugs soll durch die Federung und Bereifung um­
gesetzt werden. Nach den Belastungsannahmen ist zu setzen: 

Hierin ist * : A = c·m·vl [mkgJ_ 

c ein von der Verwendungs- und Beanspruchungsgruppe abhängiger, 
durch die Belastungsannahmen festgelegter Beiwert, 

[ kg SeC2] • m = Gig ---m- dIe Masse des Flugzeugs, 

VL lr ~J die Landegeschwindigkeit , 
sec 

V-~ VG/F2U 4yG/F (. B d ··h) VL = qmln·- = --.-,..., -- In 0 enna e. 
)'0 C.max)'o C. max 

Der Zusammenhang zwischen der zur Motorachse lotrechten Auf­
lagerkraftkomponente P des Fahrwerks und der zu P parallelen Kompo­

nente I des Federwegs wird durch das "Fede­
rungsdiagramm" (Abb.15) dargestellt. Die 
von der I-Achse und der P-Kurve einge­
schlossene Fläche stellt die jeweils vom 
Fahrwerk aufgenommene Arbeit dar. Diese 
erreicht den vorgeschriebenen Betrag A bei 
1= f' und P = P'. Dann ist das sichere Stoß­
vielfache für zentrische Landung e = P' /0. 

Abb. 15. Federung •. oder Arbeits- (Das Flächenstück, das der Vorspannung 
diagramm. der Fahrwerksfederung entspricht, darf bei 

A nicht mitgemessen werden!) 
Zahlenbeispiel. 1. Ermittlung von e. Es sei: 

c = 0,0070 (Verwendungs- und Beanspruchungsgruppe 8 4), 

G = 1600 kg, F= 37,2 m2 , 

camax = 1,23, 

VL = 23,6 rn/sec bzw. VL = 85 km/ho 
Also: 

A= 635 mkg. 

Der Wert A = 635 mkg wird erreicht bei I' = 23 cm und P' = 5920 kg 
(Abb. 15), daher ist 

5920 
e = 1600 = 3,7. 

2. Dreipunktlandung (Abb.16). Rad- und Sporndruck (Stoß­
kräfte) sowie die Flugzeugmassenkraft e· G stehen senkrecht zur Lan­
dungsebene. 

* Bezeichnungen wie auf S.5-;.-7. 



Mit 

ergibt sich 

Belastung des Flugzeugs bei exzentrischem Stoß. 

P = e . G = 5920 kg, 

II = 1,00 m, 

l2= 4,00 m, 

l= 5,00 m 

PI = 4735kg, P2 = 1185 kg. 

19 

Das Flugzeug wird in die einzelnen Hauptmassen aufgeteilt. Jeder 
dieser Teilmassen entspricht eine sichere Massenkraft von der Größe 
Pi = e'G;, senkrecht zur Landungsebene; dabei ist Gi das Gewicht der 
Teilmasse i (vgl. Tabelle 1 und Abb. 16). 

I 
Abb.16. Abb.17. 

Tabelle 1. Teilmassen. 

i Teilmasse Gi [kg] Pi [kg] 

1 Triebwerk 640 2368 
2 Oberflügel mit Tank. 375 1388 
3 Unterflügel mit Tank 145 536 
4 Fluggast mit Gepäck 150 555 
5 Flugzeugführer mit Gepäck 150 555 
6 Rumpfstück. 20 74 
7 " 

20 74 
8 Leitwerk. 30 111 
9 Fahrwerk. 70 259 

Summe: 1600 5920 

3. Normale Radlandung (Abb. 17). Die Resultierende der Stoß­
kräfte und die der Flugzeugmassenkräfte gehen durch den Flugzeug­
Schwerpunkt. Die sichere Massenkraft Pi = e'Gi jeder Teilmasse ist 
gleich groß wie bei der Dreipunktlandung und wirI{t parallel der resul­
tierenden Stoßkraft. 

Auf gab e 4: Belastung des Flugzengs bei exzentrischem Stoß. 

Es sind die auf das Flugzeug wirkenden Massenkräfte für "Ein­
seitige Radlandung" zu bestimmen. (Nach Abs.9123 der Belastungs­
annahmen.) 

2* 
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Bei diesem Landungsfall geht die resultierende Stoßkraft I.ß ni c h t 
durch den Flugzeugschwerpunkt. I.ß hat die Komponenten: 

P.,bzw. P y bzw. p. in Richtung der Längs- bzw. Quer- bzw. Hoch­
achse (Rechtssystem, Vorzeichensinn nach Abb. 18). 

Im Flugzeugschwerpunkt werden die entgegengesetzt gleichen 

(also sich aufhebenden) Kräfte i.ß und ~, parallel und gleich~, an-

J'eilenonsicITf 

OroufSicITf 

Abb.18. 

I 

I 
k-tL_ 

gebracht. Dann bildet ~ mit ~ das Kräftepaar: W1 = [~·t], wobei t 

den Hebelarm von ~ in bezug auf den Schwerpunkt bedeutet; t hat 
die Komponenten r"" r y, r. und die ~änge r (vgI. S. 30). 

Da die Einführung von $" und $ keine Änderung des Gesamt­
belastungszustandes bedeutet, kann die Belastung durch I.ß im Ab­
stande r vom Schwerpunkt durch eine Belastung des Systems mit 

~ # I.ß im Schwerpunkt und gleichzeitig mit dem Kl'äftepaal' 9Jl = [~ . t] 
ersetzt werden. (Es wird also ~ unter Einführung des Kräftepaares 
9Jl = [I.ß' t] zum Schwerpunkt parallel verschoben; vgI. S. 29.) 
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Auch der Vektor des Momentes W1 wird in drei Komponenten zer-
legt: 

M3) = + Pli' rz - P z ' rv (Moment um die Längsachse), 

Mv = - P x • r. + P z . r x ( " Querachse ), 

M z = + P x • r v - P v • r JJ ( " Hochachse ) . 

Die Gesamtmasse GIg des Flugzeugs wird in eine Reihe einzelner 
Teilmassen Gilg aufgeteilt; unter Vernachlässigung ihrer einzelnen Teil­
~Iassenträgheitsmomente werden sie durch entsprechende Massen­
punkte i ersetzt (Abb. 18), die in den Schwerpunkten dieser einzelnen 
Teilmassen liegen. 

Im Massenpunkt i wirkt 

1. infolge ~ # $ die Massenkraft $i1' parallel zu ~, aber ent­
gegengesetzt gerichtet: 

G. 
Pil,z = - G'· P z ; 

2. in folge seiner durch das Moment WC = [S-ß' t] hervorgerufenen 
Tangentialbeschleunigung die Massenkraft ~i2' so gerichtet, daß ihr 
Moment bezüglich des Schwerpunkts parallel, aber entgegengesetzt 
dem Moment im ist: 

P __ GI ( MV!!I: M'(]lv) 
i2,3) - g --y;;- - -y;- , 

p. =_~(_M%(]I.+M'(]I') 
.2,V g J x J.' 

P _ GI ( lIfx (hv lIfv (]IZ) 
i2,' - - g J--;- - ----y-;- . 

Darin sind eix, ei1l' eiz die Koordinaten des Punktes i, bezogen auf 
den Schwerpunkt, und J." J v' Jz die Massenträgheitsmomente des 
Flugzeugs, bezogen auf die Längs-, Quer- und Hochachse. 

Es ist: 

J", = ~ 17 G;(erv + er.), J v= ~17 Gi (er", + er.), 

J. = ~ 17 Gi (er", + erll)· 

Die Trägheitsmomente ergeben sich um so genauer, in je mehr 
Teilmassen das System zerlegt wird. Besonderen Einfluß haben die 
von den Drehachsen weit entfernten Teilmassen. 

Zahlenbeispiel. Es sei (vgl. Tabelle 2): 

.L;G;(erv + erz) = g.J", = 3050kgm2 , 

.L; Gi (er", + erz) = g' J v = 2700 kgm2 , 

.L;Gi(er", + erv) = g·Jz = 4375kgm2 • 
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Tabelle 2. Ermittlung von g.J •. 

i Teilmasse GI [kg] I Yelx + e'fz [m] Gi (ei'..: +e;'l [kgm2] 

1 Luftschraube 20 1,90 72 
2 Motor 620 0,95 560 
3 Oberflügel mit Be· 

triebsstoff . 375 1,00 375 
4 Unterflügel mit Be· 

triebsstoff . 145 0,80 93 
usw. usw. usw. us\\'o usw. 
usw. usw. usw. usw. usw. 

1: Gi =G 1: Gde;.., + e'fzl 
= 1600kg =g.J.= 2700 kgm 2 

Die Werte für g.J", und g·Jz werden in gleicher Weise gefunden. 
Gesamtstoßkraft nach Abs. 9123 der Belastungsannahmen mit 

e = 3,7 (Aufgabe 3): 

w = 0,5 e . G = 2960 kg: 

P., = I.ß sin rp = + 1480 kg, P 11 = 0, P z = - I.ß cos rp = - 2563 kg 
(Abb. 18). 

Hebelarm der Stoßkraft (von der Stoßkraft zum Schwerpunkt 
gerichtet) : 

t = I,OOm: 

r., = 0, r =-~-=-100m 
11 2 ' , 

Momentenkom ponenten: 

M., = - 2563 kgm , .M< = -1480kgm; 

Massenkraftkomponenten für z. B. das Oberflügelendstück mit 
Gi =7,5kg, ei.,= -0,10m, l!i1l=+5,60m, I!iz= -1,OOm: 

P i1 . ., = - 6,9 kg Pil,lI = 0 Pi1,z = + 12,0 kg 

P i2 ,,, = -14,2 kg 

Pi,.. = - 21,1 kg, 

Pi2• 11 = + 6,05 kg 

Pi,lI = + 6,05 kg, 

Pi2 , z = + 35,3 kg 

Pi,z = + 47,3 kg. 

§ 3. Belastullgsfälle durch Leitwerkskräfte. 
A ufga be 5: Belastung des Flugzeugs durch Seitenleitwerkskräfte. 

Die auf das Seitenleitwerk wirkende Luftkraft sowie die dadurch 
im gesamten Flugzeug hervorgerufenen Massenkräfte sind zu ermitteln. 
(Nach Abs. 9056 der Belastungsannahmen. Die Belastungsannahmen 
für das Seitenleitwerk sind im DLA in Umarbeitung begriffen. Die hier 
angegebenen Berechnungen beziehen sich auf die zur Zeit geltenden 
Belastungsannahmen. ) 
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1. Leitwerkskräfte durch Böenbelastung (unwillkürliche 
Beanspruchung). 

Für die mittlere sichere Leitwerksbelastung ist zu setzen (vgl. 
Aufg. 1, S. 10): 

1 dcas 
Ps = ± - Vh . W • 'YJ • - [kgjm2] • 

16 d IXs 
Hierin ist: 

v,,[mjsec] 
W [rn/sec] 

die höchste Waagerechtgeschwindigkeit, 
die Böengeschwindigkeit (in der Formel für P. senkrecht 
zur Leitwerksfläche wirkend angenommen), 
der Wirkungsbeiwert des Einsetzens der Strömungsänderung, 

die Änderung des Auftriebsbeiwerts der Seitenleitwerksfläche 

mit dem Anblase(Schiebe)-Winkel (im Bogenmaß). 

Das Produkt w''YJ ist wenigstens gleich 10 m/sec zu setzen. 
Ergibt sich damit Ps größer 1,0 

als "PSrnax" (s. unten), dann 
braucht nur PSmax in die wei­
tere Rechnung eingesetzt zu 
werden; "PSmnx" wird folgen­
dermaßen ermittelt: 

Es liege eine Messung vor, 
die den Auftriebsbeiwert caS 
des Seitenleitwerks in Abhän-
gigkeit vom Anblasewinkel as 

Cq 

t 

für verschiedene Ruderaus- 15 18 

schläge zeigt (Abb.19). Aus den 
Geschwindigkeiten v" und W 

(s. oben *), die unter einem Winkel ß zusammentreffen (Abb.20), er­
gibt sich eine resultierende Geschwindigkeit vR' ein resultierender 

Abb.20. 

.,,-=' 

Vh = 48,6 rn/scc 
IV = 10,0 rn/sec 

Staudruck qR ,....., v~j16 (in Bodennähe) und ein resultierender Anblase­
winkel Cl..s. Der bei diesem Anblasewinkel as größtmögliche Auf triebs-

* w jetzt aber zu 10 rn/sec in beliebiger Richtung wirkend angenommen. 
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beiwert ist c:s (er wird hier beim größtmöglichen Ruderausschlag des 
vorliegenden Flugzeugs: CI '" 20° erreicht, Abb. 19). Die dazugehörige 
mittlere Leitwerksbelastung ist Ps = qR· c; s. Für verschiedene Winkel ß 

o JO liO 90 IZ0 150 180 210 
----ßinGrod 

wird diese mittlere Leitwerks­
belastung berechnet und in Ab­
hängigkeit von ß aufgetragen 
(Abb. 21). Daraus ergibt sich 
der über ha u pt größtmögliche 
Wert PSmax. 

Abb.21. In dem hier gezeigten Bei­
spiel ist PSma.x wesentlich größer 

als der zum Vergleich eingetragene Wert Ps' der sich mit der eingangs 
genannten Formel ergibt. 

Für die auf das Seitenleitwerk wirkende Kraft ist also zu setzen: 

P = PsF~. 

2. Massenkräfte im gesamten Flugzeug infolge einer 
Sei tenleitwer ks betä tigung. 

Die Belastung des Seitenleitwerks ruft außer der Drehmomenten­
komponente M. um die Hochachse wegen seiner zur Längsachse exzen­
trischen Lage auch eine Komponente M., um die Längsachse hervor: 

Hierin ist: 

F S [m2] die Fläche des Seitenleitwerks (Flosse + Ruder), 

hs [m] die Höhe des Flächenschwerpunkts des Seitenleitwerks über 
der Längsachse, 

ls [m] der Abstand der Ruderachse des Seitenleitwerks vom Flug­
zeugschwerpunkt. Richtiger müßte hier der Abstand des zu 
jeder Verteilung gehörigen Druckmittels vom Flugzeugschwer­
punkt eingesetzt werden, doch ist dieser Unterschied gering. 

Auf einen Massenpunkt i wirken die Kräfte (vgl. Aufgabe 4): 

l.l3il mit den Komponenten: 

Pu,., = - ~i .p", 

Pit = _ Gi . P 
,1/ G" 

pu,. = - ~i .p. 

(hier = 0), 

( " 

( " =0). 
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l.ßi2 mit den Komponenten: 

P _ Gi ( lIfu~ _ M.eiV) [ho _ + GiPsFslseiv] 
i2. '" _. - - J J ler - J ' g u. g • 

p. = _ Gi (_ MZei. + lI!.e iZ) [ _ ...L G F (hse •• _ ts e•x )] 
\2. v g Jz J. ,,- I iPS S gJ. gJ, ' 

P _ G. ( J1f.e.. j1iveiZ) [ = _ GiPsFsl!se.u]. 
i 2. z - - g -----y;- - ---y;;-" g J x 

Für den Fall mehrmotoriger Flugzeuge vgl. auch Abs. 9058. 
Bemerkung: In entsprechender Weise werden die Belastungen des 

Höhenleitwerks und die dadurch bedingten Massenkräfte gefunden. Es 
ist zu beachten, daß der vom Längsmomentenausgleich herrührende 
Anteil der Höhenleitwerksbelastung keine Drehbeschleunigung ver­
ursacht, da er mit dem Schwerpunktsmoment der Flügelluftkräfte im 
Gleichgewicht steht. 

Zweiter Abschnitt. 

Beispiele zur Ermittlung 
der Beanspruchungen und Verformungen 

von Flugzeugbauteilen. 
Einleitung. 

AllgeIneine BeJnerkullgell zur Durchführung 
statischer Berechnungen. 
1. Das Flugzeug als Tragwerk. 

Ein "Tragwerk" ist ein körperliches Gebilde, welches bestimmte 
Lasten tragen soll; d. h. die Angriffspunkte einer Anzahl von Lasten 
sollen durch zweckentsprechenden Aufbau dieses Gebildes gegen­
einander räumlich festgelegt sein, und zwar derart, daß die seinen 
einzelnen Teilen zugemuteten Beanspruchungen mit den Eigenschaften 
der verwendeten Baustoffe und die dadurch bedingten Formänderungen 
mit dem Verwendungszweck des Tragwerks verträglich bleiben. 

Die "Lasten" sind im allgemeinen Sinn Kräfte und Kräftepaare 
(Momente), die in verschiedenen Wirkungslinien bzw. -ebenen am 
Tragwerk angreifen; zwischen diesen soll das Tragwerk" Gleichgewicht" 
vermitteln. 

Ein Flugzeug ist ein freies Tragwerk, d. h. die an ihm angreifenden 
äußeren Kräfte und Momente bilden ohne Zuhilfenahme von "Auflager­
kräften" oder "Einspannmomenten" ein Gleichgewichts-System. Diese 
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äußeren Kräfte und Momente setzen sich zusammen aus Luftschrauben­
kraft, Luftkräften, Massen-(Trägheits- und Schwer-)Kräften, Stoß­
kräften, Motordrehmoment, Luftschrauben-Kreiselmoment usw. 

Ein Flugzeug-Bauteil ist ein gelagertes Tragwerk; z. B. ist 
ein Flügel am Rumpf, bzw. ein Rumpf am Flügel gelagert; eine Rippe 
ist an den Holmen gelagert usw. Bei einem solchen Teiltragwerk stehen 
die äußeren Kräfte mit den "Auflagerkräften" bzw. "Einspann­
momenten" , die den Anschluß dieses Tragwerks an ein anderes Gebilde 
vermitteln, im Gleichgewicht. Nach Ermittlung und Anbringung der 
Auflagerkräfte bzw. Einspannmomente als weitere äußere Kräfte bzw. 
Momente neben den ursprünglich gegebenen geht das "gelagerte" in 
ein "freies" Tragwerk über. 

2. Gliederung des Flugzeugs als Tragwerk. 

Die allgemeinste "Gliederung" eines Flugzeugs ist durch die 
natürliche Einteilung in Flügel, Rumpf, Leitwerke, Fahr- und Schwimm­
werk usw. gegeben. Diese Hauptglieder bestehen weiterhin wieder je 
nach ihrer Aufgabe und Ausbildung aus Holmen, Rippen, Gurten, Ver­
spannungen, Streben, Pfosten usw. 

Jedes dieser Glieder kann bei entsprechender Ausbildung weiter­
hin aufgeteilt werden, z. B. ein Holm in Gurte und Füllstäbe (Streben 
und Pfosten). 

Häufig wird eine solche Gliederung zur Veranschaulichung des 
Kräfteverlaufs auch nur angenommen; z. B. wird eine mit Ver­
steifungen versehene Sperrholzwand in Anlehnung an die vorhandenen 
Versteifungen in gedachte Pfosten und Streben zergliedert. 

3. Grundbegriffe hinsichtlich des System-Aufbaus. 

Durch die Gliederung zerfällt jedes Tragwerk in einzelne "Stäbe". 
Je nach dem Grad der Gliederung kann also ein ganzer Flügel bzw. ein 
Rumpf einen "Stab" darstellen; bei weitergehender Gliederung kann 
ein Holm oder eine Rippe als Stab gelten; bei noch weitergehender 
Unterteilung bedeutet ein Stab z. B. eine Strebe oder einen Pfosten. 
Im allgemeinen besitzen alle Stäbe eine gewisse Längs-, Biege-, Schub­
und Drillsteifigkeit. 

Unterschieden werden jedoch "einfache Stäbe", die nur axial 
gerichtete Kräfte (Zug und Druck) aufnehmen und nur die zu ihrer 
Knicksicherheit nötige Biegesteifigkeit haben, und "biegesteife 
Stäbe", die sich durch eine große Biegesteifigkeit auszeichnen, die sie 
befähigt, quer zur Achse gerichtete Lasten aufzunehmen. Daneben 
gibt es noch Stäbe, die nur in einem Richtungssinn widerstandsfähig 
sind, z. B. Drähte, Seile und Ketten, die nur Zug aufnehmen können. 

Ein Stab kann gerade oder gekrümmt sein. Es liegt nahe, einen ge-
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krümmten Stab durch eine Folge von geraden Teilstäben zu ersetzen. 
Ebenso kann ein gerader Stab mit über seine Länge veränderlichen 
Abmessungen durch eine Folge von Einzelstäben mit für sich konstanten 
Abmessungen ersetzt werden. Ein Stab, der durch quergerichtete Kräfte 
auf Biegung beansprucht wird, wird häufig als "Balken" bezeichnet. 

Soll ausgesprochen werden, daß sich ein Bauteil seiner Ausbildung 
gemäß in einzelne Stäbe gliedert, so wird er als "Sta bwer k" bezeich­
net. Wird z. B. ein Holm ohm'! Rücksicht auf seine Ausbildung betrach­
tet, so gilt er als Stab bzw. Balken; wird er aber im Hinblick auf seine 
Gliederung in Gurte, Streben und Pfosten betrachtet, so wird er als 
"Stabwerk" bezeichnet. 

Soll nur ausgesprochen werden, daß eine Folge von Stäben ein zu­
sammenhängendes Gebilde darstellt, so wird diese als "Stabzug" be­
zeichnet. Für ein ebenes Stabwerk, welches nur zur Aufnahme von 
Kräften und Momenten innerhalb seiner Ebene geeignet ist, wird wie 
für vollwandige ebene Systeme die Bezeichnung "Scheibe" bzw. "ge­
gliederte Scheibe" gebraucht. 

Hinsichtlich ihrer statischen Eigenschaften werden die Stabwerke 
nach folgenden Gesichtspunkten unterteilt: 

Die Stäbe können so angeordnet bzw. in so großer Zahl vorhanden 
sein, daß sie in sog. Knotenpunkten nur gelenkig miteinander verbunden 
zu werden brauchen, um das Stabwerk zur Aufnahme beliebig gerichte­
ter und angeordneter Lasten geeignet zu gestalten; in diesem Falle 
wird es als "Fachwerk" bezeichnet. Falls ein Fachwerk aus nur ein­
fachen Stäben besteht, dürfen die Lasten nur in Form von Einzel­
kräften in den Knotenpunkten angreifen. 

Häufig liegt aber auch der Fall vor, daß es nicht genügt, die Stäbe 
bloß durch Gelenke zu verbinden, sondern daß biegefeste bzw. drill­
feste Knoten erforderlich werden, um das System für beliebig gerichtete 
Kräfte aufnahmefähig zu gestalten. Solche Stabwerke werden als 
"Rah men wer ke" oder bei einfacher Gestaltung kürzer als "Rahmen" 
bezeichnet; ihre nicht gelenkig angeschlossenen Stäbe müssen dann 
biege- bzw. auch drillsteif sein. 

Praktisch liegen bei den meisten Fachwerken, obwohl theoretisch 
nicht erforderlich, biege- und drillfeste Knoten vor. Soll dies ausgedrückt 
werden, so wird von "Fachwerken mit steifen Knoten" im Gegensatz 
zu "Gelenkfachwerken" gesprochen. Umgekehrt wird in Rahmenwerken 
häufig eine Reihe von Gelenken eingeschaltet, sofern dadurch die Trag­
fähigkeit des Systems nicht beeinträchtigt wird; solche Systeme werden 
vielfach als "n- Gelenk-Rahmen" (z. B. Dreigelenkrahmen) be­
zeichnet. 

Sonderfälle des Rahmenwerks bzw. der Stabzüge mit steifen oder 
zum Teil steifen Knoten sind "mehrteilige Balken"; solche liegen z. B. 
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vor bei auskragenden Holmen, die sich aus "Balken mit beiderseitiger 
Endstützung" und "Kragbalken" zusammensetzen. Hierzu gehören 
auch durchlaufende Holme auf mehreren Stützen, sowie gekrümmte 
Holme oder Holme mit ungleichmäßigem Steifigkeitsverlauf, sofern sie 
zur Vereinfachung der Behandlung in eine Reihe aneinander gefügter 
Einzelstäbe zerlegt gedacht werden. 

Ferner wird von "Stabwerken mit veränderlicher Gliederung" 
gesprochen. Solche Stabwerke liegen z. B. dann vor, wenn sir Glieder 
enthalten, die nur gegen Zug widerstandsfähig sind und dann aus­
schalten, wenn ihnen infolge irgendeines Belastungszustandes Druck 
zugemutet wird, oder wenn sie Gelenke enthalten, die sich bei gewissen 
Formänderungen schließen, so daß sie von bestimmten Laststufen ab 

~
~.x . 

. z 

, 

Y Sofern die aufzuneh-~
K steife Knoten darstellen. 

tJi1!Jz mende Belastung, die an 
. einem Stabwerk bzw. 

einem Stab angreift, 
nich t von vornherein für 

:;.; ~ ~ sich im Gleichgewicht 

Abb.22. 

steht, bedarf jedes Stab­
werk bzw. jeder Stab 
einer "Stützung", d. h. 
er muß an ein anderes 
System angeschlossen 
sein. Die Stützung er­

folgt durch eigens dafür vorgesehene "Anschlußstäbe" oder durch 
"Lager". Die "Stützung" in irgend einem Punkt des betrachteten 
Systems gegen ein anderes System kann so erfolgen, daß sie im An­
schlußpunkte jede gegenseitige Bewegung des einen gegen das andere 
System oder nur gewisse Bewegungskomponenten ausschaltet. Dem­
gemäß spricht man bei jeder Stützung von der Anzahl der durch sie 
bedingten "Fesseln". 

Ein räumlich unverschieblich, aber drehbar angeschlossener Punkt 
(sog. "feste" Lagerung) besitzt 3 Fesseln. Ein räumlich vollständig, 
auch gegen Drehung fest angeschlossener Punkt besitzt 6 Fesseln. 
Wird ein ebenes System nur hinsichtlich der Stützung in seiner Ebene 
betrachtet, so hat ein unverschieblich, aber drehbar angeschlossener 
Punkt zwei, bzw. ein verschiebe- und drehfest angeschlossener Punkt 
drei Fesseln. Eine Fessel, die die Drehung in irgendeinem Sinne ver­
hindert, heißt "Einspannung". 

Zur Veranschaulichung der Fesseln einer Stützung können Lager­
konstruktionen sinnbildlich durch 1 -;- 3 starre Stäbe bzw. 1 -;- 3 Ein­
spannungen dargestellt werden (Abb. 22). 
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4. Aufgaben der Flugzeugstatik. 

Die Aufgaben der Flugzeugstatik sind grundsätzlich die gleichen wie 
die der Baustatik : 

Hinsichtlich eines ganzen Stabwerks besteht die eine Aufgabe der 
Statik darin, diejenigen Kräfte und Momente anzugeben, die an den 
Enden eines jeden einzelnen Stabes auf diesen wirken. Hinsichtlich 
jedes einzelnen Stabes besteht die entsprechende Aufgabe darin, die­
jenigen Kräfte und Momente zu ermitteln, die an irgendeiner gedachten 
Schnittstelle des Stabes anzubringen sind, wenn im durchschnitten ge­
dachten Stab dieselbe Beanspruchung wirksam sein soll wie am nicht 
durchschnittenen Stab. Die Durchführung dieser Aufgabe beginnt im 
allgemeinen mit der Ermittlung der in den Lager-Fesseln (Anschluß­
stäben bzw. Einspannungen) auftretenden Kräfte bzw. Momente. 

Die zweite Aufgabe der Statik besteht in der Ermittlung der Form­
änderungen der einzelnen Glieder sowie des Gesamtsystems unter dem 
Einfluß der Belastungen. Bei der Berechnung sog. statisch bestimmter 
Systeme kann die erste Aufgabe unabhängig von der zweiten gelöst 
werden; bei sog. statisch unbestimmten Systemen ist dagegen die Zu­
hilfenahme der zweiten Aufgabe zur Lösung der ersten erforderlich 
(vgl. Abschn. 6, S.35). 

Nicht mehr Aufgabe der "Statik" ist es, den weiteren Verlauf der 
Kräfte innerhalb eines nicht weiter in Stäbe zerlegbaren Einzelglieds 
zu verfolgen. Nicht mehr zur Statik gehören also beispielsweise Fragen 
über die Verteilung der Beanspruchungen auf Gurte und Stege eines 
Kastenholms oder über die Verteilung der Spannungen in der Nähe 
eines Bolzenlochs. Aufgaben dieser Art, die über eine von vornherein 
gegebene Gliederung hinausgehen, gehören in die "Festigkeitslehre" . 
Sie sollen hinsichtlich des Flugzeugbaus an anderer Stelle behandelt 
werden. 

5. Darstellung von Kräften und Momenten; Verschiebungen. 

Kräfte und Momente: Die äußere Belastung eines Tragwerks 
erfolgt durch Kräfte. Je zwei parallele entgegengesetzt gleiche Kräfte 
bilden ein Kräftepaar ; das Produkt aus Größe und Abstand der Kräfte 
eines Kräftepaars wird als Moment des Kräftepaars bezeichnet. Da bei 
Belastung eines Bauteils durch Kräftepaare meist nur deren Momente 
von Bedeutung sind, wird in solchen Fällen im allgemeinen nur von Be­
lastung durch "Momente" gesprochen. 

Soll eine Kraft P, die an einer Stelle Xl angreift und senkrecht zur 
Koordinatenachse X gerichtet ist, in bezug auf eine Stelle Xo betrachtet 
werden, so erfordert dies in bekannter Weise die Einführung ihres (Dreh-) 
Momentes in bezug auf die Stelle X o: 

111 = p. (Xl - xo) , 
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d. h. die Kraft P wird von der Stelle Xl zur Stelle X o parallel verschoben 
und ein Kräftepaar entspr. Abb. 23, dessen Moment gleich M ist, wird 
hinzugefügt, so daß äußerlich wieder ein mit dem ursprünglichen gleich­
bedeutender Zustand herbeigeführt wird. 

Die vektoriellen Begriffe "Kraft" und "Moment" bzw. "Kräftepaar" 
werden sinnbildlich durch Pfeile dargestellt, und zwar: 

Kräfte P durch Pfeile, parallel der Wirkungslinie der Kraft, ge­
richtet im Sinne der Kraft, 

Kräftepaare oder Momente M durch Pfeile, senkrecht zur Ebene 
des Kräftepaars, so gerichtet, daß, im Sinne des Pfeils gesehen, dem 
Pfeile ein im Uhrzeigersinn drehendes Kräftepaar entspricht (Kork­
zieher-Regel *). 

Häufig erfolgt die Darstellung eines Momentes aber auch durch ein 
Pfeilepaar im Sinne eines dem Moment entsprechenden Kräftepaars oder 

Abb.23. 

p durch einen krummen Pfeil, 
* der den Drehsinn des Mo­

mentes angibt. 
Verschie bungen: 

Unter dem Einfluß der Be­
lastung erleiden die Trag­
werke Formänderungen in­
folge der elastischen Nach­
giebigkeit der Baustoffe. 
Die einzelnen Punkte bzw. 

Querschnitte des Systems ändern dabei ihre Lage, sie werden ver­
sc hob en ; hinsichtlich der Verschiebungen wird unterschieden zwischen 
Wegen und Drehungen; ein Weg hat im Raum 3, in der Ebene 
2 Komponenten, eine Drehung hat deren im Raum 3, in der Ebene L 

Die Verschiebungen werden ebenfalls durch Pfeiledargestellt, und zwar: 
Wege durch Pfeile, parallel und richtungsgleich dem zurückgelegten 

Weg, 
Drehungen durch Pfeile, senkrecht zur Ebene der Drehung, so ge­

richtet, daß, im Sinne des Pfeils gesehen, dem Pfeile eine Drehung 
im Uhrzeigersinn entspricht (Korkzieher-Regel). 

Die Darstellung einer Drehung erfolgt häufig auch durch einen 
krummen Pfeil. 

* Häufig erfolgt die Einführung des Pfeiles in umgekehrtem Sinne; der hier 
eingeführten "Korkzieher-Regel" wurde der Vorzug gegeben, weil sie sich besonders 
leicht einprägt. Sie entspricht der Vektor-Schreibweise des Momentes einer Kraft \ß 
bezüglich eines Punktes i: 

9n = [\ß.r), 

wobei der Pfeil des Hebelarmes r der Kraft \ß bezüglich des Punktes i zum Punkte i 
hinweist. 
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6. Aufbau und Stützung tragfähiger Systeme 
(Stabilitätskriterien). 

Die folgenden Angaben beziehen sich zunächst auf räumliche 
Systeme; der Sonderfall ebener, nur in ihrer Ebene belasteter Systeme 
ist aus den jeweils in Klammern beigefügten Zahlen bzw. Formeln er­
sichtlich. 

Die Ermittlung der Lagerkräfte bzw. Einspannmomente, d. h. die 
Ermittlung der von den Fesseln ausgeübten Kräfte bzw. Momente 
erfolgt durch die 6 (bzw. 3) Gleichgewichtsbedingungen : 

"Die Summe aller (Dreh-)Momente in bezug auf 6 Achsen (bzw .. 
3 Punkte) in allgemeiner Lage verschwindet": 

~'M=ü. 

Hiervon können 3 (bzw.2) Bedingungen durch die gleichwertigen For­
derungen ersetzt werden: 

"Die Summe aller Kräfte in 3 (bzw. 2) Richtungen verschwindet": 

.2P=Ü. 

Dementsprechend erfordert die Stützung eines Tragwerks im allgemeinen 
6 (bzw. 3) Fesseln. (Gewisse, hier nicht näher behandelte Fesselanordnun­
gen führen nicht zu linear voneinander unabhängigen Gleichgewichts­
bedingungen und sind daher unzulässig; so dürfen z. B. bei einem durch 
3 Stäbe gestützten ebenen System die Achsen der Auflagerstäbe nicht 
alle durch einen Punkt gehen; ferner dürfen bei einem durch 6 Stäbe 
gestützten räumlichen System die Auflagerstäbe nicht so angeordnet 
sein, daß ihre Achsen alle von einer Geraden geschnitten werden können.) 

Nachdem die Fesselkräfte bzw. -momente ermittelt und als äußere 
Belastung zusätzlich zu der ursprünglich gegebenen Belastung hinzu­
genommen sind, besteht die weitere Aufgabe zunächst darin, die in 
jedem Knotenpunkt auf die daran angeschlossenen Stäbe wirkenden 
Momente und Kräfte anzugeben. Für jedes Stabende bestehen in diesem 
Sinne 6 (bzw. 3) Unbekannte, nämlich 3 Kraftkomponenten und 
3 Momentenkomponenten (bzw. 2 Kraftkomponenten und 1 Momenten­
komponente) ; das sind, da jeder Stab zwei Enden hat, insgesamt 
2·68 (bzw. 2·38) Unbekannte, wenn 8 die Anzahl der vorhandenen 
Stäbe des Stabwerks bedeutet. Es kann also gesagt werden, daß jeder 
steife Stabanschluß 6 (bzw. 3) "innere Fesseln" darstellt. 

Zur Berechnung dieser Unbekannten stehen folgende Gleichgewichts­
bedingungen zur Verfügung (k = Knotenzahl, 8 = Stabzahl) : 

l. Knotengleichungen : 29)( an jedem Knoten gleich Null, 

2'.ß " " " " " 
2. Stabgleichungen : ~9Jc über jeden Stab gleich Null, 

.2'.ß " " " " " 
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Da jedes Moment bzw. jede Kraft in 3 Komponenten zerfällt (bzw. 
1 Moment, 2 Kraftkomponenten), so liegen insgesamt vor: 

2·3 k Knotengleichungen [bzw. (1 + 2) k Knotengleichungen 
und 2·3 8 Stabgleichungen und (1 + 2) 8 Stabgleichungen). 

Es ist aber zu beachten, daß 6 (bzw. 3) Gleichgewichtsbedingungen 
bereits aufgebraucht sind zur Ermittlung der äußeren Fesselkräfte ; 
insgesamt stehen also einander gegenüber: 

12 8 gesuchte Größen (Fesseln) 
und 68 + 6 k - 6 Gleichgewichtsbedingungen 

[bzw. 68 gesuchte Größen 
und 38+ 3 k - 3 GleichgewichtsbedingungenJ. 

Jeder in das System eingeschaltete gelenkige Stabanschluß bringt 
je nach seiner Ausbildung 1, 2 oder 3 Freiheitsgrade (einfache, Kreuz-, 
Kugel-Gelenke). Werden also gelenkige Stabanschlüsse eingeschaltet 
oder angenommen, so sinkt die Anzahl der gesuchten statischen 
Größen (Fesseln) um die Anzahl f der Freiheitsgrade, die aus den vor­
handenen Gelenken folgen. 

Dann stehen nur noch einander gegenüber: 

128 - f gesuchte Größen (Fesseln) 
und 68 + 6 k - 6 Gleichgewichtsbedingungen 

[bzw. 68 - f gesuchte Größen 
und 38 + 3 k - 3 Gleichgewichtsbedingungen]. 

Hierbei ist folgendes zu beachten: Greifen an einem Knoten 8; Stäbe an 
und werden die Anschlüsse dieser Stäbe an den betreffenden Knoten 
bis auf einen vollkommen gelenkig gemacht, so fallen 3 8; - 3 (bzw. 
8; - 1) Fesseln fort. Dann werden nach den Knotengleichungen 
".2~n = 0" die 3 (bzw. I) vom Knoten aus auf den letztgenannten 
Stabanschluß wirkenden Momentenkomponenten ebenfalls zu Null 
(sofern nicht unmittelbar im Knoten ein äußeres Moment angesetzt 
wird). Ein vollständig gelenkiger Knoten liegt fl.lso bereits dann vor, 
wenn an einem ursprünglich steifen Knoten 38; - 3 (bZW.8i - I) 
Fesseln verschwinden. (Denn wenn z. B. von zwei Stäben einer ge­
lenldg an den anderen angeschlossen ist, so sind beide Stäbe gelenkig 
miteinander verbunden.) 

Die Einführung eines vollkommen gelenkigen Knotens kann natür­
lich auch als Beseitigung von 38i (bzw. 8i) Fesseln gedeutet werden, 
dann sind aber 3 (bzw. 1) der Knotengleichungen als überflüssig aus­
zuschalten. 

Hinsichtlich eines Stabes, der über seine Länge nicht durch äußere 
Lasten belastet ist, wie es z. B. bei reiner Knotenpunktsbelastung der 
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Fall ist, sprechen die 3 (bzw. 2) letzten Stabgleichungen die Tatsache 
aus, daß die an den Enden i und j eines Stabes "i, j" wirksamen Kräfte 
bzw. ihre entsprechenden Komponenten entgegengesetzt gleich sein 
müssen; werden also bei Knotenpunktsbelastung von vornherein die 
auf die beiden Stabenden wirkenden Kräfte einander entgegengesetzt 
gleich eingeführt ("Stab-Längskräfte", "Stab- Querkräfte"), so fallen 
3 8 (bzw. 2 s) Unbekannte und gleichzeitig 3 s (bzw. 2 s) dadurch über­
flüssige Stabgleichungen fort. In gleicher Weise können auch von vorn­
herein die an den Stabenden wirkenden, den Stab verdrillenden Mo­
menten-Komponenten einander entgegengesetzt gleich eingeführt wer­
den; dadurch fallen s weitere Stabgleichungen fort (letzteres bezieht sich 
nur auf räumliche Systeme). Dann stehen nur noch einander gegenüber: 

8 s - t gesuchte Größen (Fesseln) 
und 28 + 61c - 6 Gleichgewichtsbedingungen 

[bzw. 4 s - t gesuchte Größen (Fesseln) 
und 8 + 3 k - 3 Gleichgewichtsbedingungen]. 

Wenn nun ein vollständiges Gelenkfachwerk vorliegt, so fallen an 
jedem Stabende 2 (bzw. 1) Komponenten der dort wirkenden Momente 
fort (Vektorkomponenten senkrecht zur Stabachse). Ferner fällt die 
an beiden Enden entgegengesetzt gleiche Endmomenten-Komponente 
fort, die den Stab auf Drillung beansprucht (Drillung ist nur bei räum­
lichen Systemen vorhanden). Dann ist die Anzahl der fortfallenden 
Fesseln t = 5 s - 3 k (bzw. t = 2 s - k); denn nach vorstehendem 
liegen vollkommen gelenkige Knoten bereits dann vor, wenn an jedem 
Knoten 3 Si - 3 (bzw. Si - 1) Fesseln fortfallen. 

Beim Gelenkfachwerk stehen also einander gegenüber: 

8 s - (5 s - 3 k) gesuchte Größen (Fesseln) 
und 2 s + 6 k - 6 Gleichgewichtsbedingungen 

[bzw. 4 s - (28 - k) gesuchte Größen (Fesseln) 
und 8 + 3 k - 3 Gleichgewichtsbedingungen ]. 

Es besteht nun die Möglichkeit, daß mehr oder weniger innere 
Fesseln vorliegen als Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sind. Sind 
weniger innere Fesseln als Gleichgewichtsbedingungen vorhanden, 
so ist im allgemeinen kein Gleichgewicht am System möglich; die lVlin­
destzahls der Stäbe, die zur Herstellung eines tragfähigen ("sta bilen") 
Systems mit k Knoten und t fortfallenden inneren Fesseln notwendig 
ist, ergibt sich also aus den vorhergehenden Gegenüberstellungen nach 
Wegstreichen der rechts und links gleichen Glieder gemäß folgenden 
Bedingungen: 

6s-t=6k-6 
(bzw. 3 s - t = 3 k - 3) , 

Thalau-Teichmann, Beispiele. 3 
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und zwar im ganz allgemeinen Fall sowie bei sinngemäßer Einführung 
an den Enden entgegengesetzt gleicher Stab-Längskräfte, Stab- Quer­
kräfte und Stab-Drillmomente. 

Im Sonderfall eines Gelenkfachwerks wird die lVIindest-Stabzahl: 

8=3k-6 

(bzw. 8 = 2 k - 3). 

Bei Gelenkfachwerken können diese "Abzähl-Kriterien" er­
setzt werden durch "Aufbau-Kriterien". Diese besagen, daß Fach­
werke stets stabil sind, wenn sie Tetraederverbände, Flechtwerke bzw. 

V121 
1 .1 .f 

Abb.24. 

ebene Dreieckverbände darstellen. 
Wird, ausgehend von drei Punkten, 
ein Knoten nach dem anderen durch 
3 räumlich angeordnete Stäbe ange­
schlossen, so entsteht ein Tetraeder­
verband ; wird ein Vielflach mit einem 
vollständigen Dreieckmaschen - Netz 
überdeckt, so entsteht ein Flechtwerk; 
wird, ausgehend von zwei Punkten, 
ein Knoten nach dem anderen durch 
je 2 Stäbe angeschlossen, und liegen 
alle Knoten in einer Ebene, so liegt ein 
ebener Dreieckverband vor (Abb. 24). 
Aus solchen Verbänden können andere 
stabile Fachwerke gebildet werden, in­
dem einzelne Stäbe herausgenommen 
und unter gewissen Einschränkungen 
durch andere ersetztwerden; sog. Stab­

vertauschung (Henneberg, :M:üller-Breslau12• 13). Auf diese Weise 
kann z. B. aus dem in Abb. 24 dargestellten Tetraederverband das 
darunter abgebildete Flechtwerk gewonnen werden. 

Zu dem Gesagten ist Voraussetzung, daß das Stabwerk 6 (bzw. 3) La­
gerfesseln besitzt. Es besteht aber wieder die Möglichkeit, durch Stab­
vertauschung zu anders gelagerten bzw. anders aufgebauten stabilen 
Systemen zu gelangen. Insbesondere kann unter gewissen Einschrän­
kungen je eine innere Fessel (bei Gelenkfachwerken je 1 Stab) heraus­
genommen und dafür eine weitere Auflagerfessel eingeführt werden und 
umgekehrt. Die Mindestzahl 6 (bzw.3) der Lagerfesseln darf durch 
Vertauschung natürlich nicht verringert werden. 

Die Erfüllung dieser Abzähl- bzw. Aufbau-Kriterien, die allgemein 
als "Stabilitätskriterien" bezeichnet werden, ist hinsichtlich der 
Mindestzahl von Stäben notwendig, aber nicht allgemein hinreichend 
zur Erzielung stabiler, d. h. tragfähiger Stabwerke; von der Behand-
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lung weiterer Kriterien über die Stabilität von Stab werken wird hier 
abgesehen. 

Falls die Anzahl der inneren und der äußeren Fesseln den vorher­
gehenden Abzähl- oder Aufbau-Kriterien entspricht, wird das System 
als "statisch bestimmt" oder "einfach stabil" bezeichnet. Dann 
erfolgt die Ermittlung der gesuchten statischen Gräßen aus den Gleich­
gewichtsbedingungen allein. Sehr häufig liegt aber der Fall vor, daß 
mehr Stäbe bzw. mehr Fesseln vorhanden sind, als die vorstehen­
den Kriterien fordern; dann wird das System als "s tat i s c h u nb e­
stimmt" oder "mehrfach stabil" bezeichnet. 

Aus Anschaulichkeitsgründen wird häufig von inner e r bzw. ä u ß er er 
statischer Unbestimmtheit gesprochen, je nachdem, ob überzählige Lager­
fesseln oder überzählige innere Fesseln vorhanden sind. Diese Unter­
scheidung ist aber strenggenommen nicht haltbar; denn es bleibt sich 
gleich, ob innere oder äußere Fesseln als überzählig betrachtet werden. 

Abb.25. 

In vielen Fällen ist es zulässig, ein statisch unbestimmtes System 
durch Ausschaltung einer entsprechenden Zahl überzähliger innerer, 
u. U. auch äußerer Fesseln für die statische Untersuchung näherungs­
weise auf ein gedachtes statisch bestimmtes System zurückzuführen; 
z. B. wird bei Fachwerken mit steifen Knoten fast immer angenommen, 
die Knoten seien gelenkig. In vielen Fällen aber sind die Beanspruchun­
gen eines durch Vernachlässigung einer Reihe von Fesseln entstandenen 
statisch bestimmten Systems wesentlich verschieden von den Beanspru­
chungen des wirklich vorhandenen statisch unbestimmten Systems. 

Zur Berechnung eines solchen statisch unbestimmten Systems muß 
den überzähligen Fesseln entsprechend zu den "Gleichgewichtsbedin­
gungen" eine Reihe von "Formänderungsbedingungen" hinzugenommen 
werden, damit die notwendige Anzahl von Gleichungen erhalten wird. 
Diese Formänderungsbedingungen lauten allgemein (Abb. 25. Näheres 
darüber in Kap. III): 

"Die Schnittufer einer beliebigen gedachten Schnittstelle dürfen 
sich bei der elastischen Formänderung des aufgeschnittenen Systems 
nicht gegeneinander bewegen." 
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Zur Ermittlung der Formänderungen, die in erster Linie bei statisch 
unbestimmten Systemen, aber auch in anderen Fällen, erforderlich ist, 
dient allgemein das Prinzip der virtuellen Verrückungen. Dieses lautet 
(Näheres darüber in Kap. II): 

"Von einem im Gleichgewicht befindlichen Kräftesystem wird keine 
Arbeit geleistet, wenn eine willkürliche (aber mit den kinematischen Be­
dingungen des Systems verträgliche) Formänderung angenommen wird." 

Die Formänderungsbedingungen zur Berechnung statisch un­
bestimmter Systeme können auch durch Bedingungen, die diesem Prinzip 
der virtuellen Verrückungen entsprechen, ersetzt werden: 

Um die Berechnung statisch unbestimmter Systeme nicht zu um­
ständlich zu gestalten, wird einstweilen in der Praxis meist noch die 
Annahme gemacht, daß die Verformungen in geradlinigem Zusammen­
hang mit den Beanspruchungen stehen. Diese als Hookesches Gesetz 
bekannte Voraussetzung ist aber nur bis zu gewissen Beanspruchungen 
(Proportionalitätsgrenze) zulässig; daher gilt die statische Berechnung, 
sofern sie wie meistens unter Annahme des Hookeschen Gesetzes durch­
geführt ist, praktisch nur für die in den deutschen Belastungsannahmen 
des Flugzeugbaus als "sicher" bezeichneten Belastungszustände. Es 
besteht natürlich die Möglichkeit, auch für höhere Belastungszustände 
eine einwandfreie Berechnung statisch unbestimmter Systeme durch­
zuführen ("Bruchstatik"). Aufgaben der letzten Art sind in vorliegender 
.sammlung noch nicht behandelt 14 717. 

7. Beanspruchung der Einzelstäbe eines Stabwerks. 

a) Äußere Kräfte und Momente. 

Die äußeren Belastungen eines jeden für sich betrachteten stab­
förmigen Einzelgliedes können sowohl aus Einzelkräften und Einzel­
momenten als auch aus verteilten Kräften und verteilten Momenten 
bestehen. Diese werden an ihrer Angriffsstelle zur einfacheren Dar­
stellung zerlegt in solche Kräfte, die an der betreffenden Stelle parallel 
bzw. senkrecht zur Stabachse gerichtet sind: "Axiale Lasten" bzw. 
"Querlasten" , und in solche Momente, deren Vektoren parallel bzw. senk­
recht zur Stabachse gerichtet sind: "Verdrillende Momente" bzw. "bie­
gende Momente". Jede exzentrisch angreifende axiale Last wird gleich­
wertig ersetzt durch ein biegendes Moment und eine zentrisch, d. h. 
im Schwerpunkt des betreffenden Angriffs - Querschnitts angreifende 
axiale Kraft. Verteilte Lasten und verteilte Momente werden häufig 
durch eine Reihe nahe aufeinanderfolgender, angenähert gleichwertiger 
Einzelkräfte und -momente ersetzt (und umgekehrt). 

Die äußeren Kräfte und Momente, die an einem System bzw. an 
einem für sich betrachteten Einzelglied eines Systems wirken, müssen 
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für sich im Gleichgewicht stehen. Ein Teil von ihnen, die sog. Lager­
kräfte und Einspannmomente des betrachteten Gliedes, ist daher 
nicht beliebig wählbar, sondern durch Gleichgewichtsbedingungen in 
Abhängigkeit von den übrigen Kräften und Momenten festgelegt (Stab­
gleichungen, S. 31). 

b) Innere Kräfte und Momente. 

Um die Anstrengungen in irgendeinem Querschnitt eines Stabes 
(Rahmen- oder Fachwerkstabes, Balkens) angeben zu können, denkt man 
sich den Stab an der betrachteten Stelle durchschnitten; dann sind die­

y 
jenigen Kräfte bzw. Momente zu bestimmen, 
welche an den "Ufern" der gedachten Schnitt­
stelle anzubringen sind, um an jedem der durch r-

I 
- - -

den gedachten Schnitt abgetrennten Teile des 
rr--++-+----.. 

Stabwerks den ursprünglichen Zustand wieder-
herzustellen (Abb.28 bis 30). Ix 

Bei den hier behandelten Gebilden, die sich 1 11--+-,:-1--+-"11 

aus stabförmigen Gliedern zusammensetzen, 
wird zwecks einfacherer Darstellung die an ,r 
der Schnittstelle anzubringende Kraft zerlegt 
in eine Komponente in Stabrichtung und eine v 
Komponente senkrecht zur Stabrichtung: 
"Längskraft" und "Querkraft" ; desgl. wird das 
Moment, das an der Schnittstelle anzubringen 
ist, zerlegt in eine Komponente, deren Vektor 
in Richtung des Stabes fällt, und eine Kom­
ponente, deren Vektor senkrecht zur Stab­
achse gerichtet ist:. "Drillmoment" und "Biege­
moment". 

Abb.26. 

Zur weiteren Vereinfachung wird die Querkraft und das Biege­
moment in je zwei weitere Komponenten zerlegt, deren Vektorpfeile mit 
den Haupt-Trägheitsachsen des betrachteten Querschnitts zusammen­
fallen. 

[1st der Baustoff über die Querschnittsfläche homogen, so sind diese 
Hauptträgheitsachsen die beiden zueinander senkrechten durch den 
Schwerpunkt gehenden Geraden, bezüglich derer das Trägheitsmoment 
J" = f Q; d f des Querschnitts (Abb. 26) seinen Größt- bzw. Kleinst­
wert annimmt; bei Querschnitten mit einer Symmetrieachse ist diese 
eine Hauptträgheitsachse ; bei mehrfach symmetrischen Querschnitten 
kann jedes Paar aufeinander senkrechter Schwerachsen als Hauptträg­
heits-Achsenpaar aufgefaßt werden.] 

Die an der gedachten Schnittstelle anzubringenden Kräfte und 
Momente werden allgemein als innere Kräfte und Momente bezeichnet; 
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sie sind im Gegensatz zu den äußeren Kräften und Momenten als Grup­
pen von je zwei entgegengesetzt gleichen Kräften bzw. Momenten 
aufzufassen; denn je nachdem, ob an einer Schnittstelle das linke oder 
rechte "Schnittufer" betrachtet wird, muß die daran anzubringende 
Kraft oder das daran anzubringende Moment aus Gleichgewichtsgründen 
am linken Schnittufer entgegengesetzt gleich sein der Kraft oder dem 
Moment, das am rechten Schnittufer anzubringen ist (Abb.28 bis 30). 

Der Sinn der behandelten Aufgaben geht dahin, diese (inneren) Längs­
und Querkräfte, Drill- und Biegemomente für beliebige Systeme und 
deren beliebige Belastungen zu ermitteln. 

c) Allgemeines. 
Die Ermittlung der Längs- und Querkräfte, Biege- und Drillmo­

mente, Lagerkräfte und Einspannmomente erfolgt mittels der Knoten­
und Stabgleichungen (S. 31). Bei Systemen mit gelenkigen Lager­
anschlüssen bzw. mit gelenkigen Knoten wird häufig von folgender 
geometrischer Deutung der Knoten- und Stabgleichungen Gebrauch 
gemacht: 

Die Resultierende aller Auflager.Reaktionskräfte fällt mit der Re­
sultierenden aller gegebenen äußeren Kräfte zusammen und ist ihr ent­
gegengesetzt gleich; wenn alle Auflager-Reaktionskräfte und gegebenen 
äußeren Kräfte richtungstreu aneinandergereiht werden, entsteht ein 
in sich geschlossenes räumliches (bzw. ebenes) Vieleck. 

Werden alle an einem Gelenkknoten angreifenden äußeren Kräfte 
und alle von den daran anschließenden Stäben auf den Knoten aus­
geübten inneren Kräfte richtungstreu aneinandergereiht, so entsteht 
ebenfalls ein geschlossenes Vieleck. 

8. Bezeichnungen und Vorzeichenregeln. 

In den folgenden Aufgaben werden einheitlich folgende Bezeichnun­
gen für die äußeren Kräfte und Momente eingeführt: 

Einzelkräfte: P [kg] , verteilte Kräfte: p [kgJcm], 
Einzelmomente : M [kgcm], " Momente: m [kg]. 

Die Resultierende mehrerer Kräfte wird mit R bezeichnet. (Gelegent­
lich werden die entsprechenden Frakturbuchstaben benutzt, wenn der 
vektorielle Charakter einer Größe angedeutet werden soll; die Unter· 
scheidung zwischen Vektoren und Vektorbeträgen bzw. Skalaren ist 
jedoch nicht streng durchgeführt, da hier Mißverständnisse im allge­
meinen nicht zu erwarten sind.) 

Soll betont werden, daß die Richtung der Kraft oder die des Mo­
mentenvektors parallel der Stabachse ist, so wird eingeführt: 
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Einzelne axiale Kraft: N [kg], 
verteilte axiale Kräfte: n [kg/cm]. 

Einzelnes verdrillendes Moment: T[kgcm], 
verteilte verdrillende Momente: t [kg]. 

Die Komponenten der äußeren Kraft- und Momenten­
vektoren werden im folgenden stets dann als positiv be­
zeichnet, wenn sie im Sinne der positiven Koordinaten­
rich tun gen wirken (Abb. 27). 

~+z 
~+y A S +11 

'fjlf 

! 

+Hl{~E ~M~+Al.---"--.:s---------A~k 
t t i 

Zum Unterschied gegen die beliebig wählbaren äußeren Kräfte 
und Momente werden die dadurch bedingten, jedoch auch zu den 
äußeren Kräften und Momenten gehörigen 

Auflagerkräfte mit A bzw. Hund R [kg], 
Einspannmomente mit E bzw. E d [kgcm] 

bezeichnet. 
Die Komponenten der Auflagerkraft- und Einspannmomenten­

vektoren werden im folgenden stets dann als positiv bezeichnet, wenn 
sie als Aktionen auf das Lager bzw. auf die Einspannung im Sinne der 
positiven Koordinatenachsen wirken. Im allgemeinen werden in die 
Zeichnung die vom Lager bzw. von der Einspannung auf das System 
ausgeübten Reaktionskräfte bzw. -momente eingetragen. Die Vektor­
komponenten dieser Reaktionskräfte und -momente sind 
somit dann positiv, wenn sie entgegen den positiven Koor­
dinatenrichtungen wirken (Abb.27). 
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Für die inneren Kräfte und Momente werden zum Unterschied 
gegen die äußeren folgende Bezeichnungen gewählt: 

Längs- oder Stabkräfte : S [kg], 
Querkräfte: Q [kg], 
Drillmomente : D [kgem], 
Biegemomente : B [kgem]. 

An jedem Querschnitt werden drei gerichtete Achsen g, 'Yj, 1; ein­
geführt, die mit der Stabachse und den beiden Hauptträgheitsachsen 

z (vgl. S. 37) zusammenfallen und 
im Sinne eines Rechtssystems an­
geordnet sind, derart, daß + ~ 

H---------;~X im Sinne steigender Bezifferung 

~ 
(i - 1) ~ (i) weist (Abb. 28). 

~
j, Bezüglich der bei den Haupt-

~ 
. \ . __ trägheitsachsen eines Querschnitts 
" --, zerfallen Biegemoment und Quer-

__ - ~.:. ,,-d. kraft weiterhin je in die beiden 
t;J--- ~innereK/-af1 ." Komponenten: 

. Illj ,.esul-
\ enten de~osten BfI und B" 

lI_Kornpano"u/Jeren Q Q 
'I ndBn fI > 

tiere 

y 

Abb,28. 

rich tung der einzelnen 
(Abb. 29 u. 30): 

Die Vorzeichen sind dann im allge­
meinen durch die Bezifferungs­

Stäbe i-I, i in folgender Weise festgelegt 

Die inneren Größen S, Q'l' Q\ und D sind dann positiv, wenn ihre 
Vektorpfeile an demjenigen Schnittufer im Pfeilsinne dieser Achsen 

'rl:;' =!,,=""-"'=*:::lII:.._~ 
+$ 

,~~.~ ~ lJ i:{ 
'I t +e I 

i,.....,--ti--lHI---+-j -~ 
I t 

g,'Yj,!; wirken, welches zunächst dem niedriger bezifferten Stabende 
liegt. Gleichbedeutend damit ist folgende Vorzeichenregel : Die Größen 
S, Q'I' Q~ und D sind dann positiv, wenn die ~-, 'Yj-, !;-Komponenten der 
resultierenden ä u ß er e n Kräfte und verdrillenden Momente (einschlie ß-
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lich der Lagerreaktionen) an demjenigen Stabteil im Pfeilsinn der 
Achsen wirken, dem das höher bezifferte Ende i des Stabes i-I, i 
angehört. 

Dagegen sind die inneren Größen 
B; bzw. B'1 dann positiv, wenn sie in 
derjenigen Stabfaser Druck erzeugen, 
die der Richtung + 'YJ bzw. + C ab­
gewandt ist. 

Nur bei Beachtung dieser Vor­
zeichenregeln gelten z. B. beim Balken 
mit verteilter Belastung die bekannten 
Beziehungen: Abb.30. 

dB clQ I clD 
Q + m = + d:c [kg1, P = - d:c [kg cm] , t = - dx [kg]. 

("x" im Sinne steigender Bezifferung positiv.) 

b 

c 

Ausnahmen von diesen Vorzeichenregeln werden bei Rahmen- und 
Fachwerken in bezug auf die Längs- oder Stabkräfte gemacht, indem 
dort ohne Berücksichtigung der Bezüferung der Stabenden die Stab­
längskräfte stets dann als positiv bezeichnet werden, wenn sie Zug­
kräfte sind. 

Die bei räumlichen Aufgaben in folgendem benutzten Koordinaten­
systeme sind ausschließlich Rechts-Systeme (Abb. 28). 

Beispiele. 

Erstes Kapitel. 

Beanspruchung statisch bestimmter SysteIne. 
Allgemeines Zl\ den § 4 bis 7. 

Zunächst wird eine Reihe von Balken und ebenen Rahmen (Stab­
zügen) behandelt; die Belastung besteht aus Kräften und biegenden 
Momenten in einer Hauptträgheitsebene der Balken bzw. in der Rahmen­
ebene, die mit einer Hauptträgheitsebene der einzelnen Rahmenglieder 
zusammenfallen möge (Vektoren der äußeren Momente senkrecht zur 
Belastungsebene). Ferner werden Balken behandelt, die durch ver­
drillende Momente beansprucht werden (Vektoren der äußeren Mo­
mente parallel der Ball{enachse). 

Bei den einzelnen Systemen werden die Längs- und Querkräfte, 
sowie die Biege- und Drillmomente ermittelt. 

Eine Anzahl von Aufgaben behandelt zusammengesetzte Belastungs­
zustände; zur Ermittlung der resultierenden Längskraft-, Querkraft-
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und Momentenflächen wird die Gesamtbelastung in einzelne Teil­
belastungszustände (kurz: Zustand I, Zustand n, usw.) zerlegt. 

Durch die Bezifferungsrichtung der Balkenenden bzw. der Stabzug­
ecken mit i-I, i liegt eine positive X-Richtung für jedes Glied fest. 
Entsprechend vorhergehendem werden die aus Abb.29 u. 30 ersicht­
lichen Vorzeichenregeln angewandt. 

Zur Berechnung der Fessel-Kräfte und -Momente (Lagerkräfte und 
Einspannmomente) dienen die Gleichgewichtsbedingungen. Bei ebenen, 
in ihrer Ebene belasteten Systemen lauten diese: 

Für jeden von drei Punkten k = 1, 2, 3, die nicht auf einer Geraden 
liegen, muß die Summe aller Momente gleich Null werden; also kann 
hinsichtlich jedes der drei Punkte k geschrieben werden: 

2)Pi 'Tik + E Jfi = 0, 

(Tn = Hebelarm der Kraft Pi in bezug auf den jeweiligen Bezugs­
punkt k; Momente Mi und Pi·rik dann positiv, wenn im Uhrzeiger­
sinn drehend *). 

Eine dieser drei Gleichgewichtsbedingungen kann ersetzt werden 
durch die Bedingung, daß die Summe aller Kraftkomponenten Piz in 
der X-Richtung verschwinden muß, also: 

eine weitere durch die Bedingung, daß die Summe aller Kraftkompo­
nenten P ill in der Y-Richtung verschwinden muß, also: 

2)PiV =O. 

Statt dessen wird auch geschrieben: 

".L;H = 0" 

".L;'V = 0" 

oder ".L;X = 0", 
odcr ,,2;Y = 0". 

Sämtliche Summen erstrecken sich dabei über das ganze System; 
d. h. über alle am System angreüenden äußeren Kräfte und Momente 
einschl. der Auflagerkräfte und Einspannmomente (Reaktionen!). 

Die (inneren) Längskräfte, Querkräfte und Biegemomente an einer 
Stelle n sind: 

s = 2) Pi . sin rpi , 

Q = ;n p .. cos rp. 2.J' t' 

B = 2) Pi' Tin + E Mi (CPi und rin s. Abb. 31), 

* In Vektordarstellung: [~j·rik]' wobei t von der KraftIinie aus gemessen wird. 
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wobei diese einzelnen Summen sich nur über einen der abgetrennt 
gedachten Systemteile erstrecken. Die Vorzeichen der einzelnen Sumo 
manden sind dabei gemäß den Vorzeichenregeln auf S. 38 -:- 40 als po· 
sitiv bzw. negativ einzusetzen. 

Bei Drillung erfolgt in entsprechender Weise die Berechnung des 
Einspannmoments aus: 

erstreckt über das ganze System (s. oben); das Drillmoment an einer 
Stelle n ist: 

erstreckt über einen der abgetrennt gedachten Systemteile. Die Ein· 
führung der Vorzeichen der einzelnen Summanden erfolgt wieder ge· 
mä ß den V orzeiehenregeln 
auf S. 38 -:- 40. 

Bei Balken auf zwei 
Stützen mit auskragenden 
Enden kann jeder auskra· 
gende Teil für sich als 
Kragträger und der mitt· 

Mt lere Teil als Balken auf zwei 
Stützen, ebenfalls für sich, 
berechnet werden; dabei 

Acb.31. 

ist aber zu beachten, daß die Einspannmomente, welche an auskragen­
den Teilen als Reaktionen angreifen, am mittleren Teil in umgekehrtem 
Sinne als äußere Kräfte wirken. 

Entsprechendes gilt bei Zerlegung von Rahmen (Stabzügcn) in 
einzeln für sich behandelte Stäbe bzw. Balken. 

§ 4. FI'eitragende Holme (Kragbalkell). 
Für die angegebenen Belastungszustände sind die Auflager-, Längs­

und Querkräfte A, H, Sund Q, sowie die Einspann-, Biege- und Drill­
momente E, Bund D zu ermitteln*. (Vgl. dazu die Vorzeichenregeln 
auf S. 38 -:- 40 und Abb. 27 bis 30.) 

Systeme der in diesem Paragraphen behandelten Art treten bei­
spielsweise auf in Form von Flügel- und LeitwerksholmeIl oder Einzel­
stäben im Verband zusammengesetzter Ballteile. 

* Bei den Querkraftflächen in den Abb. 32 bis 37, 40 und 41 ist die Beschrif­
tung der linken Endordinat{) zu lesen: .A = Q "am linken Ende". Entsprechendes 
gilt für die Biege- und Drillmomentenflächen in den Abb. 32 -:- 41. 
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Aufgabe 6 bis 12: Beanspruchung auf Biegung. 

Aufgabe 6 (Abb. 32). 

~--~:----~~--,b~ In Feld b: Q = + P2' .. ; 
B=-P2 Z(I-.y); A X "', ' 

: €lIrirötYe ,: .€ ' 

;=I~ Ir IlllillIIWIIIIHIIII.~ 
In Feld a: Q = 0, 

A=O, 
B=-P2 b, 
E=+P2 b. Abb.32. 

Aufgabe 7 (Abb. 33 und Tabelle 3). 

Tabelle 3. Quer. und Auflagerkräfte, Biege- und Einspannmomente. 

allgemein Zustand 1 Zustand 11 
für beliebiges 

P= Po[l- (;rr ( xy * 
P P=Po l- y 

I 

p;l [2 - 37 + (-i-YJ p;I(I_ ;y Q + J p.d~ 
;=:t 

I 
A + J p.d; Po' ~ I Po' }l 

~=O 

I 
P 12 

[ X ( x r ( x )'J _poI2(1_~r B - J Q.d~ - ;2 3 - 8 T + 6 T - T 
~=:t 12 l 

I 
Po 12 Po 12 E + J Q·d; 

;=0 4 12 

Aufgabe 8 (Abb. 34 und 35). 

In Feld b: 

Q=+pl(I-7), 
B = _ pl2 (1 _ ~)2. 

I 2 I' 
-------------; .. , In Fe I cl a: 

~ 

" ..t' 
~tiHff+~~~~~~~~"--~ 

Q=+p·b, 
A= +p·b, 

• 
~ 

Biegemomenle 

Abb.33. 

B = - pb2 (1 + 2~ _ ')-=--) 
2 b ~ b ' 

E= + p;s (1 + 2 :). 
* Bei Einführung dieser Ausdrücke 

in die Integrale ist x durch ; zu er­
setzen. 
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Auf zeichnerischem Wege ergibt sich die Biegemomentenfläche wie 
folgt: 

Die laufende Belastung wird 
in Einzellasten Pi bis Ps (Abb. 
35a) aufgeteilt. Diese werden an­
einandergereiht (Abb. 35b); von 
einem beliebigen Pol aus werden 
nach den Endpunkten der ein­
zelnen Kräfte die Polstrahlen 0 
bis 6 gezogen. Die Parallelen zu 
dieserl Polstrahlen liefern das 
Seileck (//0) bis (//6) (Abb.35c). 
Dieses und der Strahl (//6) be­
grenzen die gesuchte Biege­
momentenfläche (Abb.35c). 

WL ,~mlmUmmmm!!!!!!IH Ip 
~tL----- lJ ~2 
~ I I IA 'l .. , 
---x .. I 

~[ 1IIIrl!III~III~. 
r !grx=A: I tgcx=p 

8 I pb2 
~ IB,=---Z giegemomente 
~ 
~~illill~mmttm~~ __ ~ 

Abb.3-L 

Die Resultierende der Belastung, R = 2)P, geht (immer!) durch den 
Schnittpunkt des ersten und letzten Seilstrahls U/O) und U/6). 

Löngenmo,(Js!ob .-
1C!1l ZCldlnyng • m cm #1i-klichkell 

a) ~ 0 I IJ 1) d l:! 0 1 I Jp 
~ v: rz y.;1 V' ~ ~1 
l----x~. I I ,I 

HO I c) 
I 1(5 
IrJIIV (/5. 

"'U,",-~"'" 

TJo 

'ir 

115 

Abb.35. 
An der Stelle x: 

Kröflemoßs!ob.­
!em ZeIchnung ~ 
• n. Jeg Wirk/iel/kell 

o b) 

Bx = - 'Ix·"·"'·" [kgem]; 
an der Stelle 0: 

E = - B, = + '1,·/1·".·" [kgelll]. 

('I bzw. " sind die aus der Zeichnnng abgegriffenen Liingen der Ordinaten 'I 
bzw. des Pol abstandes " in CIII.) 

Aufgabe 9 (Abb. 36). 

Zustand I. 

InFeldb: Q=+p~l(I_~_)(2+_! __ :), 
B = - pot2l2 (1 - ~ r ( 3 + : - i-) ; 
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InFelda: Q=+ P~l(4-{--4T)' 
A=+p~l(4-n, 

B = - po ~ l2 [ 2 ( 1 - ;)2 
- ~ (1 - ; - ! f) ] ' 

E = + POL l2 (6 - 3 ~ +~) 
12 l l2· 

POor 

ZUS'QmiIA~lHlllIlll!llll.llImlllU~w 
'I-- l~ 

t--x -I -.r -, 

~ 
-~ _i-TJl I 

ZuslondJ/ flmmllmmmmlll!UUlIUlllilll!ml! }{ 
. Co I n' I, 

A" rl , 

I • 

f!.uerlrl'fil'le 

Biegemomenle 

Abb.36. 

Zustand 11. 

ph = pil - P'/l'} _' + "(1 2 X) 
I '+" PII - PII PlI - T' PII = PlI PlI 

Q = + (1JiI - P'/I ;) l ( 1 - ;), 

A = + pill, 
B = - [ 3 pil - P'/l (1 + 2 ;) ] ~ (1 - ; r, 
E = + (3 piI - PlI) ~ . 
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Die Zustände I und II erzeugen gleiche Auflagerdrücke bzw. Ein­
spannmomente, wenn 

oder 

oder 

oder 

o:ler 

P;I = Pt (4 - -~-) , 
" POIb(32b). PlI = 4l - T 1st. 

Aufgabe 10 (Abb. 37). 

Q = PI/ = Psinoc*, 

P sin oc, 

H = P., = - P cos oc , 

B = -p'(!., 

-lvI - P II (a - x) 

-PI/(a + b - x), 

E = +PI/'(!o 

= +1l1 + P II ·a 

= +PI/(a+b). 

Aufgabe 11 (Abb. 38). 

Al = All=O, 

EI = +m·l, 
EIl = + (M2 + MI) 

= + (2 - 1) kgcm . 

Aufgabe 12 (Abb. 39 und 40). 

Auflagerkräftein"O" (s. Tabelle 4) : 

A = 2)Pi = + 150kg, 

H=2)N i = + 70". 

Einspannmoment in ,.0" (s. Ta­
belle 4): 

E =2)Mi+2Pi'~i 
= + 45650 kgcm. 

Querkraft zwischen i-I und t: 
i-I 

Qi-l,i = A - 2Pk 
k=O 

= Qi-2, i-I - Pi-I' 

Ersotz durch: 
Zustund I~Py.PSina 

" JE.. ~ ~f·-PCOJ'lX*) 
~ ,#-+pcOsa·c 

I oder: 

~ 1 ?xi 
~§ij E;:::::==;a~+lJ====9' 

: I . Py 
, 

fluerkröf'te 

: I n I 

~ !lllllllltrllll+111111111111111 
I I ' 

~' !I==:==L_-' 
I 

..1I 

Abb.37. 

I 
I. l----~----~ 
I 
I----x~ 

I 
: Bie!1emomenle 

BE ~-m.(l-.r) 

Abb.38. 

* P ist hier als vorzeicbenfrei anzusehen; p. ist eine positive, Pz eine 
negative Größe. 
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f 
110 

11 J 
N." 11 

11 1 
1 
I 

I I I I I I I I I I 
I 1 I 1 1 1 1 I I 1 

SO~SO->'-E-JO-~IS~-W~~O~SO-,.J,S k-J5--k-SO~ 
1..--'1-~~~~~~~~~~-l.'oO >l 

Abb.39. 
Längen in cm; Reaktionen A, Hund E in positivem Richtungssinn 

eingetragen. 

I 

1 

1 2 J ~ S G 7 89 10 11 

Schema der: 

Kröne N (kg), 

Kriif"1c P (kg), 

biegenden ffomenle 
11 (kgcnz) , 

#"170' f~;!!!~o,: JO ~2S; rS~~-fO~Jj~fO~ 
A·+ ISO '------- +4" I 

~WIIrnI 

AlIflogerkrö!Yc 
A und 11 (kg) und 

Dnsponnmomenle 
c (kgcm), 

Löngskröfle, 

, I lrlllllllllllllllllllill 
<t + {! I 

J,~ 

, 

euerkröfle, 

s,l 

ßicgcmomenle, 

Abb.40. 

Biegemoment links bei ~: 
i-I i-I 

Bt = - E + };Mk + A (~i - ~o) - ..L:Pd~i - ~k) 
k~O k=O 

= Er-I + Qi-l. i ' Äi - I . i 

(Äi - 1, i = Abstand i-I, i) , 
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Biegemoment rechts bei i: 

B~= Bi + Mi 

[beginnend mit: B~ = - E. 

B~= -E+Mo• 

BI = - E +Mo+ (A - PO)(~l-~O) 

(~o = 0) 

usw.]. 

Tabelle 4. Rechenschema. 

1 lO-aM/-l 10-3 BI 
S~llei'l_l., ~, Pi 1O-3pj'~il Jli QI-l.1 10-3Q.;' 1O-3Bf 

[ern] [cm] [kg] [kgem] 1 [kgcm] [kg] [kgem] [kgcm] [kg] [kg] 

o r-- 0 1+ 30 I 1-1000---J _ l.~=::: -"'I + 70 
- 15 --'---1 1 A -Po= I >t'-~-II--- + 90 

1 1 + 12D->-[ + 1.8Q.:-+-44.85 - 50 
1 - 15 -100 I - 1.50 ,--,I 

_ 50 -- ' I +4000- - ---+ + 4.00-+-40.85 I +140 

2 65 + 50 I + 3.25 1 +220-+ +ll.OO -29.85 + 40 --

- 50 -- I 1 -29.85 1

1 

+100 

3 I- 115 +100 I +11.50 I, +170 + 8.50 -21.35 
-21.35 \ 

- 30 -----i I +100 
4 I-- 145 \ +3000 + 70 + 2.10 -19.25 -100 

+ 3.00 -16.25 1 

- 25 -- I +200 
5 _ 170 _ 40 _ 6.80 1_--'-+_70_1_+'---1..:....7_5 -14,50 1--

-14,50 I - 40 ___ -_I +200 

6 - 210 + 90 I +18.90 + 50 1--

- 40 --i I, +150 
~ 0 1 45 1--25 ; ---

! - 50 -----,----1----1 I---{----I +195 

8 r-- 300 - 40 I -12.00 I + 60 --
I 

- 15 -- ['---1, _-'--__ 1_'----'-- +135 9 _ 315 ,_ + 60 + 0.90 - 8,30 __ 
- 8,30 1 

- 35 -- I---I-----i +135 

+110 + 4.40 -10,10 
-10,10 

+ 20 + 0.80 - 9.30 
- 900 - 0.90 -10,20 

+ 20 + 1.00 - 9,20 
- 9,20 

+ 60 + 2.10 - 6,20 _ 40 1--

10 I-- 350 , _ 800 1--'----1------:::0--::.8."...0 _ 7.00 1 

- 50 -----:1-___ 1 __ --1 I---f----:: +175 
11 e-- 400 + 60 I,' +24.00 + 60 + 3.00 - 4,00 +175 i 

, +4000 + 4,00 0 1--

L:Pi=lkPi'~i=lk];fi= I kNi=1 
+150 +37350 +8300 +70 

Thalau-Teichmann. Beispiele. 4 
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Längskraft zwischen i-I und i: 
i-I 

8 i - 1 i = + H - 2)Nk 
, k~O 

= 8;_2, i-I - N i - 1 • 

(Zahlenmäßige Durchrechnung in Tabelle 4.) 

Aufgabe 13 bis 14. Beanspruchung auf Drillung. 
Aufgabe 13 (Abb. 41). (Vorzeichenübung.) 

+l 

, 
I 

a 

.l---'.r=----_~+' ~.80cnz'---.. : 

Crsotz durch: 
,~1 ZI/slond I 

, 
I 

b 

Z-JOcnz 

frsotz dl/rcll: 
ZustondI 

1 

1 
1 

~I 

, h 
_,~~ ___________ ,._-_-p_~~--mMkgcm 

~--------------~~ , 
fiI ~ T--P'Z-+1000!r§cnz 

~ I 
und , 

ZI/stond 1I r~+:'OOkg 

, ! --tE. 
!A; 

und 
ZustondlI PfOO;§ 

Iluerkrörte 1 : 

I I I2=P~+ 100k
IT 

' I • l?-P--100n ' ~ 1llllllllltllllffirlllllllllllllllll: ~[ 1IIIIIIIIIItIIIIM[IIIIIIIIIIIIII\ 
Ir!! ! ' 

'7l . B#-P(~-.r) ~ + ~~' I Biegemomente1~' . : 

~~;:.:.J I B~-P(~-.r) 
I' ! I 

c::S" . o~-p·z ,Orillmomente>:,. 'O=_p.Z: 
~[ IIIIII!!!! !1!!!Df!!IIII!!!!!!!!I!!!!: ~[ 1!1I!1I!II!fl!!!h!l!!!II!!!!II!!!!1I1 

AI=O, 
EI=O, 

Fall a. 

1 .::; 

Abb.41. 

A1=0, 

Er=O, 

Fall b. 

I 

E dI = T = - p·z = -lOOOkgcm; EdI = T = - p·z = + 1000kgcm; 

An = p= + 100kg, 
EIl = p. ~ = + SOOOkgcm, 
EdII = O. 

A II = P= -IOOkg, 
E II = p. ~ = - 8000 kgcm , 
Ed',1I = O. 
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Zustand l. 

E dI = + t·l, 
D1 = EdI - t·x 

= t (l- x); 

Zustond f 

Or/l/momenle 

Aufgabe 14 (Abb. 42). 

Zustand II (vgl. Tabelle 5). 

EdII = + 2) Ti , 
i-l 

Di-1,iII =EdII - 2}Tk 
k=u 

5 
=2)Tk 

k=i 

= D i- 2,i-lII - Ti-I, 

beginnend mit 

DO,lII = EdII - T 0 • 

Tabelle 5. Rechenschema für 
Zustand 11. 

Stelle i T, Di - I •• 

[kgcm] [kgcm] 

-2300 
0 +1000 

-3300 
1 -4000 

+ 700 
2 +3000 

2300 
3 + 900 -3200 
4 + 800 

-4000 
5 4000 

12:'= - 2300 I 
EdlI = - 2300 kgcm . 

§ 5. Holme mit beiderseitiger Endstützung 
(Balken auf zwei Stützen). 

Für die angegebenen Belastungszustände sind die Auflager-, Längs­
und Querkräfte A, H, Sund Q, sowie die Biegemomente B zu er­
mitteln. (VgI. dazu S. 42 sowie die Vorzeichenregeln auf S. 40 und 
Abb. 27 bis 30.) 

In sämtlichen Formeln werden die Auflagerdrücke AL und Ar bzw. 
H zunächst als positiv gerichtete Reaktionen eingeführt (+ A nach 
oben, + H nach links gerichtet; vgI. auch Abb. 27 und S. 39); in Abb. 46 
sind die Reaktionen jedoch im wirklichen Richtungssinn eingetragen. 

Da bei ebenen Systemen nur drei voneinander unabhängige Gleich­
gewichtsbedingungen bestehen, ist die Lagerung nur dann statisch be­
stimmt, wenn sie nicht mehr als drei Fesseln aufweist. Bei den Auf-

4* 
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gaben dieser Paragraphen ist dies durch Einführung eines festen und 
eines längsbeweglichen Lagers erreicht. 

Systeme der in diesem Paragraphen behandelten Art treten bei­
spielsweise auf in Form von Holm- und Rippenteilen bzw. als Einzel­
stäbe zusammengesetzter Bauteile. 

Aufgabe 15 bis 17: Beanspruchung auf Biegung. 
Aufgabe 15 (Abb. 43). 

Einführung der gesuchten Auflagerkräfte als positive Reaktionen 
für den Ansatz der Gleichgewichtsbedingungen : 

v~ (1p,I-IPzI-P) 

t~ $.11 +IIA I 

I 11} : 
101 2 .J 

tl : tPz t 
r--a~b----a Ar 
t---x-----l I 

"E l i" 

;;;. I {!perkrö(le I I "! 

'fr 11I111+11111I1:tlflll+11111I111 I'ii 
~ I· I ~ 

- P I 

j 
Blege.momente 

8-A4a tga -A'; 

Abb.43. 

,2M3 = 0: 

A'·l - PI (a + b) - P2 • a = 0* , 

,2Mo = 0: 

-Ar·l + P 2 (a+ b) + P1'a = 0*, 
b A'= -Ar=+P1z . 

In Feld 0,1: 

Q= +A', 
B = +A'·x. 

In Feld 1,2: 

Q=+AI_P1, 
B= +A'.x-P1(x-·a)_ 

In Feld 2, 3: 

Q = --Ar, 
B = +Ar(l- x). 

Aufgabe 16 (Abb. 44 und 45). 

Zustand I. 

A'= +P, 
Ar= +P. 

In Feld 0,3: Q = +P, 
B= +p·x. 

In Feld 3,4: Q = 0, 

B= +p·c. 

Zustand II. 

A'= {{P1a(i+ b) + P2 ~}. 

Ar = {{PI ~z + P2 b ( a + :)}_ 
In Feld 0,1: 

Q=+A'-PI'X, 
x2 

B = +AI' X - P1 :"2' 

* P 2 = - PI ist hier als negative Größe einzuführen: Bei Einführung der 
Absolutbeträge von PI und Pz ist zu schreiben: 

A'·l- IPl ! (a + b) + !P2!' a = 0, 
-Ar.l-!P2 1 (a+ b) + IP1 1·a= O. 
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Zustand I. Zustand 1I. 

In Feld 4,2: Q = - P, In Feld 1,2: 

B= +P(l-x). Q = -Ar+ P2(l- x), 

B (l-X)2 = +Ar(l- x) - P2 -2--' 
B max liegt unter dem Nullpunkt der Q-Fläche. 

Auf zeichnerischem 
Wege ergibt sich die 
Biegemomentenfläche für 
gleichzeitige Wirkung der 
Zustände 1 und Il wie 
folgt (Abb. 45): 

Nach Auf teilung der 
laufenden Belastung in 
Einzellasten PI bis P 8 

wird für die Gesamtbe­
lastung wie in Aufgabe 8 

Abb.45. 

An der Stelle .:: 
B", = + .wh· 1/1' n [kgcml. 

('1 bzw. h sind die aus der Zeichnung 
abgegriffenen Liingen der Ordinaten '1 

bzw. des Polabstandes I, in cm.) 

Krtiftemo/Jslo": 
fern Zeichnung­

-/Z Irg WirklichKeit 

das Seileck (J /0) bis (f /10) gezeichnet. Der Schnittpunkt von Seilstrahl 
U/O) und der Wirkungslinie von AI wird mit dem Schnittpunkt von 
Seilstrahl (J /10) und der Wirkungslinie vonA r verbunden (Schlußlinie 8). 
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Das Seileck und die Schlußlinie begrenzen die gesuchte Biege­
momentenfläche. 

Der zu sparallele Polstrahl schneidet auf der Linie der Einzel­
kräfte im Kräfteplan (Abb.45b) die Auflagerkräfte Ar zwischen 10 
und (// s) bzw. AI zwischen 0 und (//s) ab. 

Die Resultierende der Belastung, R = 2;P, geht (immer!) durch 
den Schnittpunkt des ersten und letzten Seilstrahls, VI 0) und (//10). 

Aufgabe 17 (Abb. 46). 

Zustand I. 
I 

AI = - (Mo + MI + M 2 )-,,-

I 
= - (- 1 5 + 1 7 - 0 8) -, , , 1 

I = + 0,6.-,,- [kg], 

Ar= + (Mo + MI + M 2) + 
I = - 0,6.-,,- [kg]. 

In Felda-;-c: Q =A'= -Ar. 

Abb.46. 

In Feld a: B = Mo +A'·x. 

InFeldb: B=Mo+MI+AI. x . 
In Feldc: B=Ar(l-x). 

Zustand II. 
I 

A' = - m 1 T = - m [kg] , 

I 
Ar = + m 1 T = + m [kg] . 

In Feld a-;-c: 

Q=AI= -Ar; 

B =Al. x +m · x = O. 



überkragende, zweifach gestützte Holme. 

§ 6. Holme mit überkragenden Enden 
(zusammengesetzte Balken). 

55 

Für die angegebenen Belastungszustände sind die Auflager-, Längs­
und Querkräfte A, H, Sund Q, sowie die Biegemomente B zu ermitteln. 

Die Holme setzen sich zusammen aus Balken mit beiderseitiger End­
stützung und einseitig eingespannten Balken (Kragträgern); die Ein­
spann momente der Kragenden wirken über den Stützpunkten als "Krag­
momente" auf die beiderseitig gestützten Balken. 

Systeme der in diesem Paragraphen behandelten Art treten bei­
spielsweise auf in Form von Holmen, abgestrebten oder verspannten 
Flügeln und Leitwerken oder in Form von Rippen. 

Aufgabe 18 bis 20: Überkragende, zweifach gestützte Holme. 
Aufgabe 18 (Abb. 47). 

11 

1 

I 
\ I l 

\ 1 

P. 

\\\ IAj.a 

\1 \L Abb.47. 

Resultierende der äußeren Belastung p: 

R'J) = p.l, 

fga-O 

11 
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Gleichgewichtsbedingungen : 

AL a - H· e - R (a - i) = 0 
11 2 ' 

l 
- Ar. a - N 2 • e + Rp • 2" = 0, 

Al + Ar - R" = 0 , 

H -N2 =0. 

Daraus folgen Al, Ar, H, N 2 • 

Die Strebenkraft ist: S = - I Rr I = - -V Ar2 + N~ . 

Aufgabe 19 (Abb. 48, 49 und Tabelle 6). 

Tabelle 6. Auflager- und Querkräfte, Biegemomente. 

Zustand I Zustand II* 

1 
AI : (3a+4b+e) 

-- [Pl(e + d + e) + P z (e + e) e 
-Pa·e - P4 (d + e)] 

1 
Ar : (3a+4b+c) 

- [-Pl(d + e) - Pz·e e 
+ Pa(e + e) + P4 (c + d + e)] 

Bei**: Bei**: 

1 : 
3 6 1: 0 

-PT a 6 r : - Pl 

2 1: -p(! a+b) 
7 1 : - Pl 
7 r : - Pl - P z 

2 r : -p(~.a+b)+AI 2 1 : - PI - P z 
Q 2 r : -P1-Pz+AI 

3 1: + p (! a + b) -A' 
3': + P4 + Pa - A' 
3 r : + P4 + Pa 

3r : +p(! a+b) 
8': + P4 + Pa 
8 r : +P4 

4: 3 9 1 : + P4 +p-a 4 9 r : 0 

1 : _E. a2 6: 0 
3 7 : - P1·d C 3 . 2: - PI (d + e) - P 2 ·e 2 : - E. _ aZ + - a b + b2) 

B 2 3 2 3: - P4 (e + d) - Ps·e 

3 : - E. (.!. a2 + ~ a b + bZ) 
8: - P4 ·d 

2 3 2 9: 0 

4: p • -aa-
* Im vorliegenden Fall sind Pa und P4 als negative Zahlenwerte einzuführen. 

** ,,21" bzw. ,,2r " heißt: Unmittelbar links bzw. rechts von Punkt 2. 



Überkragende, zweifach gestützte Holme. 

Oiegemomente 

Abb.48. 

LtingenmolJsfolJ. 
1cm ZeichnlJng -m cm Hfrldichketl 

a) 

Abb.49. 

An der Stelle x: 

B. ~ '1" h· 111' " [kg cm]. 

('1 bzw. h sind die aus der Zeichnung abgegrif· 
fenen Längen der Ordinaten '1 bzw. des 1'01-
abstandes h in cm; '1 i,t je nach dem eingetra­
genen Vorzeichen positiv oder negativ zu neh· 

men; also hier negativ.) 

ffrörfemoßslob, 
fem Zelclmun.q· 

- n kg Wi,.khi:hlreJl 

uM 
;;-1 1, 

lillf-__ ,-,,1 -"./.3'---_ 

~jl Pz ;: / 
11 I' 
11 

11 I' 
11 

11 I' 
11 

,4{1I Ar / 

ts 
/ 

/ 
/ 

57 

b) 

Auf zeichnerischem Wege ergibt sich die Biegemomentenfläche 
z. B. für Zustand II wie folgt (Abb. 49): 

Entsprechend Aufg. 8 und 16 wird das Seileck VI 0) bis U/4) mit 
der Schlußlinie 8 gezeichnet. 

Die Biegemomentenfläche der auskragenden Teile wird vom Seileck 
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und dem Seilstrahl VI 0) bzw. VI 4), die des Zwischenfeldes vom Seil­
eck und der Schlußlinie 8 begrenzt. 

Für die Auflagerkräfte gilt entsprechendes wie in Aufg. 16. 
Die Resultierende R = IP ist gleich Null [Schnittpunkt des ersten 

und letzten Seilstrahis, VIO) und U/4), liegt im Unendlichen]. Die 
resultierende Belastung besteht aus einem Kräftepaar. 

Aufgabe 20 (Abb. 50 und 51). 

Auflagerkräfte (s. Tabelle 7): Ar = 1: Pi· 1;;1 + E Mi = + 143,6 kg , 

AI=~Pi-Ar =+ 6,4kg, 
HI=~Ni = + 70 kg. 

~i .ist der Abstand des Lastangriffspunkts vom linken Auflager­
punkt 2; ~ ist positiv im Sinne von + X. 

Pol Jfo 

f ~ 

~ 
t 
§'? 

h 1 11. J 

I 
~I 

I 11S 

'L_ 

Liin!1en in cm 
Abb.50. 

Querkraft zwischen i-I und i: 
i-I 

Qi-l,i = - .2 P k = Qi-2,i-l - Pi-I· 
k=Q 

Diese Summe enthält bei i > 2 die Auflagerkraft Al und bei i > 9 
auch Ar; positives A ist als negative Einzelkraft Peinzuführen. 

Biegemoment 

links bei i: 
i-I i-I m = ..2 M k - .2; Plc(~i - ~lc) 

k=O k~O 

=B~_I + Qi-I,i·"i-l,i 

(AH , i = Abstand i-I, i); 

rechts bei i: Bi = B~ + Mi ; 

(beginnend mit Bb = 0 , Bij = Mo, 

Bi = + Mo - Po·Ao,l usw.). 
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Die zweite Summe in dem Ausdruck für B~ enthält die Momente von 
Al und Ar (s. oben). 

Schema der: 

Kräfte N (kg), 

Kräfte P (kg) , 

I 

#'1=+'lQ00 biegenden Momente 
H'"---;r-+T-Ir--!:--+---2.++~~ N (kgcm), 

I I 

8/ 8; 
Abb.51. 

Längskraft zwischen i-I und i: 
i-1 

Längskräfte, 

Querkräfte, 

Biegemomente. 

Si-l,i = - .2) N k = S;-2,i-l - Ni-I' 
k=O 

Die Summe enthält bei i > 2 die Auflagerkraft Hl; positives Hl ist 
dabei als negative Einzelkraft Neinzuführen. 

(Zahlenmäßige Durchrechnung in Tabelle 7.) 
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Auf gab e 21: Überkragender, vierfach gestützter Holm mit zwei 
Gelenken (Gerberträger, Abb.52 und Tabelle 8). 

A - A _ p (a + b)2 . 
1- 6- 2b ' 

Gelenkdruck (positiv, wenn positiver Querkraft entsprechend!): 

p (b + a) (b - a) 
G2 = - ~--2-b~--

G = +p(b+a)(b-a) 
5 2 b . 

In Abb. 52 sind die Ge-
lenkdrücke G2 und Gs in 
wahrem Richtungssinn ein­
getragen; G2 also im Sinne 
einer negativen, Gs im Sinne 
einer positiven Querkraft. 

A - _ G + P (2 e + d) 
3- 2 2' 

At = + G5 + P (2 ~ + d) 

(= A 3 )· Abb.52. 

Tabelle 8. Querkräfte und Biegemomente. 

Stelle Q B 

l' - p·a pa 2 

l' - p'a + Al -2 

21 
+ G2 0 2' 

31 + G2 - p·e pe2 

3' + G2 - p·e + A 3 
+G2·e-T 

4 1 + Gs + p·e - A 4 pe' 
4' +Gs+p·e -Gs·e-T 

51 + Gs 0 
5' 

6' +p·a-As pa2 

6' +p·a -2 

§ 7. In ihrer Ebene beanspruchte Stabziige (Rahmen). 
Für die angegebenen Belastungszustände sind die Auflager-, Längs­

und Querkräfte A, H, Sund Q, sowie die Biegemomente B zu ermitteln. 
Durch Lager-, Knoten- und Eckpunkte werden die Rahmen in Einzel­

stäbe (Balken) aufgeteilt; in den steifen Ecken sind diese gegeneinander 
eingespannt. Aus Anschaulichkeitsgründen ist bei der Aufgabengruppe 
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dieses Paragraphen auf die Einführung eigener Koordinatensysteme 
für jeden Einzelstab (Einzelbalkenl verzichtet; die angegebenen For­
meln für A, H, S, Q und B gelten daher nur für die in den Aufgaben 
eingetragenen Richtungen der äußeren Kräfte und Momente; d. h. diese 
Größen P und M sind als vorzeiehenfreie Größen eingeführt. Biege­
momente werden als positiv bezeichnet, wenn sie auf denjenigen Stab­
seiten Druck erzeugen, die in den Abbildungen durch einen Punkt (.) 
gekennzeichnet sind. 

Systeme der in diesem Paragraphen behandelten Art kommen bei­
spielsweise vor in Form von Spanten in Rümpfen, Booten und Schwim­
mern, Rumpf- und Bootwandaussparungen für Fenster, Türen und Ein­
bauten, oder auch in Form von Baldachin- und Fahrgestellrahmen, be­
sonderen Flügelrippen usw. 

Z J 

~7 
I.] 

Aufgabe 22 bis 24: Offene Rahmen. 

Aufgabe 22 (Abb. 53). 

//f 
/j I 

/ j I 
/j I 

LöngslrröfYe {!uer/rröfle 
+H 

Oie,gemomente 

,2 ff1s = 0 : AI·l + H· b - PI' (l - eIl - P3 • a = 0; 

,2ff10 =0: -Ar·l-P3 ·(a+bl+P1 ·el =0; 

;EH =0: -H-P3 =O. 



Offene Rahmen. 63 

Aufgabe 23 (Abb. 54). 

A~ = - 11 (P02hi + pU -2 po • h3~)' r _ 1 (PO hi pu - pO lti ) 
A - +T -2-+~'3' 
pu _ po 

H = pO·h1 + --2-· h1 ' 

jFeldO,l: -A~, 

S = Feld 1,2: 0, 

Feld 2,3: - Ar. 

Q = f1 Feld 0,1: H - H2pU-(pU_pO)~O~lJ X O• 1 ' 

Feld 1,2: - Ar. 

B = f Feld 0,1: H'XO,l- H3pU-(pU_pO)~~lJX5'l' 
1 Feld 1,2: Ar(l- x1,2). 

J 

f."r 

Abb.54. 

Aufgabe 24. 

Allgemeine Übungs aufgabe für die Berechnung eines beliebigen Stab­
zugs mit beliebiger Lagerung (Abb. 55 und Tabelle 9). 

Gleichung der Systemlinie des krummen Stabes zwischen 1 und 6: 

y = 0,1 x 2 [m] ; 
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daraus tg IX", = y' = 0,2 x. 

Punkt x 
i [m] 

1 0 
2 1,2 
3 2,4 
4 3,6 
5 4,8 
6 6,0 

Abb.55. 

-. 

Abb.56. 

Tabelle 9. System werte. 

y y'=tgot", sin Q(", cos Q(", 

[m] 

0 
0,14 
0,58 
1,30 
2,30 
3,60 

B--I}(~-:r:) 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\\ 

\ \ 
\\ 
\\1 

\1 

[-] 

° 0,24 
0,48 
0,72 
0,96 
1,20 

[-] [-] 

0 1 
0,23 0,97 
0,43 0,90 
0,58 0,81 
0,69 0,72 
0,77 0,64 

Gleitwinkel des beweglichen 
Lagers bei 0: 

qJ = 151°; 

Neigung des Stabes 0,1: 

CXO,l = 308°20'= -510 40' 

(alle Winkel im Sinne xy ge­
messen, also positiv im Uhr­
zeigersinn). 

R o", und Rov folgen aus: 

,.E.Ml=O: P5·~5+Ro'll·a 

+Ro",·b= 0 

R 
und RU'" =tg(n-rp). 

Ov 

Entsprechend der V orzei­
chenregel für Reaktionskräfte 
werden die Komponenten R o '" 
und Ro'll der Lagerreaktion R 
bei 0 dann als positiv bezeich­
net, wenn sie entgegen der 
+ X- bzw. + Y -Richtung 
wirken (Abb. 56). 

Die Biegemomentenfläche 
des gekrümmten Stabzugs ist 
für Belastung in Y-Richtung 
die gleiche wie bei einem in 
X -Richtung verlaufenden ge­
raden Balken. 



Geschlossene Rahmen mit Gelenken. 

Auf gab e 25 bis 26: Geschlossene Rahmen mit Gelenken. 
Aufgabe 25 (Abb. 57 und 58). 

'" r; v·) 

Der in Abb. 57 dargestellte 3-Gelenkrahmen ist durch eine waage­
rechte Einzelkraft P, angreifend in Punkt 1, belastet (P ist in den For­
meln als vorzeichenfreie Größe behandelt). 

1. Auflagerkräfte. 

Aus: A Z • l - P . h = 0, 
= 0, AZ+A' 

-H-P = 0 folgt: 

p 

~, 

Ar = _F'!! 
l ' 

p 

Abb.57. 

H=-P. 

Lin!lslrrii/'Ie 

{!uerkröf'fe 

lJle!lemomenie 

Abb.58. 

2. Geometrische Zerlegung der äußeren Kraft P. 
Der Dreigelenkrahmen wird ersetzt durch die gedachten Streben d1 

lind d2 : die zugehörigen gedachten Stabkräfte D1 und D 2 werden so 
bestimmt, daß sie mit P im Gleichgewicht stehen. D 2 ist die vom un­
belasteten (2, 3, 4) auf elen belasteten Halbrahmen (0, 1, 2) ausgeübte 
Kraft. 

Thuluu-Teichmann, Beispiele. 5 
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Vom belasteten auf den unbelasteten Halbrahmen wirken P und D I • 

deren Resultierende R (P, D1) entgegengesetzt gleich D 2 ist. 

3. Geometrische Ermittlung der Längskräfte 8 
und Querkräfte Q. 

Im Punkt 2 des Halbrahmens (2, 3, 4) wirkt die Gelenkkraft 
- D 2 = R(P, D I ); dadurch entsteht 

in Stab 2, 3: 

in Stab 3, 4: 
8 a,4 und Qa,4' 

Im Punkt 4 des unteren Riegels (0, 4) tritt Ar zu - D 2 = R(P, D 1); 

dadurch entsteht in Stab 4, 0: 

84 ,0; (Q4, 0 = 0). 

Im Punkt 2 des Halbrahmens (2, 1, 0) wirkt die Gelenkkraft D 2 ; 

dadurch entsteht in Stab 2, 1: 

8 1,2 und Ql,2' 

Im Punkt 1 des Halbrahmens (2, 1, 0) tritt zur Gelenkkraft D z die 
Last P; Resultierende R (P, D 2) = - D I ; dadurch entsteht in Stab 1, 0: 

8 1,0 und Ql,O' 

Im Punkt 0 des unteren Riegels treten H und Al zu - D 1 = R(P, D 2); 

dadurch entsteht in Stab 0, 4: 

8 0,4 (= 8~,o) ; (Qo,4 = Q4,O = 0). 

4. Analytische Behandlung. 
l 

2) M4 = 0 für Halbrahmen (2, 3, 4): Q2,a . 2" - 8 2,a' h = 0, 

" 
ferner: 

Daraus: 

l 
(0,1,2): Ql,2 . 2" + 81,2' h - p. h = 0; " 

8 1,2 = 8 2,3' 

8 4,0= -82,3' 

Ql,2 = Q2,a' 

Q4,O = O. 

P 
81,2 = 82,3 = + 2" ' 

Ph 
Ql,2 = Q2,3 = + -l- . 

a h 
80,1 = (81, 2 - P) Ya 2+h2 - Ql, 2 fa 2+h2 ' 

S3,4= 8 _a_+ Q __ h_ 
2, a Ya 2+h2 2, a Ya 2+h2 ' 

h a 
QO,1 =(81,2 -P) Ya 2+h2 +Ql,2 ya2+h2 ' 

h a 
Qa 4=-8 --+Q --

, 2,a Ya2+h2 2,3 Ya 2+h2 ' 

Biegemomente s. Abh. 58. 



Geschlossene Rahmen mit Gelenken. 67 

Aufgabe 26. 

Der in Abb. 59 dargestellte 3- Gelenkrahmen ist belastet: 
1. mit einer Gruppe von 4 Kräften PI' P 3 , Ps, P 6 nach Abb. 59, die 

miteinander im Gleichgewicht stehen; 
2. mit Kräftepaaren nach Abb. 64. 
Die angreifenden Kräfte sind in den 

Formeln als vorzeichenfreie Größen be­
handelt. 

Abb.59. 
Zu 1. 

Zusltmd I 

Abb.OO. 

Der 3- Gelenkrahmen 0, 1, 2, 3, 4 wird zunächst für sieh betrachtet. 
Dazu wird die äußere Belastung- zerlegt in 

Zustand 1: Es wirkt nur PI' 

und 
" 11: " " " 

Die Richtungen der Einzelresul­
tierenden RL RI und Rh, Rh er-

a "'-_....:....._-;;.,. 

b 

Abb.61. Abb.02. 

geben sich aus Abb. 60; die Größen dieser Einzelresultierenden wie der 
Gesamtresultierenden R! und Rr folgen aus dem Kräfteplan in Abb. 61. 

5* 
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Die Berechnung der Längskräfte S, Querkräfte Q und Biege­
momente B geschieht wie in Aufgabe 25, ausgehend von den Punkten 0 
bzw.4 (Abb. 62 und (3). 

Löngskröfle f!.uerkröfle Biegemomenfe 

Abb. G3. 

Auf den unteren Rahmenteil 4, 5, 6, 7 (0) wirken die bereits er­
mittelten Gelenkkräfte RI und Rr, aber jetzt in umgekehrtem Rieh­
tungssinn, sowie die damit im Gleichgewicht stehenden äußeren Kräfte 
Po und Pa. 

Zustond I 

5------5 
Zu 2. 

ZlJstond 1I 
P 

6---------~5 
Abb. G4. 

ZlJstond I + 1I 

/ 

(-.- 0 
\ I -~ 
\ I 

''ni 
5-------. 

Die Berechnung der Gelenkkräfte RI und R" für die Kräftegruppen 
des Zustandes 1 und Zustandes 11 erfolgt hier durch Momentengleichun­
gen, da die Resultierenden der äußeren Lasten verschwinden. 

Zustand 1. Zustand 11. 

,2'.11/0 = 0: +RT ·1·T - P·l1,2 = 0, 

Rr = P.lt ,? 

~ .111 4 = 0: -RI·rl + P.12,;:= 0, 

r' 

RI parallel und entgegengesetzt RI'. 
Weitere Berechnung wie unter 1. 

RI - !:...:!~," - r- . 
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§ 8. Ebene Faclnverlm. 
Allgemeines. 

In den folgenden Aufgaben sind die Stabkräfte (Längskräfte) in 
den einzelnen Stäben ebener Gelenkfachwerke zu ermitteln. Zur Be­
rechnung einer beliebigen Stabkraft, die stets dann als positiv bezeichnet 
wird, wenn sie eine Zugkraft ist,' wird das Fachwerk durch einen ge­
dachten Schnitt zertrennt; und zwar derart, daß dieser Schnitt durch 
den betreffenden Stab hindurchgeht. Der Schnitt wird entweder so ge­
führt, daß jeder der abgetrennten Teile ein Auflager enthält, oder so, 
daß eine freie Gruppe von Stäben bzw. nur ein Knotenpunkt für sich 
abgetrennt wird. 

Aus der Bedingung, daß jeder der abgeschnittenen Teile für sich 
allein im Gleichgewicht stehen muß, werden die Kräfte in den vom 
Schnitt getroffenen Stäben gefunden. 

A ufg ab e 27: Fachwerkholm eincs frcitragcllden Fliigels. 

Zu ermitteln sind die Stab kräfte 0"" Um, Dm und On, Un, D .. 
(Abb. 65 und 66). 

1 

IIII!! 1ft!! !ltll m!lttttttt1 ttfUtttlttfltttl t\lUtrtij!t1tttttttt I 
Lal/fende Be/ostung p--7kg/cm : 

I i\. angrelfefld am Obergprl 
lz -so ' I ~ ~>1 
m a C d' 'r I 

I 
-----l,"8S0 ----\:----->< 

Löngen iflcm 

Abb.65. 

Sc17fl/ltll-ff 

~j 

Längen incm 

X) 8, Q,A pos/liv im J'iIlne //on AM Z9 

Abb.66. 

Wegen Symmetrie ist: 

Ar = Al = P (i- + l2) = - 1000 kg. 

)+181 



70 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

Tabelle 10. Querkräfte und Biegemomente. 

Bezugs­
punkt 

Querkräfte 
[kg] 

a Qm=P[(12-x~')+).;J-Ar 
(x;, = 100 cm) = + 150 

b 

(x~' = 0) 

e 

Biegemomente 
[kgcm] 

Z )2 P(Z2+ f -x;, 
B=- 2 

+ Ar (~ - x;,) = 355000 

------------------
p 19 

B = -""2 = + 361000 

B = _ p(lz - X~)2 = +25300 
(X'.'= 625cm) [ ). ] ~ 
'f Qn = P (12 - XI) +; = - 225 :1-------------- ------

P (1 - x")Z 
B = _ Z f = +20000 

2 

(x~'= 650cm) i 2 

Rittersches Schnittverfahren. 

Die gesuchten Stabkräfte werden am abgeschnittenen (rechten) 
Systemteil zunächst immer als Zugkräfte, also mit positivem Vor­
zeichen, angebracht. Mit den Querkräften und Biegemomenten nach 
Tabelle 10 folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen für die Schnitte 
1 ~1 bzw. 11 ~11 (Abb. 65 und 66): 

Schnitt 1 -7-1. Schnitt 11 ~11 . 

.l;Jvlb = 0: - Om·rb -Bb = 0, .l;M e = 0: -On·re = Be = 0, 

Om = -7220 kg; On = -1l30kg; 

.l;Ma=O: +Um·ra--Ba=O, 2::111f =0: Un·rf-Bf=O, 

Um = + 7100kg; Un = +910kg; 

.l;V = 0: -Dm~: + Qm = 0, .LV 

Dm = +212kg. 

=0: +D hn _ o h;,-h" 
"dn n On 

+ Qn = 0, 

Dn = +265kg. 

Auf gab e 28: Zweifach abgestrebter Holm. 

Die Längskräfte in den einzelnen Stäben der in Abb.67 darge­
stellten Tragwand sind ähnlich wie in Aufg. 27 als Stabkräfte eines Ge­
lenkfachwerks zu ermitteln. Es wird angenommen, der durchlaufende 
Holm 0, 1, 2, 3 sei im Punkt 1 durch ein Gelenk unterbrochen. Die 
verteilte Holmbelastung p wird durch drei Knotenlasten Po, PI' P 2 

ersetzt; diese sind identisch mit den Auflager-Aktionen, die sich ergeben, 
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11 
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wenn die Holmabschnitte 0, 1 und 1, 3 als selbständige Balken auf­
gefaßt werden, die in 0 und 1 bzw. in 1 und 2 statisch bestimmt ge­
lagert sind (vgl. S. 51): 

Po = + P2lt = + 100 P [kg] , 

PI = + P;l + P('z±~t'2 -::-'a) = + 175p [kg] , 

P2 = + P(\t 'a)2 = + 225p[kg]. 

,trff'l-'--[~~1ft9q;+::O~Irni p. = -IOOkg, - P , = -175kg, 
p.~ -225kg. 

Abb.67. 

1. Ermittlung der Stabkräfte nach Ritter. 

Vgl. hierzu Tabelle 11. 

Tabelle 11. Berechnung der Stabkräfte. 

S hnitt Bezugs.-I c punkt, E;.'~j=O Stabkräfte S 

a-;-.a I 5 - LI' hO+Pl·ll +Pa(ll +'2) = 0 Ll=+Pl - 2+Pz ,4 = + 1250p 
_. - - - --- ---

l2 
-.. -

rll 
--

d2 

b-;-.b 5 - Lz ' h~ + Pa (lI + lz) = 0 * 400 
La=+ P z '130 = + 692p 

--- _. 

a-;-.a 4 - D l • Tl - PI ' lz - LI' hz = 0 
-PI' 200-~· 30 

Dl = 116 =-625p 
---

b-;-.b 1 + Da' T2 + P z ,l2 = 0 I -Pa' 200 D2 = - 64 = - 702 P 

2. Ermittlung der Stabkräfte nach Cremona. 

Am Knoten 4 besteht Gleichgewicht zwischen P z und den beiden 
gesuchten Kräften G und Dz; dem entspricht das Kräftedreieck P 2' G, D2 

des Cremonaplans (Abb. 68). Am Knoten 1 besteht Gleichgewicht zwi­
schen G, PI und den beiden gesuchten Kräften LI und D I ; dem ent­
spricht das Kräfteviereck G, PI' LI und D1 des Cremonaplans. 

* La ist die waagerechte Komponente der Stabkraft G in dem gedachten 
Stab 1-.;-4; G folgt aus (Schnitt b-;-.b, Bezugspunkt 5): 

- G • Ta + Pa (lI + l2) = 0; 

ferner ist: 
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(Die äußeren Kräfte folgen im Cremonaplan so aufeinander, wie sie 
getroffen werden, wenn das Fachwerk im Uhrzeigersinn durchlaufen 
wird; dementsprechend folgen in den einzelnen Kräftepolygonen des 
Cremonaplans die an dem zugehörigen Fachwerkknoten angreifenden 
Stab- bzw. äußeren Kräfte in der Weise aufeinander, wie die betreffen-

C'remono - PIon 

Abb.68. 

Po = -100 kg, 
p, = - 175 kg, 
p, = - 225 kg; 

L, = - 1250 kg, L, = - 692 kg ; 
D, = + 625 kg, D , = + 702 kg; 

G = - 698 kg. 

den Stäbe bzw. Kräftepfeile getroffen werden, wenn die einzelnen Fach­
werkknoten ebenfalls im Uhrzeigersinn durchlaufen werden. Die Auf­
lagerkräfte, die auch äußere Kräfte darstellen, sind hier weggelassen, 

i-E----S.JOcm---~ 

Abb.69. 

r"=340cm· 
Bin a' = 0,0477;' 
sin <po = 0,467; 

COB <po = 0,875; 

rU = 340 cm' 
sin a," = 0,0477;' 
sin <pu = 0,709; 
cos <pu = 0,700. 

da sie im vorliegenden Fall zur 
Ermittlung von LI' L 2 , DI und 
D 2 nicht gebraucht werden, vgl. 
auch Aufg. 29.) 

Aufga be 29: Endstück einer 
Rumpfwand in K-Verband. 

1. Rechnerische Ermittlung 
der Stabkräfte in den 

Stäben 0, U, Do und Du nach 
Ritter (Abb.69). 

Biegemomente bezgl. m" 
und mO: 

B (mU ) = - 100·85 - 200·530 = - 114500 kgcm , 

B (mO) = + 100 (341 - 85) - 200·530 = - 80400 kgcm . 

Der Pfosten VO-;-VU nimmt wegen der Annahme gelenkiger Knoten 
keine seitliche Kraft auf. Die Resultierende von Du und Do geht also 
durch mU und mO • 

Daher (Schnitt r-;-r): 

1. 2;M (mU ) = 0: 
B(mU ) o = - --- = + 337 kg rO , 



Endstück einer Rumpfwand in K-Verband_ 

2_ .l) 111 (mO) = 0: 

3_ J:H (m) = 0: 

4_ .l)V =,0: 

Aus 3_ und 4_ : 

u = + B(m') = -237kg, 
r U 

DO - cos cpo + DU -cos cp" = 0, 

- 0 - sin ('J.0 + U -sin 0-:." + DO -sin rpo 

-D"-sincpu +]->2 = O. 

DO =~ - 128,5 kg, 

DU = + lßO,5kg. 

73 

2_ Ermittlung der übrigen Stabkräfte nach Cremona. 

Notwendig ist vorher die unter 1. gezeigte Berechnung der Kräfte 
in den Gurten und Streben eines Feldes. Diese, zusammen mit PI und P2 

::;I-r--7.r.-~ ___ _ 
I"" 1<, 
1 
I 

, I 
_~-.,L~~~-6-

Abb.70. 

U 

13 

Pr 
I ! ! ! I I !I ! ! I ! ! , ! ! " ! ! ! " ! ! I 
o SO 100 7S0 200 2S0lrg 

(und gegebenenfalls anderen Knotenlasten), bilden das geschlossene 
Polygon der "äußeren Kräfte" (Abb. 70). 

Die Kräfte Du, U und die gesuchten Kräfte in den Stäben 6 und 1 
stehen miteinander im Gleichgewicht; dem entspricht das Kräftevier­
eck Du, U, 6, 1 des Cremonaplans. Ebenso entspricht der Gleich­
gewichtsgruppe der Kräfte 0, DO und der gesuchten Kräfte in den 
Stäben 2 und 3 das Kräfteviereck 0, DO , 2, 3. Ferner entspricht der 
Gleichgewichtsgruppe der nunmehr bekannten Kräfte in den Stäben 2 
und 1 und der gesuchten Kräfte in den Stäben 5 und 4 das Kräfte­
viereck 2, 1, 5, 4 dcs Cremonaplans usf. (Die äußeren Kräfte folgen 
hier im Cremonaplan so aufeinander, wie sie getroffen werden, wenn 
das abgetrennte Rumpfende entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen 
wird; dementsprechend folgen in den einzelnen Kräftepolygonen des 
Cremonaplans die an den zugehörigen Fachwerksknoten angreifenden 
Stab- bzw. äußeren Kräfte - wozu auch die Kräfte 0, DO, Du, U ge­
hören - in der Weise aufeinander, wie die betreffenden Stäbe bzw. 
Kräftepfeile getroffen werden, wenn die einzelnen Fachwerksknoten 
ebenfalls entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen werden; vgl. auch 
Aufg. 28.) 
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3. Zeichnerische Bestimmung von 0, U, Do und Du nach 
Culmann. 

Da nach vorhcrgehendem die Resultierende R (Do ,Du) von Do und 
Du lotrecht verläuft, so ist zunächst die Resultierende R (P 1> P 2) von 
Pt und P2 in die Richtungen 0, U, V zu zerlegen. 

Zunächst wird die Resultierende von z. B. R(Pt , P 2) und 0 bestimmt; 
sie muß mit der Resultierenden von U und R (DO , DU) in eine Gerade 
fallen, und zwar in die Verbindungslinieg der Schnittpunkte von R(P1 , 

P 2) mit 0 und von R(DO, DU) mit U, "Culmannsche Gerade" (Abb.71). 

l/ 

\ 
\R(P"I'z) 

\ 
\ 

o 

1?(p,,1~) 

Abb.71. 

Aufgabe 30: Abgestrebter Fachwerkholm. 
Die Stabkräfte des in Abb. 72 dargestellten Fachwerkholms sind zu 

ermitteln für Belastung durch (negative) Knotenlasten Pi am Unter­
gurt, die einer verteilten Belastung p = - 1 kg/cm von unten nach 
oben entsprechen. 

b = 60cm, 
II = 260cm, 
l2 = 200 Clll , 

h = 40cm, 

hm = 52,3 CIU, 

hO 72,3cm, 
h' = 107,7 cm. 

(Längen in cm; cinqctragcn sind die Auf· 
lagerreaktlonen A', A'-, BI und die 
Kraft N~ mit positivem Vorzeichen; die 
endgültigen Richtungen folgen aus der 

Zahlenrechnung.) 

sin cp = sin E = 0,447, 
sinX = sinw = 0,474, 
sin"P = 0,769, 
cosw = 0,881. 



Abgestrebter Fachwerkholm. 

1. Holmauflagerreaktionen A!, Ar, B! und waagerechte 
Kraft N~. 

Moment um Punkt 4" (Holm): 
9 

+AI.l1 - HI. hm - 2)Pi ' (ll - ~i) = O. 
o 

75 

(Die Zahlenwerte Pi sind gemäß Aufgabenstellung hier als negative 
Größen einzusetzen!) 

9 
2)V=O: -AI-Ar+.J.,'p;=O, 

o 
2)H=O: -H'+N~ =0. 

(Die Kräfte Al' und N~ wirken auf die Strebe im umgekehrten Sinn.) 

Moment um Punkt 10 (Strebe): + Ar. l2 - N~· h = O. 

2. Querkräfte Q"Hl (als Summe aller lotrechten Kräfte rechts von i). 

Zwischen 9 und 4r : 9 

Qi,i+l = 2;Pk , 
k=;+1 zwischen 4! und 0: 

9 

Q .. i+l =2)p,,-Ar. 
, k=i+l 

(4r bzw. 4! bedeutet: unmittelbar rechts bzw. links von 4"-;-4°.) 

3. Biegemomente Bi (als Summe der Momente aller Kräfte rechts 

Zwischen 9 und 4': 
von i). 

zwischen 4' und 0: 

a) infolge lotrechter Kräfte: 

Bi (P) = Bi+l (P) - Qi, i+l . Ai ,;+1 , 

b) infolge der waagerechten Kraft N:: 

Bf(N) = + N~ . h" , 

~(N) = + N~· hO. 

Gesamt-Biegemomente: 

Bf = Bi (P) + Bf(N) , 

Br = B;(P) + ~ (N). 

Biegemoment am Punkt 0: 

Bo = Bo(P) + N:·h11l • 

(Zahlenmäßige Durchrechnul1g in Tabelle 12.) 

4. Stabkräfte. Vgl. die Formeln und Zahlenwerte in Tabelle 13. 
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5. Zahlenrechnung. 

Aus 1. und den Spalten CD und CD der Tabelle 12 folgt: 

A' = - 66,3 kg; H' = -1064 kg; 
Ar ,= - 573,7 " ; N~ = - 1064 ". 
(Vgl. die Vorzeichenregeln auf S. 38,39) 

Tabelle 12. Berechnung von Q und B. 

® CD CD ® 0* 0) ® 0* @ @** 
Pi 11-~i 

P,(l,-~,) .A Qt,i+l ).,,1+1 Q·A·I0-' BdP) Punkt B/(N) 
·10-' '10-' ·10-' 

[kgl [ernl [kgcml [kgl [k~l [ern] [kgcm] [kgcrn] [kgcm] 

Al= 0 
-20 +260 - 52 - 66,3 +557 0 -557 

- 46,3 40 - 19 
1° -770 

-60 +220 -132 +538 
1" -344 

+ 13,7 80 +11 20 -770 
-80 +140 -112 +549 

2" -344 
I 93,7 80 + 75 T 

3° -770 
-70 + 60 - 42 +624 

3" -344 

+163,7 60 + 98 40 (I) -770 Ar= (T) --60 0 0 -573,7 +722 
4" -

-350 60 -210 
5° -

-70 - 60 + 42 +512 
5" -

-280 80 -224 
6° -

-80 -140 +112 +288 
6" -

-200 80 -160 
7° -

-80 -220 +176 +128 
7" -

-120 80 - 96 
8° -

-80 -300 +240 + 32 
8" -

- 40 80 - 32 

-40 -380 +152 0 9 
0 

-

IPi EP, (l,-~;) 
= - 640 ~+ 38400 

* Diese Spaltcn sind von untcn nach oben auszufüllen. 
** Es ist: N~. ho = - 77 000 kgcm (Obcrgurtpunkte zwischen 4! und 0), 

N~. h" = - 34400 " (Untergurtpunkte zwischen 4! und 0), 
N~'.hm= -55700 " (Punkt 0) .. 

@* 
Bi·l0-' 

[kgcrn] 

0 

-232 

+194 

-221 

+205 

-146 

+280 

- 48 
+722 

+722 

+512 

+288 

+128 

+ 32 

0 
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Tabelle 13. 
Rechnerische Bestimmung der Stabkräfte zwischen 0 und 4'. 

Obergurt 

IStab. 
kraft 

0 1• 2 

0 0• 1 

Ua. 4 

U2 a 
Untergurt 1---':"" 

U1• 2 

UO• 1 

Stabkraftformeln 

BU 
= __ 1 

r~ 

BU 

=+-" r U 
3 

BU 
U + '-1 

1-1.1 = h-

B" =+_1 
rU 

1 

I B·1O-2 Q h bzw. 
rO 

[kgcm] [kg] [ cm] 

+280 - 40 
:---1----1 

+205 - 40 

So 
[kg] 

- 700 

- 513 

+194 35,8 - 543 

1 
-146 135,2 - 415 

---1---
-221 - I 40 - 553 

---I-__ I~_-'I----
- 232 - I 40 - 580 

,---1---

-232 135,8 - 648 
1 

Strebe Se se = - N~ eos w - Ar s'n w I - I - - 1+1210 

Da., 

Diagonalen 

D 1• 2 

Va•3 

Pfosten 

= Q3.4 - U3 • 4 s;nx: 
sin tp 

V 3. 3 = - Da. 4 sin tp 

= -D2 • 3 sin q; 

VI. 1 V1,1 = -D1• 2 sin q; -00 • 1 sin e 

* Abb.72. 

+163,7 - + 467 

+ 93,7 - + 209 
--·1----

+ 13,7 + 30,6 

- 360 

- 94 

+ 228 

Anmerkung: Würden auch Kräfte am Obergurt angreifen, so träte bei den 
Pfosten noch der Einfluß der jeweiligen Knotenlast hinzu. 

Aufgabe 31: Flügelfaehwerk (System mit yeränderlieher 
Gliederung). 

Die Stab kräfte des in Abb. 73 dargestellten Einzelflügels eines ver­
spannten Doppeldeckertragwerks mit Verbundscheibe (vgl. z. B. 
Aufg. 39) sind zunächst für die im folgenden angegebenen Belastungs­
zustände 1 bzw.ll und darauf für den durch Überlagerung dieser heiden 
Teilzustände gebildeten Gesamtbelastungszustand 1 + 11 zu ermitteln. 
Die (gekreuzten) Diagonalen seien aus Draht hergestellt und vor· 
spannungsfrei (bzw. mit nur geringer Vorspannullg, vgl. Aufg. 60) 
eingebaut. Da in solchen Diagonalen nur Zugkräfte wirksam sein 
können, fällt in jedem Feld diejenige Diagonale, die Druck erhalten 
würde, aus. 
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Zustand I: Von der Verbundscheibe und der Außenverspannung 
werden auf das Flügelfachwerk die Einzelkräfte 

Orol/f'sicnl 
PZ, P~, P~ und P~ 

ausgeübt. 
Zustand 11: Es wirkt in 

Form von Knotenlasten Pi ein 
gleichmäßig verteilter Stirn­
druck p, dessen Resultierende 
R p ist. 

litktlJli ilktlltlP 
t~) 

p, Per;, P y sind in Abb. 73 
positiv eingetragen; der wirk­
liche Stirndruck wirkt im all­
gemeinen umgekehrt, also nega­
tiv. Die Größen r:J.h, r:J.v, Ih , Iv 
werden im eingetragenen Rich­
tungssinn positiv gemessen! Abb.73. 

1. Allgemeine Berechnung der Querkräfte und Biegemomente . 

Zustand 1. Zwischen 0 und 3: 

Qi,i+I = PZ + P~ = const, 

Br = - (P~ + P~) . (l - A3,4 - Xi) - P~ (h - f~ -. fi) - P~ (f~ - m 
= Br + 1 - Qi,i + 1 • Ai,i + 1 - P~ (h - f~ - In - P~ (fg - m, 

B? = - (P~ + P~)· (l- }'3, 4 - Xi) + P~ (j~ - m + P~(h - n - m 
= B?+ 1 - Qi,i+ l' Ai,i+ 1 + P~(j~ - m + P~(l~ - fK - m· 

Zustand 11. ZwiRchen 0 und 4: 
4 

Qi,i+l = ~ Pj, 
}~i+l 

Bi (= B~ = B~) = B i + I - Qi,i+I 'Ai,i+!' 
beginnend mit B 4 = 0, 

Zahlenbeispiel. 
f~ = Ir = 0, A = 83,5cm, .1' A = l = 334 cm, 

Zustand I. Zustand 1I. 

R p = - 350kg, 

h = 60cm, 

P~ = - 169 kg . P~ = 0, 

~ = + 429 kg, P~ = 0 , Po = P4 = -43,75kg, 

PI = P 2 = P3 = - 87,5 kg. 
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Tabelle 14. Zustand I. Tabelle 15. Zustand II. 
pA . p. Q I }. IQ·}··10-' Bh I.! (Pli) 

!/I U ·10-' 
[kg] [k~] [cml [kgcm] [kllcml 

.= P, Q I i. Q'!.'lO-' 
B<·chl 

"5 ·10-' 
ill [kgl [kgl [ern] [kgcm] [kllcm] 

0 -------- 0 
0 83,5 0 ---

4 - 43,75 
83,51- 3,6; 

0 
- 43,75 

+260 f--- 0 3 - 87,5 
-131,25 183,5 

--- + :J,(j~ 

+260 83,5 +21,71 --- -10,07 ---
0 1- -21,71 2 - 87,5 +14,6 2 

+260 83,5 +21,71 
0 --- -43,4 2 1 - 87,5 --- +32,9 o 

+260 83,5 +21,71 
_(Ah+A") 

= -260 
'----- -65,1 

-218, 751"'" -18,28 

0 
p. /-306,25 83,5 -25,58 

-(.Ah+A') --- +58.4 3 8 
= + 306,25 

Die Querkraft ist bei 

Zustand 1 durchweg positiv (Tabelle 14), 
" II " negativ (Tabelle 15). 

Abb.74. Abb.75. 

Daher sind maßgebend bei 

Zustand 1 allein: die nach rechts fallenden Diagonalen (Abb.74), 
" 11 " " " links~· .: •. " ,,(Abb 75), --

da sie dann Zug erhalten (vgl. 2). 

2. Allgemeine Berechnung der Stabkräfte infolge der 
Belastungszustände 1 bzw. II allein. 

Zustand 1 allein: 
Schnitt 1 --:-- 1: 

u _ + _BL 
i-I, i - h'- 1 • cos a.'" 

B~ o - ---' ---
i-l,i - h,' cos (Xh' 

. Q. 1 - + u· 1 -. sin a." - o· 1 .• sin (XA 

D i - 1,i = + '-,' ,- "sin rp- . -~'----, 
, -I .• 

Schnitt II --:-- II: 
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Zustand II allein: 
Schnitt 1 -7-1: 

B'! U -- r - '-i-I,i - T 11.1 ' eos etU ' 

B" o - - ---- _,_-::..1 __ 
i-I, i - "'i-l . COS r:J..li' 

-Q- 1'- U· 1 ·.sinet"+O· 1 ··sineth D _ . __ ~-:~I 2- ,I '_-..:.:.--'----' __ 

i-I, i - sin rpi-l. i ' 

Schnitt II --:--- Il: 

Vi-I = Qi-I,i + pr-IV + Ui - 2,i-l' sin r:r.V - Oi-l,;' sin (1.". 

3. Allgemeine Berechnung der Stabkräfte für gleichzeitige 
Wirkung von Zustand I und 11. 

Wirkt Zustand 1 und II gleichzeitig, so ist die Querkraft in den Fel­
dern 0, 1 und 3, 4 negativ, in den übrigen positiv. Der Berechnung 
wäre dann also das aus Abb. 76 ersichtliche System zugrunde zu legen. 

~ ... \ 
\ 

o 1 

.-\.1>b.76. Abb.77 . 

Bei diesem System müßten, ähnlich wie unter 2., Formeln für die 
Stabkräfte aufgestellt werden; sollen jedoch, z. B. zwischen Rumpf- und 
Stielanschluß, die oben hinsichtlich des Zustands I aufgestellten Formeln 
für nur nach rechts fallende Diagonalen angewandt werden (was bei 
schwierigeren Fällen u. U. zweckmäßig ist), so ist auch folgender Weg 
möglich (Ersatzstab -Verfahren): 

Ergibt sich in einem einzelnen Feld (z. B. infolge Vorzeichenwechsels 
der Quel'kraft) eine negative Stabkraft (Druckkraft) in einem nur zur 
Aufnahme von Zug geeigneten Stab (z. B. in der Diagonale do,l des vor­
liegenden Flügclfachwerks eine negative Kraft D~~)l)' so können die Stab­
kräfte dieses Feldes ohne Wiederholung des ganzen Rechnungsgangs für 
die richtige Diagonalenrichtung, wie folgt, gefunden werden (Abb. 77). 

In Richtung der in Wirklichkeit maßgebenden Diagonale b wird 
eine zusätzliche Zugkraft'Il angebracht. Diese, zunächst gleich + 1 ge­
setzt, erzeugt in der Diagonale do,l eine Zugkraft von der Größe 
DI~,\=do,ljb (wegen D(1)jVI(1)=djv" und 'Il/VIIU =l/VI(1) ='rY/vr , 

Abb.77). Da die Diagonale do 1 keine Druckkraft aufnehmen kann, muß 
'Il so groß sein, daß insgcsamtbb~)l + Dbl,)l' ~ = 0 wird. 

Also muß sein 
D(OI D(OI b 

'1)--~=-~ 
- D~~~ do,1' 
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Infolge dieser (zusätzlich angebrachten) Diagonalkraft'Il in Richtung 
der tatsächlich wirksamen Diagonale verschwindet also die Kraft in 
do, l' so daß der wirkliche Beanspruchungszustand eintritt; dabei er­
geben sich aber im Feld 0,1 noch zusätzliche Stabkräfte 'Il' sm: 

d 'Il . DIl) = + b . ~ , 

o 
~ • Oll) = - b' ~, 

u 
~. UIl) = - b'~' 

Vi 
~ • vrll) = - b . ~ , 

V' 
~. V'II) = - b'~' 

Die wirklichen Stabkräfte im Feld 0,1 ergeben sich dann durch 
Überlagerung der hier berechneten zusätzlichen Stabkräfte i). S(1) 
und der für die falsche Diagonalenrichtung errechneten Kräfte SIOI: 

8 = 8 (0) + i)·8111 • 

Aufgabe 32: Vollwandiger Holm mit sehr dünnem Stegblech. 
Der in Aufgabe 27 behandelte Holm sei statt als Fachwerk als Voll­

wandträger mit sehr dünnem, durch Pfosten ausgesteiftem Steg aus­
gebildet. Dieser Fall gehört streng ge­
nommen nicht mehr in das Gebiet der 
reinen Statik, sondern zur Festig­
keitslehre, da eine Gliederung des 
Vollwandsystems in Einzelstäbe nicht 
von vornherein vorliegt; es muß viel­
mehr unter vereinfachenden Voraus-

Abb.78. 

setzungen eine solche Gliederung angenommen werden. 
Um die Aufgabe nicht zu umfangreich zu gestalten, wird sie unter der 

weiteren Annahme durchgeführt, daß die Gurte innerhalb eines Bereichs 
von ungefähr 3facher Holmhöhe als waagerecht angesehen werden 
können. Zur eingehenderen Behandlung vgl. H. Wagner 18, desgl. auch 
H. Rode l9• 

1. Die Diagonalstäbe. 

Ist. das Stegblech so dünn, daß es überhaupt keine Druckspannungen 
aufnehmen kann, so treten darin bei Belastung des Holms Falten auf, 
die im allgemeinen unter einem Winkel von ungefähr cx: = 400 gegen 
die Waagerechte in dem Sinne geneigt sind, wie die Diagonalen eines 
Fachwerks geneigt sein müßten, um Zug zu erhalten. Längs einer solchen 
Falte herrscht im Blech konstante Zugspannung (Abb. 78). 

Thalau-Tcichmann, Beispiele. 6 



82 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

Dementsprechend wird das Stegblech durch eine Schar von beispiels­
weise I cm breiten, unter Cl = 400 gegen die Waagerechte geneigten stetig 
aufeinander folgenden "Diagonalstäben" ersetzt gedacht. Zunächst wird 
nun angenommen, die Quel'kraft Q sei wenigstens innerhalb des betrach­
teten Bereichs konstant und die Gurte seien biegungsstarr. Dann er­
halten alle "Diagonalstäbe" dieselbe Kraft D. Ferner wird voraus­
gesetzt, die ganze Querkraft werde vom Stegblech übertragen. 

Ein lotrecht durch den Holm gelegter Schnitt trifft h· cos Cl Diagonal­
stäbe ; denn ein 1 cm breiter Diagonalstab schneidet auf dem Schnitt 
eine Strecke von l/cos Cl cm Länge ab. Dann folgt aus der Gleich­
gewichtsbedingung E Y = 0 (Abb. 79): 

+ (h· eos Cl) . (D· sin Cl) + Q = 0, 
-Q 

D = . [kg/cm]. h cos a: SIn a: 

(Wenn die Blechdicke b cm beträgt, ist 
also die Blechspannung in Richtung 
der Zugfalten : 

D -Q 
a = b = h b cos a: sin CI( [kgjcm2]. 

\) 
1"""'T-4-"T"'"--,a; iO stilltl 

IflcDJ'al 

Abb.79. Abb.80. 

Im vorliegenden Fall ist Q negativ, a wird also eine Zugspannung.) 

Die Querkraftlinie ist nun in Wirklichkeit nicht konstant; wird die 
Belastung in Knotenlasten (Abb.80) 

P;= a·p 

aufgeteilt, so ist die Querkraftlinie treppenförmig. Diese Querkraftlinie 
wird durch einen Geradenzug ersetzt, der jeweils durch die Mitte der 
Treppenabsätze hindurchgeht; denn durch die biegungsstarr angenom­
menen Gurte wird die Querkraft etwa in dieser Weise auf den Steg ver­
teilt. Dann sind die Kräfte D der einzelnen Diagonalstäbe verschieden 
groß; es kann angenommen werden, daß die Kräfte D längs eines lot­
rechten Schnittes geradlinig ab- bzw. zunehmen. Die Bedingung 
E Y = 0 liefert dann für einen Schnitt an der Stelle "x" im Mittel: 

D= -Q. 
h cos ()( sin oe . 
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Da die Kraft desjenigen Diagonalstabes, der bei "x" durch die 
Mitte der Schnittlinie hindurchgeht, gleich diesem Mittelwerte ist (vgl. 
Abb. 83), so folgt z. B. für den Diagonalstab, der den Mittelpunkt des 
Pfostens Vi trifft: 

D'!'= -Q, 
• h aos IX sin IX • 

Diejenigen Diagonalstäbe, die den Pfosten Vi am oberen bzw. unteren 

Endpunkt treffen, schneiden die Holmmittellinie im Abstand ~ ctg oc 
links bzw. rechts von Vi' Bei annähernd gleichen Knotenlasten Pi er­
geben sich die Querkräfte an diesen Stellen aus dem angesetzten Geraden­
zug Q", zu lt 

h Pi"!f ctg IX 

Q (an der Stelle Xi =F 2" ctg cx) ,..., Qi ± a. 

Demnach werden die Kräfte D~ bzw. D'i 

_ (Qi± PiltctgIX) 
D8. 2 a = D'!' =f Pi . 

i ,..., h cos IX sin IX • 2 a sin2 IX 

2. Die Pfosten. 

Es wird angenommen, daß zwei nebeneinander liegende Gurtfelder 
die lotrechten Komponenten der auf sie wirkenden Kräfte je zur Hälfte 
auf den gemeinsamen Pfosten abgeben. Dr ist gleich dem Mittelwert 
der am Untergurt zwischen i-I und i + I angreifenden Diagonal­
kräfte. Da im Feld von der Länge a insgesamt a' sin cx Diagonalstäbe 
und keine äußeren Lasten angreifen, folgt aus der Bedingung I: Y = 0 
am Untergurtknoten 1: (Abb. 81): 

- 2· (! a sin oc). (Df sin cx) - Vi = 0, 

Vi=-(+Pi - Qi ~ tgcx). 
Abb.81. 

3. Die Gurte. 

Die Gurtfclder werden zur Abschätzung ihrer Biegemomente als 
Balken von der Feldweite a betrachtet, die über den Pfosten starr ein­
gespannt sind. Ist die laufende Belastung eines solchen Ball{ens q kg(cm, 
so liefert die Lehre der statisch unbestimmten Systeme an der Ein-

2 

spannstelle, also über den Pfosten, das größte Biegemoment B = - ql~ . 

Wird zur Vereinfachung reine Knotenpunktsbelastung angenommen, 
was praktisch im allgemeinen zulässig ist, so besteht die laufende Quer­
belastung qO bzw. q'" der Gurte aus den lotrechten Komponenten der "Dia­
gonalstab" -Kräfte. 

6* 



84 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

Im Feld von der Spannweite a greifen an einem Gurt insgesamt 
a. sin Cl Diagonalstäbe an, da ein I cm breiter Diagonalstab darauf eine 
Strecke von l/sin oc cm Länge abschneidet. Somit ist im Mittel für die 
beiden Felder i-I, i und i, 1: + I 

p'?= ± (a sin oc)· (D8 sin oc) • ~ • a 

Pi Qi = - 2a =f Ttg oc • 

Dann wird das Gurtbiegemoment des Ober- bzw. Untergurts über dem 
Pfosten Vi: 

+18'1 
Abb.82. Abb.83. 

Zur Berechnung der Gurtkräfte wird rechts neben dem Pfosten Vi ein 
Schnitt durch den Holm gelegt. Die waagerechten Komponenten der 
vom Schnitt getroffenen Diagonalstabkräfte sind (Abb. 82): 

D o (Pi Q;) rcos oc = - ± 2--'-2- + 1 • cos oc, a sm IX 11 COS 0: sin IX 

Dm Qi 
i COS OC = - h . cos OC • cos ct sm IX 

Da weiterhin ein einzelner I cm breiter Diagonalstab auf der Schnitt­
linie eine Strecke von der Länge l/cos oc cm abschneidet, entspricht dies 
einer längs der Schnittlinie geradlinig verteilten waagerechten Be­
lastung nach Abb. 83. Die Bedingung L: 111 = 0 bezüglich des Unter­
bzw. Obergurtschnittpunkts liefert dann: 

-L H~ . h + B + D'[' cos <X . h2 ± (D~ cos IX 

--'-- +' - llcos Cf. 2 l/coslX 
D;n cos <X) . ..!....!!:.-. :!:...h- (B0 + B'.') = o. 11 cos <X 2 2 3 _. • 

Also: 
11~ = = Bi + Qi ctg IX ± Pi (~ t 2 +~) 

T h + 2 12 a c g oc h' 
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§ 9. Senkl'ecbt zu ihrer' Ebene beanspruchte ebene 
Stabziige. 

Allgemeines. 
Für die angegebenen Belastungszustände sind die Auflager- und Quer­

kräfte A und Q, sowie die Biege- und Drillmomente Bund D zu ermitteln. 
Durch Lager-, Knoten- und Eckpunkte werden die Stabzüge (Rah­

men) in Einzelstäbe (Balken) aufgeteilt; in den steifen Ecken sind diese 
gegeneinander biege- und drillfest eingespannt. Aus Anschaulichkeits­
gründen ist auch bei den Aufgaben dieses Paragraphen auf die Ein­
führung eines eigenen Koordinatensystems für jeden Einzelstab (Balken) 
verzichtet; die angegebenen Formeln für A, Q, Bund D gelten daher 
wiederum nur für die in den Aufgaben eingetragenen Richtungen der 
äußeren Kräfte und Momente; d. h. diese Größen P und J.11 sind vor­
zeichenfrei eingeführt. 

Die in diesem Paragraphen behandelten Systeme sind je in drei 
Punkten gelagert; davon ist ein Lager fest (3 Fesseln), die beiden 
anderen sind beweglich. Bei allgemeiner Belastung darf eines der beiden 
letzteren nur in einer Richtung (2 Fesseln), das andere dagegen in zwei 
Richtungen (1 Fessel) beweglich sein. 

Systeme der in diesem Paragraphen behandelten Art kommen bei­
spielsweise vor bei der Berechnung von Holmrippenrosten, räumlich 
beanspruchten Fahrgestellrahmen, Rumpfspanten usw. 

Vorz eichenregeln : Lagerreaktionen positiv, wenn von unten nach 
oben wirkend; Biegemomente positiv, wenn sie in den oberen Fasern 
Druck erzeugen. Für Querkraft und Drillmoment eines Stabes i ,i + 1 an ir­
gend einer Stelle "m" gilt: Wird der Stab in m durch einen gedachten Schnitt 
zertrennt, so ist die Querkraft positiv, wenn die Summe aller äußeren 
Kräfte einschließlich Auflagerkraft an demjenigen Stabteil nach unten 
wirkt, der die höhere Ziffer i + 1 trägt; das Drillmoment ist positiv, wenn 
am höher bezifferten Stabteil i + 1 der Vektor des resultierenden äuße­
I' e n verdrillenden Moments im Sinne der Bezifferung i, i + 1 gerichtet ist 
(vgI. S. 30)*. 

Aufgabe 33 bis 35: Dreifach gestUtzte Stabzüge. 
Aufgabe 33. 

Im Punkt 2 des in Abb. 84 dargestellten Rahmens wirkt ein ver­
drillendes :Moment M. 

Die dadurch hervorgerufenen Auflagerkräfte, Querkräfte und Biege­
momente sind aus der Abbildung ersichtlich (Drillmomente treten 
nicht auf). 

* Um Irrtümer bei der Aufstellung der Formeln für A, Q, Bund D zu ver­
meiden, sind in den Abbildungen zunächst alle Auflagerreaktionen in posi ti vem 
Richtungssinn eingetragen. Die wirklichen Richtungen, die sich aus den Formeln 
ergeben, sind hier nicht besonders wiedergegeben. 
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Abb.84. 

Aufgabe 34 (Abb. 85). 

Zustand 1: Im Punkt 4 wirkt eine Einzellast P4 senkrecht zur 
X Y -Ebene nach unten. 

Zustand 11: Längs des Stabzugs 0, 2, 3, 5 wirkt eine gleichmäßig 
verteilte Belastung p senkrecht zur XY -Ebene nach unten. 

Zustand 1. Zustand 11. 

1. 2Ml,2 = 0: 

I 4. =, X 2 - Xo _ l Xj - X 2 
• 0 P 2 P 2,52 (X2 - Xo) , 

2·2Mo;2=0: 

I A - l Ys - Y2 
I-P 2,52(YI-Y2)' 

3·2V=0: 
A2 = P 4 - Ao -- Al' I A2 = P (X2 - Xo + l2,5) - Ao - Al' 

Kontrolle: z. B. durch 2) M a,4 = 0. 

y 

A (I 
~ 

ZusfondI 

~: ! -t
l 

+tt+tt+tt-\iol,-I-/.J..LLJ 

--""'L...L...I+lI 

I 
-p{.xz-.ro 

A'lI_l_ ATf 
{!.,=+f'", 

j , 

I 

Abb.85a. 

Ansiclrf 

everkröf'k f". 
Zustond I u . .ll 
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1-100z-1 
1 

1 
I 

~r<-: 
8=+A1Jd!;r-!Jz) 

ZvstondlI 

Abb.85b. 

87 

Biegemome'llt' 

Odl/momenfe 

Aufgabe 35. 

Im Punkt 4 des in 

Abb. 86 dargestellten 

krummlinigen Rah­
mens wirkt eine lot­
rechte EinzeUast P4. 

Ansicl7t +% 

+Z~--+--f--~--+'-"fS~~w~ 
+IApl r 
I 

Auflagerkräfte: 

P . r4 
4 • re 

Ii 
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Querkräfte, Biege- und Drillmomente (s. Tabelle 16). 
Tabelle 16. Berechnung von Q, Bund D. 

Q B D 
Stab Stelle 

[kg] [kgcm] [kgcm] 

0 0 
0..;-1 '--- A o 0 

1 ' A o' 10, I 

Ir A o ' (il,O A o . "71.0 
I-----

2 A o' (i2, 0 + Al' (12, I A 0 • "72,0 + Al' "72, I 
f--- A o + Al 

3 A 0' (i3, 0 + Al ' e3, 1 A o , "73,0 + Al' "73,1 
f--

1..;-6 4' 

4 r 
A o' (i«,o + Al' (!4,l A o• "7«,0 + Al' "74,1 

f--
5 -A. As • es, 6 -As ' "7s, 6 

f--
6 0 0 

§ 10. Räumlich gestützte Systeme. 
Allgemeines. 

Es wird eine Aufgabe behandelt, welche die Kräfteermittlung in den 
Verbindungsstäben zweier für sich als starre Körper betrachteter 
Systeme zeigt. Zur Berechnung einer beliebigen Stabkraft, die stets 
dann als positiv bezeichnet wird, wenn sie eine Zugkraft ist, wird das 
Stabwerk durch einen gedachten Schnitt zertrennt, der durch den 
betreffenden Stab hindurchgeht. 

Aus der Bedingung, daß jeder der abgeschnittenen Teile für sich 
allein im Gleichgewicht stehen muß, werden die Kräfte in den vom 
Schnitt getroffenen Stäben gefunden. 

Aufgaben dieser Art treten überall da auf, wo ein räumliches System 
zur einfacheren Behandlung in einzelne Teile zerlegt wird, die für sich 
betrachtet werden: z. B. Motoreinbau, Flügel- und Schwimmerstützung, 
ferner Anschluß des Rumpfendes am Rumpfmittelstück usw. 

Aufgabe 36: notol'einbau. 
Die Stabkräfte in den Einbaustäben eines Flugmotors (Aufbau des 

durch drei Projektionen gegebenen symmetrischen Systems entsprechend 
Abb. 87) sind für die angegebenen Belastungen zu ermitteln. 

I. Belastungszu,stände. 
1. Zustände symmetrischer Beanspruchung. 

In der XZ-Ebene (Symmetrieebene) wirken: 

a) eine Kraft Po: in Richtung der X-AChSe,\ angreifend im PUl~.kt 
b)" "Pz " " "Z-Achse, (x, z) der Symmetne­
c) ein Moment My" der Symmetrieebene, ebene des Systems. 
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2. Zustände antisymmetrischer Beanspruchung. 

Es wirken: 

d) eine Kraft P y in Richtung der Y-Achse, angreifend im Punkt (x, z) 
der Symmetrieebene, 

e) ein Moment .111" in der Y Z-Ebene, 

f) ein Moment M z in der XY-Ebene. 

Auf diese 6 Be­
lastungszustände läßt 
sich jede beliebige Be­
lastung (Luftschrauben­
schub, Schwer- und 
Trägheitskräfte, Motor­
dreh- und Luftschrau­
benkreiselmomente u. a.) 
des Systems zurückfüh­
ren. Die Aufgabe ist 
unter der Voraussetzung 
zu lösen, daß das Ge­
häuse des Motors aus­
reichend bemessen ist, 
um die Stabkräfte auf­
nehmen zu können. 

i+Z 
I/orderonsichl ~CI7I 

Et~:~. ~tilß 
~ 
j+r 

Abb.8i. 

11. Gang der Berechnung. 

Zu 1. Bei symmetrischer Belastung des symmetrischen Systems 
sind die Kräfte in symmetrisch liegenden Stäben n" und n Z einander 
gleich; die Resultierende S~.I je zweier symmetrischer Kräfte liegt in der 
Symmetrieebene des Systems und wird aus den Gleichgewichtsbedin­
gungen bestimmt. Die Stabkräfte S~ und S~ werden aus ihrer Projektion 
auf die Symmetrieebene: S~." = S!;' = ~ S~.I , und aus dem Verhältnis der 
wahren Stablängen zu den Längen ihrer Projektionen auf die Symmetrie­
ebene ermittelt. (Die Stabkräfte und ihre Projektionen auf eine beliebige 
Ebene verhalten sich zueinander wie die Stablängen und ihre Projek­
tionen auf dieselbe Ebene.) 

Zu 2. Aus den Gleichgewichtsbedingungen werden die Projektionen 
der Stabkräfte auf die YZ- bzw. XY-Ebene ermittelt; in den Momenten­
gleichungen gilt dabei aus Symmetriegründen die Beziehung S~. = - S! •. 
Aus den Projektionen der Stabkräfte und Stablängen werden die wahren 
Kräfte wie unter I. ermittelt. 
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111. Durchführung der Berechnung. 

Zu l. Zustände symmetrischer Belastung. 

Belastungsfall a: Es wirkt allein P.,; 

" 
b: 

" " " 
p. ; 

" 
c: 

" " " Mv' 
Es bezeichnet: 

8~.1 die Resultierende aus S~, und S:" 
m, n den Schnittpunkt der Angriffsgeraden von S:;! und S~I (Koordi­

naten xm,n, zm,n)' 

Tabelle 17. Momentengleichungen in der XZ·Ebene (Abb. 88). 

Belastungsfall 

alb c 

+ S~/(/l = +P., (Z2.3-Z) 

- S~I.a2 = +P,,(Zl.3-Z) 

-S~/a3= +P .. (Zl.2--Z) 

Abb. ss. 

+P.(X-X2 • a) 

+P.(X-X1,3) 

+P.·x 

==E (llf um 2, 3) = 0 

==E(M " 1,3) = 0 

==E(M " 1,2) = 0 

, , , , 
r-----------
\ 
\ 
\ 
\ 
\ , 

" 
Abb.89. 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen in Tabelle 17 erhält man S~ I 
nach Division durch an; ergibt sich für eine Kraft ein negativer Wert, 
so wirkt die Kraft als Druckkraft entgegengesetzt der in die Skizze ein­
getragenen Zugrichtung. 

Bedeutet S; bzw. Z; die Größe der Seitenansicht einer Kraft bzw. 
Stablänge, so ist: 

sr = Si = '1r".~ = S~I .~ 
n n e n l~ 2 l~ • 

Das Verhältnis ~:, ergibt sich aus Abb. 89. Bedeuten Zn." Z"II' In: die 
" X-, Y" Z-Komponenten von Zn (vgl. Abb. 87), so ergibt sich rechnerisch 

1~.,+I~g+IJ.. 

l~x + lJ.a 



In 
Ebene 

YZ 
YZ 
Kr 

Motoreinbau. 91 

Zu 2. Zustände antisymmetrischer Belastung. 

Belastungsfall d: Es wirkt allein P 11 ; 

" e:"" " Mx; 
" f:"" " J.Wz ' 

Es bezeichnet S;" S~, S;;' bzw. l~, l~, Z;:' die Größe einer Stabkraft 
bzw. einer Stablänge in der Draufsicht, Seiten- und Vorderansicht. 

Ta.belle 18. Gleichgewichtsbedingungen, Momentengleichungen in der 
YZ-, bzw. XY -Ebene (Abb.90). 

Belastungsfall 

d e f 

+ Si'" bl - Sr" b1 + S~'" b2 - S~'" b2 = +P. (za. a -z) +M", 0 """IMum3,3 

- Si'" Cl + Si''' Cl + Sr;'" C3 - sr" C3 = +p.(z •.• -z) +M", 0 """IM" 2,2 

=0 
=0 

SI' - 1 d l - S~ dz -S~ da - S~' d4 = +P.'x 0 +M. """IM ,,(1,2),=0 

t -::::d~ ~-:;;-' ----~. 
~.d~, ~Py 
'l 1 l ' 
o 

+X 

+Yt Abb.OO. 

Mit S' Sill l~ d SI sr ( At' t . ) I n = n' IIN un ,,= - " wegen n ISYlnme ne auten 

die in Tabelle 18 a~fgestellten Gleichgewichtsbedingungen : 

Belastungsfall 
d e 

+2blSi'"+2b2S~''' = +P.(Z3'3-Z) +M, 0 

-2c1 Si'"+2c3 S(j''' = +Py(Z •. 2-Z) +M r 0 

l' l' l' I' + Sr'" .2..d +sr"'~d +Sr' .. ~~ - S,""-2d = +P ·x 0 +M, 
1 l~" 1 2 l~" 2 3 l;" 3 Z;" " y 
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Aus diesen 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten werden die Größen 
der Stabkraftprojektionen S::' berechnet. Dann sind die wirklichen 
Stabkräfte : 

S r Si Clr'" ln 
fl.= - n=011o -F-

" 
(Wahre Stablängen ln s. unter 1.) 

§ 11. Raumfachwerke*. 

Allgemeines. 

In den folgenden Aufgaben sind die Stabkräfte (Längskräfte) in den 
einzelnen Stäben räumlicher Gelenkfachwerke zu ermitteln. Zur Be­
rechnung einer beliebigen Stabkraft, die stets dann als positiv bezeichnet 
wird, wenn sie eine Zugkraft ist, wird das Fachwerk durch einen gedach­
ten Schnitt zertrennt, der durch den betreffenden Stab hindurchgeht. 
Der Schnitt wird entweder so geführt, daß jeder der abgetrennten Teile 
ein Auflager enthält, oder so, daß eine freie Gruppe von Stäben bzw. 
nur ein Knotenpunkt für sich abgetrennt wird. 

Aus der Bedingung, daß jeder der abgeschnittenen Teile für sich 
allein im Gleichgewicht stehen muß, werden die Kräfte in den vom 
Schnitt getroffenen Stäben Ansiclrl 
gefunden. ron vorn von der Seli'e 

P." p." 
Pil z 1'..'" z 

!i--=- I - --~ 

f----l-
I ! 
~ I 

"I I k-J"6' 
L __ _ 

I 

-:~I lJ1; 
'!I , 

tt C 
I 
I 

Abb.91. 

Aufgabe 37: Baldachillbock. 

OrovlSichl 

Die Stabkräfte des in Abb. 91 dargestellten Baldachinbocks sind 
zeichnerisch zu ermitteln (Abb. 92). 

* Weitere Beispiele zur Berechnung statisch bestimmter Raumfachwerke 
sind in den Aufgaben 76 bis 82 enthalten. 
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Wenn 8 die wahre Länge eines Stabes und s', 8':, s'" die Längen seiner 
Projektionen sind, so sind die wahren Stabkräfte (vgl. Aufgabe 36) 

S = S' !!..- = S" ~ = S"'.!...-s' 8" s'" . 

Damit ergeben sich die in Tabelle 19 zusammengestellten Einheits­
stabkräfte. 

Bei Belastung mit irgendeiner 
Einzellast P (mit den Komponen­
ten Pa" Pli' Pz) am gemeinsamen 
Knoten der Stäbe a, b, c sind die 
resultierenden Stabkräfte : 

Tabelle 19. Einheitsstabkräfte. 

Zustand I P, = 1 

Sa I Sb 
Sc 

Sa = - 2,58 P., + 1,02 Pz , 
Sb= -2,71P.,+ 1,75 Pli' 

-2,58 
-2,71 
+4,13 

p. = 1 p. = 1 

° +1,02 
+1,75 ° -2,01 -1,64 

Sc = +4,13P., - 2,01P II -1,64Pz · 

Zustond 11- 1 k!l 

Auf gab e 38: Fahl'gestell. 

Für die in Abb. 93 dar­
gestellte räumliche Stabverbin­
dung, wie sie beispielsweise bei 
einem Fahrgestell vorliegt, sind 
die Stabkräfte infolge der ein­
getragenen Belastung zu er­
mitteln. 

Das Fahrgestell ist am 
Rumpf (schraffiert) als gelagert 
anzusehen; den räumlich an­
greifenden Kräften PI' P 2 und 
V 1 wird durch entsprechende 
NIassenkräfte im Rumpf Gleich­
gewicht gehalten. Die Belastung 
wird in Einzelzustände zerlegt. 

ALL. 9~. 

Zuslond y ~ 1k!l Zuslond fz • 1 k!l 

1ts:-J 
I I/fr) I 

~I .hlt.%, 

S/ ~(r)~ 
(-) I 

Ansiclif VDn /lorn 

, Orouf'sicITl 

ALb. 93. 
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Die in Abb. 93 eingetragenen Pfeile entsprechen der zunächst vor­
zunehmenden Einführung der Stabkräfte als Zugkräfte. Ergibt sich also 
für eine Stabkraft negatives Vorzeichen, so ist sie eine Druckkraft. 

Der Stab (f) bleibt außer Beachtung, da, die Diagonalen als Seile 
ausgebildet sein sollen, und somit nur f oder nur Cf) wirksam sein kann, 
falls die Seile nicht vorgespannt sind (vgl. Aufgabe 60). Sollte sich für t 
jedoch Druck ergeben, so wäre in Wirklichkeit (f) maßgebend. Die 
Rechnung wäre dann neu durchzuführen bzw. zu verbessern (vgl. Auf­
gabe 31). 

Die Berechnung der Stabkräfte erfolgt aus der Bedingung, daß an 
den abgetrennt gedachten Knoten 1 und 2 je die Summe aller an­
greifenden Kraftkomponenten in den Richtungen X, Y, Z verschwin­
den muß, z. B. bei 1 : 

Sa,x + Sb,X + Sc,x + P1 ,x + V1 ,x = 0, 

Sa,1I + Sb, 11 + Sc, 11 + PI, 11 + V1 ,1/= 0, 

Sa,. + Sb,. + Sc,. + PI,. + T\,z = O. 

Darin bedeuten z. B.: 

Si '" [kg] die X-Komponenten der von den Stäben a, b, c auf den 
, Knoten 1 ausgeübten Kräfte. (Die Komponenten Si '" werden im 
folgenden als positiv bezeichnet, wenn sie im Sinne d~r + X-Achse 
auf den Knoten wirken.) 

PI "', VI x [kg] die X-Komponenten der am Knoten 1 angreifenden 
. äußer~n Kräfte P l und Vl (Vorzeichen entspr. Si, "')' 

Da die Komponente einer in Richtung eines Stabes (im positiven 
Sinne) angebrachten Kraft sich zum wahren Betrag dieser Kraft ver­
hält wie die entsprechende Stablängenkomponente zur Stablänge, z. B.: 

So, % a z Xa - Xl 
---=--= usw 
S. a y (x3 - Xl)2 + (Y3 - Yl)2 + (za - 2:1)2 ., 

so kann für die Gleichgewichtsbedingungen geschrieben werden: 

Sa a", + Sb bb'" + SC C",. + PI x + VI ~ = 0, a c' ,'" 

In die Gleichgewichtsbedingungen am Knoten 2 gehen in ent­
sprechender Weise die Stabkräfte Sc> Sd' Sc, S, ein; Se ist dabei bereits 
vom Knoten 1 her bekannt. Die Bei- und Lastwerte der Gleichgewichts­
bedingungen sind in Tabelle 20 angeschrieben. 
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Tabelle 20. Bei- und Lastwerte der Gleichgewichtsbedingungen. 

Beiwerte von 

s. I S, 

X 3 - Xl X. - Xl X2 - XII 
a --b- C 1 

Lastwerte für 
Beanspruchung durch 

P1 Ps I VI 

+P~cosCY.~ 1-

1 Ys - 0 Y5- O 
a -b- +P~sinCY.~ 

2 

O-Zt %.-%1 _ 
a --b- , 

1 1 i 
Xl - xs\ x4 - X2 

C ! d 

Y4 - 0 - i---a;-
~ 0 - %2 - I--d--
1 

X O -XZIX.-X2 
-e-:-'-

Yo - 0 ! Y. - 0 
--e-~--'--

%0 -: %2 I %5, %2 

-P~sinOt:~ 

I P"c "I : - " oscx~ I -

I_p ; sincx; 

+P;{sin cx;{ I -

Bemerkungen: Die hier vorgenommene Einführung der Stablängenkompo­
nenten entspricht dem Richtungssinn der in Abb.93 eingetragenen Zugkräfte. 
An erster Stelle steht die Komponente des Stabendpunkts. auf den die Pfeil­
richtung weist; daher z. B. bei Knoten 1: Cz = Xs - Xl' jedoch bei Knoten 2: 
Cz = Xl - x2 • 

Bei der vorgenommenen Lage des Koordinatensystems haben die Koordi-
naten Xl' X 3 • X 5 • 115' Y6 negative Zahlenwerte. Die Winkel ce sowie die Kräfte P und 
V sind als vorzeiehenfreie Größen behandelt (nicht aber die Komponenten dieser 
Kräfte). 

Ist eine größere Anzahl von Belastungszuständen zu untersuchen. so werden 
zweckmäßig zunächst die "Einheits"stabkräfte für passend gewählte Einheits­
belastungen bestimmt und die für irgendeinen Belastungsfall sich ergebenden 
Stabkräfte durch Überlagerung berechnet. 

Auf gab e 39: Doppeldcckertl'agwcrk. 
Für das in Abb. 94 dargestellte statisch bestimmte Doppeldecker­

tragwerk sind zu ermitteln: 
a) Die Kräfte D 1 , D2 • D 3 in den Stäben der N-Scheibe und die 

Kraft T im Haupttragseil. 
b) Die von der N-Scheibe und dem Haupttragseil auf die Einzel­

flügel-Fachwerke in Richtung der X- und Y-Achse ausgeübten Aktions­

kräfte P x und P'U' so daß weiterhin die Stab kräfte in den Flügelfach­
werken ähnlich wie in Aufgabe 31* für sich ermittelt werden können. 

* Der hier zur Kennzeichnung der auf die Einzelflügel wirkenden Aktions­
kräfte beigefügte Querstrich ist in Aufgabe 31 fortgelassen. da dort keine Ver­
wechselung mit den vom Flügel auf die N-Scheibe und das Haupttragseil aus­
geübten Reaktionskräften möglich ist. 
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Die Knotenlasten P sind zunächst zwecks Aufstellung allgemein 
gültiger Formeln in positivem Richtungssinn (Richtung + Z von 
oben nach unten) eingetragen. Da das Haupttragseil nur Zug aufnimmt, 
gelten die aufgestellten Formeln jedoch nur für solche Belastungs­
zustände, die im Haupttragseil Zug erzeugen, also nicht für den zwecks 
Aufstellung allgemeiner Stabkraftformeln eingezeichneten Zustand. 

+% 

~ 
florder(lflsicIJl 

OO~OOh _________ --::;>i:;;;, 

·z . 

Abb.94. 

I. Gang der Rechnung. 

Zunächst erfolgt an Hand der Seitenansicht die Ermittlung der Stab­

kraftprojektionen D;, D;, D~ und T" sowie der Kräfte P 11' die in dieser 
Projektion in wahrer Größe erscheinen. Zu diesem Zweck wird für jeden 
der Knoten 10v, lOh, lUv, luh die Seitenansicht des geschlossenen Poly­
gons gezeichnet, das die daran angreifenden inneren und äußeren Kräfte 
bilden müssen: 

Zum Knoten lOt' gehört das Kräftedreieck, Abb. 95a, bestehend aus 
der gegebenen Kraft po v, der gesuchten Stabkraftprojektion D; und 
der vom Fliigelfachwerk in Y-Richtung auf den Knoten ausgeübten 
Reaktionskraft. Letzterer entgegengesetzt gleich ist die gesuchte Aktions-

kraft p~v, die vom Knoten aus auf das Flügelfachwerk wirkt. Ihr Rich­
tungssinn ist in Abb. 95a durch einen der Beschriftung beigefügten Pfeil 
gekennzeichnet. 
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In gleicher Weise ergibt sich am Knoten 1uII aus dem Kräftedreieck, 

Abb. 95 b, die Stabkraftprojektion D~ und die Flügelaktionskraft ~". 
Zum Knoten 1u " gehört das Kräfteviereck, Abb. 95c, gebildet aus 

PU", der nunmehr bekannten Kraft D~, der gesuchten Kraft D~ und 
der zugehörigen Reaktionskraft des Flügelfachwerks. 

Die Projektion T" der Kraft im Haupttragseil folgt in entsprechender 
Weise aus dem zu Knoten loh gehörigen Kräftefünfeck, Abb.96, in 
welchem pOh, D~ und D~ die bekannten Kräfte sind. 

Die Richtungspfeile der den Flügel-Reaktionskräftenentgegengesetzt 

gleichen Flügel-Aktionskräfte ~h, P~", P~f sind wie der von Py" der 
Beschrütung beigefügt. 

Die an den Knoten 1°", 1u "und 1uh von derN-Scheibe auf die Flügel 

ausgeübten Aktionskräfte p".:", ~" und P~h ergeben sich unmittelbar 
nach Abb. 97 aus der Vorderansicht, indem die Kräfte po", pu", pUh in 

Komponenten P., und K parallel der Flügelebene und der N-Scheiben-
ebene zerlegt werden. Knoten Knoten 

ZurErmittlungvon'p~h ,ou ,uh 
wird zunächst entspre- pa". !lM_yuk 

/~DU) / h. 
chend Abb.98 ein Kräfte- r~/ -"t""-

~ P :0/ polygon gezeichnet, wel- 0.',. pDU 

" ches aus den bereits er- po;;:Y~I/"v (ijuh) 
mittelten Komponenten "-
Kov, KUv, KUh, der äuße- a b 

Seitenansichten 
c 

Abb.95. 
ren Kraft po h, der Vorder-
ansichtprojektion T' der Haupttragseilkraft und der vom Oberflügelfach­
werk auf loh ausgeübten Reaktionskraftkomponente in X-Richtung ~e-

steh t. Letzterer entgegengesetzt gleich ist die gesuchte Aktionskraft P." 
deren Richtungspfeil wieder zur Beschriftung hinzugefügt ist. 

II. Berechnung der Stabkräfte. 
D JY'. 

Unter Berücksichtigung, daß z. B. d = d" 1st (vgl. Aufgabe 36), 

folgt dann auf Grund von Ähnlichkeitsbeziehungen zwischen den Abb. 95 
bis 98 und den Ansichten des Tragwerks: 

Aus den Kräftepolygonen, Abb. 95a-7-c : 
~ _ y.v _ yUV 

D1 = - po" • h und p~"* = + pot) . --1&-- , 

D _+PUh d2 P-Uh_+PUh.yoh_y"h 
2 - • h und 11 - h' 

d - ( y". - y"h yOV _ yOh) 
Da = + (POV + PU,,). 11,3 und p~" = - pU". -11- + pot). --11,-- . 

* Die auf die Flügel-Innenfachwerke wirkenden Aktionskräfte sind positiv, 
wenn sie auf diese im Sinne von + X bzw. + Y wirken. 

Thalau-Teiehmnnn, Beispiele. 7 
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Aus dem Kräftefünfeck, Abb. 96: 

und 

t 
T=--~P 11, 

"p!1&=- L~P_POI&. __ pu". __ (po,,+PU"),-,- . [
-UV yO" y"h yuvJ 

!I 11, ..:::.. 11, lt ft 

Abb.96. 

/fnoten 
,'" 

S.II.naMlcht 

Aus der Kräftezerlegung, Abb. 97: 

-. x"-xU 

~D= + P01J.--h,-' 
- xo _ x" 
P~I&= + PUI&.--h,-' 

Aus dem Kräftepolygon, Abb. 98: 

Abb.97. 

T=- ~2:P und p.,1&=+ ~2:P_(P01J+pu"+PUI&).xo-;:xu. 

Vorderansicht 

Abb.98. 

Aufgabe 40: Rumpffachwerk. 

Die Stabkräfte des in Abb. 99 dargestellten Rumpffachwerks mit 
rechteckigen und einander parallelen Querwänden (Spanten) sind für 
die eingetragene Belastung zu berechnen. 

Da die äußeren Kräfte so gewählt sind, daß sie für sich im Gleich­
gewicht stehen, ist keine besondere Annahme über die Lagerung not­
wendig; es liegt also ein "freies Raumfachwerk" vor. 
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Mit Ausnahme von Feld 3, 4 der oberen Längswand IV seien alle 
Längswandfelder und die Endquerwände ,,0" und ,,5" ausgekreuzt ; zum 
Ersatz für die fehlende Diagonale im Felde 3, 4 sei die Querwand ,,3" 
ausgekreuzt. 

Die Auskreuzung bestehe aus vorspannungsfreien Seilen oderDrähten. 
Dementsprechend ist in jedem Feld nur die Diagonale eingezeichnet, für 
welche Zugbeanspruchung zu erwarten ist; sollte sich in einer solchen 
Diagonale Druck ergeben, so kann ähnlich wie bei Aufgabe 31 eine nach­
trägliche Berichtigung auf Grund des Ersatzstabverfahrens vorgenom­
men werden. 

Oiogonolen der Wönde 
ff und lIf gestrichelt 

Abb.99. 

1. Gang der Rechnung. 

Durch Beseitigung der Auskreuzung in der Querwand ,,3" und Ein­
führung einer Auskreuzung im Felde 3, 4 der oberen Längswand IV 
entsteht ein gleichmäßig aufgebautes und daher einfacher zu behan­
delndes "Ersatzflechtwerk". Zunächst wird die äußere Belastung an 
diesem angebracht und die Berechnung der dazugehörigen Stabkräfte 
durchgeführt. Darauf wird am Ersatzflechtwerk eine Kraft Ta in Rich­
tung der Tiefendiagonale der Querwand ,,3", zunächst von der Größe I, 
eingeführt; auch hierfür werden die Stabkräfte des Ersatzflechtwerks 
berechnet. Nun erfolgt die Festlegung der wirklichen Größe von Ta so, 
daß die Diagonalkraft des am gegebenen System nicht ausgesteiften 
Längswandfeldes bei gleichzeitiger Wirkung von Ta und der äußeren 

7* 
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Belastung verschwindet ("Ersatzstabverfahren", vgl. Aufgabe 31); die 
bei diesem kombinierten Belastungszustand des Ersatzflechtwerks ent­
stehenden Stabkräfte sind die gesuchten Stabkräfte des wirklichen 
Rumpffachwerks. 

Im einzelnen erfolgt die Berechnung nach Ebner 20,21 (vgl. auch 
die Arbeiten von Wagner 22 , SeydeI 23,24, Rüh1 25). Um den Vergleich 
mit der Ebnerschen Arbeit zu erleichtern, werden hier ausnahmsweise 
die Biegemomente mit M statt bisher mit B bezeichnet. 

II. Berechnung des "Ersatz/lechtwerks" für die gegebene äußere 
Belastung. 

1. Allgemeines. 

Die Längswände I, 11, III, IV werden aus dem Gesamtverband 
herausgeschnitten und für sich betrachtet; dabei werden die äußeren 

/~ +lßr Lasten jeweils derjenigen 

/ I ~8.' .1-118' Längswand zugeteilt, in 
2lYI 2/Y ;/ f' h 

/ I-!J.~~ / /: deren P ostennc tung 
~x ~~~~ sie wirken. Außerdem 

1-~/~lA Ir wirken an den Enden der 
- .j+z (0 +8/lYi+t1RIlY J einzelnen Längswände 

I +RtF ~ I Pt;;:+J{ die (zunächst noch nicht f+Z ~~C;I 2/1 'ZI + bekannten) in Richtung 
+,!' I ihrer Endpfosten fallen-

I 't. fIT ~l den Komponenten der 
+Y I +c;~ Kräfte T 0 und T 5' die 

I Jl an Stelle der zerschnit-
I ,,( tenen Endwanddiagona-

/>~~ 
I / len to und t 5 anzu bringen 
I / sind, die sog. Anteil-Abb.100. 
V kräfte. 

Damit dann z. B. an der Längswand IV Gleichgewicht möglich ist, 
werden in ihren Knotenpunkten Fesseln in Pfostenrichtung der Nach­
barwände I und 111 (also lotrecht) angenommen; ferner werden am 
rechten Ende zwei gedachte Fesseln in Längsrichtung und eine in Rich­
tung ihres Endpfostens angebracht. Die in den lotrechten Fesseln auf 
die Wand IV wirkenden Reaktionskräfte sind im umgekehrten Sinne 
als Aktionen, sog. Zusatzkräfte, neben der gegebenen äußeren Be­
lastung und den Anteilkräften an den Nachbarwänden I und 111 an­
zubringen; entsprechend erhält die Längswand IV Zusatzkräfte von 
den Wänden I und 111 her. Ähnliches gilt für die übrigen Längs­
wände. 

Insgesamt wirken also auf die Längswände : 
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a) an den einzelnen Querwänden i = ,,0" bis ,,5" in Pfostenrichtung 
die gegebenen äußeren Kräfte Bi = Bi + Bi' (in Längswand 11 bzw.l V) 
und Ci = C; + Ci' (in Längswand 1 bzw. 111, Abb. 100); 

b) an der Endquerwand ,,0" bzw. ,,5" die "Anteilkräfte" B~ (in 
Längswand 11 und IV) und C; (in Längswand 1 und 111) (nämlich die 
an den Endpfosten wirkenden Komponenten der Tiefendiagonalkräfte T o 
bzw. T s, Abb.101)*; 

Abb.101. 

c) die an den einzelnen Querwänden angreifenden "Zusatzkräfte" 
LI Bi = LI Bi + LI B'/ und LI Ci = LI Ci + LI C7, die an einer Längswand 
überall da auftreten, wo ein Knick der Nachbarlängswand vorliegt 
(Abb. 100). 

Ferner werden die "Längskräfte" Aij,A;'j bis A~'H7 eingeführt 
(Abb. 102), das sind die waagerechten Kraftkomponenten, die an den 
Querwand-Ecken zwischen zwei in Längsrichtung aufeinanderfolgenden 
Fachen als innere Kräfte bzw. an der Endquerwand ,,5" als Reaktionen 
in den gedachten Längsfesseln wirksam sind. 

2. Vorzeichen. 

Bezüglich jeder Längswand wird ein (Rechts-)Koordinatensystem 
eingeführt, dessen + X-Achse von links nach rechts im Sinne der Be­
zifferung weist, dessen + Y-Achse in der Längswand liegt und dessen 
+ Z-Achse nach dem Flechtwerksinnern weist. Die Kräfte B, C und 
LI B, LI C sind positiv im Sinne von + Y (Abb. 100). Die Kräfte A sind 
positiv, wenn sie Zugkräfte sind. Momente, parallel bzw. senkrecht zu 
den Querwänden, sind positiv, wenn ihre Vektoren im Sinne der +X­
bzw. +Z-Achse weisen**. 

3. Berechnung der Zusatz-, Quer- und Längskräfte. 

a) Formeln. 
Alle querbelastenden Kräfte werden entsprechend Abb. 103 aufge­

teilt in Paare gleicher und entgegengesetzt gleicher Kräfte zwecks Her-

* Ebner bezeichnet die Summen Co + C~ bzw. Bo + B~ als Anteilkräfte. 
* * E b ne r führt die Z-Achse im Sinne eines Links-Koordinatensystems ein. 
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beiführung symmetrischer und antisymmetrischer Belastungszustände. 

AlJb. 103. 

Die ersten haben nach 
vorhergehender Regel auf 
den gegenüberliegenden 
Wänden I und I I I bzw. 
11 und IV entgegen­
gesetztes, die zweiten glei­
ches Vorzeichen. 

Zur Berechnung der 
Längskräfte A einer 

Längswand dienen die Beziehungen (Abb. 102): 

A~I = -A~'I = - M/I (Mi[ = Biegemoment bei i in der Längswand I), 
1. t Cil 

A' A" MUI 
HI = - HI = - blII 

Abb.104. Abb.105. 

und analog für die übrigen Längswände ; daraus folgen die Zusatz­
kräfte L1 C und Ll B (Abb. 104 und 105): 

L1C~I = -A~'IV (tglXi,i+l- tglXi-l,ihv 

L1C~~ =+A~II (tglXi,i+1-tglXi-l,ih1 

L1B~II= -A~'1 (tglXi,i+l-tglXi-l,ih 

L1B~~1 = +A~III (tg lXi,i+l - tglXi-l,ihII 

} (für Längswand I), 

} (für Längswand 11) 

und analog für die übrigen Längswände (Einführung der Werte IX nach 
Abb.106). 

Die Anteilkräfte C;1 = C;III = C; und BO*II = BtIV = Bt folgen 
aus den Randbedingungen: 

IX) Das Gesamtmoment der Anteilkräfte ct und Bt am Ersatzflecht­
werk (z. B. bezüglich der Ecke lI/III der Querwand ,,0") verschwindet, 
da die Anteilkräfte die Komponenten der Endwanddiagonalkraft Ta 
sind: 

ct . bo + Bg . Co = 0 . 
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ß) Die Summe der an einer beliebigen Ecke der Endquerwand ,,5" 

des Ersatzflechtwerks in Längs- • ~r 
richtung wirkenden Kräfte A~ .lY ~a?'~~.~ I 

.... I +Cl.t-lilY I ~,l +!lY 

und A~ wird gleich der dort ge- -,--~------
II _+a.i-l,iff Ansichl 

gebenenfalls angreifenden ä u ß e - I 'i + a.i i+l/1 

ren Längskraft; sie verschwindet I -' I 

also im vorliegenden Belastungs- ------------,.--.:,...-----

fall, ,nmit gilt ,. B. an de' "'~l 
Ecke I/IV: ------ 0.' I ~,. +a" roufSlchf 

+a.i-l,iI _1- +1I I 

A~I + A~IV = O. 
Die Querkräfte und Biege- Abb. 106. 

momente sind wie in Aufgabe 12 bestimmt durch: 

Q;,i+ll = Q;-l,il - (Cil + Ll Cil ), 

Cil = Cil + Ci'l' 

Ll Cil = Ll Cil + LlC;'[, 

Mi[ = J.11;_11 + Qi-I,iI' ai-l,i 

b) Rechenbeispiel. 

(a = Feldweite) . 

Im vorliegenden Sonderfall ist wegen doppelter Symmetrie der 
Wände und wegen Belastung durch rein antisymmetrische äußere 
Kräfte die Berechnung von Wand 1 gleich der von Wand IlI, die von 
Wand 11 gleich der von Wand IV. (Wären gleichsinnige äußere Kräfte 
vorhanden, so wäre die Berechnung von 111 entgegengesetzt gleich 
der von 1.) 

Der Reihe nach erfolgt: 
(X) die Berechnung der Längs-, Zusatz- und Ql1erkräfte infolge gleich 

"Eins" gesetzter Anteilkräfte BS bzw. C~; 
ß) die Berechnung der Längs-, Zusatz- und Querkräfte infolge der 

äußeren Belastung ohne Berücksichtigung des Einflusses der Anteil­
kräfte; 

y) die Berechnung der wirklichen Werte der Anteilkräfte Bt und C~ 
auf Grund der oben genannten Randbedingungen ; 

15) die Berechnung der wirklichen Längs-, Zusatz- und Querkräfte 
für gleichzeitige Wirkung der äußeren Lasten und der Anteilkräfte. 

oc) Einfluß von CS = 1 und Bt = 1. 

Die Berechnung der Längs-, Zusatz- und Querkräfte infolge von 
Anteilkräften CS = 1 bzw. Bt = 1 erfolgt für die einzelnen Längs­
wände zunächst bis zur Querwand ,,1", darauf unter entsprechender 
Einfügung der dabei gefundenen Zusatzkräfte Ll B~ bis Ll C~ in den 
Rechnungsgang bis zur Querwand ,,2" usw. (Tabellen 21 und 22). 
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ß) Einfluß der äußeren Belastung bei gleich Null gesetzten Anteilkräften . 

Die Berechnung der Längs-, Zusatz- und Qllerkräfte infolge der 
äußeren Belastung Bi und Ci bei gleich Null gesetzten Anteilkräften 
erfolgt in gleicher Weise wie unter oc); vgl. auch IU, S. HO. 

Dies erübrigt sich jedoch im vorliegenden Belastungsfall, weil die 
an Querwand ,,0" eingeleiteten äußeren Kräfte BOll und BoIV zwischen 
den Querwänden ,,0" und ,,5" dieselben Beanspruchungen bedingen 
wie Anteilkräfte von der Größe Bt II = BtIV = 100 kg. 

Liegt ein Belastungszustand vor, der nicht für sich im Gleichgewicht 
steht, d. h. der im Gegensatz zum behandelten Beispiel das Vorhanden­
sein von Lagern bedingt, so sind die Lagerreaktionen zur Herstellung 
des äußeren Kräftegleichgewichts zunächst zu ermitteln und zu den ge­
gebenen Lasten als äußere Kräfte hinzuzufügen; damit ist eine solche 
Aufgabe auf die Behandlung eines freien Flechtwerks zurückgeführt_ 

y) Berechnung der wirklichen Werte C; und B;. 
Um die wahren Werte der Anteilkräfte C; und B; zu erhalten, 

werden die Gleichungen a, oc) und ß) benutzt: 

a, oc) Ct·lO + Bt·40 = 0, 

a, ß) ct· (A GI + A 5Iv ) [info ct = 1] + Bt· (Afil + A5IV) [inf. Bt = 1] 
= - (AGI + A5IV) [info äußerer Belastung bei gleich Null 
gesetzten Anteilkräften]. 

Die Auswertung der letzten Gleichung ergibt mit COI = C Olll = 0 
und BOII = BOIV = + 100 kg (Zahlenwerte A~l und A~IV aus Tabelle 21 
bzw. 22): 

a, ß) ct· (+ 5,87 + 3,545) + Bt· (-- 3,233 - 6,93) 
= + 100· (-3,233 - 6,93). 

Daraus: 

ct = + 85,0 kg bzw. Co + ot = + 85,0 kg, 

Bt = -21,25 kg bzw. Bo + Bt = +78,75kg. 

ö) Berechnung der wirklichen Werte Li Oi> LI Bi' Qi-l,i und Ai. 

Die wirklichen Werte der Zusatzkräfte Li Ci und LI Bi' der Quer­
kräfte Qi-l, i und der Längskräfte Ai ergeben sich bei der hier vorliegen­
den Belastung mit den gefundenen W erten Co + c; = + 85,0 kg und 
Bo+ B; = + 78,75 kg aus den entsprechenden Werten für C; = 1 
bzw. B; = I (Tabelle 21 und 22). 
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4. Ermittlung der Stabkräfte. 

a) Ermittlung der Längswand-Stabkräfte. 

Nach Festlegung der die einzelnen Fachwerkprojektionen belastenden 
Kräfte (Tabelle 23) kann die Ermittlung der Stabkräfte aus den Pro­
jektionen ähnlich wie bei gewöhnlichen ebenen Fachwerken vorgenom­
men werden. 

Tabelle 23. Zusammenstellung der Zusatz-, Quer- und Längskräfte 
in kg infolge Co + C6' = 85,0 kg und Bo + Bt = 78,75 kg. 

i 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

L1 C/1 -A:~ L1 Bill 
= L1 Crm Qi-l, /I =+Ai1 = L1 Bill' 

L1 C:lI/ -A:~lI L1 BilV 
=L1 Ci~ Qi-l,/I/l = +Aim = L1 Bill 

0 0 
-85,0 

- 2,467 + 99,2 
-80,1 

- 2,409 +154,5 
-75,3 

-22,16 +191,3 
-31,0 

-37,6 +222,3 
+44,3 

+40,8 +244,4 

---;."-r----__ 
- ,,'" I 

./' /" 
----J12. 

k-ai -1,Ü-----' 

Abb.107. 

0 

- 8,86 

-10,72 

-10,63 

-18,51 

+20,4 

Qi-l,ill 
-Ai'lI 

= +Ai/l 

Qi-l,i1V 
-AiIY 

= +AiIY 

0 
-78,8 

+137,8 
-61,1 

+173,3 
-39,7 

+199,4 
-18,4 

+225,7 
+18,6 

+244,4 

Lüngswond IY 

Lüngswond .r 

Im folgenden werden allgemeine Formeln für die sog. "bezogenen 
Stabkräfte" s S' 

- == --;-
8 8 
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zusammengestellt. (S bzw. 8 = wirkliche Stab kraft bzw. Stablänge, 
S' bzw. 8' = Projektionen von S bzw. 8.) 

Bestimmung von D und V in Längswand I (Abb. 107): 
Schnitt W-W. Aus :EX = 0: 

D'_I, i1 

d'-I,II 

Schnitt u-u. Aus .2} Y = 0: 

Ail - Ai-lI 

J'/l 1 [Q C' AC' + A' A"] - = - i-I iI - iI - LJ iI iItgCXi i+lIV - iI tglY.i_1 iII rll VIl ' " 

= _l_[Qi_l iI - CiI - .dCiI + A~I (tglY.i i+lIV + tglY.i _1 iII)]' 
Vii ' 'J 

Bestimmung von L im gemeinsamen Stab der Längswände I und IV: 
Schnitt VI-vI in Wand I. Aus .1) X = 0: 

Schnitt VIV-VIV in Wand IV. Aus 1.' X = 0: 

Gesamtstab­
kraft: 

L,_I,IIV/I A;_l1 + At/v 
l'~IV/1 = a,_I,' 

b) Ermittlung der Stabkräfte in der Endquerwand ,,0". 

Aus Tosin 'Po = C; (Abb.lOl und 108): 

T = _1_ C* 41.2 
o sintpo 0 = 40 ·85,0 = + 87,6kg. 

Endwond .0" fndlVondnolV ;:~:]' T 
- --1. -+t III + 0 I ! + 
- Tu -
,. :\ I ~ vOI ..l.tfr; 11 

Abb, 108, + 100 I~' ~ 

Die 4 Endquerwandpfosten werden nun als Einzelstäbe aufgefaßt, die 
in denjenigen Punkten fest gelagert sind, wo Längswanddiagonalen an­
schließen (Abb. 108). Im vorliegenden Fall gehen dann die äußeren 
Kräfte und die waagerechten Komponenten von To unmittelbar in die 
festen Lager der Pfosten, d. h. sie werden an ihren Angriffsstellen ohne 
Beanspruchung der Pfosten in die Längswände 1I und IV geleitet. Es 
ergibt sich: 

VOI = - CtI = - 85,Okg, 

V01II = - CtIII= - 85,0 kg, 

Zugkräfte positiv. 

VOII = 0, 

V01V = 0. 
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c) Ermittlung der Stabkräfte in der Endquerwand ,,5". 

Die Anteilkräfte der Endquerwand ,,5" müssen im Gleichgewicht 
stehen mit den daran angreifenden äußeren Kräften und den von den 
Längswänden ausgeübten Quer- und Zusatzkräften : 

C:1 = Q4,S1 - COI - LI C~1 - Ll C~I = + 29,4 kg, 

B:II = Q4.SII - B SII - LI B~II - Ll B~II = - 22,2 kg, 

C:III = Q4.SIII - CSII1 .- LI C;III - Ll C~III = + 29,4 kg, 

B:1V = Q4,S1V - B S1V - LI B;1V - Ll B~IV = - 22,2 kg. 

(Probe: C;1 =0 C;lII; BtlI = BtIV·) 

Die Tiefendiagonalkraft T 5 folgt aus der Beziehung T 5 sin lP5 = C~ 
(Abb. 109) zu: 

T s = _._1_ C; = 18000. 29 ,4 = + 36,75 kg. 
sm 'Ps 

fndwond.S" 

Abb. 100. 

Die 4 Endquerwandpfosten werden wieder als Einzelstäbe auf­
gefaßt, die in denjenigen Punkten fest gelagert sind, wo Längswand­
diagonalen anschließen (Abb. 109). Wird beachtet, daß im vorliegenden 
Fall die äußeren Kräfte C51 und CHII sowie die lotrechten Kompo­
nenten von T 5 unmittelbar in die Lager der Pfosten gehen, so ergibt sich: 

VS1 = 0, 

VS1II = O. 

Zugkräfte positiv. 

VSII = + B:II = - 22,2 kg, 

V5IV = + B:1V = - 22,2 kg. 

111. Einfluß der Aussparung. 

Im Verfolg des unter 1. auf S. 99 angegebenen Rechnungsgangs wer­
den in der Querwand ,,3" des Ersatzflechtwerks als äußere Kräfte 
Zugkräfte Ta = 1 in Richtung der Tiefendiagonale angebracht (Abb.llO). 

Entsprechend II 3a) auf S. 101 werden diese in je ein Paar gegen­
überliegender entgegengesetzt gleicher waagerechter bzw. lotrechter 
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Rumpffachwerk. 

Kräfte zerlegt (Abb. llO): 

C;l = C;III = + 1· ~: = +0,819, 

B~II = B~'lV = -1· b3 = -0,573. t3 

Die Durchrechnung erfolgt analog dem ersten Teil der Aufgabe. 

Außer den Tabellen für C; = 1 und B~ = 1, 
die dieselben bleiben (S. 104,105), ist jetzt eine 
Tabelle für die äußere Belastung infolge T 3 = 1 
bei gleich Null gesetzten Anteilkräften durch­
zurechnen, wobei die Kräfte B 3ll , B 31v als 
negative und C31 ' C311I als positive äußere 
Kräfte an der Querwand ,,3" angreifen (Ta-
belle 24). Abb.110. 

111 

Die Bedingungen zur Ermittlung der wahren Werte der Anteil­
kräfte heißen hier (vgl. auch S. 102, 103): 

II 3 a, IX) Ct·bo + Bt·co = 0, 

II 3 a, ß) ct· (AGI + A5Iv) [info ct = 1] + Bt ·(ASI + A SIV) [inf. Bt=l] 
= - (AsI + A 5IV) [info T 3 = 1 nach Tabelle 24]. 

Infolge von "T3 = 1" am Ersatzsystem (wobei die Endwand­
diagonalen auf die Längswände die zum Zustand T 3 = 1 gehörigen 
Anteilkräfte ausüben) ergibt sich in der Diagonale d3, 4 IV des Feldes 3,4 
der oberen Längswand IV eine Stabkraft Dk~J4Iv. Da diese Diagonale 
in Wirklichkeit nicht vorhanden ist, muß T3 so groß werden, daß ins­
gesamt: 

D 3,4IV (inf. äußerer Belastung am Ersatzflechtwerk entspr. Unter­
abschn. II 4) + T 3 • Dk~J4IV = ° 

wird. Also 
fl3,4IV (inf. äuß. Be\. am Ersatzflechtwerk) 

T 3 = - n(1) 

3,41V 

Nunmehr ergeben sich die Stabkräfte des wirklichen Systems in­
folge der äußeren Belastung (Abb. 99) zu: 

S = S (infolge der äußeren Lasten am Ersatzflechtwerk) 
+ T 3 ·Sm (infolge von T 3 = 1 am Ersatzflechtwerk). 

Die zahlenmäßige Durchrechnung bietet nichts Neues und ist daher hier 
nicht durchgeführt. 
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Zwei tes Ka pi tel. 

Formänderllng statisch bestimlnter Systelne. 

Allgemeines. 
1. Zweck der Formänderungsberechnung. 

Die Ermittlung der unter Einwirkung der Belastung auftretenden 
Formänderungen ist in erster Linie notwendig zur Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme; denn wie bereits auf S. 35 erwähnt wurde, ist 
die Größe der "statisch Unbestimmten" abhängig von den gegen­
seitigen Verschiebungen (Wegen bzw. Drehungen) der Schnittufer 
des an gewissen Stellen aufgeschnitten gedachten Systems. 

Ferner gibt es Fälle, in denen die Gestalt des belasteten Systems 
wesentlich verschieden ist von der des unbelasteten, so daß der statischen 
Berechnung das bereits verformte System zugrunde gelegt werden muß 
(z. B. Knickbiegung). Hierzu gehören auch solche Fälle, wo bei ge­
wissen Laststufen (wenigstens rechnerisch) sich beliebig große Form­
änderungen und dementsprechende Beanspruchungen ergeben, so daß 
das System unstabil wird (Knickung). 

Neben diesen rein statischen Gründen bedingen im Flugzeugbau 
auch dynamische, insbesondere aerodynamische Gründe die Berech­
nung der Verformung: Die Formänderung eines Flugzeugsystems kann 
wesentliche Änderungen seiner aerodynamischen Eigenschaften be­
dingen, indem sich z. B. die Anstellwinkel der Flügelquerschnitte 
ändern, womit Änderungen der äußeren Belastung des Flugzeugs ver­
bunden sind; oder es kann ein periodisch sich wiederholendes Abreißen 
der Luftströmung und damit sog. "Flattern" der Flügel und Leitwerke 
eintreten, was meist zu Ermüdungsbrüchen führtl, 48. 

2. Bezeichnungen und Vorzeichenregeln. 

Wege werden mit ö bezeichnet und wie Kräfte dargestellt (vgl. 
S. 30). Ihre Komponenten öx, {)y, {)z sind positiv, wenn ihre Vektor­
pfeile im Sinne der positiven Koordinatenachsen gerichtet sind. Bei 
solchen Aufgaben, wo es sich nur um Ermittlung der Durchbiegungen 
in Richtung der Y-Achse handelt, werden diese zur Vereinfachung (j 

(ohne y) genannt. Von der sonst üblichen Bezeichnung der Durch­
biegungen mit y wird hier abgewichen, um Verwechslungen mit den 
Ordinaten y zu vermeiden. 

In entsprechender Weise dient das Variationszeichen {) zur Bezeich­
nung von 

Längenänderungen : öl, ö 8, 

Winkeländerungen (Drehungen): {)oc, öß, öl', {)dD usw., 
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Drehungen von Balkenquerschnitten gegen die Balkensehne werden .­
genannt. 

Räumliche Drehungen werden vektoriell wie Momente dargestellt 
(vgl. S. 30) und im allgemeinen (vgl. Aufgabe 84 bis 90) mit r[J bzw. lJ' 
bezeichnet. 

Die Buchstaben rp und 1jJ dienen gelegentlich bei ebenen Systemen 
zur Angabe von Drehungen in der Systemebene. 

3. Grundlagen. 

Hinsichtlich zweier nahe benachbarter Querschnitte ,,1" und ,,2" 
eines leicht gekrümmten Stabes (Abb. 111) bezeichnen dx und dy die 
Koordinaten des Schnittpunktes von Quer- r- dx -. 

schnitt ,,2" mit der Stab ach se, bezogen auf I : 

ein Koordinatensystem, dessen Ursprung im ~ _ __1 
Schnittpunkt von Querschnitt ,,1" mit der ~~ldY 
Stabachse liegt und dessen X-Achse daselbst Z I ---', 

die Stabachse berührt; ferner bezeichne d{} I 

den gegenseitigen Neigungswinkel der beiden .y 1 
dz!.' Querschnitte und dy den gegenseitigen Schrän- F 

kungswinkel, den die Hauptträgheitsachsen 1 / 

von Querschnitt ,,2" gegen die von Quer- 11 
schnitt ,,1" im Falle eines verwundenen Stabes V Abb.l11. 

bilden. 
Die Größen d x, d y, dy, dß, von denen die drei letzten im Sonder­

fall des in Abb. 112 näher behandelten geraden Stabes (sowie allgemein 
bei hinreichend kleinem d x) verschwinden, erleiden erfahrungsgemäß 
unter Einwirkung der über d x angenähert konstanten Größen S (Längs­
kraft), Q (Querkraft), D (Drillmoment), B (Biegemoment) Änderungen 
entsprechend Abb. 112. Diese werden der oben eingeführten Bezeieh­
nungsweise entsprechend als Längung bdx von dx bzw. als gegenseitige 
Schiebung tJdy, gegenseitige Drillung tJdy, gegenseitige Drehung tJd{} 
der Querschnitte 1 und 2 bezeichnet. Diese Formänderungsgrößen sind 
bei Beanspruchungen, die unterhalb einer gewissen Grenze bleiben, in 
erster Näherung proportional der Länge dx sowie proportional 
und gleichsinnig den Größen S, Q, D bzw. B; dabei ist vorausgesetzt, 
daß Bund Q in Richtung der Hauptträgheitsachsen (vgl. S. 37) wirken. 

Also 
.l:d =S.dx*. 
U x EF ' 

D·dx 
tJdY=OJd ; 

Q·dx 
tJdy = OF' ; 

tJ dif = B~ ~x **. 

Die Umkehrwerte EF, GF', GJd und EJ der Proportionalitätsfaktoren 

* Hookesches Gesetz. 
Thalau-Teichmllnn, Beispiele. 

** Navier·BernouIli~ches Gesetz. 
8 
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EF'G~"G~d und E1J heißen Längs-, Schub-, Drill-, Biegesteifigkeit. 

F ist die Querschnittsfläche ; die nähere Definition der Bezeichnungen F' 
(reduzierte Querschnittsfläche), Ja (Drillwiderstand), J (Trägheits­
moment), E (Elastizitätsmodul), G (Gleit- oder Schubmodul) ist Auf­
gabe der Festigkeitslehre und wird dementsprechend hier übergangen, 
zumal da in den Beispielen stets die Ausdrücke EF, GF', GJa und EJ 
als gegebene Größen betrachtet werden (vgl. S. 37)26,48. 

0-3)-3 
---- <-

+.5' 
dx 

-f-~ 111 ~j--
,---",,+ödx 
d.x 

+8 
\ 

r \ \ 
I I 
\ y+odiJ. J 

\ I 

Abb.112. 

JJOC: +e : 
I dy, I 
I I 

I ~ I«- , 

dx 

Die eingetra~cnen Pfeile sollen andeuten, (lurch welche äußeren Kräfte bzw. Momentp. positive 
innere Kräfte und JlIomento S, Q, B, D und positive Formänderullgen entstehen (s. S. 38..;-41). 

Aus dem linearen Zusammenhang zwischen der gegenseitigen Ver­
schiebung zweier Nachbarquerschnitte und den Größen S, Q, D bzw. B 
folgt, daß im allgemeinen die Verschiebungen in folge einzelner Teil­
belastungszustände einander überlagert werden können und dann den 
Verschiebungszustand für die Gesamtbelastung liefern. Voraussetzung 
dafür ist aber, daß es sich nicht um Fälle handelt, in denen das ver­
formte System wesentlich verschieden ist vom unverformten, so daß 
sich am verformten System andere Werte S, Q, D und Bergeben 
würden als mit den geometrischen Verhältnissen des unverformten 
Systems (vgl. § 15). 

4. Berechnung der Formänderung. 

Irgendeine Verschiebungs- (Weg- oder Drehungs-)Komponente einer 
Stelle eines Tragwerks in einer beliebig festgelegten Richtung kann mittels 
des "Prinzips der virtuellen Verrückungen", in der Statik meist" Arbeits­
gleichung" genannt, nach folgendem Gedankengang ermittelt werden: 
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Wirkt auf ein (hinreichend gestütztes) System irgendein beliebiger 
Belastungszustand "X", so bilden die äußeren sowie die von Punkt 
zu Punkt bzw. von Querschnitt zu Querschnitt wirkenden inneren 
Kräfte und Momente ein Gleichgewichtssystem. Wird nun jeder Stelle 
des Systems eine Verschiebung*, wie sie z. B. unter Einwirkung irgend­
eines beliebigen Belastungszustandes " V" tatsächlich zustande kommen 
würde, erteilt gedacht, so leisten dabei die einzelnen äußeren bzw. inne­
ren Kräfte des Zustandes "K" äußere bzw. innere Arbeiten: 

öAa = ~K' ÖV bzw_ = 9J1K • cPv ; 

öA i = -SK·ödxV, -QK,ödyv, -DK·tJdrV bzw. -BK·ödDv. 

c5 v bzw. rb v sind die Weg- bzw. Drehungskomponenten der Angriffs­
punkte der äußeren Kräfte und Momente des Zustandes "K" bei Form­
änderung gemäß dem Zustande" V", gemessen in Richtung der Kräfte 
und Momente des Zustandes "K". Die Arbeiten 
der inneren Kräfte sind negativ; denn z. B. bei einer 
Vergrößerung des Abstands dx zweier Querschnitte 
leistet eine zwischen diesen wirkende positive (Zug-) 
Kraft S gemäß Abb. 113 negative Arbeit. 

Da nun an jedem Punkte des mit Zustand "K" 
belasteten Systems Gleichgewicht herrscht, leisten 
seine äußeren und inneren Kräfte insgesamt keine 

-O-~ID' 
'-- dI --' '­

-OdIv 
t5Aj'-JK·d'dIv 

Abb.113. 

Arbeit, wenn die einzelnen Systempunkte gegeneinander gemäß dem 
Zustande "V" um kleine Beträge verschoben gedacht werden **. 
Folglich wird: 

also: 

.2~K· Öv + .2WIK· q)v =.2 J SK' ödxv +.2 f QK' ödyv 

+ 2J D I{· tJdrv +.2J BK' tJdDv 

oder mit 

Sv·dx Qv· dx Dv·clx.ll D _Bv·dx. 
c5dxv = Er' öd?/v = GFf , c5dyv = GJ;"' ud v - -Er' 

f Sv·clx f Qv· dx 
..2~K· ÖV + 29J1K • cP v = 2 SK' ~ +.2 Q]{. GFf 

+ 2 f DK" D~~~X +..2 f BK" B~-:X. 

* In Frage kommen nur solche Verschiebungen, bei denen nirgends der Zu­
sammenhang zweier miteinander verbundener Stellen zerstört wird; ferner dürfen 
als starr vorausgesetzte Glieder ihre Länge und Gestalt nicht ändern. 

** Bei Annahme großer, sog. endlicher Verschiebungen würde das System eine 
Form erhalten, bei der kein Gleichgewicht zwischen den ursprünglichen inneren 
Kräften bzw. Momenten SE' BK usw. und der äußeren Belastung mehr möglich ist. 

8* 
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Die Summen .2 erstrecken sich dabei über sämtliche Glieder des Sy­
stems*. 

Im allgemeinen ist bei Stabwerken die Längskraft S über j e einen Einzel-

J J Sv ·dx 
stab konstant; dann geht der Ausdruck.2 SK· t5dxv = ~ S]{· E.F-

über in ~ SK· t5s y bzw. bei konstantem EF in ~ SK· S~/. Wird nun 

an einem starr gelagerten System der Belastungszustand "K" z. B. so 
gewählt, daß nur an einer Stelle i in Richtung einer gesuchten Weg­
komponente ()i, y die Kraft ,,1" eine äußere Arbeit leistet, so ist damit 
die gesuchte Wegkomponente t5 i , v gegeben durch 

1· ()i, y = ); J SK· S~.;x +..2 J ... + .... 

(Jedes nachgiebig gelagerte System kann durch ein gleichwertiges starr 
gelagertes System ersetzt werden, indem zwischen dem Widerlager 
und dem System selbst Stäbe mit passend gewählter Steifigkeit ein­
geschaltet gedacht werden.) Durch geeignete Wahl des Zustandes "K" 
können in entsprechender Weise auch Drehungen oder irgendwelche 
Verschiebungsgruppen, z. B. die Differenz zweier Wege, gefunden werden. 

Der hier mit" V" bezeichnete Zustand, für den eine Verschiebung 
gesucht wird, wird im folgenden als "gegebener Zustand 0", der passend 
zu wählende Zustand "K" als "Hilfszustand I bzw. 11 usw." bezeichnet. 

Wo es jedoch darauf ankommt, die Verschiebungen sämtlicher oder 
sehr vieler Stellen eines Systems zu finden, würde dieses Verfahren zu 
umständlich werden. In solchen Fällen wird die Arbeitsgleichung ledig­
lich insofern herangezogen, als sie einfache Formeln liefert für die 
Längenänderungen der einzelnen Stäbe oder für die Drehungen der Stab­
Endquerschnitte gegen die Stabsehne bzw. für die Berechnung der 
Winkeländerungen in einem Fachwerksdreieck. Dann kann durch An­
einanderreihen dieser einzelnen Verformungsgrößen aus rein geometri­
schen Betrachtungen leicht das gesamte Formänderungsbild des 
Systems gewonnen werden. Solche Verfahren sind bekannt unter den 
Namen: "Stabzugverfahren" bzw. "Williotplan" (vgl. Aufgabe 52 
bis 54). 

Sofern nur Verschiebungskomponenten der Systempunkte in einer 
Richtung gesucht werden, z. B. die Durchbiegungen des Systems in 
lotrechter Richtung, kann von einer Analogie zwischen der Biegelinie 
des betreffenden Systems und der Biegemomentenlinie eines "stell­
vertretenden Balkens" Gebrauch gemacht werden derart, daß der stell­
vertretende Balken mit gewissen "elastischen Gewichten W" belastet 
wird, die leicht so festgelegt werden können, daß seine damit bestimmte 

* Die Summenzeichen können fortgelassen werden, wenn die Integralzeichen 
auf das ganze System statt auf seine Einzelglieder bezogen werden. 
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Biegemomentenlinie gleich der gesuchten Biegelinie des gegebenen 
Systems ist (sog. Verfahren der W-Gewichte nach Mohr, Müller­
Bresla u 12,13; vgl. Aufgabe 46 und 53). 

§ 12. Holme (gerade Balken). 
Aufgabe 41 bis 43: Grundaufgaben. 

Aufgabe 41. 
Für den in Aufgabe 6 behandelten einseitig eingespannten Holm ist 

die Durchbiegung !530 an der Stelle 3 unter der eingezeichneten Be­
lastung (P1,o = -P 2,~) bei Voraussetzung konstanter Biegesteifigkeit EJ 
zu berechnen (Abb. 114). 

Der gegebene, in Abb. 32 dargestellte Belastungszustand (Belastung, 
Querkraft, Biegemoment) erhält den Index ,,0". 

An der Stelle 3, für die !53 0 zu be- "A"' 

stimmen ist, wird eine Hilfslast P 3 1= + 1 I 
im Sinne von + Y eingeführt CHilfszu- +r~ ~.G 
stand 1), für die die Querkraftlinie Q[ iit" o"--=""_::-_---T--~--!l 
und die Biegemomentenlinie BI ermittelt "~a --

I 
werden (Abb.1l4). Dann heißt die Arbeits- r--~---+'-'<"--~~':l 

gleichung, angewandt auf den gedachten ,l.c RoerlrrJrte R, I 

~~r::~:~:ng~:~~t:~ndd ,,~~~ wirklichen "I 111111111111111+111111111111111 

p 3, r c5 3 , 0 = 2J J BI . ~~ ~ x + z f Q I • 26 ;,x * . f -tm"'!":"M-rTrTTT'"rM"l'"I"T'tT';""-r=' 

Die hierin einzusetzenden Ausdrücke für 
den Verlauf der B- bzw. Q-Linien sind in 
den einzelnen Abschnitten 0 -:-1, 1..-;-3 
bzw. 3 -:-2 verschieden. 

-~ 

t 
Abb.114. 

Daher erstrecken sich die einzelnen Integrale in den Summenaus­
drücken der rechten Seite jeweils nur über die Be.reiche O..-;-a, a..-;-;, 
; -:-1. Damit nimmt die Arbeitsgleichung für dieses Beispiel die Form an: 

J" -P.ob·dx Ji; -P2,ol(1-~).dX 
P 3,[·!53,o=1·!53,o= -(;-x)· EJ + -(;-x)· EJ ' 

o a 

SI -P2,ol(1-f)·dx 

+ O· EJ 
~ 

a ~ I 

f O·dx f p 2 ,o·rlx J P2,o·dx + 1· GFf + I·G~+ O·G~· 
o a e 

* Die Auflagerreaktion Al bzw. die Einspannmomente E o und EI leisten 
keine Arbeiten, da starres Auflager und starre Einspannung vorausgesetzt wird; 
vgl. Aufgabe 42 und 43. 
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Die Durchführung der Integration ergibt: 
p p 

<53,0 = 6 ~~ [3b e2 - (~- a)3] + Gi; (e - a). 

Abb.115. 

Aufgabe 42. 

Zwecks Verringerung des 
zur Durchführung solcher Inte­
grationen notwendigen Zeit­
aufwandes sind in Tabelle 94 
des Anhangs die wichtigsten 
vorkommenden Kombinatio­
nen der Werte J (Wi )· (Wk)·d x 
zusammengestellt. Damit er­
gibt sich <53,0' wenn die B o-
und Br bzw. die Qo- und 
Q I - Flächen der einzelnen Teil­
abschnitte 0 -:-1, 1-:-3, 3-;.-2 
entsprechend dem Schema in 
Abb. 115 miteinander kom­
biniert werden. 

Die Drehung <51X0 einer Strecke 1 infolge gegebener Wegkomponen­
ten t5xa 0' <5Ya 0 und <5xb 0' <5Yb 0 der Endpunkte a und b ist zu 
ermittel~.' " 

Die Wegkomponenten <5 können ·als Längenänderungen gedachter 
Stäbe 81 bis 84 (Abb. 116) aufgefaßt werden. Positiv sind die Weg­
komponenten, wenn sie im Sinne von +X und + Y gerichtet sind·, 
bzw. die Längenänderungen der gedachten Stäbe, wenn sie Zu­
nahmen der Stablängen darstellen. 

11 

h~':,:s ["-1=_ ~ ~4ap ~~ La 
.. y S1 "'-- _ ~l"Silla, 

,~" ,,~. /.1 
~" '-..... /l 

~ "'di' , 
.1 .. 1.cosa. ".;:0............ I 
l l , .......' 

'- ........ ,,' s 
+1.slna. ...... I 

l ...... J: -r-' 
..... 9 ör. I 

...... u.D I 
"i '"" I cf. ..... ::Yb.O 

Abb. 116. ....~ 

Mittels des in Abb. 116 dargestellten Hilfsbelastungszustandes ,,1" 

(Kräftepaar ~ .Z) ergibt sich nach der Arbeitsgleichung: 
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+ (+.l). ÖIXO = .2;S/· 15SO ' 

15IXO = +[SinlX' (+ 15Xa,o) + COSIX' (- ÖYa,o)] 

+ ~ [sin IX • (- Ö X b, 0) - cos IX • (- Ö Yb, 0)] , 

Ö _ (c'J Y •. o - c'J Ya.O) (x. - Xa) - (c'JXb,o - c'JXa•O) (Y. - Ya) 
IXO - l2 

Bemerkung: Die gedachten Stäbe können auch so gelegt werden, daß posi­
tiven Wegkomponenten der Punkte a und b positive Längenänderungen (Längun­
gen) dieser Stäbe entsprechen (vgl. Aufgabe 64). 

Aufgabe 43. 
Gesucht sei die Drehung ÖlXo der Sehne a, b des in Abb. 117 an­

gedeuteten abgestrebten Fachwerkholms, wenn die Wegkomponenten 
öxa,o, öYa,o des Punktes a (positiv im Sinne von +X bzw. +Y), die 
Längenänderungen Mo der Sehne a, bund östo der Strebe c, b (positiv 
als Längungen) gegeben sind. 

~l 
Il .... .,----...,--~--~-

a ..... / I ",/ J / I / 11" I 
iP----.::-'~-:;;..;;;;-..::-~'""«x_/ I ,/ I / I" I 

Sr ............... I // I ,// I/l ",1/ 
Sg ~--- -.10::__ _ __ :J<-

Abb.117. (+J ..1;" 

Die Wegkomponenten Öa,o des Punktes a sowie die Längenände­
rung ölo der Sehne a, b können als Längenänderungen gedachter 
Stäbe 8." s1l' 1 (Abb. 117) aufgefaßt werden. Mittels des in Abb. 117 dar-

gestellten Hilfsbelastungszustandes I (Kräftepaar + . l) ergibt sich nach 

der Arbeitsgleichung (vgl. Aufgabe 42): 

+ (+.l). ö IXO = 2.7 S/· Ö so' 

öo: = cos(1800-tp) 'Öx sin(180o-tp). -Öl 
·0 lcos(tp-IX-900) a,0+lcos(tp-cx-900) ( !fa,o) 

1 1 + -z tg (q; - IX - 90 U). Olo - 1 ( 900) . östo· cos tp - cx-

Aufgabe 44 bis 47: Zweifach gestützte, auf Biegung und Schub 
beanspruchte Holme. 

Aufgabe 44. 
Welchen Betrag zeigt die Meßuhr auf der in Abb. 118 dargestellten 

Meßbrücke bei Belastung des Balkens mit p).o und p s.o an (EJ=const, 
GF f = const) 1 
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Der angezeigte Betrag ist: 

(} = (} _ 152 • 0 + 154• 0 • 
3,0 2 

er ergibt sich mittels des eingetragenen Hilfsbelastungszustandes ,,1" 
(P3,1 = + 1, P2,[ = P 4 ,1 = -~; Abb. 119) aus der Arbeitsgleichung: 

'J Bo·dx J Qo·dx .1)Pi,[·Oi,O=~ Br·EJ+..1) Qr' GF'· 

Gegebener Zvstl7nd 0 
(ja 

lio' ,Yokg 

'~ 
Abb.118. 

o 

lfilf"szustl7nti I 

1J,I=+1 
I 

2 I 

I '3 

Abb.119. 

Die Entwicklung der linken Gleichungsseite ergibt: 

- !'02,0 + 1.03,0 - t·(}4,0 =..1)J . .. +.1)J. .. ; 

das ist der gesuchte Ausdruck für o. 

v S fj 

Der Querkraftanteil fällt fort, da innerhalb des Integrationsbereichs 
die Qo-Fläche symmetrisch und die QrFläche antisymmetrisch ist. 

Die Auswertung der Integrale ;J J B[BOdx erfolgt an Hand der 

Tabelle 94, Anhang; es ergibt sich: 

- ls B s, I 
0= 2.6EJ(2B3,o+B2 ,o + 2B3,o+B4,o) 

und mit B2,o ~ B4 ,o = B 3 ,o: 

~ = l,Bs,IBs,o 
u 2EJ . 

Das gleiche Ergebnis wäre unter Ausnutzung der Symmetrieeigen­
schaften der Bo- und B r Flächen bezüglich der Mittelachse einfacher 
gefunden worden (Verwendung der gestrichelten Bo-Fläche, Abb. 118). 
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Aufgabe 45. 

Es ist der durch die Biegemomente bedingte Anteil der Durchbic· 
gungen b. 0 an zwei Stellen i = 1 bzw. 2 eines Holms mit ungleich. 

" mäßig verteilter Steifig. 
keit zu berechnen (Abb. 
120). Die Durchführung 
erfolgt zwecks einfache· 
rer Darstellung von An. 
fang an zahlenmäßig. 

1. Hilfszustände 1 
und 11 (Abb. 121). 

Zur Ausnutzung der 
Symmetrie in Aufbau 
und Belastung wird bei 
Berechnung eines Wer· 
tes b r (auf der rechten 
Systemhälfte) von dem 
Wert b r + bl ausgegangen 
(bi ist der zu br spiegel. 
bildliche Wert auf der 
linken Systemhälfte). Die 
Berechnung von br + bl 

erfolgt mittels der ein· 
gezeichneten, ebenfalls 
symmetrischen Hilfsbe· 
lastungszustände 1 und 11 
nach der Arbeitsglei. 
chung. Die Durchbiegung 

ergibt sich also, wenn die 
Integrationen in der Ar· 
beitsgleichung nur über 
eine Systemhälfte er· 
streckt werden. 

(Die unmittelbare Be· 
rechnung von br ohne 
Ausnutzung der Symme· 
trie würde die Einführung 

8e/osll/ngszllslonr/ 0. I ., OS+0.0.0.JB9X' 

IIIU ·llUll'!!!llllmlll~UIIUI!@!§H1 ,,: 
I--'So. .!- HO. HZ ~ lo-1Jo.'!J:J 
. Lingen Iil CITZ. rertei/te /Je/ostun!l in /(g!cm 
I ~ I /Jiege/inie ~ ~; 

I 1 O! :, : 

JYeiliilkeiisreriollf [f In kgcm 2 

50.'/0. 8 

(Z8,9+0,0.J70.x;;}lo8 
(10+o,/2J';;·0,0.0.0.'55:I(,{/1D8 

I 

~~~~~Ull~~~~~~~~~1ID'1D8 
~.o.---J50--~220'->i 

". ~·L·.z;.~ 
.----'.:..-':~,l=S70 ' I 

/Jiegemomenle ~ Ifl Irg cm 

-1'15lo.o. 

- 1'110. + JZ,s.z;',-o,s.x;z 

~ 
I -Oi!S.r'2-00.006'9PZ'J , r -m' m 

Abb.120. 

lft~fSZl/stond I 
1 

I I 

-(i-I;/) 

IftlfSZllstond J[ 

~=/I b~~p.=, :l t . lifA 

Abb. 121. 

unsymmetrischer Hilfszustände, d. h. einseitiger Einzellasten P = 1 
erfordern; dann ändern sich die Momentenflächen B r und EIl nur im 
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Mittelfeld ; in Abb. 121 gestrichelt. Die Integration hat dann über das 
rechte Außenfeld und das ganze Mittelfeld zu erfolgen.) 

2. Formeln für die Durch biegungen c5i ,o. 

Änderungen der Gesetzmäßigkeit des Verlaufs der Bo- bzw. E J -Linie 
liegen vor an den Auflagerpunkten und an den Stellen x' = 130 cm 
bzw. x' = 220 cm; dementsprechend sind im folgenden die Integrations­
bereiche abgegrenzt. 

Die Durchbiegung c51 0 für 0 < ~~ < 130 cm im Kragfeld ist: , 
150 130 220 570 

1.b =fB. Bo.dX+fB .Bo.dx'+fB .Bo.dX'+fB .Bo·dx' 
1,0 I EJ I EJ I EJ I EJ ' 

o e: 130 220 ----­Baldachin 

150 

Kragfcld 

b1,o = -3~ .~O~D f (- 133900 - 0,5 x 2 ) dx 
o 

130 

f - (x' - ~;)(- O,25x'2- O,000640x'3)dx' 
+ (10 + 0,223 x' - 0,000455 X'2). 108 

e; 
220 +f - (x' - W( - 1410 + 32,5 x' - 0,5 x'2) dx' 

(10 + 0,223 x' - 0,000455 X'2). 108 

130 

570 

+ f - (x' - ~~) (- 1410 + 32,5 x' - 0,5 X'2) dx' 
(28,9 + 0,037 x') • 108 

220 

Die Durchbiegung b9 0 für 0 < ~2 < 150 cm im Baldachinfeld ist: 

~. 150 

l·b2,o= S BII·B~JX+ f BII·B~~x, 
o e, 

e. 
b - S (150 - ~2l (- 133900 - 0,5 x 2l dx 

2,0 - 35.108 
o 
150 

+ f (150 - xl (- 133900 - 0,5 x2l dx 
35.108 • 

e, 

Im Baldachinfeld kann wegen konstanter Steifigkeit die Berechnung 
der Integrale auch wie in den vorhergehenden Aufgaben nach Tabelle 94, 
Anhang, erfolgen. 
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3. Allgemeines zur Durchführung der In tegra tionen. 

a) Exakte Integration. 

Zur formelmäßigen Integration der hier vorkommenden unecht ge­
brochenen rationalen Funktionen werden die Zähler zunächst so weit 
durch die Nennerfunktion dividiert, daß Summen von ganzen und echt 
gebrochenen rationalen Funktionen übrig bleiben. Die exakte Integra­
tion der ganzen rationalen Funktionen erfolgt nach der Formel: 

die der echt gebrochenen nach: 

m m 

oder mit der Abkürzung LI = ac - b2 : 

wenn L1 > 0, 

m 

bzw. =[-b:cxI, wenn L1 = 0, 

bzw. - --ln [1 l-Ll-b-CXr 
- 2l-Ll l-Ll+b+cx m' 

wenn L1 < 0. 

Die Durchführung der Integration in dieser Weise ist aber nur in 
einfacheren Fällen zweckmäßig. 

b) Numerische Integration (vgl. Tabelle 94, Anhang). 
Im folgenden bedeute Bk die Biegemomentenfläche irgend eines 

Hilfsbelastungszustandes. 

<X) Die BoB. -Fläche wird z. B. innerhalb eines Integrationsbereichs 
EJ 

von der Länge Ä in n Teilabschnitte so zerlegt, daß geradlinige Begren-
zung in den einzelnen Teilabschnitten angenommen werden kann. 
(Abb. 123, n sei eine gerade Zahl.) 

Bedeutet?J; eine der Teilpunktsordinaten, so gilt für den Integrations­
bereich Ä: 

}.. 

f B;~ •. dx = 2Än' [?Jo + 'YJn + 227?JiJ 
o 

(i = 1, 2, 3, ... , n - 1). 
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1 

ß) Etwas genauer ergibt sich f:!1;~k. dx nach der sog. Simpson-

I o. d d' BoBk L" I f '"b . schen Rege, wenn angenommen WIr, Ie -EJ' 1Uie ver au euer Je 

2 benachbarten Teilabschnitten parabelförmig derart, daß diese Parabeln 
tangential ineinander übergehen. Dann ergibt sich: 

.I. 

f BoBA• d Ä ~,., ] 
-EJ' x=3n·[1]o+11,,+4~17u+2..::,.1]g 

o 
(u = 1, 3, 5, ... , n - 1 ; g = 2, 4, 6, ... , n - 2) . 

y) Sind im Verlauf einer Untersuchung mehrere über denselben 
Integrationsbereich Ä sich erstreckende Ausdrücke von der Form: 

.I. l .I. 

f BoBI d fBoBII d JBoBk d 'EJ" x, EJ' x, ... , EJ . x ... 
000 

zu ermitteln und ist dabei die BI> BII .• • Bk' Linie jeweils geradlinig, 
so erfolgt die numerische Integration zweckmäßig nach der Formel 

:-~.... i 

r:r:1t 
l 

[ BoBk • dx = ~ . n: + 2(Ij" - ii"/2). c::. 
• E J ',../2 UO ). 1;;10 • 

o 
.... r.. " 

Abb.122, Hierin ist (Abb. 122): 

Ti"/2 bzw. Ti" die Mittel· bzw. Endordinate der (geradlinigen) Bk·Fläche, 

~o der Inhalt der :~. Fläche: 

(i=I,2, ... ,n-I), 

6 0 das Statische Moment der :~.Fläche bezüglich der Mitte des 

Integrationsbereiches Ä: 

+IJ2 

6 0 = f B;} . d~ = 2Ä~2 • [( i- - !) (11" - 1]0) + };(2 i - n) '1]iJ 
-1./2 

(~ gemessen von der Mitte des Integrationsbereiches aus, positiv 
nach rechts; i = 1,2, •.. n-l). 

Für die :~ ·Linie ist hierbei gerader Verlauf zwischen zwei Teilpunkten 

angenommen; vgl. oc). 
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4. Zahlenmäßige Bestimm ung der 
Durchbiegung 15 1•0 an der Stelle 

EI = 500 cm (~~ = 70 cm). 

a) Nach 3. b oc). 

151 •0 = l~O [ + 1,913 + 2,075 + 2. 1,953] . 10-2 

+ 5~ [1,450+0+2(1,038 + 0,709 

+ 0,450 + 0,258 + 0,126 + 0,049 

+ 0,012)] . 10-2 

= 2,96 + 2,10 = 5,06 cm . 

.!ß. -Flüche 
EI 

Abb.123. 

b) Nach 3. b ß). 

151•0 = l~O [1,913 + 2,075 + 4.1,953].10-2 

+ 5~~ [1,450 + 0 + 4(1,038 + 0,450 

+ 0,126 +0,012) + 2(0,709 + 0,258 

+ 0,049)] . 10-2 

= 2,95 + 2,08 = 5,03 cm. 

c) Nach 3. b y). 

Anteil des Baldachinfeldes : 

fJo = l~O [- 0,383 - 0,415 - 2·0,391]·10-4 

= - 59,1·10-4 [-]; 

So = O[cm] wegen Symmetrie. 
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Anteil des Kragfeldes: 
500 1Yo = 16 [ - 0,290 - 0,006 + 2 (- 0,237 - 0,189 - 0,144 - 0,103 

- 0,067 - 0,039 - 0,019)] . 10--4 = - 59,2·10-4 [- ]; 

5002 [( 1 ) 6 0 = 2.64 4 -"3 . (-0,006 + 0,290) + (- 6)' (-0,237) 

+ (- 4) . (- 0,189) + (- 2)· (- 0,144) + (0) . (- 0,103) 

+ (+ 2) . (- 0,067) + (+ 4)· (0,039) + (+ 6) . (- 0,019) ] . 10--4 

= 6050·10--4 [ern] . 

Nach Abb. 121 und 122 ist 

im Baldachinfeld : ~n = - (l - ~~) = - 500 cm, 
~!'.= - (l - ~~) = -500 cm; 

2 

im Kragfeld: 7in = 0, 
7j!'. = - t . (l - ~~) = - 250 cm. 

2 

Daraus folgt: 

!5 = - 500. (_ 591.10-4) + 2·(-500 + 500).0 
1,0 , 150 

+ (- 250) . (- 59,2.10-4) + 2· (0560250) .6050.10-4 

= 5,04 cm. 

Aufgabe 46. 

Für den in Abb. 124 dargestellten mit Querlasten und Einzel­
momenten belasteten Holm ist zu ermitteln: 

1. die lotrechte Verschiebung (Durchbiegung) !5ys,o und der Neigungs­

winkel '(5,0 = d~~.o an der Stelle 5 infolge gegebener Belastung 

(Zustand 0). 

2. die ganze Biege- und Neigungslinie. 

Zu 1. Es ist 
.l: J Bo·dx J' Qo·dx 

l'uY5,o = B['~ + Q[" GF' 

(Abb. 124 und 125), 

erstreckt über den Bereich, in dem sich die Biegemomenten- und Quer­
kraftflächen der Zustände 0 und I überdecken. 

Entsprechend ist: 

J Bo·dx J Qo·dx 
1·'(5,0 = BII'~ + QII' GF' 

(Abb. 124 und 126). 

Wird zur numerischen Integration angenommen, die BolE J- bzw. 
die QolG F' -Linie sei zwischen je zwei Teilpunkten i-I, i gerade 
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(nötigenfalls können weitere Teilpunkte eingeschaltet werden), so ist 
nach Abb. 127, 128 und Tabelle 94, Anhang: 

~Y5.0 bzw. .5,0 
BI B r 

= ! ..I; [Eijl' (Bf-l,k + 2 Bl,k)' A;_l,; + Eij; .. (2 BLk + m+l,k) . A;'Hl] 

1 "[ Qi-l. i (0, Q A Qi. i+1I0, Q Ä] +2'.L.J GF:I . i-l,ilkl' ;-1,,+ GFt . i,Hllk)' i,i+l' 

Hierin bedeutet der Index k den Hilfszustand 1 bei Ermittlung 
von ~ Ys,obzw. den Hilfszustand 11 bei Ermittlung von .5,0; B1bzw. Bpst 
das Biegemoment unmittelbar links bzw. rechts neben der Stelle i. 
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Tabelle 26. Ermi ttl ung 

® CD ® ® 0 ® ® 0 

Stelle EJ~·10-9 GFJl-lO-S 

Al-I,! 

BI,o 
Qi-l,I(O) 

B;'I 
Qi-l,i(l) 

i EJi·· 1O- 9 GF'[·lO-S B;:o B~~l 

[kgem2] [kg] [ern] [kgcm] [kg] [ern] [-] 

° 1- ° 0,4 0,73 -1000 
15 - 30,0 

1 0,45 0,74 1- -1450 
+2550 

50 + 70,0 

2 0,5 0,76 -- +6050 
25 + 26,4 ° +0,68 

3 0,7 0,83 1- +6710 +17 
25 + 26,4 +0,68 

4 0,9 0,94 -- +7370 +34 
30 - 73,6 +0,68 

5 0,9 0,94 -- +5162 +54,4 
+8162 

25 - 73,6 -0,32 

6 0,9 0,94 1- +6322 +46,4 
40 - 33,6 -0,32 

7 0,9 0,94 1- +4978 +33,6 0,6 0,79 
40 -123,6 -0,32 

8 0,6 0,79 1- + 34 +20,8 0,5 0,76 - 866 
25 -123,6 -0,32 

9 0,75 0,85 1- -3956 +12,8 
25 -123,6 -0,32 

10 1 1,0 1- -7046 + 4,8 
15 - 83,6 -0,32 

11 1 1,0 1- -8300 ° 
35 + 60,0 

12 1 1,0 1- -6200 
-7000 

25 + 60,0 ----
13 1 1,0 -- -550O 0,7 0,83 

25 + 60,0 
14 0,7 0,83 1- -4000 

° 
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von (jY5.0 und T5.0· 

CD ® @ @ @ @ 

B~,II ®(~)® ®®0 ®0® ®®® 
B[,ZI 

Qi-l,l(IIl 
- Q)-~ ~-®- .. (2) . -®~ 

.104 -104 ·10' ·10' 
[-] [cm-l] [ern] [ern] [-] [-1 

° -0,004 ° + 5,90 ° -0,921 

-0,10 + 40,8 + 5,40 - 2,40 -0,317 
+ 40,8 + 5,40 - 2,40 -0,317 

-0,004 

-0,20 + 69,5 + 4,77 - 4,09 -0,280 
+ 83,6 -15,98 - 4,91 -0,337 

-0,004 
-0,32 + 93,7 -15,98 - 5,50 +0,939 
+0,68 +123,4 + 6,26 +15,40 +0,784 

-0,004 

+0,58 
+ 81,5 + 6,26 +10,14 +0,784 
+130,4 + 4,57 +16,30 +1,252 

-0,004 

+0,42 
+ 74,3 + 4,57 + 9,29 +0,573 
+111,5 +20,00 +13,95 +0,680 

-0,004 

+0,26 + 0,5 +20,00 + 0,06 +2,502 
- 9,0 +13,00 - 1,13 +1,625 

-0,004 
- 17,0 +1l,62 - 2,1l +1,453 

+0,16 - 17,0 +1l,62 - 2, II +1,453 
-0,004 

- 8,5 + 9,88 - 1,06 +1,238 
+0,06 - 5,1 + 4,01 - 0,64 +0,742 

° 
-0,004 

° + 4,01 ° +0,502 

E@ E@ E@ I E@ 
~+0,07934 ~+0,01053 =+38,79.10-5 ~+12,35·1O-5 

E(@+@) E (@+@i) 

= +0,08987 = +51,14.10-5 

Ö Y5,O = +0,0449 crn T5,O = +25,57 .10-5 

Thalau-Teichmann, Beispiele. 9 
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W· d d' L" d A d" k BoB. b QOQk Ir angenommen, le mle er us ruc e ET zw. GF' sei 

zwischen je zwei Teilpunkten gerade, so ergibt sich einfacher (als 
Flächeninhalt) : 

t5 I ~ [BI.oBl. k A. B~.oB~.k Ä ] 
%,0 bzw. °5,0 = 2 ~ EJl' i-I,. + EJj' . i,HI 

+~ ~[Qi-l.i(olQi-l.i(kl.it .. + Qi.i+UolQi.i+t(kl.).. ] 
2 ".;..; GF;1 .-1,' GFt .,.+1 . 

(k bedeutet wiederum Zustand 1 bzw. 11.) 
Zahlenmäßige Durchrechnung s. Tabelle 26. 

li-flüche 
5fo-nöChe 

Dir -f'löche e. -Flöc/Je 

-j111~lillmllllb 
(!i-I,irlr) ei.i'fr,,) 

Abb. 12;. Abb.128. 

Zu 2. Aus Abb. 129 folgt für die Durchbiegung 15 Yi+1 an einer 
Stelle i + 1 und für die Sehnenneigung ÖCXi, i+l von i, i + 1 der Biege­

i i+1 
linie eines beliebigen Balken­
stücks: 

dYi+f oy/+! = 0Yi + 0 (Ci, i+1 0 ).i. i+l , 

Ö CXi, i+I = Ö lXi_I, i + Ll Ö CXi 

oder mit TV;= -Llöcx;: 
'------" .. -~ ... ~.,; 
r---" .. L-"--,-----.'"Lt.~..._:.~"'" oai,i+1 = oai_1,i - W iO 

, I ~cä' 

Abb.129. (Der Index 0 zur Kennzeich-
nung der Zugehörigkeit zum 

gegebenen Belastungszustand 0 ist hier fortgelassen): 
Da ferner 

A .s: _.s: .s: _ (j YI+l - ,5 Yi (j YI - () Y'-l 
LI UCXi - UCXi,i+1 - uCXi-I,i - ~---, , 

Foi J 1+1 Ai-I, ~ 

so folgt: 
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Die fett gedruckten Ausdrücke für 15 y und 15rt. sind ebenso aufgebaut 
wie die Ausdrücke für das Biegemoment und die Querkraft in Aufgabe 20, 
nämlich wie: 

B i+1 = Bi + Qi,;+1 . Äi . i+l , 

Qi, i+l == Qi-l, i-Pi· 

Also können die Durchbiegungen 15 y bzw. die Sehnenneigungen Ort. 
aufgefaßt werden als gedach te Biegemomente bzw. Querkräfte eines 
mit gedachten Kräften, den sog. "elastischen Gewichten W;" belasteten 
Balkens mit gleicher Feldeinteilung wie der gegebene Balken. Die gedach­
ten Auflagerdrücke dieses 
Balkens stellen also die 
Neigungen des wirklichen -4~o:"":"'--<J.-=----+--=-""::""-:"--='_j:.....::~:"""":;""'::R~ 
Holms über den Stütz­
punkten dar; und zwar ist: 

.l = +Al (= QI), 

• ' = - Ar (= Q'). 
Abb.130 • 

Im vorliegenden Beispiel muß der mit den W-Gewichten belastete 
Balken aber so beschaffen sein, daß an den Stellen 2 und 11 diese ge­
dachten Biegemomente (nämlich die Durchbiegungen des Holms) zu 
Null werden. Diese Forderung erfüllt der "stellvertretende Gelenk­
träger" (Abb. 130). 

liiIf'sZlIsfontf,,# n zur Berechnung yon Hi 
,{p. 

.f:-,."J I Vf:+I.# 
Jf {' R- ----'-0 t ' I * I ' , 

i-1~.t_~~{+' 1 '-I,p. Ai-1,.' 
I "1'" 

iti-l,i/ AU+1 
1,# 

1 1 

z' -I/;-,p €,u. - + At.-l,i + i\.i.i+1 I 

' 0 'i+1 '11 '11' 
, L-1 'l+I.p. "'f" 

P.. = __ 1_ 

1p L+ 1,1' Ai.i+l • 

i;f~i+1 
8,u 

1 
( J'o,g. -f... - Per/Ohren) 

:0 IZ 7f! :,j1 
#; ~ 

Abu. 131. 

Das W-Gewicht Wi an der Stelle i (= 1...;-.13), also die Verschie-

( {)YI+I-OYI ()YI-OYI-l) 'b ·h··hlih .. bungsgruppe - -)" ergl t SIC a n c WIe In 
Ai,i+l ~j-l,' . 

Aufgabe 44 mittels des Hilfszustandes "fl" (Abb. 131) nach der ArbeIts-
gleichung zu: 

0* 
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Tabelle 27. Berechnung 

@ @ ® ® CD ® @ 
--

BI 2BI 6 rv!(B) • 106 -~.106 --··~·106 
6 1I'!(B) • 106 

Stelle 
EJj EJI J"-1,1 

).,_1,1 6 W/(B)' 106 BI' 2Br 
6 rv:~B) • 106 6 II'r(B) . 106 i ~.106 E;"o.1Q6 EJj' . ).,1+1 

[em-l] [ern-I] [em-l] [ern] [-] , [-] 

0 2,50 ---
- 15 

1 - 3,22 - 6,44 - 8,94 - 134,1 
+1037 

+ 5,66 +11,32 +23,42 -- +1171,0 
-

+29,86 
50 I 2 +12,10 +24,20 

+1493,0 +1493 
+33,78 

25 
+ 844 + 844 

3 + 9,58 +19,16 +31,26 + 781 +1465 +27,35 -- + 684 
25 

4 + 8,19 +16,38 +25,96 + 649 +1313 +22,12 -- + 664 

llSW. 

-23,65 I 15 I 354 I 354 - -
11 - 8,30 -16,60 

-22,80 798 798 
35 - -

12 - 6,20 -12,40 -20,70 -- - 725 -- 7,00 -14,00 -19,50 - 488 
25 

13 - 5,50 -Il,OO -18,00 -- - 450 - 986 
- 7,85 -15,70 -21,42 - 536 

25 

14 - 5,72 --

Darin bedeuten: 

Bo, Qo die Biegemomente und Querkräfte im Holm infolge der ge­
gebenen äußeren Belastung, 

B,II' Q!, die Biegemomente und Querkräfte im Holm infolge eines Hilfs­
zustandes ,,[t" nach Abb. 131. 

Wird zwischen zwei Teilpunkten geradliniger Verlauf der Biege­
momenten- und Querkraftlinien vorausgesetzt, so ergibt die Integration 
(Tabelle 94, Anhang): 

+ ~ [(0 ~~"- + G~~l) Qi-l, i (0) - (0 ~~r + G ~,,) Qi, i+l (O)J. 
1-1' I 1+1 
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der W - Gewich te. 

(D ® ® @ @ ® 
Qi-l.iCO) .106 

1V'(B)·106 
GF::' l 2 IV: (Q) • 106 

2 Wi(Q) • 106 Wi(Q)' 106 IV,. lOG 
Qi-l.i(O) 2 IV;'(Q) • 106 

GF;l 
.106 

[-] [-] [-] [-] [-] [-] 

-41,1 

+172,8 
-40,5 - 81,6 

-186,9 -268,5 -134,3 + 38,5 
+94,8 

+248,8 +92,1 +186,9 +186,9 + 93,5 +342,3 
+140,7 +34,8 - 66,6 - 66,6 - 33,3 +107,4 

+244,2 
+31,8 + 66,6 

- 59,9 + 6,7 + 3,4 +247.6 
+31,8 

+218,8 
+28,1 + 59,9 

+156,6 +216,5 +108,3 +327,1 

usw. 

- 59,0 -83,6 
I -167,2 I -167,2 I 83,6 -142,6 -

-133,0 
+60,0 

-120,0 -120,0 - 60,0 -193.0 

-202,2 +120,0 
° ° -202,2 

+60,0 
-120,0 

-164,3 +120,0 24,6 12,3 -176,6 -144,6 - -
+72,3 

Zur Abkürzung wird geschrieben: 

W i = [W! + WfjW) + [W~ + WrJ(Q)' 

Die Berechnung der W-Gewichte ist in Tabelle 27 durchgeführt; 
die Ermittlung der Biege- und Neigungslinie erfolgt in Tabelle 28 bis 30, 
ähnlich wie in Aufgabe 12 und 20 die Biegemomente und Querkräfte 
ermittelt wurden. 

Bemerkung: Liegen Stützenverschiebungen ~ Y2 und 0 Va vor, so tritt in der 
Entfernung x vom linken Auflager (Abb. 124) zur berechneten Durchbiegung 

bzw. Sehnenneigung die Verschiebung IJy. = oYn ~ ~Y2 . x bzw. die Sehnen-
. ~Yn - 0Y2 . 

neIgung (5 Cl( = I hinzu. 

Liegt statt eines Trägers auf zwei Stützen z. B. ein in ° eingespannter Träger 
vor, so ist als stellvertretender Balken der in Abb. 132 dargestellte, am anderen 
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Tabelle 28 bis 30. Sehnenneigungen und Holmdurehbiegungen als Quer­
kräfte und Biegemomente der am stellvertretenden Gelenkträger 

angreifenden IV -Gewieh te (vgl. Aufgabe 20). 

Tabelle 28. Zwisehenfeld 2-:--11. 

Stelle ).1-1,1 ~. 
IV ,·106* II'd; .106 -.(W;}.10'· OIY.I_I,;·106 LI 0 y,_1·104 c5 y,·104 ohneA'u.A' tllltA) 

i 
[ern] [ern] [-] [ern] [-] [-] [ern] [ern] 

2 - 0 +107,4 0 +847,8 0 

- 25 -- +847,8 +211,4 
3 - 25 +247,6 + 6190 -247,6 +211,9 

- 25 -- +600,2 +150,1 1+362,0 4 -- 50 +327,1 +16350 -327,1 

ns"r. 

~-
--
235 -187,5 -44060 +187,5 + 22,9 

15 -152,6 - 22,9 

111-- 250 -142,6 -35650 +152,6 0 

=1501 
1 E= +965,21 E= +2490 

. 10-6 .10-6 

A' = EIV,;, = 2490. 10_6 = +9.96.10-6 * Abb. 130; in 2 bzw. 11 wirkt (lV~ - AI) 
E)'I-l,' 250 . bzw. (TI'/l-A'). 

AI = EIV, - A' = (965,2 - 10,0) .10-6 

= + 955,2 . 10-6 

Tabelle 29. Kragfeld 0-:--2. 

i. t - I , i 
lVi 1 -(W, } 

Stelle ~I 1l1it. ,A' r 106 • IV;~; • lOt mitAI '10'" ä :Xi_I, i .106 LI 0 Yi-l" 104 o Yr 10 4 

i 
ohne All unclAII) 

rem] rem] [-] [ern] [-] [-] [ern] [ern] 

0 I- 0 0 +133;"5,9 -849,2 
- 15 +1335,9 +200,4 

1 - 15 + 38,4 + 5,8 - 38,4 -648,8 
- 50 +1297,5 +648,8 

2 I- 65 +1297,5 +843,4 -1297,5 0 

\17=+ 1335,9\17=+849,2 
• 10-6 .10-4 

* Abb. 130; in 2 wirkt (11'~ + AI). 
A" = 17JV, = + 1335,9 .10-6 

** Abb. 130; in 0 wirkt - A". 
Eil = EJV,;. = + 849,2 ·lO-t em 
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Tabelle 30. Kragfeld 11-;.-14. 

Stelle ;'1-1,1 - (lV, }'1OB* 
mit Ar) 

t5 0(;_1,1' 106 .J t5 YI-l • 104 t5y, ·10' 
i 

[cm] [-] [-] [ern] [ern] 

11 +183,0 0 
35 +183,0 + 64,1 

12 +202,2 + 64,1 
--- 25 +385,2 + 96,3 

13 +176,6 +160,4 
25 +561,8 +140,5 

14 +300,9 

* Abb. 130; in 11 wirkt (W~l + Ar). 

Ende 14 eingespannte Balken zu betrachten. Das dann an der Stelle 0 anzu· 
setzende W-Gewicht Wo folgt aus dem eingetragenen Hilfszustand 1'. Die übrigen 
TV-Gewichte ändern sich nicht. 

I .1" 
p., I I Hi//Szuslrlfldn v "zur IJerecl1/7U/7g 110/7 % 
0, 1I t I 

~~ 1 
~~I~--------------------------4I~ 
~E I 

I I 

Wo U t 1 ! 1 i ! j 1 J tl1 l J,,~ 
• sk//verlretender Bo/ken "(bei 11/- eli7gesponl7l) 

Abb.132. 

1 
~v=+;::-, 

0,1 

I;,v =--'­il.O,1 • 

Liegt ein Gelenkträger z. B. nach Abb. 133 vor, so ist als stellvertretender 
Balken der in Abb. 133 dargestellte Träger aufzufassen. Zu beachten ist, daß 
sich bei Ermittlung von TV14 die Biegemomenten- bzw. Querkraftfläche des Hilfs­
zustands über die ganze Balkenstrecke 2-:-1G erstreckt. Statt dessen können aber 
auch die Biege- und Neigungslinien von 2-;.-14 und 14-..;-16 für sich berechnet 
werden. Darauf wird dem Gelenkpunkt 14 die aus 0-;.-14 gefundene Durchbiegung 
t5 Y14 als Stützenverschiebung erteilt. 

,0 Z 
I ~ 

11 15' 
K = 

I 

~o 
"sle/lvertr. BQ/ken" !z 1" 

= 
Abb.133. 

Aufgabe 47. 

Bei einem 11,5 cm hohen Flügelholm wurde in der Mitte zwischen 
Rumpf- und Stielanschluß eine bleibende Durchbiegung c50 = + 0,6 crn, 
bezogen auf die 245 cm lange Verbindungslinie der Lagerpunkte, be­
obachtet. Es lag die Vermutung nahe, daß die Verformung durch gleich. 
mäßig über die Holmlänge erfolgtes Schwinden infoIge Austrocknung 
des Obergurts entstanden sei. Um wieviel müßte sich die Länge des 
Obergurts gegen die des Untergurts geändert haben? 
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Wird in erster Näherung vorausgesetzt, daß die erfolgte Längen­
änderung der Längsfasern geradlinig von der Ober. nach der Unter­
kante des Holms abnehme, so ist nach der Arbeitsgleichung : 

I 

1.150 = + J BI· 15d{}o (Abb. 134). 
o 

Abb. 134. 

~l=Zl'scm; if 
~~~r 

rr+6'l,lscm 
Abb.135. 

BI sind die Biegemomente infolge des Hilfszustands I (Abb.135); 15d{}o 
ist die gegenseitige Neigung zweier benachbarter Querschnitte infolge 
Schwindens des Obergurts; 15d{}o ist entsprechend S.113 und Abb. 134 
bei einer Verkürzung des Obergurts, also im Sinne positiver Biege­
momente, als positiv anzusehen. 

MI·tJ:d{}o __ -odx01.(oben)r " ·1 .. J:d{} . J:d u ,.,,- , wel posItIvem u negatIves u x 

(oben) entspricht!] wird: 

Die Dehnung t5dxo J;ben) des Obergurts gegen den Untergurt beträgt 

also: 

ödxo(oben)= ___ h_. 15 =_ 11,5 .06=-0092 H 
dx lOt. 245 . 61,25' , v . 

.f BI· dx 
° 

Der Obergurt hat sich also um rd. IJOO seiner Länge gegen den Unter-
gurt verkürzt. 

Aufgabe 48: Einseitig eingespannter, auf Drillung beanspruchter 
Holm. 

Die Endverdrillung 7'90 des in Aufgabe 14 behandelten fest ein­
gespannten Holms ist zu ~rmitteln (Steifigkeitsverteilung s. Abb. 136). 

Mittels des Hilfszustandes I (positives verdrillendes Einzelmoment 
am rechten Holmende, Abb. 136), ergibt sich nach der Arbeitsgleichung : 

I 

f Du· dx 
1·7'9,0= l·GJ' o d 
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also bei Annahme geraden Verlaufs der :t -Linie zwischen je zwei 

Teilpunkten (vgl. auch Aufgabe 46, Abb. 128): 

1 ~(D'-I,f(O)' 1 D"HI(O)·1 ) 
l'9,o=2.L.J GJ~i .Ai-1,i+ GJ'di .Ai,i+l' 

Auswertung s. Tabelle 31. 
tlegebener Be/fslllngszusionq' 0 

I '~' 00 - name 
I I I ! 

- lllli 
J 

-

I 

I 

1IIIIIJUlllllllllllllillmllllllllllllili 

GJ~. 10-6 

Stelle 
i GJ'd.1O-6 

[kgcrn2] 

0 ~~------------------------

85 

I 85 

85 
2 ----------_._ .... --------

70 

8 25 

25 
9 ....... _---------_ .. - ... ----.-

0-r/öche 

Tabelle 31. Auswertung. 

D'_I,H~ . 106 

D'_I, ;(0)* 
GJ'd 

D'_I, HO) . 106 

GJ~ 
[kgern] [ern-l] 

-3300 -38,90 
-38,90 

8,24 + 700 + 
+ 8,24 

usw. 

-4000 -160,00 
-160,00 

D'_I HO) 

).'_1, i 

r-oJ'd ').,_1,;.106 

D'_I. 110).). .106 

GJ~ 1-1,' 
[ern] [-] 

75 -2920 
-2920 

25 + 210 
+ 210 

50 -8000 
-8000 

E = - 0,05406 
1 

Y9,O = 2' E = - 0,02703. 

§ 13. In ihrer Ebene beanspruchte Stabzüge (Rahmen). 
A ufga be 49: Holm mit exzentrischen Anschlüssen. 

Bei dem in Abb.137 dargestellten Holm ist die waagerechte Wegkom­
ponente <5 xn, 0 des exzentrisch angeschlossenen Punktes n zu ermitteln. 

* VgI. S. 51, Tabelle 5. 
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Um die Symmetrie des Systems und der Belastung auszunutzen, 
wird von der Berechnung des Ausdrucks 

(+ 1) ·<5xn•o + (- I)· <5x",o 
ausgegangen, der sich mit Hilfe des in Abb. 138 dargestellten Hilfs­
zustandes I ergibt. (n ist der Symmetriepunkt zu n.) 

fiegebener Zustond 0 

! BUHlfwm HmHI!!!ITIlW~lllllrfll!lIlIlIl!WIII!ll! 
n ·.·~ln., 

+Po 

Abb.13;. 

Nach der Arbeitsgleichung ist (Abb. 138): 

( . -" ( _ . -" _ _ ,,, f B . B o • d x + y'f Q . Qo • d x + 1) uX"'o + 1) uX",o -.L.J I E J .::..; I G F' 

+.2f SI' s~.:x. 

Das letzte Glied wird hier zu Null wegen So = O. 

tfllfszustond I 

_::l e'1:.t $ e, L_ 
Nl'iJ .:- 7 No : o,egemom.' BI Ur l I NnJ .+ 7 

1111111111+llllllllllf!+11ULlI(IIIII+lllfl I11 11111111 1 
I 1 

t t 

: Liingskr. SI f: 
1111111111+11111111111111111111(11111+111111 tlllllill 

I 
ellerkr. n_ 

I t I 'eJ 

L,j--~,,\ (nur Tur unsymm. 
e,-eo l/i/fSzus!ond) 
zr 

Abb.138. 

Die Integration über eine Systemhälfte liefert dann das gesuchte 
<5 x",o = ~(<5 XII, 0 - <5 Xii, 0)' (Wird auf Ausnutzung der Symmetrie ver­
zichtet, also als Hilfszustand nur 11' = I in n angebracht, so gelten für 
den rechten Kragarm dieselben, im Mittelfelcl dagegen die gestrichelt 
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eingetragenen B-, Q- und S-Flächen. Die Integration erstreckt sich dann 
über das rechte Kragfeld und das ganze Mittelfeld.) 

Bemerkung: Zur Ermittlung von (JYn 0 wäre von der Berechnung des Aus­
drucks (+ 1). (JYn,o + (+ 1)· (Jy .. ,o auszugehen. 

Aufgabe 50: Aufgeschnittener Spantl'ing. 

Bei dem in Abb. 139 dargestellten oben aufgeschnittenen Rumpf­
spant ist die gegenseitige Drehung Tb,O - To,o der Schnittufer a und b 
infolge der eingetragenen Belastung Na,o = - 1, N",o = + 1 (gleich­
bedeutend mit Sab = - 1) zu berechnen. 

Abb.139. 

Mittels des in Abb. 140 dargestellten Hilfszustandes 1 (gleichbe­
deutend mit B ab = + 1) ergibt sich nach der Arbeitsgleichung : 

. Ja Bo·ds 1· Tb 0 - 1· T 0 = B I ·--, a, b EJ 

( dx.dx 
Bogenelement ds = -- bzw. LI s ""' -- , 

cos Cl cos Cl 
Abb. 139). 

Die Quer- und Längskräfte des Zustands 0 sind ohne Einfluß auf 
T" 0 - Ta 0' da beim Hilfszustand 1 nur Biegemomente auftreten. 

, Zur Durchführung der Integration wird der Spant in eine Anzahl 
gleich großer, nahezu geradliniger Teilstrecken i - 1 , i von der Länge LI s 
aufgeteilt; dann ist entsprechend Abb. 139 und 140 und Aufgabe 45: 

15 
-T _ LlS(I.Bo,o I.B1G,0 2. ,\,l.B/,o) 

Tb,O a,O - 2 EJo + EJ16 + .L..; EJ j • 

1 

Aufgabe 51: Abgestrebter Stabzug. 

Bei einem abgestrebten Stabzug (Abb. 141) mit gelenkig angeschlos­
sener Strebe (z. B. dem Untergurt eines abgestrebten Fachwerkholmes, 
siehe auch Abb. 72) seien bekannt: 
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Die Wegkomponenten c5xa•o, ~Ya,o und c5x,1• O' c5Yb,O der Auflager­
punkte a und b, 

die Änderungen c5li - 1,i(O) der Sehnenlängen i-I, i, 
die Änderungen c5LllXi,O der Sehnenwinkeldifferenzen LllXi = cxi,i+l 

- lXi-1 i mit Ausnahme der Gelenkwinkeländerung ~LlIX4, ° (vgl. hierzu 
Aufgabe 52 und 53). li! 

Die Größe von c5LlIX4,O ist zu \f.Pa.,iT.tt\ 
berechnen. }:l\ t!;jJ,o;Urt.O•,0 

, a \ I -cosa0,10 

~----",,---,,------,- . \~,\ IfI/fSzvsrond I o "IX I " I " I , I / I \ 
~ 'I " I ',I, I / I ... \ \ 

. \ ' "IX I / ;..~_ \ 
a \ 1 e - ~r / / la,lJ' \ la,lJ +dla..b(O) 

\ ~ \ \ 
\ , \ 

'tlJ ,~ ~\, 
\ \ \ I 
, b \. 'i 

, ", !PU=1 

Abb. 141. Abb.142. 

Aus den Wegkomponenten der Auflagerpunkte a und b ergibt sich 
nach der Arbeitsgleichung zunächst die Längenänderung der Auflager­
verbindungslinie mittels des Hilfszustandes I (Abb. 142), indem ähnlich 
wie in Aufgabe 42 die Wegkomponenten von a und b als positive oder 
negative Längenänderungen gedachter Stäbe aufgefaßt werden: 

I· c5la, b (0) = ~8;· c580 ' 

c5la, biO) = - COS 1X0,10' (+ c5xa, 0) + si~ 1X0, 10' (- c5Ya.o) 
+ COS IXO, 10 • ( + c5 X b• 0) - sin IXO, 10' ( - c5 Yb. 0) . 

Andererseits ergibt sich, wenn alle Winkeländerungen c5Llcxi,O als 
bekannt angenommen werden, ~la,b(o) auch mittels des am Stabzug 
angebrachten Hilfszustandes 11 (Abb. 143). 

Zu diesem Zweck werden die Strecken i-I, i als in Längsrichtung 
elastische, aber gegen Biegung starre Glieder aufgefaßt, die in den Punk­
ten i durch gegen Biegung elastische Zwischenstücke (sog. elastische 
Gelenke) miteinander verbunden sind. Ein solches System gestattet in 
den Knotenpunkten gegenseitige Drehungen ~LllXi der aufeinander 
folgenden Glieder infolge Biegung, sowie Längenänderungen c5li _ 1 ,i der 
Einzelglieder, jedoch keine Verbiegung dieser Glieder selbst; die Form­
änderungslinie dieses Systems ist also identisch mit dem Geradenzug, 
der die Knotenpunkte des wirklichen Stabzugs nach erfolgter Form­
änderung miteinander verbindet. Nach der Arbeitsgleichung ist dann: 

1· c5la.b (O) = ~Bi.II· (- ~LllXi.O) + .28'-1,' (11)' c5l.- 1,i(o)· 
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(- c5L1 oci,O' weil positive Änderung der Winkeldifferenz einem negativen 
Biegemoment Bj,o entspricht.) Folglich ist mit Bi, II und Si-I, i (Ill 

nach Abh. 143: 

~l ~ ( ~LI ) + "" )·L1oi· !51i_1.; (0) ( c< h f I 
ua,b(OJ=.LJTj· -u OCj,O .L.J li_1,; - sog. oe nenorme). 

Setzt man in diesen Ausdruck für "la,blO) den Zahlenwert aus der ersten 
Formel für Öla, b (0) ein, und wird der in Wirklichkeit unbekannte Win­
kel c5L1 OC4, 0 aus der Winkelsumme herausgenommen, so ergibt sich: 

~ A _ ~(_ ~l _"" ~LI + ~)':-1.;:!!;_-l'i(o)·) 
ULJ oc. 0 - U a b (0) .LJ Ti' U IX j o.L.J l . 

t T,' , 'i-l.i 

'\ !/la,ll-1 1It7f'sZlJstond Jl 

dO(J.o,,_ ...... 
o,m I ~ 

.~ ,~---. 
_ rTf ;: ~J I 

\~ __ Az ~ if 

~,~\_~ __ ._A3 ~ 

~t'~~~\~r* iI.' iI.' = \ ~=~ 
.,. ~ ~ lu lZ,3 

~ ~ \ - -1I1,Z;Z,J 1\. 

::::;:::::: ;:.~_ b ~ ~~~o-- 1Cos(ao,IP-cxo,d-t:; 

\ ~U·-l I. ':::::;-Q4? 

" 'I I!.f~ , 
7.. ) 1\.3,9 

I1-CPS(r:l.o,IO- r:l.J,9 • l:1,'1 

Abb.U3. 

(Die erste Summe in dem Ausdruck für bLlIX4 0 _.streckt sich über die 
Winkeländerungen c5 LllXi , 0 mit Ausnahme von b LI 'oc4, 0 ; 

die zweite Summe umfaßt die Längenänderungen 
aller Stäbe des Stabzugs 0 -;.-lO.) 

Auf gab e 52: Geschlossener Rahmenspant 
mit drei Gelenken. 

Für den in Aufgabe 26 behandelten Dreigelenk­
rahmen sind die Wegkomponenten c5x und by aller 
Eckpunkte zu ermitteln. Dabei ist die aus Abb. 144 
ersichtliche Lagerung vorauszusetzen. Innerhalb der 
einzelnen Felder 0-:-1, 1-:-2 usw. sei die Steifigkeit 
konstant. Belastung entsprechend Abb. 59. 

Tl 

1 a 

AlJb.IH. 
(Die Bezifferungder Kno· 
ten ist hier zur schema· 
tischen Anwendung des 
Stnbzugycrfahrens nn-

lIer. J(ewiihlt als in 
Aufgabe :!6.) 

Die Berechnung der Wegkomponenten erfolgt nach dem sog. Stab­
zugverfahren (Müller-Breslau 12,13). Da durch die Lagerung (Abb.144) 
und durch die nach Aufgabe 26 bekannten Biegemomente der Form­
änderungszustand des unteren Rahmenteils 0, 1, 2, 3 eindeutig be-
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stimmt ist, kann die Ermittlung der Formänderung der Stabzüge 0, 1, 2, 
3 und 4,5,6,9, 8, 7 getrennt durchgeführt werden; und zwar für den 
unteren Teil vollkommen unabhängig vom oberen, für den oberen unter 
Berücksichtigung der für 0, 1,2,3 ermittelten Wegkomponenten von ° 
und 3. 

1. Unterer Rahmenteil 0, 1, 2,3. 

a) Allgemeines. 
Der Stabzug 0-.;-3 wird in Einzelbalken i-I, i zerlegt gedacht. 

Die Endquerschnitte irgend eines Einzelbalkens i -1, i drehen sich bei 

Gegebene Ho -r!öcne der Formänderung infolge äußerer Be­
lastung um gewisse Winkel 

Tr-l,O und 'lto ~.i :c,' 81'.1 
_ gegen die Sehne i-I, i (Abb. 145). 

L-T, • li-I. i • I L Ist im Einzelbalken i-I, i die 
I IItl/J'zvslond I , 
i~J6'" ....j... Biegemomentenfläche Bo infolge ge-

H Oi.._ $Irr I .a.i 
, "-1.0 "1'" gebener Belastung geradlinig begrenzt, 
f~! so ergibt sich nach Einführung zweier r ~ Hilfszustände MI = 1 bzw. M II = 1 

U.'U:' .~ (Abb. 145) nach der Arbeitsgleichung ,il,iszus,unu .II . * +lrt.I:1-_~H~+' unter Vernachlässigung des Querkraft-
l-1~ "F' Leinflusses: 

!~ B' Er ~ 1 1 . T~ = + li_bi. 1,0+ 2 1-1,0 
., -1 0-1,0 6 EJ..' j '-1,' 

I . TI. 0 - _ 1_1 __ 1_,1 • B---.C...-L~I,;.::0;--+_2_B..::..::'c..:::o Abb.145. 
- 6 EJI _ 1,1 

(Vgl. Tabelle 94, Anhang. Der Index ,,0" für den wirklichen Formände­
rungszustand ist im folgenden weggelassen.) 

+y 
Abb.146. 

Für die Drehung c5tli,i+1 der Sehne i, i + 1, die ursprünglich mit 
der X-Achse den Winkel tli,i+! einschließt (gemessen von der + X-Rich­
tung aus im Sinne X Y), gilt die Rekursionsformel (Abb. 146; steife 
Ecke bei i!): 
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Daraus folgt die Änderung CJLl rJ.; der Winkeldifferenz 

Lla:i = (rJ.i,i+1 - a:i-I,i) zu: 

CJLlIX, = CJ(lXi,i+l - a:i-l,i) = CJa:i,i+l - CJe<i_I,i = "Cf- "Ci· 

143 

Ist im Einzelstab i-I, i die Längskraft So infolge gegebener Be­
lastung konstant, so ergibt sich 
die Stablängenänderung zu : 

I 

j1 -~ f So·dx l' u1i_I,i(o)= 1· EF-
o 

Si-l,i(Ol = li-I ;'E~F • 
, i-l,l 

Für die Verschiebungskomponen­
ten CJ Xi und CJ Vi des Punktes i 
gilt dann die Rekursionsformel 
(Abb.147): Xi - Xi-l Yi - YI-l 

(JXi=(JXi_I+ CJl i_l,,' I -12' z ' 

oder mit 

i-I,i i-l,i 

.t . __ .t. +CJ[' _.YI-YI-l+ . Xi-XI_l 
uy,-uY,_1 .-1. I e 1 

' i-l,i I-l,i 

12 = (JlXi_I,;' (li-I,; + (Jli_I,i) = (Ja:i_l,i . li-I,; 

(denn das Produkt CJa:' (J 1 ist klein 2. Ordnung): 
r'5l1_ 1 i 

(JXi = (JXi_1 + -Z--'-' (Xi - Xi-I) -- (Je<i_l i' (Yi - Yi-l) , 
i-l,1 J 

iH1_ 1 i 

CJ Yi = (J Yi-1 + -t--'- . (Vi - Yi-l) + (J lXi-I, i • (Xi - Xi_I) . 
i-l,1 

b) Rechnungsgang 1. 
Die Durchrechnung erfolgt zunächst unter Annahme willkürlicher 

Anfangswerte: 
CJIX~,I=O, CJxt;=O, (Jy~=O; 

d. h. es wird zunächst angenommen, der Anfangspunkt ° verschiebe 
sich bei der Formänderung des Systems nicht und der Punkt 1 sei in 
Richtung 0, 1 geführt. 

Die damit nach den Tabellen 32 und 33 sich ergebenden Werte 
CJlXi-l,i' (Jx i , (JVi des Rechnungsganges I werden mit CJa:f-I,i' (Jx{, (Jy[ 

bezeichnet. 
Mit den so gefundenen Wegkomponenten CJx~, CJV! bzw. (Jxb, (Jy~ 

der Auflagerpunkte a bzw. b ergibt sich eine Drehung CJIX~,b der Strecke la,b 
von der Größe: 

(<5 Y~ - <5 Y!) (·1:b - x.) - «lx~ - <5x!) (Yb - Y.) 
CJe<!,b = --------l.::-~b--------

(vgl. Aufgabe 42). 
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Stelle 
i 

0 

l( a) 

2( 6) 

3 

Tabelle 32. Berechnung von TL Ti und t5otLl.;. 

EJ~ B' 
B~ B' T! 0.1 dl(CZi.i+1-CZi-l.i) 
, 

2-' 6_'_ • EJI EJI 'i-I.' 
B': n': r li-l,t 

I r 
dlXi_l.i 

EJ'i B': , 2--7 6~ 6r[ = Ti-'Z'i • EJ'i II-I.t EJi 

[kgem"] [kgem] [Cln-I ] [em-'l [ern-I] [ern] [-I [-I [-I 

--- r---r--.;:: .---- f------
0 

I- .- I- .- -- }--- ~ - " ~ ~ 
". .- --
~ 

--- -- _? L-- f------

Tabelle 33. Berechnung von t5xf und t5y:. 

Si~l-'.!...(YI_YI_,) 
EF/-I.I 

_SI-I.t (X/-XI_,) 
EF/-I.1 

[Cln] [ern] [kg] [kg] [-I [-] 
+ J",Ll.i(XI-ZI-,) 

[ern] [ern] 

-daLl (YI-YI-l) 

[ern] 

~O 
0 < I--- < iI\. 

< '--- ~ It... 
~. 

< I--- < iI\. 

c) Rechnungsgang H. 

Sind nun in Wirklichkeit gewisse Wege der Auflagerpunkte a und b 
und damit eine bestimmte Drehung der Auflagerverbindungslinie vor-

+.-1' geschrieben, z. B.: 
~---------~~ 

+y 

Abb.H8. 

~xa = !5xa• !5Ya = ~Ya' 
!5lXa • b = !5lXa• b , 

so ergeben sich die wirklichen 
Wege der einzelnen Punkte i 
bzw. die wirklichen Drehungen 
der einzelnen Sehnen i-I, i, 
indem zwecks Korrektur der zu­
erst willkürlich gewählten An­
fangsbedingungen zu den Ver­

schiebungen !5:rf, !5 yI , !5IXI in einem zweiten Rechnungsgang passende 
Zusatzverschiebungen !5 xl/, !5 y~I. !5cx.Ö~l des Anfangspunktes 0 bzw. 
der ersten Stabsehne 0, 1 hinzugefügt werden. Der Einfluß der Zu-

[eml 

""0 1;\ 
", 
f--

~ 
~ 
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satzverschiebungen z. B. auf den Punkt 2 ist aus Abb. 148 er­
sichtlich. 

Dann sind (wieder unter Vernachlässigung kleiner Größen 2.0rd· 
nung) die wirklichen Wegkomponenten eines Punktes i bzw. die wirk­
liche Drehung einer Sehne i -1, i: 

~Xi = ~xI + ~xlr/ - ~cxf,~l(Yi - Yo), 

~Yi = ~yI + tly~I + ~1X~~dxi - x o), 

~CXi-l,i = tlcxI_l,i + ~%~l· 
Die Zusatzverschiebungen tl X~I, (J y~I, ~1X~~1 folgen aus den Be­

dingungen, daß 

sein soll. 

~xa = ~x! + (Jx{/ - ~1X~~1· (Ya - Yo) = ~xa' 

~Ya = ~y! + (Jy~I + ~1X~~l·(Xa - xo) = ÖYa, 

In vorliegender Aufgabe sei z. B. (Jxa = ~iia = tliXa,b = O. Dann wird: 

~ IX~~ 1 = - (J IX!, b , 

Öx{/ = - tl x! - ~1X!,b· (Ya - Yo), 

tly~I = - (Jy! + t51X!,b· (Xa - xo). 

Damit erfolgt die Berechnung der gesuchten Wegkomponenten ()Xi 

und (J Yi nach Tabelle 34. 

Tabelle 34. Berechnung der wirklichen Werte <SXj und <SYj [ern]. 

- <S'xP 
<SX!+<S~J 

+ <SaP 
Stelle i 1h- Yo 0.1 <SXj Xj-Xo 0,1 

·(Yi-YO) • (Xi - x o) 

0 

1 (= a) 

2(= b) 

3 

2. Oberer Rahmenteil 4, 5, 6, 9, 8, 7. 

a) Rechnungsgang 1. 
Der obere Teil wird durch das Gelenk bei 6 bzw. 9 

in die beiden Teilstabzüge 4, 5, 6 und 7, 8, 9 zerlegt 
(Abb. 149). Entsprechend dem Vorgehen beim unteren 
Teil werden zur Durchführung des Rechnungsgangs I 

<Sy:+r5y~ r5Yi 

nG98 

g 7 
(0) (J) 

Abb.149. 

die Drehungen ()CXi,5 und (JCX~,8 der Anfangssehnen 4, 5 bzw.7, 8 der 
Teilstabzüge 4,5, 6 bzw. 7, 8, 9 gleich Null gesetzt. Im Gegensatz zum 
unteren Rahmenteil können hier die Wegkomponenten der Anfangs-

Thalau-Teichmann, Beispiele. 10 
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punkte 4 bzw. 7 sofort mit ihren wirklichen Werten eingeführt werden, 
nämlich: 

für Stabzug 4, 5, 6: !54 = !5xo, dy! = dyo, 

für Stabzug 7,8, !): !5~ = !5x3 , d y~ = t5?/3' 

da sie aus dem unteren Rahmenteil, Stabzug 0,1,2,3, bekannt sind. 

Damit ergeben sich weiterhin, ähnlich wie vorher, die Werte 

t5 CXf-,., , !5 xl und !5 yf (Tabellen 35 u. 36). 

Tabelle 35. Berechnung von T~, T~, T~, T~ und JCX!.8' Jcx!.u· 

n! n! I 

EJ: BI • 2·~ 6'~ 6 r: ,,1 ( aci,l+l-aci -1, ,) j 
EJj EJj li-I,; 

Teil Stelle 
EJi B~ B': B~ r l'-l,1 6rr 

J«f_l,i 
i • 2·-' 6·~ = "'j-tr • 

EJi EJ~ li-I.' 

[kgem"] [kgem] [em-'] [em-'] [em-'] [ern] [-I [-I [-I 

4 ---r--- -.;;;;,. r-- I--
10 

4+6 5 --- f---- ----4-- i-=-- - }- '" 
6 ---'--- -~ '---

7 --- --- - r--
10 

7+9 8 - _. -+ -{- ... 
9 --- ----~ '--- -

Tabelle 36. Berechnung von Ja!, und d1/;. 

~1-l,1 !!/i-III-1) S,_,.( 
SI_I,I 

dtX:_1,i .11/; EF,_"I (XI-XI-') 
Stelle VI-III-' XI-XI_' SI-"I EF,-"I 

EFI-l,1 
EFI_l,1 

i + d",Ll,i(XI-XI-') - .I ",L l,i (YI-YI-') 

[ern] [ern] [kll] [kg] [-I [-] [ern] [ern] [ern] 

4 6~. 

-- 0 <: ~ <: 
5 ) 

1- -< - < 
6 '" 
7 1&4-

1- 0 < ~ < 
8 ~ 

1- -< '-- < 
9 ~ 

&:0: 

[ern] 

~ 
~ 
~ 
-
'" 
~ 
~ 
~ 
~ 
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Auf diese Weise ergeben sich im allgemeinen voneinander ver­
schiedene Wegkomponenten !5~ und !5x~ bzw. !5y~ und !5~; in Wirk­
lichkeit muß aber !5 xe = !5 x 9 und !5 Ye = 15 YD sein, weil die Punkte 6 
und 9 identisch sind. 

b) Rechnungsgang H. 
Zur Beseitigung dieses Widerspruchs werden zwecks Korrektur der 

willkürlich zu Null gewählten Anfangsdrehungen d cxi. 6 und !5(1~, 8 ähn­
lich wie vorher beim unteren Rahmenteil Zusatzdrehungen !5(1i~ 5 und 
!5cx~~ s hinzugefügt derart, daß: 

und 

!5xe = !5 x~ - !51X!~5· (Ye - y,) 

= !5x~ -- !51X~~8· (Yg - Y7) = dXg 

!5Ye = !5yf, + !51X!~5· (xe - x,) 
= !5!A + !51X~~8· (xg - X7) = !5 Yg 

wird. (Zusatzwege !5xiI , !5yiI, !5~I und !5~1 der Anfangspunkte 4 und 7 
kommen hier nicht in Frage, weil die Wegkomponenten von Punkt 4 
und 7 bereits im Rechnungsgang I mit ihrem wahren Wert eingesetzt 
werden konnten.) 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

15 Il _ (!Sx' - 6x~)(xo - x1) + ("y~ - 6y~)(yo - Y1) 
1X',5 - (Yo - Y1)(X6 - x,) - (xo - X1)(Y6 - y,) , 

15 II _ (!Sx~ - 6X~)(X6 - x,) + (!Sy~ - "Y~)(Y6 - y,) 
(17,8 - (Yo - Y1)(X6 - x,) - (Xo - X1)(Yo - y,) • 

Die endgültigen Wegkomponenten sind dann: 

!5xi = !5xf - dCX!~5' (Yi - y,), 

!5Yi = !5yf + !5CX!~5' (Xi - x,) 
und !5Xi = !5xf - !51X~~8' (y, - Y7)' 

!5Yi =!5y{ + !5CX~~8· (Xi - x7). 

(Auswertung nach Tabelle 37.) 

Tabelle 37. Berechnung der wirklichen Werte 6Xi und !SYi [ern]. 

Stelle Yi- y, -6ot!~6 • (Yi-Y') Xi- X4 +6ot!~5 • (Xi-X,) 
Teil i bzw. bzw. 6a:: 6Xi bzw. bzw. !SY: 

Yi-Y7 -!Sot~~8' (Yi-Y7) Xi- X7 +6ot~~8' (Xi-X7) 

4 

4...;-6 5 

6 

10* 

!SYi 
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Bemerkung: Zur Bestimmung der Wegkomponenten kann der obere Teil 
auch als einheitlicher Stabzug 4, 5, 6, 7, 8 angesehen werden (Abb. 150). Dann 
muß aber t5L1ot6 = t5 (ot6.7 - ot5•6) wegen des bei 6 eingeschalteten Gelenks gesondert 
berechnet werden. 

t5L1ot6 ergibt sich z. B. cntsprechend Aufgabe 51 oder mit Hilfe der Arbeits­
gleichung, wenn als Hilfszustand der in Aufgabe 26 als Zustand 1 + 11 bezeichnete 

n67 

f 8 

Abb.150. 

BelastungsfaII gewählt wird. Die Durchführung des Rechnungs­
gangs I erfolgt dann für den ganzen Stabzug 4...;-.8 mit den 
Anf angsbedingungen: 

t5x~ = t5xo, 1 
bekannt aus Teil 0...;-.3, 

t5y! = t5yo' J 
t5ot!.5 = 0, willkürlich. 

Die Berechnung der wirklichen VerEchiebungswerte eIfolgt darauf im Hech­
nungsgang II nach demell:en Formeln wie für den unteren Teil. Die darin ent­
haltenen Zusatzwege 

faUen wiederum fort, weil bereits mit den richtigen Anfangswegkomponenten 
gerechnet wurde; die Zusatzdrehung t5ot!/S folgt aus der Bedingung, daß die 
Gesamtdrehung der Auflager-Verbindllng~linie 4...;-.8: 

15 ot •• 8 = t5 ot!. 8 + t5 ot!~ [, 
des oberen Teils gleich der Drehung !lOto 3 der Sehne 0-:-3 des unteren Rahmen­
teils sein muß; letztere folgt entspr. Au'fgal;e 42 aus den Wegkomponenten der 
Punkte 0 und 3. Also: 

!lot!~ 5 = - t5ot!. 8 + t5ot •• 8 = - t5ot!.8 + t5oto, 3 

(t5y! - t5y!)(x8-x.) - (t5x! - t5X!)(Y8- Y.) 

ll, 8 

(t5Ya - t5yo) (x3- xo) - (15 Xa - t5xo) (Ya - Yo) 
+ I" . o. a 

§ 14. Ebene Fachwerke. 
Auf gab e 53: Abgestrebter Fachwerkholm. 

Bei dem in Aufgabe 30 behandelten Fachwerk sind für die dort ein-
getragene Belastung zu ermitteln: 

1. Die Wegkomponenten von Punkt 2", 
2. die Änderung sämtlicher Dreieckswinkel (zu späterer Verwendung), 
3. die Biegelinie des Untergurts, 
4. die Wegkomponenten aller Knotenpunkte. 

1. Ermittlung der lotrechten und waagerechten 
Wegkomponenten c5Y2,o und ox~,o des Punktes 2". 

Mittels der Hilfszustände I und II (Abb. 151) ergibt sich nach der 
Arbeitsgleichung : 

1 So.. "8' So "8 S08 'uY2,O =~ I 'USo =..:::.., I • EF' 

1· ox~,o = ZSII' {)so = ,2;8n . ~o; . 
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Tabelle38*. Berechnung von (jy~o und (lx~o' -, -, 

So S F** (lso·10' S/ 
SI" (l So 81/ SII'(j So 

Stab ·10' .101 

[kg] [ern] [cm2] [ern] [-] [ern] [-] [ern] 

~ 
°0.1 - 543 44,7 2,90 - 4,16 -0,395 + 1,64 +0,437 -1,82 .... ::s ---

bi) 

°1• 2 
- 513 80 2,90 7,10 -1,684 +11,96 +0,278 -1,97 .... -

a> 
,0 

0 °2,3 
- 700 80 3,64 - 7,68 -1,013 + 7,79 +0,165 -1,27 

11 0 • 1 - 648 44,7 3,27 - 4,40 +1,092 - 4,81 +0,563 -2,48 
~ .... ---
::s 

U 1,2 - 580 80 3,27 - 7,10 +0,977 - 6,94 +0,504 -3,58 
~ 
a> 

- 553 ...., 
1t 2• a 80 2,90 - 7,65 +2,307 -17,65 -0,383 +2,93 ~ 

P 
u a" - 415 68,2 2,51 - 5,63 +1,868 -10,52 -0,306\ +1,72 

~.25 st +1210 227 5,31 +25,85 -0,708 -18,30 +0,118 +3,05 
<Cl 

~ d1 ,2 + 30,6 89,5 1,33 + 1,04 +1,487 + 1,55 +0,126 +0,13 ..sl 
'" ~ d 2 ,3 + 209 89,5 1,33 + 7,03 -0,749 - 5,26 +0,126 +0,89 0 

~ 
da•4 + 467 94 1,91 +11,51 A -1,588 -18,28 +0,262 +3,02 

~ VI,! + 228 40 1,33 + 3,42 -0,489 - 1,68 -0,252 -0,86 
a> ...., 

VZ,2 94 40 1,33 1,41 +0,335 0,47 -0,056 +0,08 '" - - -
0 

~ 
Va,3 - 360 40 2,14 - 3,37 +1,221 - 4,11 -0,201 +0,68 

(jy~,o= E (jx~,o= 1.' 
= -65,08.10-3 = + 0,52.10-3 

Es bedeuten: 8 die Längen, EF die Längssteifigkeiten der Stäbe, So 
bzw. SI' SlI die Stab­
kräfte infolge gegebener 
Belastung (s.Aufgabe 30) 
bzw. infolge der Hilfs- , 

t " d 1 d 11 .,.rn zus an e un. ,,:, 
Berechnung s. Ta- 'fU(. 'l.rl) 

belle 38. 

2_ Änderung der 
Dreieckswinkel ßi 

(Abb. 152). 
Nach der Arbeits­

gleichung ergibt sich die Abb.151. 

* Die Stabkräfte 8 0 sind von S.77 entnommen; die Ermittlung der Stab­
kräfte S/ bzw. 81/ kann entsprechend Aufgabe 30 erfolgen und ist deshalb hier 
nicht durchgeführt. Bei Berechnung von (j 80 ist der Elastizitätsmodul E zu 
2.106 kg/cm2 angenommen worden. 

** Die Querschnittsflächen F wurden nachträglich abgerundet, die Werte 
(l80 dagegen nieht geändp.rt. 
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Änderung der Dreieckswinkel ßi unter Benutzung von Hilfszuständen v 
entspr. Abb. 153 zu: 

1· tJß;,o =.1) Sv' c5so 

(S,. = Stabkräfte infolge des jeweiligen Hilfszustandes v). 

Abb. 152. 

Die Einsetzung der Ausdrücke für Sv ergibt mit den Bezeichnungen 
der Abb. 153: 

(
08i'0 081,,0) (08,,0 <58/,0) tJß; 0 = -- - --- ctgßI + -- - ,- ctgßk' 

, Si Sk Si 8, 

I 
tJßi,O -=E [(0";,0 - O"k,O) ctg ßl + (0;,0 - 0"1,0) ctg ß,,], 

wobei: tJs;,o' tJsk,o' c5s1,0 die Längenänderungen und O"i,O' ak,o' 0'1,0 die 
Spannungen in den Stäben Si' Sk' s/ infoIge der gegebenen äußeren 
Belastung (Zustand 0) sind (a = SjF). 

Berechnung s. Tabelle 39. 

1. IIllf.sz/Jslond v f'vr beliebiges rocl7H/erktfre/~'c;" 

1 
~ L 
~ , \ ~ , I I , _'" 

l I I I k 
~r~t~ 
I I 
t<'= Jt ;;.al 

Abb.153. 

z 
Slobkröf'te f'vr 

Zuslond )I 

Sk". = _ ctl! PI." S",. = _ ctl! {lk • 
8k SI 

Wegen Ähnlichkeit der gleichsinnig schraffierten Dreiecke: 

r IS.".I t I S",·I 
.;;;; = [.5i.;. I ; :;t = IS~ ; 

1 
'i = r + t = ISi,~. I (sc· I s.". 1 + 8, . 1 s" ,·1) ; 

Si.,. = + ctg p, + ctg (,.!' . 
Si Si 
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Tabelle 39. Berechnung der Winkeländerungen d Pi (Abb. 153 und 157). 

Knoten Win- «(1;.O-ak.O) (a;.o-a,.o) 
i 

H 

° 
I· 

2° 

kel GirO -ak,O ctg p, ai,O -(1,,0 CtgPk dß; ·10' Tc l PI' • ctgß, . ctgPk 

[-] .[-J [-] [kg/cm2] [kg/cm2] [-] [kg/cm2] [kg/cm2] [kg/cm2] [-] [kg/cm2] [-] 

l' I" Po +171 +198 +0,5 +184,5 +171 +188 +0,5 +179,5 +1,820 

I" ° Pt. -198 +188 +0,75 - 7,5 -198 -171 +0,5 -184,5 -0,960 

2" 1" Pi. -177 -171 ° ° -177 - 23 +2,0 -400 -2,000 

2· 2" p~. - 70 - 23 +0,5 - 46,5 - 70 +177 ° ° -0,233 

2" 1· PJ. + 23 +177 +2,0 +400 + 23 + 70 +0,5 + 46,5 +2,233 
1-
3" 

3· 

2" p~. -191 + 70 ° ° -191 -157 +2,0 -696 -3,480 

3" pg. -169 -157 +0,5 -163,0 -169 +192 ° ° -0,815 

Entsprechend ergeben sich die 104-fachen Änderungen der übrigen 
Dreieckswinkel zu: 

{)ß~o = + 4,31, {)ß~o = - 5,08, 
{)ßl" = - 0,86, {)ßiu= + 1,63, 

() ß~" = + 0,37, () ß~" = - 2,00 , d p~" = + 4,05, 
() ß~ .. = - 0,57 , () ßä" = - 3,49, d pg .. = + 7,57, 

{)ß4 = - 2,49. 

3. Berechnung der Biegelinie des Untergurts*. 

Die Untergurt-Biegelinie ergibt sich als Biegemomentenlinie des 
mit den elastischen Gewichten 

W. = _ (d YH 1 - dYi _ dYi - dYI _ 1) 

, Ät,i+l Ät-l,i 

= - ,!.-. {)Yi-l + (,!.- +~). {)Yi - ~_. {)Yi+l 
/1.1-1,1 "'i-I," 1\.1,1+1 ~{,i+l 

sleH/lertretender Bu/ken: 

10 

T-tA'l Abb.I54. 

* Die Indizes" bzw. 0 zur Kennzeichnung der Zugehörigkeit zum Untergurt bzw. 
zum gegebenen Belastungszustand sind im folgenden bei d y und bei JJ' fortgelassen. 
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t~1U 

-An,! vI< 

i~3u 

Abb.155. 

Tabelle 40. Berechnung der lV-Gewichte. 

Zu- Stab 8,..104 1680.104 8p..(J80 TI' i' 104 
stand -101 

11 für [-] [ern-I] [ern] [-] [-] 

°0.1 -280 - 41,6 +1,16 

!tO• 1 +280 - 44,0 -1,23 

i= I" V 1 • 1 +250 + 34,2 +0,86 -1,27 
I-
d l • 2 -280 + 10,4 -0,29 
I-

U 1 ,2 +250 - 71,0 -1,77 

° 0 • 1 + 38,0 - 41,6 -0,16 

° 1• 2 +1l7,3 - 71,0 -0,83 

02. a +200,5 - 76,8 -1,54 
--

u n•1 - 55,3 - 44,0 +0,24 

U 1• 2 - 49,3 - 71,0 +0,35 

!t2. a -132,4 - 76,5 +1,01 

!t a•4 -245,4 - 56,3 +1,38 
i=4" -- +4,62 

8/ + 17,7 +258,5 +0,46 

d l • 2 - 93,0 + 10,4 -0,10 
--

d2• a - 93,0 + 70,3 -0,65 
--

da•4 +314,2 +115,1 +3,62 

1'1,1 + 24,7 + 34,2 +0,08 

V 2• 2 + 41,5 - 14,1 -0,06 

V3• 3 -242,0 - 33,7 +0,82 

i·zu 

f'" 

i~'fu 

9u 

belasteten, in Abb. 154 
dargestellten "stellvertre­
tendenBalkens" (vgl. Auf­
gabe 46). 

Nach S.131 ergibt sich 
das elastische Gewicht W i 
an der Stelle i mittels 
eines Hilfszustandes !l 
(Abb. 155) nach der Ar­
beitsgleichung zu: 

lVi = .J.) S,..· bso 
Y' S So 8 =....., ,..' EF' 

(Vgl. Müller­
Breslau 12,13.) 

Berechnung s. Ta­
belle 40. 

Ähnlich wie W 1 mit 
Hilfszustand Il für i = 1 u 

ergibt sich W 2 = - 2,43 
mit Zustand !l für i = 2 u 

und W3 = -3,07 mit Zu­
stand fl für i = 3u . 

Die Berechnung der 
lV-Gewichte kann auch 
entsprechend folgender 
Überlegung durchgeführt 
werden: 
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Der Untergurt wird ähnlich wie in Aufgabe 51 als Stabzug aus 
biegungsstarren, durch "elastische Gelenke" miteinander verknüpften 
Gliedern aufgefaßt. Bedeutet <58i - 1 ,i(0) die tatsächliche Änderung der 
Sehnenlänge i - 1, i und <5L1 tX"o die tatsächliche Änderung der Winkel­
differenz LltXi = (tX;,i+l - tXi_l,i)' so ergibt sich mittels des Hilfszu­
standes I-' (Abb. 156) nach der Arbeitsgleichung : 

i-' 

1 11 --11 
/I.;.-li I .' I 

+J' 

Also 

1It7/Szuslond tU 
+X 

B,u - flüche 

Abb.156. 

Wi = B i ,.I1.· (-- <5L1 tXI,O) 

+ Si_I, i (/I) • 15 Si-I, I (0) 

+ Si,i+1(,,)' 15si ,i+l(O)' 

(-15 LI tXi 0' weil einer positi­
ven Änderung der Winkel­
differenz LI tX eine negative 
gegenseitige Neigung 15d{) 
der Stabendquerschnitte 
bei i von der Größe 
-15 LI tXi,o entspricht, vgl. 
S. 114.) 

Abb.15;. 

( 1 YI-' 1/1-1) ~ 
lVi =(+l)·(-15 L1tXi,O)+ +-'-'-8'-- ' U8i_l,i(0) 

F.I_1,1 1-1,' 

( 1 Yi+l - YI) ~ * + - -, - .. ---- 'U8j 1+1(0) 
1.',1+1 8i,l+l ' 

oder, da (mit (1 = 8jF) 
1581-1,1(0) GI-l,IIO) , 
--S;~ = -lt- und "'i-l,1 = Xi - Xi_l uSW.: 

YI - YI-l Yi+l - Y, 
ElVi = - E· <5 LI (Xi,O + (1i-l,ilO) x. _ X'_l - G i ,i+1(0) XI+! =x; . 

,-
CI-l,1 CI"+1 

Nach Abb.157 ist weiterhin für den Untergurt: <5L1tX;,o = + ,E<5ßi, 0' 
erstreckt über die am Knoten i liegenden Dreieckswinkel, die im Uhr­
zeigersinn bestrichen werden, wenn i-I, i um i in die Richtung i, i + 1 
gedreht wird. Die Berechnung der Winkeländerung <5 LI tXi, 0 für i = 1", 
2", 3" ist in Tabelle 41 durchgeführt. 

* S. die Fußnote auf S. 151. 
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Tabelle 4l. 
Berechnung derWerte!5Ll<X;,o' 

(Für den Obergurt würde gelten 
MIX. 0 = - ZOß· 0' da dann bei Dre-

Knoten 
i 

1" 

2" 

3" 

o 

Knoten 
i 

° 
1" 

2" 

3" 

4" 

10 

I, " 

!5ßi,o·104 1:!5ßi,O ·10' 
=!5Ll <X;,o' 10' 

hung des Stabes i-I, i nach i, i + 1 
die Winkel ßi entgegen dem Uhrzeiger­
sinn überstrichen würden.) 

-0,86 

+1,63 

+0,37 

-2,00 

+4,05 

-0,57 

-3,49 

+7,57 

Ti 

[ern] 

° 
30,4 

105,3 

180,2 

225,0 

° 

+0,77 

+2,42 

+3,51 

Schließlich ergibt sich noch die Win­
keländerung OLlIX4,0 am Gelenkknoten 
entsprechend Aufgabe 51 aus der "Seh­
nenformel", S. 141, angewandt auf den 
Stabzug 0,1",2",3",4",10 unter Be­
rücksichtigung der Auflagerbedingung 
Mo, 10 = 0 (Abb. 158) zu: 

OJIX,o=-~(- "\'''i·oLlcxiO 
J F, ~ J 

+ ~ ~1~1,1(0) • A~ .) 
.L.J E 1-1," 

rJ..J,' I (Die erste Summe 
~u erstreckt sich über die 

Winkeländerungen 
OLlIXi,O mit Ausnahme 
von 0 LI IX4, 0; die zweite 
Summe umfaßt die 

Längenänderungen 

Abb.158. 

aller Stäbe des Stab­
zugs 0-:-10.) 

Tabelle 42. Berechnung von !5Ll<X4,O' 

!5 LI <XI, 0 I Ti .!5L!CX"O 
i~;-lJi 0"'_1,1(0) .10' 0"/-1,/(0) • Ä' .104 

·10' \ ·10' E E i-l,/ 

[-] [ern] [ern] [-] [ern] 

32,8 -0,990 -32,5 
+0,77 + 23 

+2,42 +255 
28,1 -0,885 -24,8 

+3,51 +634 
28,1 -0,955 -26,8 

51,4 -0,825 -42,4 

30,6 +1,140 +34,8 

\E1= +912.10-4 11:2= -91,7.10-4 

5> A _ - 912 - 91.7 10-4 _ 4 -4 
U LJ IX4, 0 - 225 . - - ,46· 10 . 
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Die Berechnung von (l,1a:4 0 zeigt Tabelle 42, weiterhin erfolgt die 
der dazugehörigen W-Gewicht~ in Tabelle 43 (vgl. auch Tabelle 40). 

Tabelle 43. Berechnung der elastischen Gewichte TV1• 

Kno-
YI - Yi-l X/-XI_l 

YI- Yi-l 
ai-li i (0) 0 1- 1,1 +0/-1,1 -E· t5L1<Xi,O W I ·10' ten Xi- Xi_l -OI,l+l 

i [ern] [ern] [-] [kg/em'] [kg/em2 ] [kg/cm2 ] [kg/cm2 ] [-] 

0 I 
-- + 20 + 40 +0,5 -198 - 99,0 

1" -99,0 -154 -1,27 
- 0 + 80 0 -177 0 

2" 0 -484 -2,42 
-- 0 + 80 0 -191 0 

3" +88,8 -702 -3,07 
-- + 32,3 + 60 +0,538 -165 - 88,8 

4" +34,0 +892 +4,63 
-- +107,7 -200 -0,538 +228 -122,8 
10 

Aus den elastischen Gewichten folgt, ähnlich wie in Aufgabe 46, die 
gesuchte Biegelinie des Untergurtes als Biegemomentenlinie des in 
Abb. 154 dargestellten stellvertretenden Balkens (Tabelle 44). 

Tabelle 44. Bereehn ung der Biegelinie (vgl. Aufgabe 46). 

Kno- WI} -Wi} TI-l,I(O) )-/-l,l TI-l I AI-l l 
t5 Yl, 0.10' o~e .104 ~I WI~I·I04 mit ·10' 

ten +A ·10' =Xi -Xi-l '.10' • 

i [-] [ern] [ern] [-] [-] rem] [ern] [ern] 

° -6,28 ° -6,28 + 40 -251 

1" -1,27 40 - 51 +1,27 -251 

-5,01 + 80 -401 

2" -2,42 120 - 290 +2,42 -652* 

-2,59 , 80 -208 T 

3" -3,07 200 - 614 +3,07 -860 

+0,48 + 60 + 30 

4" +4,63 260 +1204 -4,63 -830 

-4,15 -200 +830 

10 +4,15 ° 
Ll= 

r--2,13·1O-4 
I 1:2 = +249'10-4 

A' = L 2 = + 4,15 . 10-4 , 
Ao,lO 

* V gl. den Wert für t5 Y~,o nach Tabelle 38, S. 149. 

A' = L lVi - Ar = - 6,28 . 10-4• 
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4. Berechnung der Wegkomponenten aller Knotenpunkte 
nach dem Stabzugverfahren. 

Sämtliche Knotenpunkte liegen auf dem Teilstabzug 0, 1 u, 1°, 2 u , 

2°,3", 3°,4" bzw. auf dem Teilstabzug 10, 4sp wobei letzterer nur aus 
einem Stab, nämlich der Strebe, besteht (Abb.159). 

Ab!>. 159. 

Die Berechnung erfolgt nach demselben Schema wie in Aufgabe 52. 
Die Wegkomponenten öXo und ÖVo des Anfangspunktes ° sind Null. 
Die Drehung der Anfangssehne 0,1 U wird beim Rechnungsgang I gleich 
Null gesetzt. 

Sämtliche Verschiebungswerte des Rechnungsgangs I erhalten 
wieder den oberen Index "I". Der untere Index ,,0" zur Kennzeichnung 
der Zugehörigkeit zum gegebenen Belastungszustand ° ist fortgelassen. 

Damit ergibt sieh (vgl. Aufgabe 52): 

ÖrJ.f,i+l = 15 "-[-1, i + öLl rJ.i , 

wobei allgemein ÖLllXi = ± .2f5ß/ (vgl. Abb. 157), 

.~ I ~ .. 1 <581_1,1 ( ) jl I' ) 
u:t'i = UXi-l + --- :Ci - X i _ 1 - UlX i _ 1 i· (Vi - Vi-l 

Si-l,i ' 

_ ~ I a/-l,i (. .• ) .~ I' ) 
- UXi-l + -~ :ti - .);i-1 - u lXi-l,i· (Yi - Yi-l , 

jl • .I _.~ I <58i_l,1 ( ) I ( ) 
U?!i -- UYi-l + --- Yi-- Yi-l + OrJ.i-l i· Xi - X i- 1 

Si-l,i ' 

Durchrechnung s. Tabelle 45. 

* Die Summe erstreckt sich über alle Dreieckswinkel bei i, die bestrichen 
werden, wenn der Stab i -1, i um i nach i, i + 1 gedreht wird. Das + Zeichen 
gilt, wenn dabei diese Winkel im Uhrzeigersinn bestrichen werden; andernfalls 
gilt das - Zeichen. Im vorliegenden Fall wird an jedem Knoten immer nur 
ein Dreieckswinkel bestrichen. 
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Für den "Stabzug" 10-;-481 (der hier nur aus einem Einzelstab mit 
festgehaltenem Anfangspunkt 10 besteht) ergibt sich entsprechend mit 
<'l1X{O.4=0: 

!il I _ trlO.4 
UX4St - E (X4 - xlO ) 

228 
= 2.106 (260 - 60) = + 228·10--4 cm , 

trIO 4 

<'lY!st = -E (Y4 - YIO) 

228 = --_. (52 3 - 160) = - 123·10--4 cm 2.106 ' • 

Werden wieder passende Zusatzdrehungen <'lIXÖ:l und <'l1X{Ö.4St für 
den ersten StabO, l U des StabzugsO, P, 1°, ... und für die Strebe 10, 4St 
eingeführt (vgl. Aufgabe 52), so ergeben sich die wirklichen Verschie­
bungswerte im Rechnungsgang II zu: 

bzw. 

<'lXi 

<'l Yi 

blXi-l. i 

=<'lX! -r5o:l~l·(Yi-VO)' I 
= <'lyf + r51X~~1 • (Xi - X O) , 

= <'l1X{-I.i + r5lXfll' 

r5X4St = <'lx!st - r51X{~.4· (V4 - VIO)') 
bY4St = <'lY!St + r51X{~.4· (x4 - x lO ), 

r5IXIO.4 St = <'l1X{O.4 + r51X{Ö.4 , 

Teilstabzug 

0, l u , 1°, ... 4u 

Teilstabzug 

Strebe 10, 481 • 

Die Ermittlung der Zusatzdrehungen r51X~:1 unn. <'l1X{Ö.4 erfolgt wieder 
aus der Bedingung, daß an den beiden Teilstabzügen 

sein muß: 

r5X4u = <'lX4St bzw. r5Y4u = r5Y4St 

r5X4u = r5x~. - <'lCX&:l • (Y4 - Yo) 

= <'lX!SI - (JOC{Ö.4 • (Y4 - YlO) = (J x4 SI , 

r5 Y4u = <'lvi. + <'lIXÖ:I • (X 4 - X o) 

= <'ly! SI + (JOC{Ö.4 . (X4 - X lO ) = r5!/4 St . 

Zahlenrechnung : 

- 0,0453 - <'lIXÖ:I ·52,3 = + 0,0228 - r51X{~,4· (52,3 - 160), 

+ 0,0671 + r5IXÖ:l . 260 = - 0,0123 + <'l1X{Ö.4· (260 - 60). 

Daraus: 
<'lo:Ö:l = - 5,77 • 10--4, 

<'lCX{Ö.4 = - 3,54· 10-4. 

Die Berechnung der gesuchten Verschiebungskomponenten erfolgt in 
Tabelle 46. 
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Tabelle 46. Berechnung der wirklichen Werte t5Xi und (j Yi für Teil 0-7-4". 
(Rechnungsgang II.) 

Kno- Yi-YO - t5 oc~~ 1 (Yi-YO) t5af;.1O' (jXi· 10' Xj-XO + t5 OC~ll (Xi-XO) t5y% ·10' [jYj·l0' 
ten -10' : 104 

i 

0 

1" 
--

la 
--

2" 

2 0 

3" 
-

3 0 

--
4" 

[ern] [ern] [ern] [ern] [ern] [ern] [ern] 

0 0 0 0 0 0 0 

+20 +1l5,4 - 39,6 + 75,8 + 40 - 230,8 - 19,8 

-20 -1l5,4 - 74,0 -189,4 + 40 - 230,8 - 54,0 
r-----
+20 +1l5,4 -110,4 + 5,0 +120 - 692,4 + 41,8 

-20 -1l5,4 -144,8 -260,2 +120 - 692,4 + 55,8 

+20 +1l5,4 -186,8 - 71,4 +200 -1154 +296,8 

-20 -115,4 -221,6 -337,0 +200 -1154 +330,6 

+52,3 +301,5 -452,9 -151,4 +260 -1500 +671,4 

Auf gab e 54: Abgestrebter Fachwerkholm. (Zeichnerische 
Ermittlung seiner I{notcnpunktswege.) 

1. Allgemeines. 

[ern] 

0 

-250,6 

-284,8 

-650,6* 

-636,6 

-857,2 

-823,4 

-828,6 

Zur zeichnerischen Ermittlung der Wege von Fachwerk-Knoten­
punkten dient der sog. Williotsche Verschiebungsplan. Das Verfahren 
wird zunächst an e\nem einfachen Beispiel erläutert ij 

und danach auf Aufgabe 53 angewandt. (Näheres --1 
s. z. B. bei Müller-Breslau I2,13.) 

a) Bei einem Fachwerk (z. B. einem Rippenende, 
Abb. 160) sei der eine Endpunkt 1 des Stabes a fest, 
der andere Endpunkt 2 in Richtung des Stabes a ge­
führt. Das Fachwerk 
sei durch Knoten­
lasten beansprucht; 
die dadurch hervor­
gerufenen Stab­
kräfte Sund Stab-

längenänderungen 
.l: S8 . b 
u8 = EF selen e-

rechnet. f?J-cf~~:::::= ___ !Je(:+L-----~ 
Der Punkt 2 von 

Stab a (Abb. 160) Abb.160. 

* Vgl. den Wert für [j Y~,o nach Tabelle 38, S. 149 und Tabelle 44, S. 155. 
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verschiebt sich dann um den Betrag der Stabverkürzung oa nach 2; 

der Weg 02 von Punkt 2 ist also 2 -;-2 . 

Würden die Stäbe bund c nun ihre Richtung beibehalten, so ver­
schöbe sich der mit 3 zusammenfallende Endpunkt von Stab binfolge 
einer Druckbeanspruchung um die Stabverkürzung bb nach 1 hin; 
der mit 3 zusammenfallende Endpunkt von e verschöbe sich zunächst 

mit dem Stabe e um b2 parallel zu 2 -;-2 und weiterhin infolge einer 

Zugbeanspruchung um die Stablängung Oe in Richtung e von 2 weg. 
Da die Endpunkte von bund c aber miteinander verbunden bleiben 

müssen, so müssen sich die Stäbe bund e um 1 bzw. 2 drehen; dabei 
/I' verschieben sich die Endpunkte von bund e auf Kreis­

Abb. IG!. 

bögen um 1 und 2, also in üblicher Näherung auf Loten eb 
bzw. ec zu b bzw. e bis zum Schnittpunkt 3 von eb 
und ec. Der Gesamtweg 03 von Punkt 3 ist dann die 

Strecke 3 --:-3. 

In gleicher Weise verschieben sich die mit 4 zusam­
menfallenden Endpunkte der Stäbe d und e zunächst mit 
den Stäben d und e um (J3 bzw. °2 • Weiterhin verschieben 

sie sich um bd bzw. (Je nach 3 hin bzw. von 2 weg, und 
schließlich auf Loten ed bzw. e. zu d bzw. e bis zum 

Schnittpunkt 4 von ed und ee. Der Gesamtweg (J~ von 4 
ist dann die Strecke 4-;-4. 

Entsprechend diesem Vorgehen am Fachwerk selbst 
(Abb. 160) kann, getrennt vom Fachwerk, ein sog. 
Verschiebungsplan gezeichnet werden, der nur die 
Wege b, Längenänderungen bs und Lote e enthält 
(Abb. 161): 

Von dem beliebig gewählten Punkt l' aus, der dem Fachwerk­
punkt 1 zugeordnet sei (1' = "Pol" des Verschiebungsplans), werden 
die Längenänderungen {Ja und bb der an 1 anschließenden Stäbe a und b 
in dem Sinne aufgetragen, wie sich die Punkte 2 bzw. 3 gegen 1 ver­
schieben würden, wenn beide Stäbe ihre Richtung beibehielten. 

Der Endpunkt 2' von ba entspricht dann dem Punkt -2 des Fach­
werks, die Strecke l' --:-2' ist der Weg 02 von 2. Von 2' aus werden die 
Längenänderungen {Je und {Je der in 2 anschließenden Stäbe e und e 

aufgetragen in dem Sinne, wie sich die Punkte 3 und 4 gegen 2 ver­
schieben würden, wenn die Stäbe e und e ihre Richtung beibehielten. 

Der Schnittpunkt 3' der Endlote auf (Jb und Oe entspricht dem Punkt :3 
des Fachwerks: Die Strecke 1'--:-3' ist der Weg {J3 von 3. Entsprechend 
wird der Weg (J4 des Fachwerkpunkts 4 im Plan gefunden. 
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b) Das Fachwerk 1, 2, 3, 4 werde um den Punkt 1 um einen ge­
wissen Winkel ~!p gedreht (Abb. 162). Dabei bewegt sich jeder Knoten i 

Abb.162. 

auf einem Kreisbogen mit dem Radius II i und dem Zentriwinkel tJ!p, 

also in erster Näherung auf einer Senkrecl;ten zur Verbindungslinie l-.;-i 
um eine Strecke ~!P·ll,i. 

Dieser Bewegung der einzelnen Fachwerkpunkte entsprechend kann 
wiederum getrennt von der Fachwerkfigur ein Verschiebungs­
plan (Abb. 163) gezeichnet werden: 

Von dem beliebig gewählten Pol I" aus, der dem Fach­
werkpunkt 1 zugeordnet sei, werden Strahlen senkrecht zu 
den Richtungen l-.;-i gezogen und darauf die Strecken 

b 

ocp ·Zl,i = 1"-.;-i" abgetragen. Die auf diese Weise erhaltenen 
Strecken 1"-.;-i" stellen die Wege der Knoten i dar. Dieser Abb.16S. 

Konstruktion entsprechend bilden die Punkte i" eine dem 
Fachwerknetz gleichsinnig ähnliche, aber im Sinne von ~!p um 900 ge­
drehte Figur F". 

Die Punkte i" könncn also auch in folgender Weise gefunden werden: 
Von 1" aus wird ~2 = 1"+2" seiner Größe und Richtung entsprechend 
aufgetragen. Über 1"-.;-2" wird eine dem Fachwerknetz gleichsinnig 
ähnliche Figur errichtet derart, daß darin 1"-;-2" dem Fachwerkstab 
a = 1 +2 entspricht. 

2. Zeichnerische Ermittlung der Knotenpunktswege des 
in Aufgabe 30 bzw. 53 behandelten Fachwerkholms. 

Die Längenänderungen der einzelnen Fachwerkstäbe (entsprechend 
der in Aufgabe 30 angegebenen Belastung) werden der Tabelle 38, S. 149 
entnommen. Das Holmfachwerk 0-.;-4u und die Strebe 10-.;-481 werden 
zunächst als Teilsysteme 1 und 11 je für sich betrachtet. 

a) Teil 1. 
Zwecks Zurückführung der Aufgabe auf die vorstehend behandelte 

Grundaufgabe wird zunächst ein beliebiger Stab, z. B. U 1, 2, als Ausgangs­
stab gewählt, und angenommen, daß der Punkt 2u unverschieblich, der 
Punkt l U in Richtung von U 1,2 längsverschieblich sei. Dann ergeben 

Thalau-Teichmann, Beispiele. 11 
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sich die Wege der übrigen Knotenpunkte i (0, I", 1°, .. .4") des Teil­
systems I mittels eines Williotplanes I (Abb. 164) mit dem Pol 2u ' als 
Verbindungslinien 2"'..;-i'. (Eingetragen ist nur 2"'..;-0'.) 

Die von 0' aus gemessenen Strecken 0' ..-;-i' stellen unter den zunächst 
gemachten Annahmen die auf den festen Punkt 0 bezogenen Wege dar. 
Um nun die Wege zu erhalten, die den wirklichen Auflagerbedin­
gungen entsprechen (nämlich: Punkt 0 fest, Verschiebung von Punkt 4" 
gleich der von Punkt 4St )' muß das ganze Teilsystem 1 noch um den 
festen Auflagerpunkt 0 gedreht werden. Dieser Zusatzdrehung ent­
sprechen im Williotplan noch näher zu bestimmende Wege 0' ..-;-i", wobei 
die Punkte i" nach 1, b) eine dem Fachwerknetz ähnliche und gegen 
das Fachwerknetz um 90° gedrehte Figur F" bilden; die Zusatzdrehung 
wird im folgenden so bestimmt, daß die wirklichen Wege (); durch die 
Linien i" ..;-i' dargestellt werden (wie in Abb. 164 für Punkt 3° einge­
zeichnet). 

Bei dieser der Größe nach noch unbekannten Zusatzdrehung 
bewegt sich der Endpunkt 4" auf einer (unendlich kleinen) Geraden 
senkrecht zu 0..;-4u , die im Verschiebungsplan als eine durch 0' gehende 
Senkrechte zu 0..-;-4" abgebildet wird (strichpunktierte Linie v"). Der 
endgültigen Lage von 4" entspricht im Verschiebungsplan ein noch 
näher festzulegender Punkt 4,,11 auf v". 

(Wäre die Strebe starr, so wäre 4u " und damit die ganze Figur F" 
jetzt schon endgültig bestimmt; denn der durch 4"'..-;-4"" dargestellte 
Gesamtweg von 4u müßte senkrecht zu 10..-;-4St gerichtet sein; also läge 
4,,11 einerseits auf v", andererseits auf einer Senkrechten zu 10 -;-4St 
durch 4'" (in Abb. 164 dünn gestrichelt angedeutet). 

b) Teil 1I. 
Entsprechend wie bei Teil 1 wird für die Strebe 10..-;-4St (als ein­

zigen Stab des Teilsystems Il) zunächst angenommen, daß der End­
punkt 4St nur in Richtung 1O-:-4St längsverschieblich sei; der Punkt 10 
ist fest. 

Der Teilverschiebungsplan Il besteht dann nur aus der von einem 
beliebig gewählten Pol 10' aus aufgetragenen Strebenlängung 
ost = 10' ";-4~t. 

Um den wirklichen Weg des Punktes 4St zu erhalten, muß die Strebe 
noch um den festen Punkt 10 gedreht werden. Bei dieser, der Größe 
nach noch unbekannten Zusatzdrehung bewegt sich der Endpunkt 4St 
auf einer (unendlich kleinen) Geraden senkrecht zu 10, 4sl , die im 
Verschiebungsplan 11 als eine durch 10' gehende Senkrechte zu 10, 4s1 
abgebildet wird (strichpunktierte Linie w"). Der endgültigen Lage 
von 4St entspricht im Verschiebungsplan ein noch näher festzulegender 
Punkt 4~t auf w" . 
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c) Vereinigung von Teil 1 und 11. 

Da der endgültige Weg 154" = 4u"-:-4u' von Teil 1 derselbe sein muß, 
WIe c5 4St = 4~t-:-4St von Teil 11, so ergibt sich der noch festzulegende 

------- ---=--==---

f/erscITiebungsmq/Jsfqb 
I I I 

o 100 Zoo·TU fenz 

Abb.104. 

Punkt 4u" identisch 4~t durch Aneinanderlegen der Teilverschiebungs­
pläne (Abb. 164). 

11* 
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Nachdem auf diese Weise 4" (= 4,,11 = 4~t) festgelegt ist, ergeben 
sich die übrigen Punkte i" nach 1, b), indem über 0' -;-4" eine dem Fach­
werknetz gleichsinnig ähnliche, um 90° gedrehte Figur F" gezeichnet wird. 

Die lotrechten Komponenten <5 Yi der einzelnen Gesamt­
wege {)i = i"-;-i' ergeben die in Abb. 164 eingetragenen Biegelinien der 
beiden Fachwerkgurte (vgl. hierzu auch Tabelle 46). 

§ 15. BeI1 licksichtigung des Einfl nsses der FOllmän derung 
auf die Beanspruchung zweifach gestützter qnel1 - und 

längsbelasteter Holme (Knickbiegung). 
Allgemeines. 

a) Knickbiegemoment. 
Bei Holmen, die gleichzeitig auf Biegung und Druck beansprucht 

werden, ist es häufig notwendig, der Berechnung die unter Einwirkung 
der Belastung geänderte Gestalt cles Holms zugrunde zu legen (Berech­

ISI !SI 
........ 0 1 /'l·~ : --t -- I ~l ,·I-J 
2 2 I 

.~ 
l..rhl' 

Abb. Hl5. 

nung auf sog. "Knickbiegung"*). Wie 
aus Abb. 165 ersichtlich, entstehen in folge 
der Verbiegung eines solchen Holms zu-

sätzliche Biegemomente 1 S I· (). Bedeutet B 
(zu lesen: B quer) das Biegemoment in­
folge Querbelastung allein, so ist das Ge­
samtbiegemoment (sog. Knick biege-

momen t): B = B + I SI· (). Die Be­
rechnung der Biegemomente setzt also die 
Kenntnis der Durchbiegungen voraus. Die 

Durchbiegung () an irgend einer Stelle kann aber nich t in der sonst 
üblichen Weise unmittelbar mittels eines Hilfszustancles I (§ 12 -:- ]4) 

mit der Arbeitsgleichung gefum;len werden, weil dabei mit B = B + 1 SI· () 
die gesuchte Durchbiegung fJ auch unter das Integralzeichen treten 
würde. 

b) Ermittlung der Durchbiegungen (), Neigungen T, Biegemomente B 
und Querkräfte Q. 

Nach S. 113 ist die gegenseitige Drehung zweier um d x voneinander 
entfernter Querschnitte: 

fJd-&=B.dx = (B+ISi·ö).dx 
EJ EJ 

(fJd-& ist positiv im Sinne von + I BI, vgl. Abb. 112.) 

* Vgl. zum Folgenden die unter 12, 13, 27 bis 42 genannten Arbeiten. 
Richtiger wäre die Benennung "Druckbiegung", da es sich hier um stabile 

Zustände handelt. Im folgenden werden die Durchbiegungen meist mit ö (ohne 
beigefügtes y) bezeichnet. 
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Nach Abb. 166 ist der Unterschied der Tangentenneigungen an zwei 
um d x voneinander entfernten Quer­
schnitten: 

dr = cl (::) = - {)df}. 

Also ist: 

uzw. 

d 2 t5 t5 d i} B + i SI· Ö 
dx 2 = - dx = - --}iTJ---

ofdtf 

Abb.166. 

(Nach vorhergehendem bedeutet B das Biegemoment an der Stelle x 
infolge der Querbelastung allein, also ohne den Einfluß der Form­
änderung.) 

Besteht die Querbelastung z. B. aus verteilten Belastungen Pn ' (-l;2) n, 

Einzelkräften P ~ oder Einzelmomenten .MI; an Stellen x =; und ist 
die Biegesteifigkeit EJ über die Länge l konstant, so läßt sich die 
Lösung dieser Differentialgleichung in folgender Form schreiben: 

_ \, Pn l4 '"' PI; l:l DM!; l2 , 
Ö--L.J EJ·!a(Pn)+..::,., EJ'fJ(P~)+L,; EJ ·fJCM~). 

Darin sind die Ausdrücke to(Pn)' fo(P~), t.(M!;) dimensionslose 
Funktionen von xll. Neben den Größen n und ;/l enthalten sie die 

Stablängskraft S in Form eines Parameters IX = l V kSJ ' des sog. "Labi. 
litätsmaßes"* des Balkens. 

p l4 PI; l:l Mt l2 
Die von x, ~ und S unabhängigen Koeffizienten ;; J' E fund E'J-

werden im folgenden als "Festwerte" bezeichnet. 
Durch Differentiation von () ergibt sich ein ähnlicher Ausdruck für 

die Neigungen r an beliebiger Stelle; so insbesondere an den Stütz­
punkten: 

,",Pn P I ~Pt;l2 ,,\:-,Mt;l 
links: r l = L.J E J . {) (Pn) + L,; E J . {}1(Pt;) + L.J E J . {}1(M;) , 

'\1PnP. ~Pl;l2 \.,M!;l 
rechts: r'=L.J Ey·{)T(1Jn)+L,; EJ·-&r(pf;)+L.J EJ .{}r(Mr;l. 

Die Biegemomente B = jj + I SI' () lassen sich entsprechend () dar­
stellen in der Form: 

* Benennung nach Bleich 42; dort mit cp bezeichnet. - In der im Schrifttum 

unter 40 genannten Arbeit bezeichnet IX den Ausdruck C( = i_lf!ST 
2 VEJ' 
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Darin setzen sich die Funktionen fB(Pn} usw. entsprechend den beiden 

Summanden von B, nämlich B und I SI· !5, je aus zwei Teilfunktionen 
zusammen: 

IB=ln+rY}·j,j· 
Schließlich ergibt sich noch durch Differentiation dieses Ausdrucks ein 
ähnlich gebauter Ausdruck für die Querkraft Q. 

Für die häufigsten Fälle: 2 
1. verteilte Belastung in der Form P = Pn' C72 r = Pn· ( ;r mit 

n = 0, I, 2 und 3, 
2. Einzelkraft p~ an beliebiger Stelle ~, 
3. Einzelmoment M! bzw. MI' bzw . .1.W; am linken bzw. rechten 

Ende bzw. an beliebiger Stelle ~, 

sind die Ausdrücke t ~, 1P, 1) r, 7 ~ in Ta belle 95 bis 97, Anhang, zu­
sammengestellt. Für die Fälle Pn' .LW! und MI" sind in Tabelle 98 bis 102, 
Anhang, die zugehörigen Zahlenwerte an den Achtelspunkten des Holms 

x I 1 3 
7[2 = 0, ±4' ±-2-' ±4' 

(d. h. T = 0, ±!, ±!, ±:' 
±l 

±2-j 
2/ 

angegeben, so daß sich für diese Hauptbelastungsfälle die umständ­

liche Ausrechnung der Formeln für f J, {} und f B erübrigt. 
Im Grenzfall 0: = 0, d. h. S = 0, ergeben die Formeln für f.) und {} 

zunächst unbestimmte Ausdrücke; ihre Grenzwerte sind als fö und {) 
in Tabelle 96 und 97, Anhang, besonders angegeben. 

Bei kleinem 0: (bis rund 0,5) ist die Ermittlung von f ö und {) nach den 
allgemeinen Formeln sehr fehlerempfindlich (kleine Differenzen großer 
Zahlen); da anderseits bei kleinem 0: der Einfluß der Knickbiegung 
unbedeutend ist, wird zweckmäßig in guter Näherung bis 0: = rund 0,5 
mit den Grenzwertformeln für (f. = 0 gerechnet, sofern nicht bereits 
genaue Zahlenwerte aus Tabelle 100 bis 102 entnommen werden 
können. 

Ähnliche Formeln wie im vorhergehenden können auch aufgestellt 
werden für den Fall, daß auf den Balken eine Zugkraft S wirkt*; 
auf die Behandlung dieser Fälle wird hier jedoch verzichtet, da es im 
allgemeinen üblich ist, in solchen Fällen mit (f. = 0, also mit gewöhn­

licher Biegung zu rechnen, d. h. B r-o.J B zu setzen. 

Da die Ausdrücke für b Produkte von P bzw. P bzw.M mit Funk­
tionen von S sind, die überdies S nicht linear enthalten, so ergibt sich 
bei Knickbiegung nur dann die Biegelinie eines zusammengesetzten Be-

* Vgl. z. B. Müller-Breslau13, 
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lastungszustands durch überlagerung der Biegelinien der einzelnen Teil­
belastungszustände, wenn bei allen Teilbelastungszuständen dieselbe 
Längskraft 8, nämlich die des Gesamtbelastungszustands, an­
gesetzt wird. Gleiches gilt für die überlagerung der Neigungen, Biege­
momente und Querkräfte. 

c) Anwendung der Arbeitsgleichung. 
Ist bei einem zusammengesetzten System, das auf Knickbiegung be­

anspruchte Einzelglieder enthält, irgend eine Formänderungsgröße ()i,O 
infolge eines gegebenen Belastungszustands 0 zu bestimmen, so kann 
dies ähnlich wie sonst mittels eines Hilfszustands I nach der Arbeits­
gleichung geschehen. Nur sind jetzt bei den betreffenden Gliedern statt 
der sonst in die Arbeitsgleichung eingehenden gewöhnlichen Biege-

momente Bo des gegebenen Belastungszustands 0 die entsprechenden 

Knickbiegemomente Bo = Bo + 18010 ()o einzusetzen; tritt auch bei dem 
Hilfszustand I Knickbiegung auf, so sind aber, wie aus dem folgenden 
einfachen Beispiel hervorgeht, die gleichzeitig in die Arbeitsgleichung 
eingehenden Biegemomente dieses Zustands ohne Berücksichtigung 
des Formänderungseinflusses zu nehmen; es ist also zu setzen: 

1 .\\ -fB- Bo +18o l o do d + "'8 80 8+ ,u1•O - I' EJ 0 x ..:;; 10EF •.•. 

1'1",+7 t'1a-+1 

ar'------------~-- ~-~r'-------------~~ 
--~ , .. :-----l ----< 

fI) Hilf"szusloml I' 
a) Htl/"szusllHltf I c) llilfszusfontf J" 

Abb.167. 

Soll nämlich z. B. bei dem in Abb. 167 a. dargestellten abgestrebten 
Holm die Drehung 'P""o des linken Endpunktes a infolge irgend eines 
gegebenen (hier nicht eingezeichneten) Belastungszustands 0 bestimmt 
werden, so kann statt des sonst üblichen Hilfszustands 1 (Abb.167a), 
bei dem der Holm auf Knickbiegung beansprucht würde, zunächst 
der in Abb. 167b eingezeichnete Hilfszustand l' angesetzt werden, bei 
dem in a und b zusätzliche Längskräfte Na = - Nb wirken, die so ge­
wählt seien, daß sie die von der Strebe ausgeübte Holmlängskraft auf­
heben; die Holmbiegemomente BI' sind also frei von irgendwelchen 
Formänderungseinflüssen I 8 I 0 (). Mittels dieses Hilfszustands l' liefert 
die Arbeitsgleichung zunächst: 

.\\1 JB Bo + 180 1.«50 '" 80 8 10rpa,o+Nb·u·o= 1,0 EJ .dX+~SI'·EF+···' 
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wobei in .2) SI" ~o; hier nur die Strebe eingeht, da im Holm SI' gleich 
Null ist. 

Weiterhin könnte die Holmlängenänderung Nb' blo mittels eines 
Hilfszustands I" (Abb. 167c) gefunden werden, bei dem nur die Längs­
kräfte Na = - Nb wirken: 

~ S 0 8 
Nb' vlo = S['" EF' 

dabei tritt nur im Holm eine Längskraft auf. 
Wird der damit bekannte Wert Nb· Mo von dem ersten Ausdruck 

abgezogen, so bleibt der gesuchte Ausdruck 

JB Bo+ISol·<5o d '--'(S S) S0 8 
C{Ja,O=]" EJ . x+ L..J I'- I" ·EF+··· 

übrig. Da aber die Biegemomente BI' identisch sind mit den Biege­

momenten BI' die sich für den sonst üblichen Hilfszustand I (Abb. 167 a) 
ergeben, wenn bei diesem der Einfluß der Formänderungen außer acht 
gelassen wird, und da SI' - SI" = SI ist, so kann auch geschrieben 
werden: 

JB- Bo + ISol· <5 0 d ""S S0 8 
C{Ja,O = I' EJ . x + L.; I' EF + ... , 

entsprechend der oben ausgesprochenen Behauptung. 
Zur Auflösung solcher die Knickbiegelinien-Ordinaten enthaltenden 

Integrale dienen die beiden folgenden, aus Aufgabe 59 hervorgehenden 
Regeln: 
_ IX) Ist die Bi-Fläche ein Trapez mit den Ordinaten B~ = B~ und 
Bi = m am linken bzw. rechten Stabauflagerpunkt, so ist 

bi,k = BI'TL - B['TL 

wobei T~ bzw. TA, die Neigung des linken bzw. rechten Balken-Endquer­
schnitts (gegen die Balkensehne) ist, die sich beim Zustand k unter 
Berücksichtigung der Knickbiegung ergibt. 

Da ein positives Biegemoment am linken bzw. rechten Stabende 
einem daselbst angreifenden positiven bzw. negativen biegenden Einzel­
moment entspricht, kann auch geschrieben werden: 

bi,k = lHI· Ti + ~lr· Tk· 
ß) Ist die Bi-Fläche ein Dreieck mit der Spitzenordinate B~.i an 

der Stelle e und den Ordinaten 0 an den Stabendpunkten, so ist: 

- 4 
b.,k = B~.i· l [1 _ (2 ';/l)2] • b~,k' 

wobei b;;;c die Durchbiegung der Stelle e (gegen die Balkensehne) ist, 
die sich beim Zustand k unter Berücksichtigung der Knickbiegung 
ergibt (e von Balkenmitte aus gemessen). 
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A ufg a be 55 und 56: Holme konstanter Steifigkeit mit konstanter 
Längskraft. 
Aufgabe 55. 

Bei dem in Abb. 168 dargestellten abgestrebten Holm sind für trapez­
färmig verteilte Belastung die Biegemomentenlinie B, die Biegelinie <5 

sowie die Holmneigun­
gen Tl und .r an den 
Stützpunkten a und b c'-J,skg/cm 
zu ermitteln. 

Infolge der Schräg­
lage der Strebe tritt bei 
der hier vorhandenen 
Querbelastung des Hol­

cosß-O,81 

Abb.168. 

mes gleichzeitig eine Holmlängskraft S (Druck) auf, so daß der Holm 
auf Knick biegung beansprucht wird. Die Beanspruchungen des Holm­
innenfeldes sind dieselben wie die eines Balkens auf zwei Stützen (t 

und b, auf den die laufende Querbelastung p, eine zentrische Längs­
kraft S, ferner Exzentrizitäts- und Kragmomente Me = ± S· e und 
M kr wirken (Abb. 169a). 

Die Querbelastung ist nach dem Gesetz: 

x 
P = Po + PI . l/2 

verteilt (x von der .Mitte des Feldes a-,;-b aus gemessen). 
Aus 

P (an der Stelle a) = Po + PI' (- 1) = - 3 kg/cm 
und 

P (" " " 
b) =Po+pl·(+I)=-2,02kg/cm 

folgt 
Po = -- 2,51 kgjcm, PI = + 0,49 kgjcm. 

Die Holmlängskraft ist: 
S = - 1183 kg, 

also das Labilitätsmaß 

1 fTST 1 r 1183 
IX = lV EJ = 280 V 50.100- = 1,36. 

Ferner wirken an den Enden a und b folgende biegende Momente: 
Bei a: das Exzentrizitätsmoment 

M~ = S· el = -14200 kgcm, 

bei b: das Kragmoment J.vl kr = - 18825 kgcm und das Exzentri-
zitätsmoment 

zusammen: 
M~ = - S . er = + 11830 kgcm ; 

]lr = J.l1kr + l'rl; = - 6995 kgcm. 
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Tabelle 47. Ermittlung 

(i) (!) I CD 13) ® ® 
"Festwerte" * für: Iß d 

Teilzustand c5 

I 
B·1O-3 T aus Tab.lOO, 101 ®.® 

[ern] [kgcm] [-] [-] [ern] 

Po = - 2,51 kg/em. -308 -197 -1,10 +0,0149 -4,5!l 

PI = + 0,49 kg/em. + 60 + 38,4 +0,215 +0,00029 +0,02 

Jlz = - 14200 kgcm - 22 - 14,2 -0,079 +0,0672 -1,48 

Jfr = - 6995 kgcm - 11 - 7,0 -0,039 -0,0775 +0,86 

Durehbiegung an der Stelle 7 = + ! : 
c5 = - 5,19 cm. 

Obiges Rechenschema (Tabelle 47) zeigt entsprechend den im Ab­
schnitt "Allgemeines" angegebenen Formeln die Ermittlung von d und 

B, z. B. für die Stelle 

a x 1 
T=+s' 

a 
.J=-!79Jk§ , " "l=-1'1100 

Irgcm . 
sowie die Ermittlung 
der Endneigungen T' 

und T r • 

c 

;---},-...k-l.. ~ z z 

t-.r~ ,b 

_ 90000' /(nickblegemomentenf'löcl!e B 

r4cm) 
-30000 

-ZOOOO 

Abb.169. 

Die Zahlenwerte der in den For­
meln für d, Bund T vorkommenden 

Ausdrücke t d , tB und {) sind dabei für 
das Labilitätsmaß der Gesamtlängs­
kraft, nämlich er. = 1,36, aus den Ta­
bellen 98 bis 102 interpoliert. 

Die auf diese Weise vollständig er­
mittelte Biegelinie " und Biegemomen­
tenlinie B ist in Abb. 169b bzw. c auf­
gezeichnet; in der gleichen Abbildung 
ist gestrichelt eingetragen, wie groß d 
und B wären, wenn mit er. = 0 gerech­
net, d. h. der Einfluß der Längskraft 
vernachlässigt würde; dabei ergäbe sich 
Tl = - 0,0665 und .,. = + 0,0455. 

Aufgabe 56. 

Die Holmfeld-Endneigungell Tl und TI" des in Aufgabe 55 behandel­
ten Holms sind zu berechnen für: 

.. pol' l" Pol3 I S 16-. EJ' PI) -, EJ us\\"o nael . o. 



Holme konstanter Steifigkeit mit konstanter Längskraft. 171 

von d, Bund T. 

0) ® ® @ @ ® @ @ 
IB oc2 ·16 IB B·1Q-3 1]' Tl {j' 1:' 

aus oc2 • ® 0+® ®.® aus Tab. 102 8).@ aus Tab. 102 0).@ Tab.9S,99 
[-] [-] [-] [kgcm] [-] [-] [-] [-] 

+0,1l7 +0,028 +0,145 -28,6 +0,0512 -0,0563 -0,0512 +0,0563 

+0,0098 +0,0005 +0,0103 + 0,396 -0,00293 -0,0006 -0,00293 -0,0006 

+0,375 +0,124 +0,499 - 7,1 +0,384 -0,0303 -0,211 +0,0167 

-0,625 -0,143 -0,768 + 5,4 -0,211 +0,0082 +0,384 -0,0150 

Biegemoment an der Stelle ~ = + ! : Endneigungen : 

B = - 29904 kgcm. 1:' = - 0,0790, 1:' = + 0,0574. 

1. die einzelnen Belastungsfälle 1, a-:-d nach Abb. 170, je für sich 
allein; 

2. gleichzeitige Wir­
kung der Belastungsfälle 1, 
a-;-d nach Abb.171. 

Zu 1. Die einzelnen 
Belastungsfälle 1, a-:--d, 
je für sich allein. 

Die einzelnen Bela­
stungsfälle 1, a-:-d bedin­
gen für den Balken a, b 
Einzelkräfte Pe, Einzel­
momente Me' Exzentrizi­
täts-undKragmomenteM~, 
M~, M kr , Holmlängskräfte 
S sowie Labilitätsmaße 

- l/ISf - ') V 18i-
et.. - l Ei - ~80 50 . 106 

(Tabelle 48). 

Für die einzelnen Bela­
stungsfälle sind die den ein­
zelnen Teilzuständen ent­
sprechenden "Festwerte" 

Be/oslungsf'ö//c l,a < d: 
l M~-10000kgcm.l 

I-E--l Z --1 lI-sO·lOGlrgcm 2 

t I r.'\ 

~7, 
i/~5r"'kg 

Abb.170. 

Abb.171. 

I 
I 

V 

P~l2 11feZ jlI'l ]!'l . 
EJ' EJ' EJ' EJ (S. 165) III Tabelle 49 zusammengestellt. 

Für jeden der Belastungsfälle la bis Id werden dann mit seinem 
Labilitätsmaß (7. (Tabelle 48) wie in Aufgabe 55 die zu seinen Teil-
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Tabelle 48. Teilbelastungszustände. 

~ 1a Ib 1c Id 

Werte 

p~ [kg] bei l;2 = +0,286 - - 300 - -

.jJf~[kgcm] bei l;2 = -0,286 -10000 - - -

S [kg] - 64 - 345 - 537 - 729 

ct=ll0ll EJ 
0,32 0,74 0,92 1,07 

NI = M~ = S· el [kgcm] - 768 -4140 -6444 - 8748 

{MI'=-s.e'} + 640 +3450 +5370 + 729°1 Jl/'= . e [kgcm] 
-30000) ,vIk, 

belastungszuständen gehörigen Werte {)l und {)r (S. 165) ermittelt, und 
zwar werden sie bei Belastungsfall : 

la) für seine Teilzustände .111' und MT mit oc = 0,32 aus Tabelle 102, 
Anhang, interpoliert bzw. für den Teilzustand M; nach Tabelle 97, 
Anhang, errechnet, und zwar dem kleinen Wert ('f. entsprechend mit 
('f. = 0 (S. 166); 

Ib) für p~ mit oc = 0,74 nach Tabelle 97, Anhang, errechnet bzw. 
für MI und 111T aus Tabelle 102 interpoliert; 

lc) bzw. Id) für MI und MI' mit ('f. = 0,92 bzw. mit ('f. = 1,07 aus 
Tabelle 102 interpoliert. 

Dann ergeben sich wie in Aufgabe 55 für jeden einzelnen Belastungs­
fall 1 a, 1 b, 1 c, 1 d die Endneignngen Tl und TT durch Überlagerung der 
einzelnen Werte T, die mit den Formeln, S. 165, für seine jeweiligen Teil­
zustände (Tabelle 48) gefunden werden; sie sind in Tabelle 50, Spalte 0) 
und CD, zusammengestellt. 

Tabelle 49. Festwerte zur Ermittlung von Tl und T'. 

~,gSfall 
1a Ib 1c Id 

Teilzustnml ~ 

p~ - -0,470 - -

lII~ -0,0560 - - -
jlI' -0,00130 -0,0232 -0,0361 -0,0490 

.11' +0,00358 +0,0193 +0,0301 -0,127 
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Zu 2. Gleichzeitige Wirkung der Belastungsfälle 1, a--:-d. 
Entsprechend dem auf S. 167 Gesagten dürfen bei gleichzeitiger 

\Virkung der Belastungsfälle 1, a--:-d die im vorhergehenden berech­
neten Werte der einzelnen Belastungsfälle nicht einander überlagert 
werden. Vielmehr muß zunächst die Holmlängskraft des gesamten Be­
lastungszustands 2 durch Addition der Holmlängskräfte für die 
Einzelfälle 1, a --:-d ermittelt werden. 

Es ergibt sich für Zustand 2: S = - 64 - 345 - 537 - 729 

= - 1675 kg und damit das Labilitätsmaß rf.ges. = 1 VT~? = 1,62. 

Für den Gesamtbelastungsfall 2 werden mit diesem Labilitätsmaß 
die Werte {}! und {jT aller zu 1a, 1 b, 1c, 1d gehörigen Teilzustände und 
daraus die Werte -r;! und TT der einzelnen Belastungsfälle 1, a--:-d erneut 
berechnet. Diese der Gesamtlängskraft Sges. entsprechenden Werte Tl 

und -r;T ergeben dann durch Überlagerung die Endneigungen -r;~es. bzw. 
T~es. des Gesamtbelastungszustands 2. 

Diese einzelnen Werte -r;! und -r;T für (J.ges. sowie T~es. und -r;~.s. sind in 
Tabelle 50, Spalte CD und CD, zusammengestellt. 

Tabelle 50. Zusammenstellung der Endneigungen. 

0 CD CD 
I 

CD 
Belastungsfall Tl T' 

Tl T' 

mitagn. 

la -0,0043 +0,0077 ( -0,0065) (+0,0101) 
Ib -0,0372 +0,0416 (-0,0481) (+0,0530) 
lc -0,0182 +0,0171 ( -0,0218) (+0,0209) 
Id +0,0068 -0,0367 (+0,0101) ( -0,0409) 

2 I T l o . = - 0,0663 T~". =+ 0,0431 

Bemerkung: Ganz entsprechend ist zu verfahren, wenn für einen zusammen­
gesetzten Belastungsfall die Durchbiegung cl, das Biegemoment B, die Quer­
kraft Q oder die Neigung T an irgend einer Stelle berechnet werden soll. 

Aufgabe 57: Holm 
konstanter Steifigkeit 

mit abgestufter 
Längskraft. 

Die Biege- und 
Biegemomentenlinie 

sowie die Neigungen-r;! 
und T" des in Abb.172 

P--.l,Zfkgß'Il?:~ Z-zeo ":'" k-1S0---; 

l t_~~~~~~~~~~~~.u.u~ e =!z-
/ ,a. z 

Ifl_-''138/rg l 
II = 136 

Liingen in cm 
EI=SO'106'kgcm Z 

~=~ =,*=f-1S0kg, 
cos(J=D,87 

Abb, 172, 

dargestellten abgestrebten Holms von konstanter Steifigkeit sind für 
den eingezeichneten Belastungszustand (konstante Querbelastung und 
abgestufte Längskraft) zu ermitteln. 
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Allgemeines. 

Für die Strebenkraft St und die waagerechte Lagerreaktion BI er­
gibt sich zunächst ohne Berücksichtigung des Einflusses der Holmver­
formung 

aus}; J11 = 0 bezügl. des Punktes a: 

StIO) = - P(l2~ k)2 - i. e!(N 2 + N 4 + N 6 ) = + 2170 kg, 

aus.:EH = 0: 

H!(Q) = + (N 2 + N 4 + N 6) - 8t(0) cosß = - 1438 kg. 

iI'IO'Yt~ Infolge der Durchbiegung des Holms ändern sich 
elr~ die Hebelarme der Kräfte N 2, N 4, N s (Abb. 173); an 
a~~y/wr- Stelle von Ni·el tritt Ni'(el-(jYi)' Dadurch ändert 

Abb.173. sich StlO) und HllO) um: 

1 
(j St = + h (N 2' (j Yt + N 4' Ö Y<1 + N 6' Ö Yo) 

= + 1,102(jY2+ 1,102ÖY-t + 1,102(jys; 
cosß 

oHt = - ÖSt·cosß = - -r (N2· 0Y2 + N 4 • 0Y4 + N 6 • (jYG) 

= - 0,96 (j Y2 - 0,96 Ö Y 4 - 0,96 0 Ys' 

Die Beanspruchungen des Holmzwischenfelds 0-:-8 sind dieselben 
wie die eines links fest, rechts längsverschieblich gelagerten Balkens, 

--ß'~~~~~~~~~~ 
+Ilftl '" 

'!Iil! 
I 
'----- + iX.I ->' 

Abb.l74. 

auf den nebst den zugehörigen 
Reaktionen die Querbelastung p, 
die äußeren Längskräfte N z , N 4 , 

N 6 und N s = - (St lO ) + (j8t) cos ß, 
ferner biegende Krag- und Ex­
zentrizitätsmomente M k" M~ und 
M~ wirken (Abb.174; alle Werte 

sind dort zur Aufstellung von Formeln positiv eingetragen). 
Es ist: 

]J = - 3,25 kgjcm, 

N 2 =N4 =N6 =+150kg, 

N s = - (St(O)+oSt)cosß 

= - 1888 - (O,96oY2 + O,96öY4 + 0,96 öYß) [kg], 

r pk2 
Mr = M kr = 2 = - 36600 kgcm, 

l.M~ = - Nser = + (St(Q) + öSt) cos ß· er 

= 18880 + (9,6 ÖY2 + 9,6öY4 + 9,6öYG) [kgcm], 
M! = .1If~ = (HIIO) + oH') Cl 

= - 17250 - (11,5 ÖY2 + 11,5 0Y4 + 11,5 Ö Y6) [kgcm]. 
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1. Verfahren A: Berechnung mittels Zerlegung in Teilbalken. 
(Vgl. hierzu Müller-Breslau 31 , Ratzersdorfer 36) 

Zunächst werden die Durchbiegungen ~Y2' 0Y4 und ~Y'l der Stellen 
2, 4, 6 ermittelt. 

Zu diesem Zweck wird jedes Feld i - 2, i (i = 2, 4, 6) als selb­
ständiger Balken auf 2 gedachten Stützen von der Feldweite Ai - 2,i be-

+Ipl 

Abb.175. 

trachtet, der durch p und biegende Endmomente ML2,i = B i - 2 und 
jll~-2,i = - Bi beansprucht wird und dessen Stützen sich um Wege 
0Yi-2 und OYi verschieben (Abb. 175; alle Werte positiv eingetragen; 
Bi ist das Biegemoment des Balkens 0.-:-8 an der Stelle i). Es ist: 

BQ = + MI = - 17250 - (11,5<5Y2 + 1l,50Y4 + 1l,50ys) [kgcm], 

Ba = - M'f = + 36600 - 18880 -(9,6/lY2 + 9,6<5Y4 + 9,6/lys) [kgcm], 

und für i = 2, 4, 6, wenn die 0 

Strecken Xi (Abb.176) vom linken TiHZfol6Hli ··.c'I'-:--====--":;'~,-'i---+---
Auflagerpunkt a aus gemessen : 
werden: : 

Bi = - Mr-2,i = + Ml,i+2 
I----+Ixil~ 

i-2 
- (H'(o) + /lH') 0Yi + ZN; (~Yi- (jy;) 

j = 2 

- 3,25 (280 - Xi) Xi 
-----~-

2 

Abb. 176. 

- (1-~)[17250+(1l,5/lY2+11,5/lY4+11,5/l1.i')] 
280 

+ 2~iO [36600 - 18880 -(9,6/lY2 + 9,6<5Y4 + 9,6 <5Y6)] 

i-2 
- (- 1438 + Oli') 0Yi + ZN; (OYi - OYi)' 

i= 2 



176 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

Die einzelnen Teilbalken erhalten die Längskräfte : 

8 0,2 = HIIO) + dH' = S&~~ + dSO,2 = -- 1438 - (0,96dY2 + 0,96dY4 + 0,96d Y6) [kg] , 

82,~ = 80,2 - N 2 = 8~~l + 6S2,4 = - 1588 - (0,96d Y2 + 0,96 cl Y4 + 0,966 Ys) [kg], 

84 ,6 = 8 2,4 - N 4 = 8l~~ + dS4,6 = - 1738 - (O,966Y2 + 0,96dY4 + 0,966 YG) [kg], 

8 6,8 = 84,G - N 6 = s~~~ + dS6 ,8 = - 1888 - (0,966 Y2 + 0,96 cl Y4 + 0,966 Y6) [kg] , 

Damit die Endtangenten der Teilbalken i - 2, i und i, i + 2 an 
der Stelle i stetig ineinander übergehen, müssen die Stetig kei ts­
bedingungen: 

qJi, (-2 = qJi,1+2 für i = 2,4,6 

erfüllt sein; hierin bedeutet qJi,i-2 bzw. ({Ji,i+2 die Enddrehung des Teil­
balkens i - 2, i bzw. i, i + 2 an der Stelle i (Abb.175). 

Entsprechend S. 165 ergibt sich z. B. für den Teilbalken i - 2,i: 

clYI - i5YI-2 
rpi-2,i = ~._. -

MI . j\. . :VI" . j\. . p;'3 0 • + ~' __ '-2,., {)!(1l1 1 ) + - '-2,_' !=",-'. {}I( W) + ~,{)I(p) 
EJ EJ - EJ ' 

6YI- 6Yi-2 
rpi,i-2 = -;'1_2,-1 -

MI . j\. 0 • J.ll" 0 .},. 0 • p},3 0 • + --'-=-]h .-~. {}r(MI) + -'~~J '-".!. {}r(Mr) + -~J'" {)r(p). 

(M~-2,i und .lI1i-2,i s. oben.) 

Ähnlich ergibt sich qJi,i+2 und ({Ji+2,i am Teilbalken i, i + 2 usw. 
Die Werte {} in den Formeln für ({J wären dabei strenggenommen 

in Abhängigkeit vom jeweiligen Teilbalken-Labilitätsmaß 

-,-1 l/ISi-~,'1 -..1. V'ISI~~T 
C(i-2,i - ~i-2,i EJ - i-2,i E.I 

aus Tabelle 102, Anhang, zu entnehmen. 
Diese Ausdrücke qJ, in die Stetigkeitsbedingungen eingesetzt, liefern 

3 Gleichungen zur Bestimmung der Durchbiegungen bY2' bY4 und 
dY6 (byo = bys = 0). Damit aber diese Gleichungen in bY2' ~Y4' ~Y6 
linear bleiben, müssen notwendigerweise die Glieder ~8i-2 i in den Aus· 
drücken exi-2,i sowie die Glieder b R I • ~ Yi in den AusdrÜcken Bi zu­
nächst in 1. Näherung vernachlässigt werden. Mit den vorliegenden Teil· 
balkenlängen 

l 
..1.0 ,2 = Ä~,4 = Ä.1,6 = ..1.6 , S = 4: = 70 cm 

und der Biegesteifigkeit E J = 50·10 6 kgcm 2 ergeben sich dann die in 
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Ta belle 51 zusammengestellten Werte 0: und fJ: und damit ein Gleichungs. 
system für Cl y~, Cl yf, Cl yL dessen Bei- und Lastwerte in Tabelle 52 an­
geschrieben sind. 

Tabelle 51. 'Verte S(O), cx, {}. 

Teilfeld S\~2" (Xi-2, ( I {}I (MI) = {}'(JlI') {}L(Mr) = DT(Ml) {}L(p)=_1J'(p) 
i -2, i [kg] [-] [-] [-] [-] 

0--;..-2 -1438 0,375 +0,336 -0,169 +0,0423 

2--;..-4 -1588 0,394 +0,337 -0,170 +0,0423 

4--;..-6 -1738 0,412 +0,337 -0,170 +0,0424 

6--;..-8 -1888 0,430 +0,338 -0,170 +0,0425 

Tabelle 52. Bei- und Lastwerte der 
Gleichungen für ij!4., ijy{, ijy!. 

Die Auflösung dieses Glei­
chungssystems ergibt: 

Beiwerte von: I Lastwerte 
Cly; = - 5,18 cm, 
Clm=-6,65" (ClYo=ClYs=O). 
Clm=-4,26 " 

+27,28 -14,65 

-14,44 +27,13 

+ 0,1917 -14,52 

+ o,o1561 
-14,69 

+26,95 I 

+43,96 

+42,96 

+19,25 

1Ilit diesen Größen 6110, 6 Y!, 6 Y~ 
können die Teilbalken-Labilitäts­
maße 

1/IS:~2,'+dS'_2" I 
(Zu lesen ist z.B.die I. Gleichung: +27,286y~ CX;-2,1 = ).1_2" V EJ 

-14,656yi+O,0l566y~+43,96=0.) bzw. die Glieder 6HL.(jy; in Bi' 

/~' . . 1 I 1-2,' I 
die vorher gleIch 1-1-2,' ~ 

bzw. gleich Null gesetzt wurden, zwecks Durchführung eines II. Rechnungsgangs 
verbessert werdcn; es ergibt sich 

6HII = - eo~ß (N2 • ijy! + N 4 • öY! +Ns . ijy!) = +15kg 
11 -

und damit 
ijS~,2= ÖS;,4 = c5S!,6= ÖS~,8 = OHil = + 15 kg. 

D ·t d h· h" . L b·l·t"t ß ' 1/' I S(O) + ijSl i d I er IDI en Jerzu ge ongen a I I a sma en cx = f. E J neu ure 1-

geführte H. Reehnungsgang liefert neue Größen ij y!l, die im vorliegenden Fall 
praktisch nicht von dcnen des I. Rechnungsgangs abweichen. 

Die Einsetzung der errechneten Größen Cl Yi in die Ausdrücke für 
die Biegemomente Bi ergibt: 

Bo = + ,Ml = -17070kgcm, 

B 2 = - 39590 " 

B 4 = - 41120 " 

B 6 = - 20300 " 

B s = - ,ll1.r = + 17870 " 
Thalau.Telchmann, Beispiele. 12 
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Die Einsetzung der errechneten Werte 0Yi und Bi in die Formeln 
für die Enddrehungen des ersten und letzten Teilbalkens liefert die 
Endneigungen des Gesamtbalkens a, b gegen seine Auflagersehne : 

.1 = CPO,2 = - 0,0923, 7:7 = CPS,6 = + 0,0581. 

Wird auch für Punkte zwischen i - 2 und i die Durchbiegung oder. 
das Knickbiegemoment gesucht, so wird der Teilbalken i - 2, i als 
Einzelbalken für sich berechnet, auf den neben der Querbelastung p 
die Endmomente lliL2.i = B i- 2 und Mi-2.i = - Bi wirken, der ferner 
durch die zentrische Längskraft 8 i - 2 •i + 08;-2.i ,..., 8;-2.i belastet ist 
und die Stützenverschiebungen 0 Yi-2 und 0 Yi erfährt. 

Bemerkung. Die Rechnung vereinfacht sich, wenn die geringfügigen Ein­
flüsse von 08t bzw. ORI und damit auch die mit kleinen Lettern gedruckten 
Ausdrücke in Bo,Bs, Bi' 8 0 • 2 -7-86• S vernachlässigt werden; dann wird die 
Matrix des Gleichungssystems für 0Yi unvollständig und symmetrisch zu ihrer 
nach rechts fallenden Diagonale. 

Dann sind natürlich bereits die Durchbiegungen 0 y: des ersten Rechnungs­
gangs als endgültig anzusehen. 

2. Verfahren B: Berechnung durch wiederholte Verbesserung 
der Biegemomentenlinie des ganzen Balkens. 

Die Berechnung erfolgt in mehreren Gängen (vgl. hierzu Vi a n e 11 0 27 ). 

a) Rechnungsgang I: Der Einfluß der Formänderung bei Auf­
stellung der äußeren Belastung wird zunächst vernachlässigt. Dann 

Tabelle 53. 

(0 CD ~) I CD I ® (ii) I cD I ® 
Rechnungsgang I Il 

Stelle B(O) lI'lO) . 103 [ o y{ 

\ 

BI I\'~ . 103 [ OY? 
[ 

B II 
i i i 

i [kgcm] [-] [ern] [krem] [-] [ern] [kgcm] 

0 -17250 - 7,lß 0 -17110 - 7,50 0 -17080 

1 -26810 -18,32 -2,34 -30030 -20,43 -2,79 -30610 

2 -32395 -22,18 -4,04 -37990 -26.02 -4.85 -39110 

3 -34000 -23,27 -4,97 -41050 -28,14 -6,03 -42560 

4 -31615 -21,65 -5,09 -38900 -26,61 -6,20 -40470 

5 -25250 -17,17 -4,44 -31390 -21.40 -5,43 -32760 

6 -14910 - 9,94 -3,18 -18880 -12,67 -3,92 -19840 

7 - 590 + 0,05 -1,58 - 1610 - 0,87 -1,98 - 1900 

8 +17720 + 4,06 0 +17840 + 3,98 0 +17860 



Holm konstanter Steifigkeit mit abgestufter Längskraft. 179 

wirken auf den Balken 0-:-8 nur: 

p = -' 3,25 kgJcm, 

N 2 = N 4 = N 6 = + 150 kg , 

NkO) = - 1888 kg , 

j111 (0) = .jl1~(O) = - 17250 kgcm , 

JJlr(O) = .M;(O) + M~r = - 17720 kgcm 

nebst den zugehörigen Reaktionen HI, AI und AT. Dem entsprechen 

an den Achtelspunktcn die AusgangsbiegcIDomente B~O) (= Bi): 

BIO) = p(Z - ::')::' + .MI(O) (I - :1:;) - (M + .1MT(O»):I:; , 2 e Z kr e Z • 

(Auswertung s. Tabelle 53, Spaltc 2.) 

Daraus ergebcn sich die elastischen Gewichte (vgl. Aufgabe 46): 

l '8 [BIO' BIo, ] W&O) = ~ 2 ~- + _L , 
6 EJo EJ1 

l/8 [ B'o, BIo, BIo, ] W(O) = '- ---'--...!.... + 4-;- + -~ f"" . = I 2 7 , 6 EJ· EJ. EJ. ur ~ ,. .. , 
t-1 t 1+1 

Z·8 [B(O' BIO'] WkO) = -'-- _7 + 2 _" 
6 EJ7 EJs 

(Tabelle 53, Spalte 3). 

Die Biegcmoment~nfläche des mit dicsen lV-Gewichten allein be­
lastet gedachten Balkens 0 -:- 8 ist die Biegelinie c5 yI in erster Näherung 

Berechnung von ~Yi und B,. 

® 1 @J @ I @ I @J I @ @ I @ 

III 10 1n 

lI':I. 103 1 
öy:II ~Y~ E'!' 11';' • 1031 öytV ~y;' B~ . 

[-] [ern] [ern] [kgem] [-] [ern] [ern] [kgcm] 

- 7,56 0 0 -17040 - 7,63 0 0 -17070 

-20,83 -2,80 -3,32 -31310 -21,34- -2,00 -2,94 -30810 

-26,80 -5,05 -5,81 -40450 -27,60 -5,23 -5,14 -39510 

-20,17 -6,27 -7,21 -44210 -30,20 -6,50 -6,39 -43060 

-27,66 -6,45 -7,42 -42220 -28,82 -6,70 -6,58 -41050 

-22,34 -5,68 -6,53 -34300 -23,42 -5,90 -5,79 -33280 

-13,31 I -4,11 -4,74 -20890 -14,03 -4,27 -4,19 -20200 

-2,06 I -2,37 - 2160 - 1,36 -2,15 -2,11 - 2010 - 1,12 I 

+ 3,95\ 0 0 I +17890 + 3,93 0 0 +17870 

12* 



180 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

(Tabelle 53, Spalte 4). Dieser entsprechen die Änderungen: 
1 

oStI = + h (N2 • Oy~ + N 4 • Oy! + N G • OyD = -13,6 kg, 

ORlI = - oStI cosß = + 11,8 kg. 

Damit wird: .MlI = jll~ = (Rl(o) + OHll). el , 

MrI = .1l1"T + (St(O) + oStI ) cos ß· er. 

Daraus folgen die Biegemomente erster Näherung: 

Bö = + lIl lI = - 17250 + ORlI. el = - 17110 kgcm, 

Bä = -lIErI = + 36600 - 18880 - 0 St I cos ß· er = + 17840 kgcm 

und für i = 1-;-7: 

B! - P (1- Xj)x; + MiI (1 _ ~) - (lvI + .11irI ) ::. 
, - 2 • I 1:r e I 

i-I 
- (Rl(o) + oHII) Oyf + ..:EXj (Oyf - 0 VJ) (Tabelle 53, Spalte 5) 

j= 1 

(NI = N 3 = N 5 = N 7 = 0 ; N 2 = iV 4 = N 6 = 150 kg) . 

b) Rechnungsgang H. Aus den elastischen Gewichten 

W{ = l/8 r BL, + 4 n: + .!!f'-'-.·] usw., 
6 EJi _ 1 EJi EJi+l 

die der BI-Fläche entsprechen, ergibt sich die Biegelinie 0 yf! zweiter 
Näherung (Tabelle 53, Spalte 7). Ihr entsprechen analog dem ersten 
Rechnungsgang Änderungen oStII und oHlII der Kräfte St und HZ, 
sowie die Biegemomente B[I zweiter Näherung (Tabelle 53, Spalte 8). 

Entsprechend können weitere Rechnungsgänge durchgeführt werden 
(Tabelle 53, Spalte 9 und 10). Um zu viele der langwierigen Rech­
nungsgänge zu vermeiden, wird nach Ermittlung der oyIII -Linie eine 
willkürliche Linie 0 yr mit um 15 v H größeren Ordinaten angenommen; 
ihr entsprechen Biegemomente Br und elastische Gewichte Wi". Damit 
ergibt sich eine 0 yfv-Linie mit gegen 0 y}V kleineren Ordinaten. Also 
liegen die gen auen Werte OYi zwischen oy{II und OY!v. Als oy;-Linie 
kann daher bereits mit hinreichender Genauigkeit die Mittelwerts­
linie oy7' aus oyfII und ovtV angesehen ·werden (Spalte 15). Ihr ent­
spricht die in Spalte 16 angegebene Br-Linie. 

Die Endneigungen r l und .r sind dann nach Aufgabe 46 gleich den 
Auflagerdrücken des mit den dazugehörigen lV-Gewichten allein be­
lastet gedachten Balkens 0 -:-8, und zwar ist: 

r l = +A:o = -0,0907, 

rr = - A~ = + 0,0559 . 

Bemerkung. Die Rechnung wird vereinfacht, wenn bei allen Rechnungs­
gängen die geringfügigen Einflüsse von t5 HI und t5St vernachlässigt werden. 



Holm veränderlicher Steifigkeit mit konstanter Längskraft. 181 

Auf gab e 58: Holm veränderlicher Steifigkeit mit konstanter 
Längskraft. 

Für den in Abb. 177 dargestellten auf Knickbiegung beanspruchten 
Holm mit über die Spannweite veränderlicher Biegesteifigkeit sind zu 
ermitteln: 

a) die Biegelinie Ö Y , 
b) die Biegemomentenlinie B, 
c) die Endneigungen 'l"! und 'l"r 

der Biegelinie. 

Verfahren A. 
1. Rechnungsgang 1. 

a) Knickbiegelinie. 
Der Holm wird zunächst (Rech­

nungsgang I) durch eine Kette aus 
z. B. 8 starr angenommenen Gliedern 
von der Länge A = 1/8 ersetzt ge­

rr-!k!1/cm 

IE l-zeocm 

zo 

Abb.177. 

3<1 
I 

7 8 

dacht, die durch elastische Zwischenstücke (sog. elastische Gelenke, vgI. 

Hencky 43) miteinander verknüpft sind (Abb.I77). Die Steifigkeit dieser 
Zwischenstücke sei so bestimmt, daß die 

i-1 
gegenseitige Drehung zweier Kettenglieder r-­
i-I, i und i, i + 1 (Abb. 178) 

LlÖCl. i = -öLlß i = - ;y:, . 
wird, wobei 

EJ!"= ~(EJi-l+EJi..L EJ,+EJi+1) 
• 2 2 I 2 . 

Es wird also die auf S. 113 angegebene 
Formel für die gegenseitige Drehung zweier 
um dx voneinander entfernter Querschnitte (im 

od{)= B·dx 
EJ ' 

I 
I 
~d'4~ / 

I 1") ,""-I 
I I 
I / 

/ 

Abb.118. 

Sinne von B): 

näherungsweise auf endliche Längen A übertragen, und dementsprechend 
E J durch das arithmetische Mittel der mittleren Steifigkeiten der 
bei den Kettenglieder i-I ,i und i , i + 1 ersetzt. Dabei wird beachtet, 
daß positivem LlÖCl.i negatives B entspricht (Abb. 178 und 112). 

Da 
A.<: _ 0Yi+1- lJ Yi _ i)Yi- i)Yi-l 
LlU!Xi- Ä Ä 

(Abb. 128) ist, so folgt mit Bi = B. + ISI· ÖYi (Bi = Biegemoment 
ohne Einfluß der Formänderung); 

).2 _ 

0Yi-l - 2ÖYi + ÖYi+1 = - EJ'!' (Bi + I SI· ÖYi) . 
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oder 
( ISI./2) - l2 

- () Yi-l + 2 - 64EJ'j' . () Yi - () Yi+l - Bi . 64EJ;" = o. 

Diese Gleichungen, für alle Punkte i angeschrieben, ergeben unter 
Beachtung, daß () Yo = () Ys = 0 sein muß, ein symmetrisches dreiglied­
riges Gleichungssystem mit den aus Tabelle 54 ersichtlichen Bei- und 
Lastwerten (symmetrische Differenzengleichung 2. Ordnung). 

Tabelle 54. Bei- und Lastwerte der Gleichungen fiir {)Yi. 

Beiwerte von Last-
{)Yl I iJY2 I iJYa iJY4 iJys I iJys {)Y7 werte 

2-ISI·X1 -1 -BI - Xl 

-1 2-ISi·Xz -1 -Bz·Xz 

-1 2-ISI·Xa -1 -Ba·Xa 

-1 2-ISi· K4 -1 -B4 ·K4 

-1 2-ISI·Ks -1 -B5 ·K5 

-1 2-ISI·X6 -1 -B6 -X6 

-
-1 2-/SI·X7 -B7 ·X7 

[Zu lesen ist z. B. die zweite Gleichung: 

(-l)·{)Yl + (2 -I SI·x2) ·{)Y2 + (-I)· {)Ya + (-jj2·K2) = 0.] 

Darin ist: 
l2 li 

K i = 64EJ:" = 16 (EJi _ 1 + 2EJi + EJi+l) . 

Die Auflösung eines derartigen, zur Matrixdiagonale symmetrischen 
Gleichungssystems erfolgt nach dem im Anhang gegebenen Schema. 

b) Knickbiegemomentenlinie. 

Aus den gefundenen Werten () Yi folgen die Knickbiegemomente 

c) Endneigungen. 

Die Endneigungen 1"! und 1"' ergeben sich in roher Näherung gleich 
den Endsehnenneigungen der Knickbiegelinie : 
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2. Rechnungsgang II. 

Genauer ergeben sich die Endneigungen als Auflagerdrücke A~ und 
A~ des mit den elastischen Gewichten 

wo = ~(2:;o + :JJ*, 
W, = ~ (~~ + 4 ~ + B;~) f· 2 • 6 EJ'_1 EJ; EJi+l ür t = 1, ... 7, 

W 8 = !.- (B 7 + 2 B s ) 
6 EJ7 EJs 

allein belastet gedachten Balkens entsprechend Aufgabe 46; und zwar 
ist: 

Entsprechend ist die Biegemomentenfläche des mit diesen elastischen 
Gewichten allein belastet gedachten Ball,ens eine verbesserte Biege­
linie Ö yl}; ihr entsprechen die verbesserten Biegemomente : 

B~ = Bi + 1 S I· Ö yI . 

3. Zahlenmäßige Durchrechnung (Tabelle 55 und 56). 

Tabelle 55. Bei- und Lastwerte der Gleichungen für oY •• 

Beiwerte von 

°Yl °Y2 oYa °Y4 
+1,923 -1 

-1 +1,892 -1 

-1 +1,908 -1 

-1 +1,930 

-1 

Daraus folgt: 

ÖYl = + 1,24 cm 

ÖY2 = + 2,27 " 

ÖY3 = + 2,80 " 

ÖY4 = + 2,81 " 

o Ys oYs o Y7 

-1 

+1,948 -1 

-1 +1,966 -1 

-1 +1,977 

ÖYs = + 2,40 Clll 

ÖY6 = + 1,71 " 

ÖY7 = + 0,88 " 

* Werte B de3 Rechnungsgangs I unter 1. h). 

Lastwerte 

-0,1078 

-0,2570 

-0,2725 

-0,2235 

-0,1553 

-0,0817 

-0,0329 



184 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

Tabelle 56. Berechnung von BI, 6y~ und Br. 
Stelle B, 18 1· 6 y, Bi I JV i .103 I 6y: 

I 
ISI·6y: B" I 

i [kgcm] [kgcm] [kgcrn] [-] [crn] [kgcm] [kgcm] 

0 0 0 0 + 1,35 0 0 0 

1 +4290 +3820 + 8IlO + 7,80 +1,32 +4070 + 8360 

2 +7350 +6990 +14340 +13,85 +2,36 +7270 +14620 

3 +9190 +8620 +17810 +16,02 +2,92 +8990 +18180 

4 +9800 +8660 +18460 +11,78 +2,94 +9060 +18860 

5 +9190 +7390 +16580 + 8,91 +2,53 +7790 +16980 

6 +7350 +5270 +12620 + 4,55 +1,80 +5550 +12900 

7 +4290 +2700 + 6990 + 1,68 +0,93 +2860 + 7150 

8 0 0 0 + 0,25 0 0 0 

Endneigungen : 
-r'= +A~= + 0,0391, 

-rr= -A~= - 0,0271. 

Verjahren B. 

1. Rechnungsgang I. 

Für weniger genaue Berechnungen empfiehlt es sich, die Knick­
biegemomente Bi' die den W-Gewichten zur Durchführung des Rech­
nungsgangs TI zugrunde liegen, nicht auf Grund des oben behandelten 
Gelenkkettenverfahrens zu berechnen, sondern sie einfach entsprechend 
S. 165 als Knickbiegemomente eines Balkens mit einer gewissen kon­
stanten (mittleren) Steifigkeit EJconst anzusetzen: 

BI = pl2·jB (p) = pl2. (fB (p) + rJ.2. h(p») 

(vgl. S. 166 und Tabelle 95, 96), wobei das Labilitätsmaß : 

ist. 
oc=lV- 18\ -EJCODSt 

Für einen Stab, dessen Steifigkeit nach einem Gesetz von der Form 

eia:=eio[l+a'l·l~ +a2 ·(li2YJ 
(x von Balkenmitte aus gemessen) verteilt ist, liefert Abb. 179 in 

Abhängigkeit von a 1 und G2 einen Wert EJc.o .. t ; daraus folgt durch 
e~o 

Multiplikation mit eiD ein zweckmäßig einzusetzender Wert EJcollst. 

Liegt eine beliebige Steifigkeitsverteilung E Ja; vor, so kann diese 
zwecks Benutzung der Abb. 179 angenähert durch eine Gesetzmäßig-
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keit von der Form ei",=eio [1 + al · l??; + a2' (1~-rJ dargestellt wer­

den; und zwar ist zu setzen (Begründung s. unten) : 
. 3.(3lro-5lr2) 4lrl 

e'~o = --~--, al = 3lro - 5lr2' 

1-0,5 

0.B1f 

- 1,0 I -X-I~+I I 
~---l~ -aT 

Abb. 179. 

Die darin vorkommenden Größen 
+ 1/2 + 1/2 ' l/~ 

iJo _,LEJx·dx, \!l _{!Jx'(I/~)'dX, lYz ~tjEJx·(l72Y.dX 
ergeben sich aus den Werten EJi an den Achtelspunkten des Holm­
feldes unter Annahme geradliniger EJ -Linie zwischen je zwei Achtels­
punkten zu: 

I 7 

lYo = 16 [EJo + EJs + 22EJ;], 
1 

I 
lYl = 96 [5,5 (EJs - EJo) + 9 (EJ7 - EJ1 ) + (l (EJ G - EJ2) 

+ 3 (EJs - EJ3 )], 

lY2 = 7:,8 [4,05 (EJs + EJo) + 5,5 (EJ7 + EJ1 ) + 2,5(EJ6 + EJ2 ) 

+ 0,7 (EJs + EJa) + 0,1 EJ4J. 
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Diese Ausdrücke ergeben sich nach der Methode der kleinsten Qua­
drate aus der Bedingung, daß sich die Näherungslinie ei", möglichst gut 
der gegebenen E J ",-Linie anschmiegen soll. 

Abb. 179 liefert näherungsweise die Steifigkeit E J , die ein Vergleichs­
stab mit konstanter Steifigkeit haben muß, damit seine Eulersche Knick­
last dieselbe ist wie die Eulersche Knicklast eines gegebenen Stabes 
mit veränderlicher Steifigkeit ei",; sie ist berechnet unter der Annahme, 
daß der Stab mit veränderlicher Steifigkeit et'" beim Knicken die Ge­
stalt einer Kurve von der Gleichung: 

!5 nx. 2l1:X 3l1:X 
Y = Cl cos l/2 -+ C2 sm [[2 + c3 cos 1/2 

annimmt. Näheres darüber s. bei Teichmann40, 

2. Rechnungsgang II. 

Der Rechnungsgang II erfolgt mit den so gefundenen Werten B~ 
analog dem Rechnungsgang II des Verfahrens A. 

3. Zahlenmäßige Durchrechnullg (Tabelle 57). 

Die Steifigkeitslinie EJ", wird ersetzt durch die Linie 

ei", = 48,4.106 [1 -+ 1,5l~ + 2 (li~rJ [kgcm2] 

(in Abb. 177 gestrichelt eingetragen; x von Holmfeld-Mitte aus ge­
messen !). Mit a 1 = 1,5 und a2 = 2 ist nach Abb. 179: 

Tabelle 57. Berechnung von (jy~ und B;', 

St~lle I 1»* 
I 

h** 
I 

Bi IEJi. 1O- 6 11' i • W'j 

\ 

ÖY: B V • 
[-] [-] [kgcm] [kgem2 ] [-] [ern] [kgcm] 

I 
0 0 

! 
0 0 90 1,34 0 0 

1 0,0547 I 0,0099 8040 35 7,75 1,36 8480 

2 0,0938 I 0,0182 14290 35 13,!l0 2,45 14890 

3 0,1172 
, 

0,0237 18200 35 16,3!l 3,05 18580 I 
4 0,1250 I 0,0256 19500 60 12,38 3,08 19290 I 
5 0,1172 

\ 

0,0237 18200 60 !l,76 2,67 17410 

6 0,0938 0,0182 14290 110 5,11 1,92 13260 , --
7 0,0547 I 0,0099 8040 160 1,94 0,99 7340 

8 0 I 0 0 210 0,30 0 0 ! 

Endneigungen : TI = -+ A~ = + 0,0402, T r = - A~ = - 0,0287 . 

* Entnommen aus Tabelle 99. ** Entnommen aus Tabelle 101 für oe = 2,2. 
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EJ~on8t = 104 
eto " 

also wegen eio = 48,4.106 kgcm2 : 

E J const f"OooJ 50 . lOG kgcm 2 

und 

rx. = l J/ I S I = 280 
E J const 

3080 
50. 106 = 2,2. 

Bemerkung. Auf die Behandlung anderer Verfahren wird unter Hinweis auf 
die im Schrifttum erwähnten Arbeiten 32, 40 hier verzichtet. Die Aufgabe kann na­
türlich auch entsprechend den Verfahren A bzw. B der Aufgabe 57 gelöst werden. 

Die dort durch die einzelnen Kräfte N 2 , N 4 , No bedingten Größen oSt und 
o H' fallen hier fort, da die Längskraft S als feste Größe gegeben ist. 

Wäre die Steifigkeit bei dem in Aufgabe 57 behandelten Holm nicht über seine 
Länge konstant, so könnten die Teilbalken.Steifigkeiten entsprechend Abb. 179 
berechnet werden. 

A ufga be 59: Aufgeschnittener Holmrippenrost. 

Für den in Abb. 180 dargestellten längs der Zwischenrippen auf­
geschnittenen Holmrippenrost ist zu berechnen: 

1. Die gegenseitige Dre­
hung y~ - y~ der vermöge 
eines drillungsfreien Ge­
lenks gegeneinander dreh­
baren Querschnitte a h und OV.,\Ii.'·~CJ.U.ULI.'" 

al) der Lagerrippe P, 11), 
2. die gegenseitige Ver­

schiebungskomponente 
<5~ - b); der Rippen- Quer-
schnittstellen bh und bl). ./ 

Abb. l~O. 

Der Holmrippenrost sei durch einen beliebigen Belastungszustand 0 
belastet. Dabei werde der Hinterholm durch eine Druckkraft Sauf 
Knickbiegungbeansprucht (Abb.180). l ___ _ 

Zu 1: Mittels des in Abb. 181 dar­
gestellten Hilfszustandes I ergibt sich 
nach der Arbeitsgleichung : 

1· Y~ -1·y~ = L) JBI ' bd# 

+ L)JDI"bdY + .. '. Abb. 181. 

(Die Rippe verdrillende Einzelmomente gelten als positiv, wenn sie 
von vorn gesehen entgegen dem Uhrzeigersinn drehen; das Rippen­
drillmoment D wird bei Zustand 1 positiv! vgI. S. 40.) 
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Bei den nicht auf Knickbiegung beanspruchten Gliedern ist 

J ~.O J B o ' dx BJ·ud·u'= BJ'EJ USW.; 

bei dem auf Knickbiegung beanspruchten Hinterholm würde sich da­

gie!lemomenlenflöcl7en des Ilinierlio/ms 

.~e 
':mlll~~ 

I Do (beliebig on!lenommen) 

I ~ -rlöcl7e 

terholms identisch ist (Abb. 182). 
Hinterholm ergibt sich also zu: 

JBrOdß= --BI'T~71 

gegen unter Beachtung des Ein­
flusses der Formänderung ergeben 
(vgl. S. 167): 

Das Hinterholm - Integral 
J BI' öd{) würde sich also durch 
Kombination der wirklichen, 
zunächst noch nicht ermittel­
ten Knick-Biegemomenten­
fläche Bo mit der Biegemomen-

tenfläche BI des Hilfszustan­
des I ergeben (Abb. 182). Es 
kann gedeutet werden als der 

.111[- bzw. (- BI)-fache Betrag 
der Neigung des rechten Hinter­
holmfeld-Endes unter der wirk­
lichen Belastung; denn zur Er­
mittlung dieser Größe wäre 
mit der wirklichen Bo-Fläche 
(Knickbiegemomente !) die Bie­
gemomentenfläche eines Hilfs­
zustandes l' zu kombinieren, 

die mit der BrFläche des Hin-
Das Teilintegral J BI' ödf} für den 

ßh[ ~pl" _QI') "'""TMl {)I' ] 
= - 1 . cos ~ E J . 'U (1) + L; E J' '(1li) + . .. , 

entsprechend S. 168. 

(Wäre die gegenseitige Drehung yh - yV statt an der Lagerrippe 1", 

1 v an einer Lagerrippe 0\ OV gesucht, so hätte die B rFläche die in 
Abb. 183 angegebene Gestalt. Dann wäre das Hinterholm-Integral: 
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Zu 2: Mittels des in Abb. 181 dargestellten Hilfszustandes II ergibt 
sich nach der Arbeitsgleichung: 

I.(l~ - I.bb = ~JBIl' bdf} + 2fDIl ·(ldy + .. '. 
Hier kann das über den Hinterholm erstreckte Teilintegral 

JB (ldff-JE Bo+I S ol·t5" d Il' ,- Il' EJ ~. x 

gedeutet werden als der p. Il bzw. 
4 -' 

l [1 _ (2 ~/l)2] ° B~. IlO fache Betrag der 
Hinterholmdurchbiegung an der Stelle ~ 
unter der wirklichen Belastung; denn 
zur Ermittlung dieser Größe wäre mit 
der wirklichen Bo-Fläche (Knickbiege­

lIi/fszusiond I' 
011 , / 

MF·+8}--r'cos/l" 
Abb,183. 

momente !) die Biegemomentenfläche eines Hilfszustandes 11' zu kombi-

nieren, die mit der BIl-Fläche des Hinterholms identisch ist (Abb. 182). 
Also ist entsprechend S. 168 zu setzen: 

J - 4 
B II • (ldD = B Il • l [1- (2~/l)2]' (lbel~ 

_ - 4 [ ~pl4 ~.Ml2 I ] 

- BIlo l [1- (2~/l)2]' L.; EJ' 13(p) + L.; EJ . I~(M) T . .. ° 

(Funktionswerte 10 an der Stelle ~!) 
Im vorliegenden Beispiel wird J BIl · (laD = 1· [. 0 .]. 

Drittes Kapitel. 

Statisch unbestimmte Systeme. 
Allgemeines. 

1. Statisch unbestimmte Größen. 

Auf S.35 wurde bereits erläutert, daß bei einem Stabwerk (im 
Sonderfall bei einem Fachwerk) nur dann die Gleichgewichtsbedingun­
gen zur Berechnung der an jedem Einzelstab "irkenden Momente und 
Kräfte ausreichen, wenn bei gegebener Knotenzahl eine bestimmte 
Anzahl innerer und äußerer Fesseln (im Sonderfall: Fachwerk- und 
Auflagerstäbe) vorbanden ist (einfach stabiles System). Besitzt ein 
Stabwerk n Fesseln mehr, als zur einfachen Stabilität notwendig sind 
(n + I-fache Stabilität), so ist es n-fach statisch unbestimmt. 

Es geht in ein statisch bestimmtes (einfach stabiles) System über, 
wenn eine Reihe von Stäben "ganz" oder "teilweise" durchschnitten 
wird; dabei wird entweder in jedem dieser Stäbe die ursprünglich 
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feste Verbindung zweier benachbarter Querschnitte vollständig ge­
löst, so daß sich die so entstehenden "Schnittufer" in jedem Sinne 
gegeneinander verschieben können ("ganz durchschnitten"), oder es 
wird statt der ursprünglich festen Verbindung eine solche eingeführt, 
die je nach Bedarf keine Längs- bzw. Querkraft, bzw. kein Biege­
bzw. Drillmoment mehr übertragen kann ("teilweise durchschnitten"); 
letzterem entsprechend wird auch von der "Einschaltung einer Längs­
bzw. Querverschieblichkeit bzw. eines Gelenks gegen Biegung oder 
Drillung" gesprochen. 

Wird das auf diese Weise entstehende "statisch bestimmte Haupt­
system" durch beliebige Belastung oder durch irgend einen anderen 
Einfluß verformt, so führen die beiden Schnittufer einer jeden Schnitt­

stelle gegenseitige V erschie­
I1Itd/ielles tr"'-*L-_.L.--x,,-_L---I_-2i."7I bungen - "Wege" bzw. "Dre-
System 4'" T 'T" hungen" _ aus (Abb. 184). 

J'tal best I t t I , Derartige V erschie bungen der 
lIauptsystem 1f;~;-"""'-"""--4*, ,_.....L.._ ........ - A-f.1 Schnittufer sind am wirk-

0. I I I 

l)eanspru- ! 4: :;)'(; A chungen , 1 T T 
und 

8iegellnie des I , I 

wirklJystems ~ * ---=:::::=::::: 
" ~ " 

lichen, statisch unbestimmten 
System nieht möglich, da dort 
keine "Schnitte" vorhanden 
sind (vgl. auch Abb. 25). 

Ebenso wie am wirklichen 
System werden die gegen­
seitigen Verschiebungen der 
Schnittufer am aufgeschnitte­
nen System (Hauptsystem) zu 
Null, wenn an letzterem neben 

der ursprünglich gegebenen äußeren Belastung wieder diejenigen (inne­
ren) Kräfte und Momente in voller Größe als weitere (äußere) Lasten 
angebracht werden, die bei der Umgestaltung des wirklichen Systems 
zum statisch bestimmten Hauptsystem beseitigt wurden; dcnn dann 
ist der Beanspruchungs- und somit auch der Formänderungszustand 
des Hauptsystems in nichts von dem des wirklichen Systems verschie­
den (Abb. 184). 

Diese bei der Umgestaltung des wirklichen Systems zum Haupt­
system beseitigten Längs- bzw. Querkräfte, Biege- bzw. Drillmomente 
werden als die n "statisch unbestimmten Größen" oder kurz als die "Un­
bestimmten" des betreffenden Systems bezeichnet: 

2. Elastizitätsgleichungen. 

Im folgenden bezeichnet bi , k immer die gegenseitige Verschiebung 
der Ufer eines Schnitts i, die sich im Sinne der dort beseitigten statisch 
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Unbestimmten X; ergibt, wenn am Hauptsystem irgend ein Belastungs­
zustand "k" angreift. Im einzelnen bedeutet: 

Oi,O die oben bezeichnete Verschiebung in folge der gegebenen äußeren 
Belastung am Hauptsystem ("Zustand 0"); 

Oi,l' 0i,2' 0i,3' .. die oben bezeichnete Verschiebung in folge alleiniger 
Belastung des Hauptsystems mit Xl' X 2 , X 3 • •• USW., wenn 
diese je für sich allein, und zwar mit dem Betrage ,,1" angebracht 
werden ("Zustände Xl = 1, X 2 = 1" oder kürzer "Zustände 1, 2 .. "). 

Wie bereits gesagt, muß bei gleichzeitiger Wirkung der 
äußeren Belastung und aller statisch Unbestimmten in 
voller Größe die gegenseitige Verschiebung der Schnitt­
ufer des Hauptsystems bei i zu Null werden; diese "Zu­
sammenhangsbeclingung" wird ausgesprochen durch die 
sog. "Elastizitätsgleichung" für die Schnittstelle i: 

Xl' 0;,1 + X 2 • 0i,2 + ... X;, 0;,; + ... + X n · O;,n + 0;,0 = 0; 

denn z. B. Xl' 0i,l ist die gegenseitige Schnittuferverschiebung bei i am 
Hauptsystem, wenn an diesem die statisch Unbestimmte Xl in wirk­
licher Größe statt mit dem Betrag ,,1" angreift. Da für die Angriffstelle 
jeder statisch Unbestimmten Xi eine solche Zusammenhangsbedingung 
gilt, können ebenso viele "Elastizitätsgleichungen" aufgestellt werden, 
wie Unbestimmte vorhanden sind. 

Die Größen Oi,O werden "Last werte" , die Größen Oi,l bis Oi,n "Bei­
werte" der Elastizitätsgleichungen genannt. 

3. Überlagerungssatz. 

Die gesuchten Beanspruchungen des wirklichen, mit den gegebenen 
äußeren Kräften und Momenten belasteten Systems, also seine Längs­
und Querkräfte, Biege- und Drillmomente, sind nun dieselben wie die 
des statisch bestimmten Hauptsystems, wenn an diesem neben der 
äußeren Belastung die aus den Elastizitätsgleiehungen berechneten 
statisL:h Unbestimmten Xl' X 2 , X 3 usw. in voller Größe angreifen. 

Bedeutet entsprechend dem Aufbau der Elastizitätsgleichungen 
z. B. So eine im Hauptsystem entstehende Stabkraft, wenn dieses 
durch die äußere Belastung allein beansprucht wird, bzw. 8 1 , 8 2 us\\"o 
die im Hauptsystem entstehende Kraft desselben Stabes, wenn am 
Hauptsystem die Größen Xl' X 2 USW. mit dem Betrag ,,1" nacheinander 
allein wirksam sind, so gilt: 

8 = So + Xl' SI + X 2 • 8 2 + ... , 
Q = Qo + Xl . QI + X2· Q2 + ... , 
B = B o + Xl' BI + X 2 • B2 + ... , 
D=Do+XI·DI+X2·D2+ ... . 
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Entsprechend gilt für irgend eine Formänderungsgräße des statisch 
unbestimmten Systems: 

(Satz von der Überlagerung der Einzelwirkungen ; zur Gültigkeit dieses 
Satzes wie auch der Elastizitätsgleichungen in der unter 2. ange­
gebenen Form ist Voraussetzung, daß zwischen Formänderungen und 
Kräften bzw. Momenten ein linearer Zusammenhang besteht, vgl. S. 36.) 

4. Last· und Beiwerte der Elastizitätsgleichungen. 

Im statisch bestimmten Hauptsystem ergibt sich die gegenseitige 
Verschiebung ()i,k der Schnittufer bei i nach der Arbeitsgleichung mit 
dem Zustand Xi = 1 als "Hilfszustand" und dem Zustand k (Zustand 
X k = 1 bzw. Zustand 0) als gegebenem "Belastungszustand" zu: 

1. Q. = "IB .. Bk·dx + "'IQ .. Qk' dx + "'In .. Dk • dx 
',k L.J • EJ LJ • GF' LJ • GJd 

+ .EI Si' s~.;x . 
(Vgl. S. 116; als Zustand k kann auch irgend ein Formänderungs­
zustand des Hauptsystems, z. B. infolge von Stützenverschiebungen, 
Temperaturänderungen usw. gegeben sein.) 

Der Wert ()i,k kann somit auch aufgefaßt werden als Arbeit der gleich 
,,1" gesetzten statisch Unbestimmten Xi bei Formänderung des Haupt­
systems gemäß Zustand k; daher kann die vorher angeschriebene Elasti­
zitätsgleichung als Ausdruck dafür aufgefaßt werden, daß die Ar­
beit der (gleich ,,1" gesetzten) Unbestimmten Xi gleich Null wird, 
wenn das statisch bestimmte Hauptsystem Formänderungen infolge 
gleichzeitiger Wirkung der äußeren Belastung und sämtlicher statisch 

Unbestimmten erfährt. Da ferner ()i", =.z I Bi' B~ ~x +. .. ist und 

. h t h d.ll "'JB B;· dx 'b' d SlC en sprec en U k, i = k..J k' Er + . . . ergl t, so 1st wegen er 

Gleichheit der rechten Seiten allgemein 0i,,,,= 0k,i (l\'Iaxwellscher 
Satz von der gegenseitigen Gleichheit der Verschiebungen). 

Bei der Berechnung der Oi, k-Werte mittels der Arbeitsgleichung sind 
solche Stäbe, die Knickbiegung erhalten, entsprechend S. 187 und 
Aufgabe 59 zu behandeln; bei der Ermittlung des über ein solches Glied 

t lt T '1' 1 JB Bk·dx . d ers rec (en Cl Integra Si' -yy- WIr 

JB B,,-dx B! ! Br T a) i' Er = i' "C", - i' "C" oder = .Mi . "CL + .lv1r . "t.'k, 
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wenn die BcLinie mit den Endordinaten BI = B~ und B~ = Bi gerad­
linig über den ganzen Stab verläuft, und 

J B.·dx 4B~,i , 
b) Bi' -----yu- = l [1 -(2 gJl)2( (5 Y~,k oder 

wenn die BcLinie ein Dreieck mit der Spitzenordinate B<,i an beliebiger 
Stelle ~ (von Stabmitte aus gemessen) und den Ordinaten 0 an den 
Stützpunkten des Stabes ist. 

Wesentlich ist dabei folgendes: Da die Formänderungen des statisch 
bestimmten Hauptsystems infolge Belastung mit äußerer Last bzw. 
mit Xl allein, X 2 allein usw. einander überlagert die wirklichen Form· 
änderungen des statisch unbestimmten Systems ergeben sollen (Elastizi. 
tätsgleichungen !), so müßten alle diejenigen Einzelwerte <5i k' die Knick· 
biegung enthalten, bzw. alle zu ihrer Ermittlung' notwendigen 
Größen 7:L 7:k' <5 Ye,k so berechnet werden, als ob bereits im einzelnen 
Belastungszustand "k" die wirklichen Stablängskräfte des statisch 
unbestimmten Systems wirksam wären (vgl. Aufgabe 56). 

Da nun in Wirklichkeit 8 = So + SI' Xl + 8 2 , X 2 + . .. ist, so 
würden auf diese Weise die Unbestimmten Xl' X 2 • •• in die Labilitäts· 

J/I S + S X + S X + ... I maße oc = l· 0 1 1 E J 2 2 eingehen. Da dann aber die 

Größen Xl' X 2 ••• nicht mehr als lineare Größen in den Elastizitäts· 
gleichungen aufträten, werden zunächst in den auf Knickbiegung be· 
anspruchten Gliedern in erster Näherung zur Aufstellung der Labili. 
tätsmaße oc die Längskräfte 8 gleich den entsprechenden Werten So ge· 
setzt (und zwar bei der Ermittlung allerWerte tJi,k für k = 0,1,2 usw. !). 

Ein entsprechendes Näherungsverfahren wird angewandt, wenn bei 
der Ermittlung von Stablängenänderungen der Einfluß von Sehnen· 
verkürz.ungen infolge Biegung berücksichtigt werden soll; fjir die 
Sehnen· Längenänderung eines Stabes gilt: 

8 32 
tJ l ,-., - :n (<5 ym )2 + 513 (tJ ym )4, 

worin <5 ym die wirkliche Durchbiegung des betr. Stabes in seiner Mitte, 
bezogen auf die Verbindungslinie seiner Anflagerpunkte, bedeutet. Da 
nun am statisch unbestimmten System 

<5ym = <5y:;'+ Xl' tJYf+ X 2 • tJYlf+ ••• 

ist (Überlagerungssatz), so würden dadurch die Größen Xl' X 2 usw. 
wiederum nicht linear in den Elastizitätsgleichungen auftreten; daher 
wird zur Berechnung der Sehnenverkürzungen für tJ ym in erster Näherung 
die Größe tJ y~ eingeführt, d. h. es wird im I. Rechnungsgang angenom· 
men, daß die wirkliche Durchbiegung des betr. Stabes gleich der Durch· 
biegung sei, die sich am Hauptsystem bei äußerer Belastung allein ergibt. 

Thalau·Teichmann, Beispiele. 13 
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Die so in I. Näherung ermittelten Größen XL X~, Xi usw. können 
zur schrittweisen Verbesserung der Werte dym zwecks Berechnung ver· 
besserter Größen XII, X~I, X;I usw. benutzt werden. Entsprechendes 
gilt auch im Fall der vorher behandelten Knickbiegungseinflüsse. 

5. Gruppen statisch unbestimmter Größen. 

Werden vorübergehend die statisch Unbestimmten mit U I' U 2 ••• 

bezeichnet, so heißen die Elastizitätsgleichungen für ein n·fach statisch 
unbestimmtes System: 

U I ·<51,l-+ UZ ·<51,z-+·· .<51,0=0, 

U1 ·<5Z,l -+ Uz·<5z,z-+· .. <52,0= ° 
usw. 

Am statisch bestimmten Hauptsystem werden nun außer dem Zu· 
stand ,,0" (äußere Belastung allein) nacheinander n Belastungs. 
zustände 1, 2 ... n eingeführt, die darin bestehen, daß jeweils sä m t . 
liche statisch Unbestimmten mit beliebig gewählten Werten f-ti' 'Pi USW. 

angreüen; z. B. 

bei Zustand "I": U1=f-t1' Uz=f-tz, U .. =f-t .. ; 

" " ,,2": UI =V1, Uz='Pz' 
usw. 

Dann kann der wirkliche Kräfte· und Formänderungszustand des 
statisch unbestimmten Systems dadurch nachgebildet werden, daß 
der Zustand ,,0" gleichzeitig mit sämtlichen Zuständen ,,1", ,,2" .. . "n" 
überlagert wird, wenn letztere zuvor mit ganz bestimmten, vor· 
läufig unbekannten Multiplikatoren Xl' Xz ••• X .. multipli­
ziert werden. 

Wie sich durch geeignete Umformung der ursprünglichen Elasti. 
zitätsgleichungen zeigen läßt, folgen diese Multiplikatoren Xl' X z ..• 
ebenfalls aus einem System linearer Gleichungen: 

Xl . <5~, 1 -+ X 2 • 15;, 2 -+ ... -+ <5;,0 = 0, 
Xl . <5;, 1 -+ X 2 • 15;,2 -+ . . . -+ <5;,0 = ° 

usw. 

Hierin ergeben sich die Werte <5~ k analog den Werten <5 i k durch 
Kombination der zu den Gruppenzu~tänden ,,1", ,,2" usw. g~hörigen 
B-, Q., S· bzw. D·Flächen untereinander bzw. mit denen des Zu. 
stands ,,0"; auch hier gilt Ö~,k = <5",i' Nach Berechnung der Größen Xi 
ergeben sich die ursprünglich eingeführten statisch Unbestimmten U i zu: 

UI = Xl' !LI -+- X z ' VI -+- ... , 
U 2 = Xl' !Lz -+- X 2 • Vz -+- .. . 

usw.; 
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entsprechend ergeben sich die Stablängs- und Querkräfte, Biege- und 
Drillmomente : 

usw.; 

hierin sind die Größen SI' S2' ... ' BI' B2 usw. die Stablängskräfte, 
Biegemomente usw., die im Hauptsystem bei Wirkung der Gruppcn­
zustände ,,1 ", ,,2" usw. entstehen. 

Die Gruppenzustände ,,1", ,,2" usw. werden auch als Zu­
stände "X1 = 1", "X2 = 1" usw. bezeichnet. 

Von der Einführung solcher Gruppen statisch unbestimmter Größen 
als Unbekannte der Elastizitätsgleichungen wird u. a. häufig Gebrauch 
gemacht zur Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften der Systeme 
oder zur Erzielung leicht lösbarer bzw. fehlerunempfindlicher Glei­
chungen (vgl. Aufgabe 61, 65, 66, 71, 73). 

6. Besondere Bemerkungen. 

Da in den Last- und Beiwerten der Elastizitätsgleichungen die 
Steifigkeiten EF, GF', GJ d und EJ der einzelnen Stäbe vorkommen, 
muß bereits vor Durchführung der statisch unbestimmten Rechnung 
eine Vorbemessung der Glieder erfolgen; diese kann z. B. zunächst 
für die Beanspruchung des Hauptsystems bei äußerer Belastung allein 
vorgenommen werden; für die Glieder, die zur Herstellung des Haupt­
systems ganz oder teilweise durchschnitten wurden, muß dann eine 
Schätzung der Steifigkeiten erfolgen. Voraussetzung für eine vernünf­
tige Bemessung ist dabei aber, daß die Beanspruchungen des Haupt­
systems möglichst wenig von denen des vollständigen, statisch un­
bestimmten Systems abweichen. 

Um dies zu erreichen, ist es u. U. zweckmäßig, mehr Fesseln aus dem 
statisch unbestimmten System fortzunehmen, als notwendig wäre, um 
ein statisch bestimmtes (einfach stabiles) Hauptsystem zu erhalten. 
Dann entsteht ein unstabiles Hauptsystem. Da dieses nur gewisse 
Belastungszustände zu tragen vermag, müssen dann zu der gegebenen 
Belastung zunächst noch passend gewählte Gruppen von Zusatz­
Kräften und -Momenten in Richtung der fortgenommenen Fesseln 
hinzugefügt werden; das entspricht einer zunächst willkürlichen An­
nahme über die tatsächlich in diesen Fesseln wirksamen Kräfte und 
Momente. Als statisch Unbestimmte kommen in diesem Fall nur solche 
Gruppen von Fesselluäften und -momenten in Frage, die das unstabile 
Hauptsystem zu tragen vermag (vgl. Aufgabe 75, 77 --:-82). 

In manchen Fällen werden auch zunächst weniger Fesseln entfernt 
als zur Herstellung eines statisch bestimmten Hauptsystems notwendig 

13* 
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wäre; dann entsteht ein statisch unbestimmtes Hauptsystem. 
In den Elastizitätsgleichungen für die beseitigten Unbekannten sind 
dann die Bei- und Lastwerte 0i, /, gegenseitige Verschiebungen der 
Schnittufer derjenigen Schnitte, die zur Herstellung dieses statisch 
unbestimmten Hauptsystems nötig waren (vgI. Aufgabe 75). 

Schließlich ist es bei einer Reihe von Aufgaben noch zweckmäßig, 
als statisch Unbestimmte an Stelle von Fesselkräften und -momenten 
die Drehungen der Knotenpunkte oder deren Komponenten ein­
zuführen (sog. Deformationsmethode ; vgl. Aufgabe 83 und 84). 

Auf Grund der Ergebnisse der statisch unbestimmten Rechnung 
ist meist eine neue Bemessung einzelner oder aller Glieder des Systems 
notwendig, da die ursprünglich geschätzten Abmessungen den wirk­
lichen Beanspruchungen nicht entsprechen (zu große oder zu kleine 
Querschnitte). Die neue Bemessung macht dann eine neue Durchfüh­
rung der statisch unbestimmten Rechnung erforderlich, die ihrerseits 
u. U. eine abermalige Umbemessung bedingt usw. 

Aus diesem Grunde empfiehlt es sich, bei statisch unbestimmten 
Rechnungen Feinheiten des Ansatzes, wie z. B. Lagernachgiebigkeiten, 
Knickbiegungseinflüsse, Nebenspannungen usw., bzw. Feinheiten der 
Bemessung, wie z. B. Abstufungen der Querschnitte innerhalb eines 
Einzelstabes usw., erst in die letzten Rechnungsgänge einer Aufgabe 
aufzunehmen. 

Der beschränkte Raum dieses Buches gestattet jedoch nicht, diese 
wechselseitige Verbesserung von Rechnung und Bemessung in den Bei­
spielen zu zeigen. 

§ 16. Grundaufgaben über Ansatz und Durchführung 
statisch unbestimmter Rechnungen. 

Aufgabe 60: Ausgekl'euzte Tragwand unter Vorspannung. 

Die Stabkräfte der in Abb. 185 dargestellten Doppeldecker-Tragwand 
sind zu berechnen. Die Auskreuzungen bestehen aus Profildraht ; die 

Diagonale 2 sei bei nicht vorhandener 
äußerer Belastung mit 1000 kg vorge­
spannt. S -1~ 

~ 
v-:::::::.....----''----..::::.~- '" Infolge der äußeren, nach oben ge-

P,-sookg richteten (negativen) Belastung erhält die 
Abb.185. 

Diagonale 2 zusätzlich zur Vorspannkraft 

eine Druckkraft. Solange P unter einer gewissen Grenze P bleibt, ist 
diese Druckkraft dem absoluten Betrag nach kleiner als die Vorspann­
kraft, so daß in der Diagonale 2 insgesamt eine resultierende Zugkraft 
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verbleibt. Wenn die äußere Last die Grenze P erreicht, wird der Absolut­
betrag der Druckkraft in 2 gleich dem der Vorspannkraft, d. h. die resul-

tierende Diagonalkraft in 2 wird Null. Wird die Grenze P überschritten, 
so würde in 2 eine resultierende Druckkraft entstehen; diese kann aber 
nicht aufgenommen werden, so daß von da ab die Diagonale 2 ausfällt. 

a) P < P. Beide Diagonalen sind wirksam. 

Das System ist einfach statisch unbestimmt; als statisch Un­
bestimmte Xl wird die Stabkraft eingeführt, die in der Diagonale 2 
auftreten würde, wenn beide Diagonalen zug- und druckfest wären 
und keine Vorspannung vorläge. Als statisch bestimmtes Hauptsystem 
dient also das System mit durchschnittener Diagonale 2. Die Zusammen­
hangsbedingung für die Schnittstelle in Stab 2 wird durch die Elasti· 
zitätsgleichung 

Xl' <51, 1 + <51,,0 = 0 

ausgedrückt (Abb. 186); sie sagt aus, daß die 
Summe der gegenseit'gen Verschiebungen der 
Schnittufer der durchschnitten gedachten Dia­
gonale 2, die unter dem Einfluß der äußeren 

Abb.18G. 

Belastung P bzw. der Spannkraft Xl je für sich entstehen, dem 
wirklichen unzerschnittenen Zw,tand der Diagonale entsprechend Null 
sein muß. 

IIierin bedeutet: 

<5 1,0 = ,2;81 ~o; die gegenseitige Verschiebung der Schnittufer des 

Stabes 2 im Sinne von Xl infolge Belastung des Hauptsystems 
mit P allein, 

<51,1 = .2;81 ~1; die entsprechende Verschiebung infolge Belastung des 

Hauptsystems mit Xl = 1 allein; 

beide Summen erstrecken sich über alle Stäbe einschließlich der durch­
schnittenen Diagonale 2; es sind 

SI die Stabkräfte im Hauptsystem infolge Xl = I allein, 

" " " P " . 

Die Stabkräfte im wirklichen, statisch unbestimmten System einschließ· 
lieh des Einflusses der Vorspannung sind 

S = So + Xl . 8 1 + Sv ; 

Sv sind die Stabkräfte im Hauptsystem in folge der Vorspannkraft 
der Diagonale 2 allein. 
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Zahlenrechllullg. 

Äußere Belastung: P = - 500 kg } . 
Vorspallnkraft in Stab 2: Sr = + 1000 kg sIehe Tabelle 58. 

Die Vorspallnkraft in irgend einem anderen Stab ist Sv = 1000· Sl[kg], 
da die Vorspannung des Stabes 2 dieselbe Wirkung auf die anderen 
Stäbe hat wie eine Kraft Xl = 1000 kg, angreifend am statisch be­
stimmten Hauptsystem. 

Tabelle 58. Berechnung der Sta bkräfte für P = - 5001{g. 

Werk- E .10-6 F 8 
_8_.10, So 8 1 81.80'(2* 10'·Si·!!* IXl·81 8 y 

stoff EF 

[kg/crn2] [cm2 ] [cm] [cm/kg] [kg] [-] [ern] [crn/kg] [kg] [kg] 

Holz 0,13 30 500 1,28 -1667 -0,959 +0,2044 +1,177 +701 - 959 
Stahl 2,2 1,5 522 1,58 ° +1 ° +1,580 -731 +1000 
Stahl 2,2 1,5 522 1,58 +1738 +1 +0,2743 +1,580 -731 +1000 
Holz 0,13 15 500 2,56 ° -0,959 ° +2,354 +701 - 959 
Holz 0,13 10 150 1,15 - 500 -0,287 +0,0165 +0,095 +210 - 287 

+0,4952 +6,786 

S 

[kg] 

-1925 
+ 269 
+2007 
- 258 
- 577 

8 Xl = - E 8 0 .81 , e = _ ~,-4952 . 104 = _ 731 kg. 
*e=EP E8i·!! 6,786 

b) Bestimmung der Lastgrenze P, von der ab die Diagonale 2 ausfällt. 

Wirkt P = P, so ist für Stab 2 die "Grenzbedingung" : 

S = So + Xl . SI + Sr = O. 
Nach Tabelle 58 ist für diesen Stab 

So=O, Sl= +1, Sv = 1000 kg. 
Bei P < P ist - 731 

Xl = p. _ 50-6 • 

Diese Werte, in vorhergehende Grenzbedingung eingesetzt, ergeben den 
Tabelle 59. Stab kräfte Grenzwert 
für z. B. P = - 1000 kg. P = _ 100~;1500 = _ 684 kg. 

8=80 

[kg] 
Stab 

1 
2 
3 
4 
5 

-3333 
o 

+3476 

° -1000 

c) P > P. Die Diagonale 2 ist unwirksam. 

Das System ist statisch bestimmt; es 
gelten die für das jeweilige P sich ergeben­
den Stabkräfte So des Hauptsystems (Ta­
belle 59). 

A uf,g a be 61: Ebener geschlossener Secbseckrahmell 
(Rumpfwandaussparung ; vgl. Aufgabe 76). 

1. In dem durch eine Kraftgruppe D = 1 kg belasteten Rahmen­
werk A, B, J, C, D, E, F, H, G (Abb. 187) sind die Biegemomente zu 
berechnen. 
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2. Das System ist durch ein Gelenkfachwerk (Abb. 188) zu ersetzen, 
dessen Diagonale D H so bemessen ist, daß ihre Längenänderung 
gleich der Änderung 15 (D H) der Strecke D H des Rahmenwerks ist. 

Aufgaben dieser Art treten bei der Behandlung von Rümpfen, 
Flügeln, Motorvorbauten usw. auf, bei denen einzelne Wandfelder für 
Führerausschnitte, Fenster- und Türöffnungen usw. ausgespart sind. 

1 
Abb.187. Abb.188. Abb.189. 

Zu 1. Das Rahmenwerk ist dreifach statisch unbestimmt; als sta­
tisch Unbestimmte werden die Biegemomente BA' Be und BF (Abb. 189) 
eingeführt; zur Herstellung des statisch bestimmten Hauptsystems 
wird also in den Sechseckrahmen an den Stellen A, C, F je ein Gelenk 
gegen Biegung eingeschaltet. Zwecks Ausnutzung der Symmetrie des 
Rahmens werden als Unbekannte X l --:-X3 der Elastizitätsgleichungen 
in folgender Weise Gruppen dieser statisch Unbestimmten gewählt 
(s. S. 194): 

"Xl = 1": Ba = + 1, BF = - 1; 

"X2 =1": B A =+I; 

"X3 = 1" : BA = + 1, Be = + 1, BF = + 1. 

Die Elastizitätsgleichungen heißen allgemein: 

Xl· 01,1 + X 2 • 01,2 + X 3 • 151,3 + 151,0 = 0, 

Xl· 02,1 + X 2 • 02,2 + X 3 • 152,3 + 02,0 = 0, 

Xl' 15 3,1 + X 2 • 153 ,2 + X 3 • 153 ,3 + 03,0 = 0. 

Die Biegemomentenflächen infolge des Zustands ° (cl. h. äußerer 
Belastung D = 1 kg) und der Zustände Xl = 1, X 2 = 1, X3 = 1 sind in 
Abb. 190 dargestellt. Symmetrische Belastung des symmetrischen 
Systems ergibt symmetrische, antisymmetrische Belastung ergibt 
antisymmetrische Biegemomentenflächen. Zu ihrer Ermittlung müssen 
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zunächst die Auflagerkräfte der Teilrahmen A, B, G und A, G, F am 
Teilrahmen G, D, E, F ermittelt werden. Bei Zustand 0 muß z. B. die 

u 

-)'75 -0,'185 

u 

'3,75 --0.'185 

u 
Do-Fläche 

Abb.190. 

Auflagerkraft Ac des unbelasteten Teilrahmens A, B, G in Richtung 
A, G fallen (Abb. HH). Die Momentengleichung bzgl. des Punktes F 

~ C 
Abb. 191. 

O~'Irg/ lautet dann: 

Aa· r = 1· r' usw. (vgl. Aufg. 25/26). 

Die Werte (ji k der Elastizitätsgleichungen 
sind: ' 

o. = "IB .. Bk·dx + "Is .. Sk·d:x; 
.,k':::'; • EJ .:::.; • EF 

I Qt ·dx + 2) Qi' GF' . 

(Bi und Bk bzw. Si und Sk bzw. Qi und Q" sind 
die Biegemomente bzw. die Längs- bzw. die Quer­
kräfte der Zustände i und k. Zustand 0 bedeutet: 

äußere Belastung allein, Zustand 1 bedeutet: Xl allein am Haupt­
system usw.) 

Dazu ist folgendes zu bemerken : Wenn die einander entsprechen­
den Rahmenglieder zu den Achsen u -;- u und v -7- v symmetrisch be­
messen sind, so werden die Beiwerte (jl,2 = 02,11 0 1;3 = 03,1, 02,3 = (j3,2. 
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der Lastwert <'>3,0, sowie der Biegemomentenanteil von <'>2,0 im vor­
liegenden Fall zu Null; denn von den B-Flächen bzw. den hier nicht 
gezeichneten 8- und Q-Flächen, die zur Berechnung der genannten 
Werte miteinander zu kombinieren sind, ist jeweils die eine Fläche 
zu einer der Achsen u -7- u oder v -7- v symmetrisch, die andere Fläche 
dagegen zur gleichen Achse antisymmetrisch. Infolgedessen wird die 
Summe der Teilintegrale über die eine Rahmenhälfte entgegengesetzt 
gleich derjenigen über die andere Rahmenhälfte. 

Bei Rahmenwerken können im allgemeinen die Formänderungs­

den großen An-il "J8 Sk· dx . "JQ Qk· dx "b ante e .4.J i . ~ SOWIe.4.J i • GY gegenu er 

teilen ~J Bi' B~;x vernachlässigt werden. 

Da der Lastwert <'>2,0 nur aus Längs- und Querkraftanteilen be­
steht, wird er sehr klein; da ferner in der zweiten Elastizitätsgleichung 
<'>2,1 und <'>2,S fortfallen, wird auch X 2 klein und liefert nur einen 
unwesentlichen Beitrag zur Gesamtbeanspruchung des Systems, so 
daß X 2 praktisch vernachlässigt werden kann, und <'>2,0 damit über­
flüssig wird. 

Es bleibt also nur noch die erste Elastizitätsgleichung übrig; wird 
in allen Rahmenstäben konstante und gleiche Biegesteifigkeit E J an­
genommen (und der Einfluß der Knick­
b~egung .rocht berücksichtigt), so heißt (/ ~~ 
dIese GleIChung: 1+ 70,77. 

Xl' 121,4 - 383,9 = O. 

Somit: 

Xl = + 3,16 kgcm (X2 = X z '""" 0). 

Damit werden die wirklichen Biegemomente 
des statisch unbestimmten Systems: 

B = Bo + 3,16· BI + O· B 2 + 0 . Ba [kgcm] 

(Abb.192). 

+375 
, 8 - itöclle des 

slolisell l/nbestimmlen 
Systems. 

Abb.192. 

Zu 2. Die Änderung<'> (D H) der Strecke D H am statisch unbestimm­
ten System ist ebenso groß wie am statisch bestimmten Hauptsystem, 
wenn an letzterem die Belastungszustände 0, 1, 2 und 3 gleichzeitig an­
greifen: 

<'> (DH) = () (DH)o + Xl' <'> (DHh + X 2 'Ö (DHh + X a • Ö (DH)a' 

Die Werte <'> (DH)i am statisch bestimmten Hauptsystem 
(i = 0, 1, 2, 3) ergeben sich nach der Arbeitsgleichung mittels eines 
Hillszustandes 1, der aus zwei gleich großen entgegengesetzt gerichte­
ten Kräften vom Betrag 1 besteht, die in D und H im Sinne der gesuchten 
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Längenänuerung 0 (D H) angreifen (der Hilfszustand 1 ist also in diesem 
Beispiel identisch mit dem Zustand 0) : 

15 (D H) = '\' f B . !!..o_ ._d.~ -t- X . "f B . BI· rI x + X • :>:f B . I!2~1: 
~ [EJ I ~ [EJ 2..;...; [ EJ 

X "fB B,. d.1; + 3·'::'; [. -ji;J 

'f Bo · rlx -" -" X-" =~ B[.~+X1·U1.[+X2·U2.[+ a· U3.1 

(da 15[,1 = 01,[ usw. nach Maxwell, S. 192; X 2 = X 3 = 0). 
Bei Annahme von E = 2.106 kg/cm 2 und einem für alle Stäbe gleichen 

und konstanten Trägheitsmoment J = 1,0 cm4 wird der Zahlenwert 

EJ· 15 (DH) = + 7278 + 3,16 (- 383,9); 

15 (D H) = 0,00303 cm. 

Der Querschnitt F des Stabes DH, der das Rahmenwerk ersetzen soll, 
folgt dann aus 

15 (D H) = ~DH· ll!!!. = 0 00303 cm 
EF ' 

zu: 
F = 0,021 cm2 • 

Bereits eine Diagonale von außerordentlich geringem Querschnitt 
gibt also einem Gelenkviereck J D E H (Abb. 188) die Steifigkeit des 
biegesteifen Rahmenwerks (Abb. 187). 

Bemerkung. Da das wirkliche Biegemoment B = Bo + XI·BI + X2·B~ 
+ X 3 ·B3 ist, kann statt 

6 (DH) =}; r BI· Bo"y:: + Xl· Y' r BI. /31·(1.1: + ... 
. EJ ~. EJ 

J r tlx 
=}; BI· (Bo + Xl . BI + X 2 • B 2 + X" . Ba) . E J 

auch geschrieben werden: 
B"·dx 

6 (DH) =}; J BI" -~; 

dabei soll durch den Index U ausgesprochen werden, daß die Biegemomente B U 

des wirklichen stati.ch unl:estimmten System~ zu nehmen Rind. D. h. die 
Formänderung Q (DH) am statisch un bestimm ten System, für die 
nach Einführung eines Hilfszustands I am statisch unbestimmten System die 
schematische Anwendung der Arbeitsgleichung liefern würde: 

[ 
u BU. dx 

15 (DH)=};. B1"EY' 

kann gefunden werden durch Kombination der BrFläche am 
statisch bestimmten Hauptsystem mit der EU-Fläche am statisch 
unbestimmten System; in ähnlicher 'Veise läßt sich zeigen, daß auch ge­
schrieben werden kann 

15 (DH) =}; J. m . /3~~x 
. EJ 

(B7 am statisch unbestimmten System; B o am statisch bestimmten System). 
Sog. Reduktionssatz, siehe z. B. Müller-Breslau I3, KammerH. 
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Auf gab e 62: Räumlich belasteter offener Dl'eieekl'altmen 
(Fahrge3tellrahmen). 
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Die Beanspruchungen des in Abb. 193 dargestellten, durch ein Brems­
moment M belasteten Fahrgestellrahmens sind zu ermitteln. Der 
Rahmen sei in den Punkten 1 und 3 durch 
einachsige Gelenke, deren Achse parallel 1-;-3 
gerichtet ist, am Rumpf angeschlossen. Einer 
der Punkte 1 und 3 sei außerdem in Rich· 
tung 1-;.-3 längsverschieblich. Der Stab c sei 
mit einem vollständigen Gelenk an den Rah­
men angeschlossen. Die Stäbe a und b seien 
so ausgeführt, daß ihre Hauptträgheitsachsen 
senkrecht bzw. parallel zur Rahmenebene ge­
richtet sind *. Die in den Stäben auftreten­
den Längskräfte' seien hinreichend klein, so 
daß eine Berücksichtigung des Einflusses der 
Knickbiegung nicht erforderlich wird; desgl. 
werden die Formänderungsanteile der Längs­
und Querkräfte vernachlässigt. 

Das Moment M wird in zwei Komponen­

ten, Mund M, zerlegt, deren Vektorpfeile 

11' 
~ 

Orouf"sichf 

Abb.193. 

parallel und senkrecht zur Rahmenebene gerichtet sind: M = M sin oc 

und M = M cos oc (Abb. 193 und 194). 

Zustond H: 
Bo -Flüche 

Abb.194. 

Zuslond M: 
4; -Flüche 

Das System ist insgesamt 4-fach statisch unbestimmt; als statisch 
Unbestimmte X 1 -;.-X4 werden die senkrecht bzw. parallel zur Rahmen­
ebene gerichteten Komponenten der in 1 und 3 zwischen dem Rahmen 

* Nur dann erfolgen die elastischen Verschiebungen bei einem in der Rahmen­
ebene wirkenden Belastungszustand ebenfalls in dieser Ebene. 
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und dem Rumpf wirkenden Gesamtmomente eingeführt (Abb. 195); 
ihre Vektoren stehen senkrecht zu den Gelenlmchsen, also senkrecht 

111 

WrXz=t: ' 

r l--~----l I lJ) 

Jr! 
\fl I 

-t 

a 
I 

Abb.195. 

zu 1-:-3. Das statisch bestimmte Hauptsystem entsteht demgemäß 
durch Einführung von vollständigen Gelenken in 1 und 3. 

Tabelle 60. Bei- und Lastwerte. 

Beiwerte von Lastwerte bei 

X I X 2 

I 
X I ~Y4 

Zustand I Zustand 
1 3 M 

I 

Xi I 
61• 1 61. 2 ~--\ 

0 61• 0 I 0 
----

62• 1 62• 2 0 62• 0 I 0 

o I 0 I 63 • 3 I 153• 4 0 I 63 • 0 

-0-'I-O-I~3T~~ --0 --,-~:-

Die Biegemomente B 
(13 in der Rahmenebene, 

B senkrecht zur Rahmen­
ebene) und Drillmomente D 
des statisch bestimmten 
Hauptsystems infolge der 
einzelnen Teilzustände (0, 
1,2,3,4) sind in Abb. 194 
und 195 dargestellt; vgl. 
hierzu § 9. 
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Da die Zustände 1 und 2 nur Biegemomente ii, die Zustände 3 und 4 

nur Biegemomente Bund Drillmomente D hervorrufen, so wird ein 
Teil der c5i k-Werte der Elastizitätsgleichungen gleich Null, wie Tabelle 60 
zeigt. ' 

Die vier Elastizitätsgleichungen zerfallen also in zwei voneinander 
unabhängige Systeme mit nur je zwei Unbekannten. 

Bedeutet E Ja bzw. E J b die Biegesteifigkeit der Stäbe a und b be­
züglich der zur Rahmenebene senkrechten Stab hauptachsen , so ergibt 

die Auswertung der Integrale c5i, k = .2 J Bi· B~.;x folgende Ausdrücke 

für die Bei- und Lastwerte der ersten beiden Elastizitätsgleichungen 
(vgl. Anhang, Tabelle 94): 

b ( V)2 a [ ( v )2 V] c5},} = -=-- T + ---=- 1 + T + T ' 3EJb 3EJ. 

a (1t)2 b [ (U)2 U] c52,2 = ---=- T + ---==- 1 + T + T ' 3EJ. 3EJb 

b ( v 2'zt V) a (U 2u V) 
c51, 2 = c52 , 1 = - 6 E J b T + -l- • T - 6 E J. T + -l-" T ' 

- [ b ( V)2 a (U 2u V)] 
ö1,o=M 3EJb T - 6EJ. T +T"T ' 

Bedeutet ferner EJa bzw. EJ b die Biegesteifigkeit der Stäbe a 
bzw. b bezüglich der zur Rahmenebene parallelen Stab hauptachsen , 
ferner GJda bzw. GJdb die zugehörigen Drillsteifigkeiten, so ergibt die 

J = Bk· dx J Dk • dx f 1 
Auswertung der Integrale öi , k =.2 Bi· - FiJ +..2 Di · G J d 0 -

gende Ausdrücke für die Bei- und Lastwerte der beiden letzten Elastizi­
tätsgleichungen : 

b ( b )2 a [( U)2 (U a )2 (U) (1t a )] 
Ö3,S= 3EJb T + 3"gja a + r;- T + -U -U-T 

a (h)2 + GJda -U ' 

Ö = a (!!:-.)2 _b [(~)2 + (~ _ ~)2 + (~) (~ - ~)J 
4,4 3EJ. l + 3EJb b b l b b l 

b (h)2 
+GJdb b ' 
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a [a 1t 2a (u a)] 153,4= 154,3 = - 6EJ T·-a + T a - T 
a 

_ b [~ • ~ + 2 b (~ - ~)] 
6 E J, l b l b l' 

153,o=jfC;J, (~y - 6;J. [~. : + 2; (: - ~)]}, 

154,o=ili{3;JaCY-6:J.[+.~ +~b(~ -+)]}. 
Nach Einsetzung dieser Ausdrücke in das Schema der Elastizitäts­

gleichungen werden aus diesen die Unbekannten berechnet; dann 
ergeben sich die endgültigen Momentenflächen durch Summation der 
zu den Teilzuständen gehörenden l\'Iomentenflächen: 

B = Bo + Xl . BI + X 2 • B2 , 

13 = Bo + X3 • 133 + X 4 • 134 , 

D = X 3 ·D3 + X 4 ·D4 • 

Auf gab e 63: Beiderseitig eingespannte Strebe mit 
Stütz eil verschiebungen. 

1. Die Beanspruchungen der in Abb. 196 dargestellten, in 1 und 2 
biegefest eingespannten und in 2 längsverschieblich gelagerten Strebe 

Abb.196. 

sind für folgenden Fall zu berechnen: 
Auf die Strebe wirken beliebige 

Querlasten (Abb. 197); dabei werden 
gleichzeitig die Einspannwände senk­

r< l---~ 

L--x--~ 
I I 

; 

~ B. -rIoehe .. 0 
,ilt: ousserer !Je/ostung 

Abb.197. 

recht zur Stabachse um gegebene Strecken 15y:o bzw. 15y~v verschoben 
und um gegebene Winkel 15::t.~v bzw. !5CY.~o gedreht (Abb. 198). 

Bezüglich der Lagerung bzw. Einspannung ist folgendes zu berück­
sichtigen: 

a) Die Auflager sind senkrecht zur Trägerachse elastisch nachgiebig 
derart, daß sie in folge einer Auflagerkraft AI = 1 bzw. Ar = 1 um 
Strecken 1)1 bzw.1t im Sinne dieser Kräfte nachgeben *. 

* Positive Auflagerkraft wirkt als Reaktion auf den Stab von unten nach 
oben, als Aktion auf das Lager dagegen von oben nach unten (S.39). 
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b) Die Einspannungen sind elastisch nachgiebig derart, daß sie 
infolge eines Einspannmoments EL = 1 bzw. E" = 1 um Winkel EL bzw. 
er im Sinne dieses :Momentes nachgeben*. 

2. Es ist festzustellen, wie sich ein Spiel in den Einspannungen 
der Strebe von der Größe ± I ßL I bzw. ± I ßr I auswirkt. 

LIJgerdrenl/n.!len 
Ahh. 198. 

Zu 1. Das System ist zweifach statisch unbestimmt; als statisch 
Unbestimmte XI und X 2 werden die Biegemomente an den Stab­
enden 1 und 2 eingeführt. Als statisch 
bestimmtes Hauptsystem dient also das ~. --I%,! 

in Abb.199 dargestellte System. Die Elasti· . ..;1...,' ,:-1:t..:.1-"-------fl~~"" 
zitätsgleichungen heißen allgemein: '" "" 2' ~S211 

~~------l------->R' 
Xl' 01,1 + X 2 • 0].2 + 01,0 = 0, " ~ 

Xl' O2•1 + X 2 • O2•2 + O2,0 = 0. 
Abb.199. 

Die Werte 01,°' 01• 1 , 01,2 bzw. O:l,o, O2• 1 , 0~.2 bedeuten dabei die gegen­
seitigen Drehungen der Querschnitte I' und I" bzw.2' und 2" am 
Hauptsystem im Sinne von + lXII bzw. + IX2 1 infolge der Zustände 0, 
1,2: 

Zustand 0: 
Äußere Belastung einschließlich der gegebenen Wandverschiebungen 

o y~, 0 y:;' und Einspannungsdrehungen c5 CI.~, c5 IX:;' ; 
Zustand 1 bzw. 2: 
Biegemomente Xl = 1 bzw. X 2 = 1 allein. 

Infolge irgend eines Zustands k (k = 0, I, 2) am Hauptsystem können 
auftreten (Abb. I(8): 

T~ bzw. Tl,: eine Neigung des linken bzw. rechten Stabendes gegen 
die Stabsehne 1--:--2, 

c5a~ bzw. OIXk: eine Drehung der linken bzw. rechten Einspannung, 
c5y~ bzw.oyl,: eine lotrechte Wegkomponente des linken bzw. rechten 

Auflagers. 

* Positives Eimpannmoment wirkt als Reaktion auf den Balken entgegen 
dem Uhrzeigersinn, als Aktion auf die Wand dagegen im Uhrzeigersinn (S. ~!J). 
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Allgemein gilt für die Bei- und Lastwerte der 1. Elastizitäts­
gleichung: 

bzw. der 2. Elastizitätsgleichung: 

r (r Ö y~ - c'J Y~) 
(J2,k = {j(J.k - 7:" + ---z-- . 

Die Ermittlung der Anteile Tk' (J Vb (J Cl.k geschieht nach Tabelle 61. 

Tabelle 61 (vgl. auch Abb. 200). Ermittlung der Verschiebungswerte. 

Anteile Zustand "k": 
------

T., c'JYk' c'JOCk " 0"* 
\ " 1" ,. 2" 

I I I 

TL f Bo·dx** f BI' BI·dx I BI' B 2·dx BI'~ 
u o EJ o EJ 

I I I 

Tk'*** f Bo·dx** - J B •. ~~_}"dx - f B B 2·dx - B2'~ 2'---

0 o - EJ o EJ 

öyl oy~u + A~'1h 1 I 
-T'1/ 

1 I 
+T'1] 

ÖYk öy~+A~'1/l't 
1 I' +T'1} 

1 ,. - -('1] 

Ö ocl ooc~u - l'cl 0 

Ö ock c'Joc~u 0 + 1· e" 

* Gegebene äußere Belastung und gegebene Verschiebungen der Auflager­
Wände. 

** Bo kann positiv oder negativ werden, je nach dem Richtungssinn der äußeren 
Belastung; in Abb. 197 ist positive Belastung und damit positives Bo angenommen. 

*** Um die Drehung T~ des rechten Stabendquerschnitts gegen die Stabsebne 
zu erbalten, muß daselbst als Hilfszustand ein positives Einzelmoment M r an­
gebracht werden; die dazugehörige Biegemomentcnfläche ist gleich der nega-

tiven B2-Fläche, also ist l'~ = f - B2 • B~;x . (Der im folgenden mit Ö2 ,k be-
. f Bk·d. , zeIChnete Ausdruck + B2 • EJ bedeutet dagegen die Drehung des rechten End-

querschnitts gegen die Stabsehne im Sinne von +! X 2 !, also die Größe - T;.) 

t A~ und A~ sind als Aktionskräfte des Balkens auf die Widerlager an­
zusehen. 
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Wird zur Abkürzung für den Formänderungsanteil der Biegemomente 
eingeführt JB Bkdx ~ 

t EJ = Ui,k> 

so heißen damit die Elastizitätsgleichungen: 

....----l "I 

~~X__ t'; 
,",,'~----l---~ 
I 

'~f ~ 
A/ ~ : r , , l , . 1 

~-t=7ÜCl1e 
Zustund X, = 1 

(A/c-1/li A{=+ 1ft) 

Abb.200. 

'~I----X~ *' ; I '~' 
'l X 

;'~~ 
+ 1 + 

Zustund ,(2 = 1 
(Aj:+ 7ft; A!=- 7ft) ~ -f"löcl1e 

Zu 2. Wenn in den Einspannungen bei I und 2 ein Spiel vom Winkel­
betrag ± I ß! I und ± Ißrl vorliegt, so kommen folgende Fälle in Frage: 

a) Die gegenseitige Drehung zwischen Balkenende und Einspann­
wand bei Zustand 0 im statisch bestimmten Hauptsystem ist absolut 
kleiner als Iß!I bzw·Ißrl: 

1 ~1, 01 = I~: 0 + f5 y~ ~ 0 y~ - ~ IX~ I < I ßI I ' 

1 ~ 1 = I ~o - 0 y~ - 0 y~ + Ö IXT I < 1 ßr I-2,0 .,0 l 0 

Dann ist das System statisch bestimmt, weil die Einspannungen noch 
nicht zur Wirkung kommen: 

Xl = X 2 = O. 

Sind nicht beide Bedingungen erfüllt, so bestehen noch folgende 
Möglichkeiten (Fälle b, c, d) : 

b) Nach einer Drehung von der Größe Ißrl kommt das rechte 
Strebenende in der Einspannung zum Anliegen; am linken Ende bleibt 
dagegen noch Spiel; dann tritt rechts ein statisch unbestimmtes Biege­
moment X 2 auf; die zweite Elastizitätsgleichung heißt mit Xl = 0 : 

( - rl' 1]' r) (- oy~-oy~ r)_ O2• 0 1 TI 
X 2 ~2,2+V+V+e + ~2,O- l + c5oco --\tl -\' ß . 

2.0 

Thlllau-Teichmann, Beispiele. 14 
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Die rechte Seite wird dabei von Null verschieden; denn es bleibt 
eine gegenseitige Drehung zwischen rechtem Endquerschnitt und der 
Wand von der Größe des Absolutbetrages von ßr. Das Vorzeichen, mit 
dem dieser Betrag einzuführen ist, richtet sich nach dem Vorzeichensinn 
von 152,0; dieser ist bestimmt durch «()2,0): <1152,01). 

Der endgültige Nachweis dafür, ob der Fall b vorliegt, ist gegeben, 
wenn unter Berücksichtigung von X 2 im I-fach statisch unbestimmten 
System die gegenseitige Drehung ()I,O zwischen linkem Stab ende und 
Einspannwand absolut kleiner als 1 ß! 1 bleibt, wenn also entsprechend 
der ersten Elastizitätsgleichung mit Xl = 0 : 

I ( - 1/' 1]' ) (- <5 y" - 6 yl ) \ X2 ÖI ,2--YZ-P + ClI,o+ 0 l o-Öcx~ < Iß~I 
ist. 

c) Entgegen dem unter b behandelten Fall kommt das linke Streben­
ende nach einer Drehung von der Größe Iß!I in der Einspannung zum 
Anliegen; am rechten Ende bleibt dagegen noch Spiel; dann tritt links 
ein statisch unbestimmtes Biegemoment Xl auf. Entsprechend vorher­
gehendem gilt dann die erste Elastizitätsgleichung mit X z = 0 : 

X(~ +1/'+1]'+ ~)+(.i +ClY~-Cly~ .l: 1)- Cl1 ,o Iß~I 
I UI,1 V -yz 6 UI,O l -UCXo -~. • 

Zur Nachprüfung, ob der Fall c wirklich vorliegt, liefert entsprechend 
vorhergehendem die 2. Elastizitätsgleichung mit Xz = 0 das Kriterium: 

I Xl (c5z, I - i: - i:) + (~, 0 - <5 y~ -~ 6 y~ + Cl CX1j) I < 1 ßr I· 

d) Die Strebe kommt in beiden Einspannungen zum Anliegen, so 
daß zwei statisch unbestimmte Biegemomente Xl und X 2 auftreten. 
Dann heißen die beiden Elastizitätsgleichungen zur Bestimmung von 
Xl und Xz: 

( - 1]' 1]1 ) ( - 1]' 7]1 ) 
Xl ()I,l + V + -li + 61 + X 2 ()1,2 -12-12 

+ (~ + Cl y~ - Cl y~ _ Öl) = ~ . 1 ß' 1 
1,0 l CXo 16 I ' 1,0 

( - 1/' 1]1) (- 1/' 1]' ) Xl Ö2,1 --YZ-12 +X2 Cl2,2+7,2+12+ 6r 

+ (~ _ Cl y~ - Cl y~ + 15 r) = ~ ., ßT 1 
2,0 l CXo 1 Cl I • 

2,0 

Wenn dieser Fall vorliegt, so muß das Biegemoment Xl entgegen­
gesetzt der Drehung wirken, die der linke Stabendquerschnitt gegen 
die linke Auflagerwand ausführt; entsprechendes gilt für X 2 hinsicht­
lich der Drehung der rechten Auflagerwand gegen das rechte Stab­
ende; d. h. die Unbekannten Xl bzw. X 2 müssen anderes Vorzeichen 
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haben als die Verschiebungswerte auf der rechten Seite der Elastizi­
tätsgleichungen ; das Kriterium dafür, ob der Fall d vorliegt, heißt 
also: 

Xl· C ~::: I . I ß'I) < 0 , 

X 2 • (I ~::: I . I ß' I) < 0 . 

(Xl bzw. X 2 sind dabei diejenigen Werte der Unbekannten, die aus 
den beiden letztgenannten Elastizitätsgleichungen folgen.) 

Aufgabe 64: Achtstäbigel' l\'Iotoreinbau (vgl. Aufg.36). 

Die Stabkräfte des in Aufgabe 36 behandelten Motoreinbaus sind 
zu berechnen für den Fall, daß entsprechend Abb. 201 zwei weitere Stäbe 

+Y 

/lOrd er­
onslcht 

Abb.201. 

+X 

&' ft0t '!f , 

Seitenonsiellt 

Orol/Tsicllt 

eingezogen werden. Zu untersuchen ist der Einfluß äußerer Kräfte 
(Massenkräfte des Motors) und äußerer Momente (z. B. des Motordreh­
moments usw.) sowie der Einfluß von Verschiebungen der Rumpf­
anschlußpunkte, die durch die Rumpfverformung bedingt sind. 

Durch die neuen Stäbe 4 r und 41 wird das System zweifach statisch 
unbestimmt. Zur Herstellung des statisch bestimmten Hauptsystems 

14* 
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wird die Verbindung des Anschlußpunktes 4,4 mit der Anschlußwand 
gelöst gedacht. 

Als statisch Unbestimmte werden nach Abb. 202 die beiden Kom­
ponenten Xl und X 2 der in die Ebene 4!-:-4r fallenden Auflagerkraft 
in 4,4 eingeführt; dadurch ergibt sich eine Ausnutzungsmöglichkeit 
der Systemsymmetrie. 

Abb.202. 

Die Stabkräfte So des statisch bestimmten Hauptsystems in folge der 
gegebenen äußeren Belastung sind bereits durch Aufgabe 36 festgelegt. 

Infolge der Zustände Xl = 1 und X 2 = 1 ergeben sich am statisch 
bestimmten Hauptsystem die Stabkräfte der beiden neuen Stäbe durch 
Zerlegung von Xl und X 2 nach den Richtungen dieser Stäbe; die übrigen 
Stabkräfte SI und S2 des statisch bestimmten Hauptsystems infolge 
Xl = 1 und X z = 1 ergeben sich wieder nach Aufgabe 36, indem dort 
als äußere Belastung des Motors eingeführt wird: 

\ 

p x = + 1· cos IX , 

Zustand X l = 1: PII = 0, 

P z = - 1 . sin IX; 

jP::;= 0, 

Zustand X 2 = 1: P II= - 1, 

Pz = 0; 

angreifend im 

Schnittpunkt 

von 4r und 4 1• 
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Je zwei symmetrisch zur X Z· Ebene liegende Stäbe erhalten in­
folge Xl = 1 einander gleiche, infolge X 2 = 1 dagegen entgegengesetzt 
gleiche Kräfte. 

Es bezeichne z. B. A(x)j,k' A(Y)j,k' A(Z)j,k die in Richtung 
der + X-, + Y-, + Z-Achse positiv gemessene Komponente der bei 
einem der Belastungszustände "k" (k = 0, 1, 2) in einem Anschluß­
punkt i vom Motoreinbau auf den Rumpf ausgeübten Aktions­
kraft Aj,k' Diese Komponenten können aufgefaßt werden als Kräfte 
in gedachten Auflagerstäben, die entsprechend Abb. 201 so angeordnet 
seien, daß sie bei positivem A (x)j,k' A (Y)j,k' A (z)j,k Zugkräfte er­
halten. Dann stellen die als gegeben angenommenen Wegkomponenten 
c5xj,o, "Yj,O' bzj,o der Anschlußpunkte i (positiv im Sinne der 
+ X-, + Y-, + Z-Achse) Längenänderungen dieser Auflagerstäbe dar; 
und zwar entsprechen positiven 6xj,o, bYj,o, bzj,o Verlängerungen dieser 
Stäbe, wie sie infolge von Zugbeanspruchungen entstehen würden. 

Die Elastizitätsgleichungen für Xl und X 2 heißen: 

Xl' c51 ,1 + X 2 • bl ,2 + 61,0 = 0, 

Xl' "2,1 + X 2 • b2,2 + 62,0 = 0_ 
Nach der Arbeitsgleichung ergeben sich dann die Beiwerte: 

~ Sk' 8 
"i", =.2} Si' b 8k = l"si' E F 

(1) 
und die Lastwerte : 

Cl So' 8 J: 
c5i ,o = L, Si' bso = 2 Si' EF + 2Sj' uSO· 

(1) (2) 

Die Summen E erstrecken sich über alle Einbaustäbe ; die Summe E er-
IU (~ 

streckt sich nur über die gedachten Auflagerstäbe. 
Im einzelnen ergibt sich: 

b2,2=.1)S~. ;F' 

Da bei den Zuständen 1 und 2 die eine Hälfte der Stabkräfte gleich 
bzw. entgegengesetzt gleich der anderen ist, so wird die eine Hälfte 
der Produkte SI'S2 positiv, die andere Hälfte negativ; somit fallen 
die Ausdrücke 61,2 = bZ,l fort, und die Elastizitätsgleichungen ent­
halten je nur eine der beiden Unbekannten. (Ausnutzung der Sym­
metrie.) 

Ferner ist: 

c5 1,o = ..2}SI . ~ ~8 + .1) A (X)j, 1 • bXj, 0 + 2 A(y)i,l . bYi, 0 + 2 A(z)j, l' bzj,o' 

c52 ,o = 2S2·· ~ ~8 + 2 A (X)i, 2' bxj, 0 + ..E A (Y)j, 2' OYi, 0+ ..2) A(Z)i, 2' bzj, O' 
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Bemerkung. Strenggenommen hängen die Größen oX1,0, OYI,o, oZI,O einer­
seits von der Belastung des Rumpfes durch die Motoreinbaustäbe, anderseits von 
der übrigen äußeren Belastung des Rumpfes ab. In I. Näherung kann aber die 
Berechnung von Xl und X 2 durchgeführt werden, indem diejenigen Werte oxf,o, 
oYf,o, oZf,O' die sich ohne den Einfluß von Xl und X 2 am Rumpf ergeben, als rich­
tige Verschiebungen der Rumpfanschlußpunkte angesehen werden. Zur Durch­
führung eines zweiten Rechnungsganges können die Wege 0 xi, 0' 0 YI, 0' 0 zl, oder 
Rumpfanschlußpunkte unter Beachtung des Einflusses von Xl und X 2 und der 
dadurch geänderten übrigen Auflagerkräfte des l\Iotoreinbaus neu berechnet bzw. 
verbessert werden. Mit den verbesserten \Verten 0 xi, 0' 0 YI, 0' 0 zl, ° können die Werte 
Xl und X 2 ihrerseits in II. Näherung berechnet werden. Durch mehrere Wieder­
holungen dieses Verfahrens wird die Genauigkeit gesteigert. 

Die Berechnung kann natürlich auch in der \Veise geschehen, daß der ganze 
Rumpf mitsamt dem Motoreinbau bei durchschnittenem Anschluß des Stäbe­
paares 4', 4' als Hauptsystem betrachtet wird. Dann ergeben sich sofort die 
genauen Werte Xl und X 2• 

Praktisch wird im allgemeinen jedoch der oben beschriebene erste Rechnungs. 
gang genügen. Meist wird überdies der Einfluß der Anschlußpunkt-Verschiebungen 
ox1,0, oYI,o, oZi,O vernachlässigt. 

Aufgabe 65: Rahmenvorspannungen intolge von Rüstfehlern. 
Bei dem in Abb. 203 dargestellten ausgesteiften Viereckrahmen seien 

die Stäbe 1 und 2 ungenau angeschweißt derart, daß sie in A zunächst 
um einen Betrag c5 A, 0 klaffen. Es sollen die Biegespan­
nungen berechnet werden, die in den Stäben dadurch 
entstehen, daß die klaffenden Stabenden zwecks Vor­
nahme der Schweißung durch Kräfte senkrecht zur 
Winkelhalbierenden zusammengebogen werden. 

Abb.203. Als statisch Unbestimmte des fertig geschweißten 
Systems werden eingeführt: Die innere Kraft Xl bei A , 

die das Zusammenhalten der klaffenden Stabenden bewirkt, ferner die 
Biegemomente an den Ecken des allgemein dreifach statisch unbe­

"'c 0 
stimmten Dreieckrahmens Be D . 

Als statisch bestimmtes Hauptsystem wird also das 
in Abb. 204 dargestellte System gewählt. 

Da das System und die Belastung zur Achse 0 A 
symmetrisch ist, muß das Biegemoment in B gleich 
dem in D sein. Damit bleiben im Dreieckrahmen nur 0[>(1 

, noch zwei statisch unbestimmte Größen übrig. Zur Abb.204. 
Wahrung der Symmetrie, auch in den Hilfsbelastungs­

zuständen, wird als Unbekannte X 2 das Eckbiegemoment in 0, als 
Unbekannte X 3 die aus Abb. 205 ersichtliche Belastungsgruppe aus 
gleichen Eckmomenten in Bund D eingeführt. Die zu den Zuständen 
Xl = 1 bis X 3 = 1 gehörigen Biegemomentenflächen sind in Abb. 205 
dargestellt. 
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Die Elastizitätsgleichungen heißen: 

r 
a 

1 

Xl' (jl,l + X 2 , (jI,2 + X s ' (}I,3 = (jA,O' 

Xl' (j2,1 + X 2 , (j2,2 + X s ' (}2,3 = O. 

Xl' (ja,l + X 2 , (ja,2 + Xa'(}a,a = O. 

-t2J ~=1 
+ 

8z - /'lüche 

Abb,205, 

-7 

8j -Flüche 

Die rechte Seite der ersten Elastizitätsgleichung ist hier nicht Null; 
denn diese Gleichung spricht aus, daß die beiden Schnittufer bei A unter 
dem Einfluß der Größen X gegenüber ihrer ursprünglichen Lage eine 
gegenseitige Verschiebung von der Größe (}A,O im Sinne von + lXII er­
halten sollen, 

Bei gleicher Bemessung aller Stäbe wird unter Vernachlässigung der 
Stablängenänderungen: 

E J . (}l, a = E J ' (ja, I = aS , 

E J, ds,a = E J . (ja,2 = : . 

Damit können die Werte X l -7-Xa berechnet werden; die Biege­
momente im vollständigen, in A zusammengeschweißten System folgen 
durch überlagerung der zu den Teilzuständen gehörenden Momenten-
flächen zu: ~a·SO---. 

B~X,.B,+X"B.+X,.B,. (' ,-s '~ 

Aufgabe 66: Rahmenvorspannungen infolge a-So 

Schweißung. l" 
Die Diagonale des in Abb, 206 dargestellten -,!!-~-:---B 

ausgesteüten Viereckrahmens werde erst nach Her- ',.;' Löngenin cm 
stellung des äußeren Rahmens eingeschweißt. Es 
sind die Vorspannungen zu berechnen, die in den 

Abb.206. 

Stäben dadurch entstehen, daß sich die erkaltende Strebe zusammen­
zieht. Bei allen Stäben sei F = 1,343 em2, W = 0,933 em3, J = 1,4 cm". 
E = 2.108 kg/em2• 
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Es werde zunächst der untere Strebenanschlußpunkt hergestellt; 
beim Erkalten desselben treten noch keine Vorspannungen auf. Darauf 
werde der obere Anschluß geschweißt. Solange sich das obere Streben­
ende im Glühzustand befindet, wirken ebenfalls keine Vorspannungen, 
da dann die noch weiche Strebe eine Längenänderung spannungslos mit­
machen kann. Etwa von einer Abkühlung auf 700 0 C ab wird im folgen­
den die Strebe zwecks überschläglicher Abschätzung der Schweißspan­
nungen als zugfest angesehen; bei weiterer Abkühlung und Zusammen­
ziehung übt sie also eine Kraft auf den Rahmen aus. 

Um die Rechnung möglichst einfach zu gestalten, wird zur Ab­
schätzung der entstehenden Spannungen angenommen, das obere 
Ende der Strebe sei längs einer Strecke von b = 5 cm auf 700 0 C 
gleichmäßig erhitzt; alle übrigen Stellen seien kalt. 

Das System ist allgemein 6·fach statisch unbestimmt; denn der 
äußere Rahmen ist für' sich 3·fach statisch unbestimmt, 3 weitere 
statisch Unbestimmte (z. B. Längskraft, Querkraft, Biegemoment oder 
Längskraft und zwei Biegemomente) können in der Strebe auftreten. 

Da aber das System symmetrisch zur Strebenachse ist und an ihm 
keine zu dieser unsymmetrischen äußeren Kräfte und Momente an­
greifen, können auf die Strebe keine Querkräfte bzw. Biegemomente 
wirken. Da somit zwei unsymmetrisch zu einer Rahmensymmetrieachse 
wirkende statisch Unbestimmte in Wegfall kommen, kann die Strebe 
als beiderseits gelenkig angeschlossen angesehen werden. 

Damit bleiben zunächst noch 4 statisch Unbestimmte übrig. Als 
solche können z. B. eingeführt werden: Die Strebenlängskraft, die 
Rahmenbiegemomente bei Bund D und die zu D B parallele Kom­

Abb.207. 

ponente der in D von CD auf DA bzw. von AD auf 
CD ausgeübten Gesamtkraft. Als statisch bestimmtes 
Hauptsystem wird dementsprechend das in Abb. 207 
dargestellte System gewählt. 

Da aber das System symmetrisch zur Strebenachse 
ist und an ihm keine zu dieser unsymmetrischen äuße­
ren Kräfte und Momente angreifen, muß das Rahmen. 
eckmoment bei D gleich dem bei B sein. Damit fällt 
eine weitere statische Unbestimmtheit fort. 

Da weiterhin das System auch symmetrisch zur Linie D B ist und 
an ihm keine zu dieser unsymmetrischen äußeren Kräfte und Momente 
angreifen, müssen auch die in Abb. 207 mit Xa bezeichneten Kom­
ponenten der Gesamtkraft in D fortfallen, da sie einen zu D B un­
symmetrischen Beanspruchungszustand bedingen würden. 

Damit bleiben insgesamt nur zwei statisch Unbestimmte übrig. 
Unter Beachtung der Symmetrieeigenschaften des Systems wird als 
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Unbekannte Xl die Strebenlängskraft (s. oben), als Unbekannte X 2 

die aus Abb. 208 ersichtliche Biegemomentengruppe in Bund D ein­
geführt. 

Die Biegemomenten- und Längskraftflächen der Zustände I und 2 
(d. h. Xl = I und X 2 = 1) sind in Abb. 208 dargestellt. Als Zustand 0 
wird derjenige Formänderungszustand bezeichnet, der am s tat i s c h 
bestimmten Hauptsystem infolge der Abkühlung des erhitzten 
Strebenendes von to= 7000 C auf t l = rund 00 C, also bei einer Tem­
peraturänderung Ltt = tl - to = - 700 0 C, eintreten würde. 

B,-r/üche J7 -r;üche Bz-r;üche 
Zustand Xz = 1 

(Alle LöngskrHle J;, sInti 0) 
Zustand X, : 1 

Abb.208. 

Die Elastizitätsgleichungen lauten: 

Xl . 151 , 1 + X 2 • Öl, 2 + Öl, 0 = 0 , 

Xl' 152 ,1 + X 2 • °2,2+ °2,0 = O. 

Die Bei- und Lastwerte lauten: 

Bei Berechnung der Beiwerte kann der Einfluß der Stablängen­
änderungen gegenüber den großen Formänderungsanteilen der Biege­
momente vernachlässigt werden; bei den Lastwerten ist dies nicht 
zulässig, weil bei Zustand 0 nur Stablängenänderungen, dagegen keine 
Verbiegungen auftreten. 

Es ergibt sich: 
a3 a(l + 2l'2) 

!5 I ,I=6EJ+ 2EF • 

a 
152 , 2 = 4 . E J ' 

a2 1 
151,2= 152,1 = f2' E J ' 

151 ,0= 1·!5c = I·b·x, 
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(wobei für eine Abkühlung um 700 0 C: 

~ '" - 0,0105 *), 

152,0 = 0 • 
Die Einführung der oben angegebenen Zahlenwerte in die Elastizi­

tätsgleichungen liefert: 
Xl = + 27,5 kg, 
Xz = - 242,6 kgcm. 

Bei A und G werden damit die größten Spannungen des wirklichen 
Systems infolge des Schweißvorgangs : 

Xl. a _+X2 .1 
B 8 2f2 

O'=±W+:F=± W 

O""M" = + 254 kg/cm2 , 

O'aupen = - 268 " 

1 
X1·-

2f2. 
F ' 

Bemerkungen. Der in dieser Aufgabe angenommene Stababschnitt von 
b = 5 cm Länge, der sich von 7000 C auf rd. 0 0 C abkühlen soll, ist nur als Bei­
spiel gewählt; in Wirklichkeit werden auch noch Teile des äußeren Rahmens 
erhitzt. Wie Versuche gezeigt haben, ist der Einfluß der Schweißung starken 
Schwankungen unterworfen, die ihre Ursache in Rüstfehlern (vgl. Aufg. 65) 
haben, wie sie durch Nichtfluchten der Stabachsen entstehen. Die Schweißspan­
nungen lassen sich durch zweckmäßige Reihenfolge im Zusammenbau wesentlich 
verringern. 

Aufgabe 67 bis 68: Temperaturspannungen in Tragwänden. 
Unter Temperaturspannungen werden solche Beanspruchungen ver­

standen, die infolge von Temperaturänderungen eines Systems gegen­
über seiner Montagetemperatur auftreten können. Aus den Aufbau­
kriterien (S. 34) folgt, daß solche Spannungen nur in statisch un­
bestimmten Systemen möglich sind, und zwar bei gleicher Temperatur­
änderung sämtlicher Teile (einschließlich der Auflagerwände usw.) nur 
dann, wenn das System aus verschiedenen Werkstoffen mit verschie­
denen Wärmedehnungszahlen besteht, bei ungleicher Temperatur­
änderung einzelner Teile dagegen auch bei Tragwerken aus überall 
gleichem Werkstoff. 

In Anbetracht der vielseitigen Verwendung von Flugzeugen kom­
men Temperaturen zwischen - 40° C und + 40° C wenigstens in Frage. 

Aufgabe 67. 

Es sind die Spannungen zu berechnen, die in der vorgespannten 
Tragwand (Aufgabe 60) auftreten, wenn sie sich von to = + 15° C 
auf tl = - 25° C abkühlt. Werkstoffe s. Tabelle 62. 

* Vgl. z. B. Hütte I 26. Auf!. S.484. 
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Wie in Aufgabe 60 wird die Längskraft in Stab 2 als statisch Un­
bestimmte eingeführt; Zustand 1 bezeichnet wieder den Zustand Xl = 1 
am Hauptsystem (Abb. 186); Zustand 0 bezeichnet hier den Form­
änderungszustand, der sich einstellt, wenn sich das statisch bestimmte 
Hauptsystem um Llt = t1 - to abkühlt. Die Elastizitätsgleichung heißt 
dann: 

Xi . <51, 1 + <5L 0 = O. 
Darin ist: 

<51 ,1 =.2 SI' OSl = 2: 81 • ~1;, 
<5Lo =.2 SI' ost = 2:81 , (CXc·.LI t· s). 

Nach Ermittlung von Xi ergeben sich die Stabkräfte infolge der Ab­
kühlung zu: 

Die zahlenmäßige Durchrechnung ist aus Tabelle 62 ersichtlich; dabei 
ist gesetzt: 

.LI t = t1 - to = - 40° C, 

Wärmedehnungszahl CXt für Stahl: 12 .10-6 /0 C, 
CXt für Holz: 3 .10-6 /0 C. 

Tabelle 62. Berechnung der Stabkräfte. 

..0 Werk- E·IO-6 (1.,.106 8 F S1* 103 Si 8 103 8 1 

'" EF . «(1., ·At '8) 
.+J stoff w. 

[kg/cm2] [/°0] [ern] [cm2] [-] [cm/kg] [cm] 

1 Holz 0,13 3 500 30 -0,959 +0,1177 + 57,5 
2 

{ Stahl{ 
2,2 12 522 1,5 +1 +0,1580 -250,5 

:1 2,2 12 522 1,5 +1 +0,1580 -250,5 
4 

I Holz { 
0,13 3 500 15 -0,959 +0,2354 + 57,5 

5 0,13 3 150 10 -0,287 +0,0095 + 5,2 

* Nach Aufgabe 60. 
103 ,151,1= 103 .<5' 1.0 

+0,6786 =-380,8 

Xl =_ - 380,8 
1 0,6786 

=+561kg. 

S' 

[kg] 

-539 
+561 
+561 
-539 
-161 

Die Stabkräfte 8 1 überlagern sich den in Aufgabe 60, Tabelle 58 berechneten Stab­
kräften infolge äußerer Last und ursprünglicher Vorspannung. 

Aufgabe 68. 

Die Abfangstrebe des in Abb. 
209 dargestellten Holms sei bei 
to = + 15° C vorspannungslos ein­
gebaut. Zu ermitteln ist das Biege­
moment des Holms an der Ein-

\ -a-JOOcm~ > I 

Abb.209. 

spannstelle infolge einer gleichzeitigen Abkühlung der Strebe und der 
Holmunterseite auf t1 = - 250 C. 
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Als statisch unbestimmte Größe Xl wird das Biegemoment am 
Punkt 1 eingeführt; das statisch bestimmte Hauptsystem entsteht 
also durch Einschaltung eines Gelenkes in den Holm bei 1. 

Am statisch bestimmten Hauptsystem entsteht infolge der ungleich­
mäßigen Temperaturänderung außer der Lällgenänderung bbt= b 'IXt' L1 t 

n 
1\ 

1 I \ 
J....\ + IOd"1 

I I \ 

I ! \ 

+181 

der Strebe eine gegenseitige 
Drehung je zweier benachbar­
ter, um dx voneinander ent­
fernter Holmquerschnitte mll 

{)dO= bdxu-bdxo 
h 

(x, ' dx, (LI tu - LI tO) 

h 

Abb,210, (Abb, 210), wenn geradlinige 
Temperaturänderung über die 

Holmhöhe vorausgesetzt wird (LI tu bzw, L1 to auf Holmunter- bzw. -ober­
seite; hier ist L1 tu= L1 t und L1 to= 0; bdß ist positiv, wenn es im Sinne 

.r,,~"+J. '-% eines positiven Biegemo-
~! 1-11'-'-11-1+""'[ [,..,.[ [~II";tI";:[-II';:;[ [""'11 ments gerichtet ist), 

Zuslond 
X, "1 

.r, u. 8, -!'Iöchen 

-x~ ~ 

J;.r/~ 7 
~a 

Ji.II(+) 

Die Elastizitätsgleichung 
heißt: 

Dabei bedeutet wieder Zu­
stand 1 den Zustand Xl = I 
und Zustand 0 den FOl'D1-

Abb.211. 
änderungszustand des 

Hauptsystems infolge der Temperaturänderung, 
Allgemein ist 

{)i, ,: = ~'Si' bs" + :>; f Bi' ()d1}", 

Also nach Abb. 211 : 

b = ')'S ,_~1.'...~ +fB ,B1 ,d;!; 
1,1 --.J 1 EF 1 EJ 

_ S2 a + S~ b + JB'.!. rl X 
- 1n' EnFil 1St' Es,Fs; l' EnJn', 

.~t Cl A J (.(, n ' LI t ' d X 
U1,O = 2., SI . (IX t ' L.J t, 8) + BI' '---'-t--

= SlH' Cli,H' a' Ll2 t* + SlSt' oct,St' L1 t, b + (~H~LI t), JB1 ' dx, 
-----

* Wenn, wie angenommen, ein zentrischer Strebenanschluß vorliegt, geht 
hier nur die Längenänderung der Holmmittellinie ein, die gleich der halben Län­
genänderung der Holmunterseite ist, 
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Tabelle 63. Ausgangswerte der Zahlenrechnung. 

Dimension 
Holm I Strebe 
Holz Stahlrohr 

Elastizitätsmodul. [kg(em2] 0,13 .106 2.106 

'Värmedehnungszahl . [J°O] 3.10-6 12.10-6 

Fläehe . [em2] 25 8 
Trägheitsmoment [em4 ] 1000 
Länge [ern] 300 335 
Höhe. [ern] 15 
Temperaturänderung . [°0] Lltu = -40 Llt= -40 

Mit den Zahlenwerten der Tabelle 63 und den aus Abb. 211 ersicht-
lichen Längskräften und Biegemomenten infolge des Zustands Xl = 1 
ergibt sich: 

01,1 = + 0,773. lO-6 kg-l cm-1 , 

oLo = -117.10-6 , 

t - 117.10-6 _ * 
Xl = - 0,773-; 10-6 - + 151 kgcm . 

Auf gab e 69: Baldachinholmfeld unter dem Einfluß von Längs­
und Querbelastung sowie Temperaturänderung. 

Die Stabkräfte und Biegemomente der in Abb.2l2 dargestellten 
Baldachinanordnung sind für den eingezeichneten Belastungszustand 
zu berechnen. Dabei ist 
der Einfluß einer Abküh­
lung des bei to = + 150 C 
vorspannungslos zusam­
mengebauten Systems auf 
tl = - 250 C in Rechnung 
zu setzen 

(Llt = tl - to =:' - 40° 0). 

Der Einfluß der exzen­
trischen Holmanschlüsse, 

der Holmlängskraft 
(Knickbiegung) und der 
Sehnenverkürzung des 
Holms infolge seiner 
Durchbiegung soll be­
rücksichtigt werden. 

. '--70-+--~ 
Abb.212. 

* Wenn die Holmunterseite keine Temperaturänderung gegen die Oberseite 
erfahren würde, sondern die Strebe allein sieh um 40°0 abkühlte, so würde 

t 1203.10- 6 _ 
Xl = - 0,773. 10- 6 = - 15<J5 kgem. 
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Es wird angenommen, daß die in der Bildebene wirkenden Belastun­
gen in den unteren Rumpfspantpunkten von Diagonalen der Rumpf­

seitenwände aufgenommen werden. 

Abb.213. 

statisch bestimmtes Hauptsystem 

Das System ist einfach sta­
tisch unbestimmt. Als statisch Un­
bestimmte Xl wird die waagerechte 
Komponente der Auflagerkraft am 
rechten Holmanschlußpunkt, als 
also das in Abb. 213 dargestellte 

System eingeführt. 
Die Berechnung erfolgt in mehreren Gängen. 

Rechnungsgang I. 

Entsprechend S. 193 wird zur Berechnung des Holmlabilitätsmaßes 

cx = l -V I 8 I!EJ angenommen, die Gesamt-Holmlängskraft des statisch 
unbestimmten Systems sei gleich der des statisch bestimmten Haupt­
systems infolge äußerer Belastung allein; sie sei also unabhängig von Xl. 
Entsprechend wird zur Berechnung der Holmsehnen-Längenänderung 

8 32 
bl''--'-31(bym)2+ 5l.3(bym)4 (S.193) 

angenommen, die Holmdurchbiegung 

<5ym = p14 • !a(p) + ~ll2. !J(M') + Jrl'l2 .!d(Mr) 
EJ EJ EJ 

in Holmfeld-l\fitte am statisch unbestimmten System sei gleich der 
des Hauptsystems infolge äußerer Belastung allein, also ebenfalls 
unabhängig von Xl. 

Die Elastizitätsgleichung zur Ermittlung von Xl in I. Näherung 
heißt: 

X{· <51,1 + <51,0 = o. 
Darin bedeutet Zustand 0 den Zustand: Äußere Belastung einschließ­

lich Temperatureinfluß, Zustand 1 den Zustand: Xl = 1, beide wirksam 
am statisch bestimmten Hauptsystem. Allgemein ist: 

<51,0=.2 81. (~~8 + cxe. Llt.s) +.2 f BI· B~~x +.2 81. bl', 
(1) (2) (3) 

~ SI· 8 J BI· da; 
U1,1=.281 · EF +.2 B1·-EJ . 

(1) I (2) 

Die Summen 2) zur Berücksichtigung der Stablängenänderungen 
(1) 

infolge der Längskräfte bzw. des Temperatureinflusses erstrecken sich 
über alle Stäbe, den Holm einbegriffen. 
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Die Summen .2 zur Berücksichtigung der Verbiegung erstrecken sich 
(2) B .dx B .dx 

hier nur über den Holm. Da darin in den Faktoren ~ J und k .T 
die Knickbiegung berücksichtigt werden soll, ist nach S. 168 zu setzen: 

JB Bo·dx - B'· 1 Br r 
1· ~ - 1 ·To - 1· T O oder = M~· Tb + M~· T~, 

J BI· dx 1 1 B . -- - B . T - Br . T r 
1 EJ - 1 1 1 1 

Die darin einzusetzenden Holmendneigungen T~, To infolge des Zu­
stands ° und Ti, Tl infolge des Zustands 1 ergeben sich nach Seite 165 zu: 

pP M'l j'l'lrl 
T 1 = EJ·{}I(p) + EJ .{}IUlI l ) + EJ ·{}'(Mr), 

Tr = pl3 . {}r(p) + M'l . {}r (MI) + lrlrl . {jr (MT) . 
EJ . EJ EJ ' 

das Glied mit p gilt nur für Zustand 0; bei T~, To und T\, Tl ist jedes­

mal mit (X = l Y I Sol/EJ zu rechnen (s. oben). 
Die Summe.2 zur Berücksichtigung des Einflusses der Sehnenver­

(3) 

kürzung erstreckt sich hier ebenfalls nur über den Holm; sie geht ent-
sprechend den oben gemachten Annahmen nur in das Glied c5 l ,o ein. 

Tabelle 64. Ausgangswerte der Zahlenrechnung. 

Stab 8 

I 
10-0 • EF So 

I 
SI 

[em] [kg] [kg] [ -] 

Holm 140 1,5 -1400 +1 
a 72 1,2 - 396 -3,34 
b 167 2,0 + 914 +2,98 
e 72 1,2 - 396 -3,34 
d 167 2,0 + 914 +2,98 
1 70 1,3 - 193 -1,63 
2 100 1,3 -344 -2,92 
3 70 1,3 + 193 +0,63 
4 100 1,3 - 344 -2,92 

{ für den Holm (Holz) = 3· 10-0 jO C, 
(X, "die übrigen Stäbe (Stahl) = 12.10-6 " 

ferner für den Holm EJ = 50.100 kgcm2 , 

p = - 3kgjem, 
.M~ = + 21000 kgcm, "M~ = + 12 em, 
Mo = -" 21000 jlIi = - 12 em. 

Mit den in Tabelle 64 zusammengestellten Ausgangswerten ergeben 
sich folgende Ausdrücke .2: 

für c51,o: 1) = + 0,657 + 0,052 eID, 
(1) 

.2 = + 0,565 cm (entspr. ~ = lylsollEJ = 0,74), 
(2) 

.2 = - 0,012 ,,( " c5~ = 0,78 cm); 
(3) 
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für (\ 1: 2J = + 4,386.10-3 cmJkg, 
(1) 

2J = + 0,422.10-3 (wieder entspr. (f. = 0,74). 
(2) 

Damit wird in 1. Näherung: 

XI = _ ?~ = _ 0,657 + 0,052 + 0,565 - O,O~ = _ 263 k 
1 01 1 4,386 . 10 3 + 0,422 • 10 3 g . 

Rechnungsgang II. 

Die Elastizitätsgleichung zur Ermittlung von Xl in H. Näherung 
lautet 

X{l.OLl+ oLo= 0. 

Die Berechnung der verbesserten Werte (j[,l.; erfolgt wie vorher, nur mit 
dem Unterschied, daß jetzt gesetzt wird: 

_ 1 / I So + Xf· 81 I _ 
oc-lV EJ -0,81 (statt vorher 0,74). 

Ferner wird oym mit der Holmquerbelastung des statisch unbestimmten 
Systems, 

p = - 3,00 kgJcm , M' = M& + X{. Mt = + 17860 kgcm, 

M' = Mö + X{ . M~ = - 17860 
" 

berechnet. So ergibt sich: 

(j ym = 0,61 cm (statt vorher 0,78 cm) . 

Dann wird in H. Näherung: 

XII = _ + 0,657 + 0,052 + 0,569 - 0,007 = _ 264 k 
1 4,386 . 10 3 + 0,426 . 10-3 g. 

Da dieser Wert praktisch derselbe ist wie beim ersten Rechnungs­
gang, erübrigen sich weitere Rechnungsgänge. 

Die endgültigen Stabkräfte 8 = So + XiI. SI sind dann: 

in Stab a und c: + 489 kg, 

" b d: + 129 " 
" + 237 " " 

I: 

" + 426 " " 
2 

" 
4: 

3: " + 27" 

Der Holm erhält im statisch unbestimmten System die Längskraft 
8 = 80 + X{I . SI = - 1664 kg (Druck) und die Teilquerbelastungen : 

verteilte Last p = - 3 kg/cm , 

Einzelmoment links lIfz = J11& + X{I. Mi = + 17830 kgcin, 

rechts M'= Mo + X{l ·.M~ = -17830 " 
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Auf gab e 70 bis 71: Zwei Beispiele für die zweckmäßige Walll der 
statisch unbestimmten Größen. 

Aufgabe 70. 
Die Beanspruchungen der in Abb. 214 dargestellten Tragwand sind 

zu ermitteln. 
~l-jDOI 

lringen in cm 

'3' ..' 3. 

Das System ist 
wegen der Symmetrie , 
der Belastung und des 
Aufbaus nur zweifach 
statisch unbestimmt. 
Bei Vernachlässigung 
des Einflusses der 
Stablängenänderun-

I fD-~-tl1che 6tiJges(eif'tjkeit des Ob~rho/ms (kgc"1-2J: I 

.1111111111111~11111111!I!i~II~lllilil~ll~ 
gen gehen in die 
c5i • k -Werte nur Biege­
momente des Ober­

Abb.214. 
<:,-

holms ein; dieser sei z. B. mit pO = - 1 kg/cm belastet. 
Folgende Wahl der Unbekannten liegt nahe (Abb. 215): 

Xl = Strebenkräfte in 1, 3 und 1',3'; 
X 2 = waagerechte Komponente der in 2 vom Holm auf die Baldachin­

streben ausgeübten Kraft. 

Abb.215. 

ZUslontf , 

I 
i 
~/üche 

-"l, -'(%'-a) 

4i :;t4&-1 I -l" a-J 
~r/~ 

Abb.21i. 

l-~~~ ..... -:-"l,,+ax~ 
! ' Bo -Flüche 

-If'lfi,+a]Z-.r·(t,-.rll 
Abb.216. 

6vs/und Z 

Abb.218. 

Die Abb. 216 bis 218 zeigen die Biegemomentenflächen der Zustände 
0, 1, 2. 

Nach Ermittlung der Unbekannten Xl und Xl! entsprechend den 
vorhergehenden Aufgaben ergeben sich z. B. die Biegemomente im 

'.fhalau-Telehmann, Beispiele. 15 
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statisch unbestimmten System zu 

B = Bo + Xl' BI + X z • B z ; 

und zwar zahlenmäßig als kl ein e Differenzen großer Zahlen, wie Ab b. 219 
zeigt. Da geringe Ungenauigkeiten von Xl das Gesamtergebnis wesent-

Aub.219. 

lieh fälschen und außerdem eine Vorbemessung des Systems auf Grund 
der Biegemomente des gewählten statisch bestimmten Hauptsystems 
unmöglich ist, ist die hier vorgenommene Wahl des Hauptsystems 
schlecht (8.195). 

AT, = 1 

Abb.220. 

Besser ist es, die statisch Unbestimmten und das Hauptsystem 
entsprechend Abb. 220 einzuführen, also als Xl die Gruppe der Holm-

Zusfond 1 
X, -, 

Abb.222. 

I 
I 

a---l 

biegemomente neben den Baldachinanschlußpunkten zu wählen. Die 
Abb. 221, 222 und 218 zeigen die Biegemomentenflächen der Zustände 
Obis 2 an diesem statisch bestimmten Hauptsystem. 
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Nach Ermittlung der Unbekannten Xl und X 2 ergibt sich entspr. 
Abb. 223 die Biegemomentenfläche B des statisch unbestimmten 
Systems. 

l' '"" 

Aufgabe 71. 

Es sind die Längskräfte und Biegemomente des in Ab b. 224 dargestell­
ten ausgesteiften Rahmens zu berechnen. 

Das System ist 6-fach statisch unbestimmt. Als statisch Unbestimmte 
werden nach Abb. 225 die Biegemomente an den einzelnen Stabenden 
gewählt; als statisch bestimmtes Hauptsystem dient also das in Abb. 225 
dargestellte Gelenkfachwerk. 

, 1 

J#rk/iches System 
a 

Abb.224. 

Zweckmößiges 
lIouptsyslem 

Abb.225. 

!/nzweclrmößiges 
lIoupfsyslem 

Abb.226. 

Es wäre verfehlt, ein Hauptsystem nach Abb. 226 in der naheliegen­
den Weise einzuführen, daß die Strebe durchschnitten und der ver­
bleibende Rahmen durch Einführung von drei Gelenken statisch 
bestimmt gemacht wird; denn dadurch würde gegenüber dem wirklichen 
Fachwerksystem ein sehr weiches Hauptsystem (3-Gelenkrahmen) ent­
stehen; die wirklichen Beanspruchungen würden sich dann wieder ähn­
lich wie in voriger Aufgabe als kleine Differenzen großer Zahlen mit 
großen Fehlermöglichkeiten ergeben. 

Zur Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften des Systems (unter 
Voraussetzung gleicher Bemessung gegenüberliegender Stäbe!) werden 
die aus Abb. 227 ersichtlichen Gruppen X 1 ",;-X6 der statisch unbestimm­
ten Biegemomente als Unbekannte in die Elastizitätsgleichungen ein­
geführt. 

Abb. 227 bzw. Tabelle 65 zeigen die Biegemomentenflächen bzw. die 
Längskräfte der einzelnen Stäbe des gewählten statisch bestimmten 
Hauptsystems infolge der Zustände Xi = 1 (i = 1..;--6) und infolge 
äußerer Belastung. In Abb. 227 sind an den Knotenpunkten diejenigen 

15* 
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(Aktions-)Kräfte eingetragen, welche die mit X17X S belasteten Stäbe 
auf das Fachwerk ausüben. Die Querkraftflächen sind nicht gezeichnet. 

8, i-Bö 

-o/k-

~Z/a + 
1 ~a 

I !!fa 

\~d 
\ 

1j,} lIo/d 

Abb. 227. (Infolge 'äußerer Belastung allein treten Im statisch bestimmten Hauptsystem keine 
BIegemomente und Querkräfte, sondern nur Längskräfte nuf; vgl. Tabelle 65.) 

Tabelle 65. Stabkräfte infolge P=1 kg und X/=1 (i=1-;-6). 

Stab So S1 8 2 S3 S, 8 5 8 8 

[kg] [em-1] [em-1] [cm-1] [cm-1] [em-1] [em-1] 

1-;-.2 +!: - +! - +! - -
h h h 

-------------
2-;-3 +1 2 +! +.!. +.!. - - --a a a a ------------
3-;-.4 

2 +! - - -Ti: - - -h 
---------

4-;-.1 +1 +! 2 1 1 - - _.- -- --a a a a ---------

I 2-;-.4 
d 4d 2h 

-Ti: - - - - a·h - - a·d 
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Die endgültigen Längskräfte und Biegemomente folgen nach Be. 
rechnung der Unbekannten dann wie früher aus: 

S = So + Xl . SI + ... + Xo' S6 , 
B = Bo + Xl . BI + ... + Xo • B 6 • (Bo = O!) 

Im vorliegenden Fall können die Anteile .2; Si' i ~'!. und.2;J Qi' Q~;,x 

indenBei werten der Unbekannten gegenüber den Anteilen.2;JBi . B~'Jx 
vernachlässigt werden. Dagegen muß .2; Si . ~ / bei den Lastwerten (\0 
beachtetwerden,dakeineAusdrücke J Bi' B~Jx vorhanden sind, gegen 

die die Ausdrücke 2)Si' ~ / vernachlässigt werden könnten (Qo = 0) . Die 

Beiwerte <512 = <52 l' <513 = <53 l' <5 1 4 = <541 , <515 = <551 , <5 2 3 = <532 , 

<5 2 4 = <54 2' <5~ 6 = <5~ 2' <5~ 4 = <5: 3' c53 6 = c56 3' c54 5 = <5'5 4, c55 6 = <5'6 5 

fa'lIen f~rt, da sie d~rch Kombi~atioy{ symm~trisc'her und antisymm~. 
trischer Beanspruchungszustände des statisch bestimmten Haupt. 
systems entstehen (vgl. Aufgabe 61). 

§ 17. Durchlaufende Holme auf mehreren StiitzeIl. 
Auf gab e 72: Einseitig eingespannter zweifach abgestrebter Holm. 

Bei dem in Abb. 228 dar· 
gestellten zweifach abgestreb. 11 

ten und am linken Ende ein- ~ I 
" ~~I gespannten Holm sind die ~ I I 

Biegemomente und Stabkräfte .".,~- I I I 

zu ermitteln; dabei ist der Ein· 
fluß der Knickbiegung und der 
Sehnenverkürzung der Holm· 
felder zu berücksichtigen. 

Das System ist zweifach 
statisch unbestimmt. Als sta­
tisch Unbestimmte werden die 
"Stützenmomente" Xl und X 2 

an den Stellen 1 und 2 ein­
geführt. Als statisch bestimm­
tes Hauptsystem dient das in 
Abb. 229 dargestellte System, 
das also aus 2 Balken auf je 

l,'ZOO-~l2'200~k"00->4 

Löngen In CIlL 

Abb.228. 

~
.Af" 
",~Jlf 

I ti I 
I 

S 

0: 
1 

2 Stützen besteht (s. Aufgabe 28*). Die bei dieser Wahl des Haupt-

* Die Knotenpunkte sind in Abb.228 und 229 anders beziffert als in 
Aufgabe 28, um zu vermeiden, daß die AngriffssteIlen von Xl bzw. X 2 die Be· 
zifferung 0 bzw. 1 erhalten. 
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systems entstehenden Elastizitätsgleichungen werden als "Clapeyronsche 
Gleichungen" bezeichnet. Die Rechnung erfolgt zur Berücksichtigung 
der Knickbiegung, ähnlich wie bei Aufgabe 69, in mehreren Gängen 
(vgl. z. B. 13,28,31,36,40). 

Rechnungsgang I. 

Entsprechend S. 192 wird zur Berechnung der Labilitäts­

maße C1. = 1 -y 1811 E J der Holmfelder angenommen, die Gesamtlängs­
kräfte der Holmfelder des statisch unbestimmten Systems seien gleich 
denen, die sich am statisch bestimmten Hauptsystem infolge äußerer 
Belastung allein, also unabhängig von Xl und X 2 , ergeben. Entsprechend 
wird zur Berechnung der Holmsehnen-Längenänderungen 

8 32 
(j l' ,..... - TI (bym)2 + 5lJ ((j ym)4 

angenommen, daß am statisch unbestimmten System die Holmdurch-

biegungen p l4 111' [2 11fT l2 
(jym = EJ' h(p) + EJ ·/J(M') + -EJ . h(Mr) 

in den Feldmitten gleich denen des Hauptsystems infolge äußerer Be­
lastung allein, also ebenfalls unabhängig von Xl und X 2, seien. 

Die Elastizitätsgleichungen zur Ermittlung von Xl und X 2 in 1. Nähe­
rung lauten dann: 

X{· b1,1 + X~· (jl,2 + (j1,O = 0 

Xi· b2,l + x~ . (j2, 2 + (j2,O = O. 

Darin bedeutet Zustand 0 bzw. 1 bzw. 2 den Zustand "äußere Belastung" 
bzw. "Xl = 1" bzw. "X2 = 1", jeweils allein am Hauptsystem. 

Allgemein gilt für die Lastwerte : 

~ "8 8 0 '8 "f Bo·dx " , 
Ui,O = L.J i' EF- + L.J Bi' ~ + L,8i · (j1 

(1) (~) (3) 

und für die Beiwerte der Unbekannten: 

(ji,,, = .28i • 8 k '8 + ~f Bi' B", dx. 
(1) EF (~) EJ 

Die Summen .2 zur Berücksichtigung des Einflusses der St.ablängen­
(1) 

änderungen erstrecken sich über alle Stäbe einschließlich der Holme: 
die Summen .2 zur Berücksichtigung der Holmverbiegung und di~ 

(2) 

Summen .2 zur Berücksichtigung des Einflusses der Holmfeld-Sehnen­
(3) 

verkürzungen erstrecken sich nur über die Holmfelder. Da in den Fak-
. B n • dx Bi' dx B 2 • rlx. . . 

tOlen ~' ~, ~ dle Kmckb16gung berücksichtigt werden 

soll, so ist für Bei- und Lastwerte zu setzen: 

oder M~''lt+ M~·i~. 
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Die darin eingehenden Holmendneigungen TL T~ ergeben sich 
nach S. 165 zu: 

't-L = ;~. {J1(p) + ~~. {JI (MI) + ~~ . {}I (Mr), 

T~ = ;~. {Jr(p) + ~~ . {Jr (MI) + ~~l . (}r(Mr); 

das Glied mit p gilt nur für Zustand 0; bei allen Zuständen k = 0, 1, 2 

. . ll/f8-;r h 1st mIt IX = V -itJ zu rec nen. 

Tabelle 66. Stabkräfte, Stablängen und Stabsteifigkeiten. 

Stab 
8 ... 

0 8 1 8 2 ~ EF·1O-8 

[kg] [ern-I] [em-1] [ern] [kg] 

1-.;-2 -6250 +0,01 ° 200 4,50 
2-.;-3 -3460 ° +0,0154 200 4,50 
2-.;-5 +3125 -0,0112 +0,0172 223,6 3,00 
5-.;-6 +3510 ° -0,0156 406 1,70 

Nach Tabelle 66 werden die Summen ,2: 
(1) 

80 '8 .2S1·-EF-=-5,39 ·10-3[-], 
(1) 

')' S . ~o~ s.. = - 11 45 . 10--3 [ _ ], m 2 EF ' 

8 1 '8 .2 SI' --- = + 0,0138 .10--6 kg-1 cm-1 , 
(1) EF 

8 2 '8 
,2 S2' EF = + 0,0908 . 10-6 kg-1 cm-1 , 
(1) 

82 '8 .2 SI . -E7!' = - 0,0144· 10-6 kg-1 cm-1 • 
(1) 

EJ .10-8 

[kgem2] 

80 
80 
-
-

Zur Ermittlung der Summen .2 und .2 dienen die Tabellen 67 bis 69. 
(2) (3) 

Tabelle 67. Querbelastung der Holmfelder als Einzel balken. 

Feld Zust. ,,0" 

1-.;-2 p=-5kg/em IM~_;_2,l=+1 .. Mi-;-2,2=-1 
-----1------------------------

p = -5 kg/em 11J~_;_3,2 = + 1 

2-.;-3 111~_;_3,O= p' ~2 _ 82_;_3,0.113 1112_;_3,2= -82_;_3,2 .!t3 

= + 78800 kgem = -0,462 

... Siehe Aufgabe 28. 
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Tabelle 68. Werte .' und .'. 

Feld I Wert Zust. ,,0" Zust. "Xt =l" Zust. "X2 = 1" 

EJ 'T ' pli' 0' (p) Mf • {}I (111') 111~ . 0' (Mr) 

1--;.-2 
11 

EJ 
-'T' 
11 

pli' iJ' (p) Mi • {}, (M') N~. 0' (Mr) 

EJ. T , plg. iJ' (p) + .M~. 0' (111') - JlI~. 0' (l11')+M~. {}I (M') 
2--;.-3 

12 

EJ 
pl~· 0' (p) + 11I~. 0' pI') lII~. 0' (M') +'_lJ~ • {}, (.M') -'T' -12 

Tabelle 60. Werte oc und {}I bzw. {}, der Holmfelder und Werte h für 
die Holmfeldmitten (nach Anhang, Tabelle 100--;'-102). 

'--, - {}I (1H') 1 {)I (M') 1 {}I (p) 1 1 
Feld rx.=l}'jSol/EJ =O'{1l1') ={j-'(Jl') =_{}'(p) 1J(1I1') IJ(Jll') fa(P) 

1-:-21 1,77 1 +0,434 1 -0,258 1 +0,0600 +0,0024 -0,00241+0,0101 
2-:-3 1,32 +0,370 -0,207 +0,0503 +0,0763 -0,0763 +0,0158 

Damit wird: 

..s I BI' Bo ' dx = - 30,5.10-3 [-], 
(2) EJ 

)"' J B . !!~3! = 1 09 . 10-6 kg-l crn-1 , 
(2) I EJ ' 

..sI Bz • Bo• dx = -142,8.10-3 [-], 
(2) EJ 

>-, J B 9 • B 2 • dx = 2,71 .10-6 kg-l Cllel , (2) ~ EJ 

J B2·dx .2; BI' ~ = 0,645 ·10-6 kg-I crn-I . 
(2) 

Ferner ergibt sich 

in Feld 1--;.-2: b yi;' = -100,0 ·0,0191 = - 1,91 cm, 

in Feld 2--;.-3: byg' = -100,0·0,0158+ 39,4( -0,0763) = - 4,58 crn; 

also 

in Feld 1--;.-2: bl' = - 48,6.10-3 cm; 

in Feld 2--;.-3: bl' = - 280 . 10-3 cm . 

.2; SI' M' = -0,486.10-3[-], 
(3) 

.2;Sz·c5l' =- 4,30.10-3 [-]. 
(3) 

Tabelle 70. Bei- und Lastwerte 
der Elastizi tii tsgleich u nge n. 

lOG-fache Beiwerte 
von 

X{ I X~ 

1,104 I 0,631 
0,631 2,801 

lOS-fache 
Lastwerte 

- 36400 
-158600 

Mit den aus Tabelle 70 ersichtlichen Bei- und Lastwerten der Elasti­
zitätsgleichungen ergeben sich schließlich die gesuchten Größen: 

Xi = + 820 kgcm, 

X~ = + 56300 kgcrn. 



Einseitig eingespannter zweifach abgestrebter Holm. 233 

Rechnungsgang 11. 

Die Elastizitätsgleichungen für Xl und Xz in II. Näherung lauten: 

X{I .bLI + X~I .bL2 + bLo = 0, 

X{I· bt I + X~I . bb + bto = O. 

Die Berechnung der Werte bf,k erfolgt wie vorher, nur mit dem Unter­
schied, daß jetzt gesetzt wird: 

= ll/I So + xi· Sl + x~. S21 
IX r EJ ' d. h. 

in Feld 1-;-2: IX = 1,77, 

in Feld 2-;-3: IX = 1,14. 

Ferner werden zur Berechnung der Holmfeld-Sehnenverkürzungen 
die Durchbiegungen b ym unter Beachtung der durch X{ und X~ ver­
besserten Holmquerbelastungen neu berechnet: 

In Feld 1-;-2: 

p= -5kg/cm; Mi-;-2=X{.Mi-;-2.1; ~'lf~-;-2=X~·Mi-;-2.2; 
in Feld 2-;-3: 

p= -5kg/cm; M~-;-3=X~.M;-;-3.2; M~-;-3=M~-';-3.0+X~·M~-;-3.2' 
Dann wird 

in Feld 1-;-2: 

in Feld 2-;-3: 

bym = + 0,73 cm, 

bym = - 1,38 cm. 

Es ergibt sich in H. Näherung: 

X{1 = + 2200 kgcm, 

Xf = + 53400kgcm. 

Diese Werte werden als endgültig angesehen; denn X~I ist von X~ 
nur wenig verschieden und die verhältnismäßig große Änderung von Xl 
besagt nichts, da Xl (absolut) klein ist. 

Dann folgen die endgültigen Stabkräfte des zweifach statisch un­
bestimmten Systems aus 8 = 8 0 + X{I. 81 + X~I - 8 2 zu: 

8 1-.;-2 = - 6230 kg, 82-;-5 = + 4020 kg, 

82-.;-3 = - 2640 kg, 8 5-;-0 = + 2680 kg. 

Die Querbelastungen der beiden Holmfelder (laufende Last p und 
biegende Endmomente M = Mo + X{I. MI + X~I . M 2) sind 

in Feld 1-;-2: 

p = -5kgjcm; Mi-';-2 = + 2200kgcm; M~-';-2 = -53400kgcm; 

in Feld 2-;.-3: 

p = -5kg/cm; 1l1~-;-3 = + 53400kgcm; ..Il1f-';-3 = + 54200 kgcm. 
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Die endgültigen Labilitätsmaße a. werden dann 

in Feld 1-;-2: ot = 1,77, 
in Feld 2-;.-3: ot = 1,15. 

Damit ergibt sich die in Abb. 230 dargestellte Knickbiegemomenten­
fläche für den Holm (vgl. hierzu Aufgabe 55). 

AZ 

Z 

cndgülhge B-fiüche 

Abb.230. 

Bemerkung 1: Die in diesem Beispiel getroffene Wahl des exzentrischen 
Anschlusses der Strebe 5-;-6 ist für den Holm konstruktiv ungünstig. Günstigere 
BiegemomentenverteiIung (kleinere Spitzenwerte) lassen sich durch geeignetere 
Wahl von exzentrischen Anschlüssen in den Punkten 2 und 3 erreichen. 

Bemerkung 2: Nehmen die Holmlängskräfte solche Werte an, daß die (von 
oe und somit von S abhängige) Nennerdeterminante der Elastizitätsgleichungen 
verschwindet, so ergeben sich unendlich große Stützenmomente und Formände­
rungen ("Knickung" vgl. Kapitel IV). 

Liegt der Sonderfall vor, daß in einem Holmfeld das Labilitätsmaß oe den 'Wert 7C 

("EulerIast") annimmt, so werden die Bei- und Lastwerte der obengenannten 
Elastizitätsgleichungen z. T. unendlich groß; es ergeben sich aber trotzdem im all­
gemeinen endliche Beanspruchungen und Formänderungen des ganzen Systems 
(vgl. hierzu Teichmann 40; s. auch die Anm. auf S. 165). 

A ufga be 73: In sechs Punkten elastisch gestützter Höhenruderholm. 

Bei dem in Abb. 231 dargestellten Höhenleitwerk sind die Bean­
spruchungen des Ruder- und des Flossenholms zu ermitteln. 

Das System ist allgemein vierfach statisch unbestimmt; als statisch 
Unbestimmte werden die Stützenmomente an den Stellen I, 2, 3, 4 des 
Ruderholms eingeführt; das statisch bestimmte Hauptsystem entsteht 
demnach durch Einschalten von Gelenken an diesen Stellen I, 2, 3, 4, 
es ist also eine Folge von 5 Einzelbalken auf je 2 Stützen (Abb. 232). 

Zur Ausnutzung der Symmetrie werden in die Elastizitätsgleichungen 
als Unbekannte die aus Abb. 233 ersichtlichen Gruppen Xl -;.- X 4 der 
Holmstützenmomente eingeführt. Bei symmetrischer Belastung wird 
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X a = X 4 = 0, bei antisymmetrischer Belastung wird Xl = X 2 = 0, 
so daß je nach dem Belastungsfall nur zwei Unbekannte zu berechnen 
bleiben. 

Infolge der einzelnen 
Belastungszustände 0--:-.4 
ergeben sich in den Hol­

Ansicht 

men Biegemomente und für LU!l~r: 
die Berechnung der Uno 
bestimmten vernachlässig­
bare Querkräfte ; im Flos­
senholm treten infolge sei­
ner Abstrebung außerdem 
noch Längskräfte auf. Fer­
ner werden die Holme bei 
Zustand 0 auf Drillung 
beansprucht. 

f}rul.lf:sicl7f Ruder 

Abb. 231. Die Holme sind In der Ansicht so dargestellt, 
als ob sie untereinander lägen, da sonst der Flossenholm 

vom Ituderholm verdeckt würde. 

Infolge. der Grundrißform des Leitwerks und der darüber ungleich­
mäßig verteilten Flächenbelastung werden die Q- und B-Flächen un­
regelmäßig; insbesondere gilt 
dies für den Flossenholm, auf 
den neben der Flossenbela­
stung durch Luftkräfte noch 
die Auflagerkräfte des Ruder­
holms als Aktionskräfte wir-
ken. Daher empfiehlt es sich, 
zumindest die Lastwerte c5i ,o 
der Elastizitätsgleichungen 
ähnlich wie in Aufgabe 45 
durch numerische Integration 

d BiBo d FI" h er E J -. x-ac en zu er-

mitteln. 
(Sofern die im Flossenholm 

auftretende Knickbiegung be­
rücksichtigt werden soll, ist 
entsprechend Aufgabe 69 
und 72 in mehreren Gängen 
zu rechnen. Die Teilintegrale 

I 

k 

J B.·dx Bi . ~ der Flossenholmfelder 

und 72 nach der Formel 

berechnet.) 

Abb.232. 

.bl,9ch BJvw-/ 
Zusl: 'A'l'-/ 

Abb.233. 

I 

1 

werden dann wie in Aufgabe 69 
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§ 18. Zweillolmige Fliigel mit Vel·bundrippell. 
Aufgabe 74: Freitragender Flügel mit einer bzw. zwei 

überzähligen Verbundrippell. 

Bei dem in Abb. 234 dargestellten freitragenden Flügel sind die 
Biege- und Drillmomentenflächen der Holme unter Berücksichtigung 
des Einflusses der Rippenverbundwirkung zu berechnen. 

Abb.234. 

Unter Verbundrippen werden im Gegensatz zu gewöhnlichen 
Formrippen solche Verbindungsglieder zwischen den Flügelholmen ver­
standen, die wesentliche Kräfte und Momente von einem Holm zum 
anderen zu übertragen vermögen. 

Im vorliegenden Beispiel sind nur zwei solcher Verbundrippen ein­
geführt, um das Wesen ihrer Wirkungsweise zu erläutern. Bei Vorhanden­
sein mehrerer Verbundrippen geschieht die Berechnung sinngemäß mit 
mehr Unbekannten; die Last- und Beiwerte der Elastizitätsgleichungen 
werden mittels der im Beispiel angegebenen allgemein gültigen ge­
schlossenen Formeln gefunden (vgl. auch die im Schrifttum unter 45756 

sowie 40 genannten Arbeiten). 
In dieser Aufgabe werden die Abszissen x und; im Kragfeld vom 

Flügelende aus, also von rechts nach links positiv gemessen. 

Abb.235. 

Der Sinn positiver bzw. nega­
tiver Biege- und Drillmomente ist 
aus Abb. 236 ersichtlich. 

Unter Voraussetzung von zur 
Flugzeuglängsachse symmetrischer 
Belastung und Systemausbildung 
ist der Flügelrost für lotrechte 
Belastung 6-fach statisch unbe­
stimmt, wenn angenommen wird, 

daß die Wurzelrippen keine Drilltmg aufnehmen können. Als statisch 
Unbestimmte X 1m , X 2m , X 3n, bzw. X 1n , X 2n , X 311 werden die Quer­
kräfte, Biegemomente und Drillmomente an je einer beliebigen Schnitt­
stelle der beiden Rippen bei ;m und ; .. eingeführt. Als statisch bestimm-
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tes Hauptsystem dient also das aus Abb. 235 ersichtliche System, bei 
dem die beiden überzähligen Rippen aufgeschnitten sind. (Die biege· 
steifen Wurzelrippen sind zur Stabilität des Hauptsystems notwendig.) 

• lJ 
sm CI 

ITIlIIIIIIl1 Bie;emomenle B 

~ Orllimomenle 0 

Zusland 2 j 0.:. -und Oz - fiQ"cl7en 

Abb.236. 

Für den Fall zweier überzähliger Rippen sind die Bei- und Last­
werte der sechs Elastizitätsgleichungen in Tabelle 71 zusammengestellt.. 

Tabelle 71. Bei- und Lastwerte der Elastizitätsgleichungen. 

Lastwerte 

Im Sonderfall nur einer Rippe bei ~m bzw. ~n gilt nur das stärker 
bzw. nur clas schwächer umrahmte Teilschema. 
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Die Biege- und Drillmomentenflächen infolge äußerer Belastung 
bzw. Xl = 1, X 2 = 1, X 3 = 1 sind aus Abb. 236, die für eine an be­
liebiger Stelle ; gelegene überzählige Rippe gilt, ersichtlich. Quer­
krafteinflüsse werden vernachlässigt. 

Bedeutet z. B. B kn bzw. Dkn das Biege- bzw. Drillmoment an 
irgend einer Stelle infolge X kn = 1, so ist z. B. 

s "'J Bkn·dx "J Dkn·dx 
uim,kn=L.,· Bim·~+.4.J Dim'~' 

Im folgenden wird abkürzend gesetzt: 

~ - d '11. ~ - d 'v. dx - d '''. dx - d ,~. dx - d ' . E Jh - X , E J. - x , E JA - X B , E J.B - X B' E J R - X R , 
H H B 

dx d' ~ - d "11. ~~ = dx"f) . dx d" EJR .. = x RW ; GJh - X , , GJ'R = XE' 
dH GJ~H • 

Hierin bedeuten EJ'H, EJ'H, EJ~, . .. GJ~H' GJ'dH,' .. die Biege- bzw. 
Drillsteifigkeiten der Hinter- bzw. Vorder- bzw. Baldachinholme bzw. 
der Rippen Rund R w (vgl. Abb. 234). 

Dann ergeben sich die im folgenden zusammengestellten allgemeinen 
Ausdrücke für die Last- und Beiwerte der Elastizitätsgleichungen. 

Lastwerte : 
(Die verteilte Querbelastung der Holme im Baldachinfeld wird ver­

nachlässigt; im Kragfeld wirken: 

" 11 ",.h x" ~ P = Po + 1'1 • Ih ' pfJ = p8 + Py, li ; 
vgl. Abb. 234.) 

Ih f h" h h 

lJ1m,o = [(a::" sin oc" - ;::.) (~o . x2 + :l~' x 3) + _~o . x3 + :l~' x 4Jdx'h 
th 
"'m 

I' 

J [ ( p. p.) p. p. ] 
-. (a!:.· sin oc~-~) i'X2+ (jl~' x3 + i' X3 + 6l~' x4 dx'fJ 

;~, 

+r 

+ f {1;r[lh2sinoch. (3p~+p1)-lV2 sinoc"· (3p~+pm ('/;,h" . x + x 2 ) 

-r 

+ 112 [lh2 sinoc". (3p~+p~)+lv2sinocv. (3pg+p~)] (hh;, h" +x) }dx~w 

lh2 S' + 6 (l- ;m) (3p~ +~) cosoc"· dx'; 
o 

I 

- l~2 (l - ;"') (3pg + pD cos oc~· S dx'jf. 
o 



Freitragender Flügel mit einer bzwo zwei überzähligen Verbundrippeno 239 

+r 

- 112 f{[Zh2sinexh 0 (3p~ + p~) + Z02 sinexv 
0 (3p~ + p~)] 

-r 

IA 

!53m,o= -coscx"J(~~ ox2+ ::A OX3)odX'" 
~~. 

[e 

+coscxvJ(~~ ox2+ :~ox3)odx'" 

ZAI S' - cos cx" 0 6 (3p~ + p~) 0 dx'j; 
o 

zo- S' + cos cx" 0 6 (3pX + pV 0 cl x'; 0 

(J 

Entsprechend: <5 1ft,o. !52n,0, <5 311,0 mit en statt em und an statt amo 

Beiwerte: 

IA 

151m, 1m = f [(a~ sin cx" -- e~)2 + 2 (a~ sin cx" - ~~) 0 X + x 2] clx'" 
!im 

le 

+ J [(a:;' sin cx" - e:;.)2 + 2 (a:;' sin cx" - ~) 0 X + x 2] dx'" 
!if,. 

[A le 

+ a'" cos2 ochl.dxllil + a"- cos2 OCV Jdx"" 
m "' 

111 ~:" 
+r 

+ J ß;(h" - h")2 + (h" - h") 0 X + x2] dX~1D 
-r 

I I +aA 

+ (1- em)2(J dx'll + J dx';) + J ;2dx~o 
o 0 -a~, 
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Zh Z" 

D2m,2m=sin2oc" f dx'" + sin20cvf dx'v 
r:.h ;:1' 
"",,, "1" 

Ih Ir + a~" + r 
+ COS2 (1." f dX"" + COS2 (1.V f dx"v + f dx'n + f dx~!w· 

~~" ~:" - a~,. -r 

Zh I' Ih I" 

D3", 3m = COS2OC" f dx'" + COS2 OC' f dx'v + sin2 ot" f dx"" + sin2 OCV f dx"~ 
, ~ ~ ~ ~ 

+ n~" f f 

+ f dx~! + f dx'; + f dx'J . 
-a~ 0 0 

Ih 

c51 m,2m = c52m,l'" = - sin ocll} [(a~ sin 0c' • - ~~) + X] dX'h 
:;111 

I" 

+ sin OCV f[(a:nsin OCV - r,;,) + x]dx" 

Ih I" 

- a~ COS2 (X" f d X" " + a:;' COS2 (X' f dx'" 
;:/1 ~~" 

+a~" +r lh _ho 
f x·dx~ - f (~- + x)dx~w. 

-a~1I -r 

Ih 

c51m,3m = c53m,lm = - cos (x" f [(a~ sin oc" - ~~) + x]dx'" 
~m 

I' 

- cos (x' f [(a:;' sin OCV - r,;,) + X] dx" 
e~, 

Zh Z" 

+ a~ sin (Xh cos (XI. f d x"" + a:;' sin (X' cos (X' f d X" v 

.;:" ;~" 
f f 

- (l- ~m)U dx~ + f dx';). 
o u 

Ih Ih 

c52m,3 m = c53m, 2m = + sin (X" cos (X" ( J dX'" - ! dx"") 
E~, ~m 

I" I' 

-sin(X'cos(x'( f dx'v - f dx"'). 
E~" ~~" 

Entsprechend: c5 1n,l tI' D2n, 211' Ö3n, 31" <5 111,2n = c52n, 1 n' c5 111, 3n = <5311,1 n' 

c52n,311 = c53n,2n mit ~n statt ~m und Q'n statt a'm. 
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Unter Vorausset.zung, daß ~m > ~n ist, wird: 

Ih 

c5In,Im = c5 Im ,In =j{(a':,.sinoc" - ~::')(a~sinoch - ~~) 
"sm 

I' 

+ f {(a,:' sin oc" -- ~) (a,~ sin oc' - ~~) 
J .. ", 

+ [ta:' sin oc" - ~::.) + (a~ sin oc" - ~:,)] . X + x2 } dXI~ 
~ ~ 

+ a::' a~ cos2 OC".[ dX"h + a::'a~ cos2 oc"} dx"" 
~'I' ~"I 

+r 
+ f ß: (h" - h")2 + (hl• - h")· X + x 2] dx~," 

-r 

t t 
+ (l-- ~m) (l- ~n) U dx'; + f dx~f)· 

11 U 

~ r ~ 

c5. ., = d. • = sin2 oc" f dX'h + sin2 oc" f dx'" + cos2 och r dX"h 
2n, ... m _m, .. 11':'1& ,,'I' :1& 

~ "'" .. ", . '" 
/" +r 

+ cos2 oc" .r dx"" + f dx~w' 
t,.t' -r 
~/1t 

~ p ~ 

c5 = d = COS2 OCh f dx'h + CO;;2 OC" f dx'" + sin2 0ch f dx"h 
3 n, 3 m 3 m, 3 n ~h t" .h 

.... ,,, ~", "n, 

~ I I 

+ sin2 oc" f dx"" + J dx'~ + .r dx~·. 
~ 0 U ",,, 

{h 

.I: • hf [( h: h I:h) + ] d .,h c51n,2m=U2n.,ln=-SIIlOC. ans.noc -~n X X 
t;", 

,c 

+ Rin oc" J [ta! sin oc" - ~) + X] dx'" 
e~, 

Ih /r 

- a~ cos2 och J dx" h + a~ C082 oc" J d X"· 
eh ~t" 
"m ~'" 

+r 

- J [! (hh - h") + xl dx~!w' 
-r 

Thalnu.Telchmnnn, BeiEplelr. 16 



242 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

Ih 

Ö - 0 - "['( h' h t") + Jd!h In.3m- 3f11.1n-- COS cx. lO"SllllX -~" X X 

~III 
Ir 

- cas cx. V f r(a~, siulXv - ~7.) + xJ dx" 

Ih IV 

+ a~ S!U cx." cas IXh J dx"" + a~ Sill IXV cos ex,V J dx'" 
E~, ~~, 

f I 

- (l - ~n) (f dx')/ -I- f dx~n· 
, 

I" 

U 0 

.I: _ ~ _ 'h[ [( h,' h 1:11)', ] d 'h 
U"n.lm- Ulm.2n-- SIU a.. amsllllX -~m -r X x 

0;1/1 

,r 
+ 0' V J' 1'( v' V tV) + 'J d !r Silla. ams,uex, -~m x·x 

" 
(;,1/1 

Ih ,r 
- a::' ccs2 cx.".r dx" h + a;;' cos2 cx. V f dx"" 

~~, ~~, 
-'-r 

- .r [! (h" - hV ) + x] dx~u:. 
-r 

I" [h 

,. -~ -+: h h(Jd Jh !d "h) u2n,3m - u."n, 2n - S.ll (J. COS OC X - X 

~~, ;/11 
/" /' 

- siu cx.V co, cx. V (f dx' V - f dx"') , 
;'tJI ~'1t 

[h 

03n, 1 m = 01 "'. 31/ = - CJ, OCh f [(a~,siu IXh - ~~~,) + x.l cl X'" 
~~, 

I' 

- cmcx.v f [(a!:.HiuIXv - ~~,) + x]dx" 
l:C' 
~III ,h " 

+ a~,~in cx.h COS ex,h f dX"h + a!:."ill cx."COg ex,V J dx" r" 

~~, ~~, 
f t 

-- (1- ~m)(f dx,!/ + f dx';). 
u 0 

,h {" 
~ - ~ - +' h "h (f d .' h [d" h) U3n ,2m - U2'm,3n - SlnrJ. CO.,OC ;::, ,X -- X 

'-JH ;/11 
,V I' 

- 8inoc"cosa.v(J dx'c - f dx"'), 
~!:, E~, 
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Bei geradlinig veränderlicher Steifigkeit der einzelnen Glieder treten 
in den Ausdrücken "i,k Integrale von der Form 

J-.!!..."- d x (n = 0, 1,2, 3, 4) 
u + vx 

auf. Ihre Lösungen lauten: 
b 

J +d~ = [!ln (u + VX)Jb, 
U vx v a 

a 

b J xdx [X 11. • -·b -- = -- - -.-ln(u + vx)J 
1t + vx V v2 a' 

a 

b 

J x2dx [X2 1'X u 2 ~b -- = -- - _. + --; In (u + v x'J u + v x 2 V v2 V' a ' 
a 

b J x'dx [X3 UX2 u 2 x U" Jb -- = ._. - - + -. --ln(u + vx) 
U + v x 3 v 2 v2 v3 vt a ' 

" ,. 
J~dX , __ [X'. _ UX~ 1,2 X 2 _ !t3 x U' Jb 

u+vx - 4v 3v2 + 2v' VI +v51n (u+vx) a' 
a 

ZahlenbeispieI. 
Behandelt wird folgender Fall: 
Eine Rippe am Ende, eine in Mitte Kragfeld. 

p:i und P~ konstant über die Holmlängen l (Pl = 0; vgl. S. 238). 
Holme parallel. 

l = 500 cU!, 

h = 70 " 

1= 75 " 

~n = 0, 
~m = 250 Cln, 

alt = a~ = ah = a"m = h" = h" = !!.... = r = 35 cm n n m 2 . 

J'H 
J"n 
JA 

B 

J~ 
B 

J R 

E = 120000 kg/cm2, 

G = 12000 " 

= 2000 cm4 , J~H = 250 Cln4 , 

= 5000 
" Jh = 415 

= 3200 " J~D =0, 

= 9000 " Jh =0, 

= 00, JdR =0, 

.lllw = 00 , JdRrc = O. 
16* 
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Tabelle 72. Bei- und Lastwerte der Elastizitätsgleichungen. 

Beiwerte von Lastwerte 
X ln I X 2n X lm I X 2m 

+637 -2,33 +272,3 -1,17 - 17390 pZ + 44780 p~ 

- 2,33 +0,267 - 1,17 +0,133 0 

+272,3 -1,17 +210,3 

I 

-1,17 - 6790 pg + 17650 p~ 
-- -~--

- 1,17 +0,133 - 1,17 +0,133 0 

Da beide Rippen unendlich drillweich sind, können Drillmomente X 3 

nicht auftreten; die dritte und sechste Elastizitätsgleichung fällt also 
fort (vgl. Tabelle 71 und 72). Es ergibt sich: 

Xl" = + 31,06 p8 - 79,22 Po [kg], 

X 2n = + 269,1 p8 - 685,8 p~ [kgcm] , 

X lm =- 6,74P8+ 15,53~[kg], 

X 2m = - 55,0 Po + 125,4 p~ [kgcm]. 

Die unter der Annahme einer C-FaIl-Belastung des Flügels (ph = - 1, 
pv = + 1 kg/cm) sich aus den Formeln für die Unbekannten X er­
gebenden Biege- und Drillmomente des Hinterholms sind in Abb. ~37 
dargestellt. 1110000 

tZOooo I:~ 

E! tOOOOO - 1~1 1:;, 
"'" 60000 -

60000 ~"\ll 
110000 1~1 ZOOOO 

0 -"'- . 

~f>: l 

'1000~ 
~ JOOO 

.". 2000 

t tOOO 

o 

, 

~T I 
111 .,.:."'-

WI 
~. 

I~ 
Im i~ Im 

Abb.23i. 

Wird als Maß für den Einfluß der Rippenverbundwirkung die Ab­
minderung des Biegemoments an der Holmwurzel in vH seines Betrages 
eingeführt, so ergibt sich: 

B h _ Bh 
_0 _____ • 100 = 39 7 vH Eh ,. 

o 
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Aufgabe 75: Abgestrebter Flügel mit drei Verbundrippell. 
Die Biege- und Drillmomente des in Abb. 238 dargestellten ab­

gestrebten, am Rumpf bzw. Baldachin wie an den Außenstreben mit 
vollkommenen Gelenken ange-
schlossenen zweiholmigen l'""lü­
gels mit drei Verbundrippen 
sind für die eingetragene Holm­
belastung pli und pV zu berech­
nen. Die zwischen den "Lager­
rippen" 0", ov und 1", IV bzw. 
zwischen 1", Iv und der End­
rippe 2", 2v gelegenen Zwischen­

0" 

Abb.238. 

rippen müssen aus Raummangel hier unberücksichtigt bleiben; vgl. die 
im Schrifttum unter 40,45 bis 55 genannten Arb":liten. 

1. Allgemeines. 

Zur Übung in der Anwendung statisch unbestimmter Haupt­
systeme (vgl. S. 195) wird hier ein anderes Lösungsverfahren als 
in Aufgabe 74 gezeigt. 

Durch einen Schnitt rechts neben der "Lagerrippe" 1", 1" zerfällt 
das System in zwei "Teilrahmen" 0,1 und 1,2(Abb. 239 und 240). Der ge-

~~~ ~ u ~v 
:""-l --: *u ,,/J~ 1,2 

81,0 -- 2 

Abb.239. Abb.240. 

schlossene Teilrahmen 0, 1 ist für sich 4-fach statisch unbestimmt; denn 
es kann z. B. nach Abb. 240 in jedes seiner vier Glieder ein Gelenk gegen 
Drillung eingeschaltet werden, ohne daß der Teilrahmen unstabil wird. 

Der offene Teilrahmen 1, 2 ist für beliebige Belastung unstabil, da 
er nurin zwei hintereinander liegenden Punkten gelagert ist. Die Summ e 
der daran in seinen Anschlußpunkten 1" und 1 v angreifenden, die Holme 
biegenden Momente muß daher in jedem Belastungsfall entgegengesetzt 
gleich dem von der äußeren Belastung bezüglich 1", IV ausgeübten 
resultierenden Moment sein. Andererseits kann dieser Teilrahmen aber 
oh ne weiteres eine Gruppe von zwei in I" und 1" angreifenden, ent­
gegengesetzt gleichen, die Holme biegenden Momenten aufnehmen 
(Abb. 241); ebenso kann er je ein in 1" oder in IV angreifendes, den be­
treffenden Holm drillendes Einzelmoment aufnehmen (Abb. 241). Infolge-
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dessen kommen durch die biege- und drillsteife Verknüpfung der beiden 
(senkrecht zu ihrer Ebene belasteten) Teilrahmen 0,1 und 1,2 drei 

Zvshflo' ~-1 

oh ~1~ Zh 

/ . 7 1i~'()C;;v--------1 1 lI-4):....----.Jz v 

Abb. 241. 

weitere "Verknüpfungs-
unbekannte" zustande. 

Das Flügelsystem ist 
also insgesamt 7 -fach sta­
tisch unbestimmt. Infolge 
der Nachgiebigkeit der ein­
zelnen Stäbe des Gesamt­
tragwerks treten Verschie­
bungen der Stützpunkte 
Oh, ov, 1\ Iv auf. Zur Ver­
einfachung der Rechnung 
werden diese ebenso wie 
auch die Holm - Längs­
kräfte S zunächst zweck-

mäßig aus denjenigen Auflagerdrücken berechnet, die die Holme allein 
ohne Berücksichtigung der Rippenverbundwirkung auf das Gesamt­
tragwerk ausüben würden. Nach erfolgter Durchrechnung des Flügels 
können sie unter Beachtung des Einflusses der Rippenverbundwirkung 
zwecks Durchführung eines zweiten Rechnungsgangs neu berechnet 
werden. 

2. Teilrahmen und Gesamtflügel. 

a) Teilrahmen 1, 2. 
Wird der auskragende Teilrahmen 1, 2 zunächst für sich be­

trachtet, so müssen bei solchen Belastungszuständen, deren Gesamt­
moment bezüglich 1", Iv nicht verschwindet, in lh oder in IV oder in lh 
n nd Iv zusätzliche Biegemomente B~.hO und Br,"o (als gedachte Reak­
tionen) angesetzt werden, die dem resultierenden Moment der äußeren 
Belastung Gleichgewicht halten; sie wirken weiterhin im umgekehrten 
Sinn als zusätzliche äußere Belastung (d. h. als gedachte Aktionen) 
auf den vorhergehenden Teilrahmen 0, 1 (Abb. 239). 

Mitsamt diesen Momenten besteht an dem zunächst unstabil ge­
lagerten "Teilrahmen 1,2" Gleichgewicht. 

b) Teilrahmen 0, l. 
Durch Einfügen von Gelenken gegen Drillung in die Glieder des ge­

schlossenen Teilrahmens 0,1 entsteht ein statisch bestimmtes Haupt­
system, das im folgenden als "Gelenkrahmen 0, 1" bezeichnet wird. An 
Stelle dieser Gelenke wirken am geschlossenen Teilrahmen 0,1, der 
zunächst für sich allein berechnet wird (s. 3, b), vier statisch unbestimmte 
Drillmomente Da bis Da (Abb. 240). 
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Entsprechend Tabelle 74 werden 4 Gruppen dieser Drillmomente als 
Zustände Xl = 1 his x4 = 1 eingeführt. 

c) Vollständiger Flügel. 
Entsprechend dem unter 1. Gesagten werden zwecks Verknüpfung 

der beiden Teilrahmen 0, 1 und 1, 2 zum vollständigen Flügel in 111 und 1 v 

eingeführt: 

Xl: Eine Gruppe in 111 und 1" wirkender entgegengesetzt gleicher 
Biegemomente entsprechend Abb. 241. 

X 2 bzw. Xa: Gruppen in 111 und 1" angreifender gleicher bzw. entgegen­
gesetzt gleicher DriIlmomente entsprechend Abb. 241. 

Der geschlossene TeiIrahmen 0, 1 dient hinsichtlich der Berechnung 
der Verknüpfungsunbekannten Xl bis Xa (gemeinsam mit dem nach 
Einführung der zusätzlichen Momente Br.ho und Br~o für sich stabilen Teil­
rahmen 1,2) als statisch unbestimmtes Hauptsystem (vgl. S. 195) mit 
den "inneren" Rahmenunbekannten XI -7-X4 (vgl. 2, b). 

3. Gang der Rechnung*. 

a). Teilrahmen 1, 2. 
Zunächst werden der Reihe nach die Biege- und Ddllmomenten­

flächen Bf' und D~' des Teilrahmens 1,2 für die in Tabelle 73, Spalte 1 
angegebenen Belastungszustände 0', ... 1', ... 3' ermittelt. Die dabei 
angreifenden Kräfte und Momente sind in Spalte 2 bis 4 zusammen­
gestellt (vgl. hierzu Aufgabe 33 bis 35). 

Tabelle 73. Teilrahmen 1,2. 

® ® CD 
--':::-_----~ -------- - - ------

Biegendes Moment Drillendes Moment 
in: in: Verteilte Holmlastl'n 

j' Zustand 
l A 1" JA 1" p" p' 

0' äuß. Lastt 
pA' li.2 ptJ' li.2 pA' p" --2- --2-

-- ------ ---
l' Xl = 1 +1 -1 

------1- - ---- ----- ---- --- ---- ----. 
2' X 2 = 1 -1 -1 

-- - - --- ----1-
3' -1 +1 

t Einschließlich der Zusatzmomente B:.'~ und Bi."o (Abb.239). 

* Im folgenden geben die IndizEs' bzw. " die Zugehörigkeit zum auskragenden 
Teilrahmen 1,2 bzw. zum 4fach gestützten Teilrahmen 0,1 an. Ferner wird durch 
die Indizes 0 bzw. I die Zugehörigkeit einer Größe zum statisch bl'stimmten bzw. 
zum statisch unbestimmten Hauptsystem bezeichnet. 
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b) Teilrahmen 0,1. 

Zwecks Berechnung der inneren Unbekannten Xl bis x4 des für 
sich vierfach statisch unbestimmten geschlossenen Teilrahmens 0, 1 
(Abb. 240) werden zunächst die Biege- und Drillmomente Br' und D~" 
seines statisch bestimmten Hauptsystems berechnet, U1td zwar der 
Reihe nach für die in Tabelle 74, Spalte 1 angegebenen Belastungs­
zustände 0", ... j", ... 7". Die dabei angreifenden Kräfte und Momente 
sind in Spalte 2 bis 4 zusammengestellt (vgl. hierzu Aufgabe 33 bis 35). 

® 0 CD ---- ----------- ------=------~_._--

Biegendes Moment Drillmoment"* vert. 
Zustand an der im Gelenk gegen Holm-

am R.H. am V.H. Lagerrippe** Drillung bei last 

" rechts I rechts h· t I a" I b" I c" I d" h pr 
; ! In. vorn" " " " p 

* Einschließlich der Zusatzmomente Bf,S und Bt~. 
** Ein an der Lagerrippe angreifendes biegendes Einzelmoment gilt als po­

sitiv, wenn es bei Betrachtung der Lagerrippe von links her auf diese im Uhr­
zeigersinn wirkend erscheint. 

*** Positiv im Sinne von Abb.240. 

Darauf werden für jeden der äußeren Zustände 1" = 0", 1", 2", 3" 
die 4 inneren Unbekannten Xt,j bis X4,j des für sich allein betrachteten 
Teilrahmens 0, 1 berechnet. Die Bei- und Lastwerte der diesbezüglichen 
Elastizitätsgleichungen sind in Tabelle 75 schematisch zusammen­
gestellt. 

Ein solcher W ert c5?'~ ergibt sich in bekannter Weise nach der 
Arbeitsgleichung durch Kombination je zweier Biege· bzw. je zweier 
Drillmomentenflächen zu 

fBOIIBO"dX fDOIIDO"d 
c5?:~ = -'-EJ- -+- ~;d ~. 
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Tabelle 75. Elastizitätsgleichungen des Teilrahmens 0,1. 

Beiwerte von Lastwerte für Zustand 

X1.1 :t2.1 :t3. i X'.i 0" I 1" I 2" 3" 

<'l4.~ 15,.5 15,.6 (J,.7 15,.0 15'.1 15,.2 15,.3 
<'l5. , 155•5 15 •• 6 (J5.7 155•0 15 •• 1 (J5.2 (J5.3 
<'l6.4 (Jo. ;; (J~.6 (J6.7 (Jo.o (J6.1 156•2 (JO.3 
<'l7.4 (J7.5 (J7.6 (J7.7 (J7.0 (J7.1 157•2 (J7.3 

* Der Doppelindex 0", welcher besagen würde, daß diese 'Verte am statisch 
bestimmten Hauptsystem, nämlich dem Gelenksystem (0) des Teilrahmens 0,1(") 
zu berechnen sind, ist zur Vereinfachung fortgelassen. 

Es ist aber zu beachten, daß das vordere und das hintere Holmfeld 
infolge äußerer Belastung Knickbiegung erhalten kann. Für das über ein 
solches Holmfeld erstreckte Teilintegral ist dann zu setzen (vgl. S. 192): 

_, __ k __ _ BOIII .,.o"1 BOIIT TOllr f BoII BOll dx - -
E J - i '"k - i . k • 

Die darin vorkommenden Endbiegemomente B~"I und ~'" des be­
treffenden Holmfeldes gehören zu dem einen der zu kombinierenden Zu-

stände, dessen m"-Fläche ohne Rücksicht auf einen dabei etwa vor­
kommenden Druckkrafteinfluß I SI' !5längs der Holmfeldspannweite (stets) 
geradlinig verläuft. Die Endneigungen T~"1 und T~"r gehören zu dem 
anderen Zustand, dessen B2" -Fläche b elie big begrenzt sein kann; ihrer 
Ermittlung ist bei allen Zuständen k zunächst der Wert oe = l {IS~/E J 
zugrunde zu legen, wobei So die Holm-Druckkraft bedeutet, die bei 
äußerer Belastung (Zustand 0") wirksam ist. 

c) Verknüpfung der Teilrahmen 0,1 und 1,2 zum vollständigen Flügel. 

Die "Verknüpfungsunbekannten" Xl bis X3 zwischen den beiden 
Teilrahmen folgen aus drei Elastizitätsgleichungen, deren Bei- und 
Lastwerte in Tabelle 76 sche-
matisch zusammengestellt sind. 

Der Index I besagt, daß 
diese Werte am statisch un­
bestimmten Hauptsystem (dem 
statisch unbestimmten Teil­
rahmen 0,1, gemeinsam mit 
dem statisch bestimmten Teil­
rahmen 1,2; vgl.Abschnitt 2,c) 

Tabelle 76. Elastizitätsgleichungen 
für die Verknüpfung der Teilrahmen 

0.1 und 1.2. 

Beiwerte von 

I X 2 I 
Lastwerte 

zu berechnen sind. Die Werte !5f.k setzen sich aus je zwei Anteilen zu-

sammen: 

Die Teilwerte c5;.k entstammen dem für sich statisch bestimmten 
Teilrahmen 1,2; sie ergeben sich in bekannter Weise nach der Arbeits-
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gleichung durch Kombination der zu den Zuständen l' bis 3' ge­
hörigen Bj- bzw. Dj-Flächen dieses Teilrahmens untereinander und mit 
den zum Zustand 0' gehörigen Flächen. 

Zur Berechnung der Werte of,~ des geschlossenen Teilrahmens 0, 1 
werden zunächst die noch nicht berechneten Werte o?,'~ seines statisch 
bestimmten Hauptsystems (nämlich des Gelenkrahmens 0, 1) durch 
Kombination der B7"- bzw. D~"-Flächen der' Zustände 1" bis 3" unter­
einander bzw. mit denen des Zustands 0" ermittelt (vgl. Abschnitt 3, b). 
Dann ist irgend einer der Werte of,~ des statisch unbestimmten Teil­
rahmens 0, 1: 

Of.'; = o?'~ + I1,k . o?,'~ + 12,k • o?,'~ + Ia,k . öt~ + I"k . Ö?,'; , 
wobei Il,k bis 1 4 ,k die inneren Unbekannten des Teilrahmens 0, 1 in­
folge des jeweiligen Zustands k" sind. (Es ist auch hier öh= 0L.) 

d) Endgültige Beanspruchungen des Flügels. 

Nach Ermittlung der "Verknüpfungsunbekannten" zwischen den 
beiden Teilrahmen ergeben sich ohne weiteres die Gesamtbiege- und 
Dl'illmomente des Teilrahmens 1, 2 zu: 

B~e •. = B~+ Xl·B~ + X 2 .B; + Xa·B;: 
D~es. =n~+ Xl·D~ +X2 • D; +Xa·D;. 

Zur Ermittlung der Gesamtbiege- und Drillmomente des Teil­
rahmens 0,1 müssen zunächst noch die Werte Xjges. bis X4ges. seiner 
inneren Unbekannten berechnet werden, die sich ergeben, wenn der ge­
schlossene Teilrahmen nicht für sich, sondern als Teil des Gesamt­
flügels betrachtet wird; diese sind: 

I 1 oe •. = x1,o + Xl' Xl, 1 + X 2 , XI ,2 + X 3 • XI ,3 

usw. 

X'oes. = I"o + Xl' X"l + X 2 • X,,2 + Xa· x"a, 
wobei z. B. Xl,2 die innere Unbekannte I 1 des für sich allein betrachte­
ten Teilrahmens 0, 1 infolge des Zustands 2" (Tabelle 74) ist. Seine Ge­
samtbiege- und Drillmomente sind dann: 

B~es. = Bg" + Xl' B~" + X 2 • Eg" + X 3 , Bg" 

+ I I oes.· B~" + X2aes.· Bg" + Xaoes.· Bg" + X4oes.· B~", 
D;;'s.= ng" + Xl·m" + ... + I 1oes.• D~" + .. '. 

§ 19. Rumpffachwerl\:e. 
In diesem Paragraphen werden räumliche Fachwerke behandelt, 

wie sie insbesondere bei Flugzeugrümpfen vorkommen. Die Wände 
solcher Systeme sind häufig durch vorgespannte Drähte ausgekreuzt ; 
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um die Aufgaben möglichst einfach zu gestalten, wird aber im folgenden 
in jedem Fachwerkfeld nur je eine dieser Diagonalen als vorhanden 
angesehen, wie es der Fall ist, wenn jeweils die andere Diagonale 
infolge überschreitung ihrer Vorspannung durch eine entsprechend 
hohe Druckkraft ausscheidet (vgl. hierzu die Aufgaben 31, 60, 81). 
Zur einwandfreien Berücksichtigung des Einflusses der vorgespannten 
Drahtauskreuzungen wird auf Ebner 56 und Wieghardt 57 verwiesen. 

A ufga be 76 bis 77: Eingespannte Flechtwerke. 

Aufgabe i6. 

Die Stabkräfte des in Abb. 242 dargestellten, in den vier Eck­
punkten des Spantes ,,3" mittels fester Gelenke gelagerten ("ein­
gespannten") Rumpfvorder­
teils sind für den eingetrage­
nen Belastungszustand unter 
Voraussetzung unverschieb­
licher Auflagerpunkte zu be­
rechnen. 

1. Allgemeines. 

Abb.242. 

Um das Stabwerk zunächst 
auf ein Flechtwerk zurück­
zuführen, wird in dem Rah­
menfeld ° -:- 1 der oberen 
Längswand IV entsprechend 
Aufgabe 61 eine Ersatzdiago­
nale angenommen, so daß der Rahmen näherungsweise als ein Fach­
werkfeld angesehen werden kann. Das System stellt dann ein in 4 Punk­
ten mit 4 X 3 = 12 Fesseln gelagertes, also ins­
gesamt 6fach statisch unbestimmtes Raumfach­
werk dar. 

Werden unnachgiebige Lager vorausgesetzt, so 
können die der Endquerwand ,,3" angehörigen 
5 Stäbe entfernt bzw. als Bestandteile der (starren) t m 
Auflagerebene angesehen werden, ohne daß sich : la' 
etwas am Formänderungs- oder Beanspruchungs- : ~ 
zustand des Systems ändert; das System ist dann 
also nur noch lfach statisch unbestimmt. 

Als statisch Unbestimmte Xl wird hier die Kraft T 
in der Diagonale t der Querwand ,,0" eingeführt. 
Das statisch bestimmte Hauptsystem entsteht also, 

Abb.243. 

1 
~I 
~I 

/'-1 
I 

I 

indem ein Anschluß dieser Diagonale gelöst gedacht wird (Abb. 24:3). 
Diese Einführung des Hauptsystems entspricht der Tatsache, daß bei 
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dem hier vorausgesetzten Belastungsfall die Tiefendiagonale nur eine 
untergeordnete Rolle spielt, da die in Abb. 242 eingezeichneten Kräfte 
sich in erster Linie auf die obere und die untere Längswand auswirken. 

Die Elastizitätsgleichung für XI heißt: 

XI 151,1 + (\0 = 0; 
darin ist: 

c5 l ,l = 2;SisjEF. 

2. Zustand ,,0" (äußere Belastung). 

Die Stab kräfte So infolge äußerer Belastung am statisch bestimm­
ten Hauptsystem ergeben sich nach Berechnung der "Zusatzkräfte" 
LI B und LI C (vgl. Aufgabe 40, Tabelle 13) aus den Projektionen der Längs­
wände, indem diese ähnlich wie in Aufgabe 40 als selbständige Fach­
werke angesehen werden. ("Anteilkräfte" wie in Aufgabe 40 treten 
dabei nicht auf, weil ja der Anschluß der Tiefendiagonale in der Quer­
wand ,,0" gelöst zu denken ist. Es ist zu beachten, daß hier im Gegen­
satz zu Aufgabe 40 die Belastung der Hinterwand nicht antisymmetrisch 
zur Belastung der Vorderwand ist.) * 

3. Zustand "Xl = 1". 

Die Stabkräfte SI der Längswandstäbe infolge von Xl = 1 am 
statisch bestimmten Hauptsystem ergeben sich ähnlich wie die Kräfte So, 
wenn als Belastung eingeführt wird: 

B Oll, I = B01V,I = + cos cp , 
COI ,I = COIII , I = - sin cp (Abb. 243) . 

Die Tiefendiagonale der Endquerwand ,,0" erhält dabei die Stab­
kraft T 0 l = + 1. 

Nach'Berechnung der Stabkräfte So, SI und der statisch Unbestimm­
ten Xl folgen die endgültigen Stabkräfte aus: 

S = So + Xl' SI' 

Aufgabe 77. 

Das in Aufgabe 40 behandelte Flechtwerk sei in den vier Eckpunkten 
der rechten Endquerwand ,,5" mittels fester Gelenke gelagert ("ein­
gespannt") und in der Ebene der linken Endquerwand ,,0" mit einem 
das Flechtwerk verdrillenden Kräftepaar Md = B o' Co belastet (Ab b. 244 *). 
Die Stabkräfte sind unter Voraussetzung unverschieblicher Auflager­
punkte zu berechnen. 

* B bedeutet hier wie in Aufgabe 40 ausnahmsweise eine Kraft parallel der 
PIostenrichtung in der Längswand 11 bzw. IV. Entsprechend bedeutet C eine Kraft 
parallel der Pfostenrichtung in der Längswand I bzw. 111. 
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1. Allgemeines. 

Das System ist entsprechend vorhergehender Aufgabe 76 einfach 
statisch unbestimmt, da wegen der vorausgesetzten Unnachgiebigkeit 
der Auflagerpunkte die 5 Stäbe der Endquerwand ,,5" fortgelassen bzw. 
als Bestandteile der starren Auflagerebene angesehen werden können. 

Abb.244. 

Die Durchführung der Rechnung kann wie in Aufgabe 76 erfolgen, 
indem wieder zur Herstellung eines statisch bestimmten Hauptsystems 
die Diagonale der linken Endquerwand durchschnitten gedacht wird. 

Um jedoch bereits am Hauptsystem Stabkräfte zu erhalten, die denen 
des statisch unbestimmten Systems möglichst nahekommen, empfiehlt 
sich bei der hier vorliegenden (antisymmetrischen) Belastung die Ein­
führung eines Hauptsystems, bei dem die Tiefendiagonale erhalten 
bleibt; denn gerade dieser Stab bewirkt die Verteilung des angreifenden 
Momentes auf die vier Längswände. Ein dementsprechendes Haupt­
system kann hergestellt werden, indem von den 4 Auflagerfesseln in 
Richtung der Flechtwerk-Längsachse eine durchschnitten und als sta­
tisch Unbestimmte die darin wirkende Auflagerfessel-Komponente an­
gesehen wird (vgl. Ebner 20). Um zu vermeiden, daß dabei eine 
der vier genannten einander gleichwertigen Auflagerfesseln bevorzugt 
wird, empfiehlt sich folgendes Vorgehen: 

Als Hauptsystem wird dasjenige System be­
nutzt, das entsteht, wenn alle vier senkrecht zur 
Querwandebene gerichteten Lagerfesseln entfernt 
werden; dieses System ist für allgemeine Belastung 
dreifach unstabil, für die hier vorliegende Belastung 
durch ein verdrillendes Moment jedoch stabil. 
(Andernfalls müßte zur äußeren Belastung noch 
eine Gruppe senkrecht zu den Querwänden gerich­
teter Auflagerkräfte hinzugenommen werden, die 

Abb.245. 

der gegebenen äußeren Belastung das Gleichgewicht hält; siehe z. B. 
Aufgabe 81.) 

Als Zustand Xl = 1 wird die aus Abb.245 ersichtliche (zweifach 
antisymmetrische) Längskraftgruppe (sog. "Wölbkmftgruppe") ein-
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geführt, die an dem gewählten Hauptsystem für sich im Gleichgewicht 
steht. 

Die Elastizitätsgleichung für diese Gruppen-Unbekannte Xl heißt: 

wobei: 
Xl· 01,1 + (\0 = 0, 

ist. 
151,0 = 2) SI Sos/EF , 151,1 = 2)S~s!EF 

2. Zustand ,,0" (äußere Belastung). 
Die Stabkräfte So infolge äußerer Belastung am Hauptsystem (mit 

Ausnahme der Kräfte in den Stäben der Endquerwand ,,5", die bereits 
Bestandteile der als starr vorausgesetzten Auflagerwand sind) er­
geben sich genau wie in Aufgabe 40, indem das Hauptsystem als freies 
Flechtwerk angesehen wird. 

3. Zustand Xl = 1. 
Die Stabkräfte SI infolge Xl = 1 am Hauptsystem ergeben sich 

ebenfalls nach Aufgabe 40; nur ist jetzt entsprechend Abb.245 und 
Aufgabe 40, S. 102 in den Formeln zur Ermittlung der zu diesem Zu­
stand gehörenden "Anteilkräfte" B;,l und 0;,1 zu setzen: 

06',1· bo + B'6,1 . Co = 0, 
06',1 . (A~I + A~IV) [inf. C;:' = 1] + B'6,l . (A~I + A~IV) [inf. B'6 = 1] = 1. 

Die endgültigen Stabkräfte S folgen wiederum aus: 

S = So + Xl - SI . 
Bemerkung: Die hier gezeigte Berechnungsweise kann natürlich auch auf die 

vorhergehende Aufgabe Anwendung finden. Die Ermittlung der Stabkräfte am 
Hauptsystem ist dann jedoch wegen der erst erforderlichen Berechnung der 
"Anteilkräftc" umständlicher. 

Aufga be 78: Flechtwerk mit ausgesteiften Quel'wänden (Zellwerk). 
Die Stabkräfte des in Abb. 246 dargestellten "eingespannten" 

Rumpffachwerks mit ausgesteiften Querwänden sind für beliebige Be­
lastung des Systems zu ermitteln. 

Abb.246. 

(V gl. hierzu die im Schrifttum unter 20 his 25 genannten Arbeiten; 
die Behandlung der Aufgabe erfolgt hier in Anlehnung an Ebner 20.) 
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1. Allgemeines. 
Hinsichtlich der Lagerung gilt allgemein das in den Aufgaben 76 

und 77 Gesagte; sie ist also unter Annahme starrer Endwandstäbe ein­
fach statisch unbestimmt. Da weiterhin jede Tiefendiagonale in den 
Querwänden ,,1" bis ,,4" eine weitere statisch Unbestimmte bedingt, 
ist das System insgesamt i+1 

5fach statisch unbestimmt. i 
Die 8 Längswandstäbe einer 

jeden Zelle i-I, i sind an der a) 
Querwand "i" in vier durch i-1 

die folgende Zelle i, i + 1 
räumlich festgelegten Punkten 
angeschlossen, also daselbst 
durch insgesamt 4·3 = 12 
Fesseln gelagert; an ihrer Be­
anspruchung wird nichts ge­
ändert, wenn tliese 12 Fesseln 
nach Abb. 247 durch 12 (starre) 
Stäbe ersetzt gedacht werden, 
von denen 5 eine neue, zwi­
schengeschobene Querwand 
(zur gegenseitigen Festlegung 
der Punkte imr':-ilv/I bilden. 
Dadurch entsteht ein System, 
das aus 5 Flechtwerkzellen be­
steht, von denen jede durch 
7 (starre) Stäbe (also einfach 

~ 
L 

Abb.247. 

I 

i+1 

i+1 

statisch unbestimmt) an die folgende angeschlossen ist. (Die zwischen­
geschobenen Querwände sind den ursprünglich gegebenen unendlich 
benachbart zu denken.) 

Als Hauptsystem wiI·d dasjenige unstabile System eingeführt, 
welches entsteht, indem zwischen je zwei Zellen alle 4 waagerechten 
Verbindungsstäbe entfernt gedacht werden; da bereits durch Ent­
fernen je eines dieser Längsverbindungsstäbe zwischen je zwei Zellen 
das System statisch bestimmt gemacht würde, ist das auf diese Weise 
entstehende Hauptsystem ("Zellensystem") insgesamt 5·3fach un­
stabil. 

Dementsprechend müssen bei allen Belastungszuständen, sofern 
diese nicht bereits an diesem unstabilen Hauptsystem für sich im Gleich­
gewicht stehen, zusätzliche Kräftegruppen in Richtung der 4 waage­
rechten Längsverbindungsstäbe angenommen werden, die so zu be­
stimmen sind, daß bei dem jeweiligen Belastungszustand am unstabilen 
Hauptsystem Gleichgewicht herrscht. 
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2. Zustand ,,0" (äußere Belastung) am Hauptsystem. 

a) Zur Herstellung des Gleichgewichts am unstabilen Zellensystem 
sind keine zusätzlichen Kräftegruppen erforderlich, wenn die Belastung 

+1 

+1 

Abb.248. 

des Raumfachwerks aus verdrillenden 
Momenten oder aus zweifach anti­
symmetrischen Längskraftgruppen lV 
("Wölbkraftgruppen") besteht (Abb. 
248). Es empfiehlt sich daher, die 
verdrillenden Momente und die zwei­
fach antisymmetrischen Längskraft­
gruppen aus der Gesamtbelastung 
herauszunehmen und ihren Einfluß 
auf die Beanspruchung des Systems 
für sich zu untersuchen. Für diese 
Belastungsfälle ergeben sich die Stab­

kräfte in den Längs,,:andgurten und -diagonalen des unstabilen Zellen­
systems mittels folgender Gleichungen: 

Aus 2)P., = 0 (Summe aller horizontalen Kräfte an jedem Knoten 
gleich Null) für die Zelle i-I, i (Abb. 248 und 249) folgen die in Ta­
belle 77 angeschriebenen Gleichungen*. 

Tabelle 77. Gleichungen für dic Längswandstabkräfte. 

J!~=+l JVl=+l Il"=+! 11 
~'fd=+l JVl=+l 11"=+1 Belastung Jl1~=-1 

t 1\ 

Belastung J1!:/=-1 
** *** ** *** t 

1 1. LI /ll +~ 1 11 ~ll +DII =0 =-- =0 5. =0 =0 =+ii 
lI/li dl a 

I: 

lI/lI dll 

2. LII/lll + DII 1 
=0 !-.E/lll+ Dlll 1 

=0 =+-- 6. =0 =0 =- --
111/111 dlI a 

11 lU/11I dill a 

1 3. LlIl/1V + DlIl 1 
=0 \1 7. 

LlIl/Iv + Dlv =0 =--- =0 =0 =+ a-
llIl/IV dill a llll/IV cllV 

1\ (8. 4. _ !:!.V/I + Dlv =0 =+.!. =0 .!:!.V/I +~ =0 =0 =_. 
hV/I d lv a 111'/1 ell 

* Entsprechende Gleichungen gelten für die Zellen i, i + 1 usw.; die Index­
angabe i-I, i bzw. i, i + 1 usw. erfolgt nur dann, wenn mehrere Zellen gleich­
zeitig betrachtet werden. Bei Behandlung einer Einzelzelle wird nur zwischen den 
Wänden I bis IV unterschieden. 

** Positives verdrillendes Moment ,,1" (Vektor von links nach rechts weisend) 
am rechten Zellenende und zugleich entgegengesetzt gleiches verdrillendes Moment 
als Reaktion am linken Zellenende angreifend. 

*** bzw. t Positive Wölbkraftgruppe aus je vier Einzelkräften vom Absolnt­
betrage ,,1" am linken bzw. rechten Zellenende allein angreifend (Abb. 248). 

1\ 
I 

al 
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Da in diesem System mit 8 Gleichungen und 8 Unbekannten nur 
7 Gleichungen voneinander linear unabhängig sind - [die letzte ergibt 
sich z. B. aus (1) + (2) + (3) + (4) - (5) - (6) - (7)] - muß zur Berech­
nung der 8 Längswand-Stabkräfte L und D noch ein Schnitt durch alle 
Längswandstäbe gelegt werden; die Bedingung 2)j}[ = 0 bezüglich eines 
beliebigen Punktes, hier des Mittelpunktes der linken Querwand "i - 1" 

liefert dann eine 8. Gleichung*, die von den übrigen linear unabhängig 
ist. Im vorliegenden Fall (Abb. 249) lautet diese: 

8. LIII/ (Ci- Ci _1 _ ei _ 1 i) bi - 1 + LI/I/IV (Ci -Ci::-! + e i - I i) _bj :::.!. 
lI/I/ 2 • 2 lI/I/IV 2 • 2 

+ (LI//II/ + L IV/I ) (bi - bi_I) Ci-1 _ DI (~i_+ Ci-1 + ei-I.i) ~i~J 
lIl/III II V/I 2 2 dI \ 2 ~ 

_ DI/I (CI + Ci~ _ e. .) bi _ 1 __ (DI/ + DIV ) (bi + bi :::.!) Ci-l 

dIll 2 .-1.' 2 dII dIY 2 2 

[( LI/I/ + LIII/Iv + Dr + DIll) (b, - b,:::.!) Ci_1 
lI/I/ lIII/IV dI dIll 2 2 

+ (LIl/I!! + DII) (Ci - Ci_l _ ei-I i) bi_ 1 
lIl/III dII 2 ~ 2 

( L IY/I + DIv) (CI - Ci_1 + ei -1 i) b'-I] = 1 ** bzw. = 0*** bzw. = ot. + II V/I dIV 2 • 2 

Darin ist e. . dann als positive Größe einzusetzen, wenn der :Mittei-
I -1 ~ 

punkt von Quer~and i höher liegt als der von Querwand i-I. 
Das in eckigen Klammern stehende Glied fällt bei Belastung der 

Zelle mit Wr bzw. mit M~ = - M~ wegen der Gleichungen 1-:--4 fort. 

*, **, *** bzw. t siehe Fußnoten S. 256. 
'I'hn]au-Tcichmnnn, Beispiele. 17 



258 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

In genau gleicher Weise ergeben sich 8 Gleichungen für die Längswand­
Stabkräfte der Zelle i, i + 1 usw. 

Aus diesen Gleichungen folgen mit K = bi-I'Ci + bioCi_1 die Längs­
wand-Stabkräfte der Zelle i-I, i nach Tabelle 78. 

Tabelle 78. Auf die Stablängen bezogene Längswandstabkräfte. 

Belastung: M~ = + 1; M~ = - 1 IV/"= + 1 
Kraft: L D D 

d 
L 
T 

D 
d Wand 

I 

II 

III 

IV 

(1) 

1 
+X 

1 
+X 

1 
+X 

d 

1 
K 

(- -l) 

bi - 1 CI +-­aX 

bl _ 1 CI 

- a:J( 1--b/-cj-_-1-1 

+ -a-K-
b.CI_l +-­aK 

Zur Berechnung der für Zustand ,,0" bisher noch nicht ermittelten 
Stabkräfte in den Pfosten Vi und der Tiefendiagonale ti in der Quer-

t >-+! 

+Z ..1.'1'. 

/ ~/ 

wand "i" ist zu beachten, 
daß durch die gedachte 
Zerlegung des Gesamt­
systems in Einzelzellen 
eine Aufspaltung der wirk­
lich vorhandenen Pfosten 

//1 
/~I /' // ~ 

'l----"-"--'---T--7"~ in zwei Teilpfosten bzw. ! in zwei Teilpfosten und 
eine neue Längswand-

;:, diagonale, ferner eine Auf-
~==-----'~--~'k. ~.;,3- spaltung der wirklich vor-

+14-,>;' i +~. handenen Tiefendiagonale 
~*:i=~':I1 ===c~;;::;;;;;;~+~· ~~'~"'~'fD in zwei Teildiagonalen 

~-- bio, ---.: vorgenommen wurde. Die 
b; aus den Kräften dieser 

------bi+' 
Alll>.250. 

Teilpfosten bzw. Diago­
nalen resultierenden Ge­

samtpfosten- bzw. Diagonalkräfte ViI bis ViIV bzw. Ti des unstabilen 
Hauptsystems (durchschnittene Längsverbindungsstäbe !) ergeben sich 
unmittelbar a,us den Längswandkräften L und D nach Abb. 250, indem 
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die Eckpunkte der Querwand "i" mitsamt den daran anschließenden 
Ästen der Längswandstäbe der beiden benachbarten Zellen i-I, i und 
i, i + 1 abgeschnitten gedacht werden. Die Anwendung der Gleich­
gewichtsbedingungen ~Pz = 0, .2)PIJ = 0 z. B. auf den Knoten 1/11 
der Querwand i liefert dann (vgl. auch Abb. 249): 

Di,l+ll (Ci + Ci+1 + ) + ~i,-i+ll/11 (Ci+l - Ci ) 
ViI - di,'+ll --2- ei,i+ 1 1,,1+11111 --2-- - ei ,H1 

_ Di- I, ilI (C' - Ci-l _ e. 1 .) _ !~~ '!/U_ (Ci -. C'_I _ e. .) = 0 
rli - I , Hf 2 ,- " 1,_1, li/lI 2 .-1,. , 

Entsprechend ergeben sich am Knoten 111/1 V zwei Gleichungen 
für ViiI! und ViIV ' 

Die Kraft in der Querwanddiagonale Ti folgt z. B. aus der Glei· 
chung )~Py = 0, angewandt auf den Knotenpunkt IV/I: 

_ Ti b. _ V IV _ (D'_-I,i! + Li-I,IIV/I) b,- bi - 1 

t,' i di-I,i! l'-I,uv/I 2 

Di,l+llV b,+ b'+l Li,i+lIV/I b'+1- b, 0 
- ~,'+llV . --2-- + -li~~--;;v/I '--2-- = . 

Sind die Diagonalen der einzelnen Wände anders angeordnet als in Abb. 248 
oder sind die Wände als Fachwerke ausgebildet, wie z. B. die Flügel der Doppel­
deckerzelle in Abb. 263, so können die angegebenen Formeln ebenfalls Verwendung 
finden, indem die in Abb. 248 eingezeichneten Diagonalen zunächst als "Ersatz­
diagonalen" angesehen werden. Zur Berechnung der Stabkräfte in den wirklich 
vorliegenden Wänden werden dann nachträglich die von den Ersatzdiagonalen 
auf ihre Anschlußpunkte ausgeübten Kräfte in umgekehrtem Sinne als äußere 
Kräfte an den wirklichen 'Vandfaehwerken angebracht; dieser Belastungszustand 
liefert unmittelbar die Kräfte derjenigen Stäbe, die in der "Ersatzzellc" noch nicht 
vorhanden waren. Hinsichtlich der übrigen Stäbe liefert er Kräfte, die denjenigen 
zu überlagern sind, die vorher an der "Ersatzzelle" gefunden wurden ("Ersatz. 
stabverfahren", vgl. auch Aufgabe 31 und S. 272, 273). 

b) Bei allen anderen Belastungsfällen, die nich t für sich um uno 
stabilen Zellenhauptsystem im Gleichgewicht stehen, werden in Rich· 
tung der vier herausgenommenen Längsverbindungsstäbe zusätzliche 
Längskräfte AtI/II bis AtIVIl angesetzt, die zusammen mit der äußeren 
Belastung am unstabilen Zellensystem Gleichgewicht bewirken (vgl. 
§ 20 und 21). Und zwar wird über diese zusätzlichen Kräfte in dem 
Sinne verfügt, daß sie gleich denjenigen Längskräften A' + A" sem 

17* 
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sollen, die (ähnlich wic in Aufgabe 40, Abb. 102) dann in den einzelnen 
Knotenpunkten auftreten würden, wenn statt des unstabilen Zellen­
hauptsystems ein statisch bestimmtes Fachwerk ohne Tiefendiago­
nalen I~ bis 14 vorläge ("Ersatzfachwerk" *). Dann ist der gesamte Be­
anspruchungszustand des (unstaLilen) Zellenhauptsystems derselbe wie 
der, der sich infolge des jeweiligen Belastllngsfalls an diesem statisch be­
stimmten Fachwerk (ohne Tiefendiagonalen Iq bis ' 4) ergibt; somit 
können die Stabkräfte So infolge des Zustandes ,,0" in allen 
Belastungsfällen, die nicht für sich am unstabilen Haupt­
system im Gleichgewicht stehen, ohne weiteres ähnlich wie 
in Aufgabe 76 am Ersatzfachwerk berechnet werden. 

Häufig ist es auch bei solchen Belastungsfällen, die bereits am un­
stabilen Zellensystem im Gleichgewicht stehen, zweckmäßig, gewisse 
zusätzliche Längskräfte A zwischen den einzelnen Zellen eingeführt zu 
denken, obwohl dies nach \' orhergehendem nicht notwendig wäre; liegt 
nämlich z. B. ein Belastungszllstand vor wie er in Aufgabe 77 behandelt 
wurde, so kommen die Stabkräfte des Hauptsystems denen des wirk­
lichen Systems dann am nächsten, wenn solche Längskräfte zusätzlich 
angesetzt werden, wie sie auftreten würden, wenn ein statisch bestimmtes 
Flechtwerk vorläge; dieStabkräfteSo können dann ohne weiteres aus 
dem in Aufgabe 40 behandelten System (als "Ersatzflechtwerk") be­
rechnet werden. 

3. Zustände "Xi = 1" am Hauptsystem. 

Als Unbekannte Xi werden zweifach antisymmetrische Längs­
kl'aftgrllppen entsprechend Abb. 251 zwischen je zwei aufeinander­

folgenden Zellen i - 1, i und 
i, i + 1 bzw. zwischen der 
letzten Zelle und der Auflager­
ebene eingeführt. 

Die Stabkräfte Si infolge 
der Zustände Xi = 1 in den 
einzelnen Zellen ergeben sich 
genau so wie unter 2a) die 
Kräfte So infolge zweifach 

i + 1 antisymmetl'ischer W ölbkraft-

Abb.251. gruppen W; denn bei Zu­
stand Xi = 1 wirkt auf die 

Zelle i, i + 1 von links her eine Gruppe W' in positivem Sinn und 
auf die Zelle i - 1, i von rechts her eine solche Gruppe Tvr in 
negativem Sinn. Da diese zweifach antisymmetrischen Längskraft-

* Die nach E bn er 20 gewählte Bezeichnung "Ersatzfachwerk" hat nichts mit 
dem fIiiher genannten "Ersntzstnbvufahren" zu tun. 
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gruppen jeweils an denjenigen Zellen für sich im Gleichgewicht stehen, 
an denen sie angreifen, entstehen bei irgendeinem Zustand Xi = 1 
nur Stabkräfte in den beiden benachbarten Zellen i-I, i und 
i, i + I bzw. beim Zustand X s = 1 nur Stabkräfte in der Zelle 4, 5 
und in den hier als starr vorausgesetzten Stäben der Auflagerwand. 

Infolgedessen sind in den Elastizitätsgleichungen diejenigen Bei· 
werte bi,k =..ESßks/EF, für die k < i -2 bzw. k > i + 2 ist, gleich 

Null; das System der Elastizitäts· Tabelle 79. Schema der Elastizitäts. 
gleichungen hat also bei der vor· glei ch u ngen*. 

Beiwerte von Last· 
wertc 

genommenen Wahl des Haupt. 
systems und der Unbekannten die 
in Tabelle 79 angedeutete 5glied. 
rige Gestalt (Differenzengleichung 
4. Ordnung). Werden alle Quer. 
wandstäbe als starr angenommen, 
so fallen auch noch die in neben· 
stehendem Schema eingeklammer. 
ten Beiwerte bi k mit k < i-I 
bzw. k > i + 1 f~rt. (Dreigliedrige Gestalt; Differenzengleichung 2. Ord· 
nung.) Zur zweckmäßigen Lösung solcher Gleichungen vgl. Anhang. 

4. Wirkliche Stabkräfte S. 
Nach Berechnung der Größen Xi ergeben sich nach dem Über. 

lagerungssatz für die wirklichen Kräfte in den Längsgurten und Längs­
wanddiagonalen einer Zelle, z. B. i-I, i, Ausdrücke mit höchstens 
zwei der nunmehr bekannten statisch Unbestimmten: 

S = So + Xi_I· 8 i- 1 + Xi·Si , 

weil zwischen den Querwänden "i - I" und "i" nur Stabkräfte infolge 
der äußeren Belastung bzw. X i - 1 und Xi entstehen. 

Ferner ergeben sich in den Pfosten und der Tiefendiagonale der 
Querwand "i" die wirklichen Stabkräfte zu: 

S = So + Xi-I' Si-l + Xi· Si + Xi+! . Si+! ' 
weil in der Querwand "i" nur Stabkräfte infolge äußerer Belastung 
bzw. Xi-I' Xi und Xi+! entstehen. 

§ 20. ~-'reitl'age]](le DOI)pel(lecker mit Vel'bUlldstl'ebcll. 
In den folgenden Beispielen wird vor allem die Einführung und Er· 

mittlung der statisch unbestimmten Größen behandelt. Um daher die 
Ermittlung der Stabkräfte, Biegemomente usw. möglichst einfach zu 
gestalten, sind durchweg waagerechte und zur Aufrißebene senkrecht 
verlaufende Flügelebenen angenommen. 

* Durch die Wahl ein· und mehrfacher Striche sollen die größcren ,"on den 
kleineren Beiwerten unterschieden werden. 
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Aufga be 79: Doppeldecker mit drei Yerbundstreben. 

Für das in Abb. 252 dargestellte Tragwerk eines freitragenden Dop­
peldeckers mit N-förmiger Verbundscheibe sind die Biegemomente und 
Stabkräfte für A- und C-Fall-Belastung zu ermitteln. 

:E lr4'50--1 
-"1I.i-f.9tJ-fL2-350~ I 

'm2 Z 11.2' 

longen In cm 
Abb.252. 

1. Allgemeines. 

Abb.253. 

Wird angenommen, die Flügelrippen seien vollkommen gelenkig an 
den Holmen angeschlossen (Vernachlässigung der Rippenverbund­

m 

Biegemomenle YOn Holm 3 

6) C-rall 

v, = + 5,0 kg/ern; 
v, = - 5,0 kg/em; 
V, = + 4,5 kg/em; 
V, = - 4,5 kg/em. 

wirkung), und wird zur Flug­
zeuglängsachse symmetrische 
Belastung und Systemaus­
bildung vorausgesetzt, so ist 
das System 3-fach statisch 
unbestimmt. Es liegt nahe, 
als statisch unbestimmte flrö­
Ben Xl bis X3 z. B. die lot­
rechten Komponenten der 
Kräfte in den Stäben der Ver­
bundscheibe einzuführen; das 
statisch bestimmte Haupt­
system würde dann aus 2 frei­
tragenden Flügeln bestehen 
(Abb.253). 

Abb. 254a und b zeigen 
die wirklichen Biegemomen­
tenflächen B = Bo + B 1 X I 

+ B 2X 2+ B3X 3 , wie sie 
sich dann im A- und C-Fall 

ähnlich den früheren Aufgaben z. B. für Holm 3 bei gleichmäßig ver­
teilter Belastung, gleich großer Steifigkeit in allen 4 Holmen und den 
Längen nach Abb. 252 ergeben würden (vgl. Thalau 5B*). Im C-Fall sind 
die Biegemomente, wie aus Abb. 254 ersichtlich, kleine Differenzen 
großer Zahlenwerte, so daß kleine Rechenungenauigkeiten bereits 

* S. auch Rüh1 59• 
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wesentliche Fälschungen des Ergebnisses verursachen können; ins­
besondere würde keine vernünftige Vorbemessung auf Grund der 
Beanspruchungen des statisch bestimmten Hauptsystems im C-Fall 
möglich sein (meist ist allerdings der A-Fall für die Bemessung maß­
gebend); die gewählte Einführung der Unbestimmten widerspricht also 
für Belastungen entsprechend dem C-Fall den in den Aufgaben 70/71 
betonten Grundsätzen. Dieses kann vermieden werden, wenn die Ein­
führung des statisch bestimmten Hauptsystems bzw. der statisch un­
bestimmten Größen in folgender 
Weise vorgenommen wird: 

In die Holme werden an den 
Rumpf- bzw. Baldachinanschlüs­
sen m l , m2 , ma, m4 Gelenke ein­
geschaltet (Abb. 255); da hier­
durch das Tragwerk einfach un­
stabil wird, werden in diesen 
Gelenken zusätzlich zur jeweils 
wirksamen äußeren Belastung 

Abb.255. 

vier gleich große Biegemomente B::' l ,o, B!2,O' B:3,o, B::' 4,o angesetzt, 
deren Größe so festzulegen ist, daß ihre Summe der äußeren Belastung 
Gleichgewicht hält. 

Als statisch Unbestimmte könnten drei der in Wirklichkeit an den 
Stellen ml , m2 , ma, m4 auftretenden Biegemomente angesehen werden; 
um aber solche Belastungszustände Xl = I, X 2 = 1, Xa = I zu schaf­
fen, für die das allgemein unstabile Hauptsystem stabil ist, werden als 
Unbekannte Xl bis Xa drei Gr u p p en der Biegemomente in ml, m2, ma, m4 

gewählt, von denen jede für sich am Hauptsystem im Gleichgewicht steht. 

2.Zustand"O" (äußere Belastung) am unsta bilenHauptsystem. 
Jede Tragwand wird für sich betrachtet; die dazu notwendigen 

Auflagerfesseln in Tiefenrichtung (d. h. parallel n 1 , n2 usw.) werden 
durch die Flügelfachwerke geliefert. An jeder Tragwand muß für sich 
Gleichgewicht bestehen zwischen den daran angreifenden Momenten B*, 
den Knotenlasten P (das sind gedachte Einzellasten in n l , n2 , na, n4 , die 
bezüglich der Rumpf- bzw. Baldachinanschlußpunkte dieselben Mo­
mente erzeugen wie die verteilten Holmlasten), sowie der Kraft T in 
der mittleren Verbundstrebe (Tiefenstrebe). Bei beliebig angenom­
menen Werten B* ergäbe sich für die Tiefenstrebenkraft T aus den 
Gleichgewichtsbedingungen der Vorderwand ein anderer Wert als aus 
den Gleichgewichtsbedingungen der Hinterwand. 

Die zusätzlich zur gegebenen Belastung anzusetzenden Momente 
B: 1,0 = B::' 2,0 = B::' 3, 0 = B: 4, 0 = B* sind daher eindeutig festgelegt durch 
die Forderung: T(v) = T(h) • 
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Aus 2)M = 0 bezüglich des Punktes m 3 (Aufriß, Schnitt "u") ergibt 
sich an der Vorderwand für die lotrechte Komponente von T: 

B* 
T~~J= ~~ + P3 - s~. 

U 3 

Darin folgt s~ ans Y:lIf = 0 bezüglich des Punktes m1 (Schnitt "v") zu: 

B* s; = - .--",~o_ - PI' 
U 1 

Entsprechend ergibt sich an der Hinterwand aus 2).M = 0 bezüglich 
deR Punktes 1n 2 : 

darin folgt 8~ aus 2) M = 0 bezüglich des Punktes m4 zu : 

B* 
S~=~+P4' 

U'4 

Die Bedingung T~V) = T~') heißt dann: 

B* B* 
~+-~~+P. +P aJ a1 3 I 

B! 2 0 B! 4 0 = - ---'- - --'- -- p q ._. P . 
U2 U4 ~ 4 

Daraus folgt. wegen B!l,o= B:. 2,o= B!3,O= B!4,O= B*: 

B*- PJ+ P2+ Pa+ P4 

- - I/a; + T/u2 +l/UJ + l/a~ . 
O!3,o·+Z66oookgcm /tJ·-ekg/cm 

~-rtöche 

----::r:--~~ 

Ahb.256. Bolastung und Bicgcmomcnte des Holms 3 im A-}'all am unstabilen Hauptsystem 
bei gleichzeitiger Wirkung dcr BiegemomentengruJlP~ B* . 

7U 3. 0 

Abb.256 zeigt z. B. die Biegemomentenfläche Bo des Holms 3 in­
folge gleichmäßig verteilt.er äußerer Belastung im A-Fall einschließlich 
der zugehörigen Gruppe B* an dem hier behandelten Hauptsystem. 
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3. Zustände XI=l bis XJ=l am unstabilen Hauptsystem. 

Als Zustände Xl = 1 bis X 3 = 1 werden entsprechend folgender Zu· 
sammenstellung in je zwei der bei ml , m 2 , m3 , m 4 angenommenen Ge­
lenke Biegemomente eingeführt, von denen das jeweils an erster Stelle 
stehende zu ,,1" gewählt ist; das jeweils an zweiter Stelle stehende 
Biegemoment ist so festgelegt, , 

kc. Ji -J2 ~', 
daß jeder dieser Zustände ~JIillImDIlltillJj[[IIIrnll;:~::-
Xi = 1 (i = 1, 2, 3) am un- B,-flöcllen ~ 
stabilen System für sich im infölge ~~"""'ffiT\-'TiTrITTT11'TT1TTTTTTTTTTTmTl!ll:C=O-
Gleichgewicht steht, daß also %,-1 
jeweils wieder die Forderung 
T(v) = T(h) erfüllt ist: 

Zustand Xl = 1: B m 1,1 = 1; 
B a.1 

m3,1 == - a~; 

Zu~tand X 2 = 1: Bm2 ,2 = 1; Bs-FlÖcllMjr 
B 9 - - a 4 • Inlblge 6-r=TTm.,..",.rrrrTTTTTTTTTTTTTTTTm==--

m 4, - - a 2 ' AJ- 1 

ZU3tandX3 = 1: Bm2,3 = 1; 
Ul.lillil:UJ.lll.WJ."~ 

B aa 
m3,3= - a2· Abb.257. 

Abb. 257 zeigt die zugehörigen Holm-Biegemomentenflächen BI 
bis B 3 • Die Kombination der Biegemomentenflächen BI' B2 , Ba unter­
einander und mit Bo liefert in bekannter Weise (Anhang, Tabelle 94) 
die Bei- und Lastwerte 
der drei Elastizitäts­
gleichungen für Xl 
bis X 3 • 

Abb.258zeigtmaß­
stäblich die nach Be­
rechnung der Unbe­
kannten Xl bis X a end­
gültig sich ergebenden 

Biegemomenten­
flächen B=Bo+XIBI 
+ X 2 B 2 + X 3 B 3 für 
Holm 3 im A- und 
C-Fall. 

8iegemomenfe yon Ho/m 3 

Abb.258. 

Entsprechend ergeben sich die Stabkräfte 

S = So + Xl SI + X 2 S2 + XaSa 

bzw. die Querkräfte 
Q = Qo + X 1Ql + X 2Q2+ XaQa· 
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Auf gabe 80: Doppeldecker mit fünf Vel'bundstreben. 

Für das in Abb. 259 dargestellte freitragende Doppeldecker-Tragwerk 
mit 5 Verbundstreben sind die Biegemomente und die Stabkräfte zu 

ermitteln. Die Stabkreu­
zungspunkte in der hin te­

;"'-~lo;-==----::-.,.....-I=>~=""-="""""':7"""2 ren und vorderen Trag­

/TZJ !"<:'E;-----
E a..1-----;~ 

~E~---~------~ 

Abb.259. 

wand werden gelenkig an­
genommen. 

1. Allgemeines. 

Es liegt hier, ähnlich wie 
in vorhergehender Aufgabe, 
nahe, als statisch Unbe­
stimmte fünf Komponenten 

der Stabkräfte, also als statisch bestimmtes Hauptsystem zwei frei­
tragende Einzelflügel einzuführen (Abb. 260). Ähnlich wie in vorher­

2 

1 

3 

Abb.260. 

gehender Aufgabe ist aber 
im Sinne der Aufgaben 70 
und 71 folgende Einführung 
der statisch Unbestimmten 
bzw. des Hauptsystems 
besser. Gemäß Abb. 261 
werden an den Baldachin­
bzw. Rumpfanschlußpunk-

m5lr1Bm21 t G I I ____ ..-"",c-~ ... ~:"' ...... :<1:,::---------:-~---2 en m1 , m2 , m3 , m4 e en {e 
-~-m-7-::'*"' """'+I'-:OmC'..,"'I--+"""'IC-H":""I--,,....-..,.......,,,,iL-- 1 in die Holme eingefügt; 

ferner werden in den Kreu­
zungspunkten n" und n h 

der Tragwandstreben durch 
Einschalten von Längsver­
schieblichkeiten die waage­

.~~Ie.~m~~~I ________ ~~~~ __ ~ 

lOmJl 
Abb.261. 

rechten Fesseln beseitigt, so daß in n" und nh nur noch lotrechte 
Kräfte vom Ober- zum Unterflügel übertragen werden können. Das so 
entstehende Hauptsystem ist einfach unstabil. Deshalb wird zusätzlich 
zur äußeren Belastung des Systems eine Gruppe von zwei waage­
rechten, willkürlich einander gleichgesetzten Kräften H*" und H*h in 
den Punkten n" und nh angesetzt, deren Größe so festzulegen ist, daß 
bei gleichzeitiger Wirkung der äußeren Belastung und dieser zusätz­
lichen Kräfte am Hauptsystem Gleichgewicht besteht. 

Als statisch Unbestimmte könnten die in Wirklichkeit an den 
Stellen m1 , m 2 , m 3 , m4 auftretenden Biegemomente sowie eine der 
Kräfte H" und Hh eingeführt werden; um aber solche Belastungs­
zustände Xl = 1 bis Xs = 1 zu schaffen, für die das allgemein unstabile 
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Hauptsystem stabil ist, werden als Unbekannte Xl bis Xsfünf Gruppen 
der Biegemomente B mI , B m2 , B ma , Bm4 und der Längsverbindungs­
kräfte H", H" gewählt, von denen jede für sich am Hauptsystem im 
Gleichgewicht steht. 

2.Zustand ,,0" (äußereBelastung) am unstabilenHauptsystem. 

Jede Tragwand wird für sich betrachtet; die dazu notwendigen 
Auflagerfesseln in Tiefenrichtung werden durch die Flügelfachwerke 
geliefert. Dann muß an jeder Tragwand Gleichgewicht bestehen 
zwischen den daran angreifenden waagerechten Stabkraftkomponen­
ten H*, den Knotenlasten P (das sind gedachte Einzellasten senkrecht 
über oder unter n" und nh, die bezüglich der Rumpf- bzw. Baldachin­
anschlußpunkte dieselben Momente erzeugen wie die verteilten Holm­
lasten), sowie der Kraft T in der diagonalen Verbundstrebe (Tiefen­
strebe). Bei beliebig gewähltem H* ergäbe sich aus den Gleichgewichts­
bedingungen der Vorderwand für die Diagonalkraft T ein anderer 
Wert als aus den Gleichgewichtsbedingungen der Hinterwand. 

Die zusätzlich zur gegebenen Belastung anzusetzenden Kräfte 
H*" = H*h = H* sind daher eindeutig festgelegt durch die Forderung: 

TI") = TIII). 

Aus .2M = ° bezüglich des Punktes ma ergibt sich an der Vorder­
wand (Abb. 262): __ P----~J1l 

T I,,)-P ~ 
• - a· b3 

,---- ------, 
, ) 

- :3 (V".aa + H*".:); 
-__ ~v~,-' 

------- .r 
.... ----

/ 

darin folgt V" aus .L;M = 0 be­
m' 

züglich des Punktes mI : '3 

V" =H*"·2~ - PI· al 
Abb.262. 

Entsprechend ergibt sich an der Hinterwand aus .2 M = ° bezüglich 
des Punktes m2 : 

T 'II) - - P .~ - ~(VII.a -H*h.~). 
• - 2 C2 C2 2 2 ' 

darin folgt V" aus .2M = ° bezüglich des Punktes m4 : 

Vh= -H*".~+P4' 
2a4 

Die Bedingung T''') = T'") ergibt dann wegen H*" = H*h = H*: 

ab3 (PI + P 3) + ~ (P2 + P 4 ) 

H* = 2. 3 (;2 

h (al + a3 + a2 + a4) 
\ al b3 a4 C2 
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Wird der geringe Unterschied zwischen a3 : b3 und a2 : c2 vernach­
lässigt, so fällt H* bei Belastung des Tragwerks durch ein verdrillendes 
)Ioment - also im Falle (PI + P3 ) = - (P2 + P 4 ) - fort. D. h. an 
diesem Hauptsystem wird ein das Tragwerk verdrillendes Moment im 
wesentlichen nur von einem Paar waagerechter, die Flügelfachwerke 
belastender Kräfte aufgenommen. Das entspricht der Aufnahme eines 
solchen Momentes am wirklichen statisch unbestimmten System; denn 
da die Flügelfachwerke wesentlich steifer sind als die aus Dreigelenk­
rahmen bestehenden Tragwände, tragen auch beim statisch unbestimm­
ten System in erster Linie die Flügelfachwerke zur Aufnahme eines 
solchen Momentes bei. 

3. Zustände Xl = 1 bis X 5 = 1 am unstabilen Hauptsystem. 

Als Zustände Xl = 1 bis X 5 = 1 werden fünf Belastungsgruppen ent­
sprechend der folgenden Zusammenstellung eingeführt, wobei die jeweils 
an erster Stelle stehenden Größen B bzw. H" zu ,,1" gewählt werden; 
die an zweiter Stelle stehenden Ausdrücke für H sind so bestimmt, daß 
jeder dieser Zustände Xi = 1 (i = 1, 2, ... 5) am unstabilen System 
für sich im Gleichgewicht steht, daß also jeweils wieder die Forderung 
1'(v) = T(h) erfüllt ist: 

Zustand Xl = 1: Bml,l = 1; RV-~.~. I - h a1 + a3' 

" 
X 2 = 1: Bm2 ,2 = 1; Rh_~-.~. 2 - h a2 + a4' 

" 
X 3 = 1: Bm3,3 = 1; RV _ ~.~a_1_. 

3 - h a1 +0,3' 

" X~ =1: Bm4 ,4 = 1; Rh_~.~. 
4 - h a2 + 0,4' 

" 
X 5 =1: HV 

5 = 1; Rh _ (al + aa) . a4 (;2 
5 - - (a2+ o, 4)--=-a1bJ • 

Die Kombination der dadurch bedingten Biegemomentenflächen BI 
bis B 5 untereinander und mit Bo liefert in bekannter Weise (Anhang, 
Tabelle 94) die Bei- und Lastwerte 15i,k der fünf Elastizitätsgleichungen 
für Xl bis X 5 • 

Nach Berechnung der Größen Xl bis X 5 ergeben sich z. B. die end­
gültigen Biegemomentenflächen des statisch unbestimmten Systems zu: 

B = B o -j-XIBI + X 2 B2 + X 3 B 3 + X 4 B4 + X 5B5. 

Entsprechend gilt: 

8=So+ XI81+X2S2+X3S3+X484+X585; 

Q = Qo + X 1QI + X 2Q2 + X 3 Q3 + X4Q~ + X 5Q5· 
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§ 21. Verspannte DOPlleldeckel' mit VerlHllldstrehcll. 
In den folgenden Beispielen wird wie in § 20 vor allem die Einführung 

und Ermittlung der statisch unbestimmten Größen behandelt. Um da­
her die Ermittlung der Stabkräfte, Biegemomente usw. möglichst ein­
fach zu gestalten, sind durchweg waagerechte und zur Aufrißebene 
senkrecht verlaufende Flügelebenen angenommen. 

Auf gab e 81: Doppeldecker mit gelenkig angeschlolfSenen Holmen. 

Die Biegemomente und Stabkräfte des in Abb. 263 dargestellten ver­
spannten Doppeldeckers sind für 
A -Fall-Belastung zu ermitteln. 

I. Vorspannllngslose Diagonalen. 
1. Allgemeines. 

___ --- a,<a;:-->-. 
~~ __ ~~ ____ ~ ____ ~n~2 __ ~2 

Das Tragwerk sei am Rumpf 
bzw. Baldachin an festen Punk­
ten mit vollständigen Gelenken 
angeschlossen; Rippenverbund­
wirkung wird nicht berück­
sichtigt (vgl. hierzu Aufgabe 75 
und 76); ferner werden in den 
beiden Tragwänden vorspannungslose 
(vgl. Absatz 11). 

Abb.263. 

Auskreuzungen vorausgesetzt 

Für die Durchführung der Rechnung wird in jeder Tragwand jeweils 
nur diejenige Diagonale als vorhanden angesehen, die bei der zu unter­
suchenden Belastung durch äußere Lasten (A, B, C-Fall usw.) end­
gültig Zug erhält. In ungewissen Fällen kann nur durch Proberechnung 
festgestellt werden, welche Diagonale in jeder Tragwand in Frage 
kommt. Im A-Fall erhalten offensichtlich in beiden Tragwänden die 
Haupttragseile Zug; im C -Fall wird im allgemeinen in der Hinterwand 
das Haupttragseil, in der Vor der wand das in Abb. 263 gestrichelt ein­
getragene Gegenseil Zug erhalten. 

Das System ist unter diesen Voraussetzungen einfach statisch un­
bestimmt. Da nun grundsätzlich die Beanspruchungen des statisch be­
stimmten Hauptsystems möglichst wenig von denen des wirklichen 
Systems verschieden sein sollen, wäre es verfehlt, in an sich nahe­
liegender Weise ein statisch bestimmtes Hauptsystem durch Entfernen 
der N -Scheiben-Tiefenstrebe herzustellen; denn bei einer Verdreh­
beanspruchung der Zelle, wie sie insbesondere im C-Fall vorliegt, er­
folgt am wirklichen System gerade durch die Tiefenstrebe die Verteilung 
des die Zelle verdrillenden Momentes auf die Tragwände und Fliigel­
fachwerke (vgl. hierzu auch Aufgabe 77 und 78). 
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Um diesen Umständen Rechnung zu tragen, wird zur Herstellung 
eines geeigneten Hauptsystems die Lagerung der Zelle in den vier 
festen Punkten m 1 --;- m 4 durch die gleichwertige, in Abb. 264 dar-

I! gestellte Lagerung ersetzt gedacht. (V gl. 
+&1 dazu Aufgabe 76 bis 78. Die gedachten 

: +% Stäbe 8 und t werden starr angenommen.) 
~ I mz Ähnlich wie in Aufgabe 78 wird dann als 

f~2.x=lj I :// /><::://..--:.>- Hauptsystem das 3fach unstabile System 
= _h -k gewählt, welches entsteht, wenn die vier 

'[ in X-Richtung verlaufenden Auflagerstäbe 

Abb. 204. 

durchschnitten werden. [Das Koordinaten­
system (Rechtssystem) wird so gelegt, daß 
die Z-Achse parallel dem Stab m 3 --;-7n" ist 
und die Verlängerung der Auflagerstäbe Im 3, V 

bzw. fm4.v schneidet und daß ferner der Auf­
lagerstab 1m3 z von der Y-Achse getroffen 
wird; in Abb.'264 geht die Y-Achse überdies 

noch durch den Punkt ?n 3 , so daß seine Z-Koordinate zm3 = 0 ist.] 
Damit an diesem 3fach lInstabilen Hauptsystem bei beliebiger Be­

lastung Gleichgewicht besteht, müssen an Stelle der durchschnittenen 
Auflagerstäbe im allgemeinen jeweils 3 Kräfte oder 3 Kräftegruppen 
zusätzlich zur gegebenen Belastung hinzugenommen werden. 

Als Zustand Xl = I wird an Stelle der durchschnittenen Auflager­
stäbe eine solche Gruppe von waagerechten Kräften eingeführt, die für 

.Abh. ~w;). 

sich am Hauptsystem im 
Gleichgewicht steht. 

2. Zustand ,,0" (äußere Be­
lastung) am unstabilen 

Hauptsystem. 
Zur Herstellung des 

Gleichgewichts am 3fach 
unstabilen Hauptsystem wer­
den zusätzlich zur gegebenen 
äußeren Belastung, die durch 
8 Knotenlasten P 171 1 --;- P m4 , 

P nl --;- P n4 (vgl. Aufgabe 28) 
gegeben sei, an den Lagel'punkten m l --;- m" drei Gruppen waagerechter 
Kräfte (als waagerechte Auflagerreal;:tionen) angesetzt (Abb. 265). 

Zusatzgrllppe 
H* Vier gleiche Kräfte. 
/1** : Zwei gleiche Kräfte an der Vorderwand und zwei diesen ent­

gegengesetzt gleiche Kräfte an der Hinterwand. 
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H***: Zwei gleiche Kräfte am Oberflügel und zwei diesen entgegen­
gesetzt gleiche Kräfte am Unterflügel. 

Es folgt (vgl. Abb. 264 und 265): 

H* aus der Bedingung, daß die Summe der X-Komponenten aller 
am Tragwerk angreifenden Kräfte verschwinden muß: 

H* = 12)Px ; 

H** aus der Bedingung, daß die Summe der Momente um die Y-Achse, 
erstreckt über das ganze Tragwerk, verschwinden muß: 

H** = L: (P x • Z - P, . x) 
Zml - Zm2 + Zm3 - Zrn4 

H*** aus der Bedingung, daß die Summe der Momente um die Z-Achse, 
erstreckt über das ganze Tragwerk, verschwinden muß: 

H*** = _ };(Pz·y-pv· x ) --. 
Yml + Ym2- Ym3 - Ym4 

Die Lagerreaktionen in den waagerechten Auflagerstäben f ml, x -;- Im 4, x 

sind dann: 

FmI,x = H* + H** + H***, 
F m2: x = H* - H** + H***, 

F m3,x = H* + H** - H***, 
F m4: x = H* - H** - H***. 

(Sie gelten als positiv, wenn sie entgegen der +X-Richtung auf die 
Zelle wirken; vgl. S. 39.) 

Die übrigen Lagerreaktionen F m3,y, F m3 ,z' F m4 ,y in den Fesseln 
1m3, y' Im3,z und Im4,y können in bekannter Weise aus der Seitenansicht 
(Abb.265) berechnet werden; z. B. folgt aus der Bedingung, daß die 
Summe der Momente aller Kräfte bezüglich einer durch m4 gehenden 
Parallelen zur X-Achse verschwinden muß: 

1 
F m3 ,11 = --_--·2)[Pz ·(Y-Ym4l - Pli· (z - zm4)]· 

zm" Zm 1 

(Die Reaktionen F"'3,y, F m3 ,z' F m4,y gelten als positiv, wenn sie ent­
gegen der + Y- bzw. +Z-Richtung auf die Zelle wirken.) 

Um die Ermittlung der Stab kräfte S, die bei gleichzeitiger Wirkung 
der gegebenen äußeren Belastung und der Zusatzgruppen H*, H**, 
H*** (zusammen mit den übrigen Lagerreaktionen) am Hauptsystem 
auftreten, möglichst einfach zu gestalten, werden folgende Voraus­
setzungen gemacht: Die Exzentrizitäten e der Holmanschlüsse in der 
vorderen Tragwand seien gleich denen in der hinteren Tragwand; die 
Tragwände seien eben; die Baldachin- lind Rumpfanschlußpunkte 
seien in einer Ebene angeordnet, die ebenso wie die Ebenen der N­
Scheibe und der Flügelfachwerke senkrecht zur Aufrißebene XY ge­
legen ist. 
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Von den Verspannungsseilen seien oie nach rechts steigenden Haupt­
tragseile wirksam (A-Fall-Belastung). 

Zur Berechnung der Kräfte in den Stäben 8, d, t (vgl. Abb. 266) 
sowie in den (gedachten) Hilfsstäben 8, t werden zunächst die Vorder-

.\l>b.200. 

ansichten der Tragwände für sich betrachtet; die Gleichungen für die 
genannten Stabkräfte werden so aufgestellt, daß sie keine der Stab­
kräfte enthalten, die in den Flügelfachwerken auftreten. 

Ecdeutet z. B. 

" rm1 den Hebelarm von 8"" oder T" b~ gl. des Punktes m 1 , 

r~l SV" 
" 

T" 
" 

n l , 

" I/" 'mI qm1 " " " 
usw. in der Vorderansicht, Abb.266, so gelten an der Vorderwand 
folgende Gleichgewichtsbedingungen a) -:-- d) *: 

* Die folgenden Formeln für die Stabkraftberechnung sind zur Vereinfachung 
so aufgestellt, als ob die Stäbe 8, t, d in der Seitenansicht zentrisch angeschlossen 
wären. Bei genauerer Rechnung müßte z. B. im Punkt 11 1 außer POl,. noch eine 
lotrechte Zusatzkraft LI POl • als Auflageraktionskraft der Verbundscheibenrippe 
hinzutreten. Ll POl. folgt a~s den Exzentrizitätsmomenten der Verbundscheiben­
rippe (vgl. Abb. 266 Seitenansicht): 

eO 

il POl, y = bo [(8h '+ Dh') ces '1" + (SV' + D") cas rpo - T' cas !pI]. 

Entsprechend wäre in 11 2 eine zusätzliche Kraft.cI Pn2 ,. = - Ll POl,. hinzuzufügen; 
ähnliches gilt für n 3 und 114. 

Für die Aufstellung fertiger Stabkraftformeln empfiehlt es sich im allgemeinen, 
statt der in diesem Einzelbeispiel gezeigten Berechnungsweise ähnlich wie in Auf­
gabe 78 zunächst sieben Knatenpunktsgleichungen und eine Momentengleichung 
aufzustellen; als erstere werden zweckmäßig die Bedingungen gewählt, daß an 
jerlem Knoten die Summe der Stabkraftkomponenten senkrecht zur ansehließen-
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a) 2) M::' l = 0 (Schnitt v): 

+ S"" r;;'l + DV" q;;'l + Pn1 ,1J a~ = 0, 

b) 2) M;:'3 = 0 (Schnitt u): 

- Sv" " + DV" " - T" " + p " - 0 r m3 qm3 r m3 n3,lI a 3 - , 

c) 2) M~l = 0 (Schnitt v): 

-8v"-" + Sv" " -LDv"" -p "-0 r"l rn1 I qnl ml,1J al - , 

d) 2)M~3=O (Schnittu): 

+ T"r::3 + Sv" r::3 + Sv" r~3 + DV" q~3 

+ T"r;;3 + (Fm3,l1- Pm3,1J)a~= O. 

Aus den Gleichungen a) und b) folgen SV" und Dv u als Funktionen von 

T" und damit Sv = SV" 8::' und Dv = Dv" ;:.v" als Funktionen von 
t 

T = T" t!'; mit den Ausdrücken für SV" und D"" nach a) und b) folgen 

weiterhin aus den Gleichungen c) und d) 'i" und SV" bzw. T und Sv 
als Funktionen von T" bzw. von T. 

Entsprechend den Gleichungen a)--;-d) können an der Hinterwand 
vier weitere Gleichungen e) --;-h) aufgestellt werden, aus denen Sk, 
Dk, Sk und nochmals T, ebenfalls als Funktionen von T folgen. (Dabei 
ist zu beachten, daß die Stäbe t und t an der Hinterwand am Oberholm 
angeschlossen sind.) 

Ähnlich wie in Aufgabe 78 (S. 257) ist aber die achte Gleichung h) 
nicht linear unabhängig von den übrigen Gleichungen, so daß zur Be­
rechnung der achten Unbekannten T noch eine weitere Gleichung auf­
gestellt werden muß. Zu diesem Zwecke wird noch ein Schnitt w gelegt, 
der den Oberflügel vom Unterflügel trennt. Die Bedingung, daß in der 
(nicht gezeichneten) Draufsicht z. B. die Summe der Momente aller am 
Unterflügel angreifenden Kräfte bezüglich des Punktes m 3 verschwinden 
muß, liefert dann eine Gleichung zur Bestimmung der Stabkraft T 

aus ihrer Grundrißprojektion T'" = T· t;". (In diese Gleichung gehen 

den Querwand verschwinden muß (vgl. dazu Ebner 20 ). Dabei wird zunächst 
an Stelle der Ausfachung jedes Einzelflügels zwischen der Anschlußwand und 
dem N-Stiel je eine "Ersatzdiagonale" angenommen. Bezüglich der Holmkräfte 
ist zu beachten, daß wegen der exzentrischen Stabanschlüsse in den Holmen 
außer den Längskräften noch Querkräfte von der Größe lW.la auftreten. (11/. 
ist jeweils das von den Diagonal- bzw. Stielkräften usw. ausgeübte Exzentrizitäts­
moment, a die Holmfeldlänge.) 

Zur Korrektur der Flügelfachwcrkkräfte werden zum Schluß die Kräfte, die 
von den gedachten Ersatzdiagonalen auf deren Anschlußpunkte ausgeübt werden, 
in umgekehrtem Sinne an den wirklichen Flügelfachwerken angebracht; die sich 
damit ergebenden Stabkräfte der Einzelscheiben werden den ursprünglich ge­
fundenen überlagert ("Ersatzstabverfahren"; vgl. auch Aufgabe 31 und S.259). 

Thalau-Teicbmann, Beispiele. 18 
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außer den Grundrißprojektionen von Sv, S\ T, Dh, Sh noch die am 
Unterflügel angreifenden Kräfte in der X- und Z-Richtung, darunter 
auch die Fesselkraft F m4,x ein; vgl. auch Aufgabe 36.) 

Zur Berechnung der Holmlängskräfte und der Stabkräfte in den 
Gliedern der Flügel-Innenverspannung wird die Kraft T bei Punkt n 2 

in Komponenten parallel dem Oberflügel und der Hinterwand bzw. bei 
Punkt n3 in Komponenten parallel dem Unterflügel und der Vorderwand 
zerlegt (TF [, T w , vgl. Abb. 266, Seitenansicht). Desgleichen werden die 
äußeren Knotenlasten P y in Komponenten parallel den Flügelebenen 
bzw. den Tragwänden (Py,FI und Pli, w) zerlegt, so daß nunmehr die 
Einzelflügel und die Tragwände als seI bständige, in den Punkten m ge­
lagerte Scheiben angesehen werden können. 

Die Holme erhalten dann gemäß ihrer Zugehörigkeit zu den Trag­
wänden, die mit T w , Py,w (und gegebenenfallsmitäußerenLastenPx) 
belastet sind, über ihre Länge konstante Längskräfte; außerdem er­
halten sie abgestufte Längskräfte entsprechend ihrer Zugehörigkeit zu 
den Flügelfachwerken, die mit TFI , Py,FI und den äußeren Kräften P z 

belastet sind; letztere kommen dadurch zustande, daß der Stirndruck 
in eine Reihe von Einzellasten Pz aufgeteilt wird, die an den einzelnen 
Knoten der Flügelfachwerke angreifen. 

Dazu treten für die Holme als Einzelträger 1n17n l bis 1n 4 --:-n4 die 
verteilten Querlasten PI' P2' P3' P4 sowie Krag- und Exzentrizitäts­
momente. Für letztere gilt z. B. bei gleichmäßig verteilter Belastung p: 

am Holm I, bei n l : 

1111:, + J11~ = + pdl) ;: a,)2 + (D"" cos ß + SV" cosy') . eO' (Abb. 266), 

am Holm 3, bei m 3 : 

J11! = + (DU 11 cos ß) • eU !, 

bei n3 : 

J11kT + M~ = + P3(l3;: a31' + (SV 11 + T")COSyT. eur 
usw. 

Entsprechend folgen aus der Seitenansicht, Abb. 266, die von Sv, 
Sh, Dv, Dh und T auf die Verbundscheiben-Rippen n 1 7n2 und n 3 --:-n 4 

ausgeübten Exzentrizitätsmomente. 

3. Zustand Xl = 1 am unsta bilen Hauptsystem. 

Als Zustand Xl = 1 wird an Stelle der durchschnittenen Auflager­
stäbe eine Gruppe von 4Fesselkräften Fm I,x 7F"'4,xeingeführt(Abb. 265), 
die für sich am unstabilen Hauptsystem im Gleichgewicht steht. Eine 
dieser Kräfte wird beliebig gewählt; die übrigen werden so bestimmt, 
daß ihre Summe sowie die Summen ihrer Momente bezüglich der Achsen 
1n17m4 und m 2 --:-m3 (Abb.265) verschwinden: 
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Zustand Xl = I: 1 
F ml,o: = + em4 {(?m3 -1- em2)' 

F m2,o: = - em3(eml + em4) , 

F m3,o: = - em2 (eml + em4) , 

F m4,o: = + eml (em3 + em2)' 
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(Eine der Kräfte könnte natürlich auch wie sonst zu ,,1" gewählt 
werden, dann würden aber die Ausdrücke für die übrigen Kräfte 
... "eniger übersichtlich; diese Gruppe ist eine Verallgemeinerung der in 
Aufgabe 77 und 78 eingeführten Wölbkraftgruppe W.) 

Für die Stabkräfte 8 1 infolge von Xl = 1 und die auch hier auf­
tretenden Exzentrizitätsmomente der Holme bz"\ .... der Verbundscheiben­
rippen gilt Ähnliches wie bei Zustand O. 

4. Andere Wahl des Hauptsystems. 
Ein das Tragwerk verdrillendes Moment wird bei dem oben eingeführten 

Hauptsystem von den Flügelfachwerken und den Tragwänden aufgenommen. 
Wenn nun die Flügelfachwerke, z. B. infolge einer Beplankung, wesentlich steifer 
sind als die Tragwände, was besonders bei exzentrischen Holmanschlüssen der 
:Fall sein kann, wird aber am statisch unbestimmten System ein solches Moment 
ähnlich wie bei dem in Aufgabe 80 behandelten System zum größten Teil von 
den Flügelfachwerken allein aufgenommen. 

Bei derartiger Ausbildung des Tragwerks wird geringere Abweichung zwischen 
den Beanspruchungen des Hauptsystems und denen des statisch unbestimmten 
Systems erreicht, wenn als Hauptsystem dasjenige einfach unstabile System 
gewählt wird, das aus dem gegebenen Tragwerk entsteht, wenn die (am vollstän­
digen System wirksamen) Diagonalen der Vorder- und Hinterwand (nach den 
eingangs gemachten Voraussetzungen also hier die Haupttragseile) durchschnitten 
gedacht werden. 

Damit an diesem System bei beliebiger Belastung Gleichgewicht möglich ist, 
werden an den Schnittstellen der Tragwanddiagonalen zwei Diagonalkräfte D*" 
und D*~ zusätzlich zur jeweils wirksamen äußeren Belastung angebracht. Ihre 
senkrechten Komponenten werden willkürlich einander gleichgesetzt: D:; diese 
Stabkraftkomponenten D: seien positiv, wenn sie am rechten Schnittufer nach 
unten wirken (Abb.267); im Falle, daß am wirklichen statisch unbestimmten 
System die nach rechts steigenden Diagonalen maßgebend sind, ergeben sich bei 
positivem D: also darin Zugkräfte (ist dagegen am wirklichen System in einer 
oder in beiden Wänden die Gegendiagonale maßgebend und ergibt sich positives 
n,; , so erhält sie am Hauptsystem eine Druckkraft). 

Der anzusetzende Wert D: folgt aus der Bedingung, daß sich für die Kraft T 
in der Tiefenstrebe derselbe Wert ergeben muß, wenn diese aus Gleichgewichts­
bedingungen der Vorderwand [Gleichung a) und b) auf S.273] oder aus den ent­
sprechenden Gleichgewichtsbedingungen der Hinterwand berechnet wird. Aus 
dieser Bedingung TI.) = TI~) (vgl. Aufgabe 79 und 80) folgt unter den auf S.271 
angegebenen vereinfachenden Voraussetzungen (Abb. 267; nach rechts steigende 
Diagonale wirksam): 

18* 
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Nachdem somit die lotrechten Komponenten D; der zusätzlich anzubringenden 
Diagonalkräfte D*" und D*h festgelegt sind, ergeben sich die Stabkräfte und die 
Querbelastungen der Holme und der Verbundscheibenrippen infolge des Zustandes 0 
am unstabilen Hauptsystem in ähnlicher Weise wie vorher. 

r/p" I,y/ PJ9zz,yl 
~-------l;-------~"'~, , 
~----a;------""i 

n, n2 

+/s"! 

-+-----:~ 

Abb.267. 

Als Zustand Xl = 1 wird eine Kraftgruppe Dv und Dh eingeführt, wobei 
d" Dry = + 1, also Dv = + 1· d gesetzt und D~ so bestimmt wird, daß der Zustand 

Xl = 1 am unstabilen Syste~ für sich im Gleichgewicht steht. Im vorliegenden 
Sonderfall (Abb. 267, siehe auch oben) folgt dann aus der Bedingung T(v' = T(h': 

D~h) = -1 und somit 

(Durch Dh wird der hinteren Hauptdiagonule eine Druckkraft zugemutet; es 
ist aber nicht etwa deswegen die Gegendiagonale als wirksam anzusehen; denn 
es handelt sich hier nur um einen Hilfszustund und nicht um den endgültigen 
Beanspruchungszustand des wirklichen Systems.) 

Für dic Stabkräfte infolge von Xl = 1 und die auch hier auftretenden Exzen­
trizitätsmomente der Holme und der Verbundscheibenrippen gilt Ähnliches wie 
bei Zustand O. 

5. Gang der Berechnung. 

Zur Berücksichtigung des Einflusses der Knickbiegung erfolgt die 
Ermittlung von Xl wie bei Aufgabe 69 und 72 in mehreren Rechnungs­
gängen. Für praktische Zwecke wird es im allgemeinen genügen, wenn 
bei den Knickbiegungsrechnungen zur Ermittlung von XI die innerhalb 
jedes einzelnen Holmfeldes m-,;-n wegen der Flügelinnenverspannung 
abgestuften Längskräfte durch vier über jeden Holm konstante Längs­
kräfte ersetzt werden (die natürlich für die einzelnen Holme verschieden 
groß sind)*. Bei den auf Knickbiegung beanspruchten Verbundscheiben­
rippen wird es genügen, wenn gewöhnliche Biegung vorausgesetzt wird 

* Soll die Abstufung der Längskräfte innerhalb der einzelnen Holme berück­
sichtigt werden, so erfolgt die Ermittlung der erforderlichen Werte TI, T r und (j y 
nach Aufgabe 57. 
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(sofern sie nicht überhaupt als biegungsstarr angesehen werden). Die 
Berechnung der statisch Unbestimmten Xl erfolgt dann ähnlich wie 
III den Aufgaben 69 und 72 in mehreren Rechnungsgängen: 

Rechnungsgang 1. 

Entsprechend S. 192 wird zur Knickbiegungsberechnung der Holme 
(zwecks Ermittlung ihrer Endneigungen .! und TT und der Durch­
biegungen <5 ym in den Holmfeld-Mittelpunkten) zunächst angenommen, 
die Holmlängskräfte des statisch unbestimmten Systems seien gleich 
denen des Hauptsystems bei Wirkung des Zustands 0 allein. Des­
gleichen wird ferner zur Berechnung der Holmsehnenverkürzungen 

(ja,....., - 38a (<5ym)2+ 53: 3 «(jym)4 angenommen, die Holmdurchbiegungen 

(j y'" des statisch unbestimmten Systems seien gleich denen des Haupt­
systems bei äußerer Belastung. 

Die Elastizitätsgleichung heißt: 

X{. <51 ,1 + <51,0= O. 
Allgemein ist: 

.I: "s 8 0 8 "'JB Bodx+ "'s .I: 
uI,O =..c..; 1 E F +..c..; I ~ ...c..; l' ua, 

(1) (~) (3) 

<51 1=2) SI 81~ + 2) J BI Bi dx . 
, (1) EF (2) EJ 

Die Summen 2) zur Berücksichtigung der Stablängenänderungen 
(1) 

infolge der Längskräfte erstrecken sich über alle Stäbe. 

Die Summen 2) zur Berücksichtigung der Biegung bzw. Knick-
12) 

biegung erstrecken sich nur über die vier Holme und über die Rippen 
der Verbundscheibe (sofern diese nicht zur Vereinfachung als biegungs­
starr angesehen werden). Bei denjenigen Holmen, die Knickbiegung 
erhalten (s. oben), ist entsprechend S. 192 zu setzen: 

J B Bo d X B! ! Br T b 
I EJ = l' To - 1'.0 zw. 

JB Bldx B! ! Br r b 
1 EJ = I'Ll- 1'.1 ZW. M~ . T~ + .M~ .• ~ . 

Die Gräßen 11ft und Mi sind die bei Zustand 1 am linken und rechten 
Holmanschlußpunkt angreifenden Exzentrizitätsmomente lV~, 1 und 
.J.W~ 1 (S. 275). 

'Die Holmendneigungen L! und .r an den Holmanschlußpunkten 
infolge der Zustände 0 und 1 können mit den Holmquerbelastungen Po' 
.M~,o, MkT,O' M~,o des Zustands 0 bzw. mit M~,1' .. ilf~,l des Zustands 1 
entsprechend Aufgabe 55 bis 58 berechnet werden. Es ist aber zu be­
achten, daß bei der Knickbiegungsrechnung die Längskräfte für heide 
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Zustände 0 und 1 gleich denen des Zustands 0, also gleich den Grö­

ßen So zu setzen sind (IX = a f I SO I/E J; nur in die Querbelastung M~,1 
und .M~.1 geht 8 1 ein!). 

Die Summe .2 zur Berücksichtigung der Sehnenverkürzung erstreckt 
(3l 

sich nur über die Holme. Dabei wird zur Vereinfachung jeder Holm 
nur als je ein Einzelstab angesehen; dann bedeutet SI hinsichtlich jedes 
Holmes den Mittelwert der über seine Länge abgestuften Längskraft, 
die beim Zustand Xl = 1 im Holm auftritt. (Der Einfluß der Sehnen­
verkürzung der Verbundscheiben-Rippen ist im allgemeinen ver· 
nachlässig bar klein.) 

Rechnungsgang II. 

Die Elastizitätsgleichung heißt: 

X{l· bi,I + ~L 0 = 0 . 

Die Berechnung der Werte Öh erfolgt wie vorher; nur mit dem Unter­
schied, daß jetzt zur Durchführung der Knickbiegungsrechnungen für 

beide Zustände 0 und 1 in Il = a -y 8/ E J die ver besserten Längs­
kräfte 

einzuführen sind. Entsprechend werden in .J; SI' Ö a zur Berechnung 
(3l 

von ~a die verbesserten Durchbiegungen 

eingesetzt. 
In entsprechender 

geführt werden. 

~'!l" = ~yW + X{· ~yr 

Weise können weitere Rechnungsgänge durch-

11. Vorgespannte Diagonalen. 
Die Ausführungen unter 1. gelten unter der Voraussetzung, daß von 

den Tragwanddiagonalen nur je eine, und zwar die nach rechts steigende 
Hauptdiagonale wirksam ist, daß also bei dem gegebenen Belastungs. 
zustand in den nach rechts fallenden Gegendiagonalen die ursprünglich 
vorhandene Vorspannung bereits überschritten ist (Aufgabe 60); 

Die Ausführungen gelten natürlich auch noch für den Fall, daß statt 
einer N.förmigen Verbundscheibe aus drei drucksteifen Stäben eine 
durch Seile oder Drähte ausgekreuzte Verbundscheibe vorliegt, worin 
die Vorspannung der nach vorn steigenden Diagonale überschritten ist. 

Ist die ursprüngliche VOl'spannung in allen Diagonalen jedoch so 
groß, daß bei dem zu untersuchenden Belastungszustand auch noch die 
Gegendiagonalen b" und bio der Tragwände sowie bei verspannter Ver­
bund scheibe auch noch die andere Tiefendiagonale t wirksam bleiben, so 
treten drei weitere statisch Unbestimmte X 2 , X 3 und X 4 auf. Als Haupt­
system dient das gleiche einfach unstabile System wie unter 1.; nur 
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muß jetzt auch noch je ein Anschluß der vorher nicht beachteten 
Tragwandgegendiagonalen b" und b" sowie ein Anschluß der über­
zähligen zweiten Verbundscheibendiagonale t gelöst gedacht werden. 

Bei den Zuständen 0 und Xl = 1 ändert sich gegenüber I. nichts. 
Als Zustände X 2 = 1 bis X 4 = 1 werden in den Gegendiagonalen b" 

bzw. bh bzw. t der Tragwände und der Verbundscheibe Kräfte ~" = 1 
bzw. 'l)h = 1 bzw. :t = 1 eingeführt (Abb.266 und 267). Bei der Wahl 
des Hauptsystems nach Abschnitt I, I bis 3 stehen diese Zustände am 
unstabilen Hauptsystem für sich im Gleichgewicht und erzeugen nur 
Stabkräfte in der vorderen bzw. in der hinteren Tragwand bzw. in 
der Verbundscheibe allein * . 

Falls das Hauptsystem nach Abschnitt I, 4 gewählt wird, muß bei 
den Zuständen X 2 = I gleichzeitig mit der Kraft 'I)" = I an der Schnitt­
stelle des vorderen Gegenseils auch an der Schnittstelle des Hanpttrag­
seils eine Kraft angebracht werden, und zwar: 

d v b" r" q" + r" q" DtJ __ . _. mlm:1 1ft:1 m 1 

- cl" bv r~l q~3 + r:': 3 q;': 1 ' 

da sonst kein Gleichgewicht am unstabilen Hauptsystem möglich ist. 
Der Ausdruck für Dv folgt aus der Forderung, daß beim Zustand 
X 3 = 1 an der vorderen Tragwand für sich Gleichgewicht bestehen soll 
[analog den Gleichungen a) und b) auf S.273; T = 0]. Entsprechendes 
gilt für den Zustand X 3 = 1 an der Hinterwand. 

Der oben angegebene Zustand X 4 = I steht ohne weiteres auch al11 
Hauptsystem nach Abschnitt I, 4 im Gleichgewicht. 

Die Unbekannten Xl bis X 4 folgen aus vier Elastizitätsgleichungen ; 
ergibt die Durchrechnung für eines der Verspannungsglieder eine Druck­
kraft, deren Betrag größer ist als der der ursprünglichen Vorspann­
zugkraft, so fällt im allgemeinen dieses Glied aus; die Rechnung ist 
dann für ein 3- (bzw. 2- oder l-)fach statisch unbestimmtes Restsystem 
zu wiederholen. 

In dem maßgebenden Restsystem müssen sich bei Wirkung der äußeren Be­
lastung in allen VerspannungsgIiedern Zugkräfte bzw. solche Druckl.räfte ergeben. 
deren Absolutbetrag kleiner ist als der der ursprünglich darin vorhandenen Vor­
Rpannzugkräfte. Ob ein solches Restsystem das richtige ist, kann einwandfrei 
durch folgendes Kriterium nachgewiesen werden: 

In jedem weiteren System, welches durch Wiedereinfügen irgend eines der 
ausgefallenen Seile entsteht, muß bei Wirkung der äußeren Belastung eines der 
Verspannungsglieder eine so große Druckkraft erhalten, daß es ausfällt (vgl. 
hierzu Ebner 66). 

Ganz allgemein kann zur exakten Feststellung des richtigen Restsystems 
auch folgender Weg eingeschlagen werden (vgl. Aufgabe 60): 

Bei einem hinreichend niedrigen Lastvielfachen n ist das System 4fach 
statisch unbestimmt. Steigt das Lastvielfache nun bis zu einer gewissen Stufe n., so 
erreicht in einem Seil die sich dabei ergebende Druckkraft den Betrag der Vor-

* Vgl. die Anmerkung zu S. 272. 



280 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

spannung, so daß bei n > n a zunächst dieses Seil ausfäIIt und das System nur 
noch 3fach statisch unbestimmt bleibt. Dieses zuerst ausfaIIende Seil werde mit 
da bzw. die damit ausscheidende statisch Unbestimmte mit X. bezeichnet. Außer 
der Unbekannten Xl' die auf aIIe FäIIe wirksam bleibt, liegen dann noch zwei 
weitere der statisch Unbestimmten, X b und Xc, vor. 

Steigt das Lastvielfache über n. hinaus, so scheidet von einer gewissen Stufe nb 
ab ein zweites Seil db und damit die statisch Unbestimmte X b aus, so daß von 
jetzt ab ein nur 2fach statisch unbestimmtes System mit Xl und Xe vorliegt. 

Entsprechend scheidet bei einem Lastvielfachen nc auch noch dc und somit 
Xe aus, so daß dann ein lfach statisch unbestimmtes System vorliegt, wie es 
in Teil I in dieser Aufgabe behandelt wurde. - Es ist aber auch der FaII denkbar, 
daß vorher bei einer Laststufe n' (nb< n' < nc) an dem 2fach statisch unbestimmten 
System mit Xl und Xc die Entfernung der Anschlußpunkte des zuerst ausgefallenen 
Seiles d. wieder so groß wird, daß von der Laststufe n' ab das vorher schlaffe 
Seil d. wieder gespannt wird und somit nach Überschreiten von n' wieder ein 
3fach statisch unbestimmtes System mit Xl' X a , Xc vorliegt; daher muß also 
vor dem Übergang zur Laststufe ne die Abstandsänderung der Anschlußpunkte 
von d. am 2fach statisch unbestimmten System (mit Xl und Xe) daraufhin 

nachgerechnet werden, ob sie nicht den Betrag tJda = Si: ;a überschreitet; dabei 

bedeutet S(~ die ursprünglich vorhandene Vorspannkraft, EF. die Längssteifigkeit, 
d. die Länge des zuerst ausgefaIIenen Seiles (vgI. dazu Aufgabe 61; es bleibt sich 
praktisch gleich, ob als d. die Länge des betreffenden Seiles in schlaffem oder 
vorgespanntem Zustand gewählt wird). 

In der Praxis wird heute zumeist noch die statisch unbestimmte Rechnung 
unter der Annahme durchgeführt, daß in jedem verspannten Feld nur ein Seil 
wirksam ist, wie es im ersten Teil dieser Aufgabe geschah. Dann muß aber nach­
träglich für jede einzelne verspannte Wand eine zusätzliche Untersuchung ent­
sprechend Aufgabe 60 erfolgen. 

Aufgabe 82: Doppeldecker mit durchgehenden Oberflügelholmen. 
Die Biegemomente und Stabkräfte des in Abb. 268 dargestellten ver­

spannten Doppeldeckertragwerks mit durchgehenden Oberflügelholmen 
" '2 '" sind für einen Belastungszustand, 

11.2 bei dem die Haupttragseile maß­
gebend sind, unter den gleichen 
Voraussetzungen wie in Auf­
gabe 81, I zu ermitteln. 

Es wird angenommen, daß 
Jt:P~-=-4:--"';"'..,."...---H~-"," die Baldachin- und Rumpfstäbe 

Abb.268. 

starr und die Oberholme auf dem 
Baldachin statisch bestimmt ge­
lagert sind. 

Das System ist ein räumliches Fachwerk mit biegungsfesten Knoten 
bei m1 und m2• Unter Berücksichtigung der Symmetrie zur Flugzeug­
Längsachse ergeben sich zwei statisch Unbestimmte mehr als in Bei­
spiel 81, I, nämlich die Holmbiegemomente bei m1 und m 2 ; das 
System ist also dreüach statisch unbestimmt. 
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Als Hauptsystem wird das­
selbe unstabile System gewählt 
wie in Abschnitt I, I bis 3 oder 
I, 4 des vorhergehenden B~i­
spiels; für die Zustände 0 und 
Xl = I gilt dementsprechend 
dasselbe wie dort. 

Als Zustände X 2 = I und 
X 3 = I werden die in Tabelle 80 
angeschriebenen Belastungs-

S 
gruppen gewählt, von denen ~ 

jede für sich am Hauptsystem .ci 
im Gleichgewicht steht. ~ 

Die an erster Stelle ge- 00 

nannten Größen sind willkür- § 
1:>0 

lich gewählt; die übrigen Grö- a 
= ßen folgen aus der Bedingung, ~ 

daß jede der Gruppen für sich .~ 
am unstabilen Hauptsystem im ~ 
Gleichgewicht stehen muß. Sie -
sind so gewählt, daß bei den 11 
Zuständen X 2 = I und X3 = I ~ 

'"d jeweils nur der Oberflügel und = 
eine Tragwand beansprucht ~ 
werden. Die angegebenen Aus- 11 
drücke für die Kräfte Fm, '" ~ 
beim erstgenannten Haupt- '" 

'"d 
system folgen an Hand von ,~ 
Abb. 269 (Seitenansicht), in- ~ 

dem das am Flügelholm in m1 ~ 
bzw. m 2 angesetzte Moment" I " 0 

00 
in zwei Komponenten parallel ~ 
der Oberflügel- und der be- Ol 

~ treffenden Tragwandebene zer- ~ 

legt wird. Die Ausdrücke für 
Dv und D" beim zweitgenann­
ten Hauptsystem folgen ent­
sprechend S. 273 aus den 
Gleichgewichtsbedingungen der 
vorderen bzw. hinteren Trag­
wand in der Vorderansicht 

(N - Scheibendiagonalkraft 
T = 0). 
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Die Berechnung der Unbekannten erfolgt wieder in mehreren Rech­
nungsgängen. 

'IBm ,I 

~~~. ; l~tm1.~"" 
/ ~- v' 
/ - d-

n, 

/ 
I v'l- v-

/r I/<ID ~ 
+j'mJ,x ",/ 

,seitenansicht 

Abb.269. 

Rechnungsgang r. 
Die Elastizitätsgleichungen heißen: 

X{. Ö1 ,1 + X~· 01,2 + X~. 01 ,3 + 01,0 = 0, 

Xi· Ö2 ,1 + X~· O2,2 + X~· Ö2,3 + O2,0 = 0, 
Xi· Ö3 ,1 + X~· 03,2 + X~. Ö3 ,3 + Ö3,0 = 0. 

Die Berechnung der Bei- und Lastwerte Öi,1.: erfolgt 111 derselben 
Weise wie in der vorhergehenden Aufgabe, nur mit dem Unterschied, 
daß in die Summen 2 hier auch die Formänderungsanteile des Baldachins 
eingehen. 

Zur Ausnutzung der Symmetrie des Gesamtsystems zur Flugzeug­
längsachse sind die Zustände Xl = 1 bis X 3 = 1 gleichzeitig links und 
rechts von der Flugzeugmitte angebracht zu denken; die Formänderungs­
anteile des Baldachinfeldes sind nur mit der Hälfte ihres Betrages 
in die Summenausdrücke einzuführen, wenn von den Formänderungs­
anteilen des übrigen Tragwerks nur die der rechten oder linken Einzelc 

zelle eingesetzt werden (vgl. Aufgabe 45, Ausnutzung der Symmetrie). 

Rechnungsgang H. 
An Stelle der im ersten Rechnungsgang zur Berücksichtigung der 

Knickbiegung bei allen Zuständen angesetzten Holmlängskräfte So 
treten die verbesserten Werte 

SI = So + Xi . SI + X~ . S2 + X~ . S3' 

An Stelle der im ersten Rechnungsgang zur Berücksichtigung der 
Sehnenverkürzung angesetzten Größen Ö Y'ö tritt 

OymI = öY8' + X{ 'OY1' + X~. CJY'?! + X~. Oy';. 
Damit werden die neuen Werte öf,1.: ermittelt; die Elastizitäts­

gleichungen liefern damit die verbesserten Werte XfI usw. 
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Andere Berechnungsweise. 

Da im allgemeinen bei Fachwerken (S.27) biegungssteife Knoten 
wenig Einfluß auf die Stabkräfte und Knotenpunktsverschiebungen 
haben und daher meist überhaupt vernachlässigt werden ("Vernach. 
lässigung der Nebenspannungen "), so liegt auch folgender Weg zur Durch. 
führung der Berechnung nahe: 

Das System wird zunächst unter Annahme gelenkiger Knoten bei ml 

und m 2 als einfach statisch unbestimmtes Gelenkfachwerk (nach Auf· 
gabe 81, I) berechnet. Die Stabkräfte und Biegemomente infolge äußerer 
Belastung dieses einfach statisch unbestimmten Gelenkfachwerks sind: 

S'=SO+X~·SI und B'=Bo+X~ ·BI ; 
(entsprechend gilt für die an den Holmen angreifenden Exzentrizitäts· 
momente: 

M; = Me,o + Xi ·Me,tl· 
Für dieses System werden die lotrechten Wegkomponenten der 

Knoten n1 und n2 ermittelt: 

(jy,;, = CJYII1,O + Xi . (jY"'d , 

(jy;,. = CJYn.,o + Xi· (jy".,l' 

(Näheres über die Berechnung der Werte (jy s. unter "Bemerkung"). 
Diese Größen S', B', M' und (jy' werden für die weitere Berechnung 

als gegeben betrachtet. 

Jeder der Oberflügelholme wird dann für sich als durchlaufender 
Ballren auf 4 Stützen berechnet (Abb. 270); dabei liegen die Stütz· 

\ %2-+ 1 

Abb.270. 

punkte m1 und m{ bzw. m 2 und m~ in lotrechter Richtung fest, die Stütz. 
punkte n l und n{ bzw. n 2 und n~ verschieben sich dagegen in lotrechter 
Richtung um die soeben errechneten Wegkomponenten (jy;" bzw. (jy;,.; 
die Holme sind mit PI bzw. P2' ferner mit Exzentrizitäts· und Krag. 
momenten M' querbelastet und werden gegebenenfalls durch Längs. 
kräfte S' auf Knickbiegung beansprucht. 

Jeder dieser Holme ist wegen seiner Symmetrie zur Flugzeuglängs. 
achse nur einfach statisch unbestimmt. 

Die Elastizitätsgleichung zur Ermittlung des Biegemoments X 2 

im Vorderholm an der Stütze m l lautet dann: 

X 2 , (j2,2 + (j; = O. 
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Dabei ist: 

c5 =fB2 B2 dX +fB2 B 2 dX 
2,2 EJ EJ' 

(1) (2) 

O· =fB2 B'dX +fB2 B'dX + Öy;, . 
2 EJ EJ a, 

(1) (~) 

Die Integrale J bzw. J erstrecken sich über das halbe Balelachin-
(1) (~) 

feld m~ 7ml bzw. über das ganze Feld m1 -:-n1 . Die Momentenfläche B z 
infolge von X z = 1 ist in Abb. 270 gezeichnet. Liegt wesentliche Knick­
biegung vor, so erfolgt die Berechnung eier Integrale wieder entsprechend 
S. 192 bzw. Aufgabe 69 unel 72. 

Das Glied öYn, stellt die gegenseitige Drehung der Schnittufer an 
a , 

eier Gelenkstelle bei m 1 in folge der lotrechten Verschiebung () y~, des 
Lagers n1 dar. 

Entsprechendes wie für elen Vorderholm gilt für elen Hinterholm 
zur Ermittlung von X 3 • 

Nach Berechnung der so in erster Näherung gefundenen Werte X 2 

und X3 können die Ausgangswerte X;, 0 y;" und () Y;'2 verbessert werden, 
indem die gefundenen Holmbiegemomente X 2 und X 3 zur äußeren Be­
lastung hinzugenommen werden. 

Soll die Rechnung aber genauer werden, als es sich mit dem ersten 
Rechnungsgang erreichen läßt, so ist es im allgemeinen praktischer, das 
System nach der eingangs gezeigten Methode von vornherein als drei­
fach statisch unbestimmt zu betrachten. 

1+ 1 
1 0., 

n' 

Abb. 271. 

ÖYn 0 t5Yn' oY: 
Bemerkung. Die Berechnung der Anteile -a-'- und --a:-- in -a- kann 

nach der Arbeitsgleiehung mittels zweier Hilfszustände II bzw. III für den 
Vorder- bzw. Hinterholm entsprechend Abb. 271 erfolgen. Es ist: 

ÖYnl,O = "'S S0 8 + "'fB Bodx 
a , k II E F k Il E J 

und 

dYn'" = "'8 8,8 + "'fB B,dx 
a , k II EF k Il EJ . 
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Sn sind die Stabkräfte, die sich am unstabilen Hauptsystem ergeben, wenn 
daran der Hilfszustand 11 mitsamt passend gewählten Zusatzkräften zur Her­
stellung eines stabilen Zustands angreift; da beim Hilfszustand 11 die Knotenlasten 
des Zustands X 2 = 1 (s. S.281) wirken, sind die Stabkräfte Sn dieselben wie bei 
letzterem Zustand, Tabelle 80. Dann ergibt sich der gesuchte Wert 

(jy". = 'PS (SO+X1S1)S + 'PJB (BO+X1B1)clx 
Ul ,w 11 EI/ ~ 11 EJ 

_ S·s J BOdx * 
-1:SI1 EF +2: BJI EJ ° 

Entsprechendes gilt für Hilfsznstand 111 am oberen Hinterholmo 

§ 22. Nebenspannungen. 
Die einzelnen Stäbe eines Fachwerks sind im allgemeinen nich t ge­

lenkig in den Knotenpunkten miteinander verbunden; daher treten bei 
der Formänderung des Fachwerks biegende bzw. drillende Momente, 
die sog. "Nebenspannungsmomente", an den einzelnen Stabenden auf; 
diese beeinflussen im allgemeinen die Stabkräfte und die Verschiebungs­
wege der Knotenpunkte nur wenig; sie können aber wesentliche zusätz­
liche Spannungen an den Stabenden, die sog. "Nebenspannungen", be­
dingen, deren Kenntnis vor allem für die Beurteilung der örtlichen 
Festigkeit von Bedeutung sein kann **. 

In den Aufgaben 83 und 84, desgl. auch in allen Aufgaben des 
vierten Kapitels werden die Endneigungen eines durch ein End­
moment M = 1 querbelasteten, auf Knickbiegung beanspruchten 
Balkens als Einheitsdrehungen e bzw. e bezeichnet, und zwar bedeutet: 

e· . ',] 

bzw. ei,i die "Einheitsdrehung" des Endes i bzw. i eines in i und i 
gelenkig gelagerten Stabes i, i infolge eines an demselben Ende i 
bzw. i angreifenden biegenden Einzelmoments M = 1 im Sinne 
dieses Moments, 

bzw. ei,i die "Einheitsdrehung" des Endes i bzw. i eines in i und i 
gelenkig gelagerten Stabes i, i infolge eines am entgegen­
gesetzten Ende i bzw. i angreifenden biegenden Einzelmoments 
M = 1 im Sinne dieses Moments. 

Nach Maxwell ist: ei,} = ei,i· 

Diese Einheitsdrehungen treten in diesen Aufgaben meist in der 

1 ~,f d 2,,1 f (d b .. d A A) F·· Form -, d- un -/- au a eIlst: i]· = ei ].oeJ• i-ei (ei i. ~ur 
e',1 1,1 G .• ,1 , " 'J 

den wichtigsten Fall, daß die Längskraft S und die Biegesteifigkeit E J 

* Reduktionssatz, vgl. Aufgabe 61. 
** Zahlreiche Errnüdungsbrüche sind z. B. auf die Wirkung der Nebcnspan­

nungen zurückzuführen. 
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über die Stablänge l konstant ist, wird zweckmäßig gesetzt: 

wobei li,i = (ljEJ)i,i ist. 
(Formel- und Zahlentabellen für diese Ausdrücke u, v, w in Ab-

hängigkeit von ez = l V ~) befinden sich im Anhang, Tabelle 103.) 

Bei Stäben, die durch Zugkräfte längsbeansprucht werden, wird 
zweckmäßig so gerechnet, als ob keine Längsbelastung vorläge (ez = 0; 
vgl. S. 166). 

[In den Aufgaben des vierten Kapitels sind außerdem noch Ein­
heitsdrehungen e eingeführt, die sich auf Verdrillung beziehen (vgl. 
S.299).] 

Aufgabe 83: Nebenspannungen in einem abgestrebten 
Fachwcrkholm. 

Bei dem in den Aufgaben 30, 53 und 54 behandelten, durch eine an 
ihren beiden Enden gelenkig angeschlossene Strebe abgestützten Fach­
werkholm mit starren Knoten sind für den in Abb. 72 stark ausgezoge­
nen Teil die Nebenspannungsmomente zu berechnen. (Der schwächer 
ausgezogene Teil des Holmes sei in den Punkten 30 und 4u gelenkig an­
geschlossen. ) 

1. Allgemeines. 
Das System ist insgesamt 18fach statisch unbestimmt; denn nach 

S. 32 bedingt jeder Knoten mit n steif daran angeschlossenen Stäben 
n - 1 statisch Unbestimmte. 

Um die Rechnung möglichst übersichtlich zu gestalten, werden 
zunächst die bei der Formänderung des Systems auftretenden Drehun­
gen rpi der 8 Knotenpunkte 0, 1 u, 10 • •• i .. 04" als Unbekannte ein­
geführt und berechnet (vgl. S. 196 und 299). Zur Vereinfachung wird 
näherungsweise angenommen, daß die Stabkräfte Sund Wegkompo­
nenten Ö x und fJ y der Knotenpunkte des wirklich vorliegenden Systems 
dieselben seien wie diejenigen, welche in den Aufgaben 30, 53 und 54 für 
das entsprechencle Gelenkfachwerk ohne Berücksichtigung von Neben­
spannungen ermittelt wurden. 

2. Berechnung der Nebenspannungen in einem 
Rechnungsgang (nach Mohr*). 

Nach Abb.272 ist die bei der Formänderung des Systems statt­
findende Drehung des Knotens i: 

rpi = "Pi,; + Ti,;; 

* Vgl. auch GehlerGO und Bleich 42 ; s. ferner llüller-Breslau13• 
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dabei bedeutet: 

"Pi, j den Winkel, um den sich die Stabsehne i, j infolge der Knoten­
punktsverschiebungen (lXi> (lYi' (lx j , (lYj dreht: 

((jy, - (jy;) (x, - x;) - (öx, - (jXj)(Y, - Y;) 
"Pi,! = (Xi _ Xj)2 + (y, _ YI)2 

(vgl. Aufgabe 42; diese Sehnendrehwinkel"P sind auf Grund der in Auf-
gabe 53 oder 54 ermittelten Knoten- ..r 
punktswege bekannt), 

Ti,; den Winkel, um den sich der 
Endq uerschnitt i des Stabes i, i bei 
der Biegung des Stabes i, i gegen 
die Stabsehne i, i dreht. Es ist: 

Dabei bedeutet: 
v 

Abb,2i2, 

j}Ii,j bzw. Mj,i das am Stab ende i bzw. j auf den Stab i, j wirkende 
biegende Moment, 

ei,j bzw. ei,j die Einheitsdrehungen entsprechend S.285. 

Ebenso ergibt sich die Drehung des Endquerschnitts i gegen die 
Sehne i, i zu: 

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich das am Fachwerk mit 
starren Knoten auf das Stabende i wirkende biegende Einzelmoment 
(das gesuchte "Nebenspannungsmoment" in i) zu: 

ei, i ei,/ 
1I1i " = Ti "-1 - - T,' i -d ' 

J , (i, i ' i, j 

wobei 

ist. 

Wegen 
Ti,j = Cfi - "Pi,i 

und 
Ti,; = Cf; - "Pi,i 

(Abb. 272) lautet der genannte Ausdruck für Mi,j als Funktion von 

Cfi' Cf, und "Pi i: • , ej' ei j 

Mi,; = (Cfi - "Pi) f- - (Cf; - "Pi) ""i-. 
i, j I, j 

Da am Knoten i nur dann Gleichgewicht herrscht, wenn die Summe 
aller auf die dort angeschlossenen Stäbe wirkenden biegenden Momente 
verschwindet, muß an ihm: 
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sein; die Einsetzung des vorhergehenden Ausdrucks für Mi,; liefert 
eine Gleichung mit den Unbekannten rp; und rp; *: 

rp.' ~ ~:; - .I/ rp;' ~:; - ;; 'Pi,; (;::.: - ~::) = 0, 

wobei sich die Summenzeichen über alle am Knoten i angeschlossenen 
Stäbe i, i erstrecken und die Größen 'Pi,; nach Aufgabe 53 und 54 be­
kannt sind. 

[Wird in den einzelnen Stäben der Einfluß der Knick-Biegung 
vernachlässigt und wird vorausgesetzt, daß die Steifigkeiten der ein­
zelnen Stäbe über ihre Längen konstant sind, so heißt diese Glei­
chung (vgl. Anhang, Tabelle 103): 

rp.' 2 ;;(~-!) .. + ~ rpi' (E/) .. - 3 ~"''Pi,i' (E/). i = 0.] 
I,' 't' I, 

Den 8 Knoten des gegebenen Fachwerks entsprechend ergibt sich 
auf diese Weise ein System von 8 Gleichungen zur Berechnung der 
8 Unbekannten rpo" .rp;, .. rp~, das in Tabelle 81 für den vorliegenden 
Fall schematisch angedeutet ist (Düferenzengleichung 4. Ordnung. 
Zweckmäßige Lösung siehe Anhang). 

Die gesuchten "Nebenspannungsmomente" ergeben sich dann durch 
Einsetzen der gefundenen Werte rpi in den bereits angegebenen Ausdruck: 

el, i eid 
Mi,; = (rpi - "Pi,i)' ~ - (fP; - "Pi,i)' r 

I, i i,l 

(vgl. Anhang, Tabelle 103). 

Tabelle 81. Schema der Gleichungen für die Knotendrehungen tpj**. 

Gleichgewichts­
bedingung 

amKnoten i 

o 
tpo 

Beiwerte von 

mO 
.,..2 

Last­
werte 

--------1--- ------------- --11----

-------1--- --------------1----

-------1-------------- ---1-----

--------1--- ---------------·1-----

-------1--- ------------ --1----

-------1-------------- ---1-----

--------1--------------------1-----
4 

* Strenggenommen müßten die Vorzeichen aller Glieder umgekehrt werden; 
denn die von den Stäben her auf den Knoten i wirkenden Momente sind ent­
gegengesetzt gleich denjenigen Momenten, die vom Knoten her auf die einzelnen 
Stäbe wirken. 

** Durch die 'Vahl ein- und zweifacher Striche sollen die größeren von den klei­
neren Beiwerten unt.erschieden werden. 
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3. Vereinfachte Berechnung der Nebenspannungen mittels 
mehrerer Rechnungsgänge. 

a) Rechnungsgang I. 
Die einzelnen Knotenpunkte i mitsamt den daran biegefest an­

geschlossenen Stäben werden einzeln für sich betrachtet. Dabei wird 
die Annahme gemacht, das andere Ende i eines jeden in i angeschlosse­
nen Stabes i, i sei an der Stabsehne, die sich bei der Formänderung des 
Fachwerks um den Winkel "Pi, i (siehe oben) dreht, eingespannt (Abb. 273). 
Dann ist (allgemein wie vorher, aber mit anderen Momenten ]:[j,i) 

und 
Tj,i = Mi,i' ei,i + Mi,i' eJ,i = O. 

Daraus folgt: ~------------~~X 

M es,l 
i i = Ti i-d 

I I i,l 

(di,i = ei,i' ej,i - er) 
bzw. wegen 

Ti,i = Pi - "Pi,i (Abb.273): 

es" y 
Mi,i = (Pi - "Pi,i) d' 

1,1 Abb.2i3. 

Die Einsetzung dieses Ausdrucks in die Gleichgewichtsbedingung für 
Knoten i: 

2Mi,i = 0 

ergibt für die Drehung des Knotens i im 1. Rechnungsgang : 

'\' es, i 
.L.J 'PI,sd tp! = ---'-,/ ; ",ei, I 

.LJ di,s 

die Summenzeichen erstrecken sich über h 
alle am Knoten i angeschlossenen Stäbe i ,j . 

Die umständliche Ermittlung der Kno­
tenpunktswege zwecks Berechnung von "Pi,i 
(vgl. Aufg. 53,54) kann hier in folgender 
Weise umgangen werden: Es bezeichne i, h AIJIJ. 2i4. 

den "ersten" der in i angeschlossenen 
Stäbe, d. h. denjenigen, von dem aus alle anderen Stäbe entsprechend 
Abb. 274 erreicht werden können, indem die bei i gelegenen Fachwerk­
Innenwinkel ß (sog. "Dreieckswinkel" vgl. Aufgabe 53, S. 150) im Uhr­
zeigersinn durchlaufen werden. Wird nun auf der linken und rechten 
Seite des Ausdrucks für die Knotendrehung Pi die Sehnendrehung 11';.11 

Thalau-Telehmann, Beispiele. 10 
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dieses "ersten" Stabes i, h abgezogen und wird rpi statt rpi - "Pi,h ge­
schrieben (!Pi = "bezogene Knotendrehung"), so tritt an Stelle des 
vorhergehenden Ausdrucks für rpf: 

Die nunmehr an Stelle der jeweiligen Sehnendrehungen "Pi,i stehen­
den "bezogenen Sehnendrehungen" "Pi,i - "Pi,h ergeben sich, wie 
Abb. 274 zeigt, unmittelbar aus den in Aufgabe 53, S. 151 berechneten 
Änderungen ~ß der am Knoten i gelegenen Fachwerkdreieckswinkel ß zu: 

"Pi,; - "Pi,/I = .2' c5 ß" . 
Die Summe ~' erstreckt sich dabei jeweils über alle die Dreiecks­

winkel, die der "Anfangsstab" i, 11 (siehe oben) bestreicht, wenn er um 
i im Uhrzeigersinn nacheinander in die Richtung der betreffenden 
Stäbe i, i gedreht wird. 

Aus der "bezogenen" Knotendrehung er; ergeben sich die Neben­
spannungsmomente }}Ii,i' indem in der vorhergehenden Formel für 
Mi,j die Drehung rpi durch !Pi + "Pi,h ersetzt wird, zu: 

MI _ [-I ( )]el,i _ (-I ""~ß)el,i 
i,i - rpi - "Pi,; - "Pi,/I d - rp;. - L.J • a:-

I, J , i, J 

(vgl. Anhang, Tabelle 103). 

b) Rechnungsgang H. 
Wieder werden die einzelnen Knoten i mitsamt den daran an­

schließenden Stäben für sich betrachtet; nur wird jetzt jeder in i an­
geschlossene Stab i, i als am anderen Ende i gelenkig gelagert an­
gesehen; dafür wird jetzt angenommen, an diesem Ende i wirke auf ihn 
dasjenige Nebenspannungsmoment M7,i' das sich beim ersten Rech­
nungsgang am Knoten i für den mit Stab i, i identischen Stab i, i 
ergab. Also ist jetzt für die Drehung des Stabendquerschnitts i gegen 
die Stabsehne i, i zu setzen: 

somit: 

oder wegen 
Li,; = rpi -"Pi,; (Abb. 273): 

1I1II . = [rp~I -"Pi i -)}p ,·e· I]' ~. 
1,1 ... , 1,' J, ei,S 
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Aus der Gleichgewichtsbedingung des Knotens i, .2Mi,i = 0, folgt 
dann ähnlich wie beim Rechnungsgang I: 

2) ('I'I,S + lli},I' ~i,S)' ~ 
U ~s 

Cf. = 2) ~ , 
ei,J 

oder bei Ersatz von Cfi durch g;i + "Pi,h (s. oben): 

'\T I 1 
.L.; [(tPi,S - 'I'i,h) + NI,i' '\s] e 

-lI _ i,1 

Cf. - 2) ~ , 
ei,l 

wo bei wiederum 
"Pi,1 - "Pi,1/, = 2)' <5ß" (Abb. 274) . 

Nach Berechnung von plI ergibt sich dann analog dem Rechnungs­
gang I: 

Mu r.::.II ( )]el,1 -;;,II "".l:ß)el,1 
i,i = LCf. - "Pi,1 - "Pi,1/, d. = (<fi - L.J () v d.' 

I, j "J 

Entsprechend diesem Rechnungsgang II können weitere Rechnungs­
gänge III, IV usw. durchgeführt werden. 0 

Bemerkungen: Im allgemeinen genügt 
bei Ermittlung der Nebenspannungen die 
Durchführung von 1 bis 2 Rechnungsgängen; 
denn die wirklich auftretenden Nebenspan­
nungen weichen doch mehr oder weniger stark 
von den rechnerisch sich ergebenden Werten 
ab, da Ungenauigkeiten bei der Herstellung 
des Systems, wie z. B. Vorkrümmungen der 
Rohre, nicht genau zentrische Stab anschlüsse 
usw. unvermeidlich sind. 

Aufgabe 84: Nebenspannungen in 
einem dreistäbigen Baldachinbock. 

Es sind die Nebenspannungen zu 
berechnen, die in den Stäben des in 
Abb. 275 dargestellten Baldachinbocks 
auftreten. Die Stäbe a, b, c dieses Bocks 
seien im gemeinsamen Knoten 0 steif Abb. 275. 

miteinander verbunden, an den anderen Ebenen 9', ij" parallel der Achse Y. 
Vektoren ij'" parallel der EbeneXZ. 

Enden j = I, 2, 3 aber mit vollkomme-
nen, d. h. biege- und drillfreien Gelenken am Flugzeugrumpf an­
geschlossen. 

Im Knoten 0 wirke eine beliebige Einzellast ; die dadurch hervor­
gerufenen Stabkräfte seien bekannt (vgl. Aufgabe 37); die Anschluß­
punkte j = 1, 2, 3 der Stäbe seien unverschieblich. 

19* 
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1. Allgemeines. 

Ähnlich wie in der vorhergehenden Aufgabe wird angenommen, 
die Stab kräfte sowie die Wegkomponenten des Knotenpunkts 0 seien 
bei diesem System ebenso groß wie sie sich unter Voraussetzung von 
in 0 gelenkig miteinander verbundenen Stäben ergeben würden. 

Das System ist dreifach statisch unbestimmt; denn es können an 
den 3 Auflagerpunkten i = 1, 2, 3 je 3, also insgesamt 9 Auflager­
kraftkomponenten gegenüber insgesamt 6 räumlichen Gleichgewichts­
bedingungen auftreten. 

Als Unbekannte werden die drei auf ein allgemeines Koordinaten­
system X, Y, Z bezogenen Komponenten qJox' rp01l' rpo: der räumlichen 
Drehung rpo des gemeinsamen Knotens 0 eingeführt. (rpo ist dabei 
als Vektor senkrecht zur Drehungsebene von 0 aufzufassen; Korkzieher­
regel vgl. S. 30.) 

2. Drehung (/Jo des gemeinsamen Knotens O. 

Der Vektor der Knotendrehung (/Jo kann bezüglich jedes der drei 
Stäbe 0, i (i = 1, 2, 3) in Komponenten qJ~,i' rp~,i' rp~:j parallel der 
Stab-Längsachse bzw. den beiden Hauptträgheitsachsen des Stab-Quer­
schnitts zerlegt werden. 

Diese Richtungen werden hinsichtlich eines jeden Stabes durch 
Je drei Vektoren 5~,i' 9~,i' B~:i von der Länge 1 (Einheitsvektoren) 
festgelegt (B' weist zum höher bezifferten Stabende ; 9', 9", 9'" bilden 
ein Rechtssystem), z. B. hinsichtlich des Stabes "a" mit den End­
punkten 0 und 1 durch 

9~,I mit den X, Y, Z-Komponenten X~,l> Y~,I' Z~,I' 
an 
... "0, 1 " 

" " 
", '" ,,, 

XO,I' :1/0,1' ZO,l· 

Sind xl> Xo' VI' Yo, ZI' Zo die Koordinaten der Stabendpunkte und 
bedeutet 10•1 die Stablänge, so ist in jedem Fall 

x~, 1 Y~,l 
1 

die Größe der durch die Indizes" bzw. ,,, gekennzeichneten Komponen­
ten hängt dagegen von der jeweiligen Ausrichtung des Stabquerschnitts 
zum X, Y, Z-System ab: in Abb. 275 ist eine besondere Ausrichtung 
gewählt; vgl. Unterabschnitt Ga, S.295. 

Zwischen den Drehungskomponenten qJox' rpov' rpo: und. den Kom­
ponenten rp~.j' rp~.i' rp~:i bezüglich eines Stabes 0, i besteht die be­
lmnnte Beziehung ("Koordinutentransformation"; vgl. z. B. Hütte I, 
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26. Aufl., S. 135)*: 

/P~,i = /Po",' x~,i + /P01l' Y~,j + /Po.' Z~,i' 
/P~,i = /Po",' x~,i + /Pou' Y~,i + tpo.· z~, i' 
/P~:i = /Po",' x~:i + /Pou' Y~:j + tpo.· Z~:i' 

3. Drehungen lPO• i der Stabsehnen 0, j. 

Bei der Formänderung des in den Punkten i = 1, 2, 3 fest gelager­
ten Baldachinbocks infolge seiner Belastung bewegt sich der gemein­
same Knoten 0 längs eines bestimmten Weges lUo, dessen Kompo­
nenten (Jxo, !5yo, !5zo in bekannter Weise mittels dreier Hillszuständel, 
11, 111 nach der Arbeitsgleichung (vgl. Kap. II) gefunden werden. 
(Zustand 1: P", = 1, Zustand 11: P v = 1, Zustand 111: p. = 1, 
angreifend in Punkt 0, ähnlich wie die drei Einzelbelastungszustände 
in Aufgabe 37.) Dabei dreht sich die Sehne jedes der Stäbe 0, j um 
einen gewissen Winkel PO,i' der ebenfalls durch einen senkrecht zur 
Drehungsebene gerichteten Vektor mit den Komponenten "PO,iX' "PO,iY' 
"PO,iz dargestellt wird. Zwischen diesen Sehnendrehungskomponenten 
und den Wegkomponenten des Knotens 0 besteht die Beziehung**: 

_ ZI - 2 0 ~ YI - Yo 
"PO,i'" - ~. uYo - -Z" ... Ozo , 

0, J 0,1 

XI - X o ~ ZI - Zo 
"PO,iv= ~'Uzo- -l" ·oxo , 

0, i 0, I 

YI - Yo ~ XI - Xo ~ 
"PO,i' = -le 'UXo - -l" ··uYo· 

'0, I '0.1 

Auch die Sehnendrehung PO, i kann durch Koordinatentrans­
formation in Komponenten 'IjJ~,i' "P~,j' "P~:i in Richtung der drei Ein­
heitsvektoren i3~,i' i3~,i' i3~:i der zugehörigen Stäbe 0, j zerlegt werden: 

"l'~,i = "Po, i"" x~, i + "PO,iv' Y~,i + "PO,i" z~, i' 
"P~,i = "Po,i"" x~,i + "PO,iv' Y~,i + "I'o,i" z~,;, 
1jJ~,/; === 1Jlo, i:t . x~: i + "Po, i 11 • !I~: j + "Po,; z . z~: i . 

4. Nebenspannungsmomente. 

Bei der Formänderung des Systems wirken im steifen Knoten 0 
auf die Einzelstäbe O,j biegende Momente j}l~,j bzw. Jl1~:i bezüglich 

* Skalare Produkte (/Jo' ;'36: I' ,po' il~: i' (/Jo' il~:'i' Sonderfälle hiervon sind in 
Aufgabe 85+88 näher behandelt. 

** Diese Beziehung folgt aus dem vektoriellen Produkt 

IV = - ZO,I' [PO,I' ~~,f] 

und dem skalaren Produkt 
'PO.!' il~,1 = O. 



294 Beispiele zur Ermittlung der Beanspruchungen und Verformungen. 

der Hauptträgheitsachsen ; verdrillende Momente treten hier infolge 
der vollkommenen Gelenke in 1, 2 und 3 nicht auf. Es ergeben sich 
also folgende Drehungen der Stabendquerschnitte bei 0 gegen die Stab­
sehnen O,j: 

7:~,i = M~,i' e~,i (Drehvektor im Sinne von 5~,;l, 

T~,'; = M~,'j . e~:; ( 
" " " " 

Dabei bedeutet e~,i bzw. e~:i die "Einheitsdrehung", die sich am Ende 0 
des Stabes O,j infolge eines dallelbst angreifenden biegenden Einzel­
momentes MO,i = I im Sinne dieses Momentes ergibt (vgl. S. 285); dar­
aus folgen die am Stab 0, j in 0 auftretenden biegenden Momente zu: 

T" 
M" -...5'..!. (Momentenvektor im Sinne von 5~), 

0,; - e'o:f 
T"! 

M'" - ~ (Momentenvektor im Sinne VOll 5~:i)' 0,; -- e~:'f 

Da sich die Knotendrehungen q;", cp"l aus "Pli, "P'I! und -eil, 7:'11 zu­
sammensetzen : 

wird 

und 

cp~,; == 1p~.; + 7:;{,; , 

cp~:; = 1p~:i + 1:~: i ' 

1I:I" . = Pö, I - 'P~: f 
0" eil 

0, ; 

,,, '" 
.11;["'. = PO,l - 'Po, f 

0" e'" 0,1 

5. Gleichgewichtsbedingungen. 

Um nun die drei Bedingungen für das Gleichgewicht der Momente 
am Knoten 0: 

,2;MrIJ = 0, 

aufstellen zu können, werden die X,Y, Z-Komponenten der gefundenen 
Ausdrücke für M~,i und M~:j angeschrieben: 

P" 11)" x" 1 j ", '" .111". = --.!!.>! ~ • -.Il~ M"'. = PO,I - Y'!.!.. ", 
0, He e" 1 ' 0" :c e'If X o,; , 

0,1 0,/ 

" 1jJ" y" '" I" lW' . = PO,l~,-.Il!!. entspr. M'''. = PO,I- 'PO,!, ", 
0,'11 e" 1 ' 1 0,'11 e'" YO,i' 0, I 0,1 

tp" 1p" Z" '" I" .1vI". = -O,i ~,-.Il!!. ljl[".'. = PO,I - '!!.!!, ", 
O,1Z eil 1 ' 0.,% 111 Zo i-

0,1 eO,l , 

(Die X-Komponente .M~,jx des parallel 5~,i gerichteten Momenten­
vektors 9.n~,i verhält sich zu lII~,i selbst wie die X-Komponente X~,j 
des Einheitsvektors 5~,j zu seinem Betrag 1 usw.) 
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Dann folgen durch Einsetzen der in Unterabschnitt 2 bzw. 3 auf­
gestellten Ausdrücke für CP~,i' CP~,i' !P~:i bzw. "P~,i' "P~,i' "P~:i drei 
Gleichungen für die als Unbekannte eingeführten Komponenten !Po"" 
CPOll' CPo. der Drehung des Knotens ° von der Form*: 

CPo", .2)( ... ) + CPOll·2)(· •. ) + !Po • . 2}( ... ) + {- 2)[ ... ]} = 0; 

die zugehörigen Bei- und Lastwerte sind in der Tabelle 82 zusammen­
gestellt. 

Tabelle 82. Bei- und Lastwerte der Gleichungen für die Unbekannte Wo' 

Beiwerte der Unbekannten 

(X"" X"'") '" 0,1+ 0,1 
L..J ;t' ? 

0, i 0,1 

IX" y" x'" Y"') "'I~~+~~ 
.L..J \ e" e'" 0, f 0, i 

( X" z" X'" Z"') 2) 0,1 0,1 + 0,1 0,1 ----- ---
e" e'" 0,1 0,1 

------------ -----------:----------- --

(
X" y" x'" Y"') >'~+~~ 

.,;:;,..",J eil e'" 
0, f 0, f 

(y"" Y"'") '" ~+~ .L.,,; e" eil' 0'; 0,1 

(Y" z" y'" z'" ) 
'" ~...!2.!..+~~ ~ elf e'lf 0, f O,l 

(X" z" x'" Z"') 2) 0,1 0,1 + 0,1 0,1 
--- --

ei' elll 
0, j 0,1 

(y" z" y'" Z"') y:~+~ .,:;.,..; eil e'" 
0, i 0,/ 

(Z"" Z"'2) "'1...1l..o.!:+.!.!.!.... 
~ eil e'" 0, i 0,1 

Lastwerte 

[ ( "" x'" Y"') (Y" 2 Y"'") (1'" Z" y'" Z"')J ~ XO,l Yo, I 0, I 0,1 0, I 0, I .JO, I 0,1 0, I 0,1 
-.L.J V'0,fz -,,-- + -,-" - + V'O,IV -e" + '" + V'O,I. -,,- + -",--

eO,1 ea,i 0,1 ea,1 ea,l eO,1 

[ ( "" '" z'" ) (y" . z" y'" Z'" ) (Z"" Z"'")] ~ XO,/ZO,I XO,! 0,1 0,1 0,/ 0,1 0,1 0,1 0,1 
-.L.J 'ljJO,Iz -if-+---'-,,- +V'O.III -,,--+-,,-,- +V'O,l'T+7" 

eo, f eo, i eo, f eo. f 0, J 0, I 

Die Summenzeichen erstrecken sich über alle 3 Stäbe 

0, j = 0, 1; 0, 2; 0, 3. 

6. Zusammenfassung des Rechnungsgangs. 

Die Durchführung der Berechnung gliedert sich also in folgender 
Weise: 

a) Ermittlung der X, Y, Z-Komponenten der Einheitsvektoren S~,j' 
90". 9~" (in Richtung der Stablängs- und Trägheitshauptachsen). 

,1' ,J 
In Abb. 275 sind die Stabquerschnitte so orientiert gedacht, daß bei 
jedem Stab die Ebene S~,i' s~,i parallel der Y-Achse, also senk-

* Vgl. die Anmerkung auf S.288. 
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recht zur XZ-Ebene gerichtet ist (bzw. die Richtung s~:i parallel der 
XZ-Ebene verläuft); diese Annahme entspricht der aerodynamisch 
zweckmäßigen Anordnung von Tropfenprofilen. Dann gilt 

für r,~,i: 
, I XJ - Xo 

xO,i = T -z;:;- , 
für §~,i: 

" x~,1 y~,1 
xO,i = (+)''1 '2 ' r ~ - Yo,; 

für r,~:i: 
"' _ Z'O,I X -
O,j-(+)Il_ YO~J 

, + YJ - Yo 
Uo'= -,--, 

" 0,1 

" +-Yl '2 YO,i=(-) -YO,i.' 

, ZJ - Zo 
zOI=+-,-, 

J 0,; 

" Y~,iZ~,f 
ZO,i= (+) f 1 - YO~i ' 

(Bei 5~.i und zugleich bei 5~:i gelten entweder die oberen oder die 
unteren Vorzeichen.) 

Bei einem Stab, dessen Querschnitt so beschaffen ist, daß alle 
Schwerachsen, wie z. B. bei Kreisrohren, gleichwertig sind, also als 
Trägheitshauptachsen aufgefaßt werden können, kann wegen 

von den Beziehungen 

bzw. 
X'2 0'; 

e~,i = e~:; = eo,; 

+ "2 XO,i + x"'~ 0,7 = 1 usw. 

Gebrauch gemacht werden; dann kann z. B. der Ausdruck 
X,,2 X,,'2 

0'; + 0,1 
eil e'll 

0,1 0,1 
durch 

bzw. 

ersetzt werden usw. 
b) Ermittlung der Stabkräfte infolge äußerer Belastung und der 

Hilfszustände 1, 11, II1 ähnlich wie bei Aufgabe 37. 
c) Berechnung der Wegkomponenten ()XO, ()Yo' (Jzo des Knotens 0 

nach der Arbeitsgleichung mittels der HiIfszustände 1, 11, 111 
(S.293). 

d) Berechnung der X, Y, Z-Komponenten "PO,i,;' "PO,i" , "PO,iz der 
Stabsehnen-Drehwinkelnach Unterabschnitt 3, S.293. 

e) Aufstellung und Aufläsung der Gleichgewichtsbedingungen (Elasti­
zitätsgleichungen) für die Unbekannten rpo." rpOIl' rpo. nach Tabelle 82, 
S.295. 

* Vgl. z. B. Hütte I 26. Auf!. S.135. 
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f) Ermittlung der Knotendrehungskomponenten tp~,j' 1P~,i' IP~:i aus 
den unter e) gefundenen Werten lPo,,' IPov' IPoz durch Koordinaten­
transformation nach Unterabschnitt 2, S.293. 

Ermittlung der Sehnendrehungskomponenten 1p~,j' 1J!~,i' 1J!~:i aus 
den unter d) gefundenen Werten 1J!o,ix> 1J!o,iY' 1J!o,jz durch Koordi­
natentransformation nach Unterabschnitt 3, S. 293. 

g) Berechnung der Nebenspannungsmomente M~,j und M~:i für 
die einzelnen Stäbe 0, i nach Unterabschnitt 4, S. 294. (Ergibt sich 
positives Vorzeichen, so bedeutet dies, daß der Vektorpfeil von M~,i bzw. 

M ",· S' :o" b :0"" K k . hIS von O,i 1m mne von "'O,i zw. von "'O,i Weist; or ZIe errege, .30.) 
Bemerkung: Sind im steifen Knoten 0 mehr als drei Stäbe angeschlossen, so 

werden zunächst unter Annahme eines gelenkigen Knotens 0 in bekannter Weise 
die Stabkräfte des statisch unbestimmten Systems berechnet. Daraufhin erfolgt 
die Berechnung der Nebenspannungsmomente genau wie bei drei Stäben ans 
den 3 zunächst unbekannten Knotendrehnngskomponenten 'Po z' 'Po., 'Po •. 

Viertes Kapitel. 

StabilitätsaufgabeIl. 

Allgemeines. 
Aufgaben der in diesem Kapitel behandelten Art treten beim 

Stabilitätsnachweis von Knickstäben in ebenen und räumlichen Fach­
werken mit biegesteifen Knoten auf. Häufig wird in solchen Fällen 
die Knickberechnung unter der ungünstigen Annahme beiderseits voll­
kommen gelenkig angeschlossener Einzelstäbe durchgeführt. Richtiger 
wird jedoch eine Zerlegung des Fachwerks in Einzelgruppen VOll 

mehreren Stäben vorgenommen; hierbei werden die Stäbe einer Gruppe 
der wirklichen Ausbildung entsprechend unter sich als steif mit­
einander verbunden, die Einzelgruppen dagegen untereinander als 
gelenkig angeschlossen gedacht. Die folgenden Aufgaben zeigen den 
Stabilitätsnachweis für solche Teilstabgruppen (vgl. dazu die im Schrift. 
turn unter Nr. 42,61 bis 66 genannten Arbeiten)*. 

Wird angenommen, daß eine Gruppe von mehreren biege- und drill­
steif miteinander verbundenen Stäben "knickt", daß also auch bei 
Voraussetzung in Längsrichtung starrer, nur durch Längskräfte be­
anspruchter Stäbe die Knoten irgendwelche Drehungen bzw. Wege 
beschreiben, so üben dabei an den zusammenstoßenden Stabenclen die 
Stäbe biegende und driIIende Momente und entsprechende Kräfte auf­
einander aus. 

* Es ist grundsätzlich falsch, in vicUach üblicher Weise mit konstanten, von 
der Form und Belastung des Systems unabhängigen sog. "Einspannfaktoren" 
zu rechnen. 
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Die räumliche Drehung eines Fachwerkknotens i wird im folgenden 
mit lPi bezeichnet. Ihre Vektorkomponenten* hinsichtlich eines recht­
winkligen Koordinatensystems X, Y, Z werden 'Pix, 'Pi1J' 'Piz genannt. 
Sie wird weiterhin hinsichtlich eines jeden in i endigenden Stabes i, i 
in die drei Vektorkomponenten 'Pi,i' q:(i' CPti parallel der Stablängs­
achse bzw. den beiden Hauptträgheitsachsen seines Querschnitts zer­
legt; diese Richtungen werden hinsichtlich eines jeden Stabes i, i durch 
je drei Einheitsvektoren ~;,i' ~;':i' ~;;'i festgelegt: 

~:,i mit den X, Y, Z-Komponenten: 

, YI-Y' 
Yi,i=-l-~' 

I,; 

S;:i mit den X, Y, Z-Komponenten: 

S;:'i mit den X, Y, Z.Komponenten: 

(vgl. Kap.III, Aufgabe 84, S.292, 296). 
Der Richtungssinn der Einheitsvektoren wird stets so gewählt, daß 

~;,i vom niedriger zum höher bezifferten Ende weist, gleichgültig 
ob der betreffende Stab i, i von i aus nach i oder von i aus nach i hin 
betrachtet wird; die Einheitsvektoren 5', 5", 5'" eines Stabes bilden 
stets ein Rechtssystem. 

Ferner bedeutet im folgenden im;,j bzw. ~i,i das am Endquer­
schnitt i eines Stabes i, i beim Ausknicken auftretende Moment bzw. 
die Kraft, die dabei von den Nachbarstäben (zusätzlich zur bereits 
wirksamen Stabkraft) auf den betreffenden Stab ausgeübt wird. Der 
Momentenvektor* imi,j wird wieder in drei Komponenten Mi,j (iden­
tisch mit dem verdrillenden Moment Ti,j)' M;:i' M;;'i in Richtung 5~,i' 
5;; i' 5;:'i zerlegt; entsprechendes gilt für ~:ß;, i· 

Zwischen den Momenten M" bzw. M'" und den zugehörigen End­
neigungen T" bzw. T'" der Stabendquerschnitte gegen die Stabsehnen 
bestehen nach S. 285 je nachdem, ob der Stab einseitig oder beider­
seitig ein solches Moment erhält, folgende Beziehungen: 

a) Moment bei i allein: Moment bei i allein: 

Ti,i = ],1i,i· ei,i ; 

daraus daraus 

M . . = Ti,; 
1,1 ei,t· 

M .. = T;,I 

" t el,l· 

* Korkzieherregcl, S. 30. 
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b) Momente bei i und i gleichzeitig: 

daraus 

hierin ist 

Ti,; = Mi,;·ei,; + M;'i.ei';} 

T;,i == Mi,j·ei,i + M;,i·e;,i 

ei,. ~,I .11I .. = -·T· . - -·T·· 
l,1 dt,j 1,1 dl, ; 1,\' 

e',t ei,t 11'1.· = -·T .. - -·T· . 
1,1. di,1 1,1. df ,; 1,; , 
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Die "Einheitsdrehungen" e und e sind Funktionen der Stablängs. 
kräfte S; ist in einem Stab die Längskraft eine Zugkraft, so wird für 

diesen Stab zweckmäßig mit den Werten e für Cl( ( = l vltj) = 0 

gerechnet. Vgl. hierzu Anhang, Tabelle 103 (s. auch S. 166). 
Zur Kennzeichnung der Hauptachsenrichtung, nach welcher der 

Drehungs. bzw. der Momentenvektor dabei weist, werden jeweils die 
Größen T, Mund e mit den Indizes " oder'" versehen. 

Weiter gilt zwischen dem Endmoment M;,i = - Mj,i (verdrillendes 
Moment Ti,j = - Tj,i) und der zugehörigen Drillung Ti,j = - Ti,i des 
einen Stabendquerschnitts gegen den anderen die Beziehung: 

T' 
M~ .(= T . . ) = ~ 

'1-,1 1,' e .. 
',' 

bzw. 
T' 

M~ .(= 1' .. ) = l..!!.. 
,,' ,,.... ej,i 

Dabei bedeutet ei,j bzw. ej,i die "Einheitsdrehung" des freien Endes 
i bzw. i eines in i bzw. i eingespannten Balkens i, i infolge eines an 
seinem freien Ende angreifenden, ihn verdrillenden Einzelrnoments 
T = 1 im Sinne dieses Moments; es ist ei,i = ei,i' 

Die Einführung der vorhergehenden Ausdrücke für die Stab·End· 
momente in die Gleichgewichtsbedingungen der einzelnen Knoten i: 

2) 1Jli ,1z = 0 usw. 

(das Summenzeichen erstreckt sich über alle am Knoten i angreifende 
Stäbe i, i; vgl. Aufgabe 84, S. 294) ergibt ein System von linearen Glei· 
chungen für die als Unbekannte anzusehenden Drehungs· bzw. Weg. 
komponenten der einzelnen Knoten ("Deformationsmethode"; all· 
gemeines über diese Methode siehe z. B. bei Ostenfeld 67). Die Lastwerte 
dieses Systems von linearen Gleichungen sind hier gleich Null, weil 
(vor Eintritt des Knickzustandes) nur längsbelastete, aber in Längs. 
richtung starre Stäbe vorausgesetzt wurden (s. S. 297). 

Dieses System homogener Gleichungen gestattet also nur dann 
von Null verschiedene Lösungen für die Drehungs. bzw. Wegkomponen. 
ten der Knoten, wenn die Stablängskräfte solche Werte annehmen, 
daß die aus den Beiwerten Z;,k = Zk,i der Unbekannten gebildete 
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symmetrische Determinante ("Nennerdeterminante") zu Null wird. 
Also heißt die "Knick- oder Stabilitätsbedingung": 

Zl,l Zl,2 ... Zl, n 

LI Z2,1 Z2,2 ... Z2,n 
=0. 

Zn,l Z •... Z n,.. n,n 

Zur Nachprüfung, ob eine Stabgruppe bei einem gegebenen Längs­
kraft-Belastungszustand ihren Knickzustand erreicht oder ihn bereits 
überschritten hat, wird für den gegebenen Belastungszustand und für 

verschiedene Vielfache V S 1 dieses Zustands diese Nennerdeter­
minante ausgerechnet. Durch Interpolation wird dann dasjenige Viel­
fache V K aufgesucht, bei dem die Determinante nach Null geht, also 
der Knickzustand erreicht wird. Es ist zu beachten, daß das kleinste 

Vielfache V S 1 des Belastungszustandes maßgebend ist, bei dem LI 
den Wert 0 annimmt. 

Im folgenden wird angenommen, daß in den einzelnen Stäben 
beim Knickzustand die Elastizitätsgrenze noch nicht überschritten ist*. 

§ 23. Stabilität ebener Stabgru!)}len. 
Es wird vorausgesetzt, daß die Hauptträgheitsachsen der einzelnen 

Stäbe senkrecht und parallel zur Systemebene gerichtet sind oder 
daß Querschnitte mit nur gleichwertigen Schwerachsen (z. B. Kreis­
rohre) vorliegen. 

Aufgabe 85 bis 87: l{nicken ebener Stabgruppen mit räumlich 
festgelegten linoten. 

Aufgabe 85. 

Die in Abb. 276 gezeichnete Stabgruppe (überwand eines Rumpf­
fachwerks) mit biege- und drillsteifem Knoten 0 sei in diesem sowie in 
elen Stabendpunkten i = 1 bis 4 vollkommen gelenkig gelagert; die 
Punkte 0-;-.4 seien durch eine genügende Anzahl von Fesseln räumlich 
festgelegt. Es ist zu berechnen, bei welchem Vielfachen VI( der eingetra-

* Liegen beim Knickzustand, wie häufig der Fall, in einzelnen Stäben bereits 
Spannungen a jenseits der Proportionalitätsgrenze vor, so gelten für diese Stäbe 
abgeminderte Werte der Steifigkeit EJ. Nach einem Vorschlag von Engesser 
kann dann unter Annahme, daß für einen gelenkig gelagerten Einzelstab z. B. 
die Tetmajerformel a k = a - b)' zutreffe, der Elastizitätsmodul E durch den 

. a(a- a)2 . 
abgemmderten Modul E' = b2 7/:2 ersetzt werden. E' J Ist dann die der 

jeweils Jlerrschenden Spannung a entsprechende Steifigkeit, ). ist der Schlankheits­
grad (vgl. Bleich42, Ratzersdorfer 62, ferner KauI 66 ). 
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genen Belastung, die in den Stäben Längskräfte vom Betrage 8 1 bis 8 4 

bedingt, der Knickzustand eintritt. Ansieh! 
~~------------------~.X ~ ____ ~A~n~~~ro~f ________________ X 

o z 
::y ,,;:::,:...:-

//// :J / , ___ ~~~= ____ ~~~ _____ l~~ 
( ______ ~O_n7~y~&~k_h_! _______________ • X 

y 

/ 

/ 

z 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I / 

-------~/_-

Abb.2i6. y 

Der Knoten ° drehe sich um einen Winkel (/Jo mit den Vektorkompo­
nenten fJJo"" CPOY' cpoz· Die Zerlegung von (/Jo hinsichtlich eines Stabes 0, i 
in die Komponenten CP~,i' cp;{,j' CP~:i parallel der Stablängsachse ~~,j 
und den Hauptträgheitsachsen i3~,i und ~~:i ergibt nach Abb. 277 

CP~,i = + fJJo",· x~,i + f[!o 1I. Y~,i' 

CP~,i = -- fJJo",· y~.i + f[!o 1I. x~,i' 

CP~:i = + fJJoz· 1 *. 
Da die Punkte 0 und i festliegen, die Stabsehnen also keine Drehun­

gen ausführen können, sind im vorliegenden Fall die Drehungskompo­
nenten CP;{,i und CP~:j gleich den entsprechenden Neigungen T~,i und 
T;;:i der mit 0 zusammenfallenden Stab-Endquerschnitte gegen die 
Stabsehnen 0, i. Der Drehungskomponente f[!~,i setzt der nach Voraus­
setzung im, Endpunkt i vollkommen gelenkig angeschlossene Stab 0, j 
keinen Widerstand entgegen (TO,i = 0). Den Drehungskomponenten 
T;;,i und T~:i dagegen entsprechen im gemeinsamen Knoten ° biegende 
Momente r" " M" --..:'c!. __ 'PO,I 

0, i - e" - e'l , 
0, i 0,1 

* VgI. die Koordinatentransformation, Aufgabe 84, S.293. 
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. M M'" M + M" , M M'" 1 MIt o,ix = - O,i''ZO,i' J. o,iv = O,i'XO,i' o,iz = o,i' 
(Abb.278) heißen die Gleichgewichtsbedingungen des Knotens 0*: 

,\--Y+ YO;I 
f/Jox.L.J e" 

0,1 

yr xO,1 YO,I + f{Jo 1f.L.J - -e-"- + f{Joz . 0 
0,1 

=0, 

=0, 

.EMo,;z = 0: f/Jox' 0 + ~~- 0** f{JozLJ '" - , 
eO,1 

Eine endliche Drehung des Knotens 0 
ist nur dann möglich, wenn die Nenner­
determinante dieses Systems homogener 
Gleichungen gleich Null ist. 

~_~A~n~~~~f ________ ~X 

0 i 
!ln'" PM. 

i 

i?Jf OJE 
, 

Also heißt die Knickbedingung : Z 

2) + YO;I 1,;-" xO' Yo . " " 0 -----
e" eil 

0,1 0,1 

I OrovfSichl 
~-~~~----------~---X 

X'2 2) - xO,1 YO,I 2+..3..!!. 0 eil e" =0. ~
d _-/ __ 

!ln" I oJ l {; ....... 
'J ....... ~" 0,1 0,1 

0 0 ~e~" 0,1 

Dies tritt ein, wenn entweder: 

oder wenn: 

=0 

"5: + YO;I 
.:....J elf 

0,1 

"" _ XO,l YO,l 
...::::..; eil 

0,1 

X'2 
~+~ ...::::.,; e" 0,1 

,,_ XO,l YO,l 
.L.J elf 

0,1 

v 

9:':t'C0j , 
'JtL~ I r- x" ~'J' ,""; DJ 

"{viF 
, Abb.278. 

ist; dann sind von Null ver­
schiedene Werte f{Joz möglich, 
d. h, die Stabgruppe knickt in 

ihrer Ebene; 

ist; dann sind von Null ver­
schiedene Werte f{JoOJ und f/JOY 
möglich, d. h. die Stabgruppe 
knickt aus ihrer Ebene heraus, 

* Strenggenommen müßten in den Gleichgewichtsbedingungen die Vorzeichen 
aller Glieder umgekehrt werden; denn die von den Stäben her auf den Knoten 0 
wirkenden Momente sind entgegengesetzt gleich den vorher genannten Momenten, 
die vom Knoten her auf die einzelnen Stäbe wirken. 

** Die Summen erstrecken sich über alle im Knoten 0 steif miteinander ver­
bundenen Stäbe. 
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Zahlenbeispiel. Die Stäbe 0, 3 und 
0, 4 seien gelenkig in 0 angeschlossen; 
es liege also nur die in Abb. 279 dar-

~ __ ~A~n~~~ch~f ________________ X 

1 ,s,- -'150kg 0 fg= -.JOflKff 2 

f ,,1" t n 2 " + 
~l,-80Cm.~lz=oOcm."""'; 

z 
,/}raufSichf .. % 

[ 'k~-----.1-"~~O~~' --.~2~p--~i2 
Y Abb.279. 

gestellte Stabgruppe vor, die aus zwei 
in gleicher Richtung aufeinander­
folgenden Stäben besteht. Dann heißt 
also die Knickbedingung (da Yo, i = 0, 
x~,i = ± 1 ist und daher an Stelle der 
zuletzt genannten Teildeterminante der 

y,l 
Ausdruck LI = L..J"" tritt): 

eO,! 

1 1 
l' + l' = 0 oder 
0,1 0,2 

Die Stäbe seien als Kreisrohre aus­
gebildet, so daß 

(EJ)~,i = (EJ)~:i = (EJ)O~i' 

In Tabelle 83 sind die zur Aus­
wertung der Nennerdeterminante er­
forderlichen Zahlenwerte zusammen­
gestellt; und zwar zunächst für den 
gegebenen Belastungszustand und dann 
für den mit einem Wert V = 1,2 ver­
vielfachten Belastungszustand. 

Abb. 280 zeigt LI über V aufge­
tragen (die Rechnung wurde noch für 
andere Werte V durchgeführt); LI wird 
zu Null, d. h. die Stabgruppe knickt, 
bei dem 1,12fachen der gegebenen Be· 
lastung. 

8 ... 
~ 

I .... 
I * ,......, ~ 

o 
o 
o .... 
+ 

~I ;! ~ 1 
"'II~--I----!-I 
~II~!~ 

I "';:::::..... ,......, 
- 1 

: 11 '-' 
! tl 

I ;! i"'" S 
11 ~ 

...... I~ ~ 

* o .... 

.. 
I 
o .... 

,.-., ... 
I 
S 
<.> ... 
I 
toO 

C, 

o 
"<1' 
lQ 

1 

.... 
·1· 
o 
..0 
ol ..., 
rn 

bO po 

* 
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Bemerkung: Ist So 1 = So 2 und (EJ)o 1 = (EJ)o 2 wie z. B. bei einem ab­
gestützten durehlaufende~ Stnb' und bedeu~t 10 1 die'U,nge des kürzeren Teil­
stabes bzw. 1 = 10,1 + 10,2 die Gesamtlänge, so ka:nn für die Knicklast der Sta b­
gruppe gesetzt werden: 

1-10 
,1 

EJ,-,;2 
Sk=-l~·k, 

/ 
2 c--

/ f-"" 

:,..... ..... 
...... ~ 

t 0 ~-----'4'-::5---='~:-
1 

-11 o 41 O,2 l 4J 4" 
-o,y'l -1,10 11-1,12 

Abb.280. Abb.281. 

wobei k aus Abb.281 zu entnehmen ist; angenähert kann diese Kurve durch 
die Gerade k "" 2 + 4 10 11l ersetzt werden. Im Grenzfall 10 1 = 0, wenn also 
zwei Stützpunkte einander unendlich naherücken, geht die 'Knicklast des ab­
gestützten Stabes in die Eulerlast des einseitig eingespannten Stabes über 
(dabei wird k = 2,0457; starre Stützen vorausgesetzt!). 

Aufgabe 86. 

Für die in Abb. 282 dargestellte N-förmige Verbundscheibe ist das­
jenige Vielfache des eingetragenen Belastungszustands zu ermitteln. 
~--------_;-x bei dem Knicken eintritt; der N-Verband 

:" 

V Abo. 282. 

bestehe aus biege- und drillsteif miteinander 
verbundenen Stäben und sei in den Punk­
ten 1-;-4 gelagert; diese Punkte seien durch 
eine genügende Anzahl von Fesseln räumlich 
festgelegt. Die Lagerung erfolge 

in Fall 1: durch vollkommene Gelenke. 
" " 2: durch Kreuzgelenke, die Mo­

mente um ihre in Y-Richtung 
verlaufende Achse aufnehmen 
können. 

Fall 1. 
Bei irgendwelchen Drehungen ,pI bis (j)4 der Knoten 17 4 werden 

wegen der vorausgesetzten vollkommenen Gelenkanschlüsse in den 
Anschlußpunkten vom Widerlager aus keine Momente anf die Stab­
gruppe ausgeübt. 

Die I\:noten 2 und 3 mägen sich um Winkel f!J 2 (P2X' P2!1' ({J2Z) und 
f!J3 (P3<t' P31J' ({Ja:) drehen. Die Zerlegung von z. B. f!J2 in Komponenten 
P2,l' P~,l' P~:l hinsichtlich des Stabes 1,2 bzw. in Komponenten 
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tp~, 3' tp~, 3 und q;~:3 hinsichtlich des Stabes 2, 3 ergibt nach Abb. 277 
die Transformationsgleichungen : 

tp';,l = -- q;2x' Y~,2 + q;2v' X~,2' q;';,3 = - q;2x' Y;,3 + q;2y' X;,3' 

tp';,'l = + q;2z· 1 ; q;';,'3 = + q;2z' I. 

Entsprechend ergibt die Zerlegung von rfJ3 : 

tp~, 2 = + q;3 x . X~, 3 + q;3 v • Y~, 3 , 

tp~,2 = - q;3x' Y;,3 + q;3v' X;,3' 

tp;;: 2 = + q;3z' 1 ; 

q;;,~ = + Q;3x' X;,4 + Q;3y' Y;,4' 

Q;~,4 = - Q;3x' Y;,4 + 'Q;3y' X;,4' 

Q;~: 4 = + Q;3 z • I . 

Der Drehungskomponente tp~, 1 setzt der in "I" vollkommen ge­
lenkig angeschlossene Stab I, 2 keinen Widerstand entgegen (T2 1 = 0); 
entsprechendes gilt für Q;;,4 hinsichtlich des Stabes 3, 4 (T3,4 '= 0). 

Den übrigen Drehungskomponenten dagegen entsprechen in den 
Punkten 2 und 3 biegende bzw. drillende Momente. Da wegen der 
festliegenden Stab-Endpunkte keine Drehungen der Stabsehnen auf­
treten können, sind die Drehungskomponenten tp" bzw. Q;'" gleich 
den entsprechenden Neigungen 7:" und 7:'" der Stab enden gegen die 
Stabsehnen; ferner ist: 

tp;,3 = 7:;,3 + Q;;,2 
und 

und somit , I , , 

7:2 ,3 = Q;2,3 -- Q;3,2 = - 7:3,2' 

Demnach treten entsprechend S.298 
folgende Momente in 2 und 3 auf: 

beim Knicken des Verbandes 

An Stab 1,2: 
T" " M" _ ~ _ P2,1 

2,1 - e" - eil , 
2,1 2,1 

T'" 111 M'" _ ~ __ rp2,1. 
2,1 -- e;:'l - e'.{,'l' 

an Stab 2,3: , 
T ( T) T2,3 1 (' ') 

2,3 = - 3,2 = e = :r-' 1jJ2,3 - tp3,2 , 
2,3 2,3 

e" e" 
JJl" -~ " -~ " 2, 3 - d" tp2.3 dU Q;3,2' 

2,3 2,3 

eil' e''' M'" 3,2,,, 2,3", . 
j 2,3 = (f"" rp2,3 - F Q;3,2' 

2,3 2,3 

elf e" M" _ 2,3" 3,2" 
j 3,2 - d" tp3, 2 - an Q;2, ~ , 

2,3 2,3 

e'f! ,.111 

tl/'" 2,3 '" ea,'! "' 
1. I 3,2 == (f"" f{J3,2o - d'" f{J2,3; 

2,3 2,3 

Thalau-Teichmann, Beispiele. 20 
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an Stab 3,4: 

Mit 

..1112,1:1: = - M~,l . Y~,2' M 2 ,ll1 = M~,l' X~,2' 

M 2,1z = M~:l' 

M a,2Z = M~:2' 

M a,41I = M~,4'X;,4' 
M a,4Z = M~:4 

(vgl. Abb. 278) und den eingangs genannten Transformationsgleichungen 
für rp', rp" und rp'" liefern die Gleichgewichtsbedingungen für die Knoten 2 
und 3 das aus folgendem Schema ersichtliche System homogener 
Gleichungen (vgl. die Anmerkung auf S. 302): 

Tabelle 84. Schema der Gleichgewichtsbedingungen. 

Gleichgewichts- Beiwerte von 
bedingung 

rp2% I 1j!2u I rp3X I 1j!30 1j!2. I rp3. 

~ jJI2,IZ = 0 Z2x,2 Z I Z2:r,211 
I Z2 x ,3:r I Z2:r,3V 0 I 0 
I 

~ J11 2,I0 = 0 Z211,2r I Z211,2Y ! Z211,3Z I Z 211, :)11 0 0 

~ J113,1% = 0 Z3 X,2X I Z3X,211 I Z3 %,3 Z I Z:);I,311 0 0 
-

I I 
I ~ J1l3,I0 = 0 Z30,2Z I Z30,2. I Z3t1,3Z Z311,av 0 0 

~ J1l2,1: = 0 0 ! 0 I 
0 I 0 Z2Z,2, I Z2:,3 : 

~ J113,1. = 0 0 I 0 I 0 I 0 Za 2:,21 I Za.", 

Darin ist: 
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x' y' x' y' e" x' 1 ' Z -z _ 1,21,2 2,32,33,2+ 2,3Y2,3 
2z,2u - 211,2:1: - - e" - d'l --.. --, 

2,1 2,3 e?,a 

Y'2 e" X'2 z - Z _ 2,3 2,3 2,3 
2z,3z - Sz,2z - - -~ - -.::--, 

2,3 e2,a 

x' y' e" l:' y' 
Z =z =z =z -~~~~_~ 2:1:,311 311,2:1: 211,3'" 3:1:,21/ - dn -

2,3 e2,3 

X' 2 ß!' y,2 Z - Z _ 2,3 -.,3 2,3 
21/,311- 31/,21/-- d" ----, 

2,3 e2,3 

x; 4 y~ 4 x~ 3 y~ 3 e~' 3 x~ 3 y~ 3 
ZSZ,311 = Zau,3z = - 'e" ' - -' -d7,--' + ' '. 

3,4 2,3 e2,3 

1 e'" Z + 3,2 
2,1,2: = e!" dill' 

2,1 2,3 

1 e'" + 2,3 

= e!" d'''' 3, .. 2,3 

e~"3 
Z2z,3: = Z3z,2: = - d':' . 

2,3 

Endliche Drehungen der Kno­
ten 2 und 3 sind nur dann möglich, 
wenn die Nennerdeterminante die­
ses Systems homogener Gleichun­
gen Null wird. Dies tritt ein, wenn ~:c 
entweder die erste oder die zweite !jy"" ~-{/()'-...".,j'IJ!I (1,3) 

in dem Schema durch Umrahmung Abb. 283. 

h ild P,.=-li60kg; P,z= + 1934 kg; 
ervorgehobene Te' eterminante P •• =-2350kg; Pu=-193-lkg. 

fu"r sich verschwindet (Ausknicken Po. = + 1760 kg; P •• = + 2350 kg; 
aus der Ebene heraus bzw. Knicken S',2 = - 1945 kg; 

S •• 3 = + 4110 klt; 
in der Ebene). SO,4 = - 2597 kg. 

Zahlenbeispiel (vgl. Abb.283). 
Tabelle 85. Von den Stabkräften unabhängige Werte. 

Stab Z x' y' EJ*·1O-6 

[ern] [- ] [- ] [kgcm2] 

1,2 187,9 +0,426 -0,905 
2,3 170,0 ° +1,000 
3,4 187,9 +0,426 -0,905 

* EJ" = EJ'" = EJ (Rundrohre). 

** 1 GJ. e =-Z-' 

8,644 
8,644 
8,644 I 

GJ.·1O-6 
EJ. 1O_5 1 

-=-.10-5* 
1 e 

[kgem2] [kgcm] [kgcm] 

- 0,460 -
6,915 0,508 0,407 
- 0:460 -

20* 

* 
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Tabelle 86. Von den Stabkräften abhängige Werte. 

Stab S CI. 

I 
u* ~.10-5** v* -i-. 10- 5** w* \ ! .10-5** e 

[kg] [-] [- ] [kgcm] [- ] [kgcm] [ -] [kgcm] 

bei V = 0,05 
1,2 

1-
1848

1 
2,75 1 + 0,987 1 + 0,454 1 -

2,3 +3905 0*** +4 +2,032 -2 -1,016 
3,4 -2467 3,18 - 0,1250 - 0,0575 -

bei V= 1,05 
1,2 

1-
2042

1 
2,89 1 +0,682 1 +0,314 

1 

-

2,3 +4316 0*** +4 +2,032 -2 -1,016 
3,4 -2727 3,34 - 0,716 - 0,330 -

* Vgl. S. 286 und. Anhang, Tabelle 103. 
** ] __ E J . u. e EJ e EJ 

e - l ' d=-l-·v; -d=-l-·w. 

*** Zugstab, vgl. s. 299. 

Die aus Tabelle 85 und 86 ersichtlichen Zahlenwerte ergeben nach 
S. 306 die Nennerdeterminanten (Rechenschiebergenauigkeit) 

bei V = 0,95: 
1. für Ausknicken aus der Systemebene heraus 

+2,404 +0,175 + 1,016 0 

Ll 1* = (105)4. 
+0,175 +0,489 ° -0,407 

+ 1,016 0 + 1,985 -0,0222 
= + 0,075 .102°, 

° -0,407 -0,0222 +0,397 

2. für Knicken in der Systemebene 

• = (105)2. : = + 387.1010 • LI \ 
+ 2,486 + 1,016 I, 

- + 1,016 + 1,9741 ' , 

bei V = 1,05: 

1. für Ausknicken aus der Systemebene heraus 

+2,289 +0,121 + 1,016 ° 
Ll 1 * = (105)4. 

+ 0,121 +0,466 ° -0,407 

+ 1,016 ° + 1,762 -0,127 
= - 0,13.102°, 

° -0,407 -0,127 +0,347 

2. für Knicken in der Systemebene 

Ll 2 = (105)2.1 + 2,346 + 1,016 1 = + 296.101°. 
+ 1,016 + 1,702 ' 

----
* Ausrechnung vgI. Anhang. 
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Die Determinante Ll l wird zu Null, d. h. die Stabgruppe knickt aus 
der Systemebene heraus, bei dem O,9::Jfachen der gegebenen Belastung 
(Ll 2 würde erst bei dem 1,32fachen der gegebenen Belastung zu Null 
werden; maßgebend ist also das Ausknicken aus der Ebene heraus). 

Wird mit gelenkig verbundenen Stäben gerechnet, so ergibt sich 
der Knickzustand dann, wenn im hächstbea,nspruchten Druckstab 3,4 

EJ·n 2 
die Eulerlast SE = - ~ = - 2420 kg erreicht wird, also bei 

V = 0,93. Durch die steife Verbindung der Stäbe untereinander wird 
also das Knicklastvielfache des Gesamtsystems um etwa ß % erhöht. 

Fall 2. 

Wegen der nur zweiachsigen Gelenka,nschlüsse sind die in Richtung 
der Y-Achse entfallenden Vektorkomponenten f(!lY' f(!2Y' f(!3Y' rp4Y der 
Knotendrehungen gleich Null. 

Die Zerlegung von Wl in Komponenten rp~,2' C{J~,2 und rp~:2 hin­
sichtlich des Stabes 1,2 ergibt daher unter Beachtung von Abb. 277 
die Transformationsgleichungen 

" , f(!1,2 = - f(!t",'Yt,2' 

Die Zerlegung von W2 in Komponenten rp;,t, f(!;,1 und rp~:l hinsicht­
lich des Stabes 1,2 bzw. in Komponenten rp;,3, f(!~,3 und rp~:3 hinsicht­
lich des Stabes 2, 3 ergibt entsprechend 

rp~,t = + rp2x' X~,2' 

rp~,l = - rp2""Y~,2' bzw. rp~,3= - C{J2Z·Y;,3, 

CP~:l = + CP2z' I CP~:3 = + f(!2z ·1. 

Ähnliches gilt für Wa und l/J 4' 

Beim Knicken treten an den Enden des Stabes I, 2 folgende 1\10-
mente* auf: 

aber 

T (= _ T ) = _1_ (' _ ') I 1,2 2,1 e CPt,2 CP2,t' 
1,2 

" ... " 
M" = ~ " - el,2 ~ ähnlich wie bei Sta,b 

t,2 df:2CPl,2 d;:2rp-,t, 2,3 (Fall 1.), 

e" elf M" 1,2" 2,1 11 

2,1= d" CP2,l - d" rpt,2, 
1,2 1,2 

MI/I _ rp~:'l 
2,1-~' 

eZ,l 

* Wäre der Stab 1,2 parallel der Y-Richtung, so könnte wegen des Gl'lrnk­

anschlusses kein Moment Mi',2 auftreten; dann wäre J1I:: 1 = 'P:;',l . 
... , e'2,l 
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da am Ende 1 wegen des Kreuzgelenks, dessen eine Achse parallel ~~:2 
gerichtet ist, kein Moment M~:2 auftreten kann. 

Entsprechendes gilt für Stab 3, 4; für Stab 2, 3 dagegen gilt ohne 
Ausnahme dasselbe wie im Fall 1. 

:Mit 

(= 0), 

M 2 ,IZ = M~'l' 
M 1,2:I: = - M~,2'Y~,2 + Tl,2'X~,2 
.iV2,1" = - M~,I' Y~,2 + T2,I'X~,2" 
.1112,3" = - M~,3' Y~,3 + T 2 ,3' X~,3' M 2 ,sz = M~:3 (nach Abb. 278) 

und den entsprechenden Beziehungen für die Knoten 3 und 4 liefern die 
Gleichgewichtsbedingungen das aus folgendem Schema ersichtliche 
System homogener Gleichungen für die Unbekannten Px und ep. (die 
Werte Pv sind gleich Null; vgl. die Anmerkung auf S. 302): 

Tabelle 87. Schema der Gleichgewichtsbedingungen. 

Gleichgewichts- Beiwerte von 
bedingung f{J1 z I 'P2z I 'Pa z I 'Ph 'P2. I f{Ja. 

CE) 11h,2Z = 0 ZLr,lx 
I 

Zlz,2Z i 
0 0 0 I 0 

E 1112, Ir = 0 Z2X, Ix 

I 

Z2z,2% 
I 

Z2X,3% 0 0 I 0 I 

E lUs, Ir = 0 0 Za x, 2 % I Zax,3x 

I 
Zar,4% 0 i 0 

(E) 111., 3r = 0 0 I 0 I 
Z4X, 3 x Z4x,4% 0 I 0 I I I 

E N 2,f' = 0 0 
I 

0 
i 

0 

·1 
0 Z2z,2z: 

I 

Z2z,3: 

E N 3,1' = 0 0 I 0 I 0 0 Za, 2, Zaz 3, 

Darin ist: 
y'~ e" X /2 

Z - 2_.:.2+ ~ 
Ix, Ix - d" -, 

1,2 el,2 

Y ,2 e" y'2 e" X,2 X'2 
Z. ~ == ~~+~3,2 + ~ ~ 

2 X, :.;; x d" d" - + - , 
1,2 2,3 el,2 e2,a 

y'2 eil y'2 elf X,2 X''.! 
Z = ~~ + ~ 2,3 + _3,. + _2,3, 

3x, 3 x d" d" 
3,4 2,3 e3,4 e 2,3 

Y'2 eil x''! 
Z ---.:.~~+~ 

4x, 4x - d" -
3,4 ea,4 

Y'2 elf X,2 1 e'''q z <) =z -_~~_2 
lx, .. z 2X,lx - d" -

1,2 eI,'1. 
Z --+~ 2z,2: -", d'"' e2,1 2,3 

y'2 e" X':! 
Z2 3 = Z3 0 = - ~.:.~ - ....:.! 

x, x X,-X d;:a e2 ,a 

Y,2 elf X,2 

z - z - - ~.~~~ - ~ 3x,4z - 4:c,3x - d" e 
3,4 3,4 

1 e~" 
Z --+~ 

3z,3z - '" d"" e3,4 2,3 

e~:'3 

d~:'3 
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Endliche Drehungen der Knoten 1-;.-4 sind nur dann möglich, 
wenn die Nennerdeterminante dieses homogenen Gleichungssystems 
Null wird. Dies tritt ein, wenn entweder die erste oder die zweite im 
Schema durch Umrahmung hervorgehobene Teildeterminante für sich 
verschwindet (Knicken aus der Ebene heraus bzw. Knicken in der 
Ebene). 

Aufgabe 87. 

Für den in Abb.284 dargestellten, in den Eckpunkten mit voll­
kommenen Gelenken gelagerten ebenen rechteckigen Rumpfspant mit 
steifen Knoten ist die Knick­
bedingung bei beliebiger Belastung 
aufzustellen; die Eckpunkte seien 
durch eine genügende Anzahl von 
Fesseln räumlich festgelegt. 

~----------------------~x 

Für jeden der an einem Punkte i 
angeschlossenen Stäbe i-I, i und 
i, i + I gelten allgemein dieselben 
Beziehungen zwischen Enddrehun­
gen und Endmomenten wie für den 
Mittelstab 2, 3 im Fall 1 der Auf- Y 

1~. ____ ~==~ __ ~2 
(5 

J 

Abb.284. 

gabe 86, da auf jeden Stab beim Knicken an seinen beiden Enden 
von den Nachbarstäben her Momente ausgeübt werden können. 

Unter Beachtung, daß bei dem hier vorliegenden Rechteckrahmen 

X;,3 = o· , 
Y;,3 = + 1; 

X;,4 = -1; 

Y;,4 = 0; 

ist, liefern die Gleichgewichtsbedingungen ein 
System homogener Gleichungen, dessen Matrix 
in Abb. 285 angedeutet ist; die durch Punkte (.) 
angedeuteten Beiwerte sind dabei Null**. Das 
Gleichungssystem zerfällt also in drei vonein­
ander unabhängige Gruppen von homogenen 
Gleichungen; die Beiwerte der Unbekannten 
f!Jix, f!Jiy, f!Jiz dieser drei Gleichungsgruppen I, H, 
III sind in folgender Tabelle zusammengestellt 
(vgl. die Anmerkung auf S. 302): 

X~.5 = 0*; 

Y~.5 = -1* 

• •• ',' 'r:-.,:",: 

. -' :-Ht.~~~ _. __ .... ~ 
• =1 '1 .:1:_1'_1_' 

. ::: - ~ :1+.i-
1-+-++-11- . - - .. :.'. 

-I ' • . . .. :--

Abb.285. 

* Hier ,,5" statt ,,1", um gleichsinnige Orientierung der Achsen anzudeuten; 
vgl. S.298. 

** Durch die Wahl ein- und zweifacher Striche sollen in dieser Abbildung 
die größeren von den kleineren Beiwerten unterschieden werden. 
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Tabelle 88. Schema der Gleichgewichtsbedingungen. 

Gruppe 1. 

Gleichgewichts- Beiwerte von 
bedingung rp1. rp2. rpa. rp4y 

1 e~' -" 
1: 11i1,1. = 0 

_,1 el ,2 
0 ---- +F 

eI,4 1,2 d" el,4 1,2: 

'" 1 e" 
1: .JJ2,IU= 0 

€2,1 
-+~ 0 

d" -
1,2 e2,a di: 2 e2,3 

1 1 e" -" 
0 

4, a CS ,4 
1: J(a,I.= 0 ----+F d" es, 2 ea,2 3,4 a,4 

1 -" 1 e" 
1: J14,1.= 0 0 

e4,3 
-+-~ 

e4,1 d" e4,l d;: 4 a,4 

Gruppe H. 

Gleichgewichts- Beiwerte von 
bedingung 7'lz I rp2% j rp3:r; 7'4 x I 

1 e" 
I I 

I 
I -" I el ,4 

1:J11,1'= 0 
+ 4,1 0 I 

-
! 

----- d" 
I 

d" el,2 4,1 eI , 2 I I 
4,1 

1 
I 1 e" 

I 

N' 

I I 

--+~ 
c2 ,a 

1: 1112,1%= 0 - -- 0 
~,1 ~,l d~: 3 d" 2,3 

I -" I 1 e" 

I 
I 

1: Jla,I'= 0 0 
eS,2 

I --+~ 
I 

d" -
2, a I ea,.. d~: 3 ea, .. 

I i I -N 1 1 e" e4,1 

I 
I I 

1: .1l4,;% = 0 --- 0 I -- ---+~ 
d~:l I e4,3 I e4,3 d~:l 

Gruppe IU. 

Gleichgewichts- Beiwerte von 
bedingung rpiz rp2z I rpa> rp .. 

e' 11 e'" 1111' 

I 
"nI 

1: 1111,1> = 0 
2,1 4,1 eI,2 

0 
el ,o4 

d'" +F -F d'll 1,2 4,1 1,2 4,1 

1',,, 
e'" e'" 

".,,, 

1: JI2,1> = 0 
e2 ,1 1,2 3,:l e2 ,3 

0 
d'" F-+ d'" dill 1,2 1,2 2,3 2,3 

""li e'" e'" """ 
1: Jla,l> = 0 0 

eS,2 2,a + 4,a es, .. 
- d~'3 F F- d'" -, 2,3 3,4 a,4 

"'", ""li e'" e'" 
1: JI4,;> = 0 

e4 ,1 
0 

e4,a 3," 1,4 
dill d'l' d"' + d"'-4,1 3,4 3,4 4,1 
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Endliche Drehungen der Knoten 1+4 sind nur dann möglich, 
wenn die Nennerdeterminante eines dieser Systeme I oder II bzw. UI 
zu Null wird (Ausknicken aus der Ebene heraus bzw. Knicken inner­
halb der Ebene). 

Bemerkung: Im allgemeinen Fall eines nicht rechteckigen ebenen Rahmens 
liefern die Gleichgewichtsbedingungen für jeden Knoten i zwei Gleichungen, 
von denen jede die 6 Unbekannten tpl-l,., PI-I", tpl,"" f{J",1' PI+I,"" tpl+I,u 
enthält, und eine Gleichung mit den Unbekannten PI-I," f{JI,., f{JI+I,. und damit 
eine entsprechend umständlichere Gesamtmatri.'i:. 

Die Auswertung der Kriterien für das Ausknicken des Spantes aus der Spant­
ebene heraus erübrigt sich, wenn die Rahmenstäbe gleichzeitig hinsichtlichKnickung 
in den Ebenen der Rumpfseitenwände als Glieder von Stabgruppen entsprechend 
Aufgabe 85, Abb. 276 aufgefaßt werden. 

Ist der Rahmen durch eine in 1 und 3 fest angeschlossene Strebe versteift, 
so treten in die einzelnen Summenausdrücke z. T. weitere Glieder ein; z. B. in 
1:j1--11", bzw. in EM3,;. (Knicken in der Spantebene) die Ausdrücke: 

eil' e'l! eil' e'" 3, 1 1 ,3 1,3 1, 3 

d'" IPlz - d'" f{JH bzw. d!" P3' - d'" f{Jl. 
1,3 1,3 1,3 1,3 

(die Ausdrücke EM2,f. und 1:M4 ,;. dagegen ändern sich nicht) usw. 

A ufga be 88. I{nicken einer ebenen Stabgmppe mit einem räumlich 
nicht festgelegten I{llotell. 

Für den in Abb. 286 dargestellten, in den Punkten 1,2,3,4 mit 
vollkommenen Gelenken gelagerten X-Verband ist dasjenige Viel-

~------------------~% Z~----------4 

y 

3._. ______________________ . __ 1, 3 

\\ 
" " II 

;:- ----.--... q-.-.-----------------------. i; fI 
IJrulIfsic!Jt Sedenonsichl r 

Abb.286. 

fache des eingetragenen Belastungsznstands zu ermitteln, bei dem 
Knicken eintritt. Die Punkte 1,2,3,4 seien durch eine genügende 
Anzahl von Fesseln räumlich festgelegt. 

Der Knoten 0 sei gegen Ausknicken aus der Ebene des X-Verbands 
heraus nicht gestützt, er kann also beim Knicken des Verbands außer 
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einer Drehung (/>0 (CPox, CPOy, CPoz) einen Weg (lz beschreiben; dieser 
Weg ist senkrecht zur Verbandsebene gerichtet, da der Punkt ° inner­
halb der Ebene durch die K-Verbandstäbe festgelegt ist. Dabei dreht 

sich die Sehne eines Stabes 0, i um einen Winkel lÖZ dessen Vektor 
0,1 

parallel i$~,i gerichtet ist. 

Für die Komponenten CP~,i' CP~,i' CP~:i der Drehung (/>0 bezüglich 
eines Stabes 0, j gilt dasselbe wie in Aufgabe 85, nur ist zu be­

tlordercmsichl 
.i +1.5;,) 

~---loj" 

o OmufSichf $'o,j 

• tÖj 
Abb.287. 

• M6:1 ist positiv, wenn sein Vektorpfeil im 

Sinne von ?,~: 1 weist; es dreht daher bei der 
hier vorgenommenen Wahl des Koordinaten­
systems in der Vorderansicht entgegen dem 

Uhrzeigersinn (vgL S_ 30)! 

achten, daß jetzt infolge der Ver­
schiebung des Knotens ° um den 
Weg (lz 

" "+ öz CPo,i = iO,i -1-
O,! 

ist. Also treten im Knoten ° beim 
Ausknicken folgende Momente auf 
(verdrillendes Moment M~,i = TO,i 
gleich Null): 

T" m" özjl M" _ 0,1 _ "",o,;- 0,$ 
0,1 - e!' - --e-"--' 

0,1 0,1 

'TI/I ", 

M"'. == ~ = Po,; 
0,1 elf' e" l ' 

0, i 0,1 

Beim Ausknicken tritt ferner in ° an jedem Stab 0, j eine senkrecht 
zur Verbandsebene gerichtete Kraft \13~:i = PO,iz auf; ihre Größe 
folgt nach Abb. 287 aus der Bedingung, daß die Summe aller am 

Tabelle 89. Schema der Gleichgewichtsbedingungen. 

Gleichgewichts- Beiwerte von 
bedingung cpo x 1 'Po. öz 'Po. 

12 x' y' 2) Y~,I 1: Mo,;z=O 
2)Yo,i 2)_~~i 0 e" e'" 0,1 0,1 lo,; eo: i 

x' y' '2 X~,i 
1: Mo,;. = 0 2)-~ 2)XO'i 

2) - 10,le~',1 0 
e" e" 0, ; 0,1 

1.,;~ yG,i I xo,; .2) 80,1 10,1 + l/eö, 1 
1: Po,;, = 0 

10 -eö i 
1 2) -lo,leÖ,1 12 

0 
,1 , I , 0,1 

! 1 

I 

I 1 
1: Mo,lz=O 0 I 

0 0 ~e:" i 0, I 
I 
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Stab 0, j auftretenden Moment<;) bezüglich des Punktes i gleich Null 
sein muß, zu: 

Die Gleichgewichtsbedingungen des 
Knotens 0 liefern damit das aus Ta· 
belle 89 ersichtliche System homogener 
Gleichungen (vgl. die Anmerkung auf 
S.302). 

Knicken tritt also dann ein, wenn 

entweder der Ausdruck \'-b- oder die L.J eO,i 

durch Umrahmung hervorgehobene Teil· 
determinante zu Null wird (Knicken in 
der Verbandsebene bzw. Ausknicken aus 
der Verbandsebene heraus). 

1 längen in cm '" 

Abb.288. 
80,1= -320kg; 80,3= -492kg; 
80,2 = - 960kg; 80,. = + 492kg. 

Zahlenbeispiel (vgl. Abb. 288). 

Stab 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

Tabelle 90. Von den Stabkräften unabhängige Werte. 

Stab 1 x' y' EJ*·1O-6 EJ .10-4 

1 
[ern] [- ] [- ] [kgcm2] [kgcm] 

0,1 60 ° -I 0,958 1,597 
0,2 60 ° +1 0,958 1,597 
0,3 92,2 +0,759 - 0,651 0,540 0,586 
0,4 92,2 +0,759 +0,651 0,540 0,586 

* EJ" = EJ'" = EJ (Rundrohre). 

Tabelle 91. Von den Stabkräften abhängige Werte. 

bei V = 1 bei V = 1,25 

--;k:]-[~;-I-~~]--~~[~::~* [~~-~ [:~I-[~]-~-~~~:~* 
-320 1,10 +2,75 +4,39 - 400 1,22 +2,69 +4,30 
- 960 1,90 +2,19 +3,50 -1200 2,12 + 1,956 +3,12 
-492 2,78 +0,925 +0,542 - 615 3,11 +0,0973 +0,057 
+492 0*** +3,00 +1,758 + 615 0*** +3,00 +1,758 

* Vgl. S.286 und Anhang, Tabelle 103. 

*** Zugstab, vgl. S. 299. 

** I _ EJ e--Z-' u , 

Die aus Tabelle 90 und 91 ersichtlichen Zahlenwerte ergeben nach 
S. 314 die Nennerdeterminanten (Rechenschiebergenauigkeit ) 

t Bei Druckkräften ist der Zahlenwert von S negativ! 
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bei V= 1: 
1. für Ausknicken aus der Systemebene heraus 

+ 8,865.104 

Ll 1 = 0,602.104 

- 62,4 

0,602.104 

+ 1,325.101 

- 189,5 

2. für Knicken in der Systemebene 

- 62,4 

- 189,5 = + 3,8· 108, 

3,30 

.1 2 = + 10,19 . 104 ; 

bei V=1,25: 
1. für Ausknicken aus der Systemebene heraus 

+ 8,19.104 

.11 = 0,84· 104 

-77 

0,84.104 

+ 1,04.104 

-150 

2. für Knicken in der Systemebene 

- 77 

- 150 = - 51 . 108, 

3,91 

.1 2 = + 9,235 . 104 • 

Abb. 289 zeigt die Werte der Determinanten Ll 1 undL1 2 über Vaufge. 
tragen (die Rechnung wurde noch für andere Werte V durchgeführt). 

Abb.289. 

Das kleinste Vielfache V, bei dem eine der Determinanten zu Null wird, 
ist maßgebend. Die Determinante Ll 1 wird zu Null, d. h. die Stab· 
gruppe knickt aus der Systemebene heraus, bei dem 1,Olfachen der 
gegebenen Belastung (Ll 2 würde erst bei dem 2,26fachen der gegebenen 
Belastung zu Null werden); maßgebend ist also das Ausknicken aus 
der Ebene heraus. 

Bei Annahme eines gelenkigen Knotenpunktes ,,0" wäre es falsch, 
als Knicklängen die Längen der Einzelstäbe 0, 1; 0, 2; 0, 3 usw. in die 
Euler-Formel einzusetzen; denn der Knoten ,,0" ist nicht räumlich 
festgelegt. 
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Aufgabe 89: I{nicken einer elastisch quergestützten Flügelstl'ehe. 
Für die in Abb. 290 dargestellte, im Punkt ° durch den Halb­

rahmen 0,3,4,5 elastisch quergestützte Vorderstrebe eines halbfrei­
tragenden Hochdeckers ist 
festzustellen, bei welchem 
Vielfachen der eingetragenen 
Belastung Knicken eintritt. 
Die Vorderstrebe sei in den 
Punkten 1 und 2, der Halb­
rahmen in den Punkten 0, 
3, 4 und 5 vollkommen ge­
lenkig angeschlossen; die 
Punkte 1,2,3 und 4 seien 
durch eine genügende An­
zahl von Fesseln räumlich 
festgelegt (hinsichtlich des 
Punktes 2 stellt die Strebe 
selbst eine Fessel dar). 

Strenggenommen ist die 
Knickbedingung abhängig 
von der Biegesteifigkeit 
sämtlicher Rahmenstäbe und 
beider Streben; zur Verein-

1 

1 

, , 

~,~ 
0.' 

2 

2 1~1I1 0,2 

Abb.290. 

fachung der Rechnung kann jedoch zwischen den Rahmenstäben3, 4 
und 4,5 ein vollkommenes Gelenk angenommen werden, so daß in 
die Knickbedingung nur die Biegesteifigkeiten der Rahmenstäbe 0, 3 
und 3, 4 sowie der Strebe 1, 2 eingehen. 

Da der Punkt ° in der XY-Ebene durch die Stäbe 0,3 und 0,1 
festgelegt ist, kann er beim Ausknicken der Strebe, ähnlich wie in 
Aufgabe 88, nur einen Weg <5z in Richtung Z ausführen; dabei wird 
in 0 von der Strebe auf den Rahmen in Richtung der Z-Achse eine 
der Verschiebung <5z proportionale Kraft PO,3t = ]{. <5z ausgeübt. Hierin 
ist K diejenige Kraft, welche erforderlich ist, um den Punkt ° des 
Teilrahmens 0, 3, 4 um die Strecke <5 z = 1 cm auszulenken. 

Zur Ermittlung von ]{ wird nach der Arbeitsgleichung (Kap. Ir, 
S. 114) in bekannter Weise die Auslenkung lJ'z des Rahmenpunktes·Q 
infolge einer Kraft P~,3Z = 1 kg ermittelt; dann ist 

K 1 
]{ = a'~' 

Ähnlich wie in Aufgabe 88 tritt außer dem Weg Dz beim Ausknicken 
der Strebe (mit Ausnahme des Falles ZO,l = Zo,~ bei längs 1,2 konstanter 
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Steifigkeit) eine Drehung t/Jo (!Pox, rp01l' rpoz) des Strebenquerschnitts 
bei 0 auf; daher gelten für den Fall des Knickens der elastisch quer­
gestützten Strebe für den Knoten 0 entsprechende Gleichgewichts­
bedingungen wie bei dem in Aufgabe 88 behandelten K-Verband. Nur 
ist zu beachten, daß im vorliegenden Beispiel vom Rahmenstab 0, 3, 
der an die Stelle der Stäbe 0,3 und 0,4 des K-Verbands tritt, wegen 
seines gelenkigen Anschlusses in 0 keine biegenden Momente auf die 
Strebe 1,2 ausgeübt werden können; der Rahmenstab 0,3 setzt aber 
dem Ausknicken der Strebe 1, 2 aus der XY-Ebene heraus eine Wider­
standskraft 

- PO,3Z = - K·!5z 
entgegen. 

Unter Beachtung, daß hier 

X~,l = -1, Y~,l = 0, X~. 2 = + 1 und y~, 2 = 0 

ist (Abb. 290), nehmen die Gleichgewichtsbedingungen der Aufgabe 88 
die Form an: 

.2Mo,iX= 0: ..!... • . , 

.2Mo,i1l=O: rp01l() +e,~)+!5z(l ~e" -~)=o; 
0,1 O,! 0.1 0,1 0,2 0,2 

.2Po,;z = 0*: 1 1 

(
So 1· lo 1 + - 80 2· 10 2 + - ) ( 1 1) , , e" , I e" 

!Po !I ~ - 1 ~. e" + (5z 12 0,1 + I" 0,2 + K = 0 ; 
0,1 0,1 0,.. 0,2 0,1 0,2 

.2MO,iZ=O: rpoz(e~' +,,~~,)=O. 
0,1 -u,2 

Eine endliche Drehung rp sowie ein endlicher Weg !5z des Punktes 0 
ist nur dann möglich, wenn entweder 

1 1 -+--0 e'" e'''-0,1 0,2 

oder wenn 

1 1 
-e-"-+ eil 

0,1 0,2 

1 1 ----
10,1 • eo: 1 10 ,2. e:': 2 

, 

ist (Knicken in der XY-Ebene bei 
festliegendem Stützpunkt 0), 

1 1 ----
lO,1 • eu: 1 lo,2· eO:2 

80,1 + 80,2 + 1 + _1_ +K 
10,1 10,2 13,1 • eu: 1 lC,2 • eu: 2 

=0 

ist (Knicken in der XZ-Ebene mit gleichzeitigem Ausweichen des 
Punktes 0). 

* Das positive Vorzeichen von K in dieser Gleichung kommt dadurch zustande, 
daß entsprechend der Anmerkung auf S. 302 die in Tabelle 89 angeschriebenen 
Gleichgewichtsbedingungen mit - 1 multipliziert sind. 
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Zahlenbeispiel (vgl. Abb. 291). 

Ermittlung der Rahmenwiderstandskraft K. 
Die Steifigkeit der Rahmenstäbe hinsichtlich Biegung in der Rah­

menebene sei EJO,3 = EJ3 , 4 = 40,0.106 kgcm2 • 

fE-150~ 

_'88nJ" : : 
, I 

n' I I 'O,.1z-1 'L 
-0 I -0-

Abb.291. 

Nach der Arbeitsgleichung ist die Verschiebung ~'z des Rahmen­
punktes 0 infolge einer in 0 angreifenden Seitenkraft P~,3Z = 1: 

, 1 188 1 150 
t5z= EJO,3 '6[(-188).2.(-188)]+ EJa,4·T[(-188).2.(-188)] 

= 9,96.10-2 cm/kg; 

1 
also K = ö'z = 10 kg/cm. 

Ermittlung der Strebenknicklast. 

Die Strebe 1,0,2 sei als Stromlinienrohr mit EJmax = EJ" 
= 138· 106 kgcm2 und E J min = E J"' = 40.106 kgcm2 ausgebildet. 
Die Achse ?/" des kleinsten Trägheitsmoments EJ'" verläuft in der 
Z-Richtung. Wie aus dem Folgenden hervorgeht, sind die Trägheits­
momente so gewählt, daß im Falle unendlich kleiner Rahmensteifig­
keit (K = 0) das Ausknicken der Strebe aus der Ebene X Y heraus 
(um die Achse der größten Steifigkeit) bei derselben Laststufe ein­
treten würde wie das Knicken in der Ebene X Y bei festliegendem 
Punkt 0 (um die Achse der kleinsten Steifigkeit). 

1. Knicken aus der Ebene X Y heraus mit seitlichem Ausweichen des 
Stützpunktes 0. 

Tabelle 92. Von den Sta bkräften una bhängige Werte. 

Teilstab 
EJ"·10-6 EJ" .10-8 

l 
[ern] [kgem2] [kgcm] 

0,1 147 138 0,939 
0,2 300 138 0,460 
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Tabelle 93. Von den Stabkräften abhängige Werte. 

bei z. B. S = - 7500 kg bci z. B. S = -7400 kg 

~:~t -- [k:] - [~] I ~:~ ~~:~:;*I--[k-:-]----'-[~-"]-'I-;-:-~----;-:::'-'~~'-~-~-:~~ 
0,1 -750011,08 I +2,76 1 +2,59 -740011,08 1 +2,76 1 +2,59 
0,2 -7500 2,21 + 1,85 + 0,85 - 7400 2,20 + 1,86 + 0,86 

* Vgl. S. 286 und Anhang, Tabelle 103. 
1 EJ" ** eH = -1--' u". 

Die aus Tabelle 92 und 93 ersichtlichen Zahlenwerte ergeben nach 
S. 318 die Nennerdeterminanten (Rechenschiebergenauigkeit) 

für B = - 7500 kg: 

LI _I + 3,44.106 

1 - + 14,78.103 

+ 14,78, 103
1' = -1.106 

+ 63,2 ' 

für B = - 7400 kg: 

LI _I + 3,45· 106 

1 - + 14,76.103 

+ 14,76' 103 1 

+ 64,7 
= + 5.106• 

Ll1 wird zu Null, d. h. die Strebe 1,0,2 knickt mit seitlichem 
Ausweichen des Stützpunktes 0 aus der Ebene X Y heraus, bei 
BK = - 7480 kg. (Die Eulerlast der nicht quergestützten Strebe 1,0,2 
für seitliches Knicken beträgt: 

EJ":n;2 
SE = - ----z2- = - 6800 kg.) 

2. Knicken in der Ebene X Y bei festliegendem Stützpunkt O. 

Die Knicklast kann unmittelbar nach S. 304 angeschrieben werden: 

EJ'" :n:2 
BK = - 12 • k. 

Darin ist nach Abb.281 mit !{ = 0,329: k = 3,45, 

also: BK = - 6800·kg. 

Der Knickfall (2) ist also maßgebend, da er die kleinere Knicklast 
liefert. Praktisch bedeutet dies, daß J max = J" zwecks Herstellung glei­
cher Knicksicherheit in beiden Knickrichtungen so weit herabgesetzt 
werden kann, daß das Ausknicken aus der Ebene X Y ebenfalls bei 
BK = - 6800 kg eintritt. 

Wie eine nochmalige Durchführung der ganzen Rechnung zeigt, 
ist dies bei der eingangs errechneten Rahmen-Widerstandskraft 
K = 10 kg/cm der Fall, wenn EJmax = EJ" zu 124.106 kgcm2 statt 
zu 138.106 kgcm2 gewählt wird. 
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§ 24. Stabilität räumlicher Stabgl~UPl)ell. 
A ufg a be 90: I{nicken eines Baldachinbocks. 

Es ist die Bedingung für das Knicken des in Aufgabe 84 behandelten, 
in den Punkten 1, 2, 3 mit vollkommenen Gelenken an räumlich fest­
gelegte Punkte angeschlossenen Baldachinbocks aufzustellen. 

Die Gleichungen zur Ermittlung der als Unbekannte anzusehenden 
Dreh ungskomponenten f{Jox' f{JOlJ' f{Joz der Drehung (/J des gemeinsamen 
Knotens 0 sind bereits in Aufgabe 84 aufgestellt; die Beiwerte der 
Unbekannten liefern die Knickbedingung: 

X"'!. X,,,2 
~ __ o,~ _ + _oL 

LJ eo:; e;{,'I' 

x" y" x'" y'lI 
~ 0,1 0,1 + 0,1 0.1 
~ e"--- ---;;;-, , 

0, I 0, I 

x" ",,11 :1:'" z'" ~ 0,1 "'O,/...L 0,1 0,1 
.L..J-e"-- I - -ern- -, 

0,1 0,1 

Z"2 Z",2 5..., 0,1 + 0,1 
--~ ----

.::...J e" e'" 0,1 0,1 

Bei Stäben, deren Trägheitsmomente für alle Schwerachsen ihres 
Querschnitts gleich sind, z. B. bei Kreisrohren, ergibt sich wegen: 

z.B. 
:l;~:} x~:'/ -- - + ---
eil elf' 0, I 0, j 

1- XO: i 

eO,j 

usw. (vgl. Hütte I 26. Aufl. S. 135). 

Bemerkung. Bei den in diesem Kapitel behandelten Stabilitätsaufgabcn 
wurde vorausgesetzt, die Längen der einzelnen Stäbe seien unveränderlich. Diese 
Voraussetzung kann nicht beibehalten werden, wenn ein Fachwerk als Ganzes 
(z. B. ein Holmfachwerk) auf Knickung untersucht werden soll. Näheres zur 
exakten Behandlung dieser Frage s. bei Y. l\lises u. Ratzersdorfer 63• 

Thalau-Telchmann, Beispiele. 21 
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324 Anhang II. 

Anhang H. 

Formeln und Zahlenwerte zur Berec]mung von Balkell~ 
die auf Biegung oder auf Knickbiegung beansprucht 

werden*. 

(Vgl. hierzu S. 164-;.-166 und Abb. 165; x und ~ von Balkenmitte 
aus gemessen.) 

Tabelle 95. Ausdrücke ~ zur Ermittlung der Biegemomente jj bei 
nicht vorhandener Längskraft (8 = 0): 

jj = 12 E Pn· /B(Pn) + 1 E Pe· ~ (Pe) + E llfe· /B(llf~) . 

Quer- - Quer-
/B belastung IB belastung 

Po ! [1 - (2tn p" ** ~ (1 =f 2/)( 1 ± ~r) ~ 

cxr Pt· - 1 1;1[1 - Ctn .1.11" ** ~ 

1 ( 2:1:) =f"2 1±[ 

(2 x)" ~8 [1- (2n'J 
Sonderfälle: 

PI· T MI 1 ( 2 X) 
(~= - 1/2) +- 1--2 1 

(2 x)' 4~1 [1- (2tn Mr 1 ( 2X) Pa· T (~= + 1/2) -2 1+[ 

* Ausführlichere Formeltafeln siehe bei Tei chmann40• Dort bedeutet 8 die 

halbe Balkenspannweite und IX den Wert 8 ~, während hier IX den Wert 

11 @ bezeichnet. - Ausführlichere Zahlentafeln enthält der noch nicht ver-YEJ 
öffentlichte DVL-Bericht Cf 203/3. Vgl. auch die Tafeln der Werte "v" bei 1\1 üller­
Breslau 18, der Werte ,,8, t" usw. bei Zimmermann61 und der Werte ,,0 (rp), 
8 (rp), t(rp)" bei Bleich42• 

** Die oberen Vorzeichen gelten für X <~, die unteren Vorzeichen gelten für 
x~~. 
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Tabelle 98 und 99 s. auf S. 328 und 329. 
Tabelle 100. Zahlenwerte der Funktionen f~ (M) in Tabelle 96. 

angegebenen Zahlenwerte sind mit dem jeweils über der betreffenden Spalte 
eingetragenen Multiplikator (! zu vervielfachen* ) 

x __ I~ (M') an der Stelle T = 
lX=zy kSJ - 0,3751 - 0,250 1 - 0,125 ~ 0 1 + 0,125 i + 0,250 . _-±"~75 . 

(! = 10-2 ! (! = 10-2 1 (! = 10-2 1 (! = 10-21 (! = 10-2 : (! = 10-2 ~ (! = 10-2 

o - 2,0511- 3,906/1- 5,371!- 6,250 - 0.348 '- 5,469 1- 3,418 
0,2 - 2,060 - 3,924 - 5,396 '- 6,276 - 6,372 - 5,488 :- 3,429 
0,4 - 2'0891- 3,978

1

- 5,467 - 6,356 - 6,448 i- 5,547 !- 3,462 
0,6 - 2,140 - 4,072 - 5,591 - 6,493

1
- 6,578 '- 5,649 1- 3,518 

0,8 - 2,214 - 4,210 - 5,776 - 6,696.- 6,769 - 5,799 1- 3,601 
1,0 - 2,316,- 4'4011- 6,028~- 6,976 i- 7,033 - 6,006 ,- 3,714 
1,2 - 2,454 - 4,658 - 6,367:- 7,348'- 7,385 - 6,281 '- 3,866 
1,4 - 2,6371- 4,998 - 6,8171- 7,843- 7,851 - 6,644 1- 4,066 
1,6 - 2,881 i- 5,453 - 7,417 1 - 8,502 - 8,470 - 7,126 - 4,331 
1,8 - 3,213 1- 6,069 - 8,231 i - 9,394 - 9,305 - 7,775 1- 4,687 

~:~ = ::~~~ ~ = ~:~~~ = Ig:~~61 = ~~:~~ = ~~:~~ ! = ~:~~;, = ~:!~~ 
2,2 - 4,357!- 8,1921- 11,02 1- 12,44- 12,15 ,- 9,979 - 5,890 
2,3 - 4,825 - 9,060

1
.- 12.16 1- 13,69 ,- 13,31 I· - 10,87 - 6,376 

2,4 - 5'4251- 10,17 ,- 13,62 - 15,28 - 14,79 - 12,01 - 6,996 
2,5 - 6,219 - 11,64 1- 15,55 - 17,37 - 16,73 1- 13,51 - 7,810 
2,6 - 7,314 - 13,67 1- 18,20 1- 20,25 .- 19,41 - 15,56 1- 8,926 
2,7 - 8,913

1
- l6,63 1- 22,08 - 24,46 - 23,30 1- 18,55 1- 10'55 

2,8 -11,46 ,- 21,34. - 28,25 - 31,14 - 29,49 - 23,30 -13,12 
2,9 -16,14 1- 29,98 ,- 39,55 1- 43,39 - 40,82 i- 31,98 -17,83 
3,0 -27,45 1- 50,89 /- 66,87 1- 72,98 1- 68,18 1- 52,93 /-29,17 
3,1 -93,26 -172,5 -225,8 :- 245,° 1-227,1 ;-174,6 -95,01 

:n; (Xl (Xl I 00 1 (Xl I 00 1 (Xl 1 (Xl 

3,2 
3,3 
3,4 
3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 
4,0 
4,5 
5,0 
5,5 
6,0 

2:n; 

rx.-ZJ/ISI - EJ 

+66,37 i+122,5 1+159,6 1+172,1 1+158,2 ~+120,3 1+64,59 
+24,49 1+ 45,06 + 58,45 1+ 62,62 1+ 57,06 ,+ 42,88 +22,67 
+15,04 + 27,59 + 35,63 + 37,89 + 34,19 + 25,37 +13,18 
+10,88 + 19,90 + 25,56 + 26,98 + 24,09 1+ 17,62 + 8,982 
+ 8,549 + 15,59 + 19,91 + 20,84 + 18,39 :+ 13,24 '+ 6,605 

+ 7,064 + 12,84 + 16,29 + 16,90 + 14,73 ;+ 10,42 + 5,071 
+ 6,042 + 10,94 + 13,80 + 14,17 + 12,18 !+ 8,448 + 3,995 
+ 5,300 + 9,556 + 11,97 + 12,17 '+ 10,30 ;+ 6,985 + 3,195 

+ 4,741 + 8,512 + 10,58 1+ 10,63 :+ 8,849 !+ 5,853 + 2,572 
+ 3,311 + 5,793 + 6,869 + 6,400i+ 4,719 :+ 2,535 + 0,7W 
+ 2,941 + 4,959 + 5,480'+ 4,4961+ 2,569 1+ 0,6158 - 0,4362 
+ 3,387 + 5,422 + 5,370!+ 3,441+ 0,6998

1
- 1,421 - 1,769 

+ 7,124 + 10,61 + 8,777:+ 2,792:- 3,946 - 7,635 - 6,108 

(Xl 1 00 1 00 1+ 2,533 1 00 1 (Xl i 00 

(! = 10-21 (! = 10-21 (! = 10-2 ! (! = 10-21 (! = 10-2 I (! = 10-2 1 (! = 10-2 

+ 0,37ST-+0,250T + -0:125 [ ----Ö- --I-~-0,125T·~ 0:250--: .. ~ 0,375 
x 

- flJ (MI) an der Stelle T = 

* Wenn in der letzten SteUe der Zahlen eine 5 durch Aufrunden zustande 
kommt, ist dies durch Hochstellen der 5 gekennzeichnet. - Vgl. auch die An­
merkungen * auf S. 324 und 328. . 
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Anhang Ir. 

Tabelle 98. Zahlenwerte der Funktionen IR (M) in Tabelle 95. 

t~ (M) an der Stelle ~. = 
l 

-0,500,-0,375 ]-0,250 i-0,125 0 :+0,125 '+0,250 1+0,3751+0,500 

+1,000 +0,8751+0,750 1+0,6251+0,5001+0,375 +0,2501+0,1251 0 

o -0,125 !-0,250-0,375 :-0,500 \-0,625 1-0,750 '-0,875 1-1,000 

Tabelle 100 

Tabelle 101. Zahlenwerte der 
(Die Zahlenwerte der Tabelle sind mit dem jeweils über der betreffenden 

x x 

-lVßT 
10 (Po) an der Stelle T = 10 (PI) an der Stelle T = 

0(- -
0 I ±0,125 I ±0,250 I ±0,375 o I ±0,125 1 ±0,250 1 ±0,375 EJ 

e = 10-2 I e = 10-2 e=1O-2 1 e=1O- 2 - e =0 10-4 e= 10--41 e=-1O-4 

0 + 1,302 + 1,205 + 0,9277 + 0,5056 0 ±2,772 ±4,069 ±3,026 
0,4 + 1,324 + 1,225 + 0,9430 + 0,5138 0 ±2,784 ±4,086 ±3,038 
0,8 + 1,393 + 1,289 + 0,9918 + 0,5403 0 ±2,819 ±4,136 ±3,074 
1,2 + 1,525 + 1,412 + 1,086 + 0,5911 0 ±2,880 ±4,224 ±3,137 
1,6 + 1,760 + 1,628 + 1,252 + 0,6809 0 ±2,970 ±4,352 ±3,229 
2,0 + 2,193 + 2,028 + 1,558 + 0,8467 0 ±3,094 ±4,529 ±3,355 
2,2 + 2,560 + 2,367 + 1,817 + 0,9872 0 ±3,172 ±4,640 ±3,434 
2,4 + 3,134 + 2,898 + 2,223 + 1,207 0 ±3,261 ±4,767 ±3,525 

2,6 + 4,143 + 3,831 + 2,937 + 1,593 0 ±3,363 ±4,913 ±3,629 
2,8 + 6,351 + 5,870 + 4,498 + 2,438 0 ±3,481 ±5,081 ±3,749 
3,0 +14,83 +13,70 +10,49 + 5,683 0 ±3,617 ±5,275 ±3,887 

n 00 00 00 00 0 ±3,727 1±5,430 ±3,998 

3,2 -34,83 -32,J8 -24,62 -13,32 0 ±3,775 ±5,499 ±4,047 
3,4 - 7,638 - 7,053 - 5,392 - 2,914 0 ±3,958 ±5,760 ±4,233 
3,6 - 4,180 - 3,859 - 2,948 - 1,591 0 ±4,173 ±6,065 ±4,4.o 
3,8 ,- 2,829 - 2,610 - 1,992 - 1,074 0 ±4,425 ±6,424 ±4,705 
4,0 - 2,111 - 1,947 - 1,484 - 0,7988 0 ±4,726 ±6,852 ±5,01O 

* Vgl. die Anmerkungen * auf S. 324 und 327. Bei oc =n, also bei S = E~2:n2 
(der Eulerlast des nicht eingespannten Stabes), gehen die Werte fund {} 
für nicht rein antisymmetrische Querbelastung nach 00. Die angegebenen Funk-
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Tabelle 99. Zahlenwerte der Funktionen tB (Pn) in Tabelle 95. 

- x 
Quer- tB (Pn) an der Stelle T = 

belastung 
0 ± 0,125 ± 0,250 ± 0,375 

Po + 0,1250 + 0,1172 + 0,09375 + 0,05469 

Pl' (2lX) 0 ± 0,009766 ± 0,01563 ± 0,01367 

(2 X\ 2 
+ 0,02083 + 0,02075 + 0,01953 + 0,01424 po' -) " \ l 

P3' (~~)3 0 ± 0,003113 I ± 0,005859 ± 0,006409 

s. auf S. 327. 

Funktionen fd (Pn) in Ta belle 96. 
Spalte eingetragenen Multiplikator e zu vervielfachen.)* 

x h (P2) an der Stelle T = 
x 

fd (P3) an der Stelle 7, = 

0 I ±0,125 I ±0,250 I ±0,375 0 L±0,125 1----=±0,250 J ±0,3~5 
------ -. ---- -------

e=1O-3 e=1O-3 e=1O-3 I e=1O-3 e=IO-4 e=10-4 e=10-4 

+ 2,431 + 2,268 + 1,782 + 0,9966 0 ±1,035 ±1,587 ±1,250 
+ 2,471 + 2,305 + 1,811 + 1,012 0 ±1,039 ±1,593 ±1,255 

+ 2,602 + 2,426 + 1,904 + 1,063 0 ±1,053 ±1,613 ±1,269 
+ 2,853 + 2,658 + 2,082 + 1,159 0 ±1,077 ±1,647 ±1,294 
+ 3,296 + 3,068 + 2,396 + 1,330 0 ±1,112 ±1,698 ±1,331 
+ 4,116 + 3,826 + 2,977 + 1,645 0 ±1,160 ±1,767 ±1,381 
+ 4,811 + 4,468 + 3,469 + 1,911 0 ±1,190 ±1,810 ±1,412 
+ 5,898 + 5,473 + 4,239 + 2,328 0 ±1,224 ±1,860 ±1,448 
+ 7,809 + 7,239 + 5,591 + 3,060 0 ±1,264 ±1,918 ±1,489 
+11,99 +11,10 + 8,549 + 4,661 0 ±1,31O ±1,983 ±1,537 
+28,05 +25,94 +19,91 +10,81 0 ±1,363 ±2,059 ±1,591 

00 00 00 00 0 ±1,405 ±2,120 I ±1,635 

-66,03 -60,98 -46,62 -25,19 0 ±1,424 ±2,147 ±1,655 

-14,51 -13,38 -10,19 - 5,476 0 ±1,495 ±2,25O ±1,728 
- 7,961 - 7,329 - 5,554 - 2,969 0 ±1,579 ±2,369 ±1,814 
- 5,402 - 4,963 - 3,743 - 1,988 0 ±1,677 ±2,510 ±1,9J5 
- 4,042 - 3,707 - 2,780 - 1,466 0 ±1,795 ±2,678 ±2,035 

tionswerte für IX > n haben also nur Sinn für die Berechnung eingespannter 
Stäbe bzw. durchlaufender Balken auf mehreren Stützen (vgl. Aufgabe 72). 
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Tabelle 102. Zahlenwerte der Funktionen {} in Tabelle 97. 
(Die angegebenen Zahlenwerte sind mit dem jeweils über der betreffenden 
Spalte eingetragenen Multiplikator e zu vervielfachen. Bei if(po) und {}(P2) gelten 
die oberen Vorzeichen für {}' bzw. die unteren für {}., bei if(Pl) und {}(P3) ist 

o + 3,333 
0,2 + 3,342 
0,4 + 3,369 
0,6 + 3,416 
0,8 + 3,485 

1,0 + 3,579 
1,2 + 3,705 
1,4 + 3,870 
1,6 + 4,089 
1,8 + 4,383 
2,0 + 4,788 
2,1 + 5,053 
2,2 + 5,375 

2,3 + 5,775 
2,4 + 6,28 5 

2,5 + 6,955 

2,6 + 7,873 
2,7 + 9,206 
2,8 +11,32 
2,9 +15,18 
3,0 +24,50 
3,1 +78,55 

n 00 

3,2 -52,47 
3,3 -18,05 
3,4 -10,26 
3,5 - 6.811 
3,6 - 4,858 
3,7 - 3,596 
3,8 - 2,709 
3,9 - 2,049 
4,0 - 1,534 
4,5 + 0,01467 
5,0 + 0,9916 
5,5 + 2,157 
6,0 + 6,005 

2n 00 

ifl = ifr = {).) * 

1 - 1,667 i ± 4,167 - 2,778 ± 8,3331 - 1,190 
- 1,674 I ± 4,183 - 2,780 ± 8,365 - 1,192 
- 1,698 . ± 4,234 - 2,788 ± 8,462 - 1,195 

- 1,739 ± 4,322 - 2,802 ± 8,630 - 1,200 
- 1,800 ± 4,452 - 2,821 ± 8,876 - 1,208 
- 1,884 ± 4,630 - 2,846 ± 9,216 - 1,218 
- 1,997 ± 4,869 - 2,877 ± 9,670 - 1,230 
- 2,146 ± 5,185 - 2,914 ± 10,27 I - 1,246 

I, - 2,346 ± 5,606 - 2,959 ± 11,07 1,263 i-
- 2,618 ± 6,176 - 3,011 ± 12,15 - 1,284 
- 2,999 ± 6,968 - 3,072 ± 13,66 ,- 1,308 
- 3,249 ± 7,486 - 3,106 ± 14,64 - 1,321 
- 3,556 ± 8,121 - 3,142 ± 15,85 - 1,336 

I
' - 3,940 ± 8,913 - 3,181 ± 17,35 - 1,351 

- 4,432 ± 9,926 - 3,223 ± 19,27 - 1,368 
- 5,084 ± 11,26 - 3,268 ± 21,80 - 1,386 
- 5,982 ± 13,10 - 3,316 ± 25,28 - 1,405 
- 7,294 ± 15,78 - 3,368 ± 30,36 - 1,426 
- 9,386 ± 20,03 - 3,423 ± 38,43 - 1,448 
-13,22 ± 27,83 - 3,482 ± 53,20 ,- 1,471 

I -22,51 ± 46,67 - 3,546 ± 88,89 I - 1,497 
-76,54 I ±156,2 - 3,615 i ±296,3 ,- 1,524 

I 00 I 00 I - 3,645, 00 i - 1,536 

+54,51 
+20,13 
+12,37 
+ 8,961 
+ 7,049 
+ 5,831 
+ 4,993 
+ 4,386 
+ 3,928 
+ 2,767 
+ 2,486 
+ 2,908 

I + 6,243 

00 

=F109,4 
=F 39,65 
=F 23,91 
=F 16,96 
=F 13,04 
=F 10,54 
=F 8,797 
=F 7,518 
=F 6,539 
=F 3,828 

I 
=F 2,598 
=F 1,901 
=F 1,456 

I =F 1,267 
I 

- 3,689 =F206,7 I - 1,553 
- 3,769 =F 74,62 1 - 1,585 
- 3,854 =F 44,79 - 1,619 
- 3,947 =F 31,62 i - 1,656 
- 4,048 =F 24,21 '- 1.696 
- 4,157 =f 19,45 I - 1,739 
- 4,276 =F 16,15 I - 1,786 
- 4,405 =F 13,72 i - 1,837 

1 - 4,547! =F 11,86 I - 1,893 
- 5,507 =f 6,699 I - 2,272 
- 7,243 =f 4,330 I - 2,956 
-11,23 =F 2,9641 - 4,525 

-29,39 I =F 2,056 I -11,65 

00 I =F 1,655 i 00 

* V gl. die Anmerkungen * auf S. 324, 327 u. 328. 
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Tabelle 103. Formeln und Zahlenwerte der Hilfsausdrücke 11, v, w zur 
Durchführung von Nebenspann ungs- und Sta bili tä tsaufgaben 

(vgl. § 22-:--24)*. 

1 ui,i ei,i ____ =Vi,i. ~,i =W',i. i-/" ,=(_"-) l 
P-_ •• =r.; e···e··-$~··e·· l~·' e··.e··-$,·.P..:' l!·' Lt" EJ,'," ...... ,' 1,1. 1,1 1,'10 ""'l,1 ),1. t" 1.,1 'lI- "'1,' -,,1 'l.,1 , ~ 

'll= ; 

l-~ 
tgar: 

0: 

0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1,0 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 
3,0 
3,1 

n 

3,2 
3,3 
3,4 
3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 
4,0 
4,5 
5,0 
5,5 
6,0 

2n 

1t 

3,000 
2,992 
2,!J68 
2,927 
2,870 
2,794 
2,699 
2,584 
2,446 
2,282 
2,088 
1,979 
1,861 
1,732 
1,591 
1,438 
1,270 
1,086 
0,8833 
0,6586 
0,4082 
0,1273 

0 

-0,1906 
-0,5540 
-0,9744 
-1,468 
-2,059 
-2,781 
-3,691 
-4,881 
-6,518 

0:2 (1--::-) SlDar: 
w= . 0:)2 ( ar:)2; 

1-- - 1--
(tgo: sinar: 

V W 

4,000 - 2,000 
3,995 - 2,001 
3,979 - 2,005 
3,!)52 - 2,012 
3,914 - 2,022 
3,865 - 2,034 
3,804 - 2,050 
3,732 - 2,070 
3,647 - 2,093 
3,548 - 2,120 
3,436 - 2,152 
3,374 - 2,170 
3,309 - 2,189 
3,240 - 2,210 
3,166 - 2,233 
3,088 - 2,257 
3,005 - 2,283 
2,918 - 2,312 
2,825 - 2,342 
2,728 - 2,376 
2,624 - 2,411 
2,51 5 - 2,450 

2,467 - 2,467 

2,399 - 2,492 
2,276 - 2,538 
2,146 - 2,588 
2,008 - 2,642 
1,862 - 2,702 
1,706 - 2,767 
1,540 - 2,838 
1,363 - 2,917 
1,173 - 3,004 

- 0,01915 - 3,614 
- 1,909 - 4,785 

- 5,673 - 7,647 
-20,64 -21,45 

- 00 I - 00 

* Vgl. die Anmerkungen * auf S. 324 und 327. 



332 Anhang III. 

Anhang III. 

Verfahren ZUl' Auflösung von symmetrischen 
Systemen linearer Gleichungen und von 

symmetrischen Determinanten. 

Die im folgenden angegebenen Rechnungsverfahren beziehen sich 
auf Systeme linearer Gleichungen von der Form 

Xl (jl,l + X 2 (j1,2 + ... X .. (jl,n + (jl,o = 0 

Xl (j2,1 + X 2 (j2,2 + ... X .. (j2, .. + (j2,O = 0 

Xl (j,.,l + X 2 (jn,2 + ... X .. (j .. ,,. + (j,.,o = 0, 

bei denen Symmetrie der Beiwerte zur Hauptdiagonale vorliegt, d. h. 
bei denen entsprechend S. 192 (ji,k = (jk,i ist. Die Tabellen 104 und 105 
zeigen außerdem die Ausrechnung der aus den Beiwerten (ji k ge­
bildeten Determinanten, wie sie z. B. zur Lösung von Stabilltäts­
aufgaben erforderlich ist. 

Die unter 4. und 5. folgenden Ausführungen beziehen sich insbeson­
dere auf die Sonderfälle symmetrischer Systeme von drei· und fünf­
gliedrigen Gleichungen mit nUnbekannten (Differenzengleichungen 
zweiter und vierter Ordnung), wie sie z. B. bei Aufgabe 58, 78 und 83 
vorkommen. 
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3. Tabelle 106. 

Auflösung symmetrischer Systeme von n linearen Glei­
chungen mit n Unbekannten nach dem sog. abgekürzten 
Gaußschen Algorithmus (vgl. Pirlet 68). 

(Gezeigt für den Fall von 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten.) 
Zuerst werden in 0, I, II, III die Felder bis zu der punktierten lot­

rechten Linie ausgefüllt. 
Aus III folgt dann X n (hier X 4); damit ergibt sich im vorliegenden 

Beispiel X 3 aus den rechts neben der punktierten Linie befindlichen 
Feldern von II und weiterhin X 2 und Xl aus I und O. 

o. 

® I <51,1 t51 ,2 t51 ,3 Ö1,4 

t5 2,2 t52,3 <52,4 

· flß . I fl8· <51,2 i I~a· <51 ,3 ,u3' <5 1,4 

I t53 ,3 I <53,4 

• flR . i flg· Ö1,al ,ug. <51,4 

® 

j~ 
j@:) 

® 
I 

Ö.,4 

· ,u~. ,u~' <51,4 

---

I. 

I Öb Öb Öt4 

@ = (~) - (~.,ug <5;,3 Ö~,4 

(~). fl~ l!l~ 'Ö~, 31,u~ .öt 4 

I ot4 

(~) ·,uI 1,u~'<5t4 

--- ---, - --- - --~~ 

fl~ 

<51,0 

<52,0 
o <51 ,2 
fl--

2- <51 ,1 

,ua· <51,0 I 

<53,0 
flO- <51,3 3--

<11 ,1 

,ug. <51, 0 

<1.,0 
o <11 ,4 

fl.=-
<51,1 

~~'~,~I 
fl: 

<I~,o 
: -

t5~,o 
I öta i 

11 3=r: 
!!.2 : 

flf· <lt 0 

Öl : 

<lto 
I 2,4: 

fl ---
4 <lf,2 

,u~.t5~,ol 

I t51,o 

Xi 
---

I 
I 
: 

i 
X 3 

I 

I 
I 
I 

X 4 ! 

__ I 

X 1=-.;!;=··· 

X2 

~ 
t5b 

X 3 ' fl; I 
};= ... ; 

X 4 ' fli I 

X 2=-.E=··· 
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H. 

(111) = (41) - GD . 11I . 

(~). pf· 

III. 

(4111) = (4"11) - (sII)'!1f 

Bemerkung: Ist eine große Anzahl 
von Belastungsfellen zu untersuchen, so 
wird das System zweckmäßig zuerst für n 
(hier 4) "Einheitszustände i" aufgelöst; 
bei diesen werden Lastwerte ö~ 0 nach 
nebenstehendem Schema an Stell~ der in 
Wirklichkeit gegebenen Lastwerte öm 0 

angesetzt. ' 

ö~. 0 

öto 
öe 

3,0 

öto 

Einheitszustand i = 
1 2 3 4 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

Werden die für einen solchen Einheitszustand "i" sich ergebenden Unbekann­
ten Xl -;-X4 mit ßl.i' ßz. i ' ß3 i' ß'.i bezeichnet, so ist bei irgendeinem der ge­
gebenen Zustände z. B.: 

Xl = ßl, 1 • Öl. 0 + ßl.2 • Ö2• 0 + ß 1.3 • Ö3• 0 + ßl.4 . Ö •. O· 

(Es ist ßi,i = ßi.i') 

4. Auflösung eines symmetrischen Systems von n drei­
gliedrigen linearen Gleichungen mit nUnbekannten (S. 332) 
nach dem Verfahren der sog. adjungierten Differenzen­
gleichung (vgI. Funk69). 

Rechnungsgang 1. Es wird gesetzt: 151,0 bis 15",0 = 0 und 
Xl = X{ = I; dann folgt aus GI. I ein Wert X~, aus GI. 2 ein Wert X§ 
usw., schließlich aus GI. n - I ein Wert X~. 

Rechnungsgang 11. Der wirkliche Wert der Unbekannten X n ist: 

E Öi,O' X{ X n = - ---I-------j· 
ön-l,n' X n _ 1 + Ön,n' X n 

Weiterhin folgt (mit den wirklichen Werten 151,0 bis 15n ,o) X n _ 1 aus 
GI. n, X n_ 2 aus GI. n - I usw., schließlich Xl aus GI. 2. 

5. Auflösung eines symmetrischen Systems von n fünf­
gliedrigen linearen Gleichungen mit nUnbekannten (S. 332) 
nach dem Verfahren der sog. adjungierten Differenzen. 
gleichung (vgl. Funk 69). 
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Rechnungsgang 1. Es wird gesetzt: 

151,0 bis 15",0 = 0, Xl = X{ = ° und X 2 = X~ = 1; 

dann folgt aus Gl. 1 ein Wert XL aus Gl. 2 ein Wert Xi usw., schließ­
lich aus Gl. n - 2 ein Wert X~. 

Rechnungsgang 11. Es wird gesetzt: 

151,0 bis 15",0 = 0, Xl = XII = 1 und X2 = Xf = 0; 

dann folgt aus Gl. 1 ein Wert X~I, aus Gi. 2 ein Wert Xf usw., schließ­
lich aus Gl. n - 2 ein Wert X;/. 

Rechnungsgang III. Die wirklichen Werte der Unbekannten 
X n- 1 und X n folgen aus: 

Il n n 
X n- l C~Ö"n-l'X{) +Xn (göi,n·Xi) + .20i,0·X{ =0, 

i~n-3 i-n-2 i-I 

n n n 
X n - l (.2 Ö;,n-l . XF) + X n (.2 Öi,n' X{i) + .2Öi,O· X{I = 0. 

i~,,-3 i~n-2 i=1 

Weiterhin folgt (mit den wirklichen Werten Öl 0 bis ön 0) Xn- 2 aus 
GI. n, X n _ 3 aus GI. n - 1 usw., schließlich Xl a~s GI. 3.' 

Thalau-Teichmann, Beispiele. 22 
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