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Yorwort.

Die Theorie des strebenlosen ebenen Fachwerkes hat in den letzten
Jahren AnlaBl zu zahlreichen Verdffentlichungen gegeben und kann be-
reits, soweit nur statische Fragen in Betracht kommen, als hinreichend
geklart erachtet werden.

Ein Versuch, die Ergebnisse dieser Forschungen folgerichtig aut
das Raumfachwerk zu iibertragen, ist jedoch, obwohl sich die Stab-
ziige mit steifen Vierecknetzen eigentlich eher fir rdumliche als fiir
ebene Tréger eignen, bis heute nicht unternommen worden.

Dies diirfte vielleicht um so verwunderlicher erscheinen, als wich-
tige Griinde zugunsten des strebenlosen Raumfachwerkes angefiihrt
werden konnen. In der Tat bietet diese Bauart nicht nur den Vorteil
einer sowohl in konstruktiver als in wirtschaftlicher Hinsicht zweck-
méBigen und hinreichend zuverldssigen Durchbildung, ihr wesentlicher
Vorzug liegt vielmehr darin, daBl durch die Einfachheit und Regel-
méBigkeit der Formgebung die giinstige Wirkung einer ruhigen Raum-
umschliefung erzielt wird.

Diesen wertvollen Eigenschaften steht aber der Nachteil gegeniiber,
dafl die rechnerische Behandlung des strebenlosen Raumfachwerkes
infolge der hohen statischen Unbestimmtheit fast undurchfithrbar
erscheint.

Die vorliegenden Studien sind aus dem Bestreben, einen Weg zur
Losung dieser schwierigen Aufgabe zu bahnen, entstanden.

Bei der auBlerordentlichen Mannigfaltigkeit der Raumfachwerke
konnte eine allgemeine und umfassende Untersuchung aller Triger-
gebilde kaum Aussicht auf Erfolg bieten. Der Verfasser hielt es daher
fir zweckméBiger, aus der Fille aller Gestaltungsmoglichkeiten nur
diejenigen Stiitzungs- und Gliederungsarten, die hinsichtlich der bau-
lichen Ausfithrung den Bediirfnissen der Praxis am besten entsprechen,
herauszugreifen und insbesondere bei der Ausarbeitung der einzelnen
Untersuchungen auf neue Verfahren, welche infolge ihrer Anpassung
an die statische Eigenart der Tragwerke eine auBerordentliche Ver-
einfachung der Rechnung erméglichen und auch auf anderen Gebieten
der rdumlichen Statik wertvolle Dienste zu leisten versprechen, ein-
gehend hinzuweisen.



A4 Vorwort.

Auf die Durchfithrung einzelner Beispiele mufte jedoch ver-
zichtet werden, nicht nur, weil die zur vélligen Klérung der Eigen-
schaften des strebenlosen Raumfachwerkes erforderliche Bearbeitung
umfangreicher Zahlenuntersuchungen das Erscheinen dieser Abhand-
lung auf Jahre hinaus verzogert hatte, sondern hauptsichlich, weil
die Einschaltung ausgedehnter Zahlenrechnungen die notwendige Uber-
sichtlichkeit der schwierigen theoretischen Entwickelungen wesentlich
beeintrichtigen wiirde.

Diese Studien bedeuten nur einen Anfang auf dem Wege zur Er-
schlieBung neuer Aufgaben der Statik des Raumes. Sollten sie manchem
Fachgenossen zu eigenen Forschungen Anregung geben, so wiirden sie
ihren Zweck nicht verfehlt haben.

Breslau, im Januar 1914. H. Marcus.
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Einleitung.

Die Theorie des Raumfachwerkes wird in den Lehrbiichern der
Baustatik nur unter der Voraussetzung, daB die einzelnen Stibe ver-
mittels reibungsloser Kugelgelenke aneinander ausgeschlossen sind, ent-
wickelt. Zugunsten dieser Annahme spricht in erster Linie der Um-
stand, daB sie die rechnerische Durchfithrung der Untersuchung aufer-
ordentlich vereinfacht und daher den Bediirfnissen der Praxis am
nidchsten kommt. Dieser Vorteil wird aber durch die mangelhafte
Ubereinstimmung zwischen den rechnerischen Voraussetzungen und der
konstruktiven Durchbildung in seiner Tragweite wesentlich beein-
trichtigt.

Eine gelenkartige Gliederung aller Stabe des Fachwerkes 148t sich
in der Tat kaum verwirklichen. Durch die Anordnung von Niet- und
Schraubenverbindungen, durch die Steifigkeit der Knotenbleche oder
gar durch die fugenlose Gliederung des Gerippes wird sowohl im Eisen-
wie im Eisenbetonbau die freie Drehbarkeit der Stabenden in erheb-
lichem MaBe eingeschriinkt, und es treten in den AnschluBquerschnitten
auller den achsialen Grundspannungen, die allein in Rechnung
gestellt werden, auch Biegungs- und Verwindungsspannungen auf.

Eine Vernachlassigung dieser Nebenspannungen wiirde gerecht-
fertigt erscheinen, wenn ihr Einflul nur eine unbedeutende Verschiebung
in der GroBe und nicht im Wirkungssinn der inneren Widerstinde
zur Folge hitte: man konnte dann, wie es bei ebenen Triigern der Fall
ist, durch eine richtige Begrenzung der zuléssigen Beanspruchungen
einen ausreichenden Spielraum fiir die auler acht gelassenen Zusatz-
krifte schaffen. Die Ausschaltung der Nebenspannungen fithrt aber
bei vielen rdumlichen Gebilden zu einer volligen Entstellung der Krifte-
verteilung.

Besonders kennzeichnend ist in dieser Hinsicht das Verhalten der
Schwedler-Kuppel. Legt man die Annahme reibungsloser Gelenke der
Untersuchung zugrunde, so werden infolge einseitiger Belastung nur
wenige Stibe in Spannung gesetzt, es ergeben sich jedoch bei gréBerer
Seitenanzahl der Ringe ganz ungeheure Widerstandsbetriige, denen die
Querschnittsbemessung nicht im entferntesten gewachsen ist. Wiirden
die Voraussetzungen der Rechnung auch nur angenihert zutreffen, so
hitten alle vielteiligen Schwedler-Kuppeln lingst den Untergang durch
Sturmdruck, plotzliches Schneeabrutschen, Lastanhingungen, Aus-

Marcus, Raumfachwerke. 1



2 Einleitung.

nehmung von Rippen- und Zwischenringstiicken gefunden!). Wenn die
Kuppeln trotz dieser schadlichen Einfliisse bestehen, so ist es nur auf
die Tatsache zuriickzufiihren, dafl das Kriftespiel in der Wirklichkeit
ganz anders gestaltet ist. Durch die Steifigkeit der Knotenpunkte
werden alle Glieder des Fachwerkes gleichmi8ig zur Mitwirkung heran-
gezogen, ein Teil der Kréifte wird durch die unbelasteten Stabe iiber-
nommen, und infolge dieses Ausgleichs wird die Tragfihigkeit des
gesamten Gerippes wesentlich erhoht.

Der Einflul der Biegungs- und Verwindungsfestigkeit ist auch bei
anderen raumlichen Gebilden insofern sehr erheblich, als er die La-
bilitdt, welche durch die geometrische Gestaltung und die nicht ein-
wandfreie Stiitzung des Tragwerkes bedingt ist, beseitigt und zugleich eine
groflereWiderstandsfahigkeit gegen vereinzelte Lastangriffe gewéhrleistet.

Unter diesen Umstéinden erscheint es fraglich, ob es immer gerecht-
fertigt ist, an rechnerischen Voraussetzungen festzuhalten, deren
Ergebnisse sich mit der Wirklichkeit so wenig in Einklang bringen
lassen, und ob es nicht ratsamer wire, wenigstens bei den Hauptstaben
die Biegungs- und Verwindungsspannungen in den Vordergrund der
Untersuchung zu stellen, nicht nur, weil ihre Beriicksichtigung mit-
unter eine sparsamere und wirtschaftlichere Querschnittsbemessung
ermoglicht, sondern hauptséchlich, weil sie allein die tatséchliche
Sicherheit der Konstruktion zu erkennen und voll auszunutzen gestattet.

Die Ermittelung der inneren Widerstinde bei einer starren Ver-
bindung der Fachwerksstibe ist allerdings keine einfache Aufgabe,
und es ist von vornherein einleuchtend, daB eine den praktischen An-
forderungen geniigende Losung nur dann gefunden werden kann, wenn
es gelingt, den Grad der statischen Unbestimmtheit auf ein der Rech-
nung zugangliches Kleinstmall einzuschrinken. Um dies Ziel zu er-
reichen, empfiehlt es sich, das Gerippe des Fachwerkes derartig zu ge-
stalten, dal es nur aus einer moglichst geringen Anzahl von Glie-
dern, und zwar aus denjenigen, die sich hinsichtlich der Standfestig-
keit des Baues am wirksamsten erweisen, besteht.

Versucht man, diesem Grundsatz entsprechend, eine Auslese
zwischen notwendigen und entbehrlichen Stéaben bei Schwedler-Kuppeln
und verwandten Gebilden zu treffen, so gelangt man zu der Erkenntnis,

1) Siehe A. F. Zschetzsche, ,,Handbuch der Baustatik (Bagel, Dissel-
dorf, 1912), Bd. I, S. 29 und 33. — Kohlfahl, ,,Beitrag zur Theorie der Kuppel-
(und Turm-) Dichers Z. d. V. deutsch. Ing., 1898, S. 713—715. — Der Einflu der
Steifigkeit der Knotenpunkte auf die Krifteverteilung ist bereits 1892 in der
Schrift von Foppl, ,,Das Fachwerk im Raume (Teubner, Leipzig), mehrfach er-
wihnt und von demselben Forscher spiter auch experimentell nachgewiesen.
Die Wirkung eines biegungs- und verwindungsfesten SchluBringes ist besonders
eingehend von Miiller-Breslau, Z. d. V. deutsch. Ing. 1898—1899, und von Mann
im ,,Eisenbau‘ (1911, Heft 1) untersucht worden.
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dafl als wesentliche Bestandteile nur Rippen und Ringe in erster
Linie in Betracht kommen: die Rippen, weil sie vermége ihrer Biegungs-
und Verwindungsfestigkeit den eigentlichen Tragkorper bllden die
Ringe, weil sie in hervor-
ragendem MaBe zur Verstei-
fung und Stabilisierung bei-
tragen. Die Streben hinge-
gen haben fur die Tragtihig- // [ |\ O\ \
keit eine verhdltnismiBig ge- ’ ' '
ringe Bedeutung, teils weil sie
bei ganz gleichméBiger Be-
lastung tiberhaupt am Krafte-
spiel nicht beteiligt sind,
teils weil auch bei einseitigen
Lastangriffen ihre Wirksam-
keit durch die Steifigkeit der
Anschliisse erheblich beein-
trichtigt wird. Der Ge-
danke liegt nun nahe, auf
diese Stdbe zu verzichten
und, wie es bei ebenen
Tragern neuerdings versucht
wird, strebenlose Raumfach- T
werke zu schaffen. I

Das Gerippe solcher Ge- Abh. 1.
bilde kénnte hinsichtlich der
Stiitzung und der Verbindung ihrer Glieder in der mannigfaltigsten
Art gestaltet werden. Fiiv die praktische Ausfiihrung kommen zu-
nichst folgende Méglichkeiten in Betracht:

a) die Rippen sind an ihrem unteren Ende drehbar befestigt und
am Scheitel an einem biegungs- und verwindungsfesten Ring
angeschlossen (Abb. 1);

b) die unteren Rippenenden sind fest eingespannt, wihrend sich
die oberen gegen den Kopfring stiitzen. Wird durch denselben
die freie Beweglichkeit der Rippen nur in der Scheitelebene be-
hindert (Abb. 2), so hat der Ring nur Druck-, Schub- und Bie-
gungsspannungen aufzunehmen. Ist hingegen eine starre Ver-
bindung zwischen Rippen und Kopfring vorhanden (Abb. 3),
so wird letzterer auch auf Verwindung beansprucht.

Hierbei ist noch zu unterscheiden, ob die untere Stiitzung eine
ebene oder eine rdumliche ist. Im ersteren Falle treten alle Auflager-
widersténde in derselben Ebene auf, und es kann, je nachdem diese
Ebene die Kuppeloberfliche beriihrt oder normal durchschneidet,
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4 Einleitung.

von einer tangentialen oder einer radialen Stiitzung gesprochen
werden. Im zweiten Falle sind die Auflagerwiderstinde beliebig im
Raum gerichtet.

Eine gelenkartige Stiitzung ist im allgemeinen zweckmaBiger als
eine feste Einspannung, nicht nur, weil sie bei der meistens sehr be-

Y i R NN
/) / NERNN / NER NN
o4+ 3 W 7/% TR NN

trichtlichen Hohe des Kuppelunterbaues leichter und einfacher her-
gestellt werden kann, sondern auch, weil sie dem Tragwerke eine grofere
Widerstandsfiahigkeit gegen Wirmeschwankungen und Widerlager-
verschiebungen verleiht. In den nachstehenden Entwicklungen werden
daher nur Fachwerke mit Kampfergelenken in Betracht gezogen, und
zwar sowohl mit ebener, als mit raumlicher Stiitzung. Entsprechend
dem natiirlichen Aufbau der Konstruktion werden wir zunichst die
statische Wirkungsweise eines nur aus Rippen und Kopfring bestehen-
den Gebildes erliutern, sodann durch allméihliche Hinzufiigung der
Versteifungsglieder das innere Kréftespiel des eigentlichen Fachwerkes
klarlegen und zum Schlufl die Wechselbeziehungen zwischen der Be-
anspruchung und der Formanderung des Scheitelringes zu beleuchten
versuchen.



I. Abschnitt.
Die unversteifte Rippenkuppel.

1. Die Spannungsverteilung bei rdumlicher Stiitzung.

Um zu weitgehende Untersuchungen zu vermeiden, werden wir
uns im folgenden nur mit dem praktisch wichtigsten Fall eines zyklisch

-y

Abh. 4.

symmetrischen Tragwerkes befassen1). Wir setzen also voraus, daf8 alle
Rippen gleichartig gebildet sind, daf die Rippenmittellinien auf einer
Umdrehungsfliche liegen, und daB der Winkel, welche zwei benach-
barte Rippenebenen miteinander schlieBen, iiberall der gleiche ist.
Wir geben den Rippen in Abb. 4 der Reihe nach die Ordnungsziffern
1) Tragwerke, welche nur zwei senkrecht zueinander stehende Symmetrie-

ebenen besitzen, sind vom Verfasser in seinem ,,Beitrag zur Theorie der Rippen-
kuppel im ,,Eisenbau‘‘ 1912, Heft XI, behandelt.
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0,1,2,3...n—1,n. Die Belastung P moge in der Ebene der Rippen
o und n, die wir kurz Hauptrippen nennen wollen, wirken ; die iibrigen
Rippen seien unbelastet und daher als Nebenrippen gekennzeichnet
Wir zerlegen den Stiitzenwiderstand der m®*" Rippe in einen radial
gerichteten Horizontalschub X, einen lotrechten Druck Y,, und einen
wagerechten Tangentialschub Z . Die inneren Spannungen, welche
durch diese Krifte in einem Rippenquerschnitt hervorgerufen werden,
lassen sich durch die Achsialkraft N, die Querkrifte Q, und £,,, die
Biegungsmomente M, und I, und das Verwindungsmoment W,
(Abb. 5) darstellen!). Die Krifte N, Q, und £, gehen durch den
Querschnittsmittelpunkt und sind parallel zur Tangente (t) bzw. zur
Normale (n) bzw. zur Binormale (b) der Rippenmittellinie gerichtet.
Diese drei Geraden sind zugleich die Drehachsen der Kriftepaare
W My und M.
Die Beziehungen zwischen den Stiitzenwiderstdnden und den in-
neren Spannkriften werden durch die Gleichungen
5.... { N, =X, cos¢+Y sing,Q =Y coso—X -singQ =72
| My = x Y, —y X, My, =uZ, W, =vZ,

mo»

ausgedriickt. Die Bedeutung des Winkels ¢ und der Ordinaten x, y, u
und v ist hierbei aus Abb. 5 ersichtlich.

Die beiden Hauptrippen bilden mit dem SchluBring das Haupt-
system (Abb. 6). Dasselbe wird einerseits durch die Lasten P und
andererseits durch die Resultierende Q aller Gelenkdrucke X, Y,,
und Z, beansprucht. Bezeichnet man mit p den Winkel, welchen
zwei benachbarte Rippenebenen miteinander schliefien, und schreibt

man zur Abkiirzung
m=n—1 m=n—1 m=n—1

ZXm:Qx’ ZYm:Qy’ ZZm:QZ’
m=1 m=1 m=1

m=n—1 m=n—1

2) ... ZXm-cos(mp)=Q;, ZYm-cos(mp)=Q§,

m=1 m=1

m=n—1

Zm + sin (m p) = €,
m=1

so kann man, wie Abb. 7 zeigt, die Resultierende ) durch eine in der
Scheitelebene wirkende Schubkraft 2 (Q,” + Q,), durch eine in der
Mittelachse angreifende lotrechte Kraft 2 €, und durch ein Krifte-
paar 2 [Q -1, — (Q," + Q) f] ersetzen.

Diesen KraftgroBen entsprechen Auflagerwiderstinde X,, X/,
Yy, Y,/ und innere Spannkrifte Ny, N/, Q,, Q,/, My’, M/, wéhrend

1) Sind die Rippen nicht vollwandig, sondern gegliedert, so treten an Stelle
dieser Kraftgroflen die entsprechenden Stabkrifte.
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durch die Belastung P (Abb. 8) Stiitzkrafte Xy, X,,, Y,, Yy, und
innere Widerstande Ny, Nou, Qoo Qour Mggs My, hervorgerufen werden.

182

Abb. 6.
G
2(2,+52;)
D |
| |
l' K4l Z—-——-«I D —J"y
ST i
l ool ir D) Xl L2
I 6 *T AT
Yo'=~(2y+2y) Y= 2y ~22y)
2L,
.\ll". :). .\ll]i. 7.
/Yoo EXWZ

Abh, 8.

Der endgiiltige Kriftezustand ist durch die Gleichungen

Xy = Xgo + X0, Yo = Yy + Yo, Ng = Nyo + No, Qg = Qoo + Qo
My = My, + Mo,

3).... ) ’ ' :
) l Xy = Xou + Xu, Yn=You+ Yy, Ny =Non+Np, Qu= Qon + Qns
M, =My, + M;l
gekennzeichnet.

Bevor wir auf die Bestimmung dieser einzelnen Ausdriicke ein-
gehen, miissen wir zunichst eine Vereinbarung iiber die Darstellung
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der Forménderung des Kopfringes treffen. Es ist durch die genauere
Untersuchung der Schwedler-Kuppel erwiesen, daB die Spannungs-
verteilung bei einseitigen Lastangriffen sich um so gleichmiBiger
vollzieht, je steifer der Kopfring ausgebildet wird. Fiir weitgespannte
Fachwerke ist es daher besonders vorteilhaft, den SchluBring der-
artig zu gestalten, daf} seine Formanderung im Vergleich zu derjenigen
der Rippen als verschwindend klein angesehen werden darf. Diese
Bedingung kann ohne bedeutenden Aufwand an Baustoff erfiillt werden,
wenn der Ringhalbmesser hinreichend klein gewahlt wirdl). Ist aber
eine groBere Scheiteloffnung durch die Anordnung eines Laternen-
aufsatzes bedingt, so diirfte es im allgemeinen keine Schwierigkeiten
bereiten, die Seitenwinde des letzteren an den eigentlichen Kopfring
derartig fest anzuschliefen, dafl beide in statischer Hinsicht ganz
einheitlich wirken. Das Trigheitsmoment eines solchen Gebildes ist
sodann so betrachtlich, dafl es durchaus gerechtfertigt erscheint, den
versteiften Scheitelring als eine starre Scheibe aufzufassen.

Hierdurch wird die Berechnung der Rippenkuppel so wesentlich
erleichtert, dall es nur der Aufstellung einiger einfacher geometrischer
Beziehungen bedarf, um zu einem anschaulichen Bild der Krafte-
verteilung zu gelangen, und dieser Vorteil ist unseres Erachtens fiir
die Praxis so wertvoll, daB es sich bei einer entsprechenden konstruk-
tiven Durchbildung fast immer empfehlen diirfte, die Annahme eines
starren Kopfringes der Untersuchung zugrunde zu legen2).

Unter dieser Voraussetzung verhilt sich das Hauptsystem als
ein einfacher Zweigelenkbogen. Ist E das Elastizitdtsmall des Bau-
stoffes, I das Tragheitsmoment eines Rippenquerschnittes in bezug auf
die Binormale zur Rippenmittellinie, 1 die Spannweite der Rippen,
so lauten die Elastizitdtsgleichungen des Hauptsystems:

1 1
ds

dS ‘ ’ '
49 .... ((M00+Mon)y]ﬁ=0 bzw.: ‘(Mo-l-Mn)yE:O.

0 0
Diese Gleichungen gestatten, im Verein mit den drei Gleich-
gewichtsbedingungen des ebenen Tragwerkes, die vier Auflagerkrifte

1) Bei Rippen, welche bis zur Mittelachse durchgefithrt werden, ist die
Voraussetzung eines starren Schlufiringes von vornherein erfiillt.

?) Hat man dieser Annahme gemiB die am Scheitel angreifenden Krifte
errechnet und die durch dieselben bewirkte Forminderung des Ringes bestimmt,
so kann man nachtriglich den Einflu der letzteren auf die Beanspruchung der
Rippen feststellen. Man hat es dann in der Hand, durch eine einfache, gegebenen-
falls durch eine wiederholte Korrektur der zuerst gewonnenen Ergebnisse, der
wirklichen Krifteverteilung moglichst nahe zu kommen. Auf dieses Verfahren
wird in dem SchluBabschnitt besonders hingewiesen.
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p g 2 ¢ (

X, X, Y, und Y, zu bestimmen. Fiir die Q-Gruppe ergibt sich ins-
besondere, wenn zur Abkiirzung
1

© ds
Xyﬁ

5.... Y _4
ds

yﬁf

0
gesetzt wird:

Xp=—(0 Qy+ Qc+ Qg), Yo=—(Qy+ Qy),
M(’):(ay:—x)Qy—xQ}-i‘y(Q;%‘ Q1),

Xp=— (0 Qy—Q—Q}), Yy ——(Qy — Qy),
My = (ay—x) Qp + x Qy — y (QL + Q)

Es ist also insgesamt:

(X = Xgo— (@ Qy + Qi + Q3), Y= Y50—(Qy + Qy),

My = My, + (2y —x) Qy —x Qp +y (Qx + Q)

Xn=X0n ( Q Q Q,) Y :YOn_(Qy_Qsi)’

My = Moy, + (2 y —x) Qy ’(Q —'Y(Q\I_}'QZI)

Um nun die einzelnen Werte X, Y, und Z  selbst zu bestimmen,
stellen wir auf Grund des Satzes der klelnsten Forménderungsarbeit
und unter AusschlieBung jeglicher Wirmednderung und Widerlager-

verschiebung, die drei folgenden Elastizititsgleichungen auf:

M oM +g§))“ o W
i  —_ - ——ds =0,
R AT RS S 7 T o, T\G 1, oXy,
M oM c M oM oW
SRR PPy Y e i s\ o ds =0,
8 Q,VEI v C VR, S+'\u.1p oy,
‘M oM " & C W oW
9)".. _.__.ds_l_gﬁ.ﬂ.ds g— B ds..__O
VE1 oz, VEU oz, Va1, Tz,

Hierbei bedeuten ds ein Element der Rippenmittellinie, G die
Schubelastizitétsziffer, I’ das Trigheitsmoment des Rippenquerschnittes
in bezug auf die Normale und I, eine Art polaren Trigheitsmomentes?).

1) In diesen Gleichungen ist nur der Einflul der Biegungs- und Verwindungs-
momente auf die Forménderungsarbeit zum Ausdruck gebracht. Der Einflul
der Axial- und Querkrifte ist bei einseitiger Belastung unerheblich und diirfte
daher vernachlassigt werden. Wollte man denselben beriicksichtigen, so wiirde
zwar der Gang der Untersuchung der gleiche bleiben, die Berechnung wiirde aber
an Einfachheit und Ubersichtlichkeit verlieren, und der Gewinn an Genauigkeit
konnte kaum den groBeren Arbeitsaufwand rechtfertigen.



10 Die unversteifte Rippenkuppel.
Der Belastungszustand X, = 1, dem die erste dieser Gleichungen
entspricht, ist in Abb. 9 dargestellt. Fiir die beiden m®*" Nebenrippen

oM oM
= = —y, und fiir die Hauptrippen ist = 4y - cos (mp).
3Xm axm

ist

7.co5(m@)

-a [—/ﬂmm@)mf’ -(7-cosm@) -«
2y >

\ mQ

Abb. 10.

Das obere Vorzeichen bezieht sich hierbei auf die Rippe o, das

untere auf die Rippe n. Die Arbeitsgleichung lautet also:

1 1
g ds ‘My—M, ds
—2 \Mp ry— +2- =0 Ty —0.
m yEI + cos(mp)j 5 yEI

L%

0 0



Die Spannungsverteilung bei ritumlicher Stiitzung. 11

oder:
1 1 1
& . ds ° ds Myo—Mon ds
7a) . 0 0
*_ds
—+( QL+ Q) \ ¥ —=|=0
sxy + )S EI]

In dhnlicher Weise gilt fiir den Belastungszustand Y, =1 nach
Abb. 10:

Mo - s, 20— [2+ cos (m )
oy, T gy, —*yTxlItcos(we)l
oM,
= ot y—x [I—cos(m p)],
6Ylll y p
und somit:
1 1
ds (MO_MH) ds
2 ex— 2\ 0 T (o y — x) — —
SMm XEI+ jl 2 ( y X)EI
0 0
1
/‘(M()_Mn) x ds
—2 . =(0=
0
1 1 )
) Xst "yX 2 1\1 +-‘M()u ds
= —_— —.d —00 * " 0u _
07 ) e T ) ”\ g V¥t
0 0 0
1 1
! ds My, — My, xd
8a) . ... + Qy\ (ay_x)zf}_ws (mp)“J)" . };318
0
! 1
(P x2ds , . [xyds
_Qyj . +(QX+QZ),S EI}

0
Der Belastungszustand Z, = 1 liefert schlieBlich in Uberein-

stimmung mit Abb. 11:

m

oMy oW, oM, oM, _
__=+u’ =+v, = =Yy-sin mp,
8zm aZm 0 “m aym ( )
und daher:
1 1
(D eu Wi v ‘M,—M, ds
2 + 2 )d 2. si —_— ey — = 0.
( ( B G.r,) ST (mp)j s VEI
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1
8 Mgy — Moy ds
s (EI’+—) ds 4 sin (m p) [5’—_2_.}7131_
9a) . .. . 1 0 1
ds
—Qp \ xy—+ (Q% —{—Q)‘ =0
. EI
0
Setzen wir zur Abkiirzung
1 1 1
" ds g ds (‘ . ds
k —_— —_— — X [E—
VY ED VR AR
0 0 0
1 =, 1 =B’ 1 —I—OCB—Y,
(yz ds g’xz ds (xz ds
J7 EI ) EI1 . EI
0 0 0
1 1
(yz_(}i ( M,,—M ds
El ) 2 EI
0 0
1 = kIJ, ] A\\,
10) . .. g u2+i ds (’de_s
JA\EL" * GI, . EI
0 0
1 1
(‘ %0 M, ds * [ My, + Moy ﬁ
. 2 EI ) 2 El
0 1 :Ayy’ 0 | By,
ds ds
- 2
fy El (x El
0 0
A.V.V"”'“Ax.\'=cx’ BAYY—Axx:_Cy,
Y Y

so lassen sich die Gleichungen 7a, 8a und 9a in Verbindung mit der
Gleichung 4) in der Form:

™) (X —a Y, = —cos (mp)[Ayy, —a Qy + (Qf + Q))],

Sb) LR Ym'_BXm = (Bxx_YQy)+ COS(mP)[Axx—Qiy + B(Q:: +Q’z)];
9v) . ., Zp = — . sin(mp)[Ayy —a Qp + (Qf + Q)1
schreiben, oder indem man X, Y, und Z  eliminiert:

7c) ... sz%’(Bxx—YQy)—cos(mp) (Cs + Q + Q)),

8c) ...!lY, (BYi——Q)——cos(mp)(Cy-l-Q'y),

9¢) ... | Z, =;¢-sin(mp)[Ayy—aQ;+(Q;+Q;)]:

= - tang (m p) [X;,, — o ¥y, ]
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Entwickeln wir nun alle diese Gleichungen fiirm = 1 bism =n — 1,
so ergibt sich der Reihe nach:

m=n—1 m = n 1
ZXm-cos(mp)=Q'X=—o—tA( ~{Q) os(mp)——
m=1 Y

m=n-—1

—(Cx+Q§+Q£)Zcos2(mP),
m=n—1 B =n—
DY, =Q, ~(n—-—1)( Y Q> y+Q Z

m=1

7sin(m@) | 7sin{me)
Abb. 11,
m=n—1 . [B.. m::vnﬁ—l
Z Y, cos(mp)= Q;. = < \\ —Qy> Z cos (m p) —
m=1 v m=1
m=n—1
—(Cy + Q'y) Z cos? (mp,
ms=1
m=1_|1—1 ms=n—1
D Zy-sin(mp) = Q) = — YAy, —a O +(Qf + Q)] D sin? (mp).
m=1 m=1
Mit Riicksicht auf die zyklische Symmetrie ist aber
m=n-—1 m=n—1 m—nj—l n
Zcos (mp) =0, Z_cos2 (mp) = ~—~1 Zsinz(mp)=—,
m=1 m=1 m=1 2
Letztere Gleichungen liefern also:
( —1 B, 2
n Y n
10) .

n

' 2
s (i 2) b
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Dementsprechend gehen die Gleichungen 7¢), 8c), 9¢) iiber in:

1[ By, 2 cos (m p) B

Xm—'n_L‘x Y - 1+4 (Cxx+0!¢'0y) =
1w A .

11) =7.7B”~2(1iy¢ +aCy)c°S(mp)]
' 1[B
Ym=—n-h—.;—‘i—2cos(mp)0y],
Zm=——-2—- 4) -sin (mp)-Ayy.
n 144

Die Widerstande X, Y, und Z_ lassen sich, wie wir sehen, un-
mittelbar durch die Belastungsglieder Ay, By, C, und C, ausdriicken,
und da die Bestimmung®) letzterer Werte keine Schwierigkeiten bietet,
so gestaltet sich die Durchfithrung der Untersuchung ebenso einfach
als iibersichtlich.

2. Die Spannungsverteilung bei ebener Stiitzung.
Ankniipfend an die vorhin erlduterte allgemeine Losung ist es
ohne weiteres moglich, die Krifteverteilung bei ebener Stiitzung zu
bestimmen. Sind die Rippen nur in radialer Richtung festgehalten,
so verschwinden alle Werte Z und zugleich die Ausdriicke Q, und Q’,.
Die Gleichungen 10) und 11) liefern unmittelbar:

n—1 Bey 2 ’ 2 |

1]
12) ... Xm=—[_—{Bxx——2Cx-cos(mp)],

Y= TI [BYA—@ Cy cos (m p)]

Handelt es sich hingegen um eine tangentiale Stiitzung, so
miissen die Schitbe X, und die Gruppen Q. und Q' ausgeschaltet
werden. Man setzt dann das Hauptsystem aus dem SchluBring, den
Hauptrippen (o) und (n) und den senkrecht zu deren Ebene stehenden
Nebenrippen (k) zusammen (Abb. 12).

Wird das erstere Rippenpaar nur lotrecht und das zweite nur
wagerecht gestiitzt, so ist das Tragwerk fiir Lastangriffe in der Haupt-
ebene statisch bestimmt und stabil.

Unter dem EinfluB der Belastung P (Abb. 13) entstehen in den
Hauptrippen Auflagerkrifte Y,, und Y,,, Momente My, und M,

1) Naheres iiber die statische Bedeutung der Belastungsglieder und ihre
graphische Ermittlung ist in der Schrift des Verfassers ,,Beitrag zur Theorie der
Rippenkuppel* (,,Armierter Beton, 1912, Heft 1 und 2) enthalten.
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und in den mittleren Nebenrippen (k) Schiibe Z,, und Momente iy,
und W, withrend durch die Widerstinde Y,, und Z,, (Abb. 14) Stiitz-

krafte:

und Momente:

%A

<
<

\7\71 //7 Abh, 13,
A /
\ L/ 5
\\ \ / Pz
~ \ / i
AN \ / ~
~_ \|/ “

Wx

K22 Kt
Abh, 12, Abb. 14,

in den Hauptrippen, Auflagerwiderstinde:
Yy =Yy, Zy=—Q,,

und Momente

My =xYy, M=—uQ,, Wiy=—vQ
in den mittleren Nebenrippen hervorgerufen werden. Die Summe Q,’
ist hierbei nur auf die Nebenrippen 1, 2,3... (k—1), (k +1)... (n—3),
(n—2), (n —1) zu erstrecken. Es ist also insgesamt:

Mo, =My, —x(Qy + Q). My = x Yy, My = My —u;,
W = Wy —v L,
und fir die iibrigen Nebenrippen wie vorhin:
My, =xY , My=1u-Zp, Wy=v-Z,

13) ..
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Wendet man den Satz der kleinsten Forméinderungsarbeit auf
die in den Abb. 15 und 16 dargestellten Belastungszustéinde Y =1
und Z, =1, so ergibt sich der Reihe nach:

1 1

ds ds
2Y, x2——-[-g‘(M00-{-MOn)x———i~2Qy x2i—1——

) J EI
0 0 . 0
My —My,) xds ‘x2ds
— 92 —_— QI =
cos (m p) [S 2 Bl v\ B1 0
0 0
(7 ! \T-5711(11.Q) n
7A §I§ 75ir(mg) ’
™
m
0 4‘0 ) 7
me )Y
m
~ e .
~__J&_~— p §1| tsmpng)
Abb. 15. Abb. 16.

v
2[Zy, + sin(m p) QZ]X(EI’ W) ds —
p

1
u
—9si e =
sin (m p)f(imok BT +Wo: ot )ds 0.
0
Oder auch, wenn:

geschrieben wird:
14) ... Y, = (Byy—Qy) + cos (mp)[Ay  — ]
15) ... Zy =sin(mp)[A,,—Q;]
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Durch Summation erhilt man ferner:

m=n—1
ZYm = Qy = (n—1I) (Bxx_Qy)
m=1

m=n—1 n
D Voo (mp) = Qf = <—2A—-1)(A“—Q;,)
m=1

m=n—1 n
sz‘Sin(mP)"‘Zk =0Q;= <’§"_]> (Azz— Q7).
m=1

Daher auch:1)

n—1

' 2 ’ 2
l QY:' n _'Bxx’ Qy=<1—?>Axx» Qz:<1_‘;)f\zz’

16) . .. ; 5
l Ym=T[Bxx+2cos(mp)-Axx], Zm=?-sin(mp)-A“.

Es sei schliefilich noch erwihnt, daB bei zyklisch symmetrischer
Belastung und bei gleichméfiger Warmeénderung je zwei in der gleichen
Ebene liegende Rippen sich, je nachdem die Stiitzung eine raumliche
oder nur eine tangentiale ist, wie ein Zweigelenkbogen oder wie ein
einfacher Balken verhalten. Da die Untersuchung sich dann in be-
kannter Weise durchfithren 148t, so eriibrigt es sich, auf diesen Sonder-
fall naher einzugehen.

Durch die vorstehenden Ausfithrungen ist die statische Eigenart
der unversteiften Rippenkuppel in grolen Ziigen klargelegt wir wenden
uns nun zu denjenigen rdumlichen Tragwerken, die in ihrem Aufbau
die gleiche GesetzmaGigkeit aufweisen und sich daher ebenso einfach
behandeln lassen.

1) Die Momentenwerte des Ausdriicke Aygy, Byybeziehen sich hierbei auf
das statisch bestimmte Hauptsystem.

1B

Marcus, Raumfachwerke.



II. Abschnitt.
Die Rippenkuppel mit starren Versteifungsboden.

1. Verteilung der Ringwiderstinde.

Diese Tragwerk kommt im Hochbau, bei der Ausfithrung von
Tirmen und Zeltddchern, in Betracht. Es besteht, wie Abb. 17 zeigt,
aus dem Gerippe und den Versteifungsboden. - Dieselben werden meistens
als ebene Triger ausgebildet und derartig an die Rippen angeschlossen?),
daB letztere sowohl eine radiale als eine tangentiale Fiithrung erhalten.
An jeder Anschlufistelle treten daher Widerstinde K, und L;,, welche
radial, bzw. tangential gerichtet sind, auf: durch das Zeigerpaar (im)
wird hierbei angedeutet, daf} es sich um den i-ten Versteifungsboden
und um die m-te Rippe handelt.

Zwischen allen Kriften K und L, die am gleichen Versteifungs-
boden (i) wirken, bestehen offenbar nach Abb. 18 die folgenden Gleich-
gewichtsbeziehungen :

m=n—1

17) ... Kjp=—Kj, -——-Z[Ki,,,~cos(mp)+Lim -sin (m ¢)].
m =1

Die Belastung der m'® Nebenrippen setzt sich aus den Kréften
Ko Kom--- Kims Lams Lpm - -+ Ly, und den Stiitzenwiderstinden
X, Y, und Z zusammen (Abb. 19). Sie ruft die Biegungsmomente

i=r
M, = ZyiKim+ Y, —yXn,

- o

[

i
i

I
M

18) .. .1 My v L + uZy,, und die Verwindungsmomente

- oe

[}

{
i
Wm—"=ZViLim+VZm

i=a
hervor. Die Ordinaten y;, u; und v; diirfen hierbei nur soweit sie
positiv sind in Rechnung gestellt werden.

2) Die Kuppel der Breslauer Jahrhunderthalle kann mit ihren ring-
formigen Dachdecken als das zutreffendste Beispiel eines Raumfachwerkes
mit starren Versteifungsbdden angefithrt werden.
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Die Hauptrippen werden einerseits durch die Krafte K, o, K, ... .
Ko Kins Kyppe oo K., und durch die Resultierende Q,, aller iibrigen

Yia

Al
[

1l

77

Abb. 17a.

Aim
L .
mE¥Rjppe , o
Lim Aim

Verstejfungstoden (i)
A
m@ \\
o=
mg /

WV
/
Him
Lim
m % Ryppe
L .
A,l_ - mn

Abh. 17h.

Widerstande K, und L;,, und andererseits durch die Resultierende Q

1

Ham
m
¥,
Al
X,,L”Zl;m im er \l

Abb. 19a.

Abb. 19D,

Xyz

aller Stutzkrifte X, Y, und Z, beansprucht (Abb. 20). Unter dem

DE]
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EinfluB} der ersten Kraftgruppe entstehen im Hauptsystem (Abb. 20 a)
Auflagerwidersténde :

11=r i=rm=n—1

Xo, = ;52( io+ Kin) = F (Kim-cos (m p) + Ljp - sin (mg)],

i=a i=a m=1

1 i=r

Yo, = F g 2 (Kio + Kin) ((—1) =
1i=a
11=r =Nn—

=;I_Z Z[chos (mp) + Lijp-sin(mp)] (f—f;),

und Biegungsmomente:

i=rm=n—1
Mo, =F 2 2 [Kim+ 005 (m ) + Lim: sm(mp)][1‘5~<f-fi)~(y—yi)].
1

i=a m =
Ersetzt man in Abb. 20 b die Resultierende €, durch eine am
Scheitel angreifende wagerechte Schubkraft

m=n—1li=r

2 Z Z [Kim « cos (m p) 4 Ljp, « sin (m p)]

m=1 i=a
und durch ein Kriftepaar

=n—1]

2 2 Kim - cos (mg) 4 Lijp, - sin (mp)],

m—l

so rufen diese KraftgroBen die Widerstinde:

Mo, = + (Kim - 008 (1 p) + Lip, - sin (m p)] Li <f~fi>—y]
i | .

hervor.
Der Belastungsgruppe €., entsprechen nach Abb. 20¢ wie bei

der unversteiften Rippenkuppel die Stiitzkriifte:
Xo, = —aQy F(Q+Q3), ¥, =—Q; FQy
und die Momente:
M, = (@y—x)Qy Fx-Qp +y(Qr+ Q).
Figen wir allen diesen Werten die durch die duBere Belastung P

erzeugten KraftgroBen X, Xon, Yoo You, Mgy, M, hinzu, so ergibt
sich schlieBlich fir den wirklichen Kriftezustand insgesamt:
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( Xy = X0, — 0 Qy F Q4 + Q3),

Yon = Yoon_‘Qy¢ Qly ’
19) ..My =My ey —x)Q FxQp +y (Qp + Q)
r=im=n—1
Il F = Zlyi [Kip - cos (mp) + Ly, - sin (mp)].
1=a m =

flgxyz
/

of ZLfiotltin) *25(Kiothin)\re
S K f5) 3 S Wit Kin IS5

7

Abb. 20. Abb. 20a.

4
G (z?;y -2 ) [

i) A2 2)

7
ISt fin)  \ FprKim)\r o

1 Wt Ken) ), B Aot Hin) () -2 2y) 22

- (6 22,+2;)

)
T

Abh. 20h. Abb. 20¢.

Wir wollen nun aus den Widerstinden K, L, X, Y, Z neue Gruppen
bilden, die einer besonderen GesetzmiaBigkeit folgen und sich daher
als statisch unbestimmte GroBen in iibersichtlicher Form zuordnen
und ermitteln lassen.

2. Bildungsgesetze der statisch unbestimmten Gruppen.

Wir greifen aus dem Fachwerk irgendeine Rippe heraus und
denken uns dieselbe an ihrem oberen Ende unwandelbar eingespannt
und an ihrem unteren drehbar befestigt (Abb. 21). Auf dieses stell-
vertretende Gebilde lassen wir in der Rippenebene drei Kréfte wirken:
die wagerechte Last K; = 1 und die Widersténde X = X; und Y =Y.
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Die entsprechenden Biegungsmomente folgen der Gleichung:
20) PR l\Il=y|+XYi'—yX1
Die GroBen X; und Y, sollen hierbei derartig gewdhlt werden,

daB die Gleichungen
1 1

ds ds

| ‘ VYR
| ; ;
4,1 | befriedigt werden.  Schreibt man zur Ab-
| e l kiirzung
— x> | % =i vi=1{
) b — I 5 ds § ds
l TR SEL
vi = vi=
| ! l =0, ! 1 - = Bl’
y2 ds (xzﬁ
Abb. 21. EI ) EI
0 0

so erhidlt man die Bedingungsgleichungen:
23)... Yi——BXi=—-—Bi, Xi_"inzdi'
Hieraus ergibt sich:

—api

of) ... Xj=+ A %F Y , Yi:_ﬁi—Yﬁ-ai_

In dhnlicher Weise ermitteln wir fiir verschiedene Punkte a, b,¢... r
der Rippenmittellinie die zugehorigen Werte X,, X,, X,... X, Y,,
Y, Y,...Y, M, M, M,...M, und bilden aus denselben die folgenden
Ausdriicke:

Xaz saa}_;a’
Xp=€ab Xa + €1 X,
25) . X, = €30 Xa+ €pe Xp + EceXes
X, =6, Xgt+epr Xp+erXe+ oo+ & Xp
Ya =3aaYa’
Yy, = €4 Ya + €pp Yp>
Ye=¢3cYa+ EpeYp+ Ecc ¥

Y=g, Y +5brYb+5cr Ye+....+e. Y,
Ma= €aa Ma,

My =€, My + &pp My,

M= €ac My + €pc Mp + €cc M

M, =& M, + €pr Mp + &cr Mo+« + - + &0 My
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Uber die % (r ++ 1) unveriinderlichen Beizahlen ¢ wollen wir der-

artig verfiigen, daf} einerseits die r quadratischen Glieder
2o =Chb =Ecc= ... . =& =1

werden, und dall andererseits alle Integrale in der Form
1

M; « M-
:
verschwinden. Setzen wir dementsprechend
M,, Mp]=0,
My, M.]=[My, M,]=0,
[, Myl=[My, Ma)=[M:, Mq]=0,

71 M M

2) . . .

[M,, M]=[Mp, Mpj=[M,, My]=....[M;—q, M;]=0,
so erhalten wir der Reihe nach:

- [Ma ’ Mb] [Ma ’ Mc] [Ma, B 1\‘1,.‘]
<ab T — T S;IC:_ o g e e e Earz—*&
M,., M,] M,, M,] Ma, M,]
[Mp, M] (Mp, Mg My, M,]
€pe = — Epg = — e By = —
My, Myl My, My’ M, My)
oder ganz allgemein
[Ml , Mk]
27) . .. €= [Ml ) Ml]

Wir bringen jetzt an dem stellvertretenden Gebilde die wage-
rechten Krifte L = 1 und Z = Z; an (Abb. 22). Sie rufen Momente

28)' . ‘m‘=ui—u?1, W~=vi——in
hervor. Soll die Bodlngung

ds
29) (mtn ‘U —- + \WI v (_}T =0
0 0
erfullt werden, so mul} Z; der Gleichung:
uj = li Vi = f
juui FI'+ (v Vi xf;) /;:)
u;"=0 vi'=0 z
30) ... Zi=—— ‘] T
ds (« _ds
2 0|2 S .
\ T \ a1, Abb. 22

0 0
geniigen. Mit Hilfe dieser Formeln bestimmen wir der Reihe nach
tiir die Punkte a, b, c...r der Rippenmittellinie die zugehérigen Werte
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Mas Mps Mg« - My Woo Wy, We oo . W, Z,, Z,, Z,...Z, und bilden
aus denselben die folgenden Gruppen:

AZ-J = Xaa va

Zy = %ap Ly + %pp Ly,

81) . . . Zy = %y Ly + Rpo L + Koo Lo

Z, = Xarza.‘}‘xbrzb'}‘xcrizc'l' R Y
Ma = %aa ima

Mo = %ab 9??} + %pp My
Me = %ac Ma + Kpe My + %ee M

gﬁr =xar§m1+xbr§mb Fher M + -+ % M
W, = xaaWa

Wh = %ap Wa + %5 W
We = %3¢ Wa+ %y Wp + %cc We

W= %y Wr + %y Wy + % We + oo % W,
Hierin stellen die x konstante Beizahlen dar. In #hnlicher Weise
wie vorhin setzen wir
Xaa = Xpb = Yee =....%pp =1
r
und wihlen die 5 (r —1) tbrigen x derartig, daB die Integrale in

der Form
1
ds

1
_ . ds __ o .
32) .. .ym?i'%kﬁ+ Wi Wy EI =M Mx] +[Wi W] =0
0

0

werden. Lost man die entsprechenden Gleichungen fiir die Zeiger-
paare ab, ac, ad...ar, be, bd ... br, ... usf., so erhilt man ganz
allgemein : '

33)..‘)(“(:__[1 k] [1 k]'

[ Wil + Wi, Wil
Wir ersetzen nun die Werte K; durch ein System gleichwertiger
Gruppen S; und zwar dergestalt, dafl die Gleichungen:

KaZSaaSa‘}‘&abSb +3acsc+"-'+3arsr
Ky = FppSp+ FpeSe +o - o+ ISt
K= +FeeSe+ e+ Fer Sy

.

Ky = + - Sy
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befriedigt werden. Die Bestimmungsgleichungen der Beizahlen &;,
mogen hierbei lauten:

Yaa = Eaa

’Sab = sab'san

Yae = €acPaa T e Vap
Yaa=caadaa + sadap + CcaVac

‘(}ar = €urYaa + EprYap + s(:1"9'ac +...+ s(r—-l)r‘(}a(r—-l)
Fbb = Epb

Fye = ShePob
Vbd = €padpp + €ca Ve

or = €ordob + CerFbe + CarFpa+ -+ Er—rFpa—v)-
oder ganz allgemein:

85) ... Dpg= > &g i
i=p
Es ist dann offenbar:

lMaKzt+Mbe+McKc+'"'+MrKr:Ma'Sa+Mb'Sb+

36) . . R
4+ Mg S+ ... M S,
In shnlicher Weise bilden wir aus den Grofien L; die Funktionen
La :xaaTa + kabTb + 7\ucTc’lL o +)\arTr
Lb: +)‘bbTb+)\b(-Tc+""+)\brTr
37) .. (L, = 4 2eeTet oo+ e T
l L = + A Ty
und wihlen die Beizahlen 1, derartig, daB die Gleichungen
i=(q—1)
)\Dq:_ ,Kiq‘)\pi

i=p

erfiillt werden. Hierdurch gewinnen wir die Formeln:

m’taLa“’f‘s.mbLb'}‘wch’*"-"+mrLr:waTa+m}bTb+
M Tet oo+ T T |

WoL,+ Wy Ly + WeLet oo+ W, L= W, Ty + W, Ty +
W Te+....+ W, T,.

38) ...

Wenden wir jetzt diese Beziehungen auf die m*® Nebenrippe an
so erhalten wir:
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Klm = 2’9“{ Skm, le = A Tkm’
k=i k=i
i=r i=r__ i=r i=r
8) ... M- Kip = ZMiSim’ M - Ly = Mi Tim >
i=a i=a i=a i=a
i=r i=r
Wl le - ZWlTlm’
1=2a 1=
Setzen wir noch
i=r i=r
Xp =2 XSim+AXy, Yu= Sim -+ AY
40) . .. i=a i=a
i=r
Zm= Tim+Azm’
i=
so gehen die Gle xchungen 18) schlieBlich tiber in:
i=
—,Z M; Sim + x AY, —y AXy,
) .., i=a _
l=r i=r
M = Zml Tim + 0 AZp,, m=ZWi~Tlm+vAZm,

= i=a
Durch diese Umwandlung haben wir den fiir die weitere Behand-
lung sehr wertvollen Vorteil gewonnen, daf alle Integrale in der Form

1 1 1
{6Mm M, ds  (OM, @M, ds (oM, @M, ds
) @8 0AX,, EI ')asim oAY,, E1’§asim' oSgm EI
0 0 0
1 1
(’ My My ds ‘oW, oW, ds
= Y ¢ aakd—rrs + . . =
Jery, @Az, EU T \eT;,, oAz, G,
0 ;0
B S*agﬁm oMy, g'awm oW, ds
) 0Ti;m Tym . Ty, 0Ty, GI,
0
werden, und hiermit wird die Lésung der Aufgabe wesentlich erleichtert
Fithren wir in die Gleichungen 19) statt der Werte K, L, X, Y,
Z die entsprechenden, durch die Gl. 40) und 41) definierten Funktionen

ein, und schreiben wir zur Abkiirzung
m=n—1 =n—1
ZAXm-cos(mp) Qs ZAY = Qysy,
m=1
m=n—1 = n——l

Z AY,, - cos (mp) = Qﬁ;y, Z AZm +sin (m p) = Q';,,

_n—l m=n—1

anm Y, = 0, ZS,m - cos (m p) =

m—l
= m = n—l

ZO,-}—Q,}Y—@ ZTIm -sin (m p) =

42) . ..
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so erhalten wir der Reihe nach:

Xop = X0, — 0O F Qi+ Q5) F 2 RiZ,
i
Yon = Yoon“g + Q,Jy’
My, = My + @y — )0 F [y (Qoy + Qi) —x Q5] F
i=r
> (M0 + i Ry).

e
1=a

43) ...

In diesen Formeln bezichen sich wie immer die oberen Zeiger
und Vorzeichen auf die Rippe (o), die unteren auf die Rippe (n).
Die Werte ; folgen hierbei den Gleichungen :

ta = Aaa¥Ya—Y Zas
Wb = Aap¥a + Apb - Yo —¥ Zp>
4) . tke = NgeVat Mpe Yo+ Aeer Ve — ¥ Zeo

Y = MarYatRor Yo+ rer Vet oo F e e —Y 2.
Durch die bisherigen Entwickelungen sind die Beziehungen zwischen
den inneren und den duBeren Widerstinden des Fachwerkes und den

Werten A X, AY, AZ, S und T festgelegt. Die Ermittelung dieser
Groflen ist das néchste Ziel der Untersuchung.

3. Ermittelung der Forminderungshedingungen
bei ebener Stiitzung.

Um den Gang der Berechnung anschaulicher darstellen zu konnen,
moge der Sonderfall, dafl sowohl die Versteifungsbdden als die Rippen
nur in radialer Richtung gestiitzt sind, zuerst behandelt werden. Es
verschwinden dann alle Werte L, T, Z und somit auch R und €’

Die Gleichungen 43) gestalten sich dann folgendermaflen: "
Xon = Xoo;,“ a® F Qjy,
43a). ’YOI]:YOOn—@;Q:)Y’ .
l My =My, + @y —x) 0 + (y Qs —x Qjy) ?L:Mi 0;.
Die Elastizititsbhedingungen lauten:
5) ... 5M o Mo ~=§‘ MM o

—_—— e ds = — e ———— —
EI 6AX, VEL eAY, 7 )V EI es,,
Die zwei ersten Gleichungen liefern in Ubereinstimmung mit den

Gleichungen 7) und 8):
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1

1
9 ”M ds 2 ) M,—M, ds 0
— B ¢ (m —_y—— =0,
5 m'Y gy T 200r(mp 2 YEI
0 0
1 1
ds ‘M, + M, ds
{(Mm'xﬁwe\—g“(”_x)‘ﬁf*
0 0
1
M,—M, ds

— =0

— 2 cos (m p) (——2 XEI =V,

e

oder auch, nach Ausfithrung der Integrationen:
AXy, —a AY,, = —cos (mp) [Ayy — o Qy + Q54
AYm_ B AXm = (Byx —Y®) =+ cos (m P) [(Axx "“Q’o‘y) + B -Q’a‘x]

Hieraus folgt:

Axm=+«<f%i—®>~wﬂmm@&+9h%

l AY, = (B;x —@) —cos (mp) (Cy + Qjy).

46)

Somit durch Entwickelung fiir alle Werte m =1 bis m =n —1
und Summation:

m=n—1 A
47) . .. ZAXm-cos(mp) = Qb =~—<%-—1> (Cx + Q3y),
m=1
m=n—1
Z AY,, -cos (mp) = Qfy =— (—g———— 1) (Cy + Qiy),
m=1

m=n—1’ Bxx
Z AY,, =Q;y=(n—1) (———@ .
m=1 Y

Die Auflosung dieser Gleichungen liefert in Verbindung mit der
Gleichung

Y i=a :
In Betracht kommen fiir die letzte Elastizitdtsbedingung

oM
yM 9% ds=0

n

EI 0Sip
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nur die m*" Nebenrippen und die Hauptrippen; die Versteifungsbiden
leisten als starre Scheiben keinen Beitrag zur Forménderungsarbeit.
Man erhilt:

oM, M M, Y. ( ) (m o) M
— =M, — = Y;(®@y—x)—cos(m
S as, vy s
M, _
—— = Yj(ey—x)+ cos (mp): M
OSim

und daher:

1 1

. + M ds
(M M1 +2Yi(——_02 n(ocy——x)—i]—l—

e
0 0

Hieraus ergibt sich, wenn zur Abkiirzung
1 1

g’MOO——MOH s (M00+Mon s
, 2 'EI 2 EI
0 0
I = A I ds Bxi
‘ ds * (M) —
)2 —— EI
49 .. | °
\,.(a _x)z._ds_
VYT
0
[
d
S(M)2 :
0

gesetzt wird:
50) ... Sim =+ Yi(Byi—Yi0) + cos (m p) (A;; — Oj).
Durch Ausdehnung dieser Formel auf alle Werte m = 1 bis m =
n— 1 gelangt man zu folgenden Ausdriicken:
m=n—1
51) ... Z Sim  cos (mp) = O] = (—;~—1> (Aj;—0§),

m=1
m=n-—1

Z Sim*Yi=0; = (n—1)(Y;)?(Bx;—v: ),
=1

i=r =T i=r
1)2Bxi“‘“®2 (Yi)zYi]'

2 0,=0— Q,,y_m_z)[

i=a

Oder auch, in Ubereinstimmung mit den Gl. 48):

i
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i=r - B
; (Yi)sz1+ ;x
=a
@ = n i=r
5la). . . T2 W

0y = (n— 1) (¥)? | By —y; - =
. n Y
+ 2 ()i

n—1

Mit Hilfe der Formeln 46) 48) 50) 51a) ist man ohne weiteres im-
stande, sowohl die einzelnen Widerstdinde A X, AY,, S;, als auch
die entsprechenden Summenausdriicke zu ermitteln. Die Untersuchung
weist, wie wir sehen, in allen Teilen eine iiberraschende Einfachheit

auf.

4. Ermittelung der Forminderungshedingungen
bei riumlicher Stiitzung.

Wir gehen nun zum allgemeinen Fall einer rdumlichen Stiitzung
tber. Die Elastizitatsbedingungen lauten :

T o
EI 0AX, JEI 2AY,, EI 0AZ,
5. M oM C W oW
+SEI" 0D Zy '°“+jﬁ' Aty
[ 2L g [ A (B,
321 EI oS, EI 0T, JEI' Ty
"W oW
S——~———-ds=0.
VGI, o,

Die drei ersten Gleichungen liefern wie die Gleichungen 7) 8) und 9):
1 1

ds
——25Mm-y~ﬁ+2cos(mp)§ y—=0

M,—M, ds
2 EI

0 0
1 l(
ds M, + Mp) ds
2\ M, . x—+2|—2 n —_x) — —
+ 5 m xEI+ g 2 (xy X) El
0 0
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1 1
2((%1““ )ds-{-2 SIn(mP)SM.yE:O,
0

ET 2 EI
0

oder, wenn zu den Bezeichnungen der Gl. 10) die neuen Bezeichnungen

1 1

ds ‘ ds
s e X —— s _—
5'9‘1 El jp*l y El .
: 1 =&, ° ] =M Axx 2 &=
33) ... ’ X2E "yz_di =
B EI j EI
0 0
f=r
O ) O, -0
Ayy— 2 Rin= Dy, __y_T{oc > =1, ﬁ—; x:H)>
1= a

hinzugefiigt werden :
AXm — % AYm = ——C08 (mP) [(Dy — & Q;3y + (Q;}‘\ + Q;FZ)J’
— {3 AXm = (Bxx —‘"{@) + cos (m P) [(D\ - Q:)y + B (Q(’)\ + Q;Fz)],
AZy = —§-sin (mp) [Py — o Qfy + (Qix + Qi,)]-

Hieraus erhilt man:

[AXm = (% —@)— cos (m p) [IIx + (Qyx + Q4,)1,

54) .
54) ]AY ?37— — cos (mp) (I + Qjy)
A Z, = {-tang (mp) (AX,, — o AYy)

und somit durch Summation:

m=n—1
S %y cosmp) = Q= — (5 1)l @5 s
m=1
m=n—1 B
Qiy= DAY, = (n—z)(—;Y—— >;
m=n—1 n
ZAY cos (mp) by (—-2~—1)(Hy+Quy)
m=1
m=n-—1

Z AZy, - sin (mp) = Qj, = —{§ - % By — o Qjy + (Qhx + Qj))

m=1
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Die Auflésung dieser Gleichungen liefert:

n—1 isr
Qﬁy ( = Z 1)»
' 2 <
Qpy=— (1=l = — (12 2
\ i=
2
71—
, n
55) ... be‘*‘Qéz:_l_{_qJ x+a¢0y+ \‘J yy’
P
i=r l
- R [mix+ amiy + *Ni l’
i=a 1___2__
-
wobei 7*:ix=—~——7“~—aCzi ’ 7't,'iy=——6m—Ei .
Y Y
Die Elastizitatsbedingung
(xat
N EI Osim
laBt sich wie vorhin in der Form
ds M, + M, ds
SIM Ml—+2Y§ 3 (o(y—-x)ﬁ__
1 M d
M,—M, s
— o M, — =0
2 cos (mp) 5 3 M; EI
0
schreiben. Thre Entwickelung fithrt mit den Hilfsbezeichnungen
1
— ds
(Miy-k‘
(2 k=r
56) . . . ‘01*=®1k, Ajj— Ry - oy =Dy
5 ds k=a
o0 5
0

zu folgender Beziehung:

57) ... Sim=Y;(Bxi—Yi0) + cos (mp) (D; — 0Oj)
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Es ist mithin:

m=n—1 n \
| Sip - cos (mp) = 0f = (;—1) (@, —0)),
m=1
m=n—1
58) ... Sim* Yi=0;= (n—1) (Y;)? (Bxi—Yi O),
m=1
i=r i=r i=r
‘ 0,=® Q,,y—- (n_l)[ (Y3) By @ (Y3) Yl]

i=r B
(Yl)szi+ ‘;x
i=a
0=" n & .
68a). . . n_f+Z(Yi)2Yi
i=a
- i=r
B
n—1 _ (Yl)szi‘I'"_;x
0= —— )| Bai—Yi— 5
n ay
n_1+i=a(Y1) Yi

Wie die bisherigen Entwickelungen zeigen, lassen sich alle GréBen
AX,, AY,, AZ, und S;,, nebst den zugehérigen Summen als Funk-
tlonen der Gruppen R, darstellen. Um diese Grofen selbst zu bestimmen,
benutzen wir jetzt die letzte Elastizittdsbedingung:

°M, oM M M M

W
e ds -ds=0
VEL 3m, © CVET 3T, S+\ GL, My

Thre Entwickelung liefert, wenn man beachtet, daB fiir die mte®
Nebenrippen
My . W,
i T ¥y
und fiir die Hauptrippen

o, M, _ sin (m
STim~“m~—Hn (mp)

== Wp

ist:

1 1

M) (W2 ) M, —M ds , ,

([ 0o g g_____ et 05

0
1 1 1 1
ey 0 ( s 0] S _
j“i')’ﬁ_ t?yc‘.y'leI Z Sul l\Ik Bl Z S Wi EI =
0 0 0 0 .

Marcus, Raumfachwerke.



34 Die Rippenkuppel mit starren Versteitungshiden.

Schreiben wir zur Abkiirzung

‘ ds ds
? (Mgyo—Mon) i FT ((M,)?EI
0
1 = Di’ 0—1 = Vi,
ds ds
foi e
SV EL AR
59) .4, LY
( ds , ds
/("lf"k EI y-EI
0 1 - Cik? 1 0 = LI)I’
gyz ds g(sfm W],
J° EI J| E GI
0 0
so erhalten wir auch:
Tm] = \I,tr sin (m p) [Di + 7N (Q,,,‘ -+ Q,,Z ﬁ E, Qoy
60) . .. ker ket
__ViZO{(Oki——- ZRK'Cki]’
k=a k=a
m = n--1 n o
2 Ty sin (m p) = %—[Di 1y (Qox + Qbg) — o B Loy —
m=1 2 B
61) « s e k=r k=_’t
_Vizoimki‘*ZRk‘Cki] = R;
k=a k=a

In diesen Formeln ersetzen wir die Werte O’ und Q’ durch die
rechten Glieder der Gleichungen 55 und 58a. Es ergibt sich:

: (-3)

k=r
g- Ayv [
— Ry=D;—n——| C4 C R, X v
ny Ni 1+¢ +ad Cy + —T= I_E_ kz=; k{ﬂkx‘*‘dﬁk}‘*‘
n
+—?'—p§ + o 51(1—-—)( Z K * ka)—
1—= B k=a
n .

9 kK=r k=r p=r k=r
— <1——) Vi [ZAkk " Wi — ZRk Z“’kp"ﬂpi]" ZR,k i
n k=a k=a Dp=a k=a

Fassen wir alle zueinandergehorigen Werte R zusammen und
setzen wir
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n o i
Gix+ - - kL

|
e R B

'
Tkx T % Ty + \J—“—2|
1—=

n

59a). . .

p=r
— Vi Zwkp Ty = ki
p=a

so erhalten wir schlieBlich:

1 1
60) . .. Ra’sai'*'R'b‘Sbi‘*“R‘c'Sci‘*”---‘*‘R’i[sii—l_:p,—. n ]+'
1
1
R
D; N , A
+Rr'8ri=*~—l—2———l+l¢ icx'}‘d‘q’)(»y'f"p yy2| +
1— = 1—=
n n
o k=r
+ =5 Cy—y ZAkk"’Jki‘
ﬁ k=a

Die rechte Seite dieser Gleichung enthilt bekannte, ausschlieBlich
von den Belastungsgliedern abhéngige Groflen, in der linken sind
nur die r Werte R vorhanden. Stellt man r solche Gleichungen fiir
i = a bis 1 = r auf, so kann man alle Werte R ermitteln, und aus des-
selben der Reihe nach die Grolen @, O’, Q', AX, AY, AZ Sund T
ableiten. Hiermit ist dann die Aufgabe gelost.

Die umfangreichen Umformungen, die zur Durchfithrung der
Untersuchung erforderlich waren, diirften vielleicht zunéchst langwierig
erscheinen. Thre ZweckmaBigkeit wird jedoch erwiesen, wenn man
einerseits den Grad der statischen Unbestimmtheit und andererseits
die Anzahl der aunfzulésenden Endgleichungen gegeniiberstellt. Bei
einem 32 rippigen Fachwerk mit vier Zwischenringen kommen bei-
spielsweise im allgemeinen 32 (3 + 4-2) = 352 oder mit Riicksicht

5

3
auf die Symmetrie (—5- - 1) (3 + 4+ 2) == 187 statisch unbestimmte

GroBen in Betracht; das lineare Gleichungssystem, zu dem unser Ver-
fahren fithrt, enthélt nur vier Gleichungen mit vier Unbekannten.
Der zu seiner Auflosung bendtigte Arbeitsaufwand darf jedenfalls,
angesichts der ungewodhnlichen Schwierigkeit der Aufgabe, als ver-
héaltnisméBig sehr gering bezeichnet werden.
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5. Bemerkenswerter Sonderfall.

Die Untersuchung gestaltet sich einfacher, wenn die Querschnitts-
verhéltnisse und die Rippenmittellinie derartig gewahlt werden, daB

die Bedingung
. Sm ds J‘W ds
TR S AR A
ds ds ds
ka'ﬁ fmk'i:?JrSW"'G—Ip

der besonders bei geraden Rippen und flachen
Es ist dann meistens auch:

_ ds - ds — ds
SMi'Mk'EF S”i'mk'ﬁ?+5wi’wk‘a‘1“
— P

! EI’ GI

erfiillt wird, ein Fall,
Kuppeln in Erwigung kommen kann.

und daher:
Eix = Xik» Pik = Aik-
Mithin:
Wa = )\aa'Ya—yz = Aaa(¥a+ xY, —yX,)—[xY, +Y(Za_xa)] =

= Ma_[XYa.‘f‘Y(za_Xa)]’
Wb = Aab* Ya+ Mob Yo —YZp= My —[x ¥, + ¥y (Zp — Xp)],

pg = My —[x Yy + vy (Zg —Xk)],

Il
-

i=r

Rij-pi= ZR <M —

i=r
YZ R; (X{— Z)-
|—a 1=a

Dementspreohend lauten nun die Gleichungen der Hauptrippen

in Ubereinstimmung mit den GI. 43:

M, = My, + (xy —x) ®+y[Q,’sx+sz—2Rl(X—

61) . .. . )
[,,y 2R Y] Z (0] + Ry).

i

i a

IIM

1=a

Die Elastizitatsgleichungen 52a) liefern nun:

AXm =0 (Bxx —9) —co8 (m P) [Cx + Q'Bx + Q'dz -
62) ... AT
— R (Xi— Zy |,

i=a

I
-

I
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i=r

LS N P,

i=a

’

i=r

AZy = —{-sin(mp) [Ayy-i-be + Qﬁsz——ZRi(Xi“— Z)—

i=a
i=r
—ocQZ;y+ocZRi~Yi].
i=a

Hieraus folgt durch Summation:

R AT

2
=5 A
n
Q:SX—FQ&Z:_E]-{—LI) Cx+°‘¢0)’+¢ yy2 +
71—
n
i=r
“"l" Ri-Y; [ ¢ i
—}--—-'-l:a 1+ ZRl(Xl_Zi) .
n_ 1__2_ 1=a
n

Die Elastizitdtsbedingung
1 1

‘M oM _ds ‘(M. + M ds
. ds =2\ M oy | (B + My) ) =
'\EI S SliEI* ‘j'—z S @y —x) 5y
0 0
1
M, —M;) ;= ds
—2 M—M) 35 = o
S (S A
0

geht iiber in:

64) ... Sim=Y;(Byi—Y;0)+ cos(mp)[Aj;— (0 + Ry)].
Mithin:

m=n—1

2
65) . .. ZSim~cos (mp) =0 = (1——) (Aji —Ry),
m=1 n
m=n-—1
leim'Yi =0;=(n—1)(Y)*Byx;—1:0),
m =
i=r i=r i=r
) 0; =®_"Qoy— (n“‘I)[ (Yi)szr_@ (Y1)2 Yl:l
i=a i=a i=a
1=T ) B
2 (Y)2By; 4 2
®= 1=a i Y
i=r
n N7 2
1 +4 (Y3) Yi
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Die Elastizitatsgleichung

M oM C M oM (‘W ow
e .ds _——.ds —_—
VEI o, S E1 0T,

1468t sich folgendermaflen umgestalten:
1 1
Wi
2\EI, M- ds+2s “Wids +
0 0
1

M, —M .
+ 2 (—0—2—"—[in——y(X )]ﬁ sin (m p) = 0.

o

0
Nach Vollziehung der Integration ergibt sich:

1 N
_47T""+%'Y{- . sin (m p) (0] -+ Ry) = sin (mp) {Bx,
1 1

+

®| R

.

Yi

+ (X1 ’_Zx) [Ayy + Q;)‘x + Q:Tz_‘ Z Rx (X,
< "Y é )] - % : Yi {Axx + B (Q:Fx + Q:)z) —

i=a

Ersetzt man in dieser Gleichung die Werte O’ und Q’ durch dic

rechten Glieder der Gleichungen 63 und 65, so gelangt man zu folgender
Beziehung:

! R 2
ETimT?' . 'sm(mp)-?Ri=_

66) . . .
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Schreibt man zur Abkiirzung

1 o n . .
_— ci—l——1)A;| — (X —Z) Ay, +
RNV N —
® . bs —
+ =Y (YHb Cy"‘Axx)} R <N = Zj,
p %Y
I+gi——
B n
1_*_-\ ! |
0'[(Xi — Z;) + 8. 'Yi] i = 0y,
B —}—LI)-' * ._Y_
"B
i
(X2 +a¥) —— P =,
I —
i
so erhalt man durch Summation :
1+ *.x
]m=n—1 1 o T 1??
— DT sinm :"’“R~:——-lR~+—~— SERA
bi oy T B v Ui
i=r i=r
[ =01 2R Yy DR (X — )
. i=a i=a
oder
i=r i=r
67) .. Ri=S—0 X R+ 1 D Ry (X —Z).
i=a i=a
Hieraus folgt schlieflich:
=T i=r i=r i=r
o) ... D RY = D EY— D RY D oY+
i=a i= i==a i=a
jf==r i=r
+ ZR’i (Xi—Zy) 7 Yy,
i= i=a
i=r i=r i=r i=r
R; (XI—ZI): 51 (Xi_"ZA)““ Ry Yl (X Z)
I=a i=a i=a i=a
i=r i=rt
+1Z:Ri (Xi— %) 7 (X — %)
=a 1=a
Diese drei letzten Gleichungen liefern die Ausdriicke
i=r i=r 1'-_-__5
ZR'i’ ZRi(Xi—zi)’ Z R;Y;,
i=a i=a i=a

und es ist daher moglich, auf Grund der Gleichungen 62), 63), 64), 65)
und 66) alle Widerstéinde A X, AY,, AZ, S;,, und T, zu bestimmen.

m>



III. Absohnitt.
Die Rippenkuppel mit elastischen Zwischenringen.

Die Forderung einer volligen Freihaltung des durech die Kuppel-
oberfliche begrenzten lichten Raumes, wird sehr hdufig aus kon-
struktiven und #sthetischen Griinden zugleich gestellt. Es miissen
dann alle Versteifungsglieder in die Mantelfliche verlegt werden, und
statt der infolge ihrer Gliederung auBerordentlich wirksamen Quer-
boden werden elastische Zwischenringe eingeschaltet. Die Verbindung
der letzteren mit dem Gerippe kann entweder eine starre oder eine
gelenkartige sein.

Die Anordung eines biegungs- und verwindungsfesten Anschlusses
ist im allgemeinen insofern zweckmiBig, als tangentiale Lastangriffe
in Betracht kommen. Zwei benachbarte Rippen bilden in diesem
Falle mit dem entsprechenden Ringabschnitt einen ebenen oder rdum-
lichen Rahmentréger, dessen Mittellinie durch die Kraftebene beriihrt
wird und sich daher zur Lastaufnahme besonders eignet. Fir die
meisten Raumfachwerke sind aber die in der Rippenebene wirkenden
Lastangriffe maBgebend, und es ist fiir die Widerstandsfahigkeit des
Tragwerkes in erster Linie wichtig, da die Rippen als durchgehende
Stabziige ausgebildet werden, wihrend es unter Umsténden vorteil-
bafter sein kann, die Zwischenringe als gelenkige Stabziige zu ge-
stalten. Eine starre Verbindung aller Fachwerkstibe ist nimlich aus
dem Grunde wenig empfehlenswert, weil es nicht leicht moglich ist,
selbst wenn die in den Stabsquerschnitten auftretenden Spannkrifte
bekannt sind, die Spannungsverteilung in den Knoten mit hinreichender
Genauigkeit zu verfolgen. Bei einem gelenkigen Anschlufl der Ringe
hingegen erscheint die Krifteiibertragung durchaus klar und einfach,
und dieser Vorzug ist so bedeutend, daB es sehr haufig zweckmiBig
sein diirfte, die Ringe gelenkig mit den Rippen zu verbinden, umsomehr
als sich eine soleche Verbindung konstruktiv ohne Schwierigkeiten
einwandfrei herstellen 1a0t.

1. Untersuchung kettenartiger Zwischenringe.

Eine besonders giinstige Krifteverteilung wird erzielt, wenn die
Ringe sowohl aneinander als an das Gerippe gelenkartig angeschlossen
sind, und zwar derartig, daB sie einen Widerstand nur in radialer
Richtung ausiiben (Abb. 23).
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Die Ringe bilden dann gewissermaBen eine geschlossene Kette,
welche durch die Kuppel versteift wird. Damit diese Kette im Gleich-
gewicht bleibt, miissen in allen Knoten die gleichen Krifte K; wirken.

Betrachtet man die Kuppel ohne Zwischenringe als Hauptsystem,
so werden in demselben durch die zyklisch symmetrische Belastung
(K;) Auflagerwiderstinde X® und Momente

M) — viKi—v X
Rpppe m

Zwischenring

()

Abh, 23,

hervorgerufen?). Da fir alle Rippen die Bedingung
i
‘ ds
My — =0
g VEI
0
erfilllt sein muB3, so ergibt sich
X(i) = &j Ki
und daher
M; =K, (yi — % y)-

Unter der Einwirkung aller Ringwiderstinde K; entstehen somit
die Stiitzkrifte

i=r
X = Zain,
i=a

und die Momente
i=r
M= 3K (yi—y).

i=a

1) Infolge der gleichméBigen Verteilung der Ringwiderstinde erfihrt der
Kopfring keine wagerechte Verschiebung: es entstehen daher keine Tangential-
schitbe und mithin auch keine Querbiegungs- und Verwindungsmomente.
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Fiigen wir zu diesen GroBen diejenigen Krifte X(® und Momente M,
welche der dulleren Belastung des Hauptsystems entsprechen, hinzu,
so wird der endgiiltige Spannungszustand des Gerippes durch die
Gleichungen:

i=r
Xp=XQ+ MoK, Y=Y, z,=120,

m
69) ... =
1=T1
My =M+ 3K (ri—y) Mp=M, Wy =W
i=a

gekennzeichnet. Die Werte X, Y0, Z0, MO, M0, WO sind hier-
bei mit den im ersten Ab-
schnitt ermittelten = Werten
i Xy Yo, Zg, My, M, und
W, identisch und sind daher
als bekannte Groflen zu be-
trachten. '
Die Krifte K; rufen in

Abb. 24, den Zwischenringen Achsial-
kréfte
o L K
' 2 sin 0/2

hervor (Abb. 24). ,
Zur Bestimmung der Ringwiderstinde stehen r Elastizitits-

bedingungen in der Form
S‘_l_\lﬁ M g ( NNy

70) .. ——ds=0
) EI 0K, J EF; 0K;
zur Verfiigung: unter F; ist hierbei der Querschnitt des it*" Zwischen-

ringes zu verstehen.
Das Gerippe liefert zu diesen Gleichungen folgenden Beitrag:

M oM ; My+M, "Ry | as
s =2 My |—-
5131 oK, J i “‘y)[ o T = Mgy
Es ist nun
M +M m=n—1 M(O)—{—M(O)m_n"”l, i=r
LIRS X E3M 4 3 K ),
m——l i=a

oder nach GL 1) und 6):
m=n—1 m=n—1

My+M, & M+~ M 3
Io+l ZM Mo - Mo ay—xZY(O)—l— Z‘Y(o)

m=

m=n—1 i=r

—y 2 XQ +n 2K (ri— ),

m—l i=a
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Andererseits ergibt sich nach Gl 11

=n—1 m=n—1
" Zn‘x(o) n—1 _ ZY“ YO,
m=1
Mithin:
M, + M, "= M, +M IE
+ S IS Mm 00+ On+ Z‘K ai}’)
i=a

Beachtet man, daf die Gleichung
1
Moo+ M S ds
H oot Mon ZK ax}’)}’-ﬁ
i=a
0
von vornherein befriedigt ist, so erhédlt man

y=f
" 00—{-M()n ds "
TEI

g‘M oM ) on 1
UAE—I JK; rde= nj
i) ... y=yi
y=1f
k=r \‘ ds
Yk — % ¥Y) Yigg

T2k

Der Beitrag des i*" Zwischenringes errechnet sich zu
K|

y=yi

- sﬁi d%l d 2nsi
—e——eds§ = ——— |
\EF, oK, EF, 4-sin?(p/2)

oder da in Ubereinstimmung mit Abb. 24 die Linge eines Ringab-
schnittes
s; = 21;-sin (p/2)

ist, so wird auch
2) ... \‘—‘Rj—-%ds=n§£j. : l
EF; K, EF; sin(p/2)

Fafit man alle Beitrige zusammen und schreibt man zur Ab-

kirzung
y=1{ y=f
g M ds ! (y ds
’\( 00 T on)Yi o5 Bl \ Yilyg—ak-y) < Bl
y=yi l = i, y=y! ] :8}(1,
*, ds ©, ds
2 — L—
VY gl \ Y ORI
0 0

so geht Gl. 70, iiber in:
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_ | .
o ds
2 "~
jy Bl
i o

B) ] Ko 8 +Kp- 8y + Koo 814+ ... + K _8ii+EFim_, +

1
+"“+Kr'8ri=—“n_g.)i'

Stellt man wieder r solche Gleichungen fiir i = a bis i = r auf,
s0 kann man alle Widerstéinde K; sehr leicht bestimmen und sodann
mit Hilfe der bereits frither ermittelten Werte X', Y, Z© M©)
MO und W den Spannungszustand des ganzen Tragwerkes feststellen.

2. Untersuchung der aus freien Gliedern zusammengesetzten
Zwischenringe.

Schwieriger gestaltet sich die Berechnung, wenn die Ringabschnitte
gelenkig an die Rippen angeschlossen, aber nicht unmittelbar mit-
einander verbunden sind (Abb. 25). Es entstehen dann in den verschie-
denen Abschnitten des gleichen
Zwischenringes (i) verschiedene
Spannkrafte H, ;, und der Grad der
statischen Unbestimmtheit wird im
allgemeinen 2n — oder mit Riick-
sicht auf die Symmetrie mindestens
n-fach héher.?)

o) Verteilung der Ringwider-
stande.

G

m-7

Abb. 25. Um den Gang der Unter-

suchung einfacher darstellen zu koénnen, nehmen wir zuerst an, es
sei nur der i'® Ring vorhanden (Abb. 26). Die auf die m'® Rippe
wirkenden Ringwidersténde H,, und H, ,, lassen sich in eine radial-
gerichtete Kraft

Kp = sin (p/2) (Hy 41 + Hy)
und in eine tangential gerichtete Kraft

Ly, = cos (p/2) (Hy 41— Hy)
zerlegen. Betrachten wir die unversteifte Rippenkuppel als Haupt-
system, so kénnen die in den Nebenrippen durch die Krifte K, und L,
erzeugten Auflagerwiderstdnde, Biegungs- und Verwindungsmomente
in der Form

1) Diese Erhohung der statischen Unbestimmtheit kommt nur bei Trag-
werken mit rdumlicher Stiitzung in Betracht: bei radialer Stiitzung hingegen
ist es gleichgiiltig, ob die Glieder der Zwischenringe mittelbar oder unmittelbar
gelenkartig ancinander angeschlossen sind.



Untersuchung der aus freien Gliedern zusanmengesctzten Zwischenringe. 45

74) e X(ylyi'—— Xi Km"}'AXm» Y(i)=Yi Km+AYm, Z(i)=ziLm+AZm’
MY = MK, + xAY, —yAX,, I =MLy +uAZ,,
W W, L, + vAZ,

7
72
n-7

Hr,
n

Hn
-7

m
Ahb. 264,

Hauptrpper

NN
Y

21, |

Abh, 26 b,

dargestellt werden. Auf die Hauptrippen entfallen zunéchst unmittel-
bar die radialen Widerstéinde
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K, = 2H,-sin(p/2), K, = 2Hj sin(p/2),
ferner die Resultierende Q; aller Krifte K, L, X; K, Y; K, und
Z; Ly, und schlieBlich die Resultierende €y , ,, aller Widerstinde
AX,, AY, und AZ,. Setzt man

m=n—1 m=n—1 m=n—1
%) ... D Kn=§, ZKm~cos(mp)= R, ZLm-sin(mp)=I
m=1
m=n--1 —n——l m_n—l
D AX,,-cos (mp) = Qf ZAY = Qg, ZAYm cos (mp) = Qy,
m=1
m-—n—d
Z AZy, -sin (m p) = Q;,
m-=1
E(ReX)r2, kR A2k R
2(R+ %) [_I_‘ @9{1-2,%)
2X; RZ; )

K SEROXi ) R2;)  -aKR-RIKNT1-2,) 0 Hoithr K sho=Ka)]  Ffoxil Bt Pon)- Vo=t

-y(%sx»/f J?/gn%/ K-SR )

14/@ /r,,//f f/ —//ﬁ,-/fn)/z%

A\hb 21. Abh., 27a.

so 148t sich Q; durch folgende KraftgroBen ersetzen (Abb. 27): es treten
an Stelle der Widerstéinde K, und L, eine in der Scheitelebene wirkende
Kraft 2 (R + %) und ein Kréiftepaar 2 f; (R + <), an Stelle der Wider-
stiande Y; K, eine in die Mittelachse fallende lotrechte Kraft 2Y; &
sowie ein Kriftepaar 21, Y; %, und an Stelle der Widerstinde X; K,
und Z; L, eine am Scheitel angreifende wagerechte Kraft — 2 (X; R 4+
4- Z; %) und ein Kriftepaar — 2 f (X; R + Z; ). Die entsprechenden
Auflagerwiderstinde und Biegungsmomente sind:

Xp = —aYi® + (R (I—X) + T (1—2Z)},

( i)

Y, = — V(R %)+ ®+2),

M, = ﬁYi(ay~X)i{(§t+ %)[—15

on '(f—*fl)—Y]—XYiQR-i-Y(?RXH—%Zi)}
1
Das obere Vorzeichen bezieht sich hierbei auf die Rippe (o), das
untere auf die Rippe (n).
Durch die Krifte K, und K, werden, wie Abb.27a zeigt, Auf-
lagerwidersténde
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o 1

X, = 71 (Ko + Kp) £ ) (Ko—Ku)s

(Ky—Kp) (t—15)
Y = ’
On * 2 L
Momente
- K,—K,) [ x

My, = ¥i Ko, — 55 Ky + Kn) + (—"é—ﬂ h— (f—1;) —Y}

hervorgerufen. Unter dem Einflull der Gruppe (2, y , entstehen schlief3-
lich wie bei der unversteiften Rippenkuppell) Stiitzkrifte:

Xp, = —aQy F(Q+Q;), Y, =—Q;FQy,
und Momente

Mg, = Qy (0y —x) £ [y (Qx + Qz) —xQy ]

Fassen wir alle Werte zusammen und beachten wir, dafB alle
Spannkrifte H des Zwischenringes ein fiir sich im Gleichgewicht be-
findliches Kriftesvstem bilden und dafl somit die Gleichgewichtsbedin-
gung
erfillt sein muB, so erhalten wir insgesamt:

. XY =i°;i (K, + Ky) — Vi § F (RX;+ T Z) —aQy T (Qy + Q)
Y =~V R FLR—Qp TQy,

. %
M&; = yiKOn—?l’Y(Ko“!‘ Kn)+ Y- Ry —x) &

+ {Y(ERXVF izi)—mei}"*- Qy(ey—x) +
+ [y Q% + Q;) —xQy)
Schreibt man zur Abkiirzung

i (K +K) A !
%) ... (()lz)n= yiKon—-y°0Ci_°‘0—2—'P'*+Yiﬁ(“y_x)I

i{y(ﬂiXi+ TZj)—x Yiﬁﬁ},
so ergibt sich auch
Mf)ir)1 = Mf-,ign + Qp (y —x) £y (Qx + Qz) —x Qy].
Letztere Gleichung stimmt, sobald man AX , AY_, AZ 6 mit
X, Y., Z, vertauscht, mit der im Abschnitt § 1 entwickelten Glei-
chung 6 vollkommen iiberein. Wir diirfen daher ohne weiteres die fiir

X Yo, Z,, daselbst ermittelten Losungen unmittelbar auf die Werte
AX,, AY,, ZA,, ibertragen. Wir erhalten der Reihe nach:

1 Vgl. Gleichung 5).
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1 iy K+ K
2 (o + M50) = —O—H— Fi—ouy)+ Yi® (xy—x),
! (Mm M{) —
Y 00— - yl+$.R(yX'_~XY)+y%Z1’

( 1) xds

\_’-3_

- KO_:;KH Bit REXi—Yi) +PTZ =

2§ ds
). EI =TEZ—P)
0
@) iy 98
f(Moo Mon)” 57 ok
Agy =" ; = 0_2_ Do+ R(Xi—aY)+TZ =
ds
2 __ =$ Zi"“ai )
2\ 51 ( )
0
Ayy— e
R T B
Y Y
1
o+ 28 (x57)
K, +K
Byy =" i = Bimwup) + Vi R @p—1),
25 ds
5T
’ B K
J‘_:_yi(@+5u),
Y 2
oder mit der Hilfsbezeichnung
+ m=n
ﬁ+————=2sinp/2ZHm=2@:
m=1
Brx =—2Y;-8.
Y
Die Gleichungen 10) und 11) liefern nun:
Qy= + n—1 h;~2(n~1) Y,.c,
n Y n

Q= (1_3> ¢ =+ (1—3> Y2,

10 @+ Q) = — Ay — (z——) Oy + o Cy) =

a2 (- s
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= = b <

1 By
AX, = —u \’:* —cos (mp) (Cy + Qg + Q;) =
2 2 i — 2 yY;
:__..aYig_:__.cos(mp)z}ii-iﬁ
n n 1+4¢
‘ 1[By 2 2
AYm=;|: \;x—2cos(mp)0y]=—;@Yi+I cos (mp) ¥

!
AZTH: q)'t‘ang(mp) (AXm""O('AYm) =”n2~51n(m9)$; 1:4} (oci—Zi).

Werden diese Werte in die Gleichung 74 eingefiihrt, so ergibt sich:

) . 2
79) ... M<,;3=MiKm+;@Yi(ay——X)+

3 (Xl —_ Zi =+ Ol,q) Yl)
+ " cos(mp)SZ[Y,x-y I+¢ s

My = M; L +3~sin(mp)u$' b (i —Zj)
m 1-m n 1+¢ 1 1)?

M _y L Y
Wm—_:WiLm—k;sm(mp)vi —Z).

e

Die Gleichungen der Biegungsmomente der Hauptrippen lassen
sich wie folgt umformen. FErsetzt man in den Gleichungen 78) die
Q-Werte durch die entsprechenden Funktionen von & und ¥, so er-
hélt man:

Mg,’l=yiK0“~yocx(2€5—ﬁ)+YiS?(ocy—X) +IyRX;+TZ)—xY;R]

—1
—2 (Eén,ﬁ_)_ Yi & (ocy - x) I

ol i en ) (2]

oder, wenn man den Ausdruck K, (yX;—x7Y;) einerseits zu- und

anderseits abzihlt und die gemeinsamen Faktoren vereinigt:

(@ L@
M(:"\ =M K, + K, (yXi—xY)+ & (yoi + Yiey—Yix) + R (yX;—xY))

1
—2@[@)’4—%'&(“}’*1‘)] ==

e e T S o

1
In dieser Gleichung kann (R + ) mit - (K, — K) vertauscht

werden, und auBlerdem

Marceus, Raumfachwerke. +
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Ky — (KO;KI]) = KO;KH , Ky + KO;—KD — KO—;Kn

gesetzt werden, es wird dann:

; 2 2
“(?, =M;-K,, - @Yi(WY~X)i;$[YiX—y

(Xi~zi+aq‘yi)]+

I+
K, + K,
+<yxi—in>(—°—3;——-+9%—2@)i
+ < y(Z--X~)—-——L—[Z-—X~+¢(Z--——ot~—ocY~)]l.
Es ist aber - R A o Y
K0+Kn

~ - 1
3 +R-28=0, (Zr-}&i)—m[zi—xi+¢(zi—ai—in)J=0

Daher ergibt sich schlieflich:
. 7 Y,

792). . . Mf)l,)l =MK,, + ;2—5 Yi(ay—x) _‘_f‘_;‘lﬁ [Yax-—y ml—lzl_{—_%iﬂ]
Diese Gleichung stimmt, wie es auch die zyklische Symmetrie fordert,
mit der fir die Nebenrippen abgeleiteten Gleichung 79 vollkommen
itberein. Allgemein kann fir jede Rippe

[ My = MY+ My, + Mip, My = ME + Ny + M,

l Wy = Wg) + W + Wiy
gesetzt werden. Die Werte M@, ), WO sind hierbei unmittelbar
von der Belastung abhdngig und beziehen sich auf die unversteifte
Rippenkuppel, wihrend durch die Werte

My =MKpy, My =MLy, Wy =W;L,,

i—Zi + ONPYi)],

80)

2 2
My :-_.—r_l—@ Y; (ay——x)—{-T- cos (mp) T [in—%q;— (X

Y 2 b
T+ (i —2Z), Wi = Tsm(mp)vi T4 (0—2Z3)

der Einfluf} der Ringwiderstinde gekennzeichnet wird.

2
M = ;ﬂsin(mp)u‘l

B) Bildung und Ermittelung der statisch
unbestimmten GroBen.

Wir teilen jetzt die Werte H in die zwei folgenden Gruppen:
(H1 + Hn) = Ul, ry (Hl ”‘Hn) = V1>

(Hy +Hyy) = Uy, (Hy,—H, 1) =V,

81) . ..

(H3 + Hn——2) = Us’ (Ha—Hn-—2) = v3’

l\'-"N N>|~ MIN

1
— (Hi+ Hic 1) = Uy, 5 (He—Hy 1) = Viee
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Es ist also:

82) . ..

H,=U,+V, H, =U,—V,
H,=TU,+V, Hy ;=0,—V,
H,=U,+V, Hy_p=TU,—V,
Hy = Uy + Vi Hyg 41 = Uk — Vi

und mithin

$3) . ..

83a) .

K, = sinp/2[(Uy + Uy + (Vo + VI,
K, =sinp/2[(U; + Uy) + (V; + V),
K, = sinp/2 [(U, + Up) + (V, + V)l
Ky = 2sinp/2 Uy

K, _1=sin p/2 [(Uy+ Uy) — (Vo + VI,
K, —g = sin P/2 [(U; + U,) — (V3 +Vo)l,
K, _35 =sinp/2[(U, + U,) — (V, + V)],

L; = cos /2[(Uy;—Uy) + (Vo — V)1,
Ly = cos p/2[(Uy — Uy) + (V43— Vy)l,
L, = cosp/2[(U,—TU,) + (V,— V,)I,

Ly = —2cos p/2 Vy
Ly,_1=—cosp/2[(U,—TU,;)—(V,—V))],

Ly = —c0s p/2[(Uy— Uy) — (V3 — V)],
L, 3= —cos 9/2 [(U4 - US) - (V4 - Va)]y

My, 0 =Mil(Up 41+ Un) £ (Vin 41+ Vm)lsinp/2,
M,y =+ D (U 41— Un) & (Via 41— Vi)l cos p/2,
W;n"__m =+W [(Um+1‘"‘pm) + (Vm+1 — V)] cos 9/2’
M = 2M; Uy - sin p/2,

My = — 2 My - Vi - cos p/2,

Wi=—2W;.Vy.cosp/2.

Fir die Hauptrippen gilt ausnahmsweise:

l Kon = 2sin p/2 (Ul + Vl)’ Lon = O,

" Mo, = 2M; (U, + Vy)sinp/2, My = Wy = 0.

51
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Um den Gang der Untersuchung an einem praktischen Fall zu er-
lautern, nehmen wir beispielsweise n = 12 an, und stellen in Abb. 28
die Belastungsgruppe U, = 1 dar. Die auftretenden Widerstédnde sind:
H=H-=1 K,=K,=K; =K, = sing/2, Ly=—L,= —{—L8=—L9=cosp/2

X, =X, = Xy = X, = X;-sinp/2

Y, =Y,=Y, =Y, = Y;-sinp/2 Y,= Y, = —4Y;sinp/2

Zy=—2Z,=+Z3=—2Zy=Zcosp|2

Xysin f

Abb. 28.

Denselben entsprechen die Momente:
M,=M,=M;=M = M;-sinp/2,
My =—My =+ MWy = — My = M cos p/2,
W,=—W,=+W;=—W, = W,;-cosp/2,
My =M, = —4xY;-sin 0/2,
sowie die Ringspannkréfte
Nyg=Ng= 1
Wenden wir den Satz der virtuellen Verriickungen auf diese Be-
lastungsgruppe und auf die wirklichen Verschiebungen an, so lautet
die Arbeitsgleichung:

1 1 S
, ds Mo+ M, ds ds
2sin p/2 j(Ma"'Mct"'Ms'*‘Ms)Miﬁ—‘iYi o *ET + 2§(‘R4+ ‘Jh,)ﬁ-%
e, “ ! i
0 N 0
1 1
ds
+ 2 cos p/2 g(ms_;ﬂt‘;‘*‘ms_ms)mi*}a—f*‘ ((Ws_th"f'Vvs"'Ws)WiGI =0.
e P

L% 2
0 0



Untersuchung der aus ireien Glicdern zusanmengesetzten Zwischenringe. 53

Thre Entwicklung liefert, wenn man, um die Schreibweise zu ver-
einfachen,
1 )
" ds
| M My =D, M| o W = [, D)
0 0
1
‘ ds
Wi Wy ——=[W;, Wy
QS v W G, (Wi, Wyl
o
setzt, die Abkiirzungen

M W]+ (Wi, Wi+ %:m
1

84) ... smz?[M,, M,;] + cos?2

Sin2 [MU M;] —cos®—— {[Ml' M1+ [W;, W]}

einfithrt und auf die Bez1ehungen
(M. x]= (M, y)= [T, u]+[W;, v]=0
achtet:

2
2alU,+ b (U, + U,) = 2.sinp/2 Yi{é Y+ M, x)+ — S Yilalx, yl—Ix, xJ)}——

1
-sing/2 MY+ MO+ MY + MY, M) +

1
oy oos ~{ D — MmO+ Mm@ —m®, ;g + (WO — W + W — WO, wy).

Da fiir alle Nebenrippen die Momente M®, 90, W unmittelbare
Funktionen der Ordinaten x, y, z, u, v sind, so werden die entsprechen-
den Integrale

My, M) = [R5, D]+ (W, Wil=0.
Fir die Hauptrlppen ist nach Gleichung 6:

1 (M(O) + M) = (M(O) + MO Do)+ QO (o y —x),
und da nach Gleichung 10:
0O _ n—1I B}({O;
vy a0 Y" ’

so erhalt man:
— 1 1
[M(m +M9, x)=[x, x]BY ( 17— n_nm) =— BO [x, x].

Mithin auch :
1

2
85) ... 2aU, 4 b(U3+U5)=—-sin~g— Y; (B,§°,Z—2yy @)5x2i—?l,
n

0
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Fiir die Belastungszustinde U, = U; = U; = 1 ergibt sich analog:
851). .. 2a U+ b (U, + Uy) = %;,
2aU,+b(U,+ Uy =%;,
22U, + b (U, + Ug) = %;.

Xi.rz)/;-’ 2'\”"’/}’; Xpsin 2‘?

(Wsing)

3.
Zood_ 505%
(~2ksin$)
Xgsing 2X;sim f Xysim f
Abh. 29.
ﬁ#ﬁuﬁ@

&awg

—+
“se_(oinf¥)

Znahg >
mmmﬁl

Abh. 30.

Die Arbeitsgleichungen fiir die in den Abb. 29 und 30 dargestellten
Belastungszustinde lauten hingegen:

1
© |
(Moo) + Molle) BT

i\

85b). . . 28’ Uy + b Uy = Uj —sinp/2 9 'RrI

.
22’ Uy + b Uy =1j,
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wobei:
3
a'= 5 smz——[Ml, M]+ = oos2 & {[‘JR,, N1+ (Wi, Wil } + - 5T F .
Zu diesen sechs Glelchungen tritt noch die Beziehung:

m=n ’

86) ... 6= sinp/22 Hy=2-sinp/2(U; 4+ Uy + U, + U, + U, 4 Up)
m=1

hinzu. Man ist also ohne weiteres imstande, die Werte U ganz unab-

hingig von den Werten V zu bestimmen.

Xp==Xpp= -Zﬁ/ﬂ fX, (cos3@+Cos4@)
fcos-ZfZ 7 (5in3@=sin 4L@Z]
Yo==Y; ~-25/'/;-; ¥ (cos 3¢+ cos%¢)

In dhnlicher Weise bilden wir jetzt die Belastungsgruppe V, =
Es entstehen, wie Abb. 31 zeigt, Widerstinde:
H,=—H,=1, K, =K, = —K; = —K, = sin /2,
Ly=—L,= —Lg= 4Ly = cos p/2
Xo= —Xj9= —2[sing/2 X; (cos3p +
+ cos4p) + cosp/2 Z; (sin3p—sind p)]
Y)=—Y; ;= —2sinp/2Y; (cos3¢+
+ cos 4 p).

X3=X4=—X8=—X9=sinp/2Xi,]
Y,=Y,=—Y,=—Y,=sinp2Y;,
7y=—2,=—12,= —|—Z9=cosp/2Zi,‘

Momente:

0
. M, =—M,,= -+ 2sin —
My, =M, = —M;=—M,=sinp/2 M, 0 12 2
My=—M, =— Mg =+ My = cos p/2M;, } (cos 3 p+cosdp)(y X;—x Y;) +
W,=—-W,=—W, =1 W, =cosp/2W,,
? ! ® ’ PEW: +2cos%yZi(sinSp——sin4p)

und Axialkrifte im Ringe:
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Die entsprechende Arbeitsgleichung lautet:
1
. ds
2 sin p/2 ((M:s + M, — My — M) M w1 T

Vi
e

0
1
M, —M d
+ 2 (cos 3p + cos 4 p) Svo—lz (yxi_in)__s_ +
A ET
0
Sj 1
d M —
+ 25‘(%4-—‘)29) EEFT, + 4cosp/2(sin 3 p——sin4p)ZiU —O——E—M—”}y]%sl__;_

0 0

(1
P ds

+ 2cos 5(9123—9)?4+€m9—€ms)9)t st

0

1
+§(W3—W4—-W8+W9)W

e.
0

ds

— =0,
GI,

Ihre Entwicklung liefert, wenn zur Abkiirzung

1 1
Mf)") M

ds g MO MO ds ,
12 0 12 _
Xi—xY)— =%, Z\ 212y = 9B,
) 2 v X —x ¥i) g7 = Bi %) 2 BT
0 0

: b

. (Xi—Zi+ad Yy ds
ng[x&i—y - I:FQIJ ! (yxi—XYI)iT-:ti,

1

Xi—Zi+adY; ds ,
Zij[XYi—y( Il—i-t.ld L )]y—]ﬁ=ti

0
gesetzt wird:

87) .. .2aV,+b(V;+ Vy) = —sinp/2(cos3p+ cos4p)<%i+ 21? $>__

— 08 p/2(sin 3 p —sin 4p) (SB{ +—2—t—'—$>
n
DemgemiB ergibt sich fir V, = 1, V, = 1, V, = I:

2 t;
87a). .. 2aV,+ b(V1+V3)=—sinp/2(coslp+cosZp)(SBi+~;l$>—

2t!
——¢0s p/2 (sin I p — sin 2 p) (S;—F%I),
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2aV,+b(Vy+V,) =

2t;
—sinp/2 (cos 2 p + cos3p)<23i+ " ‘I)—

94
~—¢0sp/2 (sin 2 p —sin 3 p) (SB; + % %) s
X;sing

Xy==Xz3=-2, .9/}72? z'/%fc‘as@)
(V,‘s/nzf) ) -cos Z;5ing]
N -V, =-2sing Y;(1+cos@)
%% @
2 X 4

XjsinZ '”2‘@'
\bb. 32
® Xo==Xsz == 2fsing X;co0s5Q
i?‘\; X|h) &
9§ o

*Zl'wé‘;/flﬁ s0-7)
WO

b
/}?JI'/I;‘} X45iﬂ 4

Abb. 33,

22V, + b(V,+ V)

—sin p/2 (cos 4 p + cos 5 P)(%i-i-—%:—i%)—-

. o 24
— ¢os p/2(sin 4 p — sin 5 p) %{-%T .
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Fir die Belastungszustinde V; = V; = 1 erhalt man schlieBlich
in Ubereinstimmung mit den Abbildungen 32, 33:

2+,
87h). .. 2a'V, + bV, = —sinp/2 (cosp + 1)(?81—{——51—1)—!-

' (0) (0)
. o, 2t . P | Mgo— Mgy . ds
+ cos p/2-sin p(?Bi + TLE)_S]“EX'—QM'Mi T
0

8§
— 2 S
bV +2v{2 sin? p 2 [M;, Myl + T ER T

3
+ 5 cos? p/2 ([M;, M1+ [W;, W;)) } =

2t !
= —sinp/2-cos5p (%i + —n—'©)+ cos p/2 (I —sin5p) <%{ + %‘l’)
Achtet man noch auf die Beziehung

m=n—1

T = ZLm~sin(m e) ={sin19(V2—VI)+sin2p(V3—V2)+
m=1

+sin3p(V,—V;)+sindp(V,—V,) + sin5p(Vs~—V5)~—V6} 2. cosg-,

so erkennt man wiederum, dafl die Werte V ganz unabhéngig von
den Werten U ermittelt werden koénnen. Sind alle Grofien U und V
bestimmt, so lassen sich schrittweise die Widerstinde H, K und L
errechnen, und hiermit ist die Aufgabe gelost.

v) Erweitertes Verfahren bei mehrfachen Zwischenringen.
Es bleibt uns nur den Fall einer durch mehrere Zwischenringe
versteiften Rippenkuppel zu behandeln wbrig. Die Gleichungen der
inneren Spannkrafte gestalten sich jetzt folgendermaflen:

I—I' i=r

X; —Z; Y.
88) ... X, —X(O) 2 — Z@IY +_ cos(mp)Z‘I( i+ o 1)’
Di=a i=a 1+¢
i=r 2 i=r
,_Y(O) Z@IY+; cos(mp)Zil is
1=a q} . i=a
Zn = Zlg)—}--l—l- sm(mp)1+¢l§a$|(a‘ Z;,)
1=r 2 i=rT
M, =MP 4+ DM Kin+ = (ay—x) D &Y, +
1=a 1=a
1=7T I1=T
Xi—Z+adY) }
+ —+cos (mp) X T Yi—y Tt
° i=a ' l‘ i=a 1+¢ '
u‘p 1=rT
M = MG + = - sin (m p) D Tie—17Z,
1+‘P_i=a
©) v 'S z
Wn=Wyn+ — S1n(mp)1+¢‘_a%,(ai— D
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Wir ersetzen wie im 2. Abschnitt die Grofien H;, durch gleich-
wertige Kriiftegruppen H;,, und zwar derartig, daBl die Bedingungen

k=r
Ham": 's‘ak'Hkm‘
k=a
k=r
Hyp = 1(}bk'Hkm’
k=b
89) Kar
Hcm= ’Sck'Hkm»
k=¢c
k=r
Hip = Zgik'Hkm
k=i

erfiilllt werden. Die Beizahlen 9 sind hierbei mit den entsprechenden,
durch die Gleichung 35 definierten Zahlen 9 der fritheren Unter-
suchung identisch, es ist daher auch

i=r i=r

90) . . . ZMiHim:ZMiHim‘
i=a i=a

und allgemein
1

91) . .. (ﬁiMk_dizo.
EI

0
Wir ordnen wiederum die Grofilen H in die zwei Gruppen:

1 . 1 . -
92) ... Uim='2'Him+Hi(n+1—m)’ Vim = “g(Him_Hi(n-{-l—m))f

und erhalten:

i=r i=r

< Cpligr ,
2 MK = sin7y” ZMi [Uim +1 + Cim) + Vim+1) + Vit
1=a 1=a
93) ... ({i=r ) i=r
a MiKiqy1—m = sin g > Mi[UVigmsn +
i=a i=a

+ U-i(m)—vi(m+1)‘"Vi(m)]'
Ist auflerdem die Bedingung
Mi Mid [0 D] + (Wi, Wil
(M;, M;] (90> Ml + (Wi, Wi
erfiillt!), so wird auch

1) Diese Bedingung ist zur Losung der Aufgabe nicht erforderlich, sie
triigt aber zu einer wesentlichen Vereinfachung der Untersuchung bei.
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I
-
I

T

p i
S-"Ri'Lim=°0$—2— 973 [Uitm +1— Ui+ Vicm + 1) — Vigmh

nM

T

I

[
- ®

p .
Eml Ll(n+1—m) = — 08 ’2— i[Ui(m+1)'—

uM

I
®

93a). . . *Ui(m)—vi(m-;-l)'i- Vi(m)s

I

PN _ _ _
Wi+ Ljp, = cos 72 (Uim +1)— Uim) + Viem + 1)~ Vi s

— e

o
o®

P N o+
Wi-Lin+1—m) = —cos ER Z WilUim +1)—
Uitm) = Vim + 1) + Viq)-

a

Hierbei ist wieder:
1

' __ ds .
jﬂﬁi My 5d + S'Wi Wy
0

GIp -

Fithrt man diese Werte in die Gleichung 88 ein und ersetzt
man zugleich in den Summenausdriicken die Groflen X;, Y;, Z;, €, I;

durch die entsprechenden Werte X,, Y Z;, @ T;, so unterscheiden
sich die neuen Gleichungen von den Glelchungen 80 und 83 nur

dadurch, daB die GroBen ﬁ, V, E’I—i, ﬁi, Wi an Stelle der GroBen

i=r i=r
U,V, M;, M, W; und die Doppelsummen Z G Z %; an Stelle
: i=a i=a

der einfachen Summen erscheinen. Die Elastizitatsgleichungen der
Werte U und V lassen sich ohne weiteres auf die Werte U und V iiber-
tragen. Es ergibt sich beispielsweise aus Gleichung 85:

\

&%)

Mu'

R i . — 2
M) ... 24Ty + b (O + Tjp) = — - sin £ ¥ (B‘&’~2
und analog aus Gleichung 87:

L o — 2
2a; Vig+ b; (Vi3+Vi5)=“Sin%(COS3P+COS4P) (%i‘F“n-tii)—

i

9) ... 9
—cos—‘;— (sin3p—sin4p) <§B{ +;t{ gE) .

Die Beizahlen a;, b; geniigen, wenn man von der Forménderung
der Zwischenringe absieht, den Gleichungen:

ai = sin2 - 5 [Mi, D] + cos? - {[m., Ml + (Wi, Wil},

_l;, = sin? '% [Mi, Ml] — cos? % {[?)JE., 9)2,] + [Wi, Wl]} )

und es ist ferner:
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o My — MY ds o M“”—M ds
58i=. — g G Xi—xYi) 5 ——*”*“‘Y“ﬁ»
0 0
i=r
: Zi+ayY;)
T =[x,y Xj—xYi] Yi—Iy, yX-xY]Z$~ ~-—1'*,~¢—~,
) i=a i=a +y
‘<7 Xi— Zi+ oy Y;
=[x, yZ]Z~~—[y221]Z ( A agY )
= a I+¢

Mit Hilfe dleser Elastizititsgleichungen lassen sich alle Wider-
stinde des Zwischenringes (i) als Funktionen der dufleren Belastung (P)
und der Summen

i=r i=r i=r

Z\.A\n ZQJ i Zil MA_*_OLVY)

i=a i=a i=a 1 + 4’
darstellen. Fiir die ite Gruppe erhalt man beispielsweise

Uim = 00 (P) + DIV(2), Vim = o\2) (P) + DI (7).

Die Auflosung dieser Gleichungen liefert:

( (u
Hitn+1—m) + Him = @1?73 (P) + (Dlm (®),

m = n/2

i Z Uiy = sin— Z (Pf‘rlrz P) + (D(u) @)1

m=1

(?7

( (
Hin—Hiw4+1—m) = @1}3( ) + q)l:n) (%),
m=n—1

m =
g = ZLim-sin(mo 2 cos p/2 Z (Hi(m)— Hi(n +1—m) [sin (m — 1) p —sin (m ¢)].

m=1

n/2

m=n—1

I = 2cos p/ Z[sin( m— 1) o — sin ( mo)][cp(v)(P)—}-(D(v)( )]

m=1
Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich auch die Summen

i=r i=r i=r
(Xi—Zi+ ad Vi)
\./Y5 Y? (\‘
Z [ gzl 1 ;; 1+¢

=
bilden und als Funktionen der Werte o™ (P) und ¢ (P) errechnen.
Sobald diese Summen ermittelt sind, kann man die einzelnen Werte
ﬁi, v, ﬁi bestimmen und sodann schlieBlich den Spannungszustand
im ganzen Tragwerk feststellen.

Die Durchfithrung einer solchen Untersuchung erfordert natiirlich
einen nicht geringen Arbeitsaufwand.

Vergegenwiirtigt man sich aber, wie mithsam die Berechnung
von ebenen Pfostenfachwerken ist, so wird man vielleicht die Schwierig-
keiten, welche die Behandlung rdumlicher strebenloser Gebilde bietet,
zu wiirdigen verstehen und daher den in diesen Studien eingeschlagenen
Weg als einen immerhin gut gangbaren bezeichnen miissen.



IV. Abschnitt.

Der Schlufiring.

Den vorstehenden Untersuchungen liegt die Annahme zugrunde,
daB der Scheitelring derartig gestaltet und bemessen ist, dafl er im Ver-
gleich zu den ibrigen Gliedern des Fachwerkes als starre Scheibe auf-
gefaBt werden darf. Obgleich die Erfullung dieser Voraussetzung in
baulicher Hinsicht meistens keine Schwierigkeit bietet, erscheint es
doch mit Riicksicht auf eine einwandsfreie Beurteilung der Sicherheit
des Tragwerkes geboten, die tatsichliche Formanderung des Kopf-
ringes zu untersuchen und ihren Einfluf auf das innere Kréftespiel
im ganzen Gebilde zu prifen. Um diese Aufgabe zu losen, muBl man
aber zuerst die Beanspruchung des Scheitelringes klarstellen.

In den nachstehenden Untersuchungen wird daher zunichst die
statische Berechnung eines geschlossenen Stabzuges erdrtert und sodann
die Riickwirkung der elastischen Nachgiebigkeit des Kopfringes auf
die Verteilung der duBeren und inneren Widerstinde im Fachwerk
eingehend untersucht.

1. Allgemeine Untersuchung eines geschlossenen Ringes.

Der gelenklose ebene Ring ist im allgemeinen bei réumlichem
Kraftangriff innerlich sechsfach statisch unbestimmt. Die Spannungen,
welche in einem unter dem Winkel ¢ gegen die Mittelachse durch-
gefithrten Querschnitt entstehen, lassen sich, wie Abb. 34 zeigt, durch
sechs KraftgroBen, X, Y,, Z,, &, 7, ¢, darstellen. Hierin bedeuten
X, und Y, Querkrifte, & und My Blegungsmomente wihrend unter
Z eine Achsialkraft und unterC ein Verwindungsmoment zu verstehen
smd

Die Krifte X, Y, Z bilden ein rechtwinkliges Achsenkreuz, dessen
Ursprung mit dem Querschnittsschwerpunkt zusammenfallt, die X- und
Z-Achsen liegen in der Ringebene und stimmen mit der Normalen bzw.
der Tangente zur Ringmittellinie iiberein, die Y-Achse hingegen ist
senkrecht zur Ringebene gerichtet. Der positive Wirkungssinn dieser
KraftgroBen ist durch die Pfeilspitzen gekennzeichnet.

Die Kriftepaare &, v, und {, werden durch die entsprechenden
Drehachsen X, Y, Z als achsiale Vektore mit doppelt gefiederten Pfeilen
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= kel T ks

veranschaulicht, und zwar wird der Drehungssinn als positiv ange-
sehen, wenn er einem auf die Pfeilspitze zielenden Auge dem Drehungs-

sinn des Uhrzeigers entgegengesetzt erscheint.
Um die statische Unbestimmtheit zu beseitigen, denke man sich
einen lotrechten Schnitt in Richtung der Hauptrippen an der mit o

(%

V2144

Abb. 34

bezeichneten Stelle durchgefithrt (Abb.35) und den Ring in dieser
Weise in einen einfachen Freitriger verwandelt. Die im Gleichgewicht
befindlichen &uBleren Kréfte rufen in diesem statisch bestimmten Ge-
bilde Spannkrifte, welche durch die GroBen X, Yo, Zogs Eoy Noes Cog
dargestellt werden mogen, hervor. Soll nun der im geschlossenen Ring
vorhandene wirkliche Spannungszustand aufrecht erhalten werden, so
miissen die in der Schnittfuge auftretenden inneren Widerstinde dem
stellvertretenden Gebilde als statisch unbestimmte Groflen zugefiigt
werden. Hierzu seien die in der Abb. 36 eingetragenen Krifte X, Y, Z
und Kriftepaar £, v, { gewahlt. Der Angriffspunkt dieser Spannkrifte
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—  fingebere

X

Fingeberre

Abh, 36.

fallt mit dem Ringmittelpunkt zusammen und ist durch starre Scheiben
an die beiden Seiten der Schnittstelle angeschlossen.

FaBt man alle Einfliissse zusammen, so lauten die Gleichungen des
endgiiltigen Spannungszustandes:
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Xg:Xglaﬁ—Xcoscp——Zsincp; Xy = Xg, + Xcos @+ Zsing;

9) ... ZO=78¢+Xsin(p+Zcoscp; ZE:Z};?—Xsincp-}-ZcOS(p;
Y0 =Y, 4+ Y; Yo=Y, +Y.—

E¢=£0¢+Ecos¢—lsincp; EE: gs,+£coscp+Csinzp;
zgzcg¢+gsin({;+Ccos¢+rY; C}}=Ch‘¢—€sin<p+
+Ceosgp+1Y;
y)gzy)(‘;¢+y)—r(Xsin<p+Zcoscp); Y)g=7](l)l¢+7)+
+ r (X sin 9 —Zcos 9). —

Durch die Zeiger o und u werden hierbei die obere bzw. die untere
Ringhilite angedeutet.

Bezeichnet man mit I, und I die dquatorialen Trigheitsmomente
in bezug auf die entsprechenden X und Y, -Achsen, mit I, eine Art
auf die Z,-Achse bezogenen pola1en Tragheltsmomentes des Ring-
querschnlttes so stehen zur Bestimmung der Grofen X,Y, Z, &, 9, €
die sechs folgenden Elastizititsbedingungen zur Verfiigung?).

ok, ds om. s ((, 0 ds
§E¢._’. _1_(7%,. e + \Q C =0

V¢ Uex mr, )\ Uex B, U )¢ ex e,
a ds o, ds d ds
£ E*A'—*(n,- e o (o B
V¥ Y "EL, U )% Y EL | Y G,
(&,.8&’"._di_}_(y]c.%._(ii_g_(c‘z._a&._ds_:O
¥ %z EI, '\ ez BI, ¥ oz GI,

9%) ...
ok, ds o, ds o¢, ds
(G A . . -+ z
SE¢ % EI, + ’S‘Vls’ @

&, d . d &, d
S%w. & g8 g‘m.a’l Ly §C,~-—"- S —0

on EI; on EI; oy GI,
3E¢ ds o, ds (’ aC, ds
o mnt v e @

Die Entwicklung dieser Gleichungen liefert:

1) In diesen Gleichungen ist nur der Einflul der Biegungs- und Verwindungs-
momente zum Ausdruck gebracht. Der Beitrag der Achsial- und Querkrifte zur
Forménderungsarbeit jst meistens belanglos und daher auler acht gelassen. Eine
allgemeine Ableitung und Auflésung der Elastizitdtsgleichungen, unter Beriick-
sichtigung dieser Krifte und genauer Beachtung des Warmezustandes, ist vom
Verfasser fiir beliebig gestaltete Ringe in seinem ,,Abrif} einer allgemeinen Theorie
des eingespannten Trigers mit rdumlich gewundener Mittellinie (Zeitschrift fiir
Bauwesen, 1914, Heft I—IV) gegeben.

Marcus, Raumfachwerke. o



66 Der SchluBring.

v . d‘? T . 0 d(P
0 — —t=20; —t=0;
qu, ) sin g - = 0 .§<c¢+c¢> oL =
0

j(n"%—n“)cow E‘I" = 0;

90 ... | (€ +Ecsg = j?—gmw—i—-m

2 O%—n ©

0
5({2, + C;) 57(2"0 — Eu s}n ®- i =
0 0
fi
0

oder in anderer Gestalt:
X 1 : 0 u 1 d .
= ;g(n0¢—no¢)51n¢ P;

0

g

1
Y=— ((C%,o + $o,) dos
:)/

2rm

1
Z= ;g‘(*r)gso +1)(‘)“;)coscp ~do;

6 —
1
f=——m S(Egﬁig )cos pd @+
9) ... (1+ z) 0 -
sqtgy,-—cg(;)sin(pd(p ;
Y)—__S(")Oy_*_y)oy,)dcpy
1 x 0 u
{=— 51| 61 S(Co,o-kﬁw)cosq)dcp—
X X
WG+GE) J

T

_.S.(EB?_E&,) sing.dg |,
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Nach diesen Formeln kann man sofort die Groflen X. Y, Z, &, 9, {
errechnen und somit den wirklichen Spannungszustand feststellen.

Der Schlufiring unseres Fachwerkes ist hinsichtlich der Ebene
der Hauptrippen symmetrisch belastet. Es darf daher

3¢=a)lg, VJR,‘:Y)&P' t.g(;‘___ ](};
gesetzt werden, die Elastizitatsgleichungen gehen dann iiber in:
2 - 11, ,
E=— : gy ercos @ do + GI‘ Loy - sing do |;
X e Z?/
s )
ONNE SN .
L= _; Y)oy' P
0
)
Z= —im v]w-coscpdcp.
0

Diese Gleichungen sind so einfach, dal es sich wohl eriibrigt, ihre
Vorziige zu beleuchten.

Bevor wir die Anwendung dieser Formeln auf unser Tragwerk er-
lautern, muf} zunichst hervorgehoben werden, da@ die in den bisherigen
Abschnitten unter der Voraussetzung eines starren Scheitelringes er-
mittelten Stiitzenwiderstande X, Y, und Z , und Ringwiderstinde
K,, und L, die GroBtwerte, welche tiberhaupt fiir die Belastung des
Schluiringes in Betracht kommen, darstellen. Es kann daher fiir die
Sicherheit des Fachwerkes nur von giinstigem Einflul sein, wenn
diese Grenzwerte bei der Untersuchung der Ringbeanspruchung und
Ringforménderung in Rechnung gesetzt werden.

2. Ermittelung der Belastung und der Beanspruchung
des Scheitelringes.

Um eine einfachere und iibersichtlichere Entwicklung aller Be-
ziehungen zu ermoglichen, werden wir uns im folgenden auf die un-
versteifte Rippenkuppel beschrinken und, nebst der duleren Belastung,
nur die Stitzenwiderstinde X, Y,, und Z, in Betracht ziehen: die
sinngemafle Erweiterung des Verfahrens auf die GréBen K, und L,
bietet keine Schwierigkeiten und moge daher dem Leser iiberlassen
werden.

Die Gleichungen der Auflagerkrifte der Nebenrippen lauten, wie
auf S. 14 ersichtlich:

a*



68 Der Schlufiring.

1fa A
] i oA
11
sz—r—l- ?Bxx-—20ycos(mp) ’
2 Y
/A S . si .
n 2T Ayy+sin(mp)

Die Widerstiinde der Hauptrippen sind hingegen in Ubereinstim-
mung mit den Gleichungen 6 durch die Formeln

n—1 o , ,
Xo,= Xo0,— '7Bxx:F (Qx +Q3),

n—1 1 ,
Y0n=Y00n_' n '?Bxx:i:gy

bestimmt: hierbei bezieht sich das obere Vorzeichen auf die Rippe o,
das untere auf die Rippe n. Fiithrt man in diese Ausdriicke die auf
S. 13 fiir die Q’ ermittelten Gleichwerte

, 2
Qy—':-"—‘ (I—Y)Cy

il

QL+ Q= —
xt Y

ein, und beachtet man insbesondere, dal auch

’ r 2 A
Qp +Q; =—0C+ —n—(occy+ Ilyq))

ist, so ergibt sich:

o 1| A
Xonr_(xoon__y_.gxxicx)+?[?.Bqu:2(aoy+ nyq;)]’

1 111
Yon == (YOOH*-?BXX i Cy) + —n_|:?_'BXX —I—r_— 2Cy:|.

Vergleicht man diese Werte mit den entsprechenden Werten der
Nebenrippen, so erkennt man, daB die in der eckigen Klammer ein-
geschlossenen Ausdriicke bei samtlichen Stiitzpunkten dem gleichen
Bildungsgesetz folgen und daf} sich daher die duBeren Widerstande
in die vier folgenden Gruppen teilen lassen:

«) Gruppe der zyklisch symmetrischen Kriifte.
Hierzu gehoéren die in allen Stiitzpunkten auftretenden gleichen
Widersténde :

1 « 1 1
Xon=Xm=?‘?‘Bxx’ Yo =Ym=r'?3xx-

n
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P) Gruppe der vollsymmetrischen Krifte.

Sie faBt diejenigen Krifte, welche symmetrisch sowohl in bezug
auf die Ebene der Hauptrippen (o, n) wie auf diejenige der Mittel-
rippen (k) verteilt sind und ist durch die Gleichungen:

. o 1
>\un = —'—Bxx’ YOH = —7Bxx

gekennzeichnet.

y) Gruppe der halbsymmetrischen Krifte.

In dieser Gruppe werden die Widersténde, welche beziiglich der
Ebene der Mittelrippen (k) nur antisymmetrisch verénderlich sind,
vereinigt. Die entsprechenden Gleichungen lauten:

2 Agy \
X,= - (oc Cy + 7 qu)) cos (mp),

2

2
Y, = ——" Cy-cos(mp)
n
LR _
Zm=———n~ m-A”-sm(mp)
yy %
Xon—’:F o Y+1+q) B x)

d) Belastungsgruppe des Hauptsystems.
Hierzu gehoren aufler den dulleren Kriften P nur die vier Wider-
stinde X;0, X0 Yoo Your
Der EinfluB dieser vier Gruppen wird im folgenden der Reihe nach
untersucht.

1. EinfluB der zyklisch symmetrischen und vollsymmetri-
schen Krifte.
Es seien zunidchst die Widerstéande

1 «
=Xp=—-—Bxx
n

X,

n

in Betracht gezogen. Dieselben lassen sich durch eine auf dem Ring-
umfang gleichmaBig verteilte, radial gerichtete Belastung

_ h Xin o Byx
pr=——— ="
rm Y r™®
und durch ein entsprechendes Drehungsmoment von der Dichte
o B
o = —1Ip =—1f.— 5
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ersetzen (Abb. 37). Die Belastung p, ruft im ganzen Ring, wie es das

Gleichgewicht von vornherein erfordert, die gleiche Achsialkraft
T/

B
99a). . . Z, = gprocos@ds =rp; =% Cxx
e Y T
0
hervor, wihrend durch das
-
Drehungsmoment p, in
allen Querschnitten das
gleiche radiale Biegungs-
-~  moment
99v). . . £, =
7/
—fgrosincpds =
0
« B
o fizy —rt= o =

erzeugt wird.
Um den EinfluB der
Krifte

Abb. 37a.

BXX
Y

festzustellen, denke man
sich wiederum dieselben
durch eine auf dem Ring-
umfang gleichmaBig ver-
teilte lotrechte Belastung

1
Y0n=Ym=_
n

_n Yo Byx
Abb. 37h. Pr= T LyT
und durch ein gleichmaBiges Drehungsmoment von der Dichte
o _ 1 B
Yr =1pr = rym

ersetzt (Abb. 38): zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichtes sind noch
die an den AnschluBstellen der Hauptrippen auftretenden vollsym-
metrischen Kréfte " 1

X, = ——Bxxs Yo, = _“Y"Bxx

n Y n

und Kriftepaare

hinzuzufiigen.
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Dem Drehungsmoment p,. entspricht wie vorhin das unverénder-
liche radiale Biegungsmoment

-
’ 1By,
99¢). . . £¢ = _Sy‘r.sin(pds = ——Y%
0
5-%2 (1-ap) 5<%z (1-a1)

Abb. 38a.

Die Krifte X,, = — —O(Y— B, rufen im Hauptsystem, wie Abb. 38a

zeigt, die Momente
0 0 1 .
§0¢= \Oly*=0’ 7)0¢='Y]3¢=?' Byxrsing, Eg¢=53¢=0

=R
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hervor. Es ist daher in Ubereinstimmung mit den Gleichungen 98:

2 B,
£E=o, Z=+E—.%- ;‘jrsinq)costpdq)r-O,
0
1 1« 3 rB o
1% (singdp— — P %
% 3y B rsing do r——
0

und somit im ganzen:

1 « . 2
994). . . E‘,: C<r,=0, 71<;=E'?Bxx‘r<sm@_;)-

In &hnlicher Weise entstehen im Hauptsystem unter der Wirkung
der Kriftepaare S (Abb. 38b) die Momente:

S
0 .
Eoe =Epe = 5 sing, 7]8¢= Moo = 0>

Cgs,, =— 3¢= — ; cos Q.
Die Gleichungen 98 liefern nun:
E = ‘n = Z == O,
Mithin auch:
999). - E_N; = —z—.sincp =
i. Byx (l—af)sing, N, =0,
2 ¥
S
@ — 2 cong
h. & 1
Abb. 38b. —5 B;X (I—of) cos .
Durch die Belastung p, = Y—;x—x— im Verein mit den Einzellasten
T
1
Y,=— ~Y— B, x =— nrp, werden schlieflich im Hauptsystem (Abb. 38¢)
n

die Momente

o=

T
g¢ =Epyp = E-rzpr'sincp—fprrz-sin((p—oc)doc=

a=0

=_—r2pr<1—:cos<p——72£sincp>, Noe =MNoe =0,
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a=¢

0 __pu T e 2ry do, =

Og——Cw—?‘r Pre (I—cos @) — \p-x2[1— cos (p — )] do =
=0

T .
=1r2p, [? (I—cosp)—q + smcp]
erzeugt. Auf Grund der Gleichung 98 ergibt sich somit:
E=—p 12 »=%2=0,

7t da
TJHTH MHTHHHH THH !

202 Ty

mk = —r{? cos ¢/
xo i =r7-costy-o))

Abb. 38e.

oder fiir den endgiiltigen Spannungszustand:
T .
91). .. g = ;z—rzpr<1——?-sm<p =

By T
=__YXT?.1-<1—Esm(p> m) '%._0

B, T
Q== —rzpr[ (1 —cos ) — } Y:r[——(l—coscp)—cp].
FaBlt man alle Gleichungen 99 zusammen, so gewinnt man die
aulerordentlich einfachen Formeln:

0 1 B X . 2
Q=g =g 22 r ) fsng—2),
0 1 B X . 2
100). yw:ylgzgo(, ";r<s1ncp—;),
1 B
Ge e 2 ey (12
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2. EinfluB der halbsymmetrischen Kréafte.
Wir betrachten zunachst die Kraftgruppe

/ 2 2
Yy, = £6 (I—T), Y= —TCy cos (m p).
An deren Statt sei eine stetige lotrechte Belastung
Pﬁf = pO Ccos (P

mit den Widerstianden
YOn =+ Gy

J? S5=LC;
td C:y > Y

—> e
Abb. 39.

eingefithrt (Abb. 39). Zur Bestimmung der Belastungsdichte p, dient
die Gleichgewichtsbedingung:

o X
c : "E 2
.‘21‘-—2"—=2r.;0y cos? () = 2r2|p, cos pdgp =
¢=0

¢

T
= 2r2p, (cos%pdcp: !ZpO?.

¢=0

Es ist also:
1 T
3 =R

oder:
2 C,

Po=—"T"—"""
O w r
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Da diese Belastung im Abstande 1 vom Ringumfang angreift, so

wird noch ein lings der Ringmittellinie stetig verteiltes Drehungs-
moment

+1 + 2 G
m, = = — ——1cos
¢ Py  r ¢

nebst den in der Ebene der Hauptrippen wirkenden Momenten

8o, = £1Cy
hervorgerufen.
_ cy
ll l‘ylu“ih
Y Treas il
G| o
N ~1

7-cos(p-a)
-_r£[7-cca.s yW' i [ ‘5}/)

Eop
Abb. 39a.

- Unter dem unmittelbaren Einflu der Belastung p, mit den zu-
gehorigen Stitzkriften Y? = + C, entstehen im Hauptsystem (Abb. 39a)
die Momente:

a=y¢
1 o
£3¢=ES¢=—7Cy-rsin<p+Spa-r-sin(<p—a)ds=
a'=()
e=y
1 . . 1 : 29
=—?Cy-rsm<p+r2p0 cosa.sm(cp—oc)doc=-?0yrsm<p 1——),

T

=10
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a=¢

1
tg¢=—cg¢=-——é—0yr(1—-cosq>)+ S Po T[I—cos(p—oa)]ds =
as0
7 =¢
=—--—2—Cyr(1—coscp)-{—r2p05005a[1—cos(@—a)]da=

a=0
1 o 1 2 .
== v ( —coscp)m';(sxn(p—cpcosq) ,

Noe = Mo, = O
Diesen Werten entsprechen auf Grund der Elastizitatsgleichungen 98
die statisch unbestimmten GrofBen:

1
=

rCy, n=2=0.
Mithin im ganzen:
R SR A R
1008) . . 0= _§E=_%rcy [(1—cos(p)——:—(%sin(p———(pws{p)],
o=y =0.

Andererseits werden durch die Kréftepaare 8, = +1Cyundm,
(Abb. 39b) die Momente:

u=¢
l 9
E_g¢=g})‘¢=—?0y-sinq>+s m, - sin (p — ) ds =
a:——O
U4 =¢
] . 2 . 1 . 29
=—gCysxn(p—i-;leS'cosoc-sm(cp—a)doc=—Elesmtp 1——-; ,
a;O
a=¢
l g
Cgs&:_cgy,:+?Cycosq)—jma~cos(q)—oc)ds=
a=0
a=y

1 2
= —-2——(},,cosq>———7‘:—-10y Svcosoc'cos((p——oc)dot=

e
a=0

2
= —;—le[coscp (1——%) - -smq)]

0 —_
Moy —7)810_0

|
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im Hauptsystem erzeugt.
Hierzu ergibt sich auf Grund der Gleichungen 98:
1 1
£=_2‘Cy‘?’ n=242=0,

und daher auch:

Abb. 39,

Werden die Formeln 100a und 100b vereinigt, so erhilt man
insgesamt:

1 . 2¢ 1
52:2;}: -—7(l+r)0y [smcp< —T)———Tc—cosq{l,
=y =0.
100¢) . . 1 1
) Cgr,_Ci}:—2—(]+r)0y[cos<p(1——%—£>——T-C—-sincp]—

T
1 ey 4 .

——.r — —.sino].
2 v 7 ¢

Wir fiigen nun die Kraftgruppe:

[ 2 A 2 A
X = = Yy , - = Yy )
on _Cx - (aCy—{— 1+¢)J X - (ocCy—{— 1+¢>cos(mp),
2 v
Zm=-—-—n— ]+¢~Ayy sin (m p)
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hinzu (Abb. 40). Es laft sich ohne weiteres leicht nachweisen, dafl die
Gleichgewichtsbedingung

m=x
2
Xy, = Z'I[Xm - cos (m p) + Zy, + sin (m p)]
=

von vornherein erfiillt ist. Wir kénnen also wiederum die Krifte

2 A 2 A
Xon=:F”;"<0tCy+ I-iyq;)’ sz.—-—T(ocquL Iitp)cos(mp)

Abb. 40.

durch eine wagerechte, stetige radiale Belastung

Py = Po COS @,
und ebenso die Krifte
2 .
Zm='—-'—;l"'1——+~—:p—‘Ayy'Sln(m‘O)
durch eine stetige tangentiale Belastung
P¢ = Po sing

ersetzen. Es ist hierbei offensichtlich
£0~=_1_+ « Cy .<1+¢>
Po ¢ Ayy b
und ferner auf Grund der vorhin aufgestellten Gleichgewichtsbedingung :

¢=7

T
X,, = £ Cx= £ 2|(p, - cos + p,-sing)ds = :{:r—2—(p0+p(',).

¢=0
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s( & )

-
4< i =r[7-cosfp-a]

=

7
Z mk=r(7-cosg)
= : ’ r
7 Gy
S'_7 . ,
—Z—-?—f/?'o v \f720 ~JZZL=6‘

Abb. 42,

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Belastungsdichten

zu
2 o\ 2 A 2 ¢
=0, — A, —T )= vy = 2 . .
Po ﬂr(x yyl—l—n}z) nr<a0y+1+¢>’ Po=2r Ayy 1+4
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Da die betrachtete Kraftgruppe im Abstand 1 von der Ringmittel-
linie und in der Tiefe f unterhalb der Ringebene angreift, so treten zu-
gleich, wie Abb. 41 zeigt, die stetig veridnderlichen Drehungsmomente

my=fp,, my=*fp,, p,=1p,
mit den zugehorigen Kriftepaaren
Son = :F fo

auf.
Die unmittelbare Wirkung der Belastungen p, und m, auf das
Hauptsystem ist entsprechend Abb. 42 durch die Gleichungen

I

a

¢
: ¢
m, cos @ ds—

E,O —E“ = sing m,-sin(p — o) ds =

Q.,‘ )
—_—

e

=3

a=0

z
2 w=¢
f . 2 . .. P . r_
=frpy|sing | cos?p dp— \cos a-sin (¢ —a) dx -—fr»é—'smcp 2 )
6 =0
7 cmy
ng = ——C&& = — cos q>§m¢- cos @ ds +§ma- cos(p—a)ds =—
0 a=0

T a=y¢
—frpg coscpjcoschdcp—- cos « - cos (¢ — or) dx =—fr?29[cos¢(—72i-—<p>——sincp],
0

a=0

2 a=y¢
‘qg¢='n‘6¢=—rsincp Spw-coscpds—f-rgpa~sin(<p—a)ds=—
a;O ~
T
2 :
—po-r?|sing (cos"’(pd(p—(cosoc sin (¢ — ) doc =—r2p smq)(——(p)

a—()

gekennzeichnet. Zu diesen Ausdriicken gehéren auf Grund der Glei-
chungen 98 die Werte:

1
E:—-fr&, =0, Z=—-Trpo,
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und daher in Ubereinstimmung mit den Gleichungen 94:

1004) . .

Abb. 43.

Die am Ring selbst angreifenden tangentialen Krafte p,’ erzeugen
im Hauptsystem (Abb. 43) die Momente:

Marecus, Raumfachwerke. 6
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T
2 a=¢

Ny = b‘¢ = ——rsmcps‘p;,- sinq)ds—rS};& [1—cos(p—oa)]ds =—
0 a;O

a=¢

— po r?| sing

o"’\l\ﬂa

sm2 e do + fsm o[I—cos(@—oa)]-do | =

a=0
, r2 . T
._.—-.__po._ su](P __(P)+2(Z_QOS(P) y

wihrend durch die Kraftepaare m, und p, die Zusatzmomente

z amgp
&,? gp: sin(pgvm; sin¢@ds —\m, - cos(p —o)ds =
;L a=0
5 “s
, Po i
=frpg|sing m2<pd<p sin o - cos (¢ — o) dox =fr—2—s1n<p
0 a=0

z
a=¢

2
t}’,¢= ——Z_&, = ——coscpgm;~sin(pds—g my, - sin (¢ —«) ds = —

a=0

a=¢

—frpg | cosg sin’cpd<p—|-g'sina-sin(<p——oc)doc =—fr—p2£[coscp<%—<p)+sincp],

Oy 0|

¢
y)g=y)l {y, ds—rlp0§31n@d@—lrpo(l—cos(p)

hervorgerufen werden. Hierzu liefern die Gleichungen 98:

4 1 1
£=——fr% 1————?} N = Porz(l—'—> Z—— po(3r—41),
Z

5L,

und mithin:
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’ 1 4
gg:&:}:fr% sincp(%—cp)——?coscp[l———-—— =
14

. GI,
EI,

1 ¢ . 2¢ 1 4
- f T . {— Ty - 1— ,
2 i1+¢ Ayy sm(p( 7':) 71:coscp ] G,

+EIX
po [ T 1 4 ]
= _Q=_—fr-— coscp(——cp)——sm(p 1—— =
¢ 2 2 EI
100e) . . g p—
GI,
1 v [ 2¢ 4
:—? fHTL.ASy cos<p<1———)—__.smcp 1—1 B, ,
L 4,
. , r? T 1
Ny =Ty =—Pp - |sing( 5 —o|——-cosg | =
1 Y . 4
== T+ 9 Ayy{smcp(l—F)——moscp]

Aus diesen Formeln erhilt man schlieBlich im Verein mit den
Gleichungen 100¢ und 100d als Gesamteinfluf} der halbsymmetrischen
Kriftel):

1 . [ 9
E;‘ =g};=—E[Cy(l-%r—o(f)—iAyy][simp(l—— 7:P>_
1 1 Y 4 cos ¢
N Z.fA . ,
T:(.}OS(P]+2 f yy1+kl) _1+G‘Iz
3 EIX
1 2
1007) . . ? = —Z: = +§[Cy(l+r-—ocf)—fAyy] [coscp(]——f)“
1. 1 ¥ 4sin g
_?Sm@]‘“'if'A”Hup' ( EIX>’
T+ ——
GI,
1 2¢ 1
0 — U — ., i S o
v;y,—v]g— 3 er[suup(J 7':) - co,cpl.

- ') Der EinfluBl des Verhéltnisses der #quatorialen und polaren Trigheits-
momente des Ringes ist, wie die bisherigen Entwickelungen zeigen, nur fiir die
halbsymmetrischen Kréfte, und zwar nur bei riumlicher oder tangentialer Stiitzung

von Belang. Er scheidet hingegen bei ebener oder radialer Stiitzung vollkommen
aus.

6
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3. EinfluB der Belastung des Hauptsystems.

Ist die linke Hauptrippe (o) allein durch die duBeren Krifte P
belastet (Abb. 44), so wirken am Scheitelring die wagerechten Krifte
H = X,,, die lotrechten Querkrifte 4- Y, die Kriftepaare S, = 1Y,
— 1 X Sp = A+21) Yo, — £ X
oder

So, = [+ 1) Yo —f Xgqu] & 1 Yo,

(I‘Sa J‘,,;‘)T

H
N
AN
\
Yon \
\

o n,‘
Zoo Zon,

Yoo yonl

;: & A g op

- L. )

ZLon,
. ( yon)
7
(— % %) 5.

7. = ma = rsin g
z% = mb=r(7-cosy)

0b=rsing

Abb. 44.

Diese Kraftgruppe ruft im Hauptsystem die inneren Widerstéinde

— 8, = — 3 -singS,+ 5 Yon-rsing = — 3 -singl-+)¥ou—{Xosl
C8¢=—C5¢=+E-coscpSO+EY0n‘r(l—-—cosq>)=
= + 0039 [+ 1) You —f Xgul + - Yoo,
ngﬁﬂb‘ﬁ—%xm-rsiw

hervor. Denselben entsprechen auf Grund der Gleichung 98 die Werte:

2 rY,
£=_—°—%’ n= XOn ’ Z=0.

T
1+

El,
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Zur Darstellung des endgiiltigen Spannungszustandes dienen also
die Gleichungen:

1 2r Y

Eg:gg=___2_-sincp[(1+r)Y0,,—fx0n]_~.7.t..cos.——°G+Iz,

1+
EIL,
1

Cg:—qf:+?cosq>[(l+l‘)Y0n“‘fX0n]+

101). . .
r - ; 4 sin @
+ g "Yon| ST | GI,
"L )
7)0 =N =—X, = Sinq‘)_i .
¢ ¢ oy T

3. Die Forminderung des SchluBringes und ihr EinfluB auf die
Spannungsverteilung im Fachwerk.

Durch die bisherigen Untersuchungen ist der Beweis wohl er-
bracht, dafl trotz der hohen statischen Unbestimmtheit und trotz des
verwickelten Krifteangriffes die Beanspruchung des SchluBringes auf
Grund verhaltnisméfig einfacher Formeln errechnet werden kann.
Das niichste Ziel unserer Arbeit ist es nun, die entsprechende elastische
Formiénderung zu bestimmen und ihren Einfluf} auf die Krifteverteilung
im Gerippe zu ermitteln.

Es ist ohne weiteres augenscheinlich, daBl das eigentliche Fachwerk
eine umso grofere Beanspruchung erleidet, je betrichtlicher die Nach-
giebigkeit des Kopfringes ist. Wenn man also bei der Untersuchung
des gesamten Gebildes dem Schlufiring diejenige Forminderung, welche
den héchsten Grenzwerten der Ringbelastung entsprechen wiirde, zu-
weist, so konnen zur Bemessung des Gerippes nur zu groe Spannungs-
werte!), welche die Sicherheit der Konstruktion giinstig beeinflussen,
gewonnen werden.

Auf Grund dieser Uberlegung werden wir im folgenden die zusiitz-
lichen Stiitzenwiderstinde des Fachwerkes unter der Voraussetzung,
daB der Scheitelring die fiir einen starren Ring in Betracht kommenden
Spannkrifte aufzunehmen hat, zu ermitteln versuchen.

Am einfachsten laft sich der Einflu der durch die zyklisch sym-
metrischen Krifte erzeugten Ringforminderungen feststellen. In allen
Stitzpunkten entsteht unter deren Wirkung der gleiche radiale Wider-
stand AX, in allen Rippen das gleiche Biegungsmoment M = — y AX,

!) Die Einfithrung dieser hoheren Spannungswerte ist auch hinsichtlich einer
wirtschaftlichen Querschnittsbemessung gerechtfertigt, weil dieselben sich bei
normalen Konstruktionen von den genauen Werten nur wenig unterscheiden.
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wahrend in allen Ringquerschnitten nebst den vorhin?) ermittelten
Spannkriften

o Byy x
Z¢=? ::  Ep=—"2 (l—at)
die gleichen Achsialkrifte
, nAx
Z¢ =rp, = -
und die gleichen Biegungsmomente
, nAx
‘Eg =—TIi=+ -f

hervorgerufen werden (Abb. 37). Die Bestimmungsgleichung fiir AX

lautet:
1

oM ds : 0Z, ds
102). . . 2n\M. +2\(Zy + ZL) b —_
) “Y 2AX BI ,S( ¢ T %) PAX B, T
0
. 8&, ds
+2,,\(£’”+E' ) ZAX EI,
0

Unter F, ist hierbei der Inhalt des Ringquerschnittes zu verstehen.

Die Entwicklung dieser Gleichung liefert:
1

1 f2 B[ @ (I—af)
+2nAX fy —+r<EF+EI> +2n - {EFz—f—_EIx =0
0

und daher:

4 f(l—onf)
Byx EF, EI

103). . . AX = —r—=. -

gzdsﬂ 1 f2
Vg1 "N\EF, T EL

o)

Diese Gleichung 1aBt erkennen, da das Glied E% im allgemeinen
Z

(I—af) |
EI,
lastung der in der Nahe der belasteten Hauptrippe befindlichen Neben-

kleiner als

n
rippen (m < E) und eine umso hohere Beanspruchung der an der ent-

n
gegengesetzten Seite gelegenen Rippen (m > E) zur Folge hat.

3) Vgl. Gleichung 99a, 99b und 99c.
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Um nun die allgemeine Losung der Aufgabe bei beliebiger Ring-
belastung und Ringforménderung zu erzielen, seien in allen Stiitzpunkten
der Nebenrippen die Widerstande AX, , AY,,, AZ,, eingefiihrt (Abb. 45).
Sie rufen die Momente?)

104). . . M, =x AYm"‘y AXm’ My = u Azm’ Wn=v AZm

JZ,
e

(4r)

Abb. 45,

hervor. Die zugehérigen Spannungswerte der Hauptrippen sind, wenn
wie frither

m=n—1 m =n—I1
Z AY,, = Qyy, Z AX,, - cos (mp) = Qjy,
m=1 m=1
m =n—I1 m=n—I1
12 AY,, - cos (mp) = Qu’)y , ZIAZm‘ sin (m p) = Qj,
m=g¢ m=

gesetzt wird :
1049) . . AXg = —aQoy F (Qix + Qi) AY = —Qjy F Qiy,
Mon = (“y——x) Qﬁy -:F XQ:»(y i y (Q:Fx + Ql&z)*

Der Belastungszustand?) AX, = 1 ruft in den Neben- und Haupt-
rippen die Momente

M,=—y, Mé)n = 4 y-cos(mp)

1) Vgl. Abb. 5 und Gleichung 1.
%) Vgl. Abb. 9 und Gleichung 7a.
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und im Ring, wie aus Abb. 46 ersichtlich, die Momente?)

1
E:/,=—-—2—-sin<p-fcos(mp)+f-sin(<p—mp),

1
C;c=:{:?-cos<p-f-cos(mp)'-'-Ff-cos(q)——mp),

1
’l);; — E..rsin(p-cos(mp)—-l'Sin(‘:{-"_m(:’)

hervor. Das obere Vorzeichen bezieht sich hierbei auf die obere, das
untere auf die untere Ringhalfte. Die Funktionen sin (p — m p) und
cos (¢ — m p) sind nur fiir die Winkel ¢ > m p in Rechnung zu stellen.
Die Elastizitdtsbedingung

T T

EM— ds+2§§,, i3 ds+25“/1¢ ];"; ds +2 C¢ C s=0
0 0

liefert fiir diesen Belastungszustand:

1 1 1

ds ds ds
X 2___AY —_ _
A “‘Sy El Sxy El Q"”g YEI
0 0 0

—( Qi+ Qsz)jy | cos (mp) + 12 cos (mp)g [m e _
105). . . p=
: ¢ ol
i Posin(p_ ¢+ COSQ 5 Mg _
—r< BL L, do — y -8in (@ —mp)—
¢ =mp

f
———[]—fT sm((p——mp)—éilzocos(cp—mp)]}dqazo.

Beachtet man aber, daBl auf Grund der Hauptelastizitatsgleichun-

gen 96...
' ( ¢,
]?JI 1n<pd<p=§ (——— sm(pd(p—— coscpdq.a)

0 ¢

s
I len

1) Da es sich bei der Aufstellung der Arbeitsgleichung um einen erdachten
Belastungszustand handelt, so darf dem Ring eine statisch bestimmte Gliederung
zugewiesen werden. Die Momentenwerte beziehen sich daher auf das unmittelbar
neben der Hauptrippe o durchgeschnittene Hauptsystem.
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89
sein muB, und setzt man zur Abkiirzung:
=T
r? Ny . e |
; .j{_E_)_I.y.sm(cp—mp)—?[E—Ixosm((p——mp)_.
106) . . §y2£§¢4mo ¢
“0 -—G—iz‘cos(q}"—mp)}k@:%{m:

gy
I
—Z'=37Z(7*wsm@}—af U71-cos m@)—a f=5y,

—(7-cos me/

&a'=r-sin(p-me)
00 =15 @
&o’=r-(7-cosg)
ba'=r-[7-cos(p-mg)]

be=r-sing

Abb. 47,

so lautet die erste Elastizititsgleichung:
107). . . AXm —aAY,, = W — (Qix + Q5 ,—a £1:3y) cos (
Betrachten wir jetzt den Belastungszustand!) AY,,
Die Neben- und Hauptrippen werden durch Momente
M, = +x My, = ay —x [1 4 cos (m Pl
1) Vgl. Abb. 10 und Gleichung 8a.

mp).
— 1 (Abb. 47).



90 Der Schluflring.
der Ring hingegen durch Momente:

1
E_;:—z—-sincp{(l+1)[1+cos(mp)]——ocf}—(] + 1) sin (¢ —mp),
1 1
.=+ ?-r[l—}—cos(mp)]:F—2—~ooscp{(l+ r)[I—}-cos(mp)]——ocf}:F
?{r[1-—cos(<p—mp)]—l-cos((p—mp)}

' * .
1),,=?~rsm<p

beansprucht. Wendet man auf diesen Kriftezustand die Arbeits-

gleichung
(P '

“Neids =0
EL, Y

L

¢g=r
M’
Mo eds o 2 ({ & B+ C’” L+
0 ¢ =

0
an, so erhalt man:
1
[AY,, — )y cos (mp)] 5‘ x2 %} —[AXp — Q3 +
0
1 L
+ Qj,) GOS(mp)]Sx y % + Q;y \ (xy— X)z.gil

0

o e

¢=r1
{(1+r)[1+cos(mp)]—af5(E; -sing —
=0

~

108). .

" =
)dcp+—[1+cos(mp]sacid(p+ =0

g=n= ,
—r(l4 r)S _E‘r"_-sin(cp—- m @) — i~cos_(<p—mcp) do —
EI, GI,

¢ 14
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oder auch, wenn man wiederum beriicksichtigt, daf alle auf den ganzen
Ringumfang zu erstreckenden Integrale verschwinden, und die Hilfs-
bezeichnung

¢ =T

109). .. (& e mer % os(o
i l . EL sin (¢ — m p) GrL cos (@ —mp) | +
’x2ds ¢ -
T TTe=myp
JEI
0 ‘
—+ = d =
' GIZ} %= B
einfiihrt:

110). .« AYm"“ {3 AXm = %m YQuy — COS (m P Quy B (Qf§x + Q:?z)]‘

\
&y
_/>\ g fm
/((\: \ )‘Q‘
7 ‘(\;‘, SN
: \

“sinm@

©

7.

7-sinme@

A l»] ). -l\

SchlieBlich erhalt man fiir den in Abb. 48 dargestellten Belastungs-
zustand 1):

M = +u, Wy, = + v, 1\'1(’),1 = £ y-sin(mp),

1
E(’[ :-—2—~f-sintp-sin(mp)+f-cos((p—mp),
r 1 . .
= :{:?-f.coscp.sm(mp):};f-sm(q)——mp),

'

1
7, :—2—.rsinq>-sin(mp)+[(l'+1)_r‘°°S((P_mP)]’

1) Vgl. Abb. 11 und Gleichung 9a.
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und in Ubereinstimmung mit der Elastizititsgleichung
1

X[E-M’+£‘9ﬁ'+l~W’]ds+
GI,

EI EI'

0 s

e L.t
¢ IR SRR/ S| G

5{ Gt G1, C"+EIY Mg ds =0
¢=0

11). .. AZm== ‘P'@m—wﬂéxﬁ-Qéz—dQéy)Sin(mp),

wobei

112). .. ¢ 5 [

g2ds¢
0

+(§’;z-sin(<p—mp)] [rT“—cos«p mp)]""l<?

Die drei Hauptgleichungen 107, 110, 111 liefern nach den iiblichen
Umformungen :

1
AX, = ? (U + o Bm) _aQ()y— (Q4x + Qj,) cos (m p),

oo 1
113) AY,, = ?(%m'i' Bﬂm)—gﬁy_géy‘cos(mPL
Zm = ‘l»‘ (‘gm - ‘lé (Q:)x + gzbz_ o Qéy) sin (m P) :
Hieraus folgt durch Summation:

=n—1

Z AXccos(mp) = Q4 =

%Im + & Bpy) - cos (m p)— (‘é‘ — 1) (Qr')x + Q:?z),

m=n—I1 m n—1
2 AV = Q= o Z(%W% —m—1)Qsy,
m=1
m=n—I1
114). . ZAYm-cos(mp)=Q:;y=
m=1

m=n n
Z_‘ m+(391m)005(m9)—('2_—1)9:3y»

—-<|~

m=n—1
Z AZ, -sin(mp) = Qj, =
m=1

m=n—1

= D G sin (mp) — - (Qox + sy — 2 Q).
m=1
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oder in anderer Gliederung:

] m=n—1
Qog=+ 5y 2 (Bu+B%m),
2 mem-1
Qiy =+ 7y 2 (Bu+ B U cos (mp),
115). . . m=l

2
Qiz+ Qj, = _{ Z Uy - cos (m p) +
n Iln=1
m=n—

Y :
+1+¢ ng:l [%(%m‘f‘BQ[m)cos(mP)“‘@m'sm(mp):”.

Um die Auswertung dieser Gleichungen zu erméglichen, braucht
man nur in den Ausdriicken 3, 8, und €, die Werte £ , n, und ¢,
durch die am Anfang dieses Abschnittes fiir den starren Ring ermittelten
Werte?) zu ersetzen. Es ist dann auf Grund dieser bekannten GroBen
nicht schwer, die in den Gleichungen der -, %- und G-Werte enthal-
tenen Integrationen zu vollziehen und alle in den Gleichungen 113
und 115 vorkommenden Summen zu errechnen. Hat man auf Grund
letzterer Formeln sowohl die einzelnen Widerstinde AX, AY, AZ,
als deren Summen Q;,, Q4 Q,, bestimmt, so sind alle zur vollstén-
digen Losung der Aufgabe erforderlichen Unterlagen gewonnen.

Die Gleichungen, welche, um dies Ziel zu erreichen, angewandst
werden miissen, sind im Grunde verhiltnismiBig so einfach, dafBl es
fast immer lohnend sein diirfte, die Berechnung eines riumlichen Pfosten-
fachwerkes durch die schirfere Untersuchung des Einflusses der Nach-
giebigkeit des Scheitelringes zum AbschluB zu bringen.

1) Vgl. die Formeln 100, 100f und 101.
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