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Vorwort. 
Die Theorie des strebenlosen ebenen Fachwerkes hat in den letztoll 

Jahren AnlaB zu zahlreichen Veroffentlichungen gegeben und kann be­
reits, soweit nur statische Fragen in Betracht kommen, als hinreichend 
geklart erachtet werden. 

Ein Versuch, die Ergebnisse diescr Forschungen folgerichtig auf 
das Raumfachwerk zu ubertragen, ist jedoch, obwohl sich die Stab­
zuge mit steifen Vierecknetzen eigentlich eher fUr raumliche als fiir 
ebene Trager eignen, bis heute nicht unternommen worden. 

Dies durfte vieIleicht urn so verwunderlicher erscheinen, als wich­
tige Griinde zugunsten des streb en los en Raumfachwerkes angefiihrt 
werden konnen. In der Tat bietet diese Bauart nicht nur den Vorteil 
einer sowohl in konstruktiver als in wirtschaftlicher Hinsicht zweck­
maBigen und hinreichend zuverlassigen Durchbildung, ihr wesentlicher 
Vorzug liegt vielmehr darin, daB durch die Einfachheit und Regel­
maBigkeit der Formgebung die giinstige Wirkung einer ruhigen Raum­
umschlieBung erzielt wird. 

Diesen wertvoIlen Eigenschaften steht aber der Nachteil gegenubel', 
daB die rechnerische Behandlung des strebenlosen Raumfachwerkes 
infolge der hohen statischen Unbestimmtheit fast undurchfUhrbar 
erscheint. 

Die vorliegenden Studien sind aus dem Bestreben, einen Weg zur 
Losung dieser schwierigen Aufgabe zu bahnen, entstanden. 

Bei der auBerordentlichen Mannigfaltigkeit der Raumfachwerke 
konnte eine allgemeine und umfassende Untersuchung aUer Trager­
gebilde kaum Aussicht auf Erfolg bieten. Del' Verfasser hielt es daher 
filr zweckmaBiger, aus der FiiIle aIler Gestaltungsmoglichkeiten nur 
diejenigen Stutzungs- und Gliederungsal'ten, die hinsichtlich der bau­
lichen Ausfuhl'ung den Bediirfnissen der Praxis am besten entsprechen, 
hel'auszugreifen und insbesondere bei del' Ausarbeitung der einzelnen 
Untersuchungen auf neue Verfahren, welche infolge ihrel' Anpassung 
an die statische Eigenart der Tragwerke eine auBerordentliche Ver­
einfachung der Rechnung ermoglichen und auch auf anderen Gebieten 
der raumlichen Statik wertvolle Dienste zu leisten versprechen, ein­
gehend hinzuweisen. 



VI Vorwort. 

Auf die Durchfiihrung einzelner Beispiele muJ3te jedoch ver­
zichtet werden, nicht nur, weil die zur volligen Klarung der Eigen­
schaften des strebenlosen Raumfachwerkes erforderliche Bearbeitung 
umfangreicher Zahlenuntersuchungen das Erscheinen dieser Abhand­
lung auf Jahre hinaus verzogert hatte, sondern hauptsachlich, weil 
die Einschaltung ausgedehnter Zahlenrechnungen die notwendige Vber­
sichtlichkeit der schwierigen theoretischen Entwickelungen wesentlich 
beeintrachtigen wiirde. 

Diese Studien bedeuten nur einen Anfang auf dem Wege zur Er­
schlieJ3ung neuer Aufgaben der Statik des Raumes. Sollten sie manchem 
Fachgenossen zu eigenen Forschungen Anregung geben, so wiirden sie 
ihren Zweck nicht verfehlt haben. 

Breslau, im Januar 1914. H. Marcus. 
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Einleitullg. 
Die Theorie des Raumfachwel'kes wird III den Lehl'biiehern der 

Baustatik nur unter der Voraussetzung, daB die einzelnen Stabe ver­
mittels reibungsloser Kugelgelenke aneinander ausgeschlossen sind, ent­
wickelt. Zugunsten dieser Annahme sprieht in erster Linie del' Um­
st.and, daB sie die rechnerische Durehfiihrung del' Untersuehung auBel'­
ordentlich vel'einfaeht und daher den Bediirfnissen . der Praxis am 
nachsten kommt. Dieser Vorteil wird aber dureh die mangelhafte 
tibereinstimmung zwischen den rechnerischen Voraussetzungen und der 
konstruktiyen Durehbildung in seiner Tragweite wesentlieh beein­
trachtigt. 

Eine gelenkartige Gliederung aIler Stabe des Fachwerkes HWt sieh 
in der Tat kaum verwirklichen. Dureh die Anordnung von Niet- und 
Sehraubenverbindungen, dureh die Steifigkeit der Knotenbleehe odeI' 
gar dureh die fugenlose Gliederung des Gerippes wird sowohl im Eisen­
wie im Eisenbetonbau die freie Drehbarkeit der Stabenden in erheb­
liehem MaBe eingesehrankt, und es treten in den AnschluBquersehnitten 
auBer den achsialen Grunds pann ungen, die allein in Reehnung 
gestellt werden, auch Biegungs- und Verwindungsspannungen auf. 

Eine Vernaehlassigung dieser Nebenspannungen wiirde gereeht­
fertigt erscheinen, wenn ihr EinfluB nur eine unbedeutende Verse hie bung 
in der GroBe und nicht im Wirkungssinn der inneren Widerstande 
zur Folge hatte: man konnte dann, wie es bei ebenen Tragern der 1<~all 
ist, durch eine richtige Begrenzung der zulassigen Beanspruchungen 
einen ausreichenden Spielraum fur die auBer acht gelassenen Zusatz­
kriifte schaffen. Die Ausschaltung del' Nebenspannungen fuhrt abel' 
bei vielen raumlichen Gebilden zu einer volligen Entstellung der Krafte­
verteilung. 

Besonders kennzeichnend ist in dieser Hinsieht das Verhalten der 
Schwedler-Kuppel. Legt man die Annahme reibungsloser Gelenke der 
Ulltersuchung zugrunde, so werden infolge einseitiger Belastung nul' 
wenige Stabe in Spannung gesetzt, es ergeben sich jedoch bei groBerer 
Seit.enanzahl der Ringe ganz ungeheure Widerstandsbetrage, denen die 
Querschnittsbemessung nieht im entferntesten gewachsen ist. Wiil'den 
die Voraussetzungen del' Rechnung auch nur angenahert zutreffen, so 
hatten aIle vielteiligen Schwedler-Kuppeln langst den Untergang dul'ch 
Sturmdruck, plotzliches Schneeabrutschen, Lastanhangungen, Aus-

~I arc us, Raumfachwerke. 1 



2 Einleitnng. 

nehmung von Rippen- und Zwischenringstucken gefunden1 ). Wenn die 
Kuppeln trotz dieser schadlichen Einflusse bestehen, so ist es nur auf 
die Tatsache zuruckzufuhren, daB das Kraftespiel in der Wirklichkeit 
ganz anders gestaltet ist. Durch die Steifigkeit der Knotenpunkte 
werden aIle Glieder des Fachwerkes gleichmaBig zur Mitwirkung heran­
gezogen, ein Teil der Krafte wird durch die unbelasteten Stabe uber­
nommen, und infolge dieses Ausgleichs wird die Tragfahigkeit des 
gesamten Gerippes wesentlich erhoht. 

Der EinfluB der Biegungs- und Verwindungsfestigkeit ist auch bei 
anderen raumlichen Gebilden insofern sehr erheblich, als er die La­
bilitat, welche durch die geometrische Gestaltung und die nicht ein­
wandfreie Stiitzung des Tragwerkes bedingt ist, beseitigt und zugleich eine 
groBere Widerstandsfahigkeit gegen vereinzelte Lastangrifie gewahrleistet. 

Unter diesen Umstanden erscheint es fraglich, ob es immer gerecht­
fertigt ist, an rechncrischen Voraussetzungen fcstzuhalten, deren 
Ergebnisse sich mit der Wirklichkeit so wenig in Einklang bringen 
lassen, und ob es nicht ratsamer ware, wenigstens bei den Hauptstaben 
die Biegungs- und Verwindungsspannungen in den Vordergrund der 
Untersuchung zu stellen, nicht nur, weil ihre Berucksichtigung mit­
unter eine sparsamere und wirtschaftlichere Querschnittsbemessung 
ermoglicht, sondern hauptsachlich, weil sie allein die tatsachliche 
Sicherheit der Konstruktion zu erkennen und voll auszunutzen gestattet. 

Die Ermittelung der inneren Widerstande bei einer starren Ver­
bindung der Fachwerksstabe ist allerdings keine einfache Aufgabe, 
und es ist von vornherein einleuchtend, daB eine den praktischen An­
forderungen genugende Losung nur dann gefunden werden kann, wenn 
es gelingt, den Grad der statischen Unbestimmtheit auf ein der Rech­
nung zugangliches KleinstmaB einzuschranken. Um dies Ziel zu er­
reichen, empfiehlt es sich, das Gerippe des Fachwerkes derartig zu ge­
stalten, daB es nur aus einer moglichst geringen Anzahl von Glie­
d ern, und zwar aus denjenigen, die sich hinsichtlich der Standfestig­
keit des Baues am wirksamsten erweisen, besteht. 

Versucht man, diesem Grundsatz entsprechend, eine Auslese 
zwischen notwendigen und entbehrlichen Staben bei Schwedler-Kuppeln 
und verwandten Gebilden zu trefien, so gelangt man zu der Erkenntnis, 

1) Siehe A. F. Zschetzsche, "Handbuch der Baustatik" (Bagel, Dussel­
dorf, 1912), Bd. I, S. 29 und 33. - Kohlfahl, "Beitrag zur Theorie der Kuppel­
(und Turm-) Dacher" Z. d. V. deutsch. lng., 1898, S. 713-715. - Der EinfiuB der 
Steifigkeit der Knotenpunkte auf die Krafteverteilung ist bereits 1892 in der 
Schrift von Foppl, "Das Fachwerk im Raume" (Teubner, Leipzig), mehrfach er­
wahnt und von demselben Forscher spater auch experimentell nachgewiesen. 
Die Wirkung eines biegungs- und verwindungsfesten SchluBringes ist besonders 
eingehend von Miiller-Breslau, Z. d. V. deutsch. lng. 1898-1899, und von Mann 
im "Eisenbau" (1911, Heft 1) untersucht worden. 
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daB als wesentliche Bestandteile nur Rippen und Ringe in erster 
Linie in Betracht kommen: die Rippen, wei! sie vermoge ihrer Biegungs­
und Verwindungsfestigkeit den eigentlichen Tragkorper bilden, die 
Ringe, weil sie in hervor­
ragendem MaBe zur Verstei· 
fung und Stabilisierung bei­
tragen. Die Streben hinge­
gen haben fUr die Tragfiihig­
keit eine verhaltnismaBig ge­
ringe Bedeutung, teils weil sie 
bei ganz gleichmaBiger Be­
las tung uberhaupt am Krafte­
spiel nicht beteiligt sind, 
teils weil auch bei einseitigen 
Lastangriffen ihre Wirksam­
keit durch die Steifigkeit der 
Anschlusse erhe blich beein­
trachtigt wird. Der Ge­
danke liegt nun nahe, auf 
diese Stabe zu verzichten 
und, wie es bei ebenen 
Tragern neuerdings versucht 
wird, strebenlose Raumfach­
werke zu schaffen. 

Das Gerippe soloher Ge· 
bilde konnte hinsichtlich der 

.\ lJh. 1. 

Stfttzung und der Verbindung ihrer Glieder in der mannigfaltigsten 
Art gestaltet werden. Fur die praktische Ausfuhrung kommen zu­
nachst folgende Moglichkeiten in Betracht: 

a) die Rippen sind an ihrem unteren Ende drehbar befestigt und 
am Scheitel an einem biegungs- und verwindungsfesten Ring 
angeschlossen (Abb. 1); 

b) die unteren Rippenenden sind fest eingespannt, wahrend sioh 
die oberen gegen den Kopfring stutzen. Wird durch denselben 
die freie Beweglichkeit der Rippen nur in der Scheitelebene be­
hindert (Abb. 2), so hat der Ring nur Druck-, Schub- und Bie­
gungsspannungen aufzunehmen. 1st hingegen eine starre Ver­
bindung zwischen Rippen und Kopfring vorhanden (Abb.3), 
so wird letzterer auch auf Verwindung beansprucht. 

Hierbei ist noch zu unterscheiden, ob die untere Stutzung eine 
e bene oder eine ra umliche ist. 1m ersteren Falle treten aIle Auflager­
widerstande in derselben Ebene auf, und es kann, je nachdem diese 
Ebene die Kuppeloberflache berlihrt oder normal durchschneidet, 

1 ,', 
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von einer tangentialen oder einer radialen Stiitzung gesprochen 
werden. 1m zweiten FaIle sind die Auflagerwiderstande beliebig im 
Raum gerichtet. 

Eine gelenkartige Stiitzung ist im allgemeinen zweckmaBiger als 
eine feste Einspannung, nicht nur, weil sie bei der meistens sehr be-

~\hb. 2. Abb.3. 

trachtlichen Hohe des Kuppelunterbaues leichter und einfacher her­
gestellt werden kann, sondern auch, weil sie dem Tragwerke eine groBere 
Widerstandsfahigkeit gegen Warmeschwankungen und Widerlager­
verschiebungen verleiht. In den nachstehenden Entwicklungen werden 
daher nur Fachwerke mit Kampfergelenken in Betracht gezogen, und 
zwar sowohl mit ebener, als mit raumlicher Stiitzung. Entsprechend 
dem natiirlichen Aufbau der Konstruktion werden wir zunachst die 
statische Wirkungsweise eines nur aus Rippen und Kopfring bestehen­
den Gebildes erlautern, sodann durch allmahliche Hinzufiigung der 
Versteifungsglieder das innere Kraftespiel des eigentlichen Fachwerkes 
klarlegen und zum SchluB die Wechselbeziehungen zwischen der Be­
anspruchung und der Formanderung des Scheitelringes zu beleuchten 
versuchen. 



1. Abschnitt. 

Die nnversteifte Rippenknppel. 
1. Die Spannungsverteilung bei raumlicher Sttitzung. 

Urn zu weitgehende Untersuchungen zu vermeiden, werden wir 
uns im folgenden nur mit dem praktisch wichtigsten Fall eines zyklisch 

p 

p 

1 n-1 

o~----~ i-------fn 

1 

Ah1 •. -1-. 

s ymmetrischen Tragwerkes befassen 1). Wir setzen also voraus, daB aIle 
Rippen gleichartig gebildet sind, daB die Rippenmittellinien auf einer 
Umdrehungsflache liegen, und daB der Winkel, welche zwei benach­
barte Rippenebenell miteinander schlieBen, iiberall der gleiche ist. 

Wir geben den Rippen in Abb. 4 der Reihe nach die Ordnungsziffern 
1) Tragwerke, welche nur zwei senkrecht zueinander stehende Symmetrie­

ebenen besitzen, sind vom Verfasser in seinem "Beitrag zur Theorie der Rippen­
kuppel" im "Eisenbau" 1912, Heft XI, behandelt. 



Die Ullversteifte Rippenkuppel. 

0, 1, 2, 3 ... n-1, n. Die Belastung P moge in der Ebene der Rippen 
o und n, die wir kurz Hauptrippen nennen wollen, wirken; die ubrigen 
Rippen seien unbelastet und daher als N e benri ppen gekennzeichnet 

Wir zerlegen den Stutzenwiderstand der mten Rippe in einen radial 
gerichteten Horizontalschub Xm, einen lotrechten Druck Ym und einen 
wagereohten Tangentialsohub Zm' Die inneren Spannungen, welohe 
durch diese Krafte in einem Rippenquerschnitt hervorgerufen werden, 
lassen sich durch die Achsialkraft Nm, die Querkrafte Qm und Om' die 
Biegungsmomente Mm und \mm und das Verwindungsmoment W m 
(Abb.5) darstellen1). Die Krafte Nm, Qm und Om gehen durch den 
Querschnittsmittelpunkt und sind parallel zur Tangente (t) bzw. zur 
Normale (n) bzw. zur Binormale (b) der Rippenmittellinie gerichtet. 
Diese drei Geraden sind zugleich die Drehachsen der Kraftepaare 
W m' Wlm und Mm' 

Die Beziehungen zwischen den Stutzenwiderstanden und den in­
neren Spannkraften werden durch die Gleichungell 

f Nm = ~ cos cp + Ym sin cp, Qm = Ym cos cp -Xm· sin cp,Dm = Zm, 
1) ..... , M - Y _ X on - Z W - Z 

. 00 - X 00 Y 00' :lJloo - U m' m - v 00 

ausgedriickt. Die Bedeutung des Winkels cp und der Ordinaten x, y, u 
und v ist hierbei aus Abb. 5 ersichtlich. 

Die beiden Hauptrippen bilden mit dem SchluBring das Haupt­
system (Abb. 6). Dasselbe wird einerseits durch die Lasten P und 
andererseits durch die Resultierende .Q aller Gelenkdrucke X oo' Y m 
und Zm beansprucht. Bezeichnet man mit p den Winkel, welchen 
zwei benachbarte Rippenebenen miteinander schlieBen, und schreibt 
man zur Abkurzung 

oo=n-1 ffi=n-1 ffi=n-1 
l:Xoo = Ox, 

00=1 

l:Yffi = Oy, l: Zm = oz, 
ffi=1 

m=n-1 
2) . . . . l: Xoo . cos (m p) = O~ , 

111 =1 
ffi=n-l 
l: Zm' sin(m p) = O~, 

m=l 

ffi=l 
111=n-l 

l: Yffi' cos(m p) = O~, 
ffi=1 

so kann man, wie Abb. 7 zeigt, die Resultierende 0 durch eine in der 
Scheitelebene wirkende Schubkraft 2 (Ox' + 0z'), durch eine in der 
Mittelachse angreifende lotrechte Kraft 2 Oy und durch ein Krafte­
paar 2 [Oy' . 11 - (Ox' + Oz') f] ersetzen. 

Diesen KraftgroBen entsprechen Auflagerwiderstande X o', X n', 
Yo', Yn' und innere Spannkrafte No', Nn', Qo', Qn', Mo', Mn', wahrend 

1) Sind die Rippen nicht vollwandig, sondern gegliedert, so treten an Stelle 
dieser Kraft-graBen die entsprechenden Stabkrafte. 
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durch die Belastung P (Abb. 8) Sttitzkrafte Xoo' XOll ' Yo, Yon und 
innere Widerstande Noo, NOll' Qoo' QOll' Moo, ~on hervorgerufen werden. 

Xo loX 

~----~----~---

. \ hll. 13. 

Ald, . • j. . \ hl,. 7 . 

P 

I I I I I 
I I 
I I 
I I Xon 
I I 

l->1 I-------Z 
Yoo Yon 

,\ 1,1,. S. 

Der endgiiltige Kraftezustand ist durch die Gleichungen 

3) .... 
I Xo : Xoo + X~, Yo = Yoo + Yo, No = Noo + No, Qo = Qoo + Qo, 

Mo - Moo + Mo, 

t Xn = XOIl +X;j: Yn =YOn +Y~, Nn =Non +N;j, Qll = QOll +Q;ll 

Mil = Mon + Mn 

gekennzeichnet. 
Bevor wir auf die Bestimmung diesel' einzelnen Ausdrticke ein­

gehen, miissen wir zunachst eine Vereinbarung tiber die Darstellung 
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der Formanderung des Kopfringes treffen. Es ist durch die genauere 
Untersuchung der Schwedler-Kuppel erwiesen, daB die Spannungs­
verteilung bei einseitigen Lastangriffen sich urn so gleichmaBiger 
vollzieht, je steifer der Kopfring ausgebildet wird. Fur weitgespannte 
Fachwerke ist es daher besonders vorteilhaft, den SchluBring der­
artig zu gestalten, daB seine Formanderung im Vergleich zu derjenigen 
der Rippen als verschwindend klein angesehen werden darf. Diese 
Bedingung kann ohne bedeutenden Aufwand an Baustoff erfullt werden, 
wenn der Ringhalbmesser hinreichend klein gewahlt wird 1). 1st aber 
eine groBere ScheitelOffnung durch die Anordnung eines Laternen­
aufsatzes bedingt, so durfte es im allgemeinen keine Schwierigkeiten 
bereiten, die Seitenwande des letzteren an den eigentlichen Kopfring 
derartig fest anzuschlieBen, daB beide in statischer Hinsicht ganz 
einheitlich wirken. Das Tragheitsmoment eines solchen Gebildes ist 
sodann so betrachtlich, daB es durchaus gerechtfertigt erscheint, den 
versteiften Scheitelring als eine starre Scheibe aufzufassen. 

Hierdurch wird die Berechnung der Rippenkuppel so wesentlich 
erleichtert, daB es nur der Aufstellung einiger einfacher geometrischer 
Beziehungen bedarf, urn zu einem anschaulichen Bild der Kriifte­
verteilung zu gelangen, und dieser Vorteil ist unseres Erachtens fur 
die Praxis so wertvoll, daB es sich bei einer entsprechenden konstruk­
tiven Durchbildung fast immer empfehlen durfte, die Annahme eines 
starren Kopfringes der Untersuchung zugrunde zu legen 2). 

Unter dieser Voraussetzung verhalt sich das Hauptsystem als 
ein einfacher Zweigelenkbogen. 1st E das ElastizitatsmaB des Bau­
stoffes, I das Tragheitsmoment eines Rippenquerschnittes in bezug auf 
die Binormale zur Rippenmittellinie, 1 die Spannweite der Rippen, 
so lauten die Elastizitatsgleichungen des Hauptsystems: 

I I r ds (',' ds 
,(Moo +Mo n)y-=O bzw.: ,(Mo+Mn)y-=O. 
" EI ~, EI 

4) .... 

o 0 

Diese Gleichungen gestatten, im Verein mit den drei Gleich­
gewichtsbedingungen des ebenen Tragwerkes, die vier Auflagerkrafte 

1) Bei Rippen, welche bis zur Mittelachse durchgefiihrt werden, ist die 
V oraussetzung eines starren SchluBringes von vornherein erfiillt. 

2) Hat man dieser Annahme gemaB die am Scheitel angreifenden Krafte 
errechnet und die durch dieselben bewirkte Formanderung des Ringes bestimmt, 
so kann man nachtraglich den EinfluB der letzteren auf die Beanspruchung der 
Rippen feststellen. Man hat es dann in der Hand, durch eine einfache, gegebenen· 
falls durch eine wiederholte Korrektur der zuerst gewonnenen Ergebnisse, der 
wirklichen Krafteverteilung moglichst nahe zu kommen. Auf dieses Verfahren 
wird in dem SchluBabschnitt besonders hingewiesen. 
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Xo, Xn' Yo und Yn zu bestimmen. Fur die .o-Gruppe ergibt sich ins­
besondere, wenn zur Abkurzung 

I 

xy_S \
' d 

EI 
0, 

S) . . .. 0 I = IX 

C 2 ds 

lY EI 
" o 

gesetzt wird: 

Xo= -(IX,Oy+ O~+ .o~), Yo= -(Oy+ O~), 
Mo = (IX y-'-x) Oy-X O~ + y (O~ + O~), 

X~ = -(IX' Oy-O~-O~), Y;,--(Oy-O;), 

M~ = (IXY-X)Oy + x 0;- y (O~ + O~) 
Es ist also insgesamt: 

r 
Xo = Xoo - (oc Oy + O~ + O~), Yo = Yoo - (Oy + 0;), 

Mo = Moo + (IXY-x) ny-X .o~+ y (O~ + O~), 
6) ... 'lXn=Xon-(IXOy-OX-O~)' Yn=Yon-(Oy-O;), 

Mn = Mo II + (OC Y - x) Oy + x 0; - y (O~ + O~) . 

Um nun die einzelnen Werte X m, Ym und Zm selbst zu bestimmen, 
stellen wir auf Grund des Satzes der kleinsten Formanderungsarbeit 
und unter AusschlieBung jeglicher Warmeanderung und Widerlager­
verschiebung, die drei folgenden Elastizitatsgleichungen auf: 

7) . 
E I 8Xm J E I' 8Xm < G· Ip 8Xm ' IS~' 8M ·ds+ r we . OWl . ds + \".~' 8W ·ds = 0 

f M 8M " \ill C3\ill r W 8W 
8) . .. \ E I . 8Y . ds + E I' . 8Y . ds + rCi--:-I' 8Y . ds = 0, 

~, m ~ m ,. p m 

9) . . .. .f :~ . :~ . ds + "f E~' . :~ . ds + v\ G ~p • :~ • ds = O. 

Hierbei bedeuten ds ein Element der Rippenmittellinie, G die 
Schubelastizitatsziffer, I' das Tragheitsmoment des Rippenquerschnittes 
in bezug auf die Normale und Ip eine Art polaren Tragheitsmomentes1). 

1) In diesen Gleichungen ist nur der Einflul3 der Biegungs· und Verwindungs­
momente auf die Formanderungsarbeit zum Ausdruck gebracht. Der EinfluB 
der Axial- und Querkrafte ist bei einseitiger Belastung unerheblich und diirfte 
daher vernachllissigt werden. W ollte man denselben beriicksichtigen, so wiirde 
zwar der Gang der Untersuchung der gleiche bleiben, die Berechnung wiirde aber 
an Einfachheit und Ubersichtlichkeit verlieren, und der Gewinn an Genauigkeit 
konnte kaum den grol3eren Arbeitsaufwand rechtfertigen. 
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Der Belastungszustand Xm = 1, dem die erste dieser Gleichungen 
entspricht, ist in Abb. 9 dargestellt. Fiir die beiden mten Nebenrippen 

8M 8M 
ist ~ = - y, und fur die Hauptrippen ist --;,- = ± y' oos (mp). 

uXm uXm 

1 

1.COS(~~~-+ ___ -+-+- 1.cos(m~) 

1 

~\hh. 9. 

Das obere Vorzeichen bezieht sich hierbei auf die Rippe 0, das 
untere auf die Rippe n. Die Arbeitsgleichung lautet also: 

I I 

" 

ds j'Mo-Mn ds 
-2 Mm 'Y- + 2 • cos {m p) 'y- = O. 

EI 2 EI 
~ 

o 0 



Pie Sp:llIllllngf'yprteilung IJ('i r~iullllicl1('r Stiitzullg. 11 

oder: 

In ahnlicher Weise gilt fiir den Belastungszustand Ym = 1 nach 
Abb. 10: 

aMrn aM 
~ = + x, ay 0 = lXy-x[l + cos(m p)], 

m rn 
8Mn ay- = IX y-x [l-cos(m p)], 

III 

und somit: 
I I 

S ds S (Mo-Mn) ds 
2 Mrn.x E1 +2 --2-~-(lXy--x)EI-

(J 0 

x ds 
'--=0= 

EI 

I I I 

\
' x2 ds (' y x C .Moo + Mou ds 

O=Ym -iIT-Xm \ EI· ds + 1--2--(lXy-x)EI + 
!/ ~ ,. 

o U 0 

I I 

I" ds lCMo -M xds + Oy (IXY-X)2 EI- co8 (m p) l-~~'E-I-
~' ~ 

o 0 
I J 

-0; S X~~S + (n~ + n~) J x~:Sl 
o 0 

Der Belastungszustand Zm = 1 liefert schlieI3lich in Dberein­
stimmung mit Abb. 11: 

und daher: 
I J 

\' (WCm . U , W rn v) . ~. Mo - Mn ds 2 --~-- ds+2.sm(mp) .y--=O. 
El' I G. I 2 EI 

~/ P., ~ 
U 0 
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Setzen wir zur Abkiirzung 
f 1 1 

(' ds (' ds 
,xY El ,xY El , , , 

1 

r (exy_x)2_d_u 
, EI 

_U_I~~ = ce, _O-;-I~~ =~, o 
-~I~~~=l-ex~=y, 

r y2 ds r x2 EdSl 
'EI , 

~' (,/ 

o 0 
I 

" ds 
\ y2 El 

---C-1 _0 _____ = ~, 

, 
rx2~ 
, EI 
o 

o 
------:-1----- = Axx , 

10) ... J j (:~, + ~';J ds JX2-!-SI 
o o 

I I .I (Moo 2 MOll) Y :~ S (Moo: Mon) X :~ 
--'C'---) ---;IC------ = Ayy , o 

--;-1---- = Bxx , 

r 2 ds 
JY El 
o 

\
,. d~ 

x2 Eel 
,-
o 

Ayy - ex Axx ~ Ayy - Axx _ e ------"-------"- = ex, y y - y, 

so lassen sich die Gleichungen 7a, Sa und 9a in Verbindung mit der 
Gleichung 4) in der Form: 
71» ... j Xm - ex Ym = - cos (m p)[Ayy - ex n~ + (n~ + n~)], 

8:) . .. Ym - ~ Xm : (Bxx~y ny) + cos (m P)[~xx- ~~ + ~ :n~ + n~ )], 
9) .. , Zm--~.sm(mp)[Ayy-exny+(nx+nz)], 
schreiben, oder indem man Xm, Y m und Zm eliminiert: 

7e) ... _/xm=~ (Bxx-yny)-cos(mp)(ex+n~+n~), 

8e) ... Ym= (Bxx -n)-cos(mp)(ey+n~), 
I -- y 

9c ) ... Zm:~~,sjn(mp)[Ay~-exn~+(n~+n~)]= 
~ - 'Y tang (m p) [Xm ex 11m]. 
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Entwickeln wirnun aIle diese Gleichungen ffir m = 1 his m = n - 1, 
so ergiht sich der Reihe nach: 
m=n-l m=Il-1 

l.: Xm • cos (m p) = .o~ =;- (Bxx -y.oy) l.: cos (mp)-
m=l (m=l 

ll1=n-l 

- (ex +.Q~ + .o~) l.: cos2 (m p), 
m = 1 

l.:Ym =.oy = (n-l) xx -.oy - (Cy+ .o~) l.: cos (m p), 
III = n-l (B) m = n-l 

1II=1 Y m=l 

1. sin (mt!?) !.V.J 
I 

/7n 
I 

/ 
/ 

I 

1 

m 

.-­
/' 

/ 

1 

.\ M,. 11. 

l.: Ym • COB (m p) = .0;. = xx -.oy l.: cos (m p)-
m = 1l-1 . (B )lll = 1l-1 

m=l Y m=l 

lll=n-l 

- (Cy + .o~) l.: cos2 (m p, 
m = 1 

lll=Il-1 lll=Il-1 

l.: ZIl1 • sin (m p) = .o~ = -..j; [Ayy - IX.o~ + (.o~ + .o~)] l.: sin2 (m p). 
m=l lll=l 

Mit Riicksicht auf die zyklische Symmetrie ist aber 
lll=n-l lll=n-l m=n-l 

l.: cos (m p) = 0, l.: cos2 (mp) = !!...-1, l.: sin2 (m p) = !!..., 
m=l III = 1 2 m=l 2 

Letztere Gleichungen liefern also: 

f .0 = n - 1 . Bxx .0' - - (1 - 3...) C 
y ny' y- n Y' 

to} .. ·l.o~ +.o~=- 1~..j; [(1- l~)(CX+C(..j;Cy)+..j;.Ayy]. 
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Dementsprechend gehen die Gleichungen 7e), 8e), ge) uber in: 

11) ... 

1 [Bxx 2 cos (m p) ] 
Xm =- oc--- tjJ (Cxx+octjJCy ) = 

n y 1+ 

= ~ [~ Bxx-2(/~YtjJ + OCCY)cos (m-p)] 

1 [ Bxx ] Ym =~ -y--2cos(mp)Cy , 

2 tjJ 
Zm = - -. --.-,,' sin (m p). Ayy • 

n 1 +'i' 

Die Widerstande Xm, Ym und Zm lassen sich, wie wir sehen, un­
mittelbar durch die Belastungsglieder Ayy, Bxx, Cx und Cy ausdrucken, 
und da die Bestimmung1) letzterer Werte keine Schwierigkeiten bietet, 
so gestaItet sich die Durchfuhrung der Untersuchung ebenso einfach 
als ubersichtlich. 

2. Die Spannungsverteilung bei ebener Stiitzung. 
Anknupfend an die vorhin erIauterte allgemeine Losung ist es 

ohne weiteres moglich, die Krafteverteilung bei ebener Stutzung zu 
bestimmen. Sind die Rippen nur in radialer Richtung festgehalten, 
so verschwinden aIle Werte Z und zugleich die Ausdrucke Oz und 0' z. 
Die Gleichungen 10) und 11) liefem tmmittelbar: 

n. n - 1 Bxx n. ( 2 ) n. (2 ) ~'/'y = - -n-y' ~,/,~ = - 1-~ Cy, ~,/,~ = - 1--; cx, 

12) ... Xm=~ [~ Bxx-2Cx.cOS(m p)], 

1 [Bxx ] Ym = -;;:- -,(--2 Cycos (m p) 

Handelt es sich hingegen urn eine tangentiale Stutzung, so 
mussen die Schube Xm und die Gruppen Ox und Ox' ausgeschaltet 
werden. Man setzt dann das Hauptsystem aus dem SchluBring, den 
Hauptrippen (0) und (n) und den senkrecht zu deren Ebene stehenden 
Nebenrippen (k) zusammen (Abb. 12). 

Wird das erstere Rippenpaar nur lotrecht und das zweite nur 
wagerecht gestiitzt, so ist das Tragwerk fur Lastangriffe in der Haupt­
ebene statisch bestimmt und stabil. 

Unter dem EinfluB der Belastung P (Abb. 13) entstehen in den 
Hauptrippen Auflagerkrafte Yoo und Yon' Momente Moo und Mon' 

1) Niiheres tiber die statische Bedeutung der Belastungsglieder und ihre 
graphische Ermittlung ist in der Schrift des Verfassers "Beitrag zur Theorie der 
Rippenkuppel" ("Armierter Beton", 1912, Heft 1 und 2) enthalten. 
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und in den mittleren Nebenrippen (k) Schiibe ZOk und Momente 9)COk 
und WOk' wahrend durch die Widerstande Y m und Zm (Abb. 14) Stiitz­
kriifte: 

und Momente: 

k. 

k 

" ..... , 
\ "'­

\ "-
\ "­
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 

n 

, Yoo 

Ahh. 113. 

n 

k ~~z~-ni 

~---------2~ ________ ~ 

, k 

. \ 1.>11. 1:!. A11h. 14 • 

III den Hauptrippen, Auflagerwiderstande: 

Yk = Y k, Zk = - .o~ , 
und Momente 

Mk = x Y k, Wlk = - u .o~, Wk = -- v .o~ 
in den mittleren Nebenrippen hervorgerufen werden. Die Summe .0; 
ist hierbei nur auf die Nebenrippen 1, 2, 3 ... (k -1), (k + 1) ... (n -3), 
(n - 2), (n -1) zu erstrecken. Es ist also insgesamt: 

13) ... {~Il=MOOIl-X(.oy±.o~), Mk=xYk, IJRk=IJRok-u.o~, 
Wk=Wok-Vn~, 

und fur die ubrigen Nebenrippen wie vorhin: 

Mm = xYm , IJRm = u.Zm, Wm = v.Zm· 
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Wendet man den Satz der kleinsten Formanderungsarbeit auf 
die in den Abb. 15 und 16 dargestellten Belastungszustande Ym = 1 
und Zm = 1, so ergibt sich der Reihe nach: 

I I I 

2Y rx2~+r(M + Mo )x~+20 SXL~~-
m 1 E I '00 n ElY E I 

v ~' 

o 0 0 
I I 

_ 2 cos (m p) rr(Moo-Mon) xds _ 0' j'X2 dS] = 0 
1 2 EI Y El 

'-' 
o 0 

O:...--_--!f-+ }-___ ...:n 

1 
A]>1). l;i. 

~~il1(m(jl) 

Abb. 16. 

I r( u 2 Y2) 2 [Zm + sin(m p) O~]J Ell + G lp ds-

o 
I r( u Y ) -2Sin(mp)J weOk'Ell +W Ok ' GI~ ds=O. 

o 
Oder auch, wenn: 

I 

j'( weOkE~1 + WOk' G~/) ds 

o -------- = Az z 
I 

C( u2 Y2) J El' + G lp ds 
o 

geschrieben wird: 
14) ... Ym = (Bxx - ny) + cos (m p)[Axx - n~] 

15) ... Zm = sin (m p) [Azz - n~]. 
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Durch Summation erhiHt man ferner: 

m =n-1 

2: Y m = Oy = (n - 1) (Bx x - Oy ) 
ill =1 

2:Zm·sin(mp)-Zk=O~= ~--1 (Azz-O~). 
m=n-1 ( ) 

m=l 2 

Daher auch: 1) 

16) ... 
Oy= n n ~Bxx' n~=(l- ~)Axx, n~=(l- ~)Azz. 

1 2 
Ym = -- rBxx + 2 cos (m p). Axx], Zm = -. sin (m p). Azz . 

n n 

Es sei schlieBlich noch erwahnt, daB bei zyklisch symmetrischer 
Belastung und bei gleichmaBiger Warmeanderung je zwei in der gleichen 
Ebene liegende Rippen sich, je nachdem die Stiitzung eine raumliche 
oder nur eine tangentiale ist, wie ein Zweigelenkbogen oder wie ein 
einfacher Balken verhalten. Da die Untersuchung sich dann in be­
kannter Weise durchfiihren laBt, so ertibrigt es sich, auf diesen Sonder­
fall naher einzugehen. 

Durch die vorstehenden Ausftihrungen ist die statische Eigenart 
der unversteiften Rippenkuppel in groBen Ziigen klargelegt wir wenden 
uns nun zu denjenigen raumlichen Tragwerken, die in ihrem Aufbau 
die gleiche GesetzmaBigkeit aufweisen und sich daher ebenso einfach 
behandeln lassen. 

1) Die Momentenwerte des Ausdriicke Axx, Bxxbeziehen sich hierbei auf 
das statisch bestimmte Hauptsystem. 

Ma r ell s, Ruumfachwerke. .J 



II. Abschnitt. 

Die Rippenkuppel mit starren Versteifungsboden. 

1. Verteilung der Ringwiderstande. 

Diese Tragwerk kommt im Hochbau, bei der Ausfuhrung von 
Turmen und Zeltdiichern, in Betracht. Es besteht, wie Abb. 17 zeigt, 
aus dem Gerippe und den Versteifungsboden .. Dieselben werden meistens 
als ebene Trager ausgebildet und derartig an die Rippen angeschlossen 2), 
daB letztere sowohl eine radiale als eine tangentiale Fuhrung erhalten. 
An jeder AnschluBstelle treten daher Widerstande Kim und Lim' welche 
radial, bzw. tangential gerichtet sind, auf: durch das Zeigerpaar (im) 
wird hierbei angedeutet, daB es sich urn den i-ten Versteifungsboden 
und urn die m-te Rippe handelt. 

Zwischen allen Kraften K und L, die am gleichen Versteifungs­
boden (i) wirken, bestehen offenbar nach Abb. 18 die folgenden Gleich­
gewichtsbeziehungen: 

m =n-l 

17) ... KiO = -Kin = L [Kim' cos (m p) + Lim' sin (m p)]. 
m =1 

Die Belastung dermten Nebenrippen setzt sich aus den Kraften 
Kam, K bm ••• K rm, Lam' Lbm · .. Lrm und den Stutzenwiderstanden 
Xm, Ym und Zm zusammen (Abb. 19). Sie ruft die Biegungsmomente 

i = r 

Mm = .LyiKim + xYm-y Xm• 
1= a 

i = r 

18) ... 9.Rm = 2: ujLim + uZm• und die Verwindungsmomente 
i=a 

i=r 

Wm = 2: ViLjm + vZm 
i = a 

hervor. Die Ordinaten Yi' ui und Vi durfen hierbei nur soweit SlO 

positiv sind in Reclmung gestellt werden. 

2) Die Kuppel der Breslauer Jahrhunderthalle kann mit ihren ring­
Hirmigen Dachdecken als das zutreffendste Beispiel eines Raumfachwerkes 
mit starren Versteifungsboden angefiihrt werden. 
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Die Hauptrippen werden einerseits durch die Krafte Kao, KbO .... 
Kro ' Kan, Kbll · .... Krn und durch die Resultierende Okl aller ubrigen 

,\I Ill. Ii a. 

,\ llil. IS. 

r Krml 

;ki.---I 
~--K,:", 

m 
v", 

XmtrtUJ Jm 

I 

I 

I 
(J 

I 
I 
I 
I 

/(,m l 

I 
Zi->I 

.\bh. 19h. 

Widerstande Kim und Lim und andererseits durch die Resultierende OXYZ 

aller Stutzkrafte Xm, Ym und Zm beansprucht (Abb, 20). Unter dem 
2* 
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Einflu13 der ersten Kraftgruppe entstehen im Hauptsystem (Abb. 20 a) 
Auflagerwiderstande: 

1 i=r ;=r m=n-l 
Xo = + -.1; (Kio + Kin) = +.1; .1; [Kim,cos (m p) + Lim' sin(mp)], 

II 2 i=a i=a m=l 

1 i = r 

Yo = + -.1; (Kio + Kin) (f - fi) = 
n 2 II i = a 

li=rm=n-l 
= +-.1; .1; [Kim cos (mp) + Lim' sin(mp))(f-fi)' 

II i =a m = 1 

und Biegungsmomente: 

Mon = +if m~[~im'COS(m p) + Lim,sin(mp)] [ X (f-fi)-(y-y). 
1 = a m = 1 II J 

Ersetzt man in Abb. 20 b die Resultierende Q(kl) durch eine am 
Scheitel angreifende wagerechte Schubkraft 

m=n-l i=r 
2.1; .1; [Kim' cos (m p) + Lim' sin (m p)) 
m=l i=a 

und durch ein Kraftepaar 

i = r m = n-1 

2.1; fi .1; [Kim' cos (m p) + Lim' sin (m pi]' 
i =a III = 1 

so rufen diese KraftgroBen die Widerstande: 

i=rm=n-l 
xOn = ± ~ ~ [Kim' co~ (m p) + Lim' sin (m p)], 

i=a lll=l 
li=rm=n-l 

YOn = ± ,1: 1: (f -fi) [Kim cos (m p) + Lim' sin (m p)], 
'li=a lll=l 

und die Biegungsmomente: 

~Ion = ± ~ m ~[~im' cos (m p) + Lim' sin (m p)] [~(f -fi ) - yj 
i = a III = 1 II. 

hervor. 
Der Belastungsgruppe QXYZ entsprechen nach Abb. 20c wie bei 

der unversteiften Rippenkuppel die Stutzkrafte: 

XOn = -rxQy + (Q~ + Q~), YOn = --Qy + Q~ 
und die Momente: 

MOn = (rxy-x)Qy+x,Q~ ±y(Q~+Q~). 

Fugen wir allen diesen Werten die durch die auBere Belastung P 
erzeugten KraftgroBen Xoo, Xon, Yoo' Yon' Moo, Mon hinzu, so ergibt 
sich schlieBlich fiir den wirklichen Kraftezustand insgesamt: 
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(I ~On = ~On -aO~ += ;O~ -i- O~), 
YOn = Y OOn -Oy+ Oy. 

, ( MOll = MOOJl + (a y - x) Ox += x O~ ± y (O~ + O~) 

I += "f m 'i' -y: [KiTn ' eos (m p) + L j m . sin (Ill P )]. 
I i=a III =1 

19) .. 

_ - - - - - - -~'--..-..o....._ 

I 
__ L __ /(in _~~. 

t--__ Kao 

+!E(/(lo+J(,n) n 

Yo !In 

Abh. 20. 

n 0 

) +!z.T(/(io+/(inJ(f:/iJ -iz,E(111o+/(lnl{f-Ji) 
" 2 Z, ~'----~~-"--'~ 

.\j,j,. 20h. 

-iT,J:(/(io+/(Zn iff:,';} +/[,E(!('of-/(zn )if--.fi) 
---~--2l, ~-~~~~-f 

Abb. 20a. 

t 
r:[o;z,-:;tfJ2/xf-SJ;) i

2t2J1 

_-'---;[--'--.;:: 2(2.;+£2;) _ ~ 

" 
I 

~(c<t2y+Q;~0L _ _ 1 ___ !~LQy-J2;-g;) n 

~ (JJy-JJ;) 

Wir wollen nun aus den Widerstanden K, L, X, Y, Z neue Gruppen 
bilden, die einer besonderen GesetzmiWigkeit folgen und sich daher 
als statisch unbestimmte GroBen in ubersichtlicher Form zuordnen 
und ermitteln lassen. 

2. Bildungsgesetze der statisch unbestimmten Gruppen. 
Wir greifen aus dem Fachwerk irgendeine Rippe heraus und 

denken uns dieselbe an ihrem oberen Ende unwandelbar eingespannt 
und an ihrem unteren drehbar befestigt (Abb. 21). Auf dieses stell­
vel'tretende Gebilde lassen wir in der Rippenebene drei Kriifte wirken: 
die wagerechte Last Ki = 1 und die Widerstande X = Xi und Y = Y j • 
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Die entsprechenden Biegungsmomente folgen der Gleichung: 

20) •.. Mi = Yi + x Y j - Y Xi 

Die GroBen Xi und Y j sollen hierbei derartig gewahlt werden, 
daB die Gleichungen , , 

I 
I 
1 
1 

S ds 5 ds 
.21} ... Mjx E1 = MjyE1=O 

I 0 0 

~_-+- /(;-1 1 .- , 1 
I I I 
I+- Xi -' I 
~li--' 

I befriedigt werden. 
I kurzung 

I 
I 

Yi (. fj ds 

J YYi EI 

Schreibt man zur Ab-

i 22} . 
Yj = 0 

----'::'----0-, --- = exi • 

A1b. :!l. 5y2 ~~ 
o 

so erhalt man die Bedingungsgleichungen: 

23) ... Yj-~Xj= -~j. Xj-oc.Yj=CXj. 

Hieraus ergibt sich: 

ex· -ex~· 
24) . . . Xi = + 1 1 • 

Y 
In ahnlicher Weise ermitteln wir fur verschiedene Punkte a, b, c ... r 

der Rippenmittellinie die zugehorigen Werte X a, X b, XC'" Xr' Yal 
Yb, Yc ... Yr , Mal Mb, Mc ... Mr und bilden aus denselben die folgenden 
Ausdriicke: 

Xli. = eaaXa. 

Xb= eabXa + ebbXb' 

25} . .. Xc = eac Xli. + ebc Xb + zccXc. 

Xr = ear Xli. + ebr Xb + ecr Xc + .... + errXr 

Ya = Zaa Ya • 

Yb = eab Ya + ebb Yb• 

Yc = eac Ya + ebc Yb + ecc Yc• 

Yr = ear 1\ + ebr Yb+ ecr Yc + .... + err Yp 

Ma = eaaMa. 

Mb = ell. b Ma + eb b Mb• 

~lc = e .. c M .. + ebc Mb + ecc Mc. 
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r 
Dber die 2 (r + 1) unveranderlichen Beizahlen E wollen wir der-

artig verfiigen, daB einerseits die r quadratischen Glieder 

Zaa=Ebb=Eec=.,.· =Err= 1 

werden, und daG andererseits aIle Integrale in der Form 
I 

(', . ds 
1Mj -Mk·-=[Mj, Mk ] 

. EI 
o 

verschwinden. Setzen wir dementsprechend 

f 
[M,,, Mb] = 0, 

[i\t. M,] = [~b' 1~c] = 0, 

26) . . .\ [~". 1~d] = [.MI:' ~d.J: [~Ic: 1~d]. :.0, . . . . . , . 
[M" Mr]-[Mb' MrJ--[Me, Mr]-····[Mr- 1 , Mr]=O, 

so erhalten wir der Reihe nach: 

[M" Mb ] 
C,.1.b:::= - ----. -, 

[M". Ma] 

[Mb' Me] 
Ebc= - , 

LMb' Mb] 

oder ganz allgemein 
[Mi , Mk] 

27) ... Ejk = - [Mi ,Mj J' 

Wir bringen jetzt an dem stellvertretenden 
rechten Krafte L = 1 und Z = Zi an (Abb. 22). 

28) .. I]]li = Uj - u Zi' Wi = Vi - v Zi 

hervor. SoIl die Bedingung 
I I 

\ 
ds \'., ds 

29.) ". l]]e1, • u --- + WI" V ~ = 0 
EI' GI 

I!/ ,,"-,' P 
o 0 

erfullt werden, so muG Zi der Gleichung: 
Ui = Ii Vi = Ii 

(Zi) 

[lVIa , 1\1r ] 
Ear=-~-~-

[Ma' Ma] 

[MIl' Mr] 
Ebr = - -::---~ 

[Mb' Mb] 

Gebilde die wage­
Sie mfen Momente 

l'u n' . ~ + ('v v .. ~ J 1 EI' J 1 Glp 
Ui =0 Vi = 0 

30) . .. Zj = 1--1 -----

(' ds lco d~ 

Zit ~li=11 

, u 2 El; + v 2 G~ 
~ ~ p 
o 0 

genugen. Mit Hilfe dieser Formeln bestimmen wir der Reihe nach 
fur die Punkte a, b, c ... I' del' RippenmitteIlinie die zugehOrigen Werte 
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ffi'la' ffi'lb' ffi'le'" ffi'lr' Wa, W b' We'" Wr' Za, Zb' Zc' .. Zr und bilden 
aus denselben die folgenden Gruppen: 

31) 

I -z~ = Xaa Za' 

-~b = "a bZa + "b l~_Zb' 
.. '1 Ze = Xae Za + "be Zb + Xee Ze 

Z~ ~ X:ri ~ ~br'Zb'+'Xe~ ic ~.:. "Xr~Z~ 

r 
IDla = Xa a ffi'la 

ffi'lb = Xab ~a + Xbb~b 

t ~e = Xae ffi'la + Xbe ffi'lb + Xee ffi'le 

~r ~ ~u~~ ~ X~r ~b'+'Xe~wie ~." .. : ~ ~r ~r' 

r
wa = Xaa Wa 

!b = Xa b ! a + Xb b W b 

twe = Xae Wa + "be Wb + Xee We 

Wr ": X~r ~r'+'Xb~ Wb ~ ~er'W~ ~.: . ."Xrr Wr 

Hierin stellen die x konstante Beizahlen dar. In ahnlicher Weise 
wie vorhin setzen wir 

Xaa = Xbb = Xee = .... Xrr = 1 

r 
und wahlen die 2 (r -1) ubrigen x derartig, daB die Integrale m 

der Form 
I I 

32) ... S ffi'li' mk :;, + S Wi' Wk :; = [mi' ffi'lkJ + [Wi' Wk] = 0 

o 0 

werden. Lost man die entspreehenden Gleiehungen fUr die Zeiger­
paare ab, ae, ad ... ar, be, bd ... br, ... usf., so erhalt man ganz 
allgemein: 

33) ... Xik =-
[\mi' ffi'lkJ + [Wi. W kJ 

[ffi'li' ffi'lil + Wi. Wil 

Wir ersetzen nun die Werte Ki dureh ein System gleiehwertiger 
Gruppen Si und zwar dergestalt, daB die Gleiehungen: 

34) 

IKa=-&aaSa+&abSb +-&aeSe+··.· +-&arSr 

Kb = -&b b S b + -&b e Se +. . .. + -&b r Sr 

. ·IK~~ ...... ~-&~e~c~'.'.:~-&~r~r 
Kr= +-&rr,Sr 
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befriedigt werden. Die Bestimmungsgleichungen der Beizahlen &ik 

mogen hierbei lauten: 

(I %aa = e:a. .. 

.3-ab = e:ab%a:; 

J %ac = e:ac %aa + e:bc %ab 

" &:d ~ ~'d,&:' ~ ',",&'.' + ':d &,: , . . . . . . . . 
t %ar = e:ar %aa + e:br %ab + e:cr-&ac + ... + e:{r-l)r %a{r-l) 

[
-&bb = e:bb 

-&bc = ~bc-&bb " 

l-&bd = e:bd -&bb + e:cd -&bc 

%~r ~ ~br'%:b ~ ;er&b~ ~ e:~r &b~ +'"',, ~ ~(r~l~r%b(~-'l)" • 

oder ganz allgemein: 
i=(q-l) 

30) . .. -&pq = 1: e:jq' %pj' 
i=p 

Es ist dann offen bar : 

36) f Ma K" + Mb Kb + Me Kc + ... , + Mr Kr = :Ma ' Sa + Mb ' Sb + 
. . . l + Me' Se + .... Mr ' Sr' 

In ahnlicher Weise bilden wir aus den GroBen Li die Funktionen 

r 
La = Aaa Ta + Aab Tb + Aac Tc +. .. + Aar Tr 

Lb = + Abb Tb + Abc Tc +." .. + Abr Tr 

37) . " ·lLe. =. . . . . , . ~ )'~c ~c ~ .... " ~ A,cr ~r 
Lr = + ArrTr 

und wahlen die Beizahlen Aik derartig, daB die Gleichungen 
i=(q-l) 

Apq = 1.: J<iq' Api 
i= p 

erfiillt werden, Hierdurch gewinnen wir die Formeln: 

38) ... '

" \maLa + W(b Lb + \meLe + .... + \mrLr = \m a Ta + ffi1b Tb + 

+ IDle Tc + .... + \illr Tr , 

lWaLa+ ~bLb + WeLe+···· + WrLr = Via T .. + Wb Tb + 

+WcTc+····+WrTr · 

Wenden wir jetzt diese Beziehungen auf die m te Nebenrippe an 
so erhalten wir: 
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k=r k=r 

r Kim = ~ &ik,Skm. Lim = ~Aik·Tkm. 
k=1 k=i 

i=r i=r i=r i=r 

39) ... j .~Mi· Kim =. .~ M .. i Sim' ~ illCi' Lim = ~ 9J1i Tim, 
l=a l=a i=a I=a 
i = r 1= r 

~Wi·Lim = ~WITim. 
i =a i =a 

Setzen wir noch 
i = r 

Ym = ~ Y~Sim + LlYm· f Xm = Z Xi Sim + LlXm• 
40) . . . :=a 

1 Zm = :f ZiTim + LlZm , 

i=a 

!=a 

so gehen die Gleichungen 18) schlieBlich uber in: 

I Mm = ~ Mi Sim + x LlYm -y Llxm, 
41) '" l=tl 

lillCm = ~ WCi Tim + U Llzm , W m = ~ Wi' Tim + V Llzm , 
l=a l=a 

Durch diese Umwandlung haben wir den filr die weitere Behand-
lung sehr wertvollen Vorteil gewonnen, daB aIle Integrale in der Form 

I I 1 

If' 8Mm . 8Mm . ~ = C 8Mm , 8Mm , ds = S 8Mm. 8Mm . ~ = 

• 8Sim 8Llxm EI J 8Si m 8Ll Ym EI 8Sim 8Skm E I 
(I 0 0 

1 I 

= r8WCm , 8WC~.~+ ('8Wm. 8Wm .~= 
J OTim 8Llzm E I' J 8Tj m 8Llzm G Ip 
o 0 

I 

r8WCm 8WCm r8Wm 8Wm ds 
= J 8Tim . 8Tkm + J 8Tjm ' 8Tkm . G Ip = 0 

o 
werden, und hiermit wird die Lasung der Aufgabe wcsentlich erleichtert 

Fuhren wir in die Gleichungen 19) statt der Werte K, L, X, Y, 
Z die entsprechenden, durch die G1. 40) und 41) definierten Funktionen 
ein, und schreiben wir zur Abkurzung 

m =ll-l m=ll-l 

~ LlXm· cos (m p) = .0;, x , ~ LlYm = .o,ly, 
m=l m=l 

m=ll-l m=ll-l 

~ LlYm • cos (m p) = .o;Jy, ~ Llzm, sin (m p) = .0',1" 
42) ... m=l m=l 

m=ll-l m=ll-l 

~Sim' Yi = 0i , ~Sim' cos (m p) = O'i, 
m=l m=1 

i =r m =ll-l 

.~ 0i + .oay = 0, ~ Tim' sin(mp) = R j , 

I=a m=l 
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so erhalten wir der Reihe nach: 

f j = r 

XOn = XOOn -(X0 =+ (0;; x + O',)z) =+ 2: R j ,Zj, 
i=a 

YOn = YOOn -0 =+ O',ly, 
43) ... 

MOn = MOon + (ay- x)0 =+ [y(O;Jx + D'vz)-xOJy] =+ 
i=r 

2: (:~Ij 0; + [Li Ri)· 
i=a 

In diesen Formeln beziehen sieh wie immer die oberen Zeiger 
und Vorzeichen auf die Rippe (0), die unteren auf die Rippe (n). 

Die Werte [Li folgen hierbei den Gleichungen: 

[La = Aa a Ya - Y Za, 

[lb = Aab Ya + Abb' Yb - Y Zb' 

44) ... [lc=AacYa+Abc'Yb+Acc'Yc-yZe, 

Dureh die bisherigen Entwiekelungen sind die Beziehungen zwischen 
den inneren und den auBeren Widerstanden des Faehwerkes und den 
Werten ~ X, ~ Y, ~ Z, S und T £estgelegt. Die Ermittelung dieser 
GroBen ist das nachste Ziel der Untersuchung. 

3. Ermittelung der Formanderungsbedingungen 
bei ebener Stutzung. 

Urn den Gang der Berechnung anschaulieher darstellen zu konnen, 
moge der Sonderfall, daB sowohl die Versteifungsboden als die Rippen 
nur in radialer Riehtll11g gesti.itzt Rind, Zl1erst behandelt werden. Es 
versehwinden dann alle Werte I~, T, Z und somit aueh R und O',)z' 
Die Gleiehungen 43) g6stalten sieh da.nn folgendermaBen: 

I XOn = XOOa - rx 0 =+ O;)x. 

I YOn = YOOn -0 =+ O:;y, 
43a).. 1 

• MOn = Moon + (rxy-x) 0 ± (y O;Jx- x O:iy) =+ ~ Mi 0;. 
1=8. 

Die Elastizitats bedingungen lauten: 

\
' M 8M (' M 8M (' M aM 

45) ET'8~Xm-ds=, EI' 8~Ym-ds= lEI' 8Sim ds=O 
!? ~ t-, 

Die zwei ersten Gleichungen lie£ern in Ubereinstimmung mit den 
Gleichungen 7) und 8): 
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I I r ds IMo-Mn ds 
-2 JMm 'Y EI +2cOf(m p)J 2 'Y EI =0, 

o 0 

I I 

r ds C Mo + Mn ds 
2,Mm ,X EI +2,; 2 (ex.y-x)EI-

~ , 
o 0 

oder auch, nach Ausfuhrung der Integrationen: 

LlXm - ex. LlYm = - cos (m p) [Ayy - ex. .oay + .oaJ, 

LlYm - ~ LlXm = (Bxx-y0) + cos (m p)[(Axx-.oay) + ~ .o;1J. 

Hieraus folgt: 

I LlXm = + ex. ( B;x -0) - cos (m p) (Cx + .oax), 

46) .. 'l LlYm = (B~x -0) - cos (m p)(Cy + O;;y)' 

Somit durch Entwickelung fur alle Werte m = 1 bis m = n - 1 
und Summation: 

47) ... m ~-~Xm' cos (m p) = .oax =- (~-1') (Cx + .oax), 
m = 1 2 

m 1'-lym . cos (m p) = .o~)y =_ (~-1) (Cy + .o;;y) , 
m = 1 2 

L LlYm = .ouy = (n-1) ~-8 . 
m =n-l (B) 

m=l Y 

Die Auflosung dieser Gleichungen liefert in Verbindung mit der 
Gleichung 

i = r 

o = L 0i + .oay: 
i =a 

f .oax = - (1 - :) Cx , nay = - (1 - :) Cy, 
48) .. 'l {\ n-1 ( Bxx i~ ) 

~.t.,)y =- ~-.";;;" 0i . 
n Y l=a 

In Betracht kommen fur die letzte Elastizitatsbedingung 

S~·~dS=O E I aSim 
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nur die mten Nebenrippen und die Hauptrippen; die Versteifungsboden 
leisten als starre Scheiben keinen Beitrag zur Formanderungsarbeit. 
Man erhiilt: 

und daher: 
I I 

(' ~- ds_ f Mo + Mn ds 
2 , Mm' Mi E I + 2 Y j , 2 (ay - x) E r -

~' ~I 

o 0 

o 

Hieraus ergibt sich, wenn zur Abkurzung 
I I 

f Moo -
2 

Mon ds 
,--"-"---~'- o Mi-E- r- \ 

Moo +MOn ds 
-----·x--

2 E r 
~ 

o 

49) ... ~ o 

o 
----------~----

o 
gesetzt wird: 

v 

~- = Aii , o 
I ds 

\ (Mi)2EI 

.' o 

50) . .. 8im = + Yi (Bxi -on 8) + cos (m p)(Aii - oj). 

Durch Ausdehnung dieser Formel auf aIle Werte m = 1 bis ill = 

n - 1 gelangt man zu folgenden Ausdrucken: 

51) . .. m l;-''3~m . cos (rn p) = 0; = (~2- -1) (Aii - OJ), 
m = 1 

m=n-l 

2.: 8im 0 Y i = 0i = (n-1) (YY(BXi-Yi 8), 
m = 1 

~ 0i = 8- D,)y = (n-1) [~(Yi)2Bxi-8 ~ (Yi)2Yi]' 

Oder auch, in Ubereinstimmung mit den G1. 48): 
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ola) ... 

Mit Hilfe der Formeln 46) 48) 50) 51a) ist man ohne weiteres im­
stande, sowohl die einzelnen Widerstande Ll Xm, Ll Y m' Sim als auch 
die entsprechenden Summenausdriicke zu ermitteln. Die Untersuchung 
weist, wie wir sehen, in allen Teilen eine uberraschende Einfachheit 
auf. 

4. Ermittelung der Formanderungsbedingungen 
bei raumlicher Stiitzung. 

Wir gehen nun zum allgemeinen Fall einer raumlichen Sttitzung 
tiber. Die Elastizitatsbedingungen lauten: 

02a). : . 
5~ .~.dS=S~·~·dS=S~·~dS+ EI oLlXm EI oLlYm EI oLlZm 

lS~' oM .dB=S~· oM .dB+ rrol ,. oM ds+ 
EI OSim EI oTim , EI oTim 

02b ) • • " 

r~. oW.ds=O. J GIp OTim 

Die drei ersten Gleichungen liefern wie die Gleichungen 7) 8) und 9): 

I I 

S dB S Mo-Mn dB 
-2 Mm·y E1 +2coB(mp} 2 ,yE1=O 

o 0 
I I 

S dB S(Mo + Mn} ds + 2 Mm·x EI + 2 --2-(ex y -X) EI-

o 0 
I 

\ 
Mo-Mn ds 

-2 cos (mp) ·x-=o 
2 EI 

<. 
o 
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I I 

+ 2 r (Wlill • U + Will' V) ds + 2 • sin (lllp) C Mo - Mn . y ~ = 0, 
J E I' G Ip J 2 E I 
o 0 

oder, wenn zu den Bezeichnungen der Gl. 10) die neuen Bezeichnungen 

63) , , , 

I 

5 ds 
!LI' x­EI 

o 
I 

j" 2 ds 
x -

EI 
o 

i = r 

Ayy - ~Ri 'YJi = <Dy , 
i = a 

hinzugefiigt werden: 

I=r 

Axx - ~Ri~i = <Dx, 
i= a 

~XDl - (I; ~ Ym = - cos (lllp )[<Dy - oc .Q;)y + (.Q~x + .Q';z)J, 

~YDI - ~ ~Xm = (Bxx - Y 0) + cos (lll p) [<Dx - .Q;Jy + ~ (.Q;lx + .Q';z)], 

~Zm = -IjI' sin (m p) [<Dy-" .Q,]y + (.0,) x + .Q,lz)]· 

Hieraus erhiilt man: 

64) . , , 

~Xm = oc (B~x - 0) - cos (lll p) [TIx + (.Q;)x + .Q,1z)]' 

~Ym = Bxx -0 -cos (mp) (TIy + .Q~y) 
Y 

~ Zm = 1jI, tang (mp) (~Xm -oc~Ym) 

und somit durch Summation: 

O,)y= ~~Ym=(n-l) ~-0 ; 
m=n-l (B) 

m=l Y 

~ ~Ym cos (mp) = .Q;ly = - ~-l (TIy + .Qay); 
D1=n-l () 

01=1 2 

01'= n-1 

~ ~Zm' sin (mp) = .Q;)z = -IjI' ~[<Dy-OCO;'y + (O:)x + O;tz)]' 
m=l 2 



32 Die Rippenkuppel mit starren Versteifungsbiiden. 

Die Auflosung dieser Gleichungen liefert: 

n-l(B i=r) 
o.'}Y=-n- ~-.~Oi , 

Y I =a 

l)f) • • . 

1J'-IX~' wobei 7tix = I I , 

Y 

Die Elastizitatsbedingung 

r ~ oM .ds=O 
J Elo8jm 

lii.Bt sich wie vorhin in der Form 

\ 
~ ds ~ SMo + Mn ds 

2 Mm ·Mj-+ 2Yj (ocy-x)--
EI 2 EI 

OJ 

1 
rMo-Mn __ ds 

-2COS(mp)J 2 .MiE1=O 

o 

schreiben. Ihre Entwickelung fiihrt mit den Hilfsbezeichnungen 

56) .,. 

1 r ~ ds 
J Mi!'-k' EI 

o 
-'---cl---- = CIlik , 

,f (Mi)2 !SI 

o 

zu folgender Beziehung: 

k = r 

Au - ~ Rk • CIlik = <l>i 
k=a 

07) . .. 8im = Yi (Bxi - Yi 0) + cos (m p) (<I>i - OJ) 
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Es ist mithin: 

m ::i'~~m' cos (m p) = OJ = (; -1') (<1\ -OJ), 
m = 1 

m =n-l 

(8) . . . 2: 8jm , Yi = OJ = (n-l) (yi)2 (Bxi-Yi 0), 
m = 1 

~ 0i = 0 -.o,ly = (n-l) [~ PT il2 Bxi -0:.f (Yi)2 yll, 
l=a l=a l=a 

und daher auch: 

()8a) .. , 

Wie die bisherigen Entwickelungen zeigen, lassen sich aIle GraBen 
Ll Xm, Ll Ym, Ll Zm und 8im nebst den zugeharigen Summen als Funk­
tionen der Gruppen Ri darstellen. LTm diese GraBen selbst zu bestimmen, 
benutzen wir jetzt die letzte Elastizittasbedingung: 

~~ ~'m 3m 'W ~ 
l_,_. -dE+lc-.-----ds+ l - .. -.ds=O 
.' E I oTim ' .' El' oTim .' G Ip oTim 

Ihre Entwickelung liefert, wenn man beachtet, daB fUr die mten 

Nebenrippen 
omm 3Wm 
~=mi' ~=Wi' 
o 1m 0 1m 

und fllr die Hauptrippen 
3Mo 3Mn . 
-,,- = --- = -(lj.sm(mp) 
oTim 3Tim 

ist: 

fl[ (Wlj)2 (Wj)2 -J ) 1,~Moo-Mon ds rv n' 2T· --+- ds-2sin(mp '''.-+(~-'' +10.-,,,) 
1m El' GI 2 rIEl ox Z 

~ P v 
o 0 

r ds r ds k=r r - ds k=r r ds I 
J!li' Y EI -O,ly J!li X EI - ~OjJ(li' Mk 'EI - 6Rk J!Lj '!Lk' EI = O. 

o 0 0 0 

~f arc us, Raumfarhwerke. 3 
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Schreiben wir zur Abkiirzung 

59) ... \ 

I 

j'(Moo - Mon} tLi· :; 

° ----=1-----= Dj • 

I 

r 2 ds 2p -
v EI 

° 
r ds 
WitLk·­
" EI 

1 

ry2 _ds 

J EI 

-°---:1'--- = ~i k· -Ic---O'----------

S y2 :; ,n (:~~2 + (:fJ ds 

o 0 

so erhalten wir auch: 

60) ... 

Tmi = ~j. sin (m p) [Di + YJI (D;Jx + D;lz) - ~ . ~i D ay -

61) ... 

In diesen Formeln ersetzen wir die Werte 0' und .0' durch die 
rechten Glieder der Gleichungen 55 und 58a. Es ergibt sich: 

Fassen wir alle zueinandergehorigen Werre R zusammen und 
setzen wir 



liSa) ... 

p=r 

-'Ji~WkP'WPi ~ Okl' 
p=a 

so C'Thalten wir schlieBlich: 

60) ... 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthalt bekannte, ausschlieBlich 
von den Belastungsgliedern abhangige GraBen, in der linken sind 
nur die I' Werte R vorhanden. StelIt man r soIehe Gleichungen fiir 
i = a bis i = r auf, so kann man aile Werte R ermitteln, und aus des­
selben del' Reihe nach die GraBen <D, 0', Qf, ~ X, ~ Y, ~ Z, S und T 
ableiten. Riermit ist dann die Aufgabe geli:ist. 

Die uillfangreichen Umformungen, die zur Dllrchfiihrung der 
Untersuchung erforderlich waren, diirften vielleicht zunachst langwierig 
erscheinen. Ihre ZweckmaBigkeit wird jedoch erwiesen, wenn man 
einerseits den Grad der statischen Unbestimmtheit und andererseits 
die Anzahl del' anfzulOsendcll Endgleichungcn gegeniibcl'steUt. Bei 
einem 32 rippigen Fachwerk mit vier Zwischenringen kommen bei­
spielsweisc im allgemeinen 82 (8 + 4 . 2) = 852 oder mit Riicksicht 

auf die Symmetrie C: + 1) (8 + 4 . 2) ccco 187 statisch unbestimmte 

GraBen in Betracht; das lineare Gleichungssystem, zu dem unser Ver­
fahren fi'thrt, enthalt nur vier Gleichungen mit vier Unbekannten. 
Der zu seiner Auflasung benatigte Arbeitsaufwand darf jedenfalls, 
angesichts der ungewahnlichen Schwierigkeit der Aufgabe, als ver­
haltnismaBig sehr gering bezeichnet werden. 
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5. Bemerkenswerter Sonderfall. 
Die Untersuchung gestaltet sich einfacher, wenn die Quersclmitts­

verhiiltnisse und die Rippenmittellinie derartig gewahlt werden, daB 
die Bedingung 

, 

rM .. ~ J 1 El 

f ds 
Mk ,­

El 

erfullt wird, ein Fall, der besonders bei geraden Rippen und flachen 
Kuppeln in Erwagung kommen kann. Es ist dann meistens auch: 

5- ds j'~ ds s~ ds M·,Mk,- 9)l·,9)lk'-+ W .. Wk,-
1 El' 1 El' 1 Gl p 

und daher: 

Mithin: 

fLa. =),oaa' Ya -Y Za = Aaa (Ya + xYa -y Xa) ~[x Ya + y (Za -Xa)] = 

= Ma -[x Ya + Y CZa - Xa)] , 

f1.b = Aab' Ya + Abb' Yb-yZb= Mb -[x Yb + y (Zb-Xb)]' 

i=r i=r i=r i=r 

L Rj 'f1.j= LRj,Mj-XL Rj'Yj + Y L RjCXj-Zj). 
I = a j =.a i = a j = a 

Dementspreohend lauten nun die Gleichungen der Hauptrippen 
in Dbereinstimmung mit den Gl. 43: 

61) 
f MOn = MOOn + (rl Y - x) e ± Y [nax + n;jz - ~ R j (Xj - Zi)] =+= 

. , 'l + x [n:1Y - :fRi' Yil +:f Mi (0; + Ri), 
I =a ,I =a 

Die Elastizitatsgleichungen 52a) liefern nun: 

J aXm = rl(B;x -e)-cos(m p) [ex + nax+ Oaz-

62) , , '( _ ~ Ri (Xi _ Zil] , 
I=a 
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Ll Ym = (B;x -0) -- cos (ill p) l cy + OJy - i~ Ri . yiJ, 

~zm = -~.sin(illp) IAyy+O:;x+O:lz-:~RdXi-Zj)­

- aOay + a:~Rj . Yi]' 

Hieraus folgt durch Summation: 
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63) ... Oay = (n--1) (B~x -e), 0;1y = -(1- :) [Cy- ~ R j • yl 
2 

1--
1\' ,1\' n i .1. .1. Ayy l.'/;,)x -r l.'/;,lz = - ---.,-, Cx + a 'l' Cy + 'l' -- + 

1 + 'l' 2 
1-­

n 

Die Elastizitatsbedingung 
1 1 

\'~ aM. ds = 2 r M . M. ~ + 2 y.~' (Mo + Mn) (a y - x) ~_ 
E I . as· , m 1 Ell E I 

~ 1m t' ~,2 
o 0 

I r (M -M ) -- ds 
- 2 cos (ill p) ,_ 0 n Mj E I = 0 

• 2 
n 

geht tiber in: 
64) . .. Sjm = Yj (BXi -Yi e) + cos (m p)[Ajj - (0; + R j )]. 

Mithin: 

60) m =t-~jm' cos (m p) = OJ = (1-~) (Ajj -Rj), 
m=l n 

m=n-l 

~ Sjm' 1:i = OJ = (n-1) (Yi)2(BXi-Yi e), 
m= 1 

~ OJ = e-o lly = (n-1) r~(Yi)2Bxi-e ~ (yi )2 Yi] 
l=U L=a l=a 

i=r .... B 
~ (Yj)2BXi+~ 

e = i=a~ ____ L 
i=r 

___ n_ + ~ (Yj)2)'i 
n-J i=" 
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Die Elastizitatsgleichung 

r!~--.~.dS+C~ oWl .ds+ IW .~ds= 0 J EI OTim J EI oTim J Glp OTim 

lii.Bt sich folgendermaBen umgestalten: 

I I 

\" Wlm --- " Wm -2 --·WlI,·ds +2 --·W1'ds+ 
El' GI 

~ ~. p 
o 0 

Nach Vollziehung der Integration ergibt sich: 

1 ('I. Y, , ' { ('I. Y yTim + -.-.sm(mp)(Oj + Ri) = sm(mp) BXi'~- + 
'i'i ~ Yi 1-' Yi 

- ('I. ((.oJy - ~ Ri • Yi)] - ; . Yi [AX x + ~ (.oJx + .o;)z)-

- ~ 1: Ri (Xi - -Zj)-(.o;lY - I Rj '£'I)]} . 
l=a l=a 

Ersetzt man in dieser Gleichung die Werte 0' und .0' durch die 
rechten Glieder der Gleichungen 63 und 65, so gelangt man zu folgender 
Beziehung: 

-Tim+-·-·sm(mp).-Rj =-f 
1 ('I. Y, 2 

~j ~ Yi n 

2 

-~.sin(mp) f~ L(l+~) [(~-1)' A"-~BXIJ+ 
1 + ~ l ~ . Yi 2 11 2 

66) ... I 
+ (:Xj--Zi)Ayy + ; YdAxx-Y~Cy) + 

[ ~ _ l+y~ _]i=r __ 
+('1. (Xj-Zi)+ ~ 'Yi 6RiYi-

-L(xj --Zi) + ('I. Yd I Rj (Xi --Z}j' 
l=a 



Ilt'lIll'l'keu.-Wt'rtt'f SoutierfalJ. 39 

so erhalt man durch Summat.ion: 

oder: 
i=r I=r 

67) Rj == Ej-(Ji~RjYj +'t'i~Ri(Xi-Zj)' 
i=a j =80 

Hieraus folgt schlieBlich: 
l=r j=r i=r i=r 

68) ~ Rj Yj = ~ Ei \1\ - ~ Ri Y j . ~ (Jj Y\ + 
i=a i=a i=a i=a 

l~~r i=r 

+ ~Ri(Xi-Zi) ~'t'jYj, 
i=8o i = a 

I=r i=r i=r i=r 

~ Ri (Xj - ii) = ~ Ej (Xi -Zj) - ~ Rj Y j ~ O'j (Xi-Zj) + 
1=80 i=a i=8o i=a 

i =r i = r 

+ ~ Rj (Xi --tJ ~ 't'j (Xi - -Zi)' 
1=80 i=a 

Diese drei letzten GIeichungen liefern die Ausdriicke 
i=r i=r i=r 

~Rj, ~Ri(Xi-Zj), ~ RjYi , 
i=8o i=a i=a 

und es ist. daher m6glich, auf Grund der Gleichungen 62),63), 64), 65) 
und66) alle Widerst.ande /). Xm, /). Ym, /). Zm, Sim und Tim ZU best.immen. 



III. Absohnitt. 

Die RippenkuI)pel mit elastischen Zwischenringen. 
Die Forderung einer volligen Freihaltung des dmeh die Kuppel­

oberfHiche begrenzten lichten Raumes, wird sehr haufig aus kon­
struktiven und asthetischen Grunden zugleieh gestellt. Es mussen 
dann alle Versteifungsglieder in die MantelfIaehe verlegt werden, und 
statt der infolge ihrer Gliederung auBerordentlioh wirksamen Quer­
boden werden elastisehe Zwisehenringe eingeschaltet. Die Verbindung 
der letzteren mit dem Gerippe kann entweder eine starre odeI' eine 
gelenkartige sein. 

Die Anordung eines biegungs- und verwindungsfesten Ansehlusses 
ist im allgemeinen inso£ern zweekmaBig, als tangentiale Lastangriffe 
in Betraoht kommen. Zwei benaehbarte Rippen bilden in diesem 
FaIle mit dem entsprechenden Ringabschnitt einen ebenen odeI' raum­
lichen Rahmentrager, dessen Mittellinie durch die Kraftebene beruhrt 
wird und sich daher zur Lastau£nahme besonders eignet. Fur die 
meisten Raumfachwerke sind abel' die in del' Rippenebene wirkenden 
Lastangriffe maBgebend, und es ist fUr die Widerstandsfahigkeit des 
Tragwerkes in erster Linie wichtig, daB die Rippen als durchgehende 
Stabzuge ausgebildet werden, wahrend es unter Umstanden vorteil­
hafter sein kann, die Zwisohenringe als gelenkige Stabzuge zu ge­
stalten. Eine starre Verbindung aller Fachwerkstabe ist namlieh aus 
dem Grunde wenig empfehlenswert, weil es nieht leicht moglieh ist, 
selbst wenn die in den Stabsquersehnitten auftretenden Spannkrafte 
bekannt sind, die Spannungsverteilung in den Knoten mit hinreichender 
Genauigkeit zu verfolgen. Bei einem gelenkigen AnschluB del' Ringe 
hingegen erseheint die Krafteubertragung durchaus klar und einfaeh, 
und dieser Vorzug ist so bedeutend, daB es sehr haufig zweekmaBig 
sein durfte, die Ringe gelenkig mit den Rippen zu verbinden, umsomehr 
als sich eine solche Verbindung konstruktiv ohne Sehwierigkeiten 
einwandfrei herstellen laBt. 

1. Untersuchung kettenartiger Zwischenringe. 
Eine besonders gunstige Krafteverteilung wird erzielt, wenn die 

Ringe sowohl aneinander als an das Gerippe gelenkartig angesehlossen 
sind, und zwar derartig, daB sie einen Widerstand nul' in radialer 
Richtung ausuben (Abb. 23). 



UnterslleltlUlj.! ketteultl'tigrl' ZwiRehenringe. 4l 

Die Ringe bilden dann gewissermallen eine geschlossene Kette, 
welche durch die Kuppel versteift wird. Damit diese Kette im Gleich­
gewicht bleibt, miissen in allen Knoten die gleichen Krafte K j wirken. 

Betrachtet man die Kuppel ohne Zwischenringe als Hauptsystem, 
so werden in demselben durch die zyklisch symmetrische Belastung 
(Kj ) Au£lagerwiderstande X(i) und Momente 

Wi) = yjKj-yX(i) 

hervorgerufen 1). Da fiir alIe Rippen die Bedingung 
j 

(' M(i)y~ =0 
1 EI 
~ 

o 

erfiillt sein mull, so ergibt sich 

X(i)= IXjKj 

und daher 
Mj = K j (Yi-lXjY)· 

Unter der Einwirkung aHer Ringwiderstande K j entstehen somit 
die Stiitzkrafte 

i=r 

X= ~lXiKj, 
i=a 

und die Momente 
!=r 

1\:1= L'KdYi-OCiY). 
i=a 

1) Infolge del' gleichmiWigen Verteilung der Ringwiderstande erfiihl't der 
Kopfring keine wagel'echte Verschiebung: es entstehen daher keine Tangential­
schiibe und mithin auch keine Quel'biegungs- und Verwindungsmomente. 
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Fugen wir zu diesen GraBen diejenigen Krafte X(O) und Momente M(O), 
welche der auBeren Belastung des Hauptsystems entsprechen, hinzu, 
so wird der endgultige Spannungszustand des Gerippes durch die 
Gleichungen: 

j = r 
Xm = X~) + 2' oc.j Kj, Ym = Y~), Z - Z(O) 

m- m' 
69) , , , j=a 

i = r 
Mm = M~) + 2' Kj(yj - 0Cj y), Wlm = Wl~) , W m = W~) 

j=a 
gekennzeichnet Die Werte X(O) y(O) Z(O) M(O) Wl(O) W(O) sind hier-

. m' m' m' m' m' m 

hervor (Abb. 24). 

bei mit den im ersten Ab-
schnitt ermittelten Werten 
Xm, Ym, Zm' Mm, Wlm und 
W m identisch und sind daher 
als bekannte GraBen zu be­
trachten, 

Die Krafte K j rufen in 
den Zwischenringen Achsial­
krafte 

1 K 
91i =---I-

2 sin p/2 

Zur Bestimmung der Ringwiderstande stehen r Elastizitats­
bedingungen in der Form 

70) ... ___ ,_ds+ _1 ___ 1 ds= 0 ~• M o~I \ 91· ~. 
,EI oKj , E F j oKj 

zur Verfugung: unter Fi ist hierbei der Querschnitt des iten Zwischen­
ringes zu verstehen. 

Das Gerippe liefert zu diesen Gleichungen folgenden Beitrag: 

SM oM.· [Mo+Mn m=~-l ] ds 
-'-ds=2 j(Yi - oc.jY) + ,.;;;;.. Mm -' 
EI oKj 2 m=l EI 

Es ist nun 

Mo + Mn .m=~-l M&O) + M~) m=~l (0) I~ 
2 +m~lMm= 2 +m~lMm+n~aKi(Yj-oc.IY)' 

oder nach Gl. 1) und 6): 

~Io + Mn ;'1:-~m = Moo+ Mon + (oc.y-x)2'~~) + :1:-~~)-
2 m=l 2 m=l m=l 



43 

Andererseits ergibt sich nach G1. II 

mEX~)= n-J .cxBx~=:~~~). 
III =1 n Y Ill=l 

Mithin: 
m-II-1 I·-r 

Mo + Mil -~ Moo + MOil ~ 
---+ ~Mm = +n~ Kj(Yj-cxjY) 

2 m=l 2 i=R 

Beachtet man, daB die Gleichung 
1 

C[M +M i=r ] d' 
, -oo-~+n~Ki(Yi-CXiY) Y-~ =0 

•. 2 j=a EI 
n 

von vornherein be£riedigt ist, so erhalt man: 

I( ('~ . oM . ds = + 2 J ~y f(f Moo + Mo II) Yj ~ + 
J E I oKj 1 n J 2 E I 

71) ... ~ y=yj 

I + %.<f~'-",·Y)Yi :~l 
' y=yl 

Der Beitrag des itell Zwischenringes errechnet sich zu 

C' ~j O~i 2 n 5j Kj 
.' E F j • oKi . ds = E 1<'j • 4. sin2 (p/2) , 

oder da in tJbereinstimmung mit Abb. 24 die Lange eines Ringab­
schnittes 

Sj = 2 fi • sin (pj2) 

ist, so wird auch 

\ 
Wi oWj Kjri 1 

70») --. --ds = n --. ----,--
- •••• J EFi oKj E F j sin (p!2) . 

FaBt man aIle Beitrage zusammen und schreibt man zur Ab­
kfirzung 

y=f 

(' ds 
1 (Moo + MOil) Yj EI 

,. 
y=yi 

I 
., ds 

2 \ y2_ 
EI . 

o 

so geht G1. 70, fiber in: 

y=f 
, d 

\ Yi (Yk - CXk . y) ~ 
EI 

y=yi '" "-----"---0-1 ----- = °ki , 

" 

(' .2 ds 
1 y EI 

o 
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'i3) . 

1 + .... + Kr·ari = --S';)i' 
l n 

Stellt man wieder r solche Gleichungen fUr i = a bis i = r auf, 
so kann man aIle Widerstande Ki sehr leicht bestimmen und sodann 
mit Hille der bereits fmher ermittelten Werte X(O) y(O) Z(O) M(O) 

m' m' m' m' 
Wi:{ und W<::; den Spannungszustand des ganzen Tragwerkes feststellen. 

2. Untersufhung der aus freien Gliedern zusammengesetzten 
Zwischenringe. 

Schwieriger gestaltet sich die Berechnung, wenn die Ringabschnitte 
gelenkig an die Rippen angeschlossen, aber nicht unmittelbar mit­
einander verbunden sind (Abb. 25). Es entstehen dann in den verschie­

Zwiscnenring (i) 

m 

denen Abschnitten des gleichen 
Zwischenringes (i) verschiedene 
Spannkrafte Hmi , und der Grad der 
statischen Unbestimmtheit wird im 
allgemeinen 2 n - oder mit Ruck­
sicht auf die Symmetrie mindestens 
n -fach hOher. 1) 

IX) Verteilung der Ringwider­
stande. 

Abb. 25. Urn den Gang der Unter­
auchung einfacher darstellen zu kannen, nehmen wir zuerst an, es 
sei nur der ite Ring vorhanden (Abb. 26). Die auf die mle Rippe 
wirkenden Ringwiderstande Hm und Hm +1 lassen sich in eine radial­
gerichtete Kraft 

Km = sin (p/2) (Hm + 1 + Hm) 
und in eine tangential gerichtete Kraft 

Lm = cos (p/2) (Hm + 1 - Hm) 
zerlegen. Betrachten wir die unversteifte Rippenkuppel als Haupt­
system, so kannen die in den Nebenrippen durch die Krafte Km und Lm 
erzeugten Auflagerwiderstande, Biegungs- und Verwindungsmomente 
in der Form 

1) Diese Erhiihung der statischen Unbestimmtheit kommt nur bei Trag­
werken mit raumlicher Stiitzung in Betracht: bei radialer Stiitzung hingegen 
ist es gleichgiiltig, ob die Glieder der Zwischenringe mittelbar oder unmittelbar 
gelenkartig ancinander angeschlossen sind. 
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Rippe m 
Grl//ldrlft 

t/(m 

~ 
Hm I Hmr1 

o t---f-----i ;------!f-4n 

m-1 
m 

.\ Id,. :!fi~. 

p 

/ 
i 

/ 

~!2X!lZ 
/ 

HOl/ptrippea 

Y" ~------ 211 -----~ 

dargestellt werden. Auf die Hauptrippen entfallen zunachst unmittel­
bar die radialen Widerstande 
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Ko = 2H1 ,sin(p/2), Kn = 2 Hn 'sin(p/2), 
ferner die Resultierende 0i aller Krafte Km, Lm, Xi Km, Y i Km und 
Zi Lm, und schlieBlich die Resultierende Ox. y. z' aller Widerstande 
~Xm' ~Ym und ~Zm' Setzt man 

m=n-l m=n-l m=n-l 
75) . .. 2' Km = St, 2'Km' cos (m p) = m, 2' Lm' sin (m p) = st, 

m=l m=l m=l 
m=n-l m=n-l m=n-l 
2' axm·cos(mp) = O~, 2' ~Ym = Oy, 2' ~Ym • cos (mp) = n~, 
m=l m=l m=l 

m=n-l 
2' ~Zm' sin (m p) = O~. 
m= 1 

-'fi(.~'iJtJ.;-({fj('!t+s:) ->1(~-'!t)-f-t9tm+s:) 
/+----'--'--2l1 ' 

;\JJb. 27. .\1..lJ. 27a. 

so laBt sich 0i durch folgende KraftgroBen ersetzen (Abb. 27): es treten 
an Stelle der Widerstande Km und Lm eine in der Scheitelebene wirkende 
Kraft 2 (lR + st) und ein Kraftepaar 2 fi (lR + :t), an Stelle der Wider­
stande Yi Km eine in die Mittelachse fallende 10trechte Kraft 2 Yi St 
sowie ein Kraftepaar 2 11 Yi m, und an Stelle der Widerstande Xi Km 
und Zi Lm eine am Scheitel angreifende wagerechte Kraft - 2 (Xi m + 
+ Zi st) und ein Kraftepaar - 2 f (Xi m + Zj st). Die entsprechenden 
Auflagerwiderstande und Biegungsmomente sind: 

XOo = -oc YiSt ± {m (1- Xi) + st (l-Zi)}, 

(f- fi ) 
YOn = - YdSt ± m) ± -1- (m + st), 

1 

MOo = g{Yi(ocy-x) ± {(m+ st{ ~.(f-fl)-y]-XYi m +y(mXi+stZi)} 

Das obere Vorzeichen bezieht sich hierbei auf die Rippe (0), das 
untere auf die Rippe (n). 

Durch die Krafte Ko und Kn werden, wie Abb.27a zeigt, Auf­
lagerwiderstande 



oc· 1 
XOn = i: (KO + Kn) ±"'2 (KO- KIl ), 

Y = ± (Ko - Knl (f - f~ 
On 2 11' 

Momente 

l\I = y·K --.y(K +K)± -(f-f.)-y (Xi (Ko - Kn) l x ~ 
on c I On 2 o· n 2 11 I 

hervorgerufen. Unter dem EinfluB der Gruppe fl x, y, z entstehen sch1ie13-
lieh wie bei der unversteiften RippenkuppeP) Stutzkriifte: 

XOn = -ocfly =:= (fl~ -+ fl~), YOn = -fly =F fl~, 
und Momente 

MOn = fly (cx y - x) :::t:: [y (fl~ + fl~) - X fl~]. 

Fassen wir aIle Werte Zllsammen und beaehten wir, daB aIle 
Spannkrafte H des Zwischenringes ein fur 8ich im Gleichgewicht be­
findliches KrLi£tes~'stem bilden und daB somit die Gleichgewichtsbedin­
gung 

76) ... (Ko - KII ) + 2 ()}{ + 1:) = o. 
erfiillt sein mu13, so erhalten wir insgesamt: 

77) ... xg~ = ~i (Ko + Kn) --- cx Yj ~ += (ffi Xi + 1: Zi) - ocfly =F (O~ + O~) 

78) 

Yb~ = - Ydt =F Yi ffi - Oy =F O~ , 
n CX· 

Mol = Yi Ko - ~. Y (Ko + Kn) + Yi • Sf (CX Y - x) ± 
n II 2 . 

± { y (ffi Xi + :t Zi) - x ffi Yi} + fly (oc y - x) ± 
± [y (fl~ + fl~) -xfl~] 

Schreibt man zur Abkurzung 

(i) (Ko + KII ) Y" ( ) , • • Mo 0 = Yi Ko - Y . CXi + i st oc Y - X :t: 
II n 2 

± { Y (ffi Xi + 1: Zi) - x Yi ffi} , 

so ergibt sich auch 

Mg) = M\i~ + 0" (oc Y - x) ± [y (O~ + O~) - x Oy']. n n J 

Letztere Gleichung stimmt, sob aId man L1Xnp L1 Y m' L1Zm mit 
Xm, Ym, Zm vertauscht, mit del' im Abschnitt § 1 entwickelten Glei­
chung 6 voIlkommen llberein. Wir c!urfell daher ohne weiteres die fur 
Xm, Ym, Zm daselbst ermittelten Losungen unmittelbar auf die Werte 
L1Xm, L1 Y m' ZL1m ubertragen. Wir erhalten del' Reihe nach: 

I Vgl. Gleichung 5). 
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1 

S (Mbi6 - Mbi~) ~ ~s 
o Axx = '----1;-----

Ko-K 
2 D ~I + m (~ Xi - Vi) + ~ X Zi = 

2 fX2_d_S 
• EI 
o 

1 

5 (Mbi6 - Mbi~)Y ;~ 
o Ayy = ---1;-----

2 Sy2-;-~ 
o 

Ayy-ocAxx 
Ox = =:t (Zj-Xi); 

'Y 

B (K ' K ) ;x = _ Yi ~ + 0 ~ D , 

oder mit der Hilfsbezeichnung 
K + K m=D 

~+ 0 2 =2sinp/2~Hm=26: 
m=l 

Bxx --=-2Yi ·6. 
'Y 

Die Gleichungen 10) und ll) liefern nun: 
n-l Bxx (n-1) 

Oy= +----=-2--Yi ·6, 
n y n 

O~ = -- (1- :) Or = + (1- :) YiX, 

1+!.jJ)(O~+Oz)=-!.jJAyy-(1- !) (Ox+oc!.jJOy)= 

= X(~Zj-~i)' 

= -:t {!.jJ [Zi-OCi -oc Yi (1- !)] + (1- !) (Zj -Xi)} 



A 1 Bxx C r\' r\' 
uXm = -OC--C08 (m p) ( x + .lo.-'x + .lo.-'z) = 

n y 

2 2 Xi - Zi + OC ~ Y i 
= --.(J. Yi 6 + -. cos (mp):t----;---'---

n 11 1+~ 

A . 1 [RXX ] 2 2 
u Ym = - - - 2 cos (m p) Oy = - - 6 Yi + -. cos (m p) ~ 

n y n n 

dZm = ~ . tang (m p) (dXm -ocd Ym) =!. sin (m P):t~ (OCi -Zi)' 
n 1+ 'l' 

Werden diese Werte in die Gleichung 74 eingefuhrt, so ergibt sich: 

,..til 2 
79) 1Vlin = Mi Km + - 6 Yi (ocy-x) + 

n 

2 [ (X.--Z.+OC~y.)] 
+-;.cos(mp):t Yix-y 1 1~~ 1, 

wc(i) = 1JJl· L +!. sin (m p) u :t. -~ - (oc· - Z·) rn I m n 1+~ 1 l' 

w' 2 . ~ 
Wrn = WjLrn + -8m (mp) v:t--,1. (OCj-Zj). 

11 1 + 'l' 
Die Gleichungen del' Biegungsmomente del' Hauptrippen lassen 

sich wie folgt umformen. Ersetzt man in den Gleichungen 78) die 
,Q-Werte durch die entsprechenden Funktionen von @i und ;r, so er­
halt man: 

Mg:1 = Yi KOn - Y OCj (2 6 - St') + Yi Sf (oc Y - x) ± [y (ffi Xj + :t Zj) - x Yj ffi] 

-2 (n-1) Yj@)(ocy-x) =r= 
n 

=r=~{(1-~)XYi+ 1~~[~(Zj-(J.i-OCYi n 112)+(1-~)(Zj-Xj)]I' 
odeI', wenn man den Ausdr~ck Ko (y Xj - x Yj) einerseits zu- und 

n 

anderseits abzahlt und die gemeinsamen Faktoren vereinigt: 
C) 

l\f(:n = Mi KOn + KOn (yXi - XVi) + Sf (YOCi + Yiocy- Yi x) + ffi (yXj-xYi) 

-26[OCiY + 11 111 YdOCY - X)]± 
~ ~{Y Zi -(1- ~) xVi --1: ~ [~ (Zi -OCi -oc Yi 11 11 2) + (1- :) (Zi-Xi)]} 

1 
In dieser Gleichung kann (ffi + ;r) mit 2 (Kn - Ko) vertauscht 

werden, und auBcl'dem 

:.\J a r r LI s! Ruttmfachwcrkc. 
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gesetzt werden, es wird dann: 
(') 2 2 [ (X·-Z· + OC~Y.)] M~ = Mj . Ko + - @5 Yj (oc Y - x) + -:t Yj x _ Y I I ~ I + 
n n n -n 1+. 

+ (y Xj - x Yj ) ( Ko ~ Kn + lR - 2 @5 ) ± 

+ :t{y (Z· -X·) --y-[Z. -X· + ,I, (Z. -oc' -oc Y.)]}. Es ist aber - I 1 1 + ~ I I '1' I I I 

~+~ 1 ,I, 
2 +lR-2@5=O,(Zi-Xi)-1+~ [Zi-Xj+ '1'(Zi- ocj-ocYd] = 0 

Daher ergibt sich sohlieBlioh: 
(i) 2 2 [ (Xj - Zj + oc~ Yj)] 

79a ) ... 1\10 =MiKo + -S Ydocy-x) +-:t Yjx-y ,I, 
n n n -n 1+'1' 

Diese Gleichung stimmt, wie es auoh die zyklisohe Symmetrie fordert, 
mit der fur die Nebenrippen abgeleiteten Gleichung 79 vollkommen 
iiberein. Allgemein kann fUr jede Rippe 

80) ... r Mm = l\I~l + M:n + M~, Wlm = Wl~) + ffil~l + Wl~, 
l W - W(O) + W' + W' m- m m m 

gesetzt werden. Die Werte M(O), awOl, W(O) sind hierbei unmittelbar 
von der Belastung abhangig und beziehen sich auf die unversteifte 
Rippenkuppel, wahrend duroh die Werte 

M:n = MIKm, Wl:n = WljLm, W:n = WjLm' 

M~ =.~® Yi(OCY-X)+~' cos(mp):t [XYj-~ (Xj-Zj + ocIjJYj)], 
n n 1 +'1' 

Wl~ = ~.sin (mp) u :t~(OCi-Zi)' W~ = ~Sin(mp)v:t~(OCi-Zi) 
n 1+'1' n 1+'1' 

der EinfluG der Ringwidel'stande gekennzeichnet wird. 

~) Bildung und Ermittelung del' statisch 
unhestimmten GroGen. 

Wil' teilen jetzt die Wel'te H in die zwei folgenden Gl'uppen: 

1 ~(Hl+Hn) =U1' I~(HI-Hn) = VI' 

: (H, + H.-I) ~ D" ~ (H, - H._I) ~ V" 

81) . .. 1 ) U 1 H H V '"2 (H3 + Hn - 2 = 3' '"2 ( 3- n-2) = 3' 



Es ist also: 

HI = U1 + VI 

H2 = U2 + V2 

82) . .. Ha = Ua + Va 

und mithin 

Hn = UI-VI 

Hn- 1 = U2 - Vs 

Hn- 2 = Ua- V3 

KI = sinp/2[(U2 + UI) + (V2 + VI)]' 

K2 = sin p/2 [(U3 + U2) + (Va + V2)), 

K3 = sin p/2 [(U4 + U3) + (V4 + Va)], 

83) . .. Kk = 2 sin p/2 Uk 

K n- l = sin p/2[(U2 + UI)-(V2 + VI)]' 

K n- 2 = sin p/2[(U3 + U2)-(Va +V2)], 

K n- 3 = sinp/2[(U4 + U3)-(V4 + V3)], 

LI = cos p/2 [(U2 - U1) + (V2 - VI)]' 

L2 = COS p/2[(Ua- U2) + (Va- V2)], 

L3 = cosp/2[(U4 - U3) + (V4 - V3)], 

4 = -2cosp/2Vk 

L n- 1 = -cosp/2[(U2 - U1)-(V2 - VI)]' 

Ln - 2 = -cosp/2[(U3 - U2)-(Va- V2)), 

L n - 3 = - cos p/2 [(U4 - U a) - (V4 - V 3)], 

f Mmn _ m = Mi[(Um+ 1 + Urn) ± (Vm+1 + Vm)]sinpj2 .• 

ilR:nn _ m = ± ilRi [(Urn +1- Urn) ± (Vm+1- Vm)]cosp/2, 

W:nn_ m = ± Wi [(Urn +1- Ym) ± (Vm+1- Vm)]cosp/2, 

Mit = 2Mi Uk 'sinp/2, 

ilRit = - 2 ilRi ' V k ' cos p/2, 

l Wit = -2Wi' Vk , cos p/2. 

Fur die Hauptrippen gilt ausnahmsweise: 

IKOn =2sinp/2(UI ±VI), LOn=O, 

83 a) .. ] MOn = 2Mi (U I ± VI) sin pj2, W10n = WOn = O. 
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Um den Gang der Untersuchung an einem praktischen Fall zu er­
lautern, nehmen wir beispielsweise n = 12 an, und stellen in Abb. 28 
die Belastungsgruppe U4 = 1 dar. Die auftretenden Widerstande sind: 

H4 = H9= 1, K3 =K4= Ks = K9= sinp/2, L3 =-L4 = + Ls=-L9=cospj2 

X3 = X4 = X8 = X9 = Xi' sin p /2 I 
Y3 = Y4 = Y8 = Y9 = Yi · sin p/2 Yo = Y12 = - 4 Yi sin p/2 

Z3 = - Z4 = + Z8 = - Z9 = Zj cos p/2 

Denselben entsprechen die Momente: 

M3 = M4 = 1\18 = M9 = Mi' sin p /2, 

X -sin§! z 2 

lJJla = -1JJl4 = + IJJls = -1JJl9 = IJJlj cos P /2, 

W3 = - W4 = + Ws = - W9 = Wi' cos p!2, 
1\10 = 1\112 = - 4 x Yj • sin p!2, 

sowie die Ringspannkrafte 

W4 = Ws = 1. 

Wenden wir den Satz der virtuellen Verriickungen auf diese Be­
lastungsgruppe und auf die wirklichen Verschiebungen an, so lautet 
die Arbeitsgleichung: 



Ihre Entwicklung liefert, wenn man, um die Schreibweise zu ver-
einfachen, 

I I 
,'. ds 

\ M . lHk -- = [M· 
1 E1 " 

" 
;Uk], .r 9J1i . ~mk :;, = [9J1i , 9J1k], 

o o 
I 

I'w i · Wk' ~; = [Wj, Wk ] 
J p 
o 

setzt, die Abkiirzullgen 

Si) ... sin 2 2P . [M i , M;] + cos 2 2:- ([9J1 i • mei] + [Wi' Wi]) + ~ = a, 
2EFi 

sin 2 ~ [Mj, MiJ - COS 2 ; ([Mj, Mi ] + [Wi> Wi] 1 = b 

einfiihrt und auf die Beziehungen 

[Mjo x] = [Mi' y] = [9J1i , u] + [Wi' v] = 0 
achtet: 

~ a U4 + b (U3 + U5) = 2· sinp/2 Yi {+ [~O) + Mi~), x] + ~ ~ Y i (ex [x , y]- [x, x])}-

1 
- 2' sinp/2 [M~O) + M~O)+ M~O) + M~O), Mi] + 

+ -~ cos ~ 1 [~m~O) -- me ~O) + 9J1 ~O) - 9J1~0), 9J1i] + [Ws°) - w~O) + w~O) - w~O), Wi))' 

Da flir alle Nebenrippen die Momente M~, sm~, W~ unmittelbare 
Funktionen der Ordinaten x, y, z, U, v sind, so werden die entsprechen-
den Integra Ie 

(0) (0) W(O) 
[Mm' MiJ = [9J1m , Wei] + [ m' WiJ = O. 

Fiir die Hauptrippen ist nach Gleiohung 6: 

~ (M&O) + Mi~) = ~(M~~ + M&0(i2») + 0(0) (exy- x), 
2 2 

unci da nach Gleichung 10: 

so erhiiJt man: 

(0) 
0(0) = n-~ Bxx , 

Y n y 

~ [u(O) + u<O) (0) ( n-l) 1 (0) [ ] 2 ino m12' x]=[x, x]Bxx J--n- =-;-Bxx x, x. 

Mithin auch: 

85) ... 
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Fiir die Belastungszustande U2 = U3 = Us = 1 ergibt sich analog: 
80 a) •.• 2a U2 + b(U1 + Us) = m:j> 

2aUa + b(U2 + U,)= m:j , 

2a Us + b(U, + U6)= m:i . 

. \h1>. 29. 

(-9 J1,sin!J 

ZiCOS!-

Abh. no. 

Die Arbeitsgleichungen fiir die in den Abb. 29 und 30 dargestellten 
Belastungszustande lauten hingegen: 

1 (0) (0) 
IMOO + MQ(l2) ds 

8o b) ••• 2a'Ul+bU2=m:j-sinp/2, 2 .l\:[j EI 
.. 
o 

2 a' Ua + b U~ = 'llj, 



wobei: 
3 P 1 P s· 

a.' = -. sin2-[Mj, M·]+ - ·00s2- {[9)1. IDl·] + [W- w.]} + _1_. 2 2 1 2 2 l' 1 l' 1 2 E Ji'j 

Zu diesen sechs Gleichungen tritt noch die Beziehung: 
m=D 

86) ... (5 = sinp/2 ~ Hm = 2· sin p/2(U1 + U2 + Ua + U4 + Us + U6) 

m=l 

hinzu. Man ist also ohne weiteres imstande, die Werte U ganz una b· 
hangig von den Werten V zu bestimmen. 

X12(Y.,z) 

.\bh. :1l. 

In ahnlicher Weise bilden wir jetzt die Belastungsgruppe V, = 1. 
Es entstehen, wie Abb. 31 zeigt, Widerstande: 

H4 = - Hg = 1, Ka = K4 = - Kg = - Kg = sin p/2, 

L3 = - L4 = - Ls = + Lg = cos p/2 

X = X = - X = - X = sin /2 Xj 1 Xo= -X)2= -2 [sinp/2 Xj (cos3p + 

Y3 _ y4 __ y8 __ yg _ . Pj2 y.' + cos4p) + cosp/2 Zdsin3 p-sin4p)] 
3- 4- S- 9- sm p l' • •• 

Z - Z - Z - Z - j Z JYO=-YI2=-2smp/2YdCOS3F+ 
'3 - - 4 - - S - + 9 - cos P 2 i> + co~ 4 p), 

Momente: . 

und Axialkrafte im Ringe: 



56 Die Hippl·nkuppel mit clastisehf'll Zwisclt(;nringPIl. 

Die entsprechende Arbeitsgleichung lautet: 

2 sin P/2! f(M3 + M4 - Ms - M9) Mi ~ + , EI 
t, 

o 

SIM -M12 ds I + 2 (cos 3 P + cos 4 p) 0 (y Xi - x Yi) - + 
2 EI 

o 
~ I 

+ 2 ('R4 - 9(9) - + 4cosp/2(sin 3 p-sin4p)Zi 0 12y_+ ~' ds j'M -M ds 
, E Fi 2 E I 
o IJ 

+ 2 ,o. : lr'lJl, - 'lJI. +WI, - ,m,1 'lJI ;; , + 

+ fl(w 3- W4 - W 8 + W9) Wi ~) = O. 
, G Ip 
(I 

Ihl'e Entwicklung liefert, wenn ZUl' Abkiirzung 
I ) 

o - 12 s 0 -J.n12 \ 
M (O) M(O) d \' M(O) .,.,.(0) 

,,--2--(Y Xi -x Yi) EI =~;. Zi,. 2 

o 0 
) 

,HXYi - Y 

o 
) 

S[ (Xi - Zi + IX. ~ Yi ) ] ds , 
Zi X Yi - Y 1 + ~ y E I = tj 

o 
gesetzt wird: 

87} ... 2aV4+b(V3+V5)=-sinp/2(COS3P+COS4P)(~j+ 2:j :t)-

( 2f) - cos p/2 (sin 3 P - ~in 4 p) ~i + ---;;-:t . 

DemgemaB ergibt sich fur V2 = 1, V3 = 1, Vs = 1: 

( 2t,) 
87 3 ) .•• 2aV2 +b(V1 +V3)=-sinp/2(coslp+cos2p) ~j+~:t-

( 2f) - cos pj2 (sin 1 p - sin 2 p) ~i + ~:t , 
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( 2t.) 2a Va+ b (V2 + V4) = -sin p/2 (cos 2 p + c083 p) IBi +~~ -

( 2t!) -cosp/2(sin2p-sin3p) 58i+~~ , 

x1Z ('1z) 

:\ bb. 32. 

X 12 (Yt.J 

Abb. 33. 

~ Xo=-X1z=-2j;ti1!XiCOS.f(J 
.. '%, +Zicos!/sinStp-1/l 

~'" 

{J1sin!J ~1si~~ 

( 2t.) 2 a V 5 + b (V 4 + V 6) = - sin p/2 (cos 4 P + cos 5 p) 58i + ~ ~ -

( 
2 t~ ) - cos p/2(sin 4 p - sin 5 p) 58; + -f:t . 



FUr die Belastungszustande Vj = V6 = I erhalt man schlie/3lich 
in Dbereinstimmung mit den Abbildungen 32, 33: 

( 2t.) 87b ) ... 2 a' VI + b V2 = - sin p/2 (cos p + 1) mi + ~ ~ + 

I 

( 
2 ') 5 M(O) (0) • I ti . P 00- MO(12) ds 

+cosp/2.smp mi+-~ -SJU- .Mj -. 
n 2 2 EI 

o 

bV +2V {~-sin2P/2[M. M.]+~ __ S_i_+ 
5 6 2 I' I 2 E F j 

+ : -cos2 p/2 ([Wl i , Wla + [Wi' Wi])} = 

=--sin p/2,COS5 P(m i + 2nti tS)+COS P/2(1-Sin5 P)(mi+ 2:~~). 
Achtet man noch auf die Beziehung 

't: 1'-~m -sin (m p) = {Sin 1 P (V2 - VI) + sin2p(V3 - V2) + 
m=l 

+ sin 3 P (V 4 - V 3) + sin 4 P (V 5 - V 4) + sin 5 P (V 6 - V 5) - V 6 } 2 . cos ~ , 

so erkennt man wiederum, daB die Werte V ganz unabhangig \'on 
den Werten U ermittelt werden konnen. Sind aIle GroBen U und V 
bestimmt, so lassen sich schrittweise die Widerstande H, K und L 
crrechnen, nnd hiermit ist die Aufgabe gelost. 

y) Erweitertes Verfahren bei mehrfachen Zwischenringen. 

Es bleibt uns nur den Fall einer durch mehrere Zwischenringc 
versteiften Rippenkuppel zu behandeln Ubrig. Die Gleichungen del' 
inneren Spannkrafte gestalten sich jetzt folgendermaBen: 

88) .. 



Wir ersetzen wie im 2. Abschnitt die Gro6en Him durch gleich­

wertige Kraftegruppen H jm, und zwar derartig, daB die Bedingungen 
k=r 

Ham = ~ '&ak' Hkm , 
k=a 
k=r 

H bm = ~ '&bk·Hkm, 
k=b 

89) ............ k =r 
Hcm = ~ .&Ck ·Hkm , 

k=c 

k=r 

Him = ~ '&ik·Hkm 
k=i 

erfullt werden. Die Beizahlen .& sind hierbei mit den entsprechenden, 
durch die Gleichung 35 definierten Zahlen .& der fruheren Unter­
suchung identisch, es ist daher auch 

i=r i=f 

90) ... ~ MjHim = ~ MjHim, 
i =a i =a 

und allgemein 
I 

C-- ds 91) ... ,MtMk-=O. 
, EI 
o 

Wir ordnen wiederum die Gro6en H in die zwei Gruppen: 

_ 1 _. ,1 ,_ 
92) ... Uim='2Him+Hi(n+l-m), Vim = '2(Him -Hi(n+l-m»), 

und erhalten: 

i = r p i = r _ _.. . 

.~ MjKim = sin2' ~ Mi[Ui(m+l) + Ui(m) + Vi(m+1) + Vi(m)]' 
i=a l=a 

93) ... i=r pi=r_ 
~MiKi(n+1-m)= sin 2' LMj[Ui(m+l)+ 
i=a i=a 

+ Uj(m) - Vi (m + 1) - Vj(m)]' 

1st auBerdem die Bedingung 

[Mi Mk] [mi' Wlk] + [\Vi. Wk] 

[Mi. Mi] [Wli> Wl;] + [Wi. Wi] 

erfulltl), so wird auch 

1) Diese Bedingung ist zur Losung der Aufgabe nicht el'forderlieh. sie 
tl'agt aber zu einer wesentIichen Vereinfachung del' Untersuchung bei. 
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i=f i=r 

.~ 9.Ri·Lim =cos ~ .~ Wli[Ui(m+1)- Ui(m)+ Vi(m+1)- Vi(m)]' 
l=a 1= a 

i=r i=f 

i~ 9.Ri· Li(n + 1-m) = - COS ; 6 Wii [Ui(m + 1)-

933 ) ••• 
- Ui(m)- Vi(m+1) + VI(m)]' 

i = r 1= r 

~ Wi' Lim = COS ~ I Wi [Ui(m+1)- DI(m) + Vi(m +1)- Vi Ill']' 
1 =a 1= a 
i=r i=r 

4 Wi .Li(Il+1-m) = -cos ~ .~ Wi[Vi (tn+1)-
1=8 1=3 

Vi(m)- Vi(m+1) + Vi(m)]' 
Hierbei ist wieder: 

I I 

59.Rdillk Ed;, + \ Wi Wk :r8 = O. 
OJ P 

o 0 

FUhrt man diese Werte in die Gleichung 88 ein und ersetzt 
man zugleich in den Summenausdriicken die GroBen Xi' Y i, Zj, ~i' :it i 

- - - - -

durch die entsprechenden Werte Xi' Yj, Zi, ®i' %i' so unterscheiden 
sich die neuen Gleichungen von den Gleichungen 80 und 83 nur 

- - - ~ -
claclurch, daB die GroBen U, V, Mi, WCi' Wi an Stelle cler GroBen 

i = r i = r 

U, V, M i, WCi' Wi und die Doppelsummen ~ @Si' ~ :ti an Stelle 
. i =a i=3 

der einfachen Summen erscheinen. Die Elastizitatsgleichungen der 
Werte U und V lassen sich ohne weiteres auf die Werte U und V uber­
tragen. Es ergibt sich boispielsweise aus Gleichung 85: 

94) . .. 2ai Ui4 + hi COi3 + Vi,) = ~. sin 2P Yi (B~~-2Y I 6i \\ '), 
n l=a . 

und analog aus Gleichung 87: 

2ai Vi4 + bdVi3 + Vi5)=-sin ~ (cos 3p+ cos4p) (IBi + ! tit)-
91)) ... 

p (_' 2 __ ) - cos 2" (sin 3 p-sin 4 p) 58i + --;- t;:t . 

Die Beizahlen ai' bi genugen, wenn man von cler Formanderung 
der Zwischenringe absieht, den Gleichungen: 

ai=sin2 ~ [Mi,:i\:t]+cos2 ~ {[Wli,WltJ+[Wi.WtJ}. 

-bi = sin2 ~ [M!> MtJ-cos2 ~ {[Wli' Wl;] + [WI' Wd). 

und es ist ferner: 



I I 
_ _ (' MbO) - M~~).. ds, _ . " M&O) - M\~) ds 

)8i - J 2 (y Xi - X Yj) E I ' )8j - Zj j 2 . Y E I ' 

o 0 

_ j~ _ j~ (Xi-Zi+OC~Yj) 
tj:t = [x, y Xj -xYjJ.",,- :ti Yj-[y, y Xj-xYj] ~ :tj ---1~+ I --, 

I =0 1=1\ \jI 

, j~ T 2- j~ (Xj-Zj + OC~Yj ) 
tj:t = [X. y Zi].""- :ti Y i - [y . Zt].""- :ti .1.' 

1=1\ l=a 1+'f 

Mit Hilfe dieser Elastizitatsgleiehungen lassen sieh aile Wider­
stande des Zwisehenringes (i) als Funktionen der auBeren Belastung (P) 
und del' Summen 

i~ i~~ j~ (X.-Z.+oc~Y') 
~a 6j Yj, &a:ti Yj, j~a:ti I 1 ~ ~ I 

darstellen. Fi.lr die ite Gruppe erhalt man beispielsweise 

Uim = Cjll~ (P) + <Dl~ (S), Vim = 9l~ (P) + <D\~ (:t). 
Die Auflosung dieser Gleichungen liefert: 

H + H (u) (P) + <D(u) (tC::) j(n+l-m) im = Cjlim jm '0:;) , 

m=nj2 m=nj2 
e;: . P ,-, U _. P ~ [ (u) (P) + ",(u) (tC::)] <::;i = Slll- ""- im - Slll- ""- (jlim '-"im ~ , 

2 m=! 2 m=1 
(v) P ",(v) 

Him - Hi(n + I-m) = <Pim ( ) + '1'jm (:t), 

m=n-I m=n/2 
~i = ~ Ljm·sin(mp) = 2 cos p/2 ~ (Hj(m)- Hi(n+l_m»[sin (m-1) p-sin (m F)], 

m=l m=l 
m =n-1 

:tj = 2 cos p/2 ~ [sin (m -1) p - sin (m p)] [(jll~ (P) + <D\~ (~)]. 
m=1 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sioh auoh die Summen 

i = r /" i = r i = r (Xi _ Zi + OC ~ Yi) 
L ~i Yi , L:ti Yi' ~:ti 1 + ~ 
l=a. l=a l=a 

bilden und als Funktionen der Werte <p(U) (P) und 9(V) (P) erreehnen. 
Sobald diese Summen ermittelt sind, kann man die einzelnen Wcrte 

U j, Vj, Hi bestimmen und sodann schlieBlich den Spannungszustand 
im ganzen Tragwerk feststellen. 

Die Durehfuhrung einer solchen Untersuchung erfordert naturlieh 
einen nieht geringen Arbeitsaufwand. 

Vergegenwartigt man sich aber, wie muhsam die Berechnung 
von ebenen Pfostenfachwerken ist, so wird man vielleieht die Sehwierig­
keiten, welehe die Behandlung raumlieher strebenloser Gebilde bietet, 
zu wurdigen verstehen und daher den in diesen Studien eingesehlagenen 
Weg als einen immerhin gut gangbaren bezeiehnen mussen. 



IV. Abschnitt. 

Del' Schlu6ring. 
Den vorstehenden Untersuchungen liegt die Annahme zugrunde, 

daB der Scheitelring derartig gestaltet und bemessen ist, daB er im Ver­
gleich zu den ubrigen Gliedern des Fachwerkes als starre Scheibe auf­
gefaBt werden darf. Obgleich die Erfullung dieser Voraussetzung in 
baulicher Hinsicht meistens keine Schwierigkeit bietet, erscheint es 
doch mit Rucksicht auf eine einwandsfreie Beurteilung der Sicherheit 
des Tragwerkes geboten, die tatsachliche ]'ormanderung des Kopf­
ringes iu untersuchen und ihren Einflu13 auf das innere Kraftespiel 
jm ganzen Gebilde zu prtifen. Um diese Aufgabe zu losen, muG man 
aber zuerst die Beanspruchung des Scheitelringes klarstellen. 

In den nachstehenden Untersuchungen wird daher zunachst die 
statische Berechnung eines geschlossenen Stabzuges erortert und sodann 
die Ruckwirkung der elastischen Nachgiebigkeit des Kopfringes auf 
die Verteilung der au13eren und inneren Widerstande im Fachwerk 
eingehend untersucht. 

1. Allgemeine Untersuchung eines geschlossenen Ringes. 
Der gelenklose ebene Ring ist im allgemeinen bei raumlichem 

Kraftangriff innerlich sechsfach statisch unbestimmt. Die Spannungen, 
welche in einem unter dem Winkel l' gegen die Mittelachse durch­
geftihrten Querschnitt entstehen, lassen sich, wie Abb. 34 zeigt, durch 
sechs KraftgroBen, X\,, Y~, Z~, ~\" '1)1" ~I' darstellen. Hierin bedeuten 
XI' und Y!-' Querkrafte, ~I' und 1)1' Biegungsmomente, wahrend unter 
ZI' eine Achsialkraft und unter ~I' ein Verwindungsmoment zu verstehen 
sind. 

Die Krafte X, Y, Z bilden ein rechtwinkliges Achsenkreuz, dessen 
Ursprung mit dem Querschnittsschwerpunkt zusammenfallt, die X- und 
Z-Achsen liegen in der Ringebene und stimmen mit der Normalen bzw. 
der Tangente zur Ringmittellinie uberein, die Y-Achse hingegen ist 
senkrecht zur Ringebene gerichtet. Der positive Wirkungssinn dieser 
Kraftgro13en ist durch die Pfeilspitzen gekennzeichnet. 

Die Kriiftepaare ~I" '1)1' und ~I' werden durch die entsprechenden 
Drehachsen X, Y, Z als achsiale Vektore mit doppelt gefiederten Pfeilen 



yeranschaulicht, und zwar wird der Drehungssinn als positiv ange­
sehen, wenn er einem auf die Pfeilspitze zielenden Auge dem Drehungs­
sinn des Uhrzeigers entgegengesetzt erscheint. 

Um die statische Unbestimmtheit zu beseitigen, denke man sich 
einen lotrechten Schnitt in Richtung del' Hauptrippen an del' mit 0 

Ahi>. iH. 

bezeichneten Stelle durchge£uhl't (Abb.35) und den Ring in dieser 
Weise in einen einfachen Freitrager verwandelt. Die im Gleichgewicht 
befindlichen auBeren Krafte rufen in diesem statisch bestimmten Ge­
bilde Spannkrafte, welche durch die GraBen XOI" YOI" ZOI'" ~Ol" '1)01" ~O\l' 
dargestellt werden mogen, hervor. SoIl nun der im geschlossenen Ring 
vorhandene wirkliche Spannungszustand aufrecht erhalten werden, so 
mussen die in der Schnittfuge auftretenden inneren Widerstande dem 
stellvertretenden Gebilde als statisch unbestimmte GraBen zugefUgt 
werden. Hierzu seien die in der Abb. 36 eingetragenen Krafte X, Y, Z 
und KriiJtepaar ~, 1), ~ gewahlt. Der Angriffspunkt dieser Spannkraftc 
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o 

Op1' St'hlllJ.lt'jll~. 

!I !I 

I 
I 

~I~ 
I 

Ringebene 

.\lIh. 3G. 

n 

Ringebene 

faUt mit dem Ringmittelpunkt zusammen und ist durch starre Scheiben 
an die beiden Seiten der Schnittstelle angeschlossen. 

FaBt man aIle Einfliisse zusammen, so lauten die Gleichungen des 
endgiiltigen Spannungszustandes: 
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j X~ = xg if + X cos tp - Z sin tp; X~ = xg'f + X cos tp + Z sin tp ; 

94) ... Z~=Z~I'+Xsintp+Zcostp; Z~=Zgl'-Xsintp+Zcostp; 

Y~ = yg'f + y ; y~ = yg V + y. -

~~ = ~g I' + ~ cos tp - ~ sin tp; ~~ = ~~ I' + ~ cos tp + ~ sin tp ; 

~~ = ~g 1'. + ~ sin tp + ~ cos tp + r y; ~~ = ~~ I' - ~ sin cp + 
+ ~ cos tp + r Y ; 

ol)~ = "l)gl' + 01) - r (X sin tp + Z cos tp); "I)~ ="1) g" +"1) + 
+ r (X sin tp- Z cos tp).-

Durch die Zeiger 0 und u werden hierbei die obere bzw. die untere 
Ringhalfte angedeuteto 

Bezeichnet man mit Ix und Iy die aquatorialen Tragheitsmomente 
in bezug auf die entsprechenden X" und Y,,-Achsen, mit I z eine Art 
auf die ZI'-Achse bezogellen polar~n Tragheitsmomentes des Ring­
querschnittes, so stehell zur Bestimmung der GraBen X, Y, Z, ~, "I), ~ 

die sechs folgenden Elastizitatsbedingungen zur Verfiigung1). 

95) ... 

Die Entwicklung dieser Gleichungen liefert: 

1) In diesen Gleichungen ist nur der Einflul3 der Biegungs o und Verwindungs. 
momente zum Ausdruck gebracht. Der Beitrag der Achsial- und Querkrafte zur 
Formanderungsarbeit.,ist meistens belanglos und daher aul3er acht gelassen. Eine 
allgemeine Ableitung und Auflosung der Elastizitatsgleichungen, unter Beriick­
sichtigung dieser Krafte und genauer Beachtung des Warmezustandes, ist vom 
Verfasser fiir belie big gestaltete Ringe in seinem "Abril3 einer allgemeinen Theorie 
des eingespannten Tragers mit raumlich gewundener Mittellinie" (Zeitschrift fur 
Bauwesen, 1914, Heft I-IV) gegeben. 

~1 a r r us, Raumfa,cliwcrke. 5 
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11: 11: 

S !:'O!:'u d (jJ S yO yu d(jJ 00) . . . ("I' + "1')cos(jJ'--+ ("'I'-"'I')sin(jJ'-- = 0; 
E Ix GIz 

o 0-

7r' r. 

r(~ + ~~)cos(jJ' :i -f(~~-~~)Sin(jJ' :i = 0; J z , x 
o 0 

11: 

('('YjO + "Y)U)~ = 0 J I' If EIz 
o 

oder in anderer Gestalt: 

x = ~f("Y)oo -"Y)ou )sin(jJd(jJ; 
r7t I' If . 

o 

y = - 2:7t S(~If + ~gl') d(jJ; 

o 

97) ••. 
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Nach diesen Formeln kann man sofort die GraBen X. Y, Z, ~, YJ, ~ 

enechncn und somit den wirklichen Spannungszustand feststellen. 
Der Schlu13ring unseres Fachwerkes ist hinsichtlich der Ebene 

der Hauptrippen symmetrisch belastet. Es dad daher 
l:() _ >'\1 0 _ 11 to _ )'\1 
So \" - <;0", YJ() 'f - YJo <f ' .() If - - so \' 

gesetzt werden, die Elastizitatsgleichungen gehen dann uber in: 

X=Y=~=O 

~ ~- ( "") l r ~o If' cos tp dtp + ~ ~x r ~o 'P • sin rp dtp] ; 
1 + ~ J zJ 

1t Gl 0 0 
z 

98) ... 
Y' = - ~ 'SY1 . dm . • 1t 'IO\, T' 

o 

z = - -~ r'Y] . cos tp dtp . 
r1t 1 O\' ., 

o 
Diese Gleichungen sind so einfach, daB es sich wohl erubrigt, ihre 

Vorzuge zu beleuchten. 
Bevor wir die Anwendung dieser Formeln auf unser Tragwerk er­

lautern, muB zunachst hervorgehoben werden, daB die in den bisherigen 
Abschnitten unter del' Voraussetzung eines stanen Scheitelringes er­
mittel ten Stutzenwiderstande Xm, Ym und Zm und Ringwiderstande 
Km und Lm die Gr<i13twerte, welche uberhaupt fur die Belastung des 
Schlu13ringes in Betracht kommen, darstellen. Es kann daher fiir die 
Sicherheit des Fachwerkes nul' von gunstigem EinfluB sein, wenn 
diese Grenzwerte bei del' Untersuchung der Ringbeanspruchung und 
Ringformiinderung in Rechnung gesetzt werden. 

2. Ermittelung der Belastung und der Beanspruchung 
des Scheitelringes. 

Um eine einfachere und ubersichtlichere Entwicklung aller Be­
ziehungen zu ermoglichen, werden wir uns im folgenden auf die un­
versteifte Rippenkuppel beschranken und, nebst der auBeren Belastung, 
nur die Stutzenwiderstande Xm, Ym und Zm in Betracht ziehen: die 
sinngemaBe Erweiterung des Vedahrens auf die GraBen Km und Lm 
bietet keine Schwierigkeiten und mage daher dem Leser tiberlassen 
werden. 

Die Gleichungen der Auflagerkrafte del' Nebenrippen lauten, WIe 

auf S. 14 ersichtlich: 
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Xm = ~ [~ Bxx -2( :~YtjJ + ClCy) COS(mPll 

Ym= ~ [~ BXX-2CycOs(mPl]' 

2 tjJ 
Zm = --'--,-".Ayy.sin(mp). 

n 1+ '1' 

Die Widerstande der Hauptrippen sind hingegen in Dbereinstim­
mung mit den Gleichungen 6 durch die Formeln 

n-1 Cl 
Xo = Xoo ---.-Bxx =j= (Q~ + Q~). 

n n n y 

n-1 1 
Yo = Yoo - --. -Bxx =j= Q~ 

n n n y 

bestimmt: hierbei bezieht sich das obere Vorzeichen auf die Rippe 0, 

das untere auf die Rippe n. Fuhrt man in diese Ausdrucke die auf 
S. 13 fur die 0' ermittelten Gleichwerte 

Q~=- (1- :)Cy 

Q~+Q~ = - 1:tjJ [(1-: ) (Cx+CltjJCy)+ tjJ Ayy] 

ein, und beachtet man insbesondere, daB auch 

Q~+Q~ =-Cx+ ! (ClCy + :~YtjJ) 
ist, so ergibt sich: 

Xo = (Xoo -~. Bxx ± Cx) + ~ [~'Bxx =j= 2 (Cl Cy + AY~I')]' 
n II y n y 1+'1' 

Yo = (Yoo -~Bxx ± CY) + ~ [~. Bxx =j= 2Cy]. 
n II y n y 

Vergleicht man diese Werte mit den entsprechenden Wert en der 
Nebenrippen, so erkennt man, daB die in der eckigen Klammer ein­
geschlossenen Ausdrucke bei samtlichen Stlitzpunkten dem gleichen 
Bildungsgesetz folgen und daB sich daher die auBeren Widerstande 
in die vier folgenden Gruppen teilen lassen: 

Cl) Gruppe der zyklisch symmetrischen Krafte. 

Hierzu gehoren die in allen Stutzpunkten auftretenden gleichen 
Widerstande: 

1 Cl 1 1 
Xo = Xm = -.-Bxx , Yo = Ym= -.-Bxx · 

n n y II n y 
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~) Gruppe der vollsymmetrischen Krafte. 

Sie faUt diejenigen KriiJte, welche symmetrisch sowohl in bezug 
auf die Ebene der Hauptrippen (0, n) wie auf diejenige der Mittel­
rippen (k) verteilt sind und ist durch die Gleichungen: 

or. 1 
Xo =--Bxx' Yo =--Bxx 

n y n y 

gekennzeichnet. 

y) Gruppe der halbsymmetrischen Krafie. 

In dieser Gruppe werden die Widerstande, welche bezuglich der 
Ebene der Mittelrippen (k) nur antisymmetrisch veranderlich sind, 
vereinigt. Die entsprechenden Gleichungen lauten: 

Xm = - : (or. Cy + /~YIjJ) cos (mp). 

2 
Ym = --. Cy.cos(mp) 

n 

2 IjJ . 
Zm = - -. --.-,,' Ayy ' sm (mp). 

n 1+ 'I' 

XOn = =F : (or. Cy + /~~ - ; Cx ) 

Yo ==F~(CY-~'CY)' n n 2 

a) Belastungsgruppe des Hauptsystems. 

Hierzu gehoren auBer den auBeren Kraften P nur die vier Wider­
stande Xoo, Xon, Yoo, Yon' 

Del' EinfluB dieser vier Gruppen wird im folgenden der Reihe nach 
untersucht. 

1. EinfluB der zyklisch symmetrischen und vollsymmetri­
schen Krafte. 

Es seien zunachst die Widerstande 
1 or. 

Xo =Xm=-·-Bxx 
n n y 

in Betracht gezogen. Dieselben lassen sich durch eine auf dem Ring­
umfang gleichmaBig verteilte, radial gerichtete Belastung 

nXm or. Bxx 
Pr= --=---

r1t y r1t 

und durch ein entsprechendes Drehungsmoment von der Dichte 
or. Bxx 

tLr = -fpr = -f·-·--
Y r1t 



70 Der SchluBring. 

ersetzen (Abb. 37). Die Belastung Pr ruft im ganzen Ring, wie es das 
Gleichgewioht von vornherein erfordert, die gleiohe Achsialkraft 

rr/, 

991') ... ZIP = r Pr. cos q> ds = r Pr = ~. Bxx J '( 7t 
o 

Abb. 37a. 

z., 
Abb. 37b. 

r 

hervor, wahrend durch das 
Drehungsmoment (Lr in 
allen Querschnitten das 
gleiche radiale Biegungs­
moment 

99b ) ••• ~\P = 

rr/, 

- S (Lr· sin q> ds = 

o 

oc Bxx 
-r(Lr = + f·_·--

'( 7t 

erzeugt wird. 
Um den EinfluB der 

Krafte 

1 Bxx 
Yo =Ym=---

n n '( 

festzustellen, denke man 
sioh wiederum dieselben 
durch eine auf dem Ring-

t., umfang gleichmaBig ver­
teilte lotrechte Belastung 

nYm Bxx 
Pr =--=--

r7t r, '(7t 

und duroh ein gleichmaBiges Drehungsmoment von der Dichte 
I Bxx 

(Lr=Ipr=-·--
r '(7t 

ersetzt (Abb. 38): zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichtes sind nooh 
die an den AnsohluBstellen der Hauptrippen auftretenden vollsym-
metrisohen Krafte oc 1 

Xo = --Bxx' Yo = --Bxx 

und Krii.ftepaare 

hinzuzufiigen. 

n '( n '( 

Bxx 
S = - (I-ocf) 

'( 
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Dem Drehungsmoment Il'r entspricht wie vorhin das unverander­
liche radiale Biegungsmoment 

2 

r' 1 B 
99 c) .•. ~v = -1 [Lr' sin rp ds = --~ 

., y'lt 
o 

~r.,., r ____ 
(_ B.,:z:) 

Is r 
, I 
\, / 

Die Krafte Xo II 

zeigt, die Momente 

........ ,,-
--_~ftr 

.\bb. 38. 

Abh. 38a. 

IX 
- - Bxx rufen im Hauptsystem, wie Abb. 38a 

y 

/,,0 U 0 U 1 0( • 1:0 I:U 
"ov=~ov=O, '~OV='YJOV=2'yBxxrSlllrp, '00\,='00\,=0 
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hervor. Es ist daher in Dbereinstimmung mit den Gleichungen 98: 

~ = 0, Z = + ~. ~. Bx x fr sin cp cos cp dcp = 0, 
r1t y 2. 

o 

und somit im ganzen: 

99d) ••• ~¥' = ~I' = 0, 1)" = .2.. ~ Bxx' r (Sin cp -.:..:.) • 
2 Y 1t 

In ahnlicher Weise entstehen im Hauptsystem unter der Wirkung 
der Kraftepaare S (Abb.38b) die Momente: 

" "-
" "-

"­Y' -------9"/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

Abb. 38b. 

~o !:'u S 
<:"0<: = <"0" = -sinm, Y,°o = Y,uo = 0, . . . 2 T'j I' 'j" 

yO yU S 
1.:0\1' = -"'0\1' = - "2 coscp. 

Die Gleichungen 98 liefern nun: 
~ = 1) = Z = o. 

Mithin auch: 
S 

9ge) •.• ~" = 2" sin cp = 

1 Bxx (I f)' 0 -.- -IX smcp, 1)1' = , 
2 Y 

~~ = - ~~ = - : . cos cp = 

1 Bxx 
--.- (1-lXf)coscp. 

2 y 
Bxx . . 

Durch die Belastung Pr = -- 1m Verem mit den Einzellasten 
yr1t 

1 
Yo = - - Bxx = -1trpr werdenschlie13lichimHauptsystem(Abb.38c) 

n Y 
die Momente 

a=1' 

~~¥' =~g¥, = ;. r2 Pr' sin cp -5 Pr r2. sin (cp -IX) dlX = 

a=O 
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a=,:" 

~gl' = - ~~I" = ~. 1'2Pr' (l-cosip) - r Pr' 1'2 [1- COS (ip - el)] del = 
2 J 

lI.=o 

= 1'2 Pr [~ (1 - cos cp) - cp + sin cp ] 

erzeugt. Auf Grund der Gleichung 98 ergibt sich somit: 

~ = - Pr . 1'2, 't) = Z = 0, 

roT r,nr.dcX 

lut t It It t 11 tit It II t tt It til t t 

IJrrror !.J(rror 

Abb. 38e. 

oder fur den endgultigen Spannungszustand: 

39 f) .•. ~~ = ~~ = - 1'2 Pr (1- ~ . Sincp) = 

Bxx ( 7':.) 0 U = - y 7': . l' 1 - "2 sm cp , YJI' = YJI' = 0 • 

~~ = - ~~ = 1'2 Pr [~(1- coscp) -cp] = Bxx l' [~(l-COSCP)-Cp]. 
, 2 y7': 2 

FaBt man aIle Gleichungen 99 zusammen, so gewinnt man die 
auBerordentlich einfachen Fo1'meln: 

~o ~ll 1 Bx x (2) "I' = "v = -. -'-' (I + 1'-elf) sincp-- • 
2 Y 7': 

100) ... YJ~='t)~= ~.'elB~x1'(Sincp_ ;). 

~~ = - ~~ = -- ~. Bx x [cos cp (I + l' - elf) -- r (1 _ ~)] . 
, , 2 Y 7': 
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2. EinfluB der halbsymmetrischen Krafte. 

Wir betrachten zunachst die Kraftgruppe 

Yo = ±Cy/l--, Ym=--Cycos(mp). 
I 2) 2 

n \ n n 

An deren Statt sei eine stetige lotrechte Belastung 
PI' = Po cos tp 

mit den Widerstanden 

( clI ).s=~C!l 
.s~Cll ~~~~~~~TnnT~~ 

eingefiihrt (Abb.39). Zur Bestimmung der Belastungsdichte Pa dient 
die Gleichgewichtsbedingung: 

7r 
r; 'I' =-2 

'{'=-

C 2 2 \ 2r.-y =2r.-Cy~cos2(rp)=2r2 pl'cos<:pd<:p= 
2 n ,,=0 '0 

Es ist also: 

oder: 

, I' = 0 
;: 

1'=2 

= 2r2po r cos2<:pd<:p = '2pO~' J 2 
<p=o 

2 Cy 
Po = --;--r-' 



Ennittl'lllug del' Bl'ia,.;tnllg IIntl del' Beall"pl'llC imng ul's Scheitelringes. 75 

Da diese Belastung im Abstande I vom Ringumfang angreift, so 
wird noch ein langs der Ringmittellinie stetig verteiltes Drehungs­
moment 

2 C 
Illl" = + I PI' = + -~lcos<p 

1': l' 

nebst den in der Ebenc der Hauptrippen wirkenden Momenten 

hervorgerufen. 

AI,]). 39a . 

. Unter dem unmittelbaren Einflu13 der Belastung PI' mit den zu­
gehiirigen Stiitzkr1iften y~ = ± Cy entstehen im Hauptsystem (Abb. 39a) 
die Momente: 

a=v 
1 '. ~gl"=~gl"=-2Cy.rsin<p+ j po..r.sin(<p-IX)ds = 

a=O 

a=<p 

= - ~ Cy ' l' sin <p + 1'2 Po J cos IX sin (<p - IX) dlX = - ~- Cy r sin ([I (1 - 21':([1) . 

{J. = 0 
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IJ.=I{ 

1 (' 
~\' = -~g\, = -TCyr (1- cos cp) + , p,,' r [1-cos (cp-IX)] ds = 

, 
1/.=0 

a= 'r" 

=- ~ Cyr(1-coSCP)+r2PoS coslX[1-cos(cp-IX)]dlX= 

a=O 

=- ~ cy r[(1-cosCP)-: (Sincp-cpcoscp)]. 

'YI1 = 'YIU = O. 
"o\, "o\, 

Diesen Werten entsprechen auf Grund der Elastizitatsgleichungen 98 
die statisch unbestimmten GroBen: 

1 
; = - -. r CY' 'I) = Z = O. 

2 'It 

Mithin im ganzen: 

;~ = ;~ = _ + r Cy [sin cp ( 1 _ 2: ) - ~ . cos cp] • 

l00a) .. ~~ = _ ~~ = _ + r Cy [(1- cos cp)- ~ (: sincp - cp cos cp) ] • 

Y)0 = 'l)u = O. 
\' \' 

Andererseits werden durch die Kraftepaare So 
n ± lCyundm" 

(Abb.39b) die Momente: 
a =<{' 

1 (' ;g If = ~g\, = - 2 Cy ' sin cp + J rna' sin (cp -IX) ds = 

a=O 

= - ~ Cy sincp + : 1 c:,fc:s IX' sin (cp -IX) dlX = - ~ 1 Cy sin cp (1- 2:) , 
a=O 

I/.=\' 

1 " 
~g 'f = - ~g<{' = + 2 Cy cos cp - j rna' cos (cp -IX) ds = 

1/.=0 

I/.=\, 

) 2 f = -Cycoscp--.lCy cosoc·cos(cp-oc)dlX= 
2 'It , 

a=O 
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im Hauptsystem erzeugt. 
Hierzu ergibt sich auf Grund der Gleichungen 98: 

1 1 
~ = - Cy ' -, "I) = Z = 0, 

2 1t 

und daher auch: 

~~ = ~~ = _ ~ ICy [Sinrp (1- 2: ) - ~ cosrp] , 

lOOb) .. ~~ = _ ~~ = ~ I Cy [cos rp (1 - 21t
rp ) - ~ . sin rp] , 

Ylo = YlU = O. 
"'1' "'1 

/ 
.y 11./ 
~o, 

Ahb. 3911. 

Werden die Formeln lOOa und lOOb vereinigt, so erhii.lt man 
insgesamt: 

~~ = ~~ = - ~ (l + r) Cy [sin cp (1- 21tIP) - ~ cos rp] , 
"1)0 = "I)u = 0, 

'f 'I 

lOoe) .. ~~=_~~=; (J+r) Cy [COScp (1- 2:)_ ~ .Sinrp]-

- ~ .rCY(1-: .sinrp). 

Wir fligen nun die Kraftgruppe: 

XOn= ±[Cx- ~(XCy+ 1~~)]' Xm=-: (OCCy+ /~y~)cos(mp), 
2 ~ 

Zm = --. --,-y,.Ayy.sin(mp) 
n 1+ 'I' 
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hinzu (Abb. 40). Es lii3t sich ohne weiteres leicht nachweisen, daB die 
Gleichgewichtsbedingung 

n 
m=-

2 

XOn = L [Xm• cos(mp) + Zm' sin (mp)] 
m =1 

von vornherein erfiillt ist. Wir konnen also wiederum die Krafte 

Xo = =t= ~(rxCy + AY~I.)' Xm = -~(rxCv + Ay:l.) cos (mp) 
n n 1+'Y n' 1+'Y 

Abb. 40. 

durch eine wagerechte, stetige radiale Belastung 

PI' = Po cos ql , 

und ebenso die Krafte 
2 ~ 

Zm = --. --.1. .Ayy ' sin (mo) 
n 1+'Y • 

durch eine stetige tangentiale Belastung 

P~ = Po sin q:> 

ersetzen. Es ist hierbei offensichtlich 

~=~+ rxCy .(1+~) 
Po ~ Ayy ~ 

und ferner auf Grund der vorhin aufgestellten Gleichgewichtsbedingung: 
;: 

<;=-
2 

XOn = ± Cx = ± 2J(PI" cos + p~. sinq:» ds = ± r ~ (Po + po)· 

<;=0 
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All]). 41. 

S' 1 .n Y;2 ff1-o· r 2:" 

1 .n 2·f1-o·rZ 

Ahb. 4:2. 

Aus diesen heiden Gleichungen ergehen sich die Belastungsdichten 
zu 

2 ( tjJ) 2 ( Ayy ) Po=- Cx-Ayy--,-J, =- ocCy +--,-1. ' 
n'r 1+'t' n'r 1+'t' 

,2 tjJ 
Po = -,Ayy '--' 

n'r 1+tjJ 
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Da die betrachtete Kraftgruppe im Abstand 1 von del' Ringmittel­
linie und in del' Tiefe f unterhalb del' Ringebene angreift, so treten zu­
gleich, wie Abb. 41 zeigt, die stetig veranderlichen Drehungsmomente 

illl" = f PI" ' ill~ = f P~' (L~ = I P~ 

mit den zugehOrigen Kraftepaaren 

SOn = =f f ex 
auf. 

Die unmittelbare Wirkung der Belastungen PI" und ml" auf das 
Hauptsystem ist entsprechend Abb.42 durch die Gleichungen 

2 a= <f 

~gl" = ~~I" = sin cp r ill\<, cos ipdS-\ illa ' sin (ip - oc) ds = 
,; OJ 

o (1.=0 

2 a=1" 

~~v = - ~~I" = - cos cpS illl'" cos cp ds + 5 illa ' cos(cp-oc)ds =-

o (1.=0 

2 (1.= I" 

"r;gl" = 'Y)~I" = - r sin cp Spl'" coscp ds + rJPa . sin (ip - oc) ds =-

o (1.=0 

gekennzeichnet. Zu diesen Ausdrucken gehOren auf Grund der Glei­
chungen 98 die Werte: 

~=_frPO , 
4 

'Y)=o, 
1 

Z=--rpo' 
4 
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und daher in Dbereinstimmung mit den Gleichungen 94: 

~o = ~u = f r Po [Sin !fl (~-!fl) - ~ cos Ifl] , 
rp If 2 4 2 

lOOd) .. 

= ~ f (Ox - Ay y l!~) [Sin!fl (1 -2:) - ~ . cos!fl J ' 

~o = - ~u = - f r Po [cosm (~ - m) - ~ . sin mJ 
If If 2 T2 T 2 T' 

= - ~ f (Cx-Ayy l:~ ) [COSIfl(l- 2:)_ ~ .Sin lfl]. 

~~=~~= -r2 ~o [Sin!fl(~ -Ifl)- ~ 'COSIflJ, 

= -~.r (C.-A -~ ) [Sin m (l-~)_~.cosml' 2 x yy 1 + ~ T 7t 7t T 

0" 
Y~ff{L~·r -: 

; '{L~.r+ 

; p;.r-: 
s" 1 Jl T~2fjZ~·r2 

A bh. 43. 

Die am Ring selbst angreifenden tangentialen KriHte prp' erzeugen 
im Hauptsystem (Abb. 43) die Momente: 

:\f a r r us. Raumfachwcrkc. fi 
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2 a=<p 

1Jg<p = 1Jg<p = -rSi~1p.rp~· sin1p ds-r.rp~ [1-cos(1p-oc)]ds =-

o a=O 

wahrend durch die Krii.ftepaare m~ und (L~ die Zusatzmomente 

7r: 

2 a='f 

~g<P =:= ~<p = sin cp,f m~ . sin cp ds -,f m; . cos (cp - oc) ds = 

2 a=<p 

c:g<p = - ~I' = -COSCP,f m~. sin cpdS-S m~. sin (cp-oc) ds = -

n 

<p <p 

1)~ = 1Jg <p = f (L~ ds = r) PO fsin cp dcp = 1 r Po (1 - cos cp) 
< • 
n 0 

hervorgerufen werden. Hierzu !iefem die Gleichungen 98: 

POI 4 1 (1) 1, . ~=-fr- 1- t' 1)= por2 1-- ; Z=-·po(3r-41). 4 G.Iz r 4 
1+--

EIx . 

und mithin: 



~~ = ~~ = fr ~o [.m~(; -~)- : OO"~ [,- 1 + ~I] = 

l E Ix 

2 1 + 'f 7t 7t G Iz = ~. f ~. AYY[Sincp (1-~) -~cos cp fl1 4 I]' 
1+­

EIx 

~o = _ ~u = _ £ r Po [cos ro(~-cp) - ~sincp [1---4 1] = 

l+_x 'f 'f 2 T 2 1t EI j 
GIz 

1 IjJ [( 2CP) 1 . [ 4] = -2'£ 1 + fAyy coscp 1----;- --;'smcp 1 1+ ~~: ' 

~~ = ~~ = -Po' r; [Sincp(; -cp)- : COScp] = 

1 IjJ [ . ( 2 cp) 1 ] = - 2 . r 1 + IjJ • Ay y sm cp 1 - ---;- - -;; . cos <p • 

Aus diesen Formeln erhalt man sehlieBlieh im Verein mit den 
Gleiehungen WOe und 100d als GesamteinfluB der halbsymmetrisehen 
Krafte1) : 

1) Der EinfluB des Verhaltnisses der aquatorialen und polaren Tragheits­
momente des Ringes ist, wie die bisherigen Entwickelungen zeigen, nur fiir die 
halbsymmetrischen Krafte, und zwar nur bei raumlicher oder tangentialer Stiitzung 
von Belang. Er scheidet hingegen bei ebener oder radialer Stiitzung vollkommen 
aus. 

6* 
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3. Einfl uB der Belastung des Hauptsystems. 

1st die linke Hauptrippe (0) aHein durch die auBeren Krafte P 
belastet (Abb. 44), so wirken am Scheitelring die wagerechten Krafte 
H = Xon' die lotrechten Querkrafte ± Yon' die Kra£tepaare Sn = I Yon 
-fXon' So = (1+2r)Yon -fXon, 
oder 

o 

Yoo 

Abb. 44. 

ma=r..ril1r' 
m.lJ="'(~':"cosr') 
Ob= r..rin?? 

Diese Kraftgruppe ruft im Hauptsystem die inneren Widerstande 

o l:"U 1 1 1 
~ol" = ~I" = -"2' sincp So +"2 Yon' r sincp = -"2 .sincp[(l+r)YOn-fXou], 

~o ~u 1 1 
-"01" = -~I' = + "2"coscpSo+"2 YOn"r(l-coscp) = 

1 r 
= + "2" coscp [(1 + r) YOn - f Xonl + "2 Yo n' 

o _ u __ 1 . 
'YJOI' - 'YJOI' - "2Xon·rsmcp 

hervor. Denselben entsprechen auf Grund der Gleichung 98 die Werte: 
r 

'Yj=Xon"-' Z=o. 
1t 
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Zur Darstellung des endgiiltigen Spannungszustandes dienen also 
die Gleichungen: 

101) ... 

o U 1 21' YOn 
~¥' = ~I" = --. sincp[(l+r)Yon-f XOn]-- . cos • -~'::-

2 7t GIz 1+­
Elx 

~~=-~~=+~ coscp[(l+r)YOn-fXon]+ 

l' f 4 sincp 1 +-.yo 1--· , 
2 n 7t Glz 

l l+-J Elx 

'1)0 = '1)u = -XOn ' ~(Sin cp _!). 
If 'f 2 7t 

3. Die Formanderung des Schlu8ringes und ihr Einftu8 auf die 
Spannungsverteilung im Fachwerk. 

Durch die bisherigen Untersuchungen ist der Beweis wohl er­
bracht, daB trotz der hohen statischen Unbestimmtheit und trotz des 
verwickelten Krafteangriffes die Beanspruchung des SchluBringes auf 
Grund verhaltnismaBig einfacher Formeln errechnet werden kann. 
Das nachste Ziel unserer Arbeit ist es nun, die entsprechende elastische 
Formanderung zu bestimmen und ihren EinfluB auf die Kriifteverteilung 
im Gerippe zu ermitteln. 

Es ist ohne wei teres augenscheinlich, daB das eigentliche Fachwerk 
eine umso groBere Beanspruchung erleidet, je betrachtlicher die Nach­
giebigkeit des Kopfringes ist. Wenn man also bei der Untersuchung 
des gesamten Gebildes dem SchluBring diejenige Formanderung, welche 
den hochsten Grenzwerten der Ringbelastung entsprechen wfirde, zu­
weist, so konnen zur Bemessung des Gerippes nur zu groBe Spannungs­
werte1), welche die Sicherheit der Konstruktion giinstig beeinflussen, 
gewonnen werden. 

Auf Grund dieser tJberlegung werden wir im folgenden die zusatz­
lichen Stiitzenwiderstande des Fachwerkes unter der Voraussetzung, 
daB der Scheitelring die fUr einen starren Ring in Betracht kommenden 
Spannkriifte aufzunehmen hat, zu ermitteln versuchen. 

Am einfachsten liiBt sich der EinfluB der durch die zyklisch sym­
metrischen Krafte erzeugten Ringformanderungen feststellen. In allen 
Stiitzpunkten entsteht unter deren Wirkung der gleiche radiale Wider­
stand ~X, in allen Rippen das gleiche Biegungsmoment M = - Y ~X, 

1) Die Einfiihrung diesel' hOheren Spannungswerte ist auch hinsichtlich einer 
wirtschaftlichen Querschnittsbemessung gerechtfertigt, weil dieselben sich bei 
normalen Konstruktionen von den genauen Werten nur wenig unterscheiden. 
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wahrend in allen Ringquerschnitten nebst den vorhin2) ermittelten 
Spannkraften 

ZI'=~Bxx, ~ =_Bxx (I-cd) 
y 1t' 'P y1t' 

die gleichen Achsialkrafte 
, n 6.x 

Z,n = rPr =--
T 1t' ' 

und die gleichen Biegungsmomente 
~, n 6.x 
c" = - r fLr = + --. f 

1t' 

hervorgerufen werden (Abb. 37). Die Bestimmungsgleichung fur 6.X 
lautet: 

1 ~ 

f 8M ds (' 8Z~ ds 
102) . .. 2n M.--.-+ 2,(Zv+ Z~)--' ._+ 

, 86.x EI ,J 86.X EFz 
o 0 

C !: E' 8~~ ds + 2J (<.,1' + -It) 86.X· EIx = O. 
o 

Unter Fz ist hierbei der Inhalt des Ringquerschnittes zu verstehen. 
Die Entwick1ung dieser Gleichung 1iefert: 

A lsi ds (1 £2 )1 B xx r a: +2nLlX y2_+r -+- +2nr.-)--f 
E I E F z EIx Y l E F z 

o 
und daher: 

~-f (l-a:f) 
A Bxx E Fz E Ix 

103) . .. LlX = - r - . --::1----'=-----=----

Y r 2 ds (1 £2 ) J y E I + r E F z + E Ix 
o 

a: 

(i-a: f)} = 0 
E Ix 

Diese Gleichung 1aBt erkennen, da das Glied E F im allgemeinen 
z 

k1 . 1 f (1- a:f). d B d' N h' b' k' d R' . E t emer a s ~- 1st, a lC ac gle 19 elt es mges eme n-
x 

1astung der in der Nahe der be1asteten Hauptrippe befindlichen Neben-

rippen (m < ; ) und eine umso h6here Beanspruchung der an der ent-

gegengesetzten Seite ge1egenen Rippen (m > ~ ) zur Fo1ge hat. 

2) Vgl. Gleiohung 99a, 99b und 990. 
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Urn nun die allgemeine Lasung der Aufgabe bei beliebiger Ring­
belastung und Ringformanderung zu erzielen, seien in allen Sttitzpunkten 
der Nebenrippen die Widerstande ~Xm. ~ Ym• ~Zm eingeftihrt (Abb. 45). 
Sie rufen die Momente1) 

104) ... Mm = x~YIll-Y~XIll' IJRm = u~Zm. Will = v~Zm 

;\bh. -1-5. 

hervor. Die zugehorigen Spannungswerte der Hauptrippen sind, wenn 
wie fruher 

III =11-1 III = 11-1 
1.: ~Ym = .o,ly, 1.: ~Xm' cos (m p) = .oax, 
111=1 111=1 

111=11-1 m=II-1 
L ~Y1I1.cos(mp) = Oay. L ~ZIll·sin(mp)=Oaz 
Ill=~ m=1 

gesetzt wird: 

l04a) .. dXon = -OCO,ly =F (Oax + O;lz). dYoII = -O,ly + O;'y, 

MOil = (oc Y - x) Oay + x O,ly + Y (Oax + O;'z)· 

Der Belastungszustand2) ~Xm = 1 ruft in den Neben- und Haupt­
rippen die Momente 

M;II = - y, M~II = ± y. cos (m p) 

1) VgI. Abb.5 und Gleichung 1. 
2) Vgl. Abb.9 und Gleichung 7a. 
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und im Ring, wie aus Abb.46 ersichtlich, die Momente1) 

1 
~~ = -"2' sin <p' f cos (m p) + f. sin (<p - m p), 

1'" 1 
""'P = ± "2' cos tp • f . cos (m p) =+= f . cos (<p - m p), 

1 
'1)~ = "2' r sin<p' cos (m p) -r sin (rp- m p) 

hervor. Das obere Vorzeichen bezieht sich hierbei auf die obere, das 
untere auf die untere Ringhalfte. Die Funktionen sin (rp - m p) und 
cos (tp - m p) sind nur fur die Winkel tp > m pin Rechnung zu stellen. 
Die Elastizitatsbedingung 

I 7t 71: 7r 

5 M' S~' 5 '1)' S~' M·-· ds + 2 ~'P' _'P • ds + 2 '1)'P' _'P ds + 2 ~I" -L ds = 0 
E I E Ix E Iy G Iz 

o 0 0 0 

liefert fur diesen Belastungszustand: 

105) . .. 

Beachtet man aber, daB auf Grund der Hauptelastizitatsgleichun­
gen 96 ... 

1) Da es sich bei der Aufstellung der Arbeitsgleichung um einen erdachten 
Belastungszustand handelt, so darf dem Ring eine statisch bestimmte Gliederung 
zugewiesen werden. Die Momentenwerte beziehen sich daher auf das unrnittelbar 
neben der Hauptrippe 0 durchgeschnittene Hauptsystem. 
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sein mu.B, und setzt man zur Abkurzung: 

r2 \" r 7!'{ YJr f [ ;, 
I .) --.sin(rp-mp)-- --.sin(rp-mp)-

lOO} .. 'YL~.~I';mp Ely r Elx 

~o El -~.cOS(rp-mp)l}drp=mm' 
G lz 

.\bb. ·Hi. 

~ =f l (lrC0811Zf')-a-f 

.\bl). 47. 

so lautet die erste Elastizitatsgleichung: 

l(1-COS 171f') -a-f =sn 

iLti'=r.sil7(r;;-mp) -, . 00 =r,slI7fj7 
bo'~r'(1-COSr;;/ 
ba'=r· [t-cos(r;;-mp)] 
bc=r.sil7r;; 

107) . .. ~Xm -IX ~Ym = ~{m - (,0;) x + O;)z -IX O;Jy) cos(m pl. 

Betrachten wir jetzt den Belastungszustand 1) ~ Ym = 1 (Abb. 47). 
Die Neben- und Hauptrippen werden durch Momente 

:M~ = + x, MOll = IX Y - x [1 ± cos (m p)], 

1) Vgl. Abb. 10 und Gleichung 8a. 
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der Ring hingegen durch Momente: 

1 
~~ = 2"' sincp { (1 + I) [1 + ('os (m p)] - IX f} - (I + r). sin (cp - m p), 

=F {r [l-cos(cp -m p)]-I. cos(cp - m p)} 

, IX . 
"1)1' = 2".rsmcp 

beansprucht. Wendet man auf diesen Kriiftezustand die Arbeits­
gleichung 

I 'I'=rr: 

SM. M' .ds + 2r{~.~~+~.~~+ ~'"1)~}dS=O 
E I J E Ix G Iz . E III' 

o 1"= 0 

an, so erhiilt man: 

108) . .. 

I 
" ds 

[aYm-Ojy·cos(mp)] J x2 EI-[aXm-(Oax+ 

o 
I I . 

+ OJz) cos (mp)] S xy :~ + O,)y J'(OC Y- X)2 :~ 
o 0 

+~{(I+r)[1+cOS(mp)]-IX0r(rr: ~I' .sincp-
2 J Elx 

'1'=0 

_ ~ cos cp) dcp + ~ [1 + cos {m p;] (:-:-~ dcp + 
Glz 2 J G Iz 

'1'=0 
'I'=rr: 

+ ~.r2r ~. sin cpdcp 
2 J Ely 

1'=0 

_ r (I + r:S=[rr: ~II' .sin{cp- m cp) - ~.cos{cp-mcp)] dcp-
E Ix G Iz 

I'=mp 

=0 
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oder auch, wenn man wiederum berucksichtigt, daB aIle auf den ganzen 
Ringumfang zu erstreckenden Integrale verschwinden, und die Rilfs­
bezeichnung 

~I' }d - In + G I z cP - "-'m 

einfuhrt: 

110) ... ~Ym -~~xm = j8m-yQ,)y- cos (mp) [Q;)y- ~ (Q,ix + Q;)z)]' 

1.F'. . 2:J .,stnm 

Abl,. -lX. 

SchlieBlich erhiilt man ftir den in Abb. 48 dargestellten Belastungs­
zustand 1): 

9JI:n = +u, W~l = +v, 1\lO u = ±y.sin(mp), 

1 
~~ = - 2 . f . sin Ijl . sin (m p) + f . cos (Ijl- m p), 

1 
~~ = ± 2·f,cosljl.sin(mp) ±f.sin(cp-mp). 

1 
.~; = 2' r sincp. sin (mp) + [(r + 1) -r· cos (cp-mp)), 

1) Vgl. Abb. 11 und Gleichung 9a. 
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und in Vbereinstimmung mit der Elastizitatsgleichung 
1 

r[~.M' + ~.ffi1' + ~'W']dS+ J EI E I' G Ip 
o • 

tp=7r 

+ l{ ~I' .~~+ ~'~~+~'"fJ~}dS= 0 J Elx Glz E Iy 
1'=0 

111} •.. ~Zm = ~'(£m-~(O"x+ O;)z-()(.Oay) sin(m p), 

wobei 
<p=1r 

112} ... (£m= __ r_2_ 5{~[~.cos(q>-mp)+ 
1 r Elx f 2 ds <p=mp 

y EI , 
o 

+ ~. Sin(tp-m p)] + [r + 1 -cos(tp-m P)]~} drp 
G Iz rEly 

Die drei Hauptgleichungen 107, 110, 111 lie£ern nach den ublichen 
Umformungen: 

113} ... 

~Xm = ~ (~m + ()(. 58m) - ()(. Oay - (Oax + O,}z) cos (m p), 
Y 
1 , 

~Ym = -(58m+ ~~m)-Oay-Oay·cos(mp), 
y 

LlZm = \jJ C:i'm-\jJ ('o~x + n;'z-IX'oh)sin(mp). 

Hieraus £olgt durch Summation: 
m=Il-1 

~ ~Xm' cos(m p) = O;)x = 
m=l 

= ~ m~~t~m + IX 58m)' cos (mp) - (; -1) (,o;)x + O;'z), 

m=Il-1 1 m=Il-1 I m~~~Ym = Oay = y ~ 08m+ ~~m)-(n-1)0<ly, 

114) ... ~~Ym.cos(mp)=OJy= 
m=l 

m=Il-1 

1 m=Il-1 (n ) 
=- ~(58m+~~m)cos(mp)- 2-1 O;)y, 

Y m=l 

~ AZm·sin(mp) = Oaz = 
m=l 

m=Il-1 

= \jJ L C:i'm' sin(mp)-\jJ. ~(nax + O;)Z - IXOay)' 
m=l 2 
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oder in anderer Gliederung: 
1 m=n-l 

noy = + n y ~ (18m + ~ ~m)' 
2 m=n-l 

nay = + n y ~ (18m + ~ ~m) cos (m p), 

115). . . 2 {m=n-l 
n;,X"+n;,z = - 2'~m·cos(mp)+ 

n m=l 

93 

~ m=n-l[ ]} 
+ 1+~ 6 ~ (?Sm+~~m)cos(mP)-(£m·sin(mp) . 

Urn die Auswer-tung dieser Gleichungen zu ermaglichen, braucht 
man nur in den Ausdrucken Wnp 58m und ~m die Werte ~I" '1)1" und ~I" 
durch die am Anfang dieses Abschnittes fur den starren Ring ermittelten 
Werte1) zu ersetzen. Es ist dann auf Grund dieser bekannten GraBen 
nicht schwer, die in den Gleichungen der W-, 58- und ~-Werte enthal­
tenen Integrationen zu voIlziehen und aIle in den Gleichungen 113 
und 115 vorkommenden Summen zu errechnen. Hat man auf Grund 
letzterer Formeln sowohl die einzelnen Widerstande ~X, ~ Y, ~Z, 

als deren Summen n,lx, nay, n()z bestimmt, so sind aIle zur voIlstan­
digen Lasung der Aufgabe erforderlichen Unterlagen gewonnen. 

Die Gleiehungen, welehe, urn dies Ziel zu erreichen, angewandt 
werden mussen, sind im Grunde verhaltnismal3ig so einfach, daB es 
fast immer lohnend sein durfte, die Berechnung eines raumlichen Pfosten­
fachwerkes durch die scharfere Untersuchung des Einfiusses der Nach­
giebigkeit des Scheitelringes zum AbschluB zu bringen. 

1) Vgl. die FormeIn 100, l00f und 101. 
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