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2. Abteilung:

Aie Hongruens der Hmfinge der Figuren,

I ®as Dreied,

1, Gin Dreied.

§59. Die Bildung des Dreiecks,
8 ®erade fommen entwebder pavallel gehen, oder fidh) in einem

ober 2 Punften fchneiden.

Sm letsteren Falle gehen 2 Gerade

parallel und werben vou der 3ten Gevadben in 2 Puniten gejdnitten.

I

VAN

Sn allen diejen Fillen entftehen be-
fannte Winfel und Wintel-Paare,

Wenn 3 Gerabe jo gerichtet
find, daf fid immer nur je 2 Ge-
vabe in einem Punfte jdueiden,
o {dmeiden fich) biefelben nad) F,

§ 18 in X

dentenn 3mal je 2 Punfie in einer
evaden liegen.
Diefe 3 Geraben {hliefen eine

= 3 Punlten, von

Hlide von allen Seiten ein und DHilden daher bden Umfang einex

Figur. Fig. L.

Nach) § 6 Heifen die Glieder eines Umfanges Seiten.

eiten eined Umfangs.

" Dreifeit heifit eine von 3 Geraben begrenste Figur.
1o Gden Deifen bdie Snittpuntte zweier veridieden gervidteten

F. Gin Dreifeit hat (nach) F, § 18) 3 Ecfen.

% Dreted heiftt eine Figur, deren Umfang 8 Ecden Hat.

Der Name eined Dreiedd twird mit 3 grofen lateinijhen Bud)-
ftaben gejchrieben und in bderjenigen Budftabenfolge gelefen, in
welder das Auge die Reihenfolge der Eden am Umfang wahrnimmt.
Da biefe Reihenfolge eine doppelte, entgegengefehte jein fann, fo
hat jeded Dreied zwei entgegengefjeste Namen. Stellt man

Sdindler, Planimetrie IL.
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fid vor, daB innerhalb des Umfangs ein Uhrseiger befeftigt ift, jo
hetpt detjenige Dreiedts-Name pofitiv, deffen Budjtabenfolge der po-
fitiven Drehung des Uhrzeigers entipricht, der anbdere entgegengefepte
Name negativ.

Bum Unterfdhiede von einem Wintel-Namen exhalt der Dretects-
Name ein vorangejtellted Dreteds-Jeidern.

Nad) Fig. I find 3. B. pofitiv die Namen A ABC, A BCA,
A CABj negativ die Namen A BAC, A ACB, A CBA.

§ 60. Die Dreiechs-Stiicke.

Gin Dretedd-Umfang (4t unterjdeiden 3 Seiten. Die Mak-
sahlen der Ceiten eined Dreiedd werden mit denjenigen fleinen
lateinijhen Budjftaben begeichnet, welde bden grofen Budhjtaben

ihrer Gegeneden entjpre-

I den.  Die Langen-Ginfeit
1 m wird fortgelajfen, weil
alle Gtreden=Jahlen al3
Meter = Jahlen angegeben
werben.  Vgl. Fig. L

Gin  Dreieds - Umfang
o7 (Gt ferner 38 Wintelunter-
jdheident, mweldje tnnerhalb
bes Umfangs ltegen. Die Mapzafhlen der inneren Winfel eines
Dreieds werden durd bdiejenigen leinen griedhijhen Budhjtaben be-
seihnet, weldhe den grofen Budftaben ihrer Scheitelpuntte entjpredyen.
Die Wintel-Ginheit 1° wird fortgelaffen, weil alle Winfel-3ahlen al3
Grad-3ahlen angegeben werben. Bgl. Fig. L

Gin Dreieds-Umfang ikt aud) jolche Wintel unterjcheiden, welche
pie Ridhtung eines tnneren Schenfel8 mit der entgegengejebten Rich-
tung des folgenden bilbet. A ACM in PHig. L.

NuBen=Wintel eines Dretedd heifit derjenige Dretects-Winfel,
welden die Ridhtung eined inneven Schenfels mit bder entgegenge-
fegten Ridhtung des folgenden bilbet.

F,. Qedber Aupen-Winfel eines Dreieds bilbet mit dem an-
liegenden Snnen-Wintel ein Nebenwintel-Paar.

Dietedsd-Stiide YeiBen die Seiten und Winfel eined Dreteds-
Umfangs.

§ 61. Homologe Dreiecks-Sticke.

Kongruente Dretede {ind gleid.
F,. Gleihe Dreiede Haben gleidhe Seiten und gleidhe Wintel.
Die entipredjend gleihen Stiide gleiher Dreiede find darvan



5] §61. Homologe Dreieds-Stiide. — § 64. Die Wintel eined Dreieds. 3

erfennbar, dap bdie entjprechend gleihen Seiten entjpredhend gleiche
Gegenwinfel und entfpredend
I A gleiche Wintel entfprechend gleiche
Begenfeiten Haben. Bgl. Fig. L
Homologe Stitde Dei-
pen in fongruenten Dreteden
die Gegenfeiten gleicher Wintel
und bdie Gegenwinfel gleidjer
Seiten.
F,. Su fongruenten Dretecen
find bie homologen Stiide ein-
ander gleid).

§ 62. Die Besichungen der Dreiecks-Stiicke,

Die Gtiide eined Dreteds beftehen in Seiten und Winfeln. Die
gegenfeitigen Begiehungen bder Dreiectd-Ctitdfe fonnen daher dreifad
verjdieden jetn.

1. Gegenfeitige Begiehungen ber Seiten.

2. " " y Winfel,

3. " " , ©Geiten und Wintel.

§ 63. Die SBeiten des Dreiecks.
H. Gegeben A ABC mit ben Streden jeiner Seiten BC = q,
CA=05, AB=c. $ig. L
B. Nadh Gs § 10 ift & + ¢ > q,

A I c+a>b,
a+b>c

Da ferner & + ¢ = a, fo folgt,

) NG wenn man auf beidben Seiten b abjieht,

c>a—0bodera—b<e
Gbenfo ift a4+ b >c. Folglid
c g bdurd) Gubtraftion von a: & >c¢ — a
“ oder ¢ — a << by folglih durdh) Sub-
traftion von b: a =>c¢ — b ober ¢ — b < a.
Th. ¢ +b=>a ¢c—b<<a,
c+a>bund c—a<<h,
a+b>c a—b<e.
Sn etem Dreied ift die Summe von 2 Seiten jtetd groger
al8 bdie dritte Seite, und die Differens von 2 Seiten ftets Fleiner
al3 bie dritte Seite.

§ 64. Die Winkel eines Dreiecks,
H. Gegeben A ABC mit feinen Winfeln £ BAC = 4 «,
A ABC= 4 8, & ACB= 4 y. Fig. L
1*
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B. Um bdie Dreieds-Winfel mit befannten Wintel-Paaren ver-
gleihen zu tonnen, fonftruiere man durch A bdie Gerabe MN || BC.
Damn ift £ MAC = A ACB = £ y al3 Wedfelwinte!,

& NAB= A ABC = A § al3 Wedjjelwintel.
Folglidh L a—+ A B+ £ y=

T A MAC + L o+ A BAN=
2 R.

M A4 N. Th. e+ AR+ L y=
(1) /ax(B) 2 R.

Die Summe der drei inneven
Winfel eines Dveieds ift ftets
gleid) 2 Rechten.
¥ 3 F.. BWenn in einem Dreiede 2
¢ B Winfel Dbefannt f{ind, fo it der
britte Wintel durd) fie beftimmd.
H. Gegeben A ABC mit feinen 8 inneren Dreieds-Winteln
und einem Yupemwintel £ ABM. Fig. I
B. Nm ben uBenwintel £ ABM mit den inneven Dreieds-
Winfeln durd) befanmte Wintel-Paare in Begiehung zu bringen,
fonftruiere man durd) B die Gerabe BP | CA. Dann it
A ABP = A BAC = A « a3 Wed)felwinte!,
A PBM= A ACB = A y dl8 torrejpoundente Winfel,
Folglih £ ABM= A ABP+ A PBM = A o+ A y.
Folglih £ ABM — A = A y.
Th. A ABM = A o + Ay und £ ABM — £ «
= A 7.
Run find A «und £ y bdiejenigen IJunen-Wintel Hes Dreteds,
welde bem AuRen-
I winfel A ABM
4 A nicht ald8 Neben-
o /2 winfel anliegen, wie
/ A B85 fobann ift der
/ Beweis fiir jeben
/ anberen uBenvin-

/ fel berjelbe.
¥ N _ Der  Aufen-
¢ B M winfel eined Drei-
edd ift ftets gleid)
ber Summe der beidben {hm nidht anliegenden Jnnen-Winfel; und
ber Unteridhied eines Aupenwinfels und eined thm nidht anliegenden
Snnen-Winteld ijt ftets gleid) dem andeven ihm nicht anltegenden
Knnen-Winfel, i
F. Der Aubenwinel eines Dreieds ift ftets grofer ald ein ihm
nidht anliegender Jnnen-Wintel.




77] § 64. Die Winkel eined Dreieds. — § 66. Jwei gleiche Dreieds-Stiide. 5

Fy. Jn jebem Dreted giebt e nur einen Redhten, und nuy
etnen jlumpfen Wintel. ,
Fo. Qn jebem Dreted giebt e8 minbdefted zivei jpige Wintel.
E,, Redtwinflig heiht ein Dreied, wenn ein Junen-Wintel ein
Redhter ift.
By Stumpfwinilig Heift ein Dreied, wenn ein Innen-Wintel
ein flumpfer Winfel ift.
Ey, Cpibwinflig Deift ein Dreied, wenn alle Snnen- Wintel
pige Winfel fiud.
F. RNad) den Winfeln werben die Dreiede eingeteilt in rvedht-
winflige, ftumpfwintlige und fpibwintlige Dretede.

§ 6b5. Die Heiten und Winkel cines Dreiecks.

Wenn man die Seiten eined Dreieds mit ben Winteln desjelben
vergleicht, und umgefehrt; jo Younen je 2 verglihene Seiten, welde
die Schenfel bes von ihmnen eingejhlojfenen Wintels bilden, gleidh
ober ungleid) jein.

[H Gleigidhentlig heiht ein Dreied, wenn die Seiten, welde
dle Sdentel eines Junen-Wintels bilben, gleid) lang find.

By Gleidhfeitig Deit ein Dreied, wenn alle 8 Seiten einander
gleidy find.

F. Nad) dben Seiten werben bdie Dreiede eingeteilt in gleidy-
fhentlige unbd gleidhfeitige Dreiecte.

§ 66. Bwei gleidhe Dreiecks-Sticke.

H. Gegeben A ABC mit AB = AC=1"5. $ig. L.

B. Wenn man A ABC amnnimmt af8 bejtehend aus 2 fou-
gruenten Dreieden, von denen dag Dreied mit den punttierten Seiten
pas jweite fongruente Dreied jein joll;
fo fann man bdag jweite Dreied vom
erften abheben unbd iieber jo ouj das
exfte legen, daf ber von Deiden gleichen
Ceiten  eingejdloflene £ BAC mit
A CAB Yongruent toird, daf jedodh
AB in die Ridhtung von AC und AC in
die RiGtung von AB fillt. Dann
mup, weil AB = AC =15 ijt, B auf
C und C auf B fallen; dann mufy BC

A ABC und £ ACB find bdie Gegenmwinfel bder gleichen
Seiten AC und A4B.
Ly Wenn in einem Dreted 2 Seiten gleid find, fo find aud
ihre Gegenmwintel gleid).
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H. Gegeben A ABC, darin £ ABC= 4 ACB = 4 8.
Tig. 1L
B. Wenn man A ABC annimmt a8 beftehend aus 2 fon-
gruenten Dreieden, von Ddemen bas punftierte Drveie bdas weite
fongruente Dreied fein foll; jo
fann man bdied jweite Drefed
vomt exjten abheben und wieder jo
auf dasd erfte Dreied legen, dap
ber betden gleihen Winfeln ge-
meinfame Sdenfel BC mit (B
fongruent wird, daf jeboch) B2
und 22 B wirh. Dann muf,
wegen der Gleidheit der Wintel
\ . 8, BA in bie Ridtung von CA
BV und 4 in bie Ridhtung von BA
und folglid) dev Schnittpuntt diefer beiden Seiten auf A fallen. Dann
muf alfo B4 22 C4 fein.
Th. BA = CA.
BA und CA fjind die Gegenfeiten der beiden gleiden Wintel.
Ly, Wenn in einem Dreiede 2 Wintel gleid find, fo find audh
ihre Gegenfeiten gleid).
F. Ly it die Umbehrung von L.

§ 67. Bwei ungleidje Dreiechs-Htiidee.

H. Gegeben A ABC, darin ¢ > b. Hig. L.

B. Wenn man A ABC annimmt a3 Dbejtehend aus 2 fon-
grienten Dreieden, von bdenen bdasd punftierte Drefed das Fweite
fongruente Dreiedf fein foll; o fann
man died zweite Dreied vom exften
abheben und wieder fo auf das exjte
legent, dafp Der von bden beiden un-
gletdhen Seiten eingefdhlofjene Wintel
A BAC mit £ CAB fongruent
wird, daff jedbod) AB in die Ridh=
tung von AC und AC in die
Ridtung von AB fillt. Dann
mup B, auerhaldb AC und C
tnnerhald AB fallen. Dann mup
B, (; die Gerade BC in D jdhriei-
ben. Dann it £ ACD ein Aufenwintel von A DCB, alfo
mup A ACB > A AB,C;, aljo audy £ ACB > A ABC fein.

Th. £ ACB > 4 ABC.

4 ACB ijt der Gegemwintel der grifeven Seite ¢, £ ABC
ber Gegenwintel der fletiteren Seite 5.




79] § 67. Jwei ungleidye Dreieds-Stirde. §68. Die geometrijdhe nalyie. 1

Wenn in einem Dreiede jwei Seiten ungleid find, o find
bie Gegemvintel derfelben entjprechend ungleid.

H. ®egeben AN ABC, darin £ y > A 8. PHig. 1L

B. Wenn man A ABC aunimmt al8 Dbejtehend aus 2 fon-
gruenten Drvetefen, von bdemen bdad punfiievte Dreted dad jweite
fongruente Dretect fein joll; jo fann
man bdied zweite Dreted bom exften
abfeben und wieder o auf bad exfte
Dreted legen, bdah der beiden un-
gleidhen Winfeln gemeinjame Schen-
fel BC mit CB fongruent wird, daf
jebod) B2 C und C 22 B wird.
Dann mufp C4, innerhalb von A y
s, und B4, auerhalb von £ 8 TaIIen
B Damn mu{g A, C bdie Gerade AB in

D fdynetden. Dann ijt in A BDA, BD + DA, > BA,. Runijt
CD = BD, well £ DCB = A DBC = A gift. Folgli) mup
aud CD + DA, > BA,
folglid) CA1 = BA1
folgliy BA = CA fein.

Th., BA => CA.

BA ift die Gegenfeite de3 groferen Winfels £ y, CA ift die
Gegenfeite des fleineven Winfels < 8.

Wenn in einem Dreiede 2 Winfel ungleid find, jo find die
Gegenfeiten derfelben entfprehend ungleid.

Fi. Ly ijt die Umfehrung su Ly,

Die Konftrubtion cinesd Dreieds ausd Dreieds:Stirden,
§ 68. Die geometrifthe Xnalyfe.

Diejenige Methode, weldhe lehrt, geometrijhe Aujgaben da-
purd) aufsulbien, bdap Ddiefelben auf Gruud-Yufgaben jurid-
gefiihrt werden, Deift die geometrijdhe Auflojungs-Methode oder geo-
metrije L nalyfe.

Da nad) B § 11 Uufgaben joldhe Sdpe find, weldhe Kon=
ftruttionen nad) Daten fordern, o mufp jede Unalyje aug 3 Tetlen
beftehen, deven erfier die Darjtellung der unbefannten Forderung,
derert zweiter bdie Darftellung der befanuten Daten, deven britter
diejenigen Begiehungen wifden Daten und unbefannter For-
berung enthialt, durd) weldhe die gejuchte Konftruttion aufgeldjt wird
in Konftruftionen von Grund-Aufgaben.

Der exite Teil bder geometrijen Analyfis giebt daber die
Beidnung der Art der geforderten Figur mit ihren in Betracht fom-
menden Glicdern. Dap die Konftruftion diefer Figur erjt gefudht
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ift, wirtb durd) die Wahl der Budhitaben ausd dem Ende bes AL
phabets sur Bezeidnung ihred Namend ausgedriidi.

Der yweite Teil begeidhuet in der Figur, welde Glieder der-
felben Daten find.

Der britte Teil beftimmt gundhit ein Glied dber Figur, weldes
purd) eine Grund-Yufgabe fonftruierbar ift, und welded jomit die
Grundlage der Cutwidlung bildet. Sodann wird jeder folgende Puntt
al3 Sdnittpuntt sweier geometrijen Oerter derart beftimmt, dap
von demjelben in natirlidher Folge angegeben wird: guerft, weldpe
betannte Gigenjdhaft von ihm gefehen wird; jodann, welde Be-
stehungen von diefer befanuten Gigenjdaft szwijden dem gejudhten
Punfte und den bereits befanuten Gliebern bder Figur gewuht
werden; {dlieRlich, ob biefe gewufte Beziehung oud) nady einer
Grund-Aufgabe fonftruiert werben fann. Demuad) dient ald SHhema
fiir bie VBejtimmung eined jeden Punfted bder Figur durd) Grumd-
Aufgaben die Entwidlungsfolge von: Ih fehe, i weik, i fann.
Kann bdie gefehene Defaunte Gigenjdaft ded gefudhten Punited bireft
nad) einer Grund-Aujgabe fonjtruiert werben, fo fillt dbas ,id) weiR”
pe3 ©demasd naturgemdh fort.

Aum. Jur Abtirzung der {driftliden Darjtellung bder Ent-
widlung ded dritten Teild bdient e8, wenn ein befanuter geometrijdher
Ort 3 B. fiir X durd bie Halfte einer Klammer Degeidhmet wird,
fo daf ein nad) Grund-Uufgaben volljtindig befannter Puuft X in
der jdriftlihen Darftellung ald (X) erfdeint. (X) bebeutet bann:
befannter Punft X.

Der vofljtandigen Unalyfe folgt damn die Konftrultion ober
Synthefe nad) den Daten. Die Eutwidlung bderfelben wird durd
bie Unfangsbudjftaben des Alphabets berart gefenmieidhnet, daf bex
suerft fonjtruierte Puntt A, der zweite B u. §. §. Beift. Dabei find
die Mabzahlen ber fonjtruierten Stiide in der Figur ftets bejombders
su begeidnen. Aug ber Art dber Begeihnung der Konftruftionsd-Figur
mup dafer bie Reiheniolge der Konftruftionen erfihtlihy fein.

Bulept folgt ber Beweid bdafitr, dap die Konftruftion bder
Fotberung ber Aufgabe entfpridhf. Gr mup dabher fo viel Teile
enthalten, ald8 Daten find, und ftetd mit der Konftrubtion ded be-
{reffenben Datums beginnen.

§ 69. Die Grund- Aufgaben des Dreiecks.
I Grund-Yufgabe.

Wenn von einem Drelede bie 3 Seiten gegeben find, jo foll
darausd das Dreied Tonjivuiert werben. Die Daten find «, b, c.
Aunalyfe.
1. & geidhne A XYZ. Fig. L.
2. Wire A XYZ ba3 gejudhte, jo miifte fein YZ = o,
XZ =16, XY=c.
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8. In A XYZ febhe id) befannt YZ =a. I fann
nad) GAg § 23 eine Geite glei®) o fonjtruieven. Daher (Y)
und (Z). Bon X fehe id), da er von (Y) um ¢ entfernt ift.

Sd  weip, dap  folde

I (X) Puntte in der Periphe-
rie eined Kreifed liegen,
deflen Centrum (Y), deffen

Radiug ¢ ijt. I fann

mit ¢ al8 Radiusg um

(Y) bdiefe Peripherie fon-

ftruteren.  ©po  ift ein
(v) geometrifher Ot fiir X

befannt ,  folglig (X,

Bon (X fehe i) ferner,

bag er von (Z) um b
entfernt ift. I weil, daf foldje Punite in der Peripherie eines
Kretfes liegen, bdeffen Centrum (Z), deflen Radiug & ift. I
fann mit & al8 Radiugd um (Z) bdiefe Peripherie Tonjtruieren.
©o ift filr (X bder zweite geometrijje Ort befannt; folglih) (X).
Folglih A (XYZ).

o™

(2)

Synthefe.
I fonftruiere AB = a, bejdhreibe mit & um A und mit ¢
um B eine Peripherie, und nenne den

c, Sduittpuntt C, jo it A ABC ba3
gefudhte.
Beweis.
¢ G3 ol AB=afein. AB=a
nad)y Syntheje.

44 - \ B 63 foll AC=1"01jein. AC=10
' s ald Radiud des Kreifes mit Centrum
A und Radiug b nadh Synthefe.
AN /e 68 foll BC = ¢ fein. BC=c¢

A4 als Radius bdes Kreifes mit Centrum
4 B und Radiug .
G Anm. 1. Die Daten miiffen {o

gewdhlt werden, daf die Summe zweier
Gtreden grifer ift al8 bdie dritte (Lo § 63).

Anm. 2. Da fid) gwei Kreife in wet Punften jhneiden, fo
giebt e3 ftets zwei den Daten entjprechendbe Dretede auf ent-
gegengefeten Seiten der Grundlinie, die aber jymmetrijd) und mithin
fongruent find.

II. Grund-Aufgabe.
Wennt von einem Dreied 2 Seiten und der von ihnen einge-
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fchlofjene Wintel gegeben find, jo foll daraus das Dreiedt Ffonftruiert
T wetbenr.  Die Daten find q, b, «.

I Az (x)

(2) ) (¥)

Analyfe.

1. I zeihne A XYZ. §ig. 11

2. Wave A XYZ Has gefudhte, fo mithte fein YZ = q,
YX =05, folgli) £ XYZ = «.

8. 3¢ fehe YZ = a. I fann eine Seite gleid) o fon-
ftruteven.  Folglih (Y) und (Z). Bon X fehe idh), daf e3 von
(Y) um b entfernt ift. S weif, daB joldhe Puntte auf der
Peripherie eines Kreifes liegen, deffen Centrum (Y), deffen Radius &
iit. I fann um (Y) mit & die Peripherie fonjtruteren. So ift
ein geometrifther Ort fiiv X befannt. Alfo (X. Bon (X jehe idh
ferner, dag er liegt auf dem einen Schentel von A e, defjen Schettel=
punft (Y), Ddeflen anberer Sdhentel (YZ) ift. I fann nadh
GA, §54 A o an (YZ) tn (Y) trandportieven. ©o ift ber jweite
geometrije Ot fitr (X bejtimmt, folglidh (X). Folglih A (XY Z).

Gynthefe.
Jd fonjtruiere AB = a, bejdhreibe mit & um B die Peripherie,
trandportiere £ o an AB in B,
1% wenne  den Schnittpuntt von Pe-
ripherie und gweitem Schentel C,
o ift A ABC ba3 gefudyte.

¢ Beweis.
63 joll AB = a fein. AB
e = ¢ nad) Synthefe.
@8 joll BC = b fein. BC
y:! 7 g = b al8 Radiug de3 Kreifes mit

Radiud & um B nad) Synthefe.
(3 joll ber von a und & eingejdlofjene Winfel £ ABC = «
fein. £ ABC = « nad) Syntheje.
Anm. G8 giebt immer nur ein diefen Daten entjprechendes
Dreted.
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II1. Grund-Aujgabe.
Wenn von einem Dreiede 2 Seiten und der Gegenwintel, der

grifeven bon ihuen gegeben find, fo
joll barausd dasd Drveiedt Lonftruiert wer-
den. Die Daten find a, b, c.
i (x)

[+ 9

q b
a

’/ b
(2) By
Analyfe.

1. Q& zeidne A XYZ. Fig. 1L

2. Wire A XYZ bdasd gefudhte, fo miifte fein XZ = g,
XY =0, folgli) £ XYZ = A «.

3.%) I fehe XY =05. I@ fann eine Seite gleich & fon-
ftruieven. Folglih (X) und (V). Bou Z fehe idh), daf e3 von
von (X) um o entfernt ift. I weif, dap jolde Punfte auf ber
Peripherie ded RKreifed liegen, deffen Centrum (X), deffen Radius o
it. S fann mit @ um (X) diefe Peripherie fonftruieren. So ift
ein geometrifer Ort fiiv Z befaunt. Alfo (Z. LVou (Z fehe i
fexner, dap es liegt auf bem einen Sdhenfel von £ «, deflen Sdeitel-

punft (Y), deffen an-
y dever Sdhentel (YX)
it. 3@ fam £ o
an (YX) w (Y)
b trangportieren. ©o
ift der jweite geome:
q trifge Ot fiix (£
befannt. Folglich
B (2); jolglid) audh

AN (XY 2Z).

Synthefe.

X fonftruiere AB
= b, Defdhreibe mit
¢ aum A die Periphe-
rie, transdportiere £ o

*) Die Analyfe 3 beginnt mit derjenigen Seite, weldje bdem gegebenen
Wintel anliegt.
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an BA in B und nenne den Sdnittpuntt von Peripherie und
soeitem Scentel C, fo ift A ABC basd gejudjte.

Beweis.

G3 joll AB=10 fein. AB =105 nad Synthefe.

€8 joll AC = a fein. AC = a al8 Radius des Kreifed mit
Radius ¢ um A4 nad) Syntheie.

G3 foll der Gegemwinfel von AC: A ABC = o fein.
A ABC = o nad) Synthefe.

Unm. Da nad) F, § 42 der jweite Schnittpuntt der Peripherie
mit BC ftet8 auberhalb des Gegemwinfeld von o liegt, jo giebt e3
nur ein diefen Daten entfpredhendes Dreied.

IV. Grund-Aufgabe.

Wenn von einem Dreied 2 Seiten
T und der Gegemwinfel der Iletneren von
thnen gegeben find, fo foll barvaus bas
Dreied Tonftruiert werden.
o Die Daten find ¢, b, «.

(x)

)

Analyfe.

1. I fonjtruiere A XYZ. $ig. IV.

2. Wire A XYZ bas gefudhte, fo mithte jein XZ = q,
XY =10 und folglih £ XZY = £ a.

3. I jehe XZ =qa. Jd fann eine Seite gleidh a Ton-
freuteren.  Wlfo (X) und (Z). Bon Y jehe idh, daf €3 von (X)
um b entfernt ijt. G weif, daf foldhe Puntte auf der LPertpherie
bes Kreifed legen, deffen Gentrum (X), deffen Radius & it. I
faun mit & um (X) bdiefe Peripherie fonjtruieren. o ift ein geo-
metrijer Ort fiir Y befannt, aolio (Y. Bon (Y fehe idh ferner,
bap es liegt auf dem einen Scentel von A «, beffen Sdeitel-
punft (Z), deffen anderer Sdentel (XZ) ift. I fann an (XZ2)
in (X) A « frandportieren. ©p Ffenne id) ben iveiten geometrifdhen
Ort fiir (Y, aljo (Y). Polgliy A (XY2).

Synuthefe.
Xd tonftruieve AB = a, bejdjreibe mit & um A die Peripherie,
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trandportiere Winfel & an AB in B und nenne den Shnittpuntt
bon Peripherie und veitem
4 Sdentel C, o it A ABC

das gejuchte.

Beweis.
G3 ol AB = a fein.
AB = o nad) Syntheje.
€3 joll AC = b fjein.
¢ AC =10 al3 Radiug bes
" Rreifes mit & um A nad
Synthefe.

G3 foll bder Gegemwintel der fleineren der Dbetben Seiten b:
A ABC=ea fein. A ABC = « nad) Syntheje.

Anm., Da nad) F, §42 der mit der fleineren & um A be-
fdriebene RKrei3 feinen jweiten Schnittpuntt C, jtetd innerfhald
ihres ®egenwinfels BHat, jo giebt e3 im allgemeinen jtets zwet
ben Daten entfpredende Dreiede. Da ferner K ACB
+ A& AGC = 2R, & AGC, = A ACC, nad) Lg § 83,
alfio audh £ AGB + ACGiB = 2R ijt; da fernet £ AGB
und £ AC; B Ybeidbe bdie Gegemwinfel bder groferen Seite find: fo
haben bie beiden Dreiede, weldje bden Daten entfpredhen, die
Gigenjhaft, daf bie Gegenwinfel bder griBeren Seite
Gupplementwinfel find.

Wenn & o flein ijt, daf die Peripherie mit b um A die Grund-
linte berithrt, fo find beide Gegenwinfel Rechte; fo giebt e nur
ein vedhtwintliges Dreied, weldjes den Daten entfpricht. It 6
nod) fleiner al8 dad von 4 auf die Grundlinie gefillte Lot, fo giebt
e3 fein Dreied, weldes den Daten entjpricht.

V. Grund-Aufgabe.

Wenn von einem Dreiede eine Seite
und bie Deiben ifhr anliegendben Wintel
gegeben find, fo folf daraus bas Dreied
fonftruiert werden.

Die Daten find «, e, 8.

)
— .
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Analyfe.

1. Jd geidhne A XYZ. Fig. V.

2. Wire A\ XYZ bdag gefudhte, jo miifite jein YZ = a,
folgli) £ XZY =« und £ XYZ = §.

3. I fehe YZ =a. Jd) fann eine Seite gleid) a fon-
ftruteren. Ao (¥) und (Z). Bon X fehe idh, dap es liegt auf
pem einen Schentel von £ «, dejlen Sheitelpuntt (2), defjen anbdever
Centel (Z2Y)iff. I taun £ o an (ZY) in (Z) trandportieren.
©p fenne i) einen geometrifden Ort fiix X. Alfo (X. Von (X
febe ich fermer, baB e8 liegt auf dem einen Sdentel von B, deffen
Sdeitelpuntt (Y), deflen anderer Shentel (YZ) ift. I fann £ 8
an (YZ) in (Y) trandportieven. ©o fenne idh) ben gweiten geontetrijchen
Ort von (X. Who (X). PFolglih auch A (XYZ).

Syuthefe.

I fonftrutere AB = a, trandportiere £ o« an AB in 4 und
A B an BA in B und
nenne den Sdnittpuntt

c betder Sdjentel C; o ift
A ABC bas gejudhte.
Beweis.
G3 joll AB = a jein.
o V] AB = a nad) Synthefe.
A B G3 ol £ CAB =«
@ fein. A CAB = « nad

. Gynthefe.
G638 joll £ CBA =4 jein. A CBA =8 nad) Synthefe.
Anm. Da fih 2 Gerabe nur in einem Punfte {Gueiden, fo
giebt e3 ftetd nur ein bden Daten entfpredended Dreied, worin
Ao+ A B <<2R {ind.

T VI Gruund-Aufgabe.
Wenn von einem Dreiede eine Seite, ein ihr
/3 anliegender und thr Gegenwintel gegeben find, fo
foll daraus basd Dreied Ponftruiert werden.
Die Duten find a, «, .
" 63
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Analyfe.

1. X zeihne A XYZ. Big. VL

2. Wire A XYZ das gejuchte, fo miipte fein YZ = a,
folglih £ XZY =, L ZXY = 8.

3. @ fehe YZ = 0. 3¢ faun eine Seite gleid) o fon-
ftruteven. Alfo (Y) und (Z). LBon X felhe idh), dad ef liegt auf dem
einen Schentel von £ «, befen Sdeitelpunit (Z), bdeflen anbever
Shentel (ZY) ift. I fann £ a an (ZY) in (Z) trangportieven.
Go fenne i) einmen geometrijden Ot fiiv X o (X. Bon (X
fehe i fermer, bap er ift ber Scheitelpuntt von B, bdeflen einer
Sehentel (Z) (X ift, deffen anderer Sentel durd) (Y) hindurdh-
geht. X fann L B an (X (Z) in (X tranSportieven und 3u
ber o befannten RiGtung bded andern Schenfeld durd (Y) eine
Parallele fonftruieven. o fenne id) den weiten geometrijden Ort
fir (X. e (X). Folglich audhy A (XYZ).

Gynthele

Q) fonftruiere 4B = @, trandportiecre o« an AB in A4,
frandporiiere # an
MA i M, fou-
firuiere burd) B die
&erade BC I MN,
fo fit A ABC bas

C

gefudhte.
Beweis.
G3foll AB=2¢a
B fein. AB == a nad)
Synthefe.

G5 joll £ CAB = A efein. A CAB =« nad) Synthefe.

Gs jolf A ACB = A § fein. £ ACB = A AMN a3
forvejpondente Winfel. A AMN = A § nod) Synthefe. Aljo ift
4L ACB = A8.

Anm. Da durd) einen Punft yu einer Gevaben mur eine Pa-
ralfele mbglidh ijt, fo giebt die Aufldfung mur ein Dreied, wenn
Ao+ £ f<<2R find.

F,. Die Daten der 6 Grund-Aufgaben lafjen fich in 3 Gruppen

sujammenttellen:
1. Gruppe: 3 Seiten. 1. GA.
II. GA.
2. Gruppe: 2 Geiten und 1 Wintel 111 GA.
IV. GA.

. . . . V. GA.
3. Gruppe: 1 Seite und 2 Wintel {VI. GA.
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F,. 3ur Konftruftion eines Dretets gehoren 3 Daten, unter
benen mindeftens eine Seite fein mup.

Da in einem vedhtwinfligen Dreiecte der Rechte ftets ein Datum
ift, fo folgt: .

Fo. Bur Konjtruftion eine8 rechtwintligen Dreieds gehiren
aufer bem Redhten nod) 2 Daten.

§ 70. Das Dreieck und die Finien der Ebene.

Dag Dreied fann in Begiehung treten 3u den Geraben der
Ebere.

Transverfalen Heien die Gervaben, welde die Umfinge dex
Figuren {dhneiden.

Da3 Dreted fann ferner in Begiehung treten jum Kreife, wenn
feine Geiten Selhnen oder Tangenten des Kretfes find.

Gehnen=Dreied heift ein Dreied, deflen Seiten Sehuen
eine3 Kreifed find.

Tangenten-Dreied Heifit ein Dreied, defjen Seiten Tangenten
eined Kreifes find.

2. Das Dreied und feine Transverjalen.

§ 71. Die Symmetvalen,

H,. ®egeben Dreted ABC. RNad) GA, § 86 find fonjirutert
bie 3 Gymmetralen zu den Dretedsieiten M; N, M, Ny, My N, Fig. L.
B. Begeihnet man den
4 S@nittpuntt von M, N, und
My N, mit O und zieht OA,
OB wd OC, fo it nad
0,§85 OB = 0C =m,
ferner 04 = OC=m, folg-
liy au) 04 = OB = m.
Da nun ebenfalls nady O,
§ 85 M;N; ber geometrifdje
Ort fiiv diejenigen Punfte it
welde von 4 und B gleidh
weit entfernt find, fo muf O
in M;N; liegen.

Th. MN, M,N, uud
M; N, Daben einen gemeinja-
ﬁ!ﬂ menr Sduittpunit O, und

0A = OB = OC.
Die Symmetralen der 3 Seiten eined Dreieds jdhnetden ﬁ@[)
in einem Punite, welder von den Dreteds-Cden gleid) weit
entfernt ijt.

N
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F,. Der gemeinfame Sdnittpuntt ber Dreieds- Symmetralen
ift ein merfwiivdiger Punit, weil 3 Gerabe fih im allgemeinen
in 3 Puntten jdneiden.

§ 712, Die Winkelhalbierenden.

Die Begetdnung der Streden der innerhalb eined Dreieds
liegenden Wintelhalbievenden gefdhieht durd) we, wp, wy; threr
Gudbpuntte durd) We, Wp, Wy.

H,. Gegeben A ABC, bdarin, nad) GAy § 36 fonjtruiert, bie
Winfelhalbievenden A We, BWg und CW,. $ig. L

B. Begeidhnet man den Snittpuntt von 4 We und B W mit
O wnd fallt OM;, L BC, OM, L, CA und OM; L AB, Yo ijt nadh
0,836 OM,= OM,
==, faner OM, =
OM; = =, folglid)
OM, = OM, = n.
Da nun ebenfalld nad
0; § 36 CW, ber geo-
metrifde D1t filr die-
jenigen Puntte ijt, wel=
e von C4 und CB
gleid) weit entfernt find,
fo mup O aud) in CWy
g liegen.

Th,. AWe, BWs,
CWy Yaben einen gemeinfomen Sdnittpuntt O und OM, =
OM, = OM,.

Die Winfelhalbievenden eined Dreteds jdneiden fih in
einem Punitte, welder von den Dreiedd-Seiten gleid) weit ent-
fernt ijt.

F,. Der gemeinjome Sdnittpuntt der Wintelhalbievenden etnes
Dretedtd ijt der zweite merfwitrdige Punft im Dreied.

A,. Gin Dreted su fonftruteven aus den Daten: b, e, we.

§ 73. Die Hihen.

Hohen des Dreteds Peiffen die von feinen Cden auf bie
Gegenjeiten gefillten Lote.

Die Bezeidhnung der Streden der Dreiedd-Hohen gejdhieht
burd) ha, kb, he; threr Fubpuntte durd) Hea, Ho, He.

H. ®egeben ein fpigwintliges, redhtwintliges, frumpfwintliges
Dreted, davin AHa, BHy und CHe. Fig. I, Fig. 11 und Fig. IIL

B. Jebes Dreted fat 2 fpige Wintel. Der dritte Winkel fann
fein ein fjpiger, redhter und frumpfer Winfel. Wenn man von
2 Bunften der Scentel eines jpiken Winfels Lote auf den anderen
©Sdentel fillt, 3. B. BHs und HAa fiiv £ ACB in Fig. I, o bildet

Sdindler, Planimetvie. IL 9
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jebes Lot mit einem Sdjentel den Komplementwintel ju £ ACB
igr;gne;f)rcdb bes MWinfels. Folglid) liegen beide Lote inmerhalb des
infels.

I 4
HL‘
&4 i B

4 : I

B

Th;. Jn einem {pigwintligen
Dretede liegen alle 3 Hihen innerhalb
des Dreieds.

H, Mad)t man diefelbe Konftruftion
fiilr ben Redhten in Fig. IT, fo fallen

bie Lote AHs und BHp mit den
p ©Sdenfeln bed Redten jujammen,

Hy AN weil von einem Puntte auf eine Ge-
rabe nur ein Lot moglic) ijt.
Th,. QJn einem redtwiniligen

Hb Dretedte fallen 2 Hihen mit den Ka-
theten zujommen. Die dritte Hihe liegt innerhald des Dreteds.

Maht man ferner diefelbe Konfiruttion fiiv den jtumpfen Wintel
A ACB in $ig. TII, fo bildet jedes Lot mit einem Sdentfel den
Komplement-Winfel zu dem ubemwintel des Stumpfen. Folglid)
liegen Deidbe Lote auferhalb des Winfels.

Ths;, Qu einem ftumpfwintligen Dreiede liegen 2 Hobhen
auflerhalb und eine Hohe innerhald des Dreieds.

Su etnem Dreied liegt die Hohe derjenigen Seite, deven beide
anliegende Winfel {pip find, ftets innerhalb des Dreieds. e nad)-
dem der britte Winfel ein Spiber, Redhter ober Stumpfer ijt, liegen
die 3u deflen Shenteln gehivigen Hohen beide innerhalb desd Dreteds,
auf den Katheten ober auferhalb bes Dreteds.

A. Dretede 3u fonjtruieven aus den Daten: 1. b, a,ka; 2. @, b, ka;
8.0, & ha; 4. a, @, hb; 5. @, ha, we; 6. b, ha, wa.®)

3. Das Dreie und der Kreisd,
§ 74. Das Sehnen-Dreieck.

H,. ®egeben ein RKreis mit Centrum M und Radiusg », darin
ba8 Gehnen-Dreied ABC. Fig. 1.

") Analyfe 3 beginnt mbglidhft mit einem befannten Dreied.
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B,. 3ieht man MA = MB = MC = r und jillt MP, L BC,
MP, L CA, MP; 1 AB, {o it CP, = P,B; BP; = P;A;
APy, = P,C nad) Ly §42. Folglih find die Linten MP bdie
Symmetralen ded Dreieds.  Ferner
finb bdie Dreteds-Winfel Peripherie-
Wintel desd Kreitfes. Folglidh find bdie
Gentri-TWintel dopypelt fo grop, folglich
it £ CMB =2« nad) L § 46.

Th,, MP,, MP,, MP, find
die Symmetralen de3 Dretedd umd

z A CBM = 2¢a 1.

0 B Derfelbe Beweis gilt, wenn bas

? Dreiedt ein rehtwinfliges oder ftumpf

winfliges ift, wenn bda3 Eentrum
alio in der Hypotenuje oder auper-
Halb ded Dreieds liegt.

Sn einem Sebhnen-Dreied find die vom Kreidcentrum anf
bie Seiten gefdllten Lote die Symmetralen der Seitenr, und die Centri-
Wintel gleich den doppelten zugehorigen Dretecdd-Winfeln.

RNadh GA, § 86 fanu Fu einer Seite ihre Symmetrale fon-
ftruiert werden, folglidh) aud) dbasg Centrum ded Kreifes, fitr welhes
bas Dreied ein Sehnen-Dreied wird.

Dem Dretet umbefdrieben Dheift der Kreis, fiir welden
bas Dreted Sehnen-Dreied ift. Sein Radiug wird mit » begeidhnet.

Wenn ein Dreied gegeben ijt, jo fann durd) 2 Symmetralen
ber Dem Dreied umbejdriebene Kreisd fonjtruiert werden.

A, G3 foll dad Gentrum bed einem {pik=, redht=, ftumpf-
wintligen Dreied umbejdhriebenen Kreifed fonjtrutert werben.

H,. Gegeben Kreis mit dem Centrum M und dem Rabdius r,
in bemjelben dag Sefnen-Dreied ABC. Fig. 1L

B,. Sieht man MB und MC und fillt MP L BC; o it
CP =10, MC=1r und £ CMB=2¢,
folgli) £ CMP =«.  Da nun jur Kon-
ftruftion von A CMP aufer dem Rechten
2 Daten gehiven, jo folgt:

Thy. Die Daten r und a beftimmen

o, r und « beftimmen @, o und e« be-

ftimumten #,

B Wenn vou den 3 Dreiedsitiiden a, o, »
et derfelben Daten find, fo ift dbas dritte
&tind dadburd) bejtimmt.

A, Dretede zu fonjtruieren aus den

Daten 1.a,b,7; 2.a,8,7; 3. a,b,r; 4. 8,7, 5. a, r kb

6. e, 7, he.

2&
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§ 75. Das Langenten -Dreieck.

H;. Gegeben ber Kreis mit dem Centrim M und dem Radius o,
um denjelben dag Tangenten-Dreted ABC. Fig. L.

B,. 3ieht man bdie Berithrungs-Radien MD,, MD, MD,
und ferner MA,
MB, MC, o
find bie Dreiects:
BWinfel Tangen-
ten-AWinfel bdes
Kreifes; folglidh
finbnadh Ly, §41
MA, MB, MC
die  Wintelhal-
Dievenden  des
Dreteds;  bie
Gentri = Wintel
die Supplemente
ju den entipre-

denden Drvetects-Winfeln; bdie Tangenten-Segmente der CSeiten an
berfelben Cde gleih grof. Begeidhnet man die gleihen Tangenten-
Gegmente an der Ede A mit m, an der Ede B mit % und an dexr
Gcde C mit o, o ift guniddjt e +6—+c=2m + 22 + 2 o, alfo
Ugla =+ b+ ¢)=m —+ n + o.

Ey, Die Bezeidhuung des halben Dreteds-Umfangs gejdieht

burd) p. :
Damn it m - n 40 =p. Folglid:
1. m+a=np, djo m= (p — a)
== 1/2a+ 1/26 -+ 1/20"“ 4= 1/20/"_1/2 b+1/2():1/2(_ a+b+0)
2. n4-b=p, afo n = (p — b)
= 1/2a -+ 1/2b —+ 1/26 - b == l/ga - 1/26 -+ 1/20 == 1/2 (a _— b —+ C).
3. o+c=p, alfpo=(p —¢)
=10+ b +he —c="ha+ b — Yye ="y (a+ b — o).
Thy, A DyMD; == (180 — &) 1.; A Dy AM = A D; AM
=1lhaw; ADy = AD;=(p — a) = y(—a + b+ ¢) 2.
Die Tangenten-CSegmente der Seiten find aljo ftetd gleid) dem
Unterjdjied aud dem halben Umfang weniger der Gegenfeite der Ete,
an benen bie Segmente [iegen; ober glei der Hilfte aus der
©umme bder die betreffende Ecfe bilbenden Dreiedsieiten weniger ihrer

Begenfeite.

Ly, Qu einem Tangenten-Dreied find die Dretedsd-Wintel
mit den jugehorigen Centri- Winfeln ihrer Beriihrungs - Radien
©upplemente; Halbieven die BVerbindungs-Linien der Cden mit
dem Centrum. die Dretects3-Winfel und die ju diefen gehovrvigen Centriz
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Winfel; und finb die Tangenten-Segmente einer Ede gleidh
dem Unterjdhied aud bdem Dhalben Dreiedd-Umfang weniger ihrer
Begenieite, oder gleid) der Halfte ded Unterjchieds aus der Summe
ber ihr anliegenden Ceiten weniger ihrer Gegenfeite.

Dem Dreied einbefdrieben heift der Kreisd, fiix welden
ba3 Dreted ein Jangenten-Dreied iff. — Sein RNadiud wird mit o
Degeichnet.

Nadh GA, § 36 Tann die Wintelhalbierende eines Wintels fou-
ftruiert werden.

Wenn ein Dreied gegeben ift, jo fann durd) 2 Wintelhalbierenbde
der einbefdriebene Kreid fonjtruiert werben.

H, ®egeben Kreis mit bem Centrum M und dem Radius o,
pa8 Fangenten-Dreied ABC. Fig. 1L

C B

B,. Man ziehe MA und MD. Dann it nad) Liyy £ DAM
=1, MD =9, AD = (p — a). Da mun zur Konftruftion
eines redhtwinfligen Dreieds auper dem Redjten 2 Daten gehiren,
fo folgt fiixt A ADM:

Thy,. Die Daten o unbd ¢ beftimmen (p — a), @ und (p — a)
beftimmen o, ¢ und (p — a) Deftimmen «.

Wenn von den 3 Dreiedsitiiden o, ¢, (p — a) wet derfelben
Daten find, fo ift dag dritte Stitc daburch beftimmdt.

H,. Gegeben Tangenten-Dreied ABC. Fig. I1L.

B, Man ziehe MB und MC. Wenn man bdann die Be-
tithrungs-Radien MD,, MD, und MD; 3ieht, jo it £ D MD; =
(180 — a), folglid) der fonvere Winfel £ DyMD; = (180 + a).
Da nun BM die DHalbierungslinie von £ D MD; und CM bie
Halbietungslinie von £ DMD, ift, fo ift £ BMC bdie Hilfte
pon dem Yonveren Wintel Dy MD;, folglic) A BMC =1/, (180+a)
=90 + !,e.

Th,. £ BMC = (90 + ;c).

Derfelbe Beweis gilt fiir jeden andeven Dreiedsmwintel.
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Sn einem Tangenten-Dreied ift der am Centrum gelegene Gegen-
winfel einer Seite gleidh) einem Redjten plus dem Halben Gegen-
winfel diefer Seite im Dretede. '

—~R

A. Gin Dreied su Yfonftruieren oaus den Daten: 1. e, b, g;
2. 0,80 3. a8

Die Wergleidhung der Dreiede.
§ 76, Die Vergleidung der Dreiecke im allgemeinen.

‘Dreiede find vergleidhbar, wenn fie dfibereinjtimmende Stitde
haben. Da nad Fy § 69 etn Dreied durd die 3 Daten der 6 Grund-
Aufgaben beftimmt ift, fo Idnnen Drelede hHodhitens in 3 Stiiden
fibereinftimmen. Da ferner Dreiede nur vergleihbar find, wenn fie
mindeftens in einem &Stiide iibereinftimmen, o giebt ed folgenbde Fiille
ber Bergleidhung:

1. Fall: Dretede, weldhe in den 3 Stitden der Grund-Aufgaben
itbevetnftimmen;

2. Fall;: Dretecte, weldje in 2 Stiiden itbereinftimmen.

3. Fall: Dretede, weldhe in 1 Stiid itbereinftimmen.

§ 77, Die Kongruewy-Hiage der Dreiecke.

H,. ®egeben A ABC mit abc; nad) der I Grund=Aufgabe
fonjtrutert A A, B,C, und A A;B,C; aud abe. Fig. L.

B,. ®a B,C,= BC= aiit, o fann A ABC jo auf A 4, B,C;
gelegt werden, dap BC =2 B,C, iff. Da mm A4 yon B um ¢
entfernt ift, jo muf e8 aud), weil B 22 By ift, von B, um ¢ ent-
fernt fein und mithin auf der Pevipherie desd RKreifed su liegen
fommen, Ddeflen Genttum B;, beflen Rabdius ¢ ift. Da ferner 4
von C' um & entfernt ift, fo mup e8 aud), weil C =2 C, ijt, von
C, um & entfernt fein und mithin aud) auf der Peripherie bdes
Kreifes zu liegen fommen, deflen Gentrum C, deffen Radius & ijt.
Folglih mu A auf die Sdnittpunfte beider Peripherien fallen.
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Nun giebt e3 auf derfelben Seite von B, C; nur einen Scnittpunit
diefer Periphericen. Folglih mup A 22 A, oder 4 22 4, fein, je

nad)dem A ABC obethalb oder unterhald B,C; gelegt witd.
Th,. A ABC22 N A,B,C, 22 A 4,B,C,.
w0 I Koungruengfap. Dreiede find fongruent, wenn in ihnen
alle 3 Geiten gleid find:-
H,. Gegeben A ABC mit aby; nad) der II. Grund-Aujgabe
fonjtrutert A A, B,C; aud aby. Fig. 11
A I y: |

1
A — e,

B q a BI

[17

B,. Da Bi(; = BC = aiit, jo fann A ABC jo auj A 4,B,C;
gelegt wetben, ba BC 22 B,C; iit. Da mun A4 von C um b ent-
fernt ift, fo mup e aud), dba C 22 C, ift, vou C; um & entfernt
fein und mithin auf der Peripherie ded RKreifes zu liegen fommen,
deffen Centrum €, bdeffen Radius & ijt. Da ferner A auf dem
einen ©chentel des Wintel8 y liegt, von bem C 22 (;, CB 2 (C, B,
ijt, jo mug 4 aud auf dem oberen CA entjpredjenden SHentel C; 4,
au liegen fommen. Folglih mup A auf den Schnittpuntt bdiefes
©denfel8 mit der genanuten Peripherie fallen. Nun ift der eingige
Sdynittpuntt der Peripherie mit b um C; und ded oberen Shentels
von y ber Punft 4,. Folglid) mup 4 22 A, fein.

Thy., A ABC 22 A,B,C..

“ II. Rongruenzfaf. Dreiede find fongruent, wenn in ihnen
2 Geiten unbd der von diefen Seiten eingejdlofjenen Wintel gleidh find.
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H;. Gegeben A ABC mit b, ¢, b >>c, und f; nad der
IIL Grund-Aufgabe fonfiruiert A 4, B,C; aus b, ¢, 8. Fig. IIL

B ! B,

B:. Da AB = A, B, = ¢ ijt, fo fann A ABC auf A A,B,C,
fo gelegt werben, bafp AB 22 A, B, ijt. Da mun C von 4 um b
entfernt ift, jo mup e3, dba A4 22 A, ijt, aud) von A4, um b ent-
fernt fein und mithin auf bder Peripherie bes Kreifes u liegen
fommen, befien Gentrum A;, deffen Radius & ift. Da ferner C auf
bem einen Gdjenfel des Winfels F liegt, von dem B 22 B, und
AB 22 A,B, ijt, o mug C aud) auf dem unteren BC entfpredhenden
©denfel B;C; au liegen fommen. Folglih mug C auf den Shnitt-
punft bdiefes Schentel8 mit der genannten Peripherie fallen. RNun
ift ber einzige Sdnittpuntt der Peripherie mit b um A, auf dem
unteren ©dentel von g nad) F, § 42 der Punit C. Folglich mup
C x 01 Tein.

Thy. AN ABC 22 A A,B,C.

III. Kongruengjafy. Dreiee find fongruent, wenn in ihnen
2 Geiten und der Gegerwinfel der griBeren von beiden gleidh find.

H, Gegeben N ABC wmit b, ¢, ¢ <<b, und y; nad) ber
IV. Grund-Aufgabe fonftruiert A A4, B,C; und A A, B,C, aus bey.
&ig. IV.

A

B/

B, Da AC = 4,C; = biit, fo fann A ABC auf A A4, B,C,

fo gelegt werden, bafg AC 22 A,C, ift. Da nun B von 4 um ¢
entfernt ijt, fo muf es aud), da A4 22 A, ijt, von 4, um ¢ ent-
fernt fein und mithin auf der Periphevie des RKreifes zu liegen
Tommen, bdeflen Centrum A; und defen Radius ¢ ift. Da B ferner
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auf dem etnen Schentel von £ y liegt, von bem CX2C; und CAXRC, 4,
ift, fo mupp B aud auf dbem unteven CB entjpredjenden Schentel C, B,
su liegen fommen. So mup B auf den Snittpuntt diefes Schentels
mit ber genannten Peripherie fallen. Nun giebt ed jolder Shnittpunite
nad) F5§42 swei, ndmlid B, und B,. Diefe Dreiede unterjicheiden fich
jebod) nad) Anm. gur I'V. Grund-Aufgabe § 69 dadurd, baf die Gegen-
winfel ihrer grogeren Seite b: £ 4,B,C; und £ A4,B,C, Supplement-
Wintel find, fo dap tm allgemeinen der eine von thnen ein fpiter, der an=
deve ein ftumpfer Wintel fein muB. Da nun der entipredjende Wintel
A ABC in Fig.IV. ein fpiger Wintel ift, wie £ 4,B,C;, o mup
B2 B, fein, jo tann B nidt auf B, fallen. Wire £ ABC ein ftumpier
Winfel, fo mithte B =2 B, fein, fo finunte B nidht auf B, fallen.

Th,, A ABC22 A A, B,C, weil die Gegenmwintel dex griferen
der itbereinftimmenden eiten beide jpip jind. E8 wire A ABC
22 A 4,B,(;, wenn die Gegemmwintel der groBeven der iibereinftimmtey-
den Eeiten Dbeide ftumpf gewefen idven.

IV. Rongruengfal. Swei Dreiede find fongruent, wenn in
ihnen zwei Seiten und ber Gegenwintel der fleineven vou Heiden gleid
find, und iwenn zugleid der Gegenwinfel der groferen von Deiben
Geiten in beiben Dreiecen {pih oder ftumpf ijt.

H,. Gegeben A\ ABC mit «, 8, y; nad) der V. Grund-Auf-
gabe fonjtrutert A 4, B,C; aud afy. Hig. V.

4 A,

l44a

B
{4

B;. Da BC = B,C, = a ift, fo fann A ABC auf A4 ,B,C,
fo gelegt werden, dap BC X2 B, (, ift. Da nun 4 auf dem einen
Sdhentel von L y liegt, vou dem C2X2C; und CBXRC, B, ift, jo mup
A auf bdem obeven CA entjprechenden Sdjentel C,.4; zu liegen
fommen. Da ferner 4 aud) auf dem einen Sdenfel von £ B
liegt, von dem B 22 B; und BC 22 B, C; ijt, o muf 4 aud) auf dem
oberen BA entipredenden Sdenfel B, A, ju liegen fommen. Folg-
G muf A auf den Scnittpuntt der Deiben Schentel €, 4, unmd
B4, fallen. RNun ift A4, dev eingige Sdhnittpunft bdiefer beiden
Sdhentel, folglich mup 4 =2 4, fein.

Th,. A ABC== A A, B, (.

V. Kongruenzjah. 3Swei Dreiede find fongruent, wenn in
ihnen etne Seite und die beiden thr anliegenden Wintel gleid) find.

1)
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Wenn in 2 Dreieden eine Seite, ein thr anliegender und ein ihr
gegeniiberfiegender Wintel {iberetnftimmen, fo muf aud) der andeve
ber Geite anliegende Winfel iibereinftimmen, weil er das Supplement
gur Gumme bder beiden anbdeven Wintel ift.

VI Kongruensfap. Jwet Dreiede find fongruent, wenn in
ihnen eine Geite, ein ihr anliegender und ein thr gegeniiberliegenberx
Wintel gleid) find.

Fi. Qu fongruenten Dreteden find die homologen Seiten und
Wintel gleidh) (F, § 61).

. Ty Die RKongrueny sweier Drveiede ift Deftimmt durch bdie
Ubereinftimmung von 3 Gtiiden, unter denen eine Geite fein muf.

F,. Jn fongruenten Drefeden find alle Homologen und etn-

beutig fonftruierbaven Dreieds-Stiide fongruent und gleich.

§ 78. Dreiecie mit 2 Paaren gleidjer Stiicke.

H,. ®egeben A ABC; A DEF fo fonftruiert, bafi beide
in ben 2 Setten & und ¢ iibeveinjtimmen. Vou den eingefdlofjenen
BWinfeln tft £ « > £ . Fig. L.

B, Transportiert man A DEF nad der IT. Grund-Aufgabe
jo an A ABC, baf bdie Heineven Seiten b mit thren entfprecdhenden
Gden fongruent find, jo miiffen fich die anbderen entiprechenden Seiten ¢
nad) F, § 42 jdneiden, weil £ o << £ « und 4B = AG ift.
Der Schnittpuntt Heife H.

Damn ift in A\ AHB: AH+ HB > ¢

in A\ CHG: CH + HG > a,

(A4H + HG) +~ (CH+ HB) > ¢ + a,
folglidh ¢ -+ a >c+a
folglid) a > ay.

by, a > a,.

68 it a bdie Gegenjeite des grdBeren Wintels und a, die
Gegenfeite des fleineren Winfels.

Wenn wei Dreiede in 2 Seiten itberetnftimmen, nicht aber
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in dem von ihnen eingejdlofjenen Wintel, fo find die Gegenfeiten
diefer eingejchloflenen Wintel entfpredhend ungleid.

H,. Gegeben A ABC; A DEF fio Yonftruiert, dap Dbeide
Dretedfe in den Deiden Seiten & und ¢ iibeveinftimmen. Bon den
dritten Seiten ift a > q,.

7, E

By, Begeidhuet man die Gegemvintel von o und o, mit o und ¢,
fo fann bdie Begiehung bdiefer Winfel nur eine dreifade fein:
lLLoa=ga; 2. a<<a; 8. a>a. Wire ¢ = &, o Wire
A ABC 22 AN DEF nad) dem II. Songruenzjate. Folglid) miifite
a =g, fein. RNun ift nad) H, aber ¢ = ;. ©3 Tann aljp nidht
¢ = a,, afo aud niht ¢ = &, jein. Wire zweitens o << ey, fo
ware nad) Ly o << a. Nun ift nad) Hy, aber ¢ > ;. €3 fann
alfo nidht a << @y, alfo aud nidht e << ¢, jein. Wenn nun eber
a=qa wd < e« fein fann, jo muf « > o jein.

Thy. o << «a,.

Ly Wenn zwet Dreiede in 2 Seiten iibereinjtimmen, nidt
aber in der britten &eite, fo find die Gegenwinfel diefer bdritten
Setten entjpredhend ungleidh.

§ 79. Dreiecke mit einem Paar gleidyer Stircke.

H. ®egeben A ABC; iiber derfelben Bafis A DBC, o bda
D innerthald von A ABC liegt.
I Fig. I.

B. DBerlingert man BD bHig K,
um die Bergleihung der Wege (b +- ¢)
und (b, + ¢) auf Dreieds3-Beziehun-
genguritdgufithren; nennt man DE=d,
bie Segmente von b: EA = e und
EC=/f, io erhilt man den Hilfs-
weg (¢, + d —+ ), welder zur
B ?ergfeic{)ung Der beiden Oauptwege

ient.

1. Hauptiveg (¢ + e -+ f) verglichen mit Hilfsweg (¢; + d + f)
jeigt 7 gemeinfam. DVergleicht man daher nur die Rejte, jo it
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¢c+e>c+d
folglih) e +e—+fFf>e¢,+d—+f
folglich c+b>c¢+d—+f
2. Hauphweg (¢; + b;) verglihen mit Hilfsweg (¢; + d 4 f)
seigt ¢, gemeinjam. Dergleiht man daher nur die Rejte, fo ift

d—+f=>b
folglih ¢, +d +f = ¢, + b,
Lenn aber c—l—b>cl—|—d—|—f
und ¢, +d+ f > ¢ + b
fo ijt c+b> ¢+ b
Ferner it nad) F, §64 £ oy > A DEC 018 Aufenwintel von A DEC,
ebenfo A DEC > A . of8 Aupenwintel von A AEB.
Folglidh A oy >4 a.

Th. 6 +c>b + ¢ und £ << A «,.

Wenn wei Dreiecfe mit der Bafis fongruent find und die Spike
be einen Dreieds inmerhalb des andeven liegt; jo ift die Summe
der beiben Yuhen-Seiten grifer al3 die Summe der DHeiden Jnnen-
eiten, der von den betben erjten eingejchlofjene Wintel aber fleiner
al8 der pon den beiden lesten eingejdhlofjene Wintel.

Die Dreiecs=Wrten.

§ 80. Ginleitung.

Die Dveiecte werden in Bezug auf ihre Winfel nad) F, § 64
eingeteilt in redhtwinflige, fumpfwintlige und fpiwintlige Dreiede.
Die Gigenjdaften bder rehiwintligen Drvetede find beveits al3 bie
Gigenjdaften der Hypotenujen, Katheten und beren Gegemwintel in
den Begiehungen zwifden Punft und Geradbe und jpéter entwicelt.
Aud) find die Cigenjdaften der ftumpfwinfligen Dreiede durd) den
Nmitand bereitd beftimmt, dap in einem Dretedfe der jtumpfe Winkel
ber grbfte ift. Cbenjo find bdie Gigenjdhaften bder {pibwinfligen
Dreiede durd) die Ungleichheit der fpiben Windel Deveits beftimmt.

Wenn ferner mehreve Winfel einander gleidh find, fo fallen diefe
Fialle mit bdenen ufommen, in denen aud) dbie Gegenfeiten diefer
Winfel einander gleid) find. Al bejonders zu behanbelndbe Dreiects-
Arten bleiben bdaher nur dag gleidhfdentlige und dad gleid-
feitige Dreied iibrig.

1. Das gleididenflige Dreied,

§ 81. Die Dreiecks-Stiicke,

Die gleidhidentligen Dreiede erfdjeinen in der Prapis meijt fo
geftellt, bap bie ungleihe dritte Seite al3 Bafis dient. Dafer heipt
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¥ -4 diefe bdritte ungleidhe Seite bed gleich-
fhentligen  Drveiedd vorugdweife die
Bajis ded Drefeds.

Nadh) Ly § 66 mifien in einem
gleihjchentligen Dretece aud) die Bafis-
Wintel einanber glei) fein. Nad F,
§ 64 miifjen bdie Bafis-Winfel jtets jpibe
Winfel jein. Die Ginteilung bder
gleidyjdentligen Dreiede in Bejug auf
die Winfel fann bdaher nur nad) dem

BXp Wintel an der  Spibe  gefdhehen.

Fig. L
I
‘A § 82. Die Beiten des Dreiecks.
H. Gegeben A ABC mit ben Geiten
b, b, a. Hig. 1.
b b B. Nad) Ly, § 63 ift 26 > «, aljp
b > 1/ a.
Th. b >, a.
Ly [n einem  gleidhjchentligen Dreiece ijt
c @ B ein ©Sdentel gridker als die Halbe Bafis.

§ 83. Die Winkel des Dreiecks.

H. Gegeben A ABC mit den Winfeln «, B, f. Fig. L.

B. NahLy§64ift28+«
=2R, folglie=(2R —28),
folglih 28 = 2R — «, folglid

= (R —",a).

Berldngert man CB und C4,

o ijt nad) Ly, § 64 £ MAB =
Ny 28 undb £ ABN = (¢ + )
=(a+R — /2“)=(R+1/20‘)-
Th. a—(?R— 28), =R —'ya), &L MAB =28,

A ABN = (R + s ).

Ly Xn einem  gleidhihentligen Dreted ijt dev Winfel anm bder
Spibe das Supplement zu dem doppelten Bafis-Wintel; der Bafis-
Wintel das Komplement zu dem Halben Winfel an ber ©pibe; der
AuBenwinfel an der ©pite gleid) dem bdoppelten Bajis-Wintel
und der AuBenwinfel an der Bafis gleid) dem um 1 R vermelhrten
halben Winfel an der Spike.

A, Wie qrof ift «? wenn g =20° 35° 75° 55° 449, 84°,
A, Wie gqrof ijt 82 wenn « == 50°, 70°, 85° 110° 125°,
1359, ..
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§ 84. Die Grund-Aufgaben.

H. Gegeben find bdie Daten der 6 Grund-Aufgaben fitr das

gleidhidhentlige Dreted.
B. Wenn man bei jeber Grunbd-Aufgabe das dburd) bie itbrigen
Daten beftimmie Datum in Klammern feht, fo folgt, daf ein gleid)-
Thentliges Dreied Deftimmt ift durd) 1. @, b, (6);

I b, (b), ), 5, 8 ), b
A 1. {“',gb'(%)' 1. { b, (@) 1V {a, )
@, P,
. ; V. b oo (8 VL. a, &, ().

Th. Gleihjdentlige Dretece find beftimmt
burd) a, b3 b, @} b B; a, B8 a, .
Ly, ¢ m 3 Das gleihdhentlige Dreied ift beftimmt durd
2 Daten, unter benen eine Seite fein muf.
A, G5 foll ein gleidhichentliges Dreiect fonjtrutert werben aus
folgenben Daten: a, B a, «; b, 5 b, .
Da der Yupenwintel an der Spihe eined gleidhidentligen Drei=
eds glei) Dem bdoppelten Bafis-Wintel ift, fo ift der Bajig-Wintel
gleih dem Dalben AuBenwintel
an ber ©pige. Da nun jeber
Winfel als Aupenmwinfel an der
CGpifge eined gleichichentligen
Dretectd Tonjtruiert werben fann,
fo folgt:
GA,; Wenn ein Winfel gegeben ift, fo fann durd ithn, als
Aupenwintel an der Spibe eines gleihi@entligen Dreieds,
* ein Halb fo grofer Winfel fonftruiert werden. Fig. IL

N—C

Die Trandverfalen des gleidhjdhentligen Dreiedts,
§ 85. Die Symmetralen.

H. Gegeben das gleihichentlige A ABC und die gur Bafis
gehbrige Symmetrale. Fig. L.

B. Da AB = AC =4 ijt, o ijt 4 vou B und C gletd) weit
entfernt.  Nadhy O, § 35 ijt die Sym-
metrale von BC bder geometrijhe Ort
fitr diejenigen Puntte, weldje von B und
C gleich tweit entfernt find.  Folglid)
geht die Symmetrale von BC durd) bdie
©pibe des Dreieds. Nad) F; § 33 hal-
biert dann AD A BAC. Folglidh ift
bie Bafis-Symmetrale mit bder Winfel
albievenden bes Winteld an der Spibe
fonguuent.  Nah) F; § 33 ijt ferner
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DB = DC und A CDA= A BDA=1R. Folglich ift die
Bafis-Symmetrale mit der Bafis-Hihe fongruent.

Th. Die Bafis-Symmetrale geht durd) 4, £ CAD = £ DAB
=1,a, £ CDA= A ADB=1R.

Ju einem gleidhidentligen Dreted geht die Bafis-Symme-
trale bdurd) bie ©pibe und ift mit ber Winfelhalbierenden bHes
Wintels an der Spibe, jowie mit der Bafis-Hihe Fongruent.

Fi. Qn einem gleidhichentligen Dreiect johneiden fich die Gym-
metralen der 3 @eiten in einem Punfte der Bafis-Hile.

§ 86. Die Winkelhalbierenden.

H. ®egeben das gleidhichentlige Dreted A ABC, die 3 Winkel-
halbierenden A We, BWs, CW,. Gig. L.

B. Bergleiht man A AWeB mit A AWeC, jo it AWe
=AWe, AC= 4B, £ CAWe= A BAWo ="}, a. Folglich
it A AWeC22 N AWeB nad) dem II.
Kongruensjaf, folglih CWe = BWo="),a
undb £ AWeC' = 4 AWeB = 1R, folg-
lid) A We fongruent mit der Symmetrale 3u
BC und mit der Bafis-Hohe. Vergleicht man
A BCWg mit A BCWy, fo ijt BC = BC,
A BOWg= A CBWy =8 und £ CBWs
= A& BCWy =1],8. Folglid ijt A BCWp
2 A BCWy nad) dem V. Kongruenzjab,
folglid) ift BWs = CW,.

Th. AW ijt fongruent mit der Bafis-Symmetrale jowie mit
ber Bafig-Hohe, undb BWs = CW,.

3 einem gleidhjdentligen Dreiedt ijt die Winfelhalbierende
bes Wintels an der Spibe fongruent mit der Bafis-Symmetrale
fowie mit der Bafis-Hohe, und find die Wintelhalbierenden bder
Bafig-Winfel gleid) lang.

Fi. Jn einem gleidhidhentligen Dreiet johneiden fich die drei
Wintelhalbievenden in einem Puntte der Bafis=Hishe.

§ 87. Die Hihen.

H. Gegeben bas gleicyihentlige Dveied ABC und die Hihen
AHg, BH,, CHe. %ig. L

B. Bergleiht man A AHaB mit A AHaC, fo ijt AHo— AHq,
AB = AC = b, A BHiA = 4 CHod =R. Folghidy ift
A AHoB 22 A AHoC nady dem IIL. Kongruensjab, folgliy BHa
= HaC, folgli) AH, fongruent mit der Bafis-Cymmetrale. Fer-
ner mup fein & BAHo = A CAHs =", e, folglidh ift AHe
fongruent mit der Winfelhalbierenden bdes Winfeld an der Gpife.
Bergleiht man ferner A BCHp mit A BCH, o ift BC = BC,
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A BHyC = A CH.B=R und A BCHy) = A CBH:;=§.
Folglih ift A BCHy 22 A BCHe nad) dem VI. Kongruenjabe,

folglidy BHp = CHc.

Th. AHq fongruent mit dev Bafis-Symmetrale jowie mit der

c

verfale die Eigenjdhait,
Srandverjale unterjtiiht

Wintelhalbievenden ded Wintels an der Spike,
und BHb» = CHe.

Qn einem gleidhjdentligen Dreied ift die
Bajig=Hihe Ffongruent fowohl mit der
Bajis-Symmetrale jowie mit der Winfel-
Halbierenden bdes Winfeld8 an ber Cpike,
und find die Shenfel-Hdhen gleid) lang.

F.. Qn einem gleijdentligen Dreiece
tritt al8 neue Yransdverfale ferner die Linie
hingu, welde eine DreiectSede mit dem Mittel-
punfte Der Gegenfeite verbinbet. Filr ein
gleidhmifig jdhweres Dreied hat diefe Trans-
bap Dad Dveied, wenn e3 mur in diefer
wird, dod) im Gleihgewidht bleibt und nidht

fillt, o dap von dem gangen Dreied diefe Tvansverfale allein jhrer

su fein jdeint.

Eq Sdwerlinie eines Drveieds Deipt bdiejenige Transverfale,
welde eine Dretedede mit dem Mittelpuntt ihrer Gegenjeite ver-
bindet. — Die Begetdhnung ihrer MaBzahlen gejdhieht durd) ta, o,
tc; threv Gudpuntte durd Ta, T, Tc.

§ 88. Die Sdpoerlinien.

H. Gegeben das gleichidhentlige Dreted ABC und feine drei
Gdwerlinten ATa, BT und CTc. Fig. L.
B. Bergleitht man A ATaB mit A ATaC, o ijt ATa=ATq,

7
3@ Ta,

AB = AC = b, BToa= CTa="1;c.
Folglich it A ATaB 2 A ATaC mad)
pem I. Kongruengjae, folgliy £ ATaB
= A ATaC = R und L BATa =
A CATa ="y 0. Folglidh it ATa mit
ber Bafis-Symmetrale, der Bafid-Hohe und
der Winfelhalbierenden bded Winfel8 an der
©pige Yongruent. Bergleiht man ferner
A BCTs mit A BCTe, o it BC= BC,
CTs=BTe=",b, £ BCTy = A CBT¢
= B. Folglih ift A BCT» = A BCTe

nad) dem IL Kongruensfoe, folglidy BTs = CTe.
Th. AT it fongruent mit ben itbrigen Bafis-Transverfalen,

und BTy = (Te.

L, S einem gleichihentligen Dreiede ift die Bajis-Sdwerlinie
tongruent fowohl mit der Bafis-Symmetvale und Bafis-Hobe, als
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mit der Wintelhalbievenden bdes Winfels an der Spige, und find
bie ©Sdhentel-Sdhwerlinien gleidh lang.

Fi. Qu einem gleihjchentligen Dreiedte find alle 4 Bafig-
Fransverfalen fongruent und die 3 Yrten von Sdentel-Transverfalen
gletd) Tang.

Fo. Jn einem gleihichentligen Dreiede liegen bdie Mittel-
puntte des unt- und ein-bejdhricbenen Kreijes auf der Bafis-Hige.

Fs. Qu einem gleidhichentligen Dretecte ift der Fufpuntt dex
Bafis-Transverjalen nad) O; § 36 von den Schenteln gleich weit
entfernt.

A. 63 joll ein gleichichentliges Dretedt fonjtruiert werden aus
ben Daten: 1. a, kaj 2. a, kb5 3.5, haj 4. @, kay 5. @, hb; 6. e,
wg; 7.0, 15 8.8, wg; 9. @, 7y 10. a,r; 11. 8, r; 12. a, o.

Die Vergleihung der gleidhihenfligen Dreiecfe,
§ 89. Die Fongruemfiye,

H. ®egeben find die Kongruengbedingungen der Kongruenzfipe
fiir bas gleihidhentlige Dreied.

B. Wenn man bei jebem Kongruensjae die doppelt auftveten-
ben ober bdie durd) bdie iibrigen Bedingungen beftimmtien Stiide
in Klammem feht, jo ergeben fich fix das gleichjchentlige Dreiect
folgende Kongruengbedingungen: Uberetnfimmung L in a, 5, (8),

.40, (8), e . {6, (B), B i 100 (8) B . {48, (8)
IL in a b, (8) I in %a' b, () IV. in la, b, (8) V.in b o (8)

VI in q, o, (8). i
Th. Kongruengbedingung ift die Wbeveinfimmung in a, &; 8,

a; b, 85 a, f; a, e
L;; Gleichihentlige Dreiedfe find fongruent, wenn fie in 2 Stiiden

fibevetnftimmen, unter denen minbdejtens eine Seite ijt.

§ 90. ®Gleid[yenklige Dreiecke mit einem Paor gleider Sticke.

H. Gegeben itber bderfelben Bafis -BC bdie gleichichentligen
I Dretede BA,C und BALC. Fig. L.

4, B. ®a 4,B= A,C und A4,B = A,C,
fo liegt A, und A4, nad) O, § 35 auf bder
©ymmetrale von BC,

Th,. 4,4, it die Symmetrale von BC.

L Wenn  gleihdentlige Dreiede eine fon-

gruente Bafis haben, jo Haben fie eine gemein-

B fame Bajig-Trausverjale.

. D ¢ Die ©ymmetrale einer Gevadben ift der
geometrife Ort fiiv die Spifen aller gleidhidentligen Dreiede,
welhe die Gerade als fongruente Bafid Haben.

&Sdinbdler, Planimetrie IL 3

0,
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H, ®egeben bdie gleihjdjentligen Dreiede AB,C, und AB,C,
mit einem gemeinjamen Winfel an der Spibe. Fig. 1.

B, Rad) L, § 83 it
A ACB, = A AGB, =
(90 — Yy ).  Folglih it
G B, | CyB, nad) F, § 28.
Wenn man ferner £ BAC,
Halbiext, jo ift biefe Halbier-
linie die gemeinjame Winfel-
bhalbierenbde fiir beide Dreiecte.
Mithin Haben biefe Dreiede
nad) F; § 88 gemeinjame
Bafiz-Transverjalen.

Th,. B,C; || ByCy und
AD; D, gemeinjame Bafis-
Fransdverjale.

Wenn  gleihichentlige
Dretede einen fongruenten
Winfel an ber Gpibe

haben, jo Haben fie parallele Grundlinien und eine gemeinfame Bafis-

Qransverjale.

0, Die Wintelhalbierenbe eines Wintels ift der geometrifdhe Ort
fiir die Mittelpunite der Grundlinien aller gleif)jhentligen Dreiecte,
welde den Winfel als fongruenten Winfel an der Spike Haben.

2, Das gleidfeitige Dreied.
§ 91. Die Dreiecks-Htiicke,

H. ®egeben ift ein gleidhfeitigeds Dreied ABC mit bder
Seite a. Fig. L.

B. ®a AB=AC=2gaq, o ift £ ACB= 4 ABC. %a
AC = CB, jo it £ ABC= A BAC.
Folglidh) jind alle 3 Winkel einander gleid;
folglid) betrdgt jeder ben britten Feil von
2 R, aljo 60°

Th. £ ABC= A BCA = A CAB
= 60°.

Gin gleidfeitiges Dreied ift aud ein
gleidymwiniliges Dreied, in weldem jeder
Wintel gleidh) 60° ift.

Reguldr Yeipt eine gleidfeitig gleid)-
winflige Figur.

F.. Das gleidhfeitige Dreied ift ein regulives Dreied.

Da durd) die Seite o alle iibrigen Dreiedsjtiice beftimmt find,
fo folgt:
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F.. Gin gleidfeitiged Dreted ift durd) eine Seite beftimmt.
Da bdie Konjtruftion eines gleidhfeitigen Dreieds einen Winkel
von 60° Deftimmt und nad) GA, § 84 3u dem Wintel von 60° ein
halb fo grofer Wintel fonftruiert werden fanm, jo folgt:
GA,; Sm Endpunft einer Geraden ¥ann durd) das gleid-
feitige Dreied ein Lot erridtet werden. Bgl. Fig. IL

d 3
M (
\\a
\\\
0‘01) /60 \\a
\/ o \\\ B
60 )
AT @ F r A4 M

Da durd) Mbereinfimmung in einer Seite aud) alle iibrigen
Gtitde gleichfeitiger Dreiede iibereinjtimmen, jo folgt:

F,. Gleihieitige Dretede find fongruent, wenn fle in einex
Geite iibeveinftimmen.

§ 92. Dic Transverfalen,

H. ®egeben das gleihieitige Dreiet ABC und ivgend 3 Tvans-
verfalen AD, BE, CF. $ig. L.

B. Da jebe Seite a3 die Bafis eines gleihidentligen Dreieds

aufgefagt werben fann, jo folgt nady F,

I 4 § 88, bdap famtlide zu einer Seite zu-

gehirigen Transverjalen Fongruent find;

und bdap jamtlidge Trandverjalen ber 3

Geiten gleid) lang find.

Th. AD ijt ©ymmetrale, Wintel-

E Palbierende, Hihe, Schwerlinie; ebenfo

BE und CF. Jerner ift AD = BE
= (F.

L;, Sn einem gleidfeitigen Dreiede find

g fdmtlidhe au einer Geite zugehdrigen

Transverjalen fongruent, und find
alle 3 Yrandverfalen gleid) lang.

F,. Xn einem gleidyjeitigen Dreiede {ind die Mittelpuntte
bed nm- und ein-bejchricbenen Kreifes fongruent.

A, Gegeben ein gleichieitiges Dreied. €5 follen feine Trans-
verfalen und bie Mittelpuntte des um- und ein=bejdriebenen Kreijes
tonjtruiert werben.

A, 68 foll ein gleidhieitiges Dreied Fonftruiert werben
aud dem Datum: 1. we; 2. ha; 3. ta; 4. 7; 5. 0.

C D

3&
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II. ®ag Biered.

§ 93. Dic Bildung des Viereks.

4 Gerade tonnen jundadit einander pavallel gehen ober fid) in einem
Puntte {dhneiden. Dann fonnen 4 Gerabe fih aud) in 3 Puniten
fhnetden, wie in Fig. I und Fig. II.  Xu allen bdiefen Fiallen ent-
{tehen befannte geometrifhe Gebilbe. MWenu fid) aber 4 Gerabe in

T N
s

c

m
w
D
%
4 Punften jhneiden, wie in Fig. III und Fig. IV, jo entjteht in
Sig. IV eine neue Figur, deven Umfang 4 Ccden hat, und deren
beibe gegeniiberliegenden Seiten-Paare Parallele find.
Ey Parallelogramm Yeift ein Bieved, in weldjem bdie beiden
gegeniiberliegenden Geiten-Paare Pavallele find.

Wenn i) 4 Gerade in 5
Buntten jdhneiden, wie in Fig. V,

N
7,
N\
N

)

4 7 | -

von benen 2 mal je 3 Punite
/\B in einer Geraden liegen, jo ent-
4 fteht wieder ein Bieved ABCD,
in weldem jedodh) nur ein Gegen-

feiten-Baar Parallele find.
Eq D c Yrapey Yeipt ein Biered,
/ \ in weldjem ein gegeniiberliegen-
besd Seiten=Paar aud LParallelen

befteht.
Wenn 4 Gerade fidh im allgemeinen o {dueiden, bdap fidh
immer nur je 2 in einem Punfte jdnetden, jo haben bdiefelben nadh
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F; § 18 % == 6 Gdnittpunfte, von denen 4 mal je 8 in einer
Geraden liegen. Fig. VL
Auh in diejem Falle ent-
fteht nur ein Viered, 3. B.
ABCD.

F,. Die BVievede lafjen
2 befoubere rten vou
Bieredenunterideiden, das
PBarallelogramm und
bas Trapes.

F,. Gin Bierjeit hat
6 Gden, von benen 4
mal je 3 auf einer Ge-
raben liegen.

F;. Beim ITrapes liegt
ein Sdnittpuntt dber 4 Seiten im Unendlicdhen, und beim Parallelo-
gramm liegen 2 Sdnittpunite der 4 Seiten im Unendlichen.

§ 94. Die Viereks - Stivcke.

Der Name ded Vieveds wirtd mit 4 grofen lateinijen §Bucﬁ
ftaben gef(ﬁrteben und in derjenigen Budhjtabenfolge gelefen, in
weldher das Auge die Rethenfolge dex
Cden am Nmfang wahrnimmt. Daj
PBieveds-Zeihen iird vor denfelben
geftellt. Bieved ABCD in Fig. L.

F.. Sebed Bieved YHat 2 ent-
gegengefete Namen.

Gin Bieveds - Umfang ldpt 4
©etten und 4 Wintel unterjchetden.
Die Streden bder 4 Seiten bdes
Pieredd iwerden durd) diejenigen
fleinen lateinijjen DBudftaben be-
seidhnet, welde ihren grofen An-
fongsbudftaben entjpredgen.  Die
Mapzahlen der 4 Winfel bes Wieredd twerden mit denjenigen Flei-
nen griedjijhen Budjftaben begeidhuet, welde ihren grofen Sdeitel-
Budftaben entfpredjen. Fig. L

Swijden 4 Puniten, von bdenen nicht 8 in einer Gevaben liegen,

giebt e3 nad) F; § 14 %‘é = 6 @erabe. Fig. I. BVon diefen

6 Geraben bHilden 4 Gevadbe die 4 Seiten bed BVieveds. Die beiden
anderen, AC und BD in Fig. I, erfdjeinen al8 Trandverfalen, welde
burd) je 2 gegeniiberliegende Ecfen des Vieredd gehen.
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Diagonalen Deifen bdiejenigen Biereds-Transverfalen, weldhe
burd) 2 gegeniiberliegende Gcfen desfelben gefen.

Fs. Jebes Bieved hat 2 Diagonalen. — Ihre Magzahlen jollen
mit e und f Degeidhnet werden.
F;. Gin Bierfeit hat 3 Diagonalen.

§ 95. Die homologen Vievecks- Stiicke.

Kongruente Bievede find einander wirtlich gleidh.

Bleide Bievede ftimmen in allen homologen Stitden itberein.

Homologe BVieredsd- Stiide find diejenigen Seiten Ton-
gruenter Bievede, weldhe an ihren Endpuntten gleihe Wintel in glei-
dher Reihenfolge haben; und Dbiejenigen Winkel, weldje von gleidhen
©eiten in gleiher Reibenfolge eingeflofien werden.

§ 96. Die Winkel des Vierecks.

H. Gegeben Biered ABCD, darin
die Winfel &, B, y, J. Fig. L.

B. Um bie Gigenidhaften bdex
Bieredd - Wintel qus Dreieds-Winteln
abzuleiten, jiehe man die Diagonale
AC.  Dann ijt

in A ABC: A §+ A BAC+ A BCA =2 R,
in A ADC: & 0+ A DAC-+ £ DCA =2 R.

A B+ £ 0-+(A BACH A DAC)+ (A BCA+ A DCA)=4R.
Folglich ift:
A4+ A0+ A« + 4Ly =4R.
Th. e +8+y+d=4R.
Jn einem Bieved ift die Summe aller 4 Wintel gleih 4 R.

§ 97. Die Diagonalen.

Wenn man in einem Biered die Diagonalen zieht, Fig. I, fo folgt:
F,. Jn einem DBiered teilt jebe
I Diagonale dasfelbe in 2 Dretecfe, die
allein in  bder Diagonale iiberein-
ftimmen.

D Fo. Qu einem Biered it dex
Sdnittpuntt beider Diagonalen bdie
¢ gemeinfane Ede von 2 Pasr Shei-

tel-Dreieden.
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Da zur Konjtruftion jedes Dreieds 8 Daten erforderlidh find, und
7 4 die beiben durd) eine Diagonale gebilbeten

Dreiecte eines Bievedd nur in der Dia-
gonale itbeveinftimmen, Fig. II; fo folgt,
ba sur RKonjtruftion von A ABD brei
B Daten, und von A BCD aufter der durdh

N ABD Dbefannten Diagonale BD nod

2 Paten erforderlid) find.
F;. Gin Biered it im allgemeinen

, durd) 5 Daten Dbeftimmt.
¢ F,. Bierede finb Yongruent, wemn

fie im allgemeinen in 5 &titden iibereinftimmen.

A. @3 joll ein Bievet Fonftruiert werden aus folgenden Daten:
l.a,b,¢,d,e; 2.a,b,¢,8,7; 8.a,0,¢,8,7; 4. a,b,¢,¢ 0;

5.a,b,¢,d, e; 6.a,b,0,¢,f; 7.a,8, 0, ¢

§ 98. Das Sehnen-Vieveck.

H,. ©egeben da3 Sehnen-Biered ABCD mit Centrum M und
mit ben Peripherie-Winfeln «, 8, , 0. Fig. L

B,. Berbindet man M mit den 2 Gegeneden de3 BViereds B und
D, {o ift nach Ly, § 46 £ DMB auf Bogen DCB gleid 2 &, und
& DMB auf Bogen DAB gleid) 2 y.
Run ift 2 + 2y = 4R, olglid
o+ y=2R.

Th,. ¢+ y=2R.

Diefelbe Beweisfithrung gilt fiir bdie
Gegenwinfel 8 und d.

Sn jebem Sefhnen-BViered find
bie ©Summen bder gegeniiberliegenden
Wintel gleidh grok, und gleih 2 R.

Det Kreid ift nun durd) die 3 Punite
4, B, C ber Fig. I beftimmt nad) GAg;
§ 74. Die Beweisfithrung bleibt dann fiix
jeben vierten Punft D ded Bogens ADC diefelbe. Mithin find alle
Wintel ADC al8 Supplemente zu demfelben Winfel B gleich grop.

F,. Wenn ein Kreis durd) 3 Punfte Deftimmt ift, jo ift der=
jenige Bogen wijdhen 2 von diefen Punften, weldjer den durd) den
britten Puntt beftimmten Bogen jur gangen Peripherie ergdnst, der
geometrijhe Ort fiir alle Punfte, weldje mit den 3 gegebenen
Puntten ein Sehnen-BVieved bilden.

H,. Gegeben ein Bievet ABCD, in weldem ¢+ y = 2R
Yonftruiert ift. Fig. 1L

B,. SKonftruiert man dad Gentrum ded Kreifes E, weldjer
bwd) A, B, D Yindburdhgeht, o ijt nad) F, Bogen BD bder geo-
metrijhe Ott fiir die Sceitelpuntte derjenigen Winfel, weldje mit

D
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« Gupplemente bilden. Nun ift £ y nadh) Konjtruttion in Fig. II
bas Gupplement ju e, alfo liegt C in dem Bogen zwijhen B und D.

r N

b
-
5]

Thy. Die durd) ABD bejtimmte Peripherie geht durd) C.
L, Wenn in einem Bieved die gegenitberliegenden Winfel Supple-
mente findb, fo geht die dburd) 3 Gden beftimmte Peripherie jtets
purd) bie vierte Gde, fo ift dasg Bieved ein Sefhnen-BViered.
Fy. Lg und Lg find umgefehrte Lehrjibe.

§99. Das Tangenten-Vievek.

H;. Gegeben dbag Tangenten-Biered ABCD. Hig. I.
B;. Nad) Ly § 41 find die von einem Punft an eine Peripherie
gesogenen Tangenten gleid) lang. Folgli) it AL = AH = m,
BE =

= BF = n,
I CF = 0@ = o,
DG = DH = p.

Folglid) ift AB +C.

=m-—+n—+o0-+p
und BC + DA = n
—+o—+p—+m. Folg-

lih it AB + CD =

P BC + DA.
Jieht man ferner
D P G ¢ ME = MG = MH

und FE und FG; jo

it &£ EMH=180—a und £ HMG = 180—J, folgliy £ GME,

gehorig gu Bogen GHE, gleih 860 — («+ ), folglih £ EFQ,
gehorig gu demjelben Bogen GHE, gleid) 180—1/,(a —+ d).

Thy. AB+CD=BC+DAunbd £ EFG=180—");(a—0).

Lg, Jn einem Tangenten-Biered find die Sumnten der gegen-

iiberliegenden Ceiten gleich, und ift der Berithrungspuntt jeder
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Tangente dev Scheitelpuntt eines Periphevie-Wintels, weldher gleich
dbem Gupplement der halben Summe der beiden von den 3 anderen
Tangenten gebilbeten Wintel ift.

Wenn die Lage von 3 Tangenten beftimmt ift, 3. B. von AD,
AB und DG, jo find e und J beftimmt, fo ijt Kveis ME beftimmt,
fo it & EFG = 180 — '/, (@ + ) beftimmt fitx jebes F' jeber
bierten Tangente BC.

F. Derjenige durd) 3 Tangenten beftimmte Kreisbogen, welder
ben gwifdjen den 3 Beriihrungs-Puntten befindlichen Bogen jur gangen
Pevipherie ergingt, ift der geometrijfe Ort fiir bdie Berithrungs-
Puntte alfer vierten Geraben, weldje mit den gegebenen 3 Tangenten
ein Tangenten-BVieved bHilben. ‘

H,. Gegeben MN = a -+ ¢ = OP = b + d; bdavaus fon-
ftrutert ein Bieved ABCD, jo dap AB 4+ CD = o + ¢ und
BC+ DA =06+ d it. Fig. IL

B,. RNennt man die Winfel des Bieveds o, 8, y, J, Yon-
T To ftrutert denjenigen

‘ Kreis, welder bdie
Zangenten a, b, ¢
in £, F, G Ye-
vithrt, und zieht
RE, RF, RG
und HG und HE

™o foifte +p8+ y
-+ d== 360, folg-
fiho+ d=2360
— (B + ) und
1y (e+d) = 180
— 1/2 @ —+ 7.
Ferner ift £ ERF

= 180 — B,
A FRG = 180
- 7 fDIgII&}
A ERG, jugehorig sum Bogen EFG, gleih) 360 — (8
+ ). Dadht man dbann DH = DG, jo muf nach H,
aud) AH = AE fein. Folglih £ GHD = 90 — 1/, 4,
ttp & AHE =90 — '/, jolgli) £ EHG =&+ 1,0
= 180 — 'L (8 4 7). Folghid) it £ EHG =], A ERG.
Solglid) it £ EHG ein Peripherie-Wintel in dem Kreife
um R, gugehirig sum Bogen EFG. 3ieht man nun RH, fo
ift aud) £ RHG = A RGH, alfjo £ RHD = A RGD

= 1R. Folglid) ijt H Beriihrungs-Puntt des Kreifes fiir 4D.
Thy. Dex durd) a, b, ¢ beftimmte Berithrungs-Kreid um R He-

rithrt aud) 4 in H.

L, Wenn in einem Bievede die Summen der gegenitberliegenden
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Geiten gleid) find, fjo beriihrt der durc) 3 Seiten bejtimmie Be-
rithrungd - Kreid aud) ftet3 die vierte Seite; fo ift basd Biered ein
Tangenten-Bieved.

Fy. Lg ift die Umfehrung zu L.

Da in einem Sehnen-LViered durd) jeden Wintel aud) der gegen-
itberliegende Winfel, und in einem Tangenten-Vieved bdurd) jebe
Geite aud) die Linge der gegenitberliegenben Seite Dbeftimmt ift,
fo folgt:

F;. Gin Kreis-VBiered ift im allgemeinen durd) 4 Stiide De-
ftimmt. B

Das Trapez.

§ 100. Die Winkel des Trapeyes.
H. Gegeben ift Trapey ABCD, aljo AB | DC. Fig. L.

B. Da AB || DC, o bildben £ & und A d, jowie £ g und
A y Gegenwintel-Paave.  Folglidh

I finb £ « und £ J, jowie A B

A B und A y nad F; § 28 Supplement-

x Y Winfel. Aljo ift £ d = (180 — )
und £ y = (180 — B).

A Th. ¢+ 0 =180 und g+ y

(£
(0
Mjﬂf‘

" Q. einem  Frapey find Ddie bden
nidgt-parallelen Seiten anliegenden Winfel-Paare Supplement-
Wintel.

§ 101. Die Diagonalen.

Da AB | CD in %ig. I, jo bilben £ BAC und £ ACD
A B ein Wedhfelwinfel-Paar und
¢ find dafer nad) F, § 28 ein-
anber gleid).
F,. Sn einem Srape;
bilbet jede Diagonale mit
|3 ben pavallelen Geiten ein
D C Wedielwintel-Paar.
F,. Sede Diagonale eined Trapeges teilt dasfelbe in 2 Drei-
B ede, bie in zwei Stiiden iiberein-
ftimmen.
F,. Beidbe Diagonalen eined
Irapezes in Fig. II bilden um ihren
7 ., Sdnittpuntt 4 Dreiede, von De=
D Y nen ba3 zu den parallelen Seiten
gehirige Sdeitel-Dreieddpaar winfelgleid) ift.

A
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§ 102. ARonftruktion und Kongrueny,

Da nad) F, § 101 jebe Diagonale eines Irapezes dasfelbe in
2 Dretede teilt, die in 2 Stiiden itbeveinftimmen, jo ift, wenn bdas
erfte Dreied durd) 3 Daten beftimmt ift, das jweite Dreiect bejtimmt,
wenn nodh ein Datum dazufommt.

Fy. Gin Yrapes ift im allgemeinen durd) 4 Daten beftimmt.

F,. Trapege find fongruent, wemn fie im allgemeinen in
4 Gtiiden {ibereinjtimmen,

A. G3 joll ein Trapes fonftruiert werden aus folgenden Daten:
LoabocfB;2 abce 8 abde;dabdp; 5ab.asp;
6.a,d, @, ¢e; 7.a,b,e,/f

§ 103. Das Sehnen- Frapes.

H. Begeben bas Sefhnen-Ivapey ABCD. Fig. L.
B. Da ABCD ein Irapes ijt, o find o und & Supplement-
Wintel, alfo d = (180 — &). Da ABCD ein Sehnen-Bieved ift,
fo find aud) « und y Supplement-
I /\ Winkel, mithin y = (180 — ). Da

y DB audy B und y Gupplement-Binkel find,
T % jo it 8 = e
D LB \~{éta‘{q:. Th. £ BAD = 4 ABC = «

S0 und £ ADC = £ BCD = (180
— ).

Gleid)fdyentlig heift ein Trapez,
in weldjem die den Parallelen anliegenden
Wintel gleid) grop find.

Gin Sehnen-Trapey ijt ein gleid)jhentliges Jrape;.

Fi. Jn einem gleid)idjentligen Trapeze geht der durd) drei
Gden bejtimmte Kreid jtet durd) die vierte Gefe. (Umlehrung von
Les und folgt aus Lg, § 98.)

Jieht man die Diagonale AC, fo folgt ausd der Gleichheit der
Wed)jel-Wintel ¢ die Gleihheit der jugehorigen Bogen und davaus
bie Gleidheit der zugehirigen Sehnen BC und AD.

Fy. Jn einem gleidhjdjentligen Trapeze find bdie nicht
parallelen Seiten gleid) lang.

§ 104. Das Tangenten- Trapes.

I E Wenn ein Tangenten- Trapes gegeben

iit in Fig. I, jo mup, dba ABICD i,
N% nad) F, § 41 EF ein Kreid- Durd)-
meffer fein.

F,. Sn einem Tangenten-Ira-
pey bilden bdie den Parallelen ugehs-
En T C rigen Berithrungs-Radien einen Kreis-
Durdhmefer.
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Fa. Da3 Gebhnen- und Tangenten-Jrapey find durdh 3 Daten
beftimmt,

3. Dasd Parvallelogramm,

§ 105. Die Seiten des Pavallelogramms.

H,. Gegeben bag Parallelogramm ABCD. Fig. I.
B,. Wenn man die Diago-
I nale AC 3iebt, jo ift A BAC
= L ACD = ¢ al8 Wedhfel-
Winfel, ebenfo £ BCA =
A CAD = g al3 "Wedfel-
Winfel. Ferner it AC = AC.
Alfo ift A ABC 22 A ADC nadh
bem V. Songruenzjage. Folglich
it AB=CD und BC= 4D.
Th. AB = CD = a und BC' = AD =b.
o 3n einem Parallelogramm find die gegeniiberliegenden
Getiten gleidy lang.
H,. Gegeben Bievet ABCD, in dem AB = CD = a und
BC = AD = b fonjtruiert find. Pig. IL.
B,. 3ieht man die Diagonale AC, o entjtehen die Dreiede
ABC und ADC, welde in allen
3 Geiten iibereinftimumen und
mithin nad) dem erften Kon-
gruengjoge fongruent find. Folg-
li it £ BAC = 4 DCA.
Da  beide Winfel gleih ge-
ridhtet {ind, das eine Schentel-
paar AC und CA aber ent-
gegengefebt gevidhtet ijt, fo mup nad) F¢ § 28 aud) AB und CD
entgegengefelt gerichtet, aljo paraflel fein. Ebenjo folgt aus ber
Kongrueny der Dretefe 4. BCA = A DAC, und aud gleidhen
Griinden wie vorher BC | AD.
Thy. AB | ¢D wnd BC || AD.
Lgs Wenn in einem Bieved bdie gegenitberliegenden Seiten
gleid) lang find, jo ijt es ein Larallelogramm.
Fy. Lg und Lg find umgefehrte Qehridbe.
H;. Gegeben Bieved ABCD, in dem AB = CD und ABCD
fonftruiert find. Hig. UL

A8 g B B,. 3ieht man AC, jo entjtehen
N bie Dreiede ABC und ADC. Jn
benfelben it AC = AC, AB = CD

e umd, weil AB | CD it, & BAC
D ~— =0 = 4 DCA=¢. Folglidhijt A ABC
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2 A ADC nadh bem 1. Kongruenzfage. Folglidh it BC = AD,
folgliy aud) nad) Le BC | AD.

Thy. BC= AD und BC || AD.

Wenn in einem Bieved zwei Gegenfeiten gleid und
parallel find, fo ift e8 ein Parallelogramm.

Gin BViered mit gleihen Gegenfeiten fann durc) Jirfel und
Lineal fonjtruiert werden.

Barallele tonmen Ionjtruiert werben mit Jivkel und Lineal
durd) ein BVieved mit gleihen Gegenjeiten.

§ 106. Die Winkel des Parallelogramms.

H,. Gegeben dag Parallelogramm ABCD. Fig. L.
B. £ BAD = A BCD = « a3 Wedjel-Wintel, £ ADC
~+ A BAD = 180 a3 Gegen-WinTel,
I tolgli 4 ADC = (180 — «).
A ABC = A ADC = (180 — «)
al3 Wedhiel-TinTel.
2 Th. A BAD = £ BCD =«
¢ und £ ABC= A ADC=(180—c).
Qu - einem Parallelogramm find die gegeniiberliegenden
Winfel einander gleih, und bdie jeber Seite anliegenden Winfel
Gupyplement - Wintel.
F,. In einem Parallelogramm Heftimmt ein Winkel alle iibrigen.
A, Wie qrop find die Winfel berjenigen Parallelogramme, in
benen ein Winfel = 50°, 75° 100° 60° 145° 135° 2. {jt?
H,. Gegeben Bieved ABCD, in weldjem L BAD= A BCD=e
und £ ABC = £ ADC fonjtruiert ift. Dazu mup 2 £ ADC
+ 2a=23860, alfo £ ADC+ «

AV G =180, alfo 4« ADC— 4 ABC
= 180 — a gewdhlt werben.
I WK « B, Da 4 BAD + £ ADC=
D \c

180, da ferner betde Winfel entgegen=
gefebt geridhtet find, und oaud) das
eine Sdjenfelpaar AD und DA entgegengefebt gerichtet ijt, jo mup
nad) F, § 28 da3 anbdeve Sdentelpaar gleidgeridhtet, alfo AB | DC
fein. ®a L ADC + A BCD = 180, fo folgt aus bdenfelben
Griindben DA | CB.

Thy. AB || DC und BC | AD.

Wenn in einem Vievede die gegeniiberliegenden Winfel
gleid) ober bdie den Geiten anliegenden Winfel Supplemente find,
fo it es ein Parallelogramm.

F,. L, und Ly find umgefehrie Lehride.
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§ 107. Die Diagonalen.

Da bdie Gegenjeiten eined Parallelogramms gleidh lang find, jo
folgt nad Fig. I.:
A a I Fi. QJedbe Diagonale eines
- Parallelogramms teilt dasfelbe in 2
b fongruente Dreiecte.
b F,. Gin Parallelogramm ift im
allgemeinen durd) 3 Daten be-
D 7 C ftimmt.
F;. Parallelogramme findb fongruent, wenn fie im allge-
meinen in 3 Stiiden iibeveinftimmen.
H,. Gegeben dad Parallelogramm ABCD, darin beide Diago-
nalen AC und BD. $ig. 1L
B,. Bergleiht man wei Dreiede mit gemeinjamer Bafis, in
I benten die Diagonalen Seiten
find, 3.8. ACDBund ACDA,
fo ift CD =CD, CB = DA
=10, bdagegen A BCD <<
A ADC, weil bdiefelben Sup-
plemente find. Folglih mup
nad) Ly § 78 BD << AC fein.

4 a B

Th,, BD << AC.

X einem Parallelogramm find beidbe Diagonalen ungleid,
und 3war ift diejenige Diagonale die fleinere, weldje dem fpigen
Wintel ded Parallelogramms gegeniiberliegt.

H, ®egeben etn Parallelogramm ABCD, darin beide Diago-
nalen AC und BD. @ig. 1L

B,. RNennt man den Sdnittpuntt der Diagonalen K, und vetr-
gleiht man 2 Sdeitel-Dreiede an demjelben, 3 B. A AEB mit
A DEC, fo jind biejelben nad) dem V. Kongruensjage fongruent.
Folglidh ift AE = EC und BE = ED.

Thy. AE = EC und BE = ED.

Sn einem Pavallelogramm ift ber SGuittpunit der Dia-
gonalen gugleid) ihr Halbierungspunit.

H,. Gegeben it Bieved ABCD, in weldjem EA= EC=m

und EB = ED = n Tonjtruiert

A= BN ijt. Big. 111
B B;. Bergleiht man 2 Sdhei-
tel-Dreiede um E, 3. B. A AEB
mit A DEC, fo find biefelben
D o nad) dem 1I. Kongruenzjabe fon=
gruent. Folglid ift AB = CD.
Folglig) ift £ BAE = A DCE.
Da beide Wintel gleid) gerichtet find, das eine Shenfelpaar AL und
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CE aber entgegengefeht gerichtet ift, fo mup nad) Fy § 28 aud) das
andere Sdyentelpaar entgegengefeht gerichtet und alfo parallel jein.
Folglidh ift AB || CD. Wenn aber AB = CD und AB || CD,
fo it nad) Lg § 105 aud) BC | AD.

Th;, AB || CD und BC || AD.

Wenn in einem Bieved der Sdhnittpuntt der Diagonalen u-
gleid® ihr Halbierungspunit ift, o ift es ein Parallelogramm.

F,. Lq und Ly find umgetehrie Qehridge.

Gin Biered, in weldem der Snittpuntt dber Diagonalen zu-
glei ifr Halbierungdpuntt ift, Faun mit Jirkel und Lineal Ffon-
ftruiert werben.

PBarallele fonnen fon-
P ftruiert werden mit Jiv-
fel und Lineal durd
ein Bierved, in dem
ber Sdnittpunft ber
Diagonalen jugleid
N thr Halbierungspuntt

it Sig. IV.

A. G3 foll ein Paralelogramm Tonjiruiert werdben ausd bden

Daten: 1. a, b, @; 2.a,b,¢e; 3.a,¢ @, 4.a,¢.f; b.e f ax

§ 108. Parallelogramm und Kreis,

Da in einem Parallelogramm bdie gegeniiberliegenden TWintel
gleidh) groR, aber feine Supplemente find, fo giebt s fein Sehnen-
Parallelogramm. Da ferner bie Gegenfeiten zwar gleidh, aber
bie Summen ber Gegenfeiten nicht gleid find, jo giebt es aud fein
Tangenten-Parallelogramm.

§ 109. 1. Parallelogramm und Dreieck.

H. Gegeben A ABC, in demfelben die 3 Hihen AHa, BHb
und CHe. ig. L.

B. Wenn man jeden Dreieds3-Wintel zu einem Parallelogramm
vervollftindigt, 3. B. L v ju [7 AFBC x., fo entfteht ein dem
A ABC umjdriebenes Dreiet DEF, in weldem EF | BC,
FD | CA wnd DE || AB ijt. $olgliy it AHo L EF, BHp
1 DF uwnd CHe L DE. Ferner ijt in [J AFBC: AF = BC
=qundin [7 AECB AE = BC =a. Folgli)ift AF = AE=a,
folglicy it AHa die Symmetrale ju EF. Gbenjo folgt, dap BHb
bie ©Symmetrale ju DF und CHc bdie ©ymmetrale zu DE ijt.
olglich mitfen fi) AHa, BHs, CHe nad) L, §71 in einem Punfte
fchueiden.

Th. AHa, BHp, CH: Yaben einen gemeinjamen Sdnittpuntt.
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Die 3 Hohen eined Dreiedd jdhneiden fich in einem Punite.

’
N
N

Dv

F.. Der Hiohenpuntt eines Dretedd ift bder dritte mert-
wiirdige Punit im Dreted.

Fo. Der 9ohenpuntt legt in einem {pibwinfligen Dreiece
innerhalb des Dreieds, bei einem redhtwinfligen im SHheitelpuntt
bes Redhten, bei einem ftumpfwinfligen Dreiede auBerhald bdes
Dreteds.

§ 110. 2. Parallelogramm und Trape;.

Mittellinie eined Trapezesd heift die Verbindungslinie dex
Mittelpuntte der beiden Niht-Parallelen bdesjelben. EF in Fig. I.

H,. Gegeben das Trapey ABCD, darin fonftruiert die Mittel-
linie besfelben EF. $ig. 1.

B,. Wenn man durd) F GH | AD fonftruiert, jo dap Parallelo-
gramnt AGHD entjteht, o

4 ¢ B i | fimmen in den Drveieden BGF
i \%{//‘ und CHF iibevein BF = FC,
E ﬂ%b A BFG = A CFH und
f l §\ 4 FBG = A FCH a3
o e Wedfel - Winkel.  Folglich it

— A BFG 22 A CFH nad) dem

e

V. Kongruengjoh. Folglih ijt
FG = FH, folgliy, da in [J AGHD GH = AD = d it
FG = FH ="}, d; folglidj ijt, da in Bieret AGFE: FG || AE,
nad) Konjtruftion, und FG = AE = Y, d ijt, Bieved AGFE
nad) L § 105 ein Pavallelogramm und folglihy EF | AG, aljo
aud) EF 1| AB || CD.

Ferner folgt, da A BFG 2 A CFH ift, BG = CH = m,
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folglid) ift in [7 AGFE EF = a -+ m
und in [7 EFHD EF = ¢ — m,
alfo 2EF =a + ¢
und EF =1,(a + ©).

Th,. EF || AB 1| DC, und EF = !,(a + ¢).

Ly Qn einem Irapegze ift die Mittellinie den Parallelen des
Jrapezed parallel, und gleidh ihrer Halben Summe.

Fi. Sn einem Parvallelogramm ift die Mittellinie weier
Parallelen bdiefen Parallelen parallel und gleid).

A I Da ein Dreied al3 ein Irapey auf=
gefaft werben faun, in ieldem bdie eine
Larallele unendlich flein, aljo gleih Null
ift, $ig. II, jo folgt:

Fy,. Qn einem Dreied ift bie

Mittellinie zweier Seiten Dber dritten
B Seite parallel, und gleid) threr DHalfte.

Fi. Jebes Frapey wird durd) eine Gerabe, weldhe durch den
Gndpuntt einer Parallelen su einer Nidht-Parallelen parallel gebt,
in ein Parallelogramm und ein Dreted zerlegt.

F,. BWenn bdie beiden Nidht-Parallelen eines Irapezes gleidh
find, joiit es glei§hjdentlig.

H,. ®egeben A ABC, bdarin Yonftruiert feine 3 Sdhwerlinien
ATa, BT, CTe. Fig. 11

B,. Berbinbetman Tsmit Te, {oift in A ABC Ts Te die Mittellinie
fiir die beiben Dreiectsfeiten b und ¢. Folglich ift nach Fy: T T | BC
und 76 Tc = Y, a.
Bezetdnet man ben
S©dunittpuntt  ber
beiden Sdwerlinien
BTy und CTe mit
D, und fonftruiert
in A BCD bieMit=
tellinte zu den Dei=
dent Seiten DB und
DC gleiy EF, o
ift ebenfalls mnach
F,: EF| BC und
EF =1a. 3ieht
man dann T F und
TcE, o it im
Piered Tp TcEF
TyTe = EF = ‘ya und TpTc | EF | BC. $olglidh ift e3 nach
Ly § 105 ein Parallelogramm, folglid) ift in bemfelben nady Lz § 107
DTy = DE = m und DTc = DF = n; jolglith ift DTs = m

Sdindler, Planimetrie IT, 4



EQG&

50 II. Dad Biered. [122

und DB = 2m, DTc = n und DC = 2 n; folgli) ift DT =
st und DB =2[sts, DTc = ‘[ytc und DC = ytc; folglidh teilt
ber Sdnittpuntt bon zwei Schwerlinien jede Schwerlinie jo, daf
ein Drittel threr Linge nad) ihrer Dreiectsieite su und 2 Drittel der-
felben nad) ihrer DreiedSedte ju liegen.

Da mun bdie dritte Schwerlinie AT jede ber beiden anbderen
Sdwerlinten ausd demfelben Grunbde ebenjo jdhneiden muf, D aber
ber eingige Punft ift, durd) weldhen ein Drittel einer Schwerlinie
nad) threr Seite ju abgefdnitten werden fann, fo folgt, dag AT%
ebenfall8 durd) D Yindburchgehen musp.

Thy. ATa, BT, CTc Haben den gemeinjamen Schnittpuntt D,
und e8 ift DTe = 1/3ta, DTy = 1/3tb, DT, = 1/3tc.

Sn einem DOveted {hneiden fid) die 3 SHwerlinien in einem
Punfte, fo dap ein Drittel von jedber SHwerlinte nadh ihrer Seite
su liegt.

Wenn ein gleihmapig [hmweres Drveted in dem Schnittpuntt
ber Sdywerlinien unterjtitbt wivd, fo fillt dasfelbe nicht. Diefer
Puntt fheint daher der eingige jdhwere Puntt ded Dreteds zu fein.

Sdhwerpuntt eined Dreieds heift der gemeinjame SHhnitt-
puntt jeiner 8 Schwerlinien. (Fo § 87.)

F;. Der Shwerpuntt ift der vierte merfwiirdige Puntt
tm Dreted.

Fe. QJebe Sdhwerlinie eined Dreiedd fann aufgefaht werden
al8 die Hilfte ber Diagonale eined Parallelogramms, in iwel-
dhem bdie der Sdwerlinie jugehivige Dreieds-Seite die 3weite Dia-
gonale bildef.

A. @3 foll ein Dveted fonftruiert werden aus folgenden Daten:
1.6,¢ ta; 2. 0, 8, ta; 8. ta, 8, te; 4. ta und die Winfel, weldje g
mit ben anliegenden Seiten bildet, alfo ta, £ (tg, 8), A (ta, ©),
5. ta, & (ta, ¢), b ., 6. a, b, te; 7. a, ¢, ta; 8. &, hb, ta.

§ 111. Parallelogramm und Vieveck.

H. Gegeben Bieved ABCD
mit den Diagonalen AC und
BD und deven Suittpuntt F;
dazu fonftrutert Parallelogramm
BFGD aus ¢, f und A (e, f)
= s Pig. L

B. 3ieht man CG und CF,
fo it i Bieved ABFC:
BF | AC und BF = AC,
folglih it e3 ein Parallelo-
gramm, folgliy it CF = a
.\ und CF || AB. Yus glei-

F Hem Grunde ift CG = d und
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CG I AD. $olgliy it £ GOF = & al8 forrejpondenter Winfel,
und folglih it A GCF 22 A DAB.

Th. A GOCF 22 A DAB und A GCF forrefpondent u
AN DAB.

Wenn man in einem Viered iiber der einen Diagonale ein
PBarallelogramm fonftruiert, welched durd) die zweite Diagonale und
den Diagonalen-Winfel beftimmt ift; fo ift der Gndpuntt der zwei-
ten Diagonale die Spibe eined Dreieds, weldes dbem am anderen
Gnbdpuntt iiber ber exften Diagonale gelegenen Dreiedfe Fongruent
und forrefpondent ift.

A. G3 foll ein Bieved fonftruiert werben aus folgenden Daten:
1.a,b,ef & 2.a,a,¢f ¢ 3.a,7,¢F, ¢

§ 1121 Die Arten des Parallelogramms.

Jn einem Parallelogramm unterjdeidet man junddit swei ver-
fdhiedene einer Seite anliegende Winkel, weldje Supplement-Winfel
find. @in bejonberer Fall tritt daber ein, wenn bdieje Winfel gleidh
und folglih Rechte find. Jn diefem Falle entjteht ein gleidhwintliges
und pwar redtwinfliges Pavallelogramm.

Redted Deipt ein gleihwintligesd Parvallelogramm.

F. Gin Redted ift ein Paralelogramm, in dem ein Winfel
ein Redhter ijt.

Su einem Parvallelogramm unterideidet man ferner 2 verjdiedene
Geiten, die in einer Cde jujommenijtoben. Gin befonbdever Fall fritt
baber ein, wenn bdie in einer Ede ufammenitofenden Seiten gleid)
lang find.  Jn diefem Falle entiteht ein gleichfeitiges Pavallelogramm.

Rhombus Yeit ein gleidhieitiges Pavallelogramm.

F,. Gin Rhombus ijt ein Parallelogramm, in dbem 2 in einer
Gde gufammenitofende Seiten gleid) find.

Qn einem Rechted unterjideidet man 2 verjdhiedene Seiten, die
in etner Gde gujammenitoBen. Cin befonderer Fall tritt daher ein,
wenn bie in einer Ede zujammenitoBenden Seiten gleidh find. Jn
diefem Falle entjteht ein gleichieitiges Redptet, alfo ein gleidhfeitig-
gleidhwintliges Parvallelogramm, aljo ein requldres Bieved.

Qn einem Rhombus unterjdeidet man wei veridhiedene einer
Geite anliegende Winfel, weldhe Supplement-Wintel find. Gin be-
fonberer Fall tritt daber eim, wenn diefe Winfel gleih) und folglich
Redhte find. Jn diefem Falle entfteht ein gleidwintliger RYombus,
aljo ein gleidywinflig-gleichjeitiges Parallelogramm, aljo ebenjalls ein
requldres Bieredt.

Duadbrat Yeifit ein requldves Biered.

Fi. Gin Quadrat ift ein Rhombus, in dem ein Winfel ein
Recdhter ift; ober ein Redhted, in dem 2 in einer Gde zujammen-
ftogende Seiten gleid lang find.

4*
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F,. @38 giebt brei veridhicbene Arten der Parallelogramme:
Redhtede, Rhomben, Duadrate.

Das Nedyted,
§ 113. Die Seiten des Recytecks.

H,. ®egeben Redjted ABCD, MN L AD. Fig. L.
B. QJn RBieved ABMN find
C 3 Winkel Redjte, alfo ift audh
A BMN =R, alfo ijt ba3 Bier-
le I ¢ ef ABMN ein Redted, aljo ift
MN = a; aljo it M von 4D
AR BN 'p um o entfernt.
Th,., MN = a.
Derjelbe Beweis qilt fiir alle Puntte der Parallelen BC.
Wenn zwet Parallele gegeben find, fo find alle Puntte dex einen
Parallelen von der andeven gleich weit entfernt.
H, ®egeben MN, in dexfelben A, B, C; dariiber A4, 1 MN und
=g¢, BB, L MN unb = a, CC; L MN md = a. $ig. IL.
B,. 3ieht man 4, B,

B M

4 & G fo ijt in Biered A4,B,B

I die Seite AA,=BB,=a
« @ q ud AA, | BB, Folg-

R & R lidh ijt dasielbe ein Redyt-

ETs ] B ¢ W cof, folglih A,B | AB.

Bieht man B,C,, fo ijt
aud demfelben Grunde B,C, | BC. Nun giebt es durd) B, su MN
nur eine Parallele. Alfo liegen A, B, €, alle in derfelben Geraden,
welde su MN in der Gntfernung o pavallel geht.

Thy. A, B, C, liegen in einer Geraden, weldhe in der Gntfernung
a 3u MN parallel geht.

Derfelbe Beweis gilt fiir alle Punfte, weldje um o von MN
entfernt find.

Jede Parvallele ift ein geometrijfer Ort fiix bdie Puntte,
weldhe von der anberen Parvallelen gleidh weit entfernt find.

Wenn eine Gerabe gegeben ift, fo fann in einem ihrer Puntte
mit Jirfel und Lineal ein Lot evvidhtet, dies Lt gleidh einer Strede
a gemad)t und durc) jeinen Gnbdpunft jur gegebenen Geraden eine
Barallele' fonftruiert werden.

Wenn MN und a gegeben find, jo fann durd) Jirfel und
Lineal der geometrifdhe Ort fiiv die Puntte Tonftruiert werden,
weldge von MN um o entfernt find.

Wenn M N und a gegeben find, fo fann duvd) eine gemein-
jame angente an zwet Kretje um 2 Puntte in MN mit den Radien a
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der geometrijhe Ort fiir die Punfte, weldhe von MN um o
entfernt find, medanijd) fonfiruiert werden. Fig. L.

I

e ™

§ 114. Dic Diagonalen.

Wenn man in einem Redjtede ABCD eine Diagonale AC
3tebt, Fig. I, jo folgt:
F,. Jedbe Diagonale eined Redhteds teilt dasjelbe in et
fongruente vedhtwinilige Dreiede,
R F,. Gin Redted ift im allgemeinen
purd zwei Daten beftimmt.
I F,. Die Kongruenyg gweter Redht-
D ede ift tm allgemeinen durd) wet itber
einftimmende Stitde befttmmt.
H. ®egeben Redted ABCD und beide Diagonalen AC und
BD. $ig. 11.
T , B. Wergleiht man A DCB mit
- A DCA, o it DC = DC, BC =
AD =8, A BOD = A ADC=

A4

A B R. $olglih it A BCD 22 A ADC
nad) dem II. Kongruengjaf, folglidh it

P Th. AC = BD.
Ly, S einem Redhte fiud beidbe Dia=

D a c gonalen gleid) lang.
\/ F,. Qn einem Redted it ber
Gdnittpuntt der Diagonalen von allen

4 Gden gleid) weit entfernt.

F,. Um jebes Rechtect lafit fich ein Kreis bejhreiben. Dasd
Gentrum dedjelben ift der Schnittpuntt der Diagonalen. (Died folgt
aund) aus Lg § 98).

A, 63 joll ein Redhted Fonftruiert werden aud den Daten:
1.a,b; 2.a,¢; 3.a, £ (a,€); 4. ¢, & 5. a, &

A, G3 foll ein Dreiet fonftruiert werben aus ben Daten:
1. a, ha, &} 2. @, ha, ta; 3. a, @, 0.



L89

127] § 116. Die Diagonalen. 55
A. @3 jolf ein Rbhombud fonjtruiert werden aus folgenben
Daten: 1. a, e5 2. «, ¢; 8. ¢,f1; 4. ¢ 0; 5. , 0} 6. q, .

Das Quadrat.
§ 116. Die Diagonalen.

I Wenn man in einem Duadrat eine Diago-
y e p nale 3ieht, Fig. I, fo folgt:
#5° F,. Jebe Diagonale eined Duabdrats

teilt basfelbe in zwei fongruente gleichichentlig

o redtwintlige Dreiece.
F,. Gin Quabdrat ift im allgemeinen durd

45| ein Datum Dejtimmt.
D z F,. Die Kongrueng zweier Duabrate ijt
tm  allgemeinen durd) ein itbereinflimmendes

Stitd beftimmt.
H. ®egeben ein Quadtat ABCD und beidbe Diagonalen AC

und BD. Fig. IL
B. Da bdad Nuadrat ein Redyted ift,
n P /-;\B fo find die Diagonalen gleich lang. Da
bas Quadrat aud) ein Rhombus ift, jo
ftehen die Diagonalen aufeinander fent-
R~ re&)t.
o Th. AC = BD und AC L BD.
Xn einem Quadrate find die Diago-
nalen gleich) Lang, und jtehen aufeinander
fentrecht.
D @ ¢ F,. Qn einem Ouadrate ift der
Sdnittpuntt der Diagonalen der Mittel=
puntt des umbejchriebenen und- jugleid) ded einbejchriecbenen Kreifes.
F,. Um und in jeded Quadrvat [aBt fich ein Kreid bejdhreiben.
A. 8 jolf ein Quabdrat Fonfhruiert werben aus jeiner Diagonale.

I11. Dad ned.

§ 117. Die Winkel des nmeks
H. Gegeben ein Fiinfe§ ABCDE in Fig. L
B. Derbindet man irgend einen Punft O innerhalb bdes Fiinf
efs mit den Gden, fo entjtehen 5 Dretede. JIn denjelben ift:
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o+ 85+ A AOE=2 R
o+, + A AOB=2 R
fot+y1+ A BOC=2R
720+ 4 COD =2 R
0 +&+ & DOE=2R
(a1+a2)+(ﬂl+ﬂ2)+(y 1—+2)+(—0p)+(e+e)+4 R=5-2R
folgli) ¢« +~ B + , + & + & —+4R=52R
folgliy « +~ f + y + Jd + e¢=5.2—4R=
B-2—4HR.
Th. ¢« +8+y+ 0+ & =
(5-2—4)R.
Auf diefelbe Art [dft fich bewei-
fen, -bag die Gumme der Wintel it in
einem

bed=(6-2—4) R
Ted=(7-2—4)R
ned = (n- 2 — 4) R.

Jn einem ned ift die Summe feiner

L84 )
BWintel gleih (n -2 — 4) R.

§ 118. Die Diagonalen,

Da fih voun jeber e einesd neds
nad) allen Sden Diagonalen ziehen
laffen, audgenommen nad) bder Un-
fangs=Cde und nad) den beiden Nadh-
bar-Gden, fo folgt nach) Fig. I:

A C F,. Bou jeder Ge eined neds
loffen fidh) (n — 3) Diagonalen
aiehen.

Da ferner bdiefe Diagonalen mit
jeder nedsjeite Dretecte bilben, ausge-
nommen mit den betden dem Anfangs-
punfte anliegenden Seiten, jo folgt:

Fyo. Qn einem nede werden von den Diagonalen einer jeden
Gde (n— 2) Dreiede gebildet.

H. ®egeben ein ned und die von einer Ge ausgehenbden
Diagonalen.

B. Dag 1. Dreied ift beftimmt durd) 3 Daten.

Damn ift dag 2. " " 2,

K D

..........................

" (n—"2)' " " " 2 "
ba3 ned ift befimmt durd) 3 + (n—3) 2 Daten
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aljo dbumed) 3 4+-n-2—6

alfo duxrd n-+ 2 — 3 Daten.
Th. Das ned ift beftimmt durd) (n- 2 — 3) Daten.
L, Dag ned ift im allgemeinen beftimmt durdh) (n .2 — 3)

Daten.
: F;. Die Kongrueng sweier nede it im allgemeinen durd
(n-2—38) itbereinftimmende Stiide beftimmt.
H. Gegeben ein ned unbd feine

, e famtlichen Diagonalen. Fig. IL

n B. Bon jeder Gte giebt e3 nach
F, (@—38) Diagonalen. Folglid)
mitfite e8 von aflen n Gden n (n—3)
Diagonalen geben. Da ed aber 3wifdhen

4 c 2 Begeneden wolhl 2 entgegengejepte
Diagonal-Rihtungen, abernureine Dia-
gonale giebt, o giebt e3 nux @
Diagonalen.

E b Th. Jueinemn ed giebt e3 n-(@—3)
Diagonalen.
Ly Qn einem ned gieht es n-_(112:§2 Diagonalen.

F,. Die 5 Diagonalen eined Fiinfedd bilben ein Stern-Fiinf-
ed. (Fig. IL)

Das regulire ned,
§ 119. Diec Winkel des veguliven necks.

Die Summe bder Wintel eines nedd betrdgt nad) Lg § 117
(n-2—4)R.  Qn einem reguldren ned find alle Polygommwintel
einander gleich, folglich ift jeder bderfelben glei) dem nten Feil
biefer Gumume.

n°2—4R

F,. Qeber Polygonwintel eined requliven neds betrigt

ober(2———§) R.

A (Eé/foﬁen bejtimmt werden die Polygomwintel eines vegu-
laven 1. Dreieds, 2. Bieveds, 3. Fiinfeds, 4. Sech3edts, 5. Fehneds 2.

§ 120. Das reguldre Sehnen-neck.

H,. ®egeben etn Kreis mit Radiug », dbavin 4B = BC = a
al8 ein Teil bdes Umfangs eined Sehnen-nedd mit gleid) langen
Cebnen.  Fig. L.
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B,. 8ieth man 04 = OB = OC, {o find alle zu den Sehnen
gehirigen Central-Dreiecfe fongruent; folg-

G it £ AOB— 4 BOC— %R. Da

bie fongruenten Eentral-Dreiede gleid)-
fdhentlig find, jo folgt nad) L § 83, dak
alle Bajiswinfel bderjelben £ 04AB =
AOBA £ OBC= A OCB=1R

—— R find; dap mithin alle SBoIt)gon—
mmfeI glei) £ ABC==2 R——— R =

(2 —%)R find, dba mithin dad Sehnen-ned mit gleiden @ef)nen

ein vegulived ©efnen-ned ift.
Th,, ABC it ein Teil de3 Umfangd eine3 reguldren
Sehrnen-n ects.

Run it £ AOB = i— R. % R ijt durd) ben %ranéporfeut‘

fonjtruterbar, alfo ijt aud) ein rvegulires Sefhnen=ned fonftruierbar.

MWenn ein Kreid gegeben ift, {o Yaht fih in demjelben {tets
ein requldres Sehnen=ned mit Hilfe de3 ITrandporteurs
fonjtruieven.

Fiir bag regulire Sehnen-Sed)3ed ift ber zu feiner Sehne 3u-
gehivige Gentri-Wintel gleih) s R = R = 60°.  Folglih find
die Bafis-Winfel bdes ugehirigen Central-Dreieds aud) gleid) 60°,
folglid) ift dasfelbe ein gleidyjeitiges Dretedt.

F,. Die Gelhue ded requliiven Sefhnen-Sedh3eds ijt gleih bem
Radius bHes bemferen umbejdjriebenen Kreifes.

F,. Wenn ein RKreis gegeben ift, jo fann in demfelben ftets
ein vequldres Gehnen-Gedhsed mit Jirfel und Lineal fon=
ftrutert wetben.

Filr das reguldve Sehnen=Bieved ift der zu jeiner Sehne zu-
gehirige Centri-Wintel glei) ¢ R = 1 R. Folgli) ift das juge-
horige Central-Dreied ein gleihidentlig rehtwinfliges Dreied.

Fi. Wenn ein Krei8 gegeben ift, o fann in demfelben jtets ein
reguldres Sefhnen=BVieved mit Jirfel und Lineal Fonjtruiert
werbei.

9Bennt man den Gentri-Wintel eines Gentral-Dreieds Halbiert,
Sig. I, und in dem Yalbierten Bogen die gleidhen Sehnen jieht,
fo entftef)t etnt neues regulired Sehnen-Polygon, in deflen Umfang je
2 Gehnen gu einer Sehue bed neds gehdren, deffen Umfang alfo
2n gleide Sehuen YHat. Gin Winkel fann nun mit Jirfel und
Qineal Halbiert werden. Aljo folgt:

F,. Wenn ein vequldres Sehunen-ned gegeben ijt, jo fann
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ftetd ein vequldre3 Sehnen-2ned mit Jirfel und Lineal fon-
ftrutert werben.

m Da AC 4+ CB => AB ijt und
biefelbe Begiehung fitr den gangen Um-
fang gilt, fo folgt:

Fs. Der Umfang eined veguldren
Cehnen-2neds ift ftetd grofer ald
ber Umfang bes requliven Sehnen-
nedd in demjelben Kreife.

A, Segeben it ein RKreis. €3
foll  in  Ddemfelben mit Birfel und
Lineal ein veguldved 1. Sehnen-Sedhs-
e und 2. Sehnen=Bieved Fonjtruiert
wetrben.

A, Begeben ein reguldves Sehnen-Sedhsed. G5 foll mit
Birfel und Lineal ein requliéves 1. Sehnen-Jwolfed, 2. Sehnen-
Bierundzwangiged fonftruiert werden.

A, Begeben ein regulives Sefhnen-Biered. €3 joll mit Jirkel
und Lineal ein requldres 1. Sehnen-Adhted, 2. Sehnen-Sedzehnedt
fonftruiert werben.

H,. @egeben ein Teil des Umfangs eines reguldren neds ABCD,
m mit AB = BC = CD = o und
A ABC = A BCD = e.
Fig. II1.

B,. Konftruiert man da3 Cen-
trum O bedjenigen Kreifes, deffen
Peripherie durd) die 3 Gden ABC
hindburdhgeht, fo dap AE = EB
= BF = FC="1,a ijt; fo it
04A=0B=0C=r7r. Dam
it A OBE22 A OBF, weil fie
in  der ©Oypotenufe und einer
Kathete itbereinftimmen.  Folglich
it OE=O0F=¢ und A OBE
= A OBF = &, aljo aud
A OAE = £ OCF="},a, folg-
L) aud) £ OCG = 'he. Fillt man danm OG L CD, jo it
A 0CG 2 A OCF nad) dbem VI. Kongruengjage. Folglidh ijt
0G = OF = ¢ und 0G = CF = Y,a; folglih audy DG ="1},a,
folgli OD = OC=1r. $olgli) mup die Peripherie, welde
burd) bdie drei Eden ABC hindburdgeht, aud) durc) die vierte Ccle
hinburdygehen.

Th, Die Peripherie, welche durd) 3 Gden YHindurdhgeht, geht
hinburd) durd) bdie vierte.

Der Beweis liefert fiiv jebe folgende Ece dasjelbe Rejultat.
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Wenn ein reguldred néd gegeben ift, jo (&Rt fih um das-
felbe ftetd ein Kreisd Dejdreiben.

Die von O auf bdie Seiten deS veguliven neds gefdliten Qote
find alle einander gleich o. Bejdhreibt man mit o um O einen Kreis,
fo mup bderfelbe bie Seiten bdes requldven neds in ifjren Mittel-
puntten beriihren.

Fo. Der Mittelpuntt des einem rveguliren ned umbejdhrie-
benen Kreifes ift gugleic) der Mittelpuntt des demfelben einbe-
fdhriebenen Kreifes.

§ 121. Das regulire Tangenten -meck.
H,. Gegeben ein Kreis mit Radiug »; darin £ AOC= L COE=

%R; tn den Endpuntten der Ra-

bien Tangenten Yonftruiert, welde
einen el bdes Umfangd eines
Jangenten = neds ABDE bilden.

ig. L
B, ®a A AOC = A COE

=%R ift, fo it nod Ly § 41
A ABC = 4 CDE=2R —
f‘—R:(g—i)R Da mithin
n n/""

alle  Tangenten = Wintel bdiefelbe
Groke haben, o gehirt ABDE

sut einem Zangenten-ned mit gleidgen Polygomwinteln. Jieht man
OB und OD, fo ift ebenfall8 nad) Ly, § 41 £ AOB = £ BOC

— £ COD — ADOE=§—R, ud £ OBA = A OBC =

£ ODC = A ODE =(1 ——12; R), und ferner 4B = BC und

CD = DE. %olgli it A BOC 22 A COD nad) dem V. Kon-
gruenzjabe, folglidh) it OB = OD und BC == CD, folglid) audy
CD = DE x. Folglidh find die Halften aller Polygon-Seiten gleid),
alfo aud bie gangen Polygon-Seiten.

Th,. ABDE bilvet einen Zeil ded Umfangd eined reguldven
Tangentenzn eds. \

Wenn ein Kreid gegeben ift, o (aft jih um denjelben jtets
ein vequldred Tangenten-ned mit Hilfe des Transporteurs
fonjtruieren.

Bieht man AC und CE i Fig. I, o Dilben bdiefelben nadh
Lg; einen Teil des Umfangs eines veguldven Sehnen-neds.
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Fi. Wenn ein reguldred Sehnen-=ned gegeben ijt, fo lapt fih
um bdenfelben RKreid jtetd ein requlives Tangenten-ned Fonjtruieren.

Fo. Wenn ein Krei3 gegeben ift, jo (Bt fid) um denjelben
jtet8 ein teguldred Tangenten-Sed)sed und Tangenten:
Bieved mit Jirfel und Lineal fonfiruieven.

Fa. Wenn ein reguldres Sehuen-ned gegeben ijt, fo laft fich
um bdenfelben Kreis ftets ein vegquldarves Taungenten-2ned fon-
ftruteren.

Wenn AB in Fig. II die Seite eines requldven Sehnen-neds ijt,
fo find nad) Lg AC und BC bdie beiden Halften von 2 Seiten eines

requldren Rangenten - neds fiix
I benfelben Kreis. Nun it C4 +
CB > AB. Uljo folgt:

F, Der Umfang eines re-
guldren Tangenten - neds ift
ftets8 groBer al8 ber Umfang
eine regquldren ©ehnen-neds
in demfelben Kreife.

Wenn man in Fig. 1 £ AO0B
bpurd) OC Yalbiert und in D an

A ‘B
\ OD bdie Tangente fonjtruiert, fo
‘i find AE = ED = DF = FB

4 Hilften der Seiten einesd regu-

ldren Tangenten-2nedd. Dann ift

KEC +- CF > EF, aljo aud) AE

¢ + EC+ CF + FB > AE +

EF + FB, folgliy AC + CB

> AE —+ EF + BF, folglidh jebe Seite des reguliren Tangenten-

nedsd groBer al8 bie Summe vou 2 Seiten ded reguliren Tan-
genten=2n ed3.

Fy. Der Umfang eined reguliren Rangenten-2neds ijt
jtets fleiner al8 ber Umfang des regulidven Tangenten-neds fiir
denfelben Kreis.

H,. ®egeben ein Teil bdes Umfangs eines reguliven neds,
deffen Getten gleidh a, deffen Wintel gleidh e find. Fig. 1.

B;. Konjtruiert man dag Gentrum O des RKretfes, welder die
3 erften Geiten AB, BC und CD in F, G und H berithet, jo dab
A OBA= A OBC= A OCB= A OCD =1« ift; o it
OF = 0G@ = O0H=9p. Dam it A 0GB 22 A 0GC nad
dem VI. Kongruenz=Cake, aljo ift BG = GC=1,a=BF=FA
= CH=HD und OB = 0C=r. Fewner iit A OHC X A\ OHD
nad) dem IL Kongruenz-Gate, folgli) £ ODH = £ OCH ="'},
folgli) aud) £ ODE = Y,e, und folglich OD = OC = r. Fiillt
man nun OK L. DE, fo it A ODK 22 A ODH nad dem VI. Kon-
grueng=Gake. Folglid) it DK = DH="),a, aljo aud) KE ="),a;
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folgli ift OK = OH = g; folglid) berithrt die mit ¢ um O be-
{driebene Peripherie aud) bdie bierte
Seite DE.

Thy. Der Kreis, welder 3 Sei-
£ ten bes regultven Polygons beriihrt,
berithrt aud) die vierte Seite.

Ak Derfelbe Beweis liefert fiir jebe
\ folgendbe Seite dasfelbe Refultat.
) Wenn ein rvequlires ned ge-
o geben ijt, jo ldBt ficd) in dasfelbe ftets
/ etn Kreid bejdreiben.
;' Die BVerbindbungsd-Linien von O
i mit den Eden bes Polygons find alle
B @ ¢ gleich lang.

Fo. Der Mittelpuntt des einem
requldren ned einbejdriebenen Kreifes ift sugleid) ber IMittel=
punft ded bemjelben umbejdriebenen Kreifes.

F,. Wenn ein veguldres ned gegeben ift, jo laft fid) in
und um dasdfelbe ftetd ein Kreid bejdreiben.

Fo. Wenn ein Kreid gegeben ift, fo lafjen fidh) in und um
denfelben ftets rvequlive Sed)dede und Bievede und Polygone von
ihrer doppelten Seitengahl mit Jirfel und Lineal Fonftruieven.

o

§ 122, Der Kreis.

Die Pertpherie-Glemente find nadh) § 87 unendlid) fleine Gerabde.
Bu gleihen Peripherie-Clementen gehiren nad) Gy § 37 gleidhe
Gentri-Winfel, und umgetelhrt. Dad PVeripherie-Clement ift zugleidh
nad) F, § 44 bdie fleinfte von allen Sehnen des RKreifes.

F,. Die Peripherie eined Kreifes ift ein reguldres Sehnen-
ned von ber groften Seiten-Anzahl.

Der Umjang eined reguliren Sefhnen-2neds ift nad) Fs § 120
ftets grifer ald ber Umfang eined reguldrven Sehnen-neds in dem-
felben Kretfe.

F,. Die Peripherie eined Kreifed Hat von allen reguldren
©elhnen-neden den groften Umfang.

Die Tangente einer Peripherie giebt nad) Eg § 40 die Richtung
etnte Peripherie-Clementes an.

F,. Dte Peripherie eined Kreifed ijt ein requldres Tan-
genten-ned pon der grdften Seitenzahl.

Der Umfang eines veguldven Tangenten-2neds ijt nad) Fy § 121
ftets fleiner al8 der Nmfang eines reguliven Tangenten-neds um
denjelben Kreis.

T, Die Peripherie eined Kreifes hat von allen reguldren
Tangenten-neden den fleinjten Umfang.
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F,. Wenn ein regqulired Sehnen=ned gegeben ift, und man
fortgefet die veguliven Sehuen- und Tangenten-2nede Ffonftruiert,
jo ndhern itd@ ihre Umfdnge um jo mefhr ihrer Kreis-
Peripherie, je grdfer die @ettengab[ wird.

Gin Peripherie-Clement ijt eine unendliche Heine Gerade. Gin
aus Peripherie-Clementen beftehender Umfang eined rveguliven neds
lafit bie Radien be3 ein- und umbefdjriebenen Kreifed nidt mehr
unterjdjeiden.

Die Peripherie eined Kreifed ift ein regulired Sehnen-
ober Tangenten-ned von jo grofer Seitengahl, dap die Radien
bed ein= und umbefdriebenen Kreifes alg gleid) lang er-
{einen.
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