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Yorwort.

Die vorliegende Arbeit, welche in zwei Lieferungen erschienen
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und die
zweite Ende September 1889 abgeschlossen wurde, war — in be-
schriinkterem Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst
anderwiirts zusammengestellt zu finden — urspriinglich nur fiir die
Zuhorer meines Vortrags iiber Elasticititslehre bestimmt, mit dem
Ziele, ihnen die erfabrungsmiissigen Grundlagen der technischen
Elasticitits- und Festigkeitslehre zu bicten, ohne hierzu die fiir die
Vorlesung verfiigbare Zeit (3 Stunden im Sommersemester), welche
mit Riicksicht auf die Behandlung der schwierigen Aufgaben dieses
Gebiets an und fiir sich knapp bemessen erscheint, in Anspruch
nehmen zu miissen. Wiederholten Anregungen schliesslich Folge
leistend, ibergebe ich dieselbe mit den hierdurch bedingten Er-
weiterungen der Oeffentlichkeit.

Sie geht davon aus, dass es in erster Linie auf die Er-
kenntniss des thatsichlichen Verhaltens der Materialien
ankommt.

In Gemissheit dieses Standpunktes war zuniichst der unan-
schauliche Begriff des Elasticitiitsmoduls fallen zu lassen. Selbst
wenn man von der verbreiteten und angesichts des wirklichen Ver-
haltens der Stoffe hochst bedenklichen Begriffsbestimmung absieht,
nach der unter Elasticitiitsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist,
welche ein Prisma vom Querschnitte 1 um seine eigene Liinge aus-
dehnen wiirde, falls dies ohne Ueberschreitung der Elasti-
citiitsgrenze moglich wire, so erweist sich der Umstand, dass
der als Mass der Elasticitit fir die Betrachtungen und Rechnungen
geschaffene Elasticititsmodul umgekehrt proportional der Elasti-
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citit ist, als ausserordentlich stérend. Durch Einfihrung des Deh-
nungscoefficienten (§ 2), dessen Grosse in geradem Verhilt-
nisse zur Formiénderung steht, lisst sich dieser Uebelstand auf ein-
fache Weise beseitigen. Demgemiiss sind simmtliche Rechnungen
und Erdrterungen mittelst des Dehnungscoefficienten durchgefiihrt.
Die Gewinnung von Massen fiir den Dehnungsrest und fir die
Federung, d. i. die eigentliche Elasticitit (§ 4) zum Unterschied
von dem Masse fir die Gesammtdehnung, ist damit ohne Wei-
teres gesichert (Schluss von § 4). .

An die Stelle des der Anschauung unzugiinglichen Schub-
elasticititsmodul tritt der Schubcoefficient (§ 29), dessen Bedeu-
tung unmittelbar aus dem Vorgange der Schiebung folgt.

Sodann war der mit der Lingsdehnung (Zusammendriickung)
verkniipften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1,
bezw. § 11) und deren Einfluss (§ 7, § 9, Ziff. 1, § 14, § 20, Ziff. 2,
S. 82 u.s. w.) mehr Beachtung zu schenken, als dies sonst zu
geschehen pflegt; zumal in weiten Kreisen z. Z. noch die Auf-
fassung besteht, dass die Proportionalitit zwischen Deh-
nungen und Spannungen innerhalb gewisser Spannungsgrenzen
allgemein giltig sei, gleichgiltig, ob ausser der Zug- oder
Druckkraft, welche in Richtung der Stabachse wirkt, auch noch
Krifte senkrecht zu letzterer thitig sind oder nicht.

Ferner mussten aus der meist ganz unbeachtet gelassenen That-
sache, dass die eben erwihnte Proportionalitit iberhaupt
nicht fiir alle der Technik wichtigen Materialien vorhan-
den ist, die nothigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifft
beispielsweise zu fir das dem Maschinenbau unentbehrliche und
daselbst so vielfach verwendete Gusseisen, bei dem die Dehnungen
rascher wachsen, als die Spannungen; fir das als Kraftiibertra-
gungsmittel so wichtige Leder, bei welchem das Umgekehrte statt-
findet u. s. f. (insbesondere § 2, § 20, Ziff. 4, S.85 u. f,, § 22, Ziff. 2,
§ 26, S. 113, Fussbemerkung, § 35 und § 36, § 40, § 41, § 56,
S. 324 und 325, § 58, S. 344 Fussbemerkung, u.s. w.).

Was Einzelheiten anlangt, so glaubte ich Werth legen zu sollen
auf die Klarstellung von Begriffen, -wie Festigkeit (§ 3), Propor-
tionalitits- und Elasticititsgrenze (§ 2, § 4), Knickbe-
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lastung (§ 23), Zerknickungscoefficient (§ 26), zuldssige
Anstrengung (§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§ 53) u. s. w., sowie
auf die Beseitigung von eingebiirgerten Irrthiimern. Wie oft wird
beispielsweise die Berechnung auf Schub vorgeschrieben, wo Bie-
gung massgebend ist (§ 40, § 52); wie allgemein ist bei Ermitt-
lung des Dehnungscoefficienten (Elasticititsmoduls) aus Biegungs-
versuchen der Einfluss der Schubkraft vernachlissigt worden
(§ 22, Ziff. 1, § 52, Ziff. 2b); wie verbreitet ist die Auffassung
der unbedingten Giltigkeit der Gleichung der einfachen Zug- und
Druckfestigkeit, nach welcher es nur auf die Grosse des Quer-
schnittes ankommt (§ 9, §13, § 14); wie selten wird erkannt,
dass die Druckfestigkeit bei Materialien, wie weichem Stahl u. s. w.,
die Fliess- oder Quetschgrenze ist (§ 11, Schluss; § 27, Ziff. 1,
S.122) u.s. f.

Die bedeutende Abhingigkeit der Biegungsfestigkeit
des Gusseisens von der Querschnittsform war soweit fest-
zustellen, dass sie rechnungsmissig beriicksichtigt werden kann
(8§ 20, § 22, Ziff. 2).

Das immer dringender gewordene Bediirfniss, die Anstren-
gung auf Drehung beanspruchter Korper von nichtkreis-
férmigem Querschnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu kénnen,
als dies bisher moglich war, verlangte eine eingehende Behand-
lung der hierher gehérigen Aufgaben (§ 32 bis § 36, § 43, § 47,
§ 49, §50, § 52, Fussbemerkung S. 281 und 282). Dabei ergab
sich die Nothwendigkeit, Forminderungen in’s Auge zu fassen,
die bisher bei Beurtheilung der Materialanstrengung ganz unbeachtet
gelassen worden waren (§ 34, Ziff. 3). ‘

Dem Umstande, dass die zulissige Schubspannung zur zulissigen
Normalspannung ziemlich hiiufig nicht in dem Verhiltnisse stelt, wie
dies die Elasticititslehre ermittelte (GIl. 101, 102), habe ich — wie
bereits in meinen Maschinenelementen 1880 gethan (S. 11, S.205 u.f.
daselbst) — durch Einfiihrung des Anstrengungsverhiltnisses
Rechnung getragen (e, in § 48 Ziff. 2, auch g8 in § 45 Ziff. 1).

Die Ausserachtlassung der schon urspriinglich vorhandenen
KrimmungderMittellinie bei auf Biegung beanspruchten Kérpern
erschien nicht mehr in dem Masse zuliissig, wie dies bisher bei Be-
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rechnung von Kettenhaken und dergleichen ziemlich allgemein iiblich
war. Wenn auch die Endergebnisse der mit Riicksicht hierauf in
§ b4 angestellten Eorterungen nichts Neues bieten, so diirfte doch
der hierbei eingeschlagene Weg zur Gewinnung eines besseren Ein-
blicks in die Anstrengungsverhiiltnisse, sowie dazu beitragen, dass
Mancher, welcher bisher die urspriingliche Kriimmung nicht beriick-
sichtigte, sie mindestens schiitzungsweise bei Wahl der zuldssigen
Anstrengung in Betracht zieht.

In § 60 war die Anstrengung der elliptischen Platte zu
bestimmen; ausserdem waren bisher nicht beachtete Einfliisse fest-
zustellen. Weitergehende Ermittlungen mussten namentlich bei den
grossen Schwierigkeiten, welche hierauf beziiglichen Versuchen be-
gegnen, zuniichst unterbleiben.

Gern hiitte ich Versuche der in § 56 behandelten Art in gros-
serem Umfange, sowie auch solche zu § 57 durchgefiihrt. Da mir
aber weder fiir meine Lehrthitigkeit, noch fir meine Versuchs-
arbeiten ein Assistent zur Verfiigung steht, und der eigenen Arbeits-
kraft durch die Natur eine Grenze gezogen ist, auch die {ibrigen
Mittel sehr knapp bemessen sind, so musste wenigstens vorerst
Beschriinkung geiibt werden. Dieselbe Bemerkung hat auch Gel-
tung fiir andere Abschnitte, insbesondere fiir § 61.

Im Ganzen habe ich mich namentlich im Hinblick auf die
Bediirfnisse der mitten in der Ausfithrung stehenden Ingenieure
bestrebt, die einzelnen Entwicklungen so viel als thunlich
fiir sich allein verstindlich-durchzufithren und den hierzu
erforderlichen mathematischen Apparat unter Heranzie-
hung von Versuchen nach Moglichkeit zu beschrinken.
Dass sich auf diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer
grossen Wichtigkeit gar nicht oder nur ganz ausnahmsweise be-
handelt zu werden pflegen, recht klar und dazu fruchtbringender,
als es bisher geschehen ist, erértern lassen, davon diirften beispiels-
weise die §§ 33, 34 und 43, 8. 220 u.f., sowie § 52, Ziff. 2 Zeugniss
ablegen. Die Thatsache, dass die vor vier Jahrzehnten von de
Saint Venant gegebene Losung der Torsionsaufgabe — ungeachtet
threr wissenschaftlichen Strenge — nur ganz vereinzelt Eingang
in die technische Literatur gefunden hat, diirfte vorzugsweise in
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dem Mangel an verhiltnissmissiger Einfachheit der zur Lésung
fiihrenden Rechnungen begriindet sein.

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze
zu halten, wurde die zweite Lieferung etwas weniger umfassend
gestaltet, als urspriinglich geplant war, wodurch iibrigens die An-
schauung iiber die wirklichen Vorgiinge, iiber das thatsichliche Ver-
halten des Materials eine Beeintriichtigung nicht erfilrt. Es er-
schien dies um so mechr zuliissig, als seit Abschluss der ersten
Lieferung das Tetmajer’sche Werk: ,Die angewandte Elasti-
citits- und Festigkeitslehre“ mit einer Fiille an Beobachtungs-
material zur Ausgabe gelangt ist (siehe auch Zeitschrift des Ver-
eines Deutscher Ingenieure 1889, S. 452 bis 455 und S. 473 bis
479) und iiberdies die werthvollen Arbeiten von Mehrtens vor-
liegen. Beispiele und Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als.
naturgemiiss in meine Maschinenelemente gehorig, dahin verweisen
zu sollen.

Mége auch diese, nicht mehr als ein Schritt in neuer Richtung
seinwollende Arbeit, indem sie die Bedeutung der Erkenntniss des
thatséichlichen Verhaltens der Materialien klarlegt und indem aus
ihr erhellt, .

dass es nicht geniigt, von dem Satze der Proportionalitiit
zwischen Dehnungen und Spannungen allein ausgehend,
das ganze Gebiude der Elasticitit und Festigkeit aunf
mathematischer Grundlage aufzaubauen,

dass es vielmehr fir den Konstrukteur — namentlich,
wenn er in voller Erkenntniss der wirklichen Verhiltnisse
die Abmessungen festsetzen und sich nicht in dem Geleise
hergebrachter Formen halten will — nothwendig erscheint,
immer und immer wieder die Voraussetzungen der einzelnen
Gleichungen, welche er beniitzt, im Spiegel der Erfahrungen,
soweit solche vorliegen, sich zu vergegenwirtigen, und die
auf dem Wege der Ueberlegung, der mathematischen Ab-
leitung gewonnenen Beziehungen hinsichtlich des Grades
ihrer Genauigkeit zu beurtheilen, soweit dies bei dem je-
weiligen Stande unserer Erkenntnisse iberhaupt még-
lich ist,
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und dass da, wo die letzteren und die Ueberlegung —
Aufsuchung und Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen
— nicht ausreichen, in erster Linie durch den Versuch
Fragestellung an die Natur zu erfolgen hat,
zur Férderung der Technik und damit der Industrie beitragen.

Stuttgart, den 30. September 1889.

C. Bach.
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Dritter Abschnitt.

Forménderungsarbeit
gerader stabformiger Korper bei Beanspruchung auf
Zug, Druck, Biegung, Drehung oder Schub.

§ 41. Arbeit der Liingeniinderung.

Ein prismatischer Stab von der Linge ! und dem Quer-
schnitt f sei an dem einen Ende festgehalten, am anderen freien
Ende durch eine von Null an stetig wachsende Kraft P belastet.
Er erfihrt hierdurch eine Verlingerung um 4. Das Gesetz, nach
welchem sich 4 mit P #ndert, wird, wie bereits in § 2 erortert
worden, durch die Linie der Dehnungen dargestellt.

Fig. 3 am genannten Ort zeigt z. B. diese Kurve 0QAB C fiir
Schmiedeisen mit OX als Achse der Belastungen P und OY als
Achse der Verlingerungen 4. Von O bis 4 verliuft die Linie als
Gerade, so dass der Quotient A, 4 :f die Spannung an der Pro-
portionalititsgrenze ergiebt. .

Fig. 6 (§ 4) giebt in 0AC die Linie der Dehnungen fiir einen
Kupferstab. Hier besteht ebenfalls Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Belastungen bis zum Punkt A.

Fig. 130 liefert in OQD die Dehnungslinie eines Stabes aus

[d
d
.
4
/
L ==
/ ]
/ 1
/ I
/ H
1
/ |
a7 ,
e {
/ 1 1
y, 1 H
! i
H i
4 I
0 a, Dy

C. Bach, Elasticitit. 15
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-l

Gusseisen. Hier besteht Proportionalitit zwischen Belastungen
und Verliingerungen iberhaupt nicht; die letzteren wachsen viel-
mehr rascher als die ersteren. Demgemiiss kehrt die Kurve der
wagrechten Achse, d. 1. der Achse der Dehnungen, die hohle
Seite zu.

Andere Stoffe (Treibriemenleder, Hanfseile u. s. w.) kénnen
sich umgekehrt verhalten, indem bei ihnen die Verlingerungen lang-
samer wachsen als die Belastungen. Die Linie der Dehnungen kehrt
dann der wagrechten Coordinatenachse die erhabene Seite zu!).

Im Allgemeinen ist hiernach die Linie der Dehnungen oder
Verlingerungen eine Kurve.

Die mechanische Arbeit, welche aufzuwenden ist, den Stab
z. B.um 1= 00Q, (Fig. 3, Fig. 130) zu verlingern, wozu die von
Null an gewachsene Belastung P=0Q,=0,Q gehort, wird dar-
gestellt durch die Fliche O QQ, und allgemein als Form-
inderungsarbeit (Deformationsarbeit), im besonderen vorliegen-
den Falle als Arbeit der Lingeninderung Dbezeichnet. Ihre
Grosse A betrigt

A=[Pdi,

wobei die Integration von O bis zum Endwerth von 1 zu er-
folgen hat.

Unter der Voraussetzung, dass Proportionalitit zwischen Be-
lastungen und Verlingerungen besteht, dass also die Dehnungslinie
eine Gerade ist, wie z. B. in Fig. 3 bis zum Punkte 4, wird

1 1
A=5 Pr= 5 fol,

und da nach § 2, sofern Krifte senkrecht zur Stabachse nicht
wirken,
l=uagl

A-——% aofl=
d. h. die Arbeit der Lingeniinderung ist proportional dem
Volumen V=1 des Stabes und dem Quadrate der

Spannung.

ac®V, . . . . 141)

l\S‘b—l

1) S. des Verfassers Versuche iiber die Elasticitit von Treibriemen und
Treibseilen, Zeitschrift des Vercins deutscher Ingenieure 1887 8. 221 wu. f,
S. 241 u. ., sowie S. 891,
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Wird ¢ durch die verhiltnissmiissige Dehnung ¢ ersetzt nach
Massgabe der Gleichung

8=a6,
so folgt
d— L 1,
- Y% Sflzc)‘aé"l’.. . e 141{\)

I

Handelt es sich um einen Korper von verinderlichem Quer-
schnitt, wie Fig. 7, § 6, so ergiebt sich unter der Voraussetzung,
dass der Dehnungscoefficient e constant ist und Krifte senkrecht
zur Stabachse nicht thitig sind, die Arbeit A4 mit Anniherung!)
durch folgende Erwiigung.

Damit das im Abstande z von der freien Stirnfliche des Stabes,
Fig. 7, gelegene Korperelement fdz in der Richtung von & um
edz gedehnt wird, wobei die Spannung

c=-—

o

eintritt, bedarf es der Aufwendung einer Arbeit

1 1 2 g, — E ro0g
fo‘.sdxzézfe d.z~——2—fo‘ da.

dA=2

Folglich die Arbeit, welche die Forminderung des ganzen Stabes
fordert,
[4 4

I N __ © 2 . B
A——_)a5e fdx—_zjvofda. ... 142)

]
[ o

Fiir den Fall, dass der Stab ein Prisma, wird hieraus

1, o
A=2as~fl=?o'?fl,

wie oben bereits ermittelt worden ist.
Bei den vorstehenden Erorterungen wurde vorausgesetzt, dass

1) Mit Anniiherung namentlich deshalb, weil die Spannungen in simmtlichen
Punkten eines Querschnitts nicht die gleiche Richtung haben kénnen. Die Span-
nung im Mittelpunkte des Querschnitts filllt allerdings in die Stabachse, steht also
senkrecht zu letzterem, dagegen werden beispielsweise die Spannungen inden auf der
Umfangslinie des Querschnitts liegenden Elementen die Richtung der Mantellinien

des Stabes besitzen, also geneigt gegen die Stabachse sein miissen.
15*
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die Belastung stetig von Null an wiichst, so dass in jedem Augen-
blick Gleichgewicht vorhanden ist zwischen der #usseren belasten-
den Kraft und den hierdurch wachgerufenen inneven Kriften. Wird
nun der Stab plotzlich der Einwirkung der ganzen Kraft P
iiberlassen, ohne dass jedoch ein Stoss hierbei stattfindet, d. h.
ohne dass der zweite, den Stab belastende Kérper diesen mit einer
gewissen Geschwindigkeit trifft, so erhebt sich die Frage nach der
Grosse der Anstrengung o, welche das Material in dem Augenblick
der grossten Verlingerung 4 des Stabes erleidet. Bei der im Fol-
genden gegebenen Beantwortung, wobei ein prismatischer Stab zu
Grunde gelegt wurde, soll von dem Einflusse der Zeit auf die Aus-
bildung der Formiinderung abgesehen werden.

Unter der Voraussetzung unveriinderlicher Grisse des Dehnungs-
coefficicnten « betriigt die Arbeit, welche die Ueberwindung der
inneren, durch die Dehnung wachgerufenen Kriifte bei der Ver-
lingerung A fordert,

1 ..
—2‘)~f g.
Dieselbe muss gleich sein derjenigen mechanischen Arbeit,

welche die fdussere Kraft I verrichtet, indem sie in ihrer Richtung
um A4 fortschreitet, d. 1. PA. Also

—

Pl=—1fs,

2

woraus

o

P
o=="1 ¥
d. h. die den Stab mit ihrer ganzen Grosse pldtzlich, je-
doch ohne Stoss belastende Kraft P veranlasst eine dop-
pelt so grosse Anstrengung des Materials, als wenn P von
Null an stetig gewachsen wiire.

Nachdem der Stab sich um 4 gedehnt hat, in welchem Augen-
blick 6 f==2 P ist, werden die inneren Kriifte, da sie um P grdsser
sind, als die dussere Kraft P, eine Wiederverkiirzung einleiten,
welche fiir den Fall vollkommener Elasticitit und abgesehen von
Widerstinden, die Stablinge auf ! zuriickbringt; hieran schliesst
sich neuerlich eine Verlingerung u. s. f.: der Stab wird Schwin-
gungen vollfiibren, welche, wegen der in Wirklichkeit vorhandenen
Widerstinde fort und fort abnehmend, schliesslich Null werden.
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§ 42. Arbeit der Biegung.

§ 42. Arbeit der Biegung.

Der Korper sei in der Weise gestiitzt und belastet, dass der Fall
der einfachen Biegung vorliegt (III, § 16). Unter Vernachlissigung
der Schubkrifte, sowie der ortlichen Zusammendriickung, welche
der Korper da erfihrt, wo die #usseren Kriifte auf die Oberfliche
wirken, und unter der Voraussetzung, dass der Dehnungscoefficient o
constant 1ist, ergiebt sich die Biegungsarbeit durch folgende Be-
trachtung.

Um das im Abstande 7 von der Nullachse gelegene, streifen-
formige Korperelement vom Querschnitt df und der Linge dz (in
Richtung der Stabachse), Fig. 35 (§ 16), so zu dehnen, dass dessen
Linge die verhaltnissmissige Dehnung & erfihrt, wobei die Normal-
spannung

eintritt, i1st eine Arbeit

__adf e
dA = 3 sdx—-2

¢* df dx

erforderlich.
Unter der Annahme, dass die Ebene des den Stab biegenden

Kraftepaares vom Momente 3/, die eine der beiden Hauptachsen
des Querschnittes, dessen Trigheitsmoment in Bezug auf die andere
Hauptachse mit @ bezeichnet sei, in sich enthdlt, gilt nach Gl. 42

M,
g = ? 7.
Infolge dessen
« M2
A= 7 F ’)f df dd/‘,

und hiermit die mechanische Arbeit, welche die Biegung des ganzen
Korpers beansprucht,

a (M} a (M}
Az?j‘—er dz 5‘1]2 df= ?L{—é—‘d@ . 143)

wobei die Integration sich auf die ganze Linge des Stabes zu er-
strecken hat.
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Fir den Fall Fig. 32 — der prismatische Stab ist an
dem einen Ende befestigt, am anderen freien Ende durch
die Kraft P belastet — findet sich, sofern man von B nach A4
hin schreitend, (l—=z) mit & bezeichnet und dementsprechend
M, = P ¥ einfihrt, sowie dz durch d§ ersetzt,

4
e ((PF e PP
A——gf 2 dg = G @l.
Diese Gleichung gestattet eine sehr rasche Feststellung der
Durchbiegung y' des freien Stabendes durch die Erwiigung, dass
die mechanische Arbeit, welche die stetig von Null bis auf P ge-
wachsene Belastung beim Sinken um 3’ verrichtet, d. i.

1

?PZ/,)
gleich 4 sein muss.
Demnach
1 , « P?
s bv=%%"%
, a« P
Yy =395

welches Ergebniss in Uebereinstimmung mit Gl. 54 steht, sofern
man in letaterer die hier nicht vorhandene Belastung Q gleich
Null setzt.

Wird die Anstrengung an der Befestigungsstelle im Abstande
7= e, mit k, bezeichnet, so folgt

Pl=k, )
€
und damit
e« ,, 6
A= 3 k, o l
Wenn
O=cfe?

gesetzt wird, was z B. ergiebt fir den rechteckigen Quer-
schnitt
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L

© 12

2

4

9
bhP=.bh (i) L=%,

fir den kreisformigen Querschnitt

d

_ T Ty [d)? 1
@—64d—t4d() .

2 -1

so findet sich unter Beachtung, dass /¢ gleich dem Stabvolumen V
A—_—%,k;fz = %zk,ﬁV,. S 144)

d. h. die Biegungsarbeit ist proportional dem Volumen des
Stabes und dem Quadrate der Materialanstrengung.

Handelt es sich um einen Kérper von gleichem Wider-
stande gegen Biegung (§ 19), so ist

M,

4

]Cb == 6 [
fir die einzelnen Querschnitte constant, wobei unter e der Abstand
der hinsichtlich der grossten Anstrengung massgebenden Faser ver-
standen werden soll.  Durch Einfiilhrung des hieraus folgenden

Werthes von M, in Gl. 143 wird

o Ok\* dz « (O
A=‘2‘S e ?=?’%‘f€—ed“"

und mit Riicksicht darauf, dass ©@ = f ¢?
l

A:%Lkbgjfd,c:%bkbw. .. 145)

[

Hiernach ist die Biegungsarbeit eines K&rpers von gleichem
Widerstand bei bestimmter Querschnittsform
1. unabhingig von der Art der Unterstiitzung (Befestigung) und
der Belastung,
2. proportional dem Volumen des Koérpers und dem Quadrate
der Materialanstrengung,
3. verhiltnissmissig 3 Mal grosser als der Werth Gl. 144, wel-
cher sich fiir den prismatischen Stab Fig. 32 ergiebt.
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Fiir den Stab Fig. 49 liefert Gl. 145 wegen

.—1

‘73

o 2
A_'B“kb-V

§ 48. Arbeit der Drehung.

Der Korper ist in der Weise beansprucht, dass der Fall der
einfachen Drehung vorliegt (V, § 32).

Vorausgesetzt sei, dass es sich um einen prismatischen
Stab handle, dass die ortlichen Forminderungen an den Stellen,
wo die Ausseren Krifte auf den Korper einwirken, vernachlissigt
werden diirfen, dass sich ein auf gehinderte Ausbildung der Quer-
schnittswolbung gerichteter Einfluss. (vergl. § 34, unter Ziff. 3) nicht
geltend mache und dass der Schubcoefficient 8 (§ 29) unveriinder-
lich ist.

Um das im beliebigen Punkte P des' Querschnittes (Fig. 87,
Fig. 91 oder Fig. 96) gelegene Korperelement von der Grundfliche
dydz = df und der Liinge [ so zu verdrehen, dass es die ver-
hilltnissméssige Schiebung y erfihrt, wobei die Schubspannung

=1
4
eintritt, ist eine Arbeit
_zdf B,
d4d = 5 vl = 3 1 df

aufzuwenden; demnach zur Verdrehung des ganzen Stabes
4 —ﬁlfzﬂdf 146)
=5 y e e e e

wobei die Integration sich iiber den ganzen Querschnitt zu er-
strecken hat. '

Fir den kreisformigen Querschnitt, Fig. 87, folgt mit &,
als Drehungsanstrengung ‘im Abstande »



§ 43. Arbeit der Drehung. 219

Bk g k' m B
A=?1£5wy=§z£?w=zhmm

g 10 C E en l’
A— I k . . . . )
II’ . . 14‘

worin k, bei gegebenem Drehungsmoment M, nach Beziehung 105
bestimmt ist durch die Gleichung

M= 5k &

Fir den Hohleylinder, Fig. 124, findet sich

g A +d?

—__ L2
A=hP——s" ¥, .. .. 148)

worin

V="1—d)]

16 d
k(l = ; /(l dt — du4'
Vergleicht man die mechanischen Arbeiten 4, 4, und 4,,
welche ein Kreiscylinder vom Volumen ¥V aus durchaus gleich-
artigem Material bei Beanspruchung auf Zug, bezw. Biegung

(Fig. 32) und bezw. Drehung fordert, so erhilt man zunichst

nach Gl. 141 mit ¢ = £, A, = é— ak?V,
1

” , 144 mit ¢ == -;} 4, = %2 ak?V,

i 1.

” ” 147 4 =—ﬂkd I/
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Nach Gl. 99, bezw. 101 ist

_ o, m+1 . m
p=2 m % k= m—1 =
Wird nun
m = l39 ks = Ifd kb = k:
gesetzt, womit
10
ﬂ:g,Ga kll_r‘_;kz’
so folgt
1 , 1 . 1 10 . \?
Aidyidy =g akligpekl: 26 e (T% ’C)
1 10
=1: 13

— 1: 0,083 : 0,769.

Hieraus erhellt, dass bei der Biegung-die geringste Forminde-
rungsarbeit aufzuwenden ist, und dass infolge dessen der gebogene
Cylinder auch nur eine verhiltnissmissig geringe Formiinderungs-
arbeit in sich aufnimmt.

Fir den elliptischen Querschnitt, Fig. 91, mit den Halb-
achsen @ und b ergiebt GI. 111

2 M,
T= s aty® 4+ b2,

Folglich nach Gl. 146

A ‘U‘ln 4,9 4,2 »
A=2F o I\ (aty? + 0 2?) df,

woraus wegen
yﬁdf:%:—abz‘, jlzgdf=%a3b,

g a*+ b
Azgwﬂflﬂ,. A ¥ 1¢))
und unter Beriicksichtigung der Gl. 114 mit k, als Drehungsan-
strengung
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, g =« b . a? + b -
A=L 2k 2 @ty = % L2 kY, 150)

sofern.

V= mnabl

das Volumen des Stabes ist.

Die Gl. 149 erméglicht die Feststellung des Winkels, um
welchen sich jede der beiden Hauptachsen (das Hauptachsenkreuz)
des einen Endquerschnitts des elliptischen Stabes gegeniiber der
ihr entsprechenden Achse (dem Hauptachsenkreuz) des anderen
Endquerschnittes verdreht, in iiberaus leichter Weise. Dieser Win-
kel, dividirt durch die Entfernung ! der beiden Querschnitte, giebt
den verhiltnissméssigen Drehungswinkel ¥ (Vergl. § 33, Ziff. 1,
d und e). Seine Grosse sei déshalb mit ¢! bezeichnet.

Das drehende Kriiftepaar (vergl. auch Fig. 84), dessen Moment
von Null an stetig bis zu M, wiichst, verrichtet bei der Drehung
des einen Querschnittes gegen den anderen, d. h. des Achsenkreuzes
des einen Querschnittes gegeniiber demjenigen des anderen, um %{
eine mechanische Arbeit

% M, 41

Dieselbe muss gleich sein der durch Gl. 149 bestimmten Ar-

beit, welche die Ueberwindung der inneren Kriifte fordert, d. h.

1 g o480
o5 Madl = g ML
1 a2+ 0?
3 = ; —(;5‘[)3— Aldﬁ, . e e e e 151)

wie in § 36 unter No. 3 angegeben ist.
Fir den rechteckigen Querschnitt, Fig. 96, mit der Breite &

und der Hohe % findet sich unter Beachtung der Gl 119 die Span-
nung im beliebigen Punkte P zu

5 212 2]2
t=]/1y2+122=]/'n&2 [1— (ihz—)] y? 4 n? [1 — (%}l)] 2%

infolge dessen
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a o o 2 9 1”’2 72’2 2 .2
51 af = m*\ y2df + a° zdf—S(TL;—f—F Yy df

[

16m® 16»° 0
- (Z:n 5 yiadf + bﬂ‘n g‘y‘* 22 df.
Wegen
9 1. : 1
J(g/'df=1§bdﬁ, jz’(]j: El)/ﬂ,

‘ 1
2 .2 JE— 373
jy‘vdf— 1441)/1,

) 1 1
2 -4 f— 375 4 ~2 — 5 /3
jy‘df— 960510’ jy~df—960blz,
wird
1 1 1 [m? n?

2 — 273 i A ¥ 32,
jzdf—lomb/b—i—lon oh 18(/L2+b")bh
Nach § 34 ist

2, 20
m= -, n=a T,

Hiermit folgt, sofern noch die Spannung 7, im Punkte 4 des
Querschnittumfanges, Fig. 96, durch k, ersetzt wird,

8 ., b+k
e

infolge dessen nach GIl. 146

4 41

4 b
—_ . 2 2 —_ L.‘_" 2
A_45,s’lcd 7 (b +h)l_455 W k2V, 152)

sofern
V=20bhLI

das Volumen des Stabes bezeichnet.
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Wird nach Massgabe der GI. 123

9 M,
b=
gesetzt, so findet sich
b4 o
=5 ﬁ I ML 153)

Diese Beziehung gestattet in ganz gleicher Weise, wie oben
fir den elliptischen Stab erortert, die Ermittelung des verhiltniss-
miissigen Drehungswinkels 9 fir Prismen mit rechteckigem
Querschnitt.

Die Arbeit, welche das drehende Kriiftepaar bei der Verdre-

hung der um ! von einander entfernten Querschnitte verrichtet,
muss gleich 4 sein, d. h.

1 9 B
3 Madl= 58— Mal
2 ]‘3
0:3,66—[,};2%111(,5. ... . 154)

Dieses Ergebniss unterscheidet sich von den in § 36 unter
No. 6 aufgenommenen de Saint Venant’schen Werthen durch den
Zahlencoefficienten. Es schliesst sich den Ergebnissen der Ver-
suche, welche Bauschinger zu dem Zwecke anstellte, die de
Saint Venant’sche Gleichung zu priifen, noch besser an. Wie
in § 35 unter Ziff. 2 berichtet, sollten nach den de Saint Venant'-
schen Coefficienten sich verhalten

9,:9,:9,:9,:9,=1:125:1,13:1,40:9,1.
Bauschinger’s Messungen ergaben
3, 19,9, 9,19, =1:1,24:1,20: 1,47:9,60.

Die Einfihrung des hier ermittelten Zahlencoefficienten 3,6 der
Gl. 154 fir die rechteckigen Stibe (¢, d und e) fiihrt zu

$,:9,:9, 19,9, =1:1,24:1,14:1,44:9,76.
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Dass der Zahlenwerth 3,6 der Gl. 154 an sich der richtigere
sei, darf hieraus jedoch nicht geschlossen werden, da die Versuche
mit Gusseisen angestellt wurden, dessen Dehnungscoefficient ver-
anderlich ist (vergl. das S. 184 im ersten Absatz Gesagte).

§ 44. Arbeit der Schiebung.

Der Fall der Inanspruchnahme auf Schub allein wird dann
als vorhanden betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabfor-
migen Kérper wirkenden #usseren Krifte fir den in Betracht ge-
zogenen Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft S (Schub-
kraft), welche in die Ebene des letateren fillt und die Stabachse
senkrecht schneidet. Wie im zweiten Abschnitt unter VL. erdrtert,
kann — streng genommen — diese Schubanstrengung niemals
allein vorkommen; die Schubkraft S ist vielmehr immer von einem
biegenden Moment begleitet.

Wird trotzdem nur diese in Betracht gezogen, welche nach
Massgabe der Gl 135 und der Fig. 120 fir den beliebig zwischen
PP gelegenen Punkt P’ die Schubspannung

S M,

2y cosqg O

’

liefert, so ergiebt sich unter Voraussetzung der Unverinderlichkeit
des Schubcoefficienten 8 Folgendes.

Die Herbeifihrung der Schiebung y des im Punkte 7, Fig. 120,
welcher um 4 von der senkrechten z-Achse abstehe, zu denkenden
Kérperelementes von dem Querschnitt

df = dqdz

und der Liinge dz, wobei eine Schubspannung

7
—
8
wachgerufen wird, fordert eine mechanische Arbeit

dAd — 7 df

5 y de = d 2 df de.

-2—15
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Demnach die gesammte Forminderungsarbeit der Schubkrifte
___ﬁ o P ﬁ 19 . -
A=-5\dz \7°df = 5\ do\\dyd=.. . 159)

Hieraus findet sich beispielsweise: fiir den rechteckigen

Querschnitt von der Breite b und der Hohe %, Fig. 117, da hier
{vergl. § 39 unter a)




Vierter Abschnitt.

Zusammengesetzte Beanspruchung gerader
stabformiger Korper.

VII. Béanspruchung durch Normalspannungen
(Dehnungen).

Zug, Druck und Biegung.

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden #dusseren
Krafte ergeben fir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in
die Stabachse fallende Kraft P und ein Kriftepaar vom Momente
M,, dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet.

Fiir einen beliebigen Punkt des Querschnittes liefert die Kraft P
eine Dehnung und Normalspannung. Gleiche Wirkung hat das biegende
Moment A,. Die Gesammtdehnung, wie auch die Gesammtspannung
ergiebt sich’ als die algebraische Summe aus den beiden Einzeldeh-
nungen, bezw. Einzelspannungen.

Unter der Voraussetzung, dass die Ebene des Kriftepaares die
eine der beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthilt,
findet sich die durch A/, im Abstande  von der anderen Haupt-
achse hervorgerufene Normalspannung nach Gl. 42 zu

M

b

@ 7

Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so ist die Normalspannung
nach Massgabe des in § 21 unter 2 Erorterten festzustellen.

Die Normalspannung, welche von P herriihrt, betriigt unter
der Voraussetzung gleichmiissiger Vertheilung iiber den Querschnitt
in allen Punkten des letzteren

L
I
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Folglich die Gesammtspannung ¢ im Abstande  von der be-

zeichneten Hauptachse
M, P
62(_)111—7. R Es Y

Das obere Vorzeichen gilt, wenn £ ziehend, das untere, wenn
P driickend wirks.

M, P, @ und f sind als absolute Gréssen zu betrachten,
withrend # als positiv oder negativ einzufiihren ist, je nachdem die
betreffende Faserschicht auf der erhabenen oder der hohlen Seite
der elastischen Linie liegt.

§ 45. Der einerseits befestigte prismatische Stab wird durch
eine zur Stabachse parallele, jedoch excentrisch zu ihr gelegene
Kraft P belastet.

Fig. 131 und 133.

Die durch P und die Stabachse bestimmte Ebene schneidet
siimmtliche Korperquerschnitte in einer der beiden Hauptachsen.

I. Die Kraft P wirkt ziehend, Fig. 131.

Die hierbei eintretende Biegung des Stabes, Fig. 132, ist eine
derartige, dass das biegende Moment, in soweit es von der Grosse
der Durchbiegung beeinflusst wird, von B nach A hin abnimmt,
also seinen grossten Werth Pa im Querschnitt bei B besitzt. Fiir
diesen gilt daher nach Gl. 157, sofern der Werth von 7 fiir die am
stiirksten gespannte Faser gleich e ist,

Gman: @ 6"*—7:7‘ 1+-@_—

C. Bach, Elasticitit. 16

_Pa P P( ae)
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Hierbei ist der — iibrigens nicht erhebliche — Einfluss, wel-
chen die mit der Durchbiegung verkniipfte Neigung des Quer-
schnitts nimmt, vernachlissigt.

Nach 4 hin wird sich ¢, vermindern in dem Masse, in wel-

chem die Durchbiegung den Hebelarm der Kraft > verringert.
Fiir kreisformigen Querschnitt vom Durchmesser d und mit

a = % (Xraft geht durch den Umfang des Querschnittes) folgt

beispielsweise
T . d
= (l‘, G = a d*, e — —2‘,
2
P % % @ P P
Cnae ~— 7 1+ — =——(1+4)=5—"—7
J 614 g4 J /

d. h. die grosste Anstrengung ist  Mal so gross, als bei centrischem
Angriff der Kraft P. Der Einfluss der Excentricitit ist demnach
ein ganz bedeutender.

Besteht der Stab aus einem Material, fir welches die zulissige
Anstrengung gegeniiber Biegung, d.i. %,, sich wesentlich unterschei-
det von derjenigen gegeniiber Zug, d.i. &, wie dies z. B. fiir Guss-
eisen zutrifft (vergl. § 22, Zusammenstellung auf S. 97, Spalte 4,
Gl. 77 auf S. 98), so wiirde es unrichtig sein, ohne Weiteres nach
Massgabe der Beziehungen

P Pa P Pa
- - << L SO . << L
I + e k, oder ) +5 ¢ k.

zu rechnen. In solchem Falle ergeben sich mit

kb = ﬂa k.:
die Beziehungen
r Pa r 1 Pa
il 2%, <2 . iy A
g, 7 —+ o ¢e<k, oder 7 -+ A ek, ]
158)
k, zuléissige Biegungsanstrengung

zuliissige Zuganstrengung
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2. Die Kraft P wirkt driickend, Fig. 133,

Hier nimmt bei eingetretener Durchbiegung das Mo-
ment A, von B nach A hin zu, wie bereits in § 24 gl
an Hand der Fig. 69 erortert worden ist. In Bezug [ l
auf den durch z bestimmten Querschnitt fand sich dort ;

M,=P(a+y—y)

und hiermit, indem die Gleichung

i
i
|
I
!
|
|
|
o

2y a P , V2
dz> @ (a+y—y) Fig. 133.
zum Ausgangspunkt genommen wurde,
’ >
Y —=1—cos (l]/al ),
a—+y o
woraus
' a =
a -+ y=-————F———= . P 109)
co l]/ o P
AT
und damit die Durchbiegung des freien Endes
' 1 —1}] . . . . 160)

y=a)|\— ——
a P
cos ([1/7)

Fir den Querschnitt bei A erlangt A/, den grossten Werth,

niamlich
Pa |
l]/ Pe)’
cos o

|

folglich betriigt hier die Gesammtspannung der im Abstande
7=+ ¢, gelegenen Fasern nach Gl 157

max (M,) =P (a+y) =

Pa

_Pa e P
l‘/Pa) O] f
COS( —@

max (0,) = <k . 161)
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und die Gesammtpressung der im Abstande 7 = — e, gelegenen
Fasern

Pa €y P
- — << 2
l]/—a— @—i- ; k, . 162)
cos( @)

sofern k, und k£ die zulissigen Anstrengungen gegeniiber Biegung
bezw. Druck bezeichnen.

Besteht der stabfsrmige Kérper aus einem Material, fir wel-
ches £k, erheblich von %4 abweicht, so muss streng genommen in
sinngemiisser Weise so verfahren werden, wie am Schlusse von
Ziff. 1 angegeben worden ist. Da jedoch hier unter allen Um-
stinden eine grissere Sicherheit darin liegt, wenn die GIl. 161 ohne
Weiteres beniitzt wird, wihrend dort die Ausserachtlassung von @,
in der ersten der Beziehungen 158 zu einer wesentlichen Unter-
schitzung der Materialanstrengung fiihren konnte, so diirfte an dieser
Stelle der gegebene Hinweis geniigen.

max (0'2) =

a) Der Stab ist schlank und der Hebelarm « klein.

Diese Sachlage entspricht dem im ersten Abschnitt unter IV
behandelten Falle der Knickung. Dort wurde zwar centrische Be-
lastung des Stabes durch die Kraft P zunichst vorausgesetzt; wir
erkannten aber, dass es sehr schwer hilt, diese Voraussetzung zu
erfiillen; infolge dessen ein wenn auch sehr kleiner Hebelarm als
thatsiichlich vorhanden angenommen werden musste. Diese Annahme
wurde ausserdem noch dadurch zu einer Nothwendigkeit, dass in
Wirklichkeit die Achse bei lingeren Stiben keine gerade Linie und
dass thatsichlich das Material nicht vollkommen gleichartig ist.
Wir gelangten sodann in § 24 zu dem Ergebniss, dass wenn die
Belastung P betrigt

n,?

106
4

R

1
.l)u == _
o

die Durchbiegung y' nach Gl. 160 selbst fir einen sehr kleinen
Werth des Hebelarmes a die Grosse oo annimmt. Infolge dessen
war P, als diejenige Belastung zu bezeichnen, welche die Knickung,
d. h. Bruch oder unzuliissige Biegung des Stabes herbeifiihren wird,
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sofern nur ¢ > 0. Letzteres muss aber aus den bezeichneten Griin-
den immer angenommen werden.

Demgemiiss wurde in § 25 als zuliissige Grosse der den Stab
belastenden Kraft P nur der &te Theil von P, in Rechnung ge-
stellt, also gewithlt

2

T T

46

(0]
IE

pP=

1
24

unter Beachtung, dass tiberdies die Forderung der einfachen Druck-
beanspruchung

P<tikf
befriedigt sein muss.
Wird in Gl. 160 fir P der in der vorletzten Gleichung ent-

haltene Werth eingefiihrt, so ergiebt sich

1
l
cos 2

@

woraus beispielsweise

fir € = 4 9 16 -2
die Ausbiegungen y' = 0,414« 0,155a 0,082« 0,052«

folgen.
Die Bedingung

I)

IA
@};u

kommt demnach darauf hinaus, dass man die Abweichung %' von
der Geraden, d. h. die Ausbiegung, innerhalb einer gewissen
Grenze hiilt.

Ganz entsprechend wird auch hier vorzugehen sein. Der ein-
zige Unterschied besteht darin, dass infolge des excentrischen
Angreifens der Kraft P von vornherein ein Hebelarm gegeben ist.
Derselbe, mit a; bezeichnet, ist schiitzungsweise um einen Betrag a,
zu vergrossern, welcher den oben bezeichneten Umstinden (Nicht-
geradlinigkeit der Stabachse, Ungleichartigkeit des Materials, ein-
schliesslich Verschiedenartigkeit seines Zustandes) Rechnung triigt.
Hinsichtlich a, wird wesentlich die Genauigkeit in Betracht kommen,
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mit welcher sich die Lage der auf den Stab wirkenden Krifte fest-
stellen und wenigstens dahin sichern lisst, dass Ueberschreitung
des in Rechnung genommenen Werthes von a, in Wirklichkeit nicht
stattfindet. Indem hierbei die Construktion, Material, Ausfihrung
und Aufstellung Einfluss nehmen werden, greift die Grosse a, in
das Gebiet von a, iiber.

Liegen die Grossen a, und ay, nach Massgabe des Vorstehenden
mit Riicksicht auf die besonderen Verhiltnisse der jeweiligen Auf-
gabe ermittelt, vor, so kann unter Beachtung, dass die zulissige
Biegung y' fir nicht federnde Construktionstheile sehr klein sein
muss, zuniichst gesetzt werden

M, = P (a; + ay),

womit sich ergiebt

P(al—@_iw'ﬁel'—éiku

Pla+a) . P 163)
a a
1@ “’g?—}-——f—ik

(Vergl. die Bemerkungen zu Gl. 161 und 162).
Befriedigt der Stab diese Bedingungen, so ist die Durchbiegung

: 1
y=(a+a)| ————==——1] . . 164)

cos |l 1/5_“
(0]

zu berechnen und Entschliessung hinsichtlich ihrer Zulassigkeit zu
fassen. Erforderlichenfalls sind die Abmessungen des Stabes zu
indern.

Die Gleichungen 163 und 164 setzen voraus, dass a; in die
Richtung von a fallt, was nicht nothwendigerweise der Fall sein
muss. Ist das Trigheitsmoment @ (bezogen auf die zum Abstande
a, senkrechte Hauptachse) das kleinere der beiden Haupttragheits-
momente, so wird diese Annahme allerdings im Sinne des Zweckes
der ganzen Rechnung liegen. Wenn dagegen © das gréssere Triig-
heitsmoment ist, so verlangt dieser Gesichtspunkt, dass a, senkrecht
zu a;, sofern nicht besondere Griinde fir eine andere Richtung



§ 45. Der einerseits befestigte prismatische Stab u.s. w. 233

sprechen, angenommen und nach Massgabe des in § 21 unter b)
Erorterten verfahren wird.

Um die unmittelbare Wahl von a, zu umgehen, kann z. B. fiir
Bauconstruktionen in derselben oder in dhnlicher Weise vorgegangen
werden, wie dies in § 26 fir den Fall einfacher Knickung be-
sprochen worden ist!). Niheres Eingehen hierauf wiirde den Rahmen
dieser Arbeit weit iiberschreiten, ganz abgesehen davon, dass die
besonderen Einfliisse, welche bei den einzelnen Aufgaben zu bertick-
sichtigen sind, die Berechnung des betreffenden Construktions-
theiles dahin verweisen, wo derselbe seiner Wesenheit nach, sowie
1n seinem Zusammenhange mit den an ihn anschliessenden Theilen
zu behandeln ist.

b) Der Stab ist schlank und der Hebelarm a im Verhiltniss
zu den Abmessungen des Querschnitts gross.

In diesem Falle wird zuniichst die erste der Beziehungen 163
mit ¢, + a; = a, d. h,,

r P
) 61—7.—=/Cb

massgebend; der Einfluss des Gliedes

1)

7
tritt hierbei zuriick. Sodann ist fir den Fall, dass der Stab dieser

Beziehung geniigt, die nach Gl. 164 eintretende Durchbiegung zu
ermitteln und iiber deren Zulassigkeit Entscheidung zu treffen.

1) S. z.B. Tetmajer, Die angewandte Elasticitits- und Festigkeitslehre,
Zirich 1889, S. 162 u. f. Tetmajer steht hinsichtlich der Behandlung der
Knickungsanfgabe auf einem anderen Standpunkt als Verfasser, weshalb auf
dessen Arbeit S. 90 u.f, S. 162 u. f. besonders aufmerksam gemacht sei. (Vergl.
auch Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1889, S. 474 u. f)
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¢) Die Querschnittsabmessungen des Kérpers sind im
Vergleich zur Linge desselben und zur Grosse des Hebel-
armes so bedeutend, dass eine Biegung von Erheblichkeit

nicht eintritt.
Dann sind einfach die Gl 163 zu beachten, und in ihnen
a +a;—a

zu setzen; Gl. 164 kommt nicht mehr in Betracht.

Hierher gehoren auch Beispiele, wie das folgende. Der senk-
rechte Mauerpfeiler vom Gewichte G und der Linge I, Fig. 134,
empfingt durch ein Lager den abwiirts ge-
richteten Druck P. Das im Schwerpunkte an-
greifende Gewicht ergiebt fiir die Grundfliiche
ls des Bodens, auf welchem der Pfeiler steht,
unter Voraussetzung gleichmiissiger Druck-
vertheilung die Pressung

G

_l;‘ .

Der Druck P, in die Mittelebene des.

Pfeilers, d. h. um % — z verlegt, liefert eine

A | Fig. 135, . )
Fig 1% [raft P und ein Kriftepaar vom Momente

Die Erstere fiihrt zu einer gleichmiissig iiber der Bodenfliche ver-
theilten Pressung

das letztere dagegen ergiebt fiir die linke Mauerkante eine Pressung
o, welche sich bestimmt aus
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P(S —z)=(iio‘ls2

zZu

mit der Genauigkeit, mit welcher die Hauptgleichung der Biegungs-
elasticitiit auf den vorliegenden Fall angewendet werden darf.

Damit betriigt die gesammte Pressung an der linken Mauer-
kante

G+ r
b = ls ls? ¢

an der rechten dagegen

. 8 -~
r G+1>_(’P(?~‘)

ds {s*

Die Erstere soll die fiir den Boden hiochstens noch als zulissig
erachtete Grisse nicht tiberschreiten.

Fig. 135 giebt ein Bild der Pressungsvertheilung iiber die
Bodenfliche.

§ 46. Einfluss des Widerstandes beim Gleiten der Oberfliche
des beiderseits gelagerten und in der Mitte durch P belasteten
Stabes gegeniiber den Stiitzen infolge der Durchbiegung.

Der zunichst als gewichtlos gedachte Stab, im urspriinglichen,
unbelasteten Zustande, beriihrt die beiden Auflager mit bestimmten
Theilen seiner Mantelfliche. Wenn er sich zu biegen beginnt, so
muss derjenige Punkt der Stabachse, welcher urspriinglich iiber
dem einen, etwa dem linken, Auflager sich befand, nach der Mitte
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ricken — vergl. Fig. 136 — da die Achse, d.h. die elastische
Linie, ihre Linge beibehiilt. Diese Verriickung A nach der Stab-

mitte hin lisst sich auffassen als Differenz zwischen der halben
Stablinge [, = 0,5 1 und der halben Sehne des Bogens der elasti-
schen Linie, dessen Linge unverinderlich, nimlich gleich / und
dessen Pfeilhohe gleich der Durchbiegung y' in der Mitte ist.

Wird, was fir unseren Zweck zulissig, die elastische Linie
als flacher Parabelbogen aufgefasst, so erhilt man, da fiir diesen,
sofern dessen halbe Sehne @, dessen halbe Linge s und dessen
Pfeilhohe J betrigt, bekanntlich gesetzt werden darf

entsprechend einem Unterschied von

2 [d)? 2 (d)\?
e 3

zwischen ¢ und aq,

Gleichzeitig mit dieser Verriickung des Endpunktes der elasti-
schen Linie nach einwirts neigt sich derjenige Stabquerschnitt,
welcher iber dem Auflager stand, unter dem kleinen Winkel B.
Hiermit ist eine Auswirtsbewegung der Linie (oder des Punktes),
in welcher, bezw. in welchem der Stab vor der Biegung das Auf-
lager berihrte, um ef verkniipft. Da nach Gl. 61
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e P2

F=1%"0

50 betriigt diese Auswirtsbewegung

iPl"’
16 @

Demnach riicken diejenigen Theile der Mantelfliche des Stabes,
mit welchen derselbe im unbelasteten Zustande, d.h. bei gerader
Achse, die Auflager beriihrte, nach auswiirts um die Strecke

__a PP 4 (y\?
s=e¢f— L= ° 3(7) L
Gl. 62 ergiebt

, a PB

T

folglich

£

_ o« P . aPB
=1 e \° 1080/

So lange x positiv ist, d. h. wenn

aPB
>
*=1086°

Ge

3 ?

P<108

ol

oder nach Einfithrung von

P_ 0
4 e’
worin ¢ die grosste Biegungsanstrengung in der Mitte des Stabes
bezeichnet,

li>l/_)—17ao', .. . . . . 16B)

so lange wird die in Frage stehende Bewegung nach auswiirts
erfolgen und damit wihrend des Vorsichgehens der Durch-
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biegung eine auf den Stab wirkende, einwérts gerichtete
Kraft R (vergl. Fig. 136) wachgerufen werden. Setzen wir,
um zu erkennen, ob diese Voraussetzung fiir gewodhnlich zutrifft,

fir Stahl

1
“= 9150000’  °— 1600,
so findet sich
i>]/_ 1600 ~ 1,
! 27. 2150000 *~ 190 @
was ausnahmslos der Fall sein wird. Es wirkt also — unter der
Voraussetzung kleiner Durchbiegungen — R thatsiichlich in der be-

zeichneten Richtung. Diese Kraft ist fir unbewegliche Auflager,
welche sich nicht in den Stab eindriicken, gleich der Reibung, d. h.

P
Rz?fl’:

sofern u den Coefficienten der gleitenden Reibung zwischen Stab-
oberfliche und festem Auflager bezeichnet.

Driicken sich die Auflager in den Stab ein, so tritt R nicht
mehr als einfache Reibung, sondern als weit grosserer Wider-
stand auf.

Werden die Stiitzen von Rollen gebildet, welche sich um feste
Zapfen drehen konnen (Rollenauflager), so wird R kleiner als
0,5'Pu ausfallen.

Die Kraft R wirkt nun, abgesehen von ihrem Einflusse auf
die Linge der Stabachse, mit dem Momente

Re=05Pue . . . . . . 160)

auf den Stab, sofern der Einfluss der Durchbiegung, auf das Mo-
ment vernachlissigt wird. Fir den mittleren Stabquerschnitt er-
giebt sich alsdann nicht das Moment

il
4 )

sondern

Pl Pl Pue DI i
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Beispielsweise betrigt fir ¢ = 50 mm und ¢ = 1000 mm die
Verminderung des Momentes

bei
p=0,1 =0,
1 0/0 5 0/0
fiir
e=200 mm und {= 1000 mm,
bei
p=0,1 w =0,
4%, 20 .

Deutlich zeigt sich der Einfluss der verhiltnissmiissigen Hohe
des Stabes und des Coefficienten p.

Werden feste Auflager verwendet, welche die Form einer
Schneide haben und sich vielleicht gar in den Stab eindriicken,
wodurch g einen verhiltnissmissig hohen Werth erlangen muss, so
kann die Kraft R selbst bei nicht hohen Kérpern in erheblicher
Grosse auftreten?).

Handelt es sich z. B. um die Ermittlung der Anstrengung, die
eine Schwelle, Fig. 137, beim Eindriicken in die Bettung erfihrt,

V/ 4

/

Fig. 137,

so wird der Einfluss der Reibung, welche infolge der Durchbie-
gung zwischen Bettung und Unterfliche der Schwelle auftritt, nicht
ohne Weiteres ausser Acht gelassen werden diirfen. Auch bei ge-
bogenen Federn, welche an beiden Enden aufliegen und in der
Mitte belastet sind, konnen infolge des mit der Pfeilhshe der ge-
bogenen Mittellinie wachsenden Hebelarmes der Reibungskrifte
diese von erheblicher Bedeutung werden u. s. w.

Immerhin aber werden es nur Ausnahmefille sein, in denen

") Aus diesem Grunde sollen der Biegungsprobe zu unterwerfende Stabe,
deren Querschnittsabmessungen nicht klein sind im Vergleich zur Stitzweite,
Rollenauflager erhalten, was meist zu geschehen pflegt. (Vergl. bhieriiber Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888 S.244 u. f.,, Fussbemerkung da-
selbst.)
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auf die im Vorstehenden erdrterte Wirkung der Reibung zwischen
gebogenem Stab und Auflager Riicksicht zu nehmen ist.

Schliesslich sei noch darauf hingewiesen, dass bei — auch
theilweiser — Entlastung des Stabes sich die Durchbiegung ver-
mindert; damit kehrt die Kraft R jhre Richtung und das Moment
Re seinen Sinn um, die Biegungsbeanspruchung nicht mehr ver-
mindernd, sondern vermehrend.

VIII. Beanspruchung durch Schubspannungen
(Schiebungen).

§ 47. Schub und Drehung.

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden fusseren
Kriifte ergeben fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in
denselben fallende Kraft S8 und ein Kriftepaar vom Momente Ay,
dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet.

In einem beliebigen Element des Querschnitts erzeugt die
Schubkraft S eine Schubspannung z, und das auf Drebung wir-
kende Moment A/, eine Schubspannung z,; die Resultante aus 7, und
7, liefert die Inanspruchnahme in dem betreffenden Querschnitts-
elemente.

Bei Beurtheilung derselben, sowie bei Wahl der zuliissigen
Anstrengung ist es von Bedeutung zu beachten, dass sie nicht blos
in dem Querschnitt, sondern auch senkrecht dazu auftritt (§ 30,
s. auch Fig. 88 u. 89, bezw. die Erorterung, welche in § 45, Ziff. 1 zar
Einfihrung von g, und in § 48, Ziff. 2 zur Einfihrung von e, Ver-
anlassung giebt).

I. Kreisquerschnitt.

Nach § 39, b ist die von S herriihrende Schubspannung am
grossten fiir die Umfangspunkte des zu S senkrechten Durchmessers,
und zwar betriigt sie daselbst

4 8§ 16 8

T = —_—

: 3 f  3n &

sofern
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T

f=5

die Grosse des Querschnittes und d dessen Durchmesser bezeichnet.
Nach § 32 ist fiir alle Umfangspunkte die durch A/, wachge-
rufene Schubspannung
16 M,

Td -

m d?

die grosste. Demnach betriigt die resultirende Anstrengung, welche
in jenen beiden Umfangspunkten den grossten Werth erreicht

T+, =

16 S 16 M, 16 (S Md)
Br & Tw @ md \3 T

2. Kreisringquerschnitt von geringer Wandstérke, Fig. 124.

Nach § 39, c 1st

r, =2 ?,
nach § 32
16 d M,
7, = — M; 7 d‘_N2 a7
sofern
d —d+d° f=1(d'-’—7"’)
m 2 4 o
Folglich
2 M,
LS F (S'*_ d )

3. Rechteckiger Querschnitt, ng. 116.

Unter der Voraussetzung, dass S senkrecht zur Breite 0 wirkt,
werden beide Schubspannungen am grossten in den Mitten der
langen Seiten.

Nach § 38 betriigt hier

3 8
BTR bR
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und nach § 34
9 M,
KERCRT

Somit

31 M,
T, +T1, =73 S+3T'

IX. Beanspruchung durch Normalspannungen
(Dehnungen) und Schubspannungen (Schiebungen).

§ 48. Grosste Anstrengung bei gleichzeitiz vorhandener
Dehnung (Normalspannung) und Schiebung (Schubspannung).

I. Begriff der zuldssigen Anstrengung des Materials.

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir stillschweigend
vorausgesetzt, dass hinsichtlich .des Begriffs der zuldssigen An-
strengung .ein Zweifel nicht bestche. So lange nur Normalspau-
nungen in Richtung der Stabachse (Zug, Druck, Biegung) oder
lediglich Schubspannungen (Drehung, Schub) vorhanden sind, pflegt
ein solcher auch thatsichlich nicht in die Erscheinung zu treten;
anders gestaltet sich jedoch die Sachlage, sobald Normalspannungen
und Schubspannungen gleichzeitig thitig, oder senkrecht zu ein-
ander wirkende Normalspannungen vorhanden sind. Dann kann in
der That eine Unsicherheit entstehen. Aus diesem Grunde ist hier, wo
uns erstmals gleichzeitig Normalspannungen und Schubspannungen
entgegen treten, der Begriff der zuldssigen Anstrengung zu erdrtern.

Bei der IHerleitung der Abmessungen von Maschinen- oder
Bautheilen, sowie von ganzen Construktionen aus den beanspruchen-
den Kriften, sind drei Gesichtspunkte festzuhalten, sofern abgesehen
wird von den Fillen, in denen Riicksichten auf Herstellung, Fort-
schaffung, Abniitzung u. s. w. massgebend erscheinen.

Der erste Gesichtspunkt, welcher das bestimmt, was der Regel
nach als zulidssige Anstrengung gilt, liefert die Forderung, dass
a) (nach der Ansicht der Einen) die Spannung,
oder
b) (nach der Ansicht der Anderen) die verhiiltnissmiissige Dehnung
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in keinem Punkte des Korpers die hochstens fiir zulissig erachtete
Grenze iiberschreite.

Bei einfacher Zug-, Druck- und Biegungselasticitit, sowie bei
Verbindung derselben besteht — streng genommen allerdings nur
im Falle der Unverinderlichkeit des Dehnungscoefficienten — Pro-
portionalitit zwischen Dehnungen und den ihnen entsprechenden
Normalspannungen. In diesen Fillen kommt deshalb die Forderung
a auf dasselbe hinaus, wie diejenige unter &; denn multiplicirt man
die hochstens fiir zuliissig erachtete Normalspannung mit dem Deh-
nungscoefficienten, so tritt an ihre Stelle die hochstens noch fir
zuliissig gehaltene Dehnung.

Da bei einfacher Drehungs- und Schubelasticitit, sowie bei
Verbindung beider ebenfalls Proportionalitit zwischen Schubspan-
nungen und den zugehorigen Dehnungen vorhanden ist (§ 31), so
diirfen auch in diesen Fillen — Unveriinderlichkeit des Dehnungs-
coefficienten vorausgesetzt — die Bedingungen unter @ und & als zu-
sammenfallend betrachtet werden.

Wirken dagegen senkrecht zu einander stehende Normalspan-
nungen gleichzeitig, so hért die sonst vorhandene Proportionalitit
zwischen Dehnung und Spannung auf, wie in § 7 und § 14 erértert
worden ist, und die Auffassung nach @ fordert etwas anderes als
diejenige nach 6. Die Erstere riumt den senkrecht zum gezogenen
oder gedriickten Stab wirkenden Kriften keinen Einfluss auf die
zuliissige Anstrengung ein, sie lisst die in § 9, Ziff. 1, erorterten Ver-
suchsergebnisse unbeachtet, sie belastet einen in Richtung der Achse
gezogenen und senkrecht zu seiner Achse gedriickten Stab ebenso
stark, als wenn diese Druckkriifte nicht vorhanden wiren, sie wihlt
die zulissige Anstrengung der Bleischeibe Fig. 29 ebenso gross
wie diejenige der Fig. 30, obgleich dieselbe im letzteren Falle er-
fahrungsgemiiss weit grésser genommen werden darf; fiir sie ist die
zulissige Anstrengung im Falle der Fig. 28 (Fig. 26) dieselbe,
gleichgiltig ob z = 60 mm oder 2 =5 mm, und zwar auch dann,
wenn etwa an Stelle des Steinwiirfels ein solcher aus Schmiedeisen
trite, sie kann folgerichtig den in § 20, Ziff. 2 besprochenen Ein-
fluss der Fasern auf einander nicht anerkennen u. s. f.

Treten gleichzeitig Normal- und Schubspannungen auf, so er-
geben sich fir den betreffenden Punkt des Korpers eine grosste
Spannung und eine grosste Dehnung; beide stehen jedoch nicht in

dem Verhiltnisse, wie einfache Normalspannung und Debnung nach
C. Bach, Elasticitiit. 17
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Massgabe der Gl. 4. Die Bedingung unter ¢ verlangt deshalb in
solchem Falle auch nicht das Gleiche, wie die Forderung unter .
Die Auffassung unter a ist die dltere und erfrent sich auch
heute noch einer grossen Verbreitung. Mariotte diirfte wohl der
Erste gewesen sein, welcher darauf hingewiesen hat, dass die Deh-
nung eine gewisse Grenze nicht iiberschreiten soll; dagegen scheint
es, dass erst Poncelet (vor einem halben Jahrhundert) die Forde-
rung unter b mit Entschiedenheit vertreten und durchgefiihrt hat.
Dass die Bedingung unter @ in verschiedenen Fillen nicht zu-
treffend ist, erhellt aus dem Erorterten. Unter diesen Umstinden
erachtet Verfasses die Feststellung des Begriffs der zuléssigen An-
strengung nach Massgabe der Forderung unter & fiir die rationellere.
Welcher Grad der Zuverliissigkeit ihr innewohnt, welche Mingel ihr
anhaften, wird durch ausgedehnte — iibrigens erheblichen Schwierig-
keiten begegnende — Versuche noch zu entscheiden sein.
Folgerichtig wire hiernach mit zuliissigen Dehnungen statt mit
zuldissigen Spannungen zu rechnen. Da sich jedoch der Begriff der
zuliissigen Anstrengung als einer auf die Flicheneinheit bezogenen
Kraft eingebiirgert hat, es auch keine Schwierigkeit bietet, zu jeder
zulissigen Spannung eine entsprechende Dehnung zu bestimmen'?), so
erscheint die Beibehaltung der auf die Flicheneinheit bezogenen Kraft
als Mass der zulissigen Anstrengung ausfiihrbar und berechtigt. Nur
ist hierbei festzuhalten, dass dann in den Fillen gleichzeitigen
Vorhandenseins von senkrecht zu einander stehenden Normalspan-
nungen oder von Normal- und Schubspannungen an die Stelle der
héchstens zulissigen Dehbnung keine wirkliche, sondern nur eine
gedachte Spannung tritt, nimlich der Quotient: zuliissige Dehnung
dividirt durch den Dehnungscoefficienten. (S. Gl. 170, 174.)

Der zweite Gesichtspunkt ergiebt sich in der Forderung, dass
die Gesammtforménderung des belasteten K6rpers innerhalb der
Grenzen bleibe, welche durch den besonderen Zweck desselben oder
durch den Zusammenhang mit anderen Construktionstheilen gesteckt
sind. Da, wo eine hichstens zulissige Durchbiegung, Verdrehung
u. s. w. die Abmessungen bestimmt, ist im Allgemeinen eine Rech-

1) Nach 8. 250 ist die Normalspannung mit «, die Schubspannung mit
m-+ 1
m

« zu multipliciren.
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nung mit zuldssiger Anstrengung im soeben erorterten Sinne des
‘Wortes nicht mehr richtig. Dieselbe ist dann eine Funktion der Form
und Grosse des in Frage stehenden Korpers. (8. auch die erste
Fussbemerkung zu § 26, vierten Absatz.)

Der dritte Gesichtspunkt fihrt zu der Bedingung, dass der
Korper gegen die etwaige Wirkung lebendiger Krafte geniigend
widerstandsfihig zu machen ist. Hier wird besondere Rechnung
anzustellen oder die eigenthiimliche Beanspruchung durch Vermin-
derung der fiir die zuliissige Anstrengung sonst iiblichen Werthe
schiitzungsweise zu beriicksichtigen sein, sofern die strenge Rech-
nung iberhaupt nicht oder nur mit einem verhéltnissmissig grossen
Aufwand an Zeit durchfibrbar ist. — Jedenfalls wird der zweite
Weg da einzuschlagen sein, wo sich die plotzlichen Kraftiausse-
rungen, die Stdsse, der rechnungsmissigen Feststellung entziehen.

Die Anfihrung des zweiten und dritten Gesichtspunktes an
dieser Stelle bezweckt, den Begriff der eigentlichen zulissigen
Anstrengung des Materials nach Moglichkeit klar- und vor miss-
verstindlicher Auffassung sicher zu stellen.

2. Ermittlung der gréssten Anstrengung.

Wir denken uns in dem Stabe, Fig. 138, ein Korperelement,
eine Faser A BC D von der Linge A B= C D abgegrenzt derart,

Fig. 138,

dass die in 4 D sich projicirende Stirnfliche mit dem in Betracht
gezogenen Stabquerschnitt zusammenfillt, wihrend die Richtungen AB
und D C mit der Stabachse parallel laufen. In Fig. 139 se1 dieses
Faserstiick, entsprechend dem urspriinglichen Zustande, d. h. vor
der Inanspruchnahme des Stabes, in grosserem Massstabe durch die

ausgezogenen Linien dargestellt.
17%
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Unter Einwirkung der #usseren Krifte dehne sich die Faser in
der Richtung 4 B um

sofern

die verhaltnissmissige Dehnung bezeichnet. Nach § 1 muss sich
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Fig. 139.

die Faser gleichzeitig senkrecht zu ihrer Achse zusammenziehen.
Diese Zusammenzichung betrage

CK= DG =-¢,.BC,
wenn
CK
8 ]
1 BC

(Vergl. § 7).

Zu dieser mit der Normalspannung verkniipften Forminderung
tritt nun die der Schubspannung entsprechende. Es verschiebe sich
der Querschnitt E F' (urspriinglich BC) um

EH=FJ=y.AB

gegen den Querschnitt A G D, sofern y die Schiebung (vergl. § 28)
bedeutet.
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Hierbei dehnt sich die urspringlich AC lange Strecke bis
zur Grosse AJ. Fallt man von J ein Loth JL auf die iiber C
hinaus verlingerte Linie A C, so dass also £ JL 4=90° ist, so
ergiebt sich die Verlingerung, welche AC beim Uebergang in A J
erfahren hat, mit Riicksicht darauf, dass die Formiinderungen {iber-
haupt klein sind, angenéhert zu C—L. Hiermit wird dann die ver-
héltnissmiissige Dehnung ¢, der Strecke A C

& =

éll?l

Dieser Werth ist aber auch gleich L M : A B, sofern LM || A B
durch L gezogen wird; folglich

LM
& = —/———

A

¢ erlangt seinen grossten Werth, wenn dies bei L3 eintritt,
da die urspriingliche Faserlinge A B als Constante gilt.

Zur Feststellung von max (L M) fithrt nachstehende Be-
trachtung.

Mit N als Schnittpunkt der Linien G-/ und AC findet sich

l

A

o

FN=FK+KN=¢.AB+ KC

= (¢ + sq) AB.

~

&
o

Ausserdem ist

FJ=y.AB.

Ueber der Hypothenuse NJ des durch #'N und FJ bestimmten
rechtwinkeligen Dreiecks N F'J beschreiben wir mit NJ als Durch-
messer und O als Mittelpunkt einen Kreis, welcher die Punkte L
und F in sich enthalten muss (wegen £ JL N ==90° und £ JFN
= 90°. Man erkennt nun leicht, dass L M seinen grossten Werth
erreicht, wenn L, auf dem Kreisbogen sich bewegend, in die darch
den Kreismittelpunkt O gehende Horizontale, d. h. nach P gelangt.

Ist O, die Projektion von O auf G F, so ergiebt sich

max(LM)=K_01+—;—ZV—J.
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‘Wegen
K0,=N0, — NE= "L Nk
unter Beachtung, dass
NF = (e + eq) E,
NE—Ck 28 . 4B,
B 1
infolge dessen
— — 1 —
0,=;(8+SQ)AB A =?(£— sq)AB,

und da

zV7=]/““NFe+JFz = V(sﬂq)enw .

so findet sich
TH) =2 AB(—s)+ L AB /( +e& )+ 7
max (L M) = 4« e—e¢, 5 < ]e g, 7

und hieraus

LM 1 ,
= ) = max (¢,) =3 [e —eq—i—l/(s—i—sq)‘ -+ y’]. 168)

max (

Unter der Voraussetzung, dass innerhalb der in Betracht ge-
zogenen Stabstrecke senkrecht zur Stabachse Krifte von Bedeutung
iiberhaupt nicht einwirken, so dass die verhiltnissmissige Quer-
zusammenziehung

gesetzt werden darf (§ 1 und § 7), folgt zunichst
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m—1 m—}—]

2m

]/24—( _}_1)27’ 169)

max (&) =

und sodann (nach § 2, Gl. 4, bezw. § 31, Gl 99) mit

und

o m—1 m—+1 2 3
max(el)—a( 5m o+ S Vo2 4442 ).

Hierdurch ist die Grésse von max (¢,) und damit nach Ziff.- 1
auch die grosste Anstrengung

max 21| = m—1 o+ m+ 1 Vo +44 . 170)
o 2m 2m

des Materials festgestellt.

Der im Vorstehenden zur Bestimmung der Letzteren be-
schrittene Weg wurde nach Wissen des Verfassers zuerst von
Poncelet eingeschlagen.

Was die Richtung anbetrifft, in welcher die grésste Anstren-
gung stattfindet, so erkennt man, dass diese mit der Verbindungs-
linie der Punkte N und P, d. h. mit NP zusammenfallt.  Wird nun

beriicksichtigt, . dass £ F NP = ¢ wegen FP = PJ die Hilfte von
A FNJ ist und dass

77 y.4B

tg L FNJ=—"—= —
¢ NF  (s+2)dB’

so findet sich

y "™ Y . 11)

tg2 9= e+¢, T l+m e

Hiermit erscheint die durch ¢ gegeniiber der Stabachse (Rich-
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tung der Normalspannung) festgelegte Richtung A C, in welcher
die Dehnung ihren gréssten Werth erlangt, bestimmt.

Mit

m—+1
t=uoao, r=2ua T
wird
my T -
tg 2 —m ———"—— =2 — 172
5849 (1 —+m)e ¢ )

Fiir v=0 ergiebt sich ¢ =0, d. h. die grésste Dehnung findet
dann in Richtung der Stabachse statt, wie ohne Weiteres klar ist.
Fir ¢ =0 wird

(p=_Z_=450,

wie bereits in § 31, Ziff. 1, festgestellt wurde.
Fir z=0 ergiebt Gl. 170

&1
max [—] =g,
o

(sl) m -+ 1
max |[—| = ——— 1.
o

und fiir 6=0
m

Hiernach entspricht die Schubspannung z allein einer Dehnung

m—+ 1

m

at,

withrend die Normalspannung ¢ mit einer solchen im Betrage von
ac

verkniipft ist. Bei gleicher Grisse der beiden Spannungen ergiebt
sich die erstere Dehnung im Verhiltniss von (m —-1): m bedeuten-
der, als die letztere. Soll die Dehnung, d.i. die Anstrengung, in
beiden Fillen die gleiche sein, so muss r im Verhiltniss von
m:m—+ 1 weniger betragen als ¢, wie bereits aus dem in § 31
Erorterten hervorgeht!).

1) Die thatsichlichen Anstrengungen verhalten sich hiernach nicht wie z: g,
sondern wie m:l_l

7T:0.
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Die Gl 170 setzt voraus, dass das Material in allen Punkten
des Kérpers nach allen Richtungen hin gleich beschaffen (isotrop)
ist. Diese Voraussetzung trifft nun nicht immer zu, wie dies z. B.
bei Walzeisen der Fall ist, dessen Widerstandsfihigkeit namentlich
gegeniiber Schubspannungen in Ebenen, parallel zur Walzrichtung
und senkrecht zur Richtung des beim Walzen ausgeiibten Druckes,
sich vergleichsweise erheblich geringer erweist. In derartigen Fillen
ist es natiirlich unzutreffend, den Einfluss der Dehnung &, welche
einer bestimmten Schubspannung entspricht, gegeniiber derjenigen
Dehnung, welche bei Normalspannungen als héchstens zulissig er-
achtet wird, nach Massgabe der Gleichung

m—+ 1

& = - er=ac¢ . . . . . 173)

zu beurtheilen. Dann muss vielmehr die Beziehung

m—+1
—
m

y=2a

vor Kinfihrung in die Gl 169 eine Berichtigung oder Erginzung
erfahren, am einfachsten durch Multiplikation mit einem Coefficien-
ten «, welcher ganz allgemein die Aufgabe haben soll, dem Um-
stande Rechnung zu tragen, dass die zulissige Schubspannung zur
zulissigen Normalspannung nicht immer in dem Verhiltnisse

m:m—+1=4:5bis 3:4=1:1,25 bis 1:1,33
steht. (S. auch GI. 101).
Mit
m—+1
7 = 2 o0 — oco T

m
geht Gl 170 iber in

max 5] = 1 ot m.—!— 1 Vo 4 (@ o) o
o 2m 2m 0
__ zulissige Anstrengung bei Normalspannung in kg 1747)
ST 1
m

zulissige A nstrengung bei Schubspannung inkg

1) 8. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, S. 11, 207, 208, 210, 211,
216 u.s. f.
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Mit Ricksicht hierauf werde e als das Verhiltniss der zu-
lissigen Anstrengungen fiir den gerade vorliegenden Fall, oder kurz
als Anstrengungsverhéltniss bezeichnet.

Setzt man, dem heutigen Stande der Versuchsergebnisse ent-
sprechend und in der Absicht, zu runden Zahlencoefficienten zu
gelangen,

so gehen die Gleichungen 174 iiber in

max (ia‘-) —0,35 6+ 0,66 Vo + 4 (, 7)° ]
] . 175)

__ zuliissige Anstrengung bei Normalspannung
°" 1,3 zuléssige Anstrengung bei Schubspannung

24

Der Unterschied, welcher sich hinsichtlich der Anstrengung
max (ﬁl—) ergiebt, je nachdem man m =23 oder m =4 oder einen
(44

dazwischen gelegenen Werth setzt, ist iibrigens unbedeutend.

Durch die Feststellung in den Gl. 174 und 175 erfiillt der Coeffi-
cient e, nicht blos seinen Zweck beim Mangel allseitiger Gleichartig-
keit des Materials, sondern auch dann, wenn die Werthe fiir die beiden
zuliissigen Anstrengungen aus anderen Griinden nicht in dem Ver-
hiltnisse (m— 1):m stehen. Das wird bei vorhandener Isotropie
des Materials allgemein dann der Fall sein, wenn die gleichzeitig
auftretenden Normalspannungen und Schubspannungen nicht gleich-
artig sind, beispielsweise dann, wenn die erstere eine fortgesetzt
wechselnde ist (Biegungsanstrengung einer sich drehenden Welle
u. s. w.), wilhrend die letztere als unveriinderlich gelten kann
(Drehungsanstrengung derselben Welle bei Ueberwindung eines
constanten Arbeitswiderstandes) u. s. f.!).

Bei Entwicklung der grundlegenden Beziehungen 168 bis 170
war in Uebereinstimmung mit der hierfir entworfenen Figur 139
angenommen worden, dass die Dehnung ¢ (die Normalspannung ¢)
in Richtung der Stabachse eine positive sei, entsprechend einem

1) S. des Verfassers Maschinenelemente 1881, S. 18 u. f.
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an der betreffenden Stelle wirkenden Zug. Ist das Entgegengesetzte
der Fall, erfihrt der Stab in Richtung seiner Achse eine Zu-

sammendriickung, d. h. sind £ und ¢ negativ, so fihrt die gleiche
Betrachtung zu dem Xrgebniss

max |——L =ﬂ.;1__6+ii]/0—2+4.,2. 170a)
o | 2m 2m

Hierbei ist ¢ nur mit seiner absoluten Grosse einzusetzen.
Diese Gleichung unterscheidet sich von der Beziehung 170 lediglich da-
durch, dass hier die grosste Anstrengung als Druckbeanspruchung
erscheint, wihrend sie dort als Zuginanspruchnahme auftrat. Dem-
entsprechend treten an die Stelle der Gleichungen 174 und 175 die
Beziehungen

s\ _ m—1 m+1
max( )————rm o‘—!—————?m Ve ~+ 4 (e, 1), 174a)

max (— ;—‘) =0,350+ 0,60 Vo' +4 (e, 2°. 175a)

Neben dieser Druckbeanspruchung, wie sie hierdurch bestimmt ist,
wird unter Umstéinden noch eine grosste Zuganstrengung massgebend
sein konnen, n#mlich dann, wenn die positive Dehnung, welche der
Schiebung y entspricht (vergl. § 31, S. 134), die Zusammendriickung,
welche mit der negativen Normalspannung in Richtung der Stab-
achse verkniipft ist, bedeutend iiberwiegt. Diese grosste Zug-
anstrengung, welche dann gleichzeitig mit der grossten  Druck-
beanspruchung max (— %) auftritt und die mit max (Z—’)
bezeichnet sei, kann in gleicher Weise ermittelt werden, wie oben
die Gleichungen 168 bis 170 gefunden wurden, oder man kann sie
unmittelbar aus Gl. 170 ableiten, indem in der letzteren ¢ negativ
gesetzt wird. Auf beiden Wegen ergiebt sich

max

al_ _ m—1 ” m—+1 Vo? 4 22 170b)
o 2 m 2m
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und damit nach Gl 174 und 175

&l m—1 m+1
max a.) o 2m o+ 2m Vo' +4 (2, ), 174b)
max %) = — 0,30 0 + 0,65 Vo’ + 4 («,2)". 175b)

In diese Beziehungen ist ¢ natiirlich nur mit seiner Grosse
ohne Riicksicht auf das Vorzeichen einzufiihren.

Der absolute Werth von max (— %) ist nach Gl. 170a aller-
&
24
liefert. Da aber die zuldssige Zuganstrengung in manchen Fillen
bedeutend geringer zu sein pflegt, als die zulissige Druckinanspruch-

dings grosser als derjenige, welchen Gleichung 170b fir max

&
nahme, so kann trotzdem max (-—) massgebend werden.
24

§ 49. Zug (Druck) und Drehung.

Die auf den geraden stabféormigen Korper wirkenden #usseren
Krifte ergeben fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in
die Richtung der Stabachse fallende Kraft P und ecin Kriftepaar
vom Momente A/, dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet.

In einem beliebigen Element des Querschnitts von der Grosse f
wird durch die Zugkraft P eine Normalspannung

wachgerufen, wihrend das auf Drehung wirkende Moment M, eme
Schubspannung = erzeugt, welche nach den §§ 32 bis 36 zu be-
stimmen ist. Da ¢ fir alle Punkte des Querschnittes als gleich
gross aufgefasst werden darf, so tritt die bedeutendste Anstrengung
da auf, wo v seinen grossten Werth erlangt.

Nach den Gl 174 ergiebt sich mit £, als zulassiger Zug-
und %, als zulidssiger Drehungsanstrengung
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m— 1 m—+ 1
k= 2m o+ 2m ‘/02+4(“o’>g»

k . 176)

und mit m == 5
k, = 0,350+ 0,65 Vo? + 4 (e, 7
177)

kz
%= 13k,

Wirkt P nicht ziehend, sondern driickend, so wird ¢ negativ;
infolge dessen nach Gl. 175a zuniichst die mit & als zuliissiger
Druckanstrengung giltige Beziehung

k = 0,350+ 0,65 Voo + 4 (a, 2,
2 . . 178)
% 1,3k,

und sodann auch nach Gl 1751 die Forderung

k, = — 0,356+ 0,65 Vo? + 4 (e, 1)?,
k . . 178a)

° 1,3k,

befriedigt sein muss. Hierbei ist vorausgesetzt, dass Riicksicht-
nahme auf Knickung (§ 23) nicht néthig wird.

Die Werthe von z konnen unmittelbar aus der Spalte 3 der
Zusammenstellung des § 36 entnommen werden, sofern £, durch =
ersetzt wird. Die Normalspannung ¢ tritt nur mit ihrer absoluten
Grosse in die Beziehungen 176 bis 178a ein.
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§ 50. Biegung und Drehung.

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden #Husseren
Krifte ergeben fir den betrachteten Querschnitt zwei Kriftepaare,
das eine (biegende) vom Momente M, und das andere (drehende)
vom Momente A; die Ebene des ersteren schneidet den Quer-
schnitt, diejenige des letzteren die Stabachse senkrecht.

In einem beliebigen Punkte des Querschnitts verursacht

M, eine Normalspannung o, welche nach § 16 oder § 21 festzu-
stellen 1st,

M, eine Schubspannung z, deren Bestimmung nach den §§ 32
bis 34 zu erfolgen hat.

Die fiir den betreffenden Punkt resultirende Anstrengung er-
giebt sich alsdann aus Gl. 174. Bezeichnet £, die zuldssige Biegungs-

. . 1
und &, die zulissige Drehungsanstrengung, so gilt mit -m = 5

k, = 0,35 ¢ + 0,65 V¢ + 4 (e, 7)°,
k . . 179)

b
o =

o= 1,3k,

Naturgemiiss sind ¢ und z fiir denjenigen Querschnitt und hier
fiir denjenigen Punkt einzufiihren, fiir welchen die rechte Seite den
grossten Werth erlangt.

I. Kreisquerschnitt.

Hier fallen die Punkte der grossten Normalspannung

32 MM,
* (Gl 43 u. Gl 49)

0= ——
T d?

und die Punkte der grossten Schubspannung

16 M,
1= — -~ (G1105)
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zusammen, folglich

.32 M, 32 M, \* 32 M, 2
k, = 0,30 — —— + 0,6 (— )—!—(———a)
b T n d@ °

d? d?

9 -
k> 37; % [0,80 M, + 0,656 VM, + («, M) . 180)

b —

Auch fiir den Kreisringquerschnitt findet dieses Zusammen-
fallen statt.

2. Elliptischer Querschnitt, Fig. 91.

a) Die Ebene des biegenden Kriftepaares liuft parallel
zur kleinen Achse der Ellipse.

Die grosste Normalspannung

4 M,
0= 7 oab?

tritt hier auf in den Endpunkten B der kleinen Achse (GI. 43
und 50).
Die Schubspannung erlangt ihren Grosstwerth

an denselben Stellen (Gl. 113).
Hiernach findet die grosste Anstrengung in den Punkten B
statt. Demgemiss ergiebt sich aus Gl. 179

4 M, 4 M\* (4 M, \°
k, = 0,35 — —i 0,65 ( ) ~+ ( ao)

Yz =) T \m e

1 - —
—2 (035 M, + 0,65 VM? + («, M) . 181)
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b) Die Ebene des biegenden Kriftepaares lauft parallel
zur grossen Achse der Ellipse.

Die Normalspannung besitzt ihren Grésstwerth in den End-
punkten A der grossen Achse, wihrend die Schubspannung in den
Endpunkten B der kleinen Achse am griossten ausfillt. Infolge
dessen muss zunichst ermittelt werden, an welchen Stellen die
grosste Anstrengung eintritt.

Dass dieselben auf dem Umfange liegen, ist ohne Weiteres
klar. Nun ist nach Gl. 42 die Normalspannung ¢ im Abstande 2’
von der kleinen Achse

M, M
o = 1) 2 == E__ - 2
4

und nach Gl 112 die vom drehenden Moment verursachte Schub-
spannung in den um 2z’ von derselben Achse abstehenden Umfangs-
punkten

2 M, y'\? 2\ 106\
=2V ) ()

oder unter Beachtung, dass

v\ (2]
(b)_l H

2 M, ]/ .
YT 0 b L— at %

Hieraus ergiebt sich die Anstrengung in den durch 2’ bestimmten
Umfangspunkten zu

4 M ]/ 4 M \? 4 M 2 o — B2
& b b d 2
max (_a) =0,35 — 2+ 0,65 (n—“a_3 bz) -+ (__rta = “a) (1 ———y‘z)

at

40, 552 065]/ . M,a* \2 al—b?
pu— _ 2 <
= [0, 240, 2+ (Mz. 3 ao) (1 prank )J 182)
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Dieser Ausdruck erlangt seinen Grosstwerth fir den durch

I

bestimmten Werth 2', womit dann

7 \2
2
a

b= ga®d

4M, Z,
h>—— [0,35 . —+ 0,65

M,a \2 a*—b? s R
/N A
b

3. Rechteckiger Querschnitt, Fig. 96.

a) Die Ebene des biegenden Kraftepaares liuft parallel
zur kurzen Seite des Rechtecks.

Hier fallen die Stellen der grossten Drehungsanstrengung 7,
d.s. die Mitten der langen Seiten, auf solche der grossten Bie-
gungsanstrengung o, d. s. simmtliche Punkte der langen Seiten.

Wegen

,
=06 W (Gl. 43 und 47),

M, 9¢
ergiebt sich nach Gl. 179

k= b,% [0,35 M, + 0,65 VA + (1,6, M) . 184)

und fiir das Quadrat mit A =19

k> _gs. (0,35 M, + 0,65 VI[*~ (1,5 @, M )]. . 185)

b) Die Ebene des biegenden Kriftepaares liuft parallel
zur langen Seite ~ des Rechteckes.

Hier erlangen o und = ihre Grésstwerthe nicht in den gleichen

Punkten (¢ wird am grossten in den kurzen Seiten, ¢ dagegen in
C. Bach, Elasticitit. 18
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den Mitten der langen Seiten), infolge dessen in derselben Weise
vorzugehen ist, wie unter Ziff. 2, b fiir den elliptischen Querschnitt
angegeben wurde.

c) Die Ebene des biegenden Kriftepaares hat keine der
beiden unter a und b bezeichneten Lagen.

Fiir ein beliebiges, durch y und z bestimmtes Querschnitts-
element betrug die Biegungsanstrengung ¢ nach § 21, Ziff. 2, mit
den daselbst gebrauchten Bezeichnungen

L [zcos B ysing
6= M, ) o, |’

1 1
@l=ﬁbk3, O,:EZ;“]L,

die Drehungsanstrengung = folgt aus § 34

T = V’tyg -+ 1':,

und nach Einfihrung von
M, (?.z ”]
7, =9 bk 1= /L) Y
i [ - (7]
n =39 bh? 1_#[)* “

Md]/ 22\ & 29\ 2
1h9—b;b_ [1—(7)] F_f_ [1-—(—-1)—) —]LT. 187)

Diese Werthe von ¢ und 7 sind nun in die rechte Seite der
Gl. 179 einzufiihren, hiermit die Punkte, in denen dieser Ausdruck
seinen Grosstwerth erlangt, zu ermitteln und sodann der letztere
selbst zu bestimmen, wie dies unter Ziff. 2, b fiir den Fall des ellip-
tischen Querschnitts angedeutet worden ist.

186)
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§ 61. Zug (Druck) und Schub.

Die #usseren Kriifte liefern fir den in Betracht gezogenen
Querschnitt / eine in die Richtung der Stabachse fallende Zug-
kraft P und eine diese senkrecht schneidende Kraft S.

Die mit P verkniipfte und in allen Punkten als gleich ange-
nommene Normalspannung betrigt )

_F
=

o

die durch S wachgerufene Schubspannung unter Bezugnahme auf
Fig. 120 und mit den in § 39 aufgefiihrten Bezeichnungen nach
Gl. 134 allgemein in dem durch y oder z bestimmten Umfangs-
punkte

s M
T2y cosg O

Massgebend ist der grosste Werth, welchen 7z erreicht, also
beispielsweise

fiir den Kreis r=i il ,
3 o
4
, 3 8
fiir das Rechteck 7z = 5 Bl

Nach Gl. 175 folgt alsdann mit % als zuliissiger Zuganstren-
gung und k, als zulissiger Schubanstrengung

k, > 0,35 ¢+ 0,65 Vo' + 4 (e, 7)? l

° 1,3%,’°
wobei die Punkte der grossten resultirenden Anstrengung diejenigen

sind, in denen 7 den grossten Werth erlangt.
18*
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Wirkt P drickend (Fall der Knickung, § 23, ausgeschlossen),
so miissen die aus den Gl 175a und 175b folgenden Bezie-
hungen

k> 0,35 0+ 0,66 Vo' + 4 (a, o),
. 188a)
%= 13%,’
und
k> — 0,35 0+ 0,65 Vo' + 1 (=, o,
. . . 188b)
%= 1,?: k,

befriedigt sein.

§ 52. Biegung und Schub.

Die auf den geraden stabférmigen Kérper wirkenden #usseren
Krifte ergeben fir den betrachteten Querschnitt ein Kraftepaar 1M,
dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet, und eine in den
letzteren fallende Kraft S.

I. Anstrengung des Materials.

In einem beliebigen Querschnittselement verursacht
M, eine Normalspannung o, welche nach § 16 oder § 21 fest-
zustellen ist,
S eine Schubspannung 7, zu deren Bestimmung die Gl. 135 zur
Verfiigung steht.

Da die letztere unter der Voraussetzung entwickelt wurde, dass
die Schubkraft S in eine Symmetrielinie des Querschnitts fillt, so
muss auch hier diese Beschrinkung beziiglich der Lage von S ge-
troffen werden. Demgemiiss werde vorausgesetzt, dass der Quer-
schnitt symmetrisch ist und dass die Ebene des biegenden Kriifte-
paares M, den Querschnitt in der Symmetrielinie schneide. Dann
folgt nach § 16 und § 39 unter Bezugnahme auf Fig. 120, sowie
mit den daselbst gewihlten Bezeichnungen:
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fiir die in allen um z von der wagrechten Schwerlinie abstehenden
Querschnittselementen gleich grosse Normalspannung

und fiir die in den Umfangspunkten PP ihren Grosstwerth erlan-
gende Schubspannung
S M

z

T:2ycosq>' (0NN

Demnach mit %, und %, als zulissiger Biegungs- bezw. Schub-
anstrengung aus Gl. 175 die grosste Anstrengung in diesen
Punkten

k, > max (i)
24

0.35 M, 0651/ M, \? 4 S M, ?
= (), o =+ 0, (O z) -+ (W-—@—ao 189)
k,
%= 13k

Hierbei ist derjenige Querschnitt in Betracht zu ziehen, sowie
fir z derjenige Werth einzufiihren, wodurch der Ausdruck auf der
rechten Seite seinen Grosstwerth annimmt und zu beachten, dass im
Allgemeinen S und M, nicht in ein und demselben Querschnitt
ihre Grosstwerthe zu erlangen brauchen.

a) Kreisquerschnitt, Fig. 123.

Unter Voraussetzung der durch Fig. 140 dargestellten Be-
lastungsweise ergiebt sich
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M, = 8!

b
und mit

b3 .
@=Zr*, z=rsin g,

St

g = P slng =— — — sin ¢.
¢ o P

T
L
4

Gemiiss § 39, Gl. 138 ist

4 .
T=? ) cos ¢,

&
03

4 SI . 4 St. \* 4 S 2
=0,35—n_— Fsm (p+0,651/(;—73 sm<p) +4 (? o, 5 Cos (p) ,

T?

somit nach Gl 175

k, = max

%

&
, = max |—) =
= o

/ . F]
St [0,35 sin ¢ + 0,65 1/sin2 ¢+ (3 o, 2 cos (p) ]
e CE
4

Wird hierin das Anstrengungsverhiltniss e, = 1 gesetzt, d. h.

k,=1,3% oder k =077k

b?

und ausserdem die von dem biegenden Moment herriihrende Normal-
spannung

welche, in der fussersten Faser stattfindend, die massgebende

Anstrengung sein wirde, wenn die Schubkraft gleich Null wire,
durch o, ersetzt, so findet sich
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k, = max (i)
[+

, : .
=g, [0,35 sin ¢ + 0,65 Vsin2 ¢+ (% ’7 cos tp) ] 190)

Behufs Gewinnung eines Urtheils iiber das Gesetz, nach welchem

sich die resultirende Anstrengung mit —Tl— und ¢ #ndert, werde die-

selbe fiir verschiedene Werthe von 7—l und ¢ ermittelt.

@) l=r=

ro| &,

Aus Gl 190 wird

F 2
max (;1) =g, [0,35 sin ¢ -+ 0,65 1/sin2 @ —+ (% cos (p) ]
und damit

fir @=0  max (%) ~ 0,430, im Punkte0, Fig. 141,

» 8in @ = 0,20 max (%) = 0,540, , ., 1, .
, =30 max (—ZL) =0676, » » 2 5 >
»  ¢=46° max (] =0800, , , 3, , ,,
” ¢ = 60° max (% = 0,91¢, ,, T
N ¢ = 90° max (% = 1,000, , R R 9 -
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Wir ziehen durch die Kreispunkte 0, 1, 2, 3, 4, 5, Fig. 141,

$4
A -
! 5
§8 ]
< e
\ .
3, ———'\-——_A—-Le- —_——————
\, \ ]
A Y .
gho o & &
S AR i
< \ .
Y A SN \ '01 a,
_______ A e T
PRSI 2k TOANNE R/
sims02s = ~F_ 830 5
o! t v 41:'\310 \" il
———— 'rx%——————a-'
Fig. 141,

wagrechte Gerade und tragen alsdann von den Punkten 0, 0y, O,
0;, O, und O, des senkrechten Halbmessers 005 die Strecken

O Ag == 0,43, OlAl == 0,54, OQAQ = 0,67,
Oid, = 080, 0,4, =091, O 4; = 1,00,

auf und erhalten so in der Schaulinie 4, 4, 4, A; A, A; ein Bild
tiber das Gesetz, nach welchem sich die von ¢ und = herriihrende
Anstrengung von Punkt zu Punkt des Umfanges éndert. Im Punkte O
ist ¢ = 0, und deshalb z allein massgebend, im Punkte 5 dagegen
ist 7= 0 und deshalb ¢ allein bestimmend fiir die Anstrengung.
Wir erkennen, dass im vorliegenden Falle, d. h. bei

l=7'=-g~

H

gemiiss den Verhiltnissen der Fig. 140, die der gréssten Schub-
spannung entsprechende Anstrengung mnoch nicht die Halfte derje-
nigen Anstrengung betriigt, welche im Umfangspunkte 5 durch die
Normalspannung allein bedingt wird. Wirde man, wie dies nicht
selten fiir derartige Verhiltnisse angegeben ist, den Stab auf
Schubinanspruchnahme berechnen, so lige hierin ein Fehler von
iiber 100 °f,.
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1 d

Gl. 190, welche hiermit iibergeht in

2
max (%) =0, [0,35 sing —+ 0,65 1/ sin? ¢ —+ (% cos (p) ]
liefert
fiir =20 max (71 = 0,87q, ,

, sin @ = 0,25 max (:‘ = 0,940, ,
&

” ¢ = 30° max (; = 0,99, ,

” ¢ = 45°  max (%) = 1,01¢,,
£

” ¢ =60 max (7;) = 1,010,

” ¢ = 90° max (%) = 1,000, .

Die bildliche Darstellung liefert in Fig. 141 die Schaulinie
By B, B, B; B, A;. 'Wir erkennen, dass auch fir{=0,5r=0,254d
die grosste in der Nullachse eintretende Schubanstrengung noch we-
sentlich kleiner ist, als die Anstrengung, welche im Punkte 5 von
dem biegenden Moment allein veranlasst wird. Der Grosstwerth
der resultirenden Anstrengung liegt zwischen ¢ = 45° und ¢ = 60°
und iiberschreitet ¢, um rand 1,5 °),.

1 d

In ganz gleicher Weise, wie unter a und b, erhalten wir hier

max (%) =aq, [0,35 sin ¢ + 0,65 ]/sini’(p =+ (2 cos p)*

un
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fir =0 max (—) = 1,300, ,
. - & -
n ¢ =020 max (;) = 1,350, ,
0 &1 -
¢ = 30 max = 1,350, ,
n =45 max

,, ¢ = 60° max

8‘) = 1,280,,
) = 1,160, ,

»  @=90" max (?) = 1,000, .

Die zugehérige Kurve ergiebt sich in CyC, Cy G, C, 4, Wie
ersichtlich, iberschreitet hier die Schubanstrengung in der Null-
achse die Biegungsanstrengung im Punkt 5 um 30°),, also bedeu-
tend. Der Grosstwerth der resultirenden Anstrengung findet sich
In einem zwischen 0,25 » und 0,5 » gelegenen Abstande von der
Nullachse und iiberschreitet die Anstrengung in letzterer um etwa
4°f, also nur um wenig, hiernach wirde es zulissig sein, bei

d

==

6

den Stab nur auf Schubinanspruchnahme zu berechnen.

d) =043 r=0,215d.
Im Falle
1=
ergab sich die Schubanstrengung in der Stabmitte zu 0,87 der Bie-
gungsanstrengung im Abstande », fir
d

=2

6

dagegen um 30°/, grosser, als die letztere. Es ist nun von Inter-
esse, festzustellen, fiir welches Verhiltniss [: » beide gleich werden.
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Dasselbe muss nach Gl 190 mit

&

max (;)Zo'b =20

sich ergeben aus

_2 9
1=10653
Zzu
113
_7;“ —_— ?‘ —_— O,43-

Wird dieser Werth in Gl 190 eingefiihrt, so folgt

2
max ( ) = o, [O 35 sin g+ 0,60 1/5111 ¢+ (3 i3 cosq;) ]
und hieraus

fir @=0  max (8‘ — 1,000,
, sing =02 max (*‘) — 1,07q,,
, @ =230° max (‘9‘) — 1,100,,

” ¢ = 45° max (81

” ¢ — 60° max

» ¢ = 90" max (

Die bildliche Darstellung liefert in Fig. 141 die Schaulinie
DyD, D, D; D, A; mit dem Grosstwerth der Anstrengung ungefihr
in bhalber Hohe. Derselbe betrigt rund 109, mehr als die Schub-
anstrengung in der Nullachse und um ebensoviel mehr als die
Biegungsanstrengung im Punkte 5.

Fassen wir das im Vorstehenden unter « bis d Gefundene zu-
sammen, so ergiebt sich Folgendes:
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Bei der Belastungsweise des kreiscylindrischen Stabes
nach Fig. 140 geniigt es, denselben mit Riicksicht auf die
Biegungsanstrengung

- — St 108!
T a @

32

allein zu berechnen, so lange ! nicht wesentlich kleiner
als % ist. Betrigt ! erbeblich weniger, als %—, so er-

scheint es ausreichend, nur die Schubanstrengung

4 8

T =

0

T 2
—4«d
zu beriicksichtigen?).

Der etwaige Fehler, der hierbei begangen wird und nach
Massgabe der soeben durchgefiihrten Berechnungen beurtheilt werden
kann, liegt innerhalb des Genauigkeitsgrades, welcher bei Festig-
keitsrechnungen erreichbar zu sein pflegt.

Die Berechnung auf Schubanstrengung allein in Fillen, in

denen
d

lZ’

(W%

erscheint unzutreffend, insbesondere dann, wenn

gesetzt wird.

') Hiernach hat die Bestimmung der Abmessungen des Korpers von glei-
chem Widerstande, Fig. 50, in der Nihe der Punkte A und B zu erfolgen, wobei

b a
S _—P—l, bezw. PT

ist, Streng genommen wire die Stabform iberhaupt auf Grund der Gl 189 fest-
zustellen und hierbei darauf Ricksicht zu nehmen, dass die Kraft P, wie auch §
iber eine, wenn auch kleine Strecke vertheilt angreift.
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(Vergl. auch die in § 40 mitgetheilten Versuchsergebnisse, so-
wie die Fussbemerkung S. 208.),

Ist das Anstrengungsverhiltniss ¢, von 1, welcher Werth den
besonderen Erdrterungen unter e bis d zu Grunde liegt, wesentlich
verschieden, so wird auf die Gleichung

max (%) = O‘b {0,35 sin P -+ 0,65 1/Sin2 @ -+ (% @, Q_Z‘ cos (P) dl

zuriickgegriffen werden miissen.

b) Rechteckiger Querschnitt.

~ In ganz entsprechender Weise, wie unter a) gelangen wir, so-
fern b die Breite, % die Hohe des Rechtecks bedeutet und die
Richtung von S parallel zu % lauft, mit

M, = 81 (s. Fig. 140)

zu
g = Sl z
=-7 %
ﬁbk
und nach GI. 131 zu
3 8§ 1 z\?
=sa|(w) |
2

giltig fir die Spannungen im Abstand z von der Nullachse.
Unter der Voraussetzung e, = 1 liefert Gl. 189

k, = max (i)
o

.z z\* 1 [(h)? AW T
=0, 10,307—1— 0,65]/7: +~4— (_l) 1— ,1.)1)

2

9

4

wenn die Biegungsspannung der Aussersten Faser

Si

(0
1 ., b
E—bh

gesetzt wird.
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Waihlen wir I = 0,325 4, so findet sich

fir z = max —') = 1,000, ,
, r= —é— i max (%) = 1,040,
, 2= %: h  max (%) = 0,990,
) z=%k max (%) = 0,910,
, o= %h max (%) = 1,000, .

Die bildliche Darstellung giebt die Fig. 142. Wie ersicht-

einen grossten und einen kleinsten Werth. Ersterer iiberschreitet
0, um etwa 4%, letzterer bleibt um 9°, darunter. Die Anstren-
gung in der Nullachse (lediglich Schub) ist gleich der Anstrengung
in der Hussersten Faser (nur Biegung). Wirde I << 0,325 & ge-
nommen, so iibersteigt die Erstere die Letztere; fir I > 0,325 4
tritt das Entgegengesetzte ein.
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Demgemiss folgt:

Ist bei dem Stabe mit rechteckigem Querschnitt, be-
lastet nach Massgabe der Fig. 140, 1> 0,325 %, so geniigt
es, ihn mit Riicksicht auf die Biegungsbeanspruchung

. 68
Yy

allein zu berechnen; betrigt dagegen [ << 0,325 %, so reicht
es aus, lediglich die Schubbeanspruchung

_38
T 204

T

der Berechnung zu Grunde zu legen!).

Die Riicksichtnahme auf die Schubkraft allein, bei !
erheblich grosser als 0,325 4, muss unzutreffende Ergeb-
nisse liefern. (Vergl. Fussbemerkung S. 208).

Wenn das Anstrengungsverhiltniss @, von 1 wesentlich ab-
weicht, so ist auf Gl. 189 zuriickzugehen.

¢) [-Querschnitt.

Fiir Querschnitte dieser und dhnlicher Art lassen sich so ein-
fache Festsetzungen, wie sie unter a und b fiir den Kreis, bezw.
das Rechteck ausgesprochen werden konnten, nicht aufstellen. Hier
muss im einzelnen Falle die Gl. 189 unter Beachtung der daselbst
angeschlossenen Bemerkung, sowie des in § 39 d Gesagten- zum
Ausgangspunkt genommen werden.

Hinsichtlich der erforderlichen Stirke des Steges pflegt fiir
den Fall, dass nicht Herstellungsriicksichten die Entscheidung treffen,
die Fernhaltung von Ausbiegungen (Knickung) und nicht
die Schubspannung in der Nullachse bestimmend zu sein,
namentlich dann, wenn die Belastung des Trigers ortlich zusammen-
gedringt angreift, wie Versuche mit eisernen J-Triigern lehren und
wie sich auch unter Beachtung der geringen Widerstandsfihigkeit

1) Hiernach sind die Abmessungen der in der Nihe des Punktes B gele-
genen Querschnitte der Korper gleicher Festigkeit, Fig. 48 und Fig. 49, zu
bestimmen. Vergl. auch Fusshemerkung zu a, S. 270.
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verhiltnissmissig diinner 'Wandungen gegeniiber Einfliissen, welche
auf seitliche Ausbiegung hinwirken, aus dem unter ,IV. Knickung"
Erorterten ohne Weiteres ergiebt, selbst unter Voraussetzung einer
(in Bezug auf den Trigerquerschnitt) symmetrischen Belastung. Oft
ist jedoch auf eine solche nicht zu rechnen, beispielsweise dann
nicht, wenn die Belastung durch Querbalken erfolgt, die mit ihren
Enden aufliegen. Indem sich dieselben unter ihrer Last durch-
biegen, belasten sie den inneren Theil der Trigerflansche stirker,
wahrend der dussere Theil entlastet wird. Die Kraft geht nicht
mehr durch die Mitte des Steges; sie kann bei entsprechender
Flanschenbreite fir den Steg unter Umstiinden ein verhéaltnissmassig
sehr bedeutendes Biegungsmoment ergeben.

Um die Forminderung eines in der Mitte hinsichtlich des
Querschnittes symmetrisch belasteten und an den Enden unter-
stiitzten Triigers deutlich erkennen zu Jassen, wurde ein Triger von
200 mm Hahe aus Hartblei!) (Flanschen: 70 mm breit, 20 mm stark,
Steg: 10 mm stark, Entfernung der Auflager 500 mm) vor der Be-
lastung mit einem Quadratnetz versehen. Fig. 148, Taf XI, giebt
das Bild des mittleren Theiles dieses Triigers, wie er sich infolge
der Belastung gestaltet hat, wieder. Von Interesse ist namentlich
die Verfolgung der Aenderungen, welche die Form einzelner Qua-
drate erfahren hat.

2, Forminderung.

a) Im Allgemeinen.

Ein prismatischer Stab sei in der aus Fig. 54 ersichtlichen
Weise belastet. Die auf denselben wirkenden #usseren Krifte er-
geben — abgesehen von dem Eigengewicht —

a) fir jeden innerhalb der Strecke AB gelegenen Querschnitt

ein biegendes Kriftepaar vom constanten Moment M, = Pa;

infolge dessen die elastische Linie zwischen 4 und B (vergl.
§ 16, Gl. 40) einen Kreisbogen vom Halbmesser

0
e= elM,
bildet;

1) Vergl. Fussbemerkung S. 145
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b) fiir die Querschnitte, ausserhalb der Strecke 4B, je nach
threm Abstand von der Querschnittsebene A, bezw. B ein
verschieden grosses, zwischen Pa (im Querschnitt bei A4,
bezw. B) und Null (in den Endquerschnitten) liegendes.
Moment und eine Schubkraft P.

Um uns ein anschauliches Bild iiber die hierbei auftretenden
Forminderungen zu verschaffen, ziechen wir auf dem unbelasteten
Stabe, dessen Querschnitt ein Rechteck mit der Breite & und der
in der Bildebene liegenden H¢he % sein mag, nach Massgabe
der Fig. 143, welche den halben Stab von der Linge a—i—%
darstellt, gerade Linien und zwar zunichst parallel zur Stabachse,
die als Achsenlinien bezeichnet werden sollen, und sodann senk-
recht zu letzteren, d. s. Querschnittslinien, je in gleichem Ab-
stande von einander. Hierdurch wird die Seitenfliche von der
Hiohe & in eine Anzahl gleicher Rechtecke eingetheilt.

Fig. 143,

Fig. 144,

Unter Einwirkung der Belastang — Fig. 54 — wird der Stab
eine Aenderung seiner Gestalt erfahren, wobei die Rechtecke eben-

falls ihre Form iindern miissen.
C. Bach, Elasticitiit. 19
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Fiir die Stabquerschnitte zwischen 4 und B liefert die Be-
lastung, wie oben unter a bereits hervorgehoben wurde, lediglich
ein biegendes Moment. Demgemiss werden nach § 16 die oberhalb
der Nullachse gelegenen Fasern eine mit ihrem Abstande von dieser
zunehmende Dehnung, die unterhalb gelegenen eine entsprechende
Zusammendriickung erfahren. Die urspriinglich parallelen Quer-
schnitte sind jetzt gegen einander geneigt, ihr fritherer Abstand ist
nur noch in der Stabachse vorhanden. Es treten lediglich Normal-
spannungen auf, Schubspannungen fehlen; infolge dessen miissen
die auf die Stabfliche gezeichneten Achsen- und Querschnittslinien
die rechten Winkel, unter denen sie sich urspriinglich schnitten,
beibehalten: die urspriinglichen Rechtecke gehen in Kreisring-
sektoren {iber. Fig. 144 liisst dieselben fiir die rechte Hilfte' von
AB (Fig. 54) erkennen.

Auf die rechts von B gelegenen Querschnitte wirkt, wie oben
unter b bereits bemerkt, ausser dem biegenden Moment noch eine
Schubkraft, welche Schubspannungen wachruft, die nach § 38
(s. namentlich Fig. 119) im Abstande +% und —% von der
Nullachse d.h. in der oberen und in der unteren Begrenzungs-
fliche des Stabes, sofern hier #ussere Irifte nicht angreifen,
Null sein miissen, withrend sie nach der Achse hin zunehmen und
in letzterer den grossten Werth erreichen. Daraus folgt, dass die
auf der Staboberfliche gezogenen Querschnittslinien auch ausserhalb
der Strecke AB — Fig. 54 — die im Abstande —+ % und —
befindliche Begrenzungslinien da, wo #ussere Kriifte nicht angreifen,
rechtwinklig schneiden miissen, dass sie dagegen die nach der Stab-
achse zu gelegenen Achsenlinien schiefwinklig zu treffen haben.
Die Abweichung von der Rechtwinkligkeit wird in der Stabachse
ihren grossten Werth erreichen. Nach Fig. 144 muss, sofern
G G in E senkrecht zur gekriimmten Stabachse und F' F Tangente
im Punkte E der Querschnittslinie ist, dieser Grdsstwerth gleich
dem Bogen y, . des Winkels I'E G sein und mit der durch Glei-
chung 132 bestimmten Schubspannung

vo| >

T
maxr

_3 P
T2 00

=

in der Beziehung
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”maz = ﬂ Tma:z:
stehen, worin 8 den Schubcoefficienten bedeutet (§ 29). Fiir eine

beliebige, um z von der Nullachse abstehende Stelle ist die Schub-
spannung nach Gl. 131

3P, /2N
T 0 h
o

und somit die Abweichung von der Rechtwinkligkeit

3 P 2 \?
r=8t=5 77 1 — T 8.
2/,
Fir
)

wird y =0, wie bereits hervorgehoben.

Dem Vorstehenden gemiss wird der urspriinglich ebene Quer-
schnitt auch dann, wenn er unter Einfluss des biegenden Momentes
eben geblieben ist, durch die Einwirkung der Schubkraft in eine
gekrimmte Fliche {ibergehen, wie dies Fig. 144 rechts von B —
in iibertrieben gezeichneter Weise — erkennen lisst. Diese Wolbungs-
linie, welche in der Stabachse einen Wendepunkt besitzt, ist hiernach
eine nothwendige Folge der besprochenen Veriinderlichkeit der Schub-
spannung. Eine strenge Darstellung derselben wird zu beriicksich-
tigen haben, dass die dusseren Kriifte nicht in einem Punkte oder
einer Linie, sondern in einer Fliche den Stab treffen, so dass also
beispielsweise die Querschnitte unmittelbar rechts vom Mittelpunkte
oder der Mittelebene B des Auflagers nicht sofort die volle Kriim-
mung annehmen, wihrend die tnmittelbar links davon gelegenen
auch nicht mehr vollkommen eben sein kénnen.

Die Feststellung der besprochenen Querschnittswilbung auf
dem Wege des Versuches begegnet grossen Schwierigkeiten. Um
die Krimmung deutlich zu machen, sind im Vergleich zur Liinge

verhilltnissméissig hohe Stibe zu verwenden; dann aber miissen zur
19*
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Herbeifiibrung einer fiir den bezeichneten Zweck geniigenden Form-
inderung so bedeutende Krifte auf verhiltnissmiissig kleine Theile
der Staboberfliche wirken, dass hier starke ortliche Forminderungen
eintreten, welche die Reinheit des Bildes erheblich beeintrichtigen.
Soll dieser Uebelstand vermieden werden, so wird man suchen
miissen, dem Stabe eine solche Gestalt zu geben, dass schon weit
kleinere Schubkrifte erhebliche Schubspannungen wachrufen. Ein
solcher Korper ist in Fig. 145 dargestellt: T-Triger, in der Mittellinie
zum Theil ausgebohrt, so dass zur Uebertragung der Schubkrifte

|

1
!

C D C )
1

LY 1 .3

Fig. 145.

in der Stabachse nur ein verhiltnissmissig kleiner Querschnitt zur
Verfiigung steht, weshalb hier die Schubspannungen bedeutend aus-
fallen miissen. Wird der Stab in der Mitte belastet und an den
Enden unterstiitzt, so nimmt die urspriinglich ebene Stirnfliche die
Gestalt Fig. 146 (Schmiedeisentriiger) Taf. XII, an. Dieselbe entspricht
der Form, welche in Fig. 144 rechts von B angegeben wurde: Die
gedriickten Fasern widerstreben der Verkiirzung, die gezogenen der
Verlingerung infolge der Kleinheit des Querschnittes, durch welchen
sich die Druckkrifte (oberhalb der Nullachse) und die Zugkrifte
(unterhalb dieser Achse) in’s Gleichgewicht setzen, mit sichtbarem
Erfolg.

Wie das rechts gezeichnete Trigerende erkennen lisst, erfolgt
das innen seinen Anfang nehmende Einreissen des Stabes zuniichst
in einer Richtung von ungefihr 45° gegen die Richtung der Schub-
spannung, entsprechend dem Umstande, dass die Dehnung, welche
mit der Schubspannung verkniipft ist, unter einem Winkel von 45°
zu dieser ihren gréssten Werth erreicht (§ 31, Ziff. 1).

b) Durchbiegung mit Riicksicht auf die Schubkraft.

Ein prismatischer Stab seil auf zwei um ! von einander ab-
stehenden Stiitzen aufgelagert und in der Mitte durch die Kraft P
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&

belastet. Die Durchbiegung, welche von P veranlasst wird, setzt
sich aus zwei Theilen zusammen: aus derjenigen Durchbiegung,
Pl
=)
allein verursacht wird, und aus der Verschiebung, welche die Quer-

schnitte durch die Schubkraft —Igi (Auflagerdruck) erfahren.

welche von dem biegenden Moment (in der Mitte M, =

Die Durchbiegung der urspriinglich geraden Stabachse im
mittleren Querschnitt infolge des biegenden Moments betriigt
nach Gl. 60

y—2 Pr
y= 4 e’

o)

sofern @ das gegeniiber der Biegung in Betracht kommende Triig-
heitsmoment des Stabquerschnittes bedeutet.

Zur Feststellung desjenigen Theiles der thatsichlichen Durch-
biegung, welcher von der Verschiebung der Querschnitte
herriihrt, fihrt die nachstehende Betrachtung,

ABCD, Fig. 147, sei ein zwischen den beiden Querschnitten
AC und BD gelegenes Korperelement des unbelasteten Stabes.

Denken wir uns jetzt im Querschnitte BD eine abwirts wirkende
Schubkraft S thiitig, wihrend AC festgehalten wird, so riickt der
Querschpitt BD um einen gewissen Betrag BB, = MM,= DD,
abwirts. Unter der Voraussetzung gleichmissiger Vertheilung der
Schubkraft S iiber den Querschnitt, wiirde die Aenderung des
Korperelements darin bestehen, dass das Rechteck ABDC in das
Parallelogramm A B, D, C iibergeht. Die Querschnitte wiirden Ebenen
bleiben. Da nun aber die Schubspannungen von der Mitte nach
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aussen (d.i. von A nach B, und D)) hin bis auf Null abnehmen,
so miissen dies die Schiebungen ebenfalls thun und damit auch
die #ussersten Elemente der Querschnittslinien die Begrenzungs-
strecken AB, und CD, senkrecht schneiden, d. h. die Querschnitte
miissen sich krimmen, wie in Fig. 147 gestrichelt angegeben ist.
Die Strecke MAM; der Achse, welche urspriinglich die Lage M/ Af
einnahm und hierbei mit der Querschnittslinie BD einen rechten
Winkel bildete, weist jetzt, sofern M, E| MM, und F' F Tangente
im Punkte A/, der Querschnittslinie ist, eine Abweichung um den
Winkel F M E von dieser Rechtwinkligkeit auf. Nach aussen hin
nimmt diese Abweichung ab bis auf Nulll Wie wir wiederholt
gesehen, misst der Bogen y, welcher diesem Abweichungswinkel
entspricht, die Schiebung und steht nach Gl. 94 zu der Schub-
spannung 7z an der betreffenden Stelle in der Beziehung

y=_p#7
Fir die Stabachse weist y (¢) seinen Grosstwerth auf und

zwar 1st
Ve =t8 A EM F=cvarc A EM F.

Der Winkel E M; F setzt sich aus zwei Theilen zusammen,
nimlich
AEMF=AEM B+ 4 B MF.

Der erste Theil ist gleich
ABAB = A MMM=ADCD,

Er entspricht also der senkrechten Verschiebung des ganzen
Querschnitts, wihrend der zweite Theil die Folge der Querschnitts-
krimmung ist. Fiir die Ermittlung der Durchbiegung 3" infolge
der Verschiebung des Querschnitts kann demnach nur der erste
Theil in Betracht kommen'). Dieselbe erscheint dadurch bestimmt,

) Die Ermittlung der von der Schubkraft § bewirkten Durchbiegung "
nach dem Vorgange Poncelet’s und Grashof’s — Theorie der Elasticitit und
Festigkeit, 1878, S. 213 u. f. — derart, dass gesetzt wird

,"/” = fymaz de = ﬂf’nma: {1.1‘,

muss, wie vorstehende Darlegung erkennen lisst, ' zu gross ergeben. In den-
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dass die mechanische Arbeit, welche die Schubkraft beim Sinken
um B B,= M M, = DD, veruichtet, gleich sein muss der Summe
der Arbeiten der Schubspannungen beim Uebergang des Stabelementes
ABCD in die Form AB,CD, mit gekrimmter Querschnittsfliche.

jenigen Fillen, in welchen die Riicksichtnahme auf y” iberhaupt in Frage zu
kommen pflegt (vergl. § 22, S. 93, auch weiter oben), ist ibrigens der Einfluss
dieses Zugross nicht von erheblicher Bedeutung.

Die vorstehende Betrachtung tber die Wolbung der urspringlich ebenen
Querschnitte eines durch Schub in Anpspruch genommenen Korpers lisst sich
auch auf den durch ein drehendes Kraftepaar belasteten Stab abertragen, wie
folgende Bemerkungen, die der Einfachheit wegen einen bestimmten und zwar
rechteckigen Querschnitt voraussetzen mogen, erkennen lassen.

Das Gesetz, nach welchem sich die Schubspannung in den Querschnitts-
elementen der Umfangsstrecke AC des auf Drehung beanspruchten rechteckigen
Stabes, Fig. 96, indert, ist das gleiche, dem die Schubspannungen des durch die
Schubkraft belasteten rechteckigen Stabes, Fig. 119, folgen; bei beiden Kérpern
entspricht der Verlauf der Spannungskurve einer Parabel. Wir haben demnach
im ersteren Falle (Drehung) fir die in der Umfangsstrecke AC liegenden Quer-
schnittselemente auch dasselbe Krimmungsgesetz zu erwarten, wie im zweiten
Falle. Thatsichlich zeigen die auf der Staboberfliche liegenden Querschnitts-
linien der Fig. 94, Taf. VI, den gleichen Verlauf, der sich in Fig, 147 fand. Auch
fir Fig. 94 ergiebt die Abweichung von der Rechtwinklichkeit, d.i. der Winkel,
welcher die Schiebung und damit die Schubspannung misst, zwei Theile, von
denen der eine die Verschiebung der Querschnittselemente senkrecht zur Stab-
achse bestimmt, wihrend der andere der eingetretenen Neigung des Querschnitts-
elements entspricht. Far die Mitte der lingeren Seite erreichen beide den
grossten Werth. Hier wird ihre Summe gemessen durch das Produkt aus 7/,
(Gl. 122) und B, wahrend der erste Theil durch den Drehungswinkel § (Gl. 154)
bestimmt erscheint, so dass der zweite Theil, d.i. die Neigung, welche die ge-
wolbte Querschnittslinie, Fig. 94, in der Mitte der lingeren Seite im Wende-
punkte) gegeniiber dem urspriinglichen Querschnitt besitzt, den Bogen

b+ I b M, [ (b)z]
Wﬂldﬂ—2—=4,5w 0,6—0,4 Tl' ﬂ

b\3
w975
ergiebt.

Je grosser & im Vergleich zu 4, um so bedeutender wird diese Neigung; sie
nihert sich hierbei asymptotisch dem Werthe

= I'Ill
45 T B — 36

s u, oMy '
,5.0,6 W ‘8=2,‘ _[)“)Tﬂ=0’6 1aﬂ.
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Nach § 44 findet sich fir die mechanische Arbeit, welche die
Form#nderung des AB=MM = CD = dz langen Kérperelemen-
tes bei der Verschiebung fordert

Tﬁ;« da U‘ v dy d-.

Fir h=05=gq, d. h. fir den quadratischen Querschnitt wird sie am klein-
sten, nimlich gleich

M, M,

45.02 —— p=09 —1

=027, 8.

Fig. 94, Taf. VI und Fig. 95, Taf. VII (vergl. je die gewolbte Querschnitts-
linie mit der urspriinglich geraden, durch Striche bezeichneten Querschnittslinie)
bestitigen die Abnahme der Neigung mit Naherung von 4 an &.

Wiirde man z. B. fir den quadratischen Querschnitt diese Neigung dem
eigentlichen Drehungswinkel zuziihlen, indem man setat

a

, M,
9§=Taﬁ=4a57ﬂ,

so ergibe sich

M,
=9 Tﬂy

welcher Werth mit der- von Grashof in seiner Theorie der Elasticitit und Festig-
keit 1878, 8. 144 gefundenen Grosse (GI. 246) itbereinstimmt,
Nach Massgabe unserer Erérterungen erscheint dieselbe um

9172

100 72

=25%

zu gross. Wie aus den Erorterungen des Verfassers ,iber die heutige Grund-
lage der Berechnung auf Drehung beanspruchter Korper® in der Zeitschrift des
Vereines Deutscher Ingenieure 1889, S, 139 erhellt, ergiebt sich in Uebereinstim-
mung hiermit der Drehungswinkel

fir Gusseisen um

1,43 — 1,20

2 _— 0
100 == =199,

fiir Schmiedeisen und Stahl um

0,883 — 0,696

100 =5 696

=219

grosser als Bauschinger durch Messung bestimmte (vergl. auch Schluss vor § 43).
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Hierin ist unter Bezugnahme auf Fig. 120 und nach GIl. 135

S M,
2ycos ¢ O

die Schubspannung in dem um 7 von der z-Achse abstehenden
Punkte P, der mit dem Flichenelemente dy dz zusammenfillt.

Wird nun BB, = MM,= DD, mit dy" bezeichnet, so er-
halten wir

ro| =

S dy" =% dxjj v dn dz
"o__ ﬁ ) 'g -
dy" = S de\\ z%dn dc

y”—_—pS—%—v— gjr'ﬂdqdz, S .. 192)

sofern der Schubcoefficient § unveriinderlich ist.

Beispielsweise findet sich fiir den rechteckigen Querschnitt
von der Breite & und der Hohe % (vergl. Schluss von § 44), da hier
wegen ¢ = ¢ =0 die Schubspannung fiir alle in demselben Ab-
stande z gelegenen Flichenelemente gleich ist, ndmlich

r'—r—ii 1 — EAY
T T2 b 13 ’

2
so dass an die Stelle von dy dz sofort der Flichenstreifen & dz

treten kann,

+

9, (Sda VT 8,08

wl:-

m|>4
o

und bei Unverinderlichkeit von S, & und % innerhalb der Strecke «

.8, 8
y _—5—{9 bh x



284 IX. Beanspruchung durch Normalspannungen und Schubspannungen,

6
E)
gleichmissig iber den Querschnitt vertheilt haben
wiirde.

Fiir den in der Mitte durch P belasteten prismatischen Stab
folgt unter Vernachlissigung des Eigengewichtes wegen

d. i

= 1,2 mal so gross, als wenn die Schubkraft sich

P
S=—2—,
1
=P
6,2 L _ Ll ,
V=58 g =038 . . . 199

Hiernach die Gesammtdurchbiegung des rechteckigen Stabes
in der Mitte

" a P oy P
y+y———8 1 +0,0ﬁ——bhl
— O R

12
— 1095 e« [L) o3| 2
—lO,dO @ |5 —+—O,aﬂl b .

Wird der Schubcoefficient 8 nach Gl 99 durch

m—+1
ersetzt, so folgt
AL m 41 P
' [ 95 |2 or s -
Yy +y {O,_o (h) + 0,6 }a 1. 195)
und mit m=£
3
] ‘u_[ ) L‘Z p l P
y+y—10,_5 7 +O,18Ja—bkl .. 196)

Hierin bestimmt das erste Glied der Klammer den Einfluss des
biegenden Momentes auf die Durchbiegung, wihrend das zweite
denjenigen der Schubkraft zum Ausdruck bringt. Das Verhiltniss
von y" zu y' ist demnach
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¥ _ 018 312
y' 5 L 2 L 2 °
ox ;[

Es betriigt

fir = 24 1h 8h 16 &
0,78:1  0,195:1 0,049:1 0012:1.

Von praktischer Bedeutung kann die Riicksichtnahme auf 3"
werden, wenn es sich um die Ermittlung des Dehnungscoeffi-
cienten « aus Biegungsversuchen mit Stiben oder Triagern
handelt, deren Hohe erheblich ist, worauf bereits § 22, Ziff. 1
aufmerksam gemacht wurde. Durch die bisher ibliche Vernach-
lassigung von %" beging man im Falle des rechteckigen Quer-
schnittes bei I ==1000 mm und

I = —i—z 250 mm einen Fehler von 19,57,
l 9=

h = § =125 ) » ” » 4>9 »
4 9

h= T() = 62,0 » » ” » 1)2 e

Hieraus folgt, dass-die Hohe der Stibe verhiltnissmissig nicht
bedeutend sein darf, wenn die Ausserachtlassung von y" zulissig
erscheinen soll.

o . 1
Allgemein wird zur Bestimmung von e oder — aus Versuchen
o

mit Stiben von rechteckigem Querschnitt die Gl. 195 zu verwenden
sein. Dieselbe liefert

b}b y!+;'/u

[o.25 Lg_,_o’sﬂ_l][ P
|’ /3 m

o

Hierbei ist streng genommen m fiir das untersuchte Material
besonders zu bestimmen; doch erweist sich der Einfluss der Ab-

weichung der besonders ermittelten Werthe von dem Mittelwerth ?
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als so unbedeutend, dass es geniigt, « aus der Gl. 196, d. h. nach

bl y' 4y

[0,25 (L)2+078}l ’
l ) L )
zu berechnen. 3 +3y” wird zu jedem Werthe von P beobachtet
und damit fir jede Belastung der Dehnungscoefficient ¢ bestimmbar.

Ganz bedeutenden Einfluss erlangt unter Umstinden die Schub-
kraft auf die Durchbiegung bei T-Trigern, da hier im Steg die
Querschnittsbreite gering, also y und 7 gross sein konnen. (Vergl.
Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure 1888 8. 222 u. f,,
sowie § 22, Ziff. 1.)
, Der Einfluss des in § 46 erorterten Widerstandes, welcher aus
Anlass des Gleitens der Staboberfliche auf den Stiitzen (infolge der
Durchbiegung) entsteht, ist bei strengen Biegungsversuchen mit er-
heblich hohen Stiben durch Verwendung von Rollenauflagern nach
Moglichkeit herabzumindern.

[/ —

Im Falle des Kreisquerschnitts vom Halbmesser o-=i

2
findet sich nach Gl. 138 fir die Umfangspunkte P die Schub-
spannung

T=— -5 — COS .
3 C0s Y

3

Die Schubspannung 7/, welche in dem beliebigen um z von
der Nullachse und um % von der z-Achse abstehenden Punkt P’
wirkt, werde in ihre zwei Componenten zerlegt:
die eine senkrecht zur y-Achse sei 7, = ' cos ¢,
die andere senkrecht zur z-Achse ©/,=+'sin ¢".

Nach § 39 ist die Erstere fiir alle im gleichen Abstand  liegen-
den Flichenelemente constant, also

. 4
T,=T COS = o

2.
3 o cos"p=r1,

wihrend die Letztere, von aussen nach der Mitte zu bis auf Null
abnehmend, in den Umfangspunkten P die Grosse
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T, =1t sin =1, tg ¢,

in dem beliebigen um 7 von der z-Achse abstehenden Punkte P’
den Werth

’ —_— I_ n
zz—rytg(p —zy;tg ¢
besitzt.
Wegen
2
vt = 1,1/2 +l= (1 + % tg’ t[) Ty2
ergiebt Gl. 192

+y

"__ dz " ”9

y —ﬂls’TjTyz dﬂjv (1 +? tgﬁlp) d?]
-y

dx 1
=2 — 2 2
1357 S ”14— 5 18 w) Y, de
Hieraus folgt mit

T — —

S .
) =3 nq‘gcosg(p, y=rcosg, dz=d(rsing)=rcos¢pdey,

4
" 325 ? 2 6
Y= g7, | Sdz | (B+1tg%¢)cos’ydy
- [ 1
ax
328 g’ i
T 2Tt 8 da,

(%

und sofern S unverinderlich innerhalb der Strecke z

. 32 8
T L
d.1
%= 1,185 mal so gross, als wenn die Schubkraft

sich gleichmissig tiber den Querschnift vertheilt
haben wirde.

Fir den Fall des auf beiden Enden im Abstande ! gestiitzten
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und in der Mitte mit P belasteten Stabes ist unter Vernachlissigung

des KEigengewichts S=§ und damit

&

: P
. 328 TP _ 32 2 1
YT ?dw_mﬁ mr? 2
8 , P 8 pr
—ﬁﬁﬁl_ﬁﬂgdgl' ... 19D
4
Hiernach betrigt die Gesammtdurchbiegung
y e« PP 32 P
AT LT
64
4 i\ 32 P
*3?“(7)*‘?51 Zdr =
Mit
_y m+1
p=z m
wird
' w_ (1 [1)\? 16 m+1 P
y+y —3_3‘ (7) + 27 m ldzl, 198)
4
d f-- _1_
und fiir m =
I 1 (1}® -
y+y' =5 5] +011|a L. . . 199)
3 \d o
4

Unter Umstinden erscheint es vortheilhaft, die nach Massgabe
des Vorstehenden ermittelte Grosse y” allgemein in Vergleich zu
stellen mit derjenigen Verschiebung, die sich ergiebt, wenn man
die (thatséichlich nicht zutreffende) Annahme macht, dass sich die
Schubkraft S gleichmissig tiber den Querschnitt # vertheile. Diese
Unterstellung fiihrt fiir das Korperelement von der Linge dz zu
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S
rdz=8cvdz=2§ ra dz,
wihrend Gl. 192 fiir dasselbe liefert

” '~
g LS dnd Sd" e,

Demnach das Verhiltniss u der letzteren Grosse (der thatsiich-
lichen Verschiebung) zu der ersteren (der unterstellten Verriickung)

u=§g‘1""dqdz. . . . . . 200)

Der- Coefficient u, welcher fiir jeden Querschnitt besonders
ermittelt werden muss!) und welcher als Coefficient der Quer-
schnittsverschiebung bezeichnet werden kann, ist dann die-
Jjenige Zahl, mit welcher die unter Voraussetzung gleich-
missiger Spannungsvertheilung gewonnene Verschiebung
multiplicirt werden muss, um die thatsiichliche zu er-
halten. Beispielsweise betrigt derselbe fiir das Rechteck 1,2, fiir
den Kreis 1,185%) -— wie wir oben bereits gefunden haben —,
fiir T-Querschnitt steigt er bis auf 3 und dariiber.

§ 53. Frage der Einspannung eines Stabes.

Wie in § 18, Ziff. 1, 3 und spiiter erdrtert, sowie beniitzt, liegt
dem Begriff der Einspannung eines auf Biegung in Anspruch
genommenen Stabes die Auffassung zu Grunde, dass an der Ein-
spannstelle die elastische Linie von der urspriinglich geraden Stab-
achse beriihrt wird, d. h., dass in diesem Punkte die letztere Tan-

") Ritter hat sich in den ,Anwendungen der graphischen Statik Zirich
1888, No. 32 und 36 mit dieser Aufgabe eingehend und erfolgreich befasst.

?) Die in der Literatur zu findende Angabe u==1,11 beruht auf der Vor-
aussetzung, dass die oben in der Rechnung auftretende Schubspannung 7', fir
.alle Querschnittselemente gleich Null sei.



290 IX. Beanspruchung durch Normalspannungen und Schubspannungen.

gente an der elastischen Linie ist. Hierdurch wird dieser an der
Einspannstelle eine bestimmte Ordinate, sowie eine bestimmte Rich-
tung zugewiesen.

Die Einspannung stellt man sich hierbei nicht selten in der
Weise vor, dass das eingespannte Ende durch zwei, von entgegen-
gesetzten Seiten stiitzende Auflager, die man als unbeweglich und
unzusammendriickbar betrachtet, gehalten wird, wie Fig. 149

<«

Fig. 149,

zeigt. Als Einspannstelle gilt der Querschnitt 4. Zur Bestimmung
der beiden in 4 und C wirkenden Auflagerdriicke denken wir uns
in A eine senkrecht abwirts gerichtete Kraft 4+ P und eine zweite
vertikal aufwirts wirkende Kraft — P angebracht. Da sich diese
zweil Krifte gegenseitig aufheben, wird hierdurch nichts an dem
Gleichgewichtszustande geiindert. Wir haben alsdann mit der am
freien Ende B angreifenden Last P — das Eigengewicht des Stabes
werde vernachlissigt — drei Krifte. - P kénnen wir uns auf-
gehoben vorstellen unmittelbar durch die Stiitze A, wihrend — P
und die Last P ein rechtsdrehendes Kriiftepaar vom Moment P!
bilden, zu dessen Auffangung in 4 und C je der Widerlagsdruck P,
erforderlich ist, welcher durch die Gleichung

P, n=Pl

zZu

bestimmt wird.

Demnach ergiebt sich der Widerlagsdruck in 4

NG=P+PL=P(1+L)
n n
und derjenige in C

N=rL

¢ )
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Je kleiner # im Vergleich zu !/, um so bedeutender werden die
Krifte N, und NV, ausfallen. Selbst wenn man sich diese nicht in
dem Punkte oder in der Linie 4 bezw. C' zusammengedriingt an-
greifend denkt, sondern auf kleine Flachen vertheilt vorstellt, so
werden sie doch eine Zusammendriickung des Materials der Stiitzen
A und G, sowie der Oberfliche des Stabes an den Angriffsstellen
zur Folge haben. Hiermit aber ist eine Abwirtsbewegung des
Stabes bei A und eine — unter sonst gleichen Umstinden wegen
N, > N, jedoch geringere — Aufwirtsbewegung desselben bei C
verkniipft: Der ganze Stab wird sich — abgesehen von der
Verschiebung seiner Querschnitte gegen einander, sowie von seiner
Biegung — gegen seine urspriingliche Lage neigen miissen, ent-
sprechend der Drehung um einen zwischen A und C befindlichen
Punkt, welcher infolge N > N, bei sonst gleichen Verhiltnissen
niher an C als an A gelegen ist. Wir erkennen, dass die
Stitzung des Stabes nach Fig. 149 die Auffassung nicht

_____ A
e——-a--————”-—ﬂ-fe,
&

Fig. 150.

rechtfertigt, die elastische Linie, d. i. die gekrimmte
Achse des durch P gebogenen Stabes habe an der Ein-

spannstelle (d. 1. in 4) die urspriinglich gerade Stabachse
zur Tangente.

Nur dann, wenn » verhaltnissmissig gross gewihlt wird und
die Flichen, gegen welche sich der Stab bei A4 und C legt, so be-
deatend sind, dass die Zusammendriickung der Stiitzen und ihrer
Widerlager, sowie die &rtliche Zusammenpressung des Stabes als
unerheblich betrachtet werden diirfen, erscheint diese Auffassung
mit Anniherung zulidssig. Wir gelangen dann zur Construktion
Fig. 150 mit zwei Auflagerplatten unter .4 bezw. iber C.

Genauer wiirde die in Irage stehende Auffassung zutreffen im
Falle der Fig. 151, wenn der Stab in der Mitte 4 eine geniigend

grosse Auflagerfliche besitat, sodass die Zusammendrickung da-
C. Bach, Elasticitiit. 20
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selbst verschwindend wenig betriigt und wenn er an den beiden
Enden gleich starke Belastung erfihrt. Dann fallt die Richtung
der Tangente im Punkt A der elastischen Linie mit der Richtung

*——--{’,————.;A——-/C———*

O rp— R e— 1%
ZZ i Z

g 8
Fig. 151.

der frither geraden Stabachse zusammen. Bei erheblicher Zu-
sammendriickung des Widerlagers und des Stabes wiirde im Punkte 4
nur Parallelismus zwischen beiden bestehen.

Wird der Stab, dessen Querschnitt ein Rechteck von der
Breite 6 und der Hohe % sei, nach Massgabe der Fig. 152 derart
befestigt, dass er in unbelastetem Zustande unter Vernachlissigung
des Eigengewichtes die obere und untere Wandung, gegen die er
sich legt, gerade spannungslos beriihrt, so liefert die Verlegung der
Kraft P in die Mitte zwischen A und C die daselbst senkrecht ab-
wirts wirkende Kraft P und ein rechtsdrehendes Kriftepaar vom

Moment P (H— %)

Unter Voraussetzung gleichmissiger Vertheilung von P iiber
die Fliche ab ergiebt sich die von P allein herriihrende Pressung p,,
zwischen dem Stab und der unteren Wandungsfliche,

Pr="0p

In Fig. 153 1st dieselbe dargestellt.

Das Moment P (l —+ —g—) ruft gegeniiber der rechten Hilfte der

unteren Wandungsfliche von aussen nach innen zu abnehmende
Pressungen wach, wiihrend die obere Wandungsfliche auf der linken
Halfte aufwiirts gerichtete, von der Mitte nach aussen wachsende
Pressungen erfihrt, wie in Fig. 154 dargestellt ist. Mit der Ge-
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nauigkeit, mit welcher die Gl. 43 auf den vorliegenden Fall an-
gewendet werden darf, findet sich wegen

a 1 a
die Pressung
a
R T
P 1 ba? 7 ab \ea 2/
6
ikl kbbb il 19,1 | ;é; Fig. 152
/R i LS
s
o ~_;_~ Fig. 153.
)ig
F:‘ . Fig.154,
i
‘- ‘——,a,—.u—————-—/c —————— »
%T’é“ l_ ﬁ"; ________________ .3, Fig. 155.
“ s
=
- 3

Hiermit folgt die resultirende Pressung in der Kante bei 4

r P (1 1
Pa-P1+P*_7+6'af(:+§)
—2 a’; (2+3%),. L. 200)
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und an derjenigen bei C

= p=— e (L L
Pe= =P P ab ab \a 2
P !
=2 3—]. ... 202
) (1+3a) 02)

In Fig. 155 ist diese Spannungsvertheilung dargestellt. Natur-
gemiss darf p_ den fiir die betreffenden Materialien (Stab, Stiitze)
noch héchstens fiir zuliissig erachteten Werth der Druckanstrengung
nicht iiberschreiten.

Infolge der ortlichen Zusammenpressung des Stabes, wie auch
der Zusammendriickung des Materials der Wandung wird sich die
Stabachse um den Punkt O drehen, dessen Abstand 7 von der Mitte
der Wandung sich aus der Erwiigung ergiebt, dass

PzZ:Pu
2
P (! 1\ P
25 (7+2)7* b
2
n— a
o { 1
2 | —=+ 4
2 (g
Demnach
— a a 1
AO—?_'_,]_TZ— 1+_(l—1)—
6 |— +—+5
a 2

Wir erkennen, dass auch hier die urspriinglich gerade
Stabachse im Einspannungsquerschnitt 4 die elastische
Linie nicht beriithren kann.

Wiirde der Stab im unbelasteten Zustande, d. h. fir P =0,
die obere und die untere Wandungsfliche nicht spannungslos, son-
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dern mit einer gewissen Pressung p  berithren!), was z. B. der Fall
sein kann, wenn auf dem Balken ein Theil des Gewichts der dariiber
aufgefilhrten Mauer lastet, so wird sich die Stabachse auch hier
innerhalb der Wandung drehen, jedoch nicht soviel wie folgende
Betrachtung erkennen lasst. Durch die Pressung p, findet zunichst
eine Zusammenpressung der sich berithrenden Oberflichen statt, so
dass bei Beginn der Einwirkung der Belastung P die betreffenden
Flichen des Stabes und der Wandung sich bereits in weit voll-
kommenerer Weise berithren, als bei urspriinglich spannungsloser
Befestigung; infolge dessen der in Frage kommende Einfluss der
von P veranlassten Pressungen kleiner ausfallen muss. Auch die
Reibung, welche zwischen Wandung und Stab mit innerhalb der
Wandung eintretender Biegung (vergl. § 46) wachgerufen wird,
wirkt in diesem Sinne und zwar um so stiirker, je grosser p,.

In ihnlicher Weise wie bei dem nur einerseits gestiitzten Stabe
gelangt man hinsichtlich des beiderseits befestigten Stabes,
Fig. 47, zu der Erkenntniss, dass infolge der Zusammendriickbarkeit
des Materials der Wandungen und des Stabes Einspannung in dem
strengen Sinne, in welchem sie von der Rechnung fiir ihre Zwecke
aufgefasst wird, auch nicht angenihert vorhanden za sein pflegt.
Recht anschaulich tritt dies vor das Auge, wenn man in einzelnen
Fillen, fir welche ermittelt werden soll, ob der Stab als einge-
spannt betrachtet werden darf, zuniichst unterstellt, der Stab liege
beiderseits frei auf, und sodann die Neigung der elastischen Linie
iiber den Stiitzen bestimmt; hierauf priift, ob der Stab durch die
Befestigung in Wirklichkeit, wenn auch nicht vollstindig, so doch
ausreichend verhindert ist, diese Neigung anzunehmen. Hierbei
wird in der Regel gefunden werden, dass man schon zur Befesti-
gungsweise Fig. 150 mit verhiiltnissmissig grossem Werthe von =
greifen muss, um die fragliche Neigung geniigend zu verhindern.

Auch die gegeniiber gewissen Theilen der Bauconstruktionen
-— wie z. B. gegeniiber den durch Druck in Anspruch genommenen
Briickenstiben, bei welchen die Gefahr der Knickung, d. h. der
seitlichen Ausbiegung, besteht u. s. w. — oft ohne Weiteres ge-
machte Unterstellung, dass der Stab beiderseits als fest eingespannt

!) Bei den Spannungsverbindungen des Maschinenbaues ist eine solche
Pressung stets vorhanden (s. des Verfassers Maschinenelemente 1881, S. 39).
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zu betrachten sei, erweist sich bei genauer Priifung ziemlich hiufig
als unzutreffend.

Am nichsten kommt dem Zustande der vollkommenen Ein-
spannung ein ausser an den Enden auch noch in der Mitte so ge-
lagerter und entsprechend belasteter Triiger, dass die urspriinglich

Fig. 156.

gerade Stabachse Tangente an der elastischen Linie im Querschnitt
der Mittelstiitze ist. Letzterer Querschnitt — bei B, Fig. 156 —
kann dann als Einspannstelle betrachtet werden.
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Stabformige Korper mit gekriimmter Mittellinie.

I. Die Mittellinie ist eine einfach gekrimmte Kurve, ihre
Ebene Ort der einen Hauptachse simmtlicher Stabquer-
schnitte, sowie der Richtungslinien der Ausseren Kriafte.

Die den Stab belastenden Krifte ergeben dann fiir einen be-
liebigen Querschnitt im Allgemeinen

1. eine im Schwerpunkte des letzteren angreifende Kraft R,
welche zerlegt werden kann

a) in eine tangential zur Mittellinie, also senkrecht zum
Querschnitt gerichtete Kraft P (Normalkraft), und

b) in eine in den Querschnitt fallende Kraft S (Schub-
kraft),

2. ein auf Biegung wirkendes Kriftepaar vom Moment Af,.

§ 564. Dehnung. Spannung. Kriimmungshalbmesser.

In dem gekriimmten stabférmigen Kérper denken wir uns zwet
unendlich nahe gelegene Querschnitte € O, C, und G, 0, G;, Fig. 157.
Dieselben begrenzen das Stabelement C; O, C; C C; 0, €y € und schnei-
den sich in der Kriimmungsachse A, Der folgenden Betrachtung
unterwerfen wir nur die Hilfte € O CC, O, C; und fassen hierbei
die Bogenelemente C'Cy, 0 O, und CC, als gerade Linien auf, wie
durch Fig. 158 in grosserem Massstabe dargestellt ist.

Es bezeichne nun unter Bezugnahme auf Fig. 158:

J den Querschnitt C O C allgemein und dessen Grisse im Be-
sonderen,
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J1 den Quersehuitt C, O, C, allgemein und dessen Grosse im Be-
sonderen,

O den Schwerpunkt von f,

O, denjenigen von £,

r = MO den Krimmungshalbmesser im Punkte O der Mittel-
linie vor Eintritt der Formiinderung, '

dgp = A OMO, den Winkel, welchen die Ebenen der beiden
Querschnitte # und £, vor der Forménderung mit einander
einschliessen,

Fig. 157,

ds = r dg die Linge des Bogenelementes 00, der Mittellinie
Im urspriinglichen Zustande,

PP =dsy= (1) dp=rdg + gdp = ds - 7 dg die Ent-
fernung zweier in den Querschnitten J und f; gleich ge-
legenen, um 7 von der Mittellinje abstehenden Punkte
bevor die dusseren Krifte auf den Stab wirken; wobei der
Abstand 4 als positiv gilt, wenn er von O aus in der
Richtung MO zu messen ist, negativ dagegen, wenn er in
der Richtung O M, d. h. nach der Kriimmungsachse hin
liegt,

e, den grissten positiven Werth von 7,
¢; den grossten negativen Werth von 7,

e = ¢, = ¢, falls der Querschnitt so beschaffen ist, dass beide
Abstinde gleich gross sind, -



§ 54, Dehnung. Spannung. Krimmungshalbmesser. 299

O = [ydf das Tragheitsmoment des Querschnitts / in Bezug
auf die in O sich projicirende Hauptachse.

Ferner sei

P die Normalkraft im Punkte O des Querschnittes f, positiv
oder negativ, je nachdem sie ziehend oder driickend
thitig ist,

M, das fir den Querschnitt / sich ergebende, auf Biegung wir-
kende Moment, positiv, wenn es eine Vermehrung der
Kriimmung, also eine Verkleinerung des Krimmungshalb-
messers herbeifiihrt, negativ, wenn das Entgegengesetzte

der Fall ist,

o= (§2) die durch P und M, im Abstande 7 (von der in

O sich projicirenden Hauptachse des Querschnittes #) her-
vorgerufene Spannung, entsprechend der daselbst eingetre-
tenen Dehnung ¢,

k,, k k, die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zug,
bezw. Druck, bezw. Biegung,

dds

Cds

sich das Bogenelement ds unter Einwirkung der fiusseren

Krafte um « ds verlingert,

¢, die Dehnung der Mittellinie im Punkte O, d.1i. , sofern

o die verhaltnissmiissige Aenderung des Winkels dg der beiden

Querschnitte, d. 1. ﬂ,

dg
Forminderung in dp + A dp ibergeht, also um o« de sich
indert,

wenn der Winkel dg infolge der

o der Krimmungshalbmesser im Punkte O der Mittellinie wih-
rend der Forminderung.

I. Anstrengung des Materials.
Die Normalkraft P wirke allein.

Hitte der Stab eine gerade Achse, so wiiren die beiden Quer-
schnitte / und f; parallel; die Normalkraft P wirde bei gleich-
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méssiger Vertheilung iiber den Querschnitt siimmtliche dazwischen
gelegenen Fasern wegen der Gleichheit ihrer Linge um gleichviel
dehnen: es dndert sich nur die Entfernung
der beiden Querschnitte, nicht aber ihre Nei-
gung zu einander, dieselbe bleibt Null.
Anders verhilt sich das Korperelement,
Fig. 158. Hier sind die Fasern zwischen
den beiden Querschnitten ungleich gross
und zwar um so linger, je weiter sie von
der Kriimmungsachse abstehen. Bei gleich-
miissiger Vertheilung von P iiber den Quer-
¥ schnitt muss die Spannung ¢ in allen Quer-
/] schnittspunkten gleich gross sein; infolge
i dessen miissen sich die lingeren Fasern,
/ absolut genommen, mehr dehnen als die kiir-
; zeren und zwar genau in dem Verhiltniss,
in welchem sie grésser sind, d. h. die Verlédn-
i gerungen miissen sich verhalten wie die Ab-
! stinde der Fasern von der Kriimmungsachse Af.
1 Daraus folgt, dass die Ebene des Querschnitts,
von dem angenommen wird, dass er eben bleibt,
g in ihrer neuen Lage C C die Krimmungs-
Fig. 158. achse A schneidet, wie in Fig. 158 angedeutet
ist. Wir erkennen: unter alleiniger Ein-
wirkung der iiber den Querschnitt sich gleichmissig ver-
theilenden Normalkraft P #ndert sich die Neigung dessel-
ben derart, dass seine Ebene die bisherige Krimmungs-
achse schneidet, dass also der Krimmungshalbmesser

derselbe bleibt.

Normalkraft P und biegendes Kriftepaar vom Moment M,
sind vorhanden.

Wie soeben erértert, filhrt die Normalkraft P den Querschnitt
J1 in die Lage C, C , Fig. 159, iber. Beginnt nun jetzt das Mo-
ment M, zu wirken, so wird der Querschnitt f; aus der Lage C C,
in eine andere, etwa C'; O, C'; gelangen, und die Krimmungsachse
von M nach M’ riicken, entsprechend einer Verkiirzung des Kriim-
mungshalbmessers von r auf p, sowie einer Vergrdsserung des
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Querschnittswinkels de auf dp + 4 dg. Hierbei erfihrt das Bogen-
element 00y = ds der Mittellinie die gesammte Dehnung

. — 4ds 0,0,
© ds 00,’
g _____8
T -
wihrend diejenige der im Abstande 7 gele- S
genen Fasernschicht P P, aus der Verlingerung 5+
P,P, zu bestimmen ist. Wird durch O', die '; |
Gerade O', N || zu C; C, gezogen, so findet sich ! |
o -
i e | #Z'dd / ’l 1]
P,P\=PN—+ NP,=0,0,+ NP, RN
[ ro
=¢ ds 4+ 9 arcNO'\ P, = s, rdgp+ nddp; 1% i/ I
]
hiermit die Dehnung & im Abstande ¢ ool
[
[ 11
P, P, g, rdp + nddy E :dg//
— — -ty
‘= PP, 1) dy N
E i Il?
&g+ . ddy : E /
> r dy P
- 7 3 ’--I’
1+ 7 Fig. 159.
unter Beachtung, dass
A4 de
dg
8
r
e=¢+(w—¢) —, . . . . 203)
1+ -1

und die zugehorige Spannung, sofern Krifte senkrecht zur Stab-

achse nicht einwirken,

& _ 7 |1
o= =|e, + (@ 8°)r—+—17 — 204)



302 Fiinfter Abschnitt.

Die im Innern des Stabes wachgerufenen Kréfte miissen sich
mit den &usseren im Gleichgewicht befinden, d. h. (§ 16, GL 35
und GIl. 38)

56df= P =y% [80 + (o —80)7‘%]J af, 205)
jodf.q =M, = j% 7 [eo + (m—so)rﬁ] df. 208)

Unter Voraussetzung, dass der Dehnungscoefficient « constant
ist, folgt

P=%[*o§df+(w_€°) jr%zdf]’

1 , 2 .
JVII;:; lso&g‘ﬂ df —+ (w _— 50)57‘17Tﬂ df]

Mit
Jdf =1, Jodf =0,
7 — "
Lglr_*_/’]d.}"-——xf, ... 20M

Liq df:j (”—"Hﬂ_ﬂ) df = — 7'§,.lﬂdf=xf1' 208)

wird
P=L e —(0—e)a,
o
M, = 7‘}:‘ (w0 —¢) 2r,
woraus
M,
0-—s =a o
P M,
80:a7—{—(w—60)x=*‘(})+ ") 209)
>
M, « (P M, M, )
w=zte xfr f + + %7
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Hiermit liefert GIl. 204

P M s
6=t e T 90)

;U T e ey

Handelt es sich um ein Material, fiir welches die zulissige
Anstrengung gegeniiber Biegung, d. i. k,, erheblich abweicht von
derjenigen gegeniiber Zug k_, so ist das in § 45, Ziff. 1 hieriiber Be-
meérkte zu beachten. Die hier in Betracht kommenden Verhiltnisse
sind allerdings weniger einfach und erscheinen deshalb der weiteren
Klarstellung durch Versuche dringend bediirftig (Vergl. in dieser
Hinsicht die Versuchsergebnisse in § 56).

Wenn
P =0,
so wird
c— M, " M, i
jr xfr r—4+1q
und fir g =0
M

14

=

[

Bei dem geraden Stab ergiebt sich nach Gl. 42 fir y =0
c6=20,

d. h. wihrend bei dem nur durch M, belasteten Stabe mit
gerader Achse die Normalspannungen in der zur Ebene
des Kraftepaares senkrechten Hauptachse des Quer-
schnittes Null sind, herrscht bei dem gekrimmten, auch
nur durch M, belasteten Stabe in dieser Linie die Span-
nung M,:fr. Die bezeichnete Hauptachse ist demnach
hier nicht Nullachse.

Der Grund fiir " dieses abweichende Verhalten liegt einfach
darin, dass bei dem gekrimmten Stab die zwischen zwei Quer-
schnitten gelegenen Fasern verschiedene Linge besitzen, wihrend
bei dem geraden Stab Gleichheit besteht. (Vergl. das zu Anfang
von Ziff. 1 Erorterte.)
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Entsteht M, dadurch, dass eine Last Q senkrecht zu dem in
Betracht gezogenen Querschnitt im Abstande » von dem Schwer-
punkt desselben ziehend angreift, also durch den Kriimmungsmittel-
punkt der Stabachse geht, dabei auf Verminderung der Krimmung
hinwirkt, so ist wegen

P = Q, 11[1’ _ — Q?'
nach Gl. 210
Q Q@ Qr q Q 7 M, 1
¢ = — - = — — = . 211)
S Jr xfr r— 9 2 r—+q #fr r4q

Fir =0 ergiebt sich hieraus ¢ = 0, obgleich eine
Normalkraft vorhanden ist.

Nach Gl 208 ist

XLQ df = xfr.
r+ 79
Folglich auch
5‘ _7T df = zfr
1+ -1

r

Wenn nun » sehr gross ist gegeniiber 4, d. h. gegeniiber den
Abmessungen des Querschnittes, so geht dieser Ausdruck — streng
genommen nur fir »r = oo — diber in

2
ofr =T —ar=(rar=o,
¢ 14 71

woraus

Die Einsetzung dieses Werthes in Gl. 210 fithrt zu

P o+ M
0= —
f f,,. ® 7 ?
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und ergiebt mit » = oo

P M

0’=7+ @" 7,

d. 1. die fir gerade Stibe giltige Gleichung 157.

Soll die Anstrengung durch die Schubkraft S, welche sich nach
dem oben unmittelbar zu I unter Ziffer 1 b Bemerkten ergiebt, er-
mittelt werden, so kann das mit Annéherung derart geschehen, wie
in § 39 beim geraden stabférmigen Kérper; nur ist dabei zu be-
riicksichtigen, dass das Gesetz, nach welchem sich hier ¢ #ndert,
ein anderes ist.

Grashof (Theorie der Elasticitit und Festigkeit, Berlin 1878,
S. 283 u.f) gelangt auf diesem Wege zu der Gleichung

S ( . SM,
 2y.x2f (r £ 2fcosg ) “df = 2y xf (r + z)? cos ¢ ’

welche unter Bezugnahme auf Fig. 120 an die Stelle der Bezie-
hung 134

SM,
F T 2y 0cosg
tritt.
- 7
2. Werthe von » — )"51'-*-"] af.

a) Rechteckiger Querschnitt.
Mit b als Breite und % als Hohe, so dass

S =0k, df = bdy,
ergiebt sich

1+ 1+%
_ _ * 7 —_ T
*= bhjhfr—{—qbdﬂ L 5‘,1 (1 r—i—q) dn,

o
o)
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h
e
12 213)
x ](, ‘ _’i-' . . o
"2
Wird
h
9 T
gesetzt, so folgt
h e
r -+ - 1+ —
2 r
in =In )
ok 1— £
! 2 r
und unter Voraussetzung, dass » > e
e
1+_. 3 5 7
In— " —9 [i—i——l— (i) +1 (i) S (i) 4. .],
1— £ r 3 \r 5 \r i\
”
womit
Lfel\®, 1 [el* 1 [e]®
= —|— el — = cee. . 214
=l s G :

b) Kreisquerschnitt. Elliptischer Querschnitt.

Zum Zwecke der Entwicklung in eine unendliche Reihe werde
gesetzt

7 r

5 6
'—ls-i—ls .'.)qdf

1 1(, 1 .1 .
=l frar Lfre— e+,
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R U O P N PSR W
x = + f (7‘245‘77 dj )'3;1] df + 7,45‘7] df
1 .
— r°df+ .. .. ... . . 21D

Fiir den Kreis wird infolge der Symmetrie

SPdf =0 Jrdf =0

u. s. f.

Ferner gilt, Fig. 40, mit ¢ als Halbmesser:

f=né, 7 = e sin g, df = zdn=2¢ cos® ¢ dyp,

ng df = -g et

Damit findet sich

n

jq"df = 4e65 2sin‘(p cos’ ¢ dg =% &

]

576 df = 4e35 * sin® ¢ cos® ¢ dop =% med,

sodass
11~ , 1=, 15
x_n-e~(1'24e+r"88+ 6647re3+ )
1 [el® 1 [elt b [e]l®
_1(7)+§(7) +F574‘(7) 4., . . 216)

Derselbe Werth ergiebt sich fir den elliptischen Quer-
schnitt, sofern e diejenige Halbachse der Ellipse ist, welche in die
Ebene der Mittellinie des Stabes fillt.

C. Bach, Elasticitat. 21
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¢) Trapezformiger Querschnitt mit Symmetrielinie.

-P—————i—/ﬂ.——- »

. b—b  b—1b
df = (61 -+ 5 G 7 ) d
Wegen
1 r , r df
‘= — — 1 — lf = — — g‘ -
| e L S I==
1st zuniichst dieses Integral festzustellen.
+ ¢ + a
5 df _(b _*_b——ble) g b—b, ndy
r—+q Lo r—7q Y3 r~4q
Da
<+ e d + ¢
qdy r — . S )
5 r—f—q—j‘ (1 _9'+7])d1; e —+ e 1ln’——'_e2,

so folgt
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L =T e

r—+1q r— e r— e
b—b r+e
—_ [bl + Tl (e1+ ’)‘)] ln po— e,: J— (b —bl)y
= — 2—9 b—b, . 7'—{—01_ 1 _
= —1 +(b—+—bl)h{[bl -+ 7 (e + 1)] in p—y (b——bl)l._ 217)

d) Querschnitt des gleichschenkligen Dreiecks.
Aus Gl. 217 folgt fir

2 1

blzo, 612—3—11,, 62=?]L,
2 h
1+ 55—
29 2 7 3 7
=35

e) Fiir zusammengesetzte Querschnitte oder solche, bei
deren Behandlung die Integration Schwierigkeiten bietet,

empfiehlt sich die Bestimmung von » in der Weise, dass der Quer-
schnitt in eine geniigende Anzahl Streifen zerlegt wird, welche senk-
recht zur Ebene der Mittellinie stehen, so wie dies z. B. Fig. 43
fir eine Eisenbahnschiene angiebt.

Ist A f der Flicheninhalt eines solchen Streifens, 5 sein Ab-
stand von der Mittellinie (positiv oder negativ, je nachdem er von
der Kriimmungsachse M weg oder nach derselben zu gelegen ist),
so sind fiir alle Streifen die Werthe

7
(e ] AS
zu bilden, hierauf ist deren algebraische Summe zu bestimmen und
diese schliesslich durch — f zu dividiren. Das Ergebniss ist der

gesuchte Werth von =x.
21%
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3. Kriimmungshalbmesser.

An der Hand der Fig. 159 erkannten wir, dass der Quer-
schnittswinkel dp und der Kriimmungshalbmesser » unter der Ein-
wirkung von P und M, in dgp + Adgy, bezw. ¢ iibergingen. Wah-
rend fiir das Bogenelement der Mittellinie vor der Forminderung
die Beziehung
' 00, =ds=r do

galt, ergiebt sich fir dasselbe wibrend der Dauer der Form-
inderung

00, =ds—+ A ds=po(dp+ A dg),
woraus nach Division mit ds, bezw. r dop

Lot

1+ ds dog

1+e,= 2 (1+w),

und hieraus unter Beachtung der GI. 209

7 1+ . w— &, ) M,
e 1+e + 1+¢, + b M,
®xr —+P+T
1 M
11 . ... 219)
0 ” Vi M,
x?‘g ;"*—P—*—?‘—

Wird bericksichtigt, dass &, eine sehr kleine Grosse ist, so
kann mit geniigender Annsherung in der Regel gesetzt werden

r 1 0)——80 1
T T, T e

woraus bei Ersatz von o — &, nach Massgabe der ersten der Glei-

chungen 209 folgt
11 M,
PR
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Wenn die Querschnittsabmessungen so klein sind gegeniiber 7,
dass von der Gl. 212, nach welcher

#frt=0,

Gebrauch gemacht werden darf, so ergiebt sich

1 1 M,
iR
oder ... .. 220)
i
[4] 7 o

§ 55. Fiille bestimmter Belastungen.

I. Offener Haken trigt eine Last Q. Fig. 161.

Die Kraft Q ergiebt fir den horizontalen
trapezformigen Querschnitt') BOC das grosste
Moment und die grosste Normalkraft. Nach
Gl. 210 betrigt die Spannung im Abstande 4
von der Schwerlinie (00 im Grundriss) des--
selben

P M M q

o= 7‘+ f”' -+ xfrr—{—n'

Hierin ist

P=Q7 Mb=—Q(a+e2);

b+ ST
Dy &
o~z
Lt
und nach GIl. 217 Fig. 161.
_ 27 b—0b, X e
N =3 Y) g[b‘+T("‘+’)] b @)

1) In der Ausfihrung werden die scharfen Ecken des Trapezes abgerundet
und die hiermit verkniipften Querschnittsverminderungen durch geringe Wolbung
der ebenen Begrenzungsflichen des Trapezstabes ausgeglichen.
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Fir den Krimmungshalbmesser » der Mittellinie im Punkte O
wird gewahlt » =a—+ ¢, so dass 4 der Krimmungsmittelpunkt ist.
Damit folgt dann wegen ¢, +~r=a+/% und » — e, =ua

a—+h

29
xz——l—*——-— j[l) -+

G o)k (a—+—l)]

~6—b)
2

e I (i) =] e ) —e-)

woraus fiir

h:?a, bngl
wegen
o hb+28 bbb _ 5, 5
L T 345 127 8 @
1—a,—i—e2=-1617a,

sich ergiebt

=_1—+—~—(-1ln3——7)—00974

e =10,27.

Die Spannung betréigt unter Beachtung, dass

1
r=—a-+ = 1a,

6

6= — 10,27 Q.HL

und insbesondere
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firg=—e,=— % a 6= —+ 8,56 jg (im Punkte B)
_ _3 — <Q

n 1= 6 a g —+ 3,85 j,

» 1= 0 0= 0  (vergl. auch Gl. 211)
_ 3 — _299

n W= —+ 6 a [ 2,20 f

1 Q .. :
n A= =="4-5a c= — 3,99 7 (im Punkte C).

Die Darstellung dieser Spannungen in Fig. 162 derart, dass

ia

8,56

6,00 ™~

3,99

O

%00

gV

Fig. 162.

senkrecht zur Symmetrielinie des Trapezes die in dem betreffenden
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Punkte herrschende Spannung aufgetragen wird (beispielsweise in
B BA=-+856 9 in C CE=—399 —%) ergiebt die Kurve

-j—-)
AOE.

Wird der Querschnitt BOC — Fig. 161 — als einem geraden
stabférmigen Kérper angehorig betrachtet, so findet sich unter
Beachtung der Spalte 11 der Zusammenstellung Ziff. 6 des § 17
wegen

0 _11, , 1 11
=30 b Iy _Gth—?)O af,

€
fir die Spannung im Punkte B
e %% °

o=t =

O]
~-|

()

und fiir diejenige im Punkte C

6

Die Darstellung dieser Spannungen liefert die Gerade F.D G.
Wie ersichtlich, ergiebt die Unterstellung: der Quer-
schnitt gehdre einem geraden stabférmigen XKorper an,
die massgebende Anstrengung im Punkt B um

8,56 —6

100 T 856

=300/o

zu klein, fibhrt also zu einer erheblichen Unterschitzung
der Inanspruchnahme. Ausserdem wiirde sie im vor-
liegenden Falle zu der Auffassung veranlassen, dass die
Zuganstrengung in B gleich der Druckanstrengung in C

sei, wihrend thatsdchlich die erstere (8,56 i}) um mehr

als 1009, grisser ist als die letztere (3,99 ¥Q—)

f
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Die Beanspruchung des Hakens im Querschnitt BOC wird sich
um so mehr derjenigen eines geraden, excentrisch belasteten Stabes
ndhern, d. h. die Kurve 4 0 E, Fig. 162, wird um so weniger von
der Geraden F'D G abweichen, je grosser der Krimmungshalbmesser
r ist. Es ist deshalb angezeigt, den Kriimmungsmittelpunkt fiir den
Punkt O der Mittellinie nicht nach A, sondern weiter nach rechts
von A zu verlegen, also dem Haken in dem gefihrdetsten Quer-
schnitt eine méglichst geringe Kriimmung zu ertheilen.

Ferner erhellt aus dieser Sachlage, dass ein aus zithem Material
gefertigter Haken, welcher sich unter Einwirkung der Last streckt,
hierdurch seine Anstrengung vermindert.

2. Hohlcylinder, welcher als Walze dient, ist auf die Lingeneinheit durch den
Druck 2 Q belastet, Fig. 163.

2Q 4L

Da sich bei dieser Belastungsweise die Vierteleylinder A B,
BC, CD und D A gleich verhalten, so geniigt es, einen derselben,
etwa 4 B der Betrachtung zu unterwerfen. Wir denken uns das

Fig. 164.

Viertel 4 B herausgeschnitten, wie Fig. 164 darstellt, ersetzen die
Wirkung der #usseren Krifte auf den Querschnitt bei 4 durch Be-
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festigung, auf denjenigen bei B durch die Kraft ) und ein Krifte-
paar vom Momente J, welches positiv oder negativ genommen wird,
je nachdem es auf Vermehrung oder Verminderung der Kriimmung
der Mittellinie im Punkte B hinwirkt.

Fiir einen beliebigen, durch den Winkel ¢ bestimmten Quer-
schnitt C'O C ergiebt sich bei Verlegung der Kraft Q nach O die
Normalkraft

P= —Qcos ¢,
das biegende Moment

M, =M — Qr(1 —cos ¢).

Die Schubkraft S = Q sin ¢ werde vernachlissigt. Nach
Gl. 210 ist

P M M g

0‘—7+ Fr +xf')‘ e
worin f der auf die Einheit der Cylinderlinge kommende Querschnitt.

Folglich
A}
Jo=— QCOS([’—}—*:.‘[—'Q—FQCOS 7
1 (M 7
7( —Q+QCOS¢) g
. M 1 (M 7
Jo= . (2+7(T—Q+QCOS(]))7‘+,1.

Zur Bestimmung des unbekannten Momentes A/ fihrt die Er-
wigung, dass, wie auch die Forminderung der Mittellinie 4 B des
Cylinderviertels sein méoge, jedenfalls die beiden Normalen A4 Af
und B M derselben immer rechtwinklig zu einander bleiben werden,
dass also der rechte Winkel 4 A/ B, der auch gleichzeitig derjenige der
beiden Querschnitte bei 4 und bei B ist, eine Aenderung nicht erfihrt.

Es sei , 0,C; ein dem Querschnitt ¢'O € unendlich nahe ge-
legener zweiter Querschnitt und d¢ der Winkel, den beide Querschnitte
vor Eintritt der Forminderung mit einander einschliessen. Unter
Einwirkung der dusseren Krafte wird sich der Letztere nach § 54 um

Adp=uwdyp

indern. Die Summe dieser Aenderungen fiir alle zwischen B und 4
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gelegenen Querschnitte muss nach dem eben Erérterten gleich Null

sein, d. h.
n

S?md(p=0.

0

Unter Beachtung, dass nach der letzten der Gl. 209

« M, M,
) — — P '+" + E]
J r zr
also hier
o M 1 M
(0—-7 [-{]-—Q—*-;‘ (T—Q—FQCOS(}))],
wird

P o M 1 M 1
e e R rae Eo e B

Somit
M 2Q
» T (4=
oder
1‘[=Q 1—‘m .

Die Einfithrung des fiir
M
e

gefundenen Werthes in die Gleichung zur Ermittlung der Span-
nungen ergiebt

. 2 Q 1 24q 7
Jo=-— A4+»= +7(_ l+xn +Qcos¢)r+7]’
ol 2 i 2 _’7_] 2
6_? Q142 = +x( Q4= +cos<p)r+7] . 221)



318 Stabformige Korper mit gekrimmter Mittellinie.
Fiir den rechteckigen Querschnitt ist nach Gl. 214
1 [el? 1 [el*t 1 [el®
=3 (—) +3(7) +7—(7-) -

und bei dem Verhiltniss

welches wir wiblen wollen,
1 (142 1 [1}+ 1 [1}F
® = 3 (g) -+ 5 (g -+ = (‘5—) + ... = (,01366.
Damit folgt

¢ [—-0634—(3,.4( 0,63 + cos ¢) ——L—|. 222)

be +
Grenzwerthe ergeben sich fir ¢ =0 (Querschnitt bei B) und

@ = g (Querschnitt bei A), sowie fir =4 e. Sie betragen
im Querschnitt bei B im Querschnitt bei 4
7T
innerste Faser,
7=—e
o=—2063+732.037 1], 6= (—063-+132.063 1
) f' ? ’ . ’ 4 i f 1= 4
Q Q
= — 7,40 7, =—+10,90 =,
J J
#usserste Faser,
7=+e:
- 1 - 1
g, =% (—- 0,63 +73,2.0,37. g), o‘a==—% (0,63 -+ 73,2.0,63 g)
Q Q
=+ 3,88 7, =—_8,32">.
f U

Hiernach findet die grésste Anstrengung im Querschnitte bei 4
und zwar an der Innenflache des Hohlcylinders durch tangential

gerichtete Zugspannungen == 10 90? statt. An der Aussenfliche
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Q
F

Querschnitt bei B wirkt innen die Druckspannung 7,40~}QT und

desselben Querschnitts herrscht eine Druck spannung 8,32 Im

aussen die Zugspannung 3,88 % In beiden Querschnitten geht

die Spannung durch Null hindurch. Die Stelle, an welcher dies
stattfindet, ergiebt sich

fiir den Querschnitt B (¢ = 0)
aus
0= —0,63+732.0,37 —21—

e+
durch den Werth
7=10,12 ¢,

fiir den Querschnitt A4 ((p = g)

aus
7
= — —173.2. _—
0 0,63 — 73,2. 0,63 et
durch den Abstand
7= — 0,067 e.

Fig. 165.

Die Darstellung Fig. 165 mit H B J als Linie der Spannungen
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im Querschnitte bei B und F EAG als Linie der Spannungen im
Querschnitte bei 4 giebt dber das Gesetz, nach welchem sich die
Spannung in den beiden Querschnitten Zndert, ein anschau-
liches Bild.

Zur Erweiterung desselben in Bezug auf dazwischen gelegene
Querschnitte werde noch Folgendes festgestellt.

Fir 7=0 findet sich aus Gl. 222

o= —0,63 Q

J’
also unabhingig von ¢, d. h. in allen Punkten der mittleren
Cylinderfliche ist die Spannung eine negative, also Pres-
sung, und von gleicher Grésse.

Auch giebt es in jedem Cylinderviertel einen Querschnitt,
in welchem nur Druckspannungen und zwar ebenfalls von
gleicher Grosse auftreten. Setzen wir in GIL 221

cos ¢ = 0,63,

2
A4+=»r

so entfiillt das Glied, welches die Verinderlichkeit und den Vor-
zeichenwechsel von ¢ bedingt, und es wird

—_ 9 2 _ 462
0= FA+om 0,63 I
Dieser Querschnitt ist in Fig. 160 durch die Linie #/C wieder-

gegeben.
Zur Feststellung derjenigen Punkte im Innern des Hohlcylinders,
in welchem ¢==0 wird, findet sich nach Gl. 221

2 1 2 7
O=—Txa~r T ( A+nnm %Yy
woraus
2 x 7 e
COS¢—;(1+1—_+_’C;)—O,64+0,043 ;,
oder
® 1 1
ﬂ-—f‘l_,_x.n_ —0,06758“7‘_—
§COS¢—1 5 cos ¢—1



§ 56. Versuchsergebnisse. 321

&

An der innersten Faserschicht, d. h. fir = — ¢, wird 6 =0,
wenn

cos ¢ = 0,64 — 0,043 = 0,597,
an der dussersten Fliache, d. h. fir y = 4-¢, fillt 6=0 aus, wenn
cos ¢ = 0,64 4 0,043 = 0,683.

Mit cos ¢ =0, wird =0 fiir

und mit cos ¢ = 0,8 wird ¢ =0 fiir

7 = 0,0675 e=—40,26e.

1
D=1

Auf diesem Wege erhalten wir, wie Fig. 165 zeigt, zwei Kurven,
welche diejenigen Flichenelemente bestimmen, in denen die Normal-
spannungen gleich Null sind.

Ferner sind daselbst auch noch in radialer Richtung eingetragen
die Spannungen, welche an den verschiedenen Punkten der Innen- und
Aussenfliche des Hohlcylinders in tangentialer Richtung herrschen.

Was schliesslich die Forminderung anbelangt, so ist ohne
Weiteres zu iibersehen, dass die kreisférmige Mittellinie eine ellip-
tische Form annimmt, entsprechend einer Vergrosserung des
Krimmungshalbmessers bei A und einer Verkleinerung desselben

bei B.

§ 56. Versuchsergebnisse.

Zu emner theilweisen Priifung des in § 55, Ziff. 2 gefundenen
Hauptergebnisses Gl. 221 bei Verwendung von Material, welches fiir
die Herstellung solcher Hobhleylinder vorzugsweise in Betracht
kommen kann, fiihrte Verfasser die nachstehend besprochenen Ver-
suche durch.

Aus einem gusseisernen Hohlstab mit kreisformigem Querschnitt
und zwar von dem Material: Gusseisen A4, § 35 (Bruchstiick eines
der unter ¢ — S. 165 — aufgefilhrten 3 Hohistibe, Zugfestigkeit
1579 kg, Drehungsfestigkeit 1297 kg) wurden kurze Hohleylinder
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von der Liinge /=106,0 cm durch Drehen herausgearbeitet und nach
Massgabe der Fig. 163 mit 2 Q! belastet. Der Hussere Cylinder-
mantel wurde nur soweit abgedreht, als es erforderlich war, um
den Druckplatten der Priifungsmaschine gute Anlageflichen zu
sichern.

In ganz gleicher Weise wurden kurze Hohlcylinder aus dem
Gusseisen B, § 35 (Bruchstiick eines der unter 4, « — S.176 —
erwithnten 2 Hohlstibe, Zugfestigkeit 1679 kg, Drehungsfestigkeit
1439 kg) hergestellt.

Die Ergebnisse der Gl 221, in welcher hier

d—d

o =1, 1= —e, J=—5—" (Fig. 100, 8. 165)
zu setzen ist, wodurch wird
i
. = 20 . 2 o+ 2 » ,
mez T —d 1+2)n ”(1+“)”1_L

r

finden sich, nach dieser Gleichung berechnet, in der folgenden Zu-

sammenstellung unter ¢, eingetragen.

x

Gusseisen A.

Hohleylinder, innen unbearbeitet.

. Durchmesser Verhaltniss Bruch- | Bruch-
Bezeich- | | . %, C
fusserer | innerer e d—d, belastung| festigkeit
nung d do —r— = —(l ¥ (lo Gl. 214 2 Ql Omaz
cm rm ke ke

1 | 100 | 7,0 0,176 0,0105 | 5410 | 3657
10,06 | 7,06 0,175 | 0,0104 | 5420 | 3685

5 | 1002 692 0,183 0,0114 | 517 | 3269

Bemerkungen.

Der Bruch erfolgt bei No. 1 und 3 durch gleichzeitiges Ein-
reissen in den Querschnitten 4 und (, Fig. 163, welches innen be-
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ginnend sich auf etwa drel Viertel der Wandstirke nach aussen
fortsetzt. Der #ussere Cylindermantel bleibt unverletat.

Im Falle No. 5 reisst zunichst der Querschnitt innen bei A
allein; die Fortsetzung des Zusammendriickens veranlasst denjenigen
bei C, nachzufolgen.

Hohlecylinder, innen bearbeitet.

Durch :
Bezsich- arenmesser Verhiltniss ) Bruch- | Bruch-
dusserer | inmerer | d—d “ belastung| festigkeit
o
oung d do 7 = T—-{—_do G]. 214 2 Ql Cnax
cm cm kg kg

no

10,06 | 7,28 0,160 0,00867| 4410 | 3498
4 | 10,02 | 7,32 0,156 0,00823| 4395 | 3695

Bemerkungen.

Wie oben No. 5.

Gusseisen B,

Hohlcylinder, innen unbearbeitet.

Durchmesser
Bruch-

Bézeich Verhiltniss ] Bruch-
8 | susserer | innerer ¢ d—d “ belastung| festigkeit
o
—_—— 2
nung d do — dF do Gl. 214 9 Ql Omaz
cm cm kg kg

1 | 10,08 | 6,96 0,183 0,0114 | 5005 | 3135
10,06 | 6,96 0,182 0,01127| 4980 | 3156

2

Bemerkungen.
Wie oben bei Gusseisen 4, No. 5.

Hohleylinder, innen bearbeitet.

. Durchmesser Verhiltniss - Bruch- Bruch-
26" | susserer | inmerer P d—d, “ belastung | festigkeit
nung d d, Pl Axd, Gl. 214 2Q! Onazx

em em ki ke

2 | 10,07 | 7,43 0,151 0,00771| 3980 | 3508
4 | 10,04 | 7,42 0,150 0,00760| 4200 | 8759

Bemerkungen.
Wie oben bei Gusseisen 4, No. 5.

C. Bach, Elasticitiit. 22



324 Stabformige Korper mit gekrimmter Mittellinie,

Zu diesen Ergebnissen ist Nachstehendes zu bemerken.

a) Hohleylinder 4 1 und 43 sind die beiden einzigen der
Versuchskérper, welche an den zwei diametral einander gegen-
iiber liegenden Stellen gleichzeitig einreissen. Sie miissen dem-
nach einen grosseren Werth von ¢, aufweisen, als sonst gleiche
Hohlcylinder, bei denen dieses Einreissen nach einander stattfindet.
Daraus erklirt sich die geringere Bruchfestigkeit von A5 gegen-
iiber A1 und 43 ohne Weiteres.

b) Zum Zwecke der Priifung des Einflusses der Gusshaut kann
nach Massgabe des unter a Gesagten nur A 5 mit 4 2 und 4 4 ver-
glichen werden. Hierbei findet sich die Festigkeit der innen von
der Gusshaut befreiten Hohleylinder 42 und A4 um durch-
schnittlich

M‘J?’Gg_" — 8269 = 3596 — 3269 — 327 kg,
d.s
321 .,
100 m =10 /0)

grosser als diejenige des unbearbeiteten Korpers A 5.
Fiir das Gusseisen B ergiebt sich dieser Unterschied zu

3508 +-3759 3135 +- 3156
2 2

= 3633 — 3145 = 488 kg,

d. s.
488

— 7 — 0
100 577 =15,5%.

Diese Zahlen bestiitigen den bereits in § 22, Ziff. 3 festgestellten
Einfluss der Gusshaut.

(Vergl. auch § 58, Fussbemerkung S. 344.)

c¢) Die Zugfestigkeit des Gusseisens 4 war zu 1579 kg, die-
jenige des Gusseisens B zu 1679 kg ermittelt worden. Wird nach
S. 97 No. 4 die Biegungsfestigkeit fir den rechteckigen Stab zu
1,75 mal Zugfestigkeit angenommen, so wire fiir bearbeitete
Stabe auf eine Biegungsfestigkeit von
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1579 . 1,75 = 2763 kg,
bezw.

1679.1,75 = 2938 kg

zu rechnen gewesen. Thatsichlich sind die Werthe von o,

(trotz des Einreissens an zunichst einer Stelle) fir das Gusseisen 4
(No. 2 und 4) um

3596 — 2763 — 833 kg,  oder 100 —oo — 30 9,
21763
fir das Gusseisen B (No. 2 und 4) um
3633 — 2938 =695 k d 100 6% _ 24 9/
- = bJO kg, oder m = /o

grosser. Dieser Unterschied diirfte zum grossen Theile auf Rechnung
der dem Gusseisen eigenthiimlichen Verinderlichkeit des Dehnungs-
coefficienten = zu setzen sein, welche den Verlauf der Spannungs-
linie z. B. AEF im Querschnitt 4, Fig. 165, dahin abindert,
dass die wagrechten Ordinaten weniger rasch wachsen, als die
Rechnung, welche Unverinderlichkeit des Dehnungscoefficienten
voraussetzt, ergiebt. War diese Abweichung schon bei geradem
stabformigen Korper von grossem Einflusse (vergl. § 20, namentlich
Fig. 59), so muss dieser hier noch bedeutender ausfallen.

Um zu prifen, inwieweit etwa Gussspannungen bei der vor-
liegenden Frage Dbetheiligt seien, wurden diejenigen Hohleylinder,
welche nur an einer Stelle gerissen waren und bei denen der Ver-
such nicht bis zum KEinreissen an der zweiten (gegeniiber liegen-
den) Stelle fortgesetzt worden war, an der Rissstelle aufgeschnitten
und sodann genau gemessen, ob hierbei ein Zusammengehen oder
Erweitern des Ringes (oder der Schnittfuge) stattfand. Eine solche
Aenderung liess sich nicht oder nur in ganz verschwindender Grosse
feststellen. Das Ergebniss blieb auch nach vollstindiger Beseiti-
gung der dusseren Gusshaut, sowie nach Ausbohren des Ringes auf
die halbe Stirke das gleiche. Hiernach kénnen Gussspannungen
von Erheblichkeit nicht vorhanden gewesen sein.

Werden diejenigen Werthe von o, welche fir die ausgebohr-
ten Hohleylinder ermittelt wurden, in Vergleich mit der Zugfestig-

keit gestellt, so findet sich fir das Gusseisen 4
22*
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. _ 3096
max ~ 1579

K, = 2,28 mal Zugfestigkeit,

fiir das Gusseisen B

3633 o
s = 1679 K, = 2,16 mal Zugfestigkeit,
also durchschnittlich 2,22 mal Zugfestigkeit,
gegen 1,75 mal Zugfestigkeit

beim geraden Stabe.

II. Die Mittellinie ist eine doppelt gekriitmmte Kurve.

In Bericksichtigung der Grenzen, welche diesem Buche ge-
zogen sind, haben wir uns hier auf das Nachstehende zu be-
schrinken.

§ 57. Die gewundenen Drehungsfedern.

Eine genaue Berechnung dieser Federn ist sehr umstindlich;
der hiermit verkniipfte Zeitaufwand wiirde in den allermeisten Fillen
ausser Verhiltniss zur praktischen Bedeutung des Ergebnisses stehen.
Infolge dessen pflegt man bei Feststellung der Zusammendriickung
oder Ausdehnung, sowie der Beanspruchung Annahmen zu machen,
welche zu gentigend einfachen Beziehungen fiihren.

Die Mittellinie 4 BC D E, Fig. 166, des gewundenen Stabes

Fig. 166.

von gleichem Querschnitte bestehe aus dem Kreisbogen A B € D
vom Halbmesser ¢ und aus der Geraden D E, welche in die Rich-
tung eines Halbmessers fiallt. Im Punkte 4 sei der Stab einge-
spannt und im freien Endpunkte E, der gleichzeitig Mittelpunkt
des Kreises ist, durch eine Kraft P senkrecht zur Bildebene (Ebene
des Kreises) belastet.

Fiir den beliebigen Querschnitt im Punkte B, welcher durch
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den Winkel ¢ bestimmt sein moge, ergiebt die Kraft /> ein auf
Drehung wirkendes XKriftepaar vom Moment M,= Pg und eine
Schubkraft P, welche vernachlissigt wird. Die Materialanstren-
gung erscheint hiernach festgestellt durch GIl. 124, natiirlich mit
derjenigen Geunauigkeit, mit welcher diese fiir den geraden Stab
entwickelte Beziehung auf den gekriimmten Stab ibertragen wer-
den darf.

Der Querschnitt im Punkte ' der Mittellinie, welcher von dem-
jenigen im Punkte B um ds =g dy absteht, muss sich unter Ein-
wirkung von Af, gegeniiber dem letzteren Querschnitt verdrehen.
Ist 9 der verhiltnissméssige Drehungswinkel, mit der soeben be-
zeichneten Genauigkeit bestimmt:
fir den kreisformigen Querschnitt durch GI. 107

32 Py
= B

fir den rechteckigen Querschnitt durch Gl. 154

9 =3,6 bb?’%f Pop,

so betriigt diese Verdrehung & ds= 9 ¢ dp. Dementsprechend
wird sich der Angriffspunkt E' der Kraft P um $ds.o = 9 ¢° dg
in Richtung der letzteren bewegen. Hieraus ergiebt sich die
Strecke y', um welche der Punkt E infolge der Verdrehung simmt-
licher Querschnitte des Bogens 4 B C D fortriickt, zu

(0]

y = g& o’ dg.
Durch Einfiihrung von
$=4.¢,
wobei betrigt:

fir den kreisformigen Querschnitt

32 1
A=T 2

P g,

fir den rechteckigen Querschnitt

[

A=36 —5—

P g,
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folgt

y'=A§93d(f.. ... .. 223)

0

Die Bewegung von E aus Anlass der Durchbiegung des
Armes D E wird — als verhiltnissmissig klein — vernachlassigt.

I. Die cylindrischen Schraubenfedern, Fig. 167 und 168.

Das in Gl 223 gewonnene Gesetz iibertriigt man nun auf diese
Federn, indem bei ¢ Windungen der Schraubenlinie

owo=2m1

gesetzt und an die Stelle von ¢ der Halbmesser » eingefihrt wird.
Damit folgt

T

2
y'=AS')'3qu=2niA'r3,

insbesondere fiir den kreisférmigen Querschnitt unter Beachtung
der Gl. 105, nach welcher

T
Pr= ik, &,

-3 PEEN
y'=64i~1;—:,8=47ri%lcdﬁ,. .. 224)
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und fir den rechteckigen Querschnitt bei Beriicksichtigung der
Gl. 123

2

Pr= -k, b*h,

A s A e

y'=7,2nz—W—P7'3ﬂ=l,6 T ”k, 8. 225)

Diese Gleichung lisst sich auch unmittelbar aus der Beziehung
153 ableiten.

Die mechanische Arbeit, welche durch die von Null bis auf P
gewachsene Belastung bel Zuriicklegung des Weges y' verrichtet
wird, ist % Py'. Dieselbe muss gleich sein der Arbeit, welche
die Formiinderung des gewundenen Stabes, dessen Mittellinie die
Linge 2mr < besitzt, fordert. Mit der Genauigkeit, mit welcher
die zuniichst fiir den geraden Stab entwickelte Gl. 153 auf den ge-
krimmten iibertragen werden darf, findet sich wegen M,= Pr und
l=2nrs

1 , 9 O+ .
?P.’lj =—5—ﬂ—baﬁ—(l)’l')22ﬂ’l'%
v . LR
y=(,2 nl—z-aha—P’l‘:’ﬂ,

wie oben ermittelt.
In ganz gleicher Weise kann auch die Beziehung 224 aus der
Arbeitsgleichung fiir den kreiscylindrischen Stab abgeleitet werden.

Die mechanische Arbeit A, welche die cylindrische
Schraubenfeder aufzunehmen vermag, wird unmittelbar durch die
Gl. 147, worin

T .
V=Td.2mr,

bezw. durch die Gl. 152 mit
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bestimmt, oder kann auch mittelst der Beziehungen 224 und 225
unter Beriicksichtigung der Gleichungen 105 und 128 als Produkt

1 .
5 Py’ ermittelt werden.

2. Die Kegelfedern, Fig. 169, 170 und 171.

|6
T
VA A A

— Ty — =¥

Fig. 169.

Auch auf diese Federn pflegt die Beziehung 223 iibertragen zu
werden, indem man ¢ als Veriinderliche ansieht und bei ¢ Win-
dungen setzt

¢
2mq

Q =17y — ("2 — 7'1)
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(l — 79 — 7

¢ 2me

27
dp=— pap— do
Hiermit wird dann
. 27 1.13 _omT omt— ot
¥y = g — 7 ASQdQ_ 2 9',—1'1A

) o
) (re ==19) (r® -+ 197) A.

Fir den kreisférmigen Querschnitt folgt

, 7T 32 1
y =5 (m 7o) (72 = PRl rg

1) (ry? 4 15)

— 16 o

pPg . . . 226)
und im Falle der Fig. 171, wegen », =0, r, =17
,.3
y'=16i?Pﬂ. Coe e 227)

Die Anstrengung %, wird bestimmt aus

Vs

16

Pry=

k, d&® (Fig. 169),
bezw.
n .
Pr= 6 k, a® (Fig. 171).

Fir den rechteckigen Querschnitt, Fig. 170, ergiebt sich
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. ; b2+ 1
y —_ % (7‘1 —+ 9'2) (’)‘,2 + 1'32) 3,6 ———ES}LTL‘ P ﬁ

0+ A2

=1,8n¢ (r,+ 1) (r? + 1) e

Pg.
Die Anstrengung %, folgt aus

Pﬁ:%%ﬁ%

228)

Die vorstehenden Entwicklungen bediirfen hinsichtlich des
Grades der Genauigkeit einer griindlichen Priifung auf dem Wege
des Versuchs, namentlich dann, wenn die Querschnittsabmessungen
der Federn nicht sehr klein sind gegeniiber dem Kriimmungshalb-
messer der Mittellinie und wenn die Ganghdhe der Schraubenfedern

verhiltnissmissig bedeutend ist.



Sechster Abschnitt.

Gefasse, plattenformige Korper.

§ 58. Hohleylinder.
I. Innerer und Zusserer Druck.

Unter Bezugnahme auf Fig. 172 bezeichne

r, den inneren Halbmesser des an den Stirnseiten geschlossen
vorausgesetzten Hohlcylinders,

r, den dusseren Halbmesser desselben,

p; die Pressung der den Cylinderhohlraum erfillenden Fliissig-
keit,

p, die Pressung der den Cylinder umschliessenden Flissigkeit.

/
%
.
%

%
|

N

Y

Fig. 172,

Der Abschluss an den Stirnseiten des Cylinders sei derart,
dass die Form#nderung des abschliessenden Bodens einen Einfluss
auf die Cylinderwandung nicht fiussere oder dass dieser wenigstens
unerheblich ausfalle.
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Der Cylinder werde auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem
bezogen, in der Weise, dass die z-Achse mit der Cylinderachse,
die yz-Ebene mit der einen, den Hohlraum begrenzenden Stirn-
ebene des Cylinders zusammenfillt, wie dies Fig. 173 erkennen lésst.

Wir greifen einen beliebigen Punkt P des Cylinders heraus,
welcher in der 2#z-Ebene liegt und vor Eintritt der Form#nderung
absteht:

von der yz-Ebene um @, und von der Cylinderachse um z.

Unter Einwirkung der den Cylinder belastenden Flissigkeits-
pressungen wird sich ausser z noch 2z, und zwar um § vergrdssern.
Aus der zz-Ebene tritt der Punkt hierbei nicht heraus.

Ferner werden im Punkte P folgende Spannungen entstehen:

¢, in Richtung der z-Achse, d. i. in achsialer Richtung,
0, in ” » ¥~ » , d i in der Richtung des Umfanges,
in tangentialer Richtung, und
o, in Richtung der z-Achse, d.i. in radialer Richtung.

Dementsprechend wirken auf das unendlich kleine Korper-
element, {Fig. 174, welches wir uns durch Cylinderflichen im Ab-
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stande z und 2z + dz aus dem Cylinder herausgeschnitten denken,
in der Bildebene der Figur die Krifte:

0, .2 z dg dz radialeinwirts,

dz
G, . dz dr senkrecht zu den beiden Flichen dz da.

do
0, +—— dz) .2 (z -+ dz) dg dx radial auswirts,

Der Gleichgewichtszustand fordert nun, dass die Summe der
Krifte in senkrechter Richtung gleich Null ist, d. b.

do
o,. 2zdg dz — (Gz —+ d; dz) .2 (z+ dz) dg dm—+—20‘y.dz dz.sin (d¢g) =0,

woraus sich unter Beachtung, dass sin (dg) = ~ d¢, und bei Ver-
nachliissigung des unendlich kleinen Gliedes

do,
dz

dz

gegeniitber den iibrigen endlichen Grossen ergiebt

do 1
= (¢,—@6). . . . . . 229)

dz z ¥

In § 7 fanden wir unter der Voraussetzung vollkommener
Gleichartigkeit des Materials fiir ein beliebiges Korperelement,
welches in Richtung der drei Achsen gleichzeitig die Spannungen
o, 6,0, erfihrt, die hieraus sich ergebenden Dehnungen :

. o, + o,
in Richtung der z-Achse ¢ =« ((; —_ " ) ,

¥ m
o o, + 0, 15)
” ” n Yoo & — & Gy - ’
m
2~ & — @ (0O 61 i (77/
y = — -
” ” ” ” 2 m

Hieraus folgt

ﬁ+@+%=a%+%+g—2*

m

’ qr+q7/+dz)
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m & 1+ &+ & m e
o, + 6, + o, = = —,
© y z m— 2 o m—2 «a

sofern
s+eat+as=e. . . . . . 230

Wird hierzu die aus der ersten der Gleichungen 15 abgeleitete
Beziehung

mo, — 0, — 0, =m-_-
hinzugefiigt, so ergiebt sich
1 e &
me,+ o6, —=——- — 4+ m —
& = m—2 « o’
m 1 e
0, = —— — |+ —— | .
" 1+m « (1 m——2)

Das gleiche Verfahren liefert

™ 1y

Oy = 1+m e« é m— 2/’
m 1 e

ST 1+ m :(83—*— 'm—2)'

Hieraus findet sich bei Beriicksichtigung der GI. 99

e
(81_'_ m—2)

(s,,+—e—) ... . 231)

m— 2

+

2 e
=7 s W?ﬂ

Im vorliegenden Falle betriigt, da sich z um { 4ndert, die
tangentiale Dehnung & im Punkte P

& =— —

Q2mz

2n(z4+0—2nz i 239)
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Fir die radiale Dehnung & liefert die Erwigung, dass die
Strecke dz die Aenderung df erfihrt, den Ausdruck

ag

o 233)

& —

Hiermit wird aus den Gleichungen 231

g , d&
O__E +81_+z+dz
= 8 & m — 2

£ 4
O'_EA €1+ +E
v B\ = m — 2

§ 4
P . S
= g \dz m — 2

Die Einsetzung des aus der ersten dieser Gleichungen folgenden

Werthes

o, &
. om—2 - — _F dz
= ‘2(7)@—1)‘8“ m—1
in die beiden anderen fithrt zu

2 1 ¢ d q,

Taie— 3("";+7;)+—m_1 :

234)

2 1 /¢ dag o,

%= T —1 F(—z—*_mg)—*— m—1"

Hier ist unter Voraussetzung gleichmissiger Vertheilung
der Achsialkraft m»'p,— mr?p,  iber den Cylinderquerschnitt
ar)—nar? d h

w(r) —rf) o, =m(p;r} —p.r.0)
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die achsiale Spannung

2 2
P T Py
()‘z == ——T—2:_72—- . . « . . 235)
a 1

als unverinderliche Grosse anzusehen.
Die Einfihrung der Werthe ¢, und o, aus den Gleichungen 234
in die Gleichung 229 ergiebt

AN
©da? +$_ z 0,
oder
]
dl=
darg ( z
dz? -+ dz= 0.
Durch Integration
& _
dz -+ . = constant = ¢,.
Hieraus
d
z a’f + = ¢z,
oder
d(z{)
fiz = as

und bei nochmaliger Integration

p—t

=5+

Mit den hieraus sich ergebenden Werthen

liefern die beiden Gleichungen 234
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2
Y m—1 g

1 1e¢ Cy 0,
¢ =————[—2—(m+1)+?(m _1)]+_——m— I

S — r [2 (n+1) —

S 0m — 1>]+dei—1]

. 236)

Die zwei Constanten ¢, und ¢, bestimmen sich aus den Be-

dingungen, dass sein muss:
fir . =,

o —
5y < 7(1

d. h.

2 1 Je
—Pf—m—_rﬂi(m“)

O‘z = —pi,

o'z i —pa,

C o,
_1'_{"(1” —1)]+—mT1 ,

2 1
IR — ﬂ[ (n 1) — 1)] m—l ’
woraus
m — 1 p;ri—p, 2 o,
R ( r2—r? - m—l)’
P;— P, 7a27i2
@@= 2 8 r?—p?

Hiermit wird unter Beachtung der Gleichung 235

p;7 TP 7'”"“ 1

Gy:' 7_2_ +(Pz_p) 772?
. 237)

P 7';'2 —D, 7'(12 ra? 7'i2 1

Gz= 7.2__7,.2 _(pi_pa)rﬂ_r_??

Die Dehnungen &, & und & in den drei Hauptrichtungen er-
geben sich aus den Gleichungen 15 nach Einfithrung der Werthe o,

(Gl. 235), 0, und o, (Gl 237) zu

C.Bach, Elnsﬁcxtat

23
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_ 3 L2
m 2 o pi 11' pa ? a
m rl—r? ’
. —_ v 2 . 2 v 2 pe 2
m 2 . p; 7 P T, m 41 . 72,
m r?—qp? m p?2—p?
a 13 a 2
- 02 . 2 v 2 02
m — 2 . P —p,.r, m 1 7.2
m p?—0p? m 92— p?
a 1 a 1

€1

24

sofern noch jeweils m

2. Innerer Ueberdruck p, (p, = 0).

in Richtung der Cylinderachse

2 r2
i

m— 2 r

m r

a a

in Richtung der Tangente (des Umfanges)

i
), = 0,4 ———— p.
2—9'1'2 b; g 7.2__,.; Py

m— 2 r? m—+1 72r?
= +
m P2 —p? P m '
a ] a
r? rlr? 1
=Or4,.z_,.2 Pi+1’3,,.2~,.2 P: 5>
a i a i
in Richtung des Halbmessers
m— 2 r? m—+1 r?2sr?
m rf—p1 Di m r?—qg3 Di 22
a ) a 1
r? r2rk 1
=0’41'2 21)1——1,3—‘?___'2 P; —7 -
« b ? a 7i <

139 gesetzt wird.

1

— P;i 7

1

1

(P,-“Pa) ':—2;

1
(Z’,--— pa) ?

238)

Die Gl 238 ergeben unter Beachtung des in § 48, Ziff. 1 Er-
orterten die Materialanstrengung im Punkte P und zwar

239)

Die Zuganstrengung % in Richtung der Achse tritt vollstin-

dig hinter die Zuginanspruchnahme ﬂ, welche im Sione des Um-
24



max

max

§ 58. Hoblcylinder. 341

fanges statthat, zuriick, so dass sie nicht weiter in Betracht gezogen

] 3 . . -
zu werden braucht. — und — erlangen die grossten Werthe fir
o o

¢=r1, d. h. an der Innenfliche des Hohlcylinders. Somit wird
mit %, als zulissiger Zug- und % als zulidssiger Druckanstrengung

& (m—+1)r2 4 (m—2)2} 1,3224+0472} -
(;) - m (,).an — ,,.is) P = 9.a2 — 7'1'2— b= /‘: ’
240)
& (m—+1)r2—(m—2)r} 1,372 —042?
—_ = - P, = = lp-S]C-
o m(r?—r?) : rE—n? i=

Die Zuganstrengung max (%) in Richtung des Umfanges, d. i.

in tangentialer Richtung, ist der grossere, also der bestimmende
Werth. Hiernach findet sich als. massgebende Beziehung

m—+1 m—2
To T 1,3724047}
P = P, 241)

D2 a2
”, 7y

m

// —+ (1 ——2)19
% i k,+ 0,4 p,
m . )
v TS — i ? 5 21
’)a 1i—l ’Ii ]/—-——————k: ]3])'.. 24 )

1
kz — (1 +E) P;

1) Zur Entwicklung dieser Bezichung in der Zeitschrift des Vercines Deut-
scher Ingenieure 1880, S. 283 u. f. war Verfasser durch die Beobachtung veranlasst
worden, dass Schliuche, welche zum Zwecke der Priifung innerem Ueberdruck
ausgesetzt wurden, sich verlingern, wihrend die Grundlage der von Grashof in
seiner Theorie der Elasticitit und Festigkeit 1878, S. 312, fiir die Berechnung
von Hohleylindern entwickelten Gleichung

/m k, 4 (n—1)p;
=r) . 43
Ta r‘] mk,—(m+1)p,’ 243)
und mit m = ?
k, + 0,7 p;
ro=r

E,— 13p,°

welche dem Verfasser bis dabin als die zutreffendste erschienen war, infolge der

Vernachlissigung der Achsialkraft 7+ p, nicht eine Verlingerung, sondern eine

Verkiirzung des Hobhlcylinders ergiebt, indem fiir die Dehnung &, in Richtung
23*
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Fir 1,3 p, =k, wird r, = oo, gleichgiltig wie klein auch der
innere Durchmesser sein mag, sofern er nur grosser als Null ist.
Da nun der zulissigen Anstrengung k, fir jedes Material eine un-
iiberschreitbare Grenze gezogen ist, so folgt hieraus, dass nur solche
Verhiltnisse moglich sind, fir welche

kz
Pi=1y
oder allgemein
m—+ 1
P ke

(Vergl. hierzu Fussbemerkung S. 344.)

Dass es durch fortgesetzte Vergrisserung der Wandstirke nicht
moglich sein soll, die Flissigkeitspressung iiber eine gewisse Hohe
hinaus zu steigern, kann fiir den ersten Augenblick iberraschen,
erklirt sich jedoch durch die Ungleichmissigkeit der Vertheilung
der Anstrengung iiber den Wandungsquerschnitt.

Denken wir uns beispielsweise einen Hohlcylinder aus Guss-
stahl mit den Durchmessern

27,= 80 mm, 27,=200 mm,
der Wandstirke

der Cylinderachse ein negativer Werth gefunden wird. (S. am angegebenen Ort
in No. 199 den Ausdruck fir Ee,, vergl. Zeitschrift des Vereines Deutscher In-
genieure 1880, S. 288 und 290).

Die Beziehung 243 wurde in der Form

d=r,—7r, =7, (— mk, — (m -+ 1) p,

auch als Winkler’sche Gleichung bezeichnet (Hitte, des Ingenieurs Taschen-
buch bis zur letzten Auflage 1887, S. 240, v. Reiche, die Maschinenfabrikation
1876, S. 37, wobei mit m = 3 gesetzt ist

8k, +2p;
I=rVar gy,

F4d

u. A.). Verfasser, welcher in den letzten Tagen die Winkler’sche Arbeit fiber
cylindrische Gefisse im Civilingenieur 1860 erstmals durchgesehen hat, fand bei dieser
Gelegenheit, dass Winkler bereits damals nicht blos die Beziehung 243 aufge-
stellt hat, sondern auch eine weitere Gleichung, welche die erwihnte Achsialkraft
beriicksichtigte (S.348 und 349 daselbst) und die sich von Gleichung 242 nur
durch den mit 4 etwas zu gross gewihlter Werth von m unterscheidet.
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7, —7r,= 100 — 40 = 60 mm

hergestellt und einem inneren Ueberdruck von 1200kg auf den Qua-
dratcentimeter ausgesetzt. Dann ergiebt sich nach der zweiten der
Gleichungen 239 die tangentiale Anstrengung (Zug)!)

a) an der Innenfliche, d. h. fir z = 4 cm,

4 10°. 42 1

0,4 Tor——p 1200+ 1,3 05—y . 1200 5 — v 1950 kg,
b) in der Mitte, d. h. fir 2= T cm,

4?2 107, 42 1
04 07— & 1200+ 1,3 10 — & - 1200 = 700 kg.

c) an der Aussenfliche, d. h. fir z = 10 cm,

2 2 2
04 2 19200413 124

1
Tt 1200 —— = ~ 390 kg.

102 — 42 ° 107
In Fig. 175 ist der Verlauf der Inanspruchnahme dargestellt.

Fig. 175.

1) Die radiale Anstrengung (Druck) betrigt an der Innenfliche nach der
zweiten der Gleichungen 240
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Die Anstrengung betrigt hiernach aussen nur den fiinften Theil
derjenigen an der Innenfliche. Da die letztere massgebend ist,
so wird das nach aussen gelegene Material sehr schlecht
ausgeniitzt!).

Vergrossern wir die Wandstirke fortgesetzt bis schliesslich in
der Gleichung

7. 2

13004 0dps V3T O4 (9)

s, = 33 P, = PRI
« i 1 S (_l_)

7
a

7. \?
(T‘) Null gesetzt werden darf, so ist 2, = 1,3 p,, unter welche

Anstrengung also nicht zu gelangen ist, wie oben bereits festgestellt.

Die erkannte Unvollstindigkeit der Ausniitzung der Wider-
standsfihigkeit des Materials, welche um so bedeutender ist, je
grosser die Wandstirke, hat zur Construktion von zusammen-
gesetzten Hohlcylindern (Ringgeschiitzen u. s. w.) gefiihrt, deren
Wesen sich aus Folgendem ergiebt.

« = W'— .1200 = 1766 kg,

( 53) 1,3.107 —0,47. 4
max |— —

und die achsiale Anstrengung (Zug) nach der ersten der 3 Gleichungen 239

& 43
« 0,4 10% — 42

1200 = 91 kg.

1) Wenn es sich um ein Material handelt, mit derart verinderlichem Deh-
nungscoefficienten, dass derselbe bei wachsender Spannung zunimmt, so dass also
der Stoff um so nachgiebiger ist, je stirker er angestrengt wird, wie dies z. B.
bei Gusseisen zutrifft, so zeigt sich diese Ungleichmissigkeit nicht in dem hohen
Grade: an der Innenfliche fiillt die Anstrengung geringer, an der Aussenfliche
grosser aus, als die vorstehenden Gleichungen, welche Unverinderlichkeit des
Dehnungscoefficienten und des Werthes m zur Voraussetzung haben, erwarten lassen.
Bei Gusseisen kommt andererseits wieder der in § 22, Ziff. 8, festgestellte Einfluss
der Gusshaut hinzu. Ist diese, geringere Nachgiebigkeit besitzende Schicht an der
Innenfliche vorhanden, so muss sie die Festigkeit vermindernd wirken. Durch
Bearbeitung der Innenfliche — vorausgesetzt, dass die Riicksicht auf das Dicht-
halten gegeniiber der Flissigkeit das Ausbohren gestattet — wiirde die Wider-
standsfihigkeit unter sonst gleichen Verhiltnissen erhoht werden kénnen.

(Vergl. in § 56 das unter b) und c) Gesagte.)

Der Einfluss der etwaigen Verinderlichkeit von m ist von keiner grossen
Bedeutung.
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Wir denken uns den Hohleylinder des soeben behandelten Bei-
spiels aus zwei Hoblcylindern bestehend:

elnem inneren, fir welchen », = 40 mm, »,= 70 mm,

dusseren, ,, ” r,=190 , , » =100 ,

” i

Der dussere Cylinder sei auf den inneren (warm oder in anderer
Weise) so aufgezogen, dass dieser zusammengepresst wird; infolge
dessen tritt bei dem inneren Cylinder eine nach innen wachsende
Druckspannung auf. Wenn nun jetzt die gepresste Fliissigkeit
(Arbeitsfliissigkeit) den inneren Cylinder belastet, so fillt hier die
Zuganstreigung um den Betrag geringer aus, welcher der Druck-
anstrengung entspricht, die durch das Aufziehen des #&usseren
Cylinders mit Pressung wachgerufen worden war. Dagegen ergiebt
sich die Zuganstrengung des #usseren Cylinders um denjenigen Betrag
grosser, welcher von dem Aufziehen auf den inneren herriihrte.
Rationeller Weise wird man bei solchen, aus mehreren Hohlcylindern
zusammengesetzten Cylindern dahin streben miissen, dass die Span-
nungen an den Innenflichen der einzelnen Cylinder unter Ein-
wirkung der Fliissigkeitspressung gleich gross ausfallen.

Fir im Verh#ltniss zum Halbmesser geringe Wandstirke
s =r,— 7, kann mit geniigender Anniherung gleichméssige Ver-
theilung der Spannungen iiber den Wandungsquerschnitt angenommen
werden. Dies giebt fiir den / langen Hohleylinder

2rlp,<2slk,

woraus

7.
/czipiT‘ oder s o

z

244)

Aus der allgemeinen Gleichung 242 liisst sich diese Beziehung
in folgender Weise ableiten.

Mit m == co (d. h. die Zusammenziehung, welche ein in Rich-
tung seiner Achse gezogener Stab senkrecht zu dieser erfihrt, wird
vernachlissigt) folgt zuniichst

k, -+ p, P,
-=-|/—‘—‘=-, 9 T4
9a ?i k:——pi /)"‘/1_‘_ kz_pi
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Unter Beachtung, dass bei geringer Wandstirke P, nur einen
kleinen Bruchtheil von %, bildet,

r=o0 7'1.“/1_!_2% =7y (1 -+ 7]1:),
P;
e

wie oben unmittelbar entwickelt wurde.
Die Spannung o, welche in dem senkrecht zur Achse gelegenen

Querschnitt
w(r2—r})

des Hohlcylinders eintritt, findet sich aus

.2 —_ 2 2
mrlp, =na(rl—rde
zua
r? 7, : 1 7,

oO=p, ——— — . N~ —— P —
pz 9.2__,]._2 p; » +7'. 2 p; s ?

a i a 1(7‘ ___1‘)

. a i

i

d. h. halb so gross als die Anstrengung (nach Gl 244) in
Richtung des Umfanges.

3. Aeusserer Ueberdruck p, (p; = 0).

Wenn Flachdricken der Wandung und bei grosser Linge
ausserdem die in § 23 besprochene Knickung nicht zu erwarten
steht, sind die Anstrengungen nach den Gleichungen 238 mit p,= 0
zu berechnen. Dieselben gehen dann iiber in

m— 2 r?
& — — [14
m r2_— 42 Pa
a 1
m— 2 72 m—+1 rir? 1
& = — o — o —
m r2— p2 Pq m 72— a3l 2’
a 12 a i
m — 2 > 2 m—+ 1 9?2 r? 1

m ?”° —
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Den grossten Werth erlangen die Anstrengungen 2 und = — die
o o
Inanspruchnahme % kommt als wesentlich kleiner, wie die gleich-

artige Anstrengung — nicht weiter in Betracht — auch hier wieder
o

fir das kleinste z, d.bh. fir die Innenfliche und zwar

in Richtung der Tangente (des Umfanges)

& 2m—1 22 » 2
max |[— —| = a =-=1.7——2
o m 72— 2P R Y
7 i a i
in Richtung des Halbmessers 245)
& 3 »3 2
—=———"—p =0,9 ——
max el m ,.2_,.277.1_ > ,.2__,.21’::’
a i a i )

sofern noch m = 1? eingefiihrt wird. Hiernach

72 ;
k= 1,7 ~—p, oder 7, = -

) Iy ——————
7va~ —— 7"' a pa
]/1 —175"

" 2

7 .
k,>0,9 ~—p, oder »r = -

9-2_7‘. a :
a i pa
]/1—0,97

Auch hier gilt die zur Gl. 242 gemachte Bemerkung, dass nur
solche Verhiltnisse moglich sind, fiir welche

246)

k
< —= bezw. p, << —=.
Pa=177 Pa==70,9
(Vergl. das unter Ziffer 2 S. 344 iiber den Einfluss der Veriinder-
lichkeit des Dehnungscoefficienten Bemerkte.)

Fiir verhiltnissmissig geringe Wandstirke s = », — #, findet
sich unter den oben ausgesprochenen Voraussetzungen und auf dem
gleichen Wege, welcher zur Beziehung 244 fiihrte
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k=p Yo oder s Lo 247)
=La g4 ="a [ ° -

Die Ermittlung der Wandstiirken solcher Hohlcylinder, bei
welchen unter Einwirkung des #usseren Ueberdruckes ein Flach-
driicken (Einknicken) der Wandung zu befiirchten steht, gehdort bei
dem derzeitigen Stand dieser Aufgabe, sowie in Anbetracht der
besonderen Einflisse, welche dabei zu beriicksichtigen sind, an die-
jenigen Stellen, wo die betreffenden Gegenstinde, zu denen solche
Hohleylinder gehoren, behandelt werden.

§ 59. Hohlkugel.
Mit den Bezeichnungen

», der innere Halbmesser der Hoblkugel,

»

. » aussere ”

” n ?
k, die zulissige Zuganstrengung,

k
finden sich auf demselben Wege, welcher in § b8 eingeschlagen

” . Druckanstrengung

worden ist, und fir m = %) die folgenden Beziehungen.

I. Innerer Ueberdruck p,.

Die grosste Anstrengung tritt auch hier an der Innenfliche ein:

in Richtung der Tangente (des Umfanges)

m —+ 1 m— 2
.3 .3 .
2m e + m i 0,6567r3 40,472
k > — ad i
. = P35 8 p; P38 __ 3 Py
«a i a i
in Richtung des Halbmessers 248)
m—+1 m— 2
r3— »? 13,3 0.4 73
b= m @ m ¢ LT T
= r3 — 3 P, = r3__ 3 p;-
a i a i

Naturgemiiss sind in denselben nur solche Verh#ltnisse moglich,
fiir welche sich endliche Werthe von 7, ergeben.



§ 60. Ebenc Platten. 349

Fir im Verhiiltniss zam Halbmesser geringe Wandstirke
s =r, — r, ergiebt die aus

nrlp. <ok 2ars
i = - <

folgende Beziehung

die Anstrengung, bezw. Wandstirke geniigend genau.

2. Aeusserer Ueberdruck p, (p; =0).

Sofern Einknicken der Wandung nicht zu befiirchten steht,
gilt fir die Anstrengung, die auch hier wieder an der Innenfliche
den Grésstwerth erreicht:

in Richtung der Tangente (des Umfanges)

3(m —1) r3 ; r3
k z Om p3— p3 pa = 1700 yp3— p3 pa’
a 13 [ 13
in Richtung des Halbmessers 250)
3 r3 r3
A’:z E,).:i__,).spu = 0’9 2 3_7.32’)(1'
a i « i

Fir verhiltnissmissig geringe Wandstirke, wie oben

)
r —Zii . . 2b1)

[

vo| —

1
k>

«
=5 P, oder §=—

§ 60. Ebene Platten, auf der einen Oberfliche durch den Fliissig-
keitsdruck 2 belastet, auf der anderen im Umfange gestiitzt.

Fine ziemlich streng wissenschaftliche Ableitung der An-
strengung, welche die am Umfange gestiitzte ebene Platte bei der
Beanspruchung durch eine gleichférmig vertheilte Last erfithrt, ist
nach Wissen des Verfassers nur fiir den Fall der kreisférmigen
Scheibe unter gewissen Voraussetzungen gegeben worden, aller-
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dings mit einem verhiltnissmissig nicht unbedeutendem Aufwande
an mathematischen Hilfsmitteln?).

Fir die elliptische Platte fehlt es trotz ihres hiufigen Vor-
kommens als Mannlochdeckel u.s. w. bisher iiberhaupt an einer
Beziehung zwischen der Fliissigkeitspressung, den Abmessungen und
der Materialanstrengung.

Die zur Bestimmung der Inanspruchnahme rechteckiger
Platten vorliegenden Angaben beruhen auf Entwicklungen, die
zwar zunichst den streng wissenschaftlichen Weg einschlagen,
sich jedoch im Verlaufe zu vereinfachenden Annahmen gezwungen
sehen, welche die Zuverlissigkeit der Ergebnisse beeintrichtigen.
Die Umfiinglickeit der zur Losung der Aufgabe angestellten Rech-
nungen ist trotzdem eine ganz bedeutende!).

1) Vergl. Grashof, Theorie der Elasticitit und Festigkeit, 1878, S. 329 bis
S. 351 und S. 3851 bis 8. 370.

Trotz aller Schirfe baftet der Grundlage dieser Entwicklungen ein Mangel
an, der sich, wie einfache Ueberlegung schliessen lisst und wie auch vom Ver-
fasser durchgefibrte Versuche bestiitigen, als von praktisch grosser Bedeutung
erweisen kann,

Die Platten miissen, damit sie abdichten, in der Regel kriftig gegen die
Dichtungsfliche gepresst werden. Sie liegen also keinesfalls lose auf ihrem
Widerlager auf, sind vielmehr eigenartig befestigt: selbst, wenn die Sachlage
dem unteren Theile der Fig. 184 entspricht, was hier der Einfachheit wegen vor-
ausgesetzt sei. In Wirklichkeit pflegen die Verhiltnisse jedoch nicht so einfach
zu liegen, worauf Verfasser an anderer, zur Erliuterung von Construktionseinzel-
heiten geeigneter Stelle eingehen wird.

Unter der Einwirkung der Flussigkeitspressung biegt sich die Scheibe
(Platte) durch; dabei sucht sie auf dem Dichtungsringe einerseits sowie auf dem
Widerlager andrerseits zu gleiten und gleitet thatsichlich (vergl. § 46). Hiermit
aber werden Krifte in den Berithrungsflichen zwischen Dichtungsring und Scheibe
(Platte), sowic zwischen dieser und dem Widerlager wachgerufen, die in der
Regel (bei den @blichen Stirken der Platten) entgegengesetzt gerichtet sind und
meist auch von sehr verschiedener Grisse sein werden. Diese Krifte liefern fiir
die Mittelfliche der Scheibe (Platte) im Allgemeinen: radial wirkende Krifte, sowie
Forminderung und Biegungsanstrengung beeinflussende Momente. Diese Momente,
unter Umstiinden, welche die Regel zu bilden pflegen, von ganz erheblicher Be-
deutung, sind von den bezeichneten Entwicklungen vollstindig ausser Acht ge-
lassen.

Je grosser — unter sonst gleichen Verbaltnissen — die Kraft ist, mit
welcher die Scheibe (Platte) zum Zwecke der Abdichtung angepresst wird, um
so bedeutender werden die crwihnten Momente sein. Hierbei nimmt die Ober-
flichenbeschaffenheit der Scheibe (Platte), des Widerlagers und des Dichtungs-
ringes Einfluss. (Vergl. § 46, insbesondere das iiber den Werth vou p daselbst
Bemerkte.)
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Unter diesen Umstinden, sowie in FErwigung, dass ein
in wissenschaftlicher Hinsicht befriedigendes Vorgehen bei Lo-
sung der sich hier bietenden Aufgaben mit den mathemati-
schen Hilfsmitteln, wie sie dem wissenschaftlich gebildeten,
jedoch mitten in der Ausfibhrung stehenden Ingenieur durch-
schnittlich geldufig sind, iberhaupt erst dann miglich sein diirfte,
nachdem durch umfangreiche, die Einzelheiten klarstellende Ver-
suche der Boden fiir eine solche Arbeit geschaffen sein wird, werde
zur Befriedigung der vorliegenden praktischen Bedirfnisse folgender
— allerdings ebenfalls nicht streng wissenschaftlicher — Weg ein-
geschlagen. Die zu erlangenden Gleichungen werden dann auf dem
Wege des Versuches zu priifen sein, soll ein sicheres Urtheil iiber
den Grad ibrer Genauigkeit gewonnen werden. Bis es méglich ge-
worden sein wird, diese Versuche durchzufihren, sind wir auf
Schiatzung tiber die Zuverlissigkeit angewiesen.

I. Kreisformige Scheibe, Fig. 176.

Hier, wie bei allen spiteren Betrachtungen sei vorausgesetzt,
dass die Fliissigkeitspressung von unten wirkt und dass sich die
Platte gegen das oberhalb befindliche Widerlager stiitzt. (Vgl. den
unteren Theil der Fig. 184.)

Fig. 176,

Wir denken uns die Scheibe, von der zunichst vorausgesetzt
wird, dass @berhaupt nur sehr kleine Durchbiegungen zuliissig
sind, so dass wir es thatsichlich mit einer ebenen, also — was
ganz wesentlich ist — nicht mit einer gewdlbten Scheibe zu thun
haben, nach einem Durchmesser eingespannt, wie Fig. 177 zeigt
— entsprechend dem Umstande, dass die Querschnitte der grossten
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Anstrengung durch die Mitte der Scheibe gehen — und fassen sie
dann auf als geraden Stab von rechteckigem Querschnitt, welcher

bei Ausserachtlassung des Eigengewichts durch die auf die Unter-

fliche von der Gr(‘jsseL nd? wirkende Fliissigkeitspressung p und

8

durch den auf die obere Umfangslinie % ntd sich vertheilenden

Widerlagsdruck %— mwd?p belastet ist.
Fiir den Querschnitt der Einspannstelle, von welcher der

Schwerpunkt der Halbkreislinie —;—ﬂ(l, in welchem der resultirende

Widerlagsdruck %nd?p angreifend gedacht werden kann, um

1 . . .
Fd’ derjenige der Halbkreisfliiche ind“ um 2 d absteht, ergiebt

8 3n
sich dann das biegende Moment
1 1 1 2 1
—_ 2 I 2, 2 g — 3
M, 8"dp'7rd 87rd1037td 24dp.

Hiermit nach GIl. 68 wegen

®© 1 ..1_ 1
T_Edh L6

2

dn,

unter der Voraussetzung gleicher Vertheilung des Momentes iiber
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den Querschnitt von der Breite d einerseits — thatsiichlich wird
die Mitte stiirker beansprucht — und unter Vernachlissigung des
Umstandes, dass die Fasern in senkrechter Richtung auf einander
einwirken, andererseits:

1 " 1
- 3 < IR 2
24pcI=/chdh

( 2
k, = %p (i) oder 4>

1,./p y
7 d]/E" . 252)

2
2. Elliptische Piatte, Fig. 178, « > b.

Bevor in gleicher Weise vorgegangen werden kann, wie in
Ziff. 1, ist hier zu untersuchen, ob der Querschnitt der grossten
Anstrengung in die Richtung der grossen oder der kleinen Achse

fillt.
[}
.

H ;"»_
=

{; i

- -
-

Fig. 178.

Zu dem Ende denken wir uns ein Kreuz, wie im Grundriss
der Fig. 178 gestrichelt angegeben ist, bestehend aus zwei senk-
recht sich schneidenden Streifen von der sehr kleinen Breite 1 und
von den Liingen a bezw. b, aus der Platte herausgeschnitten. Die
Belastung des Streifenkreuzes besitzt alsdann die Grosse von nahezu
{(a +0) p. Dieselbe ibertriigt sich auf die vier Widerlager an den
Enden der Streifen so, dass diese in der Mitte sich um gleichviel
durchbiegen. Bezeichnet

P_ die Widerlagskraft je an den beiden Enden des Streifens von
der Linge a,

P, die Widerlagskraft je an den beiden Enden des Streifens von
der Lange b,
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so findet sich nach Gl. 60, da hier —;— Q=P bezw. P, und =g«

bezw. b,

5
1 Feg

a b a b
8=10 618

Y

elr
[0's]
a0

woraus
P, a® a\3 53
E_F_&y.....z)

Die Materialanstrengung o, in der Mitte des « langen Streifens
ergiebt sich bei Vernachlissigung des Zusammenhanges mit dem
senkrecht dazu stehenden Strejfen von der Linge & und unter
Beachtung der Gl. 56b aus

=1 p, =1 g
M= Pe=—0,
zu
3 a
O‘a——2-Paﬁ.

In ganz gleicher Weise findet sich die Anstrengung o, in der
Mitte des & langen Streifens

3 b
Oy = —§- Pb F .
Danach
% P b
c, _— P,a
und hieraus mit Gl. 253
2
o'b=aa(%). S . ... 24)
Da a > b, so ist
o, >0,
beispielsweise
2
fira=26 du=(%) o‘b=%o‘b,

. b\? 1
» a=30 0=(—)0‘b=——9-0'.
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Wir erkennen, dass dieam meisten gespannten Fasern
in Richtung der kleinen Achse eine im quadratischen
Verhilltnisse der Achslingen stirkere Normalspannung
erfahren, als diejenigen in Richtung der grossen Achse
und schliessen hieraus, dass die Bruchlinie in der Rich-
tung der grossen Achse verlaufen muss.

Dementsprechend ist die elliptische Platte so einzuspannen,
dass die grosse Achse ¢ die Breite des Befestigungsquerschnittes
bildet. In gleicher Weise, wie in Ziff. 1 (vergl. Fig. 177), wird
das biegende Moment A/, als Differenz zwischen dem Moment A ,
welches die von den Stiitzen auf die Platte ausgeiibten Kriifte, die
Umfangskriifte, liefern und dem Momente erhalten, welches der
Flissigkeitsdruck ergiebt, d. 1.

1 2 1
gnabp Snb_ﬁ

ab?p.

Die Bestimmung von A/, ist hier jedoch weniger einfach, als
dort. Bei der kreisformigen Scheibe durfte ohne Weiteres gleich-
miissige Vertheilung des Widerlagsdruckes iber den Kreisumfang
angenommen, d. h. vorausgesetzt werden, dass jede Lingeneinheit
des Umfanges md von dem Widerlager die gleiche Pressung er-
fihrt. Bei der elliptischen Platte ist diese Annahme nicht zu-
lissig; denn nach Gl 253 nimmt der Widerlagsdruck von den
Endpunkten der grossen Achse, woselbst er durch P_ gemessen
wird, nach den Endpunkten der kleinen Achse hin zu und zwar
im umgekehrten cubischen Verhiltniss der Achslingen. Da wo der
Kriimmungshalbmesser der Ellipse am kleinsten ist, besitzt auch
der Widerlagsdruck seinen geringsten Werth; da wo jener seinen
Grosstwerth erreicht, weist auch dieser denselben auf.

Der Kriimmungshalbmesser der Ellipse ist bekanntlich im
Scheitel der grossen Achse

b2
0, = 24’
im Scheitel der kleinen Achse
a?
(’:, = %_:

C. Bach, Elastieitiit, 24
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demnach
0,:0,=a: b

d. i. aber dasselbe Verhiltniss, in welchem nach GIl. 253 die Grossen
P, und P, zu einander stehen. Es darf daher ausgesprochen werden,
dass sich P,und P  wie die zugehérigen Kriimmungshalb-
messer verhalten. Je mehr ¢ von & abweicht, um so ungleich-
formiger vertheilt sich der Flissigkeitsdruck {iber das Widerlager.

Zur Feststellung des Momentes A, welches dieser veriinder-
liche Widerlagsdruck in Bezug auf den Befestigungsquerschnitt der
elliptischen Platte liefert, werde die Ellipse auf ein rechtwinkliges
Coordinatensystem bezogen, dessen Ursprung im Mittelpunkt der
Ellipse liegt, dessen x-Achse in die grosse Achse und dessen
y-Achse in die kleine Achse fallt. Fir einen beliebigen, durch z
und y bestimmten Punkt der Ellipse sei das zugehorige Curven-
element mit ds bezeichnet. Der auf dasselbe wirkende Widerlags-
druck betrage Pds. Dann ist

M, = [y Pds,

wobei die Integration sich auf die halbe Ellipse zu erstrecken hat.
Aus der Gleichung der Ellipse

i 2 l 2
<) ()0
2 2
folgt, sofern noch
a .
@ == o sing

gesetzt wird,
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w1+ [2] x_]ﬂ( gy af2inf

sin’® ¢ d.

— 5=

Nach Einfihrung von

ergiebt sich

ds = ]/l—n sin® ¢ dy,

tvl:

und

yds = %—b ]/1——722 sin’ ¢ cos ¢ dg.

Hinsichtlich der Veriinderlichkeit des Widerlagsdruckes P fanden
wir oben fiir die zwei Grenzwerthe P_ (in den Scheiteln der grossen
Achse) und P, (in den Scheiteln der kleinen Achse), dass sie sich
verhalten, wie die zugehdrigen Kriimmungshalbmesser. Mit Riick-
sicht hierauf werde angenommen, dass P in dem beliebigen Punkte
z y proportional dem Kriimmungshalbmesser ¢ an dieser Stelle sei,
d. h.

b 91, b i?
20
Da
_ -3
f i
da
e=1F ——F% - )
&y
da?

so findet sich mit
24 %
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dy 17 d%

dy _ &, _ 25 1
dz a B da?

a® cos®g

die absolute Grosse des Kriimmungshalbmessers zu

3

2 Y N 2 2 ®
Q:%I/l +(%) tg? @. cosfgp = ;b I/COSatp-}—(%) sin? ¢

2 2__ 73 3 P 3
= %1/1 — aaiﬂbsin%o = a—b '/ 1—n?sin? ¢-

Fir
&
2=0, d. i. ¢ =0, wird e=e,= 5
a 7T b?
.’C=——2—,d] ([:5, » nga__—%’

wie oben bereits bemerkt.
Hiermit

P=P, 92 =P, 1/1—7&2 sin® ¢

a

26

)

und infolge dessen fiir die halbe Ellipse
Y2
ab B 2 ain? 2
M =\yPds =2 TP" (1—n?sin’ ¢)? cospd g

_ab 2 1,
—?Pb(l 3n+—5—n)

Der Werth P, bestimmt sich aus der Erwiigung, dass die Kraft,

welche die unter der Pressung p stehende Flissigkeit auf die Halfte
der elliptischen Platte ausiibt, d. 1.

ab

g P
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gleich sein muss der Summe der Widerlagskrifte fir die halbe
Ellipse, sofern von dem Einflusse des Eigengewichts abgesehen wird
und andere, den Widerlagsdruck beeinflussende Krifte nicht vor-
handen sind, d. h.

Tabd

T
2% p= (Pas =2 —;-ij *(1 — o7 sin? ) dop
v/

:g aP, (1——n"’—|——3—n2),

8
zu
])b=gp __1_5__
1—»+ 8 n
Die Einfithrung dieses Werthes in die Gleichung fiir M, liefert
2 oL Lk b)f
o _ab"’P ! ——gn tEn _abgp 8+4(a) +3 a
v Q. — 15 2 4
8 w2 P 3+2(ﬁ)+3(3)
8 a a

Hiermit ergiebt sich nun die Biegungsgleichung in Bezug auf
den a breiten und % hohen Querschnitt der elliptischen Platte

b\? b+
] 8+4(—)+3(_)
ﬁf:abp a a — p—<———-( ,
b 2 4 = ]
15 3+2(—Z)+3(—2) 8 m= 6

woraus

oder 255)
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Dieser Werth fir £,, bezw. & ist in Anbetracht, dass bei Er-
mittlung der Vertheilung des Widerlagsdruckes der Einfluss der
senkrechten Einwirkung der Fasern auf einander vernachlissigt
worden ist, etwas zu gross. Mit Riicksicht hierauf, sowie unter
Beachtung dessen, was in Ziff. 1 einleitend bemerkt wurde (vergl.
auch die Bemerkungen zu Gl. 261, den Coefficienten u betreffend),
werde mit Anniherung gesetzt

23 4
sai () —as )
a ol _ 1
2 4 2
s+2 (=) +3 [2) 1+ (2]
@ a a
womit dann folgt
1 1 b\?
2t )
= 2 b\2 h
1+ [
oder . . . 2b6)

o S
2k
L )

Fir b= a=d ergeben die Bezichungen 255 und 256 den
gleichen Werth, niimlich

d. i, wie nothwendig, die Gleichung 252 fiir die kreisformige Scheibe.
Fiir den bei Mannlochverschliissen tiblichen Werth

a=15b
liefern die Gl 255
4 16
g 312 = 0657 g, b\
. AT —T
B--2 5+ 33
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h=>0,65b ]/—’/Z—,
b

3 b 2

e () —omsr (]

k> 0,59 b]/ﬂ.
kb

Demnach ergiebt sich im vorliegenden Falle die Wandstirke unter
Benutzung der GIl. 256 um

bezw.

die Gl. 256

o
v
l\JlH

‘H

+
O =

bezw.

100 085 — 0,59

p— 0
0,65 =9%

geringer, als aus Gl. 265.

3. Quadratische Platte, Fig. 179,

Wie in Ziff. 2, so muss auch hier zunichst die zu erwartende
Linie der grossten Anstrengung (Bruchlinie) festgestellt werden.
Diesem Zwecke dient die folgende Betrachtung.

$
| Sy AA I
]

e
I
i
i
!
1
!

T 1 e
L

Fig. 179.

Um den Mittelpunkt A/ der noch unbelasteten Platte werde auf
der oberen Seite, d. h. auf derjenigen, deren Fasern gezogen werden,
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ein kleines Quadrat, Fig. 180, gezeichnet, dessen Seiten B A B
parallel den Seiten der Platte laufen. Unter Einwirkung der Be-
lastung nebmen die Strecken M A die Linge M A, (ibertrieben

gezeichnet) an, vergréssern sich also um 4 A4,. Die Strecken 4 B
dehnen sich als ausserhalb der Mitte gelegen, woselbst die Dehnung
am grossten ist, etwas weniger, etwa so, dass die Punkte B nach
B, ricken. Dabei geht dann das urspriingliche Quadrat in die
Figur A, B, 4, B, 4, B, A, B, mit gekriimmten Seiten B, 4, B, iiber.

Es betriigt nun die verhiltnissmissige Dehnung in Richtung
von M A

A A4,

MA

Thr gleich erweist sich in dem kleinen (rechts unten gelegenen)
Vierseit MA A, B, A, A, in welches das Quadrat 3/ 4 B A4 iiberge-
gangen ist, nur die Dehnung in der Richtung A, A4,. Dieselbe
wird gemessen durch ‘

4,4, —44 2 (A4, V0p)  AA,

A MAV2 M

N

Die Dehnungen nach allen iibrigen Richtungen sind kleiner,
wie eine einfache Betrachtung simmtlicher, im urspriinglichen Qua-
drate MABA beim Uebergange in das Vierseit A A4,B, 4, einge-
tretenen Lingenéinderungen ohne Weiteres erkennen lisst. Dem-
nach tritt die grosste Anstrengung ausserhalb des Punktes A/
nur in der Richtung 4.4 oder 4, 4, ein, d. h. der Verlauf
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der Bruchlinie wird von der Mitte aus nach der Richtung
der Diagonale M B B, zu erwarten sein.

Demgemiiss werde die quadratische Platte nach Massgabe der
Fig. 181 eingespannt.

N

JUNDRp-Y 2 -
N

'

DN

Fig. 181.

Das biegende Moment M, ergicbt sich alsdann aus der Erwi-

gung,
dass auf jede der vier Quadratseiten eine resultirende Widerlags-

kraft %a'-’p wirkt, deren Angriffspunkt in der Seitenmitte, also im

1 /1 . . .
Abstande 5 a'l - vom Einspannungsquerschnitt anzunehmen ist,

dass es sich fur den letzteren um zweil solche Quadratseiten han-
delt, demnach um ein Moment der Widerlagskrifte von der Grésse
s 1, 1 J1
2. 9P a] 5

dass der Fluss1gke1tsdruck auf die von der Diagonale begrenzte

Quadrathslfte —1—a"’p betriigt und im Schwerpunkte, d. i. im Ab-

st'mde 1/2 vom Einspannungsquerschnitt angreift.

Hiermit folgt

_o 1 LVi_l f f
ﬁlb—2.4ap.2a o) 5 -y ap

und demnach die Biegungsgleichung fiir den V2 breiten und %
hohen Querschnitt
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woraus

4. Rechteckige Platte. TFig. 182. a > 0.

Die in Ziff, 2 fiir die elliptische Platte angestellte Betrachtung,
welche zu der Erkenntniss fiihrte, dass die grosste Anstrengung fiir den
Mittelpunkt derselben in Richtung der kleinen Achse stattfindet, kann
ohne Weiteres auch auf die rechteckige Platte iibertragen werden.
Sie ergiebt, dass fir den Mittelpunkt der letzteren die grosste
Inanspruchnahme in Richtung der kleinen Seite statthat und dass
infolge dessen in der Mitte die Bruchlinie in Richtung der langen
Seite verlaufen wird. Nach aussen hin wird sie jedoch, wie aus dem

i
| 9777700007060 7/ A AL AP 1AL |
h

Fig. 182,

in Ziff. 3 Erorterten zu schliessen ist, die Neigung haben miissen,
in die Diagonale einzubiegen, etwa nach Fig. 183. Die Wahl unter
den Diagonalen diirfte hierbei von Ungleichheiten im Material oder
in der Stitzung der Platte wesentlich beeinflusst werden.

: %
y

---

Fig. 183.

Unter diesen Umstiinden begegnet die zutreffende Annahme
des Bruchquerschnitts erheblicher Unsicherheit. In Erwiigung des
fiir die Entwicklungen dieses Paragraphen allgemein gemachten Vor-
behaltes, die erhaltenen Gleichungen durch Versuche hinsichtlich
ihrer Zuverlissigkeit zu priifen, sowie in Anbetracht der Nothwen-
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digkeit, die praktisch wichtige Aufgabe mit einfachen Mitteln der
Losung zuzufithren, entschliessen wir uns fiir die Einspannung nach
der Diagonale B A/ B mit der Massgabe, nur das fir diesen Quer-
schnitt sich ergebende biegende Moment in Rechnung zu stellen.
Der gesammte Flissigkeitsdruck abp vertheilt sich allerdings
nicht gleichformig iber die Seiten @, bezw. b; vielmehr wird der
Auflagerdruck in der Mitte der Seiten am gréssten sein und nach
den Eckpunkten des Rechtecks hin abnehmen. Jedenfalls aber darf
davon ausgegangen.werden, dass fir jede Seite der resultirende
Widerlagsdruck durch die Mitte derselben geht, also um

b __ e

2 Vot +-0*
von dem KEinspannungsquerschnitt absteht. So ergiebt sich das
biegende Moment

A 1 ab b a 1ab 1 b a 1 a? b?
M =— o — — . — L e
v Py Yaxe 2P s  Vaxr 12Vetnl

und hiermit die Biegungsgleichung fiir den Va?—-$? breiten und %
hohen Querschnitt

1 a® b? 1 ,——
LYY <k Var R
2Varpe 1="T L
1 1 by
e (/,)2(7[) P
R
a
oder . . 2588)
1 2 P
h>——b =,
= 9 2
< 1+(_b /cb
a

Mit & = a ergiebt sich

v

1 al? 1 V P
—_— > L
kb ; ( k) P, Oder h 2 a kb )

wie oben unter Ziff. 3 fir die quadratische Platte gefanden worden ist.
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5. Schlussbemerkung, Zusammenfassung.
(Vergleiche Einleitung zu § 60.)

Fiir die Ziff. 1 besprochene kreisformige Scheibe leitet Gras-
hof (Theorie der Elasticitit und Festigkeit 1878, S. 335 und 336)
unter der besonderen Voraussetzung sehr kleiner Dicke % gegen-
iiber dem Halbmesser » und unter Ausserachtlassung des Einflusses
der Befestigungsweise der Scheibe, sowie der Wirksamkeit der die
Abdichtung sichernden Kraft (vergl. Schluss dieses Paragraphen)
die Beziehung ab

mox £ =2 = D@ntD) (47,

m? h

. . 10 .
woraus sich mit m = —~ ergiebt

3

)

- » 2 T
k, > 0,87 (Z) p,  oder £h=0,93 7-]/%

b

und nach Einfihrung von 27 =4d . 259)

%, > 02175 (%) p, oder h>0,465 d]/% ,
13

Der Vergleich dieser Ergebnisse mit den unter Ziff. 1 gefun-
denen Beziehungen 252 zeigt zuniichst, dass das Gesetz in beiden
Fillen dasselbe ist, dass ein Unterschied nur hinsichtlich der Zahlen-
coefficienten besteht (dort 0,25, bezw. 0,5, hier 0,2175, bezw. 0,465),
derart, dass die Gl. 2509 die Anstrengung des Materials um 13 9,
die Starke der Scheibe bei gegebener Flissigkeitspressung und be-
stimmtem Durchmesser um 7 °), kleiner liefert.

Da das Ergebniss Gl. 259 mit Riicksicht auf die Annahme,
dass % sehr klein gegen » wegen Vernachlassigung des Einflusses
der Befestigungsweise und der Grisse der abdichtenden Kraft, all-
gemein, sowie in Anbetracht der vorausgesetzten Unverinderlichkeit
des Dehnungscoefficienten jedenfalls fir Gusseisen besonderer Prii-
fung durch Versuche bedarf, so kann es bei dem gewdhnlichen
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Zwecke unserer Festigkeitsrechnungen angezeigt erscheinen, die
Gl 252 zu beniitzen, bis abschliessende Versuche vorliegen.

Fir die Durchbiegung 3" der Scheibe in der Mitte findet
Grashof

, 3 (m—1)GBm+1) pr
¥y = 16" m? N
woraus mit m = go
’.4
y'=0,.7ah—3p. ... .. 260)

Auch diese Gleichung bedarf aus den oben angegebenen
Griinden der Priifung durch Versuche?).

Die  unter Ziff. 1 bis 4 aufgestellten Beziehungen lassen sich
auf die gemeinschaftliche Form

d 2
k"i‘w(Te) P .. . . . . 201

bringen. Hierin ist — unter dem Vorbehalte der Prifung durch Ver-
suche und der Abénderung je nach den Ergebnissen derselben —
zu setzen:

1. im Falle der kreisfsrmigen Scheibe, Fig. 176,

fiir d der Durchmesser, p = —1— ,

2. im Falle der elliptischen Platte, Fig. 178,
f)
fiir d dic kleine Achse 6, p = »14— —dbé ,
1+ (%)
a

3. im Falle der quadratischen Platte, Fig. 179,

fir d die Quadratseite a, p = % ,

!y Versuche des Verfassers mit Scheiben aus Gusseisen und aus Flussstahl,
nach Massgabe der Fig. 184 belastet, ergaben Durchbiegungen, welche in die
Gl. 260 eingesetzt, zu ganz wesentlich anderen Werthen fiir den Dehnungscoeffi-
cienten « fithrten, als Biegungsversuche mit rechteckigen Stiben aus demselben
Material.
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4. im Falle der rechteckigen Platte, Fig. 182,
1 2

S
a

Der Coefficient p, auf dem Wege des Versuches festgestellt,
wird sich in erheblichem Masse abhiinglg erweisen von der Be-
festigungsart der betreffenden Platte gegeniiber der abzudichtenden
Fliche und von “der Kraft, mit welcher die Platte angepresst wird
(vergl. Fussbemerkung S. 350).

fir d die kleine Seite b, p =

§ 61. Versuche mit ebenen Platten.

Dem Verfasser sind Versuche zur Prifung von ebenen, in der
aus § 60 ersichtlichen Weise Dbelasteten und unterstiitzten Platten
nicht bekannt; ebensowenig hierzu dienende Einrichtungen. In-
folge dessen lag zuniichst die Aufgabe vor, einen Apparat zu ent-
werfen, welchér die” Durchfiihrung der bezeichneten Versuche er-
moglicht.  Verfasser hat sich derselben unterzogen und auch bereits
eine Anzahl von Versuchen mit kreisformigen Scheiben, elliptischen
und rechteckigen Platten durchgefiihrt. Insbesondere der Umstand,
dass ein Theil der bisher gewonnenen Ergebnisse darauf hinweist,
die Widerstandsfihigkeit von Scheiben in Stiirken, wie sie that-
siichlich bei Cylinderdeckeln u. s. w. auftreten, wachse nicht ganz
im quadratischen Verhiltnisse von 4, wie die Gleichungen 252 und
259 iibereinstimmend aussprechen, und der Einfluss der Befestigungs-
weise der Platte, sowie dessen Verinderlichkeit und dessen Abhiingig-
keit von der Kraft, mit welcher die Dichtungsschrauben angezogen
werden, u. s. w. zwingen jedoch, den Umfang der Versuche, deren
Durchfithrung mit dem Ziele, die Grundfille nach Méglichkeit klar
zu stellen und fir die Verwendung zuverlissige Zahlen zu er-
halten, ibrigens ganz erheblichen Schwierigkeiten begegnet, we-
sentlich zu erweitern, soll der Gegenstand zu einem Abschlusse,
wenn auch nur in beschriinktem Sinne des Wortes, gebracht wer-
den. Bei dieser Sachlage erweist sich die urspriinglich gehegte
Absicht, diesen Abschluss bereits jetzt zu geben, als unausfiihrbar,
und muss sich Verfasser zuniichst auf das Nachstehende beschriinken.

Hinsichtlich des zu erwartenden Verlaufs der Bruchlinie wurden
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in § 60 gewisse Betrachtungen angestellt, welche dazu fihrten, an-
zunehmen, dass diese Linie verlaufen werde

1. bei der kreisformigen Scheibe ungefihr nach einem Durchmesser,

2. , , elliptischen Platte ungefithr in Richtung der grossen Achse,
3. , » quadratischen , ” ” ” » Diagonale,
4. , , rechteckigen " nach Massgabe der Fig. 183.

Ueber den thatsiichlichen Verlauf der Bruchlinien geben die
Fig. 184 bis 195 Auskunft.

Zu Ziff. 1.

Fig. 184 zeigt die Bruchlinie einer gusseisernen Scheibe von
12 mm Stirke (immer auf der Seite der gezogenen Fasern). An-
dere Scheiben von derselben Stiirke weisen #hnliche Bruchlinien
auf. Die Scheibe rubt wihrend des Versuchs auf einem Dichtungs-
ring von weichem Kupfer (etwa 8 mm stark) und stiitzt sich oben
gegen eine 2,5 mm breite Ringfliche von dem gleichen mittleren
Durchmesser, wie der Kupferring, niimlich 560 mm. Die Pressung
zwischen der Scheibe und dem Kupferring muss natiirlich so gross
sein, dass die Abdichtung gesichert ist.
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Fig. 185 giebt die Bruchlinie einer gusseisernen Scheibe von

Fig. 183.

24 mm Stirke wieder: sie verliuft ungefihr nach drei Halbmessern.
Weitere Scheiben von dieser Stirke brachen in #hnlicher Weise.

Die der Priifung unterworfenen Stahlscheiben bogen sich durch,
ohne zu brechen.

Zu Ziff. 2.
Wie die Fig. 186 und 187 (gusseiserne Platten) erkennen lassen,

Fig. 187.

entspricht der Verlauf der Bruchlinien mit befriedigender Annihe-

rung der gemachten Annahme, gleichgiltig, ob die Platte mehr oder
weniger stark Ist.
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Fig. 188 (Gusseisen) zeigt fiir die quadratische Platte das Zu-
treffen der gemachten Voraussetzung.

Zu Ziff. 3.

- S
1 1 1
. i o @%
: . 3
L, : * A
707707 ] W
om — mm—e e =360 ——— — — — — &
Fig. 188.
Zu Ziff 4.

Die Fig. 189 bis 192 (Gusseisen a:5=2:3 und 1:3) ent-
! |
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Fig. 189. Fig. 190.

sprechen dem Ergebniss der stattgehabten Erwigung mehr oder
minder,

C. Ba'ch, Elasticitit, 25
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Un ein getreues Bild der Forminderungen rechteckiger Platten
zu erhalten, wurde eine solche aus Hartblei (e« = 360 mm,

R T T y

[ e ]
r- 1 360 —. h'

Fig. 191. Fig. 192,

b =240 mm, 2 =20 mm) hergestellt und ihre Oberfliche durch
Gebrauch der Reissnadel mit einem Netz von Quadraten (je 10 mm
Seitenlinge) versehen.

Fig. 193, Tafel XIII, giebt in ungefihr halber Grosse die obere
Fliche (Seite der gezogenen Fasern) mit der Bruchlinie wieder.
Die Forminderung der urspriinglichen Quadrate zeigt volle Ueber-
einstimmung mit der in § 60, Ziff. 3, angestellten Betrachtung,
ebenso mit dem Ergebnisse, zu welchem wir in § 60, Ziff. 4, hin-
sichtlich des Verlaufs der Bruchlinie gelangt waren. Fig. 194,
Tafel XIV, stelit die untere Fliche (Seite der gedriickten Fasern)
und Fig. 195, Tafel XII, die Seitenansicht dar. In diesen drei
Abbildungen bietet sich dem Auge ein ausserordentlich lehr-
reiches Bild iiber das Verhalten des Materials einer rechteckigen
Platte an den verschiedenen Stellen bei Beanspruchung durch
Flissigkeitsdruck.




Bedeutung der in den Gleichungen auftretenden
Buchstabengroissen.

4 Forminderungsarbeit (§ 41 u. f.), Constante.

a bei elliptischen Querschnitten die grosse Halbachse, bei elliptischen Platten
die grosse Achse der Ellipse; die eine Seite eines rechteckigen Quer-
schnitts, einer rechteckigen Platte; Seite des quadratischen Querschnitts,
der quadratischen Platte; Abstand (unverinderlicher).

a, grosse Halbachse der inneren Begrenzung eines Ellipsenringes.

a, a;, Abstinde.

B Constante.

b bei elliptischen Querschnitten die kleine Halbachse, bei elliptischen Platten
die kleine Achse der Ellipse; die andere Seite eines rechteckigen Quer-
schnittes, einer rechteckigen Platte; Seite eines regelmissigen Dreiecks
oder Sechsecks; Breitenabmessung; Abstand (unverinderlicher).

b, kleine Halbachse der inneren Begrenzung eines Ellipsenringes; Breitenab-
messung.

C, C; Integrationsconstante.

€y Cg ”

d Durchmesser im Allgemeinen, bei Hohlstiben der dussere Durchmesser.
d, innerer Durchmesser eines Hohleylinders.
d,, mittler » ” ”

ee ey Abstinde, fiir gerade Stibe s. § 16, fiir gekrimmte s. § 54.
e Kreishalbmesser.
e=1¢ + & -+ & (§ 58, Gl. 230).

f Querschnitt.

Jo f; Sonderwerthe von f.

J, Querschnitt an der Bruchstelle des zerrissenen Stabes, dessen urspring-
licher Querschnitt die Grosse f besass.

G Eigengewicht.

H Horizontalkraft.
h Hohe eines Querschnitts, eines Prisma; Stirke einer Platte.
h, Hoéhenabmessung.

i Anzahl der Windungen einer Schraubenfeder.
25*
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K, Zugfestigkeit (§ 3).

K Druckfestigkeit (§ 11).

K, Biegungsfestigkeit (§ 22).

K; Drehungsfestigkeit (§ 35).

K, Schubfestigkeit (§ 15, § 40).

k, zulissige Anstrengung gegeniiber Zug.

k ,, . » Druck.
k, ” ” - Biegung.
k, ” . ” Drehung.
k, ” ,, " Schub.

! Linge des Korpers.
I, die Linge, welche das urspriinglich / lange Stabstiick nach dem Zerreissen
besitzt.

M Moment im Allgemeinen.

M, Moment im Punkt 4 (§ 18, Ziff. 3).

M, biegendes Moment.

M, drehendes Moment.

max (M) Grosstwerth von M.

M, Moment, herrihrend von den auf den Umfang einer Platte wirkenden
Widerlagskriften (§ 60, Ziff. 2).

M, = [2yzdz statisches Moment s. § 89.

z
m Verhiltniss der Lingsdehnung zur Querzusammenziehung (§ 7); Coefficient (§33).
n Grosse einer Strecke; Coefficient.

P Zug- oder Druckkraft, Einzelkraft.

P, .. Bruchbelastung.

P, Knickbelastung (§ 24).

P, P, und P, Widerlagskrifte (§ 60, Ziff. 2).

p Belastung der Langeneinheit eines auf Biegung beanspruchten Stabes.

D> P15 Pas Py P, Pressungen auf die Flicheneinheit (§ 60, § 53).

p; Pressung im Inneren eines Hohlgefisses, fir p, = 0 innerer Ueberdruck.

Pa ” der das Hohlgefiss umschliessenden Flissigkeiten, fir p,=0
dusserer Ucberdruck.

@ gleichmissig iber den gebogenen Stab vertheilte Last, Einzellast (§ 55, Ziff. 1).
2 Q Belastung eines Hohleylinders auf die Lingeneinheit (§ 55, Ziff. 2).

7 Kreishalbmesser, Kriimmungshalbmesser insbesondere der Mittellinie eines
gekrimmten Stabes vor der Forminderung, Triigheitshalbmesser (§26).

7y 7y Sonderwerthe von 7 (s. Fig. 169 bis 171).

7, innerer Durchmesser eines Hohleylinders, einer Hohlkugel.

r, dusserer » » " s w u

© Sicherheitscoefficient gegeniiber Knickung (§ 25).
S Schubkraft.
s Wandstirke,
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« Umfang des Querschnittes.
V Volumen.
z beliebige Strecke, Abscisse.

y Coordinate, insbesondere Ordinate der elastischen Linie, Querschnittsab-
messung.

4 Coordinate, Durchbiegung eines Stabes infolge des biegenden Momentes (§ 18),
Zusammendriickung oder Verlingerung einer Schraubenfeder (§ 57).

3" Durchbiegung eines Stabes infolge der Schubkraft (§ 52, Ziff. 2b).

Z=[aydf (§21, GL10).

z Coordinate; Abstand, insbesondere eines Flichenelementes (§ 38), Querschnitts-
abmessung.

2' Coordinate.

z', Sonderwerth von 2,

z, Schwerpunktsabstand (S. 98).

« Dehnungscoefficient (§ 2, § 12, reciproker Werth des Elasticititsmodul),
Winkel, Constante.
«, Anstrengungsverhiltniss (§ 48).

B Schubcoefficient (§ 29, reciproker Werth des Schubelasticititsmodul), Winkel,
insbesondere der elastischen Linie mit der urspriinglichen Stabachse
(§ 18), Constante.

8,= L_" (§ 45, Ziff. 1),

y Schiebung (§ 28), Gewicht der Volumeneinheit.
Grosstwerth der Schiebung y.

yma:c

¢ verhilltnissmassige Dehnung (§ 2).

& Sonderwerthe von .

& ” Querdehnung (§ 7).

£ " Dehnung der Mittellinie (§ 54).

o
£, & £, die Dehnungen in den drei Hauptrichtungen (§ 58).
¢ Aenderung vomn z (§ 58).

7 Coordinate; Abstand, insbesondere eines Flichenelementes von der einen
Hauptachse des Querschnitts.

© Trigheitsmoment eines Querschnitts im Allgemeinen, meist jedoch in Bezug
auf die eine Hauptachse.

©' polares Trigheitsmoment eines Querschnitts.

6,0,6,06, Trigheitsmomente in Bezug auf besonders bezeichnete Achsen.

9 verhiltnissmiissiger Drehungswinkel (§ 33, § 43).

¢+ Coefficient (§ 42).
2 Zerknickungscoefficient (§ 26).

y— — I\ a5 5
z= f5r+7ldf(§54).
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A gesammte Lingeninderung eines Stabes.

A’ Dehnungsrest, bleibende Langeninderung.

A" sich wieder verlierende Langeninderung; Federung, wenn auf die Lingen-
einheit bezogen.

u Coefficient.
& Coordinate.
n = 3,14159.

¢ Kriimmungshalbmesser, insbesondere der elastischen Linie; Abstand eines
beliebigen Querschnittselementes von der Drehungsachse (Gl. 103).
0, 0, Sonderwerthe von ¢ (§ 60, Ziff, 2).

¢ Normalspannung (§ 1, § 29, erster Absatz).
P g »
G uas Orosstwerth von e,
6, 6, Sonderwerthe von o.
o, 6, 6, Normalspannungen in Richtung der z-Achse, bezw. y- und z- Achse.
0, 0, grosste Normalspannung im Streifen von der Linge a, bezw. & (§ 60,

Ziff.9).

7 Schubspannung (§ 29).

7.5 Grosstwerth von 7 bei Schub (§ 38, § 39).

7; Sonderwerth von 7.

7, Schubspannung senkrecht zur Richtung der y-Achse.

7, » » » » n 2T x5

3 » an ndher bestimmter Stelle.

7' z,) die Werthe von 7, und 7, an einer solchen Stelle,

7, 7; Schubspannungen, unterschieden je nachdem sie von der Schubkraft oder

_ vom drehenden Moment hervorgerufen werden.

7 aw Schubspannung in den Endpunkten der kleinen Halbachse eines ellipti-
schen Querschnitts.

7', ‘Schubspannung in den Mitten der langen Seiten eines rechteckigen Quer-
schnitts,

7', Schubspannung in den Mitten der kurzen Seiten eines rechteckigen Quer-
schnitts, '

¢ Dehnung des zerrissenen Stabes in Procenten (§ 8); Winkel (von verinder-
licher Grdsse), Coefficient (§ 34).

¥ Querschnittsverminderung des zerrissenen Stabes in Procenten (§ 8); Winkel,
" Coefficient (§ 35, Ziff. 2).

w Befestigungscoefficient (§ 24, § 25), Winkel.
Verhiltnissmassige Aenderung des Querschnittswinkels (§ 54).



Berichtigungen.

S. 12, Zeile 15 von oben lies: indem die Schwingungen u. s. w.

yx
k,
» 15, , 83 , unten , : ez
. 2, , 11 , oben ,: I—f
» 82, , 10 , wunten , : Festigkeitsmessern u. s. w.
» 4, , 8 ” » ¢ und deren Stirke 1,5 cm u.s. w.

-~ D2, , 4 " » ¢ Eine befriedigende Theorie u. s. w.
» 11, , 8 , oben ,: %
» 8, , 5 ” , ¢ zunimmt
» 88, Gl 69 lies: ®© =u.s.w.

» 90, Zeile 2 von unten lies: 2z statt Z

~ L P2y

» 104, , 6 » S e n’z
.0
,108 , 4 , oben ,: 7

L 111, 5, 1 ” » ¢ vergl § 20, Ziff. 4

» 131, , 4 » , ¢ 7 statt 7’

» 145, zu e und S. 152 zu d ist die Fussbemerkung hinzuzufiigen: Die Be-
stimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43.

» 189, Zeile 4 von oben lies: an die Stelle der Berithrung u. s. w.

» 2127 » 14, » st P= 0?1-‘: Q2—ci

222, , 2 » , + bt statt 4%

»283, , 1 " , ¢ in § 21 unter 2
» 11 , unten , : Pa statt P,

2247, , 9 ” » ¢ Hypotenuse

,268, , 2 , oben , : singp=0,25

»300, , 38 , wunten ,: C,0,C,

»301, , 5 » » ¢ o statt
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