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Vorwort zur dritten Auflage.

- Das Vorwort Autenrieths zur ersten Auflage, sowie das meinige
zur zweiten wird, um Platz zu sparen, nicht mehr abgedruckt.

Dag Ziel des Buches ist, wie bisher, Studierende des Ingenieur-
wesens mit einigen Kenntnissen in analytischer Geometrie und den
Anfangsgriinden der hoheren Analysis in die Mechanik und ihre An-
wendungen auf die Technik einzufiihren, wobei angenommen wird, daB
der Lernende gleichzeitig seine Kenntnisse in der Analysis .vermehrt
und mindestens bei der Lehre vom Kreisel sich die Vektorenalgebra
aneignet. AuBerdem hoffe .ich, daBl auch Ingenieure, deren Hoch-
schulstudium schon um Jahre zuriickliegt, ihre Mechanikkenntnisse an
Hand des Buches auffrischen und den heutigen Erfordernissen und
Methoden entsprechend erweitern konnen. Um diesen Lesern entgegen-
zukommen, ist die Vektorenrechnung im Anhang belassen worden. Im
Laufe der Zeit diirfte dies nicht mehr nétig sein, da die Vektoren-
rechnung auf den Technischen Hochschulen wohl allgemein gelehrt und
ihre Anwendung auf die Mechanik sich immer mehr einbiirgern wird.
Der Anhang, der gegen f{rither erweitert ist, diirfte dem Leser den
Nutzen der vektoriellen Behandlung in den Abschnitten iiber die rium-
liche Bewegung, die Bewegung einer Schubstange, die relative Bewe-
gung und die Ableitung der dynamischen Hauptgleichung des Kreisels
iiberzeugend vor Augen fiihren.

Die Darstellung der Grundbegriffe ist neu durchgesehen, das Ka-
pitel iiber Reibung erginzt mit Riicksicht auf die Anwendung auf
Riemen- und Lagerreibung.

Was sich in den letzten Jahrzehnten iiber Riementheorie in Taschen-
und Lehrbiichern, auch in manchen Aufsitzen vorfindet, ist z. T. iiberaus
mangelhaft. Ein Teil der Schuld hierfiir fallt auf die Mechanik-Lehr-
biicher, in denen den Lehrbiichern fiir Maschinenelemente nicht ge-
niigend vorgearbeitet war. Aus diesem Grunde wurden einige Grund-
lagen zur Riementheorie aufgenommen, die freilich nur als Vorstudien
anzusehen sind, gemeint ist besonders die Spannungs-Dehnungs-Durch-
hangs-Charakteristik eines elastischen Bandes nach Kutzbach, die
auch auf die Berechnung von Freileitungen angewandt werden kann.
Wenn man den Riementrieb durch eine sog. Zweihebelanordnung er-
setzt, lassen sich Trumkridfte und Achsdruck in Abhéngigkeit von Be-
lastung und Fliehspannung viel einfacher zeichnerisch verfolgen, als
rechnerisch, auch bei beliebiger Form der Spannungs-Dehnungslinie.
Nur darf man damit die Riementheorie nicht als erledigt ansehen, sie
erfordert gleichzeitig das Eingehen auf den Lauf des Riemens iiber
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die Scheiben, auch die Beriicksichtigung der tatsichlichen geometrischen
Verh#ltnisse beim wagrechten Trieb.

Im Abschnitt {iber Kreiselbewegung wurden die dynamischen
Gleichungen Eulers mit Hilfe des Drallbegriffes vektoriell abgeleitet,
ferner die kinematischen Gleichungen Eulers und die Ableitung der
Hauptgleichung fiir die regulire Prizession aufgenommen, womit die
Grundlagen zu den technischen Anwendungen des Kreisels und zum
Studium von Sonderwerken tiber den Kreisel, z. B. von Klein-Sommer-
feld und Grammel, bereitgestellt sind.

Weggelassen wurde der Abschnitt iiber das Nullsystem, ferner
iiber das Kuppeldach, letzterer, weil er fiir solche, die mit raumlichen
Fachwerken zu tun haben, zu wenig zu bieten schien. Die schlichte
iibersichtliche Einteilung des Stoffes seitens meines Lehrers Autenrieth
habe ich beibehalten. _

Die zweite Auflage des Buches ist kurz vor Kriegsausbruch er-
schienen und war kurz nach dem ungliicklichen Kriegsende aufge-
braucht. Zwei im ganzen ebenso starke anastatische Neudrucke waren
in knapp anderthalb Jahren vergriffen. Es wird sich zeigen miissen,
ob unter den verdnderten Verhiltnissen die dritte Auflage sich in
gleichem Mafe Freunde zu erwerben vermag wie die friiheren.

EBlingen a. N.,, den 25. Mirz 1922.
Max Ensslin.
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1. Kapitel.
Einleitung.

1. Gegenstand der Mechanik. Wird ein vom Boden aufgehobener
Stein sich selbst iiberlassen, so fallt er bekanntlich in einer Vertikalen
herab, und zwar mit zunehmender Geschwindigkeit. Wird ein Stein
vertikal aufwérts geworfen, so erhebt er sich in der betrefienden Ver-
tikalen mit abnehmender Geschwindigkeit bis zu einer gewissen Hohe
und fillt hierauf -in der gleichen Vertikalen beschleunigt wieder zu-
riick. "Wirft man einen Stein schief hinaus, so bemerkt man, da8 er
eine krummlinige Bahn von bestimmter Form durchliuft. Wird ein
frei beweglicher ruhender Korper gleichzeitig nach verschiedenen Rich-
tungen gezogen, oder, wie man auch sagt, von ,Kréften“ angegriffen,
so fangt er an im allgemeinen sich zu bewegen und fiihrt eine Be-
wegung aus, die abhidngt von den auf den Korper ausgeiibten Kriften,
Unter Umsténden bleibt aber der Korper, trotzdem er gezogen wird,
in Ruhe. Man sagt dann: er befinde sich im Gleichgewicht.

Derartige Erscheinungen konnten nicht verfehlen, den menschlichen
Geist zum Nachdenken anzuregen, sie haben eine besondere Wissen-
schaft hervorgerufen: die Mechanik. Darnach wiirde sich die Mechanik
mit der Bewegung und dem Gleichgewicht der Kérper in der
Natur beschéftigen und als eine physikalische Disziplin erweisen.

2, Einteilung der Mechanik. Soll eine stattfindende Bewegung er-
forscht werden, so ist vor allem die Art und Weise, wie der Kérper
sich bewegt, genau festzusetzen. Ist das geschehen, so liegt es nahe,
auch den Ursachen der beobachteten Bewegung nachzuspiiren, d. h.
die der Bewegung zugrunde liegenden Krifte aufzusuchen. Es treten
also bei der Erforschung einer Bewegung zwei verschiedenartige Auf-
gaben auf: eine geometrischen und eine pkysikalischen Charakters.
Dementsprechend hat man denn auch die Mechanik eingeteilt in Kine-
matik oder Phoronomie und in Dynamik, wobei unter Kinematik
oder Phoronomie die Theorie der Bewegungszustinde und unter
Dynamik die Theorie der die Bewegungszustinde bedingenden
Kriafte verstanden wird.

Die Kinematik konnen wir auffassen als eine Erweiterung der
Geometrie. Bekanntlich ist schon in der Geometrie von Bewégungen
die Rede, man denke nur an die Entstehung gewisser Kurven und
Flichen (Rollkurven, Umdrehungsflichen, Regelflichen usw.), aber bei
allen diesen Bewegungen bleibt die Zeit, wihrend welcher die Bewe-

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 1



2 Einleitung.

gungen erfolgen, auBler acht. In der Kinematik dagegen wird auch
die Zeit beriicksichtigt, in welcher die betreffenden Ortsverdnderungen
vor sich gehen.

Was sodann die Dynamik betrifft, so fallen ihr zweierlei Auf-
gaben zu: entweder hat sie fiir stattfindende Bewegungen die diesen
zugrunde liegenden Kréifte zu ermitteln, oder sie hat die Bewegungen
zu bestimmen, welche von gegebenen Kriften hervorgerufen werden.
Letzterenfalls kann es sich aber ereignen, worauf schon eingangs auf-
merksam gemacht wurde, da die Krifte gar keine Bewegung hervor-
rufen und sich gegenseitig im Gleichgewicht halten. Diesen speziellen
Fall behandelt die Statik. Die Statik steht also ni¢ht der Dynamik
gegeniiber, sie bildet vielmehr einen Teil der Dynamik. Trotzdem findet
man sehr hiufig noch die Mechanik statt in Kinematik und Dyna-
mik in Statik und Dynamik eingeteilt, wofiir vor allem unterrichts-
technische Griinde mafgebend sind. In diesem Fall hat man dann eben
unter Statik die Lehre von den Kriften zu verstehen, insofern diese
im Gleichgewicht sind, und unter Dynamik die Lehre von den
Kriften, insofern sie Bewegung hervorrufen, die Kinematik dagegen
anzusehen als eine geometrische Wissenschaft, der Dynamik als
Hilfswissenschaft dienend. In diesem Sinne genommen stimmt die
Dynamik {iberein mit der als Kinetik bezeichneten Lehre von der
Bewegungserzeugung durch Krifte.

Wie man in der Mathematik Linien, Flichen, geometrische
Kérper in ihre kleinsten Teile, Elemente genannt, zerlegt, bzw. die
erstgenannten Grofen als zusammengesetzt ansieht aus ihren Elementen,
so pflegt man auch in der Mechanik die von ihr in Betracht ge-
zogenen materiellen Korper aufzufassen als Vereinigungen, Systeme
von materiellen Punkten, oder kurz als materielle Systeme.
Darnach wire in einem materiellen Punkte nur eine unendlich kleine
Menge von Materie enthalten, oder mit anderen Worten: ein materieller
Punkt wiirde nur eine unendlich kleine Mas se besitzen. Indessen pflegt
man den materiellen Punkt auch noch anders aufzufassen. Wenn man
sagt: ein schief hinausgeworfener Stein beschreibe eine Parabel, oder:
die Erde bewege sich in einer Ellipse um die Sonne, so sieht man hier-
bei, da ja eine Linie nur von einem Punkte beschrieben werden
kann, stillschweigend von den Dimensionen dieser Korper ab und denkt
sich 'die ganze Materie des betreffenden Kérpers in einen Punkt ver-
dichtet. Ein solcher ideeller, eine endliche Masse enthaltender
Punkt wird dann ebenfalls materieller Punkt genannt.

Bei einem bewegten Korper sind im allgemeinen die Bewegungen
seiner einzelnen Punkte nicht die gleichen: wihrend der Kérper im
Raume fortschreitet, kann er sich gleichzeitig noch drehen, es erscheint
daher auch zweckmiBig, in der Mechanik zunichst die Bewegung und
das Gleichgewicht von materiellen Punkten zu behandeln und darauf
die Betrachtung der Bewegung und des Gleichgewichts von Kérpern
oder materiellen Systemen folgen- zu lassen und demgemiB die Me-
chanik einzuteilen in:

I Mechanik des materiellen Punktes und

II. Mechanik materieller Systeme.

Letztere kann dann entsprechend den verschiedenen Aggregatzu-
stdnden der Naturkérper wieder zerlegt werden in:
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1. Mechanik der festen Korper.
" 2. Mechanik der tropfbar fliissigen Koérper oder Hydro-
mechanik.
3. Mechanik der luftférmigen Kérper oder Aeromechanik.

3. Die verschiedenen Entwicklungsstufen der Mechanik. Die
Mechanik ist nach dem, was oben gesagt wurde, ein Teil der Physik,
sie ist eine Naturwissenschaft und damit eine Erfahrungswissen-
schaft. Dementsprechend hat die Mechanik im Laufe der Zeit tat-
sichlich auch eine Behandlung erfahren, #hnlich derjenigen, welche den
iibrigen Zweigen der Physik zuteil geworden ist: Wie man bei diesen
durch Beobachtungen und Experimente zunichst Spezialgesetze fiir
die verschiedenen Klassen von Erscheinungen ausfindig machte, bei-
spielsweise in der Optik das Reflexionsgesetz, das Brechungs-
gesetz usw., so ermittelte man auch fiir die verschiedenen in das Ge-
biet der Mechanik fallenden Erscheinungsarten die Gesetze, welche
den betreffenden Erscheinungen zugrunde liegen. Dahin gehoren: Das
Hebelgesetz, das Gesetz vom Parallelogramm der Krifte, das
Gesetz des freien Falles u. a. Indem man nun die zahlreichen Spe-
zialgesetze der Mechanik als feststehende Grundgesetze ansah, konnte
man ein erstes wissenschaftliches System der Mechanik aufstellen, das
System der Elementarmechanik. Dieses System kommt mit Recht
auch heute noch beim Unterricht in der Mechanik an niederen tech-
nischen Lehranstalten zur Geltung. Aber auch in den Lehrkursen der
allgemeinen Experimentalphysik pflegt man die Mechanik &hnlich
wie die anderen physikalischen Disziplinen zu behandeln, ihre einzelnen
Gesetze durch das Experiment vor Augen zu filhren und zu bestétigen
und damit die Mechanik als Elementarmechanik zum Ausdruck zu
bringen. Bei der Elementarmechanik blieb man jedoch nicht stehen.
In Anbetracht ihrer zahlreichen Spezialgesetze lag es nahe, zu unter-
suchen, ob zwischen denselben nicht vielleicht ein Zusammenhang be-
stehe. Das hat sich in der Tat herausgestellt. Man hat nimlich ge-
funden, dafi die einzelnen Spezialgesetze der Elementarmechanik alle
auf einigen wenigen ,Grundprinzipien® beruhen, aus welchen sie
durch reine Verstandesoperationen, durch rationale Titigkeit allein,
abgeleitet werden koénnen. Damit war ein zweites, htheres System der
Mechanik festgesetzt, dasjenige der hoheren oder rationellen Me-
chanik. Diese hohere Mechanik, welche mit Riicksicht auf ihre
Grundlagen noch als eine physikalische Disziplin bezeichnet werden
muBl, kann aber auch mit einer mathematischen Wissenschaft ver-
glichen werden. Wie in Geometrie und Algebra von wenigen Axio-
men ausgegangen wird, so geht man in der hdheren oder rationellen
Mechanik von wenigen Grundprinzipien aus. Wahrend aber die
Axiome der reinen Mathematik unmittelbar alsrichtig eingesehen
werden, ist dies bei den Grundprinzipien der Mechanik nicht in gleicher
Weise der Fall, deren Richtigkeit sich vielmehr erst durch das Uber-
einstimmen der aus ihnen gezogenen Folgerungen mit den Beobachtungs-
ergebnissen erweist.

Die Grundprinzipien der Mechanik sind als nicht weiter zerleg-
bare Tatsachen der Natur aufzufassen.

Als Begriinder der hoheren oder rationellen Mechanik ist

1*
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Newton (1643—1727) zu bezeichnen, welcher in seinem beriihmten Werke
,Philosophiae naturalis principia mathematica“, von drei Prin-
zipien ausgehend, auf geometrischem Wege erstmals ein System der
rationellen Mechanik aufstellte. Aber seine synthetischen Ablei-
tungen sind iiberaus kiinstlich. Es war daher fiir die Mechanik ein
groBer Fortschritt, als man es unternahm, die inzwischen erfundene
Differential- und Integralrechnung fir die Mechanik nutzbar zu
machen und an Stelle der geometrischen Konstruktion das rechnerische
Verfahren zu setzen. So entstand durch Eulers Vorgehen (Euler 1707
bis 1783) die sogenannte analytische Mechanik, welche bald nach
Euler durch Lagrange (1736—1813) in dessen klassischem Werke:
sMécanique analytique“ einen hohen Grad von Vervollkommung
erreichte!). In der Regel versteht man heutzutage unter analyti-
scher Mechanik eine hhere oder rationelle Mechanik, bei welcher
das Augenmerk mehr auf die Entwickelung allgemeiner Theorien, als
auf die praktischen Anwendungen der Mechanik gerichtet ist. Man will
also mit ,analytisch® nicht gerade zum Ausdruck bringen, daB es
gich um eine Mechanik handele, bei welcher die analytische Methode
ausschlieBlich zur Anwendung kommt im Gegensatz zur synthetischen
Methode, vielmehr will man damit nur den mehr theoretischen Cha-
rakter der betreffenden hoheren Mechanik andeuten.

Bei den von Newton fiir die Mechanik aufgestellten drei Prinzi-
pien lieB man es jedoch nicht bewenden. So hat neuerdings der Phy-
siker Hertz?) in scharfsinniger Weise gezeigt, wie man in der Mecha-
nik auch mit einem einzigen Prinzip auskommen konnte.

Endlich hat man es auch unternommen, die Mechanik ihrer physi-
kalischen Grundlage ganz zu entheben und sie nicht mehr aufzufassen
als die Lehre von den Bewegungen der Korper in der Natur, son-
dern als eine abstrakte Wissenschaft, welche sich mit gedachten
Bewegungen hypothetischer Raumgebilde beschiftigt. Eine solche
Mechanik, theoretische Mechanik genannt, ist dann kein Teil der
Physik mehr, sondern eine besondere Wissenschaft, welche der Physik
als Grundlage dient; sie ist eine Mechanik allgemeinster Art, von wel-
cher die gewohnliche oder physikalische Mechanik nur einen speziellen
Fall bildet. So wird in der theoretischen Mechanik beispielsweise die
Masse eines materiellen Punktes lediglich als Koeffizient aufgefaf3t,
durch welchen einem geometrischen Punkt ein gewisser Wert beige-
legt wird, und die Kraft definiert als Produkt aus Masse und Be-
schleunigung, wobei mit Riicksicht darauf, dal es Beschleunigungen
verschiedener Ordnung gibt, auch Krifte verschiedener Ordnung unter-
schieden werden konnen.

Aber nicht bloB in theoretischer Bezichung hat die Mechanik
in der Neuzeit eine bedeutende Weiterentwickung erfahren, sondern
auch nach der Seite der praktischen Anwendungen hin. So gab
die michtig emporstrebende Technik Anlafl zur Bearbeitung der verschie-
densten mechanischen Probleme und weiterhin zur Ausgestaltung einer
besonderen, den Bediirfnissen des Technikers mdoglichst entsprechenden

1) Niberes iiber die Entwickelung der Mechanik hauptsichlich in Diihring,
,Kritische Geschichte der allgemeinen Prinzipien der Mechanik“ und in Mach,
»,Die Mechanik in ihrer Entwicklung*.

%) Hertz, Gesammelte Werke. Bd. III .Die Prinzipien der Mechanik®.

L
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Mechanik, der sogenannten technischen Mechanik. Diese auf physi-
kalischer Grundlage ruhende technische Mechanik, welche eine
der Hauptgrundlagen des Bau- und Maschinenwesens bildet, wird so-
wohl als Elementarmechanik wie auch als héhere oder rationelle
Mechanik dargelegt; es kommt hier eben darauf an, welcher Kate-
gorie von Technikern sie zu dienen hat. Bei der fiir den Ingenieur
bestimmten technischen Mechanik mufl angesichts der dem Ingenieur
gestellten Aufgaben unbedingt der hohere Standpunkt eingenommen
werden, gehort doch auch die héhere Mathematik zum unentbehr-
lichen Riistzeug des Ingenieurs.

2. Kapitel.

Kraft, Raum, Zeit, Grundprinzipien der Wechselwir-
kung und Trigheit.

4. Kraftbegriff. Fir das, was wir ,Kraft“ nennen, haben wir in
unsern Muskeln einen besonderen Sinn, den Kraftsinn. Wir sprechen
von einer Kraft, wenn wir einen schweren Korper tragen, der auf die
Hand driickt oder im Arm einen Zug hervorruft, wenn wir einen Ball
fortschleudern oder auffangen, einen Schwungball im Kreise schwingen
u. a. Aber auch wo die Muskelempfindung nicht beteiligt ist, denken
wir uns diese eingeschaltet und sprechen von einer Kraft (Zug, Druck,
Schub), z. B. zwischen einem schweren Gegenstand und seiner Unter-
lage, zwischen Zapfen und Lager, zwischen Briickenende und Auflager
zwischen Spurkranz und Schiene in einer Kurve, bei einem Seil, an
dem eine Last hdngt, bei einem Druckkérper unter einer Presse usw.
Bei all diesen Féllen erkennt man zwei verschiedene Korper, die sich
berithren (Hand und Ball, Zapfen und Lager usw.). Man sagt: Die bei-
den Korper stehen in Wechselwirkung, der eine wirke auf den an-
dern ein, der andere auf den einen zuriick, an der Beriihrungsstelle
werde vom einen Korper auf den andern eine Kraft Gibertragen.
Daselbst ist jedenfalls eine einzige bestimmte Kraft tétig.

Aber auch ohne unmittelbare Berithrung nehmen wir eine Wechsel-
wirkung, d. h. Kraft an, z. B. zwischen Erde und fallendem Stein, zwi-
schen Erde und Mond, Sonne' und Erde, und schlieBlich zwischen
den kleinsten Stoffteilchen, den Molekiilen, die die Phantasie der Ge-
lehrten geschaffen hat, um einen sinnlich nicht wahrnehmbaren Vorgang
oder Zustand durch ein mechanisches Gleichnis zu versinnlichen und
zu erkléren.

Unser Muskelsinn ist aber offenkundig zu genauer Kraftmessung
nicht geeignet, wir brauchen zur Kraftmessung, d. h. -vergleichung, ein
objektives Kennzeichen, das immer zuverldssige und eindeutige Angaben
zu machen gestattet.

An was erkennt man allgemein und unabhingig von der Muskel-
empfindung das Wirken einer Kraft? Hierauf ist im Hinblick auf die
angefiihrten Beispiele zu antworten: Immer wenn zwei Korper aufein-
ander einwirken derart, daB die Form der Korper veréindert wird (Tem-
peratureinfliisse ausgeschlossen), oder daBl sie aus der Ruhe in Bewegung
geraten oder umgekehrt, dafl also ihre Bewegung verlangsamt oder be-
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schleunigt oder aus der augenblicklichen Richtung abgelenkt wird. Wir
sagen: Die Forminderung oder Anderung des Bewegungszustan-
des werde durch eine Kraft verursacht, die Kraft sei die Ursache,
die Anderung der Form oder des Bewegungszustandes die Wirkung.
Die unsichtbare Kraft wird demnach durch die sichtbare Anderung der
Form oder der Bewegung gemessen.

Was die Formanderung betrifit, so sei hier nur bemerkt, daB in
erster Linie die elastische, nach der Entlastung sich wieder verlierende
Anderung an der Korperoberfliche gemessen wird.

Dagegen ist ndher zu erortern, wie man den Bewegungszustand zweck-
méfBig beschreibt. Die Lage eines Korpers kann stets nur von einem
bestimmten Beobachtungsstandpunkt aus angegeben werden.
Dies geschieht mit Hilfe der Geometrie, z. B. durch Angabe der recht-
winkligen Koordinaten (Lage eines Punktes oder Gegenstandes im Zimmer,
einer Stadt auf der Erde, der Erde gegeniiber der Sonne, Flugbahn
eines Geschosses gegeniiber der Erde). Ein Beobachtungsstandpunkt
ist durch vier Punkte festgelegt, die stets gleich weit voneinander ent-
fernt bleiben und nicht in einer Ebene liegen. Wenn sich der Abstand
des beobachteten Punktes gegeniiber dem Beobachtungsstandpunkt mit
der Zeit nicht dndert, so sagt man, der Punkt sei, von diesem Stand-
punkt aus betrachtet, in Ruhe, sonst in Bewegung. Legt er in glei-
chen Zeiten stets gleiche Wege in gleicher Richtung zuriick, so bewegt
er sich geradlinig mit gleichférmiger Geschwindigkeit. Diese andauernd
gleiche Lageninderung pflegt man Beharrungszustand zu nennen.
Die Geschwindigkeit Null, d. h. die Ruhe, ist ein besonderer Fall des
Beharrungszustandes. Es ist also gleichbedeutend, wenn man sagt, ein
Punkt befinde sich im Beharrungszustand, oder er befinde sich in Ruhe
oder in geradlinig gleichformiger Bewegung, oder auch: seine Geschwin-
digkeit bleibe nach Gr6B8e und Richtung gleich.

Ruhe und Bewegung sind demnach relative Begriffe, d. h.
sie sind bezogen auf einen Beobachtungsstandpunkt, den man angeben
muBl, wenn die Aussage vollstdndig sein soll. Es liegt nahe, zu fragen,
"ob es einen absolut ruhenden Standpunkt gibt. Die Fixsterne gelten
nach den Beobachtungen der Astronomen als unverinderlich in ihrer
gegenseitigen Lage, der Fixsternhimmel kann also praktisch als absolut
ruhender Raum angesehen werden. Viele Bewegungen, darunter die
meisten technisch wichtigen, kénnen hinreichend genau beschrieben wer-
den, wenn man die Erde als absolut ruhend ansieht. Bei Weitschiissen
aus einem Ferngeschiitz mufl indes schon die Drehung der Erde be-
riicksichtigt werden. Welcher Standpunkt noch als ruhend angesehen
werden darf, wenn einerseits die Bewegung hinreichend genau beschrie-
ben werden und die auftretenden Krifte hinreichend genau angebbar
sein sollen und wenn anderseits die Darstellung nicht zu verwickelt
werden soll, ist von Fall zu Fall und meist ohne zu groBe Schwierig-
keit zu entscheiden.

5. Gegenwirkungsprinzip. Eine Kraft wirkt, wie oben bemerkt
wurde, stets zwischen zwei Korpern. Diese kionnen sich beriihren bei
Nahwirkung oder getrennt sein bei Fernwirkung. Wenn in einem ein-
zigen Korper eine Kraft wirkt, wie z. B. in einem Schwungrad, so kann
man ihn in Gedanken etwa durch eine Ebene entzweischneiden; beide
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Teile stehen in Wechselwirkung, durch die Schnittebene wird eine Kraft
iibertragen. Die Auffassung, daB beim Wirken einer Kraft stets zwei
‘Kérper oder Korperteile in Wechselwirkung stehen, ist also allgemein
anwendbar. Die unsichtbare Kraft soll nunmehr durch eine bildliche
Darstellung veranschaulicht werden, wobei man von der sichtbaren Ande-
rung der Form oder des Bewegungszustandes ausgehen kann. Fiirs
erste sei von der Anderung der Form ausgegangen. Die nachfolgende
Uberlegung und bildliche Darstellung einer Kraft wird stets gebraucht,
wenn die Krifte beim Gleichgewicht oder der Bewegung eines Korpers
untersucht werden.

Zu dem von Newton aufgestellten Gegenwirkungsprinzip gelangt
man in einem einfachen Fall wie folgt: Ein Seil habe im unbelasteten
Zustand die Linge 2L, im belasteten die Linge 2L - 21 Man denke
sich das Seil in der Mitte durchschnitten, die beiden Seilstiicke in. der
Seilrichtung auseinandergeriickt und die dufleren Seilenden festgehalten.
Nunmehr trete die Forminderung ein. Ein in der Seilmitte stehender
Beobachter sieht die Schnittstellen des sich verlingernden Seiles auf
sich zukommen. Die auftretende Forminderungsbewegung wird durch
Pfeile bezeichnet, die von der Trennungsfliche weg auf den Beobachter
zu gerichtet sind. Da die Forminderung einer Kraft zugeschrieben
wird, wird den beiden Forminderungspfeilen je eine Kraft zugeordnet,
die Pfeile werden mithin als Bilder einer Kraft, als Kraftpfeile, angesehen.
An der gedachten Schnittstelle wird im Seil eine einzige eindeutige
Kraft iibertragen. Sie erscheint durch die in Gedanken vorgenommene
Trennung an der Kraftiibertragungsstelle unter dem Bilde zweier Krifte,
die gleich groB sind, gleiche Richtung, dargestellt durch die Wirkungs-
gerade der Forminderungsbewegung, aber entgegengesetzten Sinn, darge-
stellt durch die Pfeilspitzen, haben. Wegen der gleichen GroBe der
Krifte sind die beiden Kraftpfeile gleich lang zu machen. Die beiden
Krifte heiBen Kraft und Gegenkraft (Aktion und Reaktion). Das
Gegen- oder Wechselwirkungsprinzip von Newton lautet: An
zwei miteinander in Wechselwirkung stehenden Kérpern sind
Kraft und Gegenkraft gleich groB, gleich gerichtet, aber von
entgegengesetztem Sinn, kurz: die Wirkung ist gleich der
Gegenwirkung Hiermit ist ein Auffassungsprinzip, keine Erfahrungs-
tatsache ausgedriickt. Gleichzeitig sind die drei Hauptmerkmale einer
Kraft, GroBe, Richtung und (Richtungs-)Sinn, festgestellt und gezeigt,
wie eine Kraft eindeutig durch einen Vektor, d. h. eine Strecke mit
den Merkmalen Grofle, Richtung und Sinn darstellbar ist.

Welche von den beiden Kriften die Kraft und die Gegenkraft ge-
nannt wird, ist gleichgiiltig. Hervorgehoben sei, daff Kraft und Gegen-
kraft an zwei verschiedenen Kérpern wirken, und daf das Gegenwir-
kungsprinzip keine Aussage iiber das Gleichgewicht enthilt. Untersucht
man spiter das Gleichgewicht von Kriften, so betrachtet man stets
nur einen Kérper, der sich im Gleichgewicht befindet, und die an
diesem einen Kérper angreifenden Krifte, die sog. Lasten und Wider-
stinde (oder Reaktionen), die sich an dem einen Korper das Gleichge-
wicht halten. Einheitliche Fachworter dienen der Klarheif. Deshalb
empfiehlt es sich, das Wort Gegenkraft nur bei der Anwendung des Gegen-
wirkungsprinzips, das Wort Reaktion, gleichbedeutend mit dem deutschen
Wort Widerstand, nur bei der Betrachtung des Gleichgewichts eines
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festgelegten Korpers zu beniitzen, also die festgelegten Bezeichnungen
nicht zu verwechseln.

Wenn man die Kraftpfeile zeichnet, empfiehlt es sich, dem Wesen
der vorgetragenen Auffassung folgend, die in Wechselwirkung stehen-
den Korper getrennt zu zeichnen, damit iiber die Zugehorigkeit der
Pfeile zum einen oder andern Korper kein Irrtum entsteht. Das rich-
tige Eintragen der Pfeile bereitet dem Anfinger bisweilen Schwierig-
keit. Um den Pfeilsinn zu ermitteln, kann man auch gefiihlsmaBig
vorgehen und den Muskelsinn zu Hilfe nehmen, wie von Hanffstengel
in seinem Buch: Technisches Denken und Schaffen in sehr anschau-
licher Weise zeigt. An der Kraftiibertragungsstelle wird der eine Kor-
per oder Korperteil in Gedanken weggenommen und der andere dafiir
mit den Hénden gefafit, so daB der urspriingliche Zustand erhalten
bleibt. Ist hierzu eine Zugkraft nétig, so ist der Kraftpfeil von der
Ubertragungsfliche aus dem Korper heraus gerichtet, ein Druckkraft-
pfeil umgekehrt.

Es werden aber keineswegs immer nur Zug- und Druckkrifte, d. h.
zur Ubertragungsfliche senkrecht gerichtete sog. Normalkrifte iiber-
tragen, in vielen Fillen wird auch eine — in der wirklichen oder ge-
dachten Trennungsfliche der in Wechselwirkung stehenden Korper ge-
legene — sog. Tangentialkraft tibertragen, z. B. die Reibung, ferner
der Schub in einem festen Ko6rper u. a. Dann denke man sich in der
Trennungsfliche noch ein Seil befestigt, an dem eine weitere Person
so zu ziehen hat, dall der urspriingliche Zustand vor der Trennung auf-
rechterhalten wird und das Seil in der Trennungsfliche bleibt. Der
Pfeil der Schubkraft ist dann auf der Seilrichtung von der Befestigungs-
stelle weggerichtet anzubringen.

Durch eine Differentialbetrachtung wird die Uberlegung vollstindig und
exakt. Man fasse an einer beliebigen Stelle der Trennungsfliche und beiderseits
derselben je ein wiirfelférmiges Korperelement ins Auge, wobei zwei Wiirfelflichen
zusammenstoBen, die zwei gegeniiberliegenden mit dem einen bzw. dem andern der
kraftiibertragenden Korper noch zusammenhingen. Die Elemente erleiden eine
Dehnung bzw. Kiirzung normal zur Trennungsfliche und eine Schiebung in
Richtung dieser Fliche; andere Forménderungsarten wie Biegung und Drehung
brauchen bei der Kleinheit der Abmessungen des Elementes nicht beriicksichtigt
zu werden. Den Pfeilen der Dehnungsbewegung und der Schiebungs- oder Gleit-
bewegung werden eine Normal- und eine Tangentialkraft zugeordnet. Dann hat
man eine normale und eine tangentiale Kraft und Gegenkraft vor sich und kann
das Gegenwirkungsprinzip fiir die normale Kraft und Gegenkraft und ebenso fiir
die tangentiale aussprechen.

Man gelangt zur gleichen bildlichen Darstellung einer Kraft und
wiederum zum Gegenwirkungsprinzip, wenn man statt von der Form-
dnderung von der Anderung des Bewegungszustandes ausgeht. Be-
wegen sich zwei Kugeln mit ihren Mittelpunkten auf einer Geraden im
gleichen Richtungssinn, die vorausgehende langsamer als die hinter-
herlaufende, so wird die letztere die erstere einholen. Beim Zusammen-
stofl tritt an derBeriihrungsstelle eine StoBkraft auf. Die Geschwindigkeit
der einholenden Kugel wird vermindert, die der eingeholten ver-
mehrt, erstere wird verzogert, letztere beschleunigt. Unter der Ver-
zogerung und Beschleunigung versteht man die Anderung der Geschwin-
digkeit in der Sekunde. Die Verzigerung erfolgt im Sinne der ab-
nehmenden, die Beschleunigung im Sinne der zunehmenden Geschwin-
digkeit. Die Verzogerung und Beschleunigung kénnen durch Pfeilstrecken
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dargestellt werden, deren Pfeile hiér von der Kraftitbertragungsstelle
in die Kugeln hineinweisen. Der Verzégerung und Beschleunigung wird,
dem obigen Vorgang entsprechend, eine Verzogerungskraft und eine
Beschleunigungskraft zugeordnet, die einander gleich sein miissen, weil
sie der bildliche Ausdruck fiir eine einzige bestimmte Kraft sind, die
an der Stofstelle auftritt.

6. Trégheitsprinzip des materiellen Punktes. Nachdem wir iiber-
eingekommen sind, zu sagen, eine Kraft zwischen zwei Korpern tue
sich kund durch eine Anderung der Form oder des Bewegungszustandes,
d. h. in einer Beschleunigung, Verzdgerung oder Ablenkung, sind wir
zu dem SchluBl gezwungen, daB ohne Forminderung, Beschleunigung,
Verzogerung oder Ablenkung keine Kraft auftritt. Der Korper ver-
harrt dann in seinem seitherigen Zustand der Ruhe oder der gleich-
férmig geradlinigen Bewegung. Der Einfachheit halber betrachten wir
vorlsufig nicht den allgemeinsten Fall der Bewegung eines Korpers, der
als Ganzes. fortschreiten und sich gleichzeitig momentan um eine ge-
wisse Achse drehen kann, sondern den einfachen Fall eines ohne Achsen-
drehung rein fortschreitenden Korpers, dessen Punkte alle in einem
bestimmten, sonst aber beliebigen Augenblick parallele Bahnen mit
gleicher Geschwindigkeit zuriicklegen. Ersetzt man diesen Kérper durch
einen Punkt, den Schwerpunkt, und denkt sich in ihm die ganze Masse
des Korpers vereinigt und alle Krifte, die am wirklichen Ko6rper an-
greifen, angebracht, so bewegt er sich ebenso wie der wirkliche Korper.
Man nennt den mit Masse begabten Ersatzpunkt materieller Punkt.
Das Tragheitsprinzip des materiellen Punktes (Galilei) kann wie
folgt ausgesprochen werden: Ein materieller Punkt verharrt, sich
selbst iiberlassen (oder: soviel an ihm liegt, oder: wenn alle
andern Koérper weggedacht werden), in Ruhe oder in gerad-
linig gleichférmiger Bewegung. '

Das Galileische Trigheitsprinzip gilt offensichtlich nur fiir einen
sog. absolut ruhenden Raum, d. h. fiir ein ruhendes oder mit gleich-
formiger Geschwindigkeit parallel bewegtes Koordinatensystem, ein sog.
Inertialsystem (inertia = Trégheit). Der Nachweis, welches Koordinaten-
system ein Inertialsystem ist, ist duBerst schwierig. Dal ein mit der
Erde fest verbundenes Koordinatensystem keines ist, unterliegt nach
den Versuchen, die die Annahme der Achsendrehung der Erde stiitzen,
keinem Zweifel. Ebenso sicher ist es aber, dafl bei den meisten, und
zwar gerade bei den technisch vorkommenden Bewegungen die Erde
als ruhend und das Tréigheitsprinzip als hinreichend genau anwendbar
angesehen werden darf.

Man wird auf das Trigheitsprinzip durch folgende zwei Versuche
hingefiihrt.

1. Uber eine drehbar gelagerte Rolle ist ein Faden gelegt, an
dessen Enden zwei gleiche Gewichte gleichzeitig und vorsichtig ange-
hingt werden. Es herrscht dann Gleichgewicht und Ruhe, die so lange
erhalten bleibt, als an den wirklichen Kriften nichts geiindert wird.
LaBt man nun auf der einen Seite eine zusitzliche Kraft auf einem
gewissen Weg oder wihrend einer gewissen Zeit einwirken, so werden
die beiden Gewichte in Bewegung gesetzt. Von dem Augenblicke an,
in dem die Kraft zu wirken aufhért, kann man mit Hilfe geeigneter



10 Kratt, Raum, Zeit, Grundprinzipien der Wechselwirkung und Trigheit.

Vorkehrungen beobachten, daf3 die Bewegung gleichformig weiter verlduft,
d. h. daf} die Gewichte in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken zuriick-
legen.

Bei feiner Beobachtung wiirde man freilich finden, daB die Be-
wegung verlangsamt wird; man wird aber bald bemerken, daf dies um
so weniger der Fall ist, je leichter sich die Rolle in ihren Lagern
dreht, und man fal3t die Uberzeugung, dal3, wenn die Rolle sich ganz
ungehindert drehen konnte, wenn ferner der Faden ganz biegsam wire
und die Luft der Bewegung keinen Widerstand entgegensetzte, die Be-
wegung absolut gleichférmig sein und bleiben miiite; obne hemmende
oder treibende Kraft wiirde also die Bewegung fortdauernd gleich-
formig sein.

2. Durch eine horizontale festliegende berufite Glasplatte geht eine
Drehachse, auf der ein Kurbelarm steckt. In einiger Entfernung von
der Achse befindet sich im Arm eine Vertiefung, in diese ist ein
Kiigelchen frei hineingelegt. Bei langsamer Umdrehung wird das
Kiigelchen im Kreis herumgefihrt; es andert seine Bewegungsrichtung
fortwihrend; sie fillt jederzeit mit der augenblicklichen Tangenten-
richtung zusammen.

Bei geniigend rascher Drehung verlit das Kiigelchen die Ver-
tiefung und zeichnet auf der Glastafel eine gerade Tangente an den
vorher durchlaufenen Kreis in der Bewegungsrichtung des frei ge-
wordenen Kiigelchens. Das frei bewegliche Kiigelchen lduft
also geradlinig in derihm augenblicklich eigenen Bewegun gs-
richtung, und wie wir dem oben Gesagten gemifB hinzufiigen diirfen,
mit gleichférmiger Geschwindigkeit.

Bei niherem Zusehen bemerken wir leicht, dafl die angefiihrten
Experimente fiir das Trigheitsgesetz nicht als Beweise gelten konnen.
Wir sind gar nicht imstande, eine absolut geradlinige gleichférmige Be-
wegung herzustellen. Dreht sich doch z. B. die berufite Glasscheibe
bei unserem zweiten Experiment mit der Erde, und die aufgeschriebene
Linie kann gar keine mathematisch genaue CGerade sein. Trotzdem
hegen wir keinen Augenblick einen Zweifel an der ZweckméaBigkeit, das
Trigheitsgesetz wie oben formuliert zu haben; es beirrt uns auch nicht,
daf wir bei den Versuchen von stérenden Einfliissen absehen muften..
Wir sind sicher, dafl keinerlei Beobachtung die obige Formulierung des
Tragheitsprinzips umstoBen kann, und wir sprechen dieses Prinzip, an-
geregt durch die Beobachtung, mit der Sicherheit einer Definition aus.

Die Frage, welcher Fehler dadurch entsteht, dal man das Trig-
heitsprinzip bei der einzelnen Anwendung nicht auf den absolut ruhen-
den Raum beziehen kann, sucht man am zweckméfBigsten allmahlich
bei weiterer Einarbeitung in die Mechanik und Mathematik zu kliren:
fir den Anfang bietet sie zu grole Schwierigkeit.

7. Gleichgewicht. Zwei gleiche Gewichte auf den Schalen einer
gleicharmigen Wage sind im Gleichgewicht, daher der Name Gleich-
gewicht. Man sagt auch, die Wage samt den Gewichten sei im Gleich-
gewicht und pflegt allgemein vom Gleichgewicht eines Korpers und
vom Gleichgewicht der an ihm angreifenden Krifte zu sprechen.

Der Sinn beider Aussagen soll am Beispiel eines materiellen Punktes
erldutert werden.



Kraft, Raum, Zeit, Grundprinzipien der Wechselwirkung und Trégheit. 11

Gleichgewicht herrscht, wenn an den beiden Enden einer iiber eine
tolle geschlungenen Schnur gleiche Gewichte hingen. Sie seien als
1aterielle Punkte betrachtet und einer fir sich allein aus dem Zu-
ammenhang losgelost ins Auge gefaBit. So kann man ganz allgemein
inen materiellen Punkt aus einem beliebigen Korper isolieren. Der
‘unkt befindet sich im Gleichgewicht, wenn sich sein Bewegungszu-
tand mit der Zeit nicht &ndert, wenn er sich also im Beharrungszu-
tand befindet, d. h. in Ruhe oder geradlinig gleichférmiger Bewegung.
fan spricht aber auch vom Gleichgewicht der Krifte, die am mate-
iellen Punkt angreifen. Ist dieser im Beharrungszustand, so wirkt auf
an keine Kraft ein, oder besser gesagt die Kraft Null; denn nimmt
1an an, es wirke eine Kraft in einer bestimmten Richtung auf den
nfinglich ruhenden materiellen Punkt ein, so wird er in dieser Richtung
nd im Sinn der Kraft in Bewegung gesetzt. Wirkt eine gleich grofie
{raft in derselben Richtung, aber in entgegengesetztem Sinn, so wird
lie gleiche Bewegung wie zuvor eintreten, nur in entgegengesetztem
linne. Bei gleichzeitigem Wirken beider Krifte heben sich die beiden
Jewegungen gegenseitig auf, sie vernichten sich, es bleibt also der
naterielle Punkt auch in Ruhe oder, wie leicht einzusehen, in gerad-
inig gleichférmiger Bewegung, wenn zwei gleich groBe gleichgerichtete
(rafte mit entgegengesetztem Wirkungssinn an ihm angreifen. Man
agt von solchen Kriften, sie heben sich am materiellen Punkt auf, sie
-ernichtén sich oder halten sich das Gleichgewicht.

Ein materieller Kérper ist im Gleichgewicht, wenn sich sein Schwer-
yunkt im Beharrungszustand befindet und er sich um eine Schwer-
yunktshauptachse gleichformig dreht. Dann erst ist er kréftefrei oder
lie an ihm wirkenden Krifte heben sich auf, vernichten sich oder
1alten sich das Gleichgewicht.

8. Grundeinheiten der Mechanik und deren Messung. 1. Kraft
ind Masse. Wir machen uns zunichst mit der statischen Kraft-
nessung mittels der Forménderung vertraut. Statt dall wir eine ver-
ikal aufgehingte Schraubenfeder mit unserer Muskelkraft verlingern,
iingen wir ein Gewichtstiick an, das vermdge der Anziehungskraft
ler Erde die gleiche Verlingerung hervorruft; beide Kréifte nennen wir
lann gleich groB. Eine n-fache Kraft wird ausgeiibt, wenn z solcher
Jewichtstiicke angehidngt werden.

Legt man je eines dieser Gewichtstiicke, die sich an der Feder
s gleich groB erwiesen haben, auf die Schalen einer gleicharmigen
Hebelwage, so spielt die Wage ein, zeigt also ebenfalls die Gleichheit
ler Gewichtstiicke an. Man kann demnach mit der Federwage wie
wuch mit der Hebelwage einen Gewichtsatz herstellen. Dabei zeigt sich,
jaB es auf die Form, GriBe, Farbe, den Werkstoff u. a. der Gewicht-
stiicke nicht ankommdt. .

Die Ermittlung mit der Federwage und mit der Hebelwage unter-
scheidet sich aber doch grundsitzlich. Auf den Schalen einer gleich-
wrmigen Hebelwage moge je ein gleiches Gewichtstiick liegen, ein eben-
solches sei an einer Feder aufgehiingt. Bringt man Feder und Wage
an verschiedene Orte der Erde, so #ndert sich an der Hebelwage nichts,
wihrend die Feder, deren Temperatur gleich bleiben mdge, andere, wenn
anch nur wenio verschiedene Anzeicen macht. Die populdre Ausdrucks-
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weise dafiir lautet: Die Masse oder Stofimenge eines Korpers ist iiber-
all auf der Erde gleich groB, das Gewicht derselben Masse, d. i. die
von der Erde ausgeiibte Anziehung (vgl. 219), ist jedoch verschieden; sie
dndert sich mit der geographischen Breite und der Hohenlage des Erd-
ortes (vgl. 136).

Man ist hiernach veranlaBt, fiir die Masse und die Kraft eine Ver-
gleichseinheit zu vereinbaren. Als Einheit der Masse gilt das in
Paris aufbewahrte Ur-kg-Stiick, das, auf der Hebelwage verglichen, einem
Liter Wasser von 49 C gleichwertig ist.

Als Einheit der Kraft gilt der Zug eines kg-Stiickes an einer
Federwage, und zwar an einem Erdort, an dem die Beschleunigung
eines freifallenden Korpers g=9.81 [m/sk?] betrégt. Die Krafteinheit
heiBit ein kg-Gewicht, scharf zu unterscheiden von einem kg-Masse.
Im gewdhnlichen Sprachgebrauch heillt beides kurzweg ein kg, ein be-
dauverlicher Mangel. Vorschlige zur Abhilfe sind indes noch nicht
durchgedrungen. Strenggenommen miilte man die Skalen aller Feder-
wagen (Dynamometer = Kraftmesser) mit der an dem bezeichneten Erd-
ort erhaltenen Skala eichen. Da aber das Gewicht von 1 kg-Masse am
Aquator nur um 5 kg kleiner ist als am Pol, so darf man im techni-
schen Gebrauch von den geringfiigigen Verschiedenheiten der Krdan-
ziehung absehen und pflegt das kg-Gewicht als unverdnderlich auf der
Erdoberfliche zu betrachten.

Dem Gesagten zufolge ist die Masse eines Korpers seinem Gewicht
proportional, als Proportionalititsfaktor wird sich die vom Erdort ab-
héngige Fallbeschleunigung herausstellen (vgl. 186). Die Krafteinheit
und die Masseneinheit sind also voneinander abhiingig. Unter die
Grundeinheiten, die voneinander unabhingig sein sollen, braucht nur
eine der beiden Einheiten aufgenommen zu werden. Es steht frei, die
Krafteinheit oder die Masseneinheit als Grundeinheit zu wihlen. Das
fithrt zu dem sog. technischen und absoluten Mafsystem (vgl. 143), in
denen die Massen bzw. die Krifte als aus den Grundeinheiten abge-
leitete, weil von ihnen abhingige Einheiten erscheinen.

2. Raum- und Zeitmessung. Unser Raum- und Zeitsinn be-
fahigt uns nur, RaumgroBen und Zeitrdume ungefihr zu vergleichen,
es mufl daher ein objektives MaB als Norm vereinbart werden.

Die Lingeneinheit, das Meter (m), ist durch die Linge eines in
Paris aufbewahrten Platin-Iridiumstabes verkorpert, wenn dessen Tem-
peratur 0° C betrigt. Die tausendfache Lénge heift Kilometer (km).
der 100., 1000. Teil Zentimeter und Millimeter (em und mm); der
tausendste und millionste Teil des Millimeters heilt w und uu. Als
UrmaB ist auch schon ein bestimmtes Vielfache der Wellenlinge einer
bestimmten Lichtart vorgeschlagen worden. Das wére ein Naturmal
statt eines Prototypes. )

Die Zeiteinheit wird durch die Zeitdauer dargestellt, die ver-
streicht, wenn ein periodisch sich bewegender Korper, ein Pendel, die
Unruhe einer Taschenuhr, die um ihre Achse sich drehende Erde, die
um die Sonne kreisende Erde eine bestimmte Lage relativ zu bestimmten
anderen Korpern wieder einnimmt. Dabei ist von vornherein ange-
nommen. der Zeitraum zwischen der Wiederkehr je zweier aufeinander-
folgender Deckungslagen sei gleich grof. Trotz der hierin liegenden
logischen und tatsichlichen Schwierigkeit wird man nichts anderes
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machen konnen, als eine Normaluhr zu vereinbaren, von der man am
ehesten annehmen kann, daB sie richtig geht. Als diese Normaluhr
sieht man die sich um ihre Achse drehende Erde an und definiert als
1 Tag= 24 Std.==24.60 Minuten = 24.60-60 Sekunden, die Zeit einer
Umdrehung. Irgendeine mit der Erde fest verbundene Richtung ist
der Uhrzeiger, der nach einem Tag genau die gleiche Richtung einnimmt,
und zwar gegeniiber dem als ruhend angenommenen Fixsternenhimmel.
Die Ausfiihrung dieser Messung haben die Astronomen zu iibernehmen,
die zwei aufeinanderfolgende Meridiandurchginge eines Fixsternes bzw.
der Sonne beobachten. Die im ersteren Fall verstreichende Zeit heiflt
ein Sterntag, im letzteren Fall ein Sonnentag, im Jahresmittel ein mitt-
lerer Sonnentag, dessen 86 400. Teil die praktisch gebrauchte Zeit-
sekunde ist. 365 Sonnentage sind 366 Sterntagen gleich.

Wir zweifeln zwar keinen Augenblick, dal es gleich grolle Zeiten
gebe; wie aber die Gleichheit tatséchlich nachgewiesen wird, darin liegt
die Schwierigkeit.



I. Abschnitt.
Statik.

3. Kapitel.

Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht
der Kriifte.

§ 1. Zusammensetzung von Kriiften, die einen Punkt angreifen
und in einer Ebene liegen.

Die Kraft, die zwei andere am gleichen Punkt angreifende Krifte
ersetzt oder, in umgekehrter Richtung wirkend, ins Gleichgewicht setzt,
heiBt deren Resultante (Resultierende, Mittelkraft). Die gleich groBe
Gegenkraft, die die urspriinglichen Kréfte ins Gleichgewicht setzt, nennt
man Gegenresultante.

9. Der Satz vom Parallelogramm der XKriifte. Die Resul-
tante B zweier Kridfte P, und P,, die einen und denselben
Punkt A nach verschiedenen
& Richtungen angreifen, ist so-

7 wohl nach Richtung als nach
Py Grofe ausgedriickt durch die
- von A ausgehende Diagonale
- / des aus den Kraftstrecken P,
"J/’ und P, gebildeten Parallelo-

Abb. 1 2 grammes (Abb. 1).

Dieser sog. Satz vom Paral-
lelogramm der Krifte ist aus
Beobachtungen abgeleitet und wird zun#chst als Ausdruck einfachster
Tatsachen betrachtet, die nicht mehr auf einfachere zuriickgefiihrt
werden konnen.

9a. Graphische Zusammensetzung der Krifte. Handelt es sich
um die Zusammensetzung der Krifte P, P,, P,, P, (Abb. 2), die alle
den Punkbt A4 angreifen, so wird man, falls die Krifte graphisch.
d. h. auf der Zeichnung als Kraftstrecken gegeben sind, die Resul-
tante B dieser Krifte P zweckmiBigerweise auch auf graphischem
Wege bestimmen. Dabei ist es am nichstliegenden, unter Benutzung
des Satzes vom Krifteparallelogramm durch aufeinanderfolgendes Zu-
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sammensetzen von je zwei Kriften die Gesamtresultante B zu kon-
struieren (Abb. 2). Beriicksichtigt man aber, daB die gesuchte Resul-
tante R durch die Lage des Punktes B, des Linienzuges 4 B, B, B, B,
(Abb. 2) bestim mtist, dessen

einzelne Strecken glelch und B, B,

parallel den gegebenen Kraft- % T
strecken P sind, so erhalt

man die Resultante der Kréfte

P einfacher, indem man, von

A ausgehend, die einzelnen
Kraftstrecken in der Rich-

tung der betreffenden Kriifte

aneinander auftrigt (Abb. 3)

und den Anfangspunkt A

dieses Kriftezuges mit dem

Endpunkt B, desselben ver-

bindet. Durch die Verbin-

dungslinie AB, ist dann die

Resultante B der Krifte P nach Richtung und GroéBe bestimmt.
In welcher Reihenfolge hierbei die einzelnen Kraftstrecken aufge-
tragen werden, ist gleichgiil-
tig. Den Kriftezug 4B,...B
Abb. 2 und 3 nennt man
das Krafteck oder Krafte-
polygon und die Verbin-
dungslinie 4B, die Schluf-
linie des Krafteckes. Die
Resultante R der den
Punkt A4 angreifenden
Krafte P ist also nach
GréBe und Richtung aus-
gedriickt durch die vom
Anfangspunkt des Krafteckes aus gezogene SchlufBilinie des
letzteren.

Wirken die zusammenzusetzenden Krifte P in einer und derselben
Geraden, so fillt auch das Kréftepolygon in eine Gerade, dabei erkennt
man, dafl die gesuchte Resultante gleich der algebraischen Summe der
Komponenten ist, wenn man diejenigen der letzteren, die nach der
einen Seite der gemeinschaftlichen Wirkungslinie gerichtet sind, als -,
die entgegengesetzt wirkenden als — bezeichnet. Die Resultante ist
dann nach derjenigen Seite gerichtet, deren Vorzeichen sie triigt.
(Vektordarstellung s. Anhang.)

10. Graphische Gleichgewichtsbedingung. Kommt bei der Kon-
struktion des Krafteckes dessen Endpunkt auf den Anfangspunkt zu
liegen, so ist die Resultante R der Krifte P==0, d. h. es sind die
Krifte P im Gleichgewicht. Damit ergibt sich als graphische Gleich-
gewichtsbedingung fiir Krifte in der Ebene, die einen und denselben
Punkt angreifen: Es mul das Krafteck sich schlieBen. Z. B.
sind drei denselben Punkt angreifende Krifte P,P,P, nur dann im
Gleichgewicht, wenn sich das Kraftedreieck schlieBs. Sind 0, 0y,
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die den Seiten P, P, P, gegeniiberliegenden Winkel, so ist nach dem
Sinussatz der Trigonometrie:

P, :P,: P,==sine, :sine,:sine,.
Auf dieselbe Weise bestitigt man auch, daB zwei gleiche,

einen und denselben Punkt in entgegengesetzten Richtungen
angreifende Kréafte sich im Gleichgewicht befinden.

11. Zerlegung einer Kraft. Der Satz vom Parallelogramm der
Krafte zeigt uns auch, wie eine Kraft R in 2 Komponenten (oder
Seitenkrifte) P, und P,, deren Richtungslinien vorgeschrieben sind,
oder wie man kiirzer zu sagen pflegt, in ihre Komponenten nach zwei
Achsen zerlegt werden kann. Man ersieht ndmlich aus dem Krifte-
parallelogramm ohne weiteres, dal die gesuchten Komponenten nichts
anderes sind als die Projektionen der zu zerlegenden Kraft R auf
die beiden gegebenen Richtungslinien, wobei diese letzteren zugleich
wechselseitig die Projektionsrichtungen angeben. Hiufig ist in der
Mechanik ohne weitere Beifiigung von der Komponente einer Kraft
nach einer bestimmten Achse die Rede. In diesem Falle ist dann
immer die Orthogonalprojektion der Kraft auf die betreffende
Achse gemeint.

Wird zu gegebenen Kriften P, fir die’das Kriftepolygon die
Kraft R als Resultante ergeben hat, noch eine Kraft B’ gleich und
entgegengesetzt R, d. h. die umgekehrte Kraft R oder die sogenannte
Gegenresultante hinzugefiigt, so hat man ein Kriftesystem, fiir das
das Kriftepolygon sich schliefit; es sind daher die Kréfte P mit
ihrer Gegenresultanten im Gléichgewicht. Das konnen wir benutzen,
um auf graphischem Wege eine gegebene Kraft R in beliebig viele
Komponenten P zu zerlegen. Man wird einfach ein geschlossenes
Polygon konstruieren, in dem die umgekehrte Kraft R, also die
Kraft R’, eine Seite bildet und die iibrigen Polygonseiten parallel den
vorgeschriebenen Richtungslinien gezogen sind. Die betreffenden Seiten
dieses Polygons geben dann die gesuchten Komponenten zun#chst
nach GréBe an. Um nun auch die Richtungen der Komponenten
zu erhalten, . beachtet man, daB in dem zur Konstruktion der Resul-
tanten R dienenden Krafteck (Abb. 3) die Kraftpfeile alle im gleichen
Sinn aufeinanderfolgen und vorliegenden Falles dieser Sinn durch die
Richtung der XKraft R festgesetzt ist Bei Anwendung dieses Ver-
fahrens zeigt es sich aber auch, dafl die Aufgabe, eine Kraft in Kom-
ponenten zu zerlegen, die mit ihr in einer und derselben Ebene sich
befinden, nur dann eine eindeutige Losung zulifBt, wenn die Zerlegung
in nicht mehr als zwei Komponenten von gegebener Richtung er-
folgen soll.

12. Analytische Zusammensetzung der Krifte. Soll die Resul-
tante R der den Punkt A angreifenden Krifte P, P,P,... auf analy-
tischem Wege festgesetzt werden, so miissen auch die Krifte P ana-
lytisch gegeben sein, d. h. man muB auBler den GréBen dieser Krifte
noch die Winkel derselben mit einer bestimmten von 4 aus gezogenen
Richtung kennen. Nehmen wir den gemeinschaftlichen Angriffspunkt 4
als Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems an, dessen —- x-
Achse durch eine uhrzeigermiBige Drehung um 90¢ in die - y-Rich-
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tung gelangt, so bestimmen wir die Richtungen der Krifte P da-
durch, daf wir die von A ausgehende -} x-Achse ith Sinne der Zeiger
einer Uhr um A drehen, bis sie mit der von A4 wegfiihrenden Kraft-
richtung zusammenfillt, und dann die Winkel messen, die bei der
Drehung beschrieben werden. Diese Winkel pflegt man die Richtungs-
winkel der Krifte zu nennen.

Sind ¢, ¢,«,... die Winkel der Krifte P, P,P,... mit der - z-
Achse, 80 ergeben sich als Komponenten dieser Krifte nach den Ko-
ordinatenachsen:

X,=P cose, ;- X,= P,cosq,; X, =P, cosey;

Y, =P, sine,; o =P, sine,; Y, =P, sina,;
Damit hat man an Stelle der urspriinglich gegebenen Krifte P eine
Reihe von Kraften, die in der x-Achse wirken, und eine Reihe von
Kriften in der y-Achse wirkend. Setzt man nun die in der x-Achse

wirkenden Krafte zusammen zu der Resultanten X und die in der
y-Achse wirkenden zur Resultanten Y, wobei man erhilt: X=X, + X,

“+...=2P,cose; und Y=Y -+Y,+...=2P;sing;, so sind die
Qamai:hchen Krafte P reduziert auf dle belden Krafte X und Y, die
senkrecht aufeinanderstehen. Hierbei ist i=1, 2, 3 ... zu setzen. Die

Resultante B dieser beiden letzteren Krafte ist dann auch die gesuchte
Resultante der Krifte P. Fiir die Gro8e von R ergibt sich demgemiB:

R=VX>}7Y™
Um nun auch die Richtung von R zu erhalten, bestimmt man den
Richtungswinkel ¢ von R aus den Gleichungen:

X d sine—
cosp=- und sing=-,
in welchen Gleichungen die Vorzeichen von X und Y zu beriicksich-
tigen sind, wahrend fiir R der Absolutwert zu nehmen ist. Mit dem
Cosinus und Sinus des Winkels ist aber der Winkel selbst in ein-
deutiger Weise festgesetzt.

In dieser Darstellung ist P stets ein Absolutwert; die Richtung
der Kraft wird ausschlieBlich durch den Sinus und Cosinus des Rich-
tungswinkels bestimmt. So bedeutet z. B. X=P-cos0=-} P eine
von 4 aus in der -} x-Richtung wirkende Kraft von der Stirke P;
Y=Psin270°=—P eine in der — y-Richtung wirkende Kraft P.
Oft benutzt man statt dieser strengen Auffassungsweise die bequeme:
eine in der — xz-Richtung wirkende Kraft ist positiv, eine entgegen-
gesetzte negativ in die obigen Gleichungen einzusetzen. Fir « ist dann
der spitze Winkel zwischen der x-Achse und der Kraftrichtung zu
nehmen. _

Die strenge, geordnete Auffassungsweise wird immer beniitzt. wenn
ausgedehnte Berechnungen mit algebraischen Symbolen auszufiihrew: sind.

13. Analytische Gleichgewichtsbedingungen. Die Bedingung fiir
das Gleichgewicht von Kréften in der Ebene, die einen und denselben
Punkt angreifen, ist: Die Resultante R der Krafte mufli = 0 sein, oder

0=R=VX*}71°

Autenrieth—ﬁnsslin, Mechanik. 3. Aufl. 2
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womit :
- X=0 und Y=0 oder XPcose;=0 und X P;sin¢;=0,

wobei wieder =1, 2, 3 ... zu setzen ‘ist, d. h. in Worten:

Es muBl die algebraische Summe der Komponenten sdmt-
licher Kréafte nach zwei aufeinander senkrecht stehenden
Achsen je =0 sein. Oder ‘auch: Es muf} die algebraische Summe
der Projektionen samtlicher Krifte auf zwei aufeinander senkrecht
stehende Achsen je =0 sein.

Wirken die gegebenen Krifte alle in einer und derselben Geraden
so hat man, in Ubereinstimmung mit dem in 9 Gesagten, als einzige
Gleichgewichtsbedingung:

Es muBl die algebraische Summe der gegebenen Kriafte
=0 sein, wobei die nach der einen Seite gerichteten Krifte als —-,
die entgegengesetzt wirkenden als -— zu bezeichnen sind.

§ 2. Zusammensetzung von Kriften mit gemeinschaftlichem
Angriffspunkt, die nicht in einer Ebene wirken.

14. Satz vom Paralleleplped der Kriifte. Soll die Resultante R
der drei Krifte P, P,P,, die einen und denselben Punkt 4 angreifen,
aber nicht in der. gleichen Ebene wirken, bestimmt werden, so setze
man mittels des Krifteparallelogrammes zundchst die beiden Kréfte
P, und P, zur Resultanten R, zusammen und hierauf R, mit der
dritten der Krifte P, mit P,, zu der Resultanten R, dann stellt die
letztere Kraft R die gesuchte Resultante der 3 Krafte P,, P, und P,
vor. Hierbei zeigt nun Abb. 4, daB R ausgedriickt ist durch die
von A ausgehende Diagonale eines Parallelepipeds, fiir das

der Angriffspunkt 4 der Krifte P
N eine Ecke ist und die von 4 aus-
>, gehenden Kanten von den Kraft-
7% strecken P, P,P, gebildet werden. Da-
| mit ist der Satz vom Parallelepiped
t  der Krifte zum Ausdruck gebrachs.
i Aus Abb. 4 geht aber auch hervor,
! daB die Komponenten P,P,P, die Pro-
! jektionen der Kraft R auf dle drei in 4
j sich schneidenden Geraden sind, in denen
diese Kriifte P wirken. Stehen die drei
Krifte P senkrecht aufeinander, so bilden
sie die Orthogonalprojektionen der
Kraft R. Bezeichnet man in diesem Fall
mit «, §, y die Winkel .von R mit den Komponeuten P, P,P;, so
hat man

P, = Rcose; P,—=Rcosf; P, = Rcosy

und R*=Pj2+ P24 P
oder . R? = R?(cos® o -+ cos? f + cos®y),
woraus cos?a |- cos! § |- cos?y =1,

die bekannte Beziehung..
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15. Zusammensetzung beliebig vieler Krifte, die alle den gleichen
Punkt A angreifen. Sollen die Krifte P, P, P, ... zu einer Resultanten R
zusammengesetzt werden, so kann man wieder verfahren wie bei den
Kriften in der Ebene und unter Anwendung des Satzes vom Kréifte-
parallelogramm durch sukzessives Zusammensetzen von je zwei Kriften
die Resultante R bestimmen. KEs ergibt sich aber auch hier wieder,
daB diese Resultante R ausgedriickt ist durch die Verbindungslinie
des Punktes 4 mit dem Endpunkt des von A ausgehenden, durch die
einzelnen Kraftgréfen und Kraftrichtungen bestimmten Krafteckes.
Der Unterschied gegeniiber von frither ist nur der, dall jetzt das Krafi-
eck nicht mehr ein ,ebenes®, sondern ein ,rdumliches® ist. Damit
zeigt sich aber die graphische Bestimmung der Resultanten vor-
liegenden Falles als ungeeignet. Man wird daher analytisch vorzu-
gehen haben. Zu dem Ende nehmen wir den gemeinschaftlichen An-
griffspunkt 4 als Ursprung eines rechtwinkligen riumlichen Koordi-
natensystems an und bezeichnen die Winkel der gegebenen Krifte
P,P,... mit den positiven Zweigen der Koordinatenachsen mit «,,
Bis 713 Cgs Pys Vo3 ... Nunmehr zerlegt man jede der Kréfte P in
ihre Komponenten nach den Koordinatenachsen, wobei man erhilt:

X, =P, cose,; Y, =P, cosp,; Z, =P, cosy,
X, =P, cos0,; Y, =P, cosf3,; Z,=P,cosy,

Setzt man jetzt die in der x-Achse wirkenden Krifte zusammen
zu der Resultanten

X=X, +X,}...=2Pcose; . . . .. (1)

und ebenso die in der y-Achse sowie in der z-Achse wirkenden Krifte
zu den Resultanten Y bzw. Z, die sich ergeben aus:

Y=Y, +}+Y,+...=2ZP,cos §,
und Z=2Z +Z,+...=ZPcosy;, . . ... (1)
wo =1, 2, 3... ist, so hat man an Stelle der urspriinglich gegebenen
Krifte P die drei in' den Koordinatenachsen wirkenden Krifte X, Y, Z.
Diese lassen sich aber nach dem Satz vom Kréfteparallelepiped zu

einer Resultanten R vereinigen, welche Kraft R dann auch die Re-
sultante der Krifte P ist. Zur Bestimmung von R hat man zunéchst

R=VX*+Y*F+2Z*. ... ....(
Um auch die Richtung der Resultanten R oder die Winkel ¢, %, v
von R mit den positiven Zweigen der Koordinatenachsen zu erhalten,
bemerken wir wieder, dafl die Komponenten X, Y, Z von R nach den

Koordinatenachsen auch die Projektionen von R auf diese Achsen
sind. Man hat daher:

X=R-cosq; Y=R-cosy; Z = R-cosy,
woraus cosw:iY—; cosx:z; cosy;=£ )]
R R R
Hierbei sind fiir X, Y, Z die algebraischen Werte und fiir B der

Absolutwert zu nehmen.
Ok
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16. Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die den Punkt 4 an-
greifenden Kréfte P im Gleichgewicht sein, so miissen sie sich auf
eine Resultante R = 0 zuriickfithren lassen. Es mul also im Gleich-
gewichtsfall das Kradftepolygon sich schlieBen. Das ist die
graphische Bedingung des Gleichgewichtes.

Die analytische Gleichgewichtsbedingung, welche durch R =0

oder, da R=VX?}+ Y?-|- 72, durch die Gleichungen X=0; ¥Y=0;
Z =0 ausgedriickt ist, 1Bt sich dagegen aussprechen:

Es muBl die algebraische Summe der Komponenten simt-
licher Krdfte nach drei aufeinander senkrechten Achsen je
=0 sein.

§ 3. Zusammensetzung von Kriiften, die einen frei beweglichen
starren Korper in verschiedenen Punkten angreifen und in einer
Ebene gelegen sind.

17. Axiom von der Verschiebbarkeit einer Kraft in ihrer Wirkungs-
linie. Die Gleichgewichtsbedingung fiir Krifte, die an einem Punkt
angreifen, konnte mit Hilfe eines einzigen Axioms aufgestellt werden,
nédmlich mit dem Parallelogramm der Krifte. Das entspricht dem Um-
stand, daB bei dem materiellen Punkt als einzige Bewegungsméoglichkeit
eine Verschiebung in Betracht gezogen wird. Wir beschiftigen uns jetzt
mit einem starren Kérper, d. h. mit einem Gebilde, dessen Punkte in

stets gleicher Entfernung voneinander bleiben.

B, B Einen starren Korper gibt es in Wirklich-

i Bt g} keit nicht, alle Korper sind elastisch und

EL t4  dndern unter dem Einflufl von Kréften ihre

[6]! /6] Form; der starre Korper ist eine Abstraktion,

Y  die dann zuliissig und zweckmiBig ist, wenn

| der Gleichgewichts- oder Bewegungszustand

1377 € von den tatsichlich auftretenden Forminde-
6]

rungen nicht beeinflut wird. Ein starrer

ey Korper kann sich nun unter dem Einflul

von Kriften verschieben und drehen.

Abb. 5. Dieser weiteren Bewegungsmoglichkeit ent-

»J;,ly, sprechend, braucht man zur Aufstellung des

Gleichgewichtes eine weitere Grundlage, das

Hebelgesetz. Man kann dieses auch auf Grund des Axioms von der

Verschiebbarkeit einer Kraft an einem starren Korper ableiten. Das
letztere Axiom hat folgenden Inhalt:

An dem Krangeriist Abb. 5 seien B, C; und B(C Vertikale, die ober-
halb 4 und A, druck- und knickfest und unterhalb 4 und 4, zugfest
sein mogen. Héngt ein Gewichtstiick G bei C und besteht dann Gleich-
gewicht, so wird an diesem Gleichgewichtszustand der dufleren Krifte
nichts geédndert, wenn das Gewichtstiick an irgendeine andere Stelle
von BC gebracht wird. Dasselbe gilt, wenn ein Gewichtstiick auf
B, 4, C, verschoben wird.

Denn man darf z. B. in .4 zwei gleiche und einander entgegengo-
setzte Kridfte G hinzufiigen, weil diese keinen Einflufl auf den vorhan-
denen Gleichgewichtszustand haben. Die ersichtlichen Krifte G lassen
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sich jetzt auch wie folgt gruppieren: die gegebene Kraft G und von
den hinzugefiigten die entgegengesetzte heben sich nach (9) auf, wie
auch eine einfache Beobachtung lehrt. Dann verbleibt nur noch die
mit dem gegebenen G gleichgerichtete Kraft G in 4, d.h. die von C
nach 4 in jhrer Wirkungslinie verschobene Kraft. Diese Verschiebung
beeinfluBit in offenkundiger Weise die inneren Krifte des belasteten
Korpers; wenn man also nach diesen fragt, darf man den Angrifispunkt
einer Kraft nicht an eine andere Stelle der Wirkungslinie verschieben.
Wohl aber ist dies zuléssig, wenn allein nach dem Gleichgewichtszustand
der duBeren Krafte gefragt wird. Das Gesagte gilt allgemein und auch
fir eine dynamische Kraft, da es z. B. fiir die Forthewegung eines
Eisenbahnwagens gleichgiiltig ist, ob man vorn mit einer Kraft zieht
oder hinten am Wagen auf der gleichen Wirkungslinie mit der gleichen
Kraft schiebt. Daher gilt der Satz: Der Angriffspunkt einer Kraft,
welche einen starren Korper angreift, kann auf der Wirkungs-
linie der Kraft beliebig verschoben werden, ohne da dadurch
der Bewegungs- oder Gleichgewichtszustand des von der Kraft
angegriffenen Korpers gedndert wiirde, nur mufl der Angriffs-
punkt der Kraft stets in fester Verbindung mit dem Korper
stehen. Der Begriff des starren Kérpers und der Satz von der Ver-
schiebbarkeit einer Kraft sind aufs engste miteinander verkniipft;
und noch ein anderes: es ist nicht nétig, an einem starren Korper von
einem Angriffispunkt einer Kraft zu sprechen; da der Angriffspunkt
ohne Anderung des Gleichgewichts- oder Bewegungszustandes auf der
Kraftrichtung verschoben werden kann, so ist als Angriffsstelle einer
Kraft nicht ein Punkt, sondern ein geometrischer Ort, die
Angriffslinie, bestimmt.

18. Das Hebelgesetz als Folge des vorigen Satzes, Statisches
Moment. Im Punkt 4 einer starren Ebene (Abb. 6) mogen sich die beiden
Krifte P und P’= — P aufheben. P’ 1iBt sich nach dem Satz vom
Krifteparallelogramm auch durch seine Komponenten P, und P, er-
setzen. Nach dem Satz 17 wird am bestehenden Gleichgewichts- und
Ruhezustand nichts geéndert, wenn P, P,, P, auf ihren Wirkungslinien
verschoben werden, z. B. nach 4,, B, B, (4, B, | AB, und 4, B, | AB,),
worauf man ohne Folgen fiir Gleichgewicht und Ruhe so viel von der
starren KEbene wegnehmen kann, daB der angedeutete Schwinghebel
B, A, B, iibrig bleibt, der in 4, einen festen Drehpunkt haben kann;
er ist mit P, P, P belastet. Eine Drehung erfolgt nicht, und zwar unter
folgender Bedingung. Nach dem Sinusgesetz Abschnitt (10) ist

P, :P,=sinw,:sinc,
P sine, =P, sinc,.

Multipliziert man ferner beiderseits mit 44, ==1, so ist mit Riicksicht
auf die eingeschriebene Bezeichnung

P lsine, ==P,lsinc, )
s TEREG L@
Piry=P,r, J

Diese Bedingung muB erfiillt sein, wenn die Krifte P, und P,
den Hebel nicht drehen sollen. »;, und r», sind die Léngen der Lote
von 4, aus auf die Kraftrichtungen von P, und P,. Das Gleichgewicht
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des Hebels gegen Drehung ist demnach von den belastenden Kriiften
und ihrem senkrechten Abstand vom Drehpunkt abhingig, so zwar, daB
P r,=P,r, ist. Diese Produkte heien die statischen Momente
der Krifte P, und P, in bezug
auf den Drehpunkt 4, oder in
bezug auf eine durch O gehende
und auf der Ebene von P, und r,
bzw. von P, und 7, senkrechte
Drehachse und die Gl. Pr,=P,r,
heiit das Hebelgesetz odel der
Satz von den statischen Mo-
menten. Offenbar heben sich die
zwei einander entgegengesetzten
Drehwirkungen von P, und P,
am Hebel gerade auf. Das Dreh-
mall dieser Krafte ist um so
grofer, je grofer die Kraft und
je linger der Hebelarm ist, und
ist dem Obigen zufolge durch das
einfache Produkt: Kraft mal He-
belarm = statisches Moment =P »
gemessen. Wir werden in Zukunft
eine feststehende Ausdrucks- und
Bezeichnungsweise benutzen: Das
statische Moment der Kraft P, sucht den Hebel in Abb. 6 im Zeiger-
sinn der Uhr, das statische Moment der Kraft P, im Gegenzeiger-
sinn, um A4, zu drehen, es heiBe rechtsdrehendes bzw. linksdrehendes
Moment; wenn notig, legen wir dem ersteren Moment ein —~+-, dem
letzteren ein — - Zeichen bei.

Unter der Ebene des statischen Momentes verstehen wir die Ebene
der Kraft und ihres Hebelarmes.

Nicht allein der Hebel B, A,B,, sondern auch ein beheblger an-
derer, z. B. B'A, B” ist unter dem Hinflub von P, und P, im Gleich-
gewmht sofern nur immer die Beziehung Pr,=P,r, erfiillt ist. Allen
Hebeln von der Art B'A, B” ist der glelche senkrechte Abstand 7
bzw. r, zwischen 4, “und der Richtung P, bzw. P, gemeinsam. Die
Drehmrkung von P um A4, hingt demnach wo der Angrlﬁ"spunkt von
P, liege, d. h. wie der Hebel im einzelnen auch gestaltet sein moge,
von der Kraft und ihrem senkrechten Abstand vom Drehpunkt ab.
An die Stelle des Hebels konnen ebensogut Rollen treten, deren Radien
r, und ¢, sind. Ubrlgens kénnen dann P, und P,, dle den Rollen-
umfang beriihren, an jedem- beliebigen Punkt des Rollenumfanges tangen-
tial angreifen, es ist stets P,r, = P,r, und damit besteht nach dem
Hebelgesetz Gleichgewicht gegen Drehen.

Auf das Hebelgesetz wird man auch durch Beobachtungen an
Hebeln gefiihrt, wobei man auch auf den EinfluB der Reibung im Dreh-
punkt des Hebels aufmerksam wird.

Zusatz: Gleichgewichtsbedingung fiir drei in einer Ebene
wirkende Kréfte. Der Anblick der Abb. 6, die drei in 4,, B,, B an-
greifende und in einer Ebene gelegene Krifte P, P, und P‘ zelgt die
sich im Gleichgewicht befinden, lehrt in Velblndung mit dem dazu Ge-
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sagten, dafl 3 solche Krifte an einem Kérper sich nur dann im Gleich-
gewicht befinden, wenn sich die Kraftrichtungen in einem Punkte
schneiden. Denn die Resultante aus zweien dieser Krifte mul der
dritten entgegengesetzt gleich sein und mit ihrer Wirkungslinie zu-
sammenfallen. Drei Krifte miissen, wenn sie sich das Gleichgewicht
halten sollen, stets in einer Ebene liegen.

19. Graphische Zusammensetzung von Kriften, die in einer Ebene
gelegen sind und diese in beliebigen Punkten angreifen, Seileck oder
Seilpolygon. Es handle sich um die Zusammensetzung der Krifte P,
P,, P,, P, (Abb. 7), die, in einer und derselben Ebene wirkend, einen
starren Kérper in den gegebenen Punkten 4,, 4,, 4,, 4, angreifen.

Zundchst kénnte man P, und P, in ihren Wirkungslinien bis zu
ihrem Durchschnittspunkte C’ verschieben und hier nach dem Satz vom
Parallelogramm der Krifte zu der Resultanten R, zusammensetzen,
hierauf R, in &hnlicher Weise mit der Kraft P, zur Resultanten R,
vereinigen und schlieBlich R, mit P, zu der gesuchten Resultanten E;
allein man kann die Zusammensetzung der Krafte auch noch auf an-
derem Wege bewerkstelligen.

Man konstruiert die Resultante B so, als ob alle Krafte P an-
einem Punkt angriffen. Dies geschieht in dem Krafteck B, B,...B,
(Abb. 8). Hierauf wihit man einen beliebigen Punkt oder Pol O und
zieht .von ihm nach den Ecken des Kraftecks die , Polstrahlen®
OB,, 0B, ... und parallel zu diesen zwischen den gegebenen Kriften
die Seilstrahlen C,C, || 0B,, C,C, || 0B, usw. So entsteht das Seil-
eck oder Seilpolygon C,C,...C;, dessen Ecken auf den Wirkungs-
linien der gegebenen Krifte liegen.

Nunmehr verschiebt man die Krifte P in ihren Wirkungslinien
bis zu den Ecken C des Seilecks und ersetzt sie daselbst durch ihre
nach den anstoBenden Seiten des Seilecks genommenen Komponenten.
Die hierzu erforderliche Konstruktion liegt in der Polfigur OB, B, ... B
schon fertig vor. Die Komponenten von P, nach C,C, und C,C, sind
beispielsweise S; =B, 0 und S,==0B,, wobei der Richtungssinn von
S, und S, durch die Buchstabenfolge B, 0 und OB, ausgedriickt ist.
Ebenso verfihrt man in C, bis C,.

Nach dieser Vorbereitung kann man die P weglassen und dafiir
ihre Komponenten S setzen, z. B. P, ersetzen durch S, und §, und
entsprechend bei den iibrigen P.

Die in den Seilecksciten oder Seilstrahlen C,C,, C,C;, C;C,
(Abb. 7) wirkenden Krifte S heben sich, weil jeweils gleich und ent-
gegengesetzt, auf. Ks bleiben somit nur noch die in den duBersten
Seilstrahlen €, C, und C, C; vorhandenen Krifte S, und S, iibrig, zwei
Krifte, die die urspriinglich gegebenen Krifte P ersetzen. Verldngert
man nun die #uBersten Seilstrahlen C,C; und C,C, bis zu ihrem
Schnittpunkt D, verschiebt die Krifte S "und S, in lhren Wirkungs-
linien bis D und setzt sie hier zusammen zu der Resultanten R, dann
stellt diese Kraft R auch die Resultante der urspriinglich gegebenen
Krifte P vor. Im Krafteck (Abb. 8) driicken die Kraftstrecken B, O
und O B, die Krifte S, und S; nach Gréfle und Richtung aus, dem-
gemiB lst auch die Resultante R der Krifte S, und S; oder die Re-
sultante der Krifte P angegeben nach Grofle und Rlchtung durch die
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Strecke B, B, (Abb. 8). Die GroBe der Resultanten R ist gleich, mégen
die -Krifte P in einem einzigen oder in verschiedenen Punkten einer
Ebene angreifen. Im letzteren Falle bildet das Seileck das Hilfsmittel,
mit dem die Lage der Resultante bestimmt wird.

Verschiebt man die gegebenen Krifte P in ihrer Ebene parallel
mit sich selbst, und zwar jede ganz beliebig, so dndert sich damit nicht
das Krafteck, wohl aber die Lage des Punktes D, durch den die Re-
sultante R der Krifte P hindurchgehen muf}; man kann daher sagen:

Ay B Gl®

,
7 ~Fu
,
/7 ‘31‘&
.
,
.
.
,

Durch Parallelverschiebung der gegebenen Krifte P
dndert sich weder die Gréfle noch die Richtung der Re-
sultanten, nur ihre Lage wird eine andere.

Bringt man in den &uBersten Seilstrahlen C,C; und C,C, (Abb.7)
Krifte 5, bzw. S;" an, die den in Abb. 8 bezeichneten Kréften S, und
S glelch und entgegengesetzt sind, und in den Punkten C,, C,, C;,
C wieder die Krifte P,, P,, P,, P,, so halten sich die Krifte P S,
una S,” das Glelehgewwht *Dieses G]ewhgewwht bleibt aber auch be-
stehen wenn man von dem starren Korper, an dem die Krifte wirken,
so viel wegschneidet, daf nur noch ein materielles Vieleck C,C,...C, C,
ibrig bleibt. Nimmt man des weiteren die Verbindungen der Stdbe
des erwidhnten Vielecks in den Punkten C gelenkartig beweglich an, so
werden sich die Krifte P,, S," und S," auch an einem solchen Stabeck
noch im Gleichgewicht befinden. Die einzelnen Stdbe eines Stabecks
sind entweder gezogen oder zusammengedriickt, je nachdem die beiden
gleichen, entgegengesetzten, an den Enden jedes Stabes wirkenden
Krifte S entweder auseinander oder gegeneinander gerichtet sind.
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Handelt es sich um lauter Zugkrifte & an aell Stdben, wie in Abb. 7,
so konnten letztere auch durch biegsame Seilstiicke ersetzt werden,
man hétte dann ein Seileck. Das hat Veranlassung gegebon das Viel-
eck C,C,....iiberhaupt als Seileck oder Seilpolygon zu Bt=eichnen.

Fir die Konstruktion des Seilecks merke man sich folgerile, im
obigen enthaltene Regel:

Eine Seite des Seilecks, z B. C, C,, verbindet diejenigen bé‘den
Krifte, mit denen der Polstrahl O B,||C, C; in einem Punkte zusammén-
trifft, d. h. hier P, und P,, oder: In einem Punkt des Seilecks treffen 3
Krifte zusammen, die in der Polfigur ein geschlossenes Dreieck bilden,
z. B. in €, die im A B, B, O enthaltenen Krifte P S, S,

Solche Seilpolygone spielen in der graphischen Statik eine
grofle Rolle; wir wollen indessen hier nicht niher auf dieselben ein-
gehen. Spéter wird von ihnen noch weiter die Rede sein.

20. Graphische Gleichgewichtsbedingungen fiir Kriifte in einer
Ebene. Fillt im Krafteck (Abb.-8) der Endpunkt des Kriftezuges P
auf den Anfangspunkt desselben, so ist damit zum Ausdruck gebracht,
daf die Resultante R der Krifte P gleich Null ist, daf die duBersten
Seiten des Seilecks C (Abb. 7), da sie einem und demselben Strahl des
Kraftecks paralle]l gezogen wurden, einander parallel sind, und daB die
in diesen #duBlersten Seileckseiten wirkenden, die gegebeneu Krifte P
ersetzenden Krifte S gleiche GrdoBe und entgegengesetzte Richtung
haben. Fielen nun die &uBersten Seileckseiten in eine und dieselbe
Gerade, so finden sich damit die Krafte P zuriickgefithrt auf zwei
gleiche, inh der nidmlichen Geraden wirkende, entgegengesetzt gerichtete
Krifte S, also auf zwei Kréfte, die im Gleichgewicht sind. Fallen aber
die duBersten Seileckseiten nicht in ein und dieselbe Gerade, oder mit
anderen Worten: ist das Seileck kein geschlossenes, so kénnen auch
die beiden die Krifte P ersetzenden Krifte § sich nicht aufheben, es
konnen die Krifte P nicht im Gleichgewicht sein. Demgemifl hat
man als graphische Bedingung des Gleichgewichtes fiir Krifte
in einer starren Ebene:

Es muBl sowohl das Krafteck als auch das Seileck sich
schlief en.

SchlieBt sich nur das Krafteck, nicht aber das Seileck, so redu-
zieren sich, wie erwahnt, die gegebenen Krifte P auf zwei gleiche, in
parallelen Geraden enigegengesetzt wirkende Krifte S oder auf ein
sog. Kréftepaar, eine Bewegungsursache besonderer Art, die wir spéter
eingehender betrachten.

21. Graphische Zusammensetzung paralleler Kriifte. Diese lif8t
sich wieder mittels eines Seilecks leicht bewerkstelligen (Abb. 10, S. 26),
es fiallt hierbei nur das Krafteck in eine und dieselbe Gerade. Daraus
folgt dann unmittelbar der Satz:

Die Resultante paralleler Krifte ist parallel den ge-
gebenen Kriaften und gleich .ihrer algebraischen Summe,
wobei die nach der einen Richtung wirkenden Krifte als
positiv und die nach der entgegengesetzten Richtung wir-
kenden als negativ zu bezeichnen sind. Die Resultante
wirkt dann in dem Sinn, welcher durch ihr Vorzeichen an-
gegeben ist.
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1. Nehmen wir jetzt zwei parallele und gleich gerichtete Krifto P,
und P, und konstruieren mittels eines Seilecks die Resultante E
(Abb. 11), so-ergibt sich

R=P, P,

. Abb. 10.
Uberdies hat man:

ACED~ AOB B, und ANCED~ NOB,B,.
Daraus folgt: 7
CGE B0 and ED _ B,B,

ED BB, EC, B,0°

Abb. 11

Werden die entsprechenden Seiten dieser Gleichungen = miteinander
multipliziert, so erhélt man:

GE __ B,B, I,

EC, BB, P,
oder auch, wenn man die Abstinde der Krifte P, und P, von der
Wirkungslinie der Resultanten B mit a, bzw. a, bezeichnet,

a P,
_1:,_3,_; P1a’1:P" a.,.
ag P, o
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Es ist also die Resultante B der beiden parallelen und gleich ge-
richteten Kréfte P, und P, zwischen den letzteren gelegen und hat
eine solche Lage, daB

Pa =P,a,.

2. Sind die beiden
Krifte P, und P, entge-
gengesetzt gerichtet (Abb.
12), so erhilt' man

R:Pl_Pz

und auf &dhnliche Weise,
wie vorhin, wieder die Be- 7Y
ziehung ’ )

R

— P
Pra,=P,a,.

Diesmal liegt aber R nicht Y
zwischen P, und P,.

3. Bei der Konstruk-
tion der Resultanten von
zwei parallelen und entge-
genigesetzt gerichteten, glei- B
chen Kréften P ergibt sich z
R =0, oder sagen wir un-
endlich klein, und der
Durchschnittspunkt D der beiden &uBersten Seilpolygonseiten im Un-
endlichen gelegen. Die Resultante eines Kréftepaares wire damit
eine unendlich kleine und ferne Kraft, also keine wirkliche Kraft.
Darum erfordern die Kriftepaare auch eine besondere Behandlung.

Abb. 12.

22. Das Kriiftepaar und seine Wirkung. Sitze vom Kriftepaar.
Den T-formigen Steckschliissel, mit dem man das Ventil eines Hy-
dranten 6ffnet, bedient man in der Weise, dafl man die beiden Enden
des Querstiickes mit den Hénden faft und mit der einen zieht und
mit der anderen gleich stark driickt, und zwar in paralleler Rich-
tung. Das tut man ohne Uberlegung instinktiv und iibt dabei ein
sogen. Kraftepaar aus, d. h. zwei gleich grofle, einander entgegen-
gesetzte Parallelkrifte, die in einem gewissen Abstand voneinander
angreifen. Die Schraubenspindel des Hydranten wird durch den be-
schriebenen Handgriff gedreht, ohne daf eine seitliche Kriftewirkung
auf die Spindel ausgeiibt wird. Das Kréftepaar sucht an einem
frei beweglichen Korper eine reine Drehwirkung hervorzu-
rufen. Freilich ist die Lage des Kriftepaares, das auf einen Steck-
schliissel ausgeiibt wird, eine ganz spezielle; die Ebene, die man durch
die beiden Krifte des Paares hindurchgelegt denken kann, die sogen.
Ebene des Kridftepaares, steht némlich auf der Drehachse des
Steckschliissels senkrecht; diese Stellung gibt man der Ebene des Krifte-
paares ebenfalls ganz instinktiv, indem man der Beweglichkeit des
Steckschliissels, der nur um seine Achse drehbar ist, sich anpaft. Man
kann aber jetzt in Gedanken leicht vollends zu einem vollstindig frei
drehbaren Korper iibergehen und erkennt die Richtigkeit der allge-
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meineren Aussage liber die Wirkung des Kriftepaares. Was iibrigens
an dem Steckschliissel eintritt, wenn die Ebene des ausgeiibten Krifte-
paares schrég zur Achse des Schliissels steht, ist wohl an sich leicht
zu vermuten — es tritt neben das Drehbestreben um die Achse des
Schliissels eine Biegung dieser Achse auf — wird jedoch dann erst
vollkommen durchsichtig, wenn wir die Zerlegung von Kriftepaaren
kennen gelernt haben.

Wir haben jetzt noch die GroBe des Kréftepaares anzugeben, von
der die Stirke der von ihm ausgehenden Drehwirkung abhingt. Die
Drehwirkung einer Kraft in bezug auf einen Drehpunkt wird durch
das statische Moment der Kraft in bezug auf diesen Drehpunkt ge-
messen. Nehmen wir nun in unserem obigen Beispiel den Drehpunkt
auf der Achse des Steckschliissels und in der Ebene des Kréftepaares
und bezeichnen mit v, und », die senkrechten Abstinde dieses Punktes
von den beiden Kriften P des Paares, so ist das statische Moment
der beiden Krifte:

M= Pr, + Pr,=P-a,

wenn 7, +7,==a den senkrechten Abstand der beiden Krifte des
Paares — den sogen. Hebelarm des Kréaftepaares — bedeutet; die
beiden Anteile Pr, und Pr, drehen gleichsinnig und sind deshalb zu
addieren. Wie sich a auf r, und r, verteilt, ist gleichgiiltig; es muf
nur r, 4 r,=a sein.-

Das Kriftepaar hat demnach folgende Hauptmerkmale: Grofe.
Stellung, Drehsinn; sie sind festgelegt durch das statische Moment,
durch .die Stellung der Ebene der beiden Krifte und den Drehsinn:
iiber den letzteren wird im Abschnitt 28 das Erforderliche vereinbart.

Uber die Kriftepaare lassen sich einige Sitze auf dem Wege der
Uberlegung ableiten.

1. Satz: Ein Kriftepaar kann in seiner Ebene beliebig
verschoben oder auch in eine Parallelbene versetzt und dort
verschoben werden, ohne dafl dadurch der Bewegungszustand
des starren Korpers, an welchem das Kréftepaar wirkt, eine
Anderung erleidet.

Wir beweisen zunéchst, dal ein Kriftepaar in seiner Ebene parallel,
verschoben werden darf.

Es sei P(4,4,)P (Abb. 13) das gegebene Kriftepaar, 4', 4, eine
an beliebiger Stelle der Ebene des Kriftepaares gezogene Strecke gleich
und parallel 4,4,, also 4,4,4’,4', ein Parallelogramm. Bringt man
nun in 4’; und 4’, je zwei gleiche und direkt entgegengesetzte Krifte P
gleich und parallel den Kréften P des gegebenen Kriftepaares an, so
wird dadurch am Bewegungszustand des starren Korpers, an welchem
das gegebene Kriftepaar wirkt, nichts gedndert. Wir konnen aber jetzt
die einmal durchstrichenen Kréifte P zusammensetzen zu einer Re-
sultanten R, =2 P, welche zwischen ihren Komponenten, und zwar
in gleichen Abstdnden von denselben, also durch den Punkt C, hin-
durchgeht. Ebenso liefern die zweimal durchstrichenen Krifte P eine
Resultante R,=2P, welche gleichfalls durch C hindurchgeht. Somit
kénnen die vier durchstrichenen Kréfte P ersetzt werden durch die
beiden einander gleichen und direkt entgegengesetzten Krifte R, und
R,, woraus folgt, dafl die genannten vier Krifte P sich aufheben. Es
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bleiben daher nur noch die in der Abbildung nicht durchstrichenen, das
Kriftepaar (PA’, A',) P bildenden Krifte P iibrig. Letzteres Kriftepaar
kann demgemdfl das urspriinglich ‘gegebene ersetzen. Damit ist der
Beweis geliefert, dafl man ein Kréftepaar in seiner Ebene pa-
rallel verschieben darf.

Sieht man jetzt die Fig. 13 als eine perspektivische Zeichnung an,
in welcher die sdmtlichen angedeuteten Krifte in senkrechter Lage zur
Ebene des Parallelogrammes 4, 4,4, A’, angenommen sind, so erkennt
man sofort, dafl das urspriinglich gegebene Kriftepaar P(4,4,)P er-
setzt werden kann durch das in einer Parallelebene gelegene Krifte-

paar P(4’, A’,). Somit ist es iiberhaupt
B=2P zuldssig, ein Kriftepaar in eine Parallel-

£ ebene (zunichst parallel mit sich selbst)
L
] !
) —
r / ~
// £
/ ’/z/ |
s I
+
i
v
R,-zP
Abb. 13. Abb. 14.

zu versetzen, ohne am Bewegungszustande des vom Kriftepaar ange-
griffenen starren Korpers etwas zu &ndern.
Gehen wir wieder von dem urspriinglich gegebenen Kr;iftepaar
P(4,4,)P aus, legen durch die Mitte C von A, 4, (Abb. 14) nnter einem
beliebigen Winkel ¢ eine Gerade, tragen auf derselben die Strecken

c4 1:0‘41
und CA',=CA,

ab, bringen in 4’, und 4’, je zwei gleiche und direkt entgegengesetzte
Krifte P senkrecht zu A ,4’, gerichtet an, so wird dadurch der Be-
wegungszustand des starren Korpers nicht geandert. Nunmehr konnen
die einfach durchstrichenen Krifte P zu einer durch D, gehenden, in
der Halbierungslinie CD, des Winkels 4, CA’, wirkenden Resultanten R,
zusammengesetzt werden, ebenso die doppelt durchstrichenen Krifte P
zu der Resultanten R, in der Richtung CD, wirkend. Da aber R, = R,,
so heben sich alle vier durchstrichenen Krifte P auf. Es bleibt also
nur noch das Kriftepaar P(4’ 4',) P tibrig, woraus folgt, dall dieses
das urspriinglich gegebene Kriftepaar P(4,4,)P ersetzen kann, und
daff man demgemil ein Kriftepaar tatsdchlich um den Mittelpunkt
seines Hebelarmes beliebig in seiner Ebene drehen darf. Wenn man
aber ein Kriftepaar parallel verschieben und dann noch um einen be-
liebigen Winkel in seiner Ebene drehen kann, ohne den Bewegungs-
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zustand - des starren Ko6rpers, an welchem das Kriftepaar wirkt, da-
durch zu #andern, so heiBt das nichts anderes als:

Man darf das Krédftepaar in seiner Ebene beliebig ver-
schieben, ohne damit den Bewegungszustand des von dem
Kréiftepaar angegriffenen starren Korpers zu dndern.

Zudem ist es nach dem, was wir oben gefunden haben, erlaubt,
das Kraftepaar in eine Parallelebene zu versetzen. In dieser kann es
dann wieder beliebig verschoben werden.

2. Satz: Ein Kriaftepaar kann durch ein anderes, in der
gleichen Ebene gelegenes Kraftepaar ersetzt werden, wenn
letzteres dasselbe Moment besitzt wie ersteres.

Um zu beweisen, daf das Kriftepaar Q(B, B,)Q (Abb. 15) dleselbe
Wirkung hat wie das Kriftepaar P(A 4,)P, wenn Q-(B,B,)=P(4,4,),
oder wenn Q-b= Pa, tragen wir von 4, aus in der Verlangerung von
A, A, die Strecke A,B ab gleich b, bringen in 4, und B senkrecht zu
A4,B je zwei gleiche und direkt entgegengesetzte Krifte ¢ an und
setzen die durchstrichenen, nach oben gerichteten Krifte P und @ zu-
sammen zu einer Resultanten R= P} Q. Diese Resultante R, welche,
parallel den Komponenten P und @, nach oben gerichtet ist, geht mit

R-P+Q Q

. .
'P B, B,

Q ]/
J[ 2

a b
4, A, &
a Q
P
Abb. 15.

Riicksicht darauf, daB der Voraussetzung nach P-a==-b ist, durch
den Punkt 4, hmdurch sie hebt also die beiden ebenfalls in 4, wirken-
den, nach unten gerichteten Krifte P und Q auf; iibrig blexben daher
nur die beiden, -das Kriftepaar Q(4, B)Q bildenden Krifte Q. Dem-
gemiB ersetzt auch dieses Kriftepaar Q(4,B)Q vom Momente @-b das
Kriftepaar P(4,4,)P vom Momente P-a, womit der oben ausgesprochene
Satz bewiesen ist.

Durch Angabe des Momentes des Kriftepaares und der Ebene,
parallel welcher das Kriftepaar zu wirken hat, ist daher ein Krifte-
paar vollstindig bestimmt.

23. Zusammensetzung von Kriftepaaren, welche in der gleichen
Ebene oder in Parallelebenen gelegen sind. Es seien zunéchst die
beiden in einer Ebene oder in Parallelebenen gelegenen Kriftepaare
von den Momenten -} Pa und - Qb zusammenzusetzen.
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Das Kriftepaar - Qb (Abb. 16) kionnen wir ersetzen durch das
Kriftepaar - Q'a, wobei @ a= (b sein mufl, hierauf verschieben wir
das Kriftepaar Q'a, bis die Wirkungslinien der Krifte P und @' sich
decken, und setzen die in
einer und derselben Geraden
wirkenden Krifte P und Q'
zusammen je zu der Resul-
tanten R = P -- @'; damit
erhélt man aber ein Krifte-
paar vom Moment

Ra=(P+ Q)a=Pa-|Qa
=Pa -} Qb.

Hétte man die Kriftepaare
~+Pa und — Qb zusammen-
zusetzen gehabt, wiirde sich
in dhnlicher Weise ein resultierendes Kriftepaar ergeben haben vom
Momente

/\

Abb. 16.

Ro=(P—)a=Pa— Qa=Pa— Qb.

Demgemdf ist der Satz erwiesen:

Zwei Kriftepaare, die in der gleichen Ebene oder in Parallelebenen
wirken, lassen sich ersetzen durch ein einziges, in derselben Ebene bzw.
in einer Parallelebene gelegenes Kriftepaar, dessen Moment gleich der
algebraischen Summe der Momente der gegebenen Kriftepaare ist.

Daraus folgt weiter:

Beliebig viele Kriaftepaare, die in der gleichen Ebene
oder in den Parallelebenen eines Koérpers gelegen sind, lassen
sich vereinigen zu einem einzigen resultierenden Kréftepaar,
dessen Ebene parallel den Ebenen der gegebenen Kriftepaare
ist und dessen Moment durch die algebraische Summe der
Momente dieser Krédftepaare angegeben wird.

24, Reduktion von Kriiften in einer Ebene. Beliebige Krifte in
einer Ebene koénnen nach 19 mit Hilfe des Seileckes zu einer Resul-
tierenden oder in besonderem Fall zu einem Kréftepaar vereinigt werden,
wodurch das Kriftebild vereinfacht und iibersichtlicher gemacht wird.
Die durch Zeichnung gefundenen Krifte ersetzen die gegebenen Kriifte
vollstéindig hinsichtlich des Gleichgewichtes oder des Bewegungszustandes.

Auf analytischem Wege verschafft man sich eine Ubersicht und
ein vereinfachtes Kriftebild, indem man die Kréfte auf einen beliebigen
Punkt, das sog. Reduktionszentrum (Bezugspunkt), reduziert, ein
Punkt, dem vorerst keine physikalisch-mechanische Bedeutung zukommt.

Wir nehmen in der Ebene der Krifte P, P,P, P, Fig. 17 einen
beliebigen Punkt O als Reduktionszentrum an, ziehen durch O Pa-
rallelen mit den Wirkungslinien der gegebenen Kréfte P und bringen
auf jeder dieser Parallelen in O zwei der betreffenden Kraft P gleiche
und einander entgegengesetzte Kriafte an. Dadurch erfahrt der Gleich-
gewichts- oder Bewegungszustand des von den gegebenen Kriften er-
griffenen starren Korpers keine Anderung. Wir haben jetzt in Abb. 17
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vier in O angreifende, nach Richtung und Gro8e mit den vier gegebenen
Kriften iibereinstimmende Kréfte und vier durch rémische Ziffern ge-
kennzeichnete Kriftepaare; die ersteren lassen sich ersetzen durch eine
einzige, O angreifende Resultante R, die sog. Reduktionsresultante,
die letzteren nach 23 durch ein resultierendes Kriftepaar vom Moment
M,, das sog. Reduktionsmoment. Das Wort: Reduktionsmoment
darf man beniitzen, weil nach 22 die Wirkung des resultierenden Krifte-
paares durch sein statisches Moment gemessen wird. Physikalisch be-
deutet die Reduktion der gegebenen Krifte auf den Punkt O, daB
Reduktionsresultante und -Moment die gegebenen Krifte in ihrer

Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Bewegungszustand des belasteten
Korpers ersetzen konnen oder mit ihnen in Gegenwirkung gebracht sie
aufheben, ihnen das Gleichgewicht halten.

Aus dieser letzten Bemerkung 148t sich ein wichtiger SchluB ziehen.
Zunachst ist daran zu erinnern, das die Reduktionsresultante R, nach
einer in 19 gemachten Bemerkung die gleiche Gré8e und Richtung hat,
wie die tatsidchliche Resultante R der gegebenen Krifte, die in Abb. 17
gestrichelt eingetragen ist und deren senkrechter Abstand von O mit »
bezeichnet sei. Man fiige nun am belasteten Korper zu der Reduktions-
resultanten und dem Reduktionsmoment die Gegenresultante R’ der
gegebenen Krifte in ihrer tatsiichlichen Wirkungslinie hinzu, dann be-
steht Gleichgewicht, d. h. u. a. der ruhend gedachte Kérper bleibt in
Ruhe und dreht sich um keinen Punkt, auch nicht um O, welcher
Punkt im {ibrigen vdllig willkiirlich angenommen war. Daher muf} das
statische Moment der Gegenresultanten mit dem Reduktionsmoment M,
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und daher auch mit dem gleichwertigen Moment der gegebenen Krifte
in bezug auf O im Gleichgewicht sein; die algebraische Summe dieser
Momente um O verschwindet:

— R -r+2ZPa;—0 oder R-r=XPa;,. . . (5)

A A)

wo (=1, 2, 8...ist. Das statische Moment der Gegenresultanten
R -r ist von dem Moment der Resultanten M, nur durch den Dreh-
sinn, d. h. durch das Vorzeichen verschieden; die Grofle beider ist gleich.
Die letzte Gleichung besagt also auch: Das statische Moment der
Resultanten verschiedener Kréfte in einer Ebene in bezug
auf einen beliebigen Punkt ist nach Gr6B8e und Drehsinn
gleich der algebraischen Summe der Momente der Kompo-
nenten fir den gleichen Punkt.

Im allgemeinen liefern die gegebenen Krifte P in bezug auf ein
beliebiges Reduktionszentrum O ihrer Ebene eine Reduktionsresultante
R, und ein Reduktionsmoment M,. Im einzelnen sind daher drei
Fille zu unterscheiden: 1. M,=—0 und R=0; 2. Myz0 und R,=0;
3. Ry=0 und M,=0.

Die Bedeutung der Fille 1. und 2. ist erst in der Dynamik zu
erdrtern, sie entsprechen einer reinen Parallelverschiebung bzw. einer
reinen Drehung der starren Ebene. Die dritte Moglichkeit besagt, dall
die gegebenen Krifte in bezug auf jeden beliebigen Punkt O ihrer
Ebene keine Kraftwirkung und keine Momentwirkung ergeben. Unter
diesen Umsténden miissen die gegebenen Krifte im Gleichgewicht sein;
m. a. W. die starre Ebene wird in Ruhe oder in gleichférmiger Be-
wegung verharren. Es geniigt sogar schon, da das Gesagte fiir einen
einzigen Punkt der Ebene erfiillt ist.

25. Die analytischen Gleichgewichtshedingungen fiir Kriifte in
einer Ebene. Analytische Bestimmung der Resultanten. Wir erhalten
also fiir das Gleichgewicht voun Kréften, die in einer Ebene wirken,
zwei Gleichgewichtsbedingungen: es mufl fiir einen Punkt O der Ebene
der Krifte sowohl die Reduktionsresultante R,=0, als auch das Re-
duktionsmoment M,==0 sein. Durch eine einzige Kraft oder durch
ein einziges Kréftepaar lassen sich die gegebenen Krifte im allgemeinen
offenbar nicht ersetzen, weil die Reduktionsresultante nur durch eine
entgegengesetzte Kraft und ein Reduktionsmoment nur durch ein ent-
gegengesetztes Moment von gleicher Grie aufgehoben werden kann.

Soll nun die Reduktionsresultante im Punkt O verschwinden, so
muf nach 18 die algebraische Summe der' Komponenten der auf O
reduzierten Krifte P nach zwei durch O gehenden rechtwinkligen Ko-
ordinatenachsen gleich Null sein, oder, was auf dasselbe herauskommt,
es muB die algebraische Summe der Komponenten der gegebenen Kréfte
nach zwei aufeinander senkrechten Achsen sich gleich Null ergeben;
gemifl M, =0 mul ferner die algebraische Summe sémtlicher in Abb.17
rémisch bezifferter Kriftepaare gleich Null sein.

Wir berechnen zuerst die Reduktionsresultante und das Reduk-
tionsmoment. Die in einer Ebene wirkenden Krifte P werden auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, das durch den beliebigen
Punkt O in der gleichen Ebene gelegt ist. Uber die Wahl des Koor-
dinatensystems vgl. Fig 18 und 12. Die Kréfte sind durch ihre Gréfe

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Aufl 3
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P,P,... und ihren Richtungswinkel ¢ ¢,...«; gegen die —-x-Achse
und durch die Koordinaten ihres Angriffspunktes (x,y,), (,¥,) -+ (2;9;)
gegeben; ihre Resultante habe die GroBe R, der gesuchte Richtungs-
winkel von R sei ¢; die Koordinaten des gesuchten Angriffspunktes
von R seien (x,y,). Auf die Koordinaten des Angriffspunktes kommt
es indes, wie schon in 17 bemerkt, nicht an, sondern einzig auf die
Lage der Wirkungslinie. Es wird sich in Ubereinstimmung hiermit
herausstellen, da man unter den (x;y,) sich nicht bestimmte Punkte
vorzustellen hat, sondern die laufenden Koordinaten der Wirkungslinie
einer Kraft. Vorerst sehe man jedoch (x,y;) als Koordinaten eines
Punktes an, in dem P, angreift.

Wir wihlen den Koordinatenanfang O als Reduktionszentrum und
denken uns dort zu jeder Kraft P, zwei ihr gleichgroe und einander
entgegengesetzte Krifte angebracht, die zu P, parallel sind. Die Krifte
sind nach ihren Komponenten X, und Y, nach den Koordinatenachsen

zerlegt. Fir die Reduktionsresultante R; hat man nach 12

X=R,cos¢p=2P,cosc,, 1
Y=R,sinp = X P,cosq,,

(6)
R,=VX®*+Y?; cosp—X[Ry; sinqo_—_Y/RO,J
wobei in den Ausdriicken von cos ¢ und sin ¢ fiir X und Y die algebraischen
Werte zu nehmen sind, wihrend dem R, sein Absolutwert zu geben ist.
Die tatsichliche Resultante R hat, wie schon in 24 bemerkt, die
gleiche GroBe und Richtung wie die Reduktionsresultante R,. Es fehlt
nur noch die Kenntnis ihrer Lage sowie
des Drehsinnes ihres statischen Momentes
in bezug auf das Reduktionszentrum O.
Die Lage ist bekannt, wenn man den Ab-
stand der Wirkungslinie der Resultanten R
vom Punkt O angeben kann, was mit Hilfe
des Satzes in 24 geschieht: Das statische
Moment der Resultanten verschiedener
Krifte in einer Ebene in bezug auf einen
beliebigen Punkt dieser Ebene ist nach
Grofe und Drehsinn gleich der algebrai-
schen Summe der Momente der Kompo-
nenten fiir den gleichen Punkt; darnach lautet
Abb. 18. die Momentengleichung fiir den Punkt O

My=R-r=P,a,-+P,a, +...= 2 Pa,
oder mit Anwendung des letzterwidhnten Satzes auf die einzelnen

Krifte bzw. deren Komponenten, von denen in Abb. 18 P, mit Kom-
ponenten X, und Y, gezeichnet ist:

My=R-r=Y,z, — X,y,) + Yo, — Xpyo) + . ..
ZZ(Y;xi_Xzyl) e s s e s 4 e e & s+ (7)
Die Identitdt der beiden letzten Gleichungen 148t sich auch an-

schaulich aus Fig. 18 ableiten, aus der z. B. fir die Kraft P, abge-
lesen wird
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Y2, X;y,= P;sine, - 2, — P,cose; -y,
= P, (x;sin ¢; — y, cos t,)
=P;(a¢c— ab)=P,a,.

Die Berechnung der Resultanten und des resultierenden Momentes
goht nun folgendermaBen vor sich: Aus Gl (6) ergibt sich die Resul-
tante nach GroBe R und Richtung ¢. Aus Gl (7) findet man sodann
das Reduktionsmoment M, nach GroBe und Vorzeichen, d. h. Drehsinn.
Mit Hilfe der schon gefundenen Resultanten R 1i8t sich darauf der
Abstand r der Resultanten R vom Reduktionszentrum O berechnen;
es ist r=M,/R. An einem um O mit Halbmesser r beschriebenen
Kreis ist R in der Richtung ¢ als Tangente so anzutragen, daB der
vorgeschriebene Drehsinn eingehalten ist; ist z. B. M positiv gefunden,
s0 heiBt das laut fritherer Vereinbarung, dafl R um O im Uhrzeiger-
sinn dreht.

Man wird nun anféinglich glauben, es- sei mdoglich, den Angriffs-
punkt wx,y, der Resultanten zu bestimmen. Suchen wir demgemiB
nach Gleichungen fiir #, und y,. Wir mdgen aber suchen, wie wir
wollen; es bietet sich nur eine einzige Gleichung dar: Die Momenten-
gleichung der Resultanten R um O, die zufolge Gl. (7) lautet

R-r=Yz,— Xy,
=3 (Y,z,— X,y,).

Aus dieser einzigen Gleichung kénnen jedoch x, und y, nicht ge-
trennt berechnet werden. Die Gleichung stellt nur eine Beziehung
zwischen z, und y, dar. Es ist also kein Punkt angebbar, sondern
bloB ein geometrischer Ort, auf
dem z,y, liegt. Weil die Glei- -y
chung in 2, und y, vom 1. Grad 7, -
ist, so ist der geometrische Ort P,
eine gerade Linie, die Wir-
kungslinie von R mit den lau-
fenden Koordinaten x, und y,.
Hierdurch wird nur bestitigt,
was zu erwarten war (s.S. 21),
daBl ndmlich an einem starren Ty
Kérper fiir eine Kraft kein An- EJ
griffspunkt, sondern nur die An- 7 »
griffslinie in Betracht kommt, 3
wenn es sich um Gleichgewicht Abb. 19.
oder Bewegung handelt.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte in einer Ebene
lauten schlieBlich zufolge dem eingangs Erwihnten:

Ry=0 und M,=0
oder O 2X=0; XY,=0; 2Z(Y,x,—X,y)=0 . . . (6a)
Soll die Resultante von parallelen Kréften bestimmt werden, so
kann man unter Benutzung eines linkshindigen Koordinatensystems
die x-Achse senkrecht zu den gegebenen Kréiften wihlen und den

-} x-Zweig nach rechts gehen lassen. Der - y-Zweig geht dann nach
3*

@, | 25 2y +x

D
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unten. Die gegebenen Krifte P, P, P, P, (Abb. 19, S. 35) wirken im Ab-
stand 0, a,a,a, vom Reduktionszentrum O; die Resultante R ist nach (6)

R=R,=P,—P,+P,—P,—=ZP,.

Die Resultante paralleler Krafte ist also parallel den
gegebenen Kréaften und gleich ihrer algebraischen Summe.

Die -Resultante R befinde sich im Abstand x, von O; wir er-
mitteln x, mit Hilfe des Momentensatzes:

R-xy=P,-0— P,a, + Pya, —P,a,.

Hieraus findet sich die Gréfe von z, und iiberdies das Vorzeichen
des Momentes R-x,, womit auch noch der Drehsinn des Momentes
von R um O festgelegt ist.

26. Weitere Betrachtungen. Findet man, daf fiir einen in der
Ebene der Krifte gewihlten Punkt O, die Summe der statischen Mo-
mente der Krifte P Null ist, so ist der Fall einer Zuriickfilhrung der
Krifte P auf ein Kriftepaar ausgeschlossen, indem die algebraische
Summe der statischen Momente der Krifte eines Kriftepaares in Be-
ziehung auf jeden in der Ebene des Kriftepaares gelegenen Punkt
sich stets gleich dem Moment des Kriftepaares ergibt und daher, wenn
die gegebenen Krifte P sich auf ein Kriftepaar reduzierten, die Summe
ihrer statischen Momente in Beziehung auf den gewihlten Punkt O
nicht =0 sein konnte. Es konnten also im vorliegenden Falle die
Krifte P sich nur noch entweder auf eine durch den angenommenen
Punkt O, gehende Resultante reduzieren oder die Kriifte P miiBten
im Gleichgewicht sein.

Wire fiir einen zweiten Punkt O, die Summe der statischen Mo-
mente der Krifte P ebenfalls =0, so wire damit das Gleichgewicht
der Krifte P immer noch nicht bedingt, es konnte ja die Resultante
der Krifte P durch O, und durch O, hindurchgehen. Ist aber fiir
einen dritten Punkt O,, welcher mit den beiden Punkten O, und O,
nicht in einer Geraden liegt, die Momentensumme wieder =0, so
mufl notwendigerweise Gleichgewicht stattfinden. Wir kdnnen also die
Gleichgewichtsbedingungen fiir Kriifte in der Ebene auch noch in’
anderer Form ausdriicken, als weiter oben geschehen ist, indem wir
sagen :

Im Falle des Gleichgewichts muB die algebraische
Summe der statischen Momente der gegebenen Krifte P in
Beziehung auf drei in der Ebene der Krifte befindliche,
nicht in einer und derselben Geraden, sonst aber beliebig
gelegene Punkte je gleich Null sein.

Findet man ein anderes Mal, daB die algebraische Summe der
Komponenten der Krifte P nach zwei angenommenen, aufeinander
senkrechten Koordinatenachsen =0 ist, die algebraische Summe der
statischen Momente der Krifte P in Beziehung auf einen in der
Koordinatenebene gelegenen Punkt O aber = M, so ist damit erwiesen,
da die Krifte P sich auf ein Kriiftepaar vom Moment M reduzieren.
Tatsichlich ist fiir die Krafte des Kriftepaares die algebraische Summe
ihrer Komponenten nach jeder Achse =0 oder, was dasselbe, die
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algebraische Summe der Projektionen der Krifte auf jede beliebige
Achse =0, womit B =0 sich ergibt.

Da aber Rr=M, so wird Pe=-—=-—==00.

Das steht im Einklang mit dem, was frither beziiglich des Keiifte-
paares gesagt wurde, daB ndmlich die Resultante eines Kriftepaares
eine unendlich kleine und ferne Kraft sei.

§ 4. Zusammensetzung von Kriiften, welche an einem starren
Korper in verschiedenen Punkten und in beliebigen Richtungen
wirken.

97. Zusammensetzung beliebiger- Kriiftepaare. Es seien zunéchst
nur die beiden Kriftepaare P(4,4,)P vom Moment M,==P-a und
Q(B,B,)Q vom Moment M,=Q-b, welche in den sich schneidenden
Ebenen I und II (Abb. 20) wirken, zusammenzusetzen. Zu diesem Zweck
trigt man auf der Durchschnittslinie der beiden Ebenen I und I die
beliebige Strecke A4,B,=c auf und ersetzt die gegebenen Kriftepaare
durch die Kréaftepaare P’(4,B,)P’ und Q' (4,B,)q, oder P’-¢ und
Q' -¢c, wobei P’-¢c=Pq und Q' c¢= Qb sein mul}, bestimmt hierauf die .

Abb. 20.

Resultanten R’ der in A4, und B, angreifenden Kriifte P’ und ¢,
dann bilden diese beiden Krifte R’, wie leicht zu erkennen ist, ein
Kriftepaar R’(4,B,)R’, das gesuchte resultierende Kréftepaar.
Handelt es sich um eine ganze Reihe von Kriftepaaren, die in
verschiedenen, sich schneidenden Ebenen wirken, so kénnte man je
zwei nach dem soeben erliuterten Verfahren zusammensetzen und auf
diese Weise schlieBlich das resultierende Kriftepaar erhalten, es ist
indessen zweckmiBiger, sich der folgenden, von Poinsot angegebenen
Methode zu bedienen.
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Zur Begrindung dieser Methode wird nachstehendes angefiihrt:

Es stelle P(4,4,)P in Abb. 21 ein gegebenes Kriftepaar vom Mo-
ment M=:P(4,4,)=~Pa vor. In einem beliebigen Punkt C der Ebene
des Kriftepaares errichte man ein Lot und trage
auf diesemn Lot von C aus nach der Seite hin, von
der aus das gegebene Kriftepaar im Uhrzeigersinn
drehend erscheint, eine Strecke (Vektor) CD ab,
der man so viel willkiirlich wéhlbare Lingenein-
heiten gibt, als das Moment P-a MaBeinheiten hat,
dann bestimmen Richtung und Gréfle der Strecke
CD vollstindig das gegebene Kriftepaar. Dabei
nennt man die Gerade CD die Achse des Krafte-
paares und die Richtung CD, durch die der
Drehungssinn des gegebenen Kriftepaares angegeben

Abb. 21. wird, die Achsenrichtung des Kriftepaares; durch

Achsenrichtung und Moment ist daher ein Krifte-
paar vollstindig . bestimmt.

Sollen jetzt wieder die Kriftepaare P(4, 4,) P vom Moment M, = Pa
und Q(B, B,)Q vom Moment M, = Qb (Abb. 20) zusammengesetzt Werden,
so errichtet man in 4, (Abb. 20) auf den Ebenen I und II Lote 4,P”
und 4, Q", trigt auf dlesen Loten die die gegebenen Kriftepaare naoh
Poinsot darstellenden Strecken 4, P” = M, und 4,Q" = M, ab, zeichnet
das Parallelogramm P” 4,Q" R", zieht in demselben die Diagonale A4,R",
dann stellt die letztere als Achse eines Kriftepaares aufgefaflt, die
Resultante der Krﬁftepaare P(4,4,)P und Q(B, B,)Q vor. Der Beweis
hierfiir ist folgender: )

Winkel P”4,P’ ==90° Winkel Q”4,Q = 90%; somit Winkel
P"AOQ"=Winkel P’4,Q. Ferner Strecke 4, P"MM =P-a=P ¢
Strecke 4, M,=@Q -b==Q"-¢c, daher Parallelogramm P"4,Q"R"
ghnlich dem Parallelogramm P'4,Q'R" und demgemaB: Dlagonale
(44R")=R'-c= M.

Durch die Linge 4,R” ist also tatsdchlich das Moment M des
resultierenden Kraftepaares R'(4,B,)R’ angegeben. Da aber A4 R”
senkrecht steht auf 4,R’ und damlt auf der Ebene des reﬁultlerenden
Kriftepaares R’ (4,B,) R’, so bestimmt die Parallelogrammdiagonale 4, R",
auch die Ebene des resultierenden Kréftepaares. Man bemerkt nun
weiter, daB, wenn man vom Punkte R” gegen 4, hin sieht, das resul-
tierende Kriftepaar R'(4,B,) R’ tatsichlich von links nach rechts dreht,
es bringt daher die Richtung 4,R” der Diagonalen A;R"” auch den
Drehungssinn des resultierenden Kriftepaares richtig zum Ausdruck.
Mit einem Worte: Die Diagonale 4,R"” des aus den Momentenstrecken M
und M, konstruierten Parallelogramms gibt vollstindig das resultierende
Kriftepaar an. Hieraus konnen wir aber den allgemeinen Satz ent-
nehmen: ‘

Man kann Kriftepaare genau wie Kridfte zusammen-
setzen, wenn man die Kraftepaare nach der Vorschrift
Poinsots darstellt und die betreffenden Momentenstrecken
wie Kraftstrecken ansieht und zusammensetzt. Dabei ent-
spricht der Fall von Kriftepaaren, welche in beliebigen
Ebenen gelegen sind, dem Fall von Kridften, die alle einen
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und denselben Punkt angreifen, und der Fall von Krifte-
paaren in der gleichen oder in Parallelebenen dem Fall von
Kriaften, in einer und derselben Geraden wirkend.

28. Reduktion der Kriifte. Ein starrer Kﬁrper werde in den
Punkten 4,, 4,, 4, ... 4, von den Kriften P,, P,, P; ... P; angegriﬁen
Die Koordinaten der Angriffspunkte 4 in Bez1ehung auf ein beliebig
angenommenes rechtwinkliges Koordinatensystem seien , 4, 2,; ;Y% - -
x;y;2;, und die Winkel der Krifte P mit den posmven Zwelgen der
Koordinatenachsen & By71s %aBaVes - - ;f;y;, alsdann ergeben sich

die Komponenten der Kréfte P nach den Koordinatenachsen:
X, =P, cose,;; Y,=P,cosf,; Z =P cosy,
X,=P,cosw,; Y,=P,cos8f,; Z,=P,co08y,

Bringt man jetzt, der Kraft P, entsprechend, in den Punkten 0,
B, und ¢, (Abb. 22) (welche Punkte man -in fester Verbindung mit dem
starren Korper sich zu denken hat), so wie Fig. 22 zeigt, die einander
gleichen und direkt entgegengesetzten, den Komponenten X,Y,Z, der
Kraft P, gleichen und parallelen Krifte X,Y,Z, an, so wird dadurch
am Bewegungszustande des starren Korpers nichts gedndert. Damit

+z

Abb, 22.

hat man aber statt der Kraft P, nunmehr die drei im Utrsprung O
wirkenden Komponenten X, Y,, Z, der Kraft P, nach den Koordinaten-
achsen sowie die in der Fig. 22 durchstrichenen 6 Kréi.ftepaare. In
gleicher Weise erhdlt man an Stelle der iibrigen Krifte P,, P,
deren nach O parallel versetzte Komponenten X,,7Y,, Z,; X,, Y Z
und je 6 Kriftepaare. Man vereinigt nun die in einer und derselben
Koordinatenachse wirkenden Krifte je zu einer Resultanten, wobei
sich ergibt:
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=X, +X,+X;,+...=2P;cosg ]
Y=I_’1—{—Y2—}—Ys—4—...:Z’Picosﬂi . (8)
Z=17+ Z,+ Z,+...=ZP;cosy; I
und setzt schlieBlich die drei Krifte XY Z wieder zu einer Resultanten
Ry—VX*+Y'42° .. ... ... (9
zusammen,

Es lassen sich aber auch die vorhandenen Kréftepaare zusammen-
setzen, wobei man zuniichst diejenigen vereinigt, deren Ebenen auf einer
und derselben Koordinatenachse senkrecht stehen. So liefern die senk-
recht zur x-Achse, also in Parallelebenen wirkenden Kriftepaare ein
resultierendes Kriftepaar, dessen Moment M_ durch die algebraische
Summe der Momente der einzelnen Kraftepaare angegeben wird, wobei
die Momente der]emgen Kriftepaare als positiv bezeichnet sind, welche,
von einem auf dem -}--Zweig der x-Achse gelegenen Punkte aus in der
Richtung gegen den Ursprung O hin angesehen, in positivem Sinn,
d. h. von links nach rechts drehend erscheinen. Demgem#f hat man:

M, = (Zy, —Y,2) + (Zyyy —Y,2) + ... =2 (Zy; — Y2 ]

desgleichen ergibt sich: ! (10)
M, = (Xy2y —Zyzy) + (Xy 2 — Z,,) + o= 2(X2— Zy) j
M, = (Y, 2, — X,y,) + Yoz, — Xoyy) + ... = Z¥;2,— X;,)

‘Damit sind die siamtlichen Kriftepaare zuriickgefiihrt auf nur drei
Kriftepaare, deren Ebenen senkrecht stehen auf den Koordinatenachsen
und deren Momente durch dié Werte von M_, M , M, angegeben
werden. Trigt man daher behufs der graphischen Darstellung dieser
drei Kriftepaare vom Ursprung O (Abb. 23) des Koordinatensystems
aus auf den Koordinatenachsen die Momente M , M, M, in einem
beliebig gewihlten Mafistab als Strecken ab, und zwar je ‘nach deren
Vorzeichen auf der positiven oder negativen Seite der Koordinaten-
achsen, konstruiert iiber den Strecken M, M,, M, ein Parallelepiped
und zieht von O aus die Dla.gonale oM des letzteren dann stellt diese
Diagonale OM, deren Linge wir mit M bezeichnen wollen, die Resul-
tante der KraftepaareM M,, M, in vollstindig bestimmter Weise vor,

Das Moment des resultlerenden Kriftepaares!) wire demgemaB
ausgedriickt durch

M=VM:PFMFFM2. . . . ... (A1)

Damit sind jetzt die simtlichen Krifte P zuriickgefiihrt auf eine durch
den Punkt O gehende Kraft R, und ein Kriftepaar M.

Wir sind hier veranlaBt, dem Begriff des statischen Momentes einer
Kraft in bezug auf einen Punkt einen weiteren hinzuzufiigen: den des
statischen Momentes einer Kraft in bezug auf eine Achse.

Die Kraft P, in Abb. 22 vermag nur mit jhrcn Komponenten Y
und Z, eine Drehwirkung um die x-Achse auszuiiben, und zwar mit

Y Im Hinblick auf Spiteres vergegenwiirtige man sich den besonderen Fall,
daB nur P, wirkt, wie in Abb. 22. Dann folgen M,, M,, M. aus (10) und das
resultlerende Kraftepaal M ist das Moment von P, in bezug auf den Punkt O.
Hierfiir wird im Anhang 334 der vektorielle Ausdruck angegeben.
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dem statischen Moment Z, .-y, —Y,-2z,. Die x-Komponente von P, da-
gegen iibt keine Drehw1rkung um die z-Achse aus. Die Drehwirkung
der Kraft P um die xz-Achse bezeichnen wir von jetzt ab als das sta-
tische Moment der Kraft P in bezug auf die Achse der z. All-
gemein findet man demnach das statische Moment einer Kraft P in
bezug auf eine zu P windschiefe Achse BB (Abb. 24). wie folgt: Man
projiziere P auf eine zur Achse BB normale Ebene; die Projektion sei
P’. In bezug.auf den Schnittpunkt O der Achse BB mit-der Projek-
tionsebene besitzt P’ ein statisches Moment, gleich P’ mal senkrechter
Abstand zwischen P' und 0. Dies ist das gesuchte Moment. In Abb. 22

+

Abb. 24.

sei z. B. die z-Achse diejenige Achse, in bezug auf welche das statische
Moment der Krifte P gebildet werden soll. Dann ist die yz-Ebene
die Projektionsebene und P, die Projektion, die man in die yz-Ebene
der Abb. 22 verschoben denken kann. Sie ist iiberdies in die Kompo-
nenten Y, und Z, zerlegt und dann der Satz zur Anwendung gebracht:
das statische Moment von P’ in bezug auf O ist gleich der algebraischen
Summe der statischen Momente der Komponenten von P’ fir 0. Man
erkennt gleichzeitig, dall dieser Satz nicht nur fir Momente in bezug
auf einen Punkt gilt, sondern auch fiir Momente in bezug auf eine Achse.

Das Reduktionsmoment M ist nun das Moment der gegebenen
Krifte in bezug auf den Punkt O; durch das eingeschlagene Verfahren
bzw. durch die Gl (10) ist dieses Moment ersetzt durch drei Seiten-
momente M, M M,  der gegebenen Krifte in bezug auf drei Achsen
(n@mlich die drei Koordlnatena.chsen)

Nunmehr kann man auch die Winkel ¢ yy der Resultanten R oder
der gleich grolen Reduktionsresultanten R, gegen die drei Koordinaten-
achsen sowie die Winkel Zu» der Achse des resultierenden Kréftepaares
gegeniiber den gleichen Achsen angeben; die Richtungskosinusse betragen

cos<p—X cosy—-—Y cos y)——Z
=% y === =%

R’ 19
o , u [ - ()
cO8 L:ﬂ7 COS[LL=7‘[—, COS‘V:M

worin XYZ, M M M, mit den algebraischen, R und M mit den abso-
luten Werten einzusetzen sind.
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Der Winkel zwischen der Richtung der Resultanten R und der
Richtung der Achse des resultierenden Kréftepaares sei J; nach einem
Satz der analytischen Geometrie. hat man:

08 § == cos @ cos 4 -} ¢cos  cos u -} cos y cos »
XM, +YM,+ZM, 1
o RM - )
Die urspriinglich am starren Korper angreifenden Krifte P sind
also zuriickgefithrt auf eine in O angreifende Kraft R, die sogenannte
Reduktions- oder Translationsresultante und ein Kriftepaar vom Mo-
ment J, dessen Ebene, senkrecht zur Diagonale OM (Fig. 23) des aus
M M, M, gebildeten Parallelepipeds, wir durch O gehend annehmen
konnen und dessen beide Krifte wir mit @ bezeichnen wollen. Man
kann aber ganz allgemein die Reduktion noch etwas weiter treiben, in-
dem man das resultierende Kriftepaar in seiner Ebene verschiebt, bis
eine der beiden Krifte ¢ des Kriftepaares ebenfalls durch O geht, und
hierauf die in O angreifenden Krifte R und @ zu einer Resultanten §
zusammensetzt. Damit sind dann die am starren Korper wirkenden
Kréfte P zuriickgefiilhrt auf zwei im allgemeinen windschief gegenein-
ander gelegene Krifte S und @. Die gegebenen Kréfte lassen sich
offenbar auf unendlich viele Arten auf zwei windschiefe Krifte redu-
zieren. Durch diese Bemerkung wird jedoch die Ubersicht kaum klarer.
Wir werden vielmehr auf die Frage hingefiihrt, ob es unter den un-
endlich vielen Arten der Reduktion eines gegebenen Kraftesystemes
nicht eine gebe, die einfacher ist als alle andern. Wir werden uns mit
dieser Frage in Abschnitt 31 beschéftigen.

(13)

29. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die am
starren freien Korper beliebig wirkenden Krifte P im Gleichgewicht
sich befinden, so muB, da die Reduktionsresultante R, das resultierende
Kréaftepaar M nicht aufheben kann, sowohl R,==0, als auch M =0
sein, woraus folgt:

Xo=0; Y,=0; Z,=0 und M, ==0; Myzo, M, =0,

d.h.: Es muB im Gleichgewichtsfalle die algebraische Summe-
der Komponenten siamtlicher Krafte nach irgend drei aufein-
ander senkrechten Achsenrichtungen und ebenso die alge-
braische Summe der statischen Momente der Kriafte in Be-
ziehung auf die drei angenommenen Achsen je gleich Null sein.

80. Sonderfille. a) Die den Korper angreifenden Krifte
lassen sich auf ein Kréftepaar reduzieren. Dann muf} die Re-
sultante oder die Reduktionsresultante Null sein und damit auch deren
Komponenten nach den drei Koordinatenachsen.

Die Bedingung fir das Auftreten eines alleinigen Kréftepaares
lautet also:

X=Y=Z=R=0.

Das Kriftepaar und die Richtung seiner Achse folgt aus den Glei-
chungen (10):
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M, =2(Zy,—Y;z cosi=M_|M

M, =Z(X;2;—Zyx;) cosu=M/[M

M, =Z2(Yx,—Xy,) cosyv=DM/[M
M=VM} M+ M>

b) Die am starren Korper angreifenden Kréfte reduzieren
sich auf eine Resultante.

Diese Resultante R greift im allgemeinen auBerhalb des an be-
liebiger Stelle wahlbaren Reduktionszentrums an; in diesem kann man’
ohne weiteres zwei mit R gleich groBle und einander entgegengesetzte
Krafte hinzudenken, worauf man ein Kriftepaar und eine in dessen
Ebene liegende Kraft vor Augen hat, die mit einer Resultanten gleich-
wertig sind. Die Achse dieses Kriftepaares und die Richtung jener
Kraft stehen senkrecht aufeinander; der Winkel & zwischen den beiden
Richtungen ist ein rechter, daher ist in GL (13) d ==/2, cos 6 =0.

Fiir das Auftreten einer Resultante hat man hiernach gemifl Gl. (13)
die Bedingung, dafl der Zihler des Ausdruckes fiir cosd verschwindet:

XM,--YM,+ZM,—=0.

Fiir den ganz besonderen Fali, daB die allein auftretende Resul-
tante durch das Reduktionszentrum geht, miiite sein

M,=M,=M,=M=0.

31. Zentralachse. Wir gehen jetzt an die Beantwortung der Frage,
die am SchluB von 28 gestellt wurde. Beliebige, einen starren Korper
ergreifende Kréfte liefern in bezug auf ein willkiirlich angenommenes
Reduktionszentrum nach 28 eine Resultante und ein resultierendes
Kriftepaar. Andert man die Lage des Reduktionszentrums, so bleibt
zwar die Resultante (Reduktionsresultante) gleich groB und gleich ge-
richtet, das resultierende Kriftepaar hat jedoch jeweils eine andere
GroBe und seine Ebene eine andere Stellung. Wir suchen diejenige
Lage der Resultanten, in bezug auf welche die Ebene des
resultierenden Momentes senkrecht steht und das Moment gleich-
zeitig, wie sich beweisen liBt, ein Minimum wird. Diese ausgezeichnete
Lage der Resultanten wird Zentralachse des Kriftesystems genannt.
Die Frage ist zuniichst rein formaler Natur, ein physikalisch mechanischer
Sinn wird sich spiter in einem besonderen Fall herausstellen. Die ge-
gebenen Krifte liefern in bezug auf das Reduktionszentrum, d. i. den
Koordinatenanfang die Resultante R (Komponenten X, Y,Z, Richtungs-
winkel von R gegen die drei Koordinatenachsen ¢xw) und das Krifte-
paar M (Komponenten M M, M, Richtungswinkel des Poinsotschen
Momentvektors M :/uv). Die Zentralachse, die auch die Richtungs-
winkel @yy hat, gehe durch einen Punkt x,y,z,. Wir reduzieren nun-
mehr die gegebenen Krifte R und M auf den neuen Reduktionspunkt
%yYe2o, fr den sie eine Reduktionsresultante R und ein resultierendes
Kriftepaar M’ ergeben. Die Ebene des resultierenden Kraftepaares M’
in bezug auf die Zentralachse steht der Forderung gem#fB auf der Zen-

. tralachse senkrecht. (Komponenten von M’ seien M.’ M, M, Richtungs-
winkel der Achse dieses Kréftepaares A=¢; u=y; y=1v.). Gesucht
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wird eine Beziehung zwischen x,y,z, und den gegebenen Grolen
R(XYZ; ¢zy) und M(M, M M), d. h. die Gleichung der Zentralachse.

Das resultierende Kraftepaar M, dessen Achse mit der Zentral-
achse zusammenfillt, hat nach (10) die Komponenten:

M =M,—Zy,+ Yz,
M) =M, — Xz -+ Zx,
M =M — Yx,+ Xy,
Soll die Achse von M’ mit der Achse der Reduktionsresultanten

zusammenfallen, so miissen die beiderseitigen Richtungskosinusse gleich
sein, d. h. nach Gl. (12) und 30:

x_ M/ Y M' zZ_ M
R M R M B M
M’MAMH,’__%;_-A["

X Y Z R

Durch Einsetzen der oben stehenden Werte von M) M ‘M i
die letzte Gleichung erh&lt man

M, —Zy,+ Yz, M, —Xzy+Zz, M — Yz, + Xy,

b¢ - Y == 19

oder

wofiir auch durch Kombination folgende Gleichungen angeschrieben
werden konnen:

(M, — Zy, - Y2,) Y — (M, — Xz, + Zx,) X=0 |
(M, — Xzy+ Z2g) Z — (M, — Ya,+ Xy)) Y=0 | .
(M, — Yy Xyy) X — (M, — Zy,~+Yz,) Z—0 )

Durch diese 3 in ZoYo % linearen Beziehungen ist der analytischen
Geometrie zufolge eine Gerade, die von uns gesuchte Zentral-
achse des Kriaftesystems, bestimmt; x,y,z, sind, als Veréinderliche
aufgefaBt, die laufenden Koordinaten der Zentralachse. Von den drei
Gleichungen geniigen zwei zur Festlegung dieser Achse; welche zwei
gewidhlt werden, ist gleichgiiltig, da die dritte durch Umformen aus
den beiden andern hervorgeht.

Die drei Gleichungen werden auch erhalten, wenn man den Aus-
druck fur das resultierende Kriftepaar

M*= (M, — Zyy+ Yz, + (M, — Xzg+ Zayf + (M, Y Xy

je nach den Koordinaten x,y,z, ableitet und die Ableitung gleich Null
setzt, womit die Bedingung fiir ein Minimum von M’ ausgesprochen
wird. “ Das heiBt: In bezug auf die Zentralachse hat das sta-
tische Moment der gegebenen Krifte seinen kleinsten Wert.
Dieses Moment wird Hauptmoment genannt.

Die Gleichung der Zentralachse 148t sich noch in anderer Form
schreiben; fiigh man in dem oben stehenden Gleichungstrio z. B. in
der ersten Gleichung - Z%z, — Z%z, hinzu und verfihrt bei den beiden
andern entsprechend, so erhélt man

. (15)
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+ MY — M X+ R% — Z (Xxy+ Yyt Z2) =0,
+M,Z— MY + Bz, — X (X, Yy, Z2y) =0,
+ M X — M, Z + Ry, — ¥ (Xoog + Yo+ Z20) =0,

woraus »
l[ _f’@_fy_‘_‘_%]_i[ MZY—MQ,Z}
7 ZO R.! J—X 0 _R2
1 M, Z—MX
_"17[’/0— e —] . . (186)

Aus dieser Form der Gleichungen der Zentralachse erkennt man,
dall auf ihr ein ausgezeichneter Punkt gelegen ist, fiir den die Klam-
merausdriicke den Wert Null annehmen. Dieser Punkt heiit der
Mittelpunkt des gegebenen Kriftesystems.

32. Parallele Kriifte. Ein starrer Korper sei von lauter parallelen
Kriften P, in den Punkten x,y,z, eines beliebig angenommenen, mit
dem Korper verbundenen rechtwinkligen Koordinatensystems ergriffen;
die Richtungswinkel aller dieser Krifte mit den positiven Richtungen
des Koordinatensystems sind dann gleich groB; sie mdgen mit «, 8, y
bezeichnet werden; dann erhdlt man fiir die Komponenten der Re-
sultante B der parallelen Krifte nach (8):

X=2P;cose;==cosa 2 P,,

Y=2P;cosfi;==cosp 2'P,,

Z =2 P;cosy,==cosy 2 P,,

R=VX?*+ 7?1 7? =V (cos?a+cos? f |- cos?y) (S PP = 3P,.

Die Resultante der parallelen Kridfte ist an einem raum-
lichen Korper wie an einer starren Ebene gleich der alge-
braischen Summe der Einzelkrifte.

Die Lage der durch den Punkt xz,y,z, gehenden Resultanten er-
hélt man mit Hilfe des Satzes (vgl. 24): Das statische Moment der
Resultanten ist gleich der algebraischen Summe der statischen Momente
der Komponenten; dieser Satz, auf die drei Koordinatenachsen als
Momentenachsen angewands, liefert nach (10):

M, —=Zy, — Yéo =2 (Zy;— Yz,
Mszzo——Zx(,:Z(Xizi —Zx;),
M, =Ya,—Xy,=2 (Y2, — Xy,),

oder mit Riicksicht auf die oben stehenden Gleichungen und nach
- Zusammenfassen der mit gleichen cos multiplizierten Glieder:

cosy (yo — 2—;"%) — cosf <zo — Zgﬁzl) =0,

cosc <~ 2 b zi) cos y (;v ZP"xi) =0
T )T o TR )T
cosf <w0 — Z—Z&) — cosu <yo e ‘—z-g’ﬂ—')

I

0.
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Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit cos¢ und die
zweite mit cosf und addiert beide Gleichungen, so kommt nach geeig-
neber Umformung die dritle heraus. Zur Bestimmung von x,y,2, stehen
also nicht drei, sondern nur zwei lineare Gleichungen zur Verfiigung;
analytisch geometrisch gesprochen heifit das: es ist unter diesen Um-
stdnden nicht ein Punkt, sondern eine Gerade bestimmt, die Gleichung
der Wirkungslinie der Resultanten der parallelen Krifte. Man erhielte
aus dem vorhergehenden Abschnitt durch Spezialisieren dieselben Glei-
chungen, weshalb wir jene Gerade als die Zentralachse der parallelen
Krifte ansprechen diirfen. Fiir diese Achse ist das statische Moment
des Kriftesystems ein Kleinstwert, der vorliegendenfalls Null ist, da
parallele Krifte in bezug auf eine zu ihnen parallele Achse (vgl. S.41)
kein statisches Moment besitzen.

Dreht man nun simtliche Kréfte P um ihre festliegend zu den-
kenden Angriffspunkte, so @ndern sich in den Gleichungen der Zentral-
achse nur die Werte «, (, y, wihrend die Klammerausdriicke un-
gedndert bleiben, d. h. die Zentralachsen drehen sich gleichzeitig mit
den Kriften. Die Gleichungen aller denkbaren Zentralachsen konnen
aber durch einen und denselben Wert:

2P, 2Py, 2Pz ,
Ty== —R—u , Yo == —R7—J“ , 2y = —3>"" (17)
befriedigt werden, da dieser die Klammerausdriicke zu Null macht.
Damit ist ein allen Zentralachsen gemeinsamer Schnittpunkt bestimmt,
der sog. Mittelpunkt der parallelen Kréfte.

Dreht man also die einen Korper angreifenden parallelen Kréfte
um ihre Angriffspunkte, indem man ihre GréBe ungedndert 1afit, so
geht die Resultante durch einen und denselben Punkt, den Mittelpunkt
der parallelen Krifte, dessen Koordinaten durch die obenstehenden
Gleichungen festgelegt sind. Der Mittelpunkt paralleler Krifte .ist
also ein ausgezeichneter Fixpunkt des Kraftesystems.

Wihlt man demzufolge im Falle eines mit parallelen Kriften be-
lasteten Korpers das Reduktionszentrum im Mittelpunkt dieser Kréfte,
so liefern sie fiir den Mittelpunkt nur eine Resultante, jedoch kein
resultierendes Kréiftepaar. Parallelkréafte lassen sich also in ihrer
Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Bewegungszustand des
belasteten Korpers durch eine einzige im Mittelpunkt der
parallelen Kriafte angreifende Einzelkraft ersetzen. Jede andere
durch den Mittelpunkt hindurchgehende Achse wird von dieser Einzel-
kraft geschnitten, die also in bezug auf jede dieser Achsen das statische
Moment Null ergibt. Da das Moment der Resultanten fiir eine Achse
gleich der algebraischen Summe der Momente der Komponenten, d. h.
hier der gegebenen parallelen Krifte, ist, so kann ausgesprochen werden:
di e algebraische Summe der statischen Momente paralleler
Kréifte, die einen Korper belasten, ist in bezug auf jede durch
den Mittelpunkt dieser Krifte gehende Achse gleich Null

Praktisch wichtig ist vorzugsweise der Fall paralleler und gleichsinniger
Krifte; in diesem liegt der Mittelpunkt stets innerhalb der Angriffspunkte der
parallelen Krifte. Was von der Zentralachse und vom Mittelpunkt gesagt worden

ist, gilt jedoch auch fiir parallele Krifte mit verschiedenem Sinn; dabei kann der
Mittelpunkt auch auBerhalb der Angriffspunkte der parallelen Krifte liegen und
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ist dann, soll ein physikalischer Sinn damit verkniipft werden, in starre Verbindung
mit dem belasteten Korper gebracht zu denken.

Der Sonderfall eines Kréftepaares mit sog. unendlich fernem Mittelpunkt
soll hier nicht weiter erdrtert werden.

Der Mittelpunkt paralleler Krifte ist im vorhergehenden lediglich
als ein ausgezeichneter geometrischer Punkt aufgetreten; seine physi-
kalische Bedeutung wird, falls die Parallelkrifte Schwerkrifte sind, sich
im néchsten Kapitel herausstellen. '

4. Kapitel
Die Lehre vom Schwerpunkt.

§ 5. Allgemeines. Schwerpunkte spezieller Linien,
Fliachen und Korper.

33, Richtung der Schwerkraft. Ein durch ein Gewicht gespannter
Faden eines Senkels gibt die Richtung der Schwerkraft oder der Erd-
anziehung auf das Gewichtsstiick an, die als Lotlinie oder Vertikale
bezeichnet wird. Die Lotlinien stehen iiberall senkrecht auf der Ober-
fliche ruhender Fliissigkeiten. Da nun der Meeresspiegel eine krumme
Oberfliche hat, go sind die Lotlinien an verschiedenen Erdorten nicht
parallel. Auch gehen sie im allgemeinen nicht durch den Erdmittel-
punkt (218). Nur fiir verhiltnisméBig nahe beieinander gelegene Erdorte
diirfen Lotlinien als parallel angesehen werden; auf alle Félle ist es
gestattet, die Gewichte der einzelnen Teile der in der technischen Me-
chanik in Betracht gezogenen Koérper als parallele Krifte zu behandeln.

Eine Ebene normal zur Lotlinie ist eine Horizontalebene, eine
in dieser gezogene Gerade eine Horizontale. Die Horizontallage wird
mit der Wasserwage oder Libelle gepriift.

Die Intensitdt der Schwerkraft wird durch das Gewicht gemessen,
als dessen Einheit man das Kilogramm, als Kraft aufgefaflt, vereinbart
hat, wenigstens in den Kreisen der Ingenieure, ausschlieBlich der Elektro-
ingenieure, die unter 1 kg die Einheit der Masse verstehen (s. 143). Uber
die Kraftmessung ist das Erforderliche in 4 gesagt.

34. Spezifisches Gewicht. Unter diesem versteht man fir ge-
wohnlich diejenige Zahl, welche angibt, wieviel mal ein Kérper schwerer
ist als das gleiche Volumen Wasser. Vielfach bezeichnet man aber auch
als spezifisches Gewicht eines Korpers das Gewicht der Raum-
einheit des Korpers entsprechend den Bezeichnungen: Spezifische
Ausdehnung eines Stabes = Ausdehnung der Lingeneinheit des Stabes;
spezifischer Druck = Druck auf die Flacheneinheit. Man nennt es
dann Raumgewicht. Das spezifische Gewicht im obigen Sinne ist
eine unbenannte, das Raumgewicht eine benannte Zahl, z. B. kg/m?,
kg/edm u. a.

35. Allgemeine Erlduterungen iiber den Schwerpunkt. Oben
wurde bemerkt, daB jeder irdische Koérper und damit auch jedes Ele-
ment -eines solchen von der Schwerkraft angegriffen sei. Ist d7 das
Raumelement eines Korpers und y das spezifische Gewicht dieses Ele-
mentes, d. h. das Gewicht seiner Raumeinheit, so ist die GroBe der das
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Element angreifenden, vertikal abwirts gerichteten Schwerkraft aus-
gedriickt durch y-dV. Es wirkt daher an dem ganzen Korper ein
System von unendlich vielen parallelen und gleich gerichteten Kréiften
y-dV. Man versteht nun unter dem Schwerpunkt?) eines Korpers
den Mittelpunkt der parallelen, gleich gerichteten Schwerkrifte, welche
an den einzelnen Elementen des Korpers wirken, DemgemiB erhilt
man mit Riicksicht auf das in 33 Gl (17) Gefundene fiir die Koordi-
naten x,, y,, %, des Schwerpunktes,  wenn die Koordinaten eines be-
liebigen Elementes des Korpers mit x, y, z bezeichnet werden:

Sy-dV-x Zy-dV-y Zy-dV.z
po— YT, y:_7w- Y Sl A
0 Xy.dvV 0 Zy-dV 0 Dy-dvV

Bei einem homogenen oder 'gleichartigen Korper ist das spe-
zifische Gewicht y fiir alle Elemente des Korpers dasselbe, also unab-
hingig von der Lage des Elements und daher:

2dV-x 2dV.y 2dV-z
T TIgy 0 W T TIgy 0 T Tzav
Die Koordinaten des Schwerpunktes eines homogenen Gebildes
sind also unabhingig vom spezifischen Gewicht des Korpers, so dafl
man hier von der physikalischen Bedeutung des Schwerpunktes absehen
kann. Dies fithrt uns dazu, den Begriff des Schwerpunktes iiberhaupt
allgemeiner zu fassen und den Schwerpunkt irgendeiner homogenen
GroBe m zu definieren als einen geometrischen Punkt, dessen Ko-
ordinaten x,, y,, 2, in Beziehung auf ein rdumliches rechtwinkliges
Koordinatensystem dadurch erhalten werden, daf man die GréBfe in
ihre Elemente dm zerlegt, die Abstinde z, y, z der letzteren von den
drei Grundebenen bestimmt und die Quotienten

2dm-x Zdm-y 2dm-z

dm dm 2dm
bildet. Diese Quotienten bedeuten Lingen, welche man ansehen kann
als die Koordinaten xz,, y,, 2, eines gewissen Punktes im Raume, des
sog. Schwerpunktes. Man hat also:

Zdm-x Zdm-y 2Zdm-z
= "Sgm ¢ N Sdm 0 o sam o+ Y
Das Produkt aus dem Elemente dm einer GroBe und seinem Ab-

stande von einer Grundebene nennen wir das Moment des Elementes
in Beziehung auf diese Ebene und die Summe der Momente sdmtlicher
Elemente einer GroBle das Moment der ganzen GroBe in Beziehung
auf die angenommene Grundebene. So wire dm-x das Moment eines
Elementes der GréBe m in Beziehung auf die yz-Ebene des Koordi-
natensystems und X'dm-.x das Moment der ganzen GréBe m in Be-

1) Wirken auf die Korperelemente an Stelle der Erdanziehung andere der
Masse proportionale Krifte, so haben diese ebenfalls einen Mittelpunkt, den sog.
Massenmittelpunkt. Dieser fillt mit dem Schwerpunkt zusammen, sofern die Erd-
anziehung auf alle Elemente eines Kérpers trotz der Verschiedenheit der Abstdnde
vom Erdmittelpunkt als gleich groB angenommen wird.
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ziehung auf die gleiche Ebene. Da aber aus
Zdm-x
Xo= —
2dm
so ist das Moment einer Grofle in Beziehung auf eine Ebene auch

ausgedriickt durch das Produkt aus der Gréfe und dem Abstand ihres
Schwerpunktes von dieser Ebene.

Arithmetisch gesprochen ist x, nichts anderes als der Durch-
schnittswert der z der einzelnen dm; dasselbe gilt von y, und z,.

folgt: muwy=Zdm. x,

36. Momentenséitze. Hat man ein System von GréBen m,m,m,...,
deren Schwerpunkte in den Abstéinden «,x,x;... von einer angenom-
menen Grundebene liegen, so ergibt sich, wenn xz, der Abstand des
Schwerpunktes des Gesamtsystems von der Grundebene:

(m, ~+my +my .. )z, =2dm -z
=2dm,-x -} Zdm,-x 4 Sdmg-x -+ ...

=my &, | My My, -

Es ist daher das Moment eines Systems von Gréflen in
Beziehung auf irgendeine Ebene gleich der Summe der Mo-
mente der einzelnen GroBen in Beziehung auf dieselbe Ebene.

Handelt es sich dagegen um das Moment einer GréBe m, welche
als die Differenz zweier GréBen m, und m, aufgefaflt werden kann, so
kann man, um dieses Moment zu erhalten, zuerst die Summe der Ele-
mentarmomente dm, -z bilden fiir die GroBe m, und hierauf diejenigen
Elementarmomente wieder in Abzug bringen, welche man zuviel ge-
nommen hat, nimlich Zdm,-x. Das gibt

Sdm -z =Zdm,x — Zdm,x
oder m-xy == (M, — M,) Ty==m, &, — Mm,=,,

d. h. das Moment der Differenz zweier Gr6Ben ist gleich der
Differenz der Momente dieser GroBen.

37. Fall einer Symmetralebene. Besitzt ein Gebilde m eine
Symmetralebene, so befindet sich in ihr auch der Schwerpunkt des
Gebildes.

Zum Beweis nehmen wir die Symmetralebene als eine Koordi-
natenebene, z. B. als yz-Ebene an und beachten, dall in diesem Fall
jedem Element dm, von der Abszisse - x ein Element dm, von der
Abszisse — z entspricht, dafl also

2dm-z=0 und demgemifl m-x,=0; z,=0.

38. Fall eines Mittelpunktes. Hat ein Gebilde einen Mittel-
punkt, so fillt in diesen der Schwerpunkt des Gebildes.

Im Begriffe des Mittelpunktes liegt es, daB, wenn man ein Ele-
ment dm, des Gebildes mit dem Mittelpunkt verbindet und die Ver-
bindungslinie iiber den Mittelpunkt hinaus um sich selbst verlingert,
der Endpunkt dieser Geraden wieder mit einem Element dm, zu-
sammentrifft, so dafl das ganze Gebilde als zusammengesetzt angesehen

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 4
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werden kann aus paarweise auftretenden, einander entsprechenden Ele-
menten. Legt man nun durch den Mittelpunkt eine beliebige Ebene,
welche man wieder als yz-Ebene eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems ansehen mag, und bezieht auf diese das Moment des Gebildes,
so wird fir diese Grundebene

Zdm-rx=2(dm, -2, —dmx)f...=0, also mx,=0; =z,=0,

d. h. es liegt der Schwerpunkt des Gebildes in dieser beliebigen, durch
den Mittelpunkt gehenden Ebene. Wenn aber der Schwerpunkt in
jeder durch den Mittelpunkt gelegten Ebene sich befinden muB, so
kann er nur in diesem Mittelpunkt liegen.

39. Schwerpunkte von ebenen Gebilden. Der Schwerpunkt eines
ebenen Gebildes liegt stets in der Ebene des Gebildes. W&hlt man
ndmlich die Ebene des Gebildes als Grundebene, so ist das Moment
dm-z eines jeden Elementes dm des Gebildes in Beziehung auf diese
Grundebene gleich Null, woraus folgt

2Zdm-x=0; mz,=0; x,=0.

40. Dreieckumfang. In den folgenden Nummern werden die
Schwerpunkte einiger Linienverbindungen bestimmt. Den Abstand y,
des Schwerpunktes des Dreieckumfanges von der Dreieckseite  erhalten
wir aus der Momentengleichung

h h
@40+ yy—c 5 +ay

hoa-tec
woraus Yo=75 P

In gleicher Weise berechnen sich die Abstédnde des Schwerpunktes
von den beiden anderen Dreieckseiten. Mit diesen Abstinden ist dann
die Lage des Schwerpunktes bestimmt.

Indessen 148t sich der Schwerpunkt einfacher dadurch festsetzen,
dafl man denselben wieder als den Mittelpunkt der Elementargewichte

oS

/ 'y,
YA g ‘
V] DAY AN A
Abb. 25. Abb. 26.

des Gebildes auffallt und demgem&ll den Durchschnittspunkt der Re-
sultanten dieser Gewichte mit der Ebene des Dreiecks, welch letzteres
man sich in horizontaler Lage denken mag, bestimmt.

Bezeichnet man mit y das Gewicht der Léngeneinheit des Drei-
eckumfanges und nimmt die Gewichte der Dreieckseiten a, b, ¢ (Abb. 26)
in den Mitten D, E, F dieser Dreieckseiten an, so kann man die Ge-
wichte y@ und y¢ von a und ¢ ersetzen durch ihre Resultante y(a -} c),
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welche die Dreiecksébene in dem Punkte G treffe. Dieser Punkt ¢
muB auf der Verbindungslinie F.D so gelegen sein, dafl

y-¢(F@)=ya(DQ)

(4
oder DG ¢ 2 ED
¢ FG _—9_—EF.

2

E@ ist somit Halbierungslinie des Winkels D EF des Dreiecks D EF.
Jetzt hat man nur noch die in @ angreifende Resultante y(a —-c¢) mit
dem in B wirkenden Gewicht y b der Dreieckseite b zusammenzusetzen,
um die Resultante R simtlicher am Dreieckumfang wirkenden Ele-
mentargewichte zu erhalten, deren Durchschnittspunkt 8 mit der Drei-
ecksebene den gesuchten Schwerpunkt liefert. Der Schwerpunkt § muf3
also auf GE der Halbierungslinie des Winkels DEF, liegen, ebensogut
aber auch auf den Halbierungslinien der beiden anderen Winkel des
Dreiecks DEF. Somit fillt der gesuchte Schwerpunkt des Dreieck-
umfanges in den Mittelpunkt des dem Dreieck DEF einbeschriebenen

Kreises.

41. Kreisbogen. Der Schwerpunkt liegt jedenfalls in der Ebene

des Kreisbogens und auf der eine Symmetralachse des Kreisbogens
bildenden Halbierungslinie des dem

Y Kreisbogen entsprechenden Zentri-

4+

Abb. 27. Abb. 28.

winkels. Wird letzterer mit 2« bezeichnet, so erhdlt man den Ab-
stand x, des gesuchten Schwerpunktes vom Kreismittelpunkt aus
x0~‘2ra:]'7-'dqwrcos¢:27'Qsincc

o

.. . rsin
womit sich ergibt @, = rsme
o
. .. 2r
Beim Halbkreis st dann Ty=—.
b4

42. Beispiel einer weiteren Linienverbindung. Um den Schwer-
punkt § der in Abb. 28 angegebenen Linienverbindung zu erhalten, be-
4*
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stimmt man den Schwerpunktsabstand y, aus déer Momentengleichung
in Beziehung auf die Grundlinie a

@ a a @ a a b
(§”+5+3b+2“>%25“(;+b>+§<l’+‘4‘>+3b‘5'+“'b'

43. Dreiecksfliche. Zerlegt man die Dreiecksfliche durch Parallelen
mit einer der Seiten in unendlich schmale Flichenstreifen, so liegen
die Schwerpunkte der letzteren alle auf der
zu der betreffenden Dreieckseite gehorigen
Transversalen. Nimmt man nun diese Trans-
versale als Momentenachse an, so ist die
Summe der Momente der einzelnen Flidchen-
streifen in Beziehung auf die gew#hlte Achse
- gleich Null. Es muf} daher der Schwerpunkt
der Dreiecksfliche auf der erwdhnten Trans-
Abb. 29. versalen sich befinden. Aber ebensogut mufl
er auch auf den beiden anderen Transversalen
des Dreiecks liegen, mithin fillt derselbe in den Durchschnittspunkt
der Transversalen des Dreiecks. Dainit wird dann (Abb. 29)

SD_DE_CD_ 1.
SA  BA CB 2’

SE=

1 1
SD—:?SA; SD = 3—-.4D;

1BE.
1
3

Es ist also auch: Yo=3%h.

44. Vierecksfliche. Man zieht (Abb. 30) die Diagonale 4AC und
bestimmt die Schwerpunkte S, und S, der beiden Dreiecke 4. BC und
ADC, nimmt die Verbindungslinie S, S, als
Momentenachse an, alsdann muf3 der Schwer-
punkt § des Vierecks auf dieser Achse liegen,
weil die Summe der Momente der beiden
Dreiecke 4 BC und ADC und damit das
Moment des Vierecks in Beziehung auf die
Achse S, S, gleich Null sich ergibt. Zieht
man hierauf die Diagonale B D und bestimmt

Abb. 30. die Schwerpunkte S, und S, der beiden

Dreiecke ABD und CBD, so mul der

Schwerpunkt S des Vierecks auch auf der Geraden S,S, liegen, er

fallt daher in den Durchschnittspunkt der beiden ,,Schwerllnlen
S, S, und §;8,.

45. Trapezfliiche. Bei der Zerlegung des Trapezes in unendlich
schmale Streifen durch Parallelen mit den parallelen Seiten erkennt
man, daB die Schwerpunkte der Streifen auf der Verbindungslinie der
Mlttelpunkte E und F der parallelen Seiten des Trapezes sich befinden
und daB demgemiB auch der Schwerpunkt S des ganzen Trapezes auf
der Geraden EF liegen muB. Es handelt sich daher nur noch um die
Bestimmung der Entfcrnung des Schwerpunktes von einer der beiden
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parallelen Seiten A D oder B(C. Bezeichnet man A D mit a, B( mit b,
die Hohe des Trapezes mit A und die Schwerpunktsabstinde von 4 D
und BC mit y, bzw. y,,” so liefert die Momentengleichung in Beziehung
auf 4D, wenn man das Trapez durch die Diagonale BD in zwei
Dreiecke zerlegt.

1 1 h 1 2h
ya'g(“"{“b)h*’g—“7"§"+§b7l”§
h
oder yu(a—}—b):g(a—[—Zb).
B b 4 a

p-— T pia
A % D

Abb. 31.

Ebenso erhilt man aus der Momentengleichung bezogen auf B(

. ; .
v, (a4 )= (b4 2a),

womit sich ergibt

Ly
ya_q—{L—Qb“ 9 !

yl) b+2a‘ _12{__*_“

Hierauf beruht die in obiger Abb. 31 angedeutete Konstruktion des
Schwerpunktes .

[
46. System von Rechtecken. Als Bei- »[ T 1
spiel wollen wir den T-Querschnitt Abb. 32 A —rt
wihlen. Mit den Bezeichnungen der Abb. 32 Polid

erhdlt man bei der angedeuteten Zerlegung 2 ;
" des Querschnittes: :

: ,590
d. .
Yo (0ydy + hd ~+ bydy) =b, d, (de +h4 él) '31 i ‘
g
| h d,
hd-\dy 5 ) - bady s Abb. 32.

woraus sich y, und damit der auf der Symmetralachse des Querschnittes
liegende Schwerpunkt des letzteren ergibt. :

47. Kreisausschnitt. Der Halbmesser des Kreises sei = r und der
den Ausschnitt bestimmende Zentriwinkel = 2«. (Abb. 33, S. 54.)

Der Schwerpunkt S des Kreisausschnittes liegt auf der Halbierungs-
linie dieses Winkels. Ist x, der Abstand des Schwerpunktes S vom
Kreismittelpunkt O, so liefert die Momentengleichung in bezug auf die
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angenommene y-Achse:
+a
R 1, P 2 73 9
Ty 1= | —r? -—rcosp=---2sing,
0 g "y P33
o

oraus z 2 rsin«
w —
3 @
Damit erhdlt man fir die Halbkreisfliche, also mit « = —;zr
. _A4r
LT

48. Ausschnitt einer Ringfliche. Es sei r, der duflere und », der
innere Halbmesser, 2« der Zentriwinkel und z, der Abstand des auf
der Halbierungslinie des Winkels 2« gelegenen Schwerpunkts S vom
Kreismittelpunkt O (Abb. 34), alsdann hat man:

s 2 rysing o 21,8inc

. 2 2 . 2
zy(rl—r)e=r’e— - t—0 —rla P

woraus xO =m0

49. Kreisabschnift. Derselbe wird angesehen
als Differenz eines Kreisausschnittes und eines
(Abb. 35) Dreiecks, womit man als Momentenglei-
chung in bezug auf die y-Achse erhilt:

& 0] b
x,(r* ¢ — r® sin ¢ cos )

s 2rsine o 2
i sxnacosa-grcosu
o

3
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. 2 . 2
oder  x,(¢ —sinecosa)= g rsing (1 —cos? ) = 37" sin® o

sin® «

x -—47’
T3 2¢—sin2e’

0

50. Halber Parabelabschnitt. Die Gleichung der Parabel Abb. 36
ist y>=2px. Die schraffierte Fliche hat den Inhalt (Z)-zy. Die
Koordinaten des Schwerpunktes seien x,, y, (Abb. 36), damit liefert die
Momentengleichung in bezug auf die y-Achse:

z

xz x
2 S _
Ty 5 Y =fydx-x=fx1/2px~dx=1/2pfxg‘ dx
0 0

0

+Yy-
2 — 2
oder xy —xy="V2p eat
3 b
2 L, 2,
——:ga:*VQpa::gx'y,
3
woraus Bp=5 2.

Ebenso ergibt die Momentengleichung in
bezug auf die z-Achse

z z
2 1 pa’
y0~§xy:fydx-%=aj2pxdx: 5 = 1’
0 0
3

womit Yo=1g Y.

Fiir die nicht schraffierte Parabelfliche vom Inhalt (})xy erhilt

man ebenso ,
3 ! 3
Yo=35T Yo=3Y-

51. Beliebig begrenzte ebene Fliche, Um zunichst eine Schwer-
linie fiir die gegebene Fliche F zu erhalten, d.h. eine Gerade, auf
welcher der Schwerpunkt S der Fliche liegen mufl, geht man zweck-
maBigerweise wieder auf die physikalische Bedeutung des Schwerpunktes
zuriick, setzt die Fliche F als schwer und homogen voraus, wobei das
Gewicht der Flicheneinheit =1 sei, und denkt sich die Fliche F in ver-
tikale Lage gebracht. Alsdann teilt man F durch die Vertikalen in
einzelne schmale Streifen, bestimmt mogliehst genau die Flédcheninhalte .
fis fa» f3» ... der Streifen, nimmt deren Schwerpunkte, was bei ent-
sprechend schmalen Streifen genau genug ist, in den Mitten zwischen
den Trennungslinien der Streifen an, konstruiert fiir die in diesen
Schwerpunkten . wirkenden Gewichte f,, f,, f;,... der Flichenstreifen
ein Seijpolygon und zieht durch den Durchschnittspunkt C der duBersten
Seilpolygonseiten eine Vertikale, so ist diese eine vertikale Schwerlinie
der Flache F. Indem man hierauf die Fliche F in lauter horizontale
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Streifen f zerlegl, sodann die Krifte f in horizontaler Richtung wirkend
annimmt und fir diese Krifte ebenfalls ein Seilpolygon konstruiert usw.,
erhédlt man auch eine horizontale Schwerlinie, deren Durchschnittspunkt
mit der vertikalen Schwerlinie den gesuchten Schwerpunkt S der Fliche
F liefert.

Mechanisch wird der innerhalb einer ebenen Figur gelegene
Schwerpunkt dadurch bestimmt, dal man die Figur aus Karton aus-
schneidet und auf einer Nadelspitze balanziert, oder auch dadurch, daB
man die Kartonfigur nacheinander in zwei verschiedenen, nicht auf der
gleichen Schwerachse befindlichen Punkten an einem Faden aufhingt
und den Schnittpunkt der beiden Fadenrichtungen, d. h. zweier Schwer-
achsen, markiert; er ist der Schwerpunks.

52. Moment einer Fliche in Beziehung auf irgendeine Achse?).
Um das Moment M der Fliche F in Beziehung auf die beliebig an-
genommene Achse yy (Abb. 37) auf graphischem Wege zu erhalten, teilt
man die Fldche F durch Gerade parallel dieser Achse in schmale
Flachenstreifen f,, f,, f; ... f,, ein und konstruiert fiir diese wie vorhin
ein Seilpolygon, dessen #uBerste Seiten die Achse yy in den Punkten

ikl g Abb. 37,

D, und D, schneiden, dann ist das Moment der Fliche F in Beziehung
auf die Achse yy ausgedriickt durch das Produkt

H- (DO 'Dn) b

wobei H die Poldistanz im Kriftepolygon bedeutet.

Um dieses zu beweisen, betrachtet man das Gleichgewicht des in
seinen Eckpunkten von den Gewichten f,, f;, f; ... f, angegriffenen,
durch die in den &uBersten Seilpolygonseiten wirkenden Spannkriifte
S, und 8, ins Gleichgewicht gesetzten Seilpolygons und schreibt die
Gleichung der statischen Momente der am Seilpolygon im Gleichgewicht
befindlichen Krifte fiir den Punkt D, ais Drehpunkt an, indem man

) Die Aufgabe kann auch durch graphische Integration gelést werden (vgl.
314), indem man die zweite Integralkurve der Begrenzungslinie der Flache
zeichnet.
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den Punkt D, als Angriffspunkt der Spannkraft S, ansieht und letztere
in ﬁn ersetzt sich denkt durch ihre Komponenten H und V. Diese
Momentengleichung ergibt

'»H'(DODH):f]xl_i—f2x2+f25x3+"‘+fnxn:F'x0'

53. Schwerpunkt einer Pyramidenoberfliche und eines Kegel-
mantels. Lassen wir die Basis der Pyramide unberiicksichtigt, so liegt
der Schwerpunkt S der Pyramidenoberfliche jedenfalls auf der Geraden,
welche die Spitze der Pyramide mit dem Schwerpunkt des Umfanges
der Basis verbindet, indem man ja die erwéhnte Oberfliche durch Parallel-
cbenen mit der Basis in lauter einander #hnliche, Dreiecke bildende
Ringe zerlegen kann. Ist nun & die H6he der Pyramide, so sind die
Momente der dreieckigen Seitenflichen F,, F,, F,... der Pyramide in
bezug auf die Basis derselben ausgedriickt durch:

h h h
F, 3 F, 3 F, UL
Man hat daher, wenn der Abstand des gesuchten Schwerpunktes S von
der Basis der Pyramide mit z, bezeichnet wird:

h o, . b
F'ZO:‘E(El_{-F‘z_{"F:a—i‘ )=§F>

h
woraus 2p= 3

Betrachten wir jetzt einen Kegel, so kann derselbe als eine Pyra-
mide von unendlich vielen dreieckigen Seitenflichen angesehen werden.
Demgemill liegt auch der Schwerpunkt eines Kegelmantels auf der
Verbindungslin'e der Kegelspitze mit dem Schwerpunkt des Umfangs
der Basis in einem Abstand z, von der Basis
gleich dem dritten Teil der Hohe h des Kegels. “*

Abgestumpfte Pyramiden und Kegel T
werden als Differenz zweier Pyramiden bzw. 7}
Kegel aufgefallt und dementsprechend behandelt. &«

54. Kugelzone und Kugelschale, Es sei
(Abb. 38) der Kugelmittelpunkt Ursprung eines
rechtwinkligen Koordinatensystems und die Kugel-
zone durch zwei Ebenen parallel der yz-Ebene &
bestimmt, so daB die z-Achse die Symmetral-

%
+
]

a,

achse der Kugelzone bildet. Um nun den Ab- 4
stand x, des Schwerpunktes S der Kugelzone ——*"
vom Kugelmittelpunkt zu erhalten, zerlegen wir Abb. 388.

die Kugelzone durch Ebenen senkrecht zur z-Achse
in lauter unendlich schmale ringfdrmige Elemente und schreiben die Mo-
mentengleichung in Beziehung auf die yz-Ebene an. Diese ergibt:
Q2
a.t—al

277 (a, —~a1)x0——~Jl2rnsdx-x= 2ro = L,

ay ‘
— al _i— a?

0 9 ¢

woraus X
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Der Schwerpunkt der Kugelzone und ebenso derjenige der Kugel-
schale liegt also in der Mitte der Hohe von Kugelzone bzw. Kugel-
schale.

55, Prismen und Zylinder. Um die Schwerpunkte derartiger Korper
zu bestimmen, zerlegt man die letzteren durch Ebenen parallel den beiden
parallelen Endflichen in lauter unendlich diinne Scheiben. Die Schwer-
punkte dieser Scheiben liegen alle auf der Geraden, welche die Schwer-
punkte der parallelen Endflichen verbindet, oder auf der sogenannten
Achse des Prismas bzw. Zylinders. Nimmt man nun eine beliebige,
durch die erwihnte Achse .gelegte Ebene als Momentenebene an, so
ergibt sich das Moment des Korpers in Beziehung auf diese Ebene
gleich Null. Daraus 148t sich schlieBen, da auch die Schwerpunkte
der Prismen und Zylinder auf den Achsen dieser Kérper liegen miissen.
Eine Ebene durch die Mitte der Achse. parallel den parallelen End-
flichen enthilt aber ebenfalls den Schwerpunkt, weil das Moment des
Koérpers in bezug auf diese Mittelebene gleich Null sich zeigt. Darum
liegt der Schwerpunkt bei Prisma und Zylinder in der Mitte der Achse
dieser Korper.

56. Pyramlde und Kegel. Ziehen wir zunéchst eine Pyramide
mit dreieckiger Basis in Betracht (Abb 39). Wir zerlegen die Pyramide
durch Ebenen parallel der Basis in unendlich diinne Scheiben, alsdann
liegen die Schwerpunkte dieser Scheiben auf der Verbindungslinie der
Pyramidenspitze D mit dem Schwerpunkt F der Basis. Diese Ver-
bindungslinie DF bildet eine Schwer-
linije der Pyramide. Somit liegt der
Schwerpunkt S der Pyramide im Durch-
schnittspunkt der sich in einem Punkte
schneidenden, von den Ecken der Py-
ramide nach dem Schwerpunkte der
gegeniiberliegenden Dreiecksfliche gezo-
genen Geraden. Daher hat man:

GF _GE__1
GC~ GD 3

aq SF_EF_GE_ 1
u SD” DC _GD 3

oder SF=1SD und damit SF=1DF.

Ist nun i die Hohe der Pyramide, so ergibt sich der Abstand z,
des Schwerpunktes der Pyramide von der Basis =—1h.

Bildet die Basis der Pyramide ein beliebiges Polygon, so zerlegt
man das letztere . durch Diagonalen in Dreiecke und damit die ge-
gebene Pyramide in dreiseitige Pyramiden von gemeinschaftlicher Spitze.
Die Schwerpunkte dieser dreiseitigen Pyramiden liegen aber alle in einer
Ebene parallel der Basis im Abstand #/4 von letzterer. Es muB daher
der Schwerpunkt der gegebenen Pyramide ebenfalls in dieser Ebene
sich befinden. Anderseits mufl derselbe auch auf der Verbindungslinie
der Pyramidenspitze mit dem Schwerpunkte der Basis liegen. Der
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Durchschnittspunkt dieser Geraden mit der erwdhnten Ebene liefert
mithin den gesuchten Schwerpunkt.

In gleicher Weise bestimmt sich der Schwerpunkt eines Kegels.

Abgestumpfte Pyramiden und Kegel werden als Differenzen zweier
Pyramiden bzw. Kegel betrachtet. Bei diesen Korpern ergibt sich der
Abstand z, ihres Schwerpunktes von der Basis aus der Momenten-
gleichung in Beziehung auf die Basis, und mit diesem Abstand z, in
Anbetracht dessen, daB der gesuchte Schwerpunkt auf der Verbindungs-
linie der Schwerpunkte der parallelen Endflichen liegen muB, dann
auch die Lage des Schwerpunktes selbst.

37. Kugelausschnitt. Derselbe besitzt eine durch den Kugelmittel-
punkt gehende Symmetralachse, auf welcher dann auch der Schwer-
punkt des Kugelausschnittes sich befindet (Abb. 40). Die Symmetral-
achse nehmen wir zur xz-Achse und den Kugelmittelpunkt zum Ur-
sprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Bezeichnet man nun
den Abstand des gesuchten Schwerpunktes. vom Kugelmittelpunkt
mit z, und denkt sich den Kugelausschnitt durch konzentrische Kugel-
flichen in lauter unendliche diinne Schalen von der Dicke dg zerlegt,
so ergibt die Momentengleichung in Beziehung auf die yz-Ebene, wenn
2« der Zentriwinkel des Kugelausschnittes und » der Kugelhalbmesser:

cos
2”‘(’"—7005“) r. xQ—IZQn(o——Qoosoc)dQ 0—}*92_“_
+Z z
o WY S
; <
//
oK% L% A g

Abb. 40. Abb. 41.
oder %7”377(1’“GOS“)“’():”(l_OOBa)(l+Oosa)f93d9
(0]

2 -
g,ﬁs,%:“_{_cosa}.%; %»_—gr@—{—coszx),

damit erhdlt man dann bei der Halbkugel mit cc:g

wlee

xzy=3r.

58. Kugelabschnitt. Dieser wird angesehen als Differenz eines
Kugelausschnittes und eines Kreiskegels (Abb. 41), womit sich der Ab-
stand z, des Schwerpunktes des Kugelabschnittes vom Kugelmittel-
punkt in bekannter Weise wieder aus einer Momentengleichung in Be-
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ziehung auf eine Kbene durch den Kugelmittelpunkt senkrecht zur
Symmetralachse des Kugelabschnittes ergibt.

Man kann den Schwerpunktsabstand z, des Kugelabschnittes vom
Inhalt V aber auch unmittelbar bestimmen aus:

z=r r
Vx():fzgn-da:-x:nf(rg —aNwdxr usw.
I=7rcosa + CO8 a

59. Umdrehungsparaboloid. (Abb. 42). Fiir den kérperlichen In-
halt 7 desselben erhilt man:

szz%zdx:f 2pr-n-de=pn-2*=%"n 2
und als Momentengleichung in Beziehung auf die yz-Ebene

x3

V-xo:fzen-dx-xzzpnfxedxz2pn-§=zgn-x

5
woraus ry==2z.
60. Die Guldinsche Regel. Mittels dieser 148t sich auf Grund

der Lehre vom Schwerpunkt sowohl die Oberfliche als der kérperliche
Inhalt eines Umdrehungskdrpers (Abb. 43) fiir jede beliebige Meridian-

+Z *

- AT

|
iy
ZI; Zo
z e
—G- x doc +a n X l“: ; + .
7 1)
12,
b
N~ W
Abb. 42. Abb. 43.

kurve bestimmen. Nimmt man als x-Achse die gegebene Drehachse
an, so ergibt sich fiir die durch Umdrehung der Meridiankurve s um
die gegebene Achse erzeugte Umdrehungsfliche:

F=[ 227['d8=2.’7Zfd8-zl):27‘[-8-2’0’28-220,7(,

wobei s die Lidnge der erzeugenden Meridiankurve und 22y & der
vom Schwerpunkt des Kurvenstiickes s bei einer Umdrehung beschrie-
bene Weg.

Fiir den kérperlichen Inhalt ¥ des Umdrehungskérpers erhilt man
dagegen, wenn f der Inhalt der erzeugenden Fliche (schraffierte Fliche

1 fds~z ist die Summe der Momente der Bogenelemente ds in Beziehung

auf die x-Achse und daher das Moment des ganzen Bogens s fiir die gleiche
Achse.
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in Pig. 43), df=z-dz ein Element derselben, und z,” der Abstand des
Schwerpunktes der Fliche f von der Umdrehungsachse:

V:fz'zn~da;=2nfzdx-%———23fdf'-%:anzo":f-on"n.

Es ist also ‘der korperliche Inhalt eines Umdrehungskorpers gleich
dem Produkt aus der erzeugenden Fliche und dem Weg des Schwer-
punktes der letzteren bei einer Umdrehung.

5. Kapitel.

Von den Widerstandskriiften an Korpern mit be-
schrinkter Beweglichkeit.

§ 6. Allgemeine Grundlagen.

61. Stiitzendriicke und Stiitzenwiderstiinde. Einspannungsmomente.
Richtung des Stiitzenwiderstandes. Lasten und Widerstiinde. Einge-
prigte Kriifte und Reaktionen. Eine Briicke erfihrt in ihren Auflagern,
ein eingemauerter Trager an seiner Befestigungsstelle einen Zwang, der
ihn an einer Bewegung hindert, die er bei fehlenden Auflagern oder bei
fehlender Befestigung ausfithren wiirde. Die Bestimmung dieser sog.
Widerstandskrifte an einem Koérper mit beschrinkter Beweglichkeit
bildet eine Aufgabe der Statik, und zwar eine Aufgabe der Statik
starrer Korper, solange die Widerstandskriifte nicht von der Form-
dnderung des belasteten Korpers oder seiner Lagerstellen abhéingen,
andernfalls eine Aufgabe der Statik elastischer Korper, die in
der Elastizititslehre erledigt wird. Wir beschrinken uns hier auf den
ersten Fall.

Der gestiitzte Korper tibt auf seine Auflager oder seine Befestigung
eine sog. Auflagekraft, und an einer Stelle, wo er eingemauert, éin-
geklemmt, eingespannt ist,
ein Kriftepaar aus. Um 7
anschaulich zu sein, wollen l
wir in zwei einfachen Féllen
die Auflagekréfte nach GroBe
und Richtung durch einen
Versuch bestimmen. Den
wagerechten Triger (Abb.44) ,A § B ,
der in ersichtlicher Weise AWE
belastet und in den beiden l I ’ DP g
Punkten 4 und B frei ge-
stiitzt ist, denken wir uns Abb. 44.
an den Unterstiitzungsstellen
je auf eine Wage gestellt, worauf die beiden Auflagedriicke, deren
Richtung offenkundig die Vertikale ist, unmittelbar abgewogen werden
konnen. Der Auflagedruck des Balkens auf seine Unterstiitzungsstelle,
d. h. auf die Wage, ist vertikal abwirts gerichtet.

Auch an dem einseitig eingespannten Triger (Abb. 45) konnen wir
die an dem Auflager titigen Krifte durch einen Versuch ermitteln.

Bl
»,

B
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Wir denken uns die Befestigung in dem Mauerwerk ganz entfernt.
Zweifellos hat der Triger auf seine Befestigungsstelle senkrecht ab-
wirts gedriickt. Wir stellen daher unter diese Stelle eine Wage, die
den vertikalen Druck abzuwidgen gestattet. Jetzt konnte der Tréger
noch um diesen Stiitzpunkt kippen. Daran kénnen wir ihn durch ein
Kriftepaar verhindern, dessen Ebene mit der Ebene der gegebenen
Lasten und der Lagerachse zusammenfdllt, sonst aber in sehr ver-
schiedener Weise am Tridger angebracht werden kann. Z. B. denken
wir uns mit dem Trager ein Querstiick fest verbunden und an dessen
Enden Seile befestigt, die in paralleler und einander entgegengesetzter
Richtung iiber Rollen gefiihrt werden. An beiden Enden werden gleich
viel Gewichte angehingt, bis der Tréger in seiner urspriinglichen Lage
bleibt und night mehr zu kippen sucht. Das Kriftepaar G-a ist es
offenbar, das vom Balken auf das Querstick und von da auf die
Seile iibertragen wird, wo es abgewogen wurde. Demnach besteht die
Wirkung des Trigers auf seine Befestigung (Einspannungsstelle) in
einer Vertikalkraft und einem sog. Einspannungsmoment. Andere Krifte
und Momente treten im
vorliegenden Falle nicht
auf. Man koénnte sie
sonst in dhnlicher Weise
durch geeignete Vorrich-
tungen abwigen. Wer den
Versuch selbst ausfiihrt,
kann keinen Augenblick
dariiber im Zweifel sein,
ob er alle am Auflager an-
greifenden Kraftwirkun-
gen Dberiicksichtigt hat.
Denn hitte er eine ver-
gessen, so wire Kkein
Gleichgewicht zustande
gekommen; die Auflage-
stelle wiirde seitlich verschoben oder der Korper um sie kippen. Leicht
erkennt man, dafl man im allgemeinsten Fall drei Komponenten etwa
in drei aufeinander senkrechten Richtungen und drei Momente um diese
Richtungen abwigen miilite. Meist treten nur einige davon in Wirk-
lichkeit auf. Was der Balken (Abb. 44) oder der Triiger (Abb.45) auf
sein Auflager ausiibt, ist der sog. Auflagedruck bzw. das Auflage- oder
Stitzmoment. Die Auflage oder die Befestigung ihrerseits iibt riickwarts
auf den gestiitzten Korper nach dem Gegenwirkungsprinzip eine gleich
groBe Gegenkraft bzw. ein Gegenkridftepaar aus, die als Auflager- oder
Stiitzenwiderstand oder Auflagerreaktion bzw. als Reaktions- oder Ein-
spannungsmoment bezeichnet werden (vgl. 5).

Man pflegt nun die Auflagerwirkungen nicht durch Versuch, son-
dern durch Rechnung zu bestimmen und geht zu diesem Zweck. stets
in stereotyper Weise vor: Man macht den Tréger ,frei“, d. h. man
denkt sich Auflager und Befestigungen entfernt und ersetzt deren vor-
herige Wirkungen auf den Tréger durch Anbringen des Auflagerwider-
standes und gegebenenfalls des Einspannungsmomentes. Der Korper
steht dann unter dem EinfluB der gegebenen ,aktiven und der ge-
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suchten passiven Krifte“, wofiir man auch die Ausdrucksweise ,Lasten
und Widerstédnde“ oder ,eingepriagte Kréafte und Reaktionen¥
beniitzt, im Gleichgewicht. FEr darf als ,frei“ betrachtet werden
und unterliegt den im dritten Kapitel angegebenen Gleichgewichtsbe-
dingungen. mit deren Hilfe die gesuchten Auflagerwiderstinde berechnet
werden. Der’ Bestimmung der Stiitzenwiderstinde ist aus dem Grund
ein besonderes Kapitel gewidmet, weil diese in allererster Linie be-
kannt sein missen, ehe man an die Ermittlung der inneren Kréfte
und die Wahl der Konstruktionsabmessungen herangehen kann. Die
Ermittelung der inneren Krafte ist vorwiegend eine Aufgabe der Festig-
keitslehre; in diesem Buche werden wir nur die Ermittelung der Stab-
krifte in einem Fachwerk zu behandeln haben.

Auf die beschriebene Weise werden wir auch spiterhin ofters
vorgehen, wenn unbekannte Zwangskréfte gesucht sind: Man macht
den zu untersuchenden Korper ,frei“ vom Zwang und hat dafir die
vorher tatigen Zwangswirkungen an ihm anzubringen, die im allgemeinen
in Kriften und Kréftepaaren bestehen.

Zu den aktiven oder eingeprigten Kréaften gehdren in der Statik
das Eigengewicht, sonstige Gewichte, wie Flaschenzug mit Last, auf
einem Speicherboden aufgeschichtete Waren; Wasser-, Luft-, Dampf-
druck, Winddruck, Schneelast u. a.; zu den Reaktionen gehoren dagegen
die Krifte, die durch Einschrinkung der Beweglichkeit entstehen,
darunter auch die Reibung. Dem Gesagten zufolge sind die Lasten
Krifte, die den freibeweglichen Ko6rper in Bewegung setzen, die Re-
aktionen aber sind Krifte, die diese Bewegung verhindern, m. a. W.
durch Einschrinkung der Beweglichkeit entstehen. Von den Wider-
stinden oder Reaktionen wird jetzt ausfithrlich die Rede sein.

Es ist zuerst die Frage nach der Richtung eines Wider-
standes zu erértern, der von einer ebenen oder gewdlbten
Unterstiitzungsflache auf einen gestiitzten Korper ausge-
ibt wird.

Wir wissen, wie schwer ein Schlitten auf einer ebenen unbe-
schneiten StraBle fortgeschoben werden kann. Viel besser geht es auf
kurzem dichten Rasen, noch besser auf Schnee, und auf blanker Eis-
fliche ist die in der Schubrichtung, also parallel zur Ebene auszu-
ibende Kraft ganz gering. Dieser Kraft entgegengesetzt gleich ist der
Widerstand, den die Unterstiitzungsebene in ihrer eigenen Richtung
entgegenzusetzen vermag; er ist um so geringer, je weniger rauh die
Ebene ist. Durch vollige Abstraktion von einem derartigen Widerstand
gelangen wir zu dem Satz: Eine absolut glatte Flédche vermag
keine tangentiale Kraft auszuiiben; der Widerstand einer
glatten Ebene gegen einen Korper, der auf ihr ruht oder
auf ihr verschoben wird, steht an der Beriihrungsstelle nor-
mal zur Ebene; auf einer glatten krummen Oberfliche geht er normal
von dieser aus, d. h. er ist normal zur Tangentialebene im Beriihrungs-
punkt. Denn in einem kleinen Bezirk kann die krumme Oberfliche
mit ihrer Tangentialebene vertauscht werden.

Wir werden jetzt die Frage behandeln, wie ein Korper gestiitzt
werden muBl, damit er sich gerade im stabilen Gleichgewicht befindet,
m. a. W. welche Stiitzkrafte zu diesem Zweck notwendig sind, und
welche im Hinblick auf ein sicheres Gleichgewicht als iiberfliissig oder
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Uberzihlig zu bezeichnen sind. An diese mehr geometrische oder kine-
matische Frage schlieBt sich die statische Frage nach der GroBe der
Widersténde.

62. Arten der Stiitzung. Stabiles, labiles, indifferentes Gleich-
gewicht. Freiheitsgrade und ihr Zusammenhang mit den Reaktionen.
Ein in einem einzigen Punkte gestiitzter Korper ist um diesen Punkt
drehbar. Wirkt auf ihn ein Kriftepaar.oder eine Kraft ein, die ein
Moment in bezug auf den Stitzpunkt besitzt, so ist er nicht im Gleich-
gewicht. Ist er dagegen bloB durch eine Kraft belastet, deren Wirkungs-
linie durch den Stiitzpunkt geht, so befindet er sich im Gleichgewicht,
weil im.Stiitzpunkt eine gleich groBe und entgegengesetzte Stiitzkraft
hervorgerufen wird, die die Last aufhebt. Dabei sind drei Fille zu
unterscheiden: 1. Der Angriffspunkt der Last fillt mit dem Stiitzpunkt
zusammen, der Korper verharrt dann in jeder Stellung, in die man
ihn durch Drehung um den Stiitzpunkt bringt; er befindet sich im
indifferenten oder unentschiedenen Gleichgewicht. 2. Der An-
griffspunkt der Last liegt auBerhalb des Stiitzpunktes und die Last
wirkt vom Stiitzpunkt weg, so daB eine Verlingerung des zwischen
beiden Punkten gelegenen Korperstiickes angestrebt wird; wiirde man
den Koérper um seinen Stitzpunkt etwas aus seiner Gleichgewichtslage
herausdrehen, wobei die Richtung der Last parallel bleibt, so entstiinde
ein Moment, das den Korper wieder in seine alte Gleichgewichtslage
zuriickfiithren wiirde, man sagt: der Kérper befinde sich im stabilen
oder sicheren Gleichgewicht. 3. Ist unter sonst gleichen Um-
stdnden die Last gegen den Stiitzpunkt hin gerichtet, so wird der ge-
stiitzte Korper bei kleinster Auslenkung aus der Gleichgewichtslage
immer mehr aus dieser entfernt, das Gleichgewicht wird in diesem Fall
labil oder unsicher genannt.

Der bisher betrachtete Kérper war in seinem Stiitzpunkt allseitig
drehbar gedacht, ein solcher Koérper kann keinerlei Kréftepaar auf-
nehmen, ohne aus-dem Gleichgewicht zu kommen und ohne in Drehung
zu geraten. Liegt in jenem Drehpunkt der Ursprung eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems, so wird der Korper dadurch in eine be-
liebige neue Lage iiberfiihrt, daB man eine z. B. in die x-Richtung
fallende Achse r einen Winkel ¢ in der xy-Ebene durchlaufen IaSt,
dann einen Winkel ¢ in der rz-Ebene und hierauf dem Korper um
die r-Achse eine Drehung um den Winkel v gibt. Die neue Lage
ist hiernach gegen die alte durch drei Bestimmungswinkel festlegbar,
die man nach Art der Punktkoordinaten als Winkelkoordinaten auf-
fassen kann. Man sagt dann, der Korper habe drei Freiheitsgrade
fir Drehung, -d. h. er kann sich um drei beliebige Achsen gleichzeitig
in ganz unabhingiger Weise drehen. Diese drei Achsen gehen in
unserem Beispiel durch einen Punkt, was aber im allgemeinen nicht
notig ist, wenn von drei Freiheitsgraden fiir Drehung die Rede ist.
Dagegen hat der hier betrachtete Korper offenbar keinen Freiheitsgrad
fir Verschiebung; damit héngt nun auch die Art der Stiitzkrifte zu-
sammen, die er im Gleichgewichtsfall aufnehmen kann:

Jeder Freiheitsgrad schlieBt die Ubertragbarkeit einer
bestimmten Kraftwirkung auf die Stiitzstellen aus. Hat ein
Korper drei Freiheitsgrade fiir Drehung, so vermag er im Ruhezustande
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keine Stiitzmomente (Kriftepaare) um drei beliebige Achsen aufzunehmen.
Der begonnene Gedankengang 148t sich jetzt in naheliegender Weise
vervollstindigen, womit man einen vollstindigen Uberblick iiber die
Bewegungsmoglichkeiten und iiber die Folgen von deren Einschrinkung
fiir die Art der auftretenden Reaktionskrifte gewinnt. Denkt man
sich einen Korper auf einer geraden Fiihrung verschiebbar aufgesteckt,
die absolut glatt sein soll und — etwa durch dreikantige Form —
eine Drehbarkeit ausschlieBt, so sagt man, er habe einen Freiheits-
grad fiir Verschiebung; ist die Richtung der letzteren die .c-Achse, so
kann er im Gleichgewichtsfall keine Komponenten in der ax-Richtung
aufnehmen, Man kann nun diese Fiihrung selbst auf eine in. der
y-Richtung gelegene Fiihrung stecken und diese schlieBlich auf eine
in der z-Richtung verlaufende. Dann erhélt der Korper nacheinander
zwei neue Verschiebungsmoglichkeiten und damit zwei neue Freiheits-
grade fiir Verschiebung. Er besitzt nunmehr drei Freiheitsgrade fiir Ver-
schieben und kann, ohne aus dem Gleichgewicht zu kommen, keinerlei
Stiitzkraft aufnehmen, also weder eine x- noch eine y- noch eine
z-Komponente. Die Lage eines Punktes, in die er lediglich durch Ver-
schieben gelangt, ist bei drei Freiheitsgraden durch drei Verschiebungs-
koordinaten x, y,z bestimmt. Wire der Korper um die drei Fiih-
rungen auch noch drehbar, so erhielte er auch noch drei Freiheitsgrade
fiir Drehung und kann jetzt, ohne aus dem Gleichgewicht zu kommen,
keinerlei Kraft und keinerlei Kraftepaar mehr aufnehmen. Er ist voll-
stindig frei beweglich; der vollstindig frei bewegliche Kdérper
hat also sechs Freiheitsgrade. ‘

Obwohl in den unmittelbar folgenden Abschnitten kein Gebrauch
davon gemacht wird, sei doch bemerkt, daB nach dem Gesagten eine
beliebige neue Lage eines Korpers gegeniiber einer Ursprungslage oder
gegeniiber einem festen Koordinatensystem durch sechs Koordinaten
angegeben werden kann, durch drei VerschiebungsgréBen und drei Dreh-
winkel. Soviel Lagekoordinaten zur eindeutigen Bestimmung der Lage
eines Korpers oder eines Systems beweglicher Korper angegeben werden
miissen, soviel Freiheitsgrade sind vorhanden. Bei einem gewdhnlichen
Kurbelgetriebe z. B. ist bloB eine Koordinate hierzu erforderlich; es
hat einen Freiheitsgrad oder, wie man statt dessen auch sagt, es ist
zwangliufig.

Die 0 bis 6 Freiheitsgrade kommen in Natur und Technik
vor. Man denke nur an die Knochengelenke unseres eigenen Kor-
pers, an Stative zur Befestigung von Instrumenten, an Stative fei-
nerer Mikroskope, an Kugel- und Universalgelenke, an Glocke und
Kloppel. ‘

Wird die Beweglichkeit eines Korpers durch Anbringen von Stiitz-
punkten, Fiithrungen oder schlieBlich durch vollstindiges Festklemmen
beschrinkt, so lassen sich die Stiitzkrdfte ohne weiteres mit den uns
bekannten Gleichgewichtsbedingungen der Statik ausrechnen, wenn
man die Beweglichkeit nur so weit einschriankt, als absolut
notig ist, um die beabsichtigte Unbeweglichkeit den wirkenden Kriften
gogeniiber gerade zu erzielen, womit gleichzeitig gewahrleistet ist, daB
sich der Kérper unter dem EinfluB seiner Belastung im Gleich-
gewicht befindet. '

Autenrieth-Ensslin, Mechanik, 3. Aufl- 5



66 Statik. Von den Widerstandskriften an Koérpern usw.

Man kann die statischen Gleichgewichtsbedingungen sogar un-
mittelbar dazu verwenden, um auf die unbedingt nétige Art der Unter-
stiitzung zu schlieBen.

So muf z. B. fiir einen Korper, der nur in einer Ebene von Kréften
ergriffen ist und sich in Ruhe befindet, nach 25 X =2Y=0 und
2M=—0 sein; d. h. er darf sich in der Ebene nicht verschieben und
nicht drehen. Ersteres wird durch Anordnen eines Gelenkzapfens senk-
recht zur Ebene der Krifte bewirkt, letzteres durch Festhalten eines
einzigen weiteren Punktes, jedoch derart, daB in der Verbindungslinie
desselben mit dem Gelenk ein weiterer Zwang nicht ausgeiibt wird;
denn das ist iiberfliissig, weil die Kréfte in Richtung der Verbindungs-
linje in vollstindig ausreichender und bestimmter Weise vom Gelenk-
zapfen aufgenommen werden. Diese zweite Stiitzstelle &duBert bei
fehlender Reibung einen Widerstand nur senkrecht zur Auflage-
fliche. Denkt man sich den Korper elastisch und in der Verbindungs-
geraden der beiden Lager durch eine Zug- oder Druckkraft beansprucht,
so wird der Korper auf der zweiten Stiitzstelle - gleiten; diesen Stiitz-
punkt kann man daher ein Gleitlager nennen.

§ 7. Ermittlung von Stitzkriften ausschlieSlich von Reibungs-
widerstinden.

63. Beispiele: a) Dachbinder mit vertikalen Stiitzenwider-
stdnden (Abb. 46), belastet durch sein Eigengewicht ¢ und durch den
Winddruck P. Gesucht sind die Auflagerwiderstinde in der Gelenk-
stiitze 4’ und im Gleitlager 4”. Wir haben hier die am Schlull des
vorigen Abschnittes besprochene Sachlage.

Man vereinigt den Winddruck P und das Eigengewicht @ zu einer
Resultierenden R. Die Ebene des Dachbinders ist dann durch drei
Krifte belastet, die sich an ihr das Gleichgewicht halten. Drei belie-
bige in einer Ebene wirkende und im Gleichgewicht befindliche Krifte
miissen sich aber nach 18 in einem Punkt schneiden, den man findet,
wenn man die Wirkungslinie zweier der Kréfte zum Schnitt bringt.
Am Gleitlager 4" steht der Stiibzenwiderstand W” senkrecht auf der
Gleitfliche, ist also, da letztere wagrecht liegt, senkrecht gerichtet und
goht durch 4”. Die nach Lage und GroBe vollstindig gegebene Kraft
R schneidet die Richtung von W” in D; damit ist auch die Richtung
DA des Stiitzenwiderstands W' in 4’ bestimmt und das sich schlieBende
Kriftedreieck von R, W' und W” aufzeichenbar. Damit sind die
Stiitzenwiderstinde auf graphischem Wege gefunden; dieser ist im
vorliegenden Fall auch am meisten empfehlenswert.

Man konnte die Stiitzenwiderstinde indes auch berechnen, und
zwar den einen Stiitzenwiderstand W” aus der Momentengleichung um
das andere Auflager 4’, weil der andere Stiitzenwiderstand in bezug
auf 4’ den Hebelarm Null und das Moment Null besitzt. Es wire
das Moment von W” um A4’ gleich dem Moment von R um A’, woraus
W" folgt. Die Vertikalkomponente 7’ von W’ erhielte man sodann
aus 2V=0, d. h. aus V' -} W" = @+ Pcos(PQ); schlieflich wire die
Horizontalkomponente von W' gleich der Horizontalkomponente von R
oder, was das gleiche ist, von P.
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Das Gelenk in 4’ muB8 so konstruiert sein, daf es einen Horizontal-
schub mit Sicherheit aufnehmen kann.

b) Dachbinder mit einem schrigen Stiitzenwiderstand.
Ist das Gleitlager in 4” nicht horizontal, sondern schrig angeordnet,
so sind die Stiitzenwiderstéinde ebenso bestimmbar wie unter a) be-
schrieben. Es ist jetzt nur W” schrig, statt vorhin vertikal gerichtet.

Ist die Gleitfliche des Lagers bei 4” nach innen, d. h. nach dem
iiberdeckten Raum hin schief, so wird dem Kriftedreieck zufolge W’
etwas kleiner und W” etwas groBer als unter a); W” besitzt auch eine
nach links gehende Horizontalkomponente. Man wird ein schriges
Gleitlager dann anordnen, wenn sich zeigt, daf dadurch der Binder
oder die Briicke zwischen A’ und A” entlastet wird.

¢) Triger durch Parallelkrifte belastet. Wirken lediglich,
‘wie haufig vorkommt, Parallelkriafte, vertikal zur Verbindungsgeraden

Abb. 46.

der ‘beiden Stittzpunkte, so braucht man keine Gelenkstiitze, die auch
Horizontalschub aufnehmen kann, weil ein solcher jetzt fehlt. Man
legt, wie die iibliche Ausdrucksweise lautet, den Triger zweimal frei
auf, d. h. auf Gleitlager. Dieser hiufig vorkommende Fall ist niher
zu betrachten.

1. Rechnerische Losung: Der zweimal frei aufliegende Triger
in Abb. 47 habe die Spannweite ! [m] und trigt die Lasten P,P,P,...
im Abstand a,a,a,... vom linken Auflager 4’. Die Auflagerwiderstinde
R, (links) und R, (rechts) sind gesucht.

Man verfihrt in allen diesen und &ahnlichen Fillen stets gleich:
Zuerst berechnet man den einen Auflagerwiderstand, etwa R,, aus
einer Momentengleichung um das andere Auflager, die lautet:

R,-l=P,a,+ Pya,~}+ P,a,+ .... =2 P-a,

_ Pa,+Pa,+Pyay+...  TPa

woraus - R,
2 l l

5%
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Sodann berechnet man den andern Auflagerwiderstand aus der Kom-

ponentengleichung 2V =0:

B+ R—=P +P,+P,f...=3P

B, =P+ P,+P+...—

, =3P —R,.

Ist eines der P den andern entgegengesetzt, so hat es um A4’ ein
den andern entgegengerichtetes Moment; das Moment dieser Kraft Pa
Auch in die Komponentengleichung geht
dieses P mit dem — -Zeichen ein. ‘ ’

2. Graphische Losung: Man zeichnet, wie in 19 gezeigt, das
mit dem willkiirlich angenommenen
Pol O und den Polstrahlen S,8,S,...; hierauf das Seileck I, II, III.

erhilt also ein — -Zeichen.

Krafteck der Krifte P, P, P, ...

az

%

A’ &

(%Y
o~

1V, wo I, II, III, IV die
Schnittpunkte der Parallelen -
zu den Seilstrahlen S,5,S,
mit den Kraftrichtungen von
R,P,P,...R, sind.

Zieht man noch die sog.
SchluBlinie DD (d.h. bringt
man die duBersten Seilstrah-
Jen mit den Reaktionsrich-
tungen zum Schnitt und ver-
bindet dann dieSchnittpunkte
durch die sog. Schlufilinie
DD) und zu ihr im Krifte-
plan die Parallele D. so wird
behauptet, daB die Kraft-
strecken R, und R, die Auf-
lagerwiderstdnde in I und IV
seien.

Zum Beweis ist zunéchst

festzustellen, dall die Kom-
ponentengleichung R, 4~ R,—=P, -+ P, ... durch die Konstruktion er-
fillt ist. Anstatt nachzuweisen, daB auch die Momentengleichung be-
friedigt ist, kann als Ersatz hierfiir festgestellt werden, daB die Krifte P -
laut Konstruktion die gleiche Resultierende haben wie die Auflagerwider-
stinde, nur von entgegengesetztem Sinn. Dies ist laut Konstruktion
Abb. 47 in der Tat der Fall. Beide Resultierende R=P, -} P, ...
und R'=-—R=R, + R, haben auch die gleiche Lage. Sie heben
sich also auf. Demnach sind R, und R, tatsiichlich die gesuchten
Auflagerwiderstinde in I und IV.
Es kann indes auch das Bestehen der Momentengleichung nach
dem Vorgang von 21 nachgewiesen werden.

Zusatz: Biegungsmoment und Biegungs-Momentenlinie. In der
Festigkeitslehre wird das Moment der #uBeren Krifte in bezug auf
einen Balkenquerschnitt gebraucht, das sogenannte Biegungsmoment.
Befindet sich der zu untersuchende Querschnitt etwa im Abstand a,
vom linken Auflager, so denke man sich den Balken bei P, eingespannt
und betrachte die Krifte auf der einen Seite, etwa links von P,; ihr
Moment fiir den genannten Querschnitt ist M =R, -a, — P, (@, — a,);
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die Ebene des Kriftepaares M enthdlt die Balkenachse, diese wird
gebogen, weshalb das Moment Biegungsmoment genannt wird.

Man hitte ebensogut die Krifte auf der rechten Seite von P,
nehmen koénnen; ihr Moment fiir den Querschnitt bei P, ist genau so
grol wie das zuerst angegebene, denn beide halten sich bei P, am
Balken das Gleichgewicht. Tatséchlich wahlit man immer diejenige
Seite des zu untersuchenden Querschnittes, auf der die Momentberech-
nung am einfachsten ist.

Ermittelt man das Moment auf diese Art fir eine Reihe von
Balkenquerschnitten, so kann man die Momente an den zugehdrigen
Stellen des Balkens als Ordinaten auftragen; die Verbindungslinie der
Ordinatenendpunkte ist die sog. Biegungsmomentenlinie. Man
kann nun das Biegungsmoment fiir jede Stelle unmittelbar aus dem
Seilpolygon entnehmen, wenn dieses wie oben einschlieflich der SchluB-
linje (= Verbindungsgerade der Auflagerknotenpunkte des Seilpolygons)
gezeichnet vorliegt. ,

Das Seilpolygon ist dann eine geschlossene Figur; die zwischen
den &ullersten Polygonstrahlen befindlichen, den gegebenen Kriften
parallelen Ordinatenstiicke y sind den Biegungsmomenten proportional,
und zwar ist

M=Hy,

wo H den Horizontalzug des Kréftepolygons bedeutet.

Zum Beweis denke man sich den Balken in der Ebene der Krifte
erweitert und die Kréfte an die Stellen I II III IV geschoben, wo
sie im Seilpolygon liegen. Dadurch wird nach 17 am Gleichgewicht
und an den Momenten nichts geidndert, auch dadurch nicht, daf man
in der Linie I IV sich zwei gleiche und entgegengesetzte Kridfte DD
hinzudenkt, deren GroBle aus dem Kriftepolygon entnommen wird.

Sucht man nun das Moment der links von P bzw. III gelegenen
duBeren Krifte R, und P, in bezug auf den Querschnitt von P, oder,
was dasselbe ist, in bezug auf Punkt III, so kann R, und P, mit
Hilfe des Seilpolygons in einfacherer Weise ausgedriickt werden, wobei
noch bemerkt werden mag, daB durch das Hineinzeichnen des Seil-
polygons und das Hinzudenken der Spannkrifte -8, und —8,, 48,
und — 8, usf. auch nichts am Gleichgewichtszustand geéindert wird.
R, und D (links) konnen némlich dem Kriftepolygon zufolge durch
S, ersetzt werden und S, und P, ihrerseits durch ihre Resultante S,.
Die Resultante S, geht aber durch den Momentenpunkt III, liefert also
kein Moment fiir III. Von den anfinglich betrachteten Kréften R,
und P, nebst --D und — D bleibt demnach nur das nach rechts
wirkende — D als momentgebend fiir III {ibrig. Nach Zerlegen von
D in H und 7, so daB V durch III geht, ist das Moment der betrach-
teten Krifte oder, was das gleiche ist, das Moment von H fiir O:

M=H-y,
wo H der Horizontalzug des Kriftedreiecks und y der Abstand zwischen
Seilpolygon und SchluBllinie an der Stelle IIT ist. H ist mit dem
Kriaftemaflstab, y mit dem LéingenmaBstab abzumessen.

Liegen die Auflager R, und R, nicht auBen rechts und links, so
sieht das durch die SchluBllinie geschlossene Seilpolygon weniger einfach
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aus, kann auch eine verschrinkte Figur sein. Am Ablesen des Mo-
mentes M = H-y #dndert sich jedoch nichts.

d) Dreigelenkbogen Abb. 48. Als solcher wird eine Verbindung
zweier Tragkorper 4 und B mit drei reibungsfrei gedachten Gelenken
I, II, IIT bezeichnet; an den Auflagern liegen die fest verankerten
,,Ké‘mmpfergelenke“. Dazwischen das ,Scheitelgelenk“. Die Be-
lastung wirkt in der Ebene der drei Gelénke. Nach Losen eines Kdmpfer-
gelenkes (etwa III) wire die Verbindung beweglich und als Briicke
unbrauchbar. Zur Herstellung einer geometrisch unbeweglichen Ver-
bindung ist es nétig und gerade hinreichend, den frei gemachten End-
punkt ITT mittels eines Gelenkbolzens: festzuhalten Unter dieser Voraus-
setzung ist der Dreigelenkbogen auch statisch bestimmt. Es treten an
ihm nur bestimit kontrollierbare und einfach bestimmbare Krifte auf.
Es sollen die Auflagerwiderstinde und der Druck im Scheitelgelenk
bestimmt werden.

Es wirke nur eine Last an einem Tragkorper.

Bedenkt man, daB von den Kimpfergelenken nur Krifte (keine
Momente) ausgehen, so konnen die Auflager entfernt gedacht und ihre

Wirkung durch Anbringen einer Kraft an der Stiitzstelle ersetzt werden.
Da im Scheitelgelenk auch nur eine Kraft iibertragen wird, so ist der
Tragkorper B, an dem P nicht angreift, nur in zwei Punkten durch
Krifte belastet; er kann nur dann im Gleichgewicht sein, wenn diese
Krifte gleich gro8 und entgegengesetzt sind, und die Verbindungs-
gerade der zwei Punkte als gemeinsame Wirkungslinie haben; diese
letztere ist die Richtung des einen Stiitzwiderstandes. Beide Trag-
korper zusammen sind unter dem Einfluf} ‘der Last und der zwei Stiitz-
widerstinde, also unter dem EinfluB dreier Kréifte im Gleichgewicht.
Die drei Kréfte miissen sich dabei nach 18 in einem Punkte
schneiden. Mit Hilfe dieser Angaben kann das Kréftedreieck in Fig. 48
gezeichnet werden, womit die gesuchten Stiitzwiderstinde W, W,
(Kémpferdriicke) gefunden sind; gleichzeitig aber auch der Druck im
Scheitelgelenk, der dem oben Gesagten zufolge dem Widerstand W,
gleich ist.

Die Kampfer- und Scheiteldriicke kénnen auch berechnet werden,
was in 97 geschehen wird.

Wirken beliebige Krifte in der Abbildungsebene, so setzen sich die
Kampfer- und Scheiteldriicke. offenbar aus zwei Anteilen zusammen:
aus dem Anteil, der durch die am rechten Tragk6rper angreifenden
Krifte hervorgerufen wird, wihrend der linke unbelastet ist, und einem
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Anteil, den die Lasten des linken Tragkdrpers fiir sich allein hervor-
rufen, wihrend der rechte unbelastet ist. Die Wirkung der Gesamt-
belastung auf die Kimpfer- und Scheitelgelenke erhédlt man, wenn man
die Einzelwirkungen zu einer Resultierenden vereinigt.

Man bestimmt also zuerst die Scheitel- und Kampferdriicke fiir
den Fall, daB3 blof die Belastung des rechten Tragkorpers in Tatigkeit
ist, wobei es sich empfiehlt, die Lasten mit Hilfe des Seileckes zu einer
Resultierenden zu vereinigen. Dann hat man die eingangs gestellte
Aufgabe auf die beschriebene Art zu 16sen und erhilt so die Kampfer-
driicke W,” und W,” und den Scheiteldruck &'.

Ebenso stellt man fir den Fall, daB die Lasten am linken Trag-
koérper allein wirken, W,” und W,” und 8" fest.

Schliefllich sind W,” mit W,”, W,) mit W,”, &' und §” mittels des
Krifteparallelogrammes zu den Resultierenden W,, W, und § zu ver-
einigen, womit die gesuchten Gesamtwirkungen an Scheitel- und Kédmpfer-
gelenken gefunden sind.

Man kann die Aufgabe auch auf einmal graphisch 16sen. Die Auf-
gabe lautet dann: das Seilpolygon eines gegebenen Lastensystems
durch drei vorgeschriebene Punkte zu legen. Die Losung findet man
in 108.

e) Steuerungshebel. Der in « drehbare Hebel bac (Abb. 49) soll
ein Ventil bewegen, das in ¢ die vertikale Belastung @ absetzt. Welche
Antriebskraft P muff der Steuerungsnocken auf die Rolle ausiiben, wenn
von der in Wirklichkeit geringfiigigen Gelenkreibung abgesehen wird.

Der Steuerungsnocken wirkt auf die Steuerrolle mit einer Kraft P
ein, deren Wirkungslinie die gemeinsame Beriihrungsnormale ist. Die
gemeinschaftliche Tangente im Berih-
rungspunkt beriihrt den Kreisumfang der
Steuerungsrolle, die Normale geht also
durch den Kreismittelpunkt b, dessen
Verbindungsgerade mit dem Beriithrungs-
punkt somit die Wirkungslinie von P be-
stimmt. Man denke sich den Hebel frei
gemacht und die Lasten @ und P und
den Stitzwiderstand B in ¢, b und a an-
gebracht, die zwei ersteren in gegebener
Richtung. An dem Hebel halten sich nun-
mehr drei Krifte das Gleichgewicht, sie
miissen sich in einem Punkt e schneiden,
der als Schnittpunkt der Lasten P und @ gefunden wird. In der Ver-
bindungsgeraden ea wirkt der Stiitzwiderstand R. Mit diesen Angaben
kann das sich schliefende Kriiftedreieck von @, P und R gezeichnet
werden, womit die gesuchten Krifte P und R gefunden sind.

P allein hdtte man auch einfach berechnen konnen aus der
Momentengleichung um a, nachdem man die Hebelarme von P und @
in bezug auf ¢ aus der Zeichnung entnommen hat; es wiire

Pp=@Q-q,

woraus P=0Q <~q—> .
4
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Wird der Steuerhebel cad in b mit einer Stange angetrieben, so
wirkt die Antriebskraft in der Stangenrichtung. Sonst dndert sich an
der Loésung nichts.

f) Einseitig eingespannter Balken (sog. Freitriger) mit be-
liebiger Belastung (Abb. 50). Es sollen die an der Einspannstelle auf-

tretenden Widerstinde ange-

2 - geben werden.
// 2] 77} 5 Diese bestehen aus einer
‘ BTN RN ‘I : Kraft bzw. aus deren Horizon-
<‘r,-1 “s 2 tal- und Vertikalkomponente

it} T .

M, I W, und W,, und aus einem

%—%—‘ : Kriftepaar M,. Man denke

Vét- B sich den Balken an der Ein-

l spannstelle ,frei gemacht“ und

bringe die Widerstinde W,,

W,_und M, so an, wie sie vor

dem ,Freimachen“ am Balken

gewirkt haben (vgl. auch Abb. 45). Dann sind Lasten und Wider-

stinde im Gleichgewicht und es gelten die Gleichgewichtsbedingungen

von 25. Ist ¢ die gleichmiBige Belastung der Langeneinheit des Bal-
kens von der Lénge 7, so ist:

Abb. 50.

Vﬂuqzwv LW, =0,

H, - Hy W, = 0.

Als Momentendrehpunkt wird die Elnspannung gewihlt. Das Moment
der gleichméBigen Belastung ist nach 24 gleich dem Moment ihrer

l
Resultanten; diese ist g ! und greift im Abstand 7 von der Einspannung

an; das Reaktionsmoment an der Einspannung, das sog. Einspannungs-
moment, ist um den gewdhlten Momentenpunkt herum immer noch in
Wirksamkeit, wihrend die Reaktionskréfte durch den Drehpunkt
gehen und das Moment Null haben, daher ist:

ql- '-~—}-V, ay- - Vy-a, —My;=0.

Aus den drei Gleichungen folgen ohne weiteres die gesuchtcn
Reaktionen W, W, und M,.

§ 8. Statische Stabilitiit.

64. Stabilitiit eines starren Kérpers. Ein starrer Korper mit einer
beliebigen Vertikallast ruht auf einer ebenen Unterlage in einzelnen
Punkten oder in einer beliebig begrenzten Fliche (z. B. in der kreuz-
férmigen Fliche, Abb. 51) der sog. Stiitzfliche. In dieser soll nur
Druck iibertragen werden, kein Zug. Unter welchen Umstinden kippt
er um?

Man bewege eine Tangente an den Umfang der Stiitzfliche so um
die letztere rings herum, daB die Stiitzfliche nie geschnitten wird; die
eingehiillte Fliche sei als Standfldche bezeichnet. Bei -einzelnen Stiitz-
punkten erhilt man die Standfliche, wenn durch die duBersten Punkte
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Gerade gelegt werden, die mit einer auflen herumgelegten und straff
gespannten Schnur zusammenfallen. Der Korper kann offenbar nur um
eine solche Tangente bzw. #uBerste Verbindungsgerade kippen; sie
heiBen Kipp- oder Drehkanten. Sobald die Resultante simt-
licher Lasten die ebene Unterlagsfliche auBerhalb der Standfliche
schneidet, kippt der Kérper um, was ohne Beweis anschaulich klar ist.

Ein fahrbarer Drehkran ruht auf vier Radern, die notigenfalls durch

Radschuhe festgestellt werden. Das Eigengewicht des fahrbaren Teiles
abgesehen vom Ausleger sei ¢, dasjenige
des Auslegers sei G und die Nutzlast sei P.
Man bilde die Resultante R der parallelen
Krifte @, G und P (21); soll der Kran stand-
fest sein, so mufl die Wirkungslinie von R
die Unterlage innerhalb der Standfliche
schneiden. Das Moment der Resultanten in
bezug auf die nichstgelegene Kippkante wird
als Stabilitdtsmoment bezeichnet. Ist e
der kleinste Abstand zwischen der Wirkungs-
linie von R und dem Rand der Standfliche,
so ist R-e das Stabilititsmoment.

Geht R durch den Rand der Standfliche,
ist also e==0, so ist der gestiitzte Korper an der Grenze des Gleich-
gewichtes.

Beschreibt beim Schwenken des Drehkranes die Resultierende R
aller vertikalen Lasten einen Zylinder, der die ebene Unterlage in einem
Kreis schneidet, so muB die Standfliche, um den Kran stabil zu
machen, so angeordnet werden, daf ihr Umfang ganz auBerhalb jenes
Kreises liegt.

Die Lasten brauchen nicht notwendigerweise alle vertikal zu wirken ;
die Resultante R kann auch schief auf der Unterstiitzungsebene sein;
nur mull sie eine Vertikalkomponente haben, deren Moment um die
Kippkante gréBer ist, als das kippende Moment der Horizontalkompo-
nente um die gleiche Kante, kurz das Kippmoment muB kleiner sein
als das Stabilitditsmoment. Das ist immer der Fall, wenn die schiefe
Kraft die Unterstiitzungsebene innerhalb der Standfliche schneidet. Die
Horizontalkomponente ist in geeigneter Weise abzufangen, damit keine
Verschiebung in der Horizontalebene eintritt.

§ 9. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte Stiitzung.

65. Kennzeichen der statisch bestimmten und statisch wunbe-
stimmten Stiitzung. Der Zweck der Lagerung oder Abstiitzung eines
Bauwerkes, einer Maschine oder eines Teiles derselben, besteht allgemein
gesprochen darin, daf die Beweglichkeit so weit eingeschrinkt wird,
als es der Zweck der Konstruktion verlangt; im besondern. Fall der
Ruhe soll sich die Konstruktion im stabilen Gleichgewicht befinden.
Wird die Beweglichkeit nur so weit eingeschriinkt, als notig und hin-
reichend ist, um die genannte Absicht gerade zu erreichen, so lassen
sich die Stiitzenwiderstinde (Komponenten oder Momente) mit Hilfe der
Glelchgewmthbedlngungen der Statik bestimmen, sie sind statisch
bestimmt.
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Zur Entlastung der Konstruktion oder zur Erhdhung ihrer Trag-
fahigkeit oder Steifigkeit werden nun gelegentlich weitere Stiitzpunkte
angeordnet oder weitere Teile der Konstruktion mit den Auflagern un-
beweglich verbunden. Was an Stiitzpunkten -und Einspannstellen mehr
angeordnet ist als notwendig, wird tiberzdhlig genannt. In diesem
Falle konnen die Stiitzenwiderstinde oder Stiitzmomente nicht mehr
allein mit Hilfe der statischen Gleichgewichtsbedingungen bestimmt
werden, sie sind statisch unbestimmt.

Wir haben jetzt die unterscheidenden Merkmale zwischen statisch
bestimmter und unbestimmter Stiitzung kennen zu lernen. Bei statisch
bestimmter Stiitzung konnte man ein Auflager in Richtung des Auf-
lagerwiderstandes um ein kleines Stiick verschieben oder eine Ein-
spannungsstelle ein wenig drehen, ohne dall die Stiitzenwiderstinde
oder das Einspannungsmoment ihre Gréfe #ndern. Wiirde aber dieselbe
Anderung an statisch unbestimmten Auflagerungen vorgenommen, so
wiirden sofort alle Stiitzenwiderstinde beeinflufit. Dies soll an einem
Beispiel erldutert werden: Wir haben im vorhergehenden Abschnitt
eine Reihe von Konstruktionen betrachtet, die statisch bestimmt ge-
stlitzt sind. - Man betrachte nochmals den zweimal frei aufliegenden
Triger mit Belastung nach Abb. 47. Eine kleine Bewegung eines Stiitz-
punktes in Richtung des Stiitzenwiderstandes beeinflut dessen GrofSe

nicht. Esist auch gleichgiiltig,
w ob der Tréger elastisch ist
\ oder ob er als starr ange-

7”{’ " sehen wird.
Wird jedoch ein dritter
Stiitzpunkt hinzugefiigt, so
kénnen die Stiitzenwider-
» 5 L stdnde mit Hilfe der Gleich-

gewichtsbedingungen der Sta-

Abb. 52. tik allein nicht mehr bestimmt

werden. Der iiber drei Lager

durchlaufende gog. kontinuierliche Tréger (Abb. 52) z. B. sei gleichmiBig

mit gkg auf die Léingeneinheit belastet und der dritte Stiitzpunkt in

der Mitte angebracht. Mit den Bezeichnungen der Abbildunglautet die
Momentengleichung um das Auflenlager:

W-2l+W"1=2ql-l oder 2W +W'=2¢l.
Die Vertikalkomponentengleichung lautet:
W LW+ W =2q¢l oder 2W 4+ W"=2g¢l,

d. i. dieselbe Gleichung wie oben; sie ldBt eine getrennte Bestimmung
der Stiitzenwiderstinde nicht zu. Wiirde man den Triger als starr
annehmen, so kime das einem Verzicht auf die Ermittlung der Auf-
lagerwiderstinde gleich, die doch in Wirklichkeit sicher ganz bestimmte
Werte haben. Die Hypothese des starren Koérpers ist also bei
iberzdhliger Stiitzung nicht zulidssig, mit anderen Worten: die
Ermittlung der Stiitzenwiderstinde statisch unbestimmter Korper ge-
hort nicht in die Mechanik starrer Koérper. Die GroBe der statisch
unbestimmten Stiitzenwiderstinde héngt vielmehr von der Elastizitét
des gestiitzten Korpers und der gegenseitigen Hohenlage der Auflager
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ab. Hebt man z. B. das mittlere Auflager Fig. 52, so wird dieses mehr
belastet, die AuBlenlager entlastet. Die Stiitzendriicke héngen von der
Forminderung ab, die der gestiitazte Korper infolge seiner eigenen
Elastizitdt oder des Verhaltens der Stiitzstellen annehmen kann oder
mufl. Fir jede innerhalb rationeller Grenzen beliebige Hohenlage der
Auflager besteht Gleichgewicht zwischen Lasten und Stiitzenwiderstin-
den; es sind also ebenso viele Gleichgewichtssysteme von Lasten und
Widerstéinden denkbar als Verlagerungen der Stiitzpunkte; ihre Zahl
ist beliebig groB. Zu jedem Gleichgewichtssystem von Lasten und
Widerstinden gehort ein bestimmter Forménderungszustand. Welcher
von diesen unendlich vielen denkbaren Forménderungszustinden tat-
séichlich auftritt, héngt von dem tatsichlichen Verhalten der Stiitz-
punkte ab, die nur einen einzigen Forménderungszustand wirklich zu-
lassen. Erst durch die Formédnderung werden die statisch unbestimmten
Stittzenwiderstdnde wirklich bestimmbar. Analytisch ausgedriickt heifit
das: es gibt fiir eine statisch unbestimmt gestiitzte Konstruktion un-
endlich viele Wertegruppen der Stiitzenwiderstidnde, die den statischen
Gleichgewichtsbedingungen geniigen; erst das Eingehen auf die den
Auflagerbedingungen entsprechende Forménderung der Konstruktion
liefert so viele weitere Gleichungen, als {iberzéhlige Stiitzungen ange-
ordnet sind, wodurch eine eindeutige Berechnung der Stiitzenwider-
stinde moglich wird. Sind mehrere iiberzéhlige Stiitzen oder Einspann-
stellen vorhanden, so entspricht einer jeden eine Forménderungs-
bedingung, in der der EinfluB der betreffenden Stiitzstelle zum Aus-
druck gelangt.

Es soll nun noch ein Fall besprochen werden, in dem ein statisch
unbestimmtes Stiitzmoment an einer {iberzidhligen Einspannungs-
stelle auftritt. Der zweimal frei aufgelagerte Trager Fig. 47 ist unter
dem EinfluB der gegebenen Lasten im stabilen Gleichgewicht und ge-
rade zureichend unterstiitzt. Wird nun der Tréiger an einem der beiden
Auflager iiberdies fest eingespannt, so ist die Beweglichkeit mehr ein-
geschrinkt als des stabilen Gleichgewichts wegen erforderlich wiire.
Durch die Einspannung wird der Tréger gezwungen, an der Einspann-
stelle eine ganz bestimmte Richtung beizubehalten. Die Einspannung
wird durch ein Kriftepaar — das sog. Einspannungsmoment — be-
wirkt, dessen Ebene die Balkenachse enthilt; es ist nur dann Null,
wenn die gebogene Balkenachse am Auflager die gleiche Neigung hat,
wie beim Freiaufliegen. Hebt oder senkt man -ein Auflager oder gibt
man, ohne die Hohe der Stiitzstellen zu veridndern, dem Triger an der
Einspannstelle eine andere Richtung, so wird dadurch die GréBe der
statisch unbestimmten Stiitzwiderstinde und des Einspannungsmomentes

" geéindert; diejenige der statisch bestimmten dagegen nicht, wodurch
man beide sicher unterscheiden kann.

Da es also auf die Forminderung ankommt, so gehdrt die Er-
mittlung statisch unbestimmter Stiitzenwiderstinde oder Stittzmomente
in die Elastizitétslehre.

Durch diese Darlegungen soll dem Studierenden der Unterschied
zwischen statisch bestimmter und unbestimmter Stiitzung klargemacht
werden. Er ist kurz folgender: Statisch bestimmte Stiitzenwiderstinde
sind von kleinen Verlagerungen der punktférmig gedachten Stiitzstellen,
sowie von der kleineren oder griBferen Elastizitiit des gestiitzten Korpers
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unabhingig. Uberzéhlige Stiitzenwiderstinde oder Stiitzmomente sind
an einem starren Korper unbestimmbar. Statisch unbestimmte Stiitzen-
widerstdnde sind von der Forminderung abhingig. Werden iiberzihlige
Stiitzpunkte verlagert, so entstehen selbst an einem unbelasteten Korper
Stiitzenwidersténde.

§ 10. Reibung.

66. Allgemeines iiber Reibung. Schidliche und niitzliche Reibung.
Arten der Reibung. Vom physikalischen Vorgang bei der Reibung
und der Aufstellung von Reibungsgesetzen. Soll ein Mobelstiick auf
dem Zimmerboden, ein Kolben in einem Maschinenzylinder verschoben
werden, so muBB man die verschiebende Kraft auf eine gewisse GroBe
steigern, bis eine Bewegung eintritt; eine solche Kraft ist auch dann
noch aufzuwenden, wenn eine gleichférmige Bewegung eingeleitet ist.
Der auftretende Widerstand hingt also nicht damit zusammen, daB
dem gleitenden Korper eine wachsende Geschwindigkeit erteilt wird,
und ist nicht als dynamische Kraft aufzufassen. Man bezeichnet diesen
Widerstand als Reibung, und zwar als Haftreibung gegeniiber
Gleiten oder Reibung der Ruhe, ehe ein Gleiten eintritt, und als
Bewegungsreibung, wenn eine gegenseitige Verschiebung des gleiten-
den Korpers auf seiner Unterlage tatsichlich stattfindet. Dabei kann
offenkundig die Unterlage auch in Bewegung sein, und es kommt dann
nur auf den Geschwindigkeitsunterschied, die relative Geschwin-
digkeit an; der schneller bewegte Korper wird stets als der gleitende,
der langsamer bewegte als die Unterlage bezeichnet (Einriicken einer
Reibkuppelung). Der Sitz der Reibung ist die — stets flichenhaft
ausgebildete — Beriihrungsstelle zwischen gleitendem Koérper und Un-
terlage, die Richtung der Reibung in der gemeinschaftlichen Beriihrungs-
ebene gelegen; die Reibung ist ein Tangentialwiderstand; der Sinn der
Reibung ist derart, dal sie am gleitenden Kérper in der Beriih-
rungsstelle der angestrebten oder ausgefiihrten Bewegung ent-
gegenwirkt, wihrend sie an der Unterlage im Sinne der Be-
wegung angreift, diese also mitzunehmen sucht.

Durch die Haftreibung wird die Beweglichkeit eines Korpers
eingeschrinkt, wir haben die Haftreibung daher im Sinne der Dar--
legungen in 61 und 62 zu den Reaktionen zu zihlen, weshalb wir
sie auch hier im Kapitel iber Reaktionen zu behandeln haben. Die
Bewegungsreibung ist dagegen als aktive oder eingeprigte Kraft
aufzufassen, wie in der Dynamik noch auszufiihren ist (147). DaB die
Haftreibung im allgemeinen als eine Reaktion von unbekannter GroBe
und Richtung auftritt, wird in 71 ausfiihrlich erdrtert.

Wie wir noch sehen werden, ist die Reibung eine Kraft. die nie-
mals positive Arbeit leisten kann. In diesem Sinne bezeichnet man sie
gelegentlich als passiven Widerstand. Die Reibungsarbeit geht in Wiirme,
zum Teil auch in Elektrizitdt iiber; sie verursacht die Abniitzung.

Die Reibung ist oft ein unerwiinschtes Hemmnis, oft wird sie aber
auch nutzbar gemacht und schlieBlich bildet die Reibung sogar die un-
erliflliche Voraussetzung fiir das Gehen von Mensch und Tier oder fiir
das Fahren der Landfuhrwerke. Die Arbeit, die eine Maschine ver-
richten soll, wird z. B. durch die in den Lagern Fiihrungen, an den
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Zahnradern usf. auftretende Reibung beeintrichtigt. Nutzbar verwertet
wird die Reibung dagegen zur Arbeits- und Bewegungsiibertragung bei
Riemen- und Seiltrieben, Spills, Reibkuppelungen, Reibscheiben und
-rddern; man beniitzt sie ferner zum Festhalten von Lasten (mehr-
maliges Umschlingen von Pflscken mit Tauen, Selbstsperrung von Last-
hebemaschinen), zum Bremsen, d. h. zum Verlangsamen oder Aufhalten
einer Bewegung. SchlieBilich ist das Gehen oder Fahren ohne die Haft-
reibung zwischen Schuhsohlen und Boden oder Rad und Schiene un-
moglich; weder Mensch noch Fahrzeug kommen ohne die Reibung von
der Stelle.

Von der Reibung des Gleltens verschieden ist die Rollreibung
von Réidern, Rollen, Walzen und Kugeln, die mit der Formé#nderung
am rollenden Korper und seiner Unterlage zusammenhéngt, sowie auch
die Bohrreibung, die an Spur- oder Stiitzzapfen auftritt. Von beiden
wird spiter die Rede sein.

Die GroBe .der gleitenden Reibung hingt nach MaBgabe von Be-
obachtungen ab von der Beschaffenheit der gleitenden Oberflichen
(Rauhigkeit, Elastizitdt, Hérte), vom Druck, mit dem der gleitende
Korper gegen die Unterlage geprefit wird, von der Gleitgeschwindigkeit,
vom Schmierungszustand (trocken, naf, gefettet), von der Temperatur.

Es erscheint vom wissenschaftlichen Standpunkt aus als eine selbst-
verstindliche Forderung, daf man die erwihnten Einfliisse einzeln durch
Versuche priift und ziffernmifig festlegt und sodann die jeweils sich
abspielenden Vorginge zu verstehen und eine GesetzmiBigkeit aufzu-
stellen sucht, die einer mdoglichst allgemeinen Anwendung fiahig ist.
Allein soviel Versuche nach den einzelnen Richtungen hin angestellt
sind, so ist man doch noch zu keiner allgemein anerkannten Auffassung
tiber das Wesen der Reibung gelangt, noch viel weniger zu Gesetzen
von allgemeiner Anwendbarkeit. Immerhin sollen in den nachher zu er-
drternden Grenzfillen der trockenen Reibung und der Flissigkeitsreibung
Gesetze aufgestellt werden; im einzelnen ist indes der Ubergang der
Haftreibung in die Bewegungsreibung noch nicht befriedigend geklért.

Man war in dem groBlen und technisch wichtigen Gebiet, das
zwischen jenen Grenzfillen liegt, gezwungen, unter Verzicht auf die
allgemeine Losung Einzelfille zu untersuchen, die dabei in Frage kom-
menden Haupteinfliisse fest- und klarzustellen, womit man Ergebnisse
erhdlt, die innerhalb des Versuchsbereiches auf &hnliche praktische
Verhiltnisse ibertragbar sind. Der Untersuchung wurden dabei unter-
zogen entweder Einzelteile, wie Lager, Getriebe (Schnecken, Zahnrider
usw.) oder ganze Maschinen, und das Untersuchungsergebnis in Tabellen
oder Kurvenbildern niedergelegt, zum Teil auch in die Form einer
Gleichung gebracht; damit sind die bei den Versuchen vorhanden
gewesenen Verhéltnisse festgelegt; wie man solche Feststellungen prak-
tisch zu verwerten hat, soll besprochen werden, wenn erst die iibliche
Darstellung des Reibungsgesetzes gegeben ist.

67. Trockene Reibung. Druckreibung. Reibungsziffer der Ruhe
und Bewegung. Reibungsgesetz. Ein fester Korper (Abb. 53) sei mit
der Kraft N normal auf eine ebene feste Unterlage gedriickt und dicht
iber der letzteren von einer Kraft T parallel der Auflagefliche ergriffen.
Gleitkdrper und Unterlage seien trocken. Hierbei wird der Normal-
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druck N durch den Normalwiderstand W, der Unterlage aufgehoben.
Bei absolut glatter Auflagefliche setzt die treibende Kraft T den
Korper auf seiner Unterlage in Bewegung. In Wirklichkeit tritt jedoch
wegen der Rauhigkeit der Beriihrungsflichen ein Tangentialwiderstand
auf, der-sog. Reibungswiderstand W,, und man muf} die treibende
Kraft T auf einen gewissen Wert steigern, bis der Gleitkiérper sich auf
der Unterlage zu bewegen anfingt. Solange keine Bewegung eintritt,
~ solange also Gleichgewicht besteht, sind W, und T einander gleich und
entgegengesetzt (Gegenwirkungsprinzip). Der Reibungswiderstand W,
" wichst mit der treibenden Kraft 7, aber nur bis
v, an eine bestimmte Grenze. Von besonderer Wich-
tigkeit ist der Grenzwert W,— R des Reibungs-
widerstandes, der auftritt, wenn die treibende
\ Kraft den Korper gerade an die Gleitgrenze,
d. h. an die Grenze zwischen Ruhe und Bewe-
Wéy N T gung . gebracht hat, wenn also .die Haftreibung
" in die Bewegungsreibung iibergeht. Der Grenz-
wert R, die sog. Haftreibung, bildet also den
Hochstwert, den der Reibungswiderstand anzu-
nehmen vermag, ehe das Gleiten eintritt. In
manchen Fillen (z. B. Eiche auf Eiche, trocken)
N ist die Haftreibung erheblich groBer als die Be-
Abb. 53. wegungsreibung, in andern ist kein oder nur ein
geringer Unterschied gefunden. Einwandfrei fest-
gestellt ist, dal der Reibungswiderstand trockener Flichen an der
Gleitgrenze und bei der Bewegung dem Normaldruck N proportional,
von der Pressung, d. h. dem auf die Einheit der Beriihrungsfliche ent-
fallenden Druck und dem Flicheninhalt in weiten Grenzen unabhingig
ist. Nach dem Vorgang Coulombs darf bei trockener Reibung ge-
sotzt werden an der Gleitgrenze

R

¥ = Ho oder R=u,-N . . . ... (19

und bei Bewegung, also nach Eintritt des Gleitens,
R=u-N . . . . ... ... (20

Uy und g heiBen die Reibungsziffern der Ruhe bzw. der Bewegung. Es
sind diejenigen Tangentialkrifte, die den mit 1 kg senkrecht belasteten
Gleitkérper an die Gleitgrenze bringen bzw. in gleitender Bewegung
halten. Die Reibungsziffer u ist keine Unveréinderliche, sie ist von der
Gleitgeschwindigkeit abhingig, jedoch bei trockener Reibung nur in
geringem MaB, sofern man das Gebiet sehr kleiner Gleitgeschwindig-
keiten ausnimmt. Nach neueren Beobachtungen (Jakob, Jahn) nimmt
die Bewegungsreibung in diesem Gebiet gegen die Gleitgeschwindigkeit
Null hin stark ab, ob auf einen von Null verschiedenen positiven Wert
oder auf Null selbst, ist noch nicht entschieden. Bei den Versuchen
von Jakob waren die Reibflichen sorgsamst gereinigt, getrocknet und
geglittet.

Bei rauhen Flichen scheint die Haftreibung groB, die Bewegungs-
reibung dagegen gering zu sein, besonders wenn der Gleitkérper, ins
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Hiipfen kommt. Vorhergehen eines ldngeren Ruhezustandes scheint
die Haftreibung zu vermehren.

Eine weitere Klirung durch exakte physikalische Versuche erscheint
dringend erforderlich unter genauer Angabe der Grofe und des Zu-
standes der reibenden Flichen, der Pressung und Gleitgeschwindigkeit,
gegebenenfalls auch der Temperatur, damit die Abhingigkeit der
Reijbung von den einzelnen Einfliissen klargestellt wird.

Um die richtige Ubertragbarkeit der physikalischen Ergebnisse auf
die einzelnen Verwendungsfille sicherzustellen, sind auBerdem Versuche
unter den tatséichlichen Betriebsverhiiltnissen zu machen, wobei die
Reibung durch das ungetrennte Zusammenwirken aller maBgebenden
tatséichlichen Einfliisse bedingt ist.

Reibungsversuche sind angestellt: A

1. durch gleichmiBiges oder beschleunigtes Fortziehen eines ebenen
belasteten Gleitkérpers auf ebener Unterlage. (Beobachtung von N, R,
Weg s, tsk [z. B. Coulomb, Morin usw.)).

2. Dasselbe auf schiefer Ebene; als Gleitkdrper auch eine zylindrische
Walze verwendet (z. B. Skutsch, Jahn).

3. Gleichférmig sich drehende Scheibe, belasteter Korper angedriickt
(z. B. Hanffstengel, Duffing, Perry).

Nach Versuchen mit Bremsen (GuBeisen auf Stahl) von Poirée,
Bochet und Wichert entschied sich der Verein deutscher Eisenbahn-
verwaltungen fiir folgende Formel

'IuO—Au'w M0+Mw av 1 ——!-*Ca/'v
Y= = ‘uw:_——*~——:[u0—~———-—~’
1+4av 14 av 14 av

worin  u,=cu,=0,187 u,; @==0,216; v [m/sk]; ¥ [km/std]
o =0,4b fiir trockene, u,=0,25 fiir nasse Flichen,

also 11004050 100112V

M=oy o160 M 10067
Nach diesen Versuchen nimmt die Reibung mit wachsender Ge-
schwindigBeit ab.

Jahn fand beim Abgleitenlassen einer schweren Walze aus Schmiede-
eisen auf einer geneigten Schiene aus Schmiedeeisen u,=0,23 0,28
bei sorgfiltig gereinigten Fldachen. Auffallend war die Beobachtung,
dafl schon unterhalb der eigentlichen Gleitgrenze ein Gleiten mit sehr
geringer Geschwindigkeit stattfand.

Versuche, die sich vorwiegend auf trockene Reibung und den
Zwischenzustand halbtrockener Reibung bezogen, sind von L. Klein
(Mitteil. Forsch.-Arb. V. D. I. Heft 10) angestellt an guB- und schmiede-
eisernen Scheiben mit holzernen Bremsklotzen; die Scheiben waren teils
bearbeitet, teils unbearbeitet; teils mit Benzin gereinigt und trocken,
teils gefettet, die Reibungsziffer u der Bewegung in Gl. (20) erwies sich
bei Geschwindigkeiten von 1 bis 20 [m/sk] und Anpressungen (= An-
pressungskraft geteilt durch die gepreBte Flédche) von 1 bis 10 [kg/qem]
als anndhernd unverdnderlich, wihrend bei GuBeisen auf Stahl (s. oben)
@ mit zunehmender Gleitgeschwindigkeit abnimmt.
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Durch die Versuche sollten weniger die physikalischen Gesetze der
Reibung als vielmehr in erster Linie die giinstigsten Verhéltnisse fiir
Bremsen mit Holzklétzen ermittelt werden, wobei folgendes gefunden
wurde. An unbearbeiteten Eisenflichen niitzt sich der Bremsklotz viel
rascher ab als an bearbeiteten, die Reibung ist trotzdem kleiner und
schwankend; der Bremsklotz hiipft merklich. Fiir die Bremsscheiben
erwies sich sauber bearbeitetes Schmiedeeisen als dem GuBeisen iiber-
legen. Die Oberfliche soll im Betrieb rein gehalten werden.

Als geeignetstes Holz fiir Bremsbacken stellte sich Pappelholz heraus,
dessen Fasern parallel zur Bewegungsrichtung liegen. Hierfiir ist
u=0,6 bis 0,65. Wird die Bremsscheibe warm, so nimmt die Rei-
bung ab.

Die Werte der Reibungsziffern findet man in der Originalarbeit
und auszugsweise in der ,Hiitte“, weiter in Werken iiber Maschinen-
elemente; auf die Wiedergabe dieser und anderer Erfahrungszahlen mu8
hier verzichtet werden. Hier kann nur das Grundsatzhche erortert und
die Anwendung gezeigt werden.

* Uber den Gebrauch der in der Literatur angegegeben Reibungs-
ziffern -enthélt 78 das Erforderliche.

Die Schmierreibung wird in 69 und 78 eingehend besprochen.

68. Reibungswinkel. Denken wir uns den gleitenden Korper ,frei
gemacht“, d. h. die Unterlage weggenommen, und die von ihr ausge-
iibten Krifte: nimlich den vertikal aufwérts gerichteten Normalwider-
stand W =N und den Reibungswiderstand W, = R an der Beriihrungs-

fliche des Gleltkorpers angebracht, so
W WeN herrscht Gleichgewicht. Setzt man den
" Normalwiderstand und den Tangential-
oder Reibungswiderstand zu einer Resul-
@ tierenden W zusammen, so ist diese der
Gesamtwiderstand W der Unterlage;
Wezpod NN r W ist schief gegen letztere gerichtet und
777 7 bildet mit der Beriithrungsnormalen oder.
Vi was dasselbe ist, mit dem Normalwider-
stand den Winkel ¢, wobei
1, ufﬁ J— Wf
ol 89w, N

n

Abb. 54. Steigert man die treibende Kraft, so

wéchst auch W, und damit tg ¢ oder 4
selbst. An der Gleichgewichts- oder Gleltglenze ist W,—=R=u, N
und es sei ¢ =g, geworden (Abb.54); hiermit wird an dieser Grenze

R u, N e
tg = N ?V =py=tgo, . . . . . (21)

Der Winkel g, heiit der Reibungswinkel der Ruhe.

An der Gleitgrenze bildet also der Gesamtwiderstand W
der Unterlage den Reibungswinkel g, mit der Normalen.

In diesem Falle bleibt der gleitende Korper an der Gleichgewichts-
grenze, wie grol auch der Gesamtdruck P auf der Unterlage ist. Der
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Gesamtdruck P mufl nur den Reibungswinkel mit der Beriihrungs-
normalen bilden. Der Grund hierfiir liegt darin, dall die Komponenten
von P, nidmlich R=P -sing, und N=P-cosg, die an der Gleich-

gewichtsgrenze bestehende Beziehung tg o, = u, = TVIE befriedigen.

Mit Hilfe des Reibungswinkels g, 1d8t sich iiberblicken, was ge-
schieht, wenn der Gesamtdruck P gegen den - gleitenden Korper den
beliebigen Winkel f mit der Normalen bildet. Ist nidmlich §==yg,,
s0 ist der gleitende Kérper dem soeben Gesagten zufolge an der Grenze
des Gleichgewichts. Ist S5 >>p,, so ist die Tangentialkomponente
T=P.-sinf=N-tgf groBer als die hochstens erzielbare Reibung
R=pu, - N=N-tgg,; der Korper setzt sich in Bewegung unter dem
Einflu von 7' — R. Ist dagegen §<g,, so ist die Tangentialkompo-
nente 7'=N-tgf kleiner als die Grenzreibung R =y, -N =N -tgg,,
bei deren Uberschreiten erst Bewegung eintritt; das gilt, wie groB auch
P sein moge. Solange also die Richtung des Gesamtdruckes P
gegen einen ruhenden Gleitkdrper mit der Normalen in der Beriihrungs-
fliche einen Winkel einschlie3t, der kleiner ist als der Reibungs-
winkel der Ruhe oder gerade diesem gleich ist, besteht Gleichgewicht;
kein noch so groBer Druck kann dann ein Gleiten herbei-
fithren.

Zu jeder durch die Berithrungsnormale gehenden Gleitrichtung
gehort ein Reibungswinkel, wodurch der sog. Reibungskegel entsteht.
Solange P innerhalb des Reibungskegels liegt, besteht Gleichgewicht,
wie grofl immer P sein mag.

Entsprechend 148t sich auch ein Reibungswinkel p der Bewegung
darstellen durch tggo=pu, wobei iiber p dasselbe zu sagen ist wie
iiber . Nach Eintritt des Gleitens kann die Bewegung bei einem
unter g, gelegenen Reibungswinkel aufrechterhalten werden, sofern bei
der herrschenden Gleitgeschwindigkeit die Bewegungsreibung kleiner ist
als die Reibung der Ruhe.

Beispiel: Die Treibachse einer Lokomotive, deren Abmessungen
Abb. 55 zeigt, trigt in beiden Lagern ein Gewicht von je %:8000 kg;

das Gewicht des Radsatzes ist 4000 kg, es sei zu gleichen Teilen auf
die Laufkreise verteilt. Es ist diejenige in der Achsrichtung wirkende
Kraft H anzugeben, die die Achse an die Gleitgrenze gegen seitliches
senkrecht zum Gleise erfolgendes Verschieben bringt. Konizitit der
Rider tge=1:20.

Die Resultierende von 2-§=G geht durch die Achsmitte und

vereinigt sich dort mit der gesuchten Kraft H zu einer Resultanten,
die mit den beiden Schienenreaktionen W, und W, im Gleichgewicht
ist; die Wirkungsgeraden von R, W, und W, schneiden sich also in
einem Punkt. Diesen findet man als Schnittpunkt der Richtungen von
W, und W,. Diese Richtungen selbst aber schlieBen mit der Beriih-
rungsnormalen des Rades und der Schiene je den Reibungswinkel o
ein. Man trigt demnach an die beiden Vertikalen, die in den End-
punkten der Strecke ¢ = 150 cm errichtet sind, mit Hilfe von tg ¢ =1:20
und tgo=pu=0,4 die Winkel ¢ -0 bzw. ¢ —p an (s. Abb. 55). Der

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 6
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Wirklichkeit entspricht mehr tg g, =0,28. Nach dem iiber das Zeichen-
blatt hinausfallenden Schnittpunkt zieht man jetzt durch den Mittel-
punkt M der Achsmittel-
linie eine Gerade (durch
M und eine beliebige
Stelle sind Parallelen zu
ziehen und die zwischen
die Richtungen von W,
und W, fallenden Ab-
gchnitte in dem Verhalt-
nis zu teilen, in dem M
die eine Parallele teilt).
Das ist die Richtung
von R. Das Kriftedrei-
eck kann jetzt aus den
bekannten  Richtungen
von W,, W,, R gezeichnet
werden, indem man be-
achtet, daB die Verti-
kalkomponente G gleich
der gegebenen Achsbela-

@é/__jg w7 stung - Gewicht des
Radsatzes ist.
Abb. 55. DerStudierende fithre

die Zeichnung selbst aus
und stelle der zeichnerischen Losung die rechnerische gegeniiber, um
sich ein Urteil iiber die gegenseitige Anwendbarkeit zu bilden.

69. Fliissigkeitsreibung. Sind die Gleitflichen durch eine Schmier-
schicht vollstindig getrennt, so tritt sog. Fliissigkeits- oder Schmier-
reibung auf. Man beobachtet, dal der Verschiebungswiderstand von
der Fliissigkeitspressung, d.i. von dem auf die Flicheneinheit entfallen-
den Normaldruck p==N:f unabhéngig ist, dagegen mit der GroBe der
Gleitfliche wichst (Flichenreibung); vor allem ist er abhéngig von
der Zihigkeit des Schmierstoffs und der Gleitgeschwindigkeit. Wie
letztere zu messen ist, mufl erortert werden. Zwei parallele Gleitflichen
von je 1 qem Flidcheninhalt seien durch eine % [em] dicke Schmier-
schicht getrennt. Die eine Gleitfliche sei als feststehend angenommen,
die andere bewege sich ihr gegeniiber mit einer Geschwindigkeit von
v [em/sk]. Der Schmierstoff hafte an den Gleitflichen (z. B. Ol an
Metall); er bewegt sich dann mit der gleichen Geschwindigkeit wie
diese. Die bewegte Gleitfliche nimmt den Schmierstoff mit, férdert
ihn also gleichsam in der Bewegungsrichtung, und zwar an der be-
wegten Fliche mit v, an der ruhenden mit Null und dazwischen mit
einer zwischen » und Null gelegenen Geschwindigkeit. Im einfachsten
Fall ist die Geschwindigkeit eines Schmierteilchens seinem Abstand von
der Gleitfliche proportional. Bei Verdoppelung der Gleitgeschwindigkeit
und der Dicke der Schmierschicht bleibt offenbar der Bewegungs-
mechanismus im Innern der Fliissigkeit gleich und auch die Bewegungs-
widerstinde, die sog. innere Reibung der Fliissigkeit. Die Schmier-
reibung hiéngt also nur von dem Verhidltnis v:% ab, dem sog. Ge-
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schwindigkeitsgefille, das angibt, um wieviel die Gleitgeschwindig-
keit zwischen zwei um A =1 [ecm] voneinander entfernten Schmierteilchen
sich dndert. Newton hat daher firr die Fliissigkeitsreibung an 1 bzw.
f qem Gleitfliche gesetzt:

R v v
/e T —_— . = . =2 e . - . 2
= /Ih bzw. R=<t-f lhf (22)
Andert sich die Gleitgeschwindigkeit lings 5 nach einem beliebigen
Gesetz, so ist das Geschwindigkeitsgefélle durch dv/dh ausgedriickt und
es ist ‘

dv dv .
z—_—l-ﬁ[kg/qcm} bzw. Rzlaz’-f[kg] . . (22a)

wo 7 (sog. Schubspannuug in der Festigkeitslehre) in [kg/qem], dv in
[em/sk], dh in [em], dv/dk in [1/sk] und f in [qem] einzusetzen ist.
Die Zihigkeit 1 der Flissigkeit (Dimension kg-sk.cm™2) ist demnach
die Schubspannung, die erforderlich ist; um zwei parallele Fliissigkeits-
schichten von 1 [qem] Flicheninhalt und 1 [em] Abstand gegeneinander
mit 1[em/sk] Geschwindigkeit zu verschieben. Eine Fliissigkeit, deren
Zihigkeit Null ist, heilt vollkommen oder ideal; in ihr konnen keine
Schubspannungen entstehen, sondern in einem Punkt nur ein allseitig
gleicher Normaldruck.

Nimmt die Dicke der Schmierschicht ab, so wichst die innere
Reibung. Freilich kann sie fiir =0 nicht den theoretischen Wert
unendlich erreichen, sondern muB in diesem Grenzfall den Wert der
trockenen Reibung annehmen -und es konnen vorher die innern Krifte
tatséichlich nur so hoch ansteigen, daB die Fliissigkeit zerreiBt, worauf
rasch der Zustand der trockenen oder auch halbtrockenen Reibung
herbeigefithrt wird.

Das Gesetz der Fliissigkeitsreibung wird bei parallel und wirbelfrei
stromender Fliissigkeit, d. h. unterhalb der sog. kritischen Geschwindig-
keit, z. B. durch Ausfluversuche (Poiseuille, Ubbelohde) aus engen
zylindrischen Rohren bestéitigt. Es wurde gefunden:

fiir Deutzer Gasmotorendl bei 20 50 800 C
A=1255 0434 0,13-107% [kg-sk-om™?]
fir Wasser bei 10,1 . 15,5 17,9 21,6° C

4==0,01567 0,0136 0,0129 0,0118-107% [kg-sk-em™?]

Die Zihigkeit der Fliissigkeit ist demnach von der Temperatur ab-
hingig.

Das Auftreten von Turbulenz in einem Rohr von a [cm] Halb-
messer, das von einer Flissigkeit mit einem Raumgewicht y [kgfem?]
mit w,, [em[sk] mittlerer Geschwindigkeit durchstrdmt wird, ist nach
Reynolds durch die Gleichung bedingt :

Z. w == konst. = rd. 1000,
g i

wobei 1000 eine unbenannte Zahl, d. h. vom Mafsystem unabhingig ist.
6*
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70. Vereinigte Druck- und Flichenreibung. Meist sind die Gleit-
oder Reibflichen weder vollstindig trocken (und rein), noch vollkommen
geschmiert, es liegt ein Zwischenzustand vor, die halbtrockene Rei-
bung oder vereinigte Druck™ und Fldchenreibung, wobei einzelne
Teile der Reibfliche zur unmittelbaren Beriihrung kommen, wéhrend
andere durch Schmierstoff getrenni sind. Vielfach wird der Zustand
sich mit der Zeit #ndern, und wenn ein Beharrungszustand erreicht ist,
leicht Stérungen unterliegen. Wegen der nahezu unbegrenzten Moglich-
keiten dieses Zwischenzustandes erscheint es aussichtslos, ein umfassen-
des, eoinfaches Gesetz aufzustellen; man kann aber versuchen, ein be-
grenztes Cebiet, z. B. die Reibung zwischen Riemen und Scheibe zu
untersuchen und die Beobachtungen durch eine empirische Gleichung
auszudriicken, auf alle Fille durch klare zeichnerische Darstellung, als
Grundlage fiir Berechnungen oder zeichnerische Weiterverwertung. Die
Gleichung mufBl hinreichend genau und einfach sein.

Friederich und Stiel haben folgende Gleichungen fiir den Rei-
bungswiderstand zwischen Riemen und Scheibe . vorgeschlagen:

R:w.a.p.f_w‘a,-N )

aTs —alp (Friedrich) . . . . . . (23)
R—=uN -ty . f=p-pf-+v f=u' N (Stiel) . . . (24)
wo W=pu-+rp.

Hierin ist p= N :{==8:h-r [kg/qem] die Pressung zwischen Riemen
und Scheibe bezogen auf 1 qem; f[qem] die Beriihrungsfliche, £ und
N [kg] der an f titige Reibungswiderstand bzw. Normaldruck. u, i, », a
und w sind keine Festwerte, die nur vom Stoff und der Oberflichen-
beschaffenheit abhiingen, sondern von Gleitgeschwindigkeit und Tem-
peratur bedingte Funktionen®). '

Friederich maB die Reibung zwischen einer sich gleichmiflig
drehenden Scheibe (etwa 1,5 bis 45 cm/sk) und einem diese halb um-
schlingenden Riemen, der festgehalten war. Er beobachtete die Spann-
krifte S, und S, an den Riemenenden und die Temperatur bei nicht
gefettetem bis stark gefettetem Riemen bzw. Scheibe. Die Versuchs-
ergebnisse lieflen sich mit Hilfe der Gl. (23) befriedigend zum Ausdruck
bringen. Der Versuchsriemen arbeitet wie ein Bremsband; er gleitet
total, ein wirklicher Riemen nur partiell.

Rudeloff und Duffing verfuhren #hnlich, benutzten aber ein
Riemenelement, d. h. einen kleinen Umschlingungsbogen von bestimmter
Linge, wodurch der Zustand zwischen Riemen und Scheibe genauer
definierbar wird. Beide Beobachter arbeiteten mit der gleichen Ver-
suchseinrichtung abgesehen von der Vorrichtung zur Belastung der
Probe. Das Riemenelement ist mit N [kg] belastet und die Reibung
R [kg] mit Federwage gemessen, Umschlingung bei Duffings Versuchen
6 bis 12° Pressung bis 1,3 [kg/gem], Gleitgeschwindigkeit bis etwa
90 [em/sk]. Nach Duffing ,scheinen seine Versuche das Stielsche
Gesetz oher zu bestiitigen, als zu verneinen“, er hilt aber weitere Ver-
suche fir erforderlich. Neue Ergebnisse sind von Rudeloff hekannt-

1) Vgl. Friederich, Mitteil. Forsch. Arb. V.D.I., Heft 196/8, und Stiel,
Theorie des Riementriebs, 1918. :
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gegeben, Untersucht sind neue und gebrauchte Riemenstiicke, fettfrei
und getalgt.

Um die grundsétzliche Frage zu entscheiden, ob das Stielsche
Reibungsgesetz brauchbar sei, verfuhr Duffing wie folgt: Ist bei be-
stimmter Gleitgeschwindigkeit, Druckfliche und Temperatur der Be-
harrungszustand erreicht, so ist in Gl (24) der Reibungswiderstand nur
noch von der Belastung N des Riemenelementes abhiingig, das Stiel-
sche Gesetz ist daher in einem N R-Koordinatensystem durch eine Ge-
rade dargestellt, die auf der R-Achse das Stiick ».f abschneidet und
mit der N-Achse einen Winkel y bildet, dessen Tangens = u ist. Ein
etwaiger Achsenabschnitt »-f deutet auf einen Anteil Flichenreibung
in der Gesamtreibung hin, ferner groBe Winkel y auf einen entsprechend
groBen Druckreibungsanteil. Durch drei Messungen zusammengehdoriger
R und N wurde die genannte Ge-

rade bestimmt; auch die zahlrei- F LT«
cheren Beobachtungspunkte Ru- P ]
deloffs liegen auf einer Geraden. 7, ]
Die bildliche Darstellung Abb.56 .
T R
rd
/’R/7 /9/
z ]
05 S i
/ ARV
~
V474
/ 0= Dufin
= g
/ R= Rudelof
/ F=Friederich
—1=> Glertgeschiwindligh.
Belastung N g 50 v crmr/sek
Abb. 56. Abb. 57.

laBt den unverdnderlichen Anteil »-f und den veridnderlichen Anteil uN
bei verschiedener Pressung p==N:{ zwischen Riemen und Scheibe
deutlich erkennen.

Der Anteil »-f der Flachenreibung ist bei trockenem Riemen, neu
oder gebraucht, &duBerst gering, so dafl mit groBer Ann#herung das
Coulombsche Gesetz der Druckreibung gilt.

Duffing fand eine Zunahme des Anteils der Fliissigkeitsreibung
1. bei gefetteten Riemen, 2. bei Vergroferung der Druckfliche; Rude-
loff fand dagegen bei fetthaltigem (26°/) und entfettetem (14°/)
Leder keinen, oder nur einen geringen, von  unabhingigen Anteil (v-f),
also fast ausschliefllich Coulombsche Reibung R=—uN, indes x mit
zunehmender Fliache f, d. h. mit sinkender Pressung wachsend, und
zwar stirker als 7. Die N R-Linien der Versuche Rudeloffs gehen
genau oder fast genau durch den Nullpunkt, die Duffings ergeben
verhiltnismiBig kleine Achsenabschnitte »-f.
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Mit steigender Gleitgeschwindigkeit nimmt die Reibung zu, und
zwar bei gefetteten Riemen mehr als bei trockenen. Steigende Tem-
peratur vermindert bei gefetteten Riemen-die Reibung.

In Abb. 57, 8. 85, sind die Werte u der Gl (24) in Funktion der
Gleitgeschwindigkeit aufgetragen. Linie 1 gilt fiir einen neuen trockenen
fettfreien Riemen, gulleiserne Scheibe sorgfiltig gereinigt; Linie 2 fiir
einen gebrauchten Riemen, Scheibe ungefettet; Linie 3 fiir gebrauchten
Riemen, Scheibe getalgt. Linie 6 fiir einen neuen fetthaltigen Riemen;
Linie 5 ist von Rudeloff mit dem von Duffing gepriiften Leder
(Linie 1) erhalten. Welche hohe, iiber 1 gelegene Werte die Reibungs-
ziffer x annehmen kann, zeigt Linie 4, die aus Angaben Friederichs
iiber einen fettgetrinkten Riemen auf Grund des Stielschen Gesetzes
berechnet ist. Das zugehorige » betrigt rd. 0,03. Auch Duffing
findet im allgemeinen kleine Werte von », bei gefetteter Scheibe » < 0,08.
Rudeloff findet »==0,003 bei fetthaltigem und 0,0015 bei entfettetem
Leder (vgl. indes Stiel, Riementrieb, S. 69).

Duffing 1468t die Frage offen, ob u mit auf Null abnehmender
Gleitgeschwindigkeit ebenfalls Null wird oder auf einen positiven Kleinst-
wert u, sinkt; nach Rudeloff scheint letzteres der Fall zu sein
(4o = 0,18 = 0,25).

Beziiglich des Wachsens von u mit der Gleitgeschwindigkeit bei
trockenem und gefettetem Leder vgl. Abb. 57, S. 85.

Auffallend ist, daB nach Rudeloff der Reibungswiderstand bei
gleicher Pressung p==DN:f und bei gleichbleibender Gleitgeschwindig-
keit mit wachsender Fliche in stirkerem MaBe zunimmt, als die Fléche.
Dies wurde bei verschiedenen Gleitgeschwindigkeiten festgestellt. Die
Vermutung, daf dies durch den Anteil v.f der Flichenreibung in (24),
wozu auch die Adh#sion (74) zu rechnen wire, bei kombinierter Druck-
und Fldchenreibung erkldrt werden konne, bestéitigt sich nicht, da die
NR-Linien der Versuche Abb. 56 fast genau durch den Nullpunkt
gehen, nur die zur groBeren Reibfliche gehorige mit groBerem Anstieg.
Der Druckreibungsanteil u-N ist von der Flidche unabhingig, kommt
also fiir die Erkldrung nicht in Betracht. Nachpriifung und Aufklirung
ist hier erforderlich. :

Bei den mancherlei Zufilligkeiten, von denen die Reibung abhingt,
erscheint es statthaft, zum Zwecke rechnerischer Verwertung fiir fett-
haltiges Leder ein Parabelgesetz zwischen ;¢ und v anzunehmen, ferner
bei konstanter Gleitgeschwindigkeit mit dem Coulombschen Gesetz zu
rechnen. Die Folgen der Zufilligkeiten scheinen zum Teil die Gesetz-
mafigkeiten zu verdecken.

Praktisch wichtig ist, daB das Fetten des Riemens diesen schont
und doch die Reibung, d. h. die iibertragbare Kraft erhtht. Diese
wichst auch mit der Gleitgeschwindigkeit, d. h. mit dem Riemenschlupf v,
und da die Gleitgeschwindigkeit v=y-v,, =« ¢, -v,, nach 117, d) Fub-
note mit der Riemengeschwindigkeit v, steigt, so iibertrigt ein schnell-
laufender gefetteter Riemen verhiltnismafBig grofle Krifte.

71, GroBe und Richtung der Haftreibung unterhalb der Gleit-
grenze. Die Haftreibung eine Reaktion. Der Anfinger kommt leicht
auf den Glauben, die Reibung habe -stets den Wert R = u,N. Das ist
aber nur der ganz besondere Wert der Haftreibung an der Gleitgrenze.
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Unterhalb dieser Grenze kann die Reibung jeden beliebigen Wert
<o N und iiberdies jede beliebige Richtung haben. Man kann in der
Tat gegen einen auf ebener Unterlage ruhenden Korper einen ganz be-
liebig gerichteten Horizontaldruck ausiiben, solange er noch nicht die
GroBe u,N erreicht oder iiberschreitet. Die Haftreibung hat also
durchaus den Charakter einer Reaktion, die zunichst nach GréBe
und Richtung als Unbekannte auftritt und, wenn sie statisch be-
stimmt ist, mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen der Statik er-
mittelt werden muB, und wenn sie statisch unbestimmt ist, auBerdem
noch unter Beriicksichtigung der eintretenden Forménderung. KEigent-
lich ist das letztere stets der Fall. Es ist aber praktisch undurch-
fiihrbar, alle Reibungsaufgaben als statisch unbestimmte Aufgaben zu
behandeln. Man befaBt sich in der Regel nicht néher mit dem Druck-
und Deformationszustand in der Beriihrungsfliche zwischen Gleitkorper
und Unterlage, sondern nimmt fast immer eine punktférmige Beriih-
rung an. Dann kann man vielfach die Gréfe- des Reibungswiderstan-
des auch unterhalb der Gleitgrenze sofort mit Hilfe der stabischen
Gleichgewichtsbedingungen angeben. HEs sei aber wenigstens ein Fall
beispielshalber erwihnt, aus dem hervorgeht, daB selbst die eben ge-
nannte vereinfachende Annahme die statische Unbestimmtheit der Auf-
gabe keineswegs immer zu beseitigen vermag. Man wird solchen Féllen
spater noch oOfters begegnen. Ein horizontaler Balken sei zweimal frei
aufgelagert und in der Mitte mit P belastet. Er biegt sich durch und
die Auflagerstellen suchen gegeniiber den Auflagern eine relative Be-
wegung auszufithren. HEs wird dabei ein Reibungswiderstand wachge-
rufen, der an der Gleitgrenze allerdings den Wert u,N hat, vorher
aber, d. h. ehe die Auflagerstelle gleitet, eine statisch unbestimmte
GroBe ist, die von der Forminderung des Balkens abhingt. Wiirde
man diese beobachten, so konnte man mit Hilfe einfacher Gleichungen
der Elastizitétslehre die Grofe des Reibungswiderstandes berechnen.

Wo immer die Gleitgrenze noch nicht erreicht ist, hat man sich
jedenfalls die grundsétzliche Frage vorzulegen, ob die Haftreibung sta-
tisch bestimmbar ist oder nicht. ’

72. Bewegungsreibung wund Haftreibung. Folgender auch von
E. Meyer beniitzter Demonstrationsversuch regt zum Nachdenken an:
Ein mit Gewichten beschwertes Késtchen kann mit Hilfe einer Schnur
iiber einen ebenen Tisch gezogen werden; man kann auBerdem senk-
recht zur Schnurrichtung einen Zug mit einer schwachen Feder oder
einer Gummischnur ausiiben; beide Ziige mogen durch den Schwerpunkt
des gleitenden Koérpers gehen und Feder oder Gummischnur so schwach
sein, dafl man mit ihnen, ohne sie zu zerreilen, weitaus nicht imstand
ist, die Haftreibung zu tiberwinden. Wird nun das Kéistchen mit der
Schnur gleichférmig iber den Tisch weggezogen, so fiihlt man als Wider-
stand die der Gleitgeschwindigkeit entgegengesetzte Bewegungsreibung
XN, die meist merklich kleiner ist, als die an der Gleitgrenze vorhan-
dene Haftreibung u,N. Wéhrend man nun vor Eintritt des Gleitens
mit der Gummischnur allein keine Bewegung hervorzubringen vermochte,
gelingt es nach Eintritt des Gleitens, den Gleitkérper durch die ge-
ringste Kraft senkrecht zur Gleitrichtung abzulenken. Es ist also in
der Seitenrichtung nicht etwa noch einmal ein Reibungswiderstand N
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oder u, N vorhanden; letzterer ist aber auch nicht verschwunden. Léngs-

kraft P und Seitenkraft § geben vielmehr die Resultante R =V P? -} S.
Solange R > u,N ist und noch keine Bewegung erfolgt, ist R nach
GroBe und Richtung die Haftreibung und wenn Bewegung eingetreten
ist, findet sie in Richtung von R statt und ist gleichformig, falls R— u-N
ist. R ist dann die Bewegungsreibung, sie ist am Gleitkdrper der Gleit-
geschwindigkeit entgegengesetzt und hat den Betrag u N, wobei u von
Gleitgeschwindigkeit und Beschaffenheit der Reibflichen abhingt. Ist
R > uN, so wirkt der UberschuB8 beschleunigend.

73. Lagerreibung. Versuche. Zwischen Zapfen und Lager be-
findet sich im normalen Zustand eine Schmierschicht, welche die Be-
rihrung fester Korper verhindert. An die Stelle der trockenen Rei-
bung aneinander gleitender fester Korper tritt die viel kleinere Fliissig-
keitsreibung. Das Reibungsgesetz R == u-N darf also streng genommen
nicht auf die Lagerreibung iibertragen werden. Wie nun die Pressung
p=dN|df auch iiber die Druckfliche zwischen Zapfen und Lager ver-
teilt sein moge, jedenfalls treten am Zapfenumfang der Drehrichtung
entgegengerichtete Tangentalwiderstinde auf, welche die Drehung des
Zapfens zu hemmen suchen.

Man pflegt sie durch eine auf dem Zapfendruck N senkrecht stehende
Tangentialkraft R= 1'N zu ersetzen, die das gleiche Moment hat, wie

die Tangentialwiderstinde, ndim-

lich M =R-r=y/-N-r. Diese

Auffassung geniigt weder dem

tatsdchlichen Kriftezustand —

Gleichgewicht der Krifte und

Momente am Zapfen —, noch

den tatsdchlichen physikalischen

Verhiltnissen; sie hat aber den

Vorzug der Einfachheit fiir den-

jenigen, der das Reibungsmo-

ment berechnen will, vorausge-

setzt, daBl der Wert der Zahl '

irgendwie bekannt ist. ,

Die Ermittlung des Mo-

mentes der Lagerreibung fiir

die tatséchlich vorkommenden

Zapfendrucke, Geschwindigkei-

ten, Temperaturen und Schmier-

mittel bildet im vorliegenden

Fall die Hauptaufgabe; sie ge-

hort, insofsrn Zapfen und Lager

vollstindig durch eine Schmier-

schicht d. h. durch eine zihe Fliissigkeit getrennt sind, in das schwierige
Gebiet der Hydrodynamik zdher Flussigkeiten; zur Losung sind weit-
gehende mathematische Hilfsmittel erforderlich. An den Ergebnissen
der Theorie hat der Ingenieur, sofern sie mit der Wirklichkeit hin-
reichend iibereinstimmen, also auf ausreichend zutreffender physikali-
scher Grundlage beruhen, insofern Interesse, als er von ihr erwarten
darf, daff sie das Wesen der Lagerreibung unter bestimmten Voraus-
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setzungen aufzukliren und praktisch brauchbare Fingerzeige zu geben
vermag. :

Es soll hunmehr beschrieben werden, wie der Ingenieur, ohne die
Hydrodynamik beizuziehen, sich hilft, um in den Besitz der fiir ihn
notigen Werte von ' und zu einem systematischen Uberblick iiber die
mafigebenden GroBlen zu gelangen. Hierauf sollen die Grundlagen und
die Ergebnisse der hydrodynamischen Theorie der Lagerreibung be-
schrieben und die Ubereinstimmung mit den Tatsachen und der Frage
der Verwendbarkeit der Theorie erdrtert Werdenl). )

1. Zur Messung des Reibungsmomentes dienen sog. Reibungswagen.
Stribeck hat folgende Konstruktion angegebn (Abb. 58): Mit dem
zwejarmigen Hebel A BC, dessen fester Drehpunkt in B liegt, wird eine
Druckkraft P auf die Stange C'D ausgeiibt und von dieser-auf die
Zugstange DW fiibertragen. In W befindet sich eine von auflen ange-
triebene, zweimal gelagerte Welle. Zwischen beide Lagerstellen wird das
zu priifende Lager gebracht, so dall es die Welle umschlieft. Auf das
Versuchslager wird mit der Stange WD ein Lagerdruck ausgeiibt. Wird
die Welle in der Pfeilrichtung gedreht, so sucht sie das Versuchslager
mittels des Reibungsmomentes mitzunehmen. Das Gestinge kommt
in die gezeichnete Lage und die Kraft P erbélt einen Hebelarm m,
und P dubllert ein Moment um W, némlich P-m= M, das Reibungs-
moment wird demnach unmittelbar abgewogen. Das Schweremoment
der Stangen CD und WD wird durch die gestrichelt angedeutete Aus-
gleichsvorrichtung ausbalanciert.

Ist M gemessen, so folgt R:y— und es zeigt sich, daB R unter
r

normalen Verhiltnissen klein ist gegeniiber dem Lagerdruck P. Bei

1) Willkiirliche Annahmen iiber die Druckverteilung in einem Lager zu er-
sinnen, die nicht auf exakten Beobachtungen beruhen oder durch solche nachge-
priift werden, ist wertlos. Versuche iiber die Verteilung der Pressung in einem
zylindrischen Traglager hat Beauchamp-Tower angestellt; C. Bach gibt in
seinen ,Maschinenelementen* beistehendes Bild davon:
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einem richtig arbeitenden Lager kann von der Komponentenwirkung
R abgesehen werden, das Reibungsmoment ist allein von Bedeutung.
Mit der Reibungswage kann nun gepriift werden, welchen Einflu der
Lagerdruck, die Zapfenumfangsgeschwindigkeit, das Schmierél, das Lager-
metall, die Lagertemperatur, der Zustand der Lager- und Zapfenflichen
u. a. auf die GroBe des Reibungsmomentes ausiiben. Die Beobach-
tungen werden tabelliert und zweckmifBigerweise in Schaubildern dar-
gestellt. Dann wird man eine die Beobachtungen richtig wiedergebende
GesetzmiBigkeit aufzustellen suchen. Da es noch nicht gelungen ist,
die Versuchsresultate durch eine umfassende GesetzmiBigkeit wieder-
zugeben, so greift der Techniker zu dem ihm geldufigen Reibungsgesetz:

R=u' P,

wobei R eine die irgendwie verteilten Reibungswiderstéinde ersetzende
Einzelkraft ist, die den Zapfenumfang berithrend gedacht ist. ' ist
die sog. Lagerreibungsziffer. Das Reibungsmoment wird dann unter

gleichzeitiger Einfithrung der spezifischen Pressung pz:P die man

1da’
durch die durchschnittlich auf 1 gem Zapfenprojektion I-d auszudriicken
pilegt :

M=R-r=yPr=05-uplr*. . . . . . (25

Nachdem durch den Versuch und die Abmessungen des Versuchs-
korpers alle GroBen dieser Gleichung bis auf x' bekannt sind, kann g
berechnet werden. Wie man sieht, ist der Wert u' nicht allein von
den Versuchen, sondern auch von der Form der angenommenen Gesetz-
miBigkeit abhéngig. .

Ist nun ' in seiner Abhingigkeit von den verschiedenen mafBgeben-
den Einfliissen durch Versuche festgestellt, so kann die Umfangsreibung
R und das Reibungsmoment des Zapfens aus obigen Gleichungen unter
Beniitzung des Versuchsmaterials berechnet werden. Auf diese Weise
erhdlt man mit der Wirklichkeit iibereinstimmende Werte auch dann,
wenn das Reibungsgesetz nicht richtig ist. Es ist eben die Abhéngig-
keit des Momentes M von den verschiedenen Einfliissen ganz in die
Ziffer y' hineingelegt, die in der Formel zwar sehr einfach, wie
eine Konstante aussieht, in Wirklichkeit aber verinderlich ist. Das
Wertvolle liegt hierbei offenbar in den Versuchsergebnissen, seien sie
in Zahlentafeln oder Schaubildern niedergelegt. Die Form der Gl. (25)
hat vielleicht auBer ihrer Einfachheit keine sonstigen Vorziige zu be-
anspruchen. In der Tat erweckt Gl (25) zunichst den Eindruck, als
ob M proportional mit P wachse. Den Versuchen von Stribeck und
Lasche zufolge ist aber bei dem Produkt u'-p unter gewissen Um-
stinden eine Neigung zur Unverdnderlichkeit erkennbar, was bedeutet,
dafl die Lagerreibung unter gewissen Umsténden gar nicht oder nur
wenig vom Lagerdruck abhingt; das wiirde auf die Hypothese von
Newton hinweisen, derzufolge die innere Reibung einer Fliissigkeit —
d. h. hier des Schmiermittels — vom Druck unabhingig sein soll. Aber
einmal gilt die Beziehung u'-p==konst. nur angenihert und unter ge-
wissen, den Versuchsberichten zu entnehmenden Umsténden, ferner hort
auch die angeniherte Geltung dann auf, wenn die Schmierschicht ver-
schwindet, was (ohne Zuhilfenahme von PreBschmierung) bei niederen
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Geschwindigkeiten, wo der Zapfen nicht mehr genug Ol mitnimmt, oder
bei hoben Pressungen, wo das Ol herausgedriickt wird, eintritt.

Beziiglich des Einflusses der Zapfengeschwindigkeit v ergeben
die Versuche, dal die Reibung der Ruhe am groBten ist (u, =0,14
bei- Sellerslager; u, = 0,24 bei WeiBmetallschalen), dann mit steigen-
dem v zunéchst auf einen Kleinstwert abnimmt (Sellerslager u' = 0,0035;
Weilimetallschalen 0,0021), um mit v wieder zuerst rascher, dann lang-
samer zu steigen und schlieBlich von v > 10 [m/sk| ab fast unverénder-
lich zu sein. Ein noch nicht eingelaufenes Lager hat einen groBeren
Reibungswiderstand als ein eingelaufenes. Wihrend der Periode des
Anlaufens, bis die volle Geschwindigkeit und gleichbleibende Tempe-
ratur erreicht ist, nimmt der Reibungswiderstand ab. - ‘

Beziiglich des Einflusses der Lagertemperatur faBt Lasche
seine Beobachtungen in der Gleichung

1“' pl=2
zusammen, wo p==1 bis 15 kg/qem die Pressung auf 1 qem Zapfen-
projektionsfliche < =-l%
deutet und die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens v==1 bis 20 [m/sk]
betragen kann.
Die Einzelergebnisse sind in den Originalversuchsberichten von

Stribeck und Lasche, Z. Ver. deutsch. Ing. 1902, S. 1341, 1881,
nachzusehen,

2. Wir betrachten jetzt das Verhalten eines vertikal belasteten
Zapfens unter Beriicksichtigung des Umstandes, dafl sich im Spiel-
raum s==R —r eine mehr oder weniger zihe Schmierschicht befindet,
die an der Oberfliche des Zapfens und der Schale fest haftet, also vom
Zapfen mitgenommen und von der Schale festgehalten wird. Das Ver-
standnis wird erleichtert, wenn man sich die Zihigkeit als recht grof}
vorstelll. Im Ruhezustand befindet sich der Zapfen an der tiefsten
Stelle. Die unvermeidlichen Rauhigkeiten der Oberfliche — Oberflachen-
zacken oder Zihne genannt — greifen ineinander ein. Fingt der Zapfen
an, sich im Zeigersinn zu drehen, so sucht er infolge der Coulombschen
Reibung rechts sich hinaufzuwilzen, kommt dann ins Gleiten und nimmt
das Schmiermittel in den rechts gelegenen Spielraum hinein, und zieht
es aus dem linken heraus. Das Schmiermittel wird unter Druck gesetzt,
da wo sich der Spielraum verengt, und es entsteht eine Druckvermin-
derung auf der gegeniiberliegenden Seite, wodurch sich eine Resultante
ergibt, die den Zapfen nach links abdrédngt. Gleichzeitig hebt sich der
Zapfen und es wird ein fortlaufender Olstrom vom Zapfen mit rings-
herum gefithrt, wie in einer Umlaufpumpe. Im zentrisch laufenden
Zapfen wiirde kein tragender Druck entstehen, der Zapfen muB exzen-
trisch in der Schale schweben, um vom Druck des Schmiermittels ge-
tragen zu werden; er weicht seitlich zur Richtung des Zapfendruckes
aus, aber nicht wie bei trockener Reibung, sondern entgegengesetzt.
Das Schmiermittel hat an der Lagerschale die Geschwindigkeit Null,
am Zapfenumfang dessen Umfangsgeschwindigkeit 4. Das durchschnitt-
liche Geschwindigkeitsgefiille ist um so gréfer, je kleiner die Dicke der
Schmierschicht ist; das Geschwindigkeitsgefille ist also rings um den

, t=2380 bis 100° C die Lagertemperatur be-
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Zapfen verschieden und damit auch die von der Zéhigkeit des Schmier-
mittels herrithrende Fliissigkeitsreibung. Diese wird vermutlich an der
engsten Stelle am groBten sein. Die am Zapfenumfang angreifenden
von der Zahigkeit des Schmiermittels herrithrenden Schubspannungen
liefern das Reibungsmoment.

Vieweg hat die exzentrische Kinstellung des Zapfens in einem
Ringschmierlager gemessen und an einem Zapfen von 55 mm Durch-
messer und 250 mm Lénge, s = R — r = 0,08 mm Lagerspiel eine
Hohen- und Seitenbewegung festgestellt, die mit der Umlaufzahl (80 bis
780 i. d. Min.) sich #nderte. Die Fliissigkeitsreibung, gekennzeichnet
durch ruhigen Lauf des Zapfens, trat nach !/,,, mm Hohenbewegung
ein, nachdem die Oberflichenzacken auBler Eingriff gekommen waren.
GroBe und Richtung des Zapfendrucks hat Vieweg mnicht angegeben.
Bei Umkebr der Drehrichtung ergaben sich erheblich andere Werte der
Hohen- und Seitenbewegung.

Sommerfeld hat die hydrodynamische Berechnung fiir einen vom
Lager ganz umschlossenen Zapfen, der eine Belastung von unverinderlicher
Richtung trigt, ohne Riicksicht auf seitliches Abstromen des Oles durch-
gefiihrt (1904). Nach Sommerfeld ist bei senkrechtem Zapfendruck
P kg (fir 1 cm Zapfenlinge) die Zapfenmitte stets in der Hohe der
Lagermitte und es stellt sich nur eine Seitenbewegung e je nach Zapfen-
druck und Umfangsgeschwindigkeit % [cm/sk]| ein, wihrend die Hohen-
bewegung von Last- und Umlaufzahl unabhingig ist, womit die Be-
obachtung Viewegs nicht ilibereinstimmt. Ist e==e¢-s, wobei ¢ zwischen
0 und s liegt und &==Seitenausweichung:Lagerspiel die Exzentrizitit
des laufenden Zapfens mifit, so berechnet sich ¢ aus

P 1 2 o
T T <’§’> = ' . - L—._-:' . . . - . (26)
w 1274 \r (2‘{"82)‘//1—8?’
Hiernach ist die exzentrische Lage des Zapfens, d. h. ¢ durch die
dimensionslose Zahl P/ul bestimmt. Nachdem die Exzentrizitit ¢ fiir
gegebene Werte von P,  und 1 berechnet ist, ergibt sich die Zapfen-
reibungsziffer aus:
, s 1-42¢ , ,,
= . . ... ... (27
“ 7 3¢ ( 7)

Der Zapfen weicht nach der Seite aus, nach der der Vektor der Zapfen-
belastung weist, wenn er sich im Sinn des Zapfenumlaufes um 90°
gedreht hat. Die Seitenausweichung ist Null (¢==0), d. h. der Zapfen
lduft zentrisch, wenn bei endlichem Wert von «, 1 und s der Zapfen-
druck P =0 ist, oder wenn bei endlichem Wert von P, 1 und s der
Wert u=—=oc0 ist. Die Belastung macht also die Lage des Zapfens
exzentrisch, die Geschwindigkeit und die Z#higkeit des Schmiermittels
zentrieren. Aus der gemessenen Seitenbewegung berechnet sich mit
e=¢|s nach der letzten Gleichung die Zapfenreibungsziffer u'.

Zeichnet man u’ in Abhingigkeit von & auf, bzw. setzt man
du'|de = 0, so ergibt sich ein Kleinstwert umin fiir &= 0,707; er
betrigt

u,;in=0,943-~; C . (28)
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Zu &==0,707 gehdrt nach (26):

P 1 s\
o 1271 <y> =04 . . ... .. (29
Diese Bezichung muB erfiillt sein und ist im praktischen Betrieb an-
zustreben, wenn die Zapfenreibung den kleinstmoglichen Wert annehmen
soll; sie zeigt, unter welchen Bedingungen der giinstigste Zustand eintritt.

Es ist z. B. fur ein Lager von =36 mm, s==0,1mm, also
R =351 mm

0,1

W= 09345 =0,0027.

5

Nach (29) gehdren hierzu je nach der GroBe der Zihigkeit 1 des Schmier-
mittels folgende Werte von Pfu:

t=— 20 50 80° C
A== 2,5 0,434 0,18-107°% [kg-sk-cm™?)
P/Zt: 4.2 0,71 0,214 ”

Nach Versuchen von Stribeck betrigt fiir ein Sellerslager von y = 35 mm
thnin = 0,0085, fiir ein Weiimetallager ufim = 0,0014, wobei Pju =2,
bis 2,7. Die berechneten Werte stimmen mit den beobachteten der
Grofenordnung nach sehr gut {iberein.

Bei den Versuchen Stribecks hat sich unter verschiedenen Ver-
hiltnissen des Drucks und der Zapfengeschwindigkeit ein merklich
konstantes Reibungsminimum ergeben; aus den Versuchen folgt, dafl
bei Verwendung desselben Schmierdls im gleichen Lager bei anscheinend
ungefihr gleicher Temperatur, d.h. bei konstantem A und s der Wert
PJu beim Reibungsminimum sich merklich konstant ergab (etwa 2,5).
Biel beobachtete ein Lager mit konstanter Belastung P bei verschie-
dener Umlaufzahl und Oltemperatur und fand beim Reibungsminimum
das Produkt -1 merklich konstant. Beides bestiitigt die Gleichung (29)
und die Richtigkeit ihrer Grundlage durchaus.

Die in wesentlichen Punkten vorziiglich bestétigte Theorie der
Lagerreibung von Sommerfeld fordert als wichtigstes Ergebnis zutage,
daB die Lagerreibung in erster Linie von der Zihigkeit des Schmier-
mittels abhingt, die durch die physikalisch genau bestimmbare Zihig-
keitsziffer 1 gemessen wird; sie zeigt ferner, wie das Reibungsminimum
hergestellt werden kann.

Praktisch kommt es freilich bei der Beschaffung von Schmierstoff
nicht allein auf die Zihigkeit an, sonst wire wohl Wasser am vorteil-
haftesten, sondern noch auf den Siedepunkt, die Neigung zur Zersetzung
bei hoher Temperatur, Siurefreiheit, Benetzungsfahigkeit.

Noch ungeklirt ist die Beobachtung Biels, dafi ein Gemisch von
Mineral- und Voltold! trotz gleicher Zihigkeit ein niedrigeres Reibungs-
minimum ergibt als die einzelnen Bestandteile; auch Schlesinger
glaubt, bei Olen gleicher Zihigkeit verschiedene Reibung an der gleichen
Maschine beobachtet zu haben.

74. Adhiision. Die Bezeichnung Adhédsion wird in mehrfachem
Sinne gebraucht. Man nennt so die Reibung, zwischen Rad und Boden
oder Schiene. Sie folgt dem Gesetz R ==uN, wo u die Reibungsziffer
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der Ruhe oder der Bewegung bedeutet. R wirkt am Radumfang be-
rithrend und ist dem Sinn des angestrebten oder ausgefiihrten Gleitens
entgegengesetzt. .

Ganzlich hiervon verschieden ist die Kraft; mit der zwei glatte,
kongruente, trockene Flichen aneinander haften. Die zum Trennen
der Beriihrungsfiichen erforderliche Normalkraft wird ebenfalls Adhésion
genannt. Man stellt diese Kraft an zwei ebenen aufeinandergelegten
Glasplatten fest, selbst dann noch, wenn sie im luftleeren Raum sich
befinden. Sie kann nicht vom Normaldruck der sich berithrenden
Korper herrithren, mufl vielmehr auf eine Molekularwirkung zuriick-
gefiihrt werden. Auch zum Verschieben in der Fldchenrichtung ist eine
Adhision genannte Kraft notig, iiber die dem Verfasser Versuche nicht
bekannt sind. Man ist neuerdings geneigt, dieser Adhésion einen Anteil
an der Kraftiibertragung von Riemen und Stahlbdndern zuzuschreiben,
die erfahrungsgemi bei glatten Scheibenoberflichen und gefetteten
Riemen giinstiger ist!) als bei rauhen ungefetteten, die im letzteren
Fall doch nach der iiblichen Auffassung einen gréBeren Widerstand
gegen Gleiten haben, und mehr Umfangsreibung ubertragen miiten.
Von der molekularen Adhiision ist zu vermuten, daf sie mit der Grole
der Beriihrungsfliche wichst und unabhingig vom .Normaldruck ist.
Welcher Anteil der von einem Riemen iibertragenen Kraft auf die
Reibung des Gleitens, und welcher auf die molekulare Adhésion ent-
fallt, ist vorldufig nicht zu entscheiden. Nach Brix ist die Adhésion,
wenn trockene Fldchen aufeinandergleiten, gering.

Die Adhision zwischen Réddern und Boden bzw. Schienen ist er-
fahrungsgeméd am grofiten, wenn die Réder auf der Unterlage nur
rollen, aber nicht gleiten, und wird bedeutend kleiner, wenn die Réder
schleifen. Da nun die Adhésion diejenige Kraft ist, die beim Bremsen
das Fahrzeug zum Stillstand bringen oder dessen Lauf verlangsamen
soll, so kommt das Fahrzeug frither zum Stehen, wenn die Rader mit
der Bremse nicht génzlich festgestellt werden, sondern an den Brems-
backen schleifen, am Boden oder auf den Schienen aber nicht. Mit
andern Worten heift das: Zur Erzielung der gréfiten Bremswirkung
soll die Bewegungsreibung 4 N, zwischen Rad und Bremsklotz hdchstens
gleich oder besser etwas kleiner sein, als die Haftreibung u, N zwischen
Rad und Boden bzw. Schiene. Das vollstindige Festbremsen der Rader
ist wertlos und beeintrichtigt die Bremswirkung (uN, < p,Q. wo N,
die Anpressung des Bremsklotzes und @ der Achsdruck ist).

75. Rollwiderstand. Kugel oder Walze zwischen ebenen und
zylindrischen Fiithrungen. Ein Wagen kann bekanntlich leichter
auf ebener Strafe fortbewegt werden, wenn die Rider ohne zu gleiten,
auf dem Boden rollen, als wenn sie infolge des Bremsens gleiten miissen,
oder auch leichter als ein Schlitten, dessen Kufen auf dem Boden
gleiten. Der Rollwiderstand kann also kleiner sein als der Gleitwider-
stand, was eben bei einem Riderfahrzeug praktisch verwertet wird;
das ist auch der Grund, weshalb man nicht selten Kugellager, statt
Gleitlager verwendet und weshalb man eine schwere Last auf Walzen

1) Ganz abgesehen davon, daf an rauhen Scheibenoberflichen sich der Riemen
rasch abniitzen wiirde.
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fortrollt. Wir wollen den Vorgang des Wilzens oder Rollens ndher
betrachten. ,
Eine oder mehrere Walzen oder Kugeln befinden sich zwischen
ebenen und parallelen Stiitzflichen. Auf eine Walze oder Kugel driickt
die Last . Waren die Walzen und Stiitzflichen starr und rauh, so
entstiinde kein Widerstand, wenn die Last fortgerollt wird; es wiirde
dazu die kleinste Horizontalkraft ausreichen. In Wirklichkeit mufl man
aber die Horizontalkraft auf einen gewissen Betrag steigern, bis eine
Wilzbewegung beginnt. Diese an der ,Wilzgrenze“ auftretende Hori-
zontalkraft ist dem Rollwiderstand entgegengesetzt gleich. Da den Ver-
suchen zufolge zwischen dem Rollwiderstand der Ruhe und dem der
Bewegung kein Unterschied gefunden wird, so fragen wir jetzt nach
den Kriften, die an der Walze im Beharrungszustand angreifen; die
Krifte im Beharrungszustand sind im Gleichgewicht, haben also weder
eine Resultante, noch ein Moment, m. a. W. die Lasten und Widerstdnde
sind entgegengesetzt gleich und haben die gleiche Wirkungslinie. Wir
wollen uns die beiden Stiitzflichen als rauh, aber nur die eine als nach-

giebig, die andere als starr vorstellen. Dann wird an der Wilzgrenze
im oberen Beriihrungspunkt der Walze (Abb. 59a) mit der starren Stiitz-
fliche die Last  und — vermoge der Haftreibung — die Tangential-
kraft T auf die Walze iibertragen; ihre Resultante geht an der Dreh-
achse vorbei. An der unteren, nachgiebigen Stiitzfliche sinkt die Walze
ein und es entstehen in der Beriihrungsfliche Widerstdnde, deren Re-
sultante die Resultante aus @ und T gerade aufhebt. Sind W, und W,
die Komponenten des Widerstandes, so ist wegen des Gleichgewichtes
W =@ und W,=T.

Wiéren die beiden Stiitzflichen aus dem gleichen Stoff, so ginge
die resultierende Kraft und der resultierende Widerstand genau durch
die Achse der Walze. Letzteres trifft nicht mehr zu, sobald die Stiitz-
flaichen aus verschiedenem Stoff bestehen.

Nehmen wir der Allgemeinheit halber verschiedene Stoffe fiir die
Stiitzflichen an; dann mdgen @ und W, im Abstand f, und f, von der
durch die Walzenmitte gehenden Vertikalen liegen. Dann lautet die
Gleichgewichtsbedingung fiir die Momente der an der Walze angrei-
fenden Kréfte, sofern man noch annimmt, die Formédnderung sei klein
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und der Abstand zwischen T und W diirfe gleich 2 gesetzt werden

(Abb: 59 b):
T'2T=Q'(f1+ﬁz)*

Dabei bedeutet T-2r das aktive Moment der Rollbewegung und
Q-(f, -+ f,) das Gegenmoment des Rollwiderstandes. Die zum Uberwinden
des Rollwiderstandes erforderliche Kraft oder auch der Rollwiderstand
selbst hat die GroBe

T 2 r

Y

oder wenn bei gleicher Beschaffenheit der Stiitzflichen f, =/f,=/[ ge-
setzt werden darf (Fig. 59b): ’

p:%@,...... ... (30)

womit das Moment des Rollwiderstandes M — 2 Qf wird.
Greift, wie z. B. bei einem Rad, die verschiebende Horizontalkraft
an der Drehachse an, so ergibt sich (nach Abb. 59¢) wiederum

S
r—1q.

Man nennt f den Hebelarm oder die Ziffer der rollenden
Reibung; er hat, wie r, die Dimension einer Lénge. Er wird als eine
Konstante aufgefalt, was voraussetzt, dafl T mit  proportional wéchst;
das kann nur durch Versuche entschieden werden; ebenso die Frage,
ob f in den beiden oben angefithrten Fillen der Walze und des Rades
gleich grof} ist.

Kugel oder Walze zwischen zylindrischen Fiihrungen.
Ein Kugel- oder Walzenlager mit den aus Abb. 60 ersichtlichen Ab-
messungen enthélt nur eine Kugel, die mit @ kg belastet ist. Es soll das
zum Uberwinden des Rollwiderstandes erforderliche Moment angegeben
werden. Der Studierende zeichne sich unter der Annahme, daB die
Walze oder Kugel starr sei, die Forménderung am inneren und &duflleren
Laufring nach dem Vorbild der Abb. 59a, hierauf je fiir sich 1. die
Kugel mit den Kraftkomponenten 7 und @; 2. den inneren Laufring
mit den von der Kugel ausgeiibten Kraftkomponenten @ und 7' (den
vorigen gleich und entgegengesetzt), wobei ¢ am Hebelarm f in bezug
auf die Achsmitte angreift, ferner die zentral wirkende Reaktion ¢,
ein Reaktionsmoment M, und eine Reaktionskraft T, letztere in der
Wellenmitte; 3. den duBeren Laufring mit den Gegenkriften ¢ und T
der Kugel, @ wieder am Hebelarm f angreifend und ferner die zentral
wirkende Kraft ¢ und das zum Wilzen nétige Antriebmoment M, und
eine Reaktion T in der Wellenmitte.

Das Gleichgewicht an Kugel, #uflerem bzw. innerem Laufring er-
fordert

M=2Tr=2Qf
M=o, —Qr="Qr,—Qr=qrle—"—qr™

r
-
i

!
Lortor=ar " =qr "

r

M,=Tr,+Qf=
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Hiernach ist, wie auch zu erwarten, das Antriebmoment am &ulleren
Laufring gleich dem Reaktionsmoment am inneren Laufring; das Mo-
ment zur Uberwindung des Rollwiderstandes einer zwischen zylindrischen
Fiithrungen befindlichen tragenden Kugel oder Walze hat die Gréfle

M:Qf%... ... ... (30a)

Fir mehrere tragende Kugeln vgl. 76.

Das Auftreten des Rollwiderstandes wird allgemein mit der Forménderung
in Zusammenhang gebracht. Die einzelnen Erklirungsversuche weichen unterein-
ander ab. Man kann sich folgende Vorstellung bilden, bei der die Walze als starr
vorausgesetzt ist, die Stiitzfliche dagegen als vollkommen elastisch.

Wird zunichst die Walze senkrecht in die Stitzfliche eingepreBt, so wird
das Material der Stiitzfliche in der Richtung des Einpressens verkiirzt und sucht
sich quer dazu auszubreiten, denn bekanntlich zieht sich z. B. ein die Linge ge-
streckter Kautschukstab quer zusammen, ein durch Druck verkiirzter wird dagegen
dicker. Infolgedessen wird der Werkstoff der Stiitzfiiche sich senkrecht zur Druck-
richtung ausbreiten und sich symmetrisch zur Mittelebene der Walze oder der
Druckachse der Kugel relativ gegen die Oberfliche der Walze bewegen. Die ent-
stehenden Tangentialkrifte in der Beriihrungsfliche heben sich aus Symmetrie-
griinden auf. Wird nun die Walze fortgerollt, so wird der Werkstoff vor der Walze
gegeniiber der letzteren gedebnt und an der Walze hingleiten, und das Material
hinter der Walze sich zusammenziehen und ebenfalls am Walzenumfang gleiten,
wobei ein Punkt, oder eine gewisse Strecke der Beriihrungsfliche, wo der stirkste
Anpressungsdruck herrscht, in relativer Ruhe bleibt. Beide Gleitbewegungen gehen
relativ zu der Walze so vor sich, da8 ein Gleitwiderstand auftritt, der an einer
Stelle der Beriihrungsfliche in Haftreibung, an den andern in Bewegungsreibung
besteht. Der Gleitwiderstand wirkt bremsend auf die Rollbewegung ein. So lieBe
sich das Entstehen eines Rollwiderstandes auf Gleitreibung zuriickfiihren. Die Er-
kldrung stimmt noch, wenn die Walze elastisch, die Stiitzfliche starr angenommen
wird, sie stimmt aber nicht mehr, wenn beide gleich elastisch sind, da ja dann
keine, oder hochstens wegen der verschiedenen Form von Walze und Stiitzfliche
nur noch geringfiigige Relativbewegungen der beiden Werkstoffe erfolgen. Sicher
ist aber auch in diesem Fall noch Rollwiderstand vorhanden. Es reicht also die
gegebene Erklirung nicht aus. Bei vollkommener Elastizitit und gleichem Stoff
von Walze und Stiitzfliche wird man immer anzunehmen haben, da im Beharrungs-
zustand die Kraftverteilung symmetrisch sei; es wird dann die Symmetrieachse
in Ruhe oder gleichférmiger Bewegung sein und die Formé#nderung des vor der
Symmetrieachse gelegenen Stoffes sich genau so ausbilden, wie sie sich hinter der
Symmetrieachse zuriickbildet, letzteres iiberdies ohne Zeitverlust. Sobald man
aber annimmt, daB zur Riickbildung der Forminderung Zeit notig sei, oder dal
bleibende Forminderungen auftreten, ld8t sich der Rollwiderstand ungezwungen
erkliren, denn dann wird gleichsam ein Stauhiigel von Stoff vor der Walze oder
der Kugel hergeschoben. Dann erfordert die Wilzbewegung andauernde Kraft
und Arbeit. Bei der Unsicherheit der Erklirung empfiehlt es sich, sich an die
Versuchsresultate zu halten, also durch Versuch f zu bestimmen, bei verschiedenen
Belastungen, Durchmessern, Stoffen und bei dem Krifteangriff, wie er bei Walzen
und Kugeln einerseits und bei Riddern anderseits vorkommt.

76. Kugel- oder Walzenlager. Versuche von Stribeck. (Abb. 60.)
Zwischen zwei ringférmigen Laufflichen (Laufringen) liegen z Kugeln
oder Walzen. Die Gesamtbelastung P wird von einer Lauffliche auf
die andere zentrisch iibertragen, und zwar durch die Hédlfte der Kugeln.
Davon wird durch jede Kugel ein Teil iibertragen, ndmlich symmetrisch
zu P die Betrige P,P, P,

Dann lautet dle Glelchgemchtsbedmgung der Komponenten in
Richtung von P:

P—=P,-} 2P, cosy 1 2P,cos2y ..

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 8. Aufl. 7



98 Statik. Von den Widerstandskraften an Korpern usw.

Die Summeé der Einzelbelastungen aller tragenden Kugeln ist be-
zeichnet mit

§=P, 2P, 2P, ... . . .. .. (31)

Die Krafte P,P,P, ... sind
durch die Forménderung bestimmt,
die die Kugeln bzw. Walzen und
die Laufringe erleiden; die Ermitt-
lung dieser Krifte ist eine Auf-
gabe der Elastizitdtslehre. Stribeck
findet unter der Annahme, daf die
Kugeln allein elastisch sind und
sich nach einer von Hertz angege-

yor;r Hlbm. d. Ringe u. Walzen benen Gleichung deformieren, wéh-
To="Ta— ¥ ="i4 7. rend die Laufflichen als starr an-
Abb. 60. gesehen werden:
3 3
P, = P,cos’y P,=P,cos’ 2y ...,
womit

P=P,(1+ ZCosg'yvl— 2005732;/—{—...).
Fiir spielfrei sich beriihrende Kugeln findet Stribeck:

z=— 10 15 20
y= 369 240 189
P:Py= 2,28 3,44 4,58
=—z:4,38 2:4,36 z:4,37
S nach (31)= 1,23 P 1,22 P 1,21 P

d. h. die Summe der Einzelbelastungen ist nahezu unverdnderlich und
von der Zahl der Kugeln unabhingig, auch die Werte P/P, sind fast

genau z/4,37.
Die Belastung der stiirkst gedriickten Kugel ist also Pj=4,37- ij .

Da zwischen den Kugeln Spielriume verbleiben, wird diese Kugel
stirker gepreBt als bei sich beriihrenden Kugeln in Abb. 60, und die
Summe S aller Einzelbelastungen wird kleiner als obiger Wert angibt.
Stribeck setzt:

P,=5-P|z,
~ womit §=—12.P
und fir z=10 15 _ 20
P,= P2 P3 Pl4.

Diese nicht in die Mechanik starrer Korper gehdrigen Darlegungen
miissen mitgeteilt werden, weil die Form des Reibungsmomentes hier-
mit zusammenhingt, und damit die Ziffer der rollenden Reibung
eines Kugellagers. Damit soll auch darauf hingewiesen werden, daB
die aus Versuchen mit Hilfe von Gl (30) berechneten Ziffern der
rollenden Reibung nicht mit den in Rede stehenden identisch sein
miissen, da in der Gleichung des Reibungsmomentes cines Kugellagers
noch weitere Annahmen stecken.
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Wir ermitteln nun das zum Drehen des Kugellagers erforderliche
Reibungsmoment. Die Kugeln wilzen sich auf den Laufringen, ohne
zu gleiten, was man einsieht, wenn man sie sich verzahnt denkt. Zum
Fortwilzen der mit PP, P,... belasteten Kugeln ist, sofern man von
der Verschiedenheit der Kugeleindriicke am &uBeren hohl gekriimmten
und inneren erhaben gekriimmten Laufring absieht und f, = f, = f setat,
das zum Uberwinden des Rollwiderstandes erforderliche Moment nach
Gl. (30a):

i 7 ¥ 7 7, 7
=P fLolapfrllop 0 . .—r0g__q 0
M=PF,f 2P [ -2Pf "+ fr8=12Pf

Mit der Reibungswage von Stribeck wird das Moment des am
duleren Laufringumfang (Halbmesser r,) angreifenden Rollwiderstandes
gemessen; es betrigt nach letzter Gleichung

M=1,2Pfy—:. L (32

Ist M abgewogen, so kann die Rollwiderstandsziffer f des Kugellagers
berechnet werden. Zum Vergleich mit der Zapfenreibungsziffer empfiehlt
es rich, das Moment des Rollwiderstandes in der Form zu schreiben

M=p-Pr, .. ... ... (32a)

wobei ;P eine ideelle Umfangskraft im Abstand r, von der Dreh-
achse!) und u, eine ideelle auf r, bezogene Reibungsziffer des Kugel-
lagers bedeutet, der letztere hangt mit f nach folgender Gleichung zu-
sammen:

T

f=u;—% N G E))

o ii,2-1”0

Mit den Abmessungen der Versuchseinrichtung Stribecks ist:

_ 85-1,11

f= 1351 u;==0,67u; [cm].

Stribeck fand den Rollwiderstand des Kugellagers in weiten
Grenzen von der Geschwindigkeit unabhéngig, und die Reibung der
Ruhe nicht merklich verschieden von der Bewegungsreibung. Zwischen
18° und 40° C Lagertemperatur war u, wenig verschieden. Zwischen
P=1000 und 3000 kg wurde u, wenig veréinderlich und im Mittel
gleich 0,0015 gefunden, entsprechend f==0,001 [em]. In Proc. Inst.
Civ. Eng 1912 Nov. ist mitgeteilt fiir Kugellager 0,0014 bis 0,0025, fiir
‘Rollenlager 0,0008 bis 0,0019. )

Unterhalb P=1000 kg nimmt u; mit abnehmender Belastung er-
heblich zu (u,=0,0033 bei P= 380 kg).

Gl (25) und (32) gestatten die Reibung in Gleit- und Kugel-
lagern bei gleicher Belastung und gleichem Durchmesser des Zapfens
bzw. der inneren Lauffliche zu vergleichen.

*) Der Abstand r. ist willkiirlich wahlbar; um (32a) mit (32) vergleichen zu
konnen, wihlt Stribeck den Halbmesser r, dort, wo der innere Laufring des
Kugellagers anf die Welle gesteckt ist, wo sich also sonst das Gleitlager befinden
wiirde.

T*
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77. Spurzapfenreibung (Bohrreibung) Abb. 61. Ein Spurzapfen
wird gegen das Spurlager mit der Normalkraft N gepreft und relativ
gegen das Lager gedreht. Es soll das zur Uber-
windung der sog. Spurzapfen- oder Bohrreibung
erforderliche Drehmoment angegeben werden.

Da man die Druck- und Reibungsverteilung
in der Beriihrungsfliche nicht kennt, so ist das
Moment der Spurzapfenreibung durch Versuche zu
bestimmen. Die Ergebnisse werden abhéngen kdnnen
von der Belastung N, vom Zustand der sich be-
riithrenden Oberflichen (trocken, geschmiert, glatt,
rauh), von der Drehgeschwindigkeit, der Tempe-
.ratur, dem Schmiermittel, von Ruhe oder Bewe-
gung; besonders ist darauf hinzuweisen, dafl der
_ Zustand des Lagers sich wihrend des Betriebes
andern kann nach MaBgabe der Abniitzung, wovon die Druckverteilung
entscheidend beeinfluflt wird. '

Liegen Versuche iiber die GroSe des Momentes der Spurzapfen-
reibung vor, so ist es erwiinscht, sie in die Form einer Gleichung zu
kleiden. Es ist iiblich, die Gleichung fiir jenes Moment unter zwei
Annahmen aufzustellen. 1. Der Druck verteile sich gleichméBig iiber
die Beriihrungsfliche. 2. Die Reibung an einem Flichenelement be-
folge das Coulombsche Reibungsgesetz d R = u’-dN. Unter Zugrunde-
legen dieser Annahmen folgt fiir das Moment der Reibung

Abb, 61.

a) eines vollen Spurzapfens vom Halbmesser 7:
M=2uPr. . .. .. ... ... (34

b) fiir einen Ringspurzapfen oder die ebene Ringfliche eines Kamm-
zapfens (Halbmesser r und r,):

2‘ 3 ___ 3
MAzgﬂlPT** o

3 B
ri—1,

(35)

Aus diesen Gleichungen wird, nachdem die Versuchswerte einge-
setzt sind, u’-berechnet. Damit ist man in der Lage, mit Beniitzung
des nunmehr bekannten u' die Gréfe des Reibungsmomentes eines
Spurzapfens zu berechnen. Irgendwelcher physikalische Wert kommt
den beiden letzten Gleichungen nicht zu. Ihr Vorzug besteht einzig
in ihrer einfachen Form, die eine rasche Berechnung des Reibungs-
momentes gestattet, sofern u’ aus Versuchen bekannt ist.

Versuche mit ebenen Ringzapfen stellle Woodbury an, s. Hiitte,
die in der Hiitte angegebenen Reibungsziffern sind in Gl. (35) ein-
zusetzen.

78. Uber den praktischen Gebramch der in der Literatur angegebenen
Reibungsziffern. Bei technischen Aufgaben iiber Reibung handelt es sich ent-
weder lediglich um die Abschitzung der GroBe der Reibung, oder es handelt sich
darum, die Gesamtwirknng mehrerer Krafte und Widersténde zu verfolgen, unter
denen sich auch die Reibung befindet. Man kann in letzterer Hinsicht an die
Untersuchung des dimpfenden Einflusses der Reibung auf einen Bewegungszustand,
etwa auf eine Schwingung, denken. '

Wir wenden uns dem ersten Fall zu. Bei der Auswahl der Reibungsziffer
aus Literaturangaben hat man sich vor allem zu vergewissern, ob die Umstinde,
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fiir die die Reibung abgeschiitzt werden soll, denen hinreichend #hnlich sind, die
bei den Versuchen vorhanden waren. Vermag man sich hiervon nicht zu iiber-
zeugen, so muB man, sofern der Fall wichtig genug ist, selbst Versuche anstellen.
Dazu wird der Ingenieur, gerade wenn es sich um Reibung handelt, besonders
hiufig Anla haben. Ganz besonders ist zu betonen, dafl der Wert der Reibungs-
ziffer nicht bloB von den Beobachtungswerten abhiingt, sondern auch von der
Form des angenommenen Reibungsgesetzes. Da die letztere wegen der
schon 66 geschilderten Schwierigkeiten oft willkiirlich angenommen werden mubB,
so darf die aus irgendeiner Literaturquelle iibernommene Reibungsziffer nur mit
dem Reibungsgesetz zusammen verwendet werden, das der Berechnung der
Reibungsziffer aus den Versuchen zugrunde gelegt war.

Sodann hat man sich bei der Wahl der Reibungsziffer stets die Frage vor-
zulegen: soll die zu veranschlagende Reibung nicht unterschitzt oder nicht iiber-
schitzt werden? Bildet die Reibung einen schédlichen Widerstand (Lager-,
Fiihrungsreibung u. a.), so darf man u nicht zu niedrig wihlen, wenn man sich
keiner Enttiuschung "aussetzen will. Handelt es sich dagegen um niitzliche
Reibung zum Festhalten einer Last, zum Ubertragen einer Bewegung oder me-
chanischer Arbeit, so darf x nicht zu hoch veranschlagt werden. Die in Wirk-
lichkeit an Maschinen und Mechanismen auftretende Reibung ist ndmlich keine
unverinderliche GroBe, sie hiingt vielmehr von vielen Umstinden und Zufillen
ab, bei einem Maschinenlager von der Sorgfalt der Montierung, der Wartung, der
Giite des Schmierdles, vom Schutze des Lagers gegen Staub und Witterung; an
eine Bremse oder Kupplung kann mehr oder weniger Fett gebracht werden; die
Schienen und Wege sind bald trocken, bald naB usf.; man muf also, ohne ins
Extreme zu verfallen, darauf gefaBt sein, daB nicht immer die giinstigsten Ver-
héltnisse vorhanden sind.

Dieser Gesichtspunkt ist auch gegeniiber manchen in Laboratorien ausge-
fiithrten Versuchen festzuhalten. Versuche iiber die GréBe der Lagerreibung oder
iiber die Reibung von Getrieben werden wohl natiirlicherweise an sorgfiltig her-
gestellten und sorgfiltig montierten und gewarteten Exemplaren vorgenommen.
Wie weit man im wirklichen Betrieb imstande ist, einen solchen Zustand herzu-
stellen und insbesondere dauernd aufrechtzuerhalten, darf nicht auBer acht ge-
lassen werden, wenn man sich ein Urteil iiber das voraussichtlichc Verhalten im
Betrieb bilden will.

Die bei einem Versuch gepriiften Lager werden in der Mehrzahl der Fille
an der Unterseite der Zapfen satt anliegen und eine ruhende Last zu tragen
haben. In Wirklichkeit wirken oft Krifte von wechselnder GroBe und Richtung
auf eine Welle, ihre durchgebogene Gestalt &ndert sich immer und der Lager-
zapfen vermag nicht satt in seinem Lager zu bleiben, auch nicht, wenn er von
Anfang an bestens eingepaBt ist. Das muB auf die Druckverteilung und damit
auf die Lagerreibung von EinfluB sein. Alle diese Umstdnde konnen dazu bei-
tragen, daf unter den hdufig ungiinstigeren Verhdltnissen der Wirklichkeit die
Reibung gréBer ausfillt, als sie bei einem Laboratoriumsversuch festgestellt wird.

Uber die von Painlevé an der Coulombschen Formulierung des Reibungs-
gesetzes geiibte Kritik vgl. Enzykl. d. math. Wiss., Mechanik, 2. Teilband, S. 193.

§ 11. Beispiele der Ermittlung von Stiitzkraften mit Reibung.

79. Zulissige Lagen der Belastung einer angelehnten Leiter.
Eine gewichtlos vorausgesetzte Leiter stiitze sich in A’ gegen einen
vollstindig glatten Boden und in A” gegen eine ebensolche vertikale
Wand (Abb. 62). Befindet sich eine Last P im beliebigen Punkt C'
der Leiter, so kann diese nicht im (leichgewicht sein. Von der glatten
Wand und dem glatten Boden kénnen ndmlich nur Normalwiderstinde
ausgehen. Bringt man diese Widerstinde und die Last P an der ,frei-
gemachten® Leiter an, so bemerkt man, daB die Gleichgewichtsbe-
dingung SH =0 nicht erfiillt ist. Durch einen Pflock in A4’ werde
nun die Beweglichkeit der Leiter eingeschrinkt, und zwar geschieht das
durch den von A’ ausgehenden Horizontalwiderstand H' nur so weit,
daB die Leiter ins stabile Gleichgewicht gebracht wird. Die Wider-
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stinde V'H'H” sind demnach nach 62 und 65 statisch bestimmt und
ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen:

V'—=P; H"-h=P-c; H”:P-%; H’:H”:P-%.

Bei jeder Lage der Last wird Gleichgewicht stattfinden. Graphisch
findet man den schiefen von 4’ ausgehenden Widerstand W — V' V" - H”,
wenn man den Schnittpunkt von P und H” mit 4’ verbindet und das
Kriftedreieck zeichnet. Man verfolge graphisch die Wirkung einer
schiefen Last P.

Nehmen wir nunmehr an, der Pflock bei A’ fehle, es seien aber
Boden und Wand rauh: (u, =tgo, Haftreibungsziffer fiir den Boden

und u,=tg g, fir die Wand). Wie steht es unter diesen Umsténden
um das Gleichgewicht der Leiter?

Jetzt wird die Beweglichkeit der Leiter an zwei Stellen einge-
schrinkt, also mehr als nbtig und hinreichend, um sie ins stabile Gleich-
gewicht zu setzen. Die Widerstinde sind daher nach 65 statisch un-
bestimmt. ’

© Wir sind jedoch imstande, ihre GroBe wenigstens fiir den Grenz-
fall anzugeben, wo sich die Leiter an der Gleitgrenze befindet. Dabei
schlieBen namlich die in 4’ und 4” auftretenden Widerstinde W’ und
W” den Reibungswinkel g, bzw. g, mit den Normalen in 4" bzw. 4”
ein, womit das Kriftedreieck aus P W' W” gezeichnet werden kann, da
ja alle Richtungen und die Grofle von P bekannt sind. Das geht aber,
wie man gleich erkennt, nur fiir eine einzige Stellung der Last P;
diese muB genau durch den Schnittpunkt D’ von W’ und W” gehen,
d. h. durch Punkt C in Abb. 63.

Man fragt sofort, was geschieht, wenn P oberhalb oder unterhalb
von Punkt C sich befindet. Bei der Beantwortung erweist sich die
graphische Losung im vorliegenden Fall als besonders lehrreich und
itbersichtlich.
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Wiirde némlich .P oberhalb C angreifen, und nehmen wir an,
die Leiter befinde sich im Punkt 4” noch an der Gleitgrenze, so lige
der Schnittpunkt von P mit W’ auf A”D’ rechts von D' und der
Widerstand W’ wiirde mit der Normalen in 4’ einen gréBeren Winkel
bilden als den Reibungswinkel o,. Wihrend die Leiter in 4” sich an
der Gleitgrenze befinden konnte, wire die Gleitgrenze in 4’ schon iiber-
schritten, die Leiter rutscht. Gleiches beweist man, wenn man P
zuerst mit 4’D’ zum Schnitt bringt und den Zustand in A” beschreibt.
Die Leiter gleitet also aus, sobald die Last, wenn sie auch nur klein
ist, iiber den Punkt C hinaufkommt. Die Leiter kann iiber den
Punkt O hinauf nicht bestiegen werden. Der Schnittpunkt D’
der &uBerstenfalles auftretenden Richtungen der Stiitzwiderstdnde ist
also fiir diese Aufgabe ein wichtiger Grenzpunkt. Sobald die Richtung
der Last durch den Grenzpunkt geht, ist die Leiter an die Gleitgrenze
gebracht. Der Grenzpunkt riickt nach 4" selbst, wenn die Leiter unter
dem Reibungswinkel o, aufgestellt wird. Dann ist die Leiter ganz
hinauf besteigbar und zwar von jeder Last, unter der die Leiter selbst
nicht bricht.

- Wiirde P unterhalb C angreifen, so wire die Leiter unter allen
Umstéinden im Gleichgewicht. Die Richtung des Widerstandes in A’
liegt zwischen der Vertikalen durch A’ und zwischen A’D'; die des
Widerstandes in A” zwischen der Horizontalen durch A” und zwischen
A" I'. Der Schnittpunkt der im Gleichgewicht befindlichen drei Krafte:
Last und zwei Widerstdnde liegt innerhalb des ,charakteristischen
Vierecks“, das in Abb. 63 schraffiert ist; wegen der statischen Un-
bestimmtheit kann aber dieser Punkt und damit auch die GroSe des
Widerstandes ohne Eingehen auf die Formé#nderung nicht angegeben
werden.

An der Gleitgrenze koénnen die Widerstéinde auch berechnet
werden, nachdem W' und W” in ihre Komponenten 7’ und u, V' bzw.
H” und u, H” zerlegt sind; die Gleichgewichtsbedingungen lauten

HII —_ ,ul I/ﬂ; -VI + [ue H”=P;
Pd=H"Ih+ pu,H -a=H"(h+ u,a),
womit
P u, P
VAt up) =P V= Moo A
v ( T _) (1 +ALL11“2) (1 -!—/“'1#2,)
Die Lage des Grenzpunktes C ist bestimmt durch
CI —_— My (h j‘~ Mo a) X
e A
Sind Wand und Boden gleich rauh (u, = p,=pu; 0,=0,=0)
und wird die Leiter unter dem Reibungswinkel ¢ gegen die Vertikale

(tg o= % = ,u,) aufgestellt, so erhielte man

wh <1 L —a~>
, i T 7 a
C=—7 ——=uh=u ~—=a
14 u? w

in Ubereinstimmung mit dem oben Bemerkten.
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Soll auch das Eigengewicht der Leiter beriicksichtigt werden, so
ist ebenso zu verfahren, wie soeben geschehen; nur bedeutet dann P
die Resultante aus Eigengewicht und beweglicher Last, oder auch das
Eigengewicht allein, wenn auBerdem keine bewegliche Last auf der
Leiter sich befindet. Je schwerer die Leiter ist, desto hoher hinauf
kann sie bestiegen werden.

80. Fiihrungsreibung. Ein Gleitkorper ist von parallelen Fiih-
rungsleisten umschlossen oder umschlieBt seinerseits eine Geradfiihrung.
Bei fehlender Reibung wiirde ihn jede zur Achse der Fiithrung parallele
Kraft verschieben. Er werde nun bei Vorhandensein von Reibung in
den Fiithrungen von einer Kraft ergriffen, die ihn zu kippen sucht. Die
Kraft wirkt z. B. in einer zu den Fiihrungen parallelen Symmetralebene
des parallel-epipedischen Gleitstiickes in Abb. 64. Es ist nun die Frage,
ob die unter 97 ¢ gegen A, A, geneigte, in B angreifende Kraft das
gewichtlose Gleitstiick bewegt, oder ob ‘es sich in der Fiihrung klemmt.

Es ist ohne weiteres klar, daB
eine Kraft P einen gewissen
Winkel ¢ >0 mit der Nor-
malen 4, 4, auf der Fiihrung
bilden muB}, wenn iiberhaupt
ein Gleiten eingeleitet wer-
den soll. Stellen wir uns vor,
zwischen Gleitstiick und Fith-
rung sei ein kleiner Spiel-
raum, so kantet das Gleit-
stiick ein wenig um A,, bis
A, sich gegen die obere Fiih-
rung legt. Wéren die Korper
starr, so hitte das Kanten
ein Ende und es wiirden
sich Gleitstiick und Fithrung
nur in den Punkten (bzw.
Linien) 4, und A4, beriih-
ren. Dort wiirde bei Einlei-
tung einer Fiithrungsbewegung
allein Reibung auftreten. Damit ist aber die Beweglichkeit l&ings der
Fiihrung an zwei Stellen eingeschrinkt, wihrend eine einzige hierzu
notwendig und hinreichend wire. Nach den Darlegungen in 62 und 65
sind daher die in 4, und 4, auftretenden Reibungswiderstande statisch
unbestimmt. Ganz allein an der Gleitgrenze ist man imstande, die
beiden in 4, und 4, von der Fiihrung auf das Gleitstiick ausgeiibten
Widerstéinde W, und W, rechnerisch oder zeichnerisch zu ermitteln.
Letazteres ist hier iibersichtlicher. W, und W, bilden an der Gleit-
grenze die Reibungswinkel ¢ mit den Fiihrungsnormalen A, 4, bzw.
A,A4,. Sie wirken im Sinne 4, E, bzw. 4, E, und schneiden sich in
D'. An der Gleitgrenze besteht noch Gleichgewicht, daher miissen sich
die drei an dem Gleitstiick angreifenden Kréfte PW, W, — man denke
sich dieses freigemacht — in einem Punkt schneiden; das ist der
Punkt I¥. Nunmehr ist die Richtung aller Kréifte bekannt und das
Kriftedreieck kann fiir eine gegebene GroéBe P gezeichnet werden;
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womit die beiden Widerstinde W, und W, an der Gleitgrenze ge-
funden sind.

Man erkennt nun sofort, daf solange P durch D’ geht, das Gleit-
stiick sich an der Gleitgrenze befindet und die Widerstinde W, und
W, bestimmbar sind, so z B. im Fall der Abb. 64.

Verlangt man dagegen, die treibende Kraft solle stets durch
Punkt B (Abb. 64) gehen, so befindet sich das Gleitstiick nur dann an
der Gleitgrenze, wenn die Kraft P die Richtung BD’ hat, also unter
einem Grenzwinkel ¢ =—¢’ gegen die Fiihrungsnormale wirkt, dessen
GroBe aus Abb. 64 wie folgt abgelesen wird:

‘ Lrhtgo
ey FE_Gd Tyl
FD DG@—F@ l~}—h-1§g_b I+ po(h—20)°
2-tgo

Weil P in dieser Gleichung nicht vorkommt, so kommt es an der
Gleitgrenze auf die GréBe von P nicht an, sondern allein auf die
Richtung.

Ist diese Richtung steiler, als ¢’ angibt, schneidet also die Rich-
tung von P den in Abb. 64 schraffierten Winkelraum E, D'E,, so er-

folgt keine Bewegung, wie grol} auch P sei. Ist dagegen die Neigung ¢
der durch B gehenden Kraft P groBer als ¢', so bewegt sich das
Gleitstiick. :

Man iibersieht auch, was geschieht, wenn die treibende Kraft nach
Abb. 65 an einem Hebel exzentrisch zur Fihrung angreift. Schneidet
ndmlich die Wirkungslinie von P den schraffierten Winkelraum, so
klemmt sich das Gleitstiick in der Fiihrung, selbst wenn P noch so
klein wire. Die Widerstinde W, und W, sind statisch unbestimmt,
und es sind Uberlegungen anzustellen, die denen in 79 véllig gleichen.
Wir brauchen sie hier nicht zu wiederholen. Liegt dagegen P zwischen
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dem Grenzpunkt I’ und der Fiihrung, so tritt stets Bewegung ein,
wenn, wie bisher, der Gleitkorper als gewichtlos vorgestellt wird.

Es ist noch von Wert, sich die Fiihrung in Abb. 65 als vertikal
vorzustellen. Dann wird jede Last, die auBerhalb des Grenzpunktes D’
aufgelegt wird, das Gleitstiick festklemmen. Der Grenzpunkt IV selbst
riickt um so weiter hinaus, je linger die Fiihrung gemacht wird.
Wollte man also absichtlich eine Fiihrung machen, die sich leicht
klemmt, und damit die Last festhilt, so miiite man sie kurz wihlen.
Dagegen mufl eine Fithrung, die sich nicht leicht klemmen soll, be-
kanntlich lang sein.

Die oben hinsichtlich des Glelchgewwhtes an der Gleitgrenze an-
gestellte Uberlegung gilt auch fiir eine gleichférmige Fiihrungsbewegung,
nur ist der Grenzpunkt dann weiter von der Fiihrung entfernt, weil
die Reibung der Bewegung und deren Reibungswinkel kleiner sind als
die Reibung der Ruhe.

81. Korper in einer Keilnut beweglich. Reibung in einer zylin-
drischen Rinne. Umfangsreibung eines Kegels. Ein keilférmiger pris-
matischer Kérper A BC (Abb. 66) werde durch die Kraft N, die in der
den Keilwinkel 2¢ halbierenden Symmetralebene des Keiles normal zu
dessen Schneide wirkt, in eine Keilnut, d. h. in eine keilférmige Rinne

Abb. 66.

hineingedriickt, die durch zwei den Winkel 2« einschlieBende Ebenen
gebildet wird. Zugleich werde der Keil in O von einer Kraft T parallel
der Schneide des Keiles angegriffen. Es soll die zur gleichfésrmigen
Verschiebung des Keiles lidngs seiner Nut erforderliche Kraft T ange-
geben werden, ebenso die Kraft 7' an der Gleitgrenze.

a) Wenn der Keil in seiner Nut gleichférmig verschoben wird, so
ist der einzige Bewegungswiderstand die Bewegungsreibung in Richtung
der Verschiebung.” Nach 72 ist die vor Eintritt der Bewegung vor-
handen gewesene Haftreibung mit Beginn des Gleitens verschwunden
und es ist lediglich die in der Gleitrichtung wirkende Bewegungsreibung
vorhanden. Die Keilbelastung N wird daher lediglich von zwei Normal-
driicken W aufgehoben, die senkrecht zur Beriihrungsfliché von der
Keilnut auf den Keil iibertragen werden; man hat hierfiir

2W, .-sine=DN.
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Damit ergibt sich fiir die Bewegungsreibung beim Verschieben des
Keiles

T=2W, u=u =u-N. .. ... (36

sin ¢

wo u = u/sine die Reibungsziffer der Bewegung in der Keilnut be-
deutet.

b) Vor REintritt der Bewegung ist die Haftreibung in den Be-
rithrungsflichen von Keil und Nut eine Reaktion (s. 71), und zwar ist
sie vom Forminderungszustand des Keiles und der Nut abhingig, also
statisch unbestimmt. Es muB auf ihre Angabe verzichtet werden. Wir
suchen sie wenigstens zwischen zwei Grenzwerte einzuschlielen.

Nehmen wir an, an der Gleitgrenze habe sich die in der Ebene
von N und W, vorhanden gewesene Haftreibung dem Wert Null ge-
nihert, so sind in dieser Ebene auch an der Gleitgrenze nur N und W,
titig, also ergibt sich fiir die an der Gleitgrenze der Léngsverschiebung
des Keiles auftretende Kraft T'

mo_s ey
To=2u,W, = u, sin o

-

=u, N . . .. (37)

Hilt man die vorangehende Uberlegung fiir unsicher und glaubt,
es werde schlieBlich in der Ebene von N und W, doch eine lings CB
und CA nach oben wirkende Haftreibung auftreten, so kann diese hoch-
stens den Wert u,W, annehmen, dann wird die Keilbelastung sowohl
vom Normalwiderstand in den Beriihrungsflichen als auch von der Haft-
reibung aufgefangen und es ist:

T

7 .sing -, W, -cosq =
W, sinc -+ pu,- W, -cosa =

o N
" 2(sine - pgcos &)’

daher die Kraft T, an der Gleitgrenze der Bewegung in der Keilnut

oV , _
T =20V = g pgaore 0N (BT)

Dieser Wert ist kleiner als der in GL (37) angegebene und die
zu seiner Herleitung beniitzte Uberlegung mangelhaft. Bei der vor-
handenen Unsicherheit kann man demnach in allen Fillen, wo man die
GroBe von T, nicht iiberschitzen soll, den zuletzt angegebenen Wert
von T, beniitzen, in allen Fillen dagegen, wo 7|, nicht unterschétzt
werden darf, den zuerst angegebenen Wert.

Nehmen wir jetzt an, auf den Keil wirke eine schiefe Kraft P,
nimlich die Resultante der bisherigen Krifte N und 7, und geben
wir den Winkel ¢ zwischen P und der Richtung der Normalen N an;
wir haben dann an der Gleitgrenze:

T, g N
tgqy:rl\%:iz\}__:/%',

also ist der gesuchte Winkel an der Gleitgrenze:

’
qf):go,
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wo o, auch eine Art Reibungswinkel darstellt, nimlich den, der bei
der Bewegung in der Keilnut an der Gleitgrenze auftritt. Wahrend
des Gleitens ist dieser Winkel kleiner, weil dann u’ auch kleiner als u,’
ist. Auch hierbei ist das oben zu den GL (37) und (37a) Bemerkte zu
beachten.

Handelt es sich um die Reibung, die bei der Lingsbewegung
eines Zylinders in einer zylindrischen Rinne auftritt, wenn der
Zylinder mit der Normalkraft N in die Rinne gepreft wird, so empfiehlt
es sich, die zur Uberwindung der Haftreibung und der Bewegungs-
reibung erforderliche Lingskraft in der Form

T=u' N bzw. T,=pu/-N

anzunehmen und die Reibungsziffern durch Versuch zu bestimmen.

Das Vorstehende findet auf Reibrider Anwendung; diese konnen
zur Bewegungsiibertragung bei kleinen Kriften beniitzt werden, Weiteres
suche man in Werken iiber Maschinenelemente. Weitere Anwendungen
bilden die Reibungskupplungen mit Keilrillen; diese sind in den
zylindrischen Umfang der treibenden Kupplungshilfte eingeschnitten;
mit der getriebenen sind radial bewegliche Kupplungsklstze verbunden,
die mit keilformigen Vorspringen in die Keilrillen der treibenden
Kupplungshilfte eingepreBt und durch die in den Keilflichen entstehende
Umfangsreibung mitgenommen werden.

Die Umfangsreibung eines Kegels, der sich in der zugehorigen
Kegelfliche dreht, wird sehr hiufig zu Kupplungs- und Bremszwecken
beniitzt, da durch die Kegelform die Anpressung
und infolgedessen auch die Reibung in den Beriih-
rungsflichen gesteigert wird. Es soll die Beziehung
zwischen dem axialen Anpressungsdruck N und der
iibertragbaren Reibung an der Gleitgrenze und wih-
rend des Gleitens angegeben werden. Bei der Be-
wegung eines Keiles in der Keilnut gleiten ebene
geneigte Flichen aneinander, hier sind es krumme
konische Flachen. Im iibrigen ist hinsichtlich der
Umfangsreibung der konischen Flichen grundsitzlich
nichts anderes zu bemerken, als bei der Fiihrungs-

reibung zwischen ebenem Keil und Nut.
Man findet entsprechend den heiden obener-

wihnten Auffassangen (vgl. Abb. 67)

N
a) N=W,_-sinea; angﬁ‘&

;v'l (38)

b) N=W/'sinea+u- W' cose; W/ —= - = --

' n " " (sine— ucosc)
daher die Umfangskraft in der Gleitrichtung 7= u W :
aa) T'= IL.LN p ]

sin « :
(39)

o MN
b) T'= (sine - cos )|
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Welche von den beiden letzten Gleichungen gegebenenfalls zu benutzen
ist, kann nach den zu Gl (37) und (37a) gemachten Bemerkungen ent-
schieden werden. .

Dies ist die mit Hilfe eines Reibkegels iibertragbare Umfangs-
kraft, wenn die axiale Anpressungskraft N betrdgt. Das durch Reibung
iibertragbare Drehmoment 148t sich, wenn man ‘die weitere Annahme
macht, die Umfangsreibung sei im mittleren Umfang der konischen Be-
rithrungsfliche vereinigt, in der Form schreiben:

M='Tr bzw. T'.-r . . . . . . . (40

Setzt man hierin 7' aus (39a) bzw. (39b) ein, so erhdlt man fir
die Anpressungskraft N, die zur Ubertragung eines verlangten Dreh-
momentes M erforderlich ist,

N:%S—igof bzw. N,:g{[_in#aq'—,ucgﬂc
rou r 7

Da bei ausriickbaren Kupplungen, z. B. eines Automobiles, eine
grofe Anpressungskraft nicht erwiinscht ist, so wéhlt man &, um N zu
beschrinken, klein (9 bis 12%. Die Reibungsziffer pflegt man als
zwischen 0,15 und 0,25 liegend anzusehen; an Versuchen iiber die
Reibung von Konuskupplungen fehlt es nach Wissen des Verfassers
noch ganz, hier ist noch eine empfindliche Liicke auszufiillen.

Um die zur Ubertragung eines bestimmten Drehmomentes M er-
forderliche Anpressung N nicht zu unterschitzen, ist u nicht zu hoch
in Rechnung zu stellen. Ein Rechnungsbeispiel findet man in 125.

(41)

§ 12. Einfache Maschinen mit Reibung.

82. Schiefe Ebene mit Reibung. Auf einer schiefen Ebene von
der Horizontalneigung ¢ befindet sich ein Kérper vom Gewicht @), das
durch seine Komponenten senkrecht zur schiefen Ebene N =—=@-cos«
und lings der schiefen Ebene T=Q-sine ersetzt sei. Ferner wirke
die treibende Kraft P unter dem
Winkel ¢ gegen die Horizontale,
also lings der schiefen Ebene auf-
wirts. Hat nun P gerade den Wert
P=Q-sine, so ist der Korper
auf der schiefen Ebene im Gleich-
gewicht, ohne daB sich Reibung am
Korper geltend machte. Wire die
schiefe Ebene vollkommen glatt,
so wiirde bei der geringsten Steige-
rung von P iber P==Q-sin« Abb. 68
hinaus eine Aufwirtsbewegung des T
Korpers auf der schiefen Ebene
erfolgen, bei der geringsten Abnahme eine Abwirtsbewegung. Ist aber
Reibung vorhanden, so wirkt am Korper der angestrebten Bewegung
entgegen der Reibungswiderstand R. Wir betrachten jetzt die Grenz-
fille, in denen eine Aufwirts- bzw. Abwartsbewegung eintritt, hierfiir
ist R=pu - N=pu-Q-cosc.
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1. Gleitgrenze fiir Aufwiartsbewegung: An dem Kérper, dessen
Unterlage entfernt gedacht werde, wirken die treibende Kraft P’ lings
der schiefen Ebene aufwirts, die Last @ vertikal abwirts, und der
Auflagerwiderstand D der schiefen Ebene unter dem Reibungswinkel o
gegen die- Normale, und zwar derart, daB D eine Komponente lings
der schiefen Ebene abwirts besitzt.” Die drei Kriifte P',Q und D sind
im Gleichgewicht und man liest aus dem Kriftedreieck, in dem § und
die Richtungen aller Krifte bekannt sind, ab (vgl. Abb. 69a):

P':Q=sin(¢-}0):sin(90°—g); P':.,Sif,@i@")Q

cos o
oder da sin(¢-9)==sin«-cos g -} cosw-sinp ist: _
‘ P —=(sina~-p-cosa)Q, . . . . . . . (42a)
was auch unmittelbar abgelesen werden kann.

2. Gleitgrenze fiir Abwirtsbewegung; Festhalten von Q.
An dem Gleitkdrper greifen an: P” lings der schiefen Ebene aufwirts,
@ vertikal abwirts und der Auflagerwiderstand D der schiefen Ebene,

Abb. 69a bis c.

von der schiefen Ebene gegen den Gleitk6rper hin gerichtet, und zwar
so, dal D eine Komponente lings der schiefen Ebene aufwirts hat.
Aus dem Kriftedreieck folgt (vgl. Abb. 69b):
. . ; sin (e — o)
" Q = —0): 900°.- ; Pr="11 %
P":Q =sin (¢ — 0) :sin (90° -+ o) cos 0
oder da sin (e — g)==sin«-cos @ — cos«-sin g ist

P’'—(sine—p-cose)Q . . . . . . (42b)

was ebenfalls unmittelbar abgelesen werden kann.

Mit dieser Kraft kann man @ gerade noch festhalten und am
Abwirtsgleiten hindern.

Bei einer gewissen Steigung braucht man gar keine Kraft mehr
zum Festhalten der Last, es ist P”=0. Die Last bleibt dann auf der
schiefen Ebene liegen und man sagt, die schiefe Ebene habe die Eigen-
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schaft der Selbsthemmung. Soll nun P” Null sein, so mufl auch
die rechte Seite von Gl. (42b) verschwinden, d. h. da @ selbst nicht
Null ist, mul sein

O=sine — u-cose

oder ! tge=u=tgo . . . . . . . . . . (43)

Als Bedingung fiir die Eigenschaft der Selbsthemmung der Last
auf der schiefen Ebene ergibt sich also, da deren Steigungswinkel o
gleich oder kleiner als der Reibungswinkel sein muB: Ist demnach
o« >p, so gleitet der Korper die schiefe Ebene herab; ist ¢==p, so
befindet sich der Koérper an .der Gleitgrenze, was zur experimentellen
Bestimmung von g benutzt werden kann.

Ist ¢« < p, so braucht man auch zum Abwétrtsbewegen eine Kraft,
die sich auf dem gleichen Weg wie oben (vgl. Abb. 69c¢) ergibt zu

pr—t2tlo L (a9

83. Der Keil. Ein Keil Abb.70a stutzt sich einerseits gegen eine
feste Ebene .4” und anderseits gegen eine in einer Fiithrung bewegliche
Keilbeilage K. Senkrecht zur Richtung der Fiihrung driickt eine
Kraft P auf den Keil, wihrend in Richtung der Fiihrung ein Wider-
stand @ an der Keilbeilage titig ist. Die Kraft P ist gegen die beiden

Abb. 70a und b.

schriigen Fldchen des Keiles unter den Winkeln «, und «, geneigt. Es
soll die Beziehung zwischen P und @ an der Gleitgrenze der Einwérts-
bewegung des Keiles angegeben werden, wenn die Annahme gemacht
wird, die Fiithrung der Beilage sei so lang, daB keinerlei Klemmwirkung
eintritt.

Macht man den Keil frei, so hat man statt der Stiitzflichen die
Widerstdnde W' und W” derselben am Keil anzubringen, alsdann miissen
die drei Krifte PW’'W” im Gleichgewicht sein. W’ bzw. W” bilden
mit den Stiitznormalen N, und N, die Reibungswinkel g, und p,, so
zwar, dal W' und W" eine der Bewegung entgegengerichtete Kom-
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ponente u, N, bzw. u, N, (s. Abb. 70b) besitzen. Mit diesen Angaben
kann das Dreieck der Kriifte PW’' W' gezeichnet werden.

Ebenso befindet sich die Keilbeilage Abb. 70c unter dem EinfluB
der Krifte W (mit Komponenten N und u N), W’ (mit Komponenten N,
und u, N,) und @ im Gleichgewicht, wo-
bei wieder

L (W', py Ny)=0, und (W, uN)=0
sei; deshalb schlieBt sich das Kraftedreieck
der drei letztgenannten Krifte. Da man

G
Abb. 70¢ und d.

die Richtungen von W, W und W” an der Gleichgewichtsgrenze kennt,
so sind alle Winkel in den Kréftedreiecken bekannt und man iiber-
zeugt sich leicht von der Richtigkeit der in Abb. 70d eingeschriebenen
Winkel. Man liest dann aus den Kriftedreiecken ab:

W':Q=sin(90° 4 0):sin (90° — o — &, — 0,

P W' =sin (g + 0, + @y = 0,): sin (90° —a, — 0,)

P cos ¢ -sin (¢, - e, + 0,1 05) .Q
- cos (e, +- 0, ) - cos (¢, - ,)

oder nach einfacher Umformung

P — tg (“1 + 91) - tg (“
1— M tg (“1 +

ETQS)Q

Das ist der Grenzwert der Keilkraft an der Gleitgrenze fiir Ein-
wirtsbewegung. L#Bt man nun P’ kleiner werden, so kommt man
schlieflich an die Gleitgrenze fiir Auswirtshewegung, wo der Keil
hinauszuweichen strebt; die Kraft P” erhilt man dann, da jetzt alle
Reibungswiderstinde ihren Sinn umgekehrt haben, wenn man die
Reibungskoeffizienten oder Reibungswinkel mit negativen Zeichen ver-
sieht, zu

P//:bg(“1“91>+tg(¢2_92)‘g
Lt (e — o)

bg (¢, — 0,) —tg (0 —aty)

A ptg (e — o)
Wire nun tg (¢, —o,)=1tg (0,—,) oder «, —po,=0,— ty;
o, + ey =0, 4 0, oder, da «, - «, gleich dem Keilwinkel «,

‘4291+927
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so erhielte man P”=0 fiir jeden beliebigen endlichen Wert von @,
es wire demgemdfl gar keine Kraft P am Keil nétig, um denselben
am Zuriickgehen zu verhindern. Der Keil bleibt also eingeklemmt,
wenn

t‘:91+92'

Hierbei mag noch bemerkt werden, daf keiner der beiden Winkel ¢,
und «,, deren unterer Grenzwert =0 ist und deren Summe ¢=gp, 4 o,
sein soll, damit den Wert o, -I- g, iibersteigen kann.

Ist P=0 und der Keil trotzdem im Gleichgewicht, dann miissen
die beiden Auflagerwiderstinde W’ und W”, welche nunmehr allein noch
am Keil sich betdtigen, einander das Gleichgewicht halten und demge-
mif in einer und derselben Geraden A’A4” (Abb. 70b) wirken.

Bezeichnet man jetzt mit ¢, und ¢, die Winkel von A'A” mit
den Normalen zu den Auflageflichen des Keiles in 4’ bzw. 4", dann
hat man:

P+ Pa=c
und mit ¢=p, + 0,: 1t o=0,+0.

Da aber ¢, nicht gréBer sein kann als g,, und ¢, nicht gréfer
als g,, und mit ¢, < g, sich aus der letzten Gleichung ¢, > g, ergibe,
so bedingt damit die Gleichung ¢, -~ @, =0, + 0,:

g, =0, und g@,=p,
d.h. den Grenzzustand des Gleichgewichts. Ist also der Keilwinkel
€=0; + 0>

dann befindet sich bei beliebiger GroBe der Kraft @ der von keiner
Kraft P angegriffene Keil stets an der Grenze des Gleichgewichts.

i

'

'

i

'

i

1

i

'

1

1

i

'
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'

Abb. 71.

Wire dagegen der Keilwinkel « < o, -+ 0,, so zeigte sich der Keil eben-
falls im Gleichgewicht, aber nicht an der Grenze desselben. Man kann
daher sagen: damit der Keil bei fehlender Kraft P unter Einwirkung
der Kraft @ nicht zuriickgehe, mufl der Keilwinkel

«Z 0,10y sein.

Bei einer sogenannten Keilverbindung, wie sie in Abb. 71 an-
gedeutet ist, liegen die Verhdltnisse ganz &hnlich; man hat hier nur
in den obigen Formeln an Stelle der Kraft @ die Stabkraft S zu
setzen, um auch fiir die Keilverbindung die betreffenden Formeln zu

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 8
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erhalten. Daher wird auch in der Keilverbindung der Keil sich bei
Einwirkung der Zugkréfte § nicht von selbst lésen, wenn der Keilwinkel

a0+ 0,

es mogen die Zugkrifte S so groB sein, wie sie wollen.

Handelt es sich um einen Keil, der durch eine Kraft P in ein
Stiick Holz eingetrieben ist (Abb. 72), so bleibt dieser Keil auch nach
Wegnahme der Kraft P im Holze stecken, wenn die Winkel ¢, und ¢,
der Geraden 4’'A” mit den Normalen zu den beiden Keilflichen die
betreffenden Reibungswinkel o, beziehungsweise g, nicht iiberschreiten.

Da aber hier

@, =0, und @,=0o,,

so kann man auch sagen, dal der Keil stecken bleibt, wenn
<o und o Z g,

84. Quetschwalzen. Soll ein Eisenstab von der Dicke d mittels
zweier Quetschwalzen (Abb. 73) vom Halbmesser + auf die Dicke d’

Abb. 72. Abb. 73.

gebracht werden, so miissen die Walzen imstande sein, den Stab ein-
zuklemmen. Dies ist der Fall, wenn

aZ Q.
Nun hat man aber
cosa—d——d’
y—r =3
d—d 1
d po— — - .
oder ! 2 1—cos«

Die erste Bedingung fiir die Brauchbarkeit der Walzen ist daher

—d 1
«<lp und damit r>(—i—oi

1—cospo

85. Die Schraube, Drehmoment und Axialkraft. Wickelt man
eine schiefe Ebene um einen Kreiszylinder, so dal die Basis beider
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zusammenfillt, so entsteht eine Schraubenlinie, die auf einer Mantel-
linie des Zylinders gleich lange Stiicke abschneidet, die sog. Steigung
oder Ganghéhe 7 der Schraubenlinie. Fithrt man nun eine dreieckige
oder rechteckige Profilfliche von der Hohe AB———;—L <a11gemein —;%)
an der Schraubenlinie entlang, wobei die Profilfiiche stets in einer
Axialebene des Zylinders bleiben mull, so beschreibt die Profilflache
das sog. Schraubengewinde; der Zylinder wird Kern genannt. Ist
AB=—Hh[2, so entsteht eine einziigige oder eingingige Schraube;
ist AB=h/21, eine i-gingige Schraube.

Man erinnere sich hierbei auch an das Gewindeschneiden auf der
Drehbank. '

Ist das Profil des Schraubengewindes ein Dreieck, so erhilt man
eine scharfgingige, ist es ein Rechteck oder Quadrat, — eine flach-
gingige Schraube. Das scharfgingige Gewinde wird bei gleicher axialer
Belastung stirker gegen die Mutter geprefit als das flachgéingige; das
filhrt zu groBerer Reibung, weshalb scharfgéingige Schrauben zur Be-
festigung gewihlt werden, womit dem selbsttétigen Lésen der Mutter
entgegengewirkt wird; dagegen flachgéngige zur Ubertragung von
Kriften und Bewegungen, wo der Bewegungswiderstand klein gehalten
werden soll. :

1. Anniherung: Es kann die Schraube fest, die Mutter drehbar
sein und umgekehrt; das bleibt auf die zu untersuchenden Kraftver-
hiltnisse ohne EinfluB. Nehmen wir ersteres an und betrachten
die Kraftverhaltnisse in der Abwicklung, die im
mittleren Schraubengang vollzogen sei [Zylinder-
halbmesser 7, = 0,5 (r,—}-7,)]. Damit ist dann
die Aufgabe auf die schiefe Ebene zuriickgefiihrt
mit dem einen Unterschied, daB die bewegende
Kraft P, an der Mutter nicht lings der schiefen
Ebene wirkt, sondern senkrecht zur Axialbelastung
Q der Mutter (Abb. 69a zu vergleichen und Abb. 74),
also unter dem Winkel « gegen die Neigung des
mittleren Schraubenganges, dessen Halbmesser 7,
sei. Aus der Abwicklung des mittleren Schrauben-
ganges liest man folgende Beziehung zwischen h,

r,,, « ab (Abb. 74):

tgau="n:27mr,.

Wird die Mutter mit einem Schliissel ge-
dreht, mit. einer Kraft P am Hebelarm , so ist
die an der Mutter im Abstand 7, angreifende Drehkraft P, zu be-
rechnen aus Por —Por.

Wir betrachten die drei praktisch wichtigsten Fille, die unter «),
B), y) angefiihrt sind und fragen jeweils nach der GroBe der bewegen-
den Kraft P, oder des bewegenden Momentes

M=Pyr=P,r,.
«) Heben der Last Q. Mutter und Schraube seien im mittleren

Gewindegang abgewickelt. An der ,frei gemachten® Abwicklung der
8#
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Mutter greift die Last @ in axialer Richtung, die Kraft P, senkrecht
dazu und der Widerstand D des Gewindes gegen die Mutter unter
dem Reibungswinkel ¢ gegen die Normale auf der schiefen Ebene an,
wobei D eine der Bewegung entgegenwirkende, lings der schiefen Ebene
abwirts wirkende Komponente hat. An der Gleitgrenze sind @, P/, D
im Gleichgewicht. Das Kriftedreieck kann gezeichnet werden, da alle
Kraftrichtungen bekannt sind und die GréBe von @ gegeben ist. Aus
dem Kriftedreieck liest. man ab (Abb. 75a):

P!=Q tg(eat+o) . . . Ce e (43)
Py=Q-tgee . . . . . . . . . .(43a)

Ohne Reibung wire

f) Festhalten der Last. Bedingung fiir die Selbsthemmung.
LaBt man P, kleiner werden, so sucht die Last zu sinken, d. h. die
Mutter sich rickwérts zu drehen. Sofort wirkt die Reibung entgegen-
gesetzt wie beim Lastheben und unterstiitzt das Festhalten der Last.
Der Gegendruck der Schraube liegt jetzt auf der anderen Seite der
Normalen wie unter «). An der Gleitgrenze sind @), Pm", D im Gleich-
gewicht und man liest aus dem Kriftedreieck ab (Abb. 75Db):

P)=Q-tgle—g) . . . . . . . . (44)

Dies ist die Kraft zum Festhalten der Last an der Grenze des Ab-
wirtsgleitens. Soll die Schraube die Eigenschaft der Selbsthemmung

D D
\ |
\
e Q< e-z||\ o
\
_é\’A P’/I
g "%

Abb., 75a bis c.

haben, so ist diese Kraft Null. Die Schraube dreht sich nicht, auch
wenn eine noch so groBle Last @ in der Spindelachse angreift. Die
Reibung im Gewinde hilt die Last fest; es ist dann, da @ selbst nicht
Null ist:

daher o= (45)

o

Eine flachgéngige Schraube besitzt daher die Eigenschaft
der Selbsthemmung, wenn ihr Neigungswinkel « Z dem Rei-
bungswinkel p ist.

y) Senken der Last bei Selbsthemmung, wenn ¢ <p. Die
Antriebkraft P’ an der Mutter wirkt jetzt so, daB sich die Mutter im
Sinn von @ lings der Spindel verschiebt. Zeichnet man das Krifte-
dreieck nach dem unter «) geschilderten Vorgang, so gilt an der
Gleitgrenze (Abb. 75¢):

Pr=Qtgle—ea) . . . . . . . . (46)
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Zur Drehung der Schraubenmutter gegeniiber der Spindel oder
umgekehrt ist das Moment M = P.r=P, r, erforderlich, es betrigt
zufolge (43), (44), (46):

) fiir Lastheben

M —=Q-r-tg(e+o)
p) fir Festhalten der Last

M =Q r-tg(«c— o) N (1))
y) Lastsenken bei Selbsthemmung

M"=Q-r-tg(e—q).

2. Anniherung mit Beriicksichtigung scharfgingigen Ge-
windes. Es soll wiederum das Drehmoment M an der Spindel an-
gegeben werden, das einen Spindeldruck @ erzeugt, z. B. an der Spindel-
presse (Abb. 76).

Die Kraft @ driickt die Schraubenspindel nach oben gegen die
feste Schraubenmutter; es erfihrt daher die Schraubenspindel in jedem
Flichenelement dF der Beriihrungsfliche zwischen Schraubenspindel
und Schraubenmutter einen Normalwiderstand 4N und einen Tangential-

widerstand u-dN. Denkt man sich die genannte Beriihrungsfliche
durch die aufeinanderfolgenden Lagen der die Schraubenfliche des
Gewindes erzeugenden Geraden (CA in Abb. 78) in lauter unendlich
schmale Flachenstreifen d F zerlegt (Abb. 77), so liegen die Angriffs-
punkte 4 der Widerstinde dN und udN auf einer mittleren Schrauben-
linie, deren Steigungswinkel =— ¢ und deren Grundkreishalbmesser =r
sei. Von den Flichenelementen dF betrachten wir eines mit den daran
wirkenden Widerstéinden dN und udN (Abb. 78). Was den Tangential-
widerstand pud N betrifft, so wirkt derselbe in der Tangente E A4 (Abb. 78),
an die eben erwihnte mittlere Schraubenlinie- und zwar aufwirts. Die
Wirkungslinie des Normalwiderstandes dN dagegen ist die Normale zur
Schraubenfliche im Punkte 4. Um aber diese Normale zu erhalten,
wird man durch A4 (Abb. 78) die erzeugende Gerade AC der Schrauben-
fliche ziehen (dieselbe schneidet die Schraubenachse unter dem ge-
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gebenen Winkel f), durch diese, sowie durch die Tangente E4 an dis
Schraubenlinie eine Ebene legen und auf dieser Ebene, deren Horizontal-
spur ED, in A ein Lot errichten. Dieses Lot gibt dann die Normale
zur Schraubenfliche im Punkte 4 und damit die Wirkungslinie des
Widerstandes dN an.

- Unter Beriicksichtigung der Abb. 78 und 79 hat man nun im Fall
des Gleichgewichtes der Schraubenspindel (BF | ED; 3L G BO=< DBF
= BEF=39): »

Q=2 (dNcosy — udN-sin«)==(cos y — usine) ZdN
und '
M — Z[dN-siny(0G) 4+ udNcos«-r]
=[(0G)siny + urcose¢] TdN=(rsind-siny + urcose) TdN
oder nach Einsetzung des aus der ersten Gleichung bestimmten Wertes

von 2dN

w—gq sin d-siny -+ p cos &
= 7‘- .

COS Yy — usme

Dies wére die Beziehung zwischen M’ und @;
allein in der Gleichung fiir M’ sind noch die

@7 Winkel 6 und y enthalten, die nicht unmittel-

bar gegeben sind, also erst in den gegebenen

7 , -7 Winkeln « und f ausgedriickt. werden miissen.
Abb. 79. Zu diesem Zwecke beachten wir, daf3

singPF __AB-cotgy cotgy

BE AB-cotge¢ cotge’
damit wird

tg «- cos y -~ g cos «
1—using--— —
cosy

M = Qr-
@ cosy — usine
Jetzt wire noch - ;— in Funktion der gegebenen Winkel « und §
’ Y
auszudriicken. Man hat
AB=BD-cotgf=BE-tgo-cotg = AB-cotgc-tgd-cotgf,

also:
cotg 6 == cotg « - cotg f5

und damit
1
=1} cotg? 6 — 1| cotg® ¢ cote® f,
cotg 1
oder nach Einsetzung von siné:»? g7
cotg «
tg2y___1_{_cot2 t‘.} . t‘.’ *"t? tg
te¥a g'u-cobg® f; gy =1tg® ¢ | cotg® §,

oder

secy = =1 tg? « -~ cotg? B,

cos? y
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damit wird

tgekpeoseViftgiefoote’f
1 F wsineV1 -+ tg* « -+ cotg? f o

Das obere Vorzeichen entspricht hierbei der von uns angenommenen
Gleichgewichtsgrenze, mit dem unteren Vorzeichen erhélt man dagegen
denjenigen Wert M” des treibenden Kriftepaares M, unter welchen
letzteres nicht sinken darf, wenn nicht die Schraubenspindel infolge
des Druckes @ in die Hohe gehen soll.

Um fiir die flachgingige Schraube die Werte von M’ und M’
zu bekommen, hat man nur f==90° zu setzen, womit

M =Qr

. " tg“ P LN —
M =Qr —1—~—‘utg‘“—Q¢ tg(e4-0 . . . . (49)
1'4 »_t.g.u /LL _ . ——
und M'=Qr T Mtg“-—Qr tg(@-—9) . . . . (50)

Diese Gleichungen stimmen mit (47) iiberein.

86. Das Rad an der Welle. Der Hebel. Reibungskreis. Auf
einer horizontalen, an ihren Enden mit zylindrischen Drehzapfen vom
Halbmesser r versehenen Welle (Abb. 80) vom Halbmesser b sei ein
Rad vom Halbmesser o zentrisch befestigt. An diesem Rad wirke
eine Tangentialkraft P, die der Last @, die an einem um die Welle

Abb. 80.

gewickelten Seil hinge, das Gleichgewicht halte. Welche Beziehung
besteht zwischen P und Q?

Bei fehlender Rejbung wiirde im Gleichgewichtsfall die einfache
Hebelgleichung P-a==Q-b gelten, woraus P=Q-b/a. Tritt dagegen
in den Lagern Reibung auf, so kann die treibende Kraft P auf einen
Wert P’ gesteigert werden, ehe sich die Welle zu drehen anfingt.
Ebenso kann man die Kraft P auf einen gewissen Wert P” vermindern,
ehe sich die Welle im entgegengesetzten Sinn zu drehen anféngt.

Suchen wir nun fiir die gegebene Last ¢ die Werte von P' und
von P” auf. Ist P=P’, so befindet sich die Welle an der oberen
Grenze des Gleichgewichts, es erzeugte die geringste Vergroferung von
P eine Umdrehung der Welle im Sinne von P. Um nun P’ zu be-
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stimmen, legen wir je durch die beiden Krifte P’ und @ Ebenen senk-
recht zur Wellenachse, die die letztere in den Punkten A und B schneiden.
Hierauf bringen wir in A parallel der Kraft P’ zwei gleiche und ent-
gegengesetzte Krifte P’ an, und in B parallel der Kraft @ die gleichen
und entgegengesetzten Krifte . Hierdurch wird am Gleichgewichts-
zustand der Welle nichts geéndert.

An der Welle greift nun an: vorwirtsdrehend das Kriftepaar P-a;
riickwirtsdrehend das Kriftepaar @-b und — die Vorwértsdrehung
hemmend — die beiden Zapfenreibungsmomente M, und M, im Lager
0, und O,. An der Gleitgrenze besteht noch Gleichgewicht auch be-
ziiglich der Drehmomente um 0, 0,, daher ist: "

Pa=Q-b+ M+ M,.
Die Zapfenreibungsmomente hingen nun von den Lagerdriicken ab, die
infolge von P’ und @ entstehen. @ in A allein angreifend, moge die
zu @ parallelen Lagerdrucke V, und V, hervorrufen. P’ in B allein
wirkend gedacht, moge die zu P’ parallelen Lagerdriicke S, und S,
hervorrufen.

Zur Bestimmung der Auflagerwiderstinde ¥, und V, hat man, wenn
man den Abstand des Punktes B von den Mittelpunkten O, und O,
der zylindrischen Drehzapfen mit ¢, und ¢, und die Linge O, O, der
Welle mit ! bezeichnet:

V, l=Q-¢,, V,-1=Q-c;,
woraus VIZQEZ‘%, V:j:Q%.

Ebenso findet man fiir S,

und S,

8, =P % S‘z:P'?ll—,

unter ¢, und e, die Absténde des Punktes 4 von O, und O, ver-
standen. Nunmehr wirken in O, senkrecht zur Wellenaohse und den
Winkel ¢, miteinander blldend die Auflagerwiderstinde Vv, und S,.

Diese Krafte V, und 8, zusammengesetzt liefern den Zapfendruck R
auf das Lager bel 0, und zwar

R, —VV2E82F2V,8 cose,;

desgleichen erhilt man fiir den Zapfendruck auf das Lager bei 0,:
R,=VV2]82+2V,8,cose.

Damit werden die Reibungsmomente M, und M, bei O, und O,:
M,=upR,r und M,—puR,r.

Diese Werte von M, und M, in dio Gleichgewichtsbedingung fiir die
Welle:

Pa—Qb=M,+M, . ... ... (a
eingesetzt, ergeben dann:
Pa—Qb=pur(R,+R,)
—ur (VP2 S22V, 8, cose, - VV,2+ 8,2+ 27,5, cos ;)
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oder mit den oben gefundenen Werten von V,, S,, V,, S,

Pa—Qb=u (%) (V@ ¢> - P%e¢,?1-2Q Pc,e, cosa,
+VQ*c,®4-P%e?}2Q Pcye cosa,).

Aus dieser Gleichung ld8t sich die Unbekannte P’ bestimmen. Ist im
besonderen Fall P’ wie @ vertikal abwirts gerichtet, womit ¢, =0, so
erhilt man:

P’“—szﬂ"'(vl+V2+S1+S‘z):/u’r(Q+P’)
und daher

P’:Qf’.j:_&’f_
a—ur

Will man die Beziehung zwischen P’ und @ haben fiir den Fall,
daB der Punkt A nicht, wie angenommen, zwischen O, und O, liegt,
sondern auf der Verlingerung von O, O, (iiber O, hinaus), so hat man
nur in obigen Gleichungen der GroBe ¢, das entgegengesetzte Vorzeichen
beizulegen. Damit ist man dann auch in den Stand gesetzt, die Be-
ziehung zwischen P’ und @ anzugeben bei einer Winde, die mittels
einer am Ende O, der Wellenachse angebrachten Handkurbel in Be-
wegung gesetzt werden soll.

Was endlich den unteren Grenzwert P” der Kraft P betrifft, so
erhdlt man denselben, wenn man in dem Ausdruck fiir P’ das Vor-
zeichen von u umkehrt.

Die obige Losung ist zwar korrekt, aber umsténdlich; es verlohnt
sich nicht, die zur genauen Auswertung der Gleichung fiir P’ erforder-
liche Miihe aufzuwenden. Die Zapfenreibungsmomente M, und M,
héngen von den Lagerdriicken R, und R, ab und letztere wiederum
von P’; der Wert von R, und R, ergibt sich aber fast gleich groB, ob
man dazu den genauen Wert P’ oder den etwas kleineren Wert P be-
niitzt, der sich ohne Beriicksichtigung der Reibung aus der Momenten-

gleichung P a=@Q5b ergibt, d. h. P:QE ; damit erhdlt man:
a

_ Pe,  Qbe, __Pe;  Qbe
Si=rp=r,0 wd S=—pr=rot

und hiermit:

b? b -
Rlz—?‘/cf—}— s e+ 2,608,
Y 3 € g 2t

— ;
R‘z:gl’“‘/cf +—?619+ 2; €1€,008¢y,

mit denen die Reibungsmomente M, und M, geniigend genau gefunden
werden. SchlieBlich folgt die gesuchte Drehkraft P’ aus Gl (a).

Statt des Rades und der Welle kdnnten auch irgendwie geformte
Hebel an der Achse 0,0, befestigt sein; sind die Richtungen der
duBeren Krifte P und ¢ und deren Abstinde von der Achse 0, O,
dieselben wie zuvor, so bleibt auch der angegebene Rechnungsgang und
das Ergebnis ungeindert.
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Der zweiarmige Hebel, dessen Arme in einer zur Drehachse genk-
rechten Ebene gelegen und in der gleichen Ebene belastet sind, wurde
schon auf S. 22 betrachtet und sein Gleichgewicht ohne Riicksicht auf
Zapfenreibung untersucht. Wir wollen jetzt auch die Zapfenreibung
beriicksichtigen und gleichzeitig ein von Herrmann angegebenes gra-
phisches Verfahren beschreiben, das Gleichgewicht mit Hilfe des Rei-
bungskreises auszudriicken. Ohne Reibung sind in Abb. 49 die drei
Krifte P, @, R der Richtung nach bekannt, da ja B durch den Dreh-
punkt geht. Das Kriftedreieck kann daher gezeichnet und P und R
gefunden werden. Tritt nun Reibung an der Drehachse auf, so fingt
der Hebel erst an sich zu drehen, wenn P einen Grenzwert P’ > P
erreicht hat. Die Resultante aus P’ und @ geht jetzt neben der Dreh-
achse vorbei, was man sieht, wenn man das Kréftedreieck in Abb. 49
abdndert, und es besteht immer noch Gleichgewicht, da die Gleitgrenze
nicht iiberschritten ist. Die beiden Krifte P’ und @ haben das gleiche
Moment in bezug auf die Drehachse, wie die Resultante R’, ndmlich

Pa—Q@Qb=R'p,
und dieses wird durch das Zapfenreibungsmoment u R’r aufgehoben,
wenn r den Zapfenhalbmesser und u die Zapfenreibungsziffer bedeutet.
Der Abstand ¢ der Resultanten R’ von O folgt daher aus der Glei-
chung R o=uR’r zu
o=mr . . . . . . . ... (b1

Zeichnet man demnach um O einen Kreis, den sog, Reibungs-
kreiy, mit dem Halbmesser o ==pur, so beriihrt die Resultante R’
diesen Kreis. Da R’ durch den Schnittpunkt von P’ und @ geht und
den Reibungskreis beriihrt, so kann das Kréftedreieck fiir P’, @, R’
gezeichnet werden, womit sich P’ und R ergibt. Welcher von den
beiden moglichen Beriihrungspunkten zu wihlen ist, hangt von dem
Sinn der angestrebten Drehung ab, woriiber man sich vor Aufzeichnen
des Kriftedreiecks klar zu werden hat. Die Ausfilhrung des sehr an-
schaulichen und durchsichtigen Verfahrens stoBt auf die Schwierigkeit,
daf der Halbmesser des Reibungskreises meist verhéltnisméfig klein
ist, weshalb man, um eine einigermaBlen genaue Figur zu bekommen,
einen grofen Zeichenmafstab verwenden muB. Aus diesem Grunde
vermag der Reibungskreis bei einer Drehung tatséchlich nicht die Be-
deutung zu erlangen, wie der Reibungswinkel bei der fortschreitenden
Bewegung; grundsitzlich kime ihm die gleiche Bedeutung zu.

87. Die gewdhnliche doppelarmige Wage. Es sei C in Abb. 81
der Aufhingepunkt des Wagbalkens, S der Schwerpunkt desselben
und G, sein Gewicht, ferner G, das Gewicht der einen Wagschale und
G, das Gewicht der anderen. Soll nun die Vorrichtung iiberhaupt als
Wage benutzbar sein, so mufl der Wagbalken horizontale Lage haben,
wenn keine Gewichte in den Wagschalen sich befinden, und diese Lage
beibehalten, wenn man gleiche Gewichte @ in die beiden Wagschalen
legt. Damit und unter Beriicksichtigung der Bezeichnungen der Abb. 81
erhilt man dann:

G l,=0G,l,+ Gya

und (6, + Q1= (6, + Q11+ Gya,
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woraus

Q-l,=Q-1, oder I =I,,

d. h. es miissen die beiden Arme 4, B und 4,B des Wagbalkens
genau die gleiche Linge besitzen.

Setzt man jetzt I, =1, =1, so geht 4
die erste Gleichung iiber in 4 &? Z, A,
B Ys
<G1_GQ>ZZG0“‘ f‘“% [
Legt man in die linksseitige, mit @ Gt @

@ belastete Wagschale noch ein Zu-
lagegewicht ¢, so wird sich der
Wagbalken um C drehen im Sinne
von rechts nach links und nach
Erreichung einer gewissen Hori-
zontalneigung ¢ wieder im Gleich-
gewicht befinden. In diesem Fall
ist dann

(6, --Q + ) (Lcos p— b sin ) = (6, + @) (1 cos ¢ - b sin )
-+ Gy (csing +acosp -+ bsin g),
woraus : tg =~ (G, — Gy +- q) b—Gya
Golo-+b)F (G, +0,+2040)
und mit Beriicksichtigung der Gleichung (G, — G,)l=G,-a

J— QZ ey
= G )06, G, 20T g

Von einer guten Wage wiinscht man, daBl sie bei einem und dem-
selben Zulagegewicht ¢ immer denselben Ausschlag ¢ gebe, was auch
fir Gewichte @ sich in den Wagschalen befinden. Diese Bedingung
ist durch b =0 erfillt, in welchem Fall

ql
PG,

TO‘

wird.

Bei einer guten Wage miissen also die Aufhéingepunkte 4, und
4, der beiden Wagschalen und der Aufhingepunkt C des Wagbalkens
in einer geraden Linie liegen.

Aus Gleichung tg«p:é% erkennen wir, dal eine Wage um so
empfindlicher sich zeigt, jg kleiner das Gewicht G, des Wagbalkens
und je kleiner der Abstand ¢ des Schwerpunktes des Wagbalkens von
der durch die Aufhéingepunkte gehenden Geraden ist.

Lage der Schwerpunkt S des Wagbalkens iiber der Geraden 4, C 4,,
wobei ¢ negativ wire, erhielte man tg¢e negativ, es kippte a]so die
Wage bei jedem Zulagegewmht ¢ um.
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6. Kapitel (§ 13).

Starre Stabverbindungen. Fachwerke.

88. Allgemeines. Zum Tragen oder Fortschaffen von Lasten be-
niitzt man hiufig Tragkonstruktionen, die aus geraden Stiben bestehen.
Sie sind in sog. Knotenpunkten verbunden, die hier als reibungslose
Gelenke angesehen werden, und daher nur Krifte, aber keine Krifte-
paare (biegende Momente) iibertragen konnen. Eine aus starren Stéiben
bestehende Verbindung wird als starr bezeichnet, wenn die Knoten-
punkte ihre gegenseitige Lage nicht &ndern konnen, andernfalls'als be-
weglich, so z. B. eine Kette.

Im folgenden ist die Aufgabe zu l6sen, die in den einzelnen Stdben
auftretenden Krifte anzugeben, um spéter mit Hilfe der Festigkeitslehre
den Stabquerschnitt bestimmen zu konnen. Dabei ist stets so vorzu-
gehen, daBl man zuerst die Auflagerwiderstinde bestimmt, die seitens
der Lasten in den Stiitzpunkten der Stabverbindung hervorgerufen
werden; hierauf sind die in den einzelnen Stiben wirkenden Krifte zu
ermitteln, die sog. innern Krifte der Stabverbindung, denen gegen-
iiber die Lasten und Auflagerwiderstéinde als 4ullere Kréafte bezeiehnet
werden. Zur Loésung gebraucht man folgende Sitze:

I. Ist eine Stabverbindung im Gleichgewicht, so ist jeder Stab und
jeder Knoten unter dem Einflu} aller an ihm angreifenden Krifte im
Gleichgewicht. Damit sind die Regeln von 10 und 13 anwendbar.

IT. Jeder Stab wirkt in einem seiner Endpunkte auf den dortigen
Knoten oder Stiitzpunkt mit einer Kraft ein, die wegen der Gleich-
heit von Wirkung und Gegenwirkung derjenigen Kraft gleich und ent-
gegengesetzt ist, die er selbst von jenem Knoten oder Stiitzpunkt
erfahrt.

IIT. Ein Stab, der nur in seinen Endpunkten von Kriften ange-
griffen wird, ubertrigt nur eine reine Zug- bzw. Druckkraft, d.h. die
Resultierenden, die an den beiden Stabenden angreifen, fallen mit der
Stabachse zusammen und sind einander entgegengesetzt gleich; denn bei
anderer Richtung der Resultierenden wiirde der Stab nicht im Gleich-
gewicht sein.

Ein Stab, der auch zwischen seinen Endpunkten beliebig belastet
ist, Ubertrigt an seinen Endpunkten im allgemeinen schief zur Stabachse
gerichtete Krifte, vgl. S. 67.

Das Eigengewicht der Stdbe ist in seinem Einfluf auf die Stab-
beanspruchung erst bei weit gespannten oder stark ausladenden Konstruk-
tionen zu beriicksichtigen, meist dadurch, daf} es auf die Stabenden ver-
teilt wird.

89. Beispiele einfacher Stabverbindungen. Bei der Bestimmung
der Stabkrifte verfihrt man stets in der Weise, daBl man zuerst die
Auflagerwiderstinde sucht. Erst wenn diese bekannt sind, kann man
an die Ermittlung der Stabkrifte gehen. Zu diesem Zweck macht man
jeden Stab frei, d. h. man denkt sich dessen Verbindung am Knoten-
punkt gelost und hat zur Aufrechterhaltung des urspriinglichen Gleich-
gewichtszustandes die Kriifte an der Trennungsstelle anzubringen, die
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vor der Lostrennung dort gewirkt haben; am bequemsten ist es meist,
sie in Horizontal- und Vertikalkomponenten zu zerlegen. Den Sinn der
Krifte nimmt man nach Gefithl an und braucht gar nicht #ngstlich zu
sein, ob man sich nicht geirrt haben konnte. Das ergibt sich ganz un-
zweideutig, wenn man die Gleichgewichtsbedingungen der die einzelnen
Stidbe belastenden Krifte anschreibt. Die Ausrechnung liefert schlieB-
lich die gesuchte Komponente entweder positiv oder negativ, was be-
deutet, daB im ersten Fall der Kraftsinn richtig gewihlt war, im letz-
teren Fall falsch, es ist dann der angenommene Kraftsinn- und Pfeil -
umzukehren. Bei Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen fiir die
Kraftkomponenten hat man entgegengesetzt wirkende Krifte mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen zu versehen, beim Anschreiben der Gleich-
gewichtsbedingungen fiir die Momente rechts drehende Momente von
links drehenden durch - und —-Zeichen zu unterscheiden (die Krifte
selbst sind hierbei mit ihrem Absolutwert einzufiihren). In dieser Weise
ist jeder Stab fiir sich zu behandeln, wobei das oben unter II ange-
filhrte Gegenwirkungsprinzip zu beachten ist. Am letzten Stab sind
durch die vorangegangene Rechnung sdmt-
liche Kriafte bekannt, so daB die Anwen-
dung der Gleichgewichtsbedingung eine
Rechnungsprobe bildet.

Beispiel 1: Als erstes Beispiel wollen
wir die in Abb. 82 angedeutete Stabver-
bindung in Betracht ziehen.

Zunichst bestimmen wir die in A4’
und A” wirkenden Auflagerwiderstinde W’
und W” aus den Gleichgewichtsbedingungen
fiir die ganze Stabverbindung. Diese Wider-
stinde konnen wir, da - vorliegendenfalles
kein Bestreben einer Horizontalverschiebung der starren Stabverbin-
dung auf ihrer horizontalen Unterlage, und damit kein AnlaB zum
Auftreten eines Reibungswiderstandes vorhanden ist, ohne weiteres ver-
tikal aufwirts gerichtet annehmen. Fiir W’ liefert dann die Momenten-
gleichung in bezug auf den Drehpunkt 4”

W’.8=1200-5; W = 150,

wihrend die Komponentenglelchung W - W”=1200 des weiteren
W"” = 450 ergibt.

Nunmehr betrachten wir einen einzelnen Stab, z. B. den Stab A'C
(Abb. 83a). An demselben wirkt in A’ der soeben bestimmte Auflager-
widerstand W’, sodann in B, eine vorldufig noch unbekannte, von dem
Stab B, B, ausgeiibte Kraft P,, deren Horizontal- und Vertikalkompo-
nente = H, bzw. =V, sei. In welchem Sinn diese letzteren Kompo-
nenten wirken, liBt sich vorliegendenfalles auf Grund einer einfachen
Uberlegung wohl angeben; manchmal ist aber der betreffende Wirkungs-
sinn nicht sofort einleuchtend; damit nimmt man diesen Wirkungssinn
einfach nach Gutdiinken an. Wiirden nun H, und V, tatsichlich ent-
gegengesetzt gerichtet sein, als man angenommen hat, so zeigte sich
dies im Rechnungsresultat, indem sich in diesem Fall H, und V, ne-
gativ herausstellten. Denken wir uns in unserem Beispiel an dem um
C drehbaren Stab 4'C (Abb. 83a, S. 126) die Kraft H, in B, nach

1
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rechts gerichtet und die Kraft 7, nach unten, so gibt die Momenten-
gleichung fiir den Drehpunkt O':

W.-4=H,_-3-}7V,-2,

aus welcher Gleichung sich die unbekannten Krifte H, und V, nicht
ermitteln lassen. Man braucht also noch eine zweite Gleichung zwischen
H, und V,. Diese liefert das Gleichgewicht des in B, frei gemachten,
um B, drehbaren Stabes B, B, (Abb. 83b). An diesem Stab wirken in
" B,, entsprechend dem Gesetz der Wechselwirkung, in entgegengesetzten
Richtungen wie am Stab A4’C, die Krifte H, und V,, womit man als
Gleichgewichtsbedingung des um B, drehbaren Stabes B, B, erhilt:

V,-4=1200-3 und daraus V,=1900.
Mit diesem Wert von ¥V, ergibt sich dann
H, — 400.

Aus dem Umstand, daBB ¥, und H, sich als positiv erweisen, kann
auf die richtige Annahme des Wirkungssinnes von V, und H, ge-

P-71200%g
Abb. 83 a bis c.

schlossen werden'). Nunmehr mag der Stab B, B, auch in B, durch
Anbringung der Krifte H, und V, frei gemacht werden. Ist der Stab
ganz frei, so handelt es sich bei ihm um drei Gleichgewichtsbedingungen,
von denen iibrigens eine, némlich die Momentengleichung fiir den Punkt
B,, schon benutzt wurde, infolgedessen nur noch die beiden Kom-
ponentengleichungen

V,+V,=1200 und H,=4H,

zur Verfiigung stehen. Diese liefern mit den gefundenen Werten von
V, und H,
V,=3800 wund H,==400.

Kehren wir jetzt zum Stab A’C zuriick und machen ihn vollends
ganz frei, indem wir in C' die beiden vom Stab CA” auf ihn ausge-
iibten Krifte H, und V, anbringen. Man hat dann wegen des Gleich-
gewichtes des Stabes A4’C’ auBler der schon benutzten Momenten-

') Es empfiehlt sich, im Fall eine Kraft im Rechnungsresultat negativ er-
scheint, sofort in den Figuren die Korrektur beziiglich des Wirkungssinnes der
Kraft vorzunehmen und nicht das negative Vorzeichen durch die Rechnung durch-
zuschleppen.
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gleichung fiir den Drehpunkt C' noch
H,—H, =400 und W+ V,=V,,
woraus V,=150.

SchlieBlich wird man auch den Stab O 4” (Abb. 83c) in Betracht
ziehen, obgleich alle an ihm wirkenden Krifte nunmehr bekannt sind,
und die drei Gleichgewichtsbedingungen fiir denselben anschreiben.
Zeigen sich niamlich diese Gleichgewichtsbedingungen durch die Krifte
erfiillt, so kann man daraus auf die Richtigkeit der berechneten Krifte
schlieBen.

Beispiel 2: Die Stabkrifte im Kran Abb. 84 sind zu berechnen.
(Alle Stibe sind in einer Ebene gelegen.)

a) Lagerwiderstinde. Das Halslager bei A’ vermag keinen
"Vertikalwiderstand aufzunehmen, der Lagerwiderstand W’ ist also hori-

w ¢ w’ !
\g A 4 A
y ;F 7
B2 B,nCH, B, B, H, ¢ B ' H
14 1,
X
» 1200kq 1200Kg
(3 4 % )z,
g 4
N B, 3
ﬂ_”'! Eu ./I” Hﬂ
7 o
Abb. 84.

zontal gerichtet. Der Lagerwiderstand W” in A” ist in seine Horizon-

tal- und Vertikalkomponente H” und V" zerlegt. Um A4” als Dreh-

punkt lautet die Momentengleichung der &uBeren Kréfte
W'.6—1200-3; W’ =600 kg.

Die Komponentengleichungen XH =0 und 2V =0 liefern fiir die
am ganzen Kran tétigen #uleren Krifte:

H” = W' = 600 kg; V" ==1200 kg .
Es sei hervorgehoben, daf bis hierher innere Krifte nicht vorkommen;

diese haben auf die Gréfe der duBeren Kriafte keinen EinfluB3.

b) Strebe B,C. Sie wird zuerst in B, freigemacht und hierauf h
die dort angreifende Kraft des Stabes B, B, in ihre Komponenten H,
und V, zerlegt, angebracht. Das Momentengleichgewicht um B, liefert:

V,-2=1200-3; V,=1800 kg
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Macht man Stab B,C auch in B, frei, so sind dort die Kompo-
nenten V, und H, anzubringen; fiir ¥, folgt aus XV =0:

1
V,—V,— 1200 =600 kg.

H, und das gleich groBe H, konnen erst spéter angegeben werden.

¢) Strebe B, B, ist nur an den Endpunkten belastet. Am oberen
Ende greifen H, und V, gleich und entgegengesetzt wie am Stab B,C
an. Am untern Ende V, und H, und zwar nach Regel III:

Vy=V,=1800 und H;=H,.
Aus der Momentengleichung um B, folgt
Hy,3=17V,-2
H,—2.V,—2.1800 — 1200 kg.
Nachtréglich folgt an Strebe B,C:
H, —H,=1200 kg.

d) Strebe 4’4”. An ihr sind nunmehr alle Krifte bekannt: Die
Lagerwiderstinde W’ in 4’; H” und V” in A”; die Stabkrifte V, und
H, in B, seitens des Stabes B,C und zwar gleich und entgegengesetzt
wie an diesem wirkend, die Stabkrifte V, und H; in B, seitens B, B,
gleich und entgegengesetzt wie an diesem selbst wirkend. War die
bisherige Ausrechnung richtig, so miissen die angefiihrten Krifte am
Stab A’A” im Gleichgewicht sein, d. h. SH=0; XV =0, SM =0
(um 4"):

H' —H,+ H, — W =600 — 1200 + 1200 — 600 =0
V" Vg V,=1200 — 1800 4 600 =0
H,-5—W-6-—H,-2=—1200-5 —600-6 — 1200-2 —0.

Die Probe stimmdt.

90. Allgemeines iiber Fachwerke. Als Fachwerk wird eine Stab-
verbindung bezeichnet, deren einzelne Stibe nur Zug oder Druck er-
fahren. Die Stdbe sind miteinander durch reibungslose Gelenke, sog.
Knoten, verbunden; die Belastung wird unmittelbar auf die Knoten
iibertragen. In diesem Fall wird eine Biegung von den Stében fern-
gehalten, bei der ein Stabquerschnitt ungleichmafig beansprucht- wre,
was eine volle Ausniitzung des Werkstoffes nicht zuldBt. Unter den
genannten Umstéinden werden in den Knoten nur Zug oder Druckkrifte
auf die Stibe iibertragen und die Stabquerschnitte sind gleichméiBig
mit Zug oder Druck ausgefiillt, die Festigkeit des Werkstoffes kann
voll ausgeniitzt werden. Das ist der Zweck der Konstruktion der Fach-
werke, deren Gewicht ein leichtes werden soll.

Liegen die Stibe und die #uBeren Krifte (Lasten und Stiitzen-
widerstinde) in einer Ebene, so spricht man von einem ebenen Fach-
werk, sonst von einem Raumfachwerk. Wir betrachten in
diesem Abschnitt nur ebene Fachwerke. Ein Fachwerk mit
einer festen drehbaren und einer reibungslos verschiebbaren Stiitze
wird, wegen der Analogie mit einem zweimal frei aufliegenden Balken,
ein Balkenfachwerk genannt.
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Um drei Knoten durch starre Stibe in unverinderlichem Abstand
zu halten, braucht man drei Stébe, fiir jeden weiteren je zwei neue,
also bei k Knoten fiir die ersten drei Knoten drei Stidbe, fiir die
tibrigen (& — 3) Knoten 2-(k — 3) Stébe, also fiir alle k¥ Knoten -

n==38 -2 (k— 8)— 2k — 3 Stibe.

Ein Fachwerk mit gerade dieser Stabzahl heilt ein einfaches; ein
solches mit mehr Stdben ein zusammengesetztes oder verstirktes,
weil die zugefiigten Stibe der Verstirkung des Fachwerkes dienen sollen;
ein solches mit weniger Stdben ist beweglich.

Mit diesen geometrischen Festlegungen sind aber auch statische
Bigenschaften verbunden. Hier wird die Uberlegung vereinheitlicht,
wenn man nach Mohr die Auflagerwirkungen durch Stiitzstdbe ersetzt.
Fin festes Auflager ist durch zwei, etwa zueinander senkrechte Stibe
vollstdndig ersetzt, die mit dem Auflagerknoten und zwei Fixpunkten
durch reibungslose Gelenke verbunden sind, vgl. Abb. 88; ein beweg-
liches Auflager ist durch einen Stiitzstab ersetzt. Das einfache Balken-
fachwerk besteht so aus (2 k — 3) Fachwerks- und 3 Stiitzstdben, also
im ganzen aus 2k Stdben, deren Stabkrifte gesucht sind und zu ihrer
Bestimmung 2 % Gleichungen erfordern.

Wenn das ganze Fachwerk im Gleichgewicht ist, so ist es auc
jedér seiner k Knoten. Wir betrachten einen von ihnen und machen ihn
frei, indem wir alle in ihm zusammentreffenden Stibe durchschneiden
und die Stabkréfte, die vor dem Durchschneiden dort gewirkt haben,
an den Schnittstellen in Richtung der Stabachsen anbringen, die Zug-
krifte vom Knoten weg, die Druckkrifte gegen den Knoten hin, auch
die auf den Knoten wirkende &ulBlere Kraft ist anzubringen. Dann
haben wir das Gleichgewicht der aufgezéhlten Krifte an einem Punkt
zu betrachten, wofiir wir nach Abschnitt 13 zwei Bedingungen 3 X =0
und XY =0 zur Verfiigung haben. Fiir alle k& Knotenpunkte stehen
also 2 k Gleichgewichtsbedingungen zur Verfugung. Diese geniigen gerade
zur Berechnung der 2 %k unbekannten Stabkrifte des einfachen Balken-
fachwerks, und zwar braucht man -drei Gleichungen zur Bestimmung
der drei unbekannten Stiitzstabkréfte, und (2% — 3) verbleiben zur
Bestimmung der (2% — 3) Stabkrifte des Fachwerkes.

DaB man zur Ermittlung der Krifte in den Auflagerstiben drei
Bedingungen braucht, stimmt damit iberein, dall das Gleichgewicht
der duBeren Krifte, ndmlich der Lasten und Auflagerwiderstinde, die
einen ebenen Korper, hier das ganze ebene Fachwerk, angreifen, nach
Abschn. 25 durch drei Gleichgewichtsbedingungen 2 X=0; XY =0;
2 M=0 bestimmt ist, aus denen die Auflagerwiderstinde am festen
und am beweglichen Stiitzpunkt ermittelbar sind.

Die Auflagerwiderstinde und Stabkréafte eines einfachen ebenen
Balkenfachwerkes sind also mit den statischen Gleichgewichtsbedingungen
bestimmbar, man nennt ein solches Fachwerk statisch bestimmt,
und zwar duBerlich statisch bestimmt, wenn man zum Ausdruck bringen
will, dal die Auflagerwiderstinde oder die Kréfte in den entsprechen-
den Stiitzstiben mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen der Statik
allein berechenbar sind, innerlich statisch bestimmt, wenn man
dasselbe hinsichtlich der Stabkréfte ausdriicken will.

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 9
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Ein einfaches Fachwerk ist demnach gleichzeitig inner-
lich statisch bestimmt, ein Balkenfachwerk #uBerlich sta-
tisch bestimmt; ersteres ist durch n=2%k—3 Fachwerkstabe ge-
kennzeichnet, letzteres durch drei Stiitzstébe.

Zieht man jedoch zum Zweck der Verstirkung mehr als 2%k — 3
Fachwerkstédbe ein, sog. iiberzéhlige Stdbe, weil sie nimlich zur Auf-
rechterhaltung des gegenseitigen Abstandes der Knoten nicht unbedingt
erforderlich sind, so wird das Fachwerk innerlich statisch un-
bestimmt; die Anzahl der (2% — 3) Gleichgewichtsbedingungen zur
Bestimmung der Stabkriifte 148t sich nicht vermehren; sie geniigt also
nicht mehr.

Ganz Ahnliches tritt ein bei den Auflagerwiderstinden. Bringt
man zum Zweck vermehrter Tragfdhigkeit mehr als ein festes und ein
bewegliches Auflager an, wodurch die Zahl der Stiitzstibe groBer als 3
wird, so geniigen die allein verfiigbaren drei Gleichgewichtsbedingungen
nicht mehr zur Berechnung der Auflagerwiderstinde. Das Fachwerk
ist jetzt AuBerlich statisch unbes‘mmmt die hinzugefiigten Stiitz-
stibe bzw. Auflagerarten heifen iiberzahlig.

Die Berechnung statisch unbestimmter Auflagerwiderstinde oder
Stabkréifte kann nur mit Hilfe der Elastizitidtslehre ausgefiihrt werden,
weil sie von der Forménderung abhéngen, die das Fachwerk unter
den gegebenen Verhéltnissen annehmen kann bzw. muB.

Die Anwendung iiberzéhliger Stiitzpunkte oder Stibe empﬁehlt
sich nur dann, wenn sicher ist, daB genau montiert wird, und dafi der
Baugrund fest ist. Von beiden Voraussetzungen héngt der Spannungs-
zustand des statisch unbestimmten Fachwerkes im héchsten MafBle ab.

Die Berechnung der statisch unbestimmten Konstruktionen ist die
Aufgabe der Elastizitdtslehre, hier werden nur einfache ebene Balken-
fachwerke betrachtet.

Statt nun die 2 £ Stabkrifte und Stiitzenwiderstinde aus 2 k Gleich-
gewichtsbedingungen zu berechnen, die fiir die 2 ¥ Knotenpunkte auf-
gestellt werden konnen, beniitzt man einfacher eines der nachstehend
beschriebenen graphischen Verfahren.

91. Kriiftepline fiir die einzelnen Knoten eines einfachen Balken-
fachwerkes (Knotenpunktsmethode graphisch). Die gesuchten Stab-
kréfte werden bestimmt, nachdem zuerst die Auflagerwiderstinde mit
Hilfe eines Seilecks oder durch Rechnung ermittelt sind.

Ein Knoten befindet sich unter EinfluB der an ihm angreifenden
duBeren Krifte (Last oder Auflagerwiderstand) sowie der Stabkrifte
der in ihm zusammentreffenden Stdbe im Gleichgewicht. Nach 10
mub} sich dann das Krafteck der genannten Kréfte schlieBen. Da nun
die #duBeren Krifte nach GroBe und Richtung, die Stabkrifte nach
Richtung bekannt sind, so ldB8t sich das Krafteck fiir einen Knoten
stets dann konstruieren, wenn am Knoten nicht mehr als zwei un-
bekannte Stabkréifte angreifen.

Man beginnt daher mit der Aufzeichnung des Krafteckes an einem
Knoten, fiir den das zuletzt Gesagte zutrifft, also bei dem symmetrisch
belasteten Polonceauschen oder franzdsischen Dachstuhl (Abb. 85) am
Knoten I; die Knoten in Abb. 85 sind rémisch, die Stibe arabisch be-
ziffert. Zum Knoten I (Abb. 85) gehért das sich schlieBende Krafteck I
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in Abb. 86, wodurch die Stabkrifte 1 und 2 bestimmt sind. Die im
Inneren des Kraftecks I gezeichneten Pfeile geben den Sinn der am
Knoten I angreifenden Krifte an; man kann nun sofort feststellen, ob
in den Stdben 1 und 2 Zug oder Druck auftritt; Kraft 2 wirkt vom
Knoten I weg, d.h. Stab 2, der am Stabende II eine gleich grofBle

Abb. 85.

Gegenkraft aufnimmt, ist gezogen. Kraft 1 wirkt gegen den Knoten I
hin, d. h. Stab 1 ist gedriickt. Es empfiehlt sich, dies sofort in den
Abbildungen sichtbar zu machen, etwa dadurch, dafl man Druckstébe in
der Fachwerksabbildung mit einer Doppellinie (Féppl) versieht,
und eine Zugkraft im Krafteck durch 2 auf der entsprechenden Kraft-
' strecke selbst markierte Pfeile
kennzeichnet, eine Druckkraft
durch entgegengesetzte Pfeile
(vgl. Abb. 89).

Jetzt geht man zu einem
benachbarten Knoten tiber, etwa

Z,
Abb. 86. Abb. 87.

Z;

zum Knoten II, und macht diesen ,frei“. An ihm wirken die gegebene
suBere Kraft P und die soeben ermittelte Stabkraft 1, auflerdem die
Stabkrifte 3 und 4 in gegebener Richtung. Stabkraft 1 wirkt am
Knoten 2 in gleicher Grifle, aber entgegengesetzter Richtung wie am
Knoten I. Damit 148t sich das Krafteck II in der aus Abb. 86 ersicht-
lichen Weise aufzeichnen, und zwar entweder fiir sich, oder wie in
Abb. 87 mit Ersparnis einer Linie, im Anschluf an das Krafteck I.
Ebenso erledigt sich hierauf Knoten III durch Krafteck III. Damit
9%
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sind alle Stabkrifte bestimmt, sofern wegen der symmetrischen Form
und Belastung des Dachstuhles dessen rechte Seite genau so bean-
sprucht ist, wie die linke. Zur Probe kann schlieBlich das Krafteck IV
gezeichnet werden, das sich als ein geschlossenes zu erweisen hat.

Die aneinander gereihten Kraftecke bezeichnet man als Kréafte-
plan. Als Eigentiimlichkeit des in Rede stehenden Planes kann mit
Riicksicht auf die jetzt vorzubereitende einfachste Aufzeichnung fest-
gestellt werden, daBl zu jedem Knoten im Fachwerk ein sich
schlieBendes Krafteck im Krifteplan gehort, das die im Knoten
zusammentreffenden dulleren und inneren Krifte gleichsinnig aneinander-
gereiht enthilt, und dal einzelne Krifte mehrfach im Kraftplan vor-
kommen, schlieBlich auch, daB die Anordnung der &uBeren und inneren
Krifte in den einzelnen Kraftecken ohne erkennbare Regel willkiirlich
erfolgt ist. Besonders die beiden letzten Feststellungen werden als
Nachteil empfunden und dienen als Ausgangspunkt fiir eine Verein-
fachung der Krifteplankonstruktion. Dieser 146t sich nach dem Vorgang
von Cremona und Bow so einrichten, daf jede Kraft nur einmal in
ihm vorkommt und daf er in ganz stereotyper und mechanischer Weise
nach festen Regeln aufgezeichnet werden kann, was im Sinn 6kono-
mischen Arbeitens gelegen ist und durchaus unbedenklich erscheint,
da die statischen Grundlagen die gleichen sind, wie im vorhergehenden.
Der sog. Cremonasche Kréfteplan erfordert iiberdies weniger Platz
und gestattet eher eine groflere Zeichnungsgenauigkeit als die der
auseinandergezogenen Kréfteplane.

Es handelt sich jetzt nicht um neue statische Gesichtspunkte,
sondern bloB um die Frage der einfachsten geometrischen Anordnung
des neuen Krifteplanes, der heutzutage in Unterricht und Praxis am
meisten bevorzugt wird.

92. Der Cremonasche Krifteplan (Cremonaplan). Reziproker
Krifteplan. In Abb. 87 ist der Krafteplan Abb. 86 des Dachstuhles
Abb. 85 so zusammengeschoben, da jede &ullere und innere Kraft nur
einmal in ihm vorkommt. Den Kréifteplan in dieser Art zusammen-
zuschieben, gelingt in einfachen Féllen leicht. So zeigt Abb. 88 den
durch passendes Zusammenschieben auf die einfachste Form gebrachten
Krifteplan eines Vordaches. Es ist aber keineswegs noétig, die ein-
fachste Form des Krifteplanes durch langwieriges Probieren zu suchen.
Maxwell hat bemerkt, daB zwischen der Fachwerksfigur und der ein-
fachsten Form des Kréfteplanes bestimmte geometrische Beziehungen
bestehen, nach denen der einfachste Krifteplan schlieBlich ganz mecha-
nisch aufgezeichnet werden kann, auch fiir schwierigere Félle der Be-
lastung und beliebige Fachwerksformen. Bow und Cremona und
andere haben diese Beziehungen weiter verfolgt und die nach Cremona
benannten ,Cremonaplédne® in die technische Praxis eingefiihrt.
{Enzykl. der math. Wiss. Mechanik, Bd. I, S. 347, besonders S. 3917).

Es empfiehlt sich, von einem einfachen Fall, in dem man nach
einigem Probieren den einfachsten Krifteplan selbst herausfindet, aus-
zugehen, etwa von Abb. 87, um die wesentlichen geometrischen Be-
ziehungen zwischen Krifteplan und Fachwerksfigur zu erkennen.

Zunéchst iiberzeugen wir uns, daf3 der einfachste Kréafteplan oder,
wie wir von jetzt an sagen werden, der Cremonaplan, alles enthilt,
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was die fiir die einzelnen Knoten gezeichneten Kriftepline enthalten
haben. AufBler sémtlichen inneren und duBeren Kriften finden wir auch
die geschlossenen Kraftecke der Abb. 86 wieder als geschlossene Kraft-
ecke vor, allerdings teilweise verschrinkt.

Dies ist in der Tat alles, was man ndtig hat.

Zur glatten Aufzeichnung des Cremonaplanes erweist sich eine
systematische Bezifferung und Benennung der Fachwerksfigur
und des Krifteplanes als geradezu unentbehrlich. Wir versehen in der
Fachwerksfigur die Knotenpunkte mit romischen und die Stébe mit
arabischen Ziffern, ferner die ,Stabecke“ oder ,Stabpolygone“ mit
kleinen lateinischen Buchstaben, die mit einem kleinen Kreis umgeben
werden kénnen.

Wenn nun, wie wir vermuten, die Konstruktion des Cremonaplanes
letzten Endes eine rein geometrische Aufgabe sein wird, so wird es
sich dabei nur noch um Linien und Punkte handeln und nicht mehr
um Lasten, Widerstinde und Stabkrifte. Um den geometrischen Kern
der Aufgabe herauszuschilen, -ist es fiir das Folgende ganz wesentlich,

die duBeren Krifte des Fachwerkes, die Lasten und Stiitzenwiderstinde,
sich durch Stibe — Last- und Stiitzstibe — ersetzt vorzustellen;
so haben wir jetzt in Abb. 88 die Laststibe 16 bis 20 und die Stiitz-
stibe 21 und 22. Stiitzstab 21 konnte iibrigens durch einen horizon-
talen und einen vertikalen Stiitzstab ersetzt werden. Nunmehr besteht
die Fachwerksabbildung nur noch aus geometrischen Linien, und zwar
aus geschlossenen Stabecken, d. h. geschlossenen Dreiecken, gebildet
aus Fachwerksstdben, innerhalb deren keine weiteren Stibe sich be-
finden, und offenen Stabecken, gebildet aus einer Folge aneinander-
gereihter Last-, Stiitz- oder Fachwerksstibe, z. B. offenes Stabeck a,
gobildet aus Laststab 16 und Stiitzstab 22; offenes Stabeck ¢, gebildet
aus Laststab 18, Fachwerksstab 8, Laststab 17; offenes Stabeck f, ge-
bildet aus Laststab 20, Fachwerksstiben 2, 6, 10, 14 und Stiitzstab 21.

Im Krifteplan erhalten die Stabkriifte die gleichen arabischen
Ziffern, wie in der Fachwerksfigur, und zwar gleichermafien, ob es sich
um Fachwerks-, Last- oder Stiitzstibe handelt.

Im Krafteplan treffen sich nun in einem Punkt z. B. die Stab-
krifte 5, 6, 7, wihrend die Stibe 5, 6, 7 in der Fachwerksabbildung ein
geschlossenes Stabeck (Dreieck) k& bilden, der Treffpunkt sei mit % be-
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zeichnet; ebenso treffen sich in einem Punkt des Krifteplanes die Kraft
des Laststabes 20, die Stabkrifte 2, 6, 10, 14 und die Kraft des Stiitz-
stabes 21, wihrend die betreffenden Stibe das offene Stabeck f der
Fachwerksabbildung bilden, der Treffpunkt sei im Krifteplan mit f be-
zeichnet; ebenso treffen sich im Krifteplan in einem Punkt die Krifte
in den Laststdben 17 und 18 und die Stabkraft 8, wihrend die be-
treffenden Stéibe in der Fachwerksabbildung das offene Stabeck ¢ bilden,
wir bezeichnen den Treffpunkt im Krifteplan mit ¢. So zeigt sich,
daB jedem geschlossenen oder offenen Stabeck der Fachwerks-
abbildung ein Punkt des Cremonaplanes (Abb. 88) zugeordnet
ist; und umgekehrt, wie aus dem letzten Abschnitt wiederholt sei, daB
jedem Knotenpunkt der Fachwerksabbildung ein geschlossenes
Krafteck des Kriafteplanes zugeordnet ist.

Im Knoten VIII z. B. treffen sich die Stibe 12, 13, 15 und die
Last- und Stiitzstibe 16 und 22; die entsprechenden Krifte bilden im
Cremonaplan einen geschlossenen Linienzug mit gleichsinnig
aufeinanderfolgenden Kraftpfeilen.

Jeder Linie in der Fachwerksabbildung entspricht schlieBlich eine
parallele Linie im Cremonaplan. Die beiden Abbildungen haben also
reziproke Eigenschaften: jedem Punkt in der einen ist ein
Vieleck in der anderen zugeordnet; jeder Linie in der einen
entspricht eine Parallele in der anderen.

Die Aufzeichung des Cremonaschen Krifteplanes lduft demnach,
wie schon bemerkt, auf eine rein geometrische Aufgabe?) hinaus; nimlich
zu einer gegebenen Fachwerksabbildung, die durch Last- und Stiitzstéibe
ergénzt ist, eine reziproke Abbildung zu zeichnen, die die eben erwihnten
Eigenschaften hat. Die Aufgabe 148t nur eine einzige Lésung zu.
Durch die Einfithrung der ,Last- und Stiitzstibe“ insbesondere wird
die Aufgabe in eine rein geometrische verwandelt; diese Hilfsvorstellung
ist also fiir die geometrische Auffassung sehr wichtig.

Hervorzuheben ist noch, daB in dem Cremonaplan die #uBeren
Krifte (Lasten und Auflagerwiderstinde) einen geschlossenen Li-
nienzug bilden und daB die d#uBeren Krifte im Kréfteplan in
derselben Reihenfolge aneinandergefiigt sind, in der sie in
der Fachwerksabbildung stehen, wenn man diese im Zeiger-
sinn oder im Gegenzeigersinn umkreist.

Das Aufzeichnen des Cremonaschen Krifteplanes sei nun-
mehr am Beispiel des Krans (Abb. 89) beschrieben:

1. Zuerst werden die Auflagerdriicke bestimmt. Das obere Hals-
lager kann nur eine Horizontalkraft H aufnehmen, die sich aus der
Momentengleichung um das untere Halslager mit den eingeschriebenen
Hebelarmen wie folgt ergibt:

H-8000 = 6500-10500; H=—4050 kg.
Die Vertikalkomponente des Spurlagerdruckes ist A
V=P, =6500-4 5700 = 12200 kg.

) Die Beziehungen, sofern sie als ausschlieBlich der Geometrie angehorig
betrachtet werden kénnen, sind eingehend untersucht, auch analytisch formuliert,
vgl. die Monographien: Timerding, Geometrie der Krifte; Henneberg, Gra-
phische Statik der starren Systeme.
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2. Der Cremonaplan kann nur fiir den Fall gezeichnet werden, dal3
die duBeren Krifte (Lasten und Widerstdnde) in den Knoten angreifen.
Das liegt in der Natur der Sache. Um ihn auch dann zeichnen zu
konnen, wenn die duBeren Krifte auBerhalb der Knoten angreifen, mufl
man diese auf die Knoten umrechnen, reduzieren. Dies hat so zu
geschehen, dafBl die reduzierten Krifte die gleichen Komponenten und
Momente haben wie die gegebenen #ufleren Krifte. Die Reduktion
hat ferner nur auf die beiden der Laststelle ndchst gelegenen Knoten

zu erfolgen, die auf dem belasteten Stab gelegen sind. Anzunehmen,
daB mehr als 2 Stitzpunkte in Mitleidenschaft gezogen werden, wider-
spricht dem statisch bestimmten Charakter der Losung. Von den re-
duzierten Kriften wird weiterhin angenommen, daf sie auch die gleichen
Stabkrifte, wenigstens sofern es sich um Zug oder Druck handelt,
hervorrufen, wie die gegebenen. Dies stimmt nicht genau, aber meist
mit geniigender Anniherung. Die offenkundig aufler acht gelassene
Biegung kann nachtriglich berticksichtigt werden. ‘

Wie bei der Reduktion zu verfahren ist, sei fiir die Nutzlast
gezeigt; diese wird auf die beiden Nachbarknoten IV und III des be-
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lasteten Stabes reduziert, zu welchem Zweck man Stab IIT-IV als
zweiarmigen Hebel mit festem Drehpunkt bei IV ansehen kann. In ITI
ist die aufwirts gerichtete Hebelkraft

900
6500-250‘0
Sie ersetzt die Nutzlast beziiglich Grofe und Sinn des Momentes um
den Punkt IV. Dieser selbst erhdlt sodann die Kraft

6500 - 1220 — 7720 kg

nach abwirts. Die reduzierten Krifte haben demgeméifl auch die gleiche
Komponente 7720 — 1220 = 6500, wie die Nutzlast, sind also der ge-
gebenen Last statisch dquivalent. Ebenso verfihrt man mit den an-
deren auBerhalb der Knoten angreifenden #uBeren Kriften. Das Er-
gebnis sind die ausgezogen gezeichneten Knotenpunktslasten in Abb. 89.
Die gegebenen Lasten sind gestrichelt gezeichnet.

3. Die Knotenpunkte der Fachwerksfigur werden romisch, die
Fachwerks-, Last- und Stiitzstdbe arabisch beziffert und die geschlossenen
und offenen Stabecke mit kleinen lateinischen eingekreisten Buchstaben
bezeichnet. Bei der Numerierung der Last- und Stiitzstibe wird man
zweckmifigerweise die Regel S. 134 befolgen und einen bestimmten
Umkreisungssinn einhalten.

4. Nachdem ein KriftemaBstab gew#hlt ist, wird zuerst das Kraft-
eck der dulleren Krifte aufgezeichnet. Man beginnt mit irgendeiner
duBeren Kraft und reiht — das Fachwerk in bestimmtem, an sich
willkiirlich wéhlbarem Sinn umkreisend — die #uBeren Krifte so an-
einander, wie sie bei dieser Umkreisung aufeinander folgen (P,, P, bis
P.). Abgehen von dieser Reihenfolge bedeutet einen Verstofl
gogen eine Hauptregel der Aufzeichnung des Cremonaplanes.
Man erhélt dann entweder einen falschen Krifteplan, oder aber min-
destens keinen Cremonaplan. Im Krafteck der duBeren Krifte werden
nun die Treffpunkte zweier Krifte sofort numeriert, indem man die
Regel beachtet, dal zu jedem Stabeck ein Punkt des Krifteplanes
gehort, in dem sich alle Stabrichtungen dieses Stabeckes schneiden.

Zum, Beispiel miissen sich die Stibe P,, P,, 20 des offenen Stabeckes
(a) in demjenigen Punkt des Krafteckes schneiden, wo die beiden dulleren
Krifte P, und P, zusammenstoflen. Dieser Punkt sei () genannt,
durch ihn geht gleichzeitig die Stabrichtung 20. Ebenso Stabeck (e
mit Stiben P, 19,17, 13, P,; dazu gehdort Treffpunkt () im Krafteck,
wo P, P, zusammenstoBen und wo die Richtungen 19, 17, 13 hindurch-
gehen. In der gleichen Weise werden die ,Knoten“ (a) bis (g) in das
Krafteck eingetragen und zu den in den Stabecken (a) bis (g vorkom-
menden Stabrichtungen bzw. in den Knoten (a) bis () des Krafteckes
Parallelen gezogen, die man sofort mit ihrer Nummer versehe.

Jetzt sucht man die ,Knoten“ () bis (n} im Krafteck, die zu den
geschlossenen Stabecken (a) und (n) gehdren. Der Knoten (b)) des Kraft-
eckes ist als Schnittpunkt der Stabrichtungen 8 und 9 bestimmt, durch

ihn geht die 3. Seite des Stabeckes (h), nimlich 10. Ebenso findet
man die Knoten (i) bis (n) des Krafteckes. SchlieBlich muB3 die Ver-

==1200 kg.
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bindungslinie der Krafteckknoten (m) und () parallel der Stabrichtung

18 sich ergeben, worin eine Zeichnungsprobe gelegen ist.

Damit ist die GroBe der Stabkrifte bestimmt und es fragt sich
nur noch, ob ein Stab gezogen oder gedriickt ist. Um das zu ent-
scheiden, beniitzt man den Satz, daB zu jedem Fachwerksknoten ein
geschlossenes Polygon des Krafteckes gehort, das auns den im Fach-
werksknoten zusammentreffenden Stabrichtungen besteht. Da dieses
Polygon das Gleichgewicht der an dem betreffenden Knoten angreifen-
den Krifte versinnbildlicht, so folgen die Kraftpfeile gleichsinnig auf-
einander, und zwar ist der Pfeilsinn durch den Pfeil der duBeren Kraft
bestimmt, falls eine solche am Knoten angreift. So gehort z. B. zum
Knoten VII das geschlossene Polygon 6, 7, 11, 12, 13 des Krafteckes,
wobei die Reihenfolge der Zahlen in Ubereinstimmung mit dem Sinn
der #uBeren Krifte P, und P, steht und den Pfeilsinon der am Knoten
VIII angreifenden Krifte bestimmt. Demnach sind die Stabkrifte S,
und S,; auf den Knoten VII zu gerichtet, die Stabkraft S,, dagegen
vom Knoten weg; erstere sind also Druckkrifte, letztere ist eine Zug-
kraft. Analog verfihrt man mit jeder anderen Stabkraft, die zu einem
von einer #uBeren Kraft ergrlffenen Knoten gehort. Kommt man nach
Erledigung dieser Knoten zu einem solchen, an dem, wie z. B. an V,
VI, VIII nur Stabkrifte angreifen, so sind diese entweder durch die
vorhergehenden Ermittlungen schon als Druck oder Zug bekannt, oder
es fehlt in dem Krafteck dieses Knotens nur eine Kraft, deren Sinn
dadurch bestimmt ist, daB sich das Krafteck schlieBt (z. B. S,, am

Knoten V aus dem Krafteck 17 18, 19 wo S, und S, schon vorher
ermittelt waren).

93. Anderes graphisches Verfahren, Methode der Querdurch-
schneidungen. Statt die einzelnen Knotenpunkte des Fachwerkes frei
zu machen und die graphischen Gleichgewichtsbedingungen fiir die
Knotenpunkte zur Bestimmung der unbekannten Stabkréifte zu beniitzen,
kann man auch das Fachwerk durch Schnitte wie J,J,, J,J,,... (Abb. 85
u. 88) je in zwei Teile vollstindig trennen, an den Schnittstellen -die
betreffenden Spannkrifte anbringen und aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen fiir die abgeschnittenen Fachwerksteile die unbekannten Stab-
krifte auf graphischem Wege ermitteln, wobei man sich zu erinnern
hat, daB auch fiir Krifte in derselben Ebene, die nicht durch einen
und denselben Punkt hindurchgehen, das XKriftepolygon im Gleich-
gewichtsfall sich schlieBen muB.

Sollen dementsprechend die Spannkrifte in den Stdben des Fach-
werkes (Abb. 85) festgesetzt werden, so wird man zunichst den links
vom Schnitt J,J, gelegenen, unter Einwirkung der Kriifte W, S,, S,
im Gleichgewicht befindlichen Fachwerksteil 4’'.J, J, in Betracht ziehen
und aus dem Kréftedreieck B, B, B, (Abb. 87) die Stabkrifte S, und S,
bestimmen, hierauf fir den Fachwerkstell 4'J,J,, an dem smh die
Krifte W, P, S,, S;, 8, im Gleichgewicht halten, das Kriiftepolygon
B,B,B, DEB, (Abb. 87) konstruieren und diesem Kriftepolygon die
unbekannten Krifte S, und S, entnehmen und endlich noch die Krifte
Sy und S; aus dem Kriftepolygon B, B, D EFB, fiir den Fachwerks-
teil 4’ J, J, festsetzen. Auf diese Weise ergibt sich schlieBllich ein
Krifteplan, der mit dem fiir das gleiche Fachwerk konstruierten Cre-



138 Statik. Starre Stabverbindungen. Fachwerke.

monaschen Krifteplan vollstindig tibereinstimmt. Dasselbe zeigt sich
‘bei dem Krifteplan (Abb. 88).

Was die Reihenfolge der zu fiihrenden Schnitte JJ betrifft, so ist
hier der Umstand maBgebend, daB mit Hilfe des Kréftepolygons fir
einen abgeschnittenen Fachwerksteil stets nur zwei Stabkrifte sich be-
stimmen lassen, daB man also nicht zu einem Schnitt iibergehen darf,
der einen Fachwerksteil mit mehr als zwei unbekannten Stabkriften
liefert. So hitte man z. B. bei Fachwerk (Abb. 85) nicht zuerst den
Schnitt J,J, und den Fachwerksteil 4'J;J, in Betracht ziehen diirfen,
vielmehr hitte man zur Bestimmung der drei unbekannten, am Fach-
werksteil auftretenden Stabkrifte S,, S;, S; bei Anwendung der vor-
liegenden Methode die Aufstellung des ganzen Kréfteplanes bis zu dem
betreffenden Schnitt J,J, notig gehabt. Man kann aber, wie Culmann,
der Begriinder der graphischen Statik, gezeigt hat, die Stabkrifte
S,, 8, 8; doch auch unmittelbar aus dem Gleichgewicht des Fach-
werksteiles 4'J,J, bestimmen.

94. Culmanns Methode. Die erwihnten drei Stabkrifte S,, S;, S
am Fachwerk (Abb. 90), die, wie ja auf anderem Wege schon festgesetzt
worden ist, ganz bestimmte Werte haben, bilden mit den bekannten
Kriften W und P ein Gleichgewichtssystem. Es liegt somit die Aui-

gabe vor, Krifte S zu ermitteln, die, in den vorgeschriebenen Geraden 4,
5 und 6 wirkend, den Kriften Wund P das Gleichgewicht halten. Hat
man solche Krifte gefunden, dann sind dieselben auch die gesuchten.
Demgem#B ergeben sich die Krifte S,, S;, S in folgender Weise:
Ist R die Resultante von Wund P, C (Abb. 90) der Durchschnitts-
punkt der Wirkungslinie von R mit der Stabachse 4, dann kann man
die in C angreifend gedachte Kraft R mit Hilfe des Kréftedreiecks
F,E, E, (Abb. 90, oben) zerlegen in die beiden Komponenten R, und R,
nach CIT und CIII. Nimmt man jetzt S, gleich und entgegengesetzt
R, an und, in den Stabachsen 5 und 6 wirkend, Krifte S, bzw. S,
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die in der Kraft R, das Gleichgewicht halten und aus dem Krifte-
dreieck E, E, E; sich ergeben, dann sind die so bestimmten Krifte §,,
S,, 8, die gesuchten Stabkrifte. Tatséchlich bilden ja diese Krifte
mit der Kraft B, also auch mit den Kriften W und P, ein Gleich-
gewichtssystem, wie das geschlossene Kriftepolygon E, E, E, E, zeigt.

95. Ritters Momentenmethode. Wir wollen wieder das Fachwerk
(Abb. 90) ins Auge fassen und annehmen, dafl es sich lediglich um die
Berechnung der Spannkraft S, des Stabes 5 handle.

Zur Berechnung von §; ziehen wir den durch den Schnitt J;J,
abgetrennten, unter Einwirkung der Krafte W, P, §,, S;, §, im Gleich-
gewicht befindlichen Fachwerksteil 4'J,J, (Abb. 91) in Betracht und

Abb. 91.

schreiben die Momentengleichung der genannten Krifte in Beziehung
auf den Durchschnittspunkt der zwei unbekannten, zundchst nicht zu
bestimmenden Krifte S, und §;, d. h. in Beziehung auf den Durch-
schnittspunkt O der Stabachsen 4 und 6 an, womit wir erhalten:

Sy c=W-a—+P-b.

Aus dieser Gleichung 148t sich, nachdem man die Hebelarme ¢, @, b
auf der Zeichnung abgemessen hat, die GroBe der Kraft S, berechnen.
Man kann aber gleichzeitig auch erkennen, ob der Stab 5 gezogen oder
gedriickt ist. Wie man néimlich sieht, sind die beiden Krifte W und P
bestrebt, den Fachwerksteil 4'J,.J, um den Punkt O im Sinne des Uhr-
zeigers zu drehen. Diese Drehung wird durch die Kraft §; verhindert.
8, muf} also im Gegenzeigersinn drehen und demgemiB von der Schnitt-
fliche des Stabes 5 hinweg wirken. Damit zeigt sich aber der Stab 5
auf Zug beansprucht.

Diese von A. Ritter erdachte Methode ist u. a. besonders dann
mit Vorteil zu verwenden, wenn es sich bei einem einfachen Fachwerk
nur um die Ermittlung einer einzigen Stabkraft handelt und durch
den betreffenden Stab ein Schnitt gefiihrt werden kann, der aufler
diesem Stab nicht mehr als zwei weitere Stibe trifft.
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7. Kapitel

Bewegliche Stabverbindungen.

96. Von den Sprengwerken. Soll ein Balken, der iiber eine Off-
nung gelegt ist, lediglich von den beiden ,Widerlagern“ aus unter-
stiitzt werden, so kann dies
" nach Art der Abbildungen 92

geschehen. Hier bei nennt man
die betreffenden, zur Unter-
stiittzung des Balkens dienen-
den Konstruktionen Spreng-
werke. Diese Sprengwerke
suchen, wenn sie belastet wer-
den, ihre Spannweiten 4’4" -
zu vergréfern und iiben
auf ihre Stiitzpunkte 4’ und
A" nicht blofl vertikale Auf-
lagerdrucke, sondern stets
auch einen Horizontal-
schub aus, welcher Horizon-
talschub bei nur vertikaler
Belastung des Sprengwerkes
sich fiir beide Widerlager als
gleich stark erweist. Es geht
das aus der Gleichgewichts-
bedingung fiir das ganze
Sprengwerk: Summe samt-
licher horizontalen Kréfte
Abb. 92. gleich Null, hervor.

97. Das einfache symmetrische Sprengwerk. Dasselbe besteht
aus zwei gleich langen, von gleich hoch gelegenen Stiitzpunkten A
und A” ausgehenden, sich gegeneinander stemmenden Streben 4’'C und
A" C (Abb. 93).

Nimmt man an, daB dieses Sprengwerk nur im Knotenpunkt C
belastet sei, und zwar mit P, so ergeben sich vorliegendenfalls die
Komponenten Vund H der beiden gleichen Auflagerwiderstinde W aus

P l l
2V=P; V=" =7V —; = P.-—,
3 H L=V 3 H=P A
oder auch H:V—cotga::?cotga.

Die Resultante von V und H, d. h. der Auflagerwiderstand W muf}
im vorliegenden Falle in der Richtung A'C bzw. 4”C wirken, es ist
daher die Kraft §, mit der die Streben zusammengedriickt werden:
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oder auch
S -——j~ = —cosecd .
sin o 2
Anderseits erhdlt man auch § als Komponente von P nach C4’ und
CA", weshalb sich hier die graphische Bestimmung der am Sprengwerk
in Betracht kommenden Krifte besonders einfach gestaltet (s. Abb. 94.)

Abb. 94.

Aus den Ausdriicken fiir H und S ersehen wir, daB, je kleiner «,
um so grofler die Werte von H und § sich ergeben. Fiir ¢ =0 werden
H und § unendlich groB.

Die sog. Kniehebelpresse ist nichts anderes als ein einfaches
Sprengwerk, dessen Schub den Druck auf den zu pressenden Korper
abgibt. Dieser Druck wire demnach ausgedriickt durch

£coto¢
g o«

Nehmen wir jetzt an,
das Sprengwerk sei an einer
beliebigen Stelle B mit P
belastet (Abb. 95). Auch
in diesem Falle ist statische
Bestimmtheit vorhanden,
weil die drei Gleichge-
wichtsbedingungen fiir jede
der beiden Streben aus-
reichen, die an den Stre-
ben auftretenden «unbe-
kannten Kréfte zu bestim-
men. Macht man nidmlich
die Strebe A'(C frei, so hat
man dafiir in 4" den Auf-
lagerwiderstand W’ oder Abb. 95
seine beiden Komponenten
H’ und V' anzubringen und
in C den Gegendruck T der Strebe 4”C oder dessen Komponenten H
und V. Nun sind die Gleichgewichtshedingungen fiir die Strebe 4'C:

V4 V=P, H —=H,; Pa-—-—H-h—{—V-é.

(SR

An der Strebe 4”C wirkt in C eine der obengenannten Kraft T
gleiche und direkt entgegengesetzte Kraft T und in 4” der Auflager-
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widerstand W” oder dessen Komponenten H” und V7”. Diese Kriifte
sind ebenfalls im Gleichgewicht. Man hat daher:
l

V=V"; H=H" und H]L:Vv—?:.

Aus vorstehenden sechs Gleichungen lassen sich nun die sechs un-
bekannten Krifte H', V', H, V, H’, V” in unzweideutiger Weise be-
rechnen.

Graphische Losungen findet man auf S. 70 und in 108.

Nach den obigen Angaben kénnen die Driicke in den Kimpfer-
und Scheitelgelenken der Bogentriiger Abb. 96 und 97 berechnet werden,
deren Tragkdrper aus Fachwerk oder Beton bestehen kénnen.

98. Symmetrisches Sprengwerk mit Spannriegel. 1. Ein solches
zeigt Fig. 98, wobei C;C, der sog. Spannriegel. Dasselbe sei in
den Knotenpunkten C;, und €, je mit P belastet. Aus der Sym-
metrie des ganzen folgt die Gleichheit der wegen der Gelenke

bei C, und C, nach A'C,
und A4”C, gerichteten Auflager-
widerstinde W’ bzw. W” und
daraus, sowie aus dem Gleich-
gewicht des Ganzen, aufler der
Gleichheit der Horizontalkom-
ponenten H,

2V=2P; V=P.
Desgleichen ergibt das Gleich-

) P gewicht der um (| drehbaren
Strebe 4'C,:

7 Via—H- 1,

Abb. 98. womit der Horizontalschub H

des Sprengwerks:

Yy_2p—_p.
H:—]ZV__]LP P-cotge.

Ferner findet sich die Kraft ., mit der die Streben ihrer Linge
nach zusammengedriickt werden, aus:

W' =W"=8=VV? - H? — Pcosecu.
Am Knotenpunkt €, wirken die Krifte §, P und der Gegen-
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druck 7, des Spannriegels C,C,. Diese Krifte sind im Gleichgewicht,
man hat daher - «
T,=_8cose=H=Pcotgu.

Dasselbe Resultat liefert auch das Kriftedreieck fiir den Knoten-
punkt C, (Abb. 98).
Fiir den Knotenpunkt C, ergibt sich ebenso

T,==Pcotge.

Mithin ist der Spannriegel C, C,, der in C; von der Kraft 7} und
in C, von der Kraft T, angegriffen wird, wegen T, =T, tatséichlich im
Gleichgewicht.

2. Wire jedoch das symmetrische Sprengwerk in den beiden
Knotenpunkten C, und O, nicht gleich belastet gewesen, vielmehr
in €, mit P, und in C, mit P,, so hitte sich ergeben:

T,=P,cotgee und T,= P,cotge,

es hitte sich dann der Spannriegel C,C, und damit auch das ganze .
Spannwerk nicht im Gleichgewicht befunden, das Sprengwerk hétte
sich bewegt.

Das vorliegende symmetrische Sprengwerk ist also nur in dem
Falle im Gleichgewicht, wenn es in seinen Knotenpunkten C; und C,

Abb. 99. Abb. 100.

gleiche Lasten P trigt; sollen dagegen zwei verschiedene Lasten
P, und P,, die in den durch die Abstinde a vorgeschriebenen Verti-
kalen wirken, von 4’ und A” aus gestiitzt werden mittels eines aus
drei Stiben bestehenden Sprengwerkes, so muli dieses eine andere Form
als beim vorhergehenden Belastungsfall erhalten; es kann sich hierbei
nicht mehr um ein symmetrisches Sprengwerk handeln.

3. Zur Bestimmung der neuen Gleichgewichtsform bedient man
sich am besten des graphischen Verfahrens, wie folgt:

Man setzt zunichst die beiden, in den vorgeschriebenen Vertikalen
wirkenden Lasten P, und P, (Abb. 99) mit Hilfe eines Seilecks
(0-Pol des Kriftepolygons, Abb. 100) zu der Resultanten E zusammen,
nimmt auf der Wirkungslinie der letzteren iiber 4’4", einen Punkt D
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beliebig an, verbindet diesen Punkt mit 4’ und 4”, bestimmt die Durch-
schnittspunkte C, und C, der Geraden DA’ und DA"” mit den Wirkungs-
linien der Lasten P, bzw. P,, dann gibt das Polygon 4’'C,C,4" eine
- Gleichgewichtsform des Sprengwerks an. Hitte man den Punkt D an
anderer Stelle der Wirkungslinie von R angenommen, wiirde sich eine
andere Gleichgewichtsform ergeben haben.

Zum Beweis ziehen wir in Abb. 100 B,0'| DA’ und B,0'|| 4" D,
sodann durch den Schnittpunkt O eine Parallele mit C,C,, die BB,
vorliufig in B, schneide. Nun hat man wegen der Ahnlichkeit der
Dreiecke 0,DS, und O'ByB,’, sowie DS,C, und B/'B,0', und weil
iiberdies die Resultante B von P, und P, die Strecke C,C, im Ver-
haltnis C,8,:8,C,=P,: P, teilt,

B,B/:B,/B,—=P,: P,— B,B,:B,B,.

Es fallt daher B, mit B, zusammen, infolgedessen sich das Polygon
4'C,C,A4" als ein zum Kriftepolygon ¢’ B,B, gehoriges Seilpolygon
ergibt.- Letzteres ist aber im Gleichgewicht unter Einwirkung der
Krifte W', P,, P, und W”, somit stellt das Polygon A'C,C,A4"” tat-
sichlich eine Gleichgewichtsform des Sprengwerkes dar.

99. Polygonales Sprengwerk. Wie bei den festen Stabverbin-
dungen, so ist es auch bei den beweglichen Stabverbindungen und ins-
besondere bei den Sprengwerken angezeigt, die Konstruktion so anzu-

ordnen, daf} die einzelnen Stibe
nie auf Biegung in Anspruch ge-

A A 4 A nommen W%rdgn kﬁnn]gn. Le%;z-
teres wird bei einem Spreng-
werk, das zur Unterstiitzung
gogebener Lasten zu dienen
hat, dadurch erreicht, dafl man
die Knotenpunkte des Spreng-
werks auf den vertikalen Wir-
kungslinien der gegebenen La-
sten annimmt.

Soll beispielsweise ein ho-
rizontaler, eine gegebene Be-
lastung tragender Balken durch
ein Sprengwerk in bestimmten
Punkten A4,, 4,, 4,, 4, ...
unterstiitzt werden (Abb. 101), so wird man letzteres so anordnen,
dafl seine Knotenpunkte C,, C,, C,... senkrecht unter den Punkten
A,, A,, 4, ... des Balkens liegen und demgemif mittels der vertikalen
Stitzen 4, C;, 4,C,, 4,C,... die vertikalen Drucke P,, P,, P;... auf-
nehmen koénnen, die der belastete horizontale Balken auf seine Stiitz-
punkte 4,, 4,, 4,... ausiibt.

In der Regel ist die Weite ! der vom Sprengwerk zu iiberspan-
nenden Offnung, sowie die Scheitelhohe h des Sprengwerks iiber den
Auflagerpunkten 4’ und A” gegeben, auch handelt es sich meistens um
Unterstiitzung von Lasten, die symmetrisch zu der Vertikalen durch
die Mitte der Spannweite wirken. Nehmen wir dies an, §o mul} auch
die eben erwihnte Vertikale Symmetralachse des Polygons sein, das bei

Abb. 101.
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der vorliegenden Belastung die Glelchgewmhtsform fir das Sprengwerk
anglbt In diesem Falle geniigt es, eine-der beiden Sprengwerkshalften
in Betracht zu ziehen. Wirkt dann in der vertikalen Symmetralachse
des Sprengwerks auch eine Last, so wird man, um die volle Symmetrie
der Belastung des Sprengwerks aufrechtzuerhalten, diese Last zur
Hilfte an der linksseitigen und zur Hélfte an der rechtsseitigen Spreng-
werkshilfte wirkend sich denken. Nimmt man jetzt die rechtsseitige
Sprengwerkshalfte weg, so hat man dafiir, wenn die linksseitige Spreng-
werkshilfte im Gleichgewicht bleiben soll, im Scheitel C, des Spreng-
werks einen horizontalen Gegendruck H,_ an der hnksseltlgen Sprengwerks-
hélfte anzubringen. Zur Bestimmung dieser horizontalen Kraft H,, liefert
die Momentengleichung in Beziehung auf den Punkt 4’:

P
H,- h‘—P1“'1+P2‘72+P3”3+? Y

H ::Pla’l +?2A€’2+P3a3+Pm'lE,
h

m

Nimmt man sodann auch das Widerlager des Sprengwerks bei 4’
weg, s0 hat man dieses durch den Auflagerwiderstand W’ oder dessen
Komponenten H' und V'’ zu ersetzen. Alsdann erfordert das Gleichgewicht
der linksseitigen Sprengwerkshilfte

H'—H, uwd V= 1+p2+p3+%m_

Nunmehr kénnen wir iibergehen zur Bestimmung der Gleichgewichts-
form des Sprengwerks und der Spannkrifte S der einzelnen Stébe.

Betrachten wir zunichst den untersten Stab 4’C,. An ihm wirken,
wenn man den Druck P, der Stiitze 4’4, unmittelbar durch den Wider-
stand der Unterlage aufgehoben sich denkt, in 4’ die beiden schon er-
mittelten Kra{te H' und V’, ferner in ¢, die Belastung P, und der
Druck S,, den der Stab C,C, in der Richtung C,C, auf den ihn unter-
stiitzenden Stab A’C, ausiibt. Unter Einwirkung dieser Kriifte befindet
sich der Stab A'C‘1 im Gleichgewicht, es mufl daher, wenn z die Hohe
des Knotenpunktes C, iiber der Horizontalen durch A4’,

V'-a,=H'-z, sein.

Daraus 148t sich zl, berechnen und damit die Lage des Knoten-
punktes C; angeben. Man erhilt aber auch die Kraft S,, die den Stab.
4’'C, zusammendriickt, aus

S, =W —=VH |77

Forner hat man, wenn H, und ¥V, Horizontal- und Vertikalkom-
ponenten von S, bezeichnen,

=P, +V,; H=H; 8,=VH?+7V’.

In gleicher Weise behandeln wir den Stab C,(C,. An seinem unteren
Ende wirkt die nunmehr bekannte Horizontalkraft H, nach rechts und
die Vertikalkraft ¥, nach oben, ferner in C, die Last P, vertikal ab-
wirts und ebenso die Vertlkalkomponenhe V des Druckes S;, den der
Stab C,C, in der Richtung C,C, auf den Stab C, C, ausiibt, sowie nach
links die Horizontalkomponente H, von §;. Das Gleichgewicht des

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 10
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Stabes C,C, ergibt alsdann, wenn z, die Hohe des Punktes C, iber
der Horizontalen durch C,

Vy(ay —a,))=H, 2,

woraus z, und damit auch die Hohenlage des Knotenpunktes C, sich
bestimmt. Des weiteren hat man:

V,=P,+V,; Hy,—H,; S,=VH’ 7V’

So lassen sich denn der Reihe nach nicht bloB die Lagen der
Knotenpunkte des Sprengwerks, sondern auch die Spannkrifte sémtlicher
Stibe des letzteren berechnen.

Noch rascher fiihrt das graphische Verfahren zum Ziel.

Um den Horizontalschub H, ==H’ des Sprengwerks zu erhalten,
setzen wir zundchst mittels eines Seilecks die Wirkungslinie der
Resultanten R der Krifte P,, P,, P,, P, /2 fest (Abb. 102), wobei wir
den Pol O des Klaftepolygons auf der Homzontalen durch den Anfangs-
punkt B, der ,Kraftvertikalen“ Bj B, annehmen. Da nun die Krifte

Abb. 102.

W', H, und R an der hnksseltlgen Sprengwerkshilfte im Glelchgewmht
sind und sich demgemifB in einem Punkte schneiden miissen, so kann
der gemeinschaftliche Punkt der drei Krifte nur der Durchschnittspunkt
D der Horizontalen durch den Knotenpunkt C,, mit der Wirkungslinie
von R sein. Verbindet man daher 4’ mit D, so gibt 4’D die Wirkungs-
linie von W’ an. Zieht man hierauf im Kréftepolygon durch den unteren
Endpunkt B, der Kraftvertikalen eine Parallele mit .4’ D, die die Hori-
zontale durch B, in O trifft, so ist W’ durch B, 0’ und H, durch O/ B,
angegeben.

Was di¢ Kraft S, betrifft, die den Stab C, C, seiner Linge nach
zusammendriickt, so 1st diese die Resultante von P 2 und H_, also
nach Grofe und Rlchtung durch den Strahl 0'B, dargeste]lt Zieht
man daher durch C,, eine Parallele C, C; mit 0 B,, dann bestimmt diese
die Lage. des Knotenpunktes C,. Be(rachtet man jetzt den Stab C,C,,
so wirken an demselben in C, die beiden Krifte S, und P, dle AT
sammengesetzt die Kraft S, hefern durch die der Stab C, C, zusammen-
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gedriickt wird. Mithin gibt der Strahl 0'B, des Kriftepolygons die
Kraft S; nach GroBe und Richtung an und eine Parallele mit diesem
Strahl durch den Knotenpunkt C, die richtige Lage der Polygonseite
C,; C, und des Knotenpunktes C,. In dieser Weise féhrt man fort. Hier-
durch erhdlt man schlieBlich die Gleichgewichtsform des Sprengwerks
durch ein Seileck angegeben, bei dem die Poldistanz im Kréfte-
polygon gleich dem Horizontalschub H,,— H’ des Sprengwerks ist.

100. Ein spezieller Belastungsfall des Sprengwerkes. Nicht selten
kommt es vor, dal ein Sprengwerk in der Weise der Abb. 103 eine in
horizontalem Sinn gleichférmig verteilte Belastung zu tragen hat. In
diesem Falle miissen,
wenn das Sprengwerk l
sich im Gleichgewicht 4| A4, A4, A, A4,

befinden soll, die Kno-

tenpunkte desselben auf BY Z{ By ¢ ﬁﬁ%ﬁi(f 2 5 5

einer Parabel mit ver- x A \ .

tikaler, durch die Mitte :__Q;;/a,‘; | N

der Spannweite gehen- 7| (¥ 7, 71,1 «

der Achse liegen. / i : \ 7

. . U | \

Zum Beweis hier- -4 ¥ 5 _~___{L_ ______%___ﬁ____ b

fiir ziehen wir dasGleich- 777 &’

gewicht eines vom Wi- [
derlager A’ aus bis \

zu einem beliebigen Abb. 103.

Knotenpunkt sich er-

streckenden Sprengwerksteiles in Betracht, z. B. des Sprengwerksteiles
A'C,, und schreiben die Momentengleichung fiir die an demselben wir-
kenden Krifte in Beziehung auf den Knotenpunkt C, an. Diese Mo-
mentengleichung lautet:

V' @y =Py, + Py (v — ;) + H -y,

Da aber anderseits auch der horizontale, gleichmifiig mit ¢ pro
Lingeneinheit belastete, in den Punkten 4, 4,, 4, ... unterstiitate
und in diesen Punkten unterbrochen angenommene Balken 4,4, 4, ...
im Gleichgewicht sich befindet und demgemil

Pyx, -+ P, (‘Tz'xl):(!x-z' >

ol 8

]
qr,?

' 2 1 g
so hat man V', = ﬂ:);_j_H Yy

oder allgemein, wenn x und y die Koordinaten eines beliebigen Knoten-
punktes bezeichnen:

V’x:gg + H -y.
Ist nun ! die Spannweite und % die Scheitelhthe des Sprengwerks,
so ‘ergibt sich zunichst:

2
qx
2

l l
V':%- und damit %x: -+ H'y

10*
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l
oder H’y:—qg€ (I—=), woraus mit v=- und y=h:
) ¢ 4P
H ch= = H _—
h 8 8h
? 4
und Zﬁy:%(l—x), y:l—fx(l—x).

Dies die Gleichung einer Parabel mit vertikaler, durch die Mitte
der Spannweite ! hindurchgehender Achse.

101. Von den Hingwerken. Hat man die Gleichgewichtsform eines
Sprengwerkes bestimmt, die einem gegebenen Lastsystem entspricht, so
bleibt die betreffende Stabverbindung auch im Gleichgewicht, wenn man
den Knotenpunktsbelastungen die entgegengesetzte Richtung gibt, nur

sind dann die Stidbe nicht
mehr zusammengedriickt,
sondern gezogen. Eine
derartiz =~ beanspruchte
Stabverbindung  nennt
_ man, wenn man die Kno-
tenpunktsbelastungen
wieder vertikal abwirts
gerichtet annimmt, ein
- Hingwerk. Die Theorie
der Hangwerke entspricht
genau derjenigen der
Abb. 104 und 105. Sprengwerke. Demgemaf
ergibt sich auch, daB in
dem Fall, in dem eine Kette wie in Abb. 105 zum Tragen einer in horizon-
talem Sinne gleichformig verteilten Belastung dient, bei Vernachlissigung
des Eigengewichtes der Kette und der Héngstangen, die Knotenpunkte
der Kette wie beim entsprechenden Sprengwerk (Abb. 104) auf einer
Parabel von vertikaler, durch die Mitte der Spannweite gehender Achse
liegen miissen, wenn die Kette sich im Gleichgewicht befinden soll.
Eine Anordnung wie in Abb. 105 zeigt aber eine Kettenbriicke in
ihrer einfachsten Gestalt.

8. Kapitel. (§ 15.)
Seilartige Korper.

102. Ideales und wirkliches Seil. Seile, Riemen, Stahlbinder,
Drihte u. a. dienen zur Ubertragung von Zugkriften und von Be-
wegungen, auch zum Bremsen und Festhalten von Lasten. Sieht man
von der Steifigkeit der Seile gegen Biegung und von der Elastizitdt
des Seiles gegen Zug ab, so gelangt man zu der Abstraktion des voll-
kommen biegsamen, ausdehnungslosen Fadens, der, ohne irgend-
einen Biegungswiderstand zu duBlern, urh die kleinste Rolle geschlungen
werden konnte und auch unter grofter Zugbelastung sich nicht ver-
lingern wiirde. Dieser ideale Faden wire eine besondere Art des
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starren Korpers. In vielen Féllen geniigt es, einen seilartigen Korper
als nicht dehnbar und vollig biegsam anzusehen; keineswegs aber immer.
Hat man ein Seil um eine Rolle zu schlingen, so darf man diese nicht
zu klein machen, vollends nicht, wenn das Seil tiber die Rolle laufen
soll; das starke Seil einer Drahtseilbahn darf man an den Auflagestellen
keinen scharfen Knick -bilden lassen; bei schnell laufenden Riemen darf
man nicht von der Elastizitit des Fadens absehen, wenn man die an
solchen Riemen beobacliteten Erscheinungen erkliren will. Eine auf der
Annahme des starren Korpers beruhende Berechnung wiirde in ihren
Ergebnissen nicht im Einklang mit der Wirklichkeit stehen.

Noch eine Folgerung aus der Hypothese des starren Seiles sei her-
vorgehoben. Ist ein solches ideales Seil iiber eine Rolle oder Scheibe
gelegt, so kann man wegen der Reibung an einem Seilende stérker ziehen
als am andern, ohne dafl das Seil auf der Scheibe gleitet. Bei Steige-
rung der einen Zugkraft wird schliefflich die Gleitgrenze erreicht und '
zwar fiir alle Stellen des Seiles gleichzeitig; ebenso gleiten, wenn einmal
die Gleitgrenze iiberschritten ist, alle Punkte des Seiles mit gleicher
Geschwindigkeit. Bei einem elastischen Seil trifft beides nicht zu; nicht
alle die Seilscheibe beriihrenden Teile des Seiles kommen gleichzeitig
an die Gleitgrenze, auf einem gewissen Stiick des Umschlingungsbogens
kann die Gleitgrenze iberschritten sein, also Bewegungsreibung vor-
handen sein, wéhrend ein anderes Stiick noch nicht gleitet. Der ideale
Riemen lduft sodann iiberall mit gleicher Geschwindigkeit, der tat-
sichliche Riemen nicht, vgl. Abb. 124, aus der auch die Gleitgeschwin-
digkeit des Riemens gegeniiber der Scheibe entnommen werden kann.

Es ist demnach die Hypothese des ausdehnungslosen, absolut bieg-
samen Seiles keineswegs immer geeignet, die tatséichlichen Verhiltnisse
mit befriedigender Genauigkeit wiederzugeben.

Wir betrachten jetzt solche Fille, wo die Hypothese des vollkommen
biegsamen ausdehnungslosen Fadens mit hinreichender Annidherung zu-
lassig sein wird. Das Eigengewicht des Seiles werden wir je nach Be-
darf beriicksichtigen oder aufBler acht lassen.

103. Seilsteifigkeit. Ein vollkommen biegsames Seil wiirde sich
gemdf Abb. 106a und b um eine Rolle legen. Tatséchlich. hat aber ein
Seil eine gewisse Steifigkeit. Wird die Last @ durch die Kraft P
in die Hohe gezogen, so mufl das mit der Last @ emporsteigende Seil-
stiick sich beim Aufwinden auf die Rolle kriimmen, das von der Rolle
ablaufende Seilstiick hat sich anderseits wieder gerade zu - strecken.
Hierbei geht aber der Kriimmungshalbmesser des Seiles nicht plotzlich
von einem unendlich groBen Wert in den endlichen Wert a iiber und
ebensowenig von dem Wert a in einen unendlich groBen Wert, vielmehr
erfolgt der Ubergang stetig. Die beiden Seilmitten stehen beim wirk-
lichen Seil weiter voneinander ab als bei dem idealen. Aber im Ruhe-
zustand wire die Seilform auf der Kraft- und auf der Lastseite immer
noch gleich. Ein kleiner Unterschied kénnte wegen der Zapfenreibung
entstehen, weil man die Kraft, ohne den Gleichgewichtszustand zu stiren,
etwas steigern kann; damit wiirde die Krimmung des Seiles auf der
Kraftseite ein wenig kleiner, auch der Hebelarm der Kraft, aber nur
unerheblich. In dem gleichen Sinne wirkt aber ein stirkerer Einfluf,
die unvollkommene Biegungselastizitit und die Reibung zwischen
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den einzelnen Drihten des Seiles. Biegt man ndmlich ein Drahtseil
nach dem Radius der Rolle und gibt es dann frei, so nimmt es nach
der Entlastung seine urspriingliche gerade Form nicht genau wieder
an, es bleibt eine gewisse Verbiegung zuriick, die sich wohl im Lauf
der Zeit noch weiter zuriickbildet, eine Folge kleiner Bewegungen, die
im Innern der Drihte wihrend der Forménderung vor sich gehen und
bei der Ausbildung und Riick-
bildung der Forménderung von
innerer Reibung begleitet sind,
wobei andauernd Arbeit aufge-
zehrt wird. Zur Ausbildung und
Riickbildung bleibender Form-
dnderung wird iberdies auch
Zeit gebraucht. Gleiches gilt
von den gegenseitigen Bewe-
gungen der Drihte wihrend der
Seilbiegung. Aus diesem Grunde
wird das Seil, wenn es in Rich-
tung der Kraft lauft, sich an
der Auflaufstelle striuben, so-
fort die Kriimmung der Rolle
Abb. 106 a. Abb. 106 b. anzunehmen, die Last bekommt
wihrend der Bewegung des Seiles
einen groBeren Hebelarm als wihrend der Ruhe (a, >>a). Das Ent-
gegengesetzte tritt auf der Kraftseite ein, wo das Seil die Kriimmung
der Rolle beizubehalten strebt. Hier wird der Hebelarm der Kraft
wihrend der Bewegung kleiner als er wihrend der Ruhe war (a, < a).
Sieht man von der Zapfenreibung vorerst ab, so fordert das Gleich-
gewicht (Abb. 106b)

P-a,=Q-a,
, ‘%o (1L
oder P _aIQmQ <1+n>,

unter ¢ den Halbmesser der Rolle und unter & eine GroBe vorstanden,
die mit wachsendem Seildurchmesser zunimmt.

In dieser Form pflegt man den Einflul der Seilsteifigkeit aus-
zudriicken und & als eine von Belastung - und Geschwindigkeit unab-
héngige Konstante anzusehen. Das widerspricht der obigen Auffassung.
die ein Wachsen von & mit der Geschwindigkeit erwarten 1486, und
bedarf weiterer Klirung durch das Experiment.

Auch ist die Bezeichnung Seilsteifigkeit fiir den erérterten
Widerstand nicht gliicklich. Er riihrt her von der inneren Reibung in
den Drahben, falls in diesen beim Biegen und Wiedergeradestrecken
bleibende Forménderungen stattfinden, und von der &uBeren Reibung
zwischen den Drihten (innerer und &duBerer Biegungswiderstand).

Man kommt zum gleichen Ergebnis, wenn man von einem absolut
biegsamen Seil ausgeht, und zur Beriicksichtigung der sog. Seilsteifig-
keit den Hebelarm der Last um &, den sog. Hebelarm der Seil-
steifigkeit, vergroBert.

Beriicksichtigt man noch die Zapfenreibung (auch die von Zufillig-
keiten abhingige Seitenreibung der Rolle wirkt mit) und setzt dabei
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fir P’ 4 @ angenihert 2@, so lautet die Momentengleichung um die
Rollenachse (Zapfenhalbmesser )

P'.aSQ.a+M'.2.Q.T+Q.§,
P'=<1—}—2,u’£-—]—§a>-Q, e e e ... (BY)
wofiir man zusammenfassend schreiben kann

P=(g. .. ..... ... (513

Hierbei stellt { eine Widerstandsziffer dar, die bei Hanfseilen
je nach der Seilstirke 1,05 bis 1,17, bei Ketten 1,04 bis 1,05 gesetzt
zu werden pflegt, vorausgesetzt, dafl die Rollendurchmesser geniigend
grofl gemacht sind.

Soll der untere Grenzwert von P, nimlich P”, fiir Lastsenken an-
gegeben werden, so tritt @ als Kraft und P” als Last auf, und man
hat, wenn man Gl (5la) auch in diesem Fall als giiltig annimmt,

Q=P".-f oder P”:%— .
An der Gleitgrenze ist bei der Ausrechnung der P’

Haftreibungsziffer u, der Ruhe, und wéhrend der
Bewegung die Reibungsziffer ' der Bewegung zu
beniitzen; indes ist es {iblich, in beiden Fiallen fiir
den gleichen Wert anzunehmen. Letzterer Gebrauch
bedarf experimenteller Priifung.

Bei einer losen Rolle findet man ebenso an
der Gleichgewichtsgrenze fiir Lastheben, wenn §
die Spannkraft des Seiles an seinem befestigten Ende
bedeutet (Abb. 107),

PP=S8-{ und P +8=@Q, ' n
P ¢ 52) ¢
woraus ——Q(l_:_c) oo ( / Abb. 107.

Beim Lastsenken hat man dagegen
§=P’.{ und P"}8=¢Q,
” Q

woraus Pleo— . . . . . ... . (b2a
i+ o22)
Man hat auch hier, um aus dem Wert von P’ denjenigen von P”
zu erhalten, in dem Ausdruck fiir P” an Stelle von { den reziproken

1
Wert 'C zu setzen.

104. Flaschenziige.

a) Gewdhnlicher Flaschenzug. Das Prinzip desselben geht
aus Abb. 108 hervor. In Wirklichkeit sitzen die festen und die losen
Rollen je auf einer Achse, wodurch der ubliche gedringte Zusammen-
bau entsteht.
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Das Seil ist an der Flasche der festen Rolle befestigt und liuft
von einer festen Rolle ab; es sind dann gleich viel feste und lose
Rollen vorhanden. (Beziiglich anderer Anordnungen s. u.)

Es soll die Beziehung zwischen der Kraft P’ und der Last @ an
der Gleichgewichtsgrenze fiir Lastheben angegeben werden.

Bei fehlender Zapfenreibung und Seilsteifigkeit wiren die Sellzuge
8, 8,...8, in den Seilstiicken, die zwischen den festen und losen Rollen
sich beﬁnden, gleich groB, da die Spannkraft sich beim Umlegen des
Seiles um eine Rolle nicht #ndert.

Bei n losen Rollen und der geschilderten Anordnung wird die Last @
von 2n unter sich gleichen Seilziigen § getragen, es ist also, da iiber-
dies die konstante Spannkraft im Seil §= P, ist:

P,=38; 210-8=Q; daher POZ‘Q%- . . (83)

.P’

R

Abb. 108.

Mit Beriicksichtigung der Zapfenreibung und Seilsteifigkeit ist da-
gegen nach Gl (51a)

P,=§'S1; S].::CSQ, S‘_’,:CS3' S‘.?n:g"g"n'“l’
d. h.
P S, P P P
S =" S, =2="_ 8=x...8,,=—.
e NS Topee

Denkt man sich die Seile iiber den losen Rollen durchschnitten
und die Seilziige S, 8, ... an den Schnittstellen angebracht, so folgt
aus dem Glewhgewwht des abgetrennten Teiles:

Q=8+ 8,48t . 8= P [T+ Lb bt )

P P é‘gu
2n—1 A
59"( +Z—T_£ + g ) 2:2" r—1 -2
daher lautet die Beziehung zwischen P’ und @ bei # losen und % festen
Rollen, die nach Abb. 108 angeordnet sind, an der Gleichgewichtsgrenze
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des Lasthebens

P’:Cz’;ff:ll)Qz ‘:“11 Q. . . .. (539
1)

An der Gleichgewichtsgrenze des Lastsenkens ergibe sich nach der
SchluBbemerkung in 103
o
¢

P :T:CEHQ e e e e e e e (Ogb)

Diese Ausdriicke gehen bei fehlenden Widersténden, d. h. mit
.L=1 in die obige Gleichung P — 2% iiber, wie der Studierende selbst

nachweisen kann, indem er den wahren Wert des unbestimmten
Bruches § mit Hilfe der Differentialrechnung ermitels.

Die Flaschenziige sind nicht immer nach Abb. 108 angeordnet; man
vergleiche hierzu die Werke iiber Hebezeuge, z. B.” Ernst.

An einem Flaschenzug mit n— 3 Rollen (ungeschmierte Achsen)
und quadratisch geflochtenem Hanfseil von 5,5 mm Stirke ergab sich

P ’ Ll

¢
Abb. 109. Abb. 110.

{=1,2-1,25 (seitliche Reibung an den Rollen). Der Wert ist als
hoch anzusehen. Infolgedessen findet man fiir die einzelnen Anord-
nungen verschiedene Beziehungen zwischen P und @.

b) Potentialrollenzug. Das Prinzip desselben zeigt Abb. 109.
Bei demselben hat man:

s
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ebenso S, = 8, o e Sz_f
+ z a
und schlieBlich P=(8,.
Damit wird:
P’ =*ﬂ— und bei nlosen Rollen P'— 9

i (+3)"

1-+-— 1=

s T

welcher Ausdruck fiir P’ bei Vernachlidssigung von Zapfenreibung und
Seilsteifigkeit, also mit { =1, iibergeht in:

PI___Q

c¢) Differentialflaschenzug (Abb. 110, S. 153). Bei diesem sind
die beiden oberen Rollen von den Halbmessern r, und », fest mitein-
ander verbunden, so dafBl sie sich nur zusammen um die gemeinschaft-
liche Achse C' drehen konnen. Eine endlose Kette ist nach Abb. 110
iiber die losen und die festen Rollen gefiihrt.

Nimmt' man vorliegendenfalles den Wert von { ndherungsweise
fiir simtliche Rollen gleich an, so erhdlt man zur Bestimmung der
treibenden Kraft P’ an der Gleichgewichtsgrenze fiir Lastheben, wenn
diese Kraft im Punkte 4 der Kette abwirts zieht, die Gleichung

Por,+8,ry=20-8;r,.
Anderseits hat man aber

8,=¢(-8, und 8,+8,=@, woraus ng——@— und Slzcg—

1 14-¢
Damit wird dann
o=
Py 1 +”E Ve = Iji_*é: ry oder P —- »1._%*:1*@ .

An der - Gleichgewichtsgrenze {fiir Lastsenken erhielte man den
Wert P” der Kraft P dadurch, daB man in dem oben fur P’ gefun-

denen Ausdruck an Stelle von [ den reziproken Wert E setzte. Dem-
gemil wiirde ¢
P/l: . _,;,,v <17 . ’V'?> Q
142\ /7

Hétte man nun %:—;j, zeigte sich P"=0.
1
Soll daher bei der wegen der Differenz in der Klammer als Dif-
ferentialflaschenzug bezeichneten Hebevorrichtung die Last @, auch
wenn die Kraft P zu wirken aufgehort hat, nicht herabsinken, sondern
in Ruhe bleiben, soll also der Flaschenzug die Eigenschaft der Selbst-
hemmung haben, so muB} sein

r

0

W
gl

Ty
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Bei Vernachlissigung von Zapfenreibung und Kettensteifigkeit ist
{=1 und

— 2 s
P,—P —=P'= 5 (1 Tl)Q.
Bei einem Differentialflaschenzug fiir 200 kg mit Ketten ergab
sich {=1,2 bei 50 kg Belastung.

105. Seileck als Gleichgewichtsform eines belasteten Seiles.
Wir suchen die Form, die das Tragseil einer Drahtseilbahn annimmt,
wenn ein Wagen oder deren mehrere das Seil belasten; auch das Eigen-
gewicht des Seiles kann zu den Lasten gehéren; das Seil hat eine be-
stimmte Lénge und ist an zwei gegebenen Punkten befestigh. Von der
Seilsteifigkeit und der Elastizitit des Seiles werde abgesehen.

Um diese und é#hnliche Aufgaben lésen zu konnen, besprechen
wir zunéchst einen einfachen Fall (Abb. 111).

Ein vollkommen biegsames Seil C,C,...C,41 ist von den nach
Grofie und Rlchtung gegebenen Kriften P P .. P, (Kriftesystem der P)
ergriffen und in C; und C,.;; befestigt oder von Reaktionskriften fest-
gehalten. Es’ s1nd die Bedingungen fiir das Gleichgewicht des Seiles
gesucht.

Setzt man den Fall, die Reaktionskraft S, in C, sei nach GrofBe
und Richtung gegeben, dann mufl die Augkraft S, im ersten Seilstiick
der Kraft S, gleich und entgegengesetzt sein, Well mit Hilfe eines
Seiles in C, auf ande-
rem Wege kein Gleichge-
wicht herbeigefiihrt wer-
den konnte. Man hat
also das Seilstiick C,C,
in G, in der der Kraft S,
entgegengesetzten Rich-
tung abzutragen und er-
hilt so die richtige Lage
dieses Seilstiickes. Denkt -
man sich hierauf. den
Knotenpunkt C; als An-
grifispunkt von §; und
ferner S, mit der" gege-
benen Last P zu einer Resultanten E, zusammengesetzt, so mull R,
wenn keine Drehung des folgenden Seilstiickes C,C, um C, eintreten
soll, die Richtung dieses .Seilstiickes sein; dieses Stick muB also in
der der Kraft R, entgegengesetzten Richtung abgetragen werden. In
gleicher Weise werden dio tubrigen Seilstiicke angefiigt und nehmen
dann ihre richtige Lage ein.

Wir gewahren bei der Austithrung, dafl §, die Resultante der voraus-
gegangenen Last P, und der Reaktion S, ist, ebenso §; die Resultante
aus S, P, P,, usf. Bezughch des letzten Seilstiickes Cn,C,,_H bemerken
wlr, daB es in C,,., angegriffen ist von der Reaktionskraft §, und
in C, von der Resultanten R, aus der Spannkraft S, _; des vorher-
gehenden Seilstiickes und aus der Last P, des Knotenpunktes C, oder,
was dasselbe ist, aus der Resultanten R, von Sy P, P,...P,. Soll nun

Abb. 111.
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auch das letzte Seilstiick im Gleichgewicht sein, so mufl die Reaktions-
kraft S, gleich und entgegengesetzt der Resultanten R, sein, also im
Fall der Abb. 111 P, gleich und entgegengesetzt zu R,.

DemgemiB 1iBt sich die Gleichgewichtsform des Seiles, sowie die
Spannkraft eines jeden Seilstiickes mit Hilfe eines Kriftepolygones
zeichnen, in dem das gegebene Kriiftesystem P, P,...P, und die Re-
aktion S, nach GroBe und Richtung gegeben ist und die Reaktion S,
schlieBlich nach GroBe und Richtung mitbhestimmt wird. Mit Hilfe
dieses Kriftepolygones kann die Gleichgewichtsform des gegebenen
Seiles ohne weiteres konstruiert werden, da dessen Seiten nunmehr be-
kannte Richtung und vorgeschriebene Ldnge haben.

Wie das Vorausgehende zeigt, ist die Gleichgewichtsform eines
Seiles, das in bestimmten Punkten gegebene Lasten trigt und eine
gegebene Linge hat, eindeutig bestimmt, wenn eine Seilkraft, also
etwa diejenige an einem Seilende bekannt ist. Ist nun das Seil in
zwei gegebenen Punkten befestigt — so z. B. bei einer Seilbahn —, so
sind die Seilziige an beiden Enden unbekannte Reaktionen, es kann
also nicht ohne weiteres wie oben vorgegangen werden. Man kann je-
doch die Losung auf graphischem Wege durch mehrfaches Probieren
suchen, wie folgt: '

Man sieht die gesuchte Seilkurve als ein aus geraden Stiicken be-
stehendes Seileck an. Man wihlt demgemdB auf dem Seil eine — nicht
zu groBe — Anzahl von Punkten, unter ihnen jedenfalls die Angriffs-
punkte der Einzellasten. Die Gewichte der zwischen zwei Punkten
befindlichen Seilstiicke verteilt man auf diese Punkte und sucht die
Raddriicke des Seilbahnwagens gegen das Tragseil so gut als moglich
abzuschitzen. Eigengewichte und Raddriicke bilden das gegebene Last-
system, dessen Kriftezug jetzt gezeichnet wird. Man nimmt nun die
Richtungen der Seilreaktionen an den Aufhéngepunkten nach Gutdiinken
an, was man so gut als moglich zu schétzen sucht. Durch die so an-
genommenen Richtungen der duBersten Seilziige S, und 8, ist auch der
Pol des Kriftepolygons festgelegt und man zeichnet, an einem Auf-
hangepunkt beginnend, die zu den bisher gemachten Annahmen ge-
hérende Gleichgewichtsform' des Seiles, indem- man wie oben angegeben
verfahrt. Der beim Zeichnen gefundene Endpunkt des Seiles wird nun
im allgemeinen nicht mit dem zweiten Aufhingepunkt zusammenfallen,
weil man die richtigen Richtungen der Reaktionen aufs erstemal kaum
erraten haben wird. Jetzt hat man die Lage des Poles so lange zu
dndern, bis der Endpunkt des Seiles in den gegebenen Aufhiéngepunkt
hineinféllt. Man wird bald finden, ob man zu diesem Zweck den Pol
nach oben oder nach unten, nach rechts oder nach links hin zu ver-
schieben hat. Maoglicherweise hat man auch die vorher angenommene
Richtung der Raddriicke zu berichtigen.

Eine einfachere Aufgabe liegt vor, wenn das gegebene Krifte-
system nicht bloB nach GroBe und Richtung, sondern auch hinsicht-
lich seiner Lage unverénderlich ist, und wenn man die Aufgabe stellt,
die zu diesem Kriftesystem gehorigen Seilpolygone zu konstruieren.
Dic Seilpolygonseiten haben in diesem Fall keine ‘vorgeschriebene
Lénge mehr wie bei der vorigen Aufgabe.

Die Zahl der Seilpolygone, die zu einem gegebenen ebenen Krifte-
system gehdren, ist co®; denn man kann den Pol des Kriftepolygones oc?
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viele Lagen geben, und den Punkt, in dem die Konstruktion des Seil-
polygones begonnen wird, auf der Kraftrichtung P, an unendlich vielen
Stellen annehmen. Culmann hat eine wichtige geometrische Beziehung
zwischen all diesen Seil- und Kriftepolygonen bemerkt, die im néchsten
Abschnitt erortert wird.

106. Anderung des Seilpolygones mit der Lage des Poles des
Kriiftepolygones. Polachse und Culmannsche Gerade. In Abb. 112
ist 4, 4,...4, ein zum Pol O und 4, 4,'...4,’ ein zum Pol 0 gehdriges

Seilpolygon des Kriftesystems der P. Die beiden zugehorigen Krifte-
polygone zeigt Abb. 112 rechts. Mit Benutzung der Bezeichnungen in

Abb. 112.

Abb. 112 kann man sagen, es seien die Krafte S, S, und die Resul-
tante R des gegebenen Kriftesystemes im Gleichgewicht also vektoriell
geschrieben

e, -8, —%
ebenso 8,/ +8,/'=%R
also 8 +8, =e,/+¢,
oder g, —€,/=8,/—¢,.

Man kann nun die Verbindungsstrecke O der beiden Pole
ebenfalls als eine Kraft von bestimmter Gréfie und Richtung ansehen,
es ist dann '

8, —6, =6, —8&,=00.

Statt dessen kann man auch sagen, es sei die Hilfskraft OO’ im Gleich-
gewicht mit &, und — & oder es sei 00 im Gleichgewicht mit 8,/
und — &,, das heiBit gleichzeitig, die drei Krifte &,, — @&, und 00
gehen durch einen Punkt der starr gedachten Ebene des Krifte-
systemes der P.

Nun kennt man diesen Punkt als den Schnittpunkt A4, der
Wirkungslinie von €, und — &; damit ist auch die Lage der Hilfs-
kraft 00’ auf einer durch A, gehenden Parallelen 4, B, zu 00 be-
stimmt. Anderseits sind auch die Krifte 00, &; und — &," im Gleich-
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gewicht, schneiden sich daher ebenfalls in einem Punkt. Dieser ist der
Schnittpunkt von &, und &,” und muB auf der durch 4, gehenden

Wirkungslinie der Hilfskraft 00’ liegen, es ist der Punkt B,.

Entfernt man P,, so ergibt sich analog fiir das ubrlggebhebene
Sysbem der P, daB smh auch &, und &, in einem Punkt B der zu

00" parallelen Geraden 4, B, schnelden, d. h. die Schnittpunkte zweier

entsprechender Seiten beider Seilecke liegen auf einer zu O ¢’ parallelen
Geraden, der sog. Culmannschen Geraden oder Polarachse, der
gegeniiber man die Verbindungsgerade der Pole die Polachse nennt.

Wihlt man den Pol O an einer anderen Stelle derselben Pol-

achse 00’ und konstruiert das wiederum durch 4, gehende zugehorige
Seileck, so gehen die neuen Seileckseiten wieder durch die vorerwihnten
Punkte 4, B, B, B, der Culmannschen Geraden und es gilt der Satz:

Bewegt sich fiir ein gegebenes Kriftesystem der P der
Pol 0 desKraftecks auf einer Geraden, der Polachse, so dreht
sich jede Seite des Seilecks um einen festen Punkt; diese
festen Punkte A, B, B, B, liegen auf einer zur Polachse paral-
lelen Geraden, der Polarachse oder Culmannschen Geraden.

107. Hilfskonstruktionen. I. Ableitung eines weiteren Seil-
polygones zu einein gegebenen mit Hilfe der Culmannschen
Geraden. Ist 4, 4, 4,...in Abb. 112 das gegebene Seileck und O P, P, P,
das zugehorige Krafteck mit Pol O, so bringe man die Seiten des Seil-
ecks zum Schnitt mit einer beliebigen durch 4, gehenden (Culmannschen)
Geraden in den Punkten A, B, B;... Ziehe durch 4, in beliebiger
Richtung die Seite A4, B des neuen Seilecks, so ergibt die Verbindungs-
gerade von B, mit 4 dessen zweite Seite A4,’ 4,); diejenige von B,
mit 4, die dritte Selte A4, ust.

Da sich die ins Kraftock itbertragenen Richtungen der neuen Seil-
strahlen in einem Punkt O schneiden, so kann man, indem man diese

Konstruktion ausfiihrt, auch den zum neuen Seileck gehorigen Pol 0O
finden.

Die Polachse 00’ muB sich parallel der Culmannschen Geraden
ergeben.

II. Konstruktion eines Seilecks, das durch zwei vorge-
schriebene Punkte U und 7 geht. Gegeben ist das Kriftesystem
P, P,... in Abb. 112 und die Punkte U und V. Zeichne das Krafteck
der P mit einem beliebig gewihlten O und hierauf das durch den
einen der vorgeschriebenen Punkte U gehende zugehorige Seileck. Ziehe
durch U eine beliebige (Culmannsche) Gerade und bestimme deren
Schnittpunkte B, B, ... mit den verlingerten Seileckseiten; der duBlerste
sei B,. Soll nun die letzte Seileckseite durch den anderen vor-
geschriebenen Punkt V gehen, so verbinde man V mit B,, womit die
gewiinschte Seite erhalten ist. Die anderen erhdlt man durch An-
wendung der unter I beschriebenen Konstruktion und wei, weil man
dabei eine durch U gehende Culmannsche Gerade benutzt, daB der
konstruierte Seilzug auch durch U geht, womit die Aufgabe geldst ist.
Den Pol O’ des durch U und ¥V gehenden Seilecks findet man im Kraft-
eck als Schnittpunkt zweier gehorig ins Krafteck iibertragener Seil-
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strahlen dieses Seilecks. Die Aufgabe 1iBt offenbar unendlich viele
Losungen zu, da die Richtung der benutzten Culmannschen Geraden
willkiirlich angenommen war,

Auch hitte man nach Belieben eine andere Seileckseite durch den
vorgeschriebenen Punkt V fithren kénnen.

III. Culmannsche Gerade aller Seilecke, die durch zwei
gegebene Punkte U und V gehen. Die Culmannschen Geraden
aller Seilecke, die durch U gehen, bilden ein durch U gehendes Strahlen-
biischel, ebenso diejenigen der durch V gehenden Seilecke ein durch V°
gehendes Strahlenbiischel. Daher haben alle durch U und V gehenden
Seilecke eine gemeinsame Culmannsche Gerade, nimlich die Ver-
bindungsgerade der vorgeschriebenen U und V, und die zugehdrigen
Pole liegen auf der Parallelen, die zu UV durch den nach II konstruierten
Pol O’ gezogen ist.

‘108. Seileck eines gegebenen Kriftesystemes, das darch drei vor-
geschriebene Punkte U, V, W geht. Das Seileck eines gegebenen
Kriftesystemes (z. B. der Lasten eines Dreigelenkbogens) soll durch
drei Punkte UVW f{zwei Kimpfer- und ein Scheitelgelenk) gelegt
werden.

Konstruiere nach II in 107 das durch zwei Punkte U und V gehende
Seileck nebst dem Pol O seines Kraftecks, ebenso das durch zwei
andere Punkte ¥V und W gehende Seileck nebst Pol 0”. Nach III liegen
die Pole aller durch U und V gelegten Seilecke des Kriftesystemes auf
der durch O’ zu UV parallel gezogenen Polachse, ebenso die Pole aller
durch V und W gelegten Seilecke auf der durch 0” zu VW parallel ge-
zogenen Polachse. Der Schnittpunkt O der beiden bezeichneten Pol-
achsen ist der Pol desjenigen Kraftecks, dessen Seileck durch die drei
Punkte UV.W geht. Hat man diesen Pol O bestimmt,’ so kann das
gesuchte Seileck gezeichnet werden, indem man mit einem Seilstrahl
beginnt, der durch einen der gegebenen Punkte geht (damit sind die
Reaktionen in Kadmpfer- und Scheitelgelenk nach GréBe und Richtung
bestimmt).

Man hitte zur Konstruktion des gesuchten Poles O auch diejenige
Polachse beniitzen konnen, die zu den durch W U gehenden Seilecken
gehort, uud durch den Pol 0" derselben geht. Die drei durch die
Pole 0'0”"0" zu UV bzw. VW bzw. WU parallelen Polachsen
schneiden sich in einem Punkt O, dem Pol des durch UVW
gehenden Seilecks.

109. Gleichgewicht eines schweren in zwei Pankten frei auf-
gehiingten Seiles. Gewdhnliche Kettenlinie oder Seilkurve. Ein blo8
der Schwere unterworfenes Seil, von dem jede Lingeneinheit das kon-
stante Gewicht g besitze, sei in seinen Enden 4’ und A” aufgehingt.
Man soll die Form bestimmen, die das Seil unter dem Einflufl seines
Eigengewichtes annimmt.

Da die Belastungen alle vertikal sind, so ist die Seilkurve eine ebene
Kurve, iiberdies die Horizontalkomponente H der Spannkraft S des Seiles
von konstanter GroBe.

Wir beziehen die Seilkurve auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system, dessen y-Achse die Vertikale durch den tiefsten Punkt 4, der



160 Statik. Seilartige Korper.

Seilkurve ist und dessen Ursprung sich im Abstand a unter dem Punkt
A, befindet (Abb. 113).

Das Gleichgewicht eines bei 4 aus dem. Seil herausgeschnittenen
Elementes 4 A’ =ds erfordert (Nebenabb. 113):

V4 qds=V—dv;
e gl (Y T,
AV=gqds=gqdz-}/ 1 P —qu-)/1+u ;

ferner ist, da die Resultierende von H und 7 in die Richtung von ds
fallt, V= H-tg ¢ = H-u; daher dV=H-du, womit

N du 7
Hdu=—qdz-V1+u«® oder ———=dz.
q + Vitw H
" vrav
® 1y

o

... &

Y x

Abb. 113.

Die Integration dieser Differentialgleichung der Seilkurve ergibt

1n(u+vﬂqﬁ)__% x4 C,

wobei C die Integrationskonstante. Zur Abkiirzung sei von jetzt ab
H|qg=a gesetzt.
Zur Bestimmung von C hat man

Z—Z-———uzo fir x=0; das gibt C=0, also

In (- Vl—{—ua)zg oder u --V1 +u2=ez,

unter e die Basis des natiirlichen Logarithmensystemes verstanden. Aus
der letzten Gleichung erhilt man, wenn man auf den reziproken Wert

iibergeht und sodann die linke Seite mit —u—]—Vl-{—u_? erweitert
E2
—ut+Vitui=e¢ o,
durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhdlt man

_dy_1(% %
YT 2\" T )
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woraus durch nochmalige Integration folgt

£2

ol 2 - x H_ gz
— T lea [ - = =1
y 2(6 +e ) a@ofa g(&ofﬂ).. (54)
das ist die Gleichung der gewdhnlichen Kettenlinie oder Seilkurve.
Fir =20 liefert Gl. (64) y=a= H/q; demnach bedeutet a die Linge
eines Seilstiickes, dessen Gewicht gleich dem Horizontalzug des Seiles ist.

110, Das flachgespannte Seil. Parabel als Seilkurve. Durch-
hang und Spannung im unelastischen und elastischen Seil. Ist das
Seil flach gespannt, d. h. ist die Neigung des Seiles gegen die z-Achse

d o
klein, so ist tgp=— EZ — u klein gegen 1 und es wird V1 - w®= rd. 1,

oder auch ds=—=rd. dx bzw. gds=—=gqgdxz. Anders ausgedriickt heifit das:
die Belastung der Lingeneinheit der Horizontalprojektion des Seiles
ist konstant. Unter dieser Annahme lautet die Differentialgleichung
der Seilkurve '

q , . &y 1

dudex’ dz® o’
integriert gibt d_y___x_ C
integriert gi Io a+ |

und nochmals integriert
m?
= _-4C o
¥=5 @ +Cx+0,

Das flache Seil oder ein Seil, das auf der Lingeneinheit
der Horizontalprojektion eine konstante Belastung tragt,
nimmt Parabelform an. Legt man den Koordinatenanfang in den

d
Scheitel, d. h. ist y =0 fir =0 und (TZ:O fir =0, so wird
C,=0 und 0,—=0 und die Parabel als Seilkurve nimmt die Glei-
chung an:

g s ' -
Y == Q—H x e e e e e e e e (DO)
Ist 2@ die Spannweite, d. h. der Horizontalabstand der beiden
Aufhdngepunkte und liegen diese in gleicher Hohe, so sei % die Ein-
senkung des Seiles im Scheitel, der sog. Durchhang; er betrigt nach
der letzten Gleichung, sofern ¢’ die Belastung der Liéngeneinheit der
Horizontalprojektion des Seiles ist,
qa -
h:?H‘ se s e e e e e e <06)
oder falls die Seillinge 2/ und das Gewicht der Langencinheit des Seiles ¢
genannt wird, also das ganze Seilgewicht 2@ =2 ql=2 ¢ a betrigt:

h 9@ _ Qo
T 9H  2H

*) Eingehendes iiber Kettenlinie und Hyperbelfunktionen s. Hort, Differential-
gleichungen d. Ingenieurs.



162 Statik. Seilartige Korper.

Ein Eisendraht von 2,5 mm Durchmesser (¢'=0,0375 kg/m) hat 40 m
Spannweite und einen Durchhang von 80 cm; sein Horizontalzug ist

37,5-207
Die Spannkraft im ganzen Draht darf bei flach gespanntem Draht
oder Seil konstant = H angenommen werden; sie ist im Aufhéngepunks
genau

s—vete—n)/1+(2),

d. h. 8=rd. H, solange (Q/H)*=(2 hla)’, d. 1 die Neigung des Seils
am Aufhingepunkt, geniigend klein im Verhdltnis zu eins ist.

Wie der Durchhang 4, der Horizontalzug H bzw. die Durchhangs-
spannung o, mit der Seillinge 27, der Spannweite 24 und dem Eigen-
gewicht 2Q =—=2¢'a des Seiles zusammenhingen, geht aus folgenden
Gleichungen hervor.

Setzt man £=h:a, so ist

_da_ @
H_2h_§g........,(57)

Die halbe Linge des flachgespannten Seiles, das geniigend genau als
nach einer Parabel durchhingend angesehen werden darf, ist nach der
Integralrechnung angen#hert

e[ a1+ 26] e

woraus mit der Abkiirzung {=1l:a
2 3, . \
{=1-45& oder 5:‘/5(5—1) S (59)

Zusammengehorige Werte von £ und { sind in Abb. 114 eingetragen. Zu
gegebenem ! und @, d.h. { kann aus ihr £ entnommen werden; oder
zu gegebenem @ und b, d.h. & folgt aus Abb. 114 [. Im ersteren Fall
berechnet man vollends A==£&.¢, im zweiten I={_-a. Dabei ist es
einerlei, ob die I, %, @, & und [ einem ruhenden, laufenden, unelasti-
schen oder elastischen Seil angehdren.

Die Seilspannung ¢,, d. h. die auf die Flicheneinheit des Seilquer-
schnitts bezogene Seilkraft ist
H 1Q fly

fREF 2Ef
worin f[qem] den Seilquerschnitt und y [k / ccm ] das spezifische Gewicht
des Seilwerkstoffes bedeutet. Setzt man in (60) noch & aus (59) ein,
so ist auch

(60)

Oy =— B
]

1 li’v oder H=— ! _ly-f @ (61)

Vi—1 2,44 Vi1 244 244V —1

0=
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Mit den letzten Gleichungen kann man verfolgen, wie sich die
Spannkraft in einem unelastischen Seil von gegebener Linge &#ndert,
wenn man es mit verschiedener Spannweite aushiingt, d. h. wenn man
den Wert £ #ndert. Man denke sich den einen Aufhingepunkt als fest,
den andern als auf der gleichen Horizontalen beweglich und verfolge
die Bewegung Aa dieses Aufhingepunktes und die damit zusammen-
hingende Anderung von (. Praktisch kommen nur Werte von { in
Frage, die wenig von Eins verschieden sind (bis { ~ 1,02); demgemiB

£ %
20 2=70; 20; 700 m]
] 0| 200] 10007
i MY - 94
= a9
7 80— — =S
403N
] s 1
111N 60— — ¥
] 1007 5007 &
R
- \ yp—| 80 #400. _'\g\
- . . _ i)
4 St _| 607 3007
AN AN T Lary 1773
== n 20— 40| 2004
7 ~ ) oo
@ == | QEEE\& Harnfser/ 2047003
|- | } nnn .“:_) Leder JJ., B =
] E=4 S S S| S Rz &
S &2t § +B8s & §P%
D
©) =®
Abb. 114.

Hanfs. = 10000 kg/gem; Leder neu E==1200; Leder gebraucht E bis 4000

sind auch die hier zu betrachtenden Anderungen Ada von a als klein

gegeniiber « anzusehen.

Zu einer Spannweite @ gehore der Wert [,

zu a-tda der Wert -} AL (A4{ Absolutwert; tatsichlich negativ,

wenn die Spannweite wichst, vgl. (62)), dann ist

!

l

a—Ada

la—l da

(Al —

afda”

(at+4da) a—Ada

oder mit Vernachlissigung von Aa? gegen a®

a® — Aa?

I 1 da
[ dal——— 7—:-—: £2
und da { wenig von Eins verschieden ist
T
a

(62)

Aaja ist die verhiltnismaBige (z. B. prozentuale) Anderung der

Spannweite.
gelesen werden.

11*

Diese kann demnach auf dem (-MaBstab unmittelbar ab-
Im Punkt {==1 ist das Seil gerade gestreckt, mit
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wachsendem { nimmt die Spannweite ab, m. a. W. die Lage des beweg-
lichen Aufhingepunktes gegeniiber dem festen ist durch einen Punkt
auf der (-Achse darstellbar; z. B. fiir /=1,00 und a=—0,995 ist
{=1:4=1,00:0,995=1,005. Seilspannung und Durchhang bei dieser
Aufhéngung werden senkrecht iiber {=1,005 auf der o,- bzw. &-Linie
abgelesen. Damit ist der Zusammenhang zwischen den mechanischen
Verhiltnissen eines unelastischen Seiles und dem Schaubilde Abb. 114
beschrieben.

Da die Seilspannung zufolge (61) nicht nur von der Verhiltnis-
zahl { oder &, sondern von der Seillinge und dem spezifischen Gewicht
des Seilwerkstoffes abhingt, gilt fiir jedes ! und y eine besondere
Spannungskurve. In Abb. 114 sind drei Kurven fiir Stahlband, Hanfseil
und Lederriemen (1000 y = 17,8; 1,5 bis 1,6; 1,0) gezeichnet; ferner fiir
eine Seillé'mge von 27=20 m. Fiir andere Seillingen kann statt Auf-
zeichnung einer neuen Spannungslinie ein im Verhiltnis I':] gednderter
SpannungsmaBstab beniitzt werden.

Beriicksichtigung der Elastizitét (nach Kutzbach, Z.V.DJ.
1914, 8.1009). Welche Seilspannung entsteht, wenn die ungespannte
Linge des Seils, das Gewicht, die Spannweite oder der Durchhang ge-
geben sind und ferner die Elastizitdt, d. h. die prozentuale Verlingerung
des Seiles bei verschiedenen Spannungen? Wie éndert sich insbesondere
die Seilspannung, wenn die Spannweite eines gegebenen Seiles ge-
andert wird? Abb. 114.

Das Seil habe 1 [gem] Querschnitt. Sei 27, die ungespannte Seil-
linge, 2a die Spannweite, ferner die Kurve 1 die Parabel des unelasti-
schen, die Kurve 2 die des elastischen Seiles. Fiir das unelastische Seil
ist [,={_-a. Das elastische Seil ist im Zustand 2 um weniges linger,
ndmlich: 1, ==({-4¢)-a. Die RSeildehnung (= Verlingerung der
Léngeneinheit) betrigt also:

AL, AC

PRSI S

ly l0 ¢
oder mit Anndherung, da { um weniges von 1 verschieden zu sein
pflegt:

e=A4¢L.

Demnach koénnen die elastischen Dehnungen ¢ des Seiles ebenfalls
auf der {- Achse des Schaubildes Abb. 114 aufgetragen werden, und zwar,
wie man leicht einsieht, vom Punkt {==1 nach links hin, welch letz-
terer Punkt dem gerade ausgestreckten ungedehnten Seil entspricht.
Trigt man nun eine bestimmte Dehnung als wagrechte Abszisse und
die zufolge Versuch zugehdrige elastische Spannung als senkrechte Or-
dinate auf, so erhdlt man einen Punkt der sog. Spannungsdehnungs-
kurve des Seilstoffes und durch Wiederholung diese Kurve selbst links
von der Ordinatenachse eingezeichnet. Als Ordinatenmaflstab ist der
fir 10 [m] Seillinge giltige beniitzt. In Abb. 114 sind die Spannungs-
dehnungslinien der wichtigsten Seilstoffe, Leder, Hanfseil und Stahl,
eingezeichnet, letztere ist im Bildraum von der Ordinatenachse nicht
unterscheidbar. Durch das Eintragen der Spannungsdehnungslinie ist
das urspriingliche Schaubild der Durchhangspannungen des unelastischen
Seiles wesentlich ergidnzt und zur Beantwortung der Fragen vorbereitet,
die sich auf ein durchhingendes elastisches Seil beziehen.
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In dieses Schaubild ist noch eine Linie einzuzeichnen, die Auf-
schluf gibt, wie gro8 Durchhang und Spannung in einem elastischen
Seil sind bei gegebener ungespannter Linge und Spannweite, Elastizitét
und gegebenem spezifischen Gewicht, und ferner, um wieviel man die
Spannweite dieses Seiles vergréfern muB, damit in ihm die gleiche
Spannung entsteht, wie im unelastischen Seil unter den angegebenen
Umsténden. :

Die Seilkurve 1 gehdre einem unelastischen Seil mit Lénge 21,
und Spannweite 2 an, Seilkurve 2 einem elastischen; letzteres ist
linger, hingt mehr durch und ist weniger gespannt. Man kann die
urspriingliche Spannung des unelastischen Seiles wieder herstellen, indem
der beweglich gedachte Aufhiingepunkt B mnach B, gefiihrt, d. h. die
Spannweite @ um da vergroBert wird. Hierzu gehdrt die Seilkurve 3.
In dieser habe die Seillinge von I, um 41, elastisch zugenommen. Wie
hingen da und A4I, zusammen? Da die Spannung des -elastischen
Seiles im Zustand 3 so grofB3 sein soll, wie die des unelastischen Seiles
im Zustand 1, so mufl in beiden Zustinden das Verhiltnis { = halbe
Seillinge durch halbe Spannweite gleich groB sein:

l b4l ly+Aly a—da  alytadly—1Aa

o __ —
Z—a a4 da a+da a—Ada a

b

wenn Groflen von hoherer Ordnung der Kleinheit weggelassen werden.
Durch Auswertung folgt

41 I, Jda . Al I Ada
o Mk L I P . e I
(=i @ a a T la Iy a a
woraus
Al Ao (e
l @

d. h. die elastische Dehnung des Seiles AZO/ZO:ACB ist so groll wie die
spezifische VergroBerung dafa der Spannweite, sofern die Spannung im
elastischen Seil so groB bleiben soll wie im unelastischen; diese spezi-
fische Vergroferung Aafa der Spannweite, in Abb. 114 iiber BB, ge-
legen, ist in Abb. 114 mit A, — A, bezeichnet, welcher Wert nach
(63) gleich A4, ist. Es ist also A,=dL 4 4Z,. Die elastische Deh-
nung Af,, die zu der gegebenen Spannung ¢ gehdrt, kann aus der
Spannungsdehnungskurve entnommen werden, womit man die Lage des
Authingepunktes finden kann, indem man BB, =d4{, macht. Durch
Wiederholung erhilt man Punkte der ,Sehnenkurve“ (Stiel) oder
Spannungs- Durchhangs- Charakteristik (Kutzbach) eines elastischen
Bandes oder Seils.

Der Durchhang des elastischen Seiles von Spannweite 24 und unbe-
lasteter Lénge 21, ergibt sich wie folgt. Vgl. Kurve 1 und 2 des unelasti-
schen und elastischen Seiles. Nimmt der Durchhang von 1 aus irgend-
welchem Grund zu, so nimmt die Durchhangsspannung von o, auf ¢, ab
und zwar nach der o,-Linie des unelastischen Seiles. Im unelastischen Seil 1
tritt keine elastische, von Dehnung herrithrende Spannung auf, dagegen
ist dies der Fall, wenn das Seil beim Ubergang von 1 nach 2 elastisch
gedehnt wird. Die elastische Spannung nimmt dabei von Null auf den
Wert o, lings der Spannungsdehnungslinie zu, bis die elastische Span-
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nung und die Durchhangsspannung gleich groB geworden sind; der
elastische Widerstand des Werkstoffes nimmt dann die Durchhangs-
spannung gerade auf, das Seil gibt nicht weiter nach. Die Konstruktion
ist aus Abb. 114 ersichtlich. Ist {,==1Iy/a, so hat man auf der Ordinate
dieses (-Wertes (Punkt B) von der ¢,-Kurve des unelastischen Seiles
auf die Sehnenkurve herabzugehen und liest dort die Durchhangsspannung
des elastischen Seiles ab. Geht man von diesem Punkt wagrecht zur
Spannungslinie des unelastischen Seiles, so erhdlt man das { des elasti-
schen Seiles und auf der £{-Kurve das zugehérige & (d.h. den Durch-
hang). Damit ist alles zum Gebrauche der Spannungs-Dehnungscharak-
teristik des durchhingenden elastischen Seiles vorbereitet; die Anwen-
dungen selbst findet man in Z.V.D.I. 1914, S. 1010 in dem Aufsatz
von Kutzbach, sowie in Stiel, Theorie des Riementriebes. Das Schau-
bild gibt Aufklirung iiber den Einflul der Belastung des Riementriebes
und der Zentrifugalkraft auf den Achsdruck; u. a. Es gilt indes nur fir
die ,Zweihebel-Ersatzanordnung®, nicht fiir den Riementrieb selbst.

111. Seilreibung. Um einen festgehaltenen Kreiszylinder sei ein
vollkommen biegsames Seil in einer Ebene senkrecht zur Zylinderachse,
wie in Abb. 115 angedeutet, geschlungen. An den beiden Enden 4,
und 4, des Seiles wirken die Krifte S, und S,, wodurch das Seil auf
den Zylinder lings des Bogens B, B, aufgedriickt wird. Ist S,=25,, so
ist auch kein Bestreben einer Bewegung des Seiles iiber den Zylinder
vorhanden, weder in dem einen, noch in dem anderen Sinn, es kommen
daher auch keine Reibungswiderstéinde
lings B, B, in Betracht. Vergrofert
man aber allmihlich die in 4, am
Seil wirkende Kraft S,, so wird das
Seil, falls seine Unterlage, der feste
Zylinder, nicht vollkommen glatt ist,
eine Zeitlang noch im Gleichgewicht
bleiben, so lange nimlich die Kraft

Abb. 115. Abb. 1154,

einen gewissen Grenzwert S, nicht iiberschritten hat, dann aber sich im
Sinne von B, gegen B, bewegen. Welches ist nun dieser Grenzwert S,?
Man macht ein Element des Seiles von der Ldnge r-d¢ ,frei“
und betrachtet das Gleichgewicht der an ihm angreifenden Krifte.
Durch Integration ergibt sich die Antwort auf die gestellte Frage.
An der einen Schnittstelle sei die Spannkraft S, tangential ge-
richtet, an der andern ist sie um das Differential dS verschieden, also
S d8; Richtung ebenfalls tangential. Sei dN der Normalwiderstand
an dem Seilelement, so ist, falls das Gesetz der trockenen Reibung als



Seilreibung. 167

giiltig angenommen wird, der auf dN senkrecht stehende Reibungs-
widerstand d R=u-dN. Mit den aus Abb. 115a ersichtlichen Winkel-
beziehungen und unter Beachtung, daB der sin eines kleinen Winkels
gleich dem Bogen, der cos gleich Eins zu setzen ist, ergibt sich aus
dem Gleichgewicht

d
dS-eos—Qg-—f,u-dN oder dS=pu-dN
dN:(S—[——dS)sinng—{—S-sind—;ﬁ:S-dtp,

da die unendlich kleinen Grofen der zweiten Ordnung gegeniiber denen
der ersten vernachléssighar sind. Aus beiden Gleichungen folgt mit

d
ds=rdg, also dg :78

5 ip—u®s
g —udp=u-

Sy s
as pds (S‘,> us
—_—— _ 1 R
f S r " S, 7
8 0

ws

S,=28,-e” oder da s=ra
L, =208,-e"" . ... ... (64)

wobei e==2,718... die Grundzahl des natiirlichen Logarithmensystems
und « der in Bogenmall ausgedriickte ,Umschlingungswinkel“?).

Dies ist die Grundformel fiir die Seilreibung. Bei dieser hat
man sich zu merken, daBl S, die gréofere und S, die kleinere der
Spannkrifte an den Seilenden bedeutet.

Wire u=0, erhielte man §,==3S,, woraus hervorgeht, daB die
Spannung eines Seiles sich nicht #ndert, wenn es um einen abgerun-
deten, absolut glatten Korper gezogen wird.

Ist dieser Korper aber rauh, so nimmt die Seilspannung von der
Last gegen die Kraft hin, d. h. im Sinne der angestrebten Bewegung
des Seiles nach einem Exponentialgesetz zu und zwar unabhingig von
der GroBe des Halbmessers des umschlungenen Zylinders, z. B. der
Riemenscheibe (siehe dagegen letzten Absatz); das ist eine sehr starke
Zunahme, wie man sofort sieht.

Nimmt man als Reibungsziffer fiir Hanfseile auf Holz nach
Morin 4=0,33 an, so wird damit, wenn das Seil einmal um den
Zylinder herumgeschlungen, also o= 2z ist, angenihert:

8, =88,

Y Zur Umrechnung von GradmaB in Bogenmal dient die Beziehung

«® < o

T 5737 3438 206265

Die zum Zentriwinkel «® gehérige Bogenlinge im Kreis mit Radius r ist:
b=r-«a.

Bei kleinen Winkeln diirfen je nach Bedarf sin, Sehne, Bogenlinge, tg des
kleinen Winkels miteinander verwechselt werden; bei 6° betrigt der Unterschied
zwischen sin und tg etwa %/, 9/, .

o
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und bei n-maliger Umwickelung S,=28"8,.

Die Pressung p kg/qem zwischen Band und Scheibe ist

AN:df=8-dg:b-r-dp =_8/br,

wo b die Bandbreite bedeutet.

Ganz besonders wichtig ist es, im Auge zu behalten, daB die
Gl (64) nur fiir das ideale Seil oder Band gilt, daB also ihre Giiltigkeit
um so geringer wird, in je hoherem Maf das wirkliche Seil oder Band
die Eigenschaft der Biegungssteifigkeit und der Elastizitdt hat. Eiserne
Spiralbédnder oder guBeiserne oder stihlerne Spreizringe, wie sie an
Kupplungen und Bremsen Verwendung gefunden haben, diirfen nicht
mehr entfernt als ideale Seile angesehen werden. Die Druck- und
Reibungsverhiltnisse in diesen sind vollig andere, als die Gleichung
S, =28, e angibt. Diese Verhiltnisse kénnen nur durch Eingehen auf
die Forménderung rechnerisch gefafit werden. Da dies aber sehr schwie-
rig ist, tun vor allem Versuche not.

Unter Annahme des Stielschen Gesetzes fiir halbtrockene Reibung
R=u-N -+ f folgt fiir die Spannkrifte

vbr vbr
S‘) | ) — (S (o 4_> Ll
( 2 u 1 u

vbr
u

)ere—1).

Unter Annahme des von Friederich vorgeschlagenen Gesetzes

w-N
R= —-"— folgt: (mitee==n
oLy ot )

Sn:S‘z.*Sl = <S1 +

mYySH=8_
Sl

abr
oder S,+abr-n8,=8,+abr-n8, +wabr-x.

Hiernach wichst die iibertragbare Umfangskraft (bei gegebenem
Riemen, gleichen Reibungswerten u und ») mit dem Halbmesser der
umschlungenen Scheibe. Vorausgesetzt ist, dall alle die Scheibe beriih-
renden Teile des Bandes in Ruhe oder in dauernd unter sich gleichem
Bewegungszustand sind.

Im vorliegenden Fall ist dies Rechnen mit dem Stielschen Rei-
bungsgesetz gleich einfach wie mit dem Friederichs, auch die Uber-
sichtlichkeit der Schlufigleichungen wund deren Auswertung, sofern
bei den zuletzt stehenden Gleichungen eine bildliche Darstellung mit
In(8,/8,) als Abszissen und S, — 8, als Ordinaten benutzt wird. -

112. Die einfache Bandbremse. Die Einrichtung derselben geht
aus Abb. 116 hervor.

Ist M ein Kriftepaar, das die Bremsscheibe in dem angedeuteten
Sinne drehen will, und K die am Hebel 4, D in D wirkende Kraft,
die die angestrebte Drehung gerade noch zu verhindern imstande ist,
so hat man, wenn S, die Spannkraft des Bremsbandes in 4, B, und &S,
diejenige in A4,B, Ka—S,b;
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ferner: M-S, r=_8,7;
M
S‘.;’ - Sl= ‘;" .

Es ist also S, >> 8, und daher, da
dic Bremsscheibe sich an der Grenze
des Gleichgewichtes befindet und an ibr
der volle Reibungswiderstand zur Gel-
tung kommt:

S?:Sl~ef‘“.
M
Da aber Sg——Slzﬁ, so wird Sl(eﬂ‘“——l)::T;
r
M M
== A ——— und damit K:k e
r (et —1) a riete—1)

Wirkte das Kréftepaar M an der Bremsscheibe im entgegengesetzten
Sinn, so hétte man:

. N N M
S2 < Sl und damit S, = 32 Sl S2 o= r‘(e'“;‘»;T) ;
M- ene b M pa
Slz - __.f__—; K::W~ —_— --——e—— —
r(e4*—1) a r etr—1

In diesem Falle wire K grofler als zuvor. Vgl auch 8. 168 oben.

113. Die Differentialbremse. Statt nur das eine Ende des Brems-
bandes am Bremshebel zu befestigen, koénnen auch die beiden Enden
des Bandes, wie in Abb. 117 angegeben, mit dem Bremshebel verbunden
werden.

Man erhélt dann wieder wie vorhin:

1:_..}_‘1 ~ und S‘,:_ll'e;__,
r(ew*—1) 2

V(e-’;‘m——— 1)’
Das Gleichgewicht des Bremshebels erfordert nun

M a
1—\4"(6'”“—— 1)(b‘3 ¢ b])
Es hingt also von der GroBle der
Differenz (b,-e“*—15,) ab, ob die zum
Bremsen nétige Kraft K groB oder klein
ausfallt. Darum nennt man auch die be-
trachtete Bremse Differentialbremse.
Wire der Drehungssinn. des Kréfte-
paares M der entgegengesetzte gewesen,
hitte sich 8, > 8, ergeben und demgemiB

S,==58,e**; 8

Ka=8,b, — 8, b

S, = o und
*or(ere—1)

M
Ka= '),,'(e,ﬁ;'_'f) (by e —by).

17 ;,.-(677a #_Al)
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Im Falle die Hebelarme b, und b, so gewdhlt wiren, dall die
maBgebende Differenz (b, e#*—1b,), beziehungsweise (b, e#*—b,) sich
gleich Null ergiibe, wiirde auch die Kraft K gleich Null werden, d. h.
es wiirde die kleinste Kraft K ausreichen zum Bremsen der Scheibe.
Vgl. auch 8. 168 oben.

114. Idealer Riemen- oder Seiltrieb. Um zwei gleich groBe Riemen-
scheiben, deren parallele Achsen senkrecht iibereinander liegen (sog.
senkrechter Riementrieb), ist ein absolut biegsames, ausdehnungsloses
Band so straff umgelegt, daBl es méglich ist, mit einer an der Scheibe O,
angreifenden Kraft P eine an der Scheibe 0, hingende Last ¢ zu heben.
Welches ist nun die Beziehung zwischen P und @ im Gleichgewichts-
fall und wie groB muf vor Einwirkung der Kréfte P und @ die Span-
nung §, — die sog. Vorspannung — sein, wenn das Band auf den
Scheiben nicht gleiten, wenn vielmehr die Kraft gleichsam zwanglaufig
iibertragen werden soll (Abb. 118).

Sobald die Krifte P und @ wirksam werden, wird das eine Trum
straffer gespannt, indem die anfingliche Spannung S, auf 8, steigt, das

andere wird schlaffer, indem seine Spannung von 8,
auf 8, sinkt. Das Gleichgewicht der an der Scheibe

P oV titigen Krifte, unter denen das Riemengewicht wegen
y ’ der Symmetrie herausfillt, verlangt:
Ill Poa=(8,—8)r und Qb= (S,—8,) r,
e also Pa=@Q-b==S,-r,

wenn S, =8, — 8, die iibertragene Umfangskraft
bedeutet; diese ist nach der letzten Gleichung be-
kannt, nicht aber ihre Bestandteile S, und §,, die
im allgemeinen statisch unbestimmte Reaktionen sind.
Die beiden Seilziige 8, und 8, konnen fiir sich nur

o)
&/

[/,

| bestimmt werden, wenn die Belastung so weit ge-
<4 steigert wird, daB der Riemen gerade an die
Abb. 118. Gleitgrenze kommt. An dieser ist nach Gl (64),

wenn o« der umspannte Bogen und u die Haft-
reibungsziffer ist und wenn das Coulombsche Reibungsgesetz gilt,

S,=48, e S, =8,—8 =38, (er*—1)
N S -enc
=, Mt =t . . .. .. (65
S1 (e"“"———l) 2 (e!’“—) ( )
Der Achsdruck, das ist der Druck, den die beiden Riemenziige
auf die Achse einer Riemenscheibe absetzen, ist wihrend der Kraft-
iibertragung:
D=8,+8, .. .. .. ... (66)

Im unbelasteten Zustand oder bei Leerlauf (ohne Widerstinde) ist er
dagegen:

Dy=28, . ... ..... (67)

Fiir einen senkrechten Riementrieb mit zwei gleichen Scheiben
und angenihert fiir einen wenig geneigten mit wenig verschiedenen
Scheibendurchmessern kann man die Gleichheit von D und D, be-
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weisen, allerdings nur, wenn man die Hypothese des ausdehnungslosen
Seiles aufgibt und auf die Form#nderung des elastischen Seiles eingeht.
Dann wird nach Eintritt der Belastung das eine Bandstiick um eben-
soviel verkiirzt, wie das andere verlingert. Sofern die Verlingerung
oder Verkiirzung der Belastungsinderung proportional angenommen
werden darf, wird infolgedessen die Vorspannung S, in einem Trum auf
8, =8, -+ 4 8 steigen, und im andern Trum auf 8, =8, — 48 sinken,

womit (Grashof) Sy—1(8,4-8), . . . . . . ... (68)

daraus folgt auch D,=D, d. h. der Achsdruck ist bei Leerlauf
und bei Belastung konstant. Dabei mag man sich die Riemen-
geschwindigkeit als klein vorstellen. Damit 148t sich aber die Be-
ziehung zwischen der Vorspannung S, und der an der Gleitgrenze
ibertragharen Umfangskraft S, angeben; es ist ndmlich mit Gl. (65)

8,48, 8, enaf-1
SO—————‘z— _Eﬁe!‘“;i I (69)

So groB muB mindestens die Vorspannung S, eines senkrechten
Riementriebes sein, wenn der Riemen die Umfangskraft S, iibertragen
soll ohne zu gleiten, indem er sich eben an der Gleitgrenze befindet.
Lediglich auf Grund der Hypothese des ausdehnungslosen Seiles, also
ohne Eingehen auf die Forménderung, hétte diese Beziehung nicht auf-
gestellt werden konnen. Wie die Anpressung und Reibung zwischen
einem Band und der Scheibe verteilt ist, wenn das Band elastisch ist
und iiber die Scheibe léuft, ist eine schwierige, in die Elastizititslehre
gehorige Frage.

Die von Grashof herrithrende Gl. (68) ist an die Voraussetzung gebunden,
daB die an der Dehnung beteiligten Riemenstiicke in Abb. 118 beiderseits gleich
lang seien. Nach R. Hennig ist dies nicht der Fall; auch besteht bei Leder
keine Proportionalitéit zwischen Spannkraft und Verlingerung; infolgedessen wire
die Grashofsche Beziehung (68) iiberhaupt unrichtig. Auch der Gl (69) kommt
kaum irgendwelcher tatsichlicher oder aufklirender Wert zu. Uberdies ist bei schér-

ferem Zusehen zu unterscheiden, ob die Vorspannung durch Gewichtsbelastung (Riemen
elastisch oder unelastisch) oder durch Dehnung (Riemen elastisch) erzeugt wird.

Man hat sich daran gewohnt, die Gl. (68) und (69) als allgemein
giiltig anzusehen, und auch bei wagerechten Riementrieben anzu-
wenden. Das ist falsch. Bei einem
vertikalen Riementrieb mit idealem % 22
Riemen herrscht vollkommene Sym-
metrie der geometrischen Form des » 22,
Riementriebs in bezug auf die Ver- : s — =
bindungslinie der Achsmitten O, O,. 7 N
Bei einem horizontalen Riementrieb
hort diese Symmetrie auf. Selbst 27
im unbelasteten Zustand hat das
obere und das untere Trum ver- Abb. 119.
schiedene Form. Die Durchhinge,
auf die man bei senkrechtem Riementrieb nicht zu achten hatte, und das
Eigengewicht des Riemens erlangen jetzt eine mafligebende Bedeutung.

Wird nun Kraft vom Riemen iibertragen, so kann z B. der Durch-
hang oben kleiner, unten groBer werden, oder auch umgekehrt, je nach-
dem das obere oder das untere Trum das straffe oder schlaffe

2a,
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ist. Diese Seilziige S, und S, werden nunmehr beim horizontalen
Riementrieb durch Achsenabstand, Spannweite und Durchhang des
oberen und unteren Trums bestimmt und hernach der Achsdruck D
als Summe der Seilziige S, + S, Hierzu ist die Grashofsche Be-
ziehung (68) vollig unbrauchbar. Die Frage nach den Seilztigen und
dem Achsdruck kann auch bei idealem Seil nur mit Riicksicht auf die
geometrischen Verhiltnisse beantwortet werden). Der Seiltrieb ist kein
Getriebe von unverinderlicher Form, seine Form héngt vielmehr von
der Belastung ab, desgleichen der Achsdruck, der im allgemeinen die
geometrische Summe der Durchhangsspannungen ist. Die Reibung
kommt erst an der Gleitgrenze in Betracht, fiir die &duBerstenfalles
iibertragbare Umfangskraft, die tatsdchliche Umfangskraft, die im Be-
triebe zuldssig ist, ist stets kleiner.

Wegen des verwickelten geometrischen Zusammenhangs wird die
Abhingigkeit des Achsdrucks 4 von der Nutzlast S,=2§8, — S, nach

e= 4 885mm Gesamtlinge b D/f
r= 228mm d Seils 144m W
7 r %000)g
N 7~ 757 hg/em wa

K
psdrt ]
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Abb. 120.

MaBgabe eines von Skutsch angegebenen Modellversuches mitgeteilt, bei
dem beide GrofBen an einem ruhenden Trieb abgewogen wurden. Die
Ergebnisse und Hauptangaben sind in Abb. 120 eingetragen. Zum Ver-
gleich ist die Annahme des unverdnderlichen Achsdruckes (s. oben) und
der zugehérigen Spannkrifte durch die gestrichelten Linien dargestellt.
Man erkennt die starken Abweichungen, die sich ergeben, wenn man
Achsdruck und Trumkrifte beim wagrechten Trieb ebenso berechnete
wie beim senkrechten; beim ersteren sind Durchhang und Dehnung
mafBgebend, beim letzteren nur die Dehnung.

Bemerkenswert ist, daB nach Abb. 120 mit steigender Nutzlast die
Spannung T im straffen Trum viel stérker wéchst, als die Spannung ¢
im schlaffen, eine Folge der geometrischen Verhéltnisse im wagrechten
Trieb, und daB ¢ eine Neigung zur Unverinderlichkeit zeigt. Denkt man
sich die Riemenscheiben durch zwei vertikale Hebel -ersetzt, an deren
oberem Ende das obere, an deren unterem Ende das gleichlang angenom-
mene untere Trum befestigt ist, so konnen die Trumkrifte in dieser

1) ].‘;i;;Bedeubung des Durchhanges fiir Achsdruck und Trumkrifte haben
R. Hennig 1910 und G. Duffing 1913 klargestellt.
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sog. Zweihebelanordnung nach 8, 163ff. fiir unbelasteten und belasteten
Zustand ermittelt werden.

Im laufenden Riemen entsteht infolge der Zentrifugalkraft eine
iiberall gleich grofie Spannung 6v? (0 ==y/g Dichte des Riemens) (vgl.
8. 289), die von der Kriimmung des Riemens unabhingig ist. Die
Zentrifugalkrifte tragen also beim unelastischen Riemen nichts zur
Vermehrung oder Verminderung des Achsdruckes bei; dieser ist
beim wagrechten oder geneigten Trieb nur von den beiden Durch-
bingen abhingig und wird niemals Null. Durchhangs- und Flieh-
spannung addieren sich. Der elastische Riemen wird dagegen durch
die Fliehspannungen gedehnt, hingt mehr durch und wird weniger
gespannt als der unelastische Riemen. Diese sekundidre Wirkung kann
mit Hilfe der Kutzbachschen Spannungs-Durchhangscharakteristik des
durchhéngenden elastischen Riemens (S. 164 u. ff.) festgestellt werden.

Die Frage der Kraftiibertragung in dem umspannten Bogen kann
unter Annahme eines unelastischen Seils nicht beantwortet werden.
In einer vollstindigen Riementheorie mufl die Elastizitit des Riemens,
die zeitliche Ausbildung und Rickbildung der Forméinderung vom
straffen zum schlaffen Trum, die Verteilung und Gréfe der Reibung,
Anpressung und Spannung, lings der riemenbedeckten Scheibenumfinge,
das Gleiten des Riemens, die Gleitgeschwindigkeit und die von ihr ab-
héingige Reibung gegebenenfalls auch die Adhésion verfolgt werden.
Vgl. auch S. 84—86, 93 und 178.

9. Kapitel.
Arbeit.

§ 16. Ubersetzungen.

115. Gleichférmige lineare Geschwindigkeit. @ Nach den Dar-
legungen im Abschn. 6 betrachtet man in der Statik Korper, die sich
unter dem Einflul von Kriften in Ruhe oder gleichférmiger Bewegung,
d. h. im Bebarrungszustand befinden; die wirkenden Krifte werden
unter diesen Umsténden als statische bezeichnet. Wir beschéftigen uns
im nachfolgenden mit der Arbeit, die eine Maschine im Beharrungs-
zustand verrichtet, d. h. mit der statischen Arbeit; um diese handelt
es sich z. B. bei der Betriebsmaschine einer Fabrik, solange die Maschine
gleichmiBig belastet ist. Erst spiterhin werden wir auf das Anlaufen
und Bremsen auf Schwankungen in der Geschwindigkeit, sowie auf die
hierbei auftretenden Bewegungs-, Kraft-, und Arbeitsverhéltnisse ein-
gehen. Vor der Besprechung des Arbeitsbegriffes haben wir den Begriff
der gleichférmigen Geschwindigkeit zu erldutern.

Legt ein Korper in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken
zuriick, so bewegt er sich gleichiérmig und zwar um so schneller,
je grofler sein Weg in der Zeiteinheit, seine Geschwindigkeit, ist.
Sofern man die Geschwindigkeit auf der Bahnlinie von einer Dreh-
geschwindigkeit unterscheiden  will, spricht man von linearer Ge-
schwindigkeit oder Bahngeschwindigkeit, meist sagt man kurz Ge-’
schwindigkeit. Wird in ¢ [sk] ein Weg von s[m] zuriickgelegt, so
ist die Geschwindigkeit:

v =$ [m/sk].
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Als MaBeinheit einer Geschwindigkeit ist in der technischen
Mechanik [m/sk] gebrduchlich; in der Fahrzeugtechnik gibt man die
Fahrgeschwindigkeit ¥ in [km{std] = 1000 m/3600 sk—=1/3,6 [m/sk]
an. Es ist dann v [m/sek] = V/3,6 [km/std].

V[km/std] = 3,6 v [m[sk].

Ein Schnellbahnwagen mit 200 [km/std] Geschwindigkeit legt also
sekundlich v = 200: 3,6 = 55,6 [m/sk] zuriick.

116, Gleichférmige Umfangsgeschwindigkeit, Umlaufzahl, Winkel-
geschwindigkeit. Eine Drehbewegung projiziert sich in Richtung der
Drehachse als Kreisbewegung. Alle mit der Drehachse verbundenen
Punkte beschreiben in der Projektion Kreisbahnen, deren Umfinge bei
gleichférmiger Drehung mit konstanter , Umfangsgeschwindigkeit“ durch-
lanfen werden. Die Richtung der letzteren ist die augenblickliche Be-
wegungsrichtung, d. h. die der Kreistangente. Bedeutet n die Um-
laufzahl der Drehachse in einer Minute, so ist die Umfangs-
geschwindigkeit im Abstand » [m] von der Achse

2arn TN

_é_é—_gécr[m/sk]. N (0]

Die Umfangsgeschwindigkeit der Kreisbewegung ist dem Abstand
7 von der Drehachse proportional und betrigt im Abstand » =1

TN

wzéﬁ[l/sk]. B (2

Diese GroBe ist der in 1([sk] im Einheitskreis (r=1) durch-
laufene Bogen, d. h. der in 1 [sk] durchlaufene Winkel im Bogen-
maB (S. 167 u.); w heifit die Winkelgeschwindigkeit. Der Sekunden-
zeiger einer Uhr z. B, der in 1 Min. den Bogen 2x durchliuft, hat

eine Winkelgeschwindigkeit von w z%g
zahl ist (8.167 u.) und die Zeit in [sk] gemessen wird, so ist die MaB-
einheit der Winkelgeschwindigkeit [1/sk]. Nach den Regeln iiber das
Rechnen mit BogengroBen kann man die Winkelgeschwindigkeit auch
als die Anzahl von Radieneinheiten ansehen, die in 1 [sk] auf der
Kreisbahn eines Punktes zuriickgelegt werden, oder auch als den in
1 [sk] durchlaufenen Winkel (im BogenmaB). Durch Vereinigen der
beiden letzten Gleichungen erhilt man fiir die Umfangsgeschwindigkeit
im Abstand r von der Drehachse auch:

; da der Bogen eine Verhiltnis-

v=r-omik] . ... .. ... (72

Man miBt die Winkelgeschwindigkeit im BogenmaB, weil das fiir
die Berechnungen bequemer ist, als der Gebrauch des GradmaBes. Die
Winkelgeschwindigkeit ist den Punkten des Drehkérpers gemeinsam.
Durch die Winkelgeschwindigkeit wird die Geschwindigkeit einer Dreh-
bewegung eindeutig und am einfachsten gekennzeichnet, sicherlich ein-
facher als durch die Umfangsgeschwindigkeit, bei der immer noch der
Abstand r von der Drehachse mit anzugeben wire.
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117. Ubersetzungen ins Langsame oder Schnmelle. Die Umlauf-
zahl eines rasch laufenden Automobilmotors ist fiir die Treibachse zu
hoch; sie wird durch Einschalten eines Mechanismus ins Langsame
iibersetzt. Das Umgekehrte, die Ubersetzung ins Schnelle, ist z. B.
beim Antrieb von Schmirgelscheiben, bei umgekehrten, mit hohem
Wasserdruck angetriebenen Flaschenziigen nétig. Maschinen mit Uber-
setzungen ins Langsame wirken kraftsteigernd, solche mit Ubersetzung
ins Schnelle kraftmindernd. Man trifft vielfach das Wesentliche, wenn
man sie nach einer altertiimlichen Bezeichnung Kraftpotenzen und
Geschwindigkeitspotenzen nennt. Im allgemeinen kann man jede
Maschine sowohl als Kraftpotenz wie als Geschwindigkeitspotenz be-
treiben. Wir verstehen unter der Ubersetzung der Umlaufzahl
oder der Toureniibersetzung das Verhdltnis

Umlaufzahl der getriebenen Welle #, o,

P Umlaufzahl der treibenden Welle 7; = -(B; (73)

Ist @, =1, so erfolgt Ubersetzung ins Schnelle bzw. ins Langsame.
Als Mechanismen zur Ubersetzung der Umlaufzahl beniitzt man Zahn-
rider, Riemen- oder Seilscheiben, Reibscheiben oder -Rider. Zu-
sammenfassend kann man sie als Rideriibersetzungen bezeichnen
und sie in zwei Gruppen einteilen: in zwangliufige und nicht zwang-
laufige, je nachdem der geometrische Zusammenhang stets unverindert
erhalten bleibt oder nicht (genauer s. 8. 65). '

a) Ubersetzung durch ein Zahnriderpaar. Zwei Kreise
I und II mit festgelagerten Drehpunkten sind durch eine Verzahnung

gezwungen, miteinander im Eingriff zu bleiben und sich mit gleicher
Umfangsgeschwindigkeit v zu drehen, daher ist (Abb. 121):

2mr n, 2mrym,
V= 0 = 0 =1, 0, =7, Wy,

~ woraus fiir die Ubersetzung des Riderpaares folgt

=P g, L (149)

n
g Tty Wy

Auf das Rad I sind z,, auf das Rad II z, Zihne geschnitten. Zu
diesem Zweck sind die Umfinge der beiden sog. Teilkreise I und
IT in z, bzw. 2, gleiche Teile von der Linge ¢ — Teilung genannt —
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eingeteilt. Es ist z,-t=2znr, und 2z,-t=2a7r,, daher ist auch:

Mg Wy Ty 7
Pamgo= === (74b)
b) Ubersetzung durch mehrere Riderpaare. Die Réder-

paare miissen so verbunden sein, daBl das getriebene Rad eines Paares
und das treibende des folgenden gleiche Umlaufzahl haben, z. B. da-
durch, daB Rad Il und IIT (Abb. 122, S.175) auf einer Achse festgekeilt
sind (n, = n,); dann ist, wenn @, Qw4 @, bzw. die Ubersetzung des Rider-
paares I--II, die Ubersetzung des Rédderpaares III--IV und die Ge-
samtiibersetzung zwischen erster treibender und letzter getriebener Achse
bedeuten:

g = Py My

My == Py g * oy == Py " Ty

Ny Pog Py Pog  Puq My

nl 7y ny

[5) = (pu)l ° (ng e e (75>

Dieses Ergebnis 148t sich offenkundig verallgemeinern durch den
Satz: Die Gesamtiibersetzung ist gleich dem Produkt der
Einzeliibersetzungen.

¢) Ubersetzung durch Schnecke und Schneckenrad. Die
i-ziigige oder i-gingige Schnecke (in Abb. 123 i =2) treibt ein Schnecken-
rad mit z Zéhnen an. Dreht sich die unverschieblich gelagerte Schnecke
einmal, so werden ¢ Radzdhne vorgeschoben;
dreht sie sich 1/i-mal, so wird 1 Radzahn,
und dreht sie sich z[¢=n,-mal, so werden
z Radzéhne vorgeschoben, d. h. das Schnecken-
rad dreht sich n,=1mal; die Ubersetzung

zwischen Schnecke und Rad ist also:

()

Zahnrader, Schneckengetriebe und auch

Kettentrieb (Automobil, Fahrrad) gehtéren zu

den zwangldufigen Mechanismen, bewegen

sich in einer ganz bestimmten, durch die

geometrischen Verhiltnisse vorgeschriebenen Weise; sie konnen nicht
gegeneinander gleiten.

Fiir manche Zwecke erscheint der zwangliufige Zusammenhang
nicht erwiinscht, man wihlt dann Ubertragungsmechanismen, deren
Elemente gegeneinander gleiten konnen, z. B. Riemen- und Seiltrieb, -
Friktionsscheiben oder -Rider. Beim Auftreten plotzlicher Krifte oder
Widerstéinde koénnen die Elemente dieser Getriebe gegeneinander gleiten
oder in sich nachgeben.

d) Ubersetzung zwischen zwei Riemen- oder Seilscheiben.
Bei zwangliufiger Bewegung wiren Riemengeschwindigkeit und Um-
fangsgeschwindigkeit der treibenden und getriebenen Scheibe gleich.
Tatstichlich ist nach Versuch (A. Fieber, Kammerer, Z. Ver. deutsch.
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Ing. 1909, S. 1641) die Laufgeschwindigkeit des Riemens an einzelnen
Stellen verschieden, auch wenn der Riementrieb sich im Beharrungs-
zustand befindet, und zwar am gréBten (v,) bei dem Auflauf auf die
treibende Scheibe und deren Umfangsgeschwindigkeit v, gleich; am
kleinsten (v,) bei dem Auflauf auf die getriebene Scheibe und deren
Umfangsgeschwindigkeit v, gleich. Das straffe Trum lduft schneller als
«das schlaffe. Es tritt also ein Verlust an Umfangsgeschwindigkeit v, — v,
ein, der, in Teilen der groferen Geschwindigkeit v, ausgedriickt, als
Schlupf v des Riemengetriebes bezeichnet wird, definiert durch die
Gleichung: v — v
1 2
=12
Yy
daraus folgt: v (1 —y)=w, oder r o (1—y)=r, o,

somit Ubersetzung des Riementriebes

N, w, 7y
(pn:(pw: “:——":(1—’()0)4.
Ny W, ¥y

Bei Zwanglauf wére yp=0.

Der Schlupf kann herriihren 1. vom Gleiten des ganzen Riemens
auf den Scheiben (Gleitschlupf), 2. von der Elastizitit des Riemens
(Dehnungsschlupf). Der letztere Anteil des Gesamtschlupfes kommt
dadurch zustande, daBl z. B. auf der getriebenen Scheibe die Spann-
kraft von der Trumkraft ¢ auf T zunimmt, wobei der Riemen sich dehnt
und schneller lduft als die Scheibe, am meisten in 7. Das Umgekehrte
findet auf der treibenden Scheibe zwischen 7 und 1 statt. Das elastische
Band ,klettert auf der getriebenen Scheibe und ,kriecht“ auf der
treibenden ,wieder ein“. Die Dehnung und damit der Schiupf und
der Geschwindigkeitsverlust wachsen mit der iibertragenen Kraft 7—¢,
der Schlupf ist bei Vollast am groBten, bei Leerlauf Null?).

"~ Auf einem Teil des riemenbedeckten Scheibenumfangs ist der
Riemen in relativer Ruhe (Ruhebogen, Gleitschlupf gleich Null), auf
dem andern gleitet der Riemen (Gleitbogen). In Abb. 124 ist der
Gleitbogen bei héherer Belastung des Riemens grofler, als bei niederer.
Zwischen 1 und 1’ sowie 7’ und 7 ist in jedem Trum elastische Nach-
wirkung erkennbar.

Auch die Luftreifen der Automobiltreibrider weisen einen Schlupf
gegeniiber der Strafe auf, und zwar keineswegs blof beim Anfahren
oder Bremsen, sondern auch bei gleichformiger Fahrt, wohl eine Folge
davon, dafl das Rad iiber die Unebenheiten der StraBle gleichsam weg-

1) Ist « die Dehnungsziffer des Bandwerkstoffes, d. h. die Verlingerung (bzw.
Verkiirzung) von urspriinglich 1 em durch die Spannung 1kg auf 1 gem Band-
querschnitt und wird Proportionalitit zwischen Zugkraft und Verldngerung voraus-
gesetzt, so ist 1 cm auf die treibende Scheibe auflaufendes Band beim Ablauf,
da die Zugkraft' um I —{ [kg] und die Spannung um o, = (T'—1): f[kg/qem]
abgenommen hat, um «-o0, kiirzer geworden. Die treibende Scheibe wickelt also
1 cm Band auf, die getriebene in der gleichen Zeit nur 1 — «-0,; im gleichen
Verhiltnis 1lduft die getriebene Scheibe langsamer als die treibende, sofern beide
ebenso schnell laufen, wie das Band an der Auflaufstelle. Es ist dann
v :¥=1:1— «o,, woraus nach einfacher Zwischenrechnung sich fiir den Deh-
nungsschlupf ergibt: )

WYW==00p v v e e e e e e e e e 77)

Dieser wichst also mit der ,Nutzspannung® o,.
Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Auil, 12



178 Statik. Arbeit.

springt und den Boden nicht immer gleich stark preBt. Bei Lokomotiv-
treibridern kann gleiches der Fall sein.

e) Hebel- oder Wellrad. Kraftiibersetzung. Soll eine grofie
Kraft z.B. zum Lastheben ausgeiibt werden, wihrend blo8 eine kleine
verfiigbar ist, so hat schon Archimedes als Mittel zur Kraftsteigerung
den Hebel angewandt. Andere, von der &lteren Literatur als ,Po-
tenzen“ bezeichnete Hilfsmittel sind das sog. ,Rad auf der Welle“
(Haspel oder Kurbel mit Windentrommel), die schiefe Ebene, die
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Abb. 124.

Schraube, der Keil, der Flaschenzug. Die treibende Kraft sei kurz
Kraft P genannt, am angetriebenen Ende des Mechanismus befindet
sich die Last Q. Von Reibung sei vorerst abgesehen. Man spricht
dann von einem ideellen Getriebe und nennt die Kraft P die ideelle
Triebkraft P,. Was mit dem Mechanismus erreicht werden soll, ist
eine Kraftsteigerung, eine Kraftiibersetzung von der Grdfle

P Q
o Lol s P
b i % °
& ,? ——_5 Ts. was man bei fehlender Reibung als die
2 | Tm~—ts jideelle Kraftiibersetzung bezeichnen
kann. Fir den Hebel und das Well-
Abb. 125. rad bzw. die Windentrommel mit Kur-

bel oder Haspel ist nach dem Mo-
mentensatz und mit den Bezeichnungen der Abb. 125 die ideelle
Kraftiibersetzung 0

P, q’

Nun sind die erwéhnten Mechanismen zwangléufig; einem bestimm-
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ten Kraftweg s_ entspricht ein durch den geometrischen Zusammenhang
des Mechanismus eindeutig bestimmter Lastweg s, oder wenn man die
Wege auf die Zeiteinheit bezieht, zu einer bestimmten Kraftgeschwin-
digkeit v, eine ganz bestimmte Lastgeschwmdlgkelt v, Macht z B.
der Hebel Abb. 125, eine kleine Drehung um den Bogen d+, so ist der
Kraftweg s ==p-d¢ und der Lastweg s,==q-d¥; da die Geschwindig-
keiten sich™ hierbei wie die Wege verhalten, so hat man

s, v, ¢d¥ 4 -
é:'v_ dﬁ =g, 0 e - e e . (78)
, U P9 p
Wir wollen dieses Verhiltnis die Geschwindigkeitsiibersetzung
nennen; dem obigen zufolge ist dasselbe der reziproke Wert der ideellen

Kraftiibersetzung, es ist also
Lastweg  Lastgeschwindigkeit __ideelle Triebkraft

— _ — (79
Kraftweg Kraftgeschwmdlgkelt  Last (79)

T

@, > 1 bedeutet eine Ubersetzung ins Schuelle und eine Kraftvermin-
derung; ¢, <"1 eine Ubersetzung ins Langsame und eine Kraftsteige-
rung.

118. Beispiele betr. Ubersetzungen. a) Schiefe Ebene vom
Steigungswinkel «. 1. Die Last § wird von einer lings der schiefen
Ebene wirkenden Kraft bewegt; der Kraftweg sei s,, der gleichzeitige
Lastweg ist nach Abb. 127 s =s -sin«, daher die Ubersetzung

(pv:»sq-:sinu.
Sp
2. Die Last @ wird von einer zur Basis der schiefen Ebene parallelen
Kraft P bewegt. Dann ist nach Abb. 74 8,==8, tgw, daher die Uber-
setzung
s, .
(pv_SI;—“ g o
b) ¢-gédngige Schraube. An der Mutter greift, etwa mittels eines
Steckschliissels ausgeiibt, ein Kriftepaar an, dessen Ebene senkrecht
zur Schraubenachse steht und das auf den mittleren Halbmesser 7,
reduziert die GroBe P, -7, haben moge. Durch Abwickeln im mittleren
Gewindegang erhilt man die Sachlage Abb. 74. Es ist dann ebenso wie
unter a), 2.

: s
g
@, = —=1tg«.
Sp
Die Ganghdhe einer i- gangiven Schraube oder Schnecke, deren Tei-
lung 7 ist, hat die Grofle h=1-¢, daher lst dem Steigungsdreieck Abb. 74
zufolge:
tge=h:2nr, =i-t:2nr ,
womit

p,=tge=1-1:2x7,_.

¢) Flaschenziige, Seilmaschinen. Den gewdhnlichen Flaschen-
zug zeigt Abb. 108. Zieht man am Kraftende s, [m] Seil ab, so wird
12*



180 Statik. Arbeit.

das Seil innerhalb des Flaschenzuges um ebensoviel kiirzer. Der Seil-
weg s laBt sich auch noch anders ausdriicken: Hat sich beim Anziehen
von s, [m] Reil die Last um s, gehoben, so haben sich die beiden Fla-
schen um s, einander gendhert, wobei jedes Seilstiick zwischen beiden
Flaschen um s kiirzer wurde. Ist das Zugseil an der Flasche der festen
Rollen angebunden und sind n lose Rollen vorhanden, so sind 2n-Seil-
stiicke vorhanden, die sich je um s verkiirzt haben. Die Gesamtver-
kiirzung des Seiles betrigt also 2-n-s , um welches Stiick das Kraft-
ende des Seiles abgezogen werden mull, weshalb s ==2.n.s ist; die
Ubersetzung ‘des Flaschenzuges
nach Abb. 108 ist daher:

s, 1
(p =_— - = .
v s, 2n

Bei anderer Anordnung des
Flaschenzuges (vgl. S. 153) dndert
sich auch der Ausdruck fiir die
Ubersetzung.

d) Winde zum Lastheben.
Es soll die Gesamtiibersetzung
Poiotay 465 Hubwerkes der in
Abb. 126 dargestellten Winde
angegeben werden, mit anderen
Worten: die Lastgeschwindigkeit
als Bruchteil ¢,,.. der Kraft-
geschwindigkeit oder die ideelle
Triebkraft als Bruchteil ¢,,..,
der Last.
Die Motorwelle mache n =
450 Umldufe in der Minute (Win-
kelgeschwindigkeit ®,); im Ab-
stand 7 von der Motorachse denke
man sich die Triebkraft tangential angreifend, die Umfangsgeschwindigkeit
ist v, —=r-w, ; die Lastgeschwindigkeit sei v : die Geschwindigkeit des auf
der 'lprommel umlaufenden Seiles sei v’ (r'——- 36,3 cm Trommelhalbmesser;
v =1r'w’). Dann ist die Weg- oder Geschwindigkeitsiibersetzung vom
Motor bis zur Windentrommel nach (78), (73)

A O o oz 2z 2
(pl—_.—_.__—__..(pw—_.f_.¥. =
v

v, T, 7 T2y 2, %

_— NS S —
‘pv total qjvl ‘pv? ,Up r Z224 z6 24
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Mit Beniitzung der in Abb. 126 stehenden Zahlen, mit # = 36,3 cm
und mit dem willkiirlich gewahlten Kraftarm r==1 cm ergibt sich

_ 363 242415 1 o 1
Porwa™ 717 "120.72.60 2-3 9,92’
in Worten: die Lastgeschwindigkeit ist der 9,92te Teil der Kraftge-
schwindigkeit der im Abstand 1 cm von der Motorachse angreifend ge-
dachten "Antriebkraft oder die ideelle Antriebkraft ist der 9,92te Teil

der Last.
Die Lastgeschwindigkeit betragt demnach:

v o220z 1arm, 010 7-450 6 .
r— — — =V, 1-———*——:47 < )
2 30 30 /76 (om/sk)

Vo=, ) ==
q @, total “p r 2.3‘24'26

§ 17. Mechanische Arbeit. Energie. Wirkungsgrad. Arbeit
und Leistung.

119, Mechanische Arbeit. Mechanische Arbeit wird verrichtet bei
Vorgingen, die dem Gebiet der Mechanik angeh6ren, also beim Heben
und Befordern von Lasten, beim Uberwinden eines Widerstandes anldf3-
lich des Bearbeitens von Rohstoffen, bei der Forménderung eines ela-
stischen Korpers, beim Beschleunigen oder Verzdgern eines bewegten
Kérpers, also beim Anfahren oder Bremsen eines Fahrzeuges, im Zy-
linder einer Kraftmaschine oder Pumpe u. a. m. Allen solchen Vor-
gingen gemeinsam ist es, daB eine Kraft auf einer gewissen Wegstrecke
in T#tigkeit ist, ,arbeitet“. Wir beschrinken uns hier darauf, die Arbeit
bei einer gleichformigen Bewegung zu betrachten, wo statische Arbeit
von statischen Kriften verrichtot wird. Das einfachste Beispiel, das
gleichférmige senkrechte Heben einer Last G auf eine gewisse Hohe 7,
zeigt am deutlichsten, was die GroBe einer Arbeit bestimmt. In diesem
Fall wird der Weg der Last in der Richtung der Kraft zuriickgelegt.
Ist eine doppelt so groBe Last auf die gleiche Hohe zu heben oder eine
und dieselbe Last auf die doppelte Hohe, so ist das eine Verdoppelung
des einfachen Effektes;. es wird dazu die doppelte Arbeit bendtigt, da
man die Endwirkung durch Wiederholen des Hebens der einfachen Last
auf die einfache Hohe erzielen kann. Man hat daher die Hubarbeit zu
messen durch das Produkt

Wir koénnen die Last aber auch mit einem Schrigaufzug heben, also die
gleiche Endwirkung auf einem andern Wege erzielen; um nicht von der
Hauptsache abgelenkt zu werden, setzen wir fir den Schriagaufzug eine
schiefe Ebene ohne Reibung (Abb.127). Die vertikale Lastrichtung schlieBt
jetzt mit dem schiefen Lastweg einen Winkel ein. Wir zerlegen die
Last lings der schiefen Ebene und senkrecht dazu in ihre Komponen-
ten T=@G sin¢ und N =G -cose; der Forderweg liangs der schiefen

Ebene ist S:éiﬁ —. Jetzt konnen wir feststellen, daB das Produkt:
Kraft langs der schiefen Ebene mal Weg auf der schiefen Ebene
=G’~sina-< h ):G-k die gleiche Grofe hat wie beim senkrechten

nc
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Heben, nimlich eben G-%; die gleiche Endwirkung ist auf zweierlei
Weise erzielt und als Maf3 der verrichteten Arbeit ergibt sich auf bei-
derlei Weise die GréBe G-%. Indem wir das Gemeinsame hervorheben,
erkennen wir, was fiir die GroBe der Arbeit bestimmend ist: es ist
das Produkt aus dem Arbeitsweg und der lings diesem wir-
kenden Kraft. Das Parallelverschichen der Komponente G-cose er-
fordert keinerlei Arbeit, denn es wird in Richtung der Komponente kein
Arbeitsweg zuriickgelegt. Eine mit dem vorgeschriebenen Weg s den
Winkel « bildende Kraft P kann somit in eine Arbeitskomponente
P.cosee und eine arbeitslose Komponente P-sine« zerlegt werden
und leistet die Arbeit

A=P-.cos¢-s=P-s-cose¢ . . . . . . (80

Wegen der zuléissigen Vertauschung der Faktoren dieses Produktes kann
man die Arbeit messen durch das Produkt: Weg mal Projektion der
Kraft auf den Weg oder auch durch das Produkt: Kraft mal Projek-
tion des- Weges auf die Kraft.

Ein gekrimmter Weg kann als die stetige Aufeinanderfolge von
unendlich kurzen sehiefen Ebenen angesehen werden. Die Arbeitskom-

GRS -

Abb. 127. Abb. 128.

ponente einer schief zur Kurve gerichteten Kraft ist deren Projektion
T=P-cosf§ auf die Kurventangente (Abb. 128) und die Arbeit auf dem
Wegelement ds der Kurve betrigt 7'-ds, die Gesamtarbeit daher

A= [T-ds.

Der Normaldruck auf die Kurve ist sn der Arbeitsleistung nicht be-
teiligt; seine Arbeitsleistung ist Null.

. Die Merkmale einer Arbeit sind indes durch die GroBe P-s-cos«
noch nicht ganz erschopft; je nachdem eine treibende Kraft Arbeit
leistet oder ein Widerstand {iberwunden wird, stimmt der Sinn der Kraft
mit dem Sinn des Kraftweges iiberein oder es ist der Sinn des Wider-
standes dem Sinne des Widerstandsweges entgegengesetzt. Bei der Last-
forderung mit der sghiefen Ebene, Abb. 127, wirkt z. B. die Antriebkraft
P vertikal abwirts und der Widerstand 7' der Last im Sinne des Pfeiles
lings der schiefen Ebene abwirts (man denke sich das Seil hinter der
Last durchschnitten und an den Schnittstellen die zuvor wirkende Kraft
T in der Seilrichtung angebracht). Bewegt sich P in Richtung des be-
fiederten Pfeiles um s weiter, so ist die Arbeit P.s und wird mit
—--Zeichen versehen, weil der Sinn von P mit dem Sinn von s iiberein-
stimmt. Anderseits hat die Arbeit des Widerstandes 7' auf dem (vor-
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liegendenfalles gleichen) Weg s die GroBle 7'-s; sie wird mit — -Zeichen
versehen, weil 7' und s entgegengesetzten Sinnes sind. Man hat dem-
nach die Arbeit einer Triebkraft von der Arbeit eines Widerstandes
durch - und —-Zeichen zu unterscheiden.

Wihrend nun eine Kraft durch GroSe, Richtung und Richtungs-
sinn gekennzeichnet ist, geniigen zur Kennzeichnung einer Arbeit zwei
Merkmale: Grofle und Vorzeichen. Dagegen gehdrt die Richtung, in
der eine Arbeitsleistung vor sich geht, nicht zu den Merkmalen, die
anzugeben sind, wenn man eine Arbeit in zureichender Weise kenn-
zeichnen will. Mathematisch gesprochen ist eine Kraft als eine ge-
richtete, durch einen Vektor darstellbare Grofle anzusehen, eine Arbeit
dagegen als eine reine ZahlgrdfBie, als sog. Skalar, der nicht durch
einen Vektor darstellbar ist.

120. Arbeit einer lings des Weges verénderlichen Kraft. Man
sehe wie oben den Weg s als die stetige Aufeinanderfolge von un-
endlich kurzen Wegstiicken ds an. Solange die Kraft P den Weg ds
zuriicklegt, darf sie als unverénderlich angesehen werden. Ist « der
Winkel zwischen P und ds, so hat die sog. Elementararbeit auf ds
die GroBe P-.cose-ds, daher ist die Gesamtarbeit die Summe der
Elementararbeiten

A:fP-cosa-ds B (1

1. Beispiel: Arbeit zur Forménderung einer Feder. So-
lange die Feder, etwa eine zylindrische Schraubenfeder, nicht iiber-
lastet wird, ist die Verlingerung s der belastenden Kraft P propor-
tional, also s=c-P. Die belastende Kraft P legt den Weg s in ihrer
eigenen Richtung zuriick, es ist also ¢=0 und cos ¢=1; also '

s §2 1
A=J‘Pds=f~c—ds=2—c=—24P-s.

Das sieht man auch wie folgt ein: statt dal der Weg von einer
veranderlichen Kraft durchlaufen wird, kann man auch annehmen, er
werde von einer konstanten Kraft durchlaufen, die dann dem Durch-
schnittswert der Kraft lings des ganzen Weges gleich sein muBl. Ist
nun die Kraft dem Weg proportional, so ist ihr Durchschnittswert ein-
fach das arithmetische Mittel aus Anfangs- und Endwert, also

O0+P)__ P
2 2’

womit. wieder das obige Ergebnis erhalten wird.

121. Arbeit eines Kriftepaares oder einer Drehkraft. An einer
Kurbel oder einem Rad greife im Abstand » von der sich gleichformig
drehenden Welle eine konstante Drehkraft vom Moment M = P-r an
und durchlaufe einen Drehwinkel ¢ (im BogenmaB); da P hierbei den
Umfangsweg r-9 zuriicklegt, so ist die Arbeit bei dieser Drehbewegung

A=Por-9=M-9. . . .. ... (82

Von einem Kriftepaar M, das den Winkel ¥ durchlduft,- gilt dasselbe.
Die Arbeit eines treibenden Drehmomentes wird von der Arbeit eines
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widerstehenden Drehmomentes durch -I-- und — -Zeichen unterschieden
(vgl. S. 183 und 184). Ist die Drehkraft Veranderhch so gilt das im
letzten Abschnitt Bemerkte. .

122. Arbeit der Kraft und Last an einer reibungslosen Maschine.
Unter einer Maschine .verstehen wir eine Vorrichtung zur Arbeits-
leistung oder mit einer allgemeineren Ausdrucksweise, deren Sinn spéter
deutlich wird, eine Vorrichtung zur Arbeitsumformung. In der Mechanik
befassen wir uns nur mit Masehinen zur Leistung mechanischer Arbeit.
In einer Hebemaschine wird z. B. mit einer kleinen Antriebkraft eine
groBe Last gehoben; vermdge der in der Maschine angewandten Uber-
setzung mull hierbei in gleichen Zeiten die Kraft einen groBen, die
Last einen kleinen Weg machen.

Wir betrachten zunéchst eine sog. ideale oder verlustfreie Ma-
schine, diese soll keine Reibungswiderstinde besitzen, auch von Form-
dnderungen in der Maschine werden wir absehen, und die Bewegung
der Maschine iiberdies als zwangldufig voraussetzen. Durch diese in
Wirklichkeit teilweise nie erfillten Voraussetzungen haben wir uns mit
Absicht von den tatsichlichen Verhiltnissen entfernt, um die erste Be-
trachtung einfach zu gestalten. Das nicht Beriicksichtigte ist spiter
in Betracht zu ziehen. '

Wenn eine solche Maschine unter Belastung gleichférmig arbeitet,
so sind die Krifte im Gleichgewicht, es ist nach den Regeln der Statik
die Antriebkraft ein bestimmter Bruchteil der Last, also etwa P-m=@,
und, wegen der gegebenen Ubersetzung, der Kraftweg ein bestimmtes
Vielfache des Lastweges, also etwa s =mn-s . Durch Multiplikation
erhilt man m-P-s =n-Q-s, und es zeigt sich bei der Durchfithrung
in allen Einzelfillen, als eine Folge der Gleichgewichtsbedingung und
des Zwanglaufes der Maschine, daf m =un.

Bei einer schiefen Ebene ist z. B. P=@sin¢ und 5,75, sin «,
womit nach obiger Gleichung m ==n folgt.

Bei einem idealen Flaschenzug (Abb. 108) ist P=@/2n (Gleich-
gewichtsbedingung) und s,==2ns, (Zwanglaufbedingung), womit eben-
falls m =n wird. Ebenso bei einem Schneckengetriebe u. a.

Demnach ist bei einer idealen Maschine die Arbeit der Kraft’
gleich der Arbeit der Last, m. a. W.: die algebraische Arbeitssumme
ist Null

Dies ist das sog. Arbeitsprinzip der Mechanik fiir eine ideale
zwanglidufige Maschine; es ist hier erschlossen aus einer statischen und
einer geometrischen (kinematischen) Bedingung.

128. Satz von der Erhaltung der Energie. Energiestrome. Man
kann die mechanische Arbeit einer Gas-, Dampf- oder Wasserkraft-
maschine in elektrischen Strom verwandeln, mit diesem einen Elektro-
motor treiben und die mechanische Arbeit des Elektromotors zum
Lastheben beniitzen; man konnte mit dem elektrischen Strom auch in
einer Akkumulatorenbatterie chemische Wirkungen hervorrufen, die
spiterhin ihrerseits zur Erzeugung von elektrischem Strom verwendet
werden kénnen. Aus Kohle wird durch Verbrennung Wirme gewonnen,
mit dieser Dampf erzeugt und mit dem Dampf eine Dampfmaschine
getrieben, die in einer Pumpe Druckluft oder Druckwasser erzeugt,
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womit schlieflich wieder allerhand mechanische Arbeit verrichtet werden
kann. Uberblickt man diese Vorginge, so bildet sich die Vorstellung,
daB ihnen etwas Gemeinsames, im Innersten Wesensgleiches zugrunde
liege, das bald in der Form von mechanischer Arbeit, bald in der Form
elektrischen Stromes, chemischer Wirkung, Warme, Druckluft oder
-wagser U. a. in die Erscheinung trete. Weil sich nun dieses Gemein-
same, wenn 'man die Vorgénge in geeigneter Weise leitet, immer in
mechanische Arbeit verwandeln ld8t, so wird es als Wirkungsfihigkeit
oder Energie bezeichnet, und die mechanische Arbeit kann als ge-
meinschaftliches Energiemall beniitzt werden. Die Energie ist also ver-
wandelbar und nimmt bald die Form mechanischer, bald die elektrischer,
chemischer, kalorischer (Wé&rme-) Energie an, mit den