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Allgemeine physikalische Konstanten
(September 1926)1).
a) Mechanische Konstanten.

Gravitationskonstante . . . e e . e v . .. 66;-10"8%dyn-cm?.g"~
Normale Schwerebeschleumgung .. . . . . . 980,665 cm -sec~?
Schwerebeschleunigung bei 45° Brelte .+« . . . 980616 cm - sec™?

1 Meterkilogramm (mkg). . . . . . . . . . . . 0,980665 - 10° erg
Normale Atmosphire (atm) . . . . . . . . . . 1,01325,-10° dyn.-cm~?
Technische Atmosphare . . . .« . . 0980665108 dyn -cm~?
Maximale Dichte des Wassers be1 1 a‘cm . . 0,999973 g-cm~?

Normales spezifisches Gewicht des Quecksﬂbers . 13,5955

b) Thermische Konstanten.

Absolute Temperatur des Eispunktes . . . . . . 273,24°
Normales Litergewicht des Sauerstoffes . . . . . 1,42900 g-1-!
Normales Molvolumen idealer Gase. . . . . . . 22,414;-10% cm?

0,82045 - 102 cm?-atm - grad —!
0,8313, - 108 erg - grad !
0,8309, - 10! int joule - grad !
1,9854 cal - grad—1

4,184, int joule

1,1623 - 1079 int k-watt-st
4,1865 - 107 erg

4,2685 - 10~ mkg

c) Elektrische Konstanten.

Gaskonstante fiir ein Mol .

Energiedquivalent der 15°-Kalorie (cal) .

1 internationales Ampere (intamp) . . . . . . . 1,0000, abs amp

1 internationales Ohm (intohm) . . . . . . 1,0005, abs ohm

Elektrochemisches Aqmvalent des Sﬂbers . . . . 1,11800-10-% g - int coul~1

Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1. . 0,9649, - 10° int coul

Ionisier.-Energie/Ionisier.-Spannung . . . . . . . 0,9649, - 10° int joule - int volt —*
d) Atom- und Elektronenkonstanten.

Atomgewicht des Sauerstoffs. . . . . . . . . . 16,000

Atomgewicht des Silbers. . . e e o . . . . 107,88

LoscaMmipTsche Zahl (fur 1 Mol) C e e e o ... 6,06, -10%

BortzmaNnsche Konstante 2. . . . . . . . . . 1,372-10" ' erg . grad -1

1/,6 der Masse des Sauerstoffatoms . . . . . . 1,650 - 10~

j1 592 . 10~ 1% int coul
“14,77,- 1072 dyn'/: - cm

Elektrisches Elementarquantum e ..
Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e¢/m . 1,764 - 108 int coul - g—*

Masse des ruhenden Elektrons m . . c e ... 9,02-10"% g
Geschwindigkeit von 1-Volt- Elektronen . . . . . 5,945 - 107 cm - sec ™!
Atomgewicht des Elektrons . . . . . . . . . . 546-10"*

e) Optische und Strahlungskonstanten.
Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . . 2,998 -10% cm . sec™?!

‘Wellenldnge der roten Cd-Linie (1 atm, 15 C) . 6438,470,- 107 % cm

RypBERGsche Konstante fiir unendl. Kernmasse . 109737,1 cm—1

SomMERFELDsche Konstante der Feinstruktur . . 0,729-10"2

5,75 - 10~ int watt . cm 2% . grad —¢
1,37,-10" 2 cal .cm~%.sec~! . grad -*
Konstante des WieENschen Verschiebungsgesetzes . 0,288 cm - grad

WieN-PrLaNcksche Strahlungskonstante ¢ . . . . 1,43 cm . grad

STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante o . {

f) Quantenkonstanten.
PraNcksches Wirkungsquantum 2 . . . . . . . 6,55:107 % erg - sec

Quantenkonstante fiir Frequenzen f=/nh/k . . . 4,77;-107"* sec . grad
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlinge . 1,233 -10"*cm
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . . . . 0,529 -10-% cm

) Erlauterungen und Begrindungen s. Bd. Il d. Handb. Kap. 10, S. 487—518.



Kapitel 1.

Die MaxweLL-HERTZsche Theorie.

Von
FRIEDRICH ZERNER, Wien.
Mit 2 Abbildungen.

I. Die drei Grunderscheinungen
und ihre theoretische Erfassung auf Grund der
Konzeption der fernwirkenden Fluida.

a) Elektrostatik.

1. Die elektrische Ladung. Leiter und Isolatoren. Schon den Naturphilo-
sophen des klassischen Altertums war es bekannt, daB geriebener Bernstein die
Eigenschaft besitzt, leichte Kérper anzuziehen. Aber erst in der zweiten Halfte
des 16. Jahrhunderts entdeckte GILBERT!), daB diese Eigenschaft auch noch einer
Anzahl anderer Kérper zukommt?). Er fithrte dies auf eine Emanation der Kérper
zurlick, durch die der elektrisierte Kérper, dhnlich wie nach der damaligen An-
sicht die Erde die Korper durch die Atmosphire anzieht, Krifte auf die um-
gebenden Korper ausiibt.

Diese Form der Theorie der Fluida, die eine Kombination mit der Nahe-
wirkungstheorie darstellt, konnte aber den weiteren Entdeckungen nicht stand-
halten. Zunichst zeigte GRAY3) (1729), daB die Elektrisierung nur von der Ober-
fliche des geriebenen Kérpers abhingt, indem er einen vollen und einen aus-
gehodhlten Eichenholzwiirfel rieb und an beiden dieselben Erscheinungen vorfand.
Das Fluidum dringt also in das Innere des Kérpers nicht ein. Dann zeigte
FRANKLINY) (1751), daBl das Vorbeiblasen trockener Luft an einem elektrisierten
Kérper dessen Elektrisierung nicht andert.

Dieses Experiment weist bereits darauf hin, daB das Fluidum sich auch
nicht von der Oberfliche des elektrisierten Kérpers nach auBen erstrecken
konne. Entscheidend spricht aber gegen diese Annahme eine andere Reihe von
Experimenten. 1729 entdeckte nimlich Grav3), daB ein Kérper, der durch ein

1) Gulielmi Gilberti de Magnete, Magneticisque corporibus, et de magno magnete tellure.
London 1600.

2) Im folgenden werden die geschichtlichen Zusammenhinge nur insoweit erwihnt,
als sich dies mit der systematischen Darstellung vereinigen 148t. Fiur detaillierte geschicht-
liche Darstellung sei z. B. auf E. T. WHITTAKER, History of the theories of Aether and
Electricity, Dublin 1910; F. DaNNEMANN, Die Naturwissenschaften in ihrer Entwicklung,
3 Bde., Leipzig 1911; I. AuErBacH, Entwicklungsgeschichte der modernen Physik, Berlin
1923, hingewiesen.

3) St. Grav, Phil. Trans. Bd. 37, S. 18, 227, 285, 397. 1731.

4) B. FrankrLiN, New Experiments and Observations on Electricity, Letter VII. 1751.

5) St. GrAv, Phil. Trans. Bd. 37, S. 35. 1731.

Handbuch der Phvsik. XII. 1



2 Kap. 1. F. Zer~nEr: Die MaxwerLr-HerTzsche Theorie. Ziff. 2, 3.

Metall mit einem elektrisierten Kérper verbunden wird, selbst elektrisiert wird.
Das elektrische Fluidum ist also nicht untrennbar an den Korper, an dem es
durch Reibung erzeugt wird, gebunden, sondern kann von einem Koérper zum
anderen gefithrt werden. Allerdings kann es sich nur durch gewisse Kérper, die
Leiter, hindurchbewegen, andere, die Isolatoren, sperren ihm den Weg.

Diese Entdeckung gibt uns eine Kliarung der verwickelten Krafterscheinungen.
Ein elektrisierter Koérper sto8t nidmlich leichte Korper seiner Umgebung auch
manchmal ab. Bringt man ein isoliertes Goldpapier in die Nahe eines elektri-
sierten Korpers, so wird es bis zur Beriihrung angezogen, nach der Beriihrung
abgestoBen. Dies erklirte DU Fav?) (1733) dadurch, daB bei der Beriihrung das
Goldblittchen elektrisiert wird und ein durch Beriihrung elektrisierter Kérper
von dem Koérper, durch den er elektrisiert worden ist, abgestoBen wird. Auch
zwei Goldbldttchen, die durch Berithrung mit demselben Korper elektrisiert
worden sind, stoBen einander ab.

2. Die zwei Arten elektrischer Ladung. Das Gesetz von der Erhaltung
der elektrischen Ladung. Die nichstliegende Erweiterung dieses Resultates war
natiirlich die, daB ein elektrisierter Korper nichtelektrisierte anzieht, elektrisierte
abstoft. DU Fay?') fand aber, daB dies keineswegs der Fall ist, sondern dafl es
zwel Arten von elektrisierten Korpern gibt, derart, daf die Koérper der einen
Art sich untereinander abstoflen, elektrisierte Koérper der zweiten Art aber an-
ziehen. Die Art der Elektrisierung hingt dabei lediglich von der Art der Er-
zeugung der Elektrisierung ab, d.h. welche Ko&rper gerieben wurden. Da die
eine Art beim Reiben von Glas, Kristall und anderen durchsichtigen Kérpern,
die andere beim Reiben von Ebonit, Bernstein und anderen Harzen entstand,
nannte DU FAy die eine die Glas-, die andere die Harzelektrizitit. Wiederum
zeigt sich, daBl das elektrische Fluidum nicht an den Koérper gebunden ist, da
z. B. Glas durch Leitung Harzelektrizitit erhalten kann.

Unabhingig davon war FRANKLIN?) (1747) zu der Annahme von zwei Arten
der Elektrisierung gekommen. Er stellte einen Experimentator (4) mit dem
Reibzeug, und einen Experimentator (b) mit dem Glasstab auf je eine isolierende
Wachsplatte. Wird nun der Glasstab gerieben, so kann ein dritter Experimentator
sowohl aus dem Reibzeug wie aus dem Glasstab Funken ziehen, beide sind also
elektrisch geladen, und zwar das Reibzeug mit Harzelektrizitit. Die beiden
Elektrisierungen miissen aber entgegengesetzter Art sein. Bilden nimlich die
beiden Experimentatoren « und & wihrend oder nach dem Reiben einen Kontakt
zwischen Glasstab und Reibzeug, so kann der dritte nicht mehr aus ihnen Funken
ziehen, sie sind also nicht mehr elektrisiert.

Da die beiden Arten der Elektrisierung einander aufheben, folgt, daBl sie
entgegengesetzter Natur, aber gleicher Intensitit sein miissen. Man kann sie
also durch dieselbe Zahl, das eine Mal mit positivem, das andere Mal mit negativem
Vorzeichen versehen, darstellen. Entsprechend bezeichnet sie FARADAY als posi-
tive und negative Elektrisierung. Bei der Elektrisierung entstehen immer gleiche
Mengen positiver und negativer Elektrizitdt. Die Gesamtmenge der Elektrizitat
bleibt also immer konstant.

3. Ein- und Zweifluidumstheorie. Dieses Prinzip der Erhaltung der
elektrischen Ladung macht die Auffassung der Elektrizitit als Fluidum nur
plausibler. Macht man diese Annahme, so ist es klar, daB} Elektrizitit weder
entstehen noch verschwinden kann, dal die Elektrisierung vielmehr nur in einer
Verschiebung des elektrischen Fluidums bestehen kann.

1) Cu. Fr. pu Fay, Mem. de I’Acad. des Sciences S.23, 73, 233, 457. 1733; S. 341,

503. 1734.
2) B. FRANKLIN, L. c. Letter II.



Ziff. 4. Das elektrostatische Kraftgesetz. 3

Frankrin stellte daher [unabhidngig von WATsoN?), der bereits 1746 denselben
SchluB aus Untersuchungen iiber die Leydener Flasche gezogen hatte] . c. die Hypo-
these auf, daB alle Korper ein gewisses Normalquantum an elektrischem Fluidum
besitzen. Die positive Elektrisierung besteht danach darin, daB der Korper
einen UberschuB an elektrischem Fluidum erhilt, die negative darin, daB dem
Korper elektrisches Fluidum entzogen wird. Aus den Entladungserscheinungen
zog FRANKLIN L c. den SchluB, daB in einem durch Reibung elektrisierten Glas-
stab das elektrische Fluidum im UberschuB8 vorhanden ist. (Vgl.: Ein geriebener
Glasstab ist also positiv geladen, die Glaselektrizitit ist die positive.)

FraNkLiN2?) schloB aus den Erscheinungen der Leydener Flasche, daB die
elektrischen Fluida unvermittelte Fernwirkungen ausiiben. Er erklirte nimlich
die Verstarkung der ihr erteilten Elektrisierung daraus, daB sich auf je einer der
durch das Glas getrennten Belegungen die eine der beiden Elektrizititen an-
sammelt. Das Glas muBl also fiir das elektrische Fluidum undurchlissig sein,
da die beiden Elektrizitdten sich ja sonst neutralisieren wiirden. Dennoch ent-
steht die Ansammlung der Elektrizitdt auf der duBeren Belegung offensichtlich
durch Einwirkung der Ladung der inneren. 1759 wies AEPINUS®) nach, dal man
das Glas in der Leydener Flasche durch Luft oder einen beliebigen Isolator ersetzen
kann und widerlegte damit endgiiltig die Nahewirkungstheorie durch Emanation
des Fluidums. Das Fluidum befindet sich daher nur auf der Oberfliche der
elektrisierten Korper. Die elektrischen Krifte sind Fernkrifte.

Diese Auffassung liegt vom Standpunkt der Einfluidumshypothese um so
niher, als sie uns dazu bringt, die Gravitation unter die elektrischen Krifte
zu subsumieren. Denn nicht nur die Teile des elektrischen Fluidums miissen
einander abstoBen, dasselbe muf3 fiir die Teilchen der Materie der Fall sein, da
ja zwei Korper, denen elektrisches Fluidum entzogen worden ist, einander ab-
stoBen. Die Gravitation muB also darauf zuriickgehen, daB die AbstoBung
zwischen den Teilen des Fluidums und den Materieteilchen untereinander
schwicher ist als die Anziehung zwischen Fluidum und Materie.

Will man der Verkniipfung von elektrischen und Gravitationskriften ent-
gehen, so gelangt man zu der 1759 von SYMMER?) aufgestellten und insbesondere
von CouroMB und den franzosischen Theoretikern vertretenen Zweifluida-
theorie. Inihr entspricht sowohl der Glas- wie der Harzelektrizitét je ein Fluidum.
Die Teile jedes Fluidums stoBen sich untereinander ab und ziehen das andere
Fluidum an. Gemischt neutralisieren sie sich, wie Sdure und Base gemischt ein
neutrales Salz ergeben. Jeder Koérper enthilt einen Grundstock von gleichen
Mengen der beiden Elektrizititen; die Elektrisierung besteht entweder im Auf-
fitllen mit der entsprechenden oder im Entziehen der entgegengesetzten Elektri-
zitdt. In dieser doppelten Deutbarkeit eines und desselben Vorganges liegt die
eine Schwiche dieser Hypothese. Viel schwerer wiegt es aber, daB sie keines-
wegs angeben kann, worin sich zwei Kérper desselben Materiales unterscheiden,
in denen sich zwar die beiden Elektrizititen neutralisieren, aber verschiedene
Mengen der elektrischen Fluida vorhanden sind.

4. Das elektrostatische Kraftgesetz. (Vgl. Kap. 4.) Aufgefordert durch
FrANKLIN, untersuchte PRIESTLEY®) 1767 die Verteilung der Elektrizitit auf
der Innenwand metallener Gefile und die Kraftwirkung im Inneren solcher
Gefille. Er fand die Vermutung FRANKLINs bestitigt, daB in ihrem Inneren

1) W. Wartson, Phil. Trans. Bd. 44, S. 718. 1746.

2) 1. c. § 28ff.

F. V. T. AeriNus, Tentamen theoriae Electricitatis et Magnetismi. Petersburg 1759.
R. SyMMER, Phil. Trans. Bd. 51, S. 371. 1759.

J. PriesTtLEY, The History and Present state of Electricity, S. 732. London 1767.
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4 Kap. 1. F. ZErNER: Die Maxwgrr-Hertzsche Theorie. Ziff. 5, 6.

keine Kraftwirkung vorhanden ist. Dariiber hinaus zeigt sich, daf# die gesamte
elektrische Ladung auf der duBeren Oberfliche des GefiBes sitzt. PRIESTLEY zog
daraus den SchluB, da8 die elektrische Anziehung denselben Gesetzen gehorcht
wie die Grav1tat10n und daher umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent-
fernung ist.

Ebenso wie die erst 1879 auf Betreiben von W. THOMSON pubhz1erten exakten
Experimente und Uberlegungen von CAVENDIsH?) gerieten seine Untersuchungen
in Vergessenheit, so dal Couroms?) 1785 das Kraftgesetz, ohne die vorher-
gehenden Untersuchungen zu kennen, wiederfand. Er bewies das Gesetz durch
Messung der Kraft zwischen zwei gleich geladenen Kérpern mittels der von ihm
konstruierten Drehwage. Im nichsten Jahre bestimmte er die zwischen zwei
entgegengesetzt geladenen kleinen Kugeln wirkende Kraft und fand auch fiir diese
dasselbe Gesetz. Diese Methode kann aber nicht auf denselben Grad der Ge-
nauigkeit gebracht werden wie die von PRIESTLEY und CAVENDISH verwendete,
da die Ladung der einen Kugel die Verteilung der Ladung auf der anderen be-
einflult, also nicht zwei gleichmiBig geladene Kugeln einander gegeniiberstehen.
Dadurch werden die Verhiltnisse natiirlich bedeutend kompliziert (vgl. Kap. 4).

Die zwischen zwei elektrisierten Kérpern wirkende Kraft hat also dieselbe
Wirkungsweise wie die Gravitation. Vom Standpunkt der Fernwirkungstheorie
aus gesehen wire daher die von der Einfluidumstheorie vorgenommene Sub-
sumierung der Gravitation unter die elektrischen Krifte moglich.

5. Die Definition der elektrischen Ladung. Lassen sich die Gleichheits-
und Ungleichheitsbeziehungen in leicht ersichtlicher Weise bereits aus den in
Ziffer 2 angegebenen Erscheinungen definieren, so ergibt das CouLomBsche Kraft-
gesetz eine Grundlage fiir die vollstindige Arithmetisierung. Denn die zwischen
zwei elektrisierten Kérpern wirkende Kraft ist nicht nur von ihrer gegenseitigen
Entfernung, sondern auch von dem Grade der Elektrisierung der beiden Kérper
abhéngig. Wir koénnen sie dem Produkt der beiden Ladungen proportional
setzen:

F=e22. . (1)

Um den Begriff der Ladung einfach in das Gausssche MaBsystem, das
CGS-System, einfithren zu kénnen, setzen wir die Proportionalititskonstante ¢
gleich 1. Die Einheit der Ladung ist dann diejenige Ladung, die auf die gleiche
Ladung in der Einheit der Entfernung (1 cm) mit der Krafteinheit (1 Dyn)
wirkt. Die Dimension einer elektrischen Ladung ergibt sich so zu

le] = [L*T-1 0. (2)

Das auf diese Ladungseinheit (also e gleich 1) aufgebaute MaBsystem heiBt
das elektrostatische MaBsystem.

Durch die Ubereinstimmung der auf dem CouLoMsschen Gesetz beruhenden
Gleichheits- und Ungleichheitsdefinitionen mit den mit Hilfe der in Ziffer 2 be-
sprochenen Erscheinungen aufgestellten erhdlt das Prinzip der Erhaltung der
elektrischen Ladung erst seine volle physikalische Bedeutung.

6. Das Potential. Mit der Entdeckung des CourLomBschen Gesetzes ist die
Elektrostatik in die NEwTONsche Mechanik eingegliedert. Die mathematische
Formulierung unterscheidet sich von der der Gravitation lediglich durch das
Auftreten von Anziehungs- und AbstoBungskriften bzw. von positiven und
negativen Massen. Diesist bei der Formulierung des Kraftgesetzes bereits dadurch

1) The electrical researches of the Hon. Henry Cavendish ed. by J. Cl. Maxwell 1879.
2} C. A. Couroms, Ann. de chim. Bd. 1, S. 1. 1789; Bd. 7, S. 97, 112. 1790.
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beriicksichtigt, daB die Kraft dasselbe Vorzeichen erhalten hat wie das Produkt
der Ladungen.

Bei der groBen Rolle, die das Potential in der Theorie der Gravitation spielt,
liegt es nahe, diesen Begriff auch in die Elektrostatik einzufiihren (Porssox 1811)1).
Die einzige Frage, die auch hier wieder auftritt, ist die Beriicksichtigung des
Auftretens zweier Arten von Ladungen. Wir losen sie mit W. THoMsoN dahin,
daB das Potential V' in einem Punkte die Arbeit angibt, die geleistet werden muf3,
um eine positive Punktladung der GroBe Eins aus dem Unendlichen in ihn zu
bringen. (Vgl. Kap. 4, Ziff. 10.)

Es gelten dann die sinngemil iibertragenen Formeln der Potentialtheorie
fiir die Elektrostatik. Der negative Gradient des Potentials stellt die Kraft auf
die positive Einheitsladung dar. Fiir das Potential selbst gilt die Poissonsche
Gleichung:

AV = —4mg, 3)

wobei o die Ladungsdichte bedeutet, und die entsprechenden Gleichungen fiir
die Unstetigkeitsflichen (mit der Flichendichte ¢ bzw. der Doppelschichte
vom Moment t)

oV v _
76734_%__:_4”0’ (33)
V., —V_=4daxz. (3Db)

Die Punkte gleichen Potentials bilden stetige Flichen, die wir als Aqui-
potentialflichen bezeichnen. Die elektrische Feldstirke ©, die die Kraft auf
eine in den betreffenden Punkt gebrachte positive Ladungseinheit darstellt,
steht auf diesen Flichen normal:

= —gradV. (4)

7. Verteilung der Elektrizitdt auf Leitern. Kapazitit. Elektrische In-
fluenz. Energie eines Systems geladener Konduktoren. Die besondere Rolle,
die der Potentialbegriff in der Elektrostatik spielt, beruht darauf, daB nach
Herstellung des Gleichgewichtszustandes das Potential im Inneren und an der
Oberfliache der Leiter konstant ist. Wiirde im Inneren eines Leiters eine Poten-
tialdifferenz herrschen, so konnte sich die Elektrizitit nicht in einem Gleich-
gewichtszustand befinden, sondern miiBte in Bewegung geraten. Diese Be-
wegung kann erst aufhéren, wenn das Potential im Inneren konstant ist, und
da dann j f —g;{ dS = 0, befindet sich alle Ladung an der Oberfliche.

Auf dieselbe Weise erklirt sich auch die Erscheinung der elektrischen
Influenz. Bringt man einen Leiter in ein elektrostatisches Feld, so beeinfluBt
er dieses derart, daB schlieflich seine Oberfliche eine Aquipotentialfliche
bildet. AuBerhalb dieser Fliche steht der Gradient des Potentials, der nach
bekannten Sitzen der Potentialtheorie in diesem Bereich im allgemeinen nicht
verschwinden kann, auf ihr normal, im Inneren muB er nach dem Obigen ver-
schwinden: Es tritt daher im allgemeinen an der Oberfliche des Leiters eine
Flichenladung auf. Diese Influenzerscheinungen sind es, die die Bestimmung
des Kraftgesetzes durch die Drehwage komplizieren.

Befindet sich ein Leiter von anderen Ladungen und Leitern geniigend ent-
fernt, so daB Influenzwirkungen nicht auftreten kénnen, so folgt aus der Tat-
sache, daB sich alle Ladung auf der Oberfliche befinden muB und das Potential
fiir den ganzen Konduktor konstant ist, daB dieses lediglich von der dem Leiter

1) S. D. PoissoN, Mém. de I'Institut Bd. 1, S. 163. 1811.
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erteilten Ladung und der Gestalt seiner Oberfliche abhingen kann. Aus der Inte-
graldarstellung fiir das Potential folgt aber leicht, daB dieses linear von der La-
dung des Konduktors abhingt. Man definiert daher den EinfluB der Oberflache des
Konduktors durch den Quotienten aus Ladung und Potential, den man als die
Kapazitit des Konduktors bezeichnet. Das Potential, auf das eine metallische
Kugel vom Radius @ durch Erteilung der Ladung e gebracht wird, ist nach ein-
fachen Sidtzen der Potentialtheorie gleich ef/a. Die Kapazitit einer Kugel ist
also gleich ihrem Radius.

Infolge der Erscheinung der Influenz ist die Kapazitit eines Konduktors
von der Lage der iibrigen Leiter mitbestimmt. Legen wir etwa um eine Metall-
kugel eine Kugelschale, die wir durch eine leitende Verbindung mit der Erde
auf das Potential Null bringen, so wird offenbar die Kapazitit der Metallkugel
durch das Ins-Endliche-Bringen des frither im Unendlichen herrschenden Null-
potentiales erhdht.

Mit Hilfe des Potentialbegriffs 148t sich die Energie eines Systems geladener
Konduktoren, d.h. die Energie, die bei ihrer Entladung frei wird, leicht aus-
driicken. Sie ist natiirlich gleich der Arbeit, die beim Aufladen des Systems
geleistet wurde. Wie bereits erwihnt, folgt aus dem Integralausdruck fiir
das Potential, daBl dieses der Ladung proportional ist; wenn wir also eine An-
zahl von Konduktoren haben, die die Ladungen ¢; tragen und die Potentiale V;
besitzen, so werden diese Konduktoren, wenn sie nur die Ladungen ke; tragen,
die Potentiale EV; besitzen. Laden wir daher die Konduktoren so auf, daB wir
die Ladungsverhéltnisse auf den einzelnen Konduktoren von Anfang an den
endgiiltigen Verhiltnissen gleichmachen, so ist die Arbeit, die wir leisten miissen,
um alle Ladungen von ke; auf (k + dk)e; zu bringen, >'kV;e;dk. Die gesamte
zu leistende Arbeit ist daher

A= %Z &V (4)

Mit Hilfe der bisher entwickelten theoretischen Anschauungven lassen sich
alle elektrostatischen, auf im lufterfillten Raum befindliche, geladene Konduk-
toren beziiglichen Probleme 16sen (vgl. Kap. 4).

b) Magnetostatik der permanenten Magnete?),

8. Pole. Einheit des magnetischen Pols. Kraftgesetz. Zweifluidatheorie.
Ebenso wie die elektrischen Eigenschaften des Bernsteins war auch das sonder-
bare Verhalten des Magneteisensteins bereits im Altertum bekannt. Bereits 1269
entdeckte PEREGRINUS den fundamentalen Unterschied zwischen den elektrischen
und magnetischen Krafterscheinungen. Wihrend ein elektrisierter Korper auf
seiner ganzen Oberfliche Kraftwirkungen ausiibt, scheinen die Kraftwirkungen
eines Magneten in zwei im allgemeinen entgegengesetzten Punkten seiner Ober-
flache, den Polen, konzentriert zu sein. Auch die Erde ist ein solcher Magnet
(GILBERT L c. 1600), da kleine drehbar angebrachte Magneten sich an jedem
Punkt in die Nord-Stidrichtung stellen. Daf geniigend kleine Magneten in dem
Felde eines bedeutend groBeren keiner anziehenden oder abstoSenden, sondern
nur einer Richtungskraft unterliegen, weist bereits darauf hin, daB auf den
einen Pol des kleinen Magneten die entgegengesetzten Krifte ausgeiibt werden
wie auf den anderen. Wir konnen daher davon sprechen, daB sich in den beiden
Polen gleiche Mengen von entgegengesetztem Magnetismus befinden.

Es liegt nahe, in Analogie zu ‘der Theorie der elektrischen Fluida die
magnetische Kraftwirkung auf zwei magnetische Fluida zuriickzufiithren (Bruc-

1) vgl. Bd. XV, Kap. 1.



Ziff. 9. Teilbarkeit der Magneten. Magnetisches Moment. Elementar-Magnetisierung. 7

MaNs und WILCKE). Diese Analogie findet eine weitere Stiitze in der Bestimmung
des Kraftgesetzes zwischen zwei Polen durch Micaeir?) (1750) und CouLoMB
(1785)2), das ebenfalls dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional
gefunden wurde. Allerdings ist die Methode der Drehwage auch fiir die Be-
stimmung des magnetischen Kraftgesetzes keiner grofen Exaktheit fihig, da
das notwendige Vorhandensein der beiden anderen Pole der verwendeten Magnete
die Erscheinungen kompliziert. Erst Gauss gelang es, unter Verwendung der
magnetischen Eigenschaften der Erde, das Gesetz mit groBerer Prizision zu
statuieren.

Das Kraftgesetz erlaubt uns wieder die Einheit der magnetischen Masse
oder den Einheitspol zu definieren. Wir k6énnen, analog wie in der Elektrostatik,
die Kraft proportional dem Produkt der beiden Polstirken (oder dem Produkt
der in den Polen vorhandenen magnetischen Massen) setzen:

2RC

=L (1)
Um unsere Einheit wieder einfach in das CGS-System einordnen zu kénnen,
setzen wir die Proportionalititskonstante gleich Eins. Ein magnetischer Einheits-
polist also ein Pol, der einen in der Entfernung von einem Zentimeter befindlichen
gleichstarken Pol mit einer Kraft von einem Dyn anzieht bzw. abstoBt. Die
Dimension von m ist wiederum [L‘%T“lM %} .

9. Teilbarkeit der Magneten. Magnetisches Moment. Elementar-Magneti-
sierung. In der bis jetzt entwickelten Theorie hat die Tatsache noch keinen
Ausdruck gefunden, dafl jeder Magnet zwei gleichstarke entgegengesetzte Pole
besitzt. Auch wenn man einen Magneten zerbricht, besitzen wiederum beide
Teilstiicke je zwei gleichstarke Nord- und Stidpole. Wenn wir also die Stirke
eines Magneten charakterisieren wollen, brauchen wir nur die Stirke des einen
Poles anzugeben, da der andere dieselbe Stirke besitzt. Nehmen wir einen stab-
férmigen Magneten, so ist von vornherein klar, daB3 durch die Angabe der Pol-
starke der Magnet noch nicht vollstidndig beschrieben ist ; denn seine Kraftwirkung
ist noch von der Entfernung der beiden Pole abhingig. Zur vollstindigen
mathematischen Bestimmung eines Magneten verhilft uns die Erkenntnis, daf3
ein kleiner, unendlich diinner Stabmagnet der Polstirke 2 m, dessen Pole um
die Strecke / voneinander entfernt sind, gleichwertig ist einem Stabmagneten
der Polstirke m, dessen Pole voneinander um 27 entfernt sind, was unter Zu-
grundelegen des CouroMBschen Kraftgesetzes leicht zu beweisen ist. Man kann
also einen solchen Stabmagneten durch sein magnetisches Moment, das ist das
Produkt aus seiner Polstirke, in den Abstand seiner Pole charakterisieren und
mathematisch als eine Doppelquelle behandeln. Dieses magnetische Moment ist
kein Skalar, sondern ein Vektor, der die Richtung der magnetischen Achse
des Magneten besitzt, d. h. die Richtung der Verbindungslinie des Siidpols mit
dem Nordpol.

Dadurch, dafl jeder Magnet, an beliebiger Stelle zerbrochen, zwei neue
Magneten liefert, werden wir zu der folgenden Ansicht iiber die Konstitution
der Magneten gefithrt: Die einzelnen Molekiile eines Magneten sind selbst Ele-
mentarmagnete, aus denen sich der Magnet zusammensetzt. Daraus ergibt sich
fiir die magnetischen Fluida, daB sie in die Molekiile eingeschlossen sind, sich
zwar innerhalb eines Molekiiles bewegen, nicht aber dieses verlassen kénnen
[CouromB?)].

Y G. MicHELL, A Treatise on Artificial Magnets. Cambridge 1750.

2) Cu. A. Couroms, Mém. de I’Acad. S. 593. 1785.
3) Cu. A. Couroms, Mém. de 1’Acad. S. 488. 1789.
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Schon diese Annahme macht die Theorie der magnetischen Fluida recht
kompliziert. Dazu kommt noch die schwere Erklarbarkeit der Permanenz des
Magnetismus. Es ist daher viel einfacher, anzunehmen, daf3 die Molekiile der
magnetisierbaren Koérper von vornherein Magneten sind, deren Achsen, wenn
der Korper nicht magnetisiert ist, regellos verteilt sind, so dal ihre Wirkungen
sich gegenseitig aufheben. Die Magnetisierung besteht dann in einer Gleich-
richtung der Elementarmagnete. Diese wird nach der Magnetisierung durch
zwischen den Molekiilen wirkende Krifte aufrechterhalten [WEBER1), MAXWELL %),
vgl. Ziff. 29]. Fir die elementaren Erscheinungen liefern aber beide Theorien
dieselben Formeln.

Nach diesen Betrachtungen kénnen wir zur analytischen Charakterisierung
eines beliebig geformten Magneten iibergehen. Wir kénnen uns jeden Magneten
aus infinitesimalen Stabmagneten bestehend vorstellen. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, daB ein solcher Elementarmagnet ein rechtwinkliges Parallel-
epiped mit den Kantenlingen dx, dy und dz sei, und daB dx seine magnetische
Achse darstelle. Die beiden auf diese Achse normalen Endflichen seien mit der
Flichenladung M geladen. Sein magnetisches Moment m ist dann gleich
Mdx-dy-dz = M dv und hat die Richtung-der X-Achse. Den so definierten
Vektor

n

W=z
nennt man die Magnetisierung. Seine Richtung ist in jedem Punkt gegeben
durch die Richtung des magnetischen Momentes des dort befindlichen Elementar-
magneten, sein Betrag ist gleich dem Betrag des Momentes des Elementar-
magneten dividiert durch sein Volumen. Das magnetische Moment des gesamten

Magneten ist dann durch
f f f Wdxdydz
gegeben.

10. Potential. Poissons dquivalente Verteilung. Energie eines Systems
permanenter Magneten. Mit Hilfe der Darstellung eines Magneten durch Angabe
seiner Magnetisierung ist es moglich, die Magnetostatik als einen Spezialfall
der Theorie des NEwTONschen Potentials zu behandeln. Von der Elektrostatik
unterscheidet sie sich dadurch, dal das Elementarpotential nicht das Potential
eines Massenpunktes, sondern entsprechend der entwickelten Theorie des
Magnetismus das Potential eines infinitesimalen Dipols ist. Um die aus der
Existenz von zweierlei Polarten entstehende Zweideutigkeit zu beheben, wird
das Potential wiederum definiert als die Arbeit, die geleistet werden muB, um
einen Einheits-Nordpol aus dem Unendlichen an die betreffende Stelle zu bringen.
Das Potential eines durch die Magnetisierung I charakterisierten Magneten

lautet dann:
Vz—//fgﬁ.grad%-dxdydz, (2)

wobei wie gewdhnlich der Differentialoperator grad sich auf die Koordinaten
des Aufpunktes bezieht. Beziehen wir ihn jedoch auf die Koordinaten des Dipols,
was durch einen Strich angedeutet werden soll; so verkehrt sich natiirlich das
Vorzeichen.

1) W. WEBER, Leipziger Ber. Bd. 1, S. 346. 1847; Pogg. Ann. Bd. 73, S. 241. 1848 ; Bd. 87,
S. 175. 1850. ‘

%) J. CL. MAaXwELL, Treatise on Electricity and Magnetisme, Bd. II, S. 74ff., § 443.
Oxford 1873. .
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Durch Anwendung des Gaussschen Satzes 14Bt sich dieser Ausdruck in eine
interessante Form bringen:

Vz/ffimgrad’—:—dxdydz:—/j]%divﬁmdxdydz +/f% (Mn)ds,

wo dS ein Element der Oberfliche des Magneten, n die dazugehérige nach auBen
gerichtete Normale bedeutet. Schreiben wir

divit = —o und (Mn) = o, ‘!

also y — /// dxdydz+/[ is,

so kénnen wir in der urspriinglichen Theorie der magnetlschen Fluida sagen,
daB ¢ die Volums-, ¢ die Flichendichte des magnetischen Fluidums darstellt.
Die Formel stellt also den Zusammenhang zwischen der Polarisationstheorie
und der elementaren Fluidumstheorie dar (iquivalente Verteilung).

Mit Hilfe des Potentials 148t sich leicht die potentielle Energie eines Magneten
berechnen, der sich in einem gegebenen magnetischen Felde befindet. Sei V
das Potential, nachdem der Magnet bereits an die Stelle gebracht worden ist,
und I seine Magnetisierung, dann ist die potentielle Energie eines Volum-
elementes des Magneten, wie leicht ersichtlich:

dQ =M -gradVdxdydz. (3)

Wollen wir nun die potentielle Energie eines Systems von permanenten
Magneten bestimmen, so fithrt uns eine der oben bei der Bestimmung der Energie
eines Systemes geladener Leiter durchgefithrten analoge Uberlegung zum Ziele
(vgl. Ziff. 7). Wir erhalten offensichtlich

=324, (3a)
wo £; das Potential des 7ten Magneten im resultierenden Felde bedeutet. Analog
der elektrischen Feldstirke € kénnen wir eine magnetische § definieren:

H = —gradV. 4

11. Kraftverhaltnisse im Inneren eines Magneten. Magnetische Induk-
tion. Magnetisches Vektorpotential. Die Kraftverhiltnisse im Inneren eines
Magneten sind jedesfalls duBerst komplizierter Natur; denn das Potential muf
beim Ubergang von einem Molekiil zum anderen starke Schwankungen erfahren.
Um diesen Schwierigkeiten zu entgehen, sehen wir von der molekularen Struktur
der Materie ab und nehmen an, daf} die elementaren Magnete infinitesimal sind
und den Raum kontinuierlich erfiillen.

Um die Kraft im Inneren eines Magneten zu untersuchen, miissen wir also
einen kleinen Hohlraum aus dem Magneten herausbohren, in den wir dann
unseren Einheitspol bringen kénnen. Die auf diesen Pol ausgeiibte Kraft hingt
nun von der Form dieses Hohlraums ab [PoissoN 1813 1)].

Um dies zu erkennen, geben wir dem Hohlraum die Gestalt eines Zylinders,
dessen Achse in der Richtung der Magnetisierung liegt. Die Hohe des Zylinders
sei I, seine Grundfliche w42 Da wir die molekulare Struktur vernachlissigen,
kénnen wir leicht eine dquivalente Verteilung der magnetischen Masse angeben,
durch die das Feld im Inneren des Hohlraums bestimmt wird. Da der aus-
gehohlte Raum im Vergleich zum Magneten klein sein soll, wird die Verteilung
der Oberflichenladung an der duBeren Oberfliche des Magneten und die Ver-
teilung der hypothetischen Raumladung nicht geindert. Es tritt lediglich an

(2a)

1) S. D. PoissoN, Mém. de I’Acad. Bd. 5, S. 247. 1813.
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der Oberfliche des Hohlraums eine Oberflichenladung von der Flichendichte
(nM) hinzu. Die Kraft im Inneren des Hohlraums unterscheidet sich also von
der aus dem ins Innere des Magneten fortgesetzten Potential abgeleiteten um
die aus der letzterwdhnten Oberflichenladung folgenden, die

l

JAC T =
J Iz e 2) '

betragt.

Wir kénnen nun zwei Grenzfille unterscheiden. Zunichst kénnen wir die
Oberfliche des Zylinders gegen seine Hohe verschwindend klein machen, dann
verschwindet die Zusatzkraft und die im Irmeren des Hohlraums wirkende Kraft
wird gleich der aus dem Potential abgeleiteten. Sie ist daher die Fortsetzung der
magnetischen Kraft $ ins Innere des Magneten. Machen wir dagegen die Ober-
flache grof gegen die Hohe des Zylinders, so ist die Zusatzkraft am groBten.
Den dadurch definierten Vektor nennen wir den Vektor der magnetischen
Induktion B

B =9+ 4. (5)

Bilden wir das Oberflichenintegral von % tiber eine geschlossene Fliche,
so 148t sich dieses durch die eben abgeleitete Formel in die Sumrme zweier Ober-
flichenintegrale zerlegen:

[[®n)dS =[[(©n)dS + 4= [ [ (Mn)dS.

Aus der Darstellung des Potentials durch die dquivalente Verteilung magnetischer
Massen (Gleichung 2a, Ziff. 10) folgt nun leicht, dafl

[[®ndS = —4x | [(Mn)dS
[[®n)dsS =y,
div® = 0. (6)

Der Vektor % ist also im ganzen Raume divergenzfrei. Er ist daher als
Rotation eines Vektors darstellbar:

B = rot¥ . (7)

Den Vektor % nennen wir das magnetische Vektorpotential. Da auBerhalb des
Magneten $ und % gleich sind, ist auBerhalb des Magneten auch $ von ¥ ableit-
bar (vgl. fiir den weiteren Ausbau den Artikel ,,Magnetostatik im Bd. XV ds.
Handb.).

und daher

c) Der stationédre elektrische Strom.

12. Galvanischer Strom und statische Ladung. Zu den beiden bereits
im klassischen Altertum bekannten Grunderscheinungen der elektrischen Auf-
ladung und des permanenten Magnetismus tritt im 18. Jahrhundert eine dritte,
deren elektrische Natur bald erkannt wurde. Der erste, der auf sie stieB, war
JoHANN GEORG SULZER [1752]1). Er beobachtete, daB ein Eisen- und ein Bleistab,
deren eine Enden sich berithren, mit den freien Enden auf die Zunge gebracht,
eine Geschmacksempfindung hervorrufen, die der von Eisenvitriol Zhnelt, obwohl
diese Metalle einzeln nicht so schmecken. Seine Entdeckung wurde aber nicht
weiter verfolgt, wohl deshalb, weil diese Erscheinung mit keiner bekannten in
Verbindung zu bringen war.

1) J. G. SuLzeR, Mém. de I'Acad. de Berlin S. 356. 1752.
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Anders war dies, als GALvANIY), wihrend er Froschschenkel sezierte, ebenfalls
durch Zufall die Bedingungen fiir die Entstehung eines elektrischen Stromes her-
stellte. Er bemerkte das Auftreten der neuen Erscheinung an Konvulsionen der
Muskelfasern, die ihn von vornherein an die durch die Entladung elektrisch auf-
geladener Konduktoren hervorgerufenen physiologischen'Wirkungen erinnerten.
Er ordriete die Erscheinung daher sofort unter die elektrischen ein. Bald darauf
gelang es Vorra?), die Entstehungsbedingungen klar herauszuarbeiten und so das
erste galvanische Element zu konstruieren. Er unterscheidet zwischen trockenen
(metallischen) Leitern oder Leitern erster Klasse (Metalle, Kohle) und nassen
(elektrolytischen) Leitern oder Leitern zweiter Klasse. Taucht man zwei ver-
schiedene Leiter erster Klasse in einen Leiter zweiter Klasse und bringt man ihre
beiden freien Enden in leitende Beriihrung, so entsteht ein galvanischer Strom.

Vorta3) fand bald eine Methode, um die Wirkung eines Elementes zu ver-
stirken. Er legte die aus je einer durch einen feuchten Pappendeckel voneinander
getrennten dinnen Kupfer- und Zinkscheibe bestehenden einzelnen Elemente
so aufeinander, da immer die Kupferscheibe des einen Elementes auf die Zink-
scheibe des anderen zu liegen kam. Verbindet man nun die an dem einen Ende
iibrigbleibende Kupferplatte mit der am anderen Ende liegenden Zinkscheibe,
so tritt ein bedeutend stirkerer Strom auf.

Nunmehr gelang es VoLTA, einen direkten Beweis fiir die elektrische Natur
des Vorganges zu erbringen. Er brachte eine isolierte Kupfer- mit einer isolierten
Zinkplatte zur Bertthrung. Beide zeigten nach ihrer Trennung entgegengesetzte
elektrische Ladung. Auf diese Erscheinung der Kontaktelektrizitit baute Vorra
auch eine Theorie seiner Sdule. Nach seiner Vorstellung wird, wenn sich aus
der Zinkplatte eine Kupfer- und eine Zinkplatte beriihren, die (positive) Elektri-
zitdt in die Kupferplatte getrieben. Dadurch geraten die beiden Platten in einen
entgegengesetzten elektrischen- Spannungszustand. In der VorTaschen Siule
liegen nun die Kupfer-Zinkkombinationen durch die leitenden feuchtenden
Pappendeckelscheibchen voneinander getrennt aufeinander, die Kupferscheibe
teilt daher durch die trennende feuchte Schicht ihre Spannung der nichstfolgenden
Zinkscheibe mit. Daher ist die Spannung der gesamten Siule die Summe der
Spannungen der einzelnen Kupfer-Zinkelemente. (Uber die Theorie der Elemente
vgl. Bd. XI, Kap. 1, und Bd. XIII, Kap. 15).

Die beiden Hauptprobleme der Theorie sind durch diese Ansichten bereits
festgelegt. Einerseits ist die Beziehung zwischen elektrischer Ladung und
galvanischem Strom genauer zu bestimmen. Andererseits ist die elektrostatische
Bedeutung der Spannung zu ermitteln.

Fiir die Losung der ersten Frage war es wichtig, da bald eine Menge von
Eigenschaften des galvanischen Stroms bekannt wurden. Zunichst erkannte
bereits VorTa die stationdre Natur des Stroms an dem Andauern der physio-
logischen Wirkungen, solange der Kontakt zwischen den beiden Enden der Siule
hergestellt bleibt.

Dies wurde bestitigt, als NicHoLSON und CARLISLE4) (1800) die Elektrolyse
entdeckten. Auch diese dauert so lange an, wie der Strom geschlossen ist. Diese
Entdeckung des Zusammenhanges zwischen elektrischen und chemischen Er-
scheinungen fithrte auch zur Erklarung des dauernden Auftretens des Stroms.
Bereits FABRONI hatte erkannt, dall die galvanischen Erscheinungen mit che-

1) A. Garvani, Comentarii Bononiensi Bd. 7, S. 363. 1791.
) A. Vorta, Phil. Trans. Bd. 83, S. 10, 27. 1793; Phil. Mag. Bd. 4, S. 59, 163, 306. 1799.
) A.Vorra, Phil. Trans. Bd. 90, S. 403. 1800.

4) W. NICHOLSON u, A. CARLISLE, Nicholson’s Journ. Bd. 4, S. 179. 1800; Phil. Mag. Bd.7,
S. 337. 1800.
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mischen Vorgéngen enge verkniipft sind, aber erst Davy?) gelang es 1800, nach-
zuweisen, daf das VorTasche Element nur dann wirkt, wenn, die Fliissigkeit
zwischen den Platten imstande ist, das Zink zu oxydieren. Damit ist das bis dahin
paradoxe dauernde Auftreten des Stromes erklidrt. Die hierzu notwendige Energie
wird von dem parallellaufenden chemischen ProzeB geliefert. Zugleich ist nun
der prinzipielle Unterschied zwischen statischen und galvanischen Erscheinungen
definiert: Die ersten sind konservativer Natur, diese bediirfen zur Aufrecht-
erhaltung der Energiezufuhr.

Damit ist auch die Ansicht gestirkt, daB der galvanische Strom mit dem
Entladungsstrom eines statischen Systems identisch ist. WoLLasToN2) gelang
es bereits 1801, durch einen solchen Strom Wasser zu elektrolysieren. Nach-
dem noch eine Anzahl von Experimenten diese Hypothese gestiitzt hatten,
wies FARADAY 1833 durch eine Serie von Experimenten3) endgiiltig nach, daB
Entladungsstrom und galvanischer Strom sich in jeder Beziehung gleich ver-
halten. Seine Untersuchungen lassen sich dahin zusammenfassen, dafl die Orte
der zeitlichen Anderung der Ladungsdichte die Quellpunkte des elektrischen
Stromes (i = Stromdichte) sind:

%erivi:(). (1)

Wenn auch FArRADAY aus dieser Konstatierung keine weiteren Schliisse
auf die Natur des elektrischen Stromes gezogen hat, so waren doch nicht nur
Voirta, sondern die meisten Theoretiker der Ansicht, daB3 dieses Resultat darauf
hinweist, daB3 der Strom in einem FlieBen der elektrischen Fluida besteht. Dem-
gemif hitten wir i = gob, wo v die Geschwindigkeit der Elektrizitit bedeutet,
zu setzen. Es wire dann

% 1 divev =o0. (1a)

Diese Gleichung stellt eine besondere Form des Prinzips der Erhaltung der
Ladung dar.

13. Einheit des elektrischen Stroms. Elektrische Leitfahigkeit. Onwm-
sches Gesetz. Stromdichte. Die eben dargelegte Ansicht {iber den elektrischen
Strom ermoéglicht uns, im elektrostatischen MaBsystem eine Einheit des elek-
trischen Stromes zu definieren. Wir geben demjenigen Strome die Stromdichte
Eins, bei dem in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit eines zur Strom-
richtug senkrechten Querschnittes die Ladungsmenge Eins flieBt. Die Dimension
der Stromdichte ist daher in diesem MaBsystem:

i =[ML Ty, (2)

In dieser Eichdefinition ist allerdings schon das experimentelle Resultat
vorweggenommen, dal der elektrische Strom nicht wie die elektrische Ladung
an die Oberfliche der Leiter gebunden ist, sondern durch den vollen Querschnitt
der Leiter flieBt. Die Berechtigung zu dieser Annahme geben uns die Unter-
suchungen iiber den Zusammenhang zwischen der Stromstirke und der Gestalt
der Leiter. Davy?) gelang es 1821, zu zeigen, daB die Stirke des durch einen
Leiter gehenden Stromes proportional seinem Querschnitt und umgekehrt pro-
portional der Linge des Leiters ist. Die Form des Querschnittes spielt dabei

1) H. Davy, Nicholson’s Journ. Bd. 3, S. 515. 1800; Bd. 4, S. 275. 1801 Gilb. Ann.
Bd. 7, S. 114. 1801; Bd. 8, S. 1, 300. 1801; Bd. 11, S. 338. 1802.

2) W. H. WorrasToN, Phil. Trans. Bd. 91, S. 427. 1801.

8) M. FaraDAY, Experimental Researches in Electricity, Ser. III.

4) H. Davy, Phil. Trans. Bd. 111, S. 433. 1821.
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keine Rolle. Daraus folgt, daB3 der Strom sich gleichmiBig tiber den Querschnitt
des Leiters verteilt. Dies ermoglicht uns die Definition des Vektors der Strom-
dichte, der die Richtung des Stromes in dem betreffenden Punkte besitzt und
dessen Betrag gleich ist der durch ein Flichenelement normal zur Stromrichtung
gelegten Stromstirke dividiert durch den Betrag des Flachenelementes. Davy?)
fand auch das erst auf Veranlassung von W. THOMsON publizierte Resultat von
CaveNDISH?) wieder, daB die Leitfiahigkeit der verschiedenen Leiter eine ver-
schiedene ist. Er zeigte, daBl das Verhiltnis der Leitfihigkeiten zweier Leiter
nur von deren Substanz und Temperatur, nicht aber von deren Gestalt ab-
hingt, also durch eine Proportionalitidtskonstante ¢ — die spezifische elektrische
Leitfihigkeit — ausgedriickt werden kann.

Noch fehit uns eine wichtige Beziehung. Denn die Stirke des durch einen
Leiter flieBenden Stromes ist nicht nur von der Beschaffenheit des Leiters,
sondern auch von der an ihn gelegten ,,Spannung® U, d. h. der Anzahl der hinter-
einandergeschaltenen VorTaischen Elemente abhingig. Onwm3) fand, daB die
Starke des den Leiter durchflieBenden Stromes J ceteris paribus der Differenz
der an den beiden Enden angelegten Spannungen proportional ist. Somit 148t
sich diese Beziehung in der folgenden Formel zusammenfassen:

J=26U,—1y). (3)

In ihr bedeutet ¢ den Querschnitt, / die Linge des Leiters.

Indem Omnm verschiedene Punkte eines geschlossenen Stromkreises mit
einem Elektroskop verband, konnte er zeigen, daf die Spannung im algebraischen
Sinne am positiven Pol der Batterie am groéBten ist und immer mehr abnimmt,
je mehr man sich dem negativen Pole nihert. Es gelang ihm auch, zu zeigen,
daBl die Beziehung (3), das OnmMsche Gesetz, nicht nur fiir den ganzen Leiter,
sondern auch fiir seine einzelnen Teile gilt, also ein Differentialgesetz ist:

]:——quodU. (3a)

14. Jouresche Wiarme. Dimension der Leitfihigkeit und der Spannung.
Die bisher entwickelte Theorie des stationdren elektrischen Stromes. ist aber
noch immer unvollstindig, da wir den Begriff der Spannung noch nicht véllig
erfaf3t haben. Das duBert sich z. B. darin, daB3 wir seine Dimension und daher
auch die Dimension der spezifischen Leitfihigkeit noch nicht angeben kénnen.
Die hierzu notwendige Briicke zu den elektrostatischen Begriffen wird erst durch
energetische Uberlegungen geschaffen.

‘Wir haben bereits darauf hingewiesen, dafl ein VorTasches Element, dessen
Pole leitend verbunden sind, kein konservatives System darstellt, da im Element
ein chemischer ProzeB vor sich geht, bei dem Energie frei wird. Die unter Ziff. 12
angefiihrten Erscheinungen legen die Annahme nahe, daB diese Energie zum
Transport der Elektrizitit vom einen Pol zum anderen verwendet wird. Auf
jeden Fall entsteht aber damit die Frage, was aus dieser Energie wird, da ja
direkt durch den Transport der Ladung eine Aufspeicherung von Energie nicht
erfolgt. Diese Frage wurde von JoUuLE%) 1841 beantwortet. Er wies nach, daf3
in einem stromdurchflossenen Leiter Warme entsteht. Es gelang ihm auch,

1) H. Davy, Phil. Trans. Bd. 111, S. 433. 1821.

2) H. CavenDIsH, Phil. Trans. Bd. 76, S. 196. 1776; ferner The Electrical Researches of
the Hon. Henry Cavendish.

3) J.S. Oum, Pogg. Ann. Bd. 6, S. 459. 1826; Bd. 7, S. 45, 117. 1826; Die galvanische
Kette mathematisch bearbeitet. Berlin 1827.

4) J.P. JourLg, Phil. Mag. Bd. 19, S. 260. 1841.
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die quantitative Beziehung zwischen der in einem Leiter vom Widerstand
R = dl/go pro Zeiteinheit entstehenden Wiarmemenge @ und der Stirke des ihn
durchflieBenden Stromes J anzugeben:

Q=RJ®. (4)

Diese Beziehung erméglicht uns zunichst die Ermittlung der Dimension

des elektrischen Widerstandes eines Leiters bzw. seiner spezifischen Leitfahigkeit o,
da die Dimension von Q und J [Ziff. 13, Formel (2)] uns bereits bekannt ist:

[R]=[LT], [ =[T"1. (5)
Das Onmsche Gesetz liefert uns nunmehr die Dimension der Spannung
(U] =[prrir]. ©)

Diese hat also die Dimension des Potentials.

15. Ableitung der Gesetze des stationiren Stromes aus den Anschauungen
der Elektrostatik. Identitdt von Spannung und elektrischem Potential. Durch
die eben durchgefithrten Dimensionsbetrachtungen wird natiirlich nahegelegt,
die Spannung als Ausdehnung des elektrostatischen Potentialbegriffes auf die
Theorie der Erscheinungen des stationiren elektrischen Stromes anzusehen.
Omu selbst hat 1. c. (1827) die Spannung mit der Dichte der elektrischen Ladung
an der betreffenden Stelle identifizieren zu kénnen geglaubt. Erst KIRCHHOFF?)
hat (1849) die Anschauungen der Elektrostatik konsequent weiter entwickelt,
so daB3 die Gesetze der stationir strémenden Elektrizitit als ihre unmittelbare
Folge erscheinen.

Aus Ziff. 12 folgt, daBl, wenn zwei geladene Konduktoren miteinander
leitend verbunden werden, ein elektrischer Strom entsteht. Wir gehen also davon
aus, daB die beiden Enden eines Leiters elektrisch aufgeladen werden. Damit
ein ‘stationirer Zustand erreicht wird, muB8 diese Ladung irgendwie dauernd
aufrechterhalten werden (s. nichste Ziffer). Das Potential V, das dieser Auf-
ladung entspricht, wird nun im allgemeinen im Inneren des Leiters nicht konstant
sein. Die Elektrizitit im Inneren des Leiters befindet sich daher nicht im Gleich-
gewicht und wird sich im Inneren des Leiters bewegen miissen. Uber diese Be-
wegung brauchen wir nur die eine Annahme zu machen, daB die Bewegung in
der Richtung der resultierenden elektrischen Kraft vor sich geht, und daf im
Gleichgewichtszustand, den wir allein untersuchen, der Strom unter sonst gleichen
Umstinden dem durchflossenen Querschnitt proportional ist. Wir erhalten so
unmittelbar das OnmMsche Gesetz in seiner Differentialform:

J=—LogradV. (3b)

Die Proportionalitatskonstante ¢ erweist sich somit als die bereits eingefithrte
spezifische Leitfahigkeit.

Diese Ableitung des Ommschen Gesetzes erlaubt aber sofort seine Ver-
allgemeinerung, d.h. die Aufstellung des Gesetzes, nach dem die Elektrizitit
in einem beliebig gestalteten Leiter stationir strémt. Da der Zustand ein statio-
ndrer ist, darf sich an keiner Stelle des Leiters elektrische Ladung ansammeln.
Daher Oo

—6—? =0, also nach Gleichung 1a, Ziff. 12
divi= 4V =0.
Fiir das Potential im Inneren eines von einem stationdren elektrischén Strom
durchflossenen Leiter gilt also ebenfalls die Lapracesche Differentialgleichung.

(7)

1) G. KircHHOFF, Pogg. Ann. Bd. 78, S. 506. 1849.
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Daraus folgt unmittelbar, daB sich auch im Inneren eines solchen Leiters keine
elektrischen Ladungen befinden. Dieselbe Uberlegung liefert auch die Rand-
bedingung fiir die Oberfliche des Leiters (natiirlich mit Ausnahme der Stellen,
an denendie Ladung, kiinstlich“ aufrechterhalten wird). Da auch dort keine Ladung
entstehen darf, durch die Oberfliche aber kein Strom gehen kann, muf} sein:
ov
on
(Die Grenzbedingung fiir den Fall, dal zwei Leiter aneinandergrenzen, s. nichste
Ziffer).
Mit Hilfe der entwickelten Theorie erhalten wir eine wichtige Umformung
des Ausdruckes (4), Ziff. 14 fir die JourEsche Warme. Schreiben wir diesen
Ausdruck zunichst in differentieller Form:

ds .
4Q = 54, (dgr,

wo dg das normal zur Stromrichtung stehende Flichenelement, ds das in dieser
Richtung gelegene Streckenelement bedeutet. Aus (3b) folgt dann:

Q=/[[ograd®Vdxdydz, (3¢)
was mit Hilfe des GREENschen Satzes und (7) zu

Q=— /oV——dS

=0. (7a)

wird, worin das Oberflichenintegral uber die Oberfliche des Leiters zu erstrecken
ist und n die nach auBlen weisende Normale bedeutet.

Diesen Ausdruck fiir die JourEsche Wirme kann man nun mit Hilfe einer
von Crausius?) stammenden Uberlegung auch aus den elektrostatischen An-
schauungen ableiten und damit die Identitit von Spannung und elektrischem
Potential erhidrten. Dabei haben wir nur anzunehmen, daf die gesamte von den
elektrischen Kriften geleistete Arbeit sich in Wirme umsetzt. Nach Ziff. 6
ist die Arbeit, die vom elektrischen Feld geleistet wird, wenn die positive Ladungs-
einheit vom Potential V, auf das Potential V, gebracht wird, gleich V; — V,.
Die Formel (7) zeigt nun, daB wir die stationdre Strémung der Elektrizitit
(0p/0t = 0) als die wirbelfreie Strémung einer inkompressiblen Fliissigkeit auf-
fassen kénnen. Wir kénnen uns also in Analogie zu diesem Falle Stromlinien
konstruieren, in denen die Elektrizitdt von der Fliche S; (Potential V,), das ist
der Teil der Oberfliche des Leiters, der positiv aufgeladen, zum Teil S, (Poten-
tial V,), der negativ aufgeladen wird, strémt. Eine solche Stromlinie schneide
auf S; das Element 45, aus, durch das pro Zeiteinheit die Elektrizititsmenge

dS flieBt, auf S, dS,, durch das o d52 flieBt. Diese beiden Elektrizitats-
mengen miissen dem Betrage nach glelch sein. Die pro Zeiteinheit in dieser
Stromrohre gelelstete Arbelt ist also d4 =o anS 2(Vy — V,), daher die ge-

samte / / — 2) o, dS Da n; der Stromrlchtung entgegengesetzt gerichtet

ist, Wahrend fp in ihr liegt und an der ibrigen Oberﬂache 0V/dn = 0, lassen
sich diese beiden Flichenintegrale in ein iiber die ganze Oberfliche des Leiters
erstrecktes Flichenintegral zusammenziehen:

A:-//avgi’ds.
LY n
S

1) R. Cravusius, Pogg. Ann. Bd. 86, S. 337. 1852; Bd. 87, S. 415. 1852.



16 Kap. 1. F. Zerner: Die MaxwrrLL-HerTzsche Theorie. Ziff. 16.

Dieses ist aber identisch mit dem von KIRCHHOFF angegebenen Ausdruck fiir die
JourLEsche Wirme.

Damit ist eine einheitliche Theorie fiir die Erscheinungen der ruhenden und
der stationidr stromenden Elektrizitit erzielt.

16. Bedingung an einer gemeinsamen Grenzfliche zweier Leiter. Elektro-
motorische Kraft. Eingeprigte elektrische Kraft. Wir haben bisher die An-
nahme gemacht, da8 der zwischen Eintritts- und Austrittsstelle des Stromes
gelegene Leiter homogen ist. Ist dies nicht der Fall, so muB die Gleichung sinn-
gemilB gedndert werden, d. h. derart, daB der Strom auch in diesem Falle
iiberall divergenzfrei ist. Also:

. 0 dV 0 oV 0 ov
dveC =g ogy Yoy %8y T 5796, =0
wobei o eine Funktion der Koordinaten sein kann. Grenzen zwei Leiter aneinander,
so folgt daraus als Grenzbedingung:

v, | v,
Gl‘a?l‘-{—ﬂzm— 0.

Diese Gleichung gilt auch an der ,,freien** Oberfliche, da an ihr der Leiter an
einen Isolator grenzt, in dem o, = .

Die bisherigen Betrachtungen zeigen deutlich den Unterschied, der in der
Auffassung der Leiter in der Elektrostatik und in der Lehre von der strémen-
den Elektrizitdt besteht. Wiahrend in jener alle Leiter als physikalisch gleich-
wertig aufgefaBBt werden, unterscheidet diese die Kérper nach dem Grad ihrer
Leitfahigkeit. Es gibt aber auch statische Phinomene, bei denen die verschiedene
physikalische Natur der Leiter eine Rolle spielt. Auf ihr beruht z. B. die von
Vorra?) entdeckte elektrische Kontaktkraft. Diese mit dem chemischen Ver-
halten der Leiter eng zusammenhingende Erscheinung 148t sich darauf zuriick-
fithren, daB3 man dem einen Leiter eine stirkere Anziehungskraft fiir die positive,
dem anderen eine stidrkere fiir die negative Elektrizitit zuspricht. An der Grenz-
flache der beiden Leiter bildet sich dann nach dieser Auffassung eine Doppel-
schicht aus, die den Potentialsprung hervorruft [HeLMuOLTZ?)]. Im statischen
Fall muB sich jeder einzelne Leiter natiirlich auf einem konstanten Potential
befinden, was zur Folge hat, daB auch seine Oberfliche positiv bzw. negativ
geladen ist. Grenzen » Leiter derart aneinander, da jeder Leiter an zwei andere
grenzt, dann folgt daraus die ebenfalls bereits von VoLTa experimentell ge-
fundene Beziehung:

U12+ U23+“'Uk,k+1"‘+Un1= )

w0 Uiy — Up = Uiy, den Potentialsprung zwischen dem kten und dem
(B 4+ 1)ten Leiter bedeutet.
Hieraus folgt als weitere Grenzbedingung fiir die Grenzfliche zweier Leiter

Vo— V, = Up,.

Ein derartiger Kreis chemisch und physikalisch homogener Leiter liefert also
auf die Dauer keine elektromotorische Kraft. Er wird lediglich wéhrend der
Zeit, in der sich die Doppelschicht und die Verteilung der Elektrizitat, die an
der Oberfliche zur Aufrechterhaltung des elektrostatischen Gleichgewichtes
notwendig ist, ausbilden, von Strom durchflossen. Eine dauernde elektromoto-
rische Kraft tritt erst auf, wenn die Homogenitit des Kreises zerstort und auf

1) Zuerst entdeckt von A. BENETT, New experiments on electricity, S. 86ff. 1789.
2) H. v. HELMHOLTZ, Wied. Ann. Bd. 7, S.337. 1879.
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diese Weise dauernd elektrische Energie zugefithrt wird. Dies kann man z. B.
dadurch erreichen, daB man in ihn einen elektrolytischen Leiter einschaltet
(vgl. Ziff. 12). Ist dann der ganze Leiterkreis geschlossen, so ist der Durchgang
des nichtstationiren Stromes, der zur Ausbildung des Gleichgewichtszustandes
notwendig ist, durch den elektrolytischen Leiter mit chemischen Prozessen ver-
bunden, bei denen Energie frei wird. Diese Energie duBert sich in einer stindigen
Aufladung der an den elektrolytischen angrenzenden metallischen Leiter mit ver-
schiedenartiger Elektrizitdt. Hierdurch wird in dem iibrigen Leiterkreis dauernd
eine elektromotorische Kraft aufrechterhalten (vgl. Bd. XIII, Kap. 13). Diese elek-
trische Kraft kénnen wir aus den elektrischen Bedingungen des Systems allein
nicht ableiten, sieist dem System von auBen eingeprigt. Man bezeichnet sie daher
als eingeprigte elektrische Kraft. Diese Bezeichnung lehnt sich an die analoge
in der Mechanik an. Auch bei mechanischen Problemen treten oft Krifte auf,
die aus dem vorliegenden mechanischen System nicht ableitbar sind. Will man
derartige Krifte in das mechanische System einbeziehen, so gibt es zweierlei
Moglichkeiten. Entweder es gelingt das dadurch, daBl man das System erweitert.
So kann man die Gravitation in ein elastisches Problem als duflere eingeprigte
Kraft einfithren, aber auch die Erde in das betrachtete System einbeziehen.
Oder aber man ist gendtigt, eine ganze Gruppe von Erscheinungen mechanisch
zu deuten (z. B. kinetische Gastheorie). Ebenso ist es in der Elektrizititstheorie.
Auch hier kann man eingeprigte elektrische Krifte oft dadurch zu System-
kriften machen, daBl man das System erweitert, so z. B. wenn die einem Leiter
eingepriagte elektrische Kraft von einer magnet-elektrischen Maschine stammt.
In unserem und in dem gleich zu erwihnenden Fall wire es aber zur Ein-
ordnung der Kraft in das elektrische System notwendig, eine elektrische Theorie
der Materie zu entwickeln. Vgl. Kap. 2, Ziff. 42. In der Vermeidung derartiger
Komplikationen liegt die Bedeutung der Einfithrung des Begriffes der ein-
gepragten elektrischen Kraft.

17. Die thermoelektrischen Erscheinungen. Ein weiteres Beispiel fiir die
Einprigung elektromotorischer Krifte in einem Leiterkreis durch Zufithrung
nichtelektrischer Energie bildet das 1822 von SEEBECK!) entdeckte Phinomen
des Thermostromes (vgl. Bd. XIII, Kap. 6). Erhitzt man die Létstelle zweier
Metalle und stehen die beiden anderen Enden in leitendem Kontakt, so wird
der Kreis von einem Strom durchflossen. Die der Kontaktfliche der beiden
Metalle zugefithrte Warmemenge wird hierbei offenbar z. T. in elektrische Energie
umgesetzt. Die umgekehrte Erscheinung wurde 1834 von PELTIER?) aufgefunden.
Schickt man einen Strom durch die Kontaktfliche zweier Leiter, so wird in
dieser Wirme entwickelt oder absorbiert, je nachdem ob der Strom entgegen
oder in der Richtung des bei Erhitzung der Kontaktfliche auftretenden Thermo-
stromes flieBt. Schon durch diese Reversibilitit unterscheidet sich also der
Peltiereffekt von dem Auftreten der JouLEschen Wirme, von dem er sich auch
quantitativ unterscheidet, da die entwickelte Wirmemenge der Stromstirke
direkt proportional ist !

Q=1L,].

11, ist also die Wirme, die von der Kontaktfliche der Metalle 1 und 2 in der Zeit-
einheit absorbiert wird, wenn sie von der Stromeinheit durchflossen ist. Aus der
Proportionalitit der entstehenden Wirmemenge mit dem die Fliche durch-
flieBenden Strom folgt unmittelbar, daB J I, die an der Kontaktfliche herrschende
Potentialdifferenz darstellt (J = mechanisches Warme#dquivalent).

1) T. J. SeeBECK, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1822/23; Gilb. Ann. Bd. 73, S. 115. 1823;

Bd. 6, S. 1, 133, 253. 1826.
2) J.CH. PELTIER, Ann. de chim. Bd. 56, S. 371. 1834.

Handbuch der Physik. XII. 2
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Betrachten wir einen Kreis metallischer Leiter, die sich alle auf derselben
Temperatur befinden, so wird dieser von keinem Strom durchflossen. Daher gilt:

Iy + Iy + - I,y = 0.

Man kann daher alle Peltierkoeffizienten auf ein beliebiges Standardmaterial
beziehen. Der Koeffizient fir zwei bestimmte Metalle ergibt sich dann als
Differenz der Koeffizienten der beiden Metalle:

I, =1, —1II,.

Natiirlich sind diese Koeffizienten auBlerdem noch Funktionen der Tempera-
tur, wie sich ja aus dem Auftreten des Thermostromes unmittelbar ergibt. Doch
ist diese Abhingigkeit komplizierter Natur. CummiNG?) fand 1823, daB die elektro-
motorische Kraft an der erhitzten Kontaktfliche mit der Temperatur zunichst
zunimmt, bei einer bestimmten Temperatur ein Maximum erreicht, dann ab-
nimmt und schlieBlich sogar in die entgegengesetzte umschligt. Es gibt also
insbesondere eine Temperatur, bei der an der Kontaktfliche kein Sprung besteht.
Entsprechend tritt auch bei dieser Temperatur kein Peltiereffekt auf.

Eine theoretische Erfassung dieser Vorgdnge wire auf zweierlei Weise mog-
lich. Da ja die Warmeenergie in der Bewegungsenergie der Bausteine der Materie
besteht, ist es klar, daf auch die Einordnung dieses Erscheinungsgebietes in
die. Theorie der Elektrizitat, d. h. die Deutung der eingepriigten thermoelektrischen
Krifte auf rein elektrischer Grundlage die Ausbildung der elektrischen Theorie
der Materie verlangt (vgl. Kap. 2, Ziff. 42). Solange diese nicht méglich ist, oder
soweit man diese vermeiden méchte, bleibt nur die thermodynamische Behand-
lung, wie sie von W. THOMSON %) entwickelt worden ist. Dieser faf3t den thermo-
elektrischen Stromkreéis als thermische Maschine auf. Die vom elektrischen Strom
geleistete Arbeit wird dadurch hervorgerufen, daB Wirme in Arbeit verwandelt
wird. Dann verlangt der zweite Hauptsatz, daB von den heiBen Stellen zu den
kilteren Wirme tbertragen wird. Der gesamte Wirmeumsatz besteht aus der
entstehenden JouLEschen Wirme und dem Peltiereffekt. Hiervon ist jene irre-
versibel, wihrend dieser einen reversiblen Prozef3 darstellt. Macht man den
flieBenden Strom schwach genug, so kann man, da die JourLEsche Wirme eine
quadratische, der Peltiereffekt eine lineare Funktion der Stromstirke ist, jene
gegen diesen vernachldssigen. Der ProzeB ist-dann reversibel und daher gilt

I (T+AT)  u(T)

T+4ar 1 0
Iy (T + AT) — II.
T 12( AT) 12:H12(T).

Der Peltiereffekt wire also proportional der Temperatur. Da dies nicht der Fall
ist, schloB THOMSON, dal ein analoger Effekt auch in einem homogenen Leiter
auftreten miisse, in dem ein Temperaturgefille herrscht. Er definierte deshalb
die spezifische Warme der Elektrizitat S, (T), die angibt, daBl die Warme S, (T) AT
absorbiert wird, wenn die elektrische Ladungseinheit von einem Punkte des
Leiters 1, der sich auf der Temperatur T befindet, zu einem Punkte der Tempera-
tur T + AT strémt. Daher wird jetzt

I,(T+ 4 (T A
:r(+ti:rT) - T( L4 [S(T) — 51(T)]7T= 0.

1) J. CummiNg, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 2, S. 47. 1823.
%) W. THoMsoN, Proc. Roy. Soc. Edinb. Bd. 3, S. 91. 1851. Diese und die weiteren Ar-
beiten abgedruckt in Lord Kelvin’s Math. and Phys. Papers Bd. I, II.
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Da die Prozesse im Inneren der Leiter 1 und 2 voneinander unabhingig sind,
ergibt sich ferner die folgende Differentialbeziehung zwischen dem Peltier-
koeffizienten und den S;(7)

Weiteres s. Bd. XIII, Kap. 6.

4 IT)
aT T °

II. Die Wechselwirkungen zwischen elektrischen
Stréomen und Magneten und die elektrische Natur
der magnetischen Erscheinungen.

Die Notwendigkeit der Einfiihrung des
Feldbegriffes.

a) Die ponderomotorischen Wirkungen des elektrischen
Stromes.

18. Die Kraft eines unendlich langen elektrischen Stromes auf einen
Magneten. Das Bror-Savartsche Gesetz. Schon in der ersten Hilfte des 18. Jahr-
hunderts wurden Erscheinungen bekannt, die auf einen Zusammenhang zwischen
den Erscheinungen des elektrischen Stromes und den magnetischen hinwiesen.
So beobachtete 1731 ein Kaufmann aus Wakefield, daB3 Stahl durch einen Blitz
magnetisiert wurde?l). Aber erst 1820 gelang es OERSTED?), nach 13 jahriger Arbeit
den Zusammenhang zwischen galvanischem Strom und Magnetismus zu ent-
decken. Er lie einen Strom in nord-siidlicher Richtung durch einen iiber einen
Magneten gefithrten Leiter flieBen und fand, daB die Magnetnadel nach Westen
abgelenkt wird. Legte er den Leiter unter den Magneten, so wurde die Nadel
nach Osten. abgelenkt. Mit dieser qualitativen Feststellung, da sich um einen
stromdurchflossenen Leiter ein magnetischer Wirbel bildet, dessen Drehsinn
durch die Schraubung einer rechtsgingigen Schraube in die Stromrichtung dar-
gestellt wird, begniigte sich OERSTED.

BroT und SavarT?) fithrten seine Untersuchungen noch im selben Jahre in
quantitativer Hinsicht fort. Sie untersuchten zunichst die Kraftwirkung eines
unendlich langen vertikalen (also auf der Magnetnadel senkrecht stehenden)
Stromes auf einen Magnet. Sie fanden diese invers proportional dem Abstand
der Nadel vom Leiter 2. Um noch die Abhdngigkeit der Kraft von der Neigung
des Leiters gegen den Magneten zu erhalten, fithrten sie den Leiter in der durch
die Achse der Magneétnadel gehenden Vertikalebene in einer Geraden bis zum
DurchstoBpunkt mit der Verlingerung der magnetischen Achse, knickten ihn
dort symmetrisch ab und fithrten ihn wieder geradlinig weiter. Es sei der Winkel
der Geraden mit der Verlingerung der Achse iiber den Knickpunkt hinaus «,

dann ist die auf einen Pol der Nadel ausgeiibte Kraft proportional -;— tg %, wo a

die Entfernung des Knickpunktes von der Nadel bedeutet. Wir kénnen mit
AMPERE die Kraft der Stromstdrke proportional setzen und bekommen so, wenn

1) Phil. Trans. Bd. 39, S. 74. 1735.

2) H. Cur. OERSTED, Schweiggers Journ. f. Chem. u. Phys. Bd. 29, S. 275. 1820; Thom-
son’s Ann. of Phil. Bd. 16, S.273. 1820.

3) J. B. Brot u. F. Savart, Ann. d. chim. Bd. 15, S. 222. 1820; Journ. de Phys, Bd. 41,
S. §1.

2%
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wir die gesamte Proportionalititskonstante gleich Eins setzen, eine neue Definition
der Stromeinheit, die sich, wie sich spiter herausstellte, von der elektrostatischen
um eine, nicht dimensionslose Proportionalititskonstante unterscheidet (vgl.
Ziff. 23).

Aus diesem Integralgesetz 148t sich das von den beiden Forschern angegebene
Elementargesetz, das die Wirkung eines Stromelementes 48 auf einen in der
Entfernung t befindlichen Magnetpol der Stirke m angibt, durch Differentiation
nach dem Léngenelement ds des Leiters, natiirlich nicht eindeutig, bestimmen.
Sie wihlten das einfachste:

§ =L a8y ()

Dieser ponderomotorischen Kraft entspricht eine vom Stromelement stammende
magnetische Feldstirke

das
@:%[d?»r}-——rotiy—. (1)
9 1aBt sich also im ganzen Raum von einem elementaren Vektorpotential
L (11)

ableiten. Da hier § = %, bleibt der Satz von der Quellenfreiheit von B aufrecht.

Um diese Kraft nun tatsichlich als magnetische Kraft ansprechen zu konnen,
miissen wir uns davon {iberzeugen, da@ sie alle Eigenschaften der magnetischen
Kraft besitzt. Tatsdchlich ist dies der Fall. ARrRaGO!) wies noch im selben Jahre
nach, daBf durch sie weiches Eisen magnetisiert wird. Ebenfalls im selben Jahre
zeigte OERSTED?), daB sie dem Reaktionsprinzip Newtons gehorcht, d. h. da
ein Magne} dieselbe Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter ausiibt. (Auf
diese Weise ist das Elementargesetz iiberpriifbar.) Es bleibt nun nur noch nach-
zuweisen, daBl zwei stromdurchflossene Leiter aufeinander entsprechend ihren
magnetischen Kriften wirken.

19. Wirkung zweier stromdurchflossener Leiter aufeinander. Noch im
Jahre 1820 nahm AMPERE die Untersuchungen iiber diesen Gegenstand auf und
publizierte 1825 seine Resultate?). Seine experimentellen Ergebnisse fafit er in
die folgenden vier Gesetze zusammen:

1. Die Wirkung eines Stromes bleibt dem Betrage nach dieselbe, wird aber
entgegengesetzt gerlchtet wenn die Stromrichtung verkehrt wird.

2. Die Wirkung eines Stromes wird durch klelne Verbiegungen des Leiters
nicht verindert.

3. Die Wirkung, die ein geschlossener Stromkreis auf ein Element eines
zweiten ausiibt, steht auf diesem senkrecht.

4. Die zwischen zwei Stromelementen wirkende Kraft bleibt unverdndert,
wenn alle linearen Dimensionen proportional verandert werden, wobei die Strom-
starken gleich zu halten sind.

Aus’ diesen vier Gesetzen leitet nun AMPERE unter Hinzufiigung des Reak-
tionsprinzipes und unter der Annahme, daB die zwischen zwei Stromelementen
wirkende Kraft in der Richtung ihrer Verbindungslinie liegt, das fiir diese Kraft
geltende Gesetz ab.

d3,, d3, seien die Elemente, J, und J, die Stromstirken der beiden Kreise.
Aus 2 folgt, daB der Ausdruck fiir die Kraft % in 43, linear und homogen,

1) F. Araco, Ann. de chim. Bd. 15, S. 93. 1820.

?) H. CHRr. OBRSTED, 1. ¢. S. 364 bzw. 375.

3) A. M. AMPERE, Mém de I’Acad. Bd. 6, S. 175. 1825; Recueil d’observations électro-
dynamiques.
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aus dem Reaktionsprinzip, daB sie in d 8, und 4 3, symmetrisch sein muB. Aus1, 2
und der Annahme, daB die Kraft die Richtung von t haben mu8, folgt daher:

= CJ1J:[(d8,d35) @ () + (d3,1) ([ds, 1) p (]t ,
wo @ (r) und y (r) zwei zunichst beliebige Funktionen von 7 sind. Aus 4 folgt, daf .

, 1,0(7)=~1i

5

@) = 4

3
Zur Bestimmung der Konstanten 4 und B bleibt noch die Berticksichtigung
des dritten Gesetzes. Dieses verlangt, dal, wenn man § {iber den ganzen Strom-

kreis 3, integriert, wobei 4 3, festzuhalten, also d 3; = —d ist, die in die Richtung
von d8, fallende Komponente der Integralkraft verschwindet. Also:
A B(d3;1)(d3,1)?
- 695 |4 (@8, d5) wasy) + Blasnaahl _ o,
Daher muB *

— A dwds)? + 3 (ds,) (@3,
ein vollstindiges Differential sein. Daher
B=—-3%4.
So ergibt sich das AmMpEREsche Elementargesetz:

§ = CLJyn{Tdh 3 (Gadfian | @
Durch Wahl einer bestimmten Proportionalititskonstanten C wird das MaB-
system festgelegt. Mit C = —1 erhilt man das elektrodynamische MaBsystem,
bei dem zwei Einheitsstromkreise ( f J1d3, = f J2 a8, = 1), die beide auf v senk-
recht stehen und voneinander um die Lingeneinheit entfernt sind, mit der Kraft
eins aufeinanderwirken, mit C = —2 das elektromagnetische System. Wir
wihlen im folgenden das zweite, das bereits dem Ausdruck fiir das BIoT-SAVART-
sche Gesetz zugrunde gelegt wurde (vgl. Ziff. 18 u. 21).

In dieser Ableitung des Elementargesetzes ist es die Annahme, daB die
Elementarkraft in der Richtung von t liegt, die die Willkiirlichkeit in der Ab-
leitung des Differentialgesetzes aus dem Integralgesetz behebt. Diese Annahme
ist aber selbst willkiirlich. Auch unter Aufrechterhaltung des Prinzipes, da8
die Kraft auf 48, der auf 48, dem Betrage nach gleich, aber entgegengesetzt
gerichtet sein soll, kann man noch andere Elementargesetze ableiten. Denn
diese Annahme verlangt nur, daf der Ausdruck fiir § in 43, und in d3, linear
und homogen sein soll. Man kann also, da man Terme der Form

@ (7) (d3,1)d3, bzw. dly(r)(d3,1)1]

hinzufiigen kann, ohne die Richtung der Integralkraft zu dndern, § um eine
in 438, und d3, lineare und homogene Kombination der Terme vermehren. Dies
ergibt als allgemeinen Ausdruck fiir §§ unter Aufrechterhaltung des Prinzips der

Reaktion:
¥ = —J1Jav| 5 (d8,d8) — 3 (d8y1) (d8,1)| + 701 [(d5,1)d8, + (d5,1)d5, o
a
+ (d8,d3)Y]) + -/ () (d8,1) (@80 -

Eine noch weitergehende Kritik an der Verwendung des NEwTONschen
Prinzips der Zentralkrifte tibte GRassManN?). Er hilt die Hypothese, daBl die

1) H. GrassMANN, Pogg. Ann. Bd. 64, S. 1. 1845.
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Richtung der Kraft mit der Verbindungslinie der wirkenden Elemeénte zusammen-
fallt, nur bei punktiormigen Massen fiir geboten. Wirken zwei ,,Linienteile*
aufeinander, so erscheint sie ihm willkiirlich. Um die von ihm aufgestellte Uber-
tragung der NEwTONschen Prinzipien auf den vorhegenden Fall zu zeigen, gehen
wir von dem von ihm aufgestellten Elementargesetz aus. Dieses erhilt man,

NEWE

wenn man in der Gleichung 2a y(r) = S einsetzt, daraus:
& =TS2(as,0as, + s ds, — @ads)n = Ll s, e, (1)

148t man in der Klammer den ersten Summanden (d8;1)d 8, fort, so erhilt man
das GrassmaNNsche Elementargesetz: -

&= L ]2{ (d851) A3, — (d3,d3,)1}. (2¢)

Dieses ist in 48, und 43, nicht mehr symmetrisch, entspricht also nicht.mehr
dem Prinzip der Reaktion. Der tiefere Grund fiir dieses mit der NEwToNschen
Dynamik nicht mehr zu vereinbarende Verhalten liegt, wie wir in Ziff. 24 sehen
werden, darin, daf dieses Gesetz auf eine zwischen zwei Elektrizitdtsteilchen
wirkende Kraft fithrt, die nur vom Standpunkt der Nahewirkungstheorie ver-
standlich wird.

Nehmen wir nun, um die GRASSMANNsche Analogie zur NEwTONschen
Punktmechanik zu zeigen, den speziellen Fall an, daB 43, und 43, in einer
Ebene liegen, und zwar sei die Bezeichnung derart, daB die kiirzeste Drehung
von d3; in die Richtung von 43, entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers
erfolge. Eine leichte Rechnung ergibt dann, daB3 die von d 3, auf 43, ausgeiibte
Kraft diesem um den gemeinsamen Schnittpunkt eine Winkelbeschleunigung von

— N1 Ja145 a5,

erteilt, wihrend d3, von 4 3, die entgegengesetzte Winkelbeschleunigung erfihrt
(wobei nun natiirlich 48, festgehalten gedacht ist). Die Analogie zur NEWTON-
schen Punktmechanik besteht daher darin, daB sich die Begriffe wirkender
Punkt und wirkender Linienteil, Verbindungslinie der Punkte und Schnittpunkt
der Richtungen der Linienteile, Beschleunigung der Punkte und Winkelbeschleuni-
gung der Linienteile dual entsprechen.

~ Alle diese Elementargesetze miissen natfirlich entsprechend ihrer Ableitung
fir die Kraft des geschlossenen Stromkreises 8, auf das Element d3, denselben
Wert ergeben. Zur Berechnung dieses Wertes kénnen wir daher einen beliebigen
Ausdruck fir § herausgreifen und {iber 3, integrieren. Wir wihlen (21b), also

ﬁ% T T [z, 2]

8

oder
G5 =rMns]  mit  ©—1 ¢

gl

Nun ist § die Kraft, mit der 8, auf einen in 4 8, befindlichen magnetischen
Einheitspol wirken wiirde. Nach dem Biot-Savartschen Gesetz ist aber die
Kraft, mit der ein Magnetpol der Stirke s in der Entfernung t auf 43, wirken
wiirde, gleich

%} = 1;/;’]2[‘{?’2'5] :]2 [‘%2 %J :]2[‘%2@] ’
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Wir kénnen also § als die vom Strome herrithrende magnetische Feldstirke
ansprechen. Entsprechendes gilt fiir die aus den Elementargesetzen ableitbaren
Feldstirken.

20. Stromschleife und magnetische Doppelschicht. Potential und potentielle
Energie. Erste elektromagnetische Hauptgleichung. Leitet man das Integral-
gesetz aus dem AMpEREschen Elementargesetz ab, ohne fiir die Proportionalitits-
konstante C einen bestimmten Wert einzusetzen, so erhilt man

§=— SN[ 251,

8
Da sich die MaBbestimmung in [, und J, symmetrlsch ausdriicken mu8, folgt
daraus fir die magnetische Feldstirke

=)L [ ks
81

Das.durch § bestimmte. Vektorfeld ist daher das Feld einer Wirbellinie, die mit

dem Stromkreis 8, zusammenfillt und das Wirbelmoment 4zt = 47:} :2§ J1

besitzt. Nach der Theorie der Vektorfelder kann man diese Wirbellinie ersetzen
durch eine Doppelschicht auf einer beliebigen durch 8, auBen begrenzten

Flache f; vom Moment zn :]/ :2-(2 Jin, wo n; die Normale von f; bedeutet.

Wir kénnen daher das durch eine Stromschleife 3; der Stirke J, erzeugte
magnetische Feld ersetzen durch das Feld einer magnetischen Doppelschicht
vom Moment l/ _TC Jin, die von der Stromschleife begrenzt wird. Hierbei sind
natiirlich die Punkte der Doppelschicht auszunehmen, was bei der Willkiirlich-
keit der Wahl ihrer Fliche f; immer moglich ist. Durch die MaBbestimmung

=], also C=-—2

erhalten wir das elektromagnetische MaBsystem (WEBER). Aus der ersten Formel
dieser Ziffer folgt unmittelbar, daB die elektromagnetische MaBzahl eines elek-

trischen Stromes |2 mal kleiner ist als die elektrodynamische.
Aus der Aquivalenz von Stromschleife und magnetischer Doppelschicht
folgt sofort das skalare magnetische Potential einer Stromschleife zu

(dfy (tn)
V = 'Kf B S
flj ’

Das Potential ist keine eindeutige Funktion.

Aus dem eben Gesagten und Formel (7) folgt, daB die potentielle Energie
einer Stromschleife 3, im Felde einer Stromschleife 8, gleich ist der potentiellen
Energie einer magnetischen Doppelschichte vom Moment 7 = J,, die durch 8,

berandet wird, im Felde § = ]1 [dglr]

Q= hjlﬂfn [délr] df1—]1]2/j/nrot~—df1_]1]2/fd§1d52

fa 81

Dieser Ausdruck hei3t das NEumanNNsche Potential der beiden Stromschlelfen
(vgl. Ziff. 21).
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Die Energie eines Systems von Strémen 8; (d.h. die gesamte in ihm auf-
gespeicherte Energie, ohne Berlicksichtigung der zur Aufrechterhaltung des
Stromes notwendigen sich stindig in Jouresche Wirme verwandelnden Energie)
wurde von W. THOMSON?) berechnet. Hierzu teilt man die einzelnen Stromkreise
in unendlich schwache Elementarkreise, indem der Querschnitt jedes einzelnen
in unendlich kleine Flachenelemente zerlegt wird, von denen jedes einen Elemen-
tarkreis bestimmt. Die Energie ergibt sich dann aus der Arbeit, die beim Aufbau
des Systems durch das An-den-Platz-Bringen der zuerst im Unendlichen be-
findlich gedachten Elementarkreise geleistet werden miiBte. Analog zu Ziff. 7

und 10 ergibt sich
Q=330,=31>[[T:(®nadf;
= l;]ﬁ;L&k]k»

das; ds
Lu=[[%2.
5; 8
Die L;; heiBen die Induktionskoeffizienten (vgl. die folgende Ziff. 22).
Aus der Mehrwertigkeit des Potentials ergibt sich, daB die Arbeit, die erhalten
wird, wenn man einen magnetischen Einheitsnordpol auf einer den Strom 3

einmal umschlingenden Bahn 8 herumfiihrt, gleich

_[@d§’= 4nf(in)d/',
as

(32)

wo df' ein Element der von 38" begrenzten Fliche darstellt. Mit Hilfe des STOKE-
schen Satzes folgt daraus rot§ — dai. (4)

Diese Gleichung stellt die erste elektromagnetische Hauptgleichung (ausgedriickt
in elektromagnetischen Einheiten) dar.

b) Die Induktion elektrischer Strome.

21. Die Gesetze der Induktion von Lenz und F. E. Neumann. Wie wir
in Ziff. 7 gesehen haben, influenziert eine elektrische Ladung in einem in der
Nihe befindlichen ungeladenen Leiter elektrische Ladungen. FARADAY ver-
mutete daher ein dhnliches Phinomen, falls sich in der N#he eines stromdurch-
flossenen Leiters ein anderer befindet, und er fand es auch tatsichlich 1831 auf?).
Wird in einem Leiter der ihn durchflieBende Strom gedndert, so tritt in einem
benachbarten ein der Strominderung entgegengesetzter Strom auf. Bei der
weiteren Untersuchung fand er, dafl auch bei der Bewegung eines von einem
konstanten Strom durchflossenen Leiters bzw. eines Magneten in einem anderen
Stromkreis ein elektrischer Strom induziert wird. Dieser induzierte Strom
erwies sich ceteris paribus dem Widerstand des Leiters, indem er induziert
wird, proportional, so daB die induzierte elektromotorische Kraft sich als
von den physikalischen Eigenschaften des Leiters, in dem sie induziert wird,
unabhéngig erweist. Bei der quantitativen Erfassung dieser Erscheinungen ent-
wickelte FARADAY seine Theorie der Kraftréhren, die von héchster Bedeutung
fir den Aufbau der Nahewirkungstheorie ist. Zu ihrem vollen Verstindnis,
insbesondere zum Nachweis der Notwendigkeit der Einfithrung der Konzeption
der Nahewirkung, miissen wir aber diese Erscheinungen erst in die bisher ent-
wickelte Theorie einzuordnen versuchen.

1) W. TrHomsoN, Papers on Electricity and Magnetism, S. 446.
%) M. Farapav, Experimental Researches in Electricity, Ser. 1.
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Die erste Verbindung zwischen der Induktion und den bisher erforschten Er-
scheinungen schuf LENz1) (1834). . Die nach ihm benannte Regel besagt, dal der
durch die Bewegung eines stromdurchflossenen Leiters in einem anderen induzierte
Strom, oder der durch die Bewegung von diesem gegen jenen induzierte Strom
eine solche Richtung besitzt, daB die zwischen dem induzierenden und dem in-
duzierten Leiter wirkende elektromagnetische Kraft der Bewegung entgegenwirkt.

Um die in der LeEnzschen Regel bereits angedeutete Verkniipfung der
Induktionserscheinungen mit dem elektrodynamischen Kraftgesetz und dem
Energieprinzip mathematisch zu formulieren, fassen wir die experimentellen
Ergebnisse mit F. E. NEuMANN2) folgendermaBen zusammen:

1. Induzierte Strome entstehen allemal da, wo die virtuelle Wirkung des
elektrischen Stromes auf den Leiter eine Anderung erfihrt, d.h. diejenige
elektrodynamische Wirkung, die der induzierende Strom auf den Leiter ausiiben
wiirde, wenn der letztere von dem Strom Eins durchflossen gedacht wiirde.

2. Die induzierte elektromotorische Kraft ist von der Substanz des Leiters
unabhingig.

3. Unter sonst gleichen Umstinden ist die induzierte elektromotorische
Kraft der Geschwindigkeit proportional, mit der die Stromelemente gegeneinander
bewegt werden.

4. Die nach der Richtung der Bewegung genommene Komponente der
elektrodynamischen Wirkung, welche der induzierende Strom auf ein Element
des bewegten induzierten Leiters ausiibt, ist immer negativ.

5. Unter sonst gleichen Umstdnden ist die induzierte Stromstirke der
induzierenden proportional.

Aus 3 und dem Omnmschen Gesetz folgt, daB auch die induzierte Strom-
stirke unter sonst gleichen Umstinden der Geschwindigkeit proportional ist,
mit der die Stromelemente gegeneinander bewegt werden [, = xv. Bezeichnen
wir mit § die elektrodynamische Kraft, mit der der induzierende Strom auf den
von einem Einheitsstrom durchflossenen zu induzierenden Leiter wirken wiirde,
dann ist die auf ein Element dieses Leiters wirkende Komponente der elektro-
dynamischen Kraft in der Richtung, in der der Leiter bewegt wird,

& f (Fo)ds, .
Da dies nach Punkt 4 das zu v entgegengesetzte Vorzeichen haben muB,
ist es am einfachsten,

— 4 ( )ds2, A>0
zu setzen. Daher ist
k ]2=“Af(%b)dsz:
und nach dem OHuMschen Gesetz folgt fiir die induzierte elektromotorische Kraft E
E= —RAf(%n) ds, .

Nach 2 ist E von der Substanz des Leiters unabhingig, daher ist es auch RA.
Diese Konstante wurde daher von NEuMANN Induktionskonstante genannt. Durch
ihre Festsetzung kdmen wir offenbar zu einer neuen Definition der Stromeinheit.

Berechnen wir nun die im induzierten Leiter pro Zeiteinheit geleistete Strom-
arbeit, die natiirlich gleich der entwickelten Joureschen Wirme ist:

G = EJs= RJ} = L,RA[ ) ds,.

1) E. LeEnz, Pogg. Ann. Bd. 31, S. 483. 1834.
%) F. E. NEUMANN, Berliner Abhandlgn. 1848; Ostwalds Klassiker der exakten
‘Wissenschaften Nr. 10 und 36. 1845.
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Unter Beriicksichtigung' der Resultate der letzten Ziffer erkennt man leicht,
daB sich dies folgendermaBlen schreiben liBt:

aw

L an
ar = R4y

Das Energieprinzip verlangt nun, daB die im induzierten Leiter entstehende
JouLeEsche Warme der bei der Induktion geleisteten Arbeit gleich ist. Daher

R4 =1

in dem verwendeten elektromagnetischen MaBsystem. Gleichzeitig ist die zu-
nichst willklirliche Annahme fiir o begriindet.

Damit haben wir dem Induktionsgesetz eine Form gegeben; die, wie un-
mittelbar ersichtlich ist, leicht auf alle moglichen Fille der Strominduktion
anwendbar ist.

22. Induktionserscheinungen und Prinzip der Erhaltung der Energie.
Der eben aufgezeigte Zusammenhang zwischen Induktionserscheinungen und
Prinzip der Erhaltung der Energie 1Bt uns mit HeLMHOLTZ vermuten, daB
sich die Induktionsgesetze mit Hilfe dieses Prinzips aus der AmpErEschen
Elektrodynamik ableiten lassen.

Nehmen wir wieder den in der vorhergehenden Ziffer betrachteten Fall.
Es seien E, und E, die eingeprigten elektromotorischen Krafte, dann mu die
von diesen gele1stete Stromarbeit gleich sein der entwickelten JouLEschen
Wirme und der geleisteten elektrodynamischen Arbeit:

5 a0
E\Ji+E J,=R i+ R, J5 + i
Nun sei J, so schwach, daf} seine Riickinduktion auf den induzierenden Leiter

vernachlissigt werden kann, dann ist (mit 2 = J, J,V, Ziff. 20):

av
]1 at

]2‘= .R2

Die induzierte elektromotorische Kraft ist daher gleich J 11(;

Diese von HELmMBEOLTZY) und W. THOMSON?2) entwickelte Methode reicht aber
nur dann zur vollstindigen Bestimmung der Induktionsstréme aus, wenn der
eben gemachten Vernachlissigung analoge zulissig sind. MAXWELL?) hat nach-
gewiesen, daf3 im allgemeinen Fall das Energieprinzip nicht hinreicht, um die
Induktionsstréome aus der AMPEREschen Elektrodynamik zu berechnen. Nehmen
wir wieder den Fall zweier sich induzierender Leiter, so ist die gesamte elektro-
dynamische Energie nach Gleichung (3a) Ziff. 20

T,= %Lnﬁ + L J1J2 + %Lzzjg:

und daher deren Anderung infolge der Anderung der Stromstirken und der
Lage (Koordinaten x;):

oT, oT, oT
0T, = G780+ 50T+ >

1) H.v.HeiLmuorTz, Uber die Erhaltung der Kraft, gel. Berl. Phys. Ges. am 23. Juli 1847.
2) W. TuomsoN, Trans. Brit. Ass. 1848; Phil. Mag. Bd. 1, S. 177. 1851.
%) J. Cl. MaxweLL, Treatise Bd. II; Papers Bd. 5, S. 472, 490.
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Dg T, eine homogene quadratische Funktion von J, und [, ist, so ist

oT, oT,

it =2t

T, oT, |, 0T, dT,
25Te=a—]lfs]1 +]16;§]T+—07;5]2 ‘i‘]zaa—];,

oT, oT, oT,
0Te=T10gy T 12097, — 24w 0%
. oT, . . .
Nun ist aber E P d%; gleich dem Zuwachs, den das System an mechanischer

kinetischer Energie T, erfihrt, daher ist die Anderung der gesamten Energie
des Systems: oT oT '
0T, + Ty 2]16?]“:— +]2679T:'
Es muB also sein:
(ByJy 4 Ea )8t = (Ry Ji + Ry J) 81 + 8(To + T),
- a , d
]1{E1' =R J,— ai L]+ L12]2)}+ fz{Az — Ry 2 —:E(L12]1 + Lzz]z)} =0.

Diese eine Gleichung reicht natiirlich im allgemeinen zur Bestimmung von [,
und J, nicht aus. Die Induktionsgleichungen entstehen aus ihr, wenn man die
einzelnen Klammerausdriicke gleich Null setzt.

DaB das Energieprinzip allein die Bestimmung der Induktionsstréme nicht
gestattet, folgt aus den allgemeinen Prinzipien der Dynamik, falls man diese
auf unser System anwenden darf. Denn es handelt sich hier um ein System
mit zwel Freiheitsgraden, das mit einem Prinzip allein nicht beherrscht werden
kann (vgl. Ziff. 46). .

Dagegen reicht dieses Prinzip natiirlich fiir die Theorie eines Systems von
einem Freiheitsgrad aus. Fir einen einzigen Leiter erhalten wir:

d
El"lel“‘ﬁL11]1=0-

Diese Gleichung besagt, daB, wenn die in einem Leiter vorhandene Stromstirke
gedndert wird, in thm ein Induktionsstrom der der Anderung entgegengesetzten
Richtung induziert wird. Diese Gleichung liefert die Theorie der von FARADAY?)
aufgefundenen Erscheinung der Selbstinduktion.

238. Das Wesersche Grundgesetz fiir die Kraftwirkung zwischen zwei
gegeneinander bewegten elektrischen Elementarteilchen. Wir haben bisher
zwei verschiedene Theorien des elektrischen Stromes aufgestellt. Die eine, in
Abschn. Ic entwickelte, basiert auf der Theorie der Elektrostatik, wihrend die
in Abschn. ITa und Abschn. ITb aufgebaute Theorie der elektrodynamischen und
elektromotorischen Wirkungen der Strome bis jetzt in keinem Zusammenhang mit
der Theorie der Elektrostatik steht. Um einen solchen herzustellen, miissen wir
offenbar das CouromBsche Kraftgesetz erweitern. Denn um diese Erscheinungen
ebenfalls auf eine Kraftwirkung zwischen den bewegten elektrischen Ladungen
zuriickfithren zu konnen, miissen wir annehmen, daB diese Kraft nicht nur von
der Entfernung, sondern auch von der Bewegung der Ladungen abhingt.

Um aus dem AMPEREschen Gesetz eine derartige Formel abzuleiten, miissen
wir uns den elektrischen Strom als eine Bewegung der elektrischen Elementar-
teilchen im Leiter vorstellen. Diese Bewegung muf8, um den neutralen Zustand
im Leiter aufrechtzuerhalten, so vor sich gehen, daB in jedem Volumelement

1) M. Farapay, Researches, Series 1.
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jederzeit gleichviel positive und negative Ladung vorhanden bleibt. Mit FECENER?)
(1845) wollen wir zunichst annehmen, daB die beiden Elektrizitdten mit derselben
Geschwindigkeit in entgegengesetzter Richtung stromen. Aus dem AMPEREschen
Elementargesetz ergibt sich dann das Vorzeichen der zwischen zwei bewegten
Teilchen wirkenden elektrodynamischen Zusatzkraft. Zwei gleich geladene
Teilchen miissen sich, wie unmittelbar einzusehen ist, anziehen, wenn sie sich
in gleicher Richtung bewegen, abstoBen, wenn sie sich entgegengesetzt bewegen.
Zwischen zwei entgegengesetzt geladenen Teilchen ist die Kraft die umgekehrte.

Um nun mit WEBER?) aus dem AmPEREschen Elementargesetz das ent-
sprechende Kraftgesetz abzuleiten, miissen wir Gl 2, Ziff. 19 mit Hilfe der
Gleichungen

dzy? - 5 dg dg —d d d B i
dsldsz— — 4C0s¢, ( 1 2) = A8 AS3COS¢, (I‘, gl) __._.1/3_8_1

umformen. Wir erhalten:

as,

2 d*r 1 dv dyv)
F—hfﬂﬁh47aﬁ§-;ﬂmaﬁ-

Nehmen wir nun an, daB sich in der Lingeneinheit des ersten Leiters /4, Ein-
heiten positiver Ladung befinden, die sich mit der Geschwindigkeit %, bewegen,
dann wird nach den eben gemachten Annahmen:

J1=2hyu,.

Bezeichnen wir die Ausdriicke, die sich auf die Wirkung der positiven Ladungen
in 8, auf die positiven Ladungen in 8, beziehen, mit dem Index -+, und die
ibrigen analog, so wird

ar _ ., ar dr acry 2d dv dr o A%
(@), — it man (@), = dig +2am il 5+ dig
hihydsids . - .. . 1 . 1 .

F—BRfa@alon),  — 9 — 7)o+ 7) =5 (s + 5 )
1. 1 ,.
+5 00— 56}
Aus dieser Gleichung liest man unmittelbar die elektrodynamische Zusatz-
kraft zwischen zwei Ladungen:

elez 1.
F= {M 57

ab. Um die gesamte zwischen den beiden Teilchen wirkende Kraft zu erhalten,
milssen wir natiirlich die elektrostatische hinzufiigen:

elezc (1 + 77 1/7 1'_2>

T 2c

Hierbei muBten wir allerdings eine neue Konstante ¢ einfithren, da ja das CourLoms-
sche und das AmPEREsche Kraftgesetz auf zwei verschiedenen MaBsystemen
beruhen. c¢ stellt also die elektromagnetisch gemessene elektrostatische Ladungs-
einheit dar und besitzt die Dimension einer Geschwindigkeit.

DaB das WEBERsche Kraftgesetz dem Energieprinzip wemgstens formal
entspricht, sieht man sofort daraus, daBl es sich als Lagrangekraft in der Form

0 d@ele22
(—W+Eﬁ>y(+m>

1) G. T. FECHNER, Pogg. Ann. Bd. 64, S. 337. 1845.
2) W. WEBER, Pogg. Ann. Bd. 72, S. 193. 1848.
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darstellen 1iBt. Die Energiegleichung lautet daher:

b o Gl 7

T+V+-"c 5

wo T die kinetische Energie, V die mechanische potentielle Energie darstellt. Aller-

dings 14Bt diese Gleichung sehr merkwiirdige SchluBfolgerungen zu. So hat z. B,

HermeoLTZ!) darauf hingewiesen, daB zwei Teilchen unter Umsténden schon in end-

licher Entfernung eine unendliche gegenseitige Geschwindigkeit erhalten kénnen.

Dagegen ist nach Ziff. 21 bereits die Existenz eines Potentialausdrucks

fiir die Erklarung der Induktionserscheinungen hinreichend, wenn nachgewiesen

werden kann, daBl dieser sich fiir einen geschlossenen Leiter auf den NEUMANN-

schen bringen 1i8t. Die elektrische Energie zweier elektrischer Ladungen ist

f16 2 9% 7 :' €165 (,1 _ A{lxny) — (‘3”2)}2>

= konst,

7 2 7 ¥ 20292

daher ist die. potentielle Energie zweier Stromelemente
4hihyds,ds
Hiahelndss (vy) (oy) = I1J2 (ras)) (vasy).
Dieser Ausdruck lafit sich aber zu

das,ds
JiJe 1 2+]1]2ds ds, ds ds,

umformen. In diesem Ausdruck verschwindet nun bei der Integration {iber den
geschlossenen Stromkreis 8, oder 8, das zweite Glied, so dal nur das erste Glied
ibrigbleibt, das das NEumMANNsche Potential darstellt.

24. Das Elementargesetz von Crausius. Wir haben das WeBERsche Elementar-
gesetz unter der Voraussetzung abgeleitet, daf sich die beiden Elektrizitaten
im Leiter mit derselben Geschwindigkeit bewegen. Diese Annahme ist notwendig,
da dieses Gesetz sonst zu Folgerungen fithrt, die mit der Erfahrung unvereinbar
sind. CrausIus?) hat zuerst darauf hingewiesen, dafl ohne diese Annahme aus dem
WEBERschen Gesetz folgen wiirde, dal ein ruhender Strom auf eine ruhende
Ladung eine Kraft ausiibt. Hierfir hat GRassMANN3) den folgenden eleganten
Beweis geliefert. Ein stationirer Strom flieBe durch zwei konzentrische Kreis-
bégen, die durch die entsprechenden Teile zweier Radien mit ein-
ander verbunden seien (Abb. 1). Dann ist iiberall (mit Ausnahme * 7~ \{¢
der vier Eckpunkte) d72/d#? gleich Null. Ebenso dr/df{=0 in
den beiden Kreisbogen, dagegen dr/dt = konst = 0 fiir die Radien. -

Da dr/dt bei Annahme einer verschiedenen Strémungsgeschwindig- e
keit der beiden Elektrizitdten fiir die positiven und die negativen 2;2'5 ’s'tm\z'ersk‘;igf
Teilchen verschieden ist, bleibt offensichtlich auf ein im Zentrum eine Lagﬁ‘gi“h"
der Kreisbégen ruhendes elektrisiertes Teilchen eine Kraft iibrig.

Danach wiirde also ein konstanter Strom auf einen ruhenden geladenen Kérper
eine Kraft ausiiben, was mit der Erfahrung in Widerspruch steht. Nimmt man
also das WEBERsche Elementargesetz als richtig an, so muB man gleichzeitig an-
nehmen, dafl die beiden Elektrizititen sich mit gleichen Geschwindigkeiten be-
wegen. Dies ist, wie wir heute wissen, keineswegs der Fall.

Dabher ist die folgende, von Crausius stammende Untersuchung von groBer
Wichtigkeit. Wir stellen uns die Aufgabe, die Kraftgesetze aufzustellen, die
aus den bisher besprochenen Erscheinungen folgen, wenn wir annehmen, daf
die beiden Elektrizitdten mit verschiedenen Geschwindigkeiten strémen und die

I)T‘ITHELMHOLTZ, Journ. f. Math. Bd. 77, S. 57. 1870.
?) R. Crausius, Journ. f. Math. Bd. 87, S. 57, 1877.
%) H. GrAaSsMANN, Journ. f. Math. Bd. 88, S. 57. 1877.
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Kraft von der gegenseitigen Entfernung der beiden Elektrizitatsteilchen uhd den
ersten und zweiten Differentialquotienten der Koordinaten der Teilchen abhingt;
und zwar soll der Ausdruck in den Geschwindigkeiten quadratisch, in den Be-
schleunigungen linear sein. Hierzu fithren wir ein spezielles rechtwinkliges Koordi-
natensystem ein. Die I-Achse sei die momentane Verbindungslinie der beiden
Teilchen, und zwar in der Richtung von e, nach ¢,. Die m-und die #-Achse stehen
zur [-Achse und untereinander senkrecht. Der von den Ableitungen der Koordi-
naten unabhingige Teil der Kraft ist natiirlich das CouLomssche Gesetz. Wir
beschiftigen uns daher im folgenden nur mit dem iibrigen Teil der Kraft.

. Betrachten wir zunichst deren -Komponente L. Diese kann zunichst Glieder
al , dmy ” ANy
at’ A7 A" g5
besitzen, worin, wie im folgenden iiberhaupt, die Koeffizienten Funktionen von #

bedeuten. Die Glieder A'dml, A"dnl wechseln mit am bzw. mit nl ihr
dt dat

Vorzeichen. Fir einen in der lAchse liegenden Punkt verhilt sich aber die
positive m-Richtung zur I-Richtung genau so wie die negative, daher muB
A" = A" =0 sein. Durch analoge Betrachtungen erhilt man die folgenden
Ausdriicke fiir die drei Komponenten L, M und N:

L=L,+L,+L,,

al al
1_A 1+A1dt21+A< 1) +A3 1»
Ly=4,%% 1 4,2 dt2+A ("”2) 4,4,

4

dal, dl
L,= A, dtl dt2+A U710y COSE.
M:M +M +M3:
d'ml my daly dm,
Ml_B + By dtZ+Bzdt dat ’
dl, dm,

dm
M, = By~ 2"‘34 dt2 +Bﬁ dt dt’
d11 dmy dly dm,
sat ar v Bt ar

Die Ausdriicke fiir N gehen aus denen fiir M durch Ersetzen der m durch
die # hervor.

Wir gehen nunmehr in ein beliebiges, festes rechtwinkliges Koordinaten-
system fiiber. Dann ergibt eine elementare Rechnung fiir die x¥-Komponente
X=X, + X, + X, der Kraft:.

dxl Py ar dx, ds;
Xo=BG + B a'iz‘+Bzzz?sz
dv ds; d sy dar d*s,
+{Cds 717—‘—[ st +C<ds> +C]( ) +Cldslﬁ}(x1_x2)’

X dx,y d*x, av dxy ds,
e T B5Eis th’ dt
dv d* 52}(

e o e el v

M, =B

— %g),

. av dxy ds; ar dx d32 ar ds; ds,
Xo=Bs s, a1 ar +B7ds dt dt +(C8 ds, ds T Cyeose) (¥ — %) T 5y

und die entsprechenden Ausdriicke fiir Y und Z.
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Um nun die Koeffizienten, die ja noch unbekannte Funktionen von 7 sind,
zu bestimmen, wenden wir diesen Ansatz auf uns bekamnte Erscheinungen an.
Wir verwenden zunichst den Satz; dafl ein geschlossener, stationdrer und ruhender

a d
Strom &, auf eine ruhende Ladung e, keine Kraft ausiibt. Da hier ‘f;;l ;;1 = 7‘?
s,

=7 =0 kommt nur-X, in Betracht. Das Integral iiber diesen Ausdruck

lings eines geschlossenen Stromkreises $, mufl daher gleich Null sein, d.h.,

der Ausdruck mu8 ein vollstindiges Differential in bezug auf s, darstellen.
Darausc_ B, B _ 9B, o _ 4G,

AT gy 57 dy 5 87 ar >

Nun verwenden wir den umgekehrten Satz, daB eine ruhende Ladung e,

auf einen ruhenden, stationiren und geschlossenen Strom 3, keine Kraft ausiibt.

C,=0.

Da nun 1%2’ cs fidi; = 0 ist nur X, .von Null verschieden. Eine analoge Uber-
legung ergibt"
__dB dBl _ac, B
C—W, B,=--4 Cy4, Cz_?”—, Cs=0.

Da aber auf den Strom auch kem Moment ausgeiibt werden darf, erhalten wir
weiter
B

B =0, C,=0, daher C=Cy=C3=0, Bzzﬁ.

Nunmehr betrachten wir die Krifte, die zwischen zwei ruhenden strom-
durchflossenen Leitern wirken. Sei wiederum %, bzw. %, die in der Lingen-
einheit des Leiters 8, bzw. 3, vorhandene Elektrizitit eines Vorzeichens, so haben
wir die viererlei Krifte zu berticksichtigen, die der Wirkung der positiven und
negativen Teilchen im Strom Eins auf die positiven und negativen Teilchen
im Strom Zwei entsprechen, deren Resultierende die x-Komponente

hyhods, dsy Xy
besitzt. Eine leichte Umformung und die Einfithrung der neuen Koeffizienten
. Cq . 1 dE _ dE dE
Emfydr/7dr, E, —— -(Cg+y M) E,=B,+ %>, E,=B,—%
ergibt:
__ds;dsy . azr? ar dx, av dx, | d?E(v;—x,)
Xo= "3t at {E =) 75 a5, B, as, T Es s, ds, dsids, }

Integrieren wir diesen Ausdruck iiber 8, und 8,, so erhalten wir die zwischen
zwei ruhenden Stromkreisen wirkende elektrodynamische Kraft, die aus der
AwmpEREschen Theorie bekannt ist. Daher

k
El = 5;3“,.

Um auch noch E, zu bestimmen, beriicksichtigen wir, daBl zwei stationire
ruhende Stréme keine induzierende Wirkung aufeinander ausiiben. Es ver-
schwindet also die in die Richtung von 48, fallende Komponente der vom ge-
samten Stromkreis 8, auf 48, ausgeiibten Kraft. Eine leichte Umformung ergibt

fur diese gs d BN 4 (e
5 s2 ( _ Ep\ d [dr]2
5l dél/ )i L) 42
92
und daraus
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Noch bleiben uns zur Bestimmung der iibrigbleibenden Koeffizienten die
Induktionsgesetze. Beiihrer Anwendung haben wir es nicht mehr mit stationiren
und ruhenden Strémen zu tun, doch lassen wir den einen Leiter ruhen, den
anderen nur Parallelverschiebungen durchfiithren, so daB jedes Element des
Leiters 8, sich in der Zeit df um das gleiche Stiick do verschiebt. Natiirlich
miissen jetzt entsprechend der doppelten Bewegung, die ein Elektrizitatsteilchen
ausfithrt, die in den Kraftausdriicken vorkommenden Differentiationen nach
der Zeit gedndert werden. Die etwas langwierige Rechnung ergibt nach einigen
Umformungen fiir die gesamte induzierte elektromotorische Kraft

1 d%s, dr dv? ds, do d
by dtzf_/ 4ds ds + 5ds, ds, dsidsy+- khzdt ‘at do/_/w dslds s, ds5, 5145

88,

Von dieser Gleichung verlangen wir nun, daB sie der Tatsache gerecht
werde, daB in 3, die gleiche Induktionswirkung auftritt, gleichgiiltig, ob in 8,
die Stromstirke von Null zum gegebenen Werte anschwillt, oder ob der Leiter 8,
aus dem Unendlichen in seine Lage gebracht wird, wihrend er von dem gegebenen
Strom durchflossen wird. Daraus

ﬂ B 7 cd”’dd ﬂ' B Cd dd 0
+ By 0lslds2 5ds, d52 S2 = + Byt y 182 =

und mit G:szdr—a

k
m=—6+q.
Endlich verlangen wir noch, dafB} diese Kraft dem Energieprinzip entspricht,
d.h. daB
(F101 + Faby) 42

wo &, die auf ein Teilchen des Leiters Eins, ¥, die auf ein Teilchen des Leiters
Zwei ausgeiibte Kraft bedeutet, die Ableitung eines aus den Koordinaten und
Geschwindigkeitskomponenten der beiden Teilchen gebildeten Ausdrucks nach
der Zeit sei. Setzen wir noch

E &Y __4cyav  ar ”x=f—B3rd7, " R=[Grdr,

so erhalten wir durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die Komponenten
af e & drt d*R \ ds; dsy ds, @)2]}
dt{ ;T (27 dsids, + dsldsz> dat dt +3 Bl [( ) + (dt

+ ®x ds;dsy | 1 dB, (ds)\2 | 1 dB, dsz)
ds,ds, dt di 2 ds;

dt 2 ds, \dt
d adE ds;\2ds,
s ) FEF 5B (G %

AP el 5

Der erste Ausdruck ist bereits eine Ableitung nach der Zeit, alle iibrigen enthalten
die ersten Ableitungen nach der Zeit in héherem als erstem Grade, ohne daf} die
zweiten Ableitungen in ihnen auftreten. Daher miissen alle diese Glieder einzeln
gleich Null sein. Daraus:

dx
dr

dE a4aF
B3_B1 d?’:W:O'
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Daher wird der Ausdruck fiir die Arbeit in der Zeiteinheit
Ll 2y _&r dz_R) sy dsy
Qg "7 T \2r dsids, | dsids,)| dt di

und damit das elektrodynamische Potential
ko d*” 2R ) ds; ds,

V:—glez( at ar

27 ds;ds, | dsids,
Das zweite Glied ist nicht mehr niher zu bestimmen, da es bei der Inte-

gration {iber einen geschlossenen Stromkreis wegfillt. Am einfachsten ist es

natiirlich, R = 0 zu setzen. Dann wird das Gesamtpotential (mit & = 1)

(Dy0g) — €2) = 22 (31k, + 9y + 414y — C?) (1)

ein Ausdruck, zu dem auch, von den auf die zeitliche Ausbreitung des Feldes
zuriickgehenden Unterschieden abgesehen, die LorENTzsche Elektronentheorie
gelangt (vgl. Kap. 2, Ziff. 27).

Bestimmen wir nunmehr wieder die von einem Stromelemente des Stromes
Eins auf eines des Stromes Zwei ausgeilibte Kraft unter Zugrundelegung von
R = 0 mit Hilfe der LacraNGEschen Gleichungen, so erhalten wir in bekannter

Kombination der vier méglichen Fialle fiir die X-Komponente

€169
7

V =

d_:" d%dx
X=k]1]2d31d82 ’HCOSS—‘ S a}i .

Dies ist aber mit £ = 1 das GrassMaNNsche Elementargesetz (vgl. Ziff. 19), da

d
Lt @z as, — @siasy o= L2l Mas,as, — @s,as)d

1
d—
. 1
=TuTo| = 4y 48+ (d5,43) grad;}x.

25. Fernwirkungs- und Nahewirkungstheorie. Die Bedeutung der Kon-
stanten ¢. Daf die CLausiussche Kraftformel auf das GRassmaNNsche Elementar-
gesetz fithrt, weist bereits darauf hin, daB3 diese Kraft nicht mehr ohne weiteres
in das System der NEwToNschen Dynamik eingeordnet werden kann. Und in der
Tat besteht der hervorstechendste Unterschied zwischen der Crausiusschen und
der WEBERschen Formel darin, daB3 in dieser bloB die gegenseitige Geschwindig-
keit der beiden Ladungen auftritt, wihrend in jener die absoluten Geschwindig-
keiten in Bezug auf das Koordinatensystem bestimmend sind. Diese Theorie
dringt uns daher zu der Annahme, daB die elektrischen und magnetischen Krifte
nicht unvermitteite Fernwirkungen sind, sondern durch ein ,,Medium‘‘ vermittelt
werden, das eben das bevorzugte Koordinatensystem bestimmt.

Freilich ist dieses Auftreten eines bevorzugten Koordinatensystems zwar
cin wichtiger Hinweis, aber kein unbedingter Beweis fiir die Nahewirkungs-
theorie. Auch durch das NEwroxsche Gravitationsgesetz ist, wenn auch nicht
ein einziges, so doch einc¢ Gruppe von Koordinatensystemen ausgezeichnet. Die
Erklarung fiir diese Auszeichnung kénnte man im Rahmen der Fernwirkungs-
theorie im Sinne der MacHschen Mechanik darin finden, da diese Auszeichnung
ebenfalls auf eine unvermittelte Fernwirkung aller Massen zuriickgeht. Eine
dhnliche Erklirung stiinde uns natiirlich auch hier frei.

Dieses Auftreten der absoluten Geschwindigkeiten im Kraftgesetz ist aber
nicht der einzige Hinweis auf eine Theorie der Nahewirkung, der aus den bisher

Handbuch der Physik. XII. 3
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betrachteten Erscheinungen und ihrer theoretischen Erfassung folgt. Hierzu
miissen wir zunichst prézisieren, worin in der mathematischen Formulierung
der Unterschied zwischen Fern- und Nahewirkung besteht. Dieser resultiert
daraus, daB bei Fernwirkung sich eine Anderung in der Verteilung der elektrischen
Ladungen instantan merkbar machen muB, wihrend bei Nahewirkung die Fort-
pflanzung dieser Stérung des bisherigen Zustandes Zeit erfordert. Demgemif
miissen die Differentialgleichungen, die die mathematische Formulierung jener
Theorie darstellen, vom elliptischen, diejenigen, die das Potential in dieser
definieren, vom hyperbolischen Typus sein. Daher ist der erste Schritt zu dieser
insbesondere von Gauss!) postulierten Theorie die Ersetzung der elliptischen
Poissonschen Potentialgleichung durch eine hyperbolische Differentialgleichung.
Der einfachste derartige Ansatz, der von R1IEMANN?) (1858) aufgestellt worden ist
und auch tatsichlich das skalare Potential der LorENTzschen Elektronentheorie
darstellt (vgl. Kap. 2), lautet

1 &
RieMaNN zeigte auch, daBl die in dieser Gleichung vorkommende Konstante ¢,
wenn aus dieser Differentialgleichung das NEuMANNsche Potential folgen soll,
mit der in den Elementargesetzen auftretenden Konstanten ¢ identisch sein miisse.

Es gibt zwei Methoden, um diese Konstante ¢, die Anzahl der in einer
elektromagnetischen vorhandenen elektrostatischen Einheiten, direkt zu messen.
Die erste von WEBER?) (1850) benutzte besteht darin, die Aufladung zweier Kon-
duktoren einmal elektrostatisch zu messen, das andere Mal durch Messung des
Stromes zu bestimmen, der auftritt, wenn man sie leitend verbindet. Die zweite,
die auch die experimentelle Stiitze fiir die Elektronentheorien abgibt, besteht
darin, daf man die magnetischen Wirkungen bewegter Ladungen bestimmt
(RowrLanp?) [1876]). Alle Messungen ergaben ¢ als innerhalb der Fehlergrenzen
gleich der Lichtgeschwindigkeit. Fassen wir also mit RIEMANN die elektrischen
und magnetischen Kraftwirkungen als durch ein Medium vermittelt auf, so er-
gibt sich, daB die Stérungen sich in diesem Medium mit Lichtgeschwindigkeit
fortpflanzen, was zum erstenmal von KIRCHHOFF bemerkt wurde. Damit hat
dieser zum erstenmal den Spekulationen der Anhinger der kartesischen Natur
philosophie, die bereits seit langem die elektrischen und magnetischen Wirkungen
als: durch das Medium in dem sich das Licht fortpflanzt, vermittelt ansahen,
eine experimentelle Grundlage gegeben.

Freilich ist von diesem Ansatz zu einer elektromagnetischen Nahewirkungs-
theorie, die auch das Licht in den Bereich der elektromagnetischen Erscheinungen
einbezieht, noch ein weiter Weg, nidmlich der zu einer vollstindigen Theorie
des elektromagnetischen Feldes. Vor allem widersprechen noch die aus den
bisherigen Betrachtungen gewonnenen Potentialformeln Differentialgleichungen
von der Art der RIEMANNschen. Denn diese besitzt die elementare Losung

V= e

7(t—%>’

wo 7 ({—r/c) die Entfernung zwischen den Lagen des Aufpunkts zur Zeit ¢ und der
wirkenden Ladung zur Zeit { —7/c bedeutet. Ein derartiges retardiertes Potential,
in das also nicht die Entfernung zweier gleichzeitiger Lagen von Massenpunkt und

1) C. F. Gauss, Ges. Werke V, 629.
%) B. RieManN, Pogg. Ann. Bd. 131, S. 237. 1867.
%) W. WEBER u. R. KonLrauscH, Pogg. Ann. Bd. 99, S. 10. 1856.
4 H. A. Rowranp, Berl. Ber. 1876, S. 211; Pogg. Ann. Bd. 158, S. 487. 1876.

3



Ziff. 26. Induzierter Magnetismus. Magnetische Suszeptibilitat. 35

Aufpunkt eingeht, ist charakteristisch fiir die Nahewirkungstheorie, wihrend die
instantanen Potentiale die unendlich schnelle Ausbreitung der Wirkung und
damit die Fernwirkungstheorie charakterisieren. Es ist aber auch nach der
Nahewirkungstheorie durchaus verstdndlich, daB die Erscheinungen uns die
retardierten Potentiale bisher noch nicht aufgedringt haben. Denn wir hatten
es in den Abschnitten I a bis ITa mit statischen bzw. stationiren Erscheinungen zu
tun, bei denen natiirlich retardiertes und instantanes Potential zusammenfallen.
Erst in diesem Abschnitt haben wir langsam verdnderliche Felder in unsere
Betrachtungen einbezogen, und damit tritt auch die Bedeutung der Konstanten ¢
hervor. So erhielt KIRcHHOFFY) (1856) als Formel fiir die Ausbreitung von Potential-
stérungen entlang eines diinnen Drahtes (Linge I, Radius a)

vV 1 2V 1 ov

CZC T 2In (/ja)oma® Ot

(vgl. den Artikel ,,Wechselstrome® im Bd. XV ds. Handb.), in der die Bedeutung
von ¢ fiir die Ausbreitung der elektrischen Felder bereits deutlich hervortritt.
,,Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ergibt sich hier = ¢, also als unabhingig
sowohl vom Querschnitt als von der Leitungsfiahigkeit des Drahtes, als endlich
von der Dichtigkeit der Elektrizitit; ihr Wert ist sehr nahe gleich der Licht-
geschwindigkeit.”“ Die bisher aufgestellten Potentialformeln stellen also Grenz-
formeln fiir den Fall konstanter Felder dar, die fiir langsam verdnderliche noch
angewendet werden koénnen.

Aber nicht nur in der Theorie der rasch verdnderlichen Felder miissen die
Eigenschaften des Feldes eine ausschlaggebende Rolle spielen. Auch der Zu-
sammenhang zwischen elektrischer und magnetischer Kraft wird durch sie
bestimmt. Denn in der Nahewirkungstheorie sind elektrisches und magnetisches
Potential nicht mehr wie in der Fernwirkungstheorie reine RechnungsgréBen,
sondern entsprechen realen physikalischen GréBen, d. h. sie bestimmen den Zu-
stand des Feldes, und zwar eines und desselben Feldes. Es ist daher anzunehmen,
daB sie irgendwie gekoppelt sind. Dabei ist festzuhalten, daBl die Verwandtschaft
zwischen elektrischen und magnetischen Kriften nicht auf spekulative Be-
trachtungen iiber die Natur dieser Krifte gegriindet ist, sondern daf} eine ganze
Anzahl magnetischer Felder durch elektrische Stréme bzw. bewegte elektrische
Ladungen erzeugt wird, ja daB3, wie wir unter ITc sehen werden, alle magnetischen
Felder auf solche zuriickgefithrt werden koénnen. Gelingt es uns aber, einen
derartigen Zusammenhang aufzufinden, so fiilllen wir damit auch eine Liicke
aus, die unsere bisherige Theorie noch besitzt. Die bisher aufgestellten Gesetze
fiir die zwischen zwei Stromelementen bzw. zwischen zwei bewegten Ladungen
wirkenden Krifte stimmen namlich alle in den fiir geschlossene Stréme geltenden
Gesetzen iiberein, weichen dagegen fiir offene Stréome in ihren Resultaten von-
einander ab, ohne dafl wir eine experimentelle Entscheidung angeben konnten, da
alle stationdren Strome geschlossene Strome sind. Eine vollstindige Theorie des
elektromagnetischen Feldes mufB aber natiirlich diese Unbestimmtheit beseitigen.

c) Die magnetischen Eigenschaften der Materie?).

26. Induzierter (tempordrer) Magnetismus. Magnetische Suszeptibilitit.
Para- und ferromagnetische Substanzen. In der vorigen Ziffer wurde bereits
darauf hingewiesen, dafl die Verwandtschaft zwischen elektrischer und magne-
tischer Kraft nicht aus Spekulationen iitber den Nahewirkungsmechanismus

1) G. KircuHOFF, Pogg. Ann. Bd. 100, S. 193, 251. 1857.
2y Vgl. Bd, XV, Kap. 1.
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geschlossen zu werden braucht, sondern dafl diese auf die magnetische Wirkung
bewegter Ladungen und darauf gestiitzt werden kann, daf alle magnetischen
Erscheinungen durch ungezwungene Hypothesen auf bewegte elektrische
Ladungen zuriickgefiihrt werden koénnen. Um dies nachzuweisen, miissen wir
die magnetischen FEigenschaften der nicht permanent magnetisierten Kérper
in unsere Betrachtungen einbeziehen.

Bringt man weiches Eisen in ein Magnetfeld, so verhilt es sich wie ein
Magnet, indem es auf andere Magneten und Stromkreise Krifte ausiibt. Es
unterscheidet sich von einem permanenten Magneten nur dadurch, da seine
Magnetisierung nicht konstant ist, sondern von der an der Stelle herrschenden
magnetischen Feldstirke abhingt. Es zeigt sich, daB die in ihm erregte Magneti-
sierung (induzierter Magnetismus) im allgemeinen in der Richtung der herrschen-
den Feldstiarke liegt. Wir konnen also schreiben:

M=x. v (1)

Der Koeffizient », die magnetische Suszeptibilitdt, ist fiir kleine Feldstirken
eine Konstante, bei groferen Feldstirken wird » bei ferromagnetischen Sub-
stanzen von $ abhingig, und zwar nimmt es mit zunehmendem $ ab. (Fur $
ist der gesamte Wert, d. h. inkl. der vom induzierten Magneten herriihrenden
Feldstiarke zu nehmen.) Es gibt aber eine Anzahl von Substanzen, fiir die x» iiber-
haupt eine Konstante ist. Von diesen paramagnetischen Substanzen unterscheidet
sich weiches Eisen und die Substanzen, die sich -dhnlich wie dieses verhalten
(Nickel, Kobalt usw.), nicht nur durch diese Abhingigkeit der magnetischen
Suszeptibilitit von der erregenden Feldstirke und deren bedeutende GroBe,
sondern auch durch die Erscheinungen der Hysteresis, d. h. dadurch, dal auch
bei quasistationirem Verringern der induzierenden Feldstirke, der der jeweiligen
Feldstdrke entsprechende induzierte Magnetismus stérker ist als bei anwachsen-
der induzierender Feldstdrke (vgl. den Artikel ,,Die magnetischen Eigenschaften
der Korper im Bd. XV ds. Handb.). Diese Substanzen nennen wir ferro-
magnetisch.

In Kristallen stimmt die Richtung der Magnetisierung im allgemeinen nicht
mit der der erregenden Feldstirke iiberein. Hier ist die Suszeptibilititskonstante
kein Skalar mehr, sondern ein Tensor. W.THoMSON hat nachgewiesen, daB
dieser Tensor symmetrisch sein muf, da sonst der Kristall in eine dauernd
wachsende Rotation versetzt wiirde, was dem Energieprinzip widerspriche.
Der Beweis ist also vollig analog zum Beweis der Symmetrie des elastischen
Tensors (BorrzmaNNsches Prinzip; vgl. Bd. VI). Im folgenden sehen wir von
den nur den ferromagnetischen Substanzen eigenen Erscheinungen ab und be-
schiftigen uns daher zunichst nur mit den paramagnetischen, nicht kristallischen,
fiir die » eine positive Konstante ist.

27. Potential. Aquivalente Verteilung. Grenzbedingung. Wir konnen
die magnetische Feldstidrke $, die bei Anwesenheit paramagnetischer Substanzen
in einem magnetischen Felde herrscht, in zwei Teile zerlegen, in einen ,, die
crregende Feldstarke, die bei Abwesenheit der paramagnetischen Korper herrschen
wiirde, und einen zweiten $,, der die induzierte Feldstirke darstellt. Analog
148t sich das magnetische Potential V' in zwei Teile V; und V, spalten, da nach
Ziff. 11 auch im Innern eines magnetisierten Korpers § von einem Potential
ableitbar ist. Gleichung (1), Ziff. 26 148t sich somit

M =xH = —xgradV

schreiben. Ist also » konstant, d. h. der magnetisierte Korper homogen, so ist
auch M von einer Potentialfunktion ¢ = »1" ableitbar.
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Das Potential ¢ ist ein NEwroNsches. Denn nach Ziff. 10, Gleichung (2a)
folgt fiir die dem induzierten Magnetismus dquivalente Verteilung magnetischer
Massen die Dichte 0 = —divit

was mit Gleichung (1) Ziff. 26 0= —ndiv

wird. Aus der Potentialtheorie folgt aber
div) = 4=np,

woraus unmittelbar o = 0. Dem induzierten Magnetismus entspricht also ledig-
lich eine Oberflichenbelegung der Flachendichte

= (Mn) = —x (ngrad) V = ”(%)

Daraus folgt die Bedingung, die dem Potential an der Oberfliche der
magnetisierbaren Korper auferlegt werden mufl. Nach bekannten Sitzen der
Potentialtheorie [vgl. auch Gleichung (3a), Ziff. 6 und Gleichung (1) Ziff. 26] ist

(6). + (). = —tmo = =4 ().
<§—g)+ + (1 +47x) <6V)_ =0.

Durch Einfithrung des Vektors der magnetischen Induktion 148t sich diese
Gleichung bedeutend einfacher schreiben. Es ist [Gleichung (4), Ziff. 11]

B=9F4alh=(1447n%)9.
Die Konstante 4 = 1 + 47x nennen wir die magnetische Permeabilitit. Daher

B = u8 @)

und die Grenzbedingung lautet, da wir im freien Raum » = 0, g = 1 haben:

N (%L +pe (;?—Z) = Uy Dnsr + p-Hn- =0,
By + B, =0. (3)

Es ist unmittelbar einzusehen, daf diese Gleichung auch fiir die gemeinsame
Grenzfliche zweier magnetisierbarer Medien ihre Giiltigkeit behilt. Die Normal-
komponente der magnetischen Induktion geht also stetig durch diese Grenzfliche
hindurch, wie ja aus ihrem Verhalten in permanenten Magneten bereits zu er-
warten war.

28. Energie und ponderomotorische Kraft. Diamagnetismus. Nach den
Gleichungen (3) und (3a), Ziff. 10 ist der Beitrag, den ein Kérper der Suszeptibili-
tit » zur potentiellen Energie eines Systems permanenter Magneten liefert,

E:——%f/fzgraszdt.

Sei X die auf diesen Koérper ausgeiibte ponderomotorische Kraft magnetischen
Ursprungs, dann ist nach dem Energieprinzip

/Xéx + E = konst.
Ist % so klein, daB es in erster Niherung gegen Eins vernachlissigt werden kann,

so folgt daraus in erster Ndherung, wenn wir den Kérper als homogen annehmen,
also » eine Konstante ist:

x=-¢£_1, T/jjgraszdrAlx—/[f@2dr
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Daraus folgt fiir positive Werte von #, daB ein paramagnetischer Kérper
sich von Stellen kleiner magnetischer Feldstédrke zu solchen gréBerer magnetischer
Feldstirke zu bewegen sucht.

Im Jahre 1846 beobachtete FARADAYY), daB sich ein Glasstab, den er zwischen
den Polen eines starken Elektromagneten aufgehingt hatte, nicht wie ein para-
magnetischer Kérper in die Richtung der magnetischen Kraft stellte, sondern
quer zu dieser. Indem er zur Aufklirung dieses Phinomens Kugeln und Wiirfeln
aus Glas in ein magnetisches Feld brachte und so entdeckte, daf diese sich nicht
wie etwa Stiicke weichen Eisens zu Stellen groBerer Feldstirke bewegen, konnte
er dieses Verhalten darauf zuriickfithren, daB Glas sich von Stellen groBer Feld-
stirke zu solchen geringster bewegt. Er zog aus diesen Beobachtungen auch
bereits den richtigen SchluB, daB in dem Glas zwar ebenso wie in den para-
magnetischen Kérpern durch ein magnetisches Feld Magnetismus erregt wird,
daB aber die Richtung der induzierten Magnetisierung hier der Richtung der
magnetischen Feldstirke entgegengesetzt ist. In die Sprache unserer Formeln
iibertragen, bedeutet dies, daB fiir Glas und eine Reihe anderer Kérper, ins-
besondere fiir Wismut, das dieses Verhalten am stirksten zeigt, die magnetische
Suszeptibilitdt x» negativ ist. Dann ergibt auch tatsichlich unsere Formel fiir
die auf eine solche Substanz ausgeiibte ponderomotorische Kraft, dafl sie sich
in einem Magnetfelde von den Stellen groBerer zu den Stellen geringster Feld-
stirke bewegen muB. Derartige Substanzen nannte er diamagnetisch. TIhre
Existenz ist, wie wir unten sehen werden, die stirkste Stiitze fiir die elektrische
Theorie der magnetischen Erscheinungen.

29. Die Theorie der para- und ferromagnetischen Erscheinungen. Die
Konzeption der Elementarmagneten hat sich bereits bei der Besprechung des
permanenten Magnetismus als bedeutend einfacher erwiesen als die Annahme
magnetischer Fluida. Versuchen wir nunmehr, uns eine Vorstellung von den
molekularen Vorgingen zu schaffen, die den magnetischen Induktionserschei-
nungen zugrunde liegen, so sehen wir, daB nur die erste Theorie in Betracht
kommt.

Von entscheidender Bedeutung sind hier Versuche, die BEETz2) 1860 an-
gestellt hat. Er iiberzog einen Silberdraht mit einer diinnen Schicht Lack, in
die er einen diinnen Strich bis zum metallischen Silber einritzte. Den so pripa-
rierten Silberdraht tauchte er in eine Eisensalzlpsung. Schickt er nun einen
Strom durch die Loésung, wobei der Draht als Elektrode diente, so schligt sich
das Eisen nur auf dem diinnen blankgelegten Strich nieder. Legt man wahrend
der Elektrolyse ein Magnetfeld in der Richtung des Striches an, so erweist sich
das niedergeschlagene Eisen als stark magnetisch. Nicht nur die Stirke und
die Permanenz der Magnetisierung, sondern auch ihre fast véllige Unabhingig-
keit von der erregenden Feldstiarke ist auffallend. Die kleinste magnetische
Stérung zerstort die abnormale Magnetisierung des niedergeschlagenen Eisens,
und dieses verhilt sich dann wie gewdhnliches.

Eine Erklirung dieses Phinomens auf Grundlage der Theorie der magne-
tischen Fluida muB natiirlich auf praktisch uniiberwindliche Schwierigkeiten
stoBen. Dagegen ergibt die Annahme der Elementarmagneten diese Erscheinungen
durchaus zwanglos. Herrscht wihrend des Niederschlagens der Eisenmolekiile
ein magnetisches Feld, so reihen sich die durch die magnetische Kraft bereits in
der Losung gerichteten Molekiile aneinander. Da die Richtung der Molekiile
bereits in der Losung hergestellt ist, begegnet sie keinem wesentlichen Wider-
stand, und die Stdrke des richtenden Feldes spielt daher keine entscheidende

1) M. Farapay, Researches § 2253.
2) W. BeeTz, Pogg. Ann. Bd. 111, S. 337. 1860.
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Rolle. Da eine derartige Anordnung der Molekiile jedenfalls eine, wenn auch ge-
ringe Stabilitit besitzt, behdlt das niedergeschlagene Eisen seine Magnetisierung
auch nach dem Aufhéren des erregenden Feldes. Wird dagegen, etwa durch An-
legen eines anders gerichteten duBeren Magnetfeldes, die Anordnung gestort, so
verliert sie die Stabilitdt, und es bildet sich die normale, in gewohnlichem Eisen
herrschende Anordnung der Elementarmagneten aus. Vergleiche weiter unten
die Theorie von MAXWELL und die Untersuchungen von EwING.

Der in paramagnetischen Koérpern induzierte Magnetismus findet demnach
seine Erklarung darin, daB durch das dulere Feld die Elementarmagnet gleich-
gerichtet werden. Da der Grad der Magnetisierung aber nunmehr von der Stirke
des erregenden Magnetfeldes abhidngt, muBl der richtenden Kraft des Feldes
eine aus der inneren Konstitution des induzierten Korpers entspringende Kraft
entgegenwirken. Trotzdem bei der Induktion auch Wiarme erzeugt wird, kann
dies keine Reibungskraft sein, da sonst die Induktion erst von einer gewissen
Minimalstirke der induzierenden Kraft an auftreten kénnte.

WEeBER!) nahm daher an, daB auf jedes Molekiil eine Kraft wirkt, die es in
seiner urspriinglichen Richtung zu halten sucht. Diese Kraft entspricht einer
auf eine magnetische Feldstirke ® zuriickgehenden, deren Richtung in der
urspriinglichen Richtung der magnetischen Achse des Molekiils wirkt. Unter
dieser Annahme ist der Zusammenhang zwischen der induzierten Magnetisierung
M und der erregenden Feldstirke leicht aufzustellen.

Befindet sich der Kérper im neutralen Zustand, so sind die Achsen der
Elementarmagneten {iiber alle Richtungen gleichmiBig verteilt. Wirkt jedoch
die magnetische Feldstirke § auf ihn, so stellen sich die Achsen der einzelnen
Elementarmagneten in die Richtung der Resultierenden R aus der Feldstirke §
und der Richtungskraft ®. Bezeichnet o den Winkel zwischen $ und D, ¢ den
Winkel zwischen § und R, m das magnetische Moment eines Molekiils, # die
Anzahl der magnetischen Molekiile in der Volumseinheit, so ergibt sich sofort:

m =/T2ﬁcosﬁsinocd(x.

Durch eine leichte Rechnung kann man & und « durch D, H und R ersetzen.
Dies ergibt:

mn 2
M /4H2D (R* - H® — D?dR.
Die Integrationsgrenzen sind nunmehr fir H << DvonR=D + HbisR=D — H
fir H > D von R=H <+ D bis R = H — D. Daher

2 mn

H<D; Sﬁ—_‘f‘sj’

. 1 DH\ 9§

H>D, M = mn(1—§E>H

Dieses Resultat zeigt bereits die Proportionalitit der induzierten Magneti-

sierung mit der Feldstirke fiir kleine Feldstirken und das Erreichen eines

Sattigungswertes mit sehr grofen Feldstirken. Dagegen ergibt die WEBERsche

Theorie noch nicht die Erscheinungen der Hysteresis und das sehr starke An-
steigen der Suszeptibilitit vor Erreichen des. Sittigungswertes.

B W WEBER, Pogg. Ann. Bd. 87, S. 145. 1852. Die Endformel ist offenbar durch
einen Rechenfehler entstellt und wurde durch MaxwgLrL, Treatise Bd. IT, § 443 richtig-
gestellt.
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MaxwerLl) hat daher die WEBERsche Theorie erweitert. Er nahm an, da3
die einzelnen Elementarmagnete, nachdem sie um einen bestimmten Winkel
abgelenkt worden sind, in eine neue Stabilitdtslage gelangen, so daBl die WEBER-
schen Uberlegungen nunmehr von diesem Winkel an durchzufithren sind. Die
entsprechend komplizierteren Rechnungen ergeben das folgende Resultat:
Bis zu einer gewissen Feldstirke, bei der eben die ersten Molekiile in die neue
Stabilitidtslage gebracht werden, ist auch hier die induzierte Magnetisierung
der Feldstirke proportional, dann aber steigt, wie unmittelbar einzusehen ist,
die Permeabilitit stark an. Wird die induzierende Feldstirke wieder entfernt,
so kehren die Molekiile nicht mehr simtlich in ihre urspriingliche Lage zuriick,
sondern in ihre nunmehrige Gleichgewichtslage. Daraus resultiert nattirlich
der remanente Magnetismus.

MaxwELL hat auch bereits erwihnt, daB die Richtungskraft ® auf die Ein-
wirkung der ibrigen Elementarmagnete auf den betrachteten zuriickgefithrt
werden konnte. Dieser Gedanke wurde von EwInG aufgenommen und durch-
gefithrt. EwiNG2) nahm als Analogie eine Anzahl von Magnetnadeln und konnte
nicht nur zeigen, daB diese tatsichlich mehrere Gleichgewichtslagen besitzen,
sondern, auf dieser Analogie weiterbauend, zeigte er, daB sidmtliche Eigen-
schaften der ferromagnetischen Korper durch die Theorie der Elementarmagnete
erklart werden koénnen.

30. Awvpires Molekularstrome und die Theorie des Diamagnetismus. Da-
gegen ist es unmittelbar einzusehen, dal die Hypothese der Elementarmagnete
nie zu einer Erklirung des Diamagnetismus fithren kann. Aber durch eine nahe-
liegende physikalische Interpretation der Elementarmagneten gelingt es, auch
diese Erscheinungen in die Theorie einzubeziehen. AMPERE3) hat die Hypothese
eingefiithrt, daBl der Magnetismus der magnetischen Molekiile keine primére
Erscheinung ist. Er nimmt an, daB die magnetischen Molekiile unendlich gut
leitende Strombahnen besitzen, in denen ein konstanter Strom zirkuliert. Von
MaxweirL?) und anderen wurde dann nachgewiesen, daf} es geniigt, die Molekiile
aus unendlich gut leitender Materie bestehend anzunehmen, indem sie be-
wiesen haben, daB in jedem derartigen Leiter Stromverteilungen, die einem
geschlossenen Stromkreis entsprechen, auftreten koénnen.

Diese kleinen Solenocide verhalten sich nun natiirlich wie Elementar-
magneten, freilich mit der Einschriankung, daf in ihnen bei einer Verdnderung
des Magnetfeldes Induktionsstrome erzeugt werden miissen. Um diese Induktions-
wirkung zu berechnen, nehmen wir an, daf L der Selbstinduktionskoeffizient
des magnetischen Molekiils, M sein Induktionskoeffizient in bezug auf das das
magnetische Feld erzeugende System ist. Ferner sei y die im Molekel herrschende
Stromstirke, 9" die im erregenden System herrschende, dann ist (Ziff. 22):

a ,
71 \Ly + My) = —Ry.
Da R, der Widerstand des Molekiils, gleich Null ist, folgt daraus:

Ly + My = konst.

Es herrsche das magnetische Feld ©, f seil der Inhalt der Projektion der von
der molekularen Strombahn umflossenen Fliche in die auf Achse des Molekiils

1) J. CL. MaxwegLL, Treatise Bd. II, § 444 1f. .

2) J. A. EwiNG, Magnetic Induktion in Iron and other Metals, deutsch von L. Hor-
BORN und S. LINDECK, Berlin 1892.

%) A. M. AmpErE, Recueil d’observations électrodynamiques 367.

%) J. CL. MaxwerL, Treatise Bd. II, §§ 890f.
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senkrecht stehende Ebene, o der Winkel zwischen der Achse des Molekiils und
9, dann ist Ly +Hfcosa = Ly,,

wobei y, nunmehr die Stromstirke im Molekill zu der Zeit bedeutet, zu der
$ = 0. Nehmen wir nun an, da auch die nichtmagnetischen Molekiile derartige
Strombahnen enthalten, so gelangen wir zur WEBERschen Theorie des Dia-
magnetismus, die in qualitativer Hinsicht bereits von FARADAY angegeben war.
In diesem Falle ist y, = 0, daher:
Hf
7= —F COs&.

Daraus ergibt sich unmittelbar, daBl die Magnetisierung nunmehr zwar
wiederum der magnetischen Feldstirke proportional, aber der Richtung des
erregenden Feldes entgegengesetzt ist. Derartige Substanzen sind also dia-
magnetisch.

II1. Farapav-MaxwerrLs Theorie des
elektromagnetischen Feldes.

a) Die Nahewirkungstheorie der bisher besprochenen
Erscheinungen.

31. Fern- und Nahewirkungstheorie. Wenn wir nunmehr aus den oben
angefithrten Griinden dazu iibergehen, eine Nahewirkungstheorie der elek-
trischen und magnetischen Erscheinungen aufzubauen, so miissen wir vor
allem die Betrachtungsweise, die wir bisher bei der Untersuchung der Er-
scheinungen eingehalten haben, verindern. In der Fernwirkungstheorie ist der
Sitz der elektrischen und magnetischen Krifte die Materie und die Grund-
lage der Theorie wird daher durch die CouromBschen Gesetze gegeben, die Be-
ziehungen zwischen zwei materiellen Teilchen angeben. Wohl stellt die Poten-
tialtheorie, wie bereits erwihnt, eine Art Feldtheorie dar, aber bloB im for-
malen Sinn. Denn dem Potential kommt keinerlei physikalische Bedeutung
zu, und die Potentialgleichungen beziehen ihre Rechtfertigung lediglich daher,
daB sie sich aus den Kraftgleichungen ableiten lassen. Ganz anders sind die
Anschauungen der Nahewirkungstheorie. Der Kraftbegriff, der in der Fern-
wirkungstheorie lediglich der Ausdruck fiir eine Beziehung zwischen zwei
materiellen Teilchen ist, wird in ihr verselbstindigt. Wéhrend in der alten Theorie
von einer elektrischen Kraft nur dann gesprochen werden kann, wenn mindestens
zwel elektrisierte Teilchen vorhanden sind und sich der Sinn des Kraftbegriffes
in der Tatsache erschopft, daB zwei elektrisierte Teilchen einander in Bewegung
zu setzen versuchen, erregt nach der Nahewirkungstheorie bereits ein elektrisch
geladenes Teilchen physikalische Verdnderungen im gesamten es umgebenden
Raum, ganz unabhingig davon, ob es noch weitere elektrisierte Korper gibt oder
nicht. Dieses elektrische Feld erreicht nach einer gewissen Zeit einen stabilen
Zustand. Bringt man nun einen zweiten elektrisch geladenen Korper in das
Feld, so stort er es durch das von ihm erregte und das Feld strebt nun einem
neuen Gleichgewichtszustand zu und tibt, um ihn herbeizufiithren, eine pondero-
motorische Kraft auf die beiden Koérper aus. So wird die in der alten Theorie
elementare Erscheinung der ponderomotorischen Kraftwirkung in der Feld-
theorie zu einem sekundiren Prozef.

Entsprechend diesen prinzipiellen Verschiedenheiten in der Grundanschauung
sind natiirlich auch die Untersuchungsmethoden und die Darstellungsweise der
beiden Theorien von Grund auf verschieden. Die Nahewirkungstheorie kann
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ihre Aufgabe nicht mehr in der Erforschung der Eigenschaften der Kraftzentra
und ihrer gegenseitigen Beziehungen sehen, sondern in der Auffindung derjenigen
GréBen, durch die der Zustand des Feldes charakterisiert wird und durch die
Untersuchung der Beziehungen, die zwischen dem Zustand des Feldes in einem
Volumelement zu dem Zustand des Feldes in den angrenzenden besteht. Der
mathematische Ausdruck der Feldtheorie besteht daher darin, daB die Feld-
groBen durch partielle Differentialgleichungen dargestellt werden. Der Einfluf$l
der Materie wird sich dabei in zweierlei Weise zeigen kénnen. Erstens kann die
Materie den von ihr eingenommenen Raum, d.h. die Differentialgleichungen,
beeinflussen, und zweitens kann die Materie als Kraftzentrum dem sie um-
gebenden Felde gewisse Bedingungen auferlegen, die sich meistens als Rand-
bedingungen oder als vorgeschriebene Singularititen duBern.

32. Kraftlinien und Kraftréhren. Statische und stationdre Felder. Wir
miissen daher vor allem die bisher beschriebenen Erscheinungen von diesem
neuen Gesichtspunkt aus betrachten, d. h. uns ein Bild der mit ihnen verkniipften
Felder zu verschaffen suchen, um aus diesem auf die physikalischen Verhiltnisse
im Felde schlieBen zu konnen.. Dabei beschrinken wir uns jetzt auf die Be-
trachtung von Feldern im Vakuum, um die durch das Vorhandensein der Materie
evtl. auftretenden Komplikationen zunichst zu vermeiden.

Es ist klar, da von den bisher betrachteten GréBen lediglich das Potential
bzw. die Feldstdrke zur Charakterisierung des Feldes in Betracht kommen. Um
eine moglichst anschauliche Darstellung zu bekommen, wihlen wir die letzte.
Dann ist das Feld dadurch gegeben, daf§ jedem Punkte des Raumes ein Vektor,
namlich die Feldstirke, zugeordnet ist. Da wir zuerst die statischen Felder
untersuchen, geniigt, wie aus dem Bisherigen hervorgeht, ein Vektor, die
elektrische bzw. die magnetische Feldstirke, zur vollstindigen Charakterisierung
des Feldes. Von dieser Auffassung des Kraftfeldes als Vektorfeld ausgehend,
ist es méglich, zu einer noch anschaulicheren Darstellung zu gelangen.

Zu diesem Zwecke ziehen wir [FARADAY 18311)] Linien, die in jedem ihrer
Punkte die in diesem Punkte herrschende Feldstirke zur Tangente haben.
Derartige Kraftlinien erlauben uns also eine Darstellung des Feldes, die uns die
Richtung der in jedem Punkte herrschenden Feldstirke anzugeben gestattet.
Es gibt ein einfaches Mittel, um mit ihrer Hilfe auch die Stirke des Feldes
in jedem Punkte anzugeben. Denn die Dichte, d.h. der Abstand, in dem wir
die Linien voneinander ziehen, ist ja noch vollkommen willkiirlich. Wir setzen
daher fest, daB3 die Anzahl der durch eine Einheit einer normal zu ihnen gestellten
Flache stoBenden Kraftlinien dem Betrag der Feldstirke gleich sein soll.

Die Kraftlinien eines statischen Feldes besitzen einige besondere Eigen-
schaften, die sich am einfachsten aus einer von MAXWELL?2) angegebenen physi-
kalischen Analogie ergeben. Dazu miissen wir die Differentialgleichung fiir die
Feldstarke aufstellen. Aus Gleichung (3), Ziff. 3 ergibt sich {iir die elektrische,
aus Gleichung (2), Ziff. 10 fiir die magnetische Feldstirke, daB im freien Raum

divG =0  bzw. divH=o0.

Deuten wir daher die Feldstirke als die Geschwindigkeit einer strémenden
Fliissigkeit, so folgt daraus, dafl sich diese Fliissigkeit inkompressibel verhilt.
Weil aber die beiden Feldstirken auBerdem noch von einem Potential ableitbar
sind, ist diese Bewegung eine wirbelfreie. Da beide Erscheinungen durch den einen
Vektor vollstindig bestimmt sind, kann man sie in Analogie zueinander setzen.

1) M. FARADAY: Experimentaluntersuchungen iiber Elektrizitat. §114. Berlin 1889.
%) J. Cr. MaxwEeLL: Uber FArRaDAvYs Kraftlinien. Klassiker der exakten Wissenschaften.
Bd. 69.
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Es entspricht also der Feldstirke € bzw. §, die Geschwindigkeit b einer in
wirbelfreier Bewegung befindlichen inkompressiblen Fliissigkeit. Die Kraft-
linien des Feldes entsprechen daher den Stromlinien der Fliissigkeit. Zieht
man durch einen Punkt einer Stromlinie eine geschlossene Kurve und legt man
durch jeden Punkt dieser Kurve eine Stromlinie, so erhilt man eine Stromré&hre.
Diese hat nun die Eigenschaft, daf die bei ihrem einen Ende eintretende Fliissig-
keit am anderen Ende austreten muf}, da ithre Winde ja aus Stromlinien be-
stehen und daher von der Fliissigkeit nicht durchschnitten werden koénnen.
Daher muB durch jeden ihrer Querschnitte in der Zeiteinheit dieselbe Fliissig-
keitsmenge flieBen, d.h. das Produkt aus Querschnitt und Geschwindigkeit
ist fur jeden Querschnitt konstant. Analog kénnen wir nun auch Kraftréhren
konstruieren und fiir diese gilt daher ebenfalls, daBl das Produkt aus Querschnitt
und Feldstarke fiir jeden Querschnitt dasselbe ist. Der Querschnitt einer Kraft-
roéhre ist also der dort herrschenden Feldstirke umgekehrt proportional.

Definieren wir nun eine Einheitsrohre dadurch, daBl das Produkt aus ithrem
Querschnitt und der Feldstarke gleich Eins ist, dann kénnen wir die Kraft-
linien der oben angegebenen Konstruktion durch Einheitskraftrohren ersetzen.
Denn nehmen wir eine auf die Kraftlinien normalstehende Fliche und teilen
wir sie so in Flichenelemente, dal jedes Element mit der an thm herrschenden
Feldstirke multipliziert Eins ergibt, und ziehen wir die durch diese Flichen-
elemente bestimmten Einheitskraftréhren, so wird deren Zahl offenbar gleich der
Zahl der Kraftréhren der anderen Konstruktion sein. Es ist natiirlich auch leicht
einzurichten, daf jede Kraftlinie in einer anderen Einheitskraftréhre enthalten
ist. Daraus folgt unmittelbar, daB unsere Felder die Eigenschaft besitzen, daf3
die Kraftlinien in ihnen nicht anfangen oder aufhéren kénnen, da die Kraftrohren
dies ja auch nicht kénnen. (Fiir die Theorie der Stromréhren vgl. Bd.VII, Kap.1.)

Wir kénnen aber aus dieser Analogie noch mehr schlieBen. Jede wirbelireie,
stationdre, nicht zylindrische Flissigkeitsstromung kann man sich entstanden
denken aus einer gewissen Verteilung von Quellen und Senken, bei denen die
Stromréhren beginnen bzw. endigen. Um die Analogie, die unsere Felder fur
diese Singularititsstellen aufweisen, zu finden, wollen wir die Beziehung zur
Potentialtheorie herstellen. Da die Kraftlinien die Feldstirke zur Tangente
haben, folgt aus Ziff. 6, daB die Kraftlinien auf die Aquipotentialflichen normal-
stehen. Daraus folgt unmittelbar, daB sie auch auf der Oberfliche eines Konduk-
tors normal stehen. Sie miissen daher auch dort endigen, da im Innern des
Konduktors die Feldstdrke verschwindet. Aus dem erwihnten Satz folgt aber
auch, daB die Kraftlinien an den Stellen enden miissen, an denen das Potential
einen Maximal- oder einen Minimalwert erreicht. Die Kraftlinien beginnen
oder endigen daher immer an den Stellen, an denen positive bzw. negative
Ladungen vorhanden sind. DaB dies nur an diesen Stellen der Fall sein kann,
148t sich mit Hilfe der hydrodynamischen Analogie erweisen. Denn die Strom-
réhren enden nur bei Quellen oder Senken der Fliissigkeit. Die angegebenen
Fille erweisen aber, dafl diese Stellen beim elektrischen Felde mit den Ladungen
in Analogie zu setzen sind. Daher ist das Feld durch die Ladungen derart be-
stimmt, dafl diese entweder (Punktladungen) die Singularititen des Feldes oder
den Kraftflu durch eine bestimmte Fliche bestimmen. Analoges gilt fiir das
magnetische Feld.

Wir haben damit eine geometrische Reprisentation der statischen Felder
bekommen, die uns ein anschauliches Bild liefert. Sie lit uns aber auch dann
nicht im Stich, wenn wir zur Betrachtung anderer Felder ibergehen. Sie erweist
sich im Gegenteil gerade bei der Betrachtung der elektromagnetischen Er-
scheinungen von besonderer Einfachheit und Klarheit. Betrachten wir das
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magnetische Feld, das ein von einem stationiren elektrischen Strom durch-
flossener Leiter -erzeugt. Dieses Feld unterscheidet sich wesentlich von den
bisher betrachteten dadurch, daB es, da es ja keine magnetischen Pole mehr
besitzt, auch keine Quellen oder Senken der Kraftlinien aufweisen kann. Diese
bilden also geschlossene Kurven. Wir haben bereits in Ziff. 20 die Differential-
gleichung abgeleitet, der der Feldvektor  in diesem Falle geniigt (elektro-
magnetisches MaBsystem): rot§ = 4. (1)

Nach unserer hydrodynamischen Analogie ist also das Feld ein Wirbelfeld, bei
dem die stromdurchflossenen Leiter die Wirbelfiden darstellen. Die groBe
Einfachheit, die man mit Hilfe der Darstellung des Feldes durch Kraftlinien
erhalten kann, zeigt sich insbesondere bei der Behandlung der wichtigsten
Anwendung, nidmlich bei der Beschreibung des magnetischen Feldes einer Strom-
schleife. Sei d3 das Element der die Stromschleife darstellenden Kurve, so ergibt

die Gleichung (1) 5545 — [ [rot9df = 4xf [ 1,4}, (1a)

d. h. das Linienintegral iiber die magnetische Kraft lings einer geschlossenen
Kurve ist gleich dem mit 47 multiplizierten durch die von der Kurve einge-
schlossene Fliche flieBenden Strom.

33. Farapavs Theorie der magnetelektrischen Induktion. In den Ziff. 21
bis 24 haben wir die Theorie der elektromagnetischen Induktion aufzustellen
versucht, wobei es unser Ziel war, den Anschauungen der Fernwirkungstheorie
entsprechend, den induzierten Strom als Funktion des induzierenden darzustellen,
indem wir diesem eine elektromotorische Kraft zuschrieben. Ganz anders ist
natiirlich unser Ziel, wenn wir die Theorie vom Standpunkt der Nahewirkung
aus aufbauen wollen. Denn fiir diese Theorie ist das Auftreten des induzierten
Stromes in dem -betreffenden Leiter ebensowenig eine primire Erscheinung
wie die gegenseitige ponderomotorische Wirkung zweier elektrischer Ladungen
aufeinander. Vielmehr haben wir uns das physikalische Phinomen jetzt so
vorzustellen, dafl der induzierende Strom nicht nur ein magnetisches, sondern
auch ein elektrisches Feld erregt. Wo sich in diesem Felde ein Leiter befindet,
muBl dann natiirlich in ihm ein elektrischer Strom auftreten. Hier treten uns
also zum erstenmal Felder entgegen, die nicht mehr wie die statischen entweder
elektrischer oder magnetischer Natur sind, sondern in denen der magnetische
und der elektrische Feldvektor miteinander in einer bestimmten Beziehung
stehen. DaBl dies der Fall ist, erkennen wir sofort daraus, daB sowohl das
magnetische Feld wie das elektrische Feld durch ein und denselben elektrischen
Strom hervorgerufen werden und durch ihn vollstindig bestimmt sind. Da also
beide Vektoren Funktionen einer und derselben GréBe sind, muB diese aus den
beiden Gleichungen eliminiert und so eine Beziehung zwischen den beiden Feld-
vektoren aufgestellt werden kénnen. Gerade auf diese Beziehung kommt es
uns aber an, da ja nur sie uns die Eigenschaften des Feldes charakterisiert.

Diese Beziehung aufzustellen, war das Ziel der Untersuchungen FARADAYS
iber die elektromagnetische Induktion, die wir in Ziff. 21 verlassen haben,
da sie eben den Rahmen der Fernwirkungstheorie sprengen. Das bereits dort
erwdhnte Resultat, daf der induzierte Strom ceteris paribus der Leitfdhigkeit
des induzierten Leiters proportional ist, gibt bereits eine Rechtfertigung fiir den
oben entwickelten Standpunkt, da es zeigt, daB die induzierte Feldstirke von
der an dieser Stelle befindlichen Materie unabhingig ist. Wir haben dort auch
implizite das erste Ergebnis FARADAYs erwidhnt, daB nimlich ein konstanter
Strom keine Induktionswirkung ausiibt, d. h. also, daB sein Feld rein magnetischer
Natur ist. Daraus konnen wir bereits einen SchluB auf die Art der Beziehung
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zwischen den beiden Feldvektoren ziehen. Denn da die Stirke des induzierten
Stroms durch die Anderung der Stirke des induzierenden bestimmt ist, eine
Anderung des induzierenden Stromes sich aber in einer Anderung des magne-
tischen Feldvektors duBlert, wird der elektrische Feldvektor eine Funktion der
Anderung des magnetischen sein miissen.

Der fiir uns einfachste Fall ist der, daB sich ein Leiter im Felde eines perma-
nenten Magneten oder eines stationdren elektrischen Stromes bewegt. Dann
ist, wie die Experimente FArRADAYS ergaben, die Stromrichtung durch die Richtung
der Kraftlinien und die Richtung der Bewegung bestimmt?!). (Rechte Handregel:
Hilt man den Daumen in die Bewegungsrichtung, den Zeigefinger in die Richtung
der Kraftlinien, dann zeigt der Mittelfinger in die Richtung des induzierten
Stromes.) Die weiteren Experimente FARADAYs zeigten, daB die Stirke des
im bewegten Leiter induzierten Stromes durch die Intensitit des magnetischen
Feldes an der betreffenden Stelle und die Stirke der Bewegung des Leiters be-
stimmt werden, abér unabhingig davon sind, ob der Leiter sich in einem homo-
genen oder einem inhomogenen Felde bewegt?). Dagegen erweist sie sich als
abhingig von der Richtung der Bewegung in bezug auf die Richtung der Kraft-
linien und die Richtung des bewegten Leiterstiickes, Die induzierte Feldstirke
ist am stdrksten, wenn der Leiter senkrecht zu den Kraftlinien steht und
sich senkrecht zu seiner Richtung und der Richtung der Kraftlinien bewegt,
sie ist gleich Null, wenn sich der Leiter parallel zu sich oder parallel zu den Kraft-
linien bewegt. Die Experimente lassen sich in das Gesetz zusammenfassen, daB3
die induzierte Feldstirke gleich ist der von der Lingeneinheit des Leiters in der
Zeiteinheit geschnittenen magnetischen Kraftlinien3).

Der betrachtete Fall fillt eigentlich auBerhalb des Kreises der von uns
behandelten Phinomene, da er das elektrische Feld in einem bewegten Leiter
ergibt, wihrend unsere Aufgabe die Untersuchung der Felder in ruhenden Medien
ist. Um zu dieser zu gelangen, miissen wir aber noch den zu dem eben besprochenen
Fall entgegengesetzten behandeln. Wir lassen nunmehr den Leiter ruhen, dagegen
den Magneten bzw. den induzierenden Leiter sich bewegen. Dann ergeben die
Experimente, daf die Richtung des induzierten Stromes dieselbe ist, wie wenn
der Magnet ruhen und der induzierte Leiter sich in der entgegengesetzten Richtung
bewegen wiirde. Auch die Stirke des Stromes ergibt sich gleich der bei einer
entgegengesetzten Bewegung des induzierten Leiters. Es zeigt sich also, daB
die Konzeption der Kraftlinien auch fiir diese nicht mehr stationidren Felder
ihren Sinn behdlt. Wir kénnen uns vorstellen, daB bei diesen langsamen Ver-
dnderungen des Feldes die Kraftzentren bei ihrer Verschiebung ihre Kraftlinien
einfach mitnehmen. Dann ist die induzierte Feldstirke wieder gleich der Anzahl
der von der Langeneinheit des Drahtes geschnittenen magnetischen Kraftlinien.
Da also das Feld in jedem Moment einem stationiren entspricht, nennen wir
derartige Felder quasistationir. Es besteht aber ein wesentlicher Unterschied
zwischen den eben besprochenen Fillen. Wihrend in dem ersten die induzierte
elektrische Feldstdrke nur in dem bewegten Leiter auftritt, da sie ja eben durch
seine Bewegung erzeugt wird, ist sie im zweiten eine Folge der Bewegung der
Kraftlinien und tritt daher im ganzen Raum auf.

Wir kénnen nun zur Untersuchung des dritten Falles schreiten. Er besteht
darin, daB die induzierte Feldstirke nunmehr durch eine Anderung der Stirke
des induzierenden Stromes oder Magneten hervorgerufen wird. Nach den eben
durchgefithrten Uberlegungen kénnen wir uns von den Anderungen, die im

1) M. Farapav, Experimental Researches § 114ff.
2) M. FarapAY, Experimental Researches § 217.
%) M. Farapay, Experimental Researches § 3082 u. 3115.
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magnetischen Feld durch die Anderung der Stirke des erregenden Stromes oder
Magneten hervorgerufen werden, das folgende Bild machen, wenn diese Ande-
rungen nur geniigend langsam vor sich gehen, so daB wir sie als quasistationire
behandeln kénnen. Nehmen wir etwa einen linearen Leiter. Dann besteht
das von ihm hervorgerufene magnetische Feld aus kreisférmigen Kraftlinien mit
dem Leiter als Achse. Wird nun der Strom im Leiter verstirkt, so kénnen wir
uns das offenbar so vorstellen, daf3 die einzelnen Kraftlinien nach auBen riicken,
so daB sich ihre Dichte iiberall verstirkt. Damit nun aber in der unmittelbaren
Nihe des Leiters ebenfalls die Dichte der Kraftlinien steigt, miissen aus diesem
immer neue heraustreten, die sich dann ebenfalls, solange die Stromverstiarkung
andauert, ausdehnen. Wenden wir diese Vorstellung an, so ergeben die Experi-
mente wiederum, daf} die induzierte Feldstirke gleich ist der Anzahl der Linien,
die durch die Langeneinheit des Leiters hindurchwandern. Damit ist natiirlich
auch unsere Konzeption gerechtfertigt?).

84. Induktion im Inneren eines Magneten. Das elektromagnetische In-
duktionsgesetz. Bevor wir an die mathematische Formulierung der aufgefundenen
Beziehung zwischen dem magnetischen und dem elektrischen Feldvektor gehen
kénnen, miissen wir uns noch eine Frage vom Experiment beantworten lassen.
Wir kennen nimlich zwei magnetische Feldvektoren, die magnetische Feld-
stirke $ und die magnetische Induktion 8 (vgl. Ziff. 11). Im Vakuum sind die
beiden identisch; wir kénnen daher aus den bisherigen Experimenten nicht
entscheiden, welcher von beiden in unsere Beziehung eintritt. Die Entscheidung
liefern die folgenden Experimente FARADAYsS.

Nach den oben besprochenen Versuchen konnten wir uns die Vorstellung
bilden, daB die Kraftlinien einer Verschiebung des Magneten folgen. Was ge-
schieht aber bei einer Rotation eines Stabmagneten um seine Achse? FARADAY
wies nach, daBl bei einer solchen Bewegung im Inneren des Magneten ein Strom
entsteht?). Einer solchen Bewegung des Magneten leisten also die Kraftlinien
keine Folge, sondern verharren in Ruhe. Dadurch zeigt das Feld eine gewisse
Unabhingigkeit von den es erzeugenden Kraftzentren. Gleichzeitig gibt uns aber
diese Erscheinung die Méglichkeit, die Induktion im Inneren eines Magneten
und damit den Kraftlinienverlauf dortselbst zu untersuchen, ohne im Magneten
das Feld evtl. storende Hohlriume anbringen zu miissen. Zu diesem Zwecke
fithrte FARADAY®) einen Draht zur Achse des Magneten, einen zweiten fithrte
er etwa von der Nordseite her bis nicht ganz zur Mitte des Magneten, wo er in
einem den zylindrischen Magneten bertthrenden Schleifkontakt endigt. Dreht
man den zweiten Draht einmal um den ganzen Magneten herum, so schneidet
er bei dieser Bewegung siamtliche vom Nordpol ausgehenden Kraftlinien einmal.
Da die Feldstirke proportional ist der Anzahl der Kraftlinien, die pro Zeiteinheit
bei gleichbleibender Bewegung geschnitten wiirde, so ist die Gesamtstirke des
bei einer Umdrehung des Drahtes erzeugten Stromimpulses gleich der Anzahl
der geschnittenen Kraftlinien dividiert durch den Gesamtwiderstand des Systems,
d. h. er ist gleich der Zahl aller von dem Magneten ausgehenden Kraftlinien,
dividiert durch diesen Widerstand. Lassen wir dagegen den Magneten rotieren
und den zweiten Draht ruhen, so werden offenbar alle im Inneren des Magneten
verlaufenden Kraftlinien bei einer Umdrehung des Magneten einmal geschnitten,
die Gesamtstirke des bei dieser Bewegung entstehenden Stromimpulses ist
also gleich dieser Anzahl, wiederum dividiert durch den Gesamtwiderstand des
Systems. Die Experimente FARADAYS ergeben nun nicht nur, daB3 der im zweiten

1) M. Farapay, Experimental Researches § 238.
2) M. Farapay, Experimental Researches § 220.
3) M. FarapAY, Experimental Researches § 3091 1f.
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Fall auftretende Stromimpuls gleich stark, aber entgegengesetzt gerichtet ist
dem im ersten Fall induzierten, sondern es zeigt sich auch, dafl, wenn man den
Magneten und den zweiten Draht gleichzeitig gleich schnell rotieren 148t, kein
Strom auftritt.

Daraus folgt, daB im Inneren des Magneten ebenso viele Kraftlinien vor-
handen sind wie im Raume auBerhalb, daB diese Kraftlinien aber in entgegen-
gesetzter Richtung verlaufen. Die Kraftlinien, die die magnetelektrisch induk-
torische Wirkung hervorrufen, gehen also vom Nordpol des Magneten aus,
treten an der Siidseite des Magneten wieder in diesen ein und ziehen durch den
Magneten zu ihrer Austrittsstelle zuriick. Sie bilden also geschlossene Linien
und haben daher im ganzen Raum keine Quellen bzw. Senken. Daraus folgt,
daB die Divergenz des magnetischen Feldvektors, den sie reprisentieren, gleich
Null ist. Dies ist aber die charakteristische Eigenschaft des Vektors der magne-
tischen Induktion (vgl. Ziff. 11). Dieser tritt also in unsere Beziehung ein. [Dafl
in die Gleichung (1) der Ziff. 32 richtig der Vektor der magnetischen Feldstirke
eingesetzt ist, ersiecht man z. B. daraus, daf die durch eine Spule erregte mag-
netische Feldstirke verstirkt wird, wenn man in sie einen Eisenkern steckt.]

Um das in der vorhergehenden Ziffer abgeleitete Induktionsgesetz mathe-
matisch zu formulieren, betrachten wir den in einer Stromschleife induzierten
Strom. Wenn man beriicksichtigt, daBl der vordere Leiterteil die magnetischen
Kraftlinien in entgegengesetzter Richtung schneidet wie der riickwirtige, so
erhdlt man leicht die folgende Gleichung

- 1 4

—~§6C@d§=7;ﬁ Bdf, 2)
in der das Zeichen der vollstindigen Differentiation nach der Zeit andeuten
soll, daB nicht nur die zeitliche Anderung des Kraftflusses durch die Fliche
infolge der lokalen Anderung des magnetischen Feldes zu beriicksichtigen ist,
sondern auch die aus einer Verschiebung oder Gestaltsinderung der Schleife
resultierenden. Die Konstante ¢ tritt in die Gleichungen ein, da § und  in
verschiedenen MaBsystemen gemessen werden (vgl. Ziff. 19 u. 25). Beschrinken
wir uns auf Felder in ruhenden Medien, so kénnen wir diese Gleichung mit Hilfe
des StokEsschen Satzes in die folgende transformieren (zweite elektromagnetische
Hauptgleichung): 1.
rot@ = —-—-%. (2a)

Mit Hilfe des elektromagnetischen Vektorpotentials (Ziff. 11) wird dies:
- 1
€=—14. 5)

Dies ergibt den unmittelbaren Anschlul an die Theorie von NEUMANN (Ziff. 21).
Denn aus Gleichung (3) Ziff. 20 ergibt sich unmittelbar, daf das magnetische
Vektorpotential des Stromelementes d3, durch

o=,

gegeben ist. 4

b) Der physikalische Zustand des leeren Raumes.

35. Die physikalischen Eigenschaften der Kraftlinien. Unsere Unter-
suchungen haben bisher ergeben, daBl die Konzeption der Kraftréhren sich
als Grundlage zur Behandlung der elektrischen und magnetischen Erscheinungen
geeignet erwiesen hat. Doch haben wir den neuen Begriff immer nur formal
verwendet, so daBl wir die Kraftlinien bis jetzt ebensogut als Repridsentanten
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eines Feldes denn als HilfsgroBen einer Fernwirkungstheorie — etwa analog
dem Potentialbegriff — auffassen kénnen. In dieser neutralen Stellung, die eine
Entscheidung in der im Grunde genommen naturphilosophischen Frage bis zur
Anstellung weiterer Versuche hinauszuschieben gestattet, sah FARADAY die groBe
Bedeutung seiner Konzeption fiir den Experimentator!). Um aber entscheiden
zu koénnen, nach welcher der beiden Richtungen die Experimente dringen,
miissen wir nun, nachdem wir die Verbindung mit der Fernwirkungstheorie
bereits hergestellt haben, den Aufbau einer Nahewirkungstheorie versuchen.

In dieser Beziehung haben uns die Kraftlinien bisher nur dazu gedient,
uns ein geometrisches Bild des herrschenden Feldes darzustellen, das uns ins-
besondere die Behandlung der magnetelektrischen Induktion zu vereinfachen
gestattet hat. Diese Phinomene haben uns auch gezeigt, daB die Anderung,
die das Feld durch eine Verschiebung oder eine Anderung der Stirke der Kraft-
zentra erleidet, durch eine Verschiebung der Kraftlinien darstellbar ist, daB3 aber
bei der Rotation eines Magneten die Kraftlinien als ruhend aufgefaBt werden
koénnen. Darin duBert sich — wie bereits bemerkt — eine gewisse Unabhangigkeit
der Kraftlinien von der sie erzeugenden Materie, die wir bereits als Hinweis auf
ihre physikalische Existenz und damit auf eine Feldtheorie auffassen kénnen.
Wir stellen uns daher die Frage nach den physikalischen Eigenschaften der
Kraftlinien, die wir aus den besprochenen Erscheinungen unter der Annahme der
Existenz der Kraftlinien ableiten konnen.

Betrachten wir zunichst die magnetischen Kraftlinien, so miissen wir
schlieBen, daB3 diese sich in einem Zustand der Polarisation befinden, d. h. daB
in jedem noch so kleinen Stiick einer Kraftlinie ein ,,Vorne und ein ,,Riick-
wirts” ausgeprigt ist. Dies ergibt sich zunichst aus der magnetelektrischen
Induktion. Denn da die entgegengesetzte Bewegung des Leiters in diesem den
entgegengesetzten Strom hervorruft, muf} in den geschnittenen Kraftlinien eine
Richtung ausgeprigt sein. Ferner geraten (vgl. Ziff. 26 u. 28) Kérper, die in
ein Magnetfeld gebracht werden, in einen Zustand der Polarisation. Diese kann
nun aber nicht mehr, wie in der Fernwirkungstheorie durch die Polarisation
des felderzeugenden Magneten hervorgerufen gedacht werden, sondern mufB
auf Eigenschaften der Kraftlinien zuriickgefithrt werden. Diese miissen sich daher
ebenfalls in einem Zustand der Polarisation befinden.

Dasselbe gilt fiir die elektrischen Kraftlinien. Nicht nur, daB- diese im
ganzen polarisiert erscheinen, da sie sich ja von einer positiven Ladung zu einer
negativen erstrecken, also an ihren Enden polare Zustinde auftreten, der Zu-
stand der Polarisation ist auch jedem ihrer Teile zuzuschreiben, da ja an den
Stellen, an denen eine elektrische Kraftlinie einen Leiter durchzieht, ein elek-
trischer Strom auftritt, der eine ganz bestimmte Richtung besitzt. Wir werden
ibrigens in Ziff. 40 sehen, daf auch die elektrischen Kraftlinien in gewissen
materiellen Medien ganz &hnliche Polarisationszustinde hervorrufen wie die
magnetischen.

Ohne daB wir uns eine bestimmte physikalische Vorstellung iiber die
Kraftlinien zu bilden brauchen, kénnen wir sie nunmehr als Reprisentanten
des Polarisationszustandes des Raumes auffassen. Auch in der Nahewirkungs-
theorie sind also die Kraftlinien nicht unbedingt reale Gebilde (obwohl einige
Forscher und vielleicht auch zeitweise FArRaDAY sie als solche aufgefa3t
haben), sondern eine geometrische Repréasentation fiir den im Raum herrschen-
den Polarisationszustand. Wir kénnen aber, ohne das bisher gesammelte Tat-
sachenmaterial vermehren zu miissen, noch einige Aussagen iiber den physi-

1) M. Farapay, Experimental Researches z. B. § 3074ff. u. 3304.
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kalischen Zustand des Feldes machen. Aus dem Begriff der Nahewirkungstheorie
folgt, daBl das Feld Energie besitzen muB, da ja die vom Kdérper 4 dem Kérper B
mitgeteilte Energie ihren Weg durch das zwischen beiden Korpern sich er-
streckende Medium (worunter wir diesen Raum verstehen wollen, unabhingig
davon, ob er von Materie erfiillt oder leer ist) nehmen muBl. Die Berechnung
dieser Energie ist die Aufgabe der nichsten Ziffer. Aber nicht nur Energie muf3
das Medium besitzen, es mufl auch ein gewisser Spannungszustand in ihm
herrschen. Denn von ithm geht ja auch die ponderomotorische Kraftwirkung
auf die Materie aus. Diesen Spannungszustand kann man nach FARADAY wieder
mit Hilfe des Kraftliniensystems veranschaulichen. Die Kraftlinien ziehen von
den positiven zu den negativen Ladungen. Ungleichférmig elektrisierte Kérper
ziehen einander aber an. Daher herrscht in der Richtung der Kraftlinien Zug.
Betrachten wir weiter das Kraftlinienbild etwa des Feldes zweier gleich elektri-
sierter Kugeln (vgl. die diesbeziiglichen Abbildungen in Kap. 4), so sehen wir
deutlich, daB die Kraftlinien auseinanderstreben, sich also gegenseitig abzustoflen
suchen. FARADAY schlo3 daraus, daf3 senkrecht zu den Kraftlinien Druck herrscht.
Wir werden daher nach der Energie den Spannungszustand des Feldes zu unter-
suchen haben.

36. Die Energie des stationiren elektromagnetischen Feldes im leeren
Raum. Wir gehen nunmehr zur Berechnung der Energie iiber, die wir den uns
bisher bekannten Feldern zuzuschreiben haben. Wir untersuchen zunichst
das elektrostatische Feld. In der Fernwirkungstheorie hatten wir uns die Energie
in den elektrischen Ladungen konzentriert zu denken. Wir fanden fiir sie den
in Gleichung (4), Ziff. 7 gegebenen Ausdruck. Nunmehr haben wir uns die Energie,
die wir zur Herstellung eines Feldes aufzuwenden haben, {iber das gesamte Feld
ausgedehnt zu denken. Wir miissen daher die rechte Seite dieser Gleichung
in ein iiber den gesamten Raum erstrecktes Integral verwandeln, in dem nur
die elektrische Feldstdrke vorkommt. Zu diesem Zwecke schreiben wir Gleichung
(4) um, indem wir die elektrische Ladung mit Hilfe der Gleichungen (3) und (3 a),
Ziff. 6 ausdriicken:

1 1 "
W:?///Qdedy(Zz—}-?2//617(35;-
T 8

Hierbei erstrecken sich die Flichenintegrale iiber die Oberflichen S; der ge-
ladenen Konduktoren, die Raumintegrale {iber die geladenen Raumteile. Wir
koénnen aber diese {iber den ganzen Raum aufBlerhalb der Konduktoren erstrecken,
da der Integrand ja fiir die ungeladenen Teile des Raumes identisch Null ist. Mit
Hilfe der Gleichung (3a), Ziff. 6 und des GREENschen Satzes erhalten wir dann:

D[vic) = —[[[vdivedxdydz — [[[c - gradV- avdyaz,

W= 6. (1)

Um den analogen Ausdruck fiir das magnetostatische Feld zu finden, gehen
wir von Gleichung (3a), Ziff. 10 aus:

Q= %fffﬂﬁgraddedydz.

Auch dieses Integral, das ja ebenfalls zunichst nur iiber die magnetisch polari-
sierten Massen zu erstrecken ist, kénnen wir iiber den gesamten Raum ausdehnen,
da wiederum an den tibrigen Stellen der Integrand verschwindet. Dieses Integral
ist wiederum zu transformieren, wobei aber jetzt in dem endgiiltigen Resultat
zwei GréBen auftreten kénnen, der Vektorsder magnetischen Kraft und der Vektor

Tlandbuch der Physik. XTI 4
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der magnetischen Induktion. Zu diesem Zwecke beweisen wir zunichst, dafl

fffﬁB‘f;)dxdydz =0.
Denn fff%.f)dxdyd2~——fff%graddedydz
Dies kann mit Hilfe des Satzes von GREEN
[ VdivBdxdydz — [ [V (Ed©)

geschrieben werden. Jeder dieser beiden Ausdriicke ist aber gleich Null. Der
erste, weil die Divergenz der magnetischen Induktion tiberall gleich Null ist;
das tiber eine Kugel von unendlich groBem Radius zu erstreckende Oberflichen-
integral, weil das Potential im Unendlichen wie 1/72 und iiberdies noch B ver-
schwindet. Aus Gleichung (5), Ziff. 11 folgt weiter

[[[® +4n)$dxdydz=0.

Hieraus erhalten wir fiir die Energie des magnetostatischen Feldes:

_%ﬁf—/yﬁ@dxdydzz-8%;/[[@2dxdydz.

Wir konnen aber die Energie eines weiteren stationdren magnetischen Feldes
berechnen, ndmlich die des magnetischen Feldes eines stationiren elektrischen
Stromes. Die zur Aufrechterhaltung des elektrischen Stromes notwendige Energie
verwandelt sich nach Ziff. 14 vollstindig in Wa4rme. Daher ist die Energie des
magnetischen Feldes konstant und ist gleich der Energie, die zur Herstellung
des stationdren Zustandes notwendig ist. Diese wurde in Ziff. 20 angegeben.
Aus den Gleichungen (3) und (3a), Ziff. 20 folgt, wenn wir das elektromagnetische
Vektorpotential wiederum mit U bezeichnen:

=13 f Ads3 .
Fihren wir hierin statt der Gesamtstromstirken J; die Stromdichten i, ein, so
erhalten wir: T=%fof%{ikdxdydz.

Hieraus folgt mit Hilfe der Gleichung (1), Ziff. 32
T = g%/f[‘){-rot@dxdydz.

Dieses Integral ist wiederum zunichst nur iber diejenigen Teile des Raumes
zu erstrecken, die von elektrischen Stréomen durchflossen werden. Da aber an
allen {ibrigen Stellen rot$ = 0, kbénnen wir den Integrationsbereich wieder auf
den gesamten Raum ausdehnen. Mit Hilfe einer partiellen Integration erhalten

wir 1 [ 1
Tz,gj//g(.gde—}— g;///fgrot%dxdydz,

in dem wiederum das Raumintegral {iber den gesamten Raum, das Oberflachen-
integral iiber eine unendliche Kugel zu erstrecken ist. Dieses verschwindet aber,
da auf dieser Kugel die magnetische Feldstirke wie 1/r® verschwindet. Mit
Hilfe von Gleichung (7), Ziff. 11 erhalten wir daher:

y //% Hdxdydz. 2)

Fir den leeren Raum ist ¥ = § und wir erhalten daher denselben Ausdruck
fiir die Energie wie im Falle der magnetostatischen Felder.

Dieses Resultat bestitigt aufs neue die physikalische Gleichheit der beiden
Felder und rechtfertigt so, daBl wirsdas von einem stationiren elektrischen
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Strom erzeugte Feld als ein magnetisches ansprechen. Es liegt daher von
vornherein nahe, die Frage nach der Energie eines stationdren magnetischen
Feldes, das sowohl durch Magneten wie durch stationire elektrische Strome erzeugt
wird, dahin zu beantworten, daf auch fiir dieses Feld derselbe Energieausdruck
gilt. Dies, daB nidmlich die Annahme der physikalischen Gleichheit der beiden
Krifte zu diesem Energieausdruck fithrt, kénnten wir auch mathematisch be-
weisen, indem wir die zu den Gleichungen (3a), Ziff. 10 und Gleichung (3a),
Ziff. 20 analoge fiir ein aus Strémen und permanenten Magneten bestehendes
System aufstellen und diesen Ausdruck wiederum entsprechend transformieren,
was zu keinen neuen Schwierigkeiten Anla8 gibe. Wir ersehen dies aber auch
schon daraus, dal wir, wie wir in Ziff. 30 gezeigt haben, die Elementarmagneten
durch molekulare Strombahnen ersetzen kénnen. Denn dann gibt es natiirlich
nur magnetische Felder vom Typus der durch elektrische Stréome erzeugten.

Endlich haben wir uns noch zu fragen, wie der Energieausdruck fiir ein
stationdres elektromagnetisches Feld lautet, das aus der Superposition eines
magnetischen und eines elektrischen Feldes entsteht. Da die Erfahrung uns
lehrt, daB die beiden Felder sich in keiner Weise storen, vielmehr alle ihre physi-
kalischen Eigenschaften behalten und keine neuen hinzutreten, kénnen wir
die Energie eines solchen Feldes als die einfache Summe der Energien der beiden
Felder, aus denen es zusammengesetzt ist, betrachten:

W=-81,;ff (62 4+ 9% dxdydz. (3)

37. Die ponderomotorische Wirkung des Feldes. Nachdem wir nunmehr
gezeigt haben, dafl eine groBe Anzahl von Erscheinungen sich mit Hilfe einer
Nahewirkungstheorie auf einfache Weise darstellen lassen, gehen wir dazu iiber,
auch die ponderomotorischen Krifte, die in elektrischen und magnetischen
Systemen auftreten, und die ja gerade fiir die Ausbildung der Fernwirkungs-
theorie maligebend gewesen sind, auf eine Feldwirkung zuriickzufithren. Wir
haben dieses Problem bereits gestreift und dabei gezeigt, auf welche dynamischen
Eigenschaften der Kraftlinien ihre ponderomotorische Wirkung qualitativ zurtick
gefithrt werden kénnte. Fiir eine eingehende Untersuchung ist es aber besser, die
geometrische Représentation des Feldes durch ein Kraftliniensystem zu verlassen.

Die nichstliegende Analogie fiir eine Theorie der Kraftiibertragung ist
die Art, wie der Mensch seine Muskelkraft durch Druck auf die Kérper iiber-
trigt. (In diesem homozentrischen Vergleich liegt wahrscheinlich auch die
iberzeugende Kraft, die jeder Nahewirkungstheorie innewohnt.) Es liegt uns
daher am nichsten, die Theorie der Kraftiibertragung im Felde nach Analogie
unserer Vorstellungen iiber die Kraftiibertragung in einem kontinuierlichen
elastischen Medium aufzubauen. Wir haben also, wenn wir uns zunichst auf die
Untersuchung des elektrostatischen Feldes beschrinken, fiir dieses einen
Spannungstensor zu suchen, dessen Komponenten durch die an einer Stelle
herrschende Feldstirke bestimmt sind (und evtl. durch ihre Derivierten), und der
die durch die Erfahrung gegebenen ponderomotorischen Wirkungen auf die
Volums- und Flichenladungen ergibt. Betrachten wir zuerst nur jene, so mufl
also, wenn p den Spannungstensor des Feldes bedeutet,

d o Opay 0pa., oV
P 75 P ) o
67%:5 an apw ol
4 L = —Q oy’
(9{)22 p v (9?22 oV

,4*
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sein. Da der Tensor, wie aus der Elastizitdtstheorie bekannt, symmetrisch sein
soll, sind dies drei Gleichungen mit sechs Unbekannten. Das Problem ist also
unterbestimmt.

Um eine Lésung zu finden, wihlen wir den folgenden von MAXWELL?) ein-
geschlagenen Weg. Wir teilen die vorhandenen Ladungen in zwei Systeme E;
und E,, wobei wir die Teilung so vornehmen wollen, dal die beiden Systeme in
zwei durch eine geschlossene Fliche voneinander getrennten Teilen des Raumes
liegen, was bei der Willkiirlichkeit der Einteilung keine Beschrinkung der
Allgemeinheit bedeutet. Dann ist die zwischen beiden wirkende pondero-

motorische Kraft c
By Z///;E 01028%, Ay, A2, A%, dYyd 2, .

Das Integral, das zunichst nur iber die geladenen Raumteile zu erstrecken
wire, kénnen wir natiirlich iiber den gesamten Raum erstrecken, da der Inte-
grand an den anderen Stellen verschwindet. Bezeichnen wir mit V; bzw. V,
das zu E; bzw. E, gehorige Potential, so ist

R = —[[[gradV,- o, dx;dy, dz .

Da aber die Wirkung von E; auf sich selbst nach dem Prinzip der Gleichheit
von Wirkung und Gegenwirkung gleich Null ist, so ist

——///gradVl 018%,dy,dz, = 0.
Wir koénnen daher, wenn wir den Integrationsbereich so wahlen, daBl er das

gesamte System E,, aber keinen Teil von E, umfalit, die gesamte auf E; ausgeiibte
Kraft folgendermafBien schreiben

o
B — _H///AVgraddeldyl iz,

worin ¥V =V, 4+ V, das gesamte elektrostatische Potential darstellt.

Nach der Nahewirkungstheorie haben wir uns aber die geladenen Kérper
in das Feld eingebettet vorzustellen, dessen Spannungen an ihrer Oberfliche
angreifen. Die ponderomotorische Kraft muBl daher durch ein Oberflichen-
integral dargestellt sein, das iiber eine das gesamte System und nur dieses ein-
schlieBende Fliche erstreckt ist und mit dem Spannungstensor in der folgenden
Weise zusammenhingt: R — / f (pd®).

Wir haben also das aufgestellte Volumintegral in ein Oberflichenintegral um-
zuwandeln, dessen Integrand durch die elektrische Feldstirke vollstindig be-
stimmt ist.

Um die Krifte, die das Feld auf geladene Konduktoren ausiibt, leicht mit
zu beriicksichtigen, addieren wir zu dem Volumintegral gleich die entsprechenden
Flichenintegrale. Wir haben also fiir die X-Komponente der ponderomotorischen

Kraft ¥
X:ﬁ//[dV%dzdydz—}—éZf/%(gradV'd@i):

worin der Integrationsraum durch die Fliche &, die das System vollstindig,
aber auch nur dieses einschlieft, und durch die Flichen &;, die die Begrenzung
der Konduktoren, also die Flichenladungen, darstellen, begrenzt ist (Richtungs-
kosinusse der nach auBlen gerichteten Normalen: /, m, n). Das Vorzeichen ist
richtig gewdhlt, da die positive Richtung der Kraftkomponenten nunmehr die
positive Richtung der Koordinatenachsen ist (und nicht mehr wie in der Fern-

) b JiC—L— MaxweLL, Treatise on Electricity and Magnetism. Bd. I, § 103ff.; vgl. auch
z. B. J. H. Jeans, Electricity and Magnetism. § 193ff.
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wirkungstheorie die positive Kraft gegenseitige AbstoBung bedeutet). Die
einzelnen Teile des Volumintegrals kénnen wir nun mit Hilfe des GREENschen
Satzes in Flichenintegrale iiber die Flichen & und &; umwandeln:

f//gzz gvdxdyd /f/aa}(%)zdxdydz
-+ S s+ £ffites

oV oV oV o oV oV oV oV (‘)V
fjayz S dxdydz= ///W@dedydz—f—za oy d5+/

Da aber nach demselben Theorem

oV o av aV)2
f//oy 3y Md dydz = //fax dxdydz
=+~z//z a5 1018
so ist
RV oV 6V ov
/// 0y Ox dxdydz—-2f/ x 0y }dS
_v// dAVEPL IR TSN PR)
x 0y

Der dritte Summand des Volumintegrals ergibt ein analoges Resultat. Wir
erhalten also zusammenfassend:

0V ﬁV 2] ov ov oV oV
Xﬂ8n2/v/ 62)J+m5}753_/+ Ox 6z}d5

6V oV o\ oV oV oV ov
+4,,// (W) (&)t e aes
Da aber die Feldstarke auf der Oberfliche der Konduktoren normal steht, ist
av 0V ov -1

Daher verschwinden die Integrale iiber die Oberflichen der Konduktoren. Wir
haben also tatsichlich die auf das System ausgeiibte Kraft durch ein Ober-
flachenintegral iiber eine dieses System einschlieBende Fliche zuriickgefiihrt.
Aus diesem ergeben sich die drei Komponenten des Spannungstensors:

1 9 9 o

Pze = 875( ;:-E;/—EZ):
1

p:vy: EExEy: (4)
1 :

ﬁxz: HE:::EZ‘

Das Resultat der Umformung der zwei anderen Kraftkomponenten erhalten wir
am einfachsten durch zyklische Vertauschung. Daher ist:

1 9 ; 9
1 2 9 9
pzz: 8x (EZ _‘Ejv_E;/): (4)

1
pyz = 4TJ‘;EyAE:Z.
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Da der Tensor auch symmetrisch ist, haben wir eine Lésung der im Anfang
der Ziffer aufgestellten Gleichungen gefunden.

Wir wollen diesen Tensor mit MAXWELL als mathematischen Ausdruck der
im Medium herrschenden Spannungen annehmen, da er sehr viele einfache
Eigenschaften besitzt. Zunichst ist er, wie man leicht einsieht, der einzige, der
nur von der elektrischen Feldstirke abhingt!). Ferner steht er in einer einfachen
Beziehung zu den Kraftlinien. Um diese zu finden, bestimmen wir zunichst die
auf eine Aquipotentialfliche ausgeiibte Kraft. Seien Im# die Richtungskosinusse
ihrer nach auflen gerichteten Normalen, die dann gleichzeitig auch die nega-
tiven Richtungskosinusse der elektrischen Feldstarke sind. Dann sind die Kompo-
nenten des Spannungstensors:

bor= g B2 —mi—nd),  p= " Emn,
?yy:—g;Ez(m2~12‘n2)r sz—:%;Ezln,
Ibzz:'g;;Ez(7¢2‘lz—7”2), ;bxy:;—ﬂEzlm.

Die pro Flicheneinheit angreifende ponderomotorische Kraft ist daher:
SR
P = . E?n.
Die Kraft stellt daher einen Zug in der Richtung der Normalen, also entgegen

der Richtung der Kraftlinien, vom Betrag 817:E2 dar.. Wir haben damit eine

Hauptachse des Spannungstensors gefunden. Um die beiden anderen zu finden,
untersuchen wir die Kraft, die auf ein zur Aquipotentialfliche normal stehendes
Flachenelement ausgeiibt wird. Bezeichnet wieder I, m, # die Richtungskosinusse
der nach auflen gerichteten Normalen, so ist diesmal

Mm@ =0=1E, 4+ mE, + nE,.
Die X-Komponente der auf die Flicheneinheit wirkenden Kraft ist nunmehr
8n P, =1 (E} — E — E?) 4+ 2mE,E, + 2nE,E,.
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit 2F, und ziehen wir sie von der zweiten
ab, so erhalten wir: 87 P,— —IE®.
In allen Richtungen normal zu den Kraftlinien herrscht also ein Druck vom
Betrage g%E 2, Unser Tensor bestitigt also die Ansicht, die sich FARADAY iiber

die im Kraftlinienfelde herrschenden Spannungen gemacht hat. Wir konnen
den Spannungszustand auch dadurch veranschaulichen, dall wir sagen, dal im

Felde ein hydrostatischer Druck im Betrage von 81—”@32 herrscht, dem in der

Richtung der Kraftlinien ein Zug vom Betrage 41—” €2 tiberlagert ist.

Die Spannungsenergie des Feldes ergibt sich daher zu 8175 €2 Da dies der-

selbe Wert ist, den wir in Ziff. 36 fiir die Gesamtenergie des Feldes gefunden
haben, kénnen wir bei Annahme dieses Tensors die Feldenergie in ihrer Ginze
als Spannungsenergie auffassen.

- Endlich tiben die durch die Gleichung (4) definierten Spannungen nur auf
die geladenen Teile des Mediums motorische Krifte aus, wenigstens soweit

1 Vgl. J. H. Jeans, The mathematical Theory of Electricity and Magnetism. § 161 ff.
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statische Felder in Betracht kommen. Denn nur an solchen Stellen ist die
Divergenz des Spannungstensors von Null verschieden: IThre X-Komponente
lautet nimlich

axz zy azz 1 0 9
Oes gy L9 =8—ﬂ{-(Ew——E§——E§)+2 E,E, +252 EE}

0z ox
1 . 0E, (9E oE,
:rn{Ezdw@JrE,,[ay ]+E(az M)}

was wegen der Divergenz- und Wirbelfreiheit des Feldes verschwindet.
Freilich ist die durch den Spannungstensor gegebene elastische Analogie
nicht weiter fortzufithren. Denn die elektrische Feldstirke tritt in diesem
quadratisch auf, wihrend in dem Spannungstensor der elastischen Medien die
Verschiebungen linear auftreten. Wie aber aus der Ziff. 41 hervorgehen wird,
und worauf wir iibrigens schon aus den Zusammenhang zwischen elektrischem
Strom und elektrischer Feldstirke hingewiesen haben, miissen wir diese mit einer
Verschiebung in Analogie bringen. Dies bedeutet aber nicht einen Widerspruch
in der Theorie, sondern nur, dal wir die Eigenschaften des felderfiillten Raumes
nicht durch die Eigenschaften eines elastischen Koérpers darstellen kénnen.
Wir haben nun noch den Spannungstensor der stationiren magnetischen
Felder aufzustellen). Aus Gleichung (3), Ziff. 10 folgt, daB die Kraft, die das
Feld auf einen Kérper mit der Magnetisierung M ausiibt, die X-Komponente

Px:+%//fM%%dxdydz

besitzt. Ferner wirkt auf das Volumelement ein Drehmoment mit der X-Kompo-

nente L=M,H,—M,H)dxdydz.
Ferner wirkt auf einen stromdurchflossenen Leiter eine Volumkraft
P,= f f f yadxdydz.

Die X-Komponente der gesamten Volumkraft ist daher pro Volumeinheit:

szM +Myax’+Mz(7 +1i,B, —1,B,.
Da nunmehr auf ein Volumelement ein Drehmoment ausgeiibt wird, wollen wir
diesmal direkt die Volumkrifte betrachten, die von den Spannungen im Medium,
auf dessen magnetisierte bzw. stromdurchflossene Teile ausgeiibt werden. Deren
X-Komponente ist bekanntlich

Px — 0sz + apxll + OPZZ

wiahrend die X-Komponente des Drehmomentes pro Volumseinheit

L= Pyz — Pay
betragt, wobei die Komponenten des Spannungstensor lediglich Funktionen
der magnetischen Feldstarke und der magnetischen Induktion bzw. ihrer Deri-

vierten sein sollen. Mit Hilfe der Gleichungen (5), Ziff. 11 und (4), Ziff. 20
wird die X-Komponente der Volumskraft

1 0H, 1 0
P””_' {B”ax—“B-—_—{_BZ 63.~?W®2}'
Was mit Hilfe der Divergenzfreiheit der magnetlschen Induktion
1 [0
B szm{%leHx Lo +ayB H,+ OB H}

1) J. Cr. MaxweLL, Treatise. Bd. II, § 6391f.
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geschrieben werden kann. Aus Gleichung (5), Ziff. 11 folgt ferner
1
L = 47 (B(l/HZ - BzHy) .
Die Resultate aus der Transformation der beiden anderen Komponenten kénnen

wir wieder durch zyklische Vertauschung erhalten und daher den Spannungs-
tensor folgendermaBen ansetzen:

Pra= g \BoHe — & (H + H} + H)),
Pyy = L{ByHy ; (HY + H; + HY),
pue = M@H—§m+@+%,

a TFTY?

1
bye= = ByH.,  p,=--B.H

1 1
sz = 4 Bz H:c ’ i)xz = e Ba; Hz ’

1 1
Pay = 4z B, Hy, Py = Z{By H,.
Im freien Raum ist B = §. Der magnetische Spannungstensor ist daher im
materiefreien Feld dem elektrischen vollstindig analog. Es gilt alles, was wir
oben iiber diesen gesagt haben, auch fiir jenen. Insbesondere ist der Tensor
im freien Feld symmetrisch und seine Divergenz gleich Null. Die Spannungen
iiben daher im freien Feld auf das Medium keine bewegende Kraft aus.

388. Allgemeine Theoreme tiiber die Energiefunktion. Wir wollen nun
noch beweisen, daBl die Energie des statischen Feldes bei gegebenen Randbe-
dingungen ein Minimum darstellt, d. h. daB das Feld bei festgehaltenen Ladungen
stabil ist. Wir beweisen dies in zwei Teilen.

1. Unter allen wirbelfreien Feldern ist die Energie des divergenzfreien ein
Minimum: Da das Feld wirbelfrei ist, muB} es sich von einer Potentialfunktion
ableiten lassen. Die Randbedingung legt ihren Wert auf der das System ein-
schlieBenden Fliche fest. Wir zerlegen die allgemeine Potentialfunktion ¥ in
zwei Teile. Der erste V, stellt das NEwToNsche Potential dar, das den gegebenen
Randbedingungen geniigt, der zweite V, geniigt der LapLacEschen Differential-
gleichung nicht, seine Werte auf der Randfliche S miissen gleich Null sein,

da das NEwTONsche Potential bereits den Randbedingungen geniigt. Die Energic
des Feldes ist daher

=115

W_

aV1 6V1> n (aVl)]dxdydz

el (5 )+ (2 asavas

oV, avz oV, 8V, | oV, v,
+_A/ﬂ T e T

dz Oz

dxdydz.

Das dritte Integral auf der rechten Seite 148t sich mit Hilfe des GREENschen
Satzes partiell integrieren:

(167, ov, avlavz oV, 6V, ] on
// ax Ox + oy 0 +- 0z ﬁz}d dydz—]j/V AVydxdydz — V2 as.
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Die beiden Integrale der rechten Seite sind aber gleich Null: der erste, weil 7,
ein NEwTONsches Potential ist, das zweite, da V, auf der Randfliche gleich Null
ist. Die Energie des Feldes ist also gleich der Summe der Energien des aus dem
NewTtoNschen Potential abgeleiteten Feldes und des Zusatzfeldes. Da die letztere
aus der Summe von drei Quadraten besteht, ist sie immer positiv. Das aus dem
NEewTtoNschen Potential abgeleitete Feld hat daher die kleinste Energie.

2. Unter allen divergenzfreien Feldern ist die Energie des wirbelfreien ein
Minimum (Theorem von TuoMSON): Wir kdnnen ansetzen:

C=E¢, —gradV.

Das aus dem NEwToNschen Potential abgeleitete Feld ist dann das wirbelfreie.
Auf der das System einschlieBenden Fliche S ist V =0. Auf den die Konduk-
toren begrenzenden Flichen S;, n; ist

—fj an, as; = 4dme;, »/![(@ni)dsi = 4ue;, V; = konst.
Dann ist die Energie des Feldes

1 L 1 g .
W = %/f Sdxdydz + 8—ﬂf//(gradV)2d,x dydz — 1;./.// E,gradVdxdydz.

Das dritte Integral der rechten Seite ist nach dem Gaussschen Satz
~fjf (€, gradV)dxdydz :fj] Vadive,dxdydz + Zi/fVi (€n,)dS
Weiter ist nach unseren Annahmen
divg = divg;, — A4V =0, AV =0,

f[@ﬂmds“zlyﬁnadg*JY%EdSr:0~

Die Energie des Feldes setzt sich also wieder additiv aus der Energie des wirbel-
freien Feldes (NEwToNsches Potential) und der Energie des Zusatzfeldes zu-
sammen, die immer positiv ist. Das wirbelfreie Feld hat daher die kleinste
Energie.

3. Die Randbedingungen, die der Ableitung der beiden vorhergehenden
Theoreme zugrunde gelegt sind, beinhalten, daBl die im Felde vorhandenen
Ladungen fixiert sind. Ist dies nicht der Fall, so ldBt sich zeigen, daB ein ge-
ladener Kérper in einem statischen elektrischen Felde unter dem EinfluB der
elektrischen Krifte allein keine stabile Gleichgewichtslage besitzen kann (Theorem
von EArNsHAW). Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, daB ein elektrisch
geladener, beweglicher Koérper sich in dem Felde einer Anzahl anderer fest-
gehaltener befinde. Das Potential der von diesen auf jenen ausgeiibten Krifte
sei V. Dann ist seine potentielle Energie in dem Felde der anderen

U=[[[oVdxdydz,

wo ¢ die Ladungsdichte des beweglichen Koérpers bedeutet und das Integral
itber den von ihm eingenommenen Raum zu erstrecken ist. Nun ist aber offenbar

AU =0.
Nehmen wir zundchst an, daf die Ladungen der Kérper durch die Bewegung
nicht veridndert werden, und daB der bewegliche Korper sich zu sich selbst

parallel verschiebt. Dann kénnen wir den Koordinatenursprung in ihm ver-
ankern und neue Koordinaten einfithren, die zu den alten parallel sind:

f=x—%, n=y—yn, (=2—2,
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und direkt die Entfernung der Koérper von dem beweglichen angeben. Es ist

eU |, U |, FU
o Tap T =0

Bei einer Bewegung des Kérpers dndern sich die Koordinaten &, %, ¢ aller iibrigen.
Daher kann die potentielle Energie des beweglichen in keiner Lage ein Minimum
sein, da sonst der letzte’ Ausdruck positiv sein miiite. Es gibt also immer Ver-
schiebungen, bei denen seine potentielle Energie abnimmt. Werden auch noch
Rotationen des Korpers zugelassen, so wird dieses Resultat natiirlich aufrecht
bleiben. Ziehen wir auch die Verschiebungen der Ladungen infolge der Be-
wegung in Betracht, so bleibt das Resultat ebenfalls aufrecht, da die stabile
Verteilung der Elektrizitit auf einem Leiter die Verteilung ist, beil der die
Energie des Feldes am geringsten ist:

Es sei die Gesamtladung jedes Leiters gegeben. Das Potential V setze sich
aus dem NEwTONschen V,, das auf seiner Oberfliche konstant ist und sich aus
der gegebenen Oberflichenladung herleitet und aus einem Zusatzpotential V,,

zusammen, dessen Randbedingung dann f f %I;—l dS = 0 ist. Dann ist wiederum
die Energie:

W= ,S’n/f/(gradvl)zdx dydz + é;//f(gradl/z)zdx dydz

1 Z’;/f]gmdvl cgradV,dxdydz.
Mit Hilfe des GREENschen Satzes wird das dritte Integral rechts

_[//gradvl gradVydudyds = [ [V, 47, +/fv1%f§%ds

und verschwindet, da jetzt beide Funktionen der Lapraceschen Differential-
gleichung gentigen. Daraus folgt, daB die dem Potential V, entsprechende Ver-
teilung der Ladung die geringste Feldenergie hervorruft und daher die stabile ist.

¢) Farapavy-MaxwerLs Theorie des elektromagnetischen Feldes
in ponderablen Medien.

39. Magnetische Leitfdhigkeit (Permeabilitit), (vgl. Bd. XIV, Kap. 1).
Wir haben unter IITb den physikalischen Zustand des freien Feldes untersucht
und eine fiir alle praktischen, bei der Behandlung der stationiren Erscheinungen
auftretenden Fille ausreichende Theorie aufstellen konnen. Dabei leiteten uns
zwel Analogien. Eine hydrodynamische, die sich aus der Darstellung des Feldes
mit Hilfe der Kraftlinien ergab, und eine elastische, die auf die Vorstellung, die
sich die Nahewirkungstheorie von der Kraftiibertragung macht, zuriickgeht. Da
wir die erste erschopft haben und die zweite sich als nicht weiter verfolgbar
erwies, miissen wir diese Untersuchung wenigstens vorliufig abbrechen und
wenden uns daher zur Untersuchung der Felder in ponderabler Materie. Da
wir bis jetzt nur das magnetische Verhalten der Materie vollstindig kennen,
beginnen wir mit den stationdren Magnetfeldern.

Wir haben diese Erscheinungen unter II ¢ bereits vom Standpunkt der Fern-
wirkungstheorie aus erklirt, in dem wir sie als molekulare Erscheinungen auf-
gefaBBt haben. Es ist durchaus méglich, diese Theorie mit dem Gedanken der
Nahewirkung zu vereinigen, wie wir im Kap. 2 sehen werden. Wir kénnen
aber zur theoretischen Erfassung dieser Erscheinungen noch einen anderen Weg
einschlagen, der ebenfalls von FARADAY vorgeschlagen wurde. Wir wollen ver-
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suchen, die Konzeption der Kraftlinien, die sich bei der Untersuchung des freien
Feldes so bewidhrt hat, auch zur Grundlage der Theorie der Felder in materiellen
Medien zu machen. Dadurch verlieren wir allerdings den Zusammenhang mit
der Hypothese der molekularen Struktur der Materie und damit die Moglichkeit,
die magnetischen Eigenschaften der Materie zu ,,erkliren’. Denn wir kénnen
das Feld nicht so genau bestimmen, daBl sich die molekulare Inhomogenitit der
Materie bemerkbar machen kénnte. Gerade dadurch gewinnt aber unsere Theorie
an Einfachheit, da wir nunmehr gezwungen sind, die Materie als kontinuierlich
aufzufassen und so der prinzipielle Unterschied zwischen dem kontinuierlichen
Raum und der molekular aufgebauten Materie wegfillt. Der Vektor It ver-
liert damit in dieser Theorie seine physikalische Bedeutung.

Wenn wir also darangehen, das Kraftliniensystem auch zur Veranschau-
lichung der Felder in ponderablen Medien zu verwenden, so miissen wir vor
allem entscheiden, ob wir uns ein Bild vom Verlauf der magnetischen Feld-
stirke oder der magnetischen Induktion machen wollen. Denn diese beiden GréBen
sind nun nicht mehr wie im freien Feld einander gleich. Daf3 wir uns fiir die
Darstellung der magnetischen Induktion entscheiden, hat mehrere Griinde. Vor
allem ist dieser Vektor quellenfrei, wihrend die magnetische Feldstirke an der
Oberfliche homogener Korper eine Flichendivergenz besitzt. Nun ist aber diese
Oberfliche keineswegs irgendwie dynamisch ausgezeichnet, so daBl eine Dar-
stellung mit Hilfe der Feldstirke nur irrefithrend wirken kénnte. Ferner haben
wir in Ziff. 33 gesehen, daB3 die magnetelektrische Induktion durch den Vektor
der magnetischen Induktion bestimmt wird. Endlich charakterisiert die magne-
tische Induktion auch direkt die Stirke der Polarisation des Mediums.

Wir stellen also mit Hilfe des Kraftliniensystems den Vektor der magnetischen
Induktion dar und sprechen daher im folgenden besser von magnetischen Induk-
tionslinien. Betrachten wir also den Verlauf der magnetischen Induktionslinien
in einem magnetischen Felde, in das wir nacheinander geometrisch gleiche Kérper
verschiedener Substanzen bringen. Der Verlauf der Induktionslinien ist dann
jedesmal ein anderer. Die sich ergebenden Bilder lassen sich am besten dadurch
charakterisieren, dafl die Koérper die Kraftlinien entweder in verschiedenem
Grade in sich konzentrieren, also in sich hinein zu ziehen scheinen oder sie aus-
einander dringen, also aus sich herausstoBen. Es scheint, als ob die verschiedenen
Medien ein verschiedenes Leitvermdgen fiir magnetische Induktionslinien
hitten!). Dabei ergibt sich, daBl die paramagnetischen Kérper in einem freien
Felde die Induktionslinien anziehen, die diamagnetischen sie abstoBen. Man kann
die Substanzen nach ihrem magnetischen Leitvermogen in eine Reihe ordnen, in
der dann der leere Raum insofern die Mitte bildet, als er die die Induktionslinien
anziehenden Substanzen von den ausstoBenden trennt. Die Analogie etwa zur
Verteilung eines elektrischen Stromes oder zur Wirmeleitung, die in der Bezeich-
nung magnetisches Leitvermégen liegt, wird auch dadurch gerechtfertigt, daf es
sich um Differentialwirkungen handelt?). Denn bringen wir dieselben Kérper nicht
in ein freies Feld, sondern in ein etwa in einer stark konzentrierten Eisenchlorid-
16sung herrschendes, so verdndern sich die Induktionslinienbilder wesentlich.
Und zwar ist nicht nur der Grad der Erscheinung veridndert, sondern unter Um-
stinden auch ihr Charakter. Bringen wir in ein solches Feld etwa eine Hohl-
kugel, die mit einer Eisenchloridlésung geringerer Konzentration gefiillt ist,
so wird die in der Kugel befindliche Eisenchloridlésung die Induktionslinien
abstoBen, obwohl dieselbe Losung in ein freies Feld gebracht, die Induktions-
linien in sich hinein zieht. Allgemein kénnen wir sagen, daf das jeweils das

1) M. Farapay, Experimental Researches. § 2797 ff.
2) M. Farapay, Experimental Researches. § 3313ff.
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Feld erfiillende Medium in der nach dem Leitvermdgen der Substanzen gebildeten
Reihe diejenigen Substanzen, die aus einem in ihm herrschenden Feld die Induk-
tionslinien in sich hinein zu ziehen suchen, von denen trennt, die sich entgegen-
gesetzt verhalten. '

Um eine GroéBe zu finden, durch die wir das magnetische Leitvermégen
zahlenmifBig bestimmen konnen, stellen wir die Differentialgleichung fiir das
magnetische Potential auf. Nach Gleichung (6), Ziff. 11 ist

div =0.
Daraus folgt mit Hilfe von Gleichung (2), Ziff. 27:
: . 0 v d av 0 ov
le%:dlvﬂ@:ﬂ‘uﬂ—!—"gf”@%‘ﬂﬂb?:o' (1)

Nach Analogie etwa zur Gleichung der Wirmeleitung kénnen wir daher u, die
magnetische Permeabilitit, als magnetisches Leitvermégen bezeichnen,

Versuchen wir nun noch von den so gewonnenen zu unseren fritheren An-
schauungen iiberzugehen. Ein magnetischer Nordpol ist ein Ort, an dem aus
einem Korper magnetische Induktionslinien austreten, ein magnetischer Siidpol
der Ort, an dem sie in ihn einmiinden. Bringen wir einen paramagnetischen
Kérper in das Feld eines Magneten, so wird er die Induktionslinien in sich und
dadurch auch in seiner Umgebung konzentrieren. Da die Kraftlinien vom Nord-
zum Siidpol des erregenden Magneten laufen, treten sie an der dem Nordpol
zugekehrten Seite in das Eisen ein. Nach den Amnsichten der Fernwirkungs-
theorie befindet sich daher an dieser Stelle ein induzierter Siidpol. Das Umgekehrte
ist an der dem Stidpol des Magneten zugekehrten Seite der Fall. Daher entsteht
dort ein Nordpol. Das Eisen erscheint daher magnetisiert. Die Stidrke der
beiden Pole muB gleich sein, da die Zahl der eintretenden Induktionslinien gleich
der Zahl der austretenden ist. Die Quellenfreiheit der magnetischen Induktion
entspricht daher in unserer Darstellung der Tatsache, daB ein einzelner Magnetpol
nicht existieren kann. Denn es miissen wegen dieser Eigenschaft des Vektors
der magnetischen Induktion alle Induktionslinien, die in einen Korper ein-
getreten sind, wieder aus ihm austreten und nur diese, da sie in ihm weder ver-
schwinden noch entstehen koénnen.

Wiederum hat uns die Anwendung der Konzeption der Kraftlinien eine
einfache und iibersichtliche Darstellung der,Erscheinungen gestattet. In dieser
ist aber eines auffallend. Wenn wir die verschiedenen Substanzen nach dem
Grade irgendeiner ihrer Eigenschaften ordnen, etwa nach dem spezifischen Ge-
wicht oder nach ihrem Wéirmeleitvermégen, so sind wir gewohnt, den leeren
Raum, wenn er sich iiberhaupt mit diesen Erscheinungen in Beziehung bringen
14Bt, an dem einen Ende der Reihe zu finden. In der Reihe der nach ihrem
magnetischen Leitvermdgen geordneten Medien steht der leere Raum mitten
drinnen, ohne dafB seine Stellung irgendwie ausgezeichnet wire. Dies entspricht.
auch durchaus seinem tatsichlichen Verhalten. Bringt man etwa eine leere
Hohlkugel in eine Eisenchloridlésung, so verhilt sie sich in einem magnetischen
Felde diamagnetisch, wihrend ein leerer Hohlraum in einem Wismutkérper sich
paramagnetisch verhilt. Der leere Raum als Medium der Fortpflanzung eines
magnetischen Feldes unterscheidet sich also nur in quantitativer, nicht aber in
qualitativer Hinsicht von den {ibrigen ponderablen Medien. Die in der Theorie
erreichte Einheitlichkeit in der Behandlung der magnetischen Felder in den
verschiedenen Medien entspricht also dem Charakter der Erscheinungen. Daher
verlieB FARADAY auch die molekulare Theorie zugunsten der eben entwickelten.

40. Die elektrostatische Induktion. Die Dielektrizititskonstante. Schein-
bare und wahre Elektrizitdt. Wihrend wir die magnetischen Eigenschaften
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der Materie bereits vollstindig kennen, haben wir von ihren elektrischen nur
einen Teil kennengelernt. Wir haben die Substanzen nach ihrer Leitfihigkeit
in Leiter und Isolatoren eingeteilt, aber nur die Erscheinungen in jenen niher
besprochen. Gerade sie interessieren uns aber vom Standpunkt der Feld-
theorie weniger, da ja ihre charakteristische Eigenschaft gerade darin besteht,
ein in ihnen herrschendes Feld zu zerstéren. Wir wollen uns daher jetzt ndher
mit den Eigenschaften der Isolatoren befassen. Bringt man einen Isolator in
ein elektrisches Feld, so zeigt er zunichst dieselbe Erscheinung wie ein in ein
elektrisches Feld gebrachter Konduktor: Sein der influenzierenden elektrischen
Ladung zugekehrter Teil erweist sich als dieser entgegengesetzt, sein abgewendeter
als gleich geladen. Die Gleichheit der Erscheinung ist aber nur eine scheinbare.
Denn teilt man einen Konduktor in zwei Teile, so behalten diese die frithere
Ladung bei, auch wenn das Feld spiter vernichtet wird. Trennt man dagegen
den Isolator in zwei Teile, so zeigen diese wihrend der Dauer des erregenden
Feldes keine Gesamtladung, und sind daher nach dessen Erloschen ungeladen.
Wir miissen daraus schlieBen, daB sie nicht wie die Leiter im ganzen, sondern
in ihren kleinsten Teilen polarisiert werden, etwa wie ein in ein magnetisches
Feld gebrachter paramagnetischer Koérper. Daraus folgt aber, daB das Feld
sich: in ihr Inneres fortsetzt. Das elektrische Feld pflanzt sich also durch sie
fort. Daher nennt man sie im Anschlull an FARADAY auch Dielektrika. Dieses
den paramagnetischen Substanzen analoge Verhalten 148t vermuten, daf3 die
Dielektrika das elektrische Feld besser fortpflanzen als der leere Raum. Um
dies experimentell nachzuweisen, ersann FArRADAY!) die folgende Apparatur.
Zu beiden Seiten einer isoliert aufgehingten Metallplatte brachte er je eine
geerdete an, die von der mittleren durch einen kleinen Zwischenraum getrennt
war. Er lud nun die mittlere auf und brachte zwischen sie und die eine seitliche
eine Schellackplatte. Wenn dieser Isolator tatsichlich die elektrische Kraft
besser fortpflanzt als der lufterfilllte Raum (der sich ja in dieser Beziehung
nahezu gleich dem leeren verhilt), so mufl3 auf dieser Platte mehr Elektrizitit
induziert werden als auf der anderen, was auch tatsichlich der Fall ist. Daraus
folgt, daB die Kapazitit eines Kondensators geindert wird, wenn man zwischen
die Platten des Kondensators statt der Luft einen anderen Isolator stellt. Das
Verhiltnis ¢ der beiden Kapazititen charakterisiert die zwischen den Platten
befindliche Substanz. Es wurde von FArRADAY spezifische Induktionskapazitit
genannt, wird jetzt aber meistens als Dielektrizititskonstante bezeichnet.
Wenden wir wieder die Konzeption der Kraftlinien an, so sehen wir sofort,
daB wir auch im elektrischen Feld zwischen Kraftlinien und Induktionslinien
unterscheiden miissen. Denn an der Oberfliche eines Isolators erscheint eine
elektrische Ladung, d. h. die clektrische Feldstirke hat einen Sprung und die
Zahl der Kraftlinien kann daher an den beiden Seiten der Fliche nicht dieselbe
sein. Andererseits miissen wir uns die isolierende Substanz polarisiert vorstellen,
wihrend keiner ihrer Teile eine wahre Ladung trigt. Die an der Oberfliche
erscheinende Ladung ist also ebenso wie die dquivalente magnetische Masse
Poissons lediglich eine scheinbare, die durch die Polarisation des Mediums
vorgetduscht wird. Wir miissen daher die Theorie des elektrischen Feldes
analog der Theorie des magnetischen ausbauen, wobei wir uns hier, da die Uber-
legungen der Ziff. 11 nur mit einigen Wortdnderungen anwendbar bleiben, kurz
fassen kénnen. Das Dielektrikum befindet sich also in einem polarisierten Zu-
stand, den wir an jeder Stelle durch den Vektor §§ charakterisieren kénnen. Diese
Polarisation konnen wir uns so entstanden denken, daB3 die Molekiile des Dielek-

1) M. FArRaDAY, Experimental Researches. § 1252 u. 1307 ff.
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trikums aus leitender Substanz bestehen (vgl. Bd. XII, Kap. 5). Wir kénnen
daher einen zum Vektor der magnetischen Induktion analogen Vektor ® definieren

D=6+ 4P = G, 2)

den wir als den Vektor der dielektrischen Verschiebungen bezeichnen wollen.
DaBl wir mit Recht die spezifische Induktionskonstante ¢ in die Gleichung ein-
gesetzt haben, diese also in Analogie zur magnetischen Leitfihigkeit setzen,
ergibt sich nicht nur aus den molekularen Uberlegungen, sondern auch durch
Anwendung des Induktionslinienbildes. Denn da die Ladung der Metallplatte
in dem zur Bestimmung der Dielektrizititskonstante verwendeten Experiment
durch die Anzahl der auf ihr endenden Kraftlinien gegeben ist, bedeutet der
Ausgang des Experiments, daB ‘die Dielektrika bessere Leiter der Induktions-
linien darstellen als das Vakuum und man sieht unmittelbar ein. daB die Dielektri-
zititskonstante die Rolle der dielektrischen Leitfihigkeit spielt. Sie ist im all- -
gemeinen (Kristalle) ebenso wie p durch einen symmetrischen Tensor ¢ zu ersetzen.

Aus der magnetischen Analogie folgt, dal in unserem Falle die Divergenz
des Vektors der dielektrischen Verschiebung verschwindet. Dies ist aber nicht —
und darin besteht der wesentliche Unterschied zwischen der Theorie der Elek-
trizitit und der des Magnetismus — iiberall der Fall. Die Erscheinung des
elektrischen Stromes gestattet es, die bei der Polarisation noch bestehende
Bindung zwischen den elektrischen Ladungen aufzuheben und so Stellen wahrer
elektrischer Ladung zu schaffen, an denen dann natiirlich auch eine Divergenz
von ® besteht. Die Divergenz bzw. die Flichenspannung von € gibt dann die
freie Ladung an, d. i. die Summe der wahren und scheinbaren.

Ordnen wir die Substanzen nach dem Wert ihrer Dielektrizititskonstante,
so zeigt sich, daB3 alle Dielektrika eine gréBere Dielektrizititskonstante besitzen
als das Vakuum, daB also ¢ immer gréBer ist als Eins. Der leere Raum pflanzt
das elektrische Feld schlechter fort als alle anderen Medien. In einer nach dieser
Eigenschaften aufgestellten Reihe der Medien steht er also wieder an dem einen
Ende der Reihe.

41. MaxwerLs Theorie der dielektrischen Verschiebung. Durch die bisher
gefithrten Untersuchungen ist es gelungen, die Nahewirkungstheorie soweit
auszubauen, dafBl sie simtliche statischen und stationdren magnetischen und
elektrischen Erscheinungen umfafit. Wir kénnen daher dazu iibergehen, die
in Ziff. 25 entwickelten Probleme zu l6sen. Fassen wir zu diesem Zwecke die
Vorstellungen zusammen, die wir uns tiber das elektromagnetische Feld gebildet
haben. In Ziff. 35 haben wir gesehen, daB eine konsequente Durchfithrung
des Nahewirkungsprinzipes uns dazu fithrt, die Polarisation als eine Eigenschaft
des Feldes aufzufassen. Daher miissen wir diese Eigenschaft auch dem freien
Felde zusprechen. Daraus erkldrt sich auch, warum der leere Raum sich in der
Fortpflanzung des Feldes von den ponderablen Medien nur quantitativ, nicht
aber prinzipiell unterscheidet. In der Reihe der magnetischen Leiter kommt
dies dadurch zum Ausdruck, daB er in ihrer Mitte auftritt; in der der Dielektrika
steht er zwar an dem einen Ende, doch bedeutet diese Stellung hier nur, dal3
er der schlechteste dielektrische Leiter ist. Polarisation ist also fiir uns nicht,
wie in der Fernwirkungstheorie, eine molekulare Eigenschaft der Materie, son-
dern eine Eigenschaft der Induktionslinien als ein ,,gespannter (constrained)
Zustand des Feldes. Daher kénnen wir sie nicht mehr mit Hilfe der Vektoren It
bzw. B allein darstellen, da das freie Feld dann ja keine Polarisation besitzen
wiirde, sondern durch die Vektoren B und 9, die ja das Induktionsliniensystem be-
stimmen. Mechanisch duBert sich dieser erzwungene Zustand des Feldes in den
Spannungen.
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Da bei Behandlung der magnetischen Erscheinungen keine Frage offen
geblieben ist, wihrend die elektrischen zu dem Problem der offenen Stréme
gefithrt haben (vgl. Ziff. 25), miissen wir uns mit den Eigenschaften der elek-
trischen Polarisation niher befassen. Zu diesem Zwecke wollen wir den Vorgang
der Ladung eines Plattenkondensators genauer verfolgen. Wird die eine Metall-
platte geladen, so polarisiert sie zunichst den angrenzenden Teil des Dielektri-
kums. Die Polarisation pflanzt sich in diesem fort, bis das ganze Dielektrikum
einen stabilen Zustand erreicht. Wenn die Polarisation bis zur gegeniiber-
liegenden Seite vorgeschritten ist, tritt dort eine scheinbare Oberflichenladung auf,
die ihrerseits den Leiter induziert. Es ist unmittelbar klar, daB3 dieses Bild auch
anwendbar bleibt, wenn der leere Raum das Dielektrikum ist, das sich zwischen
den Kondensatorplatten befindet. Dadurch wird unsere Hypothese, daB der
leere Raum sich prinzipiell ebenso verhidlt wie jedes andere Dielektrikum und
ebenfalls im elektrischen Felde polarisiert ist, gestiitzt. Bringen wir nun ein
Dielektrikum in ein Feld, das sich in einem von einem anderen Dielektrikum
kleinerer Dielektrizititskonstante erfilllten Raum ausgebreitet hat. Es wird
sich dann die Polarisation in dem Raumteile, in dem sich nun das neue Dielektri-
kum befindet, sofort verstirken. Durch seine stirkere Polarisation wird an der
Grenze der beiden Dielektrika eine Oberflichenladung auftreten. Daher ist die
stirkere Polarisation dieses Raumteiles nicht die einzige Folge der Einfithrung
des Dielektrikums. Denn an der Grenzfliche besitzt nun die elektrische Feld-
stirke eine Flichendivergenz, wihrend sie frither diese Fliche kontinuierlich
durchsetzt hat. Daher entwickelt sich auch im Felde aullerhalb des neu ein-
gefithrten Dielektrikums eine andere Verteilung der elektrischen Feldstirke
und damit ein anderer Polarisationszustand. Betrachten wir nun die Erschei-
nungen, die auftreten, wenn wir einen Leiter in ein elektrisches Feld bringen.
Dann treten in ihm Stréme auf, die das Feld (die Polarisation) in seinem Inneren
vernichten und so an der Grenzfliche zwischen Leiter und Dielektrikum eine
Oberflichenladung hervorrufen. Es entsteht daher wiederum an dieser Fliche
eine Flichendivergenz der elektrischen Feldstirke (diesmal auch der dielektri-
schen Verschiebung) und deren Verteilung und damit auch der Polarisations-
zustand des duBleren Feldes wird dadurch gedndert. Elektrischer Leiter und
Dielektrikum verhalten sich also insoweit durchaus analog in bezug auf das
elektrische Feld. Diirfen wir diese Analogie weiterfiithren?

Den Strémen, die im Leiter die Oberflichenladung hervorrufen, miissen wir eine
magnetische Wirkung zusprechen. Sie sind zwar nicht geschlossene, sondern offene
Stréme, aber auch diese besitzen, wie das Experiment beweist, eine magnetische
Wirkung. Verbindet man etwa zwei geladene Konduktoren durch einen Draht, so
besitzt der so entstehende Stromstof3 eine magnetische Wirkung, die mit der ent-
sprechenden Stérke eines geschlossenen Stromkreises durchaus vereinbar ist. Vom
Standpunkt der Feldtheorie ist die Identitdt der Wirkung fast selbstverstindlich.
Denn nach ihr geht ja das Feld von jedem Stromelement aus, dessen Wirkung
durch die der anderen nicht veridndert werden kann. Bringt man daher einen
Leiter in ein elektrisches Feld, so verdndert er nicht nur dieses Feld, sondern er
ruft auch wihrend der Ausbildung der Oberflichenladung ein magnetisches
Feld hervor. Da aber das Einbringen eines Isolators in das elektrische Feld ganz
analoge elektrische Wirkungen hat, und wir den elektrischen Strom vom Stand-
punkt der Feldtheorie einer Vernichtung des Polarisationszustandes des Feldes
gleichsetzen kdénnen, wollen wir diese Analogie zu einer vollstindigen machen,
indem wir annehmen, daf} die Polarisationsinderung, die in diesem Falle die Aus-
bildung der Flichenladung verursacht, auch dieselben magnetischen Wirkungen
hat wie ein ihr in elektrischer Hinsicht entsprechender Strom.
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Diese Hypothese kdénnen wir uns durch eine physikalische Analogie ver-
anschaulichen. (Es ist die von MAXWELL in seinem Treatise § 60 bis 62 ent-
wickelte nd in diesem Werk durchaus festgehaltene. Sie wurde insbesondere
von PoiNcarg, Electricité et Optique, erster Teil, zweites Kapitel, ausgebaut.
Die allgemeinen Feldgleichungen erhielt MAXWELL bereits mit Hilfe der ersten
speziellen mechanischen ‘Analogie, die er fiir die Fortpflanzung des elektro-
magnetischen Feldes auffand. Aus diesen interessanten Arbeiten, die von Bortz-
MANN in der Nr. 102 der Klassiker der exakten Wissenschaften gesammelt heraus-
gegeben wurden, erklart sich manche Merkwiirdigkeit in der Bezeichnungsweise
Maxwerirs.) Wir wollen annehmen, dal alle ungeladenen Medien von einem
inkompressiblen Fluidum erfiillt sind, das MAXWELL als elektrisches Fluidum
bezeichnet. Herrscht im Medium ein elektrisches Feld, so sucht die herrschende
Feldstirke dieses Fluidum zu verschieben. Ist das Medium ein elektrischer Leiter,
so setzt sich das Fluidum in eine strémende Bewegung, so daB} seine Geschwindig-
keit tiberall der Feldstirke proportional wird. Eine Bewegung des Fluidums
stellt also einen elektrischen Strom dar. Ist das Medium dagegen ein Dielektrikum,
so ruft eine Verschiebung des Fluidums elastische Krifte hervor, die die ein-
zelnen Teile des Fluidums in ihre urspriingliche Lage zuriickzufiihren suchen
und daher bewirken, dafl jeder Feldstirke eine bestimmte Verschiebung des
Mediums aus dem ,,neutralen Zustand entspricht. Diese Verschiebung des
Fluidums stellt also in unserem Bilde die Polarisation des Mediums dar. Es
liegt daher nahe, die Verschiebung, die wir mit d bezeichnen wollen, mit der
elektrischen Feldstirke in eine lineare Relation zu bringen:

b=9¢€,

wobei # im allgemeinen ein Tensor sein kann, der sich fiir ein isotropes Medium
natiirlich auf ein Skalar reduziert. Die Gleichung des ladungsireien elektro-
statischen Feldes lautet daher zunichst

divh = 0.

Wir miissen nun noch die Beziehung zwischen dem elektrischen Fluidum
und der elektrischen Ladung herstellen. Dazu miissen wir annehmen, da an
den Stellen, an denen elektrische Ladungen auftreten, das elektrische Fluidum
nicht mehr inkompressibel ist, elektrische Ladung und elektrisches Fluidum
zusammen aber inkompressibel sind. Das heilt: Nehmen wir zunichst an,
daB3 der ganze Raum zunichst ladungsfrei sei, und laden wir dann eine Stelle
des Raumes positiv auf. Die elektrische Ladung mufl dann das elektrische
Fluidum solange verdriangen, bis die gemeinsame Dichte von elektrischer Ladung
und elektrischem Fluidum an der Ladungsstelle wieder gleich der Dichte des
elektrischen Fluidums im ladungsfreien Raum ist. Diese Verschiebung des elek-
trischen Fluidums pflanzt sich durch den Raum fort. So entsteht das elektrische
Feld. Da der ganze Raum von vornherein aber mit elektrischem Fluidum erfiillt
war und dieses an den ladungsfreien Stellen inkompressibel ist, mu3 das ver-
schobene Quantum sich irgendwo ansammeln und an dieser Stelle die entgegen-
gesetzte Ladung anfordern, die den dort herrschenden Uberschu8 an elektrischem
Fluidum wieder kompensiert. Es wird daher an einer Stelle im Raum die ent-
gegengesetzte elektrische Ladung erzeugt werden miissen, die den Uberschuf3 an
elektrischem Fluidum gewissermaflen wieder aufsaugt. Dies entspricht der Tat-
sache, dal} positive und negative elektrische Ladungen nur in gleichen Mengen
erzeugt werden koénnen.

Aus diesen Uberlegungen folgt auch die allgemeine Gleichung des elektrischen
Feldes divh = o
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Gehen wir von unserem Bilde aus, so haben wir die Gleichung bereits ver-
allgemeinert. Sie gilt nun nicht mehr nur fiir statische Felder, sondern fiir alle
elektrischen Felder iiberhaupt.

In diesem Bilde sind nun tatsichlich eine Anderung der Polarisation des
Feldes und ein elektrischer Strom identische Vorginge. Denn dieser besteht
in einer Bewegung des elektrischen Fluidums. Andert sich aber der Polarisations-
zustand des Mediums, so dndert sich die Verschiebung des elektrischen Fluidums,
dieses bewegt sich also widhrend der Feldinderung. Diese Bewegung entspricht
genau der, die den Stromen entsprechen wiirde, die dieselbe Oberflichenladung
hervorrufen wiirden. MAXWELL bezeichnet daher den zeitlichen Differential-
quotienten der Gesamtpolarisation als Verschiebungsstrom. FaBt man Leitungs-
und Verschiebungsstrom zusammen, so folgt, daBl jeder Strom geschlossen
ist. Denn wenn ein offener Strom flieBt, so miissen sich an seinen Enden ent-
weder elektrische Ladungen ausbilden oder verschwinden, und zwar ist die
Anderung der Ladung gleich dem FluB des elektrischen Fluidums im Leiter.
Aus der Inkompressibilitat der elektrischen Ladung und des elektrischen Fluidums
folgt aber, daB der FluB des Fluidums durch die Ladungsinderung an dem einen
Ende des Leiters im selben Betrage in das Dielektrikum fortgesetzt wird und
infolge der Polarisationsinderung als Verschiebungsstrom durch dieses zum
anderen Ende zuriickfiihrt. Dies bedeutet keine Erweiterung der am Anfang
dieser Ziffer gemachten Hypothese. Man kann dasselbe Resultat auch aus ihr
direkt ohne Zuhilfenahme unserer mechanischen Analogie ableiten. Dies begriin-
det aber noch stdrker die einfache Ubertragung der magnetischen Wirkungen
der geschlossenen Leiterkreise auf offene Strombahnen, die ja jetzt ebenfalls
geschlossene sind.

Damit haben wir eine Theorie der Felder der offenen Strome erhalten. Uber
ihre Richtigkeit kénnen natiirlich nur neue Experimente entscheiden. Freilich
enthilt das angegebene Bild eine Schwierigkeit. Denn wir finden sonst elastische
Krafte nur dort, wo die einzelnen Teile eines Mediums sich gegenseitig ver-
schieben, wihrend hier die Spannungen bereits auftreten, wenn das elektrische
Fluidum als ganzes verschoben wird. Wir kénnen diese Verschiebung als Ver-
schiebung gegen das das Feld fortpflanzende Medium auffassen, doch wird
dadurch die Schwierigkeit nur teilweise behoben, da wir dadurch dem leeren
Raum einen absoluten Charakter beilegen. Dies ist vielleicht eine notwendige
Folge jeder Feldtheorie, jedenfalls beriihrt sie aber erst die Theorie der Felder
in bewegten Medien. Die oben durchgefithrten Uberlegungen werden durch sie
nicht getroffen, da wir in ihr keine physikalische Realitét, sondern lediglich eine
physikalische Analogie sehen. Diese muf3 aber nicht bis in ihre letzten Konse-
quenzen anwendbar sein. Die Aufgabe der Theorie besteht lediglich darin, ihre
Grenzen festzustellen und diese einzuhalten. '

42. Energie des Feldes in ponderablen Medien. Zusammenhang zwischen
elektrischer Feldstdrke und dielektrischer Verschiebung. Unsere Theorie hat
nun noch eine Liicke. In Ziff. 40 haben wir festgestellt, daB das elektrische Feld
in einem beliebigen Medium durch zwei Vektoren dargestellt werden muB3, nim-
lich durch die Vektoren € und ®, die sich analog verhalten wie die Vektoren $
und B in der Theorie der magnetischen Felder, wobei der magnetischen Leit-
fahigkeit u die spezifische Induktionskapazitit (Dielektrizititskonstante) & ent-
spricht. In der Theorie, die in der vorigen Ziffer auf Grund der Hypothese des
elektrischen Fluidums entwickelt wurde, wird das elektrische Feld durch die Vek-
toren € und b dargestellt, die nach unseren Annahmen ebenfalls in einer line-
aren Beziehung stehen, die durch den Tensor # symbolisiert wird. Wihrend
wir aber die physikalische Bedeutung von ¢ bereits kennen, fehlt uns eine solche
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noch fiir #. Die zu diesem notwendige Beziehung zwischen % und ¢ wollen wir
dadurch herstellen, dafl wir die Energie des Feldes auf zweierlei Weise berech-
nen'). Wir konnen den Ausdruck fiir diese Energie erstens wiederum dadurch
erhalten, daBl wir den Ausdruck der Fernwirkungstheorie in eine der Feldtheorie
entsprechende Form transformieren, wir kénnen ihn aber auch aus der Theorie
des elektrischen Fluidums ableiten. Durch Gleichsetzen der beiden so erhaltenen
Ausdriicke kénnen wir dann die gesuchte Beziehung zwischen # und ¢ berechnen.
Aus Gleichung (4), Ziff. 7 ergibt sich die Energie des Feldes zu

W=lffngdr+%;ffonSi.

Da aber diese nur durch die wahren Ladungen erzeugt wird (auch die molekulare
Polarisationsenergie der Dielektrika ist natiirlich nach der Fernwirkungstheorie
durch die wahren Ladungen erzeugt), ist in diese Gleichung die Divergenz von ®
einzusetzen. Aus den Uberlegungen der Ziff. 36 folgt leicht, daB in

W — 81;/[ Vdivddr + 8%2/ V(®n)dS;

das Volumintegral wieder iiber den genannten Raum auBerhalb der Leiter S;
erstreckt werden kann.
Der GREENsche Satz ergibt wiederum

W:é/f/@gtadlfdr:é;f]y(@@)dt ' (3)

Hierin kénnen wir ® durch £€ ersetzen, und erhalten so

W = ;—nff](smE‘i + &gy ES + &, E2 + 26,y E,E, + 2¢,, E,E, + 2¢,,E,E,)dt.

Fir homogene isotrope Medien ist daher

W:é—f]f@m. (32)

Fiir ¢ = 1 wird dies natiirlich der in Ziff. 36 gefundene Ausdruck der Energie
des freien Feldes.

Wir gehen nun daran, die Energie nach der Hypothese des elektrischen
Fluidums zu berechnen. Nach ihr bewirkt die elektrische Kraft eine Ver-
schiebung des Fluidums, dem wir die Trigheitsdichte Eins zuschreiben wollen,
was natiirlich keine weitere Annahme, sondern lediglich eine Definition von #
und b bedeutet. Der Zuwachs der elastischen Energie bei einer Verschiebung
des Mediums um 49 ist daher

OW = [[[Cdbdr= [[[(E,dd, + E,bd, + E,0d,)dx.

Da das Feld in einem Dielektrikum ein konservatives System bildet, muB dieser
Ausdruck ein vollstindiges Integral bilden. Daher ist

0E, &W _ @E,

éd, — 9d,od,  9d,
Da aber € durch die zu % inverse lineare Vektorfunktion mit ® verkniipft ist, folgt
hieraus und aus den zwei weiteren durch zyklische Vertauschung entstehenden
Gleichungen, daf}

o Nwy == Nyz s Nyz = Yy Nox = Naz,

) J.Cr. MaxwerLr, Treatise. Bd.I, §101; G. H. Livens, The theory of electricity.
§ 1811f.
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7 ist also ein symmetrischer Tensor. Daher wird

W= %fff (ﬂmei + ﬂnyf/ + nzzEg + 2"7zyEa:Ey + 277yzEyEz -+ ZﬂszzEx) dt.
Daraus ergeben sich sofort die Beziehungen

n=gpe =m0 =(C+ ).

Der Ausdruck ist analog dem in Ziff. 36 fiir die Energie eines magnetischen
Feldes abgeleiteten, der ja, da der Unterschied zwischen magnetischer Induktion
und magnetischer Feldstirke bei seiner Ableitung bereits beriicksichtigt worden
ist, auch fiir Felder in ponderablen Medien gilt.

43. Der Spannungszustand der Felder in ponderablen Medien. Nach der
Fernwirkungstheorie ist die auf ein elektrisches System ausgeiibte Kraft

@szfg@dt—{—%;ff@odsi.

Bei der Ableitung der Energie des Systems hatten wir unter ¢ und o die Volum-
und Flichendichte der wahren Elektrizitit zu verstehen, da die potentielle
Energie des Systems gleich ist der Arbeit, die geleistet werden muf3, um die
wahren Ladungen an ihre Stellen zu bringen. In dieser Arbeit ist aber natiirlich
die Arbeit, die zur Polarisation der Dielektrika notwendig ist, bereits enthalten,
da deren EinfluB sich ja in der Verinderung des Potentials duBert. Anders ist
dies jetzt. Die Erfahrung lehrt, daB das elektrische Feld auf die scheinbaren
Ladungen, die durch die Polarisation der Dielektrika vorgetduscht werden, die-
selbe ponderomotorische Kraft ausiibt wie auf die wahre. Nun ist aber die
Volum- bzw. Flichendichte der wahren Elektrizit:

div® = 4mnp, ®ny) + (dDn_) = 4ano,

wobei die positiven Normalen nach auBen gerichtet sind, die der scheinbaren
Elektrizitdt, die ja das elektrische Analogon zur dquivalenten Verteilung der
magnetischen Massen ist:

0p = —div, oy = —(Bns) — (Pu._).

Bevor wir dies einsetzen, wollen wir {iber unser System zwei vereinfachende
Annahmen machen. Wir wollen erstens annehmen, daf3 alle in ihm vorhandenen
ponderablen Dielektrika und Leiter an den leeren Raum grenzen. Ferner sollen
sich alle wahren Flichenladungen auf diesen befinden. Bezeichnen wir die Ober-
flichen der Leiter mit f;, die der ponderablen Dielektrika mit F;, so erhalten
wir durch Einsetzen:

® :f//(ﬁ divD — div%)(&dt—l—Z//@ (Bri,) dF; + %2/[@ (D) df;.

Die auf die Oberflichen der Isolatoren beziiglichen Flichenintegrale kénnen
wir in ein Volumintegral umwandeln. Denn nach dem GREENschen Satz ist:

. [[CB®n)dF;= [[[CdivRdr + [[ [ (BV)Cdx.
Daher wird:

v = [[]( cavn + @nejar + L S fe@nar

denselben Ausdruck erhalten wir, wie ein Vergleich mit dem entsprechenden
magnetischen sofort zeigt, auch aus der in Ziff. 40 angedeuteten Theorie der
molekularen Polarisation?).

1y Vgl. z. B. G. H. Livens, The theory of electricity. § 225.
S*
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Die X-Kornponente der ponderomotorischen Kraft ist also:

_ff 14 divd + P, oL 6x = p, O ay +Pza d T+ o Z'fE (©n) df;.

Beriicksichtigen wir, daB in den statischen Feldern
rot@ =0,
so koénnen wir diese Volumkraft pro Volumeinheit folgendermaBlen schreiben:

k=P, %L 4 P, ”+P~#—+Z%Ezdiv‘®.
Setzen wir hierin die Gleichung (2), Ziff. 40,
1
P—z (-6

ein, so wird dies
1
LTJT_(D’ ax T DJ CM

Beriicksichtigen wir Wiederum die Wirbelfreiheit des Feldes, so erhalten wir

1 0@
. 6x > Tw + E, dlv@)

1 1 0@? .
(Dz ax T Dy c')y =+ D,° oz “ZTx+Ezd1V@>
1 (0 0
:E{W(E”D”—?@2)+WE’DF+ 55 EaD-

Somit ergeben sich die Komponenten des Spannungstensors, wenn wir die rest-
lichen durch zyklische Vertauschung bestimmen zu:

47115m = Ex Dz - ]?@2’ 47[?1:_1/ = Ex Dyy 471'{):»:2 = Ez Dz;
Anpyy =Ey Dy, dapyy =E,D, — €, dmp,,=E,D,; )
4nszz=EzDz: 47tpzy=Eszy 4n¢)zz:EzDz - %(&52

Zunichst bemerken wir, da dieser Tensor fiir ¢ = 1 in den in Ziff. 37 ab-
geleiteten Spannungstensor fiir den freien Raum tbergeht. Er stellt also tat-
sichlich eine Verallgemeinerung dieses Tensors auf beliebige Medien dar. Daraus
folgt unmittelbar, daBl der Tensor auch die bei der Umformung ausgelassenen
Flachenkrifte auf die Oberflichenladungen der Leiter einbegreift. Ferner ist der
Tensor analog dem magnetischen gebaut, den wir in Ziff. 37 bereits unter Be-
riicksichtigung der Verschiedenheit von § und 98 abgeleitet haben, und der daher
auch fiir ponderable Medien gilt. Daher gilt das dort tiber die Krifte, die das
Feld auf das Medium austibt, Gesagte auch hier. Insbesondere folgt fiir kristalli-
sche Medien, in denen ¢ durch einen Tensor dargestellt werden mufl und die
Vektoren € und ® daher nicht mehr dieselbe Richtung haben, ein Drehmoment
auf die einzelnen Volumelemente des Mediums, das durch dg = [ED]dr ge-
geben ist.

Die Gleichung des Spannungsellipsoids lautet fiir homogene isotrope Medien:

2¢e{E,x + E,y + E, 2} — G2 (x2 4 y2 + 2%) = 8,
daher auf Hauptachsen transformiert:
26C%x? — €2 (x2 4 y2 4 2%) = 8= Cr)=E

2 (0s
In der Richtung der Kraftlinien herrscht also ein Zug vom Betrage EA(?; 1),

normal zu ihnen ein Druck im Betrage von gi_;E 2. Oder im Medium herrscht
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ein hydrostatischer Druck vom Betrage%—E 2, dem sich in der Richtung der
.. . 4
Kraftlinie ein Zug vom Betrage
s (@2 1
4m = 4 (@@)
iiberlagert. (Beziiglich der mechanischen Wirkung der Spannungen auf die
ponderable Materie vgl. Kap. 5.)

Dieser Spannungstensor ist natiirlich nicht der einzige, der den Ansitzen
der Fernwirkungstheorie entspricht, wie eine Betrachtung der bei seiner Ab-
leitung durchgefithrten Transformationen sofort ergibt. Tatsichlich findet man
in der Literatur auch den folgenden Ansatz, dessen Verifikation mit Hilfe der
bereits durchgefiihrten Uberlegungen keinerlei Schwierigkeiten bereitet:

1 1
pa;x = 87 (Ea:Dx - EyDy - EzDz): Ibzy - EmDy: pzz = '4_7;ExDz
1 1 1
Pys = Z;EyDz s b= Sz (EyDy—E.D, — E,Dy), py: — 4_,,EyDz’ (4a)

1 1 1
?za; = Z;Esz: ?zy = ZJE Eszs pzz = 8x (EzDz — Ea:Dx—‘EyDy)J

Dieser Spannungstensor 148t sich aber nicht auf eine molekulare Theorie der
Polarisation zuriickfiihren?).

d) MaxweLLs allgemeine dynamische Theorie des
elektromagnetischen Feldes.

44. Die Bedeutung der Lacranceschen Mechanik fiir die Verallgemeinerung
der fiir die stationdren Felder aufgestellten Gleichungen. Bisher haben wir,
gestiitzt auf die Ergebnisse der experimentellen Forschungen, die Feldgleichungen
fiir die stationdren Erscheinungen aufgestellt. Diese behalten, wie wir ebenfalls
experimentell feststellen konnten, ihre Giiltigkeit auch noch fiir eine Reihe lang-
sam veridnderlicher Vorginge, bei denen wir die Felder in jedem Augenblick
als stationire auffassen konnten. Der eigentliche Wert der Feldtheorie muf
aber natiirlich bei der Betrachtung derjenigen Fille auftreten, die nicht mehr
als quasistationar aufgefaBt werden kénnen, und bei denen daher die Art der
Fortpflanzung des elektromagnetischen Feldes durch das Medium eine aus-
schlaggebende Rolle spielt. Wir miissen daher unsere Gleichungen fiir diese Fille
verallgemeinern. Die Aufstellung der allgemeinen elektromagnetischen Feld-
gleichungen ist MAXWELL gelungen, der damit iiber die von FARADAY in seinen
Experimentaluntersuchungen angedeutete Nahewirkungstheorie hinausging. Da
experimentelle Untersuchungen iiber derartige Vorgdnge noch nicht vorlagen,
war MAXWELL gezwungen, sich von theoretischen Gesichtspunkten leiten zu lassen.

Auch hier wandte er seine schon mehrmals erwihnte Methode der mecha-
nischen Analogie an. Das dabei auftretende Problem liegt klar zutage. Es handelt
sich darum, eine mechanische Analogie anzugeben, die fiir die stationidren Fille
die oben entwickelte Theorie ergibt und die aus dieser Analogie folgenden all-
gemeinen Gleichungen als allgemeingiiltige Feldgleichungen anzunehmen. Die
Entscheidung iiber die Richtigkeit der Methode liegt dann natiirlich beim
Experiment. Nun wird aber der Sachverhalt dadurch kompliziert, da offen-
sichtlich mehrere derartige Analogien mdglich sind, die natiirlich, wenigstens
zum Teil, zu verschiedenen Verallgemeinerungen fithren. Das zunichst an-
zuwendende Auswahlprinzip der Einfachheit versagt aber hier. Denn die erste,

1y Vgl. z. B. G. H. Livens, The theory of electricity. S. 104 {f.
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bereits in Ziff. 41 erwihnte mechanische Analogie, die MAXWELL aufgestellt
hatte, ist bereits so kompliziert, daB ihr eine hinreichende Uberzeugungskraft
nicht innewohnte.

Es besteht aber noch eine weitere prinzipielle Schwierigkeit!). Wir kénnen
die elektromagnetischen Felder als konservative Systeme auffassen. (Fiir nicht-
leitende Medien ist dies selbstverstandlich, fiir leitende miissen wir die dissipierte
Energie als geleistete Stromarbeit einfithren; vgl. Ziff. 22.) Wir koénnen daher
die mechanischen Analogien mit Hilfe der sog. LAGRANGEschen Gleichungen
zweiter Art behandeln (vgl. Bd. V). Das analoge mechanische System besitze
» Freiheitsgrade. Es ist dann bestimmt durch » Parameter g; und durch die
beiden Funkticnen T (kinetische Energie) und U (potentielle Energie). T muB
dann bekanntlich eine homogene quadratische Funktion der Ableitungen der
Parameter nach der Zeit sein:

T= %_Zk,'Aikéiék,
(]
wobei die Koeffizienten A;; noch Funktionen der Parameter sein kénnen. U ist
lediglich eine Funktion der ¢;. Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten

dann: 49T _éT v
dt 9q;  9dq;  Oq:

Diese Bewegungsgleichungen entsprechen natiirlich in der Analogie den
Feldgleichungen. Jedes mechanische System, dessen Bewegungsgleichungen in
diese Form transformiert werden kénnen, gibt daher, als mechanische Analogie
des elektromagnetischen Feldes aufgefaBt, dieselben Feldgleichungen. Nun gibt
es aber eine unendliche Anzahl von mechanischen Systemen, die alle auf ein und
dasselbe LAGRANGEsche System gebracht werden kénnen. Denn bestehe eines
dieser Systeme aus p Massenpunkten der Masse m,, dann lauten seine 3 NEwW-
TONschen Bewegungsgleichungen:

d?*x, oU 1 . o .5
Me g = — g, WSV =+ 2 my (% + ¥& + &) .
e

Haben wir also ein System LAGRANGEscher Bewegungsgleichungen bestimmt
durch die #» Parameter ¢; und durch die Funktionen 7 und U und fragen wir uns,
welche mechanischen Systeme ihm entsprechen, so heifit dies, daBl wir » Kon-
stanten m, und 3 Funktionen

%o = @e(q5) » Ve = We(qi) » Z, = x(q:)

finden miissen, die dadurch bestimmt sind, daB3 die durch sie definierte Trans-
formation die kinetische bzw. potentielle Energie des einen Systems in die
des anderen tiiberfithrt. Es mufl also sein:

U (%, Y, z) = Ul@e(q:) , e (9:) 1021 = Ulq) ,
F20m, (57 + 97 + 27 = § 2mel¢k () + 97 (¢) + 22 (g)] = %%Aik % e »

e

wobei natiirlich ) 80, .
Pe = 2 .e%: .

T %
Da aber p beliebig gew#hlt werden kann, sind diese Gleichungen unbestimmt.
Es gibt daher unendlich viele Losungen.

1y H. Poincark, Electricité et Optique, S. 5ff.
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Gerade diese Schwiérigkeit weist uns aber auf den richtigen Weg. Freilich:
wire es unsere Absicht gewesen, durch die mechanische Analogie die wahre
Natur des elektromagnetischen Feldes zu enthiillen, dann wiirde diese Feststellung
einen entscheidenden MiBerfolg unseres Unternehmens darstellen. Derartige
in Wirklichkeit metaphysische Spekulationen liegen uns aber fern. (Vgl. hierzu
die Ausfithrungen MAXWELLS in seiner bereits erwahnten Schrift: ,,Uber Faradays
Kraftlinien.” Die weitverbreitete, aber durchaus irrige Meinung, als komme
es der Schule MaxwEglLs auf derartige metaphysische Spekulationen an, wird
am besten durch das folgende Zitat eines ihrer bedeutendsten Vertreter wider-
legt: ,,Es ist nicht iiberfliissig, an dieser Stelle zu wiederholen, da8 die Aufgabe
eines Athermodells nicht die ist, seine tatsichliche Struktur darzustellen, sondern
die, uns bei der Feststellung zu helfen, daf das mathematische Schema, das seine
Wirkungsweise definiert, eine zuldssige Konzeption darstellt*l). Fiir MAXWELL
haben die mechanischen Analogien lediglich einen heuristischen Zweck. Sie
sollen nur dazu dienen, die fiir die quasistationiren Erscheinungen giiltigen Feld-
gleichungen, unter Berficksichtigung der durch die bisherigen Untersuchungen
nahegelegten Annahme, daB sich das elektromagnetische Feld durch das ,,Medium*¢
in dhnlicher Weise fortpflanzt wie die Spannungen in einem materiellen System,
zu verallgemeinern. Das eben abgeleitete Resultat besagt daher fiir uns, daB es
gar nicht notwendig ist, eine spezielle mechanische Analogie fiir das elektro-
magnetische Feld aufzustellen. Es geniigt vollstindig, wenn wir nachweisen,
daB sich die Feldgleichungen in der Form der LaGrANGEschen Gleichungen zweiter
Art schreiben lassen. Daraus folgt bereits, daB sie den fiir materielle Medien
giiltigen dynamischen Prinzipien gehorchen.

Unsere Aufgabe besteht also darin, nach entsprechender Wahl der Para-
meter ¢; einen Ausdruck fiir die kinetische Energie T und die potentielle U
aufzustellen, die den LAGRANGEschen Prinzipien geniigen. Die Willkiir, die bei
der Aufstellung dieser Funktionen bleibt, beschrinken wir dadurch, daB wir die
einfachsten der den Experimenten geniigenden Ausdriicke wihlen. Mit Hilfe
der LaGgranNGEschen Bewegungsgleichungen lassen sich dann aus diesen Funk-
tionen die allgemeinen Feldgleichungen ableiten. Diesen Weg hat MAXWELL
in der letzten Fassung, die er seiner Theorie im Treatise gegeben hat, beschritten.

45. Die Energie des elektromagnetischen Feldes. Wenn wir nunmehr daran-
gehen, die allgemeingiiltigen Feldgleichungen aufzustellen, so miissen wir uns
vor allem daran erinnern, dafl ein Teil unserer Gleichungen bereits durch die in
der MaxweLLschen Hypothese des elektrischen Fluidums liegende mechanische
Analogie eine allgemeine Formulierung gefunden hat (vgl. Ziff. 41). Es ist dies

die Feldgleichung divd — 4
= T Q y

die beinhaltet, dal die Quellen des Vektors der dielektrischen Verschiebung
durch die Verteilung der wahren Elektrizitit bestimmt werden. Auch die Aus-
sage, dal} der totale Strom sich aus dem Leitungs- und dem Verschiebungsstrom
zusammensetzt, ist von allgemeiner Giiltigkeit. Endlich haben wir aus dieser
Analogie auch den allgemeinen Ausdruck fiir den Teil der Feldenergie abgeleitet,
der auf den elektrischen Teil des Feldes zuriickgeht. Dagegen haben wir die
beiden elektromagnetischen Hauptgleichungen und den Ausdruck fiir die magne-
tische Energie des Feldes noch nicht abgeleitet.

Gehen wir zur Verallgemeinerung dieser restlichen Teile der Theorie iiber,
so kénnen wir von der Untersuchung der permanenten Magneten absehen und
uns auf die der Felder der elektrischen Stréme beschrinken. Denn die perma-

1) J. LarMOR, Aether and Matter. S. 6, Anm. Cambridge 1900.
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nenten Magnete sind so gut wie immer von konstanter Stirke und erzeugen
daher immer statische Felder. Und iiberdies 148t sich, wie in den Ziff. 29 und 30
gezeigt worden ist, die Theorie der permanenten Magnete auf die Theorie der
elektrischen Stréme aufbauen.

Nach dem in der vorhergehenden Ziffer entworfenen Plan haben wir also
zundchst die LAGRANGEsche Funktion eines Systems elektrischer Stréme auf-
zustellen. Dabei ist aber noch die eine Schwierigkeit zu beseitigen, da8 ein solches
System, soweit es sich um Leitungsstréme handelt, infolge der Entwicklung von
JouLeEscher Wéirme nicht mehr konservativ ist. Wir kénnen diese Schwierigkeit
beseitigen, indem wir den elektrischen Widerstand als eingeprigte Kraft in das
System einfithren. Wir haben uns nun zu entscheiden, ob wir die Energie, die
ein elektrischer Strom besitzt, als kinetische oder potentielle auffassen, da dies
das Zeichen bestimmt, unter dem sie in die LAGRANGEsche Funktion eintritt.
Alles, was wir iiber den elektrischen Strom wissen, deutet darauf hin, daB seine
Energie kinetischer Energie zu vergleichen ist. Nicht nur, daB er Konduktoren
auf- und abladt, also einen Elektrizititstransport bewirkt, bei der Elektrolyse
bewirkt er geradezu einen Transport der Materie. Ja die Erscheinung der Selbst-
induktion legt es nahe, ihm eine Art von Bewegungsgrofe zuzuschreiben. Alle
Autoren haben daher in thm ein Analogon zur fortschreitenden Bewegung ge-
sehen. Wir wollen daher seine Energie bei unserer dynamischen Analogie als
kinetische behandeln.

Um uns die Festlegung der Parameter, die wir nunmehr vorzunehmen haben,
zu erleichtern, beschrinken wir uns zunichst auf die Betrachtung eines Systems
von geschlossenen Leitern!). Da (vgl. Ziff. 41) nach unseren Annahmen alle
Stréme geschlossen sind, lassen sich dann die so gewonnenen Resultate leicht
verallgemeinern. Wir haben offensichtlich zwei verschiedene Arten von Koordi-
naten: die geometrischen Koordinaten, durch die wir die jeweilige Lage der Leiter-
kreise festlegen, und die elektrischen Koordinaten, die uns die Lage der Teile des
suponierten, die mechanische Analogie darstellenden Mechanismus angeben,
dessen Bewegung in der Analogie den elektrischen Strom reprisentiert. Die
kinetische Energie des ganzen Systems wird daher die folgende Form haben
mussen T — Tm _l_ Tg + Tme;

Ty =D Aip % 5y, T, = 2> B ¥V Toe =2 Cin % Vs
Die auftretenden Koeffizienten sind zunichst als Funktionen der beiden Koordi-
natenarten x und y aufzufassen.

T,, stellt die mechanische kinetische Energie der Leitermaterie dar. Daher
kénnen wir mit MAXWELL annehmen, daBl ihre Koeffizienten nur von den geo-
metrischen Koordinaten x# abhiangen. Auch die Koeffizienten von 7, hingen
nur von den x ab. Denn die Energie eines Systems von ruhenden Leitern, die
von konstanten Stromen durchflossen werden, bleibt konstant. Wiirden aber
in T, die vy auftreten, so konnte es nicht konstant bleiben, da diese Koordinaten
sich bei Vorhandensein eines Stromes gemif ihrer Definition dauernd 4ndern
miissen (ein analoges Argument 148t sich auch fiir T,,, aufstellen). Wihlen wir,
was ja am naheliegendsten ist, fiir die y die in den einzelnen Leiterkreisen
herrschenden Stromstirken, so hat T, die Form, die wir in Ziff. 20 fiir die Energie
eines Systems von Stromkreisen gefunden haben.

Wir nehmen im folgenden an, daBl die elektrostatische Energie des Feldes

W gleich Null ist. Wire dies nicht der Fall, so treten in den LAGRANGEschen

Gleichungen die %2—/ und %{ auf. Denn die v; kénnen an den geladenen Stellen

i

1) J. Cr. MaxweLrL, Treatise. Bd. II, Kap. VI.
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der Leiter direkt mit den Ladungen identifiziert werden, da diese neue Defini-
tion nicht im Widerspruch mit der Definition y; = J; steht.

Wir kénnen nun zur Untersuchung des dritten Terms der Energie T,, iiber-
gehen, indem wir die aus ihm folgenden Wirkungen untersuchen. Wir erhalten
die ponderomotorischen Krifte durch Lacrangesche Differentiation nach den
geometrischen Koordinaten. Wollen wir das System im Gleichgewicht erhalten,
so miissen wir ,,in der Richtung von x;‘ eine eingepriagte Kraft X} wirken
lassen, die durch X — d 0T, QT,,,Q
b dt 0x; ox;
bestimmt ist. Fehlt eine solche duBlere Kraft, so tritt im System natiirlich die
entgegengesetzte auf. Zur Diskussion dieser Formel nehmen wir zunichst an,
daB alle Leiter ruhen. Es wird, da alle ; = 0 sind,

. d- )
X, = Et"zcikyk,
T

also sind die auftretenden ponderomotorischen Krifte der Anderung der Stréme
proportional. Dann wollen wir die Stréme konstant annehmen. Eswird nunmehr

Die auftretende Kraft ist also den Geschwindigkeiten der Leiter und den Strom-
stirken proportional.

Aus diesem Teil der Energie wiirden aber auch elektromotorische Krifte
folgen, die wir durch die LaGraNGEsche Differentiation nach den elektrischen

Koordinaten erhalten: d .

Diese Formel bedeutet, dal durch Beschleunigung eines Leiters in ihm Strome
auftreten, die vollstindig unabhingig von allen Strémen des Systems sind.

MaxweLL hat Experimente angestellt, um einen dieser drei Effekte zu ent-
decken. Alle diese Experimente sind negativ verlaufen, was auch in vollem Ein-
klang mit unserer tibrigen Erfahrung steht. Wir kénnen daher alle C;; gleich Null
setzen. Die Energie eines Leitersystems besteht daher aus der Summe von T,
und T,. Da T, rein mechanischer Natur ist, brauchen wir fiir elektromagnetische
Untersuchungen nur 7', zu beriicksichtigen.

46. Die Wechselwirkung zwischen zwei Stromkreisen. Da dieser Ausdruck
nur die Stromstirken, nicht aber deren Ableitungen, und auBlerdem in den Koeffi-
zienten nur noch die geometrischen Koordinaten enthilt, kénnen wir ihn sofort
mit dem aus den stationidren Erscheinungen abgeleiteten Ausdruck (3 a), Ziff. (20)
identifizieren. Da wir weiter die Energie eines Systems von Strémen als lediglich
kinetisch angenommen haben, besitzen wir damit auch die LAGRANGEsche
Funktion fiir ein derartiges System. Mit der Wahl der Parameter und der Fest-
stellung der LAGRANGEschen Funktion ist unsere dynamische Analogie auf-
gestellt. Wir wollen sie zuerst zur Untersuchung der Induktionsvorginge in
starren Leiterkreisen verwenden. Wir erhalten die elektromotorischen Krifte,
wie bereits erwdhnt, durch LAaGrANGEsche Differentiation von 7', nach den elek-
trischen Koordinaten. Fir # Leiterkreise erhalten wir daher die #» Gleichungen:

E;— Ry, = ';; k Big v -
Da diese die #» Unbekannten y,, enthalten, ist das Problem vollstindig bestimmt.
(Die E; bedeuten die den einzelnen Kreisen eingeprigten elektromotorischen
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Krifte.) Da in den LAGRANGEschen Gleichungen nicht nur das Energieprinzip,
sondern auch das Gesetz von der Erhaltung des Impulses enthalten ist, erkennen
wir jetzt, warum der in Ziff. 22 gemachte Versuch, die Induktionserscheinungen
mit dem Energieprinzip allein zu behandeln, scheitern muBte.

Nehmen wir # = 2 und E, = 0, so ergibt sich durch eine leichte Integration
fiir den zweiten Leiterkreis?): -

Ryys = B1ay1 + Bae Vs — (B1a¥1 + Bas Va)i-o
wobei v, definitionsgemiB den Integralstrom im Leiter 2 bedeutet. Aus dieser
Formel folgen leicht alle Induktionserscheinungen.

Wollen wir die ponderomotorische Kraft bestimmen, die zwischen zwei
stromdurchflossenen Leitern besteht, so haben wir nach den geometrischen
Koordinaten zu differenzieren. Es ist daher die in der Richtung der Vergr6Berung
von x; wirkende ponderomotorische Kraft

dB,

dx;

Xi=9s )
da dBj,/dt und dBy,/dt wegen der angenommenen Starrheit der Leiter ver-
schwinden. Sie wirkt also, falls die beiden Strome gleichgerichtet sind, so, dafl
sie den Wert von B,, vergrofBert.

Alle diese Resultate stimmen mit den entsprechenden frither gegebenen
Formeln und daher auch mit der Erfahrung iiberein.

47. Die Maxwerischen Feldgleichungen. Die in den beiden vorhergehenden
Ziffern dargestellten Uberlegungen MAXWELLS ergeben also fiir die Erscheinungen
in stromdurchflossenen Leiterkreisen die uns bereits bekannten Gesetze. Dies
zeigt uns nicht nur, daB wir diese Erscheinungen vom Standpunkt der ent-
wickelten Feldtheorie aus betrachten diirfen, sondern, da wir uns in der Ableitung
nicht mehr auf die quasistationiren Erscheinungen beschrinken mufBten,
auch, daf wir diese Gleichungen auf nichtstationire Erscheinungen anwenden
kénnen. Wir haben zwar gemidll dem Ansatz unserer dynamischen Analogie
zunichst nur die Gleichungen in der Sprache der Fernwirkungstheorie erhalten.
Da wir aber diese bereits in die Sprache der Feldtheorie iibersetzt haben, ist es
hier nicht notwendig, die Analogie noch weiter zu treiben. Wir kénnen uns auf
die bereits weiter oben durchgefiihrten Transformationen berufen und somit
die beiden elektromagnetischen Hauptgleichungen zunichst fiir den Fall ge-
schlossener Leiterstréme als allgemeingiiltig annehmen.

Es ist nun nicht mehr schwer, die Giiltigkeit dieser Feldgleichungen auch
in dem Fall einzusehen, daB3 Verschiebungsstréme vorhanden sind, da sie nunmehr
ja auch fir nichtstationdre Vorginge gelten. Denn wir haben ja angenommen,
daB die physikalischen Wirkungen der Verschiebungsstréme dieselben sind
wie die der Leitungsstrome. Daher ergibt sich aus der MaAxwEeLLschen Hypothese
des elektrischen Fluidums sofort die allgemeine- Giiltigkeit der ersten Haupt-
gleichung (AMPEREsche Formel). Aber auch die weitere Giiltigkeit der zweiten
Hauptgleichung (FaAraDAYsche Formel) 148t sich leicht aus den MAXwWELLschen
Analogien ableiten, da diese ja nichts anderes besagen, als daf alle Stréme ge-
schlossen sind. Ubrigens lieBe sich auch die MAxwELLsche dynamische Analogie
fiir diesen allgemeinen Fall durchfithren, etwa indem man sich das elektrische
Fluidum, , 'wie es z. B. POINCARE2) macht, molekular konstituiert denkt
und so die LaGraNGEschen Gleichungen aufstellt. Dabei muB3 man den fiir die
Leitungsstréme aufgestellten Ausdruck fiir die kinetische Energie natiirlich

1y J.Cr. MaxwerL, Treatise. Bd. II, Kap. VII.
%) H. Poincargk, Electricité et Optique §§ 3371
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iibernehmen. Die nunmehr vektoriellen elektrischen Parameter y haben jetzt
einen unmittelbaren physikalischen Sinn, da ja der Integralstrom in diesem Fall
durch den Vektor der dielektrischen Verschiebung gegeben ist. Wir kdnnen
also die beiden elektromagnetischen Hauptgleichungen

rotH = -2— 4mc,
14 g (1)
¢ dt
als allgemeingiiltige Feldgleichungen annehmen. Dabei ist ¢ die Dichte des
Gesamtstroms, der sich aus dem Leitungsstrom und dem Verschiebungsstrom

rot€ = —

zusammensetzt : 1 4
e=1+ e D. 2
Aus den beiden Hauptgleichungen folgen die beiden weiteren Feldgleichungen
dive =04,
div® =1, (2a)

die beide definitionsgemaf erfiillt sind, da durch die erste ja der Verschiebungs-
strom eingefithrt worden ist (vgl. Ziff. 41), wihrend die zweite besagt, daB der
Vektor der magnetischen Induktion sich als Rotation eines magnetischen Vektor-
potentials darstellen 148t, was wiederum seiner Definition entspricht. (In dieser
Form wurden die Feldgleichungen von HEeAaviSIDE!') und HERTZ?) gebracht.
MaxweLr verwendet noch das instantane elektromagnetische Vektorpotential 91.)
Da aber in den zwei Hauptgleichungen vier Vektoren vorkommen, be-
nétigen wir zur vollstdndigen Bestimmung des elektromagnetischen Feldes noch
zwei weitere Gleichungen, die die Verkniipfung zwischen den Vektoren der
dielektrischen Verschiebung und der elektrischen Feldstirke bzw. der magne-
tischen Induktion und der magnetischen Feldstirke angeben. Wir wollen wie
bisher eine lineare Beziehung zwischen diesen GréBen annehmen, da diese An-
nahme sich bisher in den meisten Fillen bewihrt hat. Daher setzen wir

D =1¢C,

B=pun,
wobel ¢ und u im allgemeinen Falle lineare Vektorfunktionen bedeuten. Damit
der Gesamtstrom tatsichlich quellenfrei ist, muBten wir annehmen, daB

div® = 4me (2a)

ist. Die Unbestimmtheit, die in der zweiten Hauptgleichung bei der Bestimmung
der elektrischen Feldstarke tibrigbleibt (Hinzufiigen eines beliebigen elektro-
statischen Feldes), wird durch diese Gleichungen behoben.

Setzt man in die erste Hauptgleichung den Totalstrom explizit ein, so er-
hilt man:

(3)

ot ="+ 1o=1"c 4 19,
- (1a)
rot€ = '—"G—%.

Spezialisiert man sie auf vollstindige Nichtleiter ¢ = 0, so tritt in ihnen eine
gewisse Dualitdt zwischen den elektrischen und den magnetischen FeldgréBen

auf, die einige Autoren veranlafit hat, das Glied —%% als miagnetischen Strom

Y O. Heavisipe, Phil. Mag. Bd. 25, S. 130. 1888.
?) H. Hertz, Ges. Werke. Bd. II, S.208ff.; Wied. Ann. Bd. 40, S. 577. 1890. .
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zu bezeichnen. Ihren vollen mathematischen Ausdruck findet diese Dualitat
in den Minkowskischen Feldgleichungen der speziellen Relativititstheorie (vgl.
Kap. 3, Ziff. 57). i}

48. Dimensionen und MaBsysteme. Wir haben bisher drei verschiedene
MaBsysteme kennengelernt. In Ia und Ic haben wir unseren Betrachtungen das
elektrostatische MaBsystem zugrunde gelegt. Dieses benutzt als Ausgangspunkt
die Formel fiir die zwischen zwei elektrisch geladenen Kérpern wirkende pondero-
motorische Kraft: ore

T=k5-
v

Da wir in diesen Abschnitten nur Vorginge im leeren Raum betrachtet haben,
konnten wir % als allgemeine Konstante, entsprechend der Gravitationskonstanten
und daher als reine Zahl betrachten. Die Uberlegungen der Ziff. 40 zeigen aber,
daB in beliebigen Medien % gleich der Dielektrizititskonstante ¢ zu setzen ist.
Wir kénnen das elektrostatische MaBsystem daher in zweierlei Richtung aus-
bauen. Entweder wir betrachten & als reine Zahl, dann #4ndert sich an den
Dimensionen der elektrischen GroBen nichts, oder wir betrachten es als eigene
Dimension, dann tritt ¢ in die Dimensionen aller GroBen des elektrostatischen
MaBsystems ein.

In Ib, ITa und IIb haben wir das elektromagnetische Mafisystem ver-
wendet, das von der Formel fiir die ponderomotorische Kraft zwischen zwei
Magnetpolen ausgeht: % —h m :”_2 .

7
In beliebigen Medien ist % gleich der magnetischen Permeabilitit u zu setzen.
Es gilt daher alles iiber die Bedeutung von ¢ im elektrostatischen System Gesagte
analog fiir die Bedeutung von u im elektromagnetischen Mallsystem.

Nun iberdecken sich aber beide Systeme. Denn die elektrische Einheit
der Stromdichte 148t sich (Ziff. 17) durch die Gleichung

divi4-9 =0
im elektrostatischen, durch die Gleichung
rotH = 4zi

im elektromagnetischen MaBsystem definieren (Ziff. 18). Dadurch ist es natiirlich
moglich, alle elektrischen und magnetischen Gréfen entweder in dem einen
oder dem anderen MaBsystem auszudriicken. Bei der Umrechnung tritt die Maf3-
konstante ¢ auf.

Von IIla an haben wir nun das Gausssche MaBsystem verwendet, das eine
Mischung zwischen den beiden anderen darstellt. In ihm werden ¢ und p als
reine Zahlen betrachtet. Die elektrischen Grofen mit Ausnahme der Selbst-
induktion werden im elektrostatischen, die magnetischen im elektromagnetischen
MaBsystem gemessen. Die Konstante ¢ hat die Dimension einer Geschwindigkeit
und den-Wert der Lichtgeschwindigkeit. Uber ihre Bedeutung haben wir bereits
in Ziff. 25 gesprochen. Wir werden weiter unten zeigen, dafl die dort aus-
gesprochenen Vermutungen sich in der Maxwerrschen Theorie als richtig er-
weisen. Die folgende Tabelle 1 gibt die Dimensionen der verschiedenen Gréfen
in den einzelnen MaBsystemen an. Die oberhalb der MaBkonstante ¢ angefithrten
GréBen werden im GAvussschen System aus dem elektrostatischen iibernommen,
die unterhalb liegenden aus dem elektromagnetischen. Man sieht, daB das System
so eingerichtet ist, daB es die GroBe immer dem MaBsystem entnimmt, in dem
die GréBe ¢ nicht in seiner Dimension vorkommt (vgl. Bd. XVI, Kap. 1).
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Dimensionen und MaBsysteme.

Tabelle 1.
elektrostatisch ! elektromagnetisch Gauf

Dielektrizitatskonstante £ L-2T2y~1¢2 1
Elektrische Feldstarke . M'Y%L-%T=1e~ | M'"=L'"»>T~ 2;3’2 ¢V \MY%L-"2T-1
Elektrische Verschiebung . MY L= T 1" M's L=%5 [u—‘/v c M'Y2L-*%T-1
Wahre elektrische Ladung . M"Y L¥: T 1" M2 LY» " M'YsL¥: T-1
Freie elektrische Ladung . M%L¥%T g% | M'%L%hT- 2y 1/’ MY L¥T-1
Elektrisches Potential MY LN TYe=Y | MY2L*hT-2utec=1 | MY L% T-1
Elektromotorische Kraft . M'%BLYT~le=Y% | M'hL¥»%T-2yc-1 | M*%L%T-1
‘Wahre Stromdichte MY L-"T~2e%: " M%L-*hT~Yy~Yc | MY L~ T -2
Freie Stromdichte . . . M2 L="ag= E ML= T lythe  MY2L-'hT-2
Elektrische Leltfahlgkelt T-1¢ L-2Tu-1c? T-1
Widerstand . L-1Te"1 LT 'uc? L-1T
Kapazitit. e Le L-1T%y 12 | L
MaBkonstante ¢ . . . . . . . . ¢ ; c L LT-1
Permeabilitat . . . L-2T2"152 | u | 1
Magnetische Feldstirke . . . . | MY% L% T=2g%c-1 ML Tyt [ MYaL-*%T-1
Magnetische Induktion . . . MY L~*he="c ' M'UL-'=T- 1/1,‘ 'z \ MY L-".T~1
Dichte des wahren Magnetlsmus M L-%he=Y%¢ | M%L-%T- 1/4‘.; ML~ T~1
Dichte des freien Magnetismus . | MY L~"aT ~2¢%c~1| M*L-*=T-1, ‘ MYsL-°.T~1
Magnetisches Potential .. M':L+*2 T~ 2¢4%¢~1, M'2L'% T‘ly—l 2 | MY2L'2T-1
Elektromagnetisches Vektor- :

potential . . . . . . . . .. MYaL-"he="¢ MY LY T -1y M'>LYT-11
Selbstinduktion . L- 1 T2 “lg2 ! Lu | L

Der Grund, warum wir in der Feldtheorie das Gausssche MaBsystem ver-
wenden, ist der, dafl in ihm die Dualitit zwischen elektrischen und magnetischen
Feldgrofen am deutlichsten hervortritt, wihrend sie in den anderen durch das
Auftreten der MaBkonstanten ¢ verdeckt ist. Denn die beiden Hauptgleichungen
lauten im elektrostatischen und im elektromagnetischen MaBsystem zwar

rotH = 4,

rot@:——fB, (1)

zeigen also ebenfalls die Dualitit,

aber die Verkniipfungsgleichungen werden
bedeutend komplizierter, nimlich

D = e,
. b
im elektrostatischen, bzw.
& -
=t (3¢)
B=pud

im elektromagnetischen. Dadurch wird aber z. B. auch der Energieausdruck
unsymmetrisch in ®, € und 9, B.

Um den insbesondere bei lingeren Rechnungen unangenehmen Faktor 4z
in den ersten Hauptgleichungen wegzuschaffen, hat HEAVISIDE vorgeschlagen,
¢ und p im leeren Raum nicht gleich Eins, sondern gleich 1/47 anzunehmen.
Dann lauten die Feldgleichungen:

1
rot$ = — ¢,
rot@:——}%, (1¢)
div® =op.
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Allerdings lauten die CouromBschen Gleichungen nun:
=’ A%
% - 4 2

bzw. %=Lm1m2
4z y2

was aber in der Feldtheorie meist nicht stort.

Corn?) hat darauf hingewiesen, daB die einzelnen Systeme durch die Be-
stimmung der drei unbestimmten GréBen ¢y, p, und ¥ hervorgehen, die durch
die folgende Gleichung verkniipft sind:

.
o Uo
Dabei sind die Konstanten der CouroMBschen Gesetze fiir den leeren Raum

folgendermaBen gewihlt:
1 1
4wy’ T dmpg”

Die Hauptgleichungen schreiben sich dann:

rot@:%c,

rot@—:——%%.

Die Verkniipfungsgleichungen
D=125C, B=pd. (34d)
Wihlt man V = 1, dann geniigen ¢, und u, der Bedingung

80[1‘0:?.

Auf diese Weise erhilt man die von HEAVISIDE vorgeschlagenen rationellen
Einheiten. Die einfache Gestalt der Hauptgleichungen:
rot=rc, }

1ot = —B (te)

empfiehlt diese Einheiten insbesondere fiir komplizierte Rechnungen.

49. Energie in beliebigen elektromagnetischen Feldern. Konvektionsstrom.
Povnrminescher Vektor. Die elektrische und die magnetische Energie des elektro-
magnetischen Feldes haben wir fiir stationire Felder durch partielle Integration
aus den Ausdriicken der Fernwirkungstheorie erhalten. Wir kénnen die Formeln
(1) und (2), Ziff. 36, die auf diese Weise fiir stationire und quasistationire Felder
eine gewisse experimentelle Grundlage besitzen, fiir beliebige Felder verallge-
meinern. Dies kénnen wir damit begriinden, da wir in Ziff. 42 die Formel (1),
Ziff. 36, aus der MaxwELLschen mechanischen Analogie des elektrischen Fluidums
ableiten konnten. Die Verallgemeinerung des magnetischen Teiles der Energie
konnen wir auf Grund des Resultates der dynamischen Analogie vornehmen,
da diese den der Formel (2), Ziff. 36, zugrunde liegenden Ausdruck der Fern-
wirkungstheorie fiir die Energie eines Systems von Stromen geliefert hat.

Wir wollen nun untersuchen, ob unsere Theorie dem Energieprinzip ent-
spricht. Zu diesem Zwecke betrachten wir einen Raumteil der von der Fliche F
eingeschlossen wird. Dabei beschrinken wir uns im folgenden auf isotrope

1) E. Conn, Das elektromagnetische Feld, S. 279ff., Leipzig 1900.
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Medien (¢ ist ein Skalar). Die gesamte Energiesinderung in ihm betrigt pro Zeit-

einheit: % _ % S%ff/('b"@z b Y dy = 21;[[[(@@ + 9B)dv.

Da der Verschiebungsstrom gleich ist der Differenz zwischen dem Totalstrom
und dem Leitungsstrom, wird dies

%:W(@(c—iwz’;m)dv.

Durch Einsetzen der beiden Hauptgleichungen erhalten wir
dE ¢ ;
a7 :f/f{ﬂ (ErotH — HrotE) — @1}6&51}]

:_4%[][@65]”41?_]/]@@. i @

Das zweite Glied stellt den Energieverlust dar, den das Feld infolge der
sich entwickelnden Jourkschen Wirme pro Zeit- und Volumeinheit erfihrt.
Der erste Term stellt einen VektorfluB durch die Oberfliche des betrachteten
Volumens nach auBen dar, der pro Zeit- und Flicheneinheit

© = -[69) (5)

betrigt. PovyNTING nimmt daher an, daB dieser seither nach ihm benannte
Vektor den in einem elektromagnetischen Felde auftretenden Energiestrom
definiert.

Diese Wahl ist natiirlich bis zu einem gewissen Grade willkiirlich, da man
zu dem PoyNTINGschen Vektor einen beliebigen im ganzen Felde divergenz-
freien Vektor hinzufiigen kann, ohne das Energieprinzip zu verletzen. Die PoyN-
TINGsche Annahme bringt auch gewisse Schwierigkeiten mit sich, da z. B., wie
man unmittelbar einsieht, bei Uberlagerung eines statischen elektrischen und
eines statischen magnetischen -Feldes dieser Vektor im allgemeinen nicht ver-
schwindet, also ein Energiestrom in einem solchen statischen Felde besteht.
Allerdings ist diese Strémung divergenzfrei und verliuft daher in geschlossenen
Bahnen.

Gegen diesen Energieansatz wurden aber noch weitere Bedenken geduBert.
Den Ausdruck fiir die Energie des elektrischen Feldes konnten wir noch durch
eine immerhin sehr allgemeine Annahme iber die Wirkungsweise des Mediums
stittzen. Eine derartige Stiitze fiir die angenommene Energiedichte des magne-
tischen Feldes besitzen wir aber nicht. Der Maxwgrrische Ausdruck beruht
lediglich auf der Transformation des in der Sprache der Fernwirkungstheorie
gewonnenen Ausdrucks fiir die Gesamtenergie eines Feldes. Diese Transformation
besteht nun darin, daB ein Volumintegral durch partielle Integration in eine
Summe aus einem Volumintegral und einem Integral {iber die dieses Volumen ein-
schlieBende Fliche verwandelt wird. Ganz abgesehen davon, daB diese Verwand-
lung keineswegs eindeutig ist, sondern eine starke Willkiir {ibrig 148t, wurde
gegen die von MAXWELL durchgefithrte Transformation eingewendet, daf3 das Null-
setzen des Flachenintegrals bei Zugrundelegung beliebiger nichtstationirer Felder
Schwierigkeiten hervorrufe, da die Vektoren in Feldern elektromagnetischer
Wellen auch Glieder enthalten, die nur wie 1/ im Unendlichen verschwinden,
Die MaxwErLsche Form kann allerdings durch die Bemerkung verteidigt werden,
daB man die Fliche soweit hinausverlegen kann, daf} sie von diesen Wellen noch
nicht erreicht worden ist.
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Eine Anderung im Ansatz der magnetischen Energie wiirde nun aber eine
Anderung des Ausdrucks fiir den Energiestrom mit sich fithren, wie die folgende
von LARMOR stammende Uberlegung zeigtl):

Die gesamte Energiedichte des elektromagnetischen Feldes E besteht aus
der Summe aus der elektrischen Energiedichte W und der magnetischen Energie-
dichte 7. Thre zeitliche Anderung pro Zeiteinheit setzte sich zusammen aus der
zeitlichen Anderung der elektrischen und der magnetischen Energiedichte, der
in der Zeiteinheit in eine andere Form verwandelten Energie. Sie muf sich als
pro Zeiteinheit in das betrachtete Volumen einstrémende Energie auffassen lassen:

aE dW

Hiervon kennen wir zunichst die elektrische Energiedichte. Die in andere
Form verwandelte Energie besteht erstens aus der sich entwickelnden JoULE-
schen Wirme, die pro Zeiteinheit gleich ist dem Produkt aus der elektrischen
Feldstirke und dem Leitungsstrom. Weiter kénnen wir noch beriicksichtigen,
daB durch das elektrische Feld die elektrisch geladenen Kérper in Bewegung
gesetzt werden und auf diese Weise ein Teil der elektrischen Energie in rein
mechanische Energie verwandelt wird. Durch die Bewegung eines geladenen
Koérpers entsteht ein Konvektionsstrom, der nach den Versuchen von Row-
LAND dieselben Eigenschaften besitzt wie ein Leitungs- bzw. Verschiebungs-
strom. Seine Stromdichte ist, in Ubereinstimmung mit den bisher gemachten
Annahmen (vgl. Ziff. 12, 13) gleich dem Produkt aus seiner Geschwindigkeit
in die Ladungsdichte.

Durch die Einfithrung der Erscheinung des Konvektionsstromes in die
Theorie miissen wir aber den Ausdruck fiir den Totalstrom erweitern, der nun-
mehr gleich ist der Summe aus dem Verschiebungsstrom, dem Leitungsstrom
und dem Konvektionsstrom. Da aber dieser dieselben magnetischen Wirkungen
ausiibt wie die beiden anderen, bleibt die erste Hauptgleichung bestehen. Wir
haben also

c:i+gn+l~
(11)
rotg)— {o(ﬁ—}-on—}-——@}

Die pro Zeiteinheit vom elektrischen Felde geleistete Arbeit ist daher ins-
gesamt pro Volumeinheit:

F=06t+Cov = @(c—— L @)
4
Das Energieprinzip schreibt sich also:

dt: +ff/@cdv_—f[@ndﬁ (4D)

Damit die Feldtheorie mit dem Energieprinzip vereinbart werden kann,
milssen wir dE/dt in ein Oberflichenintegral eines Vektors verwandeln kénnen,
der dann eben die Energiestromung darstellt. Die obige Gleichung, die dies aus-
driickt, verkniipft den Vektor des Energiestromes mit dem Ansatz fiir die magne-
tische Energiedichte.

Wir kénnen nun unter Verwendung der MaxwEtLischen Feldgleichungen
darangehen, einfache Ausdriicke fiir 7 und & aufzustellen. Mit Hilfe der ersten

1) J. Larmor, Phil. Trans. 1897, S. 985; G. H. Livens, The theory of electricity. S. 550£f.
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Hauptgleichung erhalten wir

e & [fsrssir= s feonar s &
== lfomar — [ 05 a0
e ([enar + £ [[wonae + 7 [[[o %2 a.

Wir koénnen daher
8=, [69]

T.:Z%///dvj@d%

setzen und sind so zur PoyNTINGschen Theorie gelangt.
Wir koénnen aber zu einem anderen ebenfalls verhiltnismiBig einfachen
Ansatz fir T und & gelangen, indem wir die zweite Hauptgleichung

daher

ot = — 151'3
[

integrieren. Dann erhalten wir die elektrische Feldstirke ausgedriickt als Funk-
tion des elektromagnetischen Vektorpotentials und des elektrostatischen Poten-
tials: .
G=— | 9% — gradg.

Es ist dann

./.n/./@“i” = ;/I/?{[Cd” “[//C gradgp dv

— — [[f5can+ [[[gaive—[[pe.ar,

o ol o

und unter Beriicksichtigung von .
dive = 0

schreibt sich das Energieprinzip jetzt

L

Wir kénnen daher setzen

o -

©=0c
2

T = %/j/fdv./‘cdsli. (52)

o

Dieser Ansatz stellt eine Verallgemeinerung des von MacDoNALD zur Ver-
meidung der bei der partiellen Integration auftretenden Schwierigkeiten ge-
machten dar'). Allen seinen Vorteilen steht aber ein grofer Nachteil gegeniiber.
Denn in ihm ist im Gegensatz zu den Vorstellungen der Feldtheorie die magne-
tische Energie zum groBen Teil in den Stromen konzentriert, so daBl z. B. die
gesamte Energie eines Systems von stationdren elektrischen Stréomen in den
Leitern steckt. Auch ist die Energie nicht durch Gréflen gegeben, die durch den
Zustand des Feldes im betrachteten Volumelement bestimmt sind, sondern

1) H. M. MacDonaLp, Electric Waves. Kap. IV, V, VI. Cambridge 1902.

Handbuch der Physik. XII. 6
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durch die Verteilung der elektrischen Ladungen. Dazu kommt noch, daB die
momentane Verteilung der Stréme maBgebend ist, was dem Gedanken der Nahe-
wirkung vollstindig widerspricht?).

Dagegen ist der MAXWELL-POYNTINGsche Ansatz nicht nur von bestechender
Einfachheit, er ergibt auch Energieverhiltnisse, die der Nahewirkungstheorie
durchaus entsprechen. Betrachten wir, um dies an einem Beispiel zu zeigen,
das Feld eines geradlinigen Leitungsstromes. An der Oberfliche des zylindrisch
gedachten Leiters ist die magnetische Feldstirke tangential gerichtet. Die
elektrische Feldstirke verlduft im Inneren des Leiters in der Richtung seiner
Langsachse. Wir kénnen daher annehmen, daB8 sie unmittelbar an der Ober-
fliche noch dieselbe Richtung besitzt. Der PoyNTiNGsche Energievektor ist
daher an der Oberfliche in den Leiter gerichtet. Die pro Flicheneinheit in den
Leiter einstromende Energie besitzt den Wert:

c
e HE.
Die pro Lingeneinheit in den Leiter strémende Energie ist daher gleich:

4
= 95 HEds,
wobei das Linienintegral einmal um den Leiter zu erstrecken ist. Aus der ersten
Hauptgleichung folgt daher
. 95 HEds—E]J.

Die in den Leiter einstrdmende Energie ist daher gleich der im Leiter entwickelten
JouLeschen Wiarme. Der durch einen stationiren elektrischen Strom stattfindende
Energietransport findet also nach dieser Theorie nicht durch den Leiter hindurch,
sondern durch das Medium statt, was der Feldtheorie durchaus entspricht.

50. Die Spannungen im allgemeinen elektromagnetischen Feld. Ebenso
wie wir die fir die stationdren Felder aufgestellten Energiedichtenausdriicke
auch im allgemeinen Fall als giiltig angenommen haben, nehmen wir auch die
allgemeine Giiltigkeit der in den Ziff. 37 und 43 abgeleiteten Ausdriicke fir die
in den stationiren Feldern herrschenden Spannungen an. Dabei ergibt sich nun
allerdings eine bedeutende Schwierigkeit. Denn bei der Ableitung dieser Tensoren
aus den der Fernwirkungstheorie entsprechenden Ansitzen haben wir an-
genommen, daf die Feldvektoren rotationsfrei sind. Diese Annahme ist aber
im allgemeinen Fall nicht mehr richtig. Daher treten in nicht stationiren Feldern
im allgemeinen auch Krifte auf den freien Ather auf, wenn man die pondero-
motorischen Krifte auch in diesem Falle aus den Spannungen allein ableiten
will. Betrachten wir, um dies nachzuweisen, das System der elektrischen
Spannungen [Gleichung (4), Ziff. 37]. Die X-Komponente der aus ihm folgenden
ponderomotorischen Kraft ist

0 (1 1 5\ 6 1 9 1
Fz*‘a;(%ExDz“87E)+“a’§z;EwDy+‘a‘gz;EzDz
1 JE, 1 JE, 1 dE,
= 0Bt BN Eet o Dy + o Dy — 4 By
1 JE, dE, OE,
“am b Dy Py

Die beiden ersten Terme der rechten Seite stellen die ponderomotorische Kraft
auf die elektrisch geladene bzw. elektrisch polarisierte Materie dar, wie sie uns

1) Vgl. G. H. Livens, Phil. Mag. (6) Bd. 34, S. 386. 1917; ferner G. A. ScHotT, ebenda
(5), Bd. 36, S. 343. 1918, wo der Zusammenhang mit der Strahlung des Elektrons diskutiert ist.
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durch die Erfahrung in stationiren Erscheinungen gegeben ist. Die iibrigbleiben-

den Terme ergeben 10E, OE, 0E, OE,
4—;{ v(@"‘ a;;)”EZ(W ~ % )}

was wir unter Beiftigung der beiden anderen Komponenten vektoriell
1
- [€, rot €]

schreiben konnen. Mit Hilfe der zweiten Hauptgleichung wird dies:

— 169,
Eine vollkommen analoge Rechnung ergibt fiir die magnetischen Spannungen
als Rest
4 o —— %],
also insgesamt
— 4~”—6 Zi_t [€%s].

Auch bei Wahl eines anderen Spannungstensors kann dieser Rest, wie man
unmittelbar einsieht, nicht zum Verschwinden gebracht werden, sondern erhilt
nur einen anderen Wert. So ergibt das zweite angefiihrte Spannungssystem
[Gleichung (4a) Ziff. 37)]:

4n6 dt [SD%]

Fiir den freien Raum stimmen die beiden Ausdriicke iiberein, was ja zu erwarten
war, da sie fiir diesen Fall ineinander iibergehen. Die pro Volumeinheit auf ihn
ausgeiibte Kraft wird 1 4. 4

T gme OV = —

6.

Die physikalische Deutung dieses Terms ist eine Frage der Elektrodynamik
bewegter Medien. Die heute allgemein angenommene dynamische Deutung als
elektromagnetische Bewegungsgréoe wurde von ABRAHAM!) gegeben. Um die
auf den Ather resultierenden Krifte zum Verschwinden zu bringen, wird zu

den aus den Spannungen folgenden Kriften — & hinzugefiigt (vgl. Kap. 2,
Ziff. 16 und 18).

1V. Die Fortpflanzung elektromagnetischer
Wellen.

a) Allgemeine Theoreme und L&sungsmethoden.

51. Die mathematische Formulierung der Probleme in der MaxweLLschen
Theorie. Im Abschnitt III ist es gelungen, eine Feldtheorie fiir die stationiren
und quasistationidren Vorginge aufzubauen und die fiir diesen Fall gewonnenen
Differentialgleichungen fiir beliebige Fille zu verallgemeinern. Wir haben damit
ein System von Differentialgleichungen erhalten, das den Anspruch macht,
alle elektromagnetischen Vorgidnge zu beherrschen. Dieser Anspruch konnte
bisher nur durch theoretische Erwigungen gestiitzt werden. Wollen wir ihn der
Kontrolle der Erfahrung unterwerfen, so miissen wir aus den gewonnenen
Gleichungen die Gesetze ableiten, denen spezielle Felder unterliegen. Die mathe-
matische Formulierung eines derartigen speziellen Problems unterscheidet sich,
wie bereits in Ziff. 30 erwdhnt, prinzipiell von der Formulierung eines Problems

1) M. ABranAM, GoOtt. Nachr. 1902, S. 20; Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 105. 1903.
6*
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in der Fernwirkungstheorie. Wihrend es in dieser darauf ankam, die durch die
Theorie gegebene Wirkung der einzelnen materiellen Elemente zu summieren,
also auf die Bestimmung bestimmter Integrale, handelt es sich nunmehr darum,
die partiellen Differentialgleichungen, die die Wirkungsweise des Feldes mathe-
matisch reprisentieren, bei Vorgabe gewisser Randbedingungen, die ent-
weder selbst den Zwang darstellen, unter dem das Medium in diesem Falle
steht, oder den Raum, in dem dieser Zwang durch verinderte Differential-
gleichungen bestimmt ist, mit dem freien Feld verbinden, zu integrieren. Dabei
konnen diese Randbedingungen natiirlich zu vorgeschriebenen Singularititen
degenerieren, wenn der Einfachheit halber angenommen wird, daB3 der Raum,
aus dem diese Feldbeeinflussungen ausgehen, zu Punkten, Linien oder Flichen
zusammenschrumpft.

Fir statische Probleme zerfallen die MaxwELLschen Gleichungen in zwei
voneinander unabhéingige Systeme von je drei Gleichungen. Das erste

rotE =0,
div® = 4z,
D =¢€
beherrscht die elektrostatischen Felder, das zweite
rotH = itii ,
) c
div®l =0,
B =pud

die magnetostatischen bzw. stationiren elektrokinetischen Felder. Diese stimmen
natiirlich mit den aus der Integraldarstellung der Fernwirkungstheorie folgenden
Differentialgleichungen iiberein.

Auch bei der Behandlung der quasistationiren Felder macht sich noch nicht
die volle in den MaxwELLschen Gleichungen bestimmte Verkniipfung der Feld-
vektoren geltend. Denn es sind z. B. im wichtigsten Fall, dem der quasistationiren
Stromfelder, die Verschiebungsstréme so schwach, dafl die aus ihnen folgenden
Wirbel der magnetischen Feldstiarke praktisch Null sind. Auch hier unterscheidet
sich die MaxweLLsche Theorie nicht von der Fernwirkungstheorie.

Die volle Wirksamkeit der MaxweLLschen Gleichungen tritt erst dann auf,
wenn die Vorgéinge so schnell veridnderlich sind, daB die felderzeugende Wirkung
der Verschiebungsstréme nicht mehr vernachlissigt werden kann. Da es uns
bei der Untersuchung derartiger Fille auf die Vorgédnge im reinen Feld ankommt,
kénnen wir von vornherein die Existenz von wahren Ladungen in den zu be-
trachtenden Raumteilen ausschlieBen. Dann haben wir die Losungen der vier
Differentialgleichungen und zwei Verkniipfungsgleichungen zu untersuchen:

4mo 1 <
I'Ot@z - @:‘*—“;@,
rot@:——i%,
[4
divl3 =0, div® =0,
B=udh, D =cE.

Wenn nicht anders bemerkt, wollen wir uns auf isotrope Medien beschrinken,
also ¢ und u als Skalare betrachten.

Da dieses Gleichungssystem duBerst kompliziert ist, stellt man zu seiner
Lésung zwei Hilfsgleichungen auf, deren Theorie wohlbekannt ist. Bilden wir
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die Rotation der beiden Seiten der ersten Hauptgleichung, so erhalten wir, indem
wir aus den ibrigen entsprechend einsetzen:
470 o

rotrotH = graddivg — 49 = — =578 — 5B,

Wir wollen nun annehmen, dafl das Medium auch homogen ist, und daB wahrer
Magnetismus ebenfalls im betrachteten Raume nicht vorkommt. Dann ergibt
sich:

Je  dmop 99 su 029

A9 ="5" %/ + = G ®
Dasselbe Verfahren auf die zweite Hauptgleichung angewendet, ergibt:

4zou 0€ su O*€
AC6=—"75"5 + = om - (1a)

¢ und  geniigen also jetzt derselben Differentialgleichung, die eine Ver-
allgemeinerung der sog. Telegraphengleichung
o€
0a%

€

e

5
darstellt.
Fiir speziellere Annahmen vereinfachen sich diese beiden Gleichungen noch
mehr. Nehmen wir an, und dies stellt eine der wichtigsten Anwendungen dar,
dafl die Medien reine Dielektrika sind, also 6 = 0, so erhalten wir

_eu 6P€
AC = o
T
49 = 2 o "

€ und  geniigen also der wohlbekannten und griindlich untersuchten Wellen-
gleichung. Nehmen wir dagegen an, daB3 wir es mit idealen Leitern zu tun haben,
also 6 - o0, so verschwindet das zweite Glied der rechten Seite gegen das erste,
und wir sehen, dafl beide Vektoren der Wirmeleitungsgleichung geniigen.

Man geht daher bei der Losung der MaxwEeLrischen Gleichungen so vor,
dafl man zunichst die den Bedingungen des Problems entsprechende Form der
Feldvektoren aus diesen beiden Gleichungen bestimmt und dann erst durch die
MaxweLLschen Gleichungen ihre Verkniipfung und damit die eindeutige Be-
stimmung des Feldes gewinnt.

Unter allen diesen L&sungen haben wir fiir die periodischen das groBte
Interesse. Denn da die Felder schnell veridnderlich sein miissen, kénnen wir
in der Beobachtung den einzelnen elementaren Proze3 nicht verfolgen. Dennoch
koénnen wir ihn der Beobachtung zugénglich machen, indem wir ithn oftmals
hintereinander wiederholen. Wir beschaftigen uns daher hauptsichlich mit
den periodischen elektromagnetischen Wellen.

52. Erste Losungsmethode: Ebene Wellen in nichtleitenden Medien. Be-
kanntlich 148t sich eine Lisung der Wellengleichung durch den Ansatz

@z@l(t—}—z‘—“(ochrﬂer y0)> +@2(t+"j“ (xx + By + ;/C))
finden. Betrachten wir das erste Glied der rechten Seite allein, so besagt es,
daB ein Zustand, der zur Zeit ¢ = ¢, an der Stelle x,, v,, 2, bestanden hat,
zur Zeit #; an der Stelle

c

c . C
Xy == vy b (G — dy) ¥y = Yo+ fomi (g — to), 7= 2o = (i — 1)
| en ] en } eu
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besteht. Der Zustand des elektromagnetischen Feldes schreitet also mit der
Geschwindigkeit ¢/}eu in der durch die Richtungskesinusse &, f, y definierten
Richtung fort. Das zweite Glied ergibt nattirlich ein Fortschreiten der Phase
des Feldes mit derselben Geschwindigkeit in der entgegengesetzten Richtung.

Diese Losung erweist sich daher als geeignet zur Darstellung von ebenen
Wellen. Wir machen, um auch noch die MaxwgLLschen Gleichungen zu be-
friedigen, fir den magnetischen Feldvektor den analogen Ansatz. Ohne an
Allgemeinheit zu verlieren, kénnen wir zur Vereinfachung der Rechnung an-
nehmen, daf3 die Welle sich in der X-Richtung fortpflanze. Die Differential-
quotienten nach y und 2z sind dann simtlich Null, und die MAXWELLschen
Gleichungen schreiben sich in die Komponenten aufgelost:

¢ 0E, 0 ¢ 0E,  6H, ¢ 0E, 0H,
c ér 7 ¢ 0t ox’ ¢ 6t~ dx
0E,
é)x_o’
ﬁaH”—-O w 0H,  0E, w 0H, OE,
c ot 77 ©c 0t dx’ ¢ 0t Ox’
0H,
Ox =0.

Wir sehen sofort ein, dafl E, und H, zeitlich und riumlich konstant sind. Wir
konnen sie daher Null setzen, da wir in dem betrachteten Raume von statischen
Feldern absehen wollen. Es zeigt sich ferner, daB nur je zwei der Feldkomponenten
voneinander abhingen, nimlich E, und H, einerseits und H, und E, andererseits.
Da es sich um die gleiche Abhingigkeit handelt, brauchen wir nur das eine
Gleichungspaar zu behandeln und kénnen daher H, und E, gleich Null setzen,

ferner fur E, und H,:
! ’ Ey:ﬁ(t_”j‘)‘i‘fz(t‘*‘%‘)’

Ho—g(t— %)+ e+ ). @
Durch Einsetzen in die iibrigbleibenden Differentialgleichungen erhalten wir

g =V%f’, —g-’z:]/%fé,

m= 2= 2 e ). o

Dieses Feld einer ebenen elektromagnetischen Welle besitzt eine Reihe
einfacher *und interessanter Eigenschaften. Wir bemerken zunichst, daB die
ebenen Wellen im leeren Raume, wo ¢ und u gleich Eins sind, die Phasengeschwin-
digkeit ¢ also Lichtgeschwindigkeit besitzen. Diese Rolle der Konstanten c¢
als Fortpflanzungsgeschwindigkeit (nicht nur Phasengeschwindigkeit) im leeren
Raum hitten wir natirlich, und zwar bereits fiir den allgemeinen Fall, aus
der Form der Wellengleichung, die wir in der vorhergehenden Ziffer abgeleitet
haben, ablesen koénnen. Die darin liegende Analogie zwischen den elektro-
magnetischen und den Lichtwellen im leeren Raum wird zu einer vollstindigen
dadurch, daB auch das Feld der elektromagnetischen Welle ein transversales ist,
da nur die Y- und Z-Komponenten der Feldvektoren in ihm auftreten. Darin
sah MAXWELL die Mdglichkeit, das Licht als elektromagnetische Wellenerscheinung
aufzufassen. Die weiteren Konsequenzen dieser Vereinfachung des Gebdudes der
theoretischen Physik, die den ersten Erfolg der MaxwELLschen Theorie darstellt,
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werden wir in Ziff. 78 besprechen. Hier sei nur darauf hingewiesen, daB sie
uns ermoglicht, den leeren Raum als Medium fiir die Ausbreitung des elektro-
magnetischen Feldes mit dem Lichtidther zu identifizieren, ohne dafl wir wegen
dieser Terminologie natiirlich den bisher eingenommenen vorsichtigen Stand-
punkt MAXWELLs {iber die physikalische Natur dieses Mediums aufzugeben
brauchen.

Wir wollen nun noch die Energieverhiltnisse, die in einer ebenen elektro-
magnetischen Welle herrschen, untersuchen. Dazu wollen wir aber unsere Losung
noch weiter spezialisieren. Denn diese besteht aus einer Superposition von in
der positiven und der negativen X-Richtung fortschreitenden ebenen Wellen
und stellt daher im allgemeinen ein Gemisch aus stehenden und fortschreitenden
Wellen dar. Um eine lediglich in einer Richtung fortschreitende Welle zu erhalten,
setzen wir f, gleich Null. Die Energiedichte einer solchen Welle ist dann:

1
E= (€24 unH?).
Nun ist aber nach der obigen Ldsung

2 M o

2= - 9%;
die Energie einer ebenen elektromagnetischen Welle ist also in nichtleitenden
Medien zu gleichen Teilen elektrischer und magnetischer Natur. Um den in ihr
stattfindenden Energietransport zu bestimmen, miissen wir den PoyNTINGschen

Vektor aufstellen: ¢

Da € und § aufeinander normal stehen, wie unmittelbar aus der Unab-
hingigkeit der oben abgeleiteten beiden Gleichungspaare hervorgeht, die je
eine Y-Komponente des einen Feldvektors mit der Z-Komponente des an-
deren auf dieselbe Weise, und zwar durch eine einfache Proportionalitit ver-
kniipft, ist der Betrag von &

(8] =5 161 10] = 5 = (6 + 9

[4

Yen
Wir koénnen daher sagen, dafl sich die gesamte Energie der ebenen Welle mit
der Geschwindigkeit c/}eu bewegt, und zwar in der Richtung der Fortpflanzung
der Welle, da & ja wegen der Transversalitit des' Feldes diese Richtung besitzt.
In diesen einfachen und einleuchtenden Energieverhiltnissen kénnen wir eine
Stiitze unseres Energieansatzes erblicken.

53. Einfiithrung komplexer Groflen. Ebene Wellen in leitenden Medien.
Gehen wir zur Betrachtung ebener Wellen in leitenden Medien iiber, so geniigen
die Feldvektoren nun nicht mehr der Wellengleichung, sondern der Telegraphen-
gleichung: ) 4xou 66 su %€

AC=~5"3;+ & 3p -
Wir kénnen fiir diese denselben Losungsansatz machen, den wir in voriger Ziffer
fur die Wellengleichung gemacht haben, wenn wir komplexe Konstanten und
damit natiirlich auch komplexe Vektoren zulassen. Wir kénnen dies, ohne dafl
diese Losungen physikalisch sinnlos werden. Denn unsere Gleichungen sind linear.
Daher ist eine Summe zweier Lésungen wiederum eine Ldsung, ebenso wie das
Produkt einer Lésung mit einer Konstanten. Nehmen wir daher zwei reelle
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Losungen und addieren wir sie, nachdem wir die eine mit der imagindren Einheit ¢
multipliziert haben, so erhalten wir eine komplexe Losung. Ebenso stellen aber
der reelle und der durch 7 dividierte imaginire Teil einer komplexen Losung
reelle und daher physikalisch sinnvolle Lésungen dar.

Wir konnen daher, indem wir wieder die Fortschreitungsrichtung parallel
zur X-Achse wihlen, den Ansatz

iufp 2% L
€= Gyx v, 2)e (t e )—{— Cy(x, v, 2) ¢ (H e )
machen, wobei » eine reelle, $ eine komplexe Zahl bedeuten soll:

p=n—ix. )

Durch Einsetzen in die Telegraphengleichung erhalten wir

Pr=cu — 'L.4”:'u (3a)
und daher nach der Definition von
F— i} 2 ]
ne = %[],’82+402g—+4 ; (3a)

u M At
=)o a0t |
2 2

Dieser Ansatz ist also moglich, falls die Verkniipfung der Feldvektoren in
dieser Form durch die Maxwerischen Gleichungen gelingt. Diese ergeben
wiederum in Komponenten zerlegt, das Verschwinden simtlicher Ableitungen
der X-Komponenten von € und §, so dal wir diese wiederum gleich Null setzen
konnen. Es verbleiben daher nur die vier Gleichungen

¢ 0E,  4mo . _  O0H, ¢ 0E, | 4mo, | 0H,

ca T Bm ca T Bty
95, _ _ w 9H, OE. _  n 0H,
dx ~ ¢ ot’ éx ¢ ot

die wiederum in zwei Gleichungspaare zerfallen durch die £, und H, bzw. E,
und H, miteinander verkniipft werden. Wir setzen daher wiederum E, und H,
gleich Null. Da aber ein Einsetzen von E, und H, in der bisher verwendeten
allgemeinen Form auf sehr komplizierte Differentialgleichungen fithren wiirde,
beschranken wir uns auf den Ansatz periodischer Felder:

s 2% it 22
Eyzae% (‘ 6), H,= ¢ (‘ 6). (2a)
Es ergibt sich y_ b n—in
u “
Wir miissen noch die physikalische Bedeutung von #, » und »x feststellen.
Es ist x| nw wra na
E, = ae ¢ gw(tuj), H,= be”;_e”(t_T)
Daher ist » die Frequenz der Welle, ¢/n die Phasengeschwindigkeit. Da
27

Yy ==

A
ist, wobei 4 die Wellenlinge einer Welle der Frequenz v im leeren Raum bedeutet,
gibt der Extinktionskoeffizient » an, dafl die ,,Amplitude’ der Welle bei einem
Fortschreiten der Welle um eine Wellenlinge (im leeren Raum) auf den e-27%ten
Teil herabsinkt. » definiert daher die Absorption der Welle,
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Wir kénnen die Faktoren 4 und b wie jede komplexe Zahl in der Form
a=|a|e, b=|b|eif

schreiben. |a| bzw. |b| ist die Amplitude der Welle fiir x = 0, & bzw. § ihr
Phasenwinkel. Daher hidngen Amplitude und Phasenwinkel der elektrischen
und der dazugehorigen magnetischen Welle in unserem Falle durch die oben
abgeleitete Gleichung zwischen 4 und b zusammen aus der

lﬁl,:l/"2+"2=f_4/ TR
W= w =l et (22)

oc——ﬂ:qa:arctg—;'—.

Die magnetische Welle bleibt also in leitenden Medien um den Phasenwinkel ¢
gegen die elektrische zuriick. (Fiir 6 = % = 0 gehen die Gleichungen natiirlich
in die fir nichtleitende Medien giiltigen {iber.)

Durch diesen komplizierteren Bau der ebenen elektromagnetischen Wellen
in leitenden Medien sind auch die Energieverhiltnisse keine so einfachen mehr
wie in dem vorhin besprochenen Fall derartiger Wellen in Dielektrizis. Bei
der Bildung des Ausdruckes fiir die mittlere Energie diirfen wir allerdings nicht
mehr von den komplexen Vektoren ausgehen, da wir ja nunmehr Quadrate zu
bilden haben und bei dieser nicht mehr linearen Operation die beiden voneinander
physikalisch unabhingigen Lésungen, die durch den reellen und den imaginidren
Teil der komplexen Losung gebildet werden, durcheinandergeworfen werden.
Doch sieht man auf den ersten Blick, daB durch das Eintreten von ¢ in das
Amplitudenverhéltnis die Gleichheit des Anteils der elektrischen und der
magnetischen Energie an der Gesamtenergie des Feldes gestért wird.

Man sieht auch ohne Rechnung ein, dafl durch das Auftreten der Absorption
der PoyNTINGsche Vektor nicht mehr gleich der mit der Phasengeschwindigkeit
multiplizierten Energiedichte sein kann, da ein Teil der Energie ja durch Ab-
sorption der Fortpflanzung entzogen wird. Dagegen hat der PovNTINGsche
Vektor bei der Behandlung dieser Probleme eine andere wichtige Eigenschaft:
Bildet man nidmlich das Integral (diesmal ist die Normale nach innen zu wihlen)
iiber seine Normalkomponente iiber eine geschlossene Fliche, so stellt der Mittelwert
dieses Integrals die in dem von der betrachteten Fliche eingeschlossenen Raum
im Mittel entwickelte Jouresche Wirme dar. Denn der FluB des PoyNTINGschen
Vektors in eine geschlossene Fliche ist nach dem in Ziff. 49 besprochenen Energie-
prinzip gleich der Summe aus der zeitlichen Anderung der Feldenergie und der
dissipierten Energie, die in unserem Falle aus JourLescher Wirme allein besteht.
Nun ist aber wegen der Periodizitdt des Feldes die mittlere Energie eines be-
liebigen Raumteiles konstant. Woraus unmittelbar der behauptete Satz folgt.

Bei der Untersuchung dieser schnell verinderlichen Vorginge kommt es
immer nur auf die Bestimmung der Mittelwerte der EnergiegroBen an, da nur
diese eine praktische Bedeutung besitzen. Dabei ist der Mittelwert definiert
als Mittelwert fiber die Dauer einer Periode. Nun ist aber der Mittelwert des
reellen Teiles einer sinusperiodischen komplexen GréBe gleich ihrem halben
Absolutwert. (Dasselbe gilt natiirlich auch fiir den Absolutwert des imaginiren
Teiles.) Dieser aber ist wiederum gleich dem Produkt aus der komplexen GréBe
mit der zu ihr konjugierten. Bezeichnen wir die zu § konjugierte GroBe mit H*,
so kénnen wir also eine komplexe Erweiterung des PovyNTINGschen Vektors durch



90 Kap. 1. F. ZerNER: Die MaxwerLr-Hertzsche Theorie. Ziff. 54.

definieren, wobei wie gewdhnlich das Uberstreichen bedeutet, daB es sich um
Mittelwerte handelt.

Aber auch der imaginidre Teil dieses von F. EMDE definierten Vektors be-
sitzt physikalische Bedeutung. Betrachten wir wieder das den FluB dieses Vektors
in den von der Fliche F umschlossenen Raum darstellende Integral

[[U,dF = —[[[divildF
:}S%Iff{@rotfg* — 9*rotG)do.

Um die Rotationen wegzuschaffen,wollen wir fiir rot $* und rot € aus den MAXWELL-
schen Gleichungen einsetzen. Diese lauten fiir unsere periodischen Funktionen:

rot§ = (4”6 + z—ﬁ)@

¢ c
—_ i
ot =——-9.

Da aber die eine Rotation an den konjugierten Vektor angreift, miissen wir fiir
diesen aus der konjugierten ersten Hauptgleichung

rot H* = (? — %) c*
einsetzen. Wir erhalten so:

Jar = [ e + g
=fm%al@2l + v (4o |92 — o &)} ao.

Der reelle Teil des Integrals gibt uns also wie erwartet die in dem Raum ent-
wickelte mittlere JouLEsche Wérme, der imagindre Teil ist dem doppelten Produkt
aus der Frequenz in die Differenz zwischen magnetischer und elektrischer Feld-
energie gleich.

54. Zweite Losungsmethode. Kugelwellen. Herrzscher Oszillator. Eine
weitere wichtige Gruppe von Losungen ethalten wir durch Anwendung der von
EvuiLkr gefundenen Losung der Wellengleichung:

o=t a2}

Das erste Glied der rechten Seite besagt, daB3 ein Zustand, der sich zur Zeit ¢,
an den Stellen 7, findet, zur Zeit ¢, an den Stellen 7y + ¢ (¢, — #,) angetroffen
wird. Es handelt sich also um Wellen, die sich von einem Punkte aus kugel-
formig ausbreiten. Die zweite Losung beinhaltet den entgegengesetzten Vorgang,
also Wellen, die sich konzentrisch auf einen Punkt zusammenziehen. Nach
unserer Erfahrung kommen nur Wellen der ersten Art in Wirklichkeit vor, solche
zweiter Art konnten héchstens bei ganz bestimmter Anordnung von Reflektoren
auftreten. Alle Wellenvorginge, die beobachtet wurden, bewirken eine Dissipation
der Energie. Wir kénnen uns daher bei unseren Losungen auf das erste Glied
beschrianken.

Wir haben nun nachzusehen, ob wir durch einen derartigen Ansatz die
MaxweLLschen Gleichungen befriedigen kénnen. Dem Problem (Kugelwellen)

av
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entsprechend fithren wir Polarkoordinaten 7, 9, ¢ ein:

Lo AL ysnoH, — C%wH»}
_z, ‘7_]1;“’ = 7511?1? %% — ég’—rsinﬁH,p},
L
_196H, 1 [0, sindE,, — ﬂiﬂ?ﬁ},
do

1
©c ot 2sind |09

¢ Ot 7 sind 6(;: or
1 0Hg 1[0 0E,
T ot v {W’E” aﬁ}’

wobei wir uns auf dén leeren Raum beschrinkt haben. Wir sehen zunichst,

daB wir, um eine mdglichst einfache Losung zu finden, Hy =H,=E, =0

setzen kénnen. Dann ist auch (div§) = 0)
0Es _ OE, _ 0H,
dp ~ dep ~ dg

und das Feld daher axialsymmetrisch. Die iibrigbleibenden Gleichungen schreiben

=0

sich: 1 O, ] o -
T 8t  #sind 09 7sin ®
1 0E» 1 0
©c 9f  rsind WysmﬂH
1[0 OE, 11 )
717{_677Eﬁ Y } T G ysind 6t rSindH, .

Wir sehen auf den ersten Blick, daf der einfache EuLErsche Ansatz nicht aus-
reicht, indem wir etwa eine Losung, die nur von # und ¢ abhingt, suchen. Da
aber eine kugelsymmetrische Losung bis jetzt noch keine physikalische Bedeutung
erhalten hat, suchen wir gleich eine einfache axialsymmetrische. Von der EULER-
schen Losung wollen wir beibehalten, daB3 die Zeitkoordinate nur in der Ver-
bindung ¢ — #/¢ vorkommen soll. Durch Elimination von E, und E; erhalten wir

1 3, cos? 0

3 at27'smz‘}H,, =2, 21’511’119le—]— {MzrsmﬂH “nd (Mrslm?H }
¢* sin?¢  ¢?
= s grsindH, + i Toosd 7sing H,,

Die einfachste Abhdngigkeit von ) erhalten wir, indem wir

setzen. Dann wird 1 Py By 2y
T I
a fit—vje
p— D TE=T)
ar 2

Da wir, um die Komponenten der elektrischen Feldstirke zu crhalten, integrieren
miissen, setzen wir aF (¢ — 7jo) / < 1,\

o)

d{t—7[c)
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Dann ergibt sich leicht:

=L 2 -2
£ 2= 1) (-2, o

=S L= )4 b= ) A )

wobei bereits darauf Riicksicht genommen ist, daff divE = 0.
Die Losung besitzt an der Stelle #» = 0 eine Singularitdt. Wir kénnen ihre
Ladung {feststellen, indem wir das Integral

T 27

[[E,,ﬂsinﬂdﬁdtp =0

60
bilden. Da dieses gleich Null ist, ist die Singularitit im ganzen ladungsirei,
besteht also aus gleichgroBen positiven und negativen Ladungen. Um ihre Struk-
tur nidher zu untersuchen, betrachten wir das Feld in der nichsten Umgebung
der Singularitit. Da also 7 sehr klein ist, brauchen wir nur die héchsten Potenzen
von 1/r zu behalten: Pt ,,/c) 9.

sin

P
E, = 20—(1,—7/6—)c0519

Ey=c¢ sindd .

E(t —rfe)
——=
Vernachlidssigen wir auch 7/c gegen ¢, so sehen wir, dafl das Feld in jedem Moment
das statische elektrische Feld eines Dipols vom Moment IF(¢) darstellt. Das
magnetische Feld ist das von einem stationdren Strom der Stdrke IF'(f) erzeugte,
wenn dieser Strom nur in einem unendlich kleinen Leiterstiick der Richtung
der Dipolachse gedacht wird. Das ganze Feld in der unmittelbaren Néhe der
Singularitit ist also das quasistationire elektromagnetische Feld eines sich nach
dem angenommenen Gesetz F (f) d4ndernden Dipols. Geben wir die gemachten
Vernachldssigungen auf, so bedeutet dies zweierlei. Erstens wir beriicksichtigen
in F (¢t — 7/c) auch 7/c, d. h. wir beriicksichtigen die Zeit, die eine Anderung der
Felderregung braucht, um sich an den entfernteren Stellen des Feldes bemerkbar
zu machen. Zweitens beriicksichtigen wir auch die anderen Terme der Losung,
die offenbar durch den Verschiebungsstrom und die ihm entsprechende zeitliche
Anderung der magnetischen Induktion im leeren Raum hervorgerufen werden.
In groBler Entfernung vom Dipol sind diese Terme die einzigen praktisch wirk-
samen, hier wird das Feld durch

E, =0,
Ey= o ﬂ(t{_”@ sind,

4

H, = F7E = 110) G

4
ausgedriickt. Dieses Feld besitzt einen wesentlich verschiedenen Charakter.
Von dem stationiren unterscheidet es sich schon dadurch, daB E,, da es im
Unendlichen von héherer Ordnung verschwindet als die anderen Feldkompo-
nenten, gleich Null gesetzt werden kann. Dadurch crhilt unser Feld den Charakter
des Feldes ebener elcktromagnetischer Wellen. Denn es ist wie dieses transversal,
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da die Wellen sich ja in radialer Richtung fortpflanzen. Auch steht die magneti-
sche Feldstirke auf der elektrischen normal, und beide schwingen in derselben
Phase.

Auch die Energieverhiltnisse sind ganz analoge, denn die magnetische und
elektrische Energiedichte sind einander gleich. Der PoyNTiNGsche Vektor liegt
nicht nur wieder in der Fortpflanzungsrichtung der Welle, auch sein Betrag

ist wiederum:
‘@l—* H El)-—‘*A{Eﬁ +H}

Die Energie stromt also mit Phasengeschwmdlgkelt. Von Interesse ist die ge-
samte pro Zeiteinheit ins Unendliche ausgestrahlte Energie, die, da sie natiirlich
aus der Arbeit des schwingenden Dipols stammen mu8, auf die in ihm herrschende
Elektrizitdtsbewegung einen zu dem ibrigen Widerstand hinzutretenden Strah-
lungswiderstand bedeutet. Sie betrigt

T2

—]/@ryzslnﬁ adde = fF”z sm%?dﬂ = ‘CF"2(t — %) .

Fir den Fall sinusperiodischer Stromschwingungen, also pro Lingeneinheit
des Erregers ) ”
F'= asmr(t— ?)’

wird dies im Mittel Y
W=—".
3¢

Ein derartiges, und zwar das sinusperiodische Feld wurde zuerst von HERTZ
untersucht?), der darin das Feld des von ihm verwendeten Oszillators sah. Den
Fall gedampfter Schwingungen behandeln PEARSON und LEE, indem sie F (¢ — #/c)
= Ae #t-"l)sinp (t — 7/c) setzen?). Ferner wurde die Losung zur Darstellung
des Feldes einer Antenne verwendet?).

55. Zusammenziehung der Maxwerischen Gleichung in eine komplexe
Verallgemeinerung der Herrzschen Losung. Addieren wir zur ersten Haupt-
gleichung fiir den leeren Raum die mit 4 ¢ multiplizierte zweite, so erhalten wir:

rot (9 £16) = + £ € FiD) = F+ 5, (H£16).

Setzen wir also mit BATEMAN?) I = § 4~ ¢© und beriicksichtigen wir, dafl im leeren
Raum keine Ladungen auftreten kénnen, so schreiben sich die MAXwEgLLschen
Gleichungen in der einfachen Form:
i oM
rotM = F -— s ot (5)
divilt = 0.

Ihr Vorteil besteht darin, daB wir es nur mehr mit der Bestimmung eines einzigen
Vektors zu tun haben. Auch kénnen wir von ihr in zweierlei Weise zu Gleichungen
zwischen € und § zurtickkehren, ndmlich erstens, indem wir die reellen bzw. die
imagindren Teile ihrer beiden Seiten einander gleichsetzen, aber auch, indem wir
die mit zweifachen Vorzeichen versehenen Teile der beiden Seiten gleichsetzen.

Aus ihr hat BATEMAN in eleganter Weise eine von RIGHI gegebene Ver-
a]lgememerung der HeRrTzschen Losung abgeleitet.

=

) H HERTZ Wied. Ann. Bd. 36, S.1. 1889.

%) K. PeEarsoN u. A. Leg, Phil. Trans. Bd. 192, S. 159. 1900.

3} Vgl. auch M. ABranaM, Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V/18.

) H. BateEmaN, Electrical and optical wave motion. S. 4. Cambridge 1915; L. SILBER-
sTEIN setzt MM = H — €. Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 579. 1904; Bd. 24, S. 783. 1907.

'S
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Aus der zweiten Gleichung sehen wir, da} wir
= 4-srotQ
setzen kénnen. Aus der ersten Differentialgleichung fur It folgt dann

rot (+srot@) = W (rot®),

7
+irot@ —%%? + grad L. (a)
Setzen wir die linke Seite in die linke Seite der ersten Differentialgleichung fiir Iit,

die rechte in die rechte ein, so erhalten wir

—rotrot@ = :2 T —]— p (%gr adl = AQ — graddivg,

daher 1 &g
AS-——ggt?:O, (b)
div@ 4+ 1 665 = 0. (c)

Aus der zweiten der eben aufgestellten Gleichungen folgt, daB auch L der Wellen-
gleichung geniigt. Zur Losung des Gleichungssystems a, b, ¢ wihlen wir zunédchst

einen der Wellengleichung geniigenden Vektor & und setzen L gleich seiner

negativen Divergenz. Dann folgt, daB zunichst & = %— 98 + rot¥ zu setzen ist,

wobei der Vektor ¥ noch unbestimmt ist. Beriicksichtigen wir, daB} ¢ der Wellen-
gleichung geniigt, so folgt aus ¢ A = + . Aus a sehen wir auch, dal wir &
noch um einen Gradienten eines skalaren Wellenpotentials K vermehren kénnen,
wenn wir L entsprechend vermehren. Wir haben also erhalten:

. 1 0K
L == —dlv@ hnd ——W
Q= % (37(? +irot@® 4 gradK.

Da die Potentialfunktion K bei der Bildung des Feldvektors )t aus dem Resultat
verschwindet, brauchen wir sie nicht weiter zu beriicksichtigen. Der Vektor
ist natiirlich komplex und enthilt wieder das doppelte Zeichen:

G =06,TF16,.

Hieraus leitet sich das folgende Feld ab, wenn wir die Gleichung, die £ mit
I verkniipft, nach einer eingangs erwidhnten Methode spalten, nachdem wir fiir &
eingesetzt haben:
1 0*

@:iroti@§1+graddiv@52——za—té@52,

4o ©6)
H= T aE® — — grad div®, -+ ——rot @ﬁz

Das Feld zerfillt in zwei voneinander unabhingige Teile, die sich von &, bzw.
®, ableiten.

Um die physikalische Bedeutung dieses zunichst formalen Resultates,
daf} das Feld einer elektromagnetischen Welle im allgemeinen in zwei voneinander
unabhéngige Teile zerfillt, zu finden, betrachten wir zuerst das Feld, das sich
aus @, ergibt. Wir erhalten also aus einer beliebigen reellen Losung der Wellen-
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gleichung @, ein elektromagnetisches Feld, indem wir

. &%
€ = grad div®, — % ErACEE

1 0
gc) == E‘ rot a_t @2
setzen. Wihlen wir fiir @, die EuLERsche Lgsung

@2 — p(t——?/&)

v 3

so wird 6 — grad div p (¢ —7[o)

v 2

_1 P ¢ —vjc)
@ = 7 rot —"—-y—‘ .
Da der Ausdruck fiir das magnetische Feld der einfachere ist, wollen wir zunichst
dieses untersuchen. Es ist

&Eﬂ = %rotp'(t— %) + [grad%, p’(t— %)} )

alt= ) === 1)7

1 [ 7 1 1 4
B =g =) =)o
Legen wir p in die X-Achse und fiilhren wir Polarkoordinaten ein, so wird:
H,=Hy=0,

sind [1 ,, 7 1 4
1, == 2) 4 =)
Dies ist aber das magnetische Feld eines HERTzschen Oszillators [Gleichung (4)
Ziff. 54] mit ” i v
F(t— —) — wp(t— —>.
[4 4 c

Das von @, abgeleitete elektromagnetische Feld stellt also eine Verallgemeinerung
des Feldes des HErTzschen Oszillators dar. Wir nennen daher den Vektor (&,
mit ABRAHAM den HERTzschen Vektor. Dieser Teil des elektromagnetischen
Feldes 148t sich als durch eine entsprechende Verteilung von verinderlichen elek-
trischen Dipolen erzeugt ansehen.

Gehen wir zur Untersuchung des von @, erzeugten Feldes iiber. Wir er-
halten es aus dem eben Besprochenen dadurch, daB nunmehr die Formeln, die
frither die elektrische Feldstirke dargestellt haben, mit dem entgegengesetzten
Vorzeichen versehen, die magnetische Feldstiarke bedeuten, wihrend die frithere
magnetische Kraft jetzt ungedndert die elektrische zu bedeuten hat. Dieser
Wechsel des Vorzeichens erklirt sich notwendigerweise daraus, daB auch jetzt
der PovynTiNGsche Vektor wiederum nach auBen gerichtet sein muB. Es ist
unmittelbar einzusehen, daB das dem Hertzschen Oszillator entsprechende, also
wiederum aus einer EULERschen Losung der Wellengleichung abgeleitete Feld in
der unmittelbaren Umgebung des singuliren Nullpunktes das Feld éines
magnetischen Dipols darstellt. Die aus @&, abgeleiteten Felder sind daher die
durch verdnderliche magnetische Dipole erzeugten. Ein dem Hrrrtzschen Oszil-
lator entsprechender magnetischer wurde zuerst von F11z GERALDY) angegeben.
Daher wird @, auch als Firz GERALDscher Vektor bezeichnet.

1) G. F. Frrz GERALD, Trans. Roy. Dubl. Soc. Bd. 1, S. 133, 173, 325. 1883; Scient.Writ,
S. 122.

rot
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Diese Losungsmethode, durch die man aus jeder vektoriellen Losung der
Wellengleichung zwei elektromagnetische Felder ableiten kann, 148t sich unter
der Einschrinkung, daB die zeitliche Abhiingigkeit der Feldvektoren vom Typus

€ = € (x5, 2,) 6
ist, der Lgsung der Gleichungen fiir beliebige Medien anpassen. Setzen wir
ndmlich B2 — suvt+4miuoy kc

AT M=9kimE, m=—-,

“y

so lassen sich die Maxweirrschen Differentialgleichungen wiederum in die
komplexen Ausdriicke rot M = - AM, 1

divit =0 | Ga)

zusammenfassen. Durch einen dem fritheren vollstindig analogen ProzeB er-

halten wir (1

mE = rot®@, — z{? graddiv®, + k@&l},
(6a)
O =rot@®, + z{% grad div®, + k®2}.

Selbstverstdndlich haben &, und ®, ihre physikalische Bedeutung behalten
und sind wiederum Losungen der Wellengleichung.

56. Bromwicus Losungsmethode. Wir haben bereits mehrmals voneinander
unabhingige Losungen der MaxweLLschen Gleichungen erhalten, indem wir
gewisse Feldkomponenten gleich Null gesetzt haben. Diese Methode zur Lésung
der MaxweLLschen Gleichungen wurde von verschiedenen Forschern benutzt,
insbesondere bei der Behandlung von Problemen, die die Einfithrung krumm-
liniger, orthogonaler Koordinaten verlangen. Sie wurde von BrRoMWICH!) in
eine allgemeine Form gebracht.

Die Orthogonalkoordinaten x,, x,, 3 haben bekanntlich ein Bogenelement d's

der For
er Form ds? = aydx} + addad + aydad,

WO @y, @ge, dgs Positive Funktionen von x,, %,, x5 sind. Wollen wir die MAXWELL-
schen Gleichungen fiir diese Koordinaten aufstellen, so gehen wir am besten
von den Integralgleichungen aus. Auf einer Fliche x; = konst. lautet die AMPERE-
sche Formel, falls nur Verschiebungsstréme vorhanden sind:

Lot d®, T+da, Zot+d T, T+ A zo+da’ T+ dag

[a

X3

s OF,

xzfdxa Aoy a7 = /(ﬂzsz)x3dxz +/(a33H3)$z+dxgdx3 _](“22H2)x3+dxadx2 - /(“33H3)x3dx3

o
Xy Ty Z; o Xy

Tyt day Ty+das
= / dx, [ dx3{
s 2,
Durch zyklische Vertauschung und analoges Behandeln der Farapavschen
Gleichung erhalten wir somit

Oagy Hy  dag Hy
0x, oxg |°

domds & 0E; (?il%H‘*_ _ OagH, doe g M OH,  daypkE, Oas E,
2738 o o0t 0%, dxg 2738 o9t Oy Oxg °
typay, - OF2 — Oty OawHy i OHy  OanEy | 9anEy |y
3371 o 9¢ 0%y 0x; BHL o gt Oy ox, g
g £ O0Es _ QanH, dayH,  _ p dHy _ CanE,  dayE,
122 0 o¢ O0x, 0x, ° 1%2 s ot dx, Ox,

1) T.S. BromwicH, Phil. Mag. (6) Bd. 38, S. 143. 1919.
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Wir suchen nun die Gruppe von Losungen fiir die H, = 0 ist. Die erste
FaraDpAvsche Gleichung ergibt dann:

OapE;  OanE,

0%, Oxy °
wir konnen also, wenn P eine beliebige Funktion von #,, %,, x5 bedeutet, schreiben:
oP opP
g By = 8%, “33E3=0—x3-
Die zweite und dritte AMPEREsche Gleichung werden dann:
Agsay; O (¢ OP\  dagH,
(2 0—972(? —07> T ox
Ay O (& OP\  dayH,
v ﬂ;(? W) = 0w

Zur weiteren Losung miissen wir nun die zulissigen Koordinaten ein-
schrinken, indem wir verlangen, daB a,; nur von %, abhingt. Wir kénnen dann,
wie ohne weiteres einzusehen ist, a;; = 1 setzen, ohne unsere Wahl stirker ein-
zuschrinken. Weiter miissen wir aber noch fordern, da3 a,,/a5; nur eine Funktion
von %, und #; ist. Unter diesen Annahmen schreiben sich die zuletzt gefundenen

Gleichungen: 0 (e 0P\  ay OaggH,  OdagH,
Ox, (7707)__61,_33 ox,  0x
0 (& OP\ ag OapH,  day H,
T;@,(th?—t-)_@ Oxy — Oxy

Setzen wir P = 37(], so kénnen wir daher
1

1 0 (&0 1 0 [& 0U
Hz*a—%@g(z‘ﬁ’ H3“_a;?9;72<7_a7>
schreiben. Gehen wir mit diesen Ansidtzen in die zweite oder dritte FARADAYsche
Gleichung, so erhalten wir QU e U
17 847 &2 8¢

Endlich erhalten wir aus der ersten AMPEREschen Gleichung die Differential-
gleichung, der U geniigen muB:
en U ”U 1 { ¢} <a338U> 0 (a22 6_([)}
3 I

¢ o T Ox? Qoo Gaz | O%s \@ap 0% 0%y \Agy Oy

Die Losungen fiir die H; = 0 lassen sich also aus einer derartig definierten
Funktion U durch die folgenden Gleichungen ableiten:

U eu *U
b=~z H=0,
1 QU 1 0 [edU
Ee = Tndn, Hr;{;a_%(? o)
_ 1 U H. — _Li(”?U
37 Gy 0%, 0, ° 87 gy Oxy \c 8t)°

Suchen wir nun die Gruppe von Losungen fiir die E; = 0, so folgt aus der
Form der MaxwerLLschen Gleichungen sofort, daf3 wir sie durch Vertauschen
der elektrischen mit den magnetischen GroBen erhalten miissen. Ist daher V
eine Losung der fiir U aufgestellten Gleichung, so wird

0V su O*V

1 =0 =g = o e
1 & [u OV 1 2V
n--lZ () m-idl
90 Cx¥g \ ¢ Ot Agy COX1 0%,
1 0 [pn oV 1 RV
Ey= g om e é1) Hs = s 00w
22 C ¥ K 33 OX1043

Handbuch der Physik. XII. 7
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Unter gewissen Umstinden (Randbedingungen, Zusammenhangsverhilt-
nissen des Raums usw.) erhilt man durch Superposition dieser beiden Lésungen
samtliche méglichen. Auch fiir die Untersuchung dieser Frage konnte BROMWICH
eine Methode angeben. Es handelt sich offenbar darum, daB, wenn E; = H, = 0,
unter den vorgegebenen Bedingungen auch alle anderen Feldkomponenten ver-
schwinden miissen. Gehen wir nun etwa von der Losungsgruppe H,; = 0 aus,
so folgt aus der Bedingung E; = 0, daB U auch noch der Differentialgleichung

PU  ep PU
ox2 o 0t

=0

gentigen muB3 und daher auch der Gleichung

0 a5 0U | 0 ay 8U _
Bxy Agy 0%y ' Oz gy Oy

geniigt. Bilden wir nun das Integral

A
10U 1 0U\2
1 [femea[d 514 (o 8 a0

das mit Hilfe der letzten Differentialgleichung fir U und durch partielle Inte-
gration

%33 17 _ “33 %2 17 U |8 (’*)U]
I= f “22 6);\72 % [“22 axz} }dx3+ {“33 axs]% {E;Uaxs % d%

geschrieben werden kann. LiBt sich nun zeigen, daB dieses Integral auf einer
(9U

ou
0%y O,
Daher verschwinden auch alle iibrigen Feldkomponenten. Daraus folgt unmittel-
bar, daBl sich dann jede Losung aus je einer Losung einer der beiden Gruppen
zusammensetzt.

Soll die Losung z. B. im Innern einer Kugelschale gelten, so wihlen wir
als Koordinaten Kugelkoordinaten mit dem Ursprung im Zentrum der beiden
die Kugelschale begrenzenden Flichen. Also:

beliebigen Flache x; = konst. verschwindet, so folgt daraus

X =7, Xg=1, X3=¢; ap =1, agp =7, ag =r7rsind.

Bilden wir nun das Integral I {iber eine im Bereich gelegene Fliche # = konst.,
so sehen wir sofort, daB es verschwindet. Denn es ist

. oU ,
— {smﬁ' U 75719?}0:::} de

v %,

und das erste der beiden links stehenden Integrale verschwindet, wegen
sin0 = sinz = 0 das zweite, da

0 d
U(p:O = U(p—_—Zﬂ:g (%)(p:Or- (%q)‘p-:zn.

In diesem Falle sind also bereits alle Losungen erschopft. Daher sind auch in
einem solchen Raum E, und H; immer Losungen der Gleichung fiir U.

I:J{{sinﬁU%]

[1 U

o lsin U ), onf 47



Ziff. 57. Ubertragung des HuvceNschen Prinzips auf elektromagnetische Wellen. 99

Verschwindet I nicht, so muB das Verfahren fortgesetzt werden. Man findet
dann weitere Losungen dadurch, daB man das Feld durch die Gleichungen

_E1=O, leo,
B, U _ Ly
27 gy Oxp0x,° 27 gu Oa\c Ot)°
-1 U 1 0 [« 0U
By= o Gatar = ananlc o)

von einer Funktion U oder durch die entsprechenden Formeln von einer Funk-
tion V ableitet, die den beiden angegebenen Differentialgleichungen geniigen.
Ein wichtiges Beispiel derartiger Lésungen bilden die von RAYLEIGH bei der
Behandlung des Problems der Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen ldngs
vollkommener Leiter gegebenen. Seien x, y und z kartesische Koordinaten und
fithren wir mit MacDonaLD die folgenden Koordinaten ein

. . . 10p\e | [Og\
X=2, X+iy=@F+1x5) =u+1v; ap=1, 422:%3—1/(6—;2)—}—(5%),
so erhalten wir fiir U eine Loésung

U= 6“(;{7}_%)1( (% %5) ,

die ein nicht verschwindendes Feld ergibt. Dementsprechend verschwindet auch
das Integral I im allgemeinen auf der Fliche x, = konst. nicht.

57. Ubertragung des Huveenschen Prinzips auf elektromagnetische
Wellen. Das von HUYGENs aufgestellte Theorem iiber die Fortpflanzung
einer Lichtbewegung besagt in der endgiiltigen von POINCARE und KIRCHHOFF
gegebenen mathematischen Formulierung, dafl die Lichtbewegung auBerhalb
einer die betreffenden Lichtquellen einschlieBenden Fliche ersetzt werden kann,
durch eine Belegung dieser Fliche mit flichenhaften Quellen, deren Stirke durch
die an dieser von den urspriinglichen durch die Lichtwellen hervorgerufenen Licht-
erregung gegeben ist. Das Lichtfeld auBerhalb dieser Flache kann also durch
ein Integral iiber diese Fliche dargestellt werden. Im Innern der Fliche ist das
durch dieses Integral dargestellte Feld dann allerdings gleich Null (vgl. Bd. XX).
Das analoge Theorem wurde fiir elektromagnetische Wellen von LaARMOR?Y)
aufgestellt und von KoTTLER?) auf die allgemeine Losung der Maxwerrschen
Gleichungen durch den HERTzschen und den F1rz GERALDschen Vektor [Gleichung
(6), Ziff. 55] zuriickgefiihrt.

Aus dieser Losung konnten wir schlieBen, daB ein elektromagnetisches
Wellenfeld durch schwingende elektrische und magnetische Dipole erzeugt wird.
Legen wir also im Feld eine Fliche, die diese Dipole einschlieBt, setzen wir das
Feld im Inneren der Fliche gleich Null, im duBeren Raume gleich dem durch
die Dipole erzeugten Feld €, $ und suchen wir die dadurch auf der Fliche ent-
stehenden Diskontinuititen auf, so miissen wir das Analogon zum HuvyGENsschen
Prinzip der Optik finden. '

Beim Passieren dieser Fliche, deren Normale wir nach innen richten, und deren
positive Seite daher die innere ist, springen also die Feldvektoren von den Werten
des urspriinglichen Feldes, den sie auBlen besitzen, auf Null. Es springt also die
Tangentialkomponente der magnetischen Kraft um

5tang =0 — si)tang;

1) J. LarRMOR, Lond. Math. Soc. Proc. (2) Bd. 1, S.1. 1903.
2} F. KorrLER, Ann.d. Phys. (4) Bd. 71, S.473. 1923.
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besitzt also in der Fliche einen Flachenwirbel. Aus der ersten Hauptgleichung
kénnen wir daher schlieBen, daB3 in der Fliche ein Flichenstrom der Flichen-
dichte 4mc

—— = —[n9]

stromt. Diesen konnen wir natiirlich wiederum durch die Bewegung eines elek-
trischen Dipols erzeugt denken. In der Fliche sitzen also elektrische Dipole,
die pro Flicheneinheit das Moment

/dtc=-{;‘/dt[n§g]

besitzen. Thr Anteil an der Erzeugung des Feldes wird durch den HERrTZschen
Vektor t—rlc

- af
gegeben G = —c‘/ ’/ 7][“@]

Der F11z-GERALDsche Vektor gibt den Teil des Feldes, der auf schwingende
magnetische Dipole zuriickgeht. Wir finden ihn daher aus dem Sprung der
tangentialen elektrischen Feldstidrke

-@ =0-— @Etang:

die nach der zweiten Hauptgleichung die Stirke des ,,magnetischen Stromes
darstellt, den wir wiederum als durch die Schwingung der magnetischen Dipole
erzeugt auffassen koénnen. Daher ist

t-rfc

®, = c.[/‘;[df[m.

Dadurch ist aper bereits das ganze Feld gegeben. Denn der Sprung der
radialen Feldkomponenten beim Durchgang durch die Fliche kann nur durch
eine einfache Flichenladung erzeugt gedacht werden, die aber nicht mehr in die
Definition der beiden Vektoren @, und @&, eingeht, da diese nur durch die Stréme,
also die Ladungsinderungen, bestimmt werden. Trotzdem sind diese schon in
der Losung enthalten, mathematisch, weil sie der MaxwELLschen Gleichung ge-
‘niigt, physikalisch, weil die Flichenladungen durch die auftretenden Strome er-
zeugt werden, deren gesamte Feldwirkung aber bereits beriicksichtigt worden ist.

Damit haben wir das elektromagnetische Analogon zum HUYGENsschen
Prinzip gefunden. Das durch innerhalb einer Fliche befindliche, sonst beliebig ver-
teilte Quellen elektromagnetischer Wellen erzeugte Feld kann durch eine flichen-
hafte Verteilung schwingender elektrischer und magnetischer Dipole auf dieser
"Flache erzeugt gedacht werden, wobei die Stirke dieser Dipole durch die
Tangentialkomponenten der Feldstirke auf der Flache gegeben sind.

58. Konjugierte und selbstkonjugierte Felder. Stromung der Energie.
Reine elektromagnetische Wellen. Stellen wir zwei elektromagnetische Felder
durch ihren komplexen Feldvektor 3)t, bzw. I, dar, so kann es vorkommen, daf
deren skalares Produkt 9%, M, in einem beiden Feldern gemeinsamen Bereich
verschwindet. Zwei solche Felder nennt BATEMAN zueinander konjugiert?).

Ist daher fiir ein Feld M — (62— H)2 L 20H6 =0,

so kann man dieses Feld entsprechend mit BATEMAN als selbstkonjugiert be-
zeichnen. Es verschwinden dann sowohl der reelle wie der imaginidre Teil, die
bekanntlich Invarianten der Lorentztransformation darstellen (vgl. Kap. III).

1) L. SiLBERSTEIN, Ann.d. Phys. (7) Bd. 22, S. 585. 1907; H. BaATEMAN, Electr. and
Opt. Wavemotion S. 5iff.
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Diese Felder sind daher dadurch ausgezeichnet, daf die elektrische Feldstirke
auf der magnetischen normal steht, und daB der Anteil des elektrischen und
des magnetischen Feldes an der Feldenergie einander gleich sind.

Eine weitere physikalische Eigenschaft, die fiir diese Felder charakteristisch
ist, finden wir durch die folgende Betrachtung: Die Gleichung

do . _
W—{—dwgb—-o

stellt bekanntlich die Kontinuit4tsgleichung fiir ein mit der Geschwindigkeit b
strémendes Gas der Dichte g dar (vgl. Bd. VII).Verstehen wir also unter g die Dichte
der Feldenergie, so bedeutet diese Gleichung, dafl in dem Bereich, in dem sie gilt,
die Energiedichte zwar von Ort zu Ort wechselt und sich in einem bestimmten
Volumelement auch zeitlich #ndert, da diese Anderungen aber nur durch eine
Konvektion der Energie mit der Geschwindigkeit b vor sich gehen, wihrend die
Gesamtenergie konstant bleibt, d. h. Energie in dem betrachteten Bereich weder
entsteht noch vernichtet wird. Aus dem PoyNTiNGschen Theorem [Gleichung (4)
und (5), Ziff. 49] folgt, daB wir aus den MaxwELLschen Gleichungen und dieser

Gleichung 1
o=, + 9%,
ob = ,° [65]
erhalten. Bilden wir nun
2 -2
0% (e — v = 5 (6% 4 992 — 5 [G9P,

woraus wegen (G2 = 6262 — (E§)?

c? c?

@ (e* = %) = g (6 — 997 o 5 (C9)°

wird. Diese Gleichung zeigt, daB die Feldenergie im allgemeinen mit einer
Geschwindigkeit stromt, die kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. Nur in
den selbstkonjugierten Feldern ist die Geschwindigkeit der Energiestréomung
gleich der Lichtgeschwindigkeit und die Richtung der Stromung daher gleich
der des PoyNTiNGschen Vektors. Diese Felder zeigen daher eine Reihe einfacher
Eigenschaften, die alle auf besonders einfache Energieverhiltnisse, nimlich auf
eine rein konvektive Ausbreitung der Energie, hinweisen. Wir koénnen sie daher
mit SILBERSTEIN als reine elektromagnetische Wellen bezeichnen?).

Diese Betrachtungen lassen sich leicht auf beliebige nichtleitende Medien iiber-

tragen, indem man /'{ .
— 1/. -\, Cq = - =~
L Sz) :t ] e ¢ ! ]/e,u
setzt und die Energiegréflen fiir derartige Medien einfithrt. Das sieht man sofort
ein, wenn man die beiden Hauptgleichungen in der Form

P )/ 2 6 = rotg,
-

o e
! (S Vi wS:
£H = ] . Tot€

schreibt, denn dann gelten fir I wiederum die Gleichungen (5), Ziff. 55. In
nichtleitenden Medien gibt es derartig einfache Energieverhiltnisse natiirlich

1) L. SiLBERSTEIN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 22, S. 585. 1907.
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nicht, da infolge der Dissipation der Energie die Kontinuitdtsgleichung nicht
mehr gelten kann.

59. Bartemans Losung der Maxwerischen Gleichungen. Die vorangegangenen
Uberlegungen zeigen die Wichtigkeit der selbstkonjugierten Felder fiir die Theorie
der elektromagnetischen Felder. Diese gibt dem folgenden von BATEMAN her-
rithrenden Verfahren zur Auffindung selbstkonjugierter Losungen der MAXWELL-
schen Gleichungen ein besonderes Interessel). Man kann ndmlich die MAXWELL-
schen Gleichungen durch ein anderes Gleichungssystem ersetzen, indem man

0(, p) v 9(x f)

MxEé(y 9= E T 5wy
% ) o(x, B)
M= 5 9" =% 960"
_ 6B, i 0B
M= = S

setzt, wobei g ((j;x% die JakoBische Determinante bedeutet. Ein derartig definier-
tes M befolgt, wie man sich durch Einsetzen leicht iiberzeugt, tatsichlich die Max-
wELLsche Gleichung, deren Integration daher durch die Integration der aus den
Definitionsgleichungen folgenden Differentialgleichungen geleistet wird. Bildet
man nun M2, indem man immer die zwei fiir eine Komponente gegebenen Aus-
driicke miteinander multipliziert, so findet man durch Ausdifferenzieren leicht:

8 A2 2 2 1 ]0p) dxp) | Oap) d(xf) | I(xp) a(0415’)} _
W= M3 MG+ M= GG GG + ) 0 T Fln ) 6.0) = O
Die auf diese Art gefundenen Felder sind also selbstkonjugiert, stellen also im
ganzen Raum reine elektromagnetische Wellen dar. Hierin liegt ihre Bedeutung.

80. Ausbreitung plétzlicher Feldstorungen. Wir haben bis jetzt nur stetige
Felder betrachtet, was zur Folge hatte, daB} die auftretenden Geschwindigkeiten
Phasengeschwindigkeiten waren, deren Bedeutung als Strémungsgeschwindig-
keiten wir nur durch mehr oder minder formale Betrachtungen gewonnen haben.
Eine unmittelbare Bedeutung erhilt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nur fir
den Wellenkopf, d. h. fiir die Fortpflanzung der Unstetigkeitsfliche, die durch
eine plétzliche Anderung der Bewegung elektrischer oder magnetischer Ladungen
im Felde erzeugt wird. Wir folgen bei der Untersuchung der Bewegung derartiger
Fldachen der von BATEMAN gegebenen Methode?).

Wir haben aber dabei nicht nur die Ausbreitung der Flache im Raum zu
untersuchen, sondern auch zu erértern, welchen Bedingungen die auf ihr vor-
handenen Unstetigkeiten unterliegen, da diese Unstetigkeiten ja als Grenzwerte
fir ein Feld aufgefaB3t werden kénnen, das in einer unendlich diinnen Schicht
der Umgebung der Flache herrscht, also in gewisser Beziehung auch den Max-
wELLschen Gleichungen unterworfen sind.

Wir kénnen eine bewegte Fliche durch eine Gleichung

t=[xyz)
darstellen. Dann gibt uns f = konst. die Gleichung der Fliche zur Zeit ¢, gradi
die nach auBen gerichtete Normale der Fliche der Richtung nach an. Der rezi-

1) H. BatemaN, Electr. and Opt. wave motion S. 12.

2) H. BateMmaN, Electr. and Opt. wave motion S. 20. Andere Methoden siehe:
O. HeavisiDE, Electrical papers Bd. 2. S. 405; A. E. H. Lovg, Proc. Roy. Math. Soc. Lon-
don (2) Bd. 1, S. 37. 1903; L. SiLBERSTEIN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 26, S.751. 1908;
P. Durem, C. R. Bd. 131, S. 1171. 1900; G. H. Livens, The Theory of Electricity
S. 48511, .
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proke Betrag des Gradienten gibt die Geschwindigkeit, mit der sich die Fliche
ausdehnt. Bilden wir nun das Integral

[l Lomgraday af

iber eine keine Ladungen einschlieBende, aber sonst beliebige Fliache, deren Be-
wegung durch eine ‘derartige Gleichung gegeben ist, so ist dieses Integral gleich
Null, da der erste Teil wegen der eben gemachten Bedingung verschwindet, der
zweite Teil des Integranden aber einen in der Fliche liegenden Vektor darstellt.
Legen wir unsere Fliche nunmehr so, daB sie einen Teil der Unstetigkeitsfliche
umgibt, und ziehen wir sie so zusammen, daB ihr einer Teil die Unstetigkeits-
fliche von innen, ihr zweiter dieselbe Fliche von auBen berithrt. Die Gleichungen
der beiden Flichenteile werden natiirlich identisch. Das Flichenintegral zerfillt
dann in die beiden Teile:

[l £ tamgraas)], ajussnt [ [lm T £ mgrac ) nen= [l £ graci] ar,

wobei M = Maugen — Mignen den Spfung des Feldes beim Durchgang durch die
Fliche bedeutet. Da wir dieses Integral {iber einen beliebigen Teil der Fliche er-
strecken koénnen, muf3 also sein
mF %{E)it gradt] =

oder in Komponenten __ : ot . — ot
Mm¥%My—~:l:szz 2— =0,
= ) = 61
M,F %Mz L LicM, - =0,
M, Fim, iwz‘@, o _

Damit diese Gleichungen bestehen konnen, muf3, vom trivialen Fall M =0
abgesehen, die Determinante der Koeffizienten der Komponenten der Feld-
stdrke verschwinden. Dies ergibt:

0t \2 o0t\2 Ot \2 1
o+ (5] + (&=
Die Fliche breitet sich also mit Lichtgeschwindigkeit aus.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit M, die zweite mit M , die dritte
mit M, und addieren wir, so erhalten wir
M= 0.
Die Sprungwerte am Kopf der Welle bilden also ein selbstkonjugiertes Feld.
Dies erklart, wieso die Kopfwelle sich auf jeden Fall mit Lichtgeschwindigkeit
ausbreitet.

Um das Feld niher zu studieren, betrachten wir ein Flichenelement und
1egen dessen Normale in die X-Richtung. Fiir dieses Flichenelement wird dann:

M,=0,
— i 5 Ot
v T o Mgy =0,
— 1= Ot
Mz:FZ yg-*ZO

Daraus folgt:

|
|

Qm‘
I
I
=
I
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Mit Hilfe dieser Gleichungen studierte Lovel) das von einem HERTZ
schen Oszillator emittierte Feld vom Beginn der Bewegung an.

Den Zusammenhang mit der Theorie der Charakteristiken der Wellen-
gleichung erhalten wir, wenn wir die Gleichung der Unstetigkeitsfliche in der

Form F(w,y 21 =0
schreiben. Die aufgefundene Bedingung schreibt sich dann
O F \2 OF\2 OF\2 1 (0F\2
(&) + (&) + (&) ==
Das ist aber nichts anderes als die Gleichung fiir die Charakteristiken der Wellen-

gle1chung
Wir kénnen auch diese Untersuchung auf beliebige nichtleitende Medien

ausdehnen, indem wir wieder M = H j:il/———@ setzen Ersetzen wir dann in

den MaxweLLschen Gleichungen ¢ durch ¢; = ——, dann gelten fiir I wieder
& L

wie schon gezeigt, die Gleichungen (5), Ziff.55. Nach der MaxXwELLschen
Theorie breiten sich die Kopfwellen daher in beliebigen nichtleitenden Medien

mit der Geschwindigkeit ¢/}zu aus. (Dagegen ergibt sich aus den Anschauungen
der Elektronentheorie unmittelbar auch in diesen Medien die Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Kopfwellen gleich der Vakuumlichtgeschwindigkeit c.

61. Bedingungen an der Grenzfliche zweier Medien. Ideale Grenzflidchen.
Mehrwertige Losungen. Grenzen an einer Fliche zwei verschiedene Medien
aneinander, so kdénnen, wie uns bereits die elektrostatischen Erscheinungen
zeigen, auf dieser Fliache Singularitdten der Feldvektoren auftreten. Anderer-
seits miissen natiirlich auch die beiden aneinanderstoBenden Feldteile mit-
einander in Beziehung stehen, da das Feld sich ja nach unserer Erfahrung auch
durch derartige Flichen hindurch fortpflanzt. Um diese Grenzbedingungen
aufzufinden, kann man so vorgehen, da man den plétzlichen Ubergang von
einem Medium in das andere in eine stetige Ubergangsschicht auflést und dann
mit der Dichte dieser Ubergangsschichte zur Grenze Null iibergeht. Wir kénnen
aber das Resultat dieses Grenziiberganges auch gleich dadurch iberblicken,
daB wir die den Singularititen der einzelnen Feldvektoren entsprechenden
Flichenbelegungen auf die Moglichkeit ihres Auftretens hin diskutieren?).

Da die Divergenz des Vektors der magnetischen Induktion tberall ver-
schwinden muf}, muB3 auch seine Flachendivergenz verschwinden. Das heifit
die Normalkomponente von ¥ durchsetzt die Flache stetig. Dasselbe gilt fiir
die dielektrische Verschiebung nur dann, wenn die Fliche die Grenze zweier
Dielektrika bildet.

Dagegen ergeben die beiden Hauptgleichungen, daB die tangentiellen Kompo-
nenten der elektrischen und der magnetischen Kraft die Fliche stetig durch-
setzen. Denn ein Sprung dieser Feldkomponenten wiirde einen Flichenwirbel
dieser Vektoren und damit einen magnetischen bzw. elektrischen Flichenstrom
bedeuten. Hierzu miiite aber eine der Konstanten &, u oder ¢ oder einer der
Feldvektoren unendlich werden, was in Wirklichkeit ausgeschlossen ist.

Allerdings hat der Idealfall des vollkommenen Leiters praktische Bedeutung,
da sich die guten Leiter schnellen elektrischen Schwingungen gegeniiber mit
groBer Annidherung als vollkommene Leiter verhalten und die mathematische
Behandlung des Idealfalls bedeutend einfacher ist. Denn die vollkommene

1) A. E. H. Love, Soc. Roy. Math. Proc. London ( y Bd. 1, S. 37. 1903.
2} H. A. Lorentz, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 22, S.1 u. 205. 1877.
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Leitfahigkeit bewirkt, daf das elektrische Feld bereits im Entstehen vernichtet
wird, im Innern eines solchen Leiters also immer € = 0 und daher natiirlich auch
$ = 0 ist. Da aber ein magnetischer Flichenstrom in der Grenzfliche schon
wegen des Verschwindens der magnetischen Feldstirke im Innern nicht auf-
treten kann, muBl die elektrische Feldstirke die Fliche stetig durchsetzen, d. h.
also auch an der AuBenseite der Grenzfliche verschwinden. Die elektrische
Feldstarke steht daher auf diese Fliche normal. Dagegen herrscht in der Fliache
ein elektrischer Flachenstrom und daher durchsetzen die tangentiellen Kompo-
nenten der magnetischen Kraft die Fliche nicht mehr stetig, sondern springen
um den Betrag: dre

¢ = [gm].

Die Verhiltnisse, die das elektrische Feld an solchen Flichen zeigt, sind
also ganz analoge wie bei den elektrostatischen Erscheinungen: Die elektrischen
Kraftlinien enden auf ihnen und stehen auf ihnen normal. Daher ist es méoglich,
die TroMsonsche Bildermethode zu verallgemeinern und auch bei Wellen-
problemen zu verwenden, wie dies z. B. Mac DoNALD bei der Berechnung der
Beugung elektrischer Wellen an einem volikommen leitenden Keil getan hat?).

Man kann in der Idealisierung der stérenden Kérper dann noch weiter gehen
und gewisse Kérper durch Fliachen ersetzen. Die Felder zu beiden Seiten einer
solchen vollkommen leitenden Fliche unterscheiden sich natiirlich um einen
endlichen Betrag, erleiden also beim Durchgehen durch diese Fliche sozusagen
einen Sprung. Bei der Behandlung derartiger Probleme erweisen sich daher
mehrwertige Losungen als geeignet. Sie wurden von SOMMERFELD bei der Be-
handlung der Beugung elektromagnetischer Wellen an einer vollkommen leitenden
Halbebene in die Theorie eingefiihrt, wobei auch hier ein Spiegelungsverfahren
die Losung ergibt?).

Einen anderen Idealfall, der im Gebiete der eigentlichen elektrischen Wellen
allerdings bisher keine praktische Bedeutung besitzt, stellt die schwarze Fliche
dar. Seine theoretische Bedeutung liegt zunichst in der Einordnung dieses fiir
die theoretische Optik wichtigen Begriffes in die MaxwEerLsche Elektrodynamik.
Dies gelang KoTTLER?) durch Weiterbildung und mathematische Formulierung
der Voicrschen Auffassung, daB eine schwarze Halbebene eine offene Tiir in
einen nichtphysikalischen Raum darstellt: Die schwarze Fliche ist eine Ver-
zweigungsfliache, zu deren beiden Seiten sich zwar Ather befindet, deren eine
Seite dem physikalischen, deren andere aber einem nichtphysikalischen Raum
angehoért. Die auf die physikalische Seite auffallende ,,ungestérte’ Welle geht
daher in ihrer Gesamtheit in den nichtphysikalischen Raum iiber, wird also
durch die schwarze Fliche verschluckt. Mathematisch gefaBt, bedeutet dies,
daf} die Feldkomponenten beim Durchtritt von der einen physikalischen Seite
zur anderen einen Sprung um den Betrag erleiden, den sie in der ,,ungestérten‘
Welle besitzen. Der schwarze Schirm wird so durch ein Sprungwertproblem
definiert, wodurch sich erklirt, warum er durch Randbedingungen nicht zu fassen
ist. Die Losung dieses Sprungwertproblems gelingt durch Anwendung des
Huvcerensschen Prinzips in der in Ziff. 57 gegebenen, von LARMOR stammenden
Fassung. Diese Losung stellt das Analogon zur KircuHOFFschen Losung fiir
den schwarzen Schirm dar.

1y H. M. MacDownarp, Electric Waves App. D.

%) A. SoMMERFELD, Math. Ann. Bd. 45, S. 293, 1894; Bd. 47, S. 395. 1896. Zeitschr.
f. Math. u. Phys. Bd. 46, S. 11, 1907.

3) F. KoTTLER, Ann. d. Phys. Bd. 70, S. 405, 1923; Bd. 71, S. 457, 193; Bd. 75,
S. 634, 1924; Bd. 81, S. 373, 868; W. v. IevaTOwskY, Bd. 77, S. 589, 1925: A. RuBINO-
wicz, Bd. 74, S. 459, 1924; Bd. 81, S. 140, 1926.
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Die tiefere theoretische Bedeutung dieser Lésung liegt aber darin, daB sie,
wie ebenfalls KOTTLER dargelegt hat, eine Losung des folgenden Ansatzes ist.
Daraus, daB sich das HuvGHENssche Prinzip in die Theorie der elektromagne-
tischen Wellen einfithren 148t, erkennt man sofort, daBl auch die geometrische
Optik in dieser Theorie ein Analogon finden muB. Insbesondere muBl auch hier
der Begriff des geometrischen Schattens seine entsprechende Bedeutung bei-
behalten. Bringt man daher in das Feld eines elektrischen Dipols einen ebenen
schwarzen Schirm, so muB dieser einen geometrischen Schatten werfen, der
durch den Kegelstumpfmantel, der durch die Verlingerung der Verbindungs-
linien des Dipols mit dem Rand des schwarzen Schirms iiber diesen hinaus ent-
steht, begrenzt ist. Wire keine Beugung vorhanden, so wiirden die Feldkompo-
nenten auf dieser Fliche von dem Wert fir das Feld eines schwingenden elek-
trischen Dipols auf Null springen. Die Fliche wire also eine Unstetigkeitsfliche
des Feldes. Als solche kann sie aber nach den MaxwELLschen Gleichungen nicht
existieren. Denn nach diesen miissen Unstetigkeitsflichen, wie wir gesehen haben,
sich entweder in der Richtung ihrer Normalen mit Lichtgeschwindigkeit fort-
pflanzen oder durch Flichenladungen oder Flichenstréme bedingt sein. Beides
ist hier nicht der Fall. Daher muB} diese Unstetigkeitsfliche durch die Reaktion
des Mediums selbst zerstért werden. Es muf3 also zu der ,,ungestérten Welle
eine Beugungswelle hinzutreten, die diese Unstetigkeit aufhebt. Um diese zu
finden, miissen wir eine Losung der MAxwELLschen Gleichungen suchen, die auf
der besprochenen Kegelfliche gerade die umgekehrten Sprungwerte wie die
durch den geometrischen Schatten hervorgerufenen hat. Als einwertige Losung
dieses Sprungwertproblems ergibt sich, wenn die zuldssigen Singularititen des
Feldes auf die aus der- MAxweLLschen Theorie verstindlichen eingeschrinkt
werden, wiederum die elektromagnetische Verallgemeinerung der KIRCHHOFF-
schen Losung. Fassen wir den schwarzen Schirm als offene Tiir in einen nicht-
physikalischen Raum auf, so kénnen wir aber auch mehrwertige Lésungen zu-
lassen. Dann ergeben sich die elektromagnetischen Analoga zu den VoOIGT-
SoMMERFELDschen mehrwertigen Losungen fiir den schwarzen Schirm. In
diesen Fillen koénnen wir aber die Beugungswelle nicht mehr als reine Feldwir-
kung auffassen, bei der der schwarze Schirm durch das Schattenwerfen nur
gleichsam als Katalysator wirkt, da sonst die nichtphysikalischen Riume eine
Wirkung auf den physikalischen Raum ausiiben wiirden.

82. Allgemeine Theoreme iiber die Stromverteilung in Leitern. (Vgl. a.
Bd. XIII, Kap. 2.) Die Verteilung stationdrer Stréme in Leitern ist derart, dal3
die entwickelte JouLEsche Energie ein Minimum ist. Der Widerstand der von
Punkt P; zum Punkt P, fithrenden Strombahn sei R;,,. Der nach dem OuMschen
Gesetz in ihm flieBende Strom ist dann

Joo =g (Vi= V).
Betrachten wir eine von dieser abweichende Stromverteilung
T = Jix + Jix-
Da in dem ganzen System geschlossener Strome keine Elektrizitit entstehen

darf und die nach dem OnMschen Gesetz bestimmte Verteilung der Leiter dies
bereits beriicksichtigt, muB Z‘ Jiz=0
7

sein. Die der Stromverteilung entsprechend entwickelte JouLEsche Wirme
ist aber  F :ZklR”‘ it =§Rik]12‘k +Zk'Rik]§?c + Z%Rik]ik]%k
[ 12 t 1
=>RuJir+ 2 RuJir + 22 T (Vi — V).
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Daher ist, da natiirlich Ji; = J}, ist, die bei einer dem OmMschen Gesetz ent-
sprechenden Stromverteilung entwickelte ein Minimum.

Fiir sehr schnell verdnderliche Stréme ist dagegen die kinetische Energie
ein Minimum: Denn nach den Ziff. 44{f. ist dann

d 8T, OF | oW _
at oy, ay ey —

Wir kénnen die Funktionen als Funktionen der Zeit durch f(xvyz) ¢** darstellen,
wobei dann » eine grofe Zahl ist. Daher wird die letzte Gleichung
dT, O6F | oW
99; 99; Oy,
also angenihert oT
Y £=0.
Vi

iy = Ei'

Wenden wir dieses Resultat auf die Stromverteilung in einem Leiter an,
so folgt daraus sofort, daBl die Strome sich um so mehr an der Oberfliche des
Leiters zusammendringen werden, je schneller verinderlich das Feld ist (Skin-
effekt).

b) Die Optik der elektromagnetischen Wellen?).

63. Die Erregung elektrischer Wellen. Wir haben bereits in Ziff. 54 er-
wihnt, dafl das abgeleitete Feld eines schwingenden Dipols durch einen HERTZ-
schen Oszillator erzeugt werden kann?). Dieser besteht im wesentlichen aus
zwei geraden Leiterstiicken, an deren einander zugewandten Enden je eine
kleine Kugel, an deren voneinander abgewandten Seiten je eine Kapazitit
angebracht ist. Dieser Kondensator wird durch ein Induktorium zu Schwin-
gungen angeregt. Das durch diese Schwingungen erregte Feld kann in einiger
Entfernung, wie ohne weiteres einzusehen ist, als das Feld eines schwingenden Di-
pols aufgefalt werden und ist daher durch die erwihnten Gleichungen charak-
terisiert. Diese Gleichungen geben uns aber natiirlich keinen Aufschlufl {iber
den eigentlichen Schwingungsvorgang, insbesondere iiber die Periode und die
Dampfung des Oszillators. Diese kann in erster Ndherung aus der THOMSON-
schen Formel fiir die Entladung eines Kondensators berechnet werden.

Ist R der konstant angenommene Gesamtwiderstand, L die Selbstinduktion
des Kondensatorkreises, E die elektromotorische Kraft, so ist nach Ziff. 46

_ aJ
JR=E—L%.

Nun ist aber die elektromotorische Kraft gleich der Potentialdifferenz zwischen
den beiden Teilen des Kondensators, diese aber gleich der Ladung des einen
Teils geteilt durch die Kapazitit C des Kondensators. Unsere Gleichung schreibt
sich daher

e af

JR=¢—L,
de e d?e
=—Rgy=¢c+ L

da der Strom ja gleich der negativen Anderung der Ladung eines Kondensator-
teiles pro Zeiteinheit ist. Die Ladung e ist also eine Exponentialfunktion der Zeit:

‘R R* 1
e:Ae'EziVm“cz_

1) Vgl. auch Bd. XV B, Kap. 3, 4.
2) H. Hertz, Ges. Werke Bd. II, S. 32; Wied. Ann. Bd. 31, S. 421. 1887.
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1 R?

; CcL” 4
odischen Charakter. Kann man noch R/2L gegen 1/JCL vernachlissigen, so ist die
Schwingungsdauer durch die THoMsoNsche Formel

T =2n)CL
gegeben. yer

Die ersten von HERTZ benutzten Oszillatoren hatten (unter Annahme der
Lichtgeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwindigkeit) eine Wellenlinge in
Luft von mehreren Metern, also von der GréBenordnung der Abmessung der
Experimentierrdume. Da dies Versuche mit diesen Wellen nattirlich stéren muB,
war es notwendig, Apparaturen fiir kleinere Wellen zu konstruieren. RiGHI
lie daher die Kapazititen an den Enden der Leiter weg und machte auch die
beiden Kugeln, zwischen denen der Funken iiberspringt, moglichst klein. Dadurch
wird aber natfirlich die Kapazitit des Kondensators herabgesetzt, was nach
der THOMSONschen Formel die Schwingungsdauer verkleinert. Gleichzeitig wird
aber dadurch die Intensitit der iiberspringenden Funken und damit auch die
der erregten Wellen herabgesetzt. RiGuI verstdrkt die Funken dadurch, daB er
die beiden Kugeln in ein Paraffinbad eintaucht, das auch die Oberfliche der
Kugeln reinhidlt. Er erhilt damit Wellenlingen der GréBenordnung 10 cm?).
LEBEDEW?) ersetzt die beiden Kugeln des RiGaIschen Oszillators durch diinne,
vorn abgerundete Metallzylinder und erreichte so eine Wellenlinge von 6 mm,
Lampa®) nach derselben Methode 4 mm. NicHOLS und TEAR?) gelangten bis zu
1,8 mm. Kiirzere Wellen diirften durch diese Methode nicht erreichbar sein.

Lopce®) und Bose®) verwenden an Stelle des HErTzschen Oszillators eine
einzige Kugel als Schwingungssystem, der die Ladung von zwei kleinen Kugeln
aus durch Funken zugefithrt wird. Die Schwingungsdauer ist durch die Eigen-
schwingungen der Kugel gegeben (vgl. Ziff. 77). Da die mittlere Kugel gegen
die beiden anderen grof} sein muf, lassen sich auf diese Weise nur Wellenlingen
der GroBenordnung 10 cm erreichen.

Ein weiterer, die Reinheit der Experimente oft stérender Faktor der von
einem HERTzschen Oszillator ausgesandten Wellen ist ihre starke Dampfung,
durch die insbesondere die Berechnung der Versuchsresultate oft duBerst kom-
pliziert wird. Um diese zu verringern, arbeiten STSCHODRO?) mit einem POULSEN-
schen Lichtbogensender, BERGMANNS), KopPP?) und SCHAEFER und MERZKIRCH)
mit einem Rohrensender. Endlich haben Mie und seine Schiiler!!) eine Ab-
anderung des HeRrtzschen Oszillators konstruiert, die Wellen sehr geringer
Diampfung aussendet. Sie bringen an die beiden Belegungen eines durch eine
Funkenstrecke geschlossenen Kondensators je einen Draht an, der etwa die
Lange von einem Viertel der erzeugten Wellenlinge besitzt. Die beiden zu-
einander parallel gefithrten Drihte senden nur wenig geddmpfte Wellen aus
(StoBerregung). (Weiteres s. Bd. XV, Kap. B3 und Bd. XVII, Kap. 2.)

Die Entladung ist immer gedimpft, besitzt aber, wenn peri-

1) A. Ricui, Die Optik der elektrischen Schwingungen. Leipzig 1898.
P. LEBEDEW, Wied. Ann. Bd. 56, S. 1. 1895.
A. Lampa, Wiener Ber. Bd. 55, S. 587. 1896.
E. F. Nicaors u. J. D. Tear, Phys. Rev. (2) Bd. 20, S. 88. 1922; Bd. 21,
S. 581. 1923.
%) O. Lopge, Nature Bd. 41, S. 462. 1896.
6 J. C. Bosg, Proc. Roy. Soc. London Bd. 60, S. 167. 1896.
) N. StscHODRO, Ann. d. Phys. Bd. 27, S. 278. 1908.
8) L. BERGMANN, Ann. d. Phys. Bd. 67, S. 13. 1922.
)VV Korp, Ann. d. Phys. Bd. 72, S. 525. 1928.
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) L SCHAEFER u. G. MERzKIRCH, ZS. f. Phys. Bd. 13, S. 166. 1923.
1y G. Mg, Phys. ZS. Bd. 11, S. 1035. 1910; H. Rukor, Ann. d. Phys. Bd. 42, S. 489. 1913.
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64. Kopplung und Resonanz. Um die MaxwgrLsche Theorie zu iiberpriifen,
bedarf es noch eines Mittels, um das Auftreten der Wellen nachzuweisen. Hierzu
verwendet man meist einen zweiten Schwingungskreis (Resonator), der durch
die vom ersten (Oszillator) ausgesandten Wellen zu Schwingungen angeregt
wird und so dessen Wirkung in diesem Punkte verstirkt. Zwei Schwingungs-
kreise, die derartig angeordnet sind, daB die Schwingungen des einen auch
Schwingungen des anderen hervorrufen, bezeichnet man als miteinander ge-
koppelt. Diese Kopplung kann auf drei verschiedene Arten bewirkt werden.
Die beiden Kreise kénnen erstens ein Stiick der Leitung gemeinsam haben. Dann
bezeichnet man die Kopplung als direkte oder galvanische. Sie kénnen zweitens
einen Kondensator gemeinsam haben (kapazitive Kopplung). Endlich kénnen
die Schwingungskreise keinen rhateriellen Teil gemeinsam haben. Dann kdénnen
sie nur durch Induktion aufeinander wirken. Daher wird diese Art der Kopplung
induktive Kopplung genannt. (Ausfiihrliches s. Bd. XV, Kap. B3.y

Da diese Kopplung nur durch das zwischen den beiden Kreisen befindliche
Feld hergestellt wird, ist sie die fiir unseren Fall wichtige. Natiirlich wirkt das
zweite System auch auf das erste zuriick. In unserem Fall ist aber diese in-
duktive Riickwirkung praktisch verschwindend klein, die Kopplung ist extrem
lose. Wir brauchen daher nicht auf die vollen Induktionsgleichungen zuriick-
zugehen, sondern konnen die Schwingungen des Resonatorkreises als erzwungene
Schwingungen ansehen. Wir kénnen sie daher aus der in voriger Ziffer ver-
wendeten Gleichung ableiten, wenn wir der homogenen Gleichung noch ein Glied
hinzufiigen, das die durch das Feld dem Leiter eingeprigte elektromotorische
Kraft darstellt, wobei wir allerdings ebenso wie dort die Strahlungsdampfung
vernachlissigen.

Der Einfachheit halber nehmen wir zuerst an, daB die eingeprigte elektro-
motorische Kraft rein sinusperiodischen Schwankungen unterliege. Dann ist:

JR+ LY — E = Esinnt.

Um aus dieser Gleichung die Stromstirke J zu eliminieren, erinnern wir uns

daf J=—2° und ¢ = CE, daher J=—C%E st Also:

a*E adE .
CL_d’té__;_ CR‘d‘["{"E:‘—EOSln'Vt.

Wollen wir dagegen E eliminieren, so brauchen wir diese Gleichung nur nach der
Zeit zu differenzieren. Dann erhalten wir:

a? a
L?Z—{E—FR%-{—%:oncosvt.

Man erhilt bekanntlich ein partikulires Integral dieser Gleichungen durch

den Ansatz: E = E;sin(vt + y,)
bzw. J =vCE cos(vt + vy,),
wobei E,
E, = ; T
Clmevr + 12(on — 1)
R v
tgy, = T 1

2
2 —

CL
Um die Anfangsbedingungen erfiillen zu konnen, mufl man diesen partikuliren
Losungen noch die allgemeine Losung der homogenen Gleichungen hinzufiigen.
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Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung lautet daher, wenn wir

Lic 4122 einfithren:

E =E;sin(vt + y,) + Ey- e B2Lsgin (vyf + y,),
J =—vCE cos (vt + y,) + Joe B2Lcos(vyt + w,) .
Verlangt man, dal zur Zeit { = 0, E = J = 0, so erhilt man die Gleichungen

noch die Elgenkrelsfrequenz V2=

E;siny; 4+ E,siny, = 0,
—vCE; cosy, + Jocosyh =0

zur Bestimmung der in der Formel fiir die elektromotorische Kraft auftretenden
Konstanten. Daraus folgt, da3 der Resonatorkreis Schwingungen sowohl von
der Periode des erregenden Kreises, wie von seiner Eigenperiode ausfithrt. Am
Anfang des Prozesses sind die beiden, wie die letzten Gleichungen unmittelbar
zeigen, im allgemeinen von derselben GréBenordnung. Die Eigenschwingungen
sind aber geddmpft und klingen daher in kurzer Zeit ab, so daf3 nur die er-
zwungenen Schwingungen iibrigbleiben. Diese zeigen gegeniiber den erregenden
Wellen eine Phasenverschiebung, die immer negativ ist und bis zum Wert —xn
anwachsen kann. Sowohl die Phasenverschiebung wie auch die Intensitit der
erregten Schwingung sind vom Verhiltnis der Schwingungszahl der erregenden
Wellen gegen die Schwingungszahl der ,,ungedimpften Eigenschwingung ab-
hingig. Diese ist dann am gréBten, wenn

2 R L
[ Ry ¥
und zwar gilt dies fiir die Amplitude von E, wihrend die maximalen Amplituden
von [ erreicht werden, wenn R?

2 —
R

ist. Kann man, was meist moglich ist, R?/4 L2 gegen 1/C L vernachlissigen, so sind
diese beiden Werte einander praktisch gleich und der Fall der ,,Resonanz’* tritt
dann ein, wenn die einfallenden Wellen die Schwingungszahl der nunmehr durch
die THOMSONsche Formel » = 1/CL gegebene Eigenschwingung des Resonators
besitzen.

Erregt man einen Schwingungskreis durch Wellen derselben Intensitit,
aber verschiedener Periode, also etwa durch einen und denselben HErTzschen
Oszillator, den man dauernd verstimmt, und miBt man die im Schwingungskreis
auftretenden Stromstirken oder elektromotorischen Krifte (Spannungsdiffe-
renzen) und trégt diese als Funktion der Schwingungszahl auf, so erhilt man
die Resonanzkurve des Resonators. Fithrt man dies tatsichlich durch, so erhilt
man eine von der aus den oben abgeleiteten Formeln folgende véllig abweichende
Kurve, und zwar kann man den Unterschied kurz dahin zusammenfassen, da3 der
Resonator noch auf HERTzsche Oszillatoren anspricht, die nach der in der vorigen
Ziffer entwickelten Theorie eine von der seinigen so verschiedene Eigenschwingung
haben, dafl ihre Wellen keine merkbare Wirkung auf den Resonator ausiiben
sollten. Dies entspricht den bei der Untersuchung der stehenden elektro-
magnetischen Wellen auftretenden, von SArRAsiN und DE 1A Rive?) entdeckten
und als multiple Resonanz bezeichneten Anomalien (vgl. Ziff. 68). Sie wire
nach diesen Forschern so zu erkliren, daB3 ein HErtzscher Oszillator nicht eine
einzige Wellenldnge, sondern einen ganzen Wellenbereich aussendet. POINCARE?)

1) E. SARASIN u, L. pE 1A Rive, Arch. de Gen&ves Bd. 23, S. 557. 1890.
%) H. PoiNcarg, Electricité et optique, 1. Aufl., Bd. II, Nr. 5.
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und BJERKNESY) haben aber gezeigt, daB dies daher kommt, daB die erregenden
Wellen, die der Hertzsche Oszillator aussendet, zwar monochromatisch, aber
picht, wie in dem Ansatz vorausgesetzt, ungeddmpft sind. Wir haben also an-
zusetzen - BE dE .
CL—5 +CR-= + E = Eje~*tsinvt
S odt di
und erhalten daher als allgemeine Lésung:
R

E =E e *tsin(vt + p;) + Ege 25 sin (vt + w,) .

Wiederum setzt sich die Schwingung des Resonatorkreises aus der Schwingung
der erregenden Welle und der Eigenschwingung zusammen. Aber nunmehr
sind beide gedampft. Ist, was meistens der Fall ist, der Resonatorkreis schwicher
gedampft als der Oszillator, so iiberwiegen nunmehr die Eigenschwingungen.
Dazu kommt, daB die Wellen aus aufeinanderfolgenden gediampften Wellen-
stoBen bestehen, die die Eigenschwingungen immer wieder frisch anregen. Daher
treten die Eigenschwingungen jetzt stirker hervor, und dies ist die Ursache
dafiir, daBl die vorhin abgeleitete Formel versagt?). In gewisser Beziehung
stimmt diese Theorie mit der Annahme von SARASIN und DE LA RivE allerdings
iberein: Denn man kann den Ausdruck e~#¢siny# natiirlich durch ein FOURIER-
sches Integral ausdriicken, d.h. der Welle ein kontinuierliches Spektrum zu-
schreiben. Der Resonator spricht dann auf diejenigen Wellen an, die seine Eigen-
"‘schwingungszahl besitzen. Doch ist diese Auffassung nicht zweckmiBig.

Die Resonanzkurven kann man dazu verwenden, um aus ihnen Eigen-
schwingung und Dampfung des Resonanzkreises zu bestimmen (vgl. Bd. XVI,
-Kap. 7 und 23). Die von dem Resonator ausgehende Sekundarstrahlung wurde
bereits mehrfach untersucht3).

65. Die Entdeckung der elektrischen Wellen. Die eben besprochene Er-
scheinung benutzte HERTZ, um nachzuweisen, daB an einer bestimmten Stelle elek-
trische Wellen vorhanden sind. Er nahm zu diesem Zweck einen kreisférmigen
Draht, den er an einer Stelle durch eine Funkenstrecke unterbrach, die durch eine
Mikrometerschraube reguliert werden konnte. Indem er feststellte, bis zu welcher
Lange der Unterbrechungsstrecke noch Funken iberspringen, mafl er die maxi-
male, im Kreis auftretende Spannungsdifferenz. Neben diesen geschlossenen
.Resonatoren wandte er noch lineare an, die aus einem geraden, in der Mitte
durchbrochenen und ebenfalls mit einem Funkenmikrometer versehenen Leiter
bestanden. LaBt man das Mikrometer weg, so kann man noch aus der Stirke
der iiberspringenden Funken auf die Stirke der auffallenden Wellen schlieBen.
Um das Auftreten eines Funkens im geschlossenen Resonator hérbar zu machen,
schaltete TURPIN ein Telephon in den Leiter ein4). RicuI fand, da der Funke
verstirkt wird, wenn man den linearen Resonator dadurch herstellt, da man
auf eine Glasplatte einen diinnen Silberstreifen niederschligt, der in der Mitte
durchschnitten wird.

Die Nachfolger von HErTz verwenden fast nur den linearen Oszillator,
wobeil meist an die Stelle der Funkenstrecke ein anderes Hilfsmittel tritt. So
entdeckte LoDGE, daB ein an Stelle der Funkenstrecke eingeschaltetes, mit
Metallpulver gefiilltes Gefall durch das Auftreffen elektrischer Wellen leitend

1) V. BjeERKNES, 1. ¢. Anm,. 2. .

2) H. Poincargk, Electricité et optique. 1. Aufl. Bd. II, Nr. 5; V. BjergNEs, Wied.
Ann. Bd. 44, S.92. 1891; Bd. 54, S. 58. 1895.

3) V. BJERKNES, Wied. Ann. Bd. 49, S. 72 u. 573. 1891; A. Ricul u. K. F. LINDMANN,
Ann. d. Phys. Bd. 45, S. 518. 1914.

4) A. TurpaiN, Oscill. électr. S. 31. Paris 1899.
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gemacht wird. Derartige Kohdrer wurden in groBer Anzahl konstruiert, darunter
auch solche, die den Nachteil des von LoDGE konstruierten, daB sie nur kiinstlich
wieder nichtleitend gemacht werden kénnen, nicht besitzen, sondern von selbst
wieder in den urspriinglichen Zustand zuriickkehrenl), Am meisten benutzt
wurde der von KLEMEN(V:IE2) konstruierte Thermoresonator, der an die Stelle
der Funkenstrecke einen iiber die Lotstelle eines Thermoelements gefiihrten
Draht besitzt und daher ¢2 miBt. Auch das Bolometer?) und der Kristall-
detektor4) wurden verwendet. Zur Demonstration eignen sich besonders die von
ZEHNDER benutzten Roéhren, die das Auftreffen der Wellen durch Leuchten
anzeigen?®).

Die Eigenschwingungen derartiger Resonatoren koénnen wir nach der
folgenden, von POINCARE angegebenen Methode angenihert berechnen®). Wir
machen dazu die Annahme, daB der Halbmesser g, des zylindrischen Leiters,
aus dem der Resonator besteht, so klein ist, da man seinen Betrag gegen die
Einheit vernachlissigen kann. Seine Gestalt ist dadurch eingeschrinkt, daB
die im folgenden verwendeten Formeln fiir das Potential eines unendlichen
Zylinders an seiner Oberfliche in erster Ann#herung giiltig bleiben. Da wir
nattirlich wiederum den Fall extrem loser Kopplung behandeln, haben wir das
folgende Problem zu 16sen: Der Oszillator entsendet das Feld €, ;. Durch
dieses wird der Resonator zu Schwingungen angeregt, die das Feld €,, $, hervor-
rufen. Da wir annehmen, daf3 der Resonator ein vollkommener Leiter ist, muf3

an seiner Oberfliche die tangentielle Komponente der elektrischen Kraft ver-
schwinden:
(‘531 + @32 = 0.

§, setzt sich aus drei Teilen zusammen: Da die Stromstéirke nicht in allen Quer-
schnitten dieselbe ist, muB an der Oberfliche des Zylinders eine elektrische
Flachenladung auftreten, deren Dichte pro Lingeneinheit wir mit ¢ bezeichnen,
und die mit der Stromverteilung durch die Gleichung (1), Ziff. 12

ay _
9s Tar =0

zusammenhingt. Daher 148t sich der eine Teil von €, aus dem Potential dieser
Flichenbelegung ableiten. Ist der Zylinder geniigend diinn, so ist das Potential
an der Oberfliche durch die Formel fiir den unendlichen Zylinder gegeben:

Vy,= 2alg%,
0

wo R, die Entfernung von der Zylinderachse bedeutet, bei der das Feld €, bereits
merklich verschwindet. Der zweite Teil von @€, rithrt von der Induktionswirkung
der im Resonator auftretenden Stréme her. Er 148t sich daher von einem Vektor-
potential ableiten, dessen tangentielle Komponente an der Oberfliche des Leiters
sich durch (Ziff. 33) eine der eben gemachten Betrachtung vollkommen analog zu

R
As2: Zflg;og

1

o

G.V. Mc Lean, Phil. Mag. Bd. 48, S. 115. 1899.
J. KLeMENCIE, Wied. Ann. Bd. 45, S. 62. 1892.
H. RuBens u. R. RiTTER, Wied. Ann. Bd. 40, S. 55. 1890.
L. BErGMANN, Ann. d. Phys., Bd. 67, S. 13, 1922.

%) L. Zee~NDER, Wied. Ann. Bd. 47, S. 77. 1892; Anmn. d. Phys. Bd. 33, S. 631. 1910;
Bd. 36, S. 119. 1911.

6 H. Poincarg, Electricité et optique. 1. Aufl.,, Bd. IT, S. 198; Oscillations électriques
S. 220.
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ergibt. Der dritte Teil von €, stammt von der Induktionswirkung der Ver-
schiebungsstréme des vom Resonator ausgesandten Feldes. Es 148t sich zeigen,
daB dieser Teil vernachldssigt werden kann. Denn der entsprechende Teil von €,
148t sich wiederum von der s—Kbmponente eines Vektorpotentials ableiten, das
1 06,,
¢ Ot
ist. Infolge der zylindrischen Symmetrie 1i8t sich dies zur Abschitzung durch
1 g 065,

ersetzen, wobei ¢ die Entfernung von der Zylinderachse angibt. Daher

¢ @ Ot
wird das Potential o
;2N%ag’;2 Lo dyv’ dv=opdodpdz,
Qo
also von der GroBenordnung Qo log . Da die tibrigen Potentiale von der GroBen-
ordnung log smd kann dieser Te11 vernachldssigt werden. Wir erhalten daher
3 Qo af 0o 0o
0:81+§1 R T2EBR 5 =0,
18] 8o @:“
et Tas T T ’
2log =~
a] | 0o
s Ta =0
und daraus: 06,,
1] ey e
FOE T T e = (s, 7).
g R,

Wir haben mit dieser Gleichung einen neuen Ausgangspunkt fiir die Theorie
der Resonatoren gewonnen. Sie unterscheidet sich<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>