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Vorwort zur ersten Auflage. 

Ich habe es auBerordentlich begriillt, daB mein Assistent Dr. FRITZ 
CHMELKA sich der Miihe unterzog, die vorliegende Einfiihrung in die 
Statik zu schreiben. Sie gibt im wesentlichen den Inhalt der Vorlesungen 
wieder, die von mir und, seitdem in den letzten Jahren die Abhaltung 
von Parallelvorlesungen notwendig war, von Dr. CHMELKA in meiner 
Vertretung fUr die Horer des ersten Semesters der Abteilung fUr Archi­
tektur an der Technischen Hochschule in Wien gehalten wurden. 

Die langj1ihrige Lehrtlitigkeit hat mich die Dberzeugung gewinnen 
lassen, daB es bei einer derartigen Vorlesung nicht so sehr darauf an­
kommt, den Horem moglichst viel, sondem in erster Linie die Grund­
lehren in klarer und eingehender Darstellung vorzutragen. Ich hoffe, daB 
es meinem Mitarbeiter gelungen ist, dieses Ziel in dem vorliegenden Buch 
zu erreichen und ebenso wie bei meinen Vorlesungen bei den Lesem 
Verstandnis fUr ein ihnen neues Gebiet zu wecken und den Anfangem 
bei aller logischen Strenge leicht verstandlich zu bleiben; denn es wurden 
lediglich Kenntnisse vorausgesetzt, wie sie die deutschen Hoheren Schulen 
vermitteln. Wie der Titel besagt, soIl das Buch nur eine Ein!uhrung in 
die Statik sein, die dem Leser die Grundlage ffir sein weiteres Studium 
geben solI. Es wurde daher das Hauptgewicht darauf gelegt, das Wesent­
liche klar herauszuarbeiten und, wiewohl sich die meisten Beispiele auf 
technische Anwendungen beziehen, nicht das Ziel angestrebt, eine voll­
stllndige Darstellung der praktischen Statik des Hochbaues zu geben. 
Dies muB vielmehr spliteren Vorlesungen iiber Baukonstruktionslehre 
vorbehalten bleiben. 

Dr. CHMELKA hat die Absicht, diesem Buch eine ahnliche Einftihrung 
in die Festigkeitslehre folgen zu lassen, die dann zusammen mit der 
Statik ein abgeschlossenes Ganzes bildet. Beide Biicher sind jedoch so 
verfaBt, daB sie unabhlingig voneinander gelesen werden konnen. 

ERNST MELAN. 

Es ist mir ein Bediirfnis, Herro Professor Dr. MELAN ffir seine Mit­
hilfe am Zustandekommen des vorliegenden Buches an dieser Stelle 
meinen Dank auszusprechen. Er stand mir stets geme mit Rat und Tat 
zur Seite und half mir iiber manche Schwierigkeit hinweg. Meinem 



IV Vorwort zur vierten Auflage. 

Kollegen Dipl.-Ing. HERBERT WYCITAL danke ich fur seine Unter­
stutzung bei der Durchsicht der Korrekturbogen. 

Mit den Horern meiner Vorlesungen verband mich beste Kamerad­
schaft. Diesen meinen jungen Freunden, die der Krieg in aile Wind­
richtungen zerstreut hat, soU das Buch gewidmet sein. 

Wien, im September 1942. 
FRITZ CHMELKA. 

Vorwort zur vierten Auflage. 

Ebenso wie die erste Auflage des vorliegenden Buches war auch die 
zweite binnen kurzer Zeit vergriffen. 1m Herbst 1944 bot sich dem Verlag 
iiberraschend die Moglichkeit, eine dritte Auflage herauszubringen. Infolge 
der kurzen Zeit, die hiezu zur Verfiigung stand, wurde ein unveranderter 
Nachdruck der zweiten Auflage hergestellt und anfangs des Jahres I945 
gelangten die ersten fUnf Probeexemplare der neuen Auflage von der 
Druckerei in Thiiringen nach Wien. Die zunehmende Harte des Krieges 
verzogerte die Auslieferung der bereits fertiggestellten Bucher, bis im April 
die Verbindung mit der Druckerei vollstlindig abriB und bisher nicht 
wieder aufgenommen werden konnte. Wlihrend des Kampfes urn Wien 
brannte das Wiener Verlagshaus bis auf den Grund nieder und dabei gingen 
von den oben erwlihnten ffinf Exemplaren vier verloren, so daB von der 
dritten Auflage des Buches derzeit in Osterreich nur ein einziges voll­
stlindiges Stiick existiert, das sich in meinem Besitz befindet. Der Ver­
lag war durch den harten Schlag, der ibn getroffen hatte, keinesweg~ 
entmutigt, sondern ging unverziiglich daran, sich neu einzurichten, was 
ibm mittIerweile dank seiner T1\tkraft vollauf gelungen ist. Es ist mir 
eine besondere Freude, daB sich unter den ersten Werken, die der Ver­
lag nach dem Kriege herausgebracht hat, auch die "Statik" befindet, von 
der als vierte Auflage ein photomechanischer Nachdruck der dritten 
Auflage hergestellt wurde. Zufolge der Art des Druckverfahrens war es 
mir leider nicht moglich, dem Buch einige schon lange geplante Er­
weiterungen hinzuzufiigen; die vorliegende Auflage erscheint daher 
gegeniiber der zweiten und dritten unverandert. Hingegen kann nun ein 
in der ersten Auflage gegebenes Versprechen eingelost werden. Dank der 
Bemiihungen des Verlages ist der Druck der "Einfuhrung in die Festig­
keitslehre" so gut wie abgeschlossen, sodaB den Lesem der "Statik" 
auch deren Fortsetzung, die "Festigkeitslehre", zur Verfiigung stehen 
wird. 

Wien, im Marz I946. 
FRITZ CHMELKA. 
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1. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht 
von Kraften. 

I. Einleitung. Unter Statik versteht man die Lehre yom Gleichge­
wicht von Korpern, die unter dem EinfluB von Kraften stehen. 
Der Gegensatz zur Statik ist die Dynamik, die Lehre von den Be­
wegungen der Korper unter dem EinfluB von Kraften. Die von 
uns betrachteten durchwegs festen Korper teilen wir ein in starre, 
elastische und plastische. Ein Korper heiBt starr, wenn er unter 
der Einwirkung von Kraften seine Gestalt nicht andert. Elastische 
und plastische Korper nennt man so1che, die bei Belastung Form­
anderungen erleiden. Ein Korper heiBt elastisch, wenn die Form­
anderungen bei Entlastung wieder vollstandig zuriickgehen, hingegen 
plastisch, wenn sie auch nach der Entlastung ganz oder teilweise bestehen 
blciben. Viele Korper verhalten sich bei geringen Belastungen elastisch, 
bei groBeren plastisch. Man spricht deshalb bei ihnen von einem elasti­
schen bzw. plastischen Belastungsbereich. Vollkommen starre Korper 
gibt es in Wirklichkeit nicht, doch sind die Verformungen, welche die im 
Hochbau verwendeten Werkstoffe wie Stahl, Stein, Beton und Holz bei 
normaler Beanspruehung erleiden, so klein, daB die betreffenden Korper 
in vie len Hillen als praktiseh starr angesehen werden konnen. 

Beziiglieh der Krafte unterscheiden wir Einzelkratte und verteilte 
Kratte. Eine Einzelk:r:aft hat endliche GroBe und greift an in einem 
be!>timmten Punkt des betrachteten Korpers, den wir A ngriffspunkt 
nennen. Verteilte Krafte dagegen sind Ansammlungen von unendIich 
vielen, unendlich kleinen Kraften, die flachenartig oder raumlich tiber 
gewisse Bereiche des Korpers verteilt sind. Als Einzelkrafte, die ja 
streng genommen auch nur Gedankendinge sind, haben wir z. B. Kran­
lasten, Stiitzendriicke, Raddriicke u. dgl. zu. betraehten. Als verteilte 
Krafte dagegen wirken Sandschtittungen, der Druck des Windes auf 
Bauwerke, das Eigengewicht der Bauteile usw. 

Als Einheit der Kraft wahlen wir das Kilogramm (kg) bzw. die 
Tonne (t). Als Einheit der Lange das Meter (m) bzw. das Zentimeter (em). 
Da wir nur Korper im Gleichgewicht, d. h. also in Ruhe betrachten, wird 
die Zeit in unseren Berechnungen nirgends vorkommen und die Einheiten 
(Dimensionen) samtlicher GroBen, die uns im folgenden begegnen werden, 

C h mel k a· IIIe I an, Statik, •. Aufl. 1 



2 I. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht von Krlften. 

werden sich lediglich aus Potenzen der Kraft- und der Langeneinheit 
zusammensetzen 1. 

Zur eindeutigenKennzeichnung einer Kraft ist,neben der Angabe ihres 
Angriffspunktes, nicht nur ihre GroBe maBgebend, sondern auch ihre 
Richtung. Gro6en, die neben Angabe ihrer MaBzahl auch noch eine 
Richtungsangabe erfordern, werden allgemein ais Vekroren bezeichnet, 
im Gegensatz zu den Skalaren, welche durch Angabe ihres Betrages allein 
ausreichend beschrieben sind. (Ein Skalar ist z. B. die Dichte eines 
Korpers.) Die Krafte sind also Vektoren und wir werden sie in zeichne­
rischen DarsteIlungen zweckm1iBig durch Pfeile versinnbildlichen, deren 
Lange in irgendeinem MaBstab die KraftgroBe und deren Richtung die 
Kraftrichtung angibt. Es ist zu beachten, daB zwei Krafte, die wohl dem 
Betrage nach iibereinstimmen, aber nicht dieselbe Richtung haben, nicht 
als gleich gelten. 

Zusammenfassend konnen wir also sagen, daB fiir die Kennzeichnung 
einer Kraft folgendes gegeben sein muB: 1. die GroBe der Kraft. Diese 
ist stets ein positiver Wert und wird deshalb auch als absoluter Betrag 
der Kraft bezeichnet; 2. eine Gerade, in der der Kraftvektor liegt, und 
die Wirkungslinie der Kraft genannt wird; 3. die Angabe, ob die Kraft 
auf dieser Geraden nach der einen oder nach der anderen Richtung weist 
(Richtungssinn); 4. der Angrifjspunkt der Kraft. 

Gruppen von Kr1lften nennt man Krajtsysteme. Man unterscheidet 
ebene und raumliche Kraftsysteme, je nachdem aIle Kraftvektoren des 
Systems in ein und derselben Ebene liegen oder irgendwie im Raum 
verteilt sind. Haben aIle Krafte eines Systems denselben Angriffspunkt, 
so nennt man das Kraftsystem ein zentrales, sonst ein allgemeines. 

1m I. Abschnitt werden wir uns nur mit Systemen von Einzelkraften 
beschaftigen. Die spater uns begegnenden verteilten Krafte werden wir 
stets durch gleichwertige Einzelkrafte ersetzen. 

A. Das zentrale ebene Kraftsystem. 
2. Zeichnerische Behandlung des zentralen ebenen KraItsystems. Wir 

betrachten eine Gruppe von Einzelkraften, die aIle in derselben Ebene 
liegen und in ein und demselben Punkt eines beliebig gestalteten Korpers 
angreifen. Es ist fiir das Folgende nicht notig, diesen Korper als starr 
vorauszusetzen. 

1 Wir haben damit das sog. technische Maasystem eingefuhrt, das als Grund­
einheiten die Einheiten der Kraft, der LAnge und der Zeit verwendet, zum Unter­
schied yom wissenschaftlichen MaBsystem, das die Einheiten der Masse, der LAnge 
und der Zeit zugrunde legt. Streng genommen mii/3ten wir also unsere Krafteinheit 
KUogrammgewicht nennen zum Unterschied von der KUogrammasse des letzteren 
Ma/3systems. Da dieses aber in der Statik niemals verwendet wird, nennen wir 
die Krafteinheit Kilogramm schlechtweg. 



2. Zeichnerische Behandlung des zentralen ebenen Kraftsystems. 3 

Behandeln wir zunachst den Fall, daB unser Kraftsystem bloB aus 
zwei KraftenPl und PI bestehe1, die imPunktA eines beliebig gestalteten 
Korpers angreifen sollen (Abb. la). Dann weiB man aus Erfahrung (dies 
laBt sich also nicht etwa mathematisch beweisen), daB man diese heiden 
Kriifte mit Hilfe des Krtijteparallelogramms zu einer einzigen Kraft, der 
Resultierenden R (auch Mittelkrajt genannt), vereinigen kann, die auf 
den Korper dieselhe Wirkung ausiibt wie PI 
und PI zusammen. R greift ebenfalls im 
Punkt A an und liegt in der durch die Wir­
kungslinien von PI und PI hestimmten 
Ebene. 

Anstatt mittels des Kriifteparallelogram­
mes konnen wir Rauch mit Hilfe des Kriijte­
dreiecks gewinnen, indem wir einfach die 
Kraft PI an die Kraft PI anfiigen (Abb. 1 b). 

/(

P. ;4' 

./ 
1 .4 

b 

Abb.1. 

Die dritte 5eite des so entstehenden Dreiecks stellt dann R nach 
GroBe und Richtung dar, wobei zu beachten ist, daB R dem durch die 
Pieile von PI und PI gegebenen Umfahrungssinn des Dreiecks ent­
gegenweist. Das Kraftedreieck oder das Krajteck, wie wir es in Hin­
kunft nennen wollen, braucht nicht in Punkt A angeschlossen zu wer­
den, sondern kann irgendwohin gezeichnet werden. Wir haben dann 
nur die gewonnene Resultierende parallel in den Punkt A zu verschie­
ben. Wir stellen unschwer fest, daB wir zu genau derselben Resultie­
renden R kommen, wenn wir die 
Kdifte im Krafteck in umgekehr­
ter Reihenfolge aneinanderfiigen. 

Die Aufsuchung der Resultie­
renden eines aus mehr als zwei 
Kraften bestehendenKraftsystems 
kann etwa dadurch erfolgen, daB 
wir die Konstruktion des Krafte­
parallelogramms mehrmals hinter­
einander ausfiihren. 50 wurde in 

It 

Abb.2. 

Abb. 2a zunachst Pl mit PI zu einer Resultierenden R1,1 zusammenge­
setzt, hierauf R1,1 mit Pa zu einer Resultierenden R1'1'3, und schlieBlich 
R1,",.mit P,zur Resultierendenaller KriifteRzusammengesetzt. Hierfiihrt 

1 Genau genommen 3011ten wir den Kraftvektor, also den Inbegriff von GroBe 
und Richtung der Kraft, anders bezeichnen als den Betrag der Kraft allein, wie dies 
auch in der reinen Mechanik geschieht. Dort werden die Vektoren meist mit deut­
schen, ihre BetrAge dagegen mit den entsprechenden Lateinbuchstaben bezeichnet. 
Jedoch hat sich diese Bezeichnungsweise in die tecbnischen Anwendungen bisber 
nicht eingebflrgert. weshalb wir zur Bezeichnung der Krll.fte ausschlieBlich Latein­
buchstaben verwenden werden. Es wird aus dem Zusammenhang stets klar hervor· 
gehen, ob es sich um den Kraftvektor oder um den Betrag der Kraft handclt. 

1* 



4 I. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht von Krll.ften. 

jedoch die Ennittlung von R mittels des Kraftecks, das jetzt ein Polygon 
wird, wesentlich rascher zum Ziel (Abb. 2b). Wir zeichnen dazu von 
einem beliebigen Punkt A I aus P1 und £ligen daran Pa• Das Ergebnis 
dieser Zusammensetzung ware R1'2 das wir, urn es mit Pa zusammenzu­
setzen, gar nicht einzuzekhnen brauchen. Wir fiigen einfach an den 
Endpunkt von P2 die Kraft Pa und daran schlieBlich P,. A I mit dem 
Endpunkt von P, verbunden gibt dann R nach GraBe und Richtung. 
\Vir haben es nur noch parallel in den gemeinsamen Angriffspunkt A 
aller Krafte zu verschieben. 

Wir beachten wieder, daB R dem durch die Pfeile von P1 bis P, ge­
gebenen Umlaufsinn des Kraftecks entgegenweist. Ferner gilt auch hier, 
daB wir stets zu derselben Resultierenden kommen, in welcher Reihen­
folge wir auch die Krafte im Krafteck aneinanderfiigen. (Der Leser 
iiberzeuge sich davon.) Dieses Aneinanderfiigen der Krafte im Krafteck 
nennt man auch geometrische Addition, und dementsprechend wird R als 
die geometrische Summe der Krafte P1 bis P, bezeichnet. Die Vereinigung 
von Kraften zu einer Resultierenden wird auch Reduktion des Kraft­
systems genannt. 

Fassen wir zusammen, so kannen wir sagen: Fugt man die einzelnen 
Krafte eines zentralen ebenen Kraftsystems in beliebiger Reihenfolge anein­
ander, dann ist die SchlufJlinie des so entstehenden offenen Polygons gleich 
der Resultierenden des Kraftsystems nach GrofJe und Richtung. R weist 
dem durch die Riehtungen der Krafte gegebenen Umlaufsinn des Krafteeks 
entgegen und greift an im gemeinsamen Angriffsp~tnkt aller Krafte. 

Nehmen wir an, der von uns in Abb. 2 betrachtete Karper sei, bevor 
das Kraftsystem auf ihn gewirkt habe, in Ruhe gewesen, so wird er nach 
Aufbringungder Krafte inder Richtungihrer Resultierenden in Bewegung 
geraten. Ist jedoch diese Resultierende gleich Null, dann bleibt der 
Karper sicherlich auch weiterhin in Ruhe. In diesem Fane sagen wir, 
der Karper befindet sich im Gleichgewieht oder auch, das Kraftsystem ist 

im Gleickgewickt. Denn haufig be­
fl A' gniigt man sich mit der Zeichnung D des Kraftsystems und denkt sich 

den Karper, an dem es angreift, bloB 
IJ ~ hinzu, da ja seine Gestalt keinerlei 

EinfluB auf dasErgebnis der Krafte-
IJ 1 zusammensetzung hat. 

Abb.3· Die Bedingung fur das Gleich-
gewickt eines ebenen zentralen Kraft­

systems ist also das Versekwinden der Resultierenden. Dies tritt offenbar 
dann und nur dann ein, wenn sich das Krafteck schlieBt, wie dies z. B. 
fiir das in Abb. 3 gezeichnete System der Fall ist. Wir beachten, daB in 
diesem Fall der durch die Pfeile gegebene Umlaufsinn des Kraftecks 
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nirgends unterbroehen ist. Die Reihenfolge der Krafte ist wieder ganz 
beliebig. 

Das einfachste Beispiel eines zentralen Kraftsystems, das sich im Gleichgewicht 
befindet, ist das zweier gleich groBer aber entgegengesetzt gerichteter Krl!.fte, die 
im selben Punkt angreifen. Sowohl mit Hilfe des Krll.fteparallelogramms als auch 
mittels des Kraftecks sieht man, daB die Resultierende gleich Null ist. Zwei solche 
Krll.fte heben also einander in ihrer 'Virkung auf und konnen daher weggelassen 
werden. Ja wir konnen auch, was sich spll.ter oft als zweckmll.Big erweisen wird, 
zwei solche Krll.fte einem Kraftsystem hinzufiigen, ohna daB an seiner Wirkung 
etwas gell.ndert wird. Sind die beiden Kriifte jedoch nicht gleich groB oder schlieBen 
sie miteinander einen Winkel ein, so sind sie nicht mehr im Gleichgewicht. 

Bei der Reduktion eines ebenen zentralen KraJtsystems sind also die 
Jolgenden zwei Ergebnisse moglieh: 

a) Das KraJtsystem reduziert sieh auf eine Einzelkraft. Zeiehneriselzes 
Kennzeiehen: KraJteek oJJen. 

b) Das KraJtsystem ist im Gleielzgewieht. Zeiehnerisehes Kennzeichen: 
KraJteek geschlossen. 

3. Zerlegung einer Kraft in zwei Komponen­
ten. Ebenso wie man zwei Kriifte zu einer ein­
zigen vereinigen kann, ist es aueh moglieh, eine 
Kraft in zwei Teilkrafte, wclche Komponenten 

a. 

A'\1 
Po genannt werden, zu zerlegen. SoIl etwa die ..... p 

P\J~ 
2 Kraft P der Abb.4 nach den vorgegebenen 

Wirkungslinien a und b, die dureh den An­
griffspunkt A von P gehen, in die Kompo­
nenten P a und Pb zerlegt werden, so kann dies 

1 

Abb.4· 

zeiehnerisch entweder mittels des Krafteparallelogramms (Bild 1) 
oder mittels des Kriiftedreiecks (Bild 2) gesehchen. Tm letzteren Falle 
sind die aus dem Krafteek gewon-
nenen Komponenten von A aus 
aufz.utragen. 

Von besonderer Bedeutung ist .Y, ---- C 
die Zerlegung einer Kraft in zwei If i 
zu einander senkreehte Kom- : , 
ponenten. SolI z. B. die Kraft PI ' 
der Abb.5 naeh den Aehsenrich- .,.:!rx,IfJ 
tungen des eingezeichneten Ko- _______ -'0--1.......,'.;:;8 ____ _ 
ordinatensystems in zwei Kom- X2 0 X, 
ponenten Xl und Y1 zerlcgt wer-
den, so lassen sich diese leicht be­
reehnen. Bezeichnen wir den Abb·5· 

Winkel, den die Richtung von PI mit der positiven x-Richtung ein­
schlieBt, mit (x, PI) so gilt: 
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In diesen Formeln bedeutet der erste Faktor den absoluten Betrag der 
Kraft, ist also stets positiv. Dagegen konnen die Winkelfunktionen auch 
negativ werden, denn wir wollen festsetzen, daB wir den Winkel, den eine 
beliebige Kraftrichtung mit der positiven x-Richtung einschlieBt, stets 
von dieser ausgehend im Gegenzeigersinn von 0-3600 zahlen wollen. 
Diesen Drehsinn, der dadurch gekennzeichnet ist, daB in seiner Richtung 
die positive x-Achse auf kiirzestem Wege in die positive y-Achse iiber­
gefiihrt werden kann, wollen wir in Hinkunft immer als den positiven 
bezeichnen. Ein Winkel, der in der umgekehrten Richtung gemessen 
wird, ist daher stets mit einem Minuszeichen zu versehen. 

Fiir die in den zweiten Quadranten weisende Kraft P2 ergeben sich 
die Komponenten: 

X2 = P2 cos (x, P2), Y2 = P" sin (x, PI)' 
Hier ist cos (x, Ps> negativ, sin (x, Pi) positiv. Die in die negative 
x-Richtung weisende Komponente XI ergibt sich somit von selbst als 
negativ, die in die positive y-Richtung weisende Komponente YI als 
positiv. Berechnen wir daher die Kompopenten einer beliebigen Kraft Pi 
nach den Formeln: 

(3, 1) 

so erhalten wir daraus nicht nur deren GroBe, sondern auch durch das 
Vorzeichen einen Hinweis auf ihre Richtung. 

Durch Angabe ihrer beiden Komponenten ist eine Kraft nach Grope und 
Richtung eindeutig festgelegt, da ja die geometrische Zusammensetzung 
der Komponenten zu einem vollkommen eindeutigen Ergebnis fiihrt. Aus 
zwei rechtwinkligen Komponenten Xi, Yi einer Kraft Pi konnen wir 
auch deren GroBe und Richtung leicht berechnen. Denn es gilt zunachst 
fiir die GroBe [man betrachte das Drcieck aBC der Abb. 5 oder qua­
driere und addiere die Gl. (3, 1)]: 

p. _ Iv;...J-. Y: 
1 -l .. d ... , .. 

(wobei die Wurzel stets positiv zu nehmen ist). 
den GI. (3, 1): 

(3,2) 
Ferner erhalten wir aus 

( P) x. . ( P ) Yi ) cos x, i = pi' sm X,i = Pi (3, 3 

(darin sind die Vorzeichen der Komponenten zu beriicksichtigen). Durch 
seinen Sinus und Cosinus ist der Winkel (x, Pi) innerhalb der vier Qua­
dranten eindeutig bestimmt. 

4. RechnerisChe Behandlung des zentralen ebenen Kraftsystems. 
a) System von zweiKriiften. Fiir zweiKrafte P l , Pa, die im selben Punkte 

angreifen und miteinander den Winkel eX einschlieBen, laBt sich die GroBe 
der Resultierenden R nach dem Cosinussatz der ebenen Trigonometric 
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leicht berechnen. Aus dem Dreieck A Be der Abb. 6a foIgt: 

R ={P: +P: +2PIP'l.Co~: 
Darin bedeuten PI und PI die absoluten Betrage der beiden Krafte. 

SchlieBen PI und P~ miteinander einen 
reehten Winkel ein (Abb. 6b). so gilt: 

R = Y P: + P; . (4, 4a) 

b) System von beliebig vielen Krajten. 
Wir wollen nun GroBe und Richtung der 
Resultierenden eines aus beliebigvielenKraf­
ten bestehenden zentralen ebenen Kraft­
systems rechnerisch ermitteln. Die Au.fgabe 
ist nachNr.3gelost,wenn wir die beidenKom­
ponenten von R,'Xn und Y n gefunden haben. 

%-__ mm __ :-.C 
2 ~ _''-fT_- , 
~-• ..-~tll 

A Ii 8 a. 

Abb.6. 

Betrachten wir etwa das in Abb. 7 dargestellte, aus den Kraften PI' 
P'J' P a bestehende System und denken uns seine Resultierende zuruiehst 
zeichnerisch ermittelt, indem wir gleieh im Punkt 0 beginnend die drei 
Krafte zu einem Krafteck zusam-
menfiigen. Bezeiehnen wir mit 
Xl' YI dieKomponentenvonPlusw., 
so sehen wir,daB sichXnzusammen­
setzt aus Xl vermehrt um XI und 
diese Summe vermindert um den 
Betrag von Xa oder, da sieh ja aus 
den GI. (3,1) Xs von selbst als nega­
tiv ergibt, vermehrtumXa (Xa < 0). 
Xn ist also gIeich der algebraischen 
Smnme (Summe aus positiven und 
negativenSummanden) der x-Kom­
ponenten aller Krafte: 

Xn = Xl + XI + Xa' 

y 

X, 

Abb. i. 

In gleicher Weise ergibt sich Y n als algebraische Summe ocr y-Kompo­
nenten aller Krafte: 

Y n = YI + Y'I. + Ya· 

In dieser Summe ist YI > 0, Y2 < 0, Ya > o. 
Besteht das Kraftsystem nieht aus drei, sondem aus n Kraften 

PI' P2, ••• , P'1I' mit den Komponenten Xi und Yi (i = 1 ... n), welche 
nach den Gl. (3, 1) zu berechnen sind, so ergibt sich fUr die Komponenten 
der Resultierenden R: 

XR =X1 +X2 + ... +X", 
Y R = Y1 + Y'I. + ... + Y". 
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oder, in abgekurzter Schreibweise, mit Verwendung des Summen­
zeichens1 : 

n n 

X R = ,2Xi = ,2Pi cos (x, Pi), 
i= 1 ;=1 

n n 

Y R = ,2Yi = .2Pi sin (x, Pi)' 
';=1 i=-1 

In Worten: Die Komponenten der Rcsultierenden sind gleich den alge­
braischen Summen der Komponenten der einzelnen Krafte des Systems. -
Wie wir spater sehen werden, gilt dies nicht nur fUr das zentrale, son­
dem fur jedes beliebige Kraftsystem. 

Nach den Gl. (3,2) und (3,3) erhalten wir dann GroBe und Richtung 
der Resultierenden: 

R - Ixi-::J-y· 2 -1 RT R, 

XR. YR 
cos (x, R)= -if ' SIn (x, R) = -R-

Die Wurzel ist stets positiv zu nelunen, X R und Y R sind in die Gl. (4,7) 
mit ihren Vorzeichen einzusetzen. 

Nach Nr. 2 ist ein zentrales ebenes Kraftsystem im Gleichgewicht, 
wenn R =0 ist. Das ist dann und nur dann derFall, wenn X R = Y R = 0 

ist. Daher lauten die rechnerischen Bedingungen fur das Gleichgewicht 
eines aus n-Kraften bestehenden zentralen ebenen Kraftsystems: 

n n 

.2Xi = 0, ,2Yi = o. 
i=1 i='''l 

In Worten: Ein zentraZes ebenes Kraftsystem ist im GZeichgewicht, wenll 
sowohZ die aZgebraische Summe der x-Komponenten, aZs auch die algebraische 
Summe der y-Komponenten aller Kriifte gleich Null ist. 

Da die Lage des Koordinatensystems ganz belie big war, konnen wir 
auch sagen: Ein zentraZes ebenes Kraftsystem ist dann und nur dann im 
Gleichgewicht, wenn fur zwei beliebige Richtungen2 die algebraischen 
Summen der Komponenten aller Kriifte verschwinden. 

5. Beispiele fur die Reduktion zentraler ebener Kraftsysteme. a) System von 
KYatten mit verschiedener Richtung. Fur das in Abb. 8 dargestellte, aus drei Krl!.ften 
bestehende zentrale ebene Kraftsystem soil GroBe und Richtung der Resultierenden 
auf zeichnerischem und rechnerischem Wege ermittelt werden. 

Die zeichnerische Losung wurde mittels des Kraftecks durchgefuhrt, das in 
Abb. 8 vom Punkt 0 ausgehend gezeichnet wurde. Als KraftmaBstab wurde ange-

n 
1 .2 ... groBes griechisches Sigma;.2 Xsist zu lesen: "Summe aller Xi, i ll!.uft 

von 1 bis 11". <=1 
2 Die beiden Richtungen durfen nur nicht einen Winkel von 1800 ein­

schlieBen. Praktisch wird man sie meist zu einander senkrecht annehmen. 
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nommen. daB einem Kraftvektor von 1 em LAnge eine Kraft von 2 t entspricht. 
Wir sehreiben in Hinkunft: KM: 1 em. , , 2 t. Die SchluBlinie des Kraftecks ist 
die Resultierende R. welche sich 1.5 em lang ergibt. Demnaeh ist also der Betrag 
von R = 1.5'2 = 3.ot, Der 
Winkel (x. R) kann ebenfalls !I 
gemessen werden und betriigt 
147°, 

Das zur reehnerisehen Lo­
sung erforderliehe Koordinaten­
system legt man zweekma.Big so. 
daB eine Aehse mit einer der 
Krafte zusammenfiillt. Die 
Reehnung wird am besten in 
Form einer Tabelle durehge­
fiihrt (Tabelle 1). In den er­
sten drei Spalten befinden sich 
die Angaben tiber das Kraft­
system. in den tibrigen die er­
forderliehen Zwisehenresultate. 
Zuniiehst werden die Kompo­
nenten der einzelnen Kriifte 
naeh den Gl. (3. 1) bereehnet. 
deren algcbraisehe Summen 
naeh den Gl. (4, 5) die Kompo­
nenten der Resultierenden cr-

KM: fClll. ....... zt 

Abb.8. 

Tabelle 1. 

(X. Pi) Xi 1'. 
Kraft t cos (x. Pi) sin (x;Pil • 

Grad t t 

P 1 4,00 0 +1.000 0,000 +4,00 0,00 

P 2 6,00 120 -0.500 +0.866 -3,00 +5,20 
Pa 5,00 225 -0.707 -0,707 -3,54 -3,54 

-2.54 +1.66 

geben: XR = - 2,54, YR = + 1.66. Daraus ergibt sieh naeh Gl. (4, 6) die GroBe 
der Resultierenden: 

R = lZ,542 + 1,662 = ~4 t. 
Naeh den Gl. (4, 7) folgt dann fiir die Richtung von R: 

2,54 
cos (x, R) = ------ = -0,836, 

3,04 

. 1,66 
sm (x, R) = + ---' = 0,546. 

3,04 

(Es wtirde eigentlich geniigen. nur eine der beiden FunktiollCll zu bereehnen und 
von der anderen bloB das Vorzeichen festzustellen.) Da der Cosinus von (x, R) 
negativ, der Sinus positiv ist, liegt der Winkel (x, R) im zweiten Quadranten. 
Es betragt gerundet 

(x, R) = 146° 50'. 
b) System von Kraften derselben Wil-kungslinie, In dem in Abb. 9 dargestellten 

Kraftsystem greifen alle drei KrlUte PI' P 2, P a im Punkt 0 an und liegen in der­
selben Wirkungslinie g. Sie sind nur der Deutliehkeit halber etwas nebeneinander 
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gezeichnet. Wir kOnnen auch ffir dieses Kraftsystem die Resultierende auf zeichne­
rischem Wege finden, indem wir ein Krafteck zeichnen, das allerdings in eiJ)e Strecke 
ausartet. Auch hier sind die ineinander fallenden Krt.fte etwas nebeneinander 
gezeichnet. Das Krafteck beginnt im Punkt 0', seine Scblu.Blinie ist die Resultie­

Abb.9. 

rende R, welche ebenfalls in der Wirkungs.. 
linie lliegt und die GrOBe 1 that. 

Um R rechnerisch zu finden, denken 
wir uns 0 als Koordinatenursprung ge­
wAhlt und die x-Achse in die Gerade g 
gelegt. Dann ist Xl = PI = 2 t, X,= PI 
= l,St, Xa=-Pa =-4,St. Slmtliche 
Y, sind gleich Null. Nach den Gl. (4, S) 
ist dann 

Nach Gl. (4, 6) ist R = 1 t. R ist wegen Y R = 0 zu allen Krlften parallel und weist 
in die negative x-Richtung (XR< o). 

Um zu diesem Ergebnis zu kommen, wird man praktisch nicht erst ein Koor­
dinatensystem einffihren. sondem einfach die Krlfte je nach ihrer Richtung mit 
Vorzeichen versehen. Also etwa die nach rechts gerichteten mit positiven. die nach 
links gerichteten mit negativen. Der absolute Betrag der algebraischen Summe 
aller KTlfte ist dann gleich R, das in dieselbe Gerade flllt. in der Slmtliche Krlfte 
liegen. Das Vorzeichen dieser Summe besagt, ob R nach der positiven oder nega­
tiven Seite gerichtet ist. 

B. Das allgemeine ebene Kraftsystem. 
Wie wir schon in der Einleitung erwahnten, spricht ;man von einem 

allgemeinen ebenen Kraftsystem, wenn die einzelnen Krafte zwar samt­
lich in einer und derselben Ebene liegen. aber nicht alle denselben An­
griffspunkt haben. Wir stellen uns wieder die Aufgabe, das Kraftsystem 
zu reduzieren, d. h. also durch ein gleichwertiges (aquivalentes) zu er­
setzen, das mtsglichst einfach ist. Ferner werden wir die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen ermitteln, unter denen ein soIches Kraft­
system im Gleichgewicht ist. 1m folgenden wird stets vorausgesetzt, daB 
das Kraftsystem an einem starren Korper angreife. 

6. Verschiebbarkeit einer Kraft in ihrer Wirkungslinie. Wir wollen zu­
nachst den folgenden Satz beweisen: Sofern es sick um das Gle-ickgewicht 
des ganzen Korpers handelt, darf am staTTen Korper cine Kraft in ihrer 
Wirkungslinie beliebig verschoben werden. (Verschiebungssatz fur Kriifte.) 

Es ist eine Erfahrungstatsache, daB ein starrer Korper. der unter dem 
EinfluB zweier gleich groBer und entgegengesetzt gerichteter Krafte steht, 
die in derselben Geraden wirken, im Gleichgewicht ist, und zwar auch 
dann, wenn die beiden Krafte nicht denselben Angriffspunkt haben. 
Zwei solche Krafte werden also die Wirkung etwa vorhandener anderer 
Krafte auf den Korper nicht beeinflussen, sie konnen daher zu einem 
Kraftsystem beliebig hinzugefiigt oder weggelassen werden. 
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Wir wollen nlUl zeigen, daB wit die im Punkt A des in Abb. 10, Bild 1 

gezeichneten starren Korpers angreifende Kraft P in den auf ihrer Wir­
kungslinie gelegenen P1U1kt B dieses Korpers verschieben duden. Dazu 
denken wir lUlS in der Wirkungslinie der Kraft P noch zwei gleich groBe 
lUld entgegengesetzt gerichtete Krafte yom Betrage P hinzugefugt, die 
wir mit P und -P bezeichnen1• P lassen wir in 
B, -P in A angreifen (Bild 2). Die beiden nun­
mehr im Punkt A angreifenden Krafte heben 
sich nach Nr.2 auf und konnen weggelassen 
werden. Es bleibt daml nur die Kraft P im 
Punkt B ubrig (Bild 3). 

Von diesemSatz darf, wie schon erwl1hnt wurde, streng 
genom men nur dann Gebrauch gemaeht werden, wenn es 
51eh um Fragen des Gleichgewichts des ganzen Karpers 

2 -f!i3Jp 
.J 

Abb.l0. 

handdt und nicht etwa urn Fragen der Verteilung der Krl1fte im Innern des 
Korpers. In solchen Fl1llen darf der Verschiebungssatz nicht gedankenlos ange­
wendet werden. Greifen wir etwas vor und betraehten z. B. den in Abb.l t, Bild 1 

dargeste11ten Stab unter dem Einfiul3 der beiden Krl1fte P 
und -. P. In seinem Innern wirken Zugkra.fte. Nun ver­
schieben wir die linke Kraft an das rechte Stabende, die 
reehte Kraft an das Hnke Ende (Bild 2). Der Stab ist 2 ~ 
nach wie vor im Gleichgewicht, in seinem Innern herrscht 
aber jetzt Druck, also ein ga.nzlich anderer Zustand als 
iruher. 

Abb.11. 

Wir sind nun auch in der Lage, genau festzusetzen, was wir untcr 
zwei gleichwertigen Kraftsystemen verstehen wollen. Wir bezeichnen 
zwei Kraftsysteme als gleichwertig, wenn sic durch (eventuell wiederholte) 
Anwendung der Konstruktion des Krafteparallelogramms, so'wie d'Urch Hin­
:;u!t4gung oder Weglassung von gleich grofJen und entgegengesetzt gerichteten 
Krtiften derselben lVirkungslinie inei1'lander ubergefuhrt werden kOnnen. -
Kehren wir die Richtungen samtIicher Krafte des einen der beiden gleich­
wertigen Systeme um, so werden nachAusfiihrung der obigen Operationen 
die Krafte der beiden Systeme paarweise einander aufheben. Es miissen 
sich also schon vor Ausfiihrung der Umwandlungskonstruktionen die 
beiden Systeme das Gleichgewicht halten und wir k6nnen auch sagen: 
Zwei Kraftsysteme sind gleichu'ertig, wenn sie sick. nachdem in einem von 
ihnelt siimtliche Kraftrichtungen umgekekrt worden sind, das Gleichgewicht 
hallen. 

Wieder bezieht sich die Gleichwertigkeit der Kraftsysteme nur auf 
den starren Korper als Ganzen und nicht auf die Verteilung der inneren 
Krafte. 

1 Eine Kraft, die dieselbe GroBe hat wie die Kraft p, aber die entgegengesetzte 

Richtung, bezeichnet man gewohnlkh mit -Po 
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7. Zeichnerische Reduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems mit 
Hilfevon Teilresultierenden. Mit Hilfe des Verschiebungssatzes fUr Krafte 
konnen wir schon gewisse allgemeine ebene Kraftsysteme behandeln, z. B. 
das in Abb. 12 gezeichnete. Hier sollen die drei Krafte PI' P2, P 3 mit den 
Angriffspunkten A, B, C zu einer Resultierenden vereinigt werden. 

Wir denken uns zunachst die Krafte PI und P2 nicht in den Punkten A 
und B angreifend, sondern im Schnittpunkt ihrer Wirkungslinien D. 

Abb. 12. 

Dann konnen sie nach Nr.2 zu einer 
T eilresultierenden Rv 2 zusammen­
gefaBt werden, deren GroBe wir aus 
dem Krafteck entnehmen und die 
ebenfalls durch den Punkt D gehen 
muB. Nun setzen wir ganz analog P a 
mit R I , 2 zusammen, indem wir uns 
die beiden Krafte im Punkt E an-

greifend denken. Ihre Resultierende R, welche gleich ist der gesuchten 
ResuItierenden von PI> P2, Pa, muJ3 dann ebenfalls durch den Punkt E 
gehen. Die GroBe von R entnehmen wir aus dem fUr R1, 2 und P 3 ge­
zeichneten Krafteck, das an das vorige gleich angefugt wurde. 

Wir sehen, daB wir GroBe und Richtung der Resultierenden eines allge­
meinen ebenen Kraftsystems aus einem Krafteck entnehmen konnen, 
das genau so konstruiert wird wie im FaIle des zentralen Kraftsystems. 
Nur mussen wir uns hier noch irgendwie einen Punkt der Wirkungslinie 
von R beschaffen. In welchem Punkt seiner Wirkungslinie wir R dann 
angreifen lassen, ist ja nach dem Verschiebungssatz unwesentlich. 

Die Gestalt des Korpers, an dem das Kraftsystem angreift, ist fur das 
Ergebnis der Kraftezusammensetzung wieder ohne Belang, weshalb wit 
im folgenden wieder nur die Krafte allein aufzeichnen werden. 

8. Zeichnerische Reduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems mit­
tels des Seilecks. Das vorhin angegebene Verfahren zur Aufsuchung der 
Lage der Resultierenden eines allgemeinen ebenen Kraftsystems wird 
umstandlich, wenn die Schnittpunkte der Wirkungslinien der Krafte 
auBerhalb des Zeichenblattesliegen, und versagt ganz, wenn die Krafte 
parallel sind. Deshalb werden wir eine zweite Methode zur Aufsuchung 
der Wirkungslinie der Resultierenden entwickeln, die in jedem Fall zum 
Ziele fuhrt. 

Es seien die in Abb. 13 gezeichneten drei Krafte zu einer Resultieren­
den zusammenzufassen. Wir wollen im folgenden jenes Bild, das uns die 
Lage der Krafte veranschaulicht, den Lageplan nennen. Da es dort nur 
auf die gegenseitige Lage der Krafte ankommt, konnen die Pfeile, durch 
die die Krafte dargestellt werden, in beliebiger GroBe gezeichnet 
werden. Anders dagegen im Krafteck, oder wie wir auch sagen 
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werden, im Krafteplan, wo die Krafte genau maBstablich eingetragen 
werden mussen. 

Wir fUgen nun demKraftsystem zwei gleichgroBe und entgegengesetzt 
gerichtete, aber sonst beliebige Krafte 51 und -51 hinzu, die in derselben 
Wirlrnngslinie liegen. Dadurch wird ja nach Nr. 6 nichts geandert, und 
insbesondere wird die Resultie- ~ 

rende R des Kraftsystems in kei­
nerWeise beeinfluBt. Wir suchen 
sie auf, indem wir die funfKrafte 
51> P1> P2, P3 -51 nach der in 
Nr. 7 erorterten Methode schritt­
weise zusammensetzen. Zunachst 
vereinigen wir 51 und PI im 

f.----!=----70 

Abb.13· 

Krafteplan zu einer Kraft 52' die im Lageplan durch den Schnitt­
punkt A von 51 und PI gehen muB. 52 und P2 setzen wir im Krafte­
plan zu einer Kraft 53 zusammen, die im Lageplan durch den Punkt B 
gehen muB. 53 wird mit P 3 zu 5 4 zusammengesetzt, welche im Lageplan 
durch den Punkt C zu zeichnen ist. 54 muG nun mit der letzten Kraft 
-51 zusammengesetzt die Resultierende unserer fUnf Krii.fte, welche 
gleich der Resultierenden R der Krafte PI' P2, P3 ist, liefern. Wir zeich­
nen im Krafteplan -51 uber 51 und sehen, daB das Kraftcck aus 
-51 und 54 tatsachlich durch R geschlossen wird. 1m Lageplan 
muB R durch den Schnittpunkt D von -51 und 54 oder, was dasselbe 
ist. durch den Schnittpunkt von 51 und 54 gehen. 

Daraus ergibt sich nun folgendes einfache mechanische Verfahren zur 
Aufsuchung der Resultierenden eines allgemeinen ebenen Kraftsystems, 
bestehend aus den Kraf ten PI> Ps . .. P,.: Zuerst zeichnet man fUr die Pi 
das Krafteck, aus dem sich bereits GroBe und Richtung von R ergibt. 
Nun wahlt man einen beliebigen Punkt 0, welcher Pol des Kraftecks 
genannt wird, und zieht die Verbindungslinien von 0 zu samtlichen Eck­
punkten des Kraftecks, die Polstrahlen. Nun zeichnct man im Lageplan 
die Parallelen zu den Polstrahlen, welche Seilstrahlen heiBen. nach fol­
gender, aus Abb. 13 leicht abzulesender Regel: Wenn zwei Polstrahlen 
im Krafteplan eine Kraft ein­
schlieBen, dann schneiden sich 
die parallelen Seilstrahlen im 
Lageplan auf dieser Kraft. 
Nach derselben Regel ist dann 
der Schnittpunkt des ersten 
und letzten Seilstrahles ein 
PunktderWirkungslinievonR. 

Abb.14· 

Ij ~
. 

I? 

~ Ij 

Der Polygonzug der Seilstrahlen im Lageplan heiBt 5eileck oder 5eil­
polygon. Ein mit den Kraften PI bis Pn belastetes biegsames Seil, das 
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in der Richtung des ersten und letzten Seilstrahls an zwei Punkten be­
festigt ist, wiirde sich namlich genau nach dem so gewonnenen Polygon­

Abb. 1S· 

zug einstellen. Es ist ganz 
gleichgiiltig, wo man den 
Punkt 0 und den Anfangs­
punkt des Seiles wahlt, es 
muB sich immer die gleiche 
Resultierende ergeben, da ja 
GroBe, Lage undRichtungvon 
51 vollkommen belie big ange­
nommen werden konnte. (Der 
Leser iiberzeuge sich davon.) 

Die Abb. 14-16zeigen Anwendungsbeispiele. Die zusammengehorigen Pol- und 
Seilstrahlen sind gleichartig bezeichnet. In den Abb.1S und 16, wo die Resultie­
renden von Systemen paralleler Krafte aufgesucht wurden, sind im Krllfteplan die 

2 

Abb . 16. 

sich deckenden Kra.fte der Deutlichkeit halber etwas nebeneinander gezeichnet. In 
diesen Beispielen ist R wieder gleich der algebraischen Summe der einzelnen Krafte, 
wenn diese wie in Nr. 5, Beispiel b, je nach ihrer Richtung mit VOfzeichen versehen 
werden. 

9. Ergebnisse der Reduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems. Die 
von uns bisher behandelten allgenleinen ebenen Kraftsysteme lieBen sich 
aIle auf eine Einzelkraft reduzieren. Bei ihnen war zunachst das Kraft­
eck und das SeHeck offen. Wir haben zuerst das Krafteck durch die 
Resultierende geschlossen und diese dann, nach Schlie Bung des Seilecks, 
durch dessen neu hinzukommenden Eckpunkt gezeichnet. 

Nun kann auch der Fall eintreten, daB sich das Kraft system irn 
Gleichgewicht befindet. Ein solches Kraftsystem gewinnen wir z. B. aus 
dem in Abb. 13 gezeichneten, wenn wir noch eine Kraft P, hinzufiigen, 
die gleich und entgegengesetzt ist der Resultierenden aus den Kraften PI' 
Pt., P a und in dieselbe Wirkl:.ngslinie fa11t wie diese. Dann wird jene 
Kraft die Wirkung der drei anderen gerade aufheben (Abb. 17). Zeichnen 
wir fiir diese vier Krafte das Krafteck, so schlieBt es sich. Zeichnen wir 
im Lageplan dasselbe SeHeck wie in Abb. 13. so muG es sich ebenfaIls 
schlieBen, weil ja P, genau in der Wirkungsiinie von R liegt. Weil aber 
jedes beliebige Seileck in Abb. 13 zu einem Punkt der Wirkungslinie 
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von R fiibren muB, so muB sich in Abb. 17 jedes beliebige, fiir die vier 
Krafte gezeichnete Selleck schlieBen. 

Mit diesen zwei Hillen ist aber die Zahl der moglichen Ergebnisse der 
Reduktion eines allgemeinen ebenen Kraftsystems noch nicht erschOpft. 
Zeichnen wir z. B. nochmals das 
Kraftsystem der Abb. 13 auf und p.~ 
fiigen abennals eineKraftP, hin- I f 
zu, die gleich und entgegengesetzt fJ ~ 
der Resultierenden von Pl' Pt.. Pa 
ist, jedoch gegen diese um ein 
Stuck parallel verschoben ist Abb.17· 

(Abb. 18), dann sehen wir, daB sich in diesem Fall wohl das Krafteck 
schlieBt. nicht aber das Selleck, denn dieses endet mit zwei parallelen 
Sellstrahlen. Die Resultierende unseres Kraftsystems ist also Null. Als 
Angriffspunkt dieser Resultieren-
den Null ergibt sich als Schnitt-~ 
punkt des ersten und letzten II. I\. IJ 
Seilstrahls der unendlich feme 1 ,/ 
Punkt. Um zu sehen, was das 
bedeutet, denken wir uns die drei 
Krafte Pl' Pt. Pa durch ihre Re­
sultierende ersetzt. die durch den 

Abb.18. 

Punkt D geht. Da sie gleich groB und entgegengesetzt ist wie P,. be­
zeichnen wir sie mit -P,. Unser Kraftsystem reduziert sich also auf 
die beiden antiparallelen Krafte p. und -Pt. die man ein KrMtepaar 
nennt (Abb. 19). Ein solches Kraftepaar· laBt sich nicht ,--. 
weiter reduzieren, sondem h&hstens, wie wir in Nr. 13 c;]1< 
sehen werden, durch ein anderes,gleichwertiges. ersetzen. 
Der Korper, an dem es angreift, ist ersichtlich nicht im .. 
Gleichgewicht, sondem gerat, wenn sonst keine Krafte -~ 
auf ihn wirken, in der eingezeichneten Richtung in Abb.19· 
Drehung. 

W ir sehen also, daP wir bei der Reduktion eines allgemeine" ebenen 
Kraftsystems zu folgenden Ergebnissen kommen kOnnen: 

a) Da.s Kraftsystem reduziert sich auf eine Einzelkraft (Resultierende). 
Zeichnerisches Kennzeichen: Krafteck und Seileck offen. Beide konnen 
geschlossen werden. 

b) Das Krafteck reduzierl sich aUf ein Kraftepaar. Zeichnerisches Kenn­
zeichen: Krafteck geschlossen, Seileck offen. Das Seileck kann im Endlichen 
nicht geschlossen werden. 

c) Das Kraftsystem ist im Gleichgewicht. Zeichnerisches Kennzeichen: 
Krafteck und Seileck geschlossen. 
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10. Gleichgewicht von zwei und von drei Kraften. Aus unseren bis­
herigen Ausfuhrungen geht hervor, da/l zwei Kriifte dann und nur dann im 
Gleichgewicht sind, wenn sie gleich gro/l und entgegengesetzt gerichtet sind 
und in derselben Wirkungslinie liegen. In allen anderen Fallen ergibt 
sich entweder eine Resultierende oder ein Kraftepaar. 

Betrachten WiT nun ein System von drei Kraften (Abb. 20), so konnen 
wir etwa P1 und P2 zu einer Resultierenden R1'2 zusammenfassen, die 

durch den Punkt A geht. SolI Gleichgewicht herr­
schen, so miissen fiir P a und R1'2 die Bedingungen 

",/"R1,z fUr das Gleichgewicht zweier Krafte erfUllt sein. 
'" 

A 

Abb. zoo 

Pz Pa muB also jedenfalls auch durch den Punkt A 
gehen, so daB wir folgenden Satz aussprechen 
konnen: Drei Krtifte konnen (mussen nicht!) nur 
dann im Gleichgewicht sein, wenn sich ihre Wir­
kungslinien in einem Punkt schneiden. Diese Be­

dingung ist fiir das Gleichgewicht notwendig, aber nicht hinreichend. 
Das Gleichgewicht ist erst dann gesichert, wenn sich auBerdem noch 
das Krafteck dieser drei Krafte schlieBt. 

II. Moment einer Kraft. Unter dem Moment einer Kraft in bezug auf 
einen Punkt versteht man das Produkt aus dem absoluten Betrag der 
Kraft und dem senkrechten Abstand ihrer Wirkungslinie von diesem 
Punkt. Wir vereinbaren, daB wir diesem Produkt, das auch Drehmoment 

--< 
P If 

ho 
Abb . 21. 

der Kraft urn den Punkt genannt wird, das positive Vor­
zeichen geben, wenn die Kraft urn den Punkt im Gegen­
zeigersinn dreht, das negative Vorzeichen, wenn die Drehung 
im Uhrzeigersinn erfolgt. Dies in Ubereinstimmung mit 
den in Nr. 4 iiber den Drehsinn getroffenen Festsetzun­

gen. Fur die in Abb. 21 dargestellte Kraft P ist demnach das Mo­
ment M urn den Punkt 0 gegeben durch 

M= +pp. 
P wird auch H ebelarm der Kraft genannt. 

Das Moment einer Kraft ist also abhangig von der Lage des Bezugs­
punktes. Es wird Null, wenn dieser auf der Wirkungslinie der Kraft liegt. 

~ o 
Abb . 22. 

Dagegen andert sich das Moment nicht, wenn wir die 
Kraft langs ihrer Wirkungslinie verschieben. Die Di­
mension des Moments ist als Produkt einer Kraft und 
einer Lange, je nach den verwendeten Einheiten kgm, 
kgcm, oder tm. 

Geometrisch kann der Betrag des Moments der 
Kraft P urn den Punkt 0 als die doppelte Flache eines Dreiecks ge­
deutet werden, dessen Grundlinie P und dessen Spitze 0 ist (Abb.22). 
Denn dieses Dreieck hat die Hohe p und seine Flache ist .~ pP = t M. 
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Sind mehrere Krafte vorhanden, dann wollen wir unter dem resultU­
renden Moment aller Krafte urn einen bestimmten Punkt die algebraische 
Summe der Momente der einzelnen Krafte urn diesen Punkt verstehen. 

12. Moment eines Kriftepaares. Nach unserer letzten Festsetzung ist 
das resultierende Moment der beiden Krafte des in Abb. 23. Bild 1 ge­
zeichneten Kraftepaares, das wir kurz das Moment des Krdftepaares 
nennen wollen. urn den Punkt 0 gegeben durch: 

M = Pf - PIl' = P (p' - pIt) = Pa .. 

Fiir das in Bild 2 gezeichnete Kraftepaar ergibt sich als Moment urn den 
Punkt 01: 

M P , " . '" 1 
1=- !.Pi +P,pi,,=-P1(P L -Pi) =-Pl~ . 

Das Moment cines K1'i.ftepaares ist also gleich tlem Betraf cifU1' Kraft 
des Paares mal dem Abstand beider Krdfte; positifJ oaer negatifJ. ie fUlChdem 
dasKrdftepaar Uti Karper. atl dent es p 

angrcift, im Gegenzcigersinn ode1' im 
Uhrzcigersinn tJrehets will. Der Leser 
wird leicht bestatigt finden. daB 
wir auch sagen konnen. das Mo­
ment cines Krdftepaares ist gleich 
dem Moment ciner Kraft des Paares 
um einen Punkt der Wirkungslinie 
der anderen. Irgendwelche Angaben 
tiber die Lage des Bezugspunktes 
kommen im Ausdruck fUr das Mo-
ment nicht vor, woraus der wich-

1 2 

Abb.23. 

tige Satz folgt: Das Moment eines Kraftepaares ist unabhdngig von der 
Lage des Bezugspunktes. 

Wir konnen also vom Moment eines Kraftepaares schlechtweg spre­
chen. bzw. ein Moment bestimmter GroBe immer durch ein entsprechen­
des Kraftepaar darstellen. Und zwar geht das auf unendlich viele Arten. 
SoIl etwa ein Moment von der GroBe -10 tm dargestellt werden, so muB 
Pa = 10 tm sein. Also etwa P = 5 t, a = 2 m oder P = 10 t, a = 1 m 
usw. Die beiden Krafte sind so anzuordnen, daB das Kraftepaar im 
Uhrzeigersinn drcht. 

13. Gleichwertige Kraftepaare. Wir wollen nun zeigen, daB zwei 
Kraftepaare, die das gleiche ::\loment haben, einander gleichwertig (aqui­
valent) sind, wie sie auch in der Ebene liegen mogen. Solche Kraftepaare 

1 Man lasse sich durch die Vorzeichen der Kraftvektoren nicht irre machen, 
sondern halte sich streng an die in Nr. 12 gegebene Definition. Der absolute Betrag 
der Kraft-PlistPl' siedreht umO! imGegenzeigersinn. also istihrMoment +P!p','. 

C h mel k a· :'1 e I an. Statik. 2. Auf!. 2 
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kannen also durch einander ersetzt werden. Speziell folgt daraus der 
Satz, den wir Verschiebungssat% jur Kraftepaare nennen wollen: Eill 
Kraftepaar darf in seiner Ebene beliebig gedreht 14M verschoben werde1z .. 
All das gilt wieder nur fiir den starren Karper als ganzen und ist bei 
Berechnung innerer Krafte stets mit Bedacht anzuwenden. 

Abb.24. 

Wir fiihren den Beweis, indem wir 
zeigen, daB wir das Kraftepaar P,-P 
der Abb. 24, das in den parallelen Ge­
raden "t und as wirkt, in das Kriiftepaar 
Q, -Q, das in den parallelen Geraden b1 

und blliegt, iiOOrfiihren kannen, wenn wir 
voraussetzen, daB die Momente der hei­
den Paare einander gleich sind: -Pa = 
-Qb. oder Pa TQh. 

Wir denken uns P und Q im Schnitt­
punkt A der Geraden "t und b1• --P und 
-Q im Schnittpunkt B der Geraden a2 

und b. angreifend, was natigenfalls durch 
Verschiebung der Kriifte langs ihrer Wir­

kungslinien elTeieht werdenkann. NachNr.ll und12 ist dann derBetrag 
des Moments des Paares p. -P gegeOOn durch die doppelte Flache des 
Dreiecks ABC. der Betrag des Moments des Paares Q. -Q durch die 
doppelte Flache des Dreiecks A B D. SoUen die Momente der heiden 
Paare einander gleich sein. so mussen die heiden Dreiecke die gleiche 
Flache hahen. Da sie die gemeinsame Grundlinie A B OOsitzen. mussen 
ihre Hohen gleich sein. d. h. also, ihre Spitzen C und D mussen auf einer 
Parallelen zu A B liegen. Wir fugen nun dem Paar P, -P zwei gleich 
groBe und entgegengesetzt gerichtete Krafte K, -K hinzu, die in d~r 
Geraden A B liegen, und wahlen die GroBe von K gleieh der Strecke CD. 
Damit haOOn wir nach Nr. 6 an der Wirkung des Paares P, -P niehts 
geandert. Setzen wir nun P mit K zusammen. so ist das dazu natige 
Krlifteparallelogramm durch die Figur A CD E gegeben und wir erhalten 
als Resultierende die Kraft Q. EOOnso ergibt die Zusammensetzung "on 
-P mit -K die Kraft -Q. Damit haOOn wir also das Paar p. --P ohne 
am Kraftespiel etwas zu andem. in das Paar Q. -Q ubergefiihrt. die 
heiden Paare mussen also gleiehwertig sein. was zu beweisen war. 

Wir wollen jetzt noch zeigen. daB auch die Umkehrung des eben be­
wiesenen Satzes gilt. daB nlimlich zwei gleichwertige Kriiftcpaare stets 
das gleiche Moment haben. Wir ziehen dazu wieder die Abb. 24 herall. 
stellen uns aber jetzt fotgende Aufgabe: Gegeben sei das Kraftepaar 
p. -P in den Geraden "t. as. gesucht ist ein gleichwertiges Paar Q, -Q. 
welches in den Geraden 1>.. hi wirkt. Wir werden sehen. daB die Momente 
der beiden Paare einander gleich sein werden. 
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Wir fugen dem Paar P, -P zwei gleich groBe und entgegengcsctzte 
Kriifte K, -K in der Geraden A B hinzu, wodurch nichts geandert wird. 
Nun wahlen wir K so groB, daB die Resultierende Q aus P und ]{ in die 
Gerade bl fallt. Dann fallt die Resultierende -Q von -P und -K in 
die Gerade bl' Aus der Konstmktion ergibt sich nun die Flachengleich­
heit der Dreiecke A Be und A BD, somit die Gleichheit der Momente 
des Paares P, -P und des gleichwertigen Paares Q, -Q. 

Zusammenfassend kannen wir also sagen: Krajtepaare, die das gleiclte 
Moment haben, sind gleichwerlig und umgekehrt: Gleichwerlige Krdjlepaare 
haben das gleiche Moment. 

14. Zusammensetzung von Kriiftepaaren. Wir nehmen an, auf cinen 
starren Karper wirken zwei Kriiftepaare: P, -P (Abstand a) und Q, -Q 
(Abstand b) (Abb. 25, Bild 1). Das erste Paar hat das Moment Afl = Pa, 

-~P - ~ -(P"i~ 
it(" - • 

e!--lJ-I-i ~f'J 
-i' 

1 Z S 

Abb.25· 

das zweitc das )[omcnt All = -Qb. Wir werden nun zeigen, daB wir die 
heiden Kraftepaare zu einem einzigen. resultierenden Kraftepaar \"er­
einigen konnen, dcssen Moment gleich ist der algebraischen Summe der 
Momentc der beiden Paare. 

Wir ersctzen zunachst das KriHtepaar Q, -Q mit dem Abstand b 
durch ein gleichwertiges Paar Q', -Q' mit dem Abstand a. Q' ergibt 
sich aus der Bedingullg der Gleichheit der Momentc 

-Qb = -Q'a 
zu 

Q' _9~ 
-a' 

Nun wenden wir den \'crschiebungssatz fiir Kriiftepaare an und fiigen die 
Paare P, -P und Q', -Q' in der in Bild 2 gezeichneten Weise aneinander. 
Die in diesclben Geradcn fallenden Krafte summieren wir algebraisch und 
erhalten so das in Bild 3 dargestellte resultierende Kraftepaar edit' ein­
zelnen Bilder sind durch Gleichheitszeichen verbunden), mit dem .l\IornE'nt 

AI = (P-Q')a = Pa -Q'a = Pa-Qb =M1 + M., 
was zu beweiscn war. 

Was fur zwci Kraftepaare gilt, kann auch fur mehrere als bewiesen 
gelten, wenn wir uns nacheinander eines zurn anderen addiert denken. 
Wir konnen also folgenden Satz aussprechen: Beliebige viele Kraflepaare 

2· 
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konnen du,rch ein einziges ersetzt werden, dessen Moment gleich der alge­
braischen Summe der Momente der einzelnen KriiJtepaare ist. 

Abb.26. 

Beispiel: Die in Abb. 26 gezeichne­
ten drei Krll.ftepaare sollen zusammen­
gesetzt werden. Es gilt: 

Ml = -8'1,5= -12tm 
.... 12 = + 4'2 = + 8 " 
1\.[3 = -6'3 = -18 " 
11l = -22tm. 

Das resultierende Kra.ftepaar wird also z. B. (es gibt ja wieder unendlich viele 
Losungen) dargestellt durch zwei Krafte von 11 t in 2 m Abstand und negativem 
Drehsinn. 

IS. Kri.ftepaar und Einzelkraft. a) Auf einen starren Karper wirke 
eine Einzelkraft K im Punkt A und ein Kraftepaar P, -P mit dem 
Moment M =Pa (Abb.27, Bild 1). K und das Kraftepaar sollen zu­
sarnmengesetzt werden. 

Wir verwandeln zunachst das Kraftepaar P, -P mit dem Abstand a 
in das gleichwertige Paar K, -K mit dem Abstand b. b ergibt sich aus 

2 

Abb . 27· 

der Bedingung der Gleichheit der Mo­
mente (Nr. 13): 

zu 
M = Pa =Kb 

Pa ."vI 
b=-Y{=j{' 

Das Kra,itepaar K, -K verschieben wir 
nun in die im Bild 2 gezeichnete Lage. 

Dann heben sich die beiden im Punkt A angreifenden Krafte auf und es 
bleibt nur eine Einzelkraft K ubrig, die gegen die ursprunglich ge­
gebene urn das Stuck b parallel verschoben ist (Bild 3) . 

Es gilt also: EinzelkraJt + KriiJtepaar (Drehmoment) = parallel ver­
schobene EinzelkraJt. Wir beachten, daB das Moment der verschobenen 

l __ l{ __ fM 
Ii C 8 8 C 

M- -Kc 
-K 

1 2 3 

Abb . zS . 

Kraft urn ihren fruheren Angriffs­
punkt gleich Mist. 

b) Mit der vorigen inZusarnmen­
hang steht die folgende Aufgabe : 1m 
Punkt B eines starren Korpers 
greife eine Kraft K an. Wir ver­
langen nun, daB sie urn das Stuck c 
in den Punkt C parallel verschoben 
werde (Abb. 28, Bild 1). Dann wird, 

5011 das alte Kraftsystem dem neuen gleichwertig sein, noch irgend 
etwas hinzukornmen mussen, denn wir durfen Krafte ohne weiteres 
nur in der Richtung ihrer Wirkungslinie verschieben (Nr. 6) . 
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Wir denken uns im Punkt C zwei gleich groBe und entgegengesetzt 
gerichtete Krafte K und -K hinzugefiigt, wodurch wir nichts geandert 
haben (Bild 2). Dann konnen wir K in B und -K in C als ein Kraftepaar 
auffassen, das zu der im Punkt C angreifenden Kraft K hinzutritt. Sein 
Moment ist in unserem Fane M = - K c. 

Wir kommen also zu folgendem Ergebnis: Die Parallelverschiebung 
einer EinzelkraJt erJordert die Hinzunahme eines KriiJtepaares (Drehmo­
ments). Wir beachten, daB das hinzukommende Drehmoment gerade so 
groB ist, wie das Moment der unverschobenen Kraft urn den Angriffs­
punkt der verschobenen. (In Bild 3 wurde an Stelle des Kraftepaares das 
Drehmoment durch einen krummen Pfeil angedeutet.) 

I6. Vorbemerkungen zur rechnerischen Reduktion des allgemeinen 
ebenen Kraftsystems. Wir wollen in dieser Nummer den Vorgang der 
rechnerischen Reduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems bloB 
beschreiben, erst in der nachsten solI er in mathematische Symbole gefaBt 
werden. Wir wissen schon aus Nr. 9, daB dreierlei Reduktionsergebnisse 
mOglich sind (Einzelkraft, Kraftepaar, Gleichgewicht) und wollen zu­
nachst annehmen, daB sich das aus den Kraften PI' P2, ••• Pn beste­
hende System auf eine Resultierende R zuriickfUhren lasse. Urn GroBe, 
Richtung und Wirkungslinie dieser Kraft rechnerisch zu ermitteln, gehen 
wir folgendermaBen vor: Wir wahlen einen beliebigen Punkt 0, den sog. 
Reduktionspunkt, und verschieben samtliche Krafte parallel nach O. 
Dadurch treten nach Nr. 15, b n Kraftepaare auf, deren Momente wir 
mit MI , M2, • •• Mn bezeichnen. MI ist gleich dem Moment von PI urn 
0, M2 gleich dem Moment von Pz um 0 usw. Die nach 0 verschobenen 
Krafte bilden nun ein zentrales Kraftsystem, dessen Resultierende nach 
GroBe und Richtung'mit R iibereinstimmen muB. Denn denken wir uns 
fUr die unverschobenen Pi ein Krafteck gezeichnet, so fant es genau so 
aus wie fiir die verschobenen. Nur der Lage nach wird die Resultierende 
der verschobenen Krafte von der der unverschobenen verschieden sein, 
denn diese wird im allgemeinen nicht durch 0 gehen. Fassen wir die n 
Kraftepaare nach Nr. 14 zu einem einzigen zusammen, so ist sein Mo­
ment M gleich der algebraischen Summe der Momente M1, M2, ••• Mn. 
Damit haben wir das Kraftsystem auf eine Einzelkraft im Punkt 0, die 
die GroBe und Richtung von R hat und ein Kraftepaar vom Moment M 
zuriickgefiihrt. Beides zusammengesetzt gibt nach Nr. 15, a eine parallel 
verschobene Einzelkraft R, die urn 0 das Moment M hat. Damit haben 
wir auch die Wirkungslinie von R elndeutig festgelegt. 

Die Resultierende unseres Kraftsystems hat demnach urn den Punkt 0 
ein Moment, das gleich ist der algebraischen Summe der Momente der 
einzelnen Krafte (dem resultierenden Moment des Kraftsystems) urn 
den Punkt O. Da der Punkt 0 ganz beliebig gewahlt werden konnte, 
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konnen wir den Satz aussprechen: Das Moment deT ResultieTendm cines 
Kraftsystems um einen beliebigen Punkt ist gleich deT algebraischenSumme 
der Momente deT einzelnen Krafte um diesen Punke (Momentensatz). 

Es ist klar, da8 die GroBe der Resultierenden eines Kraftsystems von 
der Wahl des Reduktionspunktes unabhlingig ist. Nicht so die GroBe 
des resultierenden Moments M, das z. B. Null wird, wenn 0 zufallig auf 
der Wirkungslinie von R angenommen wurde. Sonst kann M positiv 
oder negativ ausfallen. 

Es kann nun vorkommen, da8 sich das Krafteck der nach 0 ver­
schobcnen Krafte schlie8t, da8 also R gleich Null ist, und nur die n 
Kraftepaare mit den Momenten M1, Mt , ... M,. ubrigbleiben. Fasscn 
wir sie zu einem resultierenden Kl'aftepaar mit dem Moment M zusammen, 
so hat sich, falls 111 ungleich Null ist, das Kraftsystem auf ein Kraftepaar 
reduziert. Jetzt mu8 aber M unabhlingig VOIl der Lage des ReduktioIts­
punktes sein. Denn ergabe sich etwa fUr den Reduktionspunkt 0' ein 
resultierendes Moment M', dann ware unser Kraftsystem gleichzeitig 
cinem Kraftepaar mit dem Moment M und einem mit dem Moment M' 
aquivalent. Dann miiBten diese beiden Kraitepaare auch untereinander 
gleichwertig sein, was nur moglich ist, wenn M = M' ist (Nr. 13). Redu­
ziert sich also ein Kraftsystem auf ein Kraftepaar, so ist dessen Moment 
gleich dem resultierenden Moment des Kraftsystems in bezug auf einen 
beliebigen Punkt. 

1st fUr ein Kraftsystem R =0 und auch M =0, ergibt sich also bei 
der Reduktion weder eine Resultierende noch ein Kraftepaar, so ist das 
Kraftsystem im Gleichgewicht. Nach dem Vorangegangenen ist klar, da8 
R und M, wenn sie fUr einen Reduktionspunkt verschwinden, auch fur 
jeden beliebigen anderen Reduktionspunkt Null sein mussen. Die Fest­
steilung, da8 sich ein Kraftsystem im Gleichgewicht befindet, ist also 
von der Lage des Reduktionspunktes unabhangig. 

17. Rechnerische Behandlu.ng des a11gemeinen ebenen Kralts,stems. 
Wir fiihren nun die in der vorigen Nummer besprochene Reduktion des 
allgemeinen ebenen Kraftsystems im einzelnen durch. Dazu machen 
wir den Reduktionspunkt 0 zum Ursprung eines Koordinatensystems x, y 
und zerlegen die samtlichen Krafte PI' P'!. • ..• Pn nach den Achsen­
richtungen in Komponenten. Nach den Gl. (3,1) gilt: 

Xi = Pi cos (x, Pi), Y, = Pi. sin (x, P.). (17,9) 

Denken wir uns samtliche Krafte nach 0 parallel verschoben, so bilden 
sic ein zentrales Kraftsystem, d!!ssen Resultierende nach den in Nr.4-
angegebenen Gleichungen gefunden werden kann. Da sie nach Gro8e 
und Richtung mit der Resultierenden R des allgemeinen Kraftsystems 
ubereinstimmt, bezeichnen wir sie ebenfalls mit R. Die Komponenten 
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der Krafte haben sich durch dieParalIelverschiebung nicht geandert. Es 
gilt daher nach denGl. (4, S) fiir die Komponenten der Resultierenden: 

(17,10) 

Daraus folgt nach Gl. (4, 6) der Betrag der Resultierenden: 

R =yxi + Yi· 
Zu dieser Resultierenden R mit dem Angriffspunkt 0 tritt nun noch das 
resultierende Moment M des Kraftsystems in bezug auf den Punkt 0 
hinzu. Fur M gilt die Gleichung: 

}t., dasMoment der Kraft P, urn 0 kann nach demMomelltensatz (Nr.I6) 
als Summe der Momente der Komponenten von Pi urn 0 darge­
stellt werden. Bezeichnen wir die Koordinaten des Angriffspunktes der 
(unverschobenen) Kraft Pi mit Xi und Yi, so;Y ~~.f ~ 
iiberzeugen wir uns leicht an Hand der LIfI' 
Abb. 29, das gilt: __ :.i._ Z1J 

1\ __ I It 
4tJiNJIJwI I i Mi = YiXi - XiYi, (17,13) 

Der Leser wird leicht feststellen, daB diese 
Formel stets den richtigen Wert von M, nach 
GroBe und Vorzeichen liefert, wie auch immer 
P, gelegen ist, wenn wir nur die Vorzeichen 

Abb.29· 

der Komponenten und der Koordinaten beriicksichtigen. 
G1. (17,13) in Gl. (17,12) ein, so erhalten wir: 

If "" 

M = Z (Yixi - Xi~i) = ZYixi - Z XiYi . 
1==1 i-I jm=1 

Setzen wir 

Die Zusammensetzung von R in 0 und M ergibt nun ein parallel 
verschobenes R, das nach dem Momentensatz in bezug auf 0 das 
Moment M haben muB. Die Komponenten der Resultierenden XB und Y B 

werden sich durch die Verschiebung nicht andern. Bezeichnen wir die 
Koordinaten des Angriffspunktes der Resultierenden in ihrer endgiiltigen 
Lage mit X und Y, so muB fiir ihr Moment urn 0 nach Gl. (17,13) gelten: 

YBx -XBy =.M. (17,15) 

Das ist eine lineare Gleichung in x und y, also eine Gerade. Es ist der 
geometrische Ort alIer Angriffspunkte, fUr die Rum 0 das Moment M 
hat, mit anderen Worten, die Wirkungslinie von R. Damit ist uns also 
neben der GroBe von Rauch die Gleichung ihrer Wirkungslinie bekannt. 
Welchen Richtungssinn R auf dieser Geraden hat, erkennen wir unschwer 
auS den Vorzeichen der Komponenten XB und YR' 
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Bei Systemen von para11elen Kraften, wo die Richtung der Resultie­
renden von vomherein bekannt ist, bereehnet man, anstatt die Gleichung 
der Wirkungslinie aufzustellen, einfaeher deren senkreehten Abstand r 
vom Reduktionspunkt. Naeh dem Momentensatz muB ja gelten: 

±Rr=M, 
wobei das Produkt Rr dasselbe Zeichen erhalten muB wie M. Daraus 
folgt 

IMI r-­-R' (17,16) 

wo I M I den absoluten Betrag des resultierenden Moments bedeutet. 
Mitunter kommt es vor, daB ein Kraftsystem nicht nur Einzelkrafte, 

sondem aueh Kraftepaare (Momente) enthalt. Diese beeinflussen die 
Komponenten der Resultierender und damit deren GroBe und Richtung 
nieht, sondem nur das resultierende Moment und damit die Lage der 
Wirkungslinie von R. Die Momente dieser Kraftepaare werden bei der 
Reduktion einfaeh dem aus den Kraften resultierenden Moment hinzu­
gezahlt. 

Wir sind nun in der Lage, auf rechnerisehem Wege zu erkennen, 
welches der drei mCiglichen Reduktionsergebnisse bei einem gegebenen 
allgemeinen ebenen Kraftsystem vorliegt: 

a) Das Kraftsystem reduziert sich auf eine EinzelkraJt. Diesen Fall 
haben wir eben behandelt. Wenn die Resultierende nieht Null ist, muB 
mindestens eine ihrer Komponenten ungleieh Null sein, also mindestens 

.. " 
eine der Summen.2 Xi und.2 Yi von Null verschieden sein. Der Wert 

des resultierenden Moments M hangt von der Lage des Reduktions­
punktes abo 

b) Das Kraftsystem reduziert sich auf ein KraJtepaar. Hier muB R .. 
gleich Null sein, d. h. es muB gelten: .2 Xi = 0 und .2 Yi = O. Hingegen 

" 1=1 i=::ll 

ist M = .2 M, ¥= o. Der Wert von Mist unabhangig von der Lage des 
.-=1 

Reduktionspunktes und gleich dem Moment des resultierenden Krafte-
paares. 

c) Das Kraftsystem ist im Gleichgewicht. Hier muB wieder R gleich .. .. 
Null sein, also gelten: .2 Xi = 0 und.2 Yi = 0 und auBerdem muB noeh 

" i-I i-I 
M = .2 Mi = 0 sein, fiir jeden beliebigen Reduktionspunkt. 

i-I 

Dieser letzte Fall wird sieh fiir unsere folgenden Ausfiihrungen als 
besonders wiehtig erweisen. Da wir uns die Kraftsysteme immer an 
starren Korpem angreifend gedaeht haben, konnen wir sagen: Ein 
sta"er Korper ist 14mer dem Einfl14P eines ebenen KraJtsystems im Gleich-
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gewicht, wenn die folgenden drei Bedingungen erfullt sind: 1. die Summe 
der x-Komponenten aller Krafte ist gleich Null, z. die Summe der y-Kom­
ponenten aller Krajte ist gleich Null (beides in bezug auf ein beliebiges 
Koordinatensystem) , 3. die Summe der Momente aller Krafte ist gleich 
Null in bezug auf einen beliebigen Punkt. 

Diese Bedingungen, welche auch als die drei statischen Gleichgewichts­
bedingungen des starren Korpers in der Ebene bezeichnet werden 1, gelten 
fiir beliebige ebene Kraftsysteme, also auch fiir das zentrale. Dieses kann 
ja als Sonderfall des allgemeinen Kraftsystems aufgefaBt werden. Hier 
eriibrigt sich jedoch die Nachpriifung der dritten Gleichgewichtsbedin­
gung, falls die beiden ersten erfiillt sind (s. Nr.4), denn ein zentrales 
Kraftsystem kann sich niemals auf ein Kraftepaar reduzieren. 

18. Systeme von starrenKorpem. Betrachten wir nicht einen, sondern 
eine Gruppe von starren Korpern, die miteinander irgendwie verbunden 
sein konnen, so sind hierfiir, je nach der Art der Verbindung, imallge­
meinen mehr als drei Gleichgewichtsbedingungen erforderlich; namlich 
stets so viele, als die Zahl der Freiheitsgrade des Korpersystems betragt. 
Darunter versteht man die Anzahl der voneinander unabhangigen Be­
stimmungsstiicke, die notwendig ist, urn die Lage des Systems eindeutig 
festzulegen. Fiir einen starren Korper in der Ebene (statt dessen sagt 
man oft auch "starre Scheibe") sind dies drei. Denn halten wir zunachst 
einen Punkt des Korpers fest, wozu die Angabe zweier Koordinaten x, y 
notig ist, so kann sich der Korper noch urn 
diesen Punkt drehen. Urn auch das zu 
verhindern, miissen wir noch etwa den 
Winkel gJ angeben, den eine auf dem 
Korper markierte Richtung mit der x­
Achse unseres Koordinatensystems ein­
schlieBt (Abb. 30a). Dieser Festlegung 
des Korpers entsprechend, sichem die er­
ste'll beiden Gleichgewichtsbedingungen 
den Korper gegen Verschiebung, die letzte 

Abb·30 • 

gegen Drehung. Drei Freiheitsgrade - drei Gleichgewichtsbedin­
gungen. 

Zwei Scheiben, die miteinander durch ein Gelenk verbunden sind 
(Abb. 30b), stellen ein System mit vier Freiheitsgraden dar. Denn kenn­
zeichnet man die Lage der Scheibe 1 wie friiher durch drei GroBen x, y, gJ, 

so ist zur Festlegung der Scheibe 2 noch die Angabe des Winkels 11' notig. 
Wir werden in Nr. 63 sehen, daB fiir ein solches System tatsachlich vier 
Gleichgewichtsbedingungen erforderlich sind. Namlich drei, die die Ver-

1 statische Gleichgewichtsbedingungen, zum Unterschied von den Gleichge­
wichtsbedingungen der Dynamik, mit denen wir uns hier nicht beschAftigen werden. 
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schiebung und Drehung des Systems als ganzen hintanhalten und eine 
vierte, welehe besagt, daB sich die beiden Seheiben aueh nieht gegen­
einander verdrehen. 

Ein System miteinander starr verbundener Seheiben, z. B. die drei 
miteinander gelenkig verbundenen Stabe der Abb. 30e, welche ein starres 
Dreieek bilden, verMlt sich wie ein einziger starrer Korper und erfordert 
nur drei Gleichgewiehtsbedingungen. 

19. Beispiele fur die Reduktion allgemeiner ebener Kraftsysteme. a) System VOII 

Krciften verschiedener Richlung. Das in Abb. 31 dargestellte Kraftsystem ist auf 
reehnerischem und zeiehnerischem Wege zu reduzieren. AIle erforderliehen Angaben 
sind aus der Abbildung bzw. aus TabeIle 2 zu ersehen. 

\ " 

.:.-- __ __ ..[ ~o 
\ . - ___ _ : .L-~"-i 

H \ " , -1----
. " x " \. , I , , 

z 
~lI'I8ils1., 1C1f1 .... Zm 
KNfftnI&f. , Icm ..... zt 

A1.>b. 31. 

Die zeichnerisehe Reduktion ist in Abb. 31 mittels des Seileekveriahrens durch­
gefiihrt. Die zusammengehorigen Pol- und Seilstrahlen sind bezeichnet. Aus dem 
Kraftcck lesen wir fiir die GroBe der Resultierenden 2,15 em abo Dieser '''ert ist 
mit dem KraftmaBstab zu vervielfaehen, was R = 2.15'2 = 4.3 t ergibt. 

Die reehnerische Behandlung des Kraftsystems wird wieder am besten in Form 
einer TaheIle durehgefiihrt. In den Spalten links vom Doppeistrich befinden sich 

Tabelle 2. 

Pi t xi "i (x, Pi) 
CO' (x,Pi ) sin (x,Pi ) Xi Yi l"i xi Xi "i 

m m Grad t t tm tm 

PI 4,DO 0,00 0,00 + 30 +0,866 +°,5°0 +3,46 +2,00 0,00 0.00 
P2 3,00 +2,00 +5.00 - 30 +0.866 --0,500 +2,60 -1.50 -3,00 +13,00 
Pa 5,00 -1,00 +2.00 +135 -0.707 +0,707 -3,54 +3054 -3.54 -- 7.08 
P4 4,00 -2,00 -2.00 +180 -1,000 0,000 -4.00 0,00 0,00 + 8.00 

Summen: -1.48 +4.04 -6.54 +13.92 

die Anga1.>en fiber das Kraftsystem. reehts davon die Zwischenergebnisse der Reeh­
nung. Reduktionspunkt ist der Koordinatenursprung O. Xl und Y, folgen aus den 
Gl. (17. 9). Ihre algebraischen Summen liefem naeh Gl. (17. 10) XR = -1.48 und 
l-R = + 4.04. Damit erhaiten wir naeh Gl. (17.11) die GroBe der Resultierenden: 

R = l' 1.482 + 4.°42 = 4.30 t. 
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4 4 
Aus EY;v; = -6.54 und IX,)", ~~ + 13.92 erhalten wir nach Gl. (17.14) das 

j·-I 

rt'!'ultiercndc ~Ioment 
.u = - 6.54 - 13.92 =-0 - 20.46 tm. 

Damit crgibt sicn nach Gl. (17.15) die Gleichung der Wirkungslinie von R: 

4.04 x + 1.48 Y = - 20.46. 
oder 

Die Wirkungslinie kann etwa nach Ermittlung der Achsenabschnitte in das Koor· 
dinatensystem eingezeichnet werden. FUr Y= 0 ergibt sich X= - 5.07. fUr X= 0: 
y = -13.83. Da X R < o. Y R > 0 ist. weist R nach links oben. 

b) Syslem parallele, Kra!le. Ahnlich wie in Nr. 5. Beispiel b ergeben sich bei 
der Reduktion eines ParaUelkraftsystems wieder gewisse Vereinfachungen. Sei 
etwa das in Abb. 32 dar-
gestellteKraftsystem rech­
nerisch zu reduzieren, so 
legen wir den Reduktions­
punkt 0 am besten in die 
Wirkungslinie einer Kraft 
und ziehendie x-Achsepa· 
rallel zur gemeinsamen 
Richtung aller KrAfte. 
Dann sind die Simtlichen 
y·Komponenten der KrAf­
te gleich Null und damit 
auch die y.Komponente 
der Resultiftl"enden R. Die 
Resultierende ist also den 
Krlften parallel und gleich 
dem absoluten Betrag der 

Abb.32 • 

LMULl'" 
ffMfLL..Ljt 

algebraischen Summe der x·Komponenten aller Krlfte. Das Vorzeichen dieser 
Summe gibt uns Auskunft Uber den Richtungssinn von R. Die x·Komponenten 
der KrAfte ergeben sich zu (Einheit l) : 

Xl=,-Pl~=-6. X.=P.=8, -\"3=-1-'3=-5, X,=-=-P,=~ 1. 

(Praktisch wird man auch hier kein Koordinatensystem einfUhren. sondern einfach 
die Krlfte je nach ihrer Richtung mit Vorzeichen versehen. wie in Nr. 5. Beispiel b 
angedeutE't wurde.) Damit erhalten wir 

XR = -6+ M-5-1 O~ -4t. 
Es ist also 

R= 4t 
und weist in die negative x-Richtung. Um die Lage von R zu bestimmen. bercchnen 
wir das resultierende Moment. das ist die hier sehr einfach zu bestimmende algebra· 
ische Summe der Momente aller KrAfte um den Punkt 0: 

M = 6-10 - 8'7 + 5-3;- 1.0 = + 19tJlJ. 
Daraus folgt nach Gl. (17,16) der Abstand der Resultierenden von 0: 

r -~ :.~ ,= 4.75 m. 
4 

y ist so auizutragen, daD R um 0 im Gegenzeigersinn dreht, also nach oben. Damit 
konnen wir R emzeichnen. 

In Abb. 32 ist Rauch zeichnerisch mittels des Seilecks ermittelt. 
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20. Zerlegung von Kraften. Gleichgewichtsaufgaben. Die Zerlegung 
einer Kraft in zwei sich schneidende Komponenten haben wir schon in Nr. 3 
behandelt. Wir wollen hinzu noch erganzend bemerken, daB eine Kraft P 
nur dann in zwei Komponenten mit vorgegebenen Wirkungslinien zerlegt 
werden kann, wenn sich diese auf der Wirkungslinie von P schneiden. 
Andernfalls ist die Aufgabe un1osbar. Denn wiirden sich die beiden 
Komponenten in einem Punkt auBerhalb der Wirkungslinie von P schnei­
den, so miiBte nach dem Gesctz vom Krafteparallelogramm auch ihre 
Resultierende durch diesen Punkt gehen, konnte also niemals der Kraft P 
gleichwerlig sein. 

Hingegen ist die Zerlegung einer Kraft P in zwei zu ihr parallele Kom­
ponenten PI und P2, die in den Geraden gl und g2 liegen, ohne weiteres 

Abb·33· 

moglich,denn hier ist der gemeinsameSchnitt­
punkt der drei Wirkungslinien der unendlich 
ferne Punkt. Die Durchfiihrung geschieht auf 
Grund folgender Uberlegung (Abb. 33): P muB 
als Resultierende von PI und PI durch den 
drittenEckpunkt eines zwischen den Geradeng) 
und g2 liegenden geschlossenen Seilecks gehen 

(s. Abb. 16, Bild 1). Wir zeichnen also im Lageplan ein ganz beliebiges 
geschlossenes Seileck und ziehen die parallelen Poistrahlen im Krafte­
plan. Die Strahlen I und III liefern die Lage des Pols, II die Unter­
teilung von P in die gesuchten Komponenten. 

Kehren wir den Richtungssinn der beiden Komponenten einer Kraft P 
urn, so miissen die drei Krafte jetzt einander das Gleichgewicht halten. 
Damit haben wir die Losung einer Aufgabe gefunden, die uns im folgen­
den ofters begegnen wird: Eine Kraft P durch zwei Kriifte PI und PI mit 
vorgegebenen Wirkungslinien ins Gleichgewicht zu setzen. Nach dem am 
Beginn dieser Nummer Ausgefiihrten, wie auch aus Nr.10 geM hervor, 
daB die Aufgabe nur 16sbar ist, wenn sich die Wirkungslinien dieser drei 
Krafte in einem Punkt schneiden, der auch im Unendlichen liegen kann. 
Bei der Durchfiihrung verfahren wir zunachst genau so, als batten wir P 
Flach den beiden Richtungen in Komponenten zu zerlegen und bestimmen 
den Richtungssinn von PI und P'J, aus der Bedingung, daB P, PI' PI ein 

geschlossenes Krafteck mit steti-

~~__ gem Umlaufsinn bilden miissen. 
{;--- Solt cine Kraft P durck drei 

p 'P, Kriifte PI' P'J" Pa ins Gleichgewicht 
gesetzt werden, die in den vorge­
gebenen Wirkungslinien gl' g", ga Abb·34· 
liegen, so ist diese Aufgabe nur 

dann eindeutig losbar, wenn sich gv g'J" gs nickt in einem Punkt 
schneiden (Abb. 34). Die GroBen der drei Krafte finden wir durch 



21. Das zentrale rll.umliche Kraftsystem. 

folgende Uberlegung: SoIlen P, PI' P'/., Pa im Gleichgewieht sein, dann 
muB die Resultierende von P2 und Pa, die wir P2,a nennen wollen, den 
Kraften P und PI das Gleiehgewicht halten. Nach Nr. 10 muB also PII,a 
durch den Schnittpunkt A von P und gl gehen. Da Pr.,a andererseits 
durch den Schnittpunkt B der Geraden g,. und ga gehen muB, ist seine 
Wirkungslinie bekannt. Wir konnen daher im Krafteck P zunachst 
durch zwei Krafte mit den Wirkungslinien gl und A Bins Gleichgewicht 
setzen. Die erste ist PI' die letztere PII,a, ist noch nach den Wirkungs­
linien g2 und ga in die beiden Komponenten PI und Pa zu zerlegen. Die 
Pfelle der Krafte sind so anzuordnen, daB der Umlaufsinn des Kraftecks 
nirgends unterbrochen ist. - Die Konstruktion kann auf drei Arten 
durchgefiihrt werden und muB immer dasselbe Ergebnis liefern. Der 
Leser iiberzeuge sich davon. 

Schneiden sieh die drei Geraden gl' gl' ga in einem Punkt auf der 
Wirkungslinie von P, dann hat die Aufgabe unendlich viele Losungen 
(ist unbestimmt). Dasselbe gilt, wenn die drei Geraden zu P parallel 
sind, also durch den unendlieh fernen Punkt der Wirkun.gslinie von P 
gehen. Liegt der Schnittpunkt nicht auf P, dann ist die Aufgabe un­
losbar. Denn die Resultierende von PI' P2, Pa wiirde dann auch durch 
diesen gemeinsamen Schnittpunkt gehen und konnte nie mit P im 
Gleiehgewieht sein; 

In der gleichen Weise verlauft die Zerlegung einer Kraft in drei Kom­
ponenten mit vorgegebenen Wirkungslinien. Wir haben nur die oben 
erhaltenen Richtungen der Krafte PI' P'/., Pa umzukehren. Die Zerlegung 
einer Kraft in mehr als drei Komponenten ist unbestimmt. 

c. Das raumliche Kraftsystem. 
Eine Gruppe von Kraften, die nieht aIle in derselben Ebene liegen, 

nennt man ein raumliches Kraftsystem. Das Kraftsystem heiBt zentral, 
wenn aIle Krafte im selben Punkt angreifen. Sonst spricht man von 
einem allgemeinen raumlichen Kraftsystem. Wir werden in den spateren 
Anwendungen nur sehr selten mit raum1iehen Kraftsystemen zu tun 
haben, und dann nur mit recht spezieIlen. Daher wollen wir hier in Kiirze 
nur das AIlerwichtigste behandeln. Wir stellen uns wieder die Aufgabe, 
das Kraftsystem zu reduzieren, d. h. also, auf ein moglichst einfaches 
zuruckzufiihren. Wir set zen voraus, daB das allgemeine Kraftsystem 
stets an einem starren Korper angreife, fur das zentrale Kraftsystem ist 
diese Voraussetzung unwesentlich. 

21. Das zentrale raumliche Kraftsystem. Zur Behandlung des zentralen 
raumlichen Kraftsystems machen wir den gemeinsamen Angriffspunkt 
aller Kra.fte zum Ursprung 0 eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
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x, y, z (Abb. 35). Die Resultierende R des Systems grcift dann l'bcnfalls 
im Punkt 0 an und wird gefunden, indem man, ahnlich wie beim cbcnen 
Kraftsystem, samtliche Krafte geometrisch addicrt. d. h. also 
in der Richtung ihrer Pieile im Raum aneinanderfiigt, wolwi die 
ReihenfoIge wieder ganz beliebig sein kann. Die SchluBlinie 

des so entstehenden raumlichen Kraft<.'cks ist 
z dann R. In Abb. 35 ist dies fUr die vier Kriifte 

PI' ... P, angedeutet. Zur praktischen Durch­
fUhrung zeichnef man zwei Risse d<.'s Kraft­
systems, etwa Grund- und Aufrid, we1che dann 
jeder ein ebenes Kraftsystem darstellen. Diese 

Y werden zeichnerisch reduziert, wodurch man. 
die Projektionen von R auf die Grund- und 

Ahh. 35. AufriBebene erhtilt, aus denen dann R st'lb:;t er­
mittelt werden kann. 

Zur rcchncri!iChen Behandlung deszentralen raumlichen Kraftsystems 
zcrlegen wir zunachst jede Kraft nach den Richtungen der dr<.'i Koor­
dinatenachscn in Komponenten. Diese werden erhalten, indem ",ir die 
Krafte senkrecht auf die Koordinatenachsen projizieren. lleleichn£'n 
wir die \\'inkel, welche die Richtung von Pi mit den Koordinatcnachsen 
einschlieBt, mit (x, Pi), (y, Pi), (z, Pi), so gilt fiir die Komponentell 
(s. Abb. 36): 

Xi = P, cos (x, Pi), Yi = Pi cos (y, Pi), Zj = Pi cos (z, Pi)' (21,17) 

Es sind das einfach die Sciten dnes Quaders, der mit Pi als Korperdia­
gonale und den Koordinatenebenen,sowie dell zu ihnen parallelenEbenen 

z 

Abb·36 . 

durch die Spitze von Pi gebildet werden kann. 
Wir iiberzeugen uns, daO die geometrische 
Addition der drei Kompon('nten tatsachlich 
zum Vektor Pi fiihrt. Wie beim ebenen Kraft­
system ist auch hier GroBe und Richtung einer 

Y Kraft durch die Angabe der Komponentell 
eindeutig gegeben. So erhalten wir die Grone 
von Pi aus dem genannten Quader zu: 

Pi = }!",Yl + YI +Zl; (21.18) 

die Richtung liiOt skh aus den Gl. (21,17) ermitteln. 
Die Komponenten der Resultierenden X R, Y R, Z Reines aus 11 Kraften 

bestehendenSystems erhalten wir wieder durch algebraische Addition der 
Komponenten der einzelnen KrUte: 

fI " II 

X R =-'£Xi' Y R =-,£Yj , ZR =~Zi' (21,19) 
i-I i:a:rl __ I 
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Aus ihnen folgt nach Gl. (21, 18): 

R = t' Xi + Yi + Zit 
und aus den Gl. (21,17): 

( R) XR R) l'R ZR 
~~ =7' ~~ =T' ~~~=K 

]1 

(.!1.20) 

(21.21) 

Wie beim zentralen ebenen Kraftsystem gilt auch hier: Eilt %Im­

trales raumUches Kraftsystem ist im Gleichgewicht, wenn seine Rcsullierende 
gleich Null ist. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die drei Kom­
ponenten von R verschwinden. So erhaltcn wir die drei Gleichgewichts­
bedingungen fur ein zentrales raumliches Kraftsystem: 

.. If .. 

IX, =0, IY, =0, IZi =0. (.!J,2l) 
i=l ;=1 

22. Reduktion des allgemeinen riumlichen Kraftsystems. ZUI' Reduk­
tion eines allgemeinen raumlichen Kraftsystems, das aus den Kraften 
PI' Pt . ... PH bestehen mage, nehmen wir einen Reduktionspunkt 0 an, 
den wir zum Ursprung eines Koordinatensystcms x, y, % ma~h<:n. In 
dicsem System moge der Angriffspunkt A del' Kraft Pi die Koordinatcn 
Xi, Yi, Zi haben. Nun verschieben wir wieder die Kraft Pi. parallel zu 
sich selbst in den Punkt 0, indem wir uns dort zwei Krafte Pi, und -Pi 
angebracht denken, die sich gegenseitig aufheben und daher das Kraft­
system nicht vera.ndem (Abb.37). -Pi in 0 und Pi in A bilden dann 
ein Kra.ftepaar mit dem Moment .lh das zu dem nach 0 verschobenen Pi 
hinzutritt. Die samtIichen nach.O verschobenen Pi bildcn nun <:in zen­
trales Kraftsystem, dessen Resultierende R wir nach dem in der vorigcn 
Nummer ausgefiihrten nach GroJ3e und Richtung ermitteln konnen. Nun 
stehen wir noeh VOl' del' Aufgabc,die n Kraftepaare mit den l\Iomentcn M i , 

die in verschiedenen Ebenen liegen, welchc aile durch 0 gehcn, irgcndwie 
zusammenzufassen. 

23. Det Momentenvektor. Das Moment des Kraftepaares Pl.-Pi ist 
nach Nr. 12 gleich dem Betrage einer Kraft mal dem Abstand beider 
Knifte, oder, was dasselbe ist, gleich dem Moment einf'r Kraft in bezug 
auf einen Punkt del' Wirkungslinie del' anderen. Also etwa gleich dcm 
Moment del' Kraft Pi in bezug auf den Punkt O. Dieses Moment \Vird als 
das polare Moment von Pi um den Punkt 0 bezeichnet . .lIi wird geome­
trisch veranschaulicht durch die doppelte Flache des Dreiecks 0 A B der 
Abb. 37. das mit Pi als Grundlinie uad 0 als Spitze gebildet werden 
kann (Nr.11). Nun erweist es sich als sehr zweckmaJ3ig, das polare 
Moment einer Kraft bzw. das Moment eines Kraftepaares durch cincn 
Vektor. den wir mit M, bezeiehnen, darzustellen. Del' Vektor .\Ii, wird 
sen1crecht zu del' durch 0 und P, bzw. P, und -P, gegebenen Ebcne so 
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errichtet. daB von seiner Spitze aus gesehen. Pi um 0 im positiven. also 
im Gegenzeigersinn dreht. Die Lange von Mi wird gleich dem absoluten 

z 
Betrag des Moments festgesetzt und mif 
M, bezeichnet. 

Die Projektionen des Vektors M, auf 
die -drei Koordinatachsen bezeichnen wir 
mit Mi:r:. M il/' M iz und nennen sie Kompo­
nenten von Mi' SchlieBt dieser mit den 
Achsen die Winkel (x.M,). (y.M,). (z.M,) 

;Y ein. so gilt fiir die GroBen der Kompo­
nenten: 

Abb.37. M,:r:=M, cos (X.Mi). Mil/=M, cos (y.Mi). 
M iz = Mi cos (z.M,). (23.22) 

Mi. der Betrag des Momentenvektors M,. ist gleich der doppelten FIache 
des Dreiecks 0 A B. Mi =2 F. Der Winkel (z. M,) ist als Winkel zwischen 
der Normalen auf die DreiecksfHi.che und der Normalen auf die Grund­
riBebene gleich dem Winkel zwischen Dreiecksflache und GrundriBebene 
selbst. F cos (z.M.) ist also die Projektion der Flache F auf die Grund­
riBebene und M •• = 2 F cos (z.M.) gleich der doppelten Flache des Drei­
ecks 0 A' B'. Nennen wir die Projektion von p. auf die GrundriBebene P/. 
so ist die doppelte Flache des Dreiecks 0 A' B' nichts anderes als die 
geometrische Deutung des Moments von P/ urn den Punkt O. Hat p. 
die Komponenten X •• Y •• Z., so hat P/ die Komponenten X,. Y •. Sein 
Angriffspunkt A' hat die Koordinaten x •. y •. Nach Gl. (17,13) ist dann 
das Moment von P/ umO gleich Y,x.-X.y •. Fuhren wir die gleiche 
Betrachtung auch fUr die beiden anderen Komponenten von .VI, durch. 
so erhalten wir: 

iV!i~ = Z.y, - YiZi • M.'Y = X.z. -Zi Xi • .li •• = YiXi - XiYi' (23.24) 

Diese drei Momente werden als die axialen i.lfamente der Kraft Pi urn 
die drei Koordinatenachsen bezeichnet. Das axiale Moment einer Kraft 
um eine beliebige Achse ist demnach gleich dem Moment der Projektion 
der Kraft auf eine zur Achse senkrechte Ebene in bezug auf den Durch­
stoBpunkt der Achse durch diese Ebene. 1st die Kraft zur Achse parallel, 
so schrumpft die Projektion der Kraft auf einen Punkt zusammen und 
ihr axiales Moment ist gleich Null. 

Nun mussen wir aber zeigen, daB die als Momentenvektor eingefiihrte 
GroBe sich tatsachlich wie ein Vektol, also etwa wie der Kraftvektor 
verhalt. DaB also, wenn wir etwa zwei Kraftepaare zu einem einzigen 
zusammenfassen, der Vektor des resultierenden Paares gleich der geome­
trischen Summe der Vektoren der beiden ursprunglichen Kraftepaare ist. 
Fur Kriiftepaare, die in derselben Ebene lic-gen, ist dies erfUllt. Die 
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Vektoren der einzelnen Paare sind hier alle parallel und kannen. da die 
Kraftepaare in ihrerEbene beliebig verschiebbar sind (Nr. 13). in dieselbe 
Gerade verlegt werden. Sie weisen dann nach oben oder unten, je nach 
dem Drehsinn der Kriiftepaare. Ihre Zusammensetzung liefert einen 
Vektor. dessen Lange gleich dem absoluten Betrag der algebraischen 
Summe der Momente der beiden Paare ist und dessen Richtungssinn mit 
dem Drehsinn des resultierenden Paares in der festgesetzten Vberein­
stimmung steht. 

Nun betrachten wir zwei Kraftepaare mit den Momenten M1 und M •• 
die in verschiedenen. jedoch einander schneidenden Ebenen liegen. Wir 
denken uns, wenn natig. die beiden Kriiftepaare durch Abanderung der 
Krafte auf den gleichen Abstand a gebracht. Dann bestehe das erste 
Paar aus den Kraften PI' -PI' das z.weite aus P'J" -P'J" und es gilt 
Ml =P1a, M.=P.a. Die Langen der Mo­
mentenvektoren M1 und. Ma sind also den 
Kraften proportional. Nun verschieben wir 
jedes der Paare in seiner Ebene bis zur 
Schnittlinie der heiden Ehenen und zwar so. 
daS die Krafte senkrecht zur Scluiittlinie zu 
liegen kommen (Abb.38). Die Momenten-
vektoren, die wegen der Verschiebbark. eit Abb 8 ·3 . 
der Kriiftepaare in beUebigen Punkten der 
beiden Ehenen angebracht werden kannen, emchten wir im Punkt A 
der Schnittlinie. Sodann setzen wir die Krafte Pl und PI nach dem 
Parallelogrammgesetz zu einer Kraft P zusammen, ebenso -Pl 
und -PI zu einer Krait -Po P, -P bilden somit das resultierende 
Kraftepaar, dessen Moment M = Pa ist. Wir sehen nun nach, ob sich 
dieses Moment auch durch Zusammensetzung der Vektoren Ml und M2 
aus dem "Momentenparallelogramm" ergibt. Da die Seiten des Krafte­
und Momentenparallelogramms einander proportional sind (Proportio­
nalitatsfaktor (I) und paarweise aufeinander senkrecht stehen, sind beide 
Figuren einander ahnlich und gegeneinander urn 90 0 verdreht. Daher 
stehen auch ihreDiagonalen aufeinander senkrecht und weil die Diagonale 
des Kriifteparallelogramms gleich P ist, hat die des Momentenparallelo­
gramms die Lange Pa, was zu beweisen war. Was fUr die Zusammen­
setzung zweier Kriiftepaare gilt, gilt natiirlich auch fUr mehrere, wenn 
wir sie uns nacheinander addiert denken. Die Zusammensetzung von 
Kriiftepaaren erfolgt also durch geometrische Addition der Momenten­
vektoren. Infolgedessen kann man auch einen Momentenvektor in Kom­
ponenten zerlegen. Die drei durch die Gl. (23,24) ausgedriickten Axial­
momente sind also zusammen in ihrer Wirkung auf den starren Karper 
gleichwertig der des Moments Mt. 

Es bleibt uns nur noch ubrig zu zeigen, wie Kraftepaare, die in paral-
Cbmelka-Melan, Statilt,4.AufI. 3 
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lelen Ebenen liegen, zusanunengesetzt werden. Wir werden folgenden 
Satz beweisen: Zwei Kraftepaare mit demselben Moment und demselben 
Drehsinn, die in parallelen Ebenen liegen, sind einantler gleichwertig. Wir 
fuhren den Beweis, indem wir in einem Paar die Kraftrichtungen um­
kehren und zeigen, daB sich dann die beiden Paare das Gleichgewicht 
halten. Dann mussen die urspriinglichen Paare nach Nr. 6 einander 
gleichwertig sein. Wir bringen beide Paare auf gleichen Abstand, dann 
miissen wegen der Momentengleichheit auch die Krafte einander gleich 
sein. Nun verschieben wir die beiden Paare in ihren Ebenen so, daB 

_p die entgegengesetzt gerichteten Krafte genau 
---::.".p--: ubereinander zu liegen kommen (Abb. 39). Fas-

-tP )':::::::;& .. sen wir nun die beiden nach rechts gerichte--1--/ p zp ten Krafte P zu einer Resultierenden 2 P 
Abb.. zusammen, so liegt diese in der Schnittlinie 

39 der beiden geneigten Ebenen, die durch die bei-
den Krafte P einerseits und durch die beiden Krafte -P andererseits 
gelegt werden konnen. In dieselbe Gerade fallt aber auch die Resul­
tierende -2 P der beiden Krafte -P und es herrscht also Gleich­
gewicht. 

Wir durfen also am starren Korper ein Kraftepaar flicht bloB in seiner 
Ebenebeliebig verschieben, sondem auch parallel dazu. Kriiftepaare, 
die in verschiedenen, zueinander parallelen Ebenen liegen, konnen bei 
der Reduktion so behandelt werden, als Iagen sie in ein und derselben 
Ebene. Der Momentenvektor eines Kraftepaares kann also sowohl in 
der Richtung seiner Wirkungslinie als auch parallel dazu verschoben 
werden. Er wird deshalb einfreier Vektor genannt, im Gegensatz zum 
Kraftvektor, der nur in der Richtung seiner Wirkungslinie verschoben 
werden darf und deshalb als gebundener Vektor bezeichnet wird. 

24. Ergebnisse der Reduktion des allgemeinen raumlichen Kraft­
systems. Das bisherige Ergebnis der Reduktion des in Nr. 22 behandelten 
allgemeinen raumlichen Kraftsystems, bestehend aus den Kraften Pl' 
Ps, ... P,. war eine Resultierende R in 0 und n Kraftepaare mit den 
Momenten M1, Ms, ••• M,. in Ebenen durch 0 bzw. nMomentenvek­
toren Mt, MI' "', M,. im Punkt O. Diese n Vektoren setzen wir nun 
zu einem resultierenden Momentenvektor M zusammen, der im allge­
meinen mit R irgendeinen Winkel einschlieBen wird. Fur die Kompo­
nenten und den Betrag von jJ, die nach dem Vorangegangenen genau so 
wie Komponenten und Betrag von R berechnet werden, gilt: 

II 

M" =2:M.", '-1 
II ,. 

My --;EM.,. M. IM ... 
~-I ~-l 
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M,., M." M •• sind nach den Gl. (23.24) zu berechnen; 

M=yM; +M;+M:. 
Nun zerlegen wir den Vektor ii, den wir uns inO angreifend denken, in 
zwei Komponenten: M~ parallel zuR undM, senkrecht dazu (Abb. 40a). 
Die letztere Komponente bedeutet ein Kraftepaar vom Moment M" in 
dessen Ebene R liegt. DiesesKraftepaar kann mit Rnach Nr. 15 zusammen­
gesetzt werden, was eine Parallelverschiebung von R urn den Betrag 

r= ~' bewirkt. Den Vektor Mp, den wir beliebig parallel verschieben 

konnen. legcn wir in den Vektor R. So erhalten wir als Ergebnis der 
Reduktion des allgemeinen 
diumlichen Kraftsystems das 
in Abb. 40 b dargestellte und 
nicht weiter zuvereinfachende 
System: eine Resultierende R 
und ein Kraftepaar in einer 
Ebene senkrecht zu R. Man :z 
nennt dieses Gebilde eine 
Kra!tsclJraube oder Dyname. 

.. 

z 

Abb.40 • 

Die Wirkungslinie von R heiBt Zentralachse des Kraftsystems. Es laBt 
sich unschwer zeigen, daB man immer zu derselben Kraftschrauhe 
konunt, unabhangig von der Wahl des Reduktionspunktes. 

Neben dem allgemeinsten Ergebnis der Reduktion, der Kraftschraube, 
wo R =+=0 und M =+=0 ist und R und Meinen heliebigen Winkel ein­
schlieBen, sind auch noch folgende Sonderfalle maglich: R =+=0, M" =0: 
das Kraftsystem reduziert sich auf eine Einzelkraft allein. R =0, il =+=0: 
es ergibt sich ein Kraftepaar. R=o, M=o: es herrseht Gleichgewicht. 
In diesem Fall mussen samtliehe Komponenten von R und M ver­
sehwinden. Wir erhalten daher aus den Gl. (21,19) und (24, 25) die 
folgenden seehs Gleichgcwichtsbedingungen fur das allgemeine raumliehe 
Kraftsystem, bzw. fur den starren Karper im Raum: 

n .. 
2X,=0 2 (Z;y, - Y,Zi) = o. 

i=l 

IS .. 
2Y,=0 2 (X,z, -Z,X,) = O. 

i==1 

.. 
2 (Y,Xi-X,Yi) =0. 
i-I 
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II. Schwerpunkte ebener FHichen. 
25. Definition und Eigenschaften des Schwerpunkts. Wir denken uns 

die beliebig berandete ebene FHiche F etwa aus Blech von der Dicke t 
und dem spezifischen Gewicht y ausgeschnitten und im Schwerefeld auf­
gehangt. Wenn wir uns F mosaikartig aus lauter kleinen FHi.chenteilchen 
LlF zusammengesetzt denken, so geMrt zu jedem LlF ein Blechstiickchen 
vom Volumen t ·LlF. Auf jedes clieser Blechstiickchen wirkt dann die 
Kraft 

LIP =ytLlF (25,1) 

lotrecht nach abwarts (Abb.41). Die Resultierende aller dieser kleinen 
parallelen Krafte weist ebenfalls lotrecht 

.e nach abwarts und ist gleich dem Gewicht 
H der Blechscheibe: 

R =ytF. (25,2) 

Die Lage der Resultierenden in dem in 
.fi, Abb. 41 eingezeichnetenKoordinatensystem 

I>---:r:=-~-- --L-.----"x X, y ist durch den Abstand x. ihrer Wir-
H 

o kungslinie von der y-Achse gekennzeichnet. 
Abb. 41. Xs gewinnen wir aus der Bedingung, daB 

das Moment von R um den Koordinatenursprung 0 gleich sein muB der 
Snmme der Momente aller LIP um 0 (s. Nr.16). Das erstere Moment ist 
gleich -Rxs• Bezeichnen wir die Koordinaten von LlF mit x und y, 
so ist das Moment von LIP um 0 gleich -xL1P und es mnB also gelten: 

Rxs =,2xL1P. 
F 

,2 xAP bedeutet, daB wir fiir jedes Flachenteilchen L1F von F das Pro­
F 

dukt x ·L1P zu bilden und alle diese Produkte zu addieren (iiber ganz F 
zu summieren) haben. Setzen wir fiir R und L1P ihre Werte ein und 
heben aus der Summe die konstanten Faktoren y und t heraus, so er­
halten wir: 

und daraus 

ytF Xs = yt,2 xAF 
F 

l:xL1F 
xs=F __ _ 

F 

Wir denken uns nun F um 900 gedreht und bestimmen abermals die 
Lage der Resultierenden aller Schwerkrafte. Die Drehung konnen wir 
in Abb. 41 einfach dadurch bewerkstelligen, daB wir nunmehr die Schwer­
kriifte A P in horizon taler Richtung wirken lassen. Die GroBe von R 
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wird sich dadurch nicht andem. Ibre Lage wird jetzt durch ihren Ab­
stand "S von der x-Acbse gekennzeichnet sein, das wir genau wie vor­
hin Xs berechnen konnen: 

EyAF 
y, = F (25,3b) 

F 
Durch den Schnitt dieser beiden Wirkungslinien der Resultierenden, 

deren Lage beziiglich F nicht vom Koordinatensystem, sondem von der 
Verteilung der L1P, d. h. also nur von der Gestalt von F abhangen wird, 
wird ein Punkt S mit den Koordinaten x" y, bezeichnet, welcher 
Scnwerpunkt der Flache F genannt wird. Wir werden spater zeigen, daB, 
in welcher Richtung wir auch das Schwerefeld auf F wirken lassen, die 
Resultierende aIler Schwerkriifte stets durch den Punkt S hindurch geht. 
Unterstiitzen wir daher die Flache in diesem Punkt, so ist sie in jeder 
Lage im Gleichgewicht, da R niemals ein Drehmoment urn S besitzt. 
Durch Unterstiitzung in diesem einen Punkt wird also die Wirkung der 
Schwerkraft auf die FIache vollkommen aufgehoben; daber sein Name. 

Zur Berechnung der in den Gl. (25,3) auftretenden Summen mussen 
wir uns iiberlegen, in welcher Weise die Einteilung der Flache F in 
Fliichenelemente L1F vorgenommen werden muB. Da die Schwerkraft 
iiber die ganze FIache kontinuierlich verteilt ist, mussen wir uns die L1F 
unendlich klein vorstellen, also wie der Mathematiker sagt, einen Grenz­
iibergang L1F --+0 ausfiibren. Aus den genannten Summen von zunachst 
endlich vielen und endlich groBen Summanden werden beim Grenz­
iibergang Summen von unendlich vielen, unendlich kleinen Summanden, 
welche man als Integrale bezeichnet. Die exakten Formeln fUr die 
Koordinaten des SchweIpuokts lauten also: 

x. = ~ r~dF, y, = ~ f ytlF . (25,4) 

Der grBBeren Anschaulichkeit balber wollen wir in den folgenden Ab­
leitungen stets von den Gl. (25,3) ausgehen. Man konnte jedoch ebenso­
gut die folgenden Entwicklungen an Hand iiet Gl. (25,4) unter Beachtung 
der elementaren Regeln der Integralrechnung durchfiihren. 

Wir wollen nun noch den Beweis nachtragen, daB die Resultierende R der 
Schwerkrlfte auf die FllLche F. mag diese liegen wie aie wiD, stets durch den Punkt S 
geht. Wir fuhren den Beweis, indem wir die Schwerkrlfte unter einen beliebigen 
Winkel ~ gegen die K-Achse der Abb. 41 wirken lassen, die Gleichung der Wirkungs­
linie von R aufstellen und zeigen. daB aie von den Koordiaateu. von S erfullt wird. 
Bezeichnen wir mit E und "1 die laufenden Koordinaten eiDES Punktes der Wirkunga­
linie von R (K und y sind a1s Koordinaten von AF bereits vergeben). so lautet deren 
Gleichung nach Forme1 (17.15): 

YBE-XB"1=M. 
FUr die Komponenten von R gilt: 

XB = Rcoa~, YB = Rsin~. 
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Mist das resultierende Moment des Kraftsystems der unter dem Winkel III gegen die 
~-Acbse geneigten LI P. Ein solches LI P hat die Komponenten LlX = LI P cos III und 
LlY=LlPsinlll. 5ein Angriffspunkt hat die Koordinaten~,,, (s. Abb. 41). Daher 
ist sein Moment um 0 nach Gl. (17,13) gegeben durch: 

L1 M = xLI Y - y LI X = xLi P sin IX - Y LI P cos III • 

Mist die Summe aller Momente LI M uber die gauze Flache. Die Gleichung der 
gesuchten Wirkungslinie lautet also : 

~RsinlX -11 RcoslX = E (xLi Psinlll- yLl PCOSIX). (25,5) 
F 

Wir spalten die Summe in zwei Teile und seben fur den LI P seinen Wert aus Gl. (25,1) 
ein, dann heben wir alles, was wihrend der Summation konstant ist, aus den 
Summen heraus und berucksichtigen schlieLUich die Gl. (2.5, 3): 

E (~.1Psintll- yLiPCOSiX) = "'sin,, E~LlF -",coS(l EyLiF = 
F F F 

= ('Ix, F sin III - "'r, Fcoslll. 

5etzen wir dies in Gl. (25. 5) ein. nachdem wir noch filr R seinen Wert gema.B 
GI. (25. 2) eingefuhrt haben, so erhalten wir schlieJ3lich a1s Gleichung der Wirkungs­
linie der Resultierenden aller Schwerkrafte: 

$ sin IX -11 cos IX = x, sin IX - y, cos OL 

5eben wir darin fur ~= x,. fur fJ= ",. so ist die Gleichung {iir jedes beliebige III 

erfiillt, die Kraft R geht also bei jeder be1iebigen Lage von F stets durch den 
Punkt S. 

]ede Geradc, die durch den Schwerpunkt von F geht, wird Schwer­
linie der Flache genannt. Kennt man zwei Schwerlinien, also zwei Wir­
kungslinien der Resultierenden der Schwerkrafte, so ist durch ihren 
Schnitt der Schwerpunkt bekannt. Symmetrieachsen sind immer 5chwer­
linien, da die Resu1tierende eines symmetrischen KraftsysteJllS in der 
Symmetrieachse des Systems liegen muD. Fur Flachen mit zwei oder 
mehr Symmetrieachsen wie Quadrat, Rechteck, Kreis, gleichseitiges 
Dreieck usw. kann demnach der Schwerpunkt sofort angegeben werden. 

26. Dasstatische Moment. Die Summe .2xL!Fim zahler der Gl. (25,3a) 
F 

bzw. das entsprechende Integral der Gl. (25, 4) bezeichnet man als das 
statische Moment tier Plache F bezilglich der y-Achse {oder kurz: urn die 
y-Achse} 5,; denn die einzelnen Summanden sind Produkte aus FIachen­
elementen und ihren Abstanden von der y-Achse: 

5, =.2 xLJ F, bzw. S, = f xdF. (26,6a) 
F F 

Ganz analog nennt man die Summe im Zahler der Gl. (25, 3b) bzw. das 
entsprechende Integral der Gl. (25, 4) das statische Moment der Flache F 
bediglich der x-Achse 5,: 

5,-:.2yLJF, bzw. S,=/ydF. (26,6b) 
F F 
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Nach den Gl. (25, 3) bzw. (25, 4) gilt: 

S,,=y,F, Sy=x,F. (z6,7) 
Das slatische Moment einer Flacke um eine Achse ist also gleich clem 
Produkt aus FltJche und dem senkrechten Abstand ihres Schwerpunkts von 
dieser Achse. Daraus folgt, daB das statische Moment einer Flliche um 
eine Schwerachse stets Null ist, und umgekehrt: ergibt sich fiir eine 
Achse das statische Moment gleich Null, so ist diese Achse eine Schwer­
achse. Sonst kann das statische Moment positiv oder negativ ausfallen. 

Als Produkt einer Lange und einer Flache hat das statische Moment, 
wenn wir die Langeneinheit cm zugrunde legen, die Dimension cmS. 

27. Zwei Hilfssitze. Bei der Berechnung der Schwerpunktskoordinaten 
einer Flliche liegt die Schwierigkeit gewohnlich in der Ermittlung der 
statischen Momente. In gewissen Fallen, die wir jetzt behandeln wollen, 
sind jedoch Vereinfachungen moglich. In den technischen Anwendungen 
sind haufig die Schwerpunkte von Flachen zu bestimmen, die sich aus 
Teilen zusammensetzen, deren Schwerpunkte bekannt sind. Wir nennen 
die Koordinaten des Schwerpunkts der Gesamtflache F x, und Y, und 
bezeichnen mit (Xt'Yl)' (xll,Y,), ... (x .. ,Y .. ) die Koordinaten der Schwer-
punkte der Teilfllichen Fl , Ft., ... F,.. Gehen wir etwa aus von der 
Summenformel (25, 3a) fiir die Koordinate x" so konnen wir die Sum­
mation iiber die ProciUkte xL1F in beliebiger Reihenfolge vomehmen. 
Fiihren wir zuerst die Summenbildung fiir aile xL1F der Flache F1 aus, 
sodann fiir die Flliche Fs usw., schlieBlich fiir die Flache F .. , so konnen 
wir schreiben: 

1 1 
x, = pIxL1 F = F (IxL1F +IxL1F + ... +I xL1F). 

F F, F, F" 

Nach Gl. (25, 3a) ist nun IxL1F = xl Fl ,IxL1F = xllFs usw., so daB 
F, F, 

wir, wenn wir noch bedenken, daB F=Fl +F2 +·· ·F .. ist, e:halten: 

Ganz analog gilt: 
y1F1 + YIFs + .... :-. y .. F .. 

Y, = -p-;--t= FI + -~-:. ·+-F~·· (27,8b) 

1m Zlihler der beiden Formeln erscheint das statische Moment der 
Flliche F als Summe der statischen Momente der FIachen Fl , Ft., '" F ... 
Es gilt also der HilJssatz 1: Das statische Mf-ment einer Summe von Flachen 
in bezug aUf eineAchse isl gleich der Summe de, stalischen Momente derein­
zelnen Fliichen um dieselbe Achse. 

Aus den Gl. (27, 8) konnen wir erkennen, daB, falls aile Teilschwer­
punkte auf einer Geraden liegen, diese eine Schwerlinie sein muB. Denn 
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machen wir diese Gerade etwa zur x-Achse, so sind samtliche y. = 0 

und daher auch y, = o. 

Beispiel. A1s Anwendungsbeispiel wollen wir den Schwerpunkt des in Abb. 42 

dargestellten Querschnittes des ungleichschenkligen Winkelstahlsl- 50' 100' 10 be­
rechnen. In dieser genormten Bezeichnungsweise bedeuten die ersten beiden Zahlen 

L5IltOO.1O 

die Lil.nge der beiden Schenkel, die dritte die Schenkel­
stil.rke des Profils, alles in. mm ausgedriickt. Wollen wir 
die Koordinaten des Schwerpunkts in cm erhalten, so 
wie sie auch in den Profiltafeln angegeben sind, dann 
miissen wir die s1!.mtlichen Abmessungen in cm angeben, 
was in der Abb. geschehen ist. Ferner wollen wir der 
Einfachheit halber die in Wirklichkeit vorhandenen 
Abrundungen gewisser Kanten des Winkelstahls ver­
nach11!.ssigen. Dies hat, wie der Vergleich mit den Ta­
bellenwerten zeigt, nur geringe Anderungen der Schwer­
punktskoordinaten zur Folge l. 

Wir wil.hlen die AuBenkanten des Querschnittes als 
...L.t-t::~~~1-z Koordinatenachsen und zerlegen ihn sodann in zwei 

Z Rechtecke mit den FI1!.chen Fl = 10 cms, Fa = 4 cma, 
deren Schwerpunkte die Koordinaten haben: 

Abb·42 • 51: Xl = 0,5 cm, Yl = 5,0 cm. 
Sa: X2 = 3,ocm, Ya= o,scm. 

Mit Hilfe der GI. (27, 8) erhalten wir fiir die Koordinaten des Schwerpunkts 5: 

10'0,5+4'3 
Xs = -10+4-- = 1,21 cm, 

10'S+4'O,S 
Ys = 10+ 4 = 3,71 cm. 

Zuweilen kommt es vor, daB man den Schwerpunkt einer Flache zu 
bestimmen hat, die eine oder mehrere Ausnehmungen besitzt, Hier kann 
man eine Vereinfachung dadurch erzielen, daB man die Flachen der 
LOcher negativ einfiihrt, Wir bezeichnen mit Fo die volle Flache ohne 
LOcher, mit F1, FI , '" F,. die Flachen der Locher. Dann konnen wir 
uns die Koordinate x, des Schwerpunkts der durchlocherten Flachen 
dadurch berechnet denken, daB wir die Summe im Zahler der Gl. (25, 3a) 
zunachst tiber die Flache Fo erstrecken und hemach jene Summanden, 
die wir zuviel genommen haben, wieder abziehen. 1m Nenner muB der 
Inhalt der durchlocherten Flache stehen, So erhalten wir: 

E xL1F - E xL1F -E xL1F - ••• - E xL1F 

Xs = F, F, p" 
F o-Fl -F2- ", -F,. (27,9) 

1 Solche Winkeleisen, wie auch die iibrigen Profile, werden nicht in jeder be­
liebigen, sondern nur in einer Reihe genormter GroBen hergestellt. Die statischen 
Daten dieser "NormalprofileH sind in Tabellen zusammengestellt, die sich in den 
Dinormblil.ttem sowie in jedem tecnnischen Hilfsbuch, wie z. B. "Stahlbaukalender", 
"Hiitte" usw. finden. 



28. Schwerpunkte technisch wichtiger Flachen. 

Sind die Koordinaten der Schwerpunkte der FHichen F 0' Fl , •.•• F. be­
tannt und gleich (xo,Yo), (Xt'Yl)' .•.• (x,.,y.), so konnen wir schreiben: 

.... F.- .. 1F1 - .... F.-··· -s .. F. 
X, = F.-F1-F.- ... -F .. 

und analog: 
)'.F'-"IF1-".F,-··· -" .. F.. (27, lob) 

y, = Fo-FI-F.-···-F .. 

Sind die Koordinaten der beiden Schwerpunkte nieht bekannt, so haben 
wir in Gl. (27, 9) den Grenziibergang auszufiihren, WodUTCh an Stelle 
der.Summen Integrale treten. 

Fiir die Berechnung des statischen Moments einer derartigen Flliche 
gilt demnaeh der HilJ.ssatz 2: Das statische Moment tiner Fliiche mit 
Ausftehmungen ist gleich dem statischen Moment der 
fJollen Fldche fJerminderl tim die statischen M omente der 
A usnehmungen. 

Beispiel. Ea eei der Schwerpunkt des in Abb. 43 gezeich­
neten Quadrats, daa mit einer rechteckigen Ausnehmung ver­
Behen ist, zu bestimmen. Wir legen den Koordinatenursprun( 
in den Mittelpunkt des Quadrats. Dann negt der gesuchte 
Schwerpunkt aus Symmetriegr1lnden auf der ~-Achse und wir Abl>.43· 
haben nur seine y-Koordinate zu bestimm.en. 

Filr die vone FIAchegilt: Fo= 30'30= 4}OOcm', "0= 0. FilrdieAusnehmung 
gilt: FI = 10·20 = 200 cm', "1 = 5 cm. Damit erhalten wir aus Gl. (27, lob): 

- 5'200 1000 
" =----= --=-143 cm . 

, 4}00- 200 700 ' 

Wir Behen, daB man sich durch entsprechende Wahl des Koordinatenursprungs die 
Berechnung des statischen. Moments YoF. ersparen kann. 

28. Schwerpunkte techn.isch wichtiger Flichen. a) Dreieck. Beim 
Dreieck ist jede Verbindungslinie einer Ecke mit dem Halbierungspunkt 
der gegeniiberliegenden Seite eine Schwerlinie. Denn zerlegt man das 
Dreieck parallel zu einer Seite in schmale Streifen, so 
fallen deren Schwerpunkte mit ihren Halbierungs­
punkten zusammen (Abb. 44). Samtliche Teilschwer­
punkte liegen auf einer Geraden, daher muB nach 
Nr. 27 auch der Schwerpunkt des Dreieeks auf dieser 
Geraden liegen. Wir finden ihn a1s Schnittpunkt 

Abb.44· 

der drei Schwerlinien und er liegt bekanntlich im Drittel der Hohe iiber 
der jeweils als Grundlinie betrachteten Seite des Dreiecks. Haben die 
Eekpunkte des Dreiecks die Koordinaten (Xt. Yl), (XI' Y.), (~Ya). so 
lauten die Koordinaten des Sehwerpunktes: 

x. -= t (Xl + X, + x.), y, = f (Yl + YI + Ya), (28,11) 

was wohl als bekannt vorausgesetzt werden darf. 
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b) Trapu. Indent wir uns das Trapez wie friiher das Dreieck in 
sclunale Streifen parallel zur Grundlinie zerlegt denken, erkennen wir, 
daB der Schwerpunkt S jedenfalls auf der Verbindungslinie der Halbie­
rungspunkte der beiden Parallelseiten liegen muB. Um Y., den Abstand 
des Schwerpunkts von der Grundlinie des Trapezes zu berechnen, zer­
legen wir dieses durch eine Diagonale in zwei Dreiecke mit den Flii.chen Fl 
und PI> deren Schwerpunkte S1 und S. wir bereits einzeichnen konnen. 
Mit den Bezeichnungen der Abb. 45 erhalten wir nach Gl. (27, 8b): 

-r---__ ~j_ 211.~ + ~.all 
YtFt + YtFt 3 2 3 2 Y - ---- - --..... - .. --~ 

1- Ft +F2 - ~'±'~h 
2 

h a + 2b 
Y. = 3"' a + b (28,12) 

Abb.45· Der Schwerpunkt des Trapezes kann 
auch sehr einfach zeichnerisch ermittelt werden (Abb. 46). Wir zeichnen 
zuni:i.chst die Verbindungslinie der Halbierungspunkte A und B der hei­
den Parallelseiten. Dann verliingem wir die beiden Parallelseiten und 
fiigen an a etwa links die Strecke b, an b nach rechts die Strecke a an 
(man kann es auch UPlgekehrt roachen). Die Verbindungslinie der beiden 
so erhaltenen Punkte C und D schneidet A B im Schwerpunkt S. Um 
das zu beweisen miissen wir zeigen, daB die Hohe ha des Schwerpunkts 
iiber der Grundlinie des Trapezes gleich dem y, der Gl. (28,12) ist. Die 

b & Dreiecke A C S und B D S sind iihnlich 

1 J~ilJ \" 'I<'-~ D (alle.Winkel gleich), daher gilt die Pro-
~ ~.~. 5 portion: 

c __ .' ... " IA \ .,r a + ..!!... 
Zi & "t 2 

Abb. 46. ii~ = b+.!!. 
2 

Wir addieren rechts nnd links 1 und bringen auf gleichen Nenner: 
3 "l + "2 '2 (a +b) 

h;·-· = -b + !!--
2 

Wegen ~ + lis =,. ergibt sich daraus: 
II a+ 2b 

lis =3"'a+b = Y., 

was zu beweisen war. Fiir b =0 ergibt sich der Schwerpunkt des Drei­
ecks. Er kann also auch mit Hilfe der angegebenen Konstruktion ge­
funden werden. 

c) Halbparabelsegment. Es solI der Schwerpunkt des in Abb. 47 dar­
gestellten Halbparabelsegments mit der ScheitelhOhe a und der balben 
Sehne b bestiPlmt werden. 
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Fiihren wir das Koordinatensystem x, y ein, so lautet die Gleichung 
der Parclbel allgemein: y'=2 px. SolI ffir x=a y=b sein, so liefert 

dies fiir 2 p =~. Somit lautet die Gleichung der Begrenzungskurve des 

Segments: 1 
b2 

"'=il x . 
Fiir die x-Koordinate des Schwerpunkts gilt 

nach Gl. (25, 4) : 

x. =-];! xdF. 
F 

DerFl30cheninhalt des Segments wird ohne Schwie­
rigkeit dureh Integration erhalten (was wir nieht 
niher ausfiihren): 

/I 

J' 2 
F = ydx =3ab. 

o 

Abb·47, 

Fist gleich t der FIache des deJIl Segment umschriebenen Rechtecks. 
Nun ist noch das statische Moment 

S, =1 xdF 
F 

zu berechnen. Nach Nr. 2S solI dF ein unendlich kleines Fl3ochenelement, 
also etwa ein Rechteck mit den Seiten d x und d y sein. Damit erscheint S, 
als Integral iiber zwei Veriinderliehe, namlieh x und y dargestellt, d. i. 
ein sog. Doppelintegral. Mittels des HUfssatzes 1 der Nr. 271308t sich 
jedoch S, aueh als gewohnliehes (einfaches) Integral darstellen, welches 
dann leicht ausgewertet werden kann. Wir zerlegen dazu die Fl30ehe F 
in lauter unendlich schmale Streifen von der Breite d x und der Hohe y 
(gleich der Parabelordinate). Betrachten wir den in Abb. 47 schraffierten 
Streifen, so konnen wir ibn als ein Rechteck auffassen. Seine Fl30che 
ist dF = Y dx, der Abstand seines Schwerpunkts s von der y-Aehse ist 
x, folglieh ist sein statisches Moment beziiglich der y-Achse gleieh xdF. 
Nach HUfssatz 1 ist S 7 gleieh der Summe der statischen MOJIlente 
samtlicher Streifen. Da die einzelnen Suttunanden unendlich klein sind, 
wird die Summe zum Integral: 

5,= 1 xdF. 
F 

Diese Formel gleicht der Gl. (26, 6a). Nur ist hier dF ein schmaler 
Streifen und x der Abstand seines Schwerpunkts von der y-Achse. 

Setzen wir in dF fiir y seinen Wert aus der Parabelgleichung ein, so 

gUt: dF = ,:-{xdx. Fiihren wir dies in das Integral ein und beachten, 
ttl 
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daB die ganze FHiche F bestriehen wird, wenn x von 0 bis a Hiuft, so 
erllalten wir: 

/I /I 

S =-:= xfxdx =- xtdx=- a2 b. b f ,/- b j' 3 2 

, J/a fa 5 
o 0 

Damit ergibt sieh: 
5" 3 

Xs = F = 5 ~ 

Fur die y-Koordinate des Sehwerpunkts gilt: 
5x 

y. = F . 

Sx bereehnen wir nun in gleieher Weise als Summe (Integral) der stati­
schen Momente samtlieher Streifen dF bezuglieh der x-Aehse. Der Ab­
stand des Sehwerpunkts des in Abb. 47 schraffierten Streifens von der 

x-Aehse ist ~ und es gilt also: 
II /I 

r y - 1 r b2J ab2 
Sx = -dF =- y2 d x =--- xdx =---. 

2 2 2 a .. 
F ;, 0 

Aueh hier kann man direkt an die Gl. (26, 6b) anknupfen und in ihr fUr 
dF die Streifenflaehe dF und fiir y die Sehwerpunktsordinate des Streifen 

(hier 2'.., und nieht etwa dieParabelordinate y!) einsetzen. Mit dem Wert 
2 

von S s erhalten wir endlich: 
5x 3 

y. = F = -8- b . 

d) Kreissektor. Wie wir im vorigen Beispiel sahen, konnen wir, urn 
die Integrale der Gl. (25, 4) zu bereehnen, fur dF aueh einen Flachen­
streifen einsetzen. x bzw. y bedeuten dann die Koordinaten des Schwer­

punkts dieses Flaehenstreifens. Es handelt 
sich nut darum, diesen Streifen moglichst ge­
schickt anzunehmen. Wollen wir etwa den 
Sehwerpunkt eines Kreissektors mit dem Ra­

,.t-'~"-:----JI--:z;""" dius r und dem Zentriwinkel 2 eX bestimmen 
(Abb.48), dann legen wir das Koordinaten­
system so, daB sein Ursprung mit dem Kreis­
mittelpunkt zusammenfiillt und die x-Aehse 
Symmetrieachse des Sektors wird. Dann wird 
Ys = 0 sein und wir haben nur die x-Koordinate 
von S zu bereehnen: 

Abb·48. 
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Als FHichenelemente dF waltlen wir hier unendlich schmale Kreissektoren 
mit dem Zentriwinkel drp, die wir als Dreiecke mit der Grundlinie ,drp 
und der Hohe , auffassen konnen. Es ist dann dF = t ,'drp. Der 
Schwerpunkt s von dF liegt in der Entfemung i , von O. Fur den unter 
dem Winkel rp gegen die x-Achse geneigten Sektor (in Abb. 48 schraffiert) 
ist dann % = .' cos rp. Der ganze Kreissektor wird bestrichen, wenn tp 
von --.x bis ~ lauft. Es gilt also: 

J J+.« 2 1 1" J+IX 21" 

xdF = "3' COS rp' "2 ,2drp ="3 cos rpdrp = "3 sin lX. 

Mit 
F -~ -IX 

:71:,1(10 
F=-

180 ' 

wo ",0 bedeutet, daB lX in Graden gemessen ist, 
ergibt sich: 

1201'sin(l 
%, = --;-(%0- . 

e) H albk,eis, V iertelk,eis. Fur den Halbkreis 
(Abb.49a) ist in die vorige Gleichung fur 
",0 = 90 einzusetzen, worauf wir erhalten: 

x=~ 
$ 3:71: 

a lJ 

Abb·49· 

Fur die Koordinaten des Schwerpunkts des Viertelkreises ergeben sich 
die in Abb. 49b eingetragenen MaBe. 

29. Sehwerpunkt eines aus Walzprofilen zusammengesetzten Querschnittes. Als 
technische Anwendung wollen wir den Schwerpunkt des Querschnittes eines TrAgers 
bestimmen. der aus einem I 20 und einem irgendwie daran be!estigten [18 her­
gestellt ist (Abb. 50) 1. Wir bezeiehnen mit SI und Fl 
Sehwerpunkt und Quersehnittsfll1che des [-Stahls. mit Sa 
und FI das gleiehe filr den I-Stahl. Den Koordinatenursprung 
legen wir am besten in einen der Tei1schwerpunkte. etwa naeh 
SI' Da zur ,,-Aehse Symmetrie herrscht. ist bloB". zu berech­
nen. wozu wir die Gl. (27.8b) verwenden. Aus der Profiltafel 
filr den [-Stahl (DIN 1026) entnehmen wir. daB seine Quer­
schnittsfll1che Fl = 28.0 eml und der Abstand seines Sehwer­
pubkts von der AuBenkante seines Steges e =,1.92 em betrAgt. 
Infolgedessen ist "1 = 11.92 em. Filr den I-Stahl finden wir 
aus der Tafel (DIN 1025) F.= 33.5 eml • Da " .. = 0 ist, ergibt 
sieh: 

"1 Fl 11.92' 28.0 
:V, = p-+ .,. = 8 + = 5.43 em. 

I .... 2.0 33.5 

Abb.50. 

1 I 20, [ 18 sind Walzprofile von 20 bzw. 18 em HOhe. NAheres darilber siehe 
in Nr. 31 und in der Fu8note auf Seite 40. 



II. Schwerpunkte ebener FllLchen. 

Von der Profilunterkante hat der SehwerpuDkt S den Abatand 

i. = 10 + Y. = J5.43 em. 

30. Zeichnerische Ennittlung des Schwerpu!1kts. Wir konnen den 
Schwerpunkt eines ebenen Flachenstiickes auch zeichnerisch gewinnen, 
indem wir die Wirlrungslinie der Resultierenden R aller Schwerkrafte 
in zwei zueinander senkrechten Richtungen zeichnerisch enmtteln (was 
wir in Nr.25 rechnerischgetanhaben). Nach Gl. (25,1) sind die Krafte .1P 
den Flachenstiicken .1F proportional. Wir hatten also die FHiche F in 
lauter kleine Teile zu zerlegen und in jedem Flachenteilchen eine Kraft 
anzubringen, die seiner GraBe proportional ist. Meist werden sich jedoch 
die in der Praxis vorkonunenden FHichen in graBere Teile zerlegen lassen, 

derenSchwerpunkte 
bekannt sind. Dann 
haben wir bloB in 
den Teilschwer­
punkten Krafte an­
zubringen, die den 
Teilflachen propor­
tional sind (denn 
diese Krafte sind ja 
die Teilresultieren­
den alIer Schwer­
krafte auf den be­
treffenden Flachen­
teilen). Fiir diese 
Krafte bestimmen 
wir mittels des Seil­
polygons in zwei 

Abb. 51. zueinander senk-
rechten Richtungen zwei Wirkungslinien der Resultierenden R, deren 
Schnittpunkt den gesuchten Schwerpunkt liefert 1. 

Ganzlich unregehnaBig gestaltete Flachen zerlegt man am besten in 
Streifen, die man naherungsweise als Rechtecke oder Trapeze auffasscn 
kann, in deren Schwerpunkten die entsprechenden Krafte angebracht 
werden. 

Beispiel. Um den Schwerpunkt der in Abb. 51 dargestellten Flllche (sie sei 
etwa der Querschnitt eines Fundamentkorpers) zu bestimmen. zerlegen wir diese 
in ein Rechteck Fl' ein Quadrat Fa und ein Trapez Fa. Die GrOBen dieser FllLchen 

1 Es ist nicU unbedingt notig. daB die beiden Richtungen der SchwerkrlLfte 
zueinander senkrecht angenommen werden. Liegen z. B. in einer der beiden 
Riehtungen die Teilscliwerpunkte nahe ein und derselben Geraden. so wird man 
der grOBeren Genauigkeit halber die SchwerkrlLfte besser unter 45° gegen diese 
Richtung wirken lassen. 
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sind in m2 : F1=1.60. F2= 0.36 und Fs= 0.90. Wirbringen nun diesen dreiF1a.chen 
proportionale KrAfte in den Teilschwerpunkten St. Sa. Sa in zwei zueinander senk­
rechten Richtungen an nnd ermitteln mittels zweier Seilecke fUr jedes Kraftsystem 
die Wirkungslinie seiner Resultierenden R. welche zum Schnitt gebracht den Schwer­
punkt S liefern. (Der Schwerpunkt Sa wurde nach der in Nr.28, Abb. 46 ange­
gebenen Methode zeichnerisch bestimmt.) 

III. Die einfachsten statisch bestimmten Trager. 
31. Allgemeines. Wir werden uns in diesem Kapitel nur mit den ein­

fachsten Tra~em befassen, namlich mit dem Trager aUf zwei SHltzen. der 
auch frei aufliegender Trager genannt wird. und mit dem einseitig ein­
gespannten Trager, der auch als Krag- oder Freitrager bezeichnet wird. 
Die Querschnittsformen der Trager sind den verwendeten Werkstoffen 
Stahl. Holz und Stahlbeton angepaBt. Die Bilder 1 bis 4 der Abb. 52 
zeigen einige wenige der gebrauchlichen Querschnitte: BUd 1 den des 
gewohnlichen I-Stahls, Bild 2 den des breit- und parallelflanschigen 
IP-Stahls und BUd 3 den eines U-Stahls. AIle diese Profile werden 
durch Walzen hergestellt. Ihre Abmessungen sind genormt und ihre 

rIc I III 
2 J II- 5 6 7 

Abb·52 • 

statischen Werte sind in Tabellen zusammengestellt 1. Fur groBere Kon­
struktionen bedient man sich der genieteten Blechtrager (Bild 4), die 
aus Blechen und Winkelstahlen zusammengebaut werden. Die Bilder 5 
bis 7 zeigen Querschnitte von Tragem aus Holz; Bild 5 den meistver­
wendeten gewohnlichen Rechtecksbalken, die Bilder 6 und 7 aus Bohlen 
und Brettem zusammengesetzte Nachabmungen der stahlemen I-Quer­
schnitte zur Aufnahme groBer Lasten. Bild 8 zeigt den Querschnitt eines 
Stahlbetonbalkens. 

Die Verbindungslinie der Schwerpunkte der Querschnitte nennt man 
die Trager- oder auch die Stabachse. Die letztere Bezeichnung riihrt da­
her, daB die gewohnliche, der Bemessung der Trager zugrunde liegende 
Theorie voraussetzt, daB die Trager sehr lang sind gegenuber ihren Quer­
abmessungen, also wie diinne Stabe aussehen. Die Stabachse kann ge­
rade oder gebogen sein. Wir wollen nur Trager mit gerader Stabachse 
eingehend behandeln. 

1 In denDinormbll.ttern, sowie in allen technischen TaschenbUchern, wie z. B. 
"Hfitte". "Stahlbaukalender" nsw. 
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Hinsichtlich der Belastung wollen wir bloB voraussetzen, daB aIle 
Krafte in derselben Ebene, der Lastebene, liegen sollen und daB diese 
Ebene die Stabachse enthalt. 

A. Der Trager auf zwei Stiitzen. 
32. Men der AufIager. Fiir den Trager auf zwei Stiitzen kommen 

im wesentlichen zwei Arten von Auflagem in Betracht: das bewegliche 
und das feste Lager. In Abb. 53, Bild 1-3, sind einige bewegliche Lager 
schematisch dargestellt. Bild 1 zeigt eine einzige Rolle (Walze), Bild 2 

5 

Abb·53· 

ein Rollenlager mit Ausgleichsschemel (letzterer solI verhindem, daB sich 
der Trager bei Durchbiegung von den Rollen abhebt), Bild 3 ein Gleit­
lager, welches fUr nicht zu schwere Belastungen das Rolleniager vertritt. 
AIle diese Lager gestatten dem Trager eine Verschieblichkeit parallel zur 
RoIlen- bzw. Gleitbahn und konnen, vollige Reibungslosigkeit voraus­
gesetzt, in dieser Richtung keinerlei Krafte iibertragen. Die von der 
Unterlage auf den Trager ausgeiibte Kraft, die wir Auflagerdruck nennen, 
muB demnach im FaIle eines beweglichen Lagers auf seiner Gleitbahn 
senkrecht stehen. Hier ist uns also die Richtung des Auflagerdruckes 
bereits bekannt und lediglich seine GroBe noch zu bestimmeil. 

Durch Vermittlung des Lagers driickt einerseits der Trager auf die 
Unterlage und andererseits die Unterlage auf den Trager. Nach dem 
Gegenwirkungssatz, einem von NEWTON 1687 zuerst ausgesprochenem 
Axiom der Mechanik, sind diese beiden Krafte gleich groB und entgegen­
gesetzt gerichtet. Denn dieser Satz besagt: Wirkt ein Korper 1 auf einen 
Korper z mit einer Kraft, so wirkt gleichzeitig der Karper z auf den Korper 1 
mit der gleich gro/Jen, aber entgegengesetzt gerichteten Kraft. In Bild 1 sind 
die beiden entgegengesetzten Krafte eingezeichnet, in den iibrigen Bildem 
jedoch nur mehr die auf den Trager wirkende Kraft, da diese allein uns 
im folgenden interessieren wird. 

Die Bilder 5 und 6 zeigen zwei feste Lager. Beim ersten gestattet ein 
Gelenk wohl Drehbarkeit urn den Auflagerpunkt, aber keine Verschieb-
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lichkeit. Beim zweiten verhindern zwei in die UnterIagsplatte eingreifende 
Nasen eine Liingsverschiebung. Ein soIehes Lager kann also nicht nur 
in vertikaler. sondem auch in horizontaler Richtung Krafte iibertragen. 
Der Auf1agerdruck, dessen Wirkungslinie jedenfalls durch den Dreh­
punkt des Lagers hindurchgehen lIlull, wird sich also hier aus zwei uns 
zunlichst unbekannten Komponenten zusammensetzen. Mit andereL 
Worten: heim festen Lager ist uns GroBe und Richtung des Auflager­
druckes unbekannt. -Die BUder 4 und 7 zeigen die Symbole, die wir in 
Hinkunft verwenden werden, urn ein bewegliches bzw. festes Auflager 
anzudeuten. 

BUd 8 zeigt die Stiitzung eines Tragers mittels einer beiderseits ge­
lenkig angeschlossenen Saule, einer sog. PendelstUtze, die, wie ein beweg­
liches Lager, dem Trager eine gewisse Verschieblichkeit in horizontaler 
Richtung gestattet. Da auf die Stiitze nur zwei Krafte wirken, eine vom 
Trager herriihrend und eine von der UnterIage, so mussen diese nach 
Nr.lo die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte, d. h. also 
die Richtung der Stutzenachse haben, sonst konnte die Stutze nicht im 
Gleichgewicht sein. Somit ist uns hier dieRichtung desAuflagerdruckes 
bekannt und nur seine GroBe unbekannt. - Die in BUd 9 dargestellte 
Stiitzung mittels zweier Stabe wirkt dagegen wie ein festes Lager, da 
jeder Stab eine in die Richtung seiner Achse fallende unbekannte Kom­
ponente des Auflagerdruckes liefert. 

33. Bestimmung der Auflagerdriicke. Wenn wir die bei einer gegebenen 
Belastung des Trager! auftretenden Auflagerdriicke bestimmen wollen, 
gehen wir von der Erwagung aus, daB, da ja der Trager in Rube ist, die 
Auflagerdriicke den Lasten das Gleichgewicht halten miissen 1. Fiir den 
Trager mussen also die drei statischen Gleichgewichtsbedingungen: 
.2 X, =0,.2 Y, = 0,.2 M, = 0 (Nr.17) erfii1lt sein. Nun werden wir nicht 
jedesmal ein KoordinatensystelIl einzeichnen, sondern denken es uns 
stets so gelegt, daB die eine Achse horizontal, die andere vertikal verIauft. 
Dementsprechend bezeichnen wir die Komponenten der Krafte von jetzt 
ab inuner als Horizontal- und Vertikalkomponenten (Iodizes h und v) 
und schreiben die Gleichgewichtsbedingungen in der Form: 

.2H.=o, .2V.=o, .2M.=o,. (33,1) 

was in Worten besagt: Summe der Horizontalkomponenten alIer am 
Trager angreifenden Krafte (d. s. Lasten und Auflagerdriicke) gleich 
Null, Summe der Vertikalkomponenten alIer Krafte gleich Null und 
Summe der Momente aller Krafte gleich Null fiir einen beliebigen Be­
zugspunkt. 

1 Die gegebenen Lasten werden ha.ufig als eingepragte Krdfte, die durch sie 
geweckten Aufiagerdrucke als Reaktionskrdfte bezeichnet. 

Ch mel ka· M e la n, Statik, ,.. Auf!. 4 
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Versehen wir den Trager mit einem festen und einem beweglichen 
Lager (Abb. 54, Bild 1), so ist er, wenn die Belastung so wirkt, daB ein 
Abheben des beweglichen Lagers nicht in Frage kommt, entschieden aus­
reichend unterstiitzt. Die Auflagerdriicke, die wir mit A und B be­
zeichnen wollen, sind uns bekannt, wenn wir ihre Komponenten A", At/, 
B", B. kennen. Da B auf der Gleitbahn des beweglichen Lagers senk­
recht stehen muB, ist B,,=o und B11=B. Zur Bestimmung der drei 
Unbekannten A", AI/' B reichen nun die drei statischen Gleichgewichts­
bedingungen (33,1) gerade aus. Man nennt daher einen derart gelagerten 

Trager einen statisch bestimmten Trager. 
Allgemein nennt man ein System von 

R..~8 starren Korpern statisch bestimmt, wenn 
h'"" die statischen GleichKewichtsbedingungm 

(dies werden bei mehreren starren Kor-
~ pern im allgemeinen mehr als drei sein 

[5. Nr.IS]) zu seiner vollstandigen Be­
handlung ausreichen. Andernfalls heiSt 

Pn das System statisch ttnbestimmt. So sind 
.:Al!:--.l-~r--....01~ z. B. der beiderscits mit cinem festen 

Lager versehene Trager (Abb. 54, Bild2) 
Abb. 54. und derTrager auf drei Stiitzen (BiId 3) 

statisch unbesthnmt. Denn beim er­
sten waren die vier Unbekannten A", Ap, Bit, B", beim zweiten die vier 
UnbekanntenA", Ap, B, C zu bestimmen, wozu die drei statischenGleich­
gewichtsbedingungen nicht ausreichen. Selbstverstandlich habenauch fUr 
diese beiden Trager die Auflagerdriicke bei einer bestimmten Belastung 
ganz bestimmte Werte. Um die fehlende vierte Gleichung zu gewinnen. 
mull jedoch auf die Formanderung des Tragers eingegangen werden. Da­
mit werden wir uns in der Festigkeitslehre beschaftigen. In diesem 
Abschnitt wollen wir nur statisch bestimmte Trager besprechen. 

Ein beachtenswerter Unterschied zwischen statisch bestimmten und statisch 
unbestimmten Systemenliegt ferner darin. daB erstere auch im unbelasteten Zustand 
innere KrUte (s. Nr.37) haben kOnnen. wahrend ein unbelastetes statisch be­
stimmtes System stets spannungsfrei ist. 1st z. B . bei dem zwischen zwei Gelenken 
geJagerten Trllger die Tragerllnge etwas grOBer als der Abstand der beiden Gelenke. 
so muLl er mit Gewalt zwischen die beiden Auflager hineingepreBt werden. Ahnliche 
Zwangsspannungen treten auf. wenn .der TrAger. obwohl mit richtiger Unge ein­
gebaut. nachher einer Temperaturlnderung ausgesetzt ist. 

Praktisch werden Trlger mit gerader Stabachse und zwei festen Lagern niemals 
ausgefilhrt. Denn schon bei geringen Belastungen treten in ihnen sehr groBe innere 
KrUte auf. die flberdies nur schwierig zu berechnen sind. Dagegen werden Trager 
auf drei und mehr Stiltzen (Durchlaufttager) viel verwendet. 

Auch zeichnerisch gelingt die Ermittlung der Auflagerdriicke eines 
statisch bestimmten Tragers ohne Schwierigkeit (Abb.54, Bild 1). A 
und B sind so zn bestinuneh, daB sie den Lasten PI' Pz, ••. p .. oder, 
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was dasselbe ist, deren Resultierenden R das Gleichgewicht halten. Nach 
Nr.lo konnen drei Krafte nur dann Un Gleichgewicht sein, wenn sich 
ihre Wirkungslinie in einem Punkt schneiden. Dieser Punkt c ist durch 
den Schnitt der bekannten Wirkungslinie von R mit der ebenfalls be­
kannten Wirkungslinie von B gegeben. A muO daher die Richtung der 
Verbindungslinie der Punkte a, c haben. GroBe und Richtungssinn "on A 
und B folgen dann aus der Bedingung, daB A, B 
und R ein geschlossenes Krafteck mit stetigem Urn­
laufsinn bilden miissen. - Auf die gleicheArt kann 
die zeichnerische Bestixnmung der Auflagerdriicke 
bei Tragem mit krummer Stabachse oder bei be­
liebiger Neigung der Gleitbahn des beweglichen Auf­
lagers erfolgen (Abb.55). 

.\llh·55· 
Wir betrachten in diesem Abschni~t den Trll.ger als starren I{orper, obwohl er 

sich in Wirklichkeit unter dem EinfluB der Lasten verformen (durchhiegen) wird. 
Nun konnen die Gleichgewichtsbedingungen des starren Korpers auch auf Gehilde 
angewendet werden, die einer Verformung geringen oder gar keinen Widerstand 
entgegensetzen, so z. B . auf Ketten oder Seile, ja auch auf Fliissigkeiten und Gase, 
sofern sie sich in Ruhe befinden. Denken wir uns diese Korper in ihrer Gleich­
gewichtslage durch einen starren Korper derselben Form ersetzt, oder einfacher, 
zu einem so1chen "crstarrl", so mussen fur diesen die Gleichgewichtsbedingungen 
des starren Korpers gel ten (Erstarrungspri1Izip). Streng genomrnen rnliBten wir 
also die Gleichgewichtsbedingungen stets fur den verforrnten Korper aufstellen, 
wie wir es auch spAter in der Theorie der Knickung (5 . Festigkeitslehre) tun wer­
den. In allenanderenAbschnitten jedoch werden wir wegen der Kleinheit der l'orm­
Anderungen die Gleichgewichtsbedingungen stets auf das System in l'einer 
urspriinglichen Gestalt anwenden. 

34. Beispiel zur Bestimmung der Auflagerdrucke. F ur den in .\bb. 56, Hild 1 

dargestellten TrAger sollen die infolge der gcgebenen Delast ung auitretendl'n .\uf­
lagerdriicke bestimmt 
werden. Die Hohe des 
TrAgers sei klein gegen- f 
tiber seiner LlI.nge, so 
daB die Mornente del' Av 
Horizontalkomponenten 1----+- , 
der Lasten urn die Auf­
Jagerpunkte vernachlll.s­
sigt werden konnen. Der 
TrAger wird also als 
dunner Stab betrachtet. 

a) Rec/anerische L J­
sung. Wir nehmen zu­
nAchst an, die unbekann-
ten Auflagerkomponen-

2 ;~ .. ~/ 
B /IT 

Ij " 

Abb·56. 

ten All, At, B hAtten die in Bild 1 eingezei~hneten Hichtungen, 1st diese An­
nahme richtig, so ergibt sich die betreffende Komponente aus der Rechnung a1s 
positiv. Hat eine Komponente in Wirklichkeit die cntgegengesetzte Richtung, so 
wird sie sich als negativ ergeben. \Vir zerlegen nun sll.mtliche Lasten in ihTf~ Korn-

.. * 
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ponenten. Wenn wir die HorizontaIkomponenten nach rechts, die Vertikalkompo­
nenten nach aufwa.rts positiv zahlen, ergibt sich fiir die Komponenten der Lasten 
(Einheit t): 

Pih=-0,5cos60=-0,25, P 2h=0,00, 
P iU = -0,5 sin 60 = -0,43, P20 = -1,00, 

P3h = + 3 cos 45 = + 2,12, 
P 30 = - 3 sin 45 = -2,12. 

Wir setzen nun diese Werte, zusammen mit den unbekannten Auflagerkomponenten, 
in die drei Gleichgewichtsbedingungen (33,1) ein. Die Gleichgewichtsbedingung 
EH;= 0 liefert eine Gleichung fiir Ah: 

Ah -0,25 + 2,12 = O. 
Daraus folgt 

Ah =-1,87 t . 
----.-J 

Ah weist also nicht wie angenommen nach rcchts, sondern nach links. 
Durch zweckma.Bige Wahl des Bezugspunktes der Gleichgewichtsbedingung 

EM. = 0 erhalten wir eine Gleichung, in der A. als einzige 'Unbekannte vorkommt. 
WlI.hlen wir als Bezugspunkt den Punkt b, so ergibt sich: 

-All' 8 + 0,43.6 + 1,00'4 + 2,12'1 = o. 
(Die sll.mtlichen Horizontalkomponenten der Lasten, ferner Ah und B haben um 
den Punkt b das Moment Null, da ihre Wirkungslinien, wenn der Trll.ger als diinner 
Stab aufgefaBt wird, durch b hindurchgehen.) Daraus ergibt sich: 

AI1=+~ 

Au weist, wie angenommen, nach oben. Aus AlI und A. kCinnen wir A selbst be­
rechnen: 

A =YA1+ A~ = 072 + 1,092 = 2,17 t. 
Die Gleichgewichtsbedingung EV. = 0 liefert endlich eine Gleichung fiir B: 

All - 0,43 -1,00 - 2,12 + B = o. 

Das ergibt, wenn wir fiir Au seinen Wert einsetzen: 

B = + 2,46t. 

Zur Kontrolle konnen wir Bauch aus ~entengleichung berechnen, wenn 
wir als Bezugspunkt den Punkt a wll.hlen: 

-0,43'2 -1,00'4 - 2,12'7 + B·8 = 0, 

was zu demselben Ergebnis fiihrt wie oben. 
b) Zeichnsl'ische Losung. (Abb. 56, Bild 2): Die zeichnerische Ermittlung der 

Auflagerdriicke erfolgt zweckmll.Big nur dann mit Hilfe der Resultierenden der 
Lasten (5. Nr. 33, Abb. 54), wenn sich deren Wirkungslinie leicht angeben UlBt. Dies 
ist z. B. bei Symmetrie der Lastgruppe der Fall. Jedoch kommt es hAufig vor, daB 
der Schnittpunkt von R mit der Wirkungslinie von B auJ3erhalb des Zeichenblattes 
liegt, ja bei parallelen Lasten iiberhaupt ins Unendliche rilckt. Nun kOnntln wir 
aber die Einzeichnung von R iiberhaupt umgehen, wenn wir folgendes bedenken: 
Da die Auflagerdriicke A und B zusammen mit den Lasten ein Kraftsystem bilden, 
das im Gleichgewicht ist, muB dessen Kraft- und Seileck geschlossen sein (s. Nr. 9). 
Wir zeichnen also zunll.chst ein Krafteck filr die KrAfte PI' PI' Pa und schlieBen 
an 'Pa die bekannte Richtung von Ban. Dann wAhlen wir einen beliebigen Pol, 
z.eichnen die Poistrahlen I bis IV und beginnen das Seileck mit dem Seilstrahl I, 
den wir durch den Punkt a zeichnen, der uns als einziger Punkt der Wirkungslinie 
von A bekannt ist. Der Seilstrahl IV schneidet dann im Punkt d die Wirkungslinie 
von B. Da das Seileck geschlossen sein muB, verbinden wir die Punkte a und d 
(Seilstrahl V). Der parallele Polstrahlliefert uns die GrCiBe von B, wodurch die 
SchlieBung des Kraftecks durch die Kraft A ermCiglicht wird. 
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35. Auflagerdriicke bei lotrechter Belastung. a) Rechnerische Bestim­
mung. Bei Tragern, die, wie es in der Praxis :meist der Fall ist, nur :mit 
lotrechten Kraften belastet sind, vereinfacht sich die Bestimmung der 
Auflagerdriicke wesentlich (Abb. 57). Wir bezeichnen wieder die auf dem 
Trager stehenden Lasten mit PI' PI"" PrJ und nennen den Abstand der 
Last Pi vom linken Auflager Xi' vom rechten Auflager xi. Die Stiitzweite 
des Tragers, d. i. der Abstand der beiden Auflager, sei I. Zunachst ist 
klar, daB hier die beiden Auflagerdriicke lotrecht gerichtet sind, daB also 
gilt: A,,=o und daher A,,=A, wasja auch 
aus der Gleichgewichtsbedingung .2 Hi = 0 

hervorgeht. 
Um A zu bestimmen, verwenden wir AF"'-I----,~'_+_----' :£i I 

die Gleichgewichtsbedingung .2 Mi =0 um t 

den Auflagerpunkt b: ~ 

-At +PIX~+P2X;+ · ··+P"x~=0. 2 p*, ,1£ 
A-t- e , e' 8-y 

Daraus folgt: " 
1 ,. 

A =T ~ PiX;' 
0-1 

(35,2a) Abb·57· 

Urn B zu bestimmen, wenden wir die Momentengleichung nochluaIs 
an, jetzt aber urn den Auflagerpunkt a: 

Bl-- P1Xt - p.x" -"'- P,.x" = 0, 

woraus folgt: 

Zur Kontrolle konnen wir noch die Gleichgewichtsbedingung2 Vi = 0 

heranziehen, wekhe besagt, daB die Summe der beiden Auflagerdriicke 
gleich der Summe samtlicher Lasten sein :muB: 

1st der Trll.ger von der Stiitzweite l bloB mit einer einzigen Kraft P belastet, 
die vom linken Auflager den Abstand e, vom rechten den Abstand e' hat (Abb .. 57, 
Bild 2), so ergibt sich aus den GI. (35, 2) fiir die Auflagerdriicke; 

Pe' Pe 
A = 1- , B = T (35, 4) 

Es gilt also: 
A:B=c' :e. 

Die Aufiagerdr1lcke verhalten sich umgekehrt wie ihre Abstlnde vom Lastangriffs. 
punkt (Hebelgesetz I) . 

Die GI. (35,4) erweisen sich besonders dann als vorteilhaft, wenn wir die Lage 
der Resultierenden der Lasten, etwa aus Symmetriegriinden, sofort angeben kOnnen. 
Denn, wie wir schon erwahnt haben, kOnnen wir zur Bestimmung der Auflager­
drUcke die Lasten ohne weiteres durch ihre Resultierende ersetzen. Die GrOBe der ,. 
Resultierenden ist R = };Pi' 

i-I 
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b) Zeichnerisclu LOsung. Zur zeichnerischenBestinunungder Auflager­
driicke verfahren wir bier im wesentlichen genau so wie in Nr. 34, Abs. b. 

Wir zeichnen zunachst (s. Abb. 58) fiir 
die Lasten Pl , ••• p .. (allgemein P,.) 
ein Krafteck, wahlen einen beliebigen 

8 ~ Pol, ziehen die Poistrahien und die zu 
A ihnen parallelen Seilstrahlen. Da uns 

-- jetzt die Wirkungslinien beider Auf-
8 lagerdriicke bekannt sind, zeichnen wir 

das SeHeck 1 . .. V zweckmaBig nicht 
Abb. 58. durch den Punkt a, sondern etwas 

unterhalb des Tragers. Da Gleich­
gewicht herrschen solI, muG das Seileck geschlossen sein. Wir ziehen also 
die "SchluBlinie" a' ... b', den Seilstrahl VI. Der parallele Poistrahl VI 
gibt an, wie die Summe alIer Lasten in die beiden Auflagerdriicke zerlegt 
wird. ~ach der in Nr.8 aufgestellt.3n Regel liegt zwischen den Pol­
strahlen VI und 1 A, da sich die Seilstrahlen VI und 1 auf der Wirkungs­
linie von A schneiden. Zwischen den Poistrahien V und VIliegt dann B. 
Damit ist auch das Krafteck geschlossen. 

Auch bei der zeichnerischen LOsung ergibt sich eine Vereinfachung, 
falls die Resultierende der Lasten sofort eingezeichnet werden kann. 
Doch wird man wegen der Bedeutung, die dem SeHeck fUr die einzelnen 
Lasten zukommt (5. Nr. 44), von diesem VorteiI kaum Gebrauch machen. 

36. Beispiel zur Bestimmung der AuflagerdrUcke bei lotrechter Belastung. Flir 
den in Abb. 59 dargestellten, mit lotrechter Belastung versehenen TrAger sollen die 

1M. A uflagerdriicke rechnerisch und zeichne-
fJ-1...1..!.J'II risch ermittelt werden. 
~. a) Reclmerisch Nach den Gl. (35. z) 

gilt: 

A = -~(4'7+ 3'5+ 1'2) = 4.5 t. 
10 

1 . 
B = ]0 \4' 3 + 3' 5 + l' 8) = 3.5 t . 

Probe: 
3 

Abb·59· A + B = 8 = 4 + 3 + 1 = ;; Pi' .-1 
b) Zeichnerisch. Zuerst wird das Krafteck gezeichnet mit den Polstrahlen 1 ... 1 V. 

Das zugeMrige Seileck wird durch den Seilstrahl V geschlossen. Der parallele Pol­
strahl liefert A und B . 

37. Die inneren Krafte. Betrachten wir einen Stab, in dessen Achsen­
richtung zwei gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Krafte vom 
Betrag P ziehen (Abb.60). Da der ganze Stab im Gleichgewicht ist, 
muG dies auch fiir jeden seiner Teile zutreffen. Fiihren wir also in Ge-
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danken einen Schnitt 5 •• • 5, der den Stab in zwei Teile zerlegt, so muB 
jeder der beiden Teile fiir sich im Gleichgewicht sein. Das ist nur moglich, 
wenn wir uns an der Schnittstelle Krafte wirkend denken, die den an 
dem betreffenden Teil angreifenden s p 
riuperen Kraften das Gleichgewicht hal- ~r-----"'I--"""t-
ten. Diese Krafte werden von den Mole- $ 

kiilen zu beiden Seiten der gedachten .L, fliP P/I1r---,t-! 
Schnittflache auf einander ausgeiibt, und 
heiBen innere Kriifte. Sie werden durch Abb. 60. 

einen wirklich gefiihrten Schnitt zerstOrt, die beiden Stabhalften sind 
dann, von einander getrennt betrachtet, nicht mehr im Gleichgewicht. 

Die am linken Teil wirkenden inneren Krafte werden von den Mole­
kiilen des rechten Teiles auf ihn ausgeiibt und umgekehrt. Nach dem 
Gegenwirkungssatz (Nr.32) miissen daher Punkt fiir Punkt der Quer­
schnittsfIache die inneren Krafte am rechten wie am linken Teil einander 
gleich, jedoch entgegengesetzt gerichtet sein. Wie sie sonst nach GroBe 
und Richtung iiber die SchnittfHiche verteilt sind, dariiber werden wir 
hier nur ungefahre Angaben machen. Eingehend werden wir uns mit 
dieser Frage erst in der Festigkeitslehre beschiiftigen. Zunachst 
folgt aus der eben festgestellten Gleichheit und entgegengesetzten Rich­
tung der inneren Krafte an den beiden Schnittilachen, daB die Resultie­
rende aller inneren Krafte, die am linken Teil angreifen, gleich groB und 
entgegengesetzt sein muB der Resultierenden alIer inneren Krafte am 
rechten Teil. Aus der Bedingung, daB jeder Teil im Gleichgewicht sein 
muB, ersehen wir, daB jede dieser Resultierenden die GroBe P haben und 
in die Stabachse fallen muB. 

Dieselbe Cberlegung, die wir eben am gezogenen Stab angestellt 
haben, wollen wir jetzt an clem in Abb. 61, Bild 1 dargestellten belasteten 
Trager ausfiihren. Wir nehmen an, die Auflagerdriicke seien bereits be­
stimmt. Dann denken wir uns in der Entfernung x vom linken Auflager 
den Schnitt 5 ••• 5 senkrecht zur Stabachse gefiihrt. Es muB wieder jeder 
der beiden abgeschnitten gedachten Teile im Gleichgewicht sein. Dies 
zwingt uns wieder, in der SchnittfIache das Wirken innerer Krafte anzu­
nehmen, deren Resultierende den am abgeschnittenen Teil angreifenden 
auBeren Krli.ften (d. s. Lasten und Auflagerdriicke) das Gleichgewicht 
halten muB. 

Bezeichnen wir die Resultierende der am linken Teil angreifenden 
inneren Krii.fte mit R" entsprechend die fur den rechten Teil mit Rr, so 
mussen, da ja fur die einzelnen inneren Krafte wieder der Gegenwirkungs­
satz gilt, diese beiden Resultierenden gleich groB und entgegengesetzt 
gerichtet sein. In Abb. 61, Bild 2 wurde an den Schnittmichen der beiden 
auseinander geriickten Trli.gerhalften die Verteilung der inneren Krli.fte 
etwa so eingezeichnet, wie wir sie in der Festigkeitslehre ermitteln werden. 
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Schieben wir die beiden Teile aneinander, so miissendie Resultierenden Rl 
und R, in genau dieselbe Gerade fallen. 

Die iiber die QuerschnittsfHiche des Tragers verteiIten inneren Krafte 
bilden cin raumliches Kraftsystem. Die ResuItierenden Rl und R, miissen 

f 

Abb.61. 

jedoch in der Lastebene (Nr. 31) Iiegen, 
da sie sonst nieht den aus A und PI bzw. 
P""P3, B bestehenden ebenenKraftsyste­
men das Gleiehgewieht halten konnten. 

Wir verschieben nun Rl parallel in 
den Schwerpunkt S des Tragerquer­
schnitts. Dadurch tritt zunachst ein 
Moment M auf (Nr.1S). Weiters zer­
legen wir das verschobene Rl in eine 
Komponente N in derTragerachse und 
eine Komponente Q senkrecht dazu. 
Fiihren wir dasselbe mit R, aus, so er­
halten wir ebenfalls drei GroBen M, 
N, Q, die mit dem vorigen dem Betrag 
nach iibereinstimmen, aber entgegen­
gesetzte Richtung haben wie diese 
(Abb. 61, Bild 3). 

Diese drei GroBen M, N, Q, auf die wir das System der inneren Krafte 
reduziert haben, werden uns spater AufschluB geben tiber die Beanspru­
chung des Materials in dem betrachteten Querschnitt und sind daher von 
groBter Bedeutung fUr die Bemessung eines Tragwerks. Man nennt M 
das Biegemoment, N die Normalkraft, Q die Querkraft an der Stelle x 
des Tragers. 1m allgemeinen werden sich ja M, N, Q von Querschnitt zu 
Querschnitt andem, also Funktionen von x sein. 

Wir setzen fest, daB M, N, Q positiv sein soIlen, wenn sie so gerichtet 
sind, wie es in Bild 3 eingezeichnet ist. Man beachte, daB ein positives 
Biegemoment demnach am linken Teil im Gegenzeigersinn, am rechten 
hingegen im Uhrzeigeisinn dreht, eine positive Normalkraft am linken 
Teil nach rechts, am rechten nach links weist,eine positive Querkraft am 
linken Teil nach unten, am rechten nach oben gerichtet ist. 

Es ist unmittelbar klar, daB wir N, M, Q auch folgendermaBen er­
klaren k6nnen: N ist gleich der algebraischen Summe der Horizontal­
komponenten der inneren .&rafte auf dem ganzen Querschnitt (oder 
allgemein: gleich der Summe der Komponenten in der Richtung der 
Tragerachse), Q ist gleich der aIgebraischen Summe der Vertikalkom­
ponenten der inneren Krafte (allgemein: gleich der Summe der Kom­
ponenten in der Richtung der Schnittlinie von Lastebene und Quer­
schnittsflache), Mist gleich der aIgebraischen Summe der Momente 
der inneren Krafte urn eine horizontale Achse durch den Schwerpunkt 
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des Querschnitts (allgemein: urn eine z.ur Lastebene senkrechte Achse 
durch S). 

Urn die Wirkung dieser drei GroBen M, N, Q, welche Schnitt· 
gro/Jen genannt werden, zu erkennen, betrachten wir sie einzeln. 
Wirkt in einem Querschnitt eine Normalkraft allein, so spricht man 
von reinem Zug bzw. reinem Druck. Zug herrscht, wenn aIle inneren 
Krafte von der Querschnittsflache weg gerichtet sind. Dann ist N 
positiv. Bei Druck sind aIle inneren Krafte gegen die QuerschnittsfIacbe 
bin gerichtet und N ist negativ. Benachbarte Querschnittsflachen 
werden bei reinem Zug von einander entfemt, bei Druck einander 
genahert. Ein Beispiel fUr reinen Zug ist der in Abb. 60 dargestellte 
gezogene Stab. - 1st in einem Querschnitt N = Q = 0 und nur M * 0, 

so spricht man von reiner Biegung. In diesem Fall reduziert sich die 
Gesamtheit der inneren Krafte auf ein Kraftepaar mit dem Moment M. 
Die inneren Krafte mussen also verschiedene Richtung haben. Wenn M 
positiv ist, danrt werden im oberen Teil des Querschnitts Druckkrafte, im 
unteren Zugkrafte wirken. Die oberen Fasern des Tragers werden dann 
verkiirzt, die unteren verlangert, was zur Folge hat, daB sich der Stab 
nach unten kriimmt (biegt). Dabei werden die Winkel, die benachbarte 
Querschnittsebenen miteinander einschlieBen, verandert. Bei nega· 
tivem M liegen. die Verhaltnisse gerade umgekehrt. Ein positives M 
bewirkt also eine Biegung des Tragers mit der konvexen Seite nach lUlten, 
ein negatives eine Biegung mit der konvexen Seite nach oben. - 1st in 
einem Querschnitt nur Q =1= 0, so spricht man von reinem Schub. Die 
inneren Krafte liegen dann samtlich in der Querschnittsebene und 
trachten benachbarte Querschnitte unter Beibehaltung ihres Abstands 
gegeneinander zu verschieben. Die Folge davon ist, daB die Stabachse 
in Gebieten positiver Querkraft nach rechts bin bergab, bei negativer 
Querkraft bergauf verlauft. Da eine solche Beanspruchung beim 
Schneiden mit einer Schere auf tritt, wird Q auch Sckerkraft genannt. 

Betrachten wir die linke Halfte des in Abb. 61, Bild 3 dargestellten 
durchschnittenen Tragers, so mussen also A, Pl , R" oder, was dasselbe 
ist, A, Pl , M, N, Q im Gleichgewicht sein. Fiir dieses Kraftsystem 
mussen also die drei Gleichgewichtsbedingungen erfullt sein:.2 Hi =0, 
.2 Vi = 0,.2 M. = 0, die Summen zu erstrecken iiber samtliche am linken 
abgeschnittenen Teil angreifenden Krafte und Momente. Aus diesen drei 
Gleichungen konnen wir die drei Unbekannten M, N, Q berechnen. 

Gehen wir yom rechten Teil aus, so mussen PI' Ps, B, M, N, Q im 
Gleichgewicht sein. Wenden wir die drei Gleichgewichtsbedingungen auf 
die am rechten Teil angreifenden Krafte und Momente an, so miissen 
sich aus diesen drei Gleichungen dieselben Werte fUr M, N, Q ergeben 
wie oben. ZweckmaBig wird man zur Bestimmung von M, N, Q natiirlich 
von jenem Teil ausgehen, an dem weniger Krafte angreifen. 
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Wir sehen. daB sich am Trager auf zwei Stiitzen M. N, Q in jedem 
beliebigen Querschnitt lediglich durch Anwendung der drei statischen 
Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Diese reichen also zur 
vollstandigen Behandlung des Systems aus. 

38. Beispiel zur Berechnung von M. N. Q. Wir wollen fiir den in Nr. 34 behan­
delten TrAger an der Stelle x= 3 m Biegemoment, Normalkraft und Querkraft 
bestimmen. 

In Abb. 62 ist der TrAger nochmals aufgezeichnet, wobei fiir die Auflager­
driicke die seinerzeit berechneten Werte eingetragen wurden. Nun denken wir 
uns den TrAger an der Stelle X= 3 m durchschnitten und bringen an den beiden 
SehnittflAchen M, N, Q an und zwar in den als positiv vereinbarten Richtungen. 
Sollte in Wirkliehkeit eine der GrOBen die umgekebrte Richtung haben, so AuBert 
sich dies dadurch, daB sie sich aus der Rechnung a1s negativ ergibt. Nun wird jeder 
Teil als starrer KOrper behandelt, an dem ein Kraftsystem, bestehend aus Lasten, 
Auflagerdrllcken sowie M, N, Q angreift, das sieh im Gleichgewicht befinden muB. 
Wir wollen nun M, N, Q einmal yom linken, dann yom rechten Teil ausgehend 
berechnen und zeigeo" daB sieh beide Male dieselben Werte ergeben. Dazu zerlegen 
wir wieder sAmtliche Lasten in ihre Horizontal- und Vertikalkomponenten, die wir 
schon in Nr. 34 berechnet haben. Dann stellen wir fiir den jeweils betrachteten 

J 

Abb. 62. 

.11,[ = + 2,84 tm. 

Tragerteil die drei Gleich­
gewichtsbedingungen auf 
und trachten danach, daB 
in jeder Gleichung nur eine 
Unbekannte vorkommt. 

a) Berechnung von M: 
Wir beniitzen die Gleichge­
wichtsbedingung EM, = 0 
fiir den Bezugspunkt x und 
erstrecken die Summe 2.U­

nachst iiber sAmtlicheKrAf­
te und Momente, die am 
linken abgeschnittenen Tei! 
angreifer.. 1 : 

-1,og' 3+0,43'1 +M = o. 
Daraus folgt: 

Erstrecken wir die Momentensumme tiber samtliehe Krafte und Momente am rechten 
Teil, so erhalten wir (Bezugspunkt ist wieder der Punkt x): 

- M -1,00'1 - 2,12'4 + 2,46' 5 = 0· . 
M = + 2,82tm 

(kleine Abweichungen in der letzten Stelle rtihren von den Abrundungen her). 

1 Streng genommen wAre die Momentengleiehung fUr den Schwerpunkt der 
Querschnittsflache an der Schnittstelle aufzustellen. Es wUrden dann auch die 
Momente der Horizontalkomponenten der Lasten und des Auflagerdruckes A in 
die Gleiehung eingehen. Da wir jedoeh in Nt'. 34 den TrAger als stabfOrmig voraus­
sebten, sind diese Momente vernaehlAssigbar. 

I Das positive Biegemoment M muB in dieser Gleiehung mit einem Minuszeichen 
versehen werden, da es im Uhrzeigersinn dreht und wir vereinbart haben, solehe 
Momente negativ in unsere Rechnung einzufiihren (Nr. 11). Bei Aufstellung irgend 
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b) B",cl"'_g von N: Wir verwenden die Gleichgewichtsbedingung };H. = o. 
Sie liefert, auf den linken Teil angewandt: 

-l,87-0,zS+N= o. 
N= + z,ut. 

Dieselbe Gleichgewichtsbedingung, fii~echten Tell angeschrieben, ergibt: 
-N+ Z,lZ= o. 
N=+2,12t. 

c) B"echnung von Q. Wir verwe~ie Gleichgewichtsbedingung };V. = o. 
Ausgehend yom linken Tra.gerteil erhalten wir: 

l,09-o,43-Q = o. 
Q= + 0,66 t. 

Yom rechten Tell ausgehend ergibt ~ 
Q-l,OO-2,12.+ 2,46= o. 
Q= +o,66t. 

M, N, Q ergeben sich slmtlich a1s positiv. Sie haben also die in Abb. 62 ein­
gezeichneten Richtungen. Der Balken wird an der Stelle x = 3 m nach unten konvex 
durchgebogen und gezogen. Der EinfluB der Querkraft auf die Forma.nderung wird 
nur bei sehr kurzen und hohen Trl!.gern mit dem des Biegemoments vergieichbar 
und wird daher gewOhnlich vernachll!.ssigt. 

39. Querkraft- und Momentenverlauf bei Belastung mit lotrechten 
Einzelkriften. Wie schon erwahnt, begegnet uns in der Praxis am hau­
figsten der Falliotrechter Belastung, dem wir daher besondere Aufmerk­
samkeit zuwenden wollen. Wir wollen fur diesen Fall ein Schaubild der 
GroBen M, N, Q als Funktionen von x zu gewinnen trachten, aus dem 
wir ihre Werte in jedem beliebigen Tragerquerschnitt entnehmen konnen. 
Die Auflagerdriicke denken' wir uns bereits bestimmt (Nr.35). Urn M, 
N, Q an einer beliebigen Stelle x des in Abb. 63 dargestellten Tragers zu 
berechnen, denken wir uns diesen wieder in zwei Teile zerschnitten, 
bringen an der Schnittstelle M, N, Q in den als positiv vereinbarten 
Richtungen an und stellen fur jeden Teil die Gleichgewichtsbedin­
gungen auf. 

Die Gleichgewichtsbedingung ~H.= 0 liefert N =0. Da x voll­
kommen beliebig war, folgt daraus, daB in einem waagerecht liegen­
den geraden Trager mit waagrechter Gleitbalm des beweglichen Lagers 
bei lotrechter Belastung nirgends Normalkrafte auftreten. 

Die Gleichgewichtsbedingung~Vi=o liefert, angewendet auf den 
linken Teil: A p n Q - 0 - l- r ll- - , 

Q =A -PI-PI' 
oder allgemein, fur beliebig viele Lasten: 

Q = A -2 Pl. (39, sa) 
einer Momentengleichung ist stets darauf zu achten, daJ3 Momente, die im gleichen 
Sinn drehen, das gleiche Vorzeichen bekommen. Ahnliches gilt, sinngemAB ange­
wandt, fur N und Q. Es sei ferner noch hervorgehoben, daB M, das man sich ja 
als Kra.ftepaar vorste1len kann, yom Bezugspunkt unabhllngig ist (Nr.12). Ais 
Krl!.itepaar liefert M keinen Beitrag zu den Gleichungen };H.= 0, };V.= 0, was 
der Anfl!.nger beachten mOge (5. auch Nr.17). 
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wobei der Index l bedeuten soIl, daB die Summe tiber aIle Lasten links 
von der Schnittstelle zu erstrecken ist. - Gehen wir vom rechten Teil 
aus, so erhalten wir 

Q =-B +.2P,. (39,5b) 
wobei der Index r die Summation tiber aIle Lasten rechts vom Schnitt 
andeuten soIl. Beide Gleichungen mussen wieder zu demselben Ergebnis 
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ftihren und man wird wieder von 
jenem Tragerteil ausgehen, auf dem 
weniger Lasten stehen. 

Mit Hilfe dieser Gleichungen kon­
nen wir nun den VerIauf der Quer­
kraft als Funktion von x graphisch 
darstellen. Dazu unterteilen wir den 
Trager in einzelneFelder, die inAbb. 
63 mit romischen Ziffern bezeichnet 
wurden. Liegt die Schnittstelle x 
im Feld I, so ist nach Gl. (39, 5a) 
Q =A und zwarfur jeden beliebigen 
Punkt x im Feld I. Q ist also im 
Feld I konstant und wird durch die 
Ordinateneiner horizontalenGeraden 
in der Hohe A tiber einer waag­
rechten Bezugslinie dargesteIlt~ 1m 
Fcld II ist nach Gl. (39, 5a) Q = A 
-Pl> wieder unabhangig von x, 
also abermals konstant und urn Pl 

kleiner als im Feld I. 1m Feld III 
Abb.63· finden wir Q=A-P1-PS und so 

geht es weiter, bis im Feld Vaus Gl. (39, 5b) Q =-B folgt. Wir sehen, 
daB fur den Fall der Belastung des Tragers mit Einzellasten, die Quer­
kraftlinie einen treppenformigen VerIauf zeigt, der vom Positiven ins 
Negative ftihrt (Abb.63). Dings unbelasteter Triigerstrecken ist Q kon­
stant, unter jeder Einzellast erfolgt ein Spru'lIg um den Betrag dieser Last. 
Die Querkraftlinie ist also in jedem Lastangriffspunkt unstetig. 

Anders bei den Momenten. Zur Berechnung des Biegemoments in 
einem beliebigen Punkt x des Tragers bezeichnen wir die Abstande der 
Lasten am linken Teil von der Schnittstelle mit C,·. Dann liefert die 
Gleichgewichtsbedingung.2 M. = 0 fUr den Bezugspunkt x, angewandt 
auf deillinken Teil: 

-A x + PlCl + P'Ih + M = 0,' 

M =AX-PlCl-PSCZ, 

oder allgemein M = A x -,2 PICI 
(zu summieren tiber aIle Lasten links vom Schnitt). 

(39,6a) 
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Bezeichnen wir mit x' die Entfemung der Schnittstelle vom rechten 
Auflager und mit C; die Abstande der Lasten am rechten Tragerteil von 
der Schnittstelle, so folgt aus dem Gleichgewicht des rechten Teils: 

M = B x' -Z Pre; (39,6b) 
(zu summieren uber alle Lasten rechts vom Schnitt). Aus beiden Glei­
chungen ;muO sich derselbe Wert fiir M ergeben. 

Diskutieren wir nun den Verlauf des Biegemoments als Funktion von x, 
SO erhalten wir zunachst im Feld I aus der Gl. (39, 6a) M =A x. Das 
ist eine geneigte Gerade. Am Auflager (x=o) ergibt sich M =0, am 
Ende desersten Feldes (x=Xt) ist M =AXt. Esist fast allgemein ublich, 
die positiven Momente nach abwarts, die negativen nach aufwarts auf­
zutragen, so daB sich im Feld I der in Abb. 63 eingezeichnete Momenten­
verlauf ergibt. 1m Feld II finden wir nach Gl. (39, 6a) M =A X-P1Cl . 
Da C1 = X-Xt ist, wo Xt den festen Abstand der ersten Last vom linken 
Auflagerbedeutet, ergibt sich M =A X-PI (x-Xt) = (A -Pl) x +Pl~' 
also aber:mals eine Gerade, jedoch ;mit geringerer Neigung als die vorige. 
Die Getade im Feld II schlieBt ohne Unstetigkeit, sondem nur mit einer 
Ecke an die im Feld I an. Denn setzen wir in der letzten Gleichung 
x = Xt, so ergibt sich M = A Xt. also derselbe Wert wie am Ende des 
Feldes I. So fortfahrend erhalten wir als Momentenlinie einen Polygon­
mg, der am rechten Tragerende wieder den Wert M =0 Hefert [siehe 
Gl. (39, 6b), x' =0]. Ltings unbelasteter Tragerstrecken ist also die Mo­
ment8nlinie eine Gerade, unter ieder Einzellast h<U ,ie eine Ecke. Die Biege­
JllOlllente sind bei einem derartigen Trager durchwegs positiv, falls die 
Lasten, wie wir es ja stets annehmen, nach abwarts wirken. 

40. Beispiele :zur Ermittlung des Querkraft- und Momentenverlaufs bei Belalitung 
mit lotrecbten Eibzelkriften. 1 Wir wollen fdr den in Nr. 36. Abb. 59 behandelten 
Trager mit drei lotrechten Einzellasten I I Jr 
den Querkraft- und Momentenverlauf er- (Et 
mitteln. Die A1lflagerdrdcke wurden a. a. 
O.bereitsbestimmtzuA =4.St.B= 3.5t . 
Sie wurden in Abb. 64 eingetragen. 

a) (JturR,.alllinie: Nach Gl. (39. sa) 
gilt (Einheit t): 

im Feld 1: Q = + 4.S 
im F~J.d 11: Q= 4.5-4= + 0.5 
im Feld III: Q= 0.S-3= -2.5 
im Feld IV: Q= -2.S-1= -3.5 

= - B [nach Gl. (39. Sb)]. AI 

Nach Wahl eines geeigneten KraftmaB­
stabes kann die Querkraftlinie in die 
Abb. eillgezeichnet werden. 

HM 

!t 

b) MotM1lle1llinie: Die Momentenlinie wird am einfachsten dadurch gewonnen. 
daB man die Ordinaten ihrer Eckpunkte berechnet und zwischen diesen gerad-
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lmig verbindet. In den mit arabischen Ziffern am TrAger bezeichneten Punkten gilt 
nach G1. (39. 6a) bzw. (39. 6b) in tm: 

Mo=o 
Ml = 4,5'3 = + 13,5 
M. = 4,5'5-4'2= + 14,5 
M.= 3,5'2= + 7,0 
M,= o. 

Nach Wahl eines entsprechenden Momentenmal3stabes kann mit Hilfe dieser Werte 
die Momentenlinie in die Abb. eingezeichnet werden. 

Der Leser versuche die Gleichungen der einze1nen Gera4enstilcke der Momenten­
linie nach Formel (39, 6a) aufzustellen und prilfe, ob diese Geraden durch die eben 
berechneten Eckpunkte der Momentenlinie hindurchgehen. 

2. Filr einen mit emer einzigenLast P versehenen Trager (Abb. 57, Bild2) ist die 
Momentenlinie ein Dreieck. Das grOBte Moment tritt unter der Last auf. Hat 
diese vom linken Auflager den Abstand e, vom rechten e', so ist nach G1. (35, 4) der 

Auflagerdruck A = ~e' wo I die Spannweite des Tragers bedeutet. Damit ergibt 

sich das GrOBtmoment zu 
Pee' 

.i\1max = Ae = --. 
1 

Steht die Last in der Trll.germitte, so ist e = e' = .1_. und es gilt: 
2 

M max = Pl. 
4 

41. Streckenlasten. Neben Einze1kraften kornmen als Belastung auch 
langs der Tragerachse verteilte Lasten, die man als Streckenlasten be­
zeiclmet, in Frage. Hierher gehOrt z. B. das Eigengewicht des Tragers, 
femer Sclmeelast, Gewicht von Sandschiittungen u. dgl. m. Wir wollen 

1 

A 

A 

~ __ ./p(J) lediglich Streckenlasten betrachten, die 

>.---e-~I---II 

Abb.65· 

senkrecht zur Tragerachse, d. h. also in 
lotrechter Richtung wirken. Die GroBe 
einer Streckenlast wird durch die An­
zahl kg bzw. t ausgedriickt, die auf der 
Uingeneinheit des Tragers ruht, ihre Di­
mension ist daher kg/m bzw. tIm. Man 
bezeichnet eine Streckenlast gewohnlich 
mit p, wenn sie eine Nutzlast ist, mit g, 
wenn sie das Eigengewicht bedeutet und 
nennt p + g meist q. Wir wollen einst­
weilen die Bezeichnung p verwenden. 
Fiihren wir eine Koordinate E ein, die am 
linkenTragerende beginnend,nach rechts 

hin Iauft, so kann peine beliebige Funktion von E sein: p =p (E). Diese 
Funktion ist gewohnlich in Form einer Kurve gegeben (Abb.65). Die 
Flache zwischen dieser Kurve und der Tragerachse heiSt Belastungs­
flache (F). 1st p konstant, so spricht man von einer Gleichlast. 
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a) AuJlagertlrUcke. UJIl die Auflagerdriicke eines nlit Streckenlast 
OOlasteten Tragers zu OOstimmen, ermitteln wir z'lUll:ichst die Resultie­
rende G (das Gesamtgewicht) der Belastung und bestimmen dann A und B 
nach den Gl. (35,4). 

Greifen wir an einer OOliebigen Stelle E ein kleines Tragerstiick .1 E 
heraus, so klein daB sich auf ibm P nicht merklich andert, so wirkt darauf 
die Last P.1E, wo P die Belastungshohe etwa in der Mitte von .1E 00-
deutet. P.1E, das wir als eine kleine Einzellast auffassen konnen ist 
gleich .1F, dem in Abb. 65, BUd 1 schraffierten Streifen der Belastungs­
flache. Die Wirkung der Streckenlast ist demnach gleich der einer 
groBen Anzahl kleiner Einzellasten P.1E (Abb. 65, Bild 2}. Die GrOBe 
der Resultierenden G erhalten wir durch SUJIllll8.tion alIer P.1E, d. h. 
also durch Summation samtlicher.1F iiber den ganzen Trager: 

G 2p.1E 2.1F =F. (41,8) 

Wir sehen, daB das Gesamtgewicht der Streckenlast durch den Inhalt 
der BelastungsfIache gegeben ist. Streng genonunen miiBten wir nlit .1 E 
zur Grenze Null iibergehen (d. h. also die Belastungsflliche in unendlich 
viele, unendlich schmale Streifen unterteilen), dann erhalten wir: 

I 

G = Jp(E)tlE =F, (41,8a) 
o 

die bekannte Formel zur Berechnung des Inhalts von F mittels eines 
bestimmten Integrals. G und damit F haben die Dimension kg/m . m = kg, 
also die einer Kraft, wie es ja sein muB. 

Die Lage der Resultierenden G, also etwa ihr Abstand e vom linken 
Auflager (Punkt a) erhalten wir aus der Bedingung, daB das MOJIlent 
von G um a gleich sein muS der Summe der Momente aller Krafte P.1E 
um a (Nr.16). P.1E hat den Hebelsarm E, und es JIluB gelten: 

Ge = 2p.1E·E =2EL1F. 
Bezeichnen wir mit Es den Abstand des Schwerpunkts von F vom linken 
Auflager, so ist die letzte Sunune nach Gl. (25, 3a) gleich E,P. Da nun 
G =F ist, gilt E. = e und wir erfahren, daB die Resultierende der Strecken­
last im Schwerpunkt der Belastungsflache angreift. Die Abstande e 
und e' dieses Schwerpunkts von den beiden Auflagem sind in den JIleisten 
Fallen unschwer anzugeben, so daB fUr die Auflagerdriicke nach den 
Gl. (35, 4) gilt: 

Gs' Ge 
A -·-- B--- I' - I 

Falls sich der Schwerpunkt der Belastungsflache nicht sofort angeben 
laBt, diese aber in einzelne FHichenstiicke zerlegt werden kann, deren 
Schwerpunkte bekannt sind, dann bringt man in den Teilschwerpunkten 
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die entsprechenden Teilgewichte an und berechnet A und B genau wie 
fur einen mit mehreren Einzellasten versehenen Trager nach den 
Gl. {35,2). 

Allgemein gilt, daB, wie auch immer wir die Belastungsflache unterteilen und 
durch Einzellasten ersetzen, wir stets zu denselben \\-'erten der Auflagerdrucke 
gelangen mussen. Halten nllmlich A und B der ursprullglichen Belastung das 
Gleichgewicht, so mussen sie auch mit jedem Kraftsystem im Gleichgewicht sein, 
das der ursprunglichen Belastung gleichwertig ist. Denn aIle diese Kraftsysteme 
mnssenja dieselbe Resultierende haben, und haltenA und B dieser das Gleichgewicht, 
dann mnssen sie auch mit den Kraftsystemen im Gleichgewicht sein. 

b) Querkraft und Biegemoment. Zur Berechnung der Querkraft und 
des Biegemoments an einer beliebigen Stelle x eines mit Streckenlast 
belasteten Tragers denken wir uns diesen wieder in zwei Teile zer­
schnitten, bringen an der Schnittstelle Q und M (N ist ja Null) in den 
als positiv vereinbarten Richtungen an und stellen etwa fUr den linken 
Tragerteil die Gleichgewichtsbedingungen auf (Abb.66). Das Gewicht 
der auf der Tragerstrecke a bis x ruhenden Belastung bezeichnen wir 
mit G". Es ist gleich dem Inhalt des Stuckes F" der BelastungsfIache und 

greift an in dessen Schwerpunkt S Jr' Die GroBe 
_-~y(J) von F" wird sich ja in den meisten Fallen leicht 

Abb.66. 

angeben lassen. In Anlehnung an die Gl. (41, 8a) 
konnen wir F" ~uch in der Form darstellen: 

" 
F" = J P(~)d~. 

o 

Fur einen mit Einzellasten belasteten Trager 
ist dieQuerkraft nach Gl.(39,sa)gegebendurch: 

Q =A -I,p/. 

Die Summe aller Lasten links vom Schnitt ist in unserem FaIle gleich G", 
so daB gilt: 

Q =A -G". 

Fiir das Biegemoment eines mit Einzellasten belasteten 1 ragers er­
hielten wir nach Gl. (39, 6a): 

M=Ax-,J;P/C/. 

Das Moment alIer Lasten links vom Schnitt in bezug auf die Schnitt­
stelle x ist in unserem FaIle gleich G"C, wenn C den Abstand des Schwer­
punkts SIf von der Schnittstelle bedeutet. Folglich gilt: 

M = A x -G"C. (41,11) 

Entsprechende Formeln gciten fur den rechten abgeschnittenen Teil. 
Der Leser stelle sie auf. 



43. Zusammenbang zwiscben M, Q und p. 65 

42. Beispiel eines Triigers mit Gleichlast. Der einfacbste und zugleicb Mufigste 
Fall einer Streckenlast ist der einer durcbgebenden Gleicblast: p = const (Abb. 67). 
\Vir wollen fiir einen mit durchgehender Gleicblast belasteten Trager von der 
Spannweite I Querkraft und Biegemoment als Funk­
tionen von x ermitteln. 

Das Gesamtgewicht derBelastung ist G= pl. Aus 
Symmetriegriinden ist j eder der Auflagerdriicke gleich 
der Halfte von G: 

A = B = i!!. 
2 

Um die Gleicbung der· Querkraftlinie Zl.\ erhalten, 
denken wir uns in beliebiger Entfernung x vom lin­
kenAuflager einenSchnitt gefUbrt. Dann ist Gx= px 
und nach Gl. (41,10) ist 

Q=P/-px=p(-!--x) . Abb.67· 

'Yir erhalten die Gleichung einer geneigten Geraden (Richtungskoeffizient -P). 
Fiir das linke Auflager (x= 0) ergibt sich: Q = PI = A, fiir das rechte (x= 1) ist 

2 

Q = - e! = - B. Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte ist die Querkraftlinie 
2 

(Abb. 67). Fiir x=.i, also fiir die Tragermitte, ergibt sich Q= o. 
2 

Die Gleichung der ZlIomentenlinie erhalten wir aus Gl. (41,11). Fiir C ist :-. 
einzusetzen: 2 

M=Pl x _ px :-' 
2 2 

px 
.1/=--(I-x). 

2 

Diese Gleichung vom zweiten Grade in x stellt eine Parabel dar. An den beiden 
Tragerenden, d. i. fiir x= 0 und x= 1 ergibt sich M = o. Dazwischen ist M iiberall 
positiv, da x> 0 und 1> x ist. Zwischen den beiden Auflagern muB also das Moment 
ein 1Iaximum haben, das aus Symmetriegriinden in der Tragermitte liegen [wovon 
sich der Leser auch durch Differenzieren der Gl. (42,14) leicht iiberzeugen kann] 
und mit dem Parabelscheitel zusammenfallen wird. Set zen wir also in Gl. (42,14) 

x = ~ so erhalten wir: 
2, 

pIa 
Jlmax = ---- . 

8 
Damit kann die paraboltsche Momentenlinie unschwer eingezeichnet werden 
(.\bb.67)· 

43. Zusammenhang zwischen M, Q und p. Sowohl im Beispiel Nr. 40 
als auch in dem eben behandelten Beispiel konnen wir beobachten, daB 
das groBte Biegemoment an jener Stelle des Tragers auf tritt, wo die 
Querkraft ihr Zeichen wechselt. \Vir werden nun beweisen, daB dies 
kein Zufall ist, sondern allgemein gilt. Gleichzeitig werden wir etwas 
tiber den Zusammenhang zwischen der GroBe der BelastungshOhe p und 
der Neigung der Querkraftlinie an einer beliebigen Tragerstelle erfahren. 

c h mel k a· Mel an, Statik, Auf!. 5 
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Denken wir uns den in Abb. 68 dargestellten Trager, der eine beliebig 
veranderliche Streckenlast tragen solI, zuerst an der Stelle x und dann 
an der unendlich benachbarten Stelle % +dx durchschnitten, so IDuG das 
herausgeschnittene unendlich kleine Tragerstiick dx unter der Einwir­
kung der auBeren und inneren Krafte im Gleichgewicht sein. Als auBere 
Kraft wirkt auf das Tragerstiick dasGewicht des schraffiertenTeiles der 
Streckenlast. Diesen unendlich schmalen Streifen der BelastungsfIache 

ersetzen wir durch ein Rechteck von der 
Breite dx und der Rohe p, etwa der Be­
lastungshOhe in der Mitte von d x. Auf das 
Tragerstiick dx wirkt demnach zunachst die 
Kraft Pdx, welche durch den Schwerpunkt des 
schmalen Rechtecks geht. Ferner wirken an 

Abb. 68. der Schnittflache x M und Q. die wir in den 
als positiv vereinbarten Richtungen einzeichnen. 

In der SchnittfHiche x+dx werden Biegemoment und Querkraft im 
allgemeinen etwas andere Werte haben als vorhin. dort wird das Biege­
moment M + d M und die Querkraft Q + dQ wirken. wo d M und dQ 
kleine Zuwachse oder Abnahmen von M und Q bedeuten. 

Wenden wir auf das kleine Tragerstiick die Gleichgewichtsbedingung 
.2 Vj =0 an, so erhalten wir: 

Q-Pdx-(Q +dQ) =0. 

Daraus folgt die Beziehung: 
dQ 
;r;=-P' 

p war die Belastungshohe in der Mitte von d x. Da aber d x unendlich 
klein ist, ist p nur unendlich wenig verschieden, d. h. also gleich der 
BelastungshOhe an der Stelle x. Die Gl. (43,16) besagt also: Die N eigung 
dey QuerkraftZinie an einer beliebigen Stelle x des Trdgers ist gleiclt del' 
negativ genommenen BelastungshOhe an dieser Stelle. Je groBer also P ist. 
desto steiler verlauft die Querkraftlinie. Ungs unbelasteter Trag€'r­
strecken (P =0). also z. B. zwischen den EinzelJasten des Tragers der 

Abb. 63 ist :~ =0. die Querkraftlinie verHiuft waagcrecht. 
Prlifen wir die Beziebung (43.16) an der Gleichung der Querkraitlinie des 

vorigen Beispiels [Gl. (42,13)]: 

Q=p(~--.\') 
Diese Gleichung, in der p konstant ist. nach :Jr differcnziert, liefert 

dQ 
ds = - p. 

Wenden wir nun die Gleichgewichtsbedingung.2 M. = 0 auf das 
Tragerstiick dx an, wobei wir als Bezugspunkt etwa den Schwerpunkt 
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der rechten Querschnittsflache wahlen, so erhalten wir: 

4x M -M -Qdx +1>dx 2 + (M +d ) =0, 

oder 

e. (dX)2 -Qdx + dM = o. 
2 

Die in dieser Gleichung vorkommenden Summanden sind von sehr un­
gleicher GrOBe. dx und dM nennt man unendliche kleine GraBen erster 
Ordnung. Desgleichen ist Qdx unendlich klein erster Ordnung. cIa Q 
endlich ist, ebenso wie der nicht geschriebene Faktor 1 von d M. (d X)2 

und damit ~ (dX}1 nennt manunendlich klein vonzweiter Ordnungund 

es ist leicht einzusehen, daB, weml wir dx immer kleiner und kleiner 
werden lassen, die GroBen zweiter Kleinheitsordnung verschwindend 
klein werden gegen die erster Ordnung, also gestrichen werden konnen. 
Denken wir uns etwa d x = 10-1 m, dann. ist (d X}I = 10-1 m, also 10 mal 
kleiner als dx. Lassen wir dx auf 10-1 m zusammenschrumpfen, so ist 
(d X}I = 10--6 m, also 100 mal kleiner als d x und so geht es weiter, bis 
schlieBlich (dX)1 gegen dx unendlich klein wird, d. h. exakt verschwindet. 

Wir streichen also das erste Glied der obigen Gleichung und erhalten: 

4M 
4x =Q. 

Die Tangente des N sigungswinkels der M omentenUnie an siner beliebigen 
Stelle x ist also glekh der Grope der Querkrajt an dieser Stelle. Das' Wich­
tigste aber, was aus Gl. (43,17) folgt, ist, dap iede Stelle, wo die Querkrajt 

ih, Zsichen wechselt, sinen Punkt bezeichnet, wo ~ = 0 ist find ein 

Extrem des Biegemomems 'VorUegt. 
Die Kenntnis der Extremwerte des Biegemoments wird spater fur 

die Bemessung derTriiger von groBter Wichtigkeit sein, denn wir werden 
in der Festigkeitslehre hOren, daB fiir die Beanspruchung eines Tragers 
in der Regel die Biegemomente ausschlaggebend sind. Die groBte Bean­
spruchung tritt somit in jenen Querschnitten des Triigers auf, in denen 
das Biegemoment extreme Werte annimmt. Man nennt daher diese 
Triigerstellen gejahrdete Querschnitte. Zusammenfassend konnen \Vir also 
sagen: Ein gejahrdeter Querscknitt liegt stets dort, wo die Querkrajt ihr 
Zsicken weckselt. 

Zu den Gl. (43.16) und (43.17) ist allerdings noch zu bemerken. daLl sie nur dort 
gelten. wo die in ihnen vorkommenden Differentialquotienten existieren. (Der 
Mathematiker sagt: wo die Funktionen Q und M differenzierbare sind.) Dies ist 
z. B. fi1r die Belastung des TrAgers mit Einzelkraften in den Lastangriifspunkten 
nicht der Fall. Denn dort ist die Querkraftlinie unstetig und die lfomentenlinie hat 
eine Ecke. Ein Extremwert von M wird nun bier gerade durch eine solche Ecke 

:'1* 
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repri1sentiert werden, also durch eine Stelle, wo der Differentialquotient dM nicht 
dfr 

existiert. Wir konnen jedoch leicht zeigen, daB auch in einem solchen Falle 
die Stelle des Extremwertes durch einen Zeichenwechsel der Querkraft ge­
kennzeichnet ist. Wir setzen dabei bloB voraus, daB wenigstens ein kurzes 
Stiick vor und hinter der Sprungstelle von Q die Momenten- und Querkraftlinie 
derart verli1uft, daB die Gl. (43,17) erfiillt ist, was ja in der Praxis immer der Fall 
sein wird. N ehmen wir nun an, das Moment besitze an der betrachteten Stelle 
einen GroBtwert, so muB die Momentenlinie vorher ansteigen, hinterher fallen. 

Es muB also vorher ~M =Q>o, hinterher dM =Q<o sein. Foiglich muB an der 
dx dx 

Stelle des Extremwerts Q sein Zeichen wechseln, was zu beweisen war. 
A nwendung. Bei Tri1gern, die mit lotrechten Einzeikraften belastet sind, Ii1Bt 

sich mit Hilfe der Gl. (43,17) eine sehr bequema Rekursionsformel zur Berechnung 
der Biegemomente herleiten. 

Betrachten wir etwa den in Abb. 64 dargestellten Trager und bezeichnen wir die 
Langen der Felder zwischen den Einzellasten mit AI" .).,. In jedem Feld ist der 

Differentialquotient ~!'!. konstant und gieich der QiIerkraft in dem betreffenden 

Feld. Da die Moment:n~inie feldweise geradlinig verlauft, ist dM gleich der Differenz 
dfr dM 

der :Ylomente an den Enden des Feldes, geteilt durch die Feldlange. di ist also 

M 1-Mo · . M 2-M1 11 ···t F 11 z. B. im erst en Feld gleich __ , '_., 1m zwe1ten-- ·-....,a geme1nlm~- en e ( 
"1 .1\2 

-gleich M. --':'''!i-l. Der erste Ausdruck ist nun gleich der Querkraft im ersten Feld 
;.. 

der zweite gleich der Querkraft im zweiten Feld, der i-te gleich der Querkraft im 
i-ten Feld, die wir mit Q(') bezeichnen wollen: 

M.-Mi-l _ Q(') 
.-- -.-;:-~- - . 

I .• 

Daraus folgt: 
.'If. = M i_ 1 + Q(i»). •. 

Diese Formel gestattet bei bekanntem Querkraftverlauf jedes folgende Moment aus 
clem vorhergehenden zu berechnen. Die Querkraft in den einzelnen Feldern kann 
ebenfalls rekursorisch berechnet werden. Es ist ja die Querkraft im i-ten Feid 
gleich der Querkraft im vorhergehenden Feld, vermindert um die Last an der 
Feldgrenze (s. Nr. 40) : 

Q(i) = Q(i-t) - Pi_to 

Will man auch an einer Stelle, wo keine Last angreift, das Moment bestimmen, 
dann denke man sich dort die Last P= 0 wirkend. 

Tabelle 3. 

I Kraft I Q I ). I Punkt j t t m 
Ql 
tm 

M 
tm 

Ais Beispiel fiihren 
wir die Berechnung der 
Querkrll.fte und Biege­
momente fiir den Tri1ger 
der Abb. 64 in Form 
ciner Tabelle durch. Wir 
ermitteln zuerst die 
Querkri1fte, bestimmen 
hierauf die Produkte 
Q(i») .. und beniitzen als 
Kontrolle,daB.EQ(·);"= 0 
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sein mull. Bei der Berechnung der Momente beginnen wir mit dem bekannten Wert 
M 0= 0 am linken Trllgerende. Fiir das rechte Ende mull sich dann wieder der Wert 
Null ergeben. 

Das angegebene Verfahren ist besonders vorteilhaft bei Trl1gern, die mit sehr 
vielen Einzelkrll.ften belastet sind. 

44. Zeichnerische Ermittlung der Momenten1inie bei lotrechter Be­
lastung. Bei Tragern mit lotrechter Belastung laBt sieh die Momenten­
linie sehr einfach auf zeichnerischem Wege gewinnen. Wir zeiehnen fUr 
den in Abb. 69 dargestellten Trager 
zunachst das geschlossene SeHeck 
zur Bestimmung der Auflagerdriicke 
(Nr.35). Fur das Biegemoment an A"'----I-:t'-'--l 

der Stelle x des Tragers gilt nun 
nach GI. (39, 6a): 

Ziehen wir durch den Punkt x eine 
Parallele zu den Kraften undbringen 
mit ihr die zur Kraft A gehOrigen 
Seilstrahlen I und V zumSchnitt, so 

z 

IJ 

.- ' TeAQJ" l' 
.1:--

8 
s 

H 

Abb.69· 

entsteht im Lageplan das Dreieck 1,2,3 mit der Grundlinie m.,. und der 
Rohe x. Es ist dem Dreieck 1', 2', 3' im Krafteplan mit der Grundlinie A 
und der Hohe H ahnlieh, da je zwei Seiten der beiden Dreiecke parallel 
sind. Infolgedessen gilt die Beziehung: 

x:mA =H:A 
oder 

A-·x=mA H . 

H wird Polweite des Kraftecks genannt. 
Auf die gleiche Art finden wir, daB gilt: 

P1C1 = mlH, P2C2 = m2H. 

Dies in die Gleiehung fur M eingesetzt, liefert: 

M = (mA -ml-m2)H =mH. 

mist die auf der Lotrechten durch den Punkt x gemessene Strecke zwi­
schen dem Seileck und seiner SchluBlinie. Das Biegmoment in einem 
beliebigen Punkt des. Tragers ist also proportional (Proportionalitats­
faktor H) der Ordinate des geschlossenen Seilecks der Lasten- und Auf­
lagel'driicke. Dieses Seileck ist demnach niehts anderes als die Momenten­
linie, mit der SchluBlinie als Bezugsgerade. 

Indem wir also m abmessen und mit der Polweite H multiplizieren, 
erhalten wir das gesuchte Biegemoment. Wollen wir Min tm erhalten, 
so mussen wir, wenn wir m in Metern ausdrucken, H in Tonnen in die 
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Gl. (44,18) einsetzcn. Wir werden also H im KraftmaBstab unserer 
Zeichnung messen. Messen wir m in unserer Zeiehnung in em ab, so 
mussen wir es noch mit dem LlingenmaBstab LH der Zeichnung multi­
plizicrcn, urn seinen Wert in Metem zu crhalten. (LH ist die Anzahl 
~leter in Wirklichkeit, die einem em unserer Zeiehnung entsprieht.) Es 
gilt also: 

M = m (em)· LM·H(t}. 
Danaeh cntspricht einem em auf der m-Geraden ein Moment von der 
GroBe L M . H tm. Dicses Produkt stellt demnaeh den M omentenma/1stab 
dar: HM = LH'H(t}, und wir konnen sehreiben: 

M = m (em)· MHtm. 
MiBt man jedoch H in em, dann muB man e& noch mit dem KraftmaB­
stab K H (das ist die Anzahl Tonnen, die einem em unserer Zeiehnung 
entsprieht) multiplizieren, urn seinen Wert in Tonnen zu erhalten. In 
diesern Fall gilt fiir den MomentenmaBstab: HH = L,., ·KH· H (em). 

Die SehluBlinie des Seileeks wird sieh im allgemeinen nieht horizontal 
ergeben. Es ist zu beaehten, daB m stets auf einer Lotrechten und nicht 
etwa senkrecht zur SchluBlinie zu messen ist. 

1m FaIle einer verteiltcn Belastung ist die l\Iomentenlinie eine stetig 
gekriimmte Kurve (s. z. B. Nr.42). Wir brauehen uns ja nur die Strecken­
last durch unendlich viele, unendlich kleineEinzellasten ersetzt zudenken, 
dann erhalten wir ein Seilpolygon mit unendlieh vielen Ecken, also einen 
stctig gekriimmten Linienzug. Wir konnen jedoch in del" Unterteilung 
del" Streckenlast und ihrer Ersetzung durch Einzellasten ziemlich groB­
ziigig vcrfahrcn, denn wir werden in der naehsten Nummer zeigen, daB 
das SeHeck als Tangentenschar die Momentenlinie einhiillt. Es geniigen 
daher schon verh1iltnism1iBig wenige Seilstrahlen, urn die Momentenlinie 
mit ausreichender Genauigkeit zeichnen zu konnen. 

45. Beispie1e zur zeichnerischen und rechnerischen Behandlung von Tragern mit 
lotrechter Belastung. I. Beispiel. Fiir den in Abb. 70 dargeste1lten, mit Einzellasten 
und einer Streckenlast belasteten TrAger von 10 m Spannweite soli zeichnerisch 
und rechnerisch der Querkraft- und Momentenverlauf ermittelt werden. 

a) Zeichnerische Bellandlung. In Abb. 70 wurde als LAngenmaBstab 1 cm .•• 2 m 
und als Kraftma13stab 1 cm ••• 5 t gewAhlt. H wurde zu 10 t (2 cm) angenommen. 
Daherist derMomentenmal3stab HH = LH ·H= 2'10= 20tm. D. h. aufunseren 
m-Geradcn gilt: 1 cm .•• 20 tm. 

Wir zeichnen zuerst das Seileck zur Ermittlung der Aufiagerdriieke und er­
halten damit gleichzeitig die Momentenlinie. Die Streckenlast von insgesamt 8 t 
flrsetzen wir zunAchst durch zwei Einzellasten von 4 t. die in den Schwerpunkten 
der beiden HlUften der Belastungsflache angreifen. Das Seileck wird durch die 
strichpunktierte Schlul3linie gesehlossen, die Parallele dazu liefert im KrAfteplan 
die beiden Auflagerdriicke. Wir messen sie in em abo multiplizieren sie mit dem 
Kraftma13stab und erhalten: 

A = 1,85' 5 = 9.25t. B = 1,95' 5 = 9.75 t. 
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Mit HUie der Aufiagerdrllcke kann nun die QuerkraftUnie gezeicbnet werden. 
Wir beginnen mit A und zeichnen die Stufenlinie, indem wir der Reibe nach die 
Einze1krafte abziehen, bis wir mit B wieder zur Bezugslinie zurlickkommen. 

1m Bereich der Trlgerstrecke von ~ = 0 bis ~ == 6 m sind Querkraft. und 
::\Iomentenlinie bereits in Ordnung. Nicbt so unter der Gleicblast, wo ja, wie wir 
in Nr. 42 saben, die Querkraftlinie eine geneigte Gerade, die Momentenlinie eine 
Parabe1 sein mull. Wir wollen nun zeigen, daB die Punkte 6', 8', 10' der genlherten 

Q·Linie und die Punkte 6", 8", 10" der genlherten M·Linie mit Punkten der 
genauen Q- bzw. M·Linie zusammenfallen und daB die Seilstrahlen die genaue 
lIf·Linie in den Punkten 6", 8", 10" tangieren. 

Wir fllhren den Beweis etwa flir den Punkt ~ = 8 m. Denken wit una den Trager 
im Punkt 8 durchachnitten und betrachten den rechten abgeschnittenen Teil, so 
ist nach Gl. (39, Sb) die Querkraft gleich -B vermehrt um die Summe aller Lasten 
reehts vom Schnitt. Die letztere ist aber gleich der Resultierenden 4 t des reehts 
yom Schnitt liegenden Teiles der Streckenlast. Folglich ist die Ordinate der richtigen 
Q-Linie· gleich der der gen&herten, nAmlich -B + 4. Das gleiche gilt filr die Mo­
mentenlinie, denn das Moment im Punkt 8 ist nach Gl. (39, 6b) gleich dem Moment 
von B um den Punkt 8, vermindert um die Summe der Momente aller Lasten reehts 
vom Schnitt. Die letztere iat aber gleich dem Moment der Resultierenden 4 t um 
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den Punkt 8. 1m Punkt 8ist also lIf= B· 2-4'1, d. i. aber genau der\Vert, den an 
dieser Stelle auch die genaherte M-Linie liefert. Da im Punkt 8 die Ordinaten der 
genll.b.erteb. und der genauen Q-Linie ubereinstimmen, mussen nach Gl. (43, 17) auch 
die Neigungen der genaherten und der genauen M-Linie ubereinstimmen. Die ge­
naherte M-Linie muB also die genaue im Punkt 8" tangieren. 

Zusammenjassend k6nnen wir also sagen, da{3 bei Unterteilung einer Stl'eckenla.st 
und ihrer Ersetzung durch Einzellasten die genaherten Querkrajr- und Momentenlinien 
in den Punkten unter den Trennungslinien der Belastungsflache gmaue O,'dinaten 
liefern, und da{3 in diesen Punkten die genauc lIIomentenlinie von der genaherten 
tangiert wird. 

Wir verbinden hlSO die Punkte 6', 8', 10' durch eine Gerade und runden das 
Seileck zwischen den Punkten 6", 8", 10" durch eine Parabel aus. 

Wir sehen, daB die Querkraft im Punkt x = 4 m das Zeichen wechselt. Hier muB 
also nach Nr. 43 ein Extremwert des Biegemoments auftreten. Wir meSsen ihn im 
Seileck ab und multiplizieren ihn mit dem MomentenmaBstab: 

lVImax = l,3S' MM= l,3S'20= 27tm. 

b) Rechnerische Behandlung. AIle Langen sind in m, aile Kra.fte in t ausgedruckt. 
IX) A uflagerdrucke. Wir denken uns die Streckenlast durch ihre Resultierende 
8 tim Punkt X= 8m ersetzt. Dann ergibt sich nach den Gl. (3S, 2): 

A = ~};p.;x/= ~ (s· 8 + 6· 6 + 8' 2) = 9,2t 
I 10 --

B= ~};P';Xi= ~ (s· 2+ 6'4+ 8· 8) = 9,8t. 
1 10 --

\Vir machen die Probe [Gl. (3S, 3)]: 

A + B= 9,2+ 9,8= 19,ot 

};p.= S + 6+ 8= 19,0 t. 

{1) Querkraftverlauf. Wirteilen den Trliger in vier Felder (s. Abb. 70). Dann 
gilt nach Gl. (39, sa): 

imFeld I:Q=A=+9,2 (0<X<2). 

im Feld II: Q= A - P, = 9,2-S= + 4,2 (2< x< 4). 

im Feld III: Q = A - P 1 - P 2 = 4,2~ -1,8 (4< x::;: 6). 
imFeld IV: Q=A-PI-P2-G,,=-~(x-6)=10,2-2X 

(6 ::;:x< 10). 

Bemerkungen: 1. G" = P (x - 6) = 2 (x - 6) ist das Gewicht der links von 
der Schnittstelle x liegenden Streckenlast. 2. Wir haben bei Angabe der Bereiche 
auf der x-Achse, in denen die einzelnen Gleichungen gelten, einmal das Zeichen <, 
dann :s;; geschrieben. Das erste diente dazu, die Punkte, wo Q unstetig ist, auszu­
schlie Ben ; wo Q stetig ist, wurde das zweite Zeichen verwendet. 

y) Momentenverla ufo Nach Gl. (39, 6a) bzw. (39,6 b) gilt (Einheit tm): 

imFe1d I: M=Ax=9,2X (0:£:X;:;;;:2), 

im Feld II: M = A x-P1C1 = 9,2 x-S (X-2) = 4,2 X + 10 (2:S;;X;;:;: 4). 

im Feld III: M = A X-P1C1-Pl2=9,2 X-S (x-2)-6 (X-4) =-I,8x +34 

(4;;:;:x:S;;6), 

im Feld VI: M = B x'-G,,':' = 9,8 x'-- X'2 = - x 2 + 10,2 X-2 (6:;;; x ::;:10). 
2 

Bemerkung: G ,,' = p x' = 2 X' ist das Gewicht der Streckenlast rechts von der 
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Schnittstelle. Es greift an in der Entferoung i ,,' von der Schnittstelle. Statt ,,' 
wurde dann 10 -" eingefiihrt. 

Aus dem rechnungsmltBig in {1) festgelegten VerIauf der Querkraft konnen wir 
auch ohne auf die Zeichnung zu blicken erkennen, daB die Querkraft beim tJber­
gangvomFeld 11 zum Feld 1II,d.i. alsoim Punkt ~=4mdas Zeichen wechselt. Hier 
Iiegt also der gefabrdete Querschnitt. 
Das zugehorige Maximalmoment kon­
nen wir entweder aus der Momenten­
gleichung fiir das Feld 11 oder aus der 

, ...... ' 

fiir das Feld 111 berechnen, indem wir A 
" = 4 einsetzen. In beiden Fallen er- 1---++---+-'aWl--+~f-'"I1 
halten wir: 

Mmax = 26,8tm. e I--H--+-f'>!.f--+-+-I 
2. Beispiel. Tt:agel' mit Dreiecks­

belastung. Spannweite 8 m, Belastungs­
hohe iiber dem rechten AufIager 
Pb = 6 tim (Abb. 71). Es soIl der Ver­
lauf der Querkrllfte und Momente er­
mittelt werden. 

a} Zeichnerische BehandZung. Wir 
unterteilen die BelastungsfIAche in 
vier Felder von je 2 m Lange und er­
setzen zunachstdie Streckenlastdurch 

Abb·71. 

vier Einzellasten G1 •• • G" die in den Schwerpunkten der Teilfliichen angreifen. 
Diese Teilschwerpunkte wurden nach der in Nr. 28, Abb. 46 angegebenen Kon­
struktion ermittelt. Fiir die Teilgewichte ergibt sich: 

4 

G1=-i·2·1.5 l,5 t 
G2 =i' 2 '(l,5+3,0)= 4,5 t 

Ga =t· 2 ·(3.0 +4,5}= 7,5 t 
G, = i . 2' (4,5 + 6,0) =!0,5 t __ 

Probe: EGi=G=~8.6 
;=1 

= 24,0 t (Gesamtlast). 

Wir zeichnen fur die G. das Krafteck und bestimmen mit Hilfe eines Seilecks 
die Auflagerdriicke A und B. Dann zeichnen wir die genltherte Querkraftlinie fiir 
die Belastung mit den Einzellasten und verbinden die genauen Punkte durch eine 
Kurve. Diese muB beim linken Auflager eine 'Waagerechte Tangente haben, da 

dort dQ = _ P = 0 ist. Sodann wird die genltherte Momentenlinie nach den im 
d" 

vorigen Beispiel angegebenen Regeln ausgerundet. Die Nullstelle der Q-Linie zeigt 
den Ort des groBten Biegemoments an, das aus der M-Linie entnommen werden 
kann. 

b) Rechnerische Behandlung (Abb.72). Zur Bestimmung der Auflagerdriicke 
denken wir uns die Streckenlast durch eine Einzellast G, das Gesamtgewicht ersetzt, 
das im Schwerpunkt der Belastungsflllche anzubringenist. G = t 8·6 =;= 24 t. Mit 
Hilfe der Schwerpunktsabstande e = t I und e~ = i I ethalten wir nach den 
Gl. (41, 9): 

Ge' 1 Ge 2 
A =-- =----24=8t. B=-=-'-24=16t. 

Z 3 1 3 

(Allgemein, bei beliebigerGroBe von p ist G= t pI und A = ~ G, B = t G.) 
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Fiir die Querkraft gUt nach Gl. (41,10): 

Q==A -G •. 

Bezeichnen wir die BelastungshOhe im Punkt x mit p, so gUt wegen der Ahnlichkeit 

des schraffierten mit dem groBen Dreieck p: x = 6: 8 oder p = 6x = ~x. Damit 
8 4 

ist die Fllche des schraffierten Dreiecks: 
~~ G. = t xp = i Xl. So erhalten wir fur die Quer-

4Ix-cijl:IIIIIl~-+-.....J.,' kraftlinie: 
"8 Q=8-txz, 

I--__ ~--....J.~;.o/.l.-l die Gleichung einer Parabel. 

Abb·12 • 
Die Momentenlinie finden wir nach Gl. (41,11): 

M=Ax-G.C=8x- 3_ X2.:"_ = 8;r __ 1_x8. 
83 8 

Es ergibt sich eine kubische Parabel. Der geflhrdete Querschnitt wird durch 
NuUsetzen der Gleichung fiir Q erhalten: 

8-ixl =o 

x == 1"'1- == 4,62 m. 

(AUgemein ergibt sich :If = ~). Dieser Wert in die Momentengleichung eingesetzt 

liefert das GrOBtmoment: 

Mmu == 8'4,62-t4,628 = 24,6tm. 

3. Beispiel. Filr den in Abb. 13 dargeste1lten TrAger, der mit durchgehender 
Gleichlast und gleichzeitig mit Einzellasten belastet ist, solI zeichnerisch der Quer­

kraft- und Momentenverlauf ermittelt 
werden. 

Die vorliegende Belastung tritt in 
der Praxis stets dann auf. wenn neben 
der Einwirkung von Nutzlasten auch 
das Eigengewicht des Trl1gers beriick­
sichtigt wird. Man verfl1hrt bier am 
besten so, daB man die beiden Be­
lastungsfllle, nl1mlich Einzellast und 
Gleichlast, zuerst getrennt behandelt 
und die Ergebnisse iiberlagert. Da 
nlmlich die Gleichungen fiir die Auf­
lagerdriicke, Querkrilfte und Biege­
momente in den Krl1ften linear sind, 
ist z. B. der Auflagerdruck, den die 

Abb.73· Summe zweier Belastungen hervor-
ruft, gleich der Summe der Auf­

lagerdrucke, die die einzelnen Belastungen hervorrufen 1. Das gleiche gilt fiir 
die Querkrlfte und Biegemomente. Dieses ()berlagerungsp,inzip gestattet zu­
weilen auch ziemlich verwickelte Belastungsfl111e auf eine Summe von einfachen 

1 Bei nicht lotrechter Belastung werden fur zwei verschiedeue Belastungen 
die Auflagerdriicke am {esten Lager im allgemeinen verscbiedene Richtungen 
haben. In diesem Fall addieren sich bei 'Oberlagerung nur die Komponenten 
der Auflagerdriicke algebraisch, die Auflagerdrilcke selbst jedoch geometrisch. 
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Belastungsarten zuriickzufiihren, deren Q- und M-Verteilung man bereits kennt 
oder leicht ermitteln kann. Wir werden davon nochdes ~)fteren Gebrauch machen. 

Wir ermitteln zunllchst die Auflagerdrilcke A' und B' infolge der Einzellasten, 
indem wir ein 5eilpolygon zeichnen, das gleichzeitig den Verlauf der Biegemo­
mente M' fiir die Einzellasten angibt. Mit Hilfe der Auflagerdliicke k6nnen wir 
auch die Q'-Linie fiir die Einzellasten einzeichnen. An sie fiigen wir nun die Q"­
Linie fiir die Gleichiast so an, daB sich gleich bezeichnete Ordinaten addieren, un­
gleich bezeichnete subtrahieren. Wir berechnen dazu die Auflagerdriicke infolge der 
Gleichlast: A'A = B" = 1 PI, tragen sie von der Bezugslinie der QuerkrAfte verkebrt 
wie bisher auf und verbinden die so erhaltenen Punkte durch eine Gerade. Dann 
gilt fiir die Querkraft infolge der Gesamtbelastung: Q = Q' + Q". Die resultieren­
den Ordinaten wurden.schraffiert. Wir sehen, daB sich, wie es sein muB, als resul­
tierende Auflagerdriicke A = A' + A" und B = B' + B" ergeben. 

Nun trachten wir auch die M"-Linie, nAmlich die Biegemomente infolge der 
Gleichlast, der Momentenverteilung fiir die Einzellasten M' so zu iiberlagem, daB 
sicb gleichbezeichnete Ordinaten addieren. Dazu miissen die 5eilpolygone fiir M' 
und M" dieselbe Schlu8linie haben und, damit sich aucb derselt>e MomentenmaB­
stab ergibt, dieselbe Polw'eite H. Wir wAblen daher den PolO" des Kraftecks fiir 
die Gleichlast auf der VerlAngerung des PclstrahlsO' ••• c imAbstand H von den 
KrAften. Von c aus tragen wir nach oben und unten 1 pi auf und erhalten so den 
ersten und leUten Poistrahl und damit die beiden Endtangenten der M"-Parabel. 
Die Unterteilung der Streckenlast liefert weitere Tangenten. Die Ordinaten des 
resultierenden Biegemoments M = M' + M" sind schraffiert. Das Maximum von M 
ist unter der Stelle des Zeichenwechsels von Q zu suchen. 

4. Beispiel. In der Praxis kommt es hAufig vor, daB die Belastung nicht un­
mittelbar auf dem TrAger, den wir Ha.,p"FtJgw neunen wollen, steht, sondern auf 
einem danlber liegenden Hil/slFtJgeF, der unter 
Zwischen!age von gue",tJ,em auf dem HaupttrAger f IJ 
ruht. (Mehrere parallel liegende HaupttrAger bilden 
dann zusammen mit den dariiber liegenden Quer­
trAgem eine Art Rost.) Man sagt dann, die Be- A 
lastung wirke mitulbar auf den HaupttrAger. Wir 
stellen uns die Aufgabe, den Verlauf der Momente 
im Haupttrl!.ger infolge mittelbarer Belastung zu 
finden (Abb. 74). A 

Der Hilfstrl!.ger ist genau genommen ein durch- 'vm~rlrrnrm+:-:fmrrrmnfrrlm:ld 
laufender TrAger auf mebr als zwei Stiitzen, also 
nacb Nr. 33 ein statisch unbestimmter TrAger. Der 
Einfachheit balber nimmt man jedoch an, daB er aus 
lauter einzelnen TrAgem auf zwei Stiitzen besteht, die Abb. 74. 
auf den Quertra.gern frei aufliegen. Dann ist der 
HaupttrAger mit lauter Einzellasten belastet, von denen jede gleich ist der Summe 
der Auflagerdriicke der beiden angrenzenden Hilfstragerstiicke (s. Abb. 74). Die 
gesuchteMomentenlinie ist also jedenfalls ein Polygonzug, den wir zeichnen konnen, 
wenn wir die Ordinaten seiner Eckpunkte kennen. Nun ist leicht gezeigt, dan in 
den Punkten unter den Quertragem die Biegemomente infolge der mittelbaren 
Belastung iibereinstimmen mit den Momenten, die wir erbalten, wenn wir die Be­
lastung unmittelbar auf den Haupttrliger wirken lassen. 

Zunllchst ist klar, daB die Auflagerdriicke des Haupttragers A und B davon 
unabhll.ngig sind, ob mittelbare oder unmittelbare Belastung vorliegt. Bestimmen 
wir nun etwa im Punkt c des Haupttrllgers das Biegemoment, so ist es nach 
Gl. (39, 6a) gleich dem Moment von A um den Punkt (; vermindert um die Summe 
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der Momente aIler Krafte links vom Schnitt um c. Diese Summe besteht im FaIle 
unmittelbarer Belastung aus dem Moment der Streckenlast p plus dem Moment 
von Pl' im FaIle mittelbarer Belastung aus der Summe der Momente der Auflager­
driicke AI' Bp A B• B 2• Nun ist das Kraftsystem bestehend aus der Streckenlast p 
und der Kraft PI dem Kraftsystem bestehend aus AI' B1• A 2• B2 gleichwertig 
(Nr. 6). denn kehren wir die Richtungen der Auflagerdriicke AI" .. B2 um. so halten 
sie den Lasten das Gleichgewicht. Beide Kraftsysteme miisEen demnach dieselbe 
Resultierende und daher um den Punkt c das gleiche Moment haben (Nr. 16). wo­
mit bewiesen ist. daB fiir diesen Punkt das Biegemoment fiir unmittelbare Belastung 
gleich dem fiir mittel bare Belastung ist. In gleicher Weise vollzieht sich der Beweis 
fiir jeden beliebigen anderen Punkt unter einem Quertrager. Wir erhalten also den 
Verlauf der Biegemomente in einem Trager mit mittelbarer Belastung. indem wir 
nacheinem der bisher angegebenen Verfahren die MomentenIinie fiir den unmittelbar 
belasteten Trager zeichnen und die Punkte unter den Quertragem durch gerade 
Linien verbinden (Abb. 74). 

46. Trager mit auskragenden Enden. Zuweilen kommt es vor. daB der Trager 
iiber die Stiitzen hinausragt, "auskragt" wie man auch sagt. Wir wollen fiir eineo 
solchen Trager, wie er in Abb. 75 dargestellt ist. rechnerisch und zeichnerisch den 
Querkraft- und Momentenverlauf ermitteln. 

a) Rechnerische Behandlung. Es liegen die Einheiten m und t zugrunde. 
1. Auflagerdriicke. Wir finden die Auflagerdriicke A und B mit Hilfe der 

Gleichgewichtsbedingung EMi= 0, angeschrieben fiir die Punkte a und b. Fiir 
den Punkt b ergibt sich. wenn wir die Streckenlast durch ihre Resultierende G=12 t 
ersetzen: 

5·12-A·I0 +15"6-12·1.5 =0. 
Daraus folgt 

Fiir den Punkt a ergibt sich: 

1 

I 
st 

2 

I 
15t 
c b 

Abb·75· 

A =13,2t. 

-12·11,5 + B·10 -15·4 + 5.2 = 0, 

woraus folgt: 
B = 18.8 t. 

Die Probe ergibt: 

A + B = 32 = E p.= 5 + 15 + 12. 

2. Querkraftverlauf. Wir fiihren eine 
Koordinate x ein. die am linken Tragerende 
beginnend, nach rechts hin lauft und eine 
zweite Koordinate x'. die vom rechten Trager­
ende nach links Hi-uft (will man alles durch die 
einzige Koordinate x ausgedriickt haben. so 
ist in den Ergebnissen fiir x'= 15 - x zu 
setzen). Zur Festlegung des QuerkraftverIaufs 
teilen wir den Trager in die in Abb. 75 mit ro­

mischen Ziffem bezeichneten vier Felder. Denken wir uns den Trll.ger im Feld I 
durchschnitten. so liefert die Gleichgewichtsbedingung E l'j= o. angewandt auf 
den linken abgeschnittenen Teil (Abb. 75. Bild 2): 

-5-Q=0, 

Q = - 5 (0< X< 2) . 
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Ebenso erhalten wir im Feld II (Bild 3) : 

-5 +13,2-Q =0, 

Q = + 8,2 (2< x< 6). 

In den Feldern III und IV gehen wir zweckmaBig vom rechten abgeschnittenen 
Teil aus. 1m Feld III gilt: 

Q + 18,8-G = 0, G =12, 

Q =-6,8 (3< X'< 9)· 

1m Feld IV gilt, wenn wir das Gewicht der abgetrennten Streckenlast mit G", 
bezeichnen, G", = P x' = 4 x' und damit (5. Bild 4): 

Q-Gx' = Q-4 X'= 0, 

Q=4X' (0::;;;x ' <3). 

[Diese geneigte Gerade hat den Richtungskoeffizienten +p = + 4, da hier die 
Koordinate in der umgekehrten Richtung lauft wie bei der Herleitung der Gl. (43,16) 
angenommen wurde]. Beziiglich der Verwendung des < und des;:::: Zeichens 
s. Nr. 45, 1. Beispiel. 

Wir sehen, daB die Querkraft dreimal ihr Zeichen wechselt, namlich in den 
Punkten a, c und b. In diesen Punkten werden also Extremwerte des Moments zu 
erwarten sein. 

3. Momentenverlauf. Wir wenden auf den jeweils abgeschnittenen Teil die 
Gleichgewichtsbedingung J:M.= oan und wahlen als Bezugspunkt die Schnitt­
stelle. So erhalten wir im Feld I (Bild 2): 

1m Fe1d II (Bild 3) : 

M + 5x=o, 

M=-5x (0~X:;;;;2). 

M-13,2(X-2) +5x=o, 

M=8,2X-26,4 (2;:;;;;x;::::6). 

1m Feld III, ausgehend vom rechten abgeschnittenen Teil: 

-M + 18,8 (x' -3)-G (X' -l,5) = 0, G =12, 

M = 6,8 x' - 38,4 (3 :;;;; x' ;:::: 9) . 

1m Feld IV (Bild 4): 
x' 

-M -G"I 2" =0, G", = 4 x', 

M = - 2 X'2 (0:::: x' ;:::: 3) . 

Wir sehen, daB das Biegemoment in den Kragarmen stets negativ ist. Das ist auch 
anschauungsmaBig klar, denn die Kragarme werden sich unter der Belastung so 
kriimmen, daB sie nach oben konvex sind (s. Nr.37). Hingegen ist die Querkraft 
im linken Kragarm negativ, im rechten positiv. Die Extremwerte von M treten, 
wie wir schon festgestellt haben, in den Punkten .x= 2, x= 6, x' = 3 auf. Indem 
wir diese Werte in die Gleichungen einsetzen, die in dem betreffenden Bereich 
gelten, erhalten wir: 

-~" =-5'2 =-lotm, 
Me = 8,2·6- 26,4 = + 22,8 tm, 

Mb =-2·32 =-18tm. 
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M. und Mb heiDen Slatzmomeflle. Alle Momente zwischen den Stiiuen werden als 
Feltlmomente bezeichnet. In unserem Beispiel ist das absolut grOBte Moment das 
Feldmoment Mo' 

b) Zeichnerische Behandlung (Abb. 76). Die zeichnerische Ermittlung der Auf­
lagerdriicke geschieht grundsltzlich genau so wie beim TrAger auf zwei Stiitzen ohne 
Kragarme. Nach Zeichnung der Seilstrahlen I bis IV wird der erste und letzte 

,~ Sei1strahl mit den Lotrechten durch 
die Auflager zum Schnitt gebracht 
und die beiden Schnittpunkte durch 
die SchluLUinie (strichpunktiert) 
verbunden, deren ParalleleimKrMte­
plan A und B liefert. Die Strecken­
last wurde durch ihre Resultierende 
ersetzt. 

Um die Querkraftlinie zu erhal­
ten, tragen wir die Krlfte unter Be­
riicksichtigung ihrer Richtung der 
Reihe nach auf, so wie es in Abb. 76 
geschehen ist. Man muB sich nur 

Abb. 76. merken, daB die Querkraft im linken 
Kragarm negativ ist. Die Strecken­

last wurde zunlchst durch ihre Resultierende ersetzt, sodann wurde die entstehende 
Stufe in der Q-Linie durch eine Gerade abgeschrlgt. 

Die Biegemomente werden wieder dargeatellt durch die in lotrechter Richtung 
zu messenden Ordinaten m des geschl08senen Sellecks der Lasten und Auflager­
driicke, das wir unter der Streckenlast noch parabolisch ausrunden miissen (in 
Ahb. 76 sc::hraffiert). Wenn wir zei,en wollen, daB dies auch fur die Kragarme gilt, 
so brauchen wir nur die Ahnlichkeit der Dreiecke 1, ~, 3 und 1', ~', 3' im Lage- und 
Krlfteplan der Abb. 76 zu beachten, aus der folgt: 

x:m=H:5 
oder 

5 x =mH. 
5x ist aber gleich dem absoluten Betrag des Moments im Punkt x (5. die Momenten­
gleichung im Feld 1). Beziiglich des MaBstabes gilt das gleiche wie in Nr.44' Bei 
jeder tlberschneidung des Sei1polygons tritt ein Zeichenwechsel des Moments ein. 
Die Stutzmomente, sowie die Momente in den Kragarmen sind bei abwlrts wirken­
der Belastung stets negativ. Dazwischen werden fiir gew6hnlich positive Momente 
auftreten. Es kann aber auch vorkommen, daB die Momente im ganzen TrAger 
negativ sind, dann nAmlich. wenn die Kragarme sehr lang oder sehr schwer belastet 
sind, so daB sich der ganze TrAger nach oben konvex ausbiegt. Dann durchschneidet 
die SchluBlinie das Seilpolygon nicht. 

47. Trager mit nicht lotrechten Lasten. Bei Tragem mit zur Stabachse 
geneigten Lasten, wie wir einen solchen in Nr. 34 und Nr.38 behandelt 
haben, zerlegen wir saxntliche Krafte in ihre lotrechten und waagrechten 
Komponenten. Die letzteren sind bei stabfarmigen Tragern auf All' B, 
Q, M ohne EinfluB, so daB wir bei der Bestixnmung dieser GroBen so 
verfahren kannen, als ware der Trager nur mit den lotrechten Kom­
ponenten der Lasten allein belastet. Es gilt soxnit hinsichtlich der 
rechnerischen und zeichnerischen Ermittlung von All. B, Q, M alles was 
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wir fiir Trager mit lotrechter Belastung entwickelt haben, sinngemaB 
angewandt auf die lotrechten Komponenten der schiefen Lasten. Die 
waagrechten Lastkomponenten bestimmen Iediglich die GroBe von A ... 
und die Verteilung der Normalkrafte. 

Der Leser versuche die feldweise konstante Normalkraft des in Nr. 38 behan­
delten Trlgers zu berechnen und zeichne ein Schaubild ihrer Verteilung. Er zcichne 
ferner die Querkraft- und Momentenlinie fiir diesen Triger. 

48. Trager, die mit Momenten bzw. Kraftepaaren belastet sind. Von den Fillen, 
daB die Lasten nicht unmittelbar auf den Trll.ger wirken, sondem an daran be­
festigten Armen angreifen, wollen wir nur den einen betrachten, daB der Trager an 
einem Ende mit einem Krll.ftepaar vom Moment 1 tm belastet ist. Man kann sich 
dies etwa dadurch verwirklicht denken, daB ii ber dem Auflager ein Hebelarm yon 
1 m LAnge angebracht ist, an dem zwei entgegengesetzt It 
gerichtete KrUte von je 1 t drehen (Abb. 77). Es 501-

len die Auflagerdriicke sowie der Verlauf von Quer­
kraft und Biegemoment bestimmt werden. 

Zun!l.s:hst zeigt uns die Gleichgewichtsbedingung 
};H,= 0, angewandt auf das ganze System, daB am 
festen Lager keine waagrechte Auflagerkomponente 
auf tritt, so daB nur die lotrechten Auflagerdriicke A 
und B zu bestimmen bleiben. Wir nehmen zun!l.chst 
an, A und B seien beide nach oben gerichtet und 
wenden die Gleichgewichtsbedipgung };M, = 0 auf 
das ganze System einmal urn den Punkt b, dann urn 
den Punkt a an. Hat der Tr!l.ger die LAnge I, so ergibt 

sich: -A 1 + 1 = 0, 

1 

.4=+7' 
Bl+l=O, 

1 
B=--r' 

Abb·77· 

A wirkt also wie angenolllmen nach oben; das rechte Auflager muB jedoch auf den 
Trager einen Druck nach unten ausiiben, 8011 sich dieser nicht abheben (s. Abb.77).1 

Wir denken uns nun den Tr!l.ger an der Stelle x durchschnitten und bestimmen Q 
und M (N = 0). Die Gleichgewichtsbedingung };V.= 0 ergibt, angewandt auf den 
linken TeB: 

1 -z -Q =0, 

1 

Q=-f' 
Die Querkraft ist unabh!l.ngig von x, also iiber den ganzen TrAger konstant, mit 
Unstetigkeiten an den Triigerenden. 

Die Gleichgewichtsbedingung };M,= 0 ergibt fiir den Bezugspunkt x, ange­
wandt auf den linken T~il: 

-------

1 
Tx-M=o, 

x 
.U=-j"' 

1 Praktisch wird das Abheben des beweglichen Lagers durch eine ent-
sprechende Verankftrung verhindert, die wie eine Pende1stiltze wirkt. 
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Die Momentenlinie ist eine geneigte Gerade, beginnend mit M = e im Punkt a und 
endend mit M =1 im Punkt b. Dert flilit M unstetig um den Betrag 1 zur Bezugs­
linie ab, eben urn den Betrag des Mornentes des eingeprligten Krliftepaares. 

B. Der einseitig eingespannte Trager. 

49. A11gemeines. Bei Balkonen, vorspringenden Dachem tiber Toren 
u. dgl. kommen Trager vor, die am einen Ende eingemauert (eingespannt) 
sind, wahrend das andere frei auskragt. SoIche Trager werden als einseitig 
eingespannte oder kurz als Krag- oder Freitrager bezeichnet (Abb. 78). 
Zunachst erhebt sich die Frage, ob ein soIcherTrager statisch bestimmt 
ist, d. h. ob die drei Gleichgewiehtsbedingungen des starren Korpers zur 
Bereehnung der Auflagerreaktionen sowie von M, N, Q ausreichen. 

IA2 
I 

c 

Abb·78. 

Nehmen wir zunachst Lasten beliebiger Riehtung an, so wird die 
Verteilung der Krafte, weIche die Mauer auf den Trager austibt, un­
gefahr so aussehen, wie es in Abb. 78a angedeutet ist. Die Resultieren­
de dieser Krafte, die wir als resultierende Auflagerkraft A bezeichnen 
wollen, ist uns zunaehst naeh GroBe, Richtung und Lage unbekannt. 
Zeichnen wir sie von vornherein durch den Punkt a, der auf der 
Stabaehse an jener Stelle liegt, wo der Trager in die Wand eintritt, 
so mtissen wir neben A noeh ein Moment ME als wirksam annehmcn 
{Ab . 78b). ME wird als das Einspannmoment bezeichnet. (a ist 
der Reduktionspunkt des Systems der Auflagerkrafte, ME ist dessen 
resultierendes Moment urn den Punkt a. Siehe Nr.16.) A ist dureh 
Angabe seiner beiden Komponenten A,. und Au vollstandig bestimmt. 
Wenden wir auf den Trager die drei Gleichgewichtsbedingungen des 
starren Korpers .2H.=o,.2V. =o,.2M. =0 an, so reichen sie aus, 
urn die drei Unbekannten A,., Av, ME zu bereehnen. Da sieh, wie wir 
sehen werden, auch M, N, Q mittels der drei Gleiehgewichtsbedingungen 
des starren Korpers an jeder beliebigen Tragerstelle berechnen lassen, 
ist der Kragtrager statisch bestimmt. 1m folgenden wollen wir stets lot­
reehte Belastung voraussetzen. Ftir Kragtrager mit schiefen Lasten gilt 
genau dasselbe was wir in Nr. 47 ausgeftihrt haben. 1m Falle lotrechter 



50. Bestimmung von resultierender Aufiagerkraft, Einspannmoment. 81: 

Lasten istA .. = 0 undA. =A (Abb. 78c, d). NebenA, das eineBewegung 
des Triigers in lotrechter Richtung verhindert, wirkt nach wie vor ME' 
das die Drehung des Triigers hintanh1Ut, die dieser infolge der Belastung 
ausfiihren mOchte. Es ist vielfach ublich, ME zunachst so einzuzeichnen, 
daB es wie ein positives Biegemoment dreht. Es ergibt sich dann als ne­
gativ, da es in Wirklichkeit den umgekehrten Drehsinn hat. Damit er­
halt es das gleiche Vorzeichen wie die Biegemomente des Tragers, die, 
wie wir sehen werden, durchwegs negativ sind. 

Wir haben A nieht Aufiagerdruck, sondem resultierende Aufiagerkraft genannt. 
Fassen wir nllmlich die Druckkrlifte, die von der Mauer von unten bzw. von oben 
auf den Trliger ausgeiibt werden,zu je einer Resultierenden zusammen,die in Abb. 78 c 
strichliert eingezeichnet sind, so ist A gleich der Differenz dieser beiden Krllfte Al 
und AI' die wir schon eher als Aufiagerdriicke bezeichnen konnen. Diese beiden 
KrAfte erreichen insbesondere bei kurzer Einspannllinge IE eine recht betrlicht­
liche GrOBe, so daB sie das Mauerwerk oft nicht mehr aufzunehmen vermag. 
Die AusfiihrungsmOglichkeiten von Kragtrligem sind daher beschrlinkte. 

SO. Bestimmung von resultierender Auflagerkraft, Einspannmoment, 
Querkraft und Biegemoment. a} Trager mit Einzellasten. Abb.79 stellt 
einen Kragtrager dar, der mit den Einzellasten Pl , PI' Pa (allgemein Pl , 

P", •.. p .. ) belastet ist. Wir bezeichnen die Abstande der Lasten von 
der Einspannstelle a mit X:' x ~, x~. Die resultierende Auflagerkraft A 
ergibt sich aus der Gleichgewichts­
bedingung,lJ Vi =0, angewandt auf 
den ganzen Trager: 

A - Pl - PI - P3 = 0, 

A = Pl + PI + Pa; 
oder allgemein: 

(So,19) 

DasEinspannmomentMEergibt sich 
aus der Gleichgewichtsbedingung 
,lJ M. =0 urn die Einspannstelle a: 

ME + P1 X; + PIX; + P3X; =0, 
ME = -PlX; -PIX; -Pax;; 

oder allgemein: 

(SO,20) Abb·79. 

Wie wir schon in Nr. 49 angedeutet haben, ist ME negativ. 
Wie beim Trager auf zwei Stutzen treten auch beim Kragtrager bei 

lotrechter Belastung nirgends Normalkriifte auf. 
Die Querkraft Q in der Entfemung X vom freien Tragerende gewinnen 
Chmelka- Mela n, Stati!<, 4.Au1l .. 6 
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wir dadurch, daB wir uns den Trager an der Stelle % durchschnitten 
denken, an der Schnittstelle Q und M anbringen und auf den linken 
abgeschnittenen Teil die GleichgewichtsbedingungIVi=o anwenden: 

oder allgemein: 

-Q-Pl ...... P. =0, 

Q=-P1-p.; 

Q = -IPl , (50,21) 

wobei der Index I andeuten soll, daB tiber samtliche Krafte links vom 
Schnitt zu summieren ist. Die Querkraftlinie fiir den freien Tragerteil 
ist wieder eine Stufenlinie mit den Spnmgstellen unter jeder Einzellast 
(Abb. 79). Q ist im freien Tragerteil durchwegs negativ, wenn der Trager, 
so wie wir es hier angenommen haben, nach links auskragt. In umge­
kehrten Falle ergibt sich Q durchwegs als positiv. Fiir den eingespannten 
Teil des Tragers wurde der ungefahre VerIauf der Q-Linie gestrichelt 
eingezeichnet. Hier herrschen ziemlieh groBe positive Querkrafte. Wir 
konnen darauf jetzt nieht naher eingehen, da wir die Verteilung der von 
der Mauer ausgeiibten Krafte noch nieht bereehnen konnen, wollen dies 
aber fiir den in Nr. 51 behandelten Trager in der Festigkeitslehre naeh­
tragen. 

Das Biegemoment an der Stelle x im freien Tragerteil folgt aus der 
Gleichgewiehtsbedingung I M. = 0 urn den Punkt %, angewandt auf den 
linken abgeschnittenen Teil. Bezeichnen ",ir mit C, die Abstande der 
Krafte von der Schnittstelle, so gilt : 

oder allgemein: 

M + P1C1 + PtCs =0, 

M = -P1C1-P,Ct ; 

(50,22) 

wobei die Summe iiber alle Krafte links vom Sehnitt zu erstreeken ist. 
Das Biegemoment ist also im ganzen freien Tragerteil negativ und zwar, 
im Gegensatz zur Querkraft auch dann, wenn der Trager links einge­
spannt ist und nach reehts auskragt. Dies folgt ja aueh daraus, daB sich 
der Trager infolge der Belastung stets so kriimmt, daB er naeh oben 
konvex ist. 

Wir beachten, daB wir weder zur Ermittlung von Q noeh von M 
vorher A oder M B zu bestimmen brauchen. 

Die Momentenlinie kann entweder reehnerisch durch Darstellung 
von M als Funktion von % mittels Gl. (50,22), oder auch zeichnerisch mit 
Hilfe eines Seileeks erhalten werden. Genau wie in Nr. 44 und Nr. 46 
kann gezeigt werden, daB die zwischen dem ersten und letzten Seilstrahl 
der Lasten links von der Sehnittstelle in lotrechter Richtung gemessene 
Streeke m ein MaB fiir das Biegemoment ist (Abb.79). Beziiglieh des 



51. Beispiel eines Kragtrlgers. 

Momentenma.Bstabs gilt das gleiche wie in Nr.44: HH =LHoH(t). 
Durch geeignete Wahl des Pols des Kraftecks erreicht man, daB sich die 
Bezugslinie der lIomentenlinie horizontal ergibt. Von ihr aus werden 
die Strecken m lotrecht nach aufwarts gemessen, entsprechend den ein­
gezeichneten Schraffen. 

Ffir den eingespannten Tragerteil ergibt sich ungefahr die gestrichelt 
eingezeichnete Momentenverteilung. Das absolut groBte Biegemoment 
tritt detnnach ganz nahe der Stelle a auf, wo derTrager in die Wand ein­
tritt. DiesesMoment ist negativ und wird, da es das groBte negative Mo­
ment ist, als Mmin bezeichnet. (Das dad jedoch nicht etwa dahin miB­
verstanden werden, daB an dieser Stelle die geringste Biegungsbean­
spruchung herrscht \) Der Einfachheit halber nimmt man ffir Mmin 

stets den Wert des Biegemoments an der Einspannstelle a. Da nun fUr 
d~n Punkt a Ci = x'. ist, geht Gl. (50, 22) in. Gl. (50, 20) iiber, es ist 
also Ma = ME und 

(so, 23) 

Der Extremwert des Biegemoments ist also ungefahr gleich denl Ein­
spannmoment. ME!Cann auch aus dem zeichnerisch gewonnenen Mo­
mentendiagramm entnommen werden. 

b) Streckenlast (Abb. 80). Fiir Streckenlasten 
sind die obigen Formeln sinngemaB abzuandern. 
Die Summe aller Lasten auf dem Trager ist jetzt 
gleich G, dem Gesamtgewicht der Streckenlast, 
welches im Schwerpunkt S der BelastungsfUiche 
angreift. Die Summe der Momente aller Lasten 
um die Einspannstelle a ist gleich Ge'. Damit Abb. So. 
erhalten wir aus den Gl. (50,19) und (50,20): 

A =G (So, 19a) , ME=-Ge' (so/20a). 

Bezeichnet G. das Gewicht der links von der Stelle x befindlichen 
Strcckenlast, deren Schwerpunkt S. von der Schnittstelle die EntfernungC 
haben soIl, so gilt fiir Querkraft und Biegemoment an der Stelle x nach 
den Gl. (50, 21) und (50,22): 

(SO,21a), M = -G.' (50, 22a). 

Die zeichnerische Ermittlung der Q- und M-Linie erfolgt wie beim 
Trager auf zwei Stiitzen zuniichst naherungsweise, indem man die Strek­
kenlast dur"h eine Reihe von Einzellasten ersetzt. Sodann werden die 
erhaltenen Linienziige entsprechend berichtigt. 

51. Beispiel eines Kragtricers. Fur den in Abb.81 dargestellten KragtrAgcr 
wollen wir resultierende Auflagerkraft. Einspannmoment, Querkraft- und Mo­
mentenverlauf rmitteln. 



III. Die einfachsten statiseh bestimmten Trl!.ger. 

a) Rechnerische Behandlung. (X) Resultierende Auflagerkraft und Ein­
spannmoment. lndem wir die Streekenlast dureh ihre Resultierende G=0.4 t 
ersetzen. erhalten wir nach GI. (50,19) die resultierende Auflagerkraft: 

A = G + P = 0.4 + 1 = 1.4 t 

und nach Gl. (50. 20) das Einspannmoment: 

ME = -0.4'1.25 -1'0.50 = -l,ootm. 

Zur Aufstellung der Gleiehungen der Q- und M-Linie teilen wir den Trl!.ger in 
einzelne Felder. Als Einheiten legen wir t und m zugrunde. 

(J) Querkraftlinie: 1m Feld I gilt nach Gl. (50. 2U) mit Gs = 0.8 x: 

Q = -0.8 x (0:;;;: x :;;;:0.50)' 

1m Feld II gilt nach Gl. (50, 21); 

Q = -G = -0.4 (0.5°:;;;: x< 1.0). 
und im Feld III 

Q = -G-P= -0.4-1.0 = -1.4 (1 .0< x:;;;: 1.50). 

0 
lit. 

15 f'" , 
HMo ' 

~ 0 , 

0 
Nil 

4S rea 
I I I 

Abb.81. 

)I) Momentenlinie: 1m Feld I gilt nach Gl. (SO. 22a) mit G~= 0.8 x uDd 

~-~. 
- 2 ' 

.1' 

M =-0,8x -2' =-0.4 x2 (0;;;;: x ;:::;:0,5°). 

1m Feld II gilt nach Gl. (50. 22); 

M = -G (x-O.25) = -0.4 x + 0,1 (0.5°;:::;: x;:::;: 1,00), 
und im Feld III: 

M = -G (x-o.25) - P (X-l.oo) = -1.4 x + 1.1 (1.00::;;;; X;:::;: 1,5°). 

Naeh Gl. (50, 23) ist 

Mmin ~ ME = -1.00 tm. 
b) ZeichneriscM Benandlung. Die zeiehnerisehe LOsung der Aufgabe ist in 

Abb. 81 durchgefiihrt, in derfolgende MaBstllbegewllhlt wurden:LH: 1 em ••• 0.5 m, 
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KH: 1 em ••• 1 t. Die Polweite H = 1 t (1 em). Damit ergibt sich der Momenten­
maBstab: HH: 1 em ••• LH' H = 0.5'1 = 0.5 tm. Die Streekenlast wurde zu­
nachst durch eine Einzellast ersetzt und hierauf die Momentenlinie parabolisch 
ausgerundet und die Querkraftlinie abgesehrll.gt. A und ME ~ M min k6nnen aus der 
Zeiehnung entnommen werden. 

IV. Ebene Fachwerke. 
,52. Allgemeines. Unter einem Fachwerk versteht man eine aus starren 

Staben bestehende Konstruktion, etwa von der Art des in Abb. 82 dar­
gestellten Dachbinders. Die Gesamtheit der Stabe, welche die auBere 
Berandung des Binders bilden, nennt man die Curle und unterscheidet 
zwischen Ober- und Untergurl. Zwischen den Gurten liegen die FuUstabe. 
bei denen man die Pfosten oder Vertikalen und ~ 
die Schf'agen oder Diagonalen unterscheidet. Die 
Stellen, an denen zwei oder mehrere Stabe zu-
sammenstoBen, werden Knoten genannt. Liegen A.t y.... 8 

aIle Stabe in derselben Ebene, so spricht man '71 
von einem ebenen Fachwerk, sonst von einem Abb.82. 
Raumjachwerk (Raumfachwerke sind z. B. die 
tragenden Konstruktionen von Turmdachern, Kuppeln u. dgl.). Wir 
wollen uns hier nur mit dem ebenen Fachwerk beschliftigen und stellen 
uns die Aufgabe, die durch eine gegebene Belastung in samtIichen 
Fachwerkst1iben hervorgerufenen Kriifte zu bestimmen. Die Kenntnis 
der Stabkrafte ist zur Bemessung der Sf"abe notwendig. 

Wir werden nur das sog. ideale Fachwerk behandeln. Dieses hat fol­
gende Eigenschaften: 1. In den Knoten sind die Stabe mit reibungsfreien 
Gelenken angeschlossen. 2. Die Stabachsen sind gerade (unter Stab­
achse wollen wir wieder die Verbindungslinie samtlicher Querschnitts­
schwerpunkte des Stabes verstehen). 3. Die Stabanschliisse sind genau 
zentrisch, d. h. die Achsen der St1ibe jedes Knotens treffen in einem 
Punkt, dem Drehpunkt des Gelenks, zusammen. 4. Die Belastung be­
steht nur aus Einzelkraften, die in den Knoten angreifen. 

Unterdiesen Voraussetzungen treten in den Staben nur NormaZkrajte, 
a1so nur Zug- oder Druckkf'ajte auf, jedoch keine Querkrafte oder Biege­
momente. Denn infolge der 1. und 4. der obigen Annahmen wirken auf 
jeden Stab nur zwei (evtl. aus mehreren Kriiften resultierende) Einzel­
krafte, die an seinen Endpunkten angreifen. Da der Stab im Gleich­
gewicht ist, miissen diese beiden Kriifte nach Nr.l0 in der Verbindungs­
linie ihrer Angriffspunkte liegen, d. i. aber nach den Voraussetzungen 2 

und 3 die Stabachse. Denken wir uns den Stab durchschnitten, so ergibt 
sich an der Schnittstelle aus den Gleicbgewichtsbedingungen nur eine von 
Null verschledene Normalkraft, wihrend Biegemoment und Querkraft 
gleich Null sind. Die GrOBe dieser Normalkraft ist unabhlingig von der 
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Lage der Schnittstelle und wird Stabkraft genannt. Wird der Stab 
gezogen, dann bezeiehnen wir die Stabkraft als positiv, wird der Stab 
gedrUckt, als negativ. 

Das wirkliche FaclruJerk unterscheidet sieh yom idealen in manehen 
Punkten reeht betraehtlieh. Zunaehst ist von reibungsfreien Gelenken 
keine Rede. 1m Gegenteil, jeder Gurt wird, soweit er gerade verIauft und 
nieht zu lang ist, als ein einziger durchlaufender Stab ausgefiihrt. An ihn 
werden bei Stahlfaehwerken die Fiillstabe mittels Knotenbleehen bie­
gungssteif angenietet. Infolgedessen treten in den Staben eines realen 
Faehwerks aueh Biegemomente auf, die sich den fiir das ideale Faehwerk 
bestimmten Stabkraften iiberIagern. Da aber die Ermittlung dieser 
Biegemomente bzw. der dureh sie hervorgerufenen Nebenspannungen 
schwieri~ ist und da die Nebenspannungen im allgemeinen klein sind, 
werden sie im Hochbau nieht beriieksiehtigt. Weiters ist beim wirklichen 
Faehwerk die Bedingung 4 nicht erfiillt, denn das Eigengewicht jedes 
Stabes wirkt als eine iiber die ganze Stablange verteilte Belastung. Auch 
die dadurch hervorgerufenen Querkriifte und Biegemomente bleiben 
unberiicksichtigt, und dem Eigengewicht der Konstruktion wird nur inso­
fern Rechnung getragen, als man es durch eine Reihe gleichwertiger 
Einzellasten ersetzt, die man in den Knoten des Lastgurts (d. i. jener 
Gurt, an dem die iibrigen Lasten angreifen) anbringt. Dagegen kann das 
Gewicht der Deckung und der Schalung eines Daches sowie Schnee- und 
Winddruck durch geeignete Anordnung der Pfetten ohne weiteres nur 
auf die Knoten des Fachwerks iibertragen werden. - Die Vorausset-

_ zungen 2 und 3 sind dagegen auch beim B> Dl ~ wirkliehen Fachwerk in der Regel ziem-
l ~ lieh genau erfiillt. 

J Ein brauchbares Fachwerk muB stabil 
f"';::7f sein. Es darf nieht beweglich sein, wie et­
~ wa das in Abb. 83, Bild 1 dargestellte of­

fene Viereck, das erst dureh Einbau einer 
Abb. 83· Diagonale starr wird (Bild 2). Ein Faeh-

werk dart aueh nieht "UJackeln", wie z. B. das in Bild 3 gezeiehnete. 
Dieses kann zwar nieht giinzlich umgeworfen werden wie das offene 
Viereck, doch kannen die drei lotrechten Stiibe ohne wesentliche 
Liingenanderungen kleine Drehungen ausfiihren, so daB das obere Drei­
eck in der Richtung der parallelenTangenten der eingezeichnetenKreis­
hagen ein wenig bin und her bewegt werden kann. Wir behandeln da­
her im folgenden ausschlie.Blich Fachwerke, deren Knoten gegen­
einander unverschieblich sind, die also als starre Scheiben betrachtet 
werden kannen. 

Das einfachste stabile Fachwerk besteht aus einem Dreieck. Von ibm 
gelangen wir zu weiteren stabilen Fachwerken, indem wir weitere Drei-
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ecke SO anschlieBen, daB jedes folgende mit den vorhergehenden nur eine 
Seite und zweiEckpunktegemeinsam hat (Bild4). Soentstehtdaseinfache 
Dreiecksfachwerk, mit dem wir uns zunachst ausschlieBlich beschaftigen 
wollen. Es ist nieht schwer, einen Zusammenhang zwischen der Knoten­
zahl k und der Stabzahl seines solchen Fachwerks herzuleiten: Fur die 
ersten drei Knoten brauchen wir drei Stlibe. Fur den AnschluB jedes 
weiteren Knotens sind zwei Stabe notig. Es muB daher die wn die ersten 
drei Stabe verminderte Stabzahls doppelt so groB sein wie die wn die 
ersten drei Knoten verminderte Knotenzahl k: 

s - 3 = 2 (k - 3) . 

Daraus erhalten wir die gesuchte Beziehung zwischen Stab- undKnoten­
zahl: 

s=2k-3· (52, I) 
Nun erhebt sich die Frage, ob wir mit Hilfe unserer bisherigen Kennt­

nisse, d. h. also mit Hilfe der statischen Gleichgewichtsbedingungen im­
stande sind, samtliche Stabkrafte eines aus s Staben bestehenden Drei­
ecksfachwerks zu bestimmen. 1st dies der Fall, dann werden wir, in 
Entsprechung zum Trager, das Fachwerk als statisch bestimmt bezeichnen, 
sonst aber als StatiSM unbestimmt. 

Was zunachst die Auflager betrifft, so ist ja ein starres Fachwerk 
gleichbedeutend einemTrager, und wir werden es daher ebenso wie einen 
Trager mit einem festen und einem beweglichen Lager versehen (siehe 
Abb. 82). Wir haben also wieder drei unbekannte Auflagerkomponenten 
zu bestimmen: A1, A., B. Dazu kominen noch die s unbekannten Stab­
krafte, also sind im ganzen s +3 Unbekannte zu ermitteln. Da wir an­
nehmen, daB sich das ganze Fachwerk im Gleichgewicht befinde, muB 
dies auch fiir jeden seiner k Knoten zutreffen. Denken wir uns jeden 
Knoten durch einen Rundschnitt (Abb. 82) herausgeschnitten, so bilden 
etwa vorhandene Lasten undAuflagerdriicke, sowie die in den vom Schnitt 
getroffenen Staben wirkenden Krafte ein zentrales Kraftsystem, das im 
Gleichgewicht sein muB. Fiir das Gleichgewicht eines zentralen Kraft­
systems haben wir in Nr. 4 zwei Bedingungen aufgestellt [Gl. (4,8)], die 
wir jetzt in der Form schreiben:l:H.== o,,2V.= 0 (Summe der Hori­
zontalkomponenten aller an dem Knoten angreifenden Krafte muS gleich 
Null sein und dasselbe fiir die Summe der Vertikalkomponenten aller 
Krlifte). Fiir jeden Knoten lassen sich zwei so1che Gleichgewichtsbedin­
gungen, insgesamt also 2 k solche Gleichungen aufstellen. Diese reichen 
zur Bestimmung der s + 3 Unbekannten gerade aus, wenn zwischen Stab­
und Knotenzahl die Beziehung (52,1) besteht, denn dann ist 2 k == s + 3. 
Das mit 6inem festen und einem beweglichen Lager versMene einfache 
Dreiecksfachwerk ist also statisch besHfnmt. 

1st fiir ein Fachwerk s >2k-3, hat es also mehr Stabe als ein Drei-
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ecksfachwerk derselben Knotenzahl, so reichen die statischen Gleich­
gewichtsbedingungen nicht aus, urn s1lmtliche Stabkr1lfte zu berechnen. 
Man nennt ein solches Fachwerk innerlich statisch unbestimmt, da die 
statische Unbestimmtheit von seinem inneren Aufbau herriihrt. Ais 
aupertieh statiseh unbestimmt dagegen bezeichnet man ein Fachwerk, das 
wohl keine iiberzahligen Stabe, dafiir aber iiberzahlige Auflager hat, also 
etwa ein festes und zwei bewegliche Lager. Hier ist wohl die Bezie­
hung (52,1) erfiillt, es waren aber s +4 Unbekannte (s Stabkrafte und 
4 Auflagerkomponenten) zu bestimmen,wofiir nur 2 k = s + 3 Gleichungen 
zur Verfiigung stiinden. 

Ein Beispiel fiir ein innerlich statisch unbestimmtes Fachwerk ist ein Viereck 
mit zwei Diagonalen (Abb. 83, Bild 5). Hierist s=6, k=4 (die beiden Diagonalen 
sind in der Mitte nicht miteinander verbunden!), also s> 2 k - 3 = 5. Entfernen 
wir aus diesem Fachwerk eine Diagonale, so bleibt die Konstruktion stabiI, im 
Gegensatz zum statisch bestimmten Fachwerk, das nach Wegnahme eines Stabes 
bewegIich wird. WlI.hrend aber beim statisch bestimmten Fachwerk die Stabllingen 
vollkommen belie big gewll.hlt werden konnen, muB beim innerlich statisch unbe­
stimmten Fachwerk der iiberzll.hlige Stab, also bei unl! die zuletzt eingebaute Diago­
nale, eine ganz bestimmte, durch die Abmessungen der iibrigen Stll.be bereits vor­
gegebene Unge haben. Andernfalls miissen wir den Stab hineinzwll.ngen, wodurch 
das Fachwerk bereits im unbelasteten Zustand Spannungen erhll.1t, was bei einem 
statisch bestimmten Fachwerk nie der Fall sein kann. Aber auch durch ungleich­
mll.Bige Erwll.rmung konnen in einem statisch unbestimmten Fachwerk, das ur­
spriinglich spannungsfrei war, Spannungen auftreten, hervorgerufen durch die un­
gleichmll.Bigen Ungenll.nderungen der einzelnen Stll.be. Beim statisch bestimmten 
Fachwerk ist dies nicht moglich. 

53. Die rechnerische Ennittlung der Stabkrifte. Bevor man an die 
Ennittlung der Stabkrafte gehen kann, ist in der Regel die Bestimmung 
der Auflagerdriicke notig. Diese geschieht genau wie beim Trager auf 
zwei Stiitzen entweder rechnerisch mit Hilfe der drei Gleichgewichts­

Abb.84· 

bedingungen des starrenKorpers odernach 
einer der dort angegebenen zeichnerischen 
Methoden (s. die folgenden Beispiele). Wir 
wollen daher Un folgenden die Auflager­
driicke stets als bekannt voraussetzen. 

8 ZurErmittlung derStabkrafte gibt es nun 
mehrere Verfahren. 

a) Das Verjahren von RITTER. Wir stel­
len uns die Aufgabe, die Kraft in der Dia­
gonalen D des in Abb. B4 dargestellten 
Dachbinders, welche durch die angegebene 
Belastung hervorgerufen wird, zu be-

stimmen. Dazu denken wiruns durch dasFachwerk einenSchnitt s .• • s ge­
fiihrt, der auBer D nur noch zwei Stabe, deren Krafte uns unbekannt sind, 
trifft. Diese sind bei uns der ObergurtstabO und der Untergurtstab U. 



53. Die rechnerische Ermittlung der StabkrlLfte. 

Da wir voraussetzen, daB sich das ganze Fachwerk im Gleichgewicht 
befinde, mull dies auch fiir jeden seiner Telle zutreffen. Betrachten wir 
etwa den linken abgeschnittenen Tell, so greifen an ihm neben den 
1iu.Beren Kraften A, PI' p. noch die Krafte in den drei durchschnittenen 
Staben an, die wir der Kiirze halber mit denselbenBuchstaben bezeichnen 
wiedieStabe: D,O, U. Wirbringensie, wiewirdasimfolgenden stets bei 
der Berechnung unbekannter Stabkr1ifte tun werden, zunachst als Zug­
kr1ifte an den Schnittstellen an. Sollte eine oder die andere Kraft in 
Wirklichkeit eine Druckkraft sein, so ergibt sie sich aus der Rechnung 
als negativ (also gleich mit demfiir Druckkr1iftefestgesetzten Vorzeichen). 
Fiir samtliche an dem betrachteten Tell angreifenden Krafte mussen nun 
die drei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein. Greifen wir aus ihnen 
die Momentengleichung.2 Mi = 0 heraus, und wahlen wir als Bezugs­
punkt den Schnittpunkt l' der Richtungen der heiden mit D mitge­
schnittenen Stabe 0 und U, so erhalten wir eine Gleichung, in der als 
einzige Unbekannte die gesuchte Stabkraft D vorkommt. Diese Glei­
chung lautet mit den aus der Abblldung ersichtlichen Bezeichnungen: 

woraus folgt: 
Ap" - PIPI - p.P. -DPD = 0, 

D = ..:.. (AP" - PIPI - PIPI)' PD 
Die Ahstande p", PD' PI' PI konnen entweder berechnet oder aus einer 
genauen Zeichnung abgemessen werden. 

Dieses Verfahren wird als RittBrsche Schnittmethode l bezeichnet, den 
Punkt l' nennen wir Ritterpunkt. 

Wollen wir auch die Stabkrafte 0 und U berechnen, so konnen wir 
nach derselben Methode verfahren, nur sind jebt die entsprechenden 
RitteIJ>unkte die Punkte 1" bzw. 1"'. 

b) Versagen der Ritterschen Methode. Das Rittersche Verfahren ver­
sagt, wenn die mit dem zu berechnenden Stab mitgeschnittenen Stabe 
parallel sind. Denn dann liegt der RitteIpUDkt im Unendlichen. Um in 
diesem FaIle zu einer Gleichung zu gelangen, welche die gewiinschte 
Stabkraft als einzige Unbekannte enthalt, setzt man die Summe cler 
Komponenten aller am abgeschnittenen Fachwerkstell angreifenden 
Krafte (d. s. auBere Krafte und Stabkr1ifte) senkrecht zur Richtung der 
beiden parallelen Stabe gleich Null. Denn, da der ahgeschnittene Tell im 
Gleichgewicht ist, mull die Summe der Komponenten aller an ihm an­
greifenden Krafte in jeder beliebigen Richtung gleich Null sein. 

c) Rundschnittoerfahren. Mit Vorteil bedient man sich zur Berechnung 
von Stabkr1iften auch des schon in Nr.52 erwahnten Rundschnittoer-

1 Von A. RITTER in dem Buch .. Elementare Theorie und Berechnung eisemer 
Dach- und Briickenkonstruktionen" (Hannover 1863) zum erstenmal angegeben. 
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fahrens. Man denkt sich einen Knoten herausgeschnitten und wendet 
auf samtliche an ihm angreifenden auBeren Krafte und Stabkrafte die 
Gleichgewichtsbedingungen des zentralen Kraftsystems an. 

54. Beispiel zur rec:hnerischen Ennittlung von Stabkriften. Wir wollen einige 
StabkrlUte des in Abb. 8S, Bild 1 dargestellten parallelgurtigen Fachwerks berechnen. 
Das Fachwerk ist mit zwei schiefen Lasten PI und PI belastet. Wir zerlegen sie in 
ihre Horizontal- und Vertikalkomponenten (sAmtliche KrAfte sind in t gemessen). 

~-~~. Pu = 4 cos 60 = 2,00 

Abb.8S· 

Pili = 4 sin 60 = 3,46 

PIA = 2 cos 60 = 1,00 
P.,= 2 sin 60 = 1,73. 

Dann bestimmen wir die Auflagerdriicke. 
A. erhalten wir aus der Gleichgewichts­
bedingung XHI.= 0: 

A. + Pu + P2IJ=A. + 2 +1 =0. 

A.=-3.oot . 

~ A. wirkt also verkehrt wie eingezeichnet. 
A" bestimmen wir aus der Gleichge­
wichtsbedingung XM. = 0 um den 

1," Punkt b: 

-At/·12 + Plv'9 + P211· 6 - P U·3 

-P2.· 3 =0. 

(Man fibersehe nicht, daB im Gegensatz zum geraden Stab, hier auch die Hori­
zontalkomponenten der Lasten auf A" und B von Einflu13 sind I) Daraus folgt: 

A" = 1\ [3,46 .9 + 1,73.6 -(2 + 1)· 3] = 2.71 t. 

B erhalten wir aus der Gleichgewichtsbedingung XVi = 0: 

A,,-P11I-P211 + B =0, 

B =3,46 +1,73-2,71 =~ 

In Abb. 8.5, Bild 2 ist·daB Fachwerk nochmals aufgezeichnet und mit den eben 
berechneten Werten der Auflagerdriicke versehen. Nun zur Ermittlung einiger 
StabkrAfte : 

U.: Wir fnhren den DreisUbeschnitt 8 ••• 8; Ritterpunkt ist der Punkt d. Wir 
geben aus yom linken abgeschnittenen Teil des Fachwerks und zeichnen alle KrAfte 
in den durchschnittenen SUben als Zugkrlfte ein. Dann lautet die Momenten­
gleichung: 

U.·3-3,OO·3-2,7J·3 = 0 

u. = + .5,71 t. 
(U. ist Zug, die angenommene Richtung war richtig.) 

0.: Wir verwenden denselben Sehnitt s ••• s wie fruher, jedoch ist jetzt der 
Ritterpunkt der Punkt c. Die Momentengleichung ffir den linken Teillautet: 

-0.·3 + 3,46.3-2,00.3-2,71,6 = 0 

0.=-3,g6t. 

(0. ist Druck, die angenommene Richtung war falsch.) 
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D.: Wir verwenden wieder den Schnitt s ••• s. Hier versagt die Rittersche 
Methode. da die beiden mitgeschnittenen Stlbe parallel sind. Wir wenden daher 
auf den linken abgeschnittenen Teil die Gleicbgewichtsbedingung XVi= 0 an: 

-D1sin9'-3,46 + 2.71 == O. 

9' == 45°. daher ist sin 9' = ! r2 und wir finden: 

D. = (l (2.71- 3.46) = -~ (Druck). 
Wir bAtten aur Berecbnung dieser drei Stabkrlfte ebensogut vom recbten 

abgeschnittenen Teil ausgehen kOnnen. Nur durfen wir nicbt vergessen. in diesem 
Falle nach dem Gegenwirkungssatz die PfeUe der Krlfte in den durcbscbnittenen 
SUben umzukebren. (Man merke lich ein fur allemal, daB die Pfeile zu Beginn der 
Rechnung immer vom betracbteten Fachwerksteil weggericbtet sein mussen.) Der 
Leser prufe, ob sicb fur die Stabkrifte dieselben Werte ergeben. 

V1: Wir fubren den DreisUbeschnitt I ••• I. Die beiden mit V1 mitgescbnittenen 
Stlbe sind parallel. Wir wenden daher auf den linken abgescbnittenen Teil die 
Gleichgewicbtsbedingung XV.= 0 an: 

V1 + 2,71 =0, 
V1 =-2,71 t. (Druck). 

D:: Die bei dem Dreistlbeschnitt r ••• r mit D: mitgeschnittenen SUI.be sind 
parallel. Wir verwenden daher die Gleichgewichbbedingung XVi == o. betrachten 
aber jetzt den rechten abgeschnittenen Teil: 

-D; sin. 9' + 2,48 == 0, sin 9' = ! l'2, 
D = l'2' 2,48 ==~. (Zug.) 

Vo: Wir fubren eiDen Rundschnitt um den Knoten a. bringen an dem beraus­
geschnittenen Knoten slmtliche Stabkrlfte all Zugkrlfte an und wenden auf ibn 
die Gleicbgewichtlbedingung X V, =: 0 an: 

Vo + 2;71 =0, 
Vo=-2.71 t. (Druck.) 

V.: Wir fubren einen Rundschnitt um den Knoten 8, bringen wieder slmtliche 
StabkrUte als Zuglalfte an und verwenden die Gleichgewicbtsbedingung X V, = 0: 

-VI -l,73 =: 0, 

V. = -1.73 t. (Druck.) 

O~: Da wir 0, schon berechnet haben, betracbten wir abermals den heraus­
geschnittenen Knoten 8 und wenden auf ihn die Gleichgewichbbedingung X Hi =: 0 

an. Wieder werden Ilmtliche Stabkrifte zunlchst als Zugkrlfte angenommen: 

-0, + 1,00 + 0; == o. 
Mit 0, - - 3,96 erhalten wir: 

0i=0.-1.oo=-3,96-1.oo =-4.96t. (Druck.) 

Wire 0. nicht bekannt, so wilrde man nacb RITTBR verfaltren. Der 1 4r ver­
BUche ea und gehe vom rechten abgeBchnittenen Teil aus. Er berecbne lDer die 
Iloch fehlenden Stabkrlfte. 

55. Binfache Fille. Hiufig kann man ohne zu rechnen iib die GraBe 
etlicher Stabkrlifte eines Fachwerks Aussagen machen. B ,rachten wir 
etwa den in Abb. 86, Bild 1 dargestellten Teil eines Facb erks, so zeigt 
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uns ein Rundschnitt urn den unbelasteten Knoten 2, daB dieser niemals 
im Gleichgewieht sein konnte, wenn die Krafte in den Staben Vo und01 

von Null verschieden waren. Es muB also gelten: Vo = 0 und 01 = o. Man 
bezeiehnet spannungslose Stabe als Nullstabe. Auch V1 ist ein Null­

II 

1 

stab. Denn fiihren wir einen Rundschnitt urn 
den Knoten 3, so liefert die Gleichgewichts­
bedingung ~ V. = 0 ••• V1 = o. Die Gleich­
gewichtsbedingung ~ H, = 0 liefert fiir diesen 
Knoten die Beziehung U1 = Us. In ahnlicher 
Weise liefert ein Rundschnitt urn den Knoten 
6, daB Vs= -Ps, also gleich der negativen 
Knotenlast, und femer Os = 0 3 ist. 

Fiir einen vierstabigen unbelasteten Kno­
ten, wie ihn Bild 2 zeigt, muB S1= SI tmd 
S3 = S, sein. Fiir den dreistabigen unbelaste­

ten Knoten des Bildes 3 muB gelten: Sa = 0 und S1 = S2' 

::><,sz /; __ 
s, .~~.s; 

Z ''is ~ J 

Abb.86. 

Die Beachtung soleher einfacher FalJe erspart oft unnotige Rechen­
arbeit. 

56. Formeln fUr die Stabkrifte bei lotrechter Belastung. Fiir den am 
haufigsten vorkommenden Fall der lotrechten Belastung eines Fachwerks 
lassen sich fiir die Stabkrafte unschwer einfache Gebrauchsformeln her­
leiten. Wir heben dazu in dem in Abb. 87 angedeuteten Fachwerk nur 
zwei Netzmaschen heraus. In den schraffierten Teilen kann die Aus­

faehung beliebig ausgefiihrt 
sein. 1m folgendeIi wird sich 
unsimmer wiederder Vergleich 
mit einem Trager auf zwei 
Stiitzen von derselben Spann­
weite und mit derselben Be­
lastung wie das Fachwerk 
aufdrangen. Wir nennen die­
sen Trager den Ersatzbalken. 
Er ist in Abb. 87 unter dem 

"1r'-L..-........ -~:------+;:-li.-.-..... -i'~ Fachwerk dargestellt. Wir er-
A'l-----z:---..... J; kennen sofort, daB sich fiir 
1-------- " -------1 das Fachwerk wie fiir den Er-

Abb. 87. satzbalken dieselben Werte 
der Auflagerdriicke A und B 

ergehen. Denn in heiden Fallen liefert die Momentengleichung urn die 
Auflagerpunkte b und a (entsprechende Punkte am Fachwerk und am 
Ersatzbalken sind gleich hezeichnet) mit den aus der Abbildung ersicht-
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lichen Bezeichnungen: 

A =+IP,x;, B =+IPjx; (56,2) 

(zu summieren uber samtliche Lasten). 
Gehen wir nun an die Berechnung der drei Stabkrafte 0, U und D, 

so denken wir uns das Fachwerk durch den Schnitt S ••• s in zwei Teile 
zerlegt und betrachten den im Gleichgewicht befindlichen linken abge­
schnittenen Teil, an dem wir in den durchschnittenen Slliben zunacbst 
samtliche Krafte als Zugkrafte annehmen. Die Kraft in dem Obergurt­
stab 0 finden wir nach RITTER, indem wir fiir den Punkt m die Momenten­
gleichung aufstellen. Eo;; gilt, mit den in die Abbildung eingetragenen 
Bezeichnllngen: 

-Ax + P1C1 + P2C. + PaCs-Oro =0, 

o = -~ (AX-P1Cl-P2C2-PaCs)' 
"0 

Der Allsdruck in der Klammer ist nun nichts anderes als das. Biege­
moment im Punkt m des Ersatzbalkens [so Gl. (39, 6a)], das wir mit Mm 
bezeichnen wollen. Setzen wir noch statt ro =hm cos co, wo hm die Hohe 
des Fachwerks im Punkt m und co deB Neigungswinkel des Stabes 0 
gegen die Waagrechte bedeutet, so konnen wir scbreiben: 

Mm 
O=-~. 

IIffI cos (J) 

Fiir den Untergurtstab U, dessen Ritterpunkt der Fachwerksknoten n 
ist, finden wir auf ganz die gleiche Art: 

U=+ M .. , 
"v 

wo M,. das Biegemoment im Punkt n des Ersatzbalkens bedeutet. Fiihren 
wir r v = h .. COS" ein, wo h,. die Hohe des Fachwerks im Punkt n und " 
der Neigungswinkel des Untergurtstabes U gegen die Waagrechte ist, 
so erhalten wir: 

M,. U=+---. h. COS V 

Als Merkregel fur die heiden gleichartig gebauten Formeln (56,3) 
und (56, 4) diene, daB das Moment immer fur den dem betreffenden Stab 
gegenuher liegenden Knotenpunkt zu nehmen ist. Vorausgesetzt daB M 
positiv ist, wie es z. B. bei einem Fachwerk ohne Kragarme stets der 
Fall ist, hat der Obergurt stets Druck, der Untergurt Zug. 

Zur Berechnung der Stabkraft in der DiagonalenD verfahren wir dies­
mal nicht nach RITTER, sondem wenden auf den linken abgeschnittenen 
Fachwerksteil die Gleichgewichtsbedingung,2H, =0 an. 1st qJ der Nei­
gungswinkel von D gegen die Waagrechte, so ergibt sich: 

Ocosco + U COS" + DcosqJ = o. 
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Setzen wir fiir 0 und U ihre Werte aus den Gl. (56,3) und (56,4) ein, 
so erhalten wir: 

D = co: 9' (~: - ~"). (56,5) 

Als Merkregel diene, daB der Bruch ~ zuerst fiir den FuBpunkt und 

sodann fiir den oberen Endpunkt von D zu nehmen ist. 
Auch fiir die Vertikalen lassen sich solche Formeln aufstellen. Be­

trachten wir zun3.chst eine Vertikale vom Typus der in Abb.88 dar­
gestellten. Wir fiihren den Schnitt s ••. s 
und wenden auf den linken abgeschnit­
tenenTeil die Gleichgewichtsbedingung 
~V.=o an: 

A - PI - p. + 0 sin Q) + V 
+ Usin,,=o. 

Nunist A -Pl-P,,=Q, die Querkraft 
im Ersatzbalken und zwar in jenem 

Abb.88. Feld, wo unser Schnitt den Lastgurt 
des Fachwerks trifft, d. i. bier das 

Feld III [Gl. (39, sa)]. Wiirden die Lasten am Untergurt des Fach­
werks angeordnet sein, dann ergabe sich die Querkraft im Feld IV, denn 
dann kame in der obigen Gleichgewichtsbedingung auch noch der Sum­
mand -Pa vor. Fiir 0 und U erhalten wir nach den Gl. (56,3) und (56,4) 
im vorliegenden Fall: 

M. 0------
- A". cos c.u' 

M.. M", 
U = + ",. cosv = + "- COl" ; 

am Ersatzba1ken fallen ja die Punkte n und m zusammen und es ist 
M. =M., h,. =n".. Dies in die Gleichgewichtsbedingung eingesetzt, 
Hefert: 

M. 
V= -Q+-h,;.-(tgQ)-tgv). (56,6) 

Dabei sind die Vorzeichen der Winkel 0) und" zu beachten. Wiirden die 
Stli.be 0 und U nach rechts bin fallen, so waren Q) und " negativ einzu­
setzen. (In den Gleichbngen fiir 0 und U spielt dies keine Rolle, da der 
Cosinus bei Zeichenwechsel des Winkels sein Zeichen nicht andert.) 

Fiir Vertikalen von der Art der in Abb. B9a, b dargestellten gilt die 
GI. (56,6) nicht. Hier schneiden wir im Falle a) den Knoten n durch 
einen Rundschnitt heraus und wenden auf ihn die Gleichgewichts­
bedingung~Vi=o an: 

-P -0 sin Q) -0' sin 0)' - V = o. 

NachEinsetzungvonO= h.~ c.u und 0' = - "",!:c.u' erhalten wir 
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daraus: 
M ... 

V = - p + T,; (tg CO + tg co') • 

1m FaIle b) erhalten wir auf die gleiche Art mittels eines Rundschnittes 
um den Knoten m: 

V = p + ~ (tg" + tg,,'). (56, 8) 

In heiden Formeln sind wieder 
die Vorzeichen der Winkel zu be­
achten. Sie sind positiv, wenn die 
Stahe so liegen, wie in der Zeich­
nung dargestellt. Wenn im FaIle 

m~ 
a. b P 

Abb,89· 

a) der Knoten n bzw. im Falle b) der Knoten m keine Last tragt, ist 
P = 0 zu setzen. 

Damit sind die Formeln fUr die Krafte in den am haufigsten vor­
kommenden Stabtypen aufgestellt. 

57. Beispiel zur Berechnung cler Stabkrifte eines Fachwerks mit lotrechter 
Belastung. Fur den in Abb. go dargeste1lten Dachbinder von 12 m Spannweite 
sollen sl1mtliche Stabkrlifte berechnet werden, die durch die Wirkung des Eigen­
gewichtes von Dachhaut, Sparren, Pfetten, Dachverband und des Bindergewichtes 
selbst hervorgerufen werden. 

Wie wollen kurz andeuten \Vie im vorliegenden Fall in der Praxis die Belastung 
des Fachwerks ermittelt wird. Das Gewicht der Dachhaut samt Sparren wird aus 
DIN 1055 entnommen, das Gewicht des 
Binders, des Dachverbandes und der 41,1t,<1m. 
Pfetten wird zunl1chst geschl1tzt. Nach '. !." I , I .. , :,, ; 'i , ,' " ... " ';" 
erfolgter Bemessung pruft man, ob die 
Schl1tzung richtig war. - Man bestimmt ;2t 
nun zunl1chst das Gewicht, das von der 
Summe aller Lasten auf 1 mS Dachgrund-
riSfil1che entfll.llt. Wir nehmen an, dies t 
sei 80 kg/mi. Haben die Binder unseres 
Daches einen Abstand von 5 m so hat 
ein Binder die Gesamtlast von 80' 5 '12 kg 
zu tragen. Auf den laufenden Meter des 
Binders kommen dann 80' 5 = 400 kg als 
Streckenlast. Diese Streckenlast, welche 
in Abb. go iiber dem Binder angedeutet 
ist, wird nun durch eine Reihe gleich-
wertiger Einzellasten ersetzt, die in den Abb. go, 
Knoten desLastgurtes (hierderObergurt) 
angreifen. NlI.herungsweise wird auf jeden der drei mittleren Knoten eine Last von 
400' 3 = 1200 kg, auf jeden der beiden l1uBeren Knoten 400'1,5 = 600 kg entfallen. 
Fachwerk und Belastung sind zur Mitte symmetrisch, es miissen daher auch zur 
Mitte symmetrisch gelegene StAbe dieselben Kra.fte erhalten. Infolgedessen genugt 
es, nur fur die linke HlI.lfte des Fachwerks die Stabkrl1fte zu ermitteln. Als Ein­
heiten liegen t und m zugrunde. 
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Zunll.chst sind die Auflagerdriicke zu berechnen. Wir erhalten: 
5 

A = B = t ~ Pi = -} 4,8 = 2,4 t. 
ja=:l -

Unter dem Fachwerk ist der Ersatzbalken gezeichnet (bei einiger Dbung wird 
man dies nicht mehr fiir nOtig finden). Die Knoten des Fachwerks sind mit arabi­
schen Ziffern bezeichnet, desgleichen die entsprechenden Punkte am Ersatzbalken. 
Wir bestimmen an diesem gleich die folgenden Momente (Einheit tm): 

M2 = Ma = (2,4- 0,6)'3 = 5,4, 
M, = M, = (2,4-0,6)'6-1,2'3 = 7,2. 

Nun berechnen wir die einzelnen Stabkrafte mit Hilfe der in Nr. 56 abgeleiteten 
Formeln: 

0 1: Nach Gl. (56, 3) ist 

Ii3 = 3,00, cos COl = i rz, daher ist 

° __ 5,41/z I 

1- 3 =-2,54 t =O •. 

U I : Nach Gl. (56, 4) ist 

h2 = 3,00, COS"I = 1, somit ist 

5,4 U' UI = + - = + 1,80 t = 1 • 
3 

VI: Nach Nr. 55 ist 
VI = V:=~ 

U 2 : Nach Nr. 55 ist UI = U!, daher ist 

Us = U; = + 1,80 t. 

3 8 .. 
h, = 4,50, cos co2 = .1 I 1= 0, 94, somlt 1st 

r3 + 1,5 

O -_ 7,2 0' 
s- 8 -1.79 1 = 2' 4,50 '0, 94 

D: Nach Gl. (56, 5) ist 

D = co:rp (~5_ ~2); 
cos rp = { Vi, h5 = 4.50• h. = 3.00, daher ist 

D =rz(7': _?'1) =-o,28t = D'. 
4.5 3 ---

V2 : Nach Gl. (56, 7) ist 
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P=1,2, h 1,5 . 
5 = 4,50, tg co2 = - = 0,50, also 1St 

3 

58. Das parallelgurtige Fachwerk bei lotrechter Belastung. Parallel­
gurtige Fachwerke werden zumeist gemaB den Abb. 86,91 und 92 aus­
gefiihrt. Fiir die Stabkrafte, die in diesen Fachwerken bei lotrechter 
Belastung auftreten, gelten natiirlich aIle in der vorigen Nummer abge­
leiteten Formeln. Doch lassen sich die Formeln fiir die Krafte in den 
Diagonalen und Vertikalen jetzt bedeutend vereinfachen. Die Gl. (56,3) 
und (56, 4) fiir die Krafte in den Ober- und Untergurtstaben vereinfachen 
sich nur insofern, als jetzt cos ro = cos v = 1 ist, so daB gilt: 

M... Mn o = - II (58, 3a), U = + -T (58, 4a) , 

wo h die jetzt konstante Hohe des Fachwerks bedeutet. 
Betrachten wir nun das in Abb. 91 dar­

gestellte Fachwerk, dessen Diagonalen ge­
gen die Fachwerksmitte zu fallen. Urn die 
Stabkraft in der Diagonalen D dieses Fach­
werks zu berechnen, fiihren wir den Schnitt 
s ... s und wenden auf den linken abge­
schnittenen Teil die Gleichgewichtsbedin- A 

gung.2 V. = 0 an. Dies liefert: 
A -Po~Pl-Dsincp =0. 

m-t 

-
--;-

m 

f--
'--

~7I 

Nun ist A -PO-Pl gleich der Querkraft 
.....:=.-

Q in jenem Feld des Ersatzbalkens, wo der 
Schnitt s ..• s den Lastgurt des Fachwerks 

Abb.91. 

trifft, d. i. also im Feld II [so Gl. (39, sa)]. Damit ergibt sich: 
Q 

D=+sintp' 

'--

(58,9) 

Urn die Kraft in der Vertikalen V zu bestimmen, fiihren wir den 
Schnitt t ... t und wenden wieder auf den linken abgeschnittenen Teil 
die Gleichgewichtsbedingung.2 Vi = 0 an. Wir erhalten: 

A -Po+V=o. 
A -Po ist die Querkraft Q im Feld I des Ersatzbalkens, also wieder in 
jenem Feld, wo unser Sclmitt t ... t den Lastgurt des Fachwerks trifft. 
(Ware der Untergurt belastet, so wiirde sich die Querkraft im Feld II 
ergeben.) Es gilt also: 

V=-Q. (58,10) 
Die Formel·(s8, 9) gilt fiir jede beliebige Diagonale der linken Halfte 

des Fachwerks, die Formel (58, 10) fiir jede Vertikale dieser Haute, mit 
Cbmelka- Melan, Statik,.4-. Auf!. 7 
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Ausnahme der ersten (Vo) und der mittleren (Va)' Fur die Diagonalen 
und Vertikalen der rechten Halite des Fachwerks gilt, wie der Lese~ 
leicht nachpriifen kann: 

D' = - Si~ 9i (58, 9') , V' = + Q (58, 10'). 

Die letzte Formel gilt wieder nicht fiir die mittlere (Va) und letzte 
Vertikale (V;). 

In den Formeln fUr D und D', V und V' ist das Vorzeichen der Quer­
kraft zu beriicksichtigen. tp ist immer a1s positiv einzusetzen. Q ist 
stets' in jenelll Feld des Ersatzbalkens zu nehmen, wo der betreUendc 
Dreistiibeschnitt den Lastgurt des Fachwerks triUt. 

Die Stabkrlifte Vo, Va, V; konnen nach dem Rundschnittverfahren 
errilittelt. werden. Es ergibt sich z. B. fUr das am Obergurt belastete 
Fachwerk der Abb. 91: 

Vo=-A, Va=-Pa. Vo=-B. 

In dem bisher betrachteten Fachwerk waren die Diagonalen gegcn 
die Mitte zu fallend. Steigen sie jedoch gegen die Mitte zu an, "ie z. B 
in dem in Abb. 92 dargestellten Fachwerk, dann sind in den Fonneln 
fiir D und D', V unO. V' die Vorzeichen umzukehren und es gilt: 

Q in der linken HaUte: D = --. - (58, 9a), V = + Q (58, loa); 
S1nCP 

in der rechten Halfte: D' = + s~ cp (58, 9' a), V' = - Q (58, 10' a) 

Die Gl. (58, loa) und (s8,lo'a) gelten wieder nicht fiir die erste, letzte 
und mittlere Vertikale. Q ist wieder mit seinem Vorzeichen einzusetzen 
und in jenem Feld zu nehmen, wo der betreffende Schnitt den Lastgurt 
triUt. tp ist stets positiv. 

Um aus diesen Formeln stets die richtige hera.uszugreifen (wenn ma.n es nicht 
vorzieht, sie jedesma.1 abzuleiten), denke ma.n sich das Fa.chwerk mit einer auf die 
einzelnen Knoten entsprechend aufgeteilten durchgehenden Gleichlast versehen (so 
wie in Nr. 51). Dann wird die QueTkraft in der linken HAlfte des Ersatzbalkens 
positiv, in der rechten negativ sein (Abb. 91). Diagonalen, die gegen die Mitte des 
Fachwerks fallen, werden daher nach den Gl. (58.9) und (58.9') Zug erhalten; 
Diagonalen, die gegen die Mitte zu ansteigen, werden nach den Gl. (58. 9a) und 

(s8,9'a) gedriickt werden. Wir merken uns also fur die Diagonalen den Ausdruck$., 
Q S1DCP 

fiir die Vertikalen den Ausdruck Q. Dem Ausdruck -in ist bei Diagonalen. die 
S cp 

gegen die Mitte zu fallen, jenes Vorzeichen zu geben. daB bei durcbgehender Gleich­
last Zug herauskommt. Dieses Zeichen gilt da.nn auch filr jede beliebige andere 
Belastung. (Dabei kann es natiirlich auch vorkoamen, daB eine solcbe Diagonale 
Druck erhllt. Nlmlich dann, wenn Q Dicht in der Fachwerksmitte das Zeichen 

wechselt.) Fur Diagonalen, die gegen die Mitte zu a.nsteigen. muB ~immerjenes 
Slntp 

Zeichen bekommen. daB sich bei durchgehender Gleichlast Druck ergibt. Der 



59. Beispiel zur Berechnung der StabkrAfte eines paraUelgurtigen Fachwerka. 99 

Auadruck Q fiir die Vertika1en erhllt immer das entgegengesetzte Vorzeichen wie 
der Ausdruck fiir die Diagonalen in der betreffenden Fachwerkshllfte. 

Die Formel ~ gilt ancb fiir die Diagonalen des Fachwerka der Abb. 86, und 
am 9' 

zwar mit derselben Vorzeichenregel wie oben. FOr die Vertilralen dieses Fachwerb 
gelten die obigen Formeln nicht. Die Vertikalen erhalten bier abwechseind die 
Kraft Null bzw. die Knoteniast (a. Nr.55). 

59. Beispiel zur Berechnuug tier Stablulfte einea parallelprtipn Fachwerks. Wir 
woUen emige Stabkrlfte dea in Abb. 92 dargeateUten Brllc:kentragera, der mit halb­
seitiger Gleichlast belastet ist, berechnen. Die Gieichlast wirkt nicht unm.ittelbar 
auf den Untergurt, aondem auf die Fahrbahn, welche mittel. Quert:rlgem am 
Untergurt der beiden BrllckentrAger 
abgestiitzt ist. Genau wie beim Trl­
ger mit indirekter Belastung (Nr. 45) 
denkt man sich die Gleichlast auf 
Iauter frei aufliegenden TrAgero ru­
hend, deren Spannweite gleich der 
Knotenentfemung des Lastgurtel5 ist. M"I/(JII------4 

so daB jeder Quertrll.ger mit der Abb.92 • 
Summe der von den beiden benach-
barten Feldern herriihrenden AuflagerdriiclI:e belastet ist (a. Abb. 92). 

Zur Bestimmung der Auflagerdriicke des Fachwerka denken wir una die ge­
samte Belastung in eine Resultierende G = 24 zuaammeDJIefaBt, die in der Ent-

femung e =!. (I ••• Spannweite) yom linken Auflager angreift. Dann ist nach 
4 

den Gl. (35. 4) : 

A = i G = 18 t. B = i G = 6 t. - -Nun zur Berechnung einiger Stabkrlfte, die wir in t angeben wollen (Ungen-
einheit m): 

V., OJ: EiD Rundachnitt um den Knaten :lliefert (a. Nr.55): 

Vo=- o. 0 1 = o. - -
U1: Nach Gl. (58, 4a) iat mit A - 4. M, - (18-4)'4 = 56 

M, 56 
U1 = + II = "4 = + 14.00 t. 

0.: Nach Gl. (58, 3a) iat wegen M. = M, = 56 

M. 56 
0 1 = - 11 = -"4 = -14.00 t. 

U.: Nach GI. (58, 4a) iat mit M.= (18-4)'8-8'4 = 80 

U + M. 80 • = '1" = "4 = + 2o,oot. 

D1: Ea gilt GI. (58. 9a). Der mgeMrige Schnitt s ... ' trifft den Lastgurt 
(Untergurt) 1m Feld 1. Dort iat Q -18 - 4 = 14; 9' = 45°, ain 9' = t ,'2. somit: 

D1 =- inQ =-}2·J4=-19.80t . 
a 9' ,. 
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V 1 : Es gilt Gl. (58. lOa). Der zugehOrige Schnitt t ••. t trifft den Lastgurt irn 
Feld I. Dort ist Q=14 und daher: 

V1 = +Q= +14,00t. 

D2 : Es gilt Gl. (58, 9a). Der zugehorige Schnitt r ••• r trifft den Lastgurt irn 
Feld II. Dort ist Q = 18 - 4 - 8 = 6. Somit ist: 

Q --
D2 = - -.- = - Jf 2 • 6 = - 8,48 t. sm rp 

V,: Ein Rundschnitt urn den Knoten 7 liefert mittels der Gleichgewichts­
bedingung };V.= 0: 

v, = + 4,00":': 

Der Lestlr berechne die iibrigen Stabkrafte. 

60. ZeichnerischeErmittlung der Stabkrafte nach CULMANN. Die Auf­
lagerdriicke des Fachwerks, die zeichnerisch genau so ermittelt werden 
wie die Auflagerdriicke eines Tragers auf zwei Stiitzen, setzen wir im 
folgenden als bekannt voraus. Wollen wir in dem in Abb. 93 darge­
stellten Fachwerk, das mit einer ganz beliebigen Belastung versehen sein 
moge, etwa die Stabkraft D zeichnerisch ermitteln, so denken wir uns 

P. -i einen Schnitt gefiihrt, der D und auBerdem 

~o p. nicht mehr als noch zwei andere Stabe trifft. 
~ Betrachten wir nun etwa den linken abge-

V schnittenen Teil und fassen die an ihm an-
A~tt 0 B greifenden auBeren Krafte, also bei uns A /r-- und Pl' zu einer Resultierenden R, zusam-

. 9. <:"::,. ~ men, so miissen die Krafte in den durch-
A U o~ll schnittenen Staben 0, D und U der Kraft R, 

Abb. 93. das Gleichgewicht halten. Die GroBen dieser 
drei Stabkrafte erhalten wir also, indem wir 

drei Krafte suchen, deren Wirkungslinien die Achsen der drei durch­
schnittenen Stabe sind und die mit Rz im Gleichgewicht sind. Nach 
NT. 20, wo wir diese Aufgabe schon behandelt haben, miissen wir folgen­
dermaBen verfahren: Wir bringen im Lageplan etwa die Richtung von 0 
mit der von R, zum Schnitt und verbinden den so erhaltenen Punkt mit 
dem Schnittpunkt der Richtungen von D und U. Dies liefed die Gerade g. 
Nun setzen wir im Krafteplan R, zuniichst durch zwei Krafte der Rich­
tungen g und 0 ins Gleichgewicht und ersetzen sodann die Komponente 
in der Geraden g durch zwei Krafte der Richtungen D und U. Der 
Umlaufsinn der Pfeile des Kraftecks muB ein stetiger sein. Damit ist die 
Kraft in der Diagonalen D bestimmt und mit ihr sind auch die Krafte 
in den beiden mitgeschnittenen Staben gewonnen. 0 ist zum abge­
schnittenen Teil hin gerichtet und ist daher eine Druckkraft, D und 
U sind von der Schnittstelle weg gerichtet, und sind daher Zugkrafte. 
Die Konstruktion ist auf drei Aden ausfiihrbar und muB immer das-
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selbe Ergebnis liefem. - Diese Methode geht auf CULMANN 1 zuriick. 
Sie ist gegenuber dem folgenden Verfahren nur von untergeordneter 
Bedeutung und wird nur angewendet, wenn sich die Resultierende 
der auBeren Krafte am abgeschnittenen Fachwerksteil sofort an­
geben HiBt. 

61. Zeichnerische Bestimmung der Stab1crifte mittels des reziproken 
KrAfteplanes (Cremonaplanes). Sollen samtliche StabkTifte eines Fach­
werks zeichnerisch ermittelt werden, so entwirft man elnen sog. reziproken 
Krafteplan, fur den sich .allgemein der Name Cremonaplan" eingeburgert 
hat. Wir haben schon in Nr. 52 von der Tatsache Gebrauch gemacht, 
daB bei einem im Gleichgewicht befindlichen Fachwerk jeder heraus­
geschnitten gedachte Knoten im Gleichgewicht sein muS. Das bedeutet 
nach Nr. 2 zeichnerisch, daB fUr jeden Kooten samtliche an'ihm angrei­
fenden auBeren Krafte und Stabkrii.fte ein geschlossenes Krafteck bilden 
mussen. Diese Bedingung kann dazu benutzt werden, jeweils zwei unbe­
kannte Stabkrii.fte zu ermitteln. Wir wollen dies an dem in Abb. 94, 
Bild a) qargeste1lten ganz einfachen Fachwerk, das mit den Krii.ften PI 
und PI belastet ist, erlautem. Zuerst bestimmen wit die Auflagerdriicke, 
indem wir die Result~rende R von PI und P2 aufsuchen und im Kraft­
eck b) dUTCh A und Bins Gleichgewicht setzen. Zur Ermittlung der 
Stabkrii.fte beginnen wir mit einem Knoten, von dem nicht mehr als zwei 
Stii.be ausgehen, also etwa mit dem Knoten 1. Denken wir uns urn ihn 
einen Rundschnitt gefiihrt, so trifft dieser die Stabe Vi und U. Als 
iu.6ere Kraft greift im Knoten 1 noch der Auflagerdruck .A an. A sowie 
die Stabkrii.fte Vi und U mussen also ein geschlossenes Krafteck bilden, 
in dem die Krii.fte so gerichtet sein mussen, daB sie stetig aufeinander 
folgen. Dieses Krafteck ist in Bild c) gezeichnet und liefert GroBe und 
Richtungssinn der beiden Stabkrafte. Wir sehen, daB die Kraft VI zur 
Schnittstelle hin, bzw. auf den betrachteten Knoten hin gerichtet ist. 
Das bedeutet, daB in der linken Vertikalen eine Druckkraft wirkt. U da­
Men ist vom betrachteten Knoten weg gerichtet, der Untergurtstab 
wird also gezogen. Wir meSsen die beiden Stabkrafte ab und tragen sie, 
mit ihren Vorzeichen versehen, in eine Tabelle ein. 

Wir gehen nun weiter zu einem Knoten, an dem nicht mehr als zwei 
unbekannte Stabkrii.fte angreifen, also etwa zum Knoten 2. Wir denken 
uns wieder einen Rundschnitt gefiihrt. Die Krii.fte VI' Pi' 0, D mussen 
ein geschlossenes Krafteck bilden (Bild d). Wir beginnen mit dem bereits 
bekannten V1 und haben zu beachten, daB es als Druckkraft stets auf 
den betrachteten Knoten (d. i. jetzt der Knoten 2) bin gerichtet sein 

1 CULM ANN, C.: Die graphische Statik. Ziirich 1865. 
• Nach dem ltaliener L. CREMONA (1830--1903), der allerdings nicht der erste 

war, der dieses Verfahren angewandt hat. 
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muB. VI erhlilt somit jetzt die entgegengesetzte Richtung wie im Kraft­
eek t;) (was ja aueh aus dem Gegenwirkungssatz hervorgeht). An V l 

fiigen wir P1 und schlieBen das Krafteek dureh je eine Parallele zu 0 
und D. Der Richtungssinn der Kriifte ist wieder dureh die Forderung 
gegeben, daB die Krafte im Krafteek stetig aufeinander folgen miissen. 
Da 0 und D zum betraehteten Knoten hin gerichtet sind, sind sie beide 
Druekkrafte; ibre Werte wurden in die Tabelle eingetragen. 

Abb.94. 

Wir gehen weiter zum Knoten 3. Wir sehen, daB 0, p.> V. ein ge­
schlossenes Krafteck bilden miissen. Wir beginnen mit dem bereits 
bekannten 0, dessen Riehtung gegenuber der im Krafteek c:l) umzukehren 
ist, fligen daran p. und zeiehnen die Parallele zu VI. Wir haben jetzt 
eine Kontrolle, ob die bisherigen Kraftecke aIle genau gezeichnet wurden, 
da sich sonst das Krafteck e) nicht schlieBt. Mit V" das wieder eine 
Druekkraft ist, haben wir nun aueh die letzte Stabkraft ermittelt. 
Zeichnen wir noch das Krafteek!) fur den Knoten 4, an dem die Kr1ifte U, 
D, Vz, B angreifen, so muB es sieh ebenfalls schlieBen1• 

1 DaB wir im vorietzten Knoten nur eine unbekannte Stabkraft zu bestimmen 
hatten und den letzten Knoten eigentlich iiberhaupt nieht mebr benOtigten, nihrt 
daher, da8 wir zur BestimJnung der Auflagerdnieke bereits das Fachwerk als Ganzes 
ins Gleiehgewieht gesetzt baben. In manehen FAllen ist dies nieht nOtig und man 
kann A nnd B aus den {ilr die einzelnen Knoten gezeiehneten Kraftecken ent­
nehmen. Dies gelingt z. B. in dem eben betrachteten Fachwerk, wenn man mit 
dem Knoten 3 beginnt und der Reihe nach die Knoten 2, 4, 1 ins Gleiehgewieht 
setzt. In den meisten FAllen (wie z. B. in den Fachwerken der Abb. 95 und 96) 
ist das jedocb nieht mOglich, da an den einzigen zweistlbigen Knoten gerade die 
unbekannten Auflagerdnicke angreifen. 
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Betraehten wir die vier Krafteeke c) bis f). so sehen wir. daB jede 
Stabkraft zweimal vorkommt und zwar in zwei entgegengesetzten Rich­
tungen. Wir k6nnen nun die vier Kraftecke so aneinander roeken, daB 
sich die gleiehen Stabkrafte decken. Dann gelangen wir zu derFigur g}, 
in der jede Stabkraft nur einmal vorkommt. Undo gewissermaJ3en als 
Gerippe derFigur g} erscheint in ihr das Krafteek b} der auJ3erenKriifte 
(stark ausgezogen). 

Wir werden also zweckmaBig die einzelnen Krafteeke c) bis f) nieht 
getrennt aufzeichnen, sondem gleich andas Krafteek der iiuJ3eren Kriifte b} 
anfugen. Wenn wir die unten angefiihrten Regeln beaehten, dann lieg! 
jede Kraft imBildg) an der richtigenSteIle und kommt nur einmal vor. 
J edoeh wird jede Stabkraft zweimal in entgegengesetzter Richtung 
dureblaufen. Weist sie von dem jewells betraehteten Knoten weg, dann 
ist sie eine Zugkraft, im umgekehrten FaIle eine Druekkraft. Dies ist 
inBildg) dureh U+, V1-usw. gekennzeiebnet. DieFigurg) wirdCremona­
plan genannt. Wir seben, daB jedem Knoten im Faehwerk eine Netz­
masche im Cremonaplan entsprieht und jeder Netzmasche im Faehwerk 
ein Knoten im Cremonaplan. Von dieser umgekehrten Entspreehung 
ruhrt die Bezeichnung reziproker KrafllfJlan her. 

Beim Entwerfen eines Cremonaplans sind folgende Regeln zu 
beaebten: 

1. Die auJ3eren Kriifte sollen nur an den Knoten des auJ3eren Umfangs 
des Faehwerks angreifen 1. 

2. Man zeiehnet in der Regel zuerst das Krafteek der auBeren Krafte, 
also der Lasten und Auflagerdriieke. In diesem Krafteek mussen die 
Krafte in derselben Reihenfolge angeordnet werden, in der sie am Umfang 
des Faehwerks aufeinanderfolgen, wenn man um dieses im Uhr- oder im 
Gegenzeigersinn hemmgebt.1 Dadureh ist ein gewisser "Umlaufsinn" 
gegeben [in Abb. 94 war dies derUhrzeigersinn. Er ist im Bild a} durch 
einen Pfeil angedeutet]. 

3. Man beginnt den Cremonaplan mit einem zweisilibigen Knoten und 
geht von Knoten zu Knoten so weiter. daB in jedem neuen Knoten nicht 

1 Bei Fachwerken mit belasteten Innenknoten denkt man sich von jedem so1chen 
Knoten in der Richtung der an ihm angreifenden Kraft einen Fachwerkstab bis 
zum il.uBeren Umfang des Fachwerks gefUhrt und dort gelenkig angeschlossen. 50-
daun verschiebt man die Kraft in diesen neu hinzugekommenen Knoten und ver­
fil.hrt weiter wie in den folgenden Punkten angegeben. 

2 Darauf ist besonders dann zu achten. wenn beide Gutte des Fachwerks be­
iastet sind. Bestimmt man fiir ein solches Fachwerk zeichnerisch A und B. 80 ist 
fUr das hiezu nOtige Krafteck die Bedingung 2. nicht erfiillt. Mit Hilfe der be­
kannten Auflagerdriicke kann aber der Cremt')naplan nach den folgenden Regeln. 
auch ohne an das Krafteck der il.uBeren Krlfte anzukniipfen. gezeichnet werden. 
Am EDde erscheinen dann die il.uBeren Kril.fte in einer Reihenfolge angeordnet. die 
clem gewllhlten Umlaufsinn entspricht. Wiirde man jedoch an das erste Iuafteck 
ankniipfen. so klmen etliche Stabkril.fte ~eimal vor. 
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mehr als zwei unbekannte Stabkrafte zu bestimmen sind. Die Reihen­
folge der Knoten ist beliebig, wird aber durch diese Forderung meist 
festgelegt. 

4. Die an jedem Knoten angreifenden Krafte sind im Cremonaplan in 
derjenigen Reihenfolge zu einem geschlossenen Krafteck zusammen­
zufiigen, in der sie am Fachwerk aufeinander folgen, wenn man den 
Knoten in dem unter 2. festgesetzten Umlaufsinn umkreist. Dabei sind 
auBere Krafte stets auBerhalb des Fachwerks anzuordnen, also z. B. 
Lasten am Obergurt stets auf diesem stehend, auch wenn sie in Wirklich­
keit daran hangen sollten. Die bereits bekannten Krafte liegen im 
Cremonaplan stets an der richtigen Stelle und in der richtigen Reihen­
folge. Man beginnt das Krafteck mit jener Kraft, die beim Umkreisen 
des Knotens auf die beiden unbekannten Krafte folgt, und schlieBt es 
durch die Richtungen der Unbekannten. Deren Richtungssinn ist gc­
geben durch den Richtungssinn der bereits bekannten Krafte und durch 
die Bedingung, daB das Krafteck stetig durchlaufen werden muB. 

5. Eine Stabkraft ist Zug, wenn sie von dem jeweils betrachteten 
Knoten weg, Druck, wenn sie auf ihn hin gerichteUst. 

6. Sind aIle Stabkrafte an die Reihe gekommen, so muB sich der 
Cremonaplan schlie Ben. Stimmt es urn kleine Betrage nicht, so sind 
Ungenauigkeiten der Zeichnung schuld. Sonst ist irgendein Fehler ge­
macht worden, der dem Anfiinger gewohnlich schon bei der Bestimmung 
der Auflagerdriicke unterlauft. 

7. 1st das Fachwerk und seine Belastung symmetrisch, so ist auch der 
Cremonaplan symmetrisch und es geniigt daher, den halben Plan zu 
zeichnen. Die Symmetrieachse des Cremonaplans ist gegen die des Fach­
werks urn 900 verdreht. 

62. Beispiele zur ErmittIung der StabkriHte mittels des Cremonaplans. I. Beispiel. 
Einfacher Dachbinder. In Abb. 95 ist der Cremonaplan fiir einen einfachen Dach­
binder, der unter dem EinfluB einer linksseitigen Windbelastung steht, gezeichnet. 

Man verwende stets besondere Sorgfalt schon bei der Zeichnung des Fachwerks. 
Ungenauigkeiten, die hier begangen werden, erfahren im Cremonaplan oft eine 
betrachtliche VergroBerung und sind dann die Ursache, daB er sich nicht schlieBt. 
Man erleichtert sich die Arbeit, wenn man etwa vorhandene Nullstabe oder Stabe, 
deren Krafte gleich groB sind, sofort erkennt (s. Nr. 55). In unserem Beispiel stellen 
wir zunachst fest, daB V: = 0 ist. Daraus folgt weiter (Rundschnitt urn den 
Knoten z'), daJ3 auch D; = 0 ist. So fortfahrend erkennen wir, daB auch gilt: 
V~= 0 und D; =0. Da alle diese Stabe spannungslos sind, muB gelten: O~=O;=O: 
und U; =U~= Us' 

Die Bestimmung der Auflagerdrlicke kann entweder zeichnerisch mit Hilfe der 
Resultierenden R=l,5 t geschehen, deren Schnittpunkt mit der Wirknngslinie von 
B allerdings ziemlich wei tab liegt. Es empfiehlt sich daher, B recbnerisch zu be­
stimmen. R hat vomlinken Auflager den Abstand 3,45 m. Die Momentengleichung 
urn den Punkt 1 liefert: 
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Wir zeichnen nun das Krafteck PI' PI' p., P" B und schlie.Ben es durch A. Gehen 
wit im Lageplan in derselben Reihenfolge von einer Kraft zur nlchsten, so umlaufen 
wir das Fachwerk im Uhrzeigersinn. In diesem Umlaufsinn haben wir also auch 
die einzelnen Fachwerksknoten zu umkreisen. Wit fugen nun an das Krafteck der 

Stab t Stab t Stab t 

0, -1.30 Ut +1,76 V, -0,37 
0, -1,S8 U. +1,26 V. -0,86 
0, -1.30 U, +0,76 V.' 0,00 
0.- -0,87 Us' +0,76 V t ' 0,00 
0,' -0,87 Ut' +0,76 Dt +0,7S 
0,' -0,87 D. +1,00 

D.' 0,00 
do - l,lS t. B ... 0,43 t D,' 0,00 Abb. 95 . 

l!.u.Beren Krl!.fte die Kraftecke fur die einzelnen Knoten und beginnen mit dem 
Knoten 1. Hier mussen A, Pl,~,!!J (die unbekannten Stabkrl!.fte sind unter­
strichen) ein geschlossenes Krafteck bilden. 0 1 weist zum Knoten 1 hin, ist also 
Druck, Ul weist yom Knoten weg, ist also Zug. Wir gehen weiter zum Knoten z 
und schlieBen das Krafteck fiir die Krlfte 01' Pa, 01, !J.. Dann kommt Knoten 3 
mit den KrMten Ul , VI' D l , U •. U. deckt sich im Krafteplan z. T. mit UI , es wurde 
etwas neben U1 gezeichnet. Dasselbe gilt fur Us. Nun kommt Knoten 4 mit D1, 01' 
p., A.,!.. Dann Knoten 5 n'lit Us. VI' Q.. ~. endIieh Knoten 6 mit Da. 0 8 , pc. O~. 
(D = 0). Nun mu/3 sieh der Cremonaplan schlie.Ben. denn wir sind bei der letzten 
unbekannten Stabkraft angelangt. Wir sehen. da/3 die im Knoten I' angreifen­
den Krl!.fte U1 • 0: B im Cremonaplan ein geseblossenes Krafteek bilden. 

Bemefkung: Beim Entwerfen eines Cremonaplans kann man aueh mit Vorteil 
die ReziproziUt zwischen KrAfte- und Lageplan verwenden. Wir seben z. B., daB 
im Lageplan der Abb. 95 die Obergurtstl!.be 0 1, 0a. O.die Angriffspunkte der Krl!.fte 
Pl' PI' p •• P, verbinden. 1m Krl!.fteplan dagegen verbinden die Krafte Pl' Pa. Pa, P, 
die Punkte, wo die Stabkrlfte 01' a., Oa entspringen. Ebenso liegen die Obergurt­
sUbe 0;, 0;, O~ im Lageplan zwischen den Krl!.ften P, und B. Die entspreehenden 
Stabkrlfte entspringen im Krl!.fteplan slmtlieh in dem Punkt wo P, und B zu­
sammensto.Ben. Die Untergurtstlbe Up •• ~ verbinden imLageplan die Angriffs­
punkte der Auflagedriicke A und B, die Stabkrl!.fte U l' •. U~ entspringen im Krl!.fte­
plan dem Punkt. wo A und B zusammentreffen. 

2. Beispiel. Zusammengesetztef Polonceau-Dachbinder. Bei manchen Fachwerken 
ergibt sieh die Schwierigkeit, da/3 man, nachdem man eine Anzahl Knoten bereits 
behandelt hat, den Cremonaplan nicht weiterzeiehnen kann, da an den restlieben 
Knoten durchwegs mehr als zwei unbekannte Stabkrlfte angreifen. Dies ist z. B. 
bei dem in Abb. 96 dargestellten zwsammengesetzten Polonceauilaeh, das etwa unter 
dem Einflu8 seines Eigengewichts betrachtet werden mOge, der Falil. 

1 Der Polonceau-Dachbinder ist kein einfaches Dreiecksfachwerk im Sinne der 
in Nr . .52 gegebenen AufbauregeI, wie die Betrachtung des mittleren gro.Ben Drei-
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Ais Auflagerdri\clre ergeben sich A = B = 8 t. Mit dem Cremonaplan kommt 
man zunlchst nur bit zum Knoten 3. Dann muD man entweder einma! die Methode 
von CtJLMANN (Nr. 60) anwenden oder, was meist einfacher sein diirfte, man be­
rechnet eine Stabkraft nach dem Ritterschen Verfahren (Nr. 53). Wir wollen U. 
berechnen und verfahren nach Gl. (56, 4). Da COH =1 1st, gilt: 

M 1 56 
Ua= +-'=--[(8-1)'14-3'2'7]=-= +8,89 t . 

,.. 6,30 6,30 

Stab I t Stab I t Stab I I 

0,- 0 ,' 

1-···· 
U t - UI ' +16,9 Vl:a V I" I -l,~ 

0.- 0,' -18,0 u.- u. +14,6 Vt - VI' 

I 
-3,6 

0, - 0.' -11.1 5, - St' + 6,0 v.- V.' -1~8 
0 . - 0,' -16,2 S. -5,' + 8.5 D.-DI' I 

+2.,4 
U. + 8,9 D. - D.' I +2 14 

Abb·96. 

Unter Verwendung dieser Stabkrait kann nun vom Knoten 5 an der Cremonaplan 
weitergezeichnet werden. Wir behandeln dann der Reihe nach die Knoten 4,6,7. 
Mit dem Knoten 7 muD sich der Plan scblieBen. Es geniigt die eine HI!.Ute, da Fach­
werk und Belastung symmetrisch sind. 

3. Beispiel. Kragaach. Bei dem in Abb. 97 dargestellten Kragdach spielt der 
Knoten 6 die Rolle des festen Auflagers, wi hrend der Stab Us als Pendelstiitze 
(Nr.32) wirkt. B muD demnach in die Richtung des Stabes Us fallen (und ist 
gleich der Stabkraft Ua), A muD durch den Punkt 6 und durch den Schnittpunkt 
von B mit der Resultierenden aIler Lasten R= 600 kg hindurchgehen. Damit 
k6nnen die Auflagerdriicke zeichnerisch ermittelt werden. Zur Zeichnung des 
eremonaplans ist in diesem Beispiel die vorherige Ermittlung von A und B nicbt 
n6tig, liefert aber eine Kontrolle. Wir beginnen den Plan m.t dem Knoten 1 und 

ecks zeigt. Er wird deshalb als zusammengesetztes Fachwerk bezeichnet. (Die 
Bezeichnungen einfaches und zusammengesetztes Fachwerk werden ubrigens in der 
Literatur nicht einheitlich verwendet.) Fiir zusammengesetzte Fachwerke gilt, daB 
sie innerlich statisch bestimmt sind. wenn sie stabil sind und wenn zwischen Stab­
und Knotenzahl die Beziehung (52,1) besteht. Baut man ein Fachwerk derart auf, 
daB jeder neu hinzukommende Knoten an zwei vorhandene Knoten mit zwei Sta.ben 
angeschlossen ist, so entsteht immer ein statiscb bestimmtes und stabiles Fachwerk. 
Die beiden Knoten. an die angescblossen wird, mussen nicht notwendig einander 
benachbart sein. nur ddrfen sie mit dem neu hinzukommenden Knoten nicht auf 
einer Geraden liegen, da soust ein Facbwerk entsteht, welches wackelt (s. Nr. 52). 
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bebandeln der Reibe nach die Knoten 2. 3. 4. 5. Damit sind slmtlicbe Stablull.fte 
bestimmt 11Ild wir lr6Dnen priifen, ob die im Knoten 6 maatmnensto8enden KrAfte 
0,. D .. A, P1 em pechlossenes Krafteck bUden. 

Die Bereclm1lD8. von Stablcrl.1teo in einem solcben Kragdach mit lotrechter 
Belastung kann obne weiteres nacb den in Nr . .56 angegebenen Formeln gescbeben 

KII. 
f .,., JIJP 'I(» IfIIIg 

UIII.$. ---.. 

~ 
--~----~--~--~1 

Abb·97· 

Ala Ersatzba1ken ist jetzt em einaeitig eingespannter 
TrAger zu verwenden (Abb. 97). Berechnen wit z. B. 
die Stabkraft Ut , so gehen wir aus von Gl. (56, 4). 
Mit A, = J m und C08" - 1 erhalten wir: 

M.. - 200'1 - 100'2 UI = + -z= - =-600 kg. 
h, I'a -

Zo Abb. 91. 

Stab I t Stab 

0, I +3~o Y, 
O. +330 V. 
0, I +630 D, 
U, -300 D. 
U. 1::= u, 

Zur Berechnung von Dl kOnnen wir von Gl. (56,.5) auagehen, wo flir 

_1_ = V~(.!)I + ;; = fi3 =1,20 
COS'll 3' 3 

einzusetzen ist: 

Dl = co~ tp (~ -: ~,) = 1.20 (, li,OO - -,~OO) = + 360 kg. 

t 

-aoo 
-300 
+360 
+4ao 

i 

Aufgabe: Der Leser zeichne fur die in den Beispielen der Nr. 54. 57 und .59 
behandelten Fachwerke die Cremonapllne. 

V. Der Gelenkll oder Gerbertrager. 
63. AUcemeines. Wir haben in Nr. 33 festgestellt, daB ein Trager auf 

drei Stiitzen (mit einem festen und zwei beweglichen Auflagem) statisch 
unbestimmt ist. Denn die drei statischen Gleichgewichtsbedingungen des 
starren Ki>rpers: 

.2Hi =0, 2Vi =0, 2M, =0, (63,1) 

reichen nieht aus, um die vier unbekannten Auflagerkomponellten A, 
A •• B. C zu bestimmen. Bauen wir jedoch an irgend einer Stelle des 
Triigers ein Gelenk g ein (Abb.98. Bild 1). so erhalten wir ein statisch 
bestimmtes System. Denn nun tritt zu den drei Gleichgewichtsbedin· 
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gungen (63, I), die nach wie vor fUr das ganze System (das wir uns 
erstarrt denken konnen [so Nr. 33]) gelten mussen, noch die Bedingung 
hinzu, daB fUr den Gelenkpunkt das Biegemoment verschwinden muB: 

Mg = o. (63,2) 
Denn ware dies nicht erfullt, hatten also die auBeren Krafte links bzw. 
rechts von g in bezug auf diesen Punkt ein resultierendes Moment, dann 

Abb.98. 

konnte das Gelenk nieht verhindem, daB sich 
die beiden Teile des Tragers gegeneinander 
drehen. Da wir voraussetzen, das System be­
finde sich in Ruhe, mussen die vier Gleich­
gewichtsbedingungen (63, 1) und (63, 2) (ent­
sprechend den vier Freiheitsgraden des Sy­
stems [s. Nr.18]) erfiillt sein. Damit sind 
die vier Auflagerkomponenten berechenbar 
und da sieh sodann, wie wir sehen werden, 
auch M,N,Q in jedem beliebigen Querschnitt 
ermitteln lassen, ist das System statisch be­
stimmt. Man nennt einen solchen Trager Ge­
lenk- oder Gerbertrager1• 

1m Gelenk wird also kein Biege­
moment, sondem nur eine Normal- und eine Querkraft ubertragen. 
Die Resultierende dieser beiden Krafte nennen wir den Gelenkdruck G. 
Nach dem Gegenwirkungssatz muB der Gelenkdruck, den der rechte 
Tragerteil auf den linken ausubt, gleieh groB und entgegengesetzt ge­
richtet sein dem Gelenkdruck, den der linke Tragerteil auf den rechten 
ausubt. Denken wir uns den Gerbertrager im Gelenk auseinandergenom­
men (Abb. 98, Bild 2), so konnen wir den linken Teil als einen Trager auf 
zwei Stutzen auffassen, an dem G die Rolle eines Auflagerdrucks spielL 
Der rechte Teil ist ebenfalls ein Trager auf :lwei Stutzen, auf dessen 
Kragarm Gals Last wirkt. Wir konnen uns also den Gerbertrager auch 
aus zwei Tdigem auf zwei Stutzen bestehend denken, deren einer auf 
dem anderen mit einem Ende aufliegt (Bild 3). Der Trager a •. . g heiBt 
Schlepptrager, der Trager g . .. c Kragtrager. Wir konnen nun die Auf­
lagerdriicke auch berechnen, indem wir von der Annahme ausgehen, daB 
Schlepp- und Kragtrager fUr sieh im Gleiehgewicht sein mussen. Fur 
jeden dieser beiden Trager mussen die drei Gleiehgewichtsbedingungen 
des starren Korpers erfilllt sein'. Das sind zusammen sechs Gleiehungen, 

1 L. HBNNBBERG erwl!.hnt in "Die graphische Statik der starren Systeme" 
(Leipzig u. Berlin 19II), daB GelenktrAger bereits 1863 von A. RITTER behandelt 
wurden. H. GERBER untersucbte dieselben konstruktiv und fiihrte sie in die 
Praxis ein (1870 und 1882). 

I 1m Gegensatz zu den Gl. (63,1), wo sich die Summen iiber die Krll.fte PI' Pz, 
Pa, A, B, C erstreckt:en, muB bier einmal Gleichgewicht der Krll.fte A , PI' G und 
dann Gleichgewicht der Krll.fte G, P2, Pa, B, C herrscben. 
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aus denen wir die secbs Unbekannten Ai' All' Gi , Gil' B, C berechnen 
konnen. Wir haben damit auf eine zweite Art nachgewiesen, daB der 
Gerbertrager statisch bestimmt ist. Diese ZerIegung des Gerbertragers 
in einzelne Balken erweist sich zur Bestimmung der Auflagerdriicke be­
sonders bei Tragern iiber viele Stiitzen zweckmaBiger als die Berechnung 
nach dem zuerst angegebenen Verfahren. 

64. Biegemoment und Querkraft bei lotrechter Belastung. Wir wollen 
im folgenden stets lotrechte Belastung voraussetzen. Schiefe Lasten 
zerIegt man in vertikale und horizontale Komponenten, und, wie bei den 
im Abschnitt III behandeltenTragem, haben die Horizontalkomponenten 
keinen EinfluB auf M und Q, sondern bestimmen lediglich den VerIauf 
der Normalkrafte. Bei lotrecht belasteten Tragem sind samtliche Auf­
lagerdriicke sowie der Gelenkdruck vertikal und die Normalkrafte im 
ganzen Trager gleich Null. Die Ermittlung von M und Q in einem be­
liebigen Querschnitt geschieht auf die gleiche Art wie bei den im Ab­
schnitt III behandelten Tragem: 
Man denkt sich den Trager durch­
schnitten, bringt an derSchnittstelle 
M und Q an und bestimmt sie aus 
der Bedingung, daB der abgeschnit­
tene Teil im Gleichgewicht sein 
muS. Dieser ist, falls in ihm Ge­
lenke liegen, stets als erstarrt zu 
betrachten. 

Wir wollen etwa fiir den in Abb. 
99, Bild 1 dargestellten Gerbertrager 
iiber zwei Felder von der Liinge It. 
undls (im folgenden bec;leutet "Feld" 
immer den Raum zwischen zwei 
Stiitzen des Tragers), der mit einer 
durchgehenden Gleichlast p versehen 
ist, den VerIauf der Momente und 
Querkrafte ermitteln. 

Fiir das Moment an def Stelle x 
im erstenFeld gilt (Bild3. G. =px): 

x p:tl 
M=Ax-G.- =Ax--

2 2 

Abb.99· 

(0 ~ x ~lt.). 

Aus dieser Gleichung folgt das SUUzmoment Mb, wenn wir fiir x =Zt I 
einsetzen: 
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Berechnen wir daraus A, so ergibt (lich; 

A = M. + f1l,. = M. + 2(1' 
I, 2 l,. 

911 = Pl,. kOnnen wir deuten a1s Auflagerdruck eines mit der Gleichlast p 
2 

belasteten Tragers auf zwei Stiitzen von der Lange ls.. Wir wollen ibn 
den Ersatzbalken des ersten Feldes nennen (Bild 4. Der Ersatzbalken hat 
kein Gelenkl). Setzen wir diesen Ausdruck fUr A in die Gleichung fiir M 
ein, so erhalten wir: 

f1x1 M. (M. M = 2(1 X -- + - x = ~ 1) + - x. 
2 l,. l1 

~(11 = 2( X - f1: ist das Biegemoment im Ersatzbalken an der Stelle x 

infolge der Gleichlast p. 9jl(I) als Funktion von x dargestellt, ist nach 

Nr.42 eineParabel mit der Scheitelhohe f1:1 (Bild 5). Dieser parabolischen 

1tiomentenverteilung iiberlagert sich nun nach Gl. (64, 3) noell die Kurve 

"~b x. Das ist eine Gerade, welche vom Wert Null im Punkt a (x=o) 
1 

zum Wert M. im Punkt b (x =ls.) ansteigt. Wir nennen sie SHltzmotnenten­
linie. M. kennen wir noch nicht, aber wir wissen, daB imPunkt g M =0 

sein muB [Gl. (63,2)]. Es muS also, da ml(l) durchwegs positiv ist. 
erstens M. negativ sein und zweitens die Stiitzmomentenlinie durch den 
Punkt ( der rol(l)-Linie hindurchgehen. Damit kann die Stiitzmomenten­
linie gezeichnet werden, wodurch wir auch die GroBe von M. erhalten. 
Die Biegemomente M des Gerbertriigers sind dann gegeben durch die 
Differenzen der Ordinaten der beiden Kurven, die in Bild 5 schraffiert 
sind. 

Ganz almlich liegen die Verhaltnisse im zweiten Feld. Der Leser 
wird leicht bestatigen, daB, wenn wir eine Koordinate x' einfiihren, 
die vom rechten Tragerende nach links Iiiuft, hier gilt: 

M = 9jl(I) + M. x' (0 :s;; x' :s;; Is) . 
I. 

Wir denken uns auch im zweiten Feld einen Ersatzbalken, der die Lange Is 
hat und mit p belastet ist. Die Biegemomente ml(a), die in diesem Balken 

auftreten, werden dargestellt durch eine Parabel von der ScheitelhOheP~ . 
Dieser Parabel wird wieder dieStiitzmomentenlinie ~b x' iiberlagert. Sie 

I 

kann sofort gezeichnet werden, da M. nunmehr bekannt ist. So erhalten 
wir die aus Bild 5 ersichtliche Momentenverteilung. - Auf ganz die 
gleiche Art kOnnen wir auch bei jeder anderen Belastung die Biege­
momente im Gerbertrager gewinnen (s. das folgende Beispiel).1 

1 Der gr68eren Anschaulichkeit halber gingen wir im Vorstehenden von dem 
einfachen Fall eines mit durchgehender Gleicblast belasteten TrAgers au. Wir 
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Zur Festlegung des Querkraftverlaufs ermitteln wir zunlichst die 
Auflagerdriicke des Gerbertragers A, B, C. Dazu denken wir uns diesen 
im Gelenk auseinandergenommen (Bild 2). Fur den Scblepptriger a . .. g 
ergibt sich aua Symmetriegriinden: 

A =G=fJ1:. 
2 

Fiir den mit dem Gelenkdruck G und der Streckenlast P belasteten Krag­
triger g .. . c konnen wir nun B und C ohne Schwierigkeit berechnen. 
(Der Leser fubre die Berechnung durch.) Nach Bild 3 ergibt sich dann 
fiir die Querkraft im ersten Feld: 

Q=A-G,,=A-px (O<x<IJ)' 
1m Punkt a (x=o) ist alsoQ=A, im Punktb{x=IJ) ist Q=A-Plt.. 
Diese beiden Punkte sind durch eine Gerade zu verbinden (Bild 6). 1m 
Punkt b springt die Q-Linie um B nach aufwarts und sinkt im zweiten 
Feld bis zum Tragerende um den Betrag Pis ab, wo dann Q =-C.ist. 
1m Punkt g kann der Betrag des Gelenkdrucks abgelesen werden. Auch 
hier gilt die Regel, daB die Extremwerte der Momente dort auftreten, 
wo die Querkraft ihr Zeichen wechselt. 

65. Beispiel zurEnnittlung cler AuflagerdrOcke IOwie des Momenten- und Quer­
Iuaftverlaufs. FUr den in Abb. 100, Bild 1 dargestellten, mit lotrechten Einze11asten 
belasteten Gerbertrlger sollen die Auflagerdriicke sowie der Verlauf der Momente 
und Querkrlfte ermittelt werden (Einheiten m und t). 

wollen kurz den Beweis andeuten, daB die an Hand dieses Beispie1s entwickelte 
Methode zur Gewinnung des Momentenverlaufs fUr jede beliebige BelastuDg ange­
wendet werden dan. Wir denken uqa duu den GerbertrAger der Abb. 99 mit be­
liebig vielen Einzellasten belastet. Schneiden wir an der Stelle x im ersten Feld 
durch. so ist das Biegemoment 

Jf = A x- Ep,C,. 
Die Summe ist zu erstrecken Uber alle Lasten links vom Schnitt, C, bedeuten die 
AbstlLnde der Lasten von der Schnittstelle. FOr den Punkt b ergibt eich: 

M6=AI1-E PIX,. 
Die Summe ist jetzt tiber sAmtliche Lasten im eraten Feld zu.erstrecken, X4 bedeuten 
die AbstlLnde der Lasten vom Auflager b. Berechnen wir aUS dieser Gleichung A, 
so ergibt sich: 

.1 Mb, 1 ~p I Mb til .... =- 7-~ ,Xi=-+Ul' '1'1 '1 
2(1 ist der Aufiagerdruck des Ersahbalkens im ersten Feld.[s. G1. (35, 2&)]. Damit 
erhalten wiT: 

" 01 ~ P ~ + l~fb -(a)' }lIb ... = Ill1:r - ~ Z .. l _ x = "" ,- _ x • 
II 11 

also wieder die Gl. (64, 3); denn '«lx-Ep,C,ist nach Gl. (39. 6a) gleich demBiege­
moment im Punkt x des Ersatzbalkens. - Was fUr beliebig viele Einzellasten gilt, 
gilt aucb ffir jede beliebige verteilte Be1astung, da wir eine solche immer als eine 
Ansammlung von vielen Einze1krlften auffaaaen konnen. 
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Zur Bestimmung der Auflagerdriicke A, B, C betrachten wir Schlepp- und 
Kragtrl1ger getrennt (Bild 2). Die Gleichgewichtsbedingung EM. = ° um den 
Punkt g ergibt fiir den Schlepptrl1ger: 

Abb.l00. 

-A'2+2'1,S=0, 

A = 1,S t. 

Der Gelenkdruck G folgt aus der Gleich­
gewichtsbedingung E V. = 0, angewandt 
auf den Schlepptrl1ger: 

A-2+G=0. 

Dies gibt mit A = 1,S: 

G=o,st. 

B folgt ans der Gleichgewichtsbedingung 
E M.= 0 um den Punkt c, angewandt auf 
den Kragtrliger: 

G'4 + 3'3,S-B'3 + 6'1 = o. 
Wird fiir G =o,S eingesetzt, so liefert 
diese Gleichung: 

B=6,17 t . 

C folgt aus der Momentengleichung fiir 
den Kragtrliger um den Punkt b: 

G'l +3'0,S-6'2 +C'3=0 

C = 3,33 t. 

\Vir machen die Probe, ob die Summe aIler Lasten gleich der Summe aller Auflager­
driicke ist: 

3 
EP.=2 +3 +6=llt, 
;==1 

A + B + C=l,S + 6,17 + 3,33 =11 t. 

Zur Gewinnung der Momentenverteilung benotigen wir zunlichst die Momenten­
linien !mls) nnd !m(2) der beiden Ersatzbalken a ••• b und b ••• c (Bild3). Dazu be­
rechnen wir zunl1chst deren Auflagerdriicke: 

~1 = 1 (2'2,S + 3' 0,S) = 2,17 t 

lSI = 2 + 3-2,17 = 2,83 t 

2(2 = t 6· 1 = 2,00 t 

lS2 = 6 - 2 = 4,00 t. 

Sodann berechnen wir die Ordinaten der Eckpunkte der IDl-Linien (tm): 

!m~1) = 0 !m~2) = ° 
!m~1) = 2,17' o,S = 1,09 !mj2) = 2' 2 = 4,00 

!m~1) = 2,83'0,S =1,42 !m~2) = 0. 

IDlb1) = o. 

Nach 'Wahl eines entsprechenden MomentenmaBstabes konnen die beiden poly­
gonalen !m-Linien gezeichnet werden (Bild 4)' Die Stiitzmomentenlinie ist durch 
die I..age des Punkts g' vollstl1ndig bestiuunt und es ergibt sich die durch Schraffen 
angedeutete VtUi:eilung der Biegemomente M im Gerbertrl1ger. 

Die Verteilung der Querkrl1fte Q im Gerbertrager wird mit Hilfe der bekannten 
Werte der Auflagerdriicke A, B, C auf ganz die gleiche Art zeichnerisch dargestellt 
wie beim Trl1ger auf zwei Stiitzen (Bild S). 
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Es ist nicht schwer. auch fiir den Gerbertrl!.ger die Gleichungen der Q- und der 
.W-Linie aufzustellen. So gilt z. B. fiir die Querkraft ll!.ngs des Trl!.gerstiicks a • •• d: 
Q=A =1.5 und im Bereiche d ... e: Q=A-P1=-0.5 usw. Fiir das Moment 
gilt im Bereiche a ••• il: M=Ax=I.5x im Bereiche d ••• e : M=Ax-Pl (x-o.5) 
=-0.5X+l usw. 

66. Zeichnerische Behandlung mittels des Seilpolygons. AuGer nach 
dem in den beiden vorigen Nummern besprochenen gemischt zeichne­
rischen und reehnerischen Verfahren kann man Auflagerdriicke, Mo­
menten- und Querkraftverlauf des Gerbertdi.gers auch auf rein zeichne­
rischem Wege finden (Abb.101). 

Da die Auflagerdriicke A, B, C und die Lasten ein im Gleichgewicht 
befindliches Kraftsyst-em darstellen, muG fUr dieses nach Nr. 9 Krafteck 
und Seileck geschlossen sein. Ge­
nau wie beim Trager auf zwei 
Stutzen stellen auch hier die Or­
dinaten des geschlossenen Seil­
polygons ein MaB fUr das Biege­
moment dar. Bezuglich des Mo­
mentenmaBstabes gilt dasselbe 
wie in Nr. 44. Zeichnen wir zu- 2 

nachst das Seileck I . .. V fUr die 
Lasten (voll ausgezogen), so ist 

II IJ Po 
9 

es noch durch zwei Seilstrahlen Abb. 101. 

VI und VII zu schlieGen, die 

I 2 

H 

sich auf der Wirkungslinie von B schneiden mussen. Aus der Be­
dingung M, =0 [Gl. (63,2)] folgt, daB der Seilstrahl VI durch den 
Punkt g' gehen muG, womit dann auch die Lage des Seilstrahls VII 
gegeben ist. 1m Krafteplan muB dann zwischen den Poistrahien VI 
und V II der Auflagerdruck B liegen, femer finden wir zwischen den 
Poistrahlen VI und I A und zwischen V und VII Cl. Mit Hilfe der 
bekannten Auflagerdrucke kann nun auch die Querkraftlinie gezeichnet 
werden. 

Das Seileck 1) der Abb.101 hat den Nachteil, daB es, insbesondere fur 
Gerbertrager auf vie1en Stutzen, sehr viel Platz braucht. Nun ist es ja 
vollkommen gleichgiiltig, wo der Pol des Kraftecks gewahlt wird, er muB 
nur, solI der MomentenmaBstab der gleiche bleiben, immer denselben 
Abstand H von den Kraften haben. Geben wir dem Pol die Lage 0' 
(Krafteck 2), so wird das Seileck, soweit es im ersten Feld verlauft, 
flacher zu liegen kommen, dafUr aber im zweiten Feld um so steiler nach 
aufwarts steigen. Das Umgekehrte tritt ein, wenn wir als Pol den 

1 Die Aufgabe. sl!.mtliche Lasten durch drei parallele Kra.£te ins Gleichgewicot 
zu setzen, wl!.re zunl!.chst unendlich vieldeutig (s. Nr. 20). Sie wird eindeutig durch 
die Forderung. dal3 sich das Seileck im Punkt g' iiberschneiden mul3. 

Cbmelka·Melao. Statik. 4-. Auf!. 8 
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Punkt 0" nehmen. Wir werden daher vom ersten Seileck nur jenen Teil 
benutzen, der im erstenFeld liegt, vom zweiten nur den, der sich fur das 
zweite Feld ergibt (SeHeck 2). Alle weiteren Einzelheiten sind aus der 
Abbildung zu ersehen. 

Der Leser wird unschwer erkennen. daB wir damit im wesentlicben auf die in 
Nr. 64 erorterte Methode zuriickgekommen sind. Er versuche das Beispiel dcr 
Nr. 65 auf rein zeichnerischem vVege zu lOsen. 

67. Gerbertrager auf beliebig vielen StUtzen. Fur einen durchlaufenden 
Trager auf n Stiitzen (ein festes und n-1 bewegliche Auflager) waren 
n +1 unbekannte Auflagerkomponenten zu bestimmen. Da sich nur drci 
statisehe Gleichgewichtsbedingungen aufstellen lassen, sind n-2 Auf­
lagerkomponenten zu viel vorhanden. Man nennt daher einen solchen 
Trager n-2fach statisch unbestimmt. Wir erhalten jedoch ein statisch 
bestimmtes System, wenn wir in den Trager 11-2 Gclenke einbauen. 
Denn dann kommen Zll den drei Glciehgewichtsbedingungen noeh 11-2 

Gleichungen hinzu, die besagen, daB das Biegemoment in jedem Gelcnk 
glcich Null sein muG. 

Jedoch ist eines zu beachten: die Gclenke durfen nicht ganz belicbig 
angeordnet werden. Z. B. erfordert der in Abb.102 darge~tellte Trager 

auf vier Stutzen die Anbringung von :lwei Gclenken. 
1 d Zt ' :ZS: A Diese k6nen etwa naeh Bild 1, 2 oder 3 angeordnct 
a jj III 4 ~ werden, nicht abcr nach Bild 4, dcnn hci dieser An-
8 d ::AI C IAI Q fA. 
• 8 ..... '4 zs: A ordnung ware der Trager im ersten Feld beweglich 

Abb.l02. (wenn man auf das erste Gelenk druekt, kIappt c:'; 
nach unten durch) und iiber den beiden Ietzten Fe!­

dem statisch unbestimmt. In der Praxis ordnet man gew6hnlich in je­
dem zweiten Feld ein Gclenkpaar an und laJ3t die dazwischen liegen­
den Felder gelenkfrei (Abb.104). Die Verbindungsstueke zwischen 

den einzelnen Kragtragem wer­
den dann Schwebe- oder Kop· 
peUriiger genannt. Bei unge­
rader Gclenkzahl tritt auch 
noeh cin Sehlepptrager auf. 

Die recbnerisehe Bestim­
mung der Auflagerdriieke ge­
schieht wieder dadurch, daB 
man sich den Gcrbertrager aus 
Iauter einzelnen Tragem auf 
zwei Stiitzcn bestehend denkt, 

Abb. 103. wie es fUr den in Abb. 103 dargc. 
stellten Gerbertrager auf fUnf 

Stutzen (also mit drei GcIenken) angedeutet ist. Zuerst werden die 
Auflagerdriicke des Schlepp- und des Koppeltragers bestimmt. Diese 
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belasten dann, neben den eingepragten Kraften, als Gelenkdriicke die 
Kragtrager. 

Die Momentenverteilung kann wieder dadurch gewonnen werden, daB 
man zunachst die Momentenlinien fUr die Ersatzbalken (d. s. wieder 
lauter Trager auf zwei Stiitzen von der Unge der Feldweiten) zeichnet 
und diesen die Stiitzmomentenlinie iiberlagert. Die Stiitzmomentenlinie 
besteht aus lauter Geradenstiicken, die an den Feldgrenzen aneinander 
stoBen. Wir konnen sie zeichnen, wenn wir beachten, daB in jedem Gelenk 
und auch an den beiden Tragerenden M =0 scin mUB' In Abb.l03 z. B. 
ziehen wir zunachst eine Gerade durch die Punkte a' und gi. und eine 
zweite durch die Punkte g~ und g;, wodurch wir die Stiitzmomentenlinie 
im ersten und dritten Feld erhalten. Nun konnen wir sie fUr das zweite 
und vierte Feld erganzen. 

Mit Hilfe der bekannten Auflagerdriickc bietet die Zeichnung der 
Querkraftlinie keine Schwierigkeit. 

Auflagerdriicke und Momentenverlauf konnen auch nach der in 
der vorigen Nummer besprochenen rein zeichnerischen Methode ge· 
funden werden. 

68. Beispiel einer Gelenlqlfette. In der Praxis werden stl!.hlerne Dachpfetten 
hD.ufig als Gerbertrll.ger ausgefiihrt und dann als Gelenkp/ettclI bezeicbnet. Man 
ordnet dabei die Gelenke paarweise in jedem zweiten Feld so an, daB die gr6Bten 
positiven und die gr6Bten negativen Biegemomente, die in der Pfette infclge der 
Belastung auftreten. einander glcich werden . 

Abb. 104· 

Bctrachten wir zwei benacbbarte Innenfelder einer Gelenkpfette auf belie big 
vie len Stiitzen, die mit einer durcbgehenden Gleichlast p belastet ist (Abb.104). 
Wir bezdchnen die Stiitzweite, die flir alle Felder gleich sein soli, mit [ und die 
Lange des Koppeltrll.gers mit x. Extremwerte des Biegemoments werden in folgen­
den Punkten auftreten: 1m Mittelpunkt k des Koppeltrllgers das Moment M k, ii ber 
der Stlitze s das MClment ;'If., im Mittelpunkt m des Kragtragers das Moment ,."lln' 
x soIl nun so bestimmt werden, daB die Absolutbetrligc dieser drd }Iomente wenn 
moglich einander gleich werden. 

Die Koppt'!l. die wir uns wieder als TrD.ger auf zwci Stiitzen denken, win.l den 

Kragtrliger mit dem Gelenkdruck G = P x belasten. J>as:\loment .lIII wird gegelJ(~n 
:I 

sein durch 

8* 
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(Mil ist positiv), und das Moment Mil dureh 

AIs = -G l---=-~ _ P ~-=_~~-=--: = _ L(l2_ x2). 
2 2 4 8 

(Mil ist wegen l>:f negativ.) Fordern wir zunaehst die Gleiehheit der Absolut­
betrage dieser beiden Momente, so erhalten wir die Gleichung: 

pxl ='t.(12_ x2) 
8 8 ' 

aus del' wir x bereehnen kOnnen 

Damit ergibt sieh: 

1 
x = t= = 0,7071. t2 --

pt2 

Mil = 1·'IIs l = 16' 

(68,4) 

Wir werden nun zeigen, daB aueh "14". diesen Wert hat. Wir erhalten ja den Mo­
mentenverlauf fur den Gerbertrager, indem wir zunaehst fur jedes Feld die IDl-Linie 
zeichnen und sodann die Stiitzmomentenlinie iiberlagern. Die IDl-Linien sind lauter 

kongruente Parabeln mit der SeheitelhOhe pIa . Die Stiitzmomentenlinie verlll.uft, 

wie aus Abb.104 ersiehtlich, in allen Mittelfeld~rn waagreeht, im Abstand I Ms I = PI' 
pp ~ 

von der Bezugslinie. Daher ist aueh M", = _. 
16 

Wird also die Unge des Koppeltragers naeh GI. (68,4) gewahlt, so gilt: 

(68, .5) 

Wir erkennen daraus deutlieh den Vorteil der Ausfiihrung der Pfette als Gerber­
trllger. Wiirden wir sie aus lauter einzelnen frei aufliegenden Tragern von der 

Lange I zusammensetzen, so waren die auftretenden GroBtmomente gleieh PII, also 
8 

doppelt so g(oB wie bei der Aus.bildung der Pfette als Gerbertrager. Lediglieh in 
den Endfeldern der Gelenkpfette ergeben sieh etwas groBere Momente als naeh 
GI. (68, 5). 

Urn das eben Ausgefiihrte an einem Zahlenbeispiel zu erlautern, betraehten wir 
eine Gelenkpfette auf sechs Stiitzen, die also vier Gelenke erfordert (Abb.104). 
Die Stiitzweite sei 1= 6,00 m und die Belastung p = 0,5 tim. Wir wollen den 
Verlauf der Momente bestimmen. 

Ais Unge des Koppeltragers ergibt sich aus Gl. (68, 4) 

x = 0,707'6 = 4,24 m. 
Fur die G'roBtmomente in den Innenfeldern gilt naeh Gl. (68, 5): 

0,5'62 
M". = Mil = IM,I = ____ = 1,125 tm. 

16 

Die IDl-Parabeln haben eine Seheitelhohe von pl2 = 2'1,125 = 2,25tm. Genau in 
8 

der halben Hohe muB die in den Mittelfeldern horizontale Stutzmomentenlinie ver­
laufen. In den Endfeldern fallt sie geradlinig zum Wert Null abo Die giiltigen 
Momentenfll!.chen wurden sehraffiert. 

Aufgabe: Der Leser bereehne das gro£ti:e Moment im ersten Feld. Es ergibt sieh 

Mmax = £ pIS = 1,72 tm, im Abstand 21 = 2,63 m yom ersten Auflager. 
512 16 
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69. Der Gerbertrager in Fachwerkausfiihrung. Die miteinander ge­
lenkig verbundenen Teile eines Gerbertragers miissen nicht immer voll­
wandige Trager sein, so wie wir es bisher angenommen haben, sondem 
konnen auch als Fachwerke ausgefiihrt werden. In diesem Falle vollzieht 
sich die Bestimmung der Auflager- und Gelenkdriicke genau auf die 
gleiche Art wie beim vollwandigen System. Jedes Teilstiick des Gerber­
tragers erscheint demnaeh mit einer Anzahl Lasten und bekannten 
Reaktionskraften belastet, und es konnen, vorausgesetzt, daB die ein­
zelnen Faehwerke nicht etwa innerlich statiseh unbestimmt sind, die 
Stabkrafte naeh irgendeiner der in Absehnitt IV angegebenen Methoden 
bestimmt werden. 

VI.. Der Dreigelenkbogen. 
70. A11gemeines. Der Dreigelenkbogen besteht aus zwei Teilen (starren 

Seheiben), die miteinander durch ein Gelenk, das Scheitelgelenk, ver­
bunden sind. J ede Bogenbalfte ist mittels eines Gelenklagers gegen die 
Unterlage abgestiitzt. Diese beiden Gelenke werden Kampfergelenke, 
die von ihnen .ausgeiibten Auflagerdriicke 
werden KampferdrUcke (Ka' Kb) genannt 
(Abb.l05, Bild 1). Die Verbindungslinie der 
beiden Kampfergelenke heiBt Bogensehne; 
ihre Projektion auf die Waagreehte ist die 
SPannweite des Bogens (1). Die beiden Bo­
genhalften konnen vollwandig oder als Fach­
werke ausgefiihrt werden. Wir wollen zu­
naehst nur vollwandige Bogen betrachten. 
Die Belastung kann sowohl aus Einzellasten 
als aueh aus verteilten Lasten bestehen. Abb. 105· 

Wir stellen zuerst fest, daB der Dreigelenkbogen statiseh bestimmt 
ist. Zunaehst miissen fUr samtIiehe auBeren Krafte, die an dem in Ruhe 
befindlichen (und daher als erstarrt zu betraehtenden) Bogen angreifen, 
die drei Gleichgewichtsbedingungen des starren Korpers gelten: 

,2H.=o, ,2V,=o, ,2M,=o. (7°,1) 

Dazu kommt noch (wie beim Gerbertrager) eine Gleichung, die besagt, 
daB sich die beidenBogenhalften imScheitelgelenkc nicht gegeneinander 
verdrehen. Genau wie beim geraden Trager ist aueh am Bogen das Biege­
moment in einem beliebigen Querschnitt gleieh der Summe der Momente 
aller Lasten und Auflagerdriieke links bzw. reehts vom Sehnitt, bezogen 
auf die Schnittstelle. Da im Scheitelgelenk c kein Biegemoment iiber­
tragen werden kann (s. Nr. 63), Iautet die vierte Gleiehgewiehtsbedingung: 

Me = 0. (70,2) 
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Mit Hilfe der vier Gl. (70,1) und (70,2) sind wir imstande die vier auf­
tretenden Unbekannten, namlich die heiden Komponenten jedes Kampfer­
druckes zu herechnen. Da wir dann auch M, N, Q an jeder heliebigen 
Stelle des Bogens zu bestimmen imstande sind, stellt der Dreigelenkbogen 
ein statisch bestimmtcs System dar. 

Ahnlich wie beim GerbertTager konnen wir auch hier die heiden 
Bogenh.alften als zwei starre KOI1JCr betrachten, von denen jeder im 
Gleichgewicht sein muO. Denn da der ganze Bogen im Gleichgewicht ist, 
muO dies auch fUr jeden seiner TeiIe zutreffen. Die heiden Scheiben sind 
dann auGer mit den Lasten und den Kampferdrucken noch mit dem nach 
Gro3c und Richtung unbekannten Gelenkdruck G bela stet I (Abb. 105, 
BiId 2). Fur jede Scheibe gelten die drei Gleichgewichtsbedingungen 
des starren Korpers und diese insgesamt sechs Gleichungen reichen 
aus zur Bestimmung von je zwei Komponenten der Kriifte K •• Kb und G. 

71. Zeichnerische Bestimmung der Kampferdriicke. Die Stiitzlinie. Bei 
beliebiger Richtung der Lasten bestimmt man die Kampferdrucke am 
besten zeichnerisch. 

1. Wir betrachten zunachst den Fall, daO auf dem Bogen nur eine 
einzige Last P wirke, die etwa an der linken Bogenhiilfte angreifen mage 

(.... fs. 
"-r: ---- (J c H~ 

: G~ 
, -----~~ 

~ 
Abb.l06. 

(Abb. 106). Dann ergehen sich die 
Kampferdrucke auf Grund folgender 
Dberlegung: J ede Scheibe muB fur 
sich im Gleichgewicht sein. An der 
rechten Scheibe greifen nur zwei 
Krafte an: Der Klimpferdruck]{b und 
der Gelenkdruck G. Da Gleichgewicht 
hcrrscht,muO nach Nr.10 G =Kb sein 
und beide Krafte mussen in der Ge­
raden c ..• b liegen. An der linken 

Scheibe grcifcn drei Krlifte an: K., P und G. Ihre Wirkungslinien 
mussen, da Gleichgewicht herrscht, nach Nr. 10 durch denselben Punkt 
gehen. Dieser ist durch den Sehnitt von P mit G, d. h. von P mit 
der Geraden c ••• b. gegeben. Damit sind die Riehtungen der beiden 
Kampferdriieke bekannt. Da der ganze Bogen im Gleichgewicht ist, 
mussen P, K., Kb ein geschlossenes Kraiteek mit stetigem Umlauf sinn 
hilden. Aus ihm folgen GraBe und Richtungssinn der heiden Kampfer­
driieke. 

2. Betraehten wir nun einen Bogen mit einer Last PI auf der linken 
und einer Last PI auf der rechten Bogenhiilfte (Ahb.107). Um in diesem 

1 Wieder ist nach dem Gegenwirkungasatz der Gelenkdruck, den die rechte 
Scheibe auf die linke auallbt, gleich groB und entgegengesetzt gerichtet dem Gelenk­
druck, den die rechte Scheibe auf die linke ausllbt. 
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FaIle die Kampferdriicke K. und K6 zu bestimmen, denken wir uns 
zunachst nur die Last PI aIlein wirkend und ermitteln nach der unter 1-

angegebenen Konstruktion die dadurch hervorgerufenrn Kampferdrucke 
/(~ und Kb (Krafteck I). Sodann 
denken wir uns P, allein wirkcnd 
und bestimmen mittcls derselben 
Konstruktion die nunmchr auf­
tretenden Kampferdrucke K~' und 
K',,' (Krafteck II). Diese beiden Be­
lastungsHille geben iiberlagert den 
ursprunglich gegebenen Belastungs­
ztlstand. K. muG sich also als Re­
sultierende von K~ und K~', Kb als 
Resultierende von K~ und K~' ("r­

Abb. 107· 

geben. (Kraftecke III und IV. Man achte stets auf elas zwischen den 
Kraftecken entstehende Paralle1ogramm!) 

Auch die GroBe des Gelenkdrucks G kann im Kriifteplan abgelesen 
wcrden. G muG mit K. und Pl bzw. mit Kb lmd P2 zusammen ein 
geschlossenes Krafteck bilden. Tm Lageplan m(iss('n sich die Wirkungs­
linien yon G, Pl , Kg und die von G, P2, /(6 in je eincm Punkt schneiden. 
Fassen wir den Punkt 0 als Pol des Kraftecks del' Lasten PI und P'}, 
auf, so sind Kg, G, Kb die Polstrahlen. Die Parallelen 1m Lageplan bilden 
dann ein Seileck, das durch die drei Gt'lcnke des Bogens geht. Dieses 
ScHeck nennt man Stutzlinie. Die Stutz-
linie ist in Abb. 107 strichpunktiert ein­
Rezeichnet. 

3. Wirken auf den Bogen belie big viele 
Lasten (evtl. auch verteilte Belastungen), 
so fassen wir die Lasten auf del' linkt'u 
Bogenhlilfte zu einer Resultierendcn R" 
die <'.uf del' rechten zu einer Resultieren­
den R, zusammen. Mit Hilfe dieser bei­
den Krafte bestimmen wir wie unter 2. 

die Kampferdriicke (Abb. 108). Greift 
eine Last im Punkt c an, so ist es gleich­
giiltig, ob man sic zu den Kraften der 
linken oder del' rechten Bogenhalfte zahlt. 

o 

Abb.108. 

Fassen wir den Punkt 0 wieder als Pol des Kraftecks del' Lasten auf 
nnd ziehen die zu samtlichen Kraften gehOrigen Polstrahlen sowie die 
dazu parallelen Seilstrahlen, so bilden die letzteren wieder die Stiitzlinie. 
Betrachten wir das Krafteck, so sehen wir, daB die einzelnen Polstrahlen 
gleich sind den Resultierenden del' aufeinander folgenden iiuBert'n Krafte 
am Bogen: Der erste Polstrahl ist gleich Kg. Dcr zweite, Yl' ist gleich 
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der Resultierenden aus K" und P1, der dritte, r2, ist gleich der Resultie­
renden aus r1 und P2 bzw. der Resultierenden aus K", Pi> P2 und damit 
gleich dem Gelenkdruck G usw. Betrachten wir nun die Sttitzlinie, so 
sehen wir, daB sie tiber dem Bogensttick a . .. 1 mit der Wirkungslinie 
von K", tiber dem Bogensttick 1 ... 2 mit der Wirkungslinie von r1> tiber 
dem Bogensttick 2 ... 3 mit der Wirkungslinie von r2 zusammenfallt. 
Denn 1'1 muB im Lageplan durch den Schnittpunkt von K" und P1, r2 

durch den Schnittpunkt von r1 mit P2 gehen. Wir kommen also zu dem 
wichtigen Ergebnis, daB die Stiitzlinie stets die Wirkungslinie der Resul­
tierenden der am Bogen aufeinander folgenden auBeren Krafte angibt. 
Dabei ist es nattirlich gleichgtiltig, ob man die Kr~ifte von links her oder 
von rechts her kommend geometrisch addiert. 

Der Begriff der Sttitzlinie ist nicht an den Dreigelenkbogen gebunden 
und man kann auch ftir Rahmen und Gewolbe Sttitzlinien zeichnen. 
Allgemein versteht man unter der Stiitzlinie eines Tragwerks ienen Linien­
zug, den man erhiilt, wenn manfiir siimtliche Querschnitte die Wirkungslinien 
der Resultierenden aUer iiufJeren Krafte links bzw. rechts von der Schnt"ttstelle 
bestimmt. So ergibt sich hei Belastung des Tragwerks mit Einzelkraften 
ein Polygonzug, bei verteilter Belastung eine stetig gekrtimmte Kurve. 
1m letzteren FaIle gibt die Tangente in einem heliehigen Punkt der Kurve 
die Wirkungslinie der Resultierenden aIler auBeren Krafte links hzw. 
rechts vom zugehorigen Querschnitt an. 

Da die Stiitzlinie des Dreigelenkbogens unter anderem auch die Wir­
kungslinie des Gelenkdrucks enth.alt, muB sie fUr jede beliebige Belastung 
stets durch das Scheitelgelenk hindurchgehen. Da sie auBerdem noch 
durch die beiden Kampfergelenke gehen muB, kann sie auch als dasjenige 
Seilpolygon der Lasten definiert werden, das durch die drei Gelenke des 
Bogens hindurchgeht 1. 

Wir beachten, daB die Form der Sttitzlinie des Dreigelenkbogens nur 
von der Lage nnd GroBe der Lasten und von der Lage der drei Gelenke 
abhangt, nicht aber von der Form der zwischen den Gelenken liegenden 
Bogenteile. 

72. BestimmuIl..g von Biegemoment, Nonnal- und Querkraft mit Hilfe 
der Stiitzlinie. Ebenso wie beim geraden Trager fassen wir auch beim 
Bogen die inneren Krafte, weIche in den einzelnen Querschnitten wirksam 
sind, zu Biegemoment, Normalkraft und Querkraft (211, N, Q) zusammen. 
Die Verbindungslinie der Schwerpunkte der einzelnen Querschnitte heiBt 
Bogenachse. Legen wir in dem betrachteten Querschnitt eine Tangente 
an die Bogenachse, so wirkt N in dieser, Q senkrecht dazu. M, N, Q 
bezeichnen wir als positiv, wenn sie die in Abb.109, Bild 1 angegehenen 

1 Diese Definition ist eindeutig. Man kann zeigen, daB es nicht etwa mehrere 
Seilecke gibt, die durch die drei gegeb€Den Punkte a, b, c geheo. 
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Richtungen haben. Wie beim Trager bezeichnen wir auch hier als 
positives Biegemoment ein solches, das in den oberen Fasem des Bo­
gens Druck, in den unteren Zug bewirkt. Auch die Querkraft hat die­
selbe positive Richtung wie seinerzeit. Nur die Normalkraft nimmt 
man, im Gegensatz zurn Trager, am 
Bogen in der Regel dann als positiv 
an, wenn sie eine Druckkraft ist, da 
dasAuftreten von Zugkraften in einem 
Bogen eine Ausnahme darstellt. 

Wollen wir M, N, Q in einem be­
liebigen Querschnitt s des Bogens be­
stimmen, so denken wir uns wieder 
einen Schnitt gefiihrt und stellen 
fiir einen der abgeschnittenen Teile 
die Gleichgewichtsbedingungen des 
starren Korpers auf. An dem in Abb. 
109, Bild 2 dargestellten Bogenteil 

M~Pz ~ ~ M Hk~ c ~ 
s~ b 
~ 1 NlJ 

.£, ?rN / ~ e 
11- n, 

Abb.l0g. 

miissen sich K a, P1, M, N, Q im Gleichgewicht befinden. Setzen wir die 
Stiitzlinie als bekannt voraus, so kennen wir die Lage der Resultierenden r1 

von Ka und Pl' Die GroBe von r1 kann aus dem Krafteplan entnommen 
werden. Es miissen also r1, M, N, Q im Gleichgewicht sein. 1st t die 
Tangente, n die Normale der Bogenachse an der Stelle s, so miissen zu­
nachst die Summen der Komponenten aller Krafte sowohl in der Rich­
tung t als auch in der Richtung n gleich Null sein und drittens muB noch 
die Surnme der Momente alIer Krafte urn einen beliebigen Punkt, als den 
wir den Schwerpunkt des betrachteten Querschnitts wahlen, verschwin­
den. SchlieBt die Richtung der Stiitzlinie (es ist immer jener Teil der 
Stiitzlinie zu betrachten, der zu dem Bogenteil gebOrt, in welch em s 
liegt) , mit der von t den Winkel", ein, hat ferner die Stiitzlinie vom 
Schwerpunkt des Querschnitts den Abstand e, so liefem die genannten 
drei Gleichgewichtsbedingungcn: 

(72 ,3) 

Bei bekannter Stiitzlinie konnen wir also nach diesen Gleichungen M, 
N, Q an jeder Stelle des Bogens berechnen. Wir konnen jedoch auch 
schon aus dem bloBen Anblick der Stiitzlinie einige Schliisse ziehen. Es 
wird z. B. nach der ersten Gleichung M iiberall dort gleich Null sein, 
wo e =0 ist, wo also die Stiitzlinie die Bogenachse schneidet oder 
tangiert. Da in einem Gelenk niemals ein Biegemoment iibertragen 
werden kann, muB also die Stiitzlinie durch die drei Gelenke des Bogens 
hindurcbgehen, was wir in der vorigen Nummer schon festgestellt 
haben. Mist positiv, falls die Stiitzlinie oberhalb der Bogenachse ver­
lauft, so wie in Abb. 109, Bild 2. Liegt die Stiitzlinie hingegen unterhalb 
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der Bogenachse, wie etwa im rechten Tell des Bogens der Abb.l08, dann 
treten in den zugehOrigen Querschnitten negative Biegemomente auf. 
Der Bogen wird sich dort nach ohen ausbuchten. Indem man die Bogen­
achse dem Verlauf der Stiitzlinie anpaBt, kann man es sogar erreichen, 
daB fur eine bestimmte Belastung im ganzen Bogen M = 0 wird (5. Nr. 77). 
Wir erkennen ferner, daB die Stutzlinie mit der Bogenachse gewohnlich 
nur kleine Winkel einschlieBt. Nach der letzten der GI. (72, 3) ist daher 
die Querkraft stets klein und ihre Wirkung kann am Bogen in vielen 
Fallen vernachIassigt werden. 

73. RechnerischeBehandlung des Bogens bei lotrechter Be1astung. Bei 
lotrechter Belastung ist neben der zeichnerischen Behandlung des Drei­
gelenkbogens auch die rechnerische bequem moglich. Wir betrachten 
den in Abb. 110 dargestellten Bogen von der Spannweite 1, dessen Sehue 
unter dem Winkel IX gegen die Waagrechte geneigt ist und der mit den 
lotrechten Lasten Pl , Pa, ••• p .. belastet ist. lur Berechnung d<'r 
Kampferdrucke Ka und Kb denken wir uns jeden von ihnen in zwei 
Komponenten zerlegt, eine lotrechte und eine in der Richtung der Bogen-

IJ ~-T sehne: Ka in 2l und H', Kb in )8 
und Hit. Wenden wir auf den gan· 
zen Bogen die G!eichgewichtsbedin. 
gungIH.=o an, so erhalten wir: 

Abb.110. 

H' cos IX - H" cos IX = 0 

oder: 
H'=H". 

Die Horizontalprojektionen die. 
ser beiden Komponenten, d. s. also 
gleichzeitig die Horizontalkompo. 
nenten der heiden Kiimpferdriicke, 

nennt man den H orizontalschub H des Bogens. Diese Krafte vCluindern, 
daB die heiden Bogenschenkel auseinanderklappen. Es gilt (5. Abb.llZ): 

H = H' cos IX = H" cos IX. (73.5) 

Es ist zu beachten, daB heim Bogen auch hei lotrechter Bclastung stets 
horizontale Komponenten der Auflagerdriicke auftreten, im Gegensatz 
zurn Trager. 

Zur Bestimmung der Komponenten 2{ und ~ wenden wir die Gleich­
gewichtshedingung I Mi = 0 urn die beiden Kampfergelenke an. Fur 
den Punkt b ergibt sich mit der ausAbb.l10 ersichtlichen Bezeichnung: 

-2ft + Ptxi + P2X~ + ... + p .. x~ = o. 
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Daraus foIgt: 

1" I 

2( =T ~ PiX •. 
'-I 

(73. 6a) 

Fur den Punkt a ergibt sich: 
ltl- PIx,. - Pt.X'1. - ••• - P"x" = 0, 

woraus foIgt: 

1 " 
~ =T~ PiXi' 

'=1 
(73,6b) 

Wir sehen, daB 5l( und It mit den Auflagerdriicken eines Tragers auf zwei 
Stutzen von der Spannweite l ubereinstimmen, der mit derselben Be­
Iastung verse hen ist wie der Bogen [so die Gl. (35,2)]. Wir nennen diesen 
Trager den Ersatzbalken des Bogens. Er ist in Abb. 110 unter aem Bogen 
dargestellt. 

Wir fuhren folgende Bezeichnung ein: 2l, It, rol, 0. bedeuten Auflager­
driicke, Biegemoment und Querknft am Ersatzbalken (eine Normaikraft 
tritt am Ersatzbalken nicht auf). M, N, Q bedeuten Biegemoment, 
Normaikraft und Querkraft am Bogen. Einander entsprechende Punkte 
am Bogen und am Ersatzbalken wollen wir mit denselben Buchstaben 
bezeichnen. 

Um die Bereclmung der Kampferdriicke zu Ende fiihren zu konnen, 
trachten wir den Horizontalschub H zu ermitteln und berechnen dazu 
das Biegemoment M im Punkt X des Bogens (Abb.110 und Ill). Wir 
denken uns den Bogen im Punkt x durchschnitten und wenden auf den 
linken abgeschnittenen Teil die Gleichgewichtsbedingung.2 .~fi = 0 an, 
mit dem Bezugspunkt x. Mit den aus Abb. 111 
ersichtlichen Bezeichnungen gilt: 

M -2lx + Pl'l + PtC" + H', = o. 

Nach Gl. (73, 5) ist 

H'=~. 
COS" 

FemC'r gilt: 
, = y cos lX, 

wo y die Ordinate der Bogenachse an der 
Schnittstelle x ist und zwar von der Bogensehne 
aus gemessen und nicht etwa von einer Horizon­
talen durch den Punkt a. Es gilt also: 

H', = Hy, 
und wir erhalten: 

M = 2(x - PICl-Pt.~I-Hy. 

AUU.ll1. 

21 x - P1C1 - P2Ct. = rol, das Biegemoment im Punkt x des Ersatz-
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balkens [So Gl. (39, 6a)]. Somit gilt fiir das Biegemoment in einem be· 
lie bigen Bogenquerschnitt die einfache Gleichung: 

M = Wl. - H y , (73, 7) 
in der uns nur noch die GroBe des Horizontalschubes H unbekannt ist. 
Wir erhalten jedoch sofort eine Gleichung fur H, wenn wir bedenken, 
daB nach Gl. (70,2) das Biegemoment im Scheitelgelenk des Bogens 
gleich Null sein muB. Bezeichnen wir das Biegemoment im Punkt c des 
Ersatzbalkens mit Wl.c, femer die Ordinate des Scheitelgelenks (gemessen 
von der Bogensehne) mitf, so muB nach Gl. (73,7) gelten: 

woraus folgt: 
Wl.c -Hf = 0, 

H _ IDle 
- I' (73. 8) 

Nun konnen wir die Berechnung der Kampferdriicke zu Ende fumen. 
Die waagrechte Komponente jedes der beiden Kampferdriicke hat die 

_-\bb. 112. 

Es gilt dann: 

GroBe H. Die lotrechte Komponente A von Ka 
If a. wird sich zusammensetzen aus 21, vermemt urn 

die lotrechteKomponente von H' (Abb.112). Diese 
ist H' sin lX = H tg lX [so Gl. (73,5)]. Damit ist 

A = 21 + H tg lX. (73, 9a) 
Auf die gleiche Art ergibt sich die Vertikalkom­
ponente von Kb zu: 

B = ~ -HtglX. (73,9b) 

Ka=yH2+A2, K b =YH2+B2. (73,10) 

Abb.113· 

Urn die Normalkraft N und die Querkraft 
Q an der Stelle x des Bogens zu berechnen, stel· 
len wir die Bedingungen auf, daB fUr den abge­
schnittenen Bogenteil die Summe der Kompo­
nenten alier Krafte einmal in der Richtung der 
Tangente t und zweitens in der Richtung der 
Normalen n der Bogenachse an der Schnitt­
stelle verschwinden muB (Abb.113). Bezeich­
nen wir den Winkel, den t mit der Waag­
rechten einschlieBt, mit cp und projizieren alle 
Kdifte auf die Richtung t, so lautet die erste 
Gleichgewichtsbedingung: 

H' cos (cp -lX) + 21 sin cp - PI sincp -P2 sincp -N = O. 

Set zen wir fUr H' = CO~tX [Gl. (73.5)] ein, so erhalten wir: 

N = (21 - P - P ) sin m + H ~s.Jf.::::tX) . 
I 2 T COS tX 
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2{ - PI - Ps = 10, die Querkraft im Punkt x des Ersatzbalkens. Fiihren 
wir femer cos (qJ - eX) = cos qJ cos eX + sin qJ sin eX ein, so erhalten wir: 

N = [0 + H (ctgqJ + tg.x)] sin1p. (73,11) 

Fiir den hliufig vorkommenden Fall, daB beide Kampfergelenke gleicb 
hoch liegen, ist eX = 0 und es gilt: 

N = 0 sinqJ + H cos qJ. (73,l1a) 

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Richtung n liefert: 

-H' sin (qJ -.x) + 2{cosqJ - PI cosqJ - P2 cos qJ -Q = o. 

Mittels ahnlicher Umfonnungen wie oben erhlilt man daraus: 

Q=[O-H(tgqJ-tgeX)]cosqJ, (73,12) 

bzw. fiir den Fall .x = 0: 

Q = 0 cos qJ - H sin qJ. (73,12a) 
In samtliche Formeln sind 10, qJ, .x mit ihren Vorzeichen einzusetzen. 

qJ und eX sind positiv, wenn Bogentangente und Bogensehne in der 
Richtung x ansteigen. 

74. Beispiel zur rechnerischen Ermittlung von M,N, Q. Fur den in Abb. 114 dar­
gestellten parahelformigen Dreigelenkbogen von 12 m Spannweite, der vier Ein­
zellasten tra.gt, soIl M, N, Q im Punkt x = 3,00 m berechnet werden. 

Da. <% = 0 ist, vollzieht sich die Berechnung nach den Gl. (73, 7). (73,11 a), 
(73,12a). Zur Gewinnung der Ordinate y des Punktes :¥ stellen wir die Gleichung 
der Bogenachse Y = Y (x) auf. 1st allgemein die Spannweite des Bogens Z und die 
ScheitelhOhe /, so mua die gesuchte Parabelgleichung die folgenden drei Bedingungen 
erfiilIen: 1. Fur x =0 mull Y =0 sein; 2. fur x = I muB Y= 0 sein; 3. fUr x = § I 
mua Y = / sein. Die ersten beiden Bedingun­
gen hesagen, daB die gesuchte Gleichung die 
Faktoren x und x -1 haben muB. Da sie 
vom zweiten Grad ist, kann sie nur die Form 
haben: 

y = kx (x-I), 

wo k eine Konstante ist, deren Wert sich 

aus der dritten Bedingung zu k = - 41 er- '" 11 .. ~ 
gibt. (Man setze in obige Gleichung fur a~k-....J:~...L.~!-___ -1... 
x= ~ Z, fur" = I ein und rechne k aus.) 'll ,r.J,QQ 

Allgemein lautetdemnach die Gleichung einer 
Parabel durch die drei Punkte a, b, c: Abb. 114· 

Y = 4 f x (1- x) . 
II 

In unserem Beispiel, wo 1=12 und 1 = 4 ist, erhalten wir: 

y=2. X (12-X). 
9 

Damus folgt fur x = 3 •.. " = 3. 



126 VI. Der Dreigelenkbogen. 

Die zur Berechnung von N und Q nOtigen Werte sin rp und cos rp gewinnen wir 
am besten aus dem Dreieck X'1 'I der Abb.114. X'I = 3. ferner ist nach einer 
bekannten Parabeleigenschaft '1'="S' so daB sich wegen '1'=1-1'=1. '1'2= 2 
ergibt. Somit ist: 

sin rp - -~.---.- - -=- cos rp = ___ 3;:;....c:: = .~ . 
-13'-f2i-1'13' 131+ 21 113 

Zur Berechnung von 91l und 0. im Punkt x des Ersatzbalkens sowie von IDle 
brauchen wir die Auflagerdrftcke des Ersatzbalkens \!{ und~. Denken wir uns die 
vier Lasten zu einer Resuitierenden vom Betrage 12 t vereinigt. die im Abstand 
von 3 m vom linken Auflager angreift. so foIgt aus den Gl. (35. 4): 

Damit erhalten wir: 
\!{=9t. ~=3t. 

IDl = (\!{-2)'3-4'1 = 17 tm. 

e = \!{-2-4 = 3 t. 

Ferner ergibt sich das Moment im Punkt , des Ersatzbalkens zu 

IDle = ~·6=18tm. 
Damit ergiht sich nach Gl. (73. 8) der Horizontalschub 

H = IDle = l8 = 4.5 t. 
f .. 

Nun konnen wir nach Gl. (73.7) das Biegemoment im Punkt x des Bogens berechnen: 

M = IDl- H" = 17 - 4.5" 3 = 3.5 tm. 

Aus Gl. (73. 11 a) folgt die Normalkraft: 

2 3 
N = 0. sin rp + H cos rp = 3 -:= + 4.5 -:= = 5.41 t 

l13 113--
und aus Gl. (73. 12 a) die Querkraft: 

3 2 
Q == e cosrp-H sin rp = 3--= -4.5-:= = 0.00. 

113 113--

75. Zeichnerische Bestimmung des Momentenverlaufs bei lotrechter 
Belastung. Fur lotrechte Belastung ist mit der zeichnerischen Ermittlung 
der Stutzlinie auch der Verlauf der Biegemomente gegeben, denn wir 
werden zeigen, daB die in lotrechter Richtung gemessene Strecke p zwi­
schen Bogenachse und Stutzlinie ein MaB fur das Biegemoment an jeder 
beliebigen Stelle des Bogens darstellt (Abb.11S). 

Nach Gl. (73,7) gilt fUr das Biegernoment im Bogen: 

M=SJR-Hy. 

Wollen wir Min tm erhalten, so ist SJR in tm, H in Tonnen, yin Metern 
einzusetzen. Die Momente SJR im Ersatzbalken werden zeichnerisch dar­
gestellt durch die Ordinaten m eines geschlossenen Seilpolygons der am 
Ersatzbalken angreifenden Krafte (s. Nr. 44). Als ein solches Seilpolygon 
k6nnen wir aber die Stutzlinie mit de .. Bogensehne als SchluBlinie auf­
fassen (s. Abb.115, wo die Konstruktion fUr einen mit zwei Lasten 
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belasteten Bogen durehgefiihrt ist}. Die Polweite diesf's Seilpolygons 
ist der Horizontalsehub H. Ist der LangenmaBstab der Zeiehnung LM, 
worunter die Anzahl Meter verstanden sein solI, die einem em der leich­
nung entsprieht, so ist naeh 
Nr.44 der MomentenmaB­
stab MM = LM' H. Messen 
wir die Ordinaten m unserer 
Zeiehnung in I'm, so gilt: 

£Ill = m (em) ·MM. 

Davon ist der Betrag Hy 
a bzuziehen. Messen wir y 
ebenfalls in em, so haben 
wir es noeh mit dem Liin­
genmaBstab zu verviel­

···N· - .., 

AblJ.115· 

faehen, urn seinen Wert in Metem zu crhalten. Wir haben dann den 
Bctrag y (em) . L M • H = y (em) . MM von 9)~ a bzuziehen und es ergibt skh: 

J[ = (m ._y). MM, 
oder 

Jf = ,It (em) . MM , MM=LM·H. 

Die in Abb. 115 dureh Sehraffen angedeuteten Streeken ,u ergebell also 
mit dem Momentenmaf3stab multipliziert das Biegcmoment an dc-r be­
treffenden Stelle des Bogens. 

Wir beachten, daf3 die l\Iomentc im Bogen (M) gegeniiber denen in 
cineOl geraden Balken derse!ben Spannweite (9)() erhcblieh verkleinert 
sind. Dafur treten im Bogen bctriiehtliehe Normalkrafte auf, die je<loeh 
z. B. von Mauerwerk vie! besser vertragen werden als Biegemomente. 
\Vic beim Balken hat aueh am Bogen die Momentcnlinie unter jeder 
Einzcllast eine Ecke. Dazwischen ist aber jetzt 'der l\1omcntenwrlauf 
nieht mehr linear. 

76. Beispiel zur zeichnerischen Ermittlung des Momentenverlaufs. In All!>. lIt) 

wurde der :\lomentenverlauf filr den in Nr. 74 behandelten Bogen zcicll1lerisch 
ermittelt. AI5 LiingenmaOstab wurde 1 em ... 2 m, als KraftmaOstab 1 CIlI ••• 2 t 
gewlihlt. ~Iit Hilfe der Resultierenden aller Lastell R = 12 t wurden zUllachst rlie 
Klimpferdrueke ermittelt und damit der PolO des Krafteeks fcstgelegt. Die ge­
messene Polweite betrllgt 2.25 em. es ist also H = 2.25'2 = 4.5 t. Damit ergibt 
sieh der MomentenmaOstab: 1 em ..• 2 '4.5 = 9 tm. Nun wurdell von 0 aus die 
iibrigen Poistrahien gezogen und im Lageplan die Stiitzlinie gezeichnet. "'ir sehen. 
daB in der Iinken Bogenhlllfte die Momente durehwegs positiv. in der reehten 
negativ sind. Der im Punkt x = 3 m gemessene ,,'ert p = 0.4 em. In diesem Quer­
schnitt wirkt also ein Biegemoment M=0.4·9= 3.6tm. was mit dem in Nr. i4 
errechneten \Vert hinreichend gut ubereinstimmt. 

'Wir sehen. daB die Stiitzlinie parallel zu der im Punkt x an die Bogenaehse 
gelegte Tangente verllluft. Naeh den Gl. (72. 3) ist also in diesem Querschnitt 
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Q=O und N gleich der Teilresultierenden 1'2 aller KrlHte etwa links vom Punkt x. 
Aus dem KrlHteplan lesen wir ab : 1'2 = N = 2.7.2 = 5.4 t. 

zt 

IX 

· -x;.;:"'+-
2,00 2,00 

1------- t2,00m--------l o 

LM: f l' 1 f Sf MU} 

f i f ft 

5 fO 15 20 tm 
I I I I 

Abb.116. 

77. Bogen mit Streckenlast. Eine auf den Bogen wirkende Streckenlast 
wird zweckmiiBig nicht auf die Uingeneinheit der Bogenachse, sondern 
auf die Uingeneinheit ihrer Horizontalprojektion bezogen. Die zeich­
nerische Ermittlung der Kiimpferdriicke vollzieht sich in genau der 
gleichen Weise wie bei dem mit Einzelkriiften belasteten Bogen, indem 
man die Belastung auf jeder Bogenhiilfte durch ihre Resultierende ersetzt. 
Die Stiitzlinie, die unter der Streckenlast als stetig gekriimmte Kurve 
verliiuft, werden wir zuniichstdurch einen Polygonzug anniihern, der sich 

II ~ , Nil ,: 

/ "~: :: --- \ ':,' 
, ... ,,'" ......... '\ .. ,,, 

/ ,.. .. .. \ '1 '\ a. :: __________ __ "-'- (J \ 

j(, /) /( ' 
/) 

ergibt, wenn wir die Streckenlast in 
geeigneter Weise durch Einzellasten 
ersetzen. Ebenso wie die Mo­
mentenlinie des Triigers wird die 
genaue Stiitzlinie von der geniiher­
ten in den Punkten unter den Tren­
nungslinien der Belastungsfliiche 

Abb. 117· tangiert. 
In Nr.75 stellten wir fest, daB die Stiitzlinie des Bogens als Mo­

mentenlinie des Ersatzbalkens aufgefaBt werden kann. 1st nun der Bogen 
mit einer durchgehenden Gleichlast belastet (Abb.117), so ist die Mo­
mentenlinie des Ersatzbalkens eine Parabel (Nr.42). Die Stiitzlinie ist 
also eine Parabel, die durch die drei Gelenke des Bogens geht. Verliiuft 
auch die Bogenachse parabelformig, so miissen Stiitzlinie und Bogen­
achse zusammenfallen, denn eine Parabel mit vorgeschriebener Achsen-
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richtung (diese wollen wir beim Bogen stets als lotrecht voraussetzen) ist 
durch drei Punkte eindeutig bestimmt (Nr. 74). In einem solchen Bogen 
treten also bei durchgehender Gleichlast nach Nr.72 nirgends Biege­
momente und auch keine Querkrafte auf, sondern lediglich Normalkrafte. 

Fur den in Abb.117 dargestellten Parabelbogen wurden zunachst die 
Kampferdrucke zeichnerisch ermittelt, wozu die Gleichlast uber jeder 
Bogenhalfte durch eine Resultierende ersetzt wurde. Die genaherte 
Stutzlinie wurde dann mit Hilfe von vier der Streckenlast gleichwertigen 
Einzellasten gezeichnet. Wir sehen, daB sie die Bogenachse, die sich mit 
der genauen Stutzlinie deckt, einhullt. 

Wlihrend durchgehende Gleichlast den Bogen sehr gunstig bean­
sprucht, ist bei halbseitiger Gleichlast das Gegenteil der Fall. Wir wollen 
fur einen symmetrischen, parabelformigen Dreigelenkbogen mit halb­
seitiger Gleichlast p die groBten auftretenden Biegemomente berechnen 
(Abb.u8). Wir werden zu die­
sem Zweck M als Funktion 
von x darstellen und durch Dif­
f erenzieren die Extremwerte be­
stimmen. Nach Gl. (73, 7) ist 

M = IDl -Hy. 

Das Gesamtgewicht der Belastung 
ist G = t pl. Damit ergeben skh 
die Auflagerdriicke des Ersatz­
balkens: 

~{ = t G = 3 :1, 58 = 1 G = P: . 

c 

Abb.118. 

Betrachten wir zunachst die linke Bogenhalfte (0:;;;;; x !:: +), so gilt 

mit Gs =px fUr das Biegemoment in einem beliebigen Punkt x des Er­
satzbalkens: 

Fur den Punkt c erhalten wir das Moment: 
I PIS 

IDle = 58 - = -6 . 2 1 

Damit ist nach Gl. (73, 8): 
IDle pIt 

H =T = 16/' 

Fur y ist die Gleichung der Bogenachse einzusetzen [Gl. (74, 13)]: 

41 
y = 1i x (1 - x) . 

Setzen wir diese Werte fUr IDl, H und y in die Gleichung fUr M ein, so 
Chmelka- Melan. Statik. 2. Aufl. 9 
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erhalten wir nach einigen unschwierigen Umformungen: 

M = ~ (l x - 2 X 2) , (0 ~ X ~ ~) • 

Wir differenzieren nach % und setzen den Differentialquotienten gleich 
Null: dM p. (l ) -;t;=g -4% =0, 

woraus sich die Stelle, wo das Extrem zu erwarten ist, zu 
I 

x =--
4 

ergibt. Dieser Wert in die Gleichung fUr M eingesetzt, liefert das gesuchte 
Extrem (es ist ein Maximum) zu: 

pi! 
Afmax = 64 • (77,14a) 

Indem man die Gleichung fur ivI in der rechten Bogenhiilfte auf­
stellt, findet· man auf ganz die gleiche Art (der Leser versuche es), 
daB hier im Punkt X = i l ein Moment 

Pl2 
Jlmin = - 64 (77,14b) 

auftritt. Das groBte positive und das groBte negative Biegemoment sind 
also einander gleich und treten in den Viertelpunkten der Spannweite des 
Bogens auf. In Abb. 1J 8 ist die Stiitzlime und damit der gesamte Mo­
mentenverlauf fUr den halbseitig belasteten Bogen eingezeichnet. 

78. Der Dreigelenkbogen in Fachwerkausfiihrung. Wie schon in Nr. 70 
erwahnt, konnen die beidenBogenhalften auch als Fachwerke ausgefiihrt 
werden. In diesem Fall erfolgt die Bestimmung der Kampferdriicke so­
wie des Druckes im Scheitelgelenk genau wie beim vollwandigen Bogen. 
J ede der beiden Scheiben steht somit unter dem EinfluB einer Anzahl 
bekannter Krafte und es konnen die Stabkrafte nach irgendeinem der 
in Abschnitt IVangegebenen Verfahren ermittelt werden. 

79. Der Dreigelenkbogen mit Zugband. Oft wird beim Dreigelenkbogen 
nul' eines der Auflager als Ge1enk ausgebildet, das andere hingegen als 
bewegliches Lager. Zur Aufnahme des Horizontalschubes H wird dann 

zwischen den beiden Lagern ein Zugband gespannt A (Abb.119)· Bei lotrechter Belastung des Bogens 
11 haben dann die Mauem, auf denen der Bogen 

1ll H H 'i" 
aufliegt, nur die lotrechten Komponenten der 

Abb. 119· Kampferdriicke aufzunehmen. Die waagrechten 
Krafte, welche die Mauern erheblich auf Biegung. beanspruchen, sind 
damit ausgeschaltet. Zeichnerische und rechnerischc Behandlung eines 
Dreigelenkbogens mit Zugband vollzieht sich in genau der gleichen 
Weise wie bei den bisher behandelten Bogen. 
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