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1. Die Bedeutung der Zahl der Verbindungsorgane
fir den Fernsprechverkehr.

Als durch die Erfindung des Fernsprechers die zivilisierte Welt ein neues Verkehrs-
mittel erhielt, mufte man bald darauf sinnen, wenigstens innerhalb der Stidte jedem
einzelnen Teilnehmer die Moglichkeit zu geben, mit jedem anderen Teilnehmer zu
verkehren. Da es nicht moglich war, jeden Teilnehmer mit allen anderen dauernd zu -
verbinden, so wurden alle Teilnehmerleilungen in einer ,Zentrale zusammengefiihrt, wo
dann auf Wunsch der betreffenden Teilnehmer ihre AnschluBleitungen fiir die Dauer
eines Gesprichs miteinander verbunden wurden. Hierzu bediente man sich einer
besonderen, leicht verlegbaren Leitung, eines Verbindungsorganes. Spiter konnten die
Teilnehmer einer Stadt nicht mehr in einer Zentrale untergebracht werden. Die Stadte
wurden in mehrere Bezirke eingeteilt, von denen jeder ein besonderes Fernsprechamt
erhielt. Damit nun alle Teilnehmer einer Stadt miteinander verkehren konnten, mufBten
zwischen den einzelnen Amtern besondere Verbindungsleitungen gelegt werden, iiber
welche dann die einzelnen Teilnehmer miteinander verbunden wurden. Auch diese
Leitungen fallen in die Klasse der Verbindungsorgane.

In der ersten Zeit wurde die Herstellung und die Auflésung der Verbindungen
durch Beamte oder Beamtinnen ausgefiihrt, welche wihrend der Zeit des Gespraches der
beiden Teilnehmer sich der Herstellung anderer Verbindungen widmen konnten, da der
Schlufl eines Gespriches durch Uberwachungsapparate ihnen selbsttitig mitgeteilt wurde.
Mit dem Fortschreiten der Fernsprechtechnik ging man aber dazu iiber, diese Menschen-
arbeit durch Maschinen zu ersetzen. So oft ein Teilnehmer eine Verbindung wiinscht,
wird er automatisch mit einem freien Wé&hler verbunden, der dann, veranlafit durch die
elektrischen Stromimpulse, die von der Station des anrufenden Teilnehmers ausgegeben
werden, den anrufenden Teilnehmer mit dem von ihm gewiinschten Teilnehmer verbindet.
Bei den meisten automatischen Amtern bleibt nun dieser Wihler, der also wiederum ein
Verbindungsorgan darstellt, fiir die Dauer eines Gespridches mit dem anrufenden Teil-
nehmer verbunden; er ist also belegt.

Mit dem Anwachsen des Fernsprechverkehrs wurden unter anderem auch die
Ausgaben fiir die Verbindungsorgane immer gréfer. Schon lange hatte man es auf-
gegeben, die Anzahl der Verbindungsorgane gleich der Anzahl der Anschliisse zu machen;
aber eine allzu grofie Herabsetzung ihrer Zahl bringt eine grofie Verkehrshemmung mit
sich, da eine zu kleine Zahl nicht den Schwankungen des Verkehrs gentigt.

Es sind daher in letzter Zeit von einigen bedeutenden Telephonfirmen und Fern-
sprechtechnikern Erfahrungsformeln aufgestellt worden, aus denen die Anzahl der erforder-
lichen Verbindungsorgane aus der mittleren Gesprichsdauer und der Anzahl der stiind-
lichen Gespriiche bestimmt wird.
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Zunichst ist von der Western Electric Co. in Amerika die Formel aufgestellt worden

i=nt+42 V 1—¢ynt . . . . . . ... ..Q0Q

wobei n die Anzahl der stiindlichen Gespriche, ¢ die mittlere Gesprichsdauer in Stunden,
i die Anzahl der Verbindungsleitungen (iunctio) bedeutet.
Ebenfalls fiir Handfernsprechimter gilt die Formel der ehemaligen National
Telephone Co. in England:
T2
n = ¢

JR— — T 21

T4 l/ 1;_%

3

SchlieBlich ist noch fiir Automatenamter von dem Amerikaner Campbell festgestellt worden:
3
E=nt+28 )t - - - - e i3

Von diesen Formeln zeigen (1) und (3) eine gewisse Verwandtschaft, da beide auf der
rechten Seite einen Summanden n ¢ enthalten. Beginnen némlich mit dem Umfang der Be-
obachtungsstunde i Belegungen und wird jede Belegung durch eine neue abgelost, so ist
i’ =ni.
Diese

'+ nt

Organe bilden also gewissermaflien die Grundorgane, wihrend die
=42V —Hnt
Organe der Western als Zusatzorgane zu bezeichnen sind, ebenso wie die
m 3
=28 0t

Organe von Campbell.
In Formel (1) ist noch das Glied (1 — ¢) beachtenswert. Dasselbe ist augenscheinlich
eingefiihrt, um eine offenbare Ungenauigkeit zu beseitigen. Setzt man némlich

n =4, t=1.
so wiirde Formel (1) ohne dieses Glied, also
i=nt+42) e

ergeben.
i =4+ 42.2 i =121

Da aber nur 4 Gespriiche gefiihrt werden, so sind die 8,4 Zusatzorgane iiberfliissig.
Campbell hat diesen Zusatz fortgelassen, da er bei der tiblichen mittleren Gesprachs-
dauer von 3 und weniger Minuten iiberfliissig ist.
Fig. 1 und 2 zeigen den Verlauf der Kurve

f(n, i) =0,

nach Formel (1), (2) und (8). Wie daraus zu ersehen ist, nimmt die Western-Kurve be-
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deutend grofere Zahlen von ¢ an als Campbell und National, von denen sich allerdings die
National-Kurve langsam der Western-Kurve nihert.

Keine dieser Formeln gibt aber ein direktes Bild vom Giitegrad des Verkehrs einer
bestimmten Zentrale. Es liegt ja wohl auf der Hand, daB eine gréBere Zahl von Verbindungs-
organen einen besseren Verkehr verbiirgt als eine geringere, aber um wieviel der Verkehr
verbessert ist, 1aBt sich aus diesen Formeln nicht erkennen.

Fragt man sich, wodurch der Giitegrad eines Fernsprechamtes in bezug auf die Zahl
der Verbindungsorgane gekennzeichnet wird, so lautet die Antwort: In dem Verhiltnis der
Zeit. in welcher nicht sémiliche Verbindungsorgane besetzt sind, zu der gesamten Beobachtungs-
zeit. Wiirde ndmlich ein neuer Anruf, der zu den bereits vorhandenen n Gespriachen der
Beobachtungszeit hinzukommt, auf einen Moment treffen, in dem sémtliche Verbindungs-
organe belegt sind, so wiirde er erfolglos sein. Je grofer also die Zahl der Momente inner-
halb der Beobachtungszeit ist, in denen alle Verbindungsorgane belegt sind, um so geringer
ist fiir den neuen Anruf die Wahrscheinlichkeit des Erfolges und damit die Giite des
Verkehrs.

Eine auf dieser Basis durchgefiihrte Wahrscheinlichkeitsrechnung wiirde also den
Giitegrad der Anlage zeigen. Im Gegensatz zur Giite der Anlage ist dann die Wirtschaft-
lichkeit der Anlage zu stellen; denn je mehr Verbindungsorgane eingestellt sind, um so
geringer ist die Ausnutzung des einzelnen, um so geringer ist dann auch der prozentuale
Gewinn des in die Verbindungsorgane gesteckten Kapitals. Nun hat W. H. Grinstedt schon
1907 in seiner Arbeit ,,A study of Telephone Traffic Problems* die Wahrscheinlichkeits-
berechnung fiir die Berechnung der Zahl der Verbindungsorgane zugrunde gelegt. Die
rein theoretische Arbeit enthélt aber keine Vergleiche mit der Praxis, auch sind noch einige
Irrtiimer in ihr vorhanden. Der Verfasser dieser Arbeit sah sich daher veranlafit, das Wahr-
scheinlichkeitsproblem noch einmal genau durchzuarbeiten und zugleich durch einen Versuch
die Beziehungen zwischen Theorie und Praxis festzustellen.

2. Grundlagen fir die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf den Fernsprechverkehr.

Im vorigen Abschnitt ist betont worden, dafl die Wahrscheinlichkeit eines nicht erfolg-
reichen Anrufes von dem Verhiltnis der Zeit, in der alle Verbindungsorgane gleichzeitig
belegt sind, zu der Beobachlungszeit abhingt. KEs ist daher festzustellen, ob ein
Verbindungsorgan nicht allein wihrend der Gespriachsdauer belegt ist, sondern auch

1. wihrend der Zeit vom Moment der Herstellung der Verbindung bis zum

Antworten des angerufenen Teilnehmers;
2. wahrend der Zeit von der Beendigung des Gespriches bis zum Trennen der
Verbindung;

3. wihrend der Zeit, in der eine Verbindung hergestellt ist, wo der Angerufene

nicht antwortet.

In Automatenimtern kommt stellenweise noch die Zeit eines Besetztanrufes hinzu,
oder auch die Zeit, in der nur ein Teil der gewiinschten Verbindung hergestellt war, die
dann vom anrufenden Teilnehmer vor beendigter Herstellung der Verbindung wieder
aufgehoben wurde. Alle diese Zeiten sollen unter dem Begriff ,,Belegungszeit” zusammen-
gefallt werden; wohl zu unterscheiden ist hiervon der , Anruf”, worunter in folgendem
immer nur der Moment des Anrufes zu verstehen ist.

Nun ist die Belegungsdauer eine sehr variable Grife, sie kann wenige Sekunden
lang sein, sie kann aber auch mehrere Minuten, ja sogar Stunden dauern. Das letztere
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tritt u. a. in Automaten#imtern ein, wenn ein Teilnehmer nach beendetem Gesprich den
Horer nicht wieder auflegt. Um nun die Berechnung moglichst zu vereinfachen, soll als
Belegungsdauer das arithmetische Mittel aus der Summe der simtlichen Belegungen
verwandt werden. Es ist dann Aufgabe eines Versuches zu beweisen, ob hierdurch das
Verhiltnis zwischen Theorie und Praxis stark beeintrachtigt wird.

Fiir den ersten Teil der Berechnung soll nun angenommen werden, daB die
Miglichkeit vorhanden ist, daB samtliche Belegungen, die innerhalb einer bestimmten
Beobachtungszeit eintreffen, in einem bestimmten beliebig gelegenen Moment der
Beobachtungszeit gleichzeitig vorliegen konnen. Voraussetzung hierzu\ist, daf} die Zahl
der Teilnehmer groBer ist als die Zahl der Belegungen in der Beobachtungszeit. Sind
alle Teilnehmer in einer Gruppe vereinigt, die mit keiner anderen Gruppe in irgend-
welcher Verbindung steht, so mufl die Zahl der Teilnehmer sogar mindestens doppelt so
grof sein wie die Zahl der Belegungen. Bei Gelegenheit der Entwickelung der
Beziehungen zwischen der vorliegenden Aufgabe und dem Bernoullischen Wahrscheinlich-
keitsproblem soll dann nachgewiesen werden, wie die Berechnung sich #ndert, fiir den
Fall, daf diese Bedingung nicht erfiillt ist.

Der Gang der Berechnung soll nun folgendermafBen gestaltet werden. Zunéchst
sollen die Verkehrsverhiltnisse bei unbegrenzten Verbindungsmoglichkeiten nachgewiesen
werden. Hierunter ist zu verstehen, daB so viele Verbindungsmoglichkeiten vorhanden
sind, als tiberhaupt Belegungen gleichzeitiz erfolgen konnen, also bei n Belegungen in
der Beobachtungszeit auch n Verbindungsorgane. In einem zweiten Teile sollen dann
die Verkehrsverhiiltnisse bei einer begrenzten Zahl von Verbindungsmgglichkeiten nach-
gewiesen werden, wobei immer auf die gleichen Verhiltnisse bei unbegrenzten
Verbindungsméglichkeiten zuriickgegriffen werden muB. TIm letzten Teil wird dann
schlieBlich eine fiir die Praxis bequeme Rechnungsart nachgewiesen, wobei zugleich die
bisher bekannten Formeln von Campbell, Western, National einer Kritik unterzogen
werden.

Es ist nur noch zu erwihnen, dal die im folgenden aufgestellten Formeln nur
giiltig sind bei Systemen, in denen die einzelnen Verbindungsorgane allen Teilnehmern
derselben Gruppe in gleicher Weise zugiinglich sind. Ist dies nicht der Fall, so hat der

Teilnehmer mit der besseren Verbindungsmoglichkeit auch die grofere Aussicht auf
Erfolg.

3. Die Versuchsanordnung zum Vergleich der theoretischen
Berechnung mit der Praxis.

Um mit der theoretischen Berechnung das tatséichliche Verhalten in einer Telephon-
zentrale vergleichen zu koénnen, wurde vom Verfasser in der Hauptzentrale des Ver-
wallungsgebdudes der Allgemeinen Elektrizitits-Gesellschaft mit Genehmigung der
Direktion in der Zeit vom 19. bis 30. November 1912 ein zehntigiger Versuch gemacht.

Die Hauszentrale der A. E. G. ist eine automatische Vermittlungsstelle nach dem
System der Firma ,Siemens & Halske“. Zur Zeit des Versuches waren an die Ver-
mittlungsstelle 250 Sprechstellen angeschlossen. Dieselben waren in zwei Gruppen zu
100 und eine Gruppe zu 50 Teilnehmern unterteilt. Fiir den Versuch wurde das zweite
Hundert gewiihit. Jeder Sprechstelle ist ein Vorwéihler zuerteilt, der unter zehn ihm
zuginglichen ersten Gruppenwihlern einen freien Gruppenwihler zu Beginn der Belegung
auswéhlt. Im ganzen standen den 100 Sprechstellen des zweiten Hunderts zehn erste
Gruppenwihler zur Verfiigung, die aber von den weiteren 150 angeschlossenen Teil-
nehmern nicht erreicht werden kénnen.
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Wird nun ein erster Gruppenwihler von einer beliebigen Sprechstelle aus belegt,
so [lieft fiir die Gesamtdauer der Belegung iiber die Priifader vom ersten Gruppenwihler
bis zum Vorwéhler ein konstanter Strom. Dieser Strom wurde den zehn Gruppenwéhlern
des zweiten Hunderts durch eine gemeinsame Leitung zugefiihrt, die von allen weiteren
Stromabgaben frei war. Schaltet man also in diese Stromzuleitung einen Strommesser
ein, so liBt sich an der Grofle des Ausschlages die Anzahl der gleichzeitigen Belegungen
erkennen; denn jeder Gruppenwéhler verbraucht ja aus dieser Leitung den gleichen
konsianten Strom fiir die Dauer einer Belegung. Es wurde daher an dieser Stelle ein
registrierendes Amperemeter eingeschaltet, das also fiir jeden Moment die Anzahl der
vorliegenden Belegungen nachwies. Eine solche Stromkurve vom 27. November vorm.
zeigt Figur (3). Da wéhrend der ganzen Zeit niemals mehr als neun Belegungen gleich-
zeitig verlangt wurden, wihrend zehn Verbindungsorgane zur Verfiigung standen, so
kann fiir die Zeit des Versuches die Anzahl der Verbindungsméglichkeiten in gewissem
Sinne unbegrenzt genannt werden; denn keine der verlangten Belegungen mufite wegen
mengelnder Belegungsmoglichkeit unterbleiben.

Die Anzahl der Belegungen im zweiten Hundert wurde gleichzeitig durch einen
Gesprachszéihler festgestellt, der halbstiindlich abgelesen wurde. Um eine moglichst
grofle Anzahl gleicher Gruppen zu erhalten, wurde die ganze Versuchszeit in halbstiindige
Versuche eingeteilt. Nach den Ablesungen des Zihlers wurden dann die Halbstunden in
Gruppen moglichst gleicher Belegungszahlen eingeteilt. Diesen Gruppen wurden dann
die Stromkurven zugrunde gelegt, aus denen auch die genauen Belegungszahlen ermittelt
wurden. Die mittlere Belegungszeit wurde aus den Stromkurven mittels Planimeter
ermittelt. Der Fliacheninhalt der Stromkurve ist nimlich ein Produkt aus Strom mal Zeit.
Dividiert man daher den Flicheninhalt der Stromkurve durch die Belegungszahl mal der
konstanten Stromstérke, die zur Belegung eines Gruppenwéhlers bendtigt ‘wird, so erhalt
man die mittlere Zeitdauer einer Belegung.

Fiir den Vergleich mit der theoretischen Berechnung wurden die vier grofiten
Gruppen ausgewihlt, da die Wahrscheinlichkeitsrechnung nur dann mit der Praxis
iibereinstimmt, wenn eine moglichst grofe Versuchsreihe zugrunde gelegt wird.

Die erste Versuchsreihe umfafit bei 42 durchschnittlichen Belegungen und einer
mittleren Gesprichsdauver von 0,8325 min 26 Halbstunden.

Die zweite Versuchsreihe umfafit bei 50 durchschnittlichen Belegungen und einer
mittleren Versuchsdauer von 00,8176 min 40 Halbstunden.

Die dritte Versuchsreihe umfaft bei 59 durchschnittlichen Belegungen und einer
mittleren Versuchsdauer von 0,8083 min 33 Halbstunden.
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Die vierte Versuchsreihe umfafit bei 68 durchschnittlichen Belegungen und einer
mittleren Versuchsdauer von 0,7751 min 33 Halbstunden.

Im Verlauf der Berechnung werden nach Aufstellung einer jeden wichtigeren Formel
die theoretischen Werte mif den Versuchsresultaten verglichen werden. AuBerdem
befindet sich am Schlufl dieser Arbeit die vollstindige Auswertung und Berechnung der
zweiten Versuchsreihe,

4. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da8 bei n stiind-
lichen Anrufen a Anrufe wihrend eines bestimmten Zeit-
abschnittes eintreffen.

Die Dauer des fraglichen Zeitabschnittes sei ¢ Min = 1 Stunden.
m

Ferner sei vorausgesetzt, dafl zwei oder mehr Anrufe niemals genau gleichzeitig ein-
treffen konnen, sondern dafl sie immer durch ein, wenn auch aulBerst kleines Zeitintervall T
getrennt sind. Ist T in Stunden ausgedriickt, so laft sich eine Stunde in

1
7,’ =R

solcher Zeitintervalle einteilen, die fortan Zeitteilchen genannt werden sollen, weil sie
gewissermaflen die #ulerste Teilbarkeit der Zeit anzeigen. Unter der Voraussetzung, daf
ein Anruf immer in die Mitte eines solchen Zeitteilchens falle, unterscheidet man zwischen
anrufbehafteten und anruffreien Zeitteilchen. Die Anzahl der anrufbehafteten Zeitteilchen ist
dann gleich n, die der anruffreien Zeitteilchen ist

N=R—n.

Der zu beobachtende Zeitabschnitt setzt sich nun aus einer Anzahl Zeitteilchen zu-
sammen und zwar ist:

Ra:R

m

Es soll nun jedes Zeitteilchen, das in den bestimmten Zeitabschnitt ﬁi.llt,v darauhin untersucht
werden, ob es anrufbehaftet oder anruffrei ist. Da verlangt wird, daB innerhalb des bestimm-
ten Zeitabschnittes genau « anrufbehaftete Zeitteilchen erscheinen, wihrend die tibrigen
R, — a Zeitteilchen anruffrei sein sollen, soll zunichst die Wahrscheinlichkeit berechnet
werden, daB die ersten a Zeitteilchen siamtlich anrufbehaftet sind, wihrend die iibrigen
R, — a Zeitteilchen anruffrei sein sollen.

Als erstes Zeitteilchen konnen im ganzen R Zeitteilchen erscheinen. Die Anzahl der
moglichen Fille ist also M = R. Giinstig- sind alle Fille, in denen ein anrufbehaftetes Zeit-
teilchen erscheint. Die Anzahl der anrufbehafteten Zeitteilchen und somit der giinstigen
Fille ist also G = n. Die Wahrscheinlichkeit, dall das erste Zeitteilchen ein anrufbehaftetes
ist, ist folglich

n
P= g

Ist nun das erste Zeitteilchen ein anrufbehaftetes, so ist mit dieser Wahrscheinlichkeit die
‘Wahrscheinlichkeit zusammenzusetzen, dafl das zweite Zeitteilchen ebenfalls anrufbehaftet
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ist. Die Anzahl der méglichen Fille ist dann um 1 geringer, da ein Zeitteilchen bereits fest-
gelegt ist, es ist
M=R—1.

Gleichzeitig ist aber auch die Zahl der giinstigen Fille um 1 geringer, namlich
G=n—1.

Die Walrscheinlichkeit, daBl das zweite Zeitteilchen ein anrufbehaftetes ist, ist somit

n—1
CR Py
In gleicher Weise ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, daf das 3., 4., . . . a te Zeitteilchen ein
anrufbehaftetes ist, zu
n—2
PB=gp_3
n—=3
Pe=p 3
iw—{a—1)

Pe= g

Die Wahrscheinlichkeit also, daB das erste, zweite, dritte usw. bis ate Zeitteilchen anruf-
behaftet ist, ergibt sich also als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit aus

P1-Pe-P3y - - .+ . Pa=Pg
P, = n(n—1) (1L~2) O ,':(;’l,f,(\“,:f,l)), !
R(R-1)(R—2) . . . . (R—(a—1))

Es ist nun zur Bedingung gemacht worden, daB die iibrigen R, — a Zeitteilchen anruffrei
sind. Es ist daher zunichst die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, daB das (a+1) te
Teilchen ein anruffreies ist. Die Anzahl der méglichen Fille ist wieder um 1 kleiner als bei
der Wahrscheinlichkeit p, nidmlich

M=R—a.

Da aber noch kein anruffreies Zeitteilchen festgelegt ist, so ist die Anzahl der
giinstigen Fille
G=N.

Die Wahrscheinlichkeit, daBl das (a -} 1) te Zeitteilchen ein anruffreies ist, ist daher

R A
Pat+1= R —a"

Da nun das erste anruffreie Teilchen festliegt, wird fiir die Wahrscheinlichkeit, daB das
(a + 2)te Teilchen ein anruffreies ist, die Zahl der giinstigen Fille wieder um 1 geringer,
néamlich

G=N— 1;

gleichzeitig nimmt auch die Zahl der moglichen Fille wieder um 1 ab, es ist

M=R— (a+1),



somit ist

, N
Pat2= E—(a+1)
In gleicher Weise ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, daf das (a -+ 8)te, das (a 4 4)te usf.
bis das R, te Teilchen anruffrei ist:
—2
11 at+3=— R ( a + 2)
N—3
Pers="g— T aro
i o N—(Re—a—1)
PR =R (R, -1
Daraus folgt die Wahrscheinlichkeit, da das (a+ 1) ste, das (a + 2)te usf. bis das
R, te Zeitteilchen anruffrei sind, als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit aus

P‘(a+1)-P'(a+2)-p‘<a+s)--~-p‘<Ra=P‘Ra,
und es ist
Pp, = NN—-1HN—=2)....(N— l,,, —a—1) ®
TR—a)(BE—[a+1]) (R la+2]) (B—|Ra—1)) © " "

Die Wahrscheinlichkeit, dal die ersten a Zeitteilchen anrufbehaftete, die iibrigen R,—a
aber anruffrei sind, ergibt sich dann als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit der Wahr-
scheinlichkeiten (4) und (5) ; némlich

w:Pa-P‘Ru:

nn—1)..m—[a—1).N.(N—1).N—2)...(N— [Ba—a—1])
FR—1). N—la—1) R—a) (R=Ta¥ 1) (R—[a+2) .. (BE—|Ra1) = ©

w =

Fiir die Aufgabe dieses Abschnittes sind nun aber alle Reihenfolgen giinstig, in den R
Zeitteilchen erscheinen, von denen a anrufbehaftet sind, wihrend (R,— a) anruffrei sind.
Die Anzahl dieser Reihenfolgen ist
R
a=(B) ...«

ndmlich die Anzahl der Permutationen von R, Elementen, von denen @ gleiche und (2, — a)

gleiche sind, und es ergibt sich somit die Wahrscheinlichkeit, dafl innerhalb des Zeitraumes

t = 1 gerade ¢ Anrufe erscheinen, wenn innerhalb der ganzen Beobachtungszeit n Anrufe
m

erscheinen, aus Formel (6) und (7)

Weg=1.4.
) __(Ra)ile('n ~D(nr—2)..(n— a——l)N(ﬁN:fl)ﬁ(N 2). (N—[Ra—a—l])r
e = RER—1D)[R=2)..(R—[a =1)(R—a)(R MER=Ta+2).. (R — —1(1)

Formel (8) 148t sich folgendermafien umformen

Ro(Rs—1)(Ra—2)..(RBa— [a—l]) ).n(n—1). (n—a—l])N (N—l) (N—2).. (N—[Ra— a—1])

a(@a—1)(a—2. . 1R.[R—1..R—[a—I)N(RB—a) (B~ [a+1)(R—[a+2)..(R—[R.—1))

_a(n—1)(n—2)..(n—[a—1]). Re(Ra—1) .. (Ra—[a—1]) .N_._(_N—l) (N—2)..(N—[Rg— a—1])
ala— 1)&;1 —92)..1 R.(R—1). .g;e —[a—1)) (R;a)(R*[a—{—l])(R-—w—}—Q]) .(R—[Ro—1))
>< s

W =




Hierin ist

Ferner ist, da R, = £
m
B R—m R—2m R—[a=1]m
B=m'@ m ' om mo
RR—1)(R=9.. ... (B—Ja—1))
_ A B—m) (B—2m)....(R—[a - 1]m)
STme R (R-D(R—9)..... E—Ja—1)
" m 2m [a —1] m)
_ e (=0 (=) )
= , 1 2 al)’
ma.Jm.1(1_R->.(1~E) ..... (1—.]3)
Fiir R = oo wird
m 2m
R’ = 0, - R = 0
1 2
und R = 0, R =0..
. 1
und somit B =
ma
SchlieBlich ist, da N = R —n,
o= (R—n)(R—[n+41]) ... (R—|Ra—1|).(R—Rq) ..... (R—Ry—|n—a—1])
T (R—a)(R—|a+1]) ... (R—[n—1])(R—n)(R—|n+1]) ... (R—[R.—1])
oo R=Ra)(R—Ra—=1) ....... (R—Ia—[n—a=1) |
S B E=Te+1) (R-—{n—1])
(1.’— fi) (13 _ 4 —1) (R— e —1) ..... (1’ S 1])
= ‘oo m/\N MmN M N o T
B @=]axr 1NV B=[a¥2]) .....(B—=[n—1]

1 1 1 1 2 ’ 1 n—a—1
N {'"7“7(,{:@)7(1— wm T~ R) LT ) (1—71{,’;‘7— R ‘)

e (1 *—%) (1 —2t ) (1 —‘i—;—}—) L (1 —“—_“—‘—;—'L“—H)

Fiir 22 == oo wird

Somit ist

n 1\e 1\n-a
U,‘a:( a ) ('n'l') (1 ——';')'1*) L (9



Die rechte Seite von Formel (9) ist nun das (a- 1) Glied des Binoms

[2+(- 2=

LaBt man nun @ nacheinander die Werte

a=0,1,2,...,n
durchwandern, so wird der Wert w, nacheinander gleich dem ersten, zweiten usf. bis
(n -+ 1) sten Gliede des oben genannten Binoms werden.

Will man daher die alternative Wahrscheinlichkeit berechnen, daf} in einem bestimmten

Zeitabschnitt t = 1 entweder 0 oder 1 oder 2 . . . bis n Anrufe eintreffen, so wird
m
W=ws + wWa + Wa .... Wa
a=0 a=1 a=2 a=n

=(0) G) =+ (5] () - b= e+ G G =)
we(url =)

Da aber nicht mehr als n Anrufe vorliegen, muf} eines der oben beschriebenen Ereignisse
eintreffen, die alternative Wahrscheinlichkeit aller dieser Ereignisse ist also sicher.

5. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei unbegrenzter
Verbindungsmoglichkeit auf eine Gruppe von a gleichzeitigen
Belegungen zu treffen.

Vorausgesetzt ist, daf} die mittlere Belegungsdauer konstant ist, und zwar gleich

dem arithmetischen Mittel aus der Summe s#mtlicher Belegungszeiten: die mittlere
Belegungsdauer sei

Die oben gestellte Aufgabe geht dann auf die Aufgabe des vorigen Abschnittes
zuriick: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl bei unbegrenzter Verbindungsmoglich-
keit und einer mittleren Belegungsdauer von ¢ min, innerhalb eines Zeitabschnittes, der
gleich der mittleren Belegungsdauer ist, ¢ Anrufe eintreffen?

Denn wenn die Belegungsdauer konstant ist, so miissen in dem bestimmten Augen-
blick des Versuches, der im iibrigen innerhalb der ganzen Stunde beliebig liegen kann,
alle die Belegungen noch bestehen, die in einem beliebigen Moment des Zeitabschnittes

begonnen wurden, der gleich der Belegungsdauer ist und dem Versuchsmoment voraus-
geht. Es ist also nach Formel (9)

= G-

Fiir eine spitere Aufgabe sei hier schon darauf aufmerksam gemacht, dafl Formel (9)
nicht nur fiir den Beginn, sondern auch fiir den Abschlull der Belegungen gilt, denn bei
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konstanter Belegungsdauer miissen auch innerhalb der ¢ min, die auf den Beobachtungs-
moment folgen, die sdmtlichen a vorliegenden Belegungen beendet werden. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf} innerhalb der mittleren Belegungsdauer a Belegungen beendet werden,
ist also identisch mit der Wahrscheinlichkeit, daB in einem bestimmten Momente
a Belegungen vorliegen. Bei unbegrenzter Verbindungsmoglichkeit ist somit auch die
Wahrscheinlichkeit, daf innerhalb einer bestimmten Zeitdauer a Belegungen beendet
werden, identisch mit der Wahrscheinlichkeit, dafl innerhalb derselben Zeitdauer a Anrufe
eintreffen.

Das Wahrscheinlichkeitsproblem dieses Abschpittes 146t sich noch auf eine zweite
Weise losen.

Man denke sich die n Belegungen, die insgesamt in der Beobachtungsstunde erledigt
werden, einzeln besonders gekennzeichnet: bi, be, b, ... by, .

Die Wahrscheinlichkeit, in einem bestimmten Augenblick auf die Verbindung b: zu
stofen, ist dann

1
Pi=
wenn 1 — t die Belegungsdauer in Stunden ist.

m
Ebenso ist die Wahrscheinlichkeit: nicht auf die Belegung b1 zu stoflen als entgegen-
gesetzte Wahrscheinlichkeit

1

m

p=1—

Die Wahrscheinlichkeit auf die ¢ Belegungen by, bs, ... b, zu stoflen, ist dann die zusammen-
gesetzte Wahrscheinlichkeit aus
1 \e
PP Pa= :

m

Die Wahrscheinlichkeit, auf die n — a Belegungen_ba + 1, ba+2 - - - b, micht zu stoflen, ergibt
sich dann als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit aus den entgegengesetzten Wahrschein-
lichkeiten

' ' ' 1 \n—a
Pa+1-Pa+2-Pa+3---Pn:<1—’7n) :

Die Wahrscheinlichkeit, nur auf die ersten a Belegungen zu stofien, die iibrigen n—a
Belegungen in demselben Moment nicht zu treffen, ist die zusammengesetzte Wahrschein-
lichkeit aus

, , \ 1 \e 1 \n—a
(Pr-Pa-v.Pa) . (Pati.Patz...pa) = ',7;)- 1—*) ‘

m
Will man aber nicht gerade die ¢ ersten Belegungen, sondern . irgendwelche a Belegungen
antreffen, wiahrend man die restlichen n — a Belegungen nicht anzutreffen wiinscht, so ist zu
Dberiicksichtigen, dal n Elemente auf [’] verschiedene Weisen sich zur aten Klasse ohne
a

Wiederholungen kombinieren lassen. Man erhilt also als Antwort auf die Aufgabe dieses
Abschnittes:

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei unbegrenzter Verbindungsmdglichkeit auf ein
Gruppe von a gleichzeitigen Belegungen zu treffen?

wiederum Formel (9):
(71)( 1 )a( 1 )"*a
Wy = : 1— - .
a m m
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Die letzte Ableitung der Formel (9) ist gewdhlt worden, um auf die engen Beziehungen der
vorliegenden Aufgabe mit dem Bernoullischen Wahrscheinlichkeitsproblem hinzuweisen.

Die erste Fragestellung des Bernoullischen Problem lautet (nach Czuber: Wahr-
scheinlichkeitsrechnung I S. 109 ff.) :

Wenn iiber zwei entgegengesetzte Ereignisse p und p’, deren Wahrscheinlichkeiten 1

m

und ( 1— In) konstant sind, n Versuche angestellt werden, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB
K

das Ereignis p a-mal, das Ereignis. p’ (n — a)-mal eintritt,

o= (o) G 0=

Verglichen mit der hier gestellten Frage, ergibt sich, daff in dem Beobachtungsmoment gleich-
zeitig n mal versucht werden soll, ob von den beiden moglichen Ereignissen p und p’ das
eine oder das andere eintrifft. Der einzige Unterschied von dem Bernoullischen Problem
besteht darin, daBl dort die Versuche nacheinander an demselben Objekt (Urne mit schwarzen
und weiflen Kugeln usw.) nmal stattfinden sollen, wihrend sie hier gleichzeitig an n ver-
schiedenen kongruenten Objekten vorgenommen werden.

Bei Besprechung der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist darauf hin-
gewiesen worden, dafl die Wahrscheinlichkeitsformeln unter Zugrundelegung der Belegungs-
zahl streng genommen nur dann Giiltigkeit haben, wenn die Teilnehmerzahl

sz m.

Nunmehr 148t sich auch an Hand dieser Liésung untersuchen, in welcher Weise die Formel
abzuéndern ist, wenn

s <<n.

Es konnen dann nie mehr als s Belegungen gleichzeitig stattfinden. Da im ganzen n Be-

legungen von (L) Stunden Dauer stattfinden, so kommen auf den Teilnehmer
m

1 =
ms ~ S.m

Belegungsstunden. Die Wahrscheinlichkeit, daB der Teilnehmer Nr. 1 angerufen hat, ist
dann

1
})1 e —mj'

Und so ergibt sich analog der letzten Losung der Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit,
dafl ¢ Teilnehmer in einem bestimmten aber beliebig gegebenen Moment angerufen haben:

8 1 \e 1 \n—a .
wa:(a)(m’s) (1——;”'8—) Ce e e e e e (Qa

wobel
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Fiir die Berechnung liaft sich nun Formel

waz(:)(—%)"@—ﬁl)""". O (-

wa:<%)(m—1)”_“('%)n B €1

auf die bequemere Form

bringen; diese Vereinfachung ist besonders wichtig fiir die Berechnungen der spéteren Ab-
schnitte, da dort immer wieder w,, fiir mehrere Werte von a berechnet werden muB, alle diese

‘Werté haben aber dann den gemeinsamen Faktor (1)"
m
Die im 4. Abschnitt beschriebene Versuchsanordnung ermoglicht es, die Uberein-
stimmung der rechnerischen Werte der Formel (9) mit der Praxis zu vergleichen. Bestimmt
man nimlich aus den Stromkurven (Fig. 3) die Summe aller Zeiten einer jeden Versuchsreihe,
in der gerade a Verbindungsorgane belegt waren, so ergibt das Verhiltnis dieser Summe

zur Gesamtdauer der Versuchsreihe, die Wahrscheinlichkeit, dafl in einem bestimmten, be-
liebig gelegenen Moment der Versuchsreihe gerade a Belegungen vorliegen.

Ein Vergleich zwischen dem theoretischen und praktischen Werte ergab fiir

Versuchsreihe 1. 7 == 42.
a 4 5 6 7
wq theoretisch = 0,02278 0,00494 0,00087 0,00013
w, praktisch = 0,01930 0,00449 0,00151 0,00029

Versuchreihe II. n = 50.
a 4 5 6 T
w,e theoretiseh = 0,03519 0,00907 0,00191 0,00034
w, praktisch = 0,03250 0,00998 0,00208 0,00046

Versuchreihe III. 7 = 59.
a 4 5] 6 7
we theoretisch = 0,05335 0,01624 0,00405 0,00085
w, praktisch = 0,04934 0,01222 0,00222 0,00043

Versuchsreihe IV. n = 68.
a 4 5 6 7
we theoretisch = 0,06795 0,02361 0,00642 0,00151
we praktisch = 0,06475 0,01985 0,00520 0,00048

Bei obigen Vergleichen muf beachtet werden, dall die Wahrscheinlichkeitsrechnung
dem ,,Gesetz der groBen Zahlen“ unterworfen ist; dies trifft hauptsichlich fiir die Werte
a =6 und a =7 zu, da hier die Zahl der giinstigen Fille verhdltnisméfig gering ist. Unter
Beriicksichtigung dieser Einschrinkung konnen obige Vergleichswerte als ausreichend be-
zeichnet werden.
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6. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB8 die Anzahl der
gleichzeitigen Belegungen bei unbegrenzter Verbindungs-
moglichkeit den Wert a nicht iibersteigt ?

Die.verlangte Wahrscheinlichkeit ist eine alternative, niamlich die Wahrscheinlichkeit,
daB entweder O oder 1 oder 2 . . . . bis zu ¢ Belegungen gleichzeitig vorliegen. Es ist nun

nach Formel (9)
n 1\0 1\
wior= (o) (';,;') (‘ —7,7)
1y 1\n—1
() (1 =2)
1\2 1\» 2
(37) (‘ —7;;)
n 1\e 1 \n—a
we= (o) G (=)

Die alternative Wahrscheinlichkeit aller dieser Wahrscheinlichkeiten ist dann

W=wy+ w, +w,+ . . . + we

n 1\0 1 \» n 1\ 1\e—1 n 1\e 1 \n—a
w=(o) () = af+ () G G=af o+ () G (-5 @
Wiirde man den Versuch, auf ¢ oder weniger gleichzeitize Belegungen zu treffen, jeden
Moment der Beobachtungszeit wiederholen, so ist nach dem Grundbegriff der Wahrscheinlich-
keitsberechnung bei geniigend grofier Beobachtungszeit W, das Verhiltnis der giinstigen

Momente zur Gsamtzahl der Beobachtungsmomente.

Uber die Werte w, bis 1, 1iBt sich nun im Zusammenhang mit dem Bernoullischen
Problem folgendes sagen:

w, bis w, sind Funktionen, wobei a die Werte von 0 bis n einnimmt

g )a: ';‘(a) .

a=0

Fir diese Werte bleibt die Funktion immer positiv; sie erreicht ein Maximum fiir

a:-ﬁ—l—(12
da in diesem Falle
1
a_m
n= 1
1

a m

n—« 1 —1
m

denn nach dem ersten Teil der Bernouillischen Theorie ist unter allen Ergebnissen, die
in n Versuchen méglich sind, dasjenige am wahrscheinlichsten, in welchen das Ver-

hélinis a : (n —a) der Wiederholungszahlen von p und p/ dem Verhiltnis L :(1_1_) der
m m

Wabrscheinlichkeiten gleich oder am néchsten ist.
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Diese Eigentiimlichkeit des vorliegenden Wahrscheinliehkeitsproblemﬁl wurde mit-
geteilt, da" sie spdter bei der Kritik der Formeln der Western und von Campbell von
Interesse ‘sein wird.

Eine #hnliche Wahrscheinlichkeit, wie die in Formel (11) geloste, ist folgende:

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daBl in einem bestimmten Moment mindestens
a Belegungen vorliegen?

Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich wieder als alternative aus Formel (9)

Wo = wWa + wWa+1+ . . . + wsy
n 1\e 1\n—a n 1\a+1 1 \n—(a+1) 1\»
wo= (o) () (=) "+ ) G (=) ot ()
Formel (13) soll wiederum zu einem Vergleich mit der Praxis benutzt werden. Es ergibt

Versuchsreihe I. n = 42.
a 4 5 6 7
W theoretisch = 0,02874 0,00596 0,00102 0,000145
W, praktisch = 0,02656 0,00628 0,00179 0,000288

Versuchsreihe 1I. 7 = b0.
a 4 5 6 7
We theoretisch = 0,04656 0,01137 0,00230 0,00039
W, praktisch = 0,045615 0,01265 0,00267 0,00071

Versuchsreihe 111. = = b9.
a 4 b 6 7
We theoretisch = 0,07467 0,02138 0,00607 0,00103
We praktisch 0,06457 0,01523 0,00301 0,00078

It

Versuchsreihe 1IV. n = 68.
a 4 ) 6 ki
We theoretisch = 0,09986 0,03191 0,00830 0,00188
W, praktisch = 0,09028 0,02663 0,00568 0,00048

7. Die Begrenzung der Verbindungsmoglichkeiten auf
i Verbindungsorgane.

Nachdem in den vorhergehenden Abschnitten die Ausnutzung der Verbindungs-
organe bei einer unbegrenzten Zahl von Verbindungsmoglichkeiten besprochen worden
ist, soll nunmehr zur Betrachtung der Verkehrsverhiiltnisse bei begrenzten Verkehrs-
moglichkeiten iibergegangen werden.

Es sei in Figur 4 ein Teil einer beliebigen Verkehrskurve dargestellt. Die Zeit
schreitet von links nach rechts fort. Der Einfachheit halber ist die Belegungsdauer
konstant angenommen, so dafl also die erste Belegung bei 1 beginnt und bei 1’ beendet
wird, die zweite bei 2 beginnt und bei 2’ beendet wird, usw. Wahrend bei unbegrenzter
Verkehrsmoglichkeit die Verkehrskurve der dufleren Linie folgen wiirde, wird sie nach
Begrenzung der Verbindungsorgane auf 4 in der dargestellten Zeit auf die stark gezogene
Linie zuriickgefiihrt werden.
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Dies beruht darauf, dal den Anrufen 5 und 6 keine Belegungen folgen, so daf
in spiiteren Momenten die 4 nach der Begrenzung noch vorhandenen Verbindungsorgane
schlechter ausgenutzt werden, als dies zufolge der Verkehrskurve bei unbegrenztem
Verkehr zu erwarten ist. Der Erfolg ist, dal die Anrufe 7 und 8, trotzdem sie bei
unbegrenztem Verkehr auf eine. Gruppe von 4 resp. 5 Belegungen stofien, dennoch
erfolgreich sind.

Um daher die Wahrscheinlichkeit festzustellen, wann ein (n+ 1)ter Anruf nicht
erfolgreich ist, darf man nicht allein die Wahrscheinlichkeit berechnen, wann er bei

Qerkohrshmie bei ww/(mywmmﬁ% md

z | LS D a
I | '
7

=l -

77

Fig.

unbeschrinktem Verkehr auf eine Gruppe von : oder mehr Anrufen stofen wiirde,
sondern man mul vor allem auch beachten, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich dann
diese Gruppe von i oder mehr Belegungen nach Begrenzung des Verkehrs auf :
Verbindungsorgane als Gruppe von ¢ Belegungen zeigen wird; kurz gesagt, wann diese
Gruppe verkehrshindernd wirkt, so dafll jeder neue Anruf erfolglos bleibt. Es ist daher
zunéchst die GesetzmiBigkeit zu untersuchen, mit welcher eine Gruppe nach Begrenzung
des Verkehrs auf i Organe aus ¢ Belegungen besteht, wenn sie ohne Begrenzung des
Verkehrs eine Gruppe von ¢ oder mehr Belegungen bildet.

8. Unter welchen Umstidnden wird bei Begrenzung des
Verkehrs auf i Organe eine Gruppe, die bei unbegrenstem
Verkehr aus i oder mehr gleichzeitigen Belegungen besteht,

zu einer Gruppe von i Belegungen?

Um die Aufgabe dieses Abschnittes 16sen zu konnen, miissen die Gruppen gleicher
Belegungszahlen nach der Art ihres Entstehens und Verschwindens in 4 Klassen unter-
teilt werden. Wie Figur 4 zeigt, lassen sich folgende Klassen bilden:

1. Eine Gruppe von a Belegungen kann entstehen aus einer Gruppe von (a—7)
Belegungen und am Schluf in eine Gruppe von (¢ — 1) Belegungen verwandelt werden;
diese Form soll eine ,Spitze” genannt werden (Fig. 41).

2. Eine Gruppe von e Belegungen kann entstehen aus einer Gruppe von (a4 1)
Belegungen und in eine Gruppe von (a« + 1) Belegungen verwandelt werden; dies. sei
»Senke” genannt (Fig. 4 II).
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3. Eine Gruppe von e Belegungen kann entstehen aus einer Gruppe von (a+ 1)
Belegungen und in eine Gruppe von (a + 1) Belegungen verwandelt werden; dies werde
»steigende Stufe* genannt (Fig. 4 III).

4. Eine Gruppe von a Belegungen kann entstehen aus einer Gruppe von (a- 1)
Belegungen und in eine solche von (¢ — 1) Belegungen verwandelt werden, welche Klasse
»fallende Stufe' genannt werde (Fig. 4 IV.).

Es ist nun zu untersuchen, welchen Gesetzen die einzelnen Klassen folgen. Zu
diesem Zweck sollen 6 innerhalb der mittleren Belegungszeit nacheinander eintreffende

Versmdonng dn Yorhehrs hwive

R
1

Belegungen von konstanter Belegungsdauer in ihrem Verhalten beobachtet werden, wenn
zu bestimmten Zeitpunkten der Entstehungsperiode, keine, eine, zwei oder mehr Be-
legungen beendet werden. Als Entstehungsperiode soll hierbei die Zeit vom Eintreffen
des ersten bis zum Eintreffen des sechsten Anrufes bezeichnet werden. Gleichzeitig
soll angenommen werden, dafl die Zeit vom Eintreffen einer der 6 Belegungen bis zum
Eintreffen der nichsten konstant ist, und zwar gleich der Zeit vom Eintreffen der letzten
Belegung bis zur Beendigung der ersten. Schlieflich sei noch die Verkehrsmoglichkeit



auf 4 Verbindungsorgane begrenzt. Um auch das Verhalten der fallenden Stufen kennen
zu lernen, sollen zunichst bis zur Beendigung der letzten Belegung keine neuen Be-
legungen eintreffen.

Es ist zuerst der Fall zu untersuchen, dafl wihrend der Entstehungsperiode keine
Belegungen beendet werden (Fig. 5)%*). Wie aus der Figur ersichtlich, bleiben in
diesem Fall samtliche ,steigende Stufen“ von 4 und mehr Belegungen, sowie die ,,Spitze*
nach Begrenzung des Verkehrs auf 4 Organe als Gruppen von 4 Belegungen bestehen,

Verdadarng don Verhehns hwive

Figy. M

sie sind daher ,verkehrshindernd“. Die ,fallenden Stufen“ werden aber zu Gruppen
von 3 und weniger Belegungen, sie sind also nicht verkehrshindernd.

*) (zu den Figuren 5—383) In den Figuren dieses Abschnittes, ist die Verkehrskurve nach
Begrenzung des Verkehrs auf 4 Verbindungsorgane jedesmal stark gezeichnet; dagegen sind die
Abweichungen bei unbegrenztem Verkehr jedesmal diinn angedeutet. Eine punktierte Linie
kennzeichnet zugleich in den abweichenden Fillen den Verlauf der urspriinglichen 6 Belegungen
ohne die neueingefiihrten Belegungen. Um die in diesem Abschnitte untersuchten Unterschiede
genau kenntlich zu machen, sind die verkehrshindernden Belegungsgruppen jedesmal schraffiert
worden, wihrend die anderen wei gelassen wurden.
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Nunmehr soll in Fig. 6—9 nacheinander, zuerst wihrend der ersten, dann wihrend
der zweiten usw., zuletzt wihrend der letzten Entstehungsstufe eine Belegung beendet
werden. Die Untersuchung soll dann darauf beschrinkt werden, welchen EinfluB diese
Verédnderung auf die noch reinen Gruppen der 6 urspriinglichen Belegungen ausiibt.
Man sieht, daB auch in diesem Falle die Spitze sowie die ,steigenden Stufen“ verkehrs-
hindernd wirken, wihrend die fallenden Stufen ein oder mehrere Verbindungsorgane
freigeben (Fig. 6—9).

Die dritte Untersuchungsreihe besteht darin, daB jedesmal wihrend einer Ent-
stehungsstufe zwei Belegungen beendet werden (Fig. 12—15). Hierbei sei zunichst
festgestellt, dal auch in diesem Falle die ,fallenden Stufen“ niemals nach der Begrenzung

Verdmdmmg S Vikehnshne
Adwcl Regqurmng.

p——
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als verkehrshindernde Gruppen auftreten. Bei Beachtung der ,Spitze erkennt man
aber, daf diese nur noch in Fig. 1214 verkehrshindernd auftritt. In Figur 15 dagegen
wird sie nach der Begrenzung zu einer Gruppe von 3 Belegungen. In diesem Falle
waren wéhrend der letzten Entstehungsstufe von 5 Belegungen 2 Belegungen beendet
worden. Ahnlich verhiilt es sich mit den ,steigenden Stufen. Werden auf der vorher-
gehenden Stufe zwei Belegungen beendet, so wird die ,steigende Stufe“ nicht mehr zu
einer verkehrshindernden Gruppe (Fig. 13 und 14). Die Figuren 18 bis 21 geben - Auf-
schluBl dariiber, daBl diese Verdinderungen gegen die beiden ersten Untersuchungen nicht
mehr eintreien, wenn die beiden neu eingefiihrten Belegungen nicht wihrend einer,
sondern wihrend zweier aufeinanderfolgender Entstehungsstufen beendet werden.
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Es folgt nun eine Untersuchungsreihe, bei der 3 Belegungen wihrend zweier auf-
einanderfolgender Entstehungsstufen beendet werden (Fig. 23—26). Wihrend sich auch
hierbei an den anfinglich festgelegten Erfahrungen iiber die ,fallenden Stufen* nichts
andert, sieht man wieder, dafl die ,,steigenden Stufen* und die “Spitzen“ von 4 und mehr
Belegungen verkehrshindernd nur dann wirken, wenn nicht wihrend der beiden vorher-
gehenden Entstehungsstufen 3 Belegungen beendet werden.

‘WMMW S Vb brme
dwich PBegrenang,

Schlieflich fehlt noch eine Untersuchungsreihe fiir eine Beendigung von 4 Be-
legungen wiahrend dreier aufeinanderfolgender Entstehungsstufen (Fig. 29—31). Hierbei
soll zunichst auf die ,,Spitze” und die ,steigenden Stufen* eingegangen werden, und es
zeigt sich wiederum, daB diese verkehrshindernd auftreten, wenn nicht wihrend der
drei letzten Entstehungsstufen 4 Belegungen beendet wurden. :

Da bei einer Begrenzung auf 4 Organe nie mehr wie 4 Belegungen im Verlauf
einer Belegungsdauer beendet werden konnen, so sind weitere Versuchsreihen nicht
erforderlich. Uber das Verhalten der ,steigenden Stufen* und der ,Spitzen“ kann man
nach dem oben Gesagten nunmehr folgende Theorie aufstellen:

Bei einer Begrenzung der Verkehrsméglichkeiten auf ¢ Verbindungsorgane treten
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»steigende Stufen“ und ,Spitzen®, die bei unbeschrinktem Verkehr aus ¢ oder mehr
Belegungen bestehen, stets als Gruppen von i Belegungen auf, wenn nicht wihrend

der letzten Entstehungsstufe 2 Belegungen

n 2 ” ” d ”
”» 3 n ” 4 n
usw.
” (1_1) ” ”» i ”
beendet werden.
Verdmborng Sor Yrkehrbmve
deh PBogronmmng.

Die Begriindung fiir ein derartiges Verhalten liegt darin, dal bei Beendigung der
ersten neu eingefithrten Belegung eine Gruppe von i Belegungen jedesmal besteht. Da aber
die Zahl der nun folgenden Belegungen bis zu der beobachteten Stufe oder Spitze nicht der
Zah] der frei werdenden Verbindungsorgane entspricht, so muf fiir die Zeitdauer dieser
Gruppe ein oder mehrere Organe frei hleiben.
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Es fehlt jetzt noch das Verhalten der fallenden Stufen und der Senken. In den drei ersten
Untersuchungsreihen ist jedesmal festgestellt worden, dafl die ,fallenden Stufen“ nicht ver-
kehrshindernd wirkten. Anders wird dieses Verhalten bei der vierten Untersuchungsreihe
(Fig. 29—31). Hier sind jetzt in Fig. 29 und 30 ,,fallende Stufen* zu beobachten, die verkehrs-
hindernd wirken. Die Ursache wird darin gefunden, dafl der Anruf, dessen Belegungsende
mit dem Beginn der betreffenden ,fallenden Stufe* zusammenfillt, nicht erfolgreich gewesen
ist. Fig. 31 zeigt aber, dafB dies nicht die einzige Bedingung ist, vielmehr muf} noch die zu der
betreffenden ,,fallenden Stufe” gehorige ,,Spitze” durch die Begrenzung sich in eine verkehrs-
hindernde Gruppe verwandelt haben. Hieriiber geben auch die Figuren 32 und 33 Aufschluf.
Fig. 32 zeigt eine Gruppe von 6 Belegungen, wobei wihrend jeder der 4 letzten Entstehungs-
stufen je eine der 4 eingeschobenen Belegungen beendet wird; wihrend in Fig. 33 die Gruppe
von 6 Belegungen in eine solche von 7 Belegungen verwandelt wird; dabei sind im iibrigen
gleiche Verhiiltnisse, wie in Fig. 33 angenommen. Man sieht, daBl hier die Spitze und darum
auch die darauf folgenden ,fallenden Stufen“ sich durch die Begrenzung in verkehrs-
hindernde Gruppen verwandeln.

In dem ganzen vorhergehenden Teil ist noch nicht von Senken die Rede gewesen;
jedoch 148t sich aus dem verwandten Verhalten von ,,Spitzen* und ,steigenden Stufen* darauf
schlieBen, dafl eine gleiche Beziehung zwischen ,fallenden Stufen‘ und ,,Senken‘ besteht. Daf
dies tatsdchlich der Fall ist, 148t sich durch eine kleine Uminderung der untersuchten Zeit-
kurven nachweisen. Man filhre nidmlich nur wihrend einer beliebigen fallenden Stufe der
urspriinglich 6 Belegungen eine neue Belegung ein, so wird aus dieser ,fallenden Stufe eine
»Senke*. TFiihrt man diese Uminderung wéihrend der sémtlichen Untersuchungsreihen
durch, so erkennt man sofort, dal diese ,Senken‘ sich ebenso verhalten wie die ,,fallénden
Stufen*, an deren Stelle sie getreten sind.

Zum Schluf sei noch einmal zusammengefalBt, was in diesem Abschnitt erledigt wurde.
Die Frage lautete:

Unter welchen Umstinden wird durch Begrenzung des Verkehrs auf ¢ Verbindungs-
organe eine Gruppe, die bei unbegrenztem Verkehr aus ¢ oder mehr gleichzeitigen Belegun-
gen besteht, zu einer Gruppe von ¢ Belegungen ?

Die Antwort hierauf ist:

.Steigende Stufen“ und ,.Spitzen* werden durch die Begrenzung in Gruppen von
i Belegungen verwandelt, wenn nicht

wihrend der letzten Entstehungsstute 2 Belegungen

” ” 2 ” ” 3
w s. f. bis » , (i—1)

”
n ” 1 "

beendet werden.

,Fallende Stufen“ und ,,Senken* werden durch die Begrenzung in Gruppen von
i Belegungen verwandelt, wenn:

1. die zugehorige Spitze durch die Begrenzung in eine Gruppe von ¢ Belegungen ver-
wandelt wurde;

9. der Anruf derjenigen Belegung, deren Abschlufi den Beginn der ,fallenden Stufe
bildet, erfolglos war.

Es ist jetzt die Aufgabe der folgenden Abschnitte, die Wahrscheinlichkeit fiir diese
Bedingungen festzustellen. Um diese Frage 1osen zu konnen, ist aber zunédchst die mittlere
Dauer einer Gruppe von a Belegungen bei unbegrenztem Verkehr zu bestimmen; dann ist
festzustellen, wie groB bei b und mehr gleichzeitigen Belegungen die Dauer vom Eintreffen
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der bten bis zum Schluf der ersten Belegungen ist. Nunmehr ist man in der Lage, die
Wahrscheinlichkeit einer ,,Spitze* und ,steigenden Stufe*, oder einer ,Senke* und
»iallenden Stufe von @ Belegungen zu bestimmen und hieran anschliefend die Wahr-
scheinlichkeit, auf eine verkehrshindernde Gruppe von a Belegungen zu stofien oder nicht.

9. Wie grof} ist bei unbegrenztem Verkehr die mittlere
Dauer einer Gruppe von a Belegungen?

Vorausgesetzt ist, dal auf einen bestimmten Anruf 4, desen Belegung im Punkte
A’ beendet ist, noch a—1 weitere Belegungen im Verlaufe der Zeit 4 — A’ folgen,
so daB im Punkte A’ a Belegungen insgesami vorliegen. Da der Punkt A’ zugleich
den SchluB der ersten Belegung bedeutet, so ist zu berechnen, wie grof die durch-
schnittliche Zeitdauer vom Eintreffen der letzten Belegung bis zur Beendigung der

AI4 B C 4'
|

ersten Belegung ist. Man teile wiederum, wie schon im Abschnitt 4, die Zeit 4 A’ in
duberst kleine Zeitteilchen mit der Bedeutung, daB zwei aufeinander folgende Anrufe
immer mindestens um ein solches Zeitteilchen voneinander getrennt sein miissen. Ist
dann R die Gesamtzahl der Zeitteilchen, die den Zeitraum A A’ ausmachen, so ist die
groftmogliche Zeitdauer vom Eintreffen der letzten Belegung bis zum SchluBl der ersten

Tmax. = R — ((l — 1),

denn es miissen erst alle anderen Belegungen eingetroffen sein, die jedesmal mindestens
ein Zeitteilchen voneinander getrennt sein miissen. Die kiirzeste Zeitdauer ist aber

Twin. = 0,
da in diesem Falle der Schlufl der ersten Belegung mit dem Beginn der aten zusammen-
fallt. Es ist also
Tmax. > T Z Tmin.
Es soll zunichst festgelegt werden, in wieviel Fillen der ate Anruf mit dem Punkt C
zusammenfallen kann, wenn
R—(a—1)SCA =0

Durch den Anruf C ist nun ein Zeitteilchen festgelegt, es bleiben also noch R—1
Zeitteilchen iibrig. Von diesen fallen R; auf die Zeit AC und R. auf die Zeit CA4’,
so dal By + R: =R —1 ist. Da nun C der letzte der « Anrufe ist, so sind die sdmtlichen

Zeitteilchen R, anruffrei, dagegen sind von den R; Zeitteilchen ¢ — 2 anrufbehaftet und
[Ri— (¢ —2)] Zeitteilchen anruffrei.

Die variablen Zeitteilchen des Zeitraumes AC konnen daher ( R12) Lagen zu ein-
a—

ander einnehmen, wihrend die Zeitteilchen des Abschnittes CA’ nur (R?) =1 Lagen ein-
0

nehmen konnen.
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Die Anzahl der Kombinationen, bei denen der ate Anruf mit dem Punkte C zu-
sammenfillt, ist daher:

L B
u_&_»..............m

Ist nun die Belegungsdauer eines Anrufes ¢, so ist in allen diesen F. Fillen

l__l_?‘l
c4' = B b

_R—1—n
= z

Wiirde man daher jeden dieser ¥, Fille kiinstlich darstellen, so wiirde die Gesamtsumme
der Zeiten CA4’

Tcz( R, ) R—1—R

a—2) " R (15
sein.
Nun kann aber der Punkt C simtliche Lagen einnehmen, in denen
R—(@a—1)SC4>0
ist, oder da CA’ = (R—1)—R,
R—1)—[BR—(a— ] <B—-—1)—|B—1D)—R]<R-1—0,
(=2 R =R—1). . . . . . . . . ...(6

Die Anzahl aller Kombinationen, in denen der ate Anruf eine ihm mogliche Lage ein-
nimmt, ist daher

R—1

F:ZFc:E(aIE2> N e

a—2

Es ist nun (Netto Combinatorik S. 15 [10])

Ri=R-1
2 (aIEZ):(afl)'
Ri=a-—2

Die Summe aller diesen Kombinationen entsprechenden Zeitabschnitte C.4’ ist dann:

R—1 R—1
RN R\ R—1—R t R
= o=, (a_‘2> N X ERN) (a_‘2) (R—1—R).
a—2 a—2,
Hierin ist
R—l—RI:(Rhll—R‘).
Somit ist
RA—I
AN (R—L—Rl)'
R i \a —2 1

a—2
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Setzt man
R —1—R =r so ist

da aber

r i;(fggo V)=t (5) oo

r=01.

(siehe Netto, Combinatorik S. 15 [11]).
Ist I’ die Anzahl der moglichen Kombinationen und 7 die Summe der Zeiten CA4’
aller dieser Kombinationen, so ist das arithmetische Mittel aus allen Zeiten CA4’

e
ts:~F...............(19

f(R
_R\a)
T L)
a—1

Lo RIB—(@=Dla=1! 1 R—(e—1) 1,

T al/(R—a)IR! "R T R ‘a

lim _R—(a—1) 1 1
R=o|® = R a t]"Tt
a

Die mittlere Zeit vom Eintreffen des letzten von a Anrufen bis zur Beendigung des ersten
ist gleich dem aten Teil der mittleren Belegungsdauer.

Weiter ist es wichtig zu erfahren, wie grofi der mittlere Zeitraum vom Eintreffen
eines beliebigen der « Anrufe bis zum Schlull der ersten Belegung ist. Angenommen, es
handele sich um den bten Anruf, dann miissen auf ihn noch a— b weitere Anrufe folgen.

Trifft nun dieser Anruf im Moment B ein, so teilt er wiederum die noch nicht fest-
liegenden R —1 Zeitteilchen in R, Teilchen des Zeitabchnittes AB und Rs: Teilchen des
Zeitabschnittes B4’. Von den R; Teilchen des Zeitabschnittes 4B sind nun b — 2 anruf-
behaftet, von denen des Abschnittes BA’ sind es «¢ — ). Die Anzahl der Kombinationen.
in denen der bte Abruf im Moment B eintreffen kann, sind daher

(R R, \ _( R (R—l)——Rl)
ma= () () =(L B ) (P07 R) e

Die Grofle des Zeitabschnittes BA’ wird wiederum bestimmt zu

v _ By, (R—1)—R,
BA' = B t = BE— t.
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Die Summe aller Zeitabschnitte BA’, die sich aus der Anzahl der Kombinationen Fp ergibt, ist

TB:(I)IE2)'((R;1_);R‘) (”;%_—!?1, (22

Um die Gesamtzahl der moglichen Kombinationen zu bestimmen, sind zunéchst die Grenzen
festzulegen, zwischen denen B liegen darf. Da auBer dem ersten Anruf noch weitere b — 2
dem Anruf in B vorangehen miissen, darf BA’ im grofiten Falle sein

Pmaz = B —[b—1].
Da noch a — b Anrufe folgen miissen, wird

Ponin = @ — b.

Man erhilt somit

R—[b—1SBA>a—b . . . . . . . ... . (2
b—2Z R, <|B—1]—la—b]
Die Gesamtzahl der moglichen Kombinationen ist somit

R;= [R~1]—[a—b]

F = 2 Fg= ng;_Z (b}ilz) (LR‘—all;R,)
TS  m (R —1—B)
R,zz,,_z (”—2) ( [a—D] )

Setzt man nun

r=(R—1)— R, — (a —0),

so ist
r=R+1—a
Z_FB: =§" (IR—ll(;_[‘agb]—r) ([a;ﬂ;ﬂ)
da aber
(k) =0
fiir [r:R+2—a’ R—{—S—a],
so ist
pe X 3 () (5 )

E .
:(a_l)NettOS.lo. AL . . (24



Auf gleiche Weise 1iaft sich die Gesamtsumme der Zeitabschnitte BA’” bestimmen, die zu den
F Kombinationen gehtren. Es ist

B, = [R—1]—[a—?]

reXeS( By ) (TR By

Ri=b—2

Ry=[R—1]—[a—b]

“IR Z (bﬁz) (RZI_T,R‘)WW*R»

R=b—2

[R—1]—({a—b] [R—1]1—[a—b]

1 :%{(a—b)bg(bliQ)( _a.l_._le)"*'Z(b_Q)( al le)(R—l—Rl_la_b])}'

Hierin ist nach Formel (24)

[BR—11—[a—b]

Z (bl-e—lfz)(RTzl—;Rl):(afJ

b—2
Ferner ist
[R—1]—[a—b] .
S () e
b—2
[R—1]—|la—1b] -
=a—b+1 2 ([,R_lz) R—;L—;Rl)w—la_———@’:—:}_gﬂj
2—b
[R—1]—[a—b] .
=@ty X () (T

b—2
Dies ergibt analog der Formel (24)

[B—1]—[e—0]

> (ijQ) (RZI_ZR‘).(R—«l—R—La—bl):(a_”“) (FR)

b—2
Somit erhalten wir

=R —1]=[al—?]

_ i R, \ (R—1—R, i
=4 2 (b~2)( a—Db )(R—l—hl) S
Rl=p~2

p fen( e (2)
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Das arithmetische Mittel aus allen Zeiten BA’ ist somit

7

ab:lv;""""""""(26
: t{ta———h)( i{ )+(a+1—b)( )}
b :"; Ry S
2 (h;J
ot j Ri(a—1H!IR—-(a—1)) ! (a+1—0b)
= e Tt RS giRT }
:‘é{(%% —f“n(mu—m}
_ 't {aa-—b)+ EB+Y(@a+1l—b)—ala+1—0b) }
- RS a
= t (Bt1 (la+1]—b)—
- R a
lim _,{R+1 [a+1]—0b 1 (a+1)—
Ko [t =t (T ) =
_ la+1]—0 o7
tsb_la"a] f(Zf/

Fiir die augenblicklich vorliegende Betrachtung sind in der Formel

ts,-b = L'—’LIZ)V‘*—I ¢
o und ¢t konstante Werte.
Dagegen nimmt b simtliche ganzzahligen Werte von 1 bis a ein; je nachdem némlich
im Punkte B der erste, zweite usw. bis a te Ruf angenommen wird.
Beobachtet man den ersten Ruf, so ist

b=1
und daher

_a—141
to =~ 14

d. h. bis zum Schlufl dieser Belegung — denn es ist ja die erste — vergehen ¢ min, d. i. die

Belegungsdauer.
Ist weiter
b=a,
dann ist
1
fb = . t

was schon im ersten Teil dieses Abschnittes bewiesen ist.

Da a, b und 1 ganzzahlige Werte sind, so ergibt sich folgender Satz:

Treffen innerhalb einer mittleren Belegungsdauer noch (@ —1) weitere Belegungen
ein, so teilen die Treffpunkte dieser (@ — 1) Belegungen, welche dem mittleren Abstand
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dieses Anrufes vom SchluB der ersten Belegung entsprechen, die mittlere Belegungsdauer
in a gleiche Zeitabschnitte.

Schon im ersten Teil dieses Abschnittes ist folgender Satz bewiesen worden, der
nunmehr im zweiten Teil seine Bestiitigung findet:

Fallen in den Zeitabschnitt einer mittleren Belegungsdauer ¢ Anrufe derart, daB der
crste Anruf mit dem Beginn des Zeitabschnittes zusammenfllt, so ist der mittlere Zeitabstand
vom Eintreffen des letzten bis zum Schlul der ersten Belegung gleich dem aten Teil der
mittleren Belegungsdauer.

Nunmehr laft sich auch iiber den Zeitabstand eines beliebigen Anrufes bis zum
niichsten Anruf folgendes sagen:

Fallen in den Zeitabschnitt einer mittleren Belegungsdauer ¢ Anrufe derart, daf der
erste Anruf mit dem Beginn des Zeitahschnities zusammenfallt, so ist die Zeitdauer vom
Lintreffen des bten Anrufes (@« > b > 1) bis zum FEintreffen des (b4 1)ten Anrufes
gleich dem a ten Teil der mittleren Belegungsdauer.

Formel (20) bietet Gelegenheit zu einem erneuten Vergleich der rechnerischen
Iirmittelungen mit den Versuchen in der A. E. G.-Zentrale.

Wie Fig. 3 zeigt, 148t sich die Zahl und Dauer der Spitzen von 4, 5, 6 oder 7 Belegungen
ciner jeden Versuchsreihe leicht aus den Verkehrskurven ermitteln.: Der Quotient aus beiden
crgibt dann die mittlere Dauer einer Spitze von 4, 5, 6 oder 7 Belegungen einer jeden dieser
Versuchsreihen. Da ¢ bekannt ist, 148t sich der theoretische Wert durch eine einfache
Rechenoperation ermitteln. Es ergibt:

Versuchsveihe I ow = 42, + = 49,95 sek.

a 4 b} 6 T
(resamtdauer sek. . . . . . . H61 120 24 14
Zahl der Spitzen . . . . . . 61 16 b} 3
Mittl. Dauwer sek. . . . . .. 0.2 8 4,8 47
theor. Dauer sek. . . . . L. 12,99 9,00 8,3 71

Versuchsreihe 1L 22 =50, ¢ = 49,06 sck.

a 4 b 6 T
Gesamtdauer sek. . . . . . . 1866 477 98 24
Zall der Spitzen ... ... M6 15 13 1
Mittl, Daver sek. . . . . . . 106 10,6 H 6
theor. Dauwer sek. . . . . . . 123 9,8 82 7,0

Versuchsreihe L =59, ¢ = 48,48 sek.

a 1 b [§} 7
Gesamtdauer sek. . . . . . . 1833 539 01 14
Zahl der Spitzen . . . . . . 176 60 15 2
Mittl, Dauer sek. . 0 000 . 104 9.0 6.0 7
theor, Daver sek. . . . . . . 1212 9,7 8.1 6.9

Versuchsreihe IV, 2 = 68, ¢ = 46,00 sck.

a 4 ) 6 7
Gesamtdauer sek. . . . . . . 2196 908 270 28
Zahl der Spitzen . . . . . . 227 112 38 6
Mittl. Daver sek. . . . . . . 9,7 81 7,1 4,7
theor. Dauver sek. . . . . . . 118 9,3 7,7 6,6
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10. Wie groB ist bei b und mehr gleichzeitigen Belegungen
die mittlere Dauer vom Beginn der b ten Belegung bis zum
Schlu3 der ersten?

s ist in Abschnitt 9 nachgewiesen worden, dafl die mittlere TDauer vom Beginn der
bten Belegung bis zum Schlufl der ersten

a-—b 41
tob = “a t 1
ist, wobei
a > b

die Anzahl der Belegungen dieses Zeitabschnittes angiht.

‘Wiahlit man nun von den n Belegungen der Beobachtungszeit eine bestimmte Be-
legung aus, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafl in diese Belegungszeit noch (b-—1)
weitere Belegungen der verfligharen (n—1) fallen,

n—1 1yp—b/ 1\ 1 )
Tbbfl‘n'——1~(h__1)-&(1*'}'") ('m) P 3]

In diesem Falle betrigt die Zeitdauer vom Beginn der bten bis zum Schlufi der ersten
Belegung

1
s -1 ="yt

Da nun die Zahl der Fille, in denen genau (b — 1) Belegungen in die Belegungszeit der
ausgewihlten Belegung fallen, proportional ist dem Ausdruck ey - n—1. s0 ist dic
Gesamtsumme der Zeitabschnitte vom Beginn der »ten Belegung bis zum Schlull der
ersten proportional dem Wert

To=1ww-—1,n—1)-15 6 1

N Ly\e b0 1N 1 /]
[I‘_(I»—l)(l—]n) (m’ _<['>,f, Ce e (28

Fallen in die Belegungszeit der ausgewihlien Belegung weitere / Belegungen, so ist

] =1 . Lyn 1=/ 1\
Mom -1 = b T m m)

tsp =, 2 t
sb=p 11"

und

Hieraus ergibt sich

Ty =1wpn—1.tsp

n—1 T\ 1871\ 2
4'( b )(1_117) (\l'n)'g:%-lt'
In gleicher Weise ergibt sich

, =1 1\n-2-871\b+1 3
[b+2_(/)+1>(1um> (ui) '/»+2t

usf. bis

oo {1t —1 AN T\t — )
I""(/l-])(l*m) (;u) 'uvlf'
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Die Gesamtzahl der Fille, in denen b, » + 1, usf. bis n Belegungen vorliegen, ist propor-
tional dem Wert

Wu o ._(;}1:{) (1"“,,17)n_b(nl'1)bil+<n—/,_l) . (l—ﬁll)n 71‘b(%)b +
+(Z:ﬁ)(‘—,iy(i>n e T

Die Summe der Zeitabschnitte vom Beginn der bten Belegung bis zum Schluf der ersten
in allen diesen Fillen ist dann

T=T+To+1+... .+ T
L fe—1 PAr—=by 1 \b—1 2 (n—1 T\n—1-0b71\b
r= b (l:~l) (l‘_m) (m) t+'/);|—71'( b )(1——3“) (W) ot
n—=bf1\n—1

Somit ergibt sich das arithmetische Mittel aus der Summe aller dieser Zeitabschnitte

7
= Wa—1, 6—1

1 fn—1 1T\n—0by 1\0—1 2 (n—1 1\n—1-=b7 1 b n—0bf 1\»—1
—¢ 0 (l)——l)(ljn'i) (m) +7E—}—T( b )(l_m) (m) +j‘_/;ji({71)

o =) )+ ) ) e ()

1 fn—1 n—b 2 n—1 n—1—b n—b
[L,(f'_‘ 1)£7j *]) + ?iv] ( h ) bm — l,)i,,,,,dlb ot /‘T‘:i,, t (30

0 — 1\ n—b i — 1\ a—1—0b
(;:,,]) (m-—1  + (” b )(nz—l) 4.1

AuBler der Dauer vom Eintreffen der b ten Belegung bis zum Schlufl der ersten ist noch
die Dauer der Entstehungsstufen, die zu der b ten Belegung fiihren, von Interesse, mit
anderen Worten: '

Wie grofl ist unter der Voraussetzung, dafi in die Belegungsdauer b oder mehr
Belegungen fallen, die durchschnittliche Dauer einer der Entstehungsstufen, die zu den
b ten Belegungen fiihrt?

Es ist im vorigen Abschnitte schon nachgewiesen worden, dafl die Dauer der ein-
zelnen Entstehungsstufen gleich groB ist und zwar, wenn b Belegungen vorliegen, war

1 .
fs:FtJO
bei (b—1) Belegungen
1
s =pa1h
bei (h—2) Belegungen
1
=012

usf.
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Eine shnliche Entwicklung, wie die weiter oben in diesem Abschnitle angefiihrie,
fithrt dann zu der Formel fiir die durchschniitliche Dauer einer Entstehungsstufe, die
zu b mindestens b Belegungen fiihrt:

1 (e—1), n--b, 1 n—1\. n—1—b 1
_ 75(1)*’1)””——1) +1‘+1( b )(m—l) + ... 77__’1‘1

= — 3t
—1 ‘n— ) — 1 nm—1-
(Z__1>.(m—]) ”+<”h )(m—l) AL |

11. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, auf eine ,Spitze*,
eine ,,Senke“ eine ,steigende“ oder eine ,fallende Stufe“
von a Belegungen zu treffen?

Voraussetzung dieser Frage ist, dah -man auf eine Gruppe von ¢ Belegungen stoft.
Dann ist es aber sicher, dal man auf einen dieser vier Fille trifft. Es sollen daher die
charakteristischen Merkmale dieser vier Fille erortert werden.

Man trifft auf eine ,,Spitze von a¢ Belegungen, wenn

1. in der Zeit vom Beginn der aten Belegung bis zum Moment des Versuches

keine der n — a iibrigen Belegungen beendet wird;

2. in der Zeit vom .Moment des Versuches bis zum Schlu} der ersten der ¢ Belegungen

keine weitere der ibrigen n— a Belegungen beginnt.

Man trifft auf eine ,,Senke“ von a Belegungen, wenn

1. in der Zeit vom Beginn der aten Belegung'bis zum Moment des Versuches

mindestens eine der (n—a) iibrigen Belegungen beendet wird;

2. in der Zeit vom Moment des Versuches bis zum Schlul} der ersten Belegungen

mindestens eine der iibrigen (n— a) Belegungen beginnt.

Man trifft auf eine ,steigende Stufe“ von ¢ Belegungen, wenn

1. in der Zeit vom Beginn der aten Belegung bis zum Moment des Versuches

keine der iibrigen (n— a) Belegungen beendet wird;

2. in der Zeit vom Moment des Versuches bis zum Schlufl der ersten Belegung

mindestens eine der iibrigen (n-— a) Belegungen beginnt.

Man trifft auf eine ,fallende Stufe” von a Belegungen, wenn

1. in der Zeit vom Beginn der aten Belegung bis zum Moment des Versuches

mindestens eine Belegung beendet wird,

2. in der Zeit vom Moment des Versuches bis zum SchluB der ersten Belegung

keine der iibrigen (n — a) Belegungen beginnt.

Es ist nun zundichst die GroRe der Zeit vom Moment des Versuches einerseits und
dem Beginn der a ten Belegung oder dem SchluB der ersten andererseits festzulegen.

Die Wahrscheinlichkeit, auf einen bestimmten Moment der Zeit vom Beginn der a ten
bis zum Schlufl der ersten Belegung zu stoflen, ist fiir jeden beliebigen Moment gleich grof.
Die mittlere Zeit vom Beginn der a ten Belegung bis zum Moment des Versuches ist daher
gleich der Summe aller Zeiten, die sich fiir jeden einzelnen Moment ergibt, dividiert durch
die Gresamtzahl der Momente.

Liegt der Moment des Versuches mit dem Beginn der a ten Belegung zusammen, so
ist die Zeit vom Beginn der o ten Belegung bis zum Moment des Versuches
0.

t"min -
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Fallt der Moment mit dem Schlufi der ersten Belegung zusammen, so ist
te .

t =
"max

Liegt der Moment aber in der Mitte zwischen dem Beginn der aten und dem Schluff der

ersten Belegung, so ist

tr = t:)l
Die Gleichung
tr=[(la)

ist die Gleichung ciner geraden linie, das Mittel aller t,. ist daher

~
"]

ty = -

[\

Aul gleiche Weise lindet man, daB die durchschnittliche Zeit vom Moment des Versuches

biz zum Schlufl der « ten Belegung ist:

tb(
[ Q4
t=-5 (32
Man setze nun in bekannter Weise
fomtp= bz ]
TN T e T 2 me”

Dann ist nach bekannter Formel die Wahrscheinlichkeit, daf in der Zeit t,. keine Belegung

beginnt, oder dall keine Belegung beendt wird,
o _frn—a\ (my ~1\n—a
Po= 0 my

my — 1\n —a
lg = .
La n,

Die Wahrscheinlichkeit aber, dal mindestens eine Belegung in der Zeit i, entweder beginnt

(33

oder beendet wird, ist
my — 1)" —a (34

pa’=1— ( m,

Die Wahrscheinlichkeit, auf eine ,,Spitze” von « Belegungen zu 'treffen, ergibt sich,
da weder vor dem Moment des Versuches noch nach demselben eine neue Belegung beendet
resp. begonnen werden darf, als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit:

)Q(n—a) 3
e e e e e, (35

, my — 1
Ia_ sp = Pa Pa =
m,

Andererseits ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, auf eine ,Senke“ zu treffen, ebenfalls als

zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit
— n— 2
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Die Wahrscheinlichkeit, auf eine ,steigende Stufe* zu treffen

= L 1,'11:_! n—ae _ "y ‘"")n"*a N
Pa,ﬂwpa.})a_( my ) [1 ( Ny . .o (3T

Die Wahrscheinlichkeit auf eine ,fallende Stufe“ zu treffen

| . ny — N\\r=a] fin, — 1\n—e .
])a,ﬂ:pa.pa:[l-—( Tmr ) ]( rm, ) .. ... (38

‘Wie nun schon zu Anfang dieses Abschnittes gesagt wurde, mufl
Pa,ap + Pa,x! +Pa.fl +Pa.sk =1
sein, und es ist andererseits nach dem oben Entwickelten
Plf,sﬂ +Pa.st + Pu,fl -+ Pa,sk‘ =
e —1\2-a) (m,-—l noa ny — l\n—a <mr—1)"‘“ 2
( my ) +2 iy ) [1 _( My ) ]+ [l o,

— 1\7 —a o — 1\n - a2

Pa,sp +Pa.st+I’a,fl+Pa,sk:[(l“r ) +l_<“’ \' ]

My T

Pa.sp+ I)a.s! +1)u,fl+ Pa.sk: 1.

Da sowohl ,Spitzen” und ,steigende Stufen® einerseits als auch ,Senken“ und ,fallende
Stufen* andererseits in bezug auf ihr Verhalten nach Begrenzung des Verkehrs gleiche
Eigenschaften haben, so sind die alternativen Wahrscheinlichkeiten dieser beiden Gruppen

von Wichtigkeit, es ist ndmlich die Wahrscheinlichkeit fiir eine ,Spitze* oder Steigende
Stufe*

' _ (my—1\2n—al (mr—l n—a my — 1\n -
Pa s = Prap + Pose = (W my ) 1 my 1= me
_(mr—1\n @ ({17r~ L»-a my — 1\n- a]
_( my ) [ My ) +1_( n,

N et A 3¢
Pa,,,_(mr) N € 4

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine ,,Senke* oder »fallende Stufe* ist:
my—1\r—a]/m, —1\n—e m, — 1 \n—aJ2
o= [ Y T o))
wmy —1 \n—a my—1\n—e my —1\n—da
o A S | [ A T e M

my, —1\n—e )
Pa‘f:1~( m;w) FE N € (]

Wobei wiederum

Po s+ Pap=1.



Ferner bestehen die Beziehungen:

Py = Py s?

und

Ija..s-k = I)a.f2

In diesem Abschnitt soll Formel (39)

Pos = (JZIL_ 1

ny

Um das praktische Resultat zu ermitteln, soll aus jeder Versuchsreihe die Gesamtdauer
der , Spitzen” und ,,steigenden Stufen* der Gruppen von 4 und 5 Belegungen (bei Reihe IV
auch von 6 Belegungen) ermittelt werden. Das Verhiltnis der Gesamtdauer der ,Spitzen*
und ,steigenden Stufen* zur Gesamtdauer aller Klassen derselben Gruppe ergibt den

praktischen Wert von P, s.

Versuchsreihe 1.

a
Spitzen und steigende Stufen sck.
alle Klassen sek. . . . . .

Pg,s praktisch
P, theoretisch . .

a

Spitzen und steigende Stufen sek. . . . . . . .

alle Klassen. . . . . . . . . ..

Pgq praktisch . . . . .. .. ..o
Pg,s theoretiseh . . . . . . . . . ... ...

Versuchsreihe ITIL.

a

Spitzen und steigende Stufen sek.
alle Klassen sek. . . . . . . . ..

Versuchsreihe IV. n = 68.

a

Spitzen und steigende Stufen sek. . .
alle Klassen sek. . . . . .. . .. ..
Pge prakiseh. . . . . . . .. .0
P,,s theoretisch . . . . . . . . . . ..

Pqs praktisch . . . . . . .., . .. A
Pg s theoretisch . . . . . . . ... ... L.

)n——-a

7u einem Vergleich des theoretischen und praktischen Resultats benutzt werden, da der Wert
P,, ., wie spater gezeigt wird, auch fiir die Schlullberechnung berechnet werden mufl.

n =42,
’IL:5O
n = 59.

28
888
0,818
0,856

1967
2313
0,841
0,827

2480
3101
0,800
0,792

1094
1827
0,824
0,814

155
221
0,781

0,888

555
12
0,777
0,864

5
583
711

0,820
0,836

6
297
328

0,905

0,849
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12. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit bei unbegrenztem
Verkehr auf eine Gruppe von a (a = i) Belegungen zu stoflen,
die nach Begrenzu g des Verkehrs auf i Verbindungsorgane
in eine Gruppe von i Belegungen verwandelt wird?
Durch die Beantwortung dieser Frage wird zugleich die Aufgabe dieser Arbeit

gelost; sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Anruf erfolgreich ist oder nicht.
Die Wahrscheinlichkeit, auf eine Gruppe von a Belegungen zu stofien, ist bekannt-

lich nach Formel
R T e T
«a m nt

Da sich nun die ,steigenden Stufen* und ,Spitzen* durch die Begrenzung auf andere Art
verwandeln als die ,fallenden Stufen“ und ,,Senken‘, so sollen zunichst-die ersten beiden
als Gruppe fiir sich gesondert behandelt werden. -

Ist GewiBheit vorhanden, auf eine Gruppe von « Belegungen zu stofien, so ist die
‘Wahrscheinlichkeit, dafl dies eine ,steigende Stufe“ oder eine -,Spitze* ist, nach Formel

pa,‘,:(il.nf)"‘“ I 20
Hierin ist
1 a0 -
s Ethtastd 32
und ¢, ist nach Formel (30)

1 (n—1 2 n—1) , L on—a
a (a; 1) (n—1p=e oy ( a ) m—Ap—imat. o oy
fa= w1\ . w1y - P %0

((;_‘—771-) (m—1y—a +( ) m—pnmime 1

Es ist mun in Abschnitt 8 nachgewiesen worden, dafl ,steigende Stufen* und
»opitzen“ durch die Begrenzung in ‘Gruppen von i Belegungen verwandelt werden,
wenn nicht

wihrend der letzten Entstehungsstufe 2 Belegungen
” ” 2. ” ”
” » 3. » 4 ”
w s. f. " , (@—1) » i
beendet werden.

Nun ist nach Abschnitt 8 Formel (31) die Zeitdauer einer Entstehungsstufe

1 i (n ) (m—Ty= “Wf?i ( 1) e ”’Li—}"

—— =t =ilg = -

e () e P N A e

”

Die Wahrscheinlichkeit, dafl wahrend der letzten Entstehungsstufe nur 0 oder 1 Belegun-
gen beendet werden, ist daher als zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit analog

Formel (11)
1 \»—a—0 1 0 N —a 1 \n-a—1 1
-""e) (Vmer)+( 1 ) (1+m3) (me)

_fn— n)
qla = 0
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Die Wahrscheinlichkeit, dall wihrend der zwei letzten Entstehungsstufen nur 0 oder 1
oder 2 Belegungen beendet werden, ist

no—ay/ 2 \n—a E 11—(1 2 \r—ae -t/ 2 \1 n—a
p— -
42 a ( §] )\,l m,.) (me) ( )( m,,) (Il}e)+( 2 )
D) -2 4 9 \2
(=) )
Me Me

Die Wahrscheinlichkeit, dafl wihrend der i —1 letzten Entstehungsstufen 0 oder 1 oder
2 bis ({—1) Belegungen beendet werden, ist

[ —a i—1W\» e - 0/—10 fn-—a i— 1\n—a—1 /ff— J\!
14 !’a-( 4} )(1” mg) ()/1¢)+( 1 )(1_’ llle> (ule)+"'
n a f—1\n—a (i 1) /[ 1\GE-1)
B T R I

In abgekiirzter I'orm ist daher die Wahrscheinlichkeit, dal}

withrend der letzten Stufe nicht mehr als 1 Belegungen ¢4

» » » » » » n 2 ” 12 a
» » » » » » s B » q3,a
w. s, f
» » *7 5 =D, Ti—1,a

heendet werden.
Da nur in dem Falle, dall die simtlichen Bedingungen ¢re. ¢2a wst. bis gi-1.4

erfiillt werden, eine steigende Stufe oder Spitze von a Belegungen in eine Gruppe von
i Belegungen verwandelt wird, so ist

ha-Qa-Q8a---Gti DNa=Qia - . . . . . ... (42

Die Wahrscheinlichkeit, dal die angetroiffene ,steigende Stufe’ oder ,Spitze“ von a
Belegungen durch die Begrenzung in eine Gruppe von ¢ Belegungen verwandelt wird,
und hieraus folgt:

Die Wahrscheinlichkeit, auf eine ,steigende Stufe* oder ,,Spitze* von a Belegungen
7zu stoflen, die durch die Begrenzung in eine Gruppe von i Belegungen verwandelt
wird, ist

s = Qija-Pas-wa . . . . . . . . . . . . . (48

s ist nunmehr die Wahrscheinlichkeit fiir die ,,Senken“ und ,fallenden Stufen‘ zu
untersuchen. Es ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Gruppe von a Belegungen eine
»fallende Stufe“ oder eine Senke ist

Ny

1 n -a
Pa‘f:]_(],_,, ) N €10

Nun wird iiber die ,.Senken“ und ,fallenden Stufen“ in Abschnitt 8 gesagt:

»Fallende Stufen“ und ,Senken® werden durch die Begrenzung in Gruppen von
i Belegungen verwandelt, wenn

1. die zugehorige Spitze durch die Begrenzung in eine Gruppe von Belegungen
verwandelt wird;
der Anruf derjenigen Belegung, deren Abschluf den Beginn der ,fallenden
Stufe* bildet, erfolglos war.

[
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Zunéchst soll die Erfiillung der ersten Bedingung ermittelt werden. Es ist in
Abschnitt 9 nachgewiesen worden, dal die Dauer der Spitzengruppe gleich der Dauer
der einzelnen Entstehungsstufen ist. Ist also f.- die mittlere Dauer einer Entstehungs-
stufe von e Belegungen, so ist die zugehérige Spitze ebenfalls von der Dauer 7. Nun
ist die Vorausseizung, daf§ diese Spitze in eine Gruppe von ; Belegungen verwandelt wird

Qi,ﬂ = Qte-Q2e. Q3¢ -+ - + - qi—1e
da aber das ¢ fir Qg das gleiche ist wie fiir Qiq, ISt 2u setzen
Qie = Qia -+« « « o e (M

@i, o ist also die Wahrscheinlichkeit fiir die Erfiillung der ersten Bedingung.

Die Wahrscheinlichkeit fiir die zweite Bedingung ist gleichbedeutend mit der
Wahrscheinlichkeit, dal im Moment des FEintreffens des Anrufes, dessen Schlufl die
»fallende Stufe* einleitet, bereits + Anrufe vorliegen. Ist die einleitende Belegung die
bte der ¢ Belegungen, so miissen im Moment ihres KEintreffens bereits «— (b —1)
Belegungen vorliegen, die noch vor Beginn der Spitze beendet sein miissen, d. h. es
diirfen nicht 0 oder 1 oder 2 bis i — b Belegungen beendet werden. Es sei nun

1

tf = my

die Zeit vom Kintreffen derjenigen Belegung, deren SchluBl die ,fallende Stufe* einleitet,
bis zum Beginn der Spitze, dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf in dieser Zeit 0, 1, 2 bis
t — b Belegungen beendet werden analog Formel (11)

0 —a 1 \n-af 1\ (n—a 1 \n—e—-1/1 \z

= (N )G ST T )
- (n—a 1 \n—a—i-b/ 1 \i—0b -
TN e (1 S

Die Wahrscheinlichkeit, dafl dies nicht eintrifft, ist aber

n-—a
1——17:1—[( 0 )

Es ist nun die Gréfe der Zeit

i—b
Y1 w
my

1
My

ff_.

zu bestimmen, um damit auch den Wert 0 zu erhalten. Formel (31) gibt den Wert der

Iintstehungssiufen und der Spitze, die zu der fallenden Stufe gehdren, an, wihrend
andererseits Formel (20)

1 1
fs:hrfO(ieL' tB:Bt

die Anzahl der Belegungen ermitteln 14Bt, wenn die Dauer der mittleren Belegung und
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der Spitze bekannt ist. Ist daher B die Anzahl der Belegungen der Spiize und ¢ die
Belegungen der fallenden Stufe, so ist

b:B——a,weuntB:fIl;t‘ N € Y

und somit

1 .
W:tf:t_‘(@fe,-' e oo (48

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, daf eine fallende Stufe oder Senke von a Belegungen
in eine Gruppe von i Belegungen verwandelt wird, gleich der zusammengesetzten Wahr-
scheinlichkeit der beiden Bedingungen:

Qia (1 — vp).

Die Wahrseheinlichkeit, auf eine ,fallende Stufe* oder ,Senke” von « Bewegungen zu
treffen, die durch die Begrenzung in eine Gruppe von ¢ Belegungen verwandelt wird,
ist somit

P=WePayQial—wp) . . . . . . . . . . . . 49

Durch alternative Zusammenstellung der beiden Wahrscheinlichkeiten rs 4 7, erhélt
man dann die Wahrscheinlichkeit auf eine Gruppe von ¢ Belegungen zu stoflen, die durch
die Begrenzung in eine Gruppe von i Belegungen verwandelt wird. Es ist

ra=rr+rs =wWa+ Qia Pas +0a Qia Pay(l—ovp). . . . . . . (B0
Es ist nun
Poy=1— Pos.
Somit ist

7 = 1q Qia [Pas + (1 — Pas) 1 — vp)],

e = Qia Wa [(1 — vp) + Pos 27 N () §

Zum Schlufl sei nun die Wahrscheinlichkeit gegeben, bei begrenztem Verkehr auf
einc Gruppe von i Belegungen zu treffen: d. h. die Wahrscheinlichkeit, auf eine Gruppe
von Belegungen zu treffen, die bei unbegrenztem Verkehr aus « (¢ > @« <n) Belegungen
besteht, durch die Begrenzung aber in eine Gruppe von : Belegungen verwandelt wird.
Es ist

Ro= ¥ QuatwalPasvr+(—v)] . . - . ... (2
Hierin ist
Qia = QaGa - - - - Gi—la (42

wobei

N—at 1 n—a -0 1 n—a n—a 1 n—a-1 1 1
e :( 0 ) (1— '”le) (mef) +( 1 ) (1_ me) ("7?2;)
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bis
n—a 1 \n-a=0/ | \n-a n—a 1 \n-e-t 1\
e =(07) (=) TG () (=) G)
n—a 1 n—a -(i—1) 1 i—1
O Gy W (S el 1
wobei
1 fn—1 1 n-— 1 . 1
1 b (() — ;) o —1jm =8 + b+1 ([) — 1) (n—1p—t=b4 ... + w—1
o= le = - — - t(il
e n—1 . n—1 n-1-b
(I)—;l)m—l)"‘b—{— ( ) )(m—l) N +1
Ferner ist
()0
a m m
Ferner ist
Pa,s:(l—%)"ﬂ £
wobei
1 (n—1 n—=b 2 (p—1 n—1—b n—2>o
11 b (/,_1)(’"“1) +'/,( b )(m*l) tot
m :727t": STt (30

n— T TR T - T m—1—b
(']i_})(m—l) +(’L b 1)(711-— 1) 1 +...+1
Schliefllich ist

n—a 1\»—ae=0/1)0 n—a 1 \r—a—G=0/71\i-b .
= () (=) T ) e GED )T T w

wobei

mf:fle—(/))l,e N £

worin

1
b=(B—a), weun tB:Ef. L N Y]

In diesem Abschnitt ist angenommen worden, dall die Anzahl der Anrufe gleich der
-Zahl der beendeten Belegungen ist; dies ist aber bei Begrenzung des Verkehrs gerade nicht
der Fall. Es miilite daher eigentlich jetzt noch eine Korrektur des Wertes n erfolgen, die
wiederum griflere Rechenoperationen erfordert. Da man aber ohne dieselbe fiir die iiblichen
Begrenzungen des Verkehrs, wie die Vergleiche mit den A. E. G.-Versuchen zeigen werden,
eine geniigende Genauigkeit erzielen wird, soll diese Korrektur nicht weiter behandelt werden.

Es folgen nun Vergleichswerte der theoretischen Berechnung mit den praktischen
Ermittelungen bei Gelegenheit der A. E. G.-Versuche fiir Formel 52.

Um die Gesamtdauer der Zeiten zu ermitteln, in denen nach Begrenzung des Verkehrs
simtliche Verbindungsorgane belegt gewesen wiren, wurde die Kurve jedesmal nach den
Gesichtspunkten des Abschnittes 8 abgeiéindert, wobei vorausgesetzt wurde, daf die
Beendigung der Belegungen in derselben Reihenfolge erfolgte wie der Beginn. Es ergeben
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Versuchsreihe 1. 2 = 42.

a 4 ) 6
£ praktisch = 0.020288 0004744 0,001575
12 theoretisch = (023830 0,000178 0,000895
Versuchsreihe I 0 = d0.
a 4 D 6
R praktisch = 0034042 0,009083 0,001661

R theoretiseh = 0,036422 0,009500 0,001976

Versuchsreihe 1L

a 4 D [§}
R praktiseh = 0,046793 0,011818 0.002273
R theoretiseh = 0,055519 0,017012 0004259
Versuchsreihe 1V.
@ 4 b) 6
R praktiseh = 0,063000 0,019396 0,005050
R theoretiseh = 0,070112 0024061 0.0067H6

‘Wie man sieht, sind die praktischen Krgebnisse von R zwar durchweg kleiner als die
theoretischen. Aile Vergleichswerte sind aber von der gleichen Griéflenordnung. so dall man
mit dem Krgebnis sich begniigen kann; denn eine groflere Genauigkeit hat schon deshalb
keinen Wert, weil in einer einzelnen Beobachtungsstunde die tatsdichlichen Abweichungen
auch nach dem Grundbegriff der Wahrscheinlichkeitsrechnung sehr grofle sein konnen.

13. Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in der Praxis.

I*ir die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung kommen lediglich die Formeln
(13) und (52) in Betracht:
Formel (13)

B a\={ 1 \¢ 1\7 « n 1 \e+t1 1 \b—(at ) 1 \#
““W(!I){(m) (l ' m) T (nH 1) (m) (1~ m) +-- (m)

ist giiltig fiir den unbegrenzten Verkehr. Gegeniiber der spiter zu behandelnden Formel (52)
ist sie verhiltnismifBig einfach zu berechnen. Der Verfasser hat daher am Schlufl dieser *
Arbeit auf Grund dieser Formel die Verkehrsverhiltnisse bei 3 min. Belegungsdauer fiir
Belegungszahlen bis zu 1000 Belegungen stiindlich ermittelt und die wichtigsten Werte in
einer Kurventafel eingezeichnet. Iin Schema der Berechnung findet sich bei der Auswertung
der zweiten Versuchsreihe. Zur Berechnung der Binomialkoeffizienten wurden die Tafeln
von C. F. Degen (Tabularum. ad faciliorem probabilitatis computationem utilem KEuneas)
aus der Konigl. Bibliothek zu Berlin benutzt. Wichtig erschienen dem Verfasser die Werte,
die zwischen der Campbellschen und der Western-Kurve liegen. Man sieht hieraus, wie weit
die Ansichten iiber die Giite des Verkehrs voneinander abweichen. Zwar hat Campbell
den Wert
n

a=——=nft . . . . . . . . . . .. .. (12
m
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dauernd iiberschritten, wie schon im ersten Abschnitte nachgewiesen wurde. Aber wihrend
die Campbellsche Anzahl von Organen bei unbegrenztem Verkehr '/a bis '/, der Stunde
hesetzt ist, ist die Western-Kurve stetig steigend und erreicht hei 600 Belegungen pro Stunde
den Wert 1/13000. N

Will man sich mit der Formel (13) nicht begniigen so mull man Formel (52)
anwenden; die Berechnung dieser Formel ist aber durch die Produkte von Reihen so zeit-
raubend, daBl sie fiir grofere Werte von ¢ kaum anwendbar ist.

@f@%q

23} \
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-
,a,/,f,%* 3 17#, 11‘!‘!3"!“.,5;5:;@:.,::5}74,“”4

7
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Der Verfasser hat daher an Hand der theoretischen Berechnung der A. E. G.-Versuche
Tormel (52) durch eine Anndherungsformel zu ersetzen, welche in folgender Form gefunden
wurde:

a=n 1

2: . . a i
Rg = we Ng, wert A= Loe o 0 0 0 0 o . L L0 (P2a

a=1

Hierbei sind die Werte k und ¢ abhiingig von der Gesprichsdichte bezogen auf die mittlere
Belegungsdauer
n

Ny =—="n.t
# 7 m
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Die durch die Berechnung der A. E. G.-Versuche ermittelten Werte k und ¢ sind in Fig. 34
zu Kurven vereinigt worden in der Form

k= (ns)
und

¢=flny)

Zu beachten ist, daB k¥ und ¢ nur giiltig sind fiir die in der Praxis anwendbaren Wahr-
scheinlichkeiten, das ist zwischen /5, bis /ge0000-




Anhang.

Die Auswertung der zweiten Versuchsreihe.
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I. Versuchsdaten.

Belegung von ¢ Wihlern bei begrenztem und unbegrenztem Verkehr.

! | . |
Nr Datum | Zeit BL ¢+ 4 —4 4p 5 —5 .| Bs | 6 —6 6y | J.
|
‘ ‘ ! [
1 | 19. Novbr. = 10 —10%0 52 B, — 0 LB - = = = — ‘ — | 178
2 10%—11 %859, 08 51| 15 — | 15| —| — 1 —|191
3 -1 | 51| 60l 05| 85| 7| — | L7 — | — | — | 190
4+ 2L Novbr. | 9 — 9% | 58 | 61 03| 58| 07| — | 07 1 — = = 19
5 S 1% | 48 630 161 47 22, — | 22| — = = 16p
6 113012 50 . 84 53| 81 35 L6 19| 06— | 05 | 209
7 1280— 1 5 | 340 131 21 1,2 — 12| — | —| — | 164
8 4= 40| 48 26 — |26 — | — — —  — | — | 167
9 | 49— 5 6 0 23| 03] 20| 03| — | 03! — | — | — | 129
10 | 22. Novbr. | 103%0—11 57, 18| — | 18] — | — | — | — —| — 183
11 1280— 1 50 1 19 — | 19 — | — 1 —  — | — | — | up
12 | | 59— ¢ 58 | 15| 72 83| 84| 65 | 19 48 | 36 | 12 | %up
13 6 —60 | 51| 15| — | 15| — | — | — | — ‘ — | = | 189
14 LoeM— 7 “#0082) 15 17 03] — |03 — . — | — |1
185 |23 Novbr. | 1 — 13 | 49 = 75| 23 | 52| 25 | 13 0 12| L1 | 06 | 05 | 184
16 | 13— 2 5 ' 100 | 1,7 | 83| 23 | — [ 23| — — | = 23
17 2 —9%0 | 45 90| 20, 7,0| 49 | 07 | 42 | 24 L o— 24 | 265
18 3 —3% | 53|60 36 24| 52! 30 22| 15 03 | 12 | 146
19 | 2. Novbr. | 9 — 9% | 49 | —| — ! — —| | — 1 — ‘ — | 15
20 108011 6] 039 01 38 02 — 02 —  — ' — 49
21 L—1® | 49 13| 80 | 83 23| — | 28| — | — | — | 183
% | 13012 57| 43| 28 | 15, 24 18| 06 | 04— 04 | 160
23 | 12 —19% | 53 10| 26 | 84 15| —  1p — | — | — 92
2 | 30— 4 5 | Ta| L6 59| L9, — |y —  —  —
% 50— 6 6 20| — 20 — b= = = = ] 134
9 | 26. Novbr. | 9%—10 5 88| 031 35 13 — | 13, —  — | — 153
27 10 —10% | 47 128 26 1021 22 — | 220 — | — | — 254
%8 1 —n® | 431 29| — | 2,9‘ - = = = = = 1
29 6—60 |55 | 02 — | o2 —! — | — 1 | 58
30 | 27. Novbr. | 9%—10 821 — | 21 — 1~ — = - = B
31 10%—11 3 113 22 91l 22 | — | 22— | — | 99
32 {28 Novbr. . 3 —38® | 49| 02| — 02 — —| — — — —
33 | 29. Novbr. | 11 —11% | 55 102 L6 , 86| 40 | 02 | 38 05 | — 05 | 229
34 113912 828 — 2,3' o e e [ 172
35 | 3 —3%0 | 49 | pa| — b — | — ) = - C— . — 160
36 50— 6 61107 31| 76| 41 ‘ 041 37| 041 — | 04| 189
87 6 —69 | 51| 34| 18 1,61 09l 09— — | = 10
38 | 30. Novbr. | 10 —103 | 47 [ | = 1 — - =] = -] = i 11,4
59 | 11 —11% 53 | 79| 08 7,1'; 21 071 12] 03 — | 09 20,1
0 | 10— 1 sl o~ = = = - I =g
| i | : |
‘ (2025|2167 | 50,9 1658 | 60,7 17,1 | 436 ‘ 12,8 1 5 . 80 |696,4
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Il. Versuchsdaten.

Verteilung auf Spitzen, Senken, steigende und fallende Stufen.

Nr.| 4 | Sp.| 4 | St | 4 iLFall. 4 [Senk] 5 | Sp. | 5 l St. |  'Fall.| 5 |Senk.
| |
1 2 1,5 : |
2| 2| 14| 2| 22| 2| o8 2| 15 t' '
s o« 38 11 0] 11 oo 1| 1,7
+ 6 491 11 o2 11 0 1| 07 |
s 4| 20) 1] 05| 1] 16 1] 22
6| 5] 21| 38 04| 8| 19| 1|05 2] 12| 1] 08] 1] 1,5
7 2| 14] 1] 03] 1] 05 1] 1,2
g 6 26
9 1018 1] 02 1] 03 |
0] 1] 18 ‘
11 1 1,9 ‘
12 51 53| 2! 10| 21 o7 11 04f 1]06] 1]01] 1| 25
1B 1] 15 | |
14 3 08| 1| 06 1] 15 1] 03 ‘
B s s8] 1,02 1] 10 1lor | t!lo6| 1 01
w6 ] 8] 671 2 ‘ 04| 2 03] 1] 01 ] 3] 23 | '
17 4 L3l 3 1o 3 1,0 1 03 31 1,3 1] 05 1| 07
Wl Lp o2 too2 e 1es | 102 1108 | 1Ll 2 1
19 ! | :
20 | 5| 350 1 01| 1] 01 1] o2 ;
ot 8] 43| 3. 23| 3| 1,0 | 4+ 18] 5] 23 i
ol 1] op| 2] 04] 2] 10 ol s | 1] 01| 1 : 0,4 :
28 7 68| 11 07 1| 04 5] 1,6 38| 15 | :
o1 1 5] 87 21 10| 2 09 21 19 |
9% | 61 20
2% | 2| 12 2 10| 2 03 2| 1,3
or | 7 71| 30 23| 3| 1.2 3| 92
9. | s 29 : j
2 |o1, 02
30 | 5| 21 ‘
st ] o 6l 8 200 3 05| 1] 03] 5 22 |
s2 | 1 o2 |
331 + 95| 2 23| 2] 1,4 127 106 1]01| 1 o1
34 |+ 23
5 | 8 54 |
36 | 3 21| 2/ 24] 2! 06| 21 15] 38l 27| 1| 06| 1] o4
37 ] 1, 04| 1] 03] 1| 09 ‘ % 1] o5 1108 1] o1
8| 2| 16 |
39 5 36| 1| 21 1] 01 \ 1| 05 1] 04
0] 51 30 |
146 11043 | 43 | 268 | 48 (19012 | 61| 45 '818 [ 10 52 [ 10| 64| 6 @ 41
2 A0 12l L
sck. . .. 1565 687 91 477 174 61

2343 712



T 1 |
Nr. | 6 ‘ Sp. | 6 | St. [ 6 | Fall.| 6 Senk! 7  Sp. [ 7- St. |7 | Fall.| 7 |Senk} s |Sp.
6|2 op %
12 1) 18103 |1 2ftriot)1io3|[1]o02]1]| 03[t 07]2i 04
15 1702 |1 0,1 1 0,6 1 0,2
17 | 1] 24 l
18 )2 o041 03[1] 03 ! 1. 05
22 1] 04
33| 2! 05
36 | 1] o4
87 2| 04 .
39 1|08 |1 03 ‘ 1| 06
| - -

18] 65 | 4] 1,0 4] 24 1{0,1 41 Lli1io02(1 o03|1! 07)2] 04
sek. ... 98 61 2 U 11 6
sek. . . . 151 43 6

.
b4 n 1 n-—a 1 a
Vo= ()05 G
a=1
n =50 log m = 1,564 580 4 1\*
£ = 0,8176 min. = 49,056 sek. 105 (m—1)=15524586 '°8 (572) = 0,770 980079
m = 36,69
Nr.| a log (Z) log (m —1)""° logw, W, w,
1 3 4,292 256 0 72,965 554 2 0,0298083 — 1 1,0685 - 10! .
2 | 4 5,362 2940 71,418 095 6 05463696 —2 | 35187 - 102 0,046 560
3| 5 6,326 0820 69,860 637 0 09576090 —3 | 9,0719- 1973 | 0,011373
1| 8 7,201 143 1 68,308 178 4 10,280 3015 — 3 1,9068 - 1073 | 0,002301
5 | 7 7,999 4977 66,755 719 8 06261976 —4 | 3,3589 - 10~ 4 0,000 394
6 8 8,729 876 2 65,203 261 2 0,7041174 —5 5,0696 - 10— 5 0,000-068
7 9 9,398 883 0 63,660 802 6 0,820 666 6 — 6 66171 - 10 °
8 | 10 10,011 666 8 62,098 3440 0,8809908 —7 | 17,6081 - 10 7
v.
t,, und £,
1 a—2
at+1%a a1 %
3. 0,106 8500: 4 = 0,0267125 .1 = 0,0267126
4. 0,0351870: 5 =10,007087 4 .2 = 0,0140748
5. 0,0090719: 6 = 0,0015120 .3 = 0,0045360
6. 0,001 9058 : 7 = 0,0002724 .4 = 0,001 089 6
7. 0,0003359: 8==0,0000420 .5 = 0,0002100
8. 0,0000506 : 9 = 0,0000066 .6 = 0,0000280
9. 0,000 006 6 : 10 = 0,000 000 66 7 = 0,000 004 6
10. 0,0000006 : 11 = 0,000 000 07 . 8 = 0,000 000 6
0,153 409 6 0,035 582 6 0,046 636 1
0,1858537 —1 0,55612377 —2 0,6689075 —2
0,1858637 — 1 0,1858537 — 1
0,3653840 —1 0,4830648 — 1
1,690 692 1 1,690 692 1
t,4 = 11,38 10560761 —1 11737469  {, = 1492
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1. 0,035 1870 5 = 0,0070874 .1 = 0,007 037 4
B.ow .. 0,0090719: 6=0,0015120 .2 = 0,0030240
6. 0,0019068: 7 = 0,0002724 .3 = 0,0008172
7. 0,0003359: 8 = 0,0000420 .4 = 0,0001680
8. 0,0000506: 9 = 0,0000056 .5 = 0,0000280
9. 0,000 006 6 : 10 = 0,000 000 66 . 6 = 0,000 0040
10. 0,000 0008 : 11 = 0,000 00007 . 7 = 0,000 0005
0,046 569 6 0,088 870 1 0,011 0791
0,6683822 —2 0,9479285 —3  0,0445045 — 2
06683822 —2  0,6683822 — 2
027954683 -1  0,3761223 — 1
1,690 692 1 1,690 6921
fo5 = 9,34 0,970 238 4 0,066 8144 — 1 tg = 11,66
5. 0,0090719: 6= 0,0015120 .1 = 0,0015120
6. 0,0019068: 7 = 0,0002724 .2 = 0,0005448
7. 0,0003359: 8 = 0,0000420 .3 = 0,0001260
8. 0,0000606 : 9 = 0,0000066 .4 = 0,000022 4
9. 0,000 006 6 : 10 = 0,000 000 66 . 5 = 0,000 003 3
0. 0,0000008 : 11 == 0,00000008 . 6 = 0,0000005
0,011 3726 0,001 8327 0,002209 0
0,0558598 —2 02630914 —3 0,3441957 — 3
00558598 — 2 0,065 859 8
02072816 —1 0,2883359 — 1
1,690 692 1 1,690 692 1
too = 91 0,897 923 7 0,979 025 0 to = 9,33
G. 0,00190638: 7 = 0,0002724 . 1 = 0,000 272 4
7. 0,0003359: 8 = 0,0000420 . 2 = 0,0000840
8. 0,0000606: 9 = 0,0000066 . 3 = 0,0000168
9. 0,000 006 6 : 10 = 0,000 000 66 . + = 0,000 002 6
10. 0,0000008 : 11 = 0,000 000 08 . 5 = 0,000 000 4
0,002 300 7 0,000 320 7 0,000376 2
0,3618600 — 3 0,5060990 — &+ 0,575 4188 — 4
0,3618600 — 3 0,361 8600 — 3
01442390 — 1 02135588 — 1
1,690 692 1 1,690 692 1
t,, = 631 0,834 931 1 0,904 2509 £, = 8,04
7. 0,0008359: 8 =0,0000420 .1 = 0,0000420

0,0000506: 8 =10,0000056 .2 = 0,0000112
0,000006 6 : 10 = 0,000 000 66 . 3 = 0,000 002 0
0,000 0008 : 11 = 0,000 000 08 . 4 = 0,000 000 3

0,000 394 0 0,000 048 3 0,000 055 5

03954962 — 4 06830471 —5 074429830 — 5
05954962 — 4 0,595 4962 — 4
0,0884509 — 1  0,1487968 — 1
1,690 692 1 1,690 692 1

t,q = 601 0,779 143 0 0,839 488 9 t, = 691



V.
mr p— 1 n—a
Py o= ("’;;fr )
a=
1, = 14,92, m, — 1 = 240,29, log (m, —1) = 2,3807357
t, = 7,6, m, = 241,29, log m, = 2,3826393
0,998 196 4 — 1
log P,, = (0,998 1964 — 1) 46 = 0,917 2840 — 1
P, = 0,826 58,
a=>5
t, = 11,66, m, —1 = 307,75, log (m, — 1) = 2,4881981
¢t = 583, m, = 308,75,

log m,_ = 2,489 6070
0,998 5911 — 1
log Py, = (0,9985911—1) 45 = 09365995 — 1

P, = 086417.

a=6.
ta=953," m, —1 = 377,15, log (m, — 1) = 2,576 514 1
t, = 4,76, m, = 378,15, log m, = 2,677 664 1
0,998 8500 — 1
log P, , = (0,9938500 — 1) 4 = 0,949 4000 —1
Py, = 0,890 02
a—="T.
t, = 8,04, m, —1 = 446,75, log (m, — 1) = 2,650 074 3
t, =402, m, = 441,76, log m,_ = 2,651 045 3
0,9990290 — 1
log P, , = (0,999 029 1 — 1) 43 = 0,958 2470 — 1
PM = 0,908 34.
a=8.
t, =691, m, — 1 = 519,23, log (m, — 1) = 2,715 359 8
t, = 3,46, m, = 520,23,

logm, = 2,716 195 4
0,999 163 4 — 1
log Py, = (0,999 163 4 — 1) 42 = 0,964 5628 — 1

Py, = 0,922,

Vi
Qi,u'
t,q = 11,38, log m, = 2,199 1241
n=46+4+4=50, log (m,— 1) = 21968697
n — a = 46,
m, = 188,17,

log nlb "% = 0,840 291 4— 102
m, — 1 = 167,17, ¢



Nr.

o

o=

—

—

0

(5]

w N =S

-0

<

DO -

— 56 —

log (nca) log (m, —1m—a—¢ log g, q,
0,000 0000 101,033 006 2 08732976 —1 074696  Q,, = 0,96558
1,602757 8 98,836 636 5 0,3396857—1  0,21862

é_ m, = 79,08, log % m, = 1,898 066 7

5 e 1= 7808, log (% m,—1 ) =1,8925808
2 n--a
log ( 2 ) = 0,683 931 8 — 88.
me

0,000000 0 87,066 830 8 07457626 —1 055688  Q,, = 0,96922
1,662757 8 85,164 291 0 05159806 —1  0,32808
3,014940 4 83,271 751 2 09256234 —2  0,08426

3 e =527, log ;7 m, = 1,721 975 4

’1?; M, — 1= 51,72

y

log (%. m, — 1):: 1,713 6568 5

3 n-—a
log ( ) = 0,789 1316 — 80.
Wle

78,828 291 0 06174226—1 041440
77,1146326 05665219 —1  0,36857
75 400 974 0 02050460 —1 016034 Q,, = 098797
73,687 8165 06487188 —2  0,04454

log Q1,4 = 0,984 7883 — 1,
log Q2,4: 0,986 4224 — 1, .
log Q,, = 0,9947438 — 1,

0,000 000 0
1,662 757 8
3,014 940 4
4,1812717
te,{) = 9,34,
n =45+ (5
n-—a = 45,
m, = 192,72.
m, —1 = 191,72
0,000 0000
1,6532125
1 Lo
3 m, = 96,36,

1 o
9 n, —1 = Y5,36.

0,000 0000
1,653 2125
2,995 635 2

) = 50,

log Q43 = 0,965 9545 — 1.

log m, = 2,284 926 8.
log (m, — 1) = 2,282 667 4.

1 n—a
log (_)
me

Il

0,177 844 0 — 108.

102,720 033 0 0,8978770 — 1 0,790 46
100,437 365 6 0,268 4221 — 1 0,18558 Q5 = 0,975 99
J‘ —_
log g "M | = 1,983 896 8.

1
log (§ m, — 1) = 1,979 366 2,

2 n—a
log (7 ) = 0,724 644 0 — 90.
ne
89,071 4790 0,796 128 0 — 1 0,625 35
87,0921128 0,469 9693 — 1 0,295 10

85,112 746 6 0,8330458 — 2 0,068 08 QQ_r) = 0,983 53



% m, = 64,24,

e

,l—r m, — 1 = 68,24,

§

57
[

log (g m, ) = 1,807806 5.
log: (; my,— 1) = 1,806 991 9.

n—a
log (-3 = 06487525 — 82
Illre

1 0 0,000 000 0 81,044 63566 0,693 3880 — 1 0,493 61
2 1 1,663 2125 79_,243 6436 0,645 608 6 — 1 0,351 24
3 2 2,995 635 2 77,442 661 7 0,0870394 — 1 0,12219
4 3 4,151 982 4 75,641 6698 0,4423947 —2 0,027 69 Q3 5 = 0,994 73
. 1 e e
':1[ m, = 48,18, log (4 m, ) = 1,682 8066 8.
1. 1 S D
M L= 4118 log (44- m, — 1) = 1,673769 9.
4\~
log (*A) = 0,270994 0 — 78,
H')e
1 0 0,000 0000 75,319 105 0 0,5900990 — 1 0,389 14
2 1 1,663 2125 73,646 3471 0,6696636 —1- 0,371 16
3 2 2,995 635 2 71,971 5892 02382184 —1 0,173 07
4 3 4,1519824 70,297 831 3 0,7208077 —2 0,052 58 Uy = 0,986 94
5 4 51731718 68,624 073 4 0,0682392—2 001170  Q; = 099764
55 = 0,000 00.
log Q5 = 09894454 — 1.
log Q._,'s = 0,9949899 — 1.
log Qy; = 0,9977062 — 1.
log Q,, = 0,9321405 — L.
log Q5 = 99939736 — 1.
log Q5 = 09811141 —1.
te,é = 7,91. log m, = 2,357 095 9,
n = 44 -4 (6) = 50. log (m, — 1) = 2,365 183 2.
n—a = 44. 1 \n—a
m, = 221,56. log ( m ) =0,287780 4 — 104.
e
Mm, — 1 = 226,56.
1 0 0,000 000 0 103,623-060 8 09158412 — 1 0,823 84
2 1 1,643 4527 101,272 8776 0,204 1107 — 1 0,160 00 Q,'ﬁ = 0,983 84
Lo, = 113,78 L = 2.056065
o Me = 113,78. log g M, = 2,036 065 9.
; m,— 1= 112,78 log (_2£ m, — 1) =9,052232 1.
2 n—a
1o ( »-) = 05331004 — 91.
g me !
1 0 0,000 0000 90,298 212 4 0,8313128 — 1 0,678 13
2 1 1,643 45627 88,246 980 3 0,4125334 — 1 0,258 b4
3 2 2,973 891 1 86,193 748 2 0,700 7397 — 2 0,050 20 Q2,6 = 0,986 87
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0
1

m, = 75,85.

3

QO

; m, — 1 == 74,85.

3 n—a
log (55) = 02819536 —ss.
£+ me
0,000000 0 32,464 439 2 07463928 —1 0,557 69
1,643 4527 80,590 247 4 05156587 —1 0,327 83
9,973 891 1 78,716 035 6 09719003 —2 009374
4122019 | 76,841 863 8 02458365 —2 0,017 61
i e = 56,89, log i M, = 1,755 035 9.
i, m, — 1= 55,9. log (% m, — 1) = 1,747 334 1.
4 n—a
log ( L ) = 0,778 420 4 — 78.
‘e
0,000 000 0 76,882 700 4 06611208 —1 045827
1,643 4527 75,135 866 3 05572394 —1 0,360 78
2,973 891 1 73,388 032 2 01403437 —1 0,138 15
4,122019 | 71,640 698 1 05411376 —2 0,034 76
51827130 69,393 3610 08045274 —3 0,006 38
Lin_ = 4551 log L m, = 1,688 1068
g e 4 S 5 e )
m, —1= 4451 log (; e —1) = 1,643 4576,
5 n—a
log (5,)  =o0013008— 7.
e
0,000 000 0 72,532 1344 05754352 —1 037621
1,643 4527 70,883 676 8 05704403 —1  0,37191
2,973891 1 69,235 2192 02524111 —1  0,17882
4122019 1 67,586 761 6 07520815 —2  0,05650
5,1327430 65,938 304 0 01143478 —2  0,01301.
6,035 833 0 64,289 846 4 03689802 —3 0,002 34
log Q, = 0,9927655 — 1.
log Q, = 09942599 — 1.
log @3, == 0,998 6385 — 1.
log Q,, = 09856639 — 1.
log Q¢ = 0,999 2785 — 1.
log Q6_5 = 0,9849424 — 1.
log Qs.o = 0,999 4742 — 1.
log Qs = 0,9844166 — 1.
f’e,? — 6,84, log m, =2,4202199
n =434+ 7 =50, log (m, — 1) = 24185644
n —a— 43, 1 \n—«
m, = 263,16, log ( We) == 0,930 544 3 — 105
m, — 1= 262,16.
0,000 000 0 103,998 269 2 0,9288135—1 0,848 82
1,633 4685 101,579 704 8 01437176 —1 013928

log % m, = 1,879 9556 6.

log (% m, — 1) = 1,8742918.

Q.6 = 0,996 87

Q6= 099834

Uy 6 = 0,983 44
V56 = 0,993 45
Qw1 = 0,998 79

Q)= 098805



1
5 e = 181,59, log i m, = 2,1191899
1 _
5 e — 1= 18058, log (é m, — 1) = 21158767
2 n—a
log (W) = 0,8748343 — 92,
e
1 0 0,000 000 0 90,982 698 | 08575324—1 072033
1 1,633 468 5 88,866 821 4 03751242 —1  0,28721
3 2 2,955 687 8 86,750914 7 05914668 —2  0,03815
; m, = 87,72, log ; m, = 1,943 098 6
1
,;. m, — 1 = 86,72, log ( 3 Me ™ 1) —1,9381193
l'{ n a
log ( ) = 0,446 7602 — 81.
me
1 0 0,000 000 0 83,3391299 07858901 —1 061079
2 1,633 4685 81,401 0106 04812393 —1 030282
3 2 9,955 687 8 79,462891 3 08653893 —2  0,07334
4 3 4,091 850 3 77,524 7720 00628825 —2 001156
v, _
i m, = 65,79, log 4 e = 18181599
(% m, — 1) = 64,79, log (i n, — 1) = 1,8115080
1 43
log ("”e ) = 8191243 — 79.
1 0 0,000 000 0 77,894 8440 07139688 —1 01757
2 1 1,633 468 5 76,083 336 0 05359288 —1  0,34350
3 2 9,955 687 8 74,271 8280 00466401 —1 0,111 34
4 3 4,091 850 3 72,460 820 0 03707946 —2 0,023 48
5 4 5,091 350 4 70,648 8120 05592866 —3 0,003 62
% m, = 52,63 log % m, = 1,721 233 4
1 g
5 m, —1=51,63 log (% m, — 1) = 1,712902 1
5 n—a
log (m ) = 0,936 963 8 — 75.
e
1 0 0.000 000 0 73,654 790 3 06417342 —~1  0,43828
2 1 1,633 4685 71,941 888 2 05621205 —1 0,364 86
3 2 2,955 687 8 70,228 986 1 01716377 —1 0,148 47
4 3 4,0913503 68,616 084 0 05943981 —2  0,03930
5 4 5,091 350 4 66,803 181 9 08815051 —3  0,00761
6 5 5,983 4450 65,090 279 2 0,0606886—3 0,001 15

Q7 = 0,995 69

Q37 = 0,99851

Q7= 099951

Q5.7 = 0,999 67



1
6
1
% m, — 1 = 42,86

m, = 43,86

G n—a
log (;_*) = 0,3910502 — 71.
mﬁ
1 0 0,000 0000 70,178 244 6 05692948 —1 037093
2 1 1,633 4635 68,546 192 4 05707111 —1 037214
3 2 2,955 687 8 66,914 1402 02608782 —1  0,18284
4 3 4,091 350 3 65,282 088 0 0,7644885—2 0,088 14
5 4 5,091 50 4 63,650 035 8 0,1324364—2  0,01356
6 5 5,983 445 0 62,017 983 6 03924788 —3  0,00247
7 6 6,786 077 3 60,385 931 4 05620689 —4  0,00036
log QL? = 0,994 7789 — 1.
log Q,; = 09981241 — 1.
log Q, = 0,9998524 — 1.
log Q;, = 09922554 — 1.
log Ql,? =0,9997371 — 1.
log Q, 5 = 09920428 — 1.
log Qs, = 0,9998567 — 1.
log Q¢ = 0,9918992 — L.
f,4 = 601, log m, = 2,476 396 8
n =42+ 8 = 50, log (m, — 1) = 2474944 3
n—a =42 1
1 — 09913344 — 105.
m, = 299,50, log m, 9918
m, 1 = 298,50.
1 0 0,000 000 0 103,947 660 6 09389950 —1  0,86895
1 1,623 249 3 101,472 716 3 00873000 —1  0,12296
Loy — 14975 log L, = 21753668
PR Eg e =2
5 Mo 1= 14875, log (% m, —1 ) =2,1724570
log (_2_) ® = 06345944 — 92,
me
1 0 0,000 0000 91,243 1940 08777884 —1 075472
2 1 1,623 249 3 99,070 737 0 03285807 —1 021310
3 2 2,935 003 1 86898280 0 04678775—2 0,029 36
;, m, = 99,83, log _?1; m, = 1,999 261 1
g m, --1= 98,83, log ( ;; m,—1 ) = 1,994888 8
log ( 8 ,)” = 0,0310338 — 84.
)
1 0 0,000 000 0 83,785 329 6 08163624 —1 0,655 18
) 1 1,623 249 3 81,790 4408 04447239 —1 027843
3 9 9,935 003 1 79,795 552 0 07615889 —2 003776
4 3 4,069941 8 77,800 663 2 0,8916388—3  0,00779

60

1
log (F m, ) = 1,642068 86

log (é m, — 1) = 1,682 0322

¥4.7 = 0,983 65
Vg7 = 0,997 11
V6.7 = 0,999 58
Q;7=10,99994

Qg =099121

Q5 = 0,097 18

Q5= 0,999 16
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—- m, = 74,88,

-

< M, = 73,88,

-

0,000 0000
1,623 2493
2,935 003 1
4,059 941 8
5,048 946 6

0,000 0000
1,623249 3
2,935 003 1
4,059941 8
5,048 946 6
5,929 760 2

m, = 42,79,

m, = 41,79,

ISR

0,000 000 0
1,623249 3
2,935 003 1
4,0599418
50489166
5,929 760 2

— 6 —
log _i_ m, = 1,874 3658
log (% m, ~1) = 1,8685269

log (?‘}) % — 0,276 636 4.
e

76,478 129 8 07547662 —1  0,56855
76,609 602 9 05094886 —1  0,32321
74,741 076 0 095271656 —2 . 0,089 68
72,872549 1 02091273 —2 0,016 19
71,0040222 03296062 —3  0,00214

log 51, m, = 1,777 426 8.

log (% m, — 1) = 1,770115 3.

5 n—a
log ( ) = 03480744 — 75,
mG

74,344 842 6 06929170 —1 049303
72674727 3 05460510 - 1 0,351 60
70,804 6120 0,0876895—1  0,12237
69,034 4927 04426089 —2 0,027 70
67,264 381 4 0,6614024—3-  0,00459
65,494 266 1 1,7721007 — 4  0,00459

log % m, = 1,6318423
log (% m,—1) = 1,621 0724

7 n—a
log m—) = 0,483 623 4 — 69,
e

68,085 040 8 0,568 664 2 — 1 0,370 39
66,463 968 4 06708411 —1 0,372 26
64,842 896 4 0,2615225 — 1 0,182 61
63,221 823 5 0,765 388 8 — 2 0,058 26
61,600 751 2 0,1333212—2 0,013 59
59,979 678 8 0,393 0624 — 3 0,00247

log Q¢ = 099616567 —1.
log Q,5 = 09987736 — 1.
log Q¢ = 0,999 6350 — 1.
log Qg4 = 0,9945743 —1.
log Q¢ = 0,9999001 —1.

Qgg = 09944744 — 1.
log Qgq = 09999696 —1.
10g Qgg = 0,9944440— 1.

Q= 0,999 77
Q5.5 = 0,999 93
045 = 0,983 52
5= 0,997 11
Vg = 0,999 56



1 -

Vil
n
R, = E r,
1
v, = L0000

1= vy = 0,0000
log v, = 0,000 00
log Py, = 09172340 —1
log Q, = 0,965 9545 — 1
log v, = 0,000 0000
log K, = 0,883 2385 -~ 1
K, = 0,764 26

r, = w, K,
log K, = 0,8832385 — 1
log w, = 0,546 869 6 — 2
0,429608 1 — 2

r, = 0,026 891.
V5 = 0,985 94, log v, =0,9938505— 1
4.5 = 0,014 06, log(1 — v,5) = 0,147 9853 - -2

log Py, =09365995 — 1
log Q; =0,0821405 —1
log (¢y5)= 0,993 8505 *~ 1

0,9125905 — 1
1)5‘3 X QS i (/1;1{5) 0,817 69
log Q; = 09821405 — 1
log (1 — v, ) =0,1479853 — 2

0,1301258 — 1
Qs - (1~ ty5) 0,013 49

0,831 18

log Ky = 09196951 — 1

log 1w, = 0,957 6990 — 3

log ry = 08773941 -3
75, = 0,007 540

e 0,983 44, log v, 6=10,0927479 — 1
(] —_ UM)) = 0,016 56, log (l — ".4.6) =02160603 —2
log Pé,s = 0,949,400 0 — 1
log () ==0,985668 9 — 1
log (r46) = 0,9927479 — 1
0,927 8118 —1
P, Q-6 = 0,846 86
log Qs = 0,985 663 9 — 1
log (1— ¢,.)= 02160603 —2
6,2017242 — 2
Qg - (1—14¢) = 0,015 91
K, = 0,86277




— 63 —

log K,=0,9358950— 1

log w,=0,2808015 — 8

log r, =0,2161965— 3
7= 0,001 645

Uy =0,98355, log v, =0,9927964— 1
1—wv,.=001645, log (1 —v56)=0,2161659 — 2
log P = 09532470 —1
log Q,=0,9922264— |
log v, ,=0,9927964 — 1
0,9432988 — 1 0,877 60
log @, =0,992 265 4 — 1
log1 - V47 = 02161659 —2
' 0,208 421 4 — 2 0,016 16
K,= 089376

log K,=0,9512209 —1
log w, = 0,526 1975 — 4

log 7,= 04774184 — 4
75 = 0,000 300

vy = 0,983 52, log v 48 = 09927832 — 1
L—v,,=001648,  log (l—v,5)= 02169572 2
log Iy, = 0,964 8628 — 1
log Qg , = 09945743 —1
log Vyg = 0,9927832 1
0,952 220 3 — 1 0,895 82
log Q3‘4 = 0,9945743 — |
log (L — v, ) = 02169572 — 2
0,2115315 — 2 0,016 27
0,91209

log Ky = 0,9606377 — 1

log w, = 0,7041174 —5

log 74 =0,6647551 — 5
rg == 0,000 046

R, = 0,036 422

Vg5 = 1,0000.0

1—v 5.5 — 0,0000 0
log Py , = 0,936 5095 — 1
log Qs = 09811141~ 1

log vg £ = 0,000 0000
log Ky = 09177136 — 1

K, =0,82740

log K3 = 09177186 — 1
log wgy = 0,937 6990 — 3
log 1y = 0,875 4126 — 3

75 = 0,007 523 4




— 64 —

V56 — 099645, logugg =0,9984665 — 1
(L ="v56) =0,00355, log (1—vsq)= 05502284 —3
log P¢, = 09494000 — 1
log Q, = 09319424 — 1
log v5¢4 = 0,998 456 5 — 1
09327979 — 1
Pgo- Q- V56 = 0,856 64
log Qg = 0,984 942 4+ —1
log (1—v56) = 05502284+ —3
05351708 —3
Qs (1—v5) = 0,003 44
K, =0,86008
log K, = 0,9345888 —1
log wg = 0,2803015—3
log 7y = 0,2148408 —3
g = 0,001 640

V57 =0,99711, log  v;;,=109943656—1
1 — vy, =0,00289, log 1— v, =0,4608978 — 3
log P, = 0,9582470 — 1
log Q; =0,9920425—1
log vs, = 0,99486566 — 1
0,944 6551 — 1 0,880 35
log Q7 = 0,9920425 — 1
log (1— v5-) = 0,4608978 — 3
0,4529303 — 3 0,002 84
0,883 19

log K, = 09460394 — 1

log w, = 0,626 1975 — 4

log .7, = 0,4722369 — 4
75 = 0,000 296

Vg = 0,997 11, log V56 = 0,9987431 — 1
I — vy g = 0,002 89, log1—v;4 = 0,4608978 — 3

log Iy, = 0,9648628 — 1

log Qys = 09944744 — 1

log v54 = 0,9987431 — 1
0,9580803 —1 0,907 99

log G5 = 09944744 —1

log (1 — ;) = 0,460 897 8 — 3
04553722 —3  0,00285
Ky 0,910 84

log Ky = 0,9594421 —1

log wy = 0,7041174 —3

log 7, = 0,66355695
7y = 0,000 046

R, = 0,009505



- 65 —

Y 6 = 1,00000

1— v, ¢ = 0;00000
log P 3 = 09494000 — 1
log Qs =0,9844166 — 1
log v, = 0,0000000— 0

0,983 8166 — 1

Pog Q- V6= 0,868 65
log K, = 0,9338166 — 1
log w, = 0,28030156 — 8

0,2141181—3
7 = 0,001 637

Vo7 =0,99958, log v, =09998176—1
1 —v;=000042, log(1—v,, = 06232493 —4

log P, =0,9582470 —1
log s, = 0,9998176 — 1
log @, =0,9918992—1

09399638 —1  0,87089
log  Q =09918992—1
log (1 — v,,) = 0,6232493 — 4

06151485 —4  0,00041
K, 087130

log K; =0,9401677—1
log W, = 0,5261975 — 4

log 7, =0,4663652— 4
7, = 0,000293
7g = 0,000 046
B, = 0,001976
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