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ВЫДАЮЩИЙСЯ ПОЛЬСКИЙ МАТЕМАТИК

ВАЦЛАВ СЕРПИНСКИЙ

(К 85-летию со дня рождения)

Четырнадцатого марта 1882 г. в Варшаве в семье врача Константина
Серпинского родился мальчик, которому дали два имени: Вацлав Фран-
циск. Этому мальчику суждено было стать одним из крупнейших поль-
ских математиков.

Образование Вацлав Серпинский получил в Варшаве. Здесь он
окончил гимназию и университет.

Незаурядные способности Серпинского обнаружились рано, повы-
шенный же интерес к математике наметился лишь в последних классах
гимназии под влиянием двух его соучеников, владевших некоторыми
разделами высшей математики, и прекрасного учителя математики Вло-
дзимежа Влодарского. Последний был очень высокого мнения о мате-
матических способностях Серпинского. В гимназии у Серпинского было
еще несколько замечательных учителей. Так, его учителем французского
языка был К. Аппель, впоследствии профессор Варшавского универси-
тета.

Среди сверстников Серпинского по гимназии было немало способ-
ных людей. Из класса, в котором учился Серпинский, вышло заметное
число ученых и деятелей культуры, из коих отметим известного астро-
нома Тадеуша Банахевича.

Уже в школьные годы Серпинский проявлял большой интерес к об-
щественным делам. Вместе с несколькими своими друзьями он органи-
зовал тайную школу для мальчиков из рабочей среды. Эта хорошо за-
конспирированная школа на протяжении ряда лет успешно готовила
своих учащихся к экзамену за четыре класса гимназии.



В 1900 г. Серпинский поступил на физико-математический факуль-
тет Варшавского университета, который в ту пору представлял собой
молодое учебное заведение с преподаванием на русском языке, сущест-
вовавшее всего около трех десятилетий1.

Следует заметить, что поляки, имевшие возможность учиться в
старинных польских университетах (в Краковском и Львовском),
охотно шли и в новый университет. Трудности, которые испытывал
университет в первые годы своего существования (отсутствие тради-
ций, хороших научно-педагогических кадров и др.), вскоре были пре-
одолены.

Активная и разнообразная деятельность работавших здесь матема-
тиков М. А. Андреевского, Н. Н. Алексеева и Н. Я. Сонина на первой
стадии, а затем В. А. Анисимова, Н. Н. Зинина и Г. Ф. Вороного поз-
волила уже к концу XIX в. приблизить уровень преподавания матема-
тики в Варшавском университете к уровню преподавания математи-
ки в университетах Петербурга, Москвы, Казани, Харькова, Дерпта
(Тарту) 2.

Наибольшее влияние на Серпинского оказал питомец Петербургско-
го университета профессор математики, впоследствии член-корреспон-
дент Российской Академии наук, Георгий Федосеевич Вороной (1868—
1908). Деятельность Вороного в Варшавском университете началась в
1894 г. и продолжалась там с небольшими перерывами до его безвре-
менной смерти. Вороной — первоклассный ученый, на трудах которого
лежит печать гениальности. Вместе с Германом Минковским он яв-
ляется создателем геометрии чисел. Глубокие и важные результаты бы-
ли получены им в аналитической теории чисел, а также в теории алге-
браических чисел. Его проблематика разрабатывалась в нашей стране
Б. А. Венковым (1900—1962), Б. Н. Делоне (род. в 1890 г.), Д. К- Фад-
деевым (род. в 1907 г.) и др., а также зарубежными математиками.
Г. Ф. Вороной принадлежал к Петербургской школе теории чисел, и в ней
он занимал одно из самых видных мест.

Серпинский прослушал несколько лекционных курсов у Вороного и
выполнил свою первую научную работу по аналитической теории чисел
в духе идей и методов Вороного на тему, предложенную последним для
конкурсных студенческих сочинений. Подробный отзыв Вороного на эту
работу был напечатан в VI выпуске «Варшавских университетских из-
вестий» за 1904 г. Вороной ходатайствовал о присуждении Серпинско-
му золотой медали и об оставлении его при университете для подготов-

1 Этот университет был создан на базе Главной школы, существовавшей в Варша-
ве в 1862—1869 гг. С начала XIX столетия до 1832 г. в Варшаве был польский уни-
верситет.

2 Ср.: С. Е. Б е л О з е р о в . Математика в Ростовском университете. Ист.-мат. ис-
след., вып. VI. М., Гостехиздат, 1953, стр. 247—352.



ки к профессорскому званию. Имя Вороного Серпинский вспоминает
всегда с большой теплотой '.

Сохранился диплом Серпинского об окончании университета. Ни-
же мы воспроизводим текст этого интересного документа, подписанно-
го ректором Варшавского университета П. А. Зиловым и за декана
физико-математического факультета профессором Н. Н. Зиминым (сы-
ном известного русского химика академика Н. Н. Зинина).

Д И П Л О М

Совет Императорского Варшавского Университета сим объяв-
ляет, что Вацлав Франциск (2-х имен) Константинович Серпинский,
поступив в число студентов Варшавского Университета в начале
1900/1901 учебного года, выслушал в течение 1900/1901, 1901/2,
1902/3, и 1903/4 учебных годов полный курс наук, преподаваемых
на четырех курсах математического отделения Физико-Математй-
ческого Факультета сего Университета, и на окончательных испы-
таниях оказал следующие познания: в Геометрии, Анализе, Теории
чисел, Теории вероятностен, Механике, Астрономии, Геодезии, Ма-
тематической физике, Опытной физике, Физической географии и
Химии — отличные (5); в Русском языке и сочинении—хорошо (4).
Письменный его ответ оценен баллом 5 (отлично).

Представленное же им сочинение, под девизом «Summa» на

тему: «О суммировании ряда l^i(n)f(n) при условии, что t(n) пред-
п>а

ставляет число разложений п на сумму квадратов двух целых чи-
сел» в заседании Совета 27 Мая 1904 года, награждено золотою ме-
далью. Посему он, Серпинский, согласно примечанию к § 96 Уни-
верситетского Устава признан Физико-Математическим Факульте-
том достойным ученой степени Кандидата и, на основании п. 3 л. А
§ 48 Университетского устава, утвержден в этой степени Советом
Университета 19 Июня 1904 года. Вследствие сего, г. Серпинскому
предоставляются все права и преимущества, законами Российской
империи со степенью Кандидата соединимые. В удостоверении че-
го дан сей диплом от Совета Императорского Варшавского Уни-
верситета, с приложением Университетской печати. Г. Варшава,
Апреля 1 дня, 1905 года.

После окончания университета Серпинский преподавал математику
в двух гимназиях Варшавы. Учительская деятельность его была непро-

1 Вороной умер 20 ноября 1908 г. Спустя три дня Серпинский — доцент Львовско-
го университета — одну из своих лекций по расписанию заменил лекцией о Вороном.
Эта лекция опубликована в журнале «Wiadomosci Matematyczne», т. 13, 1909, стр. 1—4,



должительной, так как в 1905 г. после забастовки учащейся молодежи,
к которой он примкнул, ему пришлось покинуть Варшаву. Серпинский
поступил на философское отделение Ягеллонского университета в Кра-
кове, где работали два известных польских математика: Станислав За-
ремба и Казимир Жоравский; первый был специалистом в теории диф-
ференциальных уравнений, второй — в области геометрии. Уже в 1906 г.
Серпинский сдал экзамены по математике, астрономии и философии,
обязательные для соискателя докторской степени, и на основании дис-
сертации «О суммировании ряда 2/(т 2 + л2)» получил ученую степень

т7+пг<х
доктора философии. По возвращении в Варшаву Серпинский преподает
математику в частных средних школах, в учительской семинарии и на
курсах, игравших роль польского университета (Варшавский универси-
тет в 1905—1908 гг. был закрыт), и значительную часть своего времени
посвящает научно-исследовательской работе. В 1906 г. появилась его
первая печатная работа (на польском языке) под названием «Об одной
задаче из теории асимптотических функций». По своей проблематике и
методу эта работа примыкает к работе Вороного с таким же названием,
опубликованной в 1903 г. в журнале Крелле на французском языке.
Интересно отметить, что этот же мемуар Вороного был одним из от-
правных пунктов для выдающихся исследований академика И. М. Ви-
ноградова.

В упомянутой работе Серпинский вывел формулу, позволяющую
приближенно вычислять число точек А(п) с целочисленными координа-
тами х, у в круге х2-\-у2^п. Формула Серпинского1 имеет вид:

А(п) =кп + О(У1Г).

В другой работе, напечатанной в 1909 г., он предложил новую асим-
птотическую формулу, дающую число целых точек в шаре x2+y2+z2^.n.

Обе эти работы и многие другие исследования Серпинского выпол-
нены в стиле Петербургской школы, характерными чертами которого
являются четкая постановка конкретных вопросов и доведение решения
задачи до «алгорифма» — формулы, удобной для вычисления.

В 1907 г. Серпинский опубликовал опять только одну работу, на
этот раз из анализа и на французском языке. Начиная с 1908 г. число
его печатных работ быстро растет, тематика их становится весьма раз-
нообразной, они появляются на языках польском и французском, при-
чем последним Серпинский пользуется все чаще и чаще. В 1948 г. в спис-
ке печатных работ Серпинского значилось 512 мемуаров и 15 моногра-

1 Запись f(t) = O(g(t)) означает, что для всех достаточно больших t выпол-
няется неравенство |/(<) I <Kg(t), где К — некоторая постоянная. Приведенная
теорема Серпинского была снова доказана в 1913 г. известным немецким матема-
тиком Э. Ландау.
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фий и учебников. Выдающийся вклад Серпинского в науку был высоко
оценен его соотечественниками и математиками всего мира. VI матема-
тический съезд польские математики провели осенью 1948 г., совместив
его с 40-летием университетской деятельности Серпинского'. Много теп-
лых слов было сказано здесь в адрес Серпинского. От математиков Со-
ветского Союза юбиляра поздравил А. Н. Колмогоров. Он сказал: «От
имени Академии наук СССР и Московского математического общества
я приветствую профессора Серпинского с сорокалетием научной дея-
тельности.

Советские математики высоко ценят научные работы профессора
Серпинского и его заслуги как создателя польской математической шко-
лы, занявшей видное место среди мировых научных школ.

Позвольте пожелать Вам, Вацлав Константинович, долгих лет
дальнейшей продуктивной работы».

Обилие работ Серпинского, почти фантастическое число их, не поз-
воляет задерживаться здесь на отдельных работах и вынуждает харак-
теризовать его научное творчество в самых общих чертах. Лишь в виде
исключения мы остановимся здесь на характеристике четырех из девяти
работ, опубликованных Серпинским в 1908 г.

Эти ранние работы Серпинского, как и его первая печатная работа,
примечательны в том отношении, что в них сразу же раскрывается ма-
тематическое дарование автора и его весьма высокая научная квалифи-
кация.

В большой работе «О суммировании ряда l,x(n)f(n)...», в основу
которой Серпинский положил свое студенческое сочинение, среди раз-
личных арифметических результатов мы встречаем оценки для сумм
вида

X X X

П—\ /1 = 1 Л = 1

где х(п) и т$(п) обозначают соответственно число разложений л на 2 и
8 квадратов.

В другой работе под названием «Об одном случае ошибочного при-
менения правила умножения вероятностей» Серпинский показывает, что
вероятность того, что два натуральных числа, не превосходящих п, яв-
ляются взаимно простыми, равна

!_ у

1 „VI Polski zjazd matematyczny. Jubileusz 40-lecia dziaialnosci na katedrze
uniwersyteckiej profesora Waciawa Sierpinskiego, Warszawa, 23. 9. 1948". Warszawa,
1949, 94 стр.



(где символ [i означает функцию Мёбиуса, а квадратные скобки — це-
лую часть), вопреки тому, что сообщает П. Бахман в своей книге
«Die analytische Zahlehtheorie» (Leipzig, 1894, стр.430).

Новый классический результат Серпинский получает в работе
«О разложении целых чисел на разность двух квадратов». Здесь он пока-
зал, что число различных представлений натурального числа п в виде
разности двух квадратов равно удвоенной разности между числом чет-
ных и числом нечетных делителей п.

В годы учебы Серпинского в университетах еще не изучались воп-
росы теории множеств. О трудах основоположника теории множеств
Георга Кантора (1845—1918) многие математики либо ничего не знали,
либо имели лишь смутное представление. Открыв совершенно самосто-
ятельно в 1907 г. один любопытнейший факт из теории множеств, Сер-
пинский написал о нем в Гёттинген Банахевичу. Последний сразу же
ответил телеграммой, текст которой содержал одно лишь слово «Кан-
тор», и вскоре прислал соответствующую литературу. С этого времени
одним из главных предметов занятий Серпинского становится теория
множеств с ее выходами в топологию, теорию функций действительного
переменного, математическую логику и другие области математики.

Первая работа Серпинского по теории множеств была опубликова-
на в 1908 г. под названием «Об одной теореме Кантора»; в ней Серпин-
ский дал найденное им независимо от Кантора доказательство извест-
ной ныне каждому студенту теоремы о том, что положение точки на
плоскости может быть определено одним действительным числом, из че-
го уже легко следует эквивалентность множеств точек прямой и плоско-
сти, и вообще пространств любого числа измерений.

В дальнейшем Серпинский получил большое количество важных и
глубоких результатов, относящихся как к абстрактной теории множеств,
так и к ее топологическим приложениям (в связи с исследованием про-
блемы размерности), а особенно — к проблематике, пограничной между
собственно теорией множеств и математической логикой. Здесь в первую
очередь следует отметить изучение (самим Серпинским, а затем и его
многочисленными учениками) обширного класса предложений, эквива-
лентных знаменитой континуум-гипотезе Кантора и так называемой ак-
сиоме выбора теории множеств, и геометрических следствий этой акси-
омы, носящих зачастую внешне парадоксальный характер '.

Перу Серпинского принадлежит более десятка капитальных трудов
по теории множеств, теории функций и топологии, в том числе ставшие
уже классическими монографии «Lecons sur les nombres transfinis»

1 Подробнее об этой проблематике см. А. Ф р е н к е л ь и И. Б а р - Х и л л е л . Ос-
нования теории множеств, пер. с англ., М., «Мир», 1966, гл. II ; первоначальные сведения
можно также найти в книжке Серпинского «О теории множеств», русский перевод к о .
торой в 1966 г. положил начало серии «Математическое просвещение». — Прим. ред.



(«Лекции о трансфинитных числах»), опубликованная в 1950 г. в Пари-
же, и «Cardinal and ordinal numbers» («Кардинальные и порядковые чис-
ла»), вышедшая в 1958 г. в Варшаве.

Начало деятельности Серпинского в математике было весьма удач-
ным, и он вскоре приобрел известность. С осени 1908 г. Серпинский рабо-
тает во Львовском университете, куда его пригласил тогдашний ректор,
специалист по теории аналитических функций И. Пужина. Уже в следу-
ющем учебном году он прочитал курс лекций под названием «Теория
множеств», который, как свидетельствует чешский историк математики
Гвидо Феттер, был первым в мире самостоятельным университетским
курсом теории множеств. К этим лекциям студенты проявили особый ин-
терес. Для некоторых из них этот курс определил область, в которой
позднее они прославились как видные исследователи. Среди первых уче-
ников Серпинского были студенты О. Никодым, теперь профессор одно-
го из американских университетов, и С. Ружевич, позднее профессор
Львовского университета и ректор Академии внешней торговли, убитый
немецко-фашистскими захватчиками в 1941 г. вместе с несколькими де-
сятками профессоров Львова.

В 1910 г. Львовский университет присвоил Серпинскому звание про-
фессора, а спустя год Краковская Академия наук наградила его за тру-
ды, опубликованные в 1909—1910 гг. на польском языке. Деятельность
Серпинского привлекает внимание молодых талантливых математиков.
В 1913 г. во Львов прибыли С. Мазуркевич, чтобы пройти у него докто-
рантуру, и 3. Янишевский, уже получивший степень доктора в Париж-
ском университете за работу по топологии. Круг учеников и сотрудников
Серпинского, проявляющих интерес к теоретико-множественной темати-
ке, заметно расширяется, и здесь во Львове, городе, входящем тогда в
состав Австро-Венгрии, зарождается новая математическая школа —
Польская.

Примерно в это же время в России возникает новая математическая
школа — Московская школа теории функций действительного перемен-
ного.

Идеи теоретико-множественной математики проникли в русскую ли-
тературу уже в самом начале XX века. К этому времени относится пер-
вый курс лекций по теории функций действительного переменного, про-
читанный в Московском университете Б. К. Млодзеевским, опубликова-
ние в 1907 г. И. И. Жегалкиным магистерской диссертации «Трансфи-
нитные числа» и, наконец, появление в 1911 г. знаменитой работы
Д. Ф. Егорова «О последовательности измеримых функций».

Решающее значение для возникновения новой математической шко-
лы имела деятельность в области теории функций Н. Н. Лузина (1883—•
1950), ученика Д. Ф. Егорова по Московскому университету. Свои пер-
вые работы (они появляются уже в 1911 г.) Лузин присылает из Гёттин-



гена и Парижа, где на протяжении четырех лет (1910—1914) он слуша-
ет лекции крупнейших математиков и ведет интенсивную научную
работу.

Появление в 1915 г. докторской диссертации Лузина «Интеграл и
тригонометрический ряд» оказало сильное влияние на дальнейшее раз-
витие теории функций. По-видимому, с этого времени Лузин становится
признанным главой Московской математической школы, сразу заявив-
шей о себе выдающимися исследованиями самого Лузина и его учени-
ков: П. С. Александрова, Д. Е . Меньшова, М. Я. Суслина и А. Я. Хин-
чина.

Полный расцвет школы Лузина приходится на советский период,
когда, наряду с работами Лузина и его первых учеников, появляются
работы А. Н. Колмогорова, М. А. Лаврентьева, П. С. Новикова,
П. С. Урысона, Л. В. Келдыш и других исследователей.

Влияние Московской школы на развитие математики в нашей стра-
не становилось все более и более ощутительным в связи с проникнове-
нием идей теории множеств в функциональный анализ, теорию вероят-
ностей, теорию дифференциальных уравнений и в другие отрасли мате-
матики.

Влияние Московской школы сказалось и на развитии математики
за рубежом. «Особенно значительным было влияние на польскую мате-
матику, где возникла сильная школа теории функций (В. Серпинский,
Г. Штейнгауз, С. Мазуркевич, А. Райхман, А. Зыгмунд, С. Банах и др.);
оно сказывалось и на творчестве французских, английских, немецких и
японских ученых» '.

Научная и литературная деятельность Серпинского уже в самом
начале получает в Польше высокое признание. В 1913 г. Краковская
Академия наук присуждает Серпинскому премию за «Очерк теории мно-
жеств», а в 1917 г.—-за монографию «Теория чисел». Обе книги были
опубликованы в Варшаве на польском языке: первая в 1912 г., вторая
в 1914 г.

В начале первой мировой войны Серпинский был интернирован (как
гражданин г. Львова, входящего тогда в состав Австро-Венгрии) и нап-
равлен в г. Вятку. Но здесь Серпинский пробыл сравнительно недолго,
так как Д. Ф. Егорову и Б. К. Млодзеевскому после больших хлопот и
усилий удалось получить для него разрешение на жительство в Москве.

В 1915 г. Серпинский приехал в Москву, где на протяжении почти
трех лет он продолжал свою научную и литературную деятельность и
имел полезные контакты с русскими математиками. Возможность обще-
ния с Серпинским радовала многих московских математиков. Так,

1 А. П. Ю ш к е в и ч, Математика. В кн.: «История естествознания в России», т. 2,
М., изд-во АН СССР, 1960, стр. 194.
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П. С. Александров (в то время студент Лузина) замечает, что он был
счастлив, когда осенью 1915 г. ему довелось докладывать о своей пер-
вой научной работе в присутствии Серпинского '. С чувством большой
благодарности Серпинский вспоминает о внимании и заботе, которые
были проявлены к нему Егоровым, Млодзеевским и другими москов-
скими математиками. Но совершенно особое значение для Серпинского
имела возникшая здесь большая дружба между ним и Лузиным2. Эта
дружба, основанная на общности научных интересов, закрепленная сов-
местными исследованиями и результатами, служила источником вдох-
новения для обоих математиков на протяжении нескольких десятилетий,
до самой смерти Лузина.

В Вятке и в Москве Серпинского не покидала мысль о создании
польского университета в Варшаве. Здесь он подготовил первый том
«Математического анализа» в двух частях и опубликовал его в Москве
на польском языке в 1916—1917 гг. Эта книга была переиздана в 1923 г.
в Варшаве и на протяжении ряда лет служила учебным пособием для
польских студентов. За 1915—1918 гг. Серпинским было опубликовано
36 работ (из коих четыре совместно с Лузиным), т. е. столько же, сколь-
ко за четыре предыдущих года.

Весной 1917 г. из польских газет, выходящих в Москве, Серпинский
неожиданно узнал, что Краковская Академия наук избрала его своим
членом-корреспондентом. Это известие его очень обрадовало. Вскоре
после Октябрьской революции Серпинский возвращается во Львов и
приступает к работе в университете. Осенью 1918 г. он получает кафед-
ру во вновь созданном Варшавском университете. В Варшаве Серпин-
ский застал своих друзей профессоров 3. Янишевского и С. Мазуркеви-
ча, с которыми он сразу же приступил к осуществлению программы раз-
вития математики в Польше. В 1919 г. эти три математика приняли ре-
шение о создании первого в мире специализированного математического
журнала «Fundamenta Mathematicae», посвященного теории множеств,
топологии, теории функций действительного переменного и математиче-
ской логике. Тогда многие видные математики (среди которых был
А. Лебег) не верили в успех этого начинания, им казалось, что журнал,
игнорирующий остальные отрасли математики, не будет жизнестойким.
Первый том журнала появился в 1920 г., через несколько месяцев пос-
ле смерти 3. Янишевского — одного из его основателей. Начатое дело
Серпинский продолжал с Мазуркевичем до смерти последнего в 1945 г.,
затем нелегкие обязанности редактора он выполнял с К. Куратовским,
в последние же годы Серпинский является почетным редактором журна-

1 См: P. S. A l e k s a n d r o w . О wspolpracy polskiej i radzieckiej szkoly mate-
matycznej, Wiadomosci matematyczne, VI, 1963, стр. 177.

2 Сохранилась фотография, на которой сняты Егоров, Лузин и Серпинский. См.:
«Ист.-мат. исслед.», вып. VIII. М., 1955, стр. 70.
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ла, а Куратовский — редактором. Этот журнал сыграл большую роль в
развитии математики не только в Польше, но и во всех странах, где ею
занимаются. Еще в 1935 г., когда вышел 25-й том журнала, один аме-
риканский математик сказал, что история «F. М.» является одновремен-
но историей современной теории функций действительного переменного,
а в 1962 г., когда вышел 50-й том, П. С. Александров заявил, что юбилей
этого журнала является праздником для математиков всего мира. Сер-
пинский как-то заметил, что в 50 томах «F. М.» содержится 1500 ра-
бот 420 различных авторов, в том числе около 300 зарубежных, сре-
ди которых немало крупнейших математиков современности. Думается,
что в этой связи уместно подчеркнуть особую ценность вклада польских
математиков и, в частности, самого Серпинского, которому из упомяну-
тых им 1500 работ принадлежат 262.

В 1921 г. Серпинский был избран действительным членом Польской
Академии наук. Во многих странах мира обращают внимание на его ис-
ключительно высокую творческую активность, выдающиеся литератур-
ные, педагогические и организационные способности. Серпинский полу-
чает приглашения от многих зарубежных университетов. Он читает лек-
ции в Страсбурге, Сорбонне, Яссах, Брюсселе, Женеве, Базеле, Праге,
Будапеште, Риме и в других городах. Имя Серпинского быстро приоб-
ретает огромную популярность. В математическую литературу прочно
вошли термины: «Универсальная кривая Серпинского», «Треугольная
кривая Серпинского», «S-континуум» и др.

В годы второй мировой войны Серпинский не прекращал научную
работу и даже преподавал в подпольном университете Варшавы. Осе-
нью 1944 г., когда немецкие войска начали сжигать Варшаву, Серпин-
ский вынужден был покинуть город. Заботливые друзья вывезли его в
Мехувский уезд.

В феврале 1945 г., после освобождения Польши советскими войска-
ми Серпинский пешком отправился в Краков. Здесь его во второй раз
приютил Ягеллонский университет. Он приступил к чтению лекций и
стал печатать статьи и книги, написанные им во время оккупации. Здесь
же он спустя несколько месяцев возобновил издание журнала «F. М.»,
которое было прервано войной.

С осени 1945 г. Серпинский в Варшаве. И снова большой труд по
восстановлению университета. Снова лекции в различных университетах
Европы, Индии, Канады, США, доклады и сообщения на симпозиумах
и съездах. Деятельность Серпинского получает высокую оценку в Поль-
ской Народной Республике. В 1949 г. ему была присуждена Государст-
венная премия первой степени, а в 1951 г. была выбита медаль с барель-
ефом Серпинского по случаю 20-летия исполнения им обязанностей
председателя Варшавского научного общества. В 1952—1957 гг. Серпин-
ский был вице-президентом Польской Академии наук. В апреле 1957 г.
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он принял участие в юбилейной научной сессии Академии наук СССР,
посвященной 250-летию со дня рождения Л. Эйлера. В том же году он
возобновил издание «Acta Arithmetica» — единственного в мире журна-
ла, посвященного только вопросам теории чисел.

В последние 20 лет теория чисел снова занимает видное место в на-
учной и литературной работе Серпинского. Многочисленные результаты,
полученные Серпинским и его учениками, наиболее выдающимся из ко-
торых является Андрей Шинцель, заметно обогащают сокровищницу
теории чисел, в особенности так называемой элементарной теории чисел.

Сейчас, как и в прошлые годы, Серпинский печатает оригинальные
статьи, издает серьезные и популярные книги. Список работ, опублико-
ванных им, содержит уже более 700 названий. Среди них свыше 30 мо-
нографий, учебников и популярных книжек.

Университеты десяти городов: Амстердама, Бордо, Вроцлава, Лак-
хнау (Индия), Львова, Москвы, Парижа, Праги, Софии и Тарту прис-
воили Серпинскому степень доктора honoris Kausa. Серпинский — вице-
председатель Международной Академии философии наук, почетный
член Болгарской, Итальянской, Лиманской, Парижской, Румынской,
Нью-Йоркской, Чехословацкой и других академий науки. Он также по-
четный член Лондонского математического общества и многих других
научных обществ.

Вацлав Серпинский — старейший академик Польши. Он воспитал
три поколения учеников, среди которых немало крупных математиков.
Его непрерывная творческая деятельность на протяжении шестидесяти
лет создала славу польской науке. Серпинский по праву считается от-
цом польской школы математиков.

И. Мельников



Элементарную теорию чисел следует считать одним
из наилучших предметов для первоначального матема-
тического образования. Она требует очень мало предва-
рительных знаний, а предмет ее понятен и близок; мето-
ды рассуждений, применяемые ею, просты, общи и не-
многочисленны; среди математических наук нет равной
ей в обращении к естественной человеческой любозна-
тельности '.

ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА

Теория чисел зародилась давно, еще в древней Греции, но развива-
лась крайне медленно. Большой и устойчивый интерес к ее проблемам
в значительной мере был обусловлен деятельностью П. Ферма (1601 —
1665). Как самостоятельная наука теория чисел получила свое перво-
начальное оформление лишь в XVIII в. в многочисленных работах
Л. Эйлера (1707—1783). Следующей важнейшей вехой в ее истории бы-
ли исследования К. Ф. Гаусса (1777—1855) и его последователей. Боль-
шое значение для развития теории чисел имели исследования П. Л. Че-
бышева (1821—1894) и целой плеяды русских и советских арифметиков,
принадлежащих к Петербургской математической школе или продол-
жающих ее славные традиции. Общеизвестно мировое значение вклада
в теорию чисел И. М. Виноградова, Ю. В. Линника, Л. Г. Шнирельмана
и других советских математиков. Большие заслуги в развитии теории
чисел имеют и современные зарубежные математики.

В настоящее время теория чисел — обширная и трудная область ма-
тематики. Она развивается в различных направлениях и использует раз-
нообразные методы и средства.

Представляется вполне естественным, чтобы факты, принадлежащие
арифметике, обосновывались «элементарными» методами, т. е. при помо-
щи лишь арифметических и элементарноалгебраических средств. В одних
случаях это требование выполняется сравнительно легко. В других же
случаях поиски элементарных доказательств носят затяжной характер, и
не всегда им сопутствует успех. В свое время большое удивление в ма-
тематическом мире вызвали элементарные решения глубоких проблем
теории чисел, найденные Артином, Ван дер Варденом, Б. А. Венковым,
Ю. В. Линником, Сельбергом и др. Предложенные ими решения очень

1 Это высказывание Г. X. Харди (Bull. Amer. Math. Soc, 35, 1929, стр. 818) Сер-
пинский поместил в качестве эпиграфа к своей книге «200 задач по элементарной тео-
рии чисел», изданной на польском языке.
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трудны. Чтобы полностью понять и усвоить их, даже хорошо подго-
товленному читателю порой требуется много времени напряженного
труда.

Задачи, рассматриваемые в данной книге, принадлежат элементар-
ной теории чисел и, как правило, являются элементарными и в обычном
смысле этого слова. Поэтому значительная часть книги доступна широ-
кому кругу читателей. В книге изредка встречаются трудные задачи, из
которых некоторые еще недавно рассматривались такими видными ис-
следователями, как Серпинский, Эрдёш, Шинцель и др. Номера таких
задач отмечены звездочкой.

Оригинал этой книги, появившийся в Польше в 1964 г., содержал
200 с лишним задач. В настоящее издание, кроме этих задач, вошло еще
около сорока новых задач, присланных мне автором.

Эта книга не является задачником по теории чисел. Она не содер-
жит тренировочных примеров и задач, необходимых для усвоения ка-
ких-то разделов учебной программы. Однако задачи и краткие решения,
помещенные здесь, учат очень многому, так как, формируя математи-
ческое мышление, они создают известные предпосылки для самостоя-
тельной работы в элементарной теории чисел и способствуют приобрете-
нию таких навыков, которые будут полезны в любой отрасли мате-
матики.

В настоящем издании сохранены ссылки автора на монографиче-
скую и журнальную литературу на польском и других иностранных язы-
ках. Знания, необходимые для успешной работы над отдельными зада-
чами, читатель может почерпнуть из следующих книг по теории чисел:
1) И. М. Виноградов, Основы теории чисел, 7-е изд. М., 1965;
2) А. А. Бухштаб, Теория чисел, 2-е изд. М., 1966; 3) Ш. X. Михелович,
Теория чисел, 2-е изд. М., 1967. Читателю также будут полезны две книги
В. Серпинского в русском переводе: 1) О решении уравнений в целых
числах. М., 1961; 2) Что мы знаем и чего не знаем о простых числах. М.,
1963.

По моей инициативе здесь помещены в качестве приложения два из-
влечения в русском переводе из книги В. Серпинского «Элементарная
теория чисел», изданной в Варшаве в 1964 г. на английском языке.
В первом извлечении дается изложение весьма элементарного доказа-
тельства постулата Бертрана, принадлежащего П. Эрдёшу, а во втором—
доказательство теоремы Шерка, принадлежащего Серпинскому.

В книге имеется несколько примечаний, написанных мною. Они от-
мечены номерами в квадратных скобках.

Я выражаю свое уважение и признательность редактору книги
Юрию Алексеевичу Гастеву, ценные указания которого были учтены
мною на последнем этапе работы над рукописью этой книги.

И. Мельников



З А Д А Ч И

I. Делимость чисел

1. Найти все натуральные числа п, для которых число п2+1 делится
на п+ 1.

2. Найти все целые числа х=^3, такие, что х—3 |л:3—З1.
3. Доказать, что если 7\а2 + Ь2, где а и 6—целые числа, то 7| а и 7\Ь.
4. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чисел п,

для которых число 4п 2 +1 делится одновременно на 5 и на 13.
5. Доказать, что для натуральных п имеем 1691 33"+3—26п—27.
6. Доказать, что 19|2 2 б А + 2 + 3 для k = 0, 1, 2,... .
7. Доказать утверждение М. Крайчика о том, что 13|2 7 0+3 7 0.
8. Доказать, что F „ | 2Fn —2, где Fn=22n + 1 , п = 1 , 2,... .
9. Доказать, что существует бесконечное число натуральных чисел

п, для которых п 12п •+-1.
10. Доказать, что если k — нечетное число, а п — натуральное, то

2n+2\k*n — 1.
11. Доказать, что П -31 -6ll201!i—l.
12. Доказать, что для натуральных т и а>\ имеем2:

~\) = {а-\, т).

13. Доказать, что для каждого натурального числа п число 3-(15-|-
+ 2 5 + • • • +п5) делится на число 1 3 +2 3 + • • • + " 3 '

14. Найти все натуральные числа п > 1 , для которых число 1 П + 2 П +
+ . . . -j-{n—1)п делится на п.

1 Символ а)Ь читается так: «а делит 6» и означает, что число Ъ делится на чис-
..о а без остатка. — Прим. перев.

2 Символ (а, Ь) означает наибольший общий делитель чисел а и о.— Прим. перев.
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15. Исследовать, для каких натуральных п которое из двух чисел
ап = 2 2 n + 1 ~2"+i + 1 и bn = 22n+l +2n+i + 1 делится и которое не де-
лится на 5.

16. Доказать, что для каждого натурального числа п существует
такое натуральное число х, что каждый из членов бесконечной последо-
вательности

,-r
,v+ I, xx + 1, Xх" + 1, Л;-1' + 1, ...

делится на п.
17. Доказать, что существует бесконечно много нечетных чисел п,

для которых ни при каком четном х ни одно из чисел бесконечной после-
довательности

* * + . ! , Xх* + 1, х^ + 1, ...

не делится на п.
18. Доказать, что для всех натуральных п имеем п2\ (п 4- 1)" — 1.
19. Доказать, что для всех натуральных п имеем(2"—1)2 |2'2 ~ 1 ) я — 1 .
20. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чисел

п, таких, что п\2п+1, и найти все такие простые числа п.
21*. Найти все нечетные числа п, такие, что п | 3" -4- 1-
22*. Доказать, что для каждого натурального числа а>\ существу-

ет бесконечно много натуральных чисел п, таких, что п\ап + 1.
23*. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чи-

сел п, для которых п 12" + 2.
24. Найти все натуральные числа а, для которых число а 1 0 + 1 де-

лится на 10.
25*. Доказать, что не существует натурального числа п > 1 , для ко-

торого п | 2" — 1.
26. Найти все натуральные числа п, для которых 3 | п - 2 п + 1 .
27. Доказать, что для каждого простого нечетного числа р сущест-

вует бесконечно много натуральных чисел п, для которых р\ п-2п-\- 1.
28. Доказать, что для каждого натурального числа п существуют

натуральные числа х>п и у, такие, что хх\уУ, но х f у '.
29. Доказать, что существует бесконечное число натуральных чи-

сел п, для которых число п2—3 делится на точный квадрат, больший
единицы, и найти наименьшее из таких натуральных чисел п.

30*. Доказать, что для нечетных п имеем п | 2"' — 1.
31. Доказать, что в бесконечной последовательности

2 " - 3 (п = 2, 3,4, . . .)
существует бесконечно много членов, делящихся на 5, и бесконечно мно-

1 Читается: « не делит у». — Прим. перев.
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го делящихся на 13, но ни один член этой последовательности не делит-
ся на 5-13.

32*. Найти два наименьших составных числа п, таких, что п\2п — 2 и
п|3"—3.

33*. Найти наименьшее натуральное число п, такое, что п\2п—2,
но п t 3"—3.

34. Найти наименьшее натуральное число п, такое, что п \2п —2,
но п |З п —3.

35. Для каждого натурального числа а найти составное число п, та-
кое, что п\ап—а.

36. Доказать, что если для целых чисел а, Ь и с имеем 9|а34-&3+с3,
то по крайней мере одно из чисел а, Ь, с делится на 3.

37. Доказать, что если для целых чисел ak (k = l, 2, 3, 4, 5) имеем:

91 а\ + а\ + а3

з + а\ + а],

ТО 3 | Й1Й2ЙЗЙ4Й5-

38. Доказать, что если х, у и z—натуральные числа, (х, у) — \ и
x2 + y2 = zi, то 7\ху, и что условие (х, у) = \ является здесь необходимым.

39*. Доказать, что существует бесконечно много пар натуральных
чисел х, у, таких, что

\у(у+1), х\у, х+\\у, х\у+\, х+\\у+\,

и найти пару наименьших таких чисел х, у.
40. Для каждого натурального числа s<J25, а также для числа s =

= 100 найти наименьшее натуральное число ns, имеющее сумму цифр,
равную s (в десятичной системе счисления), и делящееся на s,

41*. Доказать, что для каждого натурального числа s существует
натуральное число п с суммой цифр s (в десятичной системе счисления),
делящееся на s.

42*. Доказать:
а) что каждое натуральное число имеет натуральных делителей ви-

да 4&-Н не меньше, чем вида 4&-J-3;
б) что существует бесконечно много натуральных чисел, имеющих

натуральных делителей вида 4&-|-1 столько же, сколько и вида
4 £ 3

в) что существует бесконечно много натуральных чисел, имеющих
натуральных делителей вида 4&+1 более, чем вида 4& + 3.

43. Доказать, что если а, Ь, и с—произвольные целые числа, a n —
натуральное число > 3 , то существует целое число k, такое, что ни одно
из чисел k+a, k + b и k + c не делится на п.
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II. Взаимно простые числа
44. Доказать:
а) что (п., 22" + 1 ) = 1 , для п = 1 , 2, . . .;
б) что существует бесконечно много натуральных чисел п, для ко-

торых (п, 2"—1)>1, и найти наименьшее из них.
45. Доказать, что при всяком целом k числа 2k + \ и 9& + 4 являют-

ся взаимно простыми, а для чисел 2k—1 и 9& + 4 найти их наибольший
общий делитель в зависимости от целого числа k.

46. Доказать: а) что существует бесконечная возрастающая после-
довательность попарно взаимно простых треугольных чисел (т. е. чисел

/ п = " - ^ + И ) Г Д е п = 1 , 2, . . . );

б) что существует бесконечная возрастающая последовательность
попарно взаимно простых тетраэдральных чисел (т. е. чисел вида Тп=

= - ^ - п ( п + 1 ) ( п + 2 ) , г д е п = 1 , 2, . . . ).

47. Доказать, что если а и b — различные целые числа, то существу-
ет бесконечно много таких натуральных чисел п, что числа а + п и Ь + п
являются натуральными взаимно простыми.

48*. Доказать, что если a, b и с — различные целые числа, то суще-
ствует бесконечно много натуральных чисел п, таких, что числа а-{-п,
Ь+п и с+п являются попарно взаимно простыми.

49. Дать пример таких четырех различных натуральных чисел а, Ь,
cud, для которых не существует ни одного натурального числа п, та-
кого, чтобы числа а + п, Ь + п, с + п и d + n были бы попарно взаимно
простыми.

50. Доказать, что каждое натуральное число > 6 является суммой
двух взаимно простых натуральных чисел > 1 .

51*. Доказать, что каждое натуральное число >17 является суммой
трех натуральных попарно взаимно простых чисел > 1 и что число 17
этим свойством не обладает.

52*. Доказать, что каждое четное число 2k для каждого натураль-
ного числа m является разностью двух натуральных чисел, взаимно про-
стых с т.

53*. Доказать, что из последовательности Фибоначчи (определяе-
мой УСЛОВИЯМИ «i = « 2 = l , «n+2 = «n + "n+l ДЛЯ П=\, 2, . . . ) МОЖНО
извлечь бесконечную возрастающую последовательность с попарно вза-
имно простыми членами.

III. Арифметические прогрессии

54. Доказать, что существуют арифметические прогрессии произ-
вольной длины, составленные из различных попарно взаимно простых
натуральных чисел.
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55. Доказать, что для каждого натурального числа k множество
всех натуральных чисел п, у которых число натуральных делителей
кратно k, содержит бесконечную арифметическую прогрессию.

56. Доказать, что существует бесконечно много систем натуральных
чисел х, у и z, для которых числа х(х+1), у(у+\) и z(z+\) составляют
возрастающую арифметическую прогрессию.

57. Найти все прямоугольные треугольники, стороны которых выра-
жаются натуральными числами, образующими арифметическую про-
грессию.

58. Найти бесконечную возрастающую арифметическую прогрессию,
состоящую из натуральных чисел, имеющую наименьшую разность и не
содержащую ни одного треугольного числа.

59. Найти необходимое и достаточное условие того, чтобы арифме-
тическая прогрессия ak + b (k = 0, I, 2, . . . ), где а и Ь — натуральные
числа, содержала бесконечно много членов, являющихся квадратами
натуральных чисел.

60*. Доказать, что существуют арифметические прогрессии произ-
вольной длины, составленные из различных чисел, являющихся степеня-
ми натуральных чисел с натуральными показателями > 1 .

61. Доказать, что не существует бесконечной арифметической прог-
рессии, составленной из различных натуральных чисел, каждый член ко-
торой является степенью натурального числа с натуральным показа-
телем > 1.

62. Доказать, что не существует четырех последовательных нату-
ральных чисел, каждое из которых было бы степенью натурального чис-
ла с натуральным показателем > 1 .

63. Доказать элементарно, что в каждой возрастающей арифмети-
ческой прогрессии, членами которой являются натуральные числа, су-
ществует отрезок произвольной длины, состоящий только из составных
чисел.

64*. Доказать элементарно, что если а и Ь — натуральные взаимно
простые числа, то для каждого натурального числа т в арифметической
прогрессии ak + b (& = 0, 1, 2, . . . ) существует бесконечно много чле-
нов, взаимно простых с т.

65. Доказать, что для каждого натурального числа s в каждой воз-
растающей арифметической прогрессии, состоящей из натуральных чи-
сел, существуют числа, у которых первые s цифр могут быть произволь-
ными (в десятичной системе счисления).

66. Найти все возрастающие арифметические прогрессии, состоя-
щие из трех членов последовательности Фибоначчи (см. задачу 53), и
доказать, что не существует возрастающих арифметических последова-
тельностей, состоящих из четырех членов последовательности Фибо-
наччи.
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67*. Найти возрастающую арифметическую прогрессию с наимень-
шей разностью, состоящую из натуральных чисел и не содержащую ни
одного числа последовательности Фибоначчи.

68*. Найти прогрессию ak + b (k = 0, I, 2, . . . ), где а и Ь — взаим-
но простые натуральные числа, не содержащую ни одного числа после-
довательности Фибоначчи.

69. Доказать, что в каждой арифметической прогрессии ak + b (k = 0,
1,2, . . . ), где а и b — взаимно простые натуральные числа, существу-
ет бесконечно много членов, попарно взаимно простых.

70*. Доказать, что в каждой арифметической прогрессии ak + b {k =
= 0, 1, 2, . . . ), где а и Ь — натуральные числа, существует бесконечно
много членов, имеющих одинаковые простые делители.

71. Из теоремы Дирихле, согласно которой в каждой арифметиче-
ской прогрессии ak + b (k = Q, I, 2, . . . ), где а и b — натуральные вза-
имно простые числа, существует бесконечно много простых чисел [1], вы-
вести следствие: в каждой такой прогрессии для каждого натурального
числа s существует бесконечно много членов, являющихся произведени-
ями s различных простых чисел.

72. Найти все арифметические прогрессии с разностью 10, состоя-
щие из более чем двух простых чисел.

73. Найти все арифметические прогрессии с разностью 100, состоя-
щие из более чем двух простых чисел.

74*. Найти десятичленную возрастающую арифметическую прогрес-
сию, состоящую из простых чисел, последний член которой есть наимень-
шее возможное при этих условиях число.

75. Дать пример бесконечной возрастающей арифметической про-
грессии, состоящей из натуральных чисел, ни один член которой не яв-
ляется ни суммой, ни разностью двух простых чисел.

IV. Простые и составные числа

76. Доказать, что для каждого четного числа п > 6 существуют про-
стые числа р и q, меньшие п—1, такие, что (п—р, п—q) = \.

77. Найти все простые числа, являющиеся одновременно суммами и
разностями двух простых чисел.

78. Найти три наименьших натуральных числа п, таких, что между
п и п+10 нет ни одного простого числа, а также три наименьших нату-
ральных числа т, таких, что между Ют и \0(т+\) нет ни одного про-
стого числа.

79. Доказать, что каждое простое число вида 4ft+1 является дли-
ной гипотенузы прямоугольного треугольника, стороны которого выра-
жаются натуральными числами.

80. Найти четыре решения уравнения p2+\=q2 + r2 в простых чис-
лах р, q, г. у
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81. Доказать, что уравнение

не имеет решений в простых числах р, q, r, s, t.
82*. Найти все решения в простых числах р, q и г уравнения

83*. Найти простые числа р, q и г, для которых числа р(р+1),
q(q+-l) иг(г+1) образуют возрастающую арифметическую прогрессию.

84. Найти все натуральные числа п, для которых каждое из шести
чисел п+l, п + 3, п + 7, п + 9, п+13 и п+15 является простым.

85. Найти все целые числа k >0, для которых последовательность
k+l, k + 2, . . . ft+10 содержит наибольшее число простых чисел.

86. Найти все целые числа k>0, для которых последовательность
k+l, k + 2, . . . ft+100 содержит наибольшее число простых чисел.

87. Найти все сотни последовательных натуральных чисел, содер-
жащих по 25 простых чисел.

88. Найти все простые числа р, такие, что р\2р+-\.
89. Найти все отрезки натурального ряда, состоящие из 21 числа и

содержащие по 8 простых чисел.
90. Найти все числа р, для которых каждое из шести чисел р, р + 2,

р + 6, р + 8, р+12 и р+1А является простым.
91. Доказать, что существует бесконечно много пар различных на-

туральных чисел т и п, таких, что, во-первых, числа тип имеют одни
и те же простые делители и, во-вторых, числа tn+ 1 и п+ 1 имеют одни
и те же простые делители.

92. Найти все простые числа вида g — 1, где п — натуральное

число.
93. Найти все простые числа вида Тп+ 1, где п — натуральное число,

rj. п (п + 1) (п + 2)
а тп = _ .

94. Доказать, что для каждого натурального числа s существует та-
кое натуральное число п, что число 2П—1 имеет не менее s различных
простых делителей.

95. Найти пять простых чисел, являющихся суммами двух биквад-
' ратов натуральных чисел.

96. Доказать, что существует бесконечно много пар последовательных
простых чисел, которые не являются парами простых чисел-близнецов.

97. Опираясь на теорему Дирихле об арифметической прогрессии,
доказать, что существует бесконечно много простых чисел, не принадле-
жащих ни к одной паре простых чисел-близнецов.
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98. Найти пять наименьших натуральных чисел п, для которых чис-
ло п2—1 является произведением трех различных простых чисел.

99. Найти пять наименьших натуральных чисел п, для которых чис-
ло п2+\ является произведением трех различных простых чисел, и най-
ти такое натуральное число п, для которого число п 2 +1 является про-
изведением трех различных нечетных простых чисел.

100. Доказать:
а)* что среди каждых трех последовательных натуральных чисел

> 7 по крайней мере одно имеет хотя бы два различных простых де-
лителя;

б) что из каждых 24 последовательных натуральных чисел > 6 по
крайней мере одно имеет хотя бы три различных простых делителя.

101. Найти пять наименьших натуральных чисел п, для которых
каждое из чисел п, п+1, п + 2 является произведением двух различных
простых чисел, и доказать, что не существует четырех последовательных
натуральных чисел, каждое из которых было бы произведением двух
различных простых чисел; привести пример, доказывающий существо-
вание четырех последовательных натуральных чисел, каждое из кото-
рых имеет точно два различных простых делителя.

102. Доказать, что теорема, согласно которой существует только
конечное число натуральных чисел п, для которых каждое из чисел п и
п+1 имеет только один простой делитель, равносильна теореме о том,
что существует только конечное число простых чисел Мерсенна и толь-
ко конечное число простых чисел Ферма.

103. Найти все числа вида 2"—1, где п — натуральное число, не
большие миллиона и являющиеся произведениями двух простых чисел,
и доказать, что если п есть четное число > 4 , то число 2П—1 является
произведением по крайней мере трех натуральных чисел > 1 .

104. Используя задачу 50, доказать, что для всех k^3 имеет место
неравенство р k+i r A + 2 < № • • Pk (гДе Pk е с т ь k-e по порядку простое
число).

105. Обозначим для натуральных п через qn наименьшее простое
число, не являющееся делителем числа п. Используя задачу 104, дока-
зать, что отношение — стремится к нулю, когда п неограниченно воз-
растает.

106. Доказать элементарно, что из теоремы Чебышева, согласно ко-
торой для натуральных « > 1 между п и 2п содержится по крайней ме-
ре одно простое число [2], вытекает теорема о том, что для каждого на-
турального числа п>4 между п и 2п содержится хотя бы одно число,
являющееся произведением двух различных простых чисел, а для нату-
ральных п>15 между п и 2п содержится по крайней мере одно число,
являющееся произведением трех различных простых чисел.
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107. Доказать элементарно, что из теоремы Чебышева следует, что
для каждого натурального числа s при достаточно больших натураль-
ных п между п и 2п содержится по крайней мере одно число, являюще-
еся произведением s различных простых чисел.

108. Доказать, что среди чисел бесконечной последовательности

1, 31, 331, 3331, . . .

существует бесконечно много составных чисел, и найти наименьшее из
них. (Для решения второй части этой задачи можно использовать мик-
рофильм, содержащий все простые числа до ста миллионов: The First
Six Million Prime Numbers. The Rand Corporation, Santa Monica, publi-
shed by the Microcard Foundation, Madison, Wisconsin, 1959. Этот мик-
рофильм имеется, в частности, в библиотеке Математического институ-
та Польской Академии наук).

109. Найти наименьшее натуральное число п, для которого п 4 + (п +
+ I ) 4 есть составное число.

ПО. Доказать, что среди чисел 10" + 3 ( л = 1 , 2, . . . ) имеется бес-
конечно много составных.

111. Доказать, что для всех натуральных п>1 число -g- (21 / !+2 -\- 1)

является составным.
112. Доказать, что в последовательности 2"—1 (п=1, 2, . . . ) су-

ществует отрезок произвольной длины, состоящий только из составных
чисел.

113. Доказать ошибочность утверждения о том, что из каждого на-
турального числа, записанного в десятичной системе счисления, можно
изменив только одну его цифру, получить простое число.

114. Доказать, что теорема Чебышева Ч, согласно которой для на-
туральных п>\ между п и 2п содержится по крайней мере одно простое
число1, равносильна теореме Т, о том, что для натуральных п>1 разло-
жение числа п! на простые сомножители содержит хотя бы один прос-
той сомножитель в первой степени. Равносильность обеих теорем по-
нимается в том смысле, что из каждой из них легко выводится другая.

115. Используя теорему о том, что для натуральных п > 5 между п и
2п содержится по крайней мере два различных простых числа2, дока-
зать, что для любого натурального числа п>10 в разложении числа п!
на простые сомножители имеется хотя бы два различных простых сом-
ножителя в первой степени.

• 116. Опираясь на теорему Дирихле об арифметической прогрессии,
доказать, что для каждого натурального числа п существует простое

1 См. следствие 1 на стр. 153 — Прим. перев.
2 См. теорему 2 на стр. 152 — Прим. перев.
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число р, такое, что каждое из чисел р—1 и р + 1 имеет более чем п раз-
личных натуральных делителей.

117*. Опираясь на теорему Дирихле об арифметической прогрессии,
доказать, что для каждого натурального числа п существует простое
число р, такое, что каждое из чисел р—1, р+\ и р + 2 имеет не менее
чем п различных простых делителей.

118. Доказать, что если п —нечетное число > 1 , то числа п и п + 2
оба являются простыми тогда и только тогда, когда число (п—1)! не де-
лится ни на п, ни на п+2.

119. Опираясь на теорему Дирихле об арифметической прогрессии,
доказать, что для каждого натурального числа т существует простое
число, сумма цифр которого в десятичной системе счисления больше
чем т.

120. Опираясь на теорему Дирихле об арифметической прогрессии,
доказать, что для каждого натурального числа т существует простое
число, в изображении которого (в десятичной системе счисления) име-
ется по крайней мере т нулей.

121. Найти все простые числа р, такие, что сумма всех натуральных
делителей числа р4 является квадратом натурального числа.

122. Для каждого натурального числа s, такого, что 2<;s<.10, най-
ти все простые числа, у которых сумма всех натуральных делителей
есть s-я степень натурального числа.

123. Доказать теорему Лиувилля о том, что для простых чисел
р>5 при натуральном т равенство (р—1)1 + 1= рт невозможно.

124. Доказать, что существует бесконечно много простых чисел q,
таких, что при некотором натуральном n<.q q\(n—1)! + 1.

125*. Доказать, что для каждого целого числа кФ\ существует бес-
конечно много натуральных чисел п, для которых число 22 +k являет-
ся составным.

126. Доказать, что существует бесконечно много нечетных чисел
/г>0, для которых все числа 22 -\- k ( n = l , 2, . . . ) являются состав-
ными.

127. Доказать, что все числа 2 2 2 я + 1 + 3, 2г4п"' ' + 7, 22 б"+2 + 1 3 ,

22io«+i + ] 9 и 2 2 6 " + 2 + 2 1 , где п = 1 , 2, . . ., являются составными.
128*. Доказать, что существует бесконечно много таких натураль-

ных чисел k, что все числа k-2n+\, где п=\, 2, . . . , являются сос-
тавными.

129*. Опираясь на решение задачи 128, доказать теорему Эрдёша о
том, что существует бесконечно много натуральных нечетных чисел k,
для которых каждое из чисел 2п+k при п = 1 , 2, . . . является сос-
тавным.
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130. Доказать, что если k — степень числа 2 с натуральным показа-
телем, то для достаточно больших п все числа k- 2in + 1 являются сос-
тавными.

131. Для каждого натурального числа &<Л0 найти наименьшее на-
туральное число п, для которого k-22" + 1 есть число составное.

132. Найти все натуральные числа й<10, для которых каждое из
чисел к-2гП + 1 , где « = 1 , 2 , . . . , есть число составное.

133. Доказать, что для натуральных п> 1 все числа -g-(22'!+l4-22"-j-

+ 1) являются составными.
134. Доказать, что среди чисел (2 2 п +1) 2 +2 2 , где п=\, 2, . . . .име-

ется бесконечно много составных.
135*. Доказать, что для каждого натурального числа а, такого, что

1 < а ^ 1 0 0 , существует по крайней мере одно натуральное число п ^ б ,
для которого число а2" + 1 является составным.

136. Доказать элементарно, что существует бесконечно много нечет-
ных чисел, являющихся суммами трех различных простых чисел, но не
являющихся суммами менее чем трех простых чисел.

137. Доказать, что не существует многочлена f(x) с целыми коэф-
фициентами, такого, что /(1)=2, /(2)=3, /(3)=5, но что для каждого
натурального числа т > 1 существует многочлен f(x) с рациональными
коэффициентами, такой, что f(k)=Pk для k=l, 2, . . ., т, где рь.—k-e
по порядку простое число.

138*. Из частного случая теоремы Дирихле — для каждого нату-
рального числа т в арифметической прогрессии mk+\ (k=\,2, . . ) су-
ществует бесконечно много простых чисел1—вывести следствие, что
для каждого натурального числа п существует многочлен f(x) с целыми
коэффициентами, такой, что / ( 1 ) < / ( 2 ) < . . . <zf(n), причем все эти
значения — простые числа.

139. Дать пример приводимого многочлена f(x) (с целыми коэффи-
циентами), который для т различных натуральных значений х дает т
различных простых чисел.

140. Доказать, что если f(x)—многочлен степени > 0 с целыми ко-
эффициентами, то сравнение f(x)=O (mod p) разрешимо для бесконеч-
ного числа простых р.

141. Доказать, что при натуральном п условие, чтобы число 2n-f-l
было простым, не является ни необходимым, ни достаточным для того,
чтобы число 22" + 1 было простым (вопреки тому, что пишет Варколье:
Н. V a r c o l l i e r . Nombres premiers, nombres avant-premiers, Presses
Universitaires de France, 1965, стр. 15).

1 Элементарное доказательство этой теоремы дал А. Роткевич. См.: «L'Enseigne-
ment Mathematique», VII, 1961, стр. 277—279.
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V. Диофантовы уравнения

142. Доказать элементарно, что уравнение Зх2—7у2+\=0 имеет
бесконечно много решений в натуральных числах х и у.

143. Найти все решения в целых числах х, у уравнения

2х3+ху—7=0

и доказать, что оно имеет бесконечно много решений в рациональных
положительных числах х и у.

144. Доказать, что для каждой системы двух натуральных чисел т
и п существует линейное уравнение ах + Ьу = с, где a, b и с — целые чис-
ла, имеющее в натуральных числах х и у только одно решение: х = т,
у = п.

145. Доказать, что для каждого натурального числа т существует
линейное уравнение ах + Ьу = с, где а, Ь, с — целые числа, имеющее точ-
но т решений в натуральных числах х, у.

146. Доказать, что уравнение х2 + у2 + 2ху—тх—ту—т—1=0, где
т — данное натуральное число, имеет точно т решений в натуральных
числах х, у.

147. Доказать элементарно, что уравнение

{х~\)2+{х+\)2=У2+\

имеет бесконечно много решений в натуральных числах х, у.

148. Найти все решения уравнения

х3+ (х+ 1) 3+ (х + 2 ) 3 = (х + 3)3

в целых числах х.
149. Доказать, что для каждого натурального числа п уравнение

имеет решение в целых числах х и у.

150. Найти все решения уравнения

(*+ 1) 3 + (х + 2)з+ (x + 3) 3 + (х + 4)з= (х + 5) 3

в целых числах х.
151. Найти все решения уравнения

3) 3 + (х + 2)3+ (х + 3 ) 3 + (х + 4 ) 3 = (х+ 10)3

в рациональных числах х.
152. Доказать, что уравнение

х{х+\)=Ау{у+\)
не имеет решений в натуральных числах х, у, но имеет бесконечно мно-
го решений в положительных рациональных числах х, у.
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153. Доказать, что для каждого заданного целого числа п уравне-
ние h = x2+y2—z2 имеет бесконечно много решений в целых числах х, у,
z, больших числа 1.

154. Найти все решения уравнения 2т — 3 " = 1 в натуральных чис-
лах тип.

155. Найти все решения уравнения 3" — 2т=\ в натуральных чис-
лах тип.

156. Доказать, что система двух уравнений x2 + 2y2 = z2, 2x2+y2 — t2

не имеет решений в натуральных числах х, у, z, t.
157. Опираясь на тождество

[2(5х + 2у + 1) + I]2—2(4х+Зг/ + 2)2 = (2х+\)2—2у2,

доказать, что уравнение х2+ (х+ \)2=у2 имеет бесконечно много реше-
ний в натуральных числах х и у.

158. Опираясь на тождество

[2(7у+ 12x + 6)]2—3[2(4у + 7х+3) + 1]2= (2у)2—3(2* + I ) 2 ,

доказать элементарно, что уравнение (х-f-l)3—х3=у2 имеет бесконечно
много решений в натуральных числах х и у.

159. Доказать, что система двух уравнений x2 + 5y2 = z2, 5x2 + y2 = t2

не имеет решений в натуральных числах х, у, z, t.
160. Доказать, что система двух уравнений x2 + 6y2 = z2, 6x2 + y2 = t2

не имеет решений в натуральных числах х, у, z, t.
161. Доказать, что система уравнений x2 + 7y2 = z2, Ix2 + y2 = t2 имеет

решения в натуральных числах х, у, z, t.
162. Доказать теорему Лебега о том, что уравнение х2—у3 = 7 не

имеет решений в натуральных числах х и у.
163. Доказать, что вели с есть нечетное натуральное число, то урав-

нение х2—у3= (2с)3—1 не имеет решений >в целых числах х, у.
164. Решить задачу Мейснера нахождения всех решений в нату-

ральных числах х, у, z, t системы двух уравнений x + y = zt, z + t=xy, где
Х<У, x<Cz<;t. Доказать, что эта система имеет бесконечно много реше-
ний в целых числах х, у, z, t.

165. Доказать, что для натуральных п. уравнение Х\ + х2+ . . . +'
+ хп=х{х2 . . . хп имеет по крайней мере одно решение в натуральных
числах xi, хг, . . . , хп.

166. Для каждой заданной пары натуральных чисел а и п указать
способ нахождения всех решений уравнения хп—уп = а в натуральных
числах х и у.

167*. Доказать, что если р есть простое число, п — натуральное чис-
ло, то уравнение

не имеет решений в натуральных числах х, у.
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168. Найти два решения в натуральных числах х и у уравнения

у(у+[)=х(х+\)(х+2).

169. Имея для данного целого числа k решение уравнения х2—2у2 =
= k в целых числах х, у, найти решение уравнения t2—2«2 = —k в целых
числах t, и.

170. а) Доказать, что уравнение

для каждого целого D имеет бесконечно много решений в натуральных
числах х, у, z.

б) Доказать, что уравнение \-{-х2-{-у2 = г2 имеет бесконечно много
решений в натуральных числах х, у, z.

171. Доказать, что уравнение

ху + х+у = 232

разрешимо в натуральных числах х, у и имеет при условии х^у только
одно такое решение.

172. Доказать, что уравнение

x2—2y2 + 8z = 3

не имеет решений в целых числах х, у, z.
173. Найти все решения в натуральных числах х и у уравнения

у2—х(х+[)(х

174. Найти все решения уравнения

в рациональных числах х, у, z.
175. Доказать теорему Эйлера: уравнение

Аху—х—y = z2

не имеет решений в натуральных числах х, у, г [3] — и доказать, что оно
имеет бесконечно много решений в целых отрицательных числах х, у, z.

176. Доказать элементарно (не обращаясь к теории уравнения Пел-
ля), что если D = m2+[, где т — натуральное число, то уравнение

x 2 _ D y 2 = 1

имеет бесконечно много решений в натуральных числах х, у.
177*. Найти все решения уравнения

в целых числах х, у.
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178. Для каждого натурального числа т найти все решения урав-
нения

в целых числах х, у, z, отличных от нуля и попарно взаимно простых.
179. Доказать, что уравнение

не имеет решений в натуральных числах х, у, z.
180*.Доказать, что уравнение

не имеет решений в натуральных числах х, у, z.
181. Найти все решения уравнения

в натуральных числах х, у, z.
182* Доказать, что для т=\ и т = 2 уравнение

х3 +'у3 + z3 = mxyz

не имеет решений в натуральных числах х, у, z, и найти все его решения
в натуральных числах х, у, z для т = 3.

183. Доказать, что теорема Т4, согласно которой не существует нату-
ральных чисел х, у, z, для которых

— 4- — = —
у ' z х '

равносильна теореме Т2: уравнение « 3 + v3=w3 не имеет решений в на-
туральных числах и, v, до (в том смысле, что из каждой из теорем Ti и Т2

можно легко вывести другую).
184*. Доказать, что уравнение

-i- + — 4- — + — = 1

не имеет решений в натуральных числах х, у, z, t, но имеет бесконечно
много решений в целых числах, отличных от нуля.

185*. Доказать, что уравнение

t
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не имеет решений в натуральных числах х, у, z, t для т = 2 и т=3, и
найти все его решения в натуральных числах х, у, z, t для m = 4.

186. Найти все решения в натуральных числах х, у, z, t, где
•* С̂ У <i z <;/, Уравнения

1 , 1 , 1 , 1 1— + — + — + — = 1 .

187. Доказать, что для каждого натурального числа s уравнение
1 д. 1 -и -и 1 - 1

имеет конечное > 0 число решений в натуральных числах хи х2, . . . хs.
188*. Доказать, что для натурального числа s > 2 уравнение

-^—|—1—I- н—1 1

имеет решение в натуральных возрастающих числах Xi, хг, . . . , xs и что
если число всех таких решений обозначить через ts, то для s = 3, 4, . . .
имеет место неравенство / s + i>-/ s .

189. Доказать, что если s есть натуральное число ф2, то уравнение

^ + ̂  + . - . + ^ - = 1
Xl ' Х2 ' Г XS

имеет решение в треугольных числах xit х2, . . . , xs (т. е. числах вида

tn = —^2 » г д е п ~~ н а т У Р а л ь н о е число).

190. Доказать, что для каждого натурального числа п число —
представимо в виде суммы п чисел, обратных различным треугольным
числам.

191. Найти все решения в натуральных числах х, у, z, t уравнения

_L л- JL + _L 4 - J - - 1
xa "Г _у2 -Г 2 2 "Г /a

192. Найти все натуральные числа s, для которых уравнение

1 2 S

имеет по крайней мере одно решение в натуральных числах х ь х2,..., xs.
193. Доказать, что для каждого натурального числа s > l уравнение

_ L _ + -1_4- + ^ -
х0 X] A.j л;^

имеет решение в натуральных числах хо<Х\< . . . <xs.
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194. Доказать, что число 1 нельзя представить в виде конечной сум-
мы чисел, обратных квадратам различных натуральных чисел, если чис-
ло их больше 1.

195. Найти разложение числа -к-в конечную сумму чисел, обратных

квадратам различных натуральных чисел.
196*. Доказать, что для каждого натурального числа т при доста-

точно большом натуральном s уравнение

L + J L , , i 1

имеет по крайней мере одно решение в натуральных числах хи х2, . . ., xs.
197. Доказать, что для каждого натурального числа s уравнение

имеет бесконечно много решений в натуральных числах хи х2, . . .
. . . , Xs, Xs+i.

198. Доказать, что для каждого натурального числа s^>3 уравнение

имеет бесконечно много решений в натуральных числах xlt х2, . . .
. . . , xs, xs+i.

199*. Найти все решения в целых числах х, у, z системы двух урав-
нений

200. Исследовать элементарно, для каких натуральных чисел п
уравнение

имеет по крайней мере одно решение в натуральных числах х, у, и дока-
зать, что число таких решений возрастает неограниченно вместе с п.

201. а) Найти все решения в натуральных числах п, х, у и z урав-
нения

пх + пУ == nz.

б) Найти все решения в натуральных числах п, х, у, z и / уравнения

пх + «У + nz = п*.

в) Найти все решения в натуральных числах х, у, z и t уравнения
4х + 4У + 4г = 4'.
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VI. Разные задачи

202. Доказать, что если целое число k можно представить в виде
k=x2—2у2, где х и у— натуральные числа, то существует бесконечно
много различных способов представления его в таком виде.

203. Доказать, что ни одно число вида 8^ + 3 или вида 8&+5, где
k — целое число, не представимо в виде х2—2у2, где х и у — целые числа.

204. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чисел
вида 8&+1 (k=0, 1, 2, . . . ), представимых в виде х2—2у2, где х и у—
натуральные числа, а также таких, которые нельзя представить в таком
виде, и найти наименьшее из последних.

205. Доказать, что последняя цифра (в десятичной системе счисле-
ния) четного совершенного числа всегда или 6, или 8.

206. Доказать теорему Аннинга, согласно которой если в числителе
л 101010101

и в знаменателе дроби i motor 11— • записанных в системе счисления с

произвольным основанием g (где g—натуральное число, большее едини-
цы), среднюю цифру 1 заменить любым нечетным числом следующих
друг за другом единиц, то значение дроби не изменится:

101010101 1010Ш0101 10101И110101
110010011 11001 ПвОП ~ 1100111110011 • • • •

207*. Доказать, что сумма цифр числа 2" (записанного в десятич-
ной системе счисления) неограниченно возрастает вместе с п. (Эта за-
дача была помещена в журнале «Matematyka», 1962, № 3 (73), стр. 187,
задача 690.)

208*. Доказать, что если k — любое заданное натуральное число,
больше единицы, с — любая цифра десятичной системы счисления, то су-
ществует натуральное число п, такое, что k-я от конца цифра в десятич-
ном разложении числа 2 "есть с.

209. Доказать, что четыре последние цифры чисел 5" (л=1, 2, 3,...)
составляют периодичеокую последовательность, определить период и
выяснить, является ли он чистым [4].

210. Доказать, что для каждого натурального числа s первые s
цифр десятичного разложения квадратного числа могут быть произ-
вольными.

211. Доказать, что последние цифры (в десятичной системе счисле-
ния) чисел ппП (п= 1, 2, 3, . . . ) составляют периодическую последо-
вательность, найти период и исследовать, является ли он чистым.

212. Доказать, что в каждой бесконечной десятичной дроби сущест-
вует последовательность десятичных знаков произвольной длины, кото-
рая в разложении дроби встречается бесконечно много раз.
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213. а) Для каждого натурального числа k представить число 3ik

в виде суммы 3ft слагаемых, являющихся последовательными натураль-
ными числами.

б) Доказать, что ни одно из чисел Ферма Fп — 2-п + 1, где п — на-
туральное число > 1 , не может быть представлено в виде суммы двух
простых чисел.

214. Доказать, что для каждого натурального числа s > l существу-
ет натуральное число ms, такое, что для натуральных n^ms между чис-
лами « и 2п содержится по крайней мере одна s-я степень натурального
числа, и найти наименьшие числа т^.для s = 2 и для s = 3.

215. Доказать, что существует последовательность произвольной
длины, состоящая из последовательных натуральных чисел, ни одно из
которых не является степенью натурального числа с показателем степе-
ни, большим единицы.

216. Найти выражение для п-то члена бесконечной последователь-
ности ип (п=1, 2, . . .), определенной условиями: « i = l , «2 = 3, ип + 2~
4un+i—2>un для « = 1 , 2 , . . . .

217. Найти выражение для «-го члена бесконечной последователь-
ности, определенной условиями: щ = а, и2=Ь, ип+2 = 2un+i — ип для
п=- 1, 2, . . . .

218. Найти выражение для п-то члена бесконечной последователь-
ности, определенной условиями: Ui = a, U2 = b, ип+г =—{ип-\-2ип+\) для.
я = 1 , 2, . . . Исследовать частные случаи: а=\, 6 = — 1. и а = 1, Ь — —2.

219. Найти выражение для п-то члена бесконечной последователь-
ности, определенной условиями: U\ = a, u2 = b, и„+2 — 2ип-\-un+i •

220. Найти все целые числа афО, обладающие свойством аа" = а
для « = 1, 2, 3, . . . .

221*. Указать способ получения всех пар натуральных чисел, сум-
ма и произведение которых являются квадратами натуральных чисел.
Определить все такие пары чисел <. 100.

222. Найти все члены последовательности Фибоначчи <; 10000, явля-
ющиеся квадратами (кубами) натуральных чисел.

223*. Доказать теорему Хогатта, согласно которой каждое нату-
ральное число представимо в виде суммы различных членов последова-
тельности Фибоначчи.

224. Доказать, что для членов ип последовательности Фибоначчи
при п = 2, 3, . . . имеет место соотношение ип — и"-1 ' K«+i ~Ь (— 1)л~'.

225. Доказать, что каждое целое число может быть представлено в
виде суммы пяти кубов целых чисел бесконечным числом способов.

226. Доказать, что число 3 может быть представлено в виде суммы
четырех кубов целых чисел, отличных от нуля и единицы, бесконечным
числом способов.
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227. Доказать элементарно, что существует бесконечно много нату-
ральных чисел, которые .разлагаются в сумму четырех -квадратов раз-
личных натуральных чисел по крайней мере двумя различными способа-
ми; та же задача по отношению к сумме четырех кубов.

228. Доказать, что для всех натуральных т в каждом разложении
числа 4 т-7 на сумму четырех квадратов целых неотрицательных чисел
каждое из этих чисел ^2т~1.

229. Найти наименьшее натуральное число > 2 , являющееся одно-
временно суммой двух квадратов натуральных чисел и суммой двух ку-
бов натуральных чисел, и доказать, что существует бесконечно много
натуральных чисел, разлагаемых одновременно и в сумму двух квадра-
тов, и в сумму двух кубов натуральных взаимно простых чисел.

230. Доказать, что для каждого натурального числа s существует
натуральное число я > 2 , являющееся для k=l, 2, . . . , s суммой двух
k-x степеней натуральных чисел.

231*. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чи-
сел, не являющихся суммами двух кубов целых чисел, но являющихся
суммами двух кубов рациональных положительных чисел.

232*. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чи-
сел, являющихся разностями двух кубов натуральных чисел, но не яв-
ляющихся суммами двух кубов натуральных чисел.

233*. Доказать, что для каждого натурального числа /г>1, k=^=3, су-
ществует бесконечно много натуральных чисел, которые являются раз-
ностями двух k-x степеней натуральных чисел, но не являются суммами
двух k-x степеней натуральных чисел.

234. Найти наименьшее натуральное число п> 1, для которого сумма
квадратов последовательных натуральных чисел от 1 до п была бы квад-
ратом натурального числа.

235. а) Назовем правильной степенью каждое число вида аь, где а
и b — натуральные числа > 1 . Найти все натуральные числа, являющи-
еся суммами конечного ( ^ 1 ) числа правильных степеней.

б) Доказать, что каждое натуральное число ^ 1 0 , отличное от чис-
ла 6, является разностью двух правильных степеней.

236. Доказать, что для каждого прямоугольного треугольника, сто-
роны которого выражаются натуральными числами, и для каждого на-
турального числа п существует такой подобный треугольник, каждая
сторона которого выражается степенью натурального числа с натураль-
ным показателем ^п.

237. Найти все натуральные числа п> 1, для которых (п—1)!+1=л2. -
238. Доказать, что произведение двух последовательных треуголь-

ных чисел не может быть квадратом, но для каждого треугольного чис-
ла ^ i = - n ( n

2

+ 1 ) существует бесконечно много больших него треугольных
чисел tm, таких, что число tn-tm является квадратом.
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239. Доказать (не пользуясь таблицей логарифмов), что число
F]945=22 9 4 + 1 имеет более чем 10582 цифр, и найти число цифр числа
5.9i94-_|_i (которое, как известно, является наименьшим простым дели-
телем числа /7i945) •

240. Подсчитать, сколько цифр имеет запись числа 21ШЗ—1 в деся-
тичной системе счисления (это самое большое простое число, известное
в настоящее время).

241. Подсчитать, сколько цифр имеет запись числа 211212 (211213—1)
в десятичной системе счисления (это самое большое совершенное чис-
ло, известное, в настоящее время).

242. Доказать, что число 3!!! в десятичной системе счисления имеет
более тысячи цифр, и подсчитать, сколькими нулями оно оканчивается.

243*. Исследовать, для каких натуральных т > 1 существует много-
.член f(x) с целыми коэффициентами, который при делении на т при
одних целых значениях х дает в остатке 0, а при всех других целых х да-
ет в остатке 1.

244. Найти разложение в цепную дробь числа ]/Д где

£=[(4т2+1)л+т]2+4тл+1,
т и п — натуральные числа.

245. Найти все натуральные числа я^ЗО, для которых ф (п) =d(n),
где ф(л)—функция Эйлера, a d(n)—число натуральных делителей
числа п.

246. Доказать, что для каждого натурального числа g можно каж-
дое рациональное число ш > 1 представить в виде

Jr ттт) (1 +

где k — натуральное число > £ , a s — целое неотрицательное число.
247*. Доказать теорему Эрдёша и'Шураньи, согласно которой каж-

дое целое число k можно бесконечным числом способов представить в
виде /г= + 1 2 + 2 2 ± . . . ± т 2 , где т —некоторое натуральное число, а
знаки «+» выбираются соответствующим образом.

248. а) Если f(x) —многочлен с целыми коэффициентами и уравне-
ние / (х)=0 -имеет целый корень, то сравнение f(x)=0 (mod p) имеет
очевидно, решение для каждого простого модуля р. Доказать на приме-
ре уравнения первой степени а х + 6 = 0 , что обратная теорема неверна.

б) Доказать, что если при целых а и 6 сравнение ax^-b^O (mod m)
разрешимо для каждого натурального модуля т, то уравнение ах-\-Ь=0
имеет решение в целых числах.

249. Доказать, что сравнение 6х 2 +5х+1 = 0 (mod m) имеет решение
для каждого натурального модуля т, несмотря на то что уравнение
6х2-\-5х-\-\=0 не имеет решений з целых числах.
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250. а) Доказать теорему Ферма: если р — простое число, то каждый
З простой делитель числа 2^ + 1 имеет форму 2/гр+1, где k — нату-

ральное число.
б) Доказать, что существует бесконечное хмножество натуральных

чисел, являющихся суммами двух треугольных чисел (т. е. чисел вида
, п(п-\-1) л п .

tn = —^— . гД е я = 1 , 2, . . . ), а также суммами двух квадратов нату-

ральных чисел.
в) Доказать, что существует бесконечное множество натуральных

чисел, которые являются суммами двух треугольных чисел, но которые
не являются суммами двух квадратов натуральных чисел.

г) Доказать, что существует бесконечное множество натуральных
чисел, которые являются суммами двух квадратов натуральных чисел,
но не являются суммами двух треугольных чисел.

д) Доказать, что существует бесконечное множество натуральных
чисел, которые не являются ни суммами двух треугольных чисел, ни сум-
мами двух квадратов.

е) Найти все решения в натуральных числах х и у уравнения



РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

I. Делимость чисел

1. Существует только одно такое натуральное число п=\. Действи-
тельно, так как п2 + \=п(п + \) — {п—1), то из предположения п+\ \п2 +
+ 1 следует, что п + 1 \п—1, а последнее для натуральных п возможно
лишь тогда, когда п—1 = 0, т. е. когда п=1.

2. Пусть х—3 = t есть целое число =^0 .такое, что t\ (/+3) 3—3. Это
условие равносильно утверждению, что /|33—3 или /|24. Таким обра-
зом, необходимо и достаточно, чтобы t было целочисленным делителем
числа 24, т. е. одним из чисел ± 1 , ±2, ± 3 , ±4, ±6, ±8, ±12, ±24. От-
сюда для х = / + 3 получаем следующие значения: —21, —9, —5, —3,
— 1, 0, 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 15 и 27.

3. Квадрат целого числа, не делящегося на 7, дает при делении на 7
в остатке 1, 2 или 4. Поэтому сумма двух таких квадратов дает в остат-
ке 1, 2, 3, 4, 5 или 6. Следовательно, если а и 6 такие целые числа, что
7 | а2 + Ь2, то одно из них, а значит, и другое будет кратно 7.

4. Такими являются, например, все натуральные числа п, состав-
ляющие арифметическую прогрессию 65/г+56 (k = 0, 1, 2, . . . ); дей-
ствительно, если я = 65/г + 56, где k — целое число > 0 , то я = 1 (mod 5)
и ПЕ=4 (mod 13), откуда 4Я 2+1ЕЕЕ0 (mod 5) и 4я2+1==0 (mod 13),
так что 5|4я2-И и 13|4л 2+1-

5. Доказательство проводим при помощи математической индук-
ции. Имеем 169136—26—27 = 676=4 -169. Далее имеем 33("+1)+3—
—26(л+1)— 27— (33"+3 — 26/г—27)=26(33 я + 3 — 1). Но 1 3 | 3 3 - 1 , отку-
да 13 |33(л+') — 1 , следовательно, 169 | 26(3 З п + 3 —1). Отсюда тотчас же
вытекает доказательство посредством индукции по п.

6. Так как 2 e = 6 4 = l (mod 9), то для k=0, 1, 2, . . . имеем 2 м ==1
(mod 9) и, значит, 2 6 Л н 2 = 2 2 (mod 9), откуда, учитывая, что обе части

сравнения — четные числа, получаем 2 6 f t + 2 = 2 2 (mod 18). Итак, 2 № + 2 =
= Ш + 2 2 , где / — целое число > 0. Но согласно малой теореме Ферма
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дует,

Fn =
ч. и

что

= 2*"
т. д

2 n + 1

+ 1

| 2 2 "
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поэтому
я

2 ^ Н _-1|2

2 1 8 = 1 (mod 19), откуда 2 Ш = 1 (mod 19)., для * = 0, 1, 2, . . . и, следо-
вательно, 2фк+2 = 2 i « + 4 = 2 4 (mod 19), откуда 2фк+2 + 3 = 2 * + 3 = 0
(mod 19), ч. и т. д.

7. На основании малой теоремы Ферма 2 1 2 = 1 (mod 13), откуда
2 6 0 = 1 (mod 13), а так как 2 5 ^ 6 (mod 13) и, значит, 2 1 0 = — 3 (mod 13),
то находим, что 2 7 0 = — 3 (mod 13). С другой стороны, 3 3 = 1 (mod 13);
следовательно, 3 6 9 Е = 1 (mod 13), откуда 3 7 0 = 3 (mod 13). Таким образом,

7о ?о=о (mod 13), или 13 1|270 + 3 7 0 , ч . и т. д.
8. При помощи метода математической индукции можно легко

что для натуральных п имеем 2п~^п+\, откуда сле-

— 1. Следовательно,

— 2, откуда Fn\2F" - 2 ,

П р и м е ч а н и е . Т. Банахевич придерживался мнения, что Ферма, исходя из уста-
новленной делимости F n | 2 л—2, сделал свое предположение о простоте всех чисел Fn

(и=1, 2, . . . ). Во времена Ферма считалась правильной китайская теорема, согласно
которой всякое натуральное число т>\, удовлетворяющее условию т\2т—2, есть про-
стое. Это действительно- верно для нескольких сотен первых натуральных чисел. Но эта
теорема оказывается неправильной уже для числа т = 341 = 11-31, о чем тогда еще не
было известно [5].

9. Таковы, например, все числа 3 h, где k = \, 2, . . . . Это можно до-
казать при помощи метода математической индукции, используя сле-
дующее разложение на множители: 2 3 * + 1 + 1 = (23* + 1) (2 г - 3 ' г —2 3 *+1),
где второй сомножитель, равный 43* + 2 — (23* + 1), делится на 3
(так как 43^ при делении на 3 дает в остатке 1 и по предположе-
нию 3* |2 3 * + 1).

10. Это справедливо для л = 1 , так как квадрат нечетного числа при
делении на 8 дает в остатке 1. Предположим, что при нечетном k для
некоторого натурального п имеем 2 п + 2 | кгП— 1. Тогда kz" = 2 n + 2 t + 1,
где t — целое число, и, значит, А г П + 1 = ( 2 " + 2 ^ + 1 ) 2 = 2 2 " + Ч 2 + 2 ' ! + 3 / + 1 =
= 2п+3(2n+l tz + t)+ 1, откуда 2n+3\kz"+l — 1. Д о к а з а т е л ь с т в о полу-
чается при помощи математической индукции.

11. Очевидно, достаточно доказать, что каждое из простых чисел
11, 31, и 61 делит число 20 1 5 — 1. Имеем 25=— 1 (mod 11) и 10 =
= — 1 (mod 11), откуда 1 0 5 = — 1 (mod 11) и, значит, 205ЕЕЕ1 (mod 11),
201 5 = 1 (mod 11), так что 11 \ 20 1 5 —1.

Далее, 2 0 = — 1 1 (mod 31), откуда 2 0 2 = 1 2 1 = - 3 (mod 31); следо-
вательно, 203 = (—11) ( — 3 ) ^ 3 3 = 2 (mod 31), откуда 2 0 1 5 = 2 5 = 1 (mod
31), так что 31 |20 1 5 —1. Наконец, 3 4 = 2 0 (mod 61), откуда по малой тео-
реме Ферма получим 2 0 1 5 = 3 6 0 = 1 (mod 61), так что и 61 |20 1 5 —1.
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a__ t , a — ' l j . Опираясь на тождество

£?Lz (1)

1 и учитывая, что а — 1 | ак — 1 для k = 0, 1 , 2 , . . . , заключаем, что
d\m. Если бы числа а—1 и т имели общий делитель 6>d, то

на основании (1) мы заключили бы, что о ——^— и числа ~~.4 ' а — 1 а — 1
и а — 1 имеют общий делитель 8 > d, что исключено. Отсюда сле-
дует, что d есть наибольший общий делитель чисел а — 1 и т, ч.
и т. д.

13. Как известно, для натуральных п имеет место формула

(которую можно легко доказать, например, при помощи математиче-
ской индукции). При помощи математической индукции легко также до-
казать, что для натуральных п справедлива формула

пъ = -1. я* (п + 1) г(2л2+ 2л— 1).

Из этих формул следует, что

откуда непосредственно вытекает свойство, о котором идет речь.
Ср. «Matematyka», 1955, № 5—6 (38), стр. 73, задача 375.
14. Искомые числа—все нечетные числа > 1 . Действительно, если

• п—нечетное число > 1 , то Т есть натуральное число и для

k = 1, 2, . . . , " ~ , как легко заметить, п \ kn -f (n—k)" (так как

( — k)n — — k n ) . Следовательно, п\ \п + 2" + . . . +(п— 1)п.
Пусть теперь п-—• четное число и пусть 2s — высшая степень

двойки, делящая п (число s натуральное). Так как s <.2S, то для
четных k, очевидно, 2s\kn, для нечетных же k (число которых в

последовательности 1, 2, . . . , п— 1 равно-^-) на основании теоре-

мы Эйлера имеем 2 ^ ' = ! (mod 2s), так что и kn = I (mod 2s) (ибо

2*~Цп), откуда 1" + 3» + . . . + (л — 3)' + (п - \)"= -J- (mod 2*).

Поэтому, учитывая, что 2" + 4" + . . . + (п — 2)'! = 0 (mod2-?), имеем

1" + 2" + • • • + (я — 1)" == -у- (mod 2?).
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Если теперь предположить^ что п \ \п + 2 ! + . . . -f- (n — \)п, то,

так как 2s \п, мы получим сравнение 0 = - ^ - (mod 2-9), из которого

следует 2s | - j- и 2-?+1 j л, что противоречит определению числа s. Итак,

если п четное, то п \ 1" + 2п + . . . + (п. — 1)\

П р и м е ч а н и е . При помощи малой теоремы Ферма ложно легко показать, что
если п — простое число, то п\ 1 " - 1 - | - 2 п " 1 + . . . . + (п—1) " — ! + 1 , однако мы не знаем
ни одного составного числа п, для которого указанная делимость имела бы место.
Г. Джуга утверждает, что таких составных чисел, меньших 10 1 0 0 0, нет, и высказал пред-
положение, что их вообще не существует.

15. Рассмотрим 4 случая:

а) ti — \k, где k — натуральное число. Тогда

fln = 2 8 * + i - 2 4 * + i + 1 = 2 — 2 + 1 = 1 (mod 5),
Ъп = 28*+' + 24*+1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 0 (mod 5),
ибо 2 * = 1 (mod 5), откуда 2** = 2 8 * = 1 (mod 5);

б) /г = 4 £ + 1, где k = 0, 1, 2, . . . . Тогда

fln = 2 8 * + 3 - 2 « + 2 + 1 = 8 — 4 + 1 = 0 (mod 5);
Ъп = 28*+3 + 24*+2 + 1 = 8 + 4 + 1 = 3 (mod 5);

в) л = Ak + 2, где А = 0, 1, 2, . . . . Тогда
ап = 28*+5 - 2«+ 3 + 1 = 2 — 8 + 1 = 0 (mod 5),
6П = 28*+5 + 2«+ 3 + 1 = 2 • + 8 + 1 = 1 (mod 5);

г) п =-. 4А + 3, где А = 0, 1, 2, . . . . Тогда
ап = 2«*+7 - 2«+4 + 1 = 8 — 1 + 1 = 3 (mod 5),
Ьп = 28*+7 + 2«- 4 + 1 = 8 + 1 + 1 = 0 (mod 5).

Таким образом, числа ап делятся на 5 только для п=\ или
2 (mod4), числа же Ьп делятся на 5 только для л = 0 или 3 (mod 4).-
Из чисел ап и Ьп всегда одно и только одно делится на 5.

16. Достаточно положить х=2п—1. Тогда, так как каждое из чисел
X

х, хх, хх , . . . является нечетным, найдем, что 2п = х + 1 есть де-
литель каждого из чисел бесконечной последовательности x-f-l,
Xх + 1 , Xх*+1, . . . .

17. Таковы, например, все простые числа р вида 4& + 3. Действитель-
X

но, для четных х каждый из членов последовательности х, хх, хх , . . .
есть четное число. Поэтому если бы какой-нибудь член последова-

ла
тельности xXJr\, хх + 1, хх + 1, .. . оказался бы делящимся'
на р, то при некотором натуральном т мы имели бы р | xim + 1 и, -
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следовательно, (хт)2= — 1 (mod p), что, как известно, невозможно
(так как —1 не является квадратичным вычетом простого модуля
p=4k+3).

18. Из разложения '

следует, что для п>\ (что можно предполагать, так как I2121—1) все
члены, начиная с третьего, содержат сомножитель п в степени с показа-

телем > 2 , второй же член есть у ) п = п2.

Таким образом, л21(1 +п)п—1, ч. и т. д.
19. На основании задачи 18 для натуральных т имеем:

тг\{т~- \)т — 1.
Поэтому при т=2п—1 имеем ( m + l ) m = 2 " ( 2 " - 1 > и, значит,

(2" — l ) ^ " - » " - 1, ч. и т. д.
20. Имеем 3 | 2 3 + 1 . Если же при некотором натуральном т

З т | 2 3 -)- 1, то 23 = 3"1-А—1, где k — натуральное число, откуда
+ 1 (3m.£_i)8 = З3'«-А3 — 32«+1 -kz+ 3" г + 1-А- 1 = 3m+l-t- 1, где

3t — натуральное число. Следовательно, 23 -\-\=3m+l-t, т. е.

З т + 1 | 2 3 + 1, откуда при помощи математической индукции за-

ключаем, что З т | 23 " + 1 для т = 1, 2 . . . .
Существуют, однако, и другие натуральные числа п, удовлетворяю-

щие требованию п\2п + 1 . Действительно, если при некотором нату*
ральном п имеем п ] 2" -\- 1, то имеем также 2" + 1 | 2 г + 1 - ) - 1 , так как
если 2 " + 1 = А-п, где k — натуральное число, очевидно, нечетное,

то 2 « + 1 \2кп + 1 = 2 2 " и + 1. Так, из того, что 9 129 + 1 следует, что
51312513 -|- 1.

Предположим теперь, что п есть простое число и /г|2" + 1. Тоща
2" — 2, что вытекает из малой теоремы Ферма, и, следовательно,
3. Отсюда п = 3, так как л — простое число. Итак, 3 | 23 —(— 1.

Следовательно, существует лишь одно простое число п, такое, что
п\2'1 + 1, именно п = 3.

ь) — иное обозначение биномиального коэффициента С
К/ П

Вообще же этот символ употребляется в более широком смысле, а именно,

(n\n(n-l)(n-2)...ljn-k+l) й _ ц е л о е положительное число, а и -
\К/ 1•I . . . к

( п\
вещественное. Иногда применяют и символ \Q), полагая его равным единице. — Прим.
перев.
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21*. Существует только одно такое нечетное число п = \. Действи-
тельно, предположим, что п есть нечетное число > 1 и что /г|Зп + 1, и
пусть р — наименьший простой делитель числа п. Очевидно, р отлично
от 2 и 3 и поэтому р^>3. Пусть б — показатель, которому принадлежит
число 3 по модулю р. Тогда имеем р\3°—1 и, так как р > 3 , Р\ЗР~*—1, и

р | 3 2 п — 1 , заключаем, что 8 | р—1 и Ъ\2п. Если о есть нечетное
число, то 6|л, откуда, так как б < р , а р — наименьший простой
делитель числа п, следует, что Ь— 1 и, значит, р\2>1 — 1, что исклю-
чено, так как р > 3. Таким образом, о есть четное число, о = 2k, и
так: как Ь\2п, то k\n и, следовательно, k есть нечетное число.
Предположение, что k = 1 дает 8 = 2, так что р|32 — 1, откуда р = 2,
что исключено. Таким образом, А > 1 и А < о </?, что невозможно,
так как k\n, ар есть наименьший простой делитель числа п.

П р и м е ч а н и е . Эта по существу часть задачи 430 из швейцарского жур-
нала „Elemente der Mathematik" (т. 18, 1963, стр. 89). Решая ее, О. Ройттер дал
доказательство более следующей общей теоремы (см. там же, стр. 89—90).

Если а есть такое натуральное число, что а+ 1 не является степенью
двойки (т. е. аф\, 3, 7, 15, 31, . . . ), то существует бесконечное число
натуральных чисел п, удовлетворяющих условию п | а п + 1 •

Вот доказательство этой теоремы (несколько отличное от доказа-
тельства Ройттера).

Поскольку число а + 1 не является степенью двойки, оно должно
иметь простой делитель р>2. Итак, р\а+\. Докажем теперь следую-
щую лемму.

Л е м м а . Если при некотором целом k > 0

pk+i | ap
k + 1,

где а —натуральное число > 1 , р — нечетное простое число, то

р*-ь2 | ар
к+1 + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что при некотором целом k > 0
pk+i \ap -f 1- Полагая aJ> —b, найдем, что /?*+'} Ь + 1 , откуда 6 =
— 1 (modJo

A+1). Так как число р нечетное, то

и так как b = — 1 (modJo*+1) и тем более b = — 1 (mod/?), т о 6 2 / = 1
(mod р) и Vй-1 = — 1 (mod/?) для / = 1 , 2 , . . . , откуда ЬР~Х — ЬР~2 + .,.
— b + 1 = 1 + 1 + .. . + 1=/? = 0 (modp). Итак, второй сомножитель
правой части формулы (*) делится на р, а так как первый сомножи-

k + 1

тель делится на pk+l, то pk+2\ аР + 1, ч. и т. д.
Используя доказанную лемму, при помощи математической ин-

дукции устанавливаем, что если р\а + 1, то pk+l\aP + 1 и поэтому
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k

тем более, pk\ap + 1 для k= 1, 2, . . . . Таким образом, сущест-
вует бесконечно много натуральных чисел п, для которых п\ап + L

22*. Согласно теореме Ройттера, доказанной в примечании к преды-
дущей задаче, достаточно доказать, что для каждого нечетного числа
а > 1 существует бесконечное число натуральных чисел п, таких, что
п\ап-\-1. Одно из них, очевидно, есть число 2, так как в силу не-
четности а имеем 2\а2 -\- 1, причем а2, как известно, есть число ви-
да 8А+1 и, значит, а 2 + 1 = 8 А + 2 = 2(4А+1) является удвоенным
нечетным числом. Докажем теперь следующую лемму.

Л е м м а . Если а — нечетное число > 1 , S H fls + l являются удвоен-
ными нечетными числами и s | a s + l , то существует натуральное число

SL>S, такое, что s{ и fl!i + 1 являются удвоенны.ми нечетными чис-
лами и st\as^ -\- 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку s\as + 1, причем s и as -f 1 яв-
ляются удвоенными нечетными числами, то as-\- \ = ms, где т —
нечетное число. Отсюда as -\- 1 \ams + 1, или as -\- l j a 0 ^ 1 + 1, причем,
так как as + 1 есть четное число, то а 0 ^ 1 -)- 1 есть удвоенное не-
четное число.

Итак, для Sj = as -\- 1 имеем s^a^ + 1, причем sl м а^ -\-\ яв-
ляются удвоенными нечетными числами и (так как а>1) s^as-^
+ \>s.

Лемма доказана. Если теперь мы примем s = 2, то в силу нечетно-
сти числа а условие леммы будет выполнено и тем самым будет уста-
новлено существование бесконечного числа натуральных чисел п, для
которых п\ап + 1.

23*. Докажем, что если п — четное число, такое, что п\2л-\-2 и
п~\\2г-\-\ (что справедливо, например, для п = 2), то и для чис-
ла п, — 2п -\- 2 также имеем п1\2">- | 2 и « ! - 1|2Л' + 1.

Действительно, если п\2п + 2 и число п четное, то 2п + 2 = tik,
где k — нечетное число, и, следовательно, 2 ] + 1|2П*+ 1 = 2 2 " + 2 + 1,
так что для л, = 2п + 2 имеем лй — 1|2"'-J-1. Если же п—1|2я + '1,
то 2п + 1 = (п — \)т, где т — нечетное число, и 2я- 1 + 1|2("-1)т+ 1 =

= 22" +1 + 1 , откуда 2" + 2 | 22"+2 + 2, или пх\2^ + 2.
Так как пг = 2" + 2 > п , то существует бесконечное множество

четных чисел л, удовлетворяющих нашему условию. Исходя из
значения п = 2, мы получим указанным способом последовательно
числа 2, 6, 66, 2В6 + 2, . . . . Однако этим путем, как заметил Бинд-
шедлер> нельзя получить все натуральные числа п, для которых
п\2п-\-2. Так, например, 946|29« + 2, ибо 946 = 2-11-43 и 11|25+
-I- 1 |2 5 " 1 8 9 + 1 ^ 2 9 « + 1, откуда 11|294е + 2, и 27 = 128 = 3-43—-1, от-
куда 43|27 + 1 и, так как 945 = 7-135, также 43 |2 7 - 1 3 5 + 1 = 29« +
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г + 1 | 2 9 4 6 + 2 . Ср. с решением Биндшедлера моей задачи № 430, помещен-
ном в журнале "Elemente der Mathematik" (т. 18, 1963, стр. 90).

24. Если а—натуральное число, г—остаток от деления числа а на
10, то а 1 0 +1 делится на 10 тогда и только тогда, когда число rl0-\-\ де-
лится на 10. Таким образом, вместо г мы должны брать только числа 0,
1, . . . , 9, для которых, как легко убеждаемся, только числа 3 1 0+1 л
7 1 0 +1 делятся на 10. Таким образом, все натуральные числа а, для кото-
рых число а 1 0 + 1 делится на 10, суть натуральные числа вида 10А+3 и
10А+7, г д е£=0 , 1,2, . . . .

25*. Доказательство А. Шницеля. Предположим, чтоп>1ип\2п — 1 .
Пусть р — наименьший простой делитель числа п и б — показатель, ко-
торому принадлежит число 2 по модулю р. Тогда р\2ь — 1, р\2р~1 — I
(так как р\п\2п — 1 и, значит, есть число нечетное), р\2п — 1, так что
Цр — 1 и S | п и, следовательно, 8<р. Но 8>1, так как нельзя до-
пустить, что р | 2 2 — 1 — 1. Следовательно, число п имеет дели-
тель > 1 и </?, а значит, также и простой делитель с этим свой-
ством, что находится в противоречии с определением числа р.

26. Очевидно, число п не может быть кратным 3. Если п при деле-
нии на 3 дает в остатке 1, то число 2^+1 должно быть кратно 3, а зна-
чит, число п должно быть нечетным, т. е. п должно быть числом вида
6k+ 1, где k — целое число > 0. Если же п при делении на 3 дает в остат-
ке 2, то число 2-2 п + 1 должно делиться на 3 и, следовательно, п долж-
но быть четным, т. е. быть числом вида 6А+2, где k = 0, 1, 2, . . . . Таким
образом, все натуральные числа п, для которых 3 | п-2"+\, суть числа
n = 6k+l и n = 6k + 2, где k = 0, 1, 2, . . . .

Ср. «Matematyka», № 5 (49), 1947, стр. 65, задача 516.
27. Если р есть простое нечетное число и

n={p-\),{k.p+\),

где А=0, 1, 2, . . ., то л = — 1 (mod р) и р—1 \п, откуда, согласно малой
теореме Ферма, 2 n = l (mod р) и, следовательно, n-2n-|-l = 0 (mod p).

П р и м е ч а н и е . Из этой задачи вытекает, что существует бесконечное число со-
ставных чисел вида п - 2 п + 1 , где п — натуральное число. Числа этого вида называют
числами Каллена.

Доказано, что все эти числа для 1<л<141 являются составными,
но для п=141 число п-2" + 1 простое. Мы не знаем, имеется ли среди
чисел Каллена бесконечное число простых.

28. Пусть п — данное натуральное число, k — натуральное число,
большее единицы и такое, что 2k>n, и р — простое число >2h~l-k. Так
как k>\, то для x=2h, у = 2р, очевидно, х\у, но хх\уу, ибо хх=2к2

и уу = (2р)?р, причем 2p>2k-k. Так, например, имеем 4 4 | Ю 1 0 , но
4 f 10; 8 s [12>2, но 8+ 12; 9 ' | 2 1 2 1 , но 9 f 21.
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29. Из разложений на простые сомножители I2—3 = —2, 2 2 —3=1,
З2—3 = 2-3, 4 2—3=13, 52—3 = 2-11, б2—3 = 3-11, 72—3 = 2-23, 82—3 = 61,
92—3 = 2-3-13, 102—3 = 97, И 2 —3 = 2-59, 122—3 = 3-47, 132—3 = 2-83, 142—
—3=193, 152—3 = 2-3-37, 162—3=11-23, 172—3 = 2-11-13, 182—3=
= 3-107, 192—3=2-179, 202—3=397, 212—3 = 2-3-73, 222—3=13-37,
232—3=2-263, 24 2—3=3-191, 252—3=2-311, 26 2—3=673 и 27 2 —3=
= 2-3- И 2 следует, что наименьшее натуральное число п, для которого
п2—3 делится на квадрат натурального числа, большего единицы, есть
п=27.

Так как 112|272—3, то и 112 | (27+121А)2—3 для k = 0, 1, 2, . . . ,
откуда следует, что существует бесконечно много натуральных чисел п,
для которых число п2—3 делится на квадрат натурального числа > 1 .

П р и м е ч а н и е (А. Шинцеля). Можно доказать, что для каждого натурального
числа т существует целое число а, такое, что ни одно из чисел 12+а, 2 2 + а тг-\-а
не делится ни на один квадрат натурального числа, большего единицы. Можно также
доказать, что если f(x) есть многочлен с целыми коэффициентами, то существует беско-
нечное множество натуральных чисел х, для которых число f(x) имеет квадратный де-
литель, больший единицы.

30*. Если п — натуральное число, то ц>(п) \п\. Действительно, для
я=1 это очевидно, если же п>1 и n = qL^-q'*- ... • <7*« есть разложение
числа п на простые сомножители, где qx <<72 < • • • < Qk> т о (?(п) =

п,—1 а. — 1 ак—1 , 1 Ч / , . а, — I я „ — I at,— I
= < ? / - < ? 2 • • • 9 * • ( < 7 1 - 1 ) - - . ( Я ь — \ ) , Я * - q * • • • q k

k n ,

<7 А — К <7 ft < « , о т к у д а q и — \ <п к q х—\ < q 2 — 2 < . • . <q к — Л
являются различными натуральными числами, меньшими п, так что
( l ) l ( l l ( l( * )

Отсюда ц>(п) | (п—1)! п = п\.
Если п есть нечетное число, то (согласно теореме Эйлера)

п | 2?<л> — 1 12"! — 1, откуда п | 2п[ — 1, ч. и т. д.
31. На основании малой теоремы Ферма 2 4 =1 (mod 5) и 2 1 2 =1

(mod 13). Поэтому, учитывая, что 2 3 = 3 (mod 5) и 2i~r6 (mod 13),
будем иметь 24* + 3 = 3 (mod 5) и 2 1 2 / ^ 4 = 3 (mod 13) для k = 0, 1,
2, . . . . Таким образом, 5|2 4 / г + 3 — 3 и 13|21 2 / г+4 — 3 для А = 0, 1, 2

Так как 2 6 =—1 (mod 65), то 2 1 2=1 (mod 65), откуда 2п+и — 3 =:
= 2п—3 (mod 65). Из последнего сравнения видно, что последователь-
ность остатков от деления на 65 чисел последовательности 2"—3 (п = 2,
3, . . . ) является периодической с двенадцатичленным периодом '. По-
этому, чтобы доказать, что ни одно из чисел 2п—3 (п = 2, 3, . . . ) не
делится на 65, достаточно подтвердить, что ни одно из чисел 2"—3, где
п = 2, 3, . . ., 13, не делится на 65. Как легко подсчитать, числа эти при
делении на 65 дают соответственно остатки 1, 5, 13, 29, 61, 60, 58, 54, 46,
30, 63, 64, ни одно из которых не является нулем.

1 См. примечание [4] на стр. 140. — Прим. перев.
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32*. Как известно (см., например: W. S i ег р i ris k i. Teoria liczb,
изд. 3.Warszawa-Wrociaw, 1950, стр. 61), четырьмя наименьшими состав-
ными числами п, для которых п\2п— 2, являются числа 341, 561, 645 и
1105. Для числа 341 имеем 341 | З 3 4 1 —3, так как по малой теореме Фер-
ма 3 3 0 = 1 (mod 31), откуда 3 3 3 0 = 1 (mod 31) и, следовательно, 3 3 4 1 = 3 И

(mod 31). Далее, так как 3 3 = — 4 (mod 31), то 3 9 = — 64 = — 2
(mod 31), откуда З 1 1 = — 18 (mod 31) и, значит, З 3 4 1 — 3 = 3 U — 3 =
= — 21 (mod 31), откуда 31 \ З 3 4 1 — 3 и тем более 341 = 11-31 | З 3 4 1 —
— 3. Однако 561 = 3 . 1 Ы 7 | 3 5 6 1 — 3 , так как 1 1 | 3 1 0 — 1 , откуда
11 [З 3 4 0 — 1 и 11 | 3 3 4 1 — 3, а также 17 [ З 1 6 — 1, откуда 17 [З 1 6 -3 5 — 1 =
_ 35ео—] и > следовательно, 17135 6 1 — 3. Итак, наименьшее составное
число п, такое, что « | 2Л—2 и п\3" — 3, есть число п. = 561.

Число 645 не является делителем числа З 6 4 5 — 3. Действительно,
645 = 3-5-43, 3 4 2 = 1 (mod 43), откуда 3 * 2 ' 1 5 = 1 (mod 43), 3 6 3 0 = Л
(mod 43), откуда 3 6 4 5 S E E 3 1 5 (mod 43). Далее, 3*=- — 5 (mod 43), сле-
довательно, 3 6 = — 45 = - 2 (mod 43), 3 1 2 = 4 (mod 43) и 3 1 5 = Ю 8 =
= 22 (mod 43), откуда З 6 4 5 — 3 = 1 9 (mod 43), т. е. 43 f Зе« — 3.

Число 1105 я в л я е т с я д е л и т е л е м числа З 1 1 0 5 — 3, так как 1105 =
= 5-13-17; 3 4 = 1 (mod 5), откуда 3 1 1 0 4 = 1 (mod 5) и 5 | 3 1 1 0 5 - 3 , да-
лее, 3 1 2 = 1 (mod 13), откуда 3 u 0 4 = l (mod 13) и 1 3 | 3 1 1 0 5 — 3 ; нако-
нец, 3 1 6 = 1 (mod 17), откуда, так как П 0 4 = 16-69, 3 U 0 4 = l (mod 17)
и, следовательно, 17 [ З 1 1 0 3 — 3.

Таким образом, двумя наименьшими составными числами п, для
которых п\2п— 2 и « 1 3 * — 3 , являются числа 561 и 1105.

П р и м е ч а н и е . Мы не знаем, существует ли бесконечное число составных чи-
сел п, для которых п\2п—2 и п|3"—3. Положительный ответ на этот вопрос вытекает
из одной гипотезы Шинцеля о простых числах. Для простых чисел п обе делимости име-
ют место согласно малой теореме Ферма.

Псевдопростыми числами мы называем составные числа п, для ко-
торых п\2п—2. А. Роткевич доказал (Sur les nombres pseudopremiers de
la forme ax+b, Comptes Rendus Ac. Sc. Paris, т. 257, стр. 2601—2604),
что в каждой арифметической прогрессии ах-\-Ь (л :=0, 1 , 2 , . . . ) , где
а и b — натуральные взаимно простые числа, существует бесконечное
число псевдопростых чисел [6].

33*. Так как п\Ъп—3, то на основании малой теоремы Ферма зак-
лючаем, что п. должно быть составным числом. Наименьшее же состав-
ное число п, для которого п\2п—2, есть 341. В решении задачи 32 дока-
зано, что 341 i3 3 4 1 —3. Таким образом, наименьшее натуральное число п,
такое, что п\2п—2, но п\Ъп—3, есть 341.

П р и м е ч а н и е . А. Роткевич доказал, что существует бесконечное число нату-
ральных чисел п, как четных, так и нечетных, таких, что п\2п—2 и п{3"—3.

Можно доказать, что наименьшее натуральное число п, для которого п\2п—2,
л | З п — 3 и п |5"—5, есть число п=37-73, а из одной гипотезы Шинцеля о простых числах
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можно получить следствие, согласно которому таких чисел имеется бесконечно много.
(См.: A. Rotkiewlcz. Sur les nombres composes tels que n \ 2" — 2 et n \ 3" — 3.
Bulletin de la Soc. des math, et phys. de Serbie. XV Beograd, 1963, стр. 7—11).

34. Таковым является число /г=6. Действительно, если п \ 2п— 2,
то п должно быть составным числом. Наименьшее составное число есть
4, но 4 t З4—3 = 78. Следующее составное число есть 6, причем 6 \ 26—
—2 = 62 и 613е—3, так как 3е—3 есть четное число, кратное 3.

П р и м е ч а н и е . А. Роткевич доказал, что существует бесконечно много состав-
ных чисел п, как четных, так и нечетных, таких, что п | З п — 3 и п \ 2"—2.

35. Если а есть составное число, то можно принять п = а, так как,
очевидно, а \ аа—а. Если а=\, то можно принять /г = 4, так как 4 114—1..
Если а есть простое число >2, то можно принять п = 2а, так как в этом
случае число а является нечетным и четное число а2а —а, делящееся на
нечетное а и на число 2, делится на 2а.

Остается рассмотреть случай а=2. Здесь можно принять /г = 341 =
= 11-31, так как 34112341—2, что можно легко доказать следующим об-
разом. Имеем 111210—1 = 1023, откуда 1112340— 1 и 1112341—2. Имеем
также 31=25—1123 4 0—1, откуда 3112341—2. Число 2341—2 делится на про-
стые числа 11 и 31, а, значит, также на их произведение 341.

П р и м е ч а н и е . М. Чиполла доказал (Sui numeri composti P, che verificiano la
congruenza di Fermat fl'-'sl (mod P), Annali di Matematica, 9, 1904, стр. 139—160),
что для каждого натурального числа а существует бесконечно много составных чисел п,
таких, что п\ап~{—1.

А. Шинцель доказал, что для каждого целого числа а и каждого натурального
числа т существуют различные простые числа р>т и q>m, такие, что pq\api—а. См.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, VII, 1958, стр. 37—41.

Мы не знаем, существует ли бесконечное число составных чисел п, таких, что
п\ап—а для каждого целого числа а. Наименьшее из таких чисел п есть число
561 =3-11-17. Из одной гипотезы Шинцеля о простых числах следует, что таких состав-
ных чисел п имеется бесконечно много.

Можно доказать (см. А. Роткевич, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
VIII, 1959, стр. 341—342), что для каждого натурального числа а существует бесконечно
много четных п, для которых п\ап—а, а также (см. А. Роткевич там же, стр. 115—116),
что для каждого натурального а>\ и каждого натурального s существует бесконечно
много натуральных п, являющихся произведениями s различных простых чисел, таких,
что п\ап—1.

36. Куб целого числа, не делящегося на 3, дает при делении на 9 в ос-
татке 1 или — 1 . Если бы ни одно из целых чисел а, Ь и с не оказалось
делящимся «а 3, то число а3 + Ь3 + с3 при делении на 9 давало бы остаток
± 1 ± 1 ± 1 , который ни при одной комбинации знаков не является чис-
лом, кратным 9. Значит, если 9\а3-\-Ь3-\-с3, то 3\abc, ч. т. д.

37. Доказательство совершенно аналогично приведенному в преды-
дущем решении, так как число ± 1 ± 1 ±1 ±1 ± 1 ни при одной комби-
нации знаков не делится на 9.
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38. Условие, что (х, у) = \, является необходимым., так как, напри-
мер, 152+202 = 54, однако 7 \ 15-20. Если же (х,у) = 1 и х, у, z таковы,
что A: 2+Z/ 2=.Z 4, то, как известно из теории уравнения Пифагора, суще-
ствуют натуральные числа тип, такие, что, например, л:=т2—/г2, у=
= 2тп, z2 = m2 + n2.

Предположим, что 7 \ у и, значит, 7 \ /гаи 7 f «• Как легко подсчи-
тать, квадрат целого числа, не делящегося на 7, дает при делении на
7 в остатке 1,2 или 4. Так как ни одна из сумм 1 + 2 , 1 + 4 и 2 + 4 не сов-
падает ни с одним из указанных остатков и не кратна 7, то из равенства
z2=m2-\-n2 следует, что числа тип должны при делении на 7 давать
одинаковые остатки, откуда следует, что 7 | л : = т 2 — п 2 .

39*. Таковы, например, числа

л: = 366 + 14, у= (126 + 5)

где 6 = 0 , 1, 2, . . . . Действительно, как легко проверить, здесь
х(х+1) \у(у+1), так как лг(лг+1) = 2 - 3 - (12&+5) (186+7)=6z/ и 6|г/+1.

Число у не делится на х, так как х — четное число, а у — нечетное.
Далее, х-\-\ \ у, так как 3|л:+1 и 3 \ У, х\у-\-\, так как 186+71х и
186+7
126+5

у и, следовательно, 186+7 \y-\-\. Наконец, х-\-\ fz/+l, так как
х-\-\ и 126+5|г/ и, следовательно, 126+5 \y-\-\.

Для 6 = 0 мы здесь получаем х=1А, г/ = 35. Эти числа, как можно
легко доказать, составляют пару наименьших натуральных чисел, обла-
дающих заданными свойствами.

40. Для s<10, очевидно, ns = s. Далее, исследуя последовательные
кратные числа s, легко найдем П\0=190, пп = 209, ni2 = 48, /г)3 = 247, /ги =
= 266, /г15=195, /г1б = 448, /г,7 = 476, /г18= 198, /г19 = 874, /г20 = 9920, /г21 = 399,
/г22 = 2398, /г23= 1679, /г24 = 888, /г25 = 4975.

Наконец, имеем /г1 0 0^ 19 999 999 999 900. Действительно, две пос-
ледние цифры каждого числа, делящегося на сто, должны быть нулями,
сумма же цифр каждого натурального числа, меньшего числа
199 999 999 999, как легко заметить, меньше ста.

Ср. D. R. К а г р е к а г. Scripta Mathematica, 21, 1955, стр. 27.
41*. Пусть s — данное натуральное число, s = 2a -5^ -t, где а и р —

целые неотрицательные числа, t — натуральное число, не делящееся ни
на 2, ни на 5. На основании теоремы Эйлера имеем 10?W = I (mocU)-
Пусть п= 10"+3.(10?w+ 102TW + . . . + i0s-?(0). Число п делится на s,
так как 2" • 5? | 10*+Р и 1 0 ^ ' + 1O-?W + . . . + 10^^ = s = 0(mod0
(ибо t\s). С другой стороны, ясно, что сумма цифр числа п (в десятич-
ной системе счисления) составляет s.

42*. а) Теорема, очевидно, верна, если число не имеет ни одного
простого делителя вида 46 + 3. Предположим, что она справедлива для
всех натуральных чисел, имеющих в своем разложении на простые сом-
ножители в первых степенях (следовательно, не обязательно различных^
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простых сомножителей вида 4&+3, и пусть п — натуральное число,
имеющее в своем разложении на простые сомножители (в первых степе-
нях) s + 1 простых сомножителей вида 4£ + 3. Положим n = mq, где т в
своем разложении на простые сомножители в первых степенях имеет s
простых сомножителей вида 4& + 3, a q — простое число вида 4& + 3.

Пусть g означает число натуральных делителей числа т вида Ak +
+ 1, a h — число натуральных делителей числа т вида 4£+3. В силу
предположения, относящегося к числу s, имеем g^h.

Натуральными делителями вида 4£+1 числа/появляются, очевидно,
натуральные делители вида 4£+1 числа т, которых имеется g, и про-
изведения числа q на каждый из натуральных делителей вида 4£ + 3
числа т, которых имеется h.

Таким образом, натуральных делителей вида 4£+1 у числа tn-q бу-
дет g + h.

Натуральными делителями вида 4£ + 3 числа m-q являются нату-
ральные делители вида 4& + 3 числа т, которых имеется h, и произведе-
ния числа q на каждый из натуральных делителей вида 4£+1 числа т,
которых имеется g (среди этих произведений могут быть такие, которые
являются делителями вида 4£ + 3 числа т).

Таким, образом, число всех натуральных делителей вида 4& + 3 чис-
ла m-q оказывается ^h-\-g (но может быть и <Zh-\-g).

В любом случае теорема справедлива для числа m-q. Поэтому,
применяя математическую индукцию по числу s, мы заключаем, что она
справедлива для каждого натурального числа п.

б) Число 32п~1 (где п = \, 2, . . . ) имеет натуральных делителей
вида 4£+1 (которыми являются числа 1, З2, З4, . . . 32п~2) столько же,
сколько и натуральных делителей вида 4& + 3 (которыми являются чис-
ла 3, З3, З5 З 2"- 1)-

в) Число 3 2 л (где п=\, 2, . . . ) имеет п + 1 натуральных делите-
лей вида 4£+1 (которыми являются числа 1, З2, З4, . . . , 32п) и толь-
ко п натуральных делителей вида 4£ + 3 (которыми являются числа 3,
З3, . . ., 32*-1)- Все п+\ делителей числа 5п имеют вид 4&+1, и ни
один из них не имеет вид 4£ + 3.

43. Обозначим через ги г2 и г3 соответственно остатки от деления це-
лых чисел —а, —Ь и —с на п.. Так как эти числа принадлежат последо-
вательности 0, 1, 2, . . ., п~ 1, где /г>3, то в указанной последователь-
ности найдется число г, такое, что r^=ru r^=r2 и г фгг. Допустим, что
п\ а + r. Тогда, учитывая сравнение —а=тх (mod /г), мы найдем, что
п\ г—гь Но г и Г] являются целыми числами > 0 и <п; следовательно,
если их разность делится на п, то должно быть г=ги что противоречит
определению числа г. Подобным образом мы докажем, что п\Ь + ги
п \ с +г. Таким образом, мы можем принять k = r.
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II. Взаимно простые числа

44. а) Как известно, каждый > 1 делитель числа Fn — 22 -f- 1 (где
п-= 1, 2, . . . ) есть число вида 2n+2k + 1, где k — натуральное число

(см., например: W. S i e r p i n s k i : Elementary theory of numbers.
Warszawa, 1964, стр. 343, теорема 5). Так как для натуральных п и k
2n+2k + 1 > 2п+2 + 1 > п, то каждый > 1 делитель числа F п есть
число, большее п. Отсюда (п, Fn) = 1, ч. и т. д.

б) Легко устанавливаем, что (п, 2п—1) = 1 для п=\, 2, 3, 4, 5 и что
(6, 26—1) = 3. Таким образом, наименьшее число п, о котором идет речь,
есть /г = 6.

Далее, так как 3 12" — 1|26й— 1 для & = 1 , 2, . . . , то заключа-
ем, что (6/г, 2с/г — 1) > 3 для k = 1, 2, . . . .

45. Числа 2&+1 и 9£ + 4 являются взаимно простыми, так как
9(2/г+1)— 2(9/г + 4) = 1. Так как 9/г + 4 = 4(2/г— 1) + (/г + 8) и 2/г— 1 =
= 2(/г + 8) —17, то (9/г + 4; 2/г— 1) = (2/г—1; /г + 8) = (£ + 8; 17). Если k=
= 9 (mod 17), то (k + 8; 17) = 17. В противном же случае 17 \ k + 8 и, сле-
довательно, (£+8; 17) = 1. Следовательно, (9£+4; 2£—1) = 17, если £ =
= 9 (mod 17) и (9/г+4; 2fe—1) = 1, если !гф9 (mod 17).

46. а) Покажем вначале, что если для некоторого натурального чис-
ла т имеется т треугольных чисел а | < а 2 < . . . <ат, попарно взаим-
но простых, то существует треугольное число t>am, такое, что
(t, uiuz- . . . •ат) = \.

Действительно, пусть а = а\-а.2- . . . • а \ числа а + 1 и 2а+1 яв-
тт г (2а + 1)(2в + 2)

ляются взаимно простыми с а. Число a m f i = r2a+i = j ^ =
= (a-f I)(2a4- 1) есть треугольное число > ат, причем взаимно
простое с а и, следовательно, с каждым из чисел аи а2, .. ., ат.

Отсюда следует, что если мы имеем конечную возрастающую после-
довательность треугольных чисел, попарно взаимно простых, то всегда
сумеем найти треугольное число, яревосходящее эти числа и взаимно
простое с каждым из них.

Выбирая всегда наименьшее такое треугольное число, получим бес-
конечную последовательность tx = \, t2 = &, ^ = 1 0 , ^з=91, ^2 = 253, . . .
треугольных чисел, попарно взаимно простых.

П р и м е ч а н и е . Треугольным числам посвящена научно-популярная книга автора:
"Liczby trojkatne". Warszawa, 1962, стр. 66.

б) Покажем вначале, что если для некоторого натурального числа
т тетраэдральные числа ai<ia2<l. • • • < a m попарно взаимно просты,
то существует такое тетраэдральное число Т, что (Т, а,\-а2- ....•ат) = \.

Действительно, пусть а = а.\-а2- . . . -ат; число
Т= Г 6 о + 1 = ( 6 а
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взаимно просто с а, а следовательно, взаимно просто с каждым из чисел
а ь аъ . . . , ат, причем Т>а^ат.

Итак, искомую бесконечную возрастающую последовательность
попарно взаимно простых тетраэдральных чисел можно получить при по-
мощи математической индукции, если мы примем в качестве ее первого
члена число 7̂  = 1, и, имея уже (при данном натуральном т) т членов,
являющихся тетраэдральными попарно взаимно простыми числами, при-
мем за (т+1)-й член наименьшее тетраэдральное число, большее т-го
члена нашей последовательности и взаимно простое с каждым из уже
найденных т чисел. Поступая таким образом, мы получим следующую
бесконечную возрастающую последовательность, тетраэдральных чисел,
каждые два из которых являются взаимно простыми:

П р и м е ч а н и е . Различные сведения о тетраэдральных числах читатель может
найти в моей книге: «Liczby trojkgtne». Warszawa, 1962, стр. 53—61; там же на страни-
це 64 приводится таблица наименьших ста тетраэдральных чисел.

47. Пусть а и b — различные целые числа, причем а<Ь, и пусть п =
= (Ь—a)k+\—а; для достаточно больших натуральных k число п будет
натуральным; натуральными будут и числа a-\-n=(b—a)k-\-l и
6 + / г = (Ь—а) (&+1) + 1. Если d\a-\-n и а\Ь-\-п, то d\a—b и, так
как d\a -j- n = (b — a) k -j- 1, то d\ 1 и, следовательно, d~\. Таким
образом, имеем (а + п, b + п) ~ 1.

Ср. «Matematyka», № 4—6 (54), 1958, стр. 55, задача 487.
48*. Поскольку а, Ъ и с — различные целые числа, то h= (а—Ь) (а—

—с) (Ь—с) есть целое число, отличное от нуля и от ± 1 . Обозначим че-
рез <7i, <7г, • • •> Qs B c e простые числа > 3 , являющиеся делителями чис-
ла h.

Если два или более из чисел а, Ь, с являются четными, то пусть
г = 1 , в противном же случае пусть г=0. Ясно, что по крайней мере два
из чисел a + r, b + r, с + r будут нечетными.

Если a, b и с при делении на 3 дают различные остатки, то положим
го = О, если же два или более из чисел а, Ь, с при делении на 3 дают один
и тот же остаток — обозначим его р, — то положим го=1—р- Ясно, что в
каждом случае по крайней мере два из чисел a + r0, b + r0, с+г0 не де-
лятся на 3.

Пусть теперь i означает одно из чисел 1, 2, . . . , s. Так как <7,>3,
то согласно задаче 43 существует целое число г ;, такое, что ни одно из
чисел а+ гь Ъ-\-гь с + rt не делится на qt. На основании китайской
теоремы об остатках [7] заключаем, что существует бесконечное
число натуральных чисел п, таких, что n=r (mod 2), n=r0 (mod 3) и
п=п (mod <7i) для 1=1, 2, . . . , s.

Докажем, что числа а+п, Ь+п, с+п попарно взаимно просты. До-
пустим противное, например, что (а + п, Ь + п)>1). Тогда найдется про-
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стое число q, такое, что q\a-\-n и q\b-\-n, откуда q\a—b, а значит. q\k
и Нф ± 1 . Так как n=r(mod 2) и так как по крайней мере два из чисел
a + r, b + r, с+r, как мы знаем, являются нечетными, то по крайней мере
два из чисел а-\-п, Ь-\-п, с-\-п также нечетные и, следовательно, q=£2.
Так как /г=г0 (mod 3) и по крайней мере два из чисел a-\-r0, b-\-rn, с-\-г0

не делятся на 3, то по крайней мере два из чисел а-\-п, Ь-\-п, с-\-п также
не делятся на 3 и, следовательно, q=/=3. Далее, так как q является одним
из простых делителей числа h, то теперь можно положить q=q-t, где i
получает одно из значений: 1, 2, . . . , s. Но тогда, учитывая, что n=rt

(mod <70, и л и п = гг (mod q) и что ни одно из чисел а-\-Гг, b-\-r{,
с-\-Г{ не делится на qu заключаем, что ни одно из чисел а-\-п,
b-г п, с-\-п не делится на q t, или на q, вопреки предположению,
что q\a +• п и q\b + п. Таким образом, мы доказали, что (а-\-п,
Ь+п)=\.

Подобным образом мы докажем, что (а + п, с + п) = 1 и что (Ь + п,
с+п) = \. Итак, числа а + п, Ь + п, с+п являются попарно взаимно про-
стыми. Так как таких натуральных п, для которых это имеет место, су-
ществует бесконечно много, то предложенное доказательство можно
считать законченным.

49. Таковы, например, числа а=\, b = 2, c = 3, d = 4. Действительно,
для нечетных п числа а + п. и с + п четные и, значит, не взаимно про-
стые, а для четных п числа Ь + п и d+n четные и, значит, не взаимно
простые.

50. Если п — нечетное число >6, то п = 2+(п—2), причем п—2 —
нечетное число > 1 и имеем (2, п—2) = 1.

А вот доказательство А. Монковского для четного га>6.
Если n=4k, где k— натуральное число > 1 (так как /г>6), то п =

= (2/г— 1) + (2/г+1), причем 2/г+1>2/г—1>1 (так как k>\), числа же
2k—1 и 2k+\, будучи последовательными нечетными числами, являют-
ся взаимно простыми.

Если же /г = 4£ + 2, где k — натуральное число > 1 (так как /г>6), то
n=(2k+3) + (2k— 1), причем 2/г + 3>2/г—1>1 (так как k>l). Числа же
2fe + 3 и 2k—1 являются взаимно простыми, так как в случае 0 < d\2k +•
+ 3 и d{2k— 1 было бы d\(2k + 3) — (2k — 1), или d\A, а так как d—
делитель нечетного числа — должно быть числом нечетным, то-
заключаем, что d = 1 и (2k + 3, 2k — 1) = 1.

51*. Если ft — четное число > 8 , то n = 6k, n=6k + 2 или n=6k + i,
причем в первых двух случаях k есть натуральное число > 1 , в третьем
же случае k — натуральное число. Из формул 6& = 2 + 3 + [6(£—1) + 1],
6/е + 2 = 3+4 + [6(/е—1) + 1], 6/е + 4 = 2 + 3+ (6&—1) легко вытекает, что п
есть сумма трех натуральных чисел > 1 , попарно взаимно простых.

Пусть теперь п — нечетное число >17. Здесь возможны шесть слу-
чаев: /г=12/е+1, 12/г + З, 12/г+5, 12/г+7, 12^+9 и \2k+\\, причем в пер-
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вых трех случаях k есть натуральное число > 1 , в трех же остальных
k — натуральное число. Имеем 12/е+1 = [6(/е—1) —1] +[6(/е—1)+5]+9,
где числа 6(k—1) — 1 , 6(k—1)+5 и 9 — большие единицы и попарно вза-
имно простые, так как первые два из них не делятся я а 3 и являются
взаимно простыми (ибо, если d\6(k—1) — 1 и d\6(k—1)+5, то d\A, а оба
числа нечетные).

Если n=l2k + 3, то n=(6k— 1) + (6/е+1)+3;
если n=l2k + 5, то п= (6k—5) + (6k + 1) +9;
если /г=12/е+7, то п= (6/г+5) + (6/г— 1) +3;
если /г=12/г+9, то п= (6/г—1) + (6/г+1)+9;
если /г=12/г+11, то п = [ 6 ( Н - 1 ) — ] [6(А

В каждом случае, как легко заметить, мы имеем три слагаемых > 1 ,
попарно взаимно простых.

Число 17 не обладает обсуждаемым свойством, так как если 17 =
= а-{-Ь-{-с, то все три числа а, Ь и с (как числа, большие единицы и по-
парно взаимно простые) должны были бы быть нечетными и различны-
ми. Учитывая же, что 3 + 5 + 7= 15<17, 3 + 5 + Н = 1 9 > 1 7 и что в случае
3<a<b<c a ^ 5 , b^7, c ^ 9 , откуда а + 6 + с ^ 5 + 7 + 9 ^ 2 1 > 17, мы
легко устанавливаем, что число 17 не дает ни одного разложения.

52*. Дадим здесь доказательство, следуя идее Шницеля (ср. А.
S с h i n z e 1. Demonstration d'une consequence de l'hypothese de Goldbach
Compositio Mathematica, 14, 1959, стр. 74—75).

Пусть k означает данное натуральное число, т — натуральное чис-
ло, разложение которого на простые сомножители имеет вид т =
— q4qai. . . _ . qas. Пусть f(x) = х(х -\- 2k) и пусть i—одно из чисел 1,
2, . . . , s. Предположение, что q!\x(xJ

r2k) при всяком целом х
приводит к противоречию. Действительно, тогда для х = 1 мы по-
лучили бы qt\2k+ 1 и для х = — 1 q(\2k~ 1, откуда нашли бы, что
<7г|(2& + 1) — (2k — 1) = 2, а следовательно, ввиду <?;|2£+1, получили
бы qi\ 1, что невозможно. Таким образом, существует целое число ХГ, та-
кое, что qi\xi(Xi-\-2k) —f(ХГ).

На основани-и китайской теоремы об остатках существует натураль-
ное число х0, такое, что хо=х{ (mod qt) для / = 1 , 2, . . . , s, что дает
f(.xo)=f(Xi)^O (mod qi) для 1=1, 2, . . . , s.

Итак, (/(*0), qj) = 1 для / = 1, 2, . . . , s, откуда, учитывая раз-
ложение числа т на простые сомножители, находим, что (f(xo),m) =
= 1 или (xo(xo-\-2k), m) = \. Следовательно, если мы положим а=хо-\-
-\-2k, b = x0, то будем иметь 2k=a—b, где (а, т) = \ и (b, m) = l, что
доказывает справедливость нашей теоремы.

П р и м е ч а н и е . Если к числам а и Ь мы прибавим какое-нибудь кратное числа т,
то для числа 2k = a—Ь мы получим новое представление в виде разности двух нату-
ральных чисел, взаимно простых с т. Таким образом, мы дэказали, что каждое четное
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число для любого натурального числа т имеет бесконечное число представлений в виде
разности двух натуральных чисел, взаимно простых с т.

Мы не знаем, является ли каждое четное число разностью двух простых чисел.
Из одной гипотезы Шинцеля о простых числах вытекает, что каждое четное число пред-
ставимо в виде разности двух простых чисел бесконечным числом способов.

53*. Проведем доказательство, следуя А. Роткевичу.
Если Un есть /г-й член последовательности Фибоначчи и если т и

п — натуральные числа, то ( Uт, £/п) = £/(т>„) (см. W. S i e r p i n s k i ,

Teoria liczb. Czesc II. Warszawa, 1959, стр. 280)1. Поэтому (Ul = l1 !)
члены бесконечной возрастающей последовательности

попарно взаимно просты. Вместо ph здесь можно взять 2 2 *+1, так как
для натуральных т и пфт, как известно, (22 + 1, 22 + 1) = 1.

III. Арифметические прогрессии

54. Пусть т — данное натуральное число > 1 . Числа ml-k-\-\, где
k = \, 2, . . . , т, являются попарно взаимно простыми, так как если бы
при натуральных k и /, где й < / ^ т , число d>\ было общим делителем
чисел m\k-\-\ и т\1-\-\, то можно было бы сделать следующие заключе-
ния: d\l(mlk+l)— k{m\l-\-\)=l—k<m, l < d < m , откуда d\m\, и на-
конец, поскольку d\mlk-\-l, то d\ 1, вопреки тому, что d>\.

55. Таковы, например все члены арифметической прогрессии 2Ч-\-
'-\-2k~i (где t=0, 1, 2, . . . ), так как в разложение числа п—2Ч-\-2к-х

на простые сомножители число 2 входит в степени с показателем k—1.
Отсюда при помощи формулы для числа натуральных делителей нату-
рального числа сразу же обнаруживаем, что число натуральных делите-
лей числа п делится «a k.

56. Это имеет место, например, при любом натуральном х и у = Ъх+\
+ 2, z=7x + 2>, так как тогда числа х(х+\) =х2+х, у(у+\) =25х2+2Бх +
4-6 и z(z+l) =49x2 + 49x + 12 составляют арифметическую прогрессию
с разностью

П р и м е ч а н и е . Можно доказать, что не существует четырех натуральных чисел
y<.z<.t, для которых числа х(х+1), </(</+1), z ( z + l ) , /(/+1) составляли бы ариф-

метическую прогрессию. Действительно, если бы указанные числа составляли арифмети-
ческую прогрессию, то их четырехкратные, увеличенные на единицу, т. е. числа (2х+1)2,
(2(/+1)2> (2z+l) 2 , (2/+1) 2 также составляли бы возрастающую арифметическую про-

1 См. также: Н. Н. В о р о б ь е в . Числа Фибоначчи, изд. 2, «Наука». М., 1964,
стр. 24. — Прим. перев.

55



грессию, вопреки теореме Ферма, по которой не существует четырех различных квадра-
тов натуральных чисел, составляющих арифметическую прогрессию (см., например,

W. S i е г р i n s k i. Teoria liczb, Czesc II. Warszawa, 1959, стр. 123).

Из задачи 56 следует, что существует бесконечное число арифмети-
ческих прогрессий, составленных из трех треугольных чисел. Можно
также доказать, что существует бесконечное число возрастающих гео-
метрических прогрессий, составленных из трех треугольных чисел. Та-
ковыми являются, например, прогрессии ^ = 1, з̂ = 6 ta = 36- 4 = 62, t2o~
= 6-35, 4э=35 2 ; /49=352, ^=35-204, £>88=2042.

57. Если стороны пифагорова ' треугольника составляют арифмети-
ческую прогрессию, то мы их можем обозначить через Ъ—г, b и b-\-r,
где b и г — натуральные числа, так что (b—r)2 + b2 = (b+r)2, откуда
b = \r, что дает прямоугольный треугольник со сторонами Зг, Аг, Ъг, где г
может быть любым натуральным числом. Таким образом, любой пифаго-
ров треугольник, стороны которого составляют арифметическую про-
грессию, получается в результате умножения сторон треугольника 3, 4,
5 на натуральное число 2.

58. Треугольные числа tn= -уЯ (п-\-\) являются числами нечетными

для n = 4 u + l (и = 0, 1, 2, . . . ) и четными для п = 4и (и=1, 2, . . . ).
Поэтому каждая из двух прогрессий с разностью 2 содержит бесконеч-
ное число треугольных чисел. Прогрессия же З/г + 2 (k = 0, 1, 2, . . . ) не
содержит ни одного треугольного числа, так как если 3]/г, то 3]/п; ана-
логично, если л = 3 « + 2 , где и=0, 1, 2, . . ., то 3]^„; наконец, если п=

= Зи+1, где и = 0, 1, 2, . . ., то tn=9—^—-4- 1 и, следовательно,

при делении на 3 дает в остатке 1.
59. Необходимо и достаточно, чтобы число b было квадратичным

вычетом модуля а. Действительно, если при некотором натуральном х и
некотором целом k^O x2 = ak + b, то я2 = 6 (mod а) и b есть квадратич-
ный вычет для модуля а. Обратно, если b есть квадратичный вычет для
модуля а, то существует бесконечное число натуральных чисел х, таких,
что x2 = b (mod а) и, следовательно, x2 = ak-\-b, где k есть целое число,
а при достаточно большом х — натуральное.

. 1 Пифагоровым называется прямоугольный треугольник, все стороны которого
выражаются натуральными числами. — Прим. перев.

2 Из решения задачи видно, что все треугольники, удовлетворяющие ее условию, по-
добны треугольнику со сторонами 3, 4, 5. Напрашивается естественный вопрос, верно л и '
обратное утверждение, т. е. все ли такие треугольники удовлетворяют поставленным
условиям. Поскольку выбор единицы масштаба произволен, так что ответ на этот
вопрос, конечно, утвердителен, то условие ц е л о ч и с л е н н о с т и сторон треугольника
в этой — по существу чисто г е о м е т р и ч е с к о й — задаче оказывается н е с у щ е с т -
в е н н ы м , и изложенное здесь ее решение проходит при любых положительных д е й с т -
в и т е л ь н ы х значениях bur, — Прим. ред.
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60*. Приведем здесь доказательство А. Шинцеля.
Пусть рк — k-e по порядку простое число. Пусть s — любое нату-

ральное число и пусть P=pip2- . . . -ps. Согласно китайской теореме
об остатках, для каждого натурального &^Is существует натуральное
число ak, такое, что ak = 0 (mod Р/рь) и ак = — 1 (mod ph). Пусть Q =
— I"1 .2"1 . . . . • s°s . Числа kQ (k=l, 2, . . . , s) , очевидно, составляют
возрастающую арифметическую прогрессию, число членов которой рав-
но s. Из определения чисел а& (k = l, 2, . . . , s) следует, что /?fe]<2fe—|— 1 и
Ph\an для кфп, где п — натуральное число

Таким образом, числа
+ 1

г, Vk А
Qk = k U

являются натуральными и, как легко проверить, kQ = QPk для k=\,
2, . . . , s, т. е. числа kQ (k=l, 2, . . . , s) являются степенями нату-
ральных чисел с натуральными показателями > ] .

61. Теорема, которую мы должны доказать, равносильна теореме,
согласно которой в каждой бесконечной возрастающей арифметической
прогрессии, составленной из натуральных чисел, существует член, не
являющийся степенью натурального числа с натуральным показате-
лем > 1 . Итак, пусть a-k-\-b (k=0, I, 2 . . . ,) — бесконечная арифме-
тическая прогрессия, где а и b — натуральные числа.

Существует простое число р>а + Ь.
Так как (а, р2) = 1, то уравнение ах—р2у= 1 имеет, как известно, ре-

шение в натуральных числах х, у. Пусть k=(p—b)x; число это, очевид-
но, натуральное (так как р>Ь) и ak + b = p2y(p—b)+p; таким образом,
член ak + b нашей прогрессии делится на простое число р, но не делится
на р2 и поэтому не может быть степенью натурального числа с нату-
ральным показателем > 1 .

62. Из четырех последовательных натуральных чисел одно должно
быть числом вида 4/г + 2, где k — целое число 5==0, а такое число, как
четное, не делящееся на 4, не является степенью натурального числа с
натуральным показателем > 1 .

П р и м е ч а н и е . А. Монковский доказал, что не существует трех последователь-
ных натуральных чисел, каждое из которых было бы степенью натурального числа с
натуральным показателем > 1 ; доказательство этой теоремы трудно (см.: «Colloquium
Mathematicum», 1962, IX, стр. 297). Существуют, однако, два последовательных натураль-
ных числа, каждое из которых является степенью натурального числа с натуральным по-
казателем > 1 ; таковы числа 8 = 23 и 9 = 32. Вопрос Каталана, существуют ли другие
пары таких последовательных натуральных чисел, остается открытым.

А. Роткевич доказал, что если две степени натуральных чисел, отличные от 8 и 9,
имеют показатели > 1 и отличаются одно от другого на единицу, то оба эти натураль-
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ные числа превосходят 1000. (См.: «Elemente der Mathematik», 1961, 16, стр. 25—27, тео-
рема 1). Роткевич доказал также, что если целые числа х, у, большие 1, и простые числа
z и t удовлетворяют уравнению х1—г/'=1 и не образуют систему х = 3, г/ = 2, 2 = 2, ? = 3,
то х > 1 0 " и г/>106.

63. Это вытекает непосредственно из задачи 60, но можно гаредло»
жить и более простое доказательство. Пусть т — данное натуральное
число > 1 и пусть qi ( / = 1 , 2, . . . , т) —такие простые числа, что а <
<<7l<<72< • • • <Ят-

На основании китайской теоремы об остатках существует натураль-
ное число х, такое, что ах = —Ъ—a] (mod q1.) для / = 1 , 2, . . . , т. От-
сюда q\ \a(x-\-j)-\-b для / = 1 , 2, . . . , т и, следовательно, т последова-
тельных членов прогрессии ak + b, а именно a(x + j)+b для / = 1 , 2,..., т
являются составными числами.

64*. Очевидно, можно предположить, что т есть натуральное число,
большее единицы. Пусть Р — произведение всех различных простых де-
лителей числа т, которые являются делителями числа а; если же таких
нет, то пусть Р=\. Пусть Q — произведение всех тех простых делителей
числа т, которые являются делителями числа Ь, а если таковых нет, то
пусть Q = l. Так как (a,b) = l, то и (Р, Q) = l. Пусть, наконец, R— про-
изведение всех тех простых делителей числа т, которые не являются де-
лителями ни числа а, ни числа Ь, а если таковых нет, пусть R=\. Оче-
видно, (R, Р) = \ и (R, Q) = l.

Покажем теперь, что (aPR + b, m) = 1. В самом деле, если допустить
противное, то найдется простое число р, такое, что р\т и p\aPR + b.
Если предположить, что р\Р, то в силу p\aPR + b, p\b и, значит, р\ Q, во-
преки тому, что (Р, Q) = \. Если предположить, что p\Q, то р\Ь и, зна-
чит, p\aPR, что невозможно, так как (а, й) = 1, {Ь, Р) = \ и (b, R) = l.
Если предположить, наконец, что p\R, то р\Ь и, значит, p\Q, вопреки TQ-
му, что (Р, Q) = l.

Итак, мы доказали, что (aPR + b,m) = \. Отсюда следует, что
(a(km-\-PR)-\-b, т) = \ для £ = 0,1,2, . . . , т. е. что в нашей прогрессии
имеется бесконечное число членов, взаимно простых с т, ч. и т. д.

65. Пусть а и b — натуральные числа, причем b — первый член на-
шей прогрессии, а — ее разность. Обозначим через г остаток от
деления числа b на а; имеем b = at-\-r, met—целое число ^ 0 и г—целое
число, , 0 ^ г < а . Пусть s — любое натуральное число, с ь с2, . . . , cs —
произвольная последовательность цифр десятичной системы счисления,
где с 4 # 0 , и пусть JV есть s-значное число, цифры которого по порядку
суть с ь съ . . . , cs.

Существует, очевидно, натуральное число п, такое, что 10

+ 1) и, стало быть, такое, что число '• 1 будет > 1 .
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Пусть k — наименьшее натуральное число, большее - 1.

Тогда k - l ^ ^ - t и, следовательно,

—t, так как 10">2а.
Итак, имеем N- \On<ia(k + t)s^ak + at + r=ak + b<:a(k + t+1)<

<С (N+ 1) 1O" = JV-10"+10", откуда следует, что первые л цифр числа
ak-\-b соответственно те же, что и первые s цифр числа N, Т. е, си с2, ..., cs.

66. Если члены Uh, u-i и От последовательности Фибоначчи составля-
ют возрастающую арифметическую прогрессию, то должно быть
/ > 2 (так как «2=1), гп>Ъ и um = U[^-(U[—uh), откуда и
-\-Ui+i = ui+2, т, е. ит<.щ+2. Следовательно, um^ui+i, а так как ат>щ,
откуда tim^Ui+i, то um = ui+i, откуда (так как / > 2 ) m = /-j-l. Таким об-
разом, Uh=2ui—um=Ui—{ui+i—ui)=Ui—Ui-i = ui-.2, откуда k=l—2.

Итак, если члены Uk, щ и ит последовательности Фибоначчи состав-
ляют возрастающую арифметическую прогрессию, то должно быть / > 2 ,
k=l—2 и т = 1-\-\. С другой стороны, при любом натуральном / > 2 чис-
ла «;-2, Ui и Ui+i составляют, как легко проверить, арифметическую про-
грессию с разностью Ui-u

Пусть п — натуральное число > / + 1 . Тогда п ^ / + 2 , откуда и „ ^ и г + 2

и ип—ik+i^Ui+2—Ui+i = ui>ui-1 (так как / > 2 ) .
Поэтому никакая возрастающая арифметическая прогрессия не со-

стоит из четырех членов последовательности Фибоначчи.

67*. Известно (см.: W. S i e r p i n s k i . Teoria liczb, Czesc II. Warsza-
wa, 1959, стр. 279, задача 4), что если т — натуральное число, то остатки
от деления на т последовательных чисел Фибоначчи составляют перио-
дическую последовательность с чистым периодом1. Для т = 2 , 3, 4, 5,6, 7
остатками при делении на т последовательных чисел Фибоначчи явля-
ются соответственно числа (выписываем здесь несколько первых членов,
а не все члены периода):,

д л я т = 2: 1, 1, 0, . . .
д л я т = 3: 1, 1, 2, 0, . . .
д л я т = 4: 1, 1, 2, 3, 1, 0, . . .
д л я т = 5: 1, 1, 2, 3, 0, 3, 3, 1, 4, . . .
д л я т = 6: 1, 1, 2, 3, 5, 2, 1, 3, 4, 1, 5, 0, . . .
для т = 1: 1, 1, 2, 3, 5, 1, 6, 0, 6, 6, 5, 4, . . .

Так как для каждого из натуральных чисел т^Л мы здесь имеем
все возможные вычеты по модулю т, то мы заключаем, что в каждой из
арифметических прогрессий с разностью т ^ 7 содержится бесконечно
много чисел Фибоначчи.

1 См. примечание [4] на стр. 140, — Прим. переа.
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Покажем теперь, что прогрессия 8А+4 {k = 0, 1, 2, . . . ) не содер-
жит ни одного члена последовательности Фибоначчи.

Так как Mi = u 2 = l И un+2=un-\-un+i для п=\, 2, . . . , то легко на-
ходим, что числа и\, и2, . . . м14 дают при делении на 8 соответственно
.следующие остатки:

1, 1, 2, 3, 5, 0, 5, 5, 2, 7, 1, 0, 1, 1.

Отсюда видно, что 8]и13—и { и 8]u i 4—u2. Таким образом, можно
сказать, что для п = 1 имеем 8|ur,+12—ип и 8\ип+13—ып+1.

Предположим теперь, что последние два соотношения выполняются
для некоторого натурального п. Тогда 8\un+l2-\-un+i3—(un-\-un+i), или
8]un+i4—ип+2, что (так как 8|ип-мз—un+i) доказывает, что наши соотно-
шения имеют место для числа п-\-\. Отсюда индукцией по п получаем,
что 8]Ып+12—«п для п=\, 2, . . . . Тем самым доказано, что последова-
тельность остатков, получаемых при делении на 8 последовательных чи-
сел Фибоначчи, является периодической с чистым двенадцатичленным
периодом.

Рассмотрение полученной выше последовательности остатков от де-
ления на 8 первых четырнадцати членов последовательности Фибоначчи
показывает, что остатками могут быть только числа 0, 1, 2, 3, 5 и 7. Так
как среди остатков нет чисел 4 и 6, то в прогрессиях 8&-J-4 и 8&+6 (k =
= 0, 1, 2, . . . ) не содержится ни одного члена последовательности Фи-
боначчи. Это, очевидно, арифметические прогрессии (составленные из
натуральных чисел) с наименьшей возможной при этих условиях нату-
ральной разностью.

68*. Такова, например, прогрессия П/г+4 {k = 0, 1, 2, . . . ).
Поступая так же, как при решении задачи 67, мы здесь легко дока-

жем индукцией по п, что 11^и„+ю—ип для « = 1 , 2, . . . , откуда следу-
ет, что последовательность остатков от деления на 11 последовательных
чисел Фибоначчи является периодической с десятичленным периодом.
Последний, как легко убедиться, есть последовательность 1, 1, 2,3,5,8,2,
10, 1, 0, в которой нет числа 4 (а также чисел 6, 7 и 9).

69. Предположим, что мы имеем п членов нашей прогрессии

aki-\-b, ak2-\-b, . . . , akn-\-b,

•являющихся попарно взаимно простыми (для п=\ можно принять &]==
= 1).. Пусть т= (aki+b) (ak2-\-b) . . . {akn+b).

На основании задачи 64 существует натуральное число kn+u такое,
что (akn+i-\-b, m) = l и, следовательно, (akn+i-\-b, aki-\-b) = l для / =
= 1,2, . . . , п. Таким образом, числа

aki-\-b, ak2+b, . . . , akn+b, akn+i-\-b

являются попарно взаимно простыми. -- j
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Итак, бесконечная последовательность натуральных чисел k\, k2,.. .
определена посредством индукции, бесконечная же последовательность
aki-\-b ( / = 1 , 2, . . . ) есть последовательность членов нашей прогрес-
сии, являющихся попарно взаимно простыми.

70*. Пусть d=(a, a-\-b). Тогда a=dau a-\-b = dc, где (аи с) = \,
с> 1 (так как d^.a и dc = a-\-b>a). Так как (а ь с) = 1, то по теореме
Эйлера c ? ( a i ) = l (mod a,\), откуда сп?(а'> = 1 (mod a{) для натуральных
п, т. е. cn'f{ai)—\ = tnau где tn — натуральное число, которое может быть
сколь угодно большим (так как с>1 и п — произвольное натуральное
число), причем a(ctn-\-l)-\-b = da,\ •ctn-\-dc = dcn?{ai)+1. Таким образом ,
член нашей прогрессии a(ctn-\-\)-\-b (который может быть сколь угод
но большим) имеет только те и притом все те простые делители, которые
являются простыми делителями числа dc>\.

Итак, в нашей прогрессии содержится бесконечное число членов,
имеющих одни и те же простые делители.

Ср. G. P o l y a. Mathematische Zeitschrift, I, 1918, стр. 144.
71. Из теоремы Дирихле непосредственно следует, что теорема, ко-

торую мы хотим доказать, справедлива для s = l . Пусть теперь s — дан-
ное натуральное число. Предположим, что теорема справедлива для чис-
ла s. Таким образом, если (а, й) = 1, то существует число k0, такое, что
ako-\-b = q1q2 . . . qs, где q\<q2< • • • <Qs являются простыми числа-
ми. Согласно теореме Дирихле существует бесконечное число натураль-
ных чисел k, таких, что ak-\-\=q есть простое число >qs.

Для t=q{q2 . . . qsk-\-k0 имеем:

. . qsak-\-ak0-\-b = q1q2 . . . qs(ak-\r\)=qxq2 . . . qsq,

т. е. теорема справедлива для s + 1 . Таким образом, индукцией по s ус-
танавливается справедливость теоремы для каждого натурального
числа s.

72. Если р — простое число, то из трех чисел р, р+10 и р+20 одно
всегда делится на 3 (так как /?+10 = /?+1 (mod 3), р-\-20 = р-\-2 (mod3),
из трех же последовательных целых чисел одно всегда делится на 3).
Поскольку все наши числа являются простыми, то одно из них, очевидно,
наименьшее должно быть числом 3. Итак, р = 3, /?+10=13, /?+20=23.
Таким образом, существует только одна арифметическая прогрессия с
разностью 10, составленная из трех простых чисел, именно прогрессия
3, 13, 23.

Далее, легко доказать, что не существует арифметической прогрес-
сии с разностью 10, состоящей из четырех (или более) простых чисел.
Действительно, если бы простые числа р, р+10, р+20, р+30, . . . сос-
тавляли такую прогрессию, то по доказанному было бы р = 3, число же
р-[-30 = 33=3-11 не является простым.
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П р и м е ч а н и е . Из одной гипотезы А. Шинцеля о простых числах следует, что
существует бесконечное число простых чисел р, для которых число р + 10 также простое,
например 7 и 17, 13 и 23, 19 и 29, 31 и 41, 37 и 47, 61 и 71, 73 и 83, 79 и 89.

73. Таких прогрессий нет, так как из чисел р, /?+100 и /?+200 всег-
да одно делится на 3 и, значит, если оно простое, то должно быть чис-
лом 3. Но если /? = 3, то число /9+200 = 203 = 7-29 не является простым.

П р и м е ч а н и е . Аналогично доказывается, что не существует прогрессий с раз-
ностью 1000, состоящих из трех или более простых чисел, так как 1003=17-59 есть чис-
ло составное. Из гипотезы Шинцеля вытекает, что существует бесконечное число про-
стых чисел р, для которых число р+1000 также есть простое, например 13 и 1013, 19 и
1019, 31 и 1031, 61 и 1061, 97 и 1097, 103 и 1103, 1039 и 2039.

74*. Если бы разность нашей прогрессии была числом нечетным, то
второй член этой прогрессии был бы числом четным, что невозможно,
поскольку прогрессия составлена из десяти простых чисел. Итак, раз-
ность нашей прогрессии есть число четное. Если бы первым членом про-
грессии было число 2, то следующим членом было бы число четное сос-
тавное. Таким образом, первый член прогрессии есть число простое не-
четное и, следовательно, все члены прогрессии (ввиду четности разности
прогрессии) являются числами простыми нечетными.

Известна следующая теорема В. Тебольта: Если п членов арифмети-
ческой прогрессии являются простыми нечетными числами, то разность
прогрессии делится на каждое простое число < п (см., например: W. S i-

е г р i п s k i. Teoria liczb, Czesc II. Warszawa, 1959, стр. 348, теорема 3).
Из этой теоремы следует (для л = 1 0 ) , что разность нашей прогрес-

сии должна быть кратна числам 2, 3, 5, 7 и, следовательно, числу 210.
Будем искать вначале арифметическую прогрессию с разностью 210,
составленную из десяти возможно наименьших простых чисел.

Так как число 210 (разность прогрессии) делится на 2, 3, 5 и 7, то,
очевидно, ни одно из этих чисел не может быть первым членом нашей
прогрессии. Число 11 также не может быть им, так как в таком случае
вторым членом было бы составное число 221 = 13-17. Итак, первый
член нашей прогрессии > 1 1 и поэтому ни один член нашей прогрессии
не делится на 11. Число 210 при делении на 11 дает в остатке 1. Если бы
первый член прогрессии при делении на 11 давал остаток > 1 , то с каж-
дым следующим членом остаток увеличивался бы на 1-й, следовательно,
один^из членов нашей прогрессии оказался бы делящимся на 11, что не-
возможно. Значит, первый член нашей прогрессии должен при делении
на 11 давать в остатке 1 и, будучи числом нечетным, должен быть вида
22&+1, где k — натуральное число. Последовательными простыми чис-
лами этого вида являются 23, 67, 89, 199, . . . .

Если бы первым членом нашей прогрессии было число 23, то шестым
его членом было бы составное число 1073 = 29-37. Если бы первым чле-
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ном нашей прогрессии было число 67, то четвертым его членом было бы
составное число 697=17-41. Если бы первым членом нашей прогрессии
было число 89, то вторым его членом было бы составное число 299 =
= 13-23. Но если в качестве первого члена нашей прогрессии мы возь-
мем число 199, то получим прогрессию с разностью 210, состоящую из
десяти простых чисел:

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089.

Это и есть прогрессия с разностью 210, составленная из десяти воз-
можно наименьших простых чисел.

Предположим теперь, что мы имеем возрастающую арифметическую
прогрессию с разностью г, отличной от 210. В таком случае, как мы зна-
ем, г должно быть кратным 210 и отличным от 210, так что во всяком
случае г^420. Но тогда уже второй член прогрессии больше чем 420 и,
значит, больше чем второй член (т. е. 409) найденной выше прогрессии.
Следовательно, дальнейшие члены прогрессии и подавно будут больше
соответствующих членов нашей прогрессии.

Таким образом, найденная нами десятичленная арифметическая
прогрессия с первым членом 199 и разностью 210 есть десятичленная
возрастающая арифметическая прогрессия, составленная из простых чи-
сел, последнее из которых является возможно наименьшим.

П р и м е ч а н и е . Арифметическая возрастающая прогрессия, состоящая из прос-
тых чисел и имеющая наибольшую длину, известная в настоящее время, есть тринадца-
тичленная прогрессия с первым членом 4943 и разностью 60 060, найденная В. Н. Сере.
динским из Москвы.

Из гипотезы Шинцеля о простых числах следует, что существует бес-
конечное число тринадцатичленных арифметических прогрессий с раз-
ностью 30 030, состоящих из простых чисел (см.: Acta Arithmetica, IV,
1958, стр. 191, Ci, k). Однако ни одной такой прогрессии до сих пор не
найдено.

75. Такова, например, прогрессия 30/г 4- 7 (k=l, 2, 3, . . . ) .
Действительно, если, допустим, что ЗО/г-f 7 = р + q , то, так как 30&+7

есть нечетное число, одно из чисел р и q будет четным и, следовательно,
как простое, будет равно 2, так что, если, например, q = 2, то /?=30&-f-
-f-5=5(6£-f-l), что невозможно, если р — простое число. Если же мы
допустим, что 30&-f-7 = /?—q, где р и q — простые числа, то будет q=2 и,
следовательно, /? = 30/г-г-9 = 3(10/г-т-3), что также невозможно.

П р и м е ч а н и е . Можно доказать (хотя это и трудное дело), что существует бес-
конечное число четных чисел, являющихся одновременно и суммами, и разностями двух
простых чисел. А из одной гипотезы Шинцеля о простых числах следует, что существует
бесконечное число нечетных чисел, являющихся одновременно и суммами, и разностями
двух простых чисел. См.: W. Sierpiriski, Sur les nombres qui sont sommes et differences
de deux nombres premiers, Publikacje Elektrotechn. Fakulteta, Ser. Mat. i Fiz Beograd,
84, 1963.
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IV. Простые и составные числа

76. Достаточно взять р = 3 и q=5. Если п есть четкое число > 6 , то
п—1^6 и p<Cq<Cn—1, причем п—р=л—3 и п—q=n—5 являются по-
следовательными нечетными числами и, значит, взаимно простыми.

77. Существует только одно такое простое число: 5. В самом деле,
допустил!, что простое число г есть одновременно и сумма, и разность
двух простых чисел. Число г, очевидно, должно быть больше двух, и по-
этому г есть нечетное простое число. Далее, так как г есть и сумма, и
разность двух простых чисел, то одно из них должно быть нечетным, а
другое четным, т. е. числом 2.

Итак, имеем r=p-\-2 = q—2, где р и q являются нечетными просты-
ми числами. Но тогда р, г=р-\-2 и <7=/•-(-2 являются тремя последова-
тельными нечетными простыми числами, а, как известно, существует
только одна такая тройка: 3, 5, 7 (так как из каждых трех последова-
тельных нечетных чисел одно должно быть делящимся на 3). Таким об-
разом, имеем /-=5 = 3-f-2 = 7—2.

78. л=113, 139, 181; гл=20, 51, 62.
79. Согласно известной теореме Ферма каждое простое число вида

\k-\-\ есть сумма двух квадратов натуральных чисел (см., например:
В. С е р п и н с к и й . Что мы знаем и чего не знаем о простых числах.
Теорема 17). Поэтому для такого р р = а2+Ъ2, где а и b — натуральные
числа и притом различные (так как р — нечетное), например, а>Ь. От-
сюда р2=(а2—Ь2)2+ (2ab)2, т. е- р является гипотенузой прямоугольного
треугольника, катетами которого являются натуральные числа а2—Ь2 и
2ab. Так, 52 = 32 + 42, 132 = 5 2+12 2, 172=152 + 82, 292 = 212 + 202.

80. 132+1 = 7 2 +11 2 , 172+1 = 112+132, 23 2+1 = 132+192, 312+1 =
= 112+292.

П р и м е ч а н и е . Из тождества (5х+13) 2 +1 = ( 3 X + 7 ) 2 + ( 4 J C + 1 1 ) 2 следует, что ес-
ли числа р = 5х+13, <7 = Зх+7, л = 4*+11 являются простыми, то p z + l = g 2 +r 2 . Из од-
ной гипотезы Шинцеля о простых числах вытекает, что таких систем простых чисел
существует бесконечное множество.

81. Заметим прежде всего, что если р, q, r, s и t являются простыми
числами и p2-\-q2 = r2-\-s2-\-t2, то каждое из чисел р и q отлично от каж-
дого из чисел г, s и t. Действительно, если бы было, например, р=г, то
мы получили бы уравнение <72=52-К2, не имеющее решений в простых
числах q, s, t, так как числа s и t не могут быть оба ни чет-
ными, ни нечетными (в любом из этих случаев было бы q = 2, что невоз-
можно, так как правая часть > 4 ) . Если же взять s = 2, то число 4 будет
разностью двух квадратов натуральных чисел, что невозможно.

Если p2+q2 = r2-\-s2+t2, то все числа р, q, r, s, t не могут здесь быть
нечетными. Если р — четное, следовательно, р = 2, то числа q, r, s, t дол-
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жны быть нечетными, а так как квадрат нечетного числа при делении на
8 дает в остатке 1, то левая часть при делении на 8 давала бы остаток 5,
правая же—остаток 3, что невозможно. Если числа р и q оба нечетные,
то левая часть при делении на 8 дает остаток 2, а в правой части, как
легко заметить, только одно из чисел может (и должно) быть четным,
например, г=2. Но тогда правая часть при делении на 8 дает остаток 6,
что невозможно.

82*. Решение найдено А. Шинцелем.
Существует только одно такое решение: p = q=2, /•=3. Чтобы это

показать, найдем все решения уравнения p(p-\-\)-\-q(q-\-\)=n(n-\-\),
где р и q — простые числа, п же — натуральное число. Уравнение наше
дает:

p(p+l)=n(n+l)-q(q+l)=(n-q)(n+q+l),

причем должно быть n>q. Отсюда, так как р — простое число, имеем
р\п—q или p\n+q+l. Если р\п—q, то должно быть р^п—q, откуда
р(р-\-\) -^(п—q)(n—g+1) и, следовательно, /г+<7+1=^я—9+1, ч т о не-
возможно. Таким образом, p\n-\-q-\-\ и, значит, при некотором натураль-
ном k

n+q+l = kp, откуда p-\-\ = k(n—q). (1)

Если бы было k=l, то было бы n-\-q-\-\ = p и р-\-\ = п—q, откуда
р—<7 = rt-fl и p-\-q = n—1, что невозможно.

Итак, /г>1. Из формул (1) легко получаем:

Так как £;з=2 и, значит, £+1 :^3 , то из полученного равенства, ле-
вая часть которого имеет только натуральные делители I, 2, q и 2q, вы-
текает, что £+1 = *7 или £+1 = 2*7. Если £+1 = *7, то (£—1)(л—*7)=3 и,
значит, (q—2) (л—q)=3, что дает либо q—2=1, л—q=3, откуда *7 = 3,
л = 6, k = q—1 = 2 и, в силу (1), р = Ъ, либо q—2 = 3, n—q=l, откуда
g = 5, л = 6 , £ = 4 и, в силу (1), р = 3.

Если же £+1 = 2*7, то (£—1)(л—q) = 2 и, значит, 2(*7—\)(п—*7)=2,
откуда *7—1 = 1 и л—*7=1; следовательно, *7=2, п = 3 и из (1) найдем
р = 2. Итак, при натуральном л имеем только следующие решения в про-
стых числах р и q:

1. p=q=2, n=3, 2. р = 5, *7 = 3, л = 6 и 3. р = 3 , *7=5, л = 6. Все три
числа р, *7, л являются простыми только в первом случае.

П р и м е ч а н и е . Если через tn — п^п ^~ ' д!ы обозначим л-е треугольное

число, то доказанную теорему можно сформулировать так: уравнение tp + tq— tr

имеет только одно решение в простых числах: р = q = 2, г = 3.
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83*. Таковы, например, простые числа /?=127, д = 3697 и г=5527.
Убедиться, что это простые числа (например, при помощи таблицы про-
стых чисел), а затем, что числа р(р-}-1), g fg+l) и г(г+1) составляют
арифметическую прогрессию, не представляет особого труда. А вот спо-
соб, при помощи которого можно искать такие простые числа.

Из легко проверяемого тождества

=2(29/г+14) (29л+15)

следует, что при натуральном п числа п(п-\-\), (29/г+14) (29/г+15) и
(41/1+20) (41/г+21) составляют арифметическую прогрессию. Если бы
при некотором натуральном п числа п, 29/г+14 и 41/г+20 все три были
простыми, то мы имели бы три искомых числа.

Таким образом, нужно вместо п подставлять последовательные не^
четные простые числа и проверять, будут ли оба числа 29/г+4 и 41/г+20
простыми. Наименьшим таким числом п является л = 127, которое и при^
водит к решению, предложенному выше. Однако мы не утверждаем, что
указанным способом могут быть найдены все тройки простых чисел,
удовлетворяющие условию нашей задачи.

П р и м е ч а н и е . Из одной гипотезы Шинцеля вытекает, что существует бесконеч-
ное число простых чисел п, для которых числа 29ге+14 и 41ге+20 являются одновремен-
но простыми.

Нашу задачу можно сформулировать еще так: найти три треуголь-
ных числа с простыми номерами (индексами), образующих возрастаю-
щую арифметическую прогрессию.

84. Существует только одно такое натуральное число: п=4. В са-
мом деле, для п=\ число /г+3 = 4 составное, для п = 2 число /г+7=9
составное, для п = 3 число / г + 1 = 4 составное, для /г>4 все наши чис-
ла > 5 и по крайней мере одно из них делится «а 5, так как числа 1, 3,
7, 9, 13 и 15 при делении на 5 дают соответственно остатки 1, 3, 2, 4, 3 и
О, т. е. все возможные остатки, откуда следует, что и числа я + 1 , я + 3 ,
л + 7 , /г+9, я+13 и я + 1 5 при делении на 5 дают все возможные остатки
и, следовательно, хотя бы одно из них делится на 5 и как число, большее
пяти (та,к как /г>4), является составным. Но для п = 4 мы получаем
простые числа 5, 7, 11, 13, 17 и 19.

П р и м е ч а н и е . Из одной гипотезы Шинцеля о простых числах вытекает, что су-
ществует бесконечное число натуральных чисел п, для которых каждое из пяти чисел
л + 1 , п+3. п+7, ге+9 и ге+13 является простым. Таковы, например, числа ге = 4, 10, 100.
Ср.: W. S i e r p i r i s k i . Bull. Soc. Royale Sciences Liege, 1962, стр. 319, P2-

85. Существует только одно такое число: k=l. Для него последова-
тельность

ft+1, ft+2, . . ., й+10 (1)

содержит пять простых чисел: 2, 3, 5, 7, 11. Для k = 0 и k = 2 в последо-
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вательности (1) имеется только по четыре простых числа. Если же ^ ,
то в последовательности (1) нет числа 3. Как известно, среди трех по-
следовательных нечетных чисел всегда одно делится на 3. Таким обра-
зом, в последовательности (1) существует по крайней мере одно нечет-
ное составное число. Далее, в последовательности (1) всегда имеется
пять четных чисел и, значит (для £ > 2 ) , составных. Итак, в последова-
тельности (1) для k^2> мы имеем по меньшей мере шесть составных чи-
сел и, следовательно, не более четырех простых чисел.

П р и м е ч а н и е . Последовательность (1) содержит по четыре простых числа для
fe=0, 2, 10, 100, 190, 820. Мы не знаем, существует ли бесконечное число таких чисел fe.
Из одной гипотезы Шинцеля о простых числах вытекает утвердительный ответ на этот
вопрос.

86. Существует только одно такое число: k=l. Для него последо-
вательность

А+1, k+2, . . . , £+100 (1)

содержит 26 простых чисел. Для k=0, 2, 3, 4 последовательность (1)
содержит по 25 простых чисел. Таким образом, далее можно полагать
k^5. Последовательность (1) содержит 50 четных чисел, которые для
k~>\ все составные. Она содержит также 50 последовательных нечетных
чисел, среди которых имеется по крайней мере 16 чисел, кратных 3, и,
значит (для /г>2), составных (так как в каждой тройке последователь-
ных нечетных чисел есть одно число, делящееся на 3). Подсчитаем теперь,
сколько имеется в последовательности (1) чисел, делящихся на 5, но не
делящихся ни на 2, ни на 3. Таковыми являются все числа вида 30t-\-y,
где t — целое число ^ 0 , а т — одно из чисел 5 и 25. Составим из всех
чисел этого вида бесконечную возрастающую последовательность

5, 25, 35, 55, 65, 85, 95, 115, 125, 145, 155, 175, 185, . . . , (2)

и-й член которой обозначим через ип. Легко проверить, что «п+б—«п<
< 100 для п = 1 , 2, . . . . Пусть ип — наибольший член последовательно-
сти «ь и2, . . ., не превосходящий k. Тогда будем иметь un^k<din+i<_
<un+6<Mn+100^A-|-100, откуда видно, что в последовательности (1)
имеется по крайней мере шесть чисел последовательности (2) и, следо-
вательно, по крайней мере шесть чисел, делящихся на 5, но не делящих-
ся ни на 2, ни на 3, которые для й ^ 5 все являются составными числами.

Подсчитаем, наконец, сколько в последовательности (1) имеется
чисел, делящихся на 7, но не делящихся ни на 2 ни на 3, ни на 5. Таки-
ми будут все числа вида 210^+ -у. гДе Т — одно из чисел 7, 49, 77, 91, 119,
133, 161, 203, a t — целое число ^ 0 . Составим из всех чисел этого вида
бесконечную возрастающую последовательность

7, 49, 77, 91, 119, 133, 161, 203, 217, 259, 287, . . . , (3)
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п-й член которой обезначим через vn- Легко проверить, что ип+з—vn<.
<100 для л — 1 , 2, . . . . Пусть vn — наибольший член последователь-
ности Vi, v2, • • • , не превосходящий k. Тогда будем иметь vn^k<C
•<u n + i<;u n + 3<;Un+100^^+100; откуда видно, что в последовательности
(1) имеется по крайней мере три числа последовательности (3), т. е.
по крайней мере три числа, делящихся на 7, но не делящихся ни на
2, ни на 3 и ни на 5, которые для k^7 все являются составными.

Отсюда следует, что для k^7 в последовательности (1) имеется по
крайней мере 50+16-f-6-f-3 = 75 составных чисел и, следовательно, не
более 25 простых чисел. Для k=5 и /г=6 последовательность (1) содер-
жит, очевидно, составные числа v2, v3 и У*. Таким образом, для k^>\ по-
следовательность (1) содержит не более 25 простых чисел.

87. Существует только шесть таких сотен, а именно те, первыми чле-
нами которых являются числа 1, 3, 4, 5, 10 и 11.

Доказательство этой теоремы вытекает из следующей леммы: для
й > 1 1 среди чисел k, /е—|— 1, . . ., /г+99 имеется по крайней мере 76 чи-
сел, делящихся на 2, 3, 5, 7 или 11.

Для доказательства леммы составим бесконечную возрастающую
последовательность натуральных чисел, делящихся на 2, 3, 5, 7 или 11.
Если число Y содержится в нашей последовательности, то в ней также
содержится число у + 2310, и наоборот (так как 2310 = 2-3-5-7-11).
Пусть YI. Y2' • • • > \s — все натуральные числа, не превосходящие 2310
и делящиеся на 2, 3, 5, 7 или 11. Тогда все числа нашей последователь-
ности содержатся в s арифметических прогрессиях 2310^+уь гД е ' = . 1,
2, . . ., s, t=0, 1, 2, . . . Теперь достаточно выписать все натуральные
числа, не превосходящие 2310+100 и делящиеся на 2, 3, 5, 7 или 11, и
убедиться, что в каждой сотне чисел k, /г+1, . . ., /г+99 для 1^Сй^2310
имеется по крайней мере 76 чисел из выписанной последовательности.

П р и м е ч а н и е . Труднее было бы доказать, что существует лишь конечное число
натуральных чисел k, для которых в последовательности k, k+l, . . . , А + 99 содержит-
ся 24 простых числа. Из одной гипотезы Шинцеля вытекает, что существует бесконечно
много натуральных чисел k, для которых эта последовательность содержит 23 простых
числа.

88. Существует только одно такое простое число: р = 3. В самом де-
ле, если р — простое число, то на основании малой теоремы Ферма
р\2Р—2 и если р\2Р-\-1, то р\3 и, следовательно, р = 3.

89. Л е м м а . В каждом отрезке натурального ряда, состоящем из 21
числ"а, имеется по крайней мере 14 чисел, делящихся хотя бы на одно из
чисел 2, 3 или 5.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В каждом отрезке натурального ряда, состоя-
щем из 21 числа, содержится по крайней мере 10 чисел, делящихся на 2,
и по крайней мере 10 последовательных нечетных чисел, среди которых
имеется хотя бы три числа, делящихся на 3. Таким образом, остается



показать, что в каждом отрезке натурального ряда, состоящем из 21
числа, содержится по крайней мере одно число, делящееся на 5, но не
делящееся ни на 2, ни на 3. Пусть у означает остаток от деления числа х
на 30. Тогда x=30t+y, где t—целое число ^ 0 , а у=0> 1, • • • , 29.
Если у ^ 5 , то х^30^-(-5<л;+20 и число 30t-}-5 есть число последователь-
ности х, х-\-\, . . . , x-f-20, делящееся на 5, но не делящееся ни на 2, ни
на 3. Если же 5 < у ^ 2 5 , то J C S ^ 3 0 * + 2 5 < J C + 2 0 и число 30^+25 есть число
последовательности х, х-\-\, . . . , x-f-20, делящееся на 5, но не деляще-
еся ни на 2, ни на 3. Если, наконец, 2 5 < Y < 3 0 , ТО Х < 3 0 £ + 3 5 < Х + 2 0 И

число ЗОЦ-35 есть число последовательности х, х-\-\, . . . , x-f-20, деля-
щееся на 5, но не делящееся ни на 2, ни на 3. Итак, лемма доказана.

Из нашей леммы непосредственно следует, что в каждом отрезке на-
турального ряда, состоящем из 21 числа, любое из которых > 5 , мы име-
ем по меньшей мере 14 составных чисел и, следовательно, не более 7
простых чисел. Для я = 1 , 2 и 3 в последовательности х, х-\-\, . . .

• . • , х+20 мы имеем по 8 простых чисел, а для х = 4 и х=5 имеем по 7
простых чисел. Таким образом, в последовательности х, х + 1 , . . .

. . . , x-f-20 мы имеем по 8 простых чисел только для х=1, 2 и 3.
90. Существует только одно такое число: р = Ь. Как легко прове-

рить, здесь не может быть р < 5 . Для р=Ь мы имеем здесь простые чис-
ла 5, 7, 11, 13, 17 и 19. Если р>Ъ и p = bk, где k — натуральное число, то
р — составное число. Если р = 5&-|-1, то число р+14 делится на 5 и по-
тому составное. Если p = bk-\-2, то число р + 8 делится на 5 и потому
составное. Если /? = 5&-f-3, то 5j p—|-12 и, значит, р+12 есть составное
число. Наконец, если /? = 5&-f-4, то 51/?+6 и число р + 6 — составное.

91. Таковы, как легко проверить, для натуральных /г>1 пары
m = 2 t - 2 и n=2h(2h—2), для которых m+\ = 2h— 1 и л + 1 = (2k—I)2.

П р и м е ч а н и е . П. Эрдёш поставил вопрос, существуют ли другие такие пары.
См.: P. Er dos . Quelques problemes de la Theorie des Nombres,Monographies de l'Enseig-
nement Mathematique, № 6, стр. 126, задача 60 '.

2 .з
92. Существует только два таких простых числа: 2 = - ^ 1 и 5 =

= ~2 1. В самом деле, —^ 1 = -у- («—1) (я+2), а для п>А

числа п~\ и п+2 оба > 2 , причем одно из них четное.

93. Существует только три таких простых числа: 7"i-f-l = 2, T2-\-\ =

= 5 и Г 3 +1 = П. Действительно, для п^А имеем Г п + 1 = -——^——- ,

На вопрос П. Эрдёша можно дать утвердительный ответ. Недавно А. Монковский
сообщил мне пару чисел т = 75 = 3-52, ге=1215 = 5-35, для которых т + 1 = 2 2 - 1 9 ,

1 = 26 • 19. — Прим. пер.
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причем п + 3 > 6 и п 2 + 2 > 6 и либо из чисел п + 3 и п 2 + 2 одно четное, а
другое делится на 3, либо одно из них делится на 6.

94. Таково, например, число

п=(р2— 1)(Рз— 1) • • • (p s +i—1),

так как на основании малой теоремы Ферма число 2™—1 делится тогда
на каждое из простых чисел р2, Рз, . . ., ps+i.

95. 2 = 1 4 + 1 4 , 1 7 = 1 4 + 2 4 , 9 7 = 2 4 + 3 4 , 2 5 7 = 1 4 + 4 4 , 641 = 2 4 +5 4 .
П р и м е ч а н и е . Из одной гипотезы Шинцеля о простых числах вытекает, что

существует бесконечно много простых чисел, являющихся суммами двух биквадратов
натуральных чисел, и, общее, что для каждого натурального числа п существует
бесконечно много простых чисел вида a 2 " -fb 2 ", где а и b—натуральные числа.

96. Пусть Ph — k-e по порядку простое число и пусть pk для нату-
рального числа п означает наибольшее простое число ^ 6 п + 1 . Так как
числа 6л+ 2=2(3/г+1), 6л+3 = 3(2л+1) и 6л+4 = 2(Зл+2) являются
составными, то ясно, что Pkn+i ^ б п + 5 и, следовательно, pk +i — Р k^-
^ (6/г+5)— ( 6 п + 1 ) = 4 , т. е. последовательные простые числа рк и

Pk +i не составляют пару простых чисел-близнецов.
Так как рк +i ^ б п + б , а п может быть любым натуральным числом,

то таких пар чисел pk , pk + i существует бесконечно много. Заметим,
однако, что в такой паре pk , pk w Pk может быть большим числом
из некоторой пары простых чисел-близнецов, а рк +\ —меньшим чис-
лом из некоторой другой пары простых чисел-близнецов; например: для
п=\ pk = 7 есть большее из пары чисел-близнецов 5 и 7, a Pk +i = П
есть меньшее из пары чисел-близнецов 11 и 13; для п = 2 pk = 1 3 есть
большее из пары 11 и 13, a pk -f-i = 17 есть меньшее из пары 17 и 19;
для п = 1 7 рk = 103=6 • 17+1 есть большее из пары 101 и 103, а

Pk +i = 107 есть меньшее из пары 107 и 109.
97. Согласно теореме Дирихле об арифметической прогрессии в про-

грессии 15&+7, где k=\, 2, 3, . . ., содержится бесконечно много про-
стых чисел. Ни одно из этих чисел не принадлежит ни к одной паре про-
стых чисел-близнецов, так как (15/г+7)+2 = 3(5/г+3) и (15&+7)— 2 =
= 5(3/г+1) (поскольку k~>0) —составные числа.

98. Если для натурального числа п число п2—1 является произведе-
нием трех различных простых чисел, то, так как 2 2 — 1 = 3 , число п долж-
но быть > 2 . С другой стороны, п должно быть четным, так как иначе
оба сомножителя правой части равенства п2—1 = (п—1)(л+1) были бы
четными и оказалось бы, что 22\п2—1. При этом числа п—1 и я + 1 , кото-
рые оба > 1 (так как п>2), не могут быть оба составными, ибо в этом
случае число п2—1 не является произведением трех разных простых чи-
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сел. Следовательно, одно из чисел л—1 и п-\-\ должно быть простым,
другое же — произведением двух различных простых чисел. Для л = 4
имеем л—1 = 3, л + 1 = 5, т. е. условие это не выполняется. Аналогично
для л = 6 , так как л—1 = 5 , л + 1 = 7 . Для л = 8 имеем л — 1 = 7 , л-|-1 = 32.
Д л я л = 1 0 л—1 = 32, д л я л = 1 2 л—1 = 11, л + 1 = 13. Для л = 1 4 л—1 =
= 13, « + 1 = 3-5.

Наименьшее натуральное число л, для которого л2—1 является про-
изведением трех различных простых чисел, есть число л = 14, для кото-
рого л2—1 = 3-5-13. Так как 162—1 = 3-5-17, то следующим таким чис-
лом л является л = 1 6 . Так как 182—1 = 17-19, 202—1 = 19-21 = 3-7-19,
то третьим по порядку таким числом л является п = 20. Затем имеем 222—
—1 = 3-7-23, и, значит, четвертое искомое число есть п = 22. Поступая
таким образом далее, легко найдем, что пятое искомое число есть /г=32,
для которого л2—1 = 3-11-31. Итак, пятью наименьшими искомыми чис-
лами являются 14, 16, 20, 22 и 32.

П р и м е ч а н и е . Из одной гипотезы Шинцеля о простых числах следует, что таких
чисел п существует бесконечно много и что вообще для каждого натурального числа
s>\ существует бесконечно много натуральных чисел п, для которых п2—1 является
произведением s различных простых чисел. Очевидно, для s = 2 числа п—1 и и+1 дают
тогда пару простых чисел-близнецов.

99. Пятью наименьшими натуральными числами п, для которых чис-
ло л 2 + 1 является произведением трех различных простых сомножите-
лей, являются числа 13, 17, 21, 23 и 27. Здесь мы имеем 1 3 2 + 1 = 2-5-17,
17 2 +1 = 2-5-29, 2 1 2 + 1 = 2-13-17, 2 3 2 + 1 = 2-5-53, 2 7 2 + 1 = 2-5-73. Для
« = 1 1 2 имеем 112 2 +1 = 5-13-193.

П р и м е ч а н и е . Из одной гипотезы Шинцеля о простых числах следует, что для
каждого натурального числа s существует бесконечно много натуральных чисел п, для
которых число п2+ 1 является произведением s различных простых чисел.

100. а)* Предположим, что каждое из трех натуральных чисел л,
л + 1 , л+2, где л > 7 , имеет только по одному простому делителю. Тогда
ни одно из этих чисел не делится на 6, и поэтому число л может быть толь-
ко вида 6&+1, 6&+2 или 6&+3, где k — натуральное число.

Если n=6k-\-l, то число 6&+2, как четное и имеющее только один
простой делитель, должно быть вида 2 т , где т — натуральное число > 3
(так как л > 7 и, значит, 6 & + 2 = л + 1 > 8 ) . Число же л + 2 = 6&+3, как
делящееся на 3 и имеющее только один простой делитель, должно быть
вида 3s, где s —натуральное число > 2 (так как 6 & + 3 = л + 2 > 9 ) . При
этом должно выполняться соотношение 3 s — 2 m = l . Но последнее урав-
нение имеет в натуральных числах sum только два решения: s = l , m =
= 1 и s = 2 , m = 3 (см. задачу 155). Следовательно, случай л = 6&+1 яв-
ляется невозможным.

Если л=6&+2, то должно быть: л + 1 = 6 & + 3 = 38, где s ^ 2 , л + 2 =
=6fe+4 = 2m, где т > 3 , и 2m—3S = 1. Но уравнение 2 т —3 S = 1 имеет в
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натуральных числах т и s только одно решение: m = 2, s = l (см. зада-
чу 154). Следовательно, и случай /г=6&+2 является невозможным.

Наконец, если n = 6k-\-3, то должно быть: n=3s, где s ^ 2 , /г+1 = 2 т ,
где т > 3 , л 2 т — 3 S = 1 , что опять невозможно.

Таким образом, предположение, что для натуральных п>7 ни од-
но из чисел п, п-\-\ и п-\-2 не имеет двух или более различных простых
делителей, приводит к противоречию.

Но для п = 7 имеем /г+1 = 23, /г+2=3 2 , и, значит, каждое из чисел
п, л + 1 , п-\-2 имеет только по одному простому делителю.

б) Если k — натуральное число, то числа 6(6&+1) и 6(6&+5) име-
ют по крайней мере по три простых делителя, т. е. кроме 2 и 3, по край-
ней мере еще по одному простому делителю (так как числа 6&+1>1
и 6/г+5>1 не делятся ни на 2, ни на 3). Объединяя в одну последова-
тельность две прогрессии 36&+6 и 36& + 30 (k = l, 2, . . . ) и приписав
к ее началу число 30 = 2-3-5, получим бесконечную последовательность
30, 42, 66, 78, 102, . . ., 36£+6, 36£+30, . . ., где разность двух после-
довательных членов равна 12 или 24 ,и где каждый из членов имеет по
крайней мере три различных простых делителя.

101.
п=33 (/г = 3-11, /г+1 = 2-17, /г+2 = 5-7),
п = 85 (/г = 5-17, /г+1 = 2-43, /г+2 = 3-29),
п=93 (/г = 3-31, /г+1 = 2-47, /г+2=5-19),
л=141 (л = 3-47, /г+1 = 2-71, п + 2 = 1 Ы З ) ,
/г = 201 (/г = 3-67, /г+1 = 2-101, /г+2 = 7-29).

Не существует четырех последовательных натуральных чисел, каж-
дое из которых являлось бы произведением двух различных простых чи-
сел, так как из четырех последовательных натуральных чисел одно всег-
да делится на 4. Примером четырех последовательных натуральных чи-
сел, каждое из которых имеет точно два различных простых делителя^
являются числа 33 = 3-11, 34 = 2-17, 35 = 5-7, 36 = 22-32.

П р и м е ч а н и е . Мы не можем доказать, что существует бесконечно много нату-
ральных чисел п, для которых каждое из чисел п, ге+1, ге + 2 является произведением
двух различных простых чисел, что, однако, вытекает из одной гипотезы Шинцеля о про-
стых числах (см.: Acta Arithmetica, 4, 1958, стр. 197, следствие С7).

102. Предположим, что существует бесконечно много натуральных
чисел п, для которых каждое из чисел п и /г+1 имеет только один про-
стой делитель. Тогда, считая п>\ и учитывая, что одно из чисел п и
/г+1 является четным, а другое — нечетным, мы для некоторого нечет-
ного простого числа р будем иметь pk—2m=±l, где k и т являются на-
туральными числами, откуда ph = 2mdzl.

Известно, что число Мерсенна > 1 не может быть степенью нату-

рального числа с показателем > 1 (см.: W. S i e r p i n s k i . Teoria liczb,
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Czesc II. Warszawa, 1959, стр. 374, упражнение 9); следовательно, если
pk — 2m—1( T 0 k=\, т. е. 2т—1=р есть простое число Мерсенна.

Если же рк = 2т-\-\, то либо k=l, и тогда р = 2т+1 есть простое
число Ферма, либо же &>1, и тогда 2m=ph—1 = (р—1) (ph-i-\-pk~2+
+ . . . +1) , причем т > 1 , откуда следует, что k должно быть четным
числом, k = 2l, где / — натуральное число, и, значит, 2т=(р1—1)(//+1).

Таким образом, числа р1—1 и pl-\-l, отличающиеся на 2, должны
быть степенями 2. Поэтому р1—1 = 2, pl-\-l=4, следовательно, pl=3, от-
куда р = 3, 2 т = 2 - 4 = 8, значит, т = 3, что дает 32 = 2 3 + 1 .

Итак, мы доказали, что если для л > 8 числа п и п-\-\ имеют только
по одному простому делителю, то либо п есть простое число Мерсенна,
либо п-\-\ есть простое число Ферма. Наоборот, если Мт—2т—1 есть
простое число Мерсенна, то числа Мт и Мт-\-\=2т имеют только по од-
ному простому делителю, если же Fk=22 -)-l есть простое число Фер-
ма, то каждое из чисел Fh—1=22* и Fh имеют только по одному прос-
тому делителю. Отсюда вытекает справедливость нашей теоремы. Ср.:
W. S i e r p i n s k i . Colloquium Mathematicum, 6, 1958, стр. 209.

П р и м е ч а н и е . Пока мы знаем только 29 натуральных чисел п, для которых п
и ге+1 имеют по одному простому делителю. Пять наименьших из них: числа ге = 2, 3,
4, 7, 8, наибольшее же из них есть число ге = 2" 2 1 3 —1.

103. Имеем 22—1 = 3, 24—1 = 3-5 и 2 » _ 1 = (2*—1) (2*+1). Если бы
для п = 2&>4 число 22к—1 было бы произведением двух простых чисел,
то числа 2к—1 и 2 f t +l должны были бы быть простыми. Однако из трех
чисел 2к—1, 2к и 2к-\-\ одно (и притом не 2к) кратно 3. А поскольку при
k~>2 оба числа 2к—1 и 2 f e +l превосходят 3, то хотя бы одно из этих чи-
сел— составное. Итак, для п четных>4 числа 2п—1 являются произве-
дениями по крайней мере трех натуральных чисел > 1 i.

Для п нечетных имеем 2 3 —1=7, 25—1 = 31, 27—1 = 127, 29— 1 = 7Х
Х73, 211—1 = 23-89, 21 3—1=8191 —простое число, 215—1 = 7-31 -151; чис-
ла 217—1 и 21 9—1, как известно, являются простыми, 221—1 = 72-127-337,
а 223—1 есть уже число >10 6 . Таким образом, мы обнаружили все числа
вида 2П—1, где я = 1 , 2, 3, . . ., которые меньше 10б и которые являются
произведениями двух простых чисел, а именно числа 2 4 —1=3-5, 29—
— 1 = 7-73 и 211—1 = 23-89.

П р и м е ч а н и е . Из чисел Мерсенна, больших миллиона, произведениями двух
различных простых чисел являются числа М„=2п—1 для ге = 23, 37, 49, 67 и 101. Мы не
знаем, является ли множество таких чисел конечным или бесконечным.

104. Так как k^3, то р,р2 . . . Ph^PiP2P3 = 2-3-5>6, и поэто-
му, согласно задаче 50, pip2 • . • Ph=a-\-b, где числа а и Ь оба > 1 ,

Приведенное рассуждение принадлежит переводчику. — Прим. ред.
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взаимно просты и, следовательно, взаимно првсты также с их суммой
Р) р2 . . . Рк- Числа а и b имеют различные простые делители; пусть р\а,
q\b и предположим, что p<.q. Так как (р, р{р2 . . . рь) = 1, то p^pk+u

откуда, учитывая, что q>p, имеем q~^ph+2. Следовательно, так как
p+q^a+b, то pu+i+Pk+2^PiP2 • • • Ри, ч. и т. д.

105. Пусть т — произвольное натуральное число > 3 и п — нату-
ральное число, такое, что n>pi р2 . . . рт. Существует натуральноечис-
ло k^rn^A, такое, что

Р\Р2 • • • P f c < « < P l р2 . . . PkPh+l. (1)

Если бы было qn^Ph+i+ 1>Рк+и то по определению числа qn каж-
дое из чисел pit рг, . . . , Ph+i было бы делителем числа п, откуда
n^Pip2 . . . PkPk+u что противоречит (1). Таким образом, qn<Ph+i+
+ \<.Ph+Pk+i, а так как й ^ 4 , то согласно задаче 104 qn<PiP2 • • • Ph-i,

откуда в силу (1) получаем — < — < -г <J - . Итак, мы показали, что

при любом натуральном т > 3 для п>р\р2 . . . рт — < ^ — , откуда

следует, что отношение — стремится к нулю, когда п неограниченно воз-

растает.
106. Пусть п — натуральное число > 4. Тогда либо n=2k, где k —

натуральное число > 2 , либо n = 2k+\, где k — натуральное число > 1 .
Если n = 2k, k~>2, то согласно теореме Чебышева существует простое
число р, такое, что k<.p<.2k, причем так как p^>k>2\ то р>2. Отсюда
гс=2&<2р<4& = 2п и, так как р>2, 2р является произведением двух
различных простых чисел и притом п<.2р<2п. Если же n = 2k+\,
k~^2, то согласно теореме Чебышева существует простое число р, такое,
что &<р<2&, откуда 3 sg£+lsgp<2& и n = 2k+ 1<2й + 2 < 2 р < 4 й <
<4&+.2=2я,- следовательно, снова n<z2p<i2n и 2р является произведе-
нием двух различных простых чисел.

Пусть теперь п означает натуральное число > 1 5 . Если п=16,
17, . . . , 29, то между п и 2п содержится число 30 = 2- 3-5. Таким обра-
зом, далее мы можем предполагать, что п^ЗО. Итак, имеем n = 6k + r,
где k — натуральное число ^ 5 , г же есть остаток от деления п на 6, так
что 0 ^ г ^ 5 . Согласно теореме Чебышева существует простое число
р, такое, что k<.p<.2k\ следовательно, р > 5 , и k+l^p<c2k, откуда
n = 6k+r<6(k+l)z^2-3-p<l2k^2n, так что л < 2 - 3 - р < 2 л и 2-3-р
есть произведение трех различных простых чисел.

107. Пусть ph — k-e по порядку простое число, s — данное натураль-
ное число > 1 , « — натуральное число >р\р2 . . • ps. Докажем, что
между п и 2 п содержится по крайней мере одно число, являющееся про-
изведением s различных простых чисел.
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Пусть n = kplp2 . . . ps-i + r, где г — остаток от деления числа п на
. . • Ps-i- Здесь k>ps (так как n>pip2 • • . ps) и 0sgr<yDip2 • • •

. ps-i. Согласно теореме Чебышева существует простое число р, такое,
что &<р<2&, откуда p>ps и k+ls^p<.2k, откуда п = рхр2 . . . ps-ik +
+r<.p\P2 . . . ps-i(k+\)^pip2 . . • ps-ip<2pip2 • • . ps-ikr^2n, так что
n<.PiP2 • • • Ps-\ p<.2n, причем так как p>ps, то р\р2 . . • ps-i p явля-
ется произведением s различных простых чисел.

108. Легко проверить, что я-ым членом нашей последовательности яв-

ляется число — (10п—7). Имеем 10 2=15 = —2 (mod 17), откуда
Ю 8 = 1 6 Е = — 1 (mod 17) и, значит, 10 9= —10 = 7 (mod 17), а так как
1016=-1 (mod 17), то 10 i e ( l+ 9=7 (mod 17) для k = Q, I, 2, . . . , следова-
тельно, 17|-5-(10ш+9—7). Отсюда заключаем, что числа -v- (10iefe+9—7)

для k = 0, I, 2, . . . являются составными (так как все они ^-^-(Ю 9 —
О

— 7 ) > 1 7 ) . Монковский при помощи таблицы простых чисел установил,

что числа -^-(10™—7) для я = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 8 являются простыми.
О

Таким образом, наименьшим составным числом указанного вида явля-

ется число-^- (Ю9—7) = 3 3 3 333 331.
Напрашивается вопрос, существуют ли другие составные числа ука-

занного вида, кроме тех, которые мы нашли. Исходя из сравнения
10^=5 (mod 19), получим 1 0 4 = 2 5 = 6 (mod 19) и 1012 = 6 3 = 7 (mod 19),
а так как 10 1 8 f e =l (mod 19) для k=0, 1, 2, . . . , то 19|-^-(1018"+12—7)

для k = 0, 1, 2, . . . . Таким образом, например, число -ir-(1012—7) явля-

ется составным.
Неизвестно, существуют ли другие простые числа рассматриваемого

вида, кроме тех, которые были указаны выше, и имеется ли их беско-
нечно много.

109. Искомое число п = 5, так как числа 1 4 +2 4 =17, 2 4 +3 4 =97,
3 4 +4 4 = 337 и 4 4 + 5 4 = 8 8 1 являются простыми, а 5 4 +6 4 = 1921 = 17-113.

ПО. Таковы, например, все числа 10e f e + 4+3, где k = 0, 1, 2, . . . , так
как все они кратны 7. Действительно, легко проверить, что 104=-4 (mod
/), а так как по малой теореме Ферма 1 0 e = l (mod 7), то (для натураль-
ных k) 10e f e + 4+3 = 104+3 = 4 + 3 = 0 (mod 7).

П р и м е ч а н и е . Неизвестно, существует ли среди чисел 10"+3 (где ге=1, 2, . . .)
бесконечно много простых. Простыми являются эти числа для ге=1 и ге = 2, но при ге = 3
и ге = 4 они составные (так как 1003 = 17-59 и 7|10 4+3).

111. Из тождества (для натуральных п)
= ( 2 2 n + l _ 2 n + l + ! ) (22п+1 + 2 п + 1 + 1) ( (1)
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замечания, что 5 | 2 2 + 1 | 2 4 п + 2 + 1 и что для натуральных п~>\ имеем
2 ? n + i _ 2 " + i + l = 2 n + 1 ( 2 n — 1 ) + 1 ^ 2 3 - 3 + 1 = 25, следует, что по крайней
мере один из сомножителей правой части равенства (1) делится на 5 и
при делении на 5 (в случае п>\) дает частное, большее единицы. Отсю-
да следует, что ч и с л о - ^ - ( 2 4 п + 2 + 1 ) для п = 2, 3, . . . является произведе-

нием двух натуральных чисел > 1 и, значит, есть число составное.
Ср.: Matematyka, 1957, № 3 (47), стр. 49, задача 501, и т а м ж е :

1958, № 4—6 (54), стр. 72—73.
112. Пусть т — произвольное натуральное число > 1 и пусть

n = m\ + k, где k = 2, 3, . . . , т. Так как здесь k<m\ + k и k\m\ + k, то
2h— i < 2 m ! + f t — 1 и 2h—I | 2 m ! + A — 1 и, значит, числа 2m'+k — 1 будут со-
ставными для k = 2, 3, . . . , т. Таким образом, мы имеем отрезок по-
следовательности 2п—1, состоящий из т—1 составных чисел.

113. Возьмем, например, число 200. Чтобы получить из него простое
число, необходимо в нем изменить последнюю цифру на нечетную. Но
31201, 7|203, 5|205, 3|207 и 111209. Таким образом, изменением только
одной цифры из числа 200 нельзя получить простое число.

П р и м е ч а н и е . Неизвестно, можно ли получить простое число из каждого нату-
рального числа посредством изменения двух его цифр.

Зато легко доказать, что существует бесконечно много натуральных
чисел п, таких, что изменением одной (какой-либо) цифры числа п (запи-
санного в десятичной системе счисления) нельзя получить из него про-
стое число. Таковы, например, числа п=2310&—210, где k=l, 2, 3, . . .,
так как в этом случае нужно было бы изменить последнюю цифру чис-
ла п (т. е. нуль), очевидно, на одну из цифр: 1, 3, 7 или 9; при этом, как
легко проверить, 1 1 | я + 1 , 3|л + 3, 7 |л+7, 3|л + 9 и, таким образом, при
изменении одной цифры числа п мы всегда получаем составное число.

114. Предположим, что теорема Ч справедлива. Теорема Г, очевид-
но, справедлива для п = 2 и п = 3. Итак, предположим, что п есть нату-
ральное число > 3 . Если п — четное число, n=2k, то, так как л > 3 , име-
ем k~>\ и согласно теореме Ч существует простое число р, такое, что
k<.p<.2k, откуда р<С.п<_2р и, значит, р является делителем только од-
ного сомножителя р произведения я! = 1-2- . . . -п.

Если же n = 2k+l, где k — натуральное число > 1 (так как л
то согласно теореме Ч существует простое число р, такое, что & /
<Z2k<n, откуда k+l^p; следовательно, 2k+l<.2p и р<.п<.2р и, как
и выше, заключаем, что р входит в разложение числа п\ на простые со-
множители с показателем 1. Таким образом, мы доказали, что из теоре-
мы Ч вытекает теорема Т.

Предположим теперь, что теорема Т справедлива и пусть п — нату-
ральное число > 1 . Согласно теореме Т существует простое число р,
входящее в разложение числа (2п)! на простые сомножители с показа-
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тел ем 1. Итак, имеем р<2п<;2р (так как если бы было 2р^2п, то в
произведение (2п)1 = 1-2- . . . • (2п—1) -2п входили бы сомножители р
и 2р и, следовательно, число р входило бы в разложение этого произве-
дения на простые сомножители с показателем ^ 2 вопреки теореме Т).
Отсюда п<.р<^2п. Таким образом, из теоремы Т вытекает теорема Ч.
Теоремы Ч и Т равносильны.

115. В разложении числа 11! на простые сомножители числа 7 и 11,
очевидно, содержатся в первых степенях. Следовательно, далее мы мо-
жем предполагать, что п > 1 1 , так что, как в случае n = 2k, так и в случае
n = 2k-\-l, будет &>5 и, значит, согласно теореме, сформулированной в
условии задачи, существуют два различных простых числа р и q>p,
такие, что k<p<Cq<.2k. Отсюда в каждом случае имеем p<Cq<Cn и
p^k+l и, значит, в каждом случае 2q>2p>n, на основании чего за-
ключаем, что как простое число р, так и простое число q входит в разло-
жение числа п! на простые сомножители с показателем 1.

Что же касается числа 10!, то в его разложение на простые сомно-
жители входит с показателем 1 только простое число 7.

116. Пусть п — данное натуральное число. Согласно теореме Дирих-
ле об арифметической прогрессии существует простое число вида
p = 6nk + 2-32"~1 — 1 , где k — натуральное число. Отсюда (так как 2п~1^/г
для натуральных п) З п [ р + 1 и число р+l имеет более чем п различных
натуральных делителей (например, числа 1, 3, З2, . . . , З п ) . Согласно
же теореме Эйлера имеем З ^ 2 " ' = 1 (mod 2n), откуда 2п |3 2 / !~' —1 и,
значит, 2п\р—1 и число р—1 имеет более чем п различных натуральных
делителей (например, числа 1, 2, 22, . . . , 2п).

117*. Пусть п — данное натуральное число, а р,-— i-e по порядку
простое число. На основании китайской теоремы об остатках существует
натуральное число Ь, такое, что 6 = 1 (mod pip2 . . . р„), Ь=Е—1 (mod
Pn+iPn+2 • • • Ргп) и b = —2 (mod P2n+iP2n+2 • • • Рзп) • Так как
(b, р\Рг • • • Рзп) = 1, то согласно теореме Дирихле существует натураль-
ное число k, такое, что число р=рф2 . • . P3nk-\-b является простым.
В таком случае pt\b—1 для / = 1 , 2, . . . , п; следовательно, рг-|р—1
для i = l , 2, . . . , п и р,-|6+1 для i=n+l, п+2, . . . , 2п, откуда р г-|р+
+ 1 для / = и + 1 , п+2, . . . , 2п и аналогично р г | р + 2 для / = 2 п + 1 ,
2/г+2, . . . , Зп. Таким образом, каждое из чисел р—1, р + 1 и р + 2 име-
ет по меньшей мере п различных простых делителей.

118. Если при натуральном m число ml делится на простое число р,
то р должно быть делителем по крайней мере одного из сомножителей
произведения от! = 1-2- . . . -пг и, значит, р^пг. Поэтому если число тп\
делится на натуральное число а>т, то а должно быть составным чис-
лом. Таким образом, если бы при натуральном п > 1 число (п—1)! де-
лилось бы на п или на п + 2, то число п или п + 2 было бы составным.
Следовательно, условие задачи является необходимым.
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Предположим теперь, что для данного нечетного числа п>\ число
(п—1)! не делится ни на п, ни на п + 2.

Докажем, что числа п и п + 2 будут простыми. Здесь достаточно
предположить, что п^7, так как для п=3 и для п = Ъ числа п и п + 2
оба являются простыми. Если бы п было составным числом, было бы
n = ab, где а и b — натуральные числа <.п и, значит, а^п—1 и b^n—l,
т. е. числа а и Ь были бы сомножителями произведения 1-2- . . . X
Х ( я — l ) = ( r t — О - Отсюда в случае аФЬ мы имели бы n=ab\(n—1)!,
что противоречит предположению. В случае а=Ь было бы п=а2 и так
как п — нечетное число > 1 , то а ^ З , следовательно, п = а2^3а>2а, от-
куда 2а^п—1. Таким образом, числа а и 2а являются различными
сомножителями произведения (п—1)!=1-2- . . , • (п—1), откуда
п=а2\ (п—1)! вопреки предположению. Итак, число п простое.

Если бы число п + 2 было составным, было бы n + 2 = ab, где а и b —
натуральные числа > 1 и ввиду нечетности числа п нечетные, следова-
тельно, ;2гЗ, откуда, так как

о 2
Итак, 2а^п—1; подобным же образом найдем, что 2Ь^п—1. Если

а и Ь — различные числа, то они являются различными сомножителями
произведения 1-2- . . . • (п—1) = (м—1)!, откуда вопреки предположе-
нию п + 2—аЬ\(п—1)!. Если же а=Ь, то а и 2Ь являются различными
сомножителями произведения (п—1)!, откуда снова вопреки предполо-
жению п+2\2аЬ\ (п—1)!.

Таким образом, условие задачи является достаточным.
119. Пусть т — данное натуральное число. Так как (10™, 10™—1) =

= 1, то на основании теоремы Дирихле об арифметической прогрессии
существует такое натуральное число k, что число p=l0mk + l0m—1 есть
простое число. Так как все т последних цифр числа р, очевидно, рав-
ны 9, то отсюда следует, что сумма всех цифр числа р больше т.

П р и м е ч а н и е . А. Монковский заметил, что теорема остается справедливой в
любой системе счисления с натуральным основанием q>\\ чтобы убедиться в этом, до-
статочно в изложенном выше доказательстве заменить число 10 числом ц.

Ср. W. S i e r p i nsk i . Sur la somme des chiffres des nombres premiers, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, ser. II, Tom X, 1961; P. E r d 6 s. On a problem of
Sierpinski, Atti Acad. Nacionale dei Lincei, vol. 33, 1962, стр. 122—124.

Мы не знаем, возрастает ли неограниченно сумма цифр простого числа вместе с
самим числом.

120. Пусть т — данное натуральное число. Так как (10m+1, 1) = 1,
то на основании теоремы Дирихле об арифметической прогрессии суще-
ствует натуральное число k, такое, что число р = 1 0 т + 1 & + 1 простое. По-
следними т+\ цифрами числа р, как легко заметить, являются т нулей
и на конце единица. Таким образом, в записи простого числа р в десятич-
ной системе счисления имеется по крайней мере т нулей, ч. и т. д.

Ср.: Matematyka, № 3 (73), стр. 130.
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П р и м е ч а н и е . Неизвестно, существует ли для каждого натурального числа т
такое простое число, запись которого в десятичной системе счисления имеет в точности
т нулей. Для т—\ наименьшим таким простым числом является 101, для т = 2 тако-
вым является 1009.

121. Если р есть простое число, то сумма всех натуральных делите-
лей числа pk есть \+p + p2 + p3+pi. Если 1 + p + p2 + p3+pi=n2, где п —
натуральное число, то, как легко проверить, выполняются неравенства

(2р2 + р)2<

из которых вытекает, что ( 2 п ) 2 = (2р2+р + I) 2 , т. е. 4п2 = р р
[+2р + 1, а так как Ап2 = А (pi+p3+p2+p+ 1), то должно быть р2—2р—
—3 = 0, откуда р\3; следовательно, р = 3. Действительно, для р = 3
имеем 1+3 + 32 + 33 + 3 4 = И 2 . Таким образом, существует только одно
простое число р = 3, удовлетворяющее условию задачи.

Ср.: Matematyka, 1958, № 3 (53), стр. 55, задача 482.
122. Простое число р имеет только два натуральных делителя: 1 и р.

Следовательно, если сумма всех натуральных делителей простого числа
р есть s-я степень натурального числа п, то l+p = ns, откуда p=ns—1 =
= (п—1) (ns~i + ns-2+ . . . + 1 ) . Здесь п~>\ и для s ^ 2 первый сомно-
житель правой части последнего равенства меньше, чем второй сомно-
житель. Таким образом, здесь мы имеем разложение простого числа р
на произведение двух натуральных сомножителей, первый из которых
меньше второго.

Отсюда следует, что первым сомножителем является 1, т. е. п—1 = 1;
следовательно, п = 2 и p = 2s—1. Таким образом, для каждого натураль-
ного s ^ 2 существует не более чем одно простое число, удовлетворяющее
условию задачи, и такое число существует тогда и только тогда, когда
число 2s—1 является простым. Для s=2 это будет число 3, для s = 3 —
число 7, для s = 5 — число 31, для s = 7 — число 127, а для s = 4 , 6, 8 и
10 таких простых чисел нет, так как числа 24—1 = 3-5, 2е—1 = 32-7,
28—1 = 3-5-17, 210—1 = 3-11-31 являются составными.

123. Для простых чисел р~>Ь имеем:

откуда

Допустим, что для простого числа р > 5 при некотором натуральном
т имеет место равенство

(/7—1)1+1=/7'»; (1)

тогда
(p — l)2\p*n—l,
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откуда, разделив оба числа на р—1, найдем, что

р—1\рт-* + рт-2+ . . . +р + \. (2)

Но p—l\ph—1; следовательно, / ^ = 1 (mod р—1) для k = Q, 1,
2, . . . , откуда рт-1 + рт~2+ . . . +р+\=т (mod/?—1). Теперь в силу
(2) имеем р—1|т, откуда т~^р—1; следовательно,

рт^рр~1>(р— 1)Р-*> (р— 1)!,
откуда рт> (р—1)! + 1, что противоречит нашему предположению (1).

124. Согласно теореме Лиувилля (см. задачу 123), если р — простое
число > 5 , то при натуральном т невозможно равенство (р—1)!+1=рт.
Нечетное число (р—1)! + 1 > 1 и, значит, имеет простой нечетный дели-
тель цфр. Из соотношения q\ (р—1)! + 1 следует, что q>p—1 и поэтому
(так как цФр) q>p. Теперь, учитывая, что р может быть произвольно
большим простым числом, мы можем заключить, что простых чисел q,
для которых при некотором p<q q\(p—1)! + 1, существует бесконечно
много.

125*. Приведем здесь доказательство А. Шинцеля.
Пусть а — произвольное натуральное число, k — целое число Ф\.

Пусть k—l = 2sh, где 2s есть наивысшая степень двойки, делящая k—1,
и h — нечетное число, положительное или отрицательное. Выберем на-
туральное число т так, чтобы выполнялось неравенство 22 >а—k, и
пусть / — натуральное число, такое, что l^-s и 1~^т. Если бы число

22 +k>22 +k>a было составным, то мы имели бы составное число за-
данного вида >а. Итак, предположим, что число р = 22 +k является
простым. Так как l^s и k—l = 2sh, то р—1 = 2 2 ' +k—1=28/гь где hi
есть нечетное число > 0 .

На основании теоремы Эйлера 2Ip<ft') = l (mod hi) и, значит (так как
р—l = 2sfti), 2 i+f(fti)=2s (mod p—1), откуда, учитывая, что l^s, получа-
ем 2'+?(>•.>ES2' (mod p—1).

Далее, на основании малой теоремы Ферма

22Ч-9(М +k=2z
! + k=0 (mod p)

и так как 21+^ >2\ то 22r+<p(ftl) +k>22l+k=p и число 2 2 ' + ? ( M +k есть
составное > а , так как р = 22 ' -\-k^22m+k>a.

Теорема доказана. Аналогичную теорему для k=l мы не в состоя-
нии доказать, так что мы не знаем, существует ли бесконечно много со-
ставных чисел Ферма.

Заметим здесь, что предложение, более слабое, чем доказанное вы-
ше, а именно, что для каждого целого числа k существует по крайней
мере одно натуральное число п, такое, что число 22" -\-k является состав-
ным, было установлено в 1943 г. И. Рейнером как частный случай одной
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довольно сложной теоремы (см.: American Mathematical Monthl, 50,
стр. 619—621). Чтобы это слабое предложение получить из нашего, до-

статочно (для k=\) заметить, что число 2 + 1 является составным, де-
лящимся на 641.

126. Таковы, например, все числа k = &—1, где t=l, 2, . . . , так
как для каждого натурального числа п число 22/! при делении на 3 дает
в остатке 1; следовательно, число 2*п +k=22"—l+6t, будучи кратным
3 и > 3 , является составным.

127. а) При натуральном п число 22 п—1 делится на 3, поэтому чис-
ло 2 2 n + J — 2 = 2 ( 2 2 п — 1 ) делится на 6 и, значит, 2 2 п+ 1 = 6й + 2, где k — на-
туральное число. Отсюда 2 а 2 " + 1 + 3 = ( 2 6 ) ь - 2 2 + 3 = 2 2 + 3 = 0 (mod 7),
так что 7 |2 2 2 " + 1 + 3 для п=1, 2, . . . , причем 2*2п+1 + 3 ^ 2 г 3 + 3 > 7 .
Таким образом, числа 2 а + 3 являются составными для п=\, 2, . . .

б) При натуральном п 24 п—1 = 16™—1=0 (mod 5), откуда
10|2 4 п+ 1—2. Итак, 2 4 n + 1 = 10& + 2, где k — натуральное число, и поэтому
221л+1 + 7 = ( 2 1 0 ) h 2 2 + 7 = 22 + 7 = 0 (mod 11). Таким образом, 11 |2 2 * ' + 1 +
+ 7, причем 2*in+l + 7 > 2 2 ' 5 + 7 > 1 1 . Следовательно, числа 2 з 4 л + 1 + 7

для п=\, 2, . . . все составные.
в) При натуральном п имеем 2 в п = ( 2 6 ) ' ; = 1 (mod 7), т. е. 7 |2 в п —1

и 28|2 в п + 2 —2 2 , откуда 2 в п + 2 = 2 8 & + 4 , где k — натуральное число. Отсюда

226H-2 = ( 2 2 8 ) h . 2 4 = l 6 (mod 29); следовательно, 29 |2 2 б / г + 2 +13, причем

2 2 б л +2 + 1 3 > 2 2 8 + 1 3 > 2 9 , так что числа 2 з Ч л т 2 + 1 3 являются составны-
ми для п=\, 2

Г) При натуральном п ( 2 1 0 ) n = l (mod 11), откуда 22 |2 1 0 n + 1 —2 и
прэтому 21 0 п+1 = 22й + 2, где k — натуральное число. Отсюда 2 а ' 0 л + 1 =

= (222)h22=4 (mod 23) и, значит, 23]2 2 l 0 n + I +19, а так как 22 '°' ! + 1 +
+ 1 9 > 2 3 для п=\, 2, . . . , то числа 2 2 l 0 n + 1 + 19 для п=\, 2, . . . все
составные.

д) При натуральном п 2 6 n = ( 2 3 ) 2 n = ( — l ) 2 n = l (mod 9), откуда
9 |2 в п —1 и 36 |2 в п + 2 —2 2 , так что 2 в"+ 2=36& + 4, где k — натуральное чис-
ло. Следовательно, 22 < 5 n + 2 = (2 3 6 ) ь -16=16 (mod 37), 3 7 | 2 2 б п + 2 + 2 1 , при-
чем 22вп+2 + 2 1 > 3 7 для п=\, 2, . . . и, значит, числа 2фп+2 +21 для
п = 1 , 2, . . . все составные.

П р и м е ч а н и е . Ни для одного целого значения k мы не в состоянии доказать,
что среди чисел 2*n + k (n — l, 2, . . .) имеется бесконечно много простых.

128*. Как известно., числа / 7

т = 2 г т + 1 являются простыми для
т = 0, 1, 2, 3, 4, число же /7

5=641-р, где р — простое число > 2 1 6 + 1 =
= /7

4- Кроме того, так как p\F5, то (р, Fb—2) = 1, т. е. (р, 232—1) = 1.
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Согласно китайской теореме об остатках существует бесконечно
много натуральных чисел k, удовлетворяющих сравнениям

A=l[mod (232— 1) -641] a k=—I (modp). (1)

Докажем, что если k есть натуральное число ~>р, удовлетворяющее
сравнениям (1), то числа k-2n + \ (n=l, 2, . . .) все составные.

Число п мы можем представить в виде n~2m(2t+l), где mat —
целые числа ^ 0 . Пусть вначале т — одно из чисел 0, 1, 2, 3 или 4.
На основании первого из сравнений (1) имеем:

/2.2»+l = 22m(2(+1)+l[mod(232— 1)]. (2)

Так как для т = 0, 1, 2, 3 и 4 Fm\2™~\ и Fm|22m<2i+1> + I, TO согласно (2)
Fm\k-2n-\-l, а значит, ввиду k-2n+\~>k>p>Fb число k-2n-\-\ является
составным.

Остается рассмотреть случай, когда т ^ б . Теперь 2в\п, следователь-
но, n = 2e-/z, где h — натуральное число. На основании второго из срав-
нений (1) имеем k-2n+\ = — 2 2 6 ' Л + 1 (mod р), а так как р\2*ь + 112 2 б —

— 1 |2 2 6 - f t — 1 , то р|&-2п + 1 и, следовательно, в силу k-2n-\-\>k>p, чис-
ло й-2 п +1 является составным.

Итак, числа k-2n+\ являются составными для п=1, 2, 3, . . . , ч.
и т. д. Ср. W. S i e r p i r i s k i . Sur un probleme concernant les nombres
&-2"+l, Elemente der Mathematik, XV, 1960, стр. 73—74 [8].

П р и м е ч а н и е . Мы не знаем, каково наименьшее натуральное число k, для ко-
торого каждое из чисел k-2n + \ (п = \, 2, . . . ) является составным.

129*. Прежде всего заметим, что в доказательстве, рассмотренном
в задаче 128*, можно было к сравнениям (1) добавить сравнение к = 1
(mod 2), так что получилась бы следующая теорема Т: существует бес-
конечно много нечетных чисел k~>p, таких, что каждое из чисел k-2l+\,
где 1=1, 2, . . . , делится по крайней мере на одно из шести простых
чисел

^о, F\, F& F3, Ft и р (3)

(где p>Fi). Обозначим через Q произведение всех шести чисел (3).
Так как это нечетное число, то 2?(<3> = 1 (mod Q) и тем более 2?(<3) =

= 1 (mod q), где q означает любое из чисел (3). Пусть п — произвольное
натуральное число. Согласно теореме Т (для l = n[cp(Q)—1]) число
£.2nMQ)-U +1 делится по крайней мере на одно из чисел (3); назовем
его ц. Таким образом, k-2n^(Q)~^ +1 = 0 (mod q), откуда, умножив обе
части сравнения на 2П, получим й-2"^13) 4 - 2 n = 0 (mod q). Отсюда, учи-
тывая, что 2?(<3> = 1 (mod q) и, значит, 2Ш?(<3) ^ 1 (mod q), найдем, что
k + 2n = d (mod q), а так как k>p и, следовательно, k>q и k + 2n>q,
то из последнего сравнения видно, что k-\-2n есть составное число.
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Итак, существует бесконечно много нечетных натуральных чисел k,
для которых числа 2n + k, где п=\, 2, . . . , все являются составными.

130. Пусть & = 2"\ где т — натуральное число, и пусть m=2 s-ft, где
s — целое число ^ 0 и h—нечетное число. Тогда &-22"+l = 22's(2'!~'s^~'г)+•
+ ;l и так как для n > s число 2n~s + h есть нечетное натуральное, то
22lS + l |&.2 2" + 1 ; следовательно, поскольку для n > s £-22" + 1> 22'{+ 1,
число &-22" + 1 при n > s является составным (делящимся на 2aiS + l) .

В частности, если k есть степень двойки с нечетным показателем, то
все числа &-22" + 1 , где /г=1, 2, . . . , делятся на 3.

131. Для k=l /г = 5, так как числа 22" + 1 являются простыми для
/г=1, 2, 3, 4 и 6411225 + 1 , т. е. 22J + 1 есть составное число.

Для k=2 n=\, так как 3 |2-2 2 +1.
Для k=3 n = 2, так как число 3-22+1 простое и 7|3-22" + 1=49.
Для &=4 п = 2, так как 4-2 2+1 = 17 простое и 5|4-22 2 + 1 .
Для k=5 п= 1, так как 3
Для &=6 п=\, так как 5

5-2 2+1.
6-2 2+1.

Для k=7 /г = 3, так как 7-22+1 = 29 и 7-222 + 1 = 113 являются про-
стыми числами и 11|7-22 3 + 1 .

Для k=8 n=\, так как 3 |8-2 2 +1.
Для k=9 /г = 2, так как 9-22+ 1=37 —простое число и 5|9-222 + 1.
Для k=\Q п = 2, так как 10-2 2 +1=41 — простое число и

7|10-22 2 + 1 .
132. Из решения задачи 131 следует, что числа k=l, 3, 4, 7, 9, и 10

не удовлетворяют поставленному условию. Не удовлетворяет ему и чис-
ло 6, так как 6-2а 2 + 1 = 9 7 есть простое число. Зато числа 2-2г" + 1 ,
5-22" + 1 и 8-22° + 1 для п= 1 , 2 , . . . являются составными, так как все
они делятся на 3 и больше чем 3.

П р и м е ч а н и е . Если k = 3t + 2, где ^=0, 1, 2, . . . , то все числа А • 2 2 " +1
(п = \, 2, . . .) делятся на 3 и составные.

133. Числа -д-(22 + 2 2 + 1 ) для / г = 1 , 2, . . . являются натураль-

ными.
Если п — четное число, то 2 n = l (mod 3), так что 2 п = 3&+1, где

k — натуральное число, откуда 2 2 " = (2 3 ) ь -2 = 8 ь - 2 = 2 (mod 7); следо-
вательно, 2 2 " + 1 = ( 2 2 " ) 2 = 4 (mod 7), откуда 2 2 " + 1 + 2 2 " + 1 = 4 + 2 + 1 =
= 0 (mod 7). Если же п — нечетное, то 2П = 2 (mod 3), значит, 2П = 3& +
+ 2, где k — целое число ^ 0 , откуда 2 2 " = 2З Ь+ 2 = 8Ь• 4 = 4 (mod 7) и

2г"+1 = ( 2 ^ ) 2 = 4 2 = 2 (mod 7), так что 22"+l + 2 2 " + 1 = 2 + 4 + 1 = 0
(mod 7).
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Итак, числа -Q-(2 2 + 2 S " +1) для натуральных п делятся на 7, а
1 3 2

так как для натуральных /г>1 они ^^"(22 + 2 2 + 1)=91>7, то для
О

п = 2, 3, . . . они составные.
Ср. с теоремой Михаила Штифеля (XVI в.); см.: Elemente der Mathe-

matik, 18, 1963, стр. 18.
134. Таковы, например, все числа данной в условии последователь-

ности, для которых п = 28&+1, k=l, 2, 3, . . . .
В самом деле, на основании малой теоремы Ферма имеем 2 2 8 = 1

(mod 29), откуда для k=l, 2, . . . 2 2 2 8 / ! = 1 (mod 29); следовательно, для
n = 28k + l имеем ( 2 2 « + 1 ) 2 + 2 2 = 2 5 + 4 = 0 (mod 29), т. е. 291 ( 2 2 " + 1 ) 2 +
+ 22, причем поскольку для натурального k число /г=28&+1^29, то
( 2 2 п + 1 ) 2 + 2 2 > 2 9 . Отсюда следует, что числа ( 2 2 п + 1 ) 2 + 2 2 для n = 2bk +
+ 1, где k=\, 2, . . . , все составные.

135*. В случае а нечетного > 1 числа я 2 ' + 1 (п=1, 2, . . .) как
четные > 2 все составные; таким образом, мы можем предположить, что
а есть четное число. Имеем 641J 2аБ + 1 , следовательно, также 6411424 + 1 ,
6411162"4 Н-1. Далее, легко докажем, что 17|2з2 + 1, 17 |4 2 +1, 1716а3 + 1 ,
17 |8* 2 +1, 17|1(F 3 +1, 17 |12* 3 +1, 17 |14* 3 +1, 17|2№3 + 1, 17|22*8 +
+ 1, 17 |24 г 3 +1, 1 7 | 2 6 г 2 + 1 , 17|28« s+ I, 17 |30 2 +l, 1 7 | 3 2 г 2 + 1 .

Чтобы, например, доказать, что 17|282 + 1 , исходим из сравнения
28=11 (mod 17), откуда 282=121 = 2 (mod 17), что дает 28г3 = 2 г 2 s s
= — 1 (mod 17), так что 17|2823 + 1 .

На основании полученных результатов для k = Q, 1, 2, . . . имеем:
17|(34£: + 2) г 2 + 1 , 17| (34й + 4 ) 2 + 1 , 17| (34& + 6)23 + 1 , 17|(34й + 8>2 + 1 ,
17|(34й + 10)23 + 1 , 17|(34&+12)23 + 1 , 17| (34Л+14)»3 + 1 ,
+ 20)1" + 1 , 17|(34й + 22)23 + 1 , 17|(34й + 24)23 + 1 , 17
171(34£: +28)23 + 1 , 17|(346 + 30)2+1, 17| (346 + 3 2 ) 2 Ч 1.

Теперь, принимая во внимание, что 5 |18 2 +1 и что 13|34 2+1, мы
можем заключить, что для каждого натурального числа а^ЮО, за
исключением, быть может, чисел 50, 52, 68, 84 и 86, существует нату-
ральное число п ^ 5 , для которого число а 2" + 1 является составным.

Но 502+1 = 2501=41-61, 5 |52 2 +1, 5 |68 2 +1, 257|842 в+1 и 13|86 2+1.
Таким образом, для каждого натурального числа а^ЮО существует на-
туральное число /г^б, такое, что число а2" + 1 является составным.

П р и м е ч а н и е . А. Шинцель доказал, что для каждого- натурального числа а,
такого, что 1<а<2 2 7 , существует натуральное число п, такое, что число а2" + 1 является
составным (см. Colloquium Mathematicum, X, 1963, стр. 137—138).
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Неизвестно, для каждого ли натурального числа а>\ существует
натуральное число п, такое, что число а%п + 1 является составным; мы не
в состоянии разрешить этот вопрос, например, для числа а=22 °-

Но мы в состоянии доказать, что для а = 22 '9 4 4 число аг+\ являет-
ся составным, и даже знаем его наименьший простой делитель: 5-2 1 9 4 7+1,
См.: В. С е р п и н с к и й . Что мы знаем и чего не знаем о простых числах,
Физматгиз, 1963, стр. 67.

136. Каждое простое число > 5 имеет вид 30k + г, где k — целое
число ^ 0 , г же есть одно из чисел 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 или 29. Так как
простых чисел существует бесконечно много, то по крайней мере для
одного из указанных восьми значений г существует бесконечно много
простых чисел вида 30&+ г, где k — натуральное число. Таким образом,
достаточно рассмотреть восемь следующих случаев.

1. Существует бесконечно много простых чисел вида 30/г+1. Пусть р—
одно из них и пусть n = 7+19 + p; n — нечетное составное число, так как
/г=7+ 19 + 30&+ 1 = 3(10& + 9). Число п есть сумма трех различных про-
стых чисел (так как р = 30&+1 —простое число, отличное от 7 и 19) и п
не является суммой двух простых чисел, так как одно из них должно
было бы быть четным, т. е. числом 2, и, значит, было бы /г = 30& + 27 =
= q + 2, где д = 5(6& + 5), что невозможно.

2. Существует бесконечно много простых чисел вида 30& + 7, Пусть
р~>1 есть одно из них и пусть n = 7 + 1 3 + / r , n — нечетное составное чис-
ло, так как /г = 30& + 27 = 3(10& + 9). Оно представляет собой сумму трех
различных простых чисел, так как р~^37, и, наконец, число п удовлетво-
ряет заданным условиям, так как п—2=30& + 25 = 5(6& + 5).

3. Существует бесконечно много простых чисел вида 30&+11. Пусть
р>\\ есть одно из них и пусть n = l l + 13+p; n — нечетное число,
являющееся суммой трех различных простых чисел. Число п удовлет-
воряет заданным условиям, так как /г=30&+35 = 5(6&+7) и п—2 =
= 3(30^+11).

4. Существует бесконечно много простых чисел вида 30&+13. Пусть
р — одно из них. Тогда /г = 3 + 1 1 + р есть нечетное число, являющееся
суммой трех различных простых чисел. Число п удовлетворяет задан-
ным условиям, так как /г = 3(10& + 9) и п—2 = 5(6& + 5).

5. Существует бесконечно много простых чисел вида 30&+17. Пусть
р — одно из них и пусть п = 3 + 7 + р. Так как р = 3(10& + 9) и п—2 =
= 5(6& + 5), то число п удовлетворяет заданным условиям-

6. Существует бесконечно много простых чисел вида 30&+19. Пусть
р — одно из них и пусть п = 3 + Ь+р. Так же, как и в предыдущем слу-
чае, заключаем, что число п удовлетворяет заданным условиям.

7. Существует бесконечно много простых чисел вида 30& + 23. Пусть
р — одно из них и пусть п = 5 + 7 + р. Так как /г = 5(6& + 7) и п—2=
= 3(10&+21), то число п удовлетворяет заданным условиям.
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8. Существует бесконечно много простых чисел вида 30&+29. Пусть
р — одно из них и пусть /г = 5+31+р. Так как rt=5(6&+13) и п—2=
= 3(10& + 21), то число п удовлетворяет заданным условиям-

Теорема доказана. Ср.: W. S i e r p i r i s k i . Glasnik Mat.-Fiz. i Astr,
сер. II, т. 16. Zagreb, 1961, стр. 87—88.

137. Предположим, что существует многочлен f(x) с целыми коэф-
фициентами, такой, что/(1) = 2 , / ( 2 ) = 3 и / ( 3 ) = 5 . Тогда g(x)=f(x) —
—2 есть многочлен с целыми коэффициентами, такой, что g(l)=0 и,
значит, g(x) = (x—l)h(x), где h(x) —многочлен с целыми коэффициен-
тами.

Так как / ( 3 ) = 5 , то g(3) = / ( 3 ) — 2 = 3 и, следовательно, 2^(3) = 3 .
Но последнее невозможно, так как /г(3) есть целое число.

Пусть теперь т — данное натуральное число > 1 . Тогда

а (у\ - (х-Щх-2)... (х-т)

где k=l, 2, . . . , т, есть многочлен степени т—1 с целыми коэффици-
ентами. Очевидно, gk(x)=0 для каждого натурального числа х^т,

отличного от k, a gk(k) —целое число =7̂ 0. Пусть }к(х)=Щ^ ; fh(x) —

многочлен степени т — 1 с рациональными коэффициентами, причем
fh(x)=O для каждого натурального числа х^т, отличного от k, и
f ( k ) l)

Пусть теперь

x)+: . . . +Pmfm(x).

Здесь, очевидно, f(x)—многочлен с рациональными коэффициентами,
причем f(k)=ph для k=l, 2, . . . , т.

138*. Доказательство Я. Бровкина. Пусть п — данное натуральное
число. Определим натуральные числа th для натуральных k^n посред-
ством индукции следующим образом.

Пусть /о=1; предположим, что при данном натуральном k^.n мы
уже определили натуральное число 4-i. На основании теоремы Дирихле
о простых числах в арифметической прогрессии существует натуральное
число tk, такое, что число

qh=(k-\)\(n-k)\ti+X ,

является простым и, в случае k>\, оно больше числа

(k—2)! (л—* + 1) ! * * _ ! + 1 .

Итак, числа <7ь <7г» • • • , Яп простые, причем <7i<<72< • • • <<7п.

Пусть /(х) = 1 + Ё ( - 1 ) п ч Vc-W*-*) • • • I*") - t ,
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f(x) есть многочлен степени ^л.—1 с целыми коэффициентами и, как
легко проверить,

f(k) = l+(k-l)l(n-k)ltk=qh.

139. Таков, например, многочлен

= [(x—pi)(x—p2) . . . (х—рт) + \]х,

где Ph — k-e по порядку простое число.
Здесь f(pk)=pk для k=\, 2, . . . , т.
140. Если бы свободный член многочлена f(x) с целыми коэффици-

ентами был равен 0, то мы имели бы / ( 0 ) = 0 и сравнение /(л:)=0
(mod p) было бы разрешимо для каждого модуля р. Итак, предположим,
что свободный член а0 многочлена f(x) не является нулем. Так как
f(aox) =ao/i(A:), где fi(x)—многочлен с целыми коэффициентами, сво-
бодный член которого есть единица, то достаточно доказать нашу теоре-
му только для таких многочленов.

Пусть п — произвольное заданное натуральное число. Очевидно,
n\\fi(/i\) — 1, так что /i(rt!)=/i!&+l, где k — целое число. Как известно,
абсолютная величина многочлена f\{x) (степень которого > 0 ) возраста-
ет неограниченно вместе с х. Поэтому при достаточно большом п
|/4(/г!) | = |/г!&+ 11 > 1 и число n\k+ 1 имеет простой делитель р. Так как

р\п\-к+\, то р>п, а так как p\fi{n\), то сравнение / I ( A : ) = 0 (mod p)
разрешимо для простого модуля р~>п. Но п — произвольное натураль-
ное число; следовательно, сравнение f±(x) = 0 (mod p), а значит, также и
сравнение/(х) = 0 (mod p) разрешимо для бесконечного числа простых
чисел р.

141. Условие не является необходимым, так как число 2 3 +1 = 32

составное, а число 22 3 -)-1 ^=257 простое. Условие не является достаточ-
ным, так как число 2 8 + 1 = 257 простое, а число 22' -|-1 составное (как до-
казали в 1909 г. Морхед и Вестерн). Другой пример: число 2 1 е +1 простое,
а число 2 2 l 6 + l составное (как доказал Селфридж в 1953 г.).

V. Диофантовы уравнения [9]

142. Из тождества

3(55а +846) 2—7(36а+556) 2=3а 2—7Ь 2

следует, что если натуральные числа х=а и у = Ь удовлетворяют урав-
нению Зх2—7г/2+1 = 0, то этому уравнению удовлетворяют и большие
натуральные числа: х=ЬЬа + МЬ и у = 36а + 556, а так как ему удовлет-
воряют числа л:=3, у = 2, то оно, очевидно, имеет бесконечно много ре-
шений в натуральных числах х, у.
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143. Так как х(2х2+у)=7, то число х должно быть целым делите-
лем числа 7, т. е. одним из чисел 1, 7, — 1 , —7. Подставляя эти значения
в наше уравнение, получим для у соответствующие значения: 5, —97, —9,
—99. Таким образом, наше уравнение имеет четыре решения в целых
числах: (1, 5), (7, —97), (—1, —9) и (—7, —99).

Пусть теперь п означает произвольное натуральное число > 5 и
7 98 „ _

пусть х=—, у = п 1 . 1 ак как /г>5 и, значит, /г^б, то эти числа ра-
циональные положительные и, как легко проверить, они дают решение
уравнения 2х3+ху—7 = 0.

144. Пусть т и п — данные натуральные числа и пусть а и Ь — два
различных простых числа >т + п. Пусть с~ат + Ьп. Система х=т,
у = п, очевидно, удовлетворяет уравнению ах+Ьу = с.

Предположим, что существует другая система натуральных чисел х,
у, удовлетворяющая этому уравнению. Здесь, очевидно, не может быть
одновременно х~^т и у>п или х>т, у^п, так как тогда было бы
ax + by~>am + bn = c. Следовательно, должно быть либо х<ст, либо
у<.п. Если х<,т, то т—х есть натуральное число, меньшее т, и так как
ax-\-by=am-\-bn, то Ьу=а(т—х)-\-Ьп, откуда следует что Ь\а(т—х).
Но а и b — различные простые числа и поэтому Ь\т—х. Последнее же
невозможно, так как по определению числа b имеем Ь>т.

Аналогичным образом доказываем, что и предположение у<п нуж-
но отбросить.

П р и м е ч а н и е . Как легко заметить, не для каждых двух систем натуральных
чисел существует линейное уравнение ах + Ьу = с, где а, Ь и с — целые числа, для кото-
рого только эти две системы служат решениями в натуральных числах. Но, как легко
можно доказать, всегда существует такое уравнение второй степени с целыми коэффи-
циентами.

145. Таковым является, например, уравнение х + у = т+1, которое,
как легко заметить, имеет в натуральных числах х, у точно т решений.

x = k, у = т—k+l, где k=l, 2, . . . , т.

П р и м е ч а н и е . Как известно, не существует линейного уравнения ах-\-Ьу = с,
которое имело бы конечное > 0 число решений в целых числах х, у.

146. Для f(x, у) =х2 + у2+2ху—тх—ту—т—1 выполняется тож-
дество

f(x, y) = (x+y—m—l)(x+y+l).

Так как для натуральных х и у х+у+1>0, то f(x, y)=Q тогда и
только тогда, когда х+у—т—1=0. Поэтому, как это следует из реше-
ния задачи 145, уравнение f(x, y)=0 имеет точно т решений в натураль-
ных числах х, у.



П р и м е ч а н и е . Многочле».' от двух переменных f (х, у) является приводимым.
Напрашивается вопрос, для каждого ли натурального числа т существует неприводи-
мый многочлен второй степени F (х, у), такой, что уравнение F (х, у) = 0 имеет точно-
т решений в натуральных числах х, у. Так вот, можно доказать, что для каждого нату-
рального числа т существует натуральное число ат, такое, что уравнение х2 + у2 = ат

имеет точно т решений в натуральных числах х, у. Именно можно доказать, что это
так для a?ft-i = 2-52''~2 и а2к=52к~\ где k=\, 2, 3, но доказательство нелегкое.

Заметим здесь еще, что, как доказал А. Шинцель, для каждого
натурального числа т существует многочлен второй степени f(x, у), от
переменных .v и у, такой, что уравнение f(x, у) = 0 имеет точно т решений
в целых числах. См.: A. S с h i n z e 1. Sur l'existence d'un cercle passant
par un nombre donne de points aux Coordonnees entieres. L'Enseignement
Mathematique, IV, 1958, стр. 71—72.

147. Как легко проверить, если числа х и у удовлетворяют уравнению

ТО

Таким образом, из каждого решения уравнения (1) в натуральных,
числах .V и у мы получаем решение того же уравнения в больших нату-
ральных числах: 2у + 2>х и Зг/ + 4л, а так как оно имеет решение в нату-
ральных числах х=2, у = 3, то оно имеет, следовательно, бесконечное
число таких решений.

148. Положим, x=t + 3. Тогда наше уравнение примет вид

которое имеет только одно решение в вещественных числах, именно t=
= 0. Отсюда следует, что наше уравнение имеет в вещественных числах
х только одно решение: л:=3.

П р и л е ч а н и е. Можно доказать, что всеми решениями уравнения
х3+(х + г)3+(х + 2г)3+ . . . +[x+(n—l)r]3=(x + nr)3

в натуральных числах х, г, п являются только п = 3, х = 3г, где г — любое натуральное-
число.

149. Если n = 2k—1, где k — натуральное число, то, как легко прове-
рить, х=—k, y = 0 является решением нашего уравнения; если же
/г=2&, где k — натуральное число, то х=—k, y = k является решением,
нашего уравнения.

П р и м е ч а н и е . Имеются и другие решения, например для п = 8: х = —3, г/ = 6;.
для п=25; х=—11, г/ = 20; для п = 1000: х = 1333, (/=16 830.

150. В заданном уравнении коэффициенты при х3, х2 и х делятся
на 3, а свободный член есть —25, т. е. число, не делящееся на 3. Отсюда
следует, что наше уравнение не имеет решений в целых числах х.
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151. Посредством замены x=t+W наше уравнение переходит в
уравнение

Так как уравнение £2 + 40^+230=0 не имеет решений в рациональ-
ных числах, то должно быть ^ = 0 и, таким образом, наше уравнение
имеет только одно решение в рациональных числах; л:=10.

152. Если бы при натуральных х и у было х(х + 1) =4z/(z/ + l), то
мы имели бы:

и, таким образом, число 3 было бы кратным натуральному числу
+ 2л:+3, т. е. числу, большему, чем оно само, что невозможно.

Зато, как легко проверить, при натуральном /г> 1 для

ж д у - з . — - 2 > у = У+Э1--4 и м е е м ^ + 1 )

5 2
Например, для /г=2 имеем х=-$-, г/=-д-. Таким образом, наше

уравнение имеет бесконечно много решений в рациональных положитель-
ных числах х, у.

153. Доказательство непосредственно вытекает из следующих двух
тождеств:

2k—1 = (2/2—£:)2+(2/)2— (2/2—& + 1)2,

для всех целых k и для натуральных
154. Это уравнение имеет только одно решение в натуральных чис-

лах: т = 2, п=\. Действительно, так как 3 2 = 1 (mod 8), то для нату-
ральных k имеем 3 2 l l + l = 2 (mod 8) и 32 h-1 + 1^4 (mod 8), откуда сле-
дует, что при натуральном п число 3 я + 1 не делится на 8 и, значит, не
делится на 2т для натурального т ^ З . Таким образом, если при нату-
ральных тип имеем 2т—Зя=1, то должно быть т^.2, так что либо
2 — З я = 1 , что невозможно, либо 2 2 — З я = 1 , что дает п = 1 .

155. Это уравнение имеет только два решения в натуральных чис-
лах: n = m = l и /г=2, т = 3. Действительно, если п — нечетное число
> 1, т. е. /г=2& + 1, где k — натуральное число, то, так как 3 2 = 1 (mod 4),
имеем 3 2 Ь + 1 =3 (mod 4), откуда 2 т = З я — 1 = 32Ь+1—1 = 2 (mod 4); сле-
довательно, ms^l, т. е. т = 1 , а так как 3 я — 2 т = 1 , то и п = 1 . Если же
п — четное число, n = 2k, то имеем 2 т = 3 2 Ь — l = ( 3 f c — 1 ) ( З ь + 1). Таким
образом, два последовательных четных числа Зь—1 и З ь + 1 являются
степенями числа 2 и поэтому это числа 2 и 4, так что k=l, n=2 и, на-
конец, т ^ З .

90



156. Предположим, что наша система имеет решение в натуральных
числах х, у, z, t. Мы можем здесь предположить, что (х, у) = 1 так, как
в случае (х, z / ) = d > l мы разделили бы обе части наших уравнений на
d2. Итак, по крайней мере одно из чисел х и у является нечетным. Но не-
четными не могут быть оба числа, так как тогда левые части наших
уравнений при делении на 4 давали бы в остатке 3, что несовместимо с
тем, что они являются квадратами. Однако если, например, х — четное
число, то у не может быть нечетным, так как тогда левая часть первого
уравнения при делении на 4 давала бы в остатке 2, что несовместимо с
тем, что она является квадратом. Таким образом, в любом случае мы
приходим к противоречию.

157. Наше уравнение, как легко проверить, равносильно уравнению
(2х-\-\)2—2у2= — 1, которое имеет в натуральных числах решение х=3,
у=Ь. Поэтому из тождества следует, что если натуральные числа х и у
удовлетворяют нашему уравнению, то ему удовлетворяют и большие
числа: A:I = 3A:+2Z/+ 1 и г/1 = 4л:-|-Зг/-г-2. Следовательно, рассматриваемое
уравнение имеет бесконечно много решений в натуральных числах х и у.
Так, например, для х=3, у = Ъ мы получим решение: A:I = 20, Z/I = 29.

158. Наше уравнение, как легко проверить, равносильно уравнению
(2у)2—3(2л:+1)2=1 и одно из его решений есть х=7, у = 1 3 . Поэтому из

тождества следует, что если натуральные числа х и у удовлетворяют на-
шему уравнению, то ему удовлетворяют и большие числа: A:I=4Z/-]-7A:+3
и г/1 = 7г/+ 12х + 6. Следовательно, уравнение (л:+1) 3 —х 3 =у 2 имеет бес-
конечно много решений в натуральных числах х и у. Так, например, для
х=7, у = 1 3 мы получим решение: A :I=104, £/4=181.

159. Проведем доказательство, следуя идее Я. Бровкина. Если бы
система наших уравнений имела решение в натуральных числах х, у, z, t,
то она имела бы и такое решение, в котором (х, у) = \. Складывая по-
членно наши уравнения, получим 6(х2-\-у2) =z2 + t2, откуда следует, что
2>\z2 + t2. Так как квадрат целого числа, не делящегося на 3, дает при
делении на 3 в остатке 1, то числа г и ^ н е могут быть оба не делящимися
на 3. Но так как 3\z2 + t2, то если одно из чисел z, t делится на 3, то и
другое делится на 3. Итак, оба числа z и t делятся на 3 и, следовательно,
правая часть равенства 6(х2 + у2) =z2 + t2 делится на 9. Но тогда Ъ\х2 + уг

и, значит, оба числа х и у делятся на 3 вопреки предположению, что
{х,у) = \.

160. Из наших уравнений следует, что 7\z2 + t2, откуда (см. зада-
чу 3) 7\z и 7\t; следовательно, 4917(х 2+у 2), откуда 7\х и 7\у. Итак,
система наших уравнений не может иметь решений, в которых (х, у) = \.
Но в таком случае она не может иметь решений в натуральных числах х,
у, z, t, так как если (х, y)=d>\, то d\z и d\t, так что, разделив числа
х, у, z и t на d, мы получим решение xu yu zu tu для которого (хи у{) = 1,
что невозможно.
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161. Решением наших уравнений в натуральных числах является, на-
пример, система чисел: х=3, у=\, 2=4, / = 8 .

162. Если бы у было четным числом, то хг было бы числом вида
8/г-\-7, что невозможно. Если же у было бы нечетным числом, г/=2&+1,
то мы имели бы х2 + 1 = у3 + 23= (у + 2) [(у—1)2 + 3], откуда (2k)2+3\x2 +
-f-1; но число (2&)2 + 3 имеет простой делитель вида 4/ + 3, следовательно,
такой делитель должно иметь и число х2-\-1, что невозможно, так как
(х, 1) = 1.

163. Имеем х2+ 1 = (2с)3 + у3= (у + 2с) (у2—2су+4с2) = (у + 2с) [(у—
— с ) 2 + 3с2]. Так как с 2 = 1 (mod 8), то З с 2 = 3 (mod 8) и если у нечетное,
то у—с четное и (у—с)2 + 3с2 есть число вида 4/г + З и, следовательно,
имеет простой делитель того же вида, который является делителем чис-
ла х2-\-\, что невозможно. Если же у четное, то было бы л' 2 = (2c)3-j-/y3—
— 1 = — 1 (mod 8), что невозможно. Отсюда следует, что существует бес-
конечно много натуральных чисел, не представимых в виде х2—у3, где х
и у — целые числа.

164. Предположим вначале, что х=\. Тогда имеем уравнение 1 +
-\-y=zt, z-\-t=y, откуда zt=z-\-t-\-\. Отсюда следует, что гф1 (так как
г = 1 дало бы t=t-\-2, что невозможно). Если 2 = 2, то / = 3 , откуда в ен-
лу г/=2 + < г/ = 5, что дает решение нашей системы уравнений: х=\,
z/=5, 2=2, / = 3 . Если 2 ^ 3 , то t^z^3 и имеем 2=2 4 + 2, t=ti + 2, где
Zi^zl и ti^l, откуда zt={zi + 2){ti + 2)=ziti + 2zi + 2ti + A^Zi + ti+l=
= 2 + / + 3 вопреки тому, что zt=z + t+\.

Предположим теперь, что х=2. Тогда z^zx—2. Если 2=2, то 2+
+ y = 2t, 2 + t=2y, откуда y=t=2. Таким образом, в этом случае было
бы x=y—z=t, что дает решение нашей системы уравнений. Если z>2,
то, так как t^.z, будет и t>2 и можно положить 2=2£+2, t=ti-\-2, где
zi^>\ и U^l, откуда гг'=(21 + 2)(г1

1 + 2 ) = 2 ^ 1 + 221 + 2г11 + 4^21 + г11 + 7 =
= 2+/+3. Но, так как х=2, имеем 2 + y=zt, z + t=2y, откуда г/=2 +

+ —~ь—• Таким образом, было бы-^-г 1-2=2/^2 + / + 3, откуда z + t+

+ 2^:0, что невозможно.
Предположим теперь, что х>2, т. е. что х^Ъ. Тогда г ^ х ^ З и

^ ^ 2 ^ 3 . Следовательно, можно положить 2=2 4 +2, t=ti + 2, где 2 4 ^1
и h^>\. Отсюда zt=(zi+2)(ti + 2)=ziti + 2zi + 2ti+4^zi + ti + 7=z +
+/+3. Подобным же образом из х^З и у^х^З получим ху~^х-\-у-\-3.
Но z + t=xy. Следовательно, 2 ^ 2 + / + 3 = х г / + 3^л: + г/ + 6=2/+6, что
невозможно. Таким образом, система наших двух уравнений имеет в на-
туральных числах х, у, z, t, где x^z^t, только два решения: х=\, у=Ь,
„z=2, /=3 и x=y = z = t=2.

П р и м е ч а н и е . Система наших уравнений имеет бесконечно много решений в
целых числах х, у, г и t. Я. Бровкин заметил, что такие решения дают числа x = z = 0,
t = y, у — любое. Монковский же заметил следующие решения нашей системы уравнений'.
jc = t = — 1, у — любое, z = l—у.
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165. Для /г=1 число Xi может быть произвольным. Для п = 2 х^ =
= х2=2. Для /г>2 решением будет A;I=A:2= . . . = лг я_ 2=1, xn-i = 2
хп=п. Существуют, однако, и другие решения, например для /г = 5
Xi=X2=*3=l, Х;,,=Хь=3. Таким образом, мы можем сказать, что для
каждого натурального числа п существует п натуральных чисел, сумма

которых равна их произведению.
166. Если п= 1, то всеми решениями уравнения х—у = а в натураль-

ных числах являются у— любое натуральное, х=а + у. Если п есть не-
четное число > 1 , то

а = хп—уп=(х—у) (хп~1+хп~2у + , . . + yn~i)
1

и, так как а > 0 , х—г/^1, то хп~1-\-уп~1 < а ; следовательно, х<С\ а
п 1 _

у<. Yа, и, значит, достаточно провести конечное число проб.
Если п = 2/г, где k — натуральное число, то а = хп—yn=x2h—у2к=

= (xh—yh) (xh-\-yk), откуда, ввиду а > 0 , xh—yh^l; следовательно,

a, и, значит, x<.ia и y<Z^a, так что и в этом случае достаточно
провести конечное число проб.

167*. Доказательство А. Шинцеля. Пусть р — простое число, п —
натуральное число; предположим, что натуральные числа х и у удовлет-
воряют уравнению х(х-\-\) =р 2 я -у(г/+1). Так как числа х и х-\-\ взаим-
но простые, то имеем либо р2п\х, либо р2п\х-\-\, так что в любом случае
х-\-\~^р2п. Но наше уравнение равносильно уравнению

ргп_\ = уп{2у+\) + (2х+\)] [рп(2у+\)-{2х+\)].

Так как левая часть этого равенства и первый сомножитель правой
части являются натуральными числами, то и второй сомножитель правой
части должен быть натуральным числом. Отсюда следует, что р2п—1>
> 2 х + 1 и, значит, р2п>2(х+1). Учитывая теперь найденное выше нера-
венство х+1^р2п, получим р2п>2р2п, что невозможно.

168. х=1, у=2 (так как 2-3=1 -2-3) и х=5, у=\\ (так как
14-15 = 5-6-7).

П р и м е ч а н и е . Л. Морделл доказал, что других решений в натуральных чис-
лах наше уравнение не имеет [10].

169. Имея в виду тождество (х—2у)2—2{х—у)2= — (х2—2у2), можно
положить t=x—2у, и = х—у,

170. а) Доказательство вытекает непосредственно из тождества
(m2+Dn2)2—D(2mn)2= (m2—Dn2)2.

Достаточно для произвольного натурального числа п выбрать нату-
ральное число т так, чтобы выполнялось неравенство m2>Dn2, и при-
нять

x=m2 + Dn2, y=2mn, z=m2—Dn2.
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б) Это следует непосредственно из тождества

\+{2п)*+{2п2)2={2п2+\)2 для п=2, 3

Так, например, 1 + 4 2 + 8 2 = 9 2 , 1 + 6 2 + 1 8 2 = 192.
П р и м е ч а н и е . Легко также доказать, что для любого целого числа k уравне-

ние k-\-x2-\-y2 = z2 имеет бесконечно много решений в натуральных числах х, у, г.
Достаточно за х принять любое число > |£ | + 1, четное, если k — нечетное, и нечет-

ное, если k — четное, и принять:

_ k+x*— 1 _
У о ' z ~~

Ср.:- W, S i e r p i n s k i . Teoria liczb, wyd. 3. Warszawa — Wroclaw, 1950,
стр. 92 (упражнение).

171. Наше уравнение равносильно уравнению 2 2 5 + 1 = (х + 1) (у + 1).
Так как число Ферма F5=22& + 1 является, как известно, произведением
двух простых чисел, меньшее из которых есть 641, то уравнение наше
имеет только одно решение в натуральных числах х и у^х, именно по-
лучаемом при А ; = 6 4 0 .

П р и м е ч а н и е . Интересно заметить, что о некоторых уравнениях второй сте-
пени с двумя неизвестными мы знаем, что они имеют только одно решение в натураль-
ных числах х и у^х, однако (только из-за технических трудностей) мы не в состоянии
его иайти. Так обстоит дело, например, с уравнением xy+x-{-y + 2 — 2w!.

Мы не знаем, имеет ли уравнение ху-\-х-\-у = 2^ решение в натуральных числах.

172. Если у — четное число, то А; 2 =3—8z+2y 2 при делении на 8 дает
в остатке 3, что невозможно. Если же у есть нечетное число, z/ = 2£+l ,
где k — целое число, то л:2=3—8z+8&2+8& + 2 при делении на 8 дает в
остатке 5, что также невозможно, так как квадрат нечетного числа при
делении на 8 дает в остатке 1.

173. Пусть х — произвольное натуральное число. Как легко прове-
рить, имеет место тождество х(х+ 1) (х-\-2) (х + 3) +.1= (А:2 + ЗА;+ I)2, так
что согласно нашему уравнению у=х2+Зх-\-\. Итак, все решения нашего
уравнения в натуральных числах х и у получаются следующим образом:
х — произвольное натуральное число, у=х2 + 3х+ 1.

174. Уравнение x2+y2 + z2+x + y + z= 1 не имеет решений в рацио-
нальных числах, так как оно, как легко проверить, равносильно урав-
нению

и, значит, число 7 было бы суммой квадратов трех рациональных чисел.
Докажем, что последнее невозможно. Действительно, если бы чис-

ло 7 было бы суммой трех квадратов рациональных чисел, то после при-
ведения наших чисел к общему знаменателю мы получили бы уравнение

(1)
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где а, Ь и с являются целыми числами, т же число натуральное. Таким
образом, существовало бы наименьшее натуральное число т, для кото-
рого уравнение (1) имеет решение в целых числах а, Ь, с.

Если бы т было четным числом, т = 2п, где п — натуральное число,
то правая часть уравнения (1) делилась бы на 4, откуда мы легко за-
ключили бы, что все три числа a, b и с должны быть четными, т. е.
a--2ai, b=2bit с = 2с4, где ait b\ и с4 — целые числа. Так как т'1=4п2, то,
сделав все замены в уравнении (1), мы получили бы:

где п — натуральное число < т , вопреки тому, что т — наименьшее нату-
ральное число, для которого 7т 2 есть сумма трех квадратов целых чисел.

Итак, т есть нечетное число и поэтому число т2 при делении на 8
дает в остатке 1, и, следовательно, правая часть уравнения (1) при деле-
нии на (8) дает в остатке 7. Но, как известно, ни одно такое число не
представимо суммой трех квадратов целых чисел.

Ср.: Matematyka, 1952, № 2 (19), стр. 58—59, задача 192.
175. Если бы натуральные числа х, у, z удовлетворяли уравнению

4ху—х—y=z2, мы имели бы (4х—1)(4г/—l) = (2z) 2 +l и натуральное
число 4х—1^3 имело бы простой делитель р вида 4k + 3. Таким образом,
выполнялось бы сравнение ( 2 z ) 2 = — 1 (mod p), откуда, так как p=4k +
+ 3, мы имели бы (2г)Р-1= (2z)2(2f t+1)= — 1 (mod p), что противоречит
малой теореме Ферма.

Но если п означает произвольное натуральное число и х= — 1, у =
=—5/г2—2/г, z=—5/г—1, то, как легко проверить, числа х, у и z удовлет-
воряют уравнению 4ху—х—y = z2,

176. Легко проверить, что для натуральных т и для D = m 2 +1 име-
ем ( 2 т 2 + 1 ) 2 — £ ) ( 2 т ) 2 = 1 . Если же при натуральных х и у имеем х2—
—Dz/ 2=1, то согласно тождеству

(x2 + Dy2)2—D(2xy)2= (x2—Dy2)2

также имеем х —Dy^ = 1 , где xi=x2+Dy2 и Z/4 = 2A:Z/ — натуральные
числа, большие, чем х и у.

Отсюда вытекает, например, что уравнение х2—Dy2= 1 имеет беско-
нечно много решений в натуральных числах х и у для D = 2, 5, 10, 17, 26,
37, 50, 65, 82.

177 *. Уравнение у2=х3+ ( А : + 4 ) 2 имеет два очевидных решения:
А : = 0 , у=4 И Х —0, у = —4. Приведем теперь доказательство (принад-
лежащее А. Шинцелю) того, что это уравнение не имеет решений в це-
лых числах х, у, где хфО (ср.: Acta Arithmetica, VI, 1961, стр. 470—471).

Предположим, что целые числа хфО и у удовлетворяют нашему
уравнению. Тогда имеем:

х3=(у—х—4){у + х + 4). (1)
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Отсюда, так как хфО, целые числа у—х—4 и у + х + 4 должны быть
отличны от нуля. Пусть

d=(y—х—4, у + х + 4). (2)

Если бы число d имело нечетный простой делитель р, то на основа-
нии (1) мы заключили бы, что р\х, а так как p\d, то ввиду ( 2 ) — ч т о
р у—х—4 и р\у + х + 4, следовательно, р\2у, откуда ввиду нечетности р
р у и р\4, что невозможно. Следовательно, d не имеет нечетного про-
стого делителя и поэтому d является степенью двойки с целым показа-
телем ^ 0 .

Предположим, что \6\d, тогда, на основании (1) и (2) имеем: 28|л:3,
откуда 23\х и, так как d\ (у + х+4) — [у—х—4)=2л: + 8, то 16|8, что не-
возможно. Таким образом, 16 \ d.

Предположим, что d = 2 . Тогда у—х—4 = 2 т , у-\-х-\-4 = 2п, где
(т, п) = 1. На основании (1) и (2) найдем, что 2\х, а следовательно, так-
же 2\у, Но 2z/=2(m + n), откуда у = т + п, значит, 2\т + п, что ввиду
( т , п) = 1 доказывает, что числа тип оба нечетные. Таким образом, так
как х3=4тп, то 8 t х3, что невозможно (выше было доказано, что 2\х
и поэтому 8[Л:3). Итак, d=/=2.

Предположим, что d = 4 . Тогда у—х—4 —4т, у + х+4 = 4п, где
( т , п) = 1. Таким образом, ввиду (1) х3=16тп, откуда вытекает, ч т о 4 | х
и, значит, 4\тп, и, так как (т, п) = 1, одно из чисел тип делится на 4,
а другое нечетное.

Но, так как 4\х и 4 = d\x—y—4, то 4\у=2(т + п), что невозможно.
Итак, d=£4.

Так как 16 \ d, d=j£=2 и d=^=4 и так как d есть степень двойки, то
остаются еще только два случая: d= 1 и d=8.

Если d=l, то из (1) и (2) следует, что числа у—х—4 и у+х+4 яв-
ляются кубами целых чисел, у—х—4=а3, у + х + 4 = Ь3, откуда ввиду (1)
x = ab и 2х+8 = Ь3—а3. Здесь не может быть а = Ь, так как тогда было
бы х=—4 и из уравнения у2=х3 + (х+4)2 вытекало бы у2=—43, что не-
в о з м о ж н о . Т а к к а к x=ab, т о и м е е м 2ab + 8=b3—а3= (Ь—а)[(Ь—а)2+
+ 3ab], откуда следует, что если b—а=\, то 2ab + 8=\ + 3ab, так что
ab = 7; следовательно, х = 1 и у2=73+ 112^464, что невозможно, так как
число 464 не является квадратом. Следовательно, если а 6 > 0 , то
b—а>0, откуда ввиду b—аф\ следует, что b—а^2 и 2ab-\-8>6ab, так
что ab<c2 и, значит ab=l, откуда а = Ь, что, как известно, невозможно.
Если же ab<.0, то либо а > 0 , 6 < 0 , откуда а 3 — 6 3 = а 3 + (—Ь)3^а2-\-
+ (—Ь)2^—2ab вопреки тому, что а 3 —6 3 =—2ab—8<—2ab, либо же
о < 0 , 6 > 0 , откуда, так как Ь3=а3-\-2аЬ-\-8, найдем Ь3<8, значит, Ь=\
и а3-\-2а-\-7=0. Последнее же невозможно, так как уравнение ^ 3 +2^+
+ 7 = 0 не имеет решений в целых числах. Итак, должно быть ab = 0 и,
значит, х=0, вопреки предположению, что хфО. Таким образом, невоз-
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можен и случай i i = l . Остается рассмотреть последнее предположение:
d=8.

Итак, на основании (2) имеем у—х—4 = 8т, у + х+4=8п, где

(т, п) = 1, и, значит, согласно (1) х3=64тп, т. е. ( - ) 3 = т я , откуда, так

как (т , п) = 1, следует, что числа тип являются кубами целых чисел, на-

пример т=а3, п=Ь3, откуда— =ab и 2х + 8 = 8(п—т)=8(Ь3—а3), так
что аЬ+\=Ьг—а3. Ясно, что здесь не может быть а = Ь. Таким образом,
\ Ь \ \\ \

Если ab>0, то Ь>а и b—a^l, атак как а6+1 = 6 3 —а 3 =(6—а) X
Х[(6—а) 2 +3а6] >3ab, то найдем, что 2а6<1 вопреки тому, что ab>§.
Далее, так как 4а6 = л'^=0, то остается рассмотреть предположение
a b < c O . И т а к , с о д н о й с т о р о н ы , \ Ь — о | ^ 1 и \ Ь 3 — а 3 \ = \ Ь — а \ - \ ( Ь + а ) 2 —
—ab\^—ab; с другой же стороны, так как аЬ<0, имеем |a6-f- l |<
<i\ab\=—ab. Таким образом, равенство ab+l = b3—а3 невозможно.

Итак, доказано, что уравнение у2=х3+ (х + 4) 2 не имеет решений в
целых числах хф{) и у,

178. Наше уравнение равносильно уравнению x2z + y2x+z2y=^mxyz
в целых числах х, у, z, отличных от нуля и попарно взаимно простых.
Из этого уравнения вытекает, что у\хгг, z\y2x, x\z2y, а так как (х, у) = \
и (г, у) = 1, то (х22, у) = 1 и поэтому из того, что y\x2z, следует у ^ ± 1 .
Подобным образом найдем z=±\, x=±l.

Если числа х, у и z имеют одинаковые знаки, то из нашего уравне-
ния получим 1 + 1 + 1 = т и, значит, т = 3. Если бы из чисел х, у, z два
было положительных и одно отрицательное или два отрицательных и од-
но положительное, то из нашего уравнения вытекало бы (так как х=
= ± 1 , у=±1, 2 = ± 1 ) , что т , вопреки предположению, есть число отри-
цательное.

Итак, для натуральных т уравнение
х , v . г— + — = т
у z х

имеет решение в целых числах х, у, z, отличных от нуля и попарно взаим-
но простых, только для т = 3 и имеет тогда только такие два решения:
x=y = z=l и х = у = 2 = — 1. Для натуральных же тфЗ наше уравне-
ние не имеет решений в целых числах х, у, z, отличных от нуля и попарно
взаимно простых.

179. Так как — • — • — = 1, то рациональные положительные числа

— , — и — не могут быть все < 1; если же хотя бы одно из них ^ 1, то
у z х

у + г

 + х ^ 1>
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т. е. левая часть этого неравенства не может быть равна 1 ни для каких
натуральных чисел х, у, г.

П р и м е ч а н и е . Значительно труднее было бы доказать, что наше уравнение
не имеет решений в целых числах ¥=0 [см.: Acta Arithmetica, VI, 1961, стр. 47—52,
стр. 469, и т а м же, VII, 1961/62, стр. 187—190].

180 *. Л е м м а . Если a, b и с — вещественные положительные числа,
не все равные между собой, то

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а, Ь, с — не все равные между собой
положительные числа. Тогда существуют положительные числа и, v и w,
не все равные между собой, такие, что а=и3, b = v3, с = к>3.

Имеем тождество

U3 + V3+W3—3UVW — -J- (U+V + W) -[{U—V)2+ (V — W)2+ (W—U)2].

Так как не все числа и, v и w между собой равны, то последний со-
множитель правой части тождества есть число положительное и, следо-
вательно,

откуда

О

Так как и3=а, v3=b, te>3=c, то неравенство (2) дает неравенство (1) и,
таким образом, устанавливает справедливость леммы.

Пусть теперь х, у и z — натуральные числа. Если бы числа — , —=~

— были все равны между собой, то, так как они положительны и про-

изведение их равно 1, все они должны были бы быть равны 1 и мы
имели бы:

X V 2

Итак, не все три числа — , -^-, — между собой равны; поэтому в

силу леммы

откуда

у г

98



Таким образом, уравнение

не имеет решений в натуральных числах х, у, г.

181. Предположим, что натуральные числа х, у, z удовлетворяют на-

шему уравнению. Если не все три числа — , — , — между собой равны,
у z х

то, как мы знаем из решения задачи 180, будет:
JL + JL + _L>3.

у 1 2 ' JC

Таким образом, должно быть— = — = —, и из нашего уравнения

следует, что каждое из этих чисел равно 1, так что x=y = z. В этом
случае

— + -£- + — = 1 + 1 + 1 = 3 .
у ' г х ' '

Итак, наше уравнение имеет бесконечно много решений в натураль-
ных числах х, у, z. Все решения этого уравнения в натуральных числах
мы получим, положив y=z=x, где х — произвольное натуральное число.

П р и м е ч а н и е . Мы не знаем, имеет ли уравнение

х у . г .
у г ' х

решения в натуральных числах х, у, г. Такое решение имеет уравнение

— + -^ + — = 5,
У ' 2 ' X '

например х=1, у = 2, z = 4, а также уравнение

JL + JL + _£_ = 6,
у г х

например (как нашел Я. Бровкин) х = 2, у = 12, г = 9.

182 *. Как заметил А. Шинцель, если для данного натурального чис-
ла т натуральные числа х, у, z удовлетворяют уравнению.

x3 + y3 + z3=mxyz, (1)
то

4if + "^f + 4irr '-= т- (2)
Действительно,

х^у х3 у2г у3 г^х г3

у2г хуг' z 2 * хуг' х^у хуг
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а на основании (1)

X3 . V3 Z3

xyz xyz xyz

Таким образом, из задач 179 и 180 вытекает, что для т=\ и т=2
уравнение (1) не имеет решений в натуральных числах х, у, z, из реше-
ния же задачи 181 следует, что для т = 3 уравнение (1) имеет только ре-
шения, в которых x2y = y2z=z2x=n, где п — некоторое натуральное чис-
ло. Но тогда x2y-y2z-z2x=n3, или (xyz)3=n3, откуда xyz=n и так как
х2у=п, то — = 1, т. е. z=x. Далее, так как y2z=n, то — = 1, т. е. х=у.х у

Итак, должно быть x=y = z. Все решения уравнения (1) для т = 3
в натуральных числах х, у, z мы получим, положив y = z = x, где х — про-
извольное натуральное число.

183. Предположим, что теорема Г4 справедлива. Если бы теорема Т2

была неверна, то существовали бы натуральные числа и, v и w, такие,
что u3+v3=w3, и, положив x=u2v, y=v2w, z=w2u, мы вопреки теореме
7i имели бы:

X у __ U.ZTJ у 2 01 U"- l>2 _ U 3 -rCJ 3 _ W3 __ _Z_

у ' Z V'2W W2U VW Wll WOW UVW X

Итак, мы доказали, что из теоремы Т\ вытекает Т% (это доказатель-
ство нашел Шинцель).

Предположим теперь, что теорема Т\ неверна. Тогда существовали

бы натуральные числа х, у, z, такие, что ——|- — = — и, значит, x2z +

+ y2x=z2y. Пусть x2z=a, у2х=Ъ, тогда z2y = a + b и ab(a + b) = (xyz)3.
Пусть d= (а, Ь), так что a — dait b = dbit где (аи bi) = l. Имеем а + Ь =
= d(ai + bi) и albi(ai + bl)d3= (xyz)3, откуда находим, что d3\ (xyz)3 и,
значит, d\xyz, так что xyz^dt, где t—натуральное число.

Таким образом, ai&i(ai + &i) =t3, а так как числа а^Ь\ и fli + &i явля-
ются попарно взаимно простыми, то отсюда, как известно, вытекает, что
^i = u3, b\ = v3, ai + bi = w3, где и, v и w — натуральные числа. Отсюда
вопреки теореме Т2 получаем u3 + v3 = w3. Таким образом, мы доказали,
что из теоремы Г2 вытекает теорема 7Y

Итак, теоремы Г4 и Г2 вытекают одна из другой, следовательно, эти
теоремы равносильны, ч. и т. д.

Примечание. Теорему Т2 можно доказать элементарно (хотя это и трудно).
Значит, справедлива и теорема 7Y

184*. Если числа х, у, г, t натуральные, то числа -̂ —, — , — и —

рациональные положительные, произведение же их равно 1. Поэтому они
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все четыре не могут быть меньше единицы. Но если хотя бы одно из них
> 1 , то сумма их есть число > 1 , значит, равенство

JL + Л + _£_ + .L = i
у г ' t ' х

оказывается невозможным. Таким образом, мы доказали, что уравнение
не имеет решений в целых положительных числах х, у, z, t.

Докажем теперь, что наше уравнение имеет бесконечно много реше-
ний в целых числах =/=0. С этой целью достаточно проверить, что оно
удовлетворяется числами

х= — п2, у = п2(п2—\), z={n2— I ) 2 , t=— п(п2— 1),

где п — произвольное натуральное число > 1 .
185 *. Л е м м а . Если а, Ь, с и d — положительные числа, не все рав-

ные между собой, то
+ b + ^d)A (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что а, Ь, с и d — положитель-
ные числа и, например, а=/=Ь. Тогда либо а + сфЬ + d, либо a + d=^=b + c,
так как если бы было a + c = b + d и a + d=b + c, то было бы а—Ь =
==d—с=с—d, откуда а—6 = 0 вопреки предположению, что афЬ.

Если, например, a + c=£b + d, то пусть и = а + с, v = b + d; имеем ифи,
следовательно, (и—1>)2>0, что дает u2 + v2>2uv и, значит, (w + i>)2=
= u2 + v2+2uv>4uv. Отсюда (a + c'+b + d)2>4(a + c) (b + d), а так как
(a+c)z^>4ac, (b+d)z^4bd, то имеем:

что и дает нам неравенство (1).
Итак, лемма доказана.
Предположим теперь, что для натурального числа т уравнение

имеет решение в натуральных числах х, у, z, t. Произведение наших
четырех слагаемых, рациональных и положительных, равно 1; если бы
все слагаемые были между собой равны, то было бы т = 4. Поэтому если

гп — натуральное число < 4 , то не все четыре положительные числа — ,

-^-, -г-, — между собой равны и согласно лемме

. г t \\* х у г t _ .
t X Л у 2 t X '
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откуда

Отсюда следует, что наше уравнение не имеет решений в натураль-
ных числах х, у, z, t для натуральных т < 4 и что для т = 4 имеет

х у z tтолько такие решения, в которых все четыре числа — , —, -г, — между

собой равны и, следовательно, равны 1, откуда x=y = z=t.
Для т = 4 наше уравнение имеет бесконечно много решений в на-

туральных числах х, у, z, t. Все эти решения мы можем получить, поло-
жив y = z=t=x, где х — произвольное натуральное число.

186. Здесь должно быть х ^ 4 , так как в случае х~^Ъ на основании
неравенств л г ^ г / ^ г ^ ^ было бы:

— + — + — + — < — < 1х ^ у ^ 2 т t ^ 5 < ^ 1 '

Здесь также, очевидно, должно быть х^2. Таким образом, подлежат
рассмотрению только три случая: х=2, 3 и 4.

Предположим вначале, что х=2. Тогда имеем здесь уравнение

у ' г • t — 2 • v U

3 1

Так как y^z^t, то имеем — ^ -к- , откуда у^б, а, с другой стороны,

на основании (1) имеем — < -к-, следовательно, у^З. Значит, число у

здесь может принимать только следующие значения: 3, 4, 5 или 6.
1 1 1 2

Если у=3, то -g-= 1—р<[ —, откуда 2 ^ 12, а так как, с другой
1 ^ 1стороны, -g- > — , то число z может принимать только значения

2 = 7 , 8 , 9 , 10, 11 или 12.

Для z = 7 — = -̂ 2", откуда ^=42, что дает решение нашего уравне-

ния: х = 2 , у = 3, 2 = 7, ^=42.

Для 2 = 8 — = Тм", откуда ^=24, что дает решение нашего уравне-

ния: х—2, у=3, 2 = 8 , ^=24.

Для 2 ^ 9 — = -jg-, откуда t= 18, что дает решение нашего урав-

нения: х=2, у = 3, z ^ 9 , ^^18.

Для 2 = 1 0 ~7" = Ts"' 0ТКУДа ^^15, что дает решение нашего урав-
нения: х=2, у=3, z = 1 0 , / = 1 5 .
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Для z = l l — = -TJTT, что для t дает дробное значение и поэтому не

дает решения нашего уравнения в натуральных числах.

Для z = 1 2 — =-гп~ , откуда t=l2, что дает решение нашего урав-

нения: л;=2, у=3, 2 = 1 2 , ^=12.

Если //=4, то-^- = ——г- — < — ' откУДг- 2 ^ ° ' а т а к к а к — > — ,

следовательно, 2 > 4 , то число z может принимать только значения 5, 6,

7 или 8.

Для 2 = 5 — = TJQ-, откуда ^=20, что дает решение нашего уравне-

ния: х=2, у=4, 2=5, t=20.

Для 2 = 6 — = -J2" , откуда ^=12, что дает решение нашего уравне-

ния: х=2, у=4, 2 = 6 , ^=12.
1 3

Для z = 7 — = -go-, что для t дает дробное значение и поэтому не

дает решения нашего уравнения в натуральных числах.

Для 2 = 8 — - = -и-, откуда ^ ^ 8 , что дает решение нашего уравне-

ния: х=2, у=4, 2 = 8 , ^ = 8 .
3 1 1 2 °0

Если У ^ 5 , то -ту,- = \- -— ••< — , откуда г ^ - ^ , следовательно,
1U 2 I Z о

и, так как 22э# = 5, заключаем, что z может принимать только зна-
чения 5 или 6.

Для 2 = 5 ~ = " i o " ' о т кУД а ^=Ю, что дает решение нашего уравне-
ния: х=2, у=Ь, 2 = 5 , ^=10.

1 2

Для 2 = 6 —--= -г?- , что для t дает дробное значение и поэтому не
дает решения нашего уравнения в натуральных числах.

1 1 1 ^1 1 1 ^
Если у=6, то-у- = 1—т~^~ ' о т кУД а а так как

то находим, что 2 = 6, откуда ^ = 6 , что дает решение нашего уравне-
ния: х=2, у = 6, 2 = 6 , ^ = 6 .

Итак, мы рассмотрели случай х=2 и одновременно доказали, что
уравнение (1) имеет в натуральных числах у, z, t (где y^z^t) 10 ре-
шений: 3, 7, 42; 3, 8, 24; 3, 9, 18; 3, 10, 15; 3,12, 12; 4, 5, 20; 4, 6, 12;
4,8,8; 5, 5, 10 и 6,6, 6.

Предположим теперь, что х = 3 . Тогда получаем уравнение

У + Z ^ t Г '
3 2 9

откуда, в силу y^z^t, — ^ " Т " - ! следовательно, # ^ -у и поэтому
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Так как 3 = х^у, то у может принимать только значения 3 или 4.
тг о 1 . 1 1 2 1Ьсли # = о, то имеем 1—г-=-т- , откуда — > —- , следовательно,

Z I о Z о

, а так как —<^~з~' 0ТКУДа 2 > 3 , то 2 может принимать только зна-
чения 4, 5 или 6.

Для z = 4 найдем t=\2, что дает решение нашего уравнения: х=3,
0 = 3,2=4, *=12.

Для 2 = 5 найдем f = -я-, что не дает решения нашего уравнения в

натуральных числах.
Для 2 = 6 найдем f = 6 , что дает решение нашего уравнения: х=3,

у = 3, 2 = 6 , * = 6 .
„ . 1 . 1 5 / 2 24 с

Ьсли # = 4 , то имеем 1- — = ~ f 2 " ^ — . откуда г ^ — < э , а так
как 2Г5=;/=4, то должно быть 2 = 4 , откуда ^ = 6, что дает решение на-
шего уравнения: х = 3, у = 4, 2 = 4 , t=6.

Предположим теперь, что х=А. Здесь мы имеем уравнение

у + z • t 4 '

3 3
откуда, так как y^z^t, — < — , следовательно, г/^4, а так как у^

1 1 1 2

•^х=4, то может быть только у=4. Поэтому ^Т~ = ~-Г^— ' ОТКУ~
да 2 ^ 4 , а так как z~^y=4, то 2 ^ 4 , откуда t=4, что дает решение на-
шего уравнения: х=4, у = 4, z=4, t=4.

Итак, рассмотрев все возможные случаи, мы приходим к заключе-
нию, что наше уравнение имеет в натуральных числах х, у, z, t, где х ^

t, 14 решений:
х, у, z, t=2, 3, 7, 42; 2, 3, 8, 24; 2, 3, 9, 18; 2, 3, 10, 15; 2, 3, 12, 12;

2, 4, 5, 20; 2, 4, 6, 12; 2, 4, 8, 8; 2, 5, 5, 10; 2, 6, 6, 6; 3, 3, 4, 12; 3, 3, 6, 6;
3,4, 4, 6 и 4, 4, 4, 4.

П р и м е ч а н и е . Рассмотренное здесь уравнение имеет применение при
решении задачи о заполнении плоскости правильными многоугольниками. См:.
W. S i e r p i f t s k l . О rozkladach liczb wymiernych na ulamki proste. Warszawa,.
1957, стр. 31—42.

187. Для каждого натурального числа s наше уравнение имеет по
крайней мере одно решение в натуральных числах, например х 1 = х 2 =
= . . . = x s = s.

Чтобы доказать, что оно имеет конечное число решений для каждого
натурального числа s, докажем более общую теорему, что для каждого
рационального числа w и для каждого натурального числа s уравнение

1 1 , , 1

j 1- . . . Н = w
х \ - V 2 XS
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имеет конечное ^ 0 число решений в натуральных числах xit х2, . . . , xs.
Доказательство этой теоремы проведем при помощи индукции по
числу s. Теорема, очевидно, верна для s = l . Пусть теперь s означает дан-
ное натуральное число; предположим, что теорема наша для числа s
справедлива. Предположим теперь, что натуральные числа xit х2, . . .

. . . , xs, xs+i удовлетворяют уравнению

- Г + Т - + ••• + - ] г + т 1 - = " ' М
х\ хг xs xs+\

где и есть данное рациональное число, очевидно, положительное.
Полагая, nioxi^Xz^. • • • < ^ < ^ + 1 , мы на основании (1) найдем,

s+l _, s + l ,

что ^ ы , откуда х±^ ; таким образом, число Xi может прини-

мать лишь конечное число различных натуральных значений.
Выберем для Xi какое-нибудь из этих значений; тогда для s чисел

х2, х3, . . . , xs+i будем иметь уравнение

^ + - + . . . + - L + - J _ = «--L, (2)
Л2 Х3 Xs

 Xs\\ l

где при выбранном уже хи правая часть есть данное рациональное число,
и, значит, по предположению о справедливости нашей теоремы для s
чисел оно имеет конечное ^ 0 число решений в натуральных числах
хи х2 xs, xs+i. Но так как jq может принимать только конечное чис-
ло натуральных значений, то отсюда вытекает справедливость нашей тео-
ремы для s + l чисел.

Этим и завершается индуктивное доказательство теоремы.
188*. Для s = 3, как легко проверить, имеем решение нашего урав-

нения в натуральных возрастающих числах Xi = 2, x2=3, х3=6. Если при
данном натуральном s ^ 3 натуральные числа xt<Cx2<. . . . <ixs удов-
летворяют нашему уравнению, то, так как s ^ 3 , имеем Jt i>l и поэтому
2 < 2 Л - ! < 2 Л : 2 < . . . <C2xs. Замечаем, что числа ^ = 2, 4 = 2 х ь t3=
= 2х2, . . . , ts = 2xs-u ts+i=2xs составляют возрастающую последова-
тельность натуральных чисел и удовлетворяют уравнению

7-+T- + - + 7- + TL-==1- W
Таким образом, мы уже имеем ls различных решений уравнения (1)

в натуральных возрастающих числах U, t2, . . . , ts, ts+i. Следовательно,

+ ^ , откуда следует, что для каждого натурального числа s ^ 3 урав-
1 , 1 . , 1 , „ „

нение 1 г ••• Н = 1 имеет по крайней мере одно решение в
Xl X i Xs

натуральных возрастающих числах хи х2, . . . , xs.
Для s = 3 наше уравнение имеет только одно решение в натуральных

возрастающих числах. Действительно, здесь должно быть x t > l ; следо-
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вательно, х ' ^ 2 , а если бы было х^З, мы имели бы х 2 ^ 4 , х 3 ^ 5 , отку-

да — + — -г — < -?~}--Й-Н—5~ < ^ ч т 0 невозможно. Итак, *i = 2,
Л1 X 2 Х$ o l d

1 2 Х$ o d

а в случае х 2 ^ 4 было бы х 3 ^ 5 , откуда 1 -| ^-тг-|—-.—\~
х± х* х$ / 4

+-н<1, что невозможно. Таким образом, л: 2 =3, откуда Хз=6 и, значит,

/з= 1. Но / 4 > 1, так как уравнение j ! 1 = 1 имеет в нату-
Х\ X<i Х3 Xt

ральных возрастающих числах решения 2, 3, 7, 42 и 2, 3, 8, 24 (имеет так-
же и другие решения).

Итак, далее мы можем полагать, что s ^ 4 . В таком случае урав-
нение

Xs—\

имеет по крайней мере одно решение в натуральных возрастающих чис-
лах Х ! < х 2 < . . . <x s - i , а посему числа U = 1, ^ 2 = 3 , U=§x-u
4=6*2, • • • , £s+i = 6xs_i являются натуральными возрастающими чис-
лами, удовлетворяющими уравнению (1), причем это решение будет от-
лично от каждого из U решений уравнения (1), полученных ранее, так
как там все числа были четные, здесь же число ^ 2 = 3 есть нечетное.
Таким образом, / s + i ^ / s + l , следовательно, /s+i>>/s для s ^ 3 , ч. и т. д.

189. Пусть tn= 9— п'е треугольное число. Как легко прове-

рить,

Поэтому далее можно предполагать, что s — натуральное число
Если s есть нечетное число, s=2k—1, где k — натуральное число ^ 3 , то

/3

 т "• и

\х М2 3 J

1 . k +
c-l + h

\ 3
1

4

2
2-3

\ ,
j ^ ...

2

3-4 ' -

1 1 ^ 1

' + (ft

k

2
- 1 ) *

/J fc

2
1 й

i
= 2

где левая часть есть сумма (k—2) + ( й + 1 ) ^ 2 ^ — l = s чисел, обратных
треугольным.

Если же s есть четное число, s = 2k, где k — натуральное число

то в случае k = 3 y - = 1, в случае же /г>3

2 , 2__ 2
3-4 "•• 4-5 Т • • • "г (fe_i)fe "Г
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где левая часть есть сумма (k—1) + (k+ 1) =2k = s чисел, обратных
треугольным.

Ср.: W. S i e r p i n s k i . О rozkladach liczb wymiernych na utamki
proste. Warszawa, 1917, стр. 30.

190. П р и н и м а я в о в н и м а н и е ф о р м у л у -т- = 2 ( — — — ) д л я k =
i ft V ft ft i 1 /

= 1, 2, . . . , легко проверить, что для натуральных п

J_= __L_ + — i _ + 4- — i -

191. Ясно, что ни одно из натуральных чисел х, у, z, t, удовлетворяю-
щих нашему уравнению, не может быть равно 1. Также ни одно из этих
чисел не может быть 2эЗ, так как, например, в случае х = 3 , у=2, 2 = 2 ,
t=2 мы имели бы:

- L + - L 4 - - + —= — + — = —<1
что невозможно. Таким образом, должно быть x=y = z=t=2; это —
единственное решение нашего уравнения в натуральных числах.

Ср.: Matematyka, 1958, № 1 (51), стр. 64, задача 460.
192. Искомыми числами s являются числа s = 1, 4 и все натуральные

числа s ^ 6 . Для s = l имеем очевидное решение j t i = l . Для s = 2 и для
s = 3 наше уравнение не имеет решений в натуральных числах, так как
искомые числа должны были бы быть > 1 , следовательно, ;з=2, для та-
ких же чисел xit x% х3 мы имеем:

4 + < + < '

|

Для s=4 имеем решение Х1=х2=х3=хь=2.
Для s = 5 наше уравнение не имеет решений в натуральных числах.

Действительно, если бы система чисел ^1^X2^X3^X4^X5 составляла
такое решение, то должно было бы быть х 4 ^ 2 и Xi<<3, так как в случае

было бы:

Итак, должно быть х4 = 2; следовательно,
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4 3

откуда х'2<СЗ. Но -Q- < -^-, следовательно, Х2=2 и
1 ' ' 4 - ' - -L
] ~Т" 2 Т 2 О "

Отсюда л-3<3. Но - 4 - < 4 - , значит, л-3=2 и - Ц - + —т- = ~г > ч т о не-у 1 х х *

возможно, так как л-4^2 и
Для s = 6 наше уравнение, как легко проверить, имеет решение Xi =

Для s = 7 наше уравнение, как легко проверить, имеет решение Xi =
v „ О . , v . , v А

Х-2 Лз -£, л 4 Л5 А(3 Л7 *i.

Для s = 8 наше уравнение, как легко проверить, имеет решение Xi =
= х2=х3=2, л : 4 ^ х 5 ^ 3 , х6=7, л:7=14, л: 8=21. Предположим теперь, что
для некоторого натурального числа s уравнение

, , , „ 1 4

имеет решение в натуральных числах tu h, • . • , ts- Так как-——= ,
то уравнение

имеет решение в натуральных числах Xi=ti, x2=t2, • • • , xs-i—ts-i,
xs=xs+i=xs+2=xs+3=2ts.

Итак, если наше уравнение разрешимо в натуральных числах для
некоторого натурального числа s, то оно разрешимо в натуральных чис-
лах для числа s + З, а так как оно разрешимо для s = 6, 7 и 8, то оно раз-
решимо для каждого натурального числа s ^ 6 (и, кроме того, еще, как
мы доказали, для чисел s = l и s = 4).

193. Для s = 2 это верно, ибо, как легко проверить,
1

 = _ ! _ , _ ! _ (\\
i22 152 "f" 20« ' К '

Предположим теперь, что наше утверждение справедливо для неко-
торого натурального числа s~^2, т. е. что существуют натуральные числа

. . . <xs, ' (2)

такие, что

Г — Г 4- i -f- • • • + — • (о)
X X, X Х с

О 2 5
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Пусть yo=l2xo, yt=20xi для i=l, 2, . . . , s, ys+\= 15x0. Тогда
согласно (З) и (1) имеем:

' • • • " Т

Легко видеть, что все числа у0, уи • • • , ys, ys+i различны. Дейст-
вительно, учитывая (2), имеем г/о<#1< • • • < i / s - i < ^ . Кроме того,
yo<.y.5+i и у{=^у3+1 для г = 1 , 2, . . . , s, так как в противном случае

1 1 . L , ! 2

что невозможно.

Таким образом, доказательство получается индукцией по числу s1.

П р и м е ч а н и е . П. Эрдёш доказал, что для каждого рационального чиста

w, где 0 <] да < -^- — 1 , существуют натуральные числа п и ^!<л:2< . . . < хп,
1 1 1

такие, что w = —j- 4- —г — .. . + ~~г •
X X X

1 2

Доказательство Эрдёша не было опубликовано (см. P. Erdos. Quelques prob-
lemes de la Theorie des Nombres, Monographies de 1'Enseignement Mathematique,
1963, Я 6, стр. 135, задача 75) [11].

Заметим, что уже для числа -тг- нелегко найги соответствующее разло-

жение (см. задачу 195).

194. Предположим, что при некотором натуральном п > 1

1 = ;• + г + . . . + г >

где Xi-<X2<; . . . <Lxn — натуральные числа.
Так как гс>1, то здесь должно быть X i > l и xh^k+l для

k=l, 2, . . . , п; следовательно,

~ х' + х'%
 + ' ' ' +

 х'п ^ 22 "I" 32 + ' ' ' f (П+1)2 •

Но l s q L _ < _ L _ - = 4 - - - ^ г д л я k=l> 2> •••> п> 0 Т К У Д 2

что невозможно.

1 Приведенное здесь доказательство содержит существенные исправления, принад-
лежащие переводчику. — Прим. ред.
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1 q _ 1 _ 1 . 1 1 1 1 1 . 1 1 1
1 У 0 . 2 — 2 2 i 3 2 i 4 2 i 6 2 i 7 2 i 9 2 + 1 2 a ' 1 4 2 ~ i 2 1 * '

, 1 1 , i ,„ 1 , 1 , 1 1 1 , 1 1
—1— — -4- — -+- — . (I ш о в е п к а " -+- — = -s—. = —

362 ~ 452 1 602 v l ' F V J D C F " " - 72 г 142 1 212 62 ' 452^602 362

остальные слагаемые легко приводятся к общему знаменателю 362).

Мы не знаем, существует ли разложение числа -^- в сумму менее

чем 12 чисел, обратных квадратам различных натуральных чисел [12].
196*. Пусть т — данное натуральное число. Для s = 2m наше урав-

нение имеет решение в натуральных числах Xi = x2= . . . =xs = 2.
Пусть теперь а — данное натуральное число; предположим, что наше

уравнение имеет решение в натуральных числах для данного натураль-
ного s, т. е. что найдутся такие натуральные tu t2% . . . , /s> что

^- + — + . .. + - - 1 ,
tin ' t>n ' ' tm '
ll f2 \s

а так как — = . , ,,„ , т>
fm idle) '
s

= . . .=xs+a

m -i = ats справедливо равенство
_L , _L + _ i = 1

rm Г т Г • • • 1 m
xi X2 x

s + am — 1
Таким образом, если наше уравнение имеет решение в натуральных

числах для числа s, то оно имеет также решение в натуральных числах
для числа s+am—1 и, вообще, для числа s+(a m —1)А, где k — про-
извольное натуральное число. Отсюда, полагая а = 2 и а = 2т—1, найдем
(для s = 2m), что наше уравнение имеет решение для каждого числа

s = 2m+ {2m—\)k + [(2m—\)m—\]l,

где k и I — произвольные натуральные числа.
Числа 2т—1 и (2т—1)'п—1 являются, очевидно, взаимно простыми.

Отсюда на основании теоремы, доказанной в книге: W. S i e r p i n s k i .

Teoria liczb, Czesc II. Warszawa, 1959, стр. 10, следствие I 1 , вытекает, что
каждое достаточно большое натуральное число есть число вида

где k и / — натуральные числа.

1 Если а и Ъ — натуральные взаимно простые числа, то каждое натуральное число
n~>ab представимо в виде п = ах-\-Ьу, где х и у — натуральные. — Прим. перев.
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Отсюда следует, что каждое достаточно большое натуральное число
является также числом вида

2 « + (2т— l)k+[(2m— \)m— \]1

и, значит, для каждого такого натурального числа s наше уравнение
разрешимо в натуральных числах.

197. Очевидно, достаточно доказать, что наше уравнение имеет для
каждого натурального числа s по крайней мере одно решение в нату-
ральных числах Х\, Хо, . . . , xs+ll так как, умножая все эти числа на
произвольное натуральное число, мы также получим решение нашего
уравнения.

Для s = l , очевидно, имеем решение Xi = X2=\.
Для s=2 имеем решение

152+"202 = ТГЗ"'

Пусть теперь s — данное натуральное число; предположим, что наше
уравнение имеет решение в натуральных числах

1 + 4 - • • • •
1 2 S 6+1

Так как
1 1 , 1

! ~ (20^)2'

то натуральные числа х,-^12/,- для i ^ l , 2, . . . , s—1, x s =15/ s , xs+i=
= 20ts, xs+2= I2ts+i будут удовлетворять уравнению

_L+ i , _L, _L_ _ J _
2 I 2 - 4 — , , , —f— 2 I 3 = 2 J

, X* XS XSrl XS+2

так что искомое доказательство получается индукцией по числу s.
198. Достаточно доказать, что для каждого натурального числа

наше уравнение имеет по крайней мере одно решение в натураль-
ных числах хи Х2, . . . , xs, xs+1. Для s = 3 оно имеет решение

-L + — 4--L = -L
123 ~ 153 ' 203 103

(которое получается в результате деления обеих частей равенства 3 3+
~з_5 3 на 603), а для s = 4 оно имеет решение

( 5 - 7 - 1 3 ) 3 ' ( 5 - 1 2 - 1 3 ) 3 ^ ( 7 - 1 2 - 1 3 ) 3 i ( 5 - 7 - 1 2 - 1 3 ) 3 ( 5 - 7 - 1 2 ) 3

(которое получается в результате деления обеих частей равенства 13+
+ 53 + 7 3 + 1 2 3 = 1 3 3 на (5-7-12-13)3).
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Пусть теперь s означает данное натуральное число ^ 3 ; предполо-
жим, что наше уравнение для числа s имеет решение в натуральных чис-
лах,т. е. что существуют натуральные числа U, t% . . . , 4, ts+i, такие, что

Полагая x , = 104 для i = l , 2, . . . , s—1, x s =124, xs+i=l5ts, xs+2=20ts,
xs+3= 104+i, получим:

_L+_L+ +—L_- •
з I a I • • • I з a •

Таким образом, если наше уравнение разрешимо в натуральных числах
для числа s, то оно также разрешимо в натуральных числах для числа
s + 2. Отсюда, так как оно разрешимо в натуральных числах для s = 3 и
s = 4, заключаем, что оно разрешимо в натуральных числах для каждо-
го натурального числа s ^ 3 , ч. и т, д.

П р и м е ч а н и е . Можно доказать элементарно, что для s = 2 наше уравнение не
имеет решений в натуральных числах (доказательство трудное).

199 *. Решение, найденное А. Шинцелем. Имеем тождество
(х + г/ + 2)3—(х3 + г/3 + 2з) =3(х + у) (х + г) (у + г). (1)

Если х, у, z — целые числа, x+y + z=?> и x3 + (/3 + z3 = 3, то на осно-
вании тождества (1)

8 = (х+у) (x+z) (у + г) = (3-х) (Ъ—у) (3—г), (2)

а так как х + г/ + г = 3 , то

6 = (3-х) + (Ъ—у) + (3-2) . (3)

Из (3) следует, что среди чисел 3—х, 3—г/, 3—z либо все, либо толь-
ко одно четное. В первом случае согласно (2) все они по абсолютной
величине равны 2, а на основании (3) равны 2 и тогда x=y=z=l.
В другом случае, согласно (2) одно из чисел 3—х, 3—у, 3—z по абсо-
лютной величине равно 8, остальные же по абсолютной величине равны
1, следовательно, на основании (3) одно из них равно 8, а остальные рав-
ны — 1. Следовательно, х = —5, y=z=4, или х = г/ = 4, z=—5, либо,
наконец, х—4, у=—5, z = 4 .

Таким образом, паша система уравнений имеет в целых числах
х, у, z только четыре решения: х, у, z= 1, 1, 1; —5, 4, 4; 4, —5, 4; 4, 4, —5.

Ср.: American Mathematical Monthly, 69, 1962, стр. 1009, задача
Е 1355.

П р и м е ч а н и е . Неизвестно, имеет ли уравнение x3-j-y3-j-z3 = 3 еще решения в
целых числах х, у, г. кроме четырех, найденных здесь
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200. Здесь, очевидно, должно быть п^8. Если n — 3k, где k— на-
туральное число > 5 , то для x=k—5, г/=3 имеем Зх + 5у=п. Если
п = З А + 1 , где k — натуральное число > 3 , то для x = k—3, у=2 имеем
Зх + Ъу = п. Наконец, если п = ЗА + 2, где k — натуральное число > 1 , то
для x = k—1, у=\ имеем Зх + 5у=п. Отсюда следует, что наше уравне-
ние имеет по крайней мере одно решение в натуральных числах х, у для
каждого натурального числа п > 1 5 . Таким образом, остается исследовать
еще только числа п = 8, 9, 10, 12 и 15. Для п=8 имеем решение х = г / = 1 .
Для гс=9, 12 и 15 наше уравнение не имеет решений в натуральных
числах х, у, так как в этих случаях мы имели бы 3|5г/, следовательно, 3\у
и 15|5г/, откуда п = Зх+5г/>5г/^15, что невозможно. Для /г=10 наше
уравнение также не имеет решений в натуральных числах х, у, так как
тогда было бы 5|3х, откуда 5\х и 15|3х, следовательно, п = 3х + 5у>\5.

Итак, наше уравнение имеет по крайней мере одно решение в нату-
ральных числах х, у для всех натуральных чисел п, за исключением чи-
сел 1, 2, 3, 4, 5, 6. 7, 9, 10, 12 и 15.

Ср.; Matematyka, 1954, Л"° 4 (32), стр. 54, задача 390, и W. Sier-
p i r i sk i . Teoria Iiczb, Cz. II, 1959, стр. 14, упражнение 2.

Пусть теперь т — произвольное натуральное число и пусть п — нату-
ральное число >40/п. Тогда уравнение Зх + 5 у = п имеет решение в на-
туральных числах х0, г/о, из которых хотя бы одно должно быть >5ш,
так как в случае хо^Ьт и t/o^5m было бы 3xo + 5t/ o^4Om<n. Если
х о > 5 т , то для k = 0, 1,2, . . . , т числа х = х0—5А и y=yo + 3k явля-
ются натуральными и удовлетворяют уравнению Зх + 5у = 3хо + 5уо = п.
Если же г/ 0>5т, То для k = 0, 1,2, . . . , т числа x = xo + 5k и г/=г/о—3k
являются натуральными и удовлетворяют уравнению Зх + Ьу=п. Таким
образом, последнее для /г>40/л имеет более чем т решений в натураль-
ных числах х, у, и, значит, числи тлких решений нашего уравнения воз-
растает неограниченно вместе с п.

201. а) п=2, у=х, z = x + l , где х — произвольное натуральное чис-
ло. Действительно, для натуральных х имеем 2х-\-2Ж = 2*+1. С другой сто-
роны, предположим, что для натуральных п, х% у и z имеем nx + n.y = nz.
Мы можем считать, что x^y<iz. Здесь не может быть п=\, следова-
тельно, п^2. Имеем nx = nz—ny = nx(nz-x—ПУ~Х), откуда nz~x—П.У~Х=\.
Если бы было у>х, мы имели бы п\\, что невозможно. Таким образом,
у=х, откуда nz~x = 2, следовательно, п=2, z—х=1. Итак, п=2, у=х,
z=x+\.

П р и м е ч а н и е . Уравнение n*-\-nv — nz получается из уравнения Ферма хп-\-уп —
= 2", если поменять ролями основания и показатели степеней. Ср. Mem. Real. Acad.
Sci. Art. Barcelona, 34, 1961, стр. 17—25.

б) Предположим, что натуральные числа п, х, у, z и t удовлетворя-
ют уравнению

ПХ + ПУ + П* = П1, (1)
8 Заказ 1795 Ц З



где мы можем считать, что x^y^Lz'<Ct. Здесь не может быть п=\. Если
п = 2, то из (1) мы получим 1+2 1 / ~ х +2 г - ж

= 2 '~ ж , откуда видно, что не
может быть у>х. Таким образом, г/=х, откуда 2-\-2z~x = 2t~x, что,как
легко заметить, дает z—х=\ и, следовательно, /—х = 2. Итак, если п —
= 2, то должно быть у=х, z=x-\-l, t=x-\-2 и, как легко проверить, при
всяком натуральном х 2х-\-2х-\-2х+1 = 2х+2.

Предположим далее, что пф'2, следовательно п^З. Согласно (1)
имеем 1-\-п.у-х-\-пг-х=п*-х, откуда заключаем, что здесь должно быть
у=х, что дает 2Jrtiz-x=nt~x, а так как п>2% то должно быть z—х=0;
следовательно, 3 = п1~х, что дает п = 3 и t—х=\. Следовательно, если
я=/=2, то должно быть п = 3, x = y=z, t=x-\-l. Легко проверить, что при
произвольном натуральном х 3 Ж + 3 Ж + 3 Х ^ 3 Ж + 1 .

Итак, окончательно заключаем, что всеми решениями уравнения (1)
в натуральных числах п, х, у, z и /, где x^y^z<it, являются п = 2, г/=
= х, z=x-\-\, t=xJ

r2, где х — произвольное натуральное число, либо
п=3, у=х, z=x, t=x+l, где х — произвольное натуральное число.

в) Из решения предыдущей задачи непосредственно вытекает, что
уравнение 4х-\-4у-\-4г = 4* не имеет решений в натуральных числах х, у,
z и /. Действительно, если бы такое решение существовало, мы имели
бы 2 2 ж + 2 2 y + 2 2 z _ 2 2 i

 и в С Л у ч а е x^y^z<.t из решения предыдущей за-
дачи вытекало бы, что должно быть 2z—2х=1, а это невозможно.

Заметим, что наше уравнение можно получить, поменяв ролями ос-
нования и показатели степенен в уравнении x 4 + # 4 + z 4 = ^ 4 , относительно
которого до сих пор неизвестно, имеет ли оно решение в натуральных
числах х, у, z, t или же нет, что предполагал Эйлер [13].

VI. Разные задачи

202. Доказательство вытекает непосредственно из тождества

(Зх+4//) 2—2(2t+3(/) 2=x 2—2y 2

и замечания, что для натуральных х и у имеем Зх-\-4у>х и 2х-\-Зу>у.
203. Если при целых х и у число х2—2у2 является нечетным, то чис-

ло х должно быть нечетным и, следовательно, х2= 1 (mod 8); в случае,
когда у — четное число, 2y2^s0 (mod 8); в случае, когда у — нечетное,
2г/2 = 2 (mod 8). Таким образом, если х2—2у2 есть нечетное число, то
х2—2г/2^±1 (mod 8); т. е. прм целых х и у число х2—2у2 не может быть
числом вида 8&-J-3 или вида 8/г4-5, где k — целое число.

204. При произвольном натуральном п число (2п+1)2—2-22, как лег-
ко заметить, есть число вида 8&-+-1, где к — целое число^О. Далее, име-
ем: 1 = 32—2-22, 9=9 2 —2-6 2 , 17 = 52—2-2', 2 5 = 152—2-102, однако число
33 невозможно представить в виде х2—2у2, где х и у — натуральные чис-
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ла. Докажем, что ни одно число вида 72/+33, где / = 0 , 1, 2,..., не пред-
ставимо в виде х2—2г/2, где х и у — целые числа. В самом деле, предпо-
ложим, что 72/+33 = х2—2у2, где t, x и у— целые числа. Замечаем, что
левая часть равенства делится на 3, но не делится на 9. Отсюда следует,
что ни одно из Ч'Исел х и у не делится на 3. Действительно, если 3|х, то
3 ] г/, а если 3| у, то 3|х; но тогда правая часть нашего равенства делилась
бы «а 9,-что невозможно. Итак, числа х и у не делятся на 3, откуда, как
мы знаем, следует, что числа х2 и у2 при делении на 3 дают в остатке 1 и,
значит, число х2—2у2 при делении на 3 дает в остатке 2, что невозможно,
так как левая часть нашего равенства делится на 3.

Таким образом, существует бесконечно много натуральных чисел
вида 8А+1 (где k=l, 2, . . .), не являющихся числами вида х2—2г/2, где
х и у — целые числа, и наименьшее из них есть число 3 3 = 8 - 4 + 1 .

205. Четные совершенные числа — это числа вида 2P~J (2?—1), где
р и 2Р—1—простые числа (см., например: W. S i e r p i n s k i . Czym sie
zajmuje teoria Iiczb. Warszawa, 1957, стр. 136). Для р = 2 имеем число 6.
Если же р > 2 , то р — простое число вида 4&+1 или 4&+3.

Если р = 4&+1, то 2P- 1 = 2 4 J I = 1 6 ' 1 и последняя цифра числа 2Р~1

есть, очевидно, 6, последняя же цифра числа 2?—l = 24ft+1—l = 2-16ft—1
есть, как легко заметить, 1. Таким образом, последняя цифра произведе-
ния 2P- J (2P—1) есть 6. Если же р=4/г+3, то число 2P-J = 2 4 f t+ 2=4- 16ft

и последняя цифра этого числа есть 4. Последняя же цифра числа 2 р

есть 8, и поэтому последняя цифра числа 2?—1 есть 7. Следовательно,
последняя цифра числа 2Р~Г (2Р—1) (как произведения числа с послед-
ней цифрой 4 на число с последней цифрой 7) есть 8.

Таким образом, теорема доказана.

П р и м е ч а н и е . Несколько труднее доказывается теорема о том, что если пос-
ледняя цифра совершенного числа есть 8, то ее предпоследняя цифра есть 2.

206. Значение нашей дроби при основании g есть

1 + g2 + g* + ge + g8

l+g + g4 + g7 +g8 '

и нужно доказать, что для каждого натурального числа k оно равно
дроби

равенство дробей вытекает из того, что, как легко проверить, произведе-
ния числителя каждой из двух дробей на знаменатель другой дроби
между собой равны. Ср. S. A n n ing . Scripta Mathematica, 22, 1956,
стр. 227.
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П р и м е ч а н и е . Я. Бровкин заметил, что для натуральных k справедливы тож-
дества

на основании которых дробь (1) для / г = 1 , 2, . . . равна дроби
1 ОТ _J_ ГГ2 ргЗ _l_ rj^

. П- gt + g*

и поэтому се значение не зависит от натурального числа к.

207*. А. Шинцель доказал более общую теорему, именно, что если
g — четное натуральное число, не делящееся на 10, то сумма цифр числа
gn (записанного в десятичной системе счисления) возрастает неограни-
ченно вместе с п. Вот его доказательство.

Определим бесконечную последовательность целых чисел а, (г = 0,
1, 2, . . . ) следующим образом: а о = О и для /г = 0, 1 , 2 , . . . пусть

й/г+1 означает наименьшее натуральное число, такое, что 2 kv > 1 0 *
(таким образом, ах — 1, «2 = 4, а 3 = 1 4 и т. д.).

Итак, имеем a o < ; a i < ; a 2 < . . . .
Докажем, что если при натуральном k n"^ah, то сумма цифр числа

gn будет ^ А . Пусть с, — цифра десятичного разложения числа g n , стоя-
щая при 103'. Так как g есть четное число, то 2 n | g n и так как n^a.k, то

г" для г = 1 , ' 2 , . . . , k. Поэтому, учитывая, что 2 ' 10 ', имеем:

in j _i_ ' п
i^—1 ^'^J ~г • • • 1 ''о-

Если бы для a , - i ^ / < a , все цифры Cj были равны нулю, то мы име-
ли бы:

2ai\ca._1-1.10ai-1~1 + . . . + C,

и, так как Со=^=О,также

откуда 2 ' < 10 ' - 1 вопреки определению числа а,. Следовательно, по
крайней мере одна из цифр Cj, где a , - i ^ / < а , , отлична от нуля.

Но последнее заключение справедливо для £ = 1 , 2, . . . , /г; следова-
тельно, число gn имеет по крайней мере k цифр, отличных от нуля. По-
этому для достаточно больших п (для n^ah) сумма цифр числа gn не
меньше произвольно заданного натурального числа k и, значит, сумма
цифр числа gn возрастает неограниченно вместе с п., ч. и т. д.

Подобным образом, как заметил Шинцель, можно доказать, что ес-
ли g — натуральное нечетное число, делящееся на 5, то сумма цифр чис-
ла gn возрастает неограниченно вместе с п.
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В частности, из доказанной здесь теоремы Шинцеля следует (для
g = 2 ) , что сумма цифр числа 2п возрастает неограниченно вместе с п.
Однако она не возрастает монотонно: например, сумма цифр числа 23

есть 8, сумма же цифр числа 24 есть 7, а сумма цифр числа 25 есть 5; сум-
ма цифр числа 29 есть 8, сумма же цифр числа 210 есть 7; сумма цифр
числа 216 есть 25, сумма же цифр числа 217 есть 14.

208*. Доказательство А. Шинцеля.
Пусть k — данное натуральное число > 1 , а с — произвольно задан-

ная цифра десятичной системы счисления. Так как /г>1, то мы легко до-
кажем (например, при помощи математической индукции), что 10/!~1>
>2-2 f t .

Пусть t означает наименьшее целое число, такое, что ^

тогда
10*—1 10''*—1

t<c~^k— + 1, откуда t + 1<с-—2- fc—+ 2.

Из целых неотрицательных чисел t и t-\-l по крайней мере одно не
делится на 5; обозначим его через и. Таким образом,

и так как 2-2 h < 10ft^1, то для l=2h-u имеем:

откуда видно, что число l=2h-u имеет k цифр, первая из которых (илит

иначе говоря, k-я от конца) есть с (эта цифра может быть и нулем).
Так как l=2h-u, то имеем 2h\l, а из определения числа и следует,

что 5 t и, так что (/, 5) = 1.
Как известно, число 2 является первообразным корнем для модуля

5h (см. например: W. S i e r p i n s k i . Sur les puissances du nombre 2,
Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego, 23, 1950, стр. 246, лем-
ма). Так как (I, 5) = 1, то существует натуральное число n^k, такое, что
2n = l (mod bk). Но 2h\l и 2 f t |2n, поэтому также 2n = l (mod 2h). Таким
образом, 2n = l (mod 10ft), т. е. к последних цифр числа / соответственно
те же самые, что и у числа 2П.

Отсюда следует, что k-я от конца цифра числа 2п есть с, ч. и т. д.
П р и м е ч а н и е . Последними четырьмя цифрами степени двойки не могут быть

цифры 111с, где с = 2, 4, 6 или 8, так как ни одно из чисел 1112, 1114, 1116 и 1118 не де-
лится на 16.

В цитированной выше работе мы доказали (на стр. 249), что третья и вторая от
конца цифры числа 2", где п = 3, 4, . . . , могут быть произвольными. Там же мы до-
казали, что если т — произвольное натуральное число, a k — число его цифр, то суще-
ствует натуральное, число п, такое, что к первых цифр числа 2" соответственно те же
самые, что и цифры числа т.
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А. Роткевич доказал (Sur les chiffres initiaux et finals des nombres a" et a n ± b n ,
Rendfconti del Circolo Matematico di Palermo, 12, 1963, стр. 150—154), что если а — дан-

a (3

ное натуральное число > 1 , такое, что (а, 10) = 1, 2 и 5. —наивысшие степени чисел
2 и 5, делящие а 4 —1, и \> = 1пах(а1 (3), то для любых двух последовательностей цифр
(десятичной системы) ai, аг, • . ., пт и Ь ь Ъг, . . ., Ъ% существует произвольно большое
число s, такое, что т первыми цифрами числа а3 являются последовательно а.\, пг, . . .
. . ., ат и на местах с номерами y-\-k, y-\-k—1, . . ., V+1 от конца стоят последова-
тельно цифры Ъ\, Ьг, . . ., Ьк-

209. Для натуральных /г^4 имеем 5п+4—5" = 5п(54—1) =5П-16-39;
следовательно, 5 n + 4 = 5 n (mod 10 000), откуда вытекает, что последние
четыре цифры последовательности 5П ( п = 4 , 5, . . .) составляют четы-
рехчленный период, именно следующий период: 0625, 3125, 5625, 8125.
Этот период не является чистым, так как числа 5, 5 2 = 2 5 и 5 3 = 125 не
принадлежат ему.

210. Пусть s — данное натуральное число, с\, с% . . ., cs — произ-
вольная последовательность s цифр десятичной системы. Пусть т =
= {с\Сг . . . cs)io есть s-значное число, цифрами которого являются пос-
ледовательно С\, с2, . . • , cs. Выберем натуральное число k так, чтобы
было 2ym<10 f t - 1, и пусть п= [ЮкУт]-\-1, где [х] —наибольшее целое
число ^ х . Имеем:

откуда

следовательно,
10 2 f t-m<n 2<10 2 f t-m+(10 2 f t—1),

т. е.
. . cs00 . . . 0)ю<п2<{с1С2 . . . cs99 . . . 9 ) J

где и нулей, и девяток по 2k. Отсюда вытекает, что первыми s цифрами
числа п2 являются последовательно Си Сг, . . . cs.

211. Если п — натуральное число, то число пп+2°—nn = nn(n20—1)
делится на 4. Действительно, если п — четное, то 4|/гп, если же п — не-
четное, то /г10 есть число нечетное и, значит, его квадрат /г20 при делении
на 8 дает в остатке 1, откуда 81 п.20—1.

Таким образом, для любых натуральных п числа пп+2°—пп и числа
(/г+20)п+20—пп делятся па 4.

Но если а и Ь являются натуральными числами, такими, что а > 6
и 41a—Ь, то для натуральных п имеем 5\па—пь. В самом деле, а=6+4/г,
где k — натуральное число, так что па—nb = nb(nkk—1). Если 5|п, то
первый сомножитель правой части равенства делится на 5, если же 5 { п,
то на основании малой теоремы Ферма имеем n 4s=l (mod 5), откуда
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ra4ft=l (mod 5) и, значит, второй сомножитель правой части нашего ра-
венства делится на 5. Итак, мы доказали, что если а и b являются нату-
ральными числами, а > 6 и 4|а—Ь, то для натуральных п имеем Ъ\па—пь

и, очевидно, также 5| (п+20) а —п ъ . В частности, для а= (п+20)п+2 0,
Ь=пп, как доказано выше, 41 а—Ь, следовательно, 5| (n+20) ( "+ 2 0 ) " + 2 J —
—п п " , а так как правая часть этой формулы есть всегда число четное
(так как числа п и п-)-20 являются одновременно четными или одновре-
менно нечетными), то для натуральных п имеем:

откуда следует, что числа (/г+20)<п+20) и п"" имеют одну и ту же
последнюю цифру. Таким образом, последовательность, состоящая из
последних цифр чисел пп (п=1, 2, 3, . . .), является периодической,
причем ее период чистый, содержащий не более 20 членов. Как легко
подсчитать, период содержит точно 20 членов, которыми являются после-
довательно цифры

1, 6, 7, 6, 5, 6, 3, 4, 9, 0, 1, 6, 3, 6, 5, 6, 3, 4, 9, 0.

212. Пусть т — произвольно заданное натуральное число. Разобьем
данную бесконечную десятичную дробь на отрезки, по т цифр в каждом.
Таких отрезков будет бесконечно много. С другой стороны, различных
систем, состоящих из т цифр, существует только 10™, т. е. конечное чис-
ло. Следовательно, хотя бы одна из этих систем должна повторяться
здесь бесконечно много раз.

Ср. Matematyka, № 1 (18), стр. 50, задача 269.

П р и м е ч а н и е . Для иррациональных чисел У2, я или е мы даже не знаем, какая
цифра повторяется бесконечно много раз в представляющих их бесконечных десятич-
ных дробях, хотя каждое из этих чисел, как легко можно доказать, содержит по край-
ней мере две различные такие цифры.

213. а) Если

то

32 f t=3 f tn+-i

3*—1
откуда п = — 5 — • И т а к > число 32h есть сумма 3k слагаемых, являющихся

последовательными натуральными числами, наименьшее из которых есть
ok I 1

число п + 1 = 2 . Так, например (для k=l, 2, 3), 3 2 = 2 + 3 + 4, 3 4 = 5 +
+ 6 + . . . +13, 3 6 = 1 4 + 1 5 + . . . +40.

Ср. М. N. K h a t r i . Scripta Mathematica, 20, 1954, стр. 57.
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б) Числа Fn (n=2, 3, . . . ) нечетные. Поэтому если бы число Fn

было бы суммой двух простых чисел, то одно из них было бы четным,
т. е. числом 2, а другое, т. е. число Fn—2, было бы простым. Но

Fn—2 = 22"— 1 = (22"~' — 1) (2 2"~'+1)

для /г>1 есть составное число, так как тогда 22"~ — 1>3.
214. Как известно, если а и b — положительные вещественные чис-

ла, такие, что b—а>1, то между аи b лежит по крайней мере одно на-
туральное число. Действительно, таковым является число [a]-f-l, где
[х] —наибольшее целое число ^ х , ибо, как известно, имеем
+ 1 ^ а + 1 < 6 (так как b—а>1).

Пусть s — данное натуральное число > 1 . Тогда
1

есть положительное вещественное число. Для натуральных
имеем:

откуда

У и > — т ^ г и У п. [у 2 — 1,

следовательно,

у 2/1 — у п = у п. (у 2 — \,

и поэтому существует натуральное число k, такое, что

у~К < k < y 2п, откуда n<ks<:2n.

Таким образом, за ms мы можем принять число [p s

Для s=2 имеем [ ц 2 ] ^ 5 , и уже между 5 и 10 содержится квадрат-
ное число З2, а между 4 и 8 нет ни одного квадратного числа.

Следовательно, наименьшее число /л2 есть 5. Легко было бы подсчи-
тать наименьшее число /п3, оно равно 33.

215. Пусть т — произвольное натуральное число. Согласно китай-
ской теореме об остатках существует натуральное число х, такое, что
для / = 1,2, . . . , т

• х = рг—i-\-1 (mod pi2), (1)

где pi — i-e по порядку простое число.

120



Отрезок натурального ряда чисел, состоящий из т чисел: х, х-f-1,
. . . , х-{-т—1, обладает заданным свойством, так как согласно (Г) для

/ = 1 , 2, . . . , т имеем x+i—1= p}ki+Pi, где й* — целое число, следо-
вательно, число x-\-i—1 делится на простое число pi, но не делится на
р\ и, таким образом, это число не может быть степенью натурального
числа с натуральным показателем > 1 ,

216. u n = 3 n " ' для п = 1 , 2, . . . . Доказательство легко проводится
при помощи математической индукции.

217. ип~ (2—п)а-\-(п—1)6 для п=\, 2, . . . . Д о к а з а т е л ь с т в о лег-
ко проводится при помощи математической индукции.

218. ип={—1)"[(/г—2)а+{п—1)6] для п=\, 2, . . . . Формула
справедлива, как легко проверить, для п=\ и для п = 2. Полагая, что
при некотором натуральном п она справедлива для и„ и для un+i, при
помощи формулы ип+г= — (u M +2u n + i) мы легко убедимся, что она спра-
ведлива для iin+2. Таким образом, доказательство получается при помо-
щи математической индукции.

В частности, для а = 1 , Ь = — 1 имеем ип={ — 1)™+' и для а = 1 ,
Ь = —2 получим ип= (—1)п+1-/г.

219. и„ = -5- [3»-2+(—l)»-J]a+-i-[3»-i+(—1)»]6 для /г=1, 2,

3, . . . . Доказательство проводится по индукции.
220. Существует только два таких целых числа: а=\ и а=—1. Лег-

ко проверить, что оба эти числа удовлетворяют заданному условию. Из
этого условия для п=\ получается, что аа = а. Таким образом, если бы
а было целым числом ^ 2 , мы имели бы аа^а2>а, что невозможно.

Если же было бы a=g:—2, мы имели бы \аа\ = -г\^- < U что также не-

возможно, так как аа = а « для а ^ — 2 \аа\ = \а\ ^ 2 .
221 *. Пусть а и Ь — произвольные натуральные числа, с2 — наиболь-

ший квадратный делитель числа аг-\-Ь2 и а2-|-62=/г-с2. Положим х=а 2 й,
y=b2k. Тогда x-\-y=a?-k+b2k= (a2+b2)k= {kc)2 и xy={abk)2.

Докажем теперь, что все пары натуральных чисел, сумма и произ-
ведение которых являются квадратами, можно получить таким путем при
соответствующем выборе натуральных чисел а и Ь.

Итак, предположим, что x-\-y=z2, xy=t2, где z и t являются нату-
ральными числами. Пусть d= (х, у) и пусть с\ — наибольший квадрат-
ный делитель числа d; таким образом, d^kc] , где k — натуральное
число, не делящееся ни на один квадрат натурального числа > 1 . Имеем
x=dxu y=dyh где (хи i/i) = 1, так что из равенства x-\-y = z2 следует, что
(x1

J

ry1)d=z2, откуда d=k-c]\z2, а так как число k не делится ни на
один квадрат натурального числа > 1 , то kci\z; следовательно, z=
где Zi — натуральное число.
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Отсюда (xi+yi)d=x+y = z2=k2c\z\=kdz\ , откуда X\-\-y^ = kz\ ,

= Ж' и з ч е г о В В И ДУ (л'1' I/i) = 1 следует, что числа ХГ И г/i являются

квадратами, X! = aj , yt = b\, следовательно, x=dxi = k(cia\)'2-, y=dyt =

= k(cibl)
2, так что, положив а=С\п\, Ь=сф\, будем иметь x=ka2, y=kb2,

причем a 2 -f6 2 = (Ciai)
2-\-(cibi)2=c\{xi

J

ryi) = &(c1z1)
2; положив CjZi = c,

будем иметь а 2 +6 2 =/гс 2 , причем поскольку число k не делится ни на один
квадрат натурального числа > 1 , то число с2 является наибольшим квад-
ратным делителем числа а2-\-Ь2. Всеми парами натуральных чисел ^ 100,
сумма и произведение которых — квадраты, являются: 2, 2; 5, 20; 8, 8;
10, 90; 18, 18; 20, 80; 9, 16; 32, 32; 50, 50; 72, 72; 2, 98; 36, 64.

222. Членами последовательности Фибоначчи ^ 1 0 4 (определенной
условиями «1 = « 2 = 1 и « п + 2 = « „ + « „ + 1 для п = 1 , 2, . . . ) являются по
порядку: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584,
4181 и 6765. Среди них квадратами являются только числа «i = « 2 = l 2 и
«12= 122, кубами же являются только числа «i = « 2 = l 3 и « 6 = 2 3 [14].

П р и м е ч а н и е . Из таблицы последовательных чисел Фибоначчи и их разложе-
ний на простые сомножители, которую опубликовал Ярден в своей работе: Recurring
sequences, Riveon Lematematica, Jerusalem, 1958, следует, что не существует чисел Фибо-
наччи > 144 и :glO1 3, являющихся степенями натуральных чисел с показателями > 1 .
Мы не знаем, существуют ли такие числа > 144.

223 *. Докажем индукцией по номеру п, что теорема Хогатта спра-
ведлива для каждого натурального числа ^ип. Она верна для /г=1, так
как « i = l , и для /г=2, так как «2=1, а также для /г=3, так как «з=2.
Пусть теперь п — натуральное число > 2 и пусть каждое натуральное
число ^ « „ представлено в виде суммы различных членов последо-
вательности Фибоначчи. Пусть k — такое натуральное число, что
«1г<Сй^«п+1. Если бы было k—un>un+i, мы имели бы « п + 1 ^ й > « „ _ 1 +
+ «„ = «„+!, что невозможно. Следовательно, 0<ck—«n^«,,_i.

Таким образом, натуральное число k—ип оказывается суммой
различных чисел последовательности Фибоначчи, причем среди них нет
числа «„, так как k—«n^«n_i-<«n. Отсюда следует, что k=(k—«„)-)-«„
есть сумма различных чисел Фибоначчи. Итак, мы показали, что каждое
натуральное число ^«n+i можно представить в виде суммы различных
чисел последовательности Фибоначчи.

Таким образом, теорема Хогатта доказана индукцией по п.
Например, l = «i, 2 = «3, 3 = « 4=«1+«з, 4 = «i-j-«4, 5 = « 5 = « з + « 4 ,

6=«1 + «5, 7=«з+«5, 8 = « 6=«4+«5, 9 = «1 + «6, 10 = «3+«6-
224. Доказательство проведем индукцией по номеру п. Наша форму-

ла справедлива для п = 2, так как 1 2 = Ь 2 + ( — 1 ) . Предположим, что
она справедлива для некоторого натурального числа п^2. Тогда
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Отсюда
U'n+1 — Un • Ил+2 = U'n + 1 — Un • (Un + lln + l) =

= И п + 1 •(«„+! — Un) — U\= Un + rUn-i — И ' = ( — 1)" ,

что доказывает справедливость нашей формулы для числа п-\-\.
225. Прежде всего заметим, что из тождества

)
следует, что каждое целое число, делящееся на 6, является суммой четы-
рех кубов целых чисел.

Так как при каждом целом k и произвольном натуральном п для
г = 0 , 1, 2, 3, 4, 5 каждое из чисел 6k-\-r—(6/г+г)3 делится на 6 (так как
61г3—г для целых г), то отсюда следует, что каждое целое число может
быть представлено в виде суммы пяти кубов целых чисел бесконечным
числом способов.

Ср.: W. Sierpiriski. О rozkladach па sum§ pieciu szescianow, Wi-
adomosci Matematyczne, III, 1959, 121—122.

П р и м е ч а н и е . В ы с к а з а н о п р е д п о л о ж е н и е ( п р о в е р е н н о е д л я всех н а т у р а л ь н ы х
чисел <СЮ00), что к а ж д о е целое число м о ж е т б ы т ь п р е д с т а в л е н о в виде суммы четырех
к у б о в целых чисел бесконечным числом способов. См. : A. S c h i n c e i . W . S i e r p i n s k i .
Acta A r i t h m e t i c a , 4, 1958, стр. 2 0 — 3 0 ; A. M a k o w s k i , т а м ж е, 5, 1959, стр. 121—123.

226. Это вытекает непосредственно из тождества

3=(4+24/г3)3+(4—24/г3)3+(—24/г2)3+(— 5)3

для п= 1, 2, 3, . . . .
227. Доказательство вытекает непосредственно из следующих двух

тождеств для натуральных £

228. Предположим, что при некотором натуральном т имеем 4га-7 =
= a2-\-b2-\-c2-\-d2, где по крайней мере одно из чисел а, Ь, с, d, например
а, ^ 0 и <с2 т " 1 . Здесь не может быть а = 0, так как тогда число 4 т-7
было бы суммой трех квадратов целых чисел, что, как известно, невоз-
можно. (См., например: W. S i e r p i n s k i . Teoria liczb, wyd. 3. Warsza-
wa — Wroclaw, 1950, стр. 90, теорема 14). Таким образом, /п>1 и а=
= 2k(2t—1), где k — целое неотрицательное число ^т—2 и t — нату-
ральное число. Отсюда
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где и и v являются целыми числами (так как k^tn—2, откуда т—
и, следовательно,

ч т о , к а к и з в е с т н о , н е в о з м о ж н о ( с м . т а м ж е , т е о р е м а 1 4 ) .
П р и м е ч а н и е . Легко доказать, что число 4™-7 (где т — натуральное число) да-

ет по крайней мере одно разложение на сумму четырех квадратов натуральных чисел,
так как

229. Шестью наименьшими натуральными числами > 2 , представи-
мымн в виде суммы двух кубов натуральных чисел, являются, как лег-
ко заметить, числа 1 3 + 2 3 = 9 , 2 3 + 2 3 = 1 6 , 1 3 +3 3 =28, 2 3 + 3 3 = 3 5 , 3 3 + 3 3 =
= 54, 1 3 +4 3 =65. Ни одно из чисел 9, 16, 28, 35, 54 не является, как лег-
ко убедиться, суммой двух квадратов натуральных чисел, зато
6 5 = 1 2 + 8 2 .

Следовательно, наименьшее натуральное число > 2 , являющееся
одновременно суммой двух квадратов натуральных чисел и суммой двух
кубов натуральных чисел, есть число 65.

Чтобы доказать, что существует бесконечно много натуральных чи-
сел, являющихся суммами двух квадратов и вместе с тем суммами двух
кубов взаимно простых натуральных чисел, достаточно заметить, что при
натуральном k имеем:

1 + 2 № = 1 2 + (23h)2= 1 3 + (2 2*) 3.

230. Таково, например, число 1+2-4 так как k\sl для k=l, 2, . . . , s.
Очевидно, вместо числа si здесь можно взять наименьшее общее кратное
чисел 1, 2, . . . , s.

231 *. Таковы, например, все числа 6-8™ (где п = 0, 1, 2, . . . ). В са-
мом деле, ни одно такое число не есть сумма двух кубов целых чисел,
так как в случае п четного оно при делении на 9 дает в остатке 6,
в случае же п нечетного — дает в остатке 3 [так как 8 = — 1 (mod 9 ) ] ,
а сумма двух кубов не может давать в остатке 3 или 6 (а также 4 или 5),
так как каждый куб целого числа при делении на 9 дает в остатке 0, 1
или — 1 , следовательно, сумма двух кубов — остатки 0, 1, — 1 , 2 или —2.

Однако, как легко проверить,
R ( 17 \3 , / 37 \36 = Ы + Ы '

откуда
179" 3 "\1 1п 3

4f
Таким образом, числа 6-8™ (п = 0, 1, 2, . . . ) являются суммами двух
кубов рациональных положительных чисел.
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232 *. Доказательство А. Шинцеля.
Таковы все числа 7-8™, где /г=0, 1, 2, . . . . Действительно, с одной

стороны, 7 - 8 п = (2П+ 1) 3—(2П) 3 для /г = 0, I, 2, . . . , с другой же сторо-
ны, мы докажем, что ни одно из чисел 7-8" (/г = 0, 1, 2, . . . ) не являет-
ся суммой двух кубов натуральных чисел. Легко проверить, что это так
для /г=0 и /г=1. Предположим теперь, что существует натуральное чис-
ло п, такое, что 7-8п является суммой двух кубов натуральных чисел; мы
можем предположить, что /г означает наименьшее из таких натуральных
чисел; итак, п ^ 2 и

7.8п = х3+у*= (х+у) (х2-ху + у2) ,

где х и у — натуральные числа. Так как здесь левая часть есть число
четное, то числа х и у либо оба четные, либо оба нечетные.

Если бы они были нечетными, то нечетным было бы и число х2—ху-\-
-\-у2, а так как левая часть имеет только два нечетных натуральных де-
лителя: 1 и 7, то мы имели бы либо х2—ху-\-у2=1, либо х2—ху-\-у2=7.
В первом случае было бы х3-\-у3=х-\-у и, значит, так как х и у — нату-
ральные числа, было бы х = у=1, следовательно, 7-8п = 2, что невоз-
можно. Если же х2—ху-\-у2=7, то

{2х~-у)2+3у2= (2у~-х)2+3х2=28,

что дает Зх 2 ^28 и Зг/2^28, следовательно, я ^ З и г/^3, откуда
^ 5 4 , что невозможно, так как х3-\-у3=7-8П^7-82.

Следовательно, хну оба четные: x=2xit у = 2уг, где х% и ух — нату-
ральные числа, и, так как 7 •8п = х3-\-у3, имеем 7-8n~1 = x3

1+t/3

1, что про-
тиворечит определению числа п.

Таким образом, мы доказали, что числа 7-8" (/г = 0, 1, 2, . . . ) об-
ладают заданным свойством.

П р и м е ч а н и е . Доказано, что существует бесконечно много натуральных чисел
п, не делящихся на куб натурального числа > 1 , которые не являются суммами двух
кубов рациотшльных чисел (доказательство трудное). Такими числами <;50 являются 3,
4, 5, 10, 11, 14. 18, 21, 23, 25, 29, 36, 38, 39, 41, 44, 45, 46, 47.

Число 22 есть сумма двух кубов рациональных чисел, но с большими знаме?]ате-
лями:

17299 | 3 /25469 \3

9954 ) + I 9954 / '

См.: Е. S. S е 1 m е г. Acta Mathematics, 85, стр. 301, и там же таблицы на
стр. 354 и 357.

233*. Доказательство А. Шинцеля.
Таковы числа {2h—l)2nh, где /г = 0, 1, 2, . . . . Действительно, так как

(2 h —-l)2 n h = (2n+i)h—{2n)h, то остается доказать, что уравнение

(2"— \)2nk=uh+vk (1)
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не имеет решений в натуральных числах и и v. Это справедливо для
п = 0, так как \h+\k<i2k— 1 < 2 " + I h .

Предположим, что существуют натуральные числа п., для которых
уравнение (1) имеет решение в натуральных числах и и v, и пусть п —
наименьшее из них. Если бы числа и и v были оба четные, u = 2uh v—
= 2DI, TO согласно (1) мы имели бы:

вопреки предположению о числе п. Следовательно, так как левая часть
уравнения (1) есть число четное, то числа и и v должны быть оба не-
четные.

Предположим, что k есть нечетное число > 3 . Тогда из формулы

^V3* = и * " 1 — и"~2и + uk~3v2 — . . . - + vk-~l,

где в правой части мы имеем k слагаемых, которые все нечетные, следу-
ет, что левая часть есть число нечетное, а так как она является делите-
лем числа (2k— \)2nk, то

Мы можем предположить,

и +

что и
ик

и -

V

+ vk

{- v

Тогда

k

следовательно, t/ f t- 1<2 h, откуда v<.2k ' < 3 (так как &>3), а так как
v — нечетное, то v= 1.
Отсюда

Таким образом, (и—l)h-1<c2h, что дает и—1<сЗ, откуда ввиду нечетно-
сти и и=\ или 3. Случай и = \ невозможен, так как приводит к равенст-
ву u k +D h = 2, которое противоречит уравнению (1). Случай « = 3 также
невозможен, так как дает:

и + v 4 '
что больше, чем 2h—1 (для&>3).

Предположим теперь, что k есть четное натуральное число. Ввиду
нечетности чисел и и и число uh-\-vh дает при делении на 4 остаток 2, что
невозможно, так как левая часть формулы (1) делится на 4.

Теорема доказана.
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П р и м е ч а н и е (А. Роткевича). Для каждого натурального числа л > 1 сущест-
вует бесконечно много натуральных чисел, являющихся суммами двух п-х степеней на-
туральных чисел, но не являющихся разностями двух п-х степеней натуральных чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 2\п, то для натуральных k и / число .(2ft +1)"-J-(2/-J-
+ 1)" есть сумма двух п-х степеней натуральных чисел, но, будучи числом вида
4t-\-2, не есть разность двух квадратов и, значит, не есть разность двух п-х степеней
натуральных чисел. Если же 2 \ п, то числа (2" + \)2nh = 2^h+^n+ (2к) ", где k = 0, 1, 2,...,
не являются разностями двух п-х степеней натуральных чисел. Действительно, если бы

х
было (2n-\-\)2nh — xn—уп, где х и у (х>у)—натуральные числа, то числа Xi=~, ;

\Х, у)
у

11 >'i— ~i Г были бы натуральными и не могли бы быть оба четными, откуда
\Х>У)

мы легко нашли бы, что 2 Т —! 1—, а так как

(2 Л + 1)2"* = (x,y)n(xi —
— Ух

то оказалось бы, что
*1 — У1

х" у
! 1 1

х у
2" 4- 1, откуда —! 11- < 2" f 1.

J J > х" > З " ^ 1Но —J J_ > х" > З " ^ 1 (ибо, как легко заметить, не может быть х\ = 2. так
Xi—Уг *

как тогда было бы у± = 1 и, значит, 2"—1 2 " + 1, что невозможно). Таким об-

разом, было бы 3"~ '<2"+ 1, что невозможно для и>3.

234. Известна формула

Таким образом, необходимо найти наименьшее натуральное число
п>\, для которого п(п-\-1) (2/г+1) = 6 т 2 , где т — натуральное число.
Рассмотрим здесь 6 случаев.

1. n=6k, где k — натуральное число. Наше уравнение примет вид
k(6k-\-l) (\2k-\-l) =т2. Здесь сомножители левой части попарно взаим-
но просты и, значит, все должны быть квадратами. Если k=\, то 6&+1
не является квадратом. Следующий после 1 квадрат есть 4. Если /г=4,
то 6&+1 = 52, 12&+1 = 72 и, таким образом, для /г = 6&=24 сумма 12+
+ 2 2 + . . . +24 2 является квадратом числа 70.

2. я—6&+1, где k — натуральное число. Имеем:

1) (3&+1) (2k+1) = m2

и каждое из чисел 2k-\-\, 3&+1, 6^+1 (которые попарно взаимно про-
сты) должно быть квадратом.

Наименьшее натуральное число k, для которого число 2&+1 являет-
ся квадратом, есть k = 4, но тогда / г = 6 й + 1 > 2 4 .
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3. /г=66+2, где 6— целое число^О. Имеем:
(36+1) (26+1) (126+5) = m2

и числа 36+1, 26+1 и 126+5 (как попарно взаимно простые) должны
быть квадратами. Если бы было 6=0, число 126+5 не было бы квадра-
том. Для натуральных же 6 находим, как и ранее, что 6^4, откуда п =
= 66+2>24.

4. я = 66+3, где 6— целое число ^ 0 . Имеем:
(26+1) (36+2) (126+7) =т\

причем, как легко заметить, числа 26+1, 36+2 и 126+7 являются попар-
но взаимно простыми и, значит, должны быть квадратами. Так как чис-
ло 36+2 не является квадратом при 6=0, 1, 2 или 3, то должно быть
6^4, так что /г = 66+3>24.

5. /г=66+4, где 6 — целое число ^ 0 . Имеем:
(36+2) (66+5) (46+3) =т\

где числа 36+2, 66+5 и 46+3 попарно взаимно просты и, следователь-
но, должны быть квадратами. Здесь не может быть 6 = 0, 1, 2, 3, так как
тогда число 36+2 не является квадратом. Следовательно, 6^4, откуда
/г=66+4>24.

6. /г=66+5, где 6— целое число ^ 0 . Имеем:
(66+5) (6+1) (126+11) = /п2,

где числа 66+5, 6+1 и 126+11 попарно взаимно просты и, следователь-
но, должны быть квадратами. Здесь не может быть 6 = 0, 1, 2, 3, так как
тогда число 66+5 не является квадратом. Следовательно, 6^4, откуда
/г=66+5>24.

Таким образом, мы доказали, что наименьшее натуральное число
/г>1, для которого сумма 12+22+ . . . +/г2 является квадратом, есть
и = 24.

П р и м е ч а н и е. Трудно доказывается теорема, согласно которой 24 является
единственным натуральным числом > 1 , для которого сумма 1 2 + 2 2 + . . . + п 2 есть квад-
рат. Некоторые указания, относящиеся к этой теореме, приводятся в моей книге «Teoria

liczb», Czesc II. Warszawa, 1959, стр. 133. Зато сум;ла 1 3 + 2 3 + . . . -\-п3 для каждого
натурального числа п есть квадрат и можно доказать, что ни для одного натурального
числа п>\ не является кубом натурального числа (см. т а м ж е , стр. 132, следствие .3).

235. а) Искомыми числами являются все натуральные числа, кроме
следующих:

1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 19 и 23.

Легко доказать, что ни одно из этих 13 чисел не является суммой
конечного числа правильных степеней (которыми являются упорядочен-
ные по величине числа 22, 23, З2, 2 4 =4 2 , 52, З3, 25, б2, . . . ).
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Пусть теперь п — натуральное число, отличное от каждого из упо-
мянутых выше 13 чисел.

Если n=4k, где k — натуральное число, то число п. есть сумма k
чисел, равных 22.

Если /г=4&+1, то, так как пф-\ и пф-Ъ, мы можем предположить,
что k^.2, так что /г = 4&+1=3 2+4(&—2), где k—2 есть целое число ^ 0 .
Если k=2, то /г = 32, если же k>2, то / г = 3 2 + 2 2 + . . . + 2 2 , где слагае-
мых 22 мы имеем k—2.

Если /г=4&+2, то, так как /г отлично от чисел 6, 10 и 14, имеем
k~^A и /г=4&+2 = 3 2+3 2+4(&—4), откуда снова вытекает, что число /г
имеет заданное свойство.

Наконец, если /г = 4&+3, то, так как /г=^3, 7, 11, 15, 19 и 23, имеем
k^6 и /г=33+4(&—6), откуда снова вытекает, что число п обладает за-
данным свойством.

б) Имеем: 1 = 32—23, 2 = 33—52, 3 = 27—53, 4 = 53—112=23—22,
7 = 27—И2, 8=2 4 —2 3 , 9 = 52—42, 10=133—З7.

П р и м е ч а н и е . Мы не знаем, является ли число 6 разностью двух правильных
степеней.

Высказано предположение, что каждое натуральное число дает конечное ^ 0 чис-
ло представлений в виде разности двух правильных степеней.

236. Если а 2 + 6 2 = с 2 , где a, b и с — натуральные числа, то, как лег-
ко проверить, умножив обе части этого равенства на число

а2(4л г -1) . £>4n(2n+l)(n-i), C4n'(2n-i)

мы получим:
Г (a2n£(2n+l)(n-i)cn(2n-l))2nl2_|_ Г (О2п+1£2лг -1с2-л« ) 2 п - П 2 _

= Г (o2n-i^2n(n-i)c2n2 -2п+1)2п+П2_

Ср. W. S i e r p i n s k i . Wiadomosci Matematyczne, IV, 1961, стр. 185.
237. Существует лишь одно такое натуральное число: /г=5. Легко

проверить, что это число удовлетворяет уравнению {п—1)!+1=/г2, а так-
же, что числа /г = 2, 3 и 4 не удовлетворяют этому уравнению. Для п=
= 6 имеем /г2>6/г—4 и при помощи математической индукции легко
можно доказать, что это неравенство справедливо для каждого нату-
рального числа п^6. Если п — натуральное число ^ 6 , то имеем:

(п— 1) !+1 > 2 (п—1) (/г—2) = 2 (/г2—З/г+2) >/г2,

так как /г2>6/г—4. Таким образом, для натуральных /г>5 равенство
(п—1) !-|-1 = /г2 невозможно.

П р и м е ч а н и е . Мы знаем только два натуральных числа > 5 , таких, что
п2\(п—1)1+1, а именно, 13 и 563, и не знаем, существуют ли другие такие числа и явля-
ется ли число их конечным. Известно, что каждое такое число должно быть простым.
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Заметим здесь еще, что для я = 5, 6 и 8 числа (п—1)! + 1 являются квадратами
(соответственно чисел 5, 11 и 71), причем неизвестно, существуют ли еще другие такие
натуральные числа п.

238. Если бы при натуральном.п>1 было / n _ i - ^ = m 2 , где т — нату-
ральное число, мы имели бы (п2—1)/г2=(2т)2, а так как числа п2—1 и
п2 являются взаимно простыми, то каждое из них должно было бы быть
квадратом, что невозможно, ввиду того, что разность двух квадратов на-
туральных чисел не может быть единицей.

Пусть теперь п — данное натуральное число. Уравнение х2—п(п-\-
-|-l)t/2=i имеет бесконечно много решений в натуральных числах х, у.
Действительно, одним из таких решений является х = 2п-\-1, у = 2, если
же при некоторых натуральных х и у имеем х2—п(п-\-\)у2=\, то также

[(2n+l)x+2n(n+l)y]2-n(n+l)[2x+(2n+\)y]2=l.

Наконец, если х и у являются такими натуральными числами, что

я2—п(п+\)у2=\, то tn-t:2tnf- = tn-tn-y2{2tn-y2+l)=tl-y2-x2=(tn-ijx)2 .

Так например, для п = 2 имеем /2-^24=302, ^24оо= (3-20-49)2.
239. 2 1 0 =1024>10 3 . Отсюда 2 1 9 4 5 =2 5 - (21 0)»«>10.103-1 8 4=105 8 3, отку-

да 2 г 1 0 4 5 > 2 1 о Б 8 : ! = ( 2 1 0 ) 1» 5 8 2>ю 3 1» 5 8 2 , число же цифр последнего числа
больше, чем 10582.

Число 5-21947+1 имеет, очевидно, цифр столько же, сколько их име-
ет число 5.21 9 4 7=10-21 9 4 6, а так как Iog102 = 0,30103..., то 2 1 9 4 6 =
^ 101 9 4 6 1 o g i 0 2 = 10585'8"', откуда следует, что наше число 5-21 9 4 7+1 имеет
587 цифр.

П р и м е ч а н и е . Число 1̂945 есть наибольшее из известных составных чисел
Форма.

240. Число 211213—1 имеет, очевидно, столько цифр (в десятичной
системе счисления), сколько цифр имеет число 211213, от которого оно от-
личается только последней цифрой. Таким образом, достаточно подсчи-
тать, сколько цифр имеет число 211213.

Если п есть натуральное число вида 10х, где х — вещественное чис-
ло ( ^ 0 ) , то, обозначив через [х] наибольшее целое число =О, имеем
1 0 м ^ / г < 1 0 W + 1 , откуда следует, что число п имеет [х] + 1 цифр Но
2 и м з = 1ошшов102, а так как Iog102 = 0,30103..., то 3375< 11213 Iog1 02<
< 376 и, следовательно, число 211213—1 имеет (в десятичной системе
счисления) 3376 цифр.

241. Имеем:
2И212 ( 2 1 1 2 1 3 П ^ 2 2 2 4 2 5 2 1 1 2 1 2

Подсчитаем вначале, сколько цифр имеет число 222425. Так как
22425 Iog102=22425-0,30103 . . . =6750,597 . . ., то (см. решение за-
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дачи 240) число 22 2 4 2 5 имеет 6751 цифру и 2 2 2 4 2 5 = 106750-100-597-, а так как

1 0 ° ' 5 9 7 - > 1 0 т > 3 , то 10 6 7 5 1 >2 2 2 4 2 5 >3-10 6 7 5 0 , откуда следует, что первая
цифра числа 22 2 4 2 3 должна быть Г^З. Поэтому число цифр числа 22 2 4 2 5 ос-
танется без изменения, если из последнего мы вычтем число 21 1 2 1 2 с мень-
шим числом цифр. Итак, число 21 1 2 1 2(21 1 2 1 3—1) имеет 6751 цифру.

242. Имеем: 3! = 6, 3!! = 6! = 720, 3!!! = 7 2 0 ! > 9 9 ! • 100 6 2 1 > 101242. Та-
ким образом, число 3!!! имеет более тысячи цифр.

На основании известной теоремы (см., например: W. S i e r p i n s k i .
Teoria liczb, wyd. 3. Warszawa — Wroclaw, 1950, стр. 163, лемма III) \ ес-
ли m — натуральное число, ар — простое число, то наибольшая степень
числа р, делящая число т ! есть

где [х] —наибольшее целое число ^ х . Отсюда следует, что наибольшая
степень числа 5, делящая число 3!!! = 720!, есть

S J + 111 = >« + ̂ + . = .78,
а наивысшая степень числа 2, делящая число 720!, будет еще больше,

так как уже -у- =360. Отсюда следует, что число 3!!! = 720! имеет на

конце 178 нулей.
243*. Решение, найденное А. Шинцелем.
Указанное свойство имеет место для натуральных чисел т , являю-

щихся степенями простых чисел (с натуральными показателями) и толь-
ко для таких чисел т .

В самом деле, если m = ph, где р есть простое число, k — натураль-
ное, то для f(x) = x?(p ) в случае р \ х согласно теореме Эйлера имеем
/(X) = l (mod рк), в случае же р\х имеем ph\xh, а так как <р(рк) ^рк~1^:
^k (что легко доказываем для натуральных k посредством индукции),
то и подавно рк\х*(Р ) , следовательно /(АС) = О (mod рк).

Если m — натуральное число > 1 и m не является степенью просто-
го числа, то m имеет по крайней мере два различных простых делителя:
р и цфр. Предположим, что f(x) есть многочлен с целыми коэффициен-
тами и что существуют целые числа ХГ И Х2, такие, что / ( x J = 0 (mod m)
и /(AC2J) = 1 (mod m). Тогда, так как p\m и q\m, f(Xi)=0 (mod p) и
f(x2) =^ 1 (mod q). Но р н q — различные простые числа, поэтому на осно-
вании китайской теоремы об остатках существует целое число хо, такое,
что Jto^Xi (mod p) и хо=х2 (mod q) и, следовательно, f(xo)=f(Xi) =
= 0 (mod p) и f(xo)=f(x2) = l ( m o d q).

1 Доказательство этой теоремы см. ниже, на стр. 147.—Прим, перге.
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На основании первого из этих сравнений убеждаемся, что не может
быть f(xB) = l (mod m), а на основании второго — что не может быть
f(xo)=O (mod m).

Таким образом, f(xQ) при делении на т не дает в остатке ни 0, ни 1.
Следовательно, если т не является степенью простого числа, то ни один
многочлен f(x) с целыми коэффициентами не удовлетворяет поставлен-
ным требованиям.

244. Как легко подсчитать,

D < [ ( 4 m 2 + l ) r t + m + l p ,

следовательно, целая часть числа ^D есть число ао~ ( 4 m 2 + l ) n + m , от-
куда

D—a2

0=4mn+l.

Таким образом, fD = a%+ - и ^ = ' = У D +a"

Так как а0 есть целая часть числа УД то имеем ao<c^D<.ao-\-l, от-
куда

учитывая же, что ао = 4(тп+1)т + п, найдем:

2 т +

 2" < У^+«. < 2 т
Amn + 1 ^ D —a ^ ^ 4mn + 1 '

откуда, так как п - < 1, следует, что целая часть числа ху =

= г-5- есть число ах = 2т. Таким ©бразом, х, = a, -i и
D — а *2

ы

Н о JC. — «. = —. —~ 2т = -. г1— '-
1 ' 4тп — 1 Атп + 1

следовательно,
_ (Атп + 1) [YD -t-(4mn + \)т — п]

Х2 ~ D —

Но, как легко проверить:
D = [(4mn+l)m—n] 2+(4mn+l) 2;

следовательно,
" " + (4тп+ \)т — пх., = Атп + 1
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а так как ao<~]/D<ao-\-l, или (4mn+l)m+n<yD< (4mn+l)m+n+l,

то 2m<x 2 <2m+ -—^—г- и, значит, целая часть числа х2 есть число

а.г=2т. Таким образом, хг=аг-\ , откуда х3= •.

Н о
}rW--4(mn -~ \)т~ п „ K~D~ — (4тп + l)w —л

- 2 Атп — 1 4тп + 1

следовательно, •
(4тп + \)[\ D + ( 4 m n — 1 ) т — п ] т ЛТГ • /и i i\ ,

= VD -]- а0,

откуда заключаем, что целая часть числа х3 есть 2а0 и что число ~^D раз-
лагается в арифметическую цепную дробь с трехчленным периодом, со-
стоящим из чисел 2т, 2т и 2а0.

П р и м е ч а н и е . Можно доказать, что всеми натуральными числами D, для ко-
торых разложение числа YD в арифметическую цепную дробь имеет трехчленный пе-
риод, являются числа D, которые были здесь рассмотрены: См.: W. S i e r p i n s k i .
Wiadomosci Matematyczne, V, 1962, стр. 53—55.

245. Если известно разложение числа п на простые сомножители

n = q^ , ql* . . . q"s

s , то для ф(п) и d(n) имеем формулы

Подсчитав при помощи этих формул значения функций <р(п) и d(n)
для п ^ З О , мы легко найдем, что значениями п ^ З О , для которых
<p(n) =d(n), являются п= 1, 3, 8, 10, 18, 24 и 30. Здесь мы имеем: <р(1) =

d ( ) 3 ) й ) 2 ( ) d ) ( ) ^ ( 1 ) ()ф ( ) ( ) 9 ) ( ф

= d(18)=6, f(24)=d(24)=8, ф(30)=й(30)=8.
П р и м е ч а н и е . Доказано, что не существует других решений уравнения ц>(п) =

= d(n) в натуральных числах л. Именно, можно доказать, что для п > 3 0 имеем ф ( л ) >
>d(n). См.: Г. П о й а и Г. С е г ё. Задачи и теоремы из анализа, ч. II, изд. 2. М„
1956, стр. 355, задача 45.

246. Как легко проверить, при натуральном k и целом s^O имеем:

Пвложительное рациональное число w—1 мы можем, очевидно, пред-

ставить в виде w—1 = — , где т и п — натуральные числа (не обяза-
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тельно взаимно простые) и где n>g. Теперь, чтобы правая часть форму-
лы (1) была равна w, достаточно принять k=n и s = m—1. Таким путем
мы получим для w заданное разложение.

Ср.: Matematyka, 1958, № 1(51), стр. 60, задача 457.
247*. Докажем вначале, что каждое целое число k^.0 можно по

крайней мере одним способом представить в виде

/ j = ± 1 2 ± 2 2 ± . . . ±щ2у (1)

где т — натуральное число, знаки же «±» выбраны надлежащим обра-
зом. Ьто справедливо для 0, так как 0 = 1 2 + 2 2 — 3 2 + 4 2 — 5 2 — 6 2 + 7 2 . Это
также имеет место для чисел 1, 2, 3, так как 1 = 12, 2 = — I 2—2 2—3 2+4 2,
3 = —1 2 +2 2 , 4 = — I 2 — 2 2 + 3 2 .

Далее, очевидно, достаточно доказать, что наша теорема справедли-
ва для каждого натурального числа k, а так как она справедлива для чи-
сел 0, 1, 2 и 3, то достаточно доказать, что если теорема справедлива для
целого числа k^O, то она справедлива также для числа k-\-4.

Итак, предположим, что теорема справедлива для числа k, т. е. что
существует такое натуральное число т, что при надлежащем выборе
знаков «±» имеет место формула (1). Как легко проверить,

(m+1)2— (m+2)2— (т+3) 2 +(т+4) 2 =4. (2)
Поэтому из формулы (1) следует, что

= ± 1 2 ± 2 2 ± . .

т. е. что наша теорема справедлива для числа k-\-A. Таким образом, она
справедлива для каждого целого числа.

Заметив теперь, что из тождества (2) для каждого натурального
числа т вытекает соотношение

(m+l)2-(m+2)2-(m+3)2+(m+4)2-(rn+5)2+(m+6)2+
+ (m+7)2-(m+8)2=0,

мы можем в формуле (1) число т заменить на т + 8 , а следовательно,
также на т + 1 6 и т. д. Следовательно, каждое целое число k можно бес-
конечным числом способов представить в виде (1), ч. и т, д.

248. а) Уравнение 4х+2 = 0, очевидно, не имеет целых корней. Одна-
ко сравнение 4х+2 = 0 (mod р) разрешимо для каждого простого моду-
ля р. Для модуля 2 оно разрешимо тождественно, если же р — простое
нечетное число, р = 2 & + 1 , где k — натуральное число, то наше сравнение
имеет решение x=k.

б) Примем т—=а; поскольку сравнение ax-\-b = 0 (mod m) раз-
решимо, то а\Ь, следовательно, b = ak, где k — целое число, и уравнение
ах-\-Ь = 0 имеет корень х=—k.
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249. Имеем тождество 6х2+5х+1 = (3*+1) (2лс+1), из которого сле-
дует, что уравнение 6 х 2 + 5 х + 1 = 0 не имеет решений в целых числах.
Пусть т означает произвольное натуральное число, т = 2 * т ъ где а —це-
лое число ^ 0 , a mi — нечетное натуральное число. Так как (2*, mt) = l,
то, как известно, существует натуральное число х, такое, что 3%= — 1
(mod 2*), а 2х = — 1 (mod mi), откуда m = 2 * Ш\\ (Злс+1) (2х+1); следо-
вательно, 6х 2 +5х+1=.О (mod m).

250. а) Если <? — простое число ФЗ и <?|2р+1, то <?|22р—1 и 22Р = 1
(mod ^)- Пусть б — показатель, которому принадлежит число 2 по моду-

лю q. Так как б12/5, то 6 = 1, 2, р или 2р. Но 6 = 1 дает 2 = 1 (mod 9), что
невозможно; 6 = 2 дает 2 г = 1 (mod 9). откуда <?=3 вопреки условию;
6 = р дает <?|2р—1, а так как <7|2р+1, то получаем q\2, что невозможно,
ибо <?|2р+1 ид нечетно. Итак, 6=2р, а так как 6|<?—1,то 2р | ^ — 1 , отку-
да q^2kp-^[, где k — натуральное число.

Интересно сопоставить доказанную теорему Ферма с хорошо извест-
ной теоремой, согласно которой если р — простое число > 2 , то каждый
делитель числа 2Р—1 имеет форму 2kp-\-\, где k — целое число,

б) Доказательство вытекает из равенства

*„. 4 *„«+!= (л 2 —1) 2 + (2,ч)2 для п = 2, 3, . . .

в) Таковы, например, числа 4 h + 4 = 4 & ( 8 & + l ) + 3 для k=l,
2, . . . , так как эти числа при делении на 4 дают в остатке 3 и поэтому
не могут быть суммами двух квадратов.

г) Таковы, например, все числа вида (9^+7) 2 +1 2 , где ^ = 0 , 1,
2, . . . , так как все эти числа суть числа вида 9А:+5, где k — натураль-
ное число. Действительно, если бы было 9k-\-5 = tx-\-ty, было бы 8(9й+
- | - 5 ) + 2 = (2х+1) 2 +(2г/+1) 2 , где х и у — натуральные числа. Но квадрат
нечетного числа при делении на 9 дает в остатке 0, 1, 4 или 7; поэтому
сумма двух квадратов нечетных чисел при делении на 9 не может давать
в остатке 6 — вопреки тому, что 8(9&+5)+2 = 9(8&+4)+6.

д) Таковы, например, все числа вида 36&+15, где /г = 0, 1, . . ., ибо
при делении на 9 они дают остаток 6, а при делении на 4 — остаток 3.

е) Решение А. Шинцеля. В 1942 г. Люнггрен доказал, что урав-
нение 2 2+1=2г/ 4 имеет только два решения в натуральных числах у и г:
y = z=\ и г/= 13, 2=239. Из этого уравнения следует, что z есть нечет-
ное число, 2 = 2 х + 1 , что дает уравнение х 2 + ( х + 1 ) 2 = г / 4 , имеющее в на-
туральных числах х и у только одно решение: я=119, # = 1 3 [15].



ПРИМЕЧАНИЯ ПЕРЕВОДЧИКА

1 (стр. 21). Математики древности знали и умели доказывать теорему о бесконеч-
ности ряда простых чисел, т. е. теорему о существовании бесконечного множества про-
стых чисел в арифметической прогрессии 2х-\-\ ( * = 1 , 2, . . . ). Хорошо известное
евклидовское рассуждение («Начала», кн. IX, предл. 20) впоследствии было применено
для доказательства аналогичных теорем о простых числах в арифметических прогресси-
ях частных видов: 4х— 1, 6х—1 и др.

Открытие общей теоремы о бесконечности числа простых чисел в арифметической
прогрессии ах-\-Ь, где (а, й) = 1, х=\, 2, . . . ,— заслуга Лежандра 1. Заметка Лежанд-
ра, содержащая эту теорему, появилась в 1778 г. (в журнале за 1775 г.). Доказатель-
ство теоремы Лежандр поместил во втором издании своих «Essai sur la theorie des
nombres» (Париж, 1808). Но это доказательство оказалось ошибочным.

Первое доказательство теоремы Лежандра было найдено Дирихле и опубликова-
но им в 1837 г. Работа Дирихле, посвященная этой теореме, сыграла важную роль в
развитии аналитической теории чисел, начало которой было положено Эйлером. Теоре-
ма, открытая Лежандром, не случайно стала носить имя Дирихле. О роли этой теоремы
и методов ее доказательства в теории чисел читатель может получить представление
из книги Г. Хассе «Лекции по теории чисел» (Москва, 1953), одна из четырех глав ко-
торой носит название «Теоре;ча Дирихле о простых числах».

Теорема Дирихле — одна из важнейших теорем теории чисел. Сам Дирихле рас-
пространил ее на целые комплексные числа, а Н. Г. Чеботарев дал ее обобщение в тео-
рии идеалов. В последние два десятилетия было потрачено немало усилий для получе-
ния сравнительно элементарных доказательств теоремы Дирихле. Успехи, достигнутые
в этом направлении, связаны с именами А. Сельберга, Г. Шапиро и др.

Согласно теореме Дирихле целочисленный многочлен первой степени ах-{-Ь, где
(а, Ь)=\ их принимает все целые значения, дает бесконечное множество простых чи-
сел. Обладают ли этим свойством целочисленные многочлены (или многочлены с рацио-
нальными коэффициентами) второй и более высоких степеней? Хотя этот вопрос давно
уже привлекает внимание математиков, его до сих пор не удалось решить.

Понятно, что в этой задаче целочисленный многочлен f{x) должен быть: 1) при-
митивным (т. е. иметь взаимно-простые коэффициенты), 2) неприводимым над полем
рациональных чисел (т. е. не быть произведением двух многочленов с рациональными
коэффициентами, степени которых меньше степени f{x)). Однако легко показать, что

1 Г. Вилейтнер в своей книге «История математики от Декарта до середины XIX
столетия» (М., 1960, стр. 81) открытие этой теоремы приписывает Эйлеру. Однако у
Эйлера (Opusc. analytica, 2, 1785, стр. 241; мемуар за 1775 г.) мы обнаруживаем лишь
утверждение о бесконечности числа простых чисел в арифметических прогрессиях
4х+1, 4х—1, Ю0х+1 и подобных им, которое естественно было бы обобщить на прогрес-
сии видов: тх-\-\ и тх—1, что, по-видимому, Эйлер и имел в виду.
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многочлен степени выше первой, удовлетворяющий этим требованиям, может и не да-
вать простых чисел. Так, например, примитивный и неприводимый многочлен

i(x) = х* + 3*2 + 8х + 18 = 6 [ Х{Х +

1 | ^ з + 2 > + х + 3 ] (I)

дает только числа, кратные 6.
В 1857 г. В. Я. Буняковский сформулировал следующую гипотезу: если f(x) —

целочисленный, примитивный и неприводимый над полем рациональных чисел много-
член, а /V — наибольший общин делитель значений его при всех целых значениях х, то
целозначный многочлен f(x)/N дает бесконечное множество простых чисел, когда х при-
нимает все целые значения.

Для многочлена (1) N, ^жевидно, ^ 6 . Но так как f(0) = 18, a f ( l ) = 3 0 , то ясно,
что N не превосходит 6. Следовательно, /V = 6. Таким образом, по Буняковскому цело-

f(x) 1 1 4
значный многочлен -g- = -g- x3 + —~- хг + —тг-х-\- 3 дает бесконечно много простых
чисел, когда х принимает все целые значения.

Кроме теоремы Дирихле, мы не знаем ни одного факта, подтверждающего пра-
вильность гипотезы Буняковского. До сих пор не решен вопрос, интересовавший Эйлера:
дает ли многочлен хг-\-\ конечное или бесконечное множество простых чисел, когда х
принимает все натуральные значения. Гипотеза Буняковского и ряд других гипотез и
теорем теории чисел являются следствиями одной общей гипотезы, высказанной недав-
но А. Шинцелем (см.: В. С е р п и н с к и й , Что мы знаем и чего не знаем о простых
числах. М., Физматгиз, 1963, стр. 86).

Математиков давно интересовал вопрос о наименьшем простом числе в арифме-
тической прогрессии. Интересный и глубокий результат в этом направлении был полу-
чен в 1944 г. Ю. В. Линником. Линник установил существование абсолютной постоян-
ной С, такой, что если (а, Ь) = 1 и 1^Ь<а, то в арифметической прогрессии Ъ, а-\-Ь,
2а-\-Ь, . . . содержится простое число, меньшее чем ас. В 1965 г. Чень Цзынь-рун пока-
зал, что постоянная Линника С не превосходит 777.

2 (стр. 23). В 1845 г. известный французский математик Жозеф Бертран сформу-
лировал и использовал для решения одного вопроса теории групп утверждение, соглас-
но которому при всяком целом л > 7 между -у и л—2 всегда содержится простое число.
Этот факт он проверил при помощи имевшейся в его распоряжении таблицы простых
чисел для всех л<6-10 6 . Бертран не смог доказать свое утверждение и, таким обра-
зом, был вынужден принять его в качестве постулата.

Нетрудно видеть, что постулат Бертрана можно перефразировать следующим об-
разом: при всяком целом л > 3 между л и 2л—2 содержится по крайней мере одно
простое число4. В этой формулировке постулат Бертрана был впервые доказан
П. Л. Чебышевым в его работе, опубликованной в 1850 г. под названием «Memoire sur
nombres premiers»2. Эта классическая работа великого математика начинается следую-
щими словами: «Все вопросы, зависящие от закона распределения простых чисел в ряду

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, . . .,

представляют вообще большие трудности. Те заключения, которые можно сделать с
очень большой вероятностью на основании таблиц простых чисел, чаще всего остаются
без строгого доказательства. Например, таблицы простых чисел приводят к мысли, что,

1 Из этого предложения вытекает, что для натуральных л > 1 между л и 2л содер-
жится простое число (см. следствие 1 на стр. 153). Последнее утверждение иногда так-
же называют постулатом Бертрана. В такой ослабленной формулировке постулат Берт-
рана недавно был обнаружен Г. П. Матвиевской в одной из записных книжек Эйлера.
См. ее статью в 14-м выпуске «Историко-математических исследований»,

2 П. Л. Ч е б ы ш е в. Полное собрание сочинений, т. I, M.—Л., 1946, стр. 191—207.
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начиная от а > 3 , существует всегда простое число, большее чем а и меньшее 1а—2,
что составляет известный postulatum Бертрана, но до настоящего времени не было до-
казательства этого предложения для значений а, которые превышают пределы наших
таблиц. Трудность еще увеличивается, когда задаются более тесными пределами . . , ».

Найденное Чебышевым доказательство постулата Бертрана ценно и само по себе.
Однако еще в большей мере здесь должны быть ценимы приемы, выдвинутые Чебыше-
вым для решения труднейших вопросов, связанных с законом распределения простых
чисел. Новые методы Чебышева, использующие сравнительно элементарные средства,
произвели сильнейшее впечатление на математиков. Французский математик Серре, по-
местивший во втором томе своего курса «Высшей алгебры» мемуар Чебышева «О про-
стых числах», писал: «Я не считаю бесполезным представить здесь гениальный анализ
Чебышева, анализ, который покоится на совершенно новых соображениях», а выдаю-
щийся английский математик Сильвестр закончил мемуар 1881 г. словами: «Чтобы
выразиться с определенностью о существовании подобной возможности, надо, вероятно,
подождать, пока родится на свет некто, кто будет настолько превосходить Чебышева,
с точки зрения общих взглядов и проникновения, насколько сам Чебышев доказал,
что он выше по этим качествам обыкновенного уровня человеческого рода».

Доказательство Чебышева опирается на установленную им теорему, согласно ко-
торой для любого е>'/5 существует натуральное число п = яо(е) такое, что для каждого
я ^ я 0 между я и (1 + е)я (включая последнее значение) содержится по крайней мере
одно простое число.

Постулату Бертрана и теореме Чебышева посвящены многочисленные исследова-
ния. В 1929 г. И. Шур показал, что граница я 0 в теореме Чебышева может быть оп-
ределена, и для е = 1 Д нашел H O ( V 4 ) = 2 4 . Через три года результат Шура был улуч-
шен Р. Бройшем, который нашел (при помощи весьма сложного аналитического аппа-
рата), что Ло(1/е)=48. Наилучший результат по теореме Чебышева в настоящее время
принадлежит Г. Рорбаху и Ж- Вейсу, доказавшим элементарно, при помощи чебышев-
ских функций в(х) и \|з(х), что яо(4/1з) = 118, и даже несколько сильнее, что яо(0,073) =
= 119. См.: Н. R о h г b а с h, J. We is. Zum finiten Fall das Bertrandschen Postulats,
J. reine und angew. Math., т. 214/215, 1964, стр. 432—440. Библиография — 22 названия.

3 (стр. 29). Теорема Эйлера, согласно которой уравнение
4ху—х—(/ = z2 (1)

не имеет решений в натуральных числах х, у я г, впервые упоминается в письме Эйле-
ра к Гольдбаху от 9 сентября 1741 г. '. Эйлер, подтвердив здесь справедливость «очень
милой» («sehr artig») теоремы Гольдбаха о том, что (Зт+2)я 2 - |-3 ни при каких целых
т и п не может быть квадратом, замечает, что ему уже давно известны следующие
аналогичные теоремы, согласно которым числа 4 т я — т — 1 и числа 4тя—т—я ни при
каких целых положительных т и я не могут быть квадратами.

Эти две теоремы и другие, сходные с ними, были предметом довольно продолжи-
тельной дискуссии между Эйлером и Гольдбахом. Эйлер видел, что невозможность ра-
венства

4/пя—т— \=а2 • . (2)
или, что то же самое, равенства

(4я— \)т=аг+\ (3>
в натуральных числах т, я и а вытекает из теоремы Ферма: ни одно простое число ви-

да Ak—1 не может быть делителем суммы двух взаимно простых квадратов. Эйлер
нашел доказательство этой теоремы Ферма и сообщил его Гольдбаху в письме от 6 мар-
та 1742 г. (представление об этом доказательстве можно получить из примечания [5]).

1 Здесь и далее даты приводятся по новому стилю. См.: «Leonhard Euler und

Christian Qoldbach Briefwechsel 1729—1764», Hrsg. von A. P. Juskevic und.E. Winter,
Akademie—Verlag, Berlin, 1965.

138



Из теоремы Ферма вытекала также невозможность равенства (4т—1) (4л—1) =
= (2а) 2 +1, а следовательно, и невозможность равенства 4 т я — т — п = а2.

Однако и Эйлер, и Гольдбах считали, что обе теоремы могут быть доказаны при
помощи более простых средств, и настойчиво искали другие доказательства. Наиболь-
шую активность в этих поисках проявил Гольдбах. Хотя его рассуждения первоначаль-
но были громоздки и запутанны, а порой неубедительны и ошибочны, ему в конце кон-
цов удалось получить исключительно простое и красивое доказательство теоремы Эйле-
ра, по которой уравнение

Аху—х—\=гг (4)

не имеет решений в натуральных числах х, у, г. Воспроизведем здесь это доказательст-
во, внеся в него несущественные изменения.

Пусть уравнение (4) разрешимо в натуральных числах х, у и г и пусть а — наи-
меньшее натуральное значение г, удовлетворяющее уравнению (4), так что имеем равен-
ство (2), где т и л—-также натуральные числа. Прибавив к обеим частям равенства
(2) по —4та-\-4т2, получим:

4 т ( л — а + т ) — т— 1 = ( о — 2 т ) 2 . (5)

Теперь нетрудно показать, что
а<т. (6)

Действительно, предположим а = т нужно отбросить, так как в этом случае правая
часть равенства (2) делилась бы на т , а левая нет. Если же предположить, что а>т,
то будет л—а-\-т<п, и, значит, левая часть равенства (5) окажется меньше левой части
равенства (2). Таким образом, мы придем к неравенству ( а — 2 т ) 2 < а 2 , невозможному
ввиду определения числа а.

Покажем, что
4л— 1:>2а. (7)

Прибавив к обеим частям равенства (2) по —2а(4л— 1) + (4п—I)2, получим (4л—
— 1) (т—2а+4л—1) — 1 = [а—(4л—I)] 2 . Поэтому, учитывая определение числа а, имеем
неравенство а2<[а—(4гг—I)]2, из которого непосредственно вытекает (7).

Учитывая (2), (6) и (7), получаем а 2 + 1 = (4л—1) т > 2 а - а = 2а2, откуда а 2 < 1 ,
что невозможно. Теорема доказана.

Приведенное доказательство является поучительным примером чисто арифметиче-
ского рассуждения. Эйлер с восторгом встретил его. «Должен признаться, — писал он
в письме от 15 октября 1743 г., — что я не ожидал, что данную теорему можно дока-
зать столь легким и прекрасным путем. Я уверен, что большинство теорем Ферма мо-
жет быть доказа?ю подобным же путем, и поэтому я еще более обязан Вам за сооб-
щение этого прекрасного доказательства». В этом же письме Эйлер показал, что при-
ем Гольдбаха применим и для доказательства теоремы об уравнении (1).

Вот доказательство Эйлера.
Пусть уравнение (1) разрешимо в натуральных числах х, у и г и пусть а — наи-

меньшее натуральное значение г, удовлетворяющее этому уравнение, так что имеем ра-
венство

4тл—т—л = а2, (8)

где т и л — также натуральные числа.
Умножив обе части равенства (8) на 4, мы приведем его к виду

(4т—1)(4л—1) — 1 = 4 а 2 . (9)

Прибавив к обеим частям равенства (9) по —8а(4л—1)+4(4я—I) 2, получим:

[ 4 т — 1— 8а+4(4я— 1)](4я— 1) — 1 = 4 ( а — 4 л + 1 ) 2 . (10)
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Равенство (10) сходно с равенством (9), и поэтому оно доставляет новое решение
уравнения (1) с г = 2\а—4п+1|.

Учитывая определение числа а, имеем:

[Am— 1 — 8а+4(4л— 1)] (4я—1) > (4т—1) (4л —1),

откуда An— 1>2а.
Так как равенство (8) симметрично относительно т и п, то, поступая аналогичным

образом, найдем, что Am—1>2а.
Положим Am— 1 = 2 а + р и 4л—1=2а+</, где р и q— натуральные числа. Тогда

(Am— 1) (4л—1) = Aa2+2a(p+q)+pq,

откуда, приняв во внимание (9), получим 2a(p-\-q)-\-pq — 1, что, очевидно, невозможно
в натуральных числах а, р и q. Полученное противоречие доказывает теорему.

Интерес Эйлера к уравнению (1) не был случайным. Он был тесно связан с его
изысканиями о линейных делителях квадратичных форм, приведшими его к открытию
важнейшей теоремы теории чисел — квадратичному закону взаимности.

4 (стр. 33). Числовая последовательность (а„) называется периодической, если
существуют такие натуральные числа k и /, что при любом n^-k выполняется равенство
ап+1 = ап. Если / — наименьшее натуральное число, удовлетворяющее этому условию,
то говорят, что последовательность {ап} имеет /-членный период. Ее период называ-
ется чистым, если ему принадлежат все первые / членов последовательности. Таким
образом, чистый период получается только при /г=1.

5 (стр. 39). Примерно за 500 лет до н. э. китайцам уже был известен частный слу-
чай малой теоремы Ферма: если л — нечетное простое число, то л | 2 " - 4 — 1 , Тогда же ки-
тайцы ошибочно полагали, что справедлива теорема: если n\2n~i—l, то л не может быть
составным числом. Эти утверждения, по-видимому, были основаны только на эмпириче-
ской индукции. Об их китайском происхождении в Европе узнали лишь в самом конце
XIX в. См.: J. H. J e a n s . The converse of Fermat's theorem, Messenger Math 27
1898, стр. 174.

Ошибочная «теорема китайцев», разумеется, могла возникнуть и на европейской
почве. И действительно, изучая рукописное наследие Лейбница, публикация которого
началась во второй половине XIX в., Д. Манке заметил, что Лейбниц открыл эту
«теорему китайцев» и даже нашел для нее доказательство (ошибка в этом доказатель-
стве легко обнаруживается).

Ложность «теоремы китайцев» впервые была установлена в 1830 г., когда один
неизвестный автор в заметке, напечатанной в шестом томе журнала Крелле, показал,
что 2 3 4 0 — 1 = 0 (mod 341). Дальнейшие указания, относящиеся к этому интересному во-
просу, см. в статье: Е. Q r a s s i n i, I numen compositi m che verificano la congruenza
di Fermat am~i=\ (mod m), Periodico di Matematiche, сер. IV, т. 43, 1965, № 3,
стр. 183—208.

Автор этих строк придерживается мнения, что ошибочное утверждение Ферма о
простоте чисел / r

n = 2 2 " + l , где л = 0, 1, 2, . . . , возникло на основе эмпирической ин-
дукции. Ферма заметил, что числа F n = 3 , 5, 17, 257, 65537, которые получаются при
л = 0, 1, 2, 3, 4, являются простыми. Исследование дальнейших чисел Fn его затрудняло.
Начиная с 1640 г. Ферма упорно искал доказательство для своей ложной теоремы и
предлагал найти его своим корреспондентам. В 1659 г. Ферма в письме к Каркави уже
указывал, что теорема о простоте чисел Fп может быть доказана методом бесконечного
спуска.

Если исходить из убеждения, что Ферма умел доказывать свои арифметические
теоремы, то интересно было бы восстановить и его ошибочное доказательство ложной
теоремы, основанное на методе спуска. Однако остроумная реконструкция Банахевича
не использует метод спуска. По Банахевичу, Ферма должен был пользоваться «теоремой
китайцев», которую он мог принять в качестве постулата. Такое доказательство, по мне-
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нию Банахевича, могло в глазах Ферма повысить правдоподобность его утверждения о
числах Fn. См.: Т. B a n a c h i e w i c z . О zwiazku pomigdzy pewnem twierdzeniem mate-
matykow chinskich a forma Fermata na liczby pierwsze, Sprawozdania z posiedzen Towar.
Nauk. Warszawskiega, т. 2, № 1, 1909, стр. 7—10.

В научном наследии Ферма, дошедшем до нас, нет ни одного указания на «теоре-
му китайцев». Более того, легко показать, что Ферма этой теоремой не стал бы поль-
зоваться. Ферма интересовался числами вида 2"—1, где л = 1 , 2, . . . . В двух письмах
за 1640 г. он указывал, что если л есть составное число, то и 2" — 1 — составное, если
п — простое1, то 2"—2 делится на 2л и, наконец, что простые делители числа 2"—1
должны быть вида 2kn+l; так, например, 21 1—1=23-89, 223[237— 1 и 47[2 г з—1. Таким
образом, для Ферма была очевидна ложность утверждения: если л — простое, то и
2"—1 есть простое число. А ведь именно это утверждение является ближайшим след-
ствием «теоремы китайцев». Действительно, если л — простое число, то л |2 я —2 и, сле-
довательно,

2« — 1122"-2 _1 |22 я -1 —2,

откуда, по теореме китайцев, 2"—1 есть простое число.
Реконструкция Банахевича неубедительна. Нельзя согласиться и с его замечанием

о том, что «ошибочное утверждение китайских жрецов возродилось в Европе в изме-
ненной форме, в виде ошибочной теоремы Ферма». Суть дела не в форме: эти утвержде-
ния не эквивалентны (в том смысле, что из ложной теоремы Ферма непосредственно не
вытекает «теорема китайцев»).

Банахевич утверждает, что Ферма знал, что делители Fn следует искать только
среди чисел вида 6 - 2 " + 1 + 1 , где 6 — натуральное число, и поэтому Ферма мог исклю-
чить возможность делимости Fn на многие простые числа. Но и это неубедительно.
Нельзя приписывать Ферма то, что у него могло бы быть. Ферма знал, что ни одно про-
стое число вида 46—1 не может быгь делителем суммы двух взаимно простых квадратов
и, следовательно, простые делители Fn должны быть вида 4fe+l. Уточнение формы де-
лителей Fn было выполнено Эйлером.

Воспроизведем здесь рассуждение Эйлера в сокращенном виде2. Пусть р— про-
стое нечетное число, р \ а и р \ Ь. Тогда по малой теореме Ферма, p\ap~i—ft?"1 и, сле-
довательно, р \ аг )-1 + &р-1 = (а?-1—ft?-') +26?-». Поэтому, если р = 4А— 1, то
р f aih~2-\-bih~2= (аг-\-Ьг) (a 4 J l - 4 — . . .) и, значит, р •)• аг-\-Ьг. Доказав теорему Ферма,
Эйлер пошел дальше. Он замечает, что при взаимно простых а и Ь нечетные делители
суммы а 4+& 4 = ( а г ) 2 + (ft2)2 могут быть только вида 4&+1, т. е. либо вида 86+1, либо
вида 86—3. Если p = 8k—3 — простое число, то р \ a

%h~k+b%h-k= (а 4 ) 2 "- 1 +(& 4 ) 2 "-» и,
значит,/?1а4+Ь4. Таким образом, нечетные простые делители суммы двух взаимно простых
биквадратов могут быть только вида 86+1. Аналогично устанавливается, что нечетные
простые делители суммы а 8 + Ь 8 должны быть вида 166+1 и что вообще, если (а, Ь) = \,
то нечетные простые делители суммы а 2 " + Ь 2 " должны быть вида 2 " + 1 ' 6 + 1 .

Четверть века Ферма не расставался со своей любимой теоремой о простоте чи-
сел Fn. Эйлер, пытавшийся вначале доказать эту теорему, опроверг ее в 1732 г., показав,
что Fb есть число составное. Если бы Ферма знал, что делители F5 должны быть вида
646+1, то, проверив простые числа 193, 257, 449, 577, 641, он при пятой пробе обнару-
жил бы, что 6411F5.

Неудача Ферма с числами Fn, а также другие ошибочные утверждения его застав-
ляют думать, что Ферма не умел доказывать многие из теорем, полученных им путем
наблюдений.

6 (стр. 47). Некоторые сведения о псевдопростых числах приводятся в книге
В. Серпинского «Что мы знаем и чего не знаем о простых числах» (стр. 36—38).

1 Нужно: простое нечетное.
2 L. E u 1 е г. Opera omnia, серия 1, том 2, стр. 69—73.
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7 (стр. 52). Китайской теореме об остатках посвящен § 3 в книге В. Серпинского
«О решении уравнений в целых числах». Воспроизведем здесь формулировку этой тео-
ремы: если т — натуральное число ^ 2 , пу, пг, . . . , ат — попарно взаимно простые
натуральные числа и Гу, г2, . . . , гт — произвольные целые числа, то существуют целые
числа ху, Хг, . . . , хт, удовлетворяющие системе уравнений

агХ2+гг= . . . =атхт+гт.

Китайцы практически владели этой теоремой уже не позднее III в. Однако об этом
в Европе стало известно лишь в середине XIX в. Таким образом, наименование «китай-
ская теорема об остатках» могло появиться не ранее, чем во второй половине XIX в.
Арифметические задачи, решение которых основано на этой теореме, рассматривались в
разные времена в различных странах. См: L. E. D i с k s о п. History of the theory of
numbers, т. 2. Washington, 1920, стр. 57—64. Новые данные о таких задачах и методах
их решения в русских рукописях XVII в. недавно сообщил А. П. Юшкевич в статье «Об
одной задаче теории чисел в русских математических рукописях XVII в.» («Труды ин-
ститута истории естествознания и техники». М., 1957, стр. 300—311).

Китайской теореме об остатках Эйлер посвятил свой третий теоретико-числовой
мемуар: «Решение арифметической задачи о нахождении числа, которое при делении на
данные числа давало бы данные остатки» (на латинском языке; см. его «Opera omnia»,
сер. 1, т. 2, стр. 18—32). Решение задачи, указанной в названии мемуара, Эйлер сводит
к решению системы линейных уравнений, число которых на единицу меньше числа не-
известных. Гаусс решение этой задачи свел в своих «Арифметических исследованиях»
(§ 32—36) к решению системы сравнений первой степени. Но метод Гаусса, как под-
метил еще Эиестрем («Bibliotheca mathematical, сер. 3, т. 9, 1908—1909, стр. 339), по
существу совпадает с методом, разработанным Эйлером.

8 (стр. 82). Недавно был получен более общий результат. Доказано, что для лю-
бого натурального числа а существует арифметическая прогрессия Q, состоящая из бес-
конечного числа натуральных чисел, такая, что число kan-\-\ является нечетным и со-
ставным для каждого натурального числа п и любого числа k из прогрессии Q. См.:
R. В о w е п. The sequence kan-\-\ composite for all n, American Math. Monthly,
71, 1964, стр. 175—176.

9 (стр. 87). Теорию диофантовых уравнений иногда называют диофантовым ана-
лизом. В диофантовом анализе рассматриваются уравнения и системы уравнений (если
это алгебраические уравнения, то — с целыми коэффициентами), которые нужно решить
в числах определенного вида; например: в рациональных, целых, натуральных, тре-
угольных или простых числах. В задачах диофантова анализа число неизвестных обычно
превосходит число уравнений и поэтому последние называют неопределенными.

Во все времена, начиная с глубокой древности, неопределенные уравнения привле-
кали внимание математиков. Теперь известно, что уже около 1700 г. до н. э. вавилонские
математики умели решать так называемое пифагорово уравнение хг-\-уг = гг в рацио-
нальных числах, а значит, учитывая однородность уравнения, и в целых числах.

Большую часть всех исследований в теории чисел можно отнести к диофантову
анализу. Так, например, вопрос о представлении данного целого числа т бинарной квад-
ратичной формой ахг-\-Ьху-\-су2 сводится к изучению неопределенного уравнения
ахг-\-Ьху-\-суг = т и, значит, принадлежит диофантову анализу. К диофантову анализу
можно отнести многие вопросы теории разбиений и, в частности, знаменитый результат
И. М. Виноградова, согласно которому уравнение x-\-y-\-z = N, где N — достаточно боль-
шое положительное нечетное число, разрешимо в простых числах х, у, г.

Теория чисел, по мнению П. Л. Чебышева, «рассматривает числа только в отноше-
нии их способности удовлетворять неопределенным уравнениям того или другого ви-
да» 4. Именно поэтому Чебышев считал, что «теория чисел, иначе называемая траис-

1 П. Л. Ч е б ы ш е в. Полное собрание сочинений, т. I. M.—Л., 1946, стр. 15.
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цендентною арифметикою, есть наука о решении неопределенных уравнений в числах
целых» '.

Начало систематическому изучению неопределенных уравнений было положено
греческим математиком Диофантом, жившим, по-видимому, в III в. Диофант умел нахо-
дить решения неопределенных уравнений некоторых видов (до четвертой степени вклю-
чительно) в рациональных положительных числах. Приемы Диофанта, вообще говоря,
непригодны для отыскания целочисленных решений. Многие авторы подчеркивают су-
губо искусственный и частный характер приемов Диофанта н отмечают отсутствие общих
методов у него. Высказывается и противоположное мнение, которое можно выразить
словами И. Г. Башмаковой: «Книги Диофанта (речь идет о дошедших до нас шести
книгах «Арифметики» Диофанта. — И. М.) —не простой сборник задач, но систематиче-
ское изложение глубоко продуманных теоретических исследований» 2...

«Арифметика» Диофанта имела огромное значение для развития теории чисел. Ее
влияние стало особенно ощутимым в XVII в,, после появления латинского перевода
(с греческим текстом), прокомментированного и опубликованного Баше де Мезириаком,
в Париже в 1621 г.3. На полях экземпляра этого перевода Ферма оставил нам свои
знаменитые примечания. По-видимому, к этому периоду следует отнести появление на-
звания «Диофантов, или неопределенный, анализ» и постановку требования решения
неопределенных уравнений в целых числах в качестве наиболее типичной задачи диофан-
това анализа 4.

После Диофанта наибольший вклад в теорию неопределенных уравнений внес
Ферма. Ферма поставил ряд важнейших задач диофантова анализа и разработал неко-
торые методы его. Наследие Ферма (в известной своей части интригующее) служило
отправным пунктом для исследований Эйлера, ЛагранЖа, Лежандра, Гаусса, Коши,
Куммера и многих других математиков. Оно способствовало возникновению и развитию
теории алгебраических чисел — одной из наиболее важных ветвей современной теории
чисел. В свою очередь алгебраические числа способствовали расширению круга задач и
средств диофантова анализа. В частности, возникла задача решения неопределенных
уравнений в целых алгебраических числах того или иного числового поля.

Ни в одном из разделов математики так остро не ощущается недостаточность ме-
тодов, как в диофантовом анализе. В наилучшем положении здесь оказалась проблема
решения в целых числах целочисленных алгебраических уравнений с двумя неизвест-
ными. Теория уравнения первой степени ах-\-Ьу = с была завершена в начале XVII в.
Баше де Мезириаком. Полная теория уравнения второй степени ахг-\-Ьху-\-суг-\-йх-\-еу-\-
-\-f = 0 была создана общими усилиями Ферма, Броункера, Валлиса, Эйлера и Лагран-
жа и к началу XIX в. была подытожена Гауссом. В XX в. несколько выдающихся резуль-
татов было получено советскими математиками. Так, Б. Н. Делоне дал полное решение
неопределенного уравнения ах3-\-у3= 1, где а — натуральное число, не являющееся ку-
бом, в целых числах х, у. Он же разработал метод решения в целых числах обширного
класса уравнений вида ах3-\-Ьхгу-\-сху'г-\-(1у3 = а. В. А. Тартаковский дал метод решения
всех уравнений вида хгп—р</27> = 1, исключая уравнение xk—15</4=1. Д. К- Фаддеев дал
метод решения одного класса уравнений четвертой степени, к которому принадлежит и
уравнение xk—15(/4 = 1. Норвежский математик А. Туэ еще в начале XX в. получил сле-

1 П. Л. Ч е б ы ш е в . Полное собрание сочинений, т. I- M.—Л., 1946, стр. 15.
2 И. Г. Б а ш м а к о в а. Об античной математике первых веков нашей эры..

Историко-математические исслед., вып. XIV. М., 1961, стр. 480.
3 Латинский перевод Баше был вторым. Первый латинский перевод «Арифмети-

ки» Диофанта был напечатан в 1575 г. Он был выполнен проф. греческого языка в Гей-
дельберге В. Гольцманом (Ксиландером). Первые арабские переводы Диофанта были
сделаны в Багдаде Костой ибн Лукой (ум. в 912 г.) и затем Абу-л-Вафой (940—998).

4 Еще ранее отдельные уравнения решались в целых числах древнегреческими
математиками, в III в. — китайцами, в V, VII и XII вв. — индийцами, в IX—XI вв. — ара-
бами и в XIII в. — в Европе Леонардо Пизанским.
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дующую общую теорему: если f (г) =aoz
n+aiz

n-i+ . . . + а „ —неприводимый над по-
лем рациональных чисел многочлен с целыми коэффициентами степени п ^ З , то при лю-
бом целом Ъ уравнение

не может иметь бесконечного множества решений в целых числах. Доказательство этой
важной теоремы впервые было получено при помощи теории приближения алгебраиче-
ских чисел рациональными. Эта теория возникла и развивалась в работах Лиувилля,
А. Туэ, К- Зигеля, Д. Д. Мордухая-Болтовского, Р. О. Кузьмина, А. О. Гельфонда,
Д. Дайсона, К. Рота, А. Бейкера и др. Большие трудности возникают перед исследова-
телями при изучении алгебраических уравнений с тремя и более неизвестными, хотя и
здесь за последние десятилетия советские и зарубежные математики (Д. К- Фаддеев,
Т. Нагель и др.) получили ряд ценных результатов.

В заключение этого краткого обзора коснусь вопроса о знаменитой десятой проб-
леме Гильберта, в которой ставится вопрос о нахождении алгоритма, позволяющего для
каждого диофантова уравнения выяснить, имеет ли оно целочисленное решение. В по-
следнее время все чаще высказывается предположение, что такого алгоритма не сущест-
вует; отрицательные решения ряда близких алгоритмических проблем получены недавно
американскими математиками М. Дэвисом, X. Патнэмом и Дж. Робинсон.

10 (стр. 93). Доказательство Морделла не является элементарным. Оно исполь-
зует средства алгебраической теории чисел и примыкает к классическим исследованиям
Морделла по уравнениям вида

ey2 = ax3+bxz+cx+d, (1)

где а, Ь, с, d и е — целые числа.
Преобразовав уравнение

у(у+\)=х(х+1)(х+2) (2)

к виду
2u* = v3—4v+2 (3)

(для этого достаточно умножить обе части уравнения (2) на 8 и положить и = 2у-\-\,
v = 2x-\-2), Морделл привел задачу к исследованию уравнения (3) в кубическом поле
R(@), где в —корень уравнения 0 3 — 4 0 + 2 = 0. В поле R(Q) уравнение (3) можно пред-
ставить в следующем виде:

2u2=(v—e)(v2+@v+@2—4). (4)

Далее Морделл работает с уравнением (4), опираясь на следующие арифметические
свойства поля R(@): 1) целыми числами этого поля являются числа а + 6 0 + с 0 2 , где а,
Ъ, с — целые рациональные числа; 2) единицами, т. е. делителями числа 1, являются чис-
ла ± е ! т ] т , где е = Э—1, т] = 2Э— 1, а / и т пробегают вес целые значения; 3) в поле
R(G) имеет место теорема о единственности разложения на простые множители. Мор-
делл установил, что уравнение (3) имеет решения в целых числах, получаемые только
при и = 0, + 2 , 4, 12. Тем самым он доказал, что уравнение (2) имеет в натуральных
числах только два решения: х=1, у = 2 и х = 5, (/=14, т. е. что числа 6 = 2-3 = 1-2-3
и 210=14-15 = 5-6-7 — единственные натуральные числа, являющиеся одновременно
произведениями и двух и трех последовательных целых чисел. См.: L. J. Mordell, On
the integer solutions of y(y+l)=x(x+\)(x+2). Pacific Journal of Mathematics,
т. 13, № 4, 1963, стр. 1347—1351.

Отметим попутно еще один интересный результат, полученный Г. Н. Ватсоном.

Последний доказал, что уравнение . Х — Х = </2 имеет лишь два решения
6
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в натуральных числах, получаемых при х = 1 и х = 24, т. е. что существует только два
пирамидальных числа, являющихся квадратами натуральных чисел.

В 1922 г. Морделл доказал, что если правая часть уравнения (1) не имеет квад-
ратичного множителя относительно х, то уравнение (1) имеет лишь конечное число ре-
шений в целых числах хну. Разыскание этих решений, вообще говоря, очень трудная
задача. Исследования в этом направлении привели Морделла к важному результату о
конечном базисе для рациональных точек на кривой третьего порядка. По теореме, но-
сящей имя Морделла, все рациональные точки на кривой третьего порядка могут
быть получены из конечного числа их посредством проведения касательных и секущих.
Эта теорема играет основную роль в теории диофантовых уравнений третьей степени
с двумя неизвестными, с которой читатель может познакомиться по прекрасной книге
Б. Н. Делоне и Д. К. Фаддеева «Теория иррациональностей третьей степени», М., Изд-
во АН СССР, 1940.

11 (стр. 109). Условие 0 < ш < ; — 1 не является необходимым для того, чтобы
6

имело место разложение вида
1 1 1

w = 7~ + 7~+ ' '' " +Т ' (1)

где w — рациональное число, xt ( i '= l , 2, . . . , л) —различные натуральные числа, а л
определяется по числу w.

Опираясь на утверждение Эрдёша, Серпинский доказал, следующую теорему Шин-
целя: для того чтобы рациональное число w давало разложение вида (1), необходимо

и достаточно, чтобы выполнялось одно из условий: либо 0 < ш < _ ! _ я 2 — 1 , либо 1^<в<;
6

< - ^ - л 2 . См.: W. S i e r p i n s k i . Uwagi do pewnego zagadnienia P. Erdosa, Roczn.
6

Polsk. towarz. mat., сер. 2, т. 7, № 2, 1964, стр. 221—228. Теорема Шинцеля является
следствием некоторых общих результатов, полученных Грахамом. См.: 1) R. L. G r a -
h a m . On finite sums of unit fractions, Proc. London Math. Soc,, сер. 3, т, 14, № 54,
1964, стр. 193—207; 2) R. L. G r a h a m . On finite sums of reciprocals of distinct л-th
powers, Pacif., J. Math., т. 14, № 1, 1964, стр. 85—92.

12 (стр. ПО). Во второй статье Грахама, упомянутой в примечании [11], приво-

дится это же разложение числа ——. Там же приводятся разложения для и —— :
^ 3 37

—=2-2+4-2+10-2+12-2+20-2+30-2+60-2,

о/

13 (стр. 114). Здесь автор мимоходом коснулся одной из интереснейших проблем
диофантова анализа. Эйлер1 сформулировал ряд утверждений, которые обобщаются
следующей гипотезой: каковы бы ни были натуральные числа k и л, удовлетворяющие
условию 2s£6<n, уравнение х" + х" + . - • + х1=х1+\ н е и м е е т решений в натураль-
ных числах. Отсюда при 6 = 3 и л = 4 получаем утверждение о неразрешимости урав-
нения х + хг + х^ = х^ в натуральных числах. При k = 2 гипотеза Эйлера совпа-
дает с «великой теоремой Ферма». Уже последнее замечание показывает, как трудна
эта проблема. Если гипотеза Эйлера верна и доказуема, то естественно ожидать, что
вначале появятся доказательства ее частных случаев.

1 L. E u I e r. Opera omnia, сер. I, т. 4, стр. 331.

Ю Заказ J7S5 J45



В 1914 г. А. Веребрюсов ' предложил доказательство утверждения Эйлера о не-
разрешимости уравнения х -\- хп-\- х = х в натуральных числах. Указание на эту
работу Веребрюсова имеется в книге Л. Диксона 2. Но Диксон не заметил, что дока-
зательство Веребрюсова ошибочно. Последнее было отмечено лишь в 1935 г. В.Пад-
хи 3. Подробный разбор ошибки Веребрюсова дал Э. Белл 4. Правильность рассматри-
ваемого частного утверждения Эйлера была подтверждена М. Уордом 5 до ли < 10 000 s.

14 (стр. 122). Недавно было доказано, что в последовательности Фибоначчи
только члены «ь иг и u i 2 являются квадратами. См.: О. W у 1 е г. Squares in the Fibo-
nacci series, American Math. Monthly, 71, 1964, стр. 220—222.

15 (стр. 135). Предложенное здесь решение, очевидно, может найти лишь тот чи-
татель, который хорошо осведомлен об уравнении

2 # 4 - l = z 2 . (1)

Это уравнение имеет интересную историю. Эйлер в письме к Гольдбаху от 2 сен-
тября 1747 г. указал, что уравнение (1) имеет в рациональных числах у, г решения,

, ,„ 1525 2165017 _которые получаются при у=\, 13, , : — . При этом он заявил, что не в

состоянии найти другие решения в натуральных числах, кроме двух: # = z = l и # = 1 3 ,
2 = 239. Позднее Эйлер предложил способ, позволяющий получать бесконечное множе-
ство решений в рациональных числах уравнения (1), но не доказал, что его способ да-
ег все такие решения7. Уравнением (1) занимался также Лагранж. Ему принадлежит
рекуррентная формула, при помощи которой могут быть найдены все решения этого
уравнения в рациональных числах8. Уравнение (1) привлекало внимание и других ис-
следователей. Известны попытки решения вопроса о числе решений уравнения (1) в
натуральных числах, предпринимавшиеся до Люнггрена. Однако лишь последнему
удалось доказать, что это уравнение имеет только два решения в натуральных чис-
лах—решения, которые нашел Эйлер9. Уравнение (1) играет важную роль во мно-
гих теоретико-числовых исследованиях 10.

Понятно, что уравнений, подобных уравнению (1), можно придумать сколько
угодно. Стоит ли ими заниматься? Ответ на этот вопрос мы находим у П. Л. Чебыше-
вя: «Всякое уравнение, заключающее несколько переменных, подлежит исследованию
теории чисел. Но не все они одинаково доступны исследованию и не все они имеют
одинаковую важность по приложениям своим. Теория чисел до сих пор ограничивает-
ся только рассмотрением уравнений, наиболее простых и в то же время имеющих наи-
более важные приложения» и .

1 А. В е р е б р ю с о в . L'Intermed, des Math., 21, 1914, стр. 161.
2 L. E. D i с k s о п. History of the theory of numbers, т. 2 1920, стр. 648.
3 W. P a d h y The mathematics student, т. 3, № 2, 1935, стр. 100, 101.
4 E. B e l l . The mathematics student, т. 4, № 1, 1936, стр. 78.
5 M. W a r d . Proc. Nat. Acad. So, 31, 1945, стр. 125; Duke Math. J., 15, 1948,

стр. 827—837.
6 По словам Д. X. Лемера (из письма к А. Шинцелю от 13 июля 1966 г.), Леон

Ландер (США) 27 июня 1966 г. установил соотношение 2 7 5 + 8 4 5 + l l O 5 + 1 3 3 5 = 1445,
опровергающее гипотезу Эйлера для случая k = 4, n = 5. (Примечание при корректуре.)

7 См.: L. E u l e r . Opera omnia, сер. 1, т. 5, стр. 82—93.
8 Эта формула приведена в книге: В. С е р п и н с к и й . О решении уравнений в

целых числах. М., Физматгиз, 1961, стр. 80.
9 См.: W. L j u n g g r e n . Zur Theorie der Qleichung x2+l =Dyi, Avh. Norske Vid

Akad. Oslo (Mat.-hat. klasse), 1, 1942, № 5, стр. 1—27.
1 0 См.-., например: V. T a r t a k o w s k i j . Auflosung der Qleichung xk—p#4=l.

«Известия АН СССР», сер. VI, т. 20, 1926, стр. 301—324.
1 1 П. Л. Ч е б ы ш е в. Полное собрание сочинений, т. I. M.—Л., 1946, стр. 15.



ПРИЛОЖЕНИЕ

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О

ПОСТУЛАТА БЕРТРАНА (ТЕОРЕМЫ ЧЕБЫШЕВА)1

В. С ер пи н е к и й

Если дано вещественное число х, то символом [х] мы обозначаем 2 наибольшее

целое число <:*. Поэтому, R частности. Г— = 0 , — — = — 1. [У2] = 1, [ я ] = 3 . Из оп-
L 4 J L 4 J

ределения следует, что для каждого вещественного числа х будет х—1 < [х] ^ х . Ра-
венство [ x ] = x имеет место тогда и только тогда, когда х есть целое число. Если
k — целое число, то для любого вещественного х имеем [х+6] = [х]+6. Для любых
вещественных чисел х и у, очевидно, имеем [х]-\- [у\ ^ [*+#]• Например,

Т е о р е м а 1. Если п—натуральное число, то о разложении числа п\ на простые
сомножители простое число р входит с показателем степени а, где

К.- . . (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п и k — два данных натуральных числах и р — про.
стое число :£я. Числа последовательности 1, 2 п, делящиеся на р \ должны быть

п
вида lph, где /— натуральное число, удовлетворяющее условию lph^n, так что /sSrje" ,

Число значений / равно —-1 . С другой стороны, ясно, что показатель степени а, с

которым простое число р войдет в разложение п\ на простые сомножители, является
суммой чисел, равных числу членов последовательности 1, 2 п, делящихся на р,
числу членов, делящихся на р2, числу членов, делящихся на р3, и т. д. Отсюда и полу-
чается формула (1).

1 Перевод извлечения из книги: W. S i e r p i n s k i . Elementary theory of num-
bers. Warszawa, 1964, стр. 131 — 139. В переводе принята своя нумерация формул и
теорем. — Прим. перев.

% Символ [х] читается: «Целая часть от xt>. — Прим. перев.
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В качестве простого приложения теоремы 1 рассмотрим вопрос о числе нулей,
которыми оканчивается число 100!.

Согласно формуле показатель, с которым число 2 входит в разложение числа 100!
на простые сомножители, (1) есть

L i ^ + i ^ + L L ^ + . . . = 5 0 + 2 5 + 1 2 + 6 + 3 + 1 = 97.

Показатель же числа 5 есть

Г1001 + Г100 = 2 0 + 4 = 24.
L 5 J L 5-

Отсюда следует, что запись числа 100! в десятичной системе счисления имеет на конце
24 нуля.

Л е м м а 1. Для натуральных п~>\ имеем:

' 2 " V ^ 4 " (2)
п j 2) п

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство (2) имеет место для л = 2, так как
4 \ 42

„ j = 6 > — y - = . Предположим, что неравенство (2) справедливо для натурального

числа л. Тогда имеем:

_ 2 2 и + Н 2 л \ 2(2п+1)4" _ 2(2л+1)4" ^ 4"4"1

потому что ( 2 л + 1 ) 2 > 4 л ( л + 1 ) , откуда 2л+1 >) '4л(л+1) . Таким образом, доказа-
тельство справедливости неравенства (2) для натуральных л > 1 получается при по-
мощи индукции.

Л е м м а 2. Произведение Рп всех простых чисел ^ л (где л — натуральное чис-
ло) меньше, чем 4".

Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемма, очевидно, верна для л = 1 и л = 2. Пусть п —
натуральное число > 2 . Предположим, что лемма справедлива для натуральных чи-
сел < л . Если л — четное число, то Pn — Pn-i и, значит, лемма справедлива для чис-
ла п. Если л = 26+1, где k — натуральное число, то каждое простое число р, такое,
что 6+2:йГр:£:26+1, является делителем числа

k ) = Т

Принимая во внимание, что

имеем:

гл<*
1 О символе ) см. примечание на стр. 42 — Прим. перев.
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Произведение всех (различных) простых чисел, таких, что k-\-2^p^2k-\-\f есть,
делитель числа (3). Следовательно, оно меньше, чем 4*. По предположению о справед-
ливости леммы для натуральных чисел, меньших л, произведение простых чисел г£6+1
должно быть меньше чем 4 f t + i . Поэтому P n = / ) 2ft+i<4' '-4 ' i + 1 =4 2 ' i + i = 4", откуда
Р п < 4 " . Таким образом, при помощи индукции устанавливается справедливость леммы
для каждого натурального числа л.

Л е м м а 3. Если р — простой делитель числа! п I, причем р^1'2л, то р вхо-

дит в разложение числа j ) на простые сомножители с показателем степени 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 1 показатель, с которым простое число

р входит в разложение числа (2п)\ на простые сомножители, есть — 1+ — | + [—;1 -г
L ; ; J Lp-J lp3\

+ . . ., а показатель, с которым оно входит в разложение числа л!, есть — + — i +
i P J Рг\

+ [ £ ] + • • • •
Так как

| 2л \ _ _[2п)\

то показатель, с которым простое число р входит в разложение числа j на про-

стые сомножители, есть

V ' 2л

Если р^]<2л, то p = i2n только в случае п = 2. Поэтому для л=^=2 мы имеем р>1'2л,

откуда а = • — — 2\JL < 2 . Следовательно. а < 2 или так как а — целое число, а ^ 1 .
L р J L р J

Таким образом, лемма доказана для натуральных пф2, а для л = 2 ее справедливость
/ 4 \устанавливается непосредственно, так как I I = 2 - 3 .

Л е м м а 4. Каждый делитель числа| ] , имеющий вид р г, где р—простое

число, а г — натуральное, не превосходит 2л. Имеем:
; " ) < ( 2 л Г < 2 " > \

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если рт\\ , то простое число р входит в разложение

V п !
(2п\

числа I на простые сомножители с показателем степени

-М-2л 1 л
-р1Г | - ^ | -^ | | > г.

1 Символ п(х) означает число всех простых чисел ^ х . — Прим. перев.
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Е с л и б ы было рт>2п, то д л я k^zr м ы имели бы | -^- — 2 | — ^ - ] = 0 и , с л е д о в а т е л ь н о ,

hу
Но так как для всех вещественных х справедливо неравенство [2х]—2[х]^1, то пос-
леднее равенство дает asgr— 1, вопреки тому, что а^г. Таким образом, рг^2п. Для

доказательства второй части леммы заметим, что в разложение числа на про-
V п '

стые сомножители могут входить только простые числа < 2 л . Отсюда ] < (2п)т^ '.
л

Лемма доказана

Л е м м а 5. Если п—натуральное число > 2 , то ни одно простое число р, удов-

летворяющее условию л < р < л , не может быть делителем числа ( | .
о V л /

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если -Z— л < р < л, то J} < 3 и iL> 1. Следовательно,
3 р Р

1-2̂ .1 < 2, fJLl > 1, что дает Г^.1 — 2 [ Л ] = О1. Для А; > 1 мы имеем
L /? | У р 1 У р 1 У р J
р* > _1-л2 и, следовательно, —% < _ < 1 для л > 4. ПОЭТОМУ Г—1 — 2 [ Д - =

9 р к 2п " [ Р" i У р"i
= 0, для k > 1 и л > 4. Следовательно, для л > 4 число /? входит в разложение
( 1 на простые сомножители с показателем 0, т. е. число ( I не делится
V л / V л /

на р. Таким образом, для л > 4 лемма справедлива. Для случаев л = 3 и л = 4
справедливость леммы устанавливается проверкой. В обоих случаях простое чис-

ло р, удовлетворяющее условию _г_л < р < л, должно быть равно 3. Число же 3
О

( с \ / о \

I = 20, ни числа ( 1 = 70.
Лемма доказана.

Л е м м а 6. Простое число р, удовлетворяющее условию л < р < 2 л , входит в раз-
ложение числа \ на простые сомножители с показателем степени, равным 1.

V л /
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для л < р < 2 я имеем 1 < — < 2, — < 1. Поэтому

Р Р
[—1 = 1, [ J L 1 = 0. Для k > 2 имеем — < — < _ . Следовательно, для л>1
Ур] У р \ р* р* п
—%• С 1, так что \—^\ = 0, а значит, и подавно -Д-1 = 0 . Таким образом, пока-

рк Урк\ Урк\
затель а, с которым р входит в разложение числа ( ] на простые сомиожи-

\ п I

= 0 , так что \^-\ —
1 Это следует из того, что [ — ] — 2 [ — ] < 2 —2-1 =

— 2[ 1 < 0, а с другой стороны, для каждого вещественного х справедливо нера-
L Р J

венство [2х] —2[х] > 0. — Прим. пер ев.
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тели, равен 1. Случай п = 1 не нуждается в доказательстве, так как нет простых
чисел р, удовлетворяющих условию п < р < 2п. Лемма доказана.

Л е м м а 7. Для натуральных чисел п ^ 1 4 имеет место неравенство

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как легко подсчитать, я(14) = 6 = — —-1. Следовательно,,

лемма 7 справедлива для п—14. Предположим, что п—•натуральное число ^ 1 5 .

В последовательности 1, 2, . . . , п четные числа 4, 6, 8, . . . , 2 | 1 являются состав-

ными. Их число равно — 1 . Кроме того, в последовательность 1, 2, . . . , п при

входят нечетные числа 1,9, 15, также не являющиеся простыми. Поэтому

1 + 3 гп [—\ 2 < т
(так как —I > — — 1). Таким образом, я(п) < — — 1 для п^Из, и

ыа полностью доказана.
Л е м м а 8. Пусть Rn обозначает произведение всех простых чисел р таких, что-

2л, и пусть Rn — 1 в случае, когда таких простых чисел нет. Тогда

п

4Х

тем самым лем--

2 Уп (2и)

для всех натуральных 98

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения Rn непосредственно вытекает, что Rn \{ )•
\ п I

Следовательно^ \-QnRn, где Qn—натуральное число. Отсюда на основании

леммы (6) мы заключаем, что ни одно простое число р, удовлетворяющее условию-
п<Ср^2п, не входит в разложение числа Qn на простые сомножители. Таким обра-
зом, простые р, которые содержатся в этом разложении, должны быть ^ п . Но тогда

2
по лемме 5 они же должны быть ^ ' . — п . Итак, произведение всех различных простых.

о
2

чисел р таких, что р\ Qn, не превосходит произведение всех простых чисел ^ — п и, сле-
Г2лТ 2п

довательно, по лемме 2 будет < 4 ' - 3 - ' < 4 3 .На основании леммы 3 и соотношения:

\Qn\ I заключаем, что показатель простого р в разложении числа Qn на простые-

сомножители может быть > 1 только в случае, когда p<J\j2n. Число же таких простых
чисел по лемме 7 (получающееся при замене в ней п на [У2л], что возможно, так как*

ввиду условия п ^ 9 8 имеем У2п^14, откуда [У2п]^14) меньше чем -—? .
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По лемме 4 произведение степеней таких простых чисел, входящих в разложение

»числа I ) на простые сомножители, а значит, и подавно произведение степеней таких

•простых чисел, входящих в разложение Qn на простые сомножители, будет меньше
VJn 2п_ VJk

чем (2л) 2 . Отсюда следует, что Q n < 4 3 (2л) 2 . Но так как ( п 1 = QnRn и по лем-
\ л I

4п

ме 1 QnRn> г—, то легко получаем формулу (4). Лемма доказана.

Л е м м а 9. Для натуральных чисел 6 ^ 8 имеем 2h> 18(6+1).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 28 = 256>18-9. Если же 2 й > 1 8 ( 6 + 1 ) , то 2й+1 =

= 2 й + 2 ' 1 > 1 8 6 + 1 8 + 1 8 6 + 1 8 > 186 + 3 6 = 18(6 + 2). Таким образом, доказательство лем-
мы получается при помощи индукции.

Л е м м а 10. Для вещественных чисел л:^8 имеем 2х>\8х.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для вещественных чисел л : ^ 8 имеем [х]^8. Следова-

тельно, по лемме 9 2 I ^ 2 [ j r ] > 18([л:] + 1) >\8х, откуда2 1> 18л:, ч. и т. д.
Л е м м а 11. ДЛЯ натуральных чисел 6 ^ 6 имеем 2 й > 6 ( 6 + 1 ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Принимая во внимание лемму 9, достаточно доказать

лемму 11 для 6 = 6 и 6 = 7 . Но 26 = 64>6-7 и 27 = 128>6-8.
Л е м м а 12. Для вещественных чисел х^6 имеем 2 1>6л:.
Доказательство аналогично доказательству леммы 10.
Л е м м а . 13. Если л — натуральное число ^648, то Rn>2n.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Принимая во внимание лемму 8, достаточно доказать, что

— / ~ г—

•если л^:648, то 4 >4л)'л(2л) . Замечаем, что если п^;648, то -g— > 6 и по лем-

ме 12 имеем неравенство 2 >}'2п, откуда, возвысив обе его части в степень с по-
JL г—

указателем }'2п, получим 2 > (2пу . Но так как п ^ 6 4 8 и, значит,-^- > 8 , то по
У

2и п

лемме 10 имеем 2 >4п, откуда 2 >4пУ4п>4п"/п. Таким образом, для п^648
п п п

имеем 2 > (2л) ' п/'2 и 2 >4п.уп, откуда 4 >4n"/n(2n) ' п/2. Лемма доказана.

Л е м м а 14. Если п^648, то между п и 2л содержится по крайней мере два раз-
личных простых числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения числа Rn следует, что если бы между п
и 2л содержалось бы самое большее одно простое число, то мы имели бы Rn^2n, что
для л^;648 невозможно, так как противоречит лемме 13.

Т е о р е м а 2. Если л — натуральное число > 5 , то между л и 2л содержится по
крайней мере два различных простых числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для л = 6 теорема, очевидно, верна, так как между чис-
лами 6 и 12 лежат простые числа 7 и 11. Таким образом, принимая во внимание лем-
му 14, достаточно доказать, что теорема справедлива для каждого натурального чис-
ла п, такого, что 7 ^ л < 6 4 8 . Чтобы это показать, нет необходимости проверять теоре-
му непосредственно для каждого из натуральных чисел 7, 8, . . . , а = 647.
Достаточно составить возрастающую последовательность простых чисел qa, qt, . . . ,
qm, таких, что о̂ = 7, qh<2qh-i для 6 = 2, 3, . . . , m и qm-i>a. Действительно, пусть
Ti означает какое-нибудь натуральное число, такое, что 7 < л ^ а . Первый член после-
довательности q0, qi, . . . , qm не превосходит л, последний же член >а^п и, следо-
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вательно, >п. Таким образом, существует наибольший индекс k, меньший т—1, такой,,
что qh^n. Итак, имеем k-\-2<^m, n<Cqk+i. Принимая же во внимание соотношение-
qk+2.<2qk^2n, устанавливаем, что между п и 2п содержится по крайней мере два
простых числа: qk+i и qk+z-

При помощи таблицы простых чисел нетрудно проверить, что последовательность,,
определенная выше, есть последовательность 7, 11, 13, 19, 23, 37, 43, 73, 83, 139, 163,-
277, 317, 547, 631, 653, 1259.

Покажем, что из доказанной теоремы 2 непосредственно вытекает
Т е о р е м а 3 (Чебышева). Если л — натуральное число > 3 , то между л и 2л—2:

содержится по крайней мере одно простое число.
Для л = 4 и л = 5 теорема верна, так как между 4 и 6 содержится простое чис-

ло 5, а между 5 и 8 — простое число 7. Если л > 5 , то согласно теореме 2 между л
и 2л содержится по крайней мере два простых числа. Если наибольшее из них q — 2n—1,
то другое должно быть <2л—2, так как 2л—2 для л > 5 есть составное число. Таким:
образом, л < р < 2 л — 2 . Если же q<2n—1, то, так как p<q, мы опять имеем л < р <
<2л—2.

Теорема 3 была сформулирована Ж. Бертраном в 1845 г. и впервые была доказа-
на П. Л. Чебыкевым в 1850 г. Доказательство, изложенное выше, представляет собой
модификацию доказательства П. Эрдёша [1] *, принадлежащую Л. Кальмару.

С л е д с т в и е 1. Если л — натуральное число > 1 , то между л и 2л содержится-
по крайней мере одно простое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 3 это следствие справедливо для натуральных,-
чисел > 3 . Для натуральных же л = 2 и л = 3 следствие также справедливо, так как.,
между числами 2 и 4 содержится простое число 3, а между числами 3 и 6 содержится
простое число 5.

В 1892 г. Дж. Дж. Сильвестр [2] доказал следующее обобщение следствия 1:
Если n>k, то в последовательности п, л + 1 , л + 2 n+k— 1 существует по-

крайней мере одно число, имеющее простой делитель >k. Отсюда следствие 1 полу-
чается при л = 6 + 1 . Это обобщение доказал также И. Шур [3] в 1929 г. Короткое w
более элементарное доказательство дал П. Эрдёш [4] в 1934 г. (ср. Эрдёш [5]).

С л е д с т в и е 2. Для натуральных чисел k> 1 имеем pj, < 2 f t 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем рг = 3 < 2 2 . Если для натурального числа k спра-

ведливо неравенство pj,<2 f t, то по следствию 1 существует по крайней мере одно про-
стое число, содержащееся между 2й и 2h+1, которое, очевидно, больше чем р&. Таким'
образом, будет справедливо и неравенство Ph+i<2h+1, и доказательство следствия по-
лучается индукцией по k.

С л е д с т в и е 3. Если л > 1 , то в разложении числа л! на простые сомножители
имеется по крайней мере один простой сомножитель с показателем степени 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для л = 2 следствие, очевидно, справедливо. Если л =
— 2k>\, где k — натуральное число, > 1 , то, на основании следствия 1, существует-
простое число р, такое, что k<p<2k, откуда р < л < 2 р и, следовательно, р являетсяг
делителем только одного из сомножителей произведения 1-2- . . . -л. С другой сто-
роны, если л = 26+1, где k — натуральное число, то существует простое число р, та-
кое, что k<ip^.2k<in, откуда 2k<2p и, следовательно, 26+1 < 2 р , так что, как и в̂
первом случае, имеем р < л < 2 р и, значит, снова убеждаемся в справедливости леммы

Из следствия 3 непосредственно вытекает
С л е д с т в и е 4. Для натуральных чисел л > 1 число л! не является степенью на-

турального числа с натуральным показателем > 1 .
Выведем теперь из теоремы 2 следующее утверждение.
Т е о р е м а 4. Для натуральных чисел k>3 имеем pj,+ 2<2pj,.

1 Здесь и далее в квадратных скобках указывается номер работы в списке ли-
тературы в конце статьи. — Прим. перев.

2 Символом ps обозначают k-e по порядку простое число. — Прим. перев.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть k — натуральное число > 3 . Тогда рь>рз = 5.
Согласно теореме 2 между рк и 2рк содержится по крайней мере два различных простых
•числа, а так как двумя наименьшими простыми числами, превосходящими Рк, являются
числа pk+i и РЙ+2, то должно быть Рк+г<2рк, ч. и т. д.

Заметим, что, наоборот, из теоремы 4 можно непосредственно вывести теорему 2.
.Действительно, предположим, что теорема 4 верна и пусть п означает любое натураль-
«ое число > 6 . Итак, п~^1 и, значит, pi — 7-^n. Пусть рк— наибольшее простое число,
не превосходяшее п; очевидно, 6 > 3 и ph+1>n. По теореме 4 имеем pj,+2<2pj,^2n.
Таким образом, между п и 2л содержится по крайней мере два простых числа: ph+i и

.fih+2.. Следовательно, остается проверить справедливость теоремы 2 только для л = 6.
Итак, мы доказали, что теоремы 2 и 4 эквивалентны в том смысле, что каждая из

них может быть легко выведена из другой.
С л е д с т в и е 1. Имеем ph+i<2pk для ft=l, 2
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для 6 = 4, 5, . . . следствие 1 вытекает непосредственно

из теоремы 4. Проверим следствие 1 для 6 = 1 , 2, 3: p 2 = 3 < 4 = 2pi, р 3 5 6 2
10 2,р р

С л е д с т в и е 2. Для натуральных чисел k>l имеем Р Ь + 2 < Р Ь + Р Й + 1 .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для fe>3 соотношение вытекает непосредственно из тео-

ремы 4: ph+2<2ph<Ph+Ph+i (так как p f t < p f t + 1 ) . Но оно имеет место также и для
.fe = 2 и 6 = 3 . Действительно, Р4 = 7 < 3 + 5 = р 2 + Р з и Р ь = 1 1 < 5 + 7 = р3+Р4.
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ТЕОРЕМА ШЕРКА1

В. С е р п и н с к и й

Т е о р е м а (X. Ф. Шерка). Для каждого натурального числа п при соответствую-
щем выборе знаков «+» или «—» имеем:

p2 + . . . +Р2П-2 + Р2П-1 (5>

. (6)

Эти формулы были найдены 2 Шерком [1] в 1830 г. Доказательство их опубликовал1

С. С. Пилаи [2] в 1928 г. Доказательство, предлагаемое здесь, было опубликовано мною-
[3] в 1952 г. Сходное доказательство опубликовал Р. Тойфель [4] в 1955 г.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем говорить, что бесконечная последовательность.
9ь 9г> . • . обладает свойством Р, если она есть возрастающая последовательность на-
туральных чисел, за исключением первого члена нечетных, такая, что

91 = 2,92 = 3,93 = 5, 94 = 7, 9 5 = 1 1 , <?б = 13, 9 7 = 1 7 (7).

и
9п + 1 < 2 9 „ (8)

для п= 1, 2
В частности, принимая во внимание следствие 1 теоремы 4, заключаем, что после-

довательность 9п = Рп (для л = 1 , 2, . . . ) обладает свойством Р. Таким образом, чтобы
доказать теорему Шерка, достаточно доказать, что при соответствующем выборе знаков
формулы (5) и (6) имеют место для любой последовательности, обладающей свойст-
вом Р.

Л е м м а . Если qit 92, . . . — бесконечная последовательность, обладающая свой-
ством Р, то для л ^ З каждое натуральное нечетное число s S ^ n + i при соответствующем
выборе знаков «+» или «—» представимо в форме

9 i 9 9 2 n i + 9
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. На основании (7) заключаем, что лемма справедли-

ва для л = 3. Действительно,

9 9 + 9 9 9 + 9
9 9 1 5 = —91+92+93+94—9s+9e,

7 = —91—92—9з—94 + 95+9б, 17 = 9i + 92—93—94+95+96.
9 +

Заметим, что для л = 2 лемма не имеет места, так как ни при одной комбинации знаков
«+» или «—» равенство 5 = ± 2 + 3 + 5 + 7 невозможно.

Предположим теперь, что лемма справедлива для натурального числа л ^ З , и.
пусть 2£—1 — нечетное число ^qin + 3. На основании (8) имеем 9гп + з<2(?2п+2 и поэто-
му — 92n + 2<2£— I— 92n+2<92n+2.

Следовательно, можно выбрать знак «+» или «—» так, чтобы было 0=^±(26—1 —
—92п+г) <92п+2. Согласно (8) имеем 92n+2<292n + i и потому

£—1—92П+2)— 921

1 Перевод извлечения из книги: W. S i e r p i n s k i . Elementary theory of numbers.
Warszawa, 1964, стр. 140—142. В переводе номера формул продолжают нумерацию фор-
мул предыдущей статьи. Ссылки на теоремы и формулы предыдущей статьи делаются
без упоминания статьи.

2 Но не доказаны — вопреки сказанному (по моей вине) на стр. 30 книги Серпин-
ского «Что мы знаем и чего не знаем о простых числах» (М., 1963). — Прим. перев.
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поэтому можно выбрать знак « + » или «—» так, что

n. (9)

Так как каждое из чисел q2n+i и qin + z нечетно, то число, занимающее в неравенствах
(9) среднее положение, есть натуральное нечетное число ^qin + i- Следовательно, на ос-
новании индуктивного предположения, что лемма справедлива для числа п, мы можем
заключить, что при соответствующем выборе знаков «+» или «—» имеет место равенство

6— 1—q2n+2)— q2n + i}=±qi±q2± • • • ±92п-1 + ?2

Отсюда при соответствующем выборе знаков «+» или «—» получаем:

что доказывает справедливость леммы для числа я + 1 и одновременно при помощи ин-
дукции— для всех натуральных чисел /г^З.

С л е д с т в и е . При подходящем выборе знаков «+» или «—» имеем:

q2n + i = ±q\ ±q2± • . . ±?2п-1 + ?2п. (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия. Так как дгп + i — нечетное натуральное число, то
для л ^ З формула (10) непосредственно следует из леммы. Для л = 1 и л = 2 прямой
подсчет показывает, что если учесть (7), то <7з = <71+<72 и q$ = qi—<72+<7з+<74.

Докажем теперь справедливость формул (5) и (6).
Д о к а з а т е л ь с т в о формулы (6). Для л ^ З число qzn+i—qzn—1 согласно (8)

.есть нечетное натуральное число <.q2n+i. Поэтому, на основании леммы, при соответст-
вующем выборе знаков «+» или «—«имеем q2n+i—q2n—1 = ±9i±</r2± • • • ±qzn-i-\-q2n,
откуда (при qt — pi, £=1 , 2, . . . ) следует формула (6). Для л = 1 и л = 2 непосредст-
венный подсчет показывает, что з̂ = 1—qi + 2q2, % = 1—qi + q2—9з + 2<?4. Таким образом,
формула (6) справедлива для всех натуральных чисел п.

Д о к а з а т е л ь с т в о формулы (5). На основании (8) имеем 92n+2<2^2n+i и за-
мечаем, что ^2п+2—?2n + i—1 есть нечетное натуральное число <q2n + i. Теперь, применяя
лемму, для л ^ З при подходящем выборе знаков «+» или «—» имеем:

откуда
<?2п+2=1±?1±<7г± . . . ±qin-i+q2n + qin + i. (I1)

Кроме того, учитывая (7), имеем:

что доказывает формулу (11) для я = 0, 1 и 2. Итак, формула (11) верна для л = 0, 1,
2, . . . и, следовательно (так как qi = pt, £=1, 2, . . . ), верна формула (5) для л = 1 , 2,
•3 Таким образом, теорема Шерка доказана.
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