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Vorwort.

In der Mathematik wie in aller wissenschaftlichen Forschung treffen
wir zweierlei Tendenzen an: die Tendenz zur Abstraktion — sie sucht die
logischen Gesichtspunkte aus dem vielfaltigen Material herauszuarbeiten
und dieses in systematischen Zusammenhang zu bringen — und die andere
Tendenz, die der Anschaulichkeit, die vielmehr auf ein lebendiges Er-
fassen der Gegenstinde und ihre inhaltlichen Beziehungen ausgeht.

Was insbesondere die Geometrie betrifft, so hat bei ihr die abstrakte
Tendenz zu den groBartigen systematischen Lehrgebduden der algebra-
ischen Geometrie, der RiEMaNNschen Geometrie und der Topologie
gefithrt, in denen die Methoden der begrifflichen Uberlegung, der Sym-
bolik und des Kalkiils in ausgiebigem Mafle zur Verwendung gelangen.
Dennoch kommt auch heute dem anschaulichen Erfassen in der Geo-
metrie eine hervorragende Rolle zu, und zwar nicht nur als einer iiber-
legenen Kraft des Forschens, sondern auch fiir die Auffassung und Wiir-
digung der Forschungsergebnisse.

Wir wollen hier die Geometrie in ithrem gegenwértigen Zustand von
der Seite des Anschaulichen aus betrachten. An Hand der Anschauung
kénnen wir uns die mannigfachen geometrischen Tatsachen und Frage-
stellungen nahebringen, und dariiber hinaus lassen sich in vielen Fillen
auch die Untersuchungs- und Beweismethoden, die zur Erkenntnis der
Tatsachen fihren, in anschaulicher Form andeuten, ohne daB wir auf die
Einzelheiten der begrifflichen Theorien und der Rechnung einzugehen
brauchen. Z. B. 148t sich der Beweis dafiir, daB} eine Kugel mit noch so
kleinem Loch stets verbogen werden kann, oder daB zwei verschiedene
Ringflachen im allgemeinen nicht konform aufeinander abgebildet werden
kénnen, in einer solchen Form behandeln, daf auch derjenige einen Ein-
blick in die Durchfiihrbarkeit des Beweises erhilt, der die Einzelheiten
der analytischen Entwicklung nicht selbst verfolgen will.

Wegen der Vielseitigkeit der Geometrie und ihrer Beziehungen zu
den verschiedensten Zweigen der Mathematik gewinnen wir auf diesem
Wege auch einen Uberblick iiber die Mathematik iiberhaupt und einen
Eindruck von der Fiille ihrer Probleme und dem in thr enthaltenen
Reichtum an Gedanken. So erweist sich eine Vorfithrung der Geometrie
in groBen Ziigen, an Hand der anschaulichen Betrachtungsweise, auch
als geeignet, zu einer gerechteren Wiirdigung der Mathematik in weiteren
Kreisen des Publikums beizutragen. Denn im allgemeinen erfreut sich
die Mathematik, wenn auch ihre Bedeutung anerkannt wird, keiner
Beliebtheit. Das liegt an der verbreiteten Vorstellung, als sei die
Mathematik eine Fortsetzung oder Steigerung der Rechenkunst. Dieser
Vorstellung soll unser Buch entgegenwirken, indem es an Stelle der
Formeln vielmehr anschauliche Figuren bringt, die vom Leser leicht
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durch Modelle zu erginzen sind. Das Buch soll dazu dienen, die Freude
an der Mathematik zu mehren, indem es dem Leser erleichtert, in das
Wesen der Mathematik einzudringen, ohne sich einem beschwerlichen
Studium zu unterziehen.

Bei einer solchen Zielsetzung kann wegen der Fiille des Stoffes
keine Rede von Systematik und Vollstindigkeit sein, und auch die ein-
zelnen Gegenstdnde konnten nicht erschépfend behandelt werden. Ferner
ist es unméglich, in allen Abschnitten des Buches beim Leser das
gleiche Mafl mathematischer Vorkenntnisse vorauszusetzen. Wihrend
im allgemeinen die Darstellung vollig elementar ist, lassen sich manche
schonen geometrischen Betrachtungen nur dem etwas Geschulten voll
verstindlich machen, wenn man ermiidende Lingen vermeiden will.

Die Anhinge zu den einzelnen Kapiteln setzen alle eine gewisse
Vorbildung voraus. Sie sind durchweg Ergdnzungen, nicht Erklarungen
des Textes.

Die verschiedenen Zweige der Geometrie stehen alle miteinander
in enger und oft fiberraschender Wechselbeziehung. Das tritt in unserem
Buche sehr haufig zutage. Bei der grofSen Mannigfaltigkeit des Stoffes
war es trotzdem geboten, jedem einzelnen Kapitel eine gewisse Ab-
geschlossenheit zu geben und in den spiteren Kapiteln nicht die voll-
stindige Kenntnis der fritheren vorauszusetzen; durch einige kleinere
Wiederholungen hoffen wir erreicht zu haben, daB jedes Kapitel fiir sich,
zuweilen sogar ein einzelner Abschnitt fiir sich dem Interesse und Ver-
stdndnis des Lesers Geniige tut. Der Leser soll gleichsam in dem groflen
Garten der Geometrie spazieren gefithrt werden, und jeder soll sich
einen StrauB pfliicken konnen, wie er ihm gefillt.

Die Grundlage dieses Buches bildet eine vierstiindige Vorlesung ,,An-
schauliche Geometrie®, die ich im Winter 1920/21 in Gottingen gehalten
habe und die von W. ROSEMANN ausgearbeitet worden ist. Im wesent-
lichen ist der Aufbau und Inhalt ungedndert geblieben. Im einzelnen
hat S. CoBN-VOSSEN vieles umgearbeitet und manches erginzt.

Alle Strichzeichnungen sind von K. H. NAuMANN und H. BODEKER
(Gottingen) entworfen worden. Die Photographien hat W. JENTzsCH
(Gottingen) aufgenommen; die photographierten Modelle gehéren zur
Modellsammlung des Gottinger Mathematischen Instituts. W. FENCHEL,
H. Lewy, H. SCHWERDTFEGER, H. HEESCH und besonders A.ScHMIDT
haben beim Lesen des Manuskripts und der Korrekturen viele wert-
volle Anregungen gegeben. Fiir die Redaktion trigt S. COBN-VOSSEN
die Verantwortung.

Gottingen, im Juni 1932.
DAvVID HILBERT.
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Erstes Kapitel.

Die einfachsten Kurven und Flichen.

§ 1. Ebene Kurven.

Die einfachste Flache ist die Ebene, die einfachsten Kurven sind die
ebenen Kurven; unter ihnen die einfachste ist die Gerade. Die Gerade
1aBt sich definieren als kiirzester Weg zwischen zwei Punkten, oder als
Schnittkurve zweier Ebenen, oder als Rotationsachse.

Die nichst einfache Kurve ist der Kreis. Schon dieses Gebilde hat
zu so vielen und tiefen Untersuchungen AnlaB gegeben, daB sie allein
eine Vorlesung fiillen wiirden. Wir definieren den Kreis als die Kurve,
deren Punkte von einem gegebenen Punkt gleichen Abstand haben.
Wir erzeugen den Kreis durch die bekannte
Zirkel- oder Fadenkonstruktion. Sie ergibt
anschaulich: Der Kreis ist eine geschlossene,
in ihrem ganzen Verlauf konvexe Kurve; "
daher 148t sich durch jeden seiner Punkte %
eine bestimmte Gerade — die Tangente —
legen, die nur diesen einen Punkt — den
Beriihrungspunkt — mit dem Kreise gemein
hat und die sonst in dessen AuBerem ver- t
liuft (Abb. 1). Der Radius MB nach dem
Bertthrungspunkt B muf3 die kiirzeste Ver- Abb. 1.
bindung des Kreismittelpunktes M mit der
Tangente ¢ sein. Denn deren Punkte liegen mit Ausnahme des Beriih-
rungspunktes im AuBeren des Kreises, sind also vom Mittelpunkt
weiter entfernt als der Beriihrungspunkt. Hieraus folgt weiter, daB3
jener Radius auf der Tangente senkrecht steht. Zum Beweise spiegele
ich den Mittelpunkt M an der Tangente £, d. h. ich fille von M aus das
Lot auf ¢ und verlidngere es um sich selbst bis M'; M’ wird der Spiegel-
punkt von M genannt. Da nun MB die kiirzeste Verbindung zwi-
schen M und ¢ ist, so muB aus Symmetriegriinden auch M’'B die
kiirzeste Verbindung zwischen M’ und ¢ sein. Folglich stellt der Strecken-
zug MBM’ die kiirzeste Verbindung zwischen M und M’ dar, muB also
bei B umgeknickt verlaufen, d. h. MB steht in der Tat auf ¢ senkrecht.

Es liegt nahe, eine Verallgemeinerung der Kreiskonstruktion zu be-
trachten. Bei der Fadenkonstruktion des Kreises habe ich nimlich

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 1



2 I. Die einfachsten Kurven und Flachen.

um einen festen Punkt, den Kreismittelpunkt, einen geschlossenen
Faden zu legen und beim Zeichnen straff zu ziehen; eine &hnliche
Kurve werde ich erhalten, wenn ich den geschlossenen Faden um
zwel feste Punkte lege. Die so entstehende Kurve heit Ellipse,
die beiden festen Punkte heilen deren Brennpunkte. Die Faden-
konstruktion kennzeichnet die Ellipse als die Kurve, deren Punkte
konstante Abstandssumme von zwei gegebenen Punkten haben. LaBt
man die beiden Punkte zusammenriicken, so erhidlt man den Kreis
als Grenzfall der Ellipse. Allen erwdhnten Eigenschaften des Kreises
entsprechen einfache FEigenschaften der Ellipse. Sie ist geschlossen,
iberall konvex und besitzt in jedem Punkte eine Tangente, die mit
Ausnahme des Beriihrungspunktes ganz im AuBeren der Ellipse ver-
lauft. Den Radien des Kreises entsprechen bei der Ellipse die beiden
Verbindungslinien eines Kurvenpunktes mit den Brennpunkten. Sie
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Abb. 2. Abb. 3.

werden die Brennstrahlen des Ellipsenpunktes genannt. In Analogie zu
der Tatsache, daBl die Kreistangente auf dem Radius des Berithrungs-
punktes senkrecht steht, bildet die Ellipsentangente gleiche Winkel
mit den Brennstrahlen des Beriihrungspunktes. Meine Behauptung
lautet in der Bezeichnungsweise von Abb. 2: < F BT, = < F,BT,.
Zum Beweis (Abb. 3) spiegele ich F, an der Tangente und nenne den
Spiegelpunkt F;. Nun ist die Gerade F;F;, welche die Tangente in B;
treffen moge, der kiirzeste Weg zwischen F, und F;. Also ist F,B,F,
der kiirzeste Weg zwischen F, und F,, der die Tangente trifft; denn
fir jeden anderen Punkt B, ist F,B,F, = F,B,F; langer als F,BF,
= F,B,F,. Andrerseits wird aber der kiirzeste Weg zwischen F, und
F,, der die Tangente trifft, von den Brennstrahlen des Berithrungs-
punktes B gebildet. Denn jeder andere Punkt der Tangente hat, da
er im EllipsenduBeren liegt, groflere Entfernungssumme von den Brenn-
punkten als der Ellipsenpunkt B. B fallt also mit B, zusammen, und
hieraus folgt die Behauptung. Denn F, und F; liegen zu der Ge-
raden 7,7, symmetrisch, und <F;B, T, ist der Scheitelwinkel von
SF By Ts.



§ 1. Ebene Kurven. 3

Diese Eigenschaft der Ellipsentangente erlaubt eine optische An-
wendung, der die Namen Brennpunkt und Brennstrahl ihren Ursprung
verdanken. Denkt man sich nimlich in einem Brennpunkt eine Licht-
quelle angebracht und die Ellipse als spiegelnd, so wird das Licht im
anderen Brennpunkt wieder vereinigt.

Nicht ganz so leicht ausfithrbar wie die
Ellipsenkonstruktion, aber im Prinzip nicht
schwieriger ist die Konstruktion einer Kurve,
deren Punkte von zwei festen Punkten kon-
stante Abstandsdifferenz haben. Diese Kurve
heiBt Hyperbel, die festen Punkte heilen
deren Brennpunkte. Es soll also (Abb. 4) fiir
jeden Kurvenpunkt B oder B’ die Beziehung
F,B—F,B=const=a oder F,B'—F,B'=a
gelten. Demnach besteht die Hyperbel aus Abb. 4.
zwel getrennten Asten. Die Anschauung
zeigt, daB die Hyperbel iiberall konvex ist und in jedem Punkt eine
Tangente besitzt. Wir werden spiter (S. 8, Fufinote 2) beweisen, daf}
auch hier die Tangente keinen weiteren Punkt auller dem Beriihrungs-
punkt mit der Kurve gemein hat. In analoger Weise wie bei der Ellipse
laBt sich zeigen, daB die Tangente den Winkel zwischen den Brenn-
strahlen des Berithrungspunktes halbiert (vgl. Abb. 6).
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Abb. 5.

Aus der Ellipse kann man durch Grenziibergang eine weitere Kurve,
die Parabel erzeugen (Abb. 5). Dazu halte ich den einen Brennpunkt,
z. B. F,, und den ihm néchstgelegenen Scheitel S der Ellipse fest (unter
den Scheiteln der Ellipse versteht man die Schnittpunkte der Kurve
mit der Verbindungslinie der Brennpunkte). Ich betrachte nun die
Ellipsen, die entstehen, wenn der zweite Brennpunkt F, sich auf der Ver-

,1*



4 I. Die einfachsten Kurven und Flichen.

lingerung von SF, immer weiter von F, entfernt; diese Ellipsen streben
gegen eine Grenzkurve, und das ist eben die Parabel. Aus dem Grenz-
ibergang kénnen wir eine einfache Definition der Parabel herleiten.
Solange mein Zeichenstift bei der Fadenkonstruktion der Ellipse in der
Nihe von S bleibt (Abb. 5), ist der nach F, laufende Faden bei groBer
Entfernung von F, und F, ungefihr parallel SF;. Errichtet man also in
einem beliebigen Punkt L von I'; F, das Lot [ auf F, F,, so gilt angendhert

F,B+ BFy,=F,B+ BL' 4 LF, = const
(L’ ist der FuBpunkt des Lotes von B auf /). Wenn ich nun fiir
,const — LF,

eine neue Konstante einfiithre (LF, ist ja fiir ein und dieselbe Kurve
konstant), so erhalte ich:

F,B 4+ BL' = const.

Diese Beziehung gilt immer genauer, je gréBer die Entfernung F,F,
wird, und bei der Grenzkurve ist sie streng erfiillt. Somit ist die Parabel
diejenige Kurve, deren Punkte konstante Entfernungssumme von einem
festen Punkt und einer festen Geraden haben, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Kurve, fiir deren Punkte der Abstand von einem
festen Punkt gleich dem von einer festen Geraden ist. Wir erhalten
diese Gerade, indem wir zu [/ die Parallele auf der anderen Seite von S
im Abstand SF, ziehen; sie wird die Leitlinie der Parabel genannt.

Denkt man sich die Parabel spiegelnd, so reflektiert sie alle Licht-
strahlen, die parallel SF, einfallen, in den Punkt F,; dies folgt ebenfalls
aus dem Grenziibergang.

Wir haben die ,,Schar‘‘ aller Ellipsen betrachtet, die einen Scheitel
und den néichstgelegenen Brennpunkt gemein haben. Nunmehr wollen
wir die Schar aller Ellipsen betrachten, die beide Brennpunkte gemein
haben. Diese Schar ,konfokaler’ Ellipsen (focus heiit Brennpunkt)
bedeckt die Ebene ,,einfach und liickenlos®, das heiBit, durch jeden
Punkt der Ebene geht genau eine Kurve der Schar; denn jeder Punkt
besitzt eine bestimmte Entfernungssumme von den beiden Brennpunkten,
liegt also auf der Ellipse, die zu diesem Wert der Summe gehort?.

Wir nehmen nun noch die Schar aller Hyperbeln hinzu, die ebenfalls
die beiden vorgegebenen Punkte zu Brennpunkten haben. Auch diese
Schar bedeckt die Ebene einfach und liickenlos?, so daB3 durch jeden

1 Die Strecke zwischen den Brennpunkten ist eine (ausgeartete) Ellipse.
Man erhilt sie, wenn man als Wert der Entfernungssumme den Abstand der
Brennpunkte wahlt.

2 Die Gerade durch die Brennpunkte mit Ausnahme ihrer Verbindungsstrecke
ist eine ausgeartete Hyperbel, ebenso die Mittelsenkrechte auf der Verbindungs-
strecke der Brennpunkte; bei ihr hat die Entfernungsdifferenz den konstanten
Wert Null.



§ 1. Ebene Kurven. 5

Punkt der Ebene genau zwei Kurven des Systems konfokaler Ellipsen
und Hyperbeln hindurchgehen (Abb. 6). In jedem vorgegebenen Punkt
(auBer in den Brennpunkten) halbieren die Tangenten der hindurch-
gehenden Hyperbel und Ellipse Win-

kel und Nebenwinkel der Brenn-

strahlen des Punktes, stehen also

aufeinander senkrecht.

Die konfokalen Ellipsen und '
Hyperbeln bilden daher zwei ,,zu-
einander orthogonale Kurvenscharen
(zwei Scharen heiBlen orthogonal,

wenn jede Kurve der einen Schar
jede der anderen senkrecht schnei-
det; als Winkel zweier Kurven defi-
niert man den Winkel ihrer Tangen-
ten im Schnittpunkt). Um eine
Ubersicht iiber dieses Kurvensystem zu gewinnen (Abb. 7), beginnen
wir mit der Mittelsenkrechten von F, F, und durchlaufen dann zu-
néchst die Schar der Hyperbeln. Diese werden immer flacher und gehen
schlieBlich in die beiderseitige Verlingerung von F,F, iber. Damit ist
die Ebene vollstindig ausgefiillt. Wir springen nun auf die Strecke F,F,
selbst iiber, an die sich die
zunichst sehr langgestreck-
ten Ellipsen anschlieBen,
die allmihlich immer kreis-
dhnlicher werden und sich
gleichzeitig unbegrenzt ver-
groBern. Damit ist die
Ebene zum zweiten Male

Abb. 6.

naler Kurvenscharen sind
die konzentrischen Kreise
und die Geraden durch den
gemeinsamen Mittelpunkt.
Man erhélt diese Figur aus
der vorigen durch Grenz-
iibergang, indem man die Brennpunkte zusammenriicken li8t. Dabei
gehen die Ellipsen in Kreise und die Hyperbeln in Geradenpaare iiber.

Die Niveaulinien und die Linien groBter Steigung auf einer Land-
karte sind ebenfalls orthogonale Scharen.

SchlieBlich sei noch eine andere Fadenkonstruktion erwihnt, die zu
orthogonalen Scharen fithrt. Um eine konvexe Kurve, etwa um einen

ausgefillt.
Ein anderes besonders
einfaches Beispiel orthogo-

Abb. 7.



6 I. Die einfachsten Kurven und Fliachen.

Kreis, sei ein offener Faden geschlungen. Ich betrachte die Kurve, die
der Endpunkt des Fadens beschreibt, wenn ich den Faden straff an-
gespannt vom Kreis abwickele (Abb. 8). Die so erhaltene ,,Kreisevol-
vente” lduft in immer weiteren Windungen um den Kreis herum, ist
also eine Spirale. Die Konstruktion ergibt anschaulich, daB die Kurve
auf einer der beiden Kreistangenten senkrecht steht, die ich vom be-
trachteten Kurvenpunkt aus an den Kreis legen kann. Auch alle an-
deren Umldufe der Evolvente schneiden diese Tangente rechtwinklig;
und zwar ist das zwischen zwei Umldufen liegende Tangentenstiick von
fester Lange, ndmlich gleich dem Umfang des erzeugenden Kreises.
Ich kann nun noch beliebig viele
weitere Evolventen desselben Kreises
zeichnen, indem ich an einem anderen
27r Peripheriepunkt mit der Abwickelung
des Fadens beginne; die Gesamtheit
dieser Evolventen kann aber auch
durch Rotation um den Kreismittel-
punkt aus einer von ihnen erzeugt
werden. Die Schar der Evolventen
bedeckt die Ebene mit Ausnahme
des Kreisinneren einfach und liicken-
los. Sie ist orthogonal zur Schar der
in einem bestimmten Umlaufsinn ge-
zogenen Kreishalbtangenten.
Abb. 8. Auch bei einer beliebig vorgege-
benen Schar gerader Linien besteht
die Orthogonalschar stets aus Evolventen. Ihre erzeugende Kurve ist
diejenige, die (wie in unserm Beispiel der Kreis) von den gegebenen Ge-
raden eingehiillt wird, Wir kommen darauf in der Differentialgeometrie
(S. 158) und in der Kinematik (S. 243, 244) zuriick.

§ 2. Zylinder, Kegel, Kegelschnitte und deren
Rotationsfldchen.

Die einfachste krumme Fliche, den Kreiszylinder, kann ich aus den
einfachsten Kurven — Kreis und Gerade — dadurch erzeugen, daf
ich eine auf der Kreisebene senkrechte Gerade lings der Kreisperi-
pherie verschiebe. Ferner erhalte ich den Kreiszylinder, wenn ich eine
Gerade um eine zu ihr parallele Gerade als Achse rotieren lasse. Der
Kreiszylinder ist also eine Rofationsfliche. Die Rotationsflichen sind
eine wichtige Gattung von Flichen, die uns im praktischen Leben in
jedem Glas, jeder Flasche usw. entgegentreten. Sie sind durch die Eigen-
schaft gekennzeichnet, daB man sie durch Rotation einer ebenen Kurve
um eine in der Kurvenebene liegende Achse erzeugen kann.
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Eine zur Achse senkrechte Ebene schneidet den Kreiszylinder in
einem Kreis. Eine zur Achse schrige Ebene ergibt, wie die Anschauung
lehrt, eine ellipsenihnliche Schnittkurve. Ich beweise nun, daB diese
Kurve tatsichlich eine Ellipse ist. Ich nehme eine Kugel, die gerade in
den Zylinder hineinpafit, und verschiebe sie, bis sie die Schnittebene
beriihrt (Abb. 9). Genau so verfahre ich mit einer zweiten Kugel auf
der anderen Seite der Schnittebene. Die Kugeln beriihren den Zylinder
in zwei Kreisen und die Ebene in zwei Punkten F; und F,. Einen
beliebigen Punkt B der Schnittkurve verbinde ich nun mit F; und
F, und betrachte die Zylindergerade durch B, die
die beiden Beriihrungskreise der Kugeln in P; und P,
schneiden mége. BF, und B P, sind nun Tangen-
ten an eine und dieselbe Kugel durch einen festen
Punkt B. Alle solche Tangenten sind gleich lang, wie
aus der allseitigen Rotationssymmetrie der Kugel
ersichtlich. Also ist BF, = BP,. Ebenso folgt
BF, = BP,. Daher ist

BF, + BF, = BP, + BP, = P, P,.

Die Entfernung P, P, ist aber unabhdngig von der
Wahl des Kurvenpunktes B wegen der Rotations-
symmetrie der Figur. Alle Punkte der Schnittkurve
haben also von F; und F, dieselbe Entfernungs-
summe, das heiBt, die Schnittkurve ist eine Ellipse
mit den Brennpunkten F; und F,.

Wir konnen diese Tatsache auch als Satz der
Projektionslehre formulieren: Der Schatten eines
Kreises auf einer zur Kreisebene geneigten Ebene ist
eine Ellipse, wenn die Lichtstrahlen senkrecht zur
Kreisebene einfallen.

Nichst dem Kreiszylinder ist die einfachste Rotationsfliche der
Kreiskegel. Er entsteht durch Rotation einer Geraden um eine sie
schneidende Achse. Einen Kreiskegel bilden daher auch alle Tangenten
von einem festen Punkt an eine feste Kugel oder die Projektions-
strahlen durch einen Kreis von einem Punkt der Kreisachse aus.

Eine zur Kegelachse senkrechte Ebene schneidet den Kegel in
einem Kreis; wenn ich die Ebene etwas neige, ergibt sich als Schnitt-
kurve eine Ellipse. Der Beweis dafiir wird genau wie beim Kreis-
zylinder mittels zweier beriihrenden Hilfskugeln gefiihrt.

Neige ich die Schnittebene immer weiter gegen die Achse, so wird
die Ellipse immer langgestreckter. Ist die Schnittebene schliellich einer
Kegelerzeugenden parallel, so kann die Schnittkurve nicht mehr im
Endlichen geschlossen sein. Ein dem fritheren entsprechender Grenz-
iibergang lehrt, daB dann die Schnittkurve eine Parabel ist.

Abb. 9.
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Neige ich jetzt die Schnittebene noch stirker, so trifft sie auch den
anderen, bisher nicht getroffenen Teil des Kegels; die Schnittkurve hat
das Aussehen einer Hyperbel (Abb. 10). Um zu beweisen, dalB} sie wirk-
lich eine Hyperbel ist, legt man in die beiden Teile des Kegels die
Kugeln, die sowohl den Kegel als auch die Schnittebene berithren. (Die
Kugeln liegen diesmal auf derselben Seite der Schnittebene, wihrend
sie im Fall der Ellipse zu verschiedenen Seiten liegen.) Der Beweis
verliuft nun entsprechend wie S. 7. Es ist (Abb. 10)

BF,=BP,, BF,=BP,,

BF, — BF,=BP, — BP,
= P, P, = const.

Wir haben also gefunden, daf3
jeder Schnitt eines Kegels mit
einer Ebene, die nicht durch die
Spitze des Kegels geht, entweder
eine Ellipse oder eine Parabel
oder eine Hyperbel istl. Diese
Kurven haben demnach eine
innere Verwandtschaft und wer-
den deshalb unter dem Namen
Kegelschnitte zusammengefaf3t2.
Zu den drei erwihnten ,eigent-
lichen“ Kegelschnitten sind als
,,uneigentliche noch  deren
Grenzfille hinzuzunehmen, die
man erhidlt, wenn man die
Schnittebene durch die Kegel-
spitze legt oder den Kegel zum
Zylinder ausarten 1afit. Als ent-
artete Kegelschnitte lassen sich
also auffassen: der Punkt, eine
,,doppeltgezihlte’ Gerade, zwei
sich schneidende Geraden, zwei
parallele Geraden und die leere Ebene. Die Kegelschnitte werden aunch
als Kurven zweiter Ordnung bezeichnet. Dieser Name ist ihnen deswegen
gegeben worden, weil sie in cartesischen Koordinaten durch Gleichungen

Abb. 10.

1 Der Kreis ist als ein Grenzfall der Ellipse aufzufassen (vgl. S. 2).

2 Der Schatten eines Kreises auf einer beliebigen Ebene ist also ein Kegel-
schnitt, falls die Lichtquelle sich in einem beliebigen Punkt der Kreisachse be-
findet. DaB dabei auch Hyperbeln auftreten, kann man an dem Lichtkegel
einer Autolampe erkennen; diese beleuchtet in der Fahrtebene das Innere eines
Hyperbelzweiges. Da jede Hyperbeltangente als Schatten einer Kreistangente
aufgefaBt werden kann, hat die Hyperbeltangente nur den Berithrungspunkt mit
der Hyperbel gemein, wie S. 3 behauptet war.
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zweiten Grades dargestellt werden, eine Eigenschaft, die sich nicht un-
mittelbar anschaulich formulieren 14B8t. Sie hat allerdings die anschau-
liche Folge, daBl die Kegelschnitte von keiner Geraden in mehr als zwei
Punkten geschnitten werden; es gibt aber noch viele andere Kurven
mit dieser Eigenschaft. In den Anhingen dieses Kapitels sollen zwei
weitere geometrische Erscheinungen dargestellt werden, die ebenso wie
die Brennpunktskonstruktion fiir alle nicht ausgearteten Kegelschnitte
kennzeichnend sind: Die FuBBpunktkonstruktionen und die Eigenschaf-
ten der Leitlinien.

Nachdem wir durch Rotation einer Geraden den Zylinder und den
Kegel erzeugt haben, liegt es nahe, die Rotationsflichen zu betrachten,
die durch Rotation eines Kegelschnittes entstehen. Ich werde dabei
die Rotationsachse so wahlen, dafl der Kegelschnitt zu ihr symmetrisch
liegt; dann gehen ndmlich die zu beiden Seiten der Achse liegenden
Kurventeile nach einer halben Umdrehung ineinander {iber, so daB ich
nur eine einzige Fliche erhalte,
wihrend sonst ein komplizier-
teres Gebilde entstinde.

Da die Ellipse zwei Sym-
metrieachsen besitzt, fithrt sie
zu zwei verschiedenen Rota-
tionsflichen; je nachdem die
Ellipse um die gréBere oder
die kleinere Achse rotiert,
erhalte ich ein verlinger-
tes (Abb. 11) oder ein ab-
geplattetes Rotationsellipsoid
(Abb. 12). Fiir die letzte Fliche ist die Erde ein geldufiges Bei-
spiel, fiir die erste niherungsweise das Hithnerei.

Der Ubergangsfall zwischen den beiden Rotationsellipsoiden entsteht,
wenn man den Lingenunterschied zwischen den Achsen der Ellipse
immer kleiner werden 148t. Dann wird aus der
Ellipse ein Kreis, und man erhilt die Kugel.
Da der Kreis zu jedem seiner Durchmesser sym-
metrisch liegt, 146t sich die Kugel auf unend-
lich viele Arten durch Rotation erzeugen. Durch
diese Eigenschaft ist die Kugel gekennzeichnet.
Sie ist die einzige Fliche, die auf mehr als eine
Art durch Rotation erzeugt werden kann.

Die Parabel hat nur eine einzige Sym-
metrieachse und fithrt daher zu einer ein-
zigen Rotationsfliche, dem Rotationsparaboloid (Abb. 13).

Die Hyperbel dagegen fithrt zu zwei verschiedenen Rotationsflichen.
Je nachdem die Rotation um die Verbindungslinie der Brennpunkte

Abb. 11. Abb. 12.

Abb. 13.
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oder um deren Mittelsenkrechte erfolgt, erhalte ich das zweischalige
(Abb. 14) oder das einschalige Rotationshyperboloid (Abb.15). Es
besteht nun die tberraschende Tatsache, daB auf dem einschaligen

Rotationshyperboloid un-
endlich viele Geraden ver-

laufen. Man kann nimlich

diese Fliche auch dadurch

erzeugen, dall man eine

Gerade um eine andere zu

ihr windschiefe Gerade ro-

tieren 148t (bisher hatten

wir nur Rotationsflichen
kennengelernt, deren Achse

_— mit der erzeugenden Kurve
in einer Ebene liegt). Der
Beweis kann nur analytisch gefiihrt werden. Man erkennt aber anschau-
lich, daB diese Konstruktion die Fliche auf zwei Weisen liefert; denn
betrachtet man eine Gerade g’ (Abb. 16), welche zur urspriinglichen Er-
zeugenden g symmetrisch in bezug auf eine Ebene durch die Achse a
liegt, so muBl die neue Gerade g’ durch Ro-

+  tation wieder dieselbe Fliche erzeugen wie g.

AN

Abb. 15.

a
“

F\\\

Abb. 16. Abb. 17.

Demnach enthilt das einschalige Rotationshyperboloid zwei Scharen
von Geraden, von denen jede Schar fiir sich die Fliche ganz bedeckt,
und welche so angeordnet sind, dal jede Gerade der einen Schar jede
der anderen schneidet (bzw. ihr parallel ist), wahrend zwei Geraden der-
selben Schar stets zueinander windschief verlaufen (Abb. 17).

§ 3. Die Fliachen zweiter Ordnung.

Die Flichen, die durch Rotation der Kegelschnitte entstehen, sind
besondere Typen einer gréferen Klasse von Flichen, die aus analy-
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tischen Griinden Flichen zweiter Ordnung genannt werden; es sind die
Flachen, deren Punkte in cartesischen Raumkoordinaten eine Glei-
chung zweiten Grades erfiilllen. Wie sich daraus leicht analytisch ergibt,
haben diese Flachen die Eigenschaft, von jeder Ebene in einer Kurve
zweiter Ordnung, das heit einem (eigentlichen oder uneigentlichen)
Kegelschnitt getroffen zu werden. Wenn ich ferner von irgendeinem
Punkt aus an eine Fliache zweiter Ordnung alle Tangenten lege, so erhalte
ich einen Kegel, der von jeder Ebene in einem Kegelschnitt getroften wird.
Der Kegel beriihrt iiberdies die Fliche in Punkten eines Kegelschnittes.
Die Flachen zweiter Ordnung sind zugleich die einzigen, die eine dieser
Eigenschaften haben®. Wir betrachten jetzt ihre verschiedenen Typen.
Aus dem Kreiszylinder entsteht durch Verallgemeinerung der ellip-
tische Zylinder. Er wird durch eine Gerade beschrieben, die ich auf einer

@ m

Abb. 18. Abb. 19,

Ellipse senkrecht zur Kurvenebene wandern lasse. Auf dieselbe Weise
ergeben sich aus der Parabel und Hyperbel der parabolische und der
hyperbolische Zylinder (Abb. 18, 19).

Die entsprechende Verallgemeinerung des Kreiskegels ist der all-
gemeine Kegel zweiter Ordnung. Er besteht aus den Verbindungs-
geraden eines beliebigen eigentlichen Kegelschnittes mit einem Punkt
aullerhalb der Kurvenebene. Es ist zu beachten, da man hier nicht,
wie bel den Zylindern, zu verschiedenen Flichentypen kommt, wenn
man von einer Ellipse oder einer Parabel oder Hyperbel ausgeht; wie
wir gesehen haben, kann eben eine verinderliche Ebene mit einem
festen Kegel jeden der drei Kegelschnitte gemein haben, mit einem
festen Zylinder dagegen nicht.

1 Aus der zuerst genannten Eigenschaft folgt, daB eine Gerade, wenn sie
nicht eine ganze Strecke lang in die Fliache fallt, hochstens zwei Punkte mit
ihr gemein haben kann; doch gibt es auBer den Flichen zweiter Ordnung noch

viele andere Flachen, die dasselbe Verhalten den Geraden gegeniiber zeigen,
z. B. die Oberflache eines Wiirfels.
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Den Kegel und den elliptischen Zylinder kann ich aus den ent-
sprechenden Rotationsflichen auch durch ein Deformationsverfahren
erhalten, das man Dilatation nennt. Ich halte alle Punkte einer be-
liebigen durch die Rotationsachse der Fliache gehenden Ebene fest
und denke mir alle iibrigen Punkte des Raumes in derselben Richtung
auf die feste Ebene zu oder von ihr weg bewegt, derart, daf3 die Abstinde
aller Punkte von der festen Ebene sich im selben Verhiltnis dndern.
Man kann beweisen, daf3 eine solche Transformation alle Kreise in Ellip-
sen (oder Kreise) verwandelt. Sie fiihrt ferner Geraden wieder in Ge-
raden tber, Ebenen in Ebenen! und Kurven und Flichen zweiter Ord-
nung in ebensolche.

Durch Dilatation eines (verlingerten oder abgeplatteten) Rotations-
ellipsoids entsteht das allgemeinste Ellipsoid. Wihrend die Rota-
tionsellipsoide symmetrisch zu jeder Ebene durch die Achse liegen,
besitzt das allgemeinste Ellipsoid nur drei Symmetrieebenen. Diese
stehen aufeinander senkrecht;
aus ihren drei Schnittgeraden
schneidet die Fliche Strecken
ungleicher Linge aus; man nennt
sie die ,,groBe’, , mittlere und
,kleine Achse des Ellipsoids
(Abb. 20). Aus dem dreiachsigen

Abb. 20. Ellipsoid erhilt man das ab-

geplattete und das verldngerte

Rotationsellipsoid zuriick, indem man durch Dilatation groBle und
mittlere bzw. mittlere und kleine Achse einander gleich macht.

Die Form dreiachsiger Ellipsoide bemerkt man oft bei Steinen in der
Meeresbrandung. Durch die abschleifende Arbeit des Wassers wird
jeder beliebig geformte Stein allmdhlich immer mehr einem Ellipsoid
dhnlich. Die mathematische Untersuchung dieser Erscheinung fiihrt
auf Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Das ein- und zweischalige Hyperboloid und das elliptische Para-
boloid sind die allgemeinsten Flichen, die durch Dilatation der Rota-
tionshyperboloide und des Rotationsparaboloids entstehen. Die beiden
Hyperboloide besitzen drei Symmetrieebenen, das elliptische Para-
boloid zwei.

Da jede Dilatation Geraden in Geraden {iberfithrt, hat das allgemeine
einschalige Hyperboloid mit der zugehérigen Rotationsfliche die Eigen-
schaft gemeinsam, dall auf ihm zwei Scharen von Geraden verlaufen.
Sie sind wie die Geraden des einschaligen Rotationshyperboloids derart
angeordnet, daf3 jede Gerade der einen Schar jede der anderen schneidet,

1 Die Gestaltinderung, die die Figuren einer Ebene bei einer Dilatation er-
leiden, ist dieselbe wie bei einer Parallelprojektion dieser Ebene auf eine gegen
sie geneigte Ebene.
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wihrend je zwei Geraden derselben Schar sich nicht treffen, sondern
zueinander windschief sind. Ich kann daher das einschalige Hyper-
boloid folgendermaBen konstruieren: Ich greife aus der einen Schar
drei beliebige Geraden heraus

(Abb. 21). Da sie zueinander

windschief liegen, kann ich

durch jeden Punkt P der

einen Geraden eine und nur

eine Gerade p legen, welche

die beiden anderen Geraden

trifft, namlich die Schnitt-

gerade der Ebenen, die durch

P und die zweite Gerade

bzw. durch P und die dritte

Gerade gehen. $ hat mit Abb, 21

dem Hyperboloid drei Punkte

gemein, muf} also ganz in ihm verlaufen, da das Hyperboloid als
Flache zweiter Ordnung von keiner Geraden in mehr als zwei Punk-
ten geschnitten werden kann. Lasse ich nun P die ganze erste Gerade
durchlaufen, so durchlduft die zugehorige Gerade p alle Geraden der-
jenigen Schar auf der Fliche,
zu der die erste Gerade nicht
gehort; greife ich dann aus
dieser Schar wieder drei be-
liebige Geraden heraus, so
erhalte ich aus diesen in
derselben Weise die andere
Schar, darunter natiirlich die
drei Ausgangsgeraden. Die
Konstruktion ergibt, daf} alle
Geraden derselben Schar zu-
einander windschief liegen;
denn hitten $ und ' (Abb. 21)
einen Schnittpunkt @, so 14-
gen die Ausgangsgeraden in
der Ebene P P'Q, wihrend
sie nach Voraussetzung wind-
schief sind.

Drei windschiefe Geraden bestimmen auf diese Weise stets ein ein-
schaliges Hyperboloid, auBer in dem Fall, da} sie einer und derselben
Ebene parallel sind (ohne selbst parallel zu sein). In diesem Fall be-
stimmen sie eine neue Fliche zweiten Grades, die nicht zu einer Rota-
tionsflache spezialisiert werden kann; sie wird hyperbolisches Paraboloid
genannt. Die Fliche hat ungefihr die Gestalt eines Sattels (Abb. 22).

Abb. 22.
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Sie besitzt zwei zueinander senkrechte Symmetrieebenen, von denen sie
in Parabeln geschnitten wird. Wie die drei Ausgangsgeraden sind
samtliche Geraden beider Scharen je einer festen Ebene parallel. Die
Anschauung zeigt, dal diese Fliche von keiner Ebene in einer Ellipse
geschnitten werden kann, da sich jeder ebene Schnitt ins Unendliche
erstrecken muB3. Aus diesem Grunde ist es unmoglich, das hyperbolische
Paraboloid durch Dilatation einer Rotationsfliche herzustellen; denn
auf jeder Rotationsfliche liegen Kreise, und diese wiirden bei der Dila-
tation in Ellipsen iibergehen.

Wir haben hier ein neues Prinzip der Erzeugung von Fldchen kennen-
gelernt: Man legt fiir eine bewegliche Gerade irgendeine Fithrung im

Abb. 23 a.

Raum fest und 146t sie iiber diese Fithrung hinwandern. Eine so erzeugte
Fliche nennt man eine Regelfliche. Unter den neun Flichen zweiter
Ordnung gibt es also sechs Regelflichen, nidmlich die drei Zylinder,
den Kegel, das einschalige Hyperboloid und das hyperbolische Para-
boloid; die beiden letztgenannten Flichen haben eine Sonderstellung,
es sind ndmlich die einzigen Regelflichen auBler der Ebene, bei denen
mehr als eine Gerade durch jeden Flachenpunkt hindurchgeht.

Die drei iibrigen Flichen zweiter Ordnung — Ellipsoid, elliptisches
Paraboloid und zweischaliges Hyperboloid — kénnen schon deshalb
keine Geraden enthalten, weil sie sich nicht ohne Unterbrechung in zwei
entgegengesetzten Richtungen ins Unendliche erstrecken.

Uber die beiden Scharen von Geraden, die auf dem einschaligen
Hyperboloid und auf dem hyperbolischen Paraboloid verlaufen, 1aBt
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sich ein iiberraschender Satz ableiten. Denken wir uns die Geraden
der Fliche aus starrem Material und in jedem Schnittpunkt so anein-
ander befestigt, daB sie sich um die Schnittpunkte drehen, aber nicht
aneinander gleiten koénnen. Man sollte denken, dafl die Geraden in-
folge dieser Befestigung ein starres Geriist ergeben miiBten. Tatsich-
lich ist aber das Geriist beweglich (Abb. 23a, b). Um die hierbei auf-
tretende Gestaltinderung des Hyperboloids iiberblicken zu kénnen, den-
ken wir uns diejenige Symmetrieebene, die die Fliche in einer Ellipse
trifft, horizontal festgehalten und suchen die Deformation des Geriists
so auszufithren, daB diese Ebene stets Symmetrieebene bleibt. Da das
Hyperboloid und das hyperbolische Paraboloid die einzigen Flichen
sind, auf der durch jeden
Punkt zwei in der Flache
enthaltene Geraden laufen,
so muf} das Stangenmodell
des Hyperboloids bei der
Deformation entweder stets
ein Hyperboloid bleiben,
oder ein hyperbolisches
Paraboloid werden ; es 13t
sich zeigen, daB der letzte
Fall nicht eintreten kann.
Wir kénnen nun versuchen,
die Geraden des Gertists
immer steiler gegen die
Symmetrieebene aufzurich-
ten. Dann erhalten wir
immer stirker abgeplat-
tete Flichen. Die Ellipse
in der Symmetrieebene
durchlauft das in §1 ge-
schilderte System konfokaler Ellipsen, die immer schmailer werden.
Im Grenzfall klappt das Geriist in einer senkrecht aufgestellten Ebene
zusammen, und die Stangen werden die Tangenten einer in dieser
Ebene gelegenen Hyperbel. Die Ellipse in der horizontalen Ebene ent-
artet in eine Doppelstrecke. Ebenso kénnen wir auch die Ausgangslage
des Modells in der umgekehrten Weise verindern, indem wir die Stan-
gen immer mehr gegen die Horizontalebene neigen. Dabei wird die
Einschniirung der Fliche immer scharfer ausgeprdgt; im Grenzfall
klappt das Geriist in der horizontalen Symmetrieebene zusammen, und
die Stangen umhiillen eine in dieser Ebene gelegene Ellipse. Die analy-
tische Begriindung fiir die Beweglichkeit des Stangenmodells wird in
einem Anhang dieses Kapitels nachgeholt. — Beim hyperbolischen Para-
boloid ist der Vorgang analog. Das Geriist behdlt stets die Gestalt

Abb. 23 b.
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eines Paraboloids und klappt in beiden Grenzfillen in eine Ebene
zusammen, in der die Geraden eine Parabel umhiillen.

Die Flichen zweiter Ordnung lassen sich noch unter einem neuen
Gesichtspunkt in zwei Arten einteilen. Drei von ihnen, nidmlich der
hyperbolische und der parabolische Zylinder und das hyperbolische
Paraboloid, werden durch keine Ebene in einem Kreise geschnitten,
da sich auf diesen Flichen jeder ebene Schnitt ins Unendliche erstreckt.
Auf den ibrigen sechs Flichen dagegen liegen stets unendlich viele
Kreise. Hiermit hingt es auch zusammen, daB diese Flichen sich im
Gegensatz zu den drei erstgenannten zu Rotationsflichen spezialisieren
lassen. Die Betrachtung, durch die sich die Existenz der Kreisschnitte
ergibt, soll am dreiachsigen Ellipsoid durchgefiihrt werden (Abb. 24).
Die Fliche wird von allen Ebenen durch die mittlere Achse b in Ellipsen
geschnitten, deren eine Achse konstant, ndmlich gleich & ist; gehe ich
von der Ebene durch & und die
kleine Achse ¢ aus und drehe sie
um b, bis sie in die Ebene durch &
und die groBe Achse a {iibergeht,
so ist die zweite Achse der Schnitt-
ellipse zuerst kleiner und zuletzt
groBer als . Dazwischen muB} es
notwendig einmal eine Lage der
schneidenden Ebene geben, fiir
welche die beiden Achsen der
Ellipse gleich lang sind, wo also die
Schnittkurve ein Kreis wird. Infolge der Symmetrie des Ellipsoids
ergibt sich durch Spiegelung an der Ebene (b, ¢) noch eine zweite
Ebene durch b, die mit der Fliche einen Kreisschnitt bildet. Man
kann ferner beweisen, daB jeder einem Kreisschnitt parallele ebene
Schnitt des Ellipsoids wieder ein Kreisschnitt ist. Somit gibt es auf
jedem Ellipsoid zwei Scharen paralleler Kreise (Abb. 25); beim Rota-
tionsellipsoid fallen beide Scharen in eine zusammen.

Wie fiir das Ellipsoid 148t sich auch fiir die anderen Flichen zweiter
Ordnung, die geschlossene ebene Schnitte besitzen, eine derartige Uber-
legung durchfiihren.

Fir die beiden Scharen von Kreisschnitten gilt ein entsprechender
Satz wie fiir die Geraden auf dem Hyperboloid. Werden alle Kreise
in ihren Schnittpunkten so aneinander befestigt, da} sie, ohne gleiten
zu koénnen, umeinander drehbar sind, so erhilt man kein starres, son-
dern ein bewegliches Gertist (Abb. 25a, b; Kreisscheiben aus Pappe,
die in geeigneter Weise geschlitzt und ineinandergesteckt sind. Der
Leser wird einsehen, daB dieses Modell nur unwesentlich in seiner
Struktur von unserer Behauptung abweicht). Bei der Gestaltinderung
des beweglichen Kreisschnittmodells entstehen andersgeartete Flichen-

Abb. 24.
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scharen als bei den Stangenmodellen; die in den Symmetrieebenen
liegenden Kegelschnitte durchlaufen im allgemeinen kein konfokales
System. So 1laBt sich das bewegliche Kreisschnittmodell eines drei-
achsigen Ellipsoides stets in Kugelgestalt bringen; in diesem Fall ist
der Schnitt mit jeder Symmetrieebene ein Kreis, wihrend in einer Schar
konfokaler Ellipsen nie eine Ellipse in einen Kreis ausartet. Wie beim
Stangenmodell reicht die Beweglichkeit auch beim Kreisschnittmodell
so weit, dal man das Modell in eine Ebene zusammenklappen kann.

Abb. 25a. Abb. 25b.

Die beiden Arten von Modellen sind trotz ihrer groBen Verschie-
denheit durch einen Ubergangsfall miteinander verkniipft. Das beweg-
liche Stangenmodell des hyperbolischen Paraboloids 148t sich ndmlich
zugleich als Grenzfall eines Kreisschnittmodells auffassen, bei dem die
Kreise unendlich groBen Radius erhalten haben, d. h. zu Geraden ge-
worden sind. Wenn man eine Schar von einschaligen Hyperboloiden
hat, die einem hyperbolischen Paraboloid immer dhnlicher werden, so
gehen sowohl die Kreise als auch die Geraden der Hyperboloide beide
in das Geradensystem des Paraboloids {iber.

§ 4. Fadenkonstruktion des Ellipsoids und konfokale
Flichen zweiter Ordnung.

Da die Flachen zweiter Ordnung im Raum eine analoge Rolle spielen
wie die Kegelschnitte in der Ebene, so liegt die Frage nahe, ob man
nicht die Fadenkonstruktion der Ellipse auf diese Flichen iibertragen
kann. Diese Frage wurde fiir das Ellipsoid im Jahre 1882 von STAUDE
durch seine Fadenkonstruktion des Ellipsoids gelost. Bei dieser Kon-
struktion (Abb. 26) geht man von einem festen Geriist aus, das aus einer
Ellipse und einer Hyperbel besteht. Die Ebene der Hyperbel steht
senkrecht auf der Ebene der Ellipse und enthdlt deren grofe Achse.
Die Hyperbel hat die Brennpunkte F,¥, der Ellipse zu Scheiteln und
deren Scheitel S;S, zu Brennpunkten; durch diese Angaben ist die
Hyperbel eindeutig bestimmt.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 2
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Man befestigt nun an dem einen Scheitel der Ellipse, z. B. S;, einen
Faden, legt ihn zuerst von hinten um den nichstliegenden Ast der
Hyperbel, dann von vorn iiber die Ellipse und befestigt das andere

Abb. 26.

Ende des Fadens in F,. Wird
jetzt das zwischen der Ellipse
und der Hyperbel befindliche
Fadenstiick in B straffgezogen,
so erhdlt der Faden die Form
des gebrochenen Streckenzuges
SHBEF,; dabei ist das Stiick
BHS, die kiirzeste Linie, die
von B iiber einen Punkt der
Hyperbel nach S, lauft, und das
Stiick BEF, hat eine entspre-
chende Eigenschaft. Ldft man
nun den Punkt B seine Lage so
verdndern, daf der Faden immer
gespannt bleibt, so wandert B auf
einem Ellipsoid. In der Anord-
nung von Abb. 26 durchliuft B
im ganzen das vordere untere
Viertel der Fliche; die iibrigen

Viertel ergeben sich je nach der Art, wie der Faden zwischen S, und F,
um die Ellipse und die Hyperbel herumgeschlungen wird?™.

Abb. 27.

Das Geriist der beiden Kegel-
schnitte spielt bei der Konstruk-
tion des Ellipsoids eine analoge
Rolle wie die Brennpunkte bei
der Ellipse, man spricht von
den Fokalkurven (Fokalellipse
und Fokalhyperbel) des Ellip-
soids. Allgemein sagt man von
einer Fliche zweiter Ordnung,
daB sie diese beiden Kegel-
schnitte zu Fokalkurven hat,
wenn deren Ebenen Symmetrie-
ebenen der Flache sind und von
der Fliache in Kegelschnitten
durchsetzt werden, die mit den
Fokalkurven konfokal liegen.

1 Statt in S; und F, diirfen die Enden des Fadens auch in jedem anderen
Punkt der Ellipse bzw. der Hyperbel festgemacht werden, auBer wenn die
gegenseitige Lage dieser Punkte das Spannen des Fadens in der beschriebenen

Weise tiberhaupt unmoglich macht.
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Da jeder dieser bei-
den Schnitte eine
Ellipse oder Hyper- \
bel sein mufl, kom-
men vier Fille in
Betracht. Sind beide
Schnitte Ellipsen, so Y,
haben wir ein Ellip-
soid (Abb. 27); sind
sie beide Hyperbeln,
so ergibt sich ein
zweischaliges Hyper-
boloid  (Abb. 28).
Wird die Ebene der
Fokalhyperbel in
einer Hyperbel, die
Ebene der Fokal-
ellipse in einer Ellipse
geschnitten, so ist die
Fliche ein einschaliges
Hyperboloid (Abb. 2g).
Der vierte Fall — Ellipse
in der Ebene der Fokal-
hyperbel und Hyperbel in
der Ebene der Fokalellipse
— scheidet aus. Denn die
Ellipse und die Hyperbel
miiten dann die Gerade
F,F, (Abb. 30) in vier
verschiedenen Punkten
E.E,H,H, treffen, die
Ebene der Fokalhyperbel
hitte also mit der Fliache
eine Ellipse und zwei nicht
auf dieser gelegene Punkte
H,H, gemein, was der
Definition der Fliche zwei-
ter Ordnung widerspricht.
Fiihrt man die Faden-
konstruktion des Ellip-
soids mit Fiden verschie-
dener Linge bei festgehal-
tenen Fokalkurven durch,
so erhdlt man eine Schar

2*
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,.konfokaler’ Ellipsoide (d. h. mit gemeinsamen Fokalkurven), die in
ihrer Gesamtheit den Raum einfach und lickenlos tiberdecken. Auch
die Scharen der zweischaligen und der einschaligen Hyperboloide, die
zu diesen Fokalkurven gehoren, iiberdecken jede fiir sich den Raum
einfach und liickenlos; durch jeden Raumpunkt geht also ein Ellipsoid,
ein einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid hindurch (Abb. 31).
Genau so nun, wie in der Ebene die konfokalen Kegelschnitte, durch-
schneiden sich im Raum die konfokalen Flichen zweiter Ordnung
rechtwinklig, d. h. in jedem Raumpunkt stehen die Tangentialebenen
der drei hindurchgehenden Flichen aufeinander senkrecht!. Solche
dreifach orthogonalen Fliachensysteme und vor allem die konfokalen
Flichen zweiter Ord-
nung spielen bei zahl-
reichen mathematischen
und physikalischen Be-
trachtungen eine Rolle;
die Anwendung der
,elliptischen Koordina-
ten, zu denen man
bei der analytischen
Darstellung dieser Fla-
chen gefithrt wird, er-
& weist sich fiir die Be-
handlung vieler, auch
astronomischer Proble-
me als zweckmalig.
Einen Uberblick iiber
den Aufbau eines Sy-
stems von konfokalen
Flichen zweiter Ordnung kann man gewinnen, wenn man die ver-
schiedenen Flichen in einer bestimmten Reihenfolge durchlduft. Ich
gehe von den sehr groBen Ellipsoiden der Schar aus, die ungefihr die
Gestalt einer Kugel besitzen. Nun lasse ich die grofe Achse allmahlich
immer kiirzer werden; dabei werden die Ellipsoide immer flacher und
einer Kugel unihnlicher, da sie in den drei Achsenrichtungen verschieden
stark zusammengedriickt werden. So erhalte ich schlieBlich als Grenz-
fall des Ellipsoids das Innere der Fokalellipse, doppelt tiberdeckt. Von
hier aus gehe ich sprungweise zum AuBeren der Ellipse iiber, welches
ebenfalls als doppelt iiberdeckt vorzustellen ist und den Grenzfall eines
flachen einschaligen Hyperboloids bildet. Durchlaufe ich von diesem
Grenzfall ausgehend die Schar der Hyperboloide in der Weise, dal ich
immer steilere Flichen nehme, so komme ich der Ebene der Fokal-

Abb. 30.

1 Die Punkte der Fokalkurven spielen eine Ausnahmerolle; in ihnen werden
zwei von den drei Ebenen unbestimmt. Vgl. den folgenden Absatz.
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hyperbel von beiden Seiten her immer ndher, und die Giirtelellipsen,
die ebenfalls ein konfokales System durchlaufen, werden immer schmaler.
Wenn die Giirtelellipse schlieBlich unendlich schmal, d. h. zur Doppel-
strecke geworden ist, so schrumpft das einschalige Hyperboloid auf
den doppelt bedeckten ebenen Streifen zwischen den Zweigen der Fokal-
hyperbel zusammen®. Jetzt gehe ich nochmals unstetig auf die andere
Seite der Fokalhyperbel iiber, die ich mir wieder als doppelt iiberdeckt
vorzustellen habe. Dies ist der Grenzfall eines flachen zweischaligen
Hyperboloids. Lasse
ich nun die beiden
Schalen des Hyper- /(
boloids sich allméh-
lich aufblihen, so
nihern sie sich beide
immer mehr von bei-
den Seiten her der-
jenigen Ebene, die
im Mittelpunkt der
Fokalkurven auf de-
ren Ebenen senk-
recht steht. In der
Grenzlage erhalte ich
also diese Ebene dop-
pelt iberdeckt. Hier-
mit ist das System der
konfokalen Flachen
vollstindig ~ durch-
laufen, und unsere
Betrachtung zeigt, in
welcher Weise jede
Schar fiir sich den
Raum einfach und
liickenlos durchzieht.

Die Beziehung der Fokalkurven zueinander und zu den zugehérigen
Flichen zweiter Ordnung 148t sich noch durch eine weitere Eigenschaft
kennzeichnen. Wenn ich von irgendeinem Punkt der Fokalhyperbel
in Richtung seiner Tangente die Fokalellipse betrachte, so erscheint
diese als ein Kreis, auf dessen Mittelpunkt ich blicke; die Fokalhyperbel
ist also der geometrische Ort fiir die Spitzen der Kreiskegel, welche
ich durch die Ellipse legen kann, und die Rotationsachse jedes solchen
Kegels ist die Tangente der Fokalhyperbel in der Kegelspitze. Ebenfalls
Kreiskegel, und zwar mit der gleichen Achse, sind die Tangentialkegel

SO

Abb. 31.

1 Das frither erwiahnte bewegliche Stangenmodell durchlauft gerade dieses
System von Hyperboloiden vollstandig, einschlieSlich der ebenen Grenzlagen.
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von einem beliebigen Punkt der Fokalhyperbel an alle zu den gegebenen
Fokalkurven konfokalen Ellipsoide, in deren AuBeren der Punkt liegt.
Allgemein gilt der Satz, daBl eine jede Fliche des konfokalen Systems,
betrachtet von einem Punkt einer Fokalkurve aus, welcher nicht von
der Fliche eingeschlossen wird, als Kreis erscheint, auf dessen Mittel-
punkt man blickt, falls die Blickrichtung tangential zur Fokalkurve
genommen wird. (Die Beriihrungspunkte der UmriBkegel mit der
Flache liegen aber im allgemeinen keineswegs auf einem Kreis, sondern
konnen jeden beliebigen Kegelschnitt erfiillen, auch eine Hyperbell.)

Es liegt nahe, neben den Fokalkurven auch die anderen Kurven
zu betrachten, in denen sich zwei ungleichartige Flichen eines konfo-
kalen Systems treffen. Diese Kurven haben eine einfache differential-
geometrische Eigenschaft, auf die wir spéiter eingehen werden (S. 166).
Wir haben ferner in ihnen ein erstes Beispiel fir Kurven, die nicht in
einer Ebene liegen. Es ist leicht einzusehen, daf eine Durchdringungs-
kurve zweier beliebiger und beliebig gelegener Flichen zweiter Ordnung
von einer beliebigen Ebene nie in mehr als vier Punkten getroffen wird,
falls die Kurve nicht einen ganzen Bogen mit der Ebene gemein hat. Die
Ebene schneidet nidmlich die Flachen in zwei Kegelschnitten; man kann
nun analytisch leicht den auch anschaulich einleuchtenden Satz beweisen,
daBl zwei Kegelschnitte sich in hochstens vier Punkten treffen, falls sie
nicht zusammenfallen oder eine ganze Gerade gemein haben (vgl. S. 143).

Mit dieser Schnittpunkteigenschaft hingt es zusammen, da man
die Kurve aus analytischen Griinden als Kurve vierter Ordnung be-
zeichnet (Die Kurven #n-ter Ordnung haben die entsprechende Eigen-
schaft, daB sie mit jeder Ebene entweder hoéchstens # Punkte oder
einen ganzen Kurvenbogen gemein haben). Es gibt aber auch Kurven
vierter Ordnung, die man nicht als Schnitt zweier Flichen zweiter Ord-
nung erhalten kann2. — Die Raumkurven hoherer Ordnung lassen sich
ohne analytische Hilfsmittel schwer erfassen und seien deshalb hier
nicht ndher untersucht.

Anhinge zum ersten Kapitel.
1. Fullpunktkonstruktionen der Kegelschnitte.

Eine Kurve K und ein Punkt F; seien gegeben (Abb. 32); ich fille
von F, aus die Lote auf alle Tangenten ¢# von K. Dann beschreiben

1 Eine weitere Eigenschaft des konfokalen Systems, die iibrigens die soeben
erwahnte als Grenzfall umfa3t, ist die folgende: Legt man von irgendeinem Raum-
punkt P aus den Tangentialkegel an irgendeine Fliche des Systems, die P nicht
umschlieBt, so werden die Symmetrieebenen dieses Kegels stets gebildet von den
Tangentialebenen der drei durch P gehenden Flachen des Systems im Punkte P.

2 Fur die Schnittkurven zweier Flichen zweiter Ordnung lat sich analytisch
beweisen, daB noch unendlich viele weitere Flachen zweiter Ordnung durch sie
hindurchgehen, darunter vier Kegel (von denen auch einige zusammenfallen oder
zu Zylindern ausarten kénnen).
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die FuBpunkte dieser Lote eine zweite Kurve £, die man die FuBpunkt-
kurve von K beziiglich F; nennt. Umgekehrt kann man K zuriick-
gewinnen, wenn f; und % gegeben sind. Zu diesem Zweck hat man
F, mit allen Punkten von % zu verbinden und auf den Verbindungs-
linien die Senkrechten ¢ in den Punkten von & zu errichten. Die Geraden
¢ umbhiillen dann K. Diese zweite Kon-
struktion wollen wir eine FuBpunktkon-
struktion nennen und sagen, daB K durch
FuBpunktkonstruktion an £ (beziiglich
F)) entsteht. Je nach der Wahl von F;
kénnen also durch FuBpunktkonstruk-
tion an einer und derselben Kurve £ sehr
verschiedenartige Kurven K entstehen.

Wir zeigen : Die FuBpunktkonstruktion am Kreis und an der Geraden
liefert stets Kegelschnitte. Liegt der Punkt F; innerhalb des Kreises
vom Mittelpunkt M, so entsteht eine Ellipse, und F, ist der eine Brenn-
punkt; der zweite Brennpunkt F, ist der Spiegelpunkt von F; beziiglich
M. Liegt F; auBerhalb, so entsteht eine Hyperbel. Die Brennpunkte
sind wieder F; und der Spiegelpunkt von F; beziiglich //. Nimmt man
anstatt eines Kreises eine Gerade g, so entsteht eine Parabel. Der
Brennpunkt ist F,, die Leitlinie ist die Par-
allele # von g, die auf der anderen Seite von
F, liegt und von g denselben Abstand wie
F, hat.

Um zundchst die Behauptung fiir die
Ellipse zu beweisen, ziehe ich (Abb. 33) durch
F, eine beliebige Gerade, die den Kreis in C
und C’ treffen moge. Auf dieser Geraden
bestimme ich die Punkte F und F’, so daB3
F,C=CF und F,C’'=C'F'. Ferner er-
richte ich auf der Geraden CC’ in C und ('
die Lote ¢ und #. F, sei wie in der Be-
hauptung so gelegt, dal M Mittelpunkt
der Strecke F,F, ist. F,F mdge ¢t in B schneiden, und F,F’ moge
t' in B’ schneiden. Dann ist F;B = FB, also F,B + BF,=FF,.
Da aber M und C die Mittelpunkte der Strecken F,F, und F,F
sind, so gilt FF,=2CM. Wenn wir den Kreisradius mit » be-
zeichnen, haben wir die Bezichung erhalten: BF, + BF, = 27.
Der Punkt B liegt also auf der Ellipse mit den Brennpunkten F,
und F, und der groen Achse 2 7. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB3 ¢
diese Ellipse in B beriithrt. Dies folgt aus der auf S.2 bewiesenen
Winkeleigenschaft der Ellipsentangente. Nach unserer Konstruktion
ist ndmlich <<CBF, =<CBF. — Fir ¢ verlduft der Beweis ganz
analog mit Hilfe der Punkte B’, C’ und F’.

Abb. 32.

Abb. 33.
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Der Beweis fiir die Hyperbel folgt aus Abb. 34. Sie unterscheidet
sich von Abb. 33 allein dadurch, daB3 F,; auBerhalb des Kreises an-
genommen ist. In diesem Fall durchlaufen B und B’ die beiden ver-
schiedenen Aste der Hyperbel. Es ist nimlich FF,= 2r = BF, — BF,
und F'Fy =2y =B'F, — B'F,.

¢
]
f‘
oo<-—-fz' / \
77
gl 1~
Abb. 34. Abb. 35.

Fiir die Parabel ist der Beweis etwas abzuindern. Sind ndmlich die
Punkte C und F und die Gerade ¢ analog dem Fritheren konstruiert
(Abb. 35), so hat man von F aus das Lot auf g zu fillen. B ist der Schnitt-
punkt dieses Lotes mit ¢. Dann ist BF; = BF. F durchlduft aber
die Gerade %», die wie in der Behauptung kon-
struiert ist*. Also liuft B in der Tat auf einer
Parabel mit F, als Brennpunkt und % als Leitlinie.
DaB ¢ die Parabel in B beriihrt, folgt wieder dar-
aus, daB £ den Winkel F BF, halbiert?.

LiBt man den Punkt F, auf die Kreisperi-
pherie fallen (Abb. 36), so drehen sich ¢ und ¢
um die Punkte F, und F,. Wir erhalten also
ein Paar von Geradenbiischeln. Bekanntlich tritt
dieser Ausartungsfall naturgemiB auf, wenn man die Kurven zweiter
Ordnung als Tangentengebilde betrachtet.

Abb. 36.

2. Die Leitlinien der Kegelschnitte.

Im Text wurde die Parabel als der geometrische Ort aller Punkte
definiert, fiir die der Abstand von einem festen Punkt F, dem Brenn-
punkt, gleich dem Abstand von einer festen Geraden g, der Leitlinie,

1 Bei der Ellipsen- und Hyperbelkonstruktion durchlinft F einen um F, als
Mittelpunkt geschlagenen Kreis, der doppelt so grof ist wie der urspriinglich ge-
wihlte und mit ihm F, zum Ahnlichkeitspunkt bat. Das folgt aus den Relationen
FF,=2CM und FF, = 2CF,.

2 Natiirlich 1aBt sich Abb. 35 aus Abb. 33 durch denselben Grenziibergang
ableiten, durch den wir auf S. 3 die Parabel aus der Ellipse gewonnen haben.
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ausfillt. Eine dhnliche Definition 1afit sich auch fiir die Ellipse und
Hyperbel aufstellen. Wir suchen den geometrischen Ort aller Punkte,
fiir die der Abstand von einem festen Punkt F zum Abstand von einer
festen Geraden g in einem konstanten Verhiltnis v steht. Im Falle
v = 1 erhalten wir die Parabel. Wir beweisen nun: Fiir v <1 ist die
gesuchte Kurve eine Ellipse, fiir ¥ > 1 eine Hyperbel. F ist ein Brenn-
punkt des Kegelschnitts. Umgekehrt kann man zu jeder Ellipse und
jeder Hyperbel zwei Geraden g, und g, finden, so da3 jeder Kurvenpunkt
konstantes Abstandsverhiltnis von F, und g, bzw. von F, und g, hat.

Zum Beweis gehen wir
von Abb. 37 aus. Ein
Kreiskegel schneidet eine
Ebene ¢ in einer Ellipse %,
fiir die wir die Behauptung
prifen wollen. Wie in
ADbb. 10 ist eine Kugel zu
Hilfe genommen, die den
Kegel in einem Kreis K
und die Ebene in einem
Punkt F Dberihrt; F ist
also ein Brennpunkt von 4.
Ferner sei f die Ebene von
K und g die Schnittgerade
von ¢ und f. Von einem
beliebigen Ellipsenpunkt B
aus fillen wir das Lot
BC auf g und das Lot
BD auf f. Sodann verbin-
den wir B mit F und der
Kegelspitze S; BS moge K
im Punkt P treffen. Zur Abkiirzung setzen wir <CDBP = & und

¥DBC=p. Damnist BC — 22 und BP = B2 Fernerist BF — BP,

cosp coso
da beide Strecken Tangenten an dieselbe Kugel vom selben Punkt B
aus sind. Also ist

Abb. 37.

BF _ BP  cosf

BC ~ BC = cosa’
Nun sind aber die Winkel & und £ von der Wahl von B unabhingig,
denn « ist gleich dem halben Offnungswinkel des Kegels, und f ist gleich

dem Neigungswinkel der Ebene ¢ zur Achse des Kegels. Setzen wir
also % = v, so haben wir fiir die Ellipse £ die Behauptung bestitigt
und fiir die Leitlinie g zugleich eine rAumliche Konstruktion angegeben.

Falls ¢ den Kegel nicht in einer Ellipse, sondern in einer Hyperbel %

schneidet (Abb. 38), verlduft der Beweis genau so. Nur ist im ersten
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Fall & < f, im zweiten Fall « > . Fiir die Ellipse % ist also v <1,
fiir die Hyperbel # dagegen v > 1.

Nun beweist unsere Betrachtung zunichst nur die Existenz der Leit-
linie fiir bestimmte Ellipsen und Hyperbeln, wihrend in der Behaup-
tung umgekehrt die Zahl v, der Punkt F und die Gerade g vorgegeben
sind und die zugehorige Kurve gesucht wird. Aber offenbar hingt die
Gestalt der gesuchten Kurve nur von dem Wert der Zahl v ab, und anderer-
seits kénnen wir unsere Konstruktion so einrichten, daf3 die Winkel o
und S, also auch die Zahl v, beliebige Werte annehmen. Daher sind
durch diese Konstruktion alle gestaltlichen Moglichkeiten fiir die
gesuchte Kurve erfa8t, und diese Kurve muf} in der Tat stets ein Kegel-
schnitt sein.

Die Parabel ist, wenn wir die
Bezeichnungsweise beibehalten,
durch & = f, d. h. v =1 gekenn-
zeichnet, so daB wir auf die ur-
spriingliche Definition zuriickfallen.
Schneidet dagegen ¢ den Kegel in
einem Kreis, so versagt die Kon-
struktion, weil dann (und nur
dann) die Ebenen e und f keine
Schnittgerade g besitzen, sondern
parallel sind. Jeder von einem
Kreis verschiedene eigentliche Ke-
gelschnitt 146t sich als Schnitt
eines Kreiskegels auffassen und dann der angegebenen Konstruktion
unterwerfen. Die Eigenschaft der Leitlinien kommt daher auBer
dem Kreis allen eigentlichen Kegelschnitten zu.

Ubrigens beruhen die griechischen Namen der Kegelschnitte auf
ihrer Beziehung zu den Leitlinien. Sie deuten an, dafl » bei der Ellipse
die Zahl 1 nicht erreicht (é14eimew), bei der Hyperbel iibertrifft (dmeo-
BdAdew) und bei der Parabel gerade erreicht (nagafdidew).

Abb. 38.

3. Das bewegliche Stangenmodell des Hyperboloids.

Wir wollen (unter Voraussetzung einiger Kenntnisse aus der analy-
tischen Geometrie des Raumes) die S. 15 ausgesprochene Behauptung
beweisen, daB das Stangenmodell des einschaligen Hyperboloids be-
weglich ist. Wir zeigen gleichzeitig, daB das Geriist ein System kon-
fokaler einschaliger Hyperboloide durchlaufen kann.

%y, X, X3 DZW. 9, V5, V3 selen die cartesischen Raumkoordinaten
der Punkte P bzw. . Wir betrachten die konfokalen Fldchen zweiter
Ordnung:

2
X1

3
7 L o
(1) al—l+a2—l+a3—1_2al—i_1'
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Wir denken uns einen solchen Wert 4 gewihlt, daB (1) ein einschaliges
Hyperboloid bestimmt. P soll, wie durch (1) zum Ausdruck kommt,
auf dieser Flache liegen. Nun sei Q ein anderer Punkt derselben Fliche,
der iiberdies mit P auf derselben in der Fliache verlaufenden Geraden
liegt. Diese Forderung ist gleichbedeutend damit, daB die Gleichungen
bestehen:

i
(2) =L

3
o) DA =1,
1

Denn der Mittelpunkt M der Strecke PQ mul} jedenfalls auf der Fliche
liegen. M hat die Koordinaten %(x + v;). Es muB also gelten

x+y, - _7xy1:
> — Tt 1.

a—} a, — A

Das ist mit (3) dquivalent. Umgekehrt liegt die Gerade P(Q ganz auf
der Fliche, wenn die Gerade mit der Fliche die drei Punkte P, O, M
gemein hat, wenn also (1), (2) und (3) gilt.

Wir berechnen nun den Abstand PQ = 7. Es ist

:1 (5 — yi)? = 247 + 2y7 — 2 2wy
= S0, Sa-n2 =2 Sa— 22
:Z“i[a,xzx + aiy_?/l —2 axf,}}

_llza—l—fz - _22;—%1

Infolge der Gleichungen (1), (2), (3) verschwindet der Ausdruck in der
letzten eckigen Klammer. Wir erhalten also

(4 = Da )

Nun sei 4’ ein Wert, der in (1) fiir 1 eingesetzt wieder ein ein-
schaliges Hyperboloid ergibt. Das ist dann und nur dann der Fall,
wenn die Vorzeichen von a; — 4 und a; — X’ fiir jedes ¢ einander gleich
sind. Demnach bestimmen die Formeln

(5) d=a) T i=123)

a; — A

eine reelle affine Transformation. Offenbar verwandelt (5) die Fliche
(1) in ein zu (1) konfokales einschaliges Hyperboloid, das (1) heiBen
moge. Sind P’(x;) und Q' (y;) die Bilder von P und Q vermége (5),
so liegt die Gerade P’ ganz in (1’), da sie das Bild von PQ ist.
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Unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB3 der Ab-
stand P’Q’ = #' gegeniiber P(Q unverindert geblieben ist; »'=7. Nun
gilt fiir ' die zu (4) analoge Formel

et
@) rr= et
Aus (5) folgt

(wi—9i _ (m—y) -
e F T e =123

also wegen (4), (4") in der Tat » =7,

Denken wir uns 1 fest, A’ veranderlich, so gibt (5) die Bahnkurven
der Punkte des Stangenmodells, wenn dieses, wie wir immer angenom-
men haben, unter Festhaltung der Symmetrieebenen deformiert wird.
Diese Kurven sind, wie eine kurze Rechnung zeigt, die Schnittkurven
der mit (1) konfokalen Ellipsoide und zweischaligen Hyperboloide.

Zweites Kapitel.
Regulidre Punktsysteme.

Wir wollen in diesem Kapitel die metrischen Eigenschaften des
Raums unter einem neuen Gesichtspunkt betrachten. Wéahrend wir
uns niamlich bisher mit Kurven und Flichen, also mit kontinuierlichen
Gebilden beschiftigt haben, wenden wir uns nun zu Systemen, die aus
getrennten Elementen aufgebaut sind. Solche Systeme treten auch in
den {ibrigen Gebieten der Mathematik oft auf, besonders in der Zahlen-
und Funktionentheorie und in der Krystallographie®.

§ 5. Ebene Punktgitter.

Ein besonders einfaches Gebilde, das aus diskreten Teilen besteht,
ist das ebene quadratische Punktgitter (Abb. 39). Um es zu erzeugen,
markieren wir uns in einer Ebene die vier Ecken eines Quadrats vom Inhalt
Eins, verschieben das Quadrat parallel einer Seite um die Seitenldnge
und zeichnen die beiden neu hinzugekommenen Eckpunkte ebenfalls
auf. Dieses Verfahren denken wir uns nach derselben und dann nach
der entgegengesetzten Seite unbegrenzt fortgesetzt. So erhalten wir in
der Ebene einen Streifen, der aus zwei Reihen dquidistanter Punkte
besteht. Diesen Streifen verschieben wir senkrecht zu sich selbst um
eine Quadratseitenlinge, markieren die neu hinzugekommenen Punkte
und denken uns auch dies Verfahren nach beiden Seiten unbegrenzt oft

1 Soweit die folgenden Abschnitte die Krystallographie streifen, ist die Bezeich-
nungsweise nicht immer der tiblichen krystallographischen Terminologie angepaf3t.
Im Rahmen der einfachen geometrischen Betrachtung, auf die wir uns beschrinken,
sind oft andere Namen kiirzer und eindringlicher.
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wiederholt. Die Gesamtheit aller so markierten Punkte bildet das
quadratische Punktgitter; man kann es auch definieren als die Menge
aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in einem ebenen carte-
sischen Koordinatensystem.

In diesem Gitter kann ich natiirlich aus
vier Punkten auch andere Figuren bilden
als Quadrate, z. B. Parallelogramme. Man
erkennt nun leicht, daf sich das Gitter eben-
so wie aus dem Quadrat aus jedem solchen
Parallelogramm erzeugen l48t, wenn das
Parallelogramm nur auBer seinen Ecken
keinen Gitterpunkt mehr in seinem Innern
und auf dem Rande enthilt (andernfalls
koénnte ja das Verfahren nicht alle Gitterpunkte liefern). Die Betrach-
tung jedes solchen Parallelogramms zeigt nun, daB es gleichen Flichen-
inhalt hat wie das erzeugende Quadrat (vgl. Abb. 39); einen strengen
Beweis dafiir werden wir auf S. 30 kennenlernen.

Bereits dieses einfache Gitter hat AnlaB zu wichtigen mathematischen
Untersuchungen gegeben, deren erste von Gauss stammt. Er versuchte
dieAnZﬂhlf(")deroooooooooooooooo
Gitterpunkte zu be-
stimmen, die auf einer
Kreisscheibe vom Ra-
dius 7 liegen; dabei soll
der Kreismittelpunkt
ein Gitterpunkt sein
und 7 eine ganze Zahl.
Gausshatdiese Anzahl  ©
fiir viele Werte von » o
empirisch  bestimmt o

Abb. 39.

und fand z. B.: o °
y= 10 [f(r)= 317, ° °
y= 20 1257, = o
y = 30 2821, o o
7 = 100 3'14'17, o o
¥ = 200 '125 629, o o ¢ o o o o o o0 o o o o o o o
7 = 300 282697. Abb. 40.

Aus der Betrachtung der Funktion f(#) ergibt sich namlich eine
Methode zur Bestimmung des Wertes von #. Da jedes Grundquadrat
den Inhalt Eins hat, ist f(#) gleich dem Inhalt der Fliche F, die von
allen den Quadraten bedeckt wird, deren linke untere Ecke auf der
Kreisscheibe liegt (Abb. 40). f(r) unterscheidet sich also vom Inhalt
72z der Kreisscheibe hochstens um den Flicheninhalt 4 (r) derjenigen
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(mitgerechneten oder fortgelassenen) Quadrate, die von der Peripherie
geschnitten werden.
|[f(r) —2r| < A(r),
f(z) R 1) )

T

Um A () abzuschitzen, geniigt nun eine einfache Uberlegung. Die

Maximalentfernung zweier Punkte im Einheitsquadrat betrigt ]/2
Alle Quadrate, die von der Peripherie geschnitten werden, liegen also

in einem Kreisring von der Breite 2}/5, dessen begrenzende Kreise
die Radien 7 4+ 2 und » — }J2 haben. Dieser Kreisring hat den

Flicheninhalt
B(r) = [(7+f) _(7'—1/2)]71:4]/57”'.
Nun ist aber 4 () << B(r), also
‘L::l [ <4 4]/271

Daraus ergibt sich durch Grenziibergang die Formel, die wir zum
Ziel hatten:

(1)

10 _

T.
r>o0

Wenn man die von Gauss ermittelten Funktionswerte f(#) in diese Glei-
chung einsetzt, ergibt sich folgende Anndherung an 7 = 3,14159:

r =10 g) =317,
20 3,1425,
30 3,134,
100 31417,
200 3,140725,
300 3,14107.

Eine Anwendung der Gleichung (1) besteht im Beweis der auf
S. 29 ausgesprochenen Behauptung, da8 jedes der Parallelogramme,
durch die ich das quadratische Punktgitter erzeugen kann, den Flidchen-
inhalt Eins besitzt. Ich weise nidmlich jeden Gitterpunkt der Kreis-
scheibe in gleicher Weise einem solchen Parallelogramm als Eckpunkt
zu und vergleiche die von diesen Parallelogrammen bedeckte Fliche F
mit der Kreisscheibe. Wieder ist die Abweichung geringer als der
Inhalt B(r) eines Kreisrings mit den Radien 7 4 ¢ und # — ¢, wo
¢ die (von 7 unabhingige) Maximalentfernung zweier Punkte im Grund-
parallelogramm bedeutet. Ist dessen Inhalt 4, so hat I den Inhalt
a- f(r), und wir erhalten die Formel

laf(r) — r*n| < B(r) = 4rcam,
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also
4cnm

| — <,
lim 1 _ =

r—>oco

Wir haben aber oben gezeigt, daB
lim 7). —

; S5

2
> 00

Hieraus?! folgt die Behauptung a = 1.

Wir wenden uns jetzt der Betrachtung allgemeiner , Einheitsgitter*
zu, d. h. Gittern, die von einem beliebigen Parallelogramm des Inhalts
Eins auf dieselbe Art erzeugt werden wie das quadratische Gitter vom
Quadrat. Wiederum kénnen verschiedene Parallelogramme dasselbe
Gitter erzeugen, sie miissen dann aber alle den Inhalt Eins haben,
was man in gleicher  _____ —— e e A ————p
Weise wie beim quadra- !
tischen Gitter beweist.

Fir jedes solches \
Einheitsgitter ist der
kleinste ~ Abstand ¢ 9
zweier Gitterpunkte eine
charakteristische Grofe.
Es gibt Einheitsgitter
mit beliebig kleinem ¢,
z. B. solche, die von
einem Rechteck mit den Seiten ¢ und 1/c erzeugt werden. Dagegen
kann ¢ offenbar nicht beliebig gro werden, weil das Gitter sonst
kein Einheitsgitter sein kénnte. Also hat ¢ eine obere Grenze. Wir
wollen sie bestimmen.

Sei in einem beliebigen Einheitsgitter ein Punktepaar mit dem
kleinsten vorkommenden Abstand ¢ herausgegriffen (Abb. 41). Legt
man durch die beiden Punkte eine Gerade g, so miissen auf ihr nach
Definition des Gitters immer weitere Gitterpunkte im Abstand ¢ liegen;
die zu g im Abstand 1/c gezogene Parallele 2 mufl ebenfalls unendlich
viele Gitterpunkte enthalten, dagegen muB der Streifen zwischen den
Parallelen von Gitterpunkten frei sein, was beides daraus folgt, daB
das Gitter ein Einheitsgitter sein soll. Um alle Gitterpunkte von g
schlage ich nun Kreise mit dem Radius c¢. Sie tiberdecken in ihrer
Gesamtheit einen Streifen, der von der iibrigen Ebene durch Kreisbogen
abgegrenzt wird. Jeder innere Punkt dieses Streifens ist von mindestens

Abb. 41.

1 Bei diesem Beweis hatten wir statt der Kreisscheibe auch jedes andere Flachen-
stiick verwenden kénnen, dessen Rand sich durch einen im Verhiltnis zum Gesamt-
flacheninhalt beliebig schmalen Flichenstreifen zudecken laBt.
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einem Gitterpunkt um weniger als ¢ entfernt, kann also nach Definition
von ¢ kein Gitterpunkt sein. Also ist 1/c gréBer oder gléich dem kiir-
zesten Abstand der Grenzlinie des Streifens von g. Dieser Abstand ist
offenbar die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite c; also
haben wir:

14

o=
1%
k\)‘n

el

2

Vs

T~

c

IA

Die Zahl V/i ist die gesuchte obere Grenze fiir ¢. Dieser Extrem-
V3

wert wird auch tatsidchlich in einem Gitter erreicht, namlich, wie aus
Abb. 41 ersichtlich, in einem Gitter, dessen erzeugendes Parallelogramm
sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt.

Durch VergréBern oder
Verkleinern kénnen  wir
nun jedes beliebige Gitter
aus einem Einheitsgitter
erzeugen. Ist also 42 der
Inhalt eines Grundpar-
allelogramms in  einem
Gitter und C der Mini-
malabstand zweier Gitter-
punkte, so gilt:

Abb. 42. C=al| =.

Wiederum steht das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn das
Gitter aus gleichseitigen Dreiecken aufgebaut ist. Bei gegebenem Minimal-
abstand besitzt also dieses Gitter das kleinstmégliche Grundparallelo-
gramm. Nun ist aber, wie wir schon S. 30 geschen haben, der Flichen-
inhalt groBer Flichen annihernd gleich der Anzahl der Gitterpunkte
im Innern multipliziert mit dem Flicheninhalt des Grundparallelo-
gramms. Unter allen Gittern gegebenen Minimalabstands enthilt also
innerhalb einer gegebenen groBen Fliche das Gitter der gleichseitigen
Dreiecke die meisten Punkte.

Schligt man um alle Punkte eines Gitters Kreise mit dem halben
Minimalabstand des Gitters als Radius, so erhdlt man ein System von
Kreisen, die sich teilweise berithren, aber nie iiberdecken. Man bezeichnet
ein derart konstruiertes System als eine gitterférmige Kreislagerung.
Eine gitterférmige Kreislagerung nennen wir um so dichter, je mehr
von den Kreisen in einem vorgeschriebenen (hinreichend grofen)
Gebiet Platz haben. Demnach liefert das Dreiecksgitter die dichteste
Kreislagerung (Abb. 42).
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Als MaB fiir die Dichte einer Kreislagerung wihlen wir die Gesamt-
fliche der eingelagerten Kreise geteilt durch den Inhalt des gegebenen
Gebiets. Bei hinreichend groBen Gebieten nihert sich dieser Wert
offenbar dem Quotienten aus dem Flicheninhalt eines einzelnen Kreises
geteilt durch den Inhalt des Grundparallelogramms. Als Optimum der
Dichte liefert das Dreiecksgitter den Wert

D=1 7-00289x.
2Y3

§ 6. Ebene Punktgitter in der Zahlentheorie.

Bei vielen Problemen der Zahlentheorie spielen die Punktgitter eine
Rolle. Wir wollen dafiir einige Beispiele geben. Um Lingen der Dar-
stellung zu vermeiden, miissen wir allerdings in diesem Paragraphen
etwas mehr mathematische Kenntnisse voraussetzen als sonst in diesem
Buche.

1. Die Lemsnizsche Reihe: %: 1 —--:—;-+—;-—%+— <o, Wie

in §5 bedeute f(r) die Anzahl der Gitterpunkte des ebenen quadra-
tischen Einheitsgitters innerhalb eines Kreises vom Radius » mit
einem Gitterpunkt als Mittelpunkt. Wir wollen diesen Punkt zum
Nullpunkt eines cartesischen Koordinatensystems machen, in dem die
Gitterpunkte die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten werden. Dann ist
{(r) die Anzahl aller Paare von ganzen Zahlen x, y, fiir die x2 - y2 = #2
gilt. Nun ist x2 4- y2 stets eine ganze Zahl n. Ich erhalte also f(r),
wenn ich fiir alle ganzen Zahlen. # = #2 zusehe, auf wieviel Arten
sie sich als Quadratsumme zweier ganzen Zahlen schreiben lassen,
und wenn ich dann diese Anzahlen von Zerlegungsméglichkeiten addiere.
Nun gilt der zahlentheoretische Satz: Die Anzahl der Darstellungen
einer ganzen Zahl # als Quadratsumme zweier ganzen Zahlen ist gleich
dem vierfachen UberschuB der Anzahl der Teiler von # von der Form
4 k + 1 tber die Anzahl der Teiler von der Form 4 2 + 3. Dabei sind
die Darstellungen wie # = a® 4 b2, n = b2 - a2, n = (—a)? + b2 usw.
alle als verschieden zu rechnen, wie ja diesen Zerlegungen auch ver-
schiedene Punkte unseres Gitters entsprechen. Jede Zerlegung fiihrt
also zu einem System von acht Zerlegungen (abgesehen von den Son-
derfillen ¢ =+4-b, a =0, b=0). Als Beispiel des Satzes betrachten
wir die Zahl # = 65. Sie hat im ganzen die Teiler 1, 5, 13, 65.
Alle diese Teiler haben die Form 4 & + 1, Teiler der Form 4 & +3
treten nicht auf. Der betrachtete UberschuB ist also 4, und nach unserem
Satz muB sich 65 auf 16 verschiedene Arten als Quadratsumme schreiben
lassen (oder, was dasselbe ist, der Kreis um den Nullpunkt vom Radius
]/65 muB durch 16 Gitterpunkte hindurchgehen). In der Tat ist
05 =12+ 8% und 65 =42+ 72, und jede dieser Darstellungen ist
achtmal zu zihlen.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 3
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Wir erhalten nach diesem Satz die Zahl z(f(r) —1), wenn wir fiir
alle positiven ganzen Zahlen # = #2 die Anzahl der Teiler von der Form
4 & + 3 von der Anzahl der Teiler von der Form 4 2 4 1 abziehen und
alle diese Differenzen addieren. Es ist aber viel einfacher, die Reihen-
folge dieser Additionen und Subtraktionen zu &dndern. Wir wollen
zunachst die Gesamtanzahl aller Teiler 4% + 1 aller Zahlen #n = #2
zusammenrechnen und davon die Gesamtanzahl der Teiler 4 % + 3
abziehen. Um die erste Anzahl zu bestimmen, schreiben wir die Zahlen
der Form 4% + 1 der GroBe nach auf, also 1, 5, 9, 13,... und lassen alle
Zahlen fort, die 2 {ibertreffen. Jede dieser Zahlen tritt als Teiler genau
so oft auf, wie es Vielfache von ihr gibt, die #2 nicht {ibertreffen. 1 ist
also [r?]mal zu zdhlen, 5 dagegen [72/5]mal, wenn wir mit [«] allgemein
die groBte ganze Zahl bezeichnen, die 4 nicht ubertrifft. Die gesuchte

Gesamtanzahl der Teiler 4% + 1 ist demnach [#%] + [7—52] + [%2} + [g} +---.
Nach Definition des Symbols [a] bricht diese Reihe von selbst ab, sobald
in der eckigen Klammer der Nenner den Zihler ibertrifft. Dieselbe

Betrachtung kann man fiir die Teiler 4 £ 4 3 anstellen und erhélt so

fiir deren Gesamtanzahl die Reihe [gJ + [7; + [%] + .... Wir haben
diese zweite Summe von der ersten abzuziehen. Da beides endliche
Summen sind, diirfen wir wieder die Reihenfolge beliebig umstellen,
und das ist fiir den nachher vorzunehmenden Grenziibergang 7 — oo
zweckmaBig. Wir wollen unser Resultat in der Form aufstellen:

51l +

S+ 5] B+

Um besser zu ibersehen, wann die Reihe abbricht, wollen wir

2
7 als ungerade ganze Zahl voraussetzen; dann hat die Reihe 7—;'——1—

Glieder. Die Summanden haben abwechselndes Vorzeichen und nehmen
nicht zu. Wenn wir daher die Reihe schon beim Glied [772} =[] =7

abbrechen, ist der Fehler héchstens gleich diesem letzten Glied », wir
kénnen also diesen Fehler in der Form ¥ schreiben, wo ¢ ein echter
Bruch ist. Wenn wir in den iibriggebliebenen %(r + 1) Gliedern die
eckigen Klammern weglassen, machen wir in jedem Glied einen Fehler,
der Eins nicht erreicht, im ganzen also wieder einen Fehler, den wir
in der Form ¥ r schreiben kénnen, wo ¥’ ein echter Bruch ist. Wir haben
demnach die Abschitzung

*4‘(]‘(7)—1):72———*-4—**}—--~i7i07j:0’7,

oder wenn wir durch 72 dividieren:

LN UACO R A S ST SRR TP T SR e i

4\ 2 72 4
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Wenn wir nun 7 (durch alle ungeraden ganzen Zahlen) unbegrenzt
wachsen lassen, so strebt f(r)/r? gegen 7, wie in § 5 bewiesen. Damit
haben wir die LeiBNizsche Reihe abgeleitet:

fr=1—f+i—t+ .
2. Der kleinste Wert quadratischer Formen. Es sei
[(m,n) =am?+2bmn + cn®

eine quadratische Form mit reellen Koeffizienten a, b, ¢ und der Deter-
minante D = ac — b2 = 1. Dann kann a nicht verschwinden. Wir
wollen noch 4 >0 voraussetzen. Dann ist bekanntlich f(m, #n) positiv
definit, d. h. positiv fiir alle reellen Zahlenpaare #, #n auler m =n=0.
Wir wollen zeigen: Es gibt zwei ganze Zahlen m, #, die nicht beide ver-

schwinden und fir die f (m, #) =< Vi_ ausfillt, wie auch die Koeffizienten
3
a, b, ¢, abgesehen von den Bedingungen ac — %=1 und a >0, ge-
wihlt sein mogen.
Diese Behauptung erweist sich als Konsequenz unserer Betrachtung

iiber den Minimalabstand von Gitterpunkten im Einheitsgitter. Wir
formen /(m, ») in der tiblichen Weise um unter Benutzung der Gleichung

D=1:
_ 2 7 \2
flm, n) = (]/am + -l;—n) -+ (Vin> .
Va @
Nun betrachten wir in einem cartesischen ebenen Koordinaten-

system die Punkte mit den Koordinaten

x:]/;m+—b:n,

Ve
y = ]/%n

wobei m, n alle ganzen Zahlen durchlaufen. Nach einfachen Sitzen
der analytischen Geometrie miissen diese Punkte ein Einheitsgitter
bilden. Denn sie entstehen aus dem quadratischen Einheitsgitter
x=m, vy =n, wenn man die Ebene der affinen Transformation

x:ﬁ§+%n,

1
y = V; Ui
von der Determinante Eins unterwirft. Nun wird aber f(m, n) = 2% 4 y2;

Vf(m, ) stellt also, wenn » und # alle ganzen Zahlen durchlaufen, den
Abstand des zugehérigen Gitterpunktes vom Nullpunkt dar. Nach dem
zu Anfang erwdhnten Satz gibt es einen Punkt P des Gitters, fiir den

dieser Abstand nicht gréBer ausfillt als l/ Vé Fir die zwei ganzen
3

3*
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Zahlen m, n, die zu P gehoren, ist daher, wie wir es erreichen wollten,
2
fm, n) < —.
V3
Man kann dieses Ergebnis auf das Problem anwenden, reelle Zahlen

durch rationale zu approximieren. Es sei & eine beliebige reelle Zahl;
wir betrachten dann die Form

fom, n) =

Diese Form hat die Determinante

xn —m

\2 1 x 2
) +£2n2:§m2—2€7mn+(zg—+e2 nt.

2 2
D:%<%+£2)—%~=1.

& &

Dabei sei ¢ eine positive, sonst beliebige Zahl. Nach unserem Ergebnis
gibt es stets zwei ganze Zahlen m, #, fiir die die Ungleichung gilt:

on — m\? 2
L2y 2
( : ){—an_.’_,.

Also gelten erst recht die beiden Abschitzungen

an—m| /2 /2

—_— | = r—a EN }/_ —_—.
=G =)

Daraus ergeben sich die Abschitzungen?!:

IA

o2l E WeE

Ist « nicht rational, so muf} die linke Seite der ersten Ungleichung von
Null verschieden sein. Wir miissen also notwendig unbegrenzt viele
solche Zahlenpaare 7, m erhalten, indem wir ¢ immer kleinere Werte

erteilen; denn dann muf3 i‘x — CZJ unbegrenzt abnehmen. Wir erhalten
|

auf diese Weise eine Folge rationaler Zahlen m/n, die die Irrationalzahl «
beliebig genau approximieren. Andererseits kénnen wir & mit Hilfe
der zweiten Ungleichung eliminieren. Auf diese Weise ergibt sich

a2
| n ‘ V 3
Wir haben also eine Folge von approximierenden Briichen, bei der die
Giite der Approximation dem Quadrat des Nenners proportional bleibt;
bei der also eine verhaltnismaBig gute Anndherung mit verhéltnismifig
kleinen Nennern erzielt wird.

IIA

1

1 Division durch # ist bei hinreichend kleinem ¢ erlaubt, da die Ungleichung

—
jon — m gel/ _2_
V3

nicht bestehen kénnte, wenn # = O ware.
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3. Der Satz von Mmxowski. Es ist MINKOWSKI gelungen, einen
Satz iiber Punktgitter aufzustellen, der trotz seiner Einfachheit viele
verschiedenartige Probleme der Zahlentheorie aufgeklirt hat, die mit
anderen Methoden nicht bewiltigt werden konnten. Der Deutlichkeit
halber wollen wir hier den Satz nicht in voller Allgemeinheit aufstellen,
sondern uns mit einem Spezialfall begniigen, der sich besonders leicht
formulieren 148t und der trotzdem schon alles fiir die Methode Wesent-
liche enthalt. Dieser Satz lautet:

Wenn man in ein beliebiges ebenes Einheitsgitter ein Quadrat von
der Seitenldnge 2 legt, das einen Gitterpunkt zum Mittelpunkt hat,
so liegt im Innern oder auf dem Rand dieses Quadrats sicher noch ein
weiterer Gitterpunkt.

Zum Beweise denke ich mir
in der Ebene des Gitters ir-
gendein groBes Gebiet ab-
gegrenzt, z. B. Inneres und
Rand eines Kreises von gro-
Bem Radius 7 mit einem Git-
terpunkt als Mittelpunkt. Um
jeden in dieses Gebiet fallenden
Gitterpunkt als Mittelpunkt
lege ich ein Quadrat der Seiten-
lainge s (Abb. 43). Wir wollen
nun fordern, daB diese Quadrate
sich nirgends tiberdecken, wie
groB » auch gewihlt sei, und
aus dieser Forderung eine Ab-
schatzung fiir die Seitenldnge s
gewinnen. Da nach unserer fritheren Bezeichnungsweise f(r) Gitter-
punkte im Gebiet liegen und die Quadrate sich nicht iiberdecken, so
betragt ihr Gesamtinhalt s2f(r). Andererseits fallen diese Quadrate
sicher ins Innere des konzentrischen Kreises von vergroBertem Radius
7 + 2s. Wir erhalten also die Abschidtzung

S2i(r) < a(r + 2s)2

Wenn wir nun s festhalten, aber » unbegrenzt wachsen lassen, so lehren
unsere fritheren Betrachtungen {iber f(7), daB die rechte Seite der Un-
gleichung gegen Eins strebt. Wir erhalten also fiir s die Bedingung

oder

s=1.

Da es nur die beiden Méglichkeiten gibt, daBl die Quadrate sich
iberdecken oder sich nicht iiberdecken, so folgt fiir jedes positive noch
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so kleine &, daB stets Uberdeckungen auftreten miissen, wenn ich von
Quadraten der Seitenldnge 1 + & ausgehe. Dabei kann ich die Quadrate
noch beliebig um ihre Mittelpunkte drehen, da {ber ihre gegenseitige
Stellung nichts vorausgesetzt war. Ich will sie nun alle parallel orientiert
denken. Greifen wir dann zwei sich iberdeckende Quadrate a, b mit
den Mittelpunkten 4 und B heraus (die nach unserer Voraussetzung
Gitterpunkte sind), so muB3 auch der Mittelpunkt M der Strecke A B ins
Innere beider Quadrate fallen (Abb. 44).

Zur Abkiirzung wollen wir einmal alle Punkte, die wie M die Ver-
bindungsstrecke zweier Gitterpunkte halbieren, als , Halbierungs-
punkte des Gitters bezeichnen. Dann kon-
nen wir schlieBen: Jedes Quadrat a der Sei-
é’\ % tenlinge 1 4 ¢, das einen Gitterpunkt zum

~¢ Mittelpunkt hat, muB3 einen Halbierungspunkt
in seinem Innern enthalten. Denn wenn wir
um alle iibrigen Gitterpunkte weitere Quad-
rate legen, die mit a gleichorientiert und kon-
gruent sind, so miissen Uberdeckungen auf-
treten, und da in dieser Figur alle Quadrate gleichberechtigt sind,
muB auch a selbst von einem anderen Quadrat & teilweise iiberdeckt
werden, also einen wie in Abb. 44 konstruierten Halbierungspunkt M ent-
halten. Nun laBt sich der Beweis leicht indirekt zu Ende fithren. Kénnte
ich um einen Gitterpunkt A als Mittelpunkt ein Quadrat der Seiten-
linge 2 legen, das im Innern und auf dem Rand keinen weiteren Gitter-
punkt enthielte, so kénnte ich dieses Quadrat parallel und konzentrisch
zu sich selbst etwas vergréBern, so daBl auch das groBere Quadrat a
der Seitenlinge 2(1 + &) keinen Gitterpunkt im Innern enthielte.
Wenn ich andererseits dieses Quadrat wieder parallel und konzentrisch
zu sich selbst auf die Hilfte verkleinere, erhalte ich ein

Abb. 44.

2(:::/ Quadrat a der Seitenlidnge 1+ ¢ mit dem Gitterpunkt 4

y als Mittelpunkt, und dieses muB3 nach dem soeben Be-

CX{V wiesenen einen Halbierungspunkt M enthalten. Das
" ist ein Widerspruch. Denn verldngere ich AM um sich
o selbst bis B, so muB B ein Gitterpunkt sein, und aus
Abb. 45. der gegenseitigen Lage von a und a4’ wiirde folgen, daB3

dieser Gitterpunkt im Innern von a’ lige (Abb. 45).

Eine besonders wirksame Anwendung findet der MINKOWSKIsche
Satz bei dem schon im vorigen Abschnitt erwdhnten Problem, reelle
Zahlen durch rationale zu approximieren. Wir kénnen ganz &dhnlich
vorgehen wie im vorigen Abschnitt, werden aber ein etwas schirferes
Resultat erhalten. Mit Hilfe der gegebenen reellen Irrationalzahl o«
konstruieren wir das Gitter, dessen Punkte in einem cartesischen System
die Koordinaten N —m

X=——) y=cen
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haben, wobei m, # alle ganzen Zahlen durchlaufen und ¢ eine positive,
sonst beliebige Zahl ist. Wie oben erkennt man, dal dieses Gitter
ein Einheitsgitter ist; in Abb. 46 ist ein erzeugendes Parallelogramm
des Gitters gezeichnet unter der Annahme 0 << & < 1. Legen wir um
den Nullpunkt als Mittelpunkt ein achsenparalleles Quadrat der
Seitenldnge 2, so muBl dieses nach dem MINKOWSKIschen Satz noch
einen weiteren Gitterpunkt enthalten. Dieser ist durch zwei bestimmte
Zahlen m, n gekennzeichnet, die nicht beide verschwinden. Andererseits
sind die Koordinaten der Punkte im Innern und auf dem Rand des

Quadrats durch die Un-

. | . Q (o] Q
gleichungen x| <1, |y|=1 . o mes .
bestimmt. Die Zahlen m, n er- o Loe | m=7
fiillen also die Ungleichungen o £

m=—1
WL—_WL'§1’ |€%|§1 ° o n=0o
& o] Q [e]
oder o o o
‘zx~ﬂ’§i, ‘%\él. Abb. 46.
n |m|” ! s

Dies gibt wieder eine Folge von Briichen m/n, die & beliebig genau
approximieren. Elimination von & liefert

l m|_ 1

Der Minkowskische Satz beweist also die Existenz einer Folge von
Briichen, die & noch besser annihern, als sich fiir die im vorigen Abschnitt
konstruierte Folge beweisen lieB. Denn dort hatten wir nur die Approxi-
mationen

2 1
ﬁ n?

erhalten, die schwicher sind, weil é > 1 ist.

A

=%

Natiirlich lassen sich die in diesem Paragraphen angegebenen Metho-
den nicht nur in der Ebene, sondern auch in Raumen von beliebig vielen
Dimensionen anwenden, wodurch sich viel allgemeinere zahlentheore-
tische Resultate gewinnen lassen.

§ 7. Punktgitter in drei und mehr Dimensionen.

Ein rdumliches Punktgitter entsteht, wenn ich auf ein Parallel-
epiped nach drei Dimensionen hin dasselbe Verfahren anwende,
durch das das ebene Punktgitter aus einem Parallelogramm erzeugt
wird. Auch im Raum koénnen Parallelepipede verschiedener Gestalt
dasselbe Gitter erzeugen, miissen dann aber den gleichen Rauminhalt
haben. Alle diese Parallelepipede miissen ferner acht Punkte des
Gitters zu Ecken haben und in ihrem Innern von Gitterpunkten frei
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sein. Wir sprechen von einem Einheitsgitter, wenn ein erzeugendes
Parallelepiped den Inhalt Eins hat.

Aus demselben Grund wie in der Ebene gibt es auch bei den rdum-
lichen Einheitsgittern keine positive untere Grenze fiir den Minimal-
abstand zweier Gitterpunkte, wohl aber eine obere Grenze dieser Grofe.
Thre Bestimmung wird auf dieselbe Weise wie bei den ebenen Punkt-
gittern durchgefithrt und soll deshalb i{ibergangen werden. Die Rolle,
die dabei in der Ebene das gleichseitige Dreieck spielt, {ibernimmt im
Raum das regulire Tetraeder. Wihrend aber in der Ebene das erzeugende
Parallelogramm sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt,
besteht das entsprechende Parallelepiped im Raum, das regulare Rhom-
boéder, aus zwei reguldren Tetraedern und einem reguldren Oktaeder
(vgl. Abb. 49, S. 43)1. Der Inhalt dieses Parallelepipeds ist 03/}/5 , wobei
¢ die Kantenldnge des Tetraeders bedeutet. Jener Inhalt soll aber Eins

3 . —
sein. Aus der Beziehung;—g =1 folgt ¢ =J2. Im rdumlichen Ein-

heitsgitter muf3 also im Abstand i/,’z von jedem Gitterpunkt immer noch
mindestens ein zweiter Gitterpunkt liegen.

Analog wie in der Ebene 16st unser Ergebnis gleichzeitig das Problem
der dichtesten gitterformigen Kugellagerung. Sie wird verwirklicht,
wenn die Mittelpunkte das Rhomboédergitter bilden. Wenn die Kugeln
den Radius 1 haben, ist die Tetraederkantenlinge gleich 2, der Grund-
bereich hat also das Volumen

23 =
—_— = 4 /2.
V2 l
Ein Raumgebiet vom Volumen J enthdlt demnach angendhert -i:
472

Gitterpunkte, also ebensoviel Einheitskugeln der angegebenen Lage-
rung; wie in der Ebene gilt diese Beziehung um so genauer, je gréBBer [ ist.

Wir wollen diese Kugellagerung naher beschreiben. Denken wir
uns zunichst eine ebene Schicht von Einheitskugeln, so daB3 die Mittel-
punkte das Gitter der dichtesten ebenen Kreislagerung bilden. Offenbar
erhalten wir dann die dichteste ebene Kugellagerung. Wir nehmen nun
eine zweite ebensolche Schicht und suchen sie so auf die erste zu legen,
daB3 beide Schichten zwischen zwei parallelen Ebenen von moéglichst
kleinem Abstand Platz haben. Zu diesem Zweck miissen die Kugeln
der zweiten Schicht gerade in die Einsenkungen der ersten Schicht ge-
legt werden. Dabei reicht aber der Platz nicht zur Ausfiillung jeder
Einsenkung, sondern es mufl immer abwechselnd eine iibersprungen

1 In der Ebene fithrt die dichteste Kreislagerung auf eine liickenlose Bedeckung
der Ebene durch kongruente gleichseitige Dreiecke. Man sollte glauben, daB das
analoge raumtliche Problem zu einem Aufbau des Raumes aus kongruenten regu-
laren Tetraedern fithrt. Es laBt sich aber beweisen, da der Raum iiberhaupt
nicht aus kongruenten reguliren Tetraedern aufgebaut werden kann.
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werden (vgl. Abb. 42, S. 32). Soll jetzt eine dritte Schicht in derselben
Weise auf die ersten beiden gelegt werden, so ist die gegenseitige Lage
der drei Schichten durch diese Vorschrift noch nicht eindeutig bestimmt.

Einerseits koénnen wir die dritte Schicht
so in die Einsenkungen der zweiten legen,
daB die erste und dritte Schicht sym-
metrisch zur zweiten liegen (Abb. 47 a).
Andererseits kénnen wir die dritte Schicht
aber auch in die Einsenkungen legen, die
bei der erstgenannten Anordnung frei ge-
blieben waren (Abb. 47 b, ¢); dann wird
die erste Schicht in die zweite durch die-
selbe Verschiebung ibergefithrt wie die
zweite in die dritte. In diesem Fall liefert
die fortgesetzte Wiederholung derselben
Verschiebung nach beiden Seiten hin die
Kugellagerung des Rhomboédergitters.
Wihrend also in der Ebene das Optimum
der Dichte nur von einer einzigen Kreis-
lagerung erreicht wird, fithrt dasselbe Pro-
blem im Raum auf zwei ganz verschiedene
Kugelanordnungen'. Die Mittelpunkte der
Kugeln brauchen {iberhaupt keine iiber den
ganzen Raum hin regelmiBige Figur zu
bilden, da man ja von Schicht zu Schicht
willkiirlich zwischen beiden Moglichkeiten
wechseln kann. Eine Eigenschaft ist aber
fir alle beschriebenen Anordnungen kenn-
zeichnend: Jede Kugel wird von genau
zwolf anderen Kugeln ‘berithrt, nidmlich
von sechs Kugeln derselben Schicht und
von je drei der dariiber- und darunterlie-
genden Schicht.

Die Frage der dichtesten gitterférmigen
Kugellagerung ist auch noch im vier- und
finfdimensionalen Raum untersucht wor-
den. Merkwiirdigerweise zeigt es sich, daf}
das Punktgitter, das in hoheren Dimen-
sionen dem Dreiecks- bzw. Rhomboéder-

gitter entspricht, nicht mehr die dichteste Kugellagerung liefert.

Abb. 47 a.

Abb 47 b.

Abb. 47 c.

Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

Die

1 In der Natur kommen beide Lagerungen wirklich vor. Der erste Fall tritt
bei den hexagonalen Krystallen vom Magnesiumtyp ein, der zweite bei den

kubisch flachenzentrierten Krystallen Vgl. § 8.
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Kiirzester T Dichtigkeit
Punktabstand ¢ der Kugellagerung
2
Ebene . . . . . . . .. V? = 1,075 ‘ 0,2897 = 0,907
3 )
I 2
Gewohnlicher Raum . . . ?2 = 1,122 ‘ V; . % 7w = 0,740
49— w?
Vierdimensionaler Raum . V2=1,18 | 16 = 0,617
N Ty 2
Finfdimensionaler Raum . V2 =1,074 1 _66ﬂ2 = 0,465
\

(Das Volumen der Kugel vom Radius Eins betragt im vierdimensionalen Raum
#%/2 und im fiinfdimensionalen Raum 8x2/15).

Nun sind noch zahlreiche weitere regelmiaBige Kugellagerungen von
Interesse, deren Dichte hinter dem Optimum zuriickbleibt. Als Beispiel
sei die kubische Kugellagerung genannt, bei der die Mittelpunkte der
Einheitskugeln dasjenige Gitter bilden, das von einem Wiirfel der Kan-
tenlinge 2 erzeugt wird. Dabei wird jede Kugel von genau sechs
Nachbarkugeln beriihrt; es ist also zu erwarten, dafl die Dichte dieser
Lagerung bedeutend hinter der Dichte des Rhomboédergitters zuriick-
bleibt, bei der jede Kugel von zwolf weiteren berithrt wird. Um das
zu beweisen, bringen wir das Wiirfelgitter in eine solche Lage, daB je
ein Wiirfel gerade eine Kugel umschlieBt. Der Wiirfel der Kanten-
lange 2 hat den Inhalt 8, also liegen in einem groflen Raumstiick
vom Inhalt 8x asymptotisch stets ¥ Kugeln. Da nun die Einheits-
kugel das Volumen 47 besitzt, so betrigt die Dichte der kubischen

Lagerung

1 4 n
D—g'?ﬂ —6‘—~0,524

Weiter liegt es nahe, im Gegensatz zur dichtesten Lagerung um-
gekehrt nach der dinnsten im Raum moglichen regelmiBigen Kugel-
lagerung zu fragen, bei der die Kugeln gerade noch festliegen. Hierbei
mufl jede Kugel von mindestens vier Kugeln beriihrt werden, deren
Mittelpunkte nicht in einer Ebene und nicht auf einer Halbkugel liegen;
denn sonst wiirde die Kugel durch ihre Nachbarn nicht festgehalten
werden. Man kann nun vermuten, daf3 bei der diinnsten Lagerung jede
Kugel genau von vier anderen beriihrt wird und daB3 deren Mittelpunkte
die Ecken eines reguliren Tetraeders bilden. Wir konstruieren im
folgenden ein System von Punkten, die in dieser Weise angeordnet sind.
Wir wollen aber erst nachher untersuchen, ob die so erhaltene Kugel-
lagerung wirklich die diinnste ist.

Im kubischen Gitter seien noch die Mitten der Wiirfelflichen hinzu-
gerechnet. Das entstandene Punktgebilde ist dann wieder ein Gitter
(flachenzentriert kubisches Gitter), denn es entsteht durch Verschiebung

I
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der Parallelepipede ABCDEFGH in Abb. 48 und 49. (Die beiden
Figuren sind ein Beispiel fiir die frither erwihnte Tatsache, daBl man ein

v

7/

A & Ja
GJ\
Y/
4 X7

8

Abb. 48.

Abb. 49.

und dasselbe Gitter durch sehr verschiedenartige Grundbereiche er-
zeugen kann.) Aus Abb. 49 erkennt man, daB} das Gitter gerade das der
dichtesten Kugellagerung ist. In der Ebene A BD bestimmt nimlich

das Parallelogramm 4 BDE das gleich-
seitige Dreiecksgitter; die nédchste Par-
allelebene, in der Gitterpunkte liegen,
ist CFG, und die Gitterpunkte dieser
Ebene liegen gerade so iiber denen der
ersten, dafl reguldre Tetraeder entstehen,
wie z. B. ABCD.

Zu diesem Gitter K nehme ich nun
noch ein kongruentes Gitter L hinzu, das
aus K durch Verschiebung in Richtung der
Wiirfelhauptdiagonale 4 H um ein Viertel
ihrer Linge entsteht (Abb. 50). Ich be-
haupte, daB die Punkte von K und L zu-
sammen die Mittelpunkte der gesuchten
tetraedrischen Kugellagerung darstel-
len; und zwar mufl der Kugelradius gleich
$A A’ sein, wenn A’ der aus A entstandene
Punkt von L ist. In der Tat: A’ erweist

o Punkte des Gitters K
e Punkte des Gitters L

Abb. 50.

sich bei dieser Konstruktion als gleichweit entfernt von den Punkten,
die in Abb. 49 ABCD genannt sind; die Kugel um A4’ wird daher ge-
nau von den Kugeln jenes Tetraeders beriihrt. Entsprechendes muf}
aus Symmetriegriinden fiir alle Kugeln aus L gelten; ebenso aber
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auch fiir alle Kugeln aus K (z. B. H in Abb. 50), denn die gegenseitige
Lage von K und L unterscheidet sich nur durch den Richtungssinn
der Verschiebung. Die Anordnung der Kugelmittelpunkte wird durch
Abb. 51 und 52 veranschaulicht, wo die Mittelpunkte benachbarter
Kugeln stets geradlinig verbunden sind!.

Wir berechnen jetzt die Dichte der tetraedrischen Lagerung. Offen-
bar entfallen auf jeden Wiirfel vier Kugeln des Gitters L, da bei der
Verschiebung die Punkte EFGH (Abb. 49) mit ihren Kugeln ganz aus
dem Wiirfel heraustreten, wihrend die Kugeln um ABCD ganz ins
Wiirfelinnere riicken. Da das Gitter K dieselbe Dichte hat wie L,
entfallen im ganzen acht Kugeln der Lagerung auf jeden Wiirfel. Setzen

Abb. 51.

wir wieder den Kugelradius 3§ 4 A’ gleich Eins und ist a die Kanie, b die
Hauptdiagonale des Wiirfels, so gilt: 6 =444 =8 = 41/3. Der

Wiirfelinhalt ist demnach a®=—>— . Fiir die gesuchte Dichte D ergibt
sich analog dem Friiheren: 3V3

8 4 Y3
—a3-?n—ﬁn—0,340.

Wir zeigen nun (nach H. HEescH und F. Laves, Goéttingen?), daB
die tetraedrische Kugelpackung keineswegs die diinnste ist, sondern

1 Der geometrische Ort der Kugelmittelpunkte bei dieser Lagerung ist kein
Punktgitter, denn zu diesem geometrischen Ort gehort z. B. nicht der Punkt 47,
den man erhalt, wenn man in Abb. 50 4 A’ iber 4’ hinaus um sich selbst verliangert;
ware das Gebilde ein Gitter, so mii3te es mit 4 und 4’ auch A"’ enthalten. Man
bezeichnet das Gebilde als ein Punktsystem. Die Punktsysteme sind durch all-
gemeinere Symmetrieeigenschaften gekennzeichnet als die Gitter. Thre Definition
wird in § 9 gegeben.

2 Vgl. Z. f. Kristallographie, Bd. 82, S. 10, Abb. 7,
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daBl man durch eine einfache Abdnderung zu einer noch wesentlich
diinneren Packung gelangt, bei der ebenfalls jede Kugel von vier
anderen beriihrt wird und alle Kugeln gleichberechtigt auitreten. Da-
bei bilden allerdings die Mittelpunkte der vier Kugeln, die eine und
dieselbe Kugel beriihren, nicht mehr die Ecken eines reguldren, sondern
die eines anderen Tetraeders mit gleichseitiger Basis und gleichschenk-
ligen Seitenfldchen.

Um diese Packung zu erhalten, gehe ich von einer Kugel K der tetra-
edrischen Packung aus und lege in deren Inneres vier kleinere kongruente
Kugeln %, bis %, die K von innen gerade in den Punkten beriihren,
in denen K von aullen von den Nachbarkugeln der tetraedrischen Packung
beriihrt wird. Da diese vier Punkte die Ecken eines reguliaren Tetraeders
bilden, so gilt das gleiche von den Mittelpunkten der kleineren Kugeln.
Durch passende Wahl ihres Radius
kann ich also erreichen, dal} %, bis
k4 einander paarweise beriihren, also
jede dieser Kugeln von drei anderen
berithrt wird. Nun denke ich mir die
entsprechende Konstruktion auch
fiir alle anderen Kugeln der tetra-
edrischen Packung ausgefiihrt. Dann
wird %, auBer von &,, &;, £, noch von
einer Kugel %, von auBlen beriihrt,
namlich an der Stelle, wo %; von
innen K beriihrt; dort wird ja K von
einer Kugel K’ der tetraedrischen
Packung beriihrt, und im selben
Punkt wird K’ von innen von einer der kleineren Kugeln beriihrt ; diese
nennen wir k5. Natiirlich gilt das Entsprechende von allen %, kongruen-
ten Kugeln unserer Konstruktion, so daf3 diese in der Tat eine Lagerung
bilden, bei der jede Kugel noch festliegt. Um die Dichte d der so erhal-
tenen Lagerung mit der Dichte D der tetraedrischen Lagerung zu ver-
gleichen, geniigt es offenbar, das Gesamtvolumen von %, bis %, mit
dem Volumen von K zu vergleichen. Ist also # der Radius von &,
R der Radius von K, so erhilt man:

a 4dnp® 73

DT ar AR
Aus der Konstruktion folgt nun elementar die Beziehung: R = (]’3 1>r,
und hieraus ergibt sich d = ZV% 71')37D =0,3633D. Die Packung
ist also bedeutend diinner als die tetraedrische. Man hat Griinde, an-
zunehmen, daf} sie die dinnste ist. In der folgenden Tabelle sind die
charakteristischen Konstanten der vier betrachteten Kugellagerungen
zusammengestellt.

Abb. 52.
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2
Dichteste Kugellagerung. . | D = V; . % T = 0,740 12

1 4 ) Jede
Kubische Kugellagerung . . | D = 5 — % = 0,513 Kugel | 6 | anderen

3 wird berithrt
Tetraedrische Kugellagerung = 3 64]-[3 . én: = 0,340 veon 4
3

Dunnste ( ?) Kugellagerung . | D = 0,123 4

Andersartige Untersuchungen werden nétig, wenn man die Forde-
rung nach regelmifiger Anordnung der Kreise oder Kugeln fallen 1aBt
und z. B. nur verlangt, da3 méglichst viele gleichgroBe Kreise (Kugeln)
in jedem hinreichend groBen Gebiet der Ebene (des Raumes) enthalten
sind. Fiir den Fall der Ebene ist bewiesen worden, da3 die Kreise dann
von selbst gitterférmig angeordnet sein miissen. Im drei- und mehr-
dimensionalen Raum ist die Frage noch nicht geklart.

§ 8. Krystalle als regelmiaBige Punktsysteme.

Die Theorie diskontinuierlicher regelmiBiger Punktgebilde findet
eine wichtige Anwendung in der Krystallographie. Das regelmiBige
AuBere und die Spaltbarkeit der Krystalle 148t erwarten, daB} hier
die einzelnen Atome oder Molekeln, als Punkte aufgefaB3t, eine Figur
bilden, die kongruent zu sich selbst iiber den ganzen Raum fortgesetzt
werden kann. Eine durch solche Fortsetzung entstehende Figur heilit
Punktsystem. Wir geben spiter eine exaktere Erklirung dieses Be-
griffs und werden zeigen, dall es nur endlich viele wesentlich ver-
schiedene Punktsysteme gibt. Es entstehen nun zwei zum Teil mathe-
matische, zum Teil physikalische Aufgaben. Zunichst ist fiir jede
Krystallart das zugehdrige Punktsystem anzugeben. Sodann ist das
verschiedene physikalische Verhalten der Krystallarten auf geometrische
Eigenschaften der zugehorigen Punktsysteme zuriickzufiihren.

Die ersten Versuche, auf diese Weise zu einer bestimmten Ansicht
iiber die Krystallstruktur zu kommen, gehen auf Bravais (1848) zuriick.
Eine feste empirische Grundlage erhielt seine Theorie aber erst, nachdem
das LauEsche Verfahren der Beugung der Roéntgenstrahlen an den
Krystallen (1913) es ermoglicht hatte, nicht nur das Vorhandensein
der Krystallgitter, sondern sogar ihren genauen Aufbau empirisch fest-
zustellen.

Die grébste Vorstellung, die man sich von einem Atom bilden kann,
besteht offenbar darin, dal3 man das Atom als einen Punkt mit ebensoviel
,,Beinchen ansieht, als das Atom Valenzen hat; dabei nimmt man an,
daBl diese die Valenzen vorstellenden Beinchen so symmetrisch wie
mdglich im Raum angeordnet sind, solange kein Grund fiir eine Ab-
weichung von der Symmetrie ersichtlich ist. Die Verbindung einzelner
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Atome zu einer Molekel denkt man sich dann so, daB je zwei Beine
verschiedener Atome miteinander zusammenfallen.

Wasserstoff (H), Sauerstoff (O), Stickstoff (N) und Kohlenstoff (C)
sind z. B. ein- bzw. zwei-, drei- und vierwertig. Wir kénnen uns also
diese Atome als je einen Punkt mit einem bzw. zwei, drei oder vier

X9
D

Abb. 53.

Abb. 54.

N el

Beinen vorstellen (Abb. 53). Bei H, O und N verlangt die Symmetrie,
daB alle Beine in einer Ebene liegen. Aus demselben Grund werden wir
bei C erwarten, daB die vier Beine nach den Ecken eines reguliren
Tetraeders gerichtet sind, in dessen Mittelpunkt sich das Atom befindet.

Als Beispiel von Molekeln be-
trachten wir Kohlendioxyd (CO,),
Methan (CH,), Athan (C,H,).
Abb. 54 gibt ein Schema des Zu-
sammenhangs der Atome (,,Struk-
turformel), ohne Riicksicht auf
deren wahre ridumliche Lagerung.
Eine mogliche und nach neueren
Untersuchungen  wahrscheinliche
rdumliche Anordnung der Atome
in den Molekeln des Methans und
des Athans gibt Abb. 55 wieder
(vaN t'HorF 1874). Beim Athan-

Abb. 55.

modell ist das eine Tetraeder gegen das andere noch drehbar zu den-
ken um die Verbindungsgerade der beiden C-Atome als Achse.

Nun liegt die Frage nahe, ob sich auf dieselbe Art wie die Molekel
nicht auch ganze Krystalle durch immer weitere Angliederung von
Atomen erzeugen lassen. Die Moglichkeit eines solchen Aufbaus soll
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zunichst in dem einfachsten Fall gezeigt werden, dal3 der Krystall nur
aus einem einzigen Element besteht. Ich wihle dazu den Diamanten,
der bekanntlich reiner Kohlenstoff ist. Die Aufgabe ist also, lauter
C-Atome, die aus je einem Punkt mit vier Beinen bestehen, soineinander-
zuschachteln, daB3 in moglichst symmetrischer Weise jeder Punkt mit
vier anderen Punkten durch zwei zusammenfallende Beine verbunden
ist. Die Frage, ob sich ein solches Geriist aufbauen 148t, ist rein geo-
metrisch. Ein solches Geriist existiert nun in der Tat; die Atome sind
so anzuordnen wie die Kugelmittelpunkte bei der tetraedrischen Lage-
rung; denn nach der in § 7 ausgefithrten Konstruktion hat dann jeder
Punkt grade vier nichste Nachbarpunkte, zu denen er so liegt wie
der Mittelpunkt eines regularen Tetraeders zu den Ecken (vgl. Abb. 50

\
\/

Abb. 56.

bis 52, S. 43 bis 45). In dieser rein geometrisch abgeleiteten Weise ist
nun der Diamant tatsichlich aus seinen Atomen aufgebaut, wie die
modernen Untersuchungen der beiden BracGs zeigen. Die Entfernung
benachbarter Punkte betriagt dabei nach diesen Messungen1,53-10-8cm *.

AuBer dem Diamanten existiert noch ein zweiter Krystall, der nur
aus C-Atomen zusammengesetzt ist, nimlich der Graphit. Die Messung
ergibt, da beim Graphit die Beine der C-Atome nicht symmetrisch
liegen und nicht einmal gleich lang sind. Ein Bein ist ndmlich
auf 3,41 -10-8 cm verlingert, wihrend die drei ilbrigen Beine auf
1,45 - 10-% cm verkiirzt sind. Diese drei liegen anndhernd in einer
Ebene. Ob und wieweit sie von der ebenen Lage abweichen, ist experi-
mentell nicht gentigend geklart, fiir die folgende Darstellung geniigt die
Annahme, daB sie genau in einer Ebene liegen. Dann 13t sich das Geriist

* Auch der Wurtzitkrystall (ZnS) hat die Atomanordnung der tetraedrischen
Kugelpackung. Die Zn- und die S-Atome bilden je eins der beiden Gitter, aus
denen wir S. 43, Abb. 50 jenes Punktsystem aufgebaut haben.
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des Graphits folgendermafBlen beschreiben: Ich konstruiere ein ebenes
System von reguldren Sechsecken, deren Ecken von Atomen besetzt
sind (Abb. 56). In dieser ebenen Anordnung sind je drei Valenzen jedes
Atoms verbraucht. Damit nun die Schicht mit der dariiber- und der
darunterliegenden Schicht zusammenhingt, miissen die Beine der noch
freien vierten Valenz abwechselnd nach oben und nach unten gerichtet
sein. Dann sind in der Tat alle drei Schichten kongruent, und die Punkte
der mittleren Schicht liegen abwechselnd mit einem Punkt der unteren
und einem der oberen Schicht in einer Vertikalen. Auf dieselbe Weise
1Bt sich das Geriist nach allen Seiten unbegrenzt fortsetzen.

Die beiden fiir den Diamanten und den Graphit aufgestellten Punkt-
systeme erkldren einige Verschiedenheiten im physikalischen Verhalten
beider Krystalle; z. B. die bei weitem gré8ere Spaltbarkeit und Kom-
pressibilitit des Graphits. Die Erklirung anderer Unterschiede stéBt

dagegen auf bedeutende Schwie- — o
rigkeiten. / — =

Ein Beispiel fiir einen Kry-
stall, der aus verschiedenen
Atomen zusammengesetzt ist, )
gibt das Kochsalz (NaCl). Der ( < —e
Krystall des Kochsalzes ist ein
Wiirfelgitter, dessen Ecken ab- L)

wechselnd mit einem Cl-Atom
und einem Na-Atom besetzt
sind (Abb. 57). Die Entfernung
benachbarter Gitterpunkte betrigt 2- 10-% cm, ist also groBer als das
kiirzere und kleiner als das lingere Bein des C-Atoms beim Graphit.
Im Kochsalzkrystall besitzt jeder Gitterpunkt sechs Nachbarpunkte.
Die Na- und Cl-Atome sind aber einwertig. Also entspricht der Kry-
stall nicht der frither besprochenen Valenztheorie. Auch allgemein be-
steht kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen den Valenzen der
Atome, die einen Krystall aufbauen, und der Anzahl der Nachbar-
punkte eines Punktes. Dall beim Diamanten beide Zahlen iiberein-
stimmen, ist ein Sonderfall.

Besonders bemerkenswert ist, daB im Kochsalzgitter keine Punkte-
paare ausgezeichnet sind, die der NaCl-Molekel entsprechen kénnten. Das
Gitter setzt sich also unmittelbar aus den beiden Atomarten zusammen.
Im Gegensatz dazu gibt es andere Krystalle, aus denen man ohne allzu
groBe Willkiir Molekeln oder wenigstens Komplexe von Atomen heraus-
greifen kann. Im Gitter des Kalkspats (CaCO,) z. B. liBt sich der
Atomkomplex COj in der rdumlichen Anordnung deutlich als zusam-
mengehorig erkennen.

Wihrend der Diamant die tetraedrische Kugellagerung verwirklicht,
finden wir bei einer groSen Anzahl Krystallen das ,flichenzentriert

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 4

—

Abb. 57.




50 1I. Regulare Punktsysteme.

kubische' Gitter, das derjenigen dichtesten Kugellagerung entspricht,
bei der von Schicht zu Schicht immer derselbe Ubergang gemacht wird
(Abb. 47D, c, S. 41). Die andere Art der dichtesten Kugelpackung, bei
der das System der Liicken von Schritt zu Schritt immer abwechselt
(Abb. 47a, S. 41), tritt z. B. im Krystall des Magnesiums auf. Man
nennt diese Anordnung die ,hexagonal dichteste Kugelpackung®.

§ 9. Reguldre Punktsysteme und diskontinuierliche
Bewegungsgruppen.

Die Krystallographie fithrt uns auf die rein geometrische Frage,
alle moglichen regelmdfBigen Anordnungen von Objekten, z. B. Atomen,
festzustellen. Da wir uns diese Objekte fiir viele Zwecke durch Punkte
versinnbildlichen kénnen, nennen wir eine derartige Anordnung ein
regulires Punktsystem. Im Sinne der vorangegangenen Uberlegungen
werden wir also das regulire Punktsystem durch die folgenden drei
Eigenschaften definieren:

1. Das reguldre ebene bzw. rdumliche Punktsystem soll unendlich
viele Punkte enthalten, und zwar soll die Zahl der in einem Kreis bzw.
in einer Kugel liegenden Punkte mit der zweiten bzw. dritten Potenz
des Radius ins Unendliche wachsen.

2. Das reguldre Punktsystem soll in jedem endlichen Gebiet nur
endlich viele Punkte enthalten.

3. Das reguldre Punktsystem soll zu jedem seiner Punkte dieselbe
Lagerung besitzen.

Die ersten zwei definierenden Eigenschaften sind ohne weiteres ver-
stindlich. Die dritte Eigenschaft 148t sich folgendermafBen néher
erlautern: Ich ziehe von einem bestimmten Punkt des Systems aus die
Verbindungslinien nach simtlichen anderen Punkten des Systems und
verfahre in der gleichen Weise mit irgendeinem anderen Punkt des
Systems. Die dritte definierende Eigenschaft besagt dann, daf} die
beiden auf diese Weise entstandenen Streckengebilde einander kon-
gruent sind, d. h. da durch eine bestimmte Bewegung der Ebene oder
des Raumes das eine Gebilde in das andere ibergefiithrt werden kann.
So kénnte ich, wenn ich mich in einem bestimmten Punkt des Systems
befinde, nicht durch Messungen entscheiden, welcher Punkt des
Systems das ist, da eben alle Punkte zueinander die gleiche Lage haben.
Um die dritte Forderung zu erfiillen, brauche ich aber nicht erst die
Verbindungslinien zu ziehen; ich brauche nur zu fordern, daB jeder
Punkt des Systems in jeden anderen durch eine gewisse Bewegung
der Ebene oder des Raumes derartig tiberfiihrbar sein soll, daB3 sich an
jeder Stelle, die vorher mit einem Systempunkt besetzt war, auch nach
der Bewegung ein Systempunkt befindet und umgekehrt. Wir sagen
von einer solchen Bewegung, dafl sie das Punktsystem unverdndert



§ 9. Regulire Punktsysteme und diskontinuierliche Bewegungsgruppen. 51

oder invariant 148t, und nennen jede derartige Bewegung eine Deck-
bewegung des Systems. Mit Hilfe dieses Begriffs kann ich die dritte
definierende Eigenschaft folgendermaflen umformen:

3. Jeder Punkt des reguliren Punktsystems soll in jeden anderen
durch eine Deckbewegung des Systems iiberfithrbar sein.

Aus unserer Definition des reguliren Punktsystems ergibt sich, daB
die Punktgitter, die wir durch ihre Erzeugung aus dem Parallelogramm
bzw. dem Parallelepiped definiert hatten, zu den Punktsystemen gehéren.
Die Einfilhrung eines neuen, tbergeordneten Begriffes ist dadurch
gerechtfertigt, daB es Punktsysteme wie z. B. das Diamantgeriist gibt,
die keine Punktgitter sind.

Wir wollen nun darangehen, die Gesamtheit aller verschiedenen
reguliren Punktsysteme aufzustellen. Es zeigt sich dabei, daBl zu den
Punktgittern nur noch Gebilde hinzukommen, die, dhnlich wie das
Diamantgeriist, aus mehreren ineinandergeschobenen kongruenten
und parallelgestellten Gittern bestehen. Zunichst erscheinen die Eigen-
schaften, durch die die Punktsysteme definiert sind, als so allgemein,
daB man nicht glauben sollte, es lieBe sich iiber diese Gebilde iiberhaupt
eine geometrische Ubersicht gewinnen. In Wahrheit aber ist diese
Ubersicht dennoch méglich; wir gelangen zu ihr, indem wir die Deck-
bewegungen des Systems ins Auge fassen.

Die Gesamtheit aller Deckbewegungen eines Punktsystems hat zwei
charakteristische Eigenschaften, die ihre Untersuchung wesentlich
erleichtern: erstens ergeben zwei Deckbewegungen hintereinander aus-
gefithrt stets wieder eine Deckbewegung, und zweitens ist diejenige
Bewegung, die irgendeine Deckbewegung des Systems riickgéngig macht,
stets selber eine Deckbewegung. Jede Gesamtheit von Abbildungen, die
die entsprechenden beiden Eigenschaften besitzt, wird in der Mathematik
eine Gruppe von Abbildungen genannt. Um die beiden Eigenschaften
bequem rechnerisch verwerten zu kénnen, wollen wir jede Abbildung
mit einem Buchstaben, z. B. a, b bezeichnen; die Abbildung, die ent-
steht, wenn ich erst ¢ und dann & ausfithre, soll dann stets durch
das Symbol ab gekennzeichnet sein. Die Abbildung, die a riickgingig
macht, bezeichnen wir mit a~!, sie wird auch die zu a inverse Ab-
bildung genannt. Wenn wir beide Eigenschaften, durch die eine Gruppe
definiert wird, kombinieren, werden wir z. B. auf die Abbildung aa-1
gefiihrt. Diese Operation 1Bt offenbar alle Punkte ungedndert. Trotz-
dem ist es bequem, sie als einen Sonderfall einer Abbildung mitzu-
zédhlen. Wir nennen sie die identische Transformation oder die Iden-
titdt und bezeichnen sie mit dem Buchstaben ¢. Bei der symbolischen
Zusammensetzung der Abbildungen spielt ¢ eine entsprechende Rolle wie
die Eins beim Multiplizieren von Zahlen. Es ist stets ae¢=c¢a =a.

Wenn ich auf einen Punkt des Punktsystems alle moglichen Deckbe-
wegungen des Systems anwende, so besagt die dritte definierende Eigen-

4%
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schaft der Punktsysteme, da8 ich dabei aus diesem einen Punkt simtliche
anderen Punkte des Systems erhalte. Aus der Definition der Deckbe-
wegung folgt andererseits, daB3 dabei nie ein Systempunkt in einen Punkt
ibergehen kann, der dem System nicht angehért; denn sonst wiirde die
Bewegung das System nicht invariant lassen. Gegeniiber einer gegebenen
Abbildungsgruppe nennt man allgemein einen Punkt zu einem anderen
dquivalent, wenn der eine Punkt aus dem anderen durch eine Abbildung
der Gruppe hervorgeht. Demnach besteht das Punktsystem aus der
Gesamtheit aller zu einem festen Punkt dquivalenten Punkte gegeniiber
der Gruppe von Deckbewegungen. Nach der zweiten definierenden
Eigenschaft der Punktsysteme gibt es also zu einem Punkt des Systems
nur endlich viele d4quivalente Punkte in jedem endlichen Gebiet. Man
nennt nun allgemein eine Abbildungsgruppe diskontinuierlich, wenn es
zu jedem Punkt in jedem endlichen Gebiet nur endlich viele gegeniiber
der Gruppe dquivalente Punkte gibt. Hiernach muf8 die Gruppe
der Deckbewegungen eines Punktsystems stets diskontinuierlich sein.
Zwar wire es an sich zuldssig, daBl ein Punkt, der dem System nicht
angehort, unendlich viele dquivalente Punkte in einem endlichen Gebiet
hitte. Es ist aber anschaulich evident und auch leicht streng zu be-
weisen, dal dann auch Punkte des Systems selbst unendlich viele
dquivalente Punkte in éinem endlichen Gebiet haben miiten.

Wir haben also die Gruppen von Deckbewegungen eines Punkt-
systems ausschlieBlich unter den diskontinuierlichen Bewegungsgruppen
der Ebene und des Raumes zu suchen und die Punktsysteme wiederum
ausschlieBlich unter den Systemen der zu irgendeinem Punkt gegeniiber
einer solchen Gruppe #quivalenten Punkte. Auf diesem scheinbaren
Umweg 148t sich nun die Untersuchung gerade am einfachsten durch-
filhren. Es stellt sich ndmlich heraus, da es tiberhaupt nur endlich
viele wesentlich verschiedene diskontinuierliche Bewegungsgruppen in
der Ebene und im Raum gibt.

Untersucht man fiir diese endlich vielen Gruppen die Systeme der
zu einem Punkt dquivalenten Punkte, so besitzen diese Systeme sicher
die zweite und die dritte definierende Eigenschaft der Punktsysteme.
Dagegen gibt es Gruppen, bei denen dann die erste Eigenschaft nicht
besteht. Diese Gruppen werden wir also auszuscheiden haben. Die
dbrigbleibenden Gruppen und nur sie fihren zu den Punktsystemen.
Wegen der Bedeutung der Punktsysteme fiir die Krystallographie
nennt man diejenigen diskontinuierlichen Bewegungsgruppen, die auf
Punktsysteme fithren, die krystallographischen Bewegungsgruppen.

Wir wenden uns nun zur Aufstellung der diskontinuierlichen Be-
wegungsgruppen. Wir wollen uns aber auf den Fall der Ebene be-
schrinken; die analogen Untersuchungen im Raum sind so weitldufig,
daB} sie den Rahmen dieses Buches sprengen wiirden. Schon die ebenen
diskontinuierlichen Bewegungsgruppen erfordern eine ziemlich umfang-
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reiche Betrachtung. Wir wollen trotzdem diese Betrachtung vollstindig
durchfiihren, weil wir dabei die Methoden kennenlernen, die auch fiir den
rdumlichen Fall typisch sind.

§ 10. Ebene Bewegungen und ihre Zusammensetzung;
Einteilung der ebenen diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen.

Eine Abbildung einer Ebene auf sich wird im folgenden als ebene
Bewegung bezeichnet, wenn man die Endlage aus der Anfangslage durch
eine stetige Bewegung der als starr gedachten Ebene erreichen kann,
und zwar so, daB dabei die Bahnen aller Punkte der Ebene ¢n thr
selbst verlaufen. Im fiibrigen soll aber eine ebene Bewegung nur durch
Ausgangs- und Endlage gekennzeichnet sein, ohne Riicksicht darauf,
wie im jeweils vorliegenden Falle der Ubergang wirklich vollzogen
wurde; natfirlich kann er auf sehr verschiedene Art geschehen, auch
so, daB die Bahnkurven teilweise die Ebene verlassen, oder daB Ver-
zerrungen eintreten, die sich zum SchluB wieder aufheben. Wir fordern
nur die Mdéglichkeit eines Ubergangs, wie er zu Anfang beschrieben
wurde. Es wird eine unserer ersten Aufgaben sein, fiir jede vorgelegte
ebene Bewegung eine méglichst einfache Art des Ubergangs zu finden.

Die einfachsten ebenen Bewegungen sind die Parallelverschiebungen
oder Translationen, bei denen jeder Punkt in der gleichen Richtung
und um die gleiche Strecke in der Ebene fortbewegt wird und jede
Gerade zu sich selbst parallel bleibt.

Ein weiterer bekannter Typus ebener Bewegungen sind die Drehungen
der Ebene um irgendeinen Punkt um einen bestimmten Winkel. Dabei
wird die Richtung jeder Geraden um diesen Winkel gedrehtl, und auB8er
dem Drehpunkt selbst bleibt kein Punkt der Ebene ungeindert.

Auch bei einer beliebigen andern von der Identitdt verschiedenen
ebenen Bewegung kann es héchstens einen Punkt geben, der ungedn-
dert bleibt. Wenn wir nidmlich zwei Punkte der Ebene festhalten, so
bleibt auBer der identischen Abbildung nur eine einzige Abbildung der
Ebene auf sich tibrig, die durch starre Bewegung erzeugt werden kann;
sie entsteht, wenn die Ebene um die Verbindungsgrade der beiden
festgehaltenen Punkte um 180° gedreht wird. Dieser Ubergang gehort
nicht zu der eingangs beschriebenen Art. Auch 148t sich die Abbildung
nicht durch einen solchen Ubergang herstellen. Denn bei ihr wird ein
rechtsherum umlaufener Kreis stets in einen linksherum umlaufenen
Kreis verwandelt, wihrend eine ebene Bewegung aus Stetigkeitsgriinden
nie einen Umlaufsinn umkehren kann. Aus dieser Uberlegung ergibt

1 Fir Geraden, die durch den Drehpunkt gehen, ist das evident. Fiir jede
andere Gerade folgt es daraus, daB sie eine durch den Drehpunkt gehende
Parallele besitzt, und daB parallele Geraden bei jeder Bewegung parallel bleiben.
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sich, daB eine ebene Bewegung durch die Abbildung zweier Punkte
vollstindig bestimmt ist. Denn zwei ebene Bewegungen, die beide irgend
zwei Punkte in gleicher Weise abbilden, kénnen sich nur durch eine
ebene Bewegung unterscheiden, die zwei Punkte festldBt, d. h. gar nicht.
Die Ubersicht iiber die ebenen Bewegungen wird nun auBerordentlich
durch die Tatsache vereinfacht, dafl iiberhaupt jede solche Bewegung
sich durch eine einzige Translation oder eine einzige Drehung erzeugen
12B8t. Um diese Behauptung zu beweisen, denke ich mir eine bestimmte
ebene Bewegung b vorgegeben ; wenn wir den trivialen Fall beiseite lassen,
daB b die Identitit ist, so kann ich einen Punkt 4 herausgreifen, der in
einen anderen Punkt 4’ iibergeht. B sei der Mittelpunkt der Strecke 4 4.
B kann entweder fest bleiben oder einen

_4 ™ 4 anderen Punkt B’ zum Bildpunkt haben.
5 Im ersten Fall (Abb. 58) ist meine Behaup-
Abb. 58. tung jedenfalls zutreffend. Dann ersetze ich

namlich die gegebene Bewegung b durch die

Drehung um B um den Winkel 7. Diese Drehung b’ fithrt die Punkte 4
und B in dieselben Bildpunkte 4’ und B iber wie #; da wir aber gesehen
haben, dal} eine ebene Bewegung durch zwei Punkte und ihre Bild-
punkte schon gekennzeichnet ist, muB b’ mit & iibereinstimmen. Geht
nun B in einen anderen Punkt B’ iiber, so unterscheide ich wieder den
Sonderfall, daBl B’ auf die Gerade 4 A’ fillt, von dem allgemeineren
Fall, daB A A" und BB’ verschiedene Geraden sind. Im ersten Fall ist
zu beachten, dal B’ eindeutig bestimmt ist; der Abstand zwischen A
und B muB ja bei der Bewegung 4 unge-

-4 g 4 £ indert bleiben. Da aber nach Konstruk-
- o tionAB=A'B ist, muBl auchA'B’'=A'B
Abb. 59. sein. Dadurch und durch die Forderung

B’== Bist B’ in der Tat eindeutig bestimmt

(Abb. 59). Dann kénnen wir aber b durch die Translation ersetzen, die 4
in A’ Gberfiihrt; denn diese Translation fiihrt auch B in den vorgeschrie-
benen Bildpunkt B’ {iber. Es bleibt also nur noch der letzte Fall zu
erledigen. Dann errichte ich in B auf AB das
Lot und errichte ebenso in B’ auf A’B’ das Lot
(Abb. 60). Da die beiden Lote nach unserer Vor-
aussetzung und Konstruktion weder parallel sind
noch zusammenfallen, besitzen sie einen Schnitt-
punkt M. Ich behaupte, daB ich & durch die-
Abb. 60. jenige Drehung um M ersetzen kann, die A in

A’ iberfithrt. Zum Beweise habe ich zu zeigen,

daB dabei auch B in B’ ibergeht; das kommt darauf hinaus, daB
die Dreiecke A M B und A’ M B’ kongruent sind. Nun ist aber einer-
seits AMB >~ A'"MB, da beide Dreiecke bei B rechtwinklig sind und
gleiche Katheten haben, und andrerseits ist A’'B'M ~ A'BM, da die
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Dreiecke bei B und B’ rechtwinklig sind, die Hypotenuse 4’ M gemein
haben und da, wie bereits erwdhnt, A'B’ = AB = A'B ist.

Unser Resultat wird formal noch einfacher, wenn wir die Trans-
lationen als Drehungen um den Winkel Null und einen unendlich fernen
Mittelpunkt ansehen. Anschaulich 1iBt sich diese Auffassung leicht
rechtfertigen. Wenn ich nimlich eine Reihe von Drehungen betrachte,
bei denen die Drehwinkel unbegrenzt abnehmen und bei denen sich der
Drehpunkt unbegrenzt in einer bestimmten Richtung entfernt, so 1Bt
es sich einrichten, dal diese Bewegungen sich immer weniger von einer
bestimmten Translation unterscheiden, wenigstens innerhalb eines festen
endlichen Gebiets.

Nach dieser Auffassung ist jede ebene Bewegung eine Drehung um
einen bestimmten Winkel, der bei den Translationen gleich Null zu
setzen ist. Wenn ich demnach zwei Drehungen hintereinander ausfiihre,
muB ich das Resultat auch durch eine einzige Drehung ersetzen kénnen,
zu der wieder ein bestimmter Drehwinkel gehort. Es gilt nun der ein-
fache Satz von dev Additivitdt der Drehwinkel:

Eine Drehung um den Winkel &« und eine Drehung um den
Winkel § ergeben zusammengesetzt stets eine Drehung um den Win-
kel o + .

Wir hatten ndmlich zu Beginn erwdhnt, daB3 der Drehwinkel an der
Richtungsdnderung einer beliebigen Geraden gemessen werden kann.
Dieser Satz gilt auch fiir die Translationen in unserer neuen Definition,
da die Translationen alle Richtungen ungedndert lassen. Danach ist
der Satz evident. Ausihm folgt z. B., daB zwei Drehungen um entgegen-
gesetzt gleiche Winkel und um verschiedene Drehpunkte stets eine
Translation ergeben. Denn der Drehwinkel der zusammengesetzten
Bewegung ist Null, und die Identitdt kann nicht entstehen, da keiner der
beiden Drehpunkte fest bleibt.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns wieder zu den diskon-
tinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen. Wir kénnen sie namlich jetzt
in einfacher Weise einteilen. Wir haben nur anzugeben, was fiir Trans-
lationen vorkommen und welche Drehwinkel und Drehpunkte auftreten.
Es erweist sich als zweckmiBig, die Translationen an erster Stelle zu
beriicksichtigen. Wir machen also dié¢ Fallunterscheidung:

I. Alle in der Gruppe vorkommenden Translationen haben parallele
Richtungen.

11. Es gibt in der Gruppe zwei Translationen, deren Richtungen wnicht
parallel sind.

Der Fall I soll auch diejenigen Gruppen umfassen, die iiberhaupt
keine Translationen enthalten.

Zur Unterteilung der beiden Fille ziehen wir nunmehr die Drehungen
heran. Wir unterscheiden: 1. Gruppen, die keine Drehungen enthalten,
2. Gruppen, die Drehungen enthalten.
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AuBer durch Aufstellung der in einer Gruppe vorhandenen Drehungen
und Translationen kann man jede Gruppe auch durch eine einfache
geometrische Figur kennzeichnen, den Fundamentalbereich. Als Fun-
damentalbereich einer Gruppe bezeichnet man jedes zusammenhingende
Gebiet, das in seinem Innern kein Paar dquivalenter Punkte enthilt
und das sich nicht weiter vergréBern 14Bt, ohne diese Eigenschaft
zu verlieren. Solche Fundamentalbereiche spielen bei allen diskon-
tinuierlichen Abbildungsgruppen eine wichtige Rolle, nicht nur bei
den Bewegungsgruppen. Im allgemeinen ist es keine einfache Aufgabe,
einen Fundamentalbereich fiir eine gegebene Gruppe zu bestimmen,
oder iiberhaupt die Existenz eines Fundamentalbereichs fiir eine Gat-
tung von Gruppen zu beweisen. Fiir die ebenen diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen lassen sich aber in jedem Fall leicht Fundamental-
bereiche konstruieren. Es zeigt sich, daB im Fall I jeder Fundamental-
bereich sich ins Unendliche erstreckt, wihrend im Fall IT die Fun-
damentalbereiche stets endlich sind.

Wir wollen noch einige zwischen den Drehungen und Translationen
einer Gruppe stets geltenden Beziehungen erwdhnen, die wir mehr-
fach verwenden werden und die wir deshalb als Hilfssdtze numerieren:

1. Hilfssatz: Kommt in einer Gruppe eine Drehung um einen Punkt P
um den Winkel & vor und ist Q zu P dquivalent, so enthilt die Gruppe
auch eine Drehung um @ um denselben Winkel «.

Beweis: Nach Voraussetzung enthélt die Gruppe eine Bewegung b,
die P in Q iiberfiihrt, sowie die Drehung 4 um P um «. Unter Anwendung
der im vorigen Paragraphen erklirten Symbolik betrachten wir nun die
Bewegung b-14b, die nach den beiden Gruppenpostulaten ebenfalls
der Gruppe angehort. Diese Bewegung mufBl eine Drehung um den
Winkel &« sein, denn ist § der Drehwinkel von b, so ist der Drehwinkel
von b-1db nach dem Additionssatz der Drehwinkel: —f + « + f = «.
Der Drehpunkt muB aber @ sein; denn Q wird durch 5-1in P {ibergefiihrt,
P bleibt bei 4 fest, und P wird durch b wieder nach () zuriickgebracht.

2. Hilfssatz: Enthilt eine Gruppe eine Drehung um den Winkel «
und eine Translation £, so enthalt sie auch die Translation ¢, deren Rich-
tung mit der von ¢ den Winkel o bildet und die der GroBe nach mit ¢

c ibereinstimmt. *

Beweis: d sei eine in der Gruppe vorkommende
Drehung um &, ihr Drehpunkt sei 4. A gehe durch ¢
y < in B tiber, und B gehe durch 4 in C {iiber (Abb. 61).
Abb. 61. Dann ist einfach # = d-1¢d. Die so definierte Be-
wegung gehort ndmlich der Gruppe an und ist nach
dem Additionssatz der Drehwinkel eine Translation. Wir haben nur
noch zu zeigen, daB dabei 4 in C iibergeht; in der Tat bleibt 4 wih-
rend d-1 fest, geht durch ¢ in B #ber und kommt von dort durch 4

nach C.
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Nach diesem Satz kénnen z.B. bei den Gruppen der Gattung I
keine anderen Drehwinkel vorkommen als s, falls {iberhaupt Transla-
tionen in der Gruppe vorhanden sind. Denn sonst gidbe es mit jeder
Translationsrichtung eine andere, die ihr nicht parallel ist.

§ 11. Die diskontinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen
mit unendlichem Fundamentalbereich.

Wir wollen zunichst den Fall I erledigen, der die einfachsten Grup-
pen liefert. Zunichst nehmen wir den Unterfall I, 7; dann haben wir
es also mit Gruppen zu tun, die keine Drehung enthalten. Wir gehen
nun von einem beliebigen Punkt 4 aus (Abb. 62). Da in endlicher
Entfernung von 4 nur endlich viele ihm &dquivalente Punkte liegen,
mubB es auch einen solchen Punkt 4, unter ihnen geben, der den klein-
sten moglichen Abstand von 4 hat; es kann natiirlich mehrere solcher
Punkte kleinsten Abstands von 4 geben; ich denke mir einen heraus-

gegriffen. Die Bewegung a in 2!

der Gruppe, die 4 in A, iber- A, A, A A A A A
. . . U LN CE— e
fiihrt, muB eine Translation ——

sein, da ja nach Voraussetzung Abb. 62

keine Drehungen in der Gruppe
vorkommen. Verldngere ich die Strecke A 4; um sich selbst iiber 4,
hinaus bis 4,, so mufl auch 4, mit A4 dquivalent sein. A4, entsteht nim-
lich aus 4 durch die Translation @a. Ebenso liegen auf der Geraden
A A, noch weitere 4 dquivalente Punkte 4, 4,,... in immer gleichem
Abstand voneinander, die aus A entstehen, wenn ich a beliebig oft wieder-
hole. Ebenso liegen auch auf der anderen Seite von 4 auf der Geraden
A A, noch unendlich viele dquidistante Punkte 4 _, A_», ..., diezu 4
dquivalent sind und die aus 4 entstehen, wenn ich 4-1 einmal oder
mehrmals anwende. Ich behaupte nun, daBl diese Skala auf der Geraden
A A, auch alle zu A dquivalenten Punkte vollstdndig erschopft. Denn
alle Translationen, die in der Gruppe vorkommen, miissen nach Vor-
aussetzung zu 4 A4, parallelgerichtet sein. Jeder beliebige zu 4 &dqui-
valente Punkt mufl also auf der Geraden A4 A, liegen. Fiele nun ein
solcher Punkt A’ nicht auf einen Teilpunkt der Skala, so miilite er ins
Innere eines Intervalls A, A,,; fallen 4 A Ans
(Abb. 63). Die Strecke A,4’ wire ——o—/?”—oz— ————— —o—e—o—
also kiirzer als 44,. Nun kann ich Abb. 63
aber durch eine in der Gruppe ent- '
haltene Translation A4, in A {berfithren, und dabei ginge A’ in einen
Punkt A" {iber, der ndher an 4 lige als 4,. Das steht im Widerspruch
damit, daBl wir zu Beginn 4, als einen zu A dquivalenten Punkt klein-
sten Abstands von A4 ausgewidhlt hatten.

Wir haben durch diese Uberlegung den Fall I, 1 vollstindig erledigt;
denn wir haben zu einem beliebigen Punkt die sdmtlichen 4quivalenten
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gefunden und damit auch alle Bewegungen, die iiberhaupt in der Gruppe
vorkommen. Es sind die Translationen 2 und a-!, einmal oder mehr-
mals angewandt. Alle Gruppen der Gattung I, I sind also im wesent-
lichen identisch.

Um einen Fundamentalbereich aufzustellen, konnen wir einfach von
einer Geraden ausgehen, die nicht parallel 4 4, ist, also etwa dem Lot
auf dieser Strecke. Durch a wird diese Gerade auf eine ihr parallele
Gerade abgebildet, und der Streifen zwischen den Parallelen ist offen-
bar ein Fundamentalbereich! (Abb. 64). Denn zwei innere Punkte dieses
Streifens sind nie dquivalent. Da andererseits die beiden begrenzenden
Geraden des Streifens einander dquivalent sind, so kann ich dem
Streifen nirgends ein Stiick anfiigen, ohne daB3 das so vergréBerte Gebiet
ein Paar von #Aquivalenten Punkten enthielte. Ich kann aber auf
andere Weise den Fundamentalbereich noch beliebig abdndern, ohne

I [KE

Abb. 64. Abb. 65.

daB er seine Eigenschaft verliert. Ich brauche nur auf der einen Seite
ein Stiick anzusetzen und auf der anderen Seite ein dquivalentes Stiick
fortzulassen (Abb. 65). Diese Art von Abidnderung lassen auch die
Fundamentalbereiche aller weiter zu betrachtenden Gruppen und iiber-
haupt aller Abbildungsgruppen zu. Man wiahlt unter diesen vielen
Moglichkeiten stets einen Fundamentalbereich von méglichst einfacher
Gestalt aus.

Wenn ich den ganzen Fundamentalbereich der Translation a unter-
werfe, so erhalte ich einen kongruenten angrenzenden Streifen. Ich kann
auf diese Weise die ganze Ebene mit den Fundamentalbereichen der
Gruppe einfach und liickenlos {iberdecken. Diese Erscheinung tritt
auch bei allen anderen im folgenden zu betrachtenden Gruppen ein,
und man kann allgemein beweisen, dal3 die Fundamentalbereiche be-
liebiger diskontinuierlicher Abbildungsgruppen sich stets einfach und

1 Dabei hat man festzusetzen, daB etwa die Punkte der linken Grenzgeraden
mit zum Fundamentalbereich gehoren, die der rechten dagegen nicht; andern-
falls wiirden entweder dquivalente Punkte zum Bereich gehéren, oder derselbe
wire noch unvollstandig.
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liickenlos aneinanderschlieBen. Allerdings brauchen sie nicht immer die
ganze Ebene zu erfiillen, wie wir in einem spiteren Kapitel an einem
Beispiel sehen werden (S. 228).

Die Gruppe I, 1 fiihrt nicht auf ein reguldres Punktsystem, da die
einem festen Punkt dquivalenten Punkte eine gradlinige Skala bilden,
also die erste definierende Forderung des Punktsystems unerfiillt lassen.

Trotzdem war die Betrachtung dieser Gruppen fiir das Studium der
Punktsysteme nicht ohne Bedeutung. Wenn wir ndmlich in einer be-
liebig kompliziert gebauten diskontinuierlichen Bewegungsgruppe die
Gesamtheit aller Translationen betrachten, die irgendeiner in der Gruppe
enthaltenen Translation parallelgerichtet sind, so bildet diese Gesamtheit
von Translationen wieder eine Gruppe, denn beide Gruppenpostulate
sind erfiillt; man bezeichnet eine Gruppe, die in einer umfassenderen
Gruppe enthalten ist, als eine Untergruppe der umfassenderen Gruppe.
Nun muB3 jede Untergruppe einer diskontinuierlichen Gruppe selbst
diskontinuierlich sein. Wir koénnen daher schlieBen, daB die heraus-
gegriffene Gesamtheit von Translationen eine Gruppe I,1 ist und
die von uns angegebene Struktur besitzt, einerlei von welcher um-
fassenderen Gruppe wir ausgehen. Diese und #dhnliche SchluBweisen
werden im folgenden wiederholt zur Anwendung kommen.

Wir betrachten nun den Fall 7, 2, also Gruppen, die Drehungen ent-
halten, aber keine zwei Translationen in nichtparallelen Richtungen.
Dann haben wir zu unterscheiden, ob die Gruppe iiberhaupt eine Trans-
lation enthdlt oder nicht. Beginnen wir mit der einfacheren Moglichkeit
— wir wollen sie als I, 2, «, einordnen —, daB3 keine Translation vor-
handen ist. Ich behaupte, daB dann alle Drehungen denselben Dreh-
punkt haben miissen. Denn gibe es zwei Drehungen a4, b mit den
zwei verschiedenen Mittelpunkten 4 und B, so kénnte die in der Gruppe
enthaltene Bewegung a-15-1ab nach dem Additionssatz der Drehwinkel

nur eine Translation oder die Identitit sein. Wire 5B
nun B’ der Bildpunkt von B vermége a (Abb. 66); 57
dann wire B’ von B verschieden, weil B von 4 o

verschieden vorausgesetzt war und eine Drehung ¢
keinen Punkt auBler dem Drehpunkt fest laBt.
Wire daher B” das Bild von B’ vermége b, so
wire auch B” von B’ verschieden. Nun kann man aber leicht sehen,
da B’ vermége a-1b-'ab gerade in B’ tiberginge. Also wire die Be-
wegung a-'b-1ab nicht die Identitit, sondern eine Translation, ent-
gegen der Voraussetzung, daB8 in der Gruppe keine Translationen vor-
kommen.

Sei nun A der (einzige) Drehpunkt der Gruppe und @ irgendein
anderer Punkt. Dann liegen alle zu Q dquivalenten Punkte auf dem
durch @ gehenden Kreise um 4. Wegen der Diskontinuitit der Gruppe
kann es also nur endlich viele zu  dquivalente Punkte geben, und da

L
Abb. 66.
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die Gesamtheit dieser Punkte durch jede in der Gruppe enthaltene
Drehung um 4 in sich iibergefithrt werden mul}, so miissen die Punkte
iquidistant auf der Kreisperipherie liegen (Abb. 67). Ist Q, unter
diesen Punkten einer der beiden zu @ benach-
barten Punkte, so ist 9zQAQ; der kleinste
Drehwinkel, der in der Gruppe vorkommt, und
wenn die Anzahl der zu @ dquivalenten Punkte
(Q eingerechnet) # betridgt, so hat dieser Win-
kel notwendig den Wert 27z/n, und alle in
der Gruppe enthaltenen Bewegungen bestehen
aus Drehungen um A4 um die positiven und
negativen Vielfachen dieses Winkels, von denen
es nur endlich viele geometrisch verschiedene gibt. Damit ist der
Fall I, 2, « erledigt. Als Fundamentalbereich eignet sich ein Winkelraum
mit der Spitze in 4 und der Offnung 27/n (Abb. 68). Der Fundamen-
talbereich ist also wieder unendlich, und die Gruppe fihrt auf kein
Punktsystem, da es zu jedem Punkt nur endlich viele Adquivalente
gibt, also die erste Forderung S. 50 nicht erfiillt ist.

Die Gruppe besitzt fiir die iibrigen diskontinuierlichen ebenen
Bewegungsgruppen eine dhnliche Bedeutung wie die vorher betrachtete.
Kommt in einer beliebigen solchen
Gruppe eine Drehung um einen
Punkt A vor, so bildet die Ge-
samtheit der in der Gruppe ent-
haltenen Drehungen um 4 eine dis-
kontinuierliche Untergruppe, muf3
also den Typus I, 2, & haben. Dar-
aus folgt, daB die Drehwinkel aller
dieser Drehungen aus den Viel-
fachen eines Winkels 2z/n be-
stehen miissen. Wir konnen also
den Punkt 4 durch die ganze Zahl
# charakterisieren und als #-zdhli-
gen Drehpunkt bezeichnen.

Nun haben wir unter den Gruppen vom Typus I nur noch den Fall
1,2, zu erledigen, daB also eine Drehung 4 und eine Translation #
vorhanden sind und daB alle weiteren Translationen zu ¢ parallel sind.
Nach dem zweiten Hilfssatz (S. 56, 57) muB3 4 den Drehwinkel 7z haben,
es gibt daher nach der soeben eingefithrten Ausdrucksweise nur
2-zahlige Drehpunkte. Sei 4, ein solcher Punkt (Abb. 69). Die Gesamtheit
aller Translationen der Gruppe mul eine Gruppe vom Typ I, 1 bilden.
Wir betrachten die geradlinige Skala A,, 4,, ... der zu 4, dquivalenten
Punkte, die dieser Untergruppe entspricht. Nach dem ersten Hilfssatz
(S. 56) miissen alle diese Punkte 2-zdhlige Drehpunkte sein. Ich be-

Abb. 67.

Abb. 68.
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haupte, dal aulBlerdem die sdmtlichen Mittelpunkte B, B,,... der
Strecken A, A,1 2-zdhlige Drehpunkte sind. Ist nimlich ¢ die Trans-
lation, die 4, in A, tberfithrt und @, die Drehung um = um 4,, so
wird durch fa, das Punktepaar 4,4, in A,A4, ubergefiihrt; denn
durch ¢ geht 4,4, in 4,45 Gber, und 4,4, wird durch a, in 4,4, ver-
wandelt. Da die Drehung um B,
um 7 ebenfalls 4,4, in 4,4, ver-
wandelt, so mull ¢a, mit dieser
Drehung identisch sein, also ist B, 4
ein 2-zdhliger Drehpunkt, und ///
ebenso mufl auch die ganze zu B, % a4 G/ \\ 72,
gehorige Skala, d.h. die Gesamt-

‘khT

heit der Punkte B,, aus 2-zihligen ' * *
Drehpunkten bestehen. Auber die-

sen Drehpunkten A4, und B, gibt

es aber keine weiteren. Denn ist 4 Abb. 69.

irgendeiner der Punkte A4, und

ist C irgendein beliebiger von A verschiedener Drehpunkt der Gruppe
(Abb. 70), so muB} C jedenfalls 2-zéhlig sein. Sei c die zugehdrige Drehung
um 7, dann betrachte ich die Bewegung ac, wo 4 die Drehung um 4
um 7 bedeute. Ist 4’ das Bild von 4 bei ¢, so ist C der Mittelpunkt der
Strecke 4 4’, und die Bewegung ac fiihrt ebenfalls 4 in A’ Gber. Nach
dem Additionssatz der Drehwinkel mull ac aber eine Translation sein,
demnach ist A’ einer der Punkte, die aus A durch die in .
der Gruppe enthaltenen Translationen hervorgehen, d. h, 4’ +A
ist einer der Punkte 4,, 4,, ..., und C ist als Mittel-
punkt von 4 A’ notwendig einer der Punkte 4, oder B,. ¢

Damit haben wir einen vollstindigen Uberblick iiber CC
die Gruppen I,2,8. In Abb. 69 sind die beiden Klassen
von Drehpunkten und ein geeigneter Fundamentalbereich d P
eingezeichnet. Es ist zu beachten, daB keiner der Punkte ¢
Ay einem der Punkte B, dquivalent sein kann, da durch
jede Drehung und jede Translation der Gruppe jede der
beiden Skalen in sich iibergeht.

In Abb. 69 sind ferner einige einander iquivalente Punkte ein-
gezeichnet, die von den Drehpunkten verschieden sind. Sie sind zickzack-
formig angeordnet. Da sie in einem Streifen endlicher Breite Platz
finden, erfiillen sie die erste Forderung nicht, die wir an die Punkt-
systeme gestellt haben; denn ihre Anzahl im Innern eines Kreises von
wachsendem Radius nimmt offenbar nur proportional der ersten Potenz
des Radius zu. Wie bei den ersten beiden Gruppen ist der Fundamental-
bereich unendlich.

Die Systeme dquivalenter Punkte, die nicht Drehpunkte sind, kann
man sich als zwei kongruente und parallelgestellte Skalen vorstellen;

N
N

Abb. 70.
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dhnlich werden wir bei den komplizierteren Gruppen zu Systemen kon-
gruenter parallelgestellter Gitter kommen. Offenbar ist das Auftreten
verschiedener Skalen und Gitter durch das Vorhandensein von Drehun-
gen bedingt. In der Tat wird in unserem Fall die eine Skala durch jede
Gruppendrehung in die andere verwandelt; nur die Skalen der Dreh-
punkte selbst bilden eine Ausnahme.

Da sich nun der Punkt wegen seiner allseitigen Symmetrie nicht zur
Wiedergabe von Drehungen eignet, ist es anschaulicher, nicht zu
Punkten, sondern zu anderen einfachen Figuren die Gesamtheit aller

/ / / Aquivalenten aufzuzeichnen. Die ein-

« fachste Figur, die keine allseitige Sym-

metrie besitzt, besteht aus einem ,,Zei-
/ /o /’ ger'’, d.h. einem Punkt mit einer hin-

A i ) durchgehenden Richtung. In Abb. 714, b
VYV s

sind Systeme &dquivalenter Zeiger fiir
die Gruppe I, 2, B gezeichnet; man
erhdlt zwei verschiedene Typen von
Figuren, je nachdem man den Zeiger eines Punktes allgemeiner Lage
oder eines Drehpunktes zugrunde legt. Im ersten Fall erweist sich
besonders der Vorteil, den die Einfilhrung der Zeiger bringt: Die bei-
den Skalen sind durch verschiedene Zeigerrichtung voneinander unter-
schieden, wihrend alle Zeiger derselben Skala gleichgerichtet sind.

Abb. 71.

§ 12. Die krystallographischen Bewegungsgruppen der Ebene.
Regulire Punkt- und Zeigersysteme. Aufbau der Ebene aus
kongruenten Bereichen.

Wir wenden uns nun zum Fall 17, also zu Gruppen, die zweil nichtpar-
allele Translationen enthalten. Es stellt sich heraus, da$ alle diese Grup-
pen im Gegensatz zu den Gruppen vom Typus I stets auf Punktsysteme
fiihren, dal wir sie also gemidl3 S. 52 als krystallographische Gruppen
zu bezeichnen haben. Damit steht es im Zusammenhang, dal alle diese
Gruppen endliche Fundamentalbereiche besitzen. Bei der Betrachtung
dieser Gruppen stoflen wir in erster Linie wieder auf die ebenen Punkt-
gitter. Wie wir schon erwdhnten, bilden die Figuren dquivalenter Punkte
und Zeiger stets entweder ein solches Punktgitter oder lassen sich als
Systeme aus mehreren parallelgestellten kongruenten Gittern auffassen.

Wir hatten auf S. 55 den Fall I] in zwei Unterfille eingeteilt. Wir
wollen zuerst den einfacheren Unterfall II, 1 behandeln, in dem die
Gruppe keine Drehungen enthilt, dagegen zwei nichtparallele Trans-
lationen. In diesem Fall zeigt es sich nun, dafl die zu einem Punkt
aquivalenten Punkte stets ein ebenes Punktgitter bilden.

Zum Beweis gehe ich von einem beliebigen Punkt P aus und
suche eine solche Translation ¢ der Gruppe, die P in einen moglichst
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nahen aquivalenten Punkt Q {iberfithrt (Abb. 72). Dann liefern die zu
¢ parallelen Translationen eine Skala weiterer zu P dquivalenter Punkte
auf der Geraden PQ. Nun gibt es nach Voraussetzung noch Trans-
lationen, die nicht zu PQ parallel sind, also gibt es noch auBerhalb der
Geraden PQ 4dquivalente Punkte zu P; unter diesen suche ich mir wieder
einen moglichst nahe bei P gelegenen Punkt R heraus, und #' sei die
Translation aus unserer Gruppe, die P in R iberfithrt. Dann ist
jedenfalls PR= PQ. Ist S der Punkt, in den @ durch ¢ iiber-
geht, so bilden die Punkte PQRS ein Parallelogramm, und es
ist ersichtlich, daB das durch dieses Parallelogramm erzeugte Gitter
aus lauter dquivalenten Punkten besteht. Denn alle diese Punkte ent-
stehen aus P, indem ich erst ¢ (oder #-1) und dann # (oder #-1) je
eine bestimmte Anzahl von Malen anwende. Ich behaupte nun, daB es
keine weiteren zu P &dquivalenten
Punkte mehr geben kann, daf
also auch alle in der Gruppe
vorkommenden Translationen sich
aus ¢ und # zusammensetzen las-
sen. Denn im entgegengesetzten
Falle enthielte die Gruppe eine
Translation #, die P in einen
Punkt U iberfiihrte, der nicht
zum Gitter gehérte. Dann kénnte
ich ein bestimmtes zu PQRS
kongruentes Gitterparallelogramm
P'Q'R'S’ (Abb. 72) ausfindig ma- Abb. 72.
chen, das U enthielte. Von den
beiden kongruenten Dreiecken P'Q'R’ und S’'Q’R’ miiBte eines, etwa
das erste, U enthalten. Nun miiite aber in der Gruppe die Trans-
lation P’—U vorkommen, die sich ja aus der Gruppentranslation
P’— P und # zusammensetzen 1403t. Das fiihrt zu einem Widerspruch.
Denn da nach unserer fritheren Betrachtung PR = P(Q sein muB, so
ist im Dreieck P'Q’R’ der Punkt R’ am weitesten von P’ entfernt. Die
Translation P’ — U wire also kiirzer als die Translation ¢, die Pin R,
also P’ in R’ iiberfiihrt. Deshalb miite die Translation P’ — U zu ¢
parallel sein, und U miiite auf der Strecke P'Q’ liegen. Dann wire aber
die Translation P’ — U auch kiirzer als ¢, wihrend doch ¢ als eine der
kiirzesten in der Gruppe vorkommenden Translationen ausgewihlt
war. Entsprechend verlduft der Beweis, wenn man annimmt, U lige
im Dreieck S’Q’R’. Dann hat man statt der Translation P’ — U die
Translation S' > U zu betrachten, was in gleicher Weise zu einem
Widerspruch fiihrt.

Die zueinander dquivalenten Punkte der Gruppen I, I bilden also
stets Punktgitter, und wendet man die Gruppe auf einen Zeiger anstatt
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auf einen Punkt an, so erhdlt man ein Gitter aus parallelgestellten
Zeigern (Abb. 73). .

Wenn wir uns jetzt zur letzten noch iibrigen Kategorie I7, 2 wenden,
wo also auch Drehungen zugelassen sind, so haben wir auf das so-
eben abgeleitete Ergebnis in jedem Fall zuriickzugreifen. Denn auch
die Gruppen II, 2 enthalten wie II, I zwei nichtparallele Translatio-
nen. Die Gesamtheit der in einer
Gruppe II,2 enthaltenen Trans-
lationen mufl daher notwendig
eine Untergruppe vom Typ I, 1
sein. Wenn man also unter den
Punkten, die in einer Gruppe I7, 2
zu einem beliebigen Punkt P
dquivalent sind, nur diejenige

ABD. 73. Gesamtheit betrachtet, die aus
P durch eine Translation hervorgehen, so erhdlt man ein Punktgitter.
Die in der Gruppe enthaltenen Drehungen miissen dieses Gitter ent-
weder in sich iiberfithren oder aber einen Punkt des Gitters in einen
nicht im Gitter enthaltenen Punkt () verwandeln. Die Translationen
der Gruppe erzeugen aber aus Q wieder ein Gitter, das zum Gitter von
P kongruent und parallelorientiert ist und dessen Punkte simtlich
aquivalent zu Q und P sind. Durch dieses Verfahren, das offenbar so lange
fortgesetzt werden kann, als es noch unverbrauchte zu P dquivalente
Punkte gibt, kann ich aber nur endlich viele verschiedene Gitter er-
halten, denn andernfalls konnte die Gruppe nicht diskontinuierlich sein.
Diese Uberlegung zeigt, daB es nur verhiltnismiBig wenige Gruppen 117, 2
geben kann und daB die zugehdrigen
Punktsysteme stets aus parallelgestellten
kongruenten Gittern bestehen.

Wir teilen die Gruppen I, 2 nach den
bei ihnen vorkommenden Drehwinkeln ein.
Alle diese Drehwinkel miissen die Form
27[n haben, wo # eine ganze Zahl ist;
denn die Drehungen um einen Punkt, die
in der Gruppe vorkommen, bilden eine diskontinuierliche Untergruppe
vom Typ I,2,«. Ich behaupte nun, daB » keine anderen von 1
verschiedenen Werte annehmen kann als 2, 3, 4, 6. Zum Beweis be-
trachte ich einen #-zdhligen Drehpunkt A der Gruppe (Abb. 74) und
wihle in der Gruppe eine moglichst kurze Translation ¢ aus, die 4 in B
iiberfilhren modge. Durch Drehung um 4 um 27/n werde B nach B’
gebracht. Nach Hilfssatz 2, S. 56 enthdlt dann die Gruppe auch die
Translation ¢/, die 4 in B’ iiberfithrt. Wir betrachten nun die Bewegung
¢-1¢', die offenbar B nach B’ bringt. Nach dem Additionssatz der Dreh-
winkel ist ¢-1#' eine Translation, und da ¢ als eine moglichst kurze

———— /
- -~

Abb. 74.
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Translation der Gruppe ausgewdhlt war, so folgt BB’ = AB. Daher

ist <L BAB = 277! = %, also # = 6. Wir haben nun noch den Fall
#n = 5 auszuschlieBen. Zu diesem Zweck gehen wir indirekt vor und
nehmen 4 als 5-zdhligen Drehpunkt (Abb. 74) an. Durch Drehung um

A um2- ZT” gehe B in B’ iiber. Dann enthielte die Gruppe die Trans-

lation ¢, die A4 in B" iberfithrt. Dann wiirde aber die Translation
"¢ ersichtlich A in C iiberfiihren, und da C ndher an A4 liegt als B,
so gibe es im Widerspruch zur Voraussetzung eine kiirzere Translation
als ¢ in der Gruppe.

Somit kénnen in den Gruppen I1, 2 in der Tat nur 2-, 3-, 4- und
6-zdhlige Drehpunkte auftreten. Ist @ der kleinste in einer solchen
Gruppe auftretende Drehwinkel, so haben wir die vier Unterfille zu

diskutieren: 11,2,6: @=m,
IL,2p: ¢=27,
IL2,y: ¢=7,
z

11,2,6: ¢= 3 .
Es zeigt sich, dafl zu jedem dieser vier Falle genau eine Gruppe gehért.
II,2, x: Es muB in der Gruppe wenigstens einen 2-zéhligen Drehpunkt

A geben. Die Untergruppe der in der Gruppe enthaltenen Translationen

liefert zu 4 als dquivalente weitere 2-zdhlige Drehpunkte die Punkte

eines Gitters; ABCD sei
eines seiner erzeugenden Par-
allelogramme (Abb. 75). Wir
kénnen nun auf die Betrach-
tungen zuriickgreifen, die wir
iiber die Gruppen I, 2, 8 an-
gestellt hatten (S. 60, 61). Da-
nach mufl der Mittelpunkt
der Verbindungsstrecke irgend

zweier Punkte des Gitters ADD. 75.

ebenfalls 2-zdhliger Drehpunkt sein, und umgekehrt muf jeder 2-zihlige

Drehpunkt eine solche Verbindungsstrecke halbieren. Wir betrachten

nun den Mittelpunkt Q von 4B, den Mittelpunkt P von AC und den

Mittelpunkt T" von BC und AD. Alle diese Punkte sind paarweise

indquivalent. Sie sind nach dem soeben Gesagten sidmtlich 2-zéhlige

Drehpunkte und mit ihren zugehérigen Gittern erschépfen sie auch alle

2-zéhligen Drehpunkte, die in der Gruppe vorkommen. Wir haben

also vier verschiedene Klassen von 2-zdhligen Drehpunkten. Die Dreh-

ungen um diese Punkte und die Translationen des Gitters ABCD er-

schopfen alle Transformationen der Gruppe, da nach unserer Annahme
Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 5
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keine anderen als 2-zdhlige Drehpunkte vorkommen kénnen. Als Fun-
damentalbereich kénnen wir offenbar das Dreieck 4 BC verwenden.
In Abb. 76 und 77 sind die Figuren aus 4quivalenten Zeigern ge-
zeichnet, die man erhilt, je nachdem man von einem Punkt allgemeiner
Lage (Abb. 76) oder einem Drehpunkt (Abb. 77) ausgeht. Im ersten Fall
erhalten wir zwei ineinandergestellte Gitter, die durch entgegengesetzte
Zeigerrichtung unterschieden sind. Im zweiten Fall riicken die Gitter in
eins zusammen, da in jedem Drehpunkt zwei Zeiger ansetzen. Betrachtet
man statt der Zeiger nur die Punkte, so liefern beide Figuren je ein
reguldres Punktsystem; aber dann unterscheidet sich das System Abb. 77
v \ v nicht mehr von dem zu Abb. 72

gehorigen System, dem ebenen
NN /N

VARV 7\4
NFANFAN 7/\\/ /\/ /
?‘Z VA

A N N AN

Abb. 76. Abb. 77.

allgemeinen Punktgitter, Wenn wir umgekehrt zum ebenen allgemeinen
Punktgitter die zugehorige Gruppe von Deckbewegungen suchen, so
ergibt sich nicht etwa I I, 1, sondern stets 11, 2, &, da wir ja in Abb. 75
das Parallelogramm ABCD ganz beliebig wihlen dirfen und das
zugehorige Gitter durch die Bewegungen der Gruppe in sich tiber-
gefithrt wird. Die Betrachtung der Zeiger statt der Punkte fiihrt also
hier zu klareren Unterscheidungen.

I, 2,3. Nach unserer Annahme ist 27/3 der kleinste vorkommende

Drehwinkel. Ich behaupte, daf die Drehungen um -- % auch die

einzigen sind. Denn von anderen Winkeln kdme nur = in Frage; nach
dem Additionssatz wiirde aber eine Drehung um 7 und eine Drehung

um — ZTH eine Drehung um /3 ergeben, und ein solcher Drehwinkel

darf in der Gruppe nicht vorkommen. Es gibt daher in der Tat aus-
schlieBlich 3-zihlige Drehpunkte in der Gruppe.

Sei A ein 3-zdhliger Drehpunkt (Abb. 78) und 4 — B eine méglichst
kurze in der Gruppe enthaltene Translation. Geht B durch Drehung
um 4 um 27/3 in C dber, so ist nach Hilfssatz 2 auch die Translation
A — C in der Gruppe enthalten. Das Gitter der Untergruppe der Trans-
lationen muB sich aus dem Parallelogramm 4 BC D erzeugen lassen, da
in seinem Innern nach unserer Konstruktion keine anderen Gitter-
punkte mehr liegen konnen. Die Diagonale A D zerlegt A BCD in zwei
gleichseitige Dreiecke. Das Translationsgitter der Gruppe muf also
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das der dichtesten Kreislagerung sein und kann nicht wieim Fall I7, 2, «
beliebig angenommen werden (ebenso werden wir auch in den folgenden
beiden Féllen sehen, dal die zugehorigen Translationsgitter spezielle
Gestalt haben miissen). Die Drehung (d) AB — AC und hierauf die
Translation () A — B filhren zusammengesetzt (df) AB in BD fiber
(Abb. 78). dt muB also eine Drehung 4’ um den Mittelpunkt M des
Dreiecks ABD sein mit 2#/3 als Drehwinkel. ¢ Y/
M ist also ebenfalls 3-zihliger Drehpunkt der Gruppe. <
Ferner wird A C durch 4" = ¢d’ iiber BD nach DA
beférdert, also ist 4’ die Drehung um — 27/3 um
den Mittelpunkt N des Dreiecks 4 C D; demnach ist
auch N 3-zdhliger Drehpunkt. Ebenso wie 4 fiihren
auch M und N zu Gittern, deren simtliche Punkte
3-zdhlige Drehpunkte sind. Ich behaupte, damit sind alle Drehungen
der Gruppe erschopft. Zum Beweise geniigt es zu zeigen, daB zwei
3-zdhlige Drehpunkte E und F nie einen kiirzeren Abstand haben
koénnen als 4 M. Nun ergeben die Drehungen d-14’ offenbar . Ebenso
erzeugen zwei entgegengesetzte Drehungen um E und F eine Translation,
und deren Linge miiite sich zum Abstand EF verhalten wie die Linge
von ¢ zum Abstand 4 M. Da nach Voraussetzung keine Translation der
Gruppe kiirzer ist als ¢, kann somit auch EF nicht kiirzer sein als
AM. Es gibt daher in der Tat
keine anderen Drehpunkte als die
Punkte der zu 4, M, N gehorigen
drei Gitter. Da die Drehungen um
A jedes dieser Gitter in sich iiber-
fithren und nicht ein Gitter ins an-
dere, so sind die Punkte A, M, N
indquivalent. Die Gruppe 17, 2, B
besitzt demnach drei verschie-
dene Klassen von Drehpunkten
(Abb. 79). Die Punkte jeder Klasse
lassen sich als Mittelpunkte eines Systems regulirer Sechsecke auf-
fassen, die die Ebene einfach und liickenlos tiberdecken und deren
Ecken abwechselnd mit den Drehpunkten der anderen beiden Klassen
besetzt sind. Man erhélt auf diese Weise drei Systeme reguldrer Sechs-
ecke, die in bestimmter Weise ibereinanderliegen. Ubrigens 1aBt sich
diese Figur als eine Orthogonalprojektion dreier iibereinanderliegender
Schichten des Graphitgeriistes (Abb. 56, S. 48) auffassen.

Als Fundamentalbereich ist in Abb. 79 der Rhombus AMND
gewahlt?, ferner sind in dieser Figur zwei Translationen eingetragen,
aus denen sich das Translationsgitter der Gruppe erzeugen lift.

Abb. 78.

Abb. 79.

1 Dasselbe System aneinandergrenzender Rhomben wird im Aufbau der
Bienenwabe verwandt.

5*
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Betrachtet man ein System dquivalenter Zeiger, die nicht von einem
Drehpunkt ausgehen (Abb. 80), so erhdlt man drei ineinandergestellte
Gitter, von denen jedes durch eine bestimmte Zeigerstellung gekenn-
zeichnet ist. Erzeugende Parallelogramme dieser Gitter sind nicht ein-
getragen, weil die Figur sonst uniibersichtlich wiirde.

/7S s
S R
N\Vav4 -

Abb. 80. Abb. 81.

Geht man von einem Drehpunkt aus (Abb. 81), so fallen die drei
Gitter in eins zusammen, da von jedem Punkt drei Zeiger ausgehen
miissen.

II,2,y. Der kleinste Drehwinkel der Gruppe ist #/2. Es kann also
2- und 4-zidhlige Drehpunkte geben. Andere Drehwinkel kénnen nicht
auftreten, denn eine Drehung um 27/3 lieBe sich nach dem Additions-
satz mit einer Drehung um & zu einer Drehung um 7/3 zusammen-
setzen, im Widerspruch damit,
daB kein kleinerer Drehwinkel
als /2 vorkommen soll.

Wir fithren nun die Unter-
suchung dhnlich wie im vorigen
Fall. Sei 4 irgendein 4-zihliger
Drehpunkt (Abb. 82)und 4—-B
eine moglichst kurze Transla-
tion der Gruppe. Geht B durch
Drehung um 4 um #/2 in C
iiber, so ist auch A — C eine
in der Gruppe vorkommende
Translation. Das Translationsgitter der Gruppe muB sich also aus dem
Quadrat ABCD erzeugen lassen, da dieses Gitterpunkte zu Ecken
hat und keine weiteren Gitterpunkte mehr enthalten kann. Wie im
vorigen Fall ist also das Translationsgitter nicht beliebig, sondern hat
eine besondere symmetrische Gestalt. Wenn wir nun zu den Trans-
lationen nur noch die Drehungen um 7, aber nicht die um /2 hinzu-
nehmen, so erhalten wir eine Untergruppe, und diese mufl den Typus
II, 2, o« haben. Die Mittelpunkte der Quadrate, z. B. M, sowie die

Abb. 82.
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Mittelpunkte der Quadratseiten, z. B. N, bilden zusammen mit
den Quadratecken das vollstindige System der Drehpunkte in der
Untergruppe. AusschlieBlich unter diesen Punkten haben wir aber

auch die 2- und 4-zdhligen Drehpunkte
der vollen Gruppe zu suchen, da diese
Punkte ja in der Untergruppe als
2-zahlig mitberiicksichtigt sein miissen.
Betrachten wir nun die Drehung (d)
AB - AC und die Translation (f)
A — B, so fihrt d' = dt offenbar
AB in BD iber, d ist daher die
Drehung um M um #/2, und demnach
sind die Quadratmittelpunkte simtlich
4-zdhlige und nicht nur 2-zéhlige Dreh-
punkte. Ebenso wie im vorigen Fall
kénnen wir schlieBen, dafl keine an-
deren 4-zdhligen Drehpunkte mehr vor-
kommen. 4-1d’ ist ndmlich die kiirzeste
in der Gruppe enthaltene Translation ¢,
also kénnen zwei 4-zdhlige Drehpunkte
keinen kiirzeren Abstand haben als 4 M,
wir kénnen daher zu den Gittern von 4
und M keine 4-zdhligen Drehpunkte
mehr hinzufiigen. Da diese beiden
Gitter durch jede der bisher betrach-
teten Bewegungen in sich und nicht
ineinander {iibergefiihrt werden, sind 4
und M indquivalent. Dagegen erkennt
man, dafl alle 2-zdhligen Drehpunkte
dquivalent sind. Wir haben also eine
einzige Klasse 2-zdhliger Drehpunkte,
bestehend aus zwei ineinandergescho-
benen Quadratgittern, und zwei Klassen
4-zihliger Drehpunkte, aus je einem Git-
ter bestehend. Als Fundamentalbereich
148t sich das Dreieck 4 M B verwenden.

Das Zeigersystem, das zu einem
Punkt allgemeiner Lage gehort (Abb. 83),
besteht aus vier Quadratgittern, jedes

'y
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Abb. 83.

Abb. 85.

durch eine bestimmte Zeigerrichtung gekennzeichnet. Ein 2-zihliger Dreh-
punkt (Abb.84) liefert zwei Gitter verschiedener Zeigerrichtung, ein 4-zih-
liger Drehpunkt nur ein einziges (Abb. 85). Wenn dabei wie in dieser
Figur die Pfeile paarweise aufeinanderzeigen, kénnen wir die Figur als
regelmifige ebene Anordnung gleichartiger 4-wertiger Atome deuten.
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II,2,d. In diesem Fall ist die Mannigfaltigkeit der Drehungen am
groBten. Denn da 6-zdhlige Drehpunkte zugelassen sind, kénnen auch
2- und 3-zdhlige vorkommen. Dagegen sind 4-zdhlige Drehpunkte aus-
geschlossen, denn mit einer Drehung um 7/2 und einer Drehung um #/3
enthielte die Gruppe notwendig eine Drehung um 7/6, und dieser Dreh-
winkel kann in keiner krystallographischen ebenen Bewegungsgruppe
auftreten.

Es sei A ein 6-zdhliger Drehpunkt der Gruppe (Abb. 86). Wir be-
trachten nun zunichst die Untergruppe, die aus den Translationen
und den Drehungen um 27/3 besteht. Die Struktur dieser Untergruppe
ist uns aus 77, 2, # bekannt. In ihr tritt A als 3-zihliger Drehpunkt auf.
Das Translationsgitter dieser Untergruppe ist das Gitter der gleich-
seitigen Dreiecke, und neben den Ecken, z. B. 4, B, C, treten auch die
Mittelpunkte der Dreiecke, z. B. M, als 3-zdhlige Drehpunkte auf.
Daraus kénnen wir aber schlie-
Ben, daB auch in der ganzen
Gruppe selbst die Translationen
das gleiche Gitter bilden, da diese
ja alle in der Untergruppe beriick-
sichtigt sind. In der ganzen
Gruppe ist nun A nicht 3-, son-
dern 6-zihliger Drehpunkt, daher
miissen auch alle Gitterpunkte
des Gitters von A4 6-zihlig sein.
Wenn es noch andere 6-zédhlige
Drehpunkte in der Gruppe gibt, kénnen es nur die Dreiecksmitten sein,
denn alle 6-zdhligen Drehpunkte sind in der Untergruppe als 3-zdhlig
mitberiicksichtigt. Nun bewirken die beiden Drehungen um 4 und C
um + 7/3 und —7/3 die Translation 4 — B. Da es keine kiirzere Trans-
lation als diese in der Gruppe gibt, kann auch der Abstand 6-zihliger
Drehpunkte nicht kiirzer sein als 4 C; folglich gibt es auBer dem Gitter
von A keine 6-zdhligen Drehpunkte, und die Dreiecksmitten sind 3-zéhlig.
Weitere 3-zéhlige Punkte kann es nicht geben, da sie alle in der Unter-
gruppe beriicksichtigt waren. Im Gegensatz zum Fall I7, 2, § sind die
3-zdhligen Drehpunkte siamtlich dquivalent, da z. B. M durch eine
Drehung um B in N iibergefiihrt wird.

Um nun noch die etwaigen 2-zéhligen Drehpunkte aufzufinden, ver-
fahren wir analog: Wir betrachten die Untergruppe, die aus den Trans-
lationen und den Drehungen um 5 besteht. Aus den Betrachtungen
iiber den Fall I1, 2, & ergibt sich, daBl die Ecken des erzeugenden Gitter-
parallelogramms sowie deren Mittelpunkte und Seitenmittelpunkte,
d. h. die Mittelpunkte der Seiten aller gleichseitigen Dreiecke, Drehungen
um 7 gestatten. Die Ecken der Dreiecke haben wir schon als 6-zdhlige
Drehpunkte beriicksichtigt. Es bleiben also genau die Seitenmitten der
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Dreiecke als Gesamtheit der 2-zihligen Drehpunkte iibrig. Man erkennt,
daf sie alle d4quivalent sind. Es gibt also je eine Klasse 2-, 3- und 6-zih-
liger Drehpunkte. AM B ist ein Fundamentalbereich der Gruppe.
Das Zeigersystem eines Punktes allgemeiner Lage besteht aus sechs
ineinandergeschobenen Gittern, von denen jedes durch eine Zeiger-

Abb. 87. Abb. 88.

richtung gekennzeichnet ist. In Abb. 87 ist jedes dieser Gitter durch je
drei parallele Zeiger vertreten, die je ein gleichseitiges Dreieck bilden.
Geht man von einem 2-zéhligen Drehpunkt aus (Abb. 88), so fallen
die Gitter paarweise zu drei Gittern zusammen. Diese Figur gibt eine
mogliche regelméfBige ebene Anordnung eines Komplexes aus zweierlei
Atomen, von denen die eine Art 6-wertig und die andere Art 2-wertig ist.

Abb. 89. Abb. 90.

Wenn wir alle Zeiger um /2 drehen, kommen wir auf eine Anordnung,
bei der 2- und 3-wertige Atome verkniipft sind. Das Zeigersystem der
3-zahligen Drehpunkte (Abb. 89) besteht aus zwei Gittern. Bei der in
der Figur angenommenen Zeigerstellung ergibt sich eine Anordnung
aus 3- und G-wertigen Atomen. Das Zeigersystem der 6-zédhligen Dreh-
punkte (Abb. 90) bildet ein einziges Gitter, das wir in der gezeichneten
Zeigerstellung als regelmiBige ebene Anordnung 6-wertiger gleichartiger
Atome auffassen konnen.



72 II. Regulare Punktsysteme.

Die Aufgabe, die wir uns in § 9 gestellt haben, ist nunmehr voll-
standig gelost. Wir haben die simtlichen {iberhaupt méglichen krystallo-
graphischen Bewegungsgruppen der Ebene aufgestellt und dabei ge-
funden, daB es nur fiinf solche Gruppen gibt. Die allgemeinsten Punkt-
und Zeigersysteme erhalten wir, wenn wir in jeder Gruppe von einem
Punkt allgemeiner Lage ausgehen. Denn die Punktsysteme aus Dreh-
punkten der komplizierteren Gruppen kehren in den Punktsystemen
aus Punkten allgemeiner Lage wieder, wenn wir einfachere Gruppen
zugrunde legen. Dagegen liefern die Zeigersysteme bei den Dreh-
punkten neuartige Figuren.

Zugleich haben wir die Losung eines mit dem vorigen verwandten Pro-
blems gefunden, ndmlich auf welche verschiedenen Arten man die Ebene
aus kongruenten endlichen Bereichen derart zusammensetzen kann, da
der ganze Aufbau durch eine Deckbewegung in sich iibergefiihrt werden
kann, und dafl jeder Baustein durch eine Deckbewegung mit jedem
anderen zur Deckung gebracht werden kann. Die Gruppe dieser Deck-
bewegungen mul} eine diskontinuierliche sein, und zwar eine krystallo-
graphische, weil die Anzahl der Bausteine innerhalb eines Kreises mit
dem Quadrat des Radius ins Unendliche wichst. Es gibt daher nur
zwei Moglichkeiten. Entweder 148t keine von der Identitit ver-
schiedene Deckbewegung einen Baustein ungedndert; dann muf3 der
Baustein einen Fundamentalbereich bilden. Oder es gibt Bausteine,
die durch eine Deckbewegung in sich iibergehen; dann bildet die
Gesamtheit der Deckbewegungen dieser Art eine diskontinuierliche
Untergruppe, die ersichtlich keine Translationen enthilt, also aus
Drehungen um einen bestimmten Punkt bestehen muB (I, 2, ). In
diesem Fall hat der Baustein zentrale Symmetrie und muf sich aus
Fundamentalbereichen zusammensetzen lassen. Ein Beispiel fiir diesen
Fall Liefert der Aufbau der Ebene aus kongruenten reguldren Sechs-
ecken oder Quadraten, der bei vielen FuBbéden verwandt wird.

Ein anderes und schwierigeres Problem ist das ,,Parkettierungs-
problem‘‘; es erfordert, die Ebene aus endlichen kongruenten Bausteinen
zusammenzusetzen, dagegen wird nicht verlangt, dall der Bau Deck-
bewegungen gestattet.

§ 13. Die krystallographischen Klassen und Gruppen
rdumlicher Bewegungen. Gruppen und Punktsysteme mit
spiegelbildlicher Symmetrie.

Auch im Raum gibt es nur endlich viele krystallographische Be-
wegungsgruppen; ihre Anzahl ist aber weit groBer als in der Ebene. Um
diese Gruppen bestimmen zu kénnen, mufl man, wie in der Ebene, zu-
nichst die einzelnen Bewegungen geometrisch kennzeichnen. Man kann
auch im Raum jede beliebige Bewegung durch eine Bewegung von be-
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stimmtem einfachen Typus ersetzen. Betrachtet man zunichst Be-
wegungen, die einen Punkt fest lassen, so 1aBt sich beweisen, dafl dann
auch eine durch diesen Punkt gehende Gerade Punkt fiir Punkt fest
bleiben muB3 und dafl die Bewegung durch eine Drehung um einen be-
stimmten Winkel um diese Gerade als Achse ersetzt werden kann.
RAuimliche Bewegungen, die keinen Punkt fest lassen, sind z. B. die
Translationen.

Man kann nun zeigen, daB jede beliebige Bewegung des Raumes
sich aus einer bestimmten Drehung und einer bestimmten Translation
in der Richtung der Drehungsachse zusammensetzen 14Bt; man kann
auch die Drehungen und Translationen selbst als:solche zusammen-
gesetzte Bewegungen ansehen, indem man annimmt, daB der eine
Bestandteil der Bewegung sich auf die Identitit reduziert. Denkt
man sich nun bei der allgemeinsten Bewegung die Drehung und die
Translation zu gleicher Zeit und mit konstanter Geschwindigkeit aus-
gefiihrt, so erhilt man eine schraubenférmige Fortbewegung des Raumes.
Die allgemeinste Bewegung des Raumes wird deshalb als Schraubung
bezeichnet, wobei man die Translationen und Drehungen als Grenz-
fille von Schraubungen auffassen kann. Bei manchen Problemen ist
es Ubrigens auch zweckmiBig, die Translationen #hnlich wie im Fall
der Ebene als Drehungen mit verschwindend kleinem Drehwinkel um
eine unendlich ferne Achse anzusehen.

Bei der Zusammensetzung zweier Schraubungen im Raum gilt kein
so einfaches allgemeines Gesetz, wie es in der Ebene der Additionssatz
der Winkel bei Zusammensetzung von Drehungen darstellt. Es gibt
aber zwei speziellere Sitze, die fiir die Zwecke der riumlichen Krystallo-
graphie ausreichen; zunichst ergeben ndmlich zwei Translationen zu-
sammengesetzt stets wieder eine Translation, und zweitens unter-
scheiden sich Schraubungen um parallele Achsen und gleiche Drehungs-
winkel nur um eine Translation. Als Drehungswinkel einer Schraubung
ist dabei der Winkel der Drehung anzusehen, die den einen Bestandteil
der Schraubung bildet.

Nach dem ersten Gesetz bilden die in einer rdumlichen Bewegungs-
gruppe enthaltenen Translationen stets eine Untergruppe. Wie in der
Ebene ist die Struktur dieser Untergruppe maBgebend dafiir, ob eine
diskontinuierliche rdumliche Bewegungsgruppe krystallographisch ist,
d. h. auf ein rdumliches Punktsystem fiihrt, oder nicht. Sind ndmlich
alle Translationen der Gruppe einer festen Ebene parallel, so besitzt
die Gruppe stets unendliche Fundamentalbereiche und kann auf kein
Punktsystem fiihren. Besitzt dagegen die Gruppe drei Translationen,
deren Richtungen nicht sidmtlich einer und derselben Ebene parallel
sind, so ist sie eine krystallographische Gruppe. Die zu einem Punkt P
dquivalenten Punkte beziiglich der Untergruppe der Translationen
bilden dann stets ein rdumliches Punktgitter. Wenn es aulerdem in



74 I1. Regulare Punktsysteme.

der Gruppe noch eine Schraubung gibt, die P in einen dem Gitter nicht
angehérenden Punkt Q iiberfiihrt, so bestimmt die Untergruppe der
Translationen auch zu Q ein Gitter aus lauter zu @ und P 4quivalenten
Punkten. Wegen der Diskontinuitdt der Gruppe kann es nur endlich
viele solche Gitter geben; diese Einschrinkung fiihrt wie in der Ebene
zur Ubersicht aller méglichen Fille. Zugleich ergibt sich, daB die
reguliren Punktsysteme im Raum sich aus endlich vielen kon-
gruenten parallel ineinandergeschobenen rdumlichen Punktgittern
zusammensetzen lassen. Ein Beispiel dafiir haben wir im System
der Kugelmittelpunkte bei der tetraedrischen Lagerung schon kennen-
gelernt.

Der zweite erwidhnte Satz iiber die Schraubungen mit parallelen
Achsen fiihrt nun zu einem wichtigen geometrischen Verfahren, um
die von einer Translation verschiedenen Bewegungen einer Gruppe
zusammenzufassen. Zu diesem Zweck zeichne ich irgendeinen beliebigen
Raumpunkt M aus. Zur Achse a jeder in der Gruppe vorkommenden
Schraubung ziehe ich durch M die Parallele a,, und jeder in der Gruppe
vorkommenden Schraubung s um die Achse @ ordne ich die Drehung
sp um die Achse a, zu, die denselben Drehwinkel besitzt wie s. Dann
kénnen sich s und s, nur durch eine Translation unterscheiden. Nach
diesem Verfahren entspricht jeder von einer Translation verschiedenen
Bewegung der Gruppe G eine andere Bewegung, die den Punkt M fest
liBt. Um die Zuordnung zu vervollstindigen, lasse ich ferner allen
Translationen aus G die Identitit entsprechen. Auf diese Weise ist der
Gruppe G ein System Gy von Abbildungen zugeordnet, die simtlich
M fest lassen. Ich behaupte, dal3 Gy eine Gruppe ist. Sind nidmlich die
Drehungen s, und £, aus G den Schraubungen s und ¢ aus G zugeordnet,
so laBt sich aus dem Gesetz {iber Schraubungen um parallele Achsen
leicht schlieBen, daf3 sy#, gerade diejenige Drehung aus Gy ist, die s¢
zugeordnet werden mufB. Daher erfiillt das System Gy in der Tat die
beiden Gruppenpostulate, daB mit s, und £, stets auch sgf, sowie s;*
dem System angehéren.

Durch die Struktur der Gruppe Gy ist G keineswegs eindeutig be-
stimmt; man kann aus der Struktur von Gy nichts iber die in G ent-
haltenen Translationen schlieBen, z. B. allen Gruppen G, die nur aus
Translationen bestehen, entspricht eine und dieselbe Gruppe Gy, die
nur aus der Identitit besteht. Gy liefert also eine Zusammenfassung
von Gruppen, die sich nur durch ihre Translationen unterscheiden.
Man nennt die Gesamtheit aller raiumlichen Bewegungsgruppen, die auf
eine und dieselbe Gruppe Gy fithren, eine Klasse rdumlicher Bewegungs-
gruppen. Wenn einer Klasse eine krystallographische Gruppe an-
gehort, nennt man diese Klasse eine krystallographische Klasse. Dieser
Begriff ist sowohl fiir die praktische Krystallographie als auch fiir die
geometrische Bestimmung der Raumgruppen von groller Bedeutung.
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Es ist ndmlich viel leichter, zuerst alle moglichen krystallographischen
Klassen aufzustellen und erst nachher fiir jede Klasse zu untersuchen,
was fiir Gruppen ihr angehéren kénnen.

Da alle Bewegungen aus Gy den Punkt M fest lassen, fiihren sie auch
die Oberfliche einer um M als Mittelpunkt geschlagenen Kugel in sich
iiber, und man kann daher die Gruppen Gy als Bewegungsgruppen der
Kugeloberfliche ansehen. Es tritt nun die groBe Vereinfachung ein,
daBl Gy stets diskontinuierlich sein muBl, wenn G diskontinuierlich ist.
Da die Diskontinuitdt von G etwas ganz anderes bedeutet als die Dis-
kontinuitdt von Gy, so ist der genannte Satz keineswegs selbstverstdnd-
lich. Er 1Bt sich aber bei den krystallographischen Gruppen leicht be-
weisen, indem man die zugehorigen Translationsgitter in Betracht zieht.
Dieser Beweis soll hier iibergangen werden.

Um alle krystallographischen Klassen von raumlichen Bewegungs-
gruppen zu finden, haben wir demnach nur noch die diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen der Kugel zu untersuchen. Es tritt aber noch eine
zweite Vereinfachung ein. Wie in der Ebene, so kann man auch im
Raum schlieBen, daB in einer krystallographischen Bewegungsgruppe
keine anderen Drehwinkel vorkommen kénnen als die Vielfachen von
7, 37, ym, 7. Wie es also in der Ebene nur 2-, 3-, 4- und 6-zihlige Dreh-
punkte in den Gruppen gibt, so kann es (bei analoger Bezeichnungs-
weise) in den rdumlichen krystallographischen Bewegungsgruppen nur
2-, 3-, 4- und 6-zdhlige Achsen geben. Das gleiche mufl aber auch fir
die Gruppen Gy der krystallographischen Klassen gelten. Nach dieser
Einschrankung bleiben nur elf Krystallklassen iibrig; sie mégen hier
aufgezdhlt werden.

Wir nehmen zunichst die Félle, daB nur eine einzige n-zihlige Achse
in Gy vorhanden ist. Diese Klassen werden in der Krystallographie
mit C, bezeichnet. Wir haben die fiinf Klassen (Abb. 91):

1. C, (Identitdt, Klasse der Translationsgruppen),

2. C,,

3. Cs,

4. Cy,

5. Cs.

Wir nehmen jetzt ) ) ) )
an, daB mehrere -
Achsen  vorhanden
sind, von denen héch-

stens eine mehr als

2-zdhlig ist. Diese C} “ 5 & %
ausgewahlte n-zihlige Abb- 91

Achse wird als Hauptachse bezeichnet, die 2-zdhligen Achsen als Neben-
achsen. Dann 148t sich aus den Gruppenpostulaten leicht schliefen,
daBl es genau » Nebenachsen geben mull, und daB} sie alle auf der
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Hauptachse senkrecht stehen und miteinander gleiche Winkel bilden

miissen. Die zugehérigen Gruppen und Klassen werden mit dem Symbol

D, (Diéder) bezeichnet. Es gibt vier solche Klassen (Abb. 92):

6. D,, (3 gleichberechtigte

Achsen).

7. Dy,

8. Dy,

T R -9&‘ 9 Dg. .
Man kann iibrigens leicht

einsehen, daBl fir » =3 die

j Nebenachsen alle &4quivalent
4 A A ) sind, wihrend sie sich in den
Abb. 92, iibrigen Féllen abwechselnd

auf zwei Klassen verteilen.

Es bleibt nur noch die Méglichkeit, dal es mehrere Achsen gibt, die
mehr als 2-zihlig sind. Eine ndhere Betrachtung lehrt dann, daB die
dquivalenten Punkte auf der Kugel entweder die Ecken eines reguliren
Tetraeders (T) oder die eines reguliren Oktaeders (0) bilden miissen.
Aus den Symmetrieeigenschaften dieser Polyeder folgt von selbst die
Achsenverteilung; man erhilt alle Achsen, indem man die Ecken, die
Mittelpunkte der Flichen und die Mittelpunkte der Kanten mit dem
Kugelmittelpunkt verbindet. Auf diese Weise liefert das Tetraeder
die Klasse

10. T (Abb. 93).

Verbindet man im Tetraeder den
Kugelmittelpunkt mit einer Ecke, so
geht diese Gerade auch durch den
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Fliche. Da diese ein gleichseitiges
Dreieck ist und andererseits in jeder
Ecke drei Fliachen zusammenstofen,
erhalten wir wvier 3-zdhlige Achsen.
Verbinden wir ferner die sechs Kan-
tenmitten des Tetraeders mit dem
Kugelmittelpunkt, so erhalten wir
nicht sechs, sondern nur drei Geraden, da sich die Mittelpunkte der
Kanten paarweise diametral gegeniiberliegen. Diese Achsen koénnen,
wenn das Tetraeder in sich iibergehen soll, nur 2-zdhlig sein. Die
Klasse T besitzt somit drei 2-zihlige Achsen, die ibrigens paarweise
aufeinander senkrecht stehen.

Um einen Fundamentalbereich auf der Kugel zu erhalten, kénnen
wir von einem sphirischen Dreieck ausgehen, das einer Flache des Tetra-
eders entspricht. Ein solches Dreieck ist noch kein Fundamental-
bereich, da es durch Drehung um eine 3-zdhlige Achse in sich selbst

Abb. 93.
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iibergeht. Dagegen 148t sich das Dreieck offenbar aus drei Fundamental-
bereichen aufbauen (Abb. 93).

Die Untersuchung der letzten Klasse,

11. O (Abb. 94),
verlduft analog. Die sechs Ecken des Oktaeders liegen einander paar-
weise gegeniiber, und in jeder Ecke stoBen vier Flichen zusammen.
Wir erhalten also dres 4-zihlige Achsen. Ebenso liegen die acht Flichen
des Oktaeders einander paarweise gegeniiber; da sie simtlich gleich-
seitige Dreiecke sind, liefern sie vier 3-zdhlige Achsen. Da endlich das
Oktaeder zwolf Kanten besitzt und da diese einander paarweise gegen-
iiberliegen, gibt es in der Klasse O sechs 2-zihlige Achsen. Als Funda-
mentalbereich kénnen wir wieder
den dritten Teil eines sphérischen
Dreiecks verwenden, das einer Ok-
taederfliche entspricht (Abb. 94).

Die elf Klassen, die wir auf-

gestellt haben, fiihren zu insgesamt
fiinfundsechzig raumlichen krystal-
lographischen Bewegungsgruppen.
Die Ubersicht iiber diese vielen
Gruppen wird also durch die Ein-
teilung in Klassen auBerordentlich
erleichtert. Man kann nun den
Klassenbegriff auch schon in der
Ebene in genau derselben Weise
einfithren. Dann erhdlt man dis-
kontinuierliche Bewegungsgruppen
der Kreisperipherie, und zwar sind
das einfach die Identitit und die
Drehungen um Vielfache von AbD. 94.
z, 27[3, #/2, 7/3. Wir haben also nur fiinf Klassen und in jeder Klasse
nur eine krystallographische Bewegungsgruppe ; bei den ebenen krystallo-
graphischen Bewegungsgruppen bringt demnach die Klasseneinteilung
noch keinen Vorteil.

Wie in der Ebene, so fithren auch im Raum die krystallographischen
Bewegungsgruppen zu Punktsystemen, und sie stehen ferner im Zu-
sammenhang mit dem Problem, den Raum aus kongruenten endlichen
Bausteinen aufzubauen, so dafl der Bau Deckbewegungen gestattet, die
jeden Stein in jeden anderen iiberfiihren konnen. Dieses Problem ist
noch nicht gelost.

Fiir die Krystallchemie ist es zweckmiBig, neben den Punktsystemen
auch Zeigersysteme zu betrachten. Im Raum kommt man aber nicht
mit einem einzigen Zeiger aus, da diese Figur noch um die Zeiger-
richtung drehbar ist. Eine Figur mit vollbestimmter Orientierung er-
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hilt man erst, wenn man einen Punkt mit zwei Zeigern verschiedener
Linge und Richtung ausstattet.

Vergleicht man nun die empirisch bestimmten Krystallstrukturen
mit dem geometrisch bestimmten Vorrat aller Zeigersysteme, so ergibt
sich das iiberraschende Resultat, da3 die Natur nicht nur diesen geome-
trischen Vorrat vollstdndig verbraucht, sondern daB es sogar noch viele
Krystallstrukturen gibt, die durch unseren Begriff des reguliren Punkt-
systems nicht erfa3t werden, obwohl alle Elemente gleichberechtigt
sind. Wir haben nimlich in der dritten definierenden Eigenschaft der
Punktsysteme die Gleichberechtigung aller Punkte dadurch gekenn-
zeichnet, daB jeder Punkt des Systems in jeden anderen durch eine
Deckbewegung iiberfithrbar sein soll. Man kommt zu einem allgemeine-
ren Begriff des Punktsystems, wenn man unter den Decktransforma-
tionen des Systems auch Spiegelungen zuldBBt; Spiegelungen der Ebene
an einer ihrer Geraden und Spiegelungen des Raumes an einer seiner
Ebenen. Auch diese allgemeineren Transformationen lassen alle Langen
und Winkel ungedndert. Nur bewirken sie eine Vertauschung von rechts
und links, und die Raumspiegelungen kénnen nicht aus der Ausgangs-
lage durch stetige Bewegung erzeugt werden. FaBt man alle Abbildungen
des Raumes, die die Lingen und Winkel ungeindert lassen, unter dem
Namen Decktransformationen zusammen, so erhdlt man in den diskon-
tinuierlichen Gruppen von Decktransformationen eine Gesamtheit, die
die diskontinuierlichen Bewegungsgruppen mit umfaf3t, aber noch zahl-
reiche weitere Gruppen enthilt. Auch diese allgemeineren Gruppen sind
vollstindig bestimmt worden. Ihre Ubersicht wird dadurch erleichtert,
daB in jeder von ihnen die in ihr vorkommenden Bewegungen eine
Untergruppe bilden, also eine Gruppe, deren Typus durch unsere fritheren
Betrachtungen bestimmbar ist. Ebenso 1d8t sich in der Ebene und im
Raum die Einteilung in Klassen auf die Gruppen mit Spiegelungen
iibertragen. So wie die Schraubungen um parallele Achsen und gleiche
Winkel unterscheiden sich ndmlich auch die Spiegelungen an paral-
lenen Ebenen bzw. Geraden nur durch eine Translation. Uber die Ge-
samtheit von Klassen und Gruppen, die man auf diese Weise erhilt,
gibt die folgende kleine Tabelle eine Ubersicht.

Ebene Raum
Krystallo- Krystallo- | Krystallo- Krystallo-
graphische | graphische | graphische | graphische
Gruppen Klassen Gruppen Klassen
Bewegungen . . . . . . . . 5 5 65 11
Durch Spiegelung dazu . . . 12 5 165 21
Im ganzen. . . . . . . .. 17 | 10 230 32

Erst die Hinzunahme der Spiegelungen liefert wirklich die voll-
stindige Mannigfaltigkeit der in der Natur vorkommenden Krystall-
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strukturen. Geht man zu den Zeigersystemen fiber, so hat man in der
Ebene und im Raum jeweils noch einen Zeiger hinzuzufiigen; denn ein
Zeiger in der Ebene gestattet noch eine Spiegelung an der Geraden, die
den Zeiger enthilt, und ebenso 148t im Raum die Figur aus zwei Zeigern
verschiedener Linge noch eine Spiegelung an der Ebene der Zeiger zu.
Im Raum hat man also drei Zeiger verschiedener Linge zugrunde zu
legen, die von einem Punkt ausgehen und nicht in einer und derselben
Ebene liegen.

Man kann die diskontinuierlichen Gruppen von Decktransforma-
tionen nicht nur geometrisch, sondern auch auf arithmetisch-algebra-
ischem Wege bestimmen. Man wird dann im Fall der Ebene auf merk-
wiirdige Relationen zwischen komplexen Zahlen gefiihrt; im Raum hat
man hyperkomplexe Zahlensysteme zugrunde zu legen.

Es wire eine interessante Aufgabe, die hier angestellten Uberlegungen
auch auf mehrdimensionale Rdume auszudehnen. Fiir die diskontinuier-
lichen Deckgruppen der mehrdimensionalen Kugeln liegen einige Er-
gebnisse vor, da man die Analoga der reguliren Polyeder in den
Raumen beliebiger Dimensionszahlen kennt; mit diesen mehrdimensio-
nalen Gebilden werden wir uns noch im néichsten Kapitel beschiftigen.
Ferner hat BiEBERBACH bewiesen, dabB es fiir jedes # nur endlich viele
diskontinuierliche krystallographische #-dimensionale Gruppen gibt, und
daB in jeder solchen Gruppe # linear unabhingige Translationen vor-
kommen.

§ 14. Die reguldren Polyeder.

Bei der Aufstellung der krystallographischen Klassen sind wir auf
das reguldre Tetraeder und Oktaeder gefiihrt worden. Wir wollen jetzt
eine allgemeine Definition des reguldren Polyeders geben und feststellen,
welche weiteren reguldren Polyeder auBler dem Tetraeder und dem Okta-
eder noch moglich sind.

Wir werden von einem reguldren Polyeder verlangen, dafl alle seine
Ecken, alle seine Kanten und alle seine Flichen unter sich gleich-
berechtigt sind. Ferner wollen wir fordern, daBl simtliche Flidchen re-
guldre Polygone sind.

Ein solches Polyeder muBl zunéchst frei von einspringenden Ecken
und einspringenden Kanten sein. Denn da nicht alle Ecken und nicht
alle Kanten einspringend sein kdénnen, so wiren nicht alle Ecken oder
nicht alle Kanten gleichberechtigt, wenn einspringende Ecken oder
Kanten vorkdmen. Daraus folgt, dal die Summe der Polygonwinkel,
die in einer Ecke zusammenstoB3en, kleiner sein mu8 als 27z. Denn sonst
wiirden alle diese Polygone in eine Ebene fallen, oder es miiiten ein-
springende Kanten von dieser Ecke auslaufen. Da ferner mindestens
drei Polygone in einer Ecke zusammenstoBen miissen und da aus der
Regularitat die Gleichheit sdmtlicher Polygonwinkel folgt, so miissen
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alle dies¢ Winkel einen kleineren Wert haben als 272/3 . Nun ist aber der
Winkel im regulidren Sechseck gerade 27/3, und bei wachsendem # wird
der Winkel im reguldren #-Eck immer gréBer. Also kommen nur regulire
Drei-, Vier- und Fiinfecke als Grenzflichen eines regulidren Polyeders
in Frage. Da das reguldre Viereck, das Quadrat, lauter rechte Winkel
hat, kénnen nicht mehr als drei Quadrate in einer Ecke zusammen-
stoBen, ohne daB die Winkelsumme 27 erreicht; erst recht kénnen
nicht mehr als drei Fiinfecke aneinanderstoBen. Nun ist die Gestalt
eines reguldren Polyeders vollstindig bestimmt, wenn man die Anzahl
der in einer Ecke zusammenstoBenden Flichen und deren Eckenzahl
kennt. Demnach kann es hochstens je ein regulires Polyeder geben,
das von Quadraten oder von reguliren Finfecken begrenzt wird. Da-
gegen konnen drei, vier oder fiinf gleichseitige Dreiecke in einer Ecke
D zusammenstoflen, da erst sechs Dreiecke die Winkelsumme 27 er-
geben. Das gleichseitige Dreieck kann also bei drei verschiedenen Poly-
edern als Grenzfliche auftreten, und wir haben insgesamt fiinf Méglich-
keiten fiir reguldre Polyeder gefunden. Diese Méglichkeiten lassen sich
nun auch alle verwirklichen. Schon Prato hat alle fiinf reguliren Poly-
eder gekannt und ihnen in seiner Ideenlehre groBe Bedeutung zu-
geschrieben. Sie werden deshalb auch die platonischen Kérper genannt.
Wir stellen die wichtigsten Angaben iiber die fiinf reguliren Polyeder
in der folgenden Tabelle zusammen und geben in Abb. 95—99 deren
Bilder in Parallelprojektion.

Anzahl der

Art der
Name des Polyeders begrenzenden
Polygone Ecken

in einer Ecke
Kanten | Flachen Zusammen-
stoBenden Flachen

Tetraeder (Abb. 95) . . . . Dreieck 4 } 6 . 4 3
Oktaeder (Abb. 96) ' 6 12 8 4
Ikosaeder (Abb.g7) . . . . Vs 12 J 30 20 5
Wiirfel (Hexaeder) (Abb. 98) | Viereck 8 ) 12 6 3
Dodekaeder (Abb. g9) . . . Finfeck 20 30 | 12 3

Die reguldren Polyeder stehen alle zur Kugel in einer dhnlichen
Beziehung, wie wir fiir das Tetraeder und das Oktaeder schon im vorigen
Paragraphen angegeben haben. Sie lassen sich alle in eine Kugel ein-
beschreiben, und jedes dieser Polyeder fithrt zu einer diskontinuierlichen
Bewegungsgruppe der Kugel, bei der die Ecken des Polyeders ein System
dquivalenter Punkte bilden. Wenn wir nun in allen Ecken des Poly-
eders die Tangentialebenen an die Kugel legen, so miissen diese Ebenen
ein zweites Polyeder begrenzen, das bei den Bewegungen der Gruppe
ebenfalls in sich selbst iibergeht; wir werden erwarten, dal das neu-
gefundene Polyeder ebenfalls reguldr ist, und nach dieser Konstruktion
miissen einander die fiinf Polyeder paarweise entsprechen. Fithrt man



Abb. 95.

§ 14. Die reguliren Polyeder.

_—

el

Abb. 98.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie

Abb. 96.

Abb, 99.
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die Konstruktion beim Oktaeder durch, so erhilt man in der Tat ein
reguldres Polyeder, ndmlich den Wiirfel; in Abb. 100 sind die beiden
Polyeder in dieser gegenseitigen Lage gezeichnet. Die Gruppe O der
Kugel hitten wir daher ebenso
A wie durch das Oktaeder auch
durch den Wirfel definieren

/ \ kénnen. Die gegenseitige Be-
ziehung der Dbeiden Korper
kommt in der Tabelle darin zum
Ausdruck, daB der eine soviel
Ecken hat wie der andere
Flachen, daB ferner beide Kor-
per gleich viele Kanten haben
/ \ und daB endlich in jeder Ecke
des einen soviel Flichen zusam-

menstofen, wie auf jeder Fliche
des anderen Ecken liegen. Man
kann daher das Oktaeder auch dem Wiirfel umbeschreiben (Abb. 101).

Wie die Tabelle zeigt, besteht die analoge Beziehung zwischen dem
Dodekaeder und dem Ikosaeder. Beide Kérper fithren daher auf eine
und dieselbe Gruppe der
Kugel, die man gewshnlich
als TIkosaedergruppe be-
zeichnet. Durch die Be-
trachtungen aus der Kry-
stallographie konnten wir
diese Gruppe nicht auf-
finden, da in ihr die Zahl
fiinf eine Rolle spielt, wih-
rend in den krystallogra-
phischen Klassen - keine
5-zdhligen Achsen vorkom-
men. Beim Tetraeder lie-
fert die Konstruktion kei-
nen anderen reguldren Kor-
per, sondern wieder ein
Tetraeder.

Im nichsten Kapitel
werden wir im Dualttdts-
prinzip des Raumes eine allgemeinere Methode kennenlernen, die
Punkte, Geraden und Ebenen einer Figur auf die Ebenen, Geraden
und Punkte einer zweiten Figur zu bezichen. Nach diesem Prinzip
entspricht der Wiirfel ,,dual’ dem Oktaeder, das Ikosaeder dem Do-
dekaeder und das Tetraeder sich selbst.

Abb. 100.

Abb. 101.



§ 14. Die reguldren Polyeder. 83

Eine nihere Betrachtung lehrt, daf-die Tetraedergruppe eine Unter-
gruppe der Oktaedergruppe ist; dhnlich hatten wir auch bei den diskon-
tinuierlichen Bewegungsgruppen der Ebene die einen als Untergruppen
anderer erkannt. Die Beziehung zwischen den Gruppen T und O hat
die anschauliche Konsequenz, dafl ich in einen Wiirfel ein reguldres
Tetraeder einbeschreiben kann, so daB dessen Ecken Wiirfelecken sind
und die Kanten des Tetraeders Diagonalen der Wiirfelflichen werden.
Man kann zwei verschiedene derartige Tetraeder in den Wiirfel hinein-
stellen (Abb. 102).

Abb. 102. Abb. 103.

Ebenso erweist sich nun die Oktaedergruppe als Untergruppe der
Ikosaedergruppe. Aus diesem Grunde kann man einen Wirfel in ein
Dodekaeder in gleicher Weise hineinstellen wie ein Tetraeder in einen
Wiirfel (Abb. 103). Die ndhere Betrachtung zeigt, dal es fiinf solche
Wiirfel in jedem Dodekaeder gibt; je eine Kante jedes Wiirfels liegt
auf jeder Fliche des Dodekaeders, und je zwei Wiirfel stoBen in jeder
Ecke zusammen.

Drittes Kapitel.

Konfigurationen.

Wir werden in diesem Kapitel geometrische Tatsachen kennen-
lernen, zu deren Formulierung und Beweis wir keine Strecken und
Winkel auszumessen oder zu vergleichen brauchen. Man kénnte meinen,
daBl sich ohne Lingen- und Winkelmessung gar keine wesentlichen
Eigenschaften einer Figur mehr bestimmen lieBen und nur noch ungenaue
Aussagen iibrigblieben. In der Tat hat man lange Zeit nur die metrische
Seite der Geometrie erforscht. Erst bei der wissenschaftlichen Begriin-

6*
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dung der perspektivischen Malerei wurde man auf Fragen von der Art
gefithrt, wie wir sie im folgenden behandeln wollen. Projiziert man
ndmlich eine ebene Figur von einem Punkt aus in eine andere Ebene,
so werden die Lingen und Winkel veridndert; auch kénnen parallele
Geraden in nichtparallele Geraden {ibergehen. Trotzdem miissen
wesentliche Eigenschaften der Figur erhalten bleiben, da wir die Pro-
jektion sonst nicht als richtiges Bild empfinden wiirden.

So fithrte das Verfahren des Projizierens zu einer neuen Theorie,
die ihres Ursprungs wegen projektive Geometrie genannt wurde. Seit
dem 19. Jahrhundert nimmt die projektive Geometrie eine zentrale
Stellung in der geometrischen Forschung ein. Es gelang durch die Ein-
fithrung der homogenen Koordinaten, die Sitze der projektiven Geo-
metrie auf algebraische Gleichungen zuriickzufithren, dhnlich wie das
die cartesischen Koordinaten fiir die Sitze der Metrik leisten. Die analy-
tische projektive Geometrie ist aber vor der metrischen durch weit
grofere Symmetrie und Alilgemeinheit ausgezeichnet, und wenn man
umgekehrt hohere algebraische Beziehungen geometrisch deuten will,
so bringt man sie gewthnlich in homogene Form und deutet die
Veranderlichen als homogene Koordinaten, weil die metrische Deutung
in einem cartesischen System zu uniibersichtlich wiirde. Man kann
sogar die Metrik als einen speziellen Teil der projektiven Geometrie
auffassen.

Die elementaren Gebilde der projektiven Geometrie sind die Punkte,
die Geraden und die Ebenen. Die elementaren Aussagen der projek-
tiven Geometrie betreffen die einfachste mogliche Beziehung zwischen
diesen drei Gebilden, ndmlich ihre vereinigte lage oder Incidenx.
Unter Incidenz faBt man die folgenden Relationen zusammen: Ein
Punkt liegt auf einer Geraden, ein Punkt liegt in einer Ebene, eine Ge-
rade liegt in einer Ebene. Aquivalent damit sind offenbar die drei
Aussagen, daf} eine Gerade durch einen Punkt geht, dafl eine Ebene durch
einen Punkt geht und daB eine Ebene durch eine Gerade geht. Um nun
diese drei Paare von Aussagen auf eine symmetrische Form zu bringen,
hat man den Begriff der Incidenz eingefithrt: Eine Gerade ist incident
mit einem Punkt, eine Ebene ist incident mit einem Punkt, eine Ebene
ist incident mit einer Geraden.

Die Aussagen iiber Incidenz sind die bei weitem wichtigsten der
projektiven Geometrie. Es werden jedoch noch zwei weitere Grund-
vorstellungen verwendet, die sich nicht aus dem Incidenzbegriff ab-
leiten lassen. So mufB3 man zwei verschiedene Arten unterscheiden, wie
vier Punkte auf einer Geraden angeordnet werden kénnen; ferner braucht
man den Begriff der Stetigkeit, durch den die Gesamtheit aller Punkte
einer Geraden mit der Gesamtheit aller Zahlen verkniipft wird. Mit
dieser Aufzihlung sind die Grundbegriffe der projektiven Geometrie

erschopft.
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Wir wollen ein besonders instruktives Teilgebiet der projektiven
Geometrie betrachten: die Konfigurationen. Dabei werden sich auch
Ausblicke auf verschiedene andere geometrische Fragen ertffnen. Es
sei erwihnt, daB eine Zeitlang die Konfigurationen als das wichtigste
Gebiet der ganzen Geometrie angesehen wurden?.

§ 15. Vorbemerkungen iiber ebene Konfigurationen.

Eine ebene Konfiguration ist ein System von p Punkten und g
Geraden, die in einer Ebene derart liegen, daB3 jeder Punkt des Systems
mit der gleichen Anzahl y von Geraden des Systems incident ist und
daB ebenso jede Gerade des Systems mit der gleichen Anzahl & von
Punkten des Systems incidiert. Eine solche Konfiguration wird mit dem
Symbol (p,g,) bezeichnet. Die vier Zahlen p, g, 7, y sind nicht ganz
willkiirlich. Nach unserer Forderung gehen namlich durch alle  Punkte
insgesamt yp Geraden des Systems. Hierbei wird jede Gerade mmal
gezihlt, da sie ja durch 7 Punkte geht. Die Anzahl g der Geraden ist
somit gleich yp/r. Wir sehen also, daBl fiir jede Konfiguration die
Beziehung bestehen muB:

by =gmn.

Ein Punkt und eine hindurchgehende Gerade bilden die einfachste
Konfiguration, ihr Symbol ist (1;1,). Das Dreieck ist die ndchste ein-
fache Konfiguartion (3,3,). Ziehen wir in der Ebene vier Geraden,
von denen keine zwel parallel
sind und keine drei durch einen
Punkt gehen, so erhalten wir
sechs Schnittpunkte A BCDEF
(Abb. 104). Die bekannte Figur
des vollstindigen Vierseits, die
sich so ergibt, ist also eine Kon-
figuration (6,4;). Die Gleichung
6+ 2 = 3 - 4 bestdtigt unsere all-
gemeine Formel. Bei dieser Kon-
figuration sind im Gegensatz zu
den ersten beiden trivialen Fallen nicht alle Verbindungsgeraden von
Konfigurationspunkten auch Konfigurationsgeraden; ebenso brauchen
im allgemeinen nicht alle Schnittpunkte von Konfigurationsgeraden
auch Konfigurationspunkte zu sein.

Um alle Verbindungsgeraden von Konfigurationspunkten in Abb. 104
zu erhalten, haben wir noch die drei Diagonalen AD, BE, CF zu ziehen.
Dabei treten die Ecken PQR des Diagonaldreiecks als neue Schnitt-
punkte auf. Es wire denkbar, daBl man durch Ziehen weiterer Verbin-

1 Eine ausfithrliche Darstellung dieses Gebiets gibt das Buch von F. LEvi,
Geometrische Konfigurationen (Leipzig 1929).

Abb. 104.
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dungsgeraden und Hinzufiigen weiterer Schnittpunkte zu einer Kon-
figuration kdme, bei der analog wie beim Dreieck die Verbindungs-
geraden zweier Konfigurationspunkte stets Konfigurationsgeraden und
die Schnittpunkte zweier Konfigurationsgeraden stets Konfigurations-
punkte sind. Es laBt sich aber zeigen, dal auBer dem Dreieck eine
solche Konfiguration {iberhaupt nicht existiert. Wenn wir im Vierseit
unbegrenzt Verbindungsgeraden ziehen und die neuentstehenden Schnitt-
punkte hinzurechnen, so 148t sich sogar zeigen, daB schlieBlich in be-
liebiger Nidhe jedes Punktes der Ebene solche Schnittpunkte zu liegen
kommen. Man nennt die so entstehende Figur ein MOBIUssches Netz.
Man kann sie zur Definition der projektiven Koordinaten verwenden.

Spaterer Anwendung wegen erinnern wir an die Bedeutung des
Vierseits fiir die Konstruktion harmonischer Punkte. Vier Punkte

J

Abb. 105.

CPFQ einer Geraden heien harmonisch, oder Q heit der vierte har-
monische Punkt zu CPF, wenn sich ein Vierseit konstruieren liBt,
in dem diese Punkte durch dieselben Incidenzen bestimmt sind wie in
Abb. 104. Es ist ein wegen seiner Einfachheit grundlegender Satz der
projektiven Geometrie, daB es zu drei Punkten einer Geraden stets
genau einen vierten harmonischen gibt. Wenn man also wie in Abb. 105
die Punkte CPF in zweierlei verschiedenen Weisen zu Vierseiten er-
ganzt, so missen nach diesem Satz! beide Konstruktionen auf denselben
Punkt @ fiihren.

Wir wollen im folgenden hauptsichlich diejenigen Konfigurationen
betrachten, bei denen ebenso viele Punkte vorkommen wie Geraden,
fir die also gilt: p = g. Wegen der Relation py = sg ist dann auch
y = @, so daB} die symbolische Bezeichnung der Konfiguration stets die
Form (p,p,) hat. Wir wollen dafiir die kiirzere Bezeichnung (p,) ein-

1 Er ist eine unmittelbare Folge des in § 19 besprochenen DESARGUESSChen
Satzes.
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fiihren. Wir wollen ferner stets die naheliegende Forderung stellen,
daB die Konfiguration zusammenhingend ist und nicht in getrennte
Figuren zerlegt werden kann.

Die Fille y =1 und y =2 sind von geringer Bedeutung. Fiir
y =1 ergibt sich nur die triviale Konfiguration eines Punktes mit
einer hindurchgehenden Geraden. Denn gibe es mehrere Punkte in
einer solchen Konfiguration, so miifite sie zerfallen, da keine Konfi-
gurationsgerade mehr als einen Punkt enthalten darf. Der Fall y =2
wird durch die ebenen geschlossenen Polygone verwirklicht, und da
in einer Konfiguration (p,) durch jeden Punkt zwei Geraden gehen und
auf jeder Geraden zwei Punkte liegen sollen, so erkennt man, daB jede
Konfiguration (p,) auch notwendig aus den Ecken und Seiten eines
p-Ecks bestehen muf.

Der Fall y = 3 fiihrt dagegen zu vielen interessanten Konfigurationen.
In diesem Fall muB} die Anzahl p der auftretenden Punkte (und Geraden)
mindestens sieben betragen. Denn durch einen Punkt der Konfiguration
gehen drei Geraden, und auf jeder von ihnen miissen noch zwei weitere
Konfigurationspunkte liegen. Wir werden im folgenden nur die Fille
7 = p =< 10 ausfiihrlicher behandeln.

§ 16. Die Konfigurationen (7;) und (8;).

Um eine Konfiguration (p,) aufzustellen, gehen wir am einfachsten
folgenden Weg: Wir numerieren die » Punkte mit den Zahlen 1 bis p,
und genau so die p Geraden mit den Zahlen (1) bis (p); sodann stellen
wir ein rechteckiges Schema von py Punkten auf, bei welchem in jeder
Kolonne die y Punkte untereinanderstehen sollen, die auf einer Geraden
liegen; so ergeben sich p Kolonnen, die den p Geraden entsprechen.

Wir erhalten also fiir die Konfiguration (7;) das Schema:

Mm @ & @ 6 © @

v

Bei der Ausfiillung des Schemas miissen wir folgende drei Forderungen
beriicksichtigen: Erstens darf jede Kolonne nur verschiedene Ziffern ent-
halten, da sonst auf einer Geraden weniger als drei Punkte liegen wiirden ;
zweitens dirfen zwei Kolonnen nie in zwei Ziffern tbereinstimmen, da
sonst die betreffenden Geraden zusammenfallen miiiten. SchlieBlich
muB} jede Ziffer im Ganzen dreimal vorkommen, da durch jeden Punkt
drei Geraden hindurchgehen sollen. Diese drei Bedingungen sind jeden-
falls notwendig, wenn ein Schema geometrisch realisierbar sein soll.
Dagegen sind sie nicht hinreichend, wie wir bald an Beispielen sehen
werden. Zur Verwirklichung eines Schemas gehéren nidmlich noch geo-
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metrische oder algebraische Betrachtungen, die sich nicht ohne weiteres
auf die arithmetische Aufstellung iibertragen lassen. Wenn aber ein
Schema iiberhaupt eine Konfiguration darstellt, so kénnen wir mehrere
Anderungen an dem Schema vornehmen, durch welche die Konfigura-
tion nicht beeinflult wird. So kénnen wir in jeder Kolonne die vertikale
Reihenfolge der Ziffern dndern, kénnen die Reihenfolge der Kolonnen
vertauschen, was nur einer Umnumerierung der Geraden gleichkommt,
und koénnen schlieBlich auch die Punkte beliebig umnumerieren. Da
alle diese Anderungen die Konfiguration nicht beeinflussen, werden wir
alle Schemata, die sich nur durch solche Verdnderungen unterscheiden,
als identisch ansehen.

Von diesem Standpunkt aus 148t sich ein, aber auch nur ein Schema
(75) aufstellen. Die Punkte, die auf der ersten Geraden liegen, bezeich-
nen wir mit 1, 2, 3. Durch den Punkt 1 gehen dann noch zwei weitere
Geraden, welche die Punkte 2 und 3 nicht mehr enthalten diirfen. Ich
bezeichne die auf der zweiten Geraden liegenden Punkte mit 4 und 5,
die auf der dritten mit 6 und 7. Damit haben wir alle vorkommenden
Punkte numeriert und das Schema bis jetzt folgendermallen ausgefiillt:

4 6
3 5

In den folgenden Kolonnen miissen die Ziffern 2 und 3 noch je zwei-
mal, und zwar in verschiedenen Kolonnen vorkommen ; wir schreiben sie
deshalb in die oberste Reihe:

1 1 1 2 2 3 3
4
3 5

Zur Ausfillung der acht noch freien Stellen diirfen wir nur noch die
Ziffern 4, 5, 6, 7 benutzen, da die Ziffern 1, 2 und 3 schon ver-
braucht sind. Die Ziffer 4 muBl noch zweimal vorkommen. Da sie
nicht beide Male unter derselben Ziffer stehen darf, kénnen wir sie an
folgende Stellen schreiben:

Jede andere mogliche Anordnung ist von dieser nur unwesentlich ver-
schieden. Ebenso mulB3 5 noch zweimal auftreten und darf nicht mehr
mit 4 untereinanderstehen. Also diirfen wir ansetzen:
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An den ersten beiden der vier noch freien Plitze miissen die Ziffern 6
und 7 stehen, da alle iibrigen Ziffern verbraucht sind und nicht beide
Male die gleiche Ziffer unter derselben Ziffer 2 stehen darf. Da eine
Vertauschung der Ziffern 6 und 7 keine wesentliche Anderung wire,
diirfen wir schreiben:

4 5 4 5

6 7 . .
Fiir die letzten Felder ergibt sich jetzt zwangsldufig die Besetzung 7 6,
so daB wir fir die Konfiguration (7,) in der Tat genau eine Mdoglichkeit
erhalten:

wW N =
[0, W N
N o -
S
~N N
~N W
[@) RNV, ROV

Wie wir schon erwihnten, folgt aus der Existenz dieses Schemas
noch nicht, daB8 es eine Konfiguration (7;) wirklich gibt. Gerade in
unserem Fall stellt sich nun
die Unmoglichkeit der Konfigu-
ration heraus. Wenn wir nam-
lich nach den Methoden der
analytischen Geometrie die Glei-
chungen der Geraden des Sche-
mas aufzustellen suchen, so
kommen wir auf ein Gleichungs-
system, das einen Widerspruch
enthdlt. Die Unmoglichkeit der
Konfiguration 146t sich auch an-
schaulich einsehen. Ich zeichne zuerst (Abb. 106) die Geraden (1) und (2)
des Schemas, nenne ihren Schnittpunkt 1, wie es das Schema vorschreibt,
und nehme auf der Geraden (1) die Punkte 2 und 3 und auf der Geraden
(2) die Punkte 4 und 5 willkiirlich an. Sodann ziehe ich die Geraden (4)
und (7), die durch die Punktepaare 24 und 35 festgelegt sind, und habe
ihren Schnittpunkt 6 zu nennen. Ebenso sind durch die Punktepaare 25
und 34 die Geraden (5) und (6) und ihr Schnittpunkt 7 bestimmt. Hier-
mit sind alle Konfigurationspunkte festgelegt. Es zeigt sich nun aber,
dafl die drei Punkte 1, 6, 7, welche auf der letzten noch fehlenden
Geraden (3) liegen sollen, nicht in eine Gerade fallen, so daB ich durch
den Schnitt der Geraden (17) und (7) noch einen weiteren Punkt 6’
erhalte. Man konnte zundchst meinen, das lige an der ungeeigneten
Wahl der Punkte 2, 3, 4, 5. Wir erkennen aber in unserer Figur die
harmonische Konstruktion von Abb. 104 wieder. 6 ist also der vierte
harmonische Punkt zu den drei Punkten 3, 5, 6, kann daher nach einem
elementaren Satz der projektiven Geometrie mit keinem dieser Punkte
zusammenfallen.

Abb. 106.
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Wir wenden uns jetzt zu der Konfiguration (8;). Auf demselben
Wege wie oben 148t sich zeigen, dal} es auch hier im wesentlichen nur
ein Schema gibt:

(1 @ @ @4 G 6 &0 @
3 4
5 5
8 6

Diese Konfiguration kann man sich als zwei Vierecke 1234 und 5678
deuten, die einander zu gleicher Zeit ein- und umbeschrieben sind
(Abb. 107). Es liegt nidmlich auf der Geraden 12 der Punkt 5, auf 23 der
Punkt 6, auf 34 der Punkt 7 und auf 41 der Punkt 8; genau so sind
auch die Seiten 56, 67, 78, 85 mit den Punkten 4, 1, 2, 3 incident. Es
leuchtet ein, daf} eine derartige Konfiguration sich nicht zeichnen 140t.
2 Die analytische Betrachtung des Schemas
fiihrt auf ein System von Gleichungen, die
allerdings nicht wie die Gleichungen der Kon-
figuration (7;) einen Widerspruch enthalten,
die sich aber nur komplex und niemals rein
¢ reell auflésen lassen.

Die Konfiguration ist trotzdem nicht
ohne geometrisches Interesse, sondern spielt
in der Theorie der ebenen Kurven dritter
Ordnung ohne Doppelpunkt eine wichtige
Rolle. Diese Kurven besitzen neun Wende-

Abb. 107. punkte, von denen aber hoéchstens drei reell.

sein kénnen. Ferner liBt sich algebraisch

zeigen, daB jede Gerade, die zwei dieser Wendepunkte verbindet,
auch durch einen dritten Wendepunkt gehen muBl. Vier Wendepunkte
konnen dagegen nie auf einer Geraden liegen, weil eine Kurve dritter
Ordnung von keiner Geraden in mehr als drei Punkten getroffen wird.
Die Geraden durch die Wendepunkte bilden nun eine Konfiguration,
und zwar ist p = 9,7 = 3. Ferner ist y = 4; denn greift man einen
Wendepunkt heraus, so miissen die acht {ibrigen paarweise mit ihm
auf einer Geraden liegen, so daB in der Tat durch jeden Punkt vier

Geraden gehen. Tiir g ergibt sich aus der Formel g = —;‘;—y der Wert 12.

Die Konfiguration ist also vom Typ (9,12;). Sucht man das Schema
einer solchen Konfiguration, so ergibt sich bis auf unwesentliche Ab-
dnderungen nur eine Moglichkeit:

1) (2) (3) (4) (5) (6) 7y () [ (9) (10) (1) (12)
1 1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 6
2 4 6 3 7 4 5 5 { 3 4 7 8
5 8 7 6 8 7 8 6 9 9 9 9
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LiBt man nun in dieser Konfiguration den Punkt 9 und die durch ihn
gehenden Geraden (9), (10), (11), (12) fort, so bleibt genau unser Schema
(8;) tbrig. Ebenso kommt man auf die Konfiguration (8,), wenn man
einen beliebigen anderen der neun Punkte und die vier durchgehenden
Geraden fortlaBt. Denn alle Punkte der Konfiguration (9,12,) erweisen
sich als gleichberechtigt.

§ 17. Die Konfigurationen (9;).

Wihrend wir in den Fallen 4 = 7 und $ = 8 nur je ein Konfigurations-
schema erhalten haben und eine reelle Verwirklichung dieser Schemata
sich als unmoglich erwies, lassen sich im Fall p = 9 drei wesentlich
verschiedene Schemata aufstellen, und alle drei kénnen wir durch
reelle Punkte und Geraden verwirklichen.

Bei weitem die wichtigste dieser Konfigurationen, tiberhaupt die
wichtigste Konfiguration der Geometrie, ist die, welche BRIANCHON-
Pascarsche Konfiguration genannt wird. Wir wollen fiir sie der Kiirze
halber das Symbol (9;); einfilhren und die zwei anderen Konfigura-
tionen (9;) mit (9;), und (9;); bezeichnen.

Das Schema von (95); 148t sich folgendermaBen schreiben:

M @ @ @ 6 © @ 6

1 1 1 2 2 3 3 4 5
2 4 6 4 7 6 5 6 7
3 5 7 8 9 8 9 9 8

Um eine solche Konfiguration zu zeichnen, nehmen wir zunichst

die Punkte 8 und 9 willkiirlich an (Abb. 108) und ziehen willkiirlich
die Geraden (4), (6), (9) 4
durch 8 sowie die Geraden
(5), (7), (8) durch 9. Von
den neun Schnittpunkten,
die so entstehen, gehéren
sechs der Konfiguration an,
wir bezeichnen sie gemiB
dem Schema mit 2, 3, 4, 5,
6, 7. Durch diese Punkte
sind die noch fehlenden Ge-
raden (1), (2), (3) festgelegt. 7
Wir ziehen zunidchst (1) I
durch 23 und (2) durch 45. Apb- 108-
Den Schnittpunkt dieser Geraden haben wir mit 1 zu bezeichnen. Die
noch fehlende Gerade (3) ist durch 67 festgelegt. Das Schema fordert,
dafl diese Gerade durch 1 geht. Wir finden nun, daB diese Incidenz
von selbst erfiillt ist, trotz der ganz willkiirlichen Wahl der Punkte §
und 9 und der beiden Geradentripel durch diese Punkte.
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Der geometrische Grund dieser {iberraschenden Erscheinung liegt
in den Sitzen von BRiaNcHON, die wir nunmehr behandeln wollen.
Wir gehen vom einschaligen Hyperboloid aus. Wie wir im ersten
Kapitel gesehen haben, verlaufen auf ihm zwei Scharen von Geraden,
so daB jede Gerade der einen Schar jede Gerade der anderen Schar
schneidet, wiahrend zwei Geraden derselben Schar einander niemals
treffen. Wir nehmen nun (Abb.109) drei Geraden der einen Schar (doppelt
ausgezogen) und drei Geraden der anderen Schar (einfach stark ausge-
zogen) heraus und bilden aus ihnen das rdumliche Sechseck A BCDEF A .
Wir gehen, um es zu erhalten, zundchst auf einer Geraden der ersten
Schar von 4 nach B. Durch B geht eine bestimmte Gerade der zweiten
Schar, auf der wir nun bis zu einem Punkt C weitergehen. In C ver-
folgen wir wieder die hindurchgehende Gerade der ersten Schar bis
zu einem Punkt D, gehen von dort auf einer Geraden der zweiten Schar
bis zu E und schlieBlich auf einer Geraden der ersten Schar bis zu dem-
F jenigen Punkt F dieser Geraden, in dem sie von
der durch 4 gehenden Geraden der zweiten Schar
getroffen wird. Die Seiten des Sechsecks ge-
héren also abwechselnd der einen und der an-
g deren Geradenschar an.
‘ 7/ 3 Wir beweisen nun, da3 sich die Diagonalen
AD, BE und CF dieses Sechsecks in einem
Punkt schneiden. Betrachten wir zundchst 4D
und BE. Da die Sechseckseiten AB und DE zu
¢ Abb. 106 verschiedenen Geradenscharen der Fliche ge-
T héren, schneiden sie einander. Die vier Punkte
A, B, D, E liegen daher in einer Ebene, und daraus folgt, daBl auch AD
und BE einander schneiden. Genau so 148t sich zeigen, dal auch die
beiden anderen Paare von Diagonalen einen Schnittpunkt besitzen.
Wenn nun drei Geraden einander paarweise schneiden, so liegen sie
entweder in einer Ebene oder, wenn nicht, so miissen sie alle durch
denselben Punkt gehen. Légen die drei Diagonalen des Sechsecks
ABCDEF in einer Ebene, so wiirde das Sechseck selbst in dieser Ebene
liegen, und seine Seiten miifiten einander paarweise schneiden; das ist
unmdglich, da z. B. die Geraden 4 B und CD derselben Schar angehdren,
also einander nicht schneiden diirfen. Somit miissen die drei Diago-
nalen in der Tat durch einen Punkt gehen.

Dieser Satz der rdumlichen Geometrie fithrt uns zu den BRIANCHON-
schen Sitzen der ebenen Geometrie. Wir betrachten dazu das einschalige
Hyperboloid von einem Punkt P aus, von dem wir zunichst annehmen
wollen, daB er nicht auf der Fliche liegt. Das Hyperboloid besitzt
dann einen Kegelschnitt als Umri3, und zwar kann dieser Kegelschnitt
eine Hyperbel (Abb. 110) oder auch eine Ellipse sein (Abb. 111). Das
Gebiet auf der einen Seite des Umrisses erscheint dabei unbedeckt,
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wihrend die andere Seite doppelt bedeckt erscheint. Die beiden Blatter
des Bildes hingen lings des Umriikegelschnitts zusammen. Die Ge-
raden, die auf der Flache verlaufen, erscheinen im Bilde teils ver-
deckt, teils unverdeckt, sie treten also von dem einen Blatt ins andere
und miissen daher den Umril treffen. Andererseits konnen sie diese
Kurve nicht schneiden, da ja deren eine Seite unbedeckt bleibt. Dem-
nach miissen die Geraden als Tangenten des Umrisses erscheinen. Unser
raumliches Sechseck verwandelt sich also in ein ebenes Sechseck, dessen
Seiten einen Kegelschnitt beriihren; wir werden dadurch auf den Satz
der ebenen Geometrie gefiihrt:

Die Diagonalen eines Sechsecks, das einem Kegelschnitt umbeschrie-
ben 1ist, schneiden sich in einem Punkte.

Abb. 110. Abb. 111.

Bewiesen haben wir den Satz allerdings erst fiir solche Kegelschnitte,
die als Umrisse eines einschaligen Hyperboloids auftreten, also zunéichst
nur fiir gewisse Hyperbeln und Ellipsen. Der UmriBkegelschnitt kann
aber auch eine Parabel sein; die Sehstrahlen, die den Umrif3 liefern,
bilden ndmlich den Tangentialkegel der Fliche von P aus, also einen
Kegel zweiter Ordnung (S. 11), wenn wir daher die Bildebene so legen,
daB sie einer Erzeugenden dieses Kegels parallel liuft, wird.das Bild
der Flache in dieser Ebene von einer Parabel umrissen; denn der Umrif3
ist die Schnittkurve der Bildebene mit dem Kegel, und das ist in diesem
Falle eine Parabel (S. 11, 12, 7).

Wir wollen nunmehr den Augenpunkt P in die Fliche selbst ver-
legen. Dann sehen wir diejenigen beiden Geraden der Fliche, die durch
P gehen, als zwei Punkte; alle {ibrigen Geraden der Flidche erscheinen
uns auch weiterhin als Geraden. Da jede Gerade der einen Schar die
durch den Augenpunkt gehende Gerade der anderen Schar schneidet,
so sehen wir jene eine Schar als ein Strahlenbiischel, als dessen Spitze
uns die durch P gehende Gerade g der anderen Schar erscheint. Ebenso
sehen wir auch die zweite Schar als ein Strahlenbiischel. Seine Spitze
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ist von der des anderen Biischels verschieden, da sie das Bild einer
von g verschiedenen durch P gehenden Geraden ist. Somit kdnnen
wir aus dem Satz iiber das riumliche Sechseck die Folgerung ziehen:

Die Diagonalen eines ebenen Sechsecks, dessen Seiten abwechselnd
durch je zwei feste Punkite
gehen, schuneiden sich in
etnem Punkt.

Diese Sdtze iiber die
Tangentensechsecke einer
der drei Kegelschnitt-
typen oder eines in ein
Punktepaar  entarteten
Kegelschnitts werden
nach ihrem Entdecker
die Sétze von BRIANCHON
genannt. Der Punkt,
in dem sich die drei
Diagonalen treffen, wird auch als BRiaNcHONscher Punkt bezeichnet.

Durch unsere riumliche Konstruktion haben wir allerdings die
BriancHONschen Sitze nicht vollstindig bewiesen. Es wire denkbar,
daB nicht jedes BriancHONsche Sechseck durch Projektion eines der
von uns betrachteten rdumlichen Sechsecke erzeugt werden konnte.
Es 1aBt sich jedoch zeigen, daB tatsichlich jedes ebene Sechseck, das
die Voraussetzung eines
der BriaNcHONschen
Sitze erfiillt, sich zu einer
rdumlichen Figur ergin-
zen laBt, wie wir sie be-
trachtet haben.

Der letzte BRIANCHON-
sche Satz steht nun in
engem  Zusammenhang
mit der Konfiguration
(95); und gibt uns die Er-
klarung dafiir, daB bei der
Konstruktion dieses Ge-
bildes die letzte Incidenz stets von selbst erfiillt ist. In der Bezeichnung
von Abb. 112 und 108 bilden nimlich die Punkte 24635 7 ein Sechseck,
dessen Seiten abwechselnd durch die Punkte 8 und 9 laufen, und die
Geraden (1), (2), (3) sind die Diagonalen 23, 45, 67 dieses Sechsecks.
(3) muB daher durch den Schnittpunkt 1 der Geraden (1) und (2)
gehen, und 1 ist der BriancHONsche Punkt des Sechsecks.

Bei unserer Konstruktion haben die Punkte der Konfiguration (9;),
eine verschiedene Bedeutung; 246357 bilden das Sechseck, 8 und 9

9 5 3
Abb. 112.

Abb. 113.
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sind die beiden Punkte, durch die seine Seiten gehen, und 1 ist der Brian-
cuoNsche Punkt. Diese Asymmetrie liegt aber nicht im Wesen der Kon-
figuration, sondern nur an unserer Willkiir. Wir kénnen nimlich auch
einen der beiden Punkte 8 und 9 als BrRiancHONschen Punkt ansehen;
es genligt, das fir den
Punkt 8 zu veranschau-
lichen (Abb. 113), da wir
aus Abb. 112 sehen, da3 8
und 9 gleichberechtigt sind.
Ebenso kénnen wir jeden
der Punkte 246357 zum
BriancrHONschen — Punkt
machen; wegen der Gleich-
berechtigung dieser Punkte
geniigt es wiederum, dies
am Punkt 2 aufzuzeigen
(Abb. 114).

Wegen dieser inneren Symmetrie wird (93), als reguldire Konfiguration
bezeichnet. Ahnlich wie bei den Punktsystemen und den Polyedern
kommt man bei den Konfigurationen auf den Begriff der Regularitit
durch das Studium gewisser Abbildungen einer Konfiguration auf sich
selbst, die man Automorphismen nennt und die eine analoge Rolle
spielen wie die Decktransformationen bei den Punktsystemen und
Polyedern. Man erhilt einen Automorphismus einer Konfiguration,

Abb. 114,

7
9
3
g
4
6
7 6 4 7 7 3
Abb. 115. Abb. 116.

wenn man ihre Punkte unter sich und ihre Geraden wunter sich so
vertauschen kann, dal bei dieser Vertauschung keine Incidenz ver-
lorengeht oder neu hinzukommt. Es ist leicht zu erkennen, daf3 die
Automorphismen eine Gruppe bilden. Regulir heiit nun eine Kon-
figuration, wenn diese Gruppe ,,transitiv” ist, d. h. so viele Abbildungen
enthilt, daB man jeden beliebigen Punkt der Konfiguration durch einen
Automorphismus in jeden beliebigen anderen Punkt der Konfiguration
{iberfiihren kann.
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Zum Studium der Automorphismen geniigt das abstrakte Schema
der Konfiguration; man kann in diesem Sinne zeigen, daB die Konfi-
gurationsschemata (7;) und (8;) regulir sind. Ebenso (9, 123) (S. 90).

Wenden wir uns nun zu den beiden anderen Konfigurationen (95).
Sie werden in den Abb. 115 und 116 dargestellt. Um zu erkennen, worin

4 die drei Konfigurationen

A sichunterscheiden, kénnen

wir folgendermaflien vor-
gehen: Da bet jeder Kon-
figuration (p;) jeder Punkt
3 mit genau sechs anderen

7 durchKonfigurationsgera-
den verbunden ist, muB
es im Fall =9 zu jedem
Konfigurationspunkt zwei
' weitere geben, die mit ihm
7 4 Abb. 117 7 nicht verbunden sind. So
o sind bei (9;); die Punkte 8

und 9 nicht mit 1 verbunden. Da § und 9 auch untereinander nicht
verbunden sind, so schlieBen sich 18 9 zu einem Dreieck unverbundener
Punkte zusammen. Ebenso bilden 256 und 3 4 7 solche Dreiecke (Abb.117).
Wenn wir nun dasselbe Verfahren auf (9;), und (9;); anwenden und
die Strecken zwischen unverbundenen Punkten wieder zu Polygonen
zusammensetzen, so ergibt sich fiir (9;), ein Neuneck (Abb. 118) und
fiir (9;); ein Sechseck und ein Dreieck (Abb. 119). Daraus ergibt sich

Abb. 118. Abb. 119.

zunichst, daB die drei Abb. 108, 115 und 116 wirklich verschiedene Kon-
figurationen darstellen und sich nicht blo8 durch andere Lage der Punkte
unterscheiden. Ferner koénnen wir schlieBen, dal (9,); sicher nicht
reguldr ist. Denn ein Automorphismus kann einen Punkt des Sechsecks
offenbar nur in einen Punkt des Sechsecks und niemals in einen Punkt
des Dreiecks iiberfithren. Dagegen liBt bei (9;), die regelmiBige An-
ordnung der unverbundenen Punkte vermuten, daB diese Konfiguration
reguldr ist; die genauere Betrachtung des Schemas bestitigt das.
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Wenn wir analog wie (9;); auch die beiden anderen Konfigurationen
schrittweise zu konstruieren versuchen, so stellt sich heraus, daB3 in
diesen Fillen die letzte Incidenz nicht von selbst erfiillt ist, sondern
nur dann, wenn wir schon bei fritheren Schritten spezielle Anordnungen
treffen. Hierin liegt der Grund, warum (9;), und (9,); keine so prinzi-
pielle Bedeutung haben wie (9;), .
Diese Konfigurationen bringen
keinen allgemeinen projektiv-
geometrischen Satz zum Aus-
druck. Abb. 120 gibt ein Bei-
spiel, in dem die letzte Gerade
von (9), sich nicht zeichnen [48t.

Die Hilfskonstruktionen, die
bei (95); und (95); ndtig sind,
zeichnen sich aber durch eine Besonderheit aus. Sie lassen sich nimlich mit
alleiniger Hilfe des Lineals durchfiihren, so daB alle drei Konfigurationen
(93) mit dem Lineal allein konstruierbar sind. Analytisch driickt sich
das darin aus, daf} alle Elemente der Konfiguration sich durch sukzessive
Auflésung linearer Gleichungen bestimmen lassen, deren Koeffizienten
rationale Ausdriicke in den jeweils schon berechneten Bestimmungs-
grolen der Konfiguration sind. Nun sind zwar die Gleichungen gerader
Linien stets linear. Um
aber dasGleichungssystem
einer Konfiguration zu
gewinnen, miissen wir
einige der Koeffizienten
durch Elimination aus
anderen Gleichungen be-
rechnen, da ja einige Kon-
figurationsgeraden durch
die frither konstruierten
festgelegt sind. Im all-
gemeinen werden diese
Eliminationen auf Glei-
chungen hoheren Grades fiihren. Das muB z. B. bei (8,) eintreten, da
wir sonst nicht auf komplexe Elemente stoBen wiirden. Demgegeniiber
erweisen sich bei den Konfigurationen (9;) alle Hilfsgleichungen als
linear, und Haraus folgt eben, daB diese drei Konfigurationen simtlich
im Reellen konstruiert werden kénnen, und zwar mit dem Lineal allein.

Wir kénnen uns die Elemente der Konfigurationen (9;) auf mannig-
fache Weise angeordnet denken. So lassen sie sich in allen drei Fillen
als je drei Dreiecke auffassen, von denen das erste dem zweiten, das
zweite dem dritten und das dritte dem ersten einbeschrieben ist. Ein
solches System von Dreiecken bilden z. B. 157, 239, 468 in Abb. 121,

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 7

Abb. 120.

Abb. 121.
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258,369,147 in Abb.122 und 147, 258, 369 in Abb.123. In dhnlicher
Weise hatten wir (8;) als System zweier wechselseitig umbeschriebener

Abb. 122. Abb. 123.

Vierecke gedeutet (Abb. 107, S.90). Ferner kann man alle Konfigura-
tionen (9;) als’ Neunecke auffassen, die sich selbst ein- und um-
beschrieben sind. Solche Neunecke sind 2361594872 in Abb. 124,
1627384951 in Abb.125
und 1473695281 in
Abb. 126. Mit Hilfe ge-
eigneter Automorphismen
lassen sich in der Konfi-
guration (9;); noch meh-
rere andere Neunecke der
gleichen Eigenschaft auf-
finden.
Die Aufstellung von
p-Ecken, die sich selbst
s 5 Abb. 124, 7 gleichzeitig ein und um-

Abb. 125. Abb, 126.

beschrieben sind, muf} stets auf Konfigurationen (p;) fithren; denn auf
jeder Polygonseite liegt auBer den beiden Ecken, die sie verbindet, noch
ein weiterer Eckpunkt des Polygons, und ebenso mull jeder Eckpunkt
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auf drei Polygonseiten liegen. Wir haben dabei nur die Annahme
gemacht, daf alle Seiten und Ecken des Polygons gleichberechtigt sind.
Andernfalls kénnten auf einer Polygonseite zwei oder mehr weitere
Polygonecken liegen; dann miite aber eine andere Polygonseite dafiir
leer ausgehen.

Auch (7,) und (8,) lassen sich als derartige p-Ecke deuten. In der Be-
zeichnungsweise unserer Schemata sind das Siebeneck 12457361 und
das Achteck 126534871 sich selbst ein- und umbeschrieben.

Um eine weitere wichtige Eigenschaft der Konfigurationen kennen-
zulernen, miissen wir uns mit dem Dualitatsprinzip beschéftigen. Dieses
Prinzip verleiht der projektiven Geometrie ihre besondere Ubersicht-
lichkeit und Symmetrie. Es 18t sich anschaulich aus der Methode
des Projizierens herleiten, die wir schon bei der Aufstellung der BriaN-
cHONschen Sitze verwandt haben.

§ 18. Perspektive, unendlich ferne Elemente und ebenes
Dualitédtsprinzip.
Wenn wir auf einer vertikalen Tafel das Bild einer ebenen Land-

schaft zeichnen (Abb. 127), so erscheint das Bild der Ebene von einer
Geraden %, dem Horizont, begrenzt, und zwei in der Ebene verlaufende

Abb. 127.

parallele Geraden, die nicht auBerdem noch der Bildtafel parallel sind,
erscheinen im Bild als zwei Geraden, die sich auf dem Horizont treffen.
Ihr Treffpunkt wird in der Theorie des Zeichnens der Fluchtpunkt der
Parallelen genannt.

Bei der Abbildung durch Zentralperspektive bleiben also die Par-
allelen gewthnlich nicht parallel. Ferner sehen wir, daB diese Abbildung
nicht umkehrbar eindeutig ist. In der Bildtafel wird durch die Punkte
des Horizonts kein Punkt der Ebene dargestellt. Umgekehrt gibt es
in der Ebene Punkte, die nicht abgebildet werden. Es sind das die

7*
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Punkte der Geraden f (Abb. 127), die senkrecht unter dem Betrachter R
der Bildtafel parallel lauft.

Diese Erscheinung 148t sich einfacher beschreiben, wenn wir von
den Punkten zu ihren Sehstrahlen iibergehen. Jedem Punkt P der Ebene e
(Abb. 128) entspricht dann eine Gerade 4 P = p, die den Punkt mit
dem Augenpunkt 4 verbindet. Das Bild von P auf einer beliebigen
Tafel ¢ ist dann der Punkt P’, in dem die Gerade $ die Tafel trifft;
durch die Angabe von ¢ ist die Abbildung also bestimmt. Durchlduft
P eine Kurve in ¢, so durchliuft p einen Kegel mit der Spitze A. Das
Bild der Kurve auf ¢ ist der Schnitt von ¢ mit dem Kegel. Durchlduft
P insbesondere eine Gerade g in ¢, so geht der Kegel in die Ebene y
iiber, die durch 4 und g geht. Wihrend also den Punkten von ¢ Geraden
durch A entsprechen, fithren die Geraden von e auf Ebenen durch 4.
Das Bild von g in ¢ ist der Schnitt von £ mit y, also wieder eine Gerade g’.

Abb. 128.

Es ist die wichtigste Eigenschaft der Zentralperspektive, daB Geraden
stets durch Geraden abgebildet werden.

Wir haben die perspektivische Abbildung in zwei Teilabbildungen
zerlegt, von denen die zweite als eine Umkehrung der ersten angesehen
werden kann. Zuerst wurden die Punkte (P) und Geraden (g) einer
Ebene durch die Geraden (p) und Ebenen (y) durch 4 ersetzt, hierauf
die Geraden und Ebenen durch A wieder durch Punkte (P') und Ge-
raden (g') einer anderen Ebene. Aus Symmetriegriinden geniigt es also,
den ersten Schritt allein zu betrachten.

Diese Abbildung e - 4 ist nur in der angegebenen Richtung voll-
standig erklirt, in der Richtung A —e¢ dagegen nicht. Unter den
Geraden durch A nehmen bei der Abbildung diejenigen eine Sonder-
stellung ein, die ¢ parallel sind. Sie entsprechen keinem Punkt von e,
wihrend die iibrigen Geraden durch A zu einem bestimmten Punkt
von e gehoren, ndmlich zu dem Punkt, in dem sie ¢ treffen. Die Par-
allelen py, zu e durch 4 erfiillen eine bestimmte Ebene 7,, namlich die
Parallelebene zu e durch 4 (vgl. Abb. 129). Unter allen durch 4 gehenden
Ebenen ist es wiederum die Ebene 7,, die bei der Abbildung 4 — ¢
ausgezeichnet ist. Wahrend ndmlich die anderen durch A gehenden
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Ebenen einer bestimmten Geraden g in ¢ zugeordnet sind, in der sie
e treffen, entspricht der Ebene 7, keine solche Gerade, da sie ¢ nicht
trifft.

Es ist nun zweckmiBig, diese Ausnahmefille auf begrifflichem Wege
zu beseitigen, indem man der Ebene ¢ noch weitere Punkte P, als ,,un-
endlich ferne‘* Punkte zurechnet. Diese Punkte sind dadurch definiert,
daB sie bei der Abbildung A — ¢ die Bilder der Strahlen $, sein sollen.
Thre Gesamtheit haben wir als das Bild der Ebene y, anzusehen. Wenn
wir die Ausnahmestellung dieser Ebene gegeniiber den anderen Ebenen
durch A aufheben wollen, miissen wir ihr Bild als Gerade bezeichnen.
Wir sagen daher, dafl die unendlich fernen Punkte von ¢ eine Gerade g,,
die unendlich ferne Gerade von ¢ erfiillen!. Nachdem wir die Ebene e
in dieser Weise ergdnzt haben, ist offenbar die Abbildung der Punkte
und Geraden von ¢ auf die Geraden und Ebenen durch A4 umkehrbar
eindeutig und vollstindig erklart.

Die ZweckméBigkeit dieser Definitionen zeigt sich, wenn wir nun
die Zentralperspektive von e auf eine beliebige andere Ebene ¢ betrach-
ten. Auch der Ebene ¢ haben wir in gleicher Weise wie ¢ unendlich ferne
Punkte zuzurechnen, die die unendlich ferne Gerade der Ebene ¢ bilden.
Wenn aber ¢ nicht zufillig parallel zu ¢ ist, entspricht bei der Abbildung
A - ¢t der unendlich fernen Geraden /, von ¢ nicht 7, sondern irgendeine
andere Ebene 4 durch 4. 1 trifft ¢ in einer Geraden /. Bei der perspek-
tivischen Abbildung e — ¢ entsprechen also den Punkten der unendlich
fernen Geraden der einen Ebene die Punkte einer gewShnlichen Geraden
in der anderen Ebene. Erst durch die Einfiihrung der unendlich fernen
Punkte wird die Zentralperspektive zu einer Abbildung, die die Punkte
und Geraden einer Ebene umkehrbar eindeutig auf die Punkte und Ge-
raden der Bildebene abbildet, und dabei erscheinen die unendlich fernen
Punkte mit den endlichen als gleichberechtigt.

Wir wollen nun untersuchen, wie der Begriff der Incidenz zwischen
Punkt und Gerade durch Hinzunahme der unendlich fernen Elemente er-
weitert werden muB3. Wir gehen wieder von der Abbildung e-> 4 aus. Ein
endlicher Punkt P ist mit einer endlichen Geraden g in ¢ dann und nur
dann incident, wenn die zugehorigen p und y incident sind. Wir verall-
gemeinern das auf beliebige Punkte und Geraden von e. Ein unendlich
ferner Punkt P, ist dann mit einer Geraden g incident zu nennen, wenn
der Strahl p, mit y incident ist. Fillt y mit y, zusammen, ist also g
die unendlich ferne Gerade von e, so liefert das nichts Neues. Ist dagegen
g eine endliche Gerade, so schneiden sich ¥ und y, in einer bestimmten
Geraden p,; jede endliche Gerade besitzt daher genau einen unendlich
fernen Punkt: ihren Schnittpunkt mit g,. Ist g’ eine Parallele zu g,

1 Die Bezeichnung ,,unendlich fern‘ rithrt daher, daB der Sehstrahl eines
Punktes von ¢ sich stets einem Strahl p, nihert, wenn der Punkt sich in e in bestimm-
ter Richtung unbegrenzt entfernt.



102 III. Konfigurationen.

so ist das damit dquivalent, daBl die zu g’ gehérende Ebene y* durch p,
geht (Abb. 129). Zwei Geraden sind also dann und nur dann parallel,
wenn sie denselben unendlich fernen Punkt besitzen ; das ist der Sinn der
bisweilen gebrauchten, jedoch ohne weitere Erliuterung sinnlosen
Redeweise: Parallelen schneiden sich im Unendlichen. Zugleich er-
kennen wir den Grund der zu
Beginn dieses Abschnitts er-
wihnten Tatsache, daB zwei
Parallelen in ihrem auf dem
Horizont gelegenen Fluchtpunkt
zusammenzulaufen scheinen.
Als Beispiel dafiir, wie sich
die geometrischen  Begriffe
durch die Einfithrung der un-
endlich fernen FElemente ver-
einfachen, erwidhnen wir die
Kegelschnitte. Da sie, wie im ersten Kapitel bewiesen, durch Schnitt
einer Ebene mit einem Kreiskegel entstehen, so kénnen sie alle als per-
spektive Bilder eines Kreises angesehen werden. Je nachdem kein
oder ein oder zwei Projektionsstrahlen zur Bildebene parallel liefen,
ergab sich eine Ellipse oder eine Parabel oder eine Hyperbel. Dafiir
kénnen wir jetzt sagen: Ein
/ Kegelschnitt ist eine Ellipse,
Parabel oder Hyperbel, je
s nachdem er die unendlich ferne
7 Gerade entweder gar nicht
N 4 trifft oder sie in einem Punkte
s beriihrt oder sie in zwei Punk-
[ = ten schneidet. Bei Zentralpro-
47 Nlf jektion auf eine andere Ebene
) N entsteht dann ein Kegelschnitt,
4 N der den Horizont nicht trifft,
AN berithrt oder schneidet. Wel-
\z cher Art dieser Kegelschnitt

Abb. 129.

g
N

ist, hangt von der Stellung der
< Bildebene ab.

Auch sonst ist die Zentral-
projektion ein wichtiges Hilfsmittel, um aus speziellen Figuren viel
allgemeinere herzustellen; so kann die Figur des vollstindigen Vier-
seits (S. 85) stets aus der nebenstehenden einfachen Abb. 130 ab-
geleitet werden.

Die Bedeutung der unendlich fernen Elemente besteht aber vor allem
darin, daB durch sie die axiomatische Grundlegung der ebenen Geometrie
abgedndert und wesentlich vereinfacht werden kann. Beschriankt man

Abb. 130.
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sich nimlich auf die endlichen Punkte der Ebene, so wird die Incidenz
zwischen Punkten und Geraden durch die folgenden Axiome ein-
geschrankt:

1. Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen stets eine mit
ihnen incidente Gerade.

2. Zwei verschiedene Punkte bestimmen nur eine mit ihnen incidente
Gerade.

Aus dem zweiten Axiom wird gefolgert: Zwei Geraden einer Ebene
haben einen oder keinen Punkt gemeinsam. Denn hitten sie zwei oder
mehr Punkte gemein, so miBten sie in eine einzige Gerade zusammen-
fallen.

Der Fall, daB zwei Geraden einer Ebene keinen Punkt gemeinsam
haben, wird durch das euklidische Axiom der Parallelen erldutert und
eingeschrankt:

Wenn in einer Ebene eine beliebige Gerade a und ein beliebiger
Punkt 4 auBerhalb a gegeben ist, so gibt es in der Ebene eine einzige
Gerade b, die durch A4 lauft und a nicht schneidet; die Gerade b wird
die Parallele zu a durch 4 genannt.

Wenn wir nun nicht blo die endlichen Punkte betrachten, sondern
die Ebene durch Hinzunahme der unendlich fernen Geraden zur ,,pro-
jektiven Ebene’ erweitern, so konnen wir statt der erwihnten drei
Axiome die beiden folgenden Axiome zugrundelegen:

1. Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen eine und nur
eine Gerade.

2. Zwei voneinander verschiedene Geraden bestimmen einen und nur
einen Punkt.

Auf diese beiden Axiome ist die Incidenz von Punkten und Geraden
in der projektiven Ebene zurlickzufilhren. Dabei sind die unendlich
fernen Punkte und die unendlich ferne Gerade in keiner Weise von den
anderen Punkten und Geraden unterschieden. Wenn wir die projektive
Ebene durch ein Gebilde realisieren wollen, in dem die Gleichberechtigung
aller Punkte und aller Geraden auch anschaulich zu erkennen ist, so
kénnen wir wieder auf das Biindel der Geraden und Ebenen durch
einen festen Punkt zuriickgreifen, indem wir die Geraden als ,,Punkte
und die Ebenen als ,,Geraden’‘ ansehen. An diesem Modell ist die Giil-
tigkeit der beiden genannten Axiome am leichtesten einzusehen.

Dieses Axiomenpaar hat nun die rein formale Eigenschaft, unver-
indert zu bleiben, wenn man das Wort Gerade durch Punkt und das Wort
Punkt durch Gerade ersetzt. Durch ndhere Untersuchung ergibt sich,
daB auch in den iibrigen Axiomen der ebenen projektiven Geometrie
diese beiden Worte vertauschbar sind, ohne daB3 der Inhalt des Axiomen-
systems sich dndert. Dann miissen die beiden Worte aber auch in allen
aus diesen Axiomen abgeleiteten Lehrsitzen auswechselbar sein. Die
Vertauschbarkeit der Punkte mit den Geraden wird als das Prinzip
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der Dualitit in der projektiven Ebene bezeichnet. Nach diesem Prin-
zip gehort zu jedem Lehrsatz ein zweiter, dem ersten dual entsprechen-
der Satz, und ebenso gehort zu jeder Figur eine dual entsprechende Figur.
Dabei entsprechen den Punkten einer Kurve eine Reihe von Geraden,
die im allgemeinen eine zweite Kurve als Tangenten einhiillen. Eine
nihere Betrachtung lehrt, dal3 die Geradenschar, die den Punkten eines
Kegelschnittes dual entspricht, stets wieder einen Kegelschnitt einhiillt.

Nach dem Dualititsprinzip kénnen wir nun aus den BR1aNCHONschen
Satzen eine Reihe weiterer Sdtze herleiten, die nach ithrem Entdecker
die Sdtze von PascAL genannt werden. Um die Dualitit der beiden
Satzgruppen deutlich hervortreten zu lassen, sollen sie in genau ent-
sprechender Form nebeneinandergeschrieben werden:

Sitze von BRIANCHON.

1, 2, 3. Es sei ein Sechseck
aus sechs Geraden gebildet, die
Tangenten eines Kegelschnittes
sind (Sechseck, das einem Kegel-
schnitt umbeschrieben ist). Dann
schneiden sich die Verbindungs-
linien gegeniiberliegender Ecken in
einem Punkt.

4. Es seien sechs Gerade ge-
geben, von denen drei mit einem
Punkt 4 und drei mit einem Punkt
B incident sind. Ich greife sechs
Schnittpunkte heraus, so daB sie
mit den zugehorigen Verbindungs-
linien ein Sechseck bilden, dessen
Seiten abwechselnd durch 4 und B
gehen. Dann schneiden sich dieVer-
bindungslinien gegeniiberliegender
Ecken in einem Punkt (BRIANCHON-
scher Punkt des Sechsecks).

Sitze von PascaL.

1, 2, 3. Es sei ein Sechseck aus
sechs Punkten gebildet, die auf
einem Kegelschnitt liegen (Sechs-
eck, das einem Kegelschnitt ein-
beschrieben ist). Dann liegen die
drei Schnittpunkte gegeniiberlie-
gender Seiten auf einer Geraden.

4. Es seien sechs Punkte ge-
geben, von denen drei mit einer
Geraden ¢ und drei mit einer Ge-
raden b incident sind. Ich greife
sechs Verbindungsgeraden heraus,
so daB sie mit den zugehorigen
Schnittpunkten ein Sechseck bil-
den, dessen Ecken abwechselnd
auf 2 und b liegen. Dann liegen
die Schnittpunkte gegeniiberliegen-
der Seiten auf einer Geraden
(Pascavrsche Gerade des Sechsecks).

Die Figur, die zum letzten Satz von Pascar gehért, muB} offenbar der

Konfiguration (9;); dual entsprechen.

Nun ist allgemein die duale

Figur zu einer Konfiguration (p,g,) wieder eine Konfiguration, und

zwar vom Typus (g.p,).

Die speziellen Konfigurationen, die wir mit

(p,) bezeichnen, und nur diese Konfigurationen besitzen als duale
Figur wieder eine Konfiguration desselben Typus. Nun wire es denk-
bar, dal die Konfiguration des PascaLschen Satzes, also die duale
Figur zu (9,); eine der beiden anderen Konfigurationen (9;) wire. Es
zeigt sich jedoch (Abb. 131), dafl auch der PascaLsche Satz durch (9;),
dargestellt wird. Deswegen hatten wir diese Konfiguration von vorn-
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herein als die BriancuON-PascaLsche bezeichnet. (9;), ist also ,,dual
invariant*‘. Ebenso wie den BrRiaNcHONschen Punkt kénnen wir auch die
Pascaische Gerade ganz beliebig in der Konfiguration wihlen.

Abb. 131.

Aus dem letzten Pascarschen Satz 1Bt sich mit Hilfe des Unend-
lichfernen ein Spezialfall ableiten, der ohne Zuhilfenahme dieses Be-
griffes in gar keinem erkennbaren Zusammenhang mit dem urspriing-
lichen Lehrsatz stehen wiirde. Wenn wir nidmlich die PaAscaische
Gerade ins Unendlichferne legen, erhalten wir den Lehrsatz (Abb. 132):
Wenn die Ecken eines Sechsecks abwechselnd auf zwei Geraden liegen,
und auBerdem zwei Paare gegeniiberliegender Seiten parallel sind, so

mufl auch das dritte Seitenpaar parallel sein.
a

PR
I

o 3) & %

Abb. 132. T

Dieser Spezialfall des PascaLschen Satzes wird als der Satz von
Pappus bezeichnet.

Nachdem wir gesehen haben, daB (9;); dual invariant ist, 1laBt sich
leicht schlieBen, daB auch (9;), und (95); dual invariant sein miissen.
Denn sonst gibe es nur die eine Moglichkeit, daBl (95), durch Anwendung
des Dualitdtsprinzips in (9;); iiberginge. Nun ist aber (9;), reguldr,
(95)3 nicht. Also kann die eine dieser Figuren nicht zur anderen dual sein.

Wir gehen jetzt zu den Konfigurationen (10,) tiber. Zum Verstindnis
der wichtigsten unter diesen Konfigurationen, der von DESARGUES,
miissen wir die Einfithrung der unendlich fernen Elemente und das
Dualitatsprinzip von der Ebene auf den Raum iibertragen.



106 III. Konfigurationen.

§19. Unendlichferne Elemente und Dualitdtsprinzip im Raum.
DEesarcuesscher Satz und DesarGuEssche Konfiguration (10;).

Wir haben durch Projektion im Raum den Begriff der projektiven
Ebene gewonnen. Auch der Raum als Ganzes wird nun in der projek-
tiven Geometrie durch Hinzunahme unendlich ferner Elemente zu einem
in mancher Hinsicht einfacheren Gebilde, dem ,,projektiven Raum®,
umgestaltet, nur 148t sich in diesem Fall das Verfahren nicht mehr
anschaulich, sondern nur noch abstrakt begriinden. Wir denken uns
zundchst nach dem fritheren Prinzip auf allen Ebenen des gewéhnlichen
Raumes die unendlich fernen Elemente eingefithrt. Dann liegt es nahe,
die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte und Geraden als eine Ebene,
die ,,unendlich ferne Ebene’“ des Raumes zu deuten. Diese Gesamtheit
hat namlich mit den gew6hnlichen Ebenen des Raumes die Eigenschaft
gemein, von jeder Ebene in einer Geraden getroffen zu werden, der un-
endlich fernen Geraden jener Ebene. Mit jeder gewdhnlichen Geraden
hat die unendlich ferne Ebene wie jede andere Ebene, die die Gerade
nicht enthilt, genau einen Punkt gemein, den unendlich fernen Punkt
der Geraden. Ferner kénnen zwei Ebenen dann und nur dann parallel
sein, wenn sie dieselbe unendlich ferne Gerade besitzen?.

Viele Erscheinungen der rdumlichen Geometrie werden durch diese
Auffassung vereinfacht. So konnen wir die Parallelprojektion als einen
Spezialfall der Zentralprojektion ansehen, bei dem das Projektions-
zentrum ein unendlich ferner Punkt ist. Ferner 18t sich z. B. der Unter-
schied zwischen dem einschaligen Hyperboloid und dem hyperbolischen
Paraboloid dadurch kennzeichnen, daB8 das Hyperboloid die unendlich
ferne Ebene in einem nichtausgearteten Kegelschnitt schneidet, wahrend
das Paraboloid die unendlich ferne Ebene in einem Geradenpaar von Er-
zeugenden schneidet. Diese Unterscheidung ist nidmlich gleichbedeutend
mit der auf S. 13 gegebenen Erklirung, daB drei windschiefe Geraden
dann und nur dann auf einem Paraboloid und nicht auf einem Hyper-
boloid liegen, wenn sie einer festen Ebene parallel sind; denn das be-
sagt, daB die drei Geraden eine unendlich ferne Gerade treffen, die
auf der Fliche liegen muf, weil sie drei Punkte mit ihr gemein hat.

Im projektiven Raum sind alle Ebenen offenbar als projektive Ebenen
anzusehen, in ijhnen gilt also das ebene Dualitdtsprinzip. Im Raum
als Ganzem herrscht aber noch ein davon verschiedenes Dualitdts-
prinzip.

Um es zu erhalten, stellen wir analog wie in der Ebene die Axiom-
gruppe zusammen, durch die im projektiven Raum die Incidenz zwischen
den Punkten, Geraden und Ebenen geregelt wird, wenn wir zwischen

1 Denn die Parallelitat einerseits, die Gemeinsamkeit der unendlich fernen
Geraden andererseits sind beide mit der Eigenschaft gleichbedeutend, daf sich
zu jeder Geraden der einen Ebene eine Parallele in der anderen Ebene ziehen 1aBt.
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den endlichen und den unendlich fernen Gebilden keinen Unterschied
machen. Diese Axiome lassen sich folgendermaBen formulieren;

1. Zwei Ebenen bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Ebenen,
die nicht durch eine Gerade gehen, bestimmen einen und nur einen
Punkt.

2. Zwei sich schneidende Geraden bestimmen einen und nur einen
Punkt und eine und nur eine Ebene.

3. Zwei Punkte bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Punkte,
die nicht in einer Geraden liegen, bestimmen eine und nur eine Ebene.

Dieses Axiomensystem bleibt ungedndert, wenn man die Worte
Punkt und Ebene miteinander vertauscht (das erste Axiom wird dabei
mit dem dritten vertauscht, und das zweite bleibt ungeéndert). Ebenso
bleiben auch die iibrigen Axiome der raumlichen projektiven Geometrie

M g

Abb. 133.

bei dieser Vertauschung in ihrem Gesamtinhalt ungeindert, so daB also
im Raum Ebene und Punkt einander dual entsprechen, wihrend die
Gerade sich selbst entspricht. Der Gesamtheit der Punkte einer Fliche
entspricht dual das System der Tangentialebenen einer anderen Fliche.
Wie die Kegelschnitte der Ebene, so sind im Raum die Flichen zweiten
Grades zu sich selbst dual.

Der einfachste und zugleich wichtigste Satz der rdumlichen projek-
tiven Geometrie wird nach DESARGUES benannt. Der DESARGUESsche
Satz lautet (Abb. 133): ‘

Es seien zwei im Raum liegende Dreiecke A BC und 4'B’C’ gegeben.
Diese Dreiecke mdgen so angeordnet sein, dal die Verbindungslinien
entsprechender Ecken durch einen einzigen Punkt O gehen. Dann
schneiden sich zunichst die drei Paare von entsprechenden Dreiecksseiten
in drei Punkten RS T, und zweitens liegen diese Schnittpunkte auf einer
Geraden.

Der erste Teil des Satzes ist einfach zu beweisen. Die beiden sich
schneidenden Geraden AA’ und BB’ bestimmen nach dem zweiten
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rdumlichen Axiom eine Ebene. In dieser Ebene verlaufen aber auch die
Geraden AB und A'B’, so daB sie nach dem zweiten ebenen Axiom
einen Schnittpunkt R besitzen. Es bleibt dahingestellt, ob R im End-
lichen oder Unendlichen liegt. Die Existenz der anderen beiden Punkte S
und 7 wird ebenso bewiesen.

Der zweite Teil des Satzes ist in dem Fall leicht einzusehen, daf3 die
Dreiecke in verschiedenen Ebenen liegen. Dann bestimmen diese Ebenen
eine — endliche oder unendlich ferne — Schnittgerade (riumliches
Axiom 1). Von jedem Paar entsprechender Dreieckseiten verliuft die
eine in der einen Ebene, die andere in der anderen Ebene. Da sich
nun die beiden Seiten schneiden, muf} ihr Schnittpunkt auf der Geraden
liegen, die beide Ebenen gemeinsam haben. Im allgemeinen Fall ist
der DESARGUESsche Satz hiermit bewiesen.

S

Abb. 134.

Besonders wichtig ist aber gerade der Spezialfall, da die Dreiecke
in einer Ebene liegen. Dann laBt sich der Beweis dhnlich wie der des
Briancuonschen Satzes durch Projektion aus dem Raum erbringen.
Wir haben nur zu zeigen, daB3 jede ebene DESARGUESsche Figur sich als
Projektion einer rdumlichen DEesARGUEsschen Figur auffassen 1d6t.
Zu diesem Zwecke verbinden wir alle Punkte und Geraden der ebenen
DEsarcUESschen Figur mit einem auBerhalb der Ebene gelegenen
Punkt S (Abb. 134). Ferner legen wir durch die Gerade A C eine Ebene,
die BS in dem von S verschiedenen Punkt B, treffen moge. Sodann
ziehen wir die Gerade OB,. Diese Gerade liegt mit B’S in einer Ebene,
also besitzen die beiden Geraden einen Schnittpunkt Bj. Dann bilden
aber die Dreiecke 4B,C und A’BjC’ eine riumliche DEsARGUESsche
Figur, da die Verbindungslinien entsprechender Ecken alle durch O
gehen. Aus der Schnittgeraden der Ebenen jener beiden Dreiecke ent-
steht durch Projektion von S aus eine Gerade in der Zeichenebene, auf
der sich die Paare entsprechender Seiten der urspriinglich betrachteten
Dreiecke ABC und A'B’C’ schneiden miissen. Damit ist der DEs-
ARGUESsche Satz vollstindig bewiesen.
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Sowohl das ebene wie auch das rdumliche Dualitatsprinzip fithren
auf interessante Umformungen des DESARGUESschen Satzes. Zunichst
sieht man leicht ein, daB von diesem Satz auch die Umkehrung richtig
ist; aus der Existenz der DEsARGUESschen Geraden, auf der sich Paare
entsprechender Dreieckseiten schneiden, folgt die Existenz des DEs-
ARGUESschen Punktes, durch den die Verbindungslinien entsprechender
Ecken laufen. Falls nun die Dreiecke in einer Ebene liegen, erweist sich
die Umkehrung als identisch mit dem Satz, der nach dem ebenen Duali-
tatsprinzip aus dem DEsarRGUEsschen Satz hervorgeht. Die folgende
Gegeniiberstellung moge das erlautern:

Es seien drei

AA’, BB', CC’' gegeben, so dal3
die Verbindungslinien jedes Paares
durch einen Punkt gehen. Dann
miissen die drei Schnittpunkte der
Geraden AB und A'B’, BC und
B'C', CA und C’'A’ auf einer
Geraden liegen.

Punktepaare Es

seien drei Geradenpaare
aa’, bb', cc’ gegeben, so daf die
Schnittpunkte jedes Paares auf
einer Geraden liegen. Dann miissen
die drei Verbindungslinien der
Punkte (ab) und (a’d’), (b¢) und
(6'c’), (ca) und (¢’a’) durch einen
Punkt gehen.

Wir betrachten nun die Figur, die aus den Ecken und Seiten zweier
in einer Ebene gelegener DEsaRGUESscher Dreiecke, den Verbindungs-
linien entsprechender Eckenpaare, den Schnittpunkten entsprechender
Seitenpaare, dem DEsarGUESschen Punkt O und der DESARGUESschen
Geraden g (Abb. 135) besteht. Eine einfache Abzdhlung ergibt, da diese

0

Abb. 135,

Figur eine Konfiguration (103) ist. Sie wird als DEsarGcUEssche Kon-
figuration bezeichnet. Sie hat mit der Pascarschen Konfiguration die
Eigenschaft gemeinsam, dafl bei schrittweiser Konstruktion die letzte
Incidenz stets von selbst erfiillt ist. Ferner ist die Konfiguration von
DESARGUES ebenso wie die von Pascar dual invariant. Denn sie stellt
sowohl den DESARGUESschen Satz als auch seine Umkehrung dar, und
diese ist zum Satz selbst das duale Gegenstiick.
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Nunmehr wenden wir auf den riumlichen Fall des DESARGUESschen
Satzes das rdumliche Dualititsprinzip an. Dann erhalten wir folgende

Gegeniiberstellung:

Es seien drei Punktepaare
A44’, BB', CC’ gegeben, so dal
die Verbindungslinien jedes Paares
durch einen Punkt gehen. Dann
miissen die drei Schnittpunkte
der Geraden AB und A’'B’, BC
und B’C’, CA und C’'A4’ auf einer
Geraden liegen.

Es seien drei Ebenenpaare
wx’, BB, vy’ gegeben, so daB die
Schnittgeraden jedes Paares in
einer Ebene liegen. Dann miissen
die drei Verbindungsebenen der
Geraden («f) und («’'f’), (B7) und
(B'7), (yx) und (y'«’) durch eine
Gerade gehen.

Der auf der rechten Seite aufgestellte Satz wird durch Abb. 136 ver-
anschaulicht. An Stelle zweier Dreiecke treten bei diesem Satz zwei
korperliche Ecken, die von den
Ebenen «, 8, y und «', §', v’ ge-
bildet werden. Ahnlich wie in der
Ebene wollen wir nun die ridum-
liche Figur betrachten, die aus den
beiden DrsarGUESschen Ecken,
den Verbindungsebenen entspre-
chender Kanten, den Schnittgera-
den entsprechender Seitenflichen,
der ,,DEsArRGUEsschen Ebene‘ (x o/,
Bp, vy in Abb. 136) und der
, DESARGUESschen Geraden (VW
in Abb. 136) besteht. Schneiden
wir diese rdumliche Figur durch eine beliebige Ebene, die nicht durch
die Punkte V', W, X, Y, Z geht, so entsteht in dieser Ebene eine DE-
SARGUEssche Konfiguration, dadie DEsaRGUEsschen Eckenin DESARGUES-
schen Dreiecken geschnitten werden. Den Ebenen und Geraden der
raumlichen Figur entsprechen die Geraden und Punkte der ebenen
Konfiguration. Nun besitzt aber die riumliche Figur eine innere Sym-
metrie, die sich an der ebenen Konfiguration nicht aufweisen laBt.
Die rdumliche Figur besteht ndmlich aus den sdmtlichen Verbindungs-
geraden und Verbindungsebenen der finf Punkte V, W, X, Y, Z.
Diese fiinf Punkte erscheinen dabei als vollig gleichberechtigt. Um-
gekehrt fiihrt jedes rdumliche Fiinfeck auf die riumliche DESARGUESsche
Figur, wenn man zwei Ecken willkiirlich herausgreift. Da nun in der
raumlichen Figur alle Geraden und Ebenen gleichberechtigt sind, miissen
es auch die Punkte und Geraden der ebenen DEsarRGUEsschen Konfigu-

Abb. 136.

1 Nur miissen die filnf Punkte allgemeine Lage haben, d. h. es diirfen nicht vier
unter ihnen in einer Ebene, also auch nicht drei unter ihnen auf einer Geraden
liegen.
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ration sein. Dadurch ist bewiesen, dal die DEsarcUEssche Konfigu-
ration reguldr ist und daB wir den DESARGUESschen Punkt oder die
DesarGuEssche Gerade ganz beliebig in der Konfiguration wéihlen
diirfen?.

Wir wollen jetzt die DEsarGUESsche Konfiguration als ein Paar von
einander ein- und umbeschriebenen Fiinfecken darstellen. Dazu miissen
wir zunichst iiberhaupt Fiinfecke aufsuchen, die in der Konfiguration
liegen. Wir verlangen also, daBl alle Ecken und Seiten des Polygons
Konfigurationselemente sind und daf nicht drei aufeinanderfolgende
Ecken auf einer Geraden liegen. Die Aufgabe vereinfacht sich nun wesent-
lich, wenn wir auf das Raumfiinfeck zurtickgehen. Den Ecken des ebenen
Polygons entsprechen die Kanten des rdumlichen. Da zwei konsekutive
Ecken des ebenen Polygons auf einer Konfigurationsgeraden liegen
sollen, so fallen die entsprechenden Kanten in eine Ebene, sind also
incident. Damit nicht drei konsekutive Ecken in eine Gerade fallen,
haben wir nur zu vermeiden, daB3 die entsprechenden Kanten in eine
Ebene fallen; das tritt dann und nur dann ein, wenn drei aufeinander-
folgende Kanten ein Dreieck bilden. Wenn wir nun die Grundpunkte
VWXYZ des Raumfiinfecks in irgendeiner Reihenfolge durchlaufen,
z. B. der hingeschriebenen, so erhalten wir einen geschlossenen Kanten-
zug, wie wir ihn brauchen; er liefert in der Konfiguration ein Fiinfeck
der verlangten Art. Die Kanten des Raumfiinfecks, die bei dieser Durch-
laufung unbenutzt geblieben sind, schlieBen sich aber zu einem zweiten
rdumlichen Polygon der gleichen Art zusammen. Durch jeden Grund-
punkt des Raumfiinfecks gehen ndmlich zwei solche Kanten, da im
ganzen vier Kanten von jedem Grundpunkt auslaufen und zwei bei der
ersten Durchlaufung verbraucht waren. Dem zweiten Kantenzug ent-
spricht in der Konfiguration ein zweites Fiinfeck, und eine einfache
Abzdhlung ergibt, dall dieses dem ersten einbeschrieben sein muBl. Aus
Symmetriegriilnden muf auch das erste dem zweiten einbeschrieben sein.
In Abb.137a, b ist die Beziehung zwischen dem rdumlichen Schema und
dem ebenen Fiinfeckpaar zum Ausdruck gebracht.

Nun lassen sich noch andersartige Systeme von fiinf Kanten des Raum-
fiinfecks ausfindig machen, die einem ebenen in der Konfiguration ent-

1 Als vollstandiges raumliches »#-Eck bezeichnet man das System aller Ver-
bindungsgeraden und -ebenen von # Punkten allgemeiner Lage im Raum. Ebenso
wie fiir » = 5 erhalt man auch fiir beliebiges » stets eine Konfiguration, wenn
man das vollstdndige »-Eck mit einer Ebene zum Schnitt bringt, die durch keinen
Eckpunkt geht. Alle diese Konfigurationen sind regular. Sie sind vom Typus

_nln—1) _n{n—1)(n—2)
A e —
vom speziellen Typ p = g ergibt sich also nur far den Fall » = 5. Zu weiteren
reguldren Konfigurationen gelangt man, wenn man von #-Ecken allgemeiner Lage
in hoéherdimensionalen R4umen ausgeht. Alle diese Konfigurationen werden
,,polyedral® genannt.

7 = 3. Eine XKonfiguration
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haltenen Fiinfeck entsprechen. Ein Beispiel gibt Abb. 138. Man kann
aber nachpriifen, daf3 sich dann die fiinf ibrigen Kanten auf keine Weise
cyclisch so anordnen lassen, dall zwei konsekutive immer incident sind
und drei konsekutive nie ein Dreieck bilden. Die zuerst angegebene
Konstruktion erschopft daher alle Moglichkeiten. Da nun jeder Per-

Abb. 137 a. Abb. 137b.

mutation der Grundpunkte ein Automorphismus der Konfiguration
entspricht und da die Zerlegung des Raumfiinfecks in zwei Kantenziige
durch die Reihenfolge der Grundpunkte im ersten Kantenzug fest
bestimmt ist, so sehen wir, daB es, von Automorphismen abgesehen, nur
eine Moglichkeit der Zerlegung der DESARGUEsschen Konfiguration in
zwei wechselseitig einbeschriebene Fiinfecke gibt.

w

Z 4

Abb. 138. Abb. 139.

In dhnlicher Weise 148t sich die Frage erledigen, ob und auf wie viele
Arten sich die DEsaARGUEssche Konfiguration als ein Zehneck auffassen
14Bt, das sich selbst ein- und umbeschrieben ist. Man findet, dafl der
entsprechende raumliche Kantenzug dann stets so angeordnet werden
kann, wie in Abb. 139 angegeben. Es gibt also eine und, abgesehen von
Automorphismen, auch nur eine Art, die DEsaARGUEssche Konfiguration
als ein sich selbst ein- und umbeschriebenes Zehneck zu deuten (Abb. 140).
Diese Figur verrit eine gewisse RegelmiBigkeit. Ich muB ndmlich bei
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der Durchlaufung des Zehnecks immer abwechselnd eine und drei Ecken
iberspringen, wenn ich zu der auf einer Seite liegenden weiteren Ecke
gelangen will (Ecke 5 auf Seite 23, 8 auf 34, 7 auf 45, 10 auf 56 usw.).
An dem rdumlichen Schema erkennt man noch eine andere Eigen-
schaft dieses Zehnecks. Seine Seiten bilden namlich, abwechselnd
genommen, zwei einander einbeschriebene Fiinfecke.

4
Abb. 140.

Die DesarGUESsche Konfiguration ist nicht die einzige Konfigura-
tion (104). Fiir das Schema einer solchen Konfiguration ergeben sich
vielmehr noch neun andere Méglichkeiten. Eins dieser Schemata ist
ebenso wie die Konfiguration (7,) weder im Reellen noch im Komplexen
realisierbar, da seine Gleichungen einen Widerspruch enthalten. Die
acht tbrigen dagegen sind g

. . . 5 5
ebenso wie die Konfigura-
tionen (9;) sdmtlich mit
dem Lineal allein konstru-
ierbar. Im Gegensatz zur
DEsarGuEesschen Konfigu-
ration ist aber bei den
acht librigen realisierbaren 2
Konfigurationen (10;) die

7

letzte Incidenz nicht von

selbst erfiillt. Sie stellen 4 y
. . 3

daher keinen allgemeinen Abb. 141.

geometrischen Satz dar

und sind dementsprechend weniger wichtig als die Konfiguration von
DEsarcUEs. Eine dieser Konfigurationen ist in Abb. 141 gezeichnet.
In der angegebenen Reihenfolge der Punkte durchlaufen, stellt diese
Konfiguration wieder ein sich selbst ein- und umbeschriebenes Zehneck
dar. In dieser Figur brauche ich aber jedesmal nur eine Ecke zu
Uberspringen, um die auf jeder Seite gelegene weitere Ecke des Poly-
gons zu erhalten. In dieser Vorschrift erscheinen alle Ecken als

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 8
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gleichberechtigt und die Seiten als vertauschbar mit den Ecken; man
kann daraus schlieBen, daB die Konfiguration regulir und dual inva-
riant sein muB.

§ 20. Gegeniiberstellung des PascaLschen und des
DEesarGUEsschen Satzes.

Zwischen dem Satz von DESARGUES und dem letzten Satz von PascaL
haben wir weitgehende Analogien gefunden. Beide Sitze wurden durch
Projektion aus dem Raum bewiesen, beide Sitze fithrten auf Kon-
figurationen, und zwar auf Konfigurationen dhnlicher Art; denn beide
Konfigurationen waren regulir, dual invariant, mit dem Lineal allein
konstruierbar, bei beiden war die letzte Incidenz von selbst erfiillt,
und beide konnten als sich selbst ein- und umbeschriebene Polygone
aufgefal3t werden.

Dennoch besteht zwischen den beiden Sitzen ein prinzipieller Unter-
schied. Beim Beweise des DESARGUESschen Satzes haben wir eine rium-
liche Figur benutzt, die allein auf Grund der angefithrten ridumlichen
Axiome der Verkniipfung ohne Voraussetzung weiterer Axiome konstru-
iert werden kann. Dagegen ergab sich die BrRiancHON-Pascarsche Kon-
figuration durch Betrachtung einer Flache zweiter Ordnung. Scheinbar
bildet zwar den Kernpunkt des Beweises eine reine Incidenzbetrachtung
zwischen den Punkten, Geraden und Ebenen eines raumlichen Sechsecks,
aber eine nahere Untersuchung lehrt, daB die Konstruktion derartiger
raumlicher Sechsecke mit der Konstruktion einer Regelfliche zweiter
Ordnung im wesentlichen gleichbedeutend ist und daB die Moglichkeit
dieser Konstruktion sich aus den Axiomen der Verkniipfung allein
nicht erweisen laft.

Wir hatten im ersten Kapitel die Kegelschnitte und die Flichen
zweiter Ordnung durch metrische Betrachtungen eingefithrt. Es wire
also denkbar, dal3 der Pascavrsche Satz sich nicht ohne Vergleichung von
Strecken und Winkeln beweisen lieBe. Man kann aber die Kurven und
Regelflichen zweiter Ordnung auch ohne metrische Hilfsmittel erzeugen,
indem man allein die Methode des Projizierens benutzt. Mit dieser Me-
thode lassen sich ndmlich die Punkte einer Geraden so auf die Punkte
einer beliebigen Geraden abbilden, dafl harmonische Quadrupel stets in
harmonische Quadrupel {ibergehen und dal} drei beliebig vorgegebene
Punkte der einen Geraden auf drei beliebig vorgegebene Punkte der
anderen Geraden abgebildet werden. Man sagt dann, daf die eine
Gerade auf die andere projektiv abgebildet ist. Die Konstruktion einer
solchen Abbildung erfordert allein die ebenen und riumlichen Axiome
der Verkniipfung. Dagegen liBt sich mit deren alleiniger Hilfe nicht
schlieBen, da die Abbildung durch die beiden genannten Forderungen —
Invarianz der harmonischen Lage und Vorgabe der Abbildung dreier
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Punkte — eindeutig fiir alle Punkte der Geraden bestimmt ist. Zu
diesem Zweck bedarf es eines Stetigkeitsaxioms, das wir weiter unten
sogleich formulieren werden. Ist aber die Eindeutigkeit der projektiven
Abbildung im angegebenen Sinne bewiesen, so 143t sich die allgemeinste
Regelfliche zweiter Ordnung als die Fliche definieren, die von einer
variablen Geraden iiberstrichen wird, die entsprechende Punkte zweier
fester windschiefer projektiv bezogener Geraden verbindet. Aus der
Eindeutigkeit der projektiven Abbildung folgt dann, daB auf einer
solchen Fliche noch eine zweite Schar von Geraden verlduft. Sind die
projektiv aufeinander bezogenen Geraden nicht windschief, sondern
incident, so liduft die Verbindungsgerade entsprechender Punkte in
einer Ebene und umbhiillt eine Kurve zweiter Ordnung. Alle in der pro-
jektiven Geometrie wesentlichen Eigenschaften der Kurven zweiter
Ordnung lassen sich aus dieser Definition ableiten.

Zur volligen Erfassung des Stetigkeitsbegriffes braucht man zwei
verschiedene Axiome; beim Eindeutigkeitsbeweis der projektiven Ab-
bildung kommt aber nur eines von ihnen, das archimedische Axiom,
zur Anwendung. In arithmetischer Fassung lautet dieses Axiom: Es
seien mir zwei beliebige positive Zahlen a4 und A gegeben, von
denen @ noch so klein und 4 noch so groB sein moge; ich kann dann
trotzdem a so oft zu sich selbst addieren, daB die Summe nach endlich
vielen Schritten grofer wird als A4:

at+at+a+---+a>A.

Dieses Axiom ist notwendig, wenn ich eine Entfernung durch eine
andere Linge ausmessen will, es bildet also in dieser Form eine
wesentliche Grundlage der Metrik. Von metrischen Begriffen unab-

hingig ist folgende Fassung 5 &

des Axioms. Es seien mir _/‘\ /\\ /\\ /\\ /\
zwei parallele Geraden gegeben ! \ k \ A
(Abb. 142); ferner sollen auf g g & A G

einer dieser Geraden zwei ver- ADb. 142.

schiedene Punkte O und A liegen. Wir ziehen nun von dem
Punkte O nach einem beliebigen Punkt B, der anderen Geraden die
Verbindungsgerade, und B; verbinden wir wiederum geradlinig mit
einem Punkt C, der ersten Geraden, der zwischen O und A4 liegt. Dann
ziehen wir durch C, die Parallele zu OB,, welche die andere Gerade
in B, treffen moge; von B, zichen wir wieder die Parallele zu B,C,,
die die erste Gerade in C, treffen mége. Wenn wir so immer weitere
Parallelen zu OB, und B, C, ziehen, so besagt das archimedische Axiom,
daB wir schlieBBlich nach endlich vielen Schritten zu einem Punkt C,
kommen, der nicht mehr zwischen O und A4 liegt. In dieser Formulierung
haben wir die Vorstellung verwendet, daB8 ein Punkt einer Geraden
zwischen zwei anderen Punkten dieser Geraden liegt. Aussagen dieser

R*
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Art werden durch eine andere Axiomgruppe, die Axiome der Anordnung,
prézisiert, auf die wir hier nicht eingehen wollen. Den Parallelenbegriff
dagegen haben wir nur verwendet, um das Axiom kiirzer und anschau-
licher formulieren zu konnen; es geniigt in der projektiven Geometrie,
die Méglichkeit einer Konstruktion zu fordern, wie sie durch Abb. 143
angedeutet ist. Diese Figur ergibt sich aus Abb. 142 durch Zentral-
projektion auf eine andere Ebene.

Die ebenen und rdumlichen Axiome der Verkniipfung, die Anord-
nungsaxiome und das archimedische Axiom geniigen, um die Eindeutig-
keit der projektiven Abbildung zu beweisen; allerdings ist dieser Beweis
auBerordentlich langwierig und miihsam. Aus der Eindeutigkeit der

Abb. 143.

projektiven Abbildung in der Ebene 148t sich dann der letzte Satz von
Pascar und von BRIANCHON (und zwar ohne rdumliche Hilfskonstruk-
tion) beweisen.

Der Satz von DESARGUES la8t sich im Raum allein mit den Axiomen
der Verkniipfung beweisen; wenn ich dagegen die ebene Fassung des
Satzes beweisen will, ohne in den Raum herauszugehen, kann ich nicht
ohne die Axiome der Kongruenz auskommen, auch wenn ich das archi-
medische Axiom und die Anordnungsaxiome voraussetze. Dagegen
geniigen zum Beweise die ebenen Verkniipfungs- und Anordnungs-
axiome sowie die Kongruenzaxiome; das archimedische Axiom ist ent-
behrlich.

Bei Fortlassung der rdumlichen Verkniipfungsaxiome verhdlt sich
der letzte Pascarsche Satz wie der DEsaRGUESsche. Man braucht dann
zum Beweis die ebenen Axiome der Verkniipfung, Anordnung und Kon-
gruenz. Trotzdem 148t sich ein wesentlicher Unterschied beider Sitze
auch in der Ebene ohne riumliche Hilfsbetrachtungen feststellen. Setzt
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man namlich in der Ebene die Verkniipfungsaxiome und die Giiltigkeit
des DESARGUESschen Satzes voraus, so 1Bt sich der PascaLrsche Satz
nicht beweisen. Dagegen 148t sich der DESARGUEssche Satz beweisen,
wenn man die ebenen Verkniipfungsaxiome und den Pascarschen Satz
voraussetzt. Wir wollen den Beweis fiir den Spezialfall fiihren, daf} die
DEsarGUEssche Gerade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist. Diese
Annahme dient wie bei der Aufstellung des Archimedischen Axioms
nur dazu, den Beweis kiirzer und anschaulicher zu formulieren. Wir
setzen also voraus (Abb. 144):

Die drei Geraden A A’, BB’, CC’ gehen alle durch einen Punkt 0.
Ferner ist AB||A'B’, AC||A’C’. Es ist mit Hilfe des letzten PAscAL-
schen Satzes zu beweisen, daB dann auch gilt: BC || B'C’.

Zum Beweise ziehe ich durch A die Parallele zu OB, die A’C’ in L
und OC in M treffen moge. Ferner moge die Verbindungsgerade LB’
die Gerade A B in N treffen. Auf diese Figur wende ich nun dreimal den
Satz von PAscaL an, und zwar in der
speziellen Form, die S. 105 als Satz von
Pappus erwdhnt war. Ein PAscarsches
Sechseck ist zunichst ONALA'B’,
da je drei dieser Punkte abwechselnd
auf je einer Geraden liegen. Nun ist
NA||A'B" nach Voraussetzung und
AL || B’0 nach Konstruktion. Nach dem
Satz von Pappus ist daher auch das
dritte Paar gegeniiberliegender Seiten

Abb. 144,
dieses Sechsecks parallel, also ON || AC. (Aus ,Hisert, Grundlagen der Geome-

Ich betrachte nunmehr das Pascarsche trie® 7. Aufl,, 8. 111. Teubner 1930.)

Sechseck ONMACB. In ihm ist ON || AC, wie eben bewiesen, und
M A || BO nach Voraussetzung. Nach dem Satz von PAppus ist daher
NM ||CB. Zum SchluB betrachten wir das Pascarsche Sechseck
ONMLC'B’. In ihm ist ON||LC’ und ML || B'O. Daraus folgt
wie oben: NM || C'B’. Da aber beim vorigen Schritt auch bewiesen
war: NM || CB, so folgt die Behauptung: BC || B'C’.

Nun lassen sich in der Ebene alle Schnittpunktsitze aus den Satzen
von DESARGUES und PascaL ableiten. Da wir jetzt den Satz von DE-
SARGUES als eine Folge des Pascarschen erkannt haben, so kénnen wir
sagen, daB3 der Satz von PascaL der einzig wesentliche Schnittpunkt-
satz. der Ebene ist, daf3 also die Konfiguration (9;), die wichtigste Figur
der ebenen Geometrie darstellt.

§ 21. Vorbemerkungen iiber rdumliche Konfigurationen.

Man kann den Konfigurationsbegriff von der Ebene auf den Raum
verallgemeinern. Ein System von Punkten und Ebenen wird als eine
raumliche Konfiguration bezeichnet, wenn jeder Punkt mit gleich vielen
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Ebenen und jede Ebene mit gleich vielen Punkten incident ist. Ein ein-
faches Beispiel einer solchen Konfiguration liefert der rdumliche DEs-
ARGUESsche Satz. Als Konfigurationspunkte definieren wir dabei die-
selben zehn Punkte wie bei der entsprechenden ebenen Figur. Als Kon-
figurationsebenen nehmen wir die zwei Ebenen der beiden Dreiecke
und die drei Ebenen, durch die die Dreiecke vom DESARGUESschen
Punkt aus projiziert werden. Dann gehen durch jeden Punkt drei
Ebenen, und in jeder Ebene liegen sechs Punkte. Aus demselben Grund
wie bei den ebenen Konfigurationen erfiillen die vier fiir diese Kon-
figuration charakteristischen Zahlen die Gleichung 56 = 10-3.

Neben den Konfigurationen aus Punkten und Ebenen kann man
aber im Raum auch Konfigurationen betrachten, die wie in der Ebene
aus Punkten und Geraden bestehen, wobei jeder Punkt mit gleich viel
Geraden und jede Gerade mit gleich viel Punkten incidiert. Diese beiden
verschiedenen Auffassungen kann man oft auf eine und dieselbe Figur
anwenden; so liefert die soeben betrachtete raumliche DESARGUESsche
Figur eine rdumliche Punkt-Geraden-Konfiguration, die mit der ebenen
DesarcUEsschen Konfiguration im wesentlichen identisch ist. Ent-
sprechend bilden auch in vielen allgemeineren Fallen gewisse Schnitt-
geraden der in einer Punkt-Ebenen-Konfiguration auftretenden Ebenen
zusammen mit den Konfigurationspunkten eine Punkt-Geraden-Konfigu-
ration, und umgekehrt kann man oft eine Punkt-Geraden-Konfiguration
in eine Punkt-Ebenen-Konfiguration verwandeln, indem man gewisse
Verbindungsebenen incidenter Konfigurationsgeraden hinzunimmt.

Beschranken wir uns dhnlich wie in der Ebene zunichst auf den Fall,
daB die Anzahl der Punkte und Ebenen gleich ist, da} wir also eine Punkt-
Ebenen-Konfiguration von p Punkten und p Ebenen vor uns haben.
Ist dann jeder Punkt mit # Ebenen incident, so muf3 aus demselben
Grund wie in der Ebene auch jede Konfigurationsebene mit #» Punkten
incident sein; wir wollen solche Konfigurationen mit (p,) bezeichnen.

Um die trivialen Fille auszuschlieBen, miissen wir annehmen, daf3
#n mindestens 4 ist. Fir p =7 ist eine Konfiguration (p,) nicht
moglich. Fir p = 8 dagegen lassen sich bereits fiinf verschiedene
Schemata aufstellen, die siamtlich geometrisch verwirklicht werden
konnen. Eine dieser Konfigurationen (8,), die sog. MéB1ussche Kon-
figuration, ist geometrisch wichtig, da ihre letzte Incidenz von selbst
erfilllt ist, sie also einen geometrischen Satz enthilt. Diese Konfigu-
ration besteht aus zwei Tetraedern, die einander zugleich ein- und
umbeschrieben sind.

Wenn wir zu héheren Konfigurationen iibergehen, wird die Zahl
der Moglichkeiten immer groBer, so daB sich bald keine Ubersicht mehr
behalten liBt. So gibt es z. B. bereits sechsundzwanzig geometrisch
realisierbare Konfigurationen (9,). Wir wollen daher nur zwei besonders
wichtige rdumliche Konfigurationen niher betrachten, die auch bei
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andersartigen mathematischen Problemen eine Rolle spielen. Es sind
dies die REvEsche Konfiguration und die ScHLAFLIsche Doppelsechs.

§ 22. Die Revesche Konfiguration.

Die RevEsche Konfiguration besteht aus zw6lf Punkten und zwélf
Ebenen. Sie enthilt einen projektiv-geometrischen Satz, so dafl die
letzte Incidenz stets von selbst erfiillt ist, wie wir auch die Lage der
Punkte und Ebenen annehmen. Um aber eine anschauliche Vorstellung

A

D

S

Abb. 145.

von der REvEschen Konfiguration zu gewinnen, wollen wir zunichst
den einzelnen Konfigurationspunkten eine spezielle symmetrische An-
ordnung geben.

Als Konfigurationspunkte nehmen wir die acht Eckpunkte eines
Wiirfels, ferner den Wiirfelmittelpunkt, und schlieBlich die drei unend-
lich fernen Punkte, in denen sich je vier parallele Wiirfelkanten treffen
(Abb. 145). Als Konfigurationsebenen nehmen wir die sechs Wiirfel-
ebenen und die sechs Diagonalebenen, die durch je zwei gegeniiber-
liegende Kanten laufen. In dem so entstandenen Gebilde liegen auf
jeder Ebene sechs Punkte; nimlich auf den Wiirfelebenen vier Eck-
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punkte und zwei unendlich ferne Punkte und auf den Diagonalebenen
der Mittelpunkt des Wiirfels, vier Eckpunkte und ein unendlich ferner
Punkt. Andererseits schneiden sich auch in jedem Punkt sechs Ebenen;
ndmlich im Wiirfelmittelpunkt die sechs Diagonalebenen, in jeder Wiirfel-
ecke drei Diagonalebenen und drei Wiirfelebenen, in den unendlich
fernen Punkten vier Wiirfelebenen und zwei Diagonalebenen. Wir haben
also durch unsere Konstruktion in der Tat eine Punkt-Ebenen-Konfi-
guration gewonnen, und zwar ist ihr Symbol (12).

Wir kénnen aber das Gebilde auch als Punkt-Geraden-Konfiguration
auffassen, indem wir einige Schnittgeraden der vorher angegebenen Ebe-
nen auswihlen, und zwar die zwolf Kanten und vier Hauptdiagonalen
des Wiirfels. Jede dieser Geraden enthédlt drei Konfigurationspunkte;
die Kanten namlich enthalten je zwei Ecken und einen unendlich fernen
Punkt, die Diagonalen je zwei Ecken und den Mittelpunkt. Ferner
gehen durch jeden Punkt vier Geraden; ndmlich durch die Ecken je
drei Kanten und eine Hauptdiagonale, durch den Mittelpunkt vier
Hauptdiagonalen und durch jeden unendlich fernen Punkt je vier
Kanten. Die Punkte und Geraden der REvEschen Konfiguration bilden
also eine Konfiguration (12,, 16,).

Ferner 18t sich abzidhlen, daB durch jede Gerade drei Ebenen gehen
und in jeder Ebene vier Geraden liegen. Sie bilden mit den sechs in
dieser Ebene gelegenen Punkten die Geraden und Punkte eines voll-
stindigen Vierseits.

Die REvEsche Konfiguration tritt in mehreren geometrischen Zu-
sammenhingen auf, z. B. im System der Ahnlichkeitspunkte von vier
Kugeln, das wir jetzt betrachten wollen.

Als Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise oder Kugeln bezeichnet man
bekanntlich die beiden Punkte, die die Verbindungsstrecke der Kreis-
oder Kugelmittelpunkte innen und auBlen im Radienverhdltnis teilen.
Der Punkt innerhalb der Strecke heiBt der innere, der Punkt auf der
Verlangerung der duBere Ahnlichkeitspunkt. Wenn zwei Kreise auBer-
halb einander liegen, so treffen sich im inneren Ahnlichkeitspunkt die
beiden Geraden, die die Kreise zu verschiedenen Seiten beriihren, im
duBeren Ahnlichkeitspunkt die beiden Geraden, die die Kreise von
derselben Seite her beriihren (Abb. 146). Durch Rotation dieser Figur
um die Mittellinie ergibt sich eine analoge Tangenteneigenschaft fiir
die Ahnlichkeitspunkte zweier Kugeln. (Doch gibt es viele gemeinsame
Tangenten der beiden Kugeln, die durch keinen Ahnlichkeitspunkt
gehen). Wir wollen mit (¢k) den duBeren, mit (:k)’ den inneren Ahn-
lichkeitspunkt zweier Kreise oder Kugeln ¢, & bezeichnen.

Wir betrachten nun drei Kreise oder Kugeln 1, 2, 3. Sie besitzen
drei innere und drei auBere, also sechs Ahnlichkeitspunkte; wir denken
uns die Mittelpunkte auf einem Dreieck und nicht in einer Geraden
angeordnet, so daB keine zwei Ahnlichkeitspunkte zusammenfallen
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und nicht alle sechs auf einer Geraden liegen kénnen. Nach einem
Satz von MoONGE liegen dann stets die drei duBeren Ahnlichkeits-
punkte (12), (23) und (31) auf einer Geraden (Abb.147) sowie jeder
duBere Ahnlichkeitspunkt mit den beiden inneren Ahnlichkeitspunk-
ten, die nicht mit ihm zusammengehdren, z.B. (12)’, (23)" und (31)*.
Alle  Ahnlichkeits-
punkte liegen dem-
nach auf vier Ge-
raden, die man die
Ahnlichkeitsachsen
von 1, 2, 3 nennt.
Man kann den Satz
von MoNGE da-
hin zusammenfassen,
daB die Ahnlichkeits-
punkte und -achsen
die sechs Punkte und vier Geraden eines vollstindigen Vierseits bilden,
in dem die Mittelpunkte von 1, 2, 3 das Diagonaldreieck darstellen.
Wir wollen auch fiir die Ahnlichkeitsachsen Symbole einfithren; wir
bezeichnen mit (123) die Verbindungsgerade der duBeren Ahnlichkeits-
punkte, mit (1'23) die Achse, auf der (23), (12)’ und (13)’ liegen usw.
(23)

Abb. 146.

Abb. 147

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns zu vier Kugeln 1, 2, 3, 4,
deren Mittelpunkte nicht alle in einer Ebene liegen, so daB also auch

* Beweis: Sind 7, 7,, 7; die Radien von 1, 2, 3, so werden die Seiten des von den
Mittelpunkten gebildeten Dreiecks durch die duBleren Ahnlichkeitspunkte in den
Verhaltnissen — 1, — 2 , — s geteilt. Da das Produkt dieser Verhiltnisse —1

72 73 "1
betragt, liegen die auBeren Ahnlichkeitspunkte nach dem Satz von MENELAUS
auf einer Geraden. Ersetzt man zwei a4uBere Ahnlichkeitspunkte durch die ent-
sprechenden inneren, so andern zwei der Teilungsverhaltnisse ihr Vorzeichen. Das

Produkt bleibt also —1, d. h. wir haben wieder drei Punkte einer Geraden erhalten.
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nicht drei Mittelpunkte in eine Gerade fallen kénnen (vgl. Abb. 148,
S.124). Ich behaupte, daB die Gesamtheit der Ahnlichkeitspunkte und
-achsen dieser Kugeln die Punkte und Geraden einer REvEschen Kon-
figuration bilden. Da ich die Ziffern 1, 2, 3, 4 zu sechs verschiedenen
Paaren zusammenfassen kann und jedes Paar einen duBeren und einen
inneren Ahnlichkeitspunkt darstellt, gibt es im ganzen zwélf Ahnlich-
keitspunkte. Ebenso haben die Achsen die richtige Anzahl sechzehn.
Ich kann nimlich aus den vier Ziffern vier verschiedene Tripel bilden,
und jedes Tripel stellt vier verschiedene Achsen dar, z. B. (123), (1'23),
(12'3) und (123’). Jede Achse ist mit drei Punkten incident, z. B.
(123) mit (12), (23), (13). Ebenso ist jeder Punkt mit vier Achsen
incident, z.B. (12) mit (123), (123'), (124), (124)" oder (12)' mit (1'23),
(12'3), (1'24), (12'4).

Die Ahnlichkeitspunkte und -achsen bilden also in der Tat eine
Konfiguration (124, 16;). Um sie als identisch mit der REvEschen Kon-
figuration zu erkennen, miissen wir noch zwdlf geeignete Ebenen aus-
findig machen. Wir nehmen zunichst die vier Ebenen, in denen je drei
Kugelmittelpunkte liegen; in jeder dieser Ebenen bilden die mit ihr
incidenten Punkte und Achsen wie in der REvEschen Konfiguration
ein Vierseit. Um nun noch acht weitere solche Ebenen zu finden, nehmen
wir einfach simtliche noch fehlenden Ebenen, die von irgend zwei in
einem Konfigurationspunkt incidenten Achsen aufgespannt werden.
Diese Achsen miissen jedenfalls zu verschiedenen Zahlentripeln gehoren,
denn zwei Achsen des gleichen Tripels, z. B. (123) und (1'23) spannen
stets die Ebene dreier Kugelmittelpunkte auf (in unserem Beispiel die
Ebene 1, 2, 3), fiihren also zu nichts Neuem. Nehmen wir zunichst
zwei Achsen, die nur duBere Ahnlichkeitspunkte enthalten, etwa (123)
und (124). Sie spannen eine Ebene auf, die durch (12) geht. In dieser
Ebene liegen noch die vier weiteren Punkte jener Achsen: (13), (23),
(14), (24). Nun liegen aber (23) und (24) auf der weiteren Achse (234),
die auch den letzten noch fehlenden #uBeren Ahnlichkeitspunkt (34)
enthilt. Die sechs duBeren Ahnlichkeitspunkte liegen also simtlich in
einer und derselben Ebene, die wir betrachtet haben. An Achsen ent-
hilt diese Ebene auller (123) und (124) auch die ibrigen ,,duleren‘
Achsen (134) und (234); sie ist also in der Tat mit sechs Punkten und
vier Geraden incident. Wir nehmen jetzt den Fall einer duBeren und
einer inneren Achse, die zu verschiedenen Zahlentripeln gehéren und
incident sind; da sie sich nur in einem #uBeren Ahnlichkeitspunkt
treffen konnen und da alle Ziffern gleichberechtigt auftreten, diirfen wir
(123) und (124’) wihlen. Auf diesen Achsen liegen auBer dem Schnitt-
punkt (12) noch (13), (23), (14)’, (24)’. Wie oben schlieBen wir, dal3
noch die Achsen (134') und (234') und der Punkt (34)’ auf dieser Ebene
liegen. Wir finden also, daB die drei inneren Ahnlichkeitspunkte, die
die Kugel 4 mit den ibrigen Kugeln bestimmt, mit den drei duBeren
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Ahnlichkeitspunkten des Tripels 1, 2, 3 in einer Ebene liegen. Es muf
vier Ebenen dieser Art geben. In unserer Betrachtung fehlt noch der
Fall, daB wir von zwei inneren incidenten Achsen ausgehen; nun liegen
zwar auf der soeben betrachteten Ebene drei paarweise incidente innere
Achsen; sie haben aber stets einen inneren Ahnlichkeitspunkt gemein.
Wir gehen daher nunmehr von zwei Achsen, z. B. (123’) und (124) aus,
die sich in einem #uBeren Ahnlichkeitspunkt — in diesem Fall (12) —
schneiden. In der von ihnen bestimmten Ebene liegen auBler dem
Schnittpunkt (12) noch die Punkte (13)", (23)’, (14)’, (24)’. In dieser
Ebene liegen also auch die Achsen (1°34) und (2'34) sowie der Punkt
(34). Diese Ebene enthdlt demnach vier innere Achsen; sie trifft von den
Kanten des Tetraeders 1, 2, 3, 4 die Gegenkanten 1,2 und 3, 4 in den
duBeren, die {ibrigen vier Kanten in inneren Ahnlichkeitspunkten. Es
muB drei Ebenen dieser Art geben, da jedes Tetraeder drei Paare gegen-
iiberliegender Kanten enthdlt. Wir haben also durch unser Verfahren
im ganzen 1 + 4 4+ 3 = 8 Ebenen erhalten.

Der Ubersicht halber wollen wir noch die beiden Schemata aufstellen,
die die Incidenz zwischen den Punkten und Ebenen und zwischen den
Achsen und Ebenen angeben. Die Seitenflichen des Tetraeders sind
mit I, 11,111, IV bezeichnet, wobei I dem Punkt 1 gegeniiberliegt. Die
Ebene der aulleren Ahnlichkeitspunkte ist e, genannt, die vier Ebenen
mit je drei &uBeren und drei inneren Ahnlichkeitspunkten sind je nach
der ausgezeichneten Ziffer e, bis ¢, genannt, die drei iibrigen Ebenen
sind entsprechend der Kantenpaarung des Tetraeders mit (12, 34),
(13,24), (14, 23) bezeichnet. Bei der Bezeichnung der Punkte und
Geraden sind die Klammern der Kiirze halber fortgelassen.

I u|mw]al|alalal]ea |ozseusnues
I

23 13 12 312 12 23 13 12 12 12 13 14
24 |14 [14 [13 |13 |24 14 |13 | 34 | 24 | 23
34 |34 |24 |23 |14 |34 34 |24 |23 | 13 | 12" | 12

Punkte
237113 [ 127 1127 | 23 127 [127 |13 [ 14" | 14" | 14" | 13’
24" | 147 {147 13" | 24 |13 | 23 |23 24" | 237 | 237 | 247
347134 | 247 |23 | 34 | 147 | 24/ | 347 |34 | 24 | 347 | 30

Ebenen
I 1 Ir \ III‘ Iv eq & ’ ey e A (12,34)‘(13,24)(14,23)
|

234 1341124 123 | 123 234\134 124 (123 11237, 12'3|1°23
Geraden 23411734 11724 11723 | 124 [ 172311273 {123/ {124’ | 1247 | 1724 | 12’4
2374{13’4(12°4|12°3]134|1'24{12'4|13°4 134" 1’34!134’ 13’4
234713471247 123|234 | 17342734 |2374|2347| 2734 | 23'4| 234"
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In Abb. 148 ist die Konfiguration dargestellt!. Daf} es dieselbe Kon-
figuration ist wie Abb. 145, erkennt man anschaulich, wenn man sich
(12), (12)’ und (3 4) in paarweise senkrechten Richtungen ins Unendliche
geriickt denkt ; dann werden dasdie drei unendlich fernen Konfigurations-

1
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(23)
Abb. 148.

punkte von Abb. 145. Die acht Punkte (13), (14), (23), (24), (13},
(14), (23)', (24)" werden die Wiirfelecken, und (34)’ wird der Wiirfel-
mittelpunkt. In diesem Falle riicken aber auch die Punkte 1 und 2 ins
Unendliche. Um auch zu Abb. 145 vier zugehérige Kugeln zu bestimmen,
muB man daher die Definition des Ahnlichkeitspunktes durch Hinzu-

nahme von Grenzfillen erwei-

tern. Zuidchst hat man als

m /—\ duBeren  Ahnlichkeitspunkt
4 k) K ¢ gleich groBer Kreise oder
Kugeln den unendlich fernen

Abb. 149, Punkt auf der Mittellinie an-

zusehen (Abb. 149). Betrachtet

man ferner eine Kugel # und eine Ebene ¢ (Abb. 150), so hat man als Ahn-

lichkeitspunkte dieser beiden Gebilde die beiden Endpunkte (ke) und (%e)”
des auf e senkrechten Durchmessers von 2 zu wihlen. Schneidet e nim-

1 FaBt man Abb. 148 als ebene Figur auf, so stellt sie eine ebene Kon-
figuration (12, 16;) dar, die aus den Ahnlichkeitspunkten und Achsen vierer
in einer Ebene gelegener Kreise besteht. Die Mittelpunkte sind wieder 1, 2, 3, 4,
die Radien kann man ebenso groB8 wie im raumlichen Fall wahlen.
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lich die Verlangerung dieses Durchmessers in P und ersetzt man e durch
eine Schar immer gréBerer Kugeln K, die e in P beriihren, so erkennt man,
daB die Ahnlichkeitspunkte von % und K gegen (ke) und (ke)’ riicken.
Fir zwei Ebenen ¢ und f endlich, die sich in einer Geraden g schneiden
(Abb. 151), hat man als Ahnlichkeitspunkte die unendlich fernen Punkte
anzusehen, deren Richtungen auf g senkrecht stehen und die beiden
von ¢ und f gebildeten Winkel halbieren. Man kann auch diese De-
finition durch Grenziibergang
rechtfertigen, indem man g
durch den Schnittkreis zweier
immer groferer, jedoch stets
paarweise kongruenter Kugeln p
ersetzt, die ¢ und f in einem _
festen Punkt von g beriihren. (ke) i the)’
Mit Hilfe dieser Definitionen
kann ich die Revesche Kon- a e
figuration auch in der ur-
spriinglich betrachteten Gestalt
als System von Ahnlichkeits-
punkten auffassen. Um die Mittelpunkte der vorderen und hinteren
Wiirfelfliche (Abb. 145) schlage ich die Kugeln 3 und 4. Ihre Radien
wihle ich gleich groB, und zwar so grof3, dal jede Kugel durch die vier
Ecken der zugehorigen Flache geht. Senkrecht zu den Diagonalen
dieser Flachen lege ich in beliebigem Abstand die Ebenen 1 und 2.
Dann erscheinen die Konfigurationspunkte als Ahnlichkeitspunkte von

Abb. 150.

1, 2, 3, 4 in der zu Abb. 148 analogen
Verteilung. ?
Es liegt nahe, statt dieses Ausartungs- (;}) p

falles vier gleich groBe Kugeln zugrunde zu

legen, deren Mitten ein regulires Tetraeder P
bilden. Die 4uBeren Ahnlichkeitspunkte . )
miissen dann in die unendlich fernen Punkte

der sechs Tetraederkanten fallen, die un-

endlich ferne Ebene gehért also der Kon- Abb. 151.
figuration an, als Ebene ¢, in unserer Be-

zeichnung. Die inneren Ahnlichkeitspunkte sind die Tetraederkanten-
mitten. Diese sechs Punkte bilden (Abb. 152) die Ecken eines reguliren
Oktaeders. Seine Seitenflichen sind simtlich Konfigurationsebenen;
es sind ndmlich die Tetraederflichen I, I7, ITI, IV und die in unserem
Schema mit e,, ey, e;, ¢, bezeichneten Ebenen. Die noch fehlenden
drei Ebenen sind die drei Symmetriebenen des Oktaeders. Die Geraden
der Konfiguration sind die vier unendlich fernen Geraden der Tetraeder-
flichen (auBere Ahnlichkeitsachsen) und die zwolf Oktaederkanten
(innere Ahnlichkeitsachsen).
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Wir haben schon im ersten Kapitel auf die Verwandtschaft zwischen
Wiirfel und Oktaeder hingewiesen. Nach den Ausfiihrungen von § 19
koénnen wir sagen, dal Wiirfel und Oktaeder einander dual entsprechen.
Ebenso 148t es sich nun allgemeiner zeigen, daB3 die Punkte und Ebenen
von Abb. 152 zu den Ebenen und Punkten von Abb. 145 dual sind; die
Ecken und Fliachen des Wiirfels entsprechen den Flichen und Ecken
des Oktaeders, der Wiirfelmittelpunkt und die sechs mit ihr incidenten
Ebenen entsprechen der unendlich fernen Ebene und den sechs mit ihr
incidenten Punkten der Oktaederfigur, die drei unendlich fernen Punkte
beim Wiirfel entsprechen den drei Symmetrieebenen des Oktaeders!.

Abb. 152.

Damit ist bewiesen, daf3 die REvEsche Konfiguration dual invariant ist.
Nun werden zwar bei der dualen Zuordnung zwischen Wiirfel und Okta-
eder die Ebenen und Punkte einer REvEschen Konfiguration auf die
Punkte und Ebenen einer anderen von der ersten ganz verschieden
gestalteten REvEschen Konfiguration abgebildet; im Sinne der projek-
tiven Geometrie sind aber alle REYEschen Konfigurationen als identisch
anzusehen?.

Wir wollen nun auch die andere wichtige Symmetrieeigenschaft,
die wir bei den ebenen Konfigurationen kennengelernt haben, an der

1 Diese Zuordnung entsteht durch Polarenverwandtschaft an der dem Wiirfel

einbeschriebenen Kugel.

2 Eine projektive Verallgemeinerung der Oktaederfigur erhalt man, wenn
man von irgendeinem projektiven Koordinatensystem im Raume ausgeht. Die
Einheitspunkte der sechs Koordinatenachsen sowie deren Schnittpunkte mit der
Einheitsebene sind stets die Punkte einer REveschen Konfiguration.
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Reveschen Konfiguration nachweisen; wir wollen zeigen, dall diese
Konfiguration reguldr ist. Aus dem Bisherigen 1403t sich das keineswegs
vermuten, denn inbezug auf das System der Ahnlichkeitspunkte zer-
fallen die Ebenen in vier verschiedene Klassen, und bei der Verwirk-
lichung der Konfiguration durch Wiirfel und Oktaeder spielen sowohl
die Punkte als auch die Ebenen verschiedenartige Rollen. Wir wollen
nun im folgenden Abschnitt eine Herleitung der REvEschen Konfigu-
ration geben, bei der die Gleichberechtigung aller Elemente evident ist.
Zu diesem Zweck miissen wir uns ndher mit den reguliren Korpern des
drei- und des vierdimensionalen Raums vertraut machen. Wie man
ndmlich die Korper in die Ebene projizieren kann, so lassen sich die
Gebilde des vierdimensionalen Raums in den dreidimensionalen Raum
projizieren, und eins dieser Gebilde liefert bei geeigneter Projektions-
methode die REvEsche Konfiguration als Bild.

§ 23. Regulidre Korper und Zelle und ihre Projektionen.

Im ersten Kapitel haben wir die fiinf reguldren Koérper des drei-
dimensionalen Raumes zusammengestellt. Unter ihnen nimmt das
Tetraeder eine Sonderstellung ein, weil es zu sich selbst dual ist, wihrend
sich die {ibrigen vier Kérper paarweise dual entsprechen; das Oktaeder
dem Wiirfel und das Dodekaeder dem Ikosaeder. Vielleicht hingt mit
dieser Besonderheit des Tetraeders eine zweite Erscheinung zusammen,
wodurch sich dieser Kérper von den vier anderen unterscheidet. Diese
ndmlich sind als ,,zentrisch symmetrisch® zu bezeichnen, weil paarweise
die Ecken unter sich, die Kanten unter sich und die Flachen unter sich
symmetrisch zum Mittelpunkt liegen; verbindet man z. B. eine Wiirfel-
ecke mit dem Mittelpunkt des Wiirfels, so trifft die Verbindungslinie
den Wiirfel in einer weiteren Ecke. Dagegen ist das Tetraeder nicht
zentrisch symmetrisch; die Verbindungslinie einer Ecke mit dem
Mittelpunkt trifft das Tetraeder zum zweitenmal in der Mitte einer
Seitenflache.

Durch entsprechende Untersuchungen, wie wir sie im ersten Kapitel
angestellt haben, kann man nachweisen, daB im vierdimensionalen Raum
ebenfalls nur endlich viele regulire Koérper, und zwar sechs, moglich
sind!. An diesen Gebilden treten natiirlich auBer den Ecken, Kanten
und Flichen auch noch Raumstiicke als Begrenzungsstiicke auf. Genau
wie wir im dreidimensionalen Raum forderten, daf die begrenzenden
Flichen reguldre Polygone sein sollten, haben wir im vierdimensionalen
Raum zu verlangen, daf$} die begrenzenden Riume des Gebildes regulire
Polyeder sind. Wir bezeichnen ein derartiges Gebilde als ,,Zell”, und
zwar als n-Zell, wenn es von # Polyedern begrenzt wird, Wir stellen in

1 Man vergleiche z. B. das Buch von H. DE Vrigs: Die vierte Dimension,
Leipzig und Berlin, 1926.
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der folgenden Tabelle die wichtigsten Angaben iber die reguliren Zelle
des vierdimensionalen Raums zusammen.

4-dimensionaler Raum.

Zahl und Art der be- Zahl der Dualitat
grenzenden Polyeder Ecken uatita
1. §5-Zell 5 Tetraeder 5 ‘ sich selbst dual
2 8-Zell 8 Wiirfel 16 cinander dual
3. 16-Zell 16 Tetraeder 8
4. 24-Zell 24 Oktaeder 24 | sich selbst dual
5. 120-Zell 120 Dodekaeder 600 { . der dual
6. 600-Zell 600 Tetraeder 120 | cmander dua

Die Dualititsverhiltnisse, wie sie in der letzten Spalte angegeben
sind, folgen ohne weiteres aus der Betrachtung der Tabelle. Im vier-
dimensionalen Raum sind ndmlich die Punkte zu den Radumen sowie die
Geraden zu den Ebenen dual.

Aus.der Tabelle sehen wir, da3 das Tetraeder dem 5-Zell entspricht;
ferner entsprechen Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder der
Reihe nach dem 8-, 16-, 120- und 600-Zell. Das 24-Zell nimmt eine
Sonderstellung ein. Es ist ndmlich nicht nur sich selbst dual, sondern
auch zentrisch symmetrisch, wihrend das andere selbstduale Zell, das
5-Zell, ebenso wie das ihm entsprechende regulire Tetraeder des drei-
dimensionalen Raums keine zentrische Symmetrie besitzt.

Dieselben Untersuchungen sind auch auf R&dume noch héoherer
Dimensionenzahl ausgedehnt worden. Es tritt aber in diesen Fillen
eine grofere Einfachheit und RegelmaBigkeit zutage, da in allen diesen
Réumen nur drei regulire Korper méglich sind. Wir stellen die wichtig-
sten Angaben wieder in Tabellenform zusammen:

n-dimensionaler Raum. n=5.

Zahl und Art der begrenzenden | Zahl der .
aZellela1 I:'on n—1 Dimil;lsionen Ecken Dualitat
1. (n+1)-Zell | »+1 n-Zelle n-+1 sich selbst dual
2. 2n-Zell 2n  (2n — 2)-Zelle 2" inander dual
3. 2"-Zell 2" n-Zelle 2n | etnander dua

Im dreidimensionalen Raum entspricht diesen drei Arten von Zellen
das Tetraeder, der Wiirfel und das Oktaeder (41 =4, 2un =0,
2" = 8), im vierdimensionalen Raum das 5-, 8-, 16-Zell. Dodekaeder
und Tkosaeder sowie andererseits das 24-, 120- und 600-Zell haben also
kein Analogon in Riumen héherer Dimensionenzahl.

Wir wollen nun die Projektionen der reguliren Koérper in den um
eine Dimension niedrigeren Raum betrachten. Wir beginnen mit den
Projektionen der regulidren Polyeder des dreidimensionalen Raums auf
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eine Ebene. Je nach Wahl des Projektionszentrums und der Bildebene
fallen diese Projektionen natiirlich ganz verschieden aus. In den
Abb. 95 bis 99, S. 81 hatten wir Parallelprojektion gewihlt, also das
Projektionszentrum ins Unendliche geriickt. Dieses Verfahren hat den
Vorteil, dall Parallelen parallel bleiben. Es hat aber den Nachteil, dafB
die Flichen einander teilweise iiberschneiden. Diesen Nachteil kénnen

Abb. 153. Tetraeder.

Abb. 156. Dodekaeder.

Abb. 154. Wurfel.

Abb. 155. Oktaeder. Abb. 157. Ikosaeder.

wir beseitigen, wenn wir das Projektionszentrum sehr nahe an eine
Seitenfliche heranriicken. Der Symmetrie halber wollen wir es senk-
recht dicht iiber die Mitte einer Seitenfliche legen und diese Fliche als
Bildebene wihlen. Dann ergeben sich fiir die fiinf reguliren Kérper die
in Abb. 153 bis 157 gezeichneten Bilder. Wir erhalten diese Ansichten,
wenn wir eine Fldche des Polyeders entfernen und durch das so ent-
standene Loch ins Innere sehen.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 9
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Wenn wir das Zentrum auf die Begrenzung selbst legen, erscheinen
die durchs Zentrum gehenden Seitenflichen als Geraden, das Bild wird
also stark unsymmetrisch.

Lassen wir nun das Zentrum ins Innere des Korpers riicken, so tritt
bei der Abbildung eine wesentliche Anderung ein; die Abbildung muf3

sich dann durchs Unendliche hin-

/‘ durchziehen, wie wir die Bildebene

/ auch legen. Jede Ebene durchs
¢ Zentrum schneidet ndmlich das
Polyeder. Das gilt insbesondere
fiir die durchs Zentrum gehende
Parallelebene der Bildtafel, die
die unendlich fernen Bildpunkte
liefert (vgl. S.101). Trotzdem
fiihrt diese Art der Abbildung
auf eine geometrisch interessante
Erscheinung, und zwar wenn
wir das Projektionszentrum in
den Mittelpunkt des Polyeders
legen. In diesem und nur in die-
sem Fall ergibt sich nidmlich eine
symmetrische Einteilung im Biin-
/ Abb. 158. del der Sehstrahlen. Wir kénnen
das Strahlenbiindel, wie S. 103 er-

wihnt, als Modell der projektiven Ebene ansehen, wenn wir die Ge-
raden des Biindels als ,,Punkte” und die Ebenen des Biindels als ,,Ge-
raden’ deuten. Somit fiihren die reguldren Kérper zu reguliren Ein-
teilungen der projektiven Ebene. Diese Einteilung kann aber nur bei
zentrisch symmetrischen Korpern die projektive Ebene einfach {iber-
decken; beim Tetraeder liefert jeder Seh-
strahl zwei verschiedene Bilder, je nach sei-
nen beiden DurchstoBpunkten mit dem Kor-
per; die projektive Ebene erscheint daher
doppelt tiberdeckt. Bei allen anderen Kor-
pern dagegen liefert jedes Paar diametraler
Elemente genau einen Bestandteil der pro-
jektiven Ebene. Wenn wir das Strahlenbiin-
del mit einer Ebene zum Schnitt bringen,
also eine Projektion im eigentlichen Sinne
betrachten, kénnen wir die Symmetrie nicht vollstindig aufrechterhalten.
Besonders einfach wird aber das Bild, wenn wir eine Projektionsebene
withlen, die durch eine Ecke geht und dort auf der Verbindungslinie der
Ecke mit dem Mittelpunkt des Korpers senkrecht steht (Abb. 158 fiirs
Oktaeder). Die fiinf so entstehenden Figuren sind in Abb. 159 bis 163

Abb. 159. Tetraeder.
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dargestellt. Jedesmal ist eins der durchs Unendliche gehenden Gebiete
durch Schraffur hervorgehoben. Beim Tetraeder ist die Bildebene dop-
pelt diberdeckt. In allen iibrigen Figuren stellt jedes Polygon der Ebene
genau zwei Diametralflichen des Korpers dar.

Abb. 160. Oktaeder. Abb. 162. Dodekaeder.

Abb. 161. Wurfel. Abb. 163. Ikosaeder.

Eine weitere Reihe einfacher Figuren erhilt man, wenn man bei den
symmetrischen Koérpern (Abb. 164 fir den Wiirfel) die Bildebene in
eine Seitenfliche legt (beim Tetraeder entsteht dadurch keine neue
Figur). In Abb. 165 bis 168 sind diese Ansichten dargestellt?,

1 Die Projektion des Oktaeders entspricht in diesem Fall der Einteilung
der Ebene in vier Dreiecke durch ein projektives Koordinatensystem.

9*
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Wir kénnen nun analoge Projektionsmethoden anwenden, um die
Zelle des vierdimensionalen Raums durch Kérper des dreidimensionalen

Abb. 164.

Abb. 165. Oktaeder. Abb. 166. Wirfel.

Abb. 167. Dodekaeder
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Raums abzubilden. Als ungeeignet erweist sich dabei die Parallelprojek-
tion, weil dann die begrenzenden Polyeder des Zells durch Polyeder

Abb. 168. Ikosaeder.

im Raum dargestellt werden, die einander teilweise iiberdecken und
durchdringen miissen. Dagegen erhalten wir ibersichtliche Bilder,
wenn wir das Verfahren anwenden,
das in den Abb. 153 bis 157 be-
nutzt war. Die begrenzenden Poly-
eder des Zells werden durch ein

Abb. 169. 5-Zell. Abb. 170. 8-Zell.

System von Polyedern dargestellt, von denen eins ausgezeichnet ist
und durch die anderen liickenlos und einfach ausgefiillt wird. Wenn
wir diese Modelle wiederum in die Ebene projizieren, so erhalten wir
Bilder, wie sie in Abb. 169 bis 172 dargestellt sind. In Abb. 172 kann
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man mit einiger Miihe feststellen, dall das groBe Oktaeder von 23
kleineren Oktaedern (von viererlei Gestalt) ausgefillt ist, so dafl im
ganzen 24 Korper auftreten. Beim 120- und 600-Zell wiirden die Fi-
guren zu uniibersichtlich werden.

Wenn wir das Projektionszentrum in den Mittelpunkt des Zells
legen, so miissen wir regulire Einteilungen des projektiven Raums
erhalten. Wir konnen uns fiir den projektiven Raum kein ebenso sym-
metrisches Modell herstellen, wie es das Strahlenbiindel fiir die projek-
tive Ebene ist; denn dann hitten wir ein vierdimensionales Gebilde zu
betrachten. Wir miissen also einen bestimmten dreidimensionalen Raum

Abb. 171, 16-Zell.

als Bildraum auszeichnen, wobei die Symmetrie teilweise verlorengeht.
Wir wollen aber, um die Symmetrie wenigstens teilweise zu erhalten,
den Bildraum in den analogen Stellungen annehmen wie die Projek-
tionsebene in dem um eine Dimension niedrigeren Fall; entweder soll
der Bildraum entsprechend der in Abb. 164 dargestellten Anordnung
mit einem der begrenzenden Riume zusammenfallen, oder er soll durch
eine Ecke des Zells gehen und die entsprechende Lage haben wie die
Projektionsebene in Abb. 158. Im ersten Fall wird eins der Grenz-
polyeder unverzerrt wiedergegeben, weil es im Bildraum selbst liegt,
im zweiten Fall herrscht zentrische Symmetrie in bezug auf die aus-
gezeichnete Ecke, die ihr eigenes Bild ist. Wir betrachten hier zu-
nédchst die je zwei Abbilder des 16- und des 8-Zells (Abb. 173 und 174).

1 Das 5-Zell ist fir diese Abbildungsweise nicht geeignet, weil es keine zentrische
Symmetrie besitzt.
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Der Raum ist dabei in acht bzw. vier Teile geteilt, und jedes Teilgebiet
entspricht zwei diametral angeordneten Grenzkorpern des Zells. In
Abb. 173 a haben die Raumteile, die sich durchs Unendliche erstrecken,
zweierlei Gestalt. Vier dieser Gebiete besitzen eine ganz im Endlichen
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Abb. 172. 24-Zell.

liegende Seitenfliche (z. B. 1, 3, 4), von der aus sie durchs Unendliche
bis zur gegeniiberliegenden Spitze (z. B. 2) reichen, drei weitere Ge-
biete dagegen haben zwei gegeniiberliegende endliche Kanten (z. B.
1,2 und 3, 4), wihrend alle Seitenflichen durchs Unendliche laufen.
In Abb. 173 b ist die unendlich ferne Ebene selbst eine begrenzende
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Ebene. Wir sehen, dal3 das 16-Zell auf bekannte Einteilungen fiihrt;
nidmlich auf die Oktantenteilung des Raums durch ein projektives oder

Abb. 173a. 16-Zell.

!

[

o

U
Abb. 173b.  16-Zell.

cartesisches Koordinatensystem. Beim 8-Zell, in der Darstellung von
Abb. 174 a, haben die drei Raumteile, die durchs Unendliche gehen,
alle dieselbe Gestalt. In Abb. 174 Db sind durch die Pfeile die Kanten



§ 23. Regulire Korper und Zelle und ihre Projektionen. 137

desjenigen Gebiets hervorgehoben, das dem endlichen Wiirfel von
Abb. 174 a entspricht. Zu den Kanten dieses Gebiets gehéren auch die
endlichen von 1 auslaufenden Kanten auBer 1,6.

Abb. 174 a. 8-Zell.

L

Abb. 174b. 8-Zell.

In den Abb. 175 und 176 sind nun dieselben beiden Projektions-
methoden auf das 24-Zell angewandt. Wir erhalten also eine Einteilung
des Raums in zwélf Oktaeder, von denen alle bis auf das mittlere von
Abb. 175 durchs Unendliche gehen. In diesen Figuren erkennen wir
aber die beiden symmetrischen Anordnungen der REvEschen Konfi-
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guration wieder, die wir im vorigen Abschnitt behandelt haben!. An
dem im Endlichen gelegenen Oktaeder in Abb. 175 sehen wir, daBl die
Ebenen der Konfiguration sowohl die Begrenzung als auch die Sym-
metrieebenen der zwolf Oktaeder bilden. Eine nihere Betrachtung 148t
den inneren Grund dafir
erkennen; durch ein voll-
stindiges Vierseit wird
ndmlich die projektive
Ebene in drei Vierecke
und vier Dreiecke zerlegt
(Abb. 177; Vierecke 1, 2, 3,
Dreiecke I, II, III, IV).
In der REvEschen Konfi-
guration wird jede Ebene v
durch die Konfigurations-

z
geraden in dieser Weise N
eingeteilt; da nun die 2 o J

Grenzflachen der Oktaeder
Dreiecke sind, wahrend
die Symmetrieebenen das
Oktaeder in Vierecken schneiden, so erkennt man, daB jede Ebene
der Konfiguration Symmetrieebene in drei Oktaedern und gemeinsame
Grenzfliche in 2 - 4 Oktaedern ist, wiahrend sie eins der zwolf Okta-
eder nicht trifft; so ist in Abb. 175 die unendlich ferne Ebene Konfi-
gurationsebene, und eins der Oktaeder liegt im Endlichen?.

Abb. 177.

! Dort hatten wir die eine Figur aus der anderen durch Polarenverwandtschaft
an der Kugel erhalten. Jetzt erkennen wir in ihnen Projektionen eines und des-
selben vierdimensionalen Gebildes,
die durch Verlegung des dreidimen- 7\
sionalen Projektionsraumes ineinan-
der uberfihrt werden kénnen. / \

2 Wie das Oktaeder drei Sym-
metrieebenen besitzt, die durch den
Mittelpunkt gehen und die Fliache
in einem Quadrat schneiden, so gibt
es zwolf dreidimensionale Symme-
trieriume des 24-Zells. Sie gehen
durch den Mittelpunkt des Zells
und schneiden es in je einem Kubo-
oktaeder (Abb. 178; eins dieser
Kubooktaeder ist auch in Abb. 172
hervorgehoben). Bei der von uns Abb. 178.
betrachteten Projektion miissen sich
diese Symmetrieriume wie jeder Raum durchs Zentrum in Ebenen verwandeln.
Das sind nun gerade die Ebenen der Reveschen Konfiguration. Den drei
Vierecken und vier Dreiecken entsprechen die diametralen Paare von 2.3 Qua-
draten und 2.4 gleichseitigen Dreiecken des Kubooktaeders.
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Abb. 176 ist insofern einfacher als Abb. 175, als nur zwei Arten von
Oktaedern vorkommen (sechs Oktaeder haben dieselbe Gestalt wie
1, 2, 3, 4, 5, 10, die sechs iibrigen sind kongruent zu 2, 5, 6, 9, 10, 11),
wahrend in Abb. 175 die Oktaeder dreierlei Gestalt haben. Eins ist
namlich ein reguldres Oktaeder, und von den {ibrigen haben drei die
unendlich ferne Ebene zur Symmetrieebene (z. B. 1, 6, 7, 8, 9, 10),
und acht werden von ihr begrenzt (z. B. 3, 4, 7, 8, 10, 11).

Aus dieser Erzeugungsweise der Konfiguration ergibt sich ohne
weiteres die am Schlufl des vorigen Abschnitts aufgestellte Behauptung:
Die REVEsche Konfiguration ist reguldy.

Die vorstehenden Betrachtungen legen es nahe, die #-dimensionalen
reguliren Gebilde auf einen Raum mdglichst niedriger Dimensionszahl
zu projizieren, also auf eine Gerade. Wir wollen untersuchen, wie der
n-dimensionale Wiirfel sich auf eine seiner Hauptdiagonalen projiziert,
wenn wir das Verfahren der senkrechten Parallelprojektion verwenden.
Die Endpunkte 4, B einer solchen Diagonale sind ihre eigenen Bilder.
Die Bildpunkte der iibrigen Wiirfelecken wollen wir C,, C,,... nennen,
in der Reihenfolge, in der sie von A aus gerechnet auf 4 B liegen. Nun
laufen » Wiirfelkanten von 4 aus, und sie alle bilden mit 4 B gleiche
Winkel. Alle ihre Endpunkte haben daher notwendig den Punkt C,
zum Bilde auf 4 B. Ferner ist jede beliebige Wiirfelkante einer der von
A ausgehenden Kanten parallel, der Abstand konsekutiver Punkte
Ck, Cr41 ist daher stets gleich 4C,, also konstant. Demnach wird die
Hauptdiagonale in gleiche Abschnitte geteilt. Man kann zeigen, daB
es gerade » Abschnitte sind und daf§ der Punkt Cy fiir jedes & zwischen

4 und » — 1 Bild von (Z) Wiirfelecken ist, wobei (Z) das bekannte

Symbol der Binomialkoeffizienten ist. Cj ist ndmlich das Bild aller
und nur der Ecken, die man mit 4 durch % und nicht weniger als %
Wiirfelkanten verbinden kann. Es 148t sich abzédhlen, dafl es gerade

(Z) solche Ecken gibt. Am Fall des Quadrats und des gewohnlichen

Wiirfels kann man sich die angegebenen Tatsachen leicht klarmachen.

§ 24. Abzihlende Methoden der Geometrie.

Die letzte raumliche Konfiguration, die wir betrachten wollen, die
ScHLAFLIsche Doppelsechs, fithrt auf eine geometrische Methode beson-
derer Art, die man als abzidhlende Geometrie bezeichnet. Wir wollen
zunachst diese Methode darlegen, um die Untersuchung iiber die Doppel-
sechs nicht auseinanderreiffen zu miissen, und weil jene Methoden auch
fiir sich grofes Interesse bieten.

Es gibt in der Ebene unendlich viele Geraden und unendlich viele
Kreise. Um zunichst die Mannigfaltigkeit aller Geraden der Ebene
zu charakterisieren, denken wir uns ein cartesisches Koordinatensystem
in der Ebene fest gewidhlt. Dann ist im allgemeinen eine Gerade durch
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die beiden gerichteten Strecken, die sie von den Koordinatenachsen
abschneidet, vollstindig bestimmt. Wir kénnen also — abgesehen von
einer sogleich zu erwdhnenden Ausnahme -— die Gerade durch Angabe
zweier Zahlen analytisch festlegen. Diejenigen Geraden, die einer
Achse parallel sind, kénnen wir auch noch durch dieses Verfahren mit
erfassen, indem wir einen der Achsenabschnitte als unendlich grofi
vorgeben. Dagegen entziehen sich unserer Bestimmungsweise alle und
nur die Geraden, die durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems
gehen; alle diese Geraden fiihren auf eine und dieselbe Angabe, dal
namlich beide Abschnitte Null sind.

Man sagt nun, daB die nicht durch den Anfangspunkt gehenden Ge-
raden eine zweiparametrige Schar bilden, und bringt damit zum Aus-
druck, daB} jedes Exemplar der Schar durch zwei Zahlen (die ,,Parameter
der Schar) festgelegt ist und daB einer stetigen Anderung der Parameter
eine stetige Anderung des zugehorigen Gebildes entspricht. Die Geraden,
die durch den Anfangspunkt gehen, bilden nach dieser Definition eine
einparametrige Schar, denn man kann sie durch den Winkel festlegen,
den sie mit einer der Achsen bilden. Man nimmt nun an, daf} eine zwei-
parametrige Mannigfaltigkeit, grob gesprochen, nicht wesentlich ver-
mehrt wird, wenn man ihr noch eine einparametrige Schar hinzufiigt,
die sich der ersten Schar stetig einlagert. In diesem Sinne nennt man
die Gesamtheit aller Geraden der Ebene ebenfalls eine zweiparametrige
Schar. Wir werden die ZweckmiBigkeit dieser Betrachtungsweise bald
einsehen.

Wir kénnen die Geraden der Ebene noch auf viele andere Arten be-
stimmen, z. B. durch den Winkel, den sie mit einer beliebig festgelegten
Geraden bilden, und durch einen Punkt, durch den sie hindurchgehen.
Da zur Festlegung eines Punkts der Ebene zwei Koordinaten nétig sind,
brauchen wir im ganzen drei Parameter, wenn wir eine Gerade auf die
angegebene Art kennzeichnen wollen. Nun kénnen wir aber auf der
Geraden den bestimmenden Punkt willkiirlich wihlen, und die Punkte
einer Geraden bilden ersichtlich eine einparametrige Schar. Eine analoge
Erscheinung bemerken wir, wenn wir eine Gerade durch zwei auf ihr
liegende Punkte bestimmen. Dann brauchen wir vier Parameter, dafiir
bestimmt aber eine zweiparametrige Schar von Punktepaaren dieselbe
Gerade. Um die wahre Parameterzahl zu erhalten, werden wir also im
letzten Beispiel zwei, im vorhergehenden Beispiel einen Parameter ab-
zuziehen haben, und finden dann in Ubereinstimmung mit der zuerst
verfolgten Methode, daB die Geraden der Ebene eine zweiparametrige
Schar bilden. Dieses hier nur angedeutete Verfahren 148t sich analytisch
préazisieren, und es 1a0t sich dann beweisen, dal die Anzahl der Parameter
einer Schar geometrischer Gebilde unabhingig davon ist, auf welche Art
man die Parameter wahlt. Mit Hilfe des Symbols co lassen sich der-
artige Uberlegungen kiirzer schreiben. Wir sagen, daB es in der Ebene
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oo? Geraden gibt, daB es auf einer Geraden oo! Punkte und oo? Punkt-
paare gibt. Die Abzidhlung erhilt dann Analogie zur Division von Zahl-
potenzen; wir haben die ,,Anzahl‘‘ oc? aller Punktepaare der Ebene durch
die ,,Anzahl’’ oo? der Punktepaare einer Geraden zu ,,dividieren‘, um
die richtige ,,Anzahl” oo? aller Geraden der Ebene zu erhalten.

Wir wenden das Verfahren an, um die Mannigfaltigkeit aller Kreise
der Ebene zu kennzeichnen. Ein Kreis ist durch Mittelpunkt und Radius,
also durch dreiZahlenangaben bestimmt, und umgekehrt gehért zu jedem
Kreis nur ein einziges solches Zahlentripel. Demnach gibt es co® Kreise
in der Ebene. Da die Schar aller Geraden nur zweiparametrig ist und
jede Gerade als Grenzfall von Kreisen aufgefalit werden kann, ist die
Schar aller Kreise und Geraden der Ebene ebenfalls dreiparametrig. Da-
mit steht in Einklang, dal durch drei Punkte der Ebene stets ein Kreis
oder eine Gerade gelegt werden kann. Denn es gibt in der Ebene oct
Punktetripel, und je oco?® Punktetripel bestimmen dieselbe Kurve. Analog
kann man zeigen, daB es in einer n-parametrigen Schar ebener Kurven
stets eine Kurve gibt, die durch # ganz beliebig gewihlte Punkte der
Ebene hindurchgeht, daB3 aber durch # 4 1 beliebige Punkte der Ebene
im allgemeinen keine Kurve der Schar geht. Der Satz gilt jedoch nur, wenn
man in der Schar auch alle Grenzfille mitzahlt; ebenso wie zwischen den
Kreisen und Punktetripeln eine eindeutige Zuordnung erst moglich wird,
wenn wir zu den Kreisen auch die Geraden als deren Grenzfille mit-
rechnen. Streng formulieren lassen sich diese Aussagen nur mit analy-
tischen und algebraischen Mitteln, insbesondere miissen auch die imagi-
niren Gebilde mitberiicksichtigt werden.

Wir wollen die Anzahl der verschiedenen Kegelschnitte abzihlen.
Eine Ellipse ist durch ihre beiden Brennpunkte (vier Parameter) und
die konstante Abstandssumme von diesen Punkten, also durch finf
Parameter bestimmt, und zu jeder Ellipse gehért nur ein einziges System
solcher fiinf Angaben. Also gibt es oo® Ellipsen in der Ebene. Ebenso
zeigt man, daB3 es oc® Hyperbeln in der Ebene gibt. Die Ellipsen lassen
sich auch durch ihre beiden Achsenldngen, ihren Mittelpunkt und die
Richtung der groBen Achse festlegen, das sind, in Einklang mit der
allgemeinen Theorie, wiederum fiinf Parameter. Hieraus folgt, dal3 die
Schar aller Parabeln einer Ebene vierparametrig ist, denn nach der
Konstruktion von S. 3 ergeben sich die Parabeln als Grenzfille der
Ellipsen, wobei stets eine einparametrige Schar von Ellipsen dieselbe
Parabel bestimmt und jede Ellipse nur endlich vielen, namlich zwei,
solchen Scharen angehort.

Gibt man die beiden Ellipsenachsen gleich lang vor, so entsteht ein
Kreis. Hier liegt ein TrugschluB nahe. Setzen wir fest, daB beide
Achsen gleich lang sein sollen, so bleiben vier Zahlenangaben {ibrig.
Also kénnte man denken, daBl es oc? Kreise gibe und nicht oo?, wie wir
eben abgezdhlt haben. Der Widerspruch klirt sich dadurch auf, dal3
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bei Gleichheit der Achsen auch noch die Angabe der Achsenrichtungen
iiberfliissig wird, da jedes beliebige Paar senkrechter Kreisdurchmesser
als Grenzfall von Ellipsenachsen aufgefaBt werden kann.

Nach dem Fritheren werden wir nicht erwarten kénnen, dafl durch
flinf beliebige Punkte der Ebene stets eine Ellipse gelegt werden
kann; der Satz kénnte hochstens gelten, wenn man zu den Ellipsen
auch noch die Parabeln und Kreise als Grenzfille rechnet. Es zeigt sich
aber, dal man auch noch die Hyperbeln hinzunehmen muB}. Die Ge-
samtheit aller Kegelschnitte der Ebene, also alle Hyperbeln, Parabeln,
Ellipsen, Kreise, Geradenpaare und (doppelt zdhlende) Geraden, bilden
im Sinne der abzdhlenden Geometrie eine einzige Schar. Nach dem
Fritheren muB diese Schar fiinfparametrig sein, da jeder der unter den
Kegelschnitten vorkommenden Typen einer von fiinf oder weniger
Parametern bestimmten Schar angehort. Fiir die Gesamtheit aller
Kegelschnitte gilt nun in der Tat der Satz, daB durch fiinf beliebige
Punkte der Ebene ein Kegelschnitt geht. Eine ndhere Betrachtung, die
aber nicht abzdhlender Natur ist, lehrt, daBl der Kegelschnitt ein-
deutig bestimmt ist, wenn nicht vier der gegebenen Punkte auf einer Ge-
raden liegen. In diesem Ausnahmefall ist die Bestimmung ersichtlich
vieldeutig; denn durch vier Punkte einer Geraden g und einen fiinften
Punkt P kann ich oo! Geradenpaare g, %, also oo! Kegelschnitte
spezieller Art legen, indem ich 4 als beliebige durch P gehende Gerade
wihle. Liegt auch noch P auf g, so gibt es sogar co? Geradenpaare,
denn dann ist » ganz beliebig wahlbar.

Wir wollen jetzt die abzdhlenden Methoden auf rdumliche Gebilde
anwenden. Wenn wir eine Ebene durch ihre drei Achsenabschnitte in
einem festen rdumlichen Koordinatensystem bestimmen, sehen wir, daB
es im Raum oo® Ebenen gibt; denn die Ebenen durch den Anfangspunkt
des Systems, die allein sich dieser Bestimmungsweise entziehen, bilden
eine nur zweiparametrige Schar. Wir bestidtigen durch Abzidhlung den
elementaren Satz, da durch drei beliebige Raumpunkte eine Ebene
geht; in der Tat gibt es im Raum oc® Punktetripel, in jeder Ebene
dagegen oo®, so dafl die Punktetripel des Raums ,,00%/oc8, d.h.
oo® Ebenen bestimmen.

Indem wir eine Gerade durch zwei Punkte bestimmen, finden wir,
daB es oot Geraden im Raum gibt; denn die Mannigfaltigkeit der Punkte-
paare betrigt im Raum oo® und auf der Geraden oo2.

Die Kugeln konnen wir durch Mittelpunkt und Radius bestimmen.
Demnach gibt es oo Kugeln im Raum. Nehmen wir zu dieser Schar
noch die Ebenen als Grenzfille hinzu, so bestitigt sich uns durch Ab-
zihlung die bekannte Tatsache, daf durch vier Raumpunkte stets eine
Kugel oder Ebene gelegt werden kann. Wie beim Beispiel der Kegel-
schnitte, so ist auch hier die Bestimmung der Kugel nicht immer ein-
deutig, sondern in unserem Fall dann und nur dann, wenn die vier Punkte
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nicht auf einem Kreis oder auf einer Geraden liegen. Die analoge Er-
scheinung gilt allgemein. Wenn eine #-parametrige Flichenschar hin-
reichend umfassend definiert wird (wie in der Ebene die Schar aller Kegel-
schnitte im Gegensatz zur Schar aller Ellipsen), dann geht durch # Raum-
punkte stets eine Fliche der Schar. Diese ist aber nicht ausnahmslos
durch die # Punkte eindeutig bestimmt, sondern nur, wenn die #» Punkte
,,allgemeine Lage” haben, d. h. wenn nicht zwischen ihnen bestimmte
geometrische Relationen bestehen, deren Art von der gegebenen Flichen-
schar abhingt.

Eine Regelfliche zweiter Ordnung ist durch drei windschiefe Geraden
bestimmt. Im Raum gibt es oo* ? = 002 Gradentripel. Da aber auf
einer Regelfliche zweiter Ordnung jede Gerade einer einparametrigen
Schar angehért, so bestimmen o~o? Geradentripel dieselbe Fliche. Also
gibt es oo® Regelflichen zweiter Ordnung.

Ebenso gibt es oo® dreiachsige Ellipsoide. Denn wir erhalten alle
Ellipsoide, und jedes nur einmal, wenn wir den Mittelpunkt (drei Para-
meter), die Achsenldngen (drei Parameter), die Richtung der groBen
Achse (zwei Parameter) und in der darauf senkrechten Ebene durch
den Mittelpunkt die Richtung der kleinen Achse (ein Parameter) vor-
geben.

Die analytische Betrachtung lehrt, dafl es {iberhaupt oc® Flichen
zweiter Ordnung gibt. Fir diese Schar gilt der Satz, daB durch neun
beliebige Raumpunkte stets eine Fliche geht. Damit die Bestimmung
eindeutig werde, damit also die Punkte die fiir diese Schar hinreichend
allgemeine Lage haben, mul man ausschlieBen, daB die Punkte auf
gewissen Raumkurven vierter Ordnung liegen; diese lassen sich ndmlich
als Schnittkurven zweier Flichen zweiter Ordnung konstruieren, so daf3
durch beliebig viele Punkte einer solchen Kurve naturgemdfl keine
eindeutige Bestimmung einer Fliche zweiter Ordnung moglich ist.

Wir wollen nun plausibel machen, dafl auf jeder Fliche zweiter Ord-
nung unendlich viele Geraden liegen. Zu diesem Zweck gehen wir von
einer Tatsache aus, die aus der analytischen Definition der Flichen
zweiter Ordnung unmittelbar folgt: daff ndmlich eine Gerade, die drei
Punkte mit einer solchen Fliche gemein hat, stets ganz in ihr verlduft.
Nun gibt es offenbar oo Punktetripel auf einer Fliche zweiter Ordnung
(und auf jeder beliebigen anderen Fliche). Sucht man diejenigen Tripel
heraus, die auf einer und derselben Geraden liegen, so liefert die ab-
zdhlende Geometrie den SchluB, daB es oo* solcher Tripel gibt, daB3 also
zwei Parameter fortfallen. Das riihrt daher, dal man zwei analytische
Relationen braucht, um auszudriicken, daB einer der Punkte auf der
durch die anderen beiden bestimmten Geraden liegt. Es gilt nun all-
gemein der Satz, daB3 die Parameterzahl einer Schar um # vermindert
wird, wenn man sich auf diejenigen Scharelemente beschrankt, die
# unabhingigen Relationen geniigen; unabhingig heiflen » Relationen,
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wenn man sie nicht durch weniger als » Relationen ersetzen kann. Dem-
nach muf es in der Tat auf jeder Fliche zweiter Ordnung co* kollineare
Punkttripel geben. Jede Gerade, die ein solches Punktetripel enthilt,
muB3 nach dem Fritheren ganz in die Fliache fallen. Nun liegen aber
auf einer Geraden oc® solche Punktetripel. Die kollinearen Punkte-
tripel einer Fliche zweiter Ordnung liegen also auf co! auf der Flache
verlaufenden Geraden. Auf dem Ellipsoid, dem elliptischen Paraboloid
und dem zweischaligen Hyperboloid sind diese Geraden imaginir.

Zum SchluB} noch einige Bemerkungen tiber die Flichen dritter Ord-
nung, da diese Flichen mit den Eigenschaften der im folgenden zu be-
trachtenden ScHLAFLIschen Doppelsechs eng zusammenhéingen. Analy-
tisch sind diese Flichen dadurch gekennzeichnet, daf ihre Gleichung in
cartesischen Koordinaten vom dritten Grade ist. Nun kommen in der
allgemeinen Gleichung dritten Grades zwischen drei Verdnderlichen
zwanzig Koeffizienten vor, die durch die zugehorige Flache bis auf
einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Hieraus folgt, daf es oco?®
Flachen dritter Ordnung gibt und daB durch neunzehn beliebige
Raumpunkte stets eine solche Fliche geht. Dabei miissen verschie-
dene Ausartungsfille mitgezdhlt werden, z. B. ist eine Fliche zwei-
ter Ordnung zusammen mit einer Ebene als Flache dritter Ordnung
anzusehen.

Eine Gerade hat im allgemeinen drei Punkte mit einer Fliche dritter
Ordnung gemein, und eine Gerade, die mit einer solchen Fliche vier
Punkte gemein hat, muB3 ganz in ihr verlaufen. Man kann das leicht
daraus schlieBen, daf die Gleichung der Fliche vom dritten Grade ist.
Wir wollen nun durch Abzidhlung zeigen, daB auf der allgemeinsten
Fliche dritter Ordnung nur endlich viele Geraden liegen kénnen. Es
gibt auf jeder Flache oc® Punktquadrupel. Nun sind vier Bedingungen
nétig, damit ein solches Quadrupel kollinear sei; denn je zwei Be-
dingungen besagen, daB der dritte und vierte Punkt auf der Geraden
liegt, die durch die ersten beiden Punkte geht. Demnach liegen oot
solche Quadrupel auf einer allgemeinen Fliche dritter Ordnung. Jede
Gerade, die ein solches Quadrupel enthilt, liegt ganz auf der Fliche
und enthilt oof andere solche Quadrupel. Gébe es also unendlich viele
Geraden auf der Fliche, so miilte sie mehr als oo? kollineare Punkt-
quadrupel enthalten.

Es gibt unter den Flichen dritter Ordnung auch viele Regelflichen,
auf denen also oo® oder noch mehr kollineare Punktquadrupel liegen.
Die Gleichung einer Regelflache dritter Ordnung muf3 demnach die spe-
zielle Eigenschaft haben, daB diese Gleichung zusammen mit den vier’
Bedingungen der Kollinearitit eines Punktquadrupels durch ein System
von weniger Gleichungen ersetzt werden kann. Man kann zeigen, da3
eine solche Reduktion nur eintritt, wenn zwischen den zwanzig Koeffi-
zienten der Gleichung dritten Grades spezielle Relationen erfillt sind.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 10
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Auf der allgemeinen Fliche dritter Ordnung verlaufen also in der Tat
hochstens endlich viele Geradent.

Analog ldf3t sich abzdhlen, daBl auf einer Fliche von héherer als
dritter Ordnung im allgemeinen keine Gerade verlduft.

§ 25. Die ScurirLische Doppelsechs.

Wir wollen zunichst einige einfache Betrachtungen {iber die mog-
lichen Lagen von Geraden im Raum anstellen. Drei windschiefe Geraden
@, b, ¢ bestimmen ein Hyperboloid H. Eine beliebige vierte Gerade 4
wird H im allgemeinen in zwei Punkten schneiden. 4 kann aber auch
H beriihren oder .ganz auf H liegen. Im allgemeinen Fall geht durch
jeden der DurchstoBpunkte eine auf H verlaufende Gerade, die nicht
zur selben Schar gehdrt wie a, b, ¢, die also diese Geraden schneidet.
Umgekehrt muB3 jede Gerade, die a, b, ¢ und 4 schneidet, auf H ver-
laufen und durch einen DurchstoB8punkt von H mit d gehen. Im all-
gemeinen gibt es also zu vier Geraden zwei und nur zwei Geraden, die
jene vier Geraden schneiden. Tritt in unserem Beispiel der Fall ein,
daB 4 Tangente von H ist, so gibt es nur eine (doppeltzihlende) mit «, &,
¢, d incidente Gerade. Gibt es umgekehrt mehr als zwei Geraden, die
a, b, ¢, d schneiden, so muB} 4 ganz in H liegen. In diesem Fall gibt es
also unendlich viele @, b, ¢, d schneidende Geraden. Man sagt dann,
daf3 die vier Geraden hyperboloidische Lage haben.

Um nun die ScHLAFLIsche Doppelsechs zu konstruieren, gehen wir
von irgendeiner Geraden 1 aus und ziehen durch 1 drei paarweise wind-
schiefe Geraden, die wir aus spiter ersichtlichen Griinden 2’, 3’, 4’
nennen (Abb. 179). Nun legen wir durch 1 eine weitere Gerade 5’, die
moglichst allgemeine Lage zu 2" 3’4" haben soll. Dann ist 5’ windschief zu
2'3’4’, und auBer 1 gibt es noch genau eine zweite Gerade, die 2’3’4’5’

7 2 3 ¢« & 6 schneidet. DieseGerade , 2 3 » s ¢

wollen wir 6 nennen. _| ”
2 Nun ziehen wir durch | »
» 1 noch eine letzte Ge- )
1 v rade 6, die weder 6 ‘?/
~ noch 2'3'4'5’ treffen “
d moge. Ferner soll 6’ so &
,__5' gewdhlt sein, daB die l—é”
Abb. 179. Quadrupel 2"3°4'67, Abb. 180.

2'3'5'6, 2'4’5'6" und
-3'4’5'6" moglichst allgemeine Lage haben. Dann gibt es auBer 1 noch
genau eine weitere Gerade 5, die 234’6 trifft. Analog bestimmen
wir die Geraden 4, 3, 2 (z. B. ist 4 mit 2’3’5’6’ incident und von 1 ver-

1Z.B. geht durch keinen endlichen Punkt der Fliche #yz =1 eine auf der
Flache verlaufende Gerade.
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schieden). Wir erhalten so das in Abb. 179 gezeichnete Incidenzschema.
Man kann leicht einsehen, daBl wegen unserer Wahl der Geraden 2°3'4'5'6’
keine weiteren Incidenzen auftreten kénnen. Wir betrachten nun die
Geraden 2, 3, 4, 5. Ich behaupte, dafl diese vier Geraden nicht hyper-
boloidisch liegen kénnen. Andernfalls wiirde jede mit dreien von ihnen
incidente Gerade auch die vierte treffen, und das miif3te nach unserem
Schema insbesondere fiir die vier Geraden 2'3"4’5’ gelten. Dann wiirden

also auch die letztgenannten vier Geraden hyperboloidisch liegen, was
unserer Konstruktion widerspricht. Es gibt demnach héchstens zwei
mit 2, 3, 4, 5 incidente Geraden. Nun sind 2, 3, 4, 5 nach unserer Kon-
struktion simtlich mit 6’ incident. Ich bezeichne die zweite mit 2, 3, 4, 5
incidente Gerade mit 1’ und behaupte, daB 1’ nicht mit ¢’ zusammenfillt
und {iberdies auch 6 schneidet. Nach dieser sogleich zu beweisenden
Behauptung vervollstandigt sich Abb.179 zu dem in Abb. 180 dar-
gestellten Schema. Dieses Schema stellt die Doppelsechs dar. Man
erkennt unmittelbar, dafl es sich um eine regulire Konfiguration han-
delt, ihr Punkt-Geraden-Schema ist (30,, 125). Man kann die Doppel-

10*
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sechs in besonders {ibersichtlicher und symmetrischer Lage konstuieren,
indem man auf jede der sechs Seitenflichen eines Wiirfels je eine Gerade
jedes Sextupels in geeigneter Weise legt. Aus Abb. 181 diirfte die
Anordnung ohne weiteres verstindlich sein (vgl. auch Abb. 102, S. 83).

Wir haben nun die soeben ausgesprochene Behauptung zu be-
weisen, daf es eine von 6 verschiedene, mit 2, 3, 4, § incidente Gerade 1’
gibt, und dal} diese Gerade von selbst auch noch 6 trifft. Nehmen wir
zundchst den ersten Teil der Behauptung als bewiesen an. Wir wollen
dann zeigen, daB 1’ mit 6 incident ist. Zu diesem Zweck zeichnen wir auf
der Geraden 1 vier Punkte und auf den Geraden 2’ bis 6’ je drei Punkte,
also im ganzen neunzehn Punkte aus, wobei wir aber die Schnittpunkte
der genannten Geraden vermeiden wollen. Nach den Ausfihrungen des
vorigen Abschnitts 148t sich durch diese neunzehn Punkte eine Fliache
dritter Ordnung F, legen. Nun hat F; mit der Geraden 1 vier Punkte
gemein, mul also diese Gerade ganz enthalten. Mit jeder der Geraden 2
bis 6’ hat I, ebenfalls vier Punkte, nimlich die ausgewdhlten drei
Punkte und den (davon verschiedenen) Schnittpunkt mit 1 gemein,
somit enthdlt Iy auch 2’ bis 6’. Daraus wiederum folgt, dal F; auch
2 bis 6 enthilt, denn jede dieser Geraden trifft vier in der Fliche ver-
laufende Geraden. Aus demselben Grunde mufl F; endlich auch 1’
enthalten. Nehmen wir nun an, 1’ wire mit 6 nicht incident, dann be-
trachten wir die Gerade g, die ebenso wie 5" mit den vier Geraden 2, 3, 4, 6
incidiert. Wir schlieBen wieder, wie bei Konstruktion von 1’, den Fall,
daBl g mit 5’ zusammenfillt, zunichst aus. g kann mit 1’ nicht zu-
sammenfallen, weil wir angenommen haben, daB 1’ mit 6 nicht incidiert.
g ist eine in F4 verlaufende Gerade, weil g vier in F, verlaufende Geraden,
namlich 2, 3, 4, 6 trifft. Wir betrachten nun das Geradenquadrupel g,
1’, 5", 6’. Alle diese Geraden treffen gemifl unserer Konstruktion die
drei Geraden 2, 3, 4. Das Quadrupel ist also hyperboloidisch. Ich
behaupte, das zugehérige Hyperboloid ist ganz in F; enthalten; dies folgt
einfach daraus, daB jede mit g, 1’, 5’, 6’ incidente Gerade ganz auf
F,y verlauft. Die Gesamtheit solcher Geraden iiberstreicht aber das
fragliche Hyperboloid.

Man kann nun leicht algebraisch beweisen, daB eine Fliche dritter
Ordnung, die eine Fliche zweiter Ordnung vollstindig enthdlt, not-
wendig aus dieser und einer Ebene bestehen muf3. Sind ndmlich ¢ = 0
bzw. H = 0 die Gleichungen der Fliche dritter bzw. zweiter Ordnung,
so mull das Polynom dritten Grades G durch das Polynom zweiten
Grades H teilbar sein, und das ist nur moglich, wenn G das Produkt von
H mit einem linearen Ausdruck ist. Dafl nun die von uns durch neun-
zehn Punkte bestimmte Fliche F, einen solchen Ausartungsfall dar-
stellen sollte, fithrt leicht auf einen Widerspruch. Da némlich unter
den Geraden 2’, 3, 4’, 5', 6’ keine vier hyperboloidischen vorkommen,
so kénnten hochstens drei von ihnen auf dem zu Iy gehérigen Hyper-



§ 25. Die ScurArLische Doppelsechs. 149

boloid liegen, und mindestens zwei von ihnen miiften dem anderen
Bestandteil von F,, einer Ebene, angehtren und somit incident sein,
was unserer Konstruktion widerspricht.

Der Beweisgang bleibt im wesentlichen ungeéndert, wenn wir die
bisher ausgeschlossene Moglichkeit in Betracht ziehen, da 1'(2345)
mit 6, oder g(2346) mit 5’ zusammenfallt. Auch in diesem Fall kann
man schlieBen, dal das von 2, 3, 4 bestimmte Hyperboloid in F; liegen
miiBte. Der Grenziibergang, der diesen Fall aus dem allgemeinen ab-
leitet, kann aber nur auf algebraischem Wege gerechtfertigt werden.

Wir haben beim Beweis der letzten Incidenz (1’6) der Doppelsechs
die auch an sich interessante Tatsache benutzt, daBl durch diese Kon-
figuration stets eine Fliche dritter Ordnung F,; hindurchgeht. Man
kann nun die Konfiguration leicht durch mehrere weitere Geraden
erginzen, die ebenfalls samtlich auf I, verlaufen. Wir betrachten z. B.
die Ebene, die von den incidenten Geraden 1, 2’ aufgespannt wird, und
ebenso die Ebene von 1’ und 2, und nennen (12) die Schnittgerade
dieser Ebenen. Dann ist diese Gerade mit den vier Geraden 1, 1', 2, 2’
incident, die sdmtlich in F7; liegen. Demnach liegt auch (12) in F3. Es
gibt im ganzen fiinfzehn Geraden, die zur Doppelsechs in analoger
Beziehung stehen wie (12), und die deswegen auch alle auf I3 verlaufen.
Man kann ndmlich aus den Ziffern 1 bis 6 genau fiinfzehn verschiedene
Paare bilden. Somit haben wir im ganzen 206 + 15 = 27 Geraden
aufgefunden, die alle auf F,; verlaufen.

Zwischen den Geraden dieser erweiterten Konfiguration bestehen
nun noch weitere Incidenzbezichungen. Es 148t sich ndmlich zeigen,
dall von den mit zwei Ziffern bezeichneten Geraden alle und nur die
miteinander incident sind, deren Symbole in keiner Ziffer iiberein-
stimmen. Der Beweis 148t sich auf denselben Gedankengang stiitzen,
aus dem wir die Incidenz von 1’ mit 6 hergeleitet haben; er sei hier
nur angedeutet. Aus Symmetriegriinden geniigt es, zu zeigen, dall (12)
mit (34) incidiert. Zum Beweis betrachte ich die drei Geraden
1,2, (34). Dieses Tripel wird von 3’ und 4’ getroffen. Wére nun (12)
nicht mit (34) incident, so gibe es eine Gerade a, die das Quadrupel
1, 2,1, (34) trife, und eine notwendig von a verschiedene Gerade b,
die 1, 2, 2',(34) trife. Fiele nimlich 4 mit b zusammen, so trife
diese Gerade das Quadrupel 1, 2, 1/,2', wére also mit (12) identisch,
und diese selbe Gerade tréfe iberdies (34), was wir vorldufig nicht
annehmen. Ebenso sind a, b verschieden von 3’ oder 4', denn fiele
z. B. @ mit 3’ zusammen, so wire 3’ incident mit 1’ entgegen unserer
Konstruktion. @ und b miifiten nun ebenso wie 3’ und 4’ auf F, verlaufen,
und diese vier Geraden wiirden, weil simtlich mit dem Tripel 1, 2, (3 4)
incident, hyperboloidisch liegen. Dafl aber F; ein hyperboloidisches
Geradenquadrupel enthilt, haben wir schon als unméglich erkannt. Dem-
nach ist (12) in der Tat incident mit (34) und aus entsprechenden Griin-
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den mit (35), (36), (45), (46), (56). Da(12) auch mit1, 2, 1/, 2 incidiert,
so ist (12) und ebenso jede andere mit zwei Ziffern bezeichnete Gerade
der erweiterten Konfiguration mit zehn Konfigurationsgeraden incident.
Das gleiche gilt auch von den Geraden der Doppelsechs selbst, z. B. in-
cidiert 1 mit den finf Geraden 2 bis 6" und mit den fiinf Geraden (12),
(13), (14), (15), (16). Die Konfiguration der siecbenundzwanzig Geraden
von F, hat demnach das Schema (135,, 27;0). DaB genau hundertfiin{-
unddreiBig Punkte zur Konfiguration gehéren, folgt aus der Relation
135 -2 =27 -10. Man kann {ibrigens auch zeigen, dafl die Konfi-
guration reguldr ist, daB man daher aus ihr auf viele verschiedene Arten
Doppelsechsen herausgreifen kann. Nimmt man noch die Ebenen hinzu,
die zwei incidente Konfigurationsgeraden enthalten, so enthilt eine
solche Ebene stets eine dritte Konfigurationsgerade, wie man an dem
Incidenzschema verifizieren kann. Zum selben Resultat fiihrt auch
eine einfache algebraische Uberlegung. Jede Ebene trifft nimlich F,
notwendig in einer Kurve dritter Ordnung. Diese Kurve muf, falls die
Ebene durch zwei Konfigurationsgeraden geht, natiirlich diese Geraden
enthalten, und daraus 148t sich algebraisch schlieBen, daB die Kurve
aus diesen beiden und einer dritten Geraden bestehen muf3. Man kann
leicht abzdhlen, daf durch jede der siebenundzwanzig Geraden fiinf
solche Ebenen gehen und daB es im ganzen fiinfundvierzig solche Ebenen
gibt. Die Konfiguration ist also nicht selbstdual, wahrend die Doppel-
sechs selbstdual ist, da sie auf der dualinvarianten Beziehung der Ge-
radenincidenz aufgebaut ist. Man kann die Doppelsechs leicht zu einer
Konfiguration erweitern, die zur soeben konstruierten dual ist. Man hat
dann statt der Geraden (12) und den dbrigen Geraden (¢%) andere
Geraden [7Z] hinzuzunehmen, von denen z. B. [12] durch die Schnitt-
punkte von 1 mit 2" und von 1’ mit 2 geht. Das Schema der so ent-
stehenden Konfiguration ist (355, 27;).

Wir wenden uns wieder zur urspriinglichen Konfiguration der sieben-
undzwanzig Geraden und wollen jetzt durch abzdhlende Methoden zeigen,
daB auf jeder beliebigen Fliache dritter Ordnung F7; eine solche Konfi-
guration K liegt. Dabei miissen, wie immer bei abzihlenden Betrach-
tungen, auch Fille in Betracht gezogen werden, in denen K teilweise
imagindr wird oder ausartet. Zum Beweise unserer Behauptung zdhlen
wir zundchst ab, wie gro3 die Mannigfaltigkeit der Doppelsechsen ist.
Gemaf unserer Konstruktion haben wir fiir die Gerade 1 volle Freiheit,
also vier Parameter, die Schnittpunkte von 1 mit 2’ bis 6’ hingen von
funf weiteren Parametern ab, und jede der Geraden 2’ bis 6’ kann,
wenn der Schnittpunkt mit 1 festgehalten wird, noch co? Lagen annehmen
(zehn Parameter). Durch die Geraden 1, 2', 3', 4', 5", ¢ ist die Doppel-
sechs festgelegt. Wir finden also, daB es ool® Doppelsechsen gibt
(19 =4 4 5 -+ 10). Ebenso groB ist die Mannigfaltigkeit der Kon-
figurationen K, denn jede ist durch eine zugehérige Doppelsechs fest-
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gelegt, und es gibt natiirlich nur endlich viele Doppelsechsen in einer
und derselben Konfiguration K. Nun haben wir ein Verfahren angegeben,
um durch jede Konfiguration K eine F; zu legen. Die Mannigfaltigkeit
der so konstruierten Ilichen F, betrigt demnach entweder co1?, oder
falls die Mannigfaltigkeit geringer sein solite, miiften mindestens ool
Konfigurationen K auf einer und derselben Fliche F; liegen, d. h. Fy
miite eine Regelfliche dritter Ordnung sein. Nun kann man jedoch
zeigen, daB es weniger als col® Regelflichen dritter Ordnung gibt; dem-
nach miiten mindestens co? Doppelsechsen auf den von uns konstru-
ierten F; liegen. Da aber diese, wie schon ausgefiihrt wurde, kein Hyper-
boloid enthalten, und da auf Regelflichen héherer als zweiter Ordnung
nur eine: Regelschar verlduft, so kénnen unméglich co? Doppelsechsen
auf einer solchen F, Platz finden. Im allgemeinen kénnen also die von
uns konstruierten Flichen keine Regelfldchen sein, und daraus folgt,
dal wir nicht weniger als oo® Flichen durch unsere Konstruktion
erfalit haben. Andererseits gibt es, wie im vorigen Abschnitt erwihnt,
tiberhaupt nicht mehr als o019 Flichen dritter Ordnung. Hieraus 148t
sich mit Riicksicht auf die algebraische Natur der von uns betrach-
teten Gebilde streng schlieBen, daB3 auf jeder Fliche dritter Ordnung
tatsichlich eine Konfiguration K verlauft.

Viertes Kapitel.
Differentialgeometrie.

Bisher haben wir geometrische Gebilde in ihrer Gesamtstruktur be-
trachtet. Die Differentialgeometrie stellt ein prinzipiell anderes Ver-
fahren der Forschung dar. Wir wollen ndmlich jetzt Kurven und Flidchen
zundchst nur in der unmittelbaren Umgebung irgendeines ihrer Punkte
beschreiben. Zu diesem Zweck vergleichen wir diese Umgebung mit
einem moglichst einfachen Gebilde, etwa einer Geraden, einer Ebene,
einem Kreis oder einer Kugel, die sich der Kurve in der betrachteten
Umgebung méglichst eng anschmiegt; so entsteht z. B. der bekannte
Begriff der Tangente einer Kurve in einem Punkt.

Diese Betrachtungsweise, lokale Differentialgeometrie oder Differen-
tialgeometrie im Kkleinen genannt, wird durch ein anderes wichtiges
Prinzip, die Differentialgeometrie im groBen, vervollstindigt. Wenn
wir nimlich von einem stetigen geometrischen Gebilde wissen, daB
es in der Umgebung jedes seiner Punkte irgendeine bestimmte differen-
tialgeometrische Eigenschaft hat, so kénnen wir in der Regel auch tber
den Gesamtverlauf des Gebildes wesentliche Aussagen machen. Wenn
man z. B. von einer ebenen Kurve weill, daBl sie in der Umgebung
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keines ihrer Punkte ganz auf einer Seite ihrer Tangente liegt, so 148t
sich zeigen, dal die Kurve notwendig eine Gerade sein muB.

Neben den stetigen Mannigfaltigkeiten von Punkten werden in der
Differentialgeometrie auch Mannigfaltigkeiten anderer Gebilde, z. B.
Mannigfaltigkeiten von Geraden, betrachtet; Probleme dieser Art stellt
uns unter anderem die geometrische Optik, die stetige Systeme von Licht-
strahlen untersucht.

Endlich fiihrt die Differentialgeometrie auf das von Gauss und RiE-
MANN zuerst erfafite Problem, die Geometrie als Ganzes durch Begriffe
und Axiome aufzubauen, die nur die unmittelbare Umgebung jedes
Punkts betreffen. So entstand eine bis heute noch nicht erschopfte
Fiille von Moglichkeiten allgemeinerer Geometrien, von denen die ,,nicht-
euklidische Geometrie™ ein wichtiges, aber nur héchst spezielles Beispiel
bildet. Die allgemeine Relativitdtstheorie hat uns gelehrt, daf der sinn-
gemifBen Beschreibung der physikalischen Wirklichkeit nicht die ge-
wohnliche euklidische Geometrie, sondern eine allgemeinere RIEMANN-
sche Geometrie zugrunde gelegt werden mubB.

§ 26. Ebene Kurven.

Um mit dem Einfachsten zu beginnen, betrachten wir zunichst
ebene Kurven. Wir beschrinken uns dabei auf ein kleines Stiick der
Kurve, in dem sie sich nicht selbst durchschneidet.

Eine Gerade, die die Kurve in zwei Punkten schneidet, hei3t Sekante
der Kurve. Drehen wir nun eine Sekante s so um einen ihrer Schnitt-
punkte, daB3 der andere Schnittpunkt immer ndher an den ersten heran-

¢ riickt (Abb. 182), so ndhert sich die
Sekante einer bestimmten Lage ¢. Die
Gerade, die diese Lage einnimmt, heifit
Tangente der Kurve. Der festgehaltene
Punkt heiBt der Berithrungspunkt die-
ser Tangente. Offenbar ist die Tangente
diejenige Gerade durch den Beriihrungs-
punkt, die dort den Verlauf der Kurve
am genauesten anndhert; als Richtung
einer Kurve in einem Punkt bezeichnet man deshalb die Richtung
der zugehorigen Tangente. Man sagt, dall zwei Kurven sich in einem
gemeinsamen Punkt unter dem Winkel « schneiden bzw. sich be-
rithren, wenn die beiden Tangenten in diesem Punkt den Winkel &
bilden bzw. zusammenfallen. Eine Gerade, die auf einer Tangente im
Beriihrungspunkt senkrecht steht, heit Normale der Kurve.

Tangente und Normale bilden fiir jeden Kurvenpunkt die Achsen
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Dieses System ist besonders
geeignet, das Verhalten der Kurve im betrachteten Punkt zu unter-
suchen. Ich gebe hierzu der Kurve willkiirlich eine Durchlaufungsrich-

Abb. 182.
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tung. Ferner numeriere ich die vier Quadranten, in die das Achsen-
kreuz die Ebene zerlegt. Und zwar erhilt die Nummer 1 (Abb. 183)
derjenige Quadrant, in dem ich mich befinde, wenn ich auf der Kurve
im festgesetzten Sinne dem Nullpunkt des Systems zuwandere und ihm
hinreichend nahe bin; die Nummern 2, 3, 4 erhalten die anderen Qua-
dranten; und zwar soll stets die Tangente die Quadranten 1, 2 von
den Quadranten 3, 4, und die Normale die Quadranten 1, 4 von den
Quadranten 2, 3 trennen. Ich kann dann vier verschiedene Fille
unterscheiden, je nachdem ich mich im zweiten, dritten, vierten oder
ersten Quadranten befinde, wenn ich auf der Kurve im festgesetzten
Sinne den Nullpunkt gerade verlassen habe (I bis IV in Abb. 183).
Nur im ersten Fall heiBt der betrachtete Kurvenpunkt reguldr, in den
iibrigen Fillen singular. Das reguldre Verhalten zeigen nidmlich fast

alle Kurvenpunkte, wahrend ’
/’/
¢

N

die singuldren Fille nur an ein- 2
zelnen getrennten Stellen auf- \\—f
treten koénnen!. Im Fall II 3 P J |
spricht man von einem Wende-

punkt, in den beiden letzten
Fallen sagt man, daB die Kurve

eine Hellebardenspitze bzw. 4 7

eine Schnabelspitze hat, und

nennt den Punkt einen Riick- 3 ¢
kehrpunkt der Kurve. SchlieB3- I

lich erkennt man, dall unsere Abb. 183,

Fallunterscheidung unabhingig
davon ist, in welcher Richtung die Kurve durchlaufen wird.

Wir wollen uns nun ein Bild davon machen, in welcher Weise sich
in diesen vier Arten von Kurvenpunkten die Tangentenrichtung dndert,
wenn man den Punkt auf der Kurve durchliuft. Hierzu benutzen wir
ein Verfahren, das zuerst Gauss angegeben hat und das besonders
bei der Untersuchung von Flichen eine grundlegende Rolle spielt. Wir
statten die Kurve wieder mit einer Durchlaufungsrichtung aus. Dann
zeichnen wir in der Kurvenebene einen Kreis vom Radius 1. Wir
lassen nun (Abb. 184) jeder Kurventangente denjenigen Halbstrahl
entsprechen, der vom Kreismittelpunkt parallel der betrachteten Tan-
gente auslduft, und zwar in der Durchlaufungsrichtung der Kurve.
Diese Konstruktion ordnet jedem Kurvenpunkt P einen Punkt Q des
Kreises zu, ndmlich den DurchstoBpunkt des Halbstrahls mit der Kreis-
peripherie. Bei dieser Abbildung nennt man die Punkte des Kreises

! Einzig fur die Gerade gilt diese Behauptung nicht, auf sie ist auch das eben
angegebene Verfahren nicht anwendbar.— Von einem héheren Standpunkt aus kann
auch der Fall I singularen Charakter annehmen, wenn namlich dort der Krimmungs-
kreis in eine Gerade oder einen Punkt ausartet; vgl. S.157.
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das ,,Tangentenbild”“ der Kurve. Da der Kreisradius stets auf der zu-
gehorigen Kreistangente senkrecht steht, ist die Kurventangente stets
parallel der Normalen des Tangentenbildes, wihrend umgekehrt die
Tangenten des Tangentenbildes den Kurvennormalen parallel sind.

Die Gausssche Abbildung ordnet zwar jedem Kurvenpunkt genau
einen Kreispunkt zu, aber umgekehrt entspricht ein Kreispunkt ge-
wohnlich nicht einem, sondern mehreren Kurvenpunkten; nimlich allen,
die parallele und gemif einem festgesetzten Durchlaufungssinn gleich-
gerichtete Tangenten haben (P, und P; in Abb. 184).

Ich lasse nun einen Kurvenpunkt die in Abb. 183 gezeichneten
Stellen durchlaufen. Dann kehrt er dort in den Fillen ITI und IV seine
Richtung um, wihrend er sie in den Fillen I und IT beibehilt. Ferner
betrachte ich das Verhalten des im Tangentenbild zugeordneten Punk-
tes. Dieser behilt in den Fél-
len I und IIT seine Richtung
und kehrt in den Fallen II
und IV um. In der Tat sind
in den Féllen II und IV in
der Umgebung der betrachte-
ten Stelle parallele und gleich-
gerichtete Tangenten vorhan-
den, in den anderen beiden
Fillen nicht. Da die Richtung,
in der sich der Punkt des Tan-
gentenbildes bewegt, mir ein
Abbild der Richtungsinderung der Kurventangente gibt, kann ich die
vier Arten von Kurvenpunkten folgendermaBen charakterisieren:

I regulirer Punkt: Kurvenpunkt und Tangentenbild laufen im
selben Sinne weiter;

IT Wendepunkt: der Kurvenpunkt lduft weiter, wihrend das Tan-
gentenbild umkehrt;

IIT Hellebardenspitze: der Kurvenpunkt kehrt um, wihrend das
Tangentenbild weiterlauft;

IV Schnabelspitze: Kurvenpunkt und Tangentenbild kehren um.

Diese Fallunterscheidung ist nicht erschépfend. Auch wenn wir uns
auf Kurvenstiicke beschrinken, die eine einfache analytische Darstellung
gestatten, so kommen noch drei weitere Moglichkeiten hinzu: Die
,Doppelpunkte”, in denen die Kurve sich selbst durchschneidet,
ferner Punkte, in denen eine Kurve plétzlich endet; endlich kann
eine Kurve auch ,,isolierte”, d. h. von allen iibrigen Kurvenpunkten
vollig getrennte Punkte besitzen (vgl. S. 176). Merkwiirdigerweise gibt
es andere anschaulich einfache Vorkommnisse, z. B. Knickstellen mit
von Null verschiedenem Winkel, die eine verhéltnismaBig komplizierte
analytische Darstellung erfordern.

Abb. 184.
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Wir kommen jetzt zur Einfithrung der Krimmung, die fiir die ganze
Kurven- und Flichentheorie von grundlegender Wichtigkeit ist. Sie
steht, wie wir im folgenden sehen werden, in engem Zusammenhang
mit der Gaussschen Tangentenabbildung. Ich ziehe in zwei benach-
barten Kurvenpunkten P; und P, die Tangenten #, und ¢, und die
Normalen #, und #,; der Schnittpunkt der beiden Normalen sei M
(Abb. 185). Offenbar ist der Winkel zwischen den beiden Tangenten
gleich dem Winkel zwischen den beiden Normalen

K (lady) = K (nyng).
Ich lasse nun P, auf der Kurve immer ndher an P, heranriicken
und betrachte dabei den Quotienten jenes Winkels mit der Entfernung
der beiden Kurvenpunkte. Der

Quotient ndhert sich im allge- P ‘
- . 2
meinen einem Grenzwert

Jim *une) _ g

P,P;—0 Pl 2

Dieser Grenzwert £ hei3t die Kriim-
mung der Kurve im Punkt P,.

k ist gleich dem Reziproken
der Strecke 7, in die beim Grenz-
iibergang die beiden Normalen-
abschnitte M P; und M P, zusammenfallen. Das ergibt sich aus fol-
gender Umformung, deren analytische Rechtfertigung wir allerdings
tibergehen:

Abb. 185.

P = lim <X (”1”2) = i sin (”1”2) = lim P1P2
p,Pyo 1P pp, o PiPs PPy M Py PPy
= lim =
PIPZ%OAIPI I3

Auf die GréBe » werden wir noch auf eine andere Weise gefiihrt.
Wir legen einen Kreis durch P; und zwei benachbarte Punkte auf der
Kurve. Wenn wir dann die beiden Nachbarpunkte auf der Kurve gegen
P, riicken lassen, nihert sich der Kreis einer Grenzlage. Wie man es
aus der Konstruktion erwarten kann und wie eine analytische Betrach-
tung bestitigt, ergibt sich als Grenzlage gerade der Kreis durch P,
der die Grenzlage des Normalenschnittpunkts M zum Mittelpunkt,
also 7 als Radius hat. Man nennt diesen Kreis den Kriimmungskreis
der Kurve in P;, seinen Mittelpunkt den Kriimmungsmittelpunkt
und seinen Radius » den Kriimmungsradius. Der angegebenen Kon-
struktion wegen pflegt man zu sagen, dafll der Kriimmungskreis drei
zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein hat. Ebenso sagt
man, die Tangente hat mit der Kurve zwei zusammenfallende Punkte
gemein.
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Der Kriimmungskreis kann auf eine zweite Art bestimmt werden.
Ich betrachte alle Kreise durch einen Kurvenpunkt P (Abb. 180),
die die Kurve in P beriihren, deren Mittelpunkte also auf der zu-
gehorigen Kurvennormalen liegen. Durch die Kurve wird die Ebene
in der Umgebung von P in zwei Teile zerlegt, die wir die beiden Seiten
des Kurvenstiicks nennen wollen. Von den betrachteten Kreisen wer-
P den in der Umgebung von P einige ganz

auf der einen Seite, andere ganz auf der
anderen Seite verlaufen. Der Kriim-
mungskreis, dessen Radius 7 sein moge,
besitzt nun im allgemeinen die Eigen-
schaft, diese beiden Arten von Kreisen
zu trennen, und zwar so, daf alle Kreise,
deren Radien gréBer sind als », auf der
einen Seite, und alle Kreise, deren Radien
kleiner sind als 7, auf der anderen Seite
der Kurve verlaufen. Der Kriimmungskreis selbst verlauft in der Regel
zu beiden Seiten der Normalen auf verschiedenen Seiten der Kurve,
d. h. er durchsetzt die Kurve im Beriihrungspunkt. Punkte, in denen
der Kriimmungskreis die Kurve nicht durchsetzt, kénnen ebenso wie
die singuliren Punkte nur an getrennten einzelnen Stellen der Kurve
auftreten. Ein Beispiel bilden die vier Scheitel der Ellipse (Abb. 187).
Es ist aus Symmetriegriinden klar, da dort eine Durchdringung nicht
moglich ist. Das gleiche gilt allgemein von allen Kurvenpunkten, in
denen die Kurve von
einer Symmetrieachse
geschnitten wird.

Dal der Krim-
mungskreis die Kurve
gewohnlich durchsetzt,
wird aus seiner ersten
Herleitung  plausibel.
Eine Kurve wird nidm-
lich von einem Kreis,
der durch einen ihrer Punkte geht, im allgemeinen dort durchsetzt.
Aus diesem Grunde wird ein Kreis, der durch drei benachbarte
Kurvenpunkte lauft, im ersten Punkt von der Seite A zur Seite B,
im zweiten Punkt von der Seite B zur Seite A, im dritten von 4
zu B iibergehen; wenn die drei Punkte zusammenriicken, wird sich
an diesem Verhalten des Kreises gewdhnlich nichts dndern, so daB3 der
Kriimmungskreis in der Tat im Berithrungspunkt von der einen Seite
der Kurve zur anderen iibergehen muft.

Abb. 186.

Abb. 187.

1 Aus analogen Griinden wird eine Kurve von der Tangente in der Regel
nicht durchsetzt.
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Wie schon erwihnt, steht die Kriimmung in Zusammenhang mit der
Tangentenabbildung. Es mogen den beiden Kurvenpunkten P; und
P, die Tangentenbilder Q; und @, entsprechen (Abb.188). Dann ist

K (tyty) = €(Q10Qs) = 0105,
der Kriimmungsradius ist also der Grenzwert des Quotienten der Langen
eines kleinen Kurvenbogens und seines Tangentenbildes.

Der Kriimmungsradius kann fiir einzelne Punkte der Kurve unend-
lich werden; dann entartet der Kriimmungskreis in eine Gerade, fillt
also mit der Tangente zusammen. Die Tangente durchsetzt in einem
solchen Punkt gewéhnlich die Kurve, wir haben es dann also mit
einem Wendepunkt zu tun; es gibt jedoch Ausnahmefille, in denen
die Kriimmung verschwindet und trotzdem die Kurve von ihrer Tan-
gente nicht durchsetzt wird; das ist analog dem Verhalten des Kriim-
mungskreises in den Schei-
teln der Ellipse (vgl.
S. 153, FuBnote).

Aus der Bezichung
der Kriimmung zur Tan-
gentenabbildung  ergibt
sich ferner, daB im Fall
der Hellebardenspitze die
Krimmung in der Regel
unendlich grof3 wird, daB
also dort der Kriimmungskreis in seinen Berithrungspunkt zusammen-
schrumpft. Fir Schnabelspitzen 148t sich nichts Allgemeines aussagen.

Im Anschluf an die von uns aufgestellten Begriffe ergeben sich eine
Reihe wichtiger Fragen. Z. B. liegt der Versuch nahe, eine Kurve
dadurch zu bestimmen, daBl man die Kriimmung als Funktion der Bogen-
lange vorgibt. Es ist plausibel 'und 1aBt sich analytisch beweisen, daB
die Gestalt der Kurve dadurch eindeutig festgelegt ist und dafl anderer-
seits zu jeder solchen willkiirlich vorgegebenen Funktion (unter gewissen
Stetigkeitsannahmen) wirklich eine Kurve gehért. Diese Bestimmungs-
weise hat den Vorzug, dal sie sich nicht auf ein spezielles Koordinaten-
system bezieht. Man nennt daher Bogenlinge und Kriimmung die
,,natiirlichen Parameter der Kurve. Der einfachste Fall ist, daB3 die
Kriimmung % tiberall konstant ist. Das gilt fiir die Kreise vom Radius
1/k und nach dem eben Gesagten nur firr diese. Fiir £ = 0 erhalten wir
die Geraden; Geraden und Kreise sind somit die einzigen ebenen Kurven
konstanter Kriimmung.

Ferner kann man durch mannigfache Verfahren aus einer Kurve
eine zweite ableiten. So bildet z. B. die Gesamtheit der Kriimmungs-
mittelpunkte eine neue Kurve, die die Evolute der urspriinglichen heil3t.
Geht man umgekehrt von der neuen Kurve aus, so heiBt die urspriing-

Abb. 188.
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liche die Evolvente der neuen. Die Evolventen einer beliebigen Kurve
kann man stets durch eine Fadenkonstruktion erhalten, indem man
an die Kurve ein Fadenstiick straff anlegt und im einen Endpunkt
befestigt; der andere Endpunkt beschreibt dann ein Evolventenstiick,
wenn man den Faden abwickelt und im beweglichen Endpunkt stets
straff halt. Die Evolventen des Kreises haben wir schon S. 6 in dieser
Weise konstruiert. Warum zwischen Evolvente und Evolute stets diese
eigenartige Beziehung besteht, werden wir im nidchsten Kapitel (S. 243
und 244) erldutern.

§ 27. Raumkurven.

Die meisten Uberlegungen des vorigen Abschnitts lassen sich auf
den Raum fibertragen.

So ergibt sich zunichst die Tangente wieder als Grenzlage der Sekante
fir zusammenriickende Schnittpunkte. Im Gegensatz zu den ebenen
Kurven gibt es aber unendlich viele Lote auf der Tangente im
Berithrungspunkt. Diese erfiillen eine Ebene, die Normalebene des
Kurvenpunkts.

Wir suchen jetzt eine Ebene, die die Kurve im betrachteten Punkt
moglichst gut anndhert. Wir legen zu diesem Zweck durch die Tangente
des Punkts und durch einen benachbarten Kurvenpunkt eine Ebene
und verfolgen deren Lagednderung, wenn wir den Nachbarpunkt auf
der Kurve immer niher an den Berihrungspunkt der festgehaltenen
Tangente heranriicken. Die Grenzlage, der sich die Ebene dabei ndhert,
definiert die gesuchte Ebene, die Schmiegungsebene der Kurve im be-
trachteten Punkt. Die Schmiegungsebene hat im frither erlduterten
Sinn drei zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein. Aus diesem
Grund durchdringt sie im allgemeinen die Kurve im Berfihrungspunkt,
wihrend alle iibrigen Ebenen durch die Tangente die Kurve auf einer
Seite lassen.

Da die Schmiegungsebene die Tangente enthilt, steht sie auf der
Normalebene senkrecht. Wir betrachten nun noch diejenige Ebene
durch unseren Kurvenpunkt, die sowohl auf der Normalebene als auch
auf der Schmiegungsebene senkrecht steht. Man nennt sie die rekti-
Jizievende Ebene.

Die drei genannten Ebenen kann man nun als Koordinatenebenen
eines rdumlichen cartesischen Systems auffassen, das zur Beschreibung
des Kurvenverlaufs im betrachteten Punkt besonders geeignet ist. Die
Tangente ist die eine Achse dieses Systems; die beiden anderen Achsen, die
also in der Normalebene liegen, heien Hauptnormale und Binormale;
die Hauptnormale liegt in der Schmiegungsebene, die Binormale liegt
in der rektifizierenden Ebene (Abb. 189). Man nennt diese drei Geraden,
in ihrer Abhingigkeit vom Kurvenpunkt, das begleitende Dreikant der
Kurve. Es entspricht dem System von Tangente und Normale bei den
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ebenen Kurven. Im Raum bestimmt das Koordinatensystem nicht wie
in der Ebene vier, sondern acht Gebiete. Mit Hilfe des begleitenden
Dreikants kann ich also analog S. 153 acht Arten von Kurvenpunkten
unterscheiden. Wiederum ist nur einer dieser Falle regular, die {ibrigen
konnen (wenn die Kurve wirklich rdumlich ist und nicht in einer Ebene
verlauft) nur an getrennten Stellen eintreten. Im reguliren Fall durch-
setzt die Kurve die Schmiegungsebene und die Normalebene und bleibt
auf einer Seite der rektifizierenden Ebene. Die Besprechung der iibrigen
Fialle soll hier nicht durchgefiihrt werden. Im {ibrigen kénnen bei Raum-

Abb. 189.
der betrachtete Kurvenpunkt,
Schmiegungsebene,
N  Normalebene,
R Rektifizierende Ebene,
t Tangente,
)i} Hauptnormale,
b
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Binormale,
Kriimmungskreis,
7 Krummungsradius, 57
KA Krummungsachse,
KM Kriimmungsmittelpunkt,
SM Schmiegkugelmittelpunkt.
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kurven einfacher analytischer Struktur genau wie bei einer ebenen Kurve
noch drei weitere Singularititen eintreten, nimlich Doppelpunkte, End-
punkte und isolierte Punkte.

Wir verallgemeinern nun auch die GAusssche Abbildung auf den
Raum. Zu diesem Zweck legen wir irgendeine Kugel vom Radius
Eins zugrunde. Zu jeder Tangente der (mit einem Durchlaufungssinn
versehenen) Kurve ziehen wir den gleichgerichteten Kugelradius. Seinen
Endpunkt auf der Kugeloberfliche nennen wir das Tangentenbild des
Kurvenpunkts. Der gesamten Kurve entspricht dann eine bestimmte
Kurve auf der Kugeloberfliche. Geht man statt von der Tangente
von der Haupt- oder Binormalen aus, so erhidlt man zwei weitere
Kurven auf der Einheitskugel; diese drei ,,sphérischen Bilder stehen
in bezug auf ihre Dreikante untereinander und mit der Ausgangs-



160 IV. Differentialgeometrie.

kurve in gewissen einfachen Beziehungen. Tangentenbild und Bi-
normalenbild zusammen charakterisieren z. B. die erwihnten acht
Typen von Kurvenpunkten. Es konnen nidmlich auf der Kurve der
Kurvenpunkt selbst, die Tangente und die Binormale entweder stetig
weiterlaufen oder umkehren. Die Kombination der verschiedenen Még-
lichkeiten gibt gerade die acht Fille.

Wir iibertragen jetzt den Kriimmungsbegriff auf die Raumkurven.
Ich ziehe in zwei benachbarten Kurvenpunkten P; und P, die Tan-
genten ¢, und £,, und betrachte den Quotienten < (¢,4,)/P; P,. Wenn P,
gegen P, riickt, strebt dieser Quotient in der Regel gegen einen Grenz-
wert; dieser hei3t die Kriimmung der Kurve in P;. In der Ebene steht
die Kriimmung in einer bestimmten Beziehung zu der Grenzlage des
Schnittpunkts zweier Normalen. Die analoge Betrachtung im Raum
liefert nicht einen Punkt, sondern eine Gerade. Man betrachtet nim-
lich die Schnittgerade benachbarter Normalebenen und bezeichnet ihre
Grenzlage als die Kriimmungsachse der Kurve. Sie liegt in der Nor-
malebene; wie der Grenziibergang ergibt, ist sie der Binormalen parallel
(Abb. 189). Thr Schnittpunkt mit der Hauptnormalen wird als Kriim-
mungsmittelpunkt bezeichnet. Die Entfernung 7 dieses Punkts vom
zugehorigen Kurvenpunkt heift der Kriimmungsradius; wie in der Ebene
ist # gleich dem reziproken Wert der Kriimmung. Legt man durch
drei benachbarte Kurvenpunkte den Kreis und 148t die drei Punkte
zusammenriicken, so erhidlt man als Grenzlage den Kriimmungskreis;
einen Kreis, der in der Schmiegungsebene liegt und den Kriimmungs-
mittelpunkt und Krimmungsradius zum Mittelpunkt und Radius hat.

Zur Gavussschen Tangentenabbildung steht die Krimmung in der-
selben Beziehung wie in der Ebene; der Kriimmungsradius ist der
Grenzwert des Quotienten zwischen einem kleinen Kurvenbogen und
seinem Tangentenbild. Der Beweis verlduft wie in der Ebene.

Statt vom Winkel zweier Tangenten kann man auch vom Winkel
zweler Schmiegungsebenen oder, was dasselbe ist, vom Winkel zweier
Binormalen ausgehen, wodurch man zu einem weiteren fiir die Theorie
der Raumkurven wesentlichen Begriff gelangt. Man dividiert jenen
Winkel durch den Abstand der zugehorigen Kurvenpunkte und laGt
dann diese zusammenriicken. Den Grenzwert ¢ dieses Quotienten be-
zeichnet man als die Torsion oder auch als die ,,zweite Kriimmung*
oder Windung im betrachteten Kurvenpunkt. Das Reziproke der Tor-
sion ist offenbar der Grenzwert des Quotienten eines kleinen Kurven-
bogens und seines Binormalenbildes.

Die Kriimmung lieB sich aus einem Grenziibergang gewinnen, in
dem drei benachbarte Kurvenpunkte auftraten. Um eine analoge
Deutung der Torsion zu erhalten, mu man von vier benachbarten Punk-
ten ausgehen. Durch vier Punkte ist im allgemeinen eine Kugel be-
stimmt. Man betrachtet nun die Grenzlage einer Kugel durch vier
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benachbarte und zusammenriickende Kurvenpunkte. Die Kugel, die
diese Grenzlage einnimmt, heilt Schmiegungskugel. Wie der Grenz-
iibergang ergibt, wird sie von der zugehérigen Tangente beriihrt, und
ihr Mittelpunkt liegt auf der Kriimmungsachse (Abb. 189). Fir die

Entfernung dieses Punkts vom Krimmungsmittelpunkt ergibt sich
durch Rechnung der Wert % . ZZ , wobei ds, dr die Differentiale der
Bogenlidnge und des Kriimmungsradius bedeuten. Man kann ferner aus
der Konstruktion schlieen, daB die Schmiegungskugel die Schmiegungs-
ebene gerade im Kriimmungskreis durchsetzt. Fir den Radius der

Schmiegungskugel erhdlt man daher nach dem pythagoreischen Lehr-
satz den Wert
dri2 1
1/72+(d§) T

Wie in der Ebene die GréBen s und 7, so werden im Raum die Gro3en
s, 7, t als die natiirlichen Parameter einer Kurve bezeichnet. Analog
wie in der Ebene gilt im Raum der wichtige Satz: Die Gestalt einer
Raumkurve 14Bt sich auf eine und nur eine Art so bestimmen, daB3 auf
ihr  und ¢ vorgegebene Funktionen von s werden. Verschwindet 1/7
identisch, so erhilt man die Geraden. Identisches Verschwinden von ¢
kennzeichnet die ebenen Kurven. Sind 7 und ¢ konstant und von Null
verschieden, so erhidlt man die Schraubenlinien.

Die Kurven auf der Kugel sind durch eine etwas kompliziertere Be-
dingung gekennzeichnet. Die Kugel, auf der die Kurve verlduft, mul}
ndmlich offenbar fiir alle Kurvenpunkte zugleich Schmiegungskugel
sein. Also muB3 der oben berechnete Radius der Schmiegungskugel
konstant sein:

2
72 + (Z%) . ;—2 = const.
Man kann analytisch beweisen, daf} diese Bedingung auch hinreicht.

Andere auf Raumkurven beziigliche Fragen werden wir spiter bei

der Flachentheorie erdrtern.

§ 28. Die Kriimmung auf Flidchen. Elliptischer,
hyperbolischer und parabolischer Fall. Kriimmungslinien und
Asymptotenlinien, Nabelpunkte, Minimalflichen, Affensittel.

Wir beschrinken uns auf ein kleines Stiick der Flache, das sich nicht
selbst durchdringt, und lassen die Randpunkte auBer Betracht. Wir
betrachten einen Flachenpunkt P und alle Kurven, die ganz in der
Flache verlaufen und durch P gehen. Merkwiirdigerweise liegen alle
Tangenten, die ich in P an diese Kurven ziehen kann, im allgemeinen in
einer Ebene, die deshalb die Tangentialebene der Fliche in P genannt
wird. Die Punkte, die eine Tangentialebene besitzen, heiflen regulir,

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 11



162 IV. Differentialgeometrie.

die anderen singuldr. Singuldre Punkte kénnen nur einzelne Kurven-
ziige auf der Flache erfiillen.

Die Gerade, welche in einem reguliren Flichenpunkt P auf dessen
Tangentialebene senkrecht steht, heilt die Flichennormale in P. Als
Normalenschnitte bezeichnet man die Schnittkurven der Fliche mit
den durch eine Flichennormale gehenden Ebenen. Die Normalenschnitte
eines reguldren Punkts P sind in P entweder regulir oder haben in P
einen Wendepunkt.

Es handelt sich jetzt darum, den Begriff der Kriimmung auf die
Flachen zu ibertragen. Bei den Kurven war die Kriimmung bezeichnend
fir die Abweichung der Kurve von ihrer Tangente im betrachteten
Punkt. Analog fragen wir jetzt nach dem Verhalten einer Fliche zu
ihren Tangentialebenen. Hier lassen sich nun anschaulich zwei wesentlich
verschiedene Fille unterscheiden, namlich die Punkte konvexer und die
Punkte sattelfé6rmiger Kriimmung.

Ein Punkt konvexer Kriimmung
ist dadurch gekennzeichnet, daf}
seine Tangentialebene die Fliche
(in der nichsten Umgebung des be-
trachteten Punkts) nicht schneidet,
sondern ganz auf einer Seite ldBt.
Man kann also in einem derartigen
Punkt die Fliche auf eine ebene
Tischplatte auflegen. Beispiele fiir
Flachen, die in allen ihren Punkten
konvex sind, haben wir in der Ku-
gel und im Ellipsoid kennengelernt. Die Punkte konvexer Kriimmung
werden auch Punkte elliptischer Kriimmung genannt.

Den Verlauf einer Flache in einem Punkt sattelférmiger Kriimmung
koénnen wir uns am leichtesten an einer Fliche klarmachen, die wie eine
PaBhohe im Gebirge aussieht (Abb. 190). Die Tangentialebene im héch-
sten Punkt P des Passes liegt horizontal; das Gebirge steigt rechts und
links von P in die Hohe, wihrend es vor und hinter diesem Punkt
abfillt. Die Tangentialebene in P muf} also die Flidche in einer Kurve
treffen, die aus zwei sich in P schneidenden Asten besteht (d. h. es gibt
zwei horizontale Wege, die sich auf der PaBhéhe kreuzen). Dieses Ver-
halten der Tangentialebene ist fiir die Punkte sattelférmiger Kriimmung
charakteristisch, so daB ich also eine Fliche in einem derartigen Punkt
nicht auf eine ebene Tischplatte legen kann. Beispiele fiir eine iiberall
sattelférmig gekriimmte Fliche sind das einschalige Hyperboloid und
das hyperbolische Paraboloid. Die Punkte sattelférmiger Kriimmung
nennt man auch Punkte hyperbolischer Kriimmung.

Der konvexe und der sattelférmige Typ werden durch einen Uber-
gangsfall getrennt: die Punkte parabolischer Krimmung. Man erhilt

Abb. 190.
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also solche Punkte z. B. durch folgendes Verfahren: Man geht von zwei
Flachenstiicken F und G aus, die sich in einem Punkt P beriihren, d. h.
in P dieselbe Tangentialebene haben, und von denen F in P elliptisch,
dagegen G hyperbolisch gekriimmt ist. Deformiert man nun F stetig
derart, daB P und die zugehorige Tangentialebene sich nicht dndern
und daf F schlieBlich in G iibergeht, so nimmt die Fliche dazwischen
einmal eine Gestalt an, fiir die P parabolischer Punkt ist. Senken wir
z. B. in Abb. 190 die Gebirge zu beiden Seiten des Passes soweit, daf3 der
Kamm des Gebirges gerade noch iiberall die horizontale Tangentialebene
bertihrt, so ist P parabolischer Punkt. Denn wenn wir die Gebirge rechts
und links noch weiter senken, so wird der frithere Pafl zur Kuppe, also
zu einem elliptischen Flichenpunkt. Dieses Beispiel liefert aber nicht
alle Typen eines parabolischen Punkts. Es gibt im Gegenteil mehrere
anschaulich ganz verschiedene Arten parabolischer Punkte, die wir
spiter ndher kennzeichnen werden (S. 175, 177, 179);

auch solche, die sich nicht ohne weiteres als Uber-

gangsfall zwischen elliptischer und hyperbolischer

Kriimmung deuten lassen.
Um nun die Krimmung auch zahlenmiBig zu '
erfassen, kann man von den Kriimmungen der Nor-
malenschnitte in einem Flichenpunkt P ausgehen.

Der zu P gehorige Krimmungsmittelpunkt eines
solchen Normalenschnitts liegt stets auf der durch P
gehenden Flichennormalen, denn diese ist in P Nor-
male aller Normalenschnitte. Ich erhalte nun der
Reihe nach alle Normalenschnitte, wenn ich eine
durch die Flichennormale gehende Ebene um diese Normale drehe. Bei
der Drehung wird der Kriimmungsmittelpunkt in bestimmter Weise
auf der Normalen wandern und mir dadurch ein Abbild der Kriim-
mungseigenschaften des Flichenpunkts liefern.

Bei den elliptischen Punkten (Abb.191) liegt der Krimmungs-
mittelpunkt stets auf einer und derselben Halbgeraden der Nor-
malen. Im allgemeinen wird der Kriimmungsradius bei der Dreh-
ung der Normalebene seinen Wert dndern und fiir einen bestimmten
Normalenschnitt s, seinen gréften Wert 7, fiir einen anderen, s,,
seinen kleinsten Wert 7, annehmen. # und 7, heiBen die Haupt-
kriimmungsradien der Fliache in P, die reziproken Werte %k, =1/,
und %, = 1/7, heiBen die Hauptkriimmungen, die Tangentenrichtungen
von s; und s, in P heiflen die Krimmungsrichtungen. Es zeigt sich
nun, daf diese Richtungen in einem reguliren Punkt stets auf-
einander senkrecht stehen und daf tberdies die Kriimmung jedes
Normalenschnitts durch die Hauptkriimmungen und den Winkel
des Normalenschnitts mit den Kréimmungsrichtungen vollstindig be-
stimmt ist.

Abb. j91.

11*
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Bei den hyperbolischen Punkten (Abb. 192) ist der Ort des Kriim-
mungsmittelpunkts nicht auf eine Halbgerade der Normalen beschrinkt.
Wenn nidmlich der Normalenschnitt bei der als PaBhohe gedeuteten
Flache durch die beiden Gebirge geht, liegt der Kriimmungsmittelpunkt
oberhalb des betrachteten Punkts P, wenn der Schnitt dagegen die
beiden Einsenkungen trifft, liegt der Kriimmungsmittelpunkt unter-
halb P. Es gibt nun einen Normalenschnitt, dessen Kriimmungs-
mittelpunkt oberhalb P liegt und dessen Kriimmung %, groBer ist als
bei allen anderen Normalenschnitten dieser Art. Wenn ich die Normal-
ebene aus dieser Lage herausdrehe, wird die Kriimmung stetig kleiner,
der Kriimmungsradius stetig gréfer. Wenn die Normalebene schlie3-
lich in die Richtung eines der beiden in Abb. 190 hervorgehobenen
horizontalen Wege durch P fillt, wird
die Kriimmung Null, und der Krim-
mungsmittelpunkt entfernt sich nach
oben ins Unendliche. Wenn ich noch
weiter drehe, springt der Kriimmungs-
mittelpunkt auf die untere Halbgerade
der Normalen iber und beginnt aus
dem Unendlichen nach oben zu wan-
dern, d. h. der Krimmungsradius
nimmt ab und die Kriimmung zu.
Sie erreicht schlieBlich einen Wert %, ,
der groBer ist als die Kriimmung aller
ibrigen Normalenschnitte, deren Kriim-
mungsmittelpunkt unterhalb P liegt.
Man bezeichnet %, und &, wie im ellip-
tischen Fall als die Hauptkrimmun-
gen und die Richtungen der zugeho-
rigen Normalenschnitte als die Kriimmungsrichtungen. Auch im hyper-
bolischen Fall stehen die Kriimmungsrichtungen aufeinander senk-
recht. Ferner halbieren sie Winkel und Nebenwinkel der beiden Kurven-
zweige, die die Tangentialebene aus der Fliche ausschneidet. Man nennt
die Richtungen dieser beiden Kurvenzweige die Asymptotenrichtungen
in P.

In den parabolischen Punkten gibt es im allgemeinen ebenfalls zwei
aufeinander senkrechte Kriimmungsrichtungen derart, daBl die Kriim-
mungen k; und £k, der zugehorigen Normalenschnitte grofler bzw.
kleiner sind als die aller iibrigen Normalenschnitte. Die parabolischen
Punkte sind dadurch gekennzeichnet, dal eine dieser beiden Haupt-
kriimmungen den Wert Null hat. Im allgemeinen ist die andere Haupt-
krimmung von Null verschieden. Dann wandert der Kriimmungs-
mittelpunkt von der Lage, die der von Null verschiedenen Hauptkriim-
mung entspricht, auf einem Normalenhalbstrahl entlang ins Unendliche

Abb. 192.
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(Abb.193). Es gibt also in parabolischen Punkten im allgemeinen genau
einen Normalenschnitt verschwindender Kriimmung. Seine Richtung ist
eine der Kriimmungsrichtungen, sie ist aber auch als Asymptoten-
richtung anzusehen.

Man kann analytisch auf jedem Flachenstiick alle die Kurven be-
stimmen, deren Richtung in jedem Punkt eine der beiden Kriimmungs-
richtungen ist. Man erhdlt auf diese Weise ein , Kurvennetz auf der
Fliache, d. h. ein System von zwei Kurvenscharen, von denen jede das
Flachenstiick einfach und liickenlos iiberdeckt. Die Kurven heilen
die Kriimmungslinien der Fliche. Nach dem Fritheren stehen die
Kriimmungslinien in jedem Punkt der Fliche aufeinander senkrecht;
sie bilden also ein Orthogonalsystem auf der Fliche.

Es gibt jedoch Punkte, fiir die unsere bisherigen Betrachtungen
nicht gelten. Wir gingen namlich von der Annahme aus, daf die Kriim-
mung des Normalenschnitts sich andert, wenn
man die Normalebene dreht. Es kann aber
auch vorkommen, dal} alle Normalenschnitte
eines Punkts dieselbe Kriimmung haben
Dann werden die Kriimmungsrichtungen un-
bestimmt, und man spricht von einem Nabel-
punkt. Ein Beispiel fiir eine Flache aus lauter
Nabelpunkten ist offenbar die Kugel. Ubri-
gens sind die Kugeln und Ebenen auch die
einzigen Fldchen, die nur aus Nabelpunkten
bestehen. Im allgemeinen treten die Nabel-
punkte isoliert auf. Das Netz der Krim-
mungslinien kann in ithnen und nur in ihnen
ein singuldres Verhalten zeigen.

Uber die Kriimmungslinien gilt ein eigenartiger Satz von DupIN.
Wir haben {rither (S. 5) den Begriff der orthogonalen Kurvenscharen
in der Ebene kennengelernt. Das riumliche Analogon sind Flichen-
scharen, deren Tangentialebenen in jedem Punkt aufeinander senkrecht
stehen. Da man nun durch einen Punkt in der Ebene nicht mehr als zwei
paarweise senkrechte Geraden, dagegen im Raum drei paarweise senk-
rechte Ebenen legen kann, wird man orthogonale Flichenscharen be-
trachten, die durch jeden Raumpunkt drei Exemplare schicken. Ein
Beispiel eines solchen Orthogonalsystems sind die friiher erwahnten kon-
fokalen Flachen zweiter Ordnung.

Man kann in der Ebene (und ebenso auf jeder krummen Fliche) zu
jeder beliebig vorgegebenen Kurvenschar eine orthogonale Kurvenschar
bestimmen. Entsprechend kénnte man erwarten, dal man im Raum zu
einer zweifachen orthogonalen Flichenschar stets noch eine orthogonale
dritte finden kann. Nach dem Satz von DuPIN ist nun diese Annahme
falsch. Der Satz besagt nimlich, da die Flichen eines dreifachen

o

Abb. 193.



166 IV. Differentialgeometrie.

Orthogonalsystems sich stets in ihren Kriimmungslinien durchschneiden.
Falls daher eine zweifache orhogonale Flichenschar sich zu einer drei-
fachen ergdnzen 1a8t, miissen schon die gegebenen Flichen sich in ihren
Kriimmungslinien durchschneiden. Ubrigens ist diese Bedingung auch
hinreichend. Nach dem Satz von DupiN sind die Kriilmmungslinien auf
dem Ellipsoid dessen Schnittkurven mit den konfokalen ein- und zwei-
schaligen Hyperboloiden (Abb.194). Das so bestimmte Kurvennetz
(Abb. 195) wird singuldr in den DurchstoBpunkten der Fokalhyperbel.
In der Tat sind
\ diese vier Punkte
/( die Nabelpunkte des
Ellipsoids.

Die Kriimmungs-
linien auf dem Ellip-
soid umlaufen die
Nabelpunkte in dhn-
licher Weise, wie in
der Ebene ein Sy-
stem konfokaler El-

/ lipsen und Hyper-

beln die gemein-

\ samen Brennpunkte

/ umgibt (Abb. 7, S. 5).

, Diese anschauliche

\ Ahnlichkeit ist nicht

K zufallig, sondern

bringt eine innere

Verwandtschaft bei-

der Kurvenscharen

zum Ausdruck. Wir

kénnen namlich die
Kriimmungslinien

auf dem Ellipsoid

durch eine Fadenkonstruktion, die zwei Nabelpunkte verwendet, in ge-

nau der gleichen Weise konstruieren, wie wir in der Ebene die Ellipsen

durch Fadenkonstruktion aus den Brennpunkten erzeugt hatten. Die vier

Nabelpunkte des Ellipsoids liegen einander paarweise diametral gegen-

iber. Ich kann daher auf zwei verschiedene Weisen (Abb. 196) zwei

Nabelpunkte herausgreifen, die einander nicht gegeniiberliegen. In

diesen beiden Punkten I'; und F, befestige ich die Endpunkte eines

Fadens von ausreichender Linge und ziehe ihn in einem Punkte P

straff an, jedoch so, dal dieser Punkt auf dem Ellipsoid liegt. Dann

muB} sich der Faden in seiner Gesamtlinge von selbst dem Ellipsoid

anlegen. Die verschiedenen Lagen, die P auf dem Ellipsoid annehmen

Abb. 194.
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kann, erfiillen eine Kriimmungslinie. Je nachdem, auf welche Weise ich
die beiden Nabelpunkte gewidhlt habe, erhalte ich bei verdnderlicher
Fadenlidnge die eine oder die andere Schar der Kriimmungslinien. Wah-
rend also im konfokalen System der Kegelschnitte die eine Kurvenschar
aus Ellipsen und die andere aus Hyberbeln besteht, lassen sich auf dem
Ellipsoid beide Scharen
als verallgemeinerte El-
lipsen auffassen.

Die Kurven auf dem
Ellipsoid, langs derer
sich der Faden Ilegt,
entsprechen den Brenn-
strahlen der Ellipse, also
geraden Linien, und sind
wie die Geraden in der
Ebene durch die Eigen-
schaft gekennzeichnet,
zwischen irgend zweien
ihrer Punkte die kiirze-
ste in der Fliche mog-
liche Verbindung herzustellen. Man nennt derartige Kurven geoditische
Linien einer Fldche, und wir werden uns spiter (S.194 bis 198) mit
ihrer Theorie beschiftigen.

In hyperbolischen Punkten hatten wir neben den Kriiinmungs-
richtungen noch ein zweites Paar ausgezeichneter Richtungen, nimlich
die Asymptotenrichtungen, kennengelernt. Man kann analog den Kriim-
mungslinien ein Kurvennetz bestimmen, deren Kurven in jedem Punkt
Asymptotenrichtung haben;
man nennt diese Kurven die
Asymptotenlinien oder Haupt-
tangentenkurven der Fliche.

Auch in hyperbolischen
Flachenpunkten kann es ein-
treten, dafl die beiden Haupt-
krimmungen gleich grof sind. Solche Punkte haben gewisse Ahn-
lichkeiten mit den Nabelpunkten. Flichen, die nur aus solchen Punk-
ten bestehen, heilen Minimalflichen. Sie sind auch dadurch cha-
rakterisiert, daB ihre Asymptotenlinien ein orthogonales Netz bilden.
Wihrend die Gesamtheit der Flichen, die nur Nabelpunkte besitzen,
allein aus den Kugeln besteht, ist die Klasse der Minimalflichen viel
umfassender. Man kann nimlich eine Minimalfliche dadurch realisieren,
daBl man einen ganz beliebig geformten geschlossenen Draht in Seifen-
16sung taucht. Die Seifenhaut, die sich dann in den Draht spannt, hat
stets die Gestalt einer Minimalfliche (vgl. Abb. 219, 220, S. 186). Das

Abb. 195.

ALb. 196.
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Gesetz der Oberflaichenspannung, dem die Seifenhaut folgt, sucht den
Flacheninhalt der Haut mdglichst zu verkleinern. Man kann hiernach
rein mathematisch die Minimalflichen als diejenigen Flichen charak-
terisieren, die den kleinsten Flacheninhalt besitzen unter allen Flichen,
die man in eine gegebene geschlossene Raumkurve einspannen kann.
Dabei ist bemerkenswert, daB diese von der Gesamterstreckung eines
Flichenstiicks ausgehende Kennzeichnung auf dieselben Flichen fithrt
wie die erstgenannte Eigenschaft, die nur die nichste Umgebung jedes
Flachenpunkts betrifft. Man kann sich diesen Zusammenhang folgender-
maBen plausibel machen. Auf einer gegebenen Minimalfliche, die in die
geschlossene Kurve S eingespannt sei, wiahlen wir eine sehr kleine ge-
schlossene Kurve s aus. Ich betrachte nur das Stiick der Minimal-
fliche, das im Innern von s liegt, und behaupte, daBl dieses Stiick
kleineren Flacheninhalt hat als alle anderen Flichenstiicke, die sich
in s einspannen lassen. Sonst konnte ich ndmlich das im Innern
von s gelegene Stiick meiner Fliche so abdndern, daB sich dabei der
Flacheninhalt dieses Stiicks verkleinerte. Dabei wiirde aber auch der
Gesamtinhalt der in S eingespannten Flache abnehmen, was der Defi-
nition der Minimalfliche widerspricht. Wenn ich nun die kleine Kurve s
auf irgendeinen Punkt der Minimalfliche zusammenziehe, kann ich
erwarten, daf} ich durch einen Grenziibergang auf solche Eigenschaften
der Minimalfliche gefiihrt werde, die nur die Umgebung eines Flachen-
punkts betreffen.

Jede Aufgabe, Kurven oder Flichen durch eine Minimumseigenschaft
zu bestimmen, heift ein Variationsproblem. Eine analoge Betrachtung,
wie wir sie eben fiir die Minimalflachen ausgefiihrt haben, zeigt auch fiir
jedes andere Variationsproblem, daB die Minimumseigenschaft sich
durch eine Umgebungseigenschaft ersetzen laBt. Die Durchfiihrung
dieser Grenziiberginge ist der Gegenstand der Variationsrechnung. Die
Variationsrechnung geht also den umgekehrten Weg wie die Differen-
tialgeometrie; wahrend die Differentialgeometrie die Umgebungseigen-
schaften zugrunde legt und aus ihnen Aussagen iiber den Gesamtverlauf
eines Gebildes herleitet, werden in der Variationsrechnung Umgebungs-
eigenschaften hergeleitet aus solchen Eigenschaften, die dem Gebilde
als Ganzem zukommen.

Die Variationsrechnung ist fiir die theoretische Physik von grund-
legender Bedeutung. Alle in der Natur vorkommenden Gleichgewichts-
und Bewegungszustinde sind durch Minimumseigenschaften aus-
gezeichnet.

Man kann durch Seifenhdute auch Minimalflichen erzeugen, die
durch mehr als eine Randkurve bestimmt sind. Z. B. kann ich von
zwel kreisformigen geschlossenen Dridhten ausgehen, die ich in der
Seifenlésung zur Deckung bringe und nach dem Herausziehen so von-
einander trenne, daB3 die beiden Kreise dieselbe Achse behalten. Dann
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spannt sich zwischen den beiden Kreisen eine hyperboloidihnliche
Flache auf (Abb. 197 und Abb. 220, S. 186), von der man aus Sym-
metriegriinden erwarten muf}, daB sie eine Rotationsfliche ist. Die
Rechnung bestétigt das und ergibt, dafl der Me- I
ridian dieser Rotationsminimalfliche eine Ket-
tenlinie ist, d. h. dieselbe Gestalt hat, wie sie
eine an zwei Punkten aufgehdngte Kette unter
dem EinfluB der Schwerkraft annimmt. Die
Flache wird deswegen Katenoid genannt.

Die Kennzeichen des Nabelpunktes und der
Punkte der Minimalflichen vereinigen in sich
diejenigen parabolischen Punkte, in denen beide
Hauptkriimmungen zugleich verschwinden. In
einem solchen Punkt verschwinden die Kriim-
mungen aller Normalenschnitte. Offenbar sind
alle Punkte einer Ebene von dieser Art, zu-
gleich sind die Ebenen die einzigen Flichen,
die aus lauter parabolischen Nabelpunkten be-
stehen. Ein Beispiel fiir einen isolierten parabolischen Nabelpunkt kann
man analog dem gewohnlichen Sattel (Abb. 190, S. 162) leicht kon-
struieren, wenn man in der PaBhohe nicht zwei, sondern drei Gebirge
und drei Einsenkungen aneinan-
derstoBBen 1aBt, so daB die Flache
durch eine Drehung um 27/3 mit
sich selbst zur Deckung kommt
(Abb. 198). Dann liegt offenbar
jedem Gebirge eine Senkung gegen-
iber. Daher hat jeder Normalen-
schnitt einen Wendepunkt, also
verschwindende Kriimmung. Man
nennt eine solche Fliche einen
Affensattel. Diese Bezeichnung
rithrt daher, da der Mensch zum
Reiten nur zwei Vertiefungen
braucht, daB aber der Affe eine
dritte fiir seinen Schwanz nétig hat.

Man kann die verschiedene Ge-
stalt der Flachen in elliptischen und
hyperbolischen Punkten noch auf
eine andere Art kennzeichnen, die
auch die Namen ,,elliptisch* und ,,hyperbolisch‘‘ rechtfertigt. Hierzu lege
ich zur Tangentialebene in geringem Abstand eine Parallelebene und
betrachte deren Schnitt mit der Flidche. In einem elliptischen Fliachen-
punkt wird eine solche Schnittkurve nur vorhanden sein, wenn die Par-

Abb. 197.

Abb. 198.
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allelebene auf einer bestimmten Seite der Tangentialebene angenommen
wird. Die Schnittkurve wird sich auf den Beriihrungspunkt zusammen-
ziehen, wenn der Abstand der Ebenen gegen Null abnimmt. ILasse
ich den Abstand gegen Null gehen, vergroere aber gleichzeitig die
Schnittkurve in passender Weise in immer stirkerem MaBstab, so zeigt
es sich, daB die vergroBerte Schnittkurve sich unbegrenzt einer in der
Tangentialebene gelegenen Ellipse ndhert, die den Beriihrungspunkt
zum Mittelpunkt und die Kriimmungsrichtungen zu Achsenrichtungen
hat. Das Verhiltnis der Achsenlingen ist
dabei gleich der Wurzel aus dem Verhiltnis
der Hauptkriimmungsradien.

Betrachte ich die auf einer bestimmten
Seite verlaufenden Parallelebenen zur Tan-
gentialebene eines hyperbolischen Punkts,
so ergibt der analoge Grenziibergang eine Hyperbel, deren Achsenrich-
tungen und Achsenlingen in derselben Weise wie im elliptischen Fall
von den Kriimmungsrichtungen und den Hauptkriimmungen abhingen
(Abb. 199). Verfihrt man ebenso mit den Parallelebenen auf der
anderen Seite der Tangentialebene, so erhilt man eine zweite Hyper-
bel, die dieselben Achsen wie die erste besitzt. Beide Hyperbeln
haben iberdies ihre Asymptoten gemeinsam, und
zwar sind deren Richtungen gerade durch die
Asymptotenrichtungen des betrachteten Flichen-
punkts gegeben. Man nennt die von uns konstru-
ierten Kegelschnitte die ,,Dupinschen Indikatrizes
der Flichenpunkte. In parabolischen Punkten
kann das entsprechende Verfahren zu verschieden-
artigen Kurven fithren. In Nabelpunkten ist die
Dupinsche Indikatrix ein Kreis. Man kann das an der Kugel und am
Ellipsoid leicht bestitigen. In Affensidtteln verlauft die Indikatrix
etwa wie in Abb. 200 angegeben.

Abb. 199.

>

—

—
Abb 200

§ 29. Sphirische Abbildung und Gausssche Kriimmung.

Wir haben bis jetzt die Flichenkriimmung durch zwei Zahlen, die
Hauptkriimmungen, charakterisiert. Gauss hat nun ein Verfahren
angegeben, um die Kriimmung in einem Flichenpunkt durch eine ein-
zige Zahl, die natiirlich von den Hauptkriimmungen abhidngt, in analoger
Weise darzustellen, wie wir das fir die Raumkurven gelernt haben.

Ich ziehe zu jeder Normalen der betrachteten Fliche die Parallele
durch den Mittelpunkt einer Einheitskugel. Ich zeichne willkiirlich
eine der beiden Richtungen der Normalen in einem Fliachenpunkt aus
und dbertrage diese Festsetzung stetig auf alle Nachbarpunkte auf dem
Fliachenstiick. Zeichne ich nun die gleiche Richtung auch auf dem ent-
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sprechenden Kugeldurchmesser aus, so wird jedem Punkt des Flichen-
stiicks ein bestimmter Punkt der Kugeloberfliche, der Endpunkt des
Durchmessers, zugeordnet, die Fliache wird also auf die Kugel abgebildet.
Man nennt dieses von Gauss herrithrende Verfahren die sphérische Ab-
bildung der Flidche. Da die Durchmesser der Kugel auf den Tangential-
ebenen ihrer Endpunkte senkrecht stehen, so besitzt bei der Gaussschen
Abbildung jeder Punkt die gleiche Normalenrichtung wie sein spharisches
Bild, und ebenso sind die beiden Tangentialebenen parallel. Die spha-
rische Abbildung wird deshalb auch als Abbildung durch parallele Nor-
malen bzw. durch parallele Tangentialebenen bezeichnet. Man kann eine
Flache nicht nur auf die Kugel, sondern auch auf jede beliebige andere
geschlossene Fliche durch parallele Tangentialebenen abbilden. Diese
allgemeineren Abbildungen spielen in der modernen Differentialgeometrie
eine gewisse Rolle.

Ein und derselbe Punkt der Kugel entspricht bei der spharischen
Abbildung mehreren Flichenpunkten dann und nur dann, wenn gleich-
gerichtete parallele Normalen auf der Fliche vorhanden sind. Wie
man sich anschaulich leicht klarmachen kann und wie wir spiter genauer
verfolgen werden, gibt es in der ndchsten Umgebung eines elliptischen
oder hyperbolischen Flichenpunkts keine solchen Normalen (vergleiche
Abb. 202, 203, S.173). Dort ist also die sphirische Abbildung umkehr-
bar eindeutig.

Wenn ich auf dem Flichenstiick eine geschlossene Kurve £ ziehe,
so entspricht ihr eine geschlossene Kurve %’ auf der Kugel. Wir divi-
dieren nun den Flicheninhalt G des Kugelstiicks, das von &’ eingeschlos-
sen wird, durch den Inhalt ¥ des von % umschlossenen Stiicks unserer
Fliche und ziehen die Flachenkurve % auf einen Flichenpunkt P zu-
sammen. Dabei werden F und G immer kleiner, und wenn wir schlieB-
lich im Grenziibergang die Kurve in den Punkt P {ibergehen lassen,
ndhert sich der betrachtete Quotient einem bestimmten Grenzwert

.G
lim = =K.
F—o0 F
Die durch dieses Verfahren definierte Zahl K heit die Gausssche Kriim-
mung der Fliche in P. Die analytische Betrachtung ergibt nun, daB
die Gausssche Kriimmung gleich dem Produkt der zugehorigen Haupt-
kriimmungen ist:

K = kyky.

Die Gavusssche Kriimmung hat die hochst wichtige Eigenschaft,
dal} sie sich bei beliebiger Verbiegung des Flichenstiicks nicht dndert.
Als Verbiegungen definiert man diejenigen Deformationen, welche die
Lingen und Winkel aller auf der Fliche gezogenen Kurven unverindert
lassen; eine aus annihernd undehnbarem Material, z. B. Papier oder
diinnem Blech hergestellte Fliche 1iBt sich zur Veranschaulichung von
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Verbiegungen verwenden. Da nun die Gausssche Krimmung durch
Verbiegungen nicht beeinflut wird, muB sie in innigem Zusammen-
hang zu den Eigenschaften der Fliche stehen, die allein von den
Langen und Winkeln der in der Fliche verlaufenden Kurven ab-
hingen. In der Relativititstheorie, die gerade diese ,,inneren® Eigen-
schaften mehrdimensionaler gekriimmter Mannigfaltigkeiten untersucht,
spielt deshalb die Gausssche Kriimmung und ihr Analogon fiir mehr
Dimensionen eine entscheidende Rolle.

Wir wollen uns plausibel machen, weshalb die Gausssche Kriim-
mung, deren Definition doch wesentlich von der rdumlichen Lage der
Flache abhingt, dennoch bei Verbiegungen ungeindert bleibt. Wir
denken uns aus starren dreieckigen ebenen Platten (a, b, ¢, 4 in Abb.201)
eine korperliche Ecke zusammengesetzt, so dall zwei benachbarte Platten
stets um die gemein-
same Kante drehbar
sind. Wenn dann die
Ecke mehr als drei
Seitenflachen hat, ist
ihre Gestalt im Raum
noch verdanderlich, und
diese Verdnderungen
werden wir als Ver-
biegung  bezeichnen
dirfen, weil sie die
Lingen und Winkel
aller Kurven ungein-
dert lassen, die man auf der Oberfliche der korperlichen Ecke
zeichnet. Wenn man auf jeder der Seitenflichen nach auBen das Lot
(I, m, n) errichtet, kommt man zu einer sphirischen Abbildung der
Ecke durch einzelne Punkte (I, m’, #') der Kugel. Um nun eine
Analogie zur sphirischen Flichenabbildung herzustellen, verbinde ich
durch GroBkreisbogen diejenigen Kugelpunkte, die benachbarte Seiten-
flichen der kérperlichen Ecke abbilden. Auf diese Weise ergibt sich
ein Polygon auf der Kugel. Ich behaupte nun, daBl bei den soeben
definierten Verbiegungen der Flicheninhalt dieses Polygons sich nicht
andert; diese Tatsache steht offenbar in Analogie zu der Unveridnder-
lichkeit der Gaussschen Kriimmung bei der Flachenverbiegung.

Meine Behauptung lafit sich aber aus elementaren Sitzen der sphi-
rischen Trigonometrie ableiten. Bekanntlich ist ndmlich der Flicheninhalt
eines sphérischen Dreiecks, und ebenso jedes GrofSkreispolygons, allein
abhingig von der Winkelsumme. Es geniigt also zu zeigen, daf} die
Winkel des Polygons, das wir als sphérisches Bild der kérperlichen Ecke
eingefithrt haben, bei deren Verbiegung sich nicht dndern. Aus Abb. 201
erkennt man nun, daB jeder solche Winkel gleich dem Supplement

Abb. 201.
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eines Winkels ist, den zwel benachbarte Kanten der Ecke miteinander
bilden. Nach unseren Voraussetzungen sind aber alle diese Winkel un-
veridnderlich.

Man kann aus der eben durchgefithrten Betrachtung durch einen
Grenzitbergang die Unverdnderlichkeit der Gaussschen Kriimmung er-
halten, wenigstens wenn man sich auf konvexe Flichenstiicke be-
schrinkt. Man hat zu diesem Zweck die Fliche durch einbeschriebene
Dreieckspolyeder mit kleiner Kantenlinge zu approximieren und unsere
Betrachtung auf jede Ecke dieses Polyeders anzuwenden.

P
/_" \
7 £
2

Abb. 202.

2,3

d, Z ¢

7

Abb. 203.

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die Unterscheidung der Flichen-
punkte in elliptische, hyperbolische und parabolische durch die sphérische
Abbildung und die Gausssche Kriimmung kennzeichnen 148t. Umlauft
man einen Punkt elliptischer Kriimmung auf einer kleinen geschlossenen
doppelpunktfreien Flichenkurve, so erhdlt man auf der Kugel eine
ebenfalls doppelpunktfreie geschlossene Kurve (Abb. 202). Auch in
einem Punkt sattelférmiger Kriimmung ist das sphérische Bild doppel-
punktfrei (Abb. 203). Wie die Abb. 202 und 203 zeigen, ist im hyper-
bolischen Fall der Umlaufsinn der Kurve auf der Kugel entgegen-
gesetzt dem Umlaufssinn der Flachenkurve, wihrend in elliptischen
Punkten beide Umlaufsinne gleich sind. Man pflegt nun in der analy-
tischen Geometrie den Inhalten zweier Flachenstiicke gleiches oder ent-
gegengesetztes Vorzeichen beizulegen, je nachdem sie in gleichem oder
entgegengesetztem Sinne umlaufen werden. Daher rechnet man die
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Gausssche Kriimmung in konvexen Stiicken als positiv, in sattel-
formigen als negativ. Zu derselben Vorzeichenbestimmung kommen
wir auch, wenn wir von den beiden Hauptkriimmungen ausgehen. In
elliptischen Punkten liegen ndmlich die den Hauptkriimmungen ent-
sprechenden Kriimmungsmittelpunkte auf derselben Halbgeraden der
Normalen, wahrend sie in hyperbolischen Punkten auf den entgegen-
gesetzten Halbgeraden liegen. Wenn ich also die eine Halbgerade als
positiv, die andere als negativ kennzeichne, so ist das Produkt der beiden
Hauptkriimmungsradien — also auch das Produkt der Hauptkriim-
mungen und damit die Gausssche Kriimmung — positiv fiir elliptische
Punkte und negativ fiir hyperbolische Punkte. — Da das Bild hinreichend
kleiner geschlossener doppelpunktfreier Kurven ebenfalls doppelpunkt-
frei ausfillt, so muB die spharische Abbildung in iiberall konvexen oder
iiberall sattelférmigen hinreichend kleinen Flichenstiicken stets um-
kehrbar eindeutig sein.

Die parabolischen Punkte nehmen eine Mittelstellung zwischen den
elliptischen und den hyperbolischen Punkten ein; daher werden wir
erwarten, daBl die GAausssche Kriimmung in den parabolischen Punkten
verschwindet. Das bestdtigt sich. Denn die parabolischen Punkte sind
dadurch definiert, daB in ihnen eine Hauptkriimmung verschwindet;
also verschwindet in ihnen auch das Produkt der Hauptkriimmungen,
d. h. die Gausssche Kriimmung.

Die Ebene besteht nur aus parabolischen Punkten. Aus der Bie-
gungsinvarianz der GAussschen Kriimmung folgt daher, daB ich ein
ebenes Blatt Papier niemals auf ein positiv oder negativ gekriimmtes
Flachenstiick auflegen kann. Die Anschauung ergibt in der Tat, daB das
Papier im ersten Fall sich falten, im zweiten Fall zerreilen muf.

Wir betrachten jetzt eine gegebene Fliache, die nicht aus lauter
parabolischen Punkten besteht und auf der sowohl Punkte positiver
als auch Punkte negativer Gaussscher Kriimmung vorhanden sind.
Da die Gausssche Krilmmung sich stetig auf der Fliche dndert, so muf3
es auf der Fliache auch Punkte geben, in denen die Gausssche Kriitmmung
verschwindet, und diese Punkte miissen stetige Kurvenziige bilden, die
die Gebiete positiver von denen negativer Gaussscher Kriimmung
trennen. Man nennt solche aus parabolischen Punkten bestehenden
Kurven die parabolischen Kurven der Flichel. Natiirlich miissen para-
bolische Kurven nur dann auftreten, wenn die Gausssche Kriimmung

1 Die parabolischen Kurven sind von F. KLEIN zu einer eigenartigen Unter-
suchung herangezogen worden. Er nahm an, daB die kiinstlerische Schénheit
eines Gesichts jhren Grund in gewissen mathematischen Beziehungen hiatte, und
lieB deshalb auf dem Apollo von Belvedere, dessen Gesichtsziige uns einen be-
sonders hohen Grad von klassischer Schénheit wiedergeben, die samtlichen para-
bolischen Kurven einzeichnen. Diese Kurven besaBlen aber weder eine besonders

einfache Gestalt, noch lieB sich ein allgemeines Gesetz ausfindig machen, dem-_sie
gehorchten (Abb. 204).
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auf der Fliche beide Vorzeichen annimmt. Auf den bisher von uns
betrachteten Fliachen trat das nie ein; die Flichen zweiter Ordnung
besitzen entweder iiberall
positive Kriimmung wie
das Ellipsoid, oder iiber-
all negative wie das ein-
schalige Hyperboloid,
oder iiberall verschwin-
dende wie der Zylinder
und der Kegel, die sich
ja aus einem ebenen
Blatt Papier formen las-
sen. Die Minimalflichen
ferner haben nirgends
positive Kriimmung.

Wir wollen jetzt Bei-
spiele von Flichen mit
parabolischen Kurven an-
geben und deren sphi-
rische Abbildung betrach-
ten. Eine besonders ein-
fache Fldche dieser Art
ist die Oberfliche einer
Glocke. Man erhilt sie,
indem man eine ebene
Kurve, die einen Wende-
punkt hat, um eine in ihrer Ebene gelegene Achse rotieren laft
(Abb. 205). Wir wollen diese Achse als vertikal annehmen. Fiir den
in Abb. 205 gezeichneten Fall erzeugt der oberhalb |
des Wendepunkts verlaufende Zweig der Kurve ein
elliptisch gekriimmtes Flichenstiick, wihrend der
untere Teil der Kurve ein hyperbolisch gekriimmtes
Flidchenstiick liefert. Der Breitenkreis der Rota-
tionsfliche, der vom Wendepunkt der Kurve be-
schrieben wird, ist also die parabolische Kurve
der Glocke. Man erkennt das auch am Verhalten
der Tangentialebenen. Die Tangentialebenen der hy-
perbolischen Punkte schneiden die Glocke in einer
schleifenartigen Kurve, die zwei Aste durch den Be-
rithrungspunkt schickt (Abb. 206). Nahert sich nun
der Beriihrungspunkt von unten her der parabolischen
Kurve, so wird der geschlossene Teil der Schleife im-
mer kleiner, und die beiden durch den Beriihrungspunkt laufenden Zweige
der Schnittkurve schlieBen dort einen immer spitzeren Winkel ein. Liegt

Abb. 204.

Abh, 205,
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der Beriithrungspunkt schlieBlich auf der parabolischen Kurve (Abb. 207),
so ist die Schleife auf den Beriihrungspunkt zusammengeschrumpft,
und die Schnittkurve hat im Beriihrungspunkt eine Spitze. Wandert
der Berithrungspunkt weiter in den elliptischen Teil der Flache (Abb. 208),
so besteht die Schnittkurve aus dem Beriihrungspunkt als isoliertem

Abb. 206. Abb. 207. Abb. 208.

Punkt und einem ganz im hyperbolischen Teil verlaufenden stetig ge-
kriimmten Kurvenbogen. Wir haben damit zugleich Beispiele fiir die
friher (S. 154) aufgezdhlten Fille singuldrer Punkte ebener Kurven.

Wir untersuchen nun die sphirische Abbildung der Glocke in der
Nihe des parabolischen Breitenkreises (Abb. 209). Wir umgeben einen
beliebigen Punkt der parabolischen Kurve mit dem kleinen geschlossenen
Kurvenzug 123456781,
durch den ein gewisses
Flachenstick F  einge-
schlossen ist. Die Punkte 1
und 5 mogen der héchste
und tiefste Punkt von F
sein. In 3 und 7 soll der
Kurvenzug den paraboli-
schen Breitenkreis treffen.
Nun besitzt der Meridian,
durch dessen Rotation die
Glocke erzeugt wird, in der
Umgebung seines Wende-
punkts parallele Tangen-
ten (vgl. S.154). Offenbar besitzen die entsprechenden Punkte der
Glocke parallele Normalen, also das gleiche sphérische Bild. Dem-
nach gehért zu jedem Breitenkreis unmittelbar oberhalb des parabo-
lischen Kreises ein zweiter Breitenkreis unmittelbar unterhalb des para-
bolischen, der dasselbe sphirische Bild hat. Wir erkennen also, dal
die sphirische Abbildung des Flichenstiicks F nicht umkehrbar eindeutig
sein kann. Zur Veranschaulichung dieser Tatsache wihlen wir die
Punkte 2, 4, 6, 8 auf dem Rand von F so, daBB sowohl 2 und 4 als auch

Abb. 209.
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6 und 8 parallele Normalen besitzen. Der parabolische Kreis teilt F in
zwei Gebiete F; und F,, deren Inneres ganz aus elliptischen bzw.
hyperbolischen Flichenpunkten besteht, die also umkehrbar eindeutig
auf zwei Gebiete der Kugel abgebildet werden. Diese Gebiete grenzen
beide an das Bild des parabolischen Kreises, das offenbar auf der
Kugel ebenfalls ein Kreis in einer horizontalen Ebene ist. Wihrend
aber F; und F, auf verschiedenen Seiten des parabolischen Kreises
liegen, grenzen die Bildgebiete auf der Kugel beide von oben an das
Bild des parabolischen Kreises. Sie fiberdecken sich daher. Der Rand
von F wird in eine Kurve 1'2'3'4'5'6"7'8 1" abgebildet, und dabei
fallt 2’ mit 4° und 6’ mit 8 zusammen, und die Kurve durchschneidet
in diesen Punkten sich selbst.

Das sphérische Bild der
Glocke erfahrt also lings des
Bilds der parabolischen Kurve
eine Umklappung. Diese Um-
klappung tritt auch bei den
parabolischen Kurven belie-
biger Flichen in der Regel
ein. Es gibt jedoch eine cha-
rakteristische Ausnahme, die
an einem zweiten Beispiel er-
klart werden soll.

Durch eine vertikale Achse
lege ich eine Ebene, zeichne in
ihr einen Kreis, der die Achse nicht trifft, und drehe die Ebene um die
Achse. Dann beschreibt der Kreis eine Rotationsfliche, welche Ring-
fliche oder Torus genannt wird (Abb. 210). Der Kreis wird durch seinen
hochsten Punkt 4 und seinen tiefsten Punkt B in zwei Halbkreise I
und I7 geteilt. Der von I erzeugte Teil des Torus besitzt offenbar posi-
tive Gausssche Kriimmung, der von I erzeugte Teil des Torus dagegen
negative. Die beiden Teile des Torus werden voneinander durch die
Breitenkreise getrennt, die die Punkte 4 und B beschreiben. Diese
Kreise sind die parabolischen Kurven der Flache. Jede Tangentialebene,
die in einem Punkt eines dieser Kreise an den Torus gelegt wird, hat
mit dem Torus einen einzigen durch den Berithrungspunkt gehenden
Kurvenzweig gemein, da sie offenbar den Torus lings des ganzen Kreises
beriihrt und ihn sonst nicht trifft. Wir haben also hier ein Beispiel
parabolischer Punkte, in denen die Tangentialebene keine mit einer
Spitze versehene Kurve aus der Fliche ausschneidet. In Abb. 211 ist
fiir einen der parabolischen Kurve benachbarten hyperbolischen Torus-
punkt die Schnittkurve der Tangentialebene mit dem Torus gezeichnet.,
In den elliptischen Toruspunkten hat die Tangentialebene allein ihren
Beriihrungspunkt mit dem Torus gemein.

Abb. 210.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 12
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Wir betrachten nun das sphirische Bild des Torus. Wir denken uns
etwa in jedem Punkt die nach auBlen weisende Richtung der Normalen
ausgezeichnet. Dann werden die beiden parabolischen Kreise, da sie
lauter parallele Normalen besitzen, nur in je einen einzigen Punkt der
Kugel, nimlich in den héch-
sten und den tiefsten Punkt
derselben, abgebildet.  Der
elliptische Teil des Torus be-
sitzt keine parallelen Norma-
len. Sein sphéirisches Bild
bedeckt, wie man leicht sieht,
die ganze Kugel mit Aus-
nahme des hochsten und tief-
sten Punkts einfach und Lik-
kenlos. Das gleiche gilt aber
auch vom hyperbolischen Teil.
Im ganzen wird also die Kugel
vom sphirischen Bild des
Torus genau zweimal bedeckt,
mit Ausnahme des hochsten
und tiefsten Punkts, wo

Abb. 211. beide Bildteile zusammen-
hingen. Um die Art dieses Zusammenhangs zu veranschaulichen,
verfahren wir wie beim vorigen Beispiel. Wir denken uns den Torus
und sein sphirisches Bild schrig von oben gesehen (Abb. 212) und
umgeben einen parabolischen Punkt mit einem kleinen geschlossenen
doppelpunktfreien Kurvenzug
12341. Aus der Figur ist die
Wahl dieser Punkte und die
Gestalt des sphérischen Bilds
des Kurvenzugs wohl ohne
ndhere Erorterung ersichtlich.
Dal das sphérische Bild acht-
férmig ausfillt, steht im Ein-
klang damit,daBimelliptischen
Gebiet der Umlaufsinn erhalten
bleibt, wihrend er im hyperbo-
lischen Gebiet umgekehrt wird.

Unser Beispiel ist charakteristisch fiir den Fall, daff die Fliche lings
eines ganzen (notwendig parabolischen) Kurvenstiicks von derselben
Ebene beriihrt wird. Dagegen veranschaulicht das Beispiel der Glocke den
Fall, daB die Tangentialebene sich lings der parabolischen Kurve dndert.
Bei beiden Beispielen trennt die parabolische Kurve auf der Fliche ein
Gebiet positiver von einem Gebiet negativer Gaussscher Kriimmung.

Abb. 212.
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Als letztes Beispiel betrachten wir nun eine Flache mit einem parabo-
lischen Punkt, der isoliert in einem sonst sattelférmig gekriimmten Ge-
biet legt (Abb.213); es ist der S. 169 beschriebene Affensattel. Bei
dieser Fliche haben offenbar diejenigen Punkte parallele Normalen, die
zu dem parabolischen Punkt diametral liegen. Einer geschlossenen
doppelpunktfreien Kurve um diesen Punkt herum entspricht also auf
der Kugel eine geschlossene Kurve, die das sphirische Bild des Punkts
zweimal umlduft!. Ebenso kann man offenbar isolierte parabolische
Punkte mit sattelférmiger Umgebung konstruieren, bei denen das sphé-
rische Bild einen einmaligen Umlauf in einen drei- oder beliebig vielfachen
verwandelt. Geht man dagegen von einem isolierten parabolischen

Abb. 213.

Punkt aus, dessen Umgebung elliptische Kriimmung aufweist, so 1at
sich zeigen, daB das sphirische Bild sich genau so verhilt, als ware die
Kriimmung iiberall elliptisch und gar kein parabolischer Punkt vorhanden.

Zum Schluf3 wollen wir angeben, in welcher Weise sich die Kriim-
mungslinien und die Asymptotenlinien einer Flache bei der sphirischen
Abbildung verhalten. Die Kriimmungsrichtungen lassen sich durch die
sphirische Abbildung vollstindig kennzeichnen; es sind die einzigen
Richtungen, die ihren Bildrichtungen parallel sind; nur in den Nabel-
punkten versagt dieses Kriterium; dort sind alle Richtungen ihren Bil-
dern parallel. In elliptischen Punkten sind auBerdem beide Kriim-
mungsrichtungen mit ihren Bildern gleichgerichtet oder bei anderer
Wahl der Normalenrichtung alle beide mit ihren Bildern entgegengesetzt

1 Der Affensattel wird also durch parallele Normalen auf eine Riemannsche
Fliche tiber der Kugel abgebildet, die im Bild des parabolischen Punkts einen
Windungspunkt hat (vgl. S. 238). Man beachte in Abb. 213 auch die Umkehrung
des Umlaufssinns.

12*
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gerichtet, dagegen ist in hyperbolischen Punkten stets eine der Kriim-
mungsrichtungen mit ihrem sphérischen Bild gleichgerichtet, die andere
entgegengesetzt gerichtet.

Aus diesem Kriterium koénnen wir leicht die Kriimmungslinien der
Rotationsflachen bestimmen. Ich behaupte, das sind die Breitenkreise
und Meridiane. Diese beiden Kurvenscharen gehen nidmlich ersichtlich
in ein System von Breitenkreisen und Meridianen auf der Kugel iiber,
und zwar so, daf} jede Richtung ihrer Bildrichtung parallel ist. Die
beiden Pole konvexer geschlossener Rotationsflichen sind somit stets
Nabelpunkte.

Die Asymptotenrichtungen haben eine andere Eigenschaft. Sie
stehen ndmlich auf ihrem sphirischen Bild senkrecht und sind die ein-
zigen Richtungen dieser Art. Der Drehungssinn, in dem ich eine

Abb. 215. Abb. 216.

Asymptotenrichtung in der Tangentialebene drehen muf, um ihre
Bildrichtung zu erhalten, ist stets fiir beide Asymptotenrichtungen
entgegengesetzt. Das hidngt damit zusammen, daB die sphérische
Abbildung den Umlaufsinn sattelférmig gekriimmter Flichenstiicke
stets umkehrt.

Da die Asymptotenlinien nur den hyperbolischen Teil der Fliche
bedecken, miissen sie in der Nihe parabolischer Kurven ein singuldres
Verhalten zeigen. Falls die parabolische Kurve eine veridnderliche Tan-
gentialebene hat wie bei der Glocke, haben die Asymptotenlinien Spitzen
laings der parabolischen Kurve (Abb. 214). Falls dagegen alle Punkte
einer parabolischen Kurve dieselbe Tangentialebene haben, so wie beim
Torus, ist die parabolische Kurve die Einhiillende der Asymptoten-
linien, d. h. sie beriihrt in jedem Punkt eine Asymptotenlinie (Abb. 215).
Den Verlauf der Asymptotenlinien auf einem Affensattel kennzeichnet
Abb. 216. Es laufen gerade » Asymptotenlinien durch einen Punkt
dieser Art, wenn ein geschlossener Umlauf um ihn durch das sphéirische
Bild in einen # — 1-fachen Umlauf verwandelt wird.
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§ 30. Abwickelbare Flachen, Regelfldchen.

Wir haben bei unseren Betrachtungen iiber die parabolischen Punkte
bisher den Fall ausgeschlossen, daB3 eine Fliche nur aus parabolischen
Punkten besteht. Dieser Fall soll jetzt seiner besonderen Wichtigkeit
wegen ausfiihrlich besprochen werden.

Beispiele solcher Flichen haben wir bereits in allen den Flichen
kennengelernt, die aus einem Stiick der Ebene durch Verbiegung hervor-
gehen. Es gilt nun allgemein der Satz, daB sich zwei Flachen ineinander
durch Verbiegung {iberfilhren lassen, wenn auf beiden Flichen die
Gausssche Krimmung iiberall denselben konmstanten Wert hatl.

Nach diesem Satz kann man durch die Verbiegung von Ebenen-
stiicken schon sdmtliche Flichen iiberall verschwindender Gaussscher
Krimmung erhalten. Wegen dieser Erzeugungsweise nennt man die
Fliachen auch ,,abwickelbare Flachen®.

Es gibt noch zwei ganz andere Arten, die abwickelbaren Flichen zu
erzeugen. Zunichst sind abwickelbar alle Flichen, die von einer einpara-
metrigen Ebenenschar eingehiillt werden. Die veranderliche Ebene beriihrt
eine solche Fliche lings einer ganzen Geraden; man erhélt diese Gerade
durch Grenziibergang aus der Schnittgeraden der Ebene mit einer
ihrer Nachbarlagen. Die Gerade ist parabolische Kurve der Fliche,
da die Fliche ja lings der Geraden eine und dieselbe Tangentialebene
hat. Da ferner die Gesamtheit dieser Geraden die ganze Fliche iiber-
deckt, muB diese in der Tat aus lauter parabolischen Punkten bestehen.
Merkwiirdigerweise gilt nun auch umgekehrt der Satz, daB3 man auf diese
Art alle abwickelbaren Flichen erhalten kann. Demnach sind die ab-
wickelbaren Flichen simtlich Regelflichen?.

Da drei Ebenen stets einen Schnittpunkt haben3, ist es plausibel,
daB sich benachbarte Erzeugende einer abwickelbaren Fliche stets
schneiden. Dies kann analytisch bewiesen werden und fithrt zur dritten
Erzeugungsart der abwickelbaren Flichen. Die Schnittpunkte benach-
barter Geraden beschreiben namlich eine Kurve, und es 148t sich die
anschauliche Vermutung bestitigen, daB diese Raumkurve von den
Erzeugenden nicht geschnitten, sondern berithrt wird. Wir kénnen
unsere Flichen also auch als diejenigen Fldchen definieren, die von
den Tangenten einer beliebigen Raumkurve iiberstrichen werden. Die

! Bei Flachen verdnderiicher Gaussscher Kriimmung gibt es keine dhnlich
einfache hinreichende Bedingung dafiir, daB die Flichen sich ineinander durch
Verbiegung tiberfithren lassen. Notwendig ist, daB man die Flichen so aufeinander
abbilden kann, daB sie in entsprechenden Punkten die gleiche Gausssche Kriim-
mung besitzen. Diese Bedingung reicht aber nicht hin. Man kann sich das leicht
am Beispiel von Rotationsflachen klarmachen.

2 Dagegen gibt es im vierdimensionalen Raum abwickelbare Flichen, die
nicht Regelflichen sind. Vgl. S. 301, 302.

3 Parallelismus ist hierbei als Schnitt im Unendlichen aufzufassen.
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Fliche wird dann zugleich eingehiillt von den Schmiegungsebenen der
Kurve. Allein die Kegel und Zylinder entziehen sich dieser Darstellung,
wahrend sie durch die vorige Methode offenbar erzeugt werden kénnen.

Aus der zweiten Darstellung 148t sich sofort das sphirische Bild
aller abwickelbaren Flichen mit Ausnahme der Ebene bestimmen. Die
einhiillenden Ebenen sind ja die Gesamtheit der Tangentialebenen der
Fliche. Sie und ebenso ihre Normalenrichtungen bilden also eine Schar,
die nur von eimem verinderlichen Parameter abhingt. Also ist das
sphérische Bild der abwickelbaren Fliche stets eine Kurve, und zwar
das Binormalenbild der Raumkurve, deren Tangenten die Flache iiber-
streichen. DaB bei den Flachen der Kriimmung Null das sphérische Bild
auf eine Kurve zusammenschrumpft, war auch nach der urspriing-
lichen Definition der Gaussschen Krimmung zu erwarten. Danach
hat ndmlich das spharische Bild jedes solchen Flichenstiicks den In-
halt Null.

Wir wickeln nun die Tangentenfliche irgendeiner Raumkurve auf
die Ebene ab. Dann mufl die Raumkurve in eine ebene Kurve tber-
gehen, und die Erzeugenden der Fliche gehen in die Tangenten dieser
ebenen Kurve iiber. Jedem Bogen der Raumkurve entspricht ein
gleich langer Bogen der ebenen Kurve. Es liBt sich aber aulerdem
zeigen, dall beide Kurven in entsprechenden Punkten auch gleiche
Kriimmung besitzen?.

Geht man umgekehrt von einem ebenen konvexen Kurvenbogen s
aus und schneidet das auf der Innenseite der Kurve gelegene Ebenen-
stiick weg, so 148t sich das iibrigbleibende Ebenenstiick so verbiegen,
daBl die Raumkurve, in die der Bogen s iibergeht, in allen Punkten seine
Krimmung behilt. Dabei kann man, wie sich analytisch beweisen
1aBt, dieser Raumkurve jede beliebige Torsion erteilen. Eine solche
Forminderung einer Raumkurve, bei der Bogenlinge und Kriimmung
erhalten bleiben, wiahrend die Torsion sich dndert, nennt man ,,Verwin-
dung“ der Raumkurve.

Bei unserer Verbiegung der Ebene bleiben offenbar die Tangenten
von s stets geradlinig, wihrend alle iibrigen Geraden der Ausgangs-
ebene gekriimmt werden?. Es zeigt sich aber, dal wir durch die Ver-
biegung des Ebenenstiicks keineswegs die ganze Tangentenfliche der
Raumkurve ¢ erhalten, die aus s hervorgeht. Die Fliche, die wir kon-

1 Das ist anschaulich einleuchtend; denn der Winkel benachbarter Tangenten
bleibt bei der Verbiegung ungeindert, und die Krimmung ist der Grenzwert des
Quotienten dieses Winkels und des zugehdrigen Bogens.

2 Bei einer ganz beliebigen Verbiegung des Ebenenstiickes andert sich natiir-
lich auch die Kriimmung von s. Damit nun die Kriimmung von s erhalten bleibt,
ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, daB3 die Tangenten von s
geradlinig bleiben. Wir erhalten daher ein brauchbares Modell, wenn wir das
Ebenenstiick aus Papier ausschneiden und einige Halbtangenten von s durch
aufgeklebte Stibe versteifen.
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struiert haben, enthidlt ndmlich von allen Tangenten von ¢ nur den
einen vom Berithrungspunkt begrenzten Halbstrahl. Ziehe ich diese
Halbtangenten zu vollen Geraden aus, so erhalte ich ein zweites Flachen-
stiick, das mit dem ersten zusammen die Tangentenfliche von ¢ bildet.
Beide Flachenstiicke stoflen in ¢ in einer scharfen Kante zusammen,
die man die Riickkehrkante der Fliche nennt. Wenn man nun ¢ wieder
stetig in die Kurve s verwindet, schlieBen sich die beiden Teile immer
enger aneinander und fallen schlieBlich beide in die Ebene s. Man erhélt
die volle Tangentenflidche von ¢, indem man den duBeren Teil der Ebene
von s in zwei Exemplaren iibereinanderlegt, lings s zusammenheftet
und dann bei der Verwindung von s die beiden Blitter auseinanderzieht.
Hierbei ist es wesentlich, da die Kriimmung von s nirgends verschwin-
det. Geht man dagegen von Kurven mit Wendepunkten aus, so be-
steht die Tangentenfliche im allgemeinen aus vier Blittern, die im
Wendepunkt zusammenstoBen und von denen zwei ldngs der Wende-
tangente zusammenhéingen.

Wir fragen nun nach den Regelflichen, die nicht abwickelbar sind.
Nach dem Vorigen miissen es diejenigen sein, bei denen zwei benach-
barte Erzeugende zueinander windschief sind. Denn abwickelbar ist
die Fliche ja dann und nur dann, wenn benachbarte Erzeugende sich
schneiden.

Durch naheliegende Verallgemeinerung des Gedankenganges, der

zu jeder abwickelbaren Fliche eine auf ihr verlaufende Raumkurve,
die Riickkehrkante, bestimmt, 146t sich auch zu jeder anderen Regelfliche
eine entsprechende Kurve, die ,,Strik-
tionslinie®’, bestimmen. Wir greifen
dazu aus der Schar der auf der Fliche
verlaufenden Geraden zwei Erzeu-
gende a4 und b heraus und ziehen ihr
gemeinsames Lot (Abb. 217). Be-
kanntlich ist das die kiirzeste Ver-
bindung zwischen @ und 5. A sei Abb. 217.
der FuBpunkt dieses Lotes auf a.
Lassen wir b in der Geradenschar immer niher an « heranriicken, so
ndhert sich 4 einer Grenzlage, die wir den Kehlpunkt von a4 nennen.
Er entspricht dem Punkt, in dem eine Erzeugende einer abwickelbaren
Fliche die benachbarte Erzeugende und die Riickkehrkante trifft.

Die Striktionslinie ist die Kurve, die der Kehlpunkt beschreibt,
wenn « alle Erzeugenden der Fliche durchlauft. Es wire ein Trugschlu8,
zu glauben, dafl die Striktionslinie alle Erzeugenden senkrecht trifft.
Denn sind 4, b, ¢ drei benachbarte Erzeugende (Abb. 217), so hat im
allgemeinen das gemeinsame Lot von b und ¢ einen anderen FuBpunkt
auf b als das gemeinsame Lot von b und a. Deshalb hat die Verbin-
dungslinie der Kehlpunkte nicht notwendig die Richtung der gemein-
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samen Lote, braucht also die Erzeugenden nicht senkrecht zu treffen.
Z.B. wird die Striktionslinie des einschaligen Rotationshyperboloids
durch den Kehlkreis gebildet, und dieser steht offenbar auf den Ge-
raden des Hyperboloids nirgends senkrecht.

Die Regelflichen sind einparametrige Mannigfaltigkeiten von Ge-
raden. Sie haben deshalb gewisse Analogien zu den Raumkurven, den
einparametrigen Mannigfaltigkeiten von Punkten. So kann man fiir
Regelflichen einen Begriif einfilhren, der der Krimmung der Raum-
kurven entspricht; es ist die sog. Striktion oder der Drall. Man dividiert
den Winkel zweier Erzeugenden durch ihren kiirzesten Abstand und
bezeichnet als Drall den Grenzwert, dem dieser Quotient zustrebt, wenn
die Erzeugenden zusammenriicken.

Der Drall ist kennzeichnend fiir die Lagednderung der Tangential-
ebene lings einer Regelgeraden. Offenbar kann sich die Tangential-
ebene, wenn ihr Berithrungspunkt eine Regelgerade durchliuft, nur
um diese Gerade drehen, da sie sie stets enthalten muB3. Wie man ana-
lytisch zeigen kann, ist nun die Stellung der Tangentialebene in einem
Punkt P der Erzeugenden a vollstindig bestimmt durch die Tangen-
tialebene im Kehlpunkt 4 von @, durch den Abstand PA und durch
den Drall der Regelfliche in 4. Die Verteilung der Tangentialebenen
1aBt sich folgendermafBlen beschreiben: Wenn P auf ¢ von 4 aus nach
einer Seite stetig bis ins Unendliche wandert, so wichst der Winkel,
den die Tangentialebene in P mit der Tangentialebene in A bildet,
stetig bis zu einem Rechten. Auf der anderen Seite von 4 verhalten
sich die Tangentialebenen entsprechend und symmetrisch zum Kehl-
punkt A. Liegen zwei Punkte P und Q der Geraden zu beiden Seiten
gleich weit von A entfernt, so halbiert die Tangentialebene von 4 den
Winkel der Tangentialebenen vom P und Q.

Hieraus folgt: Wenn zwei Regelflichen in je einer Erzeugenden
gleichen Drall besitzen, so kann man sie so aufeinanderlegen, daB jene
beiden Erzeugenden sich decken und daB iiberdies die Flachen einander
langs jener Erzeugenden iiberall berithren. Man hat nur dafiir zu sorgen,
daB die Kehlpunkte und die Tangentialebenen in ihnen sich decken,
und hat dann moglicherweise die eine Fliche gegen die andere noch um
zwei Rechte zu drehen, so daf3 dabei die Kehlpunkte und ihre Tangential-
ebenen in Deckung bleiben. Diese Tatsache ist in der Kinematik von
Bedeutung (vgl. S. 252).

Die abwickelbaren Flichen werden durch den Drall in verschiedener
Weise gekennzeichnet. Offenbar sind ndmlich die Zylinder identisch
mit den Flichen, auf denen der Drall verschwindet; denn benach-
barte Erzeugende bilden miteinander den Winkel Null. Dagegen be-
sitzen die Kegel und die Tangentenflichen der Raumkurven unend-
lichen Drall; denn benachbarte Erzeugende dieser Flachen haben den
Abstand Null.
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Das sphérische Bild der abwickelbaren Flichen haben wir bestimmt.
Auch bei den Regelflichen von endlichem Drall zeigt das sphérische
Bild ein einfaches Verhalten. Die Normalen aller Punkte einer Regel-
geraden sind einer festen Ebene parallel, der Normalebene der Geraden.
Das sphirische Bild der Geraden ist daher jedenfalls ein GroBkreis-
bogen. Nun dreht sich die Normale jedesmal stetig um einen rechten
Winkel, wenn ihr FuBpunkt vom Kehlpunkt aus nach beiden Seiten hin
auf der Geraden ins Unendliche wandert. Das sphirische Bild der Ge-
raden ist also ein Halbkreis. Die beiden Endpunkte des Halbkreises
entsprechen unendlich fernen Punkten der Geraden, das sphérische Bild
des Kehlpunkts halbiert den Halb-
kreis.

Zum Schluf wollen wir noch _—
eine besonders einfache Regelfliche
von konstantem Drall konstruieren
(Abb. 218). Es liegt dann nahe, als
Striktionslinie wieder eine Gerade zu
wiahlen, die auf allen Erzeugenden der
Flache senkrecht steht. Ist 4 der (kon-
stante) Drall der Fliche und sind a
und b zwei Erzeugende, die miteinan-
der den Winkel & bilden und die Strik-
tionsgerade in 4 und B treffen, so gilt
stets die Gleichung:

x=Ab-d.

Die Fliche geht daher in sich iiber,

wenn man um die Striktionsgerade als Abb. 218,

Achse eine Schraubung von der Gang-

héhe d ausfithrt. Man nennt die Fliche wegen dieser Eigenschaft eine
Schraubenfliche. Die allgemeinste Schraubenfliche erhilt man, wenn
man eine beliebige Raumkurve durch eine gleichmaBige Schraubung um
eine feste Achse alle moglichen Lagen annehmen 148t. Unsere spezielle
Regel-Schraubenfliche ergibt sich also, wenn man als erzeugende Kurve
eine Gerade wahlt, die die Achse senkrecht schneidet. Diese Fliche
wird Wendelfliche genannt.

Die analytische Betrachtung ergibt nun, daB die Wendelfliche eine
Minimalfliche ist (vgl. Abb.219). Wir haben schon friiher (S.169)
ein Beispiel einer Minimalfliche angegeben, das Katenoid. Diese beiden
Flachen stehen miteinander in einer engen Beziehung. Man kann
nimlich die Wendelfliche durch Verbiegung in das Katenoid iiber-
fiihren. Dabei hat man die Schraubenfliche unendlich oft um die Ro-
tationsfliche herumzulegen, in derselben Weise, wic man die Ebene
auf einen Kreiszylinder aufwickeln kann. Die Striktionsgerade muB

A
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dabei den engsten Breitenkreis der Rotationsfliche iiberdecken, und die
Regelgeraden gehen in die Meridiane iiber?.

Die Schraubenflichen und ihre Eeziehung zu den Rotationsflichen
werden wir spiter allgemein behandeln.

§ 31. Verwindung von Raumkurven.

Die Theorie der abwickelbaren Flichen hat uns auf ein Verfahren
gefithrt, eine Raumkurve so abzudndern, dafl ihre Bogenldngen und ihre
Kriimmung erhalten bleiben und nur die Torsion variiert. Eine solche
Forminderung hatten wir als
,,Verwindung’* der Raumkurve
bezeichnet. Insbesondere kann
man jede Raumkurve ¢ durch
Verwindung in eine ebene
Kurve s iberfithren, und die
Gestalt von s ist durch ¢ voll-
stindig bestimmt; denn auf s
ist die Krimmung als Funk-
tion der Bogenlinge bekannt,

Abb. 219. Abb. 220.

und nach §26 ergibt sich daraus die Gestalt von s eindeutig. Zwi-
schen s und ? besteht nun eine merkwiirdige Beziehung.

Die Theorie der geodédtischen Kriimmung — ein Begriff, auf den wir
hier nicht niher eingehen — liefert eine einfache Ungleichung, die wir
im folgenden brauchen (Abb. 221 a, b): Verlduft ¢ auf einer abwickelbaren
Flache und fithren wir £ in eine ebene Kurve ¢’ dadurch iiber, daf3 wir
jene Fliche auf die Ebene abwickeln, so ist die Kriimmung &' von #
nie gréfer und im allgemeinen sogar kleiner als die Kriimmung % in ent-
sprechenden Punkten von ¢. Bezeichnet ndmlich &« den Winkel, den die

1 Man beachte, daB bei der Verbiegung keineswegs die Schraubungsachse in
die Rotationsachse iibergeht, sondern in einen dazu senkrechten Kreis. Deshalb
ist in den Abb. 219 und 220 die Achse der Wendelflache vertikal, die des Katenoids
horizontal angenommen worden.
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Schmiegungsebene von ¢ mit der zugehdrigen Tangentialebene der ab-
wickelbaren Fliche einschlieft, so gilt:

B =Fk-cosx.

Aus diesem Hilfssatz 148t sich nun der merkwiirdige Satz ableiten:
Bei jeder Verwindung eines ebenen konvexen Kurvembogens wachsen alle

Sehnen.
Abb. 221 a. Abb. 221b.

Zum Beweis betrachten wir den ebenen konvexen Bogen s mit den
Endpunkten 4, B (Abb. 222a). Durch Verwindung von s entstehe der
Raumkurvenbogen ¢ mit den Endpunkten C, D. Wir haben zu zeigen,
daB die geradlinige Strecke CD lin-
ger ist als die Strecke AB. Wir legen

nun durch den Bogen ¢ einen Kegel A g
mit der Spitze C (Abb. 222b). Wir

wickeln diesen Kegel auf die Ebene

von s ab. Dann entsteht aus ¢ eine s

ebene Kurve ¢’ mit den Endpunkten
E,F (Abb. 222 ¢). Die Strecken EF
und CD sind gleich, denn CD ist eine Mantellinie unseres Kegels, bleibt
daher bei der Abwicklung geradlinig und wird lingentreu auf die Ge-
rade EF abgebildet. Wir haben also jetzt nur noch zu zeigen, daB EF

= =

Abb, 222 b, Abb. 222¢.

Abb. 222a.

langer ist als AB. Nun haben die Kurvenbdgen s und ¢’ gleiche Lénge,
und nach unserem Hilfssatz ist die Kriitmmung von ¢’ stets kleiner als
die Kriimmung im entsprechenden Punkt von ¢, also auch von s. Wir
konnen demnach s in die Gestalt ¢ iiberfithren, indem wir den Punkt 4
festhalten und bei gleichbleibender Bogenlinge die Kriimmung von s
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iiberall abschwichen. Aus der Konvexitit von s ergibt sich anschau-
lich, dal bei unserer Deformation der Punkt B immer weiter von A4
wegriickt. Das 1aBt sich auch leicht analytisch bestitigen. Damit
ist die Ungleichung EF > AB, also auch unsere Behauptung be-
wiesen.

Der Einfachheit halber wollen wir das Ergebnis auf diejenigen Kur-
ven anwenden, die durch Verwindung aus einem Kreisbogen entstehen;
also auf die Raumkurven konstanter Kriimmung. Wir kénnen dann
durch VergréBerung oder Verkleinerung der Figur immer erreichen,
daB diese Kriimmung den Wert Eins hat. Daher wollen wir uns von
vornherein auf diesen Fall beschrinken. Wir betrachten alle Raumkurven
der Kriimmung Eins, die zwei feste Punkte 4 und B miteinander verbin-
den. Damit unter diesen Kurven auch Kreisbégen vorkommen, wollen

£ oo~ wir annehmen, daf3 die Entfernung AB klei-
ner ist als Zwei. Dann 14Bt sich in der Tat
durch 4, B ein Kreis vom Radius Eins legen.
Die beiden Punkte zerlegen die Peripherie in
einen kiirzeren Bogen I und einen lingeren
Bogen I1 (Abb. 223). Es besteht nun folgende
zundchst paradox klingende Tatsache: Der
kiirzere Bogen I ist linger als alle benach-
barten Kurvenbégen unserer Schar, der lin-
Abb. 223 gere Bogen II dagegen ist kiirzer als die be-
nachbarten. Dabei sind allein die Bdgen auszunehmen, die aus I
und II durch Rotation um AB entstehen; diese haben natiirlich
gleiche Lange wie I bzw. II1. Es ist also von den Bégen die Rede, die
aus I bzw. aus II durch Verwindung entstehen.

Wir beweisen gleich allgemein: Wenn ein nichtebener Bogen ¢
konstanter Kriimmung Eins die Punkte 4 und B verbindet und nicht
B linger ist als II, so ist er kiirzer als I. Wir

fiihren ¢ durch Verwindung in einen ebenen

Kreisbogen s iiber, den wir so auf den durch AB

s gezeichneten Kreis legen, daB der eine Endpunkt

von s in den Punkt 4 fillt (Abb. 224). Der

andere Endpunkt von s ist dann ein Punkt B’ der

Kreisperipherie. Nach dem friiher bewiesenen

Satz ist nun die Sehne AB’ kiirzer als dieSehne

ADb. 224. AB. Die Linge des Bogens ¢ muB3 gleich der

Linge eines der Bogen sein, in die AB’ den Kreis zerlegt. Von diesen

beiden Bogen ist der eine linger als /I, kommt also nach Voraus-

setzung nicht in Frage; also ist ¢ so lang wie der andere Kreisbogen,
also kiirzer als I.

Wir haben damit bewiesen, daf kein Bogen der Kriimmung Eins
existiert, der A mit B verbindet, und dessen Linge zwischen den Lingen

;]
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O

von I und II liegt. Wir fragen nun, ob es fiir die Langen solcher Bogen
noch weitere Einschrinkungen gibt.

Zunichst ist leicht einzusehen, daB der Bogen beliebig lang sein
kann. Denn unter den Kurven konstanter Kriimmung sind (vgl S. 161)
insbesondere die Schraubenlinien enthalten. Die Gang-
héhe dieser Schraubenlinien kénnen wir so Kklein an-
nehmen, wie wir wollen. Also kénnen wir auf einer sol-
chen Schraubenlinie auch die Zahl der Umldufe zwi-
schen zwei Punkten der Entfernung AB beliebig gro3
machen. Bei hinreichend kleiner Ganghdhe hat aber (_

\

f

jeder Umlauf ungefdhr die Linge des Einheitskreises. (O
Die Bogenlinge zwischen 4 und B kann also in der —
Tat unbegrenzt groB sein (Abb. 225). 8<3

Unbegrenzt klein kann dagegen ein solcher Bogen
nicht sein; seine Linge mufl ja die geradlinige Ent-
fernung AB iibersteigen. An diese untere Grenze kann
man aber beliebig nahe herankommen. Wenn man nidmlich auf einer
Schraubenlinie der Kriimmung Eins die Ganghohe sehr groB wihilt,
so wird die Tangente der Schraube fast parallel der Achse, und die
Entfernung der Schraubenlinie von der Achse wird beliebig klein.
Ein Bogen einer solchen Schraubenlinie unterscheidet sich 4
daher beliebig wenig von seiner Sehne (Abb. 226), und das be-
weist unsere Behauptung.

Wir haben also gefunden, daB das Problem, zwei feste
Punkte durch einen méglichst kurzen Kurvenbogen der Kriim-
mung Eins zu verbinden, keine Losung besitzt. Durch eine
scheinbar dhnliche Minimalbedingung hatten wir frither die
Minimalflachen charakterisiert, ebenso hat RIEMANN wich-
tige Sitze der Funktionentheorie auf Minimalbedingungen
zuriickgefithrt. Wir sehen hier, dall die scheinbar selbst- 4
verstindliche Annahme, daB fiir jedes Minimalproblem eine abb. 226.
Lésung existiert, in jedem Fall der Nachpriiffung bedarf
und keineswegs immer zutrifft. Diese Existenzbeweise gehoren bis-
her zu den mihsamsten Aufgaben der Analysis (vgl. § 38, 39).

Es gibt ein ganz einfaches Beispiel fiir ein Minimalproblem ohne
Losung: Es seien zwei Punkte 4 und B durch
einen moglichst kurzen Kurvenbogen derart }kﬁ
zu verbinden, daBl der Bogen in 4 auf
der Geraden AB senkrecht steht. Auch in die-
sem Beispiel kann man die geradlinige Entfernung 4B beliebig anni-
hern, aber nie erreichen, weil die gerade Strecke AB unserer Be-
dingung nicht geniigt (Abb. 227).

Endlich sei ein Minimalproblem erwihnt, bei dem die Existenz der
Losung lange umstritten war. In einer Ebene soll ein Stab 4B so bewegt

A
Abb. 225,

Abb. 227.
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werden, daf} er sich zum SchluBl um zwei Rechte gedreht hat und daB er
bei der Bewegung eine Fliche von moglichst kleinem Inhalt iiberstreicht.
Erst in neuester Zeit hat BesicoviTca (Math. Z. 27, 1928) bewiesen, dafl
dieses Problem nicht l9sbar ist. Man kann durch zickzackartige Be-
wegung die iiberstrichene Fliche beliebig klein machen (vgl. S. 247).

§ 32. Elf Eigenschaften der Kugel.

Wir haben die Flichen verschwindender Gaussscher Kriimmung
kennengelernt. Wir fragen jetzt nach den Flidchen konstanter positiver
oder negativer Kriimmung. Die bei weitem einfachste und wichtigste
Flache dieser Art ist die Kugel. Eine griindliche Untersuchung der
Kugel ist allein Stoff genug fiir ein ganzes Buch. Wir wollen hier nur
el besonders anschauliche Eigenschaften der Kugel anfiihren. Wir
werden dabei mehrere neue Begriffe kennenlernen, die nicht nur fir die
Geometrie der Kugel, sondern auch fiir die allgemeine Flichentheorie
von Bedeutung sind. Bei jeder der zu besprechenden Eigenschaften
stellen wir die Frage, ob durch sie die Kugel eindeutig definiert ist
oder ob noch andere Flichen dieselbe Eigenschaft besitzen.

1. Die Kugel besitzt konstanten Abstand von einem festen Punkt und
konstantes Abstandsverhilinis von zwei festen Punkien.

Die erste dieser beiden Eigenschaften ist die elementare Definition
der Kugel und bestimmt sie daher eindeutig. DaB3 die Kugel auch die
zweite Eigenschaft besitzt, 148t sich analytisch sofort einsehen. Durch
diese zweite Eigenschaft kann aber auBer der Kugel auch die Ebene
definiert werden; eine Ebene ergibt sich ndmlich dann und nur dann,
wenn das Abstandsverhiltnis den Wert Eins hat. Man erhidlt dann die
Symmetrieebene der beiden Punkte.

2. Die Umrisse und cbenen Schmitte der Kugel sind Kreise.

Bei der Betrachtung der Fliachen zweiter Ordnung hatten wir den
Satz kennengelernt, daB alle ebenen Schnitte und Umrisse dieser Flachen
Kegelschnitte sind. Bei der Kugel sind alle diese Kegelschnitte Kreise.
Durch diese Tatsache wird die Kugel eindeutig bestimmt. Wir sind
daher berechtigt, aus dem Auftreten eines stets kreisférmigen Erd-
schattens bei den Mondfinsternissen auf die Kugelgestalt der Erde zu
schlieBen.

3. Die Kugel besitzt konstante Breite und konstanten Umfang.

Als konstante Breite bezeichnet man die Eigenschaft der Kugel,
daB zwei parallele Tangentialebenen stets den gleichen Abstand von-
einander haben. Man kann also die Kugel zwischen zwei solchen Ebenen
noch beliebig hin und her drehen. Man sollte meinen, dall durch diese
Eigenschaft die Kugel eindeutig bestimmt wird. In Wahrheit gibt es
aber noch zahlreiche andere konvexe geschlossene und zum Teil véllig
singularitidtenfreie Flichen, die ebenfalls konstante Breite besitzen, die
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sich also ebenfalls zwischen zwei parallelen Platten hin und her drehen
lassen und die Platten dabei stindig berithren. Eine solche Fliche ist
in Abb. 228 in zwei verschiedenen Stellungen dargestellt.

Man kann den Begriff der konstanten Breite auch auf Kurven iiber-
tragen; man schreibt einer ebenen konvexen geschlossenen Kurve diese
Eigenschaft zu, wenn zwei parallele Tangenten stets denselben Abstand
haben. Der Kreis ist eine Kurve dieser Art, aber keineswegs die einzige;
von den beiden Kurvenbdgen, in die eine konvexe geschlossene Kurve
konstanter Breite durch die Beriihrungspunkte paralleler Tangenten
zerlegt wird, kann man den einen beliebig vorgeben; dann liBt sich der
andere stets (eindeutig) so hinzubestimmen, da8 die entstehende ge-
schlossene Kurve konstante Breite besitzt. Das 148t sich anschaulich

Abb. 228a. Abb. 228 b.

leicht einsehen. Durch die Tangenten des vorgegebenen Bogens bestim-
men sich namlich eindeutig die Tangenten des zweiten Bogens; man
hat zu jeder der vorgegebenen Tangenten in festem Abstand und auf
einer bestimmten Seite die Parallele zu ziehen. Der zweite Bogen ist
dann einfach die Einhiillende dieser Geradenschar.

Die Korper konstanter Breite sind offenbar dadurch gekennzeichnet,
daB alle ihre Umrisse bei senkrechter Parallelprojektion Kurven der-
selben konstanten Breite sind. Nun gilt der Satz, daB alle Kurven
derselben konstanten Breite auch denselben Umfang besitzen. Da
man als einen Umfang eines Kérpers den Umfang eines seiner Um-
risse bei senkrechter Parallelprojektion bezeichnet, so folgt aus dem
erwahnten Satz, dal die Korper konstanter Breite auch konstan-
ten Umfang haben. Infolge dieser Eigenschaft kann ich jede Fliche
konstanter Breite in einem Papierzylinder, der fest um die Flache
herumgelegt worden ist, noch beliebig hin und her drehen, ohne daB3
der Papierzylinder sich lockert oder zerreifit.
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MiNkowsKI hat umgekehrt gezeigt, da alle konvexen Flachen kon-
stanten Umfangs auch konstante Breite haben, so daf} sich also diese
beiden Eigenschaften einer Flache gegenseitig bedingen.

4. Die Kugel besteht aus lauter Nabelpunkien.

Wir haben diese Eigenschaft schon frither erwihnt und gleichzeitig
darauf hingewiesen, daB aufler der Kugel nur noch die Ebene diese
Eigenschaft besitzt (S.165). DaB alle Punkte der Kugel Nabelpunkte
sind, folgt unter anderem daraus, daB alle ebenen Schnitte der Kugel
Kreise sind. Verschiebt man eine Ebene, die die Kugel schneidet,
paralle] zu sich selbst so lange, bis sie die Kugel in einem Punkt P
beriihrt, so erkennt man, daB die DupiNsche Indikatrix von P ein Kreis
ist (vgl. S.170). P ist also Nabelpunkt.

8. Die Kugel besitzi keine Bremnfliche.

Wir haben friiher gesehen (S. 163 ff.), daB die Kriimmungsmittelpunkte
aller Normalschnitte eines Flichenpunkts im allgemeinen ein Stiick der
Normalen dieses Punkts durchlaufen. Die Endpunkte dieses Stiicks sind
die Kriimmungsmittelpunkte, die zu den Hauptkriimmungen gehéren.
Man nennt diese beiden Punkte die Brennpunkte der Normalen. Die
beiden Brennpunkte fallen dann und nur dann zusammen, wenn wir
von einem Nabelpunkt ausgehen. Ins Unendliche fillt ein Brennpunkt
dann und nur dann, wenn der Flichenpunkt verschwindende Gausssche
Krimmung hat.

Durchlduft die Normale alle Punkte eines Flachenstiicks, so tiber-
streichen die beiden Brennpunkte im allgemeinen zwei Flachen, die man
zusammen als die Brennfliche des urspriinglichen Flichenstiicks
bezeichnet. Bei der Kugel besteht nun die Brennfliche allein aus dem
Kugelmittelpunkt, da alle Brennpunkte in diesen Punkt fallen. Die
Kugel ist die einzige Fliche, fiir die ein Teil der Brennfliche in einen
Punkt ausartet. Wir fragen nun nach denjenigen Flichen, fiir die die
beiden Teile der Brennfliche in Kurven ausarten. Es ergibt sich, daB
die einzigen Flichen dieser Art die nach ihrem Entdecker benannten
Dupinschen Zykliden sind (vgl. Abb. 229). Man kann diese Flachen als
die Einhiillenden aller Kugeln definieren, die drei feste Kugeln beriihren.
Die Zykliden sind ferner die einzigen Fliachen, deren simtliche Kriim-
mungslinien Kreise sind. Auf den fiinf in Abb. 229 photographierten
Gipsmodellen sind einige Kriimmungslinien markiert. Ubrigens wird die
Zyklide von jeder einhiillenden Kugel in einer Kriimmungslinie beriihrt,
und alle Krimmungslinien der Zykliden entstehen auf diese Art. Ein
Beispiel einer Zyklide ist der uns schon bekannte Torus. Seine Brenn-

! Verlangt man, daB3 alle Umrisse eines Korpers konstanten Flacheninhalt
anstatt konstanten Umfang besitzen, so kommt man zu einer anderen Flachen-
klasse, den sog. ,,Flachen konstanter Helligkeit*‘. Die Kugel ist eine solche Fliche,
jedoch keineswegs die einzige. (Vgl. W. BLascHkE: Kreis und Kugel. S. 151.

Leipzig 1916.)
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fliche besteht aus der Rotationsachse und dem Kreis, der vom Mittel-
punkt des erzeugenden Kreises bei der Rotation beschrieben wird. Ferner
sind die Rotationskegel und Rotationszylinder Zykliden; der eine Teil
der Brennflache ist die Rotationsachse, der andere liegt im unendlichen.

Abb. 229 a. Abb. 229 b.

Bei den iibrigen Zykliden besteht die Brennfliche aus zwei Kegel-
schnitten, im allgemeinen einer Ellipse und einer Hyperbel, die so zu-
einander liegen wie die Fokalkurven einer Fliche zweiter Ordnung!.

Verlangt man nur, daB3 das eine Stiick der Brennfldche in eine Kurve
ausartet, so ist die zugehorige Flichenklasse schon viel umfassender

Abb. 229 ¢ Abb. 229 d.

1 Die in Abb. 229a, b dargestellten Flichen gehen aus dem Torus durch
Inversion im Raum hervor (vgl. S.236). Das Inversionszentrum liegt bei
Abb. 229b auf dem Torus, bei Abb. 229a nicht. Die Flichen von Abb. 229c, d
erhilt man durch raumliche Inversion aus einem Rotationskegel; 229d ent-
spricht dem Fall des auf der Fliche liegenden Inversionszentrums. Abb. 229e,
S. 194 stellt eine Fliche dar, die durch Inversion aus einem Kreiszylinder her-
vorgeht; Inversionszentrum nicht auf der Flache.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 13
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Alle Rotationsflachen haben diese Eigenschaft; der eine Teil ihrer Brenn-
fliche wird stets von der Achse gebildet. Die allgemeinsten Flachen
dieser Art sind die Kanalflichen. Es sind die Einhiillenden einer Kugel-
schar von variablem Radius, deren Mittelpunkte auf einer Kurve liegen.
Diese Kurve ist dann stets der eine Teil der Brennfliche. Wenn man
diese Kurve als Gerade wihlt, erhdlt man die Rotationsflichen, die also
eine spezielle Art von Kanalflichen sind. Ebenso wie bei den Rotations-
flichen besteht auch bei den ibrigen Kanalflichen die eine Schar der
Kriimmungslinien aus Kreisen; es sind die Grenzlagen der Schnittkreise
benachbarter Kugeln.

Bei den {iibrigen krummen Flichen besteht die Brennfliche aus
zwei Flichenstiicken. Es 148t sich zeigen, da jede Normale in ihren
Brennpunkten diese beiden Flichenstiicke nicht schneidet, sondern

bertihrt. Wenn man also die beiden

Teile der Brennfliche einer Fliche

kennt, so sind die Normalen charak-

terisiert als die gemeinsamen Tan-

genten jener beiden Teile. Es ent-

steht nun die Frage, wie weit man

diese Verhdltnisse umkehren kann.

Wir gehen von zwei beliebigen

Flachenstiicken aus und betrachten

die Schar S aller Geraden, die alle

beide Flachenstiicke beriihren. Dann

Abb. 229e. fragt es sich, ob es eine Fliche gibt,

deren Normalen aus der Schar S

bestehen, ob also die gegebenen beiden Flichenstiicke die Brennfliche

eine andere Fliche sind. Hierfir ist eine einzige Bedingung notwen-

dig und hinreichend: In den beiden Punkten, in denen jede Gerade

von S die beiden Flichen beriihrt, miissen die Tangentialebenen der bei-

den Flachen stets aufeinander senkrecht stehen. Ein Beispiel von

Flichenpaaren dieser Art liefert uns das System der konfokalen Flachen

zweiter Ordnung. Man kann ndmlich zeigen, dall zwei beliebige un-

gleichartige konfokale Flichen zweiter Ordnung stets unsere Be-
dingung erfiillen.

6. Alle geoditischen Linien der Kugel sind geschlossene Kurven.

Die geoditischen Linien einer Fliche sind die Verallgemeinerung der
Geraden in der Ebene. Wie die Geraden besitzen sie mehrere wichtige
Eigenschaften, durch die sie vor allen anderen Flachenkurven aus-
gezeichnet sind; man kann sie deshalb auf verschiedene Arten definieren.
Wir erwihnen die drei Definitionen als kiirzeste, als fromtale und als
geradeste.

Die erste Eigenschaft besagt, daB3 jeder nichtzulange Teilbogen einer
geoditischen Linie die kiirzeste auf der Fliche mogliche Verbindung
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seiner Endpunkte ist. Hieraus folgt, da die geoditischen Linien einer
Fliche bei Verbiegungen nicht aufhéren, geoditisch zu sein. Daher sind
die geoditischen Linien grundlegend fir die inneren Eigenschaften der
Flachen (vgl. S. 172), und man kann durch Zeichnen geodétischer Linien
und Messung ihrer Lingen alle inneren Eigenschaften einer Fliche (z. B.
die Gausssche Kriitmmung) bestimmen ; das entspricht der Tatsache, da83
man die Geometrie der Ebene vollstindig durch das Ziehen von Geraden
und das Messen von Strecken kennzeichnen kann. Ebenso wie durch
zwel Punkte einer Ebene eine und nur eine Gerade geht, 148t sich durch
zwei nicht zu weit entfernte Punkte einer Fliche stets ein und nur ein
geoditischer Bogen legen. Man erhalt ihn offenbar, wenn man zwischen
den beiden Punkten auf der Fliche einen Faden straff zieht!.

Die zweite Eigenschaft der geoddtischen Linien, ,,frontal” zu sein,
gehort ebenfalls der inneren Geometrie der Fliche an. Man definiert
die geoditischen Linien durch die Forderung, einen unendlich kleinen
Kurvenbogen AB auf der Fliche immer ,,geradeaus’ zu schieben. Wir
verlangen dabei, dall die Bahnen von 4 und B stets gleich lang sind
und daB diese Bahnen beide stets auf AB senkrecht sind. Die Bahn,
die dann der Mittelpunkt von AB beschreibt, wird mit beliebiger
Genauigkeit geoditisch, wenn man den Bogen AB hinreichend klein
wahlt. Aus dieser Definition wird es plausibel, da durch jeden Punkt
in jeder Richtung genau eine geoditische Linie lduft. Ferner kann
ich nach dieser Definition eine Anndherung an die geoditischen Linien
dadurch erzeugen, daBl ich auf der Flidche einen moglichst kleinen
zweirddrigen Karren rollen lasse, dessen Réader starr mit ihrer gemein-
samen Achse verbunden sind, also gleiche Umlaufsgeschwindigkeit
besitzen. Da wir mit einem Automobil nicht nur die geodatischen
Kurven der Erde befahren wollen und zur Schonung des Gummis und
aus anderen Griinden jedes Gleiten der Rader gern vermeiden, so miissen
wir dafiir sorgen, daf3 die beiden Hinterrdder des Automobils verschie-
dener Umlaufsgeschwindigkeit fihig sind.

Die dritte Definition der geoditischen Linien als der ,,Geradesten
geht nicht von der inneren Geometrie der Fliche, sondern von ihrer
Lagerung im Raum aus. Ein geoditischer Bogen besitzt nidmlich in
jedem seiner Punkte die kleinste Kriimmung unter allen Flichenkurven,
die mit dem geoditischen Bogen diesen Punkt und seine Tangente gemein
haben. Durch diese Eigenschaft ist jede geoddtische Linie in ihrem Ge-
samtverlauf bestimmt, wenn man einen ihrer Punkte und die zugehérige
Richtung vorgibt. Man erhilt diese Linie, indem man im vorgegebenen
Punkt und in der vorgegebenen Richtung eine elastische gerade Strick-
nadel einspannt und in die Flidche hineinbiegt, so daB sie sich nur noch

1 Auf der AuBenseite eines konvexen Fliachenstiicks legt sich der Faden
von selbst an die Flache an; in anderen Fillen muB man anderweitig dafur
sorgen, daf3 der Faden die Flache nicht verlaSt.

13*
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lings der Fliche bewegen kann. Da die Nadel jeder Verkrimmung
ithren elastischen Widerstand entgegensetzt, wird sie die Gestalt einer
geoditischen Linie annehmen.

Man kann die geradesten Linien auch durch die geometrische Forde-
rung kennzeichnen, dal} die Schmiegungsebene der Kurve stets durch
die Flichennormale des Kurvenpunkts gehen soll. Man sieht anschau-
lich leicht ein, dal dann zwei infinitesimal benachbarte Kurventangenten
den kleinsten auf der Fliche mdglichen Winkel miteinander bilden. Das
kommt aber auf die Bedingung der kleinsten Kriimmung hinaus.
Die Kennzeichnung durch die Schmiegungsebenen hat den geodi-
tischen Linien ihren Namen gegeben. Mit Hilfe dieses Kriteriums
werden von den Landmessern (Geoditen) die kiirzesten Linien auf der
Erdoberfliche abgesteckt.

Die geoditischen Linien der Kugel sind die grofiten Kreise. Denn
deren Ebenen durchsetzen die Kugel senkrecht, und von jedem Punkt
lauft in jeder Richtung ein GroBkreis aus. Demnach sind alle geoda-
tischen Linien der Kugel geschlossene Kurven. Durch diese Eigen-
schaft sind aber die Kugeln keineswegs gekennzeichnet; es gibt noch
zahlreiche andere konvexe geschlossene Flichen, deren geoditische
Linien ebenfalls sdmtlich geschlossen sind!.

Es liegt nahe, auch bei allen ibrigen Flichen nach geschlossenen
geoditischen Linien zu suchen. Besonders einfach verhalten sich die
Rotationsflichen. Auf ihnen sind die Meridiane simtlich geoditisch,
weil ihre Ebene durch die Achse geht und daher die Fliche senkrecht
durchsetzt (frither hatten wir bewiesen, daB die Meridiane auch Kriim-
mungslinien der Flache sind). Demmnach besitzen alle geschlossenen
Rotationsflichen eine einparametrige Schar geschlossener geoditischer
Linien. Auf anderen Flichen laufen nur vereinzelte Linien dieser Art.
So 148t sich zeigen, daB auf dem dreiachsigen Ellipsoid die einzigen
geschlossenen geoditischen Linien die drei Ellipsen sind, in denen
die Fliche von den drei Symmetrieebenen geschnitten wird.

Umgekehrt gilt der lange vermutete, aber erst kiirzlich von LUSTER-
NIK und SCHNIRELMANN bewiesene Satz, dafl auf jeder konvexen geschlos-
senen Flache mindestens drei geschlossene geoditische Linien verlaufen.

Die geodétischen Linien sind von groBer Bedeutung fiir die Physik.
Ein Massenpunkt, auf den keine Krifte wirken, der aber gezwungen ist,
auf einer bestimmten Fliche zu bleiben, bewegt sich immer auf einer
geoditischen Linie der Fliache. Jede der von uns genannten Defini-
tionen der geoditischen Linie fithrt zu einen Ansatz fiir die Gesetze
der Punktmechanik; so entspricht die Definition der geoditischen
Linie als der Kiirzesten dem ,,Jakomischen Prinzip” der Mechanik,
als Geradeste treten sie auf in dem Gauss-Hertzschen ,,Prinzip des

1 Als geschlossen bezeichnen wir eine geoditische Linie hier und im folgenden,
wenn sie ohne Knick in sich zuriicklauft, ohne sich vorher selbst zu durchschneiden.
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kleinsten Zwanges*, die Stellung der Schmiegungsebene kommt zum
Ausdruck in den LacraNGEschen Gleichungen erster Art.

Die geoditischen Linien stehen in einer eigenartigen Beziehung zur
Theorie der Brennflichen und Kriimmungslinien. Wir haben frither
erwihnt, daB die Brennflichen von den Normalen der Ausgangsfliche
berithrt werden. Somit ist jedem Punkt der Brennfliche eine Richtung
auf dieser Fliche zugeordnet; namlich die Richtung derjenigen Nor-
malen der Ausgangsfliche, die die Brennfliche gerade in diesem Punkt
beriithrt. Wie im Falle der Kriimmungs- und Asymptotenlinien 148t sich
nun auf der Brennfliche dieses Richtungsfeld integrieren, d.h. man kann
eine Schar von Kurven angeben, die in jedem Punkt die zugeordnete
Richtung haben. Es zeigt sich, daB die so entstehende Kurvenschar aus
geoditischen Linien besteht. Die Tangentenflichen dieser geodatischen
Linien, die natiirlich von Normalen der Ausgangsfliche erzeugt werden,
treffen die Ausgangsfliche gerade in deren Kriimmungslinien. Und zwar
Liefert jeder der beiden Teile der Brennfliche eine der beiden Scharen
der Kriitmmungslinien.

Wirhaben frither erwahnt, daB zwei konfokale
ungleichartige Flichen zweiter Ordnung sich stets
als Brennfliche einer Fliche auffassen lassen.
Diese Tatsache liefert uns ein Verfahren zur Auf-
findung aller geoditischen Linien desdreiachsigen
Ellipsoids. Wir wihlen zu dem gegebenen Ellip-
soid E irgendein mit E konfokales Hyperboloid H. Diejenigen Geraden,
die sowohl E als auch H berithren, bestimmen auf £ ein Richtungs-
feld, dessen Integralkurven nach dem eben erwdhnten Satz alle geodétisch
sind. Man hat auf diese Weise aber noch keineswegs alle geodatischen
Linien von E erhalten, da ja durch jeden Punkt der Flache in allen
Richtungen geoditische Linien laufen, widhrend wir diese Linien nur
fiir ganz bestimmte Richtungen gefunden haben. Man kann die Schar
der von uns vorliufig bestimmten geodétischen Linien von E leicht
kennzeichnen: es 148t sich zeigen, daB3 es alle und nur diejenigen geoda-
tischen Linien von E sind, die die Schnittkurve von E und H beriihren
(Abb. 230). Sie iiberdecken das Ellipsoid in dhnlicher Weise wie die
Ebene von den Tangenten einer Ellipse tiberdeckt wird. Die Schnitt-
kurve von £ und H (die ibrigens eine Kriimmungslinie von E ist, wie
wir frither erwidhnten) trennt das Ellipsoid in verschiedene Teile. Der
eine Teil bleibt unbedeckt, wahrend durch jeden Punkt des anderen
Teils zwei Kurven der Schar hindurchgehen.

Um nun alle geodétischen Linien von E zu erhalten, braucht man nur
H alle ein- und zweischaligen Hyperboloide des durch E bestimmten
konfokalen Systems durchlaufen zu lassen. Die Fokalhyperbel ist dabei
als Grenzfall eines Hyperboloids anzusehen. Als Tangenten dieser
ausgearteten Fliche hat man alle Geraden zu betrachten, die die Fokal-

Abb. 230.
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hyperbel treffen. Die Fokalhyperbel schneidet E in den vier Nabel-
punkten. Durch Grenziibergang aus dem Fritheren erkennt man, daf3 die
Schar der geoddtischen Linien von E, die zur Fokalhyperbel gehért, aus
allen und nur den geoditischen Linien besteht, die durch einen Nabel-
punkt von E gehen!. Es ergibt sich ferner, daB} jede durch einen Nabel-
punkt gezogene geoditische Linie auch den diametral gegeniiberliegenden
Nabelpunkt von E durchliuft.

Auf der Kugel gehen die durch einen festen Punkt P gezogenen
geoditischen Linien alle auch durch einen zweiten festen Punkt: den
Diametralpunkt von P. Die geoditischen Linien durch einen Nabel-
punkt des Ellipsoids zeigen ein analoges Verhalten. Dagegen 148t sich
beweisen, daf die geodatischen Linien durch irgendeinen anderen festen
Punkt des Ellipsoids nicht alle noch einen weiteren Punkt gemeinsam
haben.

Es liegt nun die Frage nahe, ob die Kugel die einzige Flache ist, bei
der alle geoditischen Linien, die von einem beliebigen festen Punkt
auslaufen, sich in einem zweiten festen Punkt wieder treffen. Diese
Frage ist bis jetzt nicht beantwortet.

7. Die Kugel hat unter allen Korpern gleichen Volumens die kleinste
Oberfliche und unter allen Korpern gleicher Oberfliche das grofte Volumen.

Die Kugel ist durch beide Eigenschaften (deren jede eine Folge
der anderen ist) eindeutig bestimmt. Der Nachweis dieser Tatsache
fithrt auf ein Problem der Variationsrechnung und ist auBerordent-
lich mithsam durchzufiihren. Ein einfacher experimenteller Beweis
wird aber durch jede frei schwebende Seifenblase gegeben. Wie
wir schon anlif3lich der Minimalflichen erwidhnten, besitzt die Haut
der Seifenblase infolge ihrer Oberflichenspannung das Bestreben, ihre
Oberflache auf ein moglichst kleines Mal3 zusammenzuziehen. Da sich
andererseits in der Seifenblase ein bestimmtes unverinderliches Volumen
Luft befindet, muB die Seifenblase ein Minimum der Oberfliche bei
gegebenem Volumen annehmen. Die Beobachtung zeigt nun, daBl der-
artige Seifenblasen stets Kugelgestalt besitzen, sofern sie nicht durch
anhingende Tropfen wesentlich dem Einfluf der Schwere unterworfen
sind.

8. Unter allen konvexen Korvpern gleicher Oberfliche besitat die Kugel
das Minimum der totalen mittleren Kriimmung.

Als mittlere Krimmung H eines Flachenpunkts bezeichnet man das
arithmetische Mittel seiner Hauptkriimmungen:

H = §(ky 4 Ry
Dabei sind die beiden Hauptkriimmungen mit gleichem oder entgegen-

gesetztem Vorzeichen zu rechnen, je nachdem die Flache im betrachteten

1 Hiermit steht die auf S. 167 beschriebene Fadenkonstruktion in engem Zu-
sammenhang.
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Punkt konvexe oder sattelférmige Kriimmung aufweist. Im Gegensatz
zur Gaussschen Kriimmung bleibt die mittlere Kriimmung bei Ver-
biegungen gewohnlich nicht erhalten. Sie kennzeichnet daher in erster
Linie die Lage der Fliche im Raum.

Ein Beispiel fiir die Bedeutung dieses Kriimmungsbegriffs haben wir
bereits in den Minimalflichen kennengelernt. Sie waren dadurch defi-
niert, daB ihre Hauptkriimmungen in jedem Punkt entgegengesetzt
gleich sind. Das besagt aber, daB ihre mittlere Kriimmung tberall
verschwindet.

Um nun die fofale mittlere Kriimmung zu gewinnen, denke ich mir
die betrachtete Fliche {iberall mit Masse von der Dichtigkeit der
jeweiligen mittleren Krimmung belegt. Die Gesamtmasse, die auf diese
Weise der ganzen Fliche zugeteilt ist, nennt man die totale mittlere
Kriimmung dieser Fliche.

Die Bestimmung der geschlossenen Flichen, deren totale mittlere
Kriimmung bei gegebener Oberfliche ein Minimum wird, fiihrt wie die
vorige Eigenschaft der Kugel auf ein Variationsproblem, und zwar
ergibt sich auch hier, daB die Kugel die einzige Flache ist, welche diese
Eigenschaft besitzt.

Die beiden letztgenannten Eigenschaften der Kugel erhdlt man in
der allgemeinen Theorie der konvexen Korper aus gewissen Unglei-
chungen, deren Prinzip hier wenigstens angedeutet sei. Eine Kugel
vom Radius 7 besitzt die Oberfliche O = 47#? und das Volumen
V = 42¢3. Um gleiche Dimensionen zu erhalten, miissen wir die dritte
Potenz der Oberfliche mit der zweiten Potenz des Volumens vergleichen.
Dies liefert die Relation

0% =36nV?,

die unabhangig vom Radius fiir jede Kugel gilt. Da die Kugel von allen
Flichen derselben Oberfliche das grofite Volumen besitzt, muf fiir alle
iibrigen Flichen gelten:

03 =36 V2

Bezeichnet man nun mit M die totale mittlere Kriimmung einer Fliche,
so lassen sich fiir alle konvexen Korper folgende beiden wichtigen Re-
lationen beweisen:

1. 02 —3VM =0,

2. M2 — 470 =0.

In der zweiten Formel steht das Gleichheitszeichen allein fiir die Kugel.
Das besagt aber gerade, dafl unter allen konvexen Korpern gegebener
Oberfliche die Kugel und nur sie den Kkleinsten Wert von M liefert.
Indem man aus beiden Formeln M eliminiert, erhidlt man die soeben
aufgestellte Bezichung zwischen Oberfliche und Volumen und erkennt,
daB das Gleichheitszeichen nur fiir die Kugel gilt. Dabei sind aber
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zum Vergleich nur konvexe Korper zugelassen, wihrend in Wahrheit
die Ungleichung zwischen Volumen und Oberfliche auch fiir nicht iiberall
konvexe Korper gilt.

9. Die Kugel besitzt konstante mittlere Kriimmung.

Dal} die Kugel konstante mittlere Kriitmmung hat, folgt daraus, dal
alle Normalschnitte denselben Kriimmungsradius, ndmlich den Kugel-
radius, besitzen. Die Kugel ist aber keineswegs die einzige Fliche
dieser Art. Denn auf allen Minimalflichen ist die mittlere Kriitmmung
Null, also ebenfalls konstant. Wie die Kugel und die Minimalflichen
lassen sich auch alle iibrigen Flichen konstanter mittlerer Kriimmung
durch Seifenblasen verwirklichen. Ich lege durch eine beliebige ge-
schlossene Raumkurve eine feste Fliche und spanne auBerdem eine
Seifenblase iiber die Raumkurve. Um das auszufithren, gebe ich z. B.
dem Rand eines Pfeifenkopfs die Gestalt der gegebenen Raumkurve,
erzeuge mit dieser Pfeife eine Seifenblase und verschlieBe des Pfeifenrohr
luftdicht. Dann wird von der Seifenhaut und der inneren Wandung der
Pfeife eine feste Luftmenge eingeschlossen, und die Seifenhaut wird
unter dem Einfluf der Oberflichenspannung diejenige Form annehmen,
bei der die Oberfliche unter den gegebenen Verhéltnissen ein Minimum
ist. Die Variationsrechnung ergibt nun, da8 jede solche Flache konstante
mittlere Kriimmung besitzen muBl. Der konstante Wert dieser Kriim-
mung hingt davon ab, wie grof3 der durch mehr oder weniger starkes
Einblasen regulierte Druck der eingeschlossenen Gasmenge ist. Ist dieser
Druck iiberhaupt nicht groBer als der dulere Luftdruck, so kommen wir
auf den Fall der Minimalflichen zurick.

Wir haben also in unseren Seifenblasen eine groBle Anzahl der ge-
suchten Fliachen vor uns. Alle diese Fliachen haben aber die Eigenschaft,
in der Raumkurve unvermittelt aufzuhoren, d. h. einen Rand zu besitzen.
Es entsteht daher die Frage, ob es auBler der Kugel noch andere Fliachen
konstanter mittlerer Kriitmmung gibt, die keinen Rand haben und die
auch im dbrigen frei von Singularititen sind. Es zeigt sich, daBl diese
Frage zu verneinen ist, dafl also die Kugel durch unsere Zusatzforde-
rungen eindeutig bestimmt wird. Man kann sich diese Tatsache an den
Seifenblasen plausibel machen. Wir wissen bereits, daB die frei schwe-
bende Seifenblase stets Kugelgestalt hat. Wenn wir nun Seifenblasen
derselben Grofle, aber mit immer kleineren Randkurven herstellen, so
ist zu erwarten und wird durch das Experiment bestitigt, dal die
Gestalt der Randkurve auf die Gestalt der Seifenblase immer weniger
EinfluBl hat und daB sich als Grenzfall stets die Gestalt der unberandeten
Seifenblase, also die Kugel ergibt!.

1 Wenn man eine in einen Pfeifenkopf eingespannte Seifenhaut aufblast, so
konnte man meinen, daB dabei die mittlere Kriimmung der Seifenblase bestandig
anwichst. Das ist ein Irrtum. Zunidchst nimmt die mittlere Krimmung von dem
zur Minimalflache gehdérenden Wert Null ausgehend in der Tat zu. Wenn man
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10. Die Kugel besitzt konstante positive GAUSSsche Kritmmung.

Uber die Kennzeichnung der Kugel durch diese Eigenschaft gilt das-
selbe wie bei der mittleren Kriimmung. Die Konstanz der Gaussschen
Krimmung allein charakterisiert die Kugel sicher nicht. Denn alle
Flachen, die ich aus einem Stiick der Kugeloberflache durch Verbiegung
erhalte, besitzen ebenfalls konstante Gausssche Kriimmung, da ja diese
bei Verbiegungen nicht geindert wird. Wir nehmen nun wieder die For-
derung hinzu, dal} die Fliche weder einen Rand noch sonstige Singu-
laritdten besitzen soll, und fragen, ob es auBer der Kugel noch weitere
Flachen dieser Art gibt. Es zeigt sich, dal3 diese Frage zu verneinen ist;
daraus folgt unter anderen, daf} die Kugel als Ganzes sich nicht verbiegen
liBt. Man kann zundchst beweisen, dal eine singularitdtenfreie unbe-
randete Fliche konstanter positiver Gaussscher Kriimmung sich nicht
wie die Ebene ins Unendliche erstrecken kann, sondern notwendig eine
geschlossene Flache wie die Kugel ist. Eine leichte Rechnung lehrt ferner,
daB es auBer den Kugeln und Ebenen keine Flichen gibt, fiir die
beide Hauptkriimmungen {iiberall konstante Werte haben. Demnach
koénnen wir uns auf den Fall beschrinken, daBl auf einer geschlossenen
Flache beide Hauptkrimmungen variieren, wobei natiirlich ihr Produkt
stets den vorgegebenen konstanten Wert der Gaussschen Kriimmung
hat. Auf einer solchen Fliche mufite in mindestens einem reguliren
Punkt eine der Hauptkriimmungen ein Maximum annehmen. Nun 148t
sich aber analytisch beweisen, daf ein solcher Punkt auf einem Fliachen-
stiick konstanter positiver Kriimmung nicht vorkommen kann. Mit an-
deren Worten: Auf einem berandeten, nichtkugelférmigen Flichenstiick
konstanter positiver Kriitmmung gehéren die Maxima der Hauptkriim-
mungen stets zu Punkten des Randes. Da nun die Kugeloberfliche
keinen Rand besitzt, so folgt, dal3 die Kugel als Ganzes nicht ver-
bogen werden kann, und daB es iiberhaupt auBer den Kugeln keine
unberandeten singularititenfreien Flichen konstanter positiver GAUSS-
scher Kriimmung gibt.

aber sehr stark aufblast (und dabei von der Méglichkeit absieht, daB die Seifenblase
zerplatzt), so wird die Seifenblase, wie sich aus der im Text ausgefithrten Betrach-
tung ergibt, ungefahr die Gestalt einer sich stets vergréBernden Kugel annehmen;;
die mittlere Kriummung, die gleich dem reziproken Wert des Kugelradius ist,
nimmt also unbegrenzt gegen Null ab. Zu hinreichend kleinen Werten ¢ der mitt-
leren Kritmmung und zu einer bestimmten Randkurve gibt es demnach mindestens
zwei durch die Kurve berandete Flachen der konstanten mittleren Kriimmung ¢.
Diese Erscheinung steht in bemerkenswertem Gegensatz zu vielen anderen Varia-
tionsproblemen, bei denen es stets nur eine einzige Extremalflidche gibt, die durch
eine gegebene geschlossene Kurve berandet wird. Sieht man iibrigens vom Vor-
zeichen der mittleren Kriimmung ab, so erhdlt man durch dieselbe Randkurve
noch zwei weitere Flichen derselben konstanten mittleren Kriitmmung; man
kann diese Flachen durch Seifenblasen realisieren, indem man die urspriingliche
Minimalflache von der anderen Seite her aufblast.
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Da es andererseits offenbar verbiegbare Kugelstiicke gibt, so erhebt
sich die Frage, ein wie groBes Loch man in die Kugel schneiden muf,
damit der Rest verbiegbar wird. Es wire denkbar, daB so ein Loch eine
gewisse MindestgroBe haben miiBte, z. B. die einer Halbkugel. Es 146t
sich aber beweisen, daB das Gegenteil zutrifft; die Kugel wird schon
verbiegbar, wenn man ein beliebig kleines Loch hineinschneidet, es ge-
niigt sogar, die Kugel lidngs eines GroBkreises ein beliebig kleines Stiick
lang aufzuschneiden. Dagegen ist es noch nicht bekannt, ob die Kugel
auch dann schon verbiegbar wird, wenn man einen oder mehrere isoliert
liegende Punkte fortldBt.

DaB eine Kugel verbiegbar wird, wenn ich ein beliebig kleines Loch
hineinschneide, kénnen wir in einen eigentiimlichen Zusammenhang
mit dem Verhalten der Seifenblasen bringen. Man kann nidmlich ana-
lytisch leicht beweisen: Wenn ich von einem Flachenstiick F der kon-
stanten mittleren Kriimmung ¢ ausgehe und wenn ich auf allen Normalen
von F die Strecke 1/2¢ nach einer bestimmten Seite hin abtrage, so
besitzt die neue Fliche G, die von den Endpunkten aller dieser Strecken
durchlaufen wird, zwar nicht konstante mittlere Kriimmung, wohl aber
die konstante Gausssche Kriimmung 4c¢?. Man nennt G die Parallel-
fliche von F im Abstand 1/2c. Ist bei diesem Verfahren F ein Kugel-
stlick, so ist G das Stiick einer mit F konzentrischen Kugel, und auch
umgekehrt kann G nur dann ein Kugelstiick sein, wenn auch I es ist.
Man kann ndmlich zeigen, dafl die Normalen von F auch G in entsprechen-
den Punkten senkrecht durchschneiden. — Die Seite von F, nach der
hin ich die Strecke auf der Normalen abtragen muB, ist nicht willkiirlich;
man kann die Vorschrift leicht prézisieren, wenn man sich F als
Seifenblase {iber einem geschlossenen Pfeifenkopf denkt; man hat dann
ins Innere des eingeschlossenen Luftraums zu gehen.

Nunmehr denke ich mir auf einer Kugel vom Radius 1/c, also
der mittleren Krilmmung ¢ eine kleine geschlossene Kurve R ge-
zeichnet und diese Kurve stetig so deformiert, daB die deformierten
Kurven nicht mehr auf Kugein liegen. Es ist plausibel, daB ich
bei nicht zu starker Deformation Seifenblasen der konstanten mitt-
leren Kriimmung ¢ durch alle diese Kurven legen kann. Spanne ich ndm-
lich durch die urspriingliche Kurve R eine Seifenhaut, so kann ich
sie, wenn ich sie gerade im richtigen Malle aufblase, sicher zu
einer Fliche der mittleren Kriimmung ¢ machen; denn die Kugel, auf
der R liegt, ist eine solche Fliche, und wenn ich von der richtigen Seite
her aufblase, erhalte ich in einem bestimmten Stadium das gréBere von
R begrenzte Kugelstiick. Aus Stetigkeitsgriinden folgt, dall ich bei
geeigneter Luftzufuhr wihrend der Deformation von R erreichen kann,
daB die Seifenblase, die zuerst die Gestalt eines Kugelstiicks hatte, bei
der Deformation von R sich stetig mitindert und dabei den Wert der
mittleren Kriimmung beibehdlt; dagegen koénnen die deformierten
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Seifenblasen nicht mehr Kugelgestalt haben, weil die deformierten Rand-
kurven gemdB unserer Konstruktion auf keiner Kugel liegen. Nun-
mehr konstruieren wir zu allen diesen Seifenblasen die inneren Parallel-
flachen im Abstand 1/2¢. Dann durchlaufen wir eine stetige Schar von
Flichen, die nach dem friiheren Satz simtlich die konstante GAusssche
Kriimmung 4c¢? haben. Die erste dieser Flichen ist eine Kugel vom
Radius 1/2¢, in die ein kleines Loch geschnitten ist, das von einer
zu R dhnlichen und 4hnlich gelegenen Kurve begrenzt wird. Alle {ibrigen
Flachen sind in die erste stetig verbiegbar; sie kénnen aber nicht Kugel-
gestalt haben, da nach dem frither erwidhnten sonst auch die Seifenblasen
Kugelgestalt haben miiten. Eine mit einem beliebig kleinen Loch ver-
sehene Kugel ist also in der Tat verbiegbar.

Die Verbiegbarkeit berandeter und unberandeter Flichen ist in
viel allgemeineren Fillen untersucht worden. Unverbiegbar sind alle
geschlossenen konvexen Flichen, z. B. die Ellipsoide. Ebenso sind
unverbiegbar alle konvexen Flichen mit Réndern, falls die Fldche
langs jeder Randkurve eine und dieselbe Tangentialebene besitzt; ein
Beispiel einer solchen Fliache (mit zwei Randern) ist der konvexe Teil
der Torusfliche (vgl. Abb. 210, S. 177).

Schneidet man in eine geschlossene konvexe Fliche ein beliebig
kleines Loch, so wird die Fliche verbiegbar. Es ist noch ungeklirt, ob
es geniigt, die Fliche aufzuschlitzen oder gar nur einzelne Punkte zu
entfernen.

11. Die Kugel wird durch eine dreiparametrige Schar von Bewegungen
in sich dibergefiihyt.

Die Gesamtheit aller Bewegungen, die die Kugel mit sich selbst zur
Deckung bringen, sind offenbar die Drehungen um den Kugelmittel-
punkt. Diese Gesamtheit hingt nun in der Tat von drei Parametern
ab. Denn zwei Parameter sind notig, um die Stellung der (durch den
Mittelpunkt gehenden, sonst beliebigen) Rotationsachse festzulegen,
und einen dritten Parameter braucht man zur Bestimmung des Drehungs-
winkels. Man kann diese Abzdhlung auch nach einem anderen Gesichts-
punkt durchfiihren. Offenbar 148t sich ein beliebiger Punkt der Kugel
durch eine Bewegung der Schar in jeden anderen Kugelpunkt iiber-
filhren und dariiber hinaus eine durch den ersten Punkt laufende
Richtung auf der Kugel in eine beliebige Richtung durch den Bildpunkt.
Damit ist dann eine Abbildung aus unserer Schar eindeutig festgelegt.
Diese Bestimmung erfordert aber gerade drei Parameter, denn der
willkiirlich gewdhlte Bildpunkt des ersten Punktes hingt von zwei
Parametern ab, und die durch ihn laufenden Richtungen auf der Kugel
bilden eine weitere einparametrige Schar.

Die zuletzt erwihnte Abzdhlung 1483t sich nun nicht nur fir die
Kugel, sondern auch fiir die Ebene durchfiihren; also besitzt auch die
Ebene eine dreiparametrige Schar von Bewegungen in sich. Weitere
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Flachen dieser Art gibt es aber nicht, so daB die Eigenschaft die
Kugeln und die Ebene kennzeichnet.

Wir fragen nun nach allen weiteren Flichen, die iiberhaupt eine
Schar von Bewegungen in sich gestatten; diese Schar mufl dann not-
wendig zwei- oder einparametrig sein. Die einzigen Flichen, die eine
genau zweiparametrige Bewegungsschar gestatten, sind die Kreis-
zylinder. Eine beliebige Drehung um seine Achse und eine beliebige
Translation lings der Achse fithren den Kreiszylinder in sich iiber. Das
ist eine zweiparametrige Schar von Bewegungen, und weitere Be-
wegungen, die den Kreiszylinder in sich {iberfithren, gibt es nicht.
Man kann durch eine dieser Bewegungen jeden Punkt des Kreiszylinders
in jeden anderen iberfilhren. Dagegen kann man die Richtungen nicht
mehr willkiirlich abbilden, da die erzeugenden Geraden des Zylinders
durch unsere Bewegungen stets ineinander iibergefithrt werden.

Fiir Flichen mit genau einparametriger Bewegungsschar bilden die
Rotationsflichen naheliegende Beispiele; diese Flachen gehen durch
alle Drehungen um die Rotationsachse und (abgesehen von den Kugeln,
der Ebene und den Kreiszylindern) nur durch diese Bewegungen in
sich iiber. Jeder Punkt kann also in einen beliebigen Punkt seines
Breitenkreises iibergefithrt werden, und dadurch ist die Abbildung dann
festgelegt.

Mit den Rotationsflichen ist aber die Gesamtheit aller Flichen mit
einparametriger Bewegungsschar keineswegs erschopft. Die Flichen-
klasse, die durch diese Eigenschaft charakterisiert wird, besteht viel-
mehr aus den Schraubenflichen; diese Flichenklasse umfaBt die
Rotationsflichen einerseits und die Zylinder andererseits als Grenz-
falle. Wie schon S. 185 angegeben, kann man jede Schraubenfliche
folgendermaBen erzeugen: Man geht von einer beliebigen Raumkurve
aus, dreht sie mit beliebiger konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine
beliebige feste Gerade und unterwirft sie auBlerdem einer Translation
von konstanter Geschwindigkeit lings dieser Geraden. Aus der Defi-
nition geht hervor, dafl die Schraubenflichen eine einparametrige Schar
von Bewegungen in sich besitzen; nimlich dieselbe Schar von Be-
wegungen, die die Fliche aus der Raumkurve erzeugen. Die schon
erwahnten Grenzfille erhalt man, wenn man entweder die Winkel-
geschwindigkeit oder die Translationsgeschwindigkeit gleich Null setzt.
Im ersten Fall wird die Schraubung zu einer Translation, und die Raum-
kurve beschreibt einen Zylinder; im zweiten Fall ergibt sich eine Drehung,
und die Raumkurve erzeugt eine Rotationsfliche®.

"~ 1DaB es auBer den Schraubenflichen keine weiteren Flachen mit einpara-
metriger Bewegungsschar gibt, folgt daraus, daB3 die Bewegungen einer Flache in
sich eine Gruppe bilden. Die Schraubungen um feste Achsen mit fester Ganghéhe
bilden aber, wenn die Rotationen um die Achse und die Translationen langs der

Achse wieder als Grenzfalle mitgerechnet werden, die allgemeinsten einparame-
trigen Bewegungsgruppen des Raums.
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Ein einzelner Punkt der erzeugenden Kurve beschreibt (von den
Grenzfillen abgesehen) eine Schraubenlinie. Durch die einparametrige
Bewegungsschar der Schraubenfliche wird also jeder Punkt in einen
beliebigen Punkt der zugehérigen Schraubenlinie iibergefiihrt; in den
Grenzfillen geht die Schraubenlinie in die Erzeugenden des Zylinders
bzw. in die Breitenkreise der Rotationsfliche {iber.

§ 33. Verbiegungen von Flichen in sich.

Wir verallgemeinern jetzt die Frage, auf die uns die 11. Eigenschaft
der Kugel gefiihrt hat. Wir wollen die Flichen betrachten, die, anstatt
Bewegungen, beliebige Verbiegungen in sich gestatten. Ein vollkommen
biegsames, aber undehnbares Stiick Messingblech, das auf ein Modell
einer solchen Fliche an irgendeiner Stelle glatt aufgelegt werden kann,
mull sich in passender Weise {iber das Modell hinschieben lassen; es
darf dabei seine Form andern, aber nicht zerreilen, und nicht auf-
horen, glatt auf der Fliche aufzuliegen.

Wahrend die Beweglichkeit einer Flache in sich von der Lage der
Fliche im Raum abhingt, ist die Verbiegbarkeit der Fliche in sich
eine innere Eigenschaft der Fliche, die weder zerstért noch gewonnen
werden kann, wenn man die Fliche verbiegt.

Da die Bewegungen einen Sonderfall der Verbiegungen darstellen,
miissen unter den Flichen, die wir jetzt suchen, jedenfalls alle die vor-
kommen, die wir im vorigen Abschnitt aufgezidhlt haben. Es zeigt sich
nun, daB jene Flichen und ihre Biegungsflichen schon die allgemeinsten
sind, die Scharen von Verbiegungen in sich gestatten; man erhilt also
durch die Verallgemeinerung der Fragestellung keine wesentlich neue
Fliachenklasse. Aber die vorher aufgestellten Typen erhalten jetzt eine
andere Bedeutung. So sind offenbar die Zylinder nicht als wesentlich
verschieden von der Ebene anzusehen, da ja die Ebene sich in jeden
Zylinder verbiegen 1at. Ebenso verliert auch der zweite Grenzfall der
Schraubenflachen, der Fall der Rotationsflichen, seinen Sondercharak-
ter. Man kann ndmlich ein Stiick einer beliebigen Schraubenflidche
stets in ein Stiick einer Rotationsfliche verbiegen. Es geniigt zu diesem
Zweck, einer der auf der Schraubenfliche verlaufenden Schraubenlinien
durch die Verbiegung die Gestalt eines Kreises zu geben, der natiirlich
unendlich oft umlaufen werden muB, da ja die Schraubenlinie unend-
lich lang ist. Dann nehmen die {ibrigen Schraubenlinien von selbst
ebenfalls Kreisgestalt an, und alle diese Kreise haben dieselbe Achse,
so daB} die entstandene Fliche in der Tat eine Rotationsfliche ist, deren
Breitenkreise aus den Schraubenlinien der Ausgangsfliche hervorge-
gangen sind. Ein Beispiel der Behauptung ist die auf S. 185, 186 be-
schriebene Abwicklung der Wendelfliche auf das Katenoid.

Wenn man von der analytischen Beweisfilhrung absieht, 1aBt sich
leicht anschaulich plausibel machen, warum die Flichen, die eine
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einparametrige Schar von Verbiegungen in sich gestatten, sich stets
in die Gestalt von Schrauben- oder Rotationsflichen bringen lassen
und warum dabei die Schraubenlinien und die Breitenkreise einander
entsprechen.

Durch jeden Punkt eines solchen Flichenstiicks mufl nidmlich eine
Kurve laufen, die die Gesamtheit aller Bildpunkte dieses Punkts dar-
stellt, wenn man die simtlichen Verbiegungen unserer Schar ausfiihrt.
Das Flachenstiick wird also einfach und liickenlos von einer bestimmten
Kurvenschar iiberdeckt, die bei den betrachteten Verbiegungen in sich
iibergeht. Greift man zwei beliebige Kurven dieser Schar heraus, so
miissen alle Punkte der einen Kurve den gleichen geoditischen Abstand
von der anderen Kurve haben, da ja dieser Abstand durch die Verbie-
gung nicht gedndert wird. Hieraus ergibt sich, dafl jede geodatische
Linie, die auf einer Kurve der Schar senkrecht steht, auch alle iibrigen
Scharkurven senkrecht schneidet; denn der kiirzeste Abstand eines
Flichenpunkts von einer Flachenkurve wird lings der Fliache durch die
geoditische Linie gegeben, die durch den Punkt geht und auf der Kurve
senkrecht steht. Auf den von uns betrachteten Fliachen existiert also stets
ein orthogonales Kurvennetz, dessen eine Schar die zuerst beschriebene
ist, wihrend die zweite aus geoditischen Linien besteht. Langs jeder
Kurve der ersten Schar mul3 iiberdies die Gausssche Kriimmung kon-
stant sein, da ja diese bei Verbiegung ungedndert bleibt und jeder Punkt
einer Scharkurve durch die von uns betrachteten Verbiegungen in jeden
anderen Punkt derselben Scharkurve iibergehen kann. Um die Werte-
verteilung der Gaussschen Kriimmung auf unserer Fliche zu be-
schreiben, geniigt es also, diese Kriimmung lings einer geoditischen
Linie der zweiten Schar als Funktion der Bogenldnge anzugeben.

Nun kann man aber leicht Rotationsflaichen konstruieren, fir die die
Gausssche Kriimmung eine vorgeschriebene Funktion der Bogenlidnge
eines Meridians ist. Da die Meridiane der Rotationsflichen geoditische
Linien sind, die die Breitenkreise senkrecht schneiden, so ist es plau-
sibel und wird durch die Rechnung bestitigt, dall unser vorgegebenes
Flachenstiick sich in alle jene Rotationsflichen verbiegen 148t; das von
uns konstruierte Orthogonalnetz des Flichenstiicks wird dabei in das
Netz der Meridiane und Breitenkreise verwandelt.

Auf den Schraubenflichen haben offenbar die Schraubenlinien die
entsprechende Eigenschaft wie die Breitenkreise der Rotationsflachen.
Es sind wiederum die Bahnkurven der lingentreuen Abbildungen der
Fliche in sich. Wenn also tberhaupt eine Schraubenfliche in eine
Rotationsfliche verbogen werden kann, so miissen notwendig die
Schraubenlinien und die Breitenkreise einander entsprechen.

Die Rechnung ergibt, daB aus jeder Schraubenfliche eine zweipara-
metrige Schar weiterer Schraubenflichen und eine einparametrige Schar
von Rotationsflichen durch Verbiegung erhalten werden konnen.
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Wir betrachten nun die Flachen, die eine zwei- oder mehrparametrige
Schar von Verbiegungen in sich gestatten. Daf die Schar der Ver-
biegungen mindestens zweiparametrig ist, ist gleichbedeutend damit,
daB jeder Punkt der Fliche in jeden Nachbarpunkt iibergefiihrt werden
kann. Daher mufl die Gausssche Kriimmung dieser Flichen konstant
sein. Alle Fliachen positiver Gaussscher Kriimmung sind nun (wenn man
sich auf hinreichend kleine Stiicke beschrinkt) auf die Kugel abwickel-
bar (S. 181). Wie diese besitzen sie also nicht nur eine zwei-, sondern
sogar eine dreiparametrige Schar von Verbiegungen in sich. Das Ent-
sprechende gilt fiir Flichen verschwindender Gaussscher Kriimmung,
denn diese sind auf die Ebene abwickelbar. Es 148t sich analytisch
zeigen, daB auch die Flichen konstanter negativer Kriimmung die
gleiche Mannigfaltigkeit von Verbiegungen in sich gestatten.

Alle Flichen konstanter Gaussscher Kriimmung haben also mit der
Ebene eine wichtige innere Eigenschaft gemein, die wir im folgenden
ausfithriich untersuchen werden. Man kann die ebene Geometrie so
aufbauen, dafl ihre grundlegenden und allgemeinsten Aussagen nicht
nur in der Ebene, sondern auf allen Flichen konstanter Kriimmung
gelten und daB erst an einer héheren Stelle des Aufbaus zwischen der
Ebene und den Flichen positiver oder negativer konstanter Gaussscher
Kriimmung unterschieden wird; dann teilt sich die Geometrie in die
euklidische und zwei ,,nichteuklidische Geometrien.

§ 34. Elliptische Geometrie.

Auf krummen Flichen sind die geoddtischen Linien als das Analogon
der Geraden in der Ebene anzusechen. Wir wollen jetzt diese Analogie
genauer untersuchen. Die einfachsten Konstruktionen der ebenen
Geometrie beruhen auf dem Zeichnen von Geraden und dem Abtragen
von Strecken und Winkeln. Wenn wir solche Konstruktionen auf
krumme Flachen iibertragen wollen, besteht zunichst ein prinzipieller
Unterschied: Die Ebene haben wir stets in ihrer Gesamterstreckung
zugrunde gelegt, dagegen haben wir auf allgemeinen krummen Flichen
stets nur kleine Stiicke betrachtet, dem differentialgeometrischen Stand-
punkt gemiB. Demnach miissen wir uns auf solche Konstruktionen be-
schrinken, die nicht iiber die Grenzen des Flichenstiicks hinausfiihren, die
also der Betrachtung eines kleinen Teilgebiets in der Ebene entsprechen.

Auf einem hinreichend kleinen Stiick einer krummen Flache lassen
sich zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte durch einen und
nur einen geoditischen Bogen verbinden, so wie in jedem Teilgebiet der
Ebene zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte genau eine im
Teilgebiet verlaufende geradlinige Verbindung besitzen®.

1 Wenn der Rand nicht fiberall nach innen konkav ist, kann die Verbindungs-

strecke zweier dem Rand hinreichend benachbarter Punkte teilweise durch das
AuBere des Gebiets gehen.
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Winkel mit geoditischen Schenkeln kénnen auf jedem Flichen-
stiick in der gleichen Weise gezeichnet und abgetragen werden wie
Winkel mit geradlinigen Schenkeln in einem Stiick der Ebene.

Auch das Abtragen von geodatischen Strecken unterliegt denselben
Gesetzen wie das Abtragen geradliniger Strecken in einem Stiick der
Ebene.

Aber schon bei einer der einfachsten Konstruktionen, die aus diesen
drei Schritten besteht, hort die Analogie im allgemeinen auf; nimlich bei
der Konstruktion kongruenter Dreiecke. Zwei Dreiecke heiflen kon-
gruent, wenn bei einer bestimmten Zuordnung der Ecken entsprechende
Seiten und Winkel gleich sind. Dieser Begriff ist offenbar auf geo-
datische Dreiecke in einem krummen Flichenstiick tibertragbar. Wenn
ich nun in einem Stiick der Ebene von einem Dreieck 4,B,C, ausgehe
und zu einem Punkt A zwei Punkte B und C so konstruiere, daB
AB = A4¢By, AC =A4,Cy und <CBAC = < ByA,C, ausfillt, so ist
nach dem ersten Kongruenzsatz das Dreieck A BC dem Dreieck 4,B,C,
kongruent; dabei ist nur vorauszusetzen, dal3 der Punkt 4 so weit vom
Rand des Gebiets entfernt liegt, dal alle Konstruktionen im Gebiet
moglich sind.

Wenn ich aber die analoge Konstruktion in einem krummen Flichen-
stiick vornehme, so wird der geoditische Bogen BC im allgemeinen eine
andere Linge haben als B,C,. Von der Kongruenz der beiden Dreiecke
ABC und A4,B,C, ist also keine Rede.

In einem Fall ist jedoch der erste Kongruenzsatz auf geoditische
Konstruktionen {ibertragbar; wenn nimlich das Flichenstiick kon-
stante Gausssche Krimmung hat. Dann kénnen wir das Flichenstiick
so in sich verbiegen, daBl A, auf 4 fallt und daB die geoddtischen Schenkel
des Winkels 334,C, auf die entsprechenden Schenkel des Winkels BA C
fallen’. Wegen der Liangen- und Winkeltreue der Verbiegung fillt also
B, auf B und C, auf C; die Dreiecke A¢B4C, und A BC miissen dem-
nach kongruent sein.

Die axiomatische Analyse der ebenen geometrischen Konstruktionen
lehrt nun, dafl alle Sitze iiber Kongruenz von Figuren logisch auf den
ersten Kongruenzsatz zuriickfithrbar sind. Auf Flichen konstanter
Krimmung besteht deshalb hinsichtlich der zu Beginn genannten Kon-
struktionen vollstindige Analogie zur Geometrie in einem Stiick der
Ebene.

Wir haben den ersten Kongruenzsatz dadurch auf Flichen kon-
stanter Krlimmung iibertragen, daB wir an deren dreiparametrige

1 Durch stetige Transformation ist das nicht immer méglich; auch nicht in
der Ebene, wo bekanntlich auch Spiegelungen als Deckbewegungen mitgerechnet
werden miissen. Auch auf den Flichen konstanter nichtverschwindender Kriim-
mung existieren lingentreue Abbildungen, die den Spiegelungen entsprechen.
Vgl. S. 226, FuBonte.
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Biegungsgruppe ankniipften. Man kann den Zusammenhang aber logisch
umkehren. Wenn auf einer Fliche der erste Kongruenzsatz fiir geoda-
tische Dreiecke gilt, so folgt, da die Fliche eine dreiparametrige
Schar ldngentreuer Abbildungen auf sich gestatten und daher von
konstanter Gaussscher Kriimmung sein muBl. Zunéchst folgt ndmlich
aus der oben beschriebenen Dreieckskonstruktion, dal man zu einem
hinreichend kleinen geoditischen Dreieck stets oo® kongruente Dreiecke
zeichnen kann. Nun kann man aber die Fliche unter Zugrundelegung
eines Dreiecks durch Abtragung von Strecken und Winkeln und wieder-
holte Anwendung des ersten Kongruenzsatzes vollstindig vermessen
nach den gleichen Prinzipien, die in der Praxis der Erdvermessung ver-
wandt werden. Jeder kongruenten Abtragung des Grunddreiecks ent-
spricht daher eine lingentreue Abbildung des Flichenstiicks.

Damit ist gezeigt, daB die Flachen konstanter Gaussscher Krimmung
die einzigen sind, auf denen der erste Kongruenzsatz fiir geoditische
Dreiecke allgemein gilt.

Um die Analogie dieser Flachen mit der
Ebene weiter zu verfolgen, wollen wir jetzt
die Beschrinkung auf kleine Teilgebiete
aufzuheben suchen. Wir beginnen mit Fla-
chen, deren (konstante) Gausssche Krim-
mung positiv ist. Es liegt nahe, von einer
Kugelflache auszugehen. Dadurch aber, daf
wir diese Flache als Ganzes betrachten, wird
die Analogie zur Ebene in einem entschei-
denden Punkte zerstért. Die geoditischen
Linien der Kugel sind die GroBkreise; durch zwei Diametralpunkte auf
der Kugel gehen nun unendlich viele GroBkreise, wihrend in der Ebene
zwei Punkte eine einzige Verbindungsgerade haben. Wihrend ferner
in der Ebene zwei Geraden hochstens einen Schnittpunkt haben, schnei-
den sich zwei GroBkreise der Kugel stets in zwei (diametralen) Punkten.
Eine andere Fliche konstanter positiver Kriimmung als die Kugelfliche
koénnen wir aber schon deshalb nicht als Analogon der Ebene ansehen,
weil alle jene Flichen singuldre Punkte oder Rander haben (vgl. S. 201).

Durch eine einfache Abstraktion kénnen wir aber die stérende Eigen-
schaft der Kugelfldche beseitigen. Wir beschrinken uns namlich auf die
Fliche einer Halbkugel und sehen jedes Paar von Diametralpunkten
des berandenden GroBkreises als je einen einzigen Punkt an. Wenn ferner
eine sphirische Figur tiber den Randkreis herausragt, so wollen wir die
ins AuBere fallenden Punkte durch ihre Diametralpunkte ersetzen; diese
fallen dann auf die betrachtete Halbkugel (Abb. 231).

Auf diese Weise erhalten wir ein Punktgebilde, das alle Eigenschaften
hat, auf die wir ausgingen. Erstens ist jedes hinreichend kleine Teil-
stiick langentreu auf ein Stiick der Kugelfliche bezogen. Zweitens wird

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 14

Abb. 231.
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das Abtragen von Strecken und das geodatische Verbinden zweier Punkte
durch keinen Rand gestért. Drittens besitzen zwei verschiedene Punkte
stets eine einzige geoditische Verbindung, und zwei geoditische Bogen
haben niemals mehr als einen Schnittpunkt; beides folgt daraus, daB die
Paare von Diametralpunkten, die unser Gebilde enthilt, simtlich als
je ein Punkt angesehen wurden.

Das Analogon der ebenen Geometrie, das auf diesem Flichenmodell
herrscht, nennt man elliptische Geometrie, die Fliche selbst wird als
Modell der elliptischen Ebene bezeichnet. Ein zweites Modell der ellip-
tischen Ebene erhilt man offenbar, wenn man von der vollstindigen
Kugeloberfliche ausgeht und jedes Diametralpunktepaar als einen ein-
zigen Punkt ansieht.

Wir untersuchen nun die elliptische Geometrie, wobei wir die GroB-
kreise kurz als Geraden und die GroB3kreisbégen als Strecken bezeichnen.
Dann springen zwei Unterschiede der elliptischen Geometrie von der
gewdhnlichen euklidischen Geometrie ins Auge. Erstens sind die ellip-
tischen Geraden geschlossene Kurven, wihrend sich die euklidischen
Geraden ins Unendliche erstrecken. Zweitens haben zwei elliptische
Geraden stets einen Schnittpunkt, wihrend es zu jeder euklidischen
Geraden Parallelen, also nichtschneidende Geraden gibt.

Vollstindig 148t sich die Beziehung der elliptischen zur euklidischen
Geometrie nur {iberblicken, wenn man von den Axiomen der eukli-
dischen ebenen Geometrie ausgeht und bei jedem Axiom nachsieht, ob
es auch in der elliptischen Geometrie erfiillt ist oder ob es durch ein
abgedndertes Axiom ersetzt werden muB. Wir haben schon frither die
Axiome der Verkniipfung (S. 103) und der Stetigkeit (S. 115) erwéhnt.
Im ganzen 148t sich die euklidische ebene Geometrie auf fiinf Axiom-
gruppen aufbauen, denen der Verkniipfung, der Anordnung, der Kon-
gruenz, der Parallelen und der Stetigkeit. Jeder Axiomgruppe liegen
gewisse Begriffe zugrunde, denen der Verkniipfung z. B. die Begriffe:
Punkt, Gerade und Incidenz. Weitere Begriffe werden durch gewisse
Axiome ihrerseits erst ermoglicht, z. B. der Begriff der Strecke oder der
Halbgeraden durch die Axiome der Anordnung. Der Begriff der Strecke
wiederum bildet die Grundlage der Kongruenzaxiome, so daB also die
Kongruenzaxiome zu ihrer Formulierung gewisse Anordnungsaxiome
voraussetzen. Wir wollen jetzt die Axiome der euklidischen ebenen
Geometrie anfithren?.

1. Axiome der Verkwiipfung.

1. Durch zwei Punkie geht genau eine Gerade. 2. Jede Gerade enthdlt
mindestens zwer Punkte. 3. Es gibt mindestens drer Punkie, die wichi auf
derselben Geraden liegen.

1 Vgl. HiLeerT: Grundlagen der Geometrie. Berlin 1930.
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II. Axiome der Anordnung.

1. Unter drei Punkien einer Geraden liegt genau einer zwischen beiden
anderen. 2. Zu zwei Punkten A und B gibt es mindestens einen solchen
Punkt C, daf B zwischen A und C Liegt. 3. Wenn eine Gerade eine Seite
eines Dretecks schmneidet (d. h. eimen Pumkt enthilt, der zwischen zwei
Ecken liegt), so geht sie entweder durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt,
oder ste schmneidet noch eine Seite.

Die Anordnungsaxiome gestatten, die in den folgenden Axiomen auf-
tretenden Begriffe ,,Strecke”, ,,Winkel”, ,,Seite einer Geraden von einem
Punkte aus”, ,,Halbgerade, ,,Seite einer Ebene von einer Halbgeraden

¢

aus‘’ zu definieren.

III. Axiome der Kongruenz.

1. Eine Strecke lift sich auf einer Geraden von einem Punkt der Ge-
raden aus stets nach beiden Seiten abivagen, die entstehende Strecke heifit
der ersten kongruemt. 2. Sind zwei Streckem eimer dritten Rongruemt, so
sind sie auch einander kongruent. 3. Wenn auf zwei kongruenten Strecken
je ein Punkt devart liegt, daf eine der entsichenden Teilstrecken der einen
Strecke einer der Teilstrecken der anderen kongruent ist, so ist auch die
zwette Teilstrecke der einen kongruent der zweiten Teilstrecke der andeven.
4. Ein Winkel 1St sich an einen Halbstrahl nach jeder Seite der Ebene hin
1n esndeutiger Weise abtragen; der entstehende Winkel heifft dem ersten kon-
gruent. 5. (Erster Kongruenzsatz.) Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und
dem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen, so sind sie kongruent.

IV. Parallelenaxiom.

Zu einer Gevaden a gibt es durch jeden Punkt, der nicht auf a liegt,
genau ewne Gerade, die a nicht schneidet.

V. Axiome der Stetigkedt.

Diese Axiome werden sehr verschieden formuliert. Sie besagen in
jedem Fall etwa:

1. (Archimedisches Axtom, vgl. S. 115.) Jede Strecke lifst sich durch
jede andere messen. 2. (Cantorsches Axiom.) In jeder unendlichen Folge
ineinandergeschalteter Strecken gibt es siets eimen allen diesen Strecken
gemeinsamen Punkt.

In der elliptischen Geometrie sind die Verkniipfungsaxiome offenbar
erfiillt. Dagegen sind die Anordnungsaxiome nicht erfiillt; denn da die
Geraden geschlossene Kurven sind wie Kreise, 1a6t sich nicht sagen,
von drei Punkten einer Geraden liege genau einer zwischen den beiden
anderen. Statt der Zwischembeziehung dreier Punkte 148t sich aber
in der elliptischen Geometrie eine Tremnungsbeziehung vierer Punkte
einfithren, fiir die dann ganz entsprechende Anordnungsaxiome gelten,
deren erstes hier angefithrt sei: Vier Punkie einer Geraden zerfallen stets

14%
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auf genau eine Weise in zwei einander trennende Paare. (Z. B. zerfallen
in Abb. 232 die Punkte 4, B, C, D in die einander trennenden Paare 4C
und BD.))

Wie die euklidischen so fithren auch die elliptischen Anordnungs-
axiome zur Definition der Strecke und der anderen Begriffe, die in den

C Kongruenzaxiomen verwandt werden. Man muBl

8 aber davon ausgehen, dal zwei Punkte 4B stets
zwel Strecken und nicht bloB eine bestimmen,
ebenso wie jeder Kreis durch zwei seiner Punkte
in zwei Bogen zerfillt. ¥rst durch Hinzunahme
eines dritten Punktes C der Geraden 4B laBt
sich eine Unterscheidung der beiden Strecken 4 B
herbeifiihren; die eine Strecke besteht aus allen
Punkten, die durch AB von C getrennt werden,
die andere aus den iibrigen Punkten der Geraden AB. Ferner muf3
man {iberstumpfe Winkel als Innenwinkel eines Dreiecks ausschlieBen,
weil sonst durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel nicht
ein einziges Dreieck, sondern zwei inkongruente Dreiecke bestimmt
werden (Abb. 233), was dem ersten Kongruenzsatz widerspricht. Es
zeigt sich, daB bei diesen Einschrankungen in jedem hinreichend kleinen
Teilgebiet der elliptischen Ebene die Analogie zu einem Teilgebiet der
euklidischen  Ebene,

von der wir ausgegan-

gen waren, erhalten

A g bleibt, und daB die

é / euklidischen Kongru-
— g enzaxiome in der ellip-
tischen Ebene ihre
g N\ Geltung behalten. Das
N\ gleiche gilt von den
N\ Stetigkeitsaxiomen.
Dagegen gilt das
Parallelenaxiom nicht, sondern ist durch das schon S. 103 aufgestellte
Verkniipfungsaxiom dér projektiven Ebene zu ersetzen: Zwei Ge-
raden haben genau einen Schnittpunkt.

Auch hinsichtlich der Anordnung verhilt sich die elliptische Ebene
wie die projektive. Um das anschaulich in Evidenz zu setzen, wéhlen
wir als Modell der elliptischen Ebene die vollstindige Kugeloberfliche,
auf der alle Diametralpunktepaare identifiziert sind; projizieren wir die
Kugel von ihrem Mittelpunkt aus auf eine Ebene, so entspricht jeder
Punkt der Ebene einem Diametralpunktepaar der Kugel, also einem
Punkt der elliptischen Ebene. Jedem GroBkreis, also jeder elliptischen
Geraden, entspricht eine Gerade der Bildebene. Die Beziehung wird
umkehrbar eindeutig, wenn wir die unendlich ferne Gerade der Bild-

)
Abb 232.

Abb. 233.
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ebene hinzunehmen, wenn wir also diese Ebene als projektive Ebene
auffassen.

Wir kénnen demnach die projektive Ebene direkt als ein Modell der
elliptischen Ebene ansehen, wenn wir die Gleichheit von Lingen und
Winkeln in diesem Modell nicht euklidisch, sondern in der angedeuteten
Art durch die sphirische Trigonometrie einer Hilfskugel bestimmen.
Hieraus folgt, daB in der elliptischen Geometrie alle Schnittpunkts-
sdtze der projektiven Geometrie, z. B. die von DESARGUES und Pascat,
gelten.

Wenn wir nun die lingentreuen Abbildungen der elliptischen Ebene
ins Auge fassen, so kénnen wir wie im euklidischen Fall nach den diskon-
tinuierlichen Gruppen solcher Abbildungen fragen. Jeder solchen
Gruppe entspricht eine diskontinuierliche Gruppe lingentreuer Abbil-
dungen der Kugelfliche, also eines der regulidren Polyeder, die wir in
§ 13, 14 behandelt haben. Umgekehrt fiithrt jedes regulire Polyeder
zu einer diskontinuierlichen Deckgruppe der elliptischen Ebene, und
die Zentralprojektionen regulirer Polyeder, die in Abb. 160 bis 163
und 165 bis 168 dargestellt sind, geben einige Ldsungen der mit jenen
Gruppen zusammenhingenden Aufgabe der ,,Pflasterung, die S. 72
fiir die euklidische Ebene formuliert ist.

Man kann nicht nur in der Ebene, sondern auch im Raum die ellip-
tische Geometrie definieren. Als Modell der Punkte, Geraden und Ebenen
dieses Raums ldBt sich der projektive Raum mit seinen Punkten und
Geraden verwenden. Die Vergleichung der Lingen und Winkel hat
wieder abweichend von der euklidischen Geometrie zu erfolgen und
148t sich nur analytisch beschreiben; z. B. durch Zentralprojektion einer
Hyperkugel des vierdimensionalen Raums. Die diskontinuierlichen
Deckgruppen des elliptischen Raums hingen mit den reguldren Zellen
des vierdimensionalen Raums zusammen, und die Abb. 173 bis 176 lassen
sich als ,,Pflasterungen” des elliptischen Raums deuten.

§ 35. Hyperbolische Geometrie; ihr Verhiltnis zur
euklidischen und elliptischen Geometrie.

Wir wenden uns jetzt zu den Flichen konstanter negativer Kriim-
mung. Es gibt unter ihnen keine von so einfacher Gestalt wie die Kugel-
fliche. Die Rotationsflichen dieser Art kénnen drei verschiedene Ge-
stalten haben, die in Abb. 234 dargestellt sind. Wir sehen, da alle diese
Flachen mit singuldren Réndern behaftet sind, itber die hinaus sie nicht
stetig fortgesetzt werden koénnen®. Die Gesamtheit aller Flichen kon-
stanter negativer Kriimmung 1dBt sich bisher nicht explizit angeben,

1 In Abb. 234b ist nur der untere Rand singular, nach oben zu lauft die
Flache ins Unendliche, wobei die Breitenkreise unbegrenzt klein werden.
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doch 148t es sich beweisen, daB keine dieser Flichen von Singularititen
frei sein kann.

Es gibt also keine Fliche im Raum, die im kleinen liangentreu auf
eine Fliche konstanter negativer Krimmung abgebildet werden kann,
und auf der die Abtragung geodétischer Strecken nirgends durch Rand-
punkte behindert wird. Man kann aber in der Ebene Modelle solcher
abstrakt definierter Flichen angeben, ebenso wie wir die projektive

Abb. 234a. Abb. 234b. Abb. 234c.

Ebene zu einem Modell der elliptischen Ebene gemacht hatten. Wir
miissen zu diesem Zweck die Langen- und Winkelmessung auf eine neue
Art einfiihren, die von der euklidischen und auch von der elliptischen
Geometrie abweicht. Man nennt die Fliache, von denen wir solche Modelle
konstruieren wollen, die hyperbolische Ebene und ihre Geometrie die
hyperbolische Geometrie.

Als Punkte der hyperbolischen Ebene wollen wir die Punkte im Innern
eines Kreises in einer gewdhnlichen Ebene betrachten und als hyper-
bolische Geraden die Sehnen dieses Kreises
(mit AusschluB der Endpunkte).

Es 148t sich namlich fiir jedes Flichenstiick
F konstanter negativer Kriimmung —1/¢? eine
Abbildung angeben, die F in ein Gebiet G der
Ebene im Kreisinnern derartig iiberfiihrt, da
die geoditischen Linien, die in F verlaufen,
durchweg in die Geradenstiicke in G verwan-

Abb. 235. delt werden. Natiirlich kann diese Abbildung

nicht lingentreu sein, da ja die Kriimmung

von G verschwindet, wiahrend die von F negativist. Sind A, B (Abb. 235)

die Bilder zweier Punkte P, Q von F und sind R, S die Endpunkte der

durch 4, B gelegten Kreissehne, so gilt fiir den geoditischen Abstand s
der Punkte P, Q die Formel

¢ AR -BS |
(1) s—?-'logB-——R_AS‘.

Wir wollen die rechte Seite der Gleichung (1) fiir alle Punktepaare A B
unseres Modells der hyperbolischen Ebene als den ,hyperbolischen Ab-
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stand‘‘ definieren. Ebenso fithrt die Abbildung F->G zu einer bestimmten
Messung des ,,hyperbolischen Winkels, die von der euklidischen Be-
stimmungsweise abweicht. Um z. B. von einem Punkt 4 der hyper-
bolischen Ebene aus auf eine Gerade g das Lot % zu fillen, hat man 4
als Verbindungsgerade von 4 mit dem in Abb. 236 konstruierten Hilfs-
punkt P zu zeichnen. Man erkennt, daf der euklidische Winkel zwischen
A und g im allgemeinen von einem
Rechten verschieden ist.
Untersuchen wir nun, welche
Axiome der euklidischen Geometrie g
in der hyperbolischen Ebene giiltig
bleiben. Zunichst ist es klar, daB3 /g/
die Verkniipfungsaxiome  gelten. &
Wenn wir ferner die ,,Zwischen''-
beziehung dreier Punkte einfach aus Abb. 236.
ihrer Lage in unserem Modell iiber-
nehmen, so erkennen wir, dafl auch die Anordnungsaxiome gelten. Als
Strecke 4 B definieren wir nun die Punkte der euklidischen Verbindungs-
strecke in unserem Modell. Der Streckenkongruenz legen wir die For-
mel (1) zugrunde. Wenn wir dann das erste Kongruenzaxiom betrachten,
so kénnte es zundchst scheinen, als sei die freie Streckenabtragung durch
die Kreisperipherie behindert, das Axiom also ungiiltig. In Wahrheit
gelangen wir aber bei der Abstandsdefinition (1) beim Streckenabtragen
nie an die Kreisperipherie. Ist ndmlich
(Abb. 235) eine Strecke 4 B und eine vom
Punkt A4’ ausgehende Halbgerade 4 im
Kreisinnern gegeben, so gilt fiirden Punkt
B’ auf %, fir den AB = A’ B’ sein soll,
nach (1) die Relation:

AR BS  A'R’ B'S"
BR AS — B'R  A'S
oder

o B _ A4S AR BS
B’ A’R" AS BR'’ Abb. 237.

Da die drei Punkte A’, 4 und B im Kreisinnern liegen, sind die drei
Proportionen auf der rechten Seite von (2) alle negativ. Also ist auch

NS

B"%’ negativ, d. h. B’ liegt im Kreisinnern, wie behauptet war. Trigt

man eine Strecke beliebig oft an sich selbst an, so kommt man der Kreis-
peripherie unbegrenzt niher, ohne sie zu erreichen (Abb.237); die
Kreisperipherie spielt in unserem Modell der hyperbolischen Geometrie
eine analoge Rolle wie die unendlich ferne Gerade der euklidischen
Geometrie.
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Unsere Betrachtung lehrt, dafl das erste Kongruenzaxiom in der
hyperbolischen Ebene gilt. Offenbar gelten auch die Kongruenzaxiome
2. bis 4.

Das finfte Kongruenzaxiom ist, wie in § 34 ausgefithrt, gleichbe-
deutend mit der Existenz einer hinreichend umfassenden Gruppe von
Abbildungen, die das Kreisinnere derart in sich iiberfithren, daf die
Geraden in Geraden iibergehen und die hyperbolischen Abstinde und
Winkel erhalten bleiben. Man zeigt nun in der projektiven Geometrie
der Ebene, daB es eine solche Gruppe in der Tat gibt. (Die Abbildungen
gehoren zu den projektiven Transformationen der Ebene und lassen sich
durch wiederholte Anwendung der Zentralprojektion anschaulich er-
zeugen.) Somit gelten in der hyperbolischen Geometrie simtliche Kon-
gruenzaxiome. Man sieht leicht ein, daB auch die Stetigkeitsaxiome

erfiillt sind.
Nur ein einziges Axiom der euklidischen
Geometrie gilt in der hyperbolischen Ebene
nicht: das Parallelenaxiom. Man erkennt
> ‘ dies aus Abb. 238. Durch einen Punkt gibt
‘ es zu jeder nicht durch P gehenden Geraden

g stets ein ganzes Biischel von Geraden, die

g nicht schneiden. Wahrend also in der el-
4 liptischen Geometrie auler dem Parallelen-
axiom auch die euklidischen Anordnungs-

Abb, 238. axiome ungiltig sind, unterscheidet sich
die hyperbolische Geometrie von der eukli-
dischen ausschlieBlich dadurch, daB das Parallelenaxiom nicht gilt.
Aus diesem Grund kommt unserem Modell eine groBe prinzipielle
Bedeutung zu. Man hat sich wihrend des ganzen Mittelalters und bis
zum Anfang des 19. Jahrhunderts vergeblich bemiiht, das Parallelen-
axiom aus den ibrigen Axiomen EUKLIDS zu beweisen. Mit der Ent-
deckung eines Modells der hyperbolischen Geometrie war die prinzipielle
Unmoglichkeit eines solchen Beweises dargetan. Denn unser Modell
erfiillt alle geometrischen Axiome mit Ausnahme des Parallelenaxioms.
Wiirde dieses aus den {ibrigen logisch folgen, so miiite es auch in unserem
Modell gelten, was nicht zutrifft.

Die hyperbolische und die elliptische Geometrie werden als die
beiden wnichteuklidischen Geometrien bezeichnet. Wenn wir von der
Wertverteilung der Gaussschen Krlimmung ausgehen, erweist sich
die euklidische Geometrie als ein Ubergangsfall zwischen der ellip-
tischen und der hyperbolischen Geometrie. Das gilt auch in anderer
Hinsicht. So haben wir die hyperbolische Ebene erhalten, indem
wir aus der euklidischen Ebene die Punkte im AuBeren eines Kreises
entfernten, wahrend wir, um die vollstindige elliptische Ebene zu
erhalten, zur euklidischen Ebene noch die Punkte der unendlich
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fernen Geraden hinzunehmen muBten. Ferner gibt es zu einer Ge-
raden durch einen auflerhalb gelegenen Punkt in der elliptischen Geo-
metrie keine, in der euklidischen Geometrie eine und in der hyper-
bolischen Geometrie unendlich viele Parallelen. Besonders charakte-
ristisch fiir die drei Geometrien ist die Winkelsumme im Dreieck. Wéah-
rend sie in der euklidischen Geometrie & betrdgt, ist sie in der ellip-
tischen Geometrie stets grofler als 7, wie aus bekannten Sitzen der
spharischen Trigonometrie folgt. In der hyperbolischen Ebene ist nun
diese Summe stets kleiner als 7. Wir werden spiter einen anschaulichen
Beweis dafiir erbringen.

Der Satz der euklidischen Geometrie, dal die Winkelsumme jedes
Dreiecks 7 betrdgt, kann hiernach nicht ohne Benutzung des Parallelen-
axioms bewiesen werden; sonst miilte er auch in der hyperbolischen
Ebene gelten. Wenn andererseits irgendein Satz in der euklidischen
und auch in der hyperbolischen Geometrie gilt, so ist zu seinem Beweise
das euklidische Parallelenaxiom sicher nicht erforderlich. Ein solcher
Satz ist es z. B., daB jeder AuBenwinkel eines Dreiecks groBer ist als
jeder der beiden gegeniiberliegenden Innenwinkel. Man kann nun aus
der Betrachtung sphérischer Dreiecke leicht erkennen, daf3 in der ellip-
tischen Geometrie dieser Satz nicht gilt. Hieraus folgt, daB zu seinem
Beweise die euklidischen Anordnungsaxiome gebraucht werden.

Ein Beispiel fiir einen Satz, der in allen drei Geometrien gilt, ist der
Satz, daB die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck einander gleich
sind. Zum Beweise dieses Satzes sind weder die euklidischen Anord-
nungsaxiome noch irgendeine Annahme iiber Parallelismus erforderlich.

Es wurde bemerkt, daB die projektiven Schnittpunktsitze, z. B. der
von DESARGUES, in der elliptischen Ebene gelten. In der euklidischen
Ebene gilt dieser Satz wie jeder andere Schnittpunktsatz nur dann, wenn
wir die unendlich fernen Punkte hinzunehmen. In der hyperbolischen
Ebene koénnen die Schnittpunktsitze nur dann einheitlich formuliert
werden, wenn wir zwei Arten uneigentlicher Punkte hinzunehmen : solche,
die in unserem Modell den Peripheriepunkten, und solche, die den Punkten
des KreisduBleren entsprechen. Offenbar konnen wir z. B. zu einer
in der Ebene gegebenen DEsARGUESschen Konfiguration den Kreis, der
unser Modell der hyperbolischen Ebene bestimmt, so legen, dal er neun
Konfigurationspunkte im Innern und den zehnten auf der Peripherie
oder im AuBern enthilt. Wegen der Regularitit der Konfiguration
konnen wir diesen Punkt als den DEsARGUEsschen Punkt auffassen;
dann kénnen wir unsere Figur als zwei hyperbolische Dreiecke deuten,
deren entsprechende Seiten einander paarweise auf Punkten einer hyper-
bolischen Geraden schneiden. Nach dem DESARGUESschen Satz miissen
die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen Punkt gehen,
wihrend diese Geraden doch im Innern des Kreises keinen Punkt gemein
haben.
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Sucht man den DEsARGUESsschen Satz unmittelbar, ohne Bezugnahme
auf unser Modell, im Bereich der hyperbolischen Geometrie zu beweisen,
so st6Bt man auf dhnliche Schwierigkeiten wie in der euklidischen und
projektiven Geometrie. Der Satz ist beweisbar mit Hilfe der Kongruenz-
axiome. Ohne sie bedarf es zu seinem Beweise rdumlicher Hilfsmittel.
Es gibt némlich auch im Raum eine hyperbolische Geometrie. Ein
Modell des ,hyperbolischen Raums' erhilt man, wenn man als Punkte,
Geraden und Ebenen dieses Raums die Punkte, Geradenstiicke und
Ebenenstiicke im Innern einer Kugel des gewohnlichen Raums ansieht
und den Abstand zweier Punkte analog wie im ebenen Modell definiert.

Wir hatten erwdhnt, daB die Winkelsumme im Dreieck in der hyper-
bolischen Ebene stets kleiner ist als #. An unserem Modell tritt dieser
Satz nicht in anschauliche Evidenz, weil die hyperbolischen Winkel von
den euklidischen verschieden ausfallen. Wir werden daher im folgenden
Abschnitt ein weiteres Modell der hyperbolischen Ebene aus dem bisher
betrachteten Modell erzeugen, und in diesem neuen Modell werden die
hyperbolischen Winkel unverzerrt wiedergegeben werden. Wir miissen zu
diesem Zweck von einer einfachen elementargeometrischen Betrachtung
ausgehen: der Lehre von der stereographischen Projektion und von den
Kreisverwandtschaften.

§ 36. Stereographische Projektion und Kreisverwandt-
schaften. POINCAREsches Modell der hyperbolischen Ebene.

Auf einer horizontalen Ebene liege eine Kugel (Abb. 239). Vom hoch-
sten Punkt N der Kugel aus projizieren wir diese auf die Ebene. Die so

e

Abb. 239.

entstehende Abbildung der Kugelfliche auf die Ebene (P'—> P in
Abb. 239) heilt stereographische Projekiion. Dabei ist die ganze Ebene
abgebildet auf die ganze Kugel mit Ausnahme des Punkts N. Die
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Bildebene ist parallel der Tangentialebene # der Kugel in N. Ist ferner
p’ die Kugeltangentialebene in P’ (Abb. 240), so bilden wegen der all-
seitigen Symmetrie der Kugel die beiden Tangentialebenen # und p’
gleiche Winkel mit N P’, der Verbindungssehne ihrer Beriihrungspunkte,
und die Schnittgerade von #
und ' steht auf N P senkrecht.
Da » zurBildebene parallel ist,
bildet auch diese mit dem Pro-
jektionsstrahl P P’ den gleichen
Winkel wie $’ und schneidet
in einer zu P P’ senkrechten Ge-
raden. Hieraus f{olgen meh-
rere anschauliche Eigenschaf-
ten der stereographischen Pro-
jektion. Ist zundchst #* eine
Tangente der Kugel in P’
(Abb. 241) und ist 7 das Bild
von 7', so bilden 7 und 7' gleiche Winkel mit PP’. Denn ich er-
halte #, indem ich die Bildebene mit der durch " und N P’ gehen-
den Ebene schneide; wenn aber eine durch P P’ gehende Ebene e
(Abb. 242) in den Geraden # und 7’ zwei Ebenen p, " schneidet, die mit
der Geraden P P’ gleiche Winkel bilden und sich in einer zu P P’ senk-
rechten Geraden schneiden, so bilden auch #» und 7" mit PP’ gleiche

Abb. 240.

Abb. 241.

Winkel. Dieselbe Symmetriebetrachtung lehrt ferner: Ist s’ eine weitere
Tangente der Kugel in P’ und ist s das Bild von s’, so bildet 7 mit s den-
selben Winkel wie #' mit s’. Die Winkel auf der Kugel werden also bei
stereographischer Projektion unverzervt wiedergegeben. Die Abbildung wird
deshalb als winkelireu bezeichnet.

Sei ferner &’ ein beliebiger nicht durch N gehender Kreis auf der Kugel
(Abb. 243). Die Tangentialebenen an die Kugel in den Punkten von &’
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umbhiillen einen Rotationskegel, dessen Spitze S heilen mége. Da &’ nicht
durch N geht, ist NS keine Tangente der Kugel in N, also der Bildebene
nicht parallel; M moge der Schnittpunkt der Bildebene mit NS sein.
Ich behaupte, daf die Bild-
kurve k von %’ ein Kreis mit
dem Mittelpunkt M ist. Der
Beweis ist aus Abb. 243 er-
sichtlich. Ist P’ ein beliebi-
ger Punkt von %', P sein
Bildpunkt, dann ist P'S
eine Kugeltangente in P,
und PM ist das Bild von
P’S; demnach ist SLPP’'S
=L P"PM. Ich ziehe
durch S die Parallele zu
PM, die NPin P" treffen
moge. Dann fillt entweder P mit P’ zusammen, oder das Dreieck

P’P"”S hat gleiche Winkel bei P’ und P", ist also gleichschenklig:

e . PM _PM _MN , oo, MN
SP'=SP”. Nun ist aber s = PS5 = SN oder: PM = P’'S <N
Da S von allen Punkten von A’ gleich weit entfernt ist, so ist P’S kon-

Abb. 242.

Abb. 243.

stant. Nach der letzten Formel ist daher auch PM konstant, d. h. % ist
ein Kreis um M.

Die nicht durch N gehenden Kreise der Kugel werden also durch
stereographische Projektion in Kreise der Ebene verwandelt, und
indem man die soeben durchgefiihrte Betrachtung umkehrt, erkennt
man, daB auch jeder Kreis der Ebene einem Kreis auf der Kugel



§ 36. Stereographische Projektion und Kreisverwandtschaften. 221

als Bild entspricht. Wenn ein auf der Kugel beweglicher Kreis gegen
einen durch N gehenden Kreis riickt, so riickt NS gegen eine Kugel-
tangente in N, der Punkt M entfernt sich also ins Unendliche. Hieraus
folgt, daB den durch N gehenden Kreisen der Kugel die Geraden der
Bildebene entsprechen. Dies ist auch ohne Grenziibergang klar, da die
Projektionsstrahlen eines durch N gehenden Kreises der Kugel in der
Ebene dieses Kreises verlaufen, so dal die Schnittgerade dieser Ebene
mit der Bildebene als die Bildkurve des Kreises erscheint. Die Gesamt-
heit der Kreise auf der Kugel entspricht demnach bei stereographischer
Projektion der Gesamtheit der Kreise und Geraden in der Ebene. Die
stereographische Projektion ist kresstreun.

Wir denken uns nun irgendeine Abbildung a’ der Kugelfliche auf sich
selbst, bei der die Kreise der Kugel simtlich in Kreise iibergehen;
z. B. kann 4’ eine Drehung der Kugel um irgendeinen (nicht notwendig
durch N gehenden) Durchmesser sein. Dann entspricht der Abbildung a’
durch die stereographische Projektion eine Abbildung # der Bildebene
auf sich, die die Gesamtheit der Kreise und Geraden in sich iiberfiihrt.
Man nennt jede solche Abbildung der Ebene eine Kreisverwandtschaft.

In der euklidischen Ebene sind die Kreisverwandtschaften im all-
gemeinen keine umkehrbar eindeutigen Abbildungen. Denn bei der
stereographischen Projektion entspricht dem Punkt N der Kugel kein
Punkt der Ebene. Die Abbildung a’ der Kugel wird nun im allgemeinen
den Punkt N nicht fest lassen, sondern wird einen anderen Punkt P’,
dessen stereographisches Bild P sein mdge, in N iiberfithren. Dann hat
der Punkt P bei der Kreisverwandtschaft a, die a’ entspricht, keinen
Bildpunkt. Wie in der projektiven Geometrie fithrt man zur Vereinheit-
lichung des Abbildungsvorgangs eine abstrakte Erweiterung der eukli-
dischen Ebene durch. Diese Erweiterung geschieht aber in der Lehre
von den Kreisverwandtschaften auf andere Weise wie in der projektiven
Geometrie; man fiigt ndmlich zur euklidischen Ebene einen einzigen
,unendlich fernen‘* Punkt U hinzu, den man als das Bild von N bei
stereographischer Projektion auffaBt. Nach dieser Erweiterung ist die
Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf die ganze Kugeloberfldche
bezogen, und die Kreisverwandtschaften werden umkehrbar eindeutige
Abbildungen; in dem oben angefiihrten Beispiel wird der Punkt P durch
die Kreisverwandtschaft a auf U abgebildet. Bei der zugehérigen Kugel-
abbildung 4’ gehen natiirlich die Kreise durch P’ in die Kreise durch N
iber; folglich bildet a die Kreise durch P auf die Geraden der Ebene
ab. Hiernach erweist es sich als zweckmifig, die Geraden als ,,Kreise
durch den unendlich fernen Punkt“ aufzufassen. Parallele Geraden
werden durch eine Kreisverwandtschaft entweder wieder in parallele
Geraden oder in sich beriihrende Kreise {ibergefiihrt.

Triviale Beispiele von Kreisverwandtschaften sind die Bewegungen,
Umklappungen und Ahnlichkeitstransformationen der Ebene; sie fiihren
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schon die euklidische Ebene selbst umkehrbar eindeutig in sich iiber;
legen wir also diesen Abbildungen die durch U erweiterte Ebene zugrunde,
so kénnen wir sagen, dal diese Abbildungen Kreisverwandtschaften sind,
die U fest lassen. Man kann nun umgekehrt beweisen, daf3 die einzigen
Kreisverwandtschaften, die U fest lassen, die soeben genannten sind.
Nach diesem Satz 148t sich leicht eine vollstindige Ubersicht iiber
alle Kreisverwandtschaften der Ebene geben. Sei P derjenige Punkt
der Ebene, der bei einer vorgegebenen Kreisverwandtschaft a4, in U
dberfithrt wird, und sei P das stereographische Bild des Kugelpunktes
P’. Dann erteilen wir der Kugel eine solche Drehung a’, da3 P’ in N
ibergeht. Der Drehung a’ entspricht eine Kreisverwandtschaft a,
deren Eigenschaften mit denen von &’ in einfacher anschaulicher Weise

Abb. 244 a.

verknilipft sind. Nun kann sich die gegebene Kreisverwandtschaft a,,
die ebenso wie 2 den Punkt P in U iiberfithrt, von der Kreisverwandt-
schaft 2 nur durch eine Kreisverwandtschaft unterscheiden, die U fest
laBt. Nach dem soeben angefiihrten Satz ist daher a, bis auf eine Be-
wegung, Umklappung oder Ahnlichkeitstransformation mit a identisch.

Wir haben frither erwihnt, daB die stereographische Projektion
winkeltreu ist. Die Drehung a’ ist nun eine winkeltreue Abbildung der
Kugel. Da a aus 4’ durch stereographische Projektion hervorgeht, ist a
eine winkeltreue Abbildung der Ebene. Da sich a, von a hd&chstens
durch eine winkeltreue Abbildung unterscheidet, so folgt: Alle Kreis-
verwandischaften sind winkeliren.

Der Zusammenhang der Abbildungen 4 und a’ ist in Abb. 244a, b
durch Hervorhebung eines durch P gehenden Kreises & der Ebene ver-
anschaulicht, der stereographisch einem GroBkreis ! der Kugel entspricht.
Durch &’ wird 7 in einen durch N gehenden GroB8kreis # iibergefiihrt,
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der die Gerade g zum Bilde hat. Durch @ geht also % in g iiber. Aus den
Figuren erkennt man ferner, daB8 das Innere und das AuBere von % in die
beiden von g begrenzten Halbebenen iibergeht, was aus Stetigkeits-
grinden ohnehin klar ist.

Die Umklappung # der Ebene um g ist eine Kreisverwandtschaft.
Demnach ist die Abbildung 7 = aua™! eine Kreisverwandtschaft, die
die Peripherie von % punktweise fest 148t und die das Innere und das
AuBere dieses Kreises miteinander vertauscht. Die Abbildung 7 wird
Inversion oder Spiegelung am Kreise % genannt. Diese Abbildung ist
besonders wichtig und sei deshalb etwas genauer betrachtet.

Es sei 4 ein Kreis, der & in einem Punkt R senkrecht durchschneidet
(Abb. 245). Dann treffen sich # und % in einem weiteren Punkt S und

Abb. 244b.

schneiden einander auch in S senkrecht. Die Tangenten an zin R und S
sind dann Radien von % und treffen einander im Mittelpunkt M von %,
der somit im AuBeren von % liegt. Durch die Inversion 2 muB % in einen
Kreis 4’ iibergehen, der ebenfalls durch R und S geht, denn diese Punkte
bleiben fest. A’ muB wegen der Winkeltreue der Inversion den Kreis %
in R und S senkrecht durchschneiden. Das ist aber nur moéglich, wenn
A’ mit & identisch ist. Somit wird durch ¢ jeder Kreis /%, der % senkrecht
schneidet, in sich iibergefiihrt. Da Inneres und AuBeres von % ver-
tauscht werden, missen auch die beiden Kreisbégen von % vertauscht
werden, in die 4 durch % zerlegt wird.

Betrachten wir jetzt eine Gerade / durch M, z. B. die Gerade RM,
die k zum zweitenmal in R’ schneiden mége (Abb. 245). Dann muB / in
einen Kreis oder eine Gerade [’ iibergehen, so dall //in R und R’ auf %
senkrecht steht. Das ist nur moglich, wenn /" mit / identisch ist. Die
Inversion fithrt demnach alle Durchmesser von % in sich iiber. Da diese
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Geraden in der erweiterten Ebene auBer M nur den unendlich fernen
Punkt U gemein haben, so muB M mit U vertauscht werden. Die
Gesamtheit der nicht durch M gehenden Geraden wird demnach mit der
Gesamtheit der durch M gehenden Kreise vertauscht.

Sei nun P ein von R und S verschiedener Punkt von . Dann kann
das Bild von P bei der Inversion ¢ nur der zweite Schnittpunkt @ der
Geraden M P mit % sein, denn sowohl M P als auch 4 gehen in sich {iber.
Nach dem elementaren Satz iiber das Produkt der Sehnenabschnitte
im Kreis ist M P+ MQ = M R2. Man nennt Q den zu P beziiglich %
inversen Punkt, und wir haben ein Verfahren gefunden, um zu jedem
Punkt P auch ohne den Hilfskreis # den inversen beziiglich % zu finden.
Ist namlich  der Radius von %, so haben wir den zu P inversen Punkt Q
auf dem von M ausgehenden Halbstrahl M P so zu bestimmen, daB die
Gleichung M P - MQ = 72 gilt.

Man kann beweisen, dafl jede
Kreisverwandtschaft sich aus hoch-
stens drei Inversionen zusammenset-
zen laBt. Wir wollen besonders die
Gesamtheit der Kreisverwandtschaf-
ten betrachten, die einen festen Kreis
k sowie dessen Inneres in sich iiber-

Abb. 245. fiihren. Diese Abbildungen bilden

ersichtlich eine Gruppe H. Ist % ein

auf % senkrechter Kreis, so gehort die Inversion an # jedenfalls zu H.

Man kann zeigen, daB jede Abbildung aus H durch drei Inversionen

erzeugbar ist, deren Grundkreise auf % senkrecht stehen, durch drei
Inversionen also, die selbst zu H gehdren.

Nunmehr wollen wir diese Betrachtungen mit dem Modell der hyper-
bolischen Geometrie in Zusammenhang bringen, das wir im vorigen
Paragraphen konstruiert haben. Die hyperbolische Ebene sei dargestellt
durch das Innere eines Kreises m in einer horizontalen Ebene. Im Mit-
telpunkt von m legen wir auf die Ebene eine Kugel, die mit m gleich
groBen Radius hat (Abb. 246). Wir projizieren nun » und das Innere
von m durch vertikale Parallelprojektion auf die untere Halbkugel, die
von dem zu # kongruenten GrofSkreis / begrenzt wird. Dadurch wird
zunichst diese Halbkugel zu einem weiteren Modell der hyperbolischen
Ebene. Jede Sehne g von m geht in einen auf / senkrechten Halbkreis v
der Kugel iiber, diese Halbkreise sind also jetzt als die Bilder der hyper-
bolischen Geraden anzusehen. Nunmehr projizieren wir stereographisch
die Halbkugel auf die Ebene zuriick, wobei eine Kreisscheibe & bedeckt
wird. Das Innere von k ist damit zu einem neuen Modell der hyper-
bolischen Ebene geworden. In diesem Modell sind die Halbkreise v
wegen der Winkeltreue und Kreistreue der stereographischen Projektion
in Kreisbogen # ibergegangen, die auf dem Kreise % senkrecht stehen.
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Zu diesen Kreisbdgen sind hier und im folgenden die Durchmesser von
k als Grenzfille hinzuzurechnen.

Abb. 246,

Wir wollen dieses neue Modell, das von POINCARE stammt, genauer
betrachten. Aus unserer Ableitung folgt, daB die Gesamtheit der auf

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 15
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k senkrechten Kreisbdgen umkehrbar eindeutig der Gesamtheit der
Sehnen eines anderen Kreises m zugeordnet werden kann., Demnach
konnen wir zwei Punkte 4 und B im Innern von % stets durch genau
einen solchen Bogen verbinden. Sind R und S seine beiden Schnitt-
punkte mit 2 (Abb. 247), so 148t sich der hyperbolische Abstand von
A und B aus der Formel (1) S. 214 ableiten. Sind ndmlich 4’B'R’S’
diejenigen Punkte des urspriinglichen Modells, aus denen A BRS durch
die von uns beschriebene Konstruktion hervorgegangen sind, so 1i6t
sich durch projektiv-geometrische Sitze die Relation beweisen:

AR-BS_VA’R’-B’S’
BR.-AS~ VYV B'R-A'S"

Hieraus ergibt sich fiir den hyperbolischen Abstand s von 4 und B
in unserem neuen Modell die Formel:
(2) s=c| log AR-BS
| "> BR-AS|
Nun muB jeder Bewegung der hyper-
bolischen Ebene in sich eine Abbildung «
des Innern von % auf sich entsprechen, die
. s dieGesamtheit der auf % senkrechten Kreis-
bogen in sich iiberfiithrt. Es ist plausibel
und leicht streng zu schlieBen, dal3 diese
Abbildung eine Kreisverwandtschaft ist,
also der frither betrachteten Gruppe H
Abb. 247, angehdrt. Dariiber hinaus laBt sich zei-
gen, daB die Gruppe H sogar mit der
Gruppe aller hyperbolischen Bewegungen identisch ist!. Nun sind die
Abbildungen H als Kreisverwandtschaften winkeltreu und lassen gleich-
zeitig als hyperbolische Bewegungen die hyperbolischen Winkel unver-
iandert. Hieraus folgt, daB3 die euklidischen Winkel im PoiNcarEschen
Modell den hyperbolischen Winkeln proportional mit einem festen Propor-
tionalitdtsfaktor sein miissen, und da der Vollwinkel 2 # der hyperbo-
lischen Ebene natiirlich ungedndert wiedergegeben wird, so muf der Pro-
portionalitdtsfaktor Einsbetragen. Das POINCAREscheM odellist winkeltren.
Man kann analytisch eine Abbildungsformel aufstellen, die direkt
ein vorgegebenes Stiick einer Fliche konstanter negativer Krimmung
winkeltreu auf ein Stiick der Ebene im Innern von % derart abbildet,
dafB die geoditischen Linien in die auf % senkrechten Kreisbégen iiber-
gehen.

R

1 Als Bewegungen gelten hier auch solche lingentreuen Abbildungen der
hyperbolischen Ebene, die sich nicht stetig erzeugen lassen. Eine einfache der-
artige Bewegung wird durch jede in H vorkommende Inversion dargestellt: eine
,,Umklappung‘“ der hyperbolischen Ebene um eine Gerade. Nach S. 224 ist jede
hyperbolische Bewegung durch hoéchstens drei Umklappungen erzeugbar.
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Wir wollen jetzt den Beweis des S. 217 ausgesprochenen Satzes nach-
holen, daB die Winkelsumme im Dreieck in der hyperbolischen Geometrie
stets kleiner ist als #. Wir gehen von einem beliebigen Dreieck A BC
aus und legen das PoincarEsche Modell zugrunde (Abb. 248). Nach den
Kongruenzaxiomen, die ja in der hyperbolischen Geometrie gelten,
kénnen wir ein zu 4 BC kongruentes Dreieck A’ B’ M zeichnen, bei dem
der C entsprechende Punkt M der Mittelpunkt von % ist. Nun haben
wir S. 223 gesehen, daB jeder durch M gehende auf % senkrechte Kreis
notwendig in einen Durchmesser von % entarten mul}, wihrend die
nicht durch M gehenden auf % senkrechten Kreise den Punkt M im
AuBern lassen. In unserem Modell werden demnach die hyperbolischen
Geraden A'M und B'M durch euklidische Geraden dargestellt, die
hyperbolische Gerade A4'B’ dagegen durch einen Kreisbogen, der M
im AuBern 14Bt. Die euklidischen Winkel bei A’ und B’ fallen daher
in dem von zwei Geraden und einem
Kreisbogen begrenzten Dreieck A4'B'M
kleiner aus als im geradlinigen Dreieck
A'B'M, und demnach bleibt auch die
Winkelsumme unter 7. Wegen der
Winkeltreue des Modells gilt dasselbe
fir die Summe der hyperbolischen
Winkel des hyperbolischen Dreiecks
A’B'M und des dazu kongruenten Drei-
ecks ABC.

Es liegt nahe, unter den hyperbo-
lischen Bewegungen nach diskontinuier-
lichen Gruppen zu suchen. In der elliptischen Geometrie reduzierte sich
dieses Problem auf die Betrachtung regulirer Polyeder, und es gab
nur wenige Gruppen dieser Art. In der euklidischen Geometrie war
die Aufstellung schon schwieriger. In der hyperbolischen Geometrie
ist nun die Anzahl der diskontinuierlichen Gruppen noch bei weitem
groBer als in der euklidischen Geometrie. Alle diese Gruppen werden
im PoiNcaréschen Modell durch Gruppen von Kreisverwandtschaften
realisiert, die als Untergruppen in H enthalten sind.

In der Funktionentheorie spielen diese Gruppen eine Rolle. Be-
sonders wichtig unter ihnen sind die ,,Schiebungsgruppen‘‘. Als ,,Schie-
bung*‘ bezeichnet man jede hyperbolische Bewegung, die sich stetig aus
der Identitit erzeugen 148t und die keinen Punkt fest 148t. In der ebenen
elliptischen Geometrie gibt es kein Analogon dazu, da jede ebene
elliptische Bewegung einen Fixpunkt besitzt. In der euklidischen
Geometrie entsprechen den Schiebungen die Translationen. Fiir die
Zusammensetzung von Schiebungen besteht aber kein so einfaches
Gesetz wie fiir die Zusammensetzung von Translationen, da in der
hyperbolischen Geometrie die Eindeutigkeit des Parallelismus wegfallt.

15%

Abb. 248.
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Wir wollen uns auf diejenigen diskontinuierlichen Gruppen von
Schiebungen beschranken, die einen geschlossenen Fundamentalbereich
haben. Thnen entsprechen die euklidischen Translationsgruppen mit
einem Parallelogramm als Fundamentalbereich. Bei einer hyper-
bolischen Schiebungsgruppe mit geschlossenem Fundamentalbereich ist
dieser niemals ein Viereck. Dagegen kann auller 4 jede andere durch
4 teilbare Zahl als Eckenzahl des Fundamentalbereichs auftreten. In
Abb. 249 ist fiir den Fall achteckiger Fundamentalbereiche die Pflaste-
rung der hyperbolischen Ebene mit solchen Fundamentalbereichen im
Poincarischen Modell veranschaulicht. Die vollstindige Pflasterung
148t sich natiirlich nicht zeichnen, da die Kreisbogenachtecke sich gegen
den Kreisrand zu immer
mehr zusammendringen.
WieimFundamentalpar-
allelogramm der euklidi-
schen Translationsgrup-
pen sind auch hier die
Seiten desFundamental-
bereichs paarweisegleich
lang und Aquivalent. In
Abb. 249 ist diese Paa-
runganeinemderFunda-
mentalbereiche angedeu-
tet. Entsprechende Ek-
ken verschiedener Fun-
damentalbereiche sind
durch gleiche Ziffern ge-
kennzeichnet. Man er-

Abb. 249, kennt, daB um einen be-
liebig herausgegriffenen
Eckpunkt 4 herum jede Ziffer genau einmal auftritt. Hieraus folgt, daB
die Winkelsumme im Fundamentalbereich 27 betragen muf. Auch in
jeder anderen Schiebungsgruppe weisen die Fundamentalbereiche die
analoge Anordnung auf, die Winkelsumme im Fundamentalbereich muf}
daher stets 257 betragen. Ferner miissen die Seiten in einer bestimmten,
hier nicht niher zu beschreibenden Zuordnung paarweise gleich sein. Im
iibrigen kann der Fundamentalbereich beliebig vorgegeben werden. DaB3
die Winkelsumme 2z betragen muf, bildet den Grund dafiir, warum keine
viereckigen Fundamentalbereiche vorkommen kénnen. Denn die Winkel-
summe in einem hyperbolischen Viereck ist stets kleiner als 27z, wie man
leicht durch Zerlegung des Vierecks in zwei Dreiecke erkennt.

Noch weit groBer ist die Mannigfaltigkeit der Schiebungsgruppen
mit offenem Fundamentalbereich. Eine solche Gruppe kommt in der
Theorie der elliptischen Modulfunktion zur Anwendung.
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§ 37. Methoden der Abbildung. Léngentreue, inhaltstreue,
geoditische, stetige und konforme Abbildung.

Wir haben &fters und auf verschiedene Arten Flichen aufeinander
abgebildet, z. B. durch Zentralprojektion oder durch parallele Normalen.
Wir wollen jetzt zusammenfassend die wichtigsten Arten von Abbil-
dungen einander gegeniiberstellen.

Das getreueste Bild einer Fliche gibt die lingentrene Abbildung. Da-
bei ist die geoditische Entfernung zweier Punkte stets der geoddtischen
Entfernung ihrer Bildpunkte gleich, alle Winkel bleiben erhalten, und
geoditische Linien gehen in geodétische Linien iiber. Wie schon erwihnt,
lassen sich zwei beliebige Flachenstiicke ge-
wohnlich nicht lingentreu aufeinander ab-
bilden. In entsprechenden Punkten miissen
nimlich die Gaussschen Kriimmungen der T
Flachen iibereinstimmen. Daher kann man
auf ein Stiick der Ebene nur solche Flichen-
stiicke langentreu abbilden, deren Gausssche a
Kriimmung iiberall verschwindet, also z. B.
kein Stiick einer Kugel. Jede Landkarte
weist infolgedessen Verzerrungen auf. A

Weniger genau, dafiir aber ofter an-
wendbar ist die inhalistrene Abbildung. Sie
wird durch die Forderung charakterisiert,
daB jede geschlossene Kurve ein Flichen-
stiick desselben Inhalts umschlieBt wie
ihre Bildkurve. Es ist plausibel und leicht ’\
zu beweisen, dal diese Forderung fir be- )
liebige geschlossene Kurven erfiillt ist, wenn
sie nur fiir alle ,unendlich kleinen* ge-
schlossenen Kurven gilt. Daher 148t sich die
inhaltstreue Abbildung leicht differentialgeometrisch charakterisieren.

Die inhaltstreue Abbildung wird in der Geographie viel benutzt.
Es gibt ein einfaches Verfahren, um Teile der Kugel inhaltstreu auf Teile
der Ebene abzubilden. Man legt um die Kugel einen Kreiszylinder vom
gleichen Radius (Abb. 250). Man projiziert die Kugelpunkte nach auBen
lings der Zylindernormalen auf den Zylinder. Schneidet man den Zylin-
der lings einer Erzeugenden auf und wickelt thn auf die Ebene ab, so
erhdlt man, wie die Rechnung zeigt, ein inhaltstreues Bild der Kugel in
der Ebene. Das Bild wird offenbar um so stirker verzerrt, je weiter man
sich von dem Berithrungskreise des Zylinders mit der Kugel entfernt.

Ebenfalls wichtig in der Geographie, vor allem fiir Schiffskarten,
ist die geoddtische Abbildung. Bei ihr wird verlangt, daB die geoditischen
Linien der einen Fliche in die der anderen {ibergehen. Die lingentreuen

N

Abb. 250.
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Abbildungen sind also spezielle geoditische Abbildungen. Eine andere
solche Abbildung haben wir beim Studium der elliptischen Geometrie be-
trachtet; projizieren wir die Kugel von ihrem Mittelpunkt aus auf eine
Ebene, so gehen die Grokreise der Kugel in die Geraden der Ebene iiber;
die Abbildung ist also geodétisch. Damit ist gleichzeitig eine geodétische
Abbildung aller Flachen konstanter positiver Gaussscher Kriimmung auf
die Ebene gegeben. Denn alle diese Flichen lassen sich lingentreu auf
Kugeln abbilden. Auch fiir alle Flichen konstanter negativer GAuss-
scher Krimmung gibt es eine geoditische Abbildung auf die Ebene.
Sie wird durch das in § 35 geschilderte Modell der hyperbolischen Ebene
geleistet.

Es 148t sich zeigen, daB es auBler den Flidchen konstanter Gaussscher
Kriimmung keine Fliche gibt, die auf die Ebene geoditisch abgebildet
werden kann. Das allgemeine Problem, wann zwei krumme Flichen-
stiicke awujeinander geoditisch abgebildet werden koénnen, fithrt auf
schwierige Rechnungen. Die Verallgemeinerung dieses Problems von
den Flichen auf drei- oder mehrdimensionale Raume spielt eine gewisse
Rolle in der neueren Physik; nach der allgemeinen Relativititstheorie
hat man nidmlich die Bahnkurven materieller Punkte als geodatische
Linien eines vierdimensionalen Kontinuums aufzufassen.

Die allgemeinste Abbildung, die iiberhaupt der Anschauung zuging-
lich ist, ist die stetige Abbildung. Bei ihr wird nur verlangt, da8 sie
umkehrbar eindeutig ist und daf benachbarte Punkte benachbart
bleiben. Eine stetige Abbildung kann also jede Figur beliebig ver-
zerren, nur diirfen zusammenhingende Teile nicht auseinandergerissen
und getrennte Teile nicht zusammengeheftet werden. Trotz dieser
groBen Allgemeinheit vermag die stetige Abbildung nicht zwei beliebige
Flichenstiicke ineinander iiberzufiihren. Ein Beispiel zweier Flichen-
stiicke, die sich nicht stetig aufeinander abbilden lassen, sind die Kreis-
fliche und das ebene Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen

(Abb. 251). Nicht einmal die Rander dieser beiden Flai-

@ @ chenstiicke lassen sich stetig aufeinander abbilden,

da die Kreisscheibe von einer zusammenhingenden

Kurve berandet wird, wihrend der Rand des Ring-
gebiets aus zwel getrennten Stiicken besteht.

Die Frage, wann zwei Flachen stetig aufeinander abgebildet werden
konnen, gehort in den Problemkreis der Topologie, den wir im letzten
Kapitel behandeln. Offenbar umfaB3t diese Abbildungsart alle iibrigen;
eine geometrische Abbildung wird immer nur, soweit sie stetig ist,
brauchbare Ergebnisse liefern. So hatten wir nach Abb. 250 Kugelstiicke
inhaltstreu auf die Ebene abgebildet. Die ganze Kugeloberfliche geht
offenbar in ein Rechtecksgebiet iiber. Man erkennt, da8 die Abbildung
auf dem Rand des Rechtecks ihre anschauliche Bedeutung verliert,
weil sie dort aufhort, stetig zu sein. In der neueren Topologie werden

Abb. 251.
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allerdings noch allgemeinere Abbildungen betrachtet, die nicht umkehr-
bar eindeutig, sondern nur in einer Richtung eindeutig und stetig sind,
z. B. Abbildungen eines Flichenstiicks auf ein Kurvenstiick.

Eingehender als alle bisher genannten Abbildungsarten ist die winkel-
treue oder konforme Abbildung untersucht worden. Sie wird durch die
Forderung gekennzeichnet, daB} die Winkel, unter denen sich zwei Kurven
schneiden, unverzerrt wiedergegeben werden. Abgesehen von den lingen-
treuen Abbildungen sind die stereographische Projektion und die Kreis-
verwandtschaften die einfachsten Beispiele solcher Abbildungen. Eine
winkeltreue Abbildung von Flichen negativer Gaussscher Krimmung
auf die Ebene gibt uns das Poincargsche Modell der hyperbolischen
Geometrie.

Die winkeltreue Abbildung hat mit der lingentreuen etwas Gemein-
sames. Es 1aBt sich nimlich analytisch zeigen, daB sehr kleine Figuren
bei winkeltreuer ‘Abbildung fast unverzerrt bleiben; d. h. auBer den
Winkeln bleiben zwar nicht die Lingen, wohl aber die Lingenverhilt-
nisse anndhernd erhalten, um so genauer, je kleiner die betrachtete Figur
ist. Die Bezeichnung konform weist auf diese Eigenschaft hin. Im kleinen
kommt demnach die konforme Abbildung der lingentreuen am nichsten
unter den hier beschriebenen Abbildungsarten. Denn aus unseren Bei-
spielen ist ersichtlich, daB bei inhaltstreuen oder geoditischen Abbil-
dungen auch beliebig kleine Figuren beliebig stark verzerrt werden
kénnen.

Wihrend nun die lingentreue Abbildung nur in sehr beschrinktem
MaBe anwendbar ist, besitzt die konforme Abbildung eine groBe Anpas-
sungsfihigkeit, und gerade durch die Frage nach ihrer Anwendbarkeit
ist die konforme Abbildung in den Mittelpunkt fruchtbarer geometrischer
Untersuchungen geriickt. Die einfachste Frage dieser Art, wann nidmlich
zwel ebene Flichenstiicke konform aufeinander abgebildet werden kén-
nen, fiihrt auf eine anschauliche Deutung der komplexen Zahlen und
wird in der geometrischen Fumktionentheorie behandelt.

§ 38. Geometrische Funktionentheorie. RIEMANNscher
Abbildungssatz. Konforme Abbildung im Raum.

Wir legen ein cartesisches Koordinatensystem in der Ebene zugrunde
und ordnen jedem beliebigen Punkt P mit den Koordinaten x, y die
komplexe Zahl 2 = x + 7y zu. Hierdurch ist eine eindeutige Beziehung
zwischen den komplexen Zahlen und den Punkten der Ebene hergestellt.
Es ist zweckmiBig, diese Beziehung dadurch zu vervollstindigen, dal3
man der Ebene wie in der Lehre von den Kreisverwandtschaften einen
unendlich fernen Punkt P, zuschreibt, den man der ,Zahl”“ oo zu-

ordnet. Man nennt diese anschauliche Realisierung der komplexen
Zahlen die Zahlenebene.
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Abbildungen eines Stiickes der Ebene auf ein anderes gehen hiernach
in Zuordnungen zwischen komplexen Zahlen iiber. Als einfaches Beispiel
moge die Beziehung w = az 4 b betrachtet werden, wobei 4, & beliebige
komplexe Konstanten seien; nur sei @ & 0 vorausgesetzt. Als Bild des
Punkts, dem die komplexe Zahl z entspricht, sehen wir den Punkt
an, dem w = az + b entspricht. Die so entstehende Abbildung der
Ebene auf sich ist nun einfach eine Ahnlichkeitstransformation, und
umgekehrt erhélt man alle stetig aus der Identitit erzeugbaren Ahnlich-
keitstransformationen der Ebene, wenn man den Zahlen 2 und b alle
komplexen Werte auBer @ = O erteilt. Die Ahnlichkeitstransformationen,
die nur durch eine Umklappung der Ebene, aber nicht in der Ebene selbst
stetig erzeugbar sind, entsprechen der Gleichung w = az 4- b, wobei
mit z die zu z=x + 7y konjugiert komplexe Zahl z = x — {y bezeichnet
wird. Man kann diese Sitze elementar beweisen.

Den Kreisverwandtschaften, die P., nicht fest lassen, entsprechen
die gebrochenen linearen Transformationen

az+b
M W=t +a
wenn man nur diejenigen Kreisverwandtschaften betrachtet, die stetig
in der Ebene aus der Identitit erzeugbar sind. Die {ibrigen erhilt man,
wenn man in (1) z durch z ersetzt. Die Inversion an dem um den An-
fangspunkt geschlagenen Kreis 2 vom Radius 1 wird z. B. durch die

(¢c+0, ad—bc=+0),

Formel w = % dargestellt. Denn es ist

. 1 1 x+iy
w=1u V= - = ———— = (53,
also + z x—1iy 22492
x
(2) w=wygie VS gahgre

Sind M, P, Q die Punkte mit den Koordinaten (0, 0), (x, ), (%, v),
also P, (Q die den Zahlen z, w zugeordneten Punkte, so folgt aus (2),
daB P und Q auf demselben von M ausgehenden Halbstrahl liegen und
daB die Abstinde M P und MQ die Relation M P - MQ = 1 erfiillen.
P und @ liegen daher in der Tat invers zu k.

Geht man nun von einer allgemeineren Relation w = f{2) aus, wo
etwa f(z) irgendeine gebrochene rationale Funktion von z ist, so wird
auch durch diese Funktion stets eine komforme Abbildung der Ebene
vermittelt. Man muB sich dann nur auf Gebiete der Ebene beschrinken,
die gewisse durch die Funktion bestimmte Punkte nicht enthalten.

Jede Funktion f(2) von der Art, daBl w = f(2) eine konforme Abbil-
dung in der Zahlenebene definiert, nennt man eine analytische Funk-
tiont. Nicht nur die rationalen, sondern fast alle in der Praxis iiberhaupt

1 Diese anschauliche Definition ist &quivalent damit, daB f(z) differenzierbar

ist, d. h. daB der Quotient —f (@ —1 -—(ZO) in jedem Punkt z, des Gebiets gegen eine
] 4
— %
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vorkommenden Funktionen sind analytisch. Man kann mit den kom-
plexen analytischen Funktionen weitgehend genau so rechnen wie
mit reellen Funktionen reeller Verinderlicher. Das zweidimensionale
Problem der konformen Abbildung wird damit auf Betrachtungen von
eindimensionalem Typus zuriickgefiihrt.

Durch solche Betrachtungen der komplexen Funktionentheorie kann
man zundchst den wichtigen Satz beweisen, dall die Kreisverwandt-
schaften bzw. die ganzen und gebrochenen linearen Funktionen die
einzigen konformen Abbildungen darstellen, die das Innere eines Kreises
in das Innere oder AuBere eines (anderen oder desselben) Kreises iiber-
filhren. Hiernach stellen uns die hyperbolischen Bewegungen im Poin-
carREschen Modell simtliche konformen Abbildungen einer Kreisscheibe
auf sich selbst dar. Wenn ich also von einer konformen Abbildung weil3,
in was fiir ein Gebiet sie eine Kreisscheibe iiberfiihrt, so ist die Abbildung
durch diese Angabe bis auf eine hyperbolische Bewegung bestimmt.
Dementsprechend kénnen wir die
analytischen TFunktionen bis auf
eine unwesentliche Transformation
durch das Gebiet kennzeichnen, in
das sie eine Kreisscheibe verwan-
deln. Gebiete, die durch eine Kreis-
verwandtschaft auseinander her-
vorgehen, wollen wir dabei nicht als
wesentlich verschieden ansehen. Z. B. kénnen wir statt von einer Kreis-
scheibe auch von einer Halbebene ausgehen. So fiihrt die Funktion ]/; eine
Halbebene in einen Quadranten iiber, und die Funktion logz verwandelt
eine Halbebene in einen Streifen zwischen zwei parallelen Geraden.
Durch lineare Transformationen 1483t sich daher leicht eine konforme
Abbildung herstellen, die die in Abb. 252 gezeichnete Kreisscheibe in eins
der beiden anderen in dieser Abbildung gezeichneten Flichenstiicke
iiberfiihrt.

In allen diesen und den spéter zu besprechenden Beispielen ist die
Abbildung zwar in den inneren Punkten der Flichenstiicke durchweg
konform, auf dem Rand dagegen nur, soweit keine Ecken auftreten. Soll
ein glatter Randbogen in einen geknickten iibergehen, so kann natiirlich
die Abbildung dort nicht konform sein. Es ergibt sich, daB in solchen
Punkten die Abbildung stets winkelproportional ist, d.h. daB alle
Winkel mit dem gleichen Faktor multipliziert werden. So geht bei der

durch ]/E: vermittelten Abbildung die Gerade, die die betrachtete Halb-
ebene begrenzt, in die Schenkel eines rechten Winkels iiber. In dem

Abb. 252,

komplexe Zahl f'(z) konvergiert, wenn z im Gebiet gegen z, strebt. Das Wesent-
liche dabei ist, daB die Zahl f’(zp) nicht davon abhingen darf, auf welchem Wege 2
in der Zahlenebene gegen z, riickt.
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Punkt, der in den Scheitel des Winkels iibergeht, werden alle Winkel
auf die Halfte verkleinert.

RiemaNN hat den wichtigen Satz aufgestellt, daB3 jedes ebene Gebiet,
das nicht die ganze euklidische Ebene ist und das umkehrbar eindeutig
und stetig auf die Kreisscheibe abgebildet werden kann, auch konform
auf sie abbildbar ist. Dieser Satz gibt eine Vorstellung von der Mannig-
faltigkeit der analytischen Funktionen.

Der Riemannsche Abbildungssatz wurde von RIEMANN selbst nicht
streng bewiesen, sondern nur als dquivalent einem Variationsproblem,
dem sog. DIRICHLETschen Problem, erkannt, von dem RIEMANN als evi-
dent annahm, daB es eine L&sung besitzt. Die Losbarkeit des DIRICHLET-
schen Problems ist erst viel spéter streng bewiesen worden. Inzwischen
ist es auch gelungen, den RiEMANNschen Abbildungssatz auf dem fol-
genden einfacheren Wege zu beweisen.

Um ein beliebiges in eine Kreisscheibe deformierbares Gebiet G kon-
form auf die Kreisscheibe K abzubilden, geht man von irgendeiner kon-
formen Abbildung @, aus, die G konform auf ein Teilgebiet K, von K
abbildet. Man kann z. B. fiir a, eine Ahnlichkeitstransformation wihlen.
Wir wollen auch noch fordern, daB bei a, irgendein vorgegebener innerer
Punkt P von G in den Kreismittelpunkt M iibergeht. Sei jetzt R, das
Bild irgendeines anderen inneren Punktes  von G. Dann laBit sich
zeigen: Man kann die Abbildung 4, in eine andere konforme Abbildung
a, verwandeln, so daf} G durch «, in ein Teilgebiet K, von K iibergefiihrt
wird, so daB ferner wieder P in M iibergeht, und so dafi Q in einen
Punkt R, des Radius M R, tibergeht, der von M weiter als R, entfernt ist.
Der Ubergang von a, zu a, wird iibrigens durch eine konforme Abbildung
geliefert, der die Quadratwurzel aus einer gebrochenen linearen Funktion
entspricht. Auf dieselbe Art kann ich auch a, wieder abindern, und so
gelange ich zu einer Folge von konformen Abbildungen a4, des Gebietes G
auf Teilgebiete K, von K, so daB bei allen diesen Abbildungen der Punkt
Pin M, und der Punkt Q in eine Folge von Punkten R, iibergeht, die
sich auf dem Radius M R, immer weiter von M entfernen. Es zeigt
sich nun, daB die Gebiete K, die Kreisscheibe K immer mehr ausfiillen
und daB die Folge der Abbildungen 4, gegen eine konforme Abbildung a4
konvergiert. a bildet G konform auf K ab, wie der RiEmanNsche Satz
es gefordert hatte.

Das hier skizzierte, von KOEBE stammende Verfahren zeigt, daf3 die
gesuchte Abbildung durch eine Extremaleigenschaft ausgezeichnet ist.
Offenbar ist ndmlich der Punkt R von K, in den Q durch a abgebildet
wird, derjenige Punkt auf M R, gegen den die Punkte R, konvergieren.
Fir alle » ist daher MR > MR,. Dieselbe Ungleichung gilt auch,
wenn wir den Abstand nicht euklidisch, sondern hyperbolisch messen,
indem wir das Innere von K als PoiNcarzsches Modell der hyperbolischen
Ebene ansehen. Denn der hyperbolische Abstand eines Punkts vom
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Kreismittelpunkt M wird wie der euklidische lings der Radien ge-
messen, da diese die durch M gehenden hyperbolischen Geraden dar-
stellen (vgl. S. 223, 227). Nun gibt es auBler a noch andre konforme
Abbildungen b von G auf K. Nach einem frither erwdhnten Satz kann
sich aber b von a nur durch eine hyperbolische Bewegung von K unter-
scheiden. Sind daher S, T die Bilder von P, Q bei b, so sind die hyper-
bolischen Abstinde M R und S T notwendig gleich. Damit haben wir die
gesuchte Extremaleigenschaft gefunden: Be:s jeder konformen Abbildung
von G auf K haben die Bildpunkie eines beliebigen Paares innerer Punkie
von G gréferen hyperbolischen Abstand in K als bei jeder Ronformen
Abbildung von G auf ein Teilgebiet von K.

Im Sinn der hyperbolischen Geometrie kénnen wir das Verfahren
auch so beschreiben: Wenn wir G auf ein Gebiet K’ der hyperbolischen
Ebene konform abbilden, und wenn wir die Abbildung stetig so ab-
zudndern suchen, dal sie konform bleibt, dal sich aber irgend zwei
herausgegriffene Punkte voneinander immer mehr entfernen, so fiillt
K' allmahlich die ganze hyperbolische Ebene aus. Der Abstand der
beiden Punkte wichst bis zu einem endlichen Maximum, das dann und
nur dann erreicht wird, wenn K’ die ganze hyperbolische Ebene ausfiillt.

Es liegt nahe zu versuchen, das Innere von G statt auf die hyper-
bolische auf die euklidische Ebene konform abzubilden. Die sfetige
Abbildung ist natiirlich méglich, da sich das Innere von G nach Vor-
aussetzung auf das Innere eines Kreises und das Innere eines Kreises
offenbar auf die euklidische Ebene stetig abbilden 148t (z. B. kénnen
wir das Kreisinnere H durch stereographische Projektion auf eine Halb-
kugel und diese durch Zentralprojektion vom Kugelmittelpunkt aus
auf die euklidische Ebene E stetig abbilden). Die konforme Abbildung
von H auf E ist aber unmoglich. Bei einer solchen Abbildung miiite
nédmlich jeder konformen Abbildung von H auf sich selbst eine konforme
Abbildung von E auf sich selbst entsprechen. Die Gesamtheit der kon-
formen Abbildungen von H auf sich sind die hyperbolischen Bewegungen,
die eine dreiparametrige Schar bilden. Bestinde also eine konforme
Abbildung H — E, so miiBte auch die Gesamtheit der konformen Ab-
bildungen von E auf sich eine dreiparametrige Schar bilden. Solche Ab-
bildungen sind aber jedenfalls die Ahnlichkeitsformationen. Sie bilden
eine vierparametrige Schar. Denn stellt man sie in der Form » = az + &
dar, so werden sie durch die beiden komplexen Zahlen a und 4, also
durch vier reelle Zahlen bestimmt. Demnach gibt es keine konforme Ab-
bildung von H auf E. Ubrigens ist mit den Ahnlichkeitstransformationen
die Gesamtheit der konformen Abbildungen von E auf sich erschopft.

Im Raum 148t sich die konforme Abbildung genau so definieren
wie in der Ebene. Im Raum aber ist die Gesamtheit aller konformen
Abbildungen sehr beschrinkt. Alle diese Abbildungen sind nidmlich
Kugelverwandtschaften, d.h. sie filhren die Gesamtheit der Kugeln
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und Ebenen in sich iiber. Die Gesamtheit aller Kugelverwandtschaften
bildet eine zehnparametrige Schar. Eine besonders einfache Kugelver-
wandtschaft ist die rdumliche Inversion. Sie ist dhnlich definiert wie
die Inversion in der Ebene; nachdem ein fester Punkt M und eine
feste positive Zahl 7 willkiirlich vorgegeben sind, wird jedem von M
verschiedenen Punkt P derjenige Punkt Q als Bild zugeordnet, der
auf der von M ausgehenden Halbgraden MP liegt und die Gleichung
MP- MQ=1*erfiillt. Jede Kugelverwandtschaft 148t sich aus einer rdum-
lichen Inversion und einer Ahnlichkeitstransformation zusammensetzen.

§ 39. Konforme Abbildung krummer Flachen.
Minimalflichen. PLATEAUsches Problem.

Ein Beispiel fiir eine konforme Abbildung einer gekriimmten Fliche
auf die Ebene ist die stereographische Projektion. Durch sie geht
jede konforme Abbildung in der Ebene in eine konforme Abbildung
auf der Kugel iiber. Den konformen Abbildungen der Kugel, die
einen Punkt IV festlassen, entsprechen bei stereographischer Projek-
tion von N aus die konformen Abbildungen der euklidischen Ebene
auf sich selbst. Wie wir erwihnten, sind das die Ahnlichkeitstrans-
formationen und nur sie. Demnach sind alle konformen Abbildungen der
Kugelfliche auf sich, die einen Punkt festlassen, Kreisverwandtschaften.
Jede beliebige konforme Abbildung der Kugelfliche auf sich kann ich
durch Drehung der Kugel um einen Durchmesser in eine Abbildung ver-
wandeln, die einen Punkt festli3t. Daher muB die Gesamtheit aller
konformen Abbildungen der Kugel auf sich mit der Gesamtheit der
Kreisverwandtschaften auf der Kugel identisch sein, also der Trans-
formationen, die den Kreisverwandtschaften der Ebene durch stereo-
graphische Projektion entsprechen. Die Kreisverwandtschaften der
Ebene werden durch Formel (1), S. 232, dargestellt. Dabei treten vier
komplexe Konstanten auf, die jedoch nur bis auf einen komplexen ge-
meinsamen Faktor bestimmt sind. Demnach bilden die Kreisverwandt-
schaften der Ebene und ebenso die der Kugel eine sechsparametrige Schar.

Man kann nun zeigen, daBl jede beliebige geschlossene Fliche, die
stetig auf die Kugel abgebildet werden kann, wie z. B. das Ellipsoid, auch
konform auf die Kugel abbildbar ist. Hieraus folgt, daB irgend zwei
solche Fliachen stets auch aufeinander konform abgebildet werden kon-
nen, und daB jede solche Fliche eine genau sechsparametrige Schar kon-
former Abbildungen auf sich selbst gestattet.

Die Flichen, die sich stetig auf das Innere eines Kreises oder auf
die euklidische Ebene abbilden lassen, wie z. B. das hyperbolische Para-
boloid, kénnen sicher nicht alle konform aufeinander abgebildet wer-
den, da ja z. B. das Kreisinnere nicht konform auf die euklidische Ebene
abbildbar ist. Es gilt aber der wichtige ,,Entweder-Oder*-Satz, daB} jede
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solche Flache entweder auf das Innere eines Kreises oder auf die eukli-
dische Ebene konform abgebildet werden kann.

Auch fir andere Flichentypen, z. B. die Oberfliche eines Torus,
1aBt sich die Frage nach der konformen Abbildbarkeit vollstindig be-
antworten. Da hierbei topologische Hilfsmittel benétigt werden, werden
wir erst im Kapitel {iber Topologie darauf zuriickkommen.

Ein besonders interessantes Beispiel konformer Abbildung geben uns
die Minimalflichen. Wir haben diese Flichen dadurch charakterisiert
(S.167), daB in jedem ihrer Punkte beide Hauptkriimmungen entgegen-
gesetzt gleich sind. Aus dieser Definition 14t sich leicht folgern, daB3 bei
den Minimalflichen die sphérische Abbildung konform ist, und umge-
kehrt 1483t sich leicht zeigen, daB3 auBler den Kugeln die Minimalflichen
die einzigen Flichen sind, bei denen die sphirische Abbildung konform
ausfillt. Die Minimalflichen stehen deswegen in enger Beziehung zur
Funktionentheorie. Man kann jede analytische komplexe Funktion zur
Bestimmung einer Minimalfliche verwenden.

Spannt man in einen geschlossenen Draht eine Membran aus Seifen-
haut, so nimmt diese, wie frither erwidhnt, die Gestalt einer Minimalflidche
an. So ergibt sich das zuerst von PLATEAU gestellte Problem, zu jeder
gegebenen geschlossenen Raumkurve ein Minimalfldchenstiick anzugeben,
das von der Kurve begrenzt wird. Lange Zeit hat man sich vergeblich
bemitht, auch nur die Existenz einer solchen Minimalfliche fiir jeden
vorgegebenen Rand zu beweisen. Erst in neuester Zeit hat J. DougLAs?
eine Losung des allgemeinen PLATEAUschen Problems gegeben.

Doucras ersetzt das Problem durch ein noch umfassenderes; er
sucht nicht nur eine Minimalfliche M, die in die gegebene Raumkurve 7
eingespannt ist, sondern auch ihre konforme Abbildung auf eine ebene
Kreisscheibe K. Zu diesem Zweck wird zunichst die Abbildung be-
trachtet, durch die hierbei die Kurve 7 auf die Peripherie 2 von K iiber-
geht. Es zeigt sich, daB diese Abbildung durch eine Extremaleigenschaft
ausgezeichnet ist. Jeder Sehne s von 7 entspricht durch die Abbildung
ihrer Endpunkte eine Sehne s’ von %2. Bezeichnet man das Verhaltnis /s
als Streckung der Sehne s und bildet man vom reziproken Quadrat der
Streckung den Mittelwert iiber alle Sehnen von 7, so wird bei der ge-
suchten Abbildung dieser Mittelwert so klein wie mdéglich?. Man kann

! Trans. Amer. math. Soc. Bd. 33 (1931). Unter etwas spezielleren Vorausset-
zungen hat kurz vorher T. Rap6 das PraTEAusche Problem geldst [Math. Z.
Bd. 32 (1930)].

2 In Formeln: Sind P und Q zwei Punkte von #, die in die Punkte P’ und Q’
von % tibergehen, sind & und f die Winkelargumente von P’ und Q’ und setzt man

PO

Py = v(®, f), so hat das Doppelintegral

27 2
S Sl BPdxdp
a=0 p=0
bei der gesuchten Abbildung den kleinstméglichen Wert.
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also sagen, daB die gesuchte Abbildung alle Punkte von » im Mittel
moglichst weit voneinander entfernt. Es 1aBt sich nun zeigen, daB eine
Abbildung mit dieser Extremaleigenschaft stets existiert. Mit Hilfe dieser
Abbildung #» — & lassen sich dann die cartesischen Koordinaten der
iibrigen Punkte von M als Ortsfunktionen auf K durch bekannte analy-
tische Formieln® darstellen,

Setzt man 7 als ebene Kurve voraus, so entartet M in das ebene Ge-
biet G, das von 7 begrenzt wird. Das DoucLAssche Verfahren liefert
dann eine konforme Abbildung von G auf K, also eine Losung des RIE-
MaNNschen Abbildungsproblems. Diese Losung ergibt sich offenbar
gerade auf dem umgekehrten Weg wie bei dem friiher beschriebenen
Verfahren. Das frithere Konstruktionsverfahren ging von einem Paar
innerer Punkte von G aus; indem man den hyperbolischen Abstand
ihrer Bilder vergroBerte, wurde der Rand von G von selbst allmihlich
mit dem Rand von K zur Deckung gebracht. Das Verfahren von Dou-
GLAS dagegen ermittelt zundchst eine geeignete durch eine Extremal-
eigenschaft ausgezeichnete Abbildung des Randes von G auf den Rand
von K. Die Abbildung der inneren Punkte ergibt sich dann von selbst.

Fir spezielle Raumkurven 7 lassen sich die zugehorigen Minimal-
flichen auf viel einfacherem Wege bestimmen, z. B. wenn man fiir #»
ein rdumliches geschlossenes geradliniges Polygon wahlt. Wahrend im
allgemeinen die Minimalfliche in 7 einen singuldren Rand besitzt, kann
man es durch spezielle Wahl von 7 erreichen, dafl die Minimalflache sich
iiber 7 hinaus reguldr fortsetzen 1a8t. Auf diese Weise ist es NEOVIUS?
gelungen, eine Minimalfliche zu konstruieren, die sich ohne Singularitit
und Selbstdurchdringung durch den ganzen Raum erstreckt und die
gleiche Symmetrie besitzt wie das Diamantgeriist.

Das spharische Bild dieser Fliche kann ebenfalls keinen Rand besitzen.
Auch 148t sich zeigen, daB auf Minimalfldchen keine parabolischen Kur-
ven verlaufen, in denen das sphirische Bild umgeklappt sein koénnte.
Andererseits kann das sphérische Bild der Neoviusschen Fliche nicht
glatt die ganze Kugel iiberdecken, da sonst jene Fliche stetig auf die
Kugel abbildbar wire. Der Widerspruch 16st sich dadurch, daB auf der
NEeoviusschen Fliche Affensittel auftreten. Inihnen wird ein einmaliger
Umlauf auf der Fliche in einen mehrmaligen Umlauf auf dem sphérischen
Bild verwandelt (vgl. S. 179). Das sphérische Bild der NEoviusschen
Minimalfliche iiberzieht nun die Kugel in unendlich vielen Schichten,
die untereinander in den Bildern der Affenséttel zusammenhéngen. Auch
bei vielen anderen Minimalflichen zeigt das spharische Bild einen ana-
logen Verlauf. RremanNN wurde auf derart iiber der Kugel oder der Ebene
ausgebreitete Flichen gefiihrt, indem er die konforme Abbildung, die

1 Poissonsche Integrale iiber 7.
2 E. R. Neovius: Bestimmung zweier speziellen perjodischen Minimalflachen.

Akad. Abhandlung, Helsingfors 1883.
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durch nichtlineare Funktionen, z. B. w = 22 vermittelt wird, in ihrem
Gesamtverlauf verfolgte. Die Stellen, in denen die Schichten einer RIE-
MaNNschen Fliche analog wie das sphérische Bild eines Affensattels
miteinander zusammenhdngen, werden nach RIEMANN als Windungs-
punkte bezeichnet.

Finftes Kapitel.
Kinematik.

Wir haben bisher hauptséchlich die im Raum festen Gebilde unter-
sucht, da die Geometrie von diesen Gebilden ausgehen mufB. Aber be-
reits in den Elementen der Geometrie spielt der Begriff der Bewegung
eine Rolle. So haben wir zwei Figuren kongruent genannt, wenn sie durch
eine Bewegung miteinander zur Deckung gebracht werden konnen.
Ferner haben wir bewegliche Hyperboloide betrachtet (S. 15), haben
Regelflichen durch eine wandernde Ebene bestimmt (S. 181) und haben
Flichen verbogen und verzerrt (viertes Kapitel). In der Kinematik
werden nun Bewegungen systematisch untersucht.

Wir wollen zundchst einen Teil der Kinematik behandeln, der eng
mit der elementaren Metrik zusammenhidngt: die Lehre von den Ge-
lenkmechanismen. An zweiter Stelle wollen wir die stetigen Bewegungs-
vorginge allgemeiner untersuchen; dabei werden wir nach differential-
geometrischen Methoden verfahren.

§ 40. Gelenkmechanismen.

Einen ebenen Gelenkmechanismus nennt man jedes ebene System
von starren Stdben, die teilweise miteinander oder mit festen Punkten
der Ebene drehbar verbunden sind, so daB3 das System in seiner Ebene
noch bewegt werden kann. Der einfachste solche Mechanismus ist ein
einziger starrer Stab, der in einem Endpunkt drehbar in der Ebene
befestigt ist, also ein Zirkel. So wie der freie Endpunkt des Zirkels einen
Kreis beschreibt, bewegen sich auch bei allen anderen ebenen Gelenk-
mechanismen alle Punkte der Stibe auf algebraischen Kurven; d. h.
auf Kurven, deren Koordinaten in einem cartesischen System einer alge-
braischen Gleichung genfigen. Umgekehrt kann man zu jeder noch so
komplizierten algebraischen Kurve eine geeignete Verbindung von
Gelenken finden, mit deren Hilfe diese Kurve (wenigstens stiickweise)
konstruiert werden kann.

Fiir die einfachste algebraische Kurve, die gerade Linie, eine der-
artige Konstruktion anzugeben, ist das beriihmte Problem der Gerad-
fihrung. Ein Modell der Geradfiihrung, den Inversor von PEAUCELLIER,
werde hier ndher betrachtet. Wir gehen aus von dem in Abb. 253
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gezeichneten Mechanismus, der aus sechs Stidben besteht. Von ihnen

sind @ und b gleich lang, ebenso ¢, 4, ¢, f. @ und b sind in dem festen

Punkt O drehbar befestigt. In jeder Stellung dieses Mechanismus miissen

P und Q mit O in einer Geraden liegen, ndmlich auf der Winkelhalbie-

« renden von LAOB. Mit

/@// \\ Hilfe des Kreises um A

’ ' mit dem Radius ¢ erkennt

,’ man ferner auf Grund des

/' Sehnensatzes, daB in jeder

Stellung des Mechanismus
die Relation gilt:

OP-0Q = (04 +¢)(0A —¢)

=a%— c2.

A

Demnach liegen P und @
invers zum Kreis mit dem
Mittelpunkt O und dem Ra-
dius 1/;2 — ¢ (vgl. S. 223, 224). Offenbar kann man P an jede Stelle des
konzentrischen Kreisrings um O mit den Radien Ya2 —¢* und a — ¢
bringen. Unser Apparat konstruiert also zu jedem Punkt dieses Gebiets
den inversen beziiglich des genannten Kreises; der Mechanismus wird des-
halb ein Inversor genannt. Beschreibt nun P einen Kreis, der durch O geht,
so muB} Q eine Gerade durch-
laufen (S. 223, 224). Wir
bringen deshalb in P noch
einen Stab g an (Abb. 254),
dessen zweiten Endpunkt
¥ wir in einem Punkt M be-
festigen, der von O den Ab-
| __stand g hat. Dann ist P ge-
zwungen, auf dem Kreis um
M mit dem Radius g zu blei-
ben. Wegen der Gleichung
OM = g geht dieser Kreis
durch O. Daher beschreibt
Abb. 254. Q eine Gerade ¢, und unser
Problem ist gelost. Wie man
leicht einsieht, steht ¢ senkrecht auf OM; die PEAUCELLIERsche Ge-
radfiihrung ist daher zugleich ein Mittel, um auf eine gegebene Ge-
rade ein Lot zu féllen.

Im Raum sind die Gelenkmechanismen in analoger Weise erklart.
Die Gelenke, in denen die Stibe aneinander oder an festen Raum-
punkten befestigt sind, miissen aber in diesem Fall nicht nur ebene
Drehungen gestatten, sondern Drehungen in allen rdumlichen Rich-

Abb. 253.
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tungen. Fiir einen gewissen Spielraum 143t sich das durch Kugelgelenke
praktisch erreichen. Die Stabenden eines rdumlichen Gelenkmechanis-
mus beschreiben stets algebraische Flichen. Dagegen ist bisher nicht
bewiesen worden, dal jede algebraische Fliche durch einen Gelenk-
mechanismus konstruierbar ist. Dieser Satz ist hdchst wahrscheinlich
richtig.

Wir wollen wieder die einfachste dieser Konstruktionen, namlich
die ebene Fiihrung eines Punkts, betrachten. Zu diesem Zweck gehen
wir von dem beweglichen Stangenmodell des einschaligen Hyperboloids
aus (S.15 und 26). Seien g und g’ zwei Geraden der einen Regelschar,
h eine laufende Gerade der anderen Regelschar, die g und g’ in den
laufenden Punkten H und H’ schneidet. Das Stangenmodell mége nun
bewegt werden, aber unter Festhaltung der Stange g (vgl. Abb. 255).
Dann behdlt jeder
Punkt H' von g
festen Abstand von
dem auf g zugeord-
neten Punkt H. Die
Punkte von g’ be-
schreiben also bei der
Bewegung des Modells
Kugeln um die zu-
geordneten Punkte
von g. Waihlen wir
nun die Stellung der
Geraden % so, dal3 sie
g im unendlich fernen
Punkt U von g schnei-
det, und ist U’ der Schnittpunkt von % mit g, also der U zugeord-
nete Punkt, so muf8 U’ im Endlichen liegen; denn sonst wire UU’ = %
eine unendlich ferne Gerade der Fliche, diese wire also kein Hyper-
boloid, sondern ein hyperbolisches Paraboloid (vgl. S. 106). Bei der Be-
wegung des Modells beschreibt demnach U’ eine Kugel mit unendlich
groBem Radius, d. h. eine Ebene.

Aus dieser Uberlegung ergibt sich eine einfache Ebenfiihrung.
Durch drei Stangen der einen Schar ist das Hyperboloid véllig be-
stimmt. Wir befestigen daher an einer festen Stange g (Abb. 255) in
drei Kugelgelenken 4, B, C drei weitere Stangen a, b, ¢. Deren Enden be-
festigen wir durch Kugelgelenke an drei Punkte 4’, B’, C’ einer Stange g'.
Damit a, b, ¢ ein Hyperboloid und kein hyperbolisches Paraboloid erzeu-
gen, geniigt es, die Punkte so zu wihlen, daB AB : AC+=A'B’: A'C’.
Man kann namlich zeigen, dafl auf einem hyperbolischen Paraboloid die
Abstidnde dreier Punkte auf g sich stets verhalten wie die Abstinde der
auf g’ zugeordneten Punkte. In unserem Mechanismus hat jeder Punkt von

Abb. 255,

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 16
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g’ zwei Freiheitsgrade, denn das bewegliche, durch a, b, ¢ bestimmte
Hyperboloid kann o' Formen annehmen, und jede dieser Flachen gestattet
noch eine beliebige Drehung um g als Achse!. Nach dem vorher Gesagten
laufen die Punkte von
g’ auf Kugeln mit g
als Durchmesser, und
ein Punkt U’ von g’
beschreibt einen Teil
einer auf g’ senkrech-
ten Ebene. Man er-
kennt, daB U’ alle
Punkte eines ebenen
Kreisrings um g als
Achse durchlduft. Da-
mit ist unsere Aui-
gabe gelost. Eine an-
dere mogliche Losung
ist in Abb. 256 ge-
zeichnet. Man erhdlt diesen Mechanismus aus dem vorigen, wenn
man die Rollen der beiden Regelscharen des beweglichen Hyperbo-
loids vertauscht.

Abb. 256.

§ 41. Bewegung ebener Figuren.

Uber eine feste Ebene moge eine zweite bewegliche Ebene in belie-
biger Weise hingleiten. Wir wollen diesen Vorgang moglichst einfach
geometrisch kennzeichnen.

Wie wir frither ausfithrlich erértert haben, ist jede Bewegung einer
Ebene in sich hinsichtlich ihrer Anfangs- und Endlage mit einer ein-
zigen Drehung oder einer einzigen Parallelverschiebung identisch
(S. 54). Wenn wir die Parallelverschiebungen als Drehungen um einen
unendlich fernen Punkt auffassen, kénnen wir sagen, dafl ausnahmslos
jede ebene Bewegung durch eine Drehung um einen bestimmten Mittel-
punkt ersetzt werden kann.

Es sei nun ein bestimmter Bewegungsvorgang gegeben. Dann hat
die bewegliche Ebene zu einer Zeit ¢ eine bestimmte Lage 4. Mit dieser
Lage vergleichen wir die Lage A4,, die die bewegliche Ebene in einem
kurz darauffolgenden Zeitpunkt ¢ 4 4 einnimmt. Zu der Lageninderung

1 Man kann die Freiheitsgrade auch folgendermafen abzahlen: Wire die Stange
g’ nicht vorhanden, so hatte das Tripel der Punkte A’'B’C’ sechs Freiheitsgrade,
da jeder einzelne auf einer Kugel beweglich ist und somit zwei Freiheitsgrade hat.
DaB3 nun C’ mit A’B’ auf einer Geraden liegen soll, bedeutet zwei Bedingungen,
und dafi 4’B’ und 4’C’ feste Lange haben, liefert je eine weitere Bedingung. Also
ergeben sich 6 — 2 — 1 — 1 = 2 Freiheitsgrade nach den in § 24 erlauterten
Methoden.



§ 41. Bewegung ebener Figuren. 243

A — A, gehort ein bestimmter Drehmittelpunkt M;,. Wenn % immer kleiner
gewihlt wird, wenn sich also 4, immer weniger von A unterscheidet, riickt
M gegen eine Grenzlage M . Der Punkt M heiBit das Momentanzentrum der
Bewegung im Zeitpunkt ¢. Die Bewegungsrichtung jedes andern Punktes
P der bewegten Ebene steht in diesem Augenblick auf PM senkrecht.

Wenn wir das Momentanzentrum fiir alle Zeitpunkte der Bewegung
bestimmen, so ergibt sich in der festen Ebene als geometrischer Ort
der Momentanzentren eine Kurve, die die Polhodie der Bewegung
genannt wird. Nun koénnen wir aber bei derselben Bewegung auch die
vorher bewegliche Ebene als fest und die vorher feste Ebene als beweg-
lich ansehen; so wird der Vorgang einem Beobachter erscheinen, der
mit der zuerst beweglich gedachten Ebene mitgefiihrt wird. Also ergibt
sich auch in dieser Ebene eine bestimmte Kurve als Ort der Momentan-
zentra; sie wird als Herpolhodie bezeichnet. Beide Kurven sind iiberall
stetig; sie konnen auch durchs Unendliche laufen, miissen aber dort im
Sinne der projektiven Geometrie geschlossen sein, d. h. sie miissen bei
Zentralprojektion auf eine andere Ebene in Kurven iibergehen, die an
den entsprechenden Stellen des Horizonts stetig sind.

Die genauere Untersuchung ergibt nun, daBl durch die Gestalt der
Polhodie und der Herpolhodie die Bewegung véllig bestimmt ist, wenn
noch zwei Punkte beider Kurven gegeben werden, die in irgendeinem
Moment der Bewegung aufeinanderfallen. Wir erhalten ndmlich den
Bewegungsvorgang wieder, wenn wir beide Kurven so aneinanderlegen,
daB sie sich in den angegebenen Punkten bertihren, und wenn wir
hierauf die Herpolhodie unter Mitfithrung ihrer Ebene auf der Polhodie
abrollen lassen, ohne daB sie gleitet. Dabei berithren die Kurven ein-
ander stets im jeweiligen Momentanzentrum der Bewegung. Da die
Kurven aufeinander abrollen, ohne zu gleiten, so folgt, daB zwei Punkte
der Polhodie und die zwei zugehdrigen Punkte der Herpolhodie stets
gleich lange Bogen auf beiden Kurven begrenzen.

Wir haben damit fiir die stetigen Bewegungsvorginge eine dhnlich
einfache Kennzeichnung gewonnen wie friiher fiir die einzelnen Be-
wegungen; jeder stetige Bewegungsvorgang entsteht durch Abrollung
einer Kurve auf einer andern. Dabei muB zugelassen werden, daf3 beide
Kurven in Punkte ausarten (Drehung).

Als Beispiel betrachten wir in der festen Ebene eine beliebige Kurve &
und in der beweglichen Ebene eine Gerade g und verlangen, daB3 bei
der Bewegung ein Punkt P von g die Kurve %2 durchlduft und daB g
dabei stets auf % senkrecht steht (Abb. 257). Aus der Definition des
Krimmungsmittelpunkts folgt unmittelbar, da das Momentanzen-
trum M hier stets der zu P gehdrige Kriimmungsmittelpunkt von %
sein mufl. Die Polhodie ist also die Evolute m von %, und die Her-
polhodie in der beweglichen Ebene ist die Gerade g selbst, da M stets
auf g liegt. Die Bewegung entsteht also durch Abrollen von g auf .

16*
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Dabei beschreibt der auf g feste Punkt P die Kurve %, deren Evolute
m ist. Der Abstand zweier Punkte von g ist stets gleich dem Bogen
zwischen den zugehorigen Punkten von m. Hieraus folgt die frither
(S. 158) angegebene Fadenkonstruktion jeder Kurve aus ihrer Evolute.

Besonders wichtig sind die Kurven, die die
Punkte der beweglichen Ebene beschreiben,
wenn Polhodie und Herpolhodie Kreise sind.
Man erhilt verschiedene Typen dieser Kur-
ven, je nachdem der bewegliche Kreis den
festen von innen oder von auflen beriihrt.
Im ersten Fall werden die Kurven Hypotro-
choiden, im zweiten Epitrochoiden genannt.
Liegt der die Kurve erzeugende Punkt auf
der Peripherie des rollenden Kreises, so heif3it
die Kurve eine Hypo- oder Epizykloide. Die
Gestalt der Trochoiden und Zykloiden héngt
ferner davon ab, wie sich der Radius des
festen Kreises zum Radius des rollenden verhilt.

Nehmen wir zunichst an, der rollende Kreis & sei halb so grol wie
der feste Kreis K und beriithre ihn von innen. Wir wollen in diesem Fall
die Bahnkurve eines Punkts P von %, also eine Hypozykloide, bestim-
menl. Wir beginnen mit dem Zeitpunkt, in dem % gerade in P den festen
Kreis K beriithrt (Abb. 258). Wir betrachten ferner eine andere Lage %,
des rollenden Kreises. Dabei sei P nach
P, gelangt. M und m, seien die Mittel-
punkte der Kreise K und %,, und Q
sei ihr Beriihrungspunkt. Da die Kreise
aufeinander rollen, ohne zu gleiten, so
ist der Bogen Q P, von k&, ebenso lang
wie der Bogen Q P von K. Da ferner %
halb so grof ist wie K, so folgt:
LOm P, =2QMP. Aus demsel-
ben Grund mul} aber M auf der Peri-
pherie von &, liegen, nach dem bekann-
ten Satz liber Peripherie- und Zentri-
winkel ist daher SCQM P, =3 Qm, P, =<QM P. Demnach fillt
die Gerade M P, mit M P zusammen, d.h. P, lduft bei der Bewegung
auf der Geraden M P. Wir haben damit die dberraschende Tatsache
bewiesen, daBl in unserem Fall die Hypozykloiden Durchmesser des
festen Kreises sind. Gleichzeitig ergibt sich eine neue Methode der
Geradfithrung.

Abb. 257.

Abb. 258.

1 Es 1st gleichgiiltig, welchen Peripheriepunkt wir herausgreifen. Denn wegen
der Symmetrie der Figur unterscheiden sich die Zykloiden verschiedener Peripherie-
punkte von % nur durch eine Drehung um den Mittelpunkt von K.
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Um auch die zugehorigen Hypotrochoiden zu bestimmen, beschreiben
wir die Bewegung mit Hilfe des eben gewonnenen Ergebnisses in anderer
Weise. Sind nidmlich S und T irgend zwei diametrale Peripheriepunkte
von k, so entspricht dem Kreisbogen ST
von k bei der Abrollung ein Viertelkreis von
K. S und T bewegen sich daher auf zwei
senkrechten Durchmessern s und ¢ von K
(Abb. 259). Man kann nun leicht berech-

ﬁ

4

nen: Wenn man eine Strecke ST so bewegt, \
s

daB ihre Endpunkte auf zwei sich senkrecht
schneidenden Geraden s und ¢ laufen, dann
beschreibt der Mittelpunkt der Strecke einen
Kreis, und jeder andere Punkt P der Strecke Abb. 259,
beschreibt eine Ellipse, deren Achsen auf die
Geraden s und ¢ fallen; die Achsenlidngen sind gleich den beiden Ab-
schnitten, die P auf der Strecke ST bestimmt. Daraus folgt, daB die
Hypotrochoiden unserer Rollbewegung samtlich Ellipsen sind. Denn
jeder mit & fest verbun-
dene Punkt liegt auf einem
Durchmesser von %, also
auf einer Geraden, von der
zwei Punkte lidngs senk-
rechter Geraden gleiten.

Wir betrachten nun
den Fall, daB % von auBlen
auf K abrollt. Die Epi-
zykloiden haben dann die
Form der Kurve e in
Abb. 260. Man kann zei-
gen, daB wie bei dieser
Kurve so auch bei allen
anderen Epi- und Hypo-
zykloiden stets Spitzen
vorkommen. Inihnen trifft
die Zykloide den festen
Kreis stets senkrecht. Die
Spitzen entsprechen der-
jenigen Lage der Kreise,
in der der erzeugende
Punkt der Zykloide ge-
rade Beriihrungspunkt der Kreise ist. Da in unserem Fall £ halb so
groB ist wie K, so miissen genau zwel Spitzen auftreten.

Unsere Kurve hat eine merkwiirdige Tangenteneigenschaft. Sie
wird durch Abb. 261 erliautert. Die Rollbewegung beginne, wenn der

Abb. 260.
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erzeugende Punkt P von k£ Berithrungspunkt mit K ist, also die eine
Spitze der Zykloide durchlduft. Es ist eine andere Lage %, von k& ge-
zeichnet. P ist lings eines Zykloidenbogens nach P, gewandert. Wir
verbinden die Mittelpunkte M und m, von K und %,. Die Gerade Mm,
geht durch den Beriihrungs-
punkt Q von K und %, und
trifft £, zum zweitenmal in R.
¢ sei die Tangente der Zykloide
in Py. Da Q das Momentan-
zentrum der Bewegung in der
betrachteten Lage von % ist,
steht die Bewegungsrichtung
von P,, also auch die Ge-
rade ¢, senkrecht auf QP,.
Daher fillt ¢ mit P,R zu-
sammen, denn JCQP;R ist
als Peripheriewinkel iiber dem
Halbkreis ein Rechter. Eine
ahnlicheTangenteneigenschaft
haben alle Epi- und Hypo-
zykloiden. Aus der Gleichheit
des Bogens PQ von K und
des Bogens P;Q von &, folgt
aber in unserem Fall, wo &
halb so grof3 ist wie K:

XPMQ=13%<P,mQ=<xPRO.

Ziehen wir durch R die Parallele s zu M P, so bilden demnach s und ¢
gleiche Winkel mit M R. Das 13t sich nun als ein Satz der geome-
trischen Optik formulieren: Spiegelt man ein Biischel paralleler Licht-
strahlen (s) an einem Kreis um M mit dem Radius M R, so umbhiillen
die reflektierten Strahlen (f) eine zweispitzige Epi-
zykloide, deren Basiskreis den Mittelpunkt M und
den Radius § M R hat. Die Spitzen der Zykloide
liegen von M aus in der Richtung (s). Die Kurve
wird wegen dieser optischen Eigenschaft auch als
Brennlinie des Kreises bezeichnet. Man kann sie
tdglich in Tassen und Kannen beobachten.

Zwei zugehoérige Epitrochoiden sind in Abb. 260
gezeichnet. Alle Epitrochoiden sind singularititenfrei, wenn der er-
zeugende Punkt im Innern des rollenden Kreises liegt, dagegen
haben sie Schleifen und Doppelpunkte, wenn der erzeugende Punkt
auBerhalb gewihlt ist. Die Zykloiden bilden den Ubergang zwi-
schen den beiden Arten von Trochoiden.

Abb. 261.

Abb. 262.
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Der nichst einfache Fall ergibt sich, wenn der rollende Kreis ein
drittelmal so grof} ist wie der feste. Die dreispitzige Hypozykloide ist
in Abb. 262 gezeichnet. Auch sie hat eine besondere Tangenteneigen-
schaft, die sich analytisch herleiten 1aBt. Das Tangentenstiick ST im
Innern der Kurve hat nimlich eine
feste, vom Berithrungspunkt unabhéngige
Liange. Diese Tatsache brachte man frii-
her in Verbindung mit einem auf S. 189,
190 genannten geometrischen Minimum-
problem: Eine Strecke soll in der Ebene so
bewegt werden, daB sie sich schlielich
um thren Mittelpunkt um 180° gedreht
hat, und daB das bei der Bewegung {iber-
strichene Ebenenstiick moglichst kleinen
Fliacheninhalt erhdlt. Wie schon erwihnt, Abb. 263.
kann man diesen Flicheninhalt durch
geeignete Bewegung der Strecke beliebig klein machen, so daBl also
das Problem keine Losung besitzt. Frither glaubte man aber, es gibe
eine Losung, und man erhalte sie, wenn man die Strecke ST (Abb. 262)
so auf einer dreispitzigen Zykloide tangential entlang gleiten 1i8t, daB
die Endpunkte auf der Kurve bleiben. In der Tat lag die Vermutung
nahe, daB dieses Flachenstiick
nicht mehr verkleinert wer-
den kénne.

Auch die vierspitzige Hypo-
zykloide (Abb. 263), die man
gewdhnlich als Astroide be-
zeichnet, hat eine &hnliche
Tangenteneigenschaft. Be-
zeichnet man ndmlich mit S
und T die Schnittpunkte einer
Tangente mit den Symmetrie-
achsen der Kurve, so hat die
Strecke S T feste Linge. 148t
man daher eine Strecke in
ihren Endpunkten auf zwei
sich senkrecht schneidenden
Geraden gleiten, so umhiillt diese Strecke eine Astroide. Wir hatten
frither erwdhnt, daB jeder Punkt einer so bewegten Strecke eine
Ellipse beschreibt. Daraus 148t sich schlieBen, daB die Astroide von
einer Ellipsenschar eingehiillt wird, bei der die Summe der Achsen
konstant ist (Abb. 264).

Im allgemeinen ist der Verlauf der Zykloiden wesentlich verschieden,
je nachdem die Radien 7, R des rollenden und des festen Kreises kom-

Abb. 264.
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mensurabel sind oder nicht. Ist #/R eine rationale Zahl, die als gekiirzter
Bruch a/b geschrieben sei, so besitzt die Zykloide b Spitzen und schlief3t
sich, nachdem der bewegliche Kreis a-mal um den festen herumgerollt
ist. Ist dagegen 7/R irrational, so hat die Kurve unendlich viele Spitzen
und schlieBt sich nicht. Man kann zeigen, dal die Kurve in diesem
Falle an jedem Punkt des Gebietes, das von dem rollenden Kreis iiber-
strichen wird, beliebig nahe vorbeikommt, wenn man den Verlauf der
Kurve nur hinreichend weit verfolgt. Die Grenzfille » = oo oder
R = oo haben besonders einfache Bedeutung. Ist 7 == oo, wird also
der rollende Kreis durch eine Gerade ersetzt, so erhalten wir die Kreis-
evolvente (Abb. 8, S. 6). Ersetzt man den festen Kreis durch eine
Gerade, so entsteht die ,,gewthnliche Zykloide. Auf einer solchen
Kurve (Abb. 265) bewegt sich jeder Punkt der Peripherie eines Rades,
das in der Ebene geradeaus rollt.

Wir haben bisher nur Bewegungsvorginge betrachtet, bei denen
eine einzige bewegliche Ebene vorkommt. Die Physik fithrt aber auf
das Studium allgemeinerer Erscheinungen, der Relativbewegungen.

3

OG0,

Abb. 265.

Denken wir uns auBer der festen Ebene £ und der beweglichen Ebene ¢
noch eine Ebene f, die in anderer Weise als ¢ {iber E hingleitet. Dann
wird f auch eine ganz bestimmte Bewegung gegeniiber e ausfiihren,
so wie sie ein mit e fest verbundener Beobachter registrieren wiirde.
Man kann den Bewegungsvorgang (fE) von f beziiglich E in die Be-
wegungen (fe) und (eE) zerlegt denken. Oft 14Bt sich ein komplizierter
Vorgang durch eine solche Zerlegung vereinfachen. So kénnen wir
besonders einfach die Rollbewegung zweier Kreise K und % zerlegen.
E sei die feste Ebene von K, f die bewegliche von k. M, m seien die
Mittelpunkte von K, £. Um die Bewegung des Punktes m gegen E
zu beschreiben, brauchen wir nur eine Ebene e einzufiihren, in der m
fest ist und die sich um M dreht. Die Bewegung von f gegen ¢ kann
dann nur eine Drehung um m sein. Die Winkelgeschwindigkeiten der
Drehungen um M und m miissen sich umgekehrt verhalten wie die
Radien der Kreise K und k2. Somit ergibt sich die Zykloidenbewegung
als Resultat zweier Drehungen. Hierauf beruht die Bedeutung der
Zykloiden und Trochoiden in der Astronomie. Da ndmlich die Bahnen
aller Planeten um die Sonne annidhernd kreisférmig mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit sind und anndhernd in derselben Ebene, der
EXkliptik, verlaufen, so erscheint von der Erde aus die Bahn jedes
Planeten ungefihr als Trochoide. So gab das vorkopernikanische
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geozentrische System der Astronomie Veranlassung zum eingehenden
Studium dieser Kurven.

In unserem Beispiel sind M und m die Momentanzentra der Be-
wegungen (eE) und (fe). Das Momentanzentrum @ der Zykloiden-
bewegung (fE) ist, wie erwahnt, der Berithrungspunkt der Kreise &
und K. Die drei Momentanzentren liegen also auf einer Geraden. Man
kann nun zeigen, daBl ein analoger Satz allgemein gilt: Betrachtet
man eine Bewegung (fE), die sich aus den Bewegungen (fe) und (¢E)
zusammensetzt, so liegen in jedem Zeitpunkt die Momentanzentra von
(fE), (fe) und (eE) in einer Geraden.

§ 42. Ein Apparat zur Konstruktion der Ellipse und ihrer
Rollkurven?.

Zwei Stibe ¢ und ¢’ der gleichen Linge ¢ seien in ihren Endpunk-
ten Fy, F, bzw. F}, I} gelenkig mit zwei weiteren Stiben «, und a, der
gleichen Lange a > ¢ verbunden (Abb. 266), so daBl ein ebenes iiber-
schlagenes Viereck mit gleich langen Gegenseiten entsteht. Der Schnitt-
punkt E der Stibe a4, und a, wird auf diesen Stidben seinen Ort ver-
andern, wenn man das Ge-
lenkviereck in der Ebene g
seine verschiedenen mog-
lichen Gestalten annehmen
laBt. Im Punkt E sei ein %
Gelenk mit zwel gegenein-
ander drehbaren Hiilsen
angebracht, in denen die c
Stibe @, und a, gleiten
konnen. Ich halte nun £ Z
den Stab ¢ fest und be-
trachte die Kurve, die
dann der Punkt E noch
beschreiben kann. Ich be-
haupte, das ist eine Ellipse
e mit den Brennpunkten F; und F, und der konstanten Abstands-
summe a. Beweis: Die Dreiecke F, F,Fj und F,F{F; sind beil jeder
Lage des Gelenkvierecks kongruent, weil sie paarweise gleiche Seiten
haben. Darum ist CF, FF, = << F,F, I}, d. h. das Dreieck F,F;E
ist gleichschenklig. Hieraus folgt aber: F1FE + EF, = F3E + EF,=a,
wie behauptet war.

Nun seien noch in beliebigen Punkten der Stibe @, und a, zwei
Zahnrdder Z; und Z, angebracht, die sich um diese Stidbe als Achsen

%)

Abb. 266.

1 Dieser Apparat ist von R. C. YATEs angegeben worden (The Description
of a surface of constant curvature, Amer. Math. Monthly, 1931).
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drehen, jedoch nicht an ihnen entlanggleiten koénnen (Abb. 266). Der
Punkt E moge tiber irgendeine Kurve % hingefithrt werden, wihrend
gleichzeitig die Zahnrider auf der Kurvenebene rollen mégen und die
Fixierung der Punkte F;, F, aufgegeben wird. Die Zahnrider bewirken,
daB die Bewegungsrichtung des Radmittelpunkts in die Radebene fallt
und daher stets auf dem Stab senkrecht steht, der das Rad trigt.
Dann muB auch jeder andere Punkt der Stibe 4, und 4, sich stets
senkrecht zur jeweiligen Stabrichtung fortbewegen. Das 148t sich
streng daraus schlieBen, daBl die Abstinde zweier Punkte eines Stabes
konstant bleiben. Denken wir uns nun bei der Bewegung eine zur Ebene
von £ parallele Ebene f fest mit dem Stab ¢ verbunden, so ist der
Punkt £ stets das Momentanzentrum fiir die Bewegung dieser Ebene.
Denn da sich jeder Punkt von f stets senkrecht zu seiner Verbindungs-
linie mit dem jeweiligen Momentanzentrum fortbewegt (vgl. S. 243),
und da andererseits F; sich stets senkrecht zu a, fortbewegt, so muf
das Momentanzentrum
stets auf 4, liegen;
ebenso aber auch auf
a,. Es muB also in
den Schnittpunkt dieser
Stibe fallen. Die Pol-
hodie der Bewegung
von [ ist daher die
Kurve k. Die Herpol-
hodie aber muB die Ellipse ¢ sein, da wir gezeigt haben, dall E diese
Ellipse beschreibt, wenn wir den Stab ¢ festhalten. Die Punkte der
Ebene f werden also durch unseren Apparat auf denselben Kurven gefithrt
wie beim Abrollen der Ellipse ¢ auf 2 Man nennt jene Kurven Roll-
kurven der Ellipse.

Unter den Rollkurven der Ellipse ist besonders die wichtig, die ein
Brennpunkt beschreibt, wenn die Ellipse auf einer Geraden rollt. Eine
solche Kurve wird in Abb. 267 dargestellt. Der Apparat von YATES
fithrt die Ecken des Gelenkvierecks auf solchen Kurven, wenn wir den
Punkt E auf einer Geraden g fithren. Jeder andere Punkt des
Stabes a, beschreibt eine Parallelkurve zur Bahnkurve des Punktes F;
oder Fj. Denn der Stab a, ist, wie schon erwihnt, gemeinsames Lot
der Bahnkurven aller seiner Punkte. Hiernach fithrt der Apparat auf
einen merkwiirdigen geometrischen Satz: Man trage auf allen Normalen
einer Rollkurve eines Ellipsenbrennpunktes vom FuBpunkt aus nach
dem Kriimmungsmittelpunkt zu Strecken ab, die gleich der konstanten
Abstandssumme der Ellipse sind; dann liegen die Endpunkte jener
Strecken wieder auf der Rollkurve eines Brennpunktes einer Ellipse;
diese ist zur ersten Ellipse kongruent und rollt auf der gleichen Kurve
wie jene, aber auf der andern Seite, ab.

Abb. 267.
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Die in Abb. 267 gezeichnete Rollkurve tritt als Meridian der Rota-
tionsflichen konstanter mittlerer Krimmung auf. Die Kriimmung ist
gleich der reziproken halben Abstandssumme der erzeugenden Ellipse.
Wir erwiahnten auf S. 202, daB es zu jeder Fliche konstanter mittlerer
Kriimmung eine Parallelfliche konstanter positiver GAUssscher Kriim-
mung gibt. In unserem Fall muB diese Parallelfliche wieder eine Ro-
tationsfliche sein, und ihr Meridian mul3 eine Parallelkurve zum Meri-
dian der zuerst betrachteten Fliche sein. Demnach beschreibt ein
Punkt des Stabes @, in unserem Apparat eine Meridiankurve einer Ro-
tationsfliche konstanter positiver GAussscher Kriimmung. Aus der
auf S. 202 angegebenen Kriimmungsrelation 148t sich folgern, daB ge-
rade der Mittelpunkt des Stabes a, diese Kurve beschreibt. Man erhilt
die Meridiane aller Rotationsflichen konstanter positiver Gaussscher
Kriimmung mit Ausnahme der Kugel, wenn man den Stablingen ¢
und a alle moglichen Werte zumifBt.

§ 43. Bewegungen im Raum.

Wir ibertragen die Betrachtungen des vorigen Abschnitts auf den
Fall, daB3 ein Raum oder Raumstiick # sich in einem als fest gedachten
Raum R bewegt. Im Raum kann jede einzelne Bewegung durch eine
Drehung um eine bestimmte Achse und eine Translation lings dieser
Achse, d. h. durch eine Schraubung ersetzt werden (S. 73). Mit Aus-
nahme der Translationen wird dadurch jeder Bewegung eine bestimmte
Gerade als Schraubungs- bzw. Drehungsachse zugeordnet. Die Sonder-
stellung der Translationen kann man aufheben, indem man sie als
Drehungen um unendlich ferne Achsen auffa(3t.

Indem man eine Lage des beweglichen Raums mit einer Nachbarlage
vergleicht, kommt man analog wie in der Ebene zur Konstruktion der
,,;momentanen Schraubungsachse” der Bewegung in einem Zeitpunkt.
Im Lauie des Vorgangs dndert diese Gerade stetig ihre ILage und be-
schreibt in R und 7 je eine Regelfliche. Sie entsprechen der Polhodie
und der Herpolhodie der ebenen Bewegungen und werden als die feste
und die bewegliche Polfliche der Bewegung bezeichnet. Ein rdumlicher
Bewegungsvorgang ist durch Angabe der beiden Polflichen fest be-
stimmt, wenn noch fiir eine Gerade der einen Polfliche angegeben
wird, welche Gerade der anderen Polfliche ihr entspricht. Man hat
die beiden Flichen so aneinanderzulegen, dafl jene beiden Geraden
zusammenfallen und die Flachen einander lings dieser Geraden beriihren.
Die Bewegung entsteht dann, wenn man die bewegliche Polfliche auf
der festen ,,abschrotet’, d. h. sie in bestimmter Weise, die unten erklirt
wird, so auf der festen fortwilzt, daBl die Flichen stets eine Gerade
gemein haben und sich lings dieser Geraden beriihren.

Das Abschroten im Raum tritt also an Stelle des Rollens in der Ebene.
Diese beiden Bewegungsarten zeigen aber wesentliche Unterschiede.
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Wihrend man namlich eine ebene Kurve auf jeder beliebigen anderen
ebenen Kurve auf viele Arten abrollen kann, 148t sich eine Regelfliche
nicht auf jeder anderen abschroten. Wir haben erértert (S. 184), da3
zwei Regelflichen sich dann und nur dann lings einer Erzeugenden
beriihren kénnen, wenn sie in ihr gleichen Drall besitzen. Ist das der
Fall, so muBl man sie so aufeinanderlegen, daf3 ihre zu dieser Geraden
gehorigen Kehlpunkte aufeinanderfallen. Beim Abschroten miissen
die beiden Polflichen nun bestindig diese Bedingung erfiillen und diese
Lage haben. Wenn auf beiden Flichen die Kehllinien in entsprechenden
Punkten gleiche Winkel mit den Erzeugenden bilden, dann ist das
Schroten eine reine Rollbewegung ohne Gleiten. Sind dagegen diese
Winkel voneinander verschieden, so gleiten die beiden Flichen beim
Abschroten gegeneinander lings der gemeinsamen Erzeugenden!. Im
ersten, spezielleren Falle kann man sagen, daB die Bewegung sich aus
infinitesimalen Drehungen zu-
sammensetzt. Die beiden Pol-
flaichen sind dann zwei auf-
einander abwickelbare Fla-
chen.

Als besonders einfaches
Beispiel wollen wir den Fall
betrachten, daB die beiden
Polflachen zwei einschalige
Rotationshyperboloide sind.
Die Kehllinien sind dann die
kleinsten Breitenkreise dieser Flichen. Wegen der Rotationssym-
metrie der Flachen ist der Drall eine Konstante, die nur von der
Gestalt und GroBe der erzeugenden Hyperbel abhingt.

Die Hyperboloide von gleichem Drall lassen sich analytisch leicht
kennzeichnen. In einem rechtwinkligen x, y-Koordinatensystem mdogen
die erzeugenden Hyperbeln die Gleichungen haben:

Abb. 268.

xZ yZ x2 yZ
s p=t wmd g

Die y-Achse ist also die Rotationsachse. Dafl nun die beiden entstehen-
den Hyperboloide gleichen Drall haben, ist 4quivalent mit der einfachen

=1.

1 Die Bedingung, die notwendig und hinreichend dafar ist, daBl zwei Regel-
flachen Polflichen einer Bewegung sein kénnen, 183t sich ohne analytische Hilfs-
mittel nicht verstandlich machen. Zunéchst miissen die Kehllinien beider Flachen
sich so aufeinander beziehen lassen, daB die Flachen in entsprechenden Punkten
gleichen Drall haben. Sind dann &, &’ die Winkel der Kehllinie mit den Erzeugenden
in entsprechenden Punkten, und sind s, s’ die entsprechenden Bogenlingen auf
den beiden Kehllinien, so muf3 noch die Gleichung bestehen:

ds’ sine

ds sing’’
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Gleichung b = B. In Abb. 268 sind zwei solche Hyperbeln und ihre
Brennpunkte gezeichnet.

Beim Abschroten dndert sich die gegemseitige Stellung der beiden
Hyperboloide nicht. Halt man also das eine fest, so beschreibt die Ro-
tationsachse des zweiten
eine Drehung D um die
Rotationsachse des ersten.
Der  Bewegungsvorgang
wird erheblich vereinfacht,
wenn wir der ersten Fliche
die zu D inverse Drehung
um die Rotationsachse er-
teilen. Dann bleibt die
Achse des zweiten Hyper-
boloids (und ebenso nattir-
lich die des ersten) im
Raum fest. Wir erhalten
also die Abschrotung dieser
beiden Flichen, indem wir
sie so aneinanderlegen, daf3
sle einander lings einer
Geraden beriihren, und sie
dann beide um ihre Rota-
tionsachsen in geeignetem
Geschwindigkeitsverhiltnis
drehen.

Hieraus ergibt sich eine technisch verwendbare Methode der Zahn-
radiibertragung zwischen windschiefen Achsen. Da beim gegenseitigen
Gleiten das Material leidet, mufl man sich auf den Fall kongruenter
Hyperboloide beschrinken. Eine solche Ubertragung ist in Abb. 269
dargestellt.

Abb. 269.

Sechstes Kapitel.
Topologie.

Schon die projektive Geometrie hat uns auf Erscheinungen gefiihrt,
die sich ohne Vergleichung von Lingen und Winkeln feststellen
lassen und die dennoch préazisen geometrischen Charakter haben. In
der Topologie handelt es sich nun um geometrische Tatsachen, zu deren
Erfassung nicht einmal der Begriff der Geraden und der Ebene heran-
gezogen wird, sondern allein der stetige Zusammenhang zwischen den
Punkten einer Figur. Wir denken uns eine Figur aus beliebig deformier-
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barem, aber vollig unzerreiBbarem und unverkittbarem Material her-
gestellt und werden Eigenschaften kennenlernen, die erhalten bleiben,
wenn man eine aus solchem Material hergestellte Figur beliebig verzerrt.
Z. B. kommen alle topologischen Eigenschaften der Kugel in gleicher
Weise auch dem Ellipsoid oder dem Wiirfel oder Tetraeder zu. Dagegen
bestehen topologische Unterschiede zwischen der Kugel und dem Torus.
Denn es ist anschaulich klar, da man eine Kugel ohne ZerreiBung
oder Verkittung nicht in einen Torus verwandeln kann.

In der Entwicklung der geometrischen Wissenschaft traten topo-
logische Probleme naturgemif3 noch spéter auf als projektive; ndmlich
erst im 18. Jahrhundert. Spiter zeigte sich, daB die topologischen Aus-
sagen trotz ihrer scheinbaren Unbestimmtheit gerade mit den genauesten
abstrakten GréBenaussagen der Mathematik zusammenhingen, nidmlich
mit der Algebra und Funktionentheorie der komplexen Zahlen und mit
der Gruppentheorie. In der Gegenwart gehdren unter allen Zweigen
der Mathematik die topologischen Forschungen zu den fruchtbarsten
und erfolgreichsten.

Wir miissen uns im folgenden auf einige Fragen aus der Topologie
der Flichen des dreidimensionalen Raums beschrinken!. Wir be-
ginnen mit denjenigen Flichen, die sich topologisch am einfachsten
untersuchen lassen: den Polyedern.

§ 44. Polyeder.

Unter einem Polyeder verstehen wir jedes System von Polygonen,
die so angeordnet sind, dal einerseits an jeder Kante zwei und nur zwei
Polygone (unter einem Winkel) zusammenstoBen und daBl man anderer-
seits durch Uberschreiten von Kanten von jedem Polygon des Systems
zu jedem anderen gelangen kann.

Die einfachsten und wichtigsten Polyeder sind die ,,simplen”. So
nennen wir ein Polyeder, wenn es durch stetige Deformation in eine Kugel
verwandelt werden kann. Beispiele simpler Polyeder sind die reguldren
Polyeder (§ 14). Wir werden bald sehen, daB es noch zahlreiche andere
als simple Polyeder gibt, die sich also nicht in eine Kugel verzerren lassen.

Die reguldren Polyeder hatten ferner die Eigenschaft, frei von ein-
springenden Kanten zu sein. Hieraus folgt, da3 die reguliren Polyeder
konvex sind. Konvex nennt man namlich jedes Polyeder, das ganz
auf einer Seite jeder seiner Ilichen liegt, das ich also mit jeder Seiten-
flache auf eine ebene Tischplatte legen kann. Die Konvexitét ist keine
topologische Eigenschaft, denn ich kann ein konvexes Polyeder durch
eine topologisch unwesentliche Abdnderung in ein nichtkonvexes Poly-

1 Als weitergehende Einfihrung in die grundlegenden Begriffe der Topo-

logie sei auf das gleichzeitig erscheinende kleine Buch von ALEXANDROFF,
,,Einfachste Grundbegriffe der Topologie* verwiesen.
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eder verwandeln. Man kann aber aus der Konvexitit eines Poly-
eders auf eine topologische Eigenschaft schlieBen. Eine einfache Uber-
legung ergibt ndmlich, daB jedes konvexe Polyeder notwendig ein
simples ist?.

Die Anzahlen der Ecken, Kanten und Fliachen eines simplen Poly-
eders stehen zueinander immer in einer wichtigen Beziehung, die nach
ihrem Entdecker der EULERsche Polyedersatz genannt wird. Sei ndmlich
E die Anzahl der Ecken, K die der Kanten, F die der Flichen des Poly-
eders, so besagt der EuLERsche Polyedersatz, daB3 die Zahl E — K + F
fiir alle simplen Polyeder den Wert 2 hat:

E—K+F=2.

Wir priifen diesen tiberraschenden Satz an einigen reguléren Polyedern
nach:

Tetraeder: E — K+ F =4— 6+ 4=2.

Wiirfel: 8§ —12+6=2.

Oktaeder: 6— 12+ 8=2.

Zum Beweise des EurLERschen Satzes verschaffen wir uns in der
Ebene ein Bild des simplen Polyeders, das wir sein ebenes Netz nennen
wollen. Wir nehmen eine beliebige Seitenfliche des Polyeders fort
und verzerren die Gbrigen Seitenflichen, bis sie in eine und dieselbe
Ebene fallen. Man kann es so einrichten, daB3 die Seitenflichen bei der
Verzerrung geradlinig begrenzte Polygone bleiben und dal3 sich deren
Eckenzahl nicht dndert. (Dagegen ist es natiirlich nicht mdglich, daB
die Polygone in der Ebene den urspringlichen Polygonen durchweg
kongruent sind.) Das so entstandene, in einer Ebene liegende Polygon-
system nennen wir das ebene Netz des Polyeders. Die Abb. 153 bis
154, S. 129 konnen wir als ebene Netze der reguldren Polyeder
ansehen.

Das ebene Netz enthilt ebenso viele Ecken und Kanten wie das
Polyeder, dagegen eine Fliche weniger. Wir nehmen nun im ebenen
Netz eine Reihe von Abdnderungen vor, bei denen sich die ZahlE — K+ F
nicht dndert und die Gestalt des Netzes sich vereinfacht. Wenn zunéchst
in dem Netz Flichen vorkommen, die mehr als drei Seiten besitzen,
so ziehen wir in diesem Polygon eine Diagonale. Dadurch ist eine
Fliche und eine Kante hinzugekommen, die Eckenzahl ist die gleiche
geblieben, E — K + F ist also nicht gedndert (Abb. 270). Wir setzen

1 Zwischen den konvexen und den nichtkonvexen Polyedern besteht ein
eigenartiger Unterschied. Wahrend namlich jedes geschlossene konvexe Poly-
eder starr ist, existieren geschlossene nichtkonvexe Polyeder, deren Seiten-
flichen gegeneinander bewegt werden konnen. Die Starrheit der konvexen
Polyeder steht in Analogie zu der auf S. 203 erwidhnten Starrheit der ge-
schlossenen konvexen Flachen. Bisher ist es aber nicht gelungen, deren Starr-
heit aus der Starrheit der Polyeder durch unmittelbaren Grenziibergang zu folgern.
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dies Verfahren so lange fort, bis wir ein Netz erhalten, in dem alle
Flachen Dreiecke sind.

Wenn wir an ein derartiges Dreiecksnetz lings einer Kante ein
neues Dreieck anfiigen, so daBl die beiden Ecken, in welche die Kante
auslauft, auch Ecken des neuen Dreiecks sind (Abb. 271), so wird die
Zahl der Ecken und Flichen um je eins,
die Zahl der Kanten um zwei vermehrt;
der betrachtete Ausdruck bleibt also
wieder ungedndert. Ebenso idndert er
sich nicht, wenn wir (Abb. 272) an einer
konkaven Stelle des Netzumfangs eine
Kante hinzufiigen, durch die zwei solche
Ecken des Umfangs verbunden werden,
daB3 ein Dreieck entsteht; denn hier-
durch wird die Zahl der Ecken nicht
geindert, dagegen die der Kanten und
Flichen um je eins vermehrt.

Nun sieht man unmittelbar ein, dal jedes beliebige Dreiecksnetz
aus einem einzelnen Dreieck durch mehrmalige Wiederholung dieser
beiden Operationen erzeugt werden kann. Die Zahl £ — K 4 F besitzt
also fiir jedes beliebige Dreiecksnetz und damit auch fiir jedes andere

Abb. 270.

Abb. 271. Abb. 272.

ebene Netz denselben Wert wie fir ein einzelnes Dreieck: £E — K + F
=93 — 3 4+ 1 =1. Da nun das Netz genau so viele Ecken und Kanten
hat wie das simple Polyeder, dagegen eine Fliche mehr, so mul3 fiir das
simple Polyeder gelten:

E— K-+ F=2*

* PoIiNcARE hat den EurLERschen Satz auf den n-dimensionalen Raum verall-
gemeinert. Dort treten statt der Ecken, Kanten und Flachen in entsprechender
Weise 0-, 1-, 2- bis n-—1-dimensionale Gebilde auf, deren Anzahlen wir mit N,
N,, N, bis N, _, bezeichnen wollen. Dann gilt fiir die Gebilde, die den simplen
Polyedern entsprechen:

Ny— N+ Ny — =1 — (—1)".

Fiir » = 3 ist das die EuLERsche Formel.
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Mit Hilfe des EuLERschen Satzes 1Bt sich ein neuer einfacher Beweis
dafiir geben, daB3 nur fiinf regulire Polyeder méglich sind (vgl. S. 79, 80).
In dem betrachteten regulidren Polyeder mogen an jeder Ecke » Seiten-
flichen und somit auch # Kanten zusammenstoBen. Wenn also wieder
E, K, F die Bedeutung haben wie bisher, so ist die Anzahl der Kan-
ten, die von irgendeiner Ecke auslaufen, gleich #E. Dabei haben wir
aber jede Kante zweimal gezihlt, da jede Kante zwei Ecken verbindet.
Es ist also

nE =2K.

Ferner mége in dem betrachteten Polyeder jede Flache von » Kanten
begrenzt sein. Dann ist vF die Anzahl der Kanten, die irgendeine
Fliche des Polyeders begrenzen. Bei dieser Abzdhlung haben wir aber
wieder jede Kante zweimal gezidhlt, da jede Kante an zwei Seitenflichen
angrenzt. Also ist
vF =2K.

Durch Einsetzen der letzten beiden Gleichungen in die EULERsche

Formel erhalten wir

oder umgeformt

Threr Bedeutung wegen miissen sowohl # als auch » mindestens 3 sein
oder groBer. Wiren andererseits beide Zahlen gréBer als 3, so erhielte

man

1 1 1 1
E=w 7™

— =<
7 2 2

Das ist unmoglich. Setze ich # = 3, so ergibt sich

1
K 7
Also kann 7 fiir # = 3 nur die Werte 3, 4, 5 annehmen; K erhilt dann
die Werte 6, 12, 30. Da die Gleichungen in bezug auf # und » symme-
trisch sind, erhdlt man entsprechende Werte von # fir » = 3. Wir
haben damit sechs allein mogliche Félle gefunden, von denen zwei
identisch sind, ndmlich # =3, » = 3. Es bleiben fiinf verschiedene
Typen ibrig, und sie sind in der Tat durch die reguliren Polyeder
verwirklicht?,

Die Besonderheit dieses Beweises im Gegensatz zu dem friher
(S. 79, 80) gegebenen besteht darin, daB wir gar nicht die Voraussetzung
gemacht haben, daff alle Seitenflichen reguldre Polygone sind. Wir
haben nur vorausgesetzt, dafl alle Flichen von gleich vielen Kanten

1 In ahnlicher Weise fithrt die PoiNcarEsche Verallgemeinerung des EULER-
schen Satzes zur Bestimmung der reguliren Zelle der hoherdimensionalen Raume.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 17



258 VI. Topologie.

begrenzt werden und daB in jeder Ecke gleich viele Kanten zusammen-
laufen. Es gibt demnach nicht mehr ,topologisch regulire als ,,me-
trisch regulire’ Polyeder, wenn man sich auf simple Polyeder be-
schrankt.

Wir wenden uns nun zu den nichtsimplen Polyedern. Als Beispiel
nennen wir den prismatischen Block (Abb. 273). Er besteht aus einem
Quader, aus dessen Mitte ein parallel gelagerter kleinerer Quader heraus-
gestemmt ist; ferner sind die beiden Grundflichen, welche die Quader
gemein haben, auf die in der Figur angegebene Weise abgeschrigt. Dieses
Polyeder 14t sich nicht in eine Kugel verzerren, wohl aber in einen
Torus®. Andere Typen erhilt man auf dhnliche Art durch Heraus-
stemmen mehrerer Locher (Abb. 274).

Um iiber alle diese Polyeder eine Ubersicht zu gewinnen, ordnen wir
jedem Polyeder eine bestimmte Zahl %, den sog. Zusammenhang, zu.

Abb. 273. Abb. 274.

Wir betrachten die geschlossenen, sich nicht selbst durchschneidenden
Kantenziige des Polyeders. Wenn ein Polyeder durch jeden solchen
Kantenzug in zwei getrennte Teilflichen zerlegt wird, so ordnen wir
ihm den Zusammenhang # = 1 zu. Diese Zusammenhangszahl besitzen
offenbar alle simplen Polyeder, denn die Kugelfliche wird durch jeden
auf ihr verlaufenden geschlossenen Kurvenzug in zwei Teile zerlegt.
Umgekehrt erkennt man unmittelbar, daf die Polyeder der Zusammen-
hangszahl 1 sich stets in eine Kugel deformieren lassen. Deshalb werden
die simplen Polyeder auch als die einfach zusammenhéngenden Polyeder
bezeichnet.

Auf dem prismatischen Block dagegen gibt es einen geschlossenen
Kantenzug, der das Polyeder nicht zerlegt (z. B. das Quadrat a in
Abb. 273). Allen Polyedern mit dieser Eigenschaft ordnen wir einen
hoheren Zusammenhang zu. Um ihn zu bestimmen, betrachten wir
nunmehr alle die (nicht notwendig geschlossenen) Kantenziige, die zwel
Punkte des zuerst gezeichneten Kantenzuges miteinander verbinden.

Wenn jedes solches Paar von Kantenziigen das Polyeder zertrennt,
ordnen wir diesem den Zusammenhang % = 2 zu. Andernfalls setzen
wir das Verfahren fort. Allgemein definieren wir:

1 Auch der prismatische Block ist topologisch regular.



§ 45. Flachen. 259

Ein Polyeder heifit h-fach zusammenhingend, wenn sich auf ihm in
einer bestimmien Reihenfolge h — 1, aber wicht h Kantenziige auffinden
lassen, deven Gesamtheit das Polyeder nichi zevtremmtl. Dabei muf der
erste dieser Kantenziige geschlossen sein, wihvend jeder weitere Kanten-
zug zwer Punkie der vorhergehenden verbindet.

Auf dem prismatischen Block gibt es, wie aus Abb. 273 ersichtlich,
ein System von zwei solchen Kurvenziigen (das Quadrat ¢ und das
Trapez b). Dieses Polyeder ist also mindestens dreifach zusammen-
hingend. Wir werden gleich sehen, dafl es in Wirklichkeit genau drei-
fach zusammenhéngend ist.

Es entsteht nun die Frage, ob der friiher fiir einfach zusammen-
hingende Polyeder bewiesene EULERsche Satz auch auf Polyeder vom
belicbigen Zusammenhang % verallgemeinert werden kann. Wir kénnen
nicht erwarten, daf3 der Satz unveriandert gilt, denn beim Beweise wurde
das ,,ebene Netz'* verwandt, dessen Konstruktion ersichtlich nur bei
einfach zusammenhidngenden Polyedern moéglich ist. Es 1aB3t sich nun
zeigen, daB im allgemeinen die Formel gilt:

E—K+F=3%—h.

Fiir & = 1 liefert das die frither bewiesene Gleichung. Ein weiteres Bei-
spiel bildet der prismatische Block. Er hat offenbar sechzehn Ecken,
zweiunddreiBig Kanten und sechzehn Flachen, und es gilt die Gleichung

16 — 32 -F 16 =3 — 3 = 0.

Daraus folgt, daf3 der prismatische Block genau dreifach zusammen-
hingend ist. Ebenso ist auch im allgemeinen Fall der EuLERsche Satz
ein bequemes Mittel, den Zusammenhang eines Polyeders festzustellen.
Man hat nur die Ecken, Kanten und Flichen abzuzdhlen und braucht
nicht den Verlauf der Kantenziige zu verfolgen.

§ 45. Flichen.

Wir haben gesehen, dafl die simplen Polyeder sich in die Kugelfliche
deformieren lassen und daB der prismatische Block sich in den Torus
deformieren 14Bt. In dhnlicher Weise kann man auch kompliziertere
topologische Gebilde durch polyederartige Figuren ersetzen. Die
Theorie dieser Gebilde ist dadurch zuriickgefithrt auf das Studium von
Figuren, die aus einfachen Bausteinen in leicht angebbarer Weise zu-
sammengesetzt sind. Diese Betrachtungsweise, ,,kombinatorische Topo-
logie“ genannt, hat ferner den groBen Vorzug, daB sie sich ohne weiteres
auf den Fall von mehr als drei Dimensionen iibertragen 1i8t. Denn
die Struktur eines Polyeders 146t sich vollstdndig durch eine schematische

1 D. h. zwei beliebige Punkte des Polyeders sollen sich stets durch eine auf dem
Polyeder verlaufende Kurve verbinden lassen, die keinen der Kantenziige trifft.

17%
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Zusammenheftungsvorschrift beschreiben, ohne Hilfe der rdumlichen
Anschauung.

Der Anschauung dagegen kommt es oft niher, die Flichen unmittel-
bar zugrunde zu legen; so ist die Kugel ein einfacheres Gebilde als die
simplen Polyeder und der Torus einfacher als der prismatische Block.
Wir wollen daher jetzt den Begriff der Zusammenhangszahl von den
Polyedern auf beliebige Flichen ausdehnen.

Fir die Kugel haben wir 2 =1 zu setzen und fiir den Kreisring
h =13. Flichen von hoherem Zusammenhang koénnen wir dadurch
erzeugen, dall wir eine aus knetbarer Masse hergestellte Kugel platt-
driicken und mehrere Locher hindurchbohren (Abb. 275). Solche
Flichen wollen wir Brezeln nennen. Man kann zeigen, daB eine Brezel
mit p Lochern notwendig den Zusammenhang % = 2p + 1 besitzt.
In der Figur sind fiir die Brezeln vom Zusammenhang 1, 3,5, 7
Systeme von 0, 2, 4, 6 nicht zerstiickelnden Kurven eingezeichnet.

Abb. 276,

Man sieht leicht ein, daB jede weitere, zwei Randpunkte des Schnitt-
systems verbindende Kurve die zugehorige Fliche zerstiickeln muB.

Auf Flichen sind die Kurvenziige freier wihlbar als auf Polyedern,
wo wir uns auf Kantenziige beschrinkten. Man kann deshalb fiir die
Zusammenhangszahl von Flichen noch andere Definitionen geben. Z. B.:

Auf einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang % lassen sich
h — 1 geschlossene Kurven zeichnen, die die Fliche nicht zertrennen;
jedes System von % derartigen Kurven fithrt dagegen zu einer Zerstiicke-
lung der Fliche.

In Abb. 276 sind solche Kurven fiir die Fille h =1,3,5,7 ge-
zeichnet.

Man kann die Kurven auch der weiteren Bedingung unterwerfen,
durch einen beliebig gewéhlten Punkt der Fliche zu gehen. Man erhilt
dann die fiir manche Zwecke bequeme , kanonische Zerschneidung* der
Flache, fiir die Abb. 285, 286, 287, S. 264, 265, drei Beispiele geben.

Dagegen gilt der Satz nicht mehr ungedndert, wenn man sich auf
Systeme geschlossener Kurven beschrinkt, die einander nicht schnei-
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den. Fiir Flichen von ungerader Zusammenhangszahl 1a6t sich nidm-
lich zeigen:

Auf einer geschlossenen Fliche vom Zusammenhang - = 2p + 1
gibt es p und nicht mehr als p geschlossene, einander nicht schneidende
Kurven, die die Fliche nicht zerstiickeln.

Von dem Zutreffen dieses Satzes kann man sich an Abb. 276 iber-
zeugen.

Bisher haben wir nur Flichen betrachtet, die ganz im Endlichen
liegen und keine Randkurven haben. Man kann den Zusammenhangs-
begriff auch auf weitere Fille ausdehnen. Zunédchst moge die Fliche
zwar ganz im Endlichen liegen, aber eine Anzahl in sich geschlossener
Randkurven besitzen. Diese mogen sich selbst und einander nicht
iiberschneiden. Wir haben dann Fliachenstiicke vor uns, wie in Abb. 277
gezeichnet. Andere Typen solcher Flachen erhdlt man, wenn man sich
die in Abb. 275 u. 276 gezeichneten geschlossenen Flichen hohl denkt

O©

h 1

Abb, 278.

und dann beliebig viele Locher hineinschneidet (Abb. 278)1. Auch auf
diesen Flachen bestimmen wir den Zusammenhang durch ein System
von Kurvenziigen, mit einem einzigen Unterschied gegen die zuerst
gegebene Definition: Die erste Kurve soll nicht mehr geschlossen sein,
sondern zwei Randpunkte miteinander verbinden; jede hinzugefiigte
Kurve darf auBler auf den vorher gezeichneten Kurven auch in Rand-
punkten beginnen und enden. Dann haben die in Abb. 278 darge-
stellten Flichen der Reihe nach den Zusammenhang 2, 3, 7, 8.

Die Bestimmung des Zusammenhangs durch geschlossene Kurven
ist auf berandete Flichen nicht ohne weiteres iibertragbar.

Wir nehmen nunmehr an, daB die — berandete oder unberandete —
Fliche ins Unendliche geht. Dann hédngt die topologische Struktur
der Flache davon ab, ob wir sie als im metrischen oder im projektiven
Raum liegend annehmen. Im ersten Fall beschrinken wir uns auf die

1 Im Gegensatz zu den in Abb. 277 dargestellten Flachen lassen sich die
Flachen von Abb. 278b, ¢, d auch bei beliebiger Verzerrung nicht aus einem
ebenen Blatt Papier ausschneiden. Der hier zutage tretende Unterschied spielt
in der geometrischen Funktionentheorie eine Rolle (schlichtartige und nicht-
schlichtartige Bereiche).
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endlichen Punkte. Der Raum verhilt sich dann, als ob er gegen das
Unendliche durch eine sehr groBe Kugel abgeschlossen wire. Wir kénnen
die Flache durch denjenigen Teil von ihr ersetzen, der im Innern der
Kugel liegt; dies ist ein im Endlichen liegendes berandetes Fldchenstiick,
auf das wir die vorher entwickelte Theorie anwenden koénnent.

Im projektiven Raum treffen wir auf ganz andere Verhiltnisse. Wir
haben jeder Geraden nur einen einzigen unendlich fernen Punkt zu-
geordnet und sie als geschlossene Kurve angesehen; ihre beiden ins
Unendliche laufenden Aste hingen im unendlich fernen Punkt der Ge-
raden miteinander zusammen. AuBerdem ist dieser Punkt allen zur
ersten parallelen Geraden gemeinsam. Nach dieser Auffassung héngt
auch der projektive Raum als Ganzes durch seine unendlich fernen
Punkte mit sich zusammen. Eine Flache enthilt einen unendlich fernen
Punkt, wenn sie sich, je weiter wir in geeigneter Weise auf ihr fort-
schreiten, immer mehr einer bestimmten Geraden nihert, in deren

Richtung der unendlich ferne Punkt

liegt. Es ist keineswegs notwendig, da8

die Fliche auch nach der entgegenge-
setzten Richtung hin einer parallelen

Geraden immer ndher kommt; der un-

endlich ferne Punkt ist dann ein Rand-
N punkt der Fliche. Wenn sich dagegen

o4’ Abb. 270 die Fliche nach beiden Seiten hin immer
T mehr zwei Parallelen nihert, so ist die

Fliche in deren unendlich fernem Punkt als zusammenhingend an-
zusehen. Wenn ferner die Fliache eine Randkurve besitzt, die ins Un-
endliche geht, so mul} diese Kurve durch das Unendliche hindurch in
sich geschlossen sein, d. h. entweder sich in entgegengesetzten oder gleichen
Richtungen unbegrenzt zwei parallelen Geraden nihern oder einen Teilder
unendlich fernen Geraden enthalten; denn eine nichtgeschlossene Kurve
kann nicht den Rand einer Fliche bilden. So ist z. B. das von einer
Geraden und zwei Halbgeraden begrenzte ebene Flichenstiick, das in
Abb. 279 abgebildet ist, im projektiven Raum nicht gegen die tibrigen
Teile der zugehorigen Ebene abgeschlossen, da wir durchs Unendliche
von 4 nach A’ kommen kénnen. Im metrischen Raum dagegen wiirde

x0

1 Dabei ist vorausgesetzt, daB wir die Kugel so groB wihlen kénnen, daB3 das
in ihrem Innern befindliche Flichenstiick seine topologische Struktur bei weiterer
VergréBerung der Kugel nicht mehr 4ndert. Man kann leicht Beispiele von Flachen
angeben, die dieser Voraussetzung nicht geniigen. Man schlage etwa um die
Gitterpunkte des ebenen quadratischen Punktgitters kleine Kreise, die einander
nicht treffen. Entfernt man das Innere aller dieser Kreise aus der Ebene, so erhalt
man eine ebene Fliche; fiir den Teil dieser Fliche, der im Innern einer Kugel liegt,
kann man leicht den Zusammenhang berechnen. Ersichtlich wachst aber dieser
Zusammenhang unbegrenzt, wenn man die Kugel bei festgehaltenem Mittelpunkt
unbegrenzt vergroBert.
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sich dasselbe Flichenstiick so verhalten, als wire es durch eine ge-
schlossene Randkurve begrenzt.

Entsprechendes gilt fiir die Ebene als Ganzes. Die metrische Ebene
besitzt eine geschlossene Randkurve, ndmlich die unendlich ferne
Gerade. Sie ist also der ebenen Kreisscheibe topologisch dquivalent.
Dagegen ist die projektive Ebene eine geschlossene )
Fliche. Um auch fiir sie ein einfacheres topologisches
Modell zu gewinnen, gehen wir von einer frither p Vi
(S. 209, 212, 213) behandelten Konstruktion aus. Wir )
hatten die projektive Ebene umkehrbar eindeutig auf
die Oberfliche einer Halbkugel abgebildet, indem wir 5 A
auf dem GroBkreis, der die Halbkugel begrenzt, je zwei Abb. 280,
Diametralpunkte immer als identisch ansahen. In
gleicher Weise konnen wir statt der Halbkugelfliche auch eine ebene
Kreisscheibe verwenden, denn sie ist in die erstgenannte Fliche defor-
mierbar. Die Kreisscheibe wollen wir nun weiterhin in die Fliche eines
Quadrats deformieren. Demnach ist die projektive Ebene topologisch
dquivalent mit der Fliche eines Quadrats (Abb. 280), o
falls wir auch hier alle diametralen Randpunkte
identifizieren (z. B. 4 = 4’ usw. in Abb. 280). Den 4 4
geschlossenen Kurven der projektiven Ebene entspre- r
chen in diesem Modell erstens die geschlossenen Kur-
ven, zweitens aber auch alle die Kurven, die identi- 7 7
fizierte Randpunkte miteinander verbinden (z. B. die
Strecke 4 A’ in Abb. 280).

Die topologische Untersuchung der projektiven Ebene wollen wir
erst spater fortsetzen (S. 272ff.). Dagegen fithrt uns das Verfahren von
Abb. 280 sofort zu anderen dhnlichen Konstruktionen. Wir gehen zu-
nichst wieder von
der Quadrat- oder
Rechtecksflache aus,
identifizieren  aber
jetzt die Randpunkte
nach dem in Abb. 281
angegebenen Schema. DD, 282,

Wieder erhalten wir _

das Modell einer ge- A" :

schlossenen Fliche. M ¢
Diesmal 1aBt sich prenpen

nun die dargestellte T

Fliche leicht aus dem Modell wiederherstellen. Wir verbiegen das
Rechteck (Abb.282) zunichst in ein Stiick eines Kreiszylinders (Abb. 283).
Dabei heften wir die Rechtecksseiten 1, 2 gerade so aneinander, dafB
alle identifizierten Punkte dieser Seiten nunmehr wirklich zusammen-

Abb. 281,

~\
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fallen. Die iibrigen Seiten 3, 4, die dabei in Kreise iibergegangen sind,
konnen wir in der vorgeschriebenen Weise aneinanderheften, indem wir
(Abb. 284) den Kreiszylinder
verbiegen. Wir erhalten
schlieBlich die Fliche des
Torus, und der Rand der
Rechtecksfliche geht in ein
,,kanonisches Schnittsystem"
des Torus iiber, wobei jede

' Kurve zwei Randstrecken

der Rechtecksflache entspricht
(Abb. 285 und 275b). Umge-
kehrt: schneidet manden Torus
lings eines kanonischen Sy-
stems auf, so ergibt sich
stets eine Figur, die dem
Rechteck mit der angegebe-
nen Rinderzuordnung topo-
logisch dquivalent ist. Man
kann dieses Verfahren auf
alle ,,Brezeln“ ausdehnen.
Hat die Brezel den Zusam-
menhang 2p + 1, so be-
steht das kanonische Schnitt-
system aus 2p Kurven. Die
Zerschneidung liefert also ein
4p-Eck mit einer bestimmten Réinderzuordnung. Fiir die Fille
h=5, 7, also p = 2,3, ist die Konstruktion durch Abb. 286, 287
veranschaulicht.

Die Abbildung der Brezeln auf
4p-Ecke spielt sowohl in der Theorie
der stetigen Abbildungen (vgl. S. 284)
als auch in der Funktionentheorie
(vgl. S. 294) eine wichtige Rolle. In
beiden Anwendungen geht man davon
aus, daB die 4p-Ecke eine regulare
Gebietseinteilung der hyperbolischen
Ebene (bzw. fiir p =1 der euklidi-
schen Ebene) liefern, wie wir das auf

Abb. 28Ga. S. 228 erdrtert haben.

Wenn man die Rénderzuordnung
abiandert, erhdlt man auBer den Brezeln noch eine grofle Anzahl
weiterer Flachen, von denen uns einige im folgenden beschiftigen
werden.

Abb. 284.

Abb. 285.
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Abb. 286b. Abb. 286¢. Abb, 2864d.
Abb, 286e¢. Abb. 2861.

72

77

2 7

Abb. 287a. Abb. 287b.

“\’
’

Abb. 287c. Abb. 287d.
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§ 46. Einseitige Flichen.

Alle bisher betrachteten Polyeder und geschlossenen Flichen hatten
ungeraden Zusammenhang. Es entsteht daher die Frage, ob es iiber-
haupt geschlossene Flichen von geradem Zusammenhang gibt, also
Gebilde, die in ihrem topologischen Verhalten in der Mitte zwischen
Kugel und Torus bzw. zwischen zwei Brezeln stehen.

Die Frage ist zu bejahen. Wir wollen ndmlich jetzt ein Polyeder,
das Heptaeder, konstruieren, das nach dem EurLkrschen Polyedersatz
den Zusammenhang 2 besitzt. Wir gehen vom reguliren Oktaeder
aus (Abb. 288). Zu den acht dreieckigen Seitenfldchen dieses Polyeders

Abb. 288.

nehmen wir noch die drei Quadrate hinzu, welche in den drei durch
die Diagonalen des Oktaeders bestimmten Ebenen liegen (z. B. ABCD
in Abb. 288). Diese elf Flichen bestimmen nach unserer fritheren
Definition kein Polyeder, da an jeder Kante nicht zwei, sondern drei
Flichen zusammenstoBen. Wir entfernen nun vier Dreiecke, ndmlich
(gemil der Stellung der Figur) auf der oberen Hilfte des Oktaeders
das linke vordere und das rechte hintere Dreieck, auf der unteren Hilfte
das linke hintere und das rechte vordere Dreieck. Es bleiben also nur
vier Dreiecke des Oktaeders iibrig; sie sind in der Figur schraffiert.
Wir haben damit ein Gebilde aus vier Dreiecken und drei Quadraten
konstruiert. Seine Kanten und Ecken fallen mit denen des Oktaeders
zusammen, dagegen sind die Diagonalen des Oktaeders nicht Kanten,
sondern Durchdringungslinien des Gebildes. Ersichtlich stofen an jeder
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Kante genau zwei Flichen zusammen, und man kann durch Uberschreiten
von Kanten von jeder Fliche zu jeder anderen gelangen. Das Gebilde
ist also ein Polyeder; da es sieben

Flachen hat, heiBt es ,,Heptaeder®.

Es hat, wie das Oktaeder, zwdlf

Kanten und sechs Ecken. Der ver-

allgemeinerte  Polyedersatz liefert

also

E—F+K=6—124+7=1=3—h.

Demnach besitzt das Heptaeder den
Zusammenhang 4 =2. Wie die
simplen Polyeder sich in die Kugel
deformieren lassen, so gibt es auch
eine einfache geschlossene Fliche, in
die sich das Heptaeder deformieren Abb. 289a.
laBt. Es ist die von STEINER unter-
suchte ,,rémische Fliche (Abb. 289).
Auch sie besitzt, wie das Heptaeder,
drei paarweise aufeinander senkrechte
Durchdringungsstrecken. In recht-
winkligen Koordinaten ist sie durch
die Gleichung bestimmt

YRR+ 2% a2y - xyz=0.

Es ist also eine Fliche vierter Ord-
nung.
Aufler dem geraden Zusammen-
hang und den Durchdringungskurven Abb. 289b.
weist das Heptaeder noch eine
weitere wichtige Eigenschaft
auf, durch die es sich von
allen bisher betrachteten Fli-
chen unterscheidet. Denken
wir uns die Fliche durch eine
Membran verwirklicht und be-
trachten wir ein Wesen, z. B.
einen Kifer, der auf dieser
Membran herumspaziert, von
einem festen Punkt P aus.
Diesem Punkt P liegt auf
der anderen Seite der diinnen
Membran ein Punkt P’ gegen-
iber, der mit P zusammen- Abb. 289¢.



268 VI. Topologie.

fallt, wenn wir wieder die Membran durch die urspriingliche Fliche
ersetzen. Es erscheint nun plausibel, daB der Kéfer nicht anders von
P nach P’ gelangen kann, als wenn er sich durch die Membran an irgend-
einer Stelle ein Loch bohrt. Fiir die Kugel und alle Brezeln, die wir
bisher betrachtet haben, trifft diese Annahme auch zu. Das Heptaeder
dagegen ist eine Fliche, fiir die die Annahme nicht mehr ohne weiteres
gilt. Als Ausgangspunkt P wihlen wir (Abb. 290) einen Punkt auf der
zur Zeichenebene parallelen Quadratfliche, und zwar auf der dem Be-
schauer zugewandten Seite. Wir betrachten nun einen Weg, der auf dem
Heptaeder von P aus der Reihe nach die Kanten 1, 2, 3, 4 iiberschreitet

Abb. 290.

und dann wieder auf der urspriinglichen Quadratfliche verlduft. Ein
Kifer, der einen solchen Weg nimmt, gelangt ersichtlich nach Uber-
schreitung der Kante 4 auf die Riickseite der Quadratflidche, von deren
Vorderseite er ausgegangen war. Er muf} zwar die Heptaedermembran
dreimal durchbohren, aber nicht an einer Stelle, iiber die er gerade
hinwegwandert, sondern nur an den Durchdringungslinien, wo ihm eine
andere Heptaederfliche den Weg versperrt, nicht aber die, welche er
durchliuft.

Das Heptaeder heiit deswegen eine ,einseitige’ Flache, wahrend
man die Kugel und die bisher beschriebenen Brezeln als zweiseitig
bezeichnet. Auch fiir Flichen mit Réndern 1t sich diese Unterschei-
dung treffen. Wir untersuchen, ob es auf der (als Membran gedachten)
Fliche einen Weg gibt, der von der einen Seite der Fliche zur anderen
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fiihrt, ohne den Rand der Fliche zu iiberschreiten und ohne die Membran
an einer Stelle zu durchbohren, iiber die er gerade hinfiihrt. Wenn es
einen solchen Weg gibt, hei3t die Fliche einseitig, sonst zweiseitig. Die
berandeten Flichen, die wir bisher betrachtet haben, waren simtlich
zweiseitig, z. B. die Kreisscheibe. Fiir berandete einseitige Flichen gibt
es nun ein Beispiel, das viel einfacher ist als das Heptaeder, nimlich das
MoBiussche Band. Wir stellen es aus einem Papierstreifen her, der die
Gestalt eines stark gestreckten Rechtecks hat (Abb. 291). Wiirden wir
die kurzen Seiten 4B und CD so zu-

. A A
sammenheften, da 4 mit C und B ol 1
mit D zusammenfallen, dann erhiel- z|9 z;
ten wir, wie wir schon frither sahen, Abb. 201,

ein Stiick eines Kreiszylinders, eine

berandete zweiseitige Fldche. Anstatt dessen wollen wir vor der Zu-
sammenheftung das eine Ende des Papierstreifens um 180° gegen das
andere verdrehen. Wir heften also die Enden so aneinander, daB3 4
mit D und B mit C zusammenfallen (Abb. 292). Damit haben wir ein
Modell des MoBiusschen Bandes erhalten. Man sieht leicht ein, dal3
diese Flache einseitig ist. Wir zeichnen z. B. vor der Zusammenheftung
auf den Streifen die Parallele PP’ zu den langen Rechteckseiten. Diese
gerade Strecke geht nach der Zusammenheftung in einen Weg QQ’
iiber, der von der einen Seite des Bandes auf
die andere fiihrt!.

Man kann die einseitigen Flichen auch
mit Hilfe eines weiteren wichtigen topolo-
gischen Begriffs kennzeichnen, zu dessen
Formulierung man die Fliche nicht durch
eine Membran zu ersetzen braucht. Wir
denken uns um jeden Punkt irgendeiner ge-
gebenen Flache (mit Ausnahme der Rand-
punkte, falls solche vorhanden sind) eine
kleine geschlossene Kurve gezogen, die ganz
in der Flache verlduft. Wir versuchen nun
auf allen diesen geschlossenen Kurven einen Umlaufsinn so fest-
zusetzen, daB hinreichend benachbarte Punkte stets im gleichen
Sinne umlaufen werden. Ist eine solche Festsetzung moglich, so heifit
sie eine ,,Orientierung’ der Fliche, und die Fliche selbst heifit orientier-
bar. Eine einseitige Flache kann nun niemals orientierbar sein. Zum

Abb. 292.

1 Der Unterschied des Mosiusschen Bandes vom zylindrischen Streifen
ist noch an folgenden beiden Erscheinungen zu erkennen: Der Rand des
MoBiusschen Bandes zerfallt nicht wie der des zylindrischen Streifens in zwei
geschlossene Kurven, sondern besteht aus einer einzigen geschlossenen Kurve.
Zerschneidet man ferner das MoB1ussche Band liangs der Kurve QQ’, so filit es
nicht wie der zylindrische Streifen auseinander, sondern bleibt zusammenhéngend.
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Beweise fassen wir einen der geschlossenen Wege ins Auge, deren Exi-
stenz mit der Einseitigkeit der Fliche gleichbedeutend ist; etwa den
Weg QQ’ auf dem MoBiusschen Band, wobei wir jetzt wieder Q und
Q' als identisch ansehen. Erteilt man dem Punkt Q einen Umlaufsinn
und setzt diese Zuordnung auf dem Wege QQ’ stetig fort, so kommt man
im Punkt Q'= (@ notwendig mit der entgegengesetzten Zuordnung
wieder an. Diese Erscheinung kénnte nicht eintreten, wenn das Mo-
BIUssche Band orientierbar wire. Das Entsprechende gilt auch fiir alle
ibrigen einseitigen Flichen. Umgekehrt kann man zeigen, daB3 alle
zweiseitigen Fliachen orientierbar sind. Die Einteilung der Flichen in
zwel- und einseitige ist also identisch mit ihrer Einteilung in orientier-
bare und nichtorientierbare.

Man kann leicht einsehen, daf eine Fliche dann und nur dann nicht
orientierbar ist, wenn es auf ihr irgendeine geschlossene Kurve s gibt, so
daB ein orientierter kleiner Kreis, dessen Mittelpunkt s stetig durch-
lauft, am Ausgangspunkt mit der entgegengesetzten Orientierung wieder
ankommt (z.B. die Kurve Q Q" in Abb. 292). Geht man auf der Fliche
an einer Seite der Kurve s entlang, so kommt man auf der anderen Seite
wieder an, obgleich man die Kurve nicht iberquert hat. Deswegen heif3t
s eine ,einufrige Kurve. Wahrend auf den orientierbaren Flichen
alle Kurven zwei Ufer haben, ist die Existenz einer einufrigen geschlos-
senen Kurve kennzeichnend fiir die nichtorientierbaren Flichen. Ein-
seitige Flache und einufrige Kurve bedingen einander. Die erste Eigen-
schaft bezieht sich auf die Lage einer Fliche im Raum, die zweite auf die
Lage einer Kurve auf einer Fliche.

Im Gegensatz zum MoOB1usschen Band weist das Heptaeder Durch-
dringungslinien auf. Es ist plausibel, daB jede einseitige geschlossene
Fliache Selbstdurchdringungen haben muB. Diese Flachen haben ndm-
lich nur eine Seite, kénnen also keinen Raumteil vom {ibrigen Raum
abgrenzen, d. h. sie besitzen kein Inneres und kein AuBeres. Bei einer
geschlossenen Flidche ohne Durchdringungslinien ist ein solches Verhalten
unvorstellbar. In der Tat haben alle einseitigen geschlossenen Flachen
Selbstdurchdringungen. Der Beweis dafiir muf3 aber auf ganz anderem
Wege gefithrt werden.

Nicht jede Selbstdurchdringung ist eine topologische Singularitit.
Betrachten wir z. B. die Rotationsfliche, die entsteht, wenn die in
Abb. 293 gezeichnete Kurve um die gestrichelte Gerade gedreht wird.
Der Punkt A beschreibt eine kreisférmige Durchdringungskurve dieser
Fliche. Durch stetige Deformation geht die Ilache aber in die Rota-
tionsfliche tiber, deren erzeugende Kurve in Abb. 204 gezeichnet ist.
Diese Fliche besitzt keine Durchdringung und ist offenbar der Kugel
topologisch dquivalent. Umgekehrt kann man aus einer Kugel durch
Einbeulen die zuerst beschriebene Rotationsfliche erhalten. Das Auf-
treten von Durchdringungskurven braucht also keine wesentliche topo-
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logische Eigenschaft darzustellen. Wihrend in diesem Beispiel eine
geschlossene Durchdringungskurve vorhanden war, besitzt die Durch-
dringungskurve des Heptaeders sechs Endpunkte, ndmlich die Ecken
des Heptaeders. Diese sind nun wirklich als Singularititen anzusehen.

{
Abb. 293. Abb. 294.

Die Umgebung eines reguldren Punkts auf einer Fliche 148t sich nimlich
stets in eine Kreisscheibe verzerren; fiir die Umgebung einer Heptaeder-
ecke (Abb. 288) ist dagegen eine solche Deformation nicht ohne weiteres
moglich. Das Heptaeder besitzt demnach sechs singulire Punkte, und

Abb. 295.

es erhebt sich die Frage, ob es tiberhaupt eine einseitige geschlossene
Fliche ohne singulire Punkte gibt.

Eine solche Fliche ist zuerst von F. KLEIN angegeben worden. Wir
gehen aus von einer an beiden Seiten offenen Réhre (Abb. 295). Frither
haben wir aus einer
solchen Rohre durch
Zusammenbiegen und
Aneinanderheften  der
Randkreise die Torus-
flache erhalten. Diesmal
heften wir die Enden in
anderer Weise zusam- Abb. 296.
men. Wir denken uns
das eine Ende der Rohre etwas kleiner als das andere und stecken nach
passender Verbiegung der Roéhre dieses Ende so durch die Wand der
Rohre, daB beide Randkreise konzentrische Lage annehmen (Abb. 296).
Indem wir den weiteren Rand der Réhre etwas nach innen, den engeren
Rand etwas nach aulen biegen, lassen sich die beiden Réinder nun ohne
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Singularitit zusammenheften. Damit haben wir die KiEINsche Fliche
konstruiert (Abb. 297). Sie ist offenbar einseitig und besitzt eine ge-
schlossene Durchdringungskurve an der Stelle, wo wir das engere Ende
der Robre durch die Wand der Réhre hindurchgesteckt haben.

Da das erste Beispiel einer geschlossenen einseitigen Fliche, das
Heptaeder, sich von den geschlossenen bisher betrachteten zweiseiti-
gen Flachen auch durch
seinen geraden Zusam-
menhang unterschied,
kénnen wir  erwar-
ten, da die KLEINsche
Flache ebenfalls gera-
den Zusammenhang be-
sitzt. In Wahrheit be-
sitzt diese Fldche aber
den Zusammenhang 3
wie der Torus. Auch das kanonische Schnittsystem kann genau so
wie beim Torus gewidhlt werden; als erste, geschlossene Zerschneidungs-
kurve wihlen wir die Naht, lings der wir die Rohrenenden an-
einandergeheftet hatten. Als zweite Kurve eine solche, die in das
Stiick einer Zylindererzeugenden iibergeht, wenn wir die KrEinsche

Abb. 297.

Ebener zwei Rand- oy
= t
Kreisring kurven h=2 zwelseitig
MOBIUS- | ;e Randkurve | & = 2 einseitig
sches Band
Torus geschlossene h=3 zweiseitig
Flache
\/ KLEINsche geschlossene N
h= seit
A\ Fliche Flache 3 ensettig
projektive geschlossene h—2 inseiti
% Ebene Flache B einseitig
\

Flache lings der Naht wieder auftrennen und sie wieder in Zylinder-
gestalt zuriickbiegen. Durch Zerschneidung lings dieser beiden Kurven
geht die KrLEINsche Fliche ebenso wie die des Torus in ein Rechteck
iber. Jede Kurve, die zwei Randpunkte des Rechtecks verbindet, zer-
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legt aber das Rechteck; fiir die Kieinsche Fliche ist also nach der
allgemeinen Definition # — 1 == 2, also » = 3, wie behauptet.

Wir haben damit aus dem Rechteck (bzw. Quadrat) durch verschie-
dene Arten der Rédnderzuordnung bisher fiinf verschiedene Flichen er-
halten, die einander in der Tabelle auf S. 272 gegeniibergestellt sind!.
Die in der Tabelle enthaltenen Angaben iiber die projektive Ebene
werden weiter unten begriindet werden.

Abb. 298 a.

=

Abb. 298 b.

Aus der Tabelle geht hervor, daBl wir das Modell des MOB1USschen
Bandes aus dem Modell des KLEINschen Schlauchs erhalten, wenn wir
eine der beiden Randzuordnungen aufheben. Man muB also den KLEIN-
schen Schlauch in ein MOBIUssches Band verwandeln koénnen, indem
man ihn lings einer geeignet gewidhlten geschlossenen Kurve auf-
schneidet. Der Leser mége eine solche Zerschneidung an einem Modell
durchfithren, In Abb. 298 ist dagegen eine Zerschneidung des KiEIN-
schen Schlauchs in zwer MOBIUSsche Binder veranschaulicht. Hierzu
moge der Leser den entsprechenden Ubergang an den Quadratmodellen
aufsuchen.

1Im projekﬁven Raum ist das einschalige Hyperboloid als eine durchs Unend-
liche hindurch geschlossene Fliche anzusehen. Der Leser mége an Hand der

Tabelle entscheiden, ob in dieser Auffassung das einschalige Hyperboloid mit
dem Kiemnschen Schlauch oder mit dem Torus topologisch dquivalent ist.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 18
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Wihrend wir fiir die einseitigen geschlossenen Flichen Beispiele
sowohl von geradem als auch von ungeradem Zusammenhang kennen-
gelernt haben (Heptaeder und Kirmnsche Fliche), hatten die bisher
angegebenen geschlossenen zweiseitigen Flichen stets ungeraden Zu-
sammenhang. Es 148t sich auch zeigen, daB es eine geschlossene zwei-
seitige Fliche geraden Zusammenhangs nicht geben kann.

Wie beim Quadrat, so kénnen wir auch bei jedem reguliren 4p-Eck
durch verschiedenartige Wahl der Rinderzuordnung Modelle fiir eine
grofle Anzahl berandeter und unberandeter, ein- und zweiseitiger Flichen
herstellen. Sind (Abb. 299) AB und CD zwei einander zugeordnete
Seiten des 4p-Ecks, so sind zwei Arten der Zuordnung méglich: 1. Die
beiden Verbindungslinien der einander zugeordneten Endpunkte schnei-
den einander nicht. 2. Diese Linien schneiden einander. Den ersten Fall
erhidlt man z. B., wenn in Abb. 209 A mit C und B mit D identifiziert
wird, den zweiten Fall, wenn man 4 mit D und B
mit C identifiziert. Ich behaupte nun: Wenn
irgend zwei Seiten des 4p-Ecks einander auf die
zweite Art zugeordnet sind, ist die dargestellte
Fliche stets einseitig, einerlei auf welche Art die
iibrigen Zuordnungen vorgenommen werden.

Zum Beweise zeigen wir nach der auf S. 270
skizzierten Methode, daB die dargestellte Fliche
nicht orientierbar ist. Seien (Abb. 299) P und
P’ zwei miteinander identifizierte Punkte von
AB bzw. CD. Dann stellt die gerade Strecke
PP’ einen geschlossenen Weg auf der Fliche
dar. Ein Punkt, der auf der Fliche diesen Weg durchlduft, wird dar-
gestellt durch einen Punkt R, der auf P P’ zunichst bis P lduft und dann
von P’ aus in seine Anfangslage zuriickkehrt. Wir erteilen nun dem
Flichenpunkt, der durch R dargestellt wird, einen Umlaufsinn, der
auf der Wanderung dieses Punkts keine unstetige Anderung erfahren
soll. . Dazu haben wir um R einen kleinen mit Umlaufsinn versehenen
Kreis zu schlagen, den wir mit R stetig mitbewegen. Riickt R nahe an

Abb. 299.

P, so liegt nur noch der Kreisbogen ST im Innern des 4p-Ecks. Um
das Bild einer geschlossenen Flichenkurve zu erhalten, miissen wir die
beiden Punkte S’ T’ heranziehen, die auf CD liegen und mit ST identi-
fiziert sind. Da nun 4 B und C D einander auf die-zweite Art zugeordnet
sind, liegen S und S’ zu verschiedenen Seiten der Strecke P P’, ebenso
T und T’. Die geschlossene Flichenkurve mit ihrem Umlaufsinn wird

also dargestellt durch die beiden Bégen ST und I'S’. Diese Figur
erfahrt keinerlei unstetige Anderung, wenn R in P anlangt und hierauf
von P’ zuriickzulaufen beginnt. Hat sich R hinreichend weit von P’
entfernt, so verschwindet der Bogen ST allmdhlich, und S’ 7" geht in
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einen vollen Kreisumlauf iiber. Der Kreis hat aber den entgegengesetzten
Umlaufssinn als derjenige, mit dem wir die Wanderung begonnen
haben, und damit ist bewiesen, dal die dargestellte Fliche nicht orien-
tierbar ist.

Als Sonderfall dieses Satzes ergibt sich die Einseitigkeit der projekti-
ven Ebene: in ihrem Modell sind alle Zuordnungen von der zweiten Art.

Man kann umgekehrt leicht zeigen, daB3 das Modell stets eine zwei-
seitige Fliche darstellt, wenn alle Zuordnungen von der ersten Art sind.

Das Modell der projektiven Ebene hatten wir aus der Kugelfliche
erhalten, und andererseits zeigte die KLEinsche Fliche Beziehungen
zum Torus, jedoch Bezichungen anderer Art wie zwischen Kugel und
projektiver Ebene. Wir wollen nun zeigen, daB in Wahrheit zwischen
Kreinscher Fliche und Torus sich dieselbe Zuordnung herstellen 1aB3t
wie zwischen den beiden erstgenannten Flichen und daf man in
gleicher Weise iiberhaupt je-
der einseitigen Fliche eine
zweiseitige zuordnen kann.

Wir konnten aus der Kugel
die projektive Ebene erhalten,
indem wir alle Paare von Di- :
ametralpunkten als identisch b’
betrachteten (S. 210, 263). Wir )
nehmen nun die entsprechende
Konstruktion beim Torus vor.
Wir bezeichnen als Mittelpunkt des Torus denjenigen Punkt M, in dem
die Achse von dem Lote getroffen wird, das wir vom Mittelpunkt eines
erzeugenden Kreises aus auf die Achse fillen (Abb. 300). Ist dann
P irgendein Punkt auf dem Torus, so liegt auch derjenige Punkt P’
auf dem Torus, der zu P beziiglich M symmetrisch ist. Alle Punkte-
paare des Torus, die beziiglich M symmetrisch liegen, wollen wir Diame-
tralpunkte nennen. Wir erzeugen aus dem Torus eine neue Fliche F,
indem wir alle Paare von Diametralpunkten als identisch ansehen. Ich
behaupte, das ist die KLeinsche Fliche.

Zum Beweise betrachten wir einen erzeugenden Kreis des Torus.
Thm ist ein weiterer erzeugender Kreis zugeordnet gemifl Abb. 300.
Durch die beiden Kreise ist der Torus in zwei Hilften zerlegt. Wir
erhalten nun die Fliche F, wenn wir eine Hélfte des Torus fortlassen
und in der ibrigbleibenden Héilfte die Randkreise vorschriftsgemaf
identifizieren; entsprechend hatte frither die Halbkugel statt der ganzen
Kugel zur Konstruktion der projektiven Ebene geniigt. Man erkennt nun
durch eine Umlaufsbetrachtung an den identifizierten Kreisen, daf} bei
dieser Identifizierung aus dem Halbtorus die KLEINsche Fliche entsteht.

Offenbar kénnen wir ferner die zweite Hélfte des Torus so auf die
erste legen, daB alle Punkte, die vorher diametral lagen, paarweise zur
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Abb. 300.
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Deckung gelangen. Allerdings miissen wir dann (wie man sich leicht klar-
machen kann) den zweiten Halbtorus so nach Art eines Handschuhs um-
stilpen, daB das Innere nach auBen kommt. Wenn wir nunmehr die
beiden Halften wieder zusammenheften, haben wir schlieBlich den Torus
in die Gestalt einer zweimal {iberdeckten KiLEINschen Fliche gebracht?!;
man sagt dafiir auch, der Torus ist eine ,,zweiblittrige Uber]agerungs-
fliche® der KrEinschen Flache. Ebenso bezeichnet man die Kugel als
zweiblittrige Uberlagerungsfliche der projektiven Ebene. Man kann
allgemein zeigen: Jede beliebige einseitige Fliche besitzt eine zwei-
seitige Fliche zur zweiblittrigen Uberlagerungsfliche.

§ 47. Die projektive Ebene als geschlossene Fliche.

Um den Zusammenhang der projektiven Ebene zu bestimmen, wen-
den wir den EULERschen Polyedersatz auf das Quadratmodell an. Wir
Y ziehen durch den Mittelpunkt M des Quadrats

(Abb. 301) die Parallelen PQ und RS zu den Quad-

7 d ratseiten. Dadurch wird das Quadrat in die Teil-

£ 0 2 quadrate 1, 2, 3, 4 zerlegt. Infolge der Randzuord-
4 J nung stellen aber die beiden Quadrate 1 und 3 ein

< einziges Polygon in der projektiven Ebene dar.

Abb. 301. Ebenso 2 und 4. Ferner sind die beiden Strecken

PM und QM als eine einzige Kante aufzufassen,
weil P und Q denselben Punkt darstellen. Desgleichen bilden RM
und SM nur eine Kante. Ecken treten auBer M nicht auf. Wir
haben also in die EULERsche Formel einzusetzen:

E=1, K=2, F=2.
Der EuLErsche Satz liefert E — K + F =1 =3 — h. Demnach be-

sitzt die projektive Ebene zweifachen Zusammenhang, wie in der Tabelle
S. 272 angegeben.

v In der analytischen projektiven Geometrie spielt
eine andere Zerlegung der Ebene eine Rolle, die
A sich aus der Einfiihrung der Dreieckskoordinaten

’ ergibt. Sie ist in Abb. 302 angegeben, wobei

‘u statt des Quadrats die Kreisfliche als Modell

verwandt wird. Diese Fliche wird durch drei
Abb, 302, nicht durch einen Punkt gehende Bogen in sie-
ben Gebiete zerlegt. Wir nehmen nun an, daB
jeder dieser Bégen die Peripherie in Diametralpunkten trifft. 2 und
5 stellen dann ein einziges Dreieck dar, ebenso 3 und 6 sowie 4 und 7.
Man erkennt, daB drei nicht durch einen Punkt gehende Geraden die

1 Die Konstruktion ist nicht, wie man zunachst vermuten koénnte, durch blole
Deformation des Torus ausfithrbar. Man muB vielmehr den Torus zerschneiden,
um die Umstilpung der einen Hilfte vornehmen zu kénnen.
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projektive Ebene stets in dieser Weise in vier Dreiecke zerlegen!. In
der EuLErschen Formel hat man jetzt E =13, K =6, F =4 zu setzen
und erhidlt wieder A =2.

Wie wir die Ringfliche und die KLEIN-
sche Flache aus ihren Quadratmodellen durch
Zusammenheftung erhalten haben, so wol-
len wir auch mit dem Quadratmodell der
projektiven Ebene verfahren. Zu diesem
Zweck verzerren wir das Quadrat zundchst
in die Gestalt einer Kugelfliche, aus der ein
kleines Viereck ABCD herausgeschnijtten
ist (Abb. 303). Wir haben 4 B mit CD und
DA mit BC zusammenzuheften. Das wird
moglich, wenn wir die Fliche in den Punkten 4 und C heben und bei
Bund D senken und 4 und C sowie B und D einander ndhern (Abb. 304).
SchlieBlich erhalten wir eine geschlossene Fliche mit einer Strecke als
Durchdringungslinie (Abb. 305). Sie ist topologisch der projektiven
Ebene &quivalent. AL

Abb. 303.

Abb. 305.

Es gibt eine algebraische Fliche, die diese Gestalt besitzt (Abb. 306).
Ihre Gleichung ist

(B 22+ kyy?) (32 + 92 + 23 — 22(a + 9%) = 0.
Die Flache steht im Zusammenhang mit einer differentialgeometrischen
Konstruktion. Wir gehen aus von einem Punkt P auf irgendeiner
Fliche I, die in P konvex gekrimmt ist. Fiir alle Normalschnitte dieser
Flichein P (vgl. S. 162, 163) konstruieren wir die Kriimmungskreise in P,
Diese Kreisschar tberstreicht dann gerade die in Abb. 306 dargestellte
Flache, ihre Durchdringungsstrecke ist ein Stiick der in P errichteten
Normalen der Ausgangsfliche; die angefithrte Gleichung bezieht sich

1 Die in Abb. 301 und 302 gezeichneten Einteilungen der projektiven Ebene
hatten wir S. 131, 132 durch Projektion des Oktaeders erhalten.
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auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in P
liegt und dessen x- und y-Achse in die Kriimmungsrichtungen der Fliche
F in P fallen. %, %, sind die Hauptkriimmungen der Fliche F in P.

Abb. 306a. Abb. 306b.

Wenn wir wieder von Abb. 304 ausgehen, aber nur A B mit CD
zusammenheften, dagegen nicht DA mit BC, dann erhalten wir eine
Flache, die dem MOsiusschen Band topologisch dquivalent ist. Wir
haben ja dann gerade die Heftung vorgenommen, durch die das Mo-
Brussche Band definitionsgemdl aus dem Quadrat hervorgeht. Der

1d der neuen Fliache geht aus
Bogen DA und BC hervor. Da

Abb. 307. Abb. 308.

aber 4 mit C und B mit D zusammengeheftet ist, entsteht aus diesen
Bogen eine geschlossene Kurve, der wir z. B. die Gestalt eines Kreises
geben kénnen (Abb. 307). Offenbar besitzt die Fliche keine Selbst-
durchdringung. In den beiden Punkten, die aus A, C und aus B, D
hervorgehen, ist die Fliche nicht mehr stetig gekriimmt; durch weitere
Deformation in der Umgebung dieser Stellen erhalten wir aber eine
Fliche, die iiberall stetig gekriimmt ist. Von ijhrem Verlauf geben
Abb. 308 und 309 eine Vorstellung.
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Die Fliche eignet sich trotz ihres kreisférmigen Randes nicht zum
Verschluf} eines GefiBes. Denn da sie einseitig ist, sperrt sie das Innere

des GefiBes nicht gegen den Aullenraum ab.

SchlieBt man die Flache
durch Einfiigen einer Kreis-
scheibe, so erhdlt man wie-
der das Modell der projek-
tiven Ebene. Dies ist aus
den Abb. 307 und 305 er-
sichtlich. Wir erhalten also
umgekehrt ein Modell des
MosBiusschen Bandes, wenn
wir aus dem Modell der
projektiven Ebene eine
Kreisscheibe entfernen. Da-
bei mufl es gleichgiiltig
sein, an welcher Stelle der
in Abb. 305 dargestellten
Fliche wir das Loch hin-
einschneiden ; denn auf der
projektiven Ebene ist keine

Abb. 309.

Stelle vor der anderen ausgezeichnet, da ja auf der Kugel kein Paar
von Diametralpunkten vor einem anderen Paar ausgezeichmet ist.
Eine besonders iibersichtliche Gestalt erhdlt nun das iibrigbleibende
Flachenstiick, wenn wir in Abb. 305 den unteren Teil entfernen. So

entsteht die in Abb. 310 gezeich-
nete Fliche, die als Kreuzhaube
bezeichnet wird. Die Kreuzhaube
ist ein weiteres Modell eines MO-
BIUSschen Bandes mit kreisformi-
gem Rand. Trotz ihrer Einseitig-
keit ist die Kreuzhaube offenbar
als GefaBdeckel brauchbar. Das
wird dadurch ermoglicht, daB3 sie
eine  Selbstdurchdringungsstrecke
besitzt. )

Wenn man die Kreuzhaube
lings der Durchdringungsstrecke

Abb. 310.

aufschneidet, erhilt man nach geeigneter Verzerrung eine Kreisscheibe
mit viereckigem oder kreisférmigem Loch; denn wir haben dann einfach
das durch Abb. 303 bis 305 veranschaulichte Verfahren riickgingig
gemacht. Demnach erhalten wir ein Modell des MOBrusschen Bandes,
wenn wir vom Gebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen ausgehen
und im inneren Kreis alle Paare von Diametralpunkten identifizieren
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(Abb. 311). Es ist auf den ersten Blick durchaus nicht zu erkennen,
daB diese Figur dieselbe Fliache darstellt wie das Quadratmodell der
Tabelle S. 272. Man kann aber das Quadrat-
modell aus den hier angegebenen erhalten,
wenn man dieses zerschneidet (Abb. 312), die
Teile deformiert (Abb. 313) und nach Umklap-
pung des einen Teils um die Gerade o’ die Rén-
der teils wieder zusammenheftet, teils einan-
der zuordnet (Abb. 314).

Unser Modell der projektiven Ebene besitzt
zwei singulire Punkte: die Endpunkte der
Durchdringungsstrecke. Es ist W. Boy gelungen,
ein anderes Modell der projektiven Ebene zu konstruieren, das keinen
singuldren Punkt und {berall stetige Kriimmung besitzt.

Abb. 311.

c a’ c a

1 &

3
&,
~-
e

Abb. 312. Abb. 313. Abb. 314.

Wir gehen, um die Bovsche Fliche zu erzeugen, nicht vom Quadrat,
sondern vom reguliren Sechseck aus, auf dessen Rand wieder die
Diametralpunkte identifiziert sind.
Durch Deformation erhalten wir
daraus eine Kugelfliche, aus der
ein reguldres Kreisbogensechseck
entfernt ist. Dieses Gebilde 1aBt
sich wie das Sechseck in drei kon-
gruente Teile zerlegen, die symme-
trisch um eine Achse herum ange-
ordnet sind (Abb. 315). Wir schnei-
den einen dieser Teile heraus und
deformieren ihn weiter; diese so-
gleich zu schildernde Deformation
wird dann an den beiden anderen
Teilen genau so vorgenommen, und
wir erhalten drei neue kongruente Flichenstiicke. Durch ihre Zu-
sammenheftung ergibt sich schlieBlich die Boysche Fliche. Auch sie
besitzt eine dreizdhlige Symmetrieachse. Das Ziel des Verfahrens ist

Abb. 315.
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natiirlich die Zusammenheftung aller Paare von gegeniiberliegenden
Punkten auf dem Rand des aus der Kugel entfernten Sechsecks.
Wir fassen also (Abb. 315) das Stiick Sc4aBbCdS ins Auge und
bringen zundchst die drei Punkte ABC zum Zusammenfallen in N
(Abb. 316), ohne sie jedoch zu identifizieren;
denn das wiirde der Heftungsvorschrift, von der 2
N wir ausgingen, nicht ent- 1/
sprechen. Jetzt halten wir
die Punkte S und N und die
/ 2 Seiten b, ¢ und d fest, drehen
aber die geschlossene Seite a
nach oben (Abb. 317), bis in
d die Stellung, die in Abb. 318
angegeben ist. Der Flachen-
teil zwischen ¢ und 4 muB
zu diesem Zweck stark aus-
einandergezogen werden und
erhilt fast ebene Gestalt.
5 Wir drehen nun die Schleife b

Avb- 316 (Abb. 318) nach rechts oben, AvD- 317

Abb. 318. Abb. 319.

bis & von hinten an den erwidhnten Flichenteil anst68t und die in
Abb. 319 gezeichnete Lage einnimmt. In dieser SchluBanordnung sollen
die Bogen ¢ und 4 untereinander und die Schleifen 2 und b untereinander
kongruent sein und so liegen, daf ¢ in 4 und 4 in 4 {ibergeht, wenn wir
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die Figur um die Achse SN in der Pfeilrichtung um 27/3 herumdrehen
(Abb. 319). Das Flachenstiick, das wir konstruiert haben, denken wir
uns nun in einem zweiten kongruenten Exemplar angefertigt, seine ent-
sprechenden Teile seien mit a’, S’ usw. bezeichnet. Dieses Exemplar
heften wir so an das erste, dal3 4’ mit ¢
(und zwar S’ mit S und N’ mit N) zu-
sammenfillt. Dann muB von selbst
auch 4’ mit & zur Deckung kommen.
Diese beiden Réinder heften wir zu-
sammen. Die Heftungskurve wird auf
der entstandenen Fliche Durchdringungs-
kurve, wie aus Abb. 319 ersichtlich sein
diirfte. Der Rand der Fliche besteht
jetzt aus ¢/, a, &', 4. Man erkennt das,
wenn man (Abb. 320) auf das Sechseck
zurlickgeht, das wir zugrunde gelegt
hatten. Offenbar 1aBt sich an diesen
Rand ein drittes Exemplar so anheften, daB (in der naturgemiBen Be-
zeichnung) d mit ¢’’, 4 mit &, ¥’ mit &’ und ¢’ mit 4’ zusammenfallen.
Damit ist die Boysche Fliche konstruiert. Aus Abb. 320 wird klar, daB3
die Bovsche Fliche der projektiven Ebene dquivalent ist. Ein Draht-

Abb. 320.

Abb. 321 a. Abb. 321b.

gazemodell ist in Abb. 321 dargestellt. Die Durchdringungskurve der
Bovschen Fliche besteht aus drei Schleifen, die durch den Punkt N
gehen und, wie die ganze Fliache, symmetrisch zur Achse SN liegen.
Eine nahere Betrachtung von Abb. 320 ergibt, dal3 durch N drei Méantel
der Fliche hindurchgehen. Damit diese Méntel in NV eine stetige Tangen-
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tialebene haben, ist es notwendig und hinreichend, daB8 die sechs
Schleifenenden, die in N zusammenstoBen, dort drei paarweise senk-
rechte Geraden berithren. Wenn an den tbrigen Nahten Knickungen
oder Unstetigkeiten der Kriimmung auftreten, so lassen sie sich durch
eine einfache Glattung
beseitigen. Bei dem in
Abb. 321 dargestellten
Modell ist die Durch-
dringungskurve  durch
stirkeren Draht her-
vorgehoben; die iib-
rigen stirkeren Drihte
dienen nur zur Verstei-
fung; die Befestigungs-
schraube nimmt den Ort
des Punktes S ein. Die
Beziehung zu unserer
Konstruktion diirfte be-
sonders deutlich in Abb. 321b hervortreten.

Demnach besitzt die Bovsche Fliche eine fiberall stetige spha-
rische Abbildung. Es ist leider bisher nicht untersucht worden, in
welcher Weise sich diese iiber die Kugel erstreckt. Wenn wir dabei
von einem willkiirlich ge-
wihlten Normalenvektor
ausgehen und dann die
Abbildung stetig fortset-
zen, so kommen wir we-
gen der Einseitigkeit der
Bovschen Fliche sicher
auch zum entgegengesetzt-
gerichteten Normalvektor
desselben Punkts. Somit
ist jedem Punkt der Fli-
che durch die sphirische
Abbildung ein Diametral-
punktepaar der Kugel
zugeordnet. Da aber in
dieser Identifizierung die Abb. 321 d.

Kugel wiederum in die

projektive Ebene iibergeht, so liefert die spharische Abbildung der
Bovschen Fliche eine Abbildung der projektiven Ebene auf sich
selbst, die allerdings nicht umkehrbar eindeutig ist, da einem
Punktepaar der Kugel ersichtlich mehrere Punkte der Bovschen
Fliache entsprechen.

Abb. 321¢c.
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§ 48. Normaltypen der Flichen endlichen Zusammenhangs.

Wir wollen zu einer und derselben Flichenklasse alle die Flachen
rechnen, die sich topologisch aufeinander abbilden lassen. Damit zwei
Flachen endlicher Zusammenhangszahl zur selben Klasse gehéren, sind
folgende Bedingungen notwendig:

1. beide Flichen miissen entweder geschlossen sein oder die gleiche
Anzahl Randkurven besitzen;

2. die Flichen miissen entweder beide orientierbar oder beide nicht-
orientierbar sein;

3. beide Flichen miissen die gleiche Zusammenhangszahl besitzen.

Die Notwendigkeit der ersten Bedingung ist evident. Die zweite
Bedingung 14aBt sich auch so ausdriicken: Jede Flidche F, die auf eine
orientierbare Flache G topologisch abgebildet werden kann, ist orientier-
bar. In dieser Form ist die Behauptung leicht zu beweisen. Denn eine
Orientierung der Fliche G ergibt bei der topologischen Abbildung eine
Orientierung von F. Ebenso erkennt man die Notwendigkeit der drit-
ten Bedingung: Die Zusammenhangszahl bedingt die Existenz eines
Schnittsystems, das bei topologischer Abbildung in ein Schnittsystem
gleicher Struktur auf der Bildfliche iibergeht.

Eine genauere Betrachtung ergibt, dafl die drei genannten Bedingun-
gen fir die topologische Abbildbarkeit zweier Flachen auch hinreichen.
Wenn man nidmlich von einer Fliche wei3, ob sie orientierbar ist, und
wenn man die Anzahl ihrer Rénder sowie ihre Zusammenhangszahl
kennt, so 1Bt sich stets ein dhnliches Verfahren anwenden, wie wir es
beim Torus und bei den orientierbaren geschlossenen Flichen vom
Zusammenhang 5 und 7 veranschaulicht haben (Abb. 282 bis 287,
S. 264, 265). Durch ein geeignetes Schnittsystem 18t sich die Fliche
in ein Polygongebiet {iberfiihren, bei dem die Rénder sdmtlich oder teil-
weise identifiziert sind, und sowohl die Struktur des Schnittsystems als
auch die Réanderzahl und Heftungsvorschrift des Polygons sind voll-
stindig durch die erwdhnten drei Angaben bestimmt. Stimmen also
zwel Flichen in diesen Angaben iiberein, so sind sie auf dasselbe Polygon-
gebiet und folglich auch aufeinander topologisch abbildbar.

Die orientierbaren geschlossenen Flichen vom Geschlecht p fithren
nach diesem Verfahren auf 4p4-Ecke, deren Rénderzuordnung durch
Abb. 322 veranschaulicht wird. In diesen 4p-Ecken haben wir eine Reihe
von Normaltypen fiir alle orientierbaren geschlossenen Flichen vor uns.
Denn jede solche Flidche besitzt eine endliche ungerade Zusammen-
hangszahl # = 24 + 1. Eine andere vollstindige Reihe von Normal-
typen hatten wir in der Kugel, dem Torus und den Brezeln mit $ Léchern
angegeben.

Die Riemannschen Flichen der Funktionentheorie sind teilweise
in dieser Einteilung enthalten, trotzdem ihre anschauliche Gestalt das



§ 48. Normaltypen der Flichen endlichen Zusammenhangs. 285

nicht vermuten liBt. Es sind Flichen, die sich wie das sphérische Bild
der meisten Minimalflichen (S.238) in mehreren Schichten iiber die Kugel
ausbreiten, wobei diese Schichten in Windungspunkten miteinander
zusammenhdngen. Diese Flachen sind sidmtlich orientierbar, da sich
jede Orientierung der Kugelfliche auf die dariiberliegende RiEMANNsche
Flache dbertragt. Man erhalt geschlossene Flichen dann und nur
dann, wenn man von algebraischen Funktionen ausgeht, wihrend die
transzendenten Funktionen stets auf offene Fliachen fithren. Wir wollen
hierauf nicht néher eingehen, da es viele gute Biicher {iber geometrische
Funktionentheorie gibt.

Bei den berandeten Flichen 18t sich ebenfalls eine Reihe von Poly-
gonen angeben, so dafB3 jede Flache mit endlich vielen Randern und end-
licher Zusammenhangszahl auf genau eins dieser Polygone topologisch
abbildbar ist. Die Quadratmodelle des
ebenen Kreisrings und des MOBIusschen
Bandes sind Beispiele solcher Polygone.
Fir die orientierbaren berandeten Fla-
chen erhdlt man noch anschaulichere
Normalformen, indem man in die Kugel,
den Torus oder eine Brezel eine Anzahl
Locher hineinschneidet (Abb. 278, S. 261).
Um auch fiir die wnichtorientierbaren Fla-
chen zu dhnlichen Typen zu kommen, kann man von der ,,Kreuzhaube*
ausgehen, die wir S. 279 als Modell des MoB1russchen Bandes konstruiert
haben. Man schneide in eine Kugel eine Anzahl Loécher und ver-
schlieBe einige von ihnen mit Kreuzhauben. Einer solchen Fliche ist
jede nichtorientierbare Fliche endlichen Zusammenhangs dquivalent.
Die Anzahl der Kreuzhauben und der offenen Lécher ist durch die
Rénderzahl und die Zusammenhangszahl eindeutig bestimmt.

Die Kreuzhaube besitzt eine Durchdringungskurve und zwei singu-
lire Punkte. Einseitige Flichen ohne singulire Punkte haben wir im
Kreinschen Schlauch und der Boyschen Fliche kennengelernt. Ob sich
auch alle anderen geschlossenen nichtorientierbaren Flichen singulari-
titenfrei im Raum verwirklichen lassen, scheint noch nicht untersucht
zu sein. Durchdringungsfrei 148t sich eine solche Fliche nie realisieren,
wie wir schon erwédhnt haben.

Im vierdimensionalen Raum dagegen lassen sich alle nichtorientier-
baren Flichen singularitdtenfrei und durchdringungsfrei darstellen. In
diesen Raum — wir wollen ihn mit R, und den dreidimensionalen Raum
mit R, bezeichnen — hat man sich den R ebenso eingebettet zu denken
wie die Ebene in den Ry. Wir konstruieren nun im R, zunichst ein durch-
dringungs- und singularititenireies Modell der Kreuzhaube. Wir denken
uns zu diesem Zweck eine Kreuzhaube des R, eingebettet in den R,. Wir
greifen auf ihr eine Kreisscheibe e heraus, die die Durchdringungsstrecke

Abb. 322.
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zum Durchmesser hat (vgl. Abb.307,S.278). Im Ry kénnen wir jede Kreis-
scheibe unter Festhaltung der Peripherie so ausbeulen, dafl kein innerer
Punkt der deformierten Fliche mehr in die Ebene der Peripherie fillt.
Ebenso kann man nun im R, die Kreisscheibe ¢ in eine solche Flache f de-
formieren, dafl der Rand von f fest mit der Kreuzhaube des R4 verbunden
bleibt, wihrend das Innere von f ganz aus dem R, herausragt. Durch
diese Deformation aber geht die Kreuzhaube in eine Fliache F des R,
iiber, die offenbar keine Durchdringung und keine Singularitdt besitzt.
Wenn wir nun eine Kugel mit einer Anzahl von Léchern in den R,
einbetten und einige dieser Locher statt mit Kreuzhauben mit Flichen
verschlieen, die F &hnlich sind, so erhalten wir durchdringungs- und
singularititenfreie Normalformen fiir alle nichtorientierbaren Flidchen
endlichen Zusammenhangs.

Ein anderes Problem ist es, Flichen vorgegebener Struktur durch
algebraische Gleichungen moglichst niedrigen Grades darzustellen. So
hatten wir die StEINERsche Fliche als Modell der projektiven Ebene
erwiahnt. Ob es algebraische Flichen von der Gestalt der Bovschen
Flache gibt, ist noch nicht untersucht. Im R, 148t sich die projektive
Ebene durch sehr einfache Gleichungen durchdringungs- und singulari-
tatenfrei verwirklichen. Dieses Verfahren wird in einem Anhang des
Kapitels beschrieben.

Die Frage nach der topologischen Aquivalenz ist von den Flidchen
auf drei- und mehrdimensionale Gebilde iibertragen worden. Hierdurch
wurde man auf die BETTIschen Gruppen gefiihrt, in deren Theorie die
Zusammenhangszahl und die Orientierbarkeit einer Fliche unter viel
allgemeineren Gesichtspunkten erscheinen. Man vergleiche die auf S. 254
genannte Darstellung von ALEXANDROFF.

§ 49. Topologische Abbildung einer Fliche auf sich.
Fixpunkte. Abbildungsklassen.
Universelle Uberlagerungsflache des Torus.

Die einfachste topologische Abbildung eines Gebildes auf sich selbst
besteht darin, das Gebilde als Ganzes stetig in sich selbst zu verzerren.
Eine solche Abbildung heit Deformation. Die Bewegungen der Ebene
in sich sind Deformationen. Dagegen ist die Spiegelung der Ebene an
einer Geraden ein Beispiel fiir topologische Abbildungen, die keine Defor-
mationen sind. Denn bei der Spiegelung wird der Umlaufsinn jedes
Kreises umgekehrt, wihrend eine Deformation den Umlaufsinn nicht
dndern kann.

Ein Punkt, der auf sich selbst abgebildet wird, heil3t ein Fixpunki
der Abbildung. Wir wollen jetzt beweisen, daB jede stetige Abbildung der
Kreisscheibe auf sich mindestens einen Fixpunkt besitzen muB3; dabei
zihlen wir die Peripheriepunkte mit zur Kreisscheibe. Wir nehmen im
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Gegensatz zur Behauptung an, es gebe eine fixpunktfreie stetige Abbil-
dung der Kreisscheibe ¢ auf sich. Dann kénnen wir in jedem Punkt P von
e einen Zeiger anbringen, der von P nach dem Bildpunkt von P gerichtet
ist; diese Vorschrift wiirde ndmlich nur in Fixpunkten versagen. Wegen
der vorausgesetzten Stetigkeit der Abbildung muBl sich die Zeiger-
richtung von Punkt zu Punkt stetig dndern. Wir betrachten nun den
Zeiger eines Peripheriepunkts und lassen diesen Punkt die Peripherie
im Uhrzeigersinn einmal umlaufen; dabei dreht sich offenbar auch die
Tangente des Punkts im Uhrzeigersinn einmal herum. Ich behaupte
nun, daf} die Zeigerrichtung des Punkts sich ebenfalls einmal im Uhr-
zeigersinn herumdreht. Denn der Winkel, den der Zeiger mit der Tan-
gente bildet, ist von Null oder einem ganzzahligen Vielfachen von =
stets verschieden, da der Zeiger eines Peripheriepunkts stets ins Kreis-
innere und nie tangential gerichtet ist. Wire aber beim Umlauf die
Umdrehungszahl des Zeigers von derjenigen der Tangente verschieden,
so miilite es mindestens einmal auf der Peripherie vorkommen, dafl beide
Richtungen gleich oder entgegengesetzt ausfielen. In analoger Weise
betrachten wir nun die Umdrehungszahl des Zeigers fiir irgendeinen
zur Peripherie konzentrischen Kreis % im Innern der Kreisscheibe. Auch
dann mub sich der Zeiger einmal im Uhrzeigersinn herumdrehen, wenn
sein Ausgangspunkt den Kreis einmal im Uhrzeigersinn umliuft; denn
andernfalls miiite sich die Umdrehungszahl des Zeigers einmal sprung-
weise dndern, wenn wir die Peripherie der Kreisscheibe stetig auf & zu-
sammenziehen, und das wire mit der Stetigkeit der Zeigerverteilung nicht
vereinbar. Ziehen wir andererseits % stetig auf den Mittelpunkt M der
Kreisscheibe zusammen, so kann sich die Zeigerrichtung in allen Punkten
von k& immer weniger von einer und derselben Richtung, ndmlich der
Zeigerrichtung in M, unterscheiden. Die Umdrehungszahl wire also fir
hinreichend kleine Kreise notwendig Null. Das ist ein Widerspruch.
Folglich gibt es keine fixpunktfreie stetige Abbildung der Kreisscheibe
auf sich.

In dhnlicher Weise 148t es sich zeigen, daB bei jeder stetigen Abbil-
dung der Kugel auf sich entweder ein Fixpunkt oder aber ein Punkt vor-
kommen muB, der in seinen Diametralpunkt tbergeht. Andernfalls
wire fiir jeden Punkt eindeutig ein GroBkreisbogen definiert, der den
Punkt mit seinem Bildpunkt verbande. Hierdurch ergibe sich ein iiberall
stetiges Zeigerfeld auf der Kugeloberfliche, und man kann durch Be-
trachtung der Zeigerumdrehungszahl beweisen, daf ein solches Feld
unmoéglich ist. Man kann also nicht tiberall auf der Erde Wegweiser
aufstellen, deren Angaben von Ort zu Ort stetig variieren.

Indem man die Kugel mit identifizierten Diametralpunkten als
Modell der projektiven Ebene auffaBt, erhdlt man aus dem Satz iiber
die Kugelabbildung die Folgerung, daB jede stetige Abbildung der pro-
jektiven Ebene auf sich einen Fixpunkt besitzt.



288 VI. Topologie.

Um die topologischen Abbildungen einer gegebenen Fliche auf sich
selbst besser zu iibersehen, kann man ihre Gesamtheit in Klassen ein-
teilen. Man rechnet zwei Abbildungen zur selben Klasse, wenn sie sich
nur durch eine Deformation voneinander unterscheiden; die Deforma-
tionen bilden die Klasse der Identitdt. Auf der Kugel erhilt man eine
Abbildung, die nicht in diese Klasse gehort, indem man jeden Punkt
auf seinen Diametralpunkt abbildet; man erkennt nimlich anschaulich,
daB diese Abbildung den Umlaufsinn kleiner Kreise umkehrt. Damit
haben wir zwei Abbildungsklassen der Kugel gefunden. Eine genauere
Betrachtung, die hier zu weit fithren wiirde, zeigt, daB es keine weiteren
Abbildungsklassen der Kugel gibt. Demnach sind alle topologischen
Abbildungen der projektiven Ebene Deformationen.

Auf dem Torus gibt es dagegen unendlich viele Klassen. Um einige
dieser Klassen zu veranschaulichen, denken wir uns den Torus lings
eines Meridians aufgeschnitten und in einen Kreiszylinder mit zwei
Randkreisen verbogen. Wir halten nun den einen Randkreis fest und
tordieren den Zylinder in sich selbst, so dal der zweite Randkreis sich
£-mal ganz herumdreht; jede geradlinige Erzeugende des Zylinders ver-
wandelt sich dabei in eine Schraubenlinie, die die Zylinderachse k-mal
umlduft. Biegen wir jetzt die beiden Randkreise wieder zusammen, so
erhalten wir eine topologische Abbildung des Torus auf sich selbst.
Dabei sind alle Punkte der identifizierten Randkreise Fixpunkte, und
in den ibrigen Punkten ergibt sich die Abbildung aus der des Kreis-
zylinders. Die Erzeugenden des Zylinders entsprechen den Breitenkreisen
des Torus, und indem man die Beziehung beider Flichen auch fiir die
Raumteile in ihrem Innern hinzudefiniert, kann man der Zylinder-
achse die ,,Seelenachse’* des Torus zuordnen, d. h. die Bahnkurve des
Mittelpunkts eines Kreises, durch dessen Rotation der Torus erzeugt
wird. Bei der Torusabbildung, die wir konstruiert haben, verwandeln
sich hiernach die Breitenkreise in solche geschlossene auf dem Torus
verlaufende Kurven, die die Seelenachse Z-mal schraubenartig umlaufen.
Fir eine solche Kurve kann sich bei einer Deformation des Torus die
Zahl % nicht andern. Zwei Torusabbildungen, die zu verschiedenen
Werten von % gehoéren, koénnen daher niemals in derselben Klasse
liegen.

Es wire ein Trugschlul, wenn man durch ein analoges Verfahren
die Existenz unendlich vieler Abbildungsklassen auf dem KirEinschen
Schlauch beweisen wollte. Den schraubenférmigen Bildern der Zylinder-
erzeugenden entsprechen auf dem KLEINschen Schlauch geschlossene
Kurven, die auch bei verschiedenen Werten von % ineinander deformiert
werden konnen. Man kann sich den Unterschied, der in dieser Hin-
sicht zwischen dem XKiEINschen Schlauch und dem Torus besteht,
an den Quadratmodellen klarmachen. Es gibt auf dem KrEinschen
Schlauch nur endlich viele Abbildungsklassen.
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Auf dem Torus erschopft unser Verfahren die Abbildungsklassen
keineswegs. Eine vollstindige Ubersicht iiber sie 148t sich mit Hilfe der
universellen Uberlagerungsfliche des Torus gewinnen. Um diese Fliche
zu veranschaulichen, denken wir uns die euklidische Ebene auf einen
unendlich langen Kreiszylinder aufgewickelt, der natiirlich dabei unend-
lich oft von der Ebene umschlossen wird. Nun haben wir schon bei
mehreren Untersuchungen den beiderseits abgeschnittenen Zylinder in
einen Torus zusammengebogen. Ebenso 148t sich der unendliche Zylinder
in einén Torus verwandeln, wobei die Achse des Zylinders in die unendlich
oft umlaufene Seelenachse des Torus tibergeht und der Zylinder unend-
lich oft in sich selbst hineingeschoben erscheint. Die euklidische Ebene
wird durch unser Verfahren auf eine Fliche topologisch abgebildet, die
den Torus in unendlich vielen Schichten iiberdeckt, ohne daB Faltungen
oder Windungspunkte auftreten. Diese Fliche ist die universelle Uber-
lagerungsfldche des Torus.

Jeder Umlauf eines Lingen- oder Breitenkreises des Torus fiihrt
von einer Schicht der Fliche in eine andere. Es sei auf dem Torus ein
kanonisches Schnittsystem (ein Meridian und ein Breitenkreis) eingetra-
gen, das den Torus in der tiblichen Weise in ein Rechteck mit identifizier-
ten Gegenseiten verwandelt. Markiert man auf der Uberlagerungsfliche
alle Punkte, die iber den Kurven des Schnittsystems liegen, und ver-
wandelt die Uberlagerungsfliche wieder in eine Ebene, so erfiillen die
markierten Punkte ein Kurvensystem, das die Ebene in unendlich viele
rechteckige Felder zerlegt, und zwar sind diese Felder so angeordnet wie
die Fundamentalbereiche der krystallographischen ebenen Trans-
lationsgruppe (Abb. 72, S. 63); jedes Feld entspricht einer Schicht der
Uberlagerungsfliche. Um diese Behauptung einzusehen, wollen wir die
universelle Uberlagerungsfliche des Torus auf eine andere Art kon-
struieren. Wir denken uns den Torus durch ein Quadrat mit identifi-
zierten Gegenseiten dargestellt. Wie bei der Konstruktion des ebenen
quadratischen Punktgitters (S. 28) setzen wir nun aus solchen Quadraten
einen ebenen beiderseits unendlichen Streifen S zusammen, der von zwei
parallelen Geraden « und b begrenzt wird. S verwandelt sich in einen
unendlich langen Kreiszylinder C, wenn wir @ mit b durch geeignete Ver-
biegung von S zur Deckung bringen. Durch die Quadrate von S ist C
in Felder eingeteilt, die von Kreisen begrenzt werden. Man erhilt den
Torus zuriick, indem man zwei Kreise, die ein Zylinderfeld begrenzen,
identifiziert. Wenn wir demnach den Zylinder in der frither geschilderten
Weise um den Torus herumlegen, kommen alle Felder iibereinander
zu liegen, jedes Feld bedeckt den Torus einmal vollstindig, und die
Grenzlinien liegen alle iiber einem kanonischen Schnittsystem des Torus.
Nunmehr verfahren wir weiter mit dem Streifen S wie bei der Kon-
struktion des quadratischen Gitters; wir setzen die Ebene aus solchen
Streifen zusammen. Wenn wir dann die Ebene unendlich oft um C

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 19
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herumlegen, so dal wieder S in C iibergeht, so liegen offenbar alle an S
angestiickelten Streifen {iber S, und die Quadrateinteilung jener Streifen
fallt mit der Einteilung von S zusammen. Legen wir wieder C um
den Torus herum, so kommen alle Quadrate der Ebene iibereinander
zu liegen, und die Grenzlinien liegen alle iiber einem kanonischen Schnitt-
system des Torus, wie wir behauptet hatten.

Durch diese zweite Konstruktion haben wir fiir die universelle Uber-
lagerungsfliche U des Torus eine besonders einfache Abbildung auf die
Ebene E erhalten. Bezeichnet man namlich als dquivalent alle die
Punkte von U, die iiber demselben Toruspunkt liegen, so ist in E jedes
System dquivalenter Punkte von U dargestellt durch ein quadratisches
Punktgitter., Wir definieren nun als Fundamentalgruppe (f) des Torus
die Gruppe aller topologischen Abbildungen von U auf sich, die jeden
Punkt in einen dquivalenten tberfiihren. Dann wird (f) durch die Ab-
bildung U — E ersichtlich in die Gruppe von Translationen verwandelt,
die das quadratische Gitter in sich iiberfiihren.

Nun sei g irgendeine andere topologische Abbildung von U auf sich,
die zwar nicht jeden Punkt in einen &dquivalenten, aber dquivalente
Punkte stets in dquivalente Punkte iiberfithren mége. Dann entspricht g
einer bestimmten topologischen Abbildung % des Torus auf sich. Jeder
Punkt P des Torus liegt nimlich unter einem gewissen System unend-
lich vieler dquivalenter Punkte (Q) von U. Alle Bildpunkte (Q') der
Punkte (Q) liegen nach Definition von g tber einem und demselben
Toruspunkt P’. Durch g wird also die Abbildung P — P’ definiert, und
diese topologische Abbildung des Torus auf sich nennen wir 4. Man
kann umgekehrt beweisen, daf sich zu jeder vorgegebenen Abbildung 4
des Torus eine Abbildung g der Uberlagerungsfliche finden 148t, die
zu & in der angegebenen Beziehung steht. g ist dann nur bis auf eine
beliebige Abbildung aus (f) bestimmt.

Auf diese Weise lassen sich nun die Abbildungsklassen des Torus
vollstindig tbersehen; das Ergebnis sei hier ohne nihere Begriindung
angegeben; die Abbildung g werde dabei ersetzt durch die Abbildung y
in E, in die g bei der Abbildung U — E iibergeht. Sei dann ABCD
ein quadratischer Fundamentalbereich der Translationsgruppe (¢) in E,
die (f) entspricht. Seien 4'B’C’D’ die Bilder von A BCD bei der Ab-
bildung y. Dann muf auch 4’ B’C’D’ ein Fundamentalparallelogramm
von (#) sein. Es ist nun die Torusabbildung %# dann und nur dann
eine Deformation, wenn A BCD durch eine Translation in A'B'C'D’
iiberfithrbar ist. Die anderen Abbildungsklassen des Torus entsprechen
den anderen Gestalten, die ein erzeugendes Parallelogramm des Gitters
haben kann (vgl. Abb. 39, S.29), sowie den Drehungen und Spiege-
lungen des Quadrats ABCD in sich.

1 Charakterisiert man das Gitter als die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten
in einem cartesischen System und bringt man 4’ durch eine Translation in den
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Der Begriff der universellen Uberlagerungsfidche 1d8t sich fiir alle
Flichen definieren. Fiir die geschlossenen orientierbaren Flachen erhalt
man die universellen Uberlagerungsflichen, indem man 4p-Ecke in dhn-
licher Weise aneinandersetzt und aufeinander bezieht wie Quadrate
beim Torus. Fiir p > 1 kann man aber die Fundamentalgruppe nicht
mehr durch eine euklidische Translationsgruppe veranschaulichen. Da-
gegen kann man die Fundamentalgruppe durch eine hyperbolische
Schiebungsgruppe, und die 4p-Ecke durch deren Fundamentalbereiche
verwirklichen (vgl. Abb. 249, S. 228, fiir p = 2). Bei berandeten Flichen
kommt man auf Translations- oder Schiebungsgruppen mit offenem
Fundamentalbereich. Bei nichtorientierbaren Flichen mull man bei
der metrischen Realisierung der Fundamentalgruppe auch euklidische
und hyperbolische Gleitspiegelungen zu den Translationen und Schie-
bungen hinzunehmen.

§ 50. Konforme Abbildung des Torus.

In § 39 hatten wir die Frage aufgeworfen, ob bzw. auf wie viele Arten
eine Fliche auf sich selbst oder eine andere Fliche konform abgebildet
werden kann. Wir hatten uns dabei auf Flichen beschriankt, die der
berandeten Kreisscheibe oder der Kugel oder dem Innern eines Kreises
topologisch dquivalent sind. Der Begriff der universellen Uberlagerungs-
flache erlaubt es, auch fiir alle anderen Flichen jene Frage zu behandeln.
Wir wollen uns darauf beschrinken, alle konformen Abbildungen eines
Torus auf einen anderen oder denselben Torus aufzusuchen. Bei den
anderen Flichen kommt man ndmlich mit den gleichen Methoden zum
Ziel wie beim Torus, und beim Torus sind diese Methoden der Anschau-
ung am leichtesten zuginglich. Hier und im folgenden bezeichnen wir
als Torus nicht nur die Rotationsfliche eines Kreises um eine ihn
nicht schneidende in seiner Ebene gelegenen Achse, sondern auch jede
dieser Fliche topologisch dquivalente Fliche.

Nach dem ,,Entweder-Oder*‘-Satz, der in § 39 erwihnt wurde, kann
jede Fladche, die topologisch dem Innern eines Kreises oder, was dasselbe
ist, der euklidischen Ebene entspricht, konform entweder auf die hyper-
bolische oder die euklidische Ebene abgebildet werden. Diesen Satz
wenden wir auf die universelle Uberlagerungsfliche U eines Torus T
an, da ja U der Voraussetzung des Satzes geniigt. U sei also konform
auf die Ebene E abgebildet, und wir lassen es zundchst dahingestellt,
ob E die euklidische oder die hyperbolische Ebene ist.

Die Fundamentalgruppe (f) ist nun eine Gruppe konformer Abbil-
dungen von U auf sich, da diese Abbildungen jedes Teilgebiet von U

Nullpunkt, so ist das Parallelogramm 4’B’C’D’ durch die Koordinaten a, b von
B’ und ¢, d von C’ festgelegt. Um alle Abbildungsklassen des Torus zu kenn-
zeichnen, hat man fiir a, b, ¢, d alle ganzen Zahlen einzusetzen, die der Be-
dingung ad — bc = 4 1 geniigen.

19*
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sogar in ein kongruentes Gebiet verwandeln. Der Gruppe (f) mu3 daher
bei der konformen Abbildung U — E eine Gruppe (f) konformer Abbil-
dungen von E auf sich entsprechen. Die konformen Abbildungen von E
auf sich sind aber simtlich bekannt. Es sind die hyperbolischen Be-
wegungen, falls E die hyperbolische Ebene ist, und die euklidischen Be-
wegungen und Ahnlichkeitstransformationen, falls E die euklidische
Ebene ist (vgl. S. 233, 235). AuBerdem wissen wir von der Gruppe (f),
daB sie gewisse Verwandtschaft mit einer euklidischen krystallogra-
phischen Translationsgruppe hat; denn mit Ausnahme der Identitit
sind simtliche Abbildungen von (#) fixpunktfrei, und die Gruppe besitzt
einen viereckigen Fundamentalbereich. Wire E nun die hyperbolische
Ebene, so miiite (f) eine diskontinuierliche Schiebungsgruppe mit end-
lichem Fundamentalbereich sein, und wir haben S. 228 erwihnt und plau-
sibel gemacht, daB3 die Fundamentalbereiche dieser Gruppen mindestens
acht Ecken haben. Hiernach bleibt nur ibrig, daB E die euklidische
Ebene ist. Es 148t sich elementar beweisen, daBl jede euklidische, von
einer Bewegung verschiedene Ahnlichkeitstransformation einen Fix-
punkt besitzt. Die Gruppe (f) kann also auBer der Identitit nur fix-
punktireie Bewegungen, d. h. Translationen, enthalten. Da auBerdem (z)
diskontinuierlich ist und einen endlichen Fundamentalbereich hat, muf}
(¢) eine krystallographische Translationsgruppe sein, wie wir sie S. 62— 64
behandelt haben.

Nun sei fiir irgendeinen anderen Torus 7" die gleiche Betrachtung
angestellt; U’ sei die universelle Uberlagerungsfliche von T”; die Funda-
mentalgruppe von 7" sei durch die konforme Abbildung U'— E in die
krystallographische Translationsgruppe (¢) in E dbergefiihrt. Wir
erwidhnten schon, daB3 jede Abbildung eines Torus auf sich selbst zu
einer Abbildung der Uberlagerungsfliche erginzt werden kann. Ebenso
1aBt sich zu jeder konformen Abbildung T — T eine konforme Abbil-
dung U -+ U’ bestimmen, so daB entsprechende Punkte von U und U’
stets iiber entsprechenden Punkten von T und 7" liegen. Durch die
Abbildungen U - E und U’ - E wird U - U’ in eine konforme Ab-
bildung 4 von E auf sich selbst iibergefithrt. & mufB eine euklidische
Bewegung oder Ahnlichkeitstransformation sein. @ muf} aber auBerdem
die Translationsgruppe (#) in (#') tiberfiihren.

Damit haben wir gezeigt, daB T nur dann auf T’ konform ab-
gebildet werden kann, wenn die Gruppen (¢) und () durch eine Be-
wegung oder Ahnlichkeitstransformation ineinander iiberfithrbar sind.
Man kann diese Bedingung in eine {iibersichtliche Form bringen.
Sei #, eine kiirzeste Translation aus (f) und sei #, unter den Trans-
lationen aus (f), die #, nicht parallel sind, wiederum eine kiirzeste.
m sei der Quotient der Lingen von #, und #;, also m = 1. & sei der
Winkel dieser Translationen. Um « eindeutig festzulegen, geniigt

es zu fordern 0 <C & = % . In gleicher Weise lassen sich der Gruppe (')
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zwei Zahlen »' und &' zuordnen. Damit nun (¢) durch eine Ahn-
lichkeitstransformation in (#') dberfithrbar ist, sind die Bedingungen
m = m' und & = o’ notwendig und hinreichend (der elementare Beweis
bleibe dem Leser iiberlassen). Wir konnen somit jedem Torus T zwei
Zahlen m, & zuordnen, so da 7" nur auf diejenigen Torusflichen kon-
form abgebildet werden kann, fiir die jene beiden Zahlen die gleichen
Werte haben wie fiir 7. Man nennt dieses Zahlenpaar (oder ein an-
deres, das jenem umkehrbar eindeutig zugeordnet werden kann) die
Moduln des Torus.

Fiir die konforme Abbildbarkeit zweier Torusflichen T und 7’ ist
aber die Ubereinstimmung der Moduln nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend. Denn dann gibt es eine Ahnlichkeitstransformation
oder Bewegung @ von E in sich, die (¢) in (¢') tiberfiithrt, und es ist leicht
einzusehen, daB die zu a gehdrige konforme Abbildung U — U’ eine kon-
forme Abbildung T — T bestimmt; jene Abbildung U - U’ fiihrt
nidmlich iibereinanderliegende Punkte von U und nur solche Punkte
stets in iibereinanderliegende Punkte von U’ iiber. Wir kdnnen zusam-
menfassend sagen, dafl die Torusflichen im Sinne der konformen Abbil-
dung eine zweiparametrige Schar bilden.

Weist die rdumliche Gestalt eines Torus keine besondere Regel-
maBigkeit auf, so lassen sich die Werte der beiden Moduln nicht an-
schaulich aus der Gestalt des Torus ableiten. Ist der Torus 7 dagegen
eine Rotationsfliche, so besitzt (¢) stets einen rechteckigen Fundamental-
bereich, wir miissen also &« = 7/2 setzen. In diesem Fall 1iBt sich nim-
lich die Abbildung U — E explizit angeben. Sie iiberfithrt das Ortho-
gonalnetz der Meridiane und Breitenkreise in zwei orthogonale Scharen
paralleler Geraden von E. Ist insbesondere T die Rotationsfliche eines
Kreises, so kann das Seitenverhiltnis # der rechteckigen Fundamental-
bereiche von (¢} von nichts anderem abhingen als vom Radienverhiltnis
des Meridiankreises und der Seelenachse. Zwei Kreistorusflichen kénnen
daher dann und nur dann konform aufeinander abgebildet werden, wenn
sie dhnlich sind.

Im vierdimensionalen Raum 148t sich eine Torusfliche angeben, fiir die
U sogar lingentren auf die euklidische Ebene abbildbar ist (vgl. Anhang 2).

Wir kdnnen jetzt auch leicht iibersehen, auf welche Arten irgendein
Torus T konform auf sich selbst abgebildet werden kann. Die Gruppe (k)
dieser Abbildungen muB der Gruppe (/) der Bewegungen oder Ahnlich-
keitstransformationen in E entsprechen, die () in sich iiberfiihren.
(!) umfaBt ersichtlich alle Translationen von E in sich. Mit der Gesamt-
heit ist (/) im allgemeinen erschopft; weist dagegen (¢) besondere Regel-
maBigkeiten, z. B. einen quadratischen Fundamentalbereich auf, so
kann (/) auch Drehungen und Spiegelungen enthalten.

Das Verfahren, das wir fiir den Torus angegeben haben, 148t sich auf
alle anderen Flichenklassen tibertragen. In den meisten Fillen ist aber
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die Uberlagerungsflache nicht wie beim Torus auf die euklidische, son-
dern auf die hyperbolische Ebene konform abbildbar, z. B. bei allen
orientierbaren geschlossenen Fliachen vom Geschlecht > 1. Man wird
in diesen Féllen auf Schiebungsgruppen gefithrt, und die konforme Ab-
bildbarkeit zweier Flachen hingt dann davon ab, ob die zugehérigen
Schiebungsgruppen durch eine hyperbolische Bewegung ineinander iiber-
fiihrbar sind. Wie sich durch Uberlegungen aus der hyperbolischen
Geometrie ergibt, sind die hyperbolischen Schiebungsgruppen mit 4-
eckigem endlichen Fundamentalbereich bis auf eine hyperbolische Be-
wegung durch 6p— 6 Konstanten festgelegt. Zu jeder orientierbaren
geschlossenen Flache vom Geschlecht > 1 gehoren daher 6p — 6
Moduln.

In der Funktionentheorie wendet man das Verfahren hauptsichlich
auf die RiEmanNschen Fliachen der algebraischen Funktionen an. Die
Abbildung U — E fiihrt im Fall $ = 1 zu den elliptischen Funktionen
und im Fall $ > 1 zu den von KLEIN und POINCARE untersuchten auto-
morphen Funktionen.

Die ungeschlossénen Flachen fithren auf Gruppen mit unendlichem
Fundamentalbereich. In der Funktionentheorie begegnet man solchen
Gruppen z. B. beim Studium der Exponentialfunktion und der ellip-
tischen Modulfunktion.

§ 51. Das Problem der Nachbargebiete, das Fadenproblem
und das Farbenproblem.

Zum Schlufl wollen wir drei nahe miteinander verwandte Fragen
behandeln, die entstehen, wenn man eine Flache in verschiedene Gebiete
einteilt. Solche Einteilungen in der Ebene treten uns z. B. in den
Landkarten der politischen Geographie entgegen. Ferner treten Gebiets-
einteilungen beliebiger Fliachen in der kombinatorischen Topologie auf,
wenn man eine krumme Fliche durch ein topologisch &dquivalentes
Polyeder ersetzt. Um die Seitenflichen des Polyeders zu bestimmen,
mufl man die krumme Fliche in Gebiete einteilen.

Das Problem der Nachbargebiete besteht darin, auf einer Fliche die
Héchstzahl der Gebiete zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben,
daB jedes Gebiet an jedes andere ldngs einer Kurve angrenzt!. Wir unter-
suchen diese Frage zunichst in der Ebene und wihlen in ihr zwei Ge-
biete 1 und 2 aus, die langs einer Kurve aneinanderstoBen. Wenn wir
ein drittes Gebiet ganz um die Gebiete 1 und 2 herumlegen, so kénnen
wir kein viertes Gebiet mehr bestimmen, das an alle drei ersten grenzt
(Abb. 323). Wenn wir dagegen das dritte Gebiet so legen, wie in Abb. 324
angegeben ist, so 14Bt sich ein geeignetes viertes Gebiet ohne weiteres
finden. Wie wir dieses aber auch auswihlen, es wird stets eins der

1 Es ist dabei nicht gefordert, daB die Gebiete die Flache vollstindig bedecken.



§ 51. Das Problem der Nachbargebiete, das Faden- und Farbenproblem. 205

ibrigen Gebiete durch die anderen voéllig eingeschlossen, so daBl wir
kein fiinftes Gebiet finden kénnen, das an alle anderen lings einer Kurve
angrenzt. Unsere Versuche zeigen, daB die Hochstzahl der Nachbar-
gebiete in der Ebene vier betragt. Das 148t sich auch streng beweisen.
In Abb. 325 ist eine besonders symmetrische Anordnung dieser Gebiete
gezeichnet.

43

Abb. 323. Abb. 324. Abb. 325.

Das Fadenproblem ist die duale Umkehrung des Problems der Nach-
bargebiete (wobei die Dualitdt im Sinne einer topologischen Verallge-
meinerung des rdumlichen Dualitatsprinzips der projektiven Geometrie zu
verstehen ist). Beim Fadenproblem ist die Hochstzahl der Punkte ge-
sucht, die auf einer Fliache liegen und sich simtlich untereinander durch
Kurven verbinden lassen, welche auf der Fliche verlaufen, ohne einander
zu schneiden. Durch eine einfache Uberlegung ergibt sich, daB diese
Hochstzahl mit der Hochstzahl der Nachbargebiete auf derselben Fliache
ibereinstimmen muf}. Um dies zu zeigen, wihlen wir aus jedem der Nach-
bargebiete einen Punkt aus. Da alle Nachbargebiete lings einer Kurve
aneinanderstoBen, kénnen wir je zwei der Punkte durch eine Kurve
verbinden, die nur in den beiden zugehérigen Gebieten verlduft. Die so
entstehenden Kurven kénnen wir ferner so legen, dal die Kurvenstiicke,
die in demselben Gebiet verlaufen, einander nicht schneiden; denn wir
haben ja in diesem Gebiet nur einen im Innern liegenden Punkt mit
bestimmten Randpunkten zu verbinden. Aus jeder Anordnung von
n Nachbargebieten ergibt sich also eine Lésung des Fadenproblems mit
n Punkten. Die Héchstzahl der Punkte des Fadenproblems ist daher
mindestens gleich der Hochstzahl der Nachbargebiete. Umgekehrt
ergibt sich aber aus jeder Losung des Fadenproblems mit # Punkten
eine Anordnung von # Nachbargebieten. Wir teilen hierzu jede Kurve,
die zwei Punkte miteinander verbindet, in zwei Teile und erweitern
jeden Punkt und die von ihm ausgehenden Kurventeile durch Hinzu-
ziehung der umliegenden Flichenpunkte zu einem Flichengebiet; dann
erhalten wir # sternformige Gebiete, die sidmtlich aneinandergrenzen.
Alsoist die Hoéchstzahl der Nachbargebiete mindestens gleich der Hochst-
zahl der Punkte des Fadenproblems. Da wir vorher auch das Umgekehrte
bewiesen haben, so folgt, dall beide Héchstzahlen einander gleich sind.

Nicht nur fiir die Flichen vom Zusammenhang 1, sondern auch fiir
andere Flichen sind diese Héchstzahlen bestimmt worden. Fiir die pro-
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jektive Ebene und den Torus sind sie 6 und 7. Beispiele solcher Anord-
nungen sind in den Abb. 326 und 327 wiedergegeben. Die projektive
Ebene ist dabei durch eine Kreisscheibe dargestellt, bei der diametrale
Peripheriepunkte identifiziert sind, der Torus durch eine Quadratfliche
mit der iblichen Rénderzuordnung. Abb. 326 entspricht der S. 132,
Abb. 167 dargestellten Projektion des Dodekaeders. Abb. 328 gibt in
der projektiven Ebene eine Lésung des Fadenproblems, die zur Gebiets-
einteilung von Abb. 326 dual ist. :

In engem Zusammenhang mit dem Problem der Nachbargebiete
steht das Farbenproblem, das sich ins Gewand einer Frage der prak-
tischen Kartographie kleiden 148t. Es sei auf einer Flache eine Anzahl
von Gebieten eingezeichnet. Jedes dieser Gebiete soll mit einer be-
stimmten Farbe bemalt werden, aber nie zwei Gebiete, die lings einer
Kurve aneinandergrenzen, mit derselben Farbe. Wenn dagegen zwei

Abb. 326. Abb. 327. Abb. 328.

Gebiete nur in einzelnen Punkten aneinanderstoBen, diirfen sie die gleiche
Farbe haben. Es soll nun fiir eine gegebene Fliche die Mindestanzahl
der Farben bestimmt werden, die Zu einer derartigen Farbung fiir jede
auf der Fliche mogliche Gebietseinteilung ausreichen.

Diese Zahl muB jedenfalls mindestens so gro sein wie die Hochstzahl
der auf der Fliche méglichen Nachbargebiete. Denn in einem System
von Nachbargebieten miissen alle Gebiete verschiedene Farben erhalten.
Umgekehrt liegt die Vermutung nahe, daBl man mit jener Héchstzahl
auskommt. In der Tat ist bewiesen worden, daB auf der projektiven
Ebene sechs Farben und auf dem Torus sieben Farben fiir die Aus-
firbung nach unserer Vorschrift geniigen, wie man die Gebiete auch
wihlt. Dagegen ist es eine bisher unbewiesene Vermutung, daf man
in der Ebene und auf der Kugel mit vier Farben auskommt?.

Betrachten wir zunichst Beispiele von Gebietseinteilungen in der
Ebene. Die drei Nachbargebiete von Abb. 329a miissen wir mit drei
verschiedenen Farben 1, 2, 3 firben. Dann koénnen wir das vierte
Gebiet, das an die Gebiete 2 und 3 angrenzt, mit der Farbe 4 oder mit
der Farbe 1 versehen. Wenn wir es mit der Farbe 4 firben, kommen wir

1Fiar Kugel und Ebene ist das Problem nicht wesentlich verschieden.
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bei der Gebietseinteilung von Abb. 329b nicht mit vier Farben aus. Wir
miissen das Gebiet also in diesem Falle mit der Farbe 1 ausfiillen. Bei
dieser Farbung stoflen wir aber bei der Einteilung von Abb. 329c¢ auf
Schwierigkeiten; hier muB das Gebiet die Farbe 4 erhalten. Man erkennt
aus diesen Beispielen, daf3 die Farbung der ersten vier Gebiete durch die
Anordnung der weiteren Gebiete mitbestimmt wird. Wir miissen,
wenn ein neues Gebiet hinzukommt, unter Umstdnden die bereits
gefirbten Gebiete noch einmal umférben, und daraus ergibt sich die
ganze Schwierigkeit des Problems.

Wir wollen nun einen Weg einschlagen, auf dem wir das Farben-
problem fiir eine Reihe geschlossener Flichen 16sen konnen. Hierzu
verzerren wir die Fliche derartig, dal sie zu einem Polyeder wird und
die einzelnen Gebiete in die Seitenflichen des Polyeders iibergehenl.
Es geniigt offenbar, das Problem fiir alle Polyeder zu 16sen, die den
gleichen Zusammenhang haben wie die gegebene Fliche.

@

b) )
Abb. 329.

Wir beweisen zunichst: Jedes Polyeder vom Zusammenhang # 1a8t
sich mit héchstens # Farben ausfirben, wenn die Zahl # die Eigenschaft
hat, daB fiir alle ganzen Zahlen F > » die Ungleichung gilt

nF > 6(F + h — 3).

Nachher werden wir zu jedem festen positiven % die kleinste Zahl #,
bestimmen, die diese Eigenschaft hat. Dann wird bewiesen sein, daB
jede geschlossene Fliche vom Zusammenhang 7 sich in jeder Gebiets-
einteilung mit », Farben ausfirben 1aSt.

Wir denken uns jetzt die Zusammenhangszahl % fest gegeben sowie
irgendeine ganze Zahl #, die mit diesem % die angegebene Bedingung
erfiillt. Wir teilen nun die Polyeder des Zusammenhangs % nach ihrer
Flachenzahl F ein und beweisen unsere Behauptung durch Induktion
nach wachsendem F. Unsere Behauptung ist trivialerweise richtig fiir
alle F << #. Denn dann brauchen wir blo jede Seitenfliche des Poly-
eders mit einer anderen Fldche auszufiillen. Der Satz sei nun schon fiir

1 Wie die Beispiele von Abb. 329 lehren, ist diese Verzerrung im Allgemeinen
nur moglich, wenn wir auch krumme Seitenflichen zulassen. Fiir den folgenden
Beweis ist das unwesentlich.
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alle F = F, bewiesen. Dann wollen wir seine Giiltigkeit fir F = Fj + 1
dartun. Nach dem Obigen kénnen wir uns auf F > n beschrinken,
nach unserer Voraussetzung gilt also fiir diese Zahl F¥ die Ungleichung

nwF > 6(F 4+ h —3).

Wir wenden nun den EuLErschen Polyedersatz an!, E — K + F
=93 —h oder F4+h—3=K —E. Durch eine Deformation, bei
der sich die Zahl F und der Zusammenhang /% nicht 4ndern, kénnen wir
erreichen, dafl in dem Polyeder an jeder Ecke nur drei Flichen anein-
anderstoBen, also auch nur drei Kanten auslaufen (vgl. Abb. 330). Von
allen E Ecken zusammen gehen somit 3 F Kanten aus, und da hierbei
jede Kante doppelt gezdhlt wird, ist 3 E = 2 K, also

‘h ‘ 6(F+h—3)=6K— 6E
=6K — 4K =2K.
WAV vﬂﬁ Demnach besagt die Ungleichung iber

die Zahl #:
Abb. 330.

nkF > 2K.

Aus dieser Ungleichung kénnen wir schlieBen, daB mindestens eine
Seitenfliche des Polyeders von weniger als # Kanten begrenzt wird.
Denn sonst wiirden alle 7 Flichen zusammen von mindestens nF
Kanten begrenzt werden, und da hierbei jede Kante doppelt gezihlt
wird, ergibe sich nF = 2K. Dieser SchluB bildet den Kern des Be-
weises.

Wir betrachten nun eine derartige Seitenflache, an die weniger als #
Nachbarflichen angrenzen. Wir denken uns zunichst die mittlere
Fliache fortgelassen und die umgebenden Flichen so weit iiber das hier-
durch entstandene Loch fortgesetzt, daB sich das Polyeder wieder schlieBt.
Das neue Polyeder hat denselben Zusammenhang wie das alte und eine
Seitenfliche weniger. Also kann es nach Voraussetzung mit # Farben
ausgefiillt werden. Wir fithren dieses aus und machen hierauf die Defor-
mation wieder riickgdngig. Dadurch ist das Polyeder bis auf die heraus-
gegriffene Seitenfliche mit » Farben ausgefirbt. Da aber an diese
Fliche héchstens # — 1 Nachbarflichen angrenzen, kénnen wir auch
diese Flache noch in der vorgeschriebenen Weise firben, ohne eine neue
Farbe zu gebrauchen. Nun haben wir moglicherweise das urspriinglich
gegebene Polyeder abdndern miissen, um zu erreichen, daB von jeder
Ecke nur drei Kanten auslaufen. Wir kénnen aber diese Anderung
jetzt rlickgdngig machen, ohne die Ausfirbung dndern zu miissen. Denn
dabei entstehen keine neuen Grenzlinien.

1 Bei der Aufstellung dieses Satzes haben wir iiber die Anordnung der Seiten-,
flichen Voraussetzungen gemacht, die im vorliegenden Fall nicht erfiillt zu sein
brauchen. Man kann aber einsehen, daB der Satz auch hier anwendbar ist.
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Wir haben jetzt zu untersuchen, welche Zahlen # die vorausgesetzte
Bedingung erfiillen. Wir schreiben sie in der Form

n>6<1+k—;—3>‘

Hierbei sind fiir F alle ganzen Zahlen einzusetzen, die groBer als # sind.
Ist & gleich 1 oder 2, so strebt der Wert der rechten Seite der Ungleichung
mit wachsendem F gegen 6 und bleibt stets kleiner als 6. In diesen
beiden Fillen ist also #, = 6 die kleinste ganze Zahl, die unserer Vor-
aussetzung geniigt. Fiir 2 = 3 hat die rechte Seite den festen Wert 6,
also ist #, = 7. Fir # > 3 nimmt die rechte Seite mit wachsendem F
ab, es geniigt daher, fiir I den kleinsten zugelassenen Wert # 4 1 einzu-
setzen. Damit erhalten wir fiir » im Fall 2 > 3 die Ungleichung

h—3
">6(1 +n+1)’
umgeformt:
nn-+1)>6n-+6-+61—18, n:—5S5un>6hr—12,
also

n>5+ 1724k — 23.

Bezeichnen wir mit [x] die grote ganze Zahl unterhalb x, so ist dem-
nach fir 2 > 3:

= |3 + + 7247k — 23].
Auch fiir # =2 und % = 3 ergibt diese Formel, obgleich sie nicht an-
wendbar ist, die richtigen Werte #n, = 6 und #,=7. Im Fall 2 =1
ergibt sich dagegen ein anderer Wert, 4 statt 6. Dieser Wert ist aller
Voraussicht nach der richtige, denn bis jetzt hat man noch keine ebene
Gebietseinteilung angeben koénnen, die sich nicht mit vier Farben
ausfiillen 148t; ein exakter Beweis dieses Satzes ist aber bisher nicht

gelungen. In der folgenden Tabelle sind die Werte von #, fir z =1
bis & = 13 zusammengestellt:

h= np = h= np =

1 6 ([4,000] = 4) 8 [10,000] = 10
2 6 ([6,000] = 6) 9 [10,447] = 10
3 7 ([7,000] = 7) 10 [10,866] = 10
4 (77751 =7 1 [11,264] = 11
5 [8,425] = 8 12 [11,640] = 11
6 [9,000] = 9 13 [12,000] = 12
7 [9.522] =9

Wir haben bis jetzt nur bewiesen, da3 diese Anzahlen von Farben
zureichend zur Ausfirbung sind. Es wire denkbar, daB es Flichen
vom Zusammenhang /% gibt, auf denen wir stets mit weniger als #,
Farben auskommen. Esist aber fir & =2, 3, 5, 7, 9, 11, 13 gezeigt
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worden, daB in diesen Féllen genau #, Nachbargebiete auftreten kénnen.
In diesen Fillen kommt man also sicher nicht mit weniger als #, Farben
aus, hier ist also das Farbenproblem vollstindig gel6st. Auf allen anderen
geschlossenen Fliachen besitzen wir in den Zahlen #, obere Schranken
fiir die Anzahl der Nachbargebiete.

An dem Farbenproblem ist besonders auffallend, daB der fiir die
Ebene anschaulich evidente Satz bis jetzt nicht exakt bewiesen ist.
Derartige Schwierigkeiten treten in der Mathematik sehr oft auf, wenn
man anschauliche Sitze durch Zurilickfiihrung auf die Zahl rein logisch
verstehen will. Als weiteres Beispiel nennen wir den Satz, daB eine
geschlossene und doppelpunktlose Kurve die Ebene in zwei Teile zer-
legt oder daB die Kugel unter allen Fliachen bei gegebener Oberfliche
das groBte Volumen besitzt. Beide Sitze erfordern ziemlich schwierige
und umstidndliche Beweise. Bei weitem das eigentiimlichste Beispiel
dieser Art bildet jedoch das Vierfarbenproblem. Denn bei diesem
Problem ist nicht einzusehen, weshalb gerade im anschaulich einfachsten
Fall solche Schwierigkeiten entstehen, wihrend viel kompliziertere Falle
sich erledigen lassen.

Anhidnge zum sechsten Kapitel.

1. Projektive Ebene im vierdimensionalen Raum.

Wir wollen eine algebraische Fliche im vierdimensionalen eukli-
dischen Raum E, angeben, die topologisch der projektiven Ebene dqui-
valent ist, die aber im Gegensatz zur Boyschen Fliche frei von Selbst-
durchdringungen und sonstigen Singularitdten ist. Zu diesem Zweck
gehen wir von der Kugelflache

(1) u? 4+ 0% + w2 =1
aus und betrachten in den cartesischen Koordinaten x, y, z, ¢ des E,
das Gebilde

(2) x=u%—v% y=uv, z=wuw, {=vw

fiir alle Parameterwerte #, v, w, die (1) erfiillen. Da %, v, 2z, { homogen
quadratisch von #, v, w abhingen, werden Diametralpunkte der Kugel-
flache (1) stets durch denselben Punkt (2) des E, dargestellt. Wir zeigen
jetzt, daB zwei nichtdiametrale Punkte von (1) stets verschiedenen
Punkten (2) entsprechen. Nehmen wir zundchst einen Kugelpunkt P,
fiir den weder # noch v noch w verschwindet. Dann sind y, 2, £ von
Null verschieden und bestimmen die Proportion #:v:w. Der zu P
gehorige Punkt von (2) stellt also auBer P und dem Diametralpunkt
von P keinen Punkt der Kugel dar. Verschwindet w, so sind #? und v?
aus den Gleichungen %2+ v2 =1, #? — v2 = x eindeutig bestimmt.
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Der zugehérige Punkt (2) kann also nur die vier Punkte (#, v, 0)
(w, —v,0), (—u,v,0), (—u, — v, 0) darstellen. Ist auch noch # =0
oder v = 0, so reduzieren sich diese vier Punkte auf ein diametrales
Punktepaar, und es ist nichts mehr zu beweisen. Ist # 4 0, v = 0,
so haben wir noch die Gleichung y = wv heranzuziehen, die aus
den vier Punkten ein Diametralpunktepaar aussondert. Es bleiben
nur noch die Fille zu untersuchen, in denen w von Null verschieden ist,
wihrend eine der Variabeln #, v verschwindet, also entweder: # = 0,
v=+0,w=+E0, oder v=0, =0, w==0, oder endlich u =v =0,
w=-+1. Im ersten Fall ergibt sich = —v?% —x 4 w2=1;
vw = ¢; also sind 2, w? und vw bekannt. Analog sind im zweiten Fall
%2, w2 und uw bekannt. Beide Male schlielt man wie im Fall w = 0,
daB der zugehérige Punkt von (2) nur ein Diametralpunktepaar von (1)
darstellt. Im dritten Fall ist nichts zu beweisen, da dieser Fall ohne-
hin nur fiir zwei diametrale Punkte der Kugel (1) zutrifft. Demnach
stellt (2) mit der Nebenbedingung (1) umkehrbar eindeutig und stetig
eine Kugel mit identifizierten Diametralpunkten, d.h. eine projektive
Ebene dar.

Man kann aus den Definitionsgleichungen des Modells leicht #, v, w
eliminieren. Aus den drei letzten Gleichungen (2) folgt ndmlich

2t

V4
%—:uz, Lo =2, — = w?.
y

Die erste Gleichung von (2) geht also {iber in
(3) y (22 — 1?) = x2t.
Und (1) verwandelt sich in

(4) Y222 - Y242 L 2242 = yzf.

Das angegebene Modell ist daher der Schnitt der Hyperflichen (3)
und (4).

DaBl das Modell singularitdtenfrei ist, d.h. iiberall eine stetige
Tangentialebene besitzt, 148t sich leicht verifizieren, indem man auf der
Kugel (1) #, v, w als Funktionen zweier unabhéingiger Parameter aus-
driickt und mittels (2) auch %, y, z, ¢ in dieser Parameterdarstellung
untersucht.

2. Euklidische Ebene im vierdimensionalen Raum.

Die Fliachen des E,, die der euklidischen Ebene isometrisch sind,
gehen alle ins Unendliche, da sie notwendig Regelflichen sind. Im E,
dagegen gibt es Flichen, die im kleinen der Ebene isometrisch sind,
ohne Regelflichen zu sein. Wir wollen eine solche Fliche F angeben;
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sie liegt ganz im Endlichen und ist einer Torusfliche topologisch dqui-
valent. Diese Fliche F hat die einfache Parameterdarstellung

X, =CoSu, Xy = COSV,
%Xy, =sinu, %y =sinv.
Das Linien¢lement von F ist

ds? = dxi 4 dxk -+ dx} + dx;
= sin?u du? 4+ cos?u du? -+ sin®?v dv? + costvdv? = du? + dv2.

F ist also in der Tat isometrisch zur Ebene mit den rechtwinkligen
Koordinaten %, v. F liegt ganz im Endlichen, denn alle Koordinaten
liegen zwischen 41 und —1. Man kann F ibrigens als Schnitt der
beiden dreidimensionalen Hyperzylinder #} + #3 =1 und %} + %} = 1
auffassen. Man erhilt alle Punkte von F, wenn man #, v in der carte-
sischen (%, v)-Ebene alle Punkte eines achsenparallelen Quadrats der
Seitenlinge 27 durchlaufen liBt. Verschiedenen inneren Punkten des
Quadrats entsprechen verschiedene Punkte von F, dagegen stellen
zwei Randpunkte des Quadrats denselben Punkt von F dar, wenn sie
auf einer Geraden » = const oder v = const und auf gegeniiberliegenden
Quadratseiten liegen. Also ist F eine Torusfliche, und die (#, v)-Ebene
ist die universelle Uberlagerungsfliche von F.

Man koénnte versuchen, die euklidische Geometrie auch auf geschlos-
senen Flichen zu verwirklichen, die nicht Torusgestalt haben. Es
zeigt sich aber, daB dafiir nur noch der KLEINsche Schlauch in Betracht
kommt. Auf geschlossenen Flichen vom Zusammenhang 4 > 3 und
nur auf ihnen 148t sich dagegen die hyperbolische Geometrie verwirk-
lichen. Die elliptische Geometrie kann auBer auf der Kugel und der
projektiven Ebene auf keiner geschlossenen Fliche verwirklicht werden.
Man kann diese Sitze aus der differentialgeometrischen Formel von
O. BonnET iiber die curvatura integra schlieBen.
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— Satz 92—94, 104.

Cantorsches Axiom 211.
Curvatura integra 302.

Deckbewegung 51, 72, 78.

Deformation einer Fliche in sich 286,
288.

Desarguessche Konfiguration 109—113,
118, 217.

Desarguesscher Satz 86, 107—110, § 20,
118, 213, 217—218.

Diamantgertst 48, 51, 238.

Dichte eincr Kreislagerung 33.

Dichteste Kreislagerung 32—33, 42, 67.

— Kugellagerung 40—42, 46.

— — im vier- und fiinfdimensionalen
Raum 41—42.

Diéder 76.

Differentialgeometrie 151—152.

Dilatation 12.

Sachverzeichnis.

Dirichletsches Problem 234.

Diskontinuierliche Bewegungsgruppen
vgl. Bewegungsgruppen.

Dodekaeder 80—83, 128, 129, 131, 132,
206.

Doppelsechs, Schlaeflische § 25.

Douglas, J. 237—238.

Drall 184—186, 252, 253.

Drehachse (krystallographisch) 75—77.

Drehpunkt (krystallographisch) 60.

Drehung der Ebene 53— 56.

Drehwinkel 55, 60, 64—65.

Dreiachsiges Ellipsoid vgl. Ellipsoid.

Dreieck, AulBenwinkel 217.

— in der elliptischen Ebene 212.

—, Winkelsumme 217, 227.

Dreifach orthogonale Flichensysteme
20, 165—166.

Dreikant vgl. Begleitendes Dreikant.

Dual-invariante Konfiguration 105, 109,
114, 126, 150.

Dualitatsprinzip, ebenes 103—104, 109.

—, raumliches 82, 106—107, 110, 126,
150, 295.

Diinnste Kugellagerung 42, 45—46.

Dupinsche Indikatrix 170, 192.

— Zykliden 192—194.

Dupinscher Satz iiber dreifach ortho-
gonale Flichensysteme 165--166.
Durchdringungslinien 266, 270—272,

277, 279, 280, 282, 283, 285.

Ebene (euklidische) 143, 174, 190, 192,
203, 235, 236, 291, 301—302.

—, Aufbau aus kongruenten Bereichen
72, 213, 225.

—, elliptische 210.

—, hyperbolische 214, 224—228, 230,
234—235, 264, 291, 294.

—, projektive 84, 103, 130, 212—213,
263, 272, 275, § 47, 295, 296, 300 bis
301.

—, unendlich ferne 106.

— Konfigurationen 85.

- Kurven § 26, 161.

Ebenenschar 181.

Ebenes Netz eines Polyeders 255, 266.

— Punktgitter 28, § 6, 62—64, 68 bis
69, 289—290.

Ebenfuhrung 241—242.

Einheitsgitter 31, 32, 35—40, 42.

Einschaliges Hyperboloid 10, 12, 15, 19,
26—28, 92—94, 106, 146, 148, 184,
241—242, 273.
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Einseitige Flachen § 46, 285—286.

Elastischer Widerstand 196.

Ellipse 2—5, 7—9, 12, 15, 16, 18, 20, 23,
25, 26, 92—93, 102, 142—143, 156,
166, 170, 193, 245, 247, 249—251.

Ellipsoid, dreiachsiges 12, 14, 16, 17
bis 20, 22, 144, 145, 166, 170, 196,
197.

—, Rotations- 9.

Elliptische Ebene 210.

— Funktionen 294.

— Geometrie § 34, 216—217, 230, 302.

— Krimmung 162, 163, 173, 174.

Elliptischer Raum 213.

— Zylinder 11.

Elliptisches Paraboloid 12, 14, 145.

Entweder-Oder-Satz 236—237, 291.

Epitrochoide 244, 246.

Epizykloide 244—246.

Euklidische Ebene vgl. Ebene.

— Geometrie als Ubergangsfall zwi-
schen den beiden nichteuklidischen
216—217.

Eulerscher Polyedersatz 255257, 259,
266267, 276—277, 208.

Evolute 157—158, 243—244.

Evolvente 6, 158.

Exponentialfunktion 294.

Extremalproblem vgl. Minimalproblem.

Fadenkonstruktion der Ellipse 2.

— der Evolventen 5—-6, 158, 244.

— der Kriimmungslinien auf dem El-
lipsoid 166—167, 198.

— des Ellipsoids 17—18.

— des Kreises 1, 2.

Fadenproblem 295—296.

Farbenproblem 296—300.

Fixpunkt einer Abbildung 286—287,
292.

Flachen, abwickelbare § 30.

—, algebraische 241, 277, 286, 300, 301.

—, berandete 261.

— dritter Ordnung 145, 146, 148—151.

—, einseitige und nichtorientierbare vgl.
einseitige Fl.

— hoherer als dritter Ordnung 146.

— im projektiven Raum 261—262.

— konstanter Breite 190—192.

— — GauBscher Krimmung 181, 201
bis 203, 207—209, 213—214, 230,
231, 251.

— — Helligkeit 192.

— — mittlerer Krtimmung 200, 202, 251. |

Flachen vierter Ordnung 267, 277.

— zweiter Ordnung § 3, 107, 114—115,
144.

— — —, konfokale § 4, 26—28, 165
bis 166, 194, 197.

Flachenklasse 284.

Flachennormale vgl. Normale.

Flichensysteme, dreifach orthogonale
20, 165—166.

Flachenzentriert kubisches Gitter vgl.
Punktgitter.

Fluchtpunkt 99, 102.

Fokalkurven (F.-Ellipse u. F.-Hyper-
bel) einer Flache zweiter Ordnung 18
bis 22, 166, 193, 197, 198.

Frontal 195.

Fundamentalbereich einer diskontinuier-
lichen Abbildungsgruppe 56, 58, 228,
289—291.

Fundamentalgruppe einer Fliche 290,
291, § 50.

Fiinfeck, raumliches vollstindiges 110
bis 113.

Funfecke, wechselseitig umbeschriebene
111—112.

Funktionen, algebraische 285, 294.

—, analytische 232, 237.

—, automorphe 294.

—, elliptische 294.

-, lineare 232—233.

--, transzendente 285.

Funktionentheorie 227, § 38, 254, 261,
264, 284—285, 294.

FuBpunktkonstruktion der Kegel-
schnitte 22—24. “

GauBB 29—30, 152.
Gaul3-Hertzsches Prinzip des , kleinsten
Zwanges'* 196—197.

Gaufllsche Abbildung wvgl. Abbildung
durch parallele Tangenten bzw.
Tangentialebenen, und spharische
Abbildung.

— Kriimmung einer Fliche § 29, 181,
201—203, 206—209, 229.

— —, Beweis ihrer Biegungsinvarianz
172—173.

Gelenkmechanismen § 40.

Geoditische Abbildung 229—230.

— Krimmung 186.

— Linien 167, 194—198, 206, 207 —209.

Geometrie vgl. abzihlende, elliptische,
euklidische, innere, hyperbolische,
projektive Geometrie.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 20
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Gerade (s. auch unter Regelfliche) 1,
10, 12—13, 84, 100, 140—141, 143,
144—146, 152, 157, 161.

—, unendlich ferne 73, 101-—102, 105,
106, 262.

Geradeste Linie 194—197.

Geradfithrung 239—240, 244.

Gitter vgl. Punktgitter u. Einheitsgitter.

Gitterférmige Kreislagerung 32.

Gitterpunkte (s. auch unter Einheits-
gitter und Minimalabstand) auf einer
Kreisscheibe 29, 30.

Graphit 48, 49, 67.

Gruppe vgl. Abbildungsgruppe, Bewe-
gungsgruppe, Automorphismen.

Harmonische Punkte 86, 89, 114.

Hauptkriltmmungen einer Flache 163
bis 165, 170, 171, 198.

Hauptnormale einer Kurve 158—160.

Haupttangentenkurven vgl. Asympto-
tenlinien.

Heesch 44.

Hellebardenspitze 153—154, 157.

Helligkeit, Flachen konstanter H. 192.

Heptaeder 266—268, 270—271.

Herpolhodie 243-—244, 250.

Hexaeder vgl. Wirfel.

Hexagonale Krystalle 41, 50.

Horizont 99, 102, 243.
Hyperbel 3—35, 8, 23, 24, 92—93, 102,
142—143, 166, 167, 170, 193.
Hyperbolische Bewegung 216, 226 bis
228, 233, 235, 292.

— Ebene § 35, 224—228, 230, 234 bis
235, 264, 291.

— Geometrie § 35, 302.

— Kriimmung 162, 164, 170, 173—174.

Hyperbolischer Abstand 214, 226, 235.

— Raum 218.

— Winkel 215, 226.

— Zylinder 11.

Hyperbolisches Paraboloid 13—15, 17,
106, 241.

Hyperboloid, einschaliges 10, 12, 13, 19,
92—94, 106, 146, 148, 184, 197, 273.

—, —, bewegliches 15, 21, 26—28, 241
bis 242.

—, zweischaliges 10, 12, 14, 19, 21, 145,
197.

Hyperboloidische Lage von 4 Geraden
146.

Hypotrochoiden, Hypozykloiden 244 bis
249.

Sachverzeichnis.

Identische Abbildung 51.

Ikosaeder 80—83, 128, 129, 131, 133.

Incidenz 84, 91, 101—103.

—, letzte einer Konfiguration 91, 97,
109, 113, 114, 118, 119, 147—150.

Indikatrix vgl. Dupin,

Inhaltstreue Abbildung 229.

Innere Geometrie einer Flache 172, 195.

Inverse Abbildung 51.

Inversion 223--224, 232, 240.

— im Raum 193, 236.

Inversor 239—240.

Jacobisches Prinzip 196.

Kanalflichen 194.

Kanonische Zerschneidung 260, 264,
265, 272, 284, 289.

Katakaustik vgl. Brennlinie.

Katenoid 169, 185—186.

Kegel (allgemeiner) 100, 182, 184.

— zweiter Ordnung (s. auch Kreiskegel)
11, 93.

Kegelschnitte (s. auch Ellipse, Hyperbel,
Parabel) 8§—9, 22-26, 93—94, 102,
104, 107, 115, 142—143, 193.

Kehllinie 183—185, 252—253.

Kehlpunkt 183—185, 252.

Kinematik 239.

Klein 174.

Kleinsche Flache 271—276, 288, 302.

Kébe 234.

Kochsalz 49.

Kombinatorische Topologie 259.

Konfiguration (7,) 87—89.

— (8;) 90—91.

9,4); vgl. Brianchon-Pascalsche K.

9,), 96—99, 105.

9)5 96—99, 105.

103) 109—113, 118, 217.

9,12,) 90.

|

— (8), 118.

—, Automorphismen einer K. 95, 96,
98, 112.

— der 27 Geraden 150.

—, Desarguessche 109—113, 118, 217.

—, dual invariante 105, 109, 114, 126,
150.

—, ebene 85.

—, mit dem Lineal allein konstruier-
bare 97.

—, Mébiussche 118.

—, rdumliche 117—118.
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Konfiguration, regulare 95—96,
127, 140.

—, Reyesche § 22, 137—140

Konfigurationsschema 87—88.

Konfokale Flichen zweiter Ordnung 20
bis 22, 26—28, 165—166, 194, 197.

— Kurven zweiter Ordnung 4—5, 15,
166—167.

Konforme Abbildung vgl. Abbildbar-
keit und Abbildung.

Kongruenzaxiome, Kongruenzsatz 116,
208—212, 215—216, 218, 227.

Konvexe Korper, k. Polyeder 199, 200,
254, 255.

— Kriommung vgl. elliptische Kriim-
mung.

Koordinatensystem 126, 131, 136, 276.

Kreis 1, 2, 23, 120—126, 142, 157, 170,
188, § 36.

Kreisevolvente 6.

Kreiskegel 7, 21, 25, 26, 193.

Kreislagerung 32, 33, 42, 67.

Kreisring, ebener 230, 261, 272.

Kreisscheibe, Gitterpunkte auf einer K.
29—30.
—, stetige Abbildung einer K. auf sich
besitzt einen Fixpunkt 286—287.
Kreisschnitte der Flichen zweiter Ord-
nung 16.

Kreisverwandtschaften § 36, 232, 233,
236.

Kreiszylinder 6, 193, 204, 205, 229, 263.

Kreuzhaube 279, 285—286.

Krimmung einer ebenen Kurve 155,
157.

— — Raumkurve 160, 195—196.

—, elliptische vgl. ell. K.

—, GauBsche vgl. G. Kr.

—, geodatische 186.

—, hyperbolische vgl. hyp. K.

—, konvexe vgl. elliptische K.

—, mittlere vgl. mittl. K.

—, parabolische vgl. par. K., par. Kur-
ve, par. Punkt.

—, sattelférmige vgl. hyperbolische K.

Kriimmungsachse 160.

Kriimmungskreis 155—157, 160, 277.

Kriimmungslinien 165—167, 179—180,
192, 197.

Kriimmungsmittelpunkt 155—157, 160,
163—164.

Kriimmungsradius 155—157, 160, 163
bis 164.

Kriitmmungsrichtungen 163, 179.

111,

i

307

Krystalle 41, § 8.

Krystallographische Gruppen 52.

— — im Raum § 13.

— — in der Ebene § 12, 78.

— — in = Dimensionen 79.

Krystallographische Klassen § 13.

Kubooktaeder 139.

Kugel 9, 75, 80, 120—126, 143—144,
160—161, 170, § 32, 209, § 36, 229,
288.

Kugelgestalt der Erde 190.

Kugellagerung, Kugelpackung 40—46,
48, 50.

Kugelverwandtschaften 235—236.

Kurven, algebraische ebene 239.

- auf der Kugel 161.

— dritter Ordnung 90, 150.

—, ebene § 26, 161.

- konstanter Breite 191—192.

— — Kriitmmung 157, 188—189.

— mn-ter Ordnung 22.

— zweiter Ordnung vgl. Kegelschnitte.

Kurvenscharen 4—5, 165, 206.

Kiirzeste Linie 194—195.

Lagrangesche Gleichungen 1. Art 197.

Langentreue Abbildung (s. auch Ver-
biegung) 229.

Laue 46.

Laves 44.

Leibnizsche Reihe 33—35.

Leitlinien der Kegelschnitte 4, 23—26.

Letzte Inzidenz einer Konfiguration 91,
97,109, 113, 114, 118, 119, 147—150.

Lineare Funktionen 232-—233.

Lusternik 196.

Magnesium 41, 50.
Mechanik 196.
Menelaus 121.
Minimalabstand der Punkte im Ein-
heitsgitter 31—32, 35, 36, 40, 42.
Minimalflachen 167—168, 185, 198, 199,
200, 237—238.
Minimalproblem 168,
200—201, 234, 247.

Minkowski 37—39, 192.

Mittlere Krimmung 198—200, 202,
251.

Mébiussche Konfiguration 118.

Mobiussches Band 269—270, 272—273,
278—280.

— Netz 86.

Modulfunktion 228, 294.

20*

189--190, 193,
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Moduln einer Fliche gegeniiber konfor-

mer Abbildung 293—294.
Momentane Schraubungsachse 251.
Momentanzentrum 243, 246, 249, 250.
Monge 121.

Nabelpunkt 165—167, 170, 180, 192,
198.

Nachbargebiete auf einer Flache 294 bis
296, 300.

Natiirliche Parameter einer Kurve 157,
161.

Neovius 238.

Neuneck, sich selbst ein-
beschriebenes 98.

Nichteuklidische Geometrie vgl. ellip-
tische G. und hyperbolische G.

Normale einer ebenen IKurve 152.

— — Fliache 162, 196—197, 202.

Normalebene einer Raumkurve 158 bis
160.

Normalschnitte einer Flache 162—165,
277—278.

und um-

Oberflache 198 —200.

Oktaeder 76—77, 80—83,
§ 23, 277.

Optik 3, 246.

Orientierung einer Flache 269270, 284.

Orthogonale Flachensysteme 20, 165 bis
166.

— Kurvenscharen 5, 165—167, 206.

125—127,

Pappus 105, 117.

Parabel 3—4, 7, 23, 24, 26, 93, 102, 142
bis 143.

Parabolische Kriimmung 162—163.

— Kurve 174—178, 180.

Parabolischer Punkt 163, 164, 169, 174,
179—181.

— Zylinder 11.

Paraboloid, elliptisches 12, 14, 145.

—, hyperbolisches 13, 15, 17, 106, 241.

Parallelenaxiom 103, 211—212, 216 bis
217.

Parallelflichen 202—203, 251.

Parallelprojektion 12, 106, 129.

Parkettierungsproblem 72.

Pascalsche Grade 104.

— Konfiguration § 17, 104—105, 114.

Pascalscher Satz 104—105, § 20, 213.

Peaucellier 239—240.

Perspektive vgl. Parallelprojektion,
Zentralperspektive.

Sachverzeichnis.

Pflasterung der elliptischen Ebene 213.

— der euklidischen Ebene 72.

— der hyperbolischen Ebene 228.

— des elliptischen Raums 213.

— des euklidischen Raums 77.

Planetenbahn 248 —249.

Plateausches Problem 237.

Platonische Koérper 80.

Poincaré 256, 257.

Poincarésches Modell der hyperboli-
schen Ebene225—228,231,234—235.

Polflache einer Bewegung 251—253.

Polhodie 243--244, 250.

Polyeder 254.

—, konvexe 254—255.

—, reguldre § 14, § 23, 213, 254, 257 bis
258.

—, simple 254 —258.

Polyedrale Konfiguration 111.

Polygon, sich selbst ein- und um-
beschriebenes 98—99, 112—113, 114.

Prinzip des kleinsten Zwanges 196—197.

Projektive Abbildung 114—116, 216.

— Ebene 103, 130, 212—213, 263, 272,
275, §47, 296, 300—301.

— Geometrie 84.

Projektiver Raum 106, 134, 262, 273.

Projektives Koordinatensystem 126,
131, 136, 276.

Punktgitter, ebene § 5, § 6, 51, 62—64.

-, — quadratische 28—31, 68—69,
289—290.

—, raumliche 39, 42, 49— 50, 51, 73—74.

Punktmechanik 196.

Punktsystem, regulares 44, 46, § 9, § 12,
73—74.

Quadratische Form 35— 36.

Radé 237.

Randzuordnung 263, 273—275, 277 bis
280, 282, 284, 285, 302.

Raum, elliptischer 213.

—, hyperbolischer 218.

—, projektiver 106, 134, 262, 273.

—, vier- und mehrdimensionaler 41, 42,
79, 127—140, 213, 256, 257, 285 bis
286, 300—302.

Raumkurven § 27, 181—183, § 31.

Regelflache 14, 144—145, 151, § 30, 252
bis 253, 301.

Regulire Konfiguration 95—96, 111,
127, 140.

Regularer Flachenpunkt 161—162.
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Reguliarer Kurvenpunkt 153, 154, 159.

Regulires Polyeder vgl. Polyeder.

— Punktsystem vgl. Punktsystem.

— Zell §23, 213, 257.

Rektifizierende Ebene 158—160.

Relativbewegung 248 —249.

Relativitatstheorie 152, 172, 230.

Reyesche Konfiguration § 22, 137 bis
140.

Rhomboéder 40.

Riemann 152, 189.

Riemannsche Fliche 179, 239, 284 bis
285, 294.

RiemannscherAbbildungssatz234—235,
238.

Ringflache vgl. Torus.

Rollkurven der Ellipse § 42.

Romische Fliche 267.

Rotationsellipsoid 9.

Rotationsflichen 6, 9, 169, 180, 194,
196, 204—206, 213, 251.

Rotationshyperboloid 10, 184, 252 bis
253.

Rotationskegel 7, 21, 25, 26, 193.

Rotationsparaboloid 9.

Rotationszylinder 6, 193, 204, 205, 229,
263.

Riuckkehrkante 183.

Sattelfliche vgl. hyperbolisches Para-
boloid.

Sattelférmige Krimmung vgl. hyper-
bolische Kr.

Schar algebraischer Gebilde § 24.

Schiebung (in der hyperbolischenEbene)
227--228, 291, § 50.

Schlaeflische Doppelsechs § 25.

Schlichtartige Bereiche 261.

Schmiegungsebene 158—160, 182, 196.

Schmiegungskugel 161.

Schnabelspitze 153—154, 157.

Schnirelmann 196.

Schnittkurven zweier Flichen zweiter
Ordnung 22, 28.

Schnittpunktsiatze 117, 213, 217.

Schraubenflichen 185, 204—206.

Schraubenlinie 161, 189, 205.

Schraubung 73, 204, 251.

Schraubungsachse, momentane 251.

Seelenachse eines Torus 288 —289, 293.

Seifenblase, Seifenhaut 167-—168, 198,
200—201.

Selbstdurchdringung 266, 270—272, 277,
279, 280, 282, 283, 285.
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Siebeneck, sich selbst ein- und umbe-
schriebenes 98.

Simple Polyeder 254-—258.

Singuldre Punkte ebener Kurven 153
bis 154, 176.

Spharische Abbildung 159—160, § 29,
182, 185, 237—239, 283.

Spiegelung 78, 208, 226, 286.

— am Kireis vgl. Inversion.

— an der Kugel vgl. Inversion im
Raum.

Spitze 153—154, 157, 176, 180, 245.
Stangenmodelle vgl. bewegl. Hyper-
boloid und bewegl. Paraboloid.

Staude 17.

Steinersche Fliche 267.
Stereographische Projektion § 36, 236.
Stetige Abbildung 230—231, 286.
Stetigkeit 84, 115, 211—212, 216.
Striktion vgl. Drall.

Striktionslinie vgl. Kehllinie.

Tangente einer ebenen Kurve 152—157.

— einer Raumkurve 158—160, 181 bis
183.

Tangentenbild 154, 157, 159—160.

Tangentialebene 161—162, 175—178,
184.

Tetraeder 40, 47, 76, 80—83, 118, 125,
§ 23.

Tetraedrische Kugellagerung 43 —46, 48.

Topologie 230, 253—254, 259.

Topologisch regulare Polyeder 258.

Topologische Abbildbarkeit zweier
Flachen 284.

— Abbildung einer Fliche auf sich § 49.

Torsion 160—161.

Torus 177—178, 192, 203, 258, 272, 275
bis 276, 288—290, § 50, 296, 302.

Translationen 53—355, 73.

Translationsgruppen 57, 62—63, 75, 228,
289—290, § 50.

Transzendente Funktionen 285.

Trennungsaxiome 211—212.

Trochoide 244—249.

Uberlagerungsfliche, universelle 289
bis 291, § 50, 302.

—, zweiblattrige 276.

Umklappung der hyperbolischen Ebene
226.

Unendlich ferne Ebene 106.

-— — Punkte und Geraden 101—102,
106, 119—120, 124, 221, 229, 262.
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Untergruppe 59, 64, 65, 66, 68, 70, 73,
83.

Valenzen eines Atoms 46—47.

Variationsproblem 168, 189, 201, 234.

Variationsrechnung 168, 198, 200.

Verbiegung 171—173, 181, 185, 201 bis
203, § 33.

Verwindung
§ 31.

Vierdimensionaler Raum vgl. Raum.

Vierecke, wechselseitig umbeschriebene
98.

Vierfarbenproblem 296, 300.

Vierseit, vollstandiges 85—86, 102, 121,
139.

Vollstandiges raumliches n-Eck 111.

Volumen 198—200.

einer Raumkurve 182,

Wendelfliche 185—186, 205.

Wendepunkt 90, 153—154, 157, 162,
175, 183.

‘Widerstand, elastischer 196.

Windung vgl. Torsion.

Windungspunkt 179, 239, 285.

Winkel, hyperbolischer 215, 226.

— zweler Kurven 5, 152.

Sachverzeichnis.

Winkelproportional 233.

Winkelsumme im Dreieck 217, 227.

— im Fundamentalbereich 228.

Winkeltreu vgl. konform.

Wirfel 11, 42, 80—83, 119—120, 124
bis 137, 148.

—, n-dimensionaler 140.

Whrfelgitter 42.

Wurtzit 48.

Yates, R.C. § 42.

Zahlenebene 231.

Zahnradiibertragung durch Hyperbo-
loidrader 253.

Zehneck, sich selbst um-
beschriebenes 112—113.

Zeigersystem, regulares 62, § 12, 77—79.

Zell § 23, 213, 257.

Zentralperspektive 99—102, 129—139.

Zirkel 239.

Zusammenhangszahl 258 —260, 261, 266
bis 267, 272—273, 276, 284, 297 bis
300.

Zykliden 192—194.

Zykloiden 244—249.

Zylinder (s. auch Kreiszylinder) 6, 11,
182, 184.

und ein-
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tingen. (,,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften‘*, Band XXVII.)
VIII, 120 Seiten. 1928. RM 7.60; gebunden RM 8.80

...In der vorliegenden Arbeit erscheint die mathematische Logik in der Form,
wie sie Hilbert in seinen Vorlesungen iiber die Prinzipienfragen der Mathematik
entwickelt hat ... Das Buch ist nicht nur fiir den Mathematiker, sondern auch
fiir den Philosophen von gréftem Interesse. Eine bessere Einfithrung in die Pro-
bleme der mathematischen Logik, die zum groBen Teil Probleme der Logik iiber-
haupt sind, kann er sichnicht witnschen . . ., Philosophisches Jahrbuch der Gorres-Gesellschaft™

*Methoden der mathematischen Physik. Vvon R. Courant,
ord. Professor der Mathematik an der Universitit Gottingen, und Professor
Dr. David Hilbert, Geheimer Regierungsrat, Gottingen. Erster Band. Zweite,
verbesserte Auflage. (,,Grundlehren der mathematischen Wissenscha,fteh“,
Band XII.) Mit 26 Abbildungen. XIV, 469 Seiten. 1931I.

RM 29.26; gebunden RM 30.80

*Lehrbuch der darstellenden Geometrie. In zwei Binden.
Von Professor Dr.-Ing. e. h., Dr. phil. Georg Scheffers, Berlin.

Erster Band. Zweite, durchgesehene Auflage (unverinderter Neudruck).

Mit 404 Textfiguren. X, 424 Seiten. 1922. Gebunden RM 18.—
Zweiter Band. Zweite, durchgesehene Auflage (unveranderter Neudruck).
Mit 396 Textfiguren. VIII, 441 Seiten. 1927. Gebunden RM 18.—

*Vorlesungen liber Topologie. Von Dr. B. v. Kerékjart6, Szeged,
Ungarn. 1. Flachentopologie. (,,Grundlehren der mathematischen Wis-
senschaften*, Band VIIL.) Mit 6o Textfiguren. VII, 270 Seiten. 1923.

RM 11.50

*Einfuihrung in die analytische Geometrie der Ebene
und des Raumes. Von A. Schoenflies §, weil. Professor an der Uni-
versitit Frankfurt a. M. Zweite Auflage. Bearbeitet und durch sechs An-
hiange erginzt von M. Dehn, Professor an der Universitit Frankfurt a. M.
(,,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften‘’, Band XXI.) Mit 96 Text-
figuren. X, 414 Seiten. 193I. RM 25.—; gebunden RM 26.60

*Y Auf alle vor dem 1. Juls 1931 erschienenen Biicher wird ewn Notnachlap von 10 % gewahrt.



Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH

Einfachste Grundbegriffe der Topologie. Vvon Paul
Alexandroff. Mit einem Geleitwort von David Hilbert. Mit 25 Ab-
bildungen. V, 48 Seiten. 1932. RM 3.60

*Geometrie. Von Felix Kleinf. Ausgearbeitet von E. Hellinger. Fiir den
Druck fertig gemacht und mit Zusatzen versehen von Fr. Seyfarth. (Bildet
Band II der ,,Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus®, dritte
Auflage.) Mit 157 Abbildungen. XII, 302 Seiten. 1925.

RM 15.—; gebunden RM 16.50

*Vorlesungen liber neuere Geometrie. Von Moritz Pasch, Pro-
fessor an der Universitat GieBen. Zweite Auflage. Mit einem Anhang: Die
Grundlegung der Geometrie in historischer Entwicklung. Von Max Dehn,
Professor an der Universitit Frankfurt a. M. Mit insgesamt 115 Abbildungen.
X, 275 Seiten. 1926. RM 16.50; gebunden RM 18.—

*Vorlesungen tber Grundlagen der Geometrie. von Kurt
Reidemeister, o. 6. Professor der Mathematik an der Albertus-Universitit in
Konigsberg. Mit 37 Textfiguren. X, 147 Seiten. 1930. RM 11.—; gebunden RM 12.60

*Vorlesungen Uber hohere Geometrie. Von Felix Kleint.
Dritte Auflage, bearbeitet und herausgegeben von W. Blaschke, Professor
der Mathematik an der Universitit Hamburg. Mit ro1r Abbildungen. VIII,
406 Seiten. 1926. RM 24.—; gebunden RM 25.20

*Vorlesungen lber nicht-euklidische Geometrie. von
Felix Klein§. Fir den Druck neu bearbeitet von W. Rosemann. Mit 237 Ab-
bildungen. XII, 326 Seiten. 1928. RM 18.—; gebunden RM 19.50

(Die vorstehenden Bande gehdren zu der Sammlung ,,Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaft«.)

Ergebnisse derMathematikundihrerGrenz-

gebiete. Herausgegeben von der Schriftleitung des ,,Zentralblatt
fir Mathematik‘‘.

Erster Band.

1. Heft: Knotentheorie. Von Professor Dr. Kurt Reidemeister, Konigsbergi. Pr.
Mit 114 Figuren. VI, 74 Seiten. 1932. RM 8.75

2. Heft: Graphische Kinematik und Kinetostatik. Von Professor
Dr.-Ing. Karl Federhofer, Graz. Mit 27 Figuren. VI, 112 Seiten. 1932. RM 13.15

3. Heft: Lamésche — Mathieusche — und verwandte Funktionen
in Physik und Technik. Von Dr. M. J. O. Strutt, Eindhoven. Mit
12 Figuren. VIII, 116 Seiten. 1932. RM 13.60

4. Heft: Die Methoden zur angenidherten Losung von Eigenwert-
problemen in der Elastokinetik. Von Privatdozent Dr.-Ing. K. Hohen-
emser, Gottingen. Mit 15 Figuren. III, 89 Seiten. 1932. RM 10.50

5. Heft: Fastperiodische Funktionen. Von Professor Dr. Harald Bohr,
Kopenhagen. Mit 1o Figuren. Etwa IV, 104 Seiten. 1932. Etwa RM 12.—

Jedes Heft ist einzeln kauflich,

Bei Abnahme eines vollstindigen Bandes tritt auf die genannten Preise eine
10 proz. ErmaBigung ein.

*) Auf alle vor dem 1. Jul 1931 erschienenen Bucher wird ein Notnachlaf von 10 % gewahrt.





