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Vorwort. 
In der Mathematik wie in aller wissenschaftlichen Forschung treffen 

wir zweierlei Tendenzen an: die Tendenz zur Abstraktion - sie sucht die 
logischen Gesichtspunkte aus dem vielfältigen Material herauszuarbeiten 
und dieses in systematischen Zusammenhang zu bringen- und die andere 
Tendenz, die der Anschaulichkeit, die vielmehr auf ein lebendiges Er­
fassen der Gegenstände und ihre inhaltlichen Beziehungen ausgeht. 

Was insbesondere die Geometrie betrifft, so hat bei ihr die abstrakte 
Tendenz zu den großartigen systematischen Lehrgebäuden der algebra­
ischen Geometrie, der RIEMANNschen Geometrie und der Topologie 
geführt, in denen die Methoden der begrifflichen Überlegung, der Sym­
bolik und des Kalküls in ausgiebigem Maße zur Verwendung gelangen. 
Dennoch kommt auch heute dem anschaulichen Erfassen in der Geo­
metrie eine hervorragende Rolle zu, und zwar nicht nur als einer über­
legenen Kraft des Forschens, sondern auch für die Auffassung und Wür­
digung der Forschungsergebnisse. 

Wir wollen hier die Geometrie in ihrem gegenwärtigen Zustand von 
der Seite des Anschaulichen aus betrachten. An Hand der Anschauung 
können wir uns die mannigfachen geometrischen Tatsachen und Frage­
stellungen nahebringen, und darüber hinaus lassen sich in vielen Fällen 
auch die Untersuchungs- und Beweismethoden, die zur Erkenntnis der 
Tatsachen führen, in anschaulicher Form andeuten, ohne daß wir auf die 
Einzelheiten der begrifflichen Theorien und der Rechnung einzugehen 
brauchen. Z. B. läßt sich der Beweis dafür, daß eine Kugel mit noch so 
kleinem Loch stets verbogen werden kann, oder daß zwei verschiedene 
Ringflächen im allgemeinen nicht konform aufeinander abgebildet werden 
können, in einer solchen Form behandeln, daß auch derjenige einen Ein­
blick in die Durchführbarkeit des Beweises erhält, der die Einzelheiten 
der analytischen Entwicklung nicht selbst verfolgen will. 

Wegen der Vielseitigkeit der Geometrie und ihrer Beziehungen zu 
den verschiedensten Zweigen der Mathematik gewinnen wir auf diesem 
Wege auch einen Überblick über die Mathematik überhaupt und einen 
Eindruck von der Fülle ihrer Probleme und dem in ihr enthaltenen 
Reichtum an Gedanken. So erweist sich eine Vorführung der Geometrie 
in großen Zügen, an Hand der anschaulichen Betrachtungsweise, auch 
als geeignet, zu einer gerechteren Würdigung der Mathematik in weiteren 
Kreisen des ,Publikums beizutragen. Denn im allgemeinen erfreut sich 
die Mathematik, wenn auch ihre Bedeutung anerkannt wird, keiner 
Beliebtheit. Das liegt an der verbreiteten Vorstellung, als sei die 
Mathematik eine Fortsetzung oder Steigerung der Rechenkunst. Dieser 
Vorstellung soll unser Buch entgegenwirken, indem es an Stelle der 
Formeln vielmehr anschauliche Figuren bringt, die vom Leser leicht 
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durch Modelle zu ergänzen sind. Das Buch soll dazu dienen, die Freude 
an der Mathematik zu mehren, indem es dem Leser erleichtert, in das 
Wesen der Mathematik einzudringen, ohne sich einem beschwerlichen 
Studium zu unterziehen. 

Bei einer solchen Zielsetzung kann wegen der Fülle des Stoffes 
keine Rede von Systematik und Vollständigkeit sein, und auch die ein­
zelnen Gegenstände konnten nicht erschöpfend behandelt werden. Ferner 
ist es unmöglich, in allen Abschnitten des Buches beim Leser das 
gleiche Maß mathematischer Vorkenntnisse vorauszusetzen. Während 
im allgemeinen die Darstellung völlig elementar ist, lassen sich manche 
schönen geometrischen Betrachtungen nur dem etwas Geschulten voll 
verständlich machen, wenn man ermüdende Längen vermeiden will. 

Die Anhänge zu den einzelnen Kapiteln setzen alle eine gewisse 
Vorbildung voraus. Sie sind durchweg Ergänzungen, nicht Erklärungen 
des Textes. 

Die verschiedenen Zweige der Geometrie stehen alle miteinander 
in enger und oft überraschender Wechselbeziehung. Das tritt in unserem 
Buche sehr häufig zutage. Bei der großen Mannigfaltigkeit des Stoffes 
war es trotzdem geboten, jedem einzelnen Kapitel eine gewisse Ab­
geschlossenheit zu geben und in den späteren Kapiteln nicht die voll­
ständige Kenntnis der früheren vorauszusetzen; durch einige kleinere 
Wiederholungen hoffen wir erreicht zu haben, daß jedes Kapitel für sich, 
zuweilen sogar ein einzelner Abschnitt für sich dem Interesse und Ver­
ständnis des Lesers Genüge tut. Der Leser soll gleichsam in dem großen 
Garten der Geometrie spazieren geführt werden, und jeder soll sich 
einen Strauß pflücken können, wie er ihm gefällt. 

Die Grundlage dieses Buches bildet eine vierstündige Vorlesung "An­
schauliche Geometrie", die ich im Winter 1920/21 in Göttingen gehalten 
habe und die von W. RosEMANN ausgearbeitet worden ist. Im wesent­
lichen ist der Aufbau und Inhalt ungeändert geblieben. Im einzelnen 
hat S. CoHN-VosSEN vieles umgearbeitet und manches ergänzt. 

Alle Strichzeichnungen sind von K. H. NAUMANN und H. BöDEKER 
(Göttingen) entworfen worden. Die Photographien hat W. JENTZSCH 
(Göttingen) aufgenommen; die photographierten Modelle gehören zur 
Modellsammlung des Göttinger Mathematischen Instituts. W. FENCHEL, 
H. LEWY, H. ScHWERDTFEGER, H. HEESCH und besonders A. SCHMIDT 
haben beim Lesen des Manuskripts und der Korrekturen viele wert­
volle Anregungen gegeben. Für die Redaktion trägt S. CoHN-VossEN 
die Verantwortung. 

Göttingen, im Juni 1932. 
DAVID HILBERT. 
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Erstes Kapitel. 

Die einfachsten Kurven und Flächen. 

§ 1. Ebene Kurven. 
Die einfachste Fläche ist die Ebene, die einfachsten Kurven sind die 

ebenen Kurven; unter ihnen die einfachste ist die Gerade. Die Gerade 
läßt sich definieren als kürzester Weg zwischen zwei Punkten, oder als 
Schnittkurve zweier Ebenen, oder als Rotationsachse. 

Die nächst einfache Kurve ist der Kreis. Schon dieses Gebilde hat 
zu so vielen und tiefen Untersuchungen Anlaß gegeben, daß sie allein 
eine Vorlesung füllen würden. Wir definieren den Kreis als die Kurve, 
deren Punkte von einem gegebenen Punkt gleichen Abstand haben. 
Wir erzeugen den Kreis durch die bekannte 
Zirkel- oder Fadenkonstruktion. Sie ergibt 
anschaulich: Der Kreis ist eine geschlossene, 
in ihrem ganzen Verlauf konvexe Kurve; 
daher läßt sich durch jeden seiner Punkte 
eine bestimmte Gerade - die Tangente -
legen, die nur diesen einen Punkt - den 
Berührungspunkt - mit dem Kreise gemein 
hat und die sonst in dessen Äußerem ver­
läuft (Abb. 1). Der Radius MB nach dem 
Berührungspunkt B muß die kürzeste Ver- Abb. 1. 

bindung des Kreismittelpunktes M mit der 
Tangente t sein. Denn deren Punkte liegen mit Ausnahme des Berüh­
rungspunktes im Äußeren des Kreises, sind also vom Mittelpunkt 
weiter entfernt als der Berührungspunkt. Hieraus folgt weiter, daß 
jener Radius auf der Tangente senkrecht steht. Zum Beweise spiegele 
ich den Mittelpunkt M an der Tangente t, d. h. ich fälle von M aus das 
Lot auf t und verlängere es um sich selbst bis M'; M' wird der Spiegel­
punkt von M genannt. Da nun MB die kürzeste Verbindung zwi­
schen M und t ist, so muß aus Symmetriegründen auch M' B die 
kürzeste Verbindung zwischen M' und t sein. Folglich stellt der Strecken­
zug MBM' die kürzeste Verbindung zwischen Mund M' dar, muß also 
bei B umgeknickt verlaufen, d. h. MB steht in der Tat auf t senkrecht. 

Es liegt nahe, eine Verallgemeinerung der Kreiskonstruktion zu be­
trachten. Bei der Fadenkonstruktion des Kreises habe ich nämlich 

Hilber! und Cohn· Vossen, Anschauliche Geometrie. 
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um emen festen Punkt, den Kreismittelpunkt, einen geschlossenen 
Faden zu legen und beim Zeichnen straff zu ziehen; eine ähnliche 
Kurve werde ich erhalten, wenn ich den geschlossenen Faden um 
zwei feste Punkte lege. Die so entstehende Kurve heißt Ellipse, 
die beiden festen Punkte heißen deren Brennpunkte. Die Faden­
konstruktion kennzeichnet die Ellipse als die Kurve, deren Punkte 
konstante Abstandssumme von zwei gegebenen Punkten haben. Läßt 
man die beiden Punkte zusammenrücken, so erhält man den Kreis 
als Grenzfall der Ellipse. Allen erwähnten Eigenschaften des Kreises 
entsprechen einfache Eigenschaften der Ellipse. Sie ist geschlossen, 
überall konvex und besitzt in jedem Punkte eine Tangente, die mit 
Ausnahme des Berührungspunktes ganz im Äußeren der Ellipse ver­
läuft. Den Radien des Kreises entsprechen bei der Ellipse die beiden 
Verbindungslinien eines Kurvenpunktes mit den Brennpunkten. Sie 

Abb. 2. Abb. J. 

E' z 

werden die Brennstrahlen des Ellipsenpunktes genannt. In Analogie zu 
der Tatsache, daß die Kreistangente auf dem Radius des Berührungs­
punktes senkrecht steht, bildet die Ellipsentangente gleiche Winkel 
mit den Brennstrahlen des Berührungspunktes. Meine Behauptung 
lautet in der Bezeichnungsweise von Abb. 2: <r.F 1BT1 = <r.F2B T 2 • 

Zum Beweis (Abb. 3) spiegele ich F 2 an der Tangente und nenne den 
Spiegelpunkt F~. Nun ist die Gerade F1F~, welche die Tangente in B1 

treffen möge, der kürzeste Weg zwischen F 1 und F~. Also ist F 1 B1F 2 

der kürzeste Weg zwischen F 1 und F 2 , der die Tangente trifft; denn 
für jeden anderen Punkt B2 ist F 1 B 2F 2 = F1B2F~ länger als F 1 B 1F 2 

= F1B1F~. Andrerseits wird aber der kürzeste Weg zwischen F 1 und 
F 2 , der die Tangente trifft, von den Brennstrahlen des Berührungs­
punktes B gebildet. Denn jeder andere Punkt der Tangente hat, da 
er im Ellipsenäußeren liegt, größere Entfernungssumme von den Brenn­
punkten als der Ellipsenpunkt B. B fällt also mit B1 zusammen, und 
hieraus folgt die Behauptung. Denn F 2 und F2 liegen zu der Ge­
raden T1 T2 symmetrisch, und <r.F1 B1 T1 ist der Scheitelwinkel von 
<r.F;B1 T2 • 
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Diese Eigenschaft der Ellipsentangente erlaubt eine optische An­
wendung, der die Namen Brennpunkt und Brennstrahl ihren Ursprung 
verdanken. Denkt man sich nämlich in einem Brennpunkt eine Licht­
quelle angebracht und die Ellipse als spiegelnd, so wird das Licht im 
anderen Brennpunkt wieder vereinigt. 

Nicht ganz so leicht ausführbar wie die 
Ellipsenkonstruktion, aber im Prinzip nicht 
schwieriger ist die Konstruktion einer Kurve, 
deren Punkte von zwei festen Punkten kon­
stante Abstandsdifferenz haben. Diese Kurve 
heißt Hyperbel, die festen Punkte heißen 
deren Brennpunkte. Es soll also (Abb. 4) für 
jeden Kurvenpunkt B oder B' die Beziehung 
F 1B-F2B=const=a oder F2B'-F1 B'=a 
gelten. Demnach besteht die Hyperbel aus 
zwei getrennten Ästen. Die Anschauung 

Abb.4. 

zeigt, daß die Hyperbel überall konvex ist und in jedem Punkt eine 
Tangente besitzt. Wir werden später (S. 8, Fußnote 2) beweisen, daß 
auch hier die Tangente keinen weiteren Punkt außer dem Berührungs­
punkt mit der Kurve gemein hat. In analoger Weise wie bei der Ellipse 
läßt sich zeigen, daß die Tangente den Winkel zwischen den Brenn­
strahlen des Berührungspunktes halbiert (vgl. Abb. 6). 

l 

s 

Abb. 5. 

Aus der Ellipse kann man durch Grenzübergang eine weitere Kurve, 
die Parabel erzeugen (Abb. 5). Dazu halte ich den einen Brennpunkt, 
z. B. F 1 , und den ihm nächstgelegenen Scheitel S der Ellipse fest (unter 
den Scheiteln der Ellipse versteht man die Schnittpunkte der Kurve 
mit der Verbindungslinie der Brennpunkte). Ich betrachte nun die 
Ellipsen, die entstehen, wenn der zweite Brennpunkt F 2 sich auf der Ver-

1* 



4 I. Die einfachsten Kurven und Flächen. 

längerung von S F 1 immer weiter von F 1 entfernt; diese Ellipsen streben 
gegen eine Grenzkurve, und das ist eben die Parabel. Aus dem Grenz­
übergang können wir eine einfache Definition der Parabel herleiten. 
Solange mein Zeichenstift bei der Fadenkonstruktion der Ellipse in der 
Nähe von S bleibt (Abb. 5), ist der nach F 2 laufende Faden bei großer 
Entfernung von F 1 und F 2 ungefähr parallel SF1 • Errichtet man also in 
einem beliebigen Punkt L von F 1 F 2 das Lot l auf F 1 F 2 , so gilt angenähert 

F 1B + BF2 = F 1 B + BL' + LF2 = const 

(L' ist der Fußpunkt des Lotes von B auf l). Wenn ich nun für 

"const - LF2" 

eine neue Konstante einführe (LF 2 ist ja für ein und dieselbe Kurve 
konstant), so erhalte ich: 

F 1B + BL' = const. 

Diese Beziehung gilt immer genauer, je größer die Entfernung F 1F 2 

wird, und bei der Grenzkurve ist sie streng erfüllt. Somit ist die Parabel 
diejenige Kurve, deren Punkte konstante Entfernungssumme von einem 
festen Punkt und einer festen Geraden haben, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die Kurve, für deren Punkte der Abstand von einem 
festen Punkt gleich dem von einer festen Geraden ist. Wir erhalten 
diese Gerade, indem wir zu l die Parallele auf der anderen Seite von S 
im Abstand SF1 ziehen; sie wird die Leitlinie der Parabel genannt. 

Denkt man sich die Parabel spiegelnd, so reflektiert sie alle Licht­
strahlen, die parallel SF1 einfallen, in den Punkt F 1 ; dies folgt ebenfalls 
aus dem Grenzübergang. 

Wir haben die "Schar" aller Ellipsen betrachtet, die einen Scheitel 
und den nächstgelegenen Brennpunkt gemein haben. Nunmehr wollen 
wir die Schar aller Ellipsen betrachten, die beide Brennpunkte gemein 
haben. Diese Schar "konfokaler" Ellipsen (focus heißt Brennpunkt) 
bedeckt die Ebene "einfach und lückenlos", das heißt, durch jeden 
Punkt der Ebene geht genau eine Kurve der Schar; denn jeder Punkt 
besitzt eine bestimmte Entfernungssumme von den beiden Brennpunkten, 
liegt also auf der Ellipse, die zu diesem Wert der Summe gehört!. 

Wir nehmen nun noch die Schar aller Hyperbeln hinzu, die ebenfalls 
die beiden vorgegebenen Punkte zu Brennpunkten haben. Auch diese 
Schar bedeckt die Ebene einfach und lückenlos 2, so daß durch jeden 

1 Die Strecke zwischen den Brennpunkten ist eine (ausgeartete) Ellipse. 
Man erhält sie, wenn man als Wert der Entfernungssumme den Abstand der 
Brennpunkte wählt. 

2 Die Gerade durch die Brennpunkte mit Ausnahme ihrer Verbindungsstrecke 
ist eine ausgeartete Hyperbel, ebenso die Mittelsenkrechte auf der Verbindungs­
strecke der Brennpunkte; bei ihr hat die Entfernungsdifferenz den konstanten 
Wert Null. 
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Punkt der Ebene genau zwei Kurven des Systems konfokaler Ellipsen 
und Hyperbeln hindurchgehen (Abb. 6). In jedem vorgegebenen Punkt 
(außer in den Brennpunkten) halbieren die Tangenten der hindurch­
gehenden Hyperbel und Ellipse Win­
kel und Nebenwinkel der Brenn­
strahlen des Punktes, stehen also 
aufeinander senkrecht. 

Die konfokalen Ellipsen und 
Hyperbeln bilden daher zwei "zu­
einander orthogonale Kurvenscharen" 
(zwei Scharen heißen orthogonal, 
wenn jede Kurve der einen Schar 
jede der anderen senkrecht schnei­
det; als Winkel zweier Kurven defi­
niert man den Winkel ihrer Tangen­
ten im Schnittpunkt). Um eine 

Abb. 6. 

Übersicht über dieses Kurvensystem zu gewinnen (Abb. 7), beginnen 
wir mit der Mittelsenkrechten von F 1 F 2 und durchlaufen dann zu­
nächst die Schar der Hyperbeln. Diese werden immer flacher und gehen 
schließlich in die beiderseitige Verlängerung von F 1F 2 über. Damit ist 
die Ebene vollständig ausgefüllt. Wir springen nun auf die Strecke F 1F 2 

selbst über, an die sich die 
zunächst sehr langgestreck­
ten Ellipsen anschließen, 
die allmählich immer kreis­
ähnlicher werden und sich 
gleichzeitig unbegrenzt ver­
größern. Damit ist die 
Ebene zum zweiten Male 
ausgefüllt. 

Ein anderes besonders 
einfaches Beispiel orthogo­
naler Kurvenscharen sind 
die konzentrischen Kreise 
und die Geraden durch den 
gemeinsamen Mittelpunkt. 
Man erhält diese Figur aus 
der vorigen durch Grenz­

Abb. 7, 

übergang, indem man die Brennpunkte zusammenrücken läßt. Dabei 
gehen die Ellipsen in Kreise und die Hyperbeln in Geradenpaare über. 

Die Niveaulinien und die Linien größter Steigung auf einer Land­
karte sind ebenfalls orthogonale Scharen. 

Schließlich sei noch eine andere Fadenkonstruktion erwähnt, die zu 
orthogonalen Scharen führt. Um eine konvexe Kurve, etwa um einen 



6 I. Die einfachsten Kurven und Flächen. 

Kreis, sei ein offener Faden geschlungen. Ich betrachte die Kurve, die 
der Endpunkt des Fadens beschreibt, wenn ich den Faden straff an­
gespannt vom Kreis abwickele (Abb. 8). Die so erhaltene "Kreisevol­
vente" läuft in immer weiteren Windungen um den Kreis herum, ist 
also eine Spirale. Die Konstruktion ergibt anschaulich, daß die Kurve 
auf einer der beiden Kreistangenten senkrecht steht, die ich vom be­
trachteten Kurvenpunkt aus an den Kreis legen kann. Auch alle an­
deren Umläufe der Evolvente schneiden diese Tangente rechtwinklig; 
und zwar ist das zwischen zwei Umläufen liegende Tangentenstück von 
fester Länge, nämlich gleich dem Umfang des erzeugenden Kreises. 

2.n:r 

Ich kann nun noch beliebig viele 
weitere Evolventen desselben Kreises 
zeichnen, indem ich an einem anderen 
Peripheriepunkt mit der Abwickelung 
des Fadens beginne; die Gesamtheit 
dieser Evolventen kann aber auch 
durch Rotation um den Kreismittel­
punkt aus einer von ihnen erzeugt 
werden. Die Schar der Evolventen 
bedeckt die Ebene mit Ausnahme 
des Kreisinneren einfach und lücken­
los. Sie ist orthogonal zur Schar der 
in einem bestimmten Umlaufsinn ge­
zogenen Kreishalbtangenten. 

Abb. s. Auch bei einer beliebig vorgege-
benen Schar gerader Linien besteht 

die Orthogonalschar stets aus Evolventen. Ihre erzeugende Kurve ist 
diejenige, die (wie in unserm Beispiel der Kreis) von den gegebenen Ge­
raden eingehüllt wird. Wir kommen darauf in der Differentialgeometrie 
(S. 158) und in der Kinematik (S. 243, 244) zurück. 

§ 2. Zylinder, Kegel, Kegelschnitte und deren 
Rotationsflächen. 

Die einfachste krumme Fläche, den Kreiszylinder, kann ich aus den 
einfachsten Kurven - Kreis und Gerade - dadurch erzeugen, daß 
ich eine auf der Kreisebene senkrechte Gerade längs der Kreisperi­
pherie verschiebe. Ferner erhalte ich den Kreiszylinder, wenn ich eine 
Gerade um eine zu ihr parallele Gerade als Achse rotieren lasse. Der 
Kreiszylinder ist also eine Rotationsfläche. Die Rotationsflächen sind 
eine wichtige Gattung von Flächen, die uns im praktischen Leben in 
jedem Glas, jeder Flasche usw. entgegentreten. Sie sind durch die Eigen­
schaft gekennzeichnet, daß man sie durch Rotation einer ebenen Kurve 
um eine in der Kurvenebene liegende Achse erzeugen kann. 
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Eine zur Achse senkrechte Ebene schneidet den Kreiszylinder in 
einem Kreis. Eine zur Achse schräge Ebene ergibt, wie die Anschauung 
lehrt, eine ellipsenähnliche Schnittkurve. Ich beweise nun, daß diese 
Kurve tatsächlich eine Ellipse ist. Ich nehme eine Kugel, die gerade in 
den Zylinder hineinpaßt, und verschiebe sie, bis sie die Schnittebene 
berührt (Abb. 9). Genau so verfahre ich mit einer zweiten Kugel auf 
der anderen Seite der Schnittebene. Die Kugeln berühren den Zylinder 
in zwei Kreisen und die Ebene in zwei Punkten F 1 und F 2 • Einen 
beliebigen Punkt B der Schnittkurve verbinde ich nun mit F 1 und 
F 2 und betrachte die Zylindergerade durch B, die 
die beiden Berührungskreise der Kugeln in P 1 und P 2 

schneiden möge. BF1 und B P1 sind nun Tangen­
ten an eine und dieselbe Kugel durch einen festen 
Punkt B. Alle solche Tangenten sind gleich lang, wie 
aus der allseitigen Rotationssymmetrie der Kugel 
ersichtlich. Also ist BF1 = BP1 • Ebenso folgt 
BF2 = BP2 • Daher ist 

BF1 + BF2 = BP1 + BP2 = P 1 P 2 . 

Die Entfernung P 1 P 2 ist aber unabhängig von der 
Wahl des Kurvenpunktes B wegen der Rotations­
symmetrie der Figur. Alle Punkte der Schnittkurve 
haben also von F 1 und F 2 dieselbe Entfernungs­
summe, das heißt, die Schnittkurve ist eine Ellipse 
mit den Brennpunkten F 1 und F 2 • 

Wir können diese Tatsache auch als Satz der 
Projektionslehre formulieren: Der Schatten eines 
Kreises auf einer zur Kreisebene geneigten Ebene ist 
eine Ellipse, wenn die Lichtstrahlen senkrecht zur 
Kreisebene einfallen. 

Abb. 9. 

Nächst dem Kreiszylinder ist die einfachste Rotationsfläche der 
KreiskegeL Er entsteht durch Rotation einer Geraden um eine sie 
schneidende Achse. Einen Kreiskegel bilden daher auch alle Tangenten 
von einem festen Punkt an eine feste Kugel oder die Projektions­
strahlen durch einen Kreis von einem Punkt der Kreisachse aus. 

Eine zur Kegelachse senkrechte Ebene schneidet den Kegel in 
einem Kreis; wenn ich die Ebene etwas neige, ergibt sich als Schnitt­
kurve eine Ellipse. Der Beweis dafür wird genau wie beim Kreis­
zylinder mittels zweier berührenden Hilfskugeln geführt. 

Neige ich die Schnittebene immer weiter gegen die Achse, so wird 
die Ellipse immer langgestreckter. Ist die Schnittebene schließlich einer 
Kegelerzeugenden parallel, so kann die Schnittkurve nicht mehr im 
Endlichen geschlossen sein. Ein dem früheren entsprechender Grenz­
übergang lehrt, daß dann die Schnittkurve eine Parabel ist. 
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Neige ich jetzt die Schnittebene noch stärker, so trifft sie auch den 
anderen, bisher nicht getroffenen Teil des Kegels; die Schnittkurve hat 
das Aussehen einer Hyperbel (Abb. 10). Um zu beweisen, daß sie wirk­
lich eine Hyperbel ist, legt man in die beiden Teile des Kegels die 
Kugeln, die sowohl den Kegel als auch die Schnittebene berühren. (Die 
Kugeln liegen diesmal auf derselben Seite der Schnittebene, während 
sie im Fall der Ellipse zu verschiedenen Seiten liegen.) Der Beweis 
verläuft nun entsprechend wie S. 7. Es ist (Abb. 10) 

Abb.lO. 

BF1 = BP1 , BF2 = BP2 , 

BF1 - BF2 = BP1 - BP2 

= P1 P 2 = const. 

Wir haben also gefunden, daß 
jeder Schnitt eines Kegels mit 
einer Ebene, die nicht durch die 
Spitze des Kegels geht, entweder 
eine Ellipse oder eine Parabel 
oder eine Hyperbel istl. Diese 
Kurven haben demnach eine 
innere Verwandtschaft und wer­
den deshalb unter dem Namen 
Kegelschnitte zusammengefaßt 2• 

Zu den drei erwähnten "eigent­
lichen" Kegelschnitten sind als 
"uneigentliche" noch deren 
Grenzfälle hinzuzunehmen, die 
man erhält, wenn man die 
Schnittebene durch die Kegel­
spitze legt oder den Kegel zum 
Zylinder ausarten läßt. Als ent­
artete Kegelschnitte lassen sich 
also auffassen: der Punkt, eine 
"doppeltgezählte" Gerade, zwei 
sich schneidende Geraden, zwei 

parallele Geraden und die leere Ebene. Die Kegelschnitte werden auch 
als Kurven zweiter Ordnung bezeichnet. Dieser Name ist ihnen deswegen 
gegeben worden, weil sie in cartesischen Koordinaten durch Gleichungen 

1 Der Kreis ist als ein Grenzfall der Ellipse aufzufassen (vgl. S. 2). 
2 Der Schatten eines Kreises auf einer beliebigen Ebene ist also ein Kegel­

schnitt, falls die Lichtquelle sich in einem beliebigen Punkt der Kreisachse be­
findet. Daß dabei auch Hyperbeln auftreten, kann man an dem Lichtkegel 
einer Autolampe erkennen; diese beleuchtet in der Fahrtebene das Innere eines 
Hyperbelzweiges. Da jede Hyperbeltangente als Schatten einer Kreistangente 
aufgefaßt werden kann, hat die Hyperbeltangente nur den Berührungspunkt mit 
der Hyperbel gemein, wie S. 3 behauptet war. 
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zweiten Grades dargestellt werden, eine Eigenschaft, die sich nicht un­
mittelbar anschaulich formulieren läßt. Sie hat allerdings die anschau­
liche Folge, daß die Kegelschnitte von keiner Geraden in mehr als zwei 
Punkten geschnitten werden; es gibt aber noch viele andere Kurven 
mit dieser Eigenschaft. In den Anhängen dieses Kapitels sollen zwei 
weitere geometrische Erscheinungen dargestellt werden, die ebenso wie 
die Brennpunktskonstruktion für alle nicht ausgearteten Kegelschnitte 
kennzeichnend sind: Die Fußpunktkonstruktionen und die Eigenschaf­
ten der Leitlinien. 

Nachdem wir durch Rotation einer Geraden den Zylinder und den 
Kegel erzeugt haben, liegt es nahe, die Rotationsflächen zu betrachten, 
die durch Rotation eines Kegelschnittes entstehen. Ich werde dabei 
die Rotationsachse so wählen, daß der Kegelschnitt zu ihr symmetrisch 
liegt; dann gehen nämlich die zu beiden Seiten der Achse liegenden 
Kurventeile nach einer halben Umdrehung ineinander über, so daß ich 

Abb. 11. 

nur eine einzige Fläche erhalte, 
während sonst ein komplizier­
teres Gebilde entstände. 

Da die Ellipse zwei Sym­
metrieachsen besitzt, führt sie 
zu zwei verschiedenen Rota­
tionsflächen; je nachdem die 
Ellipse um die größere oder 
die kleinere Achse rotiert, 
erhalte ich ein verlänger­
tes (Abb. 11) oder ein ab­
geplattetes Rotationsellipsoid 

Abb.12. 

(Abb. 12). Für die letzte Fläche ist die Erde ein geläufiges Bei-
spiel, für die erste näherungsweise das Hühnerei. 

Der Übergangsfall zwischen den beiden Rotationsellipsoiden entsteht, 
wenn man den Längenunterschied zwischen den Achsen der Ellipse 
immer kleiner werden läßt. Dann wird aus der 
Ellipse ein Kreis, und man erhält die Kugel. 
Da der Kreis zu jedem seiner Durchmesser sym­
metrisch liegt, läßt sich die Kugel auf unend­
lich viele Arten durch Rotation erzeugen. Durch 
diese Eigenschaft ist die Kugel gekennzeichnet. 
Sie ist die einzige Fläche, die auf mehr als eine 
Art durch Rotation erzeugt werden kann. 

Die Parabel hat nur eine einzige Sym­
metrieachse und führt daher zu einer ein-

Abb. 13. 

zigen Rotationsfläche, dem Rotationsparaboloid (Abb. 13). 
Die Hyperbel dagegen führt zu zwei verschiedenen Rotationsflächen. 

] e nachdem die Rotation um die Verbindungslinie der Brennpunkte 
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oder um deren Mittelsenkrechte erfolgt, erhalte ich das zweischalige 
(Abb. 14) oder das einschalige Rotationshyperboloid (Abb. 15). Es 
besteht nun die überraschende Tatsache, daß auf dem einschaligen 

Abb. 14. 

Rotationshyperboloid un-
endlich viele Geraden ver­
laufen. Man kann nämlich 
diese Fläche auch dadurch 
erzeugen, daß man eine 
Gerade um eine andere zu 
ihr windschiefe Gerade ro­
tieren läßt (bisher hatten 
wir nur Rotationsflächen 
kennengelernt, deren Achse 
mit der erzeugenden Kurve 
in einer Ebene liegt). Der 

Abb. 15. 

Beweis kann nur analytisch geführt werden. Man erkennt aber anschau­
lich, daß diese Konstruktion die Fläche auf zwei Weisen liefert; denn 
betrachtet man eine Gerade g' (Abb. 16), welche zur ursprünglichen Er­
zeugenden g symmetrisch in bezug auf eine Ebene durch die Achse a 

a liegt, so muß die neue Gerade g' durch Ro­
tation wieder dieselbe Fläche erzeugen wie g. 

\ 
Abb. 16. Abb. 17. 

Demnach enthält das einschalige Rotationshyperboloid zwei Scharen 
von Geraden, von denen jede Schar für sich die Fläche ganz bedeckt, 
und welche so angeordnet sind, daß jede Gerade der einen Schar jede 
der anderen schneidet (bzw. ihr parallel ist), während zwei Geraden der­
selben Schar stets zueinander windschief verlaufen (Abb. 17). 

§ 3. Die Flächen zweiter Ordnung. 

Die Flächen, die durch Rotation der Kegelschnitte entstehen, sind 
besondere Typen einer größeren Klasse von Flächen, die aus analy-
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tischen Gründen Flächen zweiter Ordnung genannt werden; es sind die 
Flächen, deren Punkte in cartesischen Raumkoordinaten eine Glei­
chung zweiten Grades erfüllen. Wie sich daraus leicht analytisch ergibt, 
haben diese Flächen die Eigenschaft, von jeder Ebene in einer Kurve 
zweiter Ordnung, das heißt einem (eigentlichen oder uneigentlichen) 
Kegelschnitt getroffen zu werden. Wenn ich ferner von irgendeinem 
Punkt aus an eine Fläche zweiter Ordnung alle Tangenten lege, so erhalte 
ich einen Kegel, der von jeder Ebene in einem Kegelschnitt getroffen wird. 
Der Kegel berührt überdies die Fläche in Punkten eines Kegelschnittes. 
Die Flächen zweiter Ordnung sind zugleich die einzigen, die eine dieser 
Eigenschaften haben1 . Wir betrachten jetzt ihre verschiedenen Typen. 

Aus dem Kreiszylinder entsteht durch Verallgemeinerung der ellip­
tische Zylinder. Er wird durch eine Gerade beschrieben, die ich auf einer 

~ 

-
Abb. 18. Abb.19. 

Ellipse senkrecht zur Kurvenebene wandern lasse. Auf dieselbe Weise 
ergeben sich aus der Parabel und Hyperbel der parabolische und der 
hyperbolische Zylinder (Abb. 18, 19). 

Die entsprechende Verallgemeinerung des Kreiskegels ist der all­
gemeine Kegel zweiter Ordnung. Er besteht aus den Verbindungs­
geraden eines beliebigen eigentlichen Kegelschnittes mit einem Punkt 
außerhalb der Kurvenebene. Es ist zu beachten, daß man hier nicht, 
wie bei den Zylindern, zu verschiedenen Flächentypen kommt, wenn 
man von einer Ellipse oder einer Parabel oder Hyperbel ausgeht; wie 
wir gesehen haben, kann eben eine veränderliche Ebene mit einem 
festen Kegel jeden der drei Kegelschnitte gemein haben, mit einem 
festen Zylinder dagegen nicht. 

1 Aus der zuerst genannten Eigenschaft folgt, daß eine Gerade, wenn sie 
nicht eine ganze Strecke lang in die Fläche fällt, höchstens zwei Punkte mit 
ihr gemein haben kann; doch gibt es außer den Flächen zweiter Ordnung noch 
viele andere Flächen, die dasselbe Verhalten den Geraden gegenüber zeigen, 
z. B. die Oberfläche eines Würfels. 
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Den Kegel und den elliptischen Zylinder kann ich aus den ent­
sprechenden Rotationsflächen auch durch ein Deformationsverfahren 
erhalten, das man Dilatation nennt. Ich halte alle Punkte einer be­
liebigen durch die Rotationsachse der Fläche gehenden Ebene fest 
und denke mir alle übrigen Punkte des Raumes in derselben Richtung 
auf die feste Ebene zu oder von ihr weg bewegt, derart, daß die Abstände 
aller Punkte von der festen Ebene sich im selben Verhältnis ändern. 
Man kann beweisen, daß eine solche Transformation alle Kreise in Ellip­
sen (oder Kreise) verwandelt. Sie führt ferner Geraden wieder in Ge­
raden über, Ebenen in Ebenen1 und Kurven und Flächen zweiter Ord­
nung in ebensolche. 

Durch Dilatation eines (verlängerten oder abgeplatteten) Rotations­
ellipsoids entsteht das allgemeinste Ellipsoid. Während die Rota­
tionsellipsoide symmetrisch zu jeder Ebene durch die Achse liegen, 
besitzt das allgemeinste Ellipsoid nur drei Symmetrieebenen. Diese 

stehen aufeinander senkrecht; 
aus ihren drei Schnittgeraden 
schneidet die Fläche Strecken 
ungleicher Länge aus; man nennt 
sie die "große", "mittlere" und 
"kleine" Achse des Ellipsoids 
(Abb. 20). Aus dem dreiachsigen 

Abb. zo. Ellipsoid erhält man das ab-
geplattete und das verlängerte 

Rotationsellipsoid zurück, indem man durch Dilatation große und 
mittlere bzw. mittlere und kleine Achse einander gleich macht. 

Die Form dreiachsiger Ellipsoide bemerkt man oft bei Steinen in der 
Meeresbrandung. Durch die abschleifende Arbeit des Wassers wird 
jeder beliebig geformte Stein allmählich immer mehr einem Ellipsoid 
ähnlich. Die mathematische Untersuchung dieser Erscheinung führt 
auf Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Das ein- und zweischalige Hyperboloid und das elliptische Para­
boloid sind die allgemeinsten Flächen, die durch Dilatation der Rota­
tionshyperboloide und des Rotationsparaboloids entstehen. Die beiden 
Hyperboloide besitzen drei Symmetrieebenen, das elliptische Para­
boloid zwei. 

Da jede Dilatation Geraden in Geraden überführt, hat das allgemeine 
einschalige Hyperboloid mit der zugehörigen Rotationsfläche die Eigen­
schaft gemeinsam, daß auf ihm zwei Scharen von Geraden verlaufen. 
Sie sind wie die Geraden des einschaligen Rotationshyperboloids derart 
angeordnet, daß jede Gerade der einen Schar jede der anderen schneidet, 

1 Die Gestaltänderung, die die Figuren einer Ebene bei einer Dilatation er­
leiden, ist dieselbe wie bei einer Parallelprojektion dieser Ebene auf eine gegen 
sie geneigte Ebene. 
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während je zwe1 Geraden derselben Schar sich nicht treffen, sondern 
zueinander windschief sind. Ich kann daher das einschalige Hyper­
boloid folgendermaßen konstruieren: Ich greife aus der einen Schar 
drei beliebige Geraden heraus 
(Abb. 21). Da sie zueinander 
windschief liegen, kann ich 
durch jeden Punkt P der 
einen Geraden eine und nur 
eine Gerade p legen, welche 
die beiden anderen Geraden 
trifft, nämlich die Schnitt­
gerade der Ebenen, die durch 
P und die zweite Gerade 
bzw. durch P und die dritte 
Gerade gehen. p hat mit 
dem Hyperboloid drei Punkte 

1- 1=---_/ 

Abb. 21. 

gemein, muß also ganz in ihm verlaufen, da das Hyperboloid als 
Fläche zweiter Ordnung von keiner Geraden in mehr als zwei Punk­
ten geschnitten werden kann. Lasse ich nun P die ganze erste Gerade 
durchlaufen, so durchläuft die zugehörige Gerade p alle Geraden der­
jenigen Schar auf der Fläche, 
zu der die erste Gerade nicht 
gehört; greife ich dann aus 
dieser Schar wieder drei be­
liebige Geraden heraus, so 
erhalte ich aus diesen m 
derselben Weise die andere 
Schar, darunter natürlich die 
drei Ausgangsgeraden. Die 
Konstruktion ergibt, daß alle 
Geraden derselben Schar zu­
einander windschief liegen ; 
denn hätten p und p' (Abb. 21) 
einen Schnittpunkt Q, so lä­
gen die Ausgangsgeraden in 
der Ebene PP' Q, während 
sie nach Voraussetzung wind­
schief sind. Abb. 22. 

Drei windschiefe Geraden bestimmen auf diese Weise stets ein ein­
schaliges Hyperboloid, außer in dem Fall, daß sie einer und derselben 
Ebene parallel sind (ohne selbst parallel zu sein). In diesem Fall be­
stimmen sie eine neue Fläche zweiten Grades, die nicht zu einer Rota­
tionsfläche spezialisiert werden kann; sie wird hyperbolisches Paraboloid 
genannt. Die Fläche hat ungefähr die Gestalt eines Sattels (Abb. 22). 
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Sie besitzt zwei zueinander senkrechte Symmetrieebenen, von denen sie 
in Parabeln geschnitten wird. Wie die drei Ausgangsgeraden sind 
sämtliche Geraden beider Scharen je einer festen Ebene parallel. Die 
Anschauung zeigt, daß diese Fläche von keiner Ebene in einer Ellipse 
geschnitten werden kann, da sich jeder ebene Schnitt ins Unendliche 
erstrecken muß. Aus diesem Grunde ist es unmöglich, das hyperbolische 
Paraboloid durch Dilatation einer Rotationsfläche herzustellen; denn 
auf jeder Rotationsfläche liegen Kreise, und diese würden bei der Dila­
tation in Ellipsen übergehen. 

Wir haben hier ein neues Prinzip der Erzeugung von Flächen kennen­
gelernt: Man legt für eine bewegliche Gerade irgendeine Führung im 

Abb. 23a. 

Raum fest und läßt sie über diese Führung hinwandern. Eine so erzeugte 
Fläche nennt man eine Regelfläche. Unter den neun Flächen zweiter 
Ordnung gibt es also sechs Regelflächen, nämlich die drei Zylinder, 
den Kegel, das einschalige Hyperboloid und das hyperbolische Para­
boloid; die beiden letztgenannten Flächen haben eine Sonderstellung, 
es sind nämlich die einzigen Regelflächen außer der Ebene, bei denen 
mehr als eine Gerade durch jeden Flächenpunkt hindurchgeht. 

Die drei übrigen Flächen zweiter Ordnung - Ellipsoid, elliptisches 
Paraboloid und zweischaliges Hyperboloid - können schon deshalb 
keine Geraden enthalten, weil sie sich nicht ohne Unterbrechung in zwei 
entgegengesetzten Richtungen ins Unendliche erstrecken. 

Über die beiden Scharen von Geraden, die auf dem einschaligen 
Hyperboloid und auf dem hyperbolischen Paraboloid verlaufen, läßt 
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sich ein überraschender Satz ableiten. Denken wir uns die Geraden 
der Fläche aus starrem Material und in jedem Schnittpunkt so anein­
ander befestigt, daß sie sich um die Schnittpunkte drehen, aber nicht 
aneinander gleiten können. Man sollte denken, daß die Geraden in­
folge dieser Befestigung ein starres Gerüst ergeben müßten. Tatsäch­
lich ist aber das Gerüst beweglich (Abb. 23 a, b) . Um die hierbei auf­
tretende Gestaltänderung des Hyperboloids überblicken zu können, den­
ken wir uns diejenige Symmetrieebene, die die Fläche in einer Ellipse 
trifft, horizontal festgehalten und suchen die Deformation des Gerüsts 
so auszuführen, daß diese Ebene stets Symmetrieebene bleibt. Da das 
Hyperboloid und das hyperbolische Paraboloid die einzigen Flächen 
sind, auf der durch jeden 
Punkt zwei in der Fläche 
enthaltene Geraden laufen, 
so muß das Stangenmodell 
des Hyperboloids bei der 
Deformation entweder stets 
ein Hyperboloid bleiben, 
oder ein hyperbolisches 
Paraboloid werden; es läßt 
sich zeigen, daß der letzte 
Fall nicht eintreten kann. 
Wir können nun versuchen, 
die Geraden des Gerüsts 
immer steiler gegen die 
Symmetrieebene aufzurich­
ten. Dann erhalten wir 
immer stärker abgeplat­
tete Flächen. Die Ellipse 
in der Symmetrieebene 
durchläuft das in § 1 ge­

Abb. 23 b. 

schilderte System konfokaler Ellipsen, die immer schmäler werden. 
Im Grenzfall klappt das Gerüst in einer senkrecht aufgestellten Ebene 
zusammen, und die Stangen werden die Tangenten einer in dieser 
Ebene gelegenen Hyperbel. Die Ellipse in der horizontalen Ebene ent­
artet in eine Doppelstrecke. Ebenso können wir auch die Ausgangslage 
des Modells in der umgekehrten Weise verändern, indem wir die Stan­
gen immer mehr gegen die Horizontalebene neigen. Dabei wird die 
Einschnürung der Fläche immer schärfer ausgeprägt; im Grenzfall 
klappt das Gerüst in der horizontalen Symmetrieebene zusammen, und 
die Stangen umhüllen eine in dieser Ebene gelegene Ellipse. Die analy­
tische Begründung für die Beweglichkeit des Stangenmodells wird in 
einem Anhang dieses Kapitels nachgeholt.- Beim hyperbolischen Para­
boloid ist der Vorgang analog. Das Gerüst behält stets die Gestalt 
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eines Paraboloids und klappt in beiden Grenzfällen in eine Ebene 
zusammen, in der die Geraden eine Parabel umhüllen. 

Die Flächen zweiter Ordnung lassen sich noch unter einem neuen 
Gesichtspunkt in zwei Arten einteilen. Drei von ihnen, nämlich der 
hyperbolische und der parabolische Zylinder und das hyperbolische 
Paraboloid, werden durch keine Ebene in einem Kreise geschnitten, 
da sich auf diesen Flächen jeder ebene Schnitt ins Unendliche erstreckt. 
Auf den übrigen sechs Flächen dagegen liegen stets unendlich viele 
Kreise. Hiermit hängt es auch zusammen, daß diese Flächen sich im 
Gegensatz zu den drei erstgenannten zu Rotationsflächen spezialisieren 
lassen. Die Betrachtung, durch die sich die Existenz der Kreisschnitte 
ergibt, soll am dreiachsigen Ellipsoid durchgeführt werden (Abb. 24). 
Die Fläche wird von allen Ebenen durch die mittlere Achse b in Ellipsen 
geschnitten, deren eine Achse konstant, nämlich gleich b ist; gehe ich 

Abb. 2+. 

von der Ebene durch b und die 
kleine Achse c aus und drehe sie 
um b, bis sie in die Ebene durch b 
und die große Achse a übergeht, 
so ist die zweite Achse der Schnitt­
ellipse zuerst kleiner und zuletzt 
größer als b. Dazwischen muß es 
notwendig einmal eine Lage der 
schneidenden Ebene geben, für 
welche die beiden Achsen der 
Ellipse gleich lang sind, wo also die 

Schnittkurve ein Kreis wird. Infolge der Symmetrie des Ellipsoids 
ergibt sich durch Spiegelung an der Ebene (b, c) noch eine zweite 
Ebene durch b, die mit der Fläche einen Kreisschnitt bildet. Man 
kann ferner beweisen, daß jeder einem Kreisschnitt parallele ebene 
Schnitt des Ellipsoids wieder ein Kreisschnitt ist. Somit gibt es auf 
jedem Ellipsoid zwei Scharen paralleler Kreise (Abb. 25); beim Rota­
tionsellipsoid fallen beide Scharen in eine zusammen. 

Wie für das Ellipsoid läßt sich auch für die anderen Flächen zweiter 
Ordnung, die geschlossene ebene Schnitte besitzen, eine derartige Über­
legung durchführen. 

Für die beiden Scharen von Kreisschnitten gilt ein entsprechender 
Satz wie für die Geraden auf dem Hyperboloid. Werden alle Kreise 
in ihren Schnittpunkten so aneinander befestigt, daß sie, ohne gleiten 
zu können, umeinander drehbar sind, so erhält man kein starres, son­
dern ein bewegliches Gerüst (Abb. 25 a, b; Kreisscheiben aus Pappe, 
die in geeigneter Weise geschlitzt und ineinandergesteckt sind. Der 
Leser wird einsehen, daß dieses Modell nur unwesentlich in seiner 
Struktur von unserer Behauptung abweicht). Bei der Gestaltänderung 
des beweglichen Kreisschnittmodells entstehen andersgeartete Flächen-
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scharen als bei den Stangenmodellen; die in den Symmetrieebenen 
liegenden Kegelschnitte durchlaufen im allgemeinen kein konfokales 
System. So läßt sich das bewegliche Kreisschnittmodell eines drei­
achsigen Ellipsoides stets in Kugelgestalt bringen; in diesem Fall ist 
der Schnitt mit jeder Symmetrieebene ein Kreis, während in einer Schar 
konfokaler Ellipsen nie eine Ellipse in einen Kreis ausartet. Wie beim 
Stangenmodell reicht die Beweglichkeit auch beim Kreisschnittmodell 
so weit, daß man das Modell in eine Ebene zusammenklappen kann. 

Abb. 2Sa. Abb. 25 b. 

Die beiden Arten von Modellen sind trotz ihrer großen Verschie­
denheit durch einen Übergangsfall miteinander verknüpft. Das beweg­
liche Stangenmodell des hyperbolischen Paraboloids läßt sich nämlich 
zugleich als Grenzfall eines Kreisschnittmodells auffassen, bei dem die 
Kreise unendlich großen Radius erhalten haben, d. h. zu Geraden ge­
worden sind. Wenn man eine Schar von einschaligen Hyperboloiden 
hat, die einem hyperbolischen Paraboloid immer ähnlicher werden, so 
gehen sowohl die Kreise als auch die Geraden der Hyperboloide beide 
in das Geradensystem des Paraboloids über. 

§ 4. Fadenkonstruktion des Ellipsoids und konfokale 
Flächen zweiter Ordnung. 

Da die Flächen zweiter Ordnung im Raum eine analoge Rolle spielen 
wie die Kegelschnitte in der Ebene, so liegt die Frage nahe, ob man 
nicht die Fadenkonstruktion der Ellipse auf diese Flächen übertragen 
kann. Diese Frage wurde für das Ellipsoid im Jahre 1882 von STAUDE 

durch seine Fadenkonstruktion des Ellipsoids gelöst. Bei dieser Kon­
struktion (Abb. 26) geht man von einem festen Gerüst aus, das aus einer 
Ellipse und einer Hyperbel besteht. Die Ebene der Hyperbel steht 
senkrecht auf der Ebene der Ellipse und enthält deren große Achse. 
Die Hyperbel hat die Brennpunkte F 1F 2 der Ellipse zu Scheiteln und 
deren Scheitel 5 15 2 zu Brennpunkten; durch diese Angaben ist die 
Hyperbel eindeutig bestimmt. 

Hilbert und Cohn·Vossen, Anschanliehe Geometrie. 2 
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Man befestigt nun an dem einen Scheitel der Ellipse, z. B. 5 1 , einen 
Faden, legt ihn zuerst von hinten um den nächstliegenden Ast der 
Hyperbel , dann von vorn über die Ellipse und befestigt das andere 

Ende des Fadens in F 2 • Wird 
jetzt das zwischen der Ellipse 
und der Hyperbel befindliche 
Fadenstück in B straffgezogen, 
so erhält der Faden die Form 
des gebrochenen Streckenzuges 
5 1 H BEF2 ; dabei ist das Stück 
BH 5 1 die kürzeste Linie, die 
von B über einen Punkt der 
Hyperbel nach 5 1 läuft, und das 
Stück BEF2 hat eine entspre­
chende Eigenschaft. Läßt man 
nun den Punkt B seine Lage so 
verändern, daß der Faden immer 
gespannt bleibt, so wandert B auf 
einem Ellipsoid. In der Anord­
nung von Abb. 26 durchläuft B 

Abb. 26. im ganzen das vordere untere 
Viertel der Fläche ; die übrigen 

Viertel ergeben sich je nach der Art, wie der Faden zwischen 5 1 und F 2 

um die Ellipse und die Hyperbel herumgeschlungen wird 1 . 

Das Gerüst der beiden Kegel­
schnitte spielt bei der Konstruk­
tion des Ellipsoids eine analoge 
Rolle wie die Brennpunkte bei 
der Ellipse, man spricht von 
den Fokalkurven (Fokalellipse 
und Fokalhyperbel) des Ellip­
soids. Allgemein sagt man von 
einer Fläche zweiter Ordnung, 
daß sie diese beiden Kegel­
schnitte zu Fokalkurven hat , 
wenn deren Ebenen Symmetrie­
ebenen der Fläche sind und von 
der Fläche in Kegelschnitten 
durchsetzt werden, die mit den 

Abt. 27. Fokalkurven konfokal liegen. 

1 Statt in 5 1 und F 2 dürfen die Enden des Fadens auch in jedem anderen 
Punkt der Ellipse bzw. der Hyperbel festgernacht werden, außer wenn die 
gegenseitige Lage dieser Punkte das Spannen des Fadens in der beschriebenen 
Weise überhaupt unmöglich macht. 
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Da jeder dieser bei-
den Schnitte eine 
Ellipse oder Hyper-
bel sein muß, kom-
men vier Fälle in 
Betracht. Sind beide 
Schnitte Ellipsen, so 
haben wir ein Ellip­
soid (Abb. 27); sind 
sie beide Hyperbeln, 
so ergibt sich ein 
zweischaliges Hyper­
boloid (Abb. 28). 
Wird die Ebene der 
Fokalhyperbel in 
einer Hyperbel, die 
Ebene der Fokal­
ellipse in einer Ellipse 
geschnitten, so ist die 
Fläche ein einschaliges 
Hyperboloid (Abb. 29). 
Der vierte Fall - Ellipse 
in der Ebene der Fokal­
hyperbel und Hyperbel in 
der Ebene der Fokalellipse 
- scheidet aus. Denn die 
Ellipse und die Hyperbel 
müßten dann die Gerade 
F 1F 2 (Abb. 30) in vier 
verschiedenen Punkten 
E1E 2H 1 H 2 treffen, die 
Ebene der Fokalliyperbel 
hätte also mit der Fläche 
eine Ellipse und zwei nicht 
auf dieser gelegene Punkte 
H1 H 2 gemein, was der 
Definition der Fläche zwei­
ter Ordnung widerspricht. 

Führt man die Faden­
konstruktion des Ellip­
soids mit Fäden verschie­
dener Länge bei festgehal­
tenen Fokalkurven durch, 
so erhält man eine Schar 

Abb. 28. 

2* 
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"konfokaler" Ellipsoide (d. h. mit gemeinsamen Fokalkurven), die in 
ihrer Gesamtheit den Raum einfach und lückenlos überdecken. Auch 
die Scharen der zweischaligen und der einschaligen Hyperboloide, die 
zu diesen Fokalkurven gehören, überdecken jede für sich den Raum 
einfach und lückenlos; durch jeden Raumpunkt geht also ein Ellipsoid, 
ein einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid hindurch (Abb. 31). 
Genau so nun, wie in der Ebene die konfokalen Kegelschnitte, durch­
schneiden sich im Raum die konfokalen Flächen zweiter Ordnung 
rechtwinklig, d. h. in jedem Raumpunkt stehen die Tangentialebenen 
der drei hindurchgehenden Flächen aufeinander senkrecht!. Solche 
dreifach orthogonalen Flächensysteme und vor allem die konfokalen 

Abb. 30. 

Flächen zweiter Ord­
nung spielen bei zahl­
reichen mathematischen 
und physikalischen Be­
trachtungen eine Rolle; 
die Anwendung der 
,,elliptischen Koordina­
ten", zu denen man 
bei der analytischen 
Darstellung dieser Flä­
chen geführt wird, er­
weist sich für die Be­
handlung vieler, auch 
astronomischer Proble­
me als zweckmäßig. 

Einen Überblick über 
den Aufbau eines Sy­
stems von konfokalen 

Flächen zweiter Ordnung kann man gewinnen, wenn man die ver­
schiedenen Flächen in einer bestimmten Reihenfolge durchläuft. Ich 
gehe von den sehr großen Ellipsoiden der Schar aus, die ungefähr die 
Gestalt einer Kugel besitzen. Nun lasse ich die große Achse allmählich 
immer kürzer werden; dabei werden die Ellipsoide immer flacher und 
einer Kugel unähnlicher, da sie in den drei Achsenrichtungen verschieden 
stark zusammengedrückt werden. So erhalte ich schließlich als Grenz­
fall des Ellipsoids das Innere der Fokalellipse, doppelt überdeckt. Von 
hier aus gehe ich sprungweise zum Äußeren der Ellipse über, welches 
ebenfalls als doppelt überdeckt vorzustellen ist und den Grenzfall eines 
flachen einschaligen Hyperboloids bildet. Durchlaufe ich von diesem 
Grenzfall ausgehend die Schar der Hyperboloide in der Weise, daß ich 
immer steilere Flächen nehme, so komme ich der Ebene der Fokal-

1 Die Punkte der Fokalkurven spielen eine Ausnahmerolle; in ihnen werden 
zwei von den drei Ebenen unbestimmt. Vgl. den folgenden Absatz. 
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hyperbei von beiden Seiten her immer näher, und die Gürtelellipsen, 
die ebenfalls ein konfokales System durchlaufen, werden immer schmaler. 
Wenn die Gürtelellipse schließlich unendlich schmal, d. h. zur Doppel­
strecke geworden ist, so schrumpft das einschalige Hyperboloid auf 
den doppelt bedeckten ebenen Streifen zwischen den Zweigen der Fokal­
hyperbel zusammen1. Jetzt gehe ich nochmals unstetig auf die andere 
Seite der Fokalhyperbel über, die ich mir wieder als doppelt überdeckt 
vorzustellen habe. Dies ist der Grenzfall eines flachen zweischaligen 
Hyperboloids. Lasse 
ich nun die beiden 
Schalen des Hyper­
boloids sich allmäh­
lich aufblähen, so 
nähern sie sich beide 
immer mehr von bei­
den Seiten her der­
jenigen Ebene, die 
im Mittelpunkt der 
Fokalkurven auf de­
ren Ebenen senk­
recht steht. In der 
Grenzlage erhalte ich 
also diese Ebene dop­
pelt überdeckt. Hier­
mit ist das System der 
konfokalen Flächen 
vollständig durch­
laufen, und unsere 
Betrachtung zeigt, in 
welcher Weise jede 
Schar für sich den 
Raum einfach und 
lückenlos durchzieht. Abb. 31. 

Die Beziehung der Fokalkurven zueinander und zu den zugehörigen 
Flächen zweiter Ordnung läßt sich noch durch eine weitere Eigenschaft 
kennzeichnen. Wenn ich von irgendeinem Punkt der Fokalhyperbel 
in Richtung seiner Tangente die Fokalellipse betrachte, so erscheint 
diese als ein Kreis, auf dessen Mittelpunkt ich blicke; die Fokalhyperbel 
ist also der geometrische Ort für die Spitzen der Kreiskegel, welche 
ich durch die Ellipse legen kann, und die Rotationsachse jedes solchen 
Kegels ist die Tangente der Fokalhyperbel in der Kegelspitze. Ebenfalls 
Kreiskegel, und zwar mit der gleichen Achse, sind die Tangentialkegel 

1 Das früher erwähnte bewegliche Stangenmodell durchläuft gerade dieses 

System von Hyperboloiden vollständig, einschließlich der ebenen Grenzlagen. 
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von einem beliebigen Punkt der Fokalhyperbel an alle zu den gegebenen 
Fokalkurven konfokalen Ellipsoide, in deren Äußeren der Punkt liegt. 
Allgemein gilt der Satz, daß eine jede Fläche des konfokalen Systems, 
betrachtet von einem Punkt einer Fokalkurve aus, welcher nicht von 
der Fläche eingeschlossen wird, als Kreis erscheint, auf dessen Mittel­
punkt man blickt, falls die Blickrichtung tangential zur Fokalkurve 
genommen wird. (Die Berührungspunkte der Umrißkegel mit der 
Fläche liegen aber im allgemeinen keineswegs auf einem Kreis, sondern 
können jeden beliebigen Kegelschnitt erfüllen, auch eine HyperbeF.) 

Es liegt nahe, neben den Fokalkurven auch die anderen Kurven 
zu betrachten, in denen sich zwei ungleichartige Flächen eines konfo­
kalen Systems treffen. Diese Kurven haben eine einfache differential­
geometrische Eigenschaft, auf die wir später eingehen werden (S. 166). 
Wir haben ferner in ihnen ein erstes Beispiel für Kurven, die nicht in 
einer Ebene liegen. Es ist leicht einzusehen, daß eine Durchdringungs­
kurve zweier beliebiger und beliebig gelegener Flächen zweiter Ordnung 
von einer beliebigen Ebene nie in mehr als vier Punkten getroffen wird, 
falls die Kurve nicht einen ganzen Bogen mit der Ebene gemein hat. Die 
Ebene schneidet nämlich die Flächen in zwei Kegelschnitten; man kann 
nun analytisch leicht den auch anschaulich einleuchtenden Satz beweisen, 
daß zwei Kegelschnitte sich in höchstens vier Punkten treffen, falls sie 
nicht zusammenfallen oder eine ganze Gerade gemein haben (vgl. S. 143). 

Mit dieser Schnittpunkteigenschaft hängt es zusammen, daß man 
die Kurve aus analytischen Gründen als Kurve vierter Ordnung be­
zeichnet (Die Kurven n-ter Ordnung haben die entsprechende Eigen­
schaft, daß sie mit jeder Ebene entweder höchstens n Punkte oder 
einen ganzen Kurvenbogen gemein haben). Es gibt aber auch Kurven 
vierter Ordnung, die man nicht als Schnitt zweier Flächen zweiter Ord­
nung erhalten kann 2 • - Die Raumkurven höherer Ordnung lassen sich 
ohne analytische Hilfsmittel schwer erfassen und seien deshalb hier 
nicht näher untersucht. 

Anhänge zum ersten Kapitel. 
1. Fußpunktkonstruktionen der Kegelschnitte. 

Eine Kurve Kund ein Punkt F 1 seien gegeben (Abb. 32); ich fälle 
von F 1 aus die Lote auf alle Tangenten t von K. Dann beschreiben 

1 Eine weitere Eigenschaft des konfokalen Systems, die übrigens die soeben 
erwähnte als Grenzfall umfaßt, ist die folgende: Legt man von irgendeinem Raum­
punkt P aus den Tangentialkegel an irgendeine Fläche des Systems, die P nicht 
umschließt, so werden die Symmetrieebenen dieses Kegels stets gebildet von den 
Tangentialebenen der drei durch P gehenden Flächen des Systems im Punkte P. 

2 Für die Schnittkurven zweier Flächen zweiter Ordnung läßt sich analytisch 
beweisen, daß noch unendlich viele weitere Flächen zweiter Ordnung durch sie 
hindurchgehen, darunter vier Kegel (von denen auch einige zusammenfallen oder 
zu Zylindern ausarten können). 
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die Fußpunkte dieser Lote eine zweite Kurve k, die man die Fußpunkt­
kurve von K bezüglich F 1 nennt. Umgekehrt kann man K zurück­
gewinnen, wenn F 1 und k gegeben sind. Zu diesem Zweck hat man 
F 1 mit allen Punkten von k zu verbinden und auf den Verbindungs­
linien die Senkrechten t in den Punkten von k zu errichten. Die Geraden 
t umhüllen dann K. Diese zweite Kon­
struktion wollen wir eine Fußpunktkon­
struktion nennen und sagen, daß K durch 
Fußpunktkonstruktion an k (bezüglich 
F 1) entsteht. Je nach der Wahl von F 1 

können also durch Fußpunktkonstruk­
tion an einer und derselben Kurve k sehr 
verschiedenartige Kurven K entstehen. 

Abb. 32. 

Wir zeigen: Die Fußpunktkonstruktion am Kreis und an der Geraden 
liefert stets Kegelschnitte. Liegt der Punkt F 1 innerhalb des Kreises 
vom Mittelpunkt M, so entsteht eine Ellipse, undF1 ist der eine Brenn­
punkt; der zweite Brennpunkt F 2 ist der Spiegelpunkt von F 1 bezüglich 
M. Liegt F 1 außerhalb, so entsteht eine Hyperbel. Die Brennpunkte 
sind wieder F 1 und der Spiegelpunkt von F 1 bezüglich M. Nimmt man 
anstatt eines Kreises eine Gerade g, so entsteht eine Parabel. Der 
Brennpunkt ist F 1 , die Leitlinie ist die Par­
allele h von g, die auf der anderen Seite von 
F 1 liegt und von g denselben Abstand wie 
F 1 hat. 

Um zunächst die Behauptung für die 
Ellipse zu beweisen, ziehe ich (Abb. 33) durch 
F 1 eine beliebige Gerade, die den Kreis in C 
und C' treffen möge. Auf dieser Geraden 
bestimme ich die Punkte F und F', so daß 
F 1 C =CF und F 1 C' = C'F'. Ferner er­
richte ich auf der Geraden C C' in C und C' 
die Lote t und t'. F 2 sei wie in der Be­
hauptung so gelegt, daß M Mittelpunkt 

r' 
Abb. 33. 

der Strecke F 1 F 2 ist. F 2 F möge t in B schneiden, und F 2 F' möge 
t' in B' schneiden. Dann ist F 1B = F B, also F 1B + BF2 = FF2 • 

Da aber M und C die Mittelpunkte der Strecken F 1F 2 und F1F 
sind, so gilt FF2 = 2 CM. Wenn wir den Kreisradius mit r be­
zeichnen, haben wir die Beziehung erhalten: BF1 + BF2 = 2 r. 
Der Punkt B liegt also auf der Ellipse mit den Brennpunkten F 1 

und F 2 und der großen Achse 2 r. Es bleibt nur noch zu zeigen, daß t 
diese Ellipse in B berührt. Dies folgt aus der auf S. 2 bewiesenen 
Winkeleigenschaft der Ellipsentangente. Nach unserer Konstruktion 
ist nämlich <r:.CBF1 =<r:.CBF.- Für t' verläuft der Beweis ganz 
analog mit Hilfe der Punkte B', C' und F'. 
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Der Beweis für die Hyperbel folgt aus Abb. 34. Sie unterscheidet 
sich von Abb. 33 allein dadurch, daß F 1 außerhalb des Kreises an­
genommen ist. In diesem Fall durchlaufen B und B' die beiden ver­
schiedenen Äste der Hyperbel. Es ist nämlich FF2 = 2r = BF2 - BF1 

F' und F'F2 = 2r = B'F1 - B'F2 • 

Abb. 34. Abb. 35. 

Für die Parabel ist der Beweis etwas abzuändern. Sind nämlich die 
Punkte C und F und die Gerade t analog dem Früheren konstruiert 
(Abb. 35), so hat man von F aus das Lot auf g zu fällen. Bist der Schnitt­
punkt dieses Lotes mit t. Dann ist BF1 = BF. F durchläuft aber 

Abb. 36. 

die Gerade h, die wie in der Behauptung kon­
struiert istl. Also läuft B in der Tat auf einer 
Parabel mit F 1 als Brennpunkt und h als Leitlinie. 
Daß t die Parabel in B berührt, folgt wieder dar­
aus, daß t den Winkel F BF1 halbiert 2 • 

Läßt man den Punkt F 1 auf die Kreisperi­
pherie fallen (Abb. 36), so drehen sich t und t' 
um die Punkte F 1 und F 2 . Wir erhalten also 
ein Paar von Geradenbüscheln. Bekanntlich tritt 

dieser Ausartungsfall naturgemäß auf, wenn man die Kurven zweiter 

Ordnung als Tangentengebilde betrachtet. 

2. Die Leitlinien der Kegelschnitte. 

Im Text wurde die Parabel als der geometrische Ort aller Punkte 

definiert, für die der Abstand von einem festen Punkt F, dem Brenn­

punkt, gleich dem Abstand von einer festen Geraden g, der Leitlinie, 

1 Bei der Ellipsen- und Hyperbelkonstruktion durchläuft F einen um F 2 als 

Mittelpunkt geschlagenen Kreis, der doppelt so groß ist wie der ursprünglich ge­

wählte und mit ihm F 1 zum Ähnlichkeitspunkt hat. Das folgt aus den Relationen 

F F 2 = 2 C M und F F 1 = 2 CF 1 . 

2 Natürlich läßt sich Abb. 35 aus Abb. 33 durch denselben Grenzübergang 

ableiten, durch den wir auf S. 3 die Parabel aus der Ellipse gewonnen haben. 
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ausfällt. Eine ähnliche Definition läßt sich auch für die Ellipse und 
Hyperbel aufstellen. Wir suchen den geometrischen Ort aller Punkte, 
für die der Abstand von einem festen Punkt F zum Abstand von einer 
festen Geraden g in einem konstanten Verhältnis v steht. Im Falle 
v = 1 erhalten wir die Parabel. Wir beweisen nun: Für v < 1 ist die 
gesuchte Kurve eine Ellipse, für v > 1 eine Hyperbel. Fist ein Brenn­
punkt des Kegelschnitts. Umgekehrt kann man zu jeder Ellipse und 
jeder Hyperbel zwei Geraden g1 und g2 finden, so daß jeder Kurvenpunkt 
konstantes Abstandsverhältnis von F 1 und g1 bzw. von F 2 und g2 hat. 

Zum Beweis gehen wir 
von Abb. 3 7 aus. Ein 
Kreiskegel schneidet eine 
Ebene e in einer Ellipse k, 
für die wir die Behauptung 
prüfen wollen. Wie in 
Abb. 10 ist eine Kugel zu 
Hilfe genommen, die den 
Kegel in einem Kreis K 
und die Ebene in einem 
Punkt F berührt; F ist 
also ein Brennpunkt von k. 
Ferner sei f die Ebene von 
K und g die Schnittgerade 
von e und f. Von einem 
beliebigen Ellipsenpunkt B 
aus fällen wir das Lot 
BC auf g und das Lot 
B D auf f. Sodann verbin­
den wir B mit F und der 
Kegelspitze S; B S möge K 

s 

Abb. 37. 

im Punkt P treffen. Zur Abkürzung setzen wir -1::: D B P = IX und 

-t=D B C = ß. Dann ist B C = B~ und B P = _BD . Ferner ist BF = BP, 
cos~ cos~ 

da beide Strecken Tangenten an dieselbe Kugel vom selben Punkt B 
aus sind. Also ist 

BF BP cosß 
BC BC cos~ 

Nun sind aber die Winkel IX und ß von der Wahl von B unabhängig, 
denn IX ist gleich dem halben Öffnungswinkel des Kegels, und ß ist gleich 
dem Neigungswinkel der Ebene e zur Achse des Kegels. Setzen wir 

also cosß = v, so haben wir für die Ellipse k die Behauptung bestätigt 
COSiX 

und für die Leitlinie g zugleich eine räumliche Konstruktion angegeben. 
Falls e den Kegel nicht in einer Ellipse, sondern in einer Hyperbel h 

schneidet (Abb. 38), verläuft der Beweis genau so. Nur ist im ersten 
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Fall <X< ß, im zweiten Fall <X> ß. Für die Ellipse k ist also v < 1, 
für die Hyperbel h dagegen v > 1 . 

Nun beweist unsere Betrachtung zunächst nur die Existenz der Leit­
linie für bestimmte Ellipsen und Hyperbeln, während in der Behaup­
tung umgekehrt die Zahl v, der Punkt F und die Gerade g vorgegeben 
sind und die zugehörige Kurve gesucht wird. Aber offenbar hängt die 
Gestaltdergesuchten Kurve nur von dem Wert der Zahl v ab, undanderer­
seits können wir unsere Konstruktion so einrichten, daß die Winkel <X 

und ß, also auch die Zahl v, beliebige Werte annehmen. Daher sind 
durch diese Konstruktion alle gestaltliehen Möglichkeiten für die 
gesuchte Kurve erfaßt, und diese Kurve muß in der Tat stets ein Kegel­

Abb. 38. 

schnitt sein. 
Die Parabel ist, wenn wir die 

Bezeichnungsweise beibehalten, 
durch IX = ß, d. h. v = 1 gekenn­
zeichnet, so daß wir auf die ur­
sprüngliche Definition zurückfallen. 
Schneidet dagegen e den Kegel in 
einem Kreis, so versagt die Kon­
struktion, weil dann (und nur 
dann) die Ebenen e und f keine 
Schnittgerade g besitzen, sondern 
parallel sind. Jeder von einem 
Kreis verschiedene eigentliche Ke­
gelschnitt läßt sich als Schnitt 

eines Kreiskegels auffassen und dann der angegebenen Konstruktion 
unterwerfen. Die Eigenschaft der Leitlinien kommt daher außer 
dem Kreis allen eigentlichen Kegelschnitten zu. 

Übrigens beruhen die griechischen Namen der Kegelschnitte auf 
ihrer Beziehung zu den Leitlinien. Sie deuten an, daß v bei der Ellipse 
die Zahl1 nicht erreicht (l).J.dnetr), bei der Hyperbel übertrifft (vm:e­
ß6JJ.ew) und bei der Parabel gerade erreicht (naeaß6J2etr). 

3. Das bewegliche Stangenmodell des Hyperboloids. 

Wir wollen (unter Voraussetzung einiger Kenntnisse aus der analy­
tischen Geometrie des Raumes) die S. 15 ausgesprochene Behauptung 
beweisen, daß das Stangenmodell des einschaligen Hyperboloids be­
weglich ist. Wir zeigen gleichzeitig, daß das Gerüst ein System kon­
fokaler einschaliger Hyperboloide durchlaufen kann. 

x1 , x2 , x3 bzw. y1 , y2 , y3 seien die cartesischen Raumkoordinaten 
der Punkte P bzw. Q. Wir betrachten die konfokalen Flächen zweiter 
Ordnung: 

(1) 
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Wir denken uns einen solchen Wert 2 gewählt, daß (1) ein einschaliges 
Hyperboloid bestimmt. P soll, wie durch (1) zum Ausdruck kommt, 
auf dieser Fläche liegen. Nun sei Q ein anderer Punkt derselben Fläche, 
der überdies mit P auf derselben in der Fläche verlaufenden Geraden 
liegt. Diese Forderung ist gleichbedeutend damit, daß die Gleichungen 
bestehen: 

(2) 

(3) 

3 2 

__!-'---- = 1 
' ' a,- A 

1 
3 

~ X,Yi = 1 . 
.:::;.. a, - 2 

1 

Denn der Mittelpunkt M der Strecke PQ muß jedenfalls auf der Fläche 
liegen. M hat die Koordinaten ~- (x; + yJ Es muß also gelten 

Das ist mit (3) äquivalent. Umgekehrt liegt die Gerade PQ ganz auf 
der Fläche, wenn die Gerade mit der Fläche die drei Punkte P, Q, M 
gemein hat, wenn also (1), (2) und (3) gilt. 

Wir berechnen nun den Abstand PQ = r. Es ist 
3 

r 2 = 2: (x;- Yi) 2 = 2;x; + LY;- 2LX;Y; 
1 

= ~ (a; - 2) ~ + ~ (a; - 2) ~ - 2 ~ (a;- l) x,yi 
.::::.. ~-A .::::.. ~-2 .::::.. ~-2 

= a· --'-+--'--2~ [ xz yz J 
' a, - 2 a, - 2 ai - 2 

- l --' - -+ --' - - 2 x,yi [~ xz ~y• ~ 1 
a, - 2 ai - ). a, - 2 J • 

Infolge der Gleichungen (1), (2), (3) verschwindet der Ausdruck in der 
letzten eckigen Klammer. Wir erhalten also 

(4) y2 = ~a.k_,_=-y,)2 
.:::;.. ' a, - 2 

Nun sei }.' ein Wert, der in ( 1) für }, eingesetzt wieder ein ein­
schaliges Hyperboloid ergibt. Das ist dann und nur dann der Fall, 
wenn die Vorzeichen von a; - 2 und a; - l' für jedes i einander gleich 
sind. Demnach bestimmen die Formeln 

(5) (i = 1, 2, 3) 

eine reelle affine Transformation. Offenbar verwandelt (5) die Fläche 
( 1) in ein zu ( 1) konfokales einschaliges Hyperboloid, das ( 1') heißen 
möge. Sind P' (x~) und Q' (y~) die Bilder von P und Q vermöge (5), 
so liegt die Gerade P' Q' ganz in ( 1'), da sie das Bild von P Q ist. 
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Unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß der Ab­
stand P'Q' = r' gegenüber PQ unverändert geblieben ist; r' = r. Nun 
gilt für r' die zu (4) analoge Formel 

(4') 

Aus (5) folgt 
(x~- yn2 
a,-J..' 

(X;- y,)2. 
a;-l 

(i=1,2,3), 

also wegen (4), (4') in der Tat r = r'. 
Denken wir uns 1 fest, 1' veränderlich, so gibt (5) die Bahnkurven 

der Punkte des Stangenmodells, wenn dieses, wie wir immer angenom­
men haben, unter Festhaltung der Symmetrieebenen deformiert wird. 
Diese Kurven sind, wie eine kurze Rechnung zeigt, die Schnittkurven 
der mit (1) konfokalen Ellipsoide und zweischaligen Hyperboloide. 

Zweites Kapitel. 

Reguläre Punktsysteme. 

Wir wollen in diesem Kapitel die metrischen Eigenschaften des 
Raums unter einem neuen Gesichtspunkt betrachten. Während wir 
uns nämlich bisher mit Kurven und Flächen, also mit kontinuierlichen 
Gebilden beschäftigt haben, wenden wir uns nun zu Systemen, die aus 
getrennten Elementen aufgebaut sind. Solche Systeme treten auch in 
den übrigen Gebieten der Mathematik oft auf, besonders in der Zahlen­
und Funktionentheorie und in der Krystallographie1. 

§ 5. Ebene Punktgitter. 
Ein besonders einfaches Gebilde, das aus diskreten Teilen besteht, 

ist das ebene quadratische Punktgitter (Abb. 39). Um es zu erzeugen, 
markieren wir uns in einer Ebene die vier Ecken eines Quadrats vom Inhalt 
Eins, verschieben das Quadrat parallel einer Seite um die Seitenlänge 
und zeichnen die beiden neu hinzugekommenen Eckpunkte ebenfalls 
auf. Dieses Verfahren denken wir uns nach derselben und dann nach 
der entgegengesetzten Seite unbegrenzt fortgesetzt. So erhalten wir in 
der Ebene einen Streifen, der aus zwei Reihen äquidistanter Punkte 
besteht. Diesen Streifen verschieben wir senkrecht zu sich selbst um 
eine Quadratseitenlänge, markieren die neu hinzugekommenen Punkte 
und denken uns auch dies Verfahren nach beiden Seiten unbegrenzt oft 

1 Soweit die folgenden Abschnitte die Krystallographie streifen, ist die Bezeich­
nungsweise nicht immer der üblichen krystallographischen Terminologie angepaßt. 
Im Rahmen der einfachen geometrischen Betrachtung, auf die wir uns beschränken, 
sind oft andere Namen kürzer und eindringlicher. 
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wiederholt. Die Gesamtheit aller so markierten Punkte bildet das 
quadratische Punktgitter; man kann es auch definieren als die Menge 
aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in einem ebenen carte-
sischen Koordinatensystem. o 

In diesem Gitter kann ich natürlich aus 
vier Punkten auch andere Figuren bilden 
als Quadrate, z. B. Parallelogramme. Man 
erkennt nun leicht, daß sich das Gitter eben­
so wie aus dem Quadrat aus jedem solchen 
Parallelogramm erzeugen läßt, wenn das 
Parallelogramm nur außer seinen Ecken 
keinen Gitterpunkt mehr in seinem Innern 
und auf dem Rande enthält (andernfalls 

Abb. 39. 

könnte ja das Verfahren nicht alle Gitterpunkte liefern). Die Betrach­
tung jedes solchen Parallelogramms zeigt nun, daß es gleichen Flächen­
inhalt hat wie das erzeugende Quadrat (vgl. Abb. 39); einen strengen 
Beweis dafür werden wir auf S. 30 kennenlernen. 

Bereits dieses einfache Gitter hat Anlaß zu wichtigen mathematischen 
Untersuchungen gegeben, deren erste von GAuss stammt. Er versuchte 
die Anzahl I (r) der o o o o o o o o o o o o o o o o 

Gitterpunkte zu be- o o 0 0 0 0 0 0 r-< 0 0 0 0 0 0 

stimmen, die auf einer o 

Kreisscheibe vom Ra-
dius r liegen; dabei soll 

o 

der Kreismittelpunkt o 

ein Gitterpunkt sein o 

und r eine ganze Zahl. o 

GAusshatdieseAnzahl o 

für viele Werte von r 
empirisch bestimmt 
und fand z. B.: 

r= 10 l(r) = 317, 
r == 20 1257, 
r= 30 2821, 
r = 100 31417, 

0 

0 

0 

0 

0 

c 

0 

0 0 0 

0 0 

~ 
0 

V 

:;. 

o\ 
0 

0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

V - -r..... 
't\.. 

0 0 

0 

' 

0 

0 

0 

.\ 
0 

\ 
0 

0 

0 

0 

1 0 

0 0 

I 0 

I 
0 

0 

0 

I 0 0 

./V 

0~ 
0 0 0 

~0 0 0 0 0 0 

0 

0 

r = 200 125 629, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

r = 300 282697. Abb. 40. 

Aus der Betrachtung der Funktion f (r) ergibt sich nämlich eine 
Methode zur Bestimmung des Wertes von :n. Da jedes Grundquadrat 
den Inhalt Eins hat, ist I (r) gleich dem Inhalt der Fläche F, die von 
allen den Quadraten bedeckt wird, deren linke untere Ecke auf der 
Kreisscheibe liegt (Abb. 40). l(r) unterscheidet sich also vom Inhalt 
r2 :n der Kreisscheibe höchstens um den Flächeninhalt A (r) derjenigen 
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(mitgerechneten oder fortgelassenen) Quadrate, die von der Peripherie 
geschnitten werden. 

I I (r) - r2 nj < A (r) , 

1 ~;:> - 3l 1 < A x> . 
Um A (r) abzuschätzen, genügt nun eine einfache Überlegung. Die 

Maximalentfernung zweier Punkte im Einheitsquadrat beträgt f2. 
Alle Quadrate, die von der Peripherie geschnitten werden, liegen also 
in einem Kreisring von der Breite 2l12, dessen begrenzende Kreise 
die Radien r + y2 und r -j2 haben. Dieser Kreisring hat den 
Flächeninhalt 

B (r) = [(r + p)2 - (r- y2)2]n = 4 y2n r. 

Nun ist aber A (r) < B (r), also 

I f(r) _ nJ < 4 y2.n. 
y2 r 

Daraus ergibt sich durch Grenzübergang die Formel, die wir zum 
Ziel hatten: 

( 1) lim /(:) = n. 
r-+ oo r 

Wenn man die von GAuss ermittelten Funktionswerte I (r) in diese Glei­
chung einsetzt, ergibt sich folgende Annäherung an n = 3,14159: 

r = 10 
20 
30 

100 
200 
300 

f(r)=317 
y2 ' , 

3,1425, 
3,134, 
3,1417, 
3,140725, 
3,14107. 

Eine Anwendung der Gleichung ( 1) besteht im Beweis der auf 
S. 29 ausgesprochenen Behauptung, daß jedes der Parallelogramme, 
durch die ich das quadratische Punktgitter erzeugen kann, den Flächen­
inhalt Eins besitzt. Ich weise nämlich jeden Gitterpunkt der Kreis­
scheibe in gleicher Weise einem solchen Parallelogramm als Eckpunkt 
zu und vergleiche die von diesen Parallelogrammen bedeckte Fläche F 
mit der Kreisscheibe. Wieder ist die Abweichung geringer als der 
Inhalt B (r) eines Kreisrings mit den Radien r + c und r - c, wo 
c die (von r unabhängige) Maximalentfernungzweier Punkte im Grund­
parallelogramm bedeutet. Ist dessen Inhalt a, so hat F den Inhalt 
a · l(r), und wir erhalten die Formel 

jal(r)- r2nl < B(r) = 4rcn, 



§ 5. Ebene Punktgitter. 31 

also 
l af(r) I < 4cn Ire-n -r-, 

lim /(:) =!!.... 
r-+oo r a 

Wir haben aber oben gezeigt, daß 

lim /(:) = n. 
r-+oo r 

Hieraus1 folgt die Behauptung a = 1. 
Wir wenden uns jetzt der Betrachtung allgemeiner "Einheitsgitter" 

zu, d. h. Gittern, die von einem beliebigen Parallelogramm des Inhalts 
Eins auf dieselbe Art erzeugt werden wie das quadratische Gitter vom 
Quadrat. Wiederum können verschiedene Parallelogramme dasselbe 
Gitter erzeugen, sie müssen dann aber alle den Inhalt Eins haben, 
was man in gleicher -----..... --------------...,.-------.... ---lz 
Weise wie beim quadra- I 

tischen Gitter beweist. 
Für jedes solches 

Einheitsgitter ist der 
kleinste Abstand c 
zweierGitterpunkte eine 
charakteristische Größe. 
Es gibt Einheitsgitter 
mit beliebig kleinem c, 
z. B. solche, die von 

Abb. 41. 

einem Rechteck mit den Seiten c und 1/c erzeugt werden. Dagegen 
kann c offenbar nicht beliebig groß werden, weil das Gitter sonst 
kein Einheitsgitter sein könnte. Also hat c eine obere Grenze. Wir 
wollen sie bestimmen. 

Sei in einem beliebigen Einheitsgitter ein Punktepaar mit dem 
kleinsten vorkommenden Abstand c herausgegriffen (Abb. 41). Legt 
man durch die beiden Punkte eine Gerade g, so müssen auf ihr nach 
Definition des Gitters immer weitere Gitterpunkte im Abstand c liegen; 
die zu g im Abstand 1/c gezogene Parallele h muß ebenfalls unendlich 
viele Gitterpunkte enthalten, dagegen muß der Streifen zwischen den 
Parallelen von Gitterpunkten frei sein, was beides daraus folgt, daß 
das Gitter ein Einheitsgitter sein soll. Um alle Gitterpunkte von g 
schlage ich nun Kreise mit dem Radius c. Sie überdecken in ihrer 
Gesamtheit einen Streifen, der von der übrigen Ebene durch Kreisbögen 
abgegrenzt wird. Jeder innere Punkt dieses Streifens ist von mindestens 

1 Bei diesem Beweis hätten wir statt der Kreisscheibe auch jedes andere Flächen­
stück verwenden können, dessen Rand sich durch einen im Verhältnis zum Gesamt­
flächeninhalt beliebig schmalen Flächenstreifen zudecken läßt. 
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einem Gitterpunkt um weniger als c entfernt, kann also nach Definition 
von c kein Gitterpunkt sein. Also ist 1/c größer oder gleich dem kür­
zesten Abstand der Grenzlinie des Streifens von g. Dieser Abstand ist 
offenbar die Höhe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite c; also 
haben wir: 

__!__ > ~ '~3 
c=2fJ• 

c<Vv~· 
Die Zahl 1 I ::._ ist die gesuchte obere Grenze für c. Dieser Extrem-

f -v 3 
wert wird auch tatsächlich in einem Gitter erreicht, nämlich, wie aus 
Abb. 41 ersichtlich, in einem Gitter, dessen erzeugendes Parallelogramm 
sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt. 

Durch Vergrößern oder 
Verkleinern können wir 
nun jedes beliebige Gitter 
aus einem Einheitsgitter 
erzeugen. Ist also a2 der 
Inhalt eines Grundpar­
allelogramms m emem 
Gitter und C der Mini­
malabstand zweier Gitter­
punkte, so gilt : 

12 
Abb. 42. C < a V y3 . 

Wi~derum steht das Gleichheitszeichen dann und nur dann, _wenn das 
Gitter aus gleichseitigen Dreiecken aufgebaut ist. Bei gegebenem Minimal­
abstand besitzt also dieses Gitter das kleiostmögliche Grundparallelo­
gramm. Nun ist aber, wie wir schon S. 30 gesehen haben, der Flächen­
inhalt großer Flächen annähernd gleich der Anzahl der Gitterpunkte 
im Innern multipliziert mit dem Flächeninhalt des Grundparallelo­
gramms. Unter allen Gittern gegebenen Minimalabstands enthält also 
innerhalb einer gegebenen großen Fläche das Gitter der gleichseitigen 
Dreiecke die meisten Punkte. 

Schlägt man um alle Punkte eines Gitters Kreise mit dem halben 
Minimalabstand des Gitters als Radius, so erhält man ein System von 
Kreisen, die sich teilweise berühren, aber nie überdecken. Man bezeichnet 
ein derart konstruiertes System als eine gitterförmige Kreislagerung. 
Eine gitterförmige Kreislagerung nennen wir um so dichter, je mehr 
von den Kreisen in einem vorgeschriebenen (hinreichend großen) 
Gebiet Platz haben. Demnach liefert das Dreiecksgitter die dichteste 
Kreislagerung (Abb. 42). 
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Als Maß für die Dichte einer Kreislagerung wählen wir die Gesamt­
fläche der eingelagerten Kreise geteilt durch den Inhalt des gegebtnen 
Gebiets. Bei hinreichend großen Gebieten nähert sich dieser Wert 
offenbar dem Quotienten aus dem Flächeninhalt eines einzelnen Kreises 
geteilt durch den Inhalt des Grundparallelogramms. Als Optimum der 
Dichte liefert das Dreiecksgitter den Wert 

1 D = - .. n = 0,289n. 
2}3 

§ 6. Ebene Punktgitter in der Zahlentheorie. 
Bei vielen Problemen der Zahlentheorie spielen die Punktgitter eine 

Rolle. Wir wollen dafür einige Beispiele geben. Um Längen der Dar­
stellung zu vermeiden, müssen wir allerdings in diesem Paragraphen 
etwas mehr mathematische Kenntnisse voraussetzen als sonst in diesem 
Buche. . . x 1 1 1 . 

1. D1e LEIBNizsche Re1he : 4 = 1 - 3 + 5 - 7 + - · · · . W1e 
in § 5 bedeute I (r) die Anzahl der Gitterpunkte des ebenen quadra­
tischen Einheitsgitters innerhalb eines Kreises vom Radius r mit 
einem Gitterpunkt als Mittelpunkt. Wir wollen diesen Punkt zum 
Nullpunkt eines cartesischen Koordinatensystems machen, in dem die 
Gitterpunkte die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten werden. Dann ist 
I (r) die Anzahl aller Paare von ganzen Zahlen x, y, für die x 2 + y 2 ~ r2 

gilt. Nun ist x 2 + y2 stets eine ganze Zahl n. Ich erhalte also I (r), 
wenn ich für alle ganzen Zahlen. n ~ r 2 zusehe, auf wieviel Arten 
sie sich als Quadratsumme zweier ganzen Zahlen schreiben lassen, 
und wenn ich dann diese Anzahlen von Zerlegungsmöglichkeiten addiere. 
Nun gilt der zahlentheoretische Satz: Die Anzahl der Darstellungen 
einer ganzen Zahl n als Quadratsumme zweier ganzen Zahlen ist gleich 
dem vierfachen Überschuß der Anzahl der Teiler von n von der Form 
4 k + 1 über die Anzahl der Teiler von der Form 4 k + 3. Dabei sind 
die Darstellungen wie n = a 2 + b2 , n = b2 + a2 , n = (- a) 2 + b2 usw. 
alle als verschieden zu rechnen, wie ja diesen Zerlegungen auch ver­
schiedene Punkte unseres Gitters entsprechen. Jede Zerlegung führt 
also zu einem System von acht Zerlegungen (abgesehen von den Son­
derfällen a = ± b , a = 0 , b = 0) . Als Beispiel des Satzes betrachten 
wir die Zahl n = 65. Sie hat im ganzen die Teiler 1, 5, 13, 65. 
Alle diese Teiler haben die Form 4 k + 1, Teiler der Form 4 k + 3 
treten nicht auf. Der betrachtete Überschuß ist also 4, und nach unserem 
Satz muß sich 65 auf 16 verschiedene Arten als Quadratsumme schreiben 
lassen (oder, was dasselbe ist, der Kreis um den Nullpunkt vom Radius 
V65 muß durch 16 Gitterpunkte hindurchgehen). In der Tat ist 
65 = 12 + 82 und 65 = 42 + 72 , und jede dieser Darstellungen ist 
achtmal zu zählen. 

H1lbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 3 
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Wir erhalten nach diesem Satz die Zahl :1(/(r) -1), wenn wir für 
alle positiven ganzen Zahlen n < r 2 die Anzahl der Teiler von der Form 
4 k + 3 von der Anzahl der Teiler von der Form 4 k + 1 abziehen und 
alle diese Differenzen addieren. Es ist aber viel einfacher, die Reihen­
folge dieser Additionen und Subtraktionen zu ändern. Wir wollen 
zunächst die Gesamtanzahl aller Teiler 4k + 1 aller Zahlen n < r 2 

zusammenrechnen und davon die Gesamtanzahl der Teiler 4 k + 3 
abziehen. Um die erste Anzahl zu bestimmen, schreiben wir die Zahlen 
der Form 4k + 1 der Größe nach auf, also 1, 5, 9, 13, ... und lassen alle 
Zahlen fort, die r 2 übertreffen. Jede dieser Zahlen tritt als Teiler genau 
so oft auf, wie es Vielfache von ihr gibt, die r2 nicht übertreffen. 1 ist 
also [r2]mal zu zählen, 5 dagegen [r2/5]mal, wenn wir mit [a] allgemein 
die größte ganze Zahl bezeichnen, die a nicht übertrifft. Die gesuchte 

Gesamtanzahl der Teiler 4k + 1 ist demnach [r2] + [~] + [~] + [;;] + .... 
Nach Definition des Symbols [a] bricht diese Reihe von selbst ab, sobald 
in der eckigen Klammer der Nenner den Zähler übertrifft. Dieselbe 
Betrachtung kann man für die Teiler 4 k + 3 anstellen und erhält so 

für deren Gesamtanzahl die Reihe [~] + [~] + [;:] + .... Wir haben 

diese zweite Summe von der ersten abzuziehen. Da beides endliche 
Summen sind, dürfen wir wieder die Reihenfolge beliebig umstellen, 
und das ist für den nachher vorzunehmenden Grenzübergang r- oo 
zweckmäßig. Wir wollen unser Resultat in der Form aufstellen: 

1 [r2] [r2] [r2J [r2] [r2] 4 (I (r) - 1) = [r2] - 3 + 5 - 7 + 9 - 11 + · · · · 
Um besser zu übersehen, wann die Reihe abbricht, wollen wir 

r als ungerade ganze Zahl voraussetzen; dann hat die Reihe r2 ±__!_ 
2 

Glieder. Die Summanden haben abwechselndes Vorzeichen und nehmen 

nicht zu. Wenn wir daher die Reihe schon beim Glied [~] = [r] = r 

abbrechen, ist der Fehler höchstens gleich diesem letzten Glied r, wir 
können also diesen Fehler in der Form #r schreiben, wo tJ ein echter 
Bruch ist. Wenn wir in den übriggebliebenen !(r + 1) Gliedern die 
eckigen Klammem weglassen, machen wir in jedem Glied einen Fehler, 
der Eins nicht erreicht, im ganzen also wieder einen Fehler, den wir 
in der Form#' r schreiben können, wo#' ein echter Bruch ist. Wir haben 
demnach die Abschätzung 

1 ~ ~ ~ 
4 (/(r)- 1) = r 2 - 3 + S- 7 +. · · ± r ± #r ± #'r, 

oder wenn wir durch r 2 dividieren: 
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·wenn wir nun r (durch alle ungeraden ganzen Zahlen) unbegrenzt 
wachsen lassen, so strebt I (r)jr 2 gegen n, wie in § 5 bewiesen. Damit 
haben wir die LEIBNizsche Reihe abgeleitet: 

}n = 1 - t + i-- + + .. · · 
2. Der kleinste Wert quadratischer Formen. Es sei 

f (m, n) = am2 + 2bmn + cn 2 

eine quadratische Form mit reellen Koeffizienten a, b, c und der Deter­
minante D = ac - b2 = 1. Dann kann a nicht verschwinden. Wir 
wollen noch a > 0 voraussetzen. Dann ist bekanntlich I (m, n) positiv 
definit, d. h. positiv für alle reellen Zahlenpaare m, n außer m = n = 0. 
Wir wollen zeigen: Es gibt zwei ganze Zahlen m, n, die nicht beide ver-

schwinden und für die 1 (m, n) < V~ ausfällt, wie auch die Koeffizienten 

a, b, c, abgesehen von den Bedingungen ac - b2 = 1 und a > 0, ge­
wählt sein mögen. 

Diese Behauptung erweist sich als Konsequenz unserer Betrachtung 
über den Minimalabstand von Gitterpunkten im Einheitsgitter. Wir 
formen I (m, n) in der üblichen Weise um unter Benutzung der Gleichung 
D = 1: 

Nun betrachten wir in einem cartesischen ebenen Koordinaten­
system die Punkte mit den Koordinaten 

,;- b 
x = v am + ya n, 

y= 

wobei m, n alle ganzen Zahlen durchlaufen. Nach einfachen Sätzen 
der analytischen Geometrie müssen diese Punkte ein Einheitsgitter 
bilden. Denn sie entstehen aus dem quadratischen Einheitsgitter 
x = m, y = n, wenn man die Ebene der affinen Transformation 

x = ra~ + -v~ 1J. 

y= v~1J 
von der Determinante Eins unterwirft. Nun wird aber l(m, n) = x 2 + y2 ; 

y/ (m ,-n) stellt also, wenn m und n alle ganzen Zahlen durchlaufen, den 
Abstand des zugehörigen Gitterpunktes vom Nullpunkt dar. Nach dem 
zu Anfang erwähnten Satz gibt es einen Punkt P des Gitters, für den 

dieser Abstand nicht größer ausfällt als V V~. Für die zwe1 ganzen 

3* 
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Zahlen m, n, die zu P gehören, ist daher, wie wir es erreichen wollten, 

f(m, n) <V~. 
Man kann dieses Ergebnis auf das Problem anwenden, reelle Zahlen 

durch rationale zu approximieren. Es sei lX eine beliebige reelle Zahl; 
wir betrachten dann die Form 

(cxn- m)2 1 cx (cx2 ) t(m n) = --- + e2 n2 = -m2 - 2-mn + -- + ~ 2 n 2 • 
' e e2 e2 e2 

Diese Form hat die Determinante 

Dabei sei e eine positive, sonst beliebige Zahl. Nach unserem Ergebnis 
gibt es stets zwei ganze Zahlen m, n, für die die Ungleichung gilt: 

(cxn- m)2 -f- 2 2 < 2 ----en-
E = Jl3 • 

Also gelten erst recht die beiden Abschätzungen 

Daraus ergeben sich die Abschätzungen1 : 

Ist lX nicht rational, so muß die linke Seite der ersten Ungleichung von 
Null verschieden sein. Wir müssen also notwendig unbegrenzt viele 
solche Zahlenpaare n, m erhalten, indem wir e immer kleinere Werte 

erteilen; denn dann muß llX-: I unbegrenzt abnehmen. Wir erhalten 

auf diese Weise eine Folge rationaler Zahlen mjn, die die Irrationalzahl ~X 
beliebig genau approximieren. Andererseits können wir e mit Hilfe 
der zweiten Ungleichung eliminieren. Auf diese Weise ergibt sich 

I (X - : I < v~ · ;2 • 

Wir haben also eine Folge von approximierenden Brüchen, bei der die 
Güte der Approximation dem Quadrat des Nenners proportional bleibt; 
bei der also eine verhältnismäßig gute Annäherung mit verhältnismäßig 
kleinen Nennern erzielt wird. 

1 Division durch n ist bei hinreichend kleinem e erlaubt, da die Ungleichung 

I cxn - m I < e 1/ Ji nicht bestehen könnte, wenn n = 0 ware. 
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3. Der Satz von MINKOWSKI. Es ist MINKOWSKI gelungen, einen 
Satz über Punktgitter aufzustellen, der trotz seiner Einfachheit viele 
verschiedenartige Probleme der Zahlentheorie aufgeklärt hat, die mit 
anderen Methoden nicht bewältigt werden konnten. Der Deutlichkeit 
halber wollen wir hier den Satz nicht in voller Allgemeinheit aufstellen, 
sondern uns mit einem Spezialfall begnügen, der sich besonders leicht 
formulieren läßt und der trotzdem schon alles für die Methode Wesent­
liche enthält. Dieser Satz lautet: 

Wenn man in ein beliebiges ebenes Einheitsgitter ein Quadrat von 
der Seitenlänge 2 legt, das einen Gitterpunkt zum Mittelpunkt hat, 
so liegt im Innern oder auf dem Rand dieses Quadrats sicher noch ein 
weiterer Gitterpunkt. 

Zum Beweise denke ich mir o o o o o o o o o o o o o ------- ....... 
in der Ebene des Gitters ir­
gendein großes Gebiet ab­
gegrenzt, z. B. Inneres und 
Rand eines Kreises von gro­
ßem Radius r mit einem Git­
terpunkt als Mittelpunkt. Um 
jeden in dieses Gebiet fallenden 
Gitterpunkt als Mittelpunkt 
lege ich ein Quadrat der Seiten­
länge s (Abb. 43). Wir wollen 
nun fordern, daß diese Quadrate 
sich nirgends überdecken, wie 

o o o o,......--t o o o o--fo o o o 
/"" /'CS 

0 0 <Y 0 0 '~ 0 0 

/ ' 
o o/ o o '~ o 

o/:J o o<§:?so c\o 

o(oooo@soo o\o 

olo o o o o o o olo 
I I 

o\o o o o o o o o o o ojo 

0 ~ 0 0 1 0 

o o\ o o o o o o /o o 

' / ooo,o o/-6oo 
' / 

o o o o'.....q_ o o o _o.---"""'o o o o ------
groß r auch gewählt sei, und o o o o o o o o o o o o o 

aus dieser Forderung eine Ab­
schätzung für die Seitenlänge s 

Abb 43. 

gewinnen. Da nach unserer früheren Bezeichnungsweise I (r) Gitter­
punkte im Gebiet liegen und die Quadrate sich nicht überdecken, so 
beträgt ihr Gesamtinhalt s2 I (r). Andererseits fallen diese Quadrate 
sicher ins Innere des konzentrischen Kreises von vergrößertem Radius 
r + 2 s. Wir erhalten also die Abschätzung 

s2 l(r) s n(r + 2s) 2 

oder 

s2 < ;(;; ( 1 + ~Sr , 
Wenn wir nun s festhalten, aberrunbegrenzt wachsen lassen, so lehren 
unsere früheren Betrachtungen über I (r), daß die rechte Seite der Un­
gleichung gegen Eins strebt. Wir erhalten also für s die Bedingung 

s < 1. 

Da es nur die beiden Möglichkeiten gibt, daß die Quadrate sich 
überdecken oder sich nicht überdecken, so folgt für jedes positive noch 
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so kleine e, daß stets Überdeckungen auftreten müssen, wenn ich von 
Quadraten der Seitenlänge 1 + e ausgehe. Dabei kann ich die Quadrate 
noch beliebig um ihre Mittelpunkte drehen, da über ihre gegenseitige 
Stellung nichts vorausgesetzt war. Ich will sie nun alle parallel orientiert 
denken. Greifen wir dann zwei sich überdeckende Quadrate a, b mit 
den Mittelpunkten A und B heraus (die nach unserer Voraussetzung 
Gitterpunkte sind), so muß auch der Mittelpunkt M der Strecke AB ins 
Innere beider Quadrate fallen (Abb. 44). 

Zur Abkürzung wollen wir einmal alle Punkte, die wie M die Ver­
bindungsstrecke zweier Gitterpunkte halbieren, als "Halbierungs­

Abb. 44. 

punkte" des Gitters bezeichnen. Dann kön­
nen wir schließen: Jedes Quadrat a der Sei­
tenlänge 1 + e, das einen Gitterpunkt zum 
Mittelpunkt hat, muß einen Halbierungspunkt 
in seinem Ionern enthalten. Denn wenn wir 
um alle übrigen Gitterpunkte weitere Quad­
rate legen, die mit a gleichorientiert und kon-
gruent sind, so müssen Überdeckungen auf­

treten, und da m dieser Figur alle Quadrate gleichberechtigt sind, 
muß auch a selbst von einem anderen Quadrat b teilweise überdeckt 
werden, also einen wie in Abb. 44 konstruierten Halbierungspunkt M ent­
halten. Nun läßt sich der Beweis leicht indirekt zu Ende führen. Könnte 
ich um einen Gitterpunkt A als Mittelpunkt ein Quadrat der Seiten­
länge 2 legen, das im Ionern und auf dem Rand keinen weiteren Gitter­
punkt enthielte, so könnte ich dieses Quadrat parallel und konzentrisch 
zu sich selbst etwas vergrößern, so daß auch das größere Quadrat a' 
der Seitenlänge 2 (1 + e) keinen Gitterpunkt im Ionern enthielte. 
Wenn ich andererseits dieses Quadrat wieder parallel und konzentrisch 

@] 
a' 

Abb. 45. 

zu sich selbst auf die Hälfte verkleinere, erhalte ich ein 
Quadrat a der Seitenlänge 1 + e mit dem Gitterpunkt A 
als Mittelpunkt, und dieses muß nach dem soeben Be­
wiesenen einen Halbierungspunkt M enthalten. Das 
ist ein Widerspruch. Denn verlängere ich AM um sich 
selbst bis B, so muß B ein Gitterpunkt sein, und aus 
der gegenseitigen Lage von a und a' würde folgen, daß 
dieser Gitterpunkt im Ionern von a' läge (Abb. 45). 

Eine besonders wirksame Anwendung findet der MINKOWSKische 
Satz bei dem schon im vorigen Abschnitt erwähnten Problem, reelle 
Zahlen durch rationale zu approximieren. Wir können ganz ähnlich 
vorgehen wie im vorigen Abschnitt, werden aber ein etwas schärferes 
Resultat erhalten. Mit Hilfe der gegebenen reellen Irrationalzahl IX 

konstruieren wir das Gitter, dessen Punkte in einem cartesischen System 
die Koordinaten cxn-m 

X=---
e ' 

y = en 
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haben, wobei m, n alle ganzen Zahlen durchlaufen und e eine positive, 
sonst beliebige Zahl ist. Wie oben erkennt man, daß dieses Gitter 
ein Einheitsgitter ist; in Abb. 46 ist ein erzeugendes Parallelogramm 
des Gitters gezeichnet unter der Annahme 0 < IX < 1 . Legen wir um 
den Nullpunkt als Mittelpunkt ein achsenparalleles Quadrat der 
Seitenlänge 2, so muß dieses nach dem MINKOWSKischen Satz noch 
einen weiteren Gitterpunkt enthalten. Dieser ist durch zwei bestimmte 
Zahlen m, n gekennzeichnet, die nicht beide verschwinden. Andererseits 
sind die Koordinaten der Punkte im Innern und auf dem Rand des 
Quadrats durch die Un­
gleichungen lxl < 1, I Yl < 1 
bestimmt. Die Zahlen m, n er­
füllen also die Ungleichungen 

l.xn-ml< 1 , 
B 

oder 

ieni < 1 

1 !nl <-. 
B 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 

0 m-o 0 

-~- n-1 --- lE ~ 
m--1 

0 n.-oo 
0 0 

0 0 

Abb. 46. 

Dies gibt wieder eine Folge von Brüchen mfn, die IX beliebig genau 
approximieren. Elimination von e liefert 

I IX-~~<_1__. n - n 2 

Der MINKOWSKische Satz beweist also die Existenz einer Folge von 
Brüchen, die IX noch besser annähern, als sich für die im vorigen Abschnitt 
konstruierte Folge beweisen ließ. Denn dort hatten wir nur die Approxi­
mationen 

IIX - : I < y~ ~2 
erhalten, die schwächer sind, weil ~ > 1 ist. 

V3 
Natürlich lassen sich die in diesem Paragraphen angegebenen Metho-

den nicht nur in der Ebene, sondern auch in Räumen von beliebig vielen 
Dimensionen anwenden, wodurch sich viel allgemeinere zahlentheore­
tische Resultate gewinnen lassen. 

§ 7. Punktgitter in drei und mehr Dimensionen. 

Ein räumliches Punktgitter entsteht, wenn ich auf ein Parallel­
epiped nach drei Dimensionen hin dasselbe Verfahren anwende, 
durch das das ebene Punktgitter aus einem Parallelogramm erzeugt 
wird. Auch im Raum können Parallelepipede verschiedener Gestalt 
dasselbe Gitter erzeugen, müssen dann aber den gleichen Rauminhalt 
haben. Alle diese Parallelepipede müssen ferner acht Punkte des 
Gitters zu Ecken haben und in ihrem lnnern von Gitterpunkten frei 
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sein. Wir sprechen von einem Einheitsgitter, wenn ein erzeugendes 
Parallelepiped den Inhalt Eins hat. 

Aus demselben Grund wie in der Ebene gibt es auch bei den räum­
lichen Einheitsgittern keine positive untere Grenze für den Minimal­
abstand zweier Gitterpunkte, wohl aber eine obere Grenze dieser Größe. 
Ihre Bestimmung wird auf dieselbe Weise wie bei den ebenen Punkt­
gittern durchgeführt und soll deshalb übergangen werden. Die Rolle, 
die dabei in der Ebene das gleichseitige Dreieck spielt, übernimmt im 
Raum das reguläre Tetraeder. Während aber in der Ebene das erzeugende 
Parallelogramm sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt, 
besteht das entsprechende Parallelepiped im Raum, das reguläre Rhom­
boeder, aus zwei regulären Tetraedern und einem regulären Oktaeder 
(vgl. Abb. 49, S. 43) 1 . Der Inhalt dieses Parallelepipeds ist c3fY2, wobei 
c die Kantenlänge des Tetraeders bedeutet. Jener Inhalt soll aber Eins 

. ~ ·-sem. Aus der Bez1ehung l"2 = 1 folgt c = f2. Im räumlichen Ein-

heitsgitter muß also im Abstand y2 von jedem Gitterpunkt immer noch 
mindestens ein zweiter Gitterpunkt liegen. 

Analog wie in der Ebene löst unser Ergebnis gleichzeitig das Problem 
der dichtesten gitterförmigen Kugellagerung. Sie wird verwirklicht, 
wenn die Mittelpunkte das Rhomboedergl.tter bilden. Wenn die Kugeln 
den Radius 1 haben, ist die Tetraederkantenlänge gleich 2, der Grund­
bereich hat also das Volumen 

23 ,j-
-==4r2. 
Vz 

Ein Raumgebiet vom Volumen J enthält demnach angenähert _j___ 
4JI2 

Gitterpunkte, also ebensoviel Einheitskugeln der angegebenen Lage-
rung; wie in der Ebene gilt diese Beziehung um so genauer, je größer J ist. 

Wir wollen diese Kugellagerung näher beschreiben. Denken wir 
uns zunächst eine ebene Schicht von Einheitskugeln, so daß die Mittel­
punkte das Gitter der dichtesten ebenen Kreislagerung bilden. Offenbar 
erhalten wir dann die dichteste ebene Kugellagerung. Wir nehmen nun 
eine zweite ebensolche Schicht und suchen sie so auf die erste zu legen, 
daß beide Schichten zwischen zwei parallelen Ebenen von möglichst 
kleinem Abstand Platz haben. Zu diesem Zweck müssen die Kugeln 
der zweiten Schicht gerade in die Einsenkungen der ersten Schicht ge­
legt werden. Dabei reicht aber der Platz nicht zur Ausfüllung jeder 
Einsenkung, sondern es muß immer abwechselnd eine übersprungen 

1 In der Ebene führt die dichteste Kreislagerung auf eine lückenlose Bedeckung 
der Ebene durch kongruente gleichseitige Dreiecke. Man sollte glauben, daß das 
analoge räumliche Problem zu einem Aufbau des Raumes aus kongruenten regu­
lären Tetraedern führt. Es laßt sich aber beweisen, daß der Raum überhaupt 
nicht aus kongruenten regulären Tetraedern aufgebaut werden kann. 
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werden (vgl. Abb. 42, S. 32) . Soll jetzt eine dritte Schicht in derselben 
Weise auf die ersten beiden gelegt werden, so ist die gegenseitige Lage 
der drei Schichten durch diese Vorschrift noch nicht eindeutig bestimmt. 
Einerseits können wir die dritte Schicht 
so in die Einsenkungen der zweiten legen, 
daß die erste und dritte Schicht sym­
metrisch zur zweiten liegen (Abb. 47 a) . 
Andererseits können wir die dritte Schicht 
aber auch in die Einsenkungen legen, die 
bei der erstgenannten Anordnung frei ge­
blieben waren (Abb. 47 b, c); dann wird 
die erste Schicht in die zweite durch die­
selbe Verschiebung übergeführt wie die 
zweite in die dritte. In diesem Fall liefert 
die fortgesetzte Wiederholung derselben 
Verschiebung nach beiden Seiten hin die 
Kugellagerung des Rhomboedergitters. 
Während also in der Ebene das Optimum 
der Dichte nur von einer einzigen Kreis­
lagerung erreicht wird, führt dasselbe Pro­
blem im Raum auf zwei ganz verschiedene 
Kugelanordnungen1 . Die Mittelpunkte der 
Kugeln brauchen überhaupt keine über den 
ganzen Raum hin regelmäßige Figur zu 
bilden, da man ja von Schicht zu Schicht 
willkürlich zwischen beiden Möglichkeiten 
wechseln kann. Eine Eigenschaft ist aber 
für alle beschriebenen Anordnungen kenn­
zeichnend: Jede Kugel wird von genau 
zwölf anderen Kugeln berührt, nämlich 
von sechs Kugeln derselben Schicht und 
von je drei der darüber- und darunterlie­
genden Schicht. 

Die Frage der dichtesten gitterförmigen 
Kugellagerung ist auch noch im vier- und 
fünfdimensionalen Raum untersucht wor­
den. Merkwürdigerweise zeigt es sich, daß 
das Punktgitter, das in höheren Dimen­
sionen dem Dreiecks- bzw. Rhomboeder­

Abb. 47 a. 

Abb 47 b. 

Abb. 47 c. 

gitter entspricht, nicht mehr die dichteste Kugellagerung liefert. 
Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 

Die 

1 In der Natur kommen beide Lagerungen wirklich vor. Der erste Fall tritt 
bei den hexagonalen Krystallen vom Magnesiumtyp ein, der zweite bei den 
kubisch flächenzentrierten Krystallen Vgl. § 8. 
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Kürzester 
Punktabstand c 

Ebene . . . . . . . V Ji = 1,075 

~~-Gewöhnlicher Raum . r 2 = 1,122 

Vierdimensionaler Raum y2 = 1,189 

1~;-
Fünfdimensionaler Raum. r 2 = 1,074 

Dichtigkeit 
der Kugellagerung 

0,289n = 0,907 

(24 
-·-n-=0,740 

8 3 
n-2 
16 = 0,617 

Y2 n-2 = 0 46' 
60 ' J 

(Das Volumen der Kugel vom Radius Eins beträgt im vierdimensionalen Raum 
n-2/2 und im fünfdimensionalen Raum 8n2/1 5). 

Nun sind noch zahlreiche weitere regelmäßige Kugellagerungen von 
Interesse, deren Dichte hinter dem Optimum zurückbleibt. Als Beispiel 
sei die kubische Kugellagerung genannt, bei der die Mittelpunkte der 
Einheitskugeln dasjenige Gitter bilden, das von einem Würfel der Kan­
tenlänge 2 erzeugt wird. Dabei wird jede Kugel von genau sechs 
Nachbarkugeln berührt; es ist also zu erwarten, daß die Dichte dieser 
Lagerung bedeutend hinter der Dichte des Rhomboedergitters zurück­
bleibt, bei der jede Kugel von zwölf weiteren berührt wird. Um das 
zu beweisen, bringen wir das Würfelgitter in eine solche Lage, daß je 
ein Würfel gerade eine Kugel umschließt. Der Würfel der Kanten­
länge 2 hat den Inhalt 8, also liegen in einem großen Raumstück 
vorn Inhalt 8x asymptotisch stets x Kugeln. Da nun die Einheits­
kugel das Volumen t n besitzt, so beträgt die Dichte der kubischen 
Lagerung 

1 4 n 
D = 8'3n = 6 = 0,524. 

Weiter liegt es nahe, im Gegensatz zur dichtesten Lagerung um­
gekehrt nach der dünnsten im Raum möglichen regelmäßigen Kugel­
lagerung zu fragen, bei der die Kugeln gerade noch festliegen. Hierbei 
muß jede Kugel von mindestens vier Kugeln berührt werden, deren 
Mittelpunkte nicht in einer Ebene und nicht auf einer Halbkugelliegen; 
denn sonst würde die Kugel durch ihre Nachbarn nicht festgehalten 
werden. Man kann nun vermuten, daß bei der dünnsten Lagerung jede 
Kugel genau von vier anderen berührt wird und daß deren Mittelpunkte 
die Ecken eines regulären Tetraeders bilden. Wir konstruieren im 
folgenden ein System von Punkten, die in dieser Weise angeordnet sind. 
Wir wollen aber erst nachher untersuchen, ob die so erhaltene Kugel­
lagerung wirklich die dünnste ist. 

Im kubischen Gitter seien noch die Mitten der Würfelflächen hinzu­
gerechnet. Das entstandene Punktgebilde ist dann wieder ein Gitter 
(flächenzentriert kubisches Gitter), denn es entsteht durch Verschiebung 
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der Parallelepipede .ABCDEFGH in Abb. 48 und 49. (Die beiden 
Figuren sind ein Beispiel für die früher erwähnte Tatsache, daß man ein 

Abb. 48. Abb. 49. 

und dasselbe Gitter durch sehr verschiedenartige Grundbereiche er­
zeugen kann.) Aus Abb. 49 erkennt man, daß das Gitter gerade das der 
dichtesten Kugellagerung ist. In der Ebene AB D bestimmt nämlich 
das Parallelogramm AB D E das gleich-
seitige Dreiecksgitter; die nächste Par­
allelebene, in der Gitterpunkte liegen, 
ist CF G, und die Gitterpunkte dieser 
Ebene liegen gerade so über denen der 
ersten, daß reguläre Tetraeder entstehen, 
wie z. B. ABCD. 

Zu diesem Gitter K nehme ich nun 
noch ein kongruentes Gitte1 L hinzu, das 
aus K durch Verschiebung in Richtung der 
Würfelhauptdiagonale A H um ein Viertel 
ihrer Länge entsteht (Abb. 50). Ich be­
haupte, daß die Punkte vonKund L zu­
sammen die Mittelpunkte der gesuchten 
"tetraedrischen" Kugellagerung darstel­
len; und zwar muß der Kugelradius gleich 
! A A 1 sein, wenn A 1 der aus A entstandene 
Punkt von L ist. In der Tat: A 1 erweist 

o Punkte des Gitters K 
• Punkte des Gitters L 

Abb. SO. 

sich bei dieser Konstruktion als gleichweit entfernt von den Punkten, 
die in Abb. 49 ABCD genannt sind; die Kugel um A 1 wird daher ge­
nau von den Kugeln jenes Tetraeders berührt. Entsprechendes muß 
aus Symmetriegründen für alle Kugeln aus L gelten; ebenso aber 
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auch für alle Kugeln aus K (z. B. H in Abb. 50), denn die gegenseitige 
Lage von K und L unterscheidet sich nur durch den Richtungssinn 
der Verschiebung. Die Anordnung der Kugelmittelpunkte wird durch 
Abb. 51 und 52 veranschaulicht, wo die Mittelpunkte benachbarter 
Kugeln stets geradlinig verbunden sind 1 . 

Wir berechnen jetzt die Dichte der tetraedrischen Lagerung. Offen­
bar entfallen auf jeden Würfel vier Kugeln des Gitters L, da bei der 
Verschiebung die Punkte EFGH (Abb. 49) mit ihren Kugeln ganz aus 
dem Würfel heraustreten, während die Kugeln um ABCD ganz ins 
Würfelinnere rücken. Da das Gitter K dieselbe D1chte hat wie L, 
entfallen im_ganzen acht Kugeln der_Lagerung auf jeden Würfel. Setzen 

Abb. 51. 

wir wieder den Kugelradius ! A A 1 gleich Eins und ist a die Kante, b die 
Hauptdiagonale des Würfels, so gilt: b = 4AA 1 = 8 = aVJ. Der 

Würfelinhalt ist demnach a 3 = 83_ . Für die gesuchte Dichte D ergibt 
sich analog dem Früheren: 3 V 3 

8 4 V3 
D = aa. -3n = 16n = o,J4o. 

Wir zeigen nun (nach H. HEESCH und F. LAVES, Göttingen2), daß 
die tetraedrische Kugelpackung keineswegs die dünnste ist, sondern 

1 Der geometrische Ort der Kugelmittelpunkte bei dieser Lagerung ist kein 
Punktgitter, denn zu diesem geometrischen Ort gehört z. B. nicht der Punkt A ", 
den man erhält, wenn man in Abb. SO A A 1 ilber A 1 hinaus um sich selbst verlängert; 
wäre das Gebilde ein Gitter, so müßte es mit A und A 1 auch A" enthalten. Man 
bezeichnet das Gebilde als ein Punktsystem. Die Punktsysteme sind durch all­
gemeinere Symmetrieeigenschaften gekennzeichnet als die Gitter. Ihre Definition 
wird in § 9 gegeben. 

2 Vgl. Z. f. Kristallographie, Bd. 82, S. 10, Abb. 7, 
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daß man durch eine einfache Abänderung zu einer noch wesentlich 
dünneren Packung gelangt, bei der ebenfalls jede Kugel von vier 
anderen berührt wird und alle Kugeln gleichberechtigt auftreten. Da­
bei bilden allerdings die Mittelpunkte der vier Kugeln, die eine und 
dieselbe Kugel berühren, nicht mehr die Ecken eines regulären, sondern 
die eines anderen Tetraeders mit gleichseitiger Basis und gleichschenk­
ligen Seitenflächen. 

Um diese Packung zu erhalten, gehe ich von einer Kugel K der tetra­
edrischen Packung aus und lege in deren Inneres vier kleinere kongruente 
Kugeln k1 bis k4 , die K von innen gerade in den Punkten berühren, 
in denen K von außen von denN achbarkugeln der tetraedrischen Packung 
berührt wird. Da diese vier Punkte die Ecken eines regulären Tetraeders 
bilden, so gilt das gleiche von den Mittelpunkten der kleineren Kugeln. 
Durch passende Wahl ihres Radius 
kann ich also erreichen, daß k1 bis 
k4 einander paarweise berühren, also 
jede dieser Kugeln von drei anderen 
berührt wird. Nun denke ich mir die 
entsprechende Konstruktion auch 
für alle anderen Kugeln der tetra­
edrischen Packung ausgeführt. Dann 
wird k1 außer von k2 , k3 , k4 noch von 
einer Kugel k5 von außen berührt, 
nämlich an der Stelle, wo k1 von 
innen K berührt; dort wird ja K von 
einer Kugel K' der tetraedrischen 
Packung berührt, und im selben 

Abb. 52. 

Punkt wird K' von innen von einer der kleineren Kugeln berührt; diese 
nennen wir k5 . Natürlich gilt das Entsprechende von allen k1 kongruen­
ten Kugeln unserer Konstruktion, so daß diese in der Tat eine Lagerung 
bilden, bei der jede Kugel noch festliegt. Um die Dichte d der so erhal­
tenen Lagerung mit der DichteD der tetraedrischen Lagerung zu ver­
gleichen, genügt es offenbar, das Gesamtvolumen von k1 bis k4 mit 
dem Volumen von K zu vergleichen. Ist also r der Radius von k1 , 

R der Radius von K, so erhält man: 
d 4 · ctnr3 r3 

D = fs:Ra = 4 J?.a. 

Aus der Konstruktion folgt nun elementar die Beziehung: R = ( yf + 1) r, 

und hieraus ergibt sich d = 4 , D = 0,363 3D. Die Packung 
(v :: + 1) 3 

ist also bedeutend dünner als die- tetraedrische. Man hat Gründe, an-
zunehmen, daß sie die dünnste ist. In der folgenden Tabelle sind die 
charakteristischen Konstanten der vier betrachteten Kugellagerungen 
zusammengestellt. 
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Dichteste Kugellagerung. f2 4 

I 12 D = - · - :n: = o, 740 
8 3 

1 4 ' Jede 
Kubische Kugellagerung . D = - . - :n: = 0,513 Kugel 6 anderen 8 3 

wird berührt 

Tetraedrische Kugellagerung 3·6 4 
D=~·3:n:=0,340 

von 
4 

Dünnste ( ?) Kugellagerung D = o,123 4 

Andersartige Untersuchungen werden nötig, wenn man die Forde­
rung nach regelmäßiger Anordnung der Kreise oder Kugeln fallen läßt 
und z. B. nur verlangt, daß möglichst viele gleichgroße Kreise (Kugeln) 
in jedem hinreichend großen Gebiet der Ebene (des Raumes) enthalten 
sind. Für den Fall der Ebene ist bewiesen worden, daß die Kreise dann 
von selbst gitterförmig angeordnet sein müssen. Im drei- und mehr­
dimensionalen Raum ist die Frage noch nicht geklärt. 

§ 8. Krystalle als regelmäßige Punktsysteme. 
Die Theorie diskontinuierlicher regelmäßiger Punktgebilde findet 

eine wichtige Anwendung in der Krystallographie. Das regelmäßige 
Äußere und die Spaltbarkeit der Krystalle läßt erwarten, daß hier 
die einzelnen Atome oder Molekeln, als Punkte aufgefaßt, eine Figur 
bilden, die kongruent zu sich selbst über den ganzen Raum fortgesetzt 
werden kann. Eine durch solche Fortsetzung entstehende Figur heißt 
Punktsystem. Wir geben später eine exaktere Erklärung dieses Be­
griffs und werden zeigen, daß es nur endlich viele wesentlich ver­
schiedene Punktsysteme gibt. Es entstehen nun zwei zum Teil mathe­
matische, zum Teil physikalische Aufgaben. Zunächst ist für jede 
Krystallart das zugehörige Punktsystem anzugeben. Sodann ist das 
verschiedene physikalische Verhalten der Krystallarten auf geometrische 
Eigenschaften der zugehörigen Punktsysteme zurückzuführen. 

Die ersten Versuche, auf diese Weise zu einer bestimmten Ansicht 
über die Krystallstruktur zu kommen, gehen auf BRAVAIS (1848) zurück. 
Eine feste empirische Grundlage erhielt seine Theorie aber erst, nachdem 
das LAUEsche Verfahren der Beugung der Röntgenstrahlen an den 
Krystallen (1913) es ermöglicht hatte, nicht nur das Vorhandensein 
der Krystallgitter, sondern sogar ihren genauen Aufbau empirisch fest­
zustellen. 

Die gröbste Vorstellung, die man sich von einem Atom bilden kann, 
besteht offenbar darin, daß man das Atom als einen Punkt mit ebensoviel 
"Beinchen" ansieht, als das Atom Valenzen hat; dabei nimmt man an, 
daß diese die Valenzen vorstellenden Beinehen so symmetrisch wie 
möglich im Raum angeordnet sind, solange kein Grund für eine Ab­
weichung von der Symmetrie ersichtlich ist. Die Verbindung einzelner 
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Atome zu einer Molekel denkt man sich dann so, daß je zwei Beine 
verschiedener Atome miteinander zusammenfallen. 

Wasserstoff (H), Sauerstoff (0), Stickstoff (N) und Kohlenstoff (C) 
sind z. B. ein- bzw. zwei-, drei- und vierwertig. Wir können uns also 
diese Atome als je einen Punkt mit einem bzw. zwei, drei oder vier 
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Beinen vorstellen (Abb. 53). Bei H, 0 und N verlangt die Symmetrie, 
daß alle Beine in einer Ebene liegen. Aus demselben Grund werden wir 
bei C erwarten, daß die vier Beine nach den Ecken eines regulären 
Tetraeders gerichtet sind, in dessen Mittelpunkt sich das Atom befindet. 

Als Beispiel von Molekeln be­
trachten wir Kohlendioxyd (C02), 

Methan (CH4), Äthan (C2H6). 

Abb. 54 gibt ein Schema des Zu­
sammenhangs der Atome ("Struk­
turformel"), ohne Rücksicht auf 
deren wahre räumliche Lagerung. fl 
Eine mögliche und nach neueren 
Untersuchungen wahrscheinliche 
räumliche Anordnung der Atome 
in den Molekeln des Methans und 
des Äthans gibt Abb. 55 wieder 
(vAN t'HoFF 1874). Beim Äthan­
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fl 
Abb. 55. 

modell ist das eine Tetraeder gegen das andere noch drehbar zu den­
ken um die Verbindungsgerade der beiden C-Atome als Achse. 

Nun liegt die Frage nahe, ob sich auf dieselbe Art wie die Molekel 
nicht auch ganze Krystalle durch immer weitere Angliederung von 
Atomen erzeugen lassen. Die Möglichkeit eines solchen Aufbaus soll 
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zunächst in dem einfachsten Fall gezeigt werden, daß der Krystall nur 
aus einem einzigen Element besteht. Ich wähle dazu den Diamanten, 
der bekanntlich reiner Kohlenstoff ist. Die Aufgabe ist also, lauter 
C-Atome, die aus je einem Punkt mit vier Beinen bestehen, soineinander­
zuschachteln, daß in möglichst symmetrischer Weise jeder Punkt mit 
vier anderen Punkten durch zwei zusammenfallende Beine verbunden 
ist. Die Frage, ob sich ein solches Gerüst aufbauen läßt, ist rein geo­
metrisch. Ein solches Gerüst existiert nun in der Tat; die Atome sind 
so anzuordnen wie die Kugelmittelpunkte bei der tetraedrischen Lage­
rung; denn nach der in § 7 ausgeführten Konstruktion hat dann jeder 
Punkt grade vier nächste Nachbarpunkte, zu denen er so liegt wie 
der Mittelpunkt eines regulären Tetraeders zu den Ecken (vgl. Abb. 50 

Abb. 56. 

bis 52, S. 43 bis 45). In dieser rein geometrisch abgeleiteten Weise ist 
nun der Diamant tatsächlich aus seinen Atomen aufgebaut, wie die 
modernen Untersuchungen der beiden BRAGGS zeigen. Die Entfernung 
benachbarter Punkte beträgt dabei nach diesen Messungen 1, 53 ·1 0- 8 cm *. 

Außer dem Diamanten existiert noch ein zweiter Krystall, der nur 
aus C-Atomen zusammengesetzt ist, nämlich der Graphit. Die Messung 
ergibt, daß beim Graphit die Beine der C-Atome nicht symmetrisch 
liegen und nicht einmal gleich lang sind. Ein Bein ist nämlich 
auf 3,41 · 10- 8 cm verlängert, während die drei übrigen Beine auf 
1 ,45 · 10- 8 cm verkürzt sind. Diese drei liegen annähernd in einer 
Ebene. Ob und wieweit sie von der ebenen Lage abweichen, ist experi­
mentell nicht genügend geklärt, für die folgende Darstellung genügt die 
Annahme, daß sie gerrau in einer Ebene liegen. Dann läßt sich das Gerüst 

* Auch der vVurtzitkrystall (ZnS) hat die Atomanordnung der tetraedrischen 
Kugelpackung. Die Zn- und die S-Atome bilden je eins der beiden Gitter, aus 
denen wir S. 43, Abb. 50 jenes Punktsystem aufgebaut haben. 
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des Graphits folgendermaßen beschreiben: Ich konstruiere ein ebenes 
System von regulären Sechsecken, deren Ecken von Atomen besetzt 
sind (Abb. 56). In dieser ebenen Anordnung sind je drei Valenzen jedes 
Atoms verbraucht. Damit nun die Schicht mit der darüber- und der 
darunterliegenden Schicht zusammenhängt, müssen die Beine der noch 
freien vierten Valenz abwechselnd nach oben und nach unten gerichtet 
sein. Dann sind in der Tat alle drei Schichten kongruent, und die Punkte 
der mittleren Schicht liegen abwechselnd mit einem Punkt der unteren 
und einem der oberen Schicht in einer Vertikalen. Auf dieselbe Weise 
läßt sich das Gerüst nach allen Seiten unbegrenzt fortsetzen. 

Die beiden für den Diamanten und den Graphit aufgestellten Punkt­
systeme erklären einige Verschiedenheiten im physikalischen Verhalten 
beider Krystalle; z. B. die bei weitem größere Spaltbarkeit und Kom­
pressibilität des Graphits. Die Erklärung anderer Unterschiede stößt 
dagegen auf bedeutende Schwie­
rigkeiten. 

Ein Beispiel für einen Kry­
stall, der aus verschiedenen 
Atomen zusammengesetzt ist, 
gibt das Kochsalz (N aCl) . Der 
Krystall des Kochsalzes ist ein 
Würfelgitter, dessen Ecken ab­
wechselnd mit einem Cl-Atom 
und einem Na-Atom besetzt 
sind (Abb. 57). Die Entfernung 
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benachbarter Gitterpunkte beträgt 2·10- 8 cm, ist also größer als das 
kürzere und kleiner als das längere Bein des C-Atoms beim Graphit. 
Im Kochsalzkrystall besitzt jeder Gitterpunkt sechs Nachbarpunkte. 
Die Na- und Cl-Atome sind aber einwertig. Also entspricht der Kry­
stall nicht der früher besprochenen Valenztheorie. Auch allgemein be­
steht kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen den Valenzen der 
Atome, die einen Krystall aufbauen, und der Anzahl der Nachbar­
punkte eines Punktes. Daß beim Diamanten beide Zahlen überein­
stimmen, ist ein Sonderfall. 

Besonders bemerkenswert ist, daß im Kochsalzgitter keine Punkte­
paare ausgezeichnet sind, die der NaCl-Molekel entsprechen könnten. Das 
Gitter setzt sich also unmittelbar aus den beiden Atomarten zusammen. 
Im Gegensatz dazu gibt es andere Krystalle, aus denen man ohne allzu 
große Willkür Molekeln oder wenigstens Komplexe von Atomen heraus­
greifen kann. Im Gitter des Kalkspats (CaC03) z. B. läßt sich der 
Atomkomplex C03 in der räumlichen Anordnung deutlich als zusam­
mengehörig erkennen. 

Während der Diamant die tetraedrische Kugellagerung verwirklicht, 
finden wir bei einer großen Anzahl Krystallen das "flächenzentriert 

H1lbert und Cohu-Vossen, Anschauliche Geometrie. 4 
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kubische" Gitter, das derjenigen dichtesten Kugellagerung entspricht, 
bei der von Schicht zu Schicht immer derselbe Übergang gemacht wird 
(Abb. 47b, c, S. 41). Die andere Art der dichtesten Kugelpackung, bei 
der das System der Lücken von Schritt zu Schritt immer abwechselt 
(Abb. 47 a, S. 41), tritt z. B. im Krystall des Magnesiums auf. Man 
nennt diese Anordnung die "hexagonal dichteste Kugelpackung". 

§ 9. Reguläre Punktsysteme und diskontinuierliche 
Bewegungsgruppen. 

Die Krystallographie führt uns auf die rein geometrische Frage, 
alle möglichen regelmäßigen Anordnungen von Objekten, z. B. Atomen, 
festzustellen. Da wir uns diese Objekte für viele Zwecke durch Punkte 
versinnbildlichen können, nennen wir eine derartige Anordnung ein 
reguläres Punktsystem. Im Sinne der vorangegangenen Überlegungen 
werden wir also das reguläre Punktsystem durch die folgenden drei 
Eigenschaften definieren : 

1. Das reguläre ebene bzw. räumliche Punktsystem soll unendlich 
viele Punkte enthalten, und zwar soll die Zahl der in einem Kreis bzw. 
in einer Kugelliegenden Punkfe mit der zweiten bzw. dritten Potenz 
des Radius ins Unendliche wachsen. 

2. Das reguläre Punktsystem soll in jedem endlichen Gebiet nur 
endlich viele Punkte enthalten. 

3. Das reguläre Punktsystem soll zu jedem seiner Punkte dieselbe 
Lagerung besitzen. 

Die ersten zwei definierenden Eigenschaften sind ohne weiteres ver­
ständlich. Die dritte Eigenschaft läßt sich folgendermaßen näher 
erläutern: Ich ziehe von einem bestimmten Punkt des Systems aus die 
Verbindungslinien nach sämtlichen anderen Punkten des Systems und 
verfahre in der gleichen Weise mit irgendeinem anderen Punkt des 
Systems. Die dritte definierende Eigenschaft besagt dann, daß die 
beiden auf diese Weise entstandenen Streckengebilde einander kon­
gruent sind, d. h. daß durch eine bestimmte Bewegung der Ebene oder 
des Raumes das eine Gebilde in das andere übergeführt werden kann. 
So könnte ich, wenn ich mich in einem bestimmten Punkt des Systems 
befände, nicht durch Messungen entscheiden, welcher Punkt des 
Systems das ist, da eben alle Punkte zueinander die gleiche Lage haben. 
Um die dritte Forderung zu erfüllen, brauche ich aber nicht erst die 
Verbindungslinien zu ziehen; ich brauche nur zu fordern, daß jeder 
Punkt des Systems in jeden anderen durch eine gewisse Bewegung 
der Ebene oder des Raumes derartig überführbar sein soll, daß sich an 
jeder Stelle, die vorher mit einem Systempunkt besetzt war, auch nach 
der Bewegung ein Systempunkt befindet und umgekehrt. Wir sagen 
von einer solchen ·Bewegung, daß sie das Punktsystem unverändert 
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oder invariant läßt, und nennen jede derartige Bewegung eine Deck­
bewegung des Systems. Mit Hilfe dieses Begriffs kann ich die dritte 
definierende Eigenschaft folgendermaßen umformen: 

J. Jeder Punkt des regulären Punktsystems soll in jeden anderen 
durch eine Deckbewegung des Systems überführbar sein. 

Aus unserer Definition des regulären Punktsyst~ms ergibt sich, daß 
die Punktgitter, die wir durch ihre Erzeugung aus dem Parallelogramm 
bzw. dem Parallelepiped definiert hatten, zu den Punktsystemen gehören. 
Die Einführung eines neuen, übergeordneten Begriffes ist dadurch 
gerechtfertigt, daß es Punktsysteme wie z. B. das Diamantgerüst gibt, 
die keine Punktgitter sind. 

Wir wollen nun darangehen, die Gesamtheit aller verschiedenen 
regulären Punktsysteme aufzustellen. Es zeigt sich dabei, daß zu den 
Punktgittern nur noch Gebilde hinzukommen, die, ähnlich wie das 
Diamantgerüst, aus mehreren ineinandergeschobenen kongruenten 
und parallelgestellten Gittern bestehen. Zunächst erscheinen die Eigen­
schaften, durch die die Punktsysteme definiert sind, als so allgemein, 
daß man nicht glauben sollte, es ließe sich über diese Gebilde überhaupt 
eine geometrische Übersicht gewinnen. In Wahrheit aber ist diese 
Übersicht dennoch möglich; wir gelangen zu ihr, indem wir die Deck­
bewegungen des Systems ins Auge fassen. 

Die Gesamtheit aller Deckbewegungen eines Punktsystems hat zwei 
charakteristische Eigenschaften, die ihre Untersuchung wesentlich 
erleichtern: erstens ergeben zwei Deckbewegungen hintereinander aus­
geführt stets wieder eine Deckbewegung, und zweitens ist diejenige 
Bewegung, die irgendeine Deckbewegung des Systems rückgängig macht, 
stets selber eine Deckbewegung. Jede Gesamtheit von Abbildungen, die 
die entsprechenden beiden Eigenschaften besitzt, wird in der Mathematik 
eine Gruppe von Abbildungen genannt. Um die beiden Eigenschaften 
bequem rechnerisch verwerten zu können, wollen wir jede Abbildung 
mit einem Buchstaben, z. B. a, b bezeichnen; die Abbildung, die ent­
steht, wenn ich erst a und dann b ausführe, soll dann stets durch 
das Symbol ab gekennzeichnet sein. Die Abbildung, die a rückgängig 
macht, bezeichnen wir mit a - 1 , sie wird auch die zu a inverse Ab­
bildung genannt. Wenn wir beide Eigenschaften, durch die eine Gruppe 
definiert wird, kombinieren, werden wir z. B. auf die Abbildung aa- 1 

geführt. Diese Operation läßt offenbar alle Punkte ungeändert. Trotz­
dem ist es bequem, sie als einen Sonderfall einer Abbildung mitzu­
zählen. Wir nennen sie die identische Transformation oder die Iden­
tität und bezeichnen sie mit dem Buchstaben e. Bei der symbolischen 
Zusammensetzung der Abbildungen spielt e eine entsprechende Rolle wie 
die Eins beim Multiplizieren von Zahlen. Es ist stets ae = ea = a. 

Wenn ich auf einen Punkt des Punktsystems alle möglichen Deckbe­
wegungen des Systems anwende, so besagt die dritte definierende Eigen-

4* 
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schaft der Punktsysteme, daß ich dabei aus diesem einen Punkt sämtliche 
anderen Punkte des Systems erhalte. Aus der Definition der Deckbe­
wegung folgt andererseits, daß dabei nie ein Systempunkt in einen Punkt 
übergehen kann, der dem System nicht angehört; denn sonst würde die 
Bewegung das System nicht invariant lassen. Gegenüber einer gegebenen 
Abbildungsgruppe nennt man allgemein einen Punkt zu einem anderen 
äquivalent, wenn der eine Punkt aus dem anderen durch eine Abbildung 
der Gruppe hervorgeht. Demnach besteht das Punktsystem aus der 
Gesamtheit aller zu einem festen Punkt äquivalenten Punkte gegenüber 
der Gruppe von Deckbewegungen. Nach der zweiten definierenden 
Eigenschaft der Punktsysteme gibt es also zu einem Punkt des Systems 
nur endlich viele äquivalente Punkte in jedem endlichen Gebiet. Man 
nennt nun allgemein eine Abbildungsgruppe diskontinuierlich, wenn es 
zu jedem Punkt in jedem endlichen Gebiet nur endlich viele gegenüber 
der Gruppe äquivalente Punkte gibt. Hiernach muß die Gruppe 
der Deckbewegungen eines Punktsystems stets diskontinuierlich sein. 
Zwar wäre es an sich zulässig, daß ein Punkt, der dem System nicht 
angehört, unendlich viele äquivalente Punkte in einem endlichen Gebiet 
hätte. Es ist aber anschaulich evident und auch leicht streng zu be­
weisen, daß dann auch Punkte des Systems selbst unendlich viele 
äquivalente Punkte in einem endlichen Gebiet haben müßten. 

Wir haben also die Gruppen von Deckbewegungen eines Punkt­
systems ausschließlich unter den diskontinuierlichen Bewegungsgruppen 
der Ebene und des Raumes zu suchen und die Punktsysteme wiederum 
ausschließlich unter den Systemen der zu irgendeinem Punkt gegenüber 
einer solchen Gruppe äquivalenten Punkte. Auf diesem scheinbaren 
Umweg läßt sich nun die Untersuchung gerade am einfachsten durch­
führen. Es stellt sich nämlich heraus, daß es überhaupt nur endlich 
viele wesentlich verschiedene diskontinuierliche Bewegungsgruppen in 
der Ebene und im Raum gibt. 

Untersucht man für diese endlich vielen Gruppen die Systeme der 
zu einem Punkt äquivalenten Punkte, so besitzen diese Systeme sicher 
die zweite und die dritte definierende Eigenschaft der Punktsysteme. 
Dagegen gibt es Gruppen, bei denen dann die erste Eigenschaft nicht 
besteht. Diese Gruppen werden wir also auszuscheiden haben. Die 
übrigbleibenden Gruppen und nur sie führen zu den Punktsystemen. 
Wegen der Bedeutung der Punktsysteme für die Krystallographie 
nennt man diejenigen diskontinuierlichen Bewegungsgruppen, die auf 
Punktsysteme führen, die krystallographischen Bewegungsgruppen. 

Wir wenden uns nun zur Aufstellung der diskontinuierlichen Be­
wegungsgruppen. Wir wollen uns aber auf den Fall der Ebene be­
schränken; die analogen Untersuchungen im Raum sind so weitläufig, 
daß sie den Rahmen dieses Buches sprengen würden. Schon die ebenen 
diskontinuierlichen Bewegungsgruppen erfordern eine ziemlich umfang-
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reiche Betrachtung. Wir wollen trotzdem diese Betrachtung vollständig 
durchführen, weil wir dabei die Methoden kennenlernen, die auch für den 
räumlichen Fall typisch sind. 

§ 10. Ebene Bewegungen und ihre Zusammensetzung; 
Einteilung der ebenen diskontinuierlichen 

Bewegungsgruppen. 

Eine Abbildung einer Ebene auf sich wird im folgenden als ebene 
Bewegung bezeichnet, wenn man die Endlage aus der Anfangslage durch 
eine stetige Bewegung der als starr gedachten Ebene erreichen kann, 
und zwar so, daß dabei die Bahnen aller Punkte der Ebene in ihr 
selbst verlaufen. Im übrigen soll aber eine ebene Bewegung nur durch 
Ausgangs- und Endlage gekennzeichnet sein, ohne Rücksicht darauf, 
wie im jeweils vorliegenden Falle der Übergang wirklich vollzogen 
wurde; natürlich kann er auf sehr verschiedene Art geschehen, auch 
so, daß die Bahnkurven teilweise die Ebene verlassen, oder daß Ver­
zerrungen eintreten, die sich zuin Schluß wieder aufheben. Wir fordern 
nur die Möglichkeit eines Übergangs, wie er zu Anfang beschrieben 
wurde. Es wird eine unserer ersten Aufgaben sein, für jede vorgelegte 
ebene Bewegung eine möglichst einfache Art des Übergangs zu finden. 

Die einfachsten ebenen Bewegungen sind die Parallelverschiebungen 
oder Translationen, bei denen jeder Punkt in der gleichen Richtung 
und um die gleiche Strecke in der Ebene fortbewegt wird und jede 
Gerade zu sich selbst parallel bleibt. 

Ein weiterer bekannter Typus ebener Bewegungen sind die Drehungen 
der Ebene um irgendeinen Punkt um einen bestimmten Winkel. Dabei 
wird die Richtung jeder Geraden um diesen Winkel gedreht I, und außer 
dem Drehpunkt selbst bleibt kein Punkt der Ebene ungeändert. 

Auch bei einer beliebigen andern von der Identität verschiedenen 
ebenen Bewegung kann es höchstens einen Punkt geben, der üngeän­
dert bleibt. Wenn wir nämlich zwei Punkte der Ebene festhalten, so 
bleibt außer der identischen Abbildung nur eine einzige Abbildung der 
Ebene auf sich übrig, die durch starre Bewegung erzeugt werden kann; 
sie entsteht, wenn die Ebene um die Verbindungsgrade der beiden 
festgehaltenen Punkte um 180° gedreht wird. Dieser Übergang gehört 
nicht zu der eingangs beschriebenen Art. Auch läßt sich die Abbildung 
nicht durch einen solchen Übergang herstellen. Denn bei ihr wird ein 
rechtsherum umlaufener Kreis stets in einen linksherum umlaufenen 
Kreis verwandelt, während eine ebene Bewegung aus Stetigkeitsgründen 
nie einen Umlaufsinn umkehren kann. Aus dieser Überlegung ergibt 

1 Für Geraden, die durch den Drehpunkt gehen, ist das evident. Für jede 
andere Gerade folgt es daraus, daß sie eine durch den Drehpunkt gehende 
Parallele besitzt, und daß parallele Geraden bei jeder Bewegung parallel bleiben. 
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sich, daß eine ebene Bewegung durch die Abbildung zweier Punkte 
vollständig bestimmt ist. Denn zwei ebene Bewegungen, die beide irgend 
zwei Punkte in gleicher Weise ab"bilden, können sich nur durch eine 
ebene Bewegung unterscheiden, die zwei Punkte festläßt, d. h. gar nicht. 

Die Übersicht über die ebenen Bewegungen wird nun außerordentlich 
durch die Tatsache vereinfacht, daß überhaupt jede solche Bewegung 
sich durch eine einzige Translation oder eine einzige Drehung erzeugen 
läßt. Um diese Behauptung zu beweisen, denke ich mir eine bestimmte 
ebene Bewegung b vorgegeben; wenn wir den trivialen Fall beiseite lassen, 
daß b die Identität ist, so kann ich einen Punkt A herausgreifen, der in 
einen anderen Punkt A 1 übergeht. B sei der Mittelpunkt der Strecke A A 1 

• 

B kann entweder fest bleiben oder einen 
__,_-öii~-....L..C ..... : ... ).L-----<L anderen Punkt BI zum Bildpunkt haben. 

8 Im ersten Fall (Abb. 58) ist meine Behaup-
Abb. 58. tung jedenfalls zutreffend. Dann ersetze ich 

nämlich die gegebene Bewegung b durch die 
Drehung um B um den Winkel :n. Diese Drehung b1 führt die Punkte A 
und B in dieselben Bildpunkte A 1 und B über wie b; da wir aber gesehen 
haben, daß eine ebene Bewegung durch zwei Punkte und ihre Bild­
punkte schon gekennzeichnet ist, muß b1 mit b übereinstimmen. Geht 
nun B in einen anderen Punkt BI über, so unterscheide ich wieder den 
Sonderfall, daß B 1 auf die Gerade A A 1 fällt, von dem allgemeineren 
Fall, daß A A 1 und B B 1 verschiedene Geraden sind. Im ersten Fall ist 
zu beachten, daß B 1 eindeutig bestimmt ist; der Abstand zwischen A 

und B muß ja bei der Bewegung b unge­
.......;llo---•8----c/l,_' __ ll_' ändert bleiben. Da aber nach Konstruk­

tionAB=A'B ist, muß auchA'B 1 =A 1 B 
Abb. 59. sein. Dadurch und durch die Forderung 

B 1 =!=Bist B 1 in der Tat eindeutig bestimmt 
(Abb. 59). Dann können wir aber b durch die Translation ersetzen, die A 
in A 1 überführt; denn diese Translation führt auchBin den vorgeschrie­
benen Bildpunkt B 1 über. Es bleibt also nur noch der letzte Fall zu 

Abb. 60. 

erledigen. Dann errichte ich in B auf AB das 
Lot und errichte ebenso in B 1 auf A 1 B 1 das Lot 
(Abb. 60). Da die beiden Lote nach unserer Vor­
aussetzung und Konstruktion weder parallel sind 
noch zusammenfallen, besitzen sie einen Schnitt­
punkt M. Ich behaupte, daß ich b durch die­
jenige Drehung um M ersetzen kann, die A in 
A 1 überführt. Zum Beweise habe ich zu zeigen, 

daß dabei auch B in B1 übergeht; das kommt darauf hinaus, daß 
die Dreiecke AM B und A 1 M B 1 kongruent sind. Nun ist aber einer­
seits AM B N A 1 MB, da beide Dreiecke bei B rechtwinklig sind und 
gleiche Katheten haben, und andrerseits ist A 1 B 1 M ~ A 1 B M, da die 
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Dreiecke bei Bund B' rechtwinklig sind, die Hypotenuse A' M gemein 
haben und da, wie bereits erwähnt, A' B' = AB = A 'B ist. 

Unser Resultat wird formal noch einfacher, wenn wir die Trans­
lationen als Drehungen um den Winkel Null und einen unendlich fernen 
Mittelpunkt ansehen. Anschaulich läßt sich diese Auffassung leicht 
rechtfertigen. Wenn ich nämlich eine Reihe von Drehungen betrachte, 
bei denen die Drehwinkel unbegrenzt abnehmen und bei denen sich der 
Drehpunkt unbegrenzt in einer bestimmten Richtung entfernt, so läßt 
es sich einrichten, daß diese Bewegungen sich immer weniger von einer 
bestimmten Translation unterscheiden, wenigstens innerhalb eines festen 
endlichen Gebiets. 

Nach dieser Auffassung ist jede ebene Bewegung eine Drehung um 
einen bestimmten Winkel, der bei den Translationen gleich Null zu 
setzen ist. Wenn ich demnach zwei Drehungen hintereinander ausführe, 
muß ich das Resultat auch durch eine einzige Drehung ersetzen können, 
zu der wieder ein bestimmter Drehwinkel gehört. Es gilt nun der ein­
fache Satz von der Additivität der Drehwinkel: 

Eine Drehung um den Winkel cx und eine Drehung um den 
Winkel ß ergeben zusammengesetzt stets eine Drehung um den Win­
kel (X+ ß. 

Wir hatten nämlich zu Beginn erwähnt, daß der Drehwinkel an der 
Richtungsänderung einer beliebigen Geraden gemessen werden kann. 
Dieser Satz gilt auch für die Translationen in unserer neuen Definition, 
da die Translationen alle Richtungen ungeändert lassen. Danach ist 
der Satz evident. Aus ihm folgt z. B., daß zwei Drehungen um entgegen­
gesetzt gleiche Winkel und um verschiedene Drehpunkte stets eine 
Translation ergeben. Denn der Drehwinkel der zusammengesetzten 
Bewegung ist Null, und die Identität kann nicht entstehen, da keiner der 
beiden Drehpunkte fest bleibt. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns wieder zu den diskon­
tinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen. Wir können sie nämlich jetzt 
in einfacher Weise einteilen. Wir haben nur anzugeben, was für Trans­
lationen vorkommen und welche Drehwinkel und Drehpunkte auftreten. 
Es erweist sich als zweckmäßig, die Translationen an erster Stelle zu 
berücksichtigen. Wir machen also dü~ Fallunterscheidung: 

I. Alle in der Gruppe vorkommenden Translationen haben parallele 
Richtungen. 

II. Es gibt in der Gruppe zwei Translationen, deren Richtungen nicht 
parallel sind. 

Der Fall I soll auch diejenigen Gruppen umfassen, die überhaupt 
keine Translationen enthalten. 

Zur Unterteilung der beiden Fälle ziehen wir nunmehr die Drehungen 
heran. Wir unterscheiden: 1. Gruppen, die keine Drehungen enthalten, 
2. Gruppen, die Drehungen enthalten. 
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Außer durch Aufstellung der in einer Gruppe vorhandenen Drehungen 
und Translationen kann man jede Gruppe auch durch eine einfache 
geometrische Figur kennzeichnen, den Fundamentalbereich. Als Fun­
damentalbereich einer Gruppe bezeichnet man jedes zusammenhängende 
Gebiet, das in seinem Innern kein Paar äquivalenter Punkte enthält 
und das sich nicht weiter vergrößern läßt, ohne diese Eigenschaft 
zu verlieren. Solche Fundamentalbereiche spielen bei allen diskon­
tinuierlichen Abbildungsgruppen eine wichtige Rolle, nicht nur bei 
den Bewegungsgruppen. Im allgemeinen ist es keine einfache Aufgabe, 
einen Fundamentalbereich für eine gegebene Gruppe zu bestimmen, 
oder überhaupt die Existenz eines Fundamentalbereichs für eine Gat­
tung von Gruppen zu beweisen. Für die ebenen diskontinuierlichen 
Bewegungsgruppen lassen sich aber in jedem Fallleicht Fundamental­
bereiche konstruieren. Es zeigt sich, daß im Fall I jeder Fundamental­
bereich sich ins Unendliche erstreckt, während im Fall II die Fun­
damentalbereiche stets endlich sind. 

Wir wollen noch einige zwischen den Drehungen und Translationen 
einer Gruppe stets geltenden Beziehungen erwähnen, die wir mehr­
fach verwenden werden und die wir deshalb als Hilfssätze numerieren: 

1. Hilfssatz: Kommt in einer Gruppe eine Drehung um einen Punkt P 
um den Winkel cx. vor und ist Q zu P äquivalent, so enthält die Gruppe 
auch eine Drehung um Q um denselben Winkel cx.. 

Beweis: Nach Voraussetzung enthält die Gruppe eine Bewegung b, 
die P in Q überführt, sowie die Drehung d um P um cx.. Unter Anwendung 
der im vorigen Paragraphen erklärten Symbolik betrachten wir nun die 
Bewegung b- 1 db, die nach den beiden Gruppenpostulaten ebenfalls 
der Gruppe angehört. Diese Bewegung muß eine Drehung um den 
Winkel cx. sein, denn ist ß der Drehwinkel von b, so ist der Drehwinkel 
von b - 1 d b nach dem Additionssatz der Drehwinkel: - ß + cx. + ß = cx. • 
Der Drehpunkt muß aberQ sein; dennQ wird durch b- 1 in Pübergeführt, 
P bleibt bei d fest, und P wird durch b wieder nach Q zurückgebracht. 

2. Hilfssatz: Enthält eine Gruppe eine Drehung um den Winkel cx. 
und eine Translation t, so enthält sie auch die Translation t', deren Rich­
tung mit der von t den Winkel cx. bildet und die der Größe nach mit t 

c übereinstimmt. • 
Beweis: d sei eine in der Gruppe vorkommende 

Drehung um cx., ihr Drehpunkt sei A . A gehe durch t 
in B über, und B gehe durch d in C über (Abb. 61). 

A 8 Dann ist einfach f = d - 1 td. Die so definierte Be-
Abb. 61. 

wegung gehört nämlich der Gruppe an und ist nach 
dem Additionssatz der Drehwinkel eine Translation. Wir haben nur 
noch zu zeigen, daß dabei A in C übergeht; in der Tat bleibt A wäh­
rend d-1 fest, geht durch t in B über und kommt von dort durch d 
nach C. 
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Nach diesem Satz können z. B. bei den Gruppen der Gattung I 
keine anderen Drehwinkel vorkommen als n, falls überhaupt Transla­
tionen in der Gruppe vorhanden sind. Denn sonst gäbe es mit jeder 
Translationsrichtung eine andere, die ihr nicht parallel ist. 

§ 11. Die diskontinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen 
mit unendlichem Fundamentalbereich. 

Wir wollen zunächst den Fall I erledigen, der die einfachsten Grup­
pen liefert. Zunächst nehmen wir den Unterfall I, 1; dann haben wir 
es also mit Gruppen zu tun, die keine Drehung enthalten. Wir gehen 
nun von einem beliebigen Punkt A aus (Abb. 62). Da in endlicher 
Entfernung von A nur endlich viele ihm äquivalente Punkte liegen, 
muß es auch einen solchen Punkt A1 unter ihnen geben, der den klein­
sten möglichen Abstand von A hat; es kann natürlich mehrere solcher 
Punkte kleinsten Abstands von A geben; ich denke mir einen heraus-
gegriffen. Die Bewegung a in ~1 

der Gruppe, die A in A1 über- A-c 11..1 .4 A1 A2 A.1 Att 
führt, muß eine Translation 
sein, da ja nach Voraussetzung 
keine Drehungen in der Gruppe 

Abb. 62. 

vorkommen. Verlängere ich die Strecke AA1 um sich selbst über A1 

hinaus bis A2 , so muß auch A2 mit A äquivalent sein. A2 entsteht näm­
lich aus A durch die Translation aa. Ebenso liegen auf der Geraden 
AA1 noch weitere A äquivalente Punkte A3 , A 4 , ••• in immer gleichem 
Abstand voneinander, die aus A entstehen, wenn ich a beliebig oft wieder­
hole. Ebenso liegen auch auf der anderen Seite von A auf der Geraden 
AA1 noch unendlich viele äquidistante Punkte A_ 1 , A_ 2 , ••• , die zu A 
äquivalent sind und die aus A entstehen, wenn ich a -1 einmal oder 
mehrmals anwende. Ich behaupte nun, daß diese Skala auf der Geraden 
A A1 auch alle zu A äquivalenten Punkte vollständig erschöpft. Denn 
alle Translationen, die in der Gruppe vorkommen, müssen nach Vor­
aussetzung zu A A1 parallelgerichtet sein. Jeder beliebige zu A äqui­
valente Punkt muß also auf der Geraden A A1 liegen. Fiele nun ein 
solcher Punkt A 1 nicht auf einen Teilpunkt der Skala, so müßte er ins 
Innere eines Intervalls AnAn+l fallen A 

"., A1 1/,. An+t 
(Abb. 63). Die Strecke AnA 1 wäre --o J" ~-----o J~ ~ 
also kürzer als AA1 • Nun kann ich 
aber durch eine in der Gruppe ent­

Abb. 63. 

haltene Translation An in A überführen, und dabei ginge A 1 in einen 
Punkt A" über, der näher an A läge als A1 • Das steht im Widerspruch 
damit, daß wir zu Beginn A1 als einen zu A äquivalenten Punkt klein­
sten Abstands von A ausgewählt hatten. 

Wir haben durch diese Überlegung den Fall!, 1 vollständig erledigt; 
denn wir haben zu einem beliebigen Punkt die sämtlichen äquivalenten 
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gefunden und damit auch alle Bewegungen, die überhaupt in der Gruppe 
vorkommen. Es sind die Translationen a und a - 1 , einmal oder mehr­
mals angewandt. Alle Gruppen der Gattung I, 1 sind also im wesent­
lichen identisch. 

Um einen Fundamentalbereich aufzustellen, können wir einfach von 
einer Geraden ausgehen, die nicht parallel A A1 ist, also etwa dem Lot 
auf dieser Strecke. Durch a wird diese Gerade auf eine ihr parallele 
Gerade abgebildet, und der Streifen zwischen den Parallelen ist offen­
bar ein Fundamentalbereich 1 (Abb. 64). Denn zwei innere Punkte dieses 
Streifens sind nie äquivalent. Da andererseits die beiden begrenzenden 
Geraden des Streifens einander äquivalent sind, so kann ich dem 
Streifen nirgends ein Stück anfügen, ohne daß das so vergrößerte Gebiet 
ein Paar von äquivalenten Punkten enthielte. Ich kann aber auf 
andere Weise den Fundamentalbereich noch beliebig abändern, ohne 

Abb. 64. Abb. 65. 

daß er seine Eigenschaft verliert. Ich brauche nur auf der einen Seite 
ein Stück anzusetzen und auf der anderen Seite ein äquivalentes Stück 
fortzulassen (Abb. 65). Diese Art von Abänderung lassen auch die 
Fundamentalbereiche aller weiter zu betrachtenden Gruppen und über­
haupt aller Abbildungsgruppen zu. Man wählt unter diesen vielen 
Möglichkeiten stets einen Fundamentalbereich von möglichst einfacher 
Gestalt aus. 

Wenn ich den ganzen Fundamentalbereich der Translation a unter­
werfe, so erhalte ich einen kongruenten angrenzenden Streifen. Ich kann 
auf diese Weise die ganze Ebene mit den Fundamentalbereichen der 
Gruppe einfach und lückenlos überdecken. Diese Erscheinung tritt 
auch bei allen anderen im folgenden zu betrachtenden Gruppen ein, 
und man kann allgemein beweisen, daß die Fundamentalbereiche be­
liebiger diskontinuierlicher Abbildungsgruppen sich stets einfach und 

1 Dabei hat man festzusetzen, daß etwa die Punkte der linken Grenzgeraden 
mit zum Fundamentalbereich gehören, die der rechten dagegen nicht; andern­
falls würden entweder äquivalente Punkte zum Bereich gehören, oder derselbe 
wäre noch unvollständig. 
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lückenlos aneinanderschließen. Allerdings brauchen sie nicht immer die 
ganze Ebene zu erfüllen, wie wir in einem späteren Kapitel an einem 
Beispiel sehen werden (S. 228). 

Die Gruppe I, 1 führt nicht auf ein reguläres Punktsystem, da die 
einem festen Punkt äquivalenten Punkte eine gradlinige Skala bilden, 
also die erste definierende Forderung des Punktsystems unerfüllt lassen. 

Trotzdem war die Betrachtung dieser Gruppen für das Studium der 
Punktsysteme nicht ohne Bedeutung. Wenn wir nämlich in einer be­
liebig kompliziert gebauten diskontinuierlichen Bewegungsgruppe die 
Gesamtheit aller Translationen betrachten, die irgendeiner in der Gruppe 
enthaltenen Translation parallelgerichtet sind, so bildet diese Gesamtheit 
von Translationen wieder eine Gruppe, denn beide Gruppenpostulate 
sind erfüllt; man bezeichnet eine Gruppe, die in einer umfassenderen 
Gruppe enthalten ist, als eine Untergruppe der umfassenderen Gruppe. 
Nun muß jede Untergruppe einer diskontinuierlichen Gruppe selbst 
diskontinuierlich sein. Wir können daher schließen, daß die heraus­
gegriffene Gesamtheit von Translationen eine Gruppe I, 1 ist und 
die von uns angegebene Struktur besitzt, einerlei von welcher um­
fassenderen Gruppe wir ausgehen. Diese und ähnliche Schlußweisen 
werden im folgenden wiederholt zur Anwendung kommen. 

Wir betrachten nun den Fall I, 2, also Gruppen, die Drehungen ent­
halten, aber keine zwei Translationen in nichtparallelen Richtungen. 
Dann haben wir zu unterscheiden, ob die Gruppe überhaupt eine Trans­
lation enthält oder nicht. Beginnen wir mit der einfacheren Möglichkeit 
- wir wollen sie als I, 2, cx, einordnen -, daß keine Translation vor­
handen ist. Ich behaupte, daß dann alle Drehungen denselben Dreh­
punkt haben müssen. Denn gäbe es zwei Drehungen a, b mit den 
zwei verschiedenen Mittelpunkten A und B, so könnte die in der Gruppe 
enthaltene Bewegung a - 1 b- 1 ab nach dem Additionssatz der Drehwinkel 
nur eine Translation oder die Identität sein. Wäre lf' b 

nun B' der Bildpunkt von B vermöge a (Abb. 66); t0'" 
dann wäre B' von B verschieden, weil B von A a. 
verschieden vorausgesetzt war und eine Drehung t 
keinen Punkt außer dem Drehpunkt fest läßt. 'lf 

Abb. 66. 
Wäre daher B" das Bild von B' vermöge b, so 
wäre auch B" von B' verschieden. Nun kann man aber leicht sehen, 
daß B' vermöge a- 1 b- 1 ab gerade in B" überginge. Also wäre die Be­
wegung a- 1 b- 1 ab nicht die Identität, sondern eine Translation, ent­
gegen der Voraussetzung, daß in der Gruppe keine Translationen vor­
kommen. 

Sei nun A der (einzige) Drehpunkt der Gruppe und Q irgendein 
anderer Punkt. Dann liegen alle zu Q äquivalenten Punkte auf dem 
durch Q gehenden Kreise um A. Wegen der Diskontinuität der Gruppe 
kann es also nur endlich viele zu Q äquivalente Punkte geben, und da 
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die Gesamtheit dieser Punkte durch jede in der Gruppe enthaltene 
Drehung um A in sich übergeführt werden muß, so müssen die Punkte 
äquidistant auf der Kreisperipherie liegen (Abb. 67). Ist Q1 unter 

Abb. 67. 

diesen Punkten einer der beiden zu Q benach­
barten Punkte, so ist <]::: Q A Q1 der kleinste 
Drehwinkel, der in der Gruppe vorkommt, und 
wenn die Anzahl der zu Q äquivalenten Punkte 
(Q eingerechnet) n beträgt, so hat dieser Win­
kel notwendig den Wert 2njn, und alle in 
der Gruppe enthaltenen Bewegungen bestehen 
aus Drehungen um A um die positiven und 
negativen Vielfachen dieses Winkels, von denen 

es nur endlich viele geometrisch verschiedene gibt. Damit ist der 
Fall I, 2, <X erledigt. Als Fundamentalbereich eignet sich ein Winkelraum 
mit der Spitze in A und der Öffnung 2njn (Abb. 68). Der Fundamen­
talbereich ist also wieder unendlich, und die Gruppe führt auf kein 
Punktsystem, da es zu jedem Punkt nur endlich viele äquivalente 
gibt, also die erste Forderung S. 50 nicht erfüllt ist. 

Die Gruppe besitzt für die übrigen diskontinuierlichen ebenen 
Bewegungsgruppen eine ähnliche Bedeutung wie die vorher betrachtete. 

Abb. 68. 

Kommt in einer beliebigen solchen 
Gruppe eine Drehung um einen 
Punkt A vor, so bildet die Ge­
samtheit der in der Gruppe ent­
haltenen Drehungen um A eine dis­
kontinuierliche Untergruppe, muß 
also den Typus I, 2, <X haben. Dar­
aus folgt, daß die Drehwinkel aller 
dieser Drehungen aus den Viel­
fachen eines Winkels 2njn be­
stehen müssen. Wir können also 
den Punkt A durch die ganze Zahl 
n charakterisieren und als n-zähli-
gen Drehpunkt bezeichnen. 

Nun haben wir unter den Gruppen vom Typus I nur noch den Fall 
I, 2, ß zu erledigen, daß also eine Drehung d und eine Traaslation t 
vorhanden sind und daß alle weiteren Translationen zu t parallel sind. 
Nach dem zweiten Hilfssatz (S. 56, 57) muß d den Drehwinkeln haben, 
es gibt daher nach der soeben eingeführten Ausdrucksweise nur 
2-zählige Drehpunkte. Sei A1 ein solcher Punkt (Abb. 69). Die Gesamtheit 
aller Translationen der Gruppe muß eine Gruppe vom Typ I, 1 bilden. 
Wir betrachten die geradlinige Skala A1 , A 2 , ••• der zu A1 äquivalenten 
Punkte, die dieser Untergruppe entspricht. Nach dem ersten Hilfssatz 
(S. 56) müssen alle diese Punkte 2-zählige Drehpunkte sein. Ich be-
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haupte, daß außerdem die sämtlichen Mittelpunkte B1 , B2 , ••• der 
Strecken AnAn+l 2-zählige Drehpunkte sind. Ist nämlich t die Trans­
lation, die A1 in A2 überführt und a2 die Drehung um n um A2 , so 
wird durch ta2 das Punktepaar A1 A2 in A2 A1 übergeführt; denn 
durch t geht A1A2 in A2A3 über, und A2A3 wird durch a2 in A2A1 ver­
wandelt. Da die Drehung um B1 

um n ebenfalls A1 A2 in A 2 A 1 ver­
wandelt, so muß ta2 mit dieser 
Drehung identisch sein, also ist B1 

ein 2-zähliger Drehpunkt, und 
ebenso muß auch die ganze zu B1 

gehörige Skala, d. h. die Gesamt­
heit der Punkte Bn, aus 2-zähligen 
Drehpunkten bestehen. Außer die-
sen Drehpunkten An und Bn gibt 
es aber keine weiteren. Denn ist A 
irgendeiner der Punkte An und 

• 

• 

• • 

Abb. 69. 

ist C irgendein beliebiger von A verschiedener Drehpunkt der Gruppe 
(Abb. 70), so muß C jedenfalls 2-zählig sein. Sei c die zugehörige Drehung 
um n, dann betrachte ich die Bewegung ac, wo a die Drehung um A 
um :n: bedeute. Ist A' das Bild von A bei c, so ist C der Mittelpunkt der 
Strecke AA', und die Bewegung ac führt ebenfalls A in A' über. Nach 
dem Additionssatz der Drehwinkel muß ac aber eine Translation sein, 
demnach ist A' einer der Punkte, die aus A durch die in 
der Gruppe enthaltenen Translationen hervorgehen, d. h. A' 
ist einer der Punkte A1 , A 2 , ••• , und C ist als Mittel-
punkt von A A' notwendig einer der Punkte An oder Bn. 

Damit haben wir einen vollständigen Überblick über 
die Gruppen I, 2, ß. In Abb. 69 sind die beiden Klassen 
von Drehpunkten und ein geeigneter Fundamentalbereich 
eingezeichnet. Es ist zu beachten, daß keiner der Punkte 
A" einem der Punkte Bn äquivalent sein kann, da durch 
jede Drehung und jede Translation der Gruppe jede der 
beiden Skalen in sich übergeht. 

~· 

Abb. 70. 

In Abb. 69 sind ferner einige einander äquivalente Punkte ein­
gezeichnet, die von den Drehpunkten verschieden sind. Sie sind zickzack­
förmig angeordnet. Da sie in einem Streifen endlicher Breite Platz 
finden, erfüllen sie die erste Forderung nicht, die wir an die Punkt­
systeme gestellt haben; denn ihre Anzahl im Innern eines Kreises von 
wachsendem Radius nimmt offenbar nur proportional der ersten Potenz 
des Radius zu. Wie bei den ersten beiden Gruppen ist der Fundamental­
bereich unendlich. 

Die Systeme äquivalenter Punkte, die nicht Drehpunkte sind, kann 
man sich als zwei kongruente und parallelgestellte Skalen vorstellen; 



62 II. Reguläre Punktsysteme. 

ähnlich werden wir bei den komplizierteren Gruppen zu Systemen kon­
gruenter parallelgestellter Gitter kommen. Offenbar ist das Auftreten 
verschiedener Skalen und Gitter durch das Vorhandensein von Drehun­
gen bedingt. In der Tat wird in unserem Fall die eine Skala durch jede 
Gruppendrehung in die andere verwandelt; nur die Skalen der Dreh­
punkte selbst bilden eine Ausnahme. 

Da sich nun der Punkt wegen seiner allseitigen Symmetrie nicht zur 
Wiedergabe von Drehungen eignet, ist es anschaulicher, nicht zu 
Punkten, sondern zu anderen einfachen Figuren die Gesamtheit aller 

~ Äquivalenten aufzuzeichnen. Die ein-
rf a fachste Figur, die keine allseitige Sym-

---p---P---p--= metrie besitzt, besteht aus einem "Zei-
/F /F /F ger", d. h. einem Punkt mit einer hin-

b durchgehenden Richtung. In Abb. 71 a, b 
---p----p----*-_..:::_ sind Systeme äquivalenter Zeiger für 

Abb. 71. 
die Gruppe I, 2, ß gezeichnet; man 
erhält zwei verschiedene Typen von 

Figuren, je nachdem man den Zeiger eines Punktes allgemeiner Lage 
oder eines Drehpunktes zugrunde legt. Im ersten Fall erweist sich 
besonders der Vorteil, den die Einführung der Zeiger bringt: Die bei­
den Skalen sind durch verschiedene Zeigerrichtung voneinander unter­
schieden, während alle Zeiger derselben Skala gleichgerichtet sind. 

§ 12. Die krystallographischen Bewegungsgruppen der Ebene. 
Reguläre Punkt- und Zeigersysteme. Aufbau der Ebene aus 

kongruenten Bereichen. 
Wirwenden uns nun zumFallii, alsozuGruppen, die zweinichtpar­

allele Translationen enthalten. Es stellt sich heraus, daß alle diese Grup­
pen im Gegensatz zu den Gruppen vom Typus I stets auf Punktsysteme 
führen, daß wir sie also gemäß S. 52 als krystallographische Gruppen 
zu bezeichnen haben. Damit steht es im Zusammenhang, daß alle diese 
Gruppen endliche Fundamentalbereiche besitzen. Bei der Betrachtung 
dieser Gruppen stoßen wir in erster Linie wieder auf die ebenen Punkt­
gitter. Wie wir schon erwähnten, bilden die Figuren äquivalenter Punkte 
und Zeiger stets entweder ein solches Punktgitter oder lassen sich als 
Systeme aus mehreren parallelgestellten kongruenten Gittern auffassen. 

Wir hatten auf S. 55 den Fall II in zwei Unterfälle eingeteilt. Wlr 
wollen zuerst den einfacheren Unterfall II, 1 behandeln, in dem die 
Gruppe keine Drehungen enthält, dagegen zwei nichtparallele Trans­
lationen. In diesem Fall zeigt es sich nun, daß die zu einem Punkt 
äquivalenten Punkte stets ein ebenes Punktgitter bilden. 

Zum Beweis gehe ich von einem beliebigen Punkt P aus und 
suche eine solche Translation t der Gruppe, die P in einen möglichst 
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nahen äquivalenten Punkt Q überführt (Abb. 72). Dann liefern die zu 
t parallelen Translationen eine Skala weiterer zu P äquivalenter Punkte 
auf der Geraden PQ. Nun gibt es nach Voraussetzung noch Trans­
lationen, die nicht zu PQ parallel sind, also gibt es noch außerhalb der 
Geraden PQ äquivalente Punkte zu P; unter diesen suche ich mir wieder 
einen möglichst nahe bei P gelegenen Punkt R heraus, und t' sei die 
Translation aus unserer Gruppe, die P in R überführt. Dann ist 
jedenfalls PR> PQ. Ist S der Punkt, in den Q durch t' über­
geht, so bilden die Punkte PQRS ein Parallelogramm, und es 
ist ersichtlich, daß das durch dieses Parallelogramm erzeugte Gitter 
aus lauter äquivalenten Punkten besteht. Denn alle diese Punkte ent­
stehen aus P, indem ich erst t (oder t- 1) und dann t' (oder t'-1) je 
eine bestimmte Anzahl von Malen anwende. Ich behaupte nun, daß es 
keine weiteren zu P äquivalenten 
Punkte mehr geben kann, daß 
also auch alle in der Gruppe 
vorkommenden Translationen sich 
aus t und t' zusammensetzen las­
sen. Denn im entgegengesetzten 
Falle enthielte die Gruppe eine 
Translation u, die P in einen 
Punkt U überführte, der nicht 
zum Gitter gehörte. Dann könnte 
ich ein bestimmtes zu PQRS 
kongruentes Gitterparallelogramm 
P'Q'R' S' (Abb. 72) ausfindig ma- Abb. 72. 

chen, das U enthielte. Von den 
beiden kongruenten Dreiecken P'Q'R' und S'Q'R' müßte eines, etwa 
das erste, U enthalten. Nun müßte aber in der Gruppe die Trans­
lation P' ~ U vorkommen, die sich ja aus der Gruppentranslation 
P' ~ P und u zusammensetzen läßt. Das führt zu einem Widerspruch. 
Denn da nach unserer früheren Betrachtung PR> PQ sein muß, so 
ist im Dreieck P'Q'R' der Punkt R' am weitesten von P' entfernt. Die 
Translation P' ~ U wäre also kürzer als die Translation t', die P in R, 
also P' in R' überführt. Deshalb müßte die Translation P' ~ U zu t 
parallel sein, und U müßte auf der Strecke P'Q' liegen. Dann wäre aber 
die Translation P' ~ U auch kürzer als t, während doch t als eine der 
kürzesten in der Gruppe vorkommenden Translationen ausgewählt 
war. Entsprechend verläuft der Beweis, wenn man annimmt, U läge 
im Dreieck S'Q'R'. Dann hat man statt der Translation P' ~ U die 
Translation S' ~ U zu betrachten, was in gleicher Weise zu einem 
Widerspruch führt. 

Die zueinander äquivalenten Punkte der Gruppen II, 1 bilden also 
stets Punktgitter, und wendet man die Gruppe auf einen Zeiger anstatt 
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auf einen Punkt an, so erhält man ein Gitter aus parallelgestellten 
Zeigern (Abb. 73). 

Wenn wir uns jetzt zur letzten noch übrigen Kategorie II, 2 wenden, 
wo also auch Drehungen zugelassen sind, so haben wir auf das so­
eben abgeleitete Ergebnis in jedem Fall zurückzugreifen. Denn auch 
die Gruppen II, 2 enthalten wie II, 1 zwei nichtparallele Translatio­

nen. Die Gesamtheit der in einer 
Gruppe II, 2 enthaltenen Trans­
lationen muß daher notwendig 
eine Untergruppe vom Typ II, 1 
sein. Wenn man also unter den 
Punkten, die in einer Gruppe II, 2 
zu einem beliebigen Punkt P 
äquivalent sind, nur diejenige 

Abb. 73. Gesamtheit betrachtet, die aus 
P durch eine Translation hervorgehen, so erhält man ein Punktgitter. 
Die in der Gruppe enthaltenen Drehungen müssen dieses Gitter ent­
weder in sich überführen oder aber einen Punkt des Gitters in einen 
nicht im Gitter enthaltenen Punkt Q verwandeln. Die Translationen 
der Gruppe erzeugen aber aus Q wieder ein Gitter, das zum Gitter von 
P kongruent und parallelorientiert ist und dessen Punkte sämtlich 
äquivalent zu Q und P sind. Durch dieses Verfahren, das offenbar so lange 
fortgesetzt werden kann, als es noch unverbrauchte zu P äquivalente 
Punkte gibt, kann ich aber nur endlich viele verschiedene Gitter er­
halten, denn andernfalls könnte die Gruppe nicht diskontinuierlich sein. 
Diese Überlegung zeigt, daß es nur verhältnismäßig wenige Gruppen II, 2 

Abb. 74. 

geben kann und daß die zugehörigen 
Punktsysteme stets aus parallelgestellten 
kongruenten Gittern bestehen. 

Wir teilen die Gruppen II, 2 nach den 
bei ihnen vorkommenden Drehwinkeln ein. 
Alle diese Drehwinkel müssen die Form 
2nfn haben, wo n eine ganze Zahl ist; 
denn die Drehungen um einen Punkt, die 

in der Gruppe vorkommen, bilden eine diskontinuierliche Untergruppe 
vom Typ I, 2, lX. Ich behaupte nun, daß n keine anderen von 1 
verschiedenen Werte annehmen kann als 2, 3, 4, 6. Zum Beweis be­
trachte ich einen n-zähligen Drehpunkt A der Gruppe (Abb. 74) und 
wähle in der Gruppe eine möglichst kurze Translation t aus, die A in B 
überführen möge. Durch Drehung um A um 2nfn werde B nach B' 
gebracht. Nach Hilfssatz 2, S. 56 enthält dann die Gruppe auch die 
Translation t', die A in B' überführt. Wir betrachten nun die Bewegung 
t- 1t', die offenbar B nach B' bringt. Nach dem Additionssatz der Dreh­
winkel ist t- 1t' eine Translation, und da t als eine möglichst kurze 
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Translation der Gruppe ausgewählt war, so folgt B B' ~ AB. Daher 

ist -9::: BAB' = 2: > ; , also n:::;;;: 6. Wir haben nun noch den Fall 

n = 5 auszuschließen. Zu diesem Zweck gehen wir indirekt vor und 
nehmen Aals 5-zähligen Drehpunkt (Abb. 74) an. Durch Drehung um 

A um 2 · 25n gehe B in B" über. Dann enthielte die Gruppe die Trans­

lation t", die A in B" überführt. Dann würde aber die Translation 
t" t ersichtlich A in C überführen, und da C näher an A liegt als B, 
so gäbe es im Widerspruch zur Voraussetzung eine kürzere Translation 
als t in der Gruppe. 

Somit können in den Gruppen II, 2 in der Tat nur 2-, 3-, 4- und 
6-zählige Drehpunkte auftreten. Ist q; der kleinste in einer solchen 
Gruppe auftretende Drehwinkel, so haben wir die vier Unterfälle zu 
diskutieren: II, 2, tx: q; = n, 

II,2,ß: 

II,2,y: 

II,2,(J: 

Es zeigt sich, daß zu jedem dieser vier Fälle genau eine Gruppe gehört. 
11,2, tx: Es muß in der Gruppe wenigstens einen 2-zähligen Drehpunkt 

A geben. Die Untergruppe der in der Gruppe enthaltenen Translationen 
liefert zu A als äquivalente weitere 2-zählige Drehpunkte die Punkte 
eines Gitters; ABC D sei 
eines seiner erzeugenden Par­
allelogramme (Abb. 75). Wir 
können nun auf die Betrach­
tungen zurückgreifen, die wir 
über die Gruppen I, 2, ß an­
gestellt hatten (S. 60, 61). Da­
nach muß der Mittelpunkt 
der Verbindungsstrecke irgend 
zweier Punkte des Gitters Abb. 75-

ebenfalls 2-zähliger Drehpunkt sein, und umgekehrt muß jeder 2-zählige 
Drehpunkt eine solche Verbindungsstrecke halbieren. Wir betrachten 
nun den Mittelpunkt Q von AB, den Mittelpunkt P von A C und den 
Mittelpunkt T von B C und A D. Alle diese Punkte sind paarweise 
inäquivalent. Sie sind nach dem soeben Gesagten sämtlich 2-zählige 
Drehpunkte und mit ihren zugehörigen Gittern erschöpfen sie auch alle 
2-zähligen Drehpunkte, die in der Gruppe vorkommen. Wir haben 
also vier verschiedene Klassen von 2-zähligen Drehpunkten. Die Dreh­
ungen um diese Punkte und die Translationen des Gitters ABCD er­
schöpfen alle Transformationen der Gruppe, da nach unserer Annahme 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 5 
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keine anderen als 2-zählige Drehpunkte vorkommen können. Als Fun­
damentalbereich können wir offenbar das Dreieck ABC verwenden. 

In Abb. 76 und 77 sind die Figuren aus äquivalenten Zeigern ge­
zeichnet, die man erhält, je nachdem man von einem Punkt allgemeiner 
Lage (Abb. 76) oder einem Drehpunkt (Abb. 77) ausgeht. Im ersten Fall 
erhalten wir zwei ineinandergestellte Gitter, die durch entgegengesetzte 
Zeigerrichtung unterschieden sind. Im zweiten Fall rücken die Gitter in 
eins zusammen, da in jedem Drehpunkt zwei Zeiger ansetzen. Betrachtet 
man statt der Zeiger nur die Punkte, so liefern beide Figuren je ein 
reguläres Punktsystem; aber dann unterscheidet sich das System Abb. 77 

Abb. 76. 

nicht mehr von dem zu Abb. 72 
gehörigen System, dem ebenen 

Abb. 77. 

allgemeinen Punktgitter. Wenn wir umgekehrt zum ebenen allgemeinen 
Punktgitter die zugehörige Gruppe von Deckbewegungen suchen, so 
ergibt sich nicht etwa 11, 1, sondern stets 11, 2, cx, da wir ja in Abb. 75 
das Parallelogramm ABC D ganz beliebig wählen dürfen und das 
zugehörige Gitter durch die Bewegungen der Gruppe in sich über­
geführt wird. Die Betrachtung der Zeiger statt der Punkte führt also 
hier zu klareren Unterscheidungen. 

II,2,fJ. Nach unserer Annahme ist 2n/3 der kleinste vorkommende 

DrehwinkeL Ich behaupte, daß die Drehungen um ± 2; auch die 

einzigen sind. Denn von anderen Winkeln käme nur n in Frage; nach 
dem Additionssatz würde aber eine Drehung um n und eine Drehung 

um - 2t eine Drehung um nj3 ergeben, und ein solcher Drehwinkel 

darf in der Gruppe nicht vorkommen. Es gibt daher in der Tat aus­
schließlich 3-zählige Drehpunkte in der Gruppe. 

Sei A ein 3-zähliger Drehpunkt (Abb. 78) und A ---+ B eine möglichst 
kurze in der Gruppe enthaltene Translation. Geht B durch Drehung 
um A um Zn/3 in C über, so ist nach Hilfssatz 2 auch die Translation 
A ---+ C in der Gruppe enthalten. Das Gitter der Untergruppe der Trans­
lationen muß sich aus dem Parallelogramm ABC D erzeugen lassen, da 
in seinem Ionern nach unserer Konstruktion keine anderen Gitter­
punkte mehr liegen können. Die Diagonale A D zerlegt ABC D in zwei 
gleichseitige Dreiecke. Das Translationsgitter der Gruppe muß also 
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das der dichtesten Kreislagerung sein und kann nicht wie im Fall 11, 2, cx 
beliebig angenommen werden (ebenso werden wir auch in den folgenden 
beiden Fällen sehen, daß die zugehörigen Translationsgitter spezielle 
Gestalt haben müssen). Die Drehung (d) AB ~ AC und hierauf die 
Translation (t) A ~ B führen zusammengesetzt (dt) AB in BD über 
(Abb. 78). dt muß also eine Drehung d' um den Mittelpunkt M des 
Dreiecks ABD sein mit 2nj3 als DrehwinkeL r: 0 
M ist also ebenfalls 3-zähliger Drehpunkt der Gruppe. ~ 
Ferner wird AC durch d" = td' über BD nach DA • 
befördert, also ist d" die Drehung um- 2nj3 um •M 
den Mittelpunkt N des Dreiecks AC D; demnach ist A 8 
auch N 3-zähliger Drehpunkt. Ebenso wie A führen Abb. 78. 

auch M und N zu Gittern, deren sämtliche Punkte 
3-zählige Drehpunkte sind. Ich behaupte, damit sind alle Drehungen 
der Gruppe erschöpft. Zum Beweise genügt es zu zeigen, daß zwei 
3-zählige Drehpunkte E und F nie einen kürzeren Abstand haben 
können als AM. Nun ergeben die Drehungen d- 1 d' offenbart. Ebenso 
erzeugen zwei entgegengesetzte Drehungen um E undFeine Translation, 
und deren Länge müßte sich zum Abstand EF verhalten wie die Länge 
von t zum Abstand AM. Da nach Voraussetzung keine Translation der 
Gruppe kürzer ist als t, kann somit auch EF nicht kürzer sein als 
AM. Es gibt daher in der Tat 
keine anderen Drehpunkte als die 
Punkte der zu A , M, N gehörigen 
drei Gitter. Da die Drehungen um 
A jedes dieser Gitter in sich über­
führen und nicht ein Gitter ins an­
dere, so sind die Punkte A, M, N 
inäquivalent. Die Gruppe 11, 2, ß 
besitzt demnach drei verschie­
dene Klassen von Drehpunkten 
(Abb. 79). Die Punkte jeder Klasse 

Abb. 79. 

lassen sich als Mittelpunkte eines Systems regulärer Sechsecke auf­
fassen, die die Ebene einfach und lückenlos überdecken und deren 
Ecken abwechselnd mit den Drehpunkten der anderen beiden Klassen 
besetzt sind. Man erhält auf diese Weise drei Systeme regulärer Sechs­
ecke, die in bestimmter Weise übereinanderliegen. Übrigens läßt sich 
diese Figur als eine Orthogonalprojektion dreier übereinanderliegender 
Schichten des Graphitgerüstes (Abb. 56, S. 48) auffassen. 

Als Fundamentalbereich ist in Abb. 79 der Rhombus AM ND 
gewählt!, ferner sind in dieser Figur zwei Translationen eingetragen, 
aus denen sich das Translationsgitter der Gruppe erzeugen läßt. 

1 Dasselbe System aneinandergrenzender Rhomben wird im Aufbau der 
Bienenwabe verwandt. 

5* 
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Betrachtet man ein System äquivalenter Zeiger, die nicht von einem 
Drehpunkt ausgehen (Abb. 80), so erhält man drei ineinandergestellte 
Gitter, von denen jedes durch eine bestimmte Zeigerstellung gekenn­
zeichnet ist. Erzeugende Parallelogramme dieser Gitter sind nicht ein­
getragen, weil die Figur sonst unübersichtlich würde. 

Abb. 80. Abb. 81. 

Geht man von einem Drehpunkt aus (Abb. 81), so fallen die drei 
Gitter in eins zusammen, da von jedem Punkt drei Zeiger ausgehen 
müssen. 

11,2,y. Der kleinste Drehwinkel der Gruppe ist nj2. Es kann also 
2- und 4-zählige Drehpunkte geben. Andere Drehwinkel können nicht 
auftreten, denn eine Drehung um 2n/3 ließe sich nach dem Additions­
satz mit einer Drehung um n zu einer Drehung um n/3 zusammen­

Abb. 82. 

setzen, im Widerspruch damit, 
daß kein kleinerer Drehwinkel 
als n /2 vorkommen soll. 

Wir führen nun die Unter­
suchung ähnlich wie im vorigen 
Fall. Sei A irgendein 4-zähliger 
Drehpunkt (Abb.82)undA~B 
eine möglichst kurze Transla­
tion der Gruppe. Geht B durch 
Drehung um A um nj2 in C 
über, so ist auch A ~ C eine 
in der Gruppe vorkommende 

Translation. Das Translationsgitter der Gruppe muß sich also aus dem 
Quadrat ABC D erzeugen lassen, da dieses Gitterpunkte zu Ecken 
hat und keine weiteren Gitterpunkte mehr enthalten kann. Wie im 
vorigen Fall ist also das Translationsgitter nicht beliebig, sondern hat 
eine besondere symmetrische Gestalt. Wenn wir nun zu den Trans­
lationen nur noch die Drehungen um n, aber nicht die um nj2 hinzu­
nehmen, so erhalten wir eine Untergruppe, und diese muß den Typus 
II, 2, cx haben. Die Mittelpunkte der Quadrate, z. B. M, sowie die 
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Mittelpunkte der Quadratseiten, z. B. N, bilden zusammen mit 
den Quadratecken das vollständige System der Drehpunkte in der 
Untergruppe. Ausschließlich unter diesen Punkten haben wir aber 
auch die 2- und 4-zähligen Drehpunkte 
der vollen Gruppe zu suchen, da diese 
Punkte ja in der Untergruppe als 
2-zählig mitberücksichtigt sein müssen. 
Betrachten wir nun die Drehung (d) 
AB --->- A C und die Translation (t) 
A --->- B, so führt d' = dt offenbar 
AB in B D über, d' ist daher die 
Drehung um M um nj2, und demnach 
sind die Quadratmittelpunkte sämtlich 
4-zählige und nicht nur 2-zählige Dreh­
punkte. Ebenso wie im vorigen Fall 
können wir schließen, daß keine an­
deren 4-zähligen Drehpunkte mehr vor­
kommen. d- 1 d' ist nämlich die kürzeste 
in der Gruppe enthaltene Translation t, 
also können zwei 4-zählige Drehpunkte 
keinen kürzeren Abstand haben als AM, 
wir können daher zu den Gittern von A 
und M keine 4-zähligen Drehpunkte 
mehr hinzufügen. Da diese beiden 
Gitter durch jede der bisher betrach­
teten Bewegungen in sich und nicht 
ineinander übergeführt werden, sind A 
und M inäquivalent. Dagegen erkennt 
man, daß alle 2-zähligen Drehpunkte 
äquivalent sind. Wir haben also eine 
einzige Klasse 2-zähliger Drehpunkte, 
bestehend aus zwei ineinandergescho­
benen Quadratgittern, und zwei Klassen 
4-zähliger Drehpunkte, aus je einem Git­
ter bestehend. Als Fundamentalbereich 
läßt sich das Dreieck AM B verwenden. 

Das Zeigersystem, das zu einem 
Punkt allgemeiner Lage gehört (Abb. 83), 
besteht aus vier Quadratgittern, jedes 

Abb. 83. 

Abb. 84. 

Abb. 85. 

durch eine bestimmte Zeigerrichtung gekennzeichnet. Ein 2-zähliger Dreh­
punkt (Abb.84} liefert zwei Gitter verschiedener Zeigerrichtung, ein 4-zäh­
liger Drehpunkt nur ein einziges (Abb. 85). Wenn dabei wie in dieser 
Figur die Pfeile paarweise aufeinanderzeigen, können wir die Figur als 
regelmäßige ebene Anordnung gleichartiger 4-wertiger Atome deuten. 
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11, 2, o. In diesem Fall ist die Mannigfaltigkeit der Drehungen am 
größten. Denn da 6-zählige Drehpunkte zugelassen sind, können auch 
2- und 3-zählige vorkommen. Dagegen sind 4-zählige Drehpunkte aus­
geschlossen, denn mit einer Drehung um ~12 und einer Drehung um ~/3 
enthielte die Gruppe notwendig eine Drehung um ~/6, und dieser Dreh­
winkel kann in keiner krystallographischen ebenen Bewegungsgruppe 
auftreten. 

Es sei A ein 6-zähliger Drehpunkt der Gruppe (Abb. 86). Wir be­
trachten nun zunächst die Untergruppe, die aus den Translationen 
und den Drehungen um 2~/3 besteht. Die Struktur dieser Untergruppe 
ist uns aus II, 2, ß bekannt. In ihr tritt A als 3-zähliger Drehpunkt auf. 
Das Translationsgitter dieser Untergruppe ist das Gitter der gleich­
seitigen Dreiecke, und neben den Ecken, z. B. A, B, C, treten auch die 
Mittelpunkte der Dreiecke, z. B. M, als 3-zählige Drehpunkte auf. 

Abb. 86. 

Daraus können wir aber schlie­
ßen, daß auch in der ganzen 
Gruppe selbst die Translationen 
das gleiche Gitter bilden, da diese 
ja alle in der Untergruppe berück­
sichtigt sind. In der ganzen 
Gruppe ist nun A nicht 3-, son­
dern 6-zähliger Drehpunkt, daher 
müssen auch alle Gitterpunkte 
des Gitters von A 6-zählig sein. 
Wenn es noch andere 6-zählige 

Drehpunkte in der Gruppe gibt, können es nur die Dreiecksmitten sein, 
denn alle 6-zähligen Drehpunkte sind in der Untergruppe als 3-zählig 
mitberücksichtigt. Nun bewirken die beiden Drehungen um A und C 
um + ~/3 und - ~13 die Translation A --+ B. Da es keine kürzere Trans­
lation als diese in der Gruppe gibt, kann auch der Abstand 6-zähliger 
Drehpunkte nicht kürzer sein als A C; folglich gibt es außer dem Gitter 
von A keine 6-zähligen Drehpunkte, und die Dreiecksmitten sind 3-zählig. 
Weitere 3-zählige Punkte kann es nicht geben, da sie alle in der Unter­
gruppe berücksichtigt waren. Im Gegensatz zum Fall II, 2, ß sind die 
3-zähligen Drehpunkte sämtlich äquivalent, da z. B. M durch eine 
Drehung um B in N übergeführt wird. 

Um nun noch die etwaigen 2-zähligen Drehpunkte aufzufinden, ver­
fahren wir analog: Wir betrachten die Untergruppe, die aus den Trans­
lationen und den Drehungen um ~ besteht. Aus den Betrachtungen 
über den Fall II, 2, IX ergibt sich, daß die Ecken des erzeugenden Gitter­
parallelogramms sowie deren Mittelpunkte und Seitenmittelpunkte, 
d. h. die Mittelpunkte der Seiten aller gleichseitigen Dreiecke, Drehungen 
um~ gestatten. Die Ecken der Dreiecke haben wir schon als 6-zählige 
Drehpunkte berücksichtigt. Es bleiben also genau die Seitenmitten der 
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Dreiecke als Gesamtheit der 2-zähligen Drehpunkte übrig. Man erkennt, 
daß sie alle äquivalent sind. Es gibt also je eine Klasse 2-, 3- und 6-zäh­
liger Drehpunkte. AM B ist ein Fundamentalbereich der Gruppe. 

Das Zeigersystem eines Punktes allgemeiner Lage besteht aus sechs 
ineinandergeschobenen Gittern, von denen jedes durch eine Zeiger-

Abb. 87. Abb. 88. 

richtunggekennzeichnet ist. In Abb. 87 ist jedes dieser Gitter durch je 
drei parallele Zeiger vertreten, die je ein gleichseitiges Dreieck bilden. 
Geht man von einem 2-zähligen Drehpunkt aus (Abb. 88), so fallen 
die Gitter paarweise zu drei Gittern zusammen. Diese Figur gibt eine 
mögliche regelmäßige ebene Anordnung eines Komplexes aus zweierlei 
Atomen, von denen die eine Art 6-wertig und die andere Art 2-wertig ist. 

Abb. 89. Abb. 90. 

Wenn wir alle Zeiger um nj2 drehen, kommen wir auf eine Anordnung, 
bei der 2- und 3-wertige Atome verknüpft sind. Das Zeigersystem der 
3-zähligen Drehpunkte (Abb. 89) besteht aus zwei Gittern. Bei der in 
der Figur angenommenen Zeigerstellung ergibt sich eine Anordnung 
aus 3- und 6-wertigen Atomen. Das Zeigersystem der 6-zähligen Dreh­
punkte (Abb. 90) bildet ein einziges Gitter, das wir in der gezeichneten 
Zeigerstellung als regelmäßige ebene Anordnung 6-wertiger gleichartiger 
Atome auffassen können. 
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Die Aufgabe, die wir uns in § 9 gestellt haben, ist nunmehr voll­
ständig gelöst. Wir haben die sämtlichen überhaupt möglichen krystallo­
graphischen Bewegungsgruppen der Ebene aufgestellt und dabei ge­
funden, daß es nur fünf solche Gruppen gibt. Die allgemeinsten Punkt­
und Zeigersysteme erhalten wir, wenn wir in jeder Gruppe von einem 
Punkt allgemeiner Lage ausgehen. Denn die Punktsysteme aus Dreh­
punkten der komplizierteren Gruppen kehren in den Punktsystemen 
aus Punkten allgemeiner Lage wieder, wenn wir einfachere Gruppen 
zugrunde legen. Dagegen liefern die Zeigersysteme bei den Dreh­
punkten neuartige Figuren. 

Zugleich haben wir die Lösung eines mit dem vorigen verwandten Pro­
blems gefunden, nämlich auf welche verschiedenen Arten man die Ebene 
aus kongruenten endlichen Bereichen derart zusammensetzen kann, daß 
der ganze Aufbau durch eine Deckbewegung in sich übergeführt werden 
kann, und daß jeder Baustein durch eine Deckbewegung mit jedem 
anderen zur Deckung gebracht werden kann. Die Gruppe dieser Deck­
bewegungen muß eine diskontinuierliche sein, und zwar eine krystallo­
graphische, weil die Anzahl der Bausteine innerhalb eines Kreises mit 
dem Quadrat des Radius ins Unendliche wächst. Es gibt daher nur 
zwei Möglichkeiten. Entweder läßt keine von der Identität ver­
schiedene Deckbewegung einen Baustein ungeändert; dann muß der 
Baustein einen Fundamentalbereich bilden. Oder es gibt Bausteine, 
die durch eine Deckbewegung in sich übergehen; dann bildet die 
Gesamtheit der Deckbewegungen dieser Art eine diskontinuierliche 
Untergruppe, die ersichtlich keine Translationen enthält, also aus 
Drehungen um einen bestimmten Punkt bestehen muß (1, 2, 1X). In 
diesem Fall hat der Baustein zentrale Symmetrie und muß sich aus 
Fundamentalbereichen zusammensetzen lassen. Ein Beispiel für diesen 
Fall liefert der Aufbau der Ebene aus kongruenten regulären Sechs­
ecken oder Quadraten, der bei vielen Fußböden verwandt wird. 

Ein anderes und schwierigeres Problem ist das "Parkettierungs­
problem"; es erfordert, die Ebene aus endlichen kongruenten Bausteinen 
zusammenzusetzen, dagegen wird nicht verlangt, daß der Bau Deck­
bewegungen gestattet. 

§ 13. Die krystallographischen Klassen und Gruppen 
räumlicher Bewegungen. Gruppen und Punktsysteme mit 

spiegelbildlicher Symmetrie. 
Auch im Raum gibt es nur endlich viele krystallographische Be­

wegungsgruppen; ihre Anzahl ist aber weit größer als in der Ebene. Um 
diese Gruppen bestimmen zu können, muß man, wie in der Ebene, zu­
nächst die einzelnen Bewegungen geometrisch kennzeichnen. Man kann 
auch im Raum jede beliebige Bewegung durch eine Bewegung von be-
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stimmtem einfachen Typus ersetzen. Betrachtet man zunächst Be­
wegungen, die einen Punkt fest lassen, so läßt sich beweisen, daß dann 
auch eine durch diesen Punkt gehende Gerade Punkt für Punkt fest 
bleiben muß und daß die Bewegung durch eine Drehung um einen be­
stimmten Winkel um diese Gerade als Achse ersetzt werden kann. 
Räumliche Bewegungen, die keinen Punkt fest lassen, sind z. B. die 
Translationen. 

Man kann nun zeigen, daß jede beliebige Bewegung des Raumes 
sich aus einer bestimmten Drehung und einer bestimmten Translation 
in der Richtung der Drehungsachse zusammensetzen läßt; man kann 
auch die Drehungen und Translationen selbst als· solche zusammen­
gesetzte Bewegungen ansehen, indem man annimmt, daß der eine 
Bestandteil der Bewegung sich auf die Identität reduziert. Denkt 
man sich nun bei der allgemeinsten Bewegung die Drehung und die 
Translation zu gleicher Zeit und mit konstanter Geschwindigkeit aus­
geführt, so erhält man eine schraubenförmige Fortbewegung des Raumes. 
Die allgemeinste Bewegung des Raumes wird deshalb als Schraubung 
bezeichnet, wobei man die Translationen und Drehungen als Grenz­
fälle von Schraubungen auffassen kann. Bei manchen Problemen ist 
es übrigens auch zweckmäßig, die Translationen ähnlich wie im Fall 
der Ebene als Drehungen mit verschwindend kleinem Drehwinkel um 
eine unendlich ferne Achse anzusehen. 

Bei der Zusammensetzungzweier Schraubungen im Raum gilt kein 
so einfaches allgemeines Gesetz, wie es in der Ebene der Additionssatz 
der Winkel bei Zusammensetzung von Drehungen darstellt. Es gibt 
aber zwei speziellere Sätze, die für die Zwecke der räumlichen Krystallo­
graphie ausreichen; zunächst ergeben nämlich zwei Translationen zu­
sammengesetzt stets wieder eine Translation, und zweitens unter­
scheiden sich Schraubungen um parallele Achsen und gleiche Drehungs­
winkel nur um eine Translation. Als Drehungswinkel einer Schraubung 
ist dabei der Winkel der Drehung anzusehen, die den einen Bestandteil 
der Schraubung bildet. 

Nach dem ersten Gesetz bilden die in einer räumlichen Bewegungs­
gruppe enthaltenen Translationen stets eine Untergruppe. Wie in der 
Ebene ist die Struktur dieser Untergruppe maßgebend dafür, ob, eine 
diskontinuierliche räumliche Bewegungsgruppe krystallographisch ist, 
d. h. auf ein räumliches Punktsystem führt, oder nicht. Sind nämlich 
alle Translationen der Gruppe einer festen Ebene parallel, so besitzt 
die Gruppe stets unendliche Fundamentalbereiche und kann auf kein 
Punktsystem führen. Besitzt dagegen die Gruppe drei Translationen, 
deren Richtungen nicht sämtlich einer und derselben Ebene parallel 
sind, so ist sie eine krystallographische Gruppe. Die zu einem Punkt P 
äquivalenten Punkte bezüglich der Untergruppe der Translationen 
bilden dann stets ein räumliches Punktgitter. Wenn es außerdem in 
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der Gruppe noch eine Schraubung gibt, die P in einen dem Gitter nicht 
angehörenden Punkt Q überführt, so bestimmt die Untergruppe der 
Translationen auch zu Q ein Gitter aus lauter zu Q und P äquivalenten 
Punkten. Wegen der Diskontinuität der Gruppe kann es nur endlich 
viele solche Gitter geben; diese Einschränkung führt wie in der Ebene 
zur Übersicht aller möglichen Fälle. Zugleich ergibt sich, daß die 
regulären Punktsysteme im Raum sich aus endlich vielen kon­
gruenten parallel ineinandergeschobenen räumlichen Punktgittern 
zusammensetzen lassen. Ein Beispiel dafür haben wir im System 
der Kugelmittelpunkte bei der tetraedrischen Lagerung schon kennen­
gelernt. 

Der zweite erwähnte Satz über die Schraubungen mit parallelen 
Achsen führt nun zu einem wichtigen geometrischen Verfahren, um 
die von einer Translation verschiedenen Bewegungen einer Gruppe 
zusammenzufassen. Zu diesem Zweck zeichne ich irgendeinen beliebigen 
Raumpunkt M aus. Zur Achse a jeder in der Gruppe vorkommenden 
Schraubung ziehe ich durch M die Parallele a0 , und jeder in der Gruppe 
vorkommenden Schraubung s um die Achse a ordne ich die Drehung 
s0 um die Achse a0 zu, die denselben Drehwinkel besitzt wie s. Dann 
können sich s und s0 nur durch eine Translation unterscheiden. Nach 
diesem Verfahren entspricht jeder von einer Translation verschiedenen 
Bewegung der Gruppe G eine andere Bewegung, die den Punkt M fest 
läßt. Um die Zuordnung zu vervollständigen, lasse ich ferner allen 
Translationen aus G die Identität entsprechen. Auf diese Weise ist der 
Gruppe G ein System GM von Abbildungen zugeordnet, die sämtlich 
M fest lassen. Ich behaupte, daß GM eine Gruppe ist. Sind nämlich die 
Drehungen s0 und t0 aus GM den Schraubungen s und t aus G zugeordnet, 
so läßt sich aus dem Gesetz über Schraubungen um parallele Achsen 
leicht schließen, daß s0 t0 gerade diejenige Drehung aus GM ist, die st 
zugeordnet werden muß. Daher erfüllt das System GM in der Tat die 
beiden Gruppenpostulate, daß mit s0 und t0 stets auch s0 t0 sowie s01 

dem System angehören. 
Durch die Struktur der Gruppe GM ist G keineswegs eindeutig be­

stimmt; man kann aus der Struktur von GM nichts über die in G ent­
haltenen Translationen schließen, z. B. allen Gruppen G, die nur aus 
Translationen bestehen, entspricht eine und dieselbe Gruppe GM, die 
nur aus der Identität besteht. GM liefert also eine Zusammenfassung 
von Gruppen, die sich nur durch ihre Translationen unterscheiden. 
Man nennt die Gesamtheit aller räumlichen Bewegungsgruppen, die auf 
eine und dieselbe Gruppe GM führen, eine Klasse räumlicher Bewegttngs­

gruppen. Wenn einer Klasse eine krystallographische Gruppe an­
gehört, nennt man diese Klasse eine krystallographische Klasse. Dieser 
Begriff ist sowohl für die praktische Krystallographie als auch für die 
geometrische Bestimmung der Raumgruppen von großer Bedeutung. 
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Es ist nämlich viel leichter, zuerst alle möglichen krystallographischen 
Klassen aufzustellen und erst nachher für jede Klasse zu untersuchen, 
was für Gruppen ihr angehören können. 

Da alle Bewegungen aus GM den Punkt M fest lassen, führen sie auch 
die Oberfläche einer um Mals Mittelpunkt geschlagenen Kugel in sich 
über, und man kann daher die Gruppen GM als Bewegungsgruppen der 
Kugeloberfläche ansehen. Es tritt nun die große Vereinfachung ein, 
daß GM stets diskontinuierlich sein muß, wenn G diskontinuierlich ist. 
Da die Diskontinuität von G etwas ganz anderes bedeutet als die Dis­
kontinuität von GM, so ist der genannte Satz keineswegs selbstverständ­
lich. Er läßt sich aber bei den krystallographischen Gruppen leicht be­
weisen, indem man die zugehörigen Translationsgitter in Betracht zieht. 
Dieser Beweis soll hier übergangen werden. 

Um alle krystallographischen Klassen von räumlichen Bewegungs­
gruppen zu finden, haben wir demnach nur noch die diskontinuierlichen 
Bewegungsgruppen der Kugel zu untersuchen. Es tritt aber noch eine 
zweite Vereinfachung ein. Wie in der Ebene, so kann man auch im 
Raum schließen, daß in einer krystallographischen Bewegungsgruppe 
keine anderen Drehwinkel vorkommen können als die Vielfachen von 
n, fn, in, i-n. Wie es also in der Ebene nur 2-, 3-, 4- und 6-zählige Dreh­
punkte in den Gruppen gibt, so kann es (bei analoger Bezeichnungs­
weise) in den räumlichen krystallographischen Bewegungsgruppen nur 
2-, 3-, 4- und 6-zählige Achsen geben. Das gleiche muß aber auch für 
die Gruppen GM der krystallographischen Klassen gelten. Nach dieser 
Einschränkung bleiben nur elf Krystallklassen übrig; sie mögen hier 
aufgezählt werden. 

Wir nehmen zunächst die Fälle, daß nur eine einzige n-zählige Achse 
in GM vorhanden ist. Diese Klassen werden in der Krystallographie 
mit Cn bezeichnet. Wir haben die fünf Klassen (Abb. 91): 

1. C1 (Identität, Klasse der Translationsgruppen), 
2. C2 , 

3· Ca, 
4. C4 , 

s. c6. 
Wir nehmen jetzt 

an, daß mehrere 
Achsen vorhanden 
sind, von denen höch­
stens eine mehr als t:; 
2-zählig ist. Diese 
ausgewählte n-zählige 

f ) 

Abb. 91. 

) } 

Achse wird als Hauptachse bezeichnet, die 2-zähligen Achsen als Neben­
achsen. Dann läßt sich aus den Gruppenpostulaten leicht schließen, 
daß es genau n Nebenachsen geben muß, und daß sie alle auf der 
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Hauptachse senkrecht stehen und miteinander gleiche Winkel bilden 
müssen. Die zugehörigen Gruppen und Klassen werden mit dem Symbol 
Dn (Dieder) bezeichnet. Es gibt vier solche Klassen (Abb. 92): 

Abb. 92. 

6. D2 , (3 gleichberechtigte 
Achsen). 

Man kann übrigens leicht 
einsehen, daß für n = 3 die 
Nebenachsen alle äquivalent 
sind, während sie sich in den 
übrigen Fällen abwechselnd 
auf zwei Klassen verteilen. 

Es bleibt nur noch die Möglichkeit, daß es mehrere Achsen gibt, die 
mehr als 2-zählig sind. Eine nähere Betrachtung lehrt dann, daß die 
äquivalenten Punkte auf der Kugel entweder die Ecken eines regulären 
Tetraeders (T) oder die eines regulären Oktaeders (0) bilden müssen. 
Aus den Symmetrieeigenschaften dieser Polyeder folgt von selbst die 
Achsenverteilung; man erhält alle Achsen, indem man die Ecken, die 
Mittelpunkte der Flächen und die Mittelpunkte der Kanten mit dem 
Kugelmittelpunkt verbindet. Auf diese Weise liefert das Tetraeder 

Abb. 93. 

die Klasse 
10. T (Abb. 93). 
Verbindet man im Tetraeder den 

Kugelmittelpunkt mit einer Ecke, so 
geht diese Gerade auch durch den 
Mittelpunkt der gegenüberliegenden 
Fläche. Da diese ein gleichseitiges 
Dreieck ist und andererseits in jeder 
Ecke drei Flächen zusammenstoßen, 
erhalten wir vier 3-zählige Achsen. 
Verbinden wir ferner die sechs Kan­
tenmitten des Tetraeders mit dem 
Kugelmittelpunkt, so erhalten wir 

nicht sechs, sondern nur drei Geraden, da sich die Mittelpunkte der 
Kanten paarweise diametral gegenüberliegen. Diese Achsen können, 
wenn das Tetraeder in sich übergehen soll, nur 2-zählig sein. Die 
Klasse T besitzt somit drei 2-zählige Achsen, die übrigens paarweise 
aufeinander senkrecht stehen. 

Um einen Fundamentalbereich auf der Kugel zu erhalten, können 
wir von einem sphärischen Dreieck ausgehen, das einer Fläche des Tetra­
eders entspricht. Ein solches Dreieck ist noch kein Fundamental­
bereich, da es durch Drehung um eine 3-zählige Achse in sich selbst 
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übergeht. Dagegen läßt sich das Dreieck offenbar aus drei Fundamental­
bereichen aufbauen (Abb. 93). 

Die Untersuchung der letzten Klasse, 
11. 0 (Abb. 94), 

verläuft analog. Die sechs Ecken des Oktaeders liegen einander paar­
weise gegenüber, und in jeder Ecke stoßen vier Flächen zusammen. 
Wir erhalten also drei 4-zählige Achsen. Ebenso liegen die acht Flächen 
des Oktaeders einander paarweise gegenüber; da sie sämtlich gleich­
seitige Dreiecke sind, liefern sie vier 3-zählige Achsen. Da endlich das 
Oktaeder zwölf Kanten besitzt und da diese einander paarweise gegen­
überliegen, gibt es in der Klasse 0 sechs 2-zählige Achsen. Als Funda­
mentalbereich können wir wieder 
den dritten Teil eines sphärischen 
Dreiecks verwenden, das einer Ok­
taederfläche entspricht (Abb. 94). 

Die elf Klassen, die wir auf­
gestellt haben, führen zu insgesamt 
fünfundsechzig räumlichen krystal­
lographischen Bewegungsgruppen. 
Die Übersicht über diese vielen 
Gruppen wird also durch die Ein­
teilung in Klassen außerordentlich 
erleichtert. Man kann nun den 
Klassenbegriff auch schon in der 
Ebene in genau derselben Weise 
einführen. Dann erhält man dis­
kontinuierliche Bewegungsgruppen 
der Kreisperipherie, und zwar sind 
das einfach die Identität und die 
Drehungen um Vielfache von Abb. 94. 

n, 2nj3, nj2, nj3. Wir haben also nur fünf Klassen und in jeder Klasse 
nur eine krystallographische Bewegungsgruppe; bei den ebenen krystallo­
graphischen Bewegungsgruppen bringt demnach die Klasseneinteilung 
noch keinen V orteiL 

Wie in der Ebene, so führen auch im Raum die krystallographischen 
Bewegungsgruppen zu Punktsystemen, und sie stehen ferner im Zu­
sammenhang mit dem Problem, den Raum aus kongruenten endlichen 
Bausteinen aufzubauen, so daß der Bau Deckbewegungen gestattet, die 
jeden Stein in jeden anderen überführen können. Dieses Problem ist 
noch nicht gelöst. 

Für die Krystallchemie ist es zweckmäßig, neben den Punktsystemen 
auch Zeigersysteme zu betrachten. Im Raum kommt man aber nicht 
mit einem einzigen Zeiger aus, da diese Figur noch um die Zeiger­
richtung drehbar ist. Eine Figur mit vollbestimmter Orientierung er-
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hält man erst, wenn man einen Punkt mit zwei Zeigern verschiedener 
Länge und Richtung ausstattet. 

Vergleicht man nun die empirisch bestimmten Krystallstrukturen 
mit dem geometrisch bestimmten Vorrat aller Zeigersysteme, so ergibt 
sich das überraschende Resultat, daß die Natur nicht nur diesen geome­
trischen Vorrat vollständig verbraucht, sondern daß es sogar noch viele 
Krystallstrukturen gibt, die durch unseren Begriff des regulären Punkt­
systems nicht erfaßt werden, obwohl alle Elemente gleichberechtigt 
sind. Wir haben nämlich in der dritten definierenden Eigenschaft der 
Punktsysteme die Gleichberechtigung aller Punkte dadurch gekenn­
zeichnet, daß jeder Punkt des Systems in jeden anderen durch eine 
Deckbewegung überführbar sein soll. Man kommt zu einem allgemeine­
ren Begriff des Punktsystems, wenn man unter den Decktransforma­
tionen des Systems auch Spiegelungen zuläßt; Spiegelungen der Ebene 
an einer ihrer Geraden und Spiegelungen des Raumes an einer seiner 
Ebenen. Auch diese allgemeineren Transformationen lassen alle Längen 
und Winkel ungeändert. Nur bewirken sie eine Vertauschung von rechts 
und links, und die Raumspiegelungen können nicht aus der Ausgangs­
lage durch stetige Bewegung erzeugt werden. Faßt man alle Abbildungen 
des Raumes, die die Längen und Winkelungeändert lassen, unter dem 
Namen Decktransformationen zusammen, so erhält man in den diskon­
tinuierlichen Gruppen von Decktransformationen eine Gesamtheit, die 
die diskontinuierlichen Bewegungsgruppen mit umfaßt, aber noch zahl­
reiche weitere Gruppen enthält. Auch diese allgemeineren Gruppen sind 
vollständig bestimmt worden. Ihre Übersicht wird dadurch erleichtert, 
daß in jeder von ihnen die in ihr vorkommenden Bewegungen eine 
Untergruppe bilden, also eine Gruppe, deren Typus durch unsere früheren 
Betrachtungen bestimmbar ist. Ebenso läßt sich in der Ebene und im 
Raum die Einteilung in Klassen auf die Gruppen mit Spiegelungen 
übertragen. So wie die Schraubungen um parallele Achsen und gleiche 
Winkel unterscheiden sich nämlich auch die Spiegelungen an paral­
lenen Ebenen bzw. Geraden nur durch eine Translation. Über die Ge­
samtheit von Klassen und Gruppen, die man auf diese Weise erhält, 
gibt die folgende kleine Tabelle eine Übersicht. 

Ebene Raum 

Krystallo·1 Krystallo- Krystallo· Krystallo-
graphische graphische graphische graphische 
Gruppen Klassen Gruppen Klassen 

Bewegungen 5 5 65 11 
Durch Spiegelung dazu 12 5 165 21 
Im ganzen. 17 10 230 32 

Erst die Hinzunahme der Spiegelungen liefert wirklich die voll­
ständige Mannigfaltigkeit der in der Natur vorkommenden Krystall-
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Strukturen. Geht man zu den Zeigersystemen über, so hat man in der 
Ebene und im Raum jeweils noch einen Zeiger hinzuzufügen; denn ein 
Zeiger in der Ebene gestattet noch eine Spiegelung an der Geraden, die 
den Zeiger enthält, und ebenso läßt im Raum die Figur aus zwei Zeigern 
verschiedener Länge noch eine Spiegelung an der Ebene der Zeiger zu. 
Im Raum hat man also drei Zeiger verschiedener Länge zugrunde zu 
legen, die von einem Punkt ausgehen und nicht in einer und derselben 
Ebene liegen. 

Man kann die diskontinuierlichen Gruppen von Decktransforma­
tionen nicht nur geometrisch, sondern auch auf arithmetisch-algebra­
ischem Wege bestimmen. Man wird dann im Fall der Ebene auf merk­
würdige Relationen zwischen komplexen Zahlen geführt; im Raum hat 
man hyperkomplexe Zahlensysteme zugrunde zu legen. 

Es wäre eine interessante Aufgabe, die hier angestellten Überlegungen 
auch auf mehrdimensionale Räume auszudehnen. Für die diskontinuier­
lichen Deckgruppen der mehrdimensionalen Kugeln liegen einige Er­
gebnisse vor, da man die Analoga der regulären Polyeder in den 
Räumen beliebiger Dimensionszahlen kennt; mit diesen mehrdimensio­
nalen Gebilden werden wir uns noch im nächsten Kapitel beschäftigen. 
Ferner hat BIEBERBACH bewiesen, daß es für jedes n nur endlich viele 
diskontinuierliche krystallographische n-dimensionale Gruppen gibt, und 
daß in jeder solchen Gruppe n linear unabhängige Translationen vor­
kommen. 

§ 14. Die regulären Polyeder. 
Bei der Aufstellung der krystallographischen Klassen sind wir auf 

das reguläre Tetraeder und Oktaeder geführt worden. Wir wollen jetzt 
eine allgemeine Definition des regulären Polyeders geben und feststellen, 
welche weiteren regulären Polyeder außer dem Tetraeder und dem Okta­
eder noch möglich sind. 

Wir werden von einem regulären Polyeder verlangen, daß alle seine 
Ecken, alle seine Kanten und alle seine Flächen unter sich gleich­
berechtigt sind. Ferner wollen wir fordern, daß sämtliche Flächen re­
guläre Polygone sind. 

Ein solches Polyeder muß zunächst frei von einspringenden Ecken 
und einspringenden Kanten sein. Denn da nicht alle Ecken und nicht 
alle Kanten einspringend sein können, so wären nicht alle Ecken oder 
nicht alle Kanten gleichberechtigt, wenn einspringende Ecken oder 
Kanten vorkämen. Daraus folgt, daß die Summe der Polygonwinkel, 
die in einer Ecke zusammenstoßen, kleiner sein muß als 2.n. Denn sonst 
würden alle diese Polygone in eine Ebene fallen, oder es müßten ein­
springende Kanten von dieser Ecke auslaufen. Da ferner mindestens 
drei Polygone in einer Ecke zusammenstoßen müssen und da aus der 
Regularität die Gleichheit sämtlicher Polygonwinkel folgt, so müssen 
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alle diese Winkel einen kleineren Wert haben als 2nj). Nun ist aber der 
Winkel im regulären Sechseck gerade 2nj), und bei wachsendem n wird 
der Winkel im regulären n-Eck immer größer. Also kommen nur reguläre 
Drei-, Vier- und Fünfecke als Grenzflächen eines regulären Polyeders 
in Frage. Da das reguläre Viereck, das Quadrat, lauter rechte Winkel 
hat, können nicht mehr als drei Quadrate in einer Ecke zusammen­
stoßen, ohne daß die Winkelsumme Zn erreicht; erst recht können 
nicht mehr als drei Fünfecke aneinanderstoßen. Nun ist die Gestalt 
eines regulären Polyeders vollständig bestimmt, wenn man die Anzahl 
der in einer Ecke zusammenstoßenden Flächen und deren Eckenzahl 
kennt. Demnach kann es höchstens je ein reguläres Polyeder geben, 
das von Quadraten oder von regulären Fünfecken begrenzt wird. Da­
gegen können drei, vier oder fünf gleichseitige Dreiecke in einer Ecke 
D zusammenstoßen, da erst sechs Dreiecke die Winkelsumme 2n er­
geben. Das gleichseitige Dreieck kann also bei drei verschiedenen Poly­
edern als Grenzfläche auftreten, und wir haben insgesamt fünf Möglich­
keiten für reguläre Polyeder gefunden. Diese Möglichkeiten lassen sich 
nun auch alle verwirklichen. Schon PLATO hat alle fünf regulären Poly­
eder gekannt und ihnen in seiner Ideenlehre große Bedeutung zu­
geschrieben. Sie werden deshalb auch die platonischen Körper genannt. 
Wir stellen die wichtigsten Angaben über die fünf regulären Polyeder 
in der folgenden Tabelle zusammen- und geben in Abb. 95-99 deren 
Bilder in Parallelprojektion. 

Anzahl der 
Art der 

f- I I I in einer Ecke 
Name des Polyeders begrenzenden 

Polygone Ecken Kanten Flachen zusammen-
stoßenden Flachen 

Tetraeder (Abb. 95) Dreieck 4 6 I 4 3 
Oktaeder (Abb. 96) 6 12 

I 

8 4 
Ikosaeder (Abb. 97) 12 30 20 5 
Würfel (Hexaeder) (Abb. 98) Viereck 8 12 6 3 
Dodekaeder (Abb. 99) Fünfeck 20 30 12 3 

Die regulären Polyeder stehen alle zur Kugel in einer ähnlichen 
Beziehung, wie wir für das Tetraeder und das Oktaeder schon im vorigen 
Paragraphen angegeben haben. Sie lassen sich alle in eine Kugel ein­
beschreiben, und jedes dieser Polyeder führt zu einer diskontinuierlichen 
Bewegungsgruppe der Kugel, bei der die Ecken des Polyeders ein System 
äquivalenter Punkte bilden. Wenn wir nun in allen Ecken des Poly­
eders die Tangentialebenen an die Kugel legen, so müssen diese Ebenen 
ein zweites Polyeder begrenzen, das bei den Bewegungen der Gruppe 
ebenfalls in sich selbst übergeht; wir werden erwarten, daß das neu­
gefundene Polyeder ebenfalls regulär ist, und nach dieser Konstruktion 
müssen einander die fünf Polyeder paarweise entsprechen. Führt man 



§ 14. Die regulären Polyeder. 81 

Abb. 95. 

Abb.98. 

HUbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie 6 
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die Konstruktion beim Oktaede:r durch, so erhält man in der Tat ein 
reguläres Polyeder, nämlich den Würfel; in Abb. 100 sind die beiden 
Polyeder in dieser gegenseitigen Lage gezeichnet. Die Gruppe 0 der 

Abb. 100. 

Kugel hätten wir daher ebenso 
wie durch das Oktaeder auch 
durch den Würfel definieren 
können. Die gegenseitige Be­
ziehung der beiden Körper 
kommt in der Tabelle darin zum 
Ausdruck, daß der eine soviel 
Ecken hat wie der andere 
Flächen, daß ferner beide Kör­
per gleich viele Kanten haben 
und daß endlich in jeder Ecke 
des einen soviel Flächen zusam­
menstoßen, wie auf jeder Fläche 
des anderen Ecken liegen. Man 

kann daher das Oktaeder auch dem Würfel umbeschreiben (Abb.101). 
Wie die Tabelle zeigt, besteht die analoge Beziehung zwischen dem 

Dodekaeder und dem Ikosaeder. Beide Körper führen daher auf eine 

Abb. 101. 

und dieselbe Gruppe der 
Kugel, die man gewöhnlich 
als Ikosaedergruppe be­
zeichnet. Durch die Be­
trachtungen aus der Kry­
stallographie konnten wir 
diese Gruppe nicht auf­
finden, da in ihr die Zahl 
fünf eine Rolle spielt, wäh­
rend in den krystallogra­
phischen Klassen · keine 
5-zähligen Achsen vorkom­
men. Beim Tetraeder lie­
fert die Konstruktion kei­
nen anderen regulären Kör­
per, sondern wieder ein 
Tetraeder. 

Im nächsten Kapitel 
werden wir im Dualitäts-

prinzip des Raumes eine allgemeinere Methode kennenlernen, die 
Punkte, Geraden und Ebenen einer Figur auf die Ebenen, Geraden 
und Punkte einer zweiten Figur zu beziehen. Nach diesem Prinzip 
entspricht der Würfel "dual" dem Oktaeder, das Ikosaeder dem Do­
dekaeder und das Tetraeder sich selbst. 
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Eine nähere Betrachtung lehrt, daß die Tetraedergruppe eine Unter­
gruppe der Oktaedergruppe ist; ähnlich hatten wir auch bei den diskon­
tinuierlichen Bewegungsgruppen der Ebene die einen als Untergruppen 
anderer erkannt. Die Beziehung zwischen den Gruppen T und 0 hat 
die anschauliche Konsequenz, daß ich in einen Würfel ein reguläres 
Tetraeder einbeschreiben kann, so daß dessen Ecken Würfelecken sind 
und die Kanten des Tetraeders Diagonalen der Würfelflächen werden. 
Man kann zwei verschiedene derartige Tetraeder in den Würfel hinein­
stellen (Abb. 102). 

Abb. 102. Abb. 103. 

Ebenso erweist sich nun die Oktaedergruppe als Untergruppe der 
Ikosaedergruppe. Aus diesem Grunde kann man einen Würfel in ein 
Dodekaeder in gleicher Weise hineinstellen wie ein Tetraeder in einen 
Würfel (Abb. 103). Die nähere Betrachtung zeigt, daß es fünf solche 
Würfel in jedem Dodekaeder gibt; je eine Kante jedes Würfels liegt 
auf jeder Fläche des Dodekaeders, und je zwei Würfel stoßen in jeder 
Ecke zusammen. 

Drittes Kapitel. 

Konfigurationen. 

Wir werden in diesem Kapitel geometrische Tatsachen kennen­
lernen, zu deren Formulierung und Beweis wir keine Strecken und 
Winkel auszumessen oder zu vergleichen brauchen. Man könnte meinen, 
daß sich ohne Längen- und Winkelmessung gar keine wesentlichen 
Eigenschaften einer Figur mehr bestimmen ließen und nur noch ungenaue 
Aussagen übrigblieben. In der Tat hat man lange Zeit nur die metrische 
Seite der Geometrie erforscht. Erst bei der wissenschaftlichen Begrün-

6* 
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dung der perspektivischen Malerei wurde man auf Fragen von der Art 
geführt, wie wir sie im folgenden behandeln wollen. Projiziert man 
nämlich eine ebene Figur von einem Punkt aus in eine andere Ebene, 
so werden die Längen und Winkel verändert; auch können parallele 
Geraden in nichtparallele Geraden übergehen. Trotzdem müssen 
wesentliche Eigenschaften der Figur erhalten bleiben, da wir die Pro­
jektion sonst nicht als richtiges Bild empfinden würden. 

So führte das Verfahren des Projizierens zu einer neuen Theorie, 
die ihres Ursprungs wegen projektive Geometrie genannt wurde. Seit 
dem 19. Jahrhundert nimmt die projektive Geometrie eine zentrale 
Stellung in der geometrischen Forschung ein. Es gelang durch die Ein­
führung der homogenen Koordinaten, die Sätze der projektiven Geo­
metrie auf algebraische Gleichungen zurückzuführen, ähnlich wie das 
die cartesischen Koordinaten für die Sätze der Metrik leisten. Die analy­
tische projektive Geometrie ist aber vor der metrischen durch weit 
größere Symmetrie und Allgemeinheit ausgezeichnet, und wenn man 
umgekehrt höhere algebraische Beziehungen geometrisch deuten will, 
so bringt man sie gewöhnlich in homogene Form und deutet die 
Veränderlichen als homogene Koordinaten, weil die metrische Deutung 
in einem cartesischen System zu unübersichtlich würde. Man kann 
sogar die Metrik als einen speziellen Teil der projektiven Geometrie 
auffassen. 

Die elementaren Gebilde der projektiven Geometrie sind die Punkte, 
die Geraden und die Ebenen. Die elementaren Aussagen der projek­
tiven Geometrie betreffen die einfachste mögliche Beziehung zwischen 
diesen drei Gebilden, nämlich ihre vereinigte Lage oder Incidenz. 
Unter Incidenz faßt man die folgenden Relationen zusammen: Ein 
Punkt liegt auf einer Geraden, ein Punkt liegt in einer Ebene, eine Ge­
rade liegt in einer Ebene. Äquivalent damit sind offenbar die drei 
Aussagen, daß eine Gerade durch einen Punkt geht, daß eine Ebene durch 
einen Punkt geht und daß eine Ebene durch eine Gerade geht. Um nun 
diese drei Paare von Aussagen auf eine symmetrische Form zu bringen, 
hat man den Begriff der Incidenz eingeführt: Eine Gerade ist incident 
mit einem Punkt, eine Ebene ist incident mit einem Punkt, eine Ebene 
ist incident mit einer Geraden. 

Die Aussagen über Incidenz sind die bei weitem wichtigsten der 
projektiven Geometrie. Es werden jedoch noch zwei weitere Grund­
vorstellungen verwendet, die sich nicht aus dem Incidenzbegriff ab­
leiten lassen. So muß man zwei verschiedene Arten unterscheiden, wie 
vier Punkte auf einer Geraden angeordnet werden können; ferner braucht 
man den Begriff der Stetigkeit, durch den die Gesamtheit aller Punkte 
einer Geraden mit der Gesamtheit aller Zahlen verknüpft wird. Mit 
dieser Aufzählung sind die Grundbegriffe der projektiven Geometrie 
erschöpft. 
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Wir wollen ein besonders instruktives Teilgebiet der projektiven 
Geometrie betrachten: die Konfigurationen. Dabei werden sich auch 
Ausblicke auf verschiedene andere geometrische Fragen eröffnen. Es 
sei erwähnt, daß eine Zeitlang die Konfigurationen als das wichtigste 
Gebiet der ganzen Geometrie angesehen wurden 1 . 

§ 15. Vorbemerkungen über ebene Konfigurationen. 

Eine ebene Konfiguration ist ein System von p Punkten und g 
Geraden, die in einer Ebene derart liegen, daß jeder Punkt des Systems 
mit der gleichen Anzahl y von Geraden des Systems incident ist und 
daß ebenso jede Gerade des Systems mit der gleichen Anzahl n von 
Punkten des Systems incidiert. Eine solche Konfiguration wird mit dem 
Symbol (Pr g") bezeichnet. Die vier Zahlen p, g, n, y sind nicht ganz 
willkürlich. Nach unserer Forderung gehen nämlich durch alle p Punkte 
insgesamt yp Geraden des Systems. Hierbei wird jede Gerade :nmal 
gezählt, da sie ja durch :n Punkte geht. Die Anzahl g der Geraden ist 
somit gleich ypjn. Wir sehen also, daß für jede Konfiguration die 
Beziehung bestehen muß: 

Pr=gn. 
Ein Punkt und eine hindurchgehende Gerade bilden die einfachste 

Konfiguration, ihr Symbol ist ( 11 11) . Das Dreieck ist die nächste ein­
fache Konfiguartion (3 2 32). Ziehen wir in der Ebene vier Geraden, 
von denen keine zwei parallel D 
sind und keine drei durch einen 
Punkt gehen, so erhalten wir 
sechs Schnittpunkte ABCDEF 
(Abb. 104). Die bekannte Figur 
des vollständigen Vierseits, die 
sich so ergibt, ist also eine Kon­
figuration (62 43). Die Gleichung 
6 · 2 = 3 · 4 bestätigt unsere all­
gemeine Formel. Bei dieser Kon- C 

figuration sind im Gegensatz zu 
Abb. 104. 

den ersten beiden trivialen Fällen nicht alle Verbindungsgeraden von 
Konfigurationspunkten auch Konfigur~tionsgeraden; ebenso brauchen 
im allgemeinen nicht alle Schnittpunkte von Konfigurationsgeraden 
auch Konfigurationspunkte zu sein. 

Um alle Verbindungsgeraden von Konfigurationspunkten in Abb.1 04 
zu erhalten, haben wir noch die drei Diagonalen AD, BE, CF zu ziehen. 
Dabei treten die Ecken PQR des Diagonaldreiecks als neue Schnitt­
punkte auf. Es wäre denkbar, daß man durch Ziehen weiterer Verbin-

1 Eine ausführliche Darstellung dieses Gebiets gibt das Buch von F. LEVI, 
Geometrische Konfigurationen (Leipzig 1929). 
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dungsgeraden und Hinzufügen weiterer Schnittpunkte zu einer Kon­
figuration käme, bei der analog wie beim Dreieck die Verbindungs­
geraden zweier Konfigurationspunkte stets Konfigurationsgeraden und 
die Schnittpunkte zweier Konfigurationsgeraden stets Konfigurations­
punkte sind. Es läßt sich aber zeigen, daß außer dem Dreieck eine 
solche Konfiguration überhaupt nicht existiert. Wenn wir im Vierseit 
unbegrenzt Verbindungsgeraden ziehen und die neuentstehenden Schnitt­
punkte hinzurechnen, so läßt sich sogar zeigen, daß schließlich in be­
liebiger Nähe jedes Punktes der Ebene solche Schnittpunkte zu liegen 
kommen. Man nennt die so entstehende Figur ein MöBIUSsches Netz. 
Man kann sie zur Definition der projektiven Koordinaten verwenden. 

Späterer Anwendung wegen erinnern wir an die Bedeutung des 
Vierseits für die Konstruktion harmonischer Punkte. Vier Punkte 

.D 

Abb. 105. 

CP FQ einer Geraden heißen harmonisch, oder Q heißt der vierte har­
monische Punkt zu CPF, wenn sich ein Vierseit konstruieren läßt, 
in dem diese Punkte durch dieselben Irreidenzen bestimmt sind wie in 
Abb. 104. Es ist ein wegen seiner Einfachheit grundlegender Satz der 
projektiven Geometrie, daß es zu drei Punkten einer Geraden stets 
genau einen vierten harmonischen gibt. Wenn man also wie inAbb.105 
die Punkte CP F in zweierlei verschiedenen Weisen zu Vierseiten er­
gänzt, so müssen nach diesem Satz1 beide Konstruktionen auf denselben 
Punkt Q führen. 

Wir wollen im folgenden hauptsächlich diejenigen Konfigurationen 
betrachten, bei denen ebenso viele Punkte vorkommen wie Geraden, 
für die also gilt: p = g. Wegen der Relation p r = :n g ist dann auch 
r = :n, so daß die symbolische Bezeichnung der Konfiguration stets die 
Form (Pr Pr) hat. Wir wollen dafür die kürzere Bezeichnung (Pr) ein-

1 Er ist eine unmittelbare Folge des in § 19 besprochenen DESARGUEsschen 
Satzes. 
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führen. Wir wollen ferner stets die naheliegende Forderung stellen, 
daß die Konfiguration zusammenhängend ist und nicht in getrennte 
Figuren zerlegt werden kann. 

Die Fälle r = 1 und r = 2 sind von geringer Bedeutung. Für 
y = 1 ergibt sich nur die triviale Konfiguration eines Punktes mit 
einer hindurchgehenden Geraden. Denn gäbe es mehrere Punkte in 
einer solchen Konfigur~tion, so müßte sie zerfallen, da keine Konfi­
gurationsgerade mehr als einen Punkt enthalten darf. Der Fall r = 2 
wird durch die ebenen geschlossenen Polygone verwirklicht, und da 
in einer Konfiguration (p2) durch jeden Punkt zwei Geraden gehen und 
auf jeder Geraden zwei Punkte liegen sollen, so erkennt man, daß jede· 
Konfiguration (p2) auch notwendig aus den Ecken und Seiten eines 
p-Ecks bestehen muß. 

Der Fall r = 3 führt dagegen zu vielen interessanten Konfigurationen. 
In diesem Fall muß die Anzahl p der auftretenden Punkte (und Geraden) 
mindestens sieben betragen. Denn durch einen Punkt der Konfiguration 
gehen drei Geraden, und auf jeder von ihnen müssen noch zwei weitere 
Konfigurationspunkte liegen. Wir werden im folgenden nur die Fälle 
7 < p ~ 10 ausführlicher behandeln. 

§ 16. Die Konfigurationen (73) und (83 ). 

Um eine Konfiguration (Pr) aufzustellen, gehen wir am einfachsten 
folgenden Weg: Wirnumerieren die p Punkte mit den Zahlen 1 bis p, 
und genau so die p Geraden mit den Zahlen (1) bis (p); sodann stellen 
wir ein rechteckiges Schema von Pr Punkten auf, bei welchem in jeder 
Kolonne die r Punkte untereinanderstehen sollen, die auf einer Geraden 
liegen; so ergeben sich p Kolonnen, die den p Geraden entsprechen. 

Wir erhalten also für die Konfiguration (73) das Schema: 
p 

( 1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

r{: 
Bei der Ausfüllung des Schemas müssen wir folgende drei Forderungen 

berücksichtigen: Erstens darf jede Kolonne nur verschiedene Ziffern ent­
halten, da sonst auf einer Geraden weniger als drei Punkte liegen würden; 
zweitens dürfen zwei Kolonnen nie in zwei Ziffern übereinstimmen, da 
sonst die betreffenden Geraden zusammenfallen müßten. Schließlich 
muß jede Ziffer im Ganzen dreimal vorkommen, da durch jeden Punkt 
drei Geraden hindurchgehen sollen. Diese drei Bedingungen sind jeden­
falls notwendig, wenn ein Schema geometrisch realisierbar sein soll. 
Dagegen sind sie nicht hinreichend, wie wir bald an Beispielen sehen 
werden. Zur Verwirklichung eines Schemas gehören nämlich noch geo-
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metrische oder algebraische Betrachtungen, die sich nicht ohne weiteres 
auf die arithmetische Aufstellung übertragen lassen. Wenn aber ein 
Schema überhaupt eine Konfiguration darstellt, so können wir mehrere 
Änderungen an dem Schema vornehmen, durch welche die Konfigura­
tion nicht beeinflußt wird. So können wir in jeder Kolonne die vertikale 
Reihenfolge der Ziffern ändern, können die Reihenfolge der Kolonnen 
vertauschen, was nur einer Umnumerierung der Geraden gleichkommt, 
und können schließlich auch die Punkte beliebig umnumerieren. Da 
alle diese Änderungen die Konfiguration nicht beeinflussen, werden wir 
alle Schemata, die sich nur durch solche Veränderungen unterscheiden, 
als identisch ansehen. 

Von diesem Standpunkt aus läßt sich ein, aber auch nur ein Schema 
(73) aufstellen. Die Punkte, die auf der ersten Geraden liegen, bezeich­
nen wir mit 1, 2, 3. Durch den Punkt 1 gehen dann noch zwei weitere 
Geraden, welche die Punkte 2 und 3 nicht mehr enthalten dürfen. Ich 
bezeichne die auf der zweiten Geraden liegenden Punkte mit 4 und 5, 
die auf der dritten mit 6 und 7. Damit haben wir alle vorkommenden 
Punkte numeriert und das Schema bis jetzt folgendermaßen ausgefüllt: 

1 1 

2 4 6 

3 5 7 

In den folgenden Kolonnen müssen die Ziffern 2 und 3 noch je zwei­
mal, und zwar in verschiedenen Kolonnen vorkommen; wir schreiben sie 
deshalb in die oberste Reihe: 

2 4 6 

3 5 7 

2 2 3 3 

Zur Ausfüllung der acht noch freien Stellen dürfen wir nur noch die 
Ziffern 4, 5, 6, 7 benutzen, da die Ziffern 1, 2 und 3 schon ver­
braucht sind. Die Ziffer 4 muß noch zweimal vorkommen. Da sie 
nicht beide Male unter derselben Ziffer stehen darf, können wir sie an 
folgende Stellen schreiben: 

2 2 3 3 

4 4 

Jede andere mögliche Anordnung ist von dieser nur unwesentlich ver­
schieden. Ebenso muß 5 noch zweimal auftreten und darf nicht mehr 
mit 4 untereinanderstehen. Also dürfen wir ansetzen: 

2 2 3 3 
4 5 4 5 
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An den ersten beiden der vier noch freien Plätze müssen die Ziffern 6 
und 7 stehen, da alle übrigen Ziffern verbraucht sind und nicht beide 
Male die gleiche Ziffer unter derselben Ziffer 2 stehen darf. Da eine 
Vertauschung der Ziffern 6 und 7 keine wesentliche Änderung wäre, 
dürfen wir schreiben : 

4 5 4 5 
6 7 

Für die letzten Felder ergibt sich jetzt zwangsläufig die Besetzung 7 6, 
so daß wir für die Konfiguration (73) in der Tat genau eine Möglichkeit 
erhalten: 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

1 1 2 2 3 3 
2 4 6 4 5 4 5 
3 5 7 6 7 7 6 

Wie wir schon erwähnten, folgt aus der Existenz dieses Schemas 
noch nicht, daß es eine Konfiguration (73) wirklich gibt. Gerade in 
unserem Fall stellt sich nun 7 

die Unmöglichkeit der Konfigu­
ration heraus. Wenn wir näm­
lich nach den Methoden der 
analytischen Geometrie die Glei­
chungen der Geraden des Sche­
mas aufzustellen suchen, so 
kommen wir auf ein Gleichungs­
system, das einen Widerspruch 
enthält. Die Unmöglichkeit der 
Konfiguration läßt sich auch an­

3 
Abb. 106. 

schaulich einsehen. Ich zeichne zuerst (Abb.106) die Geraden (1) und (2) 
des Schemas, nenne ihren Schnittpunkt 1, wie es das Schema vorschreibt, 
und nehme auf der Geraden ( 1) die Punkte 2 und 3 und auf der Geraden 
(2) die Punkte 4 und 5 willkürlich an. Sodann ziehe ich die Geraden (4) 
und (7), die durch die Punktepaare 24 und 35 festgelegt sind, und habe 
ihren Schnittpunkt 6 zu nennen. Ebenso sind durch die Punktepaare 25 
und 34 die Geraden (5) und (6) und ihr Schnittpunkt 7 bestimmt. Hier­
mit sind alle Konfigurationspunkte festgelegt. Es zeigt sich nun aber, 
daß die drei Punkte 1, 6, 7, welche auf der letzten noch fehlenden 
Geraden (3) liegen sollen, nicht in eine Gerade fallen, so daß ich durch 
den Schnitt der Geraden ( 17) und (7) noch einen weiteren Punkt 6' 
erhalte. Man könnte zunächst meinen, das läge an der ungeeigneten 
Wahl der Punkte 2, 3, 4, 5. Wir erkennen aber in unserer Figur die 
harmonische Konstruktion von Abb. 104 wieder. 6' ist also der vierte 
harmonische Punkt zu den drei Punkten 3, 5, 6, kann daher nach einem 
elementaren Satz der projektiven Geometrie mit keinem dieser Punkte 
zusammenfallen. 
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Wir wenden uns jetzt zu der Konfiguration (83). Auf demselben 
Wege wie oben läßt sich zeigen, daß es auch hier im wesentlichen nur 
ein Schema gibt: 

(1) (2) 

1 

2 4 

5 8 

(3) (4) (5) 

1 2 2 

6 3 7 

7 6 8 

(6) 

3 
4 

7 

(7) 

3 

5 
8 

(8) 

4 

5 
6 

Diese Konfiguration kann man sich als zwei Vierecke 1 2 3 4 und 5 6 7 8 
deuten, die einander zu gleicher Zeit ein- und umbeschrieben sind 
(Abb. 107). Es liegt nämlich auf der Geraden 12 der Punkt 5, auf 23 der 
Punkt 6, auf 34 der Punkt 7 und auf 41 der Punkt 8; genau so sind 
auch die Seiten 56, 67, 78, 85 mit den Punkten 4, 1, 2, 3 incident. Es 
leuchtet ein, daß eine derartige Konfiguration sich nicht zeichnen läßt. 

2 Die analytische Betrachtung des Schemas 
führt auf ein System von Gleichungen, die 
allerdings nicht wie die Gleichungen der Kon­
figuration {73) einen Widerspruch enthalten, 
die sich aber nur komplex und niemals rein 

6 reell auflösen lassen. 
Die Konfiguration ist trotzdem nicht 

ohne geometrisches Interesse, sondern spielt 
in der Theorie der ebenen Kurven dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt eine wichtige 

J Rolle. Diese Kurven besitzen neun Wende-
Abb. 107. punkte, von denen aber höchstens drei reell. 

sein können. Ferner läßt sich algebraisch 
zeigen, daß jede Gerade, die zwei dieser Wendepunkte verbindet, 
auch durch einen dritten Wendepunkt gehen muß. Vier Wendepunkte 
können dagegen nie auf einer Geraden liegen, weil eine Kurve dritter 
Ordnung von keiner Geraden in mehr als drei Punkten getroffen wird. 
Die Geraden durch die Wendepunkte bilden nun eine Konfiguration, 
und zwar ist p = 9, n = 3 . Ferner ist y = 4; denn greift man einen 
Wendepunkt heraus, so müssen die acht übrigen paarweise mit ihm 
auf einer Geraden liegen, so daß in der Tat durch jeden Punkt vier 

Geraden gehen. Fürgergibt sich aus der Formel g = P..1. der Wert 12. 
:n; 

Die Konfiguration ist also vom Typ (94 123). Sucht man das Schema 
einer solchen Konfiguration, so ergibt sich bis auf unwesentliche Ab­
änderungen nur eine Möglichkeit: 

(1) 
1 

2 
5 

(2) 

1 

4 
8 

(3) 
1 

6 

7 

(4) 
2 

3 
6 

(5) 

2 

7 
8 

(6) 

3 
4 
7 

(7) (8) 
3 4 
5 5 
8 6 

(9) 

1 

3 
9 

(10) ( 11) ( 12) 

2 5 6 
4 7 8 
9 9 9 
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Läßt man nun in dieser Konfiguration den Punkt 9 und die durch ihn 
gehenden Geraden (9), (10), (11), (12) fort, so bleibt genau unser Schema 
(83) übrig. Ebenso kommt man auf die Konfiguration (83), wenn man 
einen beliebigen anderen der neun Punkte und die vier durchgehenden 
Geraden fortläßt. Denn alle Punkte der Konfiguration (9, 123) erweisen 
sich als gleichberechtigt. 

§ 17. Die Konfigurationen (93). 

Während wir in den Fällen p = 7 und p = 8 nur je ein Konfigurations­
schema erhalten haben und eine reelle Verwirklichung dieser Schemata 
sich als unmöglich erwies, lassen sich im Fall p = 9 drei wesentlich 
verschiedene Schemata aufstellen, und alle drei können wir durch 
reelle Punkte und Geraden verwirklichen. 

Bei weitem die wichtigste dieser Konfigurationen, überhaupt die 
wichtigste Konfiguration der Geometrie, ist die, welche BRIANCHON­
PASCALsche Konfiguration genannt wird. Wir wollen für sie der Kürze 
halber das Symbol (93)1 einführen und die zwei anderen Konfigura­
tionen (93) mit (93) 2 und (93) 3 bezeichnen. 

Das Schema von (93h läßt sich folgendermaßen schreiben: 

(1) (2) 

1 
2 4 
3 5 

(3) (4) 

1 2 
6 4 
7 8 

(5) (6) (7) (8) (9) 

2 3 3 4 5 
7 6 5 6 7 
9 8 9 9 8 

Um eine solche Konfiguration zu zeichnen, nehmen wir zunächst 
die Punkte 8 und 9 willkürlich an (Abb. 108) und ziehen willkürlich 
die Geraden (4), (6), (9) 
durch 8 sowie die Geraden 
(5), (7), (8) durch 9. Von 
den neun Schnittpunkten, 
die so entstehen, gehören 
sechs der Konfiguration an, 
wir bezeichnen sie gemäß 
dem Schel!la mit 2, 3, 4, 5, 
6, 7. Durch diese Punkte 
sind die noch fehlenden Ge­
raden (1), (2), (3) festgelegt. ss-m-""f------~~~ 
Wir ziehen zunächst ( 1) 
durch 23 und (2) durch 45. 

Abb. 108. 

Den Schnittpunkt dieser Geraden haben wir mit 1 zu bezeichnen. Die 
noch fehlende Gerade (3) ist durch 67 festgelegt. Das Sc:::hema fordert, 
daß diese Gerade durch 1 geht. Wir finden nun, daß diese lncidenz 
von selbst erfüllt ist, trotz der ganz willkürlichen Wahl der Punkte 8 
und 9 und der beiden Geradentripel durch diese Punkte. 



92 III. Konfigurationen. 

Der geometrische Grund dieser überraschenden Erscheinung liegt 
m den Sätzen von BRIANCHON, die wir nunmehr behandeln wollen. 

Wir gehen vom einschaligen Hyperboloid aus. Wie wir im ersten 
Kapitel gesehen haben, verlaufen auf ihm zwei Scharen von Geraden, 
so daß jede Gerade der einen Schar jede Gerade der anderen Schar 
schneidet, während zwei Geraden derselben Schar einander niemals 
treffen. Wir nehmen nun (Abb.1 09) drei Geraden der einen Schar (doppelt 
ausgezogen) und drei Geraden der anderen Schar (einfach stark ausge­
zogen) heraus und bilden aus ihnen das räumliche Sechseck ABCDEFA . 
Wir gehen, um es zu erhalten, zunächst auf einer Geraden der ersten 
Schar von A nach B. Durch B geht eine bestimmte Gerade der zweiten 
Schar, auf der wir nun bis zu einem Punkt C weitergehen. In C ver­
folgen wir wieder die hindurchgehende Gerade der ersten Schar bis 
zu einem Punkt D, gehen von dort auf einer Geraden der zweiten Schar 
bis zu E und schließlich auf einer Geraden der ersten Schar bis zu dem­

e 
Abb. 109. 

jenigen Punkt F dieser Geraden, in dem sie von 
der durch A gehenden Geraden der zweiten Schar 
getroffen wird. Die Seiten des Sechsecks ge­
hören also abwechselnd der einen und der an­
deren Geradenschar an. 

Wir beweisen nun, daß sich die Diagonalen 
AD, BE und CF dieses Sechsecks in einem 
Punkt schneiden. Betrachten wir zunächst AD 
und BE. Da die Sechseckseiten AB und DE zu 
verschiedenen Geradenscharen der Fläche ge­
hören, schneiden sie einander. Die vier Punkte 

A, B, D, E liegen daher in einer Ebene, und daraus folgt, daß auch AD 
und BE einander schneiden. Genau so läßt sich zeigen, daß auch die 
beiden anderen Paare von Diagonalen einen Schnittpunkt besitzen. 
Wenn nun drei Geraden einander paarweise schneiden, so liegen sie 
entweder in einer Ebene oder, wenn nicht, so müssen sie alle durch 
denselben Punkt gehen. Lägen die drei Diagonalen des Sechsecks 
ABCDEF in einer Ebene, so würde das Sechseck selbst in dieser Ebene 
liegen, und seine Seiten müßten einander paarweise schneiden; das ist 
unmöglich, da z. B. die Geraden AB und CD derselben Schar angehören, 
also einander nicht schneiden dürfen. Somit müssen die drei Diago­
nalen in der Tat durch einen Punkt gehen. 

Dieser Satz der räumlichen Geometrie führt uns zu den BRIANCHON­
schen Sätzen der ebenen Geometrie. Wir betrachten dazu das einschalige 
Hyperboloid von einem Punkt P aus, von dem wir zunächst annehmen 
wollen, daß er nicht auf der Fläche liegt. Das Hyperboloid besitzt 
dann einen Kegelschnitt als Umriß, und zwar kann dieser Kegelschnitt 
eine Hyperbel (Abb.110) oder auch eine Ellipse sein (Abb.111). Das 
Gebiet auf der einen Seite des Umrisses erscheint dabei unbedeckt, 
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während die andere Seite doppelt bedeckt erscheint. Die beiden Blätter 
des Bildes hängen längs des Umrißkegelschnitts zusammen. Die Ge­
raden, die auf der Fläche verlaufen, erscheinen im Bilde teils ver­
deckt, teils unverdeckt, sie treten also von dem einen Blatt ins andere 
und müssen daher den Umriß treffen. Andererseits können sie diese 
Kurve nicht schneiden, da ja deren eine Seite unbedeckt bleibt. Dem­
nach müssen die Geraden als Tangenten des Umrisses erscheinen. Unser 
räumliches Sechseck verwandelt sich also in ein ebenes Sechseck, dessen 
Seiten einen Kegelschnitt berühren; wir werden dadurch auf den Satz 
der ebenen Geometrie geführt: 

Die Diagonalen eines Sechsecks, das einem Kegelschnitt umbeschrie­
ben ist, schneiden sich in einem Punkte. 

Abb. 110. Abb. 111. 

Bewiesen haben wir den Satz allerdings erst für solche Kegelschnitte, 
die als Umrisse eines einschaligen Hyperboloids auftreten, also zunächst 
nur für gewisse Hyperbeln und Ellipsen. Der Umrißkegelschnitt kann 
aber auch eine Parabel sein; die Sehstrahlen, die den Umriß liefern, 
bilden nämlich den Tangentialkegel der Fläche von P aus, also einen 
Kegel zweiter Ordnung (S. 11), wenn wir daher die Bildebene so legen, 
daß sie einer Erzeugenden dieses Kegels parallel läuft, wird. das Bild 
der Fläche in dieser Ebene von einer Parabel umrissen; denn der Umriß 
ist die Schnittkurve der Bildebene mit dem Kegel, und das ist in diesem 
Falle eine Parabel (S. 11, 12, 7). 

Wir wollen nunmehr den Augenpunkt P in die Fläche selbst ver­
legen. Dann sehen wir diejenigen beiden Geraden der Fläche, die durch 
P gehen, als zwei Punkte; alle übrigen Geraden der Fläche erscheinen 
uns auch weiterhin als Geraden. Da jede Gerade der einen Schar die 
durch den Augenpunkt gehende Gerade der anderen Schar schneidet, 
so sehen wir jene eine Schar als ein Strahlenbüschel, als dessen Spitze 
uns die durch P gehende Gerade g der anderen Schar erscheint. Ebenso 
sehen wir auch die zweite Schar als ein StrahlenbüscheL Seine Spitze 
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ist von der des anderen Büschels verschieden, da sie das Bild einer 

von g verschiedenen durch P gehenden Geraden ist. Somit können 
wir aus dem Satz über das räumliche Sechseck die Folgerung ziehen: 

Die Diagonalen eines ebenen Sechsecks, dessen Seiten abwechselnd 
11 durch je zwei feste Punkte 

gehen, schneiden sich in 

8 einem Punkt. 
Diese Sätze über die 

Tangentensechsecke einer 
der drei Kegelschnitt­
typen oder eines in ein 
Punktepaar entarteten 
Kegelschnitts werden 
nach ihrem Entdecker 
die Sätze von BRIANCHON 

.J genannt. Der Punkt, 
Abb. 112. 

in dem sich die drei 

Diagonalen treffen, wird aw;h als BRIANCHONscher Punkt bezeichnet. 
Durch unsere räumliche Konstruktion haben wir allerdings die 

BRIANCHONschen Sätze nicht vollständig bewiesen. Es wäre denkbar, 

daß nicht jedes BRIANCHONsche Sechseck durch Projektion eines der 

von uns betrachteten räumlichen Sechsecke erzeugt werden könnte. 

Es läßt sich jedoch zeigen, daß tatsächlich jedes ebene Sechseck, das 
q. die Voraussetzung eines 

2-------- der BRIANCHONschen 
~_:::-------- Sätze erfüllt, sich zu einer 

\ '-, \ --., räumlichen Figur ergän-
\ ' \ zen läßt, wie wir sie be-

\ trachtet haben. 
7 \ Der letzte BRIANCHON-

Abb. 113. 

sche Satz steht nun in 
engem Zusammenhang 
mit der Konfiguration 
(93) 1 und gibt uns die Er­
klärung dafür, daß bei der 
Konstruktion dieses Ge­

bildes die letzte Incidenz stets von selbst erfüllt ist. In der Bezeichnung 

von Abb. 112 und 108 bilden nämlich die Punkte'2463 57 ein Sechseck, 

dessen Seiten abwechselnd durch die Punkte 8 und 9 laufen, und die 

Geraden (1), (2), (3) sind die Diagonalen 23, 45, 67 dieses Sechsecks. 

(3) muß daher durch den Schnittpunkt 1 der Geraden (1) und (2) 
gehen, und 1 ist der BRIANCHONsche Punkt des Sechsecks. 

Bei unserer Konstruktion haben die Punkte der Konfiguration (93h 
eine verschiedene Bedeutung; 2 4 63 57 bilden das Sechseck, 8 und 9 
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sind die beiden Punkte, durch die seine Seiten gehen, und 1 ist der BRIAN­
CHONsche Punkt. Diese Asymmetrie liegt aber nicht im Wesen der Kon­
figuration, sondern nur an unserer Willkür. Wir können nämlich auch 
einen der beiden Punkte 8 und 9 als BRIANCHONschen Punkt ansehen; 
es genügt, das für den 11 

Punkt 8 zu veranschau- 8 -------;k::--
lichen (Abb. 113), da wir 1 " 

aus Abb. 112 sehen, daß 8 / " 
u:nd 9 gleichberechtigt sind. 
Ebenso können wir jeden 
der Punkte 2463 57 zum 
BRIANCHONschen Punkt 
machen; wegen der Gleich­
berechtigung dieser Punkte 
genügt es wiederum, dies 
am Punkt 2 aufzuzeigen 
(Abb. 114). 

Abb. 114. 

,J 

Wegen dieser inneren Symmetrie wird (93h als reguläre Konfiguration 
bezeichnet. Ähnlich wie bei den Punktsystemen und den Polyedern 
kommt man bei den Konfigurationen auf den Begriff der Regularität 
durch das Studium gewisser Abbildungen einer Konfiguration auf ·sich 
selbst, die man Automorphismen nennt und die eine analoge Rolle 
spielen wie die Decktransformationen bei den Punktsystemen und 
Polyedern. Man erhält einen Automorphismus einer Konfiguration, 

7 5 

Abb. 115. Abb. 116. 

wenn man ihre Punkte unter sich und ihre Geraden unter sich so 
vertauschen kann, daß bei dieser Vertauschung keine Incidenz ver­
lorengeht oder neu hinzukommt. Es ist leicht zu erkennen, daß die 
Automorphismen eine Gruppe bilden. Regulär heißt nun eine Kon­
figuration, wenn diese Gruppe "transitiv" ist, d. h. so viele Abbildungen 
enthält, daß man jeden beliebigen Punkt der Konfiguration durch einen 
Automorphismus in jeden beliebigen anderen Punkt der Konfiguration 
überführen kann. 
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Zum Studium der Automorphismen genügt das abstrakte Schema 
der Konfiguration; man kann in diesem Sinne zeigen, daß die Konfi­
gurationsschemata (73 ) und (83 ) regulär sind. Ebenso (94 123) (S. 90). 

Wenden wir uns nun zu den beiden anderen Konfigurationen (93). 

Sie werden in den Abb. 115 und 116 dargestellt. Um zu erkennen, worin 

Abb. 117. 

11- die drei Konfigurationen 
sich unterscheiden,können 
wir folgendermaßen vor­
gehen: Da bei jeder Kon­
figuration (p3) jeder Punkt 
mit genau sechs anderen 
durchKonfigurationsgera­
den verbunden ist, muß 
es im Fall p = 9 zu jedem 
Konfigurationspunkt zwei 
weitere geben, die mit ihm 

'3 nicht verbunden sind. So 
sind bei (93) 1 die Punkte 8 

und 9 nicht mit 1 verbunden. Da 8 und 9 auch untereinander nicht 
verbunden sind, so schließen sich 1 8 9 zu einem Dreieck unverbundener 
Punkte zusammen. Ebenso bilden 2 56 und 3 4 7 solche Dreiecke (Abb.117). 
Wenn wir nun dasselbe Verfahren auf (93) 2 und (93) 3 anwenden und 
die Strecken zwischen unverbundenen Punkten wieder zu Polygonen 
zusammensetzen, so ergibt sich für (93) 2 ein Neuneck (Abb. 118) und 
für (93)a ein Sechseck und ein Dreieck (Abb. 119). Daraus ergibt sich 

Abb. 118. Abb. 119. 

zunächst, daß die drei Abb. 108, 115 und 116 wirklich verschiedene Kon­
figurationen darstellen und sich nicht bloß durch andere Lage der Punkte 
unterscheiden. Ferner können wir schließen, daß (93) 3 sicher nicht 
regulär ist. Denn ein Automorphismus kann einen Punkt des Sechsecks 
offenbar nur in einen Punkt des Sechsecks und niemals in einen Punkt 
des Dreiecks überführen. Dagegen läßt bei (93) 2 die regelmäßige An­
ordnung der unverbundenen Punkte vermuten, daß diese Konfiguration 
regulär ist; die genauere Betrachtung des Schemas bestätigt das. 
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Wenn wir analog wie (93h auch die beiden anderen Konfigurationen 
schrittweise zu konstruieren versuchen, so stellt sich heraus, daß in 
diesen Fällen die letzte Incidenz nicht von selbst erfüllt ist, sondern 
nur dann, wenn wir schon bei früheren Schritten spezielle Anordnungen 
treffen. Hierin liegt der Grund, warum (93) 2 und (93}3 keine so prinzi-
pielle Bedeutung haben wie (93h. 7 
Diese Konfigurationen bringen 
keinen allgemeinen projektiv­
geometrischen Satz zum Aus­
druck. Abb. 120 gibt ein Bei­
spiel, in dem die letzte Gerade 
von (93} 2 sich nicht zeichnen läßt. 

Die Hilfskonstruktionen, die 
bei (93) 2 und (93) 3 nötig sind, 

1 
Abb. 120. 

zeichnen sich aber durch eine Besonderheit aus. Sie lassen sich nämlich mit 
alleiniger Hilfe des Lineals durchführen, so daß alle drei Konfigurationen 
(93) mit dem Lineal allein konstruierbar sind. Analytisch drückt sich 
das darin aus, daß alle Elemente der Konfiguration sich durch sukzessive 
Auflösung linearer Gleichungen bestimmen lassen, deren Koeffizienten 
rationale Ausdrücke in den jeweils schon berechneten Bestimmungs­
größen der Konfiguration sind. Nun sind zwar die Gleichungen gerader 
Linien stets linear. Um 
aberdasGleichungssystem 
einer Konfiguration zu 
gewinnen, müssen wir 
einige der Koeffizienten 
durch Elimination aus 
anderen Gleichungen be­
rechnen, da ja einige Kon­
figurationsgeraden durch 
die früher konstruierten 
festgelegt sind. Im all- 9L-----lt----------~3 
gemeinen werden diese 
Eliminationen auf Glei-

Abb. 121. 

chungen höheren Grades führen. Das muß z. B. bei (83) eintreten, da 
wir sonst nicht auf komplexe Elemente stoßen würden. Demgegenüber 
erweisen sich bei den Konfigurationen (93) alle Hilfsgleichungen als 
linear, und aaraus folgt eben, daß diese drei Konfigurationen sämtlich 
im Reellen konstruiert werden können, und zwar mit dem Lineal allein. 

Wir können uns die Elemente der Konfigurationen (93} auf mannig­
fache Weise angeordnet denken. So lassen sie sich in allen drei Fällen 
als je drei Dreiecke auffassen, von denen das erste dem zweiten, das 
zweite dem dritten und das dritte dem ersten einbeschrieben ist. Ein 
solches System von Dreiecken bilden z. B. 1 57, 2 3 9, 468 in Abb. 121, 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 7 
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25 8, 369, 147 inAbb.122 und 147, 25 8, 369 inAbb.123. In ähnlicher 
Weise hatten wir (83) als System zweier wechselseitig umbeschriebener 

7 5 

1 
Abb.122. Abb. 123. 

Vierecke gedeutet (Abb. 107, S. 90). Ferner kann man alle Konfigura­
tionen (93) als· Neunecke auffassen, die sich selbst ein- und um­
beschrieben sind. Solche Neunecke sind 2361594872 in Abb. 124, 

Abb.124. 

7 

Abb.125. 

IJ 1627384951 in Abb.125 
und 1473695281 in 
Abb. 126. Mit Hilfe ge­
eigneter Automorphismen 
lassen sich in der Konfi­
guration (93h noch meh­
rere andere Neunecke der 
gleichen Eigenschaft auf­
finden. 

Die Aufstellung von 
p-Ecken, die sich selbst 

.J gleichzeitig ein und um-

5 

Abb. 126. 

beschrieben sind, muß stets auf Konfigurationen (p3) führen; denn auf 
jeder Polygonseite liegt außer den beiden Ecken, die sie verbindet, noch 
ein weiterer Eckpunkt des Polygons, und ebenso muß jeder Eckpunkt 
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auf drei Polygonseiten liegen. Wir haben dabei nur die Annahme 
gemacht, daß alle Seiten und Ecken des Polygons gleichberechtigt sind. 
Andernfalls könnten auf einer Polygonseite zwei oder mehr weitere 
Polygonecken liegen; dann müßte aber eine andere Polygonseite dafür 
leer ausgehen. 

Auch (73) und (83) lassen sich als derartige p-Ecke deuten. In der Be­
zeichnungsweise unserer Schemata sind das Siebeneck 1245 7361 und 
das Achteck 126534871 sich selbst ein- und umbeschrieben. 

Um eine weitere wichtige Eigenschaft der Konfigurationen kennen­
zulernen, müssen wir uns mit dem Dualitätsprinzip beschäftigen. Dieses 
Prinzip verleiht der projektiven Geometrie ihre besondere Übersicht­
lichkeit und Symmetrie. Es läßt sich anschaulich aus der Methode 
des Projizierens herleiten, die wir schon bei der Aufstellung der BRIAN­
CHONschen Sätze verwandt haben. 

§ 18. Perspektive, unendlich ferne Elemente und ebenes 
Dualitätsprinzip. 

Wenn wir auf einer vertikalen Tafel das Bild einer ebenen Land­
schaft zeichnen (Abb. 127), so erscheint das Bild der Ebene von einer 
Geraden h, dem Horizont, begrenzt, und zwei in der Ebene verlaufende 

Abb. 127. 

parallele Geraden, die nicht außerdem noch der Bildtafel parallel sind, 
erscheinen im Bild als zwei Geraden, die sich auf dem Horizont treffen. 
Ihr Treffpunkt wird in der Theorie des Zeichnens der Fluchtpunkt der 
Parallelen genannt. 

Bei der Abbildung durch Zentralperspektive bleiben also die Par­
allelen gewöhnlich nicht parallel. Ferner sehen wir, daß diese Abbildung 
nicht umkehrbar eindeutig ist. In der Bildtafel wird durch die Punkte 
des Horizonts kein Punkt der Ebene dargestellt. Umgekehrt gibt es 
in der Ebene Punkte, die nicht abgebildet werden. Es sind das die 

7* 
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Punkte der Geraden f (Abb. 127), die senkrecht unter dem Betrachter R 
der Bildtafel parallel läuft. 

Diese Erscheinung läßt sich einfacher beschreiben, wenn wir von 
den Punkten zu ihren Sehstrahlen übergehen. Jedem Punkt P der Ebene e 

(Abb. 128) entspricht dann eine Gerade A P = p, die den Punkt mit 

dem Augenpunkt A verbindet. Das Bild von P auf einer beliebigen 
Tafel t ist dann der Punkt P', in dem die Gerade p die Tafel trifft; 

durch die Angabe von p ist die Abbildung also bestimmt. Durchläuft 

P eine Kurve in e, so durchläuft p einen Kegel mit der Spitze A. Das 

Bild der Kurve auf t ist der Schnitt von t mit dem Kegel. Durchläuft 
P insbesondere eine Gerade g in e, so geht der Kegel in die Ebene y 

über, die durch A und g geht. Während also den Punkten von e Geraden 

durch A entsprechen, führen die Geraden von e auf Ebenen durch A . 
Das Bild von g in t ist der Schnitt von t mit y, also wieder eine Gerade g'. 

Abb. 128. 

Es ist die wichtigste Eigenschaft der Zentralperspektive, daß Geraden 
stets durch Geraden abgebildet werden. 

Wir haben die perspektivische Abbildung in zwei Teilabbildungen 
zerlegt, von denen die zweite als eine Umkehrung der ersten angesehen 
werden kann. Zuerst wurden die Punkte (P) und Geraden (g) einer 
Ebene durch die Geraden (P) und Ebenen (Y) durch A ersetzt, hierauf 
die Geraden und Ebenen durch A wieder durch Punkte (P') und Ge­

raden (g') einer anderen Ebene. Aus Symmetriegründen genügt es also, 

den ersten Schritt allein zu betrachten. 
Diese Abbildung e ---* A ist nur in der angegebenen Richtung voll­

ständig erklärt, in der Richtung A ---* e dagegen nicht. Unter den 

Geraden durch A nehmen bei der Abbildung diejenigen eine Sonder­

stellung ein, die e parallel sind. Sie entsprechen keinem Punkt von e, 

während die übrigen Geraden durch A zu einem bestimmten Punkt 

von e gehören, nämlich zu dem Punkt, in dem sie e treffen. Die Par· 

allelen Pu zu e durch A erfüllen eine bestimmte Ebene Yu, nämlich die 
Parallelebene zu e durch A (vgl. Abb. 129). Unter allen durch A gehenden 
Ebenen ist es wiederum die Ebene Yu, die bei der Abbildung A-- e 

ausgezeichnet ist. Während nämlich die anderen durch A gehenden 
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Ebenen einer bestimmten Geraden g in e zugeordnet sind, in der sie 
e treffen, entspricht der Ebene Yu keine solche Gerade, da sie e nicht 
trifft. 

Es ist nun zweckmäßig, diese Ausnahmefälle auf begrifflichem Wege 
zu beseitigen, indem man der Ebene e noch weitere Punkte Pu als "un­
endlich ferne" Punkte zurechnet. Diese Punkte sind dadurch definiert, 
daß sie bei der Abbildung A -+- e die Bilder der Strahlen Pu sein sollen. 
Ihre Gesamtheit haben wir als das Bild der Ebene 'Yu anzusehen. Wenn 
wir die Ausnahmestellung dieser Ebene gegenüber den anderen Ebenen 
durch A aufheben wollen, müssen wir ihr Bild als Gerade bezeichnen. 
Wir sagen daher, daß die unendlich fernen Punkte von e eine Gerade gu, 
die unendlich ferne Gerade von e erfüllen1. Nachdem wir die Ebene e 
in dieser Weise ergänzt haben, ist offenbar die Abbildung der Punkte 
und Geraden von e auf die Geraden und Ebenen durch A umkehrbar 
eindeutig und vollständig erklärt. 

Die Zweckmäßigkeit dieser Definitionen zeigt sich, wenn wir nun 
die Zentralperspektive von e auf eine beliebige andere Ebene t betrach­
ten. Auch der Ebene t haben wir in gleicher Weise wie e unendlich ferne 
Punkte zuzurechnen, die die unendlich ferne Gerade der Ebene t bilden. 
Wenn aber t nicht zufällig parallel zu eist, entspricht bei der Abbildung 
A -+- t der unendlich fernen Geraden lu von t nicht '}'u, sondern irgendeine 
andere Ebene l durch A. l trifftein einer Geraden l. Bei der perspek­
tivischen Abbildung e -+- t entsprechen also den Punkten der unendlich 
fernen Geraden der einen Ebene die Punkte einer gewöhnlichen Geraden 
in der anderen Ebene. Erst durch die Einführung der unendlich fernen 
Punkte wird die Zentralperspektive zu einer Abbildung, die die Punkte 
und Geraden einer Ebene umkehrbar eindeutig auf die Punkte und Ge­
raden der Bildebene abbildet, und dabei erscheinen die unendlich fernen 
Punkte mit den endlichen als gleichberechtigt. 

Wir wollen nun untersuchen, wie der Begriff der Incidenz zwischen 
Punkt und Gerade durch Hinzunahme der unendlich fernen Elemente er­
weitert werden muß. Wir gehen wieder von der Abbildung e-+- A aus. Ein 
endlicher Punkt P ist mit einer endlichen Geraden g in e dann und nur 
dann incident, wenn die zugehörigen p und '}' incident sind. Wir verall­
gemeinern das auf beliebige Punkte und Geraden von e. Ein unendlich 
ferner Punkt Pu ist dann mit einer Geraden g incident zu nennen, wenn 
der Strahl Pu mit '}' incident ist. Fällt '}' mit 'Yu zusammen, ist also g 
die unendlich ferne Gerade von e, so liefert das nichts N eues. Ist dagegen 
g eine endliche Gerade, so schneiden sich r und '}'u in einer bestimmten 
Geraden Pu; jede endliche Gerade besitzt daher genau einen unendlich 
fernen Punkt: ihren Schnittpunkt mit gu. Ist g' eine Parallele zu g, 

1 Die Bezeichnung .,unendlich fern" rührt daher, daß der Sehstrahl eines 
Punktes von e sich stets einemStrahl Pu nähert, wenn der Punkt sich in ein bestimm­
ter Richtung unbegrenzt entfernt. 
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so ist das damit äquivalent, daß die zu g' gehörende Ebener' durch Pu 
geht (Abb. 129). Zwei Geraden sind also dann und nur dann parallel, 
wenn sie denselben unendlich fernen Punkt besitzen; das ist der Sinn der 
bisweilen gebrauchten, jedoch ohne weitere Erläuterung sinnlosen 
Redeweise: Parallelen schneiden sich im Unendlichen. Zugleich er­

Abb. 129. 

kennen wir den Grund der zu 
Beginn dieses Abschnitts er­
wähnten Tatsache, daß zwei 
Parallelen in ihrem auf dem 
Horizont gelegenen Fluchtpunkt 
zusammenzulaufen scheinen. 

Als Beispiel dafür, wie sich 
die geometrischen Begriffe 
durch die Einführung der un­
endlich fernen Elemente ver-
einfachen, erwähnen wir die 

Kegelschnitte. Da sie, wie im ersten Kapitel bewiesen, durch Schnitt 
einer Ebene mit einem Kreiskegel entstehen, so können sie alle als per­
spektive Bilder eines Kreises angesehen werden. Je nachdem kein 
oder ein oder zwei Projektionsstrahlen zur Bildebene parallel liefen, 
ergab sich eine Ellipse oder eine Parabel oder eine Hyperbel. Dafür 
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können wir jetzt sagen: Ein 
Kegelschnitt ist eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel, je 
nachdem er die unendlich ferne 
Gerade entweder gar nicht 
trifft oder sie in einem Punkte 
berührt oder sie in zwei Punk­
ten schneidet. Bei Zentralpro­
jektion auf eine andere Ebene 
entsteht dann ein Kegelschnitt, 
der den Horizont nicht trifft, 
berührt oder schneidet. Wel­
cher Art dieser Kegelschnitt 
ist, hängt von der Stellung der 
Bildebene ab. 

Auch sonst ist die Zentral-
projektion ein wichtiges Hilfsmittel, um aus speziellen Figuren viel 
allgemeinere herzustellen; so kann die Figur des vollständigen Vier­
seits (S. 85) stets aus der nebenstehenden einfachen Abb. 130 ab­
geleitet werden. 

Die Bedeutung der unendlich fernen Elemente besteht aber vor allem 
darin, daß durch sie die axiomatische Grundlegung der ebenen Geometrie 
abgeändert und wesentlich vereinfacht werden kann. Beschränkt man 
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sich nämlich auf die endlichen Punkte der Ebene, so wird die Incidenz 
zwischen Punkten und Geraden durch die folgenden Axiome ein­
geschränkt: 

1. Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen stets eine mit 
ihnen incidente Gerade. 

2. Zwei verschiedene Punkte bestimmen nur eine mit ihnen incidente 
Gerade. 

Aus dem zweiten Axiom wird gefolgert: Zwei Geraden einer Ebene 
haben einen oder keinen Punkt gemeinsam. Denn hätten sie zwei oder 
mehr Punkte gemein, so müßten sie in eine einzige Gerade zusammen­
fallen. 

Der Fall, daß zwei Geraden einer Ebene keinen Punkt gemeinsam 
haben, wird durch das euklidische Axiom der Parallelen erläutert und 
eingeschränkt : 

Wenn in einer Ebene eine beliebige Gerade a und ein beliebiger 
Punkt A außerhalb a gegeben ist, so gibt es in der Ebene eine einzige 
Gerade b, die durch A läuft und a nicht schneidet; die Gerade b wird 
die Parallele zu a durch A genannt. 

Wenn wir nun nicht bloß die endlichen Punkte betrachten, sondern 
die Ebene durch Hinzunahme der unendlich fernen Geraden zur "pro­
jektiven Ebene" erweitern, so können wir statt der erwähnten drei 
Axiome die beiden folgenden Axiome zugrundelegen: 

1. Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen eine und nur 
eine Gerade. 

2. Zwei voneinander verschiedene Geraden bestimmen einen und nur 
einen Punkt. 

Auf diese beiden Axiome ist die Incidenz von Punkten und Geraden 
in der projektiven Ebene zurückzuführen. Dabei sind die unendlich 
fernen Punkte und die unendlich ferne Gerade in keiner Weise von den 
anderen Punkten und Geraden unterschieden. Wenn wir die projektive 
Ebene durch ein Gebilde realisieren wollen, in dem die Gleichberechtigung 
aller Punkte und aller Geraden auch anschaulich zu erkennen ist, so 
können wir wieder auf das Bündel der Geraden und Ebenen durch 
einen festen Punkt zurückgreifen, indem wir die Geraden als "Punkte" 
und die Ebenen als "Geraden" ansehen. An diesem Modell ist die Gül­
tigkeit der beiden genannten Axiome am leichtesten einzusehen. 

Dieses Axiomenpaar hat nun die rein formale Eigenschaft, unver­
ändert zu bleiben, wenn man das Wort Gerade durch Punkt und das Wort 
Punkt durch Gerade ersetzt. Durch nähere Untersuchung ergibt sich, 
daß auch in den übrigen Axiomen der ebenen projektiven Geometrie 
diese beiden Worte vertauschbar sind, ohne daß der Inhalt des Axiomen­
systems sich ändert. Dann müssen die beiden Worte aber auch in allen 
aus diesen Axiomen abgeleiteten Lehrsätzen auswechselbar sein. Die 
Vertauschbarkeit der Punkte mit den Geraden wird als das Prinzip 
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der Dualität in der projektiven Ebene bezeichnet. Nach diesem Prin­
zip gehört zu jedem Lehrsatz ein zweiter, dem ersten dual entsprechen­
der Satz, und ebenso gehört zu jeder Figur eine dual entsprechende Figur. 
Dabei entsprechen den Punkten einer Kurve eine Reihe von Geraden, 
die im allgemeinen eine zweite Kurve als Tangenten einhüllen. Eine 
nähere Betrachtung lehrt, daß die Geradenschar, die den Punkten eines 
Kegelschnittes dual entspricht, stets wieder einen Kegelschnitt einhüllt. 

Nach dem Dualitätsprinzip können wir nun aus den BRIANCHONschen 
Sätzen eine Reihe weiterer Sätze herleiten, die nach ihrem Entdecker 
die Sätze von PASCAL genannt werden. Um die Dualität der beiden 
Satzgruppen deutlich hervortreten zu lassen, sollen sie in genau ent­
sprechender Form nebeneinandergeschrieben werden: 

Sätze von BRIANCHON. 

1, 2, J. Es sei ein Sechseck 
aus sechs Geraden gebildet, die 
Tangenten eines Kegelschnittes 
sind (Sechseck, das einem Kegel­
schnitt umbeschrieben ist). Dann 
schneiden sich die Verbindungs­
linien gegenüberliegender Ecken in 
einem Punkt. 

4. Es seien sechs Gerade ge­
geben, von denen drei mit einem 
Punkt A und drei mit einem Punkt 
B incident sind. Ich greife sechs 
Schnittpunkte heraus, so daß sie 
mit den zugehörigen Verbindungs­
linien ein Sechseck bilden, dessen 
Seiten abwechselnd durch A und B 
gehen. Dann schneiden sich die Ver­
bindungslinien gegenüberliegender 
Ecken in einem Punkt (BRIANCHON­
scher Punkt des Sechsecks). 

Sätze von PASCAL. 

1, 2, J. Es sei ein Sechseck aus 
sechs Punkten gebildet, die auf 
einem Kegelschnitt liegen (Sechs­
eck, das einem Kegelschnitt ein­
beschrieben ist). Dann liegen die 
drei Schnittpunkte gegenüberlie­
gender Seiten auf einer Geraden. 

4. Es seien sechs Punkte ge­
geben, von denen drei mit einer 
Geraden a und drei mit einer Ge­
raden b incident sind. Ich greife 
sechs Verbindungsgeraden heraus, 
so daß sie mit den zugehörigen 
Schnittpunkten ein Sechseck bil­
den, dessen Ecken abwechselnd 
auf a und b liegen. Dann liegen 
die Schnittpunkte gegenüberliegen­
der Seiten auf einer Geraden 
(P ASCALsche Gerade des Sechsecks). 

Die Figur, die zum letzten Satz von PASCAL gehört, muß offenbar der 
Konfiguration (93h dual entsprechen. Nun ist allgemein die duale 
Figur zu einer Konfiguration (Prgn) wieder eine Konfiguration, und 
zwar vom Typus (gnPr). Die speziellen Konfigurationen, die wir mit 
(Pr) bezeichnen, und nur diese Konfigurationen besitzen als duale 
Figur wieder eine Konfiguration desselben Typus. Nun wäre es denk­
bar, daß die Konfiguration des PASCALsehen Satzes, also die duale 
Figur zu (93h eine der beiden anderen Konfigurationen (93) wäre. Es 
zeigt sich jedoch (Abb. 131), daß auch der PASCALsehe Satz durch (93h 
dargestellt wird. Deswegen hatten wir diese Konfiguration von vorn-
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herein als die BRIANCHON-PASCALsche bezeichnet. (93h ist also "dual 
invariant". Ebenso wie den BRIANCHONschen Punkt können wir auch die 
P ASCALsche Gerade ganz beliebig in der Konfiguration wählen. 

Aus dem letzten PASCALsehen Satz läßt sich mit Hilfe des Unend­
lichfernen ein Spezialfall ableiten, der ohne Zuhilfenahme dieses Be­
griffes in gar keinem erkennbaren Zusammenhang mit dem ursprüng­
lichen Lehrsatz stehen würde. Wenn wir nämlich die PASCALsehe 
Gerade ins Unendlichferne legen, erhalten wir den Lehrsatz (Abb. 132): 
Wenn die Ecken eines Sechsecks abwechselnd auf zwei Geraden liegen, 
und außerdem zwei Paare gegenüberliegender Seiten parallel sind, so 
muß auch das dritte Seitenpaar parallel sein. 

Dieser Spezialfall des PASCALsehen Satzes wird als der Satz von 
PAPPUS bezeichnet. 

Nachdem wir gesehen haben, daß (93) 1 dual invariant ist, läßt sich 
leicht schließen, daß auch (93) 2 und (93)s dual invariant sein müssen. 
Denn sonst gäbe es nur die eine Möglichkeit. daß (93) 2 durch Anwendung 
des Dualitätsprinzips in (93) 3 überginge. Nun ist aber (93) 2 regulär, 
(93h nicht. Also kann die eine dieser Figuren nicht zur anderen dual sein. 

Wir gehen jetzt zu den Konfigurationen (103) über. Zum Verständnis 
der wichtigsten unter diesen Konfigurationen, der von DESARGPES, 
müssen wir die Einführung der unendlich fernen Elemente und das 
Dualitätsprinzip von der Ebene auf den Raum übertragen. 
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§ 19. Unendlich ferne Elemente und Dualitätsprinzip im Raum. 
DESARGUESscher Satz und DESARGUESsche Konfiguration (103 ). 

Wir haben durch Projektion im Raum den Begriff der projektiven 
Ebene gewonnen. Auch der Raum als Ganzes wird nun in der projek­
tiven Geometrie durch Hinzunahme unendlich ferner Elemente zu einem 
in mancher Hinsicht einfacheren Gebilde, dem "projektiven Raum", 
umgestaltet, nur läßt sich in diesem Fall das Verfahren nicht mehr 
anschaulich, sondern nur noch abstrakt begründen. Wir denken uns 
zunächst nach dem früheren Prinzip auf allen Ebenen des gewöhnlichen 
Raumes die unendlich fernen Elemente eingeführt. Dann liegt es nahe, 
die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte und Geraden als eine Ebene, 
die "unendlich ferne Ebene" des Raumes zu deuten. Diese Gesamtheit 
hat nämlich mit den gewöhnlichen Ebenen des Raumes die Eigenschaft 
gemein, von jeder Ebene in einer Geraden getroffen zu werden, der un­
endlich fernen Geraden jener Ebene. Mit jeder gewöhnlichen Geraden 
hat die unendlich ferne Ebene wie jede andere Ebene, die die Gerade 
nicht enthält, genau einen Punkt gemein, den unendlich fernen Punkt 
der Geraden. Ferner können zwei Ebenen dann und nur dann parallel 
sein, wenn sie dieselbe unendlich ferne Gerade besitzen 1 . 

Viele Erscheinungen der räumlichen Geometrie werden durch diese 
Auffassung vereinfacht. So können wir die Parallelprojektion als einen 
Spezialfall der Zentralprojektion ansehen, bei dem das Projektions­
zentrum ein unendlich ferner Punkt ist. Ferner läßt sich z. B. der Unter­
schied zwischen dem einschaligen Hyperboloid und dem hyperbolischen 
Paraboloid dadurch kennzeichnen, daß das Hyperboloid die unendlich 
ferne Ebene in einem nichtausgearteten Kegelschnitt schneidet, während 
das Paraboloid die unendlich ferne Ebene in einem Geradenpaar von Er­
zeugenden schneidet. Diese Unterscheidung ist nämlich gleichbedeutend 
mit der auf S. 13 gegebenen Erklärung, daß drei windschiefe Geraden 
dann und nur dann auf einem Paraboloid und nicht auf einem Hyper­
boloid liegen, wenn sie einer festen Ebene parallel sind; denn das be­
sagt, daß die drei Geraden eine unendlich ferne Gerade treffen, die 
auf der Fläche liegen muß, weil sie drei Punkte mit ihr gemein hat. 

Im projektiven Raum sind alle Ebenen offenbar als projektive Ebenen 
anzusehen, in ihnen gilt also das ebene Dualitätsprinzip. Im Raum 
als Ganzem herrscht aber noch ein davon verschiedenes Dualitäts­
prinzip. 

Um es zu erhalten, stellen wir analog wie in der Ebene die Axiom­
gruppe zusammen, durch die im projektiven Raum die Incidenz zwischen 
den Punkten, Geraden und Ebenen geregelt wird, wenn wir zwischen 

1 Denn die Parallelität einerseits, die Gemeinsamkeit der unendlich fernen 
Geraden andererseits sind beide mit der Eigenschaft gleichbedeutend, daß sich 
zu jeder Geraden der einen Ebene eine Parallele in der anderen Ebene ziehen läßt. 
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den endlichen und den unendlich fernen Gebilden keinen Unterschied 
machen. Diese Axiome lassen sich folgendermaßen formulieren_: 

1. Zwei Ebenen bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Ebenen, 
die nicht durch eine Gerade gehen, bestimmen einen und nur einen 
Punkt. 

2. Zwei sich schneidende Geraden bestimmen einen und nur einen 
Punkt und eine und nur eine Ebene. 

3. Zwei Punkte bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Punkte, 
die nicht in einer Geraden liegen, bestimmen eine und nur eine Ebene. 

Dieses Axiomensystem bleibt ungeändert, wenn man die Worte 
Punkt und Ebene miteinander vertauscht (das erste Axiom wird dabei 
mit dem dritten vertauscht, und das zweite bleibt ungeändert). Ebenso 
bleiben auch die übrigen Axiome der räumlichen projektiven Geometrie 

0 
.9 

T 

Abb. 133. 

bei dieser Vertauschung in ihrem Gesamtinhalt ungeändert, so daß also 
im Raum Ebene und Punkt einander dual entsprechen, während die 
Gerade sich selbst entspricht. Der Gesamtheit der Punkte einer Fläche 
entspricht dual das System der Tangentialebenen einer andere.n Fläche. 
Wie die Kegelschnitte der Ebene, so sind im Raum die Flächen zweiten 
Grades zu sich selbst dual. 

Der einfachste und zugleich wichtigste Satz der räumlichen projek­
tiven Geometrie wird nach DESARGDES benannt. Der DESARGUESsche 
Satz lautet (Abb. 13 3) : 

Es seien zwei im Raum liegende Dreiecke ABC und A 'B' C' gegeben. 
Diese Dreiecke mögen so angeordnet sein, daß die Verbindungslinien 
entsprechender Ecken durch einen einzigen Punkt 0 gehen. Dann 
schneiden sich zunächst die drei Paare von entsprechenden Dreiecksseiten 
in drei Punkten R S T, und zweitens liegen diese Schnittpunkte auf einer 
Geraden. 

Der erste Teil des Satzes ist einfach zu beweisen. Die beiden sich 
schneidenden Geraden A A' und B B' bestimmen nach dem zweiten 
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räumlichen Axiom eine Ebene. In dieser Ebene verlaufen aber auch die 
Geraden AB und A' B', so daß sie nach dem zweiten ebenen Axiom 
einen Schnittpunkt R besitzen. Es bleibt dahingestellt, ob R im End­
lichen oder Unendlichen liegt. Die Existenz der anderen beiden Punkte 5 
und T wird ebenso bewiesen. 

Der zweite Teil des Satzes ist in dem Fallleicht einzusehen, daß die 
Dreiecke in verschiedenen Ebenen liegen. Dann bestimmen diese Ebenen 
eine - endliche oder unendlich ferne - Schnittgerade (räumliches 
Axiom 1). Von jedem Paar entsprechender Dreieckseiten verläuft die 
eine in der einen Ebene, die andere in der anderen Ebene. Da sich 
nun die beiden Seiten schneiden, muß ihr Schnittpunkt auf der Geraden 
liegen, die beide Ebenen gemeinsam haben. Im allgemeinen Fall ist 
der DESARGUESsche Satz hiermit bewiesen. 

S' 

Abb. 134. 

Besonders wichtig ist aber gerade der Spezialfall, daß die Dreiecke 
in einer Ebene liegen. Dann läßt sich der Beweis ähnlich wie der des 
BRIANCHONschen Satzes durch Projektion aus dem Raum erbringen. 
Wir haben nur zu zeigen, daß jede ebene DESARGUESsche Figur sich als 
Projektion einer räumlichen DESARGUESschen Figur auffassen läßt. 
Zu diesem Zwecke verbinden wir alle Punkte und Geraden der ebenen 
DESARGUESschen Figur mit einem außerhalb der Ebene gelegenen 
Punkt 5 (Abb. 134). Ferner legen wir durch die Gerade AC eine Ebene, 
die B 5 in dem von 5 verschiedenen Punkt B0 treffen möge. Sodann 
ziehen wir die Gerade OB0 • Diese Gerade liegt mit B' 5 in einer Ebene, 
also besitzen die beiden Geraden einen Schnittpunkt B0. Dann bilden 
aber die Dreiecke AB0 C und A' B0C' eine räumliche DESARGUEssche 
Figur, da die Verbindungslinien entsprechender Ecken alle durch 0 
gehen. Aus der Schnittgeraden der Ebenen jener beiden Dreiecke ent­
steht durch Projektion von 5 aus eine Gerade in der Zeichenebene, auf 
der sich die Paare entsprechender Seiten der ursprünglich betrachteten 
Dreiecke ABC und A 'B' C' schneiden müssen. Damit ist der DEs­
ARGDESsehe Satz vollständig bewiesen. 
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Sowohl das ebene wie auch das räumliche Dualitätsprinzip führen 
auf interessante Umformungen des DESARGUESschen Satzes. Zunächst 
sieht man leicht ein, daß von diesem Satz auch die Umkehrung richtig 
ist; aus der Existenz der DESARGUESschen Geraden, auf der sich Paare 
entsprechender Dreieckseiten schneiden, folgt die Existenz des DEs­
ARGDESsehen Punktes, durch den die Verbindungslinien entsprechender 
Ecken laufen. Falls nun die Dreiecke in einer Ebene liegen, erweist sich 
die Umkehrung als identisch mit dem Satz, der nach dem ebenen Duali­
tätsprinzip aus dem DESARGUEsschen Satz hervorgeht. Die folgende 
Gegenüberstellung möge das erläutern: 

Es seien drei Punktepaare 
AA', BE', CC' gegeben, so daß 
die Verbindungslinien jedes Paares 
durch einen Punkt gehen. Dann 
müssen die drei Schnittpunkte der 
Geraden AB und A' B', BC und 
B' C', CA und C 'A' auf einer 
Geraden liegen. 

Es seien drei Geradenpaare 
aa', bb', cc' gegeben, so daß die 
Schnittpunkte jedes Paares auf 
einer Geraden liegen. Dann müssen 
die drei Verbindungslinien der 
Punkte (ab) und (a' b'), (bc) und 
(b' c'), (ca) und (c' a') durch einen 
Punkt gehen. 

Wir betrachten nun die Figur, die aus den Ecken und Seitenzweier 
in einer Ebene gelegener DESARGUESscher Dreiecke, den Verbindungs­
linien entsprechender Eckenpaare, den Schnittpunkten entsprechender 
Seitenpaare, dem DESARGUESschen Punkt 0 und der DESARGUESschen 
Geraden g (Abb. 135) besteht. Eine einfacheAbzählung ergibt, daß diese 

0 

Abb. 135. 

Figur eine Konfiguration (103) ist. Sie wird als DESARGUESsche Kon­
figuration bezeichnet. Sie hat mit der PASCALsehen Konfiguration die 
Eigenschaft gemeinsam, daß bei schrittweiser Konstruktion die letzte 
Incidenz stets von selbst erfüllt ist. Ferner ist die Konfiguration von 
DESARGDES ebenso wie die von PASCAL dual invariant. Denn sie stellt 
sowohl den DESARGUESschen Satz als auch seine Umkehrung dar, und 
diese ist zum Satz selbst das duale Gegenstück. 
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Nunmehr wenden wir auf den räumlichen Fall des DESARGUEsschen 
Satzes das räumliche Dualitätsprinzip an. Dann erhalten wir folgende 
Gegenüberstellung: 

Es seien drei Punktepaare 
AA', BB', CC' gegeben, so daß 
die Verbindungslinien jedes Paares 
durch einen Punkt gehen. Dann 
müssen die drei Schnittpunkte 
der Geraden AB und A'B', BC 
und B' C', CA und C' A' auf einer 
Geraden liegen. 

Es seien drei Ebenenpaare 
(X cx'' ß ß'' rr' gegeben, so daß die 
Schnittgeraden jedes Paares in 
einer Ebene liegen. Dann müssen 
die drei Verbindungsebenen der 
Geraden (cxß) und (cx' ß'), (ßr) und 
(ß' r'), (r cx) und (r' cx') durch eine 
Gerade gehen. 

Der auf der rechten Seite aufgestellte Satz wird durch Abb. 136 ver­
anschaulicht. An Stelle zweier Dreiecke treten bei diesem Satz zwei 

körperliche Ecken, die von den 
Ebenen cx, ß, y und cx', ß', y' ge­

Q-:;,r--r-1-.....;..&-~IQX bildet werden. Ähnlich wie in der 

z 
Abb. 136. 

Ebene wollen wir nun die räum­
liche Figur betrachten, die aus den 
beiden DESARGUESschen Ecken, 
den Verbindungsebenen entspre­
chender Kanten, den Schnittgera­
den entsprechender Seitenflächen, 
der "DESARG DEssehen Ebene" ( cx cx', 
ßß', yy' in Abb. 136) und der 
"DESARGUESschen Geraden" (VW 
in Abb. 136) besteht. Schneiden 

wir diese räumliche Figur durch eine beliebige Ebene, die nicht durch 
die Punkte V, W, X, Y, Z geht, so entsteht in dieser Ebene eine DE­
SARGUESsche Konfiguration, da die DESARGUESschen Ecken in DESARGDES­
sehen Dreiecken geschnitten werden. Den Ebenen und Geraden der 
räumlichen Figur entsprechen die Geraden und Punkte der ebenen 
Konfiguration. Nun besitzt aber die räumliche Figur eine innere Sym­
metrie, die sich an der ebenen Konfiguration nicht aufweisen läßt. 
Die räumliche Figur besteht nämlich aus den sämtlichen Verbindungs­
geraden und Verbindungsebenen der fünf Punkte V, W, X, Y, Z. 
Diese fünf Punkte erscheinen dabei als völlig gleichberechtigt. Um­
gekehrt führt jedes räumliche Fünfeck auf die räumliche DESARGUESsche 
Figur, wenn man zwei Ecken willkürlich herausgreift!. Da nun in der 
räumlichen Figur alle Geraden und Ebenen gleichberechtigt sind, müssen 
es auch die Punkte und Geraden der ebenen DESARGUESschen Konfigu-

1 Nur müssen die fünf Punkte allgemeine Lage haben, d. h. es dürfen nicht vier 
unter ihnen in einer Ebene, also auch nicht drei unter ihnen auf einer Geraden 
liegen. 
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ration sein. Dadurch ist bewiesen, daß die DESARGUESsche Konfigu­
ration regulär ist und daß wir den DESARGUESschen Punkt oder die 
DESARGUESsche Gerade ganz beliebig in der Konfiguration wählen 
dürfen1• 

Wir wollen jetzt die DESARGUESsche Konfiguration als ein Paar von 
einander ein- und umbeschriebenen Fünfecken darstellen. Dazu müssen 
wir zunächst überhaupt Fünfecke aufsuchen, die in der Konfiguration 
liegen. Wir verlangen also, daß alle Ecken und Seiten des Polygons 
Konfigurationselemente sind und daß nicht drei aufeinanderfolgende 
Ecken auf einer Geraden liegen. DieAufgabe vereinfacht sich nun wesent­
lich, wenn wir auf das Raumfünfeck zurückgehen. Den Ecken des ebenen 
Polygons entsprechen die Kanten des räumlichen. Da zwei konsekutive 
Ecken des ebenen Polygons auf einer Konfigurationsgeraden liegen 
sollen, so fallen die entsprechenden Kanten in eine Ebene, sind also 
incident. Damit nicht drei konsekutive Ecken in eine Gerade fallen, 
haben wir nur zu vermeiden, daß die entsprechenden Kanten in eine 
Ebene fallen; das tritt dann und nur dann ein, wenn drei aufeinander­
folgende Kanten ein Dreieck bilden. Wenn wir nun die Grundpunkte 
V W X Y Z des Raumfünfecks in irgendeiner Reihenfolge durchlaufen, 
z. B. der hingeschriebenen, so erhalten wir einen geschlossenen Kanten­
zug, wie wir ihn brauchen; er liefert in der Konfiguration ein Fünfeck 
der verlangten Art. Die Kanten des Raumfünfecks, die bei dieser Durch­
laufung unbenutzt geblieben sind, schließen sich aber zu einem zweiten 
räumlichen Polygon der gleichen Art zusammen. Durch jeden Grund­
punkt des Raumfünfecks gehen nämlich zwei solche Kanten, da im 
ganzen vier Kanten von jedem Grundpunkt auslaufen und zwei bei der 
ersten Durchlaufung verbraucht waren. Dem zweiten Kantenzug ent­
spricht in der Konfiguration ein zweites Fünfeck, und eine einfache 
Abzählung ergibt, daß dieses dem ersten einbeschrieben sein muß. Aus 
Symmetriegründen muß auch das erste dem zweiten einbeschrieben sein. 
In Abb.1J7a, bist die Beziehung zwischen dem räumlichen Schema und 
dem ebenen Fünfeckpaar zum Ausdruck gebracht. 

Nun lassen sich noch andersartige Systeme von fünf Kanten des Raum­
fünfecks ausfindig machen, die einem ebenen in der Konfiguration ent-

1 Als vollständiges räumliches n-Eck bezeichnet man das System aller Ver­
bindungsgeraden und -ebenen von n Punkten allgemeiner Lage im Raum. Ebenso 
wie für n = 5 erhält man auch für beliebiges n stets eine Konfiguration, wenn 
man das vollständige n-Eck mit einer Ebene zum Schnitt bringt, die durch keinen 
Eckpunkt geht. Alle diese Konfigurationen sind regulär. Sie sind vom Typus 

n(n- 1) n(n- 1) (n- 2) P = , Y = n- 2, g = , J~: = 3. Eine Konfiguration 
2 6 

vom speziellen Typ p = g ergibt sich also nur für den Fall n = 5. Zu weiteren 
regulären Konfigurationen gelangt man, wenn man von n-Ecken allgemeiner Lage 
in höherdimensionalen Räumen ausgeht. Alle diese Konfigurationen werden 
.,polyedral" genannt. 
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halteneu Fünfeck entsprechen. Ein Beispiel gibt Abb. 138. Man kann 
aber nachprüfen, daß sich dann die fünf übrigen Kanten auf keine Weise 
cyclisch so anordnen lassen, daß zwei konsekutive immer incident sind 
und drei konsekutive nie ein Dreieck bilden. Die zuerst angegebene 
Konstruktion erschöpft daher alle Möglichkeiten. Da nun jeder Per-

1 

Abb. 137 a. Abb. 137 b. 

mutation der Grundpunkte ein Automorphismus der Konfiguration 
entspricht und da die Zerlegung des Raumfünfecks in zwei Kantenzüge 
durch die Reihenfolge der Grundpunkte im ersten Kantenzug fest 
bestimmt ist, so sehen wir, daß es, von Automorphismen abgesehen, nur 
eine Möglichkeit der Zerlegung der DESARGUESschen Konfiguration in 
zwei wechselseitig einbeschriebene Fünfecke gibt. 

w 

II 

Abb. 138. Abb. 139. 

In ähnlicher Weise läßt sich die Frage erledigen, ob und auf wie viele 
Arten sich die DESARGUESsche Konfiguration als ein Zehneck auffassen 
läßt, das sich selbst ein- und umbeschrieben ist. Man findet, daß der 
entsprechende räumliche Kantenzug dann stets so angeordnet werden 
kann, wie in Abb. 139 angegeben. Es gibt also eine und, abgesehen von 
Automorphismen, auch nur eine Art, die DESARGUEssche Konfiguration 
als ein sich selbst ein- und umbeschriebenesZehneck zu deuten (Abb.140). 
Diese Figur verrät eine gewisse Regelmäßigkeit. Ich muß nämlich bei 

3 



§ 19. Unendlich ferne Elemente und Dualitätsprinzip im Raum. 113 

der Durchlaufung des Zehnecks immer abwechselnd eine und drei Ecken 
überspringen, wenn ich zu der auf einer Seite liegenden weiteren Ecke 
gelangen will (Ecke 5 auf Seite 23, 8 auf 34, 7 auf 45, 10 auf 56 usw.). 
An dem räumlichen Schema erkennt man noch eine andere Eigen­
schaft dieses Zehnecks. Seine Seiten bilden nämlich, abwechselnd 
genommen, zwei einander einbeschnebene Fünfecke. 

1 

5 

Abb. 140. 

Die DESARGUESsche Konfiguration ist nicht die einzige Konfigura­
tion (103). Für das Schema einer solchen Konfiguration ergeben sich 
vielmehr noch neun andere Möglichkeiten. Eins dieser Schemata ist 
ebenso wie die Konfiguration (73) weder im Reellen noch im Komplexen 
realisierbar, da seine Gleichungen einen Widerspruch enthalten. Die 
acht übrigen dagegen sind 

5 8 
ebenso wie die Konfi~nira-
tionen (93) sämtlich mit 
dem Lineal allein konstru­
ierbar. Im Gegensatz zur 
DESARGUESschen Konfigu­
ration ist aber bei den 
acht übrigen realisierbaren 
Konfigurationen ( 1 03) die 
letzte Incidenz nicht von 
selbst erfüllt. Sie stellen 10 L------*--------...::::~1 
daher keinen allgemeinen 
geometrischen Satz dar 

Abb. 141. 

und sind dementsprechend weniger wichtig als die Konfiguration von 
DESARGUES. Eine dieser Konfigurationen ist in Abb. 141 gezeichnet. 
In der angegebenen Reihenfolge der Punkte durchlaufen, stellt diese 
Konfiguration wieder ein sich selbst ein- und umbeschriebenes Zehneck 
dar. In dieser Figur brauche ich aber jedesmal nur eine Ecke zu 
überspringen, um die auf jeder Seite gelegene weitere Ecke des Poly­
gons zu erhalten. In dieser Vorschrift erscheinen alle Ecken als 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 8 



114 III. Konfigurationen. 

gleichberechtigt und die Seiten als vertauschbar mit den Ecken; man 
kann daraus schließen, daß die Konfiguration regulär und dual inva­
riant sein muß. 

§ 20. Gegenüberstellung des PASCALsehen und des 
DESARGUESschen Satzes. 

Zwischen dem Satz von DESARGDES und dem letzten Satz von PASCAL 
haben wir weitgehende Analogien gefunden. Beide Sätze wurden durch 
Projektion aus dem Raum bewiesen, beide Sätze führten auf Kon­
figurationen, und zwar auf Konfigurationen ähnlicher Art; denn beide 
Konfigurationen waren regulär, dual invariant, mit dem Lineal allein 
konstruierbar, bei beiden war die letzte Incidenz von selbst erfüllt, 
und beide konnten als sich selbst ein- und umbeschriebene Polygone 
aufgefaßt werden. 

Dennoch besteht zwischen den beiden Sätzen ein prinzipieller Unter­
schied. Beim Beweise des DESARGUESschen Satzes haben wir eine räum­
liche Figur benutzt, die allein auf Grund der angeführten räumlichen 
Axiome der Verknüpfung ohne Voraussetzung weiterer Axiome konstru­
iert werden kann. Dagegen ergab sich die BRIANCHON-PASCALsche Kon­
figuration durch Betrachtung einer Fläche zweiter Ordnung. Scheinbar 
bildet zwar den Kernpunkt des Beweises eine reine Incidenzbetrachtung 
zwischen den Punkten, Geraden und Ebenen eines räumlichen Sechsecks, 
aber eine nähere Untersuchung lehrt, daß die Konstruktion derartiger 
räumlicher Sechsecke mit der Konstruktion einer Regelfläche zweiter 
Ordnung im wesentlichen gleichbedeutend ist und daß die Möglichkeit 
dieser Konstruktion sich aus den Axiomen der Verknüpfung allein 
nicht erweisen läßt. 

Wir hatten im ersten Kapitel die Kegelschnitte und die Flächen 
zweiter Ordnung durch metrische Betrachtungen eingeführt. Es wäre 
also denkbar, daß der PASCALsehe Satz sich nicht ohne Vergleichung von 
Strecken und Winkeln beweisen ließe. Man kann aber die Kurven und 
Regelflächen zweiter Ordnung auch ohne metrische Hilfsmittel erzeugen, 
indem man allein die Methode des Projizierens benutzt. Mit dieser Me­
thode lassen sich nämlich die Punkte einer Geraden so auf die Punkte 
einer beliebigen Geraden abbilden, daß harmonische Quadrupel stets in 
harmonische Quadrupel übergehen und daß drei beliebig vorgegebene 
Punkte der einen Geraden auf drei beliebig vorgegebene Punkte der 
anderen Geraden abgebildet werden. Man sagt dann, daß die eine 
Gerade auf die andere projektiv abgebildet ist. Die Konstruktion einer 
solchen Abbildung erfordert allein die ebenen und räumlichen Axiome 
der Verknüpfung. Dagegen läßt sich mit deren alleiniger Hilfe nicht 
schließen, daß die Abbildung durch die beiden genannten Forderungen -
Invarianz der harmonischen Lage und Vorgabe der Abbildung dreier 
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Punkte - eindeutig für alle Punkte der Geraden bestimmt ist. Zu 
diesem Zweck bedarf es eines Stetigkeitsaxioms, das wir weiter unten 
sogleich formulieren werden. Ist aber die Eindeutigkeit der projektiven 
Abbildung im angegebenen Sinne bewiesen, so läßt sich die allgemeinste 
Regelfläche zweiter Ordnung als die Fläche definieren, die von einer 
variablen Geraden überstrichen wird, die entsprechende Punktezweier 
fester windschiefer projektiv bezogener Geraden verbindet. Aus der 
Eindeutigkeit der projektiven Abbildung folgt dann, daß auf einer 
solchen Fläche noch eine zweite Schar von Geraden verläuft. Sind die 
projektiv aufeinander bezogenen Geraden nicht windschief, sondern 
incident, so läuft die Verbindungsgerade entsprechender Punkte in 
einer Ebene und umhüllt eine Kurve zweiter Ordnung. Alle in der pro­
jektiven Geometrie wesentlichen Eigenschaften der Kurven zweiter 
Ordnung lassen sich aus dieser Definition ableiten. 

Zur völligen Erfassung des Stetigkeitsbegriffes braucht man zwei 
verschiedene Axiome; beim Eindeutigkeitsbeweis der projektiven Ab­
bildung kommt aber nur eines von ihnen, das archimedise-he Axiom, 
zur Anwendung. In arithmetischer Fassung lautet dieses Axiom: Es 
seien mir zwei beliebige positive Zahlen a und A gegeben, von 
denen a noch so klein und A noch so groß sein möge; ich kann dann 
trotzdem a so oft zu sich selbst addieren, daß die Summe nach endlich 
vielen Schritten größer wird als A: 

a+a+a+··· +a>A. 

Dieses Axiom ist notwendig, wenn ich eine Entfernung durch eine 
andere Länge ausmessen will, es bildet also in dieser Form eine 
wesentliche Grundlage der Metrik. Von metrischen Begriffen unab-
hängig ist folgende Fassung 4 4 
des Axioms. Es seien mir ~---'"'*\-,/-..,;,r-\,-/-,..\-\,?-..,...\-,,7-7''\-­
zwei parallele Geraden gegeben ~ ·- ·- .Lo- .L . 
(Abb. 142); ferner sollen auf 0 Cf c; /1 c;. 
einer dieser Geraden zwei ver- Abb. 142· 

schiedene Punkte 0 und A liegen. Wir ziehen nun von dem 
Punkte 0 nach einem beliebigen Punkt B1 der anderen Geraden die 
Verbindungsgerade, und B1 verbinden wir wiederum geradlinig mit 
einem Punkt C1 der ersten Geraden, der zwischen 0 und A liegt. Dann 
ziehen wir durch C1 die Parallele zu OB1 , welche die andere Gerade 
in B2 treffen möge; von B2 ziehen wir wieder die Parallele zu B1 C1 , 

die die erste Gerade in C 2 treffen möge. Wenn wir so immer weitere 
Parallelen zu 0 B1 und B1 C1 ziehen, so besagt das archimedische Axiom, 
daß wir schließlich nach endlich vielen Schritten zu einem Punkt C, 
kommen, der nicht mehr zwischen 0 und A liegt. In dieser Formulierung 
haben wir die Vorstellung verwendet, daß ein Punkt einer Geraden 
zwischen zwei anderen Punkten dieser Geraden liegt. Aussagen dieser 

8* 
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Art werden durch eine andere Axiomgruppe, die Axiome der Anordnung, 
präzisiert, auf die wir hier nicht eingehen wollen. Den Parallelenbegriff 
dagegen haben wir nur verwendet, um das Axiom kürzer und anschau­
licher formulieren zu können; es genügt in der projektiven Geometrie, 
die Möglichkeit einer Konstruktion zu fordern, wie sie durch Abb. 143 
angedeutet ist. Diese Figur ergibt sich aus Abb. 142 durch Zentral­
projektion auf eine andere Ebene. 

Die ebenen und räumlichen Axiome der Verknüpfung, die Anord­
nungsaxiome und das archimedische Axiom genügen, um die Eindeutig­
keit der projektiven Abbildung zu beweisen; allerdings ist dieser Beweis 
außerordentlich langwierig und mühsam. Aus der Eindeutigkeit der 

projektiven Abbildung in der Ebene läßt sich dann der letzte Satz von 
PASCAL und von BRIANCHON (und zwar ohne räumliche Hilfskonstruk­
tion) beweisen. 

Der Satz von DESARGUES läßt sich im Raum allein mit den Axiomen 
der Verknüpfung beweisen; wenn ich dagegen die ebene Fassung des 
Satzes beweisen will, ohne in den Raum herauszugehen, kann ich nicht 
ohne die Axiome der Kongruenz auskommen, auch wenn ich das archi­
medische Axiom und die Anordnungsaxiome voraussetze. Dagegen 
genügen zum Beweise die ebenen Verknüpfungs- und Anordnungs­
axiome sowie die Kongruenzaxiome; das archimedische Axiom ist ent­
behrlich. 

Bei Fortlassung der räumlichen Verknüpfungsaxiome verhält sich 
der letzte PASCALsehe Satz wie der DESARGUESsche. Man braucht dann 
zum Beweis die ebenen Axiome der Verknüpfung, Anordnung und Kon­
gruenz. Trotzdem läßt sich ein wesentlicher Unterschied beider Sätze 
auch in der Ebene ohne räumliche Hilfsbetrachtungen feststellen. Setzt 
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man nämlich in der Ebene die Verknüpfungsaxiome und die Gültigkeit 
des DESARGUESschen Satzes voraus, so läßt sich der PASCALsehe Satz 
nicht beweisen. Dagegen läßt sich der DESARGUESsche Satz beweisen, 
wenn man die ebenen Verknüpfungsaxiome und den PASCALsehen Satz 
voraussetzt. Wir wollen den Beweis für den Spezialfall führen, daß die 
DESARGUESsche Gerade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist. Diese 
Annahme dient wie bei der Aufstellung des Archimedischen Axioms 
nur dazu, den Beweis kürzer und anschaulicher zu formulieren. Wir 
setzen also voraus (Abb. 144): 

Die drei Geraden A A', B B', C C' gehen alle durch einen Punkt 0. 
Ferner ist AB II A 'B', A C II A' C'. Es ist mit Hilfe des letzten PASCAL­
sehen Satzes zu beweisen, daß dann auch gilt: BC II B'C'. 

Zum Beweise ziehe ich durch A die Parallele zu 0 B, die A' C' in L 
und OC in M treffen möge. Ferner möge die Verbindungsgerade LB' 
die Gerade AB in N treffen. Auf diese Figur wende ich nun dreimal den 
Satz von PASCAL an, und zwar in der l 
speziellen Form, dieS. 105 als Satz von 
PAPPUS erwähnt war. Ein PAscALsches 
Sechseck ist zunächst 0 NA LA' B', IV -------­

tf::: .. 
da je drei dieser Punkte abwechselnd 1' '-- 8, 

I \ 
auf je einer Geraden liegen. Nun ist 1 \ 
NA II A' B' nach Voraussetzung und 1 ' 
AL II B' 0 nach Konstruktion. Nach dem I 
Satz von PAPPUS ist daher auch das o"'' ::.._-~:--~!:------"!"-
dritte Paar gegenüberliegender Seiten Abb. 144. 

dieses Sechsecks parallel, also 0 N II A c. (Aus "HILBERT, Grundlagen der Geome-

Ich betrachte nunmeht das PASCALsehe trie" 7· Auf!., s. !11. Teubner 1930.) 

Sechseck ONMACB. In ihm ist ON 1\ AC, wie eben bewiesen, und 
M A \\ BO nach Voraussetzung. Nach dem Satz von PAPPUS ist daher 
NM II C B. Zum Schluß betrachten wir das PASCALsehe Sechseck 
ONM LC' B'. In ihm ist ON\\ LC' und M L \\ B'O. Daraus folgt 
wie oben: NM \\ C' B'. Da aber beim vorigen Schritt auch bewiesen 
war: NM II CB, so folgt die Behauptung: BC II B'C'. 

Nun lassen sich in der Ebene alle Schnittpunktsätze aus den Sätzen 
von DESARGURS und PASCAL ableiten. Da wir jetzt den Satz von DE­
SARGUES als eine Folge des PASCALsehen erkannt haben, so können wir 
sagen, daß der Satz von PASCAL der einzig wesentliche Schnittpunkt­
satz. der Ebene ist, daß also die Konfiguration (93) 1 die wichtigste Figur 
der ebenen Geometrie darstellt. 

§ 21. Vorbemerkungen über räumliche Konfigurationen. 
Man kann den Konfigurationsbegriff von der Ebene auf den Raum 

verallgemeinern. Ein System von Punkten und Ebenen wird als eine 
räumliche Konfiguration bezeichnet, wenn jeder Punkt mit gleich vielen 
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Ebenen und jede Ebene mit gleich vielen Punkten incident ist. Ein ein­
faches Beispiel einer solchen Konfiguration liefert der räumliche DEs­
ARGDESsehe Satz. Als Konfigurationspunkte definieren wir dabei die­
selben zehn Punkte wie bei der entsprechenden ebenen Figur. Als Kon­
figurationsebenen nehmen wir die zwei Ebenen der beiden Dreiecke 
und die drei Ebenen, durch die die Dreiecke vom DESARGUEsschen 
Punkt aus projiziert werden. Dann gehen durch jeden Punkt drei 
Ebenen, und in jeder Ebene liegen sechs Punkte. Aus demselben Grund 
wie bei den ebenen Konfigurationen erfüllen die vier für diese Kon­
figuration charakteristischen Zahlen die Gleichung 5 · 6 = 10 · 3 . 

Neben den Konfigurationen aus Punkten und Ebenen kann man 
aber im Raum auch Konfigurationen betrachten, die wie in der Ebene 
aus Punkten und Geraden bestehen, wobei jeder Punkt mit gleich viel 
Geraden und jede Gerade mit gleich viel Punkten incidiert. Diese beiden 
verschiedenen Auffassungen kann man oft auf eine und dieselbe Figur 
anwenden; so liefert die soeben betrachtete räumliche DESARGUESsche 
Figur eine räumliche Punkt-Geraden-Konfiguration, die mit der ebenen 
DESARGUESschen Konfiguration im wesentlichen identisch ist. Ent­
sprechend bilden auch in vielen allgemeineren Fällen gewisse Schnitt­
geraden der in einer Punkt-Ebenen-Konfiguration auftretenden Ebenen 
zusammen mit den Konfigurationspunkten eine Punkt-Geraden-Konfigu­
ration, und umgekehrt kann man oft eine Punkt-Geraden-Konfiguration 
in eine Punkt-Ebenen-Konfiguration verwandeln, indem man gewisse 
Verbindungsebenen incidenter Konfigurationsgeraden hinzunimmt. 

Beschränken wir uns ähnlich wie in der Ebene zunächst auf den Fall, 
daß die Anzahl der Punkte und Ebenen gleich ist, daß wir also eine Punkt­
Ebenen-Konfiguration von p Punkten und p Ebenen vor uns haben. 
Ist dann jeder Punkt mit n Ebenen incident, so muß aus demselben 
Grund wie in der Ebene auch jede Konfigurationsebene mit n Punkten 
incident sein; wir wollen solche Konfigurationen mit (Pn) bezeichnen. 

Um die trivialen Fälle auszuschließen, müssen wir annehmen, daß 
n mindestens 4 ist. Für p < 7 ist eine Konfiguration (p4) nicht 
möglich. Für p = 8 dagegen lassen sich bereits fünf verschiedene 
Schemata aufstellen, die sämtlich geometrisch verwirklicht werden 
können. Eine dieser Konfigurationen (84), die sog. MöBiussche Kon­
figuration, ist geometrisch wichtig, da ihre letzte Incidenz von selbst 
erfüllt ist, sie also einen geometrischen Satz enthält. Diese Konfigu­
ration besteht aus zwei Tetraedern, die einander zugleich ein- und 
umbeschrieben sind. 

Wenn wir zu höheren Konfigurationen übergehen, wird die Zahl 
der Möglichkeiten immer größer, so daß sich bald keine Übersicht mehr 
behalten läßt. So gibt es z. B. bereits sechsundzwanzig geometrisch 
realisierbare Konfigurationen (94). Wir wollen daher nur zwei besonders 
wichtige räumliche Konfigurationen näher betrachten, die auch bei 
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andersartigen mathematischen Problemen eine Rolle spielen. Es sind 
dies die REYEsche Konfiguration und die ScHLÄFLische Doppelsechs. 

§ 22. Die REYEsche Konfiguration. 
Die REYEsche Konfiguration besteht aus zwölf Punkten und zwölf 

Ebenen. Sie enthält einen projektiv-geometrischen Satz, so daß die 
letzte Incidenz stets von selbst erfüllt ist, wie wir auch die Lage der 
Punkte und Ebenen annehmen. Um aber eine anschauliche Vorstellung 

Abb. 145. 

von der REYEschen Konfiguration zu gewinnen, wollen wir zunächst 
den einzelnen Konfigurationspunkten eine spezielle symmetrische An­
ordnung geben. 

Als Konfigurationspunkte nehmen wir die acht Eckpunkte eines 
Würfels, ferner den Würfelmittelpunkt, und schließlich die drei unend­
lich fernen Punkte, in denen sich je vier parallele Würfelkanten treffen 
(Abb. 145). Als Konfigurationsebenen nehmen wir die sechs Würfel­
ebenen und die sechs Diagonalebenen, die durch je zwei gegenüber­
liegende Kanten laufen. In dem so entstandenen Gebilde liegen auf 
jeder Ebene sechs Punkte; nämlich auf den Würfelebenen vier Eck-
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punkte und zwei unendlich ferne Punkte und auf den Diagonalebenen 
der Mittelpunkt des Würfels, vier Eckpunkte und ein unendlich ferner 
Punkt. Andererseits schneiden sich auch in jedem Punkt sechs Ebenen; 
nämlich im Würfelmittelpunkt die sechs Diagonalebenen, in jeder Würfel­
ecke drei Diagonalebenen und drei Würfelebenen, in den unendlich 
fernen Punkten vier Würfelebenen und zwei Diagonalebenen. Wir haben 
also durch unsere Konstruktion in der Tat eine Punkt-Ebenen-Konfi­
guration gewonnen, und zwar ist ihr Symbol (126). 

Wir können aber das Gebilde auch als Punkt-Geraden-Konfiguration 
auffassen, indem wir einige Schnittgeraden der vorher angegebenen Ebe­
nen auswählen, und zwar die zwölf Kanten und vier Hauptdiagonalen 
des Würfels. Jede dieser Geraden enthält drei Konfigurationspunkte; 
die Kanten nämlich enthalten je zwei Ecken und einen unendlich fernen 
Punkt, die Diagonalen je zwei Ecken und den Mittelpunkt. Ferner 
gehen durch jeden Punkt vier Geraden; nämlich durch die Ecken je 
drei Kanten und eine Hauptdiagonale, durch den Mittelpunkt vier 
Hauptdiagonalen und durch jeden unendlich fernen Punkt je vier 
Kanten. Die Punkte und Geraden der REYEschen Konfiguration bilden 
also eine Konfiguration (124 , 163). 

Ferner läßt sich abzählen, daß durch jede Gerade drei Ebenen gehen 
und in jeder Ebene vier Geraden liegen. Sie bilden mit den sechs in 
dieser Ebene gelegenen Punkten die Geraden und Punkte eines voll­
ständigen Vierseits. 

Die REYEsche Konfiguration tritt in mehreren geometrischen Zu­
sammenhängen auf, z. B. im System der Ähnlichkeitspunkte von vier 
Kugeln, das wir jetzt betrachten wollen. 

Als Ähnlichkeitspunkte zweier Kreise oder Kugeln bezeichnet man 
bekanntlich die beiden Punkte, die die Verbindungsstrecke der Kreis­
oder Kugelmittelpunkte innen und außen im Radienverhältnis teilen. 
Der Punkt innerhalb der Strecke heißt der innere, der Punkt auf der 
Verlängerung der äußere Ähnlichkeitspunkt. Wenn zwei Kreise außer­
halb einander liegen, so treffen sich im inneren Ähnlichkeitspunkt die 
beiden Geraden, die die Kreise zu verschiedenen Seiten berühren, im 
äußeren Ähnlichkeitspunkt die beiden Gera<fen, die die Kreise von 
derselben Seite her berühren (Abb. 146). Durch Rotation dieser Figur 
um die Mittellinie ergibt sich eine analoge Tangenteneigenschaft für 
die Ähnlichkeitspunkte zweier Kugeln. (Doch gibt es viele gemeinsame 
Tangenten der beiden Kugeln, die durch keinen Ähnlichkeitspunkt 
gehen). Wir wollen mit (ik) den äußeren, mit (ik)' den inneren Ähn­
lichkeitspunkt zweier Kreise oder Kugeln i, k bezeichnen. 

Wir betrachten nun drei Kreise oder Kugeln 1, 2, 3. Sie besitzen 
drei innere und drei äußere, also sechs Ähnlichkeitspunkte; wir denken 
uns die Mittelpunkte auf einem Dreieck und nicht in einer Geraden 
angeordnet, so daß keine zwei Ähnlichkeitspunkte zusammenfallen 
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und nicht alle sechs auf einer Geraden liegen können. Nach einem 
Satz von MoNGE liegen dann stets die drei äußeren Ähnlichkeits­
punkte (12), (23) und (31) auf einer Geraden (Abb. 147) sowie jeder 
äußere Ähnlichkeitspunkt mit den beiden inneren Ähnlichkeitspunk­
ten, die nicht mit ihm zusammengehören, z.B. (12)', (23)' und (31)*. 
Alle Ähnlichkeits­
punkte liegen dem­
nach auf vier Ge­
raden, die man die 
Ähnlichkeitsachsen 

von 1, 2, 3 nennt. 
Man kann den Satz 
von MONGE da­
hin zusammenfassen, 
daß die Ähnlichkeits-
punkte und -achsen 

(t"k) 

Abb. 146. 

die sechs Punkte und vier Geraden eines vollständigen Vierseits bilden, 
in dem die Mittelpunkte von 1, 2, 3 das Diagonaldreieck darstellen. 
Wir wollen auch für die Ähnlichkeitsachsen Symbole einführen; wir 
bezeichnen mit (123) die Verbindungsgerade der äußeren Ähnlichkeits­
punkte, mit (1'23) die Achse, auf der (23), (12)' und (13)' liegen usw. 

(23) 

(1?) 

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns zu vier Kugeln 1, 2, 3, 4, 
deren Mittelpunkte nicht alle in einer Ebene liegen, so daß also auch 

*Beweis: Sind r1 , r 2 , r 3 die Radien von I, 2, 3, so werden die Seiten des von den 
Mittelpunkten gebildeten Dreiecks durch die äußeren Ähnlichkeitspunkte in den 

Verhältnissen - ~ , - ~ , - ~3 geteilt. Da das Produkt dieser Verhältnisse -1 
r 2 r 3 r 1 

beträgt, liegen die äußeren Ähnlichkeitspunkte nach dem Satz von MENELAUS 
auf einer Geraden. Ersetzt man zwei äußere Ähnlichkeitspunkte durch die ent­
sprechenden inneren, so ändern zwei der Teilungsverhältnisse ihr Vorzeichen. Das 
Produkt bleibt also -1, d. h. wir haben wieder drei Punkte einer Geraden erhalten. 
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nicht drei Mittelpunkte in eine Gerade fallen können (vgl. Abb. 148, 
S. 124). Ich behaupte, daß die Gesamtheit der Ähnlichkeitspunkte und 
-achsen dieser Kugeln die Punkte und Geraden einer REYEschen Kon­
figuration bilden. Da ich die Ziffern 1 , 2, 3, 4 zu sechs verschiedenen 
Paaren zusammenfassen kann und jedes Paar einen äußeren und einen 
inneren Ähnlichkeitspunkt darstellt, gibt es im ganzen zwölf Ähnlich­
keitspunkte. Ebenso haben die Achsen die richtige Anzahl sechzehn. 
Ich kann nämlich aus den vier Ziffern vier verschiedene Tripel bilden, 
und jedes Tripel stellt vier verschiedene Achsen dar, z.B. (123), (1'23), 
(12'3) und (123'). Jede Achse ist mit drei Punkten incident, z. B. 
(123) mit (12), (23), (13). Ebenso ist jeder Punkt mit vier Achsen 
incident, z. B. (12) mit (123), (123'), (124), (124)' oder (12)' mit (1'23), 
(12'3), (1'24), (12'4). 

Die Ähnlichkeitspunkte und -achsen bilden also in der Tat eine 
Konfiguration (124 , 163). Um sie als identisch mit der REYEschen Kon­
figuration zu erkennen, müssen wir noch zwölf geeignete Ebenen aus­
findig machen. Wir nehmen zunächst die vier Ebenen, in denen je drei 
Kugelmittelpunkte liegen; in jeder dieser Ebenen bilden die mit ihr 
incidenten Punkte und Achsen wie in der REYEschen Konfiguration 
ein VierseiL Um nun noch acht weitere solche Ebenen zu finden, nehmen 
wir einfach sämtliche noch fehlenden Ebenen, die von irgend zwei in 
einem Konfigurationspunkt incidenten Achsen aufgespannt werden. 
Diese Achsen müssen jedenfalls zu verschiedenen Zahlentripein gehören, 
denn zwei Achsen des gleichen Tripels, z. B. ( 12 3) und ( 1'2 3) spannen 
stets die Ebene dreier Kugelmittelpunkte auf (in unserem Beispiel die 
Ebene 1, 2, 3), führen also zu nichts Neuem. Nehmen wir zunächst 
zwei Achsen, die nur äußere Ähnlichkeitspunkte enthalten, etwa (123) 
und ( 124). Sie spannen eine Ebene auf, die durch (12) geht. In dieser 
Ebene liegen noch die vier weiteren Punkte jener Achsen: ( 13), (2 3), 
(14), (24). Nun liegen aber (23) und (24) auf der weiteren Achse (23 4), 
die auch den letzten noch fehlenden äußeren Ähnlichkeitspunkt (3 4) 
enthält. Die sechs äußeren Ähnlichkeitspunkte liegen also sämtlich in 
einer und derselben Ebene, die wir betrachtet haben. An Achsen ent­
hält diese Ebene außer ( 12 3) und ( 12 4) auch die übrigen "äußeren" 
Achsen (134) und (234); sie ist also in der Tat mit sechs Punkten und 
vier Geraden incident. Wir nehmen jetzt den Fall einer äußeren und 
einer inneren Achse, die zu verschiedenen Zahlentripein gehören und 
incident sind; da sie sich nur in einem äußeren Ähnlichkeitspunkt 
treffen können und da alle Ziffern gleichberechtigt auftreten, dürfen wir 
(123) und {124') wählen. Auf diesen Achsen liegen außer dem Schnitt­
punkt (12) noch (13), (23), (14)', (24)'. Wie oben schließen wir, daß 
noch die Achsen ( 1 3 4') und (2 3 4') und der Punkt (3 4)' auf dieser Ebene 
liegen. Wir finden also, daß die drei inneren Ähnlichkeitspunkte, die 
die Kugel 4 mit den übrigen Kugeln bestimmt, mit den drei äußeren 
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Ähnlichkeitspunkten des Tripels 1 , 2, 3 in einer Ebene liegen. Es muß 
vier Ebenen dieser Art geben. In unserer Betrachtung fehlt noch der 
Fall, daß wir von zwei inneren incidenten Achsen ausgel).en; nun liegen 
zwar auf der soeben betrachteten Ebene drei paarweise incidente innere 
Achsen; sie haben aber stets einen inneren Ähnlichkeitspunkt gemein. 
Wir gehen daher nunmehr von zwei Achsen, z. B. (123') und (124') aus, 
die sich in einem äußeren Ähnlichkeitspunkt- in diesem Fall (12)­
schneiden. In der von ihnen bestimmten Ebene liegen außer dem 
Schnittpunkt (12) noch die Punkte (13)', (23)', (14)', (24)'. In dieser 
Ebene liegen also auch die Achsen (1'34) und (2'34) sowie der Punkt 
(3 4). Diese Ebene enthält demnach vier innere Achsen; sie trifft von den 
Kanten des Tetraeders 1 , 2, 3, 4 die Gegenkanten 1 , 2 und 3, 4 in den 
äußeren, die übrigen vier Kanten in inneren Ähnlichkeitspunkten. Es 
muß drei Ebenen dieser Art geben, da jedes Tetraeder drei Paare gegen­
überliegender Kanten enthält. Wir haben also durch unser Verfahren 
im ganzen 1 + 4 + 3 = 8 Ebenen erhalten. 

Der Übersicht halber wollen wir noch die beiden Schemata aufstellen, 
die die Incidenz zwischen den Punkten und Ebenen und zwischen den 
Achsen und Ebenen angeben. Die Seitenflächen des Tetraeders sind 
mit I, II, III, IV bezeichnet, wobei I dem Punkt 1 gegenüberliegt. Die 
Ebene der äußeren Ähnlichkeitspunkte ist ea genannt, die vier Ebenen 
mit je drei äußeren und drei inneren Ähnlichkeitspunkten sind je nach 
der ausgezeichneten Ziffer e1 bis e4 genannt, die drei übrigen Ebenen 
sind entsprechend der Kantenpaarung des Tetraeders mit (12, 34), 
( 1 3 , 2 4) , ( 1 4, 2 3) bezeichnet. Bei der Bezeichnung der Punkte und 
Geraden sind die Klammern der Kürze halber fortgelassen. 

Ebenen 

I II III IV ea e, e, e, e, (12,3 4)1(13, 24) 
I 

(14,23) 

23 1 3 12 12 12 23 13 12 12 12 1 3 14 
24 14 14 1 3 13 24 14 14 13 34 24 23 

Punkte 34 34 24 23 14 34 34 24 23 1 3' 12' 12' 
23' 1 3' 12' 12' 23 12' 12' 1 3' 

114' 
14' 14' 1 3' 

24' 14' 14' 1 3' 24 13' 23' 23' 24' 23' 23' 24' 
34' 34' 24' 23' 34 14' 24' 34' 34' 24' 34' 34' 

Ebenen 

I II I III I IV ea e, e, i e, I e, 1(12, 34)1(13,24*14, 23) 

G~~ 
234 134 124 123 123 234 134 124 123,123'112'3 1'23 
2'34 1'34 1'24 1'23 124 1'23 12'3 123' 124' 124'11'24 12' 4 
23'4 13' 4 12'4 12'3 134 1'24 12' 4 13'4 1 34' 11'3 411 3 4' 1 3' 4 
234' 134' 124' 12 3' 234 1'34 2'34 23'4 234' 2'34 23'4 234' 
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In Abb. 148 ist die Konfiguration dargestelltl. Daß es dieselbe Kon­
figuration ist wie Abb. 145, erkennt man anschaulich, wenn man sich 
(12), (12)' und (34) in paarweise senkrechten Richtungen ins Unendliche 
gerückt denkt; dann werden das die drei unendlich fernen Konfigurations-

1 

(23) 

Abb. 148. 

punkte von Abb.145. Die acht Punkte (13), (14), (23), (24), (13}', 
(14)', (23)', (24)' werden die Würfelecken, und (3 4)' wird der Würfel­
mittelpunkt. In diesem Falle rücken aber auch die Punkte 1 und 2 ins 
Unendliche. Um auch zu Abb. 145 vier zugehörige Kugeln zu bestimmen, 
muß man daher die Definition des Ähnlichkeitspunktes durch Binzu-

Abb. 149. 

nahme von Grenzfällen erwei­
tern. Zuächst hat man als 
äußeren Ähnlichkeitspunkt 

r,;~ gleich großer Kreise oder 
Kugeln den unendlich fernen 
Punkt auf der Mittellinie an­
zusehen (Abb.149). Betrachtet 

man ferner eineKugelkund eine Ebene e (Abb.150), so hat man als Ähn­
lichkeitspunkte dieser beiden Gebilde die beiden Endpunkte (ke) und (ke)' 
des auf e senkrechten Durchmessers von k zu wählen. Schneidet e näm-

1 Faßt man Abb. 148 als ebene Figur auf, so stellt sie eine ebene Kon­
figuration (12, 163) dar, die aus den Ähnlichkeitspunkten und Achsen vierer 
in einer Ebene gelegener Kreise besteht. Die Mittelpunkte sind wieder I, 2, 3, 4, 
die Radien kann man ebenso groß wie im räumlichen Fall wählen. 
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lieh die Verlängerung dieses Durchmessers in P und ersetzt man e durch 
eine Schar immer größerer Kugeln K, dieein P berühren, so erkennt man, 
daß die Ahnlichkeitspunkte von k und K gegen (ke) und (ke)' rücken. 
Für zwei Ebenen e und f endlich, die sich in einer Geraden g schneiden 
(Abb. 151), hat man als Ahnlichkeitspunkte die unendlich fernen Punkte 
anzusehen, deren Richtungen auf g senkrecht stehen und die beiden 
von e und 1 gebildeten Winkel halbieren. Man kann auch diese De­
finition durch Grenzübergang 
rechtfertigen, indem man g 
durch den Schnittkreis zweier 
immer größerer, jedoch stets 
paarweise kongruenter Kugeln 
ersetzt, die e und I in einem 
festen Punkt von g berühren. 

Mit Hilfe dieser Definitionen 
kann ich die REYEsche Kon­
figuration auch in der ur-
sprünglich betrachteten Gestalt 
als System von Ahnlichkeits-

{ke) 

p 

k e 

Abb. 150. 

punkten auffassen. Um die Mittelpunkte der vorderen und hinteren 
Würfelfläche (Abb. 145) schlage ich die Kugeln 3 und 4. Ihre Radien 
wähle ich gleich groß, und zwar so groß, daß jede Kugel durch die vier 
Ecken der zugehörigen Fläche geht. Senkrecht zu den Diagonalen 
dieser Flächen lege ich in beliebigem Abstand die Ebenen 1 und 2. 
Dann erscheinen die Konfigurationspunkte als Ahnlichkeitspunkte von 
1, 2, 3, 4 in der zu Abb. 148 analogen 
Verteilung. 

Es liegt nahe, statt dieses Ausartungs­
talles vier gleich große Kugeln zugrunde zu 
legen, deren Mitten ein reguläres Tetraeder 
bilden. Die äußeren Ahnlichkeitspunkte 
müssen dann in die unendlich fernen Punkte 
der sechs Tetraederkanten fallen, die un­
endlich ferne Ebene gehört also der Kon­
figuration an, als Ebene ea in unserer Be­

Abb. 151. 

zeichnung. Die inneren Ahnlichkeitspunkte sind die Tetraederkanten­
mitten. Diese sechs Punkte bilden (Abb.152) die Ecken eines regulären 
Oktaeders. Seine Seitenflächen sind sämtlich Konfigurationsebenen; 
es sind nämlich die Tetraederflächen I, II, III, IV und die in unserem 
Schema mit e1 , e2 , e3 , e4 bezeichneten Ebenen. Die noch fehlenden 
drei Ebenen sind die drei Symmetrieheuen des Oktaeders. Die Geraden 
der Konfiguration sind die vier unendlich fernen Geraden der Tetraeder­
flächen (äußere Ahnlichkeitsachsen) und die zwölf Oktaederkanten 
(innere Ahnlichkeitsachsen). 
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Wir haben schon im ersten Kapitel auf die Verwandtschaft zwischen 
Würfel und Oktaeder hingewiesen. Nach den Ausführungen von § 19 
können wir sagen, daß Würfel und Oktaeder einander dual entsprechen. 
Ebenso läßt es sich nun allgemeiner zeigen, daß die Punkte und Ebenen 
von Abb. 152 zu den Ebenen und Punkten von Abb.145 dual sind; die 
Ecken und Flächen des Würfels entsprechen den Flächen und Ecken 
des Oktaeders, der Würfelmittelpunkt und die sechs mit ihr incidenten 
Ebenen entsprechen der unendlich fernen Ebene und den sechs mit ihr 
incidenten Punkten der Oktaederfigur, die drei unendlich fernen Punkte 
beim Würfel entsprechen den drei Symmetrieebenen des Oktaeders1. 

Abb. 152. 

Damit ist bewiesen, daß die REYEsche Konfiguration dual invariant ist. 
Nun werden zwar bei der dualen Zuordnung zwischen Würfel und Okta­
eder die Ebenen und Punkte einer REYEschen Konfiguration auf die 
Punkte und Ebenen einer anderen von der ersten ganz verschieden 
gestalteten REYEschen Konfiguration abgebildet; im Sinne der projek­
tiven Geometrie sind aber alle REYEschen Konfigurationen als identisch 
anzusehen2 • 

Wir wollen nun auch die andere wichtige Symmetrieeigenschaft, 
die wir bei den ebenen Konfigurationen kennengelernt haben, an der 

1 Diese Zuordnung entsteht durch Polarenverwandtschaft an der dem Würfel 
einbeschriebenen Kugel. 

2 Eine projektive Verallgemeinerung der Oktaederfigur erhalt man, wenn 
man von irgendeinem projektiven Koordinatensystem im Raume ausgeht. Die 
Einheitspunkte der sechs Koordinatenachsen sowie deren Schnittpunkte mit der 
Einheitsebene sind stets die Punkte einer REYEschen Konfiguration. 
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REYEschen Konfiguration nachweisen; wir wollen zeigen, daß diese 
Konfiguration regulär ist. Aus dem Bisherigen läßt sich das keineswegs 
vermuten, denn inbezug auf das System der Ähnlichkeitspunkte zer­
fallen die Ebenen in vier verschiedene Klassen, und bei der Verwirk­
lichung der Konfiguration durch Würfel und Oktaeder spielen sowohl 
die Punkte als auch die Ebenen verschiedenartige Rollen. Wir wollen 
nun im folgenden Abschnitt eine Herleitung der REYEschen Konfigu­
ration geben, bei der die Gleichberecp.tigung aller Elemente evident ist. 
Zu diesem Zweck müssen wir uns näher mit den regulären Körpern des 
drei- und des vierdimensionalen Raums vertraut machen. Wie man 
nämlich die Körper in die Ebene projizieren kann, so lassen sich die 
Gebilde des vierdimensionalen Raums in den dreidimensionalen Raum 
projizieren, und eins dieser Gebilde liefert bei geeigneter Projektions­
methode die REYEsche Konfiguration als Bild. 

§ 23. Reguläre Körper und Zelle und ihre Projektionen. 
Im ersten Kapitel haben wir die fünf regulären Körper des drei­

dimensionalen Raumes zusammengestellt. Unter ihnen nimmt das 
Tetraeder eine Sonderstellung ein, weil es zu sich selbst dual ist, während 
sich die übrigen vier Körper paarweise dual entsprechen; das Oktaeder 
dem Würfel und das Dodekaeder dem Ikosaeder. Vielleicht hängt mit 
dieser Besonderheit des Tetraeders eine zweite Erscheinung zusammen, 
wodurch sich dieser Körper von den vier anderen unterscheidet. Diese 
nämlich sind als "zentrisch symmetrisch" zu bezeichnen, weil paarweise 
die Ecken unter sich, die Kanten unter sich und die Flächen unter sich 
symmetrisch zum Mittelpunkt liegen; verbindet man z. B. eine Würfel­
ecke mit dem Mittelpunkt des Würfels, so trifft die Verbindungslinie 
den Würfel in einer weiteren Ecke. Dagegen ist das Tetraeder nicht 
zentrisch symmetrisch; die Verbindungslinie einer Ecke mit dem 
Mittelpunkt trifft das Tetraeder zum zweitenmal in der Mitte einer 
Seitenfläche. 

Durch entsprechende Untersuchungen, wie wir sie im ersten Kapitel 
angestellt haben, kann man nachweisen, daß im vierdimensionalen Raum 
ebenfalls nur endlich viele reguläre Körper, und zwar sechs, möglich 
sind 1. An diesen Gebilden treten natürlich außer den Ecken, Kanten 
und Flächen auch noch Raumstücke als Begrenzungsstücke auf. Genau 
wie wir im dreidimensionalen Raum forderten, daß die begrenzenden 
Flächen reguläre Polygone sein sollten, haben wir im vierdimensionalen 
Raum zu verlangen, daß die begrenzenden Räume des Gebildes reguläre 
Polyeder sind. Wir bezeichnen ein derartiges Gebilde als "Zell", und 
zwar als n-Zell, wenn es von n Polyedern begrenzt wird. Wir stellen in 

1 Man vergleiche z. B. das Buch von H. DE VRIES: Die vierte Dimension, 
Leipzig und Berlin, 1926. 
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der folgenden Tabelle die wichtigsten Angaben über die regulären Zelle 
des vierdimensionalen Raums zusammen. 

4-dimensionaler Raum. 

Zahl und Art der he- Zahl der Dualitat grenzenden Polyeder Ecken 

1. 5-Zell 5 Tetraeder sich selbst dual 

2. 8-Zell 8 Würfel 16 } einander dual 
3. 16-Zell 16 Tetraeder 8 

4. 24-Zell 24 Oktaeder 24 sich selbst dual 

5. 120-Zell 120 Dodekaeder 600 } einander dual 6. 600-Zell 600 Tetraeder 120 

Die Dualitätsverhältnisse, wie sie in der letzten Spalte angegeben 
sind, folgen ohne weiteres aus der Betrachtung der Tabelle. Im vier­
dimensionalen Raum sind nämlich die Punkte zu den Räumen sowie die 
Geraden zu den Ebenen dual. 

Aus.der Tabelle sehen wir, daß das Tetraeder dem 5-Zell entspricht; 
ferner entsprechen Würfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder der 
Reihe nach dem 8-, 16-, 120- und 600-Zell. Das 24-Zell nimmt eine 
Sonderstellung ein. Es ist nämlich nicht nur sich selbst dual, sondern 
auch zentrisch symmetrisch, während das andere selbstduale Zell, das 
5-Zell, ebenso wie das ihm entsprechende reguläre Tetraeder des drei­
dimensionalen Raums keine zentrische Symmetrie besitzt. 

Dieselben Untersuchungen sind auch auf Räume noch höherer 
Dimensionenzahl ausgedehnt worden. Es tritt aber in diesen Fällen 
eine größere Einfachheit und Regelmäßigkeit zutage, da in allen diesen 
Räumen nur drei reguläre Körper möglich sind. Wir stellen die wichtig­
sten Angaben wieder in Tabellenform zusammen: 

I. (n + 1)-Zell 

2. 2n-Zell 
3. 2n-Zell 

n-dimensionaler Raum. n > 5. 

Zahl und Art der hegrenzenden I Zahl der 
Zelle von n- t Dimensionen Ecken 

n+1 n-Zelle 

(2 n - 2)-Zelle 
n-Zelle 

Dualitat 

sich selbst dual 

} einander dual 

Im dreidimensionalen Raum entspricht diesen drei Arten von Zellen 
das Tetraeder, der Würfel und das Oktaeder (n + 1 = 4, 2 n = 6, 
2n = 8), im vierdimensionalen Raum das 5-, 8-, 16-Zell. Dodekaeder 
und Ikosaeder sowie andererseits das 24-, 120- und 600-Zell haben also 
kein Analogon in Räumen höherer DimensionenzahL 

Wir wollen nun die Projektionen der regulären Körper in den um 
eine Dimension niedrigeren Raum betrachten. Wir beginnen mit den 
Projektionen der regulären Polyeder des dreidimensionalen Raums auf 
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eine Ebene. Je nach Wahl des Projektionszentrums und der Bildebene 
fallen diese Projektionen natürlich ganz verschieden aus. In den 
Abb. 95 bis 99, S. 81 hatten wir Parallelprojektion gewählt, also das 
Projektionszentrum ins Unendliche gerückt. Dieses Verfahren hat den 
Vorteil, daß Parallelen parallel bleiben. Es hat aber den Nachteil, daß 
die Flächen einander teilweise überschneiden. Diesen Nachteil können 

Abb. 153- Tetraeder. 

Abb. 156. Dodekaeder. 

Abb. 154. Wurfe!. 

Abb. 155. Oktaeder. Abb. 157. Ikosaeder. 

wir beseitigen, wenn wir das Projektionszentrum sehr nahe an eine 
Seitenfläche heranrücken. Der Symmetrie halber wollen wir es senk­
recht dicht über die Mitte einer Seitenfläche legen und diese Fläche als 
Bildebene wählen. Dann ergeben sich für die fünf regulären Körper die 
in Abb. 15 3 bis 15 7 gezeichneten Bilder. Wir erhalten diese Ansichten, 
wenn wir eine Fläche des· Polyeders entfernen und durch das so ent­
standene Loch ins Innere sehen. 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 9 
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Wenn wir das Zentrum auf die Begrenzung selbst legen, erscheinen 
die durchs Zentrum gehenden Seitenflächen als Geraden, das Bild wird 
also stark unsymmetrisch. 

Lassen wir nun das Zentrum ins Innere des Körpers rücken, so tritt 
bei der Abbildung eine wesentliche Änderung ein; die Abbildung muß 

e 

Abb. 158. 

sich dann durchs Unendliche hin­
durchziehen, wie wir die Bildebene 
auch legen. Jede Ebene durchs 
Zentrum schneidet nämlich das 
Polyeder. Das gilt insbesondere 
für die durchs Zentrum gehende 
Parallelebene der Bildtafel, die 
die unendlich fernen Bildpunkte 
liefert (vgl. S. 101). Trotzdem 
führt diese Art der Abbildung 
auf eine geometrisch interessante 
Erscheinung, und zwar wenn 
wir das Projektionszentrum in 
den Mittelpunkt des Polyeders 
legen. In diesem und nur in die­
sem Fall ergibt sich nämlich eine 
symmetrische Einteilung im Bün­
del der Sehstrahlen. Wir können 
das Strahlenbündel, wieS. 103 er­

wähnt, als Modell der projektiven Ebene ansehen, wenn wir die Ge­
raden des Bündels als "Punkte" und die Ebenen des Bündels als "Ge­
raden" deuten. Somit führen die regulären Körper zu regulären Ein­
teilungen der projektiven Ebene. Diese Einteilung kann aber nur bei 
zentrisch symmetrischen Körpern die projektive Ebene einfach über­

decken; beim Tetraeder liefert jeder Seh­
strahl zwei verschiedene Bilder, je nach sei­
nen beiden Durchstoßpunkten mit dem Kör­
per; die projektive Ebene erscheint daher 
doppelt überdeckt. Bei allen anderen Kör­
pern dagegen liefert jedes Paar diametraler 
Elemente genau einen Bestandteil der pro­
jektiven Ebene. Wenn wir das Strahlenbün­
del mit einer Ebene zum Schnitt bringen, 

Abb. 159. Tetraeder. also eine Projektion im eigentlichen Sinne 
betrachten, können wir die Symmetrie nicht vollständig aufrechterhalten. 
Besonders einfach wird aber das Bild, wenn wir eine Projektionsebene 
wählen, die durch eine Ecke geht und dort auf der Verbindungslinie der 
Ecke mit dem Mittelpunkt des Körpers senkrecht steht (Abb. 158 fürs 
Oktaeder). Die fünf so entstehenden Figuren sind in Abb. 159 bis 163 
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dargestellt. Jedesmal ist eins der durchs Unendliche gehenden Gebiete 
durch Schraffur hervorgehoben. Beim Tetraeder ist die Bildebene dop­
pelt überdeckt. In allen übrigen Figuren stellt jedes Polygon der Ebene 
genau zwei Diametralflächen des Körpers dar. 

2 

5 6 

3 

Abb. 160. Oktaeder. Abb. 162. Dodekaeder. 

1 

Abb. 161. Wurfel. Abb. 163. Ikosaeder. 

Eine weitere Reihe einfacher Figuren erhält man, wenn man bei den 
symmetrischen Körpern (Abb. 164 für den Würfel) die Bildebene in 
eine Seitenfläche legt (beim Tetraeder entsteht dadurch keine neue 
Figur). In Abb. 165 bis 168 sind diese Ansichten dargestellt!. 

1 Die Projektion des Oktaeders entspricht in diesem Fall der Einteilung 
der Ebene in vier Dreiecke durch ein projektives Koordinatensystem. 

9* 
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Wir können nun analoge Projektionsmethoden anwenden, um die 
Zelle des vierdimensionalen Raums durch Körper des dreidimensionalen 

Abb.164. 

2 

Abb. 165. Oktaeder. Abb. 166. WUrfe!. 

Abb. 167. Dodekaeder 
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Raums abzubilden. Als ungeeignet erweist sich dabei die Parallelprojek­
tion, weil dann die begrenzenden Polyeder des Zells durch Polyeder 

Abb. 168. Ikosaeder. 

im Raum dargestellt werden, die einander teilweise überdecken und 
durchdringen müssen. Dagegen erhalten wir übersichtliche Bilder, 
wenn wir das Verfahren anwenden, 
das in den Abb. 153 bis 157 be­
nutzt war. Die begrenzenden Poly­
eder des Zells werden durch ein 

Abb. 169. 5-Zell. Abb. 170. 8-Zell. 

System von Polyedern dargestellt, von denen eins ausgezeichnet ist 
und durch die anderen lückenlos und einfach ausgefüllt wird. Wenn 
wir diese Modelle wiederum in die Ebene projizieren, so erhalten wir 
Bilder, wie sie in Abb. 169 bis 172 dargestellt sind. In Abb. 172 kann 
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man mit e1mger Mühe feststellen, daß das große Oktaeder von 23 
kleineren Oktaedern (von viererlei Gestalt) ausgefüllt ist, so daß im 
ganzen 24 Körper auftreten. Beim 120- und 600-Zell würden die Fi­
guren zu unübersichtlich werden. 

Wenn wir das Projektionszentrum in den Mittelpunkt des Zells 
legen, so müssen wir reguläre Einteilungen des projektiven Raums 
erhalten. Wir können uns für den projektiven Raum kein ebenso sym­
metrisches Modell herstellen, wie es das Strahlenbündel für die projek­
tive Ebene ist; denn dann hätten wir ein vierdimensionales Gebilde zu 
betrachten. Wir müssen also einen bestimmten dreidimensionalen Raum 

Abb. 171. 16·Zell. 

als Bildraum auszeichnen, wobei die Symmetrie teilweise verlorengehL 
Wir wollen aber, um die Symmetrie wenigstens teilweise zu erhalten, 
den Bildraum in den analogen Stellungen annehmen wie die Projek­
tionsebene in dem um eine Dimension niedrigeren Fall; entweder soll 
der Bildraum entsprechend der in Abb. 164 dargestellten Anordnung 
mit einem der begrenzenden Räume zusammenfallen, oder er soll durch 
eine Ecke des Zells gehen und die entsprechende Lage haben wie die 
Projektionsebene in Abb. 158. Im ersten Fall wird eins der Grenz­
polyeder unverzerrt wiedergegeben, weil es im Bildraum selbst liegt, 
im zweiten Fall herrscht zentrische Symmetrie in bezug auf die aus­
gezeichnete Ecke, die ihr eigenes Bild ist. Wir betrachten hier zu­
nächst die je zwei Abbilder des 16- und des 8-Zells (Abb. 173 und 174) 1 . 

1 Das 5-Zell ist für diese Abbildungsweise nicht geeignet, weil es keine zentrische 
Symmetrie besitzt. 
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Der Raum ist dabei in acht bzw. vier Teile geteilt, und jedes Teilgebiet 
entspricht zwei diametral angeordneten Grenzkörpern des Zells. In 
Abb. 173 a haben die Raumteile, die sich durchs Unendliche erstrecken, 
zweierlei Gestalt. Vier dieser Gebiete besitzen eine ganz im Endlichen 

Abb. 172. 24-Zell. 

liegende Seitenfläche (z. B. 1, 3, 4), von der aus sie durchs Unendliche 
bis zur gegenüberliegenden Spitze (z. B. 2) reichen, drei weitere Ge­
biete dagegen haben zwei gegenüberliegende endliche Kanten (z. B. 
1, 2 und 3, 4), während alle Seitenflächen durchs Unendliche laufen. 
In Abb. 173 b ist die unendlich ferne Ebene selbst eine begrenzende 
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Ebene. Wir sehen, daß das 16-Zell auf bekannte Einteilungen führt; 
nämlich auf die Oktantenteilung des Raums durch ein projektives oder 

Abb. 173 a. 16-Zell. 

Abb. 173 b. 16-Zell. 

cartesisches Koordinatensystem. Beim 8-Zell, in der Darstellung von 
Abb. 174 a, haben die drei Raumteile, die durchs Unendliche gehen, 
alle dieselbe Gestalt. In Abb. 174 b sind durch die Pfeile die Kanten 
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desjenigen Gebiets hervorgehoben, das dem endlichen Würfel von 
Abb. 174 a entspricht. Zu den Kanten dieses Gebiets gehören auch die 
endlichen von 1 auslaufenden Kanten außer 1 ,6. 

Abb. 174 b. 8-Zell. 

G==c-
5 

In den Abb. 175 und 176 sind nun dieselben beiden Projektions­
methoden auf das 24-Zell angewandt. Wir erhalten also eine Einteilung 
des Raums in zwölf Oktaeder, von denen alle bis auf das mittlere von 
Abb. 175 durchs Unendliche gehen. In diesen Figuren erkennen wir 
aber die beiden symmetrischen Anordnungen der REYEschen Konfi-
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Abb. 175· 

G===c> 11 

Abb. 176. 
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guration wieder, die wir im vorigen Abschnitt behandelt haben1 . An 
dem im Endlichen gelegenen Oktaeder in Abb. 175 sehen wir, daß die 
Ebenen der Konfiguration sowohl die Begrenzung als auch die Sym­
metrieebenen der zwölf Oktaeder bilden. Eine nähere Betrachtung läßt 
den inneren Grund dafür 
erkennen; durch ein voll­
ständiges Vierseit wird 
nämlich die projektive 
Ebene m drei Vierecke 
und vier Dreiecke zerlegt 
(Abb. 177; Vierecke 1, 2, 3, 
Dreiecke I, II, III, IV). 
In der REYEschen Konfi­
guration wird jede Ebene 
durch die Konfigurations­
geraden in dieser Weise 
eingeteilt; da nun die 
Grenzflächen der Oktaeder 
Dreiecke sind, während 
die Symmetrieebenen das 

2 

3 

2 

J 

Abb. 177. 

Oktaeder in Vierecken schneiden, so erkennt man, daß jede Ebene 
der Konfiguration Symmetrieebene in drei Oktaedern und gemeinsame 
Grenzfläche in 2 · 4 Oktaedern ist, während sie eins der zwölf Okta­
eder nicht trifft; so ist in Abb. 175 die unendlich ferne Ebene Konfi­
gurationsebene, und eins der Oktaeder liegt im Endlichen2 . 

1 Dort hatten wir die eine Figur aus der anderen durch Polarenverwandtschaft 
an der Kugel erhalten. Jetzt erkennen wir in ihnen Projektionen eines und des­
selben vierdimensionalen Gebildes, 
die durch Verlegung des dreidimen­
sionalen Projektionsraumes ineinan­
der überführt werden können. 

2 \Vie das Oktaeder drei Sym­
metrieebenen besitzt, die durch den 
Mittelpunkt gehen und die Fläche 
in einem Quadrat schneiden, so gibt 
es zwölf dreidimensionale Symme­
trieräume des 24-Zells. Sie gehen 
durch den Mittelpunkt des Zells 
und schneiden es in je einem Kuba­
oktaeder (Abb. 178; eins dieser 
Kubaoktaeder ist auch in Abb. 172 
hervorgehoben). Bei der von uns Abb. 178. 
betrachteten Projektion müssen sich 
diese Symmetrieräume wie jeder Raum durchs Zentrum in Ebenen verwandeln. 
Das sind nun gerade die Ebenen der REYEschen Konfiguration. Den drei 
Vierecken und vier Dreiecken entsprechen die diametralen Paare von 2 · 3 Qua­
draten und 2. 4 gleichseitigen Dreiecken des Kubooktaeders. 
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Abb. 176 ist insofern einfacher als Abb. 175, als nur zwei Arten von 
Oktaedern vorkommen (sechs Oktaeder haben dieselbe Gestalt wie 
1, 2, 3, 4, 5, 10, die sechs übrigen sind kongruent zu 2, 5, 6, 9, 10, 11), 
während in Abb. 175 die Oktaeder dreierlei Gestalt haben. Eins ist 
nämlich ein reguläres Oktaeder, und von den übrigen haben drei die 
unendlich ferne Ebene zur Symmetrieebene (z. B. 1, 6, 7, 8, 9, 10), 
und acht werden von ihr begrenzt (z. B. 3, 4, 7, 8, 10, 11). 

Aus dieser Erzeugungsweise der Konfiguration ergibt sich ohne 
weiteres die am Schluß des vorigen Abschnitts aufgestellte Behauptung: 
Die REYEsche Konfiguration ist regulär. 

Die vorstehenden Betrachtungen legen es nahe, die n-dimensionalen 
regulären Gebilde auf einen Raum möglichst niedriger Dimensionszahl 
zu projizieren, also auf eine Gerade. Wir wollen untersuchen, wie der 
n-dimensionale Würfel sich auf eine seiner Hauptdiagonalen projiziert, 
wenn wir das Verfahren der senkrechten Parallelprojektion verwenden. 
Die Endpunkte A, B einer solchen Diagonale sind ihre eigenen Bilder. 
Die Bildpunkte der übrigen Würfelecken wollen wir C1 , C2 , ••• nennen, 
in der Reihenfolge, in der sie von A aus gerechnet auf AB liegen. Nun 
laufen n Würfelkanten von A aus, und sie alle bilden !llit AB gleiche 
Winkel. Alle ihre Endpunkte haben daher notwendig den Punkt C1 

zum Bilde auf AB. Ferner ist jede beliebige Würfelkante einer der von 
A ausgehenden Kanten parallel, der Abstand konsekutiver Punkte 
C~t, Ck+l ist daher stets gleich A C1 , also konstant. Demnach wird die 
Hauptdiagonale in gleiche Abschnitte geteilt. Man kann zeigen, daß 
es geraden Abschnitte sind und daß der Punkt C~t für jedes k zwischen 

1 und n- 1 Bild von (~) Würfelecken ist, wobei (~) das bekannte 

Symbol der Binomialkoeffizienten ist. C~t ist nämlich das Bild aller 
und nur der Ecken, die man mit A durch k und nicht weniger als k 
Würfelkanten verbinden kann. Es läßt sich abzählen, daß es gerade 

(~) solche Ecken gibt. Am Fall des Quadrats und des gewöhnlichen 

Würfels kann man sich die angegebenen Tatsachen leicht klarmachen. 

§ 24. Abzählende Methoden der Geometrie. 
Die letzte räumliche Konfiguration, die wir betrachten wollen, die 

ScHLÄFLische Doppelsechs, führt auf eine geometrische Methode beson­
derer Art, die man als abzählende Geometrie bezeichnet. Wir wollen 
zunächst diese Methode darlegen, um die Untersuchung über die Doppel­
sechs nicht auseinanderreißen zu müssen, und weil jene Metboden auch 
für sich großes Interesse bieten. 

Es gibt in der Ebene unendlich viele Geraden und unendlich viele 
Kreise. Um zunächst die Mannigfaltigkeit aller Geraden der Ebene 
zu charakterisieren, denken wir uns ein cartesisches Koordinatensystem 
in der Ebene fest gewählt. Dann ist im allgemeinen eine Gerade durch 



§ 24. Abzählende Methoden der Geometrie. 141 

die beiden gerichteten Strecken, die sie von den Koordinatenachsen 
abschneidet, vollständig bestimmt. Wir können also - abgesehen von 
einer sogleich zu erwähnenden Ausnahme - die Gerade durch Angabe 
zweier Zahlen analytisch festlegen. Diejenigen Geraden, die einer 
Achse parallel sind, können wir auch noch durch dieses Verfahren mit 
erfassen, indem wir einen der Achsenabschnitte als unendlich groß 
vorgeben. Dagegen entziehen sich unserer Bestimmungsweise alle und 
nur die Geraden, die durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems 
gehen; alle diese Geraden führen auf eine und dieselbe Angabe, daß 
nämlich beide Abschnitte Null sind. 

Man sagt nun, daß die nicht durch den Anfangspunkt gehenden Ge­
raden eine zweiparametrige Schar bilden, und bringt damit zum Aus­
druck, daß jedes Exemplar der Schar durch zwei Zahlen (die "Parameter" 
der Schar) festgelegt ist und daß einer stetigen Änderung der Parameter 
eine stetige Änderung des zugehörigen Gebildes entspricht. Die Geraden, 
die durch den Anfangspunkt gehen, bilden nach dieser Definition eine 
einparametrige Schar, denn man kann sie durch den Winkel festlegen, 
den sie mit einer der Achsen bilden. Man nimmt nun an, daß eine zwei­
parametrige Mannigfaltigkeit, grob gesprochen, nicht wesentlich ver­
mehrt wird, wenn man ihr noch eine einparametrige Schar hinzufügt, 
die sich der ersten Schar stetig einlagert. In diesem Sinne nennt man 
die Gesamtheit aller Geraden der Ebene ebenfalls eine zweiparametrige 
Schar. Wir werden die Zweckmäßigkeit dieser Betrachtungsweise bald 
einsehen. 

Wir können die Geraden der Ebene noch auf viele andere Arten be­
stimmen, z. B. durch den Winkel, den sie mit einer beliebig festgelegten 
Geraden bilden, und durch einen Punkt, durch den sie hindurchgehen. 
Da zur Festlegung eines Punkts der Ebene zwei Koordinaten nötig sind, 
brauchen wir im ganzen drei Parameter, wenn wir eine Gerade auf die 
angegebene Art kennzeichnen wollen. Nun können wir aber auf der 
Geraden den bestimmenden Punkt willkürlich wählen, und die Punkte 
einer Geraden bilden ersichtlich eine einparametrige Schar. Eine analoge 
Erscheinung bemerken wir, wenn wir eine Gerade durch zwei auf ihr 
liegende Punkte bestimmen. Dann brauchen wir vier Parameter, dafür 
bestimmt aber eine zweiparametrige Schar von Punktepaaren dieselbe 
Gerade. Um die wahre Parameterzahl zu erhalten, werden wir also im 
letzten Beispiel zwei, im vorhergehenden Beispiel einen Parameter ab­
zuziehen haben, und finden dann in Übereinstimmung mit der zuerst 
verfolgten Methode, daß die Geraden der Ebene eine zweiparametrige 
Schar bilden. Dieses hier nur angedeutete V erfahren läßt sich analytisch 
präzisieren, und es läßt sich dann beweisen, daß die Anzahl der Parameter 
einer Schar geometrischer Gebilde unabhängig davon ist, auf welche Art 
man die Parameter wählt. Mit Hilfe des Symbols CXl lassen sich der­
artige Überlegungen kürzer schreiben. Wir sagen, daß es in der Ebene 



142 III. Konfigurationen. 

oo2 Geraden gibt, daß es auf einer Geraden oo1 Punkte und oo 2 Punkt­
paare gibt. Die Abzählung erhält dann Analogie zur Division von Zahl­
potenzen; wir haben die "Anzahl" oo4 aller Punktepaare der Ebene durch 
die "Anzahl" oo2 der Punktepaare einer Geraden zu "dividieren", um 
die richtige "Anzahl" oo2 aller Geraden der Ebene zu erhalten. 

Wir wenden das Verfahren an, um die Mannigfaltigkeit aller Kreise 
der Ebene zu kennzeichnen. Ein Kreis ist durch Mittelpunkt und Radius, 
also durch dreiZahlenangaben bestimmt, und umgekehrt gehört zu jedem 
Kreis nur ein einziges solches ZahlentripeL Demnach gibt es oo3 Kreise 
in der Ebene. Da die Schar aller Geraden nur zweiparametrig ist und 
jede Gerade als Grenzfall von Kreisen aufgeiaßt werden kann, ist die 
Schar aller Kreise und Geraden der Ebene ebenfalls dreiparametrig. Da­
mit steht in Einklang, daß durch drei Punkte der Ebene stets ein Kreis 
oder eine Gerade gelegt werden kann. Denn es gibt in der Ebene oo& 

Punktetripel, und je oo3 Punktetripel bestimmen dieselbe Kurve. Analog 
kann man zeigen, daß es in einer n-parametrigen Schar ebener Kurven 
stets eine Kurve gibt, die durch n ganz beliebig gewählte Punkte der 
Ebene hindurchgeht, daß aber durch n + 1 beliebige Punkte der Ebene 
im allgemeinen keine Kurve der Schar geht. Der Satz gilt jedoch nur, wenn 
man in der Schar auch alle Grenzfälle mitzählt; ebenso wie zwischen den 
Kreisen und Punktetripein eine eindeutige Zuordnung erst möglich wird, 
wenn wir zu den Kreisen auch die Geraden als deren Grenzfälle mit­
rechnen. Streng formulieren lassen sich diese Aussagen nur mit analy­
tischen und algebraischen Mitteln, insbesondere müssen auch die imagi­
nären Gebilde mitberücksichtigt werden. 

Wir wollen die Anzahl der verschiedenen Kegelschnitte abzählen. 
Eine Ellipse ist durch ihre beiden Brennpunkte (vier Parameter) und 
die konstante Abstandssumme von diesen Punkten, also durch fünf 
Parameter bestimmt, und zu jeder Ellipse gehört nur ein einziges System 
solcher fünf Angaben. Also gibt es oo5 Ellipsen in der Ebene. Ebenso 
zeigt man, daß es oo5 Hyperbeln in der Ebene gibt. Die Ellipsen lassen 
sich auch durch ihre beiden Achsenlängen, ihren Mittelpunkt und die 
Richtung der großen Achse festlegen, das sind, in Einklang mit der 
allgemeinen Theorie, wiederum fünf Parameter. Hieraus folgt, daß die 
Schar aller Parabeln einer Ebene vierparametrig ist, denn nach der 
Konstruktion von S. 3 ergeben sich die Parabeln als Grenzfälle der 
Ellipsen, wobei stets eine einparametrige Schar von Ellipsen dieselbe 
Parabel bestimmt und jede Ellipse nur endlich vielen, nämlich zwei, 
solchen Scharen angehört. 

Gibt man die beiden Ellipsenachsen gleich lang vor, so entsteht ein 
Kreis. Hier liegt ein Trugschluß nahe. Setzen wir fest, daß beide 
Achsen gleich lang sein sollen, so bleiben vier Zahlenangaben übrig. 
Also könnte man denken, daß es oc4 Kreise gäbe und nicht oo3, wie wir 
eben abgezählt haben. Der Widerspruch klärt sich dadurch auf, daß 
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bei Gleichheit der Achsen auch noch die Angabe der Achsenrichtungen 
überflüssig wird, da jedes beliebige Paar senkrechter Kreisdurchmesser 
als Grenzfall von Ellipsenachsen aufgeiaßt werden kann. 

Nach dem Früheren werden wir nicht erwarten können, daß durch 
fünf beliebige Punkte der Ebene stets eine Ellipse gelegt werden 
kann; der Satz könnte höchstens gelten, wenn man zu den Ellipsen 
auch noch die Parabeln und Kreise als Grenzfälle rechnet. Es zeigt sich 
aber, daß man auch noch die Hyperbeln hinzunehmen muß. Die Ge­
samtheit aller Kegelschnitte der Ebene, also alle Hyperbeln, Parabeln, 
Ellipsen, Kreise, Geradenpaare und (doppelt zählende) Geraden, bilden 
im Sinne der abzählenden Geometrie eine einzige Schar. Nach dem 
Früheren muß diese Schar fünfparametrig sein, da jeder der unter den 
Kegelschnitten vorkommenden Typen einer von fünf oder weniger 
Parametern bestimmten Schar angehört. Für die Gesamtheit aller 
Kegelschnitte gilt nun in der Tat der Satz, daß durch fünf beliebige 
Punkte der Ebene ein Kegelschnitt geht. Eine nähere Betrachtung, die 
aber nicht abzählender Natur ist, lehrt, daß der Kegelschnitt ein­
deutig bestimmt ist, wenn nicht vier der gegebenen Punkte auf einer Ge­
raden liegen. In diesem Ausnahmefall ist die Bestimmung ersichtlich 
vieldeutig; denn durch vier Punkte einer Geraden g und einen fünften 
Punkt P kann ich oo1 Geradenpaare g, h, also oo1 Kegelschnitte 
spezieller Art legen, indem ich h als beliebige durch P gehende Gerade 
wähle. Liegt auch noch P auf g, so gibt es sogar oo2 Geradenpaare, 
denn dann ist h ganz beliebig wählbar. 

Wir wollen jetzt die abzählenden Methoden auf räumliche Gebilde 
anwenden. Wenn wir eine Ebene durch ihre drei Achsenabschnitte in 
einem festen räumlichen Koordinatensystem bestimmen, sehen wir, daß 
es im Raum oo3 Ebenen gibt; denn die Ebenen durch den Anfangspunkt 
des Systems, die allein sich dieser Bestimmungsweise entziehen, bilden 
eine nur zweiparametrige Schar. Wir bestätigen durch Abzählung den 
elementaren Satz, daß durch drei beliebige Raumpunkte eine Ebene 
geht; in der Tat gibt es im Raum oo9 Punktetripel, in jeder Ebene 
dagegen oo6 , so daß die Punktetripel des Raums "oo9 joo6", d. h. 
oo3 Ebenen bestimmen. 

Indem wir eine Gerade durch zwei Punkte bestimmen, finden wir, 
daß es oo4 Geraden im Raum gibt; denn die Mannigfaltigkeit der Punkte­
paare beträgt im Raum oo6 und auf der Geraden oo2 • 

Die Kugeln können wir durch Mittelpunkt und Radius bestimmen. 
Demnach gibt es oo4 Kugeln im Raum. Nehmen wir zu dieser Schar 
noch die Ebenen als Grenzfälle hinzu, so bestätigt sich uns durch Ab­
zählung die bekannte Tatsache, daß durch vier Raumpunkte stets eine 
Kugel oder Ebene gelegt werden kann. Wie beim Beispiel der Kegel­
schnitte, so ist auch hier die Bestimmung der Kugel nicht immer ein­
deutig, sondern in unserem Fall dann und nur dann, wenn die vier Punkte 
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nicht auf einem Kreis oder auf einer Geraden liegen. Die analoge Er­
scheinung gilt allgemein. Wenn eine n-parametrige Flächenschar hin­
reichend umfassend definiert wird (wie in der Ebene die Schar aller Kegel­
schnitte im Gegensatz zur Schar aller Ellipsen), dann geht durch n Raum­
punkte stets eine Fläche der Schar. Diese ist aber nicht ausnahmslos 
durch die n Punkte eindeutig bestimmt, sondern nur, wenn die n Punkte 
"allgemeine Lage" haben, d. h. wenn nicht zwischen ihnen bestimmte 
geometrische Relationen bestehen, deren Art von der gegebenen Flächen­
schar abhängt. 

Eine Regelfläche zweiter Ordnung ist durch drei windschiefe Geraden 
bestimmt. Im Raum gibt es oo4 · 3 = oo12 GradentripeL Da aber auf 
ein~r Regelfläche zweiter Ordnung jede Gerade einer einparametrigen 
Schar angehört, so bestimmen oo3 Geradentripel dieselbe Fläche. Also 
gibt es oo9 Regelflächen zweiter Ordnung. 

Ebenso gibt es oo9 dreiachsige Ellipsoide. Denn wir erhalten alle 
Ellipsoide, und jedes nur einmal, wenn wir den Mittelpunkt (drei Para­
meter), die Achsenlängen (drei Parameter), die Richtung der großen 
Achse (zwei Parameter) und in der darauf senkrechten Ebene durch 
den Mittelpunkt die Richtung der kleinen Achse (ein Parameter) vor­
geben. 

Die analytische Betrachtung lehrt, daß es überhaupt oo9 Flächen 
zweiter Ordnung gibt. Für diese Schar gilt der Satz, daß durch neun 
beliebige Raumpunkte stets eine Fläche geht. Damit die Bestimmung 
eindeutig werde, damit also die Punkte die für diese Schar hinreichend 
allgemeine Lage haben, muß man ausschließen, daß die Punkte auf 
gewissen Raumkurven vierter Ordnung liegen; diese lassen sich nämlich 
als Schnittkurvenzweier Flächen zweiter Ordnung konstruieren, so daß 
durch beliebig viele Punkte einer solchen Kurve naturgemäß keine 
eindeutige Bestimmung einer Fläche zweiter Ordnung möglich ist. 

Wir wollennun plausibel machen, daß auf jeder Fläche zweiter Ord­
nung unendlich viele Geraden liegen. Zu diesem Zweck gehen wir von 
einer Tatsache aus, die aus der analytischen Definition der Flächen 
zweiter Ordnung unmittelbar folgt: daß nämlich eine Gerade, die drei 
Punkte mit einer solchen Fläche gemein hat, stets ganz in ihr verläuft. 
Nun gibt es offenbar oo6 Punktetripel auf einer Fläche zweiter Ordnung 
(und auf jeder beliebigen anderen Fläche). Sucht man diejenigen Tripel 
heraus, die auf einer und derselben Geraden liegen, so liefert die ab­
zählende Geometrie den Schluß, daß es oo4 solcher Tripel gibt, daß also 
zwei Parameter fortfallen. Das rührt daher, daß man zwei analytische 
Relationen braucht, um auszudrücken, daß einer der Punkte auf der 
durch die anderen beiden bestimmten Geraden liegt. Es gilt nun all­
gemein der Satz, daß die Parameterzahl einer Schar um n vermindert 
wird, wenn man sich auf diejenigen Scharelemente beschränkt, die 
n unabhängigen Relationen genügen; unabhängig heißen n Relationen, 
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wenn man sie nicht durch weniger als n Relationen ersetzen kann. Dem­
nach muß es in der Tat auf jeder Fläche zweiter Ordnung oo4 kollineare 
Punkttripel geben. Jede Gerade, die ein solches Punktetripel enthält, 
muß nach dem Früheren ganz in die Fläche fallen. Nun liegen aber 
auf einer Geraden oo3 solche PunktetripeL Die kollinearen Punkte­
tripel einer Fläche zweiter Ordnung liegen also auf oo1 auf der Fläche 
verlaufenden Geraden. Auf dem Ellipsoid, dem elliptischen Paraboloid 
und dem zweischaligen Hyperboloid sind diese Geraden imaginär. 

Zum Schluß noch einige Bemerkungen über die Flächen dritter Ord­
nung, da diese Flächen mit den Eigenschaften der im folgenden zu be­
trachtenden ScHLÄFLischen Doppelsechs eng zusammenhängen. Analy­
tisch sind diese Flächen dadurch gekennzeichnet, daß ihre Gleichung in 
cartesischen Koordinaten vom dritten Grade ist. Nun kommen in der 
allgemeinen Gleichung dritten Grades zwischen drei Veränderlichen 
zwanzig Koeffizienten vor, die durch die zugehörige Fläche bis auf 
einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Hieraus folgt, daß es oo19 

Flächen dritter Ordnung gibt und daß durch neunzehn beliebige 
Raumpunkte stets eine solche Fläche geht. Dabei müssen verschie­
dene Ausartungställe mitgezählt werden, z. B. ist eine Fläche zwei­
ter Ordnung zusammen mit einer Ebene als Fläche dritter Ordnung 
anzusehen. 

Eine Gerade hat im allgemeinen drei Punkte mit einer Fläche dritter 
Ordnung gemein, und eine Gerade, die mit einer solchen Fläche vier 
Punkte gemein hat, muß ganz in ihr verlaufen. Man kann das leicht 
daraus schließen, daß die Gleichung der Fläche vom dritten Grade ist. 
Wir wollen nun durch Abzählung zeigen, daß auf der allgemeinsten 
Fläche dritter Ordnung nur endlich viele Geraden liegen können. Es 
gibt auf jeder Fläche ocs PunktquadrupeL Nun sind vier Bedingungen 
nötig, damit ein solches Quadrupel kollinear sei; denn je zwei Be­
dingungen besagen, daß der dritte und vierte Punkt auf der Geraden 
liegt, die durch die ersten beiden Punkte geht. Demnach liegen oo4 

solche Quadrupel auf einer allgemeinen Fläche dritter Ordnung. Jede 
Gerade, die ein solches Quadrupel enthält, liegt ganz auf der Fläche 
und enthält oo4 andere solche Quadrupel. Gäbe es also unendlich viele 
Geraden auf der Fläche, so müßte sie mehr als oo4 kollineare Punkt­
quadrupel enthalten. 

Es gibt unter den Flächen dritter Ordnung auch viele Regelflächen, 
auf denen also oo5 oder noch mehr kollineare Punktquadrupel liegen. 
Die Gleichung einer Regelfläche dritter Ordnung muß demnach die spe­
zielle Eigenschaft haben, daß diese Gleichung zusammen mit den vier· 
Bedingungen der Kailinearität eines Punktquadrupels durch ein System 
von weniger Gleichungen ersetzt werden kann. Man kann zeigen, daß 
eine solche Reduktion nur eintritt, wenn zwischen den zwanzig Koeffi­
zienten der Gleichung dritten Grades spezielle Relationen erfüllt sind. 

Hilbert und Cohn· Vossen, Anschauliche Geometrie. 10 
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Auf der allgemeinen Fläche dritter Ordnung verlaufen also in der Tat 
höchstens endlich viele Geraden 1• 

Analog läßt sich abzählen, daß auf einer Fläche von höherer als 
dritter Ordnung im allgemeinen keine Gerade verläuft. 

§ 25. Die ScHLAFLische Doppelsechs. 

Wir wollen zunächst einige einfache Betrachtungen über die mög­
lichen Lagen von Geraden im Raum anstellen. Drei windschiefe Geraden 
a, b, c bestimmen ein Hyperboloid H. Eine beliebige vierte Gerade d 
wird H im allgemeinen in zwei Punkten schneiden. d kann aber auch 
H berühren oder .ganz auf H liegen. Im allgemeinen Fall geht durch 
jeden der Durchstoßpunkte eine auf H verlaufende Gerade, die nicht 
zur selben Schar gehört wie a, b, c, die also diese Geraden schneidet. 
Umgekehrt muß jede Gerade, die a, b, c und d schneidet, auf H ver­
laufen und durch einen Durchstoßpunkt von H mit d gehen. Im all­
gemeinen gibt es also zu vier Geraden zwei und nur zwei Geraden, die 
jene vier Geraden schneiden. Tritt in unserem Beispiel der Fall ein, 
daß d Tangente von H ist, so gibt es nur eine ( doppeltzählende) mit a, b, 
c, d incidente Gerade. Gibt es umgekehrt mehr als zwei Geraden, die 
a, b, c, d schneiden, so muß d ganz in H liegen. In diesem Fall gibt es 
also unendlich viele a, b, c, d schneidende Geraden. Man sagt dann, 
daß die vier Geraden hyperboloidische Lage haben. 

Um nun die ScHLÄFLische Doppelsechs zu konstruieren, gehen wir 
von irgendeiner Geraden 1 aus und ziehen durch 1 drei paarweise wind­
schiefe Geraden, die wir aus später ersichtlichen Gründen 2', 3', 4' 
nennen (Abb. 179). Nun legen wir durch 1 eine weitere Gerade 5', die 
möglichst allgemeine Lage zu 2' 3' 4' haben soll. Dann ist 5' windschief zu 
2'3'4', und außer 1 gibt es noch genau eine zweite Gerade, die 2'3'4'5' 

Abb. 179. 

schneidet. DieseGerade 1 2 a jl 5 8 

wollen wir 6 nennen. 
Nun ziehen wir durch 
1 noch eine letzte Ge­
rade 61 , die weder 6 
noch 21 3 '41 51 treffen 
möge. Ferner soll61 so 
gewählt sein, daß die 
Quadrupel 21 3' 4' 6', 
2'3'5'6', 2'4'5 1 6' und 
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Abb. 180. 

. 3' 41 51 61 möglichst allgemeine Lage haben. Dann gibt es außer 1 noch 
genau eine weitere Gerade 5, die 2' 31 41 61 trifft. Analog bestimmen 
wir die Geraden 4, 3, 2 (z. B. ist 4 mit 21 3' 5' 6' incident und von 1 ver-

1 Z. B. geht durch keinen endlichen Punkt der Fläche xy z = 1 eine auf der 
Fläche verlaufende Gerade. 
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schieden). Wir erhalten so das in Abb. 179 gezeichnete Incidenzschema. 
Man kann leicht einsehen, daß wegen unsererWahlder Geraden 2'3' 4' 5'6' 
keine weiteren Incidenzen auftreten können. Wir betrachten nun die 
Geraden 2, 3, 4, 5. Ich behaupte, daß diese vier Geraden nicht hyper­
boloidisch liegen können. Andernfalls würde jede mit dreien von ihnen 
incidente Gerade auch die vierte treffen, und das müßte nach unserem 
Schema insbesondere für die vier Geraden 2' 3' 4' 5' gelten. Dann würden 

also auch die letztgenannten vier Geraden hyperboloidisch liegen, was 
unserer Konstruktion widerspricht. Es gibt demnach höchstens zwei 
mit 2, ), 4, 5 incidente Geraden. Nun sind 2, 3, 4, 5 nach unserer Kon­
struktion sämtlich mit 6' incident. Ich bezeichne die zweite mit 2, 3, 4, 5 
incidente Gerade mit 1' und behaupte, daß 1' nicht mit 6' zusammenfällt 
und überdies auch 6 schneidet. Nach dieser sogleich zu beweisenden 
Behauptung vervollständigt sich Abb. 179 zu dem in Abb. 180 dar­
gestellten Schema. Dieses Schema stellt die Doppelsechs dar. Man 
erkennt unmittelbar, daß es sich um eine reguläre Konfiguration han­
delt, ihr Punkt-Geraden-Schema ist (302 , 125) . Man kann die Doppel-

10* 
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sechs in besonders übersichtlicher und symmetrischer Lage konstuieren, 
indem man auf jede der sechs Seitenflächen eines Würfels je eine Gerade 
jedes Sextupels in geeigneter Weise legt. Aus Abb. 181 dürfte die 
Anordnung ohne weiteres verständlich sein (vgl. auch Abb. 102, S. 83). 

Wir haben nun die soeben ausgesprochene Behauptung zu be­
weisen, daß es eine von 6' verschiedene, mit 2, 3, 4, 5 incidente Gerade 1' 
gibt, und daß diese Gerade von selbst auch noch 6 trifft. Nehmen wir 
zunächst den ersten Teil der Behauptung als bewiesen an. Wir wollen 
dann zeigen, daß 1' mit 6 incident ist. Zu diesem Zweck zeichnen wir auf 
der Geraden 1 vier Punkte und auf den Geraden 2' bis 6' je drei Punkte, 
also im ganzen neunzehn Punkte aus, wobei wir aber die Schnittpunkte 
der genannten Geraden vermeiden wollen. Nach den Ausführungen des 
vorigen Abschnitts läßt sich durch diese neunzehn Punkte eine Fläche 
dritter Ordnung Fa legen. Nun hat Fa mit der Geraden 1 vier Punkte 
gemein, muß also diese Gerade ganz enthalten. Mit jeder der Geraden 2' 
bis 6' hat F 3 ebenfalls vier Punkte, nämlich die ausgewählten drei 
Punkte und den (davon verschiedenen) Schnittpunkt mit 1 gemein, 
somit enthält Fa auch 2' bis 6'. Daraus wiederum folgt, daß Fa auch 
2 bis 6 enthält, denn jede dieser Geraden trifft vier in der Fläche ver­
laufende Geraden. Aus demselben Grunde muß Fa endlich auch 1' 
enthalten. Nehmen wir nun an, 1' wäre mit 6 nicht incident, dann be­
trachten wir die Gerade g, die ebenso wie 5' mit den vier Geraden 2, 3, 4, 6 
incidiert. Wir schließen wieder, wie bei Konstruktion von 1', den Fall, 
daß g mit 5' zusammenfällt, zunächst aus. g kann mit 1' nicht zu­
sammenfallen, weil wir angenommen haben, daß 1' mit 6 nicht incidiert. 
g ist eine in Fa verlaufende Gerade, weil g vier in Fa verlaufende Geraden, 
nämlich 2, 3, 4, 6 trifft. Wir betrachten nun das Geradenquadrupel g, 
1', 5', 6' . Alle diese Geraden treffen gemäß unserer Konstruktion die 
drei Geraden 2, 3, 4. Das Quadrupel ist also hyperboloidisch. Ich 
behaupte, das zugehörige Hyperboloid ist ganz in Fa enthalten; dies folgt 
einfach daraus, daß jede mit g, 1', 5', 6' incidente Gerade ganz auf 
F 3 verläuft. Die Gesamtheit solcher Geraden überstreicht aber das 
fragliche Hyperboloid. 

Man kann nun leicht algebraisch beweisen, daß eine Fläche dritter 
Ordnung, die eine Fläche zweiter Ordnung vollständig enthält, not­
wendig aus dieser und einer Ebene bestehen muß. Sind.nämlich G = 0 
bzw. H = 0 die Gleichungen der Fläche dritter bzw. zweiter Ordnung, 
so muß das Polynom dritten Grades G durch das Polynom zweiten 
Grades H teilbar sein, und das ist nur möglich, wenn G das Produkt von 
H mit einem linearen Ausdruck ist. Daß nun die von uns durch neun­
zehn Punkte bestimmte Fläche F 3 einen solchen Ausartungstall dar­
stellen sollte, führt leicht auf einen Widerspruch. Da nämlich unter 
den Geraden 2', )', 4', 5', 6' keine vier hyperboloidischen vorkommen, 
so könnten höchstens drei von ihnen auf dem zu F 3 gehörigen Hyper-
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boloid liegen, und mindestens zwei von ihnen müßten dem anderen 
Bestandteil von Fa, einer Ebene, angehören und somit incident sein, 
was unserer Konstruktion widerspricht. 

Der Beweisgang bleibt im wesentlichen ungeändert, wenn wir die 
bisher ausgeschlossene Möglichkeit in Betracht ziehen, daß 11 (2 3 4 5) 
mit 61 , oder g(2346} mit 51 zusammenfällt. Auch in diesem Fall kann 
man schließen, daß das von 2, 3, 4 bestimmte Hyperboloid in Fa liegen 
müßte. Der Grenzübergang, der diesen Fall aus dem allgemeinen ab­
leitet, kann aber nur auf algebraischem Wege gerechtfertigt werden. 

Wir haben beim Beweis der letzten Incidenz ( 11 6) der Doppelsechs 
die auch an sich interessante Tatsache benutzt, daß durch diese Kon­
figuration stets eine Fläche dritter Ordnung Fa hindurchgeht. Man 
kann nun die Konfiguration leicht durch mehrere weitere Geraden 
ergänzen, die ebenfalls sämtlich auf Fa verlaufen. Wir betrachten z. B. 
die Ebene, die von den incidenten Geraden 1, 21 aufgespannt wird, und 
ebenso die Ebene von 11 und 2, und nennen ( 12) die Schnittgerade 
dieser Ebenen. Dann ist diese Gerade mit den vier Geraden 1, 11 , 2, 21 

incident, die sämtlich in Fa liegen. Demnach liegt auch ( 1 2} in Fa. Es 
gibt im ganzen fünfzehn Geraden, die zur Doppelsechs in analoger 
Beziehung stehen wie (12), und die deswegen auch alle auf Fa verlaufen. 
Man kann nämlich aus den Ziffern 1 bis 6 genau fünfzehn verschiedene 
Paare bilden. Somit haben wir im ganzen 2 · 6 + 15 = 27 Geraden 
aufgefunden, die alle auf Fa verlaufen. 

Zwischen den Geraden dieser erweiterten Konfiguration bestehen 
nun noch weitere Incidenzbeziehungen. Es läßt sich nämlich zeigen, 
daß von den mit zwei Ziffern bezeichneten Geraden alle und nur die 
miteinander incident sind, deren Symbole in keiner Ziffer überein­
stimmen. Der Beweis läßt sich auf denselben Gedankengang stützen, 
aus dem wir die Incidenz von 11 mit 6 hergeleitet haben; er sei hier 
nur angedeutet. Aus Symmetriegründen genügt es, zu zeigen, daß (12} 
mit (3 4} incidiert. Zum Beweis betrachte ich die drei Geraden 
1, 2, (3 4}. Dieses Tripel wird von 31 und 41 getroffen. Wäre nun (12) 
nicht mit (34} incident, so gäbe es eine Gerade a, die das Quadrupel 
1, 2, 11 , (34} träfe, und eine notwendig von a verschiedene Gerade b, 
die 1, 2, 2 1, (34} träfe. Fiele nämlich a mit b zusammen, so träfe 
diese Gerade das Quadrupel1, 2, 11,21 , wäre also mit (12} identisch, 
und diese selbe Gerade träfe überdies (3 4}, was wir vorläufig nicht 
annehmen. Ebenso sind a, b verschieden von 31 oder 41 , denn fiele 
z. B. a mit 3' zusammen, so wäre 31 incident mit 11 entgegen unserer 
Konstruktion. a und b müßten nun ebenso wie 31 und 41 auf Fa verlaufen, 
und diese vier Geraden würden, weil sämtlich mit dem Tripel 1 , 2, (3 4) 
incident, hyperboloidisch liegen. Daß aber Fa ein hyperboloidisches 
Geradenquadrupel enthält, haben wir schon als unmöglich erkannt. Dem­
nach ist ( 12} in der Tat incident mit (3 4) und aus entsprechenden Grün-
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den mit {3 5), (3 6), {4 5), {46), (56). Da {12) auch mit 1, 2, 1 ', 2' incidiert, 
so ist {12) und ebenso jede andere mit zwei Ziffern bezeichnete Gerade 
der erweiterten Konfiguration mit zehn Konfigurationsgeraden incident. 
Das gleiche gilt auch von den Geraden der Doppelsechs selbst, z. B. in­
cidiert 1 mit den fünf Geraden 2' bis 6' und mit den fünf Geraden {12), 
(13), {14), (15), {16). Die Konfiguration der siebenundzwanzig Geraden 
von Fa hat demnach das Schema (135 2 , 2710). Daß genau hundertfünf­
unddreißig Punkte zur Konfiguration gehören, folgt aus der Relation 
135 · 2 = 27 ·10. Man kann übrigens auch zeigen, daß die Konfi­
guration regulär ist, daß man daher aus ihr auf viele verschiedene Arten 
Doppelsechsen herausgreifen kann. Nimmt man noch die Ebenen hinzu, 
die zwei incidente Konfigurationsgeraden enthalten, so enthält eine 
solche Ebene stets eine dritte Konfigurationsgerade, wie man an dem 
Incidenzschema verifizieren kann. Zum selben Resultat führt auch 
eine einfache algebraische Überlegung. Jede Ebene trifft nämlich Fa 
notwendig in einer Kurve dritter Ordnung. Diese Kurve muß, falls die 
Ebene durch zwei Konfigurationsgeraden geht, natürlich diese Geraden 
enthalten, und daraus läßt sich algebraisch schließen, daß die Kurve 
aus diesen beiden und einer dritten Geraden bestehen muß. Man kann 
leicht abzählen, daß durch jede der siebenundzwanzig Geraden fünf 
solche Ebenen gehen und daß es im ganzen fünfundvierzig solche Ebenen 
gibt. Die Konfiguration ist also nicht selbstdual, während die Doppel­
sechs selbstdual ist, da sie auf der dualinvarianten Beziehung der Ge­
radenincidenz aufgebaut ist. Man kann die Doppelsechs leicht zu einer 
Konfiguration erweitern, die zur soeben konstruierten dual ist. Man hat 
dann statt der Geraden (12) und den übrigen Geraden (ik) andere 
Geraden [ik] hinzuzunehmen, von denen z. B. [12] durch die Schnitt­
punkte von 1 mit 2' und von 1' mit 2 geht. Das Schema der so ent­
stehenden Konfiguration ist (35a, 275). 

Wir wenden uns wieder zur ursprünglichen Konfiguration der sieben­
undzwanzig Geraden und wollen jetzt durch abzählende Methoden zeigen, 
daß auf jeder beliebigen Fläche dritter Ordnung Fa eine solche Konfi­
guration K liegt. Dabei müssen, wie immer bei abzählenden Betrach­
tungen, auch Fälle in Betracht gezogen werden, in denen K teilweise 
imaginär wird oder ausartet. Zum Beweise unserer Behauptung zählen 
wir zunächst ab, wie groß die Mannigfaltigkeit der Doppelsechsen ist. 
Gemäß unserer Konstruktion haben wir für die Gerade 1 volle Freiheit, 
also vier Parameter, die Schnittpunkte von 1 mit 2' bis 6' hängen von 
fünf weiteren Parametern ab, und jede der Geraden 2' bis 6' kann, 
wenn der Schnittpunkt mit 1 festgehalten wird, noch oo2 Lagen annehmen 
(zehn Parameter). Durch die Geraden 1, 2', 3', 4', 5', 6' ist die Doppel­
sechs festgelegt. Wir finden also, daß es oo19 Doppelsechsen gibt 
(19 = 4 + 5 + 10). Ebenso groß ist die Mannigfaltigkeit der Kon­
figurationen K, denn jede ist durch eine zugehörige Doppelsechs fest-
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gelegt, und es gibt natürlich nur endlich viele Doppelsechsen in einer 
und derselben Konfiguration K. Nun haben wir ein Verfahren angegeben, 
um durch jede Konfiguration K eine F 3 zu legen. Die Mannigfaltigkeit 
der so konstruierten Flächen F 3 beträgt demnach entweder oo19 , oder 
falls die Mannigfaltigkeit geringer sein sollte, müßten mindestens oo1 

Konfigurationen K auf einer und derselben Fläche F 3 liegen, d. h. F 3 

müßte eine Regelfläche dritter Ordnung sein. Nun kann man jedoch 
zeigen, daß es weniger als oo18 Regelflächen dritter Ordnung gibt; dem­
nach müßten mindestens oo2 Doppelsechsen auf den von uns konstru­
ierten F 3 liegen. Da aber diese, wie schon ausgeführt wurde, kein Hyper­
boloid enthalten, und da auf Regelflächen höherer als zweiter Ordnung 
nur eine• Regelschar verläuft, so können unmöglich oo2 Doppelsechsen 
auf einer solchen F 3 Platz finden. Im allgemeinen können also die von 
uns konstruierten Flächen keine Regelflächen sein, und daraus folgt, 
daß wir nicht weniger als oo19 Flächen durch unsere Konstruktion 
erlaßt haben. Andererseits gibt es, wie im vorigen Abschnitt erwähnt, 
überhaupt nicht mehr als oo19 Flächen dritter Ordnung. Hieraus läßt 
sich mit Rücksicht auf die algebraische Natur der von uns betrach­
teten Gebilde streng schließen, daß auf jeder Fläche dritter Ordnung 
tatsächlich eine Konfiguration K verläuft. 

Viertes Kapitel. 

Differentialgeometrie. 

Bisher haben wir geometrische Gebilde in ihrer Gesamtstruktur be­
trachtet. Die Differentialgeometrie stellt ein prinzipiell anderes Ver­
fahren der Forschung dar. Wir wollen nämlich jetzt Kurven und Flächen 
zunächst nur in der unmittelbaren Umgebung irgendeines ihrer Punkte 
beschreiben. Zu diesem Zweck vergleichen wir diese Umgebung mit 
einem möglichst einfachen Gebilde, etwa einer Geraden, einer Ebene, 
einem Kreis oder einer Kugel, die sich der Kurve in der betrachteten 
Umgebung möglichst eng anschmiegt; so entsteht z. B. der bekannte 
Begriff der Tangente einer Kurve in einem Punkt. 

Diese Betrachtungsweise, lokale Differentialgeometrie oder Differen­
tialgeometrie im kleinen genannt, wird durch ein anderes wichtiges 
Prinzip, die Differentialgeometrie im großen, vervollständigt. Wenn 
wir nämlich von einem stetigen geometrischen Gebilde wissen, daß 
es in der Umgebung jedes seiner Punkte irgendeine bestimmte differen­
tialgeometrische Eigenschaft hat, so können wir in der Regel auch über 
den Gesamtverlauf des Gebildes wesentliche Aussagen machen. Wenn 
man z. B. von einer ebenen Kurve weiß, daß sie in der Umgebung 
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keines ihrer Punkte ganz auf einer Seite ihrer Tangente liegt, so läßt 
sich zeigen, daß die Kurve notwendig eine Gerade sein muß. 

Neben den stetigen Mannigfaltigkeiten von Punkten werden in der 
Differentialgeometrie auch Mannigfaltigkeiten anderer Gebilde, z. B. 
Mannigfaltigkeiten von Geraden, betrachtet; Probleme dieser Art stellt 
uns unter anderem die geometrische Optik, die stetige Systeme von Licht­
strahlen untersucht. 

Endlich führt die Differentialgeometrie auf das von GAuss und RIE­
MANN zuerst erfaßte Problem, die Geometrie als Ganzes durch Begriffe 
und Axiome aufzubauen, die nur die unmittelbare Umgebung jedes 
Punkts betreffen. So entstand eine bis heute noch nicht erschöpfte 
Fülle von Möglichkeiten allgemeinerer Geometrien, von denen die "nicht­
euklidische Geometrie" ein wichtiges, aber nur höchst spezielles Beispiel 
bildet. Die allgemeine Relativitätstheorie hat uns gelehrt, daß der sinn­
gemäßen Beschreibung der physikalischen Wirklichkeit nicht die ge­
wöhnliche euklidische Geometrie, sondern eine allgemeinere RIEMANN­
sche Geometrie zugrunde gelegt werden muß. 

§ 26. Ebene Kurven. 
Um mit dem Einfachsten zu beginnen, betrachten wir zunächst 

ebene Kurven. Wir beschränken uns dabei auf ein kleines Stück der 
Kurve, in dem sie sich nicht selbst durchschneidet. 

Eine Gerade, die die Kurve in zwei Punkten schneidet, heißt Sekante 
der Kurve. Drehen wir nun eine Sekante s so um einen ihrer Schnitt­
punkte, daß der andere Schnittpunkt immer näher an den ersten heran-

t rückt (Abb. 182), so nähert sich die 
Sekante einer bestimmten Lage t. Die 

s Gerade, die diese Lage einnimmt, heißt 
Tangente der Kurve. Der festgehaltene 
Punkt heißt der Berührungspunkt die-
ser Tangente. Offenbar ist die Tangente 
diejenige Gerade durch den Berührungs-

Abb.1s2. punkt, die dort den Verlauf der Kurve 
am genauesten annähert; als Richtung 

einer Kurve in einem Punkt bezeichnet man deshalb die Richtung 
der zugehörigen Tangente. Man sagt, daß zwei Kurven sich in einem 
gemeinsamen Punkt unter dem Winkel !X schneiden bzw. sich be­
rühren, wenn die beiden Tangenten in diesem Punkt den Winkel !X 

bilden bzw. zusammenfallen. Eine Gerade, die auf einer Tangente im 
Berührungspunkt senkrecht steht, heißt Normale der Kurve. 

Tangente und Normale bilden für jeden Kurvenpunkt die Achsen 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Dieses System ist besonders 
geeignet, das Verhalten der Kurve im betrachteten Punkt zu unter­
suchen. Ich gebe hierzu der Kurve willkürlich eine Durchlaufungsrich-
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tung. Ferner numeriere ich die vier Quadranten, in die das Achsen­
kreuz die Ebene zerlegt. Und zwar erhält die Nummer 1 (Abb. 183) 
derjenige Quadrant, in dem ich mich befinde, wenn ich auf der Kurve 
im festgesetzten Sinne dem Nullpunkt des Systems zuwandere und ihm 
hinreichend nahe bin; die Nummern 2, 3, 4 erhalten die anderen Qua­
dranten; und zwar soll stets die Tangente die Quadranten 1, 2 von 
den Quadranten 3, 4, und die Normale die Quadranten 1, 4 von den 
Quadranten 2, 3 trennen. Ich kann dann vier verschiedene Fälle 
unterscheiden, je nachdem ich mich im zweiten, dritten, vierten oder 
ersten Quadranten befinde, wenn ich auf der Kurve im festgesetzten 
Sinne den Nullpunkt gerade verlassen habe (I bis IV in Abb. 183). 
Nur im ersten Fall heißt der betrachtete Kurvenpunkt regulär, in den 
übrigen Fällen singulär. Das reguläre Verhalten zeigen nämlich fast 
alle Kurvenpunkte, während 
die singulären Fälle nur an ein­
zelnen getrennten Stellen auf­
treten können1. Im Fall II 
spricht man von einem Wende­
punkt, in den beiden letzten 
Fällen sagt man, daß die Kurve 
eine Hellebardenspitze bzw. 
eine Schnabelspitze hat, und 
nennt den Punkt einen Rück­
kehrpunkt der Kurve. Schließ­
lich erkennt man, daß unsere 
Fallunterscheidung unabhängig 
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Abb. 183. 

davon ist, in welcher Richtung die Kurve durchlaufen wird. 
Wir wollen uns nun ein Bild davon machen, in welcher Weise sich 

in diesen vier Arten von Kurvenpunkten die Tangentenrichtung ändert, 
wenn man den Punkt auf der Kurve durchläuft. Hierzu benutzen wir 
ein Verfahren, das zuerst GAuss angegeben hat und das besonders 
bei der Untersuchung von Flächen eine grundlegende Rolle spielt. Wir 
statten die Kurve wieder mit einer Durchlaufungsrichtung aus. Dann 
zeichnen wir in der Kurvenebene einen Kreis vom Radius 1. Wir 
lassen nun (Abb. 184) jeder Kurventangente denjenigen Halbstrahl 
entsprechen, der vom Kreismittelpunkt parallel der betrachteten Tan­
gente ausläuft, und zwar in der Durchlaufungsrichtung der Kurve. 
Diese Konstruktion ordnet jedem Kurvenpunkt P einen Punkt Q des 
Kreises zu, nämlich den Durchstoßpunkt des Halbstrahls mit der Kreis­
peripherie. Bei dieser Abbildung nennt man die Punkte des Kreises 

1 Einzig für die Gerade gilt diese Behauptung nicht, auf sie ist auch das eben 
angegebene Verfahren nicht anwendbar.- Von einem höheren Standpunkt aus kann 
auch der Fall I singulären Charakter annehmen, wenn nämlich dort der Krümmungs­
kreis in eine Gerade oder einen Punkt ausartet; vgl. S. 157. 
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das "Tangentenbild" der Kurve. Da der Kreisradius stets auf der zu­
gehörigen Kreistangente senkrecht steht, ist die Kurventangente stets 
parallel der Normalen des Tangentenbildes, während umgekehrt die 
Tangenten des Tangentenbildes den Kurvennormalen parallel sind. 

Die GAusssche Abbildung ordnet zwar jedem Kurvenpunkt genau 
einen Kreispunkt zu, aber umgekehrt entspricht ein Kreispunkt ge­
wöhnlich nicht einem, sondern mehreren Kurvenpunkten; nämlich allen, 
die parallele und gemäß einem festgesetzten Durchlaufungssinn gleich­
gerichtete Tangenten haben (P1 und P3 in Abb. 184). 

Ich lasse nun einen Kurvenpunkt die in Abb. 183 gezeichneten 
Stellen durchlaufen. Dann kehrt er dort in den Fällen III und IV seine 
Richtung um, während er sie in den Fällen I und II beibehält. Ferner 
betrachte ich das Verhalten des im Tangentenbild zugeordneten Punk­

tes. Dieser behält in den Fäl-
len I und III seine Richtung 
und kehrt in den Fällen II 
und IV um. In der Tat sind 
in den Fällen II und IV in 
der Umgebung der betrachte­
ten Stelle parallele und gleich­
gerichtete Tangenten vorhan­
den, in den anderen beiden 
Fällen nicht. Da die Richtung, 
in der sich der Punkt des Tan-
gentenbildes bewegt, mir ein 

Abbild der Richtungsänderung der Kurventangente gibt, kann ich die 
vier Arten von Kurvenpunkten folgendermaßen charakterisieren: 

I regulärer Punkt: Kurvenpunkt und Tangentenbild laufen im 
selben Sinne weiter; 

II Wendepunkt: der Kurvenpunkt läuft weiter, während das Tan­
gentenbild umkehrt; 

III Hellebardenspitze: der Kurvenpunkt kehrt um, während das 
Tangentenbild weiterläuft; 

IV Schnabelspitze: Kurvenpunkt und Tangentenbild kehren um. 
Diese Fallunterscheidung ist nicht erschöpfend. Auch wenn wir uns 

auf Kurvenstücke beschränken, die eine einfache analytische Darstellung 
gestatten, so kommen noch drei weitere Möglichkeiten hinzu: Die 
"Doppelpunkte", in denen die Kurve sich selbst durchschneidet, 
ferner Punkte, in denen eine Kurve plötzlich endet; endlich kann 
eine Kurve auch "isolierte", d. h. von allen übrigen Kurvenpunkten 
völlig getrennte Punkte besitzen (vgl. S. 176). Merkwürdigerweise gibt 
es andere anschaulich einfache Vorkommnisse, z. B. Knickstellen mit 
von Null verschiedenem Winkel, die eine verhältnismäßig komplizierte 
analytische Darstellung erfordern. 
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Wir kommen jetzt zur Einführung der Krümmung, die für die ganze 
Kurven- und Flächentheorie von grundlegender Wichtigkeit ist. Sie 
steht, wie wir im folgenden sehen werden, in engem Zusammenhang 
mit der GAussschen Tangentenabbildung. Ich ziehe in zwei benach­
barten Kurvenpunkten P1 und P 2 die Tangenten t1 und t2 und die 
Normalen n1 und n2 ; der Schnittpunkt der beiden Normalen sei M 
(Abb. 185). Offenbar ist der Winkel zwischen den beiden Tangenten 
gleich dem Winkel zwischen den beiden Normalen 

.g:_ (tl t2) = <}::: (ni n2). 

Ich lasse nun P 2 auf der Kurve immer näher an P 1 heranrücken 
und betrachte dabei den Quotienten jenes Winkels mit der Entfernung 
der beiden Kurvenpunkte. Der 
Quotient nähert sich im allge­
meinen einem Grenzwert 

I . -1: (n1 na) k lm = 
P1 P,_,.O ptp2 . 

Dieser Grenzwert k heißt die Krüm- t, 
mung der Kurve im Punkt P 1 . 

k ist gleich dem Reziproken 
der Strecke r, in die beim Grenz­
übergang die beiden Normalen­

n, 

M 
Abb. 185. 

abschnitte M P1 und M P 2 zusammenfallen. Das ergibt sich aus fol­
gender Umformung, deren analytische Rechtfertigung wir allerdings 
übergehen: 

k 1. -1: (n1n 2) 1. sin(nlna) 1. =lm =lm =lm 
P,P,_,.o P1P2 P,P,_,.o P1P2 P,P,_,.o MP1· P1P2 

= lim -1 ~=_!_· 
P,P,_,.o M PI r 

Auf die Größe r werden wir noch auf eine andere Weise geführt. 
Wir legen einen Kreis durch P 1 und zwei benachbarte Punkte auf der 
Kurve. Wenn wir dann die beiden Nachbarpunkte auf der Kurve gegen 
P 1 rücken lassen, nähert sich der Kreis einer Grenzlage. Wie man es 
aus der Konstruktion erwarten kann und wie eine analytische Betrach­
tung bestätigt, ergibt sich als Grenzlage gerade der Kreis durch P1 , 

der die Grenzlage des Normalenschnittpunkts M zum Mittelpunkt, 
also r als Radius hat. Man nennt diesen Kreis den Krümmungskreis 
der Kurve in P1 , seinen Mittelpunkt den Krümmungsmittelpunkt 
und seinen Radius r den Krümmungsradius. Der angegebenen Kon­
struktion wegen pflegt man zu sagen, daß der Krümmungskreis drei 
zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein hat. Ebenso sagt 
man, die Tangente hat mit der Kurve zwei zusammenfallende Punkte 
gemein. 
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Der Krümmungskreis kann auf eine zweite Art bestimmt werden. 
Ich betrachte alle Kreise durch einen Kurvenpunkt P (Abb. 186), 
die die Kurve in P berühren, deren Mittelpunkte also auf der zu­
gehörigen Kurvennormalen liegen. Durch die Kurve wird die Ebene 
in der Umgebung von P in zwei Teile zerlegt, die wir die beiden Seiten 
des Kurvenstücks nennen wollen. Von den betrachteten Kreisen wer-

Abb. 186. 

den in der Umgebung vonPeinige ganz 
auf der einen Seite, andere ganz auf der 
anderen Seite verlaufen. Der Krüm­
mungskreis, dessen Radius r sein möge, 
besitzt nun im allgemeinen die Eigen­
schaft, diese beiden Arten von Kreisen 
zu trennen, und zwar so, daß alle Kreise, 
deren Radien größer sind als r, auf der 
einen Seite, und alle Kreise, deren Radien 
kleiner sind als r, auf der anderen Seite 

der Kurve verlaufen. Der Krümmungskreis selbst verläuft in der Regel 
zu beiden Seiten der Normalen auf verschiedenen Seiten der Kurve, 
d. h. er durchsetzt die Kurve im Berührungspunkt. Punkte, in denen 
der Krümmungskreis die Kurve nicht durchsetzt, können ebenso wie 
die singulären Punkte nur an getrennten einzelnen Stellen der Kurve 
auftreten. Ein Beispiel bilden die vier Scheitel der Ellipse (Abb. 187). 
Es ist aus Symmetriegründen klar, daß dort eine Durchdringung nicht 
möglich ist. Das gleiche gilt allgemein von allen Kurvenpunkten, in 

denen die Kurve von 
einer Symmetrieachse 
geschnitten wird. 

Daß der Krüm­
mungskreis die Kurve 
gewöhnlich durchsetzt, 
wird aus seiner ersten 
Herleitung plausibel. 
Eine Kurve wird näm-

Abb. 187. 
lieh von einem Kreis, 

der durch einen ihrer Punkte geht, im allgemeinen dort durchsetzt. 
Aus diesem Grunde wird ein Kreis, der durch drei benachbarte 
Kurvenpunkte läuft, im ersten Punkt von der Seite A zur Seite B, 
im zweiten Punkt von der Seite B zur Seite A, im dritten von A 
zu B übergehen; wenn die drei Punkte zusammenrücken, wird sich 
an diesem Verhalten des Kreises gewöhnlich nichts ändern, so daß der 
Krümmungskreis in der Tat im Berührungspunkt von der einen Seite 
der Kurve zur anderen übergehen muß 1 • 

1 Aus analogen Gründen wird eine Kurve von der Tangente in der Regel 
nicht durchsetzt. 
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Wie schon erwähnt, steht die Krümmung in Zusammenhang mit der 
Tangentenabbildung. Es mögen den beiden Kurvenpunkten P 1 und 
P 2 die Tangentenbilder Q1 und Q2 entsprechen (Abb. 188). Dann ist 

....---
<}: (tl t2) = -1: (Ql OQ2) = Ql Q2, 

der Krümmungsradius ist also der Grenzwert des Quotienten der Längen 
eines kleinen Kurvenbogens und seines Tangentenbildes. 

Der Krümmungsradius kann für einzelne Punkte der Kurve unend­
lich werden; dann entartet der Krümmungskreis in eine Gerade, fällt 
also mit der Tangente zusammen. Die Tangente durchsetzt in einem 
solchen Punkt gewöhnlich die Kurve, wir haben es dann also mit 
einem Wendepunkt zu tun; es gibt jedoch Ausnahmefälle, in denen 
die Krümmung 'verschwindet und trotzdem die Kurve von ihrer Tan­
gente nicht durchsetzt wird; das ist analog dem Verhalten des Krüm­
mungskreises in den Schei­
teln der Ellipse (vgl. 
S. 153, Fußnote). 

Aus der Beziehung 
der Krümmung zur Tan­
gentenabbildung ergibt 
sich ferner, daß im Fall 
der Hellebardenspitze die 
Krümmung in der Regel 
unendlich groß wird, daß 

Abb. 188. 

also dort der Krümmungskreis in seinen Berührungspunkt zusammen­
schrumpft. Für Schnabelspitzen läßt sich nichts Allgemeines aussagen. 

Im Anschluß an die von uns aufgestellten Begriffe ergeben sich eine 
Reihe wichtiger Fragen. Z. B. liegt der Versuch nahe, eine Kurve 
dadurch zu bestimmen, daß man die Krümmung als Funktion der Bogen­
länge vorgibt. Es ist plausibel'und läßt sich analytisch beweisen, daß 
die Gestalt der Kurve dadurch eindeutig festgelegt ist und daß anderer­
seits zu jeder solchen willkürlich vorgegebenen Funktion (unter gewissen 
Stetigkeitsannahmen) wirklich eine Kurve gehört. Diese Bestimmungs­
weise hat den Vorzug, daß sie sich nicht auf ein spezielles Koordinaten­
system bezieht. Man nennt daher Bogenlänge und Krümmung die 
"natürlichen Parameter der Kurve". Der einfachste Fall ist, daß die 
Krümmung k überall konstant ist. Das gilt für die Kreise vom Radius 
1/k und nach dem eben Gesagten nur für diese. Für k = 0 erhalten wir 
die Geraden; Geraden und Kreise sind somit die einzigen ebenen Kurven 
konstanter Krümmung. 

Ferner kann man durch mannigfache Verfahren aus einer Kurve 
eine zweite ableiten. So bildet z. B. die Gesamtheit der Krümmungs­
mittelpunkte eine neue Kurve, die die Evolute der ursprünglichen heißt. 
Geht m~n umgekehrt von der neuen Kurve aus, so heißt die ursprüng-
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liehe die Evolvente der neuen. Die Evolventen einer beliebigen Kurve 
kann man stets durch eine Fadenkonstruktion erhalten, indem man 
an die Kurve ein Fadenstück straff anlegt und im einen Endpunkt 
befestigt; der andere Endpunkt beschreibt dann ein Evolventenstück, 
wenn man den Faden abwickelt und im beweglichen Endpunkt stets 
straff hält. Die Evolventen des Kreises haben wir schon S. 6 in dieser 
Weise konstruiert. Warum zwischen Evolvente und Evolute stets diese 
eigenartige Beziehung besteht, werden wir im nächsten Kapitel (S. 243 
und 244) erläutern. 

§ 27. Raumkurven. 
Die meisten Überlegungen des vorigen Abschnitts lassen sich auf 

den Raum übertragen. 
So ergibt sich zunächst die Tangente wieder als Grenzlage der Sekante 

für zusammenrückende Schnittpunkte. Im Gegensatz zu den ebenen 
Kurven gibt es aber unendlich viele Lote auf der Tangente im 
Berührungspunkt. Diese erfüllen eine Ebene, die Normalebene des 
Kurvenpunkts. 

Wir suchen jetzt eine Ebene, die die Kurve im betrachteten Punkt 
möglichst gut annähert. Wir legen zu diesem Zweck durch die Tangente 
des Punkts und durch einen benachbarten Kurvenpunkt eine Ebene 
und verfolgen deren Lageänderung, wenn wir den Nachbarpunkt auf 
der Kurve immer näher an den Berührungspunkt der festgehaltenen 
Tangente heranrücken. Die Grenzlage, der sich die Ebene dabei nähert, 
definiert die gesuchte Ebene, die Schmiegungsebene der Kurve im be­
trachteten Punkt. Die Schmiegungsebene hat im früher erläuterten 
Sinn drei zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein. Aus diesem 
Grund durchdringt sie im allgemeinen die Kurve im Berührungspunkt, 
während alle übrigen Ebenen durch die Tangente die Kurve auf einer 
Seite lassen. 

Da die Schmiegungsebene die Tangente enthält, steht sie auf der 
Normalebene senkrecht. Wir betrachten nun noch diejenige Ebene 
durch unseren Kurvenpunkt, die sowohl auf der Normalebene als auch 
auf der Schmiegungsebene senkrecht steht. Man nennt sie die rekti­
fizierende Ebene. 

Die drei genannten Ebenen kann man nun als Koordinatenebenen 
eines räumlichen cartesischen Systems auffassen, das zur Beschreibung 
des Kurvenverlaufs im betrachteten Punkt besonders geeignet ist. Die 
Tangente ist die eine Achse dieses Systems; die beiden anderen Achsen, die 
also in der Normalebene liegen, heißen Hauptnormale und Binormale; 
die Hauptnormale liegt in der Schmiegungsebene, die Binormale liegt 
in der rektifizierenden Ebene (Abb. 189). Man nennt diese drei Geraden, 
in ihrer Abhängigkeit vom Kurvenpunkt, das begleitende Dreikant der 
Kurve. Es entspricht dem System von Tangente und Normale. bei den 
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ebenen Kurven. Im Raum bestimmt das Koordinatensystem nicht wie 
in der Ebene vier, sondern acht Gebiete. Mit Hilfe des begleitenden 
Dreikants kann ich also analog S. 153 acht Arten von Kurvenpunkten 
unterscheiden. Wiederum ist nur einer dieser Fälle regulär, die übrigen 
können (wenn die Kurve wirklich räumlich ist und nicht in einer Ebene 
verläuft) nur an getrennten Stellen eintreten. Im regulären Fall durch­
setzt die Kurve die Schmiegungsebene und die Normalebene und bleibt 
auf einer Seite der rektifizierenden Ebene. Die Besprechung der übrigen 
Fälle soll hier nicht durchgeführt werden. Im übrigen können bei Raum-

Abb. 189. 

P der betrachtete Kurvenpunkt, 
s Schmiegungsebene, 
N Normalebene, 
R Rektifizierende Ebene, 
t Tangente, 
l) Hauptnormale, 
b Binormale, 

" Krümmungskreis, 
r Krummungsradius, 
KA Krinnmungsachse, 
KM Krilmmungsmittelpunkt, 
SM Schmiegkugelmittelpunkt. 

kurven einfacher analytischer Struktur genau wie bei einer ebenen Kurve 
noch drei weitere Singularitäten eintreten, nämlich Doppelpunkte, End­
punkte und isolierte Punkte. 

Wir verallgemeinern nun auch die GAusssche Abbildung auf den 
Raum. Zu diesem Zweck legen wir irgendeine· Kugel vom Radius 
Eins zugrunde. Zu jeder Tangente der (mit einem Durchlaufungssinn 
versehenen) Kurve ziehen wir den gleichgerichteten Kugelradius. Seinen 
Endpunkt auf der Kugeloberfläche nennen wir das Tangentenbild des 
Kurvenpunkts. Der gesamten Kurve entspricht dann eine bestimmte 
Kurve auf der Kugeloberfläche. Geht man statt von der Tangente 
von der Haupt- oder Binarmalen aus, so erhält man zwei weitere 
Kurven auf der Einheitskugel; diese drei "sphärischen Bilder" stehen 
in bezug auf ihre Dreikante untereinander und mit der Ausgangs-
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kurve in gewissen einfachen Beziehungen. Tangentenbild und Bi­
normalenbild zusammen charakterisieren z. B. die erwähnten acht 
Typen von Kurvenpunkten. Es können nämlich auf der Kurve der 
Kurvenpunkt selbst, die Tangente und die Binormale entweder stetig 
weiterlaufen oder umkehren. Die Kombination der verschiedenen Mög­
lichkeiten gibt gerade die acht Fälle. 

Wir übertragen jetzt den Krümmungsbegriff auf die Raumkurven. 
Ich ziehe in zwei benachbarten Kurvenpunkten P 1 und P 2 die Tan­
genten t1 und t2 , und betrachte den Quotienten <r.(t1 t2)/P1 P 2 • Wenn P 2 

gegen P 1 rückt, strebt dieser Quotient in der Regel gegen einen Grenz­
wert; dieser heißt die Krümmung der Kurve in P 1 . In der Ebene steht 
die Krümmung in einer bestimmten Beziehung zu der Grenzlage des 
Schnittpunkts zweier Normalen. Die analoge Betrachtung im Raum 
liefert nicht einen Punkt, sondern eine Gerade. Man betrachtet näm­
lich die Schnittgerade benachbarter Normalebenen und bezeichnet ihre 
Grenzlage als die Krümmungsachse der Kurve. Sie liegt in der Nor­
malebene; wie der Grenzübergang ergibt, ist sie der Binarmalen parallel 
(Abb. 189). Ihr Schnittpunkt mit der Hauptnormalen wird als Krüm­
mungsmittelpunkt bezeichnet. Die Entfernung r dieses Punkts vom 
zugehörigen Kurvenpunkt heißt der Krümmungsradius; wie in der Ebene 
ist r gleich dem reziproken Wert der Krümmung. Legt man durch 
drei benachbarte Kurvenpunkte den Kreis und läßt die drei Punkte 
zusammenrücken, so erhält man als Grenzlage den Krümmungskreis; 
einen Kreis, der in der Schmiegungsebene liegt und den Krümmungs­
mittelpunkt und Krümmungsradius zum Mittelpunkt und Radius hat. 

Zur GAussschen Tangentenabbildung steht die Krümmung in der­
selben Beziehung wie in der Ebene; der Krümmungsradius ist der 
Grenzwert des Quotienten zwischen einem kleinen Kurvenbogen und 
seinem Tangentenbild. Der Beweis verläuft wie in der Ebene. 

Statt vom Winkel zweier Tangenten kann man auch vom Winkel 
zweier Schmiegungsebenen oder, was dasselbe ist, vom Winkel zweier 
Binarmalen ausgehen, wodurch man zu einem weiteren für die Theorie 
der Raumkurven wesentlichen Begriff gelangt. Man dividiert jenen 
Winkel durch den Abstand der zugehörigen Kurvenpunkte und läßt 
dann diese zusammenrücken. Den Grenzwert t dieses Quotienten be­
zeichnet man als die Torsion oder auch als die "zweite Krümmung" 
oder Windung im betrachteten Kurvenpunkt. Das Reziproke der Tor­
sion ist offenbar der Grenzwert des Quotienten eines kleinen Kurven­
bogens und seines Binormalenbildes. 

Die Krümmung ließ sich aus einem Grenzübergang gewinnen, in 
dem drei benachbarte Kurvenpunkte auftraten. Um eine analoge 
Deutung der Torsion zu erhalten, muß man von vier benachbarten Punk­
ten ausgehen. Durch vier Punkte ist im allgemeinen eine Kugel be­
stimmt. Man betrachtet nun die Grenzlage einer Kugel durch vier 
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benachbarte und zusammenrückende Kurvenpunkte. Die Kugel, die 
diese Grenzlage einnimmt, heißt Schmiegungskugel. Wie der Grenz­
übergang ergibt, wird sie von der zugehörigen Tangente berührt, und 
ihr Mittelpunkt liegt auf der Krümmungsachse (Abb. 189). Für die 
Entfernung dieses Punkts vom Krümmungsmittelpunkt ergibt sich 

durch Rechnung der Wert _!_. _dd':, wobei ds, dr die Differentiale der 
t s 

Bogenlänge und des Krümmungsradius bedeuten. Man kann ferner aus 
der Konstruktion schließen, daß die Schmiegungskugel die Schmiegungs­
ebene gerade im Krümmungskreis durchsetzt. Für den Radius der 
Schmiegungskugel erhält man daher nach dem pythagoreischen Lehr­
satz den Wert 

/ 2 (dr'2 1 l r + as-) · t2 · 

Wie in der Ebene die Größen s und r, so werden im Raum die Größen 
s, r, t als die natürlichen Parameter einer Kurve bezeichnet. Analog 
wie in der Ebene gilt im Raum der wichtige Satz: Die Gestalt einer 
Raumkurve läßt sich auf eine und nur eine Art so bestimmen, daß auf 
ihrrund t vorgegebene Funktionen von s werden. Verschwindet 1/r 
identisch, so erhält man die Geraden. Identisches Verschwinden von t 
kennzeichnet die ebenen Kurven. Sindrund t konstant und von Null 
verschieden, so erhält man die Schraubenlinien. 

Die Kurven auf der Kugel sind durch eine etwas kompliziertere Be­
dingung gekennzeichnet. Die Kugel, auf der die Kurve verläuft, muß 
nämlich offenbar für alle Kurvenpunkte zugleich Schmiegungskugel 
sein. Also muß der oben berechnete Radius der Schmiegungskugel 
konstant sein: 

2 (dr)2 1 r + d 5 • t2 = const . 

Man kann analytisch beweisen, daß diese Bedingung auch hinreicht. 
Andere auf Raumkurven bezügliche Fragen werden wir später bei 

der Flächentheorie erörtern. 

§ 28. Die Krümmung auf Flächen. Elliptischer, 
hyperbolischer und parabolischer Fall. Krümmungslinien und 
Asymptotenlinien, Nabel punkte, Minimalflächen, AffensätteL 

Wir beschränken uns auf ein kleines Stück der Fläche, das sich nicht 
selbst durchdringt, und lassen die Randpunkte außer Betracht. Wir 
betrachten einen Flächenpunkt P und alle Kurven, die ganz in der 
Fläche verlaufen und durch P gehen. Merkwürdigerweise liegen alle 
Tangenten, die ich in Pan diese Kurven ziehen kann, im allgemeinen in 
einer Ebene, die deshalb die Tangentialebene der Fläche in P genannt 
wird. Die Punkte, die eine Tangentialebene besitzen, heißen regulär, 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 11 
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die anderen singulär. Singuläre Punkte können nur einzelne Kurven­
züge auf der Fläche erfüllen. 

Die Gerade, welche in einem regulären Flächenpunkt P auf dessen 
Tangentialebene senkrecht steht, heißt die Flächennormale in P. Als 
Normalenschnitte bezeichnet man die Schnittkurven der Fläche mit 
den durch eine Flächennormale gehenden Ebenen. DieNormalenschnitte 
eines regulären Punkts P sind in P entweder regulär oder haben in P 
einen Wendepunkt. 

Es handelt sich jetzt darum, den Begriff der Krümmung auf die 
Flächen zu übertragen. Bei den Kurven war die Krümmung bezeichnend 
für die Abweichung der Kurve von ihrer Tangente im betrachteten 
Punkt. Analog fragen wir jetzt nach dem Verhalten einer Fläche zu 
ihren Tangentialebenen. Hier lassen sich nun anschaulich zwei wesentlich 
verschiedene Fälle unterscheiden, nämlich die Punkte konvexer und die 

Abb.190. 

Punkte satteiförmiger Krümmung. 
Ein Punkt konvexer Krümmung 

ist dadurch gekennzeichnet, daß 
seine Tangentialebene die Fläche 
(in der nächsten Umgebung des be­
trachteten Punkts) nicht schneidet, 
sondern ganz auf einer Seite läßt. 
Man kann also in einem derartigen 
Punkt die Fläche auf eine ebene 
Tischplatte auflegen. Beispiele für 
Flächen, die in allen ihren Punkten 
konvex sind, haben wir in der Ku­

gel und im Ellipsoid kennengelernt. Die Punkte konvexer Krümmung 
werden auch Punkte elliptischer Krümmung genannt. 

Den Verlauf einer Fläche in einem Punkt satteiförmiger Krümmung 
können wir uns am leichtesten an einer Fläche klarmachen, die wie eine 
Paßhöhe im Gebirge aussieht (Abb. 190). Die Tangentialebene im höch­
sten Punkt P des Passes liegt horizontal; das Gebirge steigt rechts und 
links von P in die Höhe, während es vor und hinter diesem Punkt 
abfällt. Die Tangentialebene in P muß also die Fläche in einer Kurve 
treffen, die aus zwei sich in P schneidenden Ästen besteht (d. h. es gibt 
zwei horizontale Wege, die sich auf der Paßhöhe kreuzen). Dieses Ver­
halten der Tangentialebene ist für die Punkte satteiförmiger Krümmung 
charakteristisch, so daß ich also eine Fläche in einem derartigen Punkt 
nicht auf eine ebene Tischplatte legen kann. Beispiele für eine überall 
satteiförmig gekrümmte Fläche sind das einschalige Hyperboloid und 
das hyperbolische Paraboloid. Die Punkte satteiförmiger Krümmung 
nennt man auch Punkte hyperbolischer Krümmung. 

Der konvexe und der satteiförmige Typ werden durch einen Über­
gangsfall getrennt: die Punkte parabolischer Krümmung. Man erhält 
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also solche Punkte z. B. durch folgendes Verfahren: Man geht von zwei 
FlächenstückenFund Gaus, die sich in einem Punkt P berühren, d. h. 
in P dieselbe Tangentialebene haben, und von denen F in P elliptisch, 
dagegen G hyperbolisch gekrümmt ist. Deformiert man nun F stetig 
derart, daß P und die zugehörige Tangentialebene sich nicht ändern 
und daß F schließlich in G übergeht, so nimmt die Fläche dazwischen 
einmal eine Gestalt an, für die P parabolischer Punkt ist. Senken wir 
z. B. in Abb. 190 die Gebirge zu beiden Seiten des Passes soweit, daß der 
Kamm des Gebirges gerade noch überall die horizontale Tangentialebene 
berührt, so ist P parabolischer Punkt. Denn wenn wir die Gebirge rechts 
und links noch weiter senken, so wird der frühere Paß zur Kuppe, also 
zu einem elliptischen Flächenpunkt. Dieses Beispiel liefert aber nicht 
alle Typen eines parabolischen Punkts. Es gibt im Gegenteil mehrere 
anschaulich ganz verschiedene Arten parabolischer Punkte, die wir 
später näher kennzeichnen werden (S. 175, 177, 179); 
auch solche, die sich nicht ohne weiteres als Über­
gangsfall zwischen elliptischer und hyperbolischer 
Krümmung deuten lassen. 

Um nun die Krümmung auch zahlenmäßig zu 
erfassen, kann man von den Krümmungen der Nor­
malenschnitte in einem Flächenpunkt P ausgehen. 
Der zu P gehörige Krümmungsmittelpunkt eines 
solchen Normalenschnitts liegt stets auf der durch P 
gehenden Flächennormalen, denn diese ist in P Nor­
male aller Normalenschnitte. Ich erhalte nun der 
Reihe nach alle Normalenschnitte, wenn ich eine 

Abb.191. 

durch die Flächennormale gehende Ebene um diese Normale drehe. Bei 
der Drehung wird der Krümmungsmittelpunkt in bestimmter Weise 
auf der Normalen wandern und mir dadurch ein Abbild der Krüm­
mungseigenschaften des Flächenpunkts liefern. 

Bei den elliptischen Punkten (Abb. 191) liegt der Krümmungs­
mittelpunkt stets auf einer und derselben Halbgeraden der N ar­
malen. Im allgemeinen wird der Krümmungsradius bei der Dreh­
ung der Normalebene seinen Wert ändern und für einen bestimmten 
Normalenschnitt si seinen größten Wert ri, für einen anderen, s2 , 

seinen kleinsten Wert r 2 annehmen. ri und r2 heißen die Haupt­
krümmungsradien der Fläche in P, die reziproken Werte ki = 1/r1 

und k2 = 1/r2 heißen die Hauptkrümmungen, die Tangentenrichtungen 
von si und s2 in P heißen die Krümmungsrichtungen. Es zeigt sich 
nun, daß diese Richtungen in einem regulären Punkt stets auf­
einander senkrecht stehen und daß überdies die Krümmung jedes 
Normalenschnitts durch die Hauptkrümmungen und den Winkel 
des Normalenschnitts mit den Krümmungsrichtungen vollständig be­
stimmt ist. 

11* 
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Bei den hyperbolischen Punkten (Abb. 192) ist der Ort des Krüm­
mungsmittelpunkts nicht auf eine Halbgerade der Normalen beschränkt. 
Wenn nämlich der Normalenschnitt bei der als Paßhöhe gedeuteten 
Fläche durch die beiden Gebirge geht, liegt der Krümmungsmittelpunkt 
oberhalb des betrachteten Punkts P, wenn der Schnitt dagegen die 
beiden Einsenkungen trifft, liegt der Krümmungsmittelpunkt unter­
halb P. Es gibt nun einen Normalenschnitt, dessen Krümmungs­
mittelpunkt oberhalb P liegt und dessen Krümmung k1 größer ist als 
bei allen anderen Normalenschnitten dieser Art. Wenn ich die Normal­
ebene aus dieser Lage herausdrehe, wird die Krümmung stetig kleiner, 
der Krümmungsradius stetig größer. Wenn die Normalebene schließ­
lich in die Richtung eines der beiden in Abb. 190 hervorgehobenen 

Abb. 192. 

horizontalen Wege durch P fällt, wird 
die Krümmung Null, und der Krüm­
mungsmittelpunkt entfernt sich nach 
oben ins Unendliche. Wenn ich noch 
weiter drehe, springt der Krümmungs­
mittelpunkt auf die untere Halbgerade 
der Normalen über und beginnt aus 
dem Unendlichen nach oben zu wan­
dern, d. h. der Krümmungsradius 
nimmt ab und die Krümmung zu. 
Sie erreicht schließlich einen Wert k2 , 

der größer ist als die Krümmung aller 
übrigen Normalenschnitte, deren Krüm­
mungsmittelpunkt unterhalb P liegt. 
Man bezeichnet k1 und k2 wie im ellip­
tischen Fall als die Hauptkrümmun­
gen und die Richtungen der zugehö­

rigen Normalenschnitte als die Krümmungsrichtungen. Auch im hyper­
bolischen Fall stehen die Krümmungsrichtungen aufeinander senk­
recht. Ferner halbieren sie Winkel und Nebenwinkel der beiden Kurven­
zweige, die die Tangentialebene aus der Fläche ausschneidet. Man nennt 
die Richtungen dieser beiden Kurvenzweige die Asymptotenrichtungen 
in P. 

In den parabolischen Punkten gibt es im allgemeinen ebenfalls zwei 
aufeinander senkrechte Krümmungsrichtungen derart, daß die Krüm­
mungen k1 und k2 der zugehörigen Normalenschnitte größer bzw. 
kleiner sind als die aller übrigen Normalenschnitte. Die parabolischen 
Punkte sind dadurch gekennzeichnet, daß eine dieser beiden Haupt­
krümmungen den Wert Null hat. Im allgemeinen ist die andere Haupt­
krümmung von Null verschieden. Dann wandert der Krümmungs­
mittelpunkt von der Lage, die der von Null verschiedenen Hauptkrüm­
mung entspricht, auf einem Normalenhalbstrahl entlang ins Unendliche 
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(Abb. 193). Es gibt also in parabolischen Punkten im allgemeinen genau 
einen Normalenschnitt verschwindender Krümmung. Seine Richtung ist 
eine der Krümmungsrichtungen, sie ist aber auch als Asymptoten­
richtung anzusehen. 

Man kann analytisch auf jedem Flächenstück alle die Kurven be­
stimmen, deren Richtung in jedem Punkt eine der beiden Krümmungs­
richtungen ist. Man erhält auf diese Weise ein "Kurvennetz" auf der 
Fläche, d. h. ein System von zwei Kurvenscharen, von denen jede das 
Flächenstück einfach und lückenlos überdeckt. Die Kurven heißen 
die Krümmungslinien der Fläche. Nach dem Früheren stehen die 
Krümmungslinien in jedem Punkt der Fläche aufeinander senkrecht; 
sie bilden also ein Orthogonalsystem auf der Fläche. 

Es gibt jedoch Punkte, für die unsere bisherigen Betrachtungen 
nicht gelten. Wir gingen nämlich von der Annahme aus, daß die Krüm­
mung des Normalenschnitts sich ändert, wenn 
man die Normalebene dreht. Es kann aber 
auch vorkommen, daß alle Normalenschnitte 
eines Punkts dieselbe Krümmung haben 
Dann werden die Krümmungsrichtungen un­
bestimmt, und man spricht von einem Nabel­
punkt. Ein Beispiel für eine Fläche aus lauter 
Nabelpunkten ist offenbar die Kugel. Übri­
gens sind die Kugeln und Ebenen auch die 
einzigen Flächen, die nur aus Nabelpunkten 
bestehen. Im allgemeinen treten die Nabel­
punkte isoliert auf. Das Netz der Krüm­
mungslinien kann in ihnen und nur in ihnen 
ein singuläres Verhalten zeigen. Abb. 193. 

Über die Krümmungslinien gilt ein eigenartiger Satz von DUPIN. 
Wir haben früher (S. 5) den Begriff der orthogonalen Kurvenscharen 
in der Ebene kennengelernt. Das räumliche Analogon sind Flächen­
scharen, deren Tangentialebenen in jedem Punkt aufeinander senkrecht 
stehen. Da man nun durch einen Punkt in der Ebene nicht mehr als zwei 
paarweise senkrechte Geraden, dagegen im Raum drei paarweise senk­
rechte Ebenen legen kann, wird man orthogonale Flächenscharen be­
trachten, die durch jeden Raumpunkt drei Exemplare schicken. Ein 
Beispiel eines solchen Orthogonalsystems sind die früher erwähnten kon­
fokalen Flächen zweiter Ordnung. 

Man kann in der Ebene (und ebenso auf jeder krummen Fläche) zu 
jeder beliebig vorgegebenen Kurvenschar eine orthogonale Kurvenschar 
bestimmen. Entsprechend könnte man erwarten, daß man im Raum zu 
einer zweifachen orthogonalen Flächenschar stets noch eine orthogonale 
dritte finden kann. Nach dem Satz von DuPIN ist nun diese Annahme 
falsch. Der Satz besagt nämlich, daß die Flächen eines dreifachen 
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Orthogonalsystems sich stets in ihren Krümmungslinien durchschneiden. 
Falls daher eine zweifache orhogonale Flächenschar sich zu einer drei­
fachen ergänzen läßt, müssen schon die gegebenen Flächen sich in ihren 
Krümmungslinien durchschneiden. Übrigens ist diese Bedingung auch 
hinreichend. Nach dem Satz von DuPrN sind die Krümmungslinien auf 
dem Ellipsoid dessen Schnittkurven mit den konfokalen ein- und zwei­
schaligen Hyperboloiden (Abb. 194). Das so bestimmte Kurvennetz 
(Abb.195) wird singulär in den Durchstoßpunkten der FokalhyperbeL 

In der Tat sind 
diese vier Punkte 
die Nabelpunkte des 
Ellipsoids. 

Die Krümmungs­
linien auf dem Ellip­
soid umlaufen die 
Nabelpunkte in ähn­
licher Weise, wie in 
der Ebene ein Sy­
stem konfokaler El­
lipsen und Hyper­
beln die gemein­
samen Brennpunkte 
umgibt (Abb. 7, S. 5). 
Diese anschauliche 
Ähnlichkeit ist nicht 
zufällig, sondern 
bringt eine innere 
Verwandtschaft bei­
der Kurvenscharen 
zum Ausdruck. Wir 
können nämlich die 

Krümmungslinien 
Abb. 194. auf dem Ellipsoid 

durch eine Fadenkonstruktion, die zwei Nabelpunkte verwendet, in ge­
nau der gleichen Weise konstruieren, wie wir in der Ebene die Ellipsen 
durch Fadenkonstruktion aus den Brennpunkten erzeugt hatten. Die vier 
Nabelpunkte des Ellipsoids liegen einander paarweise diametral gegen­
über. Ich kann daher auf zwei verschiedene Weisen (Abb. 196) zwei 
Nabelpunkte herausgreifen, die einander nicht gegenüberliegen. In 
diesen beiden Punkten F 1 und F 2 befestige ich die Endpunkte eines 
Fadens von ausreichender Länge und ziehe ihn in einem Punkte P 
straff an, jedoch so, daß dieser Punkt auf dem Ellipsoid liegt. Dann 
muß sich der Faden in seiner Gesamtlänge von selbst dem Ellipsoid 
anlegen. Die verschiedenen Lagen, die P auf dem Ellipsoid annehmen 
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kann, erfüllen eine Krümmungslinie. Je nachdem, auf welche Weise ich 
die beiden Nabelpunkte gewählt habe, erhalte ich bei veränderlicher 
Fadenlänge die eine oder die andere Schar der Krümmungslinien. Wäh­
rend also im konfokalen System der Kegelschnitte die eine Kurvenschar 
aus Ellipsen und die andere aus Hyberbeln besteht, lassen sich auf dem 
Ellipsoid beide Scharen 
als verallgemeinerte El­
lipsen auffassen. 

Die Kurven auf dem 
Ellipsoid, längs derer 
sich der Faden legt, 
entsprechen den Brenn­
strahlen der Ellipse, also 
geraden Linien, und sind 
wie die Geraden in der 
Ebene durch die Eigen­
schaft gekennzeichnet, 
zwischen irgend zweien 
ihrer Punkte die kürze­
ste in der Fläche mög-

Abb. 195. 

liche Verbindung herzustellen. Man nennt derartige Kurven geodätische 
Linien einer Fläche, und wir werden uns später (S. 194 bis 198) mit 
ihrer Theorie beschäftigen. 

In hyperbolischen Punkten hatten wir neben den Krümmungs­
richtungen noch ein zweites Paar ausgezeichneter Richtungen, nämlich 
die Asymptotenrichtungen, kennengelernt. Man kann analog den Krüm­
mungslinien ein Kurvennetz bestimmen, deren Kurven in jedem Punkt 
Asymptotenrichtung haben; 
man nennt diese Kurven die 
Asymptotenlinien oder Raupt­
tangentenkurven der Fläche. 

Auch in hyperbolischen 
Flächenpunkten kann es ein­
treten, daß die beiden Haupt­ Atb. 196. 

krümmungen gleich groß sind. Solche Punkte haben gewisse Ähn­
lichkeiten mit den Nabelpunkten. Flächen, die nur aus solchen Punk­
ten bestehen, heißen Minimalflächen. Sie sind auch dadurch cha­
rakterisiert, daß ihre Asymptotenlinien ein orthogonales Netz bilden. 
Während die Gesamtheit der Flächen, die nur Nabelpunkte besitzen, 
allein aus den Kugeln besteht, ist die Klasse der Minimalflächen viel 
umfassender. Man kann nämlich eine Minimalfläche dadurch realisieren, 
daß man einen ganz beliebig geformten geschlossenen Draht in Seifen­
lösung taucht. Die Seifenhaut, die sich dann in den Draht spannt, hat 
stets die Gestalt einer Minimalfläche (vgl. Abb. 219, 220, S. 186). Das 
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Gesetz der Oberllächenspannung, dem die Seifenhaut folgt, sucht den 
Flächeninhalt der Haut möglichst zu verkleinern. Man kann hiernach 
rein mathematisch die Minimalflächen als diejenigen Flächen charak­
terisieren, die den kleinsten Flächeninhalt besitzen unter allen Flächen, 
die man in eine gegebene geschlossene Raumkurve einspannen kann. 
Dabei ist bemerkenswert, daß diese von der Gesamterstreckung eines 
Flächenstücks ausgehende Kennzeichnung auf dieselben Flächen führt 
wie die erstgenannte Eigenschaft, die nur die nächste Umgebung jedes 
Flächenpunkts betrifft. Man kann sich diesen Zusammenhang folgender­
maßen plausibel machen. Auf einer gegebenen Minimalfläche, die in die 
geschlossene Kurve S eingespannt sei, wählen wir eine sehr kleine ge­
schlossene Kurve s aus. Ich betrachte nur das Stück der Minimal­
fläche, das im Innern von s liegt, und behaupte, daß dieses Stück 
kleineren Flächeninhalt hat als alle anderen Flächenstücke, die sich 
in s einspannen lassen. Sonst könnte ich nämlich das im Innern 
von s gelegene Stück meiner Fläche so abändern, daß sich dabei der 
Flächeninhalt dieses Stücks verkleinerte. Dabei würde aber auch der 
Gesamtinhalt der in S eingespannten Fläche abnehmen, was der Defi­
nition der Minimalfläche widerspricht. Wenn ich nun die kleine Kurve s 
auf irgendeinen Punkt der Minimalfläche zusammenziehe, kann ich 
erwarten, daß ich durch einen Grenzübergang auf solche Eigenschaften 
der Minimalfläche geführt werde, die nur die Umgebung eines Flächen­
punkts betreffen. 

Jede Aufgabe, Kurven oder Flächen durch eine Minimumseigenschaft 
zu bestimmen, heißt ein Variationsproblem. Eine analoge Betrachtung, 
wie wir sie eben für die Minimalflächen ausgeführt haben, zeigt auch für 
jedes andere Variationsproblem, daß die Minimumseigenschaft sich 
durch eine Umgebungseigenschaft ersetzen läßt. Die Durchführung 
dieser Grenzübergänge ist der Gegenstand der Variationsrechnung. Die 
Variationsrechnung geht also den umgekehrten Weg wie die Differen­
tialgeometrie; während die Differentialgeometrie die Umgebungseigen­
schaften zugrunde legt und aus ihnen Aussagen über den Gesamtverlauf 
'eines Gebildes herleitet, werden in der Variationsrechnung Umgebungs­
eigenschaften hergeleitet aus solchen Eigenschaften, die dem Gebilde 
als Ganzem zukommen. 

Die Variationsrechnung ist für die theoretische Physik von grund­
legender Bedeutung. Alle in der Natur vorkommenden Gleichgewichts­
und Bewegungszustände sind durch Minimumseigenschaften aus­
gezeichnet. 

Man kann durch Seifenhäute auch Minimalflächen erzeugen, die 
durch mehr als eine Randkurve bestimmt sind. Z. B. kann ich von 
zwei kreisförmigen geschlossenen Drähten ausgehen, die ich in der 
Seifenlösung zur Deckung bringe und nach dem Herausziehen so von­
einander trenne, daß die beiden Kreise dieselbe Achse behalten. Dann 
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spannt sich zwischen den beiden Kreisen eine hyperboloidähnliche 
Fläche auf (Abb. 197 und Abb. 220, S. 186), von der man aus Sym­
metriegründen erwarten muß, daß sie eine Rotationsfläche ist. Die 
Rechnung bestätigt das und ergibt, daß der Me­
ridian dieser Rotationsminimalfläche eine Ket­
tenlinie ist, d. h. dieselbe Gestalt hat, wie sie 
eine an zwei Punkten aufgehängte Kette unter 
dem Einfluß der Schwerkraft annimmt. Die 
Fläche wird deswegen Katenoid genannt. 

Die Kennzeichen des Nabelpunktes und der 
Punkte der Minimalflächen vereinigen in sich 
diejenigen parabolischen Punkte, in denen beide 
Hauptkrümmungen zugleich verschwinden. In 
einem solchen Punkt verschwinden die Krüm­
mungen aller N ormalenschnitte. Offenbar sind 
alle Punkte einer Ebene von dieser Art, zu-
gleich sind die Ebenen die einzigen Flächen, 
die aus lauter parabolischen Nabelpunkten be­ Abb. 197. 

stehen. Ein Beispiel für einen isolierten parabolischen Nabelpunkt kann 
man analog dem gewöhnlichen Sattel (Abb. 190, S. 162) leicht kon­
struieren, wenn man in der Paßhöhe nicht zwei, sondern drei Gebirge 
und drei Einsenkungen aneinan­
derstoßen läßt, so daß die Fläche 
durch eine Drehung um 2nj3 mit 
sich selbst zur Deckung kommt 
(Abb. 198). Dann liegt offenbar 
jedem Gebirge eine Senkung gegen­
über. Daher hat jeder Normalen­
schnitt einen Wendepunkt, also 
verschwindende Krümmung. Man 
nennt eine solche Fläche einen 
AffensatteL Diese Bezeichnung 
rührt daher, daß der Mensch zum 
Reiten nur zwei Vertiefungen 
braucht, daß aber der Affe eine 
dritte für seinen Schwanz nötig hat. 

Man kann die verschiedene Ge­
stalt der Flächen in elliptischen und 
hyperbolischen Punkten noch auf 
eine andere Art kennzeichnen, die 

Abb. 198. 

auch die Namen "elliptisch" und "hyperbolisch" rechtfertigt. Hierzu lege 
ich zur Tangentialebene in geringem Abstand eine Parallelebene und 
betrachte deren Schnitt mit der Fläche. In einem elliptischen Flächen­
punkt wird eine solche Schnittkurve nur vorhanden sein, wenn die Par-
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allelebene auf einer bestimmten Seite der Tangentialebene angenommen 
wird. Die Schnittkurve wird sich auf den Berührungspunkt zusammen­
ziehen, wenn der Abstand der Ebenen gegen Null abnimmt. Lasse 
ich den Abstand gegen Null gehen, vergrößere aber gleichzeitig die 
Schnittkurve in passender Weise in immer stärkerem Maßstab, so zeigt 
es sich, daß die vergrößerte Schnittkurve sich unbegrenzt einer in der 
Tangentialebene gelegenen Ellipse nähert, die den Berührungspunkt 
zum Mittelpunkt und die Krümmungsrichtungen zu Achsenrichtungen 

Abb. 199. 

hat. Das Verhältnis der Achsenlängen ist 
dabei gleich der Wurzel aus dem Verhältnis 
der Hauptkrümmungsradien. 

Betrachte ich die auf einer bestimmten 
Seite verlaufenden Parallelebenen zur Tan-
gentialebene eines hyperbolischen Punkts, 

so ergibt der analoge Grenzübergang eine Hyperbel, deren Achsenrich­
tungen und Achsenlängen in derselben Weise wie im elliptischen Fall 
von den Krümmungsrichtungen und den Hauptkrümmungen abhängen 
(Abb. 199). Verfährt man ebenso mit den Parallelebenen auf der 
anderen Seite der Tangentialebene, so erhält man eine zweite Hyper­
bel, die dieselben Achsen wie die erste besitzt. Beide Hyperbeln 

Abb 200 

haben überdies ihre Asymptoten gemeinsam, und 
zwar sind deren Richtungen gerade durch die 
Asymptotenrichtungen des betrachteten Flächen­
punkts gegeben. Man nennt die von uns konstru­
ierten Kegelschnitte die "DUPINschen Indikatrizes" 
der Flächenpunkte. In parabolischen Punkten 
kann das entsprechende Verfahren zu verschieden­
artigen Kurven führen. In Nabelpunkten ist die 

DuPrNsche Indikatrix ein Kreis. Man kann das an der Kugel und am 
Ellipsoid leicht bestätigen. In Affensätteln verläuft die Indikatrix 
etwa wie in Abb. 200 angegeben. 

§ 29. Sphärische Abbildung und GAusssche Krümmung. 

Wir haben bis jetzt die Flächenkrümmung durch zwei Zahlen, die 
Hauptkrümmungen, charakterisiert. GAuss hat nun ein Verfahren 
angegeben, um die Krümmung in einem Flächenpunkt durch eine ein­
zige Zahl, die natürlich von den Hauptkrümmungen abhängt, in analoger 
Weise darzustellen, wie wir das für die Raumkurven gelernt haben. 

Ich ziehe zu jeder Normalen der betrachteten Fläche die Parallele 
durch den Mittelpunkt einer EinheitskugeL Ich zeichne willkürlich 
eine der beiden Richtungen der Normalen in einem Flächenpunkt aus 
und übertrage diese Festsetzung stetig auf alle Nachbarpunkte auf dem 
Flächenstück Zeichne ich nun die gleiche Richtung auch auf dem ent-
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sprechenden Kugeldurchmesser aus, so wird jedem Punkt des Flächen­
stücks ein bestimmter Punkt der Kugeloberfläche, der Endpunkt des 
Durchmessers, zugeordnet, die Fläche wird also auf die Kugel abgebildet. 
Man nennt dieses von GAuss herrührende Verfahren die sphärische Ab­
bildung der Fläche. Da die Durchmesser der Kugel auf den Tangential­
ebenen ihrer Endpunkte senkrecht stehen, so besitzt bei der GAussschen 
Abbildung jeder Punkt die gleiche Normalenrichtung wie sein sphärisches 
Bild, und ebenso sind die beiden Tangentialebenen parallel. Die sphä­
rische Abbildung wird deshalb auch als Abbildung durch parallele Nor­
malen bzw. durch parallele Tangentialebenen bezeichnet. Man kann eine 
Fläche nicht nur auf die Kugel, sondern auch auf jede beliebige andere 
geschlossene Fläche durch parallele Tangentialebenen abbilden. Diese 
allgemeineren Abbildungen spielen in der modernen Differentialgeometrie 
eine gewisse Rolle. 

Ein und derselbe Punkt der Kugel entspricht bei der sphärischen 
Abbildung mehreren Flächenpunkten dann und nur dann, wenn gleich­
gerichtete parallele Normalen auf der Fläche vorhanden sind. Wie 
man sich anschaulich leicht klarmachen kann und wie wir später genauer 
verfolgen werden, gibt es in der nächsten Umgebung eines elliptischen 
oder hyperbolischen Flächenpunkts keine solchen Normalen (vergleiche 
Abb. 202, 203, S. 173). Dort ist also die sphärische Abbildung umkehr­
bar eindeutig. 

Wenn ich auf dem Flächenstück eine geschlossene Kurve k ziehe, 
so entspricht ihr eine geschlossene Kurve k' auf der Kugel. Wir divi­
dieren nun den Flächeninhalt G des Kugelstücks, das von k' eingeschlos­
sen wird, durch den Inhalt F des von k umschlossenen Stücks unserer 
Fläche und ziehen die Flächenkurve k auf einen Flächenpunkt P zu­
sammen. Dabei werden F und G immer kleiner, und wenn wir schließ­
lich im Grenzübergang die Kurve in den Punkt P übergehen lassen, 
nähert sich der betrachtete Quotient einem bestimmten Grenzwert 

lim ~ =K. 
F~o 

Die durch dieses Verfahren definierte Zahl K heißt die GAusssche Krüm­
mung der Fläche in P. Die analytische Betrachtung ergibt nun, daß 
die GAusssche Krümmung gleich dem Produkt der zugehörigen Haupt­
krümmungen ist: 

K = k1k2 • 

Die GAusssche Krümmung hat die höchst wichtige Eigenschaft, 
daß sie sich bei beliebiger Verbiegung des Flächenstücks nicht ändert. 
Als Verbiegungen definiert man diejenigen Deformationen, welche die 
Längen und Winkel aller auf der Fläche gezogenen Kurven unverändert 
lassen; eine aus annähernd undehnbarem Material, z. B. Papier oder 
dünnem Blech hergestellte Fläche läßt sich zur Veranschaulichung von 
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Verbiegungen verwenden. Da nun die GAusssche Krümmung durch 
Verbiegungen nicht beeinflußt wird, muß sie in innigem Zusammen­
hang zu den Eigenschaften der Fläche stehen, die allein von den 
Längen und Winkeln der in der Fläche verlaufenden Kurven ab­
hängen. In der Relativitätstheorie, die gerade diese "inneren" Eigen­
schaften mehrdimensionaler gekrümmter Mannigfaltigkeiten untersucht, 
spielt deshalb die GAusssche Krümmung und ihr Analogon für mehr 
Dimensionen eine entscheidende Rolle. 

Wir wollen uns plausibel machen, weshalb die GAusssche Krüm­
mung, deren Definition doch wesentlich von der räumlichen Lage der 
Fläche abhängt, dennoch bei Verbiegungen ungeän9.ert bleibt. Wir 
denken uns aus starren dreieckigen ebenen Platten (a, b, c, d in Abb. 201) 
eine körperliche Ecke zusammengesetzt, so daß zwei benachbarte Platten 

Abb. 201. 

stets um die gemein­
same Kante drehbar 
sind. Wenn dann die 
Ecke mehr als drei 
Seitenflächen hat, ist 
ihre Gestalt im Raum 
noch veränderlich, und 
diese Veränderungen 
werden wir als Ver­
biegung bezeichnen 
dürfen, weil sie die 
Längen und Winkel 
aller Kurven ungeän­

dert lassen, die man auf der Oberfläche der körperlichen Ecke 
zeichnet. Wenn man auf jeder der Seitenflächen nach außen das Lot 
(l, m, n) errichtet, kommt man zu einer sphärischen Abbildung der 
Ecke durch einzelne Punkte (l', m', n') der Kugel. Um nun eine 
Analogie zur sphärischen Flächenabbildung herzustellen, verbinde ich 
durch Großkreisbögen diejenigen Kugelpunkte, die benachbarte Seiten­
flächen der körperlichen Ecke abbilden. Auf diese Weise ergibt sich 
ein Polygon auf der Kugel. Ich behaupte nun, daß bei den soeben 
definierten Verbiegungen der Flächeninhalt dieses Polygons sich nicht 
ändert; diese Tatsache steht offenbar in Analogie zu der Unveränder­
lichkeit der GAussschen Krümmung bei der Flächenverbiegung. 

Meine Behauptung läßt sich aber aus elementaren Sätzen der sphä­
rischen Trigonometrie ableiten. Bekanntlich ist nämlich der Flächeninhalt 
eines sphärischen Dreiecks, und ebenso jedes Großkreispolygons, allein 
abhängig von der Winkelsumme. Es genügt also zu zeigen, daß die 
Winkel des Polygons, das wir als sphärisches Bild der körperlichen Ecke 
eingeführt haben, bei deren Verbiegung sich nicht ändern. Aus Abb. 201 
erkennt man nun, daß jeder solche Winkel gleich dem Supplement 
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eines Winkels ist, den zwei benachbarte Kanten der Ecke miteinander 
bilden. Nach unseren Voraussetzungen sind aber alle diese Winkel un­
veränderlich. 

Man kann aus der eben durchgeführten Betrachtung durch einen 
Grenzübergang die Unveränderlichkeit der GAussschen Krümmung er­
halten, wenigstens wenn man sich auf konvexe Flächenstücke be­
schränkt. Man hat zu diesem Zweck die Fläche durch einbeschriebene 
Dreieckspolyeder mit kleiner Kantenlänge zu approximieren und unsere 
Betrachtung auf jede Ecke dieses Polyeders anzuwenden. 

Abb. 202. 

Abb. 203. 

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die Unterscheidung der Flächen­
punkte in elliptische, hyperbolische und parabolische durch die sphärische 
Abbildung und die GAusssche Krümmung kennzeichnen läßt. Umläuft 
man einen Punkt elliptischer Krümmung auf einer kleinen geschlossenen 
doppelpunktfreien Flächenkurve, so erhält man auf der Kugel eine 
ebenfalls doppelpunktfreie geschlossene Kurve (Abb. 202). Auch in 
einem Punkt satteiförmiger Krümmung ist das sphärische Bild doppel­
punktfrei (Abb. 203). Wie die Abb. 202 und 203 zeigen, ist im hyper­
bolischen Fall der Umlaufsinn der Kurve auf der Kugel entgegen­
gesetzt dem Umlaufssinn der Flächenkurve, während in elliptischen 
Punkten beide Umlaufsinne gleich sind. Man pflegt nun in der analy­
tischen Geometrie den Inhaltenzweier Flächenstücke gleiches oder ent­
gegengesetztes Vorzeichen beizulegen, je nachdem sie in gleichem oder 
entgegengesetztem Sinne umlaufen werden. Daher rechnet man die 
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GAusssche Krümmung in konvexen Stücken als positiv, in saHei­
förmigen als negativ. Zu derselben Vorzeichenbestimmung kommen 
wir auch, wenn wir von den beiden Hauptkrümmungen ausgehen. In 
elliptischen Punkten liegen nämlich die den Hauptkrümmungen ent­
sprechenden Krümmungsmittelpunkte auf derselben Halbgeraden der 
Normalen, während sie in hyperbolischen Punkten auf den entgegen­
gesetzten Halbgeraden liegen. Wenn ich also die eine Halbgerade als 
positiv, die andere als negativ kennzeichne, so ist das Produkt der beiden 
Hauptkrümmungsradien - also auch das Produkt der Hauptkrüm­
mungen und damit die GAusssche Krümmung - positiv für elliptische 
Punkte und negativ für hyperbolische Punkte.- Da das Bild hinreichend 
kleiner geschlossener doppelpunktfreier Kurven ebenfalls doppelpunkt­
frei ausfällt, so muß die sphärische Abbildung in überall konvexen oder 
überall satteiförmigen hinreichend kleinen Flächenstücken stets um­
kehrbar eindeutig sein. 

Die parabolischen Punkte nehmen eine Mittelstellung zwischen den 
elliptischen und den hyperbolischen Punkten ein; daher werden wir 
erwarten, daß die GAusssche Krümmung in den parabolischen Punkten 
verschwindet. Das bestätigt sich. Denn die parabolischen Punkte sind 
dadurch definiert, daß in ihnen eine Hauptkrümmung verschwindet; 
also verschwindet in ihnen auch das Produkt der Hauptkrümmungen, 
d. h. die GAusssche Krümmung. 

Die Ebene besteht nur aus parabolischen Punkten. Aus der Bie­
gungsinvarianz der GAussschen Krümmung folgt daher, daß ich ein 
ebenes Blatt Papier niemals auf ein positiv oder negativ gekrümmtes 
Flächenstück auflegen kann. Die Anschauung ergibt in der Tat, daß das 
Papier im ersten Fall sich falten, im zweiten Fall zerreißen muß. 

Wir betrachten jetzt eine gegebene Fläche, die nicht aus lauter 
parabolischen Punkten besteht und auf der sowohl Punkte positiver 
als auch Punkte negativer GAussscher Krümmung vorhanden sind. 
Da die GAusssche Krümmung sich stetig auf der Fläche ändert, so muß 
es auf der Fläche auch Punkte geben, in denen die GAUSS sehe Krümmung 
verschwindet, und diese Punkte müssen stetige Kurvenzüge bilden, die 
die Gebiete positiver von denen negativer GAussscher Krümmung 
trennen. Man nennt solche aus parabolischen Punkten bestehenden 
Kurven die parabolischen Kurven der Fläche1 . Natürlich müssen para­
bolische Kurven nur dann auftreten, wenn die GAusssche Krümmung 

1 Die parabolischen Kurven sind von F. KLEIN zu einer eigenartigen Unter­
suchung herangezogen worden. Er nahm an, daß die künstlerische Schönheit 
eines Gesichts ihren Grund in gewissen mathematischen Beziehungen hätte, und 
ließ deshalb auf dem Apollo von Belvedere, dessen Gesichtszüge uns einen be­
sonders hohen Grad von klassischer Schönheit wiedergeben, die sämtlichen para­
bolischen Kurven einzeichnen. Diese Kurven besaßen aber weder eine besonders 

einfache Gestalt, noch ließ sich ein allgemeines Gesetz ausfindig machen, dem- sie 
gehorchten (Abb. 204). -
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auf der Fläche beide Vorzeichen annimmt. Auf den bisher von uns 
betrachteten Flächen trat das nie ein; die Flächen zweiter Ordnung 
besitzen entweder überall 
positive Krümmung wie 
das Ellipsoid, oder über­
all negative wie das ein­
schalige Hyperboloid, 
oder überall verschwin­
dende wie der Zylinder 
und der Kegel, die sich 
ja aus einem ebenen 
Blatt Papier formen las­
sen. Die Minimalflächen 
ferner haben nirgends 
positive Krümmung. 

Wir wollen jetzt Bei­
spiele von Flächen mit 
parabolischen Kurven an­
geben und deren sphä­
rische Abbildung betrach­
ten. Eine besonders ein­
fache Fläche dieser Art 
ist die Oberfläche einer 
Glocke. Man erhält sie, 
indem man eine ebene 
Kurve, die einen Wende­

Abb. 204. 

punkt hat, um eine in ihrer Ebene gelegene Achse rotieren läßt 
(Abb. 205). Wir wollen diese Achse als vertikal annehmen. Für den 
in Abb. 205 gezeichneten Fall erzeugt der oberhalb 
des Wendepunkts verlaufende Zweig der Kurve ein 
elliptisch gekrümmtes Flächenstück, während der 
untere Teil der Kurve ein hyperbolisch gekrümmtes 
Flächenstück liefert. Der Breitenkreis der Rota-
tionsfläche, der vom Wendepunkt der Kurve be­
schrieben wird, ist also die parabolische Kurve 
der Glocke. Man erkennt das auch am Verhalten 
der Tangentialebenen. Die Tangentialebenen der hy­
perbolischen Punkte schneiden die Glocke in einer 
schleifenartigen Kurve, die zwei Äste durch den Be­
rührungspunkt schickt (Abb. 206). Nähert sich nun 
der Berührungspunkt von unten her der parabolischen 
Kurve, so wird der geschlossene Teil der Schleife im­

\ 
Abb. 205 . 

mer kleiner, und die beiden durch den Berührungspunkt laufenden Zweige 
der Schnittkurve schließen dort einen immer spitzeren Winkel ein. Liegt 
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der Berührungspunkt schließlich auf der parabolischen Kurve (Abb. 207), 
so ist die Schleife auf den Berührungspunkt zusammengeschrumpft, 
und die Schnittkurve hat im Berührungspunkt eine Spitze. Wandert 
der Berührungspunkt weiter in den elliptischen Teil der Fläche (Abb. 208), 
so besteht die Schnittkurve aus dem Berührungspunkt als isoliertem 

Abb. 206. Abb. 207. Abb. 208. 

Punkt und einem ganz im hyperbolischen Teil verlaufenden stetig ge­
krümmten Kurvenbogen. Wir haben damit zugleich Beispiele für die 
früher (S. 154) aufgezählten Fälle singulärer Punkte ebener Kurven. 

Wir untersuchen nun die sphärische Abbildung der Glocke in der 
Nähe des parabolischen Breitenkreises (Abb. 209). Wir umgeben einen 
beliebigen Punkt der parabolischen Kurve mit dem kleinen geschlossenen 

Abb. 209. 

Kurvenzug 12 34 56 781, 
durch den ein gewisses 
Flächenstück F einge­
schlossen ist. Die Punkte 1 
und 5 mögen der höchste 
und tiefste Punkt von F 
sein. In 3 und 7 soll der 
Kurvenzug den paraboli­
schen Breitenkreis treffen. 
Nun besitzt der Meridian, 
durch dessen Rotation die 
Glocke erzeugt wird, in der 
Umgebung seines Wende­
punkts parallele Tangen­

ten (vgl. S. 154). Offenbar besitzen die entsprechenden Punkte der 
Glocke parallele Normalen, also das gleiche sphärische Bild. Dem­
nach gehört zu jedem Breitenkreis unmittelbar oberhalb des parabo­
lischen Kreises ein zweiter Breitenkreis unmittelbar unterhalb des para­
bolischen, der dasselbe sphärische Bild hat. Wir erkennen also, daß 
die sphärische Abbildung des Flächenstücks F nicht umkehrbar eindeutig 
sein kann. Zur Veranschaulichung dieser Tatsache wählen wir die 
Punkte 2, 4, 6, 8 auf dem Rand von F so, daß sowohl 2 und 4 als auch 
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6 und 8 parallele Normalen besitzen. Der parabolische Kreis teilt F in 
zwei Gebiete F 1 und F 2 , deren Inneres ganz aus elliptischen bzw. 
hyperbolischen Flächenpunkten besteht, die also umkehrbar eindeutig 
auf zwei Gebiete der Kugel abgebildet werden. Diese Gebiete grenzen 
beide an das Bild des parabolischen Kreises, das offenbar auf der 
Kugel ebenfalls ein Kreis in einer horizontalen Ebene ist. Während 
aber F 1 und F 2 auf verschiedenen Seiten des parabolischen Kreises 
liegen, grenzen die Bildgebiete auf der Kugel beide von oben an das 
Bild des parabolischen Kreises. Sie überdecken sich daher. Der Rand 
von F wird in eine Kurve 1'2'3'4'5'6'7'8'1' abgebildet, und dabei 
fällt 2' mit 4' und 6' mit 8' zusammen, und die Kurve durchschneidet 
in diesen Punkten sich selbst. 

Das sphärische Bild der 
Glocke erfährt also längs des 
Bilds der parabolischen Kurve 
eine Umklappung. Diese Um­
klappung tritt auch bei den 
parabolischen Kurven belie­
biger Flächen in der Regel 
ein. Es gibt jedoch eine cha­
rakteristische Ausnahme, die 
an einem zweiten Beispiel er­
klärt werden soll. 

Durch eine vertikale Achse 
lege ich eine Ebene, zeichne in 

Abb. 210. 

ihr einen Kreis, der die Achse nicht trifft, und drehe die Ebene um die 
Achse. Dann beschreibt der Kreis eine Rotationsfläche, welche Ring­
fläche oder Torus genannt wird (Abb. 210). Der Kreis wird durch seinen 
höchsten Punkt A und seinen tiefsten Punkt B in zwei Halbkreise I 
und II geteilt. Der von I erzeugte Teil des Torus besitzt offenbar posi­
tive GAusssche Krümmung, der von II erzeugte Teil des Torus dagegen 
negative. Die beiden Teile des Torus werden voneinander durch die 
Breitenkreise getrennt, die die Punkte A und B beschreiben. Diese 
Kreise sind die parabolischen Kurven der Fläche. Jede Tangentialebene, 
die in einem Punkt eines dieser Kreise an den Torus gelegt wird, hat 
mit dem Torus einen einzigen durch den Berührungspunkt gehenden 
Kurvenzweig gemein, da sie offenbar den Torus längs des ganzen Kreises 
berührt und ihn sonst nicht trifft. Wir haben also hier ein Beispiel 
parabolischer Punkte, in denen die Tangentialebene keine mit einer 
Spitze versehene Kurve aus der Fläche ausschneidet. In Abb. 211 ist 
für einen der parabolischen Kurve benachbarten hyperbolischen Torus­
punkt die Schnittkurve der Tangentialebene mit dem Torus gezeichnet. 
In den elliptischen Toruspunkten hat die Tangentialebene allein ihren 
Berührungspunkt mit dem Torus gemein. 

Hilbert und Cohn·Vossen, Anschauliche Geometrie. 12 
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Wir betrachten nun das sphärische Bild des Torus. Wir denken uns 
etwa in jedem Punkt die nach außen weisende Richtung der Normalen 
ausgezeichnet. Dann werden die beiden parabolischen Kreise, da sie 
lauter parallele Normalen besitzen, nur in je einen einzigen Punkt der 

Abb. 211. 

Kugel, nämlich in den höch­
sten und den tiefsten Punkt 
derselben, abgebildet. Der 
elliptische Teil des Torus be­
sitzt keine parallelen Norma­
len. Sein sphärisches Bild 
bedeckt, wie man leicht sieht, 
die ganze Kugel mit Aus­
nahme des höchsten und tief­
sten Punkts einfach und lük­
kenlos. Das gleiche gilt aber 
auch vom hyperbolischen Teil. 
Im ganzen wird also die Kugel 
vom sphärischen Bild des 
Torus genau zweimal bedeckt, 
mit Ausnahme des höchsten 
und tiefsten Punkts, wo 
beide Bildteile zusammen­

hängen. Um die Art dieses Zusammenhangs zu veranschaulichen, 
verfahren wir wie beim vorigen Beispiel. Wir denken uns den Torus 
und sein sphärisches Bild schräg von oben gesehen (Abb. 212) und 
umgeben einen parabolischen Punkt mit einem kleinen geschlossenen 

Abb. 212. 

doppelpunktfreien Kurvenzug 
1 2 3 41 . Aus der Figur ist die 
Wahl dieser Punkte und die 
Gestalt des sphärischen Bilds 
des Kurvenzugs wohl ohne 
nähere Erörterung ersichtlich. 
Daß das sphärische Bild acht­
förmig ausfällt, steht im Ein­
klang damit, daß im elliptischen 
Gebiet der Umlaufsinnerhalten 
bleibt, während er im hyperbo­
lischen Gebiet umgekehrt wird. 

Unser Beispiel ist charakteristisch für den Fall, daß die Fläche längs 
eines ganzen (notwendig parabolischen) Kurvenstücks von derselben 
Ebene berührt wird. Dagegen veranschaulicht das Beispiel der Glocke den 
Fall, daß die Tangentialebene sich längs der parabolischen Kurve ändert. 
Bei beiden Beispielen trennt die parabolische Kurve auf der Fläche ein 
Gebiet positiver von einem Gebiet negativer GAussscher Krümmung. 
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Als letztes Beispiel betrachten wir nun eine Fläche mit einem parabo­
lischen Punkt, der isoliert in einem sonst satteiförmig gekrümmten Ge­
biet liegt (Abb. 213); es ist der S. 169 beschriebene AffensatteL Bei 
dieser Fläche haben offenbar diejenigen Punkte parallele Normalen, die 
zu dem parabolischen Punkt diametral liegen. Einer geschlossenen 
doppelpunktfreien Kurve um diesen Punkt herum entspricht also auf 
der Kugel eine geschlossene Kurve, die das sphärische Bild des Punkts 
zweimal umläuft!. Ebenso kann man offenbar isolierte parabolische 
Punkte mit satteiförmiger Umgebung konstruieren, bei denen das sphä­
rische Bild einen einmaligen Umlauf in einen drei- oder beliebig vielfachen 
verwandelt. Geht man dagegen von einem isolierten parabolischen 

Abb. 213. 

Punkt aus, dessen Umgebung elliptische Krümmung aufweist, so läßt 
sich zeigen, daß das sphärische Bild sich genau so verhält, als wäre die 
Krümmung überall elliptisch und gar kein parabolischer Punkt vorhanden. 

Zum Schluß wollen wir angeben, in welcher Weise sich die Krüm­
mungslinien und die Asymptotenlinien einer Fläche bei der sphärischen 
Abbildung verhalten. Die Krümmungsrichtungen lassen sich durch die 
sphärische Abbildung vollständig kennzeichnen; es sind die einzigen 
Richtungen, die ihren Bildrichtungen parallel sind; nur in den Nabel­
punkten versagt dieses Kriterium; dort sind alle Richtungen ihren Bil­
dern parallel. In elliptischen Punkten sind außerdem beide Krüm­
mungsrichtungen mit ihren Bildern gleichgerichtet oder bei anderer 
Wahl der Normalenrichtung alle beide mit ihren Bildern entgegengesetzt 

1 Der Affensattel wird also durch parallele Normalen auf eine RIEMANNsche 
Fläche über der Kugel abgebildet, die im Bild des parabolischen Punkts einen 
Windungspunkt hat (vgl. S. 238). Man beachte in Abb. 213 auch die Umkehrung 
des Umlaufssinns. 

12* 
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gerichtet, dagegen ist in hyperbolischen Punkten stets eine der Krüm­
mungsrichtungen mit ihrem sphärischen Bild gleichgerichtet, die andere 
entgegengesetzt gerichtet. 

Aus diesem Kriterium können wir leicht die Krümmungslinien der 
Rotationsflächen bestimmen. Ich behaupte, das sind die Breitenkreise 
und Meridiane. Diese beiden Kurvenscharen gehen nämlich ersichtlich 
in ein System von Breitenkreisen und Meridianen auf der Kugel über, 
und zwar so, daß jede Richtung ihrer Bildrichtung parallel ist. Die 
beiden Pole konvexer geschlossener Rotationsflächen sind somit stets 
Nabelpunkte. 

Die Asymptotenrichtungen haben eine andere Eigenschaft. Sie 
stehen nämlich auf ihrem sphärischen Bild senkrecht und sind die ein­
zigen Richtungen dieser Art. Der Drehungssinn, in dem ich eine 

Abb. 214. 

Abb. 215. Abb. 216. 

Asymptotenrichtung in der Tangentialebene drehen muß, um ihre 
Bildrichtung zu erhalten, ist stets für beide Asymptotenrichtungen 
entgegengesetzt. Das hängt damit zusammen, daß die sphärische 
Abbildung den Umlaufsinn satteiförmig gekrümmter Flächenstücke 
stets umkehrt. 

Da die Asymptotenlinien nur den hyperbolischen Teil der Fläche 
bedecken, müssen sie in der Nähe parabolischer Kurven ein singuläres 
Verhalten zeigen. Falls die parabolische Kurve eine veränderliche Tan­
gentialebene hat wie bei der Glocke, haben die Asymptotenlinien Spitzen 
längs der parabolischen Kurve (Abb. 214). Falls dagegen alle Punkte 
einer parabolischen Kurve dieselbe Tangentialebene haben, so wie beim 
Torus, ist die parabolische Kurve die Einhüllende der Asymptoten­
linien, d. h. sie berührt in jedem Punkt eine Asymptotenlinie (Abb. 215). 
Den Verlauf der Asymptotenlinien auf einem Affensattel kennzeichnet 
Abb. 216. Es laufen gerade n Asymptotenlinien durch einen Punkt 
dieser Art, wenn ein geschlossener Umlauf um ihn durch das sphärische 
Bild in einen n - 1-fachen Umlauf verwandelt wird. 
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§ 30. Abwickelbare Flächen, Regelflächen. 
Wir haben bei unseren Betrachtungen über die parabolischen Punkte 

bisher den Fall ausgeschlossen, daß eine Fläche nur aus parabolischen 
Punkten besteht. Dieser Fall soll jetzt seiner besonderen Wichtigkeit 
wegen ausführlich besprochen werden. 

Beispiele solcher Flächen haben wir bereits in allen den Flächen 
kennengelernt, die aus einem Stück der Ebene durch Verbiegung hervor­
gehen. Es gilt nun allgemein der Satz, daß sich zwei Flächen ineinander 
durch Verbiegung überführen lassen, wenn auf beiden Flächen die 
GAusssche Krümmung überall denselben konstanten Wert hatl. 

Nach diesem Satz kann man durch die Verbiegung von Ebenen­
stücken schon sämtliche Flächen überall verschwindender GAussscher 
Krümmung erhalten. Wegen dieser Erzeugungsweise nennt man die 
Flächen auch "abwickelbare Flächen". 

Es gibt noch zwei ganz andere Arten, die abwickelbaren Flächen zu 
erzeugen. Zunächst sind abwickelbar alle Flächen, die von einer einpara­
metrigen Ebenenschar eingehüllt werden. Die veränderliche Ebene berührt 
eine solche Fläche längs einer ganzen Geraden; man erhält diese Gerade 
durch Grenzübergang aus der Schnittgeraden der Ebene mit einer 
ihrer Nachbarlagen. Die Gerade ist parabolische Kurve der Fläche, 
da die Fläche ja längs der Geraden eine und dieselbe Tangentialebene 
hat. Da ferner die Gesamtheit dieser Geraden die ganze Fläche über­
deckt, muß diese in der Tat aus lauter parabolischen Punkten bestehen. 
Merkwürdigerweise gilt nun auch umgekehrt der Satz, daß man auf diese 
Art alle abwickelbaren Flächen erhalten kann. Demnach sind die ab­
wickelbaren Flächen sämtlich Regelflächen2 • 

Da drei Ebenen stets einen Schnittpunkt haben3 , ist es plausibel, 
daß sich benachbarte Erzeugende einer abwickelbaren Fläche stets 
schneiden. Dies kann analytisch bewiesen werden und führt zur dritten 
Erzeugungsart der abwickelbaren Flächen. Die Schnittpunkte benach­
barter Geraden beschreiben nämlich eine Kurve, und es läßt sich die 
anschauliche Vermutung bestätigen, daß diese Raumkurve von den 
Erzeugenden nicht geschnitten, sondern berührt wird. Wir können 
unsere Flächen also auch als diejenigen Flächen definieren, die von 
den Tangenten einer beliebigen Raumkurve überstrichen werden. Die 

1 Bei Flächen veränderlicher GAussscher Krümmung gibt es keine ähnlich 
einfache hinreichende Bedingung dafür, daß die Flächen sich ineinander durch 
Verbiegung überführen lassen. Notwendig ist, daß man die Flächen so aufeinander 
abbilden kann, daß sie in entsprechenden Punkten die gleiche GAusssche Krüm­
mung besitzen. Diese Bedingung reicht aber nicht hin. Man kann sich das leicht 
am Beispiel von Rotationsflächen klarmachen. 

2 Dagegen gibt es im vierdimensionalen Raum abwickelbare Flächen, die 
nicht Regelflächen sind. Vgl. S. 301, 302. 

3 Parallelismus ist hierbei als Schnitt im Unendlichen aufzufassen. 
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Fläche wird dann zugleich eingehüllt von den Schmiegungsebenen der 
Kurve. Allein die Kegel und Zylinder entziehen sich dieser Darstellung, 
während sie durch die vorige Methode offenbar erzeugt werden können. 

Aus der zweiten Darstellung läßt sich sofort das sphärische Bild 
aller abwickelbaren Flächen mit Ausnahme der Ebene bestimmen. Die 
einhüllenden Ebenen sind ja die Gesamtheit der Tangentialebenen der 
Fläche. Sie und ebenso ihre Normalenrichtungen bilden also eine Schar, 
die nur von einem veränderlichen Parameter abhängt. Also ist das 
sphärische Bild der abwickelbaren Fläche stets eine Kurve, und zwar 
das Binarmalenbild der Raumkurve, deren Tangenten die Fläche über­
streichen. Daß bei den Flächen der Krümmung Null das sphärische Bild 
auf eine Kurve zusammenschrumpft, war auch nach der ursprüng­
lichen Definition der GAussschen Krümmung zu erwarten. Danach 
hat nämlich das sphärische Bild jedes solchen Flächenstücks den In­
halt Null. 

Wir wickeln nun die Tangentenfläche irgendeiner Raumkurve auf 
die Ebene ab. Dann muß die Raumkurve in eine ebene Kurve über­
gehen, und die Erzeugenden der Fläche gehen in die Tangenten dieser 
ebenen Kurve über. Jedem Bogen der Raumkurve entspricht ein 
gleich langer Bogen der ebenen Kurve. Es läßt sich aber außerdem 
zeigen, daß beide Kurven in entsprechenden Punkten auch gleiche 
Krümmung besitzen1 . 

Geht man umgekehrt von einem ebenen konvexen Kurvenbogen s 
aus und schneidet das auf der Innenseite der Kurve gelegene Ebenen­
stück weg, so läßt sich das übrigbleibende Ebenenstück so verbiegen, 
daß die Raumkurve, in die der Bogen s übergeht, in allen Punkten seine 
Krümmung behält. Dabei kann man, wie sich analytisch beweisen 
läßt, dieser Raumkurve jede beliebige Torsion erteilen. Eine solche 
Formänderung einer Raumkurve, bei der Bogenlänge und Krümmung 
erhalten bleiben, während die Torsion sich ändert, nennt man "Verwin­
dung" der Raumkurve. 

Bei unserer Verbiegung der Ebene bleiben offenbar die Tangenten 
von s stets geradlinig, während alle übrigen Geraden der Ausgangs­
ebene gekrümmt werden2• Es zeigt sich aber, daß wir durch die Ver­
biegung des Ebenenstücks keineswegs die ganze Tangentenfläche der 
Raumkurve t erhalten, die aus s hervorgeht. Die Fläche, die wir kon-

1 Das ist anschaulich einleuchtend; denn der Winkel benachbarter Tangenten 
bleibt bei der Verbiegung ungeändert, und die Krümmung ist der Grenzwert des 
Quotienten dieses Winkels und des zugehörigen Bogens. 

2 Bei einer ganz beliebigen Verbiegung des Ebenenstückes ändert sich natür­
lich auch die Krümmung von s. Damit nun die Krümmung von s erhalten bleibt, 
ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, daß die Tangenten von s 
geradlinig bleiben. Wir erhalten daher ein brauchbares Modell, wenn wir das 
Ebenenstück aus Papier ausschneiden und einige Halbtangenten von s durch 
aufgeklebte Stäbe versteifen. 
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struiert haben, enthält nämlich von allen Tangenten von t nur den 
einen vom Berührungspunkt begrenzten HalbstrahL Ziehe ich diese 
Halbtangenten zu vollen Geraden aus, so erhalte ich ein zweites Flächen­
stück, das mit dem ersten zusammen die Tangentenfläche von t bildet. 
Beide Flächenstücke stoßen in t in einer scharfen Kante zusammen, 
die man die Rückkehrkante der Fläche nennt. Wenn man nun t wieder 
stetig in die Kurve s verwindet, schließen sich die beiden Teile immer 
enger aneinander und fallen schließlich beide in die Ebene s. Man erhält 
die volle Tangentenfläche von t, indem man den äußeren Teil der Ebene 
von s in zwei Exemplaren übereinanderlegt, längs s zusammenheftet 
und dann bei der Verwindung von s die beiden Blätter auseinanderzieht. 
Hierbei ist es wesentlich, daß die Krümmung von s nirgends verschwin­
det. Geht man dagegen von Kurven mit Wendepunkten aus, so be­
steht die Tangentenfläche im allgemeinen aus vier Blättern, die im 
Wendepunkt zusammenstoßen und von denen zwei längs der Wende­
tangente zusammenhängen. 

Wir fragen nun nach den Regelflächen, die nicht abwickelbar sind. 
Nach dem Vorigen müssen es diejenigen sein, bei denen zwei benach­
barte Erzeugende zueinander windschief sind. Denn abwickelbar ist 
die Fläche ja dann und nur dann, wenn benachbarte Erzeugende sich 
schneiden. 

Durch naheliegende Verallgemeinerung des Gedankenganges, der 
zu jeder abwickelbaren Fläche eine auf ihr verlaufende Raumkurve, 
die Rückkehrkante, bestimmt, läßt sich auch zu jeder anderen Regelfläche 
eine entsprechende Kurve, die "Strik­
tionslinie", bestimmen. Wir greifen 
dazu aus der Schar der auf der Fläche 
verlaufenden Geraden zwei Erzeu­
gende a und b heraus und ziehen ihr 
gemeinsames Lot (Abb. 217). Be­
kanntlich ist das die kürzeste Ver­
bindung zwischen a und b. A sei 
der Fußpunkt dieses Lotes auf a. 
Lassen wir b in der Geradenschar immer näher an a heranrücken, so 
nähert sich A einer Grenzlage, die wir den Kehlpunkt von a nennen. 
Er entspricht dem Punkt, in dem eine Erzeugende einer abwickelbaren 
Fläche die benachbarte Erzeugende und die Rückkehrkante trifft. 

Die Striktionslinie ist die Kurve, die der Kehlpunkt beschreibt, 
wenn aalleErzeugenden der Fläche durchläuft. Es wäre ein Trugschluß. 
zu glauben, daß die Striktionslinie alle Erzeugenden senkrecht trifft. 
Denn sind a, b, c drei benachbarte Erzeugende (Abb. 217), so hat im 
allgemeinen das gemeinsame Lot von b und c einen anderen Fußpunkt 
auf b als das gemeinsame Lot von b und a. Deshalb hat die Verbin­
dungslinie der Kehlpunkte nicht notwendig die Richtung der gemein-
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samen Lote, braucht also die Erzeugenden nicht senkrecht zu treffen. 
Z. B. wird die Striktionslinie des einschaligen Rotationshyperboloids 
durch den Kehlkreis gebildet, und dieser steht offenbar auf den Ge­
raden des Hyperboloids nirgends senkrecht. 

Die Regelflächen sind einparametrige Mannigfaltigkeiten von Ge­
raden. Sie haben deshalb gewisse Analogien zu den Raumkurven, den 
einparametrigen Mannigfaltigkeiten von Punkten. So kann man für 
Regelflächen einen Begriff einführen, der der Krümmung der Raum­
kurven entspricht; es ist die sog. Striktion oder der Drall. Man dividiert 
den Winkel zweier Erzeugenden durch ihren kürzesten Abstand und 
bezeichnet als Drall den Grenzwert, dem dieser Quotient zustrebt, wenn 
die Erzeugenden zusammenrücken. 

Der Drall ist kennzeichnend für die Lageänderung der Tangential­
ebene längs einer Regelgeraden. Offenbar kann sich die Tangential­
ebene, wenn ihr Berührungspunkt eine Regelgerade durchläuft, nur 
um diese Gerade drehen, da sie sie stets enthalten muß. Wie man ana­
lytisch zeigen kann, ist nun die Stellung der Tangentialebene in einem 
Punkt P der Erzeugenden a vollständig bestimmt durch die Tangen­
tialebene im Kehlpunkt A von a, durch den Abstand PA und durch 
den Drall der Regelfläche in a. Die Verteilung der Tangentialebenen 
läßt sich folgendermaßen beschreiben: Wenn P auf a von A aus nach 
einer Seite stetig bis ins Unendliche wandert, so wächst der Winkel, 
den die Tangentialebene in P mit der Tangentialebene in A bildet, 
stetig bis zu einem Rechten. Auf der anderen Seite von A verhalten 
sich die Tangentialebenen entsprechend und symmetrisch zum Kehl­
punkt A . Liegen zwei Punkte P und Q der Geraden zu beiden Seiten 
gleich weit von A entfernt, so halbiert die Tangentialebene von A den 
Winkel der Tangentialebenen vom P und Q. 

Hieraus folgt: Wenn zwei Regelflächen in je einer Erzeugenden 
gleichen Drall besitzen, so kann man sie so aufeinanderlegen, daß jene 
beiden Erzeugenden sich decken und daß überdies die Flächen einander 
längs jener Erzeugenden überall berühren. Man hat nur dafür zu sorgen, 
daß die Kehlpunkte und die Tangentialebenen in ihnen sich decken, 
und hat dann möglicherweise die eine Fläche gegen die andere noch um 
zwei Rechte zu drehen, so daß dabei die Kehlpunkte und ihre Tangential­
ebenen in Deckung bleiben. Diese Tatsache ist in der Kinematik von 
Bedeutung (vgl. S. 252). 

Die abwickelbaren Flächen werden durch den Drall in verschiedener 
Weise gekennzeichnet. Offenbar sind nämlich die Zylinder identisch 
mit den Flächen, auf denen der Drall verschwindet; denn benach­
barte Erzeugende bilden miteinander den Winkel Null. Dagegen be­
sitzen die Kegel und die Tangentenflächen der Raumkurven unend­
lichen Drall; denn benachbarte Erzeugende dieser Flächen haben den 
Abstand Null. 
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Das sphärische Bild der abwickelbaren Flächen haben wir bestimmt. 
Auch bei den Regelflächen von endlichem Drall zeigt das sphärische 
Bild ein einfaches Verhalten. Die Normalen aller Punkte einer Regel­
geraden sind einer festen Ebene parallel, der Normalebene der Geraden. 
Das sphärische Bild der Geraden ist daher jedenfalls ein Großkreis­
bogen. Nun dreht sich die Normale jedesmal stetig um einen rechten 
Winkel, wenn ihr Fußpunkt vom Kehlpunkt aus nach beiden Seiten hin 
auf der Geraden ins Unendliche wandert. Das sphärische Bild der Ge­
raden ist also ein Halbkreis. Die beiden Endpunkte des Halbkreises 
entsprechen unendlich fernen Punkten der Geraden, das sphärische Bild 
des Kehlpunkts halbiert den Halb­
kreis. 

Zum Schluß wollen wir noch 
eine besonders einfache Regelfläche 
von konstantem Drall konstruieren 
(Abb. 218). Es liegt dann nahe, als 
Striktionslinie wieder eine Gerade zu 
wählen, die auf allen Erzeugenden der 
Fläche senkrecht steht. Ist d der (kon­
stante) Drall der Fläche und sind a 
und b zwei Erzeugende, die miteinan­
der den Winkel (X bilden und die Strik­
tionsgerade in A und B treffen, so gilt 
stets die Gleichung: 

(X=AB·d. 

Die Fläche geht daher in sich über, 
wenn man um die Striktionsgerade als 
Achse eine Schraubung von der Gang­

Abb. 218. 

höhe d ausführt. Man nennt die Fläche wegen dieser Eigenschaft eine 
Schraubenfläche. Die allgemeinste Schraubenfläche erhält man, wenn 
man eine beliebige Raumkurve durch eine gleichmäßige Schraubung um 
eine feste Achse alle möglichen Lagen annehmen läßt. Unsere spezielle 
Regel-Schraubenfläche ergibt sich also, wenn man als erzeugende Kurve 
eine Gerade wählt, die die Achse senkrecht schneidet. Diese Fläche 
wird Wendelfläche genannt. 

Die analytische Betrachtung ergibt nun, daß die Wendelfläche eine 
Minimalfläche ist (vgl. Abb. 219). Wir haben schon früher (S. 169) 
ein Beispiel einer Minimalfläche angegeben, das Katenoid. Diese beiden 
Flächen stehen miteinander in einer engen Beziehung. Man kann 
nämlich die Wendelfläche durch Verbiegung in das Katenoid über­
führen. Dabei hat man die Schraubenfläche unendlich oft um die Ro­
tationsfläche herumzulegen, in derselben Weise, wie man die Ebene 
auf einen Kreiszylinder aufwickeln kann. Die Striktionsgerade muß 



186 IV. Differentialgeometrie. 

dabei den engsten Breitenkreis der Rotationsfläche überdecken, und die 
Regelgeraden gehen in die Meridiane über1. 

Die Schraubenflächen und ihre Beziehung zu den Rotationsflächen 
werden wir später allgemein behandeln. 

§ 31. Verwindung von Raumkurven. 

Die Theorie der abwickelbaren Flächen hat uns auf ein Verfahren 
geführt, eine Raumkurve so abzuändern, daß ihre Bogenlängen und ihre 
Krümmung erhalten bleiben und nur die Torsion variiert. Eine solche 
Formänderung hatten wir als 
"Verwindung" der Raumkurve 
bezeichnet. Insbesondere kann 
man jede Raumkurve t durch 
Verwindung in eine ebene 
Kurve s überführen, und die 
Gestalt von s ist durch t voll­
ständig bestimmt; denn auf s 
ist die Krümmung als Funk­
tion der Bogenlänge bekannt, 

Abb. 219. Abb. 220. 

und nach § 26 ergibt sich daraus die Gestalt von s eindeutig. Zwi­
schen s und t besteht nun eine merkwürdige Beziehung. 

Die Theorie der geodätischen Krümmung - ein Begriff, auf den wir 
hier nicht näher eingehen - liefert eine einfache Ungleichung, die wir 
im folgenden brauchen (Abb. 221 a, b): Verläufttauf einer abwickelbaren 
Fläche und führen wir t in eine ebene Kurve t' dadurch über, daß wir 
jene Fläche auf die Ebene abwickeln, so ist die Krümmung k' von t' 
nie größer und im allgemeinen sogar kleiner als die Krümmung k in ent­
sprechenden Punkten von t. Bezeichnet nämlich .x den Winkel, den die 

1 Man beachte, daß bei der Verbiegung keineswegs die Schraubungsachse in 
die Rotationsachse übergeht, sondern in einen dazu senkrechten Kreis . Deshalb 
ist in den Abb. 219 und 220 die Achse der Wendelfläche vertikal, die des Katenoids 
horizontal angenommen worden. 
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Schmiegungsebene von t mit der zugehörigen Tangentialebene der ab­
wickelbaren Fläche einschließt, so gilt: 

k' = k . cos iX • 

Aus diesem Bilissatz läßt sich nun der merkwürdige Satz ableiten: 
Bei jeder Verwindung eines ebenen konvexen Kurvenbogens wachsen alle 
Sehnen. 

Abb. 221 a. Abb. 221 b. 

Zum Beweis betrachten wir den ebenen konvexen Bogens mit den 
Endpunkten A, B (Abb. 222a). Durch Verwindung von s entstehe der 
Raumkurvenbogen t mit den Endpunkten C, D. Wir haben zu zeigen, 
daß die geradlinige Strecke CD län­
ger ist als die Strecke AB. Wir legen 
nun durch den Bogen t einen Kegel 
mit der Spitze C (Abb. 222b). Wir 
wickeln diesen Kegel auf die Ebene 
von s ab. Dann entsteht aus t eine 
ebene Kurvet' mit den Endpunkten 
E,F (Abb. 222 c). Die Strecken EF 

Abb. 222a. 

und CD sind gleich, denn CD ist eine Mantellinie unseres Kegels, bleibt 
daher bei der Abwicklung geradlinig und wird längentreu auf die Ge­
rade EF abgebildet. Wir haben also jetzt nur noch zu zeigen, daß EF 

E ;: 
0~ 

t' 

Abb, 222 b, Abb. 222 c. 

länger ist als AB. Nun haben die Kurvenbögensund t' gleiche Länge, 
und nach unserem Hilfssatz ist die Krümmung von t' stets kleiner als 
die Krümmung im entsprechenden Punkt von t, also auch von s. Wir 
können demnach s in die Gestalt t' überführen, indem wir den Punkt A 
festhalten und bei gleichbleibender Bogenlänge die Krümmung von s 
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überall abschwächen. Aus der Konvexität von s ergibt sich anschau­
lich, daß bei unserer Deformation der Punkt B immer weiter von A 
wegrückt. Das läßt sich auch leicht analytisch bestätigen. Damit 
ist die Ungleichung EF >AB, also auch unsere Behauptung be­
wiesen. 

Der Einfachheit halber wollen wir das Ergebnis auf diejenigen Kur­
ven anwenden, die durch Verwindung aus einem Kreisbogen entstehen ; 
also auf die Raumkurven konstanter Krümmung. Wir können dann 
durch Vergrößerung oder Verkleinerung der Figur immer erreichen, 
daß diese Krümmung den Wert Eins hat. Daher wollen wir uns von 
vomherein auf diesen Fall beschränken. Wir betrachten alle Raumkurven 
der Krümmung Eins, die zwei feste Punkte A und B miteinander verbin­
den. Damit unter diesen Kurven auch Kreisbögen vorkommen, wollen 

Abb. 223. 

wir annehmen, daß die Entfernung AB klei­
ner ist als Zwei. Dann läßt sich in der Tat 
durch A , B ein Kreis vom Radius Eins legen. 
Die beiden Punkte zerlegen die Peripherie in 
einen kürzeren Bogen I und einen längeren 
Bogen II (Abb. 223). Es besteht nun folgende 
zunächst paradox klingende Tatsache: Der 
kürzere Bogen I ist länger als alle benach­
barten Kurvenbögen unserer Schar, der län­
gere Bogen I I dagegen ist kürzer als die be-

nachbarten. Dabei sind allein die Bögen auszunehmen, die aus I 
und II durch Rotation um AB entstehen; diese haben natürlich 
gleiche Länge wie I bzw. II. Es ist also von den Bögen die Rede, die 
aus I bzw. aus II durch Verwindung entstehen. 

Wir beweisen gleich allgemein: Wenn ein nichtebener Bogen t 
konstanter Krümmung Eins die Punkte A und B verbindet und nicht 

o'B länger ist als II, so ist er kürzer als I. Wir 
führen t durch Verwindung in einen ebenen 
Kreisbogens über, den wir so auf den durch AB 
gezeichneten Kreis legen, daß der eine Endpunkt 
von s in den Punkt A fällt (Abb. 224). Der 
andere Endpunkt von s ist dann ein Punkt B' der 
Kreisperipherie. Nach dem früher bewiesenen 
Satz ist nun die Sehne AB' kürzer als dieSehne 

Abb. 224· AB. Die Länge des Bogens t muß gleich der 
Länge eines der Bögen sein, in die AB' den Kreis zerlegt. Von diesen 
beiden Bögen ist der eine länger als II, kommt also nach Voraus­
setzung nicht in Frage; also ist t so lang wie der andere Kreisbogen, 
also kürzer als I . 

Wir haben damit bewiesen, daß kein Bogen der Krümmung Eins 
existiert, der A mit B verbindet, und dessen Länge zwischen den Längen 
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von I und II liegt. Wir fragen nun, ob es für die Längen solcher Bögen 
noch weitere Einschränkungen gibt. 

Zunächst ist leicht einzusehen, daß der Bogen beliebig lang sein 
kann. Denn unter den Kurven konstanter Krümmung sind (vgl S. 161) 
insbesondere die Schraubenlinien enthalten. Die Gang­
höhe dieser Schraubenlinien können wir so klein an­
nehmen, wie wir wollen. Also können wir auf einer sol­
chen Schraubenlinie auch die Zahl der Umläufe zwi­
schen zwei Punkten der Entfernung AB beliebig groß 
machen. Bei hinreichend kleiner Ganghöhe hat aber 
jeder Umlauf ungefähr die Länge des Einheitskreises. 
Die Bogenlänge zwischen A und B kann also in der 
Tat unbegrenzt groß sein (Abb. 225). 

Unbegrenzt klein kann dagegen ein solcher Bogen 
nicht sein; seine Länge muß ja die geradlinige Ent­
fernung AB übersteigen. An diese untere Grenze kann Abb. 225. 

man aber beliebig nahe herankommen. Wenn man nämlich auf einer 
Schraubenlinie der Krümmung Eins die Ganghöhe sehr groß wählt, 
so wird die Tangente der Schraube fast parallel der Achse, und die 
Entfernung der Schraubenlinie von der Achse wird beliebig klein. 
Ein Bogen einer solchen Schraubenlinie unterscheidet sich 8 
daher beliebig wenig von seiner Sehne (Abb. 226), und das be-
weist unsere Behauptung. 

Wir haben also gefunden, daß das Problem, zwei feste 
Punkte durch einen möglichst kurzen Kurvenbogen der Krüm-
mung Eins zu verbinden, keine Lösung besitzt. Durch eine 
scheinbar ähnliche Minimalbedingung hatten wir früher die 
Minimalflächen charakterisiert, ebenso hat RIEMANN wich-
tige Sätze der Funktionentheorie auf Minimalbedingungen 
zurückgeführt. Wir sehen hier, daß die scheinbar selbst- 11 
verständliche Annahme, daß für jedes Minimalproblem eine Abb. 226. 

Lösung existiert, in jedem Fall der Nachprüfung bedarf 
und keineswegs immer zutrifft. Diese Existenzbeweise gehören bis­
her zu den mühsamsten Aufgaben der Analysis (vgl. § 38, 39). 

Es gibt ein ganz einfaches Beispiel für ein Minimalproblem ohne 
Lösung: Es seien zwei Punkte A und B durch 
einen möglichst kurzen Kurvenbogen derart 
zu verbinden, daß der Bogen in A auf 
der Geraden AB senkrecht steht. Auch in die­

II !J 
Abb. 227. 

sem Beispiel kann man die geradlinige Entfernung AB beliebig annä­
hern, aber nie erreichen, weil die gerade Strecke AB unserer Be­
dingung nicht genügt (Abb. 227). 

Endlich sei ein Minimalproblem erwähnt, bei dem die Existenz der 
Lösung lange umstritten war. In einer Ebene soll ein Stab AB so bewegt 
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werden, daß er sich zum Schluß um zwei Rechte gedreht hat und daß er 
bei der Bewegung eine Fläche von möglichst kleinem Inhalt überstreicht. 
Erst in neuester Zeit hat BESICOVITCH (Math. Z. 27, 1928) bewiesen, daß 
dieses Problem nicht lösbar ist. Man kann durch zickzackartige Be­
wegung die überstrichene Fläche beliebig klein machen (vgl. S. 247). 

§ 32. Elf Eigenschaften der Kugel. 

Wir haben die Flächen verschwindender GAussscher Krümmung 
kennengelernt. Wir fragen jetzt nach den Flächen konstanter positiver 
oder negativer Krümmung. Die bei weitem einfachste und wichtigste 
Fläche dieser Art ist die Kugel. Eine gründliche Untersuchung der 
Kugel ist allein Stoff genug für ein ganzes Buch. Wir wollen hier nur 
elf besonders anschauliche Eigenschaften der Kugel anführen. Wir 
werden dabei mehrere neue Begriffe kennenlernen, die nicht nur für die 
Geometrie der Kugel, sondern auch für die allgemeine Flächentheorie 
von Bedeutung sind. Bei jeder der zu besprechenden Eigenschaften 
stellen wir die Frage, ob durch sie die Kugel eindeutig definiert ist 
oder ob noch andere Flächen dieselbe Eigenschaft besitzen. 

1. Die Kugel besitzt konstanten Abstand von einem festen Punkt und 
konstantes Abstandsverhältnis von zwei festen Punkten. 

Die erste dieser beiden Eigenschaften ist die elementare Definition 
der Kugel und bestimmt sie daher eindeutig. Daß die Kugel auch die 
zweite Eigenschaft besitzt, läßt sich analytisch sofort einsehen. Durch 
diese zweite Eigenschaft kann aber außer der Kugel auch die Ebene 
definiert werden; eine Ebene ergibt sich nämlich dann und nur dann, 
wenn das Abstandsverhältnis den Wert Eins hat. Man erhält dann die 
Symmetrieebene der beiden Punkte. 

2. Die Umrisse und ebenen Schnitte der Kugel sind Kreise. 
Bei der Betrachtung der Flächen zweiter Ordnung hatten wir den 

Satz kennengelernt, daß alle ebenen Schnitte und Umrisse dieser Flächen 
Kegelschnitte sind. Bei der Kugel sind alle diese Kegelschnitte Kreise. 
Durch diese Tatsache wird die Kugel eindeutig bestimmt. Wir sind 
daher berechtigt, aus dem Auftreten eines stets kreisförmigen Erd­
schattens bei den Mondfinsternissen auf die Kugelgestalt der Erde zu 
schließen. 

3. Die Kugel besitzt konstante Breite und konstanten Umfang. 
Als konstante Breite bezeichnet man die Eigenschaft der Kugel, 

daß zwei parallele Tangentialebenen stets den gleichen Abstand von­
einander haben. Man kann also die Kugel zwischen zwei solchen Ebenen 
noch beliebig hin und her drehen. Man sollte meinen, daß durch diese 
Eigenschaft die Kugel eindeutig bestimmt wird. In Wahrheit gibt es 
aber noch zahlreiche andere konvexe geschlossene und zum Teil völlig 
singularitätenfreie Flächen, die ebenfalls konstante Breite besitzen, die 
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sich also ebenfalls zwischen zwei parallelen Platten hin und her drehen 
lassen und die Platten dabei ständig berühren. Eine solche Fläche ist 
in Abb. 228 in zwei verschiedenen Stellungen dargestellt. 

Man kann den Begriff der konstanten Breite auch auf Kurven über­
tragen; man schreibt einer ebenen konvexen geschlossenen Kurve diese 
Eigenschaft zu, wenn zwei parallele Tangenten stets denselben Abstand 
haben. Der Kreis ist eine Kurve dieser Art, aber keineswegs die einzige; 
von den beiden Kurvenbögen, in die eine konvexe geschlossene Kurve 
konstanter Breite durch die Berührungspunkte paralleler Tangenten 
zerlegt wird, kann man den einen beliebig vorgeben; dann läßt sich der 
andere stets (eindeutig) so hinzubestimmen, daß die entstehende ge­
schlossene Kurve konstante Breite besitzt. Das läßt sich anschaulich 

Abb. 228a. Abb. 228 b. 

leicht einsehen. Durch die Tangenten des vorgegebenen Bogens bestim­
men sich nämlich eindeutig die Tangenten des zweiten Bogens; man 
hat zu jeder der vorgegebenen Tangenten in festem Abstand und auf 
einer bestimmten Seite die Parallele zu ziehen. Der zweite Bogen ist 
dann einfach die Einhüllende dieser Geradenschar. 

Die Körper konstanter Breite sind offenbar dadurch gekennzeichnet, 
daß alle ihre Umrisse bei senkrechter Parallelprojektion Kurven der­
selben konstanten Breite sind. Nun gilt der Satz, daß alle Kurven 
derselben konstanten Breite auch denselben Umfang besitzen. Da 
man als einen Umfang eines Körpers den Umfang eines seiner Um­
risse bei senkrechter Parallelprojektion bezeichnet, so folgt aus dem 
erwähnten Satz, daß die Körper konstanter Breite auch konstan­
ten Umfang haben. Infolge dieser Eigenschaft kann ich jede Fläche 
konstanter Breite in einem Papierzylinder, der fest um die Fläche 
herumgelegt worden ist, noch beliebig hin und her drehen, ohne daß 
der Papierzylinder sich lockert oder zerreißt. 
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MINKOWSKI hat umgekehrt gezeigt, daß alle konvexen Flächen kon­
stanten Umfangs auch konstante Breite haben, so daß sich also diese 
beiden Eigenschaften einer Fläche gegenseitig bedingen 1. 

4. Die Kugel besteht aus lauter Nabelpunkten. 
Wir haben diese Eigenschaft schon früher erwähnt und gleichzeitig 

darauf hingewiesen, daß außer der Kugel nur noch die Ebene diese 
Eigenschaft besitzt (S. 165). Daß alle Punkte der Kugel Nabelpunkte 
sind, folgt unter anderem daraus, daß alle ebenen Schnitte der Kugel 
Kreise sind. Verschiebt man eine Ebene, die die Kugel schneidet, 
parallel zu sich selbst so lange, bis sie die Kugel in einem Punkt P 
berührt, so erkennt man, daß die DuPINsche Indikatrix vonPeinKreis 
ist (vgl. S. 170). P ist also Nabelpunkt. 

5. Die Kugel besitzt keine Brennfläche. 
Wir haben früher gesehen (S. 163 ff.), daß die Krümmungsmittelpunkte 

aller Normalschnitte eines Flächenpunkts im allgemeinen ein Stück der 
Normalen dieses Punkts durchlaufen. Die Endpunkte dieses Stücks sind 
die Krümmungsmittelpunkte, die zu den Hauptkrümmungen gehören. 
Man nennt diese beiden Punkte die Brennpunkte der Normalen. Die 
beiden Brennpunkte fallen dann und nur dann zusammen, wenn wir 
von einem Nabelpunkt ausgehen. Ins Unendliche fällt ein Brennpunkt 
dann und nur dann, wenn der Flächenpunkt verschwindende GAusssche 
Krümmung hat. 

Durchläuft die Normale alle Punkte eines Flächenstücks, so über­
streichen die beiden Brennpunkte im allgemeinen zwei Flächen, die man 
zusammen als die Brennfläche des ursprünglichen Flächenstücks 
bezeichnet. Bei der Kugel besteht nun die Brennfläche allein aus dem 
Kugelmittelpunkt, da alle Brennpunkte in diesen Punkt fallen. Die 
Kugel ist die einzige Fläche, für die ein Teil der Brennfläche in einen 
Punkt ausartet. Wir fragen nun nach denjenigen Flächen, für die die 
beiden Teile der Brennfläche in Kurven ausarten. Es ergibt sich, daß 
die einzigen Flächen dieser Art die nach ihrem Entdecker benannten 
DuPINschen Zykliden sind (vgl. Abb. 229). Man kann diese Flächen als 
die Einhüllenden aller Kugeln definieren, die drei feste Kugeln berühren. 
Die Zykliden sind ferner die einzigen Flächen, deren sämtliche Krüm­
mungslinien Kreise sind. Auf den fünf in Abb. 229 photographierten 
Gipsmodellen sind einige Krümmungslinien markiert. Übrigens wird die 
Zyklide von jeder einhüllenden Kugel in einer Krümmungslinie berührt, 
und alle Krümmungslinien der Zykliden entstehen auf diese Art. Ein 
Beispiel einer Zyklide ist der uns schon bekannte Torus. Seine Brenn-

1 Verlangt man, daß alle Umrisse eines Körpers konstanten Flächeninhalt 
anstatt konstanten Umfang besitzen, so kommt man zu einer anderen Flächen­
klasse, den sog. "Flächen konstanter Helligkeit". Die Kugel ist eine solche Fläche, 
jedoch keineswegs die einzige. (Vgl. W. BLASCHKE: Kreis und Kugel. S. 151. 
Leipzig 1916.) 



§ 32. Elf Eigenschaften der Kugel. 193 

fläche besteht aus der Rotationsachse und dem Kreis, der vom Mittel­
punkt des erzeugenden Kreises bei der Rotation beschrieben wird. Ferner 
sind die Rotationskegel und Rotationszylinder Zykliden; der eine Teil 
der Brennfläche ist die Rotationsachse, der andere liegt im unendlichen. 

Abb. 229 a. Abb. 229 b. 

Bei den übrigen Zykliden besteht die Brennfläche aus zwei Kegel­
schnitten, im allgemeinen einer Ellipse und einer Hyperbel, die so zu­
einander liegen wie die Fokalkurven einer Fläche zweiter Ordnung1• 

Verlangt man nur, daß das eine Stück der Brennfläche in eine Kurve 
ausartet, so ist die zugehörige Flächenklasse schon viel umfassender 

Abb. 229 c Abb. 229d. 

1 Die in Abb. 229a, b dargestellten Flächen gehen aus dem Torus dnrch 
Inversion im Raum hervor (vgl. S. 236). Das Inversionszentrum liegt bei 
Abb. 229b auf dem Torus, bei Abb. 229a nicht. Die Flächen von Abb. 229c, d 
erhält man durch räumliche Inversion aus einem Rotationskegel; 229d ent­
spricht dem Fall des auf der Fläche liegenden Inversionszentrums. Abb. 229e, 
S. 194 stellt eine Fläche dar, die durch Inversion aus einem Kreiszylinder her. 
vorgeht; Inversionszentrum nicht auf der Fläche. 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 13 
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Alle Rotationsflächen haben diese Eigenschaft; der eine Teil ihrer Brenn­
fläche wird stets von der Achse gebildet. Die allgemeinsten Flächen 
dieser Art sind die Kanalflächen. Es sind die Einhüllenden einer Kugel­
schar von variablem Radius, deren Mittelpunkte auf einer Kurve liegen. 
Diese Kurve ist dann stets der eine Teil der Brennfläche. Wenn man 
diese Kurve als Gerade wählt, erhält man die Rotationsflächen, die also 
eine spezielle Art von Kanalflächen sind. Ebenso wie bei den Rotations­
flächen besteht auch bei den übrigen Kanalflächen die eine Schar der 
Krümmungslinien aus Kreisen; es sind die Grenzlagen der Schnittkreise 
benachbarter Kugeln. 

Bei den übrigen krummen Flächen besteht die Brennfläche aus 
zwei Flächenstücken. Es läßt sich zeigen, daß jede Normale in ihren 
Brennpunkten diese beiden Flächenstücke nicht schneidet, sondern 

berührt. Wenn man also die beiden 
Teile der Brennfläche einer Fläche 
kennt, so sind die Normalen charak­
terisiert als die gemeinsamen Tan­
genten jener beiden Teile. Es ent­
steht nun die Frage, wie weit man 
diese Verhältnisse umkehren kann. 
Wir gehen von zwei beliebigen 
Flächenstücken aus und betrachten 
die Schar S aller Geraden, die alle 
beide Flächenstücke berühren. Dann 

Abb. 229e. fragt es sich, ob es eine Fläche gibt, 
deren Normalen aus der Schar S 

bestehen, ob also die gegebenen beiden Flächenstücke die Brennfläche 
eine andere Fläche sind. Hierfür ist eine einzige Bedingung notwen­
dig und hinreichend: In den beiden Punkten, in denen jede Gerade 
von S die beiden Flächen berührt, müssen die Tangentialebenen der bei­
den Flächen stets aufeinander senkrecht stehen. Ein Beispiel von 
Flächenpaaren dieser Art liefert uns das System der konfokalen Flächen 
zweiter Ordnung. Man kann nämlich zeigen, daß zwei beliebige un­
gleichartige konfokale Flächen zweiter Ordnung stets unsere Be­
dingung erfüllen. 

6. Alle geodätischen Linien der Kugel sind geschlossene Kurven. 
Die geodätischen Linien einer Fläche sind die Verallgemeinerung der 

Geraden in der Ebene. Wie die Geraden besitzen sie mehrere wichtige 
Eigenschaften, durch die sie vor allen anderen Flächenkurven aus­
gezeichnet sind; man kann sie deshalb auf verschiedene Arten definieren. 
Wir erwähnen die drei Definitionen als kürzeste, als frontale und als 
geradeste. 

Die erste Eigenschaft besagt, daß jeder nichtzulange Teilbogen einer 
geodätischen Linie die kürzeste auf der Fläche mögliche Verbindung 
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seiner Endpunkte ist. Hieraus folgt, daß die geodätischen Linien einer 
Fläche bei Verbiegungen nicht aufhören, geodätisch zu sein. Daher sind 
die geodätischen Linien grundlegend für die inneren Eigenschaften der 
Flächen (vgl. S. 172), und man kann durch Zeichnen geodätischer Linien 
und Messung ihrer Längen alle inneren Eigenschaften einer Fläche (z. B. 
die GAusssche Krümmung) bestimmen; das entspricht der Tatsache, daß 
man die Geometrie der Ebene vollständig durch das Ziehen von Geraden 
und das Messen von Strecken kennzeichnen kann. Ebenso wie durch 
zwei Punkte einer Ebene eine und nur eine Gerade geht, läßt sich durch 
zwei nicht zu weit entfernte Punkte einer Fläche stets ein und nur ein 
geodätischer Bogen legen. Man erhält ihn offenbar, wenn man zwischen 
den beiden Punkten auf der Fläche einen Faden straff ziehtl. 

Die zweite Eigenschaft der geodätischen Linien, "frontal" zu sein, 
gehört ebenfalls der inneren Geometrie der Fläche an. Man definiert 
die geodätischen Linien durch die Forderung, einen unendlich kleinen 
Kurvenbogen AB auf der Fläche immer "geradeaus" zu schieben. Wir 
verlangen dabei, daß die Bahnen von A und B stets gleich lang sind 
und daß diese Bahnen beide stets auf AB senkrecht sind. Die Bahn, 
die dann der Mittelpunkt von AB beschreibt, wird mit beliebiger 
Genauigkeit geodätisch, wenn man den Bogen AB hinreichend klein 
wählt. Aus dieser Definition wird es plausibel, daß durch jeden Punkt 
in jeder Richtung genau eine geodätische Linie läuft. Ferner kann 
ich nach dieser Definition eine Annäherung an die geodätischen Linien 
dadurch erzeugen, daß ich auf der Fläche einen möglichst kleinen 
zweirädrigen Karren rollen lasse, dessen Räder starr mit ihrer gemein­
samen Achse verbunden sind, also gleiche Umlaufsgeschwindigkeit 
besitzen. Da wir mit einem Automobil nicht nur die geodätischen 
Kurven der Erde befahren wollen und zur Schonung des Gummis und 
aus anderen Gründen jedes Gleiten der Räder gern vermeiden, so müssen 
wir dafür sorgen, daß die beiden Hinterräder des Automobils verschie­
dener Umlaufsgeschwindigkeit fähig sind. 

Die dritte Definition der geodätischen Linien als der "Geradesten" 
geht nicht von der inneren Geometrie der Fläche, sondern von ihrer 
Lagerung im Raum aus. Ein geodätischer Bogen besitzt nämlich in 
jedem seiner Punkte die kleinste Krümmung unter allen Flächenkurven, 
die mit dem geodätischen Bogen diesen Punkt und seine Tangente gemein 
haben. Durch diese Eigenschaft ist jede geodätische Linie in ihrem Ge­
samtverlauf bestimmt, wenn man einen ihrer Punkte und die zugehörige 
Richtung vorgibt. Man erhält diese Linie, indem man im vorgegebenen 
Punkt und in der vorgegebenen Richtung eine elastische gerade Strick­
nadel einspannt und in die Fläche hineinbiegt, so daß sie sich nur noch 

1 Auf der Außenseite eines konvexen Flächenstücks legt sich der Faden 
von selbst an die Fläche an; in anderen Fällen muß man anderweitig dafür 
sorgen, daß der Faden die Fläche nicht verläßt. 

13* 
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längs der Fläche bewegen kann. Da die Nadel jeder Verkrümmung 
ihren elastischen Widerstand entgegensetzt, wird sie die Gestalt einer 
geodätischen Linie annehmen. 

Man kann die geradesten Linien auch durch die geometrische Forde­
rung kennzeichnen, daß die Schmiegungsebene der Kurve stets durch 
die Flächennormale des Kurvenpunkts gehen soll. Man sieht anschau­
lich leicht ein, daß dann zwei infinitesimal benachbarte Kurventangenten 
den kleinsten auf der Fläche möglichen Winkel miteinander bilden. Das 
kommt aber auf die Bedingung der kleinsten Krümmung hinaus. 
Die Kennzeichnung durch die Schmiegungsebenen hat den geodä­
tischen Linien ihren Namen gegeben. Mit Hilfe dieses Kriteriums 
werden von den Landmessern (Geodäten) die kürzesten Linien auf der 
Erdoberfläche abgesteckt. 

Die geodätischen Linien der Kugel sind die größten Kreise. Denn 
deren Ebenen durchsetzen die Kugel senkrecht, und von jedem Punkt 
läuft in jeder Richtung ein Großkreis aus. Demnach sind alle geodä­
tischen Linien der Kugel geschlossene Kurven. Durch diese Eigen­
schaft sind aber die Kugeln keineswegs gekennzeichnet; es gibt noch 
zahlreiche andere konvexe geschlossene Flächen, deren geodätische 
Linien ebenfalls sämtlich geschlossen sind 1 . 

Es liegt nahe, auch bei allen übrigen Flächen nach geschlossenen 
geodätischen Linien zu suchen. Besonders einfach verhalten sich die 
Rotationsflächen. Auf ihnen sind die Meridiane sämtlich geodätisch, 
weil ihre Ebene durch die Achse geht und daher die Fläche senkrecht 
durchsetzt (früher hatten wir bewiesen, daß die Meridiane auch Krüm­
mungslinien der Fläche sind). Demnach besitzen alle geschlossenen 
Rotationsflächen eine einparametrige Schar geschlossener geodätischer 
Linien. Auf anderen Flächen laufen nur vereinzelte Linien dieser Art. 
So läßt sich zeigen, daß auf dem dreiachsigen Ellipsoid die einzigen 
geschlossenen geodätischen Linien die drei Ellipsen sind, in denen 
die Fläche von den drei Symmetrieebenen geschnitten wird. 

Umgekehrt gilt der lange vermutete, aber erst kürzlich von LusTER­
NIK und ScHNIRELMANN bewiesene Satz, daß auf jeder konvexen geschlos­
senen Fläche mindestens drei geschlossene geodätische Linien verlaufen. 

Die geodätischen Linien sind von großer Bedeutung für die Physik. 
Ein Massenpunkt, auf den keine Kräfte wirken, der aber gezwungen ist, 
auf einer bestimmten Fläche zu bleiben, bewegt sich immer auf einer 
geodätischen Linie der Fläche. Jede der von uns genannten Defini­
tionen der geodätischen Linie führt zu einen Ansatz für die Gesetze 
der Punktmechanik; so entspricht die Definition der geodätischen 
Linie als der Kürzesten dem "}AKOBischen Prinzip" der Mechanik, 
als Geradeste treten sie auf in dem GAuss-HERTzschen "Prinzip des 

1 Als geschlossen bezeichnen wir eine geodätische Linie hier und im folgenden, 
wenn sie ohne Knick in sich zurücklauft, ohne sich vorher selbst zu durchschneiden. 
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kleinsten Zwanges", die Stellung der Schmiegungsebene kommt zum 
Ausdruck in den LAGRANGEschen Gleichttngen erster Art. 

Die geodätischen Linien stehen in einer eigenartigen Beziehung zur 
Theorie der Brennflächen und Krümmungslinien. Wir haben früher 
erwähnt, daß die Brennflächen von den Normalen der Ausgangsfläche 
berührt werden. Somit ist jedem Punkt der Brennfläche eine Richtung 
auf dieser Fläche zugeordnet; nämlich die Richtung derjenigen Nor­
malen der Ausgangsfläche, die die Brennfläche gerade in diesem Punkt 
berührt. Wie im Falle der Krümmungs- und Asymptotenlinien läßt sich 
nun auf der Brennfläche dieses Richtungsfeld integrieren, d. h. man kann 
eine Schar von Kurven angeben, die in jedem Punkt die zugeordnete 
Richtung haben. Es zeigt sich, daß die so entstehende Kurvenschar aus 
geodätischen Linien besteht. Die Tangentenflächen dieser geodätischen 
Linien, die natürlich von Normalen der Ausgangsfläche erzeugt werden, 
treffen die Ausgangsfläche gerade in deren Krümmungslinien. Und zwar 
liefert jeder der beiden Teile der Brennfläche eine der beiden Scharen 
der Krümmungslinien. 

Wir haben früher erwähnt, daß zwei konfokale 
ungleichartige Flächen zweiter Ordnung sich stets 
als Brennfläche einer Fläche auffassen lassen. 
Diese Tatsache liefert uns ein Verfahren zur Auf­
findung allergeodätischen Linien des dreiachsigen 
Ellipsoids. Wir wählen zu dem gegebenen Ellip­

Abb. 230. 

soidE irgendein mit E konfokales Hyperboloid H. Diejenigen Geraden, 
die sowohl E als auch H berühren, bestimmen auf E ein Richtungs­
feld, dessen Integralkurven nach dem eben erwähnten Satz alle geodätisch 
sind. Man hat auf diese Weise aber noch keineswegs alle geodätischen 
Linien von E erhalten, da ja durch jeden Punkt der Fläche in allen 
Richtungen geodätische Linien laufen, während wir diese Linien nur 
für ganz bestimmte Richtungen gefunden haben. Man kann die Schar 
der von uns vorläufig bestimmten geodätischen Linien von E leicht 
kennzeichnen: es läßt sich zeigen, daß es alle und nur diejenigen geodä­
tischen Linien von E sind, die die Schnittkurve von E und H berühren 
(Abb. 230). Sie überdecken das Ellipsoid in ähnlicher Weise wie die 
Ebene von den Tangenten einer Ellipse überdeckt wird. Die Schnitt­
kurve von E und H (die übrigens eine Krümmungslinie von E ist, wie 
wir früher erwähnten) trennt das Ellipsoid in verschiedene Teile. Der 
eine Teil bleibt unbedeckt, während durch jeden Punkt des anderen 
Teils zwei Kurven der Schar hindurchgehen. 

Um nun alle geodätischen Linien von E zu erhalten, braucht man nur 
H alle ein- und zweischaligen Hyperboloide des durch E bestimmten 
konfokalen Systems durchlaufen zu lassen. Die Fokalhyperbel ist dabei 
als Grenzfall eines Hyperboloids anzusehen. Als Tangenten dieser 
ausgearteten Fläche hat man alle Geraden zu betrachten, die die Fokal-



198 IV. Differentialgeometrie. 

hyperbei treffen. Die Fokalhyperbel schneidet E in den vier Nabel­
punkten. Durch Grenzübergang aus dem Früheren erkennt man, daß die 
Schar der geodätischen Linien von E, die zur Fokalhyperbel gehört, aus 
allen und nur den geodätischen Linien besteht, die durch einen Nabel­
punkt von E gehen1 . Es ergibt sich ferner, daß jede durch einen Nabel­
punkt gezogene geodätische Linie auch den diametral gegenüberliegenden 
Nabelpunkt von E durchläuft. 

Auf der Kugel gehen die durch einen festen Punkt P gezogenen 
geodätischen Linien alle auch durch einen zweiten festen Punkt: den 
Diametralpunkt von P. Die geodätischen Linien durch einen Nabel­
punkt des Ellipsoids zeigen ein analoges Verhalten. Dagegen läßt sich 
beweisen, daß die geodätischen Linien durch irgendeinen anderen festen 
Punkt des Ellipsoids nicht alle noch einen weiteren Punkt gemeinsam 
haben. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob die Kugel die einzige Fläche ist, bei 
der alle geodätischen Linien, die von einem beliebigen festen Punkt 
auslaufen, sich in einem zweiten festen Punkt wieder treffen. Diese 
Frage ist bis jetzt nicht beantwortet. 

7. Die Kugel hat unter allen Körpern gleichen Volumens die kleinste 
Oberfläche und unter allen Körpern gleicher Oberfläche das größte Volumen. 

Die Kugel ist durch beide Eigenschaften (deren jede eine Folge 
der anderen ist) eindeutig bestimmt. Der Nachweis dieser Tatsache 
führt auf ein Problem der Variationsrechnung und ist außerordent­
lich mühsam durchzuführen. Ein einfacher experimenteller Beweis 
wird aber durch jede frei schwebende Seifenblase gegeben. Wie 
wir schon anläßlich der Minimalflächen erwähnten, besitzt die Haut 
der Seifenblase infolge ihrer Oberflächenspannung das Bestreben, ihre 
Oberfläche auf ein möglichst kleines Maß zusammenzuziehen. Da sich 
andererseits in der Seifenblase ein bestimmtes unveränderliches Volumen 
Luft befindet, muß die Seifenblase ein Minimum der Oberfläche bei 
gegebenem Volumen annehmen. Die Beobachtung zeigt nun, daß der­
artige Seifenblasen stets Kugelgestalt besitzen, sofern sie nicht durch 
anhängende Tropfen wesentlich dem Einfluß der Schwere unterworfen 
sind. 

8. Unter allen konvexen Körpern gleicher Oberfläche besitzt die Kugel 
das Minimum der totalen mittleren Krümmung. 

Als mittlere Krümmung H eines Flächenpunkts bezeichnet man das 
arithmetische Mittel seiner Hauptkrümmungen: 

H = i (k1 + k2) . 

Dabei sind die beiden Hauptkrümmungen mit gleichem oder entgegen­
gesetztem Vorzeichen zu rechnen, je nachdem die Fläche im betrachteten 

1 Hiermit steht die auf S. 167 beschriebene Fadenkonstruktion in engem Zu­
sammenhang. 
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Punkt konvexe oder satteiförmige Krümmung aufweist. Im Gegensatz 
zur GAussschen Krümmung bleibt die mittlere Krümmung bei Ver­
biegungen gewöhnlich nicht erhalten. Sie kennzeichnet daher in erster 
Linie die Lage der Fläche im Raum. 

Ein Beispiel für die Bedeutung dieses Krümmungsbegriffs haben wir 
bereits in den Minimalflächen kennengelernt. Sie waren dadurch defi­
niert, daß ihre Hauptkrümmungen in jedem Punkt entgegengesetzt 
gleich sind. Das besagt aber, daß ihre mittlere Krümmung überall 
verschwindet. 

Um nun die totale mittlere Krümmung zu gewinnen, denke ich mir 
die betrachtete Fläche überall mit Masse von der Dichtigkeit der 
jeweiligen mittleren Krümmung belegt. Die Gesamtmasse, die auf diese 
Weise der ganzen Fläche zugeteilt ist, nennt man die totale mittlere 
Krümmung dieser Fläche. 

Die Bestimmung der geschlossenen Flächen, deren totale mittlere 
Krümmung bei gegebener Oberfläche ein Minimum wird, führt wie die 
vorige Eigenschaft der Kugel auf ein Variationsproblem, und zwar 
ergibt sich auch hier, daß die Kugel die einzige Fläche ist, welche diese 
Eigenschaft besitzt. 

Die beiden letztgenannten Eigenschaften der Kugel erhält man in 
der allgemeinen Theorie der konvexen Körper aus gewissen Unglei­
chungen, deren Prinzip hier wenigstens angedeutet sei. Eine Kugel 
vom Radius r besitzt die Oberfläche 0 = 4nr2 und das Volumen 
V= 1nr3 . Um gleiche Dimensionen zu erhalten, müssen wir die dritte 
Potenz der Oberfläche mit der zweiten Potenz des Volumens vergleichen. 
Dies liefert die Relation 

0 3 = 36nV2, 

die unabhängig vom Radius für jede Kugel gilt. Da die Kugel von allen 
Flächen derselben Oberfläche das größte Volumen besitzt, muß für alle 
übrigen Flächen gelten: 

0 3 > 36nV2. 

Bezeichnet man nun mit M die totale mittlere Krümmung einer Fläche, 
so lassen sich für alle konvexen Körper folgende beiden wichtigen Re­
lationen beweisen: 

1. 0 2 -3VM>O, 

2. M 2 - 4 n 0 > 0. 

In der zweiten Formel steht das Gleichheitszeichen allein für die Kugel. 
Das besagt aber gerade, daß unter allen konvexen Körpern gegebener 
Oberfläche die Kugel und nur sie den kleinsten Wert von M liefert. 
Indem man aus beiden Formeln M eliminiert, erhält man die soeben 
aufgestellte Beziehung zwischen Oberfläche und Volumen und erkennt, 
daß das Gleichheitszeichen nur für die Kugel gilt. Dabei sind aber 
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zum Vergleich nur konvexe Körper zugelassen, während in Wahrheit 
die Ungleichung zwischen Volumen und Oberfläche auch für nicht überall 
konvexe Körper gilt. 

9. Die Kugel besitzt konstante mittlere Krümmung. 
Daß die Kugel konstante mittlere Krümmung hat, folgt daraus, daß 

alle Normalschnitte denselben Krümmungsradius, nämlich den Kugel­
radius, besitzen. Die Kugel ist aber keineswegs die einzige Fläche 
dieser Art. Denn auf allen Minimalflächen ist die mittlere Krümmung 
Null, also ebenfalls konstant. Wie die Kugel und die Minimalflächen 
lassen sich auch alle übrigen Flächen konstanter mittlerer Krümmung 
durch Seifenblasen verwirklichen. Ich lege durch eine beliebige ge­
schlossene Raumkurve eine feste Fläche und spanne außerdem eine 
Seifenblase über die Raumkurve. Um das auszuführen, gebe ich z. B. 
dem Rand eines Pfeifenkopfs die Gestalt der gegebenen Raumkurve, 
erzeuge mit dieser Pfeife eine Seifenblase und verschließe des Pfeifenrohr 
luftdicht. Dann wird von der Seifenhaut und der inneren Wandung der 
Pfeife eine feste Luftmenge eingeschlossen, und die Seifenhaut wird 
unter dem Einfluß der Oberflächenspannung diejenige Form annehmen, 
bei der die Oberfläche unter den gegebenen Verhältnissen ein Minimum 
ist. Die Variationsrechnung ergibt nun, daß jede solche Fläche konstante 
mittlere Krümmung besitzen muß. Der konstante Wert dieser Krüm­
mung hängt davon ab, wie groß der durch mehr oder weniger starkes 
Einblasen regulierte Druck der eingeschlossenen Gasmenge ist. Ist dieser 
Druck überhaupt nicht größer als der äußere Luftdruck, so kommen wir 
auf den Fall der Minimalflächen zurück. 

Wir haben also in unseren Seifenblasen eine große Anzahl der ge­
suchten Flächen vor uns. Alle diese Flächen haben aber die Eigenschaft, 
in der Raumkurve unvermittelt aufzuhören, d. h. einen 'Rand zu besitzen. 
Es entsteht daher die Frage, ob es außer der Kugel noch andere Flächen 
konstanter mittlerer Krümmung gibt, die keinen Rand haben und die 
auch im übrigen frei von Singularitäten sind. Es zeigt sich, daß diese 
Frage zu verneinen ist, daß also die Kugel durch unsere Zusatzforde­
rungen eindeutig bestimmt wird. Man kann sich diese Tatsache an den 
Seifenblasen plausibel machen. Wir wissen bereits, daß die frei schwe­
bende Seifenblase stets Kugelgestalt hat. Wenn wir nun Seifenblasen 
derselben Größe, aber mit immer kleineren Randkurven herstellen, so 
ist zu erwarten und wird durch das Experiment bestätigt, daß die 
Gestalt der Randkurve auf die Gestalt der Seifenblase immer weniger 
Einfluß hat und daß sich als Grenzfall stets die Gestalt der unberandeten 
Seifenblase, also die Kugel ergibt!. 

1 Wenn man eine in einen Pfeifenkopf eingespannte Seifenhaut aufbläst, so 
könnte man meinen, daß dabei die mittlere Krümmung der Seifenblase beständig 
anwächst. Das ist ein Irrtum. Zunächst nimmt die mittlere Krümmung von dem 
zur Minimalfläche gehörenden Wert Null ausgehend in der Tat zu. Wenn man 
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10. Die Kugel besitzt konstante positive GAvsssche Krümmung. 
Über die Kennzeichnung der Kugel durch diese Eigenschaft gilt das­

selbe wie bei der mittleren Krümmung. Die Konstanz der GAussschen 
Krümmung allein charakterisiert die Kugel sicher nicht. Denn alle 
Flächen, die ich aus einem Stück der Kugeloberfläche durch Verbiegung 
erhalte, besitzen ebenfalls konstante GAusss~he Krümmung, da ja diese 
bei Verbiegungen nicht geändert wird. Wir nehmen nun wieder die For­
derung hinzu, daß die Fläche weder einen Rand noch sonstige Singu­
laritäten besitzen soll, und fragen, ob es außer der Kugel noch weitere 
Flächen dieser Art gibt. Es zeigt sich, daß diese Frage zu verneinen ist; 
daraus folgt unter anderen, daß die Kugel als Ganzes sich nicht verbiegen 
läßt. Man kann zunächst beweisen, daß eine singularitätenfreie unbe­
randete Fläche konstanter positiver GAussscher Krümmung sich nicht 
wie die Ebene ins Unendliche erstrecken kann, sondern notwendig eine 
geschlossene Fläche wie die Kugel ist. Eine leichte Rechnung lehrt ferner, 
daß es außer den Kugeln und Ebenen ·keine Flächen gibt, für die 
beide Hauptkrümmungen überall konstante Werte haben. Demnach 
können wir uns auf den Fall beschränken, daß auf einer geschlossenen 
Fläche beide Hauptkrümmungen variieren, wobei natürlich ihr Produkt 
stets den vorgegebenen konstanten Wert der GAussschen Krümmung 
hat. Auf einer solchen Fläche müßte in mindestens einem regulären 
Punkt eine der Hauptkrümmungen ein Maximum annehmen. Nun läßt 
sich aber analytisch beweisen, daß ein solcher Punkt auf einem Flächen­
stück konstanter positiver Krümmung nicht vorkommen kann. Mit an­
deren Worten: Auf einem berandeten, nichtkugelförmigen Flächenstück 
konstanter positiver Krümmung gehören die Maxima der Hauptkrüm­
mungen stets zu Punkten des Randes. Da nun die Kugeloberfläche 
keinen Rand besitzt, so folgt, daß die Kugel als Ganzes nicht ver­
bogen werden kann, und daß es überhaupt außer den Kugeln keine 
unberandeten singularitätenfreien Flächen konstanter positiver GAuss­
scher Krümmung gibt. 

aber sehr stark aufbläst (und dabei von der Möglichkeit absieht, daß die Seifenblase 
zerplatzt), so wird die Seifenblase, wie sich aus der im Text ausgeführten Betrach­
tung ergibt, ungefähr die Gestalt einer sich stets vergrößernden Kugel annehmen; 
die mittlere Krümmung, die gleich dem reziproken Wert des Kugelradius ist, 
nimmt also unbegrenzt gegen Null ab. Zu hinreichend kleinen Werten c der mitt­
leren Krümmung und zu einer bestimmten Randkurve gibt es demnach mindestens 
zwei durch die Kurve berandete Flächen der konstanten mittleren Krümmung c. 
Diese Erscheinung steht in bemerkenswertem Gegensatz zu vielen anderen Varia­
tionsproblemen, bei denen es stets nur eine einzige Extremalfläche gibt, die durch 
eine gegebene geschlossene Kurve berandet wird. Sieht man übrigens vom Vor­
zeichen der mittleren Krümmung ab, so erhält man durch dieselbe Randkurve 
noch zwei weitere Flächen derselben konstanten mittleren Krümmung; man 
kann diese Flächen durch Seifenblasen realisieren, indem man die ursprüngliche 
Minimalfläche von der anderen Seite her aufbläst. 
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Da es andererseits offenbar verbiegbare Kugelstücke gibt, so erhebt 
sich die Frage, ein wie großes Loch man in die Kugel schneiden muß, 
damit der Rest verbiegbar wird. Es wäre denkbar, daß so ein Loch eine 
gewisse Mindestgröße haben müßte, z. B. die einer Halbkugel. Es läßt 
sich aber beweisen, daß das Gegenteil zutrifft; die Kugel wird schon 
verbiegbar, wenn man ein beliebig kleines Loch hineinschneidet, es ge­
nügt sogar, die Kugellängs eines Großkreises ein beliebig kleines Stück 
lang aufzuschneiden. Dagegen ist es noch nicht bekannt, ob die Kugel 
auch dann schon verbiegbar wird, wenn man einen oder mehrere isoliert 
liegende Punkte fortläßt. 

Daß eine Kugel verbiegbar wird, wenn ich ein beliebig kleines Loch 
hineinschneide, können wir in einen eigentümlichen Zusammenhang 
mit dem Verhalten der Seifenblasen bringen. Man kann nämlich ana­
lytisch leicht beweisen: Wenn ich von einem Flächenstück F der kon­
stanten mittleren Krümmung c ausgehe und wenn ich auf allenNormalen 
von F die Strecke 1j2c nach einer bestimmten Seite hin abtrage, so 
besitzt die neue Fläche G, die von den Endpunkten aller dieser Strecken 
durchlaufen wird, zwar nicht konstante mittlere Krümmung, wohl aber 
die konstante GAusssche Krümmung 4c 2 • Man nennt G die Parallel­
fläche von F im Abstand 1/2c. Ist bei diesem VerfahrenFein Kugel­
stück, so ist G das Stück einer mit F konzentrischen Kugel, und auch 
umgekehrt kann G nur dann ein Kugelstück sein, wenn auch F es ist. 
Man kann nämlich zeigen, daß dieNormalen vonFauch Gin entsprechen­
den Punkten senkrecht durchschneiden.- Die Seite von F, nach der 
hin ich die Strecke auf der Normalen abtragen muß, ist nicht willkürlich; 
man kann die Vorschrift leicht präzisieren, wenn man sich F als 
Seifenblase über einem geschlossenen Pfeifenkopf denkt; man hat dann 
ins Innere des eingeschlossenen Luftraums zu gehen. 

Nunmehr denke ich mir auf einer Kugel vom Radius 1fc, also 
der mittleren Krümmung c eine kleine geschlossene Kurve R ge­
zeichnet und diese Kurve stetig so deformiert, daß die deformierten 
Kurven nicht mehr auf Kugeln liegen. Es ist plausibel, daß ich 
bei nicht zu starker Deformation Seifenblasen der konstanten mitt­
leren Krümmung c durch alle diese Kurven legen kann. Spanne ich näm­
lich durch die ursprüngliche Kurve R eine Seifenhaut, so kann ich 
sie, wenn ich sie gerade im richtigen Maße aufblase, sicher zu 
einer Fläche der mittleren Krümmung c machen; denn die Kugel, auf 
der R liegt, ist eine solche Fläche, und wenn ich von der richtigen Seite 
her aufblase, erhalte ich in einem bestimmten Stadium das größere von 
R begrenzte Kugelstück. Aus Stetigkeitsgründen folgt, daß ich bei 
geeigneter Luftzufuhr während der Deformation von R erreichen kann, 
daß die Seifenblase, die zuerst die Gestalt eines Kugelstücks hatte, bei 
der Deformation von R sich stetig mitändert und dabei den Wert der 
mittleren Krümmung beibehält; dagegen können die deformierten 
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Seifenblasen nicht mehr Kugelgestalt haben, weil die deformierten Rand­
kurven gemäß unserer Konstruktion auf keiner Kugel liegen. Nun­
mehr konstruieren wir zu allen diesen Seifenblasen die inneren Parallel­
flächen im Abstand 1/2c. Dann durchlaufen wir eine stetige Schar von 
Flächen, die nach dem früheren Satz sämtlich die konstante GAusssche 
Krümmung 4c 2 haben. Die erste dieser Flächen ist eine Kugel vom 
Radius 1/2c, in die ein kleines Loch geschnitten ist, das von einer 
zu R ähnlichen und ähnlich gelegenen Kurve begrenzt wird. Alle übrigen 
Flächen sind in die erste stetig verbiegbar; sie können aber nicht Kugel­
gestalt haben, da nach dem früher erwähnten sonst auch die Seifenblasen 
Kugelgestalt haben müßten. Eine mit einem beliebig kleinen Loch ver­
sehene Kugel ist also in der Tat verbiegbar. 

Die Verbiegbarkeit berandeter und unberandeter Flächen ist in 
viel allgemeineren Fällen untersucht worden. Unverbiegbar sind alle 
geschlossenen konvexen Flächen, z. B. die Ellipsoide. Ebenso sind 
unverbiegbar alle konvexen Flächen mit Rändern, falls die Fläche 
längs jeder Randkurve eine und dieselbe Tangentialebene besitzt; ein 
Beispiel einer solchen Fläche (mit zwei Rändern) ist der konvexe Teil 
der Torusfläche (vgl. Abb. 210, S. 177). 

Schneidet man in eine geschlossene konvexe Fläche ein beliebig 
kleines Loch, so wird die Fläche verbiegbar. Es ist noch ungeklärt, ob 
es genügt, die Fläche aufzuschlitzen oder gar nur einzelne Punkte zu 
entfernen. 

11. Die Kugel wird durch eine dreiparametrige Schar von Bewegungen 
in sich übergeführt. 

Die Gesamtheit aller Bewegungen, die die Kugel mit sich selbst zur 
Deckung bringen, sind offenbar die Drehungen um den Kugelmittel­
punkt. Diese Gesamtheit hängt nun in der Tat von drei Parametern 
ab. Denn zwei Parameter sind nötig, um die Stellung der (durch den 
Mittelpunkt gehenden, sonst beliebigen) Rotationsachse festzulegen, 
und einen dritten Parameter braucht man zur Bestimmung des Drehungs­
winkels. Man kann diese Abzählung auch nach einem anderen Gesichts­
punkt durchführen. Offenbar läßt sich ein beliebiger Punkt der Kugel 
durch eine Bewegung der Schar in jeden anderen Kugelpunkt über­
führen und darüber hinaus eine durch den ersten Punkt laufende 
Richtung auf der Kugel in eine beliebige Richtung durch den Bildpunkt. 
Damit ist dann eine Abbildung aus unserer Schar eindeutig festgelegt. 
Diese Bestimmung erfordert aber gerade drei Parameter, denn der 
willkürlich gewählte Bildpunkt des ersten Punktes hängt von zwei 
Parametern ab, und die durch ihn laufenden Richtungen auf der Kugel 
bilden eine weitere einparametrige Schar. 

Die zuletzt erwähnte Abzählung läßt sich nun nicht nur für die 
Kugel, sondern auch für die Ebene durchführen; also besitzt auch die 
Ebene eine dreiparametrige Schar von Bewegungen in sich. Weitere 
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Flächen dieser Art gibt es aber nicht, so daß die Eigenschaft die 
Kugeln und die Ebene kennzeichnet. 

Wir fragen nun nach allen weiteren Flächen, die überhaupt eine 
Schar von Bewegungen in sich gestatten; diese Schar muß dann not­
wendig zwei- oder einparametrig sein. Die einzigen Flächen, die eine 
gerrau zweiparametrige Bewegungsschar gestatten, sind die Kreis­
zylinder. Eine beliebige Drehung um seine Achse und eine beliebige 
Translation längs der Achse führen den Kreiszylinder in sich über. Das 
ist eine zweiparametrige Schar von Bewegungen, und weitere Be­
wegungen, die den Kreiszylinder in sich überführen, gibt es nicht. 
Man kann durch eine dieser Bewegungen jeden Punkt des Kreiszylinders 
in jeden anderen überführen. Dagegen kann man die Richtungen nicht 
mehr willkürlich abbilden, da die erzeugenden Geraden des Zylinders 
durch unsere Bewegungen stets ineinander übergeführt werden. 

Für Flächen mit gerrau einparametriger Bewegungsschar bilden die 
Rotationsflächen naheliegende Beispiele; diese Flächen gehen durch 
alle Drehungen um die Rotationsachse und (abgesehen von den Kugeln, 
der Ebene und den Kreiszylindern) nur durch diese Bewegungen in 
sich über. Jeder Punkt kann also in einen beliebigen Punkt seines 
Breitenkreises übergeführt werden, und dadurch ist die Abbildung dann 
festgelegt. 

Mit den Rotationsflächen ist aber die Gesamtheit aller Flächen mit 
einparametriger Bewegungsschar keineswegs erschöpft. Die Flächen­
klasse, die durch diese Eigenschaft charakterisiert wird, besteht viel­
mehr aus den Schraubenflächen; diese Flächenklasse umfaßt die 
Rotationsflächen einerseits und die Zylinder andererseits als Grenz­
fälle. Wie schon S. 185 angegeben, kann man jede Schraubenfläche 
folgendermaßen erzeugen: Man geht von einer beliebigen Raumkurve 
aus, dreht sie mit beliebiger konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine 
beliebige feste Gerade und unterwirft sie außerdem einer Translation 
von konstanter Geschwindigkeit längs dieser Geraden. Aus der Defi­
nition geht hervor, daß die Schraubenflächen eine einparametrige Schar 
von Bewegungen in sich besitzen; nämlich dieselbe Schar von Be­
wegungen, die die Fläche aus der Raumkurve erzeugen. Die schon 
erwähnten Grenzfälle erhält man, wenn man entweder die Winkel­
geschwindigkeit oder die Translationsgeschwindigkeit gleich Null setzt. 
Im ersten Fall wird die Schraubung zu einer Translation, und die Raum­
kurve beschreibt einen Zylinder; im zweiten Fall ergibt sich eine Drehung, 
und die Raumkurve erzeugt eine Rotationsfläche1 . 

1 Daß es außer den Schraubenflächen keine weiteren Flachen mit einpara­
metriger Bewegungsschar gibt, folgt daraus, daß die Bewegungen einer Fläche in 
sich eine Gruppe bilden. Die Schmubungen um feste Achsen mit fester Ganghöhe 
bilden aber, wenn die Rotationen um die Achse und die Translationen längs der 
Achse wieder als Grenzfalle mitgerechnet werden, die allgemeinsten einparame­
trigen Bewegungsgruppen des Raums. 
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Ein einzelner Punkt der erzeugenden Kurve beschreibt (von den 
Grenzfällen abgesehen) eine Schraubenlinie. Durch die einparametrige 
Bewegungsschar der Schraubenfläche wird also jeder Punkt in einen 
beliebigen Punkt der zugehörigen Schraubenlinie übergeführt; in den 
Grenzfällen geht die Schraubenlinie in die Erzeugenden des Zylinders 
bzw. in die Breitenkreise der Rotationsfläche über. 

§ 33. Verbiegungen von Flächen in sich. 
Wir verallgemeinern jetzt die Frage, auf die uns die 11. Eigenschaft 

der Kugel geführt hat. Wir wollen die Flächen betrachten, die, anstatt 
Bewegungen, beliebige Verbiegungen in sich gestatten. Ein vollkommen 
biegsames, aber undehnbares Stück Messingblech, das auf ein Modell 
einer solchen Fläche an irgendeiner Stelle glatt aufgelegt werden kann, 
muß sich in passender Weise über das Modell hinschieben lassen; es 
darf dabei seine Form ändern, aber nicht zerreißen, und nicht auf­
hören, glatt auf der Fläche aufzuliegen. 

Während die Beweglichkeit einer Fläche in sich von der Lage der 
Fläche im Raum abhängt, ist die Verbiegbarkeit der Fläche in sich 
eine innere Eigenschaft der Fläche, die weder zerstört noch gewonnen 
werden kann, wenn man die Fläche verbiegt. 

Da die Bewegungen einen Sonderfall der Verbiegungen darstellen, 
müssen unter den Flächen, die wir jetzt suchen, jedenfalls alle die vor­
kommen, die wir im vorigen Abschnitt aufgezählt haben. Es zeigt sich 
nun, daß jene Flächen und ihre Biegungsflächen schon die allgemeinsten 
sind, die Scharen von Verbiegungen in sich gestatten; man erhält also 
durch die Verallgemeinerung der Fragestellung keine wesentlich neue 
Flächenklasse. Aber die vorher aufgestellten Typen erhalten jetzt eine 
andere Bedeutung. So sind offenbar die Zylinder nicht als wesentlich 
verschieden von der Ebene anzusehen, da ja die Ebene sich in jeden 
Zylinder verbiegen läßt. Ebenso verliert auch der zweite Grenzfall der 
Schraubenflächen, der Fall der Rotationsflächen, seinen Sondercharak­
ter. Man kann nämlich ein Stück einer beliebigen Schraubenfläche 
stets in ein Stück einer Rotationsfläche verbiegen. Es genügt zu diesem 
Zweck, einer der auf der Schraubenfläche verlaufenden Schraubenlinien 
durch die Verbiegung die Gestalt eines Kreises zu geben, der natürlich 
unendlich oft umlaufen werden muß, da ja die Schraubenlinie unend­
lich lang ist. Dann nehmen die übrigen Schraubenlinien von selbst 
ebenfalls Kreisgestalt an, und alle diese Kreise haben dieselbe Achse, 
so daß die entstandene Fläche in der Tat eine Rotationsfläche ist, deren 
Breitenkreise aus den Schraubenlinien der Ausgangsfläche hervorge­
gangen sind. Ein Beispiel der Behauptung ist die auf S. 18 5, 186 be­
schriebene Abwicklung der Wendelfläche auf das Katenoid. 

Wenn man von der analytischen Beweisführung absieht, läßt sich 
leicht anschaulich plausibel machen, warum die Flächen, die eine 
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einparametrige Schar von Verbiegungen in sich gestatten, sich stets 
in die Gestalt von Schrauben- oder Rotationsflächen bringen lassen 
und warum dabei die Schraubenlinien und die Breitenkreise einander 
entsprechen. 

Durch jeden Punkt eines solchen Flächenstücks muß nämlich eine 
Kurve laufen, die die Gesamtheit aller Bildpunkte dieses Punkts dar­
stellt, wenn man die sämtlichen Verbiegungen unserer Schar ausführt. 
Das Flächenstück wird also einfach und lückenlos von einer bestimmten 
Kurvenschar überdeckt, die bei den betrachteten Verbiegungen in sich 
übergeht. Greift man zwei beliebige Kurven dieser Schar heraus, so 
müssen alle Punkte der einen Kurve den gleichen geodätischen Abstand 
von der anderen Kurve haben, da ja dieser Abstand durch die Verbie­
gung nicht geändert wird. Hieraus ergibt sich, daß jede geodätische 
Linie, die auf einer Kurve der Schar senkrecht steht, auch alle übrigen 
Scharkurven senkrecht schneidet; denn der kürzeste Abstand eines 
Flächenpunkts von einer Flächenkurve wird längs der Fläche durch die 
geodätische Linie gegeben, die durch den Punkt geht und auf der Kurve 
senkrecht steht. Auf den von uns betrachteten Flächen existiert also stets 
ein orthogonales Kurvennetz, dessen eine Schar die zuerst beschriebene 
ist, während die zweite aus geodätischen Linien besteht. Längs jeder 
Kurve der ersten Schar muß überdies die GAusssche Krümmung kon­
stant sein, da ja diese bei Verbiegung ungeändert bleibt und jeder Punkt 
einer Scharkurve durch die von uns betrachteten Verbiegungen in jeden 
anderen Punkt derselben Scharkurve übergehen kann. Um die Werte­
verteilung der GAussschen Krümmung auf unserer Fläche zu be­
schreiben, genügt es also, diese Krümmung längs einer geodätischen 
Linie der zweiten Schar als Funktion der Bogenlänge anzugeben. 

Nun kann man aber leicht Rotationsflächen konstruieren, für die die 
GAusssche Krümmung eine vorgeschriebene Funktion der Bogenlänge 
eines Meridians ist. Da die Meridiane der Rotationsflächen geodätische 
Linien sind, die die Breitenkreise senkrecht schneiden, so ist es plau­
sibel und wird durch die Rechnung bestätigt, daß unser vorgegebenes 
Flächenstück sich in alle jene Rotationsflächen verbiegen läßt; das von 
uns konstruierte Orthogonalnetz des Flächenstücks wird dabei in das 
Netz der Meridiane und Breitenkreise verwandelt. 

Auf den Schraubenflächen haben offenbar die Schraubenlinien die 
entsprechende Eigenschaft wie die Breitenkreise der Rotationsflächen. 
Es sind wiederum die Bahnkurven der längentreuen Abbildungen der 
Fläche in sich. Wenn also überhaupt eine Schraubenfläche in eine 
Rotationsfläche verbogen werden kann, so müssen notwendig die 
Schraubenlinien und die Breitenkreise einander entsprechen. 

Die Rechnung ergibt, daß aus jeder Schraubenfläche eine zweipara­
metrige Schar weiterer Schraubenflächen und eine einparametrige Schar 
von Rotationsflächen durch Verbiegung erhalten werden können. 
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Wir betrachten nun die Flächen, die eine zwei- oder mehrparametrige 
Schar von Verbiegungen in sich gestatten. Daß die Schar der Ver­
biegungen mindestens zweiparametrig ist, ist gleichbedeutend damit, 
daß jeder Punkt der Fläche in jeden Nachbarpunkt übergeführt werden 
kann. Daher muß die GAusssche Krümmung dieser Flächen konstant 
sein. Alle Flächen positiver GAussscher Krümmung sind nun (wenn man 
sich auf hinreichend kleine Stücke beschränkt) auf die Kugel abwickel­
bar (S. 181). Wie diese besitzen sie also nicht nur eine zwei-, sondern 
sogar eine dreiparametrige Schar von Verbiegungen in sich. Das Ent­
sprechende gilt für Flächen verschwindender GAussscher Krümmung, 
denn diese sind auf die Ebene abwickelbar. Es läßt sich analytisch 
zeigen, daß auch die Flächen konstanter negativer Krümmung die 
gleiche Mannigfaltigkeit von Verbiegungen in sich gestatten. 

Alle Flächen konstanter GAussscher Krümmung haben also mit der 
Ebene eine wichtige innere Eigenschaft gemein, die wir im folgenden 
ausführlich untersuchen werden. Man kann die ebene Geometrie so 
aufbauen, daß ihre grundlegenden und allgemeinsten Aussagen nicht 
nur in der Ebene, sondern auf allen Flächen konstanter Krümmung 
gelten und daß erst an einer höheren Stelle des Aufbaus zwischen der 
Ebene und den Flächen positiver oder negativer konstanter GAussscher 
Krümmung unterschieden wird; dann teilt sich die Geometrie in die 
euklidische und zwei "nichteuklidische" Geometrien. 

§ 34. Elliptische Geometrie. 
Auf krummen Flächen sind die geodätischen Linien als das Analogon 

der Geraden in der Ebene anzusehen. Wir wollen jetzt diese Analogie 
genauer untersuchen. Die einfachsten Konstruktionen der ebenen 
Geometrie beruhen auf dem Zeichnen von Geraden und dem Abtragen 
von Strecken und Winkeln. Wenn wir solche Konstruktionen auf 
krumme Flächen übertragen wollen, besteht zunächst ein prinzipieller 
Unterschied: Die Ebene haben wir stets in ihrer Gesamterstreckung 
zugrunde gelegt, dagegen haben wir auf allgemeinen krummen Flächen 
stets nur kleine Stücke betrachtet, dem differentialgeometrischen Stand­
punkt gemäß. Demnach müssen wir uns auf solche Konstruktionen be­
schränken, die nicht über die Grenzen des Flächenstücks hinausführen, die 
also der Betrachtung eines kleinen Teilgebiets in der Ebene entsprechen. 

Auf einem hinreichend kleinen Stück einer krummen Fläche lassen 
sich zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte durch einen und 
nur einen geodätischen Bogen verbinden, so wie in jedem Teilgebiet der 
Ebene zwei dem Rand nicht zu nahe gelegene Punkte genau eine im 
Teilgebiet verlaufende geradlinige Verbindung besitzen 1 • 

1 Wenn der Rand nicht überall nach innen konkav ist, kann die Verbindungs­
strecke zweier dem Rand hinreichend benachbarter Punkte teilweise durch das 
Äußere des Gebiets gehen. 
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Winkel mit geodätischen Schenkeln können auf jedem Flächen­
stück in der gleichen Weise gezeichnet und abgetragen werden wie 
Winkel mit geradlinigen Schenkeln in einem Stück der Ebene. 

Auch das Abtragen von geodätischen Strecken unterliegt denselben 
Gesetzen wie das Abtragen geradliniger Strecken in einem Stück der 
Ebene. 

Aber schon bei einer der einfachsten Konstruktionen, die aus diesen 
drei Schritten besteht, hört die Analogie im allgemeinen auf; nämlich bei 
der Konstruktion kongruenter Dreiecke. Zwei Dreiecke heißen kon­
gruent, wenn bei einer bestimmten Zuordnung der Ecken entsprechende 
Seiten und Winkel gleich sind. Dieser Begriff ist offenbar auf geo­
dätische Dreiecke in einem krummen Flächenstück übertragbar. Wenn 
ich nun in einem Stück der Ebene von einem Dreieck A0 B0 C0 ausgehe 
und zu einem Punkt A zwei Punkte B und C so konstruiere, daß 
AB= A0 B0 , AC= A0 C0 und -t:BAC = -1::B0 A 0 C0 ausfällt, so ist 
nach dem ersten Kongruenzsatz das Dreieck ABC dem Dreieck A 0 B 0 C0 

kongruent; dabei ist nur vorauszusetzen, daß der Punkt A so weit vom 
Rand des Gebiets entfernt liegt, daß alle Konstruktionen im Gebiet 
möglich sind. 

Wenn ich aber die analoge Konstruktion in einem krummen Flächen­
stück vornehme, so wird der geodätische Bogen B C im allgemeinen eine 
andere Länge haben als B0 C0 . Von der Kongruenz der beiden Dreiecke 
ABC und A0 B0 C0 ist also keine Rede. 

In einem Fall ist jedoch der erste Kongruenzsatz auf geodätische 
Konstruktionen übertragbar; wenn nämlich das Flächenstück kon­
stante GAusssche Krümmung hat. Dann können wir das Flächenstück 
so in sich verbiegen, daß A 0 auf A fällt und daß die geodätischen Schenkel 
des Winkels ß 0 A0 C0 auf die entsprechenden Schenkel des Winkels BA C 
fallen 1 • Wegen der Längen- und Winkeltreue der Verbiegung fällt also 
B 0 auf Bund C0 auf C; die Dreiecke A0 B0 C0 und ABC müssen dem­
nach kongruent sein. 

Die axiomatische Analyse der ebenen geometrischen Konstruktionen 
lehrt nun, daß alle Sätze über Kongruenz von Figuren logisch auf den 
ersten Kongruenzsatz zurückführbar sind. Auf Flächen konstanter 
Krümmung besteht deshalb hinsichtlich der zu Beginn genannten Kon­
struktionen vollständige Analogie zur Geometrie in einem Stück der 
Ebene. 

Wir haben den ersten Kongruenzsatz dadurch auf Flächen kon­
stanter Krümmung übertragen, daß wir an deren dreiparametrige 

1 Durch stetige Transformation ist das nicht immer möglich; auch nicht in 
der Ebene, wo bekanntlich auch Spiegelungen als Deckbewegungen mitgerechnet 
werden müssen. Auch auf den Flächen konstanter nichtverschwindender Krüm­
mung existieren Iängentreue Abbildungen, die den Spiegelungen entsprechen. 
Vgl. S. 226, Fußonte. 
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Biegungsgruppe anknüpften. Man kann den Zusammenhang aber logisch 
umkehren. Wenn auf einer Fläche der erste Kongruenzsatz für geodä­
tische Dreiecke gilt, so folgt, daß die Fläche eine dreiparametrige 
Schar längentreuer Abbildungen auf sich gestatten und daher von 
konstanter GAussscher Krümmung sein muß. Zunächst folgt nämlich 
aus der oben beschriebenen Dreieckskonstruktion, daß man zu einem 
hinreichend kleinen geodätischen Dreieck stets oo3 kongruente Dreiecke 
zeichnen kann. Nun kann man aber die Fläche unter Zugrundelegung 
eines Dreiecks durch Abtragung von Strecken und Winkeln und wieder­
holte Anwendung des ersten Kongruenzsatzes vollständig vermessen 
nach den gleichen Prinzipien, die in der Praxis der Erdvermessung ver­
wandt werden. Jeder kongruenten Abtragung des Grunddreiecks ent­
spricht daher eine längentreue Abbildung des Flächenstücks. 

Damit ist gezeigt, daß die Flächen konstanter GAussscher Krümmung 
die einzigen sind, auf denen der erste Kongruenzsatz für geodätische 
Dreiecke allgemein gilt. 

Um die Analogie dieser Flächen mit der 
Ebene weiter zu verfolgen, wollen wir jetzt 
die Beschränkung auf kleine Teilgebiete 
aufzuheben suchen. Wir beginnen mit Flä­
chen, deren (konstante) GAusssche Krüm­
mung positiv ist. Es liegt nahe, von einer 
Kugelfläche auszugehen. Dadurch aber, daß 
wir diese Fläche als Ganzes betrachten, wird 
die Analogie zur Ebene in einem entschei­
denden Punkte zerstört. Die geodätischen Abb. 231. 

Linien der Kugel sind die Großkreise; durch zwei Diametralpunkte auf 
der Kugel gehen nun unendlich viele Großkreise, während in der Ebene 
zwei Punkte eine einzige Verbindungsgerade haben. Während ferner 
in der Ebene zwei Geraden höchstens einen Schnittpunkt haben, schnei­
den sich zwei Großkreise der Kugel stets in zwei (diametralen) Punkten. 
Eine andere Fläche konstanter positiver Krümmung als die Kugelfläche 
können wir aber schon deshalb nicht als Analogon der Ebene ansehen, 
weil alle jene Flächen singuläre Punkte oder Ränder haben (vgl. S. 201). 

Durch eine einfache Abstraktion können wir aber die störende Eigen­
schaft der Kugelfläche beseitigen. Wir beschränken uns nämlich auf die 
Fläche einer Halbkugel und sehen jedes Paar von Diametralpunkten 
des herandenden Großkreises als je einen einzigen Punkt an. Wenn ferner 
eine sphärische Figur über den Randkreis herausragt, so wollen wir die. 
ins Äußere fallenden Punkte durch ihre Diametralpunkte ersetzen; diese 
fallen dann auf die betrachtete Halbkugel (Abb. 231). 

Auf diese Weise erhalten wir ein Punktgebilde, das alle Eigenschaften 
hat, auf die wir ausgingen. Erstens ist jedes hinreichend kleine Teil­
stück Iängentreu auf ein Stück der Kugelfläche bezogen. Zweitens wird 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 14 
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das Abtragen von Strecken und das geodätische Verbindenzweier Punkte 
durch keinen Rand gestört. Drittens besitzen zwei verschiedene Punkte 
stets eine einzige geodätische Verbindung, und zwei geodätische Bögen 
haben niemals mehr als einen Schnittpunkt; beides folgt daraus, daß die 
Paare von Diametralpunkten, die unser Gebilde enthält, sämtlich als 
je ein Punkt angesehen wurden. 

Das Analogon der ebenen Geometrie, das auf diesem Flächenmodell 
herrscht, nennt man elliptische Geometrie, die Fläche selbst wird als 
Modell der elliptischen Ebene bezeichnet. Ein zweites Modell der ellip­
tischen Ebene erhält man offenbar, wenn man von der vollständigen 
Kugeloberfläche ausgeht und jedes Diametralpunktepaar als einen ein­
zigen Punkt ansieht. 

Wir untersuchen nun die elliptische Geometrie, wobei wir die Groß­
kreise kurz als Geraden und die Großkreisbögen als Strecken bezeichnen. 
Dann springen zwei Unterschiede der elliptischen Geometrie von der 
gewöhnlichen euklidischen Geometrie ins Auge. Erstens sind die ellip­
tischen Geraden geschlossene Kurven, während sich die euklidischen 
Geraden ins Unendliche erstrecken. Zweitens haben zwei elliptische 
Geraden stets einen Schnittpunkt, während es zu jeder euklidischen 
Geraden Parallelen, also nichtschneidende Geraden gibt. 

Vollständig läßt sich die Beziehung der elliptischen zur euklidischen 
Geometrie nur überblicken, wenn man von den Axiomen der eukli­
dischen ebenen Geometrie ausgeht und bei jedem Axiom nachsieht, ob 
es auch in der elliptischen Geometrie erfüllt ist oder ob es durch ein 
abgeändertes Axiom ersetzt werden muß. Wir haben schon früher die 
Axiome der Verknüpfung (S. 103) und der Stetigkeit (S. 115) erwähnt. 
Im ganzen läßt sich die euklidische ebene Geometrie auf fünf Axiom­
gruppen aufbauen, denen der Verknüpfung, der Anordnung, der Kon­
gruenz, der Parallelen und der Stetigkeit. Jeder Axiomgruppe liegen 
gewisse Begriffe zugrunde, denen der Verknüpfung z. B. die Begriffe: 
Punkt, Gerade und Incidenz. Weitere Begriffe werden durch gewisse 
Axiome ihrerseits erst ermöglicht, z. B. der Begriff der Strecke oder der 
Halbgeraden durch die Axiome der Anordnung. Der Begriff der Strecke 
wiederum bildet die Grundlage der Kongruenzaxiome, so daß also die 
Kongruenzaxiome zu ihrer Formulierung gewisse Anordnungsaxiome 
voraussetzen. Wir wollen jetzt die Axiome der euklidischen ebenen 
Geometrie anführen1 . 

I. Axiome der Verknüpfung. 

1. Durch zwei Punkte geht genau eine Gerade. 2. Jede Gerade enthält 
mindestens zwei Punkte. 3. Es gibt mindestens drei Punkte, die nicht auf 
derselben Geraden liegen. 

1 Vgl. HILBERT: Grundlagen der Geometrie. Berlin 1930. 



§ 34. Elliptische Geometrie. 211 

II. Axiome der Anordnung. 

1. Unter drei Punkten einer Geraden liegt genau einer zwischen beiden 
anderen. 2. Zu zwei Punkten A und B gibt es mindestens einen solchen 
Punkt C, daß B zwischen A und C liegt. 3. Wenn eine Gerade eine Seite 
eines Dreiecks schneidet (d. h. einen Punkt enthält, der zwischen zwei 
Ecken liegt), so geht sie entweder durch den gegenüberliegenden Eckpunkt, 
oder sie schneidet noch eine Seite. 

Die Anordnungsaxiome gestatten, die in den folgenden Axiomen auf­
tretenden Begriffe "Strecke", "Winkel", "Seite einer Geraden von einem 
Punkte aus", "Halbgerade", "Seite einer Ebene von einer Halbgeraden 
aus" zu definieren. 

III. Axiome der Kongruenz. 

1. Eine Strecke läßt sich auf einer Geraden von einem Punkt der Ge­
raden aus stets nach beiden Seiten abtragen; die entstehende Strecke heißt 
der ersten kongruent. 2. Sind zwei Strecken einer dritten kongruent, so 
sind sie auch einander kongruent. 3. Wenn auf zwei kongruenten Strecken 
je ein Punkt derart liegt, daß eine der entstehenden Teilstrecken der einen 
Strecke einer der Teilstrecken der anderen kongruent ist, so ist auch die 
zweite Teilstrecke der einen kongruent der zweiten Teilstrecke der anderen. 
4. Ein Winkelläßt sich an einen Halbstrahl nach jeder Seite der Ebene hin 
in eindeutiger Weise abtragen; der entstehende W inkeZ heißt dem ersten kon­
gruent. 5. (Erster Kongruenzsatz.) Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und 
dem eingeschlossenen Winkel übereinstimmen, so sind sie kongruent. 

IV. Parallelenaxiom. 

Zu einer Geraden a gibt es durch jeden Punkt, der nicht auf a liegt, 
genau eine Gerade, die a nicht schneidet. 

V. Axiome der Stetigkeit. 

Diese Axiome werden sehr verschieden formuliert. Sie besagen in 
jedem Fall etwa: 

1. (Archimedisches Axiom, vgl. S. 115.) ] ede Strecke läßt sich durch 
jede andere messen. 2. (Cantorsches Axiom.) In jeder unendlichen Folge 
ineinandergeschalteter Strecken gibt es stets einen allen diesen Strecken 
gemeinsamen Punkt. 

In der elliptischen Geometrie sind die Verknüpfungsaxiome offenbar 
erfüllt. Dagegen sind die Anordnungsaxiome nicht erfüllt; denn da die 
Geraden geschlossene Kurven sind wie Kreise, läßt sich nicht sagen, 
von drei Punkten einer Geraden liege genau einer zwischen den beiden 
anderen. Statt der Zwischenbeziehung dreier Punkte läßt sich aber 
in der elliptischen Geometrie eine Trennungsbeziehung vierer Punkte 
einführen, für die dann ganz entsprechende Anordnungsaxiome gelten, 
deren erstes hier angeführt sei: Vier Punkte einer Geraden zerfallen stets 

14* 
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auf genau eine Weise in zwei einander trennende Paare. (Z. B. zerfallen 
in Abb. 232 die Punkte A, B, C, D in die einander trennenden Paare AC 
und BD.) 

Wie die euklidischen so führen auch die elliptischen Anordnungs­
axiome zur Definition der Strecke und der anderen Begriffe, die in den 

Abu 232. 

Kongruenzaxiomen verwandt werden. Man muß 
aber davon ausgehen, daß zwei Punkte AB stets 
zwei Strecken und nicht bloß eine bestimmen, 
ebenso wie jeder Kreis durch zwei seiner Punkte 
in zwei Bögen zerfällt. Erst durch Hinzunahme 
eines dritten Punktes C der Geraden AB läßt 
sich eine Unterscheidung der beiden Strecken AB 
herbeiführen; die eine Strecke besteht aus allen 
Punkten, die durch AB von C getrennt werden, 

die andere aus den übrigen Punkten der Geraden AB. Ferner muß 
man überstumpfe Winkel als Innenwinkel eines Dreiecks ausschließen, 
weil sonst durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel nicht 
ein einziges Dreieck, sondern zwei inkongruente Dreiecke bestimmt 
werden (Abb. 233), was dem ersten Kongruenzsatz widerspricht. Es 
zeigt sich, daß bei diesen Einschränkungen in jedem hinreichend kleinen 
Teilgebiet der elliptischen Ebene die Analogie zu einem Teilgebiet der 

II 

~B 
II 

c 

ß 

euklidischen Ebene, 
von der wir ausgegan-
gen waren, erhalten 
bleibt, und daß die 
euklidischen Kongru­
enzaxiome in der ellip-
tischen Ebene ihre 
Geltung behalten. Das 
gleiche gilt von den 
Stetigkeitsaxiomen. 

Abb. 233. Dagegen gilt das 
Parallelenaxiom nicht, sondern ist durch das schon S. 103 aufgestellte 
Verknüpfungsaxiom der projektiven Ebene zu ersetzen: Zwei Ge­
raden haben genau einen Schnittpunkt. 

Auch hinsichtlich der Anordnung verhält sich die elliptische Ebene 
wie die projektive. Um das anschaulich in Evidenz zu setzen, wählen 
wir als Modell der elliptischen Ebene die vollständige Kugeloberfläche, 
auf der alle Diametralpunktepaare identifiziert sind; projizieren wir die 
Kugel von ihrem Mittelpunkt aus auf eine Ebene, so entspricht jeder 
Punkt der Ebene einem Diametralpunktepaar der Kugel, also einem 
Punkt der elliptischen Ebene. Jedem Großkreis, also jeder elliptischen 
Geraden, entspricht eine Gerade der Bildebene. Die Beziehung wird 
umkehrbar eindeutig, wenn wir die unendlich ferne Gerade der Bild-
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ebene hinzunehmen, wenn wir also diese Ebene als projektive Ebene 
auffassen. 

Wir können demnach die projektive Ebene direkt als ein Modell der 
elliptischen Ebene ansehen, wenn wir die Gleichheit von Längen und 
Winkeln in diesem Modell nicht euklidisch, sondern in der angedeuteten 
Art durch die sphärische Trigonometrie einer Hilfskugel bestimmen. 
Hieraus folgt, daß in der elliptischen Geometrie alle Schnittpunkts­
sätze der projektiven Geometrie, z. B. die von DESARGDES und PASCAL, 
gelten. 

Wenn wir nun die längentreuen Abbildungen der elliptischen Ebene 
ins Auge fassen, so können wir wie im euklidischen Fall nach den diskon­
tinuierlichen Gruppen solcher Abbildungen fragen. Jeder solchen 
Gruppe entspricht eine diskontinuierliche Gruppe längentreuer Abbil­
dungen der Kugelfläche, also eines der regulären Polyeder, die wir in 
§ 13, 14 behandelt haben. Umgekehrt führt jedes reguläre Polyeder 
zu einer diskontinuierlichen Deckgruppe der elliptischen Ebene, und 
die Zentralprojektionen regulärer Polyeder, die in Abb. 160 bis 163 
und 165 bis 168 dargestellt sind, geben einige Lösungen der mit jenen 
Gruppen zusammenhängenden Aufgabe der "Pflasterung", die S. 72 
für die euklidische Ebene formuliert ist. 

Man kann nicht nur in der Ebene, sondern auch im Raum die ellip­
tische Geometrie definieren. Als Modell der Punkte, Geraden und Ebenen 
dieses Raums läßt sich der projektive Raum mit seinen Punkten und 
Geraden verwenden. Die Vergleichung der Längen und Winkel hat 
wieder abweichend von der euklidischen Geometrie zu erfolgen und 
läßt sich nur analytisch beschreiben; z. B. durch Zentralprojektion einer 
Hyperkugel des vierdimensionalen Raums. Die diskontinuierlichen 
Deckgruppen des elliptischen Raums hängen mit den regulären Zellen 
des vierdimensionalen Raums zusammen, und die Abb. 173 bis 176 lassen 
sich als "Pflasterungen" des elliptischen Raums deuten. 

§ 35. Hyperbolische Geometrie; ihr Verhältnis zur 
euklidischen und elliptischen Geometrie. 

Wir wenden uns jetzt zu den Flächen konstanter negativer Krüm­
mung. Es gibt unter ihnen keine von so einfacher Gestalt wie die Kugel­
fläche.' Die Rotationsflächen dieser Art können drei verschiedene Ge­
stalten haben, die in Abb. 234 dargestellt sind. Wir sehen, daß· alle diese 
Flächen mit singulären Rändern behaftet sind, über die hinaus sie nicht 
stetig fortgesetzt werden können1• Die Gesamtheit aller Flächen kon­
stanter negativer Krümmung läßt sich bisher nicht explizit angeben, 

1 In Abb. 234 b ist nur der untere Rand singulär, nach oben zu läuft die 
Fläche ins Unendliche, wobei die Breitenkreise unbegrenzt klein werden. 
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doch läßt es sich beweisen, daß keine dieser Flächen von Singularitäten 
frei sein kann. 

Es gibt also keine Fläche im Raum, die im kleinen Iängentreu auf 
eine Fläche konstanter negativer Krümmung abgebildet werden kann, 
und auf der die Abtragung geodätischer Strecken nirgends durch Rand­
punkte behindert wird. Man kann aber in der Ebene Modelle solcher 
abstrakt definierter Flächen angeben, ebenso wie wir die projektive 

Abb. 234a. Abb. 234 b. Abb. 234c. 

Ebene zu einem Modell der elliptischen Ebene gemacht hatten. Wir 
müssen zu diesem Zweck die Längen- und Winkelmessung auf eine neue 
Art einführen, die von der euklidischen und auch von der elliptischen 
Geometrie abweicht. Man nennt die Fläche, von denen wir solche Modelle 
konstruieren wollen, die hyperbolische Ebene und ihre Geometrie die 
hyperbolische Geometrie. 

Als Punkte der hyperbolischen Ebene wollen wir die Punkte im Innern 
eines Kreises in einer gewöhnlichen Ebene betrachten und als hyper­

bolische Geraden die Sehnen dieses Kreises 
(mit Ausschluß der Endpunkte). 

Es läßt sich nämlich für jedes Flächenstück 
F konstanter negativer Krümmung -1/c2 eine 
Abbildung angeben, die F in ein Gebiet G der 
Ebene im Kreisionern derartig überführt, daß 
die geodätischen Linien, die in F verlaufen, 
durchweg in die Geradenstücke in G verwan-

Abb. 235. delt werden. Natürlich kann diese Abbildung 
nicht Iängentreu sein, da ja die Krümmung 

vonGverschwindet, währenddievonFnegativist. SindA, B (Abb. 235) 
die Bilder zweier Punkte P, Q von F und sind R, S die Endpunkte der 
durch A , B gelegten Kreissehne, so gilt für den geodätischen Abstand s 
der Punkte P, Q die Formel 

( 1) c I AR·BS I s = 2' log BR·AS ' 

Wir wollen die rechte Seite der Gleichung (1) für alle Punktepaare AB 
unseres Modells der hyperbolischen Ebene als den "hyperbolischen Ab-
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stand" definieren. Ebenso führt die Abbildung F -4-G zu einer bestimmten 
Messung des "hyperbolischen Winkels", die von der euklidischen Be­
stimmungsweise abweicht. Um z. B. von einem Punkt A der hyper­
bolischen Ebene aus auf eine Gerade g das Lot h zu fällen, hat man h 
als Verbindungsgerade von A mit dem in Abb. 236 konstruierten Hilfs­
punkt P zu zeichnen. Man erkennt, daß der euklidische Winkel zwischen 
h und g im allgemeinen von einem 
Rechten verschieden ist. 

Untersuchen wir nun, welche 
Axiome der euklidischen Geometrie 
in der hyperbolischen Ebene gültig 
bleiben. Zunächst ist es klar, daß 
die Verknüpfungsaxiome gelten. 
Wenn wir ferner die "Zwischen"­
beziehung dreier Punkte einfach aus 
ihrer Lage in unserem Modell über­

p 

Abb. 236. 

nehmen, so erkennen wir, daß auch die Anordnungsaxiome gelten. Als 
Strecke A B definieren wir nun die Punkte der euklidischen Verbindungs­
strecke in unserem Modell. Der Streckenkongruenz legen wir die For­
mel ( 1) zugrunde. Wenn wir dann das erste Kongruenzaxiom betrachten, 
so könnte es zunächst scheinen, als sei die freie Streckenabtragung durch 
die Kreisperipherie behindert, das Axiom also ungültig. In Wahrheit 
gelangen wir aber bei der Abstandsdefinition ( 1) beim Streckenabtragen 
nie an die Kreisperipherie. Ist nämlich 
(Abb. 235) eineStrecke AB und einevom 
Punkt A 1 ausgehende Halbgerade h im 
Kreisinnern gegeben, so gilt fürden Punkt 
B 1 auf h, für den AB = A 1 B 1 sein soll, 
nach (1) die Relation: 

oder 

(2) 

AR BS A'R' B'S' 
BR. AS = B'R'. A'S' 

B'S' A'S' AR BS 
B'R1 = A'R'. AS . BR. Abb. 237. 

Da die drei Punkte A 1 , A und B im Kreisinnern liegen, sind die drei 
Proportionen auf der rechten Seite von (2) alle negativ. Also ist auch 

B' S' t" d h B 1 1· t . K . . . b h t t Tra··gt B' R' nega IV, . • 1eg 1m re1smnern, w1e e aup e war. 

inan eine Strecke beliebig oft an sich selbst an, so kommt man der Kreis­
peripherie unbegrenzt näher, ohne sie zu erreichen (Abb. 237); die 
Kreisperipherie spielt in unserem Modell der hyperbolischen Geometrie 
eine analoge Rolle wie die unendlich ferne Gerade der euklidischen 
Geometrie. 
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Unsere Betrachtung lehrt, daß das erste Kongruenzaxiom in der 
hyperbolischen Ebene gilt. Offenbar gelten auch die Kongruenzaxiome 
2. bis 4. 

Das fünfte Kongruenzaxiom ist, wie in § 34 ausgeführt, gleichbe­
deutend mit der Existenz einer hinreichend umfassenden Gruppe von 
Abbildungen, die das Kreisinnere derart in sich überführen, daß die 
Geraden in Geraden übergehen und die hyperbolischen Abstände und 
Winkel erhalten bleiben. Man zeigt nun in der projektiven Geometrie 
der Ebene, daß es eine solche Gruppe in der Tat gibt. (Die Abbildungen 
gehören zu den projektiven Transformationen der Ebene und lassen sich 
durch wiederholte Anwendung der Zentralprojektion anschaulich er­
zeugen.) Somit gelten in der hyperbolischen Geometrie sämtliche Kon­
gruenzaxiome. Man sieht leicht ein, daß auch die Stetigkeitsaxiome 

erfüllt sind. 
Nur ein einziges Axiom der euklidischen 

Geometrie gilt in der hyperbolischen Ebene 
nicht: das Parallelenaxiom. Man erkennt 
dies aus Abb. 238. Durch einen Punkt gibt 
es zu jeder nicht durch P gehenden Geraden 
g stets ein ganzes Büschel von Geraden, die 
g nicht schneiden. Während also in der el­
liptischen Geometrie außer dem Parallelen­
axiom auch die euklidischen Anordnungs-

Abb. 23s. axiome ungültig sind, unterscheidet sich 
die hyperbolische Geometrie von der eukli­

dischen ausschließlich dadurch, daß das Parallelenaxiom nicht gilt. 
Aus diesem Grund kommt unserem Modell eine große prinzipielle 

Bedeutung zu. Man hat sich während des ganzen Mittelalters und bis 
zum Anfang des 19. Jahrhunderts vergeblich bemüht, das Parallelen­
axiom aus den übrigen Axiomen EUKLIDS zu beweisen. Mit der Ent­
deckung eines Modells der hyperbolischen Geometrie war die prinzipielle 
Unmöglichkeit eines solchen Beweises dargetan. Denn unser Modell 
erfüllt alle geometrischen Axiome mit Ausnahme des Parallelenaxioms. 
Würde dieses aus den übrigen logisch folgen, so müßte es auch in unserem 
Modell gelten, was nicht zutrifft. 

Die hyperbolische und die elliptische Geometrie werden als die 
beiden nichteuklidischen Geometrien bezeichnet. Wenn wir von der 
Wertverteilung der GAussschen Krümmung ausgehen, erweist sich 
die euklidische Geometrie als ein Übergangsfall zwischen der ellip­
tischen und der hyperbolischen Geometrie. Das gilt auch in anderer 
Hinsicht. So haben wir die hyperbolische Ebene erhalten, indem 
wir aus der euklidischen Ebene die Punkte im Äußeren eines Kreises 
entfernten, während wir, um die vollständige elliptische Ebene zu 
erhalten, zur euklidischen Ebene noch die Punkte der unendlich 



§ 35. Hyperbolische Geometrie. 217 

fernen Geraden hinzunehmen mußten. Ferner gibt es zu einer Ge­
raden durch einen außerhalb gelegenen Punkt in der elliptischen Geo­
metrie keine, in der euklidischen Geometrie eine und in der hyper­
bolischen Geometrie unendlich viele Parallelen. Besonders charakte­
ristisch für die drei Geometrien ist die Winkelsumme im Dreieck. Wäh­
rend sie in der euklidischen Geometrie :rc beträgt, ist sie in der ellip­
tischen Geometrie stets größer als n, wie aus bekannten Sätzen der 
sphärischen Trigonometrie folgt. In der hyperbolischen Ebene ist nun 
diese Summe stets kleiner als n. Wir werden später einen anschaulichen 
Beweis dafür erbringen. 

Der Satz der euklidischen Geometrie, daß die Winkelsumme jedes 
Dreiecks n beträgt, kann hiernach nicht ohne Benutzung des Parallelen­
axioms bewiesen werden; sonst müßte er auch in der hyperbolischen 
Ebene gelten. Wenn andererseits irgendein Satz in der euklidischen 
und auch in der hyperbolischen Geometrie gilt, so ist zu seinem Beweise 
das euklidische Parallelenaxiom sicher nicht erforderlich. Ein solcher 
Satz ist es z. B., daß jeder Außenwinkel eines Dreiecks größer ist als 
jeder der beiden gegenüberliegenden Innenwinkel. Man kann nun aus 
der Betrachtung sphärischer Dreiecke leicht erkennen, daß in der ellip­
tischen Geometrie dieser Satz nicht gilt. Hieraus folgt, daß zu seinem 
Beweise die euklidischen Anordnungsaxiome gebraucht werden. 

Ein Beispiel für einen Satz, der in allen drei Geometrien gilt, ist der 
Satz, daß die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck einander gleich 
sind. Zum Beweise dieses Satzes sind weder die euklidischen Anord­
nungsaxiome noch irgendeine Annahme über Parallelismus erforderlich. 

Es wurde bemerkt, daß die projektiven Schnittpunktsätze, z. B. der 
von DESARGUES, in der elliptischen Ebene gelten. In der euklidischen 
Ebene gilt dieser Satz wie jeder andere Schnittpunktsatz nur dann, wenn 
wir die unendlich fernen Punkte hinzunehmen. In der hyperbolischen 
Ebene können die Schnittpunktsätze nur dann einheitlich formuliert 
werden, wenn wir zwei Artenuneigentlicher Punkte hinzunehmen: solche, 
die in unserem Modell den Peripheriepunkten, und solche, die den Punkten 
des Kreisäußeren entsprechen. Offenbar können wir z. B. zu einer 
in der Ebene gegebenen DESARGUESschen Konfiguration den Kreis, der 
unser Modell der hyperbolischen Ebene bestimmt, so legen, daß er neun 
Konfigurationspunkte im Innern und den zehnten auf der Peripherie 
oder im Äußern enthält. Wegen der Regularität der Konfiguration 
können wir diesen Punkt als den DESARGUEsschen Punkt auffassen; 
dann können wir unsere Figur als zwei hyperbolische Dreiecke deuten, 
deren entsprechende Seiten einander paarweise auf Punkten einer hyper­
bolischen Geraden schneiden. Nach dem DESARGUESschen Satz müssen 
die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen Punkt gehen, 
während diese Geraden doch im Innern des Kreises keinen Punkt gemein 
haben. 
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Sucht man den DESARGUESschen Satz unmittelbar, ohne Bezugnahme 
auf unser Modell, im Bereich der hyperbolischen Geometrie zu beweisen, 
so stößt man auf ähnliche Schwierigkeiten wie in der euklidischen und 
projektiven Geometrie. Der Satz ist beweisbar mit Hilfe der Kongruenz­
axiome. Ohne sie bedarf es zu seinem Beweise räumlicher Hilfsmittel. 
Es gibt nämlich auch im Raum eine hyperbolische Geometrie. Ein 
Modell des "hyperbolischen Raums" erhält man, wenn man als Punkte, 
Geraden und Ebenen dieses Raums die Punkte, Geradenstücke und 
Ebenenstücke im Innern einer Kugel des gewöhnlichen Raums ansieht 
und den Abstandzweier Punkte analog wie im ebenen Modell definiert. 

Wir hatten erwähnt, daß die Winkelsumme im Dreieck in der hyper­
bolischen Ebene stets kleiner ist als n. An unserem Modell tritt dieser 
Satz nicht in anschauliche Evidenz, weil die hyperbolischen Winkel von 
den euklidischen verschieden ausfallen. Wir werden daher im folgenden 
Abschnitt ein weiteres Modell der hyperbolischen Ebene aus dem bisher 
betrachteten Modell erzeugen, und in diesem neuen Modell werden die 
hyperbolischen Winkel unverzerrt wiedergegeben werden. Wir müssen zu 
diesem Zweck von einer einfachen elementargeometrischen Betrachtung 
ausgehen: der Lehre von der stereographischen Projektion und von den 
Kreisverwandtschaften. 

§ 36. Stereographische Projektion und Kreisverwandt­
schaften. POINCAREsches Modell der hyperbolischen Ebene. 

Auf einer horizontalen Ebene liege eine Kugel (Abb. 239). Vom höch­
sten Punkt N der Kugel aus projizieren wir diese auf die Ebene. Die so 

Abb. 239. 

·entstehende Abbildung der Kugelfläche auf die Ebene (P' -+ P in 
Abb. 239) heißt stereographische Proiektion. Dabei ist die ganze Ebene 
abgebildet auf die ganze Kugel mit Ausnahme des Punkts N. Die 
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Bildebene ist parallel derTangentialebenender Kugel in N. Ist ferner 
p' die Kugeltangentialebene in P' (Abb. 240), so bilden wegen der all­
seitigen Symmetrie der Kugel die beiden Tangentialebenen n und P' 
gleiche Winkel mit NP', der Verbindungssehne ihrer Berührungspunkte, 
und die Schnittgerade von n 
und P' steht auf NP senkrecht. 
Da n zurBildebene parallel ist, 
bildet auch diese mit dem Pro­
jektionsstrahl PP' den gleichen 
Winkel wie p' und schneidet P' 
in einer zu PP' senkrechten Ge­
raden. Hieraus folgen meh­
rere anschauliche Eigenschaf­
ten der stereographischen Pro­
jektion. Ist zunächst r' eine 
Tangente der Kugel in P' 
(Abb. 241) und ist r das Bild 

Abb. 240. 

von r', so bilden r und r' gleiche Winkel mit PP'. Denn ich er­
halte r, indem ich die Bildebene mit der durch r' und NP' gehen­
den Ebene schneide; wenn aber eine durch PP' gehende Ebene e 
(Abb. 242) in den Geradenrund r' zwei Ebenen p, p' schneidet, die mit 
der Geraden PP' gleiche Winkel bilden und sich in einer zu PP' senk­
rechten Geraden schneiden, so bilden auch r und r' mit PP' gleiche 

Abb. 241. 

Winkel. Dieselbe Symmetriebetrachtung lehrt ferner: Ist s' eine weitere 
Tangente der Kugel in P' und ist s das Bild von s', so bildet r mit s den­
selben Winkel wie r' mit s'. Die Winkel auf der Kugel werden also bei 
stereographischer Projektion unverzerrt wiedergegeben. Die Abbildung wird 
deshalb als winkeltreu bezeichnet. 

Sei ferner k' ein beliebiger nicht durch N gehender Kreis auf der Kugel 
(Abb. 243). Die Tangentialebenen an die Kugel in den Punkten von k' 
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umhüllen einen Rotationskegel, dessen SpitzeS heißen möge. Da k' nicht 
durch N geht, ist N S keine Tangente der Kugel in N, also der Bildebene 
nicht parallel; M möge der Schnittpunkt der Bildebene mit NS sein. 

Ich behaupte, daß die Bild­
kurve k von k' ein Kreis mit 
dem Mittelpunkt Mist. Der 
Beweis ist aus Abb. 243 er­
sichtlich. Ist P' ein beliebi­
ger Punkt von k ', P sein 
Bildpunkt, dann ist P' S 
eine Kugeltangente in P', 
und PM ist das Bild von 
P' S; demnach ist -t: PP' S 
= -t: P' PM. Ich ziehe 
durch S die Parallele zu 

Abb. 242. 
PM, die NP in P" treffen 

möge. Dann fällt entweder P" mit P' zusammen, oder das Dreieck 
P' P" S hat gleiche Winkel bei P' und P", ist also gleichschenklig: 
Sp' SP" N . t b PM PM MN d · PM P'S MN = . .~. un 1s a er P' S = P'' S = SN o er. = · SN • 

Da S von allen Punkten von k' gleich weit entfernt ist, so ist P' S kon-

Abb. 243. 

stant. Nach der letzten Formel ist daher auch PM konstant, d. h. k ist 
ein Kreis um M. 

Die nicht durch N gehenden Kreise der Kugel werden also durch 
stereographische Projektion in Kreise der Ebene verwandelt, und 
indem man die soeben durchgeführte Betrachtung umkehrt, erkennt 
man, daß auch jeder Kreis der Ebene einem Kreis auf der Kugel 
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als Bild entspricht. Wenn ein auf der Kugel beweglicher Kreis gegen 
einen durch N gehenden Kreis rückt, so rückt N S gegen eine Kugel­
tangente in N, der Punkt M entfernt sich also ins Unendliche. Hieraus 
folgt, daß den durch N gehenden Kreisen der Kugel die Geraden der 
Bildebene entsprechen. Dies ist auch ohne Grenzübergang klar, da die 
Projektionsstrahlen eines durch N gehenden Kreises der Kugel in der 
Ebene dieses Kreises verlaufen, so daß die Schnittgerade dieser Ebene 
mit der Bildebene als die Bildkurve des Kreises erscheint. Die Gesamt­
heit der Kreise auf der Kugel entspricht demnach bei stereographischer 
Projektion der Gesamtheit der Kreise und Geraden in der Ebene. Die 
stereographische Projektion ist kreistreu. 

Wir denken uns nun irgendeine Abbildung a' der Kugelfläche auf sich 
selbst, bei der die Kreise der Kugel sämtlich in Kreise übergehen; 
z. B. kann a' eine Drehung der Kugel um irgendeinen (nicht notwendig 
durch N gehenden) Durchmesser sein. Dann entspricht der Abbildung a' 
durch die stereographische Projektion eine Abbildung a der Bildebene 
auf sich, die die Gesamtheit der Kreise und Geraden in sich überführt. 
Man nennt jede solche Abbildung der Ebene eine Kreisverwandtschaft. 

In der euklidischen Ebene sind die Kreisverwandtschaften im all­
gemeinen keine umkehrbar eindeutigen Abbildungen. Denn bei der 
stereographischen Projektion entspricht dem Punkt N der Kugel kein 
Punkt der Ebene. Die Abbildung a' der Kugel wird nun im allgemeinen 
den Punkt N nicht fest lassen, sondern wird einen anderen Punkt P', 
dessen stereographisches Bild P sein möge, in N überführen. Dann hat 
der Punkt P bei der Kreisverwandtschaft a, die a' entspricht, keinen 
Bildpunkt. Wie in der projektiven Geometrie führt man zur Vereinheit­
lichung des Abbildungsvorgangs eine abstrakte Erweiterung der eukli­
dischen Ebene durch. Diese Erweiterung geschieht aber in der Lehre 
von den Kreisverwandtschaften auf andere Weise wie in der projektiven 
Geometrie; man fügt nämlich zur euklidischen Ebene einen einzigen 
"unendlich fernen" Punkt U hinzu, den man als das Bild von N bei 
stereographischer Projektion auffaßt. Nach dieser Erweiterung ist die 
Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf die ganze Kugeloberfläche 
bezogen, und die Kreisverwandtschaften werden umkehrbar eindeutige 
Abbildungen; in dem oben angeführten Beispiel wird der Punkt P durch 
die Kreisverwandtschaft a auf U abgebildet. Bei der zugehörigen Kugel­
abbildung a' gehen natürlich die Kreise durch P' in die Kreise durch N 
über; folglich bildet a die Kreise durch P auf die Geraden der Ebene 
ab. Hiernach erweist es sich als zweckmäßig, die Geraden als "Kreise 
durch den unendlich fernen Punkt" aufzufassen. Parallele Geraden 
werden durch eine Kreisverwandtschaft entweder wieder in parallele 
Geraden oder in sich berührende Kreise übergeführt. 

Triviale Beispiele von Kreisverwandtschaften sind die Bewegungen, 
Umklappungen und Ähnlichkeitstransformationen der Ebene; sie führen 
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schon die euklidische Ebene selbst umkehrbar eindeutig in sich über; 
legen wir also diesen Abbildungen die durch U erweiterte Ebene zugrunde, 
so können wir sagen, daß diese Abbildungen Kreisverwandtschaften sind, 
die U fest lassen. Man kann nun umgekehrt beweisen, daß die einzigen 
Kreisverwandtschaften, die U fest lassen, die soeben genannten sind. 
Nach diesem Satz läßt sich leicht eine vollständige Übersicht über 
alle Kreisverwandtschaften der Ebene geben. Sei P derjenige Punkt 
der Ebene, der bei einer vorgegebenen Kreisverwandtschaft a0 in U 
überführt wird, und sei P das stereographische Bild des Kugelpunktes 
P'. Dann erteilen wir der Kugel eine solche Drehung a', daß P' in N 
übergeht. Der Drehung a' entspricht eine Kreisverwandtschaft a, 
deren Eigenschaften mit denen von a' in einfacher anschaulicher .Weise 

Abb. 244 a. 

verknüpft sind. Nun kann sich die gegebene Kreisverwandtschaft a0 , 

die ebenso wie a den Punkt P in U überführt, von der Kreisverwandt­
schaft a nur durch eine Kreisverwandtschaft unterscheiden, die U fest 
läßt. Nach dem soeben angeführten Satz ist daher a0 bis auf eine Be­
wegung, Umklappung oder Ähnlichkeitstransformation mit a identisch. 

Wir haben früher erwähnt, daß die stereographische Projektion 
winkeltreu ist. Die Drehung a' ist nun eine wirrkeltreue Abbildung der 
Kugel. Da a aus a' durch stereographische Projektion hervorgeht, ist a 
eine wirrkeltreue Abbildung der Ebene. Da sich a0 von a höchstens 
durch eine wirrkeltreue Abbildung unterscheidet, so folgt: Alle Kreis­
verwandtschaften sind winkeltreu. 

Der Zusammenhang der Abbildungen a und a' ist in Abb. 244a, b 
durch Hervorhebung eines durch P gehenden Kreises k der Ebene ver­
anschaulicht, der stereographisch einem Großkreis l der Kugel entspricht. 
Durch a' wird l in einen durch N gehenden Großkreis n übergeführt, 
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der die Gerade g zum Bilde hat. Durch a geht also k in g über. Aus den 
Figuren erkennt man ferner, daß das Innere und das Äußere von k in die 
beiden von g begrenzten Halbebenen übergeht, was aus Stetigkeits­
gründen ohnehin klar ist. 

Die Umklappung u der Ebene um g ist eine Kreisverwandtschaft. 
Demnach ist die Abbildung i = aua-1 eine Kreisverwandtschaft, die 
die Peripherie von k punktweise fest läßt und die das Innere und das 
Äußere dieses Kreises miteinander vertauscht. Die Abbildung i wird 
Inversion oder Spiegelung am Kreise k genannt. Diese Abbildung ist 
besonders wichtig und sei deshalb etwas gerrauer betrachtet. 

Es sei h ein Kreis, der k in einem Punkt R senkrecht durchschneidet 
(Abb. 245). Dann treffen sich h und k in einem weiterenPunktSund 

Abb. 244b. 

schneiden einander auch in S senkrecht. Die Tangenten an hin R und S 
sind dann Radien von k und treffen einander im Mittelpunkt M von k, 
der somit im Äußeren von h liegt. Durch die Inversion i muß hin einen 
Kreis h' übergehen, der ebenfalls durch R und S geht, denn diese Punkte 
bleiben fest. h' muß wegen der Winkeltreue der Inversion den Kreis k 
in R und S senkrecht durchschneiden. Das ist aber nur möglich, wenn 
h' mit h identisch ist. Somit wird durchijeder Kreis h, der k senkrecht 
schneidet, in sich übergeführt. Da Inneres und Äußeres von k ver­
tauscht werden, müssen auch die beiden Kreisbögen von h vertauscht 
werden, in die h durch k zerlegt wird. 

Betrachten wir jetzt eine Gerade l durch M, z. B. die Gerade RM, 
die k zum zweitenmal in R' schneiden möge (Abb. 245). Dann muß l in 
einen Kreis oder eine Gerade l' übergehen, so daß l' in R und R' auf k 
senkrecht steht. Das ist nur möglich, wenn l' mit l identisch ist. Die 
Inversion führt demnach alle Durchmesser vonkinsich über. Da diese 



224 IV. Differentialgeometrie. 

Geraden in der erweiterten Ebene außer M nur den unendlich fernen 
Punkt U gemein haben, so muß M mit U vertauscht werden. Die 
Gesamtheit der nicht durch M gehenden Geraden wird demnach mit der 
Gesamtheit der durch M gehenden Kreise vertauscht. 

Sei nun P ein von R und 5 verschiedener Punkt von h. Dann kann 
das Bild von P bei der Inversion i nur der zweite Schnittpunkt Q der 
Geraden M P mit h sein, denn sowohl M P als auch h gehen in sich über. 
Nach dem elementaren Satz über das Produkt der Sehnenabschnitte 
im Kreis ist M P · MQ = M R 2 . Man nennt Q den zu P bezüglich k 
inversen Punkt, und wir haben ein Verfahren gefunden, um zu jedem 
Punkt P auch ohne den Hilfskreis h den inversen bezüglich k zu finden. 
Ist nämlich r der Radius von k, so haben wir den zu P inversen Punkt Q 
auf dem von M ausgehenden Halbstrahl M P so zu bestimmen, daß die 

Gleichung M P · MQ = r 2 gilt. 
Man kann beweisen, daß jede 

Kreisverwandtschaft sich aus höch­
stens drei Inversionen zusammenset­
zen läßt. Wir wollen besonders die 
Gesamtheit der Kreisverwandtschaf­
ten betrachten, die einen festen Kreis 
k sowie dessen Inneres in sich über-

Abb. z4s. führen. Diese Abbildungen bilden 
ersichtlich eine Gruppe H. Ist n ein 

auf k senkrechter Kreis, so gehört die Inversion an n jedenfalls zu H. 
Man kann zeigen, daß jede Abbildung aus H durch drei Inversionen 
erzengbar ist, deren Grundkreise auf k senkrecht stehen, durch drei 
Inversionen also, die selbst zu H gehören. 

Nunmehr wollen wir diese Betrachtungen mit dem Modell der hyper­
bolischen Geometrie in Zusammenhang bringen, das wir im vorigen 
Paragraphen konstruiert haben. Die hyperbolische Ebene sei dargestellt 
durch das Innere eines Kreises m in einer horizontalen Ebene. Im Mit­
telpunkt von m legen wir auf die Ebene eine Kugel, die mit m gleich 
großen Radius hat (Abb. 246). Wir projizieren nun m und das Innere 
von m durch vertikale Parallelprofektion auf die untere Halbkugel, die 
von dem zu m kongruenten Großkreis l begrenzt wird. Dadurch wird 
zunächst diese Halbkugel zu einem weiteren Modell der hyperbolischen 
Ebene. Jede Sehne g von m geht in einen auf l senkrechten Halbkreis v 
der Kugel über, diese Halbkreise sind also jetzt als die Bilder der hyper­
bolischen Geraden anzusehen. Nunmehr projizieren wir stereographisch 
die Halbkugel auf die Ebene zurück, wobei eine Kreisscheibe k bedeckt 
wird. Das Innere von k ist damit zu einem neuen Modell der hyper­
bolischen Ebene geworden. In diesem Modell sind die Halbkreise v 
wegen der Winkeltreue und Kreistreue der stereographischen Projektion 
in Kreisbögen n übergegangen, die auf dem Kreise k senkrecht stehen. 
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Zu diesen Kreisbögen sind hier und im folgenden die Durchmesser von 
k als Grenzfälle hinzuzurechnen. 

Wir wollen dieses neue Modell, das von PorNCARE stammt, genauer 
betrachten. Aus unserer Ableitung folgt, daß die Gesamtheit der auf 

Hilbert und Cohn· Vossen, Anschauliche Geometrie. 15 



226 IV. Differentialgeometrie. 

k senkrechten Kreisbögen umkehrbar eindeutig der Gesamtheit der 
Sehnen eines anderen Kreises m zugeordnet werden kann. Demnach 
können wir zwei Punkte A und B im Innern von k stets durch genau 
einen solchen Bogen verbinden. Sind R und S seine beiden Schnitt­
punkte mit k (Abb. 247), so läßt sich der hyperbolische Abstand von 
A und B aus der Formel (1) S. 214 ableiten. Sind nämlich A' B' R' S' 
diejenigen Punkte des ursprünglichen Modells, aus denen AB R S durch 
die von uns beschriebene Konstruktion hervorgegangen sind, so läßt 
sich durch projektiv-geometrische Sätze die Relation beweisen: 

Hieraus ergibt sich für den hyperbolischen Abstand s von A und B 
in unserem neuen Modell die Formel: 

Abb. 247. 

I AR·BSI (2) s = c I log BR. AS . 

Nun muß jeder Bewegung der hyper­
bolischen Ebene in sich eine Abbildung a 
des Innern von kauf sich entsprechen, die 
die Gesamtheit der auf k senkrechten Kreis­
bögen in sich überführt. Es ist plausibel 
und leicht streng zu schließen, daß diese 
Abbildung eine Kreisverwandtschaft ist, 
also der früher betrachteten Gruppe H 
angehört. Darüber hinaus läßt sich zei­
gen, daß die Gruppe H sogar mit der 

Gruppe aller hyperbolischen Bewegungen identisch istl. Nun sind die 
AbbildungenHals Kreisverwandtschaften winkeltreuund lassen gleich­
zeitig als hyperbolische Bewegungen die hyperbolischen Winkel unver­
ändert. Hieraus folgt, daß die euklidischen Winkel im POINCAREschen 
Modell den hyperbolischen Winkeln proportional mit einem festen Propor­
tionalitätsfaktor sein müssen, und da der Vollwinkel 2 n der hyperbo­
lischen Ebene natürlich ungeändert wiedergegeben wird, so muß der Pro­
portionalitätsfaktorEins betragen. Das POINCAREscheM odellistwinkeltreu. 

Man kann analytisch eine Abbildungsformel aufstellen, die direkt 
ein vorgegebenes Stück einer Fläche konstanter negativer Krümmung 
winkeltreu auf ein Stück der Ebene im Innern von k derart abbildet, 
daß die geodätischen Linien in die auf k senkrechten Kreisbögen über­
gehen. 

1 Als Bewegungen gelten hier auch solche längentreuen Abbildungen der 
hyperbolischen Ebene, die sich nicht stetig erzeugen lassen. Eine einfache der­
artige Bewegung wird durch jede in H vorkommende Inversion dargestellt: eine 
,.Umklappung" der hyperbolischen Ebene um eine Gerade. Nach S. 224 ist jede 
hyperbolische Bewegung durch höchstens drei Umklappungen erzeugbar. 
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Wirwollen jetzt denBeweis des S. 217 ausgesprochenen Satzes nach­
holen, daß die Winkelsumme im Dreieck in der hyperbolischen Geometrie 
stets kleiner ist als n. Wir gehen von einem beliebigen Dreieck ABC 
aus und legen das PüiNCAREsche Modell zugrunde (Abb. 248). Nach den 
Kongruenzaxiomen, die ja in der hyperbolischen Geometrie gelten, 
können wir ein zu ABC kongruentes Dreieck A 1 B 1 M zeichnen, bei dem 
der C entsprechende Punkt M der Mittelpunkt von k ist. Nun haben 
wir S. 223 gesehen, daß jeder durch M gehende auf k senkrechte Kreis 
notwendig in einen Durchmesser von k entarten muß, während die 
nicht durch M gehenden auf k senkrechten Kreise den Punkt M im 
Äußern lassen. In unserem Modell werden demnach die hyperbolischen 
Geraden A 1 M und B 1 M durch euklidische Geraden dargestellt, die 
hyperbolische Gerade A 1 B 1 dagegen durch einen Kreisbogen, der M 
im Äußern läßt. Die euklidischen Winkel bei A 1 und B 1 fallen daher 
in dem von zwei Geraden und einem 
Kreisbogen begrenzten Dreieck A 1 B 1 M 
kleiner aus als im geradlinigen Dreieck 
A 1 B 1 M, und demnach bleibt auch die 
Winkelsumme unter n. Wegen der 
Winkeltreue des Modells gilt dasselbe 
für die Summe der hyperbolischen 
Winkel des hyperbolischen Dreiecks 
A 1 B 1 M und des dazu kongruenten Drei­
ecks ABC. 

Es liegt nahe, unter den hyperbo­
lischen Bewegungen nach diskontinuier­ Abb. 248. 

lichen Gruppen zu suchen. In der elliptischen Geometrie reduzierte sich 
dieses Problem auf die Betrachtung regulärer Polyeder, und es gab 
nur wenige Gruppen dieser Art. In der euklidischen Geometrie war 
die Aufstellung schon schwieriger. In der hyperbolischen Geometrie 
ist nun die Anzahl der diskontinuierlichen Gruppen noch bei weitem 
größer als in der euklidischen Geometrie. Alle diese Gruppen werden 
im PoiNCAREschen Modell durch Gruppen von Kreisverwandtschaften 
realisiert, die als Untergruppen in H enthalten sind. 

In der Funktionentheorie spielen diese Gruppen eine Rolle. Be­
sonders wichtig unter ihnen sind die "Schiebungsgruppen". Als "Schie­
bung" bezeichnet man jede hyperbolische Bewegung, die sich stetig aus 
der Identität erzeugen läßt und die keinen Punkt fest läßt. In der ebenen 
elliptischen Geometrie gibt es kein Analogon dazu, da jede ebene 
elliptische Bewegung einen Fixpunkt besitzt. In der euklidischen 
Geometrie entsprechen den Schiebungen die Translationen. Für die 
Zusammensetzung von Schiebungen besteht aber kein so einfaches 
Gesetz wie für die Zusammensetzung von Translationen, da in der 
hyperbolischen Geometrie die Eindeutigkeit des Parallelismus wegfällt. 

15* 
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Wir wollen uns auf diejenigen diskontinuierlichen Gruppen von 
Schiebungen beschränken, die einen geschlossenen Fundamentalbereich 
haben. Ihnen entsprechen die euklidischen Translationsgruppen mit 
einem Parallelogramm als Fundamentalbereich. Bei einer hyper­
bolischen Schiebungsgruppe mit geschlossenem Fundamentalbereich ist 
dieser niemals ein Viereck. Dagegen kann außer 4 jede andere durch 
4 teilbare Zahl als Eckenzahl des Fundamentalbereichs auftreten. In 
Abb. 249 ist für den Fall achteckiger Fundamentalbereiche die Pflaste­
rung der hyperbolischen Ebene mit solchen Fundamentalbereichen im 
PoiNCAR:Eschen Modell veranschaulicht. Die vollständige Pflasterung 
läßt sich natürlich nicht zeichnen, da die Kreisbogenachtecke sich gegen 

Abb. 249. 

den Kreisrand zu immer 
mehr zusammendrängen. 
WieimFundamentalpar­
allelogramm der euklidi­
schen Translationsgrup­
pen sind auch hier die 
Seiten des Fundamental­
bereichs paarweise gleich 
lang und äquivalent. In 
Abb. 249 ist diese Paa­
rung an einem der Funda­
mentalbereiche angedeu­
tet. Entsprechende Ek­
ken verschiedener Fun­
damentalbereiche sind 
durch gleiche Ziffern ge­
kennzeichnet. Man er­
kennt, daß um einen be­
liebig herausgegriffenen 

Eckpunkt A herum jede Ziffer genau einmal auftritt. Hieraus folgt, daß 
die Winkelsumme im Fundamentalbereich 2:n betragen muß. Auch in 
jeder anderen Schiebungsgruppe weisen die Fundamentalbereiche die 
analoge Anordnung auf, die Winkelsumme im Fundamentalbereich muß 
daher stets 2:n betragen. Ferner müssen die Seiten in einer bestimmten, 
hier nicht näher zu beschreibenden Zuordnung paarweise gleich sein. Im 
übrigen kann der Fundamentalbereich beliebig vorgegeben werden. Daß 
die Winkelsumme 2:n betragen muß, bildet den Grund dafür, warum keine 
viereckigen Fundamentalbereiche vorkommen können. Denn die Winkel­
summe in einem hyperbolischen Viereck ist stets kleiner als 2:n, wie man 
leicht durch Zerlegung des Vierecks in zwei Dreiecke erkennt. 

Noch weit größer ist die Mannigfaltigkeit der Schiebungsgruppen 
mit offenem Fundamentalbereich. Eine solche Gruppe kommt in der 
Theorie der elliptischen Modulfunktion zur Anwendung. 
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§ 37. Methoden der Abbildung. Längentreue, inhaltstreue, 
geodätische, stetige und konforme Abbildung. 

Wir haben öfters und auf verschiedene Arten Flächen aufeinander 
abgebildet, z. B. durch Zentralprojektion oder durch parallele Normalen. 
Wir wollen jetzt zusammenfassend die wichtigsten Arten von Abbil­
dungen einander gegenüberstellen. 

Das getreueste Bild einer Fläche gibt die längentreue Abbildung. Da­
bei ist die geodätische Entfernung zweierPunkte stets der geodätischen 
Entfernung ihrer Bildpunkte gleich, alle Winkel bleiben erhalten, und 
geodätische Linien gehen in geodätische Linien über. Wie schon erwähnt, 
lassen sich zwei beliebige Flächenstücke ge­
wöhnlich nicht längentreu aufeinander ab­
bilden. In entsprechenden Punkten müssen 
nämlich die GAussschen Krümmungen der 
Flächen übereinstimmen. Daher kann man 
auf ein Stück der Ebene nur solche Flächen­
stücke Iängentreu abbilden, deren GAusssche 
Krümmung überall verschwindet, also z. B. 
kein Stück einer Kugel. Jede Landkarte 
weist infolgedessen Verzerrungen auf. 

Weniger genau, dafür aber öfter an­
wendbar ist die inhaltstreue Abbildung. Sie 
wird durch die Forderung charakterisiert, 
daß jede geschlossene Kurve ein Flächen­
stück desselben Inhalts umschließt wie 
ihre Bildkurve. Es ist plausibel und leicht 
zu beweisen, daß diese Forderung für be­
liebige geschlossene Kurven erfüllt ist, wenn 
sie nur für alle "unendlich kleinen" ge­
schlossenen Kurven gilt. Daher läßt sich die 

Abb. 250. 

inhaltstreue Abbildung leicht differentialgeometrisch charakterisieren. 
Die inhaltstreue Abbildung wird in der Geographie viel benutzt. 

Es gibt ein einfaches Verfahren, um Teile der Kugelinhaltstreu auf Teile 
der Ebene abzubilden. Man legt um die Kugel einen Kreiszylinder vom 
gleichen Radius (Abb. 250). Man projiziert die Kugelpunkte nach außen 
längs der Zylindernormalen auf den Zylinder. Schneidet man den Zylin­
der längs einer Erzeugenden auf und wickelt ihn auf die Ebene ab, so 
erhält man, wie die Rechnung zeigt, ein inhaltstreues Bild der Kugel in 
der Ebene. Das Bild wird offenbar um so stärker verzerrt, je weiter man 
sich von dem Berührungskreise des Zylinders mit der Kugel entfernt. 

Ebenfalls wichtig in der Geographie, vor allem für Schiffskarten, 
ist die geodätische Abbildung. Bei ihr wird verlangt, daß die geodätischen 
Linien der einen Fläche in die der anderen übergehen. Die längentreuen 
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Abbildungen sind also spezielle geodätische Abbildungen. Eine andere 
solche Abbildung haben wir beim Studium der elliptischen Geometrie be­
trachtet; projizieren wir die Kugel von ihrem Mittelpunkt aus auf eine 
Ebene, so gehen die Großkreise der Kugel in die Geraden der Ebene über; 
die Abbildung ist also geodätisch. Damit ist gleichzeitig eine geodätische 
Abbildung aller Flächen konstanter positiver GAU55 scher Krümmung auf 
die Ebene gegeben. Denn alle diese Flächen lassen sich längentreuauf 
Kugeln abbilden. Auch für alle Flächen konstanter negativer GAU55-
scher Krümmung gibt es eine geodätische Abbildung auf die Ebene. 
Sie wird durch das in § 3 5 geschilderte Modell der hyperbolischen Ebene 
geleistet. 

Es läßt sich zeigen, daß es außer den Flächen konstanter GAU55scher 
Krümmung keine Fläche gibt, die auf die Ebene geodätisch abgebildet 
werden kann. Das allgemeine Problem, wann zwei krumme Flächen­
stücke aufeinander geodätisch abgebildet werden können, führt auf 
schwierige Rechnungen. Die Verallgemeinerung dieses Problems von 
den Flächen auf drei- oder mehrdimensionale Räume spielt eine gewisse 
Rolle in der neueren Physik; nach der allgemeinen Relativitätstheorie 
hat man nämlich die Bahnkurven materieller Punkte als geodätische 
Linien eines vierdimensionalen Kontinuums aufzufassen. 

Die allgemeinste Abbildung, die überhaupt der Anschauung zugäng­
lich ist, ist die stetige Abbildung. Bei ihr wird nur verlangt, daß sie 
umkehrbar eindeutig ist und daß benachbarte Punkte benachbart 
bleiben. Eine stetige Abbildung kann also jede Figur beliebig ver­
zerren, nur dürfen zusammenhängende Teile nicht auseinandergerissen 
und getrennte Teile nicht zusammengeheftet werden. Trotz dieser 
großen Allgemeinheit vermag die stetige Abbildung nicht zwei beliebige 
Flächenstücke ineinander überzuführen. Ein Beispiel zweier Flächen­
stücke, die sich nicht stetig aufeinander abbilden lassen, sind die Kreis­
fläche und das ebene Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen 

eo 
Abb. 251. 

(Abb. 251). Nicht einmal die Ränder dieser heidenFlä­
chenstücke lassen sich stetig aufeinander abbilden, 
da die Kreisscheibe von einer zusammenhängenden 
Kurve berandet wird, während der Rand des Ring­
gebiets aus zwei getrennten Stücken besteht. 

Die Frage, wann zwei Flächen stetig aufeinander abgebildet werden 
können, gehört in den Problemkreis der Topologie, den wir im letzten 
Kapitel behandeln. Offenbar umfaßt diese Abbitdungsart alle übrigen; 
eine geometrische Abbildung wird immer nur, soweit sie stetig ist, 
brauchbare Ergebnisse liefern. So hatten wir nach Abb. 250 Kugelstücke 
inhaltstreuauf die Ebene abgebildet. Die ganze Kugeloberfläche geht 
offenbar in ein Rechtecksgebiet über. Man erkennt, daß die Abbildung 
auf dem Rand des Rechtecks ihre anschauliche Bedeutung verliert, 
weil sie dort aufhört, stetig zu sein. In der neueren Topologie werden 
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allerdings noch allgemeinere Abbildungen betrachtet, die nicht umkehr­
bar eindeutig, sondern nur in einer Richtung eindeutig und stetig sind, 
z. B. Abbildungen eines Flächenstücks auf ein Kurvenstück 

Eingehender als alle bisher genannten Abbildungsarten ist die Winkel­
treue oder konforme Abbildung untersucht worden. Sie wird durch die 
Forderung gekennzeichnet, daß die Winkel, unter denen sich zwei Kurven 
schneiden, unverzerrt wiedergegeben werden. Abgesehen von den längen­
treuen Abbildungen sind die stereographische Projektion und die Kreis­
verwandtschaften die einfachsten Beispiele solcher Abbildungen. Eine 
winkeltreue Abbildung von Flächen negativer GAussscher Krümmung 
auf die Ebene gibt uns das PoiNCAREsche Modell der hyperbolischen 
Geometrie. 

Die winkeltreue Abbildung hat mit der längentreuen etwas Gemein­
sames. Es läßt sich nämlich analytisch zeigen, daß sehr kleine Figuren 
bei winkeltreuer Abbildung fast unverzerrt bleiben; d. h. außer den 
Winkeln bleiben zwar nicht die Längen, wohl aber die Längenverhält­
nisse annähernd erhalten, um so genauer, je kleiner die betrachtete Figur 
ist. Die Bezeichnung konform weist auf diese Eigenschaft hin. Im kleinen 
kommt demnach die konforme Abbildung der längentreuen am nächsten 
unter den hier beschriebenen Abbildungsarten. Denn aus unseren Bei­
spielen ist ersichtlich, daß bei inhaltstreuen oder geodätischen Abbil­
dungen auch beliebig kleine Figuren beliebig stark verzerrt werden 
können. 

Während nun die Iängentreue Abbildung nur in sehr beschränktem 
Maße anwendbar ist, besitzt die konforme Abbildung eine große Anpas­
sungsfähigkeit, und gerade durch die Frage nach ihrer Anwendbarkeit 
ist die konforme Abbildung in den Mittelpunkt fruchtbarer geometrischer 
Untersuchungen gerückt. Die einfachste Frage dieser Art, wann nämlich 
zwei ebene Flächenstücke konform aufeinander abgebildet werden kön­
nen, führt auf eine anschauliche Deutung der komplexen Zahlen und 
wird in der geometrischen Funktionentheorie behandelt. 

§ 38: Geometrische Funktionentheorie. RIEMANNscher 
Abbildungssatz. Konforme Abbildung im Raum. 

Wir legen ein cartesisches Koordinatensystem in der Ebene zugrunde 
und ordnen jedem beliebigen Punkt P mit den Koordinaten x, y die 
komplexe Zahl z = x + iy zu. Hierdurch ist eine eindeutige Beziehung 
zwischen den komplexen Zahlen und den Punkten der Ebene hergestellt. 
Es ist zweckmäßig, diese Beziehung dadurch zu vervollständigen, daß 
man der Ebene wie in der Lehre von den Kreisverwandtschaften einen 
unendlich fernen Punkt P oo zuschreibt, den man der "Zahl" oo zu­
ordnet. Man nennt diese anschauliche Realisierung der komplexen 
Zahlen die Zahlenebene. 
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Abbildungen eines Stückes der Ebene auf ein anderes gehen hiernach 
in Zuordnungen zwischen komplexen Zahlen über. Als einfaches Beispiel 
möge die Beziehung w = az + b betrachtet werden, wobei a, b beliebige 
komplexe Konstanten seien; nur sei a =!= 0 vorausgesetzt. Als Bild des 
Punkts, dem die komplexe Zahl z entspricht, sehen wir den Punkt 
an, dem w = az + b entspricht. Die so entstehende Abbildung der 
Ebene auf sich ist nun einfach eine Ähnlichkeitstransformation, und 
umgekehrt erhält man alle stetig aus der Identität erzengbaren Ähnlich­
keitstransformationen der Ebene, wenn man den Zahlen a und b alle 
komplexen Werte außer a = 0 erteilt. Die Ähnlichkeitstransformationen, 
die nur durch eine Umklappung der Ebene, aber nicht in der Ebene selbst 
stetig erzengbar sind, entsprechen der Gleichung w = az + b, wobei 
mit z die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl z = x- iy bezeichnet 
wird. Man kann diese Sätze elementar beweisen. 

Den Kreisverwandtschaften, die P oo nicht fest lassen, entsprechen 
die gebrochenen linearen Transformationen 

(I} w=:::: (c=l=O, ad-bc=l=O), 

wenn man nur diejenigen Kreisverwandtschaften betrachtet, die stetig 
in der Ebene aus der Identität erzengbar sind. Die übrigen erhält man, 
wenn man in (1) z durch zersetzt. Die Inversion an dem um den An­
fangspunkt geschlagenen Kreis k vom Radius 1 wird z. B. durch die 

Formel w = _;_ dargestellt. Denn es ist z 
. 1 1 x+iy 

W = U +~V=-=-=--.-= - 2--a, z x-zy x+y also 

(2) 
X y 

U=x2+y2' V=xs+ys· 

Sind M, P, Q die Punkte mit den Koordinaten (0, 0), (x, y), (u, v), 
also P, Q die den Zahlen z, w zugeordneten Punkte, so folgt aus (2), 
daß P und Q auf demselben von M ausgehenden Halbstrahl liegen und 
daß die Abstände M P und MQ die Relation M P · MQ = 1 erfüllen. 
P und Q liegen daher in der Tat invers zu k. 

Geht man nun von einer allgemeineren Relation w = f (z) aus, wo 
etwa f (z) irgendeine gebrochene rationale Funktion von z ist, so wird 
auch durch diese Funktion stets eine konforme Abbildung der Ebene 
vermittelt. Man muß sich dann nur auf Gebiete der Ebene beschränken, 
die gewisse durch die Funktion bestimmte Punkte nicht enthalten. 

Jede Funktion f(z) von der Art, daß w = f(z) eine konforme Abbil­
dung in der Zahlenebene definiert, nennt man eine analytische Funk­
tion1. Nicht nur die rationalen, sondern fast alle in der Praxis überhaupt 

1 Diese anschauliche Definition ist äquivalent damit, daß f (z) differenzierba'Y 

ist, d. h. daß der Quotient /(z)- /(zo) in jedem Punkt z0 des Gebiets gegen eine 
z-z0 
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vorkommenden Funktionen sind analytisch. Man kann mit den kom­
plexen analytischen Funktionen weitgehend genau so rechnen wie 
mit reellen Funktionen reeller Veränderlicher. Das zweidimensionale 
Problem der konformen Abbildung wird damit auf Betrachtungen von 
eindimensionalem Typus zurückgeführt. 

Durch solche Betrachtungen der komplexen Funktionentheorie kann 
man zunächst den wichtigen Satz beweisen, daß die Kreisverwandt­
schaften bzw. die ganzen und gebrochenen linearen Funktionen die 
einzigen konformen Abbildungen darstellen, die das Innere eines Kreises 
in das Innere oder Äußere eines (anderen oder desselben) Kreises über­
führen. Hiernach stellen uns die hyperbolischen Bewegungen im Po IN­

CAR:Eschen Modell sämtliche konformen Abbildungen einer Kreisscheibe 
auf sich selbst dar. Wenn ich also von einer konformen Abbildung weiß, 
in was für ein Gebiet sie eine Kreisscheibe überführt, so ist die Abbildung 
durch diese Angabe bis auf eine hyperbolische Bewegung bestimmt. 
Dementsprechend können wir die 
analytischen Funktionen bis auf 
eine unwesentliche Transformation 
durch das Gebiet kennzeichnen, in 
das sie eine Kreisscheibe verwan­
deln. Gebiete, die durch eine Kreis­
verwandtschaft auseinander her­
vorgehen, wollen wir dabei nicht als 

Abb. 252. 

wesentlich verschieden ansehen. Z. B. können wir statt von einer Kreis­
scheibe auch von einer Halbebene ausgehen. So führt die Funktion yz eine 
Halbebene in einen Quadranten über, und die Funktion logz verwandelt 
eine Halbebene in einen Streifen zwischen zwei parallelen Geraden. 
Durch lineare Transformationen läßt sich daher leicht eine konforme 
Abbildung herstellen, die die in Abb. 252 gezeichnete Kreisscheibe in eins 
der beiden anderen in dieser Abbildung gezeichneten Flächenstücke 
überführt. 

In allen diesen und den später zu besprechenden Beispielen ist die 
Abbildung zwar in den inneren Punkten der Flächenstücke durchweg 
konform, auf dem Rand dagegen nur, soweit keine Ecken auftreten. Soll 
ein glatter Randbogen in einen geknickten übergehen, so kann natürlich 
die Abbildung dort nicht konform sein. Es ergibt sich, daß in solchen 
Punkten die Abbildung stets winkelproportional ist, d. h. daß alle 
Winkel mit dem gleichen Faktor multipliziert werden. So geht bei der 
durch yz vermittelten Abbildung die Gerade, die die betrachtete Halb­
ebene begrenzt, in die Schenkel eines rechten Winkels über. In dem 

komplexe Zahl f'(z0) konvergiert, wenn z im Gebiet gegen z0 strebt. Das Wesent­
liche dabei ist, daß die Zahl f'(z0) nicht davon abhängen darf, auf welchem Wege z 
in der Zahlenebene gegen z0 rückt. 



234 IV. Differentialgeometrie. 

Punkt, der in den Scheitel des Winkels übergeht, werden alle Winkel 
auf die Hälfte verkleinert. 

RIEMANN hat den wichtigen Satz aufgestellt, daß jedes ebene Gebiet, 
das nicht die ganze euklidische Ebene ist und das umkehrbar eindeutig 
und stetig auf die Kreisscheibe abgebildet werden kann, auch konform 
auf sie abbildbar ist. Dieser Satz gibt eine Vorstellung von der Mannig­
faltigkeit der analytischen Funktionen. 

Der RrEMANNsche Abbildungssatz wurde von RIEMANN selbst nicht 
streng bewiesen, sondern nur als äquivalent einem Variationsproblem, 
dem sog. DIRICHLETschen Problem, erkannt, von dem RIEMANN als evi­
dent annahm, daß es eine Lösung besitzt. Die Lösbarkeit des DIRICHLET­
schen Problems ist erst viel später streng bewiesen worden. Inzwischen 
ist es auch gelungen, den RIEMANNschen Abbildungssatz auf dem fol­
genden einfacheren Wege zu beweisen. 

Um ein beliebiges in eine Kreisscheibe deformierbares Gebiet G kon­
form auf die Kreisscheibe K abzubilden, geht man von irgendeiner kon­
formen Abbildung a0 aus, die G konform auf ein Teilgebiet K 0 von K 
abbildet. Man kann z. B. für a0 eine Ähnlichkeitstransformation wählen. 
Wir wollen auch noch fordern, daß bei a0 irgendein vorgegebener innerer 
Punkt P von Gin den Kreismittelpunkt M übergeht. Sei jetzt R 0 das 
.Bild irgendeines anderen inneren Punktes Q von G. Dann läßt sich 
zeigen: Man kann die Abbildung a0 in eine andere konforme Abbildung 
a1 verwandeln, so daß G durch a1 in ein Teilgebiet K1 von K übergeführt 
wird, so daß ferner wieder P in M übergeht, und so daß Q in einen 
Punkt R1 des Radius M R 0 übergeht, der von M weiter als R 0 entfernt ist. 
Der Übergang von a0 zu a1 wird übrigens durch eine konforme Abbildung 
geliefert, der die Quadratwurzel ans einer gebrochenen linearen Funktion 
entspricht. Auf dieselbe Art kann ich auch a1 wieder abändern, und so 
gelange ich zu einer Folge von konformen Abbildungen an des Gebietes G 
auf Teilgebiete Kn von K, so daß bei allen diesen Abbildungen der Punkt 
P in M, und der Punkt Q in eine Folge von Punkten Rn übergeht, die 
sich auf dem Radius M R 0 immer weiter von M entfernen. Es zeigt 
sich nun, daß die Gebiete Kn die Kreisscheibe K immer mehr ausfüllen 
und daß die Folge der Abbildungen an gegen eine konforme Abbildung a 
konvergiert. a bildet G konform auf K ab, wie der RIEMANNsche Satz 
es gefordert hatte. 

Das hier skizzierte, von KoEBE stammende Verfahren zeigt, daß die 
gesuchte Abbildung durch eine Extremaleigenschaft ausgezeichnet ist. 
Offenbar ist nämlich der Punkt R von K, in den Q durch a abgebildet 
wird, derjenige Punkt auf MR0 , gegen den die Punkte R,t konvergieren. 
Für alle n ist daher M R > M Rn. Dieselbe Ungleichung gilt auch, 
wenn wir den Abstand nicht euklidisch, sondern hyperbolisch messen, 
indem wir das Innere von K als PoiNCAR:Esches Modell der hyperbolischen 
Ebene ansehen. Denn der hyperbolische Abstand eines Punkts vom 
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Kreismittelpunkt M wird wie der euklidische längs der Radien ge­
messen, da diese die durch M gehenden hyperbolischen Geraden dar­
stellen (vgl. S. 223, 227). Nun gibt es außer a noch andre konforme 
Abbildungen b von G auf K. Nach einem früher erwähnten Satz kann 
sich aber b von a nur durch eine hyperbolische Bewegung von K unter­
scheiden. Sind daher S, T die Bilder von P, Q bei b, so sind die hyper­
bolischen Abstände M R und S T notwendig gleich. Damit haben wir die 
gesuchte Extremaleigenschaft gefunden: Bei feder konformen Abbild~tng 
von G auf K haben die Bildpunkte eines beliebigen Paares innerer Punkte 
von G größeren hyperbolischen Abstand in K als bei feder konformen 
Abbildung von G auf ein Teilgebiet von K. 

Im Sinn der hyperbolischen Geometrie können wir das Verfahren 
auch so beschreiben: Wenn wirGaufein Gebiet K' der hyperbolischen 
Ebene konform abbilden, und wenn wir die Abbildung stetig so ab­
zuändern suchen, daß sie konform bleibt, daß sich aber irgend zwei 
herausgegriffene Punkte voneinander immer mehr entfernen, so füllt 
K' allmählich die ganze hyperbolische Ebene aus. Der Abstand der 
beiden Punkte wächst bis zu einem endlichen Maximum, das dann und 
nur dann erreicht wird, wenn K' die ganze hyperbolische Ebene ausfüllt. 

Es liegt nahe zu versuchen, das Innere von G statt auf die hyper­
bolische auf die euklidische Ebene konform abzubilden. Die stetige 
Abbildung ist natürlich möglich, da sich das Innere von G nach Vor­
aussetzung auf das Innere eines Kreises und das Innere eines Kreises 
offenbar auf die euklidische Ebene stetig abbilden läßt (z. B. können 
wir das Kreisinnere H durch stereographische Projektion auf eine Halb­
kugel und diese durch Zentralprojektion vom Kugelmittelpunkt aus 
auf die euklidische Ebene E stetig abbilden). Die konforme Abbildung 
von H auf E ist aber unmöglich. Bei einer solchen Abbildung müßte 
nämlich jeder konformen Abbildung von H auf sich selbst eine konforme 
Abbildung von E auf sich selbst entsprechen. Die Gesamtheit der kon­
formen Abbildungen von H auf sich sind die hyperbolischen Bewegungen, 
die eine dreiparametrige Schar bilden. Bestände also eine konforme 
Abbildung H --+ E, so müßte auch die Gesamtheit der konformen Ab­
bildungen von E auf sich eine dreiparametrige Schar bilden. Solche Ab­
bildungen sind aber jedenfalls die Ähnlichkeitsformationen. Sie bilden 
eine vierparametrige Schar. Denn stellt man sie in der Form w = az + b 
dar, so werden sie durch die beiden komplexen Zahlen a und b, also 
durch vier reelle Zahlen bestimmt. Demnach gibt es keine konforme Ab­
bildung von HaufE. Übrigens ist mit den Ähnlichkeitstransformationen 
die Gesamtheit der konformen Abbildungen von E auf sich erschöpft. 

Im Raum läßt sich die konforme Abbildung genau so definieren 
wie in der Ebene. Im Raum aber ist die Gesamtheit aller konformen 
Abbildungen seh~ beschränkt. Alle diese Abbildungen sind nämlich 
Kugelverwandtschaften, d. h. sie führen die Gesamtheit der Kugeln 
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und Ebenen in sich über. Die Gesamtheit aller Kugelverwandtschaften 
bildet eine zehnparametrige Schar. Eine besonders einfache Kugelver­
wandtschaft ist die räumliche Inversion. Sie ist ähnlich definiert wie 
die Inversion in der Ebene; nachdem ein fester Punkt M und eine 
feste positive Zahl r willkürlich vorgegeben sind, wird jedem von M 
verschiedenen Punkt P derjenige Punkt Q als Bild zugeordnet, der 
auf der vonMausgehenden Halbgraden MP liegt und die Gleichung 
MP · MQ = rj erfüllt. Jede Kugelverwandtschaft läßt sich aus einer räum­
lichen Inversion und einer Ähnlichkeitstransformation zusammensetzen. 

§ 39. Konforme Abbildu~g krummer Flächen. 
Minimalflächen. PLATEAUsches Problem. 

Ein Beispiel für eine konforme Abbildung einer gekrümmten Fläche 
auf die Ebene ist die stereographische Projektion. Durch sie geht 
jede konforme Abbildung in der Ebene in eine konforme Abbildung 
auf der Kugel über. Den konformen Abbildungen der Kugel, die 
einen Punkt N festlassen, entsprechen bei stereographischer Projek­
tion von N aus die konformen Abbildungen der euklidischen Ebene 
auf sich selbst. Wie wir erwähnten, sind das die Ähnlichkeitstrans­
formationen und nur sie. Demnach sind alle konformen Abbildungen der 
Kugelfläche auf sich, die einen Punkt festlassen, Kreisverwandtschaften. 
Jede beliebige konforme Abbildung der Kugelfläche auf sich kann ich 
durch Drehung der Kugel um einen Durchmesser in eine Abbildung ver­
wandeln, die einen Punkt festläßt. Daher muß die Gesamtheit aller 
konformen Abbildungen der Kugel auf sich mit der Gesamtheit der 
Kreisverwandtschaften auf der Kugel identisch sein, also der Trans­
formationen, die den Kreisverwandtschaften der Ebene durch stereo­
graphische Projektion entsprechen. Die Kreisverwandtschaften der 
Ebene werden durch Formel (1), S. 232, dargestellt. Dabei treten vier 
komplexe Konstanten auf, die jedoch nur bis auf einen komplexen ge­
meinsamen Faktor bestimmt sind. Demnach bilden die Kreisverwandt­
schaften der Ebene und ebenso die der Kugel eine sechsparametrige Schar. 

Man kann nun zeigen, daß jede beliebige geschlossene Fläche, die 
stetig auf die Kugel abgebildet werden kann, wie z. B. das Ellipsoid, auch 
konform auf die Kugel abbildbar ist. Hieraus folgt, daß irgend zwei 
solche Flächen stets auch aufeinander konform abgebildet werden kön­
nen, und daß jede solche Fläche eine genau sechsparametrige Schar kon­
former Abbildungen auf sich selbst gestattet. 

Die Flächen, die sich stetig auf das Innere eines Kreises oder auf 
die euklidische Ebene abbilden lassen, wie z. B. das hyperbolische Para­
boloid, können sicher nicht alle konform aufeinander abgebildet wer­
den, da ja z. B. das Kreisinnere nicht konform auf die euklidische Ebene 
abbildbar ist. Es gilt aber der wichtige "Entweder-Oder" -Satz, daß jede 
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solche Fläche entweder auf das Innere eines Kreises oder auf die eukli­
dische Ebene konform abgebildet werden kann. 

Auch für andere Flächentypen, z. B. die Oberfläche eines Torus, 
läßt sich die Frage nach der konformen Abbildbarkeit vollständig be­
antworten. Da hierbei topalogische Hilfsmittel benötigt werden, werden 
wir erst im Kapitel über Topologie darauf zurückkommen. 

Ein besonders interessantes Beispiel konformer Abbildung geben uns 
die Minimalflächen. Wir haben diese Flächen dadurch charakterisiert 
(S. 167), daß in jedem ihrer Punkte beide Hauptkrümmungen entgegen­
gesetzt gleich sind. Aus dieser Definition läßt sich leicht folgern, daß bei 
den Minimalflächen die sphärische Abbildung konform ist, und umge­
kehrt läßt sich leicht zeigen, daß außer den Kugeln die Minimalflächen 
die einzigen Flächen sind, bei denen die sphärische Abbildung konform 
ausfällt. Die Minimalflächen stehen deswegen in enger Beziehung zur 
Funktionentheorie. Man kann jede analytische komplexe Funktion zur 
Bestimmung einer Minimalfläche verwenden. 

Spannt man in einen geschlossenen Draht eine Membran aus Seifen­
haut, so nimmt diese, wie früher erwähnt, die Gestalt einer Minimalfläche 
an. So ergibt sich das zuerst von PLATEAU gestellte Problem, zu jeder 
gegebenen geschlossenen Raumkurve ein Minimalflächenstück anzugeben, 
das von der Kurve begrenzt wird. Lange Zeit hat man sich vergeblich 
bemüht, auch nur die Existenz einer solchen Minimalfläche für jeden 
vorgegebenen Rand zu beweisen. Erst in neuester Zeit hat J. DouGLAS1 

eine Lösung des allgemei11:en PLATEAUsehen Problems gegeben. 
DouGLAS ersetzt das Problem durch ein noch umfassenderes; er 

sucht nicht nur eine Minimalfläche M, die in die gegebene Raumkurver 
eingespannt ist, sondern auch ihre konforme Abbildung auf eine ebene 
Kreisscheibe K. Zu diesem Zweck wird zunächst die Abbildung be­
trachtet, durch die hierbei die Kurve r auf die Peripherie k von K über­
geht. Es zeigt sich, daß diese Abbildung durch eine Extremaleigenschaft 
ausgezeichnet ist. Jeder Sehne s von r entspricht durch die Abbildung 
ihrer Endpunkte eine Sehne s' von k. Bezeichnet man das Verhältnis s' fs 
als Streckung der Sehne s und bildet man vom reziproken Quadrat der 
Streckung den Mittelwert über alle Sehnen von r, so wird bei der ge­
suchten Abbildung dieser Mittelwert so klein wie möglich 2. Man kann 

1 Trans. Amer. math. Soc. Bd. 33 (1931). Unter etwas spezielleren Vorausset­
zungen hat kurz vorher T. RAD6 das PLATEAUsehe Problem gelöst [Math. Z. 
Bd. 32 ( 1930)]. 

2 In Formeln: Sind P und Q zwei Punkte von r, die in die Punkte P' und Q' 
von k übergehen, sind IX und fJ die Winkelargumente von P' und Q' und setzt man 

;QQ' = v (IX, /J), so hat das Doppelintegral 
2n 2n 

J j[v (ot, {J)]2 dtx d{J 
l!:=O {J=O 

bei der gesuchten Abbildung den kleinstmöglichen Wert. 
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also sagen, daß die gesuchte Abbildung alle Punkte von r im Mittel 
möglichst weit voneinander entfernt. Es läßt sich nun zeigen, daß eine 
Abbildung mit dieser Extremaleigenschaft stets existiert. Mit Hilfe dieser 
Abbildung r-+ k lassen sich dann die cartesischen Koordinaten der 
übrigen Punkte von M als Ortsfunktionen auf K. durch bekannte analy­
tische Formeln 1 darstellen. 

Setzt man r als ebene Kurve voraus, so entartet M in das ebene Ge­
biet G, das von r begrenzt wird. Das DouGLAssche Verfahren liefert 
dann eine konforme Abbildung von G auf K, also eine Lösung des RIE­
MANNschen Abbildungsproblems. Diese Lösung ergibt sich offenbar 
gerade auf dem umgekehrten Weg wie bei dem früher beschriebenen 
Verfahren. Das frühere Konstruktionsverfahren ging von einem Paar 
innerer Punkte von G aus; indem man den hyperbolischen Abstand 
ihrer Bilder vergrößerte, wurde der Rand von G von selbst allmählich 
mit dem Rand von K zur Deckung gebracht. Das Verfahren von Dou­
GLAS dagegen ermittelt zunächst eine geeignete durch eine Extremal­
eigenschaft ausgezeichnete Abbildung des Randes von G auf den Rand 
von K. Die Abbildung der inneren Punkte ergibt sich dann von selbst. 

Für spezielle Raumkurven r lassen sich die zugehörigen Minimal­
flächen auf viel einfacherem Wege bestimmen, z. B. wenn man für r 
ein räumliches geschlossenes geradliniges Polygon wählt. Während im 
allgemeinen die Minimalfläche in reinen singulären Rand besitzt, kann 
man es durch spezielle Wahl von r erreichen, daß die Minimalfläche sich 
über r hinaus regulär fortsetzen läßt. Auf diese Weise ist es NEOVIUS 2 

gelungen, eine Minimalfläche zu konstruieren, die sich ohne Singularität 
und Selbstdurchdringung durch den ganzen Raum erstreckt und die 
gleiche Symmetrie besitzt wie das Diamantgerüst. 

Das sphärische Bild dieser Fläche kann ebenfalls keinen Rand besitzen. 
Auch läßt sich zeigen, daß auf Minimalflächen keine parabolischen Kur­
ven verlaufen, in denen das sphärische Bild umgeklappt sein könnte. 
Andererseits kann das sphärische Bild der NEOVIUSschen Fläche nicht 
glatt die ganze Kugel überdecken, da sonst jene Fläche stetig auf die 
Kugel abbildbar wäre. Der Widerspruch löst sich dadurch, daß auf der 
NEovrusschen Fläche Affensättel auftr.eten. In ihnen wird ein einmaliger 
Umlauf auf der Fläche in einen mehrmaligen Umlauf auf dem sphärischen 
Bild verwandelt (vgl. S. 179). Das sphärische Bild der NEovrusschen 
Minimalfläche überzieht nun die Kugel in unendlich vielen Schichten, 
die untereinander in den Bildern der Affensättel zusammenhängen. Auch 
bei vielen anderen Minimalflächen zeigt das sphärische Bild einen ana­
logen Verlauf. RIEMANN wurde auf derart über der Kugel oder der Ebene 
ausgebreitete Flächen geführt, indem er die konforme Abbildung, die 

1 PorssoNsche Integrale über r. 
2 E. R. NEovrus: Bestimmungzweier speziellen periodischen Minimalflächen. 

Akad. Abhandlung, Helsingfors 1883. 
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durch nichtlineare Funktionen, z. B. w = z2, vermittelt wird, in ihrem 
Gesamtverlauf verfolgte. Die Stellen, in denen die Schichten einer RIE­
MANNschen Fläche analog wie das sphärische Bild eines Affensattels 
miteinander zusammenhängen, werden nach RIEMANN als Windungs­
punkte bezeichnet. 

Fünftes Kapitel. 

Kinematik. 
Wir haben bisher hauptsächlich die im Raum festen Gebilde unter­

sucht, da die Geometrie von diesen Gebilden ausgehen muß. Aber be­
reits in den Elementen der Geometrie spielt der Begriff der Bewegung 
eine Rolle. So haben wir zwei Figuren kongruent genannt, wenn sie durch 
eine Bewegung miteinander zur Deckung gebracht werden können. 
Ferner haben wir bewegliche Hyperboloide betrachtet (S. 15), haben 
Regelflächen durch eine wandernde Ebene bestimmt (S. 181) und haben 
Flächen verbogen und verzerrt (viertes Kapitel). In der Kinematik 
werden nun Bewegungen systematisch untersucht. 

Wir wollen zunächst einen Teil der Kinematik behandeln, der eng 
mit der elementaren Metrik zusammenhängt: die Lehre von den Ge­
lenkmechanismen. An zweiter Stelle wollen wir die stetigen Bewegungs­
vorgänge allgemeiner untersuchen; dabei werden wir nach differential­
geometrischen Methoden verfahren. 

§ 40. Gelenkmechanismen. 
Einen ebenen Gelenkmechanismus nennt man jedes ebene System 

von starren Stäben, die teilweise miteinander oder mit festen Punkten 
der Ebene drehbar verbunden sind, so daß das System in seiner Ebene 
noch bewegt werden kann. Der einfachste solche Mechanismus ist ein 
einziger starrer Stab, der in einem Endpunkt drehbar in der Ebene 
befestigt ist, also ein Zirkel. So wie der freie Endpunkt des Zirkels einen 
Kreis beschreibt, bewegen sich auch bei allen anderen ebenen Gelenk­
mechanismen alle Punkte der Stäbe auf algebraischen Kurven; d. h. 
auf Kurven, deren Koordinaten in einem cartesischen System einer alge­
braischen Gleichung genügen. Umgekehrt kann man zu jeder noch so 
komplizierten algebraischen Kurve eine geeignete Verbindung von 
Gelenken finden, mit deren Hilfe diese Kurve (wenigstens stückweise) 
konstruiert werden kann. 

Für die einfachste algebraische Kurve, die gerade Linie, eine der­
artige Konstruktion anzugeben, ist das berühmte Problem der Gerad­
führung. Ein Modell der Geradführung, den Inversor von PEAUCELLIER, 
werde hier näher betrachtet. Wir gehen aus von dem in Abb. 253 
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gezeichneten Mechanismus, der aus sechs Stäben besteht. Von ihnen 
sind a und b gleich lang, ebenso c, d, e, f. a und b sind in dem festen 
Punkt 0 drehbar befestigt. In jeder Stellung dieses Mechanismus müssen 
P und Q mit 0 in einer Geraden liegen, nämlich auf der Winkelhalbie­

----------
---

0 

-----" ----
b 
Abb. 253. 

renden von <}::: A 0 B. Mit 
Hilfe des Kreises um A 
mit dem Radius c erkennt 
man ferner auf Grund des 
Sehnensatzes, daß in jeder 
Stellung des Mechanismus 
die Relation gilt: 

OP · OQ = (OA + c) (OA - c) 

Demnach liegen P und Q 
invers zum Kreis mit dem 
Mittelpunkt 0 und dem Ra­

dius ya 2 - c2 (vgl. S. 223, 224). Offenbar kann manPanjede Stelle des 
konzentrischen Kreisrings um 0 mit den Radien 1 a2 - c~ und a - c 
bringen. Unser Apparat konstruiert also zu jedem Punkt dieses Gebiets 
den inversen bezüglich des genannten Kreises; der Mechanismus wird des­
halb ein Inversor genannt. Beschreibt nun P einen Kreis, der durchO geht, 

II 

so muß Q eine Gerade durch­
laufen (S. 223, 224). Wir 
bringen deshalb in P noch 
einen Stab g an (Abb. 254), 
dessen zweiten Endpunkt 
wir in einem Punkt M be-

f 1 festigen, der von 0 den Ab-
--- __ L_ __ stand g hat. Dann ist P ge-

\--..;;..;";~:::..~r==J:SJ I zwungen, auf dem Kreis um 
6 ! M mit dem Radius g zu blei-

1 ben. Wegen der Gleichung 
! I{ 0 M = g geht dieser Kreis 
I durch 0. Daher beschreibt 

Abb. 254. Q eine Gerade q, und unser 
Problem ist gelöst. Wie man 

leicht einsieht, steht q senkrecht auf OM; die PEAUCELLIERsche Ge­
radführung ist daher zugleich ein Mittel, um auf eine gegebene Ge­
rade ein Lot zu fällen. 

Im Raum sind die Gelenkmechanismen in analoger Weise erklärt. 
Die Gelenke, in denen die Stäbe aneinander oder an festen Raum­
punkten befestigt sind, müssen aber in diesem Fall nicht nur ebene 

Drehungen gestatten, sondern Drehungen in allen räumlichen Rich-
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tungen. Für einen gewissen Spielraum läßt sich das durch Kugelgelenke 
praktisch erreichen. Die Stabenden eines räumlichen Gelenkmechanis­
mus beschreiben stets algebraische Flächen. Dagegen ist bisher nicht 
bewiesen worden, daß jede algebraische Fläche durch einen Gelenk­
mechanismus konstruierbar ist. Dieser Satz ist höchst wahrscheinlich 
richtig. 

Wir wollen wieder die einfachste dieser Konstruktionen, nämlich 
die ebene Führung eines Punkts, betrachten. Zu diesem Zweck gehen 
wir von dem beweglichen Stangenmodell des einschaligen Hyperboloids 
aus (S. 15 und 26). Seien g und g' zwei Geraden der einen Regelschar, 
h eine laufende Gerade der anderen Regelschar, die g und g' in den 
laufenden Punkten H und H' schneidet. Das Stangenmodell möge nun 
bewegt werden, aber unter Festhaltung der Stange g (vgl. Abb. 255). 
Dann behält jeder 
Punkt H' von g' 
festen Abstand von 
dem auf g zugeord­
neten Punkt H. Die 
Punkte von g' be­
schreiben also bei der 
Bewegung des Modells 
Kugeln um die zu­
geordneten Punkte 
von g. Wählen wir 
nun die Stellung der 
Geraden h so, daß sie 
g im unendlich fernen 
Punkt U von g schnei­

II 

Abb. 255. 

det, und ist U' der Schnittpunkt von h mit g', also der U zugeord­
nete Punkt, so muß U' im Endlichen liegen; denn sonst wäre UU' = h 
eine unendlich ferne Gerade der Fläche, diese wäre also kein Hyper­
boloid, sondern ein hyperbolisches Paraboloid (vgl. S. 1 06). Bei der Be­
wegung des Modells beschreibt demnach U' eine Kugel mit unendlich 
großem Radius, d. h. eine Ebene. 

Aus dieser Überlegung ergibt sich eine einfache Ebenführung. 
Durch drei Stangen der einen Schar ist das Hyperboloid völlig be­
stimmt. Wir befestigen daher an einer festen Stange g (Abb. 25 5) in 
drei Kugelgelenken A, B, C drei weitere Stangen a, b, c. Deren Enden be­
festigen wir durch Kugelgelenke an drei Punkte A ', B', C' einer Stange g'. 
Damit a, b, c ein Hyperboloid und kein hyperbolisches Paraboloid erzeu­
gen, genügt es, die Punkte so zu wählen, daß AB : A C =I= A 'B': A' C'. 
Man kann nämlich zeigen, daß auf einem hyperbolischen Paraboloid die 
Abstände dreier Punkte auf g sich stets verhalten wie die Abstände der 
auf g' zugeordneten Punkte. In unserem Mechanismus hat jeder Punkt von 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 16 



242 V. Kinematik. 

g' zwei Freiheitsgrade, denn das bewegliche, durch a, b, c bestimmte 
Hyperboloid kann oo1 Formen annehmen, und jede dieser Flächen gestattet 
noch eine beliebige Drehung um g als Achse1 . Nach dem vorher Gesagten 

A 

Abb. 256. 

laufen die Punkte von 
g' auf Kugeln mit g 
als Durchmesser, und 
ein Punkt U' von g' 
beschreibt einen Teil 
einer auf g' senkrech­
ten Ebene. Man er­
kennt, daß U' alle 
Punkte eines ebenen 
Kreisrings um g als 
Achse durchläuft. Da­
mit ist unsere Auf­
gabe gelöst. Eine an­
dere mögliche Lösung 
ist in Abb. 256 ge­

zeichnet. Man erhält diesen Mechanismus aus dem vorigen, wenn 
man die Rollen der beiden Regelscharen des beweglichen Hyperbo-
loids vertauscht. 

§ 41. Bewegung ebener Figuren. 
Über eine feste Ebene möge eine zweite bewegliche Ebene in belie­

biger Weise hingleiten. Wir wollen diesen Vorgang möglichst einfach 
geometrisch kennzeichnen. 

Wie wir früher ausführlich erörtert haben, ist jede Bewegung einer 
Ebene in sich hinsichtlich ihrer Anfangs- und Endlage mit einer ein­
zigen Drehung oder einer einzigen Parallelverschiebung identisch 
(S. 54). Wenn wir die Parallelverschiebungen als Drehungen um einen 
unendlich fernen Punkt auffassen, können wir sagen, daß ausnahmslos 
jede ebene Bewegung durch eine Drehung um einen bestimmten Mittel­
punkt ersetzt werden kann. 

Es sei nun ein bestimmter Bewegungsvorgang gegeben. Dann hat 
die bewegliche Ebene zu einer Zeit t eine bestimmte Lage A . Mit dieser 
Lage vergleichen wir die Lage Ah, die die bewegliche Ebene in einem 
kurz darauffolgenden Zeitpunkt t + h einnimmt. Zu der Lagenänderung 

1 Man kann die Freiheitsgrade auch folgendermaßen abzählen: Wäre die Stange 
g1 nicht vorhanden, so hätte das Tripel der Punkte A 'B' C' sechs Freiheitsgrade, 
da jeder einzelne auf einer Kugel beweglich ist und somit zwei Freiheitsgrade hat. 
Daß nun C1 mit A 1 B 1 auf einer Geraden liegen soll, bedeutet zwei Bedingungen, 
und daß A 1 B 1 und A 'C 1 feste Länge haben, liefert je eine weitere Bedingung. Also 
ergeben sich 6 - 2 - 1 - 1 = 2 Freiheitsgrade nach den in § 24 erläuterten 
Methoden. 
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A- Ah gehört ein bestimmter Drehmittelpunkt Mh. Wenn h immer kleiner 
gewählt wird, wenn sich also Ah immer weniger von A unterscheidet, rückt 
M h gegen eine Grenzlage M. Der Punkt Mheißt das Momentanzentrum der 
Bewegung im Zeitpunkt t. Die Bewegungsrichtung jedes andern Punktes 
P der bewegten Ebene steht in diesem Augenblick auf PM senkrecht. 

Wenn wir das Momentanzentrum für alle Zeitpunkte der Bewegung 
bestimmen, so ergibt sich in der festen Ebene als geometrischer Ort 
der Momentanzentren eine Kurve, die die Polhodie der Bewegung 
genannt wird. Nun können wir aber bei derselben Bewegung auch die 
vorher bewegliche Ebene als fest und die vorher feste Ebene als beweg­
-lich ansehen; so wird der Vorgang einem Beobachter erscheinen, der 
mit der zuerst beweglich gedachten Ebene mitgeführt wird. Also ergibt 
sich auch in dieser Ebene eine bestimmte Kurve als Ort der Momentan­
zentra; sie wird als Herpolhodie bezeichnet. Beide Kurven sind überall 
stetig; sie können auch durchs Unendliche laufen, müssen aber dort im 
Sinne der projektiven Geometrie geschlossen sein, d. h. sie müssen bei 
Zentralprojektion auf eine andere Ebene in Kurven übergehen, die an 
den entsprechenden Stellen des Horizonts stetig sind. 

Die genauere Untersuchung ergibt nun, daß durch die Gestalt der 
Polhodie und der Herpolhodie die Bewegung völlig bestimmt ist, wenn 
noch zwei Punkte beider Kurven gegeben werden, die in irgendeinem 
Moment der Bewegung aufeinanderfallen. Wir erhalten nämlich den 
Bewegungsvorgang wieder, wenn wirbeideKurven so aneinanderlegen, 
daß sie sich in den angegebenen Punkten berühren, und wenn wir 
hierauf die Herpolhodie unter Mitführung ihrer Ebene auf der Polhodie 
abrollen lassen, ohne daß sie gleitet. Dabei berühren die Kurven ein­
ander stets im jeweiligen Momentanzentrum der Bewegung. Da die 
Kurven aufeinander abrollen, ohne zu gleiten, so folgt, daß zwei Punkte 
der Polhodie und die zwei zugehörigen Punkte der Herpolhodie stets 
gleich lange Bögen auf beiden Kurven begrenzen. 

Wir haben damit für die stetigen Bewegungsvorgänge eine ähnlich 
einfache Kennzeichnung gewonnen wie früher für die einzelnen Be­
wegungen; jeder stetige Bewegungsvorgang entsteht durch Abrollung 
einer Kurve auf einer andern. Dabei muß zugelassen werden, daß beide 
Kurven in Punkte ausarten (Drehung). 

Als Beispiel betrachten wir in der festen Ebene eine beliebige Kurve k 
und in der beweglichen Ebene eine Gerade g und verlangen, daß bei 
der Bewegung ein Punkt P von g die Kurve k durchläuft und daß g 
dabei stets auf k senkrecht steht (Abb. 257). Aus der Definition des 
Krümmungsmittelpunkts folgt unmittelbar, daß das Momentanzen­
trum M hier stets der zu P gehörige Krümmungsmittelpunkt von k 
sein muß. Die Polhodie ist also die Evolute m von k, und die Her­
polhodie in der beweglichen Ebene ist die Gerade g selbst, da M stets 
auf g liegt. Die Bewegung entsteht also durch Abrollen von g auf m. 

16* 
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Dabei beschreibt der auf g feste Punkt P die Kurve k, deren Evolute 
m ist. Der Abstand zweier Punkte von g ist stets gleich dem Bogen 
zwischen den zugehörigen Punkten von m. Hieraus folgt die früher 
(S. 158) angegebene Fadenkonstruktion jeder Kurve aus ihrer Evolute. 

g Besonders wichtig sind die Kurven, die die 

Abb. 257. 

Punkte der beweglichen Ebene beschreiben, 
wenn Polhodie und Herpolhodie Kreise sind. 
Man erhält verschiedene Typen dieser Kur­
ven, je nachdem der bewegliche Kreis den 
festen von innen oder von außen berührt. 
Im ersten Fall werden die Kurven H ypotro­
choiden, im zweiten Epitrochoiden genannt. 
Liegt der die Kurve erzeugende Punkt auf 
der Peripherie des rollenden Kreises, so heißt 
die Kurve eine Hypo- oder Epizykloide. Die 
Gestalt der Trochoiden und Zykloiden hängt 
ferner davon ab, wie sich der Radius des 

festen Kreises zum Radius des rollenden verhält. 
N ehrneu wir zunächst an, der rollende Kreis k sei halb so groß wie 

der feste KreisKund berühre ihn von innen. Wir wollen in diesem Fall 
die Bahnkurve eines Punkts P von k, also eine Hypozykloide, bestim­
men1. Wir beginnen mit dem Zeitpunkt, in dem k gerade in P den festen 
Kreis K berührt (Abb. 258). Wir betrachten ferner eine andere Lage k1 

K 

des rollenden Kreises. Dabei sei P nach 
P 1 gelangt. Mund m1 seien die Mittel­
punkte der Kreise K und k1, und Q 
sei ihr Berührungspunkt. Da die Kreise 
aufeinander rollen, ohne zu gleiten, so 

~.l..---*-:-~P ist der Bogen Q P 1 von k1 ebenso lang 

Abb. 258. 

wie der Bogen Q P von K. Da ferner k 
halb so groß ist wie K, so folgt : 
<t:Qm1 P1 = 2<J:QMP. Aus demsel­
ben Grund muß aber M auf der Peri­
pherie von k1 liegen, nach dem bekann-
ten Satz über Peripherie- und Zentri­

winkel ist daher <t:QMP1 =!<t:Qm1 P1 =<t:QMP. Demnachfällt 
die GeradeM P 1 mit M P zusammen, d. h. P 1 läuft bei der Bewegung 
auf der Geraden M P. Wir haben damit die überraschende Tatsache 
bewiesen, daß in unserem Fall die Hypozykloiden Durchmesser des 
festen Kreises sind. Gleichzeitig ergibt sich eine neue Methode der 
Geradführung. 

1 Es 1st gleichgültig, welchen Peripheriepunkt wir herausgreifen. Denn wegen 
der Symmetrie der Figur unterscheiden sich die Zykloiden verschiedener Peripherie­
punkte von k nur durch eine Drehung um den Mittelpunkt von K. 
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Um auch die zugehörigen Hypotrochoiden zu bestimmen, beschreiben 
wir die Bewegung mit Hilfe des eben gewonnenen Ergebnisses in anderer 
Weise. Sind nämlich 5 und T irgend zwei diametrale Peripheriepunkte 
von k, so entspricht dem Kreisbogen 5 T 
von k bei der Abrollung ein Viertelkreis von 
K. 5 und T bewegen sich daher auf zwei 
senkrechten Durchmessern s und t von K 
(Abb. 259). Man kann nun leicht berech­
nen: Wenn man eine Strecke S T so bewegt, 
daß ihre Endpunkte auf zwei sich senkrecht 
schneidenden Geraden s und t laufen, dann 
beschreibt der Mittelpunkt der Strecke einen 
Kreis, und jeder andere Punkt P der Strecke 
beschreibt eine Ellipse, deren Achsen auf die 

Abb. 259. 

Geraden s und t fallen; die Achsenlängen sind gleich den beiden Ab­
schnitten, die P auf der Strecke S T bestimmt. Daraus folgt, daß die 
Hypotrochoiden unserer Rollbewegung sämtlich Ellipsen sind. Denn 
jeder mit k fest verbun­
dene Punkt liegt auf einem 
Durchmesser von k, also 
auf einer Geraden, von der 
zwei Punkte längs senk­
rechter Geraden gleiten. 

Wir betrachten nun 
den Fall, daß k von außen 
auf K abrollt. Die Epi­
zykloiden haben dann die 
Form der Kurve e in 
Abb. 260. Man kann zei­
gen, daß wie bei dieser 
Kurve so auch bei allen 
anderen Epi- und Hypo­
zykloiden stets Spitzen 
vorkommen. In ihnen trifft 
die Zykloide den festen 
Kreis stets senkrecht. Die 
Spitzen entsprechen der­
jenigen Lage der Kreise, 
in der der erzeugende 
Punkt der Zykloide ge-

Abb. 260. 

rade Berührungspunkt der Kreise ist. Da in unserem Fall k halb so 
groß ist wie K, so müssen genau zwei Spitzen auftreten. 

Unsere Kurve hat eine merkwürdige Tangenteneigenschaft. Sie 
wird durch Abb. 261 erläutert. Die Rollbewegung beginne, wenn der 
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erzeugende Punkt P von k Berührungspunkt mit K ist, also die eine 
Spitze der Zykloide durchläuft. Es ist eine andere Lage k1 von k ge­
zeichnet. P ist längs eines Zykloidenbogens nach P 1 gewandert. Wir 
verbinden die Mittelpunkte M und m1 von K und k1 . Die Gerade M m1 

s 

Abb. 261. 

geht durch den Berührungs­
punkt Q von K und k1 und 
trifft k1 zum zweitenmal in R. 
t sei die Tangente der Zykloide 
in P 1 • Da Q das Momentan­
zentrum der Bewegung in der 
betrachteten Lage von k ist, 
steht die Bewegungsrichtung 
von P 1 , also auch .die Ge­
rade t, senkrecht auf Q P 1 • 

Daher fällt t mit P1 R zu­
sammen, denn <1: Q P 1 R ist 
als Peripheriewinkel über dem 
Halbkreis ein Rechter. Eine 
ähnliche Tangenteneigenschaft 
haben alle Epi- und Hypo­
zykloiden. Aus der Gleichheit 
des Bogens PQ von K und 
des Bogens P 1 Q von k1 folgt 
aber in unserem Fall, wo k 
halb so groß ist wie K : 

Ziehen wir durch R die Parallele s zu M P, so bilden demnach s und t 
gleiche Winkel mit M R. Das läßt sich nun als ein Satz der geome­
trischen Optik formulieren: Spiegelt man ein Büschel paralleler Licht­
strahlen (s) an einem Kreis um M mit dem Radius M R, so umhüllen 

die reflektierten Strahlen (t) eine zweispitzige Epi­
zykloide, deren Basiskreis den Mittelpunkt M und 
den Radius ! M R hat. Die Spitzen der Zykloide 
liegen von M aus in der Richtung (s). Die Kurve 
wird wegen dieser optischen Eigenschaft auch als 
Brennlinie des Kreises bezeichnet. Man kann sie 
täglich in Tassen und Kannen beobachten. 

Abb. 262. 
Zwei zugehörige Epitrochoiden sind in Abb. 260 

gezeichnet. Alle Epitrochoiden sind singularitätenfrei, wenn der er­
zeugende Punkt im Innern des rollenden Kreises liegt, dagegen 
haben sie Schleifen und Doppelpunkte, wenn der erzeugende Punkt 
außerhalb gewählt ist. Die Zykloiden bilden den Übergang zwi­
schen den beiden Arten von Trochoiden. 
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Der nächst einfache Fall ergibt sich, wenn der rollende Kreis ein 
drittelmal so groß ist wie der feste. Die dreispitzige Hypozykloide ist 
in Abb. 262 gezeichnet. Auch sie hat eine besondere Tangenteneigen­
schaft, die sich analytisch herleiten läßt. Das Tangentenstück S T im 
Innern der Kurve hat nämlich eine 
feste, vom Berührungspunkt unabhängige 
Länge. Diese Tatsache brachte man frü­
her in Verbindung mit einem auf S. 189, 
190 genannten geometrischen Minimum­
problem: Eine Strecke soll in der Ebene so 
bewegt werden, daß sie sich schließlich 
um ihren Mittelpunkt um 180° gedreht 
hat, und daß das bei der Bewegung über­
strichene Ebenenstück möglichst kleinen 
Flächeninhalt erhält. Wie schon erwähnt, 
kann man diesen Flächeninhalt durch 

Abb. 263. 

geeignete Bewegung der Strecke beliebig klein machen, so daß also 
das Problem keine Lösung besitzt. Früher glaubte man aber, es gäbe 
eine Lösung, und man erhalte sie. wenn man die Strecke S T (Abb. 262) 
so auf einer dreispitzigen Zykloide tangential entlang gleiten läßt, daß 
die Endpunkte auf der Kurve bleiben. In der Tat lag die Vermutung 
nahe, daß dieses Flächenstück 
nicht mehr verkleinert wer­
den könne. 

Auch die vierspitzige Hypo­
zykloide (Abb. 263), die man 
gewöhnlich als Astroide be­
zeichnet, hat eine ähnliche 
Tangenteneigenschaft. Be­
zeichnet man nämlich mit S 
und T die Schnittpunkte einer 
Tangente mit den Symmetrie­
achsen der Kurve, so hat die 
Strecke S T feste Länge. Läßt 
man daher eine Strecke in 
ihren Endpunkten auf zwei 
sich senkrecht schneidenden Abb. 264. 

Geraden gleiten, so umhüllt diese Strecke eine Astroide. Wir hatten 
früher erwähnt, daß jeder Punkt einer so bewegten Strecke eine 
Ellipse beschreibt. Daraus läßt sich schließen, daß die Astroide von 
einer Ellipsenschar eingehüllt wird, bei der die Summe der Achsen 
konstant ist (Abb. 264). 

Im allgemeinen ist der Verlauf der Zykloiden wesentlich verschieden, 
je nachdem die Radien r, R des rollenden und des festen Kreises kom-



248 V. Kinematik. 

mensurabel sind oder nicht. Ist rfR eine rationale Zahl, die als gekürzter 
Bruch afb geschrieben sei, so besitzt die Zykloide b Spitzen und schließt 
sich, nachdem der bewegliche Kreis a-mal um den festen herumgerollt 
ist. Ist dagegen rfR irrational, so hat die Kurve unendlich viele Spitzen 
und schließt sich nicht. Man kann zeigen, daß die Kurve in diesem 
Falle an jedem Punkt des Gebietes, das von dem rollenden Kreis über­
strichen wird, beliebig nahe vorbeikommt, wenn man den Verlauf der 
Kurve nur hinreichend weit verfolgt. Die Grenzfälle r = oo oder 
R = oo haben besonders einfache Bedeutung. Ist r = oo, wird also 
der rollende Kreis durch eine Gerade ersetzt, so erhalten wir die Kreis­
evolvente (Abb. 8, S. 6). Ersetzt man den festen Kreis durch eine 
Gerade, so entsteht die "gewöhnliche Zykloide". Auf einer solchen 
Kurve (Abb. 265) bewegt sich jeder Punkt der Peripherie eines Rades, 
das in der Ebene geradeaus rollt. 

Wir haben bisher nur Bewegungsvorgänge betrachtet, bei denen 
eine einzige bewegliche Ebene vorkommt. Die Physik führt aber auf 
das Studium allgemeinerer Erscheinungen, der Relativbewegungen. 

Abb. 265. 

Denken wir uns außer der festen Ebene E und der beweglichen Ebene e 
noch eine Ebene I, die in anderer Weise als e über E hingleitet. Dann 
wird I auch eine ganz bestimmte Bewegung gegenüber e ausführen, 
so wie sie ein mit e fest verbundener Beobachter registrieren würde. 
Man kann den Bewegungsvorgang (fE) von I bezüglich E in die Be­
wegungen (fe) und (eE) zerlegt denken. Oft läßt sich ein komplizierter 
Vorgang durch eine solche Zerlegung vereinfachen. So können wir 
besonders einfach die Rollbewegung zweier Kreise K und k zerlegen. 
E sei die feste Ebene von K, I die bewegliche von k. M, m seien die 
Mittelpunkte von K, k. Um die Bewegung des Punktes m gegen E 
zu beschreiben, brauchen wir nur eine Ebene e einzuführen, in der m 
fest ist und die sich um M dreht. Die Bewegung von I gegen e kann 
dann nur eine Drehung um m sein. Die Winkelgeschwindigkeiten der 
Drehungen um M und m müssen sich umgekehrt verhalten wie die 
Radien der Kreise K und k. Somit ergibt sich die Zykloidenbewegung 
als Resultat zweier Drehungen. Hierauf beruht die Bedeutung der 
Zykloiden und Trochoiden in der Astronomie. Da nämlich die Bahnen 
aller Planeten um die Sonne annähernd kreisförmig mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit sind und annähernd in derselben Ebene, der 
Ekliptik, verlaufen, so erscheint von der Erde aus die Bahn jedes 
Planeten ungefähr als Trochoide. So gab das vorkopernikanische 
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geozentrische System der Astronomie Veranlassung zum eingehenden 
Studium dieser Kurven. 

In unserem Beispiel sind M und m die Momentanzentra der Be­
wegungen (eE) und (fe). Das Momentanzentrum Q der Zykloiden­
bewegung (jE) ist, wie erwähnt, der Berührungspunkt der Kreise k 
und K. Die drei Momentanzentren liegen also auf einer Geraden. Man 
kann nun . zeigen, daß ein analoger Satz allgemein gilt: Betrachtet 
man eine Bewegung (f E), die sich aus den Bewegungen (je) und (eE) 
zusammensetzt, so liegen in jedem Zeitpunkt die Momentanzentra von 
(jE), (je) und (eE) in einer Geraden. 

§ 42. Ein Apparat zur Konstruktion der Ellipse und ihrer 
Rollkurven 1 • 

Zwei Stäbe c und c' der gleichen Länge c seien in ihren Endpunk­
ten F 1 , F 2 bzw. Fi, F~ gelenkig mit zwei weiteren Stäben a1 und a2 der 
gleichen Länge a > c verbunden (Abb. 266), so daß ein ebenes über­
schlagenes Viereck mit gleich langen Gegenseiten entsteht. Der Schnitt­
punkt E der Stäbe a1 und a2 wird auf diesen Stäben seinen Ort ver­
ändern, wenn man das Ge-
lenkviereck in der Ebene !I 
seine verschiedenen mög­
lichen Gestalten annehmen 
läßt. Im Punkt E sei ein 
Gelenk mit zwei gegenein­
ander drehbaren Hülsen 
angebracht, in denen die 
Stäbe a1 und a2 gleiten 
können. Ich halte nun 
den Stab c fest und be­
trachte die Kurve, die 
dann der Punkt E noch 
beschreiben kann. Ich be-
haupte, das ist eine Ellipse 

Abb. 266. 

r' 
1 

e mit den Brennpunkten F 1 und F 2 und der konstanten Abstands­
summe a. Beweis: Die Dreiecke F1 F2F~ und F1 FiF~ sind bei jeder 
Lage des Gelenkvierecks kongruent, weil sie paarweise gleiche Seiten 
haben. Darum ist <r:.F1 F;F2 = <r:.F;F1 Fi, d. h. das Dreieck F 1 F;E 
ist gleichschenklig. Hieraus folgt aber: F 1 E + E F 2 = F;E + EF 2 = a, 
wie behauptet war. 

Nun seien noch in beliebigen Punkten der Stäbe a1 und a2 zwei 
Zahnräder Z1 und Z2 angebracht, die sich um diese Stäbe als Achsen 

1 Dieser Apparat ist von R. C. Y ATES angegeben worden (The Description 
of a surface of constant curvature, Amer. Math. Monthly, 1931). 
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drehen, jedoch nicht an ihnen entlanggleiten können (Abb. 266). Der 
Punkt E möge über irgendeine Kurve k hingeführt werden, während 
gleichzeitig die Zahnräder auf der Kurvenebene rollen mögen und die 
Fixierung der Punkte F 1 , F 2 aufgegeben wird. Die Zahnräder bewirken, 
daß die Bewegungsrichtung des Radmittelpunkts in die Radebene fällt 
und daher stets auf dem Stab senkrecht steht, der das Rad trägt. 
Dann muß auch jeder andere Punkt der Stäbe a1 und a2 sich stets 
senkrecht zur jeweiligen Stabrichtung fortbewegen. Das läßt sich 
streng daraus schließen, daß die Abstände zweier Punkte eines Stabes 
konstant bleiben. Denken wir uns nun bei der Bewegung eine zur Ebene 
von k parallele Ebene I fest mit dem Stab c verbunden, so ist der 
PunktE stets das Momentanzentrum für die Bewegung dieser Ebene. 
Denn da sich jeder Punkt von I stets senkrecht zu seiner Verbindungs­
linie mit dem jeweiligen Momentanzentrum fortbewegt (vgl. S. 243), 
und da andererseits F 1 sich stets senkrecht zu a1 fortbewegt, so muß 

Abb. 267. 

das Momentanzentrum 
stets auf a1 liegen; 
ebenso aber auch auf 
a2• Es muß also in 
den Schnittpunkt dieser 
Stäbe fallen. Die Pol­
hodie der Bewegung 
von I ist daher die 
Kurve k. Die Herpol­

hodie aber muß die Ellipse e sein, da wir gezeigt haben, daß E diese 
Ellipse beschreibt, wenn wir den Stab c festhalten. Die Punkte der 
Ebene 1 werden also durch unseren Apparat auf denselben Kurven geführt 
wie beim Abrollen der Ellipse e auf k. Man nennt jene Kurven Roll­
kurven der Ellipse. 

Unter den Rollkurven der Ellipse ist besonders die wichtig, die ein 
Brennpunkt beschreibt, wenn die Ellipse auf einer Geraden rollt. Eine 
solche Kurve wird in Abb. 267 dargestellt. Der Apparat von YATES 

führt die Ecken des Gelenkvierecks auf solchen Kurven, wenn wir den 
Punkt E auf einer Geraden g führen. Jeder andere Punkt des 
Stabes a1 beschreibt eine Parallelkurve zur Bahnkurve des Punktes F 1 

oder F~. Denn der Stab a1 ist, wie schon erwähnt, gemeinsames Lot 
der Bahnkurven aller seiner Punkte. Hiernach führt der Apparat auf 
einen merkwürdigen geometrischen Satz: Man trage auf allen Normalen 
einer Rollkurve eines Ellipsenbrennpunktes vom Fußpunkt aus nach 
dem Krümmungsmittelpunkt zu Strecken ab, die gleich der konstanten 
Abstandssumme der Ellipse sind; dann liegen die Endpunkte jener 
Strecken wieder auf der Rollkurve eines Brennpunktes einer Ellipse; 
diese ist zur ersten Ellipse kongruent und rollt auf der gleichen Kurve 
wie jene, aber auf der andern Seite, ab. 
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Die in Abb. 267 gezeichnete Rollkurve tritt als Meridian der Rota­
tionsflächen konstanter mittlerer Krümmung auf. Die Krümmung ist 
gleich der reziproken halben Abstandssumme der erzeugenden Ellipse. 
Wir erwähnten auf S. 202, daß es zu jeder Fläche konstanter mittlerer 
Krümmung eine Parallelfläche konstanter positiver GAussscher Krüm­
mung gibt. In unserem Fall muß diese Parallelfläche wieder eine Ro­
tationsfläche sein, und ihr Meridian muß eine Parallelkurve zum Meri­
dian der zuerst betrachteten Fläche sein. Demnach beschreibt ein 
Punkt des Stabes a1 in unserem Apparat eine Meridiankurve einer Ro­
tationsfläche konstanter positiver GAussscher Krümmung. Aus der 
auf S. 202 angegebenen Krümmungsrelation läßt sich folgern, daß ge­
rade der Mittelpunkt des Stabes a1 diese Kurve beschreibt. Man erhält 
die Meridiane aller Rotationsflächen konstanter positiver GAussscher 
Krümmung mit Ausnahme der Kugel, wenn man den Stablängen c 
und a alle möglichen Werte zumißt. 

§ 43. Bewegungen im Raum. 
Wir übertragen die Betrachtungen des vorigen Abschnitts auf den 

Fall, daß ein Raum oder Raumstück r sich in einem als fest gedachten 
Raum R bewegt. Im Raum kann jede einzelne Bewegung durch eine 
Drehung um eine bestimmte Achse und eine Translation längs dieser 
Achse, d. h. durch eine Schraubung ersetzt werden (S. 73). Mit Aus­
nahme der Translationen wird dadurch jeder Bewegung eine bestimmte 
Gerade als Schraubungs- bzw. Drehungsachse zugeordnet. Die Sonder­
stellung der Translationen kann man aufheben, indem man sie als 
Drehungen um unendlich ferne Achsen auffaßt. 

Indem man eine Lage des beweglichen Raums mit einer Nachbarlage 
vergleicht, kommt man analog wie in der Ebene zur Konstruktion der 
"momentanen Schraubungsachse" der Bewegung in einem Zeitpunkt. 
Im Laufe des Vorgangs ändert diese Gerade stetig ihre Lage und be­
schreibt in R und r je eine Regelfläche. Sie entsprechen der Polhodie 
und der Herpolhodie der ebenen Bewegungen und werden als die feste 
und die bewegliche Polfläche der Bewegung bezeichnet. Ein räumlicher 
Bewegungsvorgang ist durch Angabe der beiden Polflächen fest be­
stimmt, wenn noch für eine Gerade der einen Polfläche angegeben 
wird, welche Gerade der anderen Polfläche ihr entspricht. Man hat 
die beiden Flächen so aneinanderzulegen, daß jene beiden Geraden 
zusammenfallen und die Flächen einander längs dieser Geraden berühren. 
Die Bewegung entsteht dann, wenn man die bewegliche Polfläche auf 
der festen "abschrotet", d. h. sie in bestimmter Weise, die unten erklärt 
wird, so auf der festen fortwälzt, daß die Flächen stets eine Gerade 
gemein haben und sich längs dieser Geraden berühren. 

Das Abschroten im Raum tritt also an Stelle des Rollens in der Ebene. 
Diese beiden Bewegungsarten zeigen aber wesentliche Unterschiede. 
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Während man nämlich eine ebene Kurve auf jeder beliebigen anderen 
ebenen Kurve auf viele Arten abrollen kann, läßt sich eine Regelfläche 
nicht auf jeder anderen abschroten. Wir haben erörtert (S. 184), daß 
zwei Regelflächen sich dann und nur dann längs einer Erzeugenden 
berühren können, wenn sie in ihr gleichen Drall besitzen. Ist das der 
Fall, so muß man sie so aufeinanderlegen, daß ihre zu dieser Geraden 
gehörigen Kehlpunkte aufeinanderfallen. Beim Abschroten müssen 
die beiden Polflächen nun beständig diese Bedingung erfüllen und diese 
Lage haben. Wenn auf beiden Flächen die Kehllinien in entsprechenden 
Punkten gleiche Winkel mit den Erzeugenden bilden, dann ist das 
Schroten eine reine Rollbewegung ohne Gleiten. Sind dagegen diese 
Winkel voneinander verschieden, so gleiten die beiden Flächen beim 
Abschroten gegeneinander längs der gemeinsamen Erzeugenden1• Im 
ersten, spezielleren Falle kann man sagen, daß die Bewegung sich aus 

Abb. 268. 

infinitesimalen Drehungen zu­
sammensetzt. Die beiden Pol­
flächen sind dann zwei auf­
einander abwickelbare Flä-
chen. 

Als besonders einfaches 
Beispiel wollen wir den Fall 
betrachten, daß die beiden 
Polflächen zwei einschalige 
Rotationshyperboloide sind. 
Die Kehllinien sind dann die 

kleinsten Breitenkreise dieser Flächen. Wegen der Rotationssym­
metrie der Flächen ist der Drall eine Konstante, die nur von der 
Gestalt und Größe der erzeugenden Hyperbel abhängt. 

Die Hyperboloide von gleichem Drall lassen sich analytisch leicht 
kennzeichnen. In einem rechtwinkligen x, y-Koordinatensystem mögen 
die erzeugenden Hyperbeln die Gleichungen haben: 

und 

Die y-Achse ist also die Rotationsachse. Daß nun die beiden entstehen­
den Hyperboloide gleichen Drall haben, ist äquivalent mit der einfachen 

1 Die Bedingung, die notwendig und hinreichend dafür ist, daß zwei Regel­
flächen Polflächen einer Bewegung sein können, läßt sich ohne analytische Hilfs­
mittel nicht verständlich machen. Zunächst müssen die Kehllinien beider Flächen 
sich so aufeinander beziehen lassen, daß die Flachen in entsprechenden Punkten 
gleichen Drall haben. Sind dann IX, IX' die Winkel der Kehllinie mit den Erzeugenden 
in entsprechenden Punkten, und sind s, s' die entsprechenden Bogenlängen auf 
den beiden Kehllinien, so muß noch die Gleichung bestehen: 

ds' siniX 
ds = siniX'. 
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Gleichung b = B. In Abb. 268 sind zwei solche Hyperbeln und ihre 
Brennpunkte gezeichnet. 

Beim Abschroten ändert sich die gegenseitige Stellung der beiden 
Hyperboloide nicht. Hält man also das eine fest, so beschreibt die Ro­
tationsachse des zweiten 
eine Drehung D um die 
Rotationsachse des ersten. 
Der Bewegungsvorgang 
wird erheblich vereinfacht, 
wenn wir der ersten Fläche 
die zu D inverse Drehung 
um die Rotationsachse er­
teilen. Dann bleibt die 
Achse des zweiten Hyper­
boloids (und ebenso natür­
lich die des ersten) im 
Raum fest . Wir erhalten 
also die Abschrotung dieser 
beiden Flächen, indem wir 
sie so aneinanderlegen, daß 
sie einander längs einer 
Geraden berühren, und sie 
dann beide um ihre Rota­
tionsachsen in geeignetem 
Geschwindigkeitsverhältnis 
drehen. 

Abb. 269. 

Hieraus ergibt sich eine technisch verwendbare Methode der Zahn­
radübertragung zwischen windschiefen Achsen. Da beim gegenseitigen 
Gleiten das Material leidet, muß man sich auf den Fall kongruenter 
Hyperboloide beschränken. Eine solche Übertragung ist in Abb. 269 
dargestellt. 

Sechstes Kapitel. 

Topologie. 
Schon die projektive Geometrie hat uns auf Erscheinungen geführt, 

die sich ohne Vergleichung von Längen und Winkeln feststellen 
lassen und die dennoch präzisen geometrischen Charakter haben. In 
der Topologie handelt es sich nun um geometrische Tatsachen, zu deren 
Erfassung nicht einmal der Begriff der Geraden und der Ebene heran­
gezogen wird, sondern allein der stetige Zusammenhang zwischen den 
Punkten einer Figur. Wir denken uns eine Figur aus beliebig deformier-
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barem, aber völlig unzerreißbarem und unverkittbarem Material her­
gestellt und werden Eigenschaften kennenlernen, die erhalten bleiben, 
wenn man eine aus solchem Material hergestellte Figur beliebig verzerrt. 
Z. B. kommen alle topologischen Eigenschaften der Kugel in gleicher 
Weise auch dem Ellipsoid oder dem Würfel oder Tetraeder zu. Dagegen 
bestehen topologische Unterschiede zwischen der Kugel und dem Torus. 
Denn es ist anschaulich klar, daß man eine Kugel ohne Zerreißung 
oder Verkittung nicht in einen Torus verwandeln kann. 

In der Entwicklung der geometrischen Wissenschaft traten topo­
logische Probleme naturgemäß noch später auf als projektive; nämlich 
erst im 18. Jahrhundert. Später zeigte sich, daß die topologischen Aus­
sagentrotzihrer scheinbaren Unbestimmtheit gerade mit den genauesten 
abstrakten Größenaussagen der Mathematik zusammenhängen, nämlich 
mit der Algebra und Funktionentheorie der komplexen Zahlen und mit 
der Gruppentheorie. In der Gegenwart gehören unter allen Zweigen 
der Mathematik die topologischen Forschungen zu den fruchtbarsten 
und erfolgreichsten. 

Wir müssen uns im folgenden auf einige Fragen aus der Topologie 
der Flächen des dreidimensionalen Raums beschränken1• Wir be­
ginnen mit denjenigen Flächen, die sich topologisch am einfachsten 
untersuchen lassen: den Polyedern. 

§ 44. Polyeder. 
Unter einem Polyeder verstehen wir jedes System von Polygonen, 

die so angeordnet sind, daß einerseits an jeder Kante zwei und nur zwei 
Polygone (unter einem Winkel) zusammenstoßen und daß man anderer­
seits durch Überschreiten von Kanten von jedem Polygon des Systems 
zu jedem anderen gelangen kann. 

Die einfachsten und wichtigsten Polyeder sind die "simplen". So 
nennen wir ein Polyeder, wenn es durch stetige Deformation in eine Kugel 
verwandelt werden kann. Beispiele simpler Polyeder sind die regulären 
Polyeder (§ 14). Wir werden bald sehen, daß es noch zahlreiche andere 
als simple Polyeder gibt, die sich also nicht in eine Kugel verzerren lassen. 

Die regulären Polyeder hatten ferner die Eigenschaft, frei von ein­
springenden Kanten zu sein. Hieraus folgt, daß die regulären Polyeder 
konvex sind. Konvex nennt man nämlich jedes Polyeder, das ganz 
auf einer Seite jeder seiner Flächen liegt, das ich also mit jeder Seiten­
fläche auf eine ebene Tischplatte legen kann. Die Konvexität ist keine 
topologische Eigenschaft, denn ich kann ein konvexes Polyeder durch 
eine topologisch unwesentliche Abänderung in ein nichtkonvexes Poly-

1 Als weitergehende Einführung in die grundlegenden Begriffe der Topo­
logie sei auf das gleichzeitig erscheinende kleine Buch von ALEXANDROFF, 
"Einfachste Grundbegriffe der Topologie" verwiesen. 
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eder verwandeln. Man kann aber aus der Konvexität eines Poly­
eders auf eine topologische Eigenschaft schließen. Eine einfache Über­
legung ergibt nämlich, daß jedes konvexe Polyeder notwendig ein 
simples ist 1. 

Die Anzahlen der Ecken, Kanten und Flächen eines simplen Poly­
eders stehen zueinander immer in einer wichtigen Beziehung, die nach 
ihrem Entdecker der EDLERsehe Polyedersatz genannt wird. Sei nämlich 
E die Anzahl der Ecken, K die der Kanten, F die der Flächen des Poly­
eders, so besagt der EDLERsehe Polyedersatz, daß die ZahlE- K + F 
für alle simplen Polyeder den Wert 2 hat: 

E-K+F=2. 

Wir prüfen diesen überraschenden Satz an einigen regulären Polyedern 
nach: 

Tetraeder: E- K + F = 4- 6 + 4 = 2. 

Würfel: 

Oktaeder: 
8- 12 + 6 = 2. 

6-12 + 8 = 2. 

Zum Beweise des EDLERsehen Satzes verschaffen wir uns in der 
Ebene ein Bild des simplen Polyeders, das wir sein ebenes Netz nennen 
wollen. Wir nehmen eine beliebige Seitenfläche des Polyeders fort 
und verzerren die übrigen Seitenflächen, bis sie in eine und dieselbe 
Ebene fallen. Man kann es so einrichten, daß die Seitenflächen bei der 
Verzerrung geradlinig begrenzte Polygone bleiben und daß sich deren 
Eckenzahl nicht ändert. (Dagegen ist es natürlich nicht möglich, daß 
die Polygone in der Ebene den ursprünglichen Polygonen durchweg 
kongruent sind.) Das so entstandene, in einer Ebene liegende Polygon­
system nennen wir das ebene Netz des Polyeders. Die Abb. 153 bis 
154, S. 129 können wir als ebene Netze der regulären Polyeder 
ansehen. 

Das ebene Netz enthält ebenso viele Ecken und Kanten wie das 
Polyeder, dagegen eine Fläche weniger. Wir nehmen nun im ebenen 
Netz eine Reihe von Abänderungen vor, bei denen sich die ZahlE- K + F 
nicht ändert und die Gestalt des Netzes sich vereinfacht. Wenn zunächst 
in dem Netz Flächen vorkommen, die mehr als drei Seiten besitzen, 
so ziehen wir in diesem Polygon eine Diagonale. Dadurch ist eine 
Fläche und eine Kante hinzugekommen, die Eckenzahl ist die gleiche 
geblieben, E - K + F ist also nicht geändert (Abb. 270). Wir setzen 

1 Zwischen den konvexen und den nichtkonvexen Polyedern besteht ein 
eigenartiger Unterschied. Während nämlich jedes geschlossene konvexe Poly­
eder starr ist, existieren geschlossene nichtkonvexe Polyeder, deren Seiten­
flächen gegeneinander bewegt werden können. Die Starrheit der konvexen 
Polyeder steht in Analogie zu der auf S. 203 erwähnten Starrheit der ge­
schlossenen konvexen Flächen. Bisher ist es aber nicht gelungen, deren Starr­
heit aus der Starrheit der Polyeder durch unmittelbaren Grenzübergang zu folgern. 
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dies Verfahren so lange fort, bis wir ein Netz erhalten, in dem alle 
Flächen Dreiecke sind. 

Wenn wir an ein derartiges Dreiecksnetz längs einer Kante ein 
neues Dreieck anfügen, so daß die beiden Ecken, in welche die Kante 
ausläuft, auch Ecken des neuen Dreiecks sind (Abb. 271), so wird die 

Abb. 270. 

Zahl der Ecken und Flächen um je eins, 
die Zahl der Kanten um zwei vermehrt; 
der betrachtete Ausdruck bleibt also 
wieder ungeändert. Ebenso ändert er 
sich nicht, wenn wir (Abb. 272) an einer 
konkaven Stelle des Netzumfangs eine 
Kante hinzufügen, durch die zwei solche 
Ecken des Umfangs verbunden werden, 
daß ein Dreieck entsteht; denn hier­
durch wird die Zahl der Ecken nicht 
geändert, dagegen die der Kanten und 
Flächen um je eins vermehrt. 

Nun sieht man unmittelbar ein, daß jedes beliebige Dreiecksnetz 
aus einem einzelnen Dreieck durch mehrmalige Wiederholung dieser 
beiden Operationen erzeugt werden kann. Die ZahlE- K + F besitzt 
also für jedes beliebige Dreiecksnetz und damit auch für jedes andere 

Abb. 271. Abb. 272. 

ebene Netz denselben Wert wie für ein einzelnes Dreieck: E- K + F 
= 3 - 3 + 1 = 1. Da nun das Netzgenauso viele Ecken und Kanten 
hat wie das simple Polyeder, dagegen eine Fläche mehr, so muß für das 
simple Polyeder gelten: 

E -K +F = 2*. 

* POINCARE hat den EuLERschen Satz auf den n-dimensionalen Raum verall­
gemeinert. Dort treten statt der Ecken, Kanten und Flächen in entsprechender 
Weise 0-, 1-, 2- bis n-1-dimensionale Gebilde auf, deren Anzahlen wir mit N 0 , 

N 1 , N 2 bis N,._ 1 bezeichnen wollen. Dann gilt für die Gebilde, die den simplen 
Polyedern entsprechen: 

N 0 - N 1 + N 2 - ••• = 1- (-1)". 

Für n = 3 ist das die EuLERsche Formel. 
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Mit Hilfe des EDLERsehen Satzes läßt sich ein neuer einfacher Beweis 
dafür geben, daß nur fünf reguläre Polyeder möglich sind (vgl. S. 79, 80). 
In dem betrachteten regulären Polyeder mögen an jeder Ecken Seiten­
flächen und somit auch n Kanten zusammenstoßen. Wenn also wieder 
E, K, F die Bedeutung haben wie bisher, so ist die Anzahl der Kan­
ten, die von irgendeiner Ecke auslaufen, gleich nE. Dabei haben wir 
aber jede Kante zweimal gezählt, da jede Kante zwei Ecken verbindet. 
Es ist also 

nE = 2K. 

Ferner möge in dem betrachteten Polyeder jede Fläche von r Kanten 
begrenzt sein. Dann ist r F die Anzahl der Kanten, die irgendeine 
Fläche des Polyeders begrenzen. Bei dieser Abzählung haben wir aber 
wieder jede Kante zweimal gezählt, da jede Kante an zwei Seitenflächen 
angrenzt. Also ist 

rF = 2K. 

Durch Einsetzen der letzten beiden Gleichungen in die EuLERsche 
Formel erhalten wir 

oder umgeformt 

_1_ + _1_ = _1_ + _1_ • 
n r 2 K 

Ihrer Bedeutung wegen müssen sowohl n als auch r mindestens 3 sein 
oder größer. Wären andererseits beide Zahlen größer als 3, so erhielte 
man 

1111111 
K = r~+ r-- 2<4+ 4- 2= 0 · 

Das ist unmöglich. Setze ich n = 3 , so ergibt sich 

1 1 
K --r-6. 

Also kann r für n = 3 nur die Werte 3, 4, 5 annehmen; K erhält dann 
die Werte 6, 12, 30. Da die Gleichungen in bezugauf n und r symme­
trisch sind, erhält man entsprechende Werte von n für r = 3. Wir 
haben damit sechs allein mögliche Fälle gefunden, von denen zwei 
identisch sind, nämlich n = 3 , r = 3 . Es bleiben fünf verschiedene 
Typen übrig, und sie sind in der Tat durch die regulären Polyeder 
verwirklicht!. 

Die Besonderheit dieses Beweises im Gegensatz zu dem früher 
(S. 79, 80} gegebenen besteht darin, daß wir gar nicht die Voraussetzung 
gemacht haben, daß alle Seitenflächen reguläre Polygone sind. Wir 
haben nur vorausgesetzt, daß alle Flächen von gleich vielen Kanten 

1 In ähnlicher Weise führt die PorNCAREsche Verallgemeinerung des EULER­
schen Satzes zur Bestimmung der regulären Zelle der höherdimensionalen Raume. 

Hilbert und Cohn·Vossen, Anschauliche Geometrie. 17 
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begrenzt werden und daß in jeder Ecke gleich viele Kanten zusammen­
laufen. Es gibt demnach nicht mehr "topologisch reguläre" als "me­
trisch reguläre" Polyeder, wenn man sich auf simple Polyeder be­
schränkt. 

Wir wenden uns nun zu den nichtsimplen Polyedern. Als Beispiel 
nennen wir den prismatischen Block (Abb. 273). Er besteht aus einem 
Quader, aus dessen Mitte ein parallel gelagerter kleinerer Quader heraus­
gestemmt ist; ferner sind die beiden Grundflächen, welche die Quader 
gemein haben, auf die in der Figur angegebene Weise abgeschrägt. Dieses 
Polyeder läßt sich nicht in eine Kugel verzerren, wohl aber in einen 
Torus1. Andere Typen erhält man auf ähnliche Art durch Heraus­
stemmen mehrerer Löcher (Abb. 274). 

Um über alle diese Polyeder eine Übersicht zu gewinnen, ordnen wir 
jedem Polyeder eine bestimmte Zahl h, den sog. Zusammenhang, zu. 

Abb. 273. Abb. 274. 

Wir betrachten die geschlossenen, sich nicht selbst durchschneidenden 
Kantenzüge des Polyeders. Wenn ein Polyeder durch jeden solchen 
Kantenzug in zwei getrennte Teilflächen zerlegt wird, so ordnen wir 
ihm den Zusammenhang h = 1 zu. Diese Zusammenhangszahl besitzen 
offenbar alle simplen Polyeder, denn die Kugelfläche wird durch jeden 
auf ihr verlaufenden geschlossenen Kurvenzug in zwei Teile zerlegt. 
Umgekehrt erkennt man unmittelbar, daß die Polyeder der Zusammen­
hangszahl1 sich stets in eine Kugel deformieren lassen. Deshalb werden 
die simplen Polyeder auch als die einfach zusammenhängenden Polyeder 
bezeichnet. 

Auf dem prismatischen Block dagegen gibt es einen geschlossenen 
Kantenzug, der das Polyeder nicht zerlegt (z. B. das Quadrat a in 
Abb. 273). Allen Polyedern mit dieser Eigenschaft ordnen wir einen 
höheren Zusammenhang zu. Um ihn zu bestimmen, betrachten wir 
nunmehr alle die (nicht notwendig geschlossenen) Kantenzüge, die zwei 
Punkte des zuerst gezeichneten Kantenzuges miteinander verbinden. 

Wenn jedes solches Paar von Kantenzügen das Polyeder zertrennt, 
ordnen wir diesem den Zusammenhang h = 2 zu. Andernfalls setzen 
wir das Verfahren fort. Allgemein definieren wir: 

1 Auch der prismatische Block ist topalogisch regulär. 
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Ein Polyeder heißt h-fach zusammenhängend, wenn sich auf ihm in 
einer bestimmten Reihenfolge h -1, aber nicht h Kantenzüge auffinden 
lassen, deren Gesamtheit das Polyeder nicht zertrennt!. Dabei muß der 
erste dieser Kantenzüge geschlossen sein, während jeder weitere Kanten­
zug zwei Punkte der vorhergehenden verbindet. 

Auf dem prismatischen Block gibt es, wie aus Abb. 273 ersichtlich, 
ein System von zwei solchen Kurvenzügen (das Quadrat a und das 
Trapez b). Dieses Polyeder ist also mindestens dreifach zusammen­
hängend. Wir werden gleich sehen, daß es in Wirklichkeit genau drei­
fach zusammenhängend ist. 

Es entsteht nun die Frage, ob der früher für einfach zusammen­
hängende Polyeder bewiesene EuLERsche Satz auch auf Polyeder vom 
beliebigen Zusammenhang h verallgemeinert werden kann. Wir können 
nicht erwarten, daß der Satz unverändert gilt, denn beim Beweise wurde 
das "ebene Netz" verwandt, dessen Konstruktion ersichtlich nur bei 
einfach zusammenhängenden Polyedern möglich ist. Es läßt sich nun 
zeigen, daß im allgemeinen die Formel gilt: 

E-K +F=3 -h. 

Für h = 1 liefert das die früher bewiesene Gleichung. Ein weiteres Bei­
spiel bildet der prismatische Block. Er hat offenbar sechzehn Ecken, 
zweiunddreißig Kanten und sechzehn Flächen, und es gilt die Gleichung 

16- 32 + 16 = 3- 3 = 0. 

Daraus folgt, daß der prismatische Block genau dreifach zusammen­
hängend ist. Ebenso ist auch im allgemeinen Fall der EULERsche Satz 
ein bequemes Mittel, den Zusammenhang eines Polyeders festzustellen. 
Man hat nur die Ecken, Kanten und Flächen abzuzählen und braucht 
nicht den Verlauf der Kantenzüge zu verfolgen. 

§ 45. Flächen. 

Wir haben gesehen, daß die simplen Polyeder sich in die Kugelfläche 
deformieren lassen und daß der prismatische Block sich in den Torus 
deformieren läßt. In ähnlicher Weise kann man auch kompliziertere 
topalogische Gebilde durch polyederartige Figuren ersetzen. Die 
Theorie dieser Gebilde ist dadurch zurückgeführt auf das Studium von 
Figuren, die aus einfachen Bausteinen in leicht angehbarer Weise zu­
sammengesetzt sind. Diese Betrachtungsweise, "kombinatorische Topo­
logie" genannt, hat ferner den großen Vorzug, daß sie sich ohne weiteres 
auf den Fall von mehr als drei Dimensionen übertragen läßt. Denn 
die Struktur eines Polyeders läßt sich vollständig durch eine schematische 

1 D. h. zwei beliebige Punkte des Polyeders sollen sich stets durch eine auf dem 
Polyeder verlaufende Kurve verbinden lassen, die keinen der Kantenzüge trifft. 

17* 
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Zusammenheftungsvorschrift beschreiben, ohne Hilfe der räumlichen 
Anschauung. 

Der Anschauung dagegen kommt es oft näher, die Flächen unmittel­
bar zugrunde zu legen; so ist die Kugel ein einfacheres Gebilde als die 
simplen Polyeder und der Torus einfacher als der prismatische Block. 
Wir wollen daher jetzt den Begriff der Zusammenhangszahl von den 
Polyedern auf beliebige Flächen ausdehnen. 

Für die Kugel haben wir h = 1 zu setzen und für den Kreisring 
h = 3 . Flächen von höherem Zusammenhang können wir dadurch 
erzeugen, daß wir eine aus knetbarer Masse hergestellte Kugel platt­
drücken und mehrere Löcher hindurchbohren (Abb. 275). Solche 
Flächen wollen wir Brezeln nennen. Man kann zeigen, daß eine Brezel 
mit p Löchern notwendig den Zusammenhang h = 2P + 1 besitzt. 
In der Figur sind für die Brezeln vom Zusammenhang 1 , 3, 5 , 7 
Systeme von 0, 2, 4, 6 nicht zerstückelnden Kurven eingezeichnet. 

a~b ~e~d 
~~~ 

h=1 h - J h - 5 h - 7 
Abb. 27,\. 

a ~;\ ~·li b . . - •. e · . · · , d 
' . 

. ..._. ~, ,.}r .•• ~ •• ~··· ·, , .!? • ., ,\ • . 

Abb. 276. 

Man sieht leicht ein, daß jede weitere, zwei Randpunkte des Schnitt­
systems verbindende Kurve die zugehörige Fläche zerstückeln muß. 

Auf Flächen sind die Kurvenzüge freier wählbar als auf Polyedern, 
wo wir uns auf Kantenzüge beschränkten. Man kann deshalb für die 
Zusammenhangszahl von Flächen noch andere Definitionen geben. Z. B.: 

Auf einer geschlossenen Fläche vom Zusammenhang h lassen sich 
h- 1 geschlossene Kurven zeichnen, die die Fläche nicht zertrennen; 
jedes System von h derartigen Kurven führt dagegen zu einer Zerstücke­
lung der Fläche. 

In Abb. 276 sind solche Kurven für die Fälle h = 1, 3, 5, 7 ge­
zeichnet. 

Man kann die Kurven auch der weiteren Bedingung unterwerfen, 
durch einen beliebig gewählten Punkt der Fläche zu gehen. Man erhält 
dann die für manche Zwecke bequeme "kanonische Zerschneidung" der 
Fläche, für die Abb. 285, 286, 287, S. 264, 265, drei Beispiele geben. 

Dagegen gilt der Satz nicht mehr ungeändert, wenn man sich auf 
Systeme geschlossener Kurven beschränkt, die einander nicht schnei-
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den. Für Flächen von ungerader Zusammenhangszahl läßt sich näm­
lich zeigen: 

Auf einer geschlossenen Fläche vom Zusammenhang h = 2P + 1 
gibt es p und nicht mehr als p geschlossene, einander nicht schneidende 
Kurven, die die Fläche nicht zerstückeln. 

Von dem Zutreffen dieses Satzes kann man sich an Abb. 276 über­
zeugen. 

Bisher haben wir nur Flächen betrachtet, die ganz im Endlichen 
liegen und keine Randkurven haben. Man kann den Zusammenhangs­
begriff auch auf weitere Fälle ausdehnen. Zunächst möge die Fläche 
zwar ganz im Endlichen liegen, aber eine Anzahl in sich geschlossener 
Randkurven besitzen. Diese mögen sich selbst und einander nicht 
überschneiden. Wir haben dann Flächenstücke vor uns, wie in Abb. 277 
gezeichnet. Andere Typen solcher Flächen erhält man, wenn man sich 
die in Abb. 275 u. 276 gezeichneten geschlossenen Flächen hohl denkt 

Q 
h = l lt 2 11 - 3 

Abb. 277. 

Abb. 278. 

" t/ 

d 

und dann beliebig viele Löcher hineinschneidet (Abb. 278) 1 . Auch auf 
diesen Flächen bestimmen wir den Zusammenhang durch ein System 
von Kurvenzügen, mit einem einzigen Unterschied gegen die zuerst 
gegebene Definition: Die erste Kurve soll nicht mehr geschlossen sein, 
sondern zwei Randpunkte miteinander verbinden; jede hinzugefügte 
Kurve darf außer auf den vorher gezeichneten Kurven auch in Rand­
punkten beginnen und enden. Dann haben die in Abb. 278 darge­
stellten Flächen der Reihe nach den Zusammenhang 2, 3, 7, 8. 

Die Bestimmung des Zusammenhangs durch geschlossene Kurven 
ist auf berandete Flächen nicht ohne weiteres übertragbar. 

Wir nehmen nunmehr an, daß die - berandete oder unberandete -
Fläche ins Unendliche geht. Dann hängt die topalogische Struktur 
der Fläche davon ab, ob wir sie als im metrischen oder im projektiven 
Raum liegend annehmen. Im ersten Fall beschränken wir uns auf die 

1 Im Gegensatz zu den in Abb. 277 dargestellten Flächen lassen sich die 
Flächen von Abb. 278b, c, d auch bei beliebiger Verzerrung nicht aus einem 
ebenen Blatt Papier ausschneiden. Der hier zutage tretende Unterschied spielt 
in der geometrischen Funktionentheorie eine Rolle (schlichtartige und nicht­
schlichtartige Bereiche). 
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endlichen Punkte. Der Raum verhält sich dann, als ob er gegen das 
Unendliche durch eine sehr große Kugel abgeschlossen wäre. Wir können 
die Fläche durch denjenigen Teil von ihr ersetzen, der im Innern der 
Kugelliegt; dies ist ein im Endlichen liegendes berandetes Flächenstück, 
auf das wir die vorher entwickelte Theorie anwenden können1 . 

Im projektiven Raum treffen wir auf ganz andere Verhältnisse. Wir 
haben jeder Geraden nur einen einzigen unendlich fernen Punkt zu­
geordnet und sie als geschlossene Kurve angesehen; ihre beiden ins 
Unendliche laufenden Äste hängen im unendlich fernen Punkt der Ge­
raden miteinander zusammen. Außerdem ist dieser Punkt allen zur 
ersten parallelen Geraden gemeinsam. Nach dieser Auffassung hängt 
auch der projektive Raum als Ganzes durch seine unendlich fernen 
Punkte mit sich zusammen. Eine Fläche enthält einen unendlich fernen 
Punkt, wenn sie sich, je weiter wir in geeigneter Weise auf ihr fort­
schreiten, immer mehr einer bestimmten Geraden nähert, in deren 

oll' 
Abb. 279. 

0 
II 

Richtung der unendlich ferne Punkt 
liegt. Es ist keineswegs notwendig, daß 
die Fläche auch nach der entgegenge­
setzten Richtung hin einer parallelen 
Geraden immer näher kommt; der un­
endlich ferne Punkt ist dann ein Rand­
punkt der Fläche. Wenn sich dagegen 
die Fläche nach beiden Seiten hin immer 
mehr zwei Parallelen nähert, so ist die 

Fläche in deren unendlich fernem Punkt als zusammenhängend an­
zusehen. Wenn ferner die Fläche eine Randkurve besitzt, die ins Un­
endliche geht, so muß diese Kurve durch das Unendliche hindurch in 
sich geschlossen sein, d. h. entweder sich in entgegengesetzten oder gleichen 
Richtungen unbegrenzt zwei parallelen Geraden nähern oder einen Teilder 
unendlich fernen Geraden enthalten; denn eine nichtgeschlossene Kurve 
kann nicht den Rand einer Fläche bilden. So ist z. B. das von einer 
Geraden und zwei Halbgeraden begrenzte ebene Flächenstück, das in 
Abb. 279 abgebildet ist, im projektiven Raum nicht gegen die übrigen 
Teile der zugehörigen Ebene abgeschlossen, da wir durchs Unendliche 
von A nach A' kommen können. Im metrischen Raum dagegen würde 

1 Dabei ist vorausgesetzt, daß wir die Kugel so groß wählen können, daß das 
in ihrem lnnern befindliche Flächenstück seine topalogische Struktur bei weiterer 
Vergrößerung der Kugel nicht mehr ändert. Man kann leicht Beispiele von Flachen 
angeben, die dieser Voraussetzung nicht genügen. Man schlage etwa um die 
Gitterpunkte des ebenen quadratischen Punktgitters kleine Kreise, die einander 
nicht treffen. Entfernt man das Innere aller dieser Kreise aus der Ebene, so erhält 
man eine ebene Fläche; für den Teil dieser Fläche, der im Innern einer Kugel liegt, 
kann man leicht den Zusammenhang berechnen. Ersichtlich wächst aber dieser 
Zusammenhang unbegrenzt, wenn man die Kugel bei festgehaltenem Mittelpunkt 
unbegrenzt vergrößert. 
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sich dasselbe Flächenstück so verhalten, als wäre es durch eine ge­
schlossene Randkurve begrenzt. 

Entsprechendes gilt für die Ebene als Ganzes. Die metrische Ebene 
besitzt eine geschlossene Randkurve, nämlich die unendlich ferne 
Gerade. Sie ist also der ebenen Kreisscheibe topalogisch äquivalent. 
Dagegen ist die projektive Ebene eine geschlossene 11 B 

Fläche. Um auch für sie ein einfacheres topalogisches EE 
Modell zu gewinnen, gehen wir von einer früher fl c 
(S. 209, 212, 213) behandelten Konstruktion aus. Wir C' 

hatten die projektive Ebene umkehrbar eindeutig auf 
die Oberfläche einer Halbkugel abgebildet, indem wir B' II' 
auf dem Großkreis, der die Halbkugel begrenzt, je zwei Abb. 280. 

Diametralpunkte immer als identisch ansahen. In 
gleicher Weise können wir statt der Halbkugelfläche auch eine ebene 
Kreisscheibe verwenden, denn sie ist in die erstgenannte Fläche defor­
mierbar. Die Kreisscheibe wollen wir nun weiterhin in die Fläche eines 
Quadrats deformieren. Demnach ist die projektive Ebene topalogisch 
äquivalent mit der Fläche eines Quadrats (Abb. 280), C' lJ' 

falls wir auch hier alle diametralen Randpunkte 00 
identifizieren (z. B. A = A' usw. in Abb. 280). Den A II' 
geschlossenen Kurven der projektiven Ebene entspre- 8 ' 
chen in diesem Modell erstens die geschlossenen Kur-
ven, zweitens aber auch alle die Kurven, die identi- c lJ 
fizierte Randpunkte miteinander verbinden (z. B. die 
Strecke AA' in Abb. 280). 

Abb. 281. 

Die topalogische Untersuchung der projektiven Ebene wollen wir 
erst später fortsetzen (S. 272ff.). Dagegen führt uns das Verfahren von 
Abb. 280 sofort zu anderen ähnlichen Konstruktionen. Wir gehen zu-
nächst wieder von 
der Quadrat- oder 
Rechtecksfläche aus, 
identifizieren aber 
jetzt die Randpunkte 
nach dem in Abb. 281 
angegebenen Schema. 
Wieder erhalten wir 
das Modell einer ge­
schlossenen Fläche. 
Diesmal läßt sich 
nun die dargestellte 

J 

0 

" 

"' 

II-

Abb. 282. 

,Q 
Abb. 283. 

Fläche leicht aus dem Modell wiederherstellen. Wir verbiegen das 
Rechteck (Abb. 282) zunächst in ein Stück eines Kreiszylinders (Abb. 283). 
Dabei heften wir die Rechtecksseiten 1, 2 gerade so aneinander, daß 
alle identifizierten Punkte dieser Seiten nunmehr wirklich zusammen-
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fallen. Die übrigen Seiten 3, 4, die dabei in Kreise übergegangen sind, 
können wir in der vorgeschriebenen Weise aneinanderheften, indem wir 

Abb. 284. 

Abb. 285. 

(Abb. 284) den Kreiszylinder 
verbiegen. Wir erhalten 
schließlich die Fläche des 
Torus, und der Rand der 
Rechtecksfläche geht in ein 
"kanonisches Schnittsystem" 
des Torus über, wobei jede 
Kurve zwei Randstrecken 
der Rechtecksfläche entspricht 
(Abb. 285 und 275b). Umge­
kehrt: schneidet man den Torus 
längs eines kanonischen Sy­
stems auf, so ergibt sich 
stets eine Figur, die dem 
Rechteck mit der angegebe­
nen Ränderzuordnung topa­
logisch äquivalent ist. Man 
kann dieses V erfahren auf 
alle "Brezeln" ausdehnen. 
Hat die Brezel den Zusam­
menhang 2 p + 1 , so be­
steht das kanonische Schnitt­
system aus 2P Kurven. Die 
Zerschneidung liefert also ein 

4p-Eck mit einer bestimmten 
h = 5 , 7, also p = 2 , 3, ist die 

Ränderzuordnung. Für die Fälle 
Konstruktion durch Abb. 286, 287 

Abb. 286a. 

abändert, erhält man außer 
weiterer Flächen, von denen 
werden. 

veranschaulicht. 
Die Abbildung der Brezeln auf 

4P-Ecke spielt sowohl in der Theorie 
der stetigen Abbildungen (vgl. S. 284) 
als auch in der Funktionentheorie 
(vgl. S. 294) eine wichtige Rolle. In 
beiden Anwendungen geht man davon 
aus, daß die 4P-Ecke eine reguläre 
Gebietseinteilung der hyperbolischen 
Ebene (bzw. für p = 1 der euklidi­
schen Ebene) liefern, wie wir das auf 
S. 228 erörtert haben. 

Wenn man die Ränderzuordnung 
den Brezeln noch eine große Anzahl 
uns einige im folgenden beschäftigen 
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Abb, 286 b. Abb. 286c. Abb. 286d. 

Abb, 286e. Abb. 286f. 

Abb. 287 a. Abb, 287b. 

Abb, 287c. Abb. 287d. 
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§ 46. Einseitige Flächen. 
Alle bisher betrachteten Polyeder und geschlossenen Flächen hatten 

ungeraden Zusammenhang. Es entsteht daher die Frage, ob es über­
haupt geschlossene Flächen von geradem Zusammenhang gibt, also 
Gebilde, die in ihrem topologischen Verhalten in der Mitte zwischen 
Kugel und Torus bzw. zwischen zwei Brezeln stehen. 

Die Frage ist zu bejahen. Wir wollen nämlich jetzt ein Polyeder, 
das Heptaeder, konstruieren, das nach dem EDLERsehen Polyedersatz 
den Zusammenhang 2 besitzt. Wir gehen vom regulären Oktaeder 
aus (Abb. 288). Zu den acht dreieckigen Seitenflächen dieses Polyeders 

Abb. 288. 

nehmen wir noch die drei Quadrate hinzu, welche in den drei durch 
die Diagonalen des Oktaeders bestimmten Ebenen liegen (z. B. ABC D 
in Abb. 288). Diese elf Flächen bestimmen nach unserer früheren 
Definition kein Polyeder, da an jeder Kante nicht zwei, sondern drei 
Flächen zusammenstoßen. Wir entfernen nun vier Dreiecke, nämlich 
(gemäß der Stellung der Figur) auf der oberen Hälfte des Oktaeders 
das linke vordere und das rechte hintere Dreieck, auf der unteren Hälfte 
das linke hintere und das rechte vordere Dreieck. Es bleiben also nur 
vier Dreiecke des Oktaeders übrig; sie sind in der Figur schraffiert. 
Wir haben damit ein Gebilde aus vier Dreiecken und drei Quadraten 
konstruiert. Seine Kanten und Ecken fallen mit denen des Oktaeders 
zusammen, dagegen sind die Diagonalen des Oktaeders nicht Kanten, 
sondern Durchdringungslinien des Gebildes. Ersichtlich stoßen an jeder 
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Kante genau zwei Flächen zusammen, und man kann durch Überschreiten 
von Kanten von jeder Fläche zu jeder anderen gelangen. Das Gebilde 
ist also ein Polyeder; da es sieben 
Flächen hat, heißt es "Heptaeder". 
Es hat, wie das Oktaeder, zwölf 
Kanten und sechs Ecken. Der ver­
allgemeinerte Polyedersatz liefert 
also 

E -F +K=6-12 + 7 = 1 = 3 -h . 

Demnach besitzt das Heptaeder den 
Zusammenhang h = 2. Wie die 
simplen Polyeder sich in die Kugel 
deformieren lassen, so gibt es auch 
eine einfache geschlossene Fläche, in 
die sich das Heptaeder deformieren 
läßt. Es ist die von STEINER unter­
suchte "römische Fläche" (Abb. 289). 
Auch sie besitzt, wie das Heptaeder, 
drei paarweise aufeinander senkrechte 
Durchdringungsstrecken. In recht­
winkligen Koordinaten ist sie durch 
die Gleichung bestimmt 

y2z2 + z2x2 + x2y2 + xyz = 0. 

Es ist also eine Fläche vierter Ord­
nung. 

Außer dem geraden Zusammen­
hang und den Durchdringungskurven 
weist das Heptaeder noch eine 
weitere wichtige Eigenschaft 
auf, durch die es sich von 
allen bisher betrachteten Flä­
chen unterscheidet. Denken 
wir uns die Fläche durch eine 
Membran verwirklicht und be­
trachten wir ein Wesen, z. B. 
einen Käfer, der auf dieser 
Membran herumspaziert, von 
einem festen Punkt P aus. 
Diesem Punkt P liegt auf 
der anderen Seite der dünnen 
Membran ein Punkt P' gegen­
über, der mit P zusammen-

Abb. 289a. 

Abb. 289b. 

Abb. 289C. 
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fällt, wenn wir wieder die Membran durch die ursprüngliche Fläche 
ersetzen. Es erscheint nun plausibel, daß der Käfer nicht anders von 
P nach P' gelangen kann, als wenn er sich durch die Membran an irgend­
einer Stelle ein Loch bohrt. Für die Kugel und alle Brezeln, die wir 
bisher betrachtet haben, trifft diese Annahme auch zu. Das Heptaeder 
dagegen ist eine Fläche, für die die Annahme nicht mehr ohne weiteres 
gilt. Als Ausgangspunkt P wählen wir (Abb. 290} einen Punkt auf der 
zur Zeichenebene parallelen Quadratfläche, und zwar auf der dem Be­
schauer zugewandten Seite. Wir betrachten nun einen Weg, der auf dem 
Heptaeder vonPaus der Reihe nach die Kanten 1, 2, ), 4 überschreitet 

Abb. 290. 

und dann wieder auf der ursprünglichen Quadratfläche verläuft. Ein 
Käfer, der einen solchen Weg nimmt, gelangt ersichtlich nach Über­
schreitung der Kante 4 auf die Rückseite der Quadratfläche, von deren 
Vorderseite er ausgegangen war. Er muß zwar die Heptaedermembran 
dreimal durchbohren, aber nicht an einer Stelle, über die er gerade 
hinwegwandert, sondern nur an den Durchdringungslinien, wo ihm eine 
andere Heptaederfläche den Weg versperrt, nicht aber die, welche er 
durchläuft. 

Das Heptaeder heißt deswegen eine "einseitige" Fläche, während 
man die Kugel und die bisher beschriebenen Brezeln als zweiseitig 
bezeichnet. Auch für Flächen mit Rändern läßt sich diese Unterschei­
dung treffen. Wir untersuchen, ob es auf der (als Membran gedachten) 
Fläche einen Weg gibt, der von der einen Seite der Fläche zur anderen 
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führt, ohne den Rand der Fläche zu überschreiten und ohne die Membran 
an einer Stelle zu durchbohren, über die er gerade hinführt. Wenn es 
einen solchen Weg gibt, heißt die Fläche einseitig, sonst zweiseitig. Die 
berandeten Flächen, die wir bisher betrachtet haben, waren sämtlich 
zweiseitig, z. B. die Kreisscheibe. Für berandete einseitige Flächen gibt 
es nun ein Beispiel, das viel einfacher ist als das Heptaeder, nämlich das 
MöBiussche Band. Wir stellen es aus einem Papierstreifen her, der die 
Gestalt eines stark gestreckten Rechtecks hat (Abb. 291). Würden wir 
die kurzen Seiten AB und CD so zu-
sammenheften, daß A mit C und B 
mit D zusammenfallen, dann erhiel-

A~----------------;c 
p p 

8 .0 
ten wir, wie wir schon früher sahen, Abb. 291. 

ein Stück eines Kreiszylinders, eine 
berandete zweiseitige Fläche. Anstatt dessen wollen wir vor der Zu­
sammenheftung das eine Ende des Papierstreifens um 180° gegen das 
andere verdrehen. Wir heften also die Enden so aneinander, daß A 
mit D und B mit C zusammenfallen (Abb. 292). Damit haben wir ein 
Modell des MöBiusschen Bandes erhalten. Man sieht leicht ein, daß 
diese Fläche einseitig ist. Wir zeichnen z. B. vor der Zusammenheftung 
auf den Streifen die Parallele PP' zu den langen Rechteckseiten. Diese 
gerade Strecke geht nach der Zusammenheftung in einen Weg QQ' 
über, der von der einen Seite des Bandes auf 
die andere führt!. 

Man kann die einseitigen Flächen auch 
mit Hilfe eines weiteren wichtigen topalo­
gischen Begriffs kennzeichnen, zu dessen 
Formulierung man die Fläche nicht durch 
eine Membran zu ersetzen braucht. Wir 
denken uns um jeden Punkt irgendeiner ge­
gebenen Fläche (mit Ausnahme der Rand­
punkte, falls solche vorhanden sind) eine 
kleine geschlossene Kurve gezogen, die ganz 
in der Fläche verläuft. Wir versuchen nun 

Abb. 292. 

auf allen diesen geschlossenen Kurven einen Umlaufsinn so fest­
zusetzen, daß hinreichend benachbarte Punkte stets im gleichen 
Sinne umlaufen werden. Ist eine solche Festsetzung möglich, so heißt 
sie eine "Orientierung" der Fläche, und die Fläche selbst heißt orientier­
bar. Eine einseitige Fläche kann nun niemals orientierbar sein. Zum 

1 Der Unterschied des MöBiusschen Bandes vom zylindrischen Streifen 
ist noch an folgenden beiden Erscheinungen zu erkennen: Der Rand des 
MöBrusschen Bandes zerfällt nicht wie der des zylindrischen Streifens in zwei 
geschlossene Kurven, sondern besteht aus einer einzigen geschlossenen Kurve. 
Zerschneidet man ferner das MöBIUSsche Band längs der Kurve QQ', so fällt es 
nicht wie der zylindrische Streifen auseinander, sondern bleibt zusammenhängend. 
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Beweise fassen wir einen der geschlossenen Wege ins Auge, deren Exi­
stenz mit der Einseitigkeit der Fläche gleichbedeutend ist; etwa den 
Weg QQ' auf dem MöBiusschen Band, wobei wir jetzt wieder Q und 
Q' als identisch ansehen. Erteilt man dem Punkt Q einen Umlaufsinn 
und setzt diese Zuordnung auf dem Wege QQ' stetig fort, so kommt man 
im Punkt Q' = Q notwendig mit der entgegengesetzten Zuordnung 
wieder an. Diese Erscheinung könnte nicht eintreten, wenn das Mö­
Biussche Band orientierbar wäre. Das Entsprechende gilt auch für alle 
übrigen einseitigen Flächen. Umgekehrt kann man zeigen, daß alle 
zweiseitigen Flächen orientierbar sind. Die Einteilung der Flächen in 
zwei- und einseitige ist also identisch mit ihrer Einteilung in orientier­
bare und nichtorientierbare. 

Man kann leicht einsehen, daß eine Fläche dann und nur dann nicht 
orientierbar ist, wenn es auf ihr irgendeine geschlossene Kurve s gibt, so 
daß ein orientierter kleiner Kreis, dessen Mittelpunkt s stetig durch­
läuft, am Ausgangspunkt mit der entgegengesetzten Orientierung wieder 
ankommt (z. B. die Kurve Q Q' in Abb. 292). Geht man auf der Fläche 
an einer Seite der Kurve s entlang, so kommt man auf der anderen Seite 
wieder an, obgleich man die Kurve nicht überquert hat. Deswegen heißt 
s eine "einufrige" Kurve. Während auf den orientierbaren Flächen 
alle Kurven zwei Ufer haben, ist die Existenz einer einufrigen geschlos­
senen Kurve kennzeichnend für die nichtorientierbaren Flächen. Ein­
seitige Fläche und einufrige Kurve bedingen einander. Die erste Eigen­
schaft bezieht sich auf die Lage einer Fläche im Raum, die zweite auf die 
Lage einer Kurve auf einer Fläche. 

Im Gegensatz zum Mömusschen Band weist das Heptaeder Durch­
dringungslinien auf. Es ist plausibel, daß jede einseitige geschlossene 
Fläche Selbstdurchdringungen haben muß. Diese Flächen haben näm­
lich nur eine Seite, können also keinen Raumteil vom übrigen Raum 
abgrenzen, d. h. sie besitzen kein Inneres und kein Äußeres. Bei einer 
geschlossenen Fläche ohne Durchdringungslinien ist ein solches V erhalten 
unvorstellbar. In der Tat haben alle einseitigen geschlossenen Flächen 
Selbstdurchdringungen. Der Beweis dafür muß aber auf ganz anderem 
Wege geführt werden. 

Nicht jede Selbstdurchdringung ist eine topalogische Singularität. 
Betrachten wir z. B. die Rotationsfläche, die entsteht, wenn die in 
Abb. 293 gezeichnete Kurve um die gestrichelte Gerade gedreht wird. 
Der Punkt A beschreibt eine kreisförmige Durchdringungskurve dieser 
Fläche. Durch stetige Deformation geht die Fläche aber in die Rota­
tionsfläche über, deren erzeugende Kurve in Abb. 294 gezeichnet ist. 
Diese Fläche besitzt keine Durchdringung und ist offenbar der Kugel 
topalogisch äquivalent. Umgekehrt kann man aus einer Kugel durch 
Einbeulen die zuerst beschriebene Rotationsfläche erhalten. Das Auf­
treten von Durchdringungskurven braucht also keine wesentliche topo-
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logische Eigenschaft darzustellen. Während in diesem Beispiel eine 
geschlossene Durchdringungskurve vorhanden war, besitzt die Durch­
dringungskurve des Heptaeders sechs Endpunkte, nämlich die Ecken 
des Heptaeders. Diese sind nun wirklich als Singularitäten anzusehen. 

Abb. 293. Abb. 294. 

Die Umgebung eines regulären Punkts auf einer Fläche läßt sich nämlich 
stets in eine Kreisscheibe verzerren; für die Umgebung einer Heptaeder­
ecke (Abb. 288) ist dagegen eine solche Deformation nicht ohne weiteres 
möglich. Das Heptaeder besitzt demnach sechs singuläre Punkte, und 

Q~~ 
Abb. 295. 

es erhebt sich die Frage, ob es überhaupt eine einseitige geschlossene 
Fläche ohne singuläre Punkte gibt. 

Eine solche Fläche ist zuerst von F. KLEIN angegeben worden. Wir 
gehen aus von einer an beiden Seiten offenen Röhre (Abb. 295). Früher 
haben wir aus einer 
solchen Röhre durch 
Zusammenbiegen und 
Aneinanderheften der 
Randkreise die Torus­
fläche erhalten. Diesmal 
heften wir die Enden in 
anderer Weise zusam­
men. Wir denken uns 
das eine Ende der Röhre etwas kleiner als das andere und stecken nach 
passender Verbiegung der Röhre dieses Ende so durch die Wand der 
Röhre, daß beide Randkreise konzentrische Lage annehmen (Abb. 296). 
Indem wir den weiteren Rand der Röhre etwas nach innen, den engeren 
Rand etwas nach außen biegen, lassen sich die beiden Ränder nun ohne 



272 VI. Topologie. 

Singularität zusammenheften. Damit haben wir die KLEINsehe Fläche 
konstruiert (Abb. 297). Sie ist offenbar einseitig und besitzt eine ge­
schlossene Durchdringungskurve an der Stelle, wo wir das engere Ende 
der Röhre durch die Wand der Röhre hindurchgesteckt haben. 

Da das erste Beispiel einer geschlossenen einseitigen Fläche, das 
Heptaeder, sich von den geschlossenen bisher betrachteten zweiseiti­

Abb. 297. 

gen Flächen auch durch 
seinen geraden Zusam­
menhang unterschied, 
können wir erwar­
ten, daß die KLEINsehe 
Fläche ebenfalls gera­
den Zusammenhang be­
sitzt. In Wahrheit be­
sitzt diese Fläche aber 
den Zusammenhang 3 

wie der Torus. Auch das kanonische Schnittsystem kann genau so 
wie beim Torus gewählt werden; als erste, geschlossene Zerschneidungs­
kurve wählen wir die Naht, längs der wir die Röhrenenden an­
einandergeheftet hatten. Als zweite Kurve eine solche, die in das 
Stück einer Zylindererzeugenden übergeht, wenn wir die KLEINsehe 

[[] Ebener zwei Rand-
h=2 zweiseitig 

Kreisring kurven 

rn MÖBIUS- eine Randkurve h=2 einseitig 
sches Band 

00 Torus geschlossene 
Fläche h=3 zweiseitig 

00 KLEINsehe geschlossene 
h = 3 einseitig 

Fläche Fläche 

' 

EE projektive geschlossene 
h=2 

I 

einseitig 
Ebene Fläche 

I 

Fläche längs der Naht wieder auftrennen und sie wieder in Zylinder­
gestalt zurückbiegen. Durch Zerschneidung längs dieser beiden Kurven 
geht die KLEINsehe Fläche ebenso wie die des Torus in ein Rechteck 
über. Jede Kurve, die zwei Randpunkte des Rechtecks verbindet, zer-
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legt aber das Rechteck; für die KLEINsehe Fläche ist also nach der 
allgemeinen Definition h - 1 = 2, also h = 3 , wie behauptet. 

Wir haben damit aus dem Rechteck (bzw. Quadrat) durch verschie­
dene Arten der Ränderzuordnung bisher fünf verschiedene Flächen er­
halten, die einander in der Tabelle auf S. 272 gegenübergestellt sind1• 

Die in der Tabelle enthaltenen Angaben über die projektive Ebene 
werden weiter unten begründet werden. 

Abb. 298a. 

Al>b. 298b. 

Aus der Tabelle geht hervor, daß wir das Modell des MöBIUSschen 
Bandes aus dem Modell des KLEINsehen Schlauchs erhalten, wenn wir 
eine der beiden Randzuordnungen aufheben. Man muß also den KLEIN­
sehen Schlauch in ein MöBiussches Band verwandeln können, indem 
man ihn längs einer geeignet gewählten geschlossenen Kurve auf­
schneidet. Der Leser möge eine solche Zerschneidung an einem Modell 
durchführen. In Abb. 298 ist dagegen eine Zerschneidung des KLEIN­
sehen Schlauchs in zwei MöBiussche Bänder veranschaulicht. Hierzu 
möge der Leser den entsprechenden Übergang an den Quadratmodellen 
aufsuchen. 

1 Im projektiven Raum ist das einschalige Hyperboloid als eine durchs Unenq­
liche hindurch geschlossene Fläche anzusehen. Der Leser möge an Hand der 
Tabelle entscheiden, ob in dieser Auffassung das einschalige Hyperboloid mit 
dem KLEINsehen Schlauch oder mit dem Torus topalogisch äquivalent ist. 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 18 
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Während wir für die einseitigen geschlossenen Flächen Beispiele 
sowohl von geradem als auch von ungeradem Zusammenhang kennen­
gelernt haben (Heptaeder und KLEINsehe Fläche), hatten die bisher 
angegebenen geschlossenen zweiseitigen Flächen stets ungeraden Zu­
sammenhang. Es läßt sich auch zeigen, daß es eine geschlossene zwei­
seitige Fläche geraden Zusammenhangs nicht geben kann. 

Wie beim Quadrat, so können wir auch bei jedem regulären 4P-Eck 
durch verschiedenartige Wahl der Ränderzuordnung Modelle für eine 
große Anzahl berandeter und unberandeter, ein- und zweiseitiger Flächen 
herstellen. Sind (Abb. 299) AB und CD zwei einander zugeordnete 
Seiten des 4P-Ecks, so sind zwei Arten der Zuordnung möglich: 1. Die 
beiden Verbindungslinien der einander zugeordneten Endpunkte schnei­
den einander nicht. 2. Diese Linien schneiden einander. Den ersten Fall 
erhält man z. B., wenn in Abb. 299 A mit C und B mit D identifiziert 

c 

.4 wird, den zweiten Fall, wenn man A mit D und B 

.0 

Abb. 299. 

mit C identifiziert. Ich behaupte nun: Wenn 
irgend zwei Seiten des 4P-Ecks einander auf die 
zweite Art zugeordnet sind, ist die dargestellte 
Fläche stets einseitig, einerlei auf welche Art die 
übrigen Zuordnungen vorgenommen werden. 

Zum Beweise zeigen wir nach der auf S. 270 
skizzierten Methode, daß die dargestellte Fläche 
nicht orientierbar ist. Seien (Abb. 299) P und 
P' zwei miteinander identifizierte Punkte von 
AB bzw. CD. Dann stellt die gerade Strecke 
PP' einen geschlossenen Weg auf der Fläche 

dar. Ein Punkt, der auf der Fläche diesen Weg durchläuft, wird dar­
gestellt durch einen Punkt R, der auf PP' zunächst bis P läuft und dann 
von P' aus in seine Anfangslage zurückkehrt. Wir erteilen nun dem 
Flächenpunkt, der durch R dargestellt wird, einen Umlaufsinn, der 
auf der Wanderung dieses Punkts keine unstetige Änderung erfahren 
soll .. Dazu haben wir um R einen kleinen mit Umlaufsinn versehenen 
Kreis zu schlagen, den wir ~it R stetig mitbewegen. Rückt R nahe an 

~ 

P, so liegt nur noch der Kreisbogen S T im Innem des 4P-Ecks. Um 
das Bild einer geschlossenen Flächenkurve zu erhalten, müssen wir die 
beiden Punkte S' T' heranziehen, die auf CD liegen und mit S T identi­
fiziert sind. Da nun AB und CD einander auf die-zweite Art zugeordnet 
sind, liegen S und S' zu verschiedenen Seiten der Strecke PP', ebenso 
T und T'. Die geschlossene Flächenkurve mit ihrem Umlaufsinn wird 

~ ~ 

also dargestellt durch die beiden Bögen S T und T' S'. Diese Figur 
erfährt keinerlei unstetige Änderung, wenn R in P anlangt und hierauf 
von P' zurückzulaufen beginnt. Hat sich R hinreichend weit von P' 
entfernt, so verschwindet der Bogen S T allmählich, und S' T' geht in 
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einen vollen Kreisumlauf über. Der Kreis hat aber den entgegengesetzten 
Umlaufssinn als derjenige, mit dem wir die Wanderung begonnen 
haben, und damit ist bewiesen, daß die dargestellte Fläche nicht orien­
tierbar ist. 

Als Sonderfall dieses Satzes ergibt sich die Einseitigkeit der projekti­
ven Ebene; in ihrem Modell sind alle Zuordnungen von der zweiten Art. 

Man kann umgekehrt leicht zeigen, daß das Modell stets eine zwei­
seitige Fläche darstellt, wenn alle Zuordnungen von der ersten Art sind. 

Das Modell der projektiven Ebene hatten wir aus der Kugelfläche 
erhalten, und andererseits zeigte die KLEINsehe Fläche Beziehungen 
zum Torus, jedoch Beziehungen anderer Art wie zwischen Kugel und 
projektiver Ebene. Wir wollen nun zeigen, daß in Wahrheit zwischen 
KLEINscher Fläche und Torus sich dieselbe Zuordnung herstellen läßt 
wie zwischen den beiden erstgenannten Flächen und daß man in 
gleicher Weise überhaupt je­
der einseitigen Fläche eine 
zweiseitige zuordnen kann. 

Wir konnten aus der Kugel 
die projektive Ebene erhalten, 
indem wir alle Paare von Di­
ametralpunkten als identisch 
betrachteten (S. 210, 263). Wir 
nehmen nun die entsprechende 
Konstruktion beim Torus vor. 

Abb. 300. 

Wir bezeichnen als Mittelpunkt des Torus denjenigen Punkt M, in dem 
die Achse von dem Lote getroffen wird, das wir vom Mittelpunkt eines 
erzeugenden Kreises aus auf die Achse fällen (Abb. 300). Ist dann 
P irgendein Punkt auf dem Torus, so liegt auch derjenige Punkt P' 
auf dem Torus, der zu P bezüglich M symmetrisch ist. Alle Punkte­
paare des Torus, die bezüglich M symmetrisch liegen, wollen wir Diame­
tralpunkte nennen. Wir erzeugen aus dem Torus eine neue Fläche F, 
indem wir alle Paare von Diametralpunkten als identisch ansehen. Ich 
behaupte, das ist die KLEINsehe Fläche. 

Zum Beweise betrachten wir einen erzeugenden Kreis des Torus. 
Ihm ist ein weiterer erzeugender Kreis zugeordnet gemäß Abb. 300. 
Durch die beiden Kreise ist der Torus in zwei Hälften zerlegt. Wir 
erhalten nun die Fläche F, wenn wir eine Hälfte des Torus fortlassen 
und in der übrigbleibenden Hälfte die Randkreise vorschriftsgemäß 
identifizieren; entsprechend hatte früher die Halbkugel statt der ganzeri 
Kugel zur Konstruktion der projektiven Ebene genügt. Man erkennt nun 
durch eine Umlaufsbetrachtung an den identifizierten Kreisen, daß bei 
dieser Identifizierung aus dem Halbtorus die KLEINsehe Fläche entsteht. 

Offenbar können wir ferner die zweite Hälfte des Torus so auf die 
erste legen, daß alle Punkte, die vorher diametral lagen, paarweise zur 

18* 
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Deckung gelangen. Allerdings müssen wir dann (wie man sich leicht klar­
machen kann) den zweiten Halbtorus so nach Art eines Handschuhs um­
stülpen, daß das Innere nach außen kommt. Wenn wir nunmehr die 
beiden Hälften wieder zusammenheften, haben wir schließlich den Torus 
in die Gestalt einer zweimal überdeckten KLEINsehen Fläche gebracht!; 
man sagt dafür auch, der Torus ist eine "zweiblättrige Überlagerungs­
fläche" der KLEINsehen Fläche. Ebenso bezeichnet man die Kugel als 
zweiblättrige Überlagerungsfläche der projektiven Ebene. Man kann 
allgemein zeigen: Jede beliebige einseitige Fläche besitzt eine zwei­
seitige Fläche zur zweiblättrigen Überlagerungsfläche. 

§ 47. Die projektive Ebene als geschlossene Fläche. 
Um den Zusammenhang der projektiven Ebene zu bestimmen, wen­

den wir den EuLERschen Polyedersatz auf das Quadratmodell an. Wir 
lf ziehen durch den Mittelpunkt M des Quadrats EE (Abb. 301) die Parallelen PQ und RS zu den Quad­

ratseiten. Dadurch wird das Quadrat in die Teil-
P e quadrate 1, 2, 3, 4 zerlegt. Infolge der Randzuord-

nung stellen aber die beiden Quadrate 1 und 3 ein 
8 einziges Polygon in der projektiven Ebene dar. 

Abb. 301. Ebenso 2 und 4. Ferner sind die beiden Strecken 
PM und Q M als eine einzige Kante aufzufassen, 

weil P und Q denselben Punkt darstellen. Desgleichen bilden RM 
und SM nur eine Kante. Ecken treten außer M nicht auf. Wir 
haben also in die EuLERsche Formel einzusetzen: 

E = 1, K = 2, F = 2. 

Der EuLERsche Satz liefert E- K + F = 1 = 3- h. Demnach be­
sitzt die projektive Ebene zweifachen Zusammenhang, wie in der Tabelle 

Abb. 302. 

S. 272 angegeben. 
In der analytischen projektiven Geometrie spielt 

eine andere Zerlegung der Ebene eine Rolle, die 
sich aus der Einführung der Dreieckskoordinaten 
ergibt. Sie ist in Abb. 302 angegeben, wobei 
statt des Quadrats die Kreisfläche als Modell 
verwandt wird. Diese Fläche wird durch drei 
nicht durch einen Punkt gehende Bögen in sie­
ben Gebiete zerlegt. Wir nehmen nun an, daß 

jeder dieser Bögen die Peripherie in Diametralpunkten trifft. 2 und 
5 stellen dann ein einziges Dreieck dar, ebenso 3 und 6 sowie 4 und 7. 
Man erkennt, daß drei nicht durch einen Punkt gehende Geraden die 

1 Die Konstruktion ist nicht, wie man zunächst vermuten könnte, durch bloße 
Deformation des Torus ausführbar. Man muß vielmehr den Torus zerschneiden, 
um die Umstülpung der einen Hälfte vornehmen zu können. 
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projektive Ebene stets in dieser Weise in vier Dreiecke zerlegen1 • In 
der EDLERsehen Formel hat man jetzt E = 3, K = 6, F = 4 zu setzen 
und erhält wieder h = 2. 

Wie wir die Ringfläche und die KLEIN­
sehe Fläche aus ihren Quadratmodellen durch 
Zusammenheftung erhalten haben, so wol­
len wir auch mit dem Quadratmodell der 
projektiven Ebene verfahren. Zu diesem 
Zweck verzerren wir das Quadrat zunächst 
in die Gestalt einer Kugelfläche, aus der ein 
kleines Viereck ABC D herausgeschnitten 
ist (Abb. 303). Wir haben AB mit CD und 
DA mit B C zusammenzuheften. Das wird 

Abb. 303. 

möglich, wenn wir die Fläche in den Punkten A und C heben und bei 
Bund D senken und A und C sowie Bund D einander nähern (Abb. 304). 
Schließlich erhalten wir eine geschlossene Fläche mit einer Strecke als 
Durchdringungslinie (Abb. 305). Sie ist topalogisch der projektiven 
Ebene äquivalent. Ac 

' A 

Abb. 304. Abb. 305. 

Es gibt eine algebraische Fläche, die diese Gestalt besitzt (Abb. 306). 
Ihre Gleichung ist 

(klx2 + k2y2) (x2 + y2 + z2)- 2z(x2 + y2) = 0. 

Die Fläche steht im Zusammenhang mit einer differentialgeometrischen 
Konstruktion. Wir gehen aus von einem Punkt P auf irgendeiner 
FlächeF, die in P konvex gekrümmt ist. Für alle Normalschnitte dieser 
Fläche in P (vgl. S. 162, 163) konstruieren wir die Krümmungskreise in P. 
Diese Kreisschar überstreicht dann gerade die in Abb. 306 dargestellte 
Fläche, ihre Durchdringungsstrecke ist ein Stück der in P errichteten 
Normalen der Ausgangsfläche; die angeführte Gleichung bezieht sich 

1 Die in Abb. 301 und 302 gezeichneten Einteilungen der projektiven Ebene 
hatten wir S. 131, 132 durch Projektion des Oktaeders erhalten. 
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auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in P 
liegt und dessen x-und y-Achse in die Krümmungsrichtungen der Fläche 
F in P fallen. k1 , k2 sind die Hauptkrümmungen der Fläche F in P. 

Abb. 306a. Abb. 306b. 

Wenn wir wieder von Abb. 304 ausgehen, aber nur AB mit CD 
zusammenheften, dagegen nicht DA mit B C, dann erhalten wir eine 
Fläche, die dem MöBrusschen Band topalogisch äquivalent ist. Wir 
haben ja dann gerade die Heftung vorgenommen, durch die das Mö­
BIUSsche Band definitionsgemäß aus dem Quadrat hervorgeht. Der 

AC' td der neuen Fläche geht aus 
Bögen DA und B C hervor. Da 

Abb. 307. Abb. 308. 

aber A mit C und B mit D zusammengeheftet ist, entsteht aus diesen 
Bögen eine geschlossene Kurve, der wir z. B. die Gestalt eines Kreises 
geben können (Abb. 307). Offenbar besitzt die Fläche keine Selbst­
durchdringung. In den beiden Punkten, die aus A, C und aus B, D 
hervorgehen, ist die Fläche nicht mehr stetig gekrümmt; durch weitere 
Deformation in der Umgebung dieser Stellen erhalten wir aber eine 
Fläche, die überall stetig gekrümmt ist. Von ihrem Verlauf geben 
Abb. 308 und 309 eine Vorstellung. 
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Die Fläche eignet sich trotz ihres kreisförmigen Randes nicht zum 
Verschluß eines Gefäßes. Denn da sie einseitig ist, sperrt sie das Innere 
des Gefäßes nicht gegen den Außenraum ab. 

Schließt man die Fläche 
durch Einfügen einer Kreis­
scheibe, so erhält man wie­
der das Modell der projek­
tiven Ebene. Dies ist aus 
den Abb. 307 und 305 er­
sichtlich. Wir erhalten also 
umgekehrt ein Modell des 
MöBiusschen Bandes, wenn 
wir aus dem Modell der 
projektiven Ebene eine 
Kreisscheibe entfernen. Da­
bei muß es gleichgültig 
sein, an welcher Stelle der 
in Abb. 305 dargestellten 
Fläche wir das Loch hin­
einschneiden; denn auf der 
projektiven Ebene ist keine 

Abb. 309. 

Stelle vor der anderen ausgezeichnet, da ja auf der Kugel kein Paar 

von Diametralpunkten vor einem anderen Paar ausgezeichnet ist. 
Eine besonders übersichtliche Gestalt erhält nun das . übrigbleibende 

Flächenstück, wenn wir in Abb. 305 den unteren Teil entfernen. So 
entsteht die in Abb. 310 gezeich­
nete Fläche, die als Kreuzhaube 
bezeichnet wird. Die Kreuzhaube 
ist ein weiteres Modell eines Mö­
BIUSschen Bandes mit kreisförmi­
gem Rand. Trotz ihrer Einseitig­
keit ist die Kreuzhaube offenbar 
als Gefäßdeckel brauchbar. Das 
wird dadurch ermöglicht, daß sie 
eine Selbstdurchdringungsstrecke 
besitzt. 

Wenn man die Kreuzhaube 
längs der Durchdringungsstrecke 

Abb. 310. 

aufschneidet, erhält man nach geeigneter Verzerrung eine Kreisscheibe 

mit viereckigem oder kreisförmigem Loch; denn wir haben dann einfach 

das durch Abb. 303 bis 305 veranschaulichte Verfahren rückgängig 

gemacht. Demnach erhalten wir ein Modell des MöBiusschen Bandes, 

wenn wir vom Gebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen ausgehen 

und im inneren Kreis alle Paare von Diametralpunkten identifizieren 
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(Abb. 311). Es ist auf den ersten Blick durchaus nicht zu erkennen, 
daß diese Figur dieselbe Fläche darstellt wie das Quadratmodell der 

Tabelle S. 272. Man kann aber das Quadrat­
modell aus den hier angegebenen erhalten, 
wenn man dieses zerschneidet (Abb. 312), die 
Teile deformiert (Abb. 313) und nach Umklap­
pung des einen Teils um die Gerade b' die Rän­
der teils wieder zusammenheftet, teils einan­
der zuordnet (Abb. 314). 

Abb. 311. 

Unser Modell der projektiven Ebene besitzt 
zwei singuläre Punkte: die Endpunkte der 
Durchdringungsstrecke. Es ist W. BoY gelungen, 

ein anderes Modell der projektiven Ebene zu konstruieren, das keinen 
singulären Punkt und überall stetige Krümmung besitzt. 
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Abb. 312. Abb. 313. Abb. 314. 

Wir gehen, um die BoYsehe Fläche zu erzeugen, nicht vom Quadrat, 
sondern vom regulären Sechseck aus, auf dessen Rand wieder die 
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Diametralpunkte identifiziert sind. 
Durch Deformation erhalten wir 
daraus eine Kugelfläche, aus der 
ein reguläres Kreisbogensechseck 
entfernt ist. Dieses Gebilde läßt 
sich wie das Sechseck in drei kon­
gruente Teile zerlegen, die symme­
trisch um eine Achse herum ange­
ordnet sind (Abb.315). Wirschnei­
den einen dieser Teile heraus und 
deformieren ihn weiter; diese so­
gleich zu schildernde Deformation 
wird dann an den beiden anderen 

Abb. 315. 
Teilen genau so vorgenommen, und 

wir erhalten drei neue kongruente Flächenstücke. Durch ihre Zu­
sammenheftung ergibt sich schließlich die BoYsehe Fläche. Auch sie 
besitzt eine dreizählige Symmetrieachse. Das Ziel des Verfahrens ist 
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natürlich die Zusammenheftung aller Paare von gegenüberliegenden 
Punkten auf dem Rand des aus der Kugel entfernten Sechsecks. 

Wir fassen also (Abb. 315) das Stück S cA aB bC dS ins Auge und 
bringen zunächst die drei Punkte ABC zum Zusammenfallen in N 
(Abb. 316), ohne sie jedoch zu identifizieren; 
denn das würde der Heftungsvorschrift, von der 

d 

N wir ausgingen, nicht ent­

s 
Abb. 316. 

sprechen. Jetzt halten wir 
die Punkte S und N und die 
Seiten b, c und d fest, drehen 
aber die geschlossene Seite a 
nach oben (Abb. 317), bis in 
die Stellung, die in Abb. 318 
angegeben ist. Der Flächen­
teil zwischen c und a muß 
zu diesem Zweck stark aus­
einandergezogen werden und 
erhält fast ebene Gestalt. 
Wir drehen nun die Schleife b 
(Abb. 318) nach rechts oben, 

d 

5 1 tx 
lj 

tx~ 
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Abb. 319. Abb. 318. 

Abb. 317. 

bis b von hinten an den erwähnten Flächenteil anstößt und die in 
Abb. 319 gezeichnete Lage einnimmt. In dieser Schlußanordnung sollen 
die Bögen c und d untereinander und die Schleifen a und b untereinander 
kongruent sein und so liegen, daß c in d und b in a übergeht, wenn wir 
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die Figur um die Achse 5 N in der Pfeilrichtung um 2nf3 herumdrehen 
(Abb. 319). Das Flächenstück, das wir konstruiert haben, denken wir 
uns nun in einem zweiten kongruenten Exemplar angefertigt, seine ent­
sprechenden Teile seien mit a', 5' usw. bezeichnet. Dieses Exemplar 

N heften wir so an das erste, daß d' mit c 

N 

Abb. 320. 

(und zwar 5' mit 5 und N' mit N) zu­
sammenfällt. Dann muß von selbst 
auch a' mit b zur Deckung kommen. 
Diese beiden Ränder heften wir zu­
sammen. Die Heftungskurve wird auf 
der entstandenen Fläche Durchdringungs­
kurve, wie aus Abb. 319 ersichtlich sein 
dürfte. Der Rand der Fläche besteht 
jetzt aus c', a, b', d. Man erkennt das, 
wenn man (Abb. 320) auf das Sechseck 
zurückgeht, das wir zugrunde gelegt 
hatten. Offenbar läßt sich an diesen 

Rand ein drittes Exemplar so anheften, daß (in der naturgemäßen Be­
zeichnung) d mit c", a mit b", b' mit a" und c' mit d" zusammenfallen. 
Damit ist die BoYsehe Fläche konstruiert. Aus Abb. 320 wird klar, daß 
die BoYsehe Fläche der projektiven Ebene äquivalent ist. Ein Draht-

Abb. 321 a. Abb. 321 b. 

gazemodell ist in Abb. 321 dargestellt. Die Durchdringungskurve der 
BoYsehen Fläche besteht aus drei Schleifen, die durch den Punkt N 
gehen und, wie die ganze Fläche, symmetrisch zur Achse SN liegen. 
Eine nähere Betrachtung von Abb. 320 ergibt, daß durch N drei Mäntel 
der Fläche hindurchgehen. Damit diese Mäntel in N eine stetige Tangen-
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tialebene haben, ist es notwendig und hinreichend, daß die sechs 
Schleifenenden, die in N zusammenstoßen, dort drei paarweise senk­
rechte Geraden berühren. Wenn an den übrigen Nähten Knickungen 
oder Unstetigkeiten der Krümmung auftreten, so lassen sie sich durch 

eine einfache Glättung 
beseitigen. Bei dem in 
Abb. 321 dargestellten 
Modell ist die Durch­
dringungskurve durch 
stärkeren Draht her­
vorgehoben; die üb­
rigen stärkeren Drähte 
dienen nur zur Verstei­
fung; die Befestigungs­
schraube nimmt den Ort 
des Punktes 5 ein. Die 
Beziehung zu unserer 
Konstruktion dürfte be­

Abb. 321 c. 

sonders deutlich in Abb. 321 b hervortreten. 
Demnach besitzt die BoYsehe Fläche eine überall stetige sphä­

rische Abbildung. Es ist leider bisher nicht untersucht worden, in 
welcher Weise sich diese über die Kugel erstreckt. Wenn wir dabei 
von einem willkürlich ge­
wählten Normalenvektor 
ausgehen und dann die 
Abbildung stetig fortset­
zen, so kommen wir we­
gen der Einseitigkeit der 
BoYsehen Fläche sicher 
auch zum entgegengesetzt­
gerichteten Normalvektor 
desselben Punkts. Somit 
ist jedem Punkt der Flä­
ehe durch die sphärische 
Abbildung ein Diametral­
punktepaar der Kugel 
zugeordnet. Da aber in 
dieser Identifizierung die 
Kugel wiederum in die 

Abb. 321 d. 

projektive Ebene übergeht, so liefert die sphärische Abbildung der 
BoYsehen Fläche eine Abbildung der projektiven Ebene auf sich 
selbst, die allerdings nicht umkehrbar eindeutig ist, da einem 
Punktepaar der Kugel ersichtlich mehrere Punkte der BoYsehen 
Fläche entsprechen. 
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§ 48. Normaltypen der Flächen endlichen Zusammenhangs. 
Wir wollen zu einer und derselben Flächenklasse alle die Flächen 

rechnen, die sich topologisch aufeinander abbilden lassen. Damit zwei 
Flächen endlicher Zusammenhangszahl zur selben Klasse gehören, sind 
folgende Bedingungen notwendig: 

1. beide Flächen müssen entweder geschlossen sein oder die gleiche 
Anzahl Randkurven besitzen; 

2. die Flächen müssen entweder beide orientierbar oder beide nicht­
orientierbar sein; 

3. beide Flächen müssen die gleiche Zusammenhangszahl besitzen. 
Die Notwendigkeit der ersten Bedingung ist evident. Die zweite 

Bedingung läßt sich auch so ausdrücken: Jede Fläche F, die auf eine 
orientierbare Fläche G topologisch abgebildet werden kann, ist orientier­
bar. In dieser Form ist die Behauptung leicht zu beweisen. Denn eine 
Orientierung der Fläche G ergibt bei der topalogischen Abbildung eine 
Orientierung von F. Ebenso erkennt man die Notwendigkeit der drit­
ten Bedingung: Die Zusammenhangszahl bedingt die Existenz eines 
Schnittsystems, das bei topalogischer Abbildung in ein Schnittsystem 
gleicher Struktur auf der Bildfläche übergeht. 

Eine genauere Betrachtung ergibt, daß die drei genannten Bedingun­
gen für die topalogische Abbildbarkeit zweier Flächen auch hinreichen. 
Wenn man nämlich von einer Fläche weiß, ob sie orientierbar ist, und 
wenn man die Anzahl ihrer Ränder sowie ihre Zusammenhangszahl 
kennt, so läßt sich stets ein ähnliches Verfahren anwenden, wie wir es 
beim Torus und bei den orientierbaren geschlossenen Flächen vom 
Zusammenhang 5 und 7 veranschaulicht haben (Abb. 282 bis 287, 
S. 264, 265). Durch ein geeignetes Schnittsystem läßt sich die Fläche 
in ein Polygongebiet überführen, bei dem die Ränder sämtlich oder teil­
weise identifiziert sind, und sowohl die Struktur des Schnittsystems als 
auch die Ränderzahl und Rettungsvorschrift des Polygons sind voll­
ständig durch die erwähnten drei Angaben bestimmt. Stimmen also 
zwei Flächen in diesen Angaben überein, so sind sie auf dasselbe Polygon­
gebiet und folglich auch aufeinander topologisch abbildbar. 

Die orientierbaren geschlossenen Flächen vom Geschlecht p führen 
nach diesem Verfahren auf 4P-Ecke, deren Ränderzuordnung durch 
Abb. 322 veranschaulicht wird. In diesen 4p-Ecken haben wir eine Reihe 
von Normaltypen für alle orientierbaren geschlossenen Flächen vor uns. 
Denn jede solche Fläche besitzt eine endliche ungerade Zusammen­
hangszahl h = 2p + 1. Eine andere vollständige Reihe von Normal­
typen hatten wir in der Kugel, dem Torus und den Brezeln mit p Löchern 
angegeben. 

Die RIEMANNschen Flächen der Funktionentheorie sind teilweise 
in dieser Einteilung enthalten, trotzdem ihre anschauliche Gestalt das 
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nicht vermuten läßt. Es sind Flächen, die sich wie das sphärische Bild 
der meisten Minimalflächen (S. 238) in mehreren Schichten über die Kugel 
ausbreiten, wobei diese Schichten in Windungspunkten miteinander 
zusammenhängen. Diese Flächen sind sämtlich orientierbar, da sich 
jede Orientierung der Kugelfläche auf die darübetliegende RIEMANNsche 
Fläche überträgt. Man erhält geschlossene Flächen dann und nur 
dann, wenn man von algebraischen Funktionen ausgeht, während die 
transzendenten Funktionen stets auf offene Flächen führen. Wir wollen 
hierauf nicht näher eingehen, da es viele gute Bücher über geometrische 
Funktionentheorie gibt. 

Bei den berandeten Flächen läßt sich ebenfalls eine Reihe von Poly­
gonen angeben, so daß jede Fläche mit endlich vielen Rändern und end­
licher Zusammenhangszahl auf genau eins dieser Polygone topalogisch 
abbildbar ist. Die Quadratmodelle des 
ebenen Kreisrings und des Mömusschen 
Bandes sind Beispiele solcher Polygone. 
Für die orientierbaren berandeten Flä­
chen erhält man noch anschaulichere 
Normalformen, indem man in die Kugel, 
den Torus oder eine Brezel eine Anzahl 
Löcher hineinschneidet (Abb. 278, S. 261). 
Um auch für die nichtorientierbaren Flä-

Abb. 322. 

chen zu ähnlichen Typen zu kommen, kann man von der "Kreuzhaube" 
ausgehen, die wir S. 279 als Modell des Mömusschen Bandes konstruiert 
haben. Man schneide in eine Kugel eine Anzahl Löcher und ver­
schließe einige von ihnen mit Kreuzhauben. Einer solchen Fläche ist 
jede nichtorientierbare Fläche endlichen Zusammenhangs äquivalent. 
Die Anzahl der Kreuzhauben und der offenen Löcher ist durch die 
Ränderzahl und die Zusammenhangszahl eindeutig bestimmt. 

Die Kreuzhaube besitzt eine Durchdringungskurve und zwei singu­
läre Punkte. Einseitige Flächen ohne singuläre Punkte haben wir im 
KLEINsehen Schlauch und der BoYsehen Fläche kennengelernt. Ob sich 
auch alle anderen geschlossenen nichtorientierbaren Flächen singulari­
tätenfrei im Raum verwirklichen lassen, scheint noch nicht untersucht 
zu sein. Durchdringungsfrei läßt sich eine solche Fläche nie realisieren, 
wie wir schon erwähnt haben. 

Im vierdimensionalen Raum dagegen lassen sich alle nichtorientier­
baren Flächen singularitätenfrei und durchdringungsfrei darstellen. In 
diesen Raum - wir wollen ihn mit R4 und den dreidimensionalen Raum 
mit R 3 bezeichnen -hat man sich den R3 ebenso eingebettet zu denken 
wie die Ebene in den R3 . Wir konstruieren nun im R4 zunächst ein durch­
dringungs-und singularitätenfreies Modell der Kreuzhaube. Wir denken 
uns zu diesem Zweck eine Kreuzhaube des R 3 eingebettet in den R4 . Wir 
greifen auf ihr eine Kreisscheibe e heraus, die die Durchdringungsstrecke 
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zum Durchmesser hat (vgl.Abb. 307, S. 278). Im R3 können wir jede Kreis­
scheibe unter Festhaltung der Peripherie so ausbeulen, daß kein innerer 
Punkt der deformierten Fläche mehr in die Ebene der Peripherie fällt. 
Ebenso kann man nun im R4 die Kreisscheibe e in eine solche Fläche I de­
formieren, daß der Rand von I fest mit der Kreuzhaube des R3 verbunden 
bleibt, während das Innere von I ganz aus dem R3 herausragt. Durch 
diese Deformation aber geht die Kreuzhaube in eine Fläche F des R4 

über, die offenbar keine Durchdringung und keine Singularität besitzt. 
Wenn wir nun eine Kugel mit einer Anzahl von Löchern in den R4 

einbetten und einige dieser Löcher statt mit Kreuzhauben mit Flächen 
verschließen, die F ähnlich sind, so erhalten wir durchdringungs- und 
singularitätenfreie Normalformen für alle nichtorientierbaren Flächen 
endlichen Zusammenhangs. 

Ein anderes Problem ist es, Flächen vorgegebener Struktur durch 
algebraische Gleichungen möglichst niedrigen Grades darzustellen. So 
hatten wir die STEINERsehe Fläche als Modell der projektiven Ebene 
erwähnt. Ob es algebraische Flächen von der Gestalt der BoYsehen 
Fläche gibt, ist noch nicht untersucht. Im R4 läßt sich die projektive 
Ebene durch sehr einfache Gleichungen durchdringungs- und singulari­
tätenfrei verwirklichen. Dieses Verfahren wird in einem Anhang des 
Kapitels beschrieben. 

Die Frage nach der topalogischen Äquivalenz ist von den Flächen 
auf drei- und mehrdimensionale Gebilde übertragen worden. Hierdurch 
wurde man auf die BETTischen Gruppen geführt, in deren Theorie die 
Zusammenhangszahl und die Orientierbarkeit einer Fläche unter viel 
allgemeineren Gesichtspunkten erscheinen. Man vergleiche die aufS. 254 
genannte Darstellung von ALEXANDROFF. 

§ 49. Topologische Abbildung einer Fläche auf sich. 
Fixpunkte. Abbildungsklassen. 

Universelle Überlagerungsfläche des Torus. 

Die einfachste topalogische Abbildung eines Gebildes auf sich selbst 
besteht darin, das Gebilde als Ganzes stetig in sich selbst zu verzerren. 
Eine solche Abbildung heißt Deformation. Die Bewegungen der Ebene 
in sich sind Deformationen. Dagegen ist die Spiegelung der Ebene an 
einer Geraden ein Beispiel für topalogische Abbildungen, die keine Defor­
mationen sind. Denn bei der Spiegelung wird der Umlaufsinn jedes 
Kreises umgekehrt, während eine Deformation den Umlaufsinn nicht 
ändern kann. 

Ein Punkt, der auf sich selbst abgebildet wird, heißt ein Fixpunkt 
der Abbildung. Wir wollen jetzt beweisen, daß jede stetige Abbildung der 
Kreisscheibe auf sich mindestens einen Fixpunkt besitzen muß; dabei 
zählen wir die Peripheriepunkte mit zur Kreisscheibe. Wir nehmen im 
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Gegensatz zur Behauptung an, es gebe eine fixpunktfreie stetige Abbil­
dung der Kreisscheibe e auf sich. Dann können wir in jedem Punkt P von 
e einen Zeiger anbringen, der von P nach dem Bildpunkt von P gerichtet 
ist; diese Vorschrift würde nämlich nur in Fixpunkten versagen. Wegen 
der vorausgesetzten Stetigkeit der Abbildung muß sich die Zeiger­
richtung von Punkt zu Punkt stetig ändern. Wir betrachten nun den 
Zeiger eines Peripheriepunkts und lassen diesen Punkt die Peripherie 
im Uhrzeigersinn einmal umlaufen; dabei dreht sich offenbar auch die 
Tangente des Punkts im Uhrzeigersinn einmal herum. Ich behaupte 
nun, daß die Zeigerrichtung des Punkts sich ebenfalls einmal im Uhr­
zeigersinn herumdreht. Denn der Winkel, den der Zeiger mit der Tan­
gente bildet, ist von Null oder einem ganzzahligen Vielfachen von :n 
stets verschieden, da der Zeiger eines Peripheriepunkts stets ins Kreis­
innere und nie tangential gerichtet ist. Wäre aber beim Umlauf die 
Umdrehungszahl des Zeigers von derjenigen der Tangente verschieden, 
so müßte es mindestens einmal auf der Peripherie vorkommen, daß beide 
Richtungen gleich oder entgegengesetzt ausfielen. In analoger Weise 
betrachten wir nun die Umdrehungszahl des Zeigers für irgendeinen 
zur Peripherie konzentrischen Kreis k im Innern der Kreisscheibe. Auch 
dann muß sich der Zeiger einmal im Uhrzeigersinn herumdrehen, wenn 
sein Ausgangspunkt den Kreis einmal im Uhrzeigersinn umläuft; denn 
andernfalls müßte sich die Umdrehungszahl des Zeigers einmal sprung­
weise ändern, wenn wir die Peripherie der Kreisscheibe stetig auf k zu­
sammenziehen, und das wäre mit der Stetigkeit der Zeigerverteilung nicht 
vereinbar. Ziehen wir andererseits k stetig auf den Mittelpunkt M der 
Kreisscheibe zusammen, so kann sich die Zeigerrichtung in allen Punkten 
von k immer weniger von einer und derselben ·Richtung, nämlich der 
Zeigerrichtung in M, unterscheiden. Die Umdrehungszahl wäre also für 
hinreichend kleine Kreise notwendig Null. Das ist ein Widerspruch. 
Folglich gibt es keine fixpunktfreie stetige Abbildung der Kreisscheibe 
auf sich. 

In ähnlicher Weise läßt es sich zeigen, daß bei jeder stetigen Abbil­
dung der Kugel auf sich entweder ein Fixpunkt oder aber ein Punkt vor­
kommen muß, der in seinen Diametralpunkt übergeht. Andernfalls 
wäre für jeden Punkt eindeutig ein Großkreisbogen definiert, der den 
Punkt mit seinem Bildpunkt verbände. Hierdurch ergäbe sich ein überall 
stetiges Zeigerfeld auf der Kugeloberfläche, und man kann durch Be­
trachtung der Zeigerumdrehungszahl beweisen, daß ein solches Feld 
unmöglich ist. Man kann also nicht überall auf der Erde Wegweiser 
aufstellen, deren Angaben von Ort zu Ort stetig variieren. 

Indem man die Kugel mit identifizierten Diametralpunkten als 
Modell der projektiven Ebene auffaßt, erhält man aus dem Satz über 
die Kugelabbildung die Folgerung, daß jede stetige Abbildung der pro­
jektiven Ebene auf sich einen Fixpunkt besitzt. 
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Um die topalogischen Abbildungen einer gegebenen Fläche auf sich 
selbst besser zu übersehen, kann man ihre Gesamtheit in Klassen ein­
teilen. Man rechnet zwei Abbildungen zur selben Klasse, wenn sie sich 
nur durch eine Deformation voneinander unterscheiden; die Deforma­
tionen bilden die Klasse der Identität. Auf der Kugel erhält man eine 
Abbildung, die nicht in diese Klasse gehört, indem man jeden Punkt 
auf seinen Diametralpunkt abbildet; man erkennt nämlich anschaulich, 
daß diese Abbildung den Umlaufsinn kleiner Kreise umkehrt. Damit 
haben wir zwei Abbildungsklassen der Kugel gefunden. Eine genauere 
Betrachtung, die hier zu weit führen würde, zeigt, daß es keine weiteren 
Abbildungsklassen der Kugel gibt. Demnach sind alle topalogischen 
Abbildungen der projektiven Ebene Deformationen. 

Auf dem Torus gibt es dagegen unendlich viele Klassen. Um einige 
dieser Klassen zu veranschaulichen, denken wir uns den Torus längs 
eines Meridians aufgeschnitten und in einen Kreiszylinder mit zwei 
Randkreisen verbogen. Wir halten nun den einen Randkreis fest und 
tordieren den Zylinder in sich selbst, so daß der zweite Randkreis sich 
k-mal ganz herumdreht; jede geradlinige Erzeugende des Zylinders ver­
wandelt sich dabei in eine Schraubenlinie, die die Zylinderachse k-mal 
umläuft. Biegen wir jetzt die beiden Randkreise wieder zusammen, so 
erhalten wir eine topalogische Abbildung des Torus auf sich selbst. 
Dabei sind alle Punkte der identifizierten Randkreise Fixpunkte, und 
in den übrigen Punkten ergibt sich die Abbildung aus der des Kreis­
zylinders. Die Erzeugenden des Zylinders entsprechen den Breitenkreisen 
des Torus, und indem man die Beziehung beider Flächen auch für die 
Raumteile in ihrem Innern hinzudefiniert, kann man der Zylinder­
achse die "Seelenachse" des Torus zuordnen, d. h. die Bahnkurve des 
Mittelpunkts eines Kreises, durch dessen Rotation der Torus erzeugt 
wird. Bei der Torusabbildung, die wir konstruiert haben, verwandeln 
sich hiernach die Breitenkreise in solche geschlossene auf dem Torus 
verlaufende Kurven, die die Seelenachse k-mal schraubenartig umlaufen. 
Für eine solche Kurve kann sich bei einer Deformation des Torus die 
Zahl k nicht ändern. Zwei Torusabbildungen, die zu verschiedenen 
Werten von k gehören, können daher niemals in derselben Klasse 
liegen. 

Es wäre ein Trugschluß, wenn man durch ein analoges Verfahren 
die Existenz unendlich vieler Abbildungsklassen auf dem KLEINsehen 
Schlauch beweisen wollte. Den schraubenförmigen Bildern der Zylinder­
erzeugenden entsprechen auf dem KLEINsehen Schlauch geschlossene 
Kurven, die auch bei verschiedenen Werten vonkineinander deformiert 
werden können. Man kann sich den Unterschied, der in dieser Hin­
sicht zwischen dem KLEINsehen Schlauch und dem Torus besteht, 
an den Quadratmodellen klarmachen. Es gibt auf dem KLEINsehen 
Schlauch nur endlich viele Abbildungsklassen. 
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Auf dem Torus erschöpft unser Verfahren die Abbildungsklassen 
keineswegs. Eine vollständige Übersicht über sie läßt sich mit Hilfe der 
universellen Überlagerungsfläche des Torus gewinnen. Um diese Fläche 
zu veranschaulichen, denken wir uns die euklidische Ebene auf einen 
unendlich langen Kreiszylinder aufgewickelt, der natürlich dabei unend­
lich oft von der Ebene umschlossen wird. Nun haben wir schon bei 
mehreren Untersuchungen den beiderseits abgeschnittenen Zylinder in 
einen Torus zusammengebogen. Ebenso läßt sich der unendliche Zylinder 
in einen Torus verwandeln, wobei die Achse des Zylinders in die unendlich 
oft umlaufene Seelenachse des Torus übergeht und der Zylinder unend­
lich oft in sich selbst hineingeschoben erscheint. Die euklidische Ebene 
wird durch unser Verfahren auf eine Fläche topalogisch abgebildet, die 
den Torus in unendlich vielen Schichten überdeckt, ohne daß Faltungen 
oder Windungspunkte auftreten. Diese Fläche ist die universelle Über­
lagerungsfläche des Torus. 

Jeder Umlauf eines Längen- oder Breitenkreises des Torus führt 
von einer Schicht der Fläche in eine andere. Es sei auf dem Torus ein 
kanonisches Schnittsystem (ein Meridian und ein Breitenkreis) eingetra­
gen, das den Torus in der üblichen Weise in ein Rechteck mit identifizier­
ten Gegenseiten verwandelt. Markiert man auf der Überlagerungsfläche 
alle Punkte, die über den Kurven des Schnittsystems liegen, und ver­
wandelt die Überlagerungsfläche wieder in eine Ebene, so erfüllen die 
markierten Punkte ein Kurvensystem, das die Ebene in unendlich viele 
rechteckige Felder zerlegt, und zwar sind diese Felder so angeordnet wie 
die Fundamentalbereiche der krystallographischen ebenen Trans­
lationsgruppe (Abb. 72, S. 63); jedes Feld entspricht einer Schicht der 
Überlagerungsfläche. Um diese Behauptung einzusehen, wollen wir die 
universelle Überlagerungsfläche des Torus auf eine andere Art kon­
struieren. Wir denken uns den Torus durch ein Quadrat mit identifi­
zierten Gegenseiten dargestellt. Wie bei der Konstruktion des ebenen 
quadratischen Punktgitters (S. 28) setzen wir nun aus solchen Quadraten 
einen ebenen beiderseits unendlichen StreifenS zusammen, der von zwei 
parallelen Geraden a und b begrenzt wird. S verwandelt sich in einen 
unendlich langen Kreiszylinder C, wenn wir a mit b durch geeignete Ver­
biegung von S zur Deckung bringen. Durch die Quadrate von S ist C 
in Felder eingeteilt, die von Kreisen begrenzt werden. Man erhält den 
Torus zurück, indem man zwei Kreise, die ein Zylinderfeld begrenzen, 
identifiziert. Wenn wir demnach den Zylinder in der früher geschilderten 
Weise um den Torus herumlegen, kommen alle Felder übereinander 
zu liegen, jedes Feld bedeckt den Torus einmal vollständig, und die 
Grenzlinien liegen alle über einem kanonischen Schnittsystem des Torus. 
Nunmehr verfahren wir weiter mit dem Streifen S wie bei der Kon­
struktion des quadratischen Gitters; wir setzen die Ebene aus solchen 
Streifen zusammen. Wenn wir dann die Ebene unendlich oft um C 

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 19 
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herumlegen, so daß wieder S in C übergebt, so liegen offenbar alleanS 
angestückelten Streifen über S, und die Quadrateinteilung jener Streifen 
fällt mit der Einteilung von S zusammen. Legen wir wieder C um 
den Torus herum, so kommen alle Quadrate der Ebene übereinander 
zu liegen, und die Grenzlinien liegen alle über einem kanonischen Schnitt­
system des Torus, wie wir behauptet hatten. 

Durch diese zweite Konstruktion haben wir für die universelle Über­
lagerungsfläche U des Torus eine besonders einfache Abbildung auf die 
Ebene E erhalten. Bezeichnet man nämlich als äquivalent alle die 
Punkte von U, die über demselben Toruspunkt liegen, so ist in E jedes 
System äquivalenter Punkte von U dargestellt durch ein quadratisches 
Punktgitter. Wir definieren nun als Fundamentalgruppe (f) des Torus 
die Gruppe aller topalogischen Abbildungen von U auf sich, die jeden 
Punkt in einen äquivalenten überführen. Dann wird (f) durch die Ab­
bildung U- E ersichtlich in die Gruppe von Translationen verwandelt, 
die das quadratische Gitter in sich überführen. 

Nun sei g irgendeine andere topalogische Abbildung von U auf sich, 
die zwar nicht jeden Punkt in einen äquivalenten, aber äquivalente 
Punkte stets in äquivalente Punkte überführen möge. Dann entspricht g 
einer bestimmten topalogischen Abbildung h des Torus auf sich. Jeder 
Punkt P des Torus liegt nämlich unter einem gewissen System unend­
lich vieler äquivalenter Punkte (Q) von U. Alle Bildpunkte (Q') der 
Punkte (Q) liegen nach Definition von g über einem und demselben 
Toruspunkt P'. Durch g wird also die Abbildung P ~ P' definiert, und 
diese topalogische Abbildung des Torus auf sich nennen wir h. Man 
kann umgekehrt beweisen, daß sich zu jeder vorgegebenen Abbildung h 
des Torus eine Abbildung g der Überlagerungsfläche finden läßt, die 
zu h in der angegebenen Beziehung steht. g ist dann nur bis auf eine 
beliebige Abbildung aus (f) bestimmt. 

Auf diese Weise lassen sich nun die Abbildungsklassen des Torus 
vollständig übersehen; das Ergebnis sei hier ohne nähere Begründung 
angegeben; die Abbildung g werde dabei ersetzt durch die Abbildung r 
in E, in die g bei der Abbildung U- E übergeht. Sei dann ABC D 
ein quadratischer Fundamentalbereich der Translationsgruppe (t) in E, 
die (f) entspricht. Seien A' B'C' D' die Bilder von ABCD bei der Ab­
bildung r . Dann muß auch A' B' C' D' ein Fundamentalparallelogramm 
von (t) sein. Es ist nun die Torusabbildung h dann und nur dann 
eine Deformation, wenn ABC D durch eine Translation in A 'B' C' D' 
überführbar ist. Die anderen Abbildungsklassen des Torus entsprechen 
den anderen Gestalten, die ein erzeugendes Parallelogramm des Gitters 
haben kann (vgl. Abb. 39, S. 29), sowie den Drehungen und Spiege­
lungen des Quadrats ABC D in sich 1 • 

1 Charakterisiert man das Gitter als die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten 
in einem cartesischen System und bringt man A' durch eine Translation in den 
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Der Begriff der universellen Überlagerungsfläche läßt sich für alle 
Flächen definieren. Für die geschlossenen orientierbaren Flächen erhält 
man die universellen Überlagerungsflächen, indem man 4P-Ecke in ähn­
licher Weise aneinandersetzt und aufeinander bezieht wie Quadrate 
beim Torus. Für p > 1 kann man aber die Fundamentalgruppe nicht 
mehr durch eine euklidische Translationsgruppe veranschaulichen. Da­
gegen kann man die Fundamentalgruppe durch eine hyperbolische 
Schiebungsgruppe, und die 4P-Ecke durch deren Fundamentalbereiche 
verwirklichen (vgl. Abb. 249, S. 228, für p = 2). Bei berandeten Flächen 
kommt man auf Translations- oder Schiebungsgruppen mit offenem 
Fundamentalbereich. Bei nichtorientierbaren Flächen muß man bei 
der metrischen Realisierung der Fundamentalgruppe auch euklidische 
und hyperbolische Gleitspiegelungen zu den Translationen und Schie­
bungen hinzunehmen. 

§ 50. Konforme Abbildung des Torus. 
In § 39 hatten wir die Frage aufgeworfen, ob bzw. auf wie viele Arten 

eine Fläche auf sich selbst oder eine andere Fläche konform abgebildet 
werden kann. Wir hatten uns dabei auf Flächen beschränkt, die der 
berandeten Kreisscheibe oder der Kugel oder dem Innern eines Kreises 
topalogisch äquivalent sind. Der Begriff der universellen Überlagerungs­
fläche erlaubt es, auch für alle anderen Flächen jene Frage zu behandeln. 
Wir wollen uns darauf beschränken, alle konformen Abbildungen eines 
Torus auf einen anderen oder denselben Torus aufzusuchen. Bei den 
anderen Flächen kommt mart nämlich mit den gleichen Methoden zum 
Ziel wie beim Torus, und beim Torus sind diese Methoden der Anschau­
ung am leichtesten zugänglich. Hier und im folgenden bezeichnen wir 
als Torus nicht nur die Rotationsfläche eines Kreises um eine ihn 
nicht schneidende in seiner Ebene gelegenen Achse, sondern auch jede 
dieser Fläche topalogisch äquivalente Fläche. 

Nach dem "Entweder-Oder"-Satz, der in§ 39 erwähnt wurd~. kann 
jede Fläche, die topalogisch dem Innern eines Kreises oder, was dasselbe 
ist, der euklidischen Ebene entspricht, konform entweder auf die hyper­
bolische oder die euklidische Ebene abgebildet werden. Diesen Satz 
wenden wir auf die universelle Überlagerungsfläche U eines Torus T 
an, da ja U der Voraussetzung des Satzes genügt. U sei also konform 
auf die Ebene E abgebildet, und wir lassen es zunächst dahingestellt, 
ob E die euklidische oder die hyperbolische Ebene ist. 

Die Fundamentalgruppe (/) ist nun eine Gruppe konformer Abbil­
dungen von U auf sich, da diese Abbildungen jedes Teilgebiet von U 

Nullpunkt, so ist das Parallelogramm A'B'C'D' durch die Koordinaten a, b von 
B' und c, d von C' festgelegt. Um alle Abbildungsklassen des Torus zu kenn­
zeichnen, hat man für a, b, c, d alle ganzen Zahlen einzusetzen, die der Be­
dingung ad - bc = ± 1 genügen. 

19* 
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sogar in ein kongruentes Gebiet verwandeln. Der Gruppe (/) muß daher 
bei der konformen Abbildung U--+ E eine Gruppe (t) konformer Abbil­
dungen von E auf sich entsprechen. Die konformen Abbildungen von E 
auf sich sind aber sämtlich bekannt. Es sind die hyperbolischen Be­
wegungen, falls E die hyperbolische Ebene ist, und die euklidischen Be­
wegungen und Ähnlichkeitstransformationen, falls E die euklidische 
Ebene ist (vgl. S. 233, 235). Außerdem wissen wir von der Gruppe (t), 
daß sie gewisse Verwandtschaft mit einer euklidischen krystallogra­
phischen Translationsgruppe hat; denn mit Ausnahme der Identität 
sind sämtliche Abbildungen von (t) fixpunktfrei, und die Gruppe besitzt 
einen viereckigen Fundamentalbereich. Wäre E nun die hyperbolische 
Ebene, so müßte (t) eine diskontinuierliche Schiebungsgruppe mit end.: 
lichem Fundamentalbereich sein, und wir haben S. 228 erwähnt und plau­
sibel gemacht, daß die Fundamentalbereiche dieser Gruppen mindestens 
acht Ecken haben. Hiernach bleibt nur übrig, daß E die euklidische 
Ebene ist. Es läßt sich elementar beweisen, daß jede euklidische, von 
einer Bewegung verschiedene Ähnlichkeitstransformation einen Fix­
punkt besitzt. Die Gruppe (t) kann also außer der Identität nur fix­
punktfreie Bewegungen, d. h. Translationen, enthalten. Da außerdem (t) 
diskontinuierlich ist und einen endlichen Fundamentalbereich hat, muß 
(t) eine krystallographische Translationsgruppe sein, wie wir sie S. 62-64 
behandelt haben. 

Nun sei für irgendeinen anderen Torus T' die gleiche Betrachtung 
angestellt; U' sei die universelle Überlagerungsfläche von T'; die Funda­
mentalgruppe von T' sei durch die konforme Abbildung U'--+ E in die 
krystallographische Translationsgruppe (t') in E übergeführt. Wir 
erwähnten schon, daß jede Abbildung eines Torus auf sich selbst zu 
einer Abbildung der Überlagerungsfläche ergänzt werden kann. Ebenso 
läßt sich zu jeder konformen Abbildung T--+ T' eine konforme Abbil­
dung U --+ U' bestimmen, so daß entsprechende Punkte von U und U' 
stets über entsprechenden Punkten von T und T' liegen. Durch die 
Abbildungen U--+ E und U' --+ E wird U --+ U' in eine konforme Ab­
bildung a von E auf sich selbst übergeführt. a muß eine euklidische 
Bewegung oder Ähnlichkeitstransformation sein. a muß aber außerdem 
die Translationsgruppe (t) in (t') überführen. 

Damit haben wir gezeigt, daß T nur dann auf T' konform ab­
gebildet werden kann, wenn die Gruppen (t) und (t') durch eine Be­
wegung oder Ähnlichkeitstransformation ineinander überführbar sind. 
Man kann diese Bedingung in eine übersichtliche Form bringen. 
Sei t1 eine kürzeste Translation aus (t) und sei t2 unter den Trans­
lationen aus (t), die t1 nicht parallel sind, wiederum eine kürzeste. 
m sei der Quotient der Längen von t2 und t1 , also m > 1. .x sei der 
Winkel dieser Translationen. Um .x eindeutig festzulegen, genügt 

es zu fordern 0 < .x < !!__. In gleicher Weise lassen sich der Gruppe (t') -2 
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zwei Zahlen m' und Oi.' zuordnen. Damit nun (t) durch eine Ähn­
lichkeitstransformation in (t') überführbar ist, sind die Bedingungen 
m = m' und Oi. = Oi.' notwendig und hinreichend (der elementare Beweis 
bleibe dem Leser überlassen). Wir können somit jedem Torus T zwei 
Zahlen m, Oi. zuordnen, so daß T nur auf diejenigen Torusflächen kon­
form abgebildet werden kann, für die jene beiden Zahlen die gleichen 
Werte haben wie für T. Man nennt dieses Zahlenpaar (oder ein an­
deres, das jenem umkehrbar eindeutig zugeordnet werden kann) die 
Moduln des Torus. 

Für die konforme Abbildbarkeit zweierTorusflächen T und T' ist 
aber die Übereinstimmung der Moduln nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend. Denn dann gibt es eine Ähnlichkeitstransformation 
oder Bewegung a vonEin sich, die (t) in (t') überführt, und es ist leicht 
einzusehen, daß die zu a gehörige konforme Abbildung U 4- U' eine kon­
forme Abbildung T 4- T' bestimmt; jene Abbildung U 4- U' führt 
nämlich übereinanderliegende Punkte von U und nur solche Punkte 
stets in übereinanderliegende Punkte von U' über. Wir können zusam­
menfassend sagen, daß die Torusflächen im Sinne der konformen Abbil­
dung eine zweiparametrige Schar bilden. 

Weist die räumliche Gestalt eines Torus keine besondere Regel­
mäßigkeit auf, so lassen sich die Werte der beiden Moduln nicht an­
schaulich aus der Gestalt des Torus ableiten. Ist der Torus T dagegen 
eine Rotationsfläche, so besitzt (t) stets einen rechteckigen Fundamental­
bereich, wir müssen also Oi. = nj2 setzen. In diesem Fallläßt sich näm­
lich die Abbildung U 4- E explizit angeben. Sie überführt das Ortho­
gonalnetz der Meridiane und Breitenkreise in zwei orthogonale Scharen 
paralleler Geraden von E. Ist insbesondere T die Rotationsfläche eines 
Kreises, so kann das Seitenverhältnis m der rechteckigen Fundamental­
bereiche von (t) von nichts anderem abhängen als vom Radienverhältnis 
des Meridiankreises und der Seelenachse. Zwei Kreistorusflächen können 
daher dann und nur dann konform aufeinander abgebildet werden, wenn 
sie ähnlich sind. 

Im vierdimensionalen Raum läßt sich eine Torusfläche angeben, für die 
Usogar längentreuauf die euklidische Ebene abbildbar ist (vgl. Anhang 2). 

Wir können jetzt auch leicht übersehen, auf welche Arten irgendein 
Torus T konform auf sich selbst abgebildet werden kann. Die Gruppe (k) 
dieser Abbildungen muß der Gruppe (l) der Bewegungen oder Ähnlich­
keitstransformationen in E entsprechen, die (t) in sich überführen. 
(l) umfaßt ersichtlich alle Translationen vonEin sich. Mit der Gesamt­
heit ist (l) im allgemeinen erschöpft; weist dagegen (t) besondere Regel­
mäßigkeiten, z. B. einen quadratischen Fundamentalbereich auf, so 
kann (l) auch Drehungen und Spiegelungen enthalten. 

Das Verfahren, das wir für den Torus angegeben haben, läßt sich auf 
alle anderen Flächenklassen übertragen. In den meisten Fällen ist aber 
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die Überlagerungsfläche nicht wie beim Torus auf die euklidische, son­
dern auf die hyperbolische Ebene konform abbildbar, z. B. bei allen 
orientierbaren geschlossenen Flächen vom Geschlecht p > 1 . Man wird 
in diesen Fällen auf Schiebungsgruppen geführt, und die konforme Ab­
bildbarkeit zweier Flächen hängt dann davon ab, ob die zugehörigen 
Schiebungsgruppen durch eine hyperbolische Bewegung ineinander über­
führbar sind. Wie sich durch Überlegungen aus der hyperbolischen 
Geometrie ergibt, sind die hyperbolischen Schiebungsgruppen mit 4P­
eckigem endlichen Fundamentalbereich bis auf eine hyperbolische Be­
wegung durch 6 P- 6 Konstanten festgelegt. Zu jeder orientierbaren 
geschlossenen Fläche vom Geschlecht p > 1 gehören daher 6p- 6 
Moduln. 

In der Funktionentheorie wendet man das Verfahren hauptsächlich 
auf die RIEMANNschen Flächen der algebraischen Funktionen an. Die 
Abbildung U ~ E führt im Fall p = 1 zu den elliptischen Funktionen 
und im Fall p > 1 zu den von KLEIN und POINCARE untersuchten auto­
morphen Funktionen. 

Die ungeschlossenen Flächen führen auf Gruppen mit unendlichem 
Fundamentalbereich. In der Funktionentheorie begegnet man solchen 
Gruppen z. B. beim Studium der Exponentialfunktion und der ellip­
tischen Modulfunktion. 

§ 51. Das Problem der Nachbargebiete, das Fadenproblem 
und das Farbenproblem. 

Zum Schluß wollen wir drei nahe miteinander verwandte Fragen 
behandeln, die entstehen, wenn man eine Fläche in verschiedene Gebiete 
einteilt. Solche Einteilungen in der Ebene treten uns z. B. in den 
Landkarten der politischen Geographie entgegen. Ferner treten Gebiets­
einteilungen beliebiger Flächen in der kombinatorischen Topologie auf, 
wenn man eine krumme Fläche durch ein topalogisch äquivalentes 
Polyeder ersetzt. Um die Seitenflächen des Polyeders zu bestimmen, 
muß man die krumme Fläche in Gebiete einteilen. 

Das Problem der Nachbargebiete besteht darin, auf einer Fläche die 
Höchstzahl der Gebiete zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben, 
daß jedes Gebiet an jedes andere längs einer Kurve angrenztl. Wir unter­
suchen diese Frage zunächst in der Ebene und wählen in ihr zwei Ge­
biete 1 und 2 aus, die längs einer Kurve aneinanderstoßen. Wenn wir 
ein drittes Gebiet ganz um die Gebiete 1 und 2 herumlegen, so können 
wir kein viertes Gebiet mehr bestimmen, das an alle drei ersten grenzt 
(Abb. 323). Wenn wir dagegen das dritte Gebiet so legen, wie in Abb. 324 
angegeben ist, so läßt sich ein geeignetes viertes Gebiet ohne weiteres 
finden. Wie wir dieses aber auch auswählen, es wird stets eins der 

1 Es ist dabei nicht gefordert, daß die Gebiete die Fläche vollständig bedecken. 
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übrigen Gebiete durch die anderen völlig eingeschlossen, so daß wir 
kein fünftes Gebiet finden können, das an alle anderen längs einer Kurve 
angrenzt. Unsere Versuche zeigen, daß die Höchstzahl der Nachbar­
gebiete in der Ebene vier beträgt. Das läßt sich auch streng beweisen. 
In Abb. 325 ist eine besonders symmetrische Anordnung dieser Gebiete 
gezeichnet. 

'I 

1 1 2 

J J 

Abb. 323. Abb. 324. Abb. 325. 

Das Fadenproblem ist die duale Umkehrung des Problems der Nach­
bargebiete (wobei die Dualität im Sinne einer topalogischen Verallge­
meinerung des räumlichen Dualitätsprinzips der projektiven Geometrie zu 
verstehen ist). Beim Fadenproblem ist die Höchstzahl der Punkte ge­
sucht, die auf einer Fläche liegen und sich sämtlich untereinander durch 
Kurven verbinden lassen, welche auf der Fläche verlaufen, ohne einander 
zu schneiden. Durch eine einfache Überlegung ergibt sich, daß diese 
Höchstzahl mit der Höchstzahl derNachbargebiete auf derselben fläche 
übereinstimmen muß. Um dies zu zeigen, wählen wir aus jedem der Nach­
bargebiete einen Punkt aus. Da alle Nachbargebiete längs einer Kurve 
aneinanderstoßen, können wir je zwei der Punkte durch eine Kurve 
verbinden, die nur in den beiden zugehörigen Gebieten verläuft. Die so 
entstehenden Kurven können wir ferner so legen, daß die Kurvenstücj{e, 
die in demselben Gebiet verlaufen, einander nicht schneiden; denn wir 
haben ja in diesem Gebiet nur einen im Innern liegenden Punkt mit 
bestimmten Randpunkten zu verbinden. Aus jeder Anordnung von 
n Nachbargebieten ergibt sich also eine Lösung des Fadenproblems mit 
n Punkten. Die Höchstzahl der Punkte des Fadenproblems ist daher 
mindestens gleich der Höchstzahl der Nachbargebiete. Umgekehrt 
ergibt sich aber aus jeder Lösung des Fadenproblems mit n Punkten 
eine Anordnung von n Nachbargebieten. Wir teilen hierzu jede Kurve, 
die zwei Punkte miteinander verbindet, in zwei Teile und erweitern 
jeden Punkt und die von ihm ausgehenden Kurventeile durch Hinzu­
ziehung der umliegenden Flächenpunkte zu einem Flächengebiet; dann 
erhalten wir n sternförmige Gebiete, die sämtlich aneinandergrenzen. 
Also ist die Höchstzahl derNachbargebiete mindestens gleich der Höchst­
zahl der Punkte des Fadenproblems. Da wir vorher auch das Umgekehrte 
bewiesen haben, so folgt; daß beide Höchstzahlen einander gleich sind. 

Nicht nur für die Flächen vom Zusammenhang 1, sondern auch für 
andere Flächen sind diese Höchstzahlen bestimmt worden. Für die pro-
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jektive Ebene und den Torus sind sie 6 und 7. Beispiele solcher Anord­
nungen sind in den Abb. 326 und 327 wiedergegeben. Die projektive 
Ebene ist dabei durch eine Kreisscheibe dargestellt, bei der diametrale 
Peripheriepunkte identifiziert sind, der Torus durch eine Quadratfläche 
mit der üblichen Ränderzuordnung. Abb. 326 entspricht der S. 132, 
Abb. 167 dargestellten Projektion des Dodekaeders. Abb. 328 gibt in 
der projektiven Ebene eine Lösung des Fadenproblems, die zur Gebiets­
einteilung von Abb. 326 dual ist. 

In engem Zusammenhang mit dem Problem der Nachbargebiete 
steht das Farbenproblem, das sich ins Gewand einer Frage der prak­
tischen Kartographie kleiden läßt. Es sei auf einer Fläche eine Anzahl 
von Gebieten eingezeichnet. Jedes dieser Gebiete soll mit einer be­
stimmten Farbe bemalt werden, aber nie zwei Gebiete, die längs einer 
Kurve aneinandergrenzen, mit derselben Farbe. Wenn dagegen zwei 

Abb. 326. Abb. 327. Abb. 328. 

Gebiete nur in einzelnen Punkten aneinanderstoßen, dürfen sie die gleiche 
Farbe haben. Es soll nun für eine gegebene Fläche die Mindestanzahl 
der Farben bestimmt werden, die zu einer derartigen Färbung für jede 
auf der Fläche mögliche Gebietseinteilung ausreichen. 

Diese Zahl muß jedenfalls mindestens so groß sein wie die Höchstzahl 
der auf der Fläche möglichen Nachbargebiete. Denn in einem System 
von Nachbargebieten müssen alle Gebiete verschiedene Farben erhalten. 
Umgekehrt liegt die Vermutung nahe, daß man mit jener Höchstzahl 
auskommt. In der Tat ist bewiesen worden, daß auf der projektiven 
Ebene sechs Farben und auf dem Torus sieben Farben für die Aus­
färbung nach unserer Vorschrift genügen, wie man die Gebiete auch 
wählt. Dagegen ist es eine bisher unbewiesene Vermutung, daß man 
in der Ebene und auf der Kugel mit vier Farben auskommt!. 

Betrachten wir zunächst Beispiele von Gebietseinteilungen in der 
Ebene. Die drei Nachbargebiete von Abb. 329a müssen wir mit drei 
verschiedenen Farben 1, 2, 3 färben. Dann können wir das vierte 
Gebiet, das an die Gebiete 2 und 3 angrenzt, mit der Farbe 4 oder mit 
der Farbe 1 versehen. Wenn wir es mit der Farbe 4 färben, kommen wir 

1 Für Kugel und Ebene ist das Problem nicht wesentlich verschieden. 
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bei der Gebietseinteilung von Abb. 329 b nicht mit vier Farben aus. Wir 
müssen das Gebiet also in diesem Falle mit der Farbe 1 ausfüllen. Bei 
dieser Färbung stoßen wir aber bei der Einteilung von Abb. 329c auf 
Schwierigkeiten; hier muß das Gebiet die Farbe 4 erhalten. Man erkennt 
aus diesen Beispielen, daß die Färbung der ersten vier Gebiete durch die 
Anordnung der weiteren Gebiete mitbestimmt wird. Wir müssen, 
wenn ein neues Gebiet hinzukommt, unter Umständen die bereits 
gefärbten Gebiete noch einmal umfärben, und daraus ergibt sich die 
ganze Schwierigkeit des Problems. 

Wir wollen nun einen Weg einschlagen, auf dem wir das Farben­
problem für eine Reihe geschlossener Flächen lösen können. Hierzu 
verzerren wir die Fläche derartig, daß sie zu einem Polyeder wird und 
die einzelnen Gebiete in die Seitenflächen des Polyeders übergehen1• 

Es genügt offenbar, das Problem für alle Polyeder zu lösen, die den 
gleichen Zusammenhang haben wie die gegebene Fläche. 

I 
1 12 

1 fl. 1,1 
1 1 2 

fl. 1 
J J 

a; 

b) C) 
Abb. 329. 

Wir beweisen zunächst: Jedes Polyeder vom Zusammenhang h läßt 
sich mit höchstens n Farben ausfärben, wenn die Zahl n die Eigenschaft 
hat, daß für alle ganzen Zahlen F > n die Ungleichung gilt 

nF > 6(F + h- 3). 

Nachher werden wir zu jedem festen positiven h die kleinste Zahl n,. 
bestimmen, die diese Eigenschaft hat. Dann wird bewiesen sein, daß 
jede geschlossene Fläche vom Zusammenhang h sich in jeder Gebiets­
einteilung mit n,. Farben ausfärben läßt. 

Wir denken uns jetzt die Zusammenhangszahl h fest gegeben sowie 
irgendeine ganze Zahl n, die mit diesem h die angegebene Bedingung 
erfüllt. Wir teilen nun die Polyeder des Zusammenhangs h nach ihrer 
Flächenzahl F ein und beweisen unsere Behauptung durch Induktion 
nacl;t wachsendem F. Unsere Behauptung ist trivialerweise richtig für 
alle F < n. Denn dann brauchen wir bloß jede Seitenfläche des Poly­
eders mit einer anderen Fläche auszufüllen. Der Satz sei nun schon für 

1 Wie die Beispiele von Abb. 329 lehren, ist diese Verzerrung im Allgemeinen 
nur möglich, wenn wir auch krumme Seitenflächen zulassen. Für den folgenden 
Beweis ist das unwesentlich. 
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alle F < F 0 bewiesen. Dann wollen wir seine Gültigkeit für F = F 0 + 1 
dartun. Nach dem Obigen können wir uns auf F > n beschränken, 
nach unserer Voraussetzung gilt also für diese Zahl F die Ungleichung 

nF > 6(F + h- 3). 

Wir wenden nun den EDLERsehen Polyedersatz an 1 , E- K + F 
= 3 - h oder F + h - 3 = K - E. Durch eine Deformation, bei 
der sich die Zahl F und der Zusammenhang h nicht ändern, können wir 
erreichen, daß in dem Polyeder an jeder Ecke nur drei Flächen anein­
anderstoßen, also auch nur drei Kanten auslaufen (vgl. Abb. 330). Von 
allen E Ecken zusammen gehen somit 3 E Kanten aus, und da hierbei 
jede Kante doppelt gezählt wird, ist 3 E = 2 K, also 

Abb. 330. 

6 (F + h- 3) = 6K- 6E 

=6K -4K=2K. 

Demnach besagt die Ungleichung über 
die Zahl n: 

nF > 2K. 

Aus dieser Ungleichung können wir schließen, daß mindestens eine 
Seitenfläche des Polyeders von weniger als n Kanten begrenzt wird. 
Denn sonst würden alle F Flächen zusammen von mindestens nF 
Kanten begrenzt werden, und da hierbei jede Kante doppelt gezählt 
wird, ergäbe sich nF < 2K. Dieser Schluß bildet den Kern des Be­
weises. 

Wir betrachten nun eine derartige Seitenfläche, an die weniger als n 
Nachbarflächen angrenzen. Wir denken uns zunächst die mittlere 
Fläche fortgelassen und die umgebenden Flächen so weit über das hier­
durch entstandene Loch fortgesetzt, daß sich das Polyeder wieder schließt. 
Das neue Polyeder hat denselben Zusammenhang wie das alte und eine 
Seitenfläche weniger. Also kann es nach Voraussetzung mit n Farben 
ausgefüllt werden. Wir führen dieses aus und machen hierauf die Defor­
mation wieder rückgängig. Dadurch ist das Polyeder bis auf die heraus­
gegriffene Seitenfläche mit n Farben ausgefärbt. Da aber an diese 
Fläche höchstens n- 1 Nachbarflächen angrenzen, können wir auch 
diese Fläche noch in der vorgeschriebenen Weise färben, ohne eine neue 
Farbe zu gebrauchen. Nun haben wir möglicherweise das ursprünglich 
gegebene Polyeder abändern müssen, um zu erreichen, daß von jeder 
Ecke nur drei Kanten auslaufen. Wir können aber diese Änderung 
jetzt rückgängig machen, ohne die Ausfärbung ändern zu müssen. Denn 
dabei entstehen keine neuen Grenzlinien. 

1 Bei der Aufstellung dieses Satzes haben wir über die Anordnung der Seiten-. 
flächen Voraussetzungen gemacht, die im vorliegenden Fall nicht erfüllt zu sein 
brauchen. Man kann aber einsehen, daß der Satz auch hier anwendbar ist. 
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Wir haben jetzt zu untersuchen, welche Zahlen n die vorausgesetzte 
Bedingung erfüllen. Wir schreiben sie in der Form 

n > 6 ( 1 + h :;: 3) . 

Hierbei sind für F alle ganzen Zahlen einzusetzen, die größer als n sind. 
Ist h gleich 1 oder 2, so strebt der Wert der rechten Seite der Ungleichung 
mit wachsendem F gegen 6 und bleibt stets kleiner als 6. In diesen 
beiden Fällen ist also nh = 6 die kleinste ganze Zahl, die unserer Vor­
aussetzung genügt. Für h = 3 hat die rechte Seite den festen Wert 6, 
also ist nh = 7. Für h > 3 nimmt die rechte Seite mit wachsendem F 
ab, es genügt daher, für F den kleinsten zugelassenen Wert n + 1 einzu­
setzen. Damit erhalten wir für n im Fall h > 3 die Ungleichung 

( h- 3) 
n>61+n+i' 

umgeformt: 

n(n + 1) > 6n + 6 + 6h -18, n2 -5n>6h-12, 
also 

n > t + i f24h- 23. 

Bezeichnen wir mit [x] die größte ganze Zahl unterhalb x, so ist dem­
nach für h > 3 : 

nh = [t + i f24h- 23]. 

Auch für h = 2 und h = 3 ergibt diese Formel, obgleich sie nicht an­
wendbar ist, die richtigen Werte nh = 6 und nh = 7. Im Fall h = 1 
ergibt sich dagegen ein anderer Wert, 4 statt 6. Dieser Wert ist aller 
Voraussicht nach der richtige, denn bis jetzt hat man noch keine ebene 
Gebietseinteilung angeben können, die sich nicht mit vier Farben 
ausfüllen läßt; ein exakter Beweis dieses Satzes ist aber bisher nicht 
gelungen. In der folgenden Tabelle sind die Werte von nh für h = 1 
bis h = 13 zusammengestellt: 

h= 

2 

3 
4 
5 
6 
7 

6 ([4,000] = 4) 
6 ([6,000] = 6) 
7 ([7,000] = 7) 

[7,775] = 7 
[8.425J = 8 
[9,000] = 9 
[9,522] = 9 

h= 

8 
9 

10 
11 
12 
13 

nn= 

[10,000] = 10 
[10,447] = 10 
[10,866] = 10 
[11.264] = 11 
[11,640] = 11 

[12,000] = 12 

Wir haben bis jetzt nur bewiesen, daß diese Anzahlen von Farben 
zureichend zur Ausfärbung sind. Es wäre denkbar, daß es Flächen 
vom Zusammenhang h gibt, auf denen wir stets mit weniger als nh 

Farben auskommen. Es ist aber für h = 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13 gezeigt 
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worden, daß in diesen Fällen genau nh Nachbargebiete auftreten können. 
In diesen Fällen kommt man also sicher nicht mit weniger als nh Farben 
aus, hier ist also das Farbenproblem vollständig gelöst. Auf allen anderen 
geschlossenen Flächen besitzen wir in den Zahlen nh obere Schranken 
für die Anzahl der Nachbargebiete. 

An dem Farbenproblem ist besonders auffallend, daß der für die 
Ebene anschaulich evidente Satz bis jetzt nicht exakt bewiesen ist. 
Derartige Schwierigkeiten treten in der Mathematik sehr oft auf, wenn 
man anschauliche Sätze durch Zurückführung auf die Zahl rein logisch 
verstehen will. Als weiteres Beispiel nennen wir den Satz, daß eine 
geschlossene und doppelpunktlose Kurve die Ebene in zwei Teile zer­
legt oder daß die Kugel unter allen Flächen bei gegebener Oberfläche 
das größte Volumen besitzt. Beide Sätze erfordern ziemlich schwierige 
und umständliche Beweise. Bei weitem das eigentümlichste Beispiel 
dieser Art bildet jedoch das Vierfarbenproblem. Denn bei diesem 
Problem ist nicht einzusehen, weshalb gerade im anschaulich einfachsten 
Fall solche Schwierigkeiten entstehen, während viel kompliziertere Fälle 
sich erledigen lassen. 

Anhänge zum sechsten Kapitel. 

1. Projektive Ebene im vierdimensionalen Raum. 

Wir wollen eine algebraische Fläche im vierdimensionalen eukli­
dischen Raum E4 angeben, die topologisch der projektiven Ebene äqui­
valent ist, die aber im Gegensatz zur BoYsehen Fläche frei von Selbst­
durchdringungen und sonstigen Singularitäten ist. Zu diesem Zweck 
gehen wir von der Kugelfläche 

( 1) 

aus und betrachten in den cartesischen Koordinaten x, y, z, t des E4 

das Gebilde 

(2) x=u2 -v2 , y=uv, z=uw, t=vw 

für alle Parameterwerte u, v, w, die ( 1) erfüllen. Da x, y, z, t homogen 
quadratisch von u, v, w abhängen, werden Diametralpunkte der Kugel­
fläche (1) stets durch denselben Punkt (2) des E4 dargestellt. Wir zeigen 
jetzt, daß zwei nichtdiametrale Punkte von (1) stets verschiedenen 
Punkten (2) entsprechen. Nehmen wir zunächst einen Kugelpunkt P, 
für den weder u noch v noch w verschwindet. Dann sind y, z, t von 
Null verschieden und bestimmen die Proportion u : v : w. Der zu P 
gehörige Punkt von (2) stellt also außer P und dem Diametralpunkt 
von P keinen Punkt der Kugel dar. Verschwindet w, so sind u 2 und v2 

aus den Gleichungen u 2 + v2 = 1, u 2 - v2 = x eindeutig bestimmt. 
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Der zugehörige Punkt (2) kann also nur die vier Punkte (u, v, 0) 
(u,- v, 0), (- u, v, 0), (-u,- v, 0) darstellen. Ist auch noch u = 0 
oder v = 0, so reduzieren sich diese vier Punkte auf ein diametrales 
Punkte paar, und es ist nichts mehr zu beweisen. Ist u =I= 0, v =I= 0, 
so haben wir noch die Gleichung y = uv heranzuziehen, die aus 
den vier Punkten ein Diametralpunktepaar aussondert. Es bleiben 
nur noch die Fälle zu untersuchen, in denen w von Null verschieden ist, 
während eine der Variabeln u, v verschwindet, also entweder: u = 0, 
v =I= 0, w =I= 0, oder v = 0, u =I= 0, w =I= 0, oder endlich u = v = 0, 
w = ± 1. Im ersten Fall ergibt sich x = -v2 ; -x + w2 = 1; 
vw = t; also sind v2, w2 und vw bekannt. Analog sind im zweiten Fall 
u 2 , w2 und uw bekannt. Beide Male schließt man wie im Fall w = 0, 
daß der zugehörige Punkt von (2) nur ein Diametralpunktepaar von (1) 
darstellt. Im dritten Fall ist nichts zu beweisen, da dieser Fall ohne­
hin nur für zwei diametrale Punkte der Kugel (1) zutrifft. Demnach 
stellt (2) mit der Nebenbedingung (1) umkehrbar eindeutig und stetig 
eine Kugel mit identifizierten Diametralpunkten, d. h. eine projektive 
Ebene dar. 

Man kann aus den Definitionsgleichungen des Modells leicht u, v, w 
eliminieren. Aus den drei letzten Gleichungen (2) folgt nämlich 

Die erste Gleichung von (2) geht also über in 

(3) y(z2- t2) = xzt. 

Und ( 1) verwandelt sich in 

(4) 

Das angegebene Modell ist daher der Schnitt der Hyperflächen (3) 
und (4). 

Daß das Modell singularitätenfrei ist, d. h. überall eine stetige 
Tangentialebene besitzt, läßt sich leicht verifizieren, indem man auf der 
Kugel ( 1) u, v, w als Funktionen zweier unabhängiger Parameter aus­
drückt und mittels (2) auch x, y, z, t in dieser Parameterdarstellung 
untersucht. 

2. Euklidische Ebene im vierdimensionalen Raum. 

Die Flächen des E 3 , die der euklidischen Ebene isometrisch sind, 
gehen alle ins Unendliche, da sie notwendig Regelflächen sind. Im E4 

dagegen gibt es Flächen, die im kleinen der Ebene isometrisch sind, 
ohne Regelflächen zu sein. Wir wollen eine solche Fläche F angeben; 
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sie liegt ganz im Endlichen und ist einer Torusfläche topalogisch äqui­
valent. Diese Fläche F hat die einfache Parameterdarstellung 

X1 =COSU, 

x2 =sinu, 

Das Linienelement von F ist 

ds2 = dx~ + dx~ + dx~ + dx~ 

X3 =COSV, 

x4 =sinv. 

= sin2udu2 + cos2udu2 + sin2vdv 2 +cos2vdv 2 = du 2 + dv 2 • 

F ist also in der Tat isometrisch zur Ebene mit den rechtwinkligen 
Koordinaten u, v. F liegt ganz im Endlichen, denn alle Koordinaten 
liegen zwischen + 1 und - 1 . Man kann F übrigens als Schnitt der 
beiden dreidimensionalen Hyperzylinder x~ + x~ = 1 und x~ + x~ = 1 
auffassen. Man erhält alle Punkte von F, wenn man u, v in der carte­
sischen (u, v)-Ebene alle Punkte eines achsenparallelen Quadrats der 
Seitenlänge 2 n durchlaufen läßt. Verschiedenen inneren Punkten des 
Quadrats entsprechen verschiedene Punkte von F, dagegen stellen 
zwei Randpunkte des Quadrats denselben Punkt von F dar, wenn sie 
auf einer Geraden u = const oder v = const und auf gegenüberliegenden 
Quadratseiten liegen. Also istFeine Torusfläche, und die (u, v)-Ebene 
ist die universelle Überlagerungsfläche von F. 

Man könnte versuchen, die euklidische Geometrie auch auf geschlos­
senen Flächen zu verwirklichen, die nicht Torusgestalt haben. Es 
zeigt sich aber, daß dafür nur noch der KLEINsehe Schlauch in Betracht 
kommt. Auf geschlossenen Flächen vom Zusammenhang h > 3 und 
nur auf ihnen läßt sich dagegen die hyperbolische Geometrie verwirk­
lichen. Die elliptische Geometrie kann außer auf der Kugel und der 
projektiven Ebene auf keiner geschlossenen Fläche verwirklicht werden. 
Man kann diese Sätze aus der differentialgeometrischen Formel von 
0. BoNNET über die curvatura integra schließen. 
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Raum, elliptischer 213. 
-,hyperbolischer 218. 
-,projektiver 106, 134, 262, 273. 
-,vier- und mehrdimensionaler 41, 42, 

79, 127-140, 213, 256, 257, 285 bis 
286, 300-302. 

Raumkurven § 27, 181-183, § 31. 
Regelfläche 14, 144-145, 151, § 30, 252 

bis 253, 301. 
Reguläre Konfiguration 95-96, 111, 

127, 140. 
Regulärer Flächenpunkt 161-162. 
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Regulärer Kurvenpunkt 1S3, 1S4, 1S9. 
Reguläres Polyeder vgl. Polyeder. 
- Punktsystem vgl. Punktsystem. 
- Zell § 23, 213, 257. 
Rektifizierende Ebene 1S8-160. 
Relativbewegung 248-249. 
Relativitätstheorie 1S2, 172, 230. 
Reyesche Konfiguration § 22, 137 bis 

140. 
Rhomboeder 40. 
Riemann 1S2, 189. 
Riemannsche Fläche 179, 239. 284 bis 

28S. 294. 
RiemannscherAbbildungssatz234-23S. 

238. 
Ringfläche vgl. Torus. 
Rollkurven der Ellipse § 42. 
Römische Fläche 26 7. 
Rotationsellipsoid 9. 
Rotationsflächen 6, 9, 169, 180, 194, 

196, 204-206, 213, 2S1. 
Rotationshyperboloid 10, 184, 2S2 bis 

2S3. 
Rotationskegel 7, 21, 2S, 26, 193. 
Rotationsparaboloid 9. 
Rotationszylinder 6, 193. 204, 20S, 229, 

263. 
Rückkehrkante 183. 

Sattelfläche vgl. hyperbolisches Para­
boloid. 

Satteiförmige Krümmung vgl. hyper­
bolische Kr. 

Schar algebraischer Gebilde § 24. 
Schiebung (in der hyperbolischenEbene) 

227-228, 291, § so. 
Schlaeflische Doppelsechs § 2S. 
Schlichtartige Bereiche 261. 
Schmiegungsebene 1S8-160, 182, 196. 
Schmiegungskugel 161. 
Schnabelspitze 1S3-1S4, 1S7. 
Schnirelmann 196. 
Schnittkurven zweier Flächen zweiter 

Ordnung 22, 28. 
Schnittpunktsätze 117, 213, 217. 
Schraubenflächen 18S, 204-206. 
Schraubenlinie 161, 189, 20S. 
Schraubung 73, 204, 2S1. 
Schraubungsachse, momentane 251. 
Seelenachse eines Torus 288-289, 293. 
Seifenblase, Seifenhaut 167-168, 198, 

200-201. 
Selbstdurchdringung266, 270-272, 277, 

279. 280, 282, 283, 285. 

Siebeneck, sich selbst ein- und umbe­
schriebenes 98. 

Simple Polyeder 2S4-258. 
Singuläre Punkte ebener Kurven 153 

bis 154, 176. 
Sphärische Abbildung 159-160, § 29, 

182, 18S. 237-239, 283. 
Spiegelung 78, 208, 226, 286. 

am Kreis vgl. Inversion. 
- an der Kugel vgl. Inversion im 

Raum. 
Spitze 153-154, 157, 176, 180, 245. 
Stangenmodelle vgl. bewegl. Hyper-

boloid und bewegl. Paraboloid. 
Staude 17. 
Steinersehe Fläche 267. 
Stereographische Projektion § 36, 236. 
Stetige Abbildung 230-231, 286. 
Stetigkeit 84, 115, 211-212, 216. 
Striktion vgl. Drall. 
Striktionslinie vgl. Kehllinie. 

Tangente einer ebenen Kurve 152-157. 
- einer Raumkurve 158-160, 181 bis 

183. 
Tangentenbild 154, 157. 159-160. 
Tangentialebene 161-162, 175-178, 

184. 
Tetraeder 40, 47, 76, 80-83, 118, 125, 

§ 23. 
Tetraedrische Kugellagerung 43-46,48. 
Topologie 230, 253-254, 259. 
Topalogisch reguläre Polyeder 2S8. 
Topalogische Abbildbarkeit zweier 

Flächen 284. 
- Abbildung einer Fläche auf sich§ 49. 
Torsion 160-161. 
Torus 177-178, 192, 203, 258, 272, 275 

bis 276, 288-290, § SO, 296, 302. 
Translationen 53-55, 73. 
Translationsgruppen 57,62-63, 75, 228," 

289-290, § so. 
Transzendente Funktionen 28S. 
Trennungsaxiome 211-212. 
Trochoide 244-249. 

tl'berlagerungsfläche, universelle 289 
bis 291, § 50, 302. 

-, zweiblättrige 276. 
Umklappung der hyperbolischen Ebene 

226. 
Unendlich ferne Ebene 106. 
--Punkte und Geraden 101-102, 

106, 119-120, 124, 221, 229, 262. 
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Untergruppe 59, 64, 65, 66, 68, 70, 73, 

83. 

Valenzen eines Atoms 46-47. 
Variationsproblem 168, 189, 201, 234. 
Variationsrechnung 168, 198, 200. 
Verbiegung 171-173, 181, 185, 201 bis 

203, § 33. 
Verwindung einer Raumkurve 182, 

§ 31. 
Vierdimensionaler Raum vgl. Raum. 
Vierecke, wechselseitig umbeschriebene 

98. 
Vierfarbenproblem 296, 300. 
Vierseit, vollständiges 85-86, 102, 121, 

139. 
Vollständiges räumliches n-Eck 111. 

Volumen 198-200. 

Wendelfläche 185-186, 205. 
Wendepunkt 90, 153-154, 157, 162, 

175, 183. 
Widerstand, elastischer 196. 
Windung vgl. Torsion. 
Windungspunkt 179, 239, 285. 
Winkel, hyperbolischer 215, 226. 
- zweier Kurven 5, 152. 

Winkelproportional 233. 
Winkelsumme im Dreieck 217, 227. 
- jm Fundamentalbereich 228. 
Winkeltreu vgl. konform. 
Würfel 11, 42, 80-83, 119-120, 124 

bis 137, 148. 
-, n-dimensionaler 140. 
Wurfelgitter 42. 
Wurtzit 48. 

Yates, R. C. § 42. 

Zahlenebene 231. 
Zahnradübertragung durch Hyperbo­

loidrader 253. 
Zehneck, sich selbst um- und ein-

beschriebenes 112-113. 
Zeigersystem, reguläres 62, § 12, 77-79. 
Zell § 23, 213, 257. 
Zentralperspektive 99-102, 129-139. 
Zirkel 239. 
Zusammenhangszahl258-260, 261, 266 

bis 267, 272-273, 276, 284, 297 bis 
300. 

Zykliden 192-194. 
Zykloiden 244-249. 
Zylinder (s. auch Kreiszylinder) 6, 11, 

182, 184. 
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