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Vorwort. 

Das vorliegende Buch solI in erster Linie ein Hilfsbuch fUr die Be
rechnung der eisernen Bruckenrahmen sein. 

Die Berechnung dieser mehrfach statisch unbestimmten System", 
ist von hervorragenden Fachmannern, besonders Muller - Breslau 
(Neuere Methoden der Festigkeitslehre), teilweise eingehend behandelt 
worden. Das genannte Werk bietet auch demjenigen, der genugende 
Kenntnisse in der Elastizitatstheorie und der hoheren Mathematik be
sitzt, eine ausreichende Grundlage fUr die Berechnung der Brucken· 
rahmen, vorausgesetzt, daB er Zeit hat, sich mit der grundlegenden 
Theorie vertraut zu machen. 

Nach Verfassers Ansicht gibt .eine Formel, deren Entstehen und 
Entwicklung man nicht genau kennt und versteht, leicht zu Irrtumern 
AnlaB, wenn nicht deren Verwendung durch Zahlenbeispiele eingehend 
erlautert wird. Dem konstruierenden Ingenieur bleibt abel' oft keine Zeit 
zum eingehenden Studium der Theorie ubrig, so daB er auf den Ge
brauch von fertigen Formeln angewiesen ist. 

Von diesem Gedanken ausgehend, werden in moglichst einfacher 
'Veise, zu deren Auffassung auch elementare Kenntnisse in der Statik 
genugen, Formeln fUr die am haufigsten vorkommenden Systeme und 
Belastungsfalle entwickelt und deren Gebrauch durch zahlreiche Zahlen
beispiele klargelegt. Dm die ganze Grundlage der Entwicklung gleich 
an der Hand zu haben, sind im Abschnitt II die bereits bekannten 
Formeln fiir die Durchbiegung einfacher Balken mit Hilfe des Mohr
schen Satzes von den zweiten Momenten entwickelt worden, ,yodurch 
das Buch auch dem Anfiinger oder dem Studierenden eine wert volle 
Hilfe zur EinfUhrung in diese sehr wichtige und leichtfaBliche Berech
nungsmethode leisten kann. Bei Entwicklung der Formeln fiir die 
Rahmenberechnungen ist schrittweise vorgegangen und wiederholt vor
kommende Ausdrucke, hauptsachlich solche, die von der Belastung un
abhiingig sind, durch einfache groBe Buchstaben (Konstanten) ersetzt 
worden, damit die SchluBformeln moglichst einfache und ubersichtliche 
Gestalt annehmen. Diese Konstanten sind des leichteren Auffindens 
wegen am Anfange des Buches zusammengestellt worden. Zur sclmellen 
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IV Vorwort. 

Bestimmung dieser Konstanten, besonders bei iiberschHiglichen Berech
nungen, dienen die Tabellen I bis XVI, deren Gebrauch auch durch 
Zahlenbeispiele erlautert ist. Ganz besonders wird auf die graphische 
Ermittlung der zusammengesetzten Konstanten hingewiesen. Mit Hilfe 
dieses Verfahrens kann man sehr schnell und sicher die dreifach statisch 
unbestimmten Systeme berechnen, und die Arbeitsersparnis, welche sich 
dadurch erzielen laBt, ist ganz bedeutend. Ohne erst die fUr den Beweis 
notigen Erlauterungen genau durchzulesen, kann man aus den Figuren 
selbst den Vorgang sehen und braucht nur die neue Figur mit den ge
gebenen Abmessungen aufzutragen. Einige der graphischen Figuren 
mogen ja im ersten Augenblick kompliziert erscheinen, weil mehrere 
Belastungsfalle in derselben Figur behandelt worden sind. In der Wirk
lichkeit kommen aber aile die behandelten Belastungsfiille selten gleich
zeitig vor, so daB die Figur bedeutend einfachere Gestalt annimmt. 

Um der Veranderlichkeit der Stabquerschnitte Rechnung zu tragen 
und den EinfluB der Aussteifungsecken bei den Rahmen zu beriicksich
tigen, sind in Abschnitt VII Annaherungsformeln zur Bestimmung des 
mittleren Tragheitsmomentes von Staben mit veranderlichem Quer
schnitt entwickelt worden. Wenn auch eingeraumt werden soil, daB 
diese angenaherten Formeln auf nicht genau zutreffenden Annahmen 
beruhen, so geben sie doch einen guten Anhalt zur Beurteilung des Ein
flusses der Veranderlichkeit des Querschnitts. 

AuBer den Rahmen sind auch einige andere statische unbestimmte 
Systeme behandelt worden, um zu veranschaulichen, wie man mit Hilfe 
der einfachen Grundformeln fill die Biegung einfacher Stabe auch 
schwierigere Aufgaben losen kann. Diese Aufgaben eignen sich sehr gut 
als Ubungsaufgaben fUr den Studierenden. 

Neben den gent-wen Formeln sind noch angeniiherte Formeln fill 
diese Systeme entwickelt worden, um durch Vergleich der genauen und 
angenaherten Zahlenwerte beurteilen zu konnen, ob die DurchfUhrung 
der genauen Berechnung praktisch erforderlich ist. 

Indem ich im voraus den werten Kollegen fill gute Ratschlage zur 
Verbesserung oder Erweiterung des Inhaltes bestens danke, hoffe ieh, 
daB das Buch fiir die Briickenbauingenieure von Nutzen sein wird. 

Grii n berg i. Sch1., im September 1909. 

Ejnar Bjornstad. 
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Zusammenstellung der Konstanten zur Berechnung 
der Steifrahmen. 

a) Konstanten, die nul' von den Abmessungen und der Gestalt des Systems 
abhangig sind. 

Gl. (53) 

GJ. (56) 

GJ. (62) 

Gl. (66) 

Gl. (68) 

GJ. (110) 

J 
G=l+h-J , 

I' 

J 
L = 1 + 2h J,. ' 

J J a = I + 6 h -- + 1 - - , 
JI' J r 

J J 
R = l + 2 It -J + I -- , ,. J r 

J 
T=1+3hJ;' 

b) Kon8tanten, die aueh von del' Lage del' Belastung abhangig sind. 

Gl. (99) G' = l + k :~ , 

GJ. (102) 

Gl. (106) 

J 
E = 3l h + k(3 h - k) J v ' 

, J 
T = 1 + 3 k ./, .. 

Es bedeuten: 

J das Tragheitsmomf'llt des Quertragel's, 
J,. das Tragheitsmoment der Vertikalen, 
./ r das Tragheitsmoment des unbelastetBn Riegels. 



I~ Einleitung. 

§ 1. Die elastische Linie. 

vVird ein elastischer Stab durch Biegungsmomente beansprucht, 
so tritt eine Formiinderung ein, indem die einzelnen Punkte des Stabes 
sich gegenseitig verschieben. Es sollen hier nur solche Versehiebungen 
in Betracht gezogen werden, welche die Anderung del' Gestalt del' Stab
achse bestimmen. Diese neue Form der Stabachse nennt man die 
elastische Linie oder auch Biegungslinie. 

Da die gegenseitige Verschiebung zweier benachbarten Punkte der 
Stabachse sehr klein ist, so darf das Bogendifferential ds mit dx ver
tauscht werden, und man erhiilt anniihernd, aber genugend genau, 
die Gleiehung der Biegungslinie durch zweimalige Integration des 
folgenden Ausdruckes: 

d2y 
111= EJ·---

dx 2 ' 
(1) 

wo M das Bicgungsmoment, Eden Elastizitiitsmodul, y die Ordinate 
und x die Abszisse der Biegungslinie und J das Trkigheitsmoment des 
Stabquerschnittes bedeuten. 

Die Gleichung wird hierbei auf ein reehtwinkliges Achsenkreuz 
bezogen, des sen X-Achse bei geraden Staben mit der ursprunglichen 
Stabaehse zusammenfiillt. 

y 

Fig. 1. 

Y stellt dann die Durchbiegung des Stabes im Abstande x von der 
Y-Achse dar (Fig. 1). 

Bei gleichem Materiale und Querschnitte eines Stabes ist EJ 
konstant, was bei den hier in Frage kommenden Aufgaben Immer 
vorausgesetzt werden solI. 

Bj ornstad, Steifrahmcn. 



2 Einleitung. 

Die Gleichung der Biegungslinie lautet dann: 

1 f . y = EJ ( dx J M dx + 01 X + O2), • • • • • (2) 

\VO 01 und 02 die Integrationskonstanten bedeuten. Fur das Moment M 
ist die Funktion von x, dureh welche die Momentenlinie bestimmt wird, 
in die Gleichung einzusetzen. 

Den Winkel LX, \relehen die Tangente zur Biegungslinie mit der 
X-Aehse bildet, findet man dureh einmalige Integration der Gl. (1). 

Die Gleiehung des Winkels lautet dann: 

dy 1 f tangLX = dx = EJ ( M dx + 0 1 ), .••.. (3) 

Dieser Winkel solI fur die Folge kurz Biegungswinkel genannt 
werden. 

Die Biegungslinie kann naeh Mohr auch als Momentenkurve eines 
an den Enden frei aufliegenden Balkens betraehtet werden, dessen 
Belastung die MomentenWiche ist (Fig. 2). 

A~--X~ 

Fig. 2. 

Bedeutet 9Jl die Ordinate del' Momentenkurve diesel' Bclastung, 
so ist die Durehbiegung des Balkens oder die Ordinate del' Biegungs
linie an der Stelle x: 

9)1 1 
Y =.- - = -- ((x) . 

EJ EJ 
(4) 

9)( nennt man aueh das zweite Moment des Balkens. \Vird 9]( als 
Funktion von x eingesetzt, so erhiilt man die obige Gleiehung del' 
Biegungslinie. 

Den Biegungswinkel findet man dureh Differentiation dieser 
Gleichung und Bildung des ersten Differentialquotienten. 

tangLX = ~~ =E~ ['(x) . (5) 

§ 2. Grolle del' Verschiebungen. 

\Vird ein Stab A B , an seinem Endpunkte A gelenkartig befestigt, 
urn den Winkel LX gedreht, so versehiebt sich del' andere Endpunkt B 
eine Streeke x parallel A B und y senkreeht dazu. 



Biegung einfacher Stabe mit konstantem Triigheitsmoment. 3 

Es ist dann: 

y = l· sin<x 
und 

x = y tang ( ;) = l . sin <X • tang ( ;) . 

Da die hier in Frage kommenden Drehungen sehr klein sind, so 
,yird die Verschiebung x eine kleine GroBe zweiter Ordnung und darf 
stets vernachlassigt werden. Ferner darf sin <X mit tang <X vertauscht 
werden, und es ist also die Verschiebung des Punktes B 

y = l . tang <X • (6) 

~------------t----------__ ~~ 
_X~ 

A~~~-----r--------~,--~"B 
, " 
I /I 

:-1~11 
" I I , "', u: /,' 

...... I I,' 
...... I I I 

" I I I 
"'-. I I I 

0: 

-', : ,'/ 
"~ 1,/ 

B' 
Fig. 3. 

1st der Stab bei A fest eingespannt und ,yird B durch Biegung 
nach B' verschoben, wie in Fig. 3 punktiert angedeutet, so darf eben
falls x vernachliissigt werden. In diesem FaIle bestimmt sich natiirlich 
y aus del' Biegungslinie. 

II. Ermittlung einiger HilfsgroJlen. 

§ 3. Biegung einfacher Stabe mit konstantem Tl'agheitsmoment. 

Aufgabe 1. Wagerechter, bei A und B frei aufliegender Balken mit 
konstantem Querschnitt durch eine Einzellast P belastet. Gesucht 
sind die Biegungswinkel an den Auflagern und die Durchbiegung in del' 
Mitte. 

Die Auflagerkrafte betragen 

Pb A = ---
l ' 

B= Pa 
Z 

und das Biegungsmoment unter del' Last P 

Pba 
M= -Z-, 

1* 



4 Ermittlung einiger HilfsgroBen. 

Die Momentenmiche ist ein Dreieck von der Hohe M, welches, 
als Belastung aufgefaBt, die Auflagerkrafte A' und B' hervorruft 
(Fig. 4b). 

Es ist: 

A' = ~ [M b • ~_ + M a (b + _~)] = M (~2_ + ~ + a 2
) 

l232 3 l3 26' 
j 

IE 

(a) A 

I'" l 

I 
I 

(b) 
A' 

Fig. 4. 

,,"oraus, wenn b = l - a eingesetzt wird, 

A'= M. 2l ~ a 
6 . 

In analoger Weise ergibt sich 
2l-- b 

B'=M·-~-6 . 

• 1 
I 

"I 
i 
I 

~~ 
I J 

Die Hobe del' Momentenfliiche an der Stelle x ist 

M _M~ x-
a 

und somit das zweite Moment an dieser Stelle 

8 

Wl = A'x _ Mx3:...:~ = M (2l- a)x - M 6X a3 • 
x 2 3 6 

Nach Gl. (4) lautet dann die Gleichung der Biegungslinie links 
von der Last 

y = Y!!.~ = ~ (2l _ a) x _ X
3

) 
EJ 6EJ a ' 

die Dul'chbiegung unter der Last betragt 

Pa 2 b2 

Y= "3TEJ· . 

(7) 

(8) 
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Fiir x = -"--- ergibt sich die Durchbiegung in der Mitte zu 
2 

f= 6~~ (l-; - ~:) = ::;(l- -~ - ~:) ... (9) 

Diese Gleichung ist nur giiltig, solange a > ~ ist; im anderen 

Fane ist a durch b zu ersetzen und die Gleichung lautet 

f = : :; (l- % - ~:) . .... (lO) 

F ·· b l ·b· h ur a = = - ergl t SIC 
2 

Pl3 
f == 48 EJ (11) 

Durch Differentiation der G1. (7) erhiilt man die Glcichung der 
Biegungswinkel 

dy M ( 3X2) 
tang<x = dx = 6 EJ 2l - a - -a- , (12) 

woraus fiir x = 0 

t '=~(2l- )_Pba(2l-a)_Pba(l:+b) 
ang <Xl 6 E J a - 6 E J l - 6 E J l . (13) 

In analoger Weise ist 

tang<x = Y (2l- b) = ~~~(2l- b) = Pb~(l + a) (14) 
2 6EJ 6EJl 6EJl· 

F ·· b l 'b· 1 ur a = = - - ergl t SIC 1 
2 

Die Tangenten der Biegungslinie an den Auflagern 
einander einen Winkel <x', dessen GroBe betragt: 

tang <X I = tang ox I + tang <X2 ...j 
M Ml Pba . 

=--(2l-a+2l-b)=--- =-
6EJ 2EJ 2EJ 

Bei symmetrischer Belastung ist <Xl = <X2 und somit 

tang <Xl - tang <X2 = 0 . 

( 15) 

bilden mit-

(16) 

1st _ die Belastung dagegen unsymmetrisch, so hat diese Differenz 
der Biegungswinkel einen bestimmten "'ert, durch den die Unsym
metrie ausgedriickt wird. 



6 Ermittlung einiger HilfsgroBen. 

Diese Differenz soIl fur die Folge mit IX" bezeiehnet werden. 
In der vorliegenden Aufgabe ist: 

tang IX " = tanglXl - tangIX2 I 
= 6~J (2l- a - 2l + b) = M~bE-';' a) = Pb:~biia) . (17) 

Aufgabe 2. Das ausgekragte Ende eines frei aufliegenden Balkens 
ist belastet. Gesueht sind lXI' 1X2' f, IX' und IX". 

pr-a,--4 
(a) 

l 
A "2 ~i 

B 
--l 

(b) M 

A B' 

Fig. 5. 

Die Belastung des Kragarms ruft bei A das Moment ill = P a 
hervor. Das Moment bei B ist = O. 

Die fur den Balkenteil A B in Frage kommende Momentenflaehe 
ist ein Dreieek von der Hohe 11:1, me in Fig. 5 b gezeigt. 

Es ist dann 

und das zweite Moment an der Stelle x 

9]rx = B'x - M;X .~ = ~:1:x - !{i~ = :~ (l2x - x:l) . 

Die Gleiehung der Biegungslinie lautet dann: 

l 
woraus fUr x = -

2 

9]rx M r' ") y = E f = 6zE J ( "X - X" , (18) 

(19) 
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Dureh Differentiation der Gl. (18) erhiilt man die Gleiehung der 
Biegungswinkel 

woraus fur x. = l 

und fUr x = 0 

tangcx = d~ = ~ (f2 - 3 x 2) 
dx 6lEJ ' 

Ml 
tang().2 = 6 EJ . 

(20) 

(21) 

(22) 

Das - Zeiehen in Gl. (21) hat keine Bedeutung, da es sieh hier 
nur um den absoluten 'Vert handelt. 

Ferner ist: 
, M l 

tangcx = tangiXl + tangiX2 =2EJ ' (23) 

" Ml tangcx == tangcx1 - tangcx 2 = 6EJ . (24) 

Aufgl1be 3. 1st aueh das reehte Ende des Balkcns in Fig. 5 aus
gekragt und so belastet, daf3 das Moment bci B ebenfalls = Mist, so 
ist die MomentenfHiehe ein Reehteek von der Hohe M (Fig. 6). Gesueht 
sind die Biegungswinkel und die Durehbiegung in der Mitte. 

II 

;------ f ---
}<---------

Fig. 6. 

I 
I 

>1 

Dureh die Linie A" B' teilt man das Reehteek 111 zwel Dreieeke 
und findet dann mit Hilfe der Aufgabe 2: 

Ml Ml Ml 
tangcx 1 = tangcx2 = 3EJ + 6 EJ = 2 EJ ' (25) 

, Ml 
tangcx = 2tangcx1 = -EJ ' (26) 

tangcx" = tangcx1 - tangcx2 = 0 , (27) 

2 M l2 M l2 
f= 16 EJ = SEJ . (28) 
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Aufgabe 4. Ein einseitig eingespannter Balken ist mit einer Einzel
last K belastet. Gesucht sind die Durchbiegungen und die Biegungs
winkel. 

Fig. 7. 

Die MomentenWiche ist ein Dreieck von der Hohe 

M=K·k. 

Nach Gl. (23) ist denmach der Biegungswinkel bei B 

, M k K k 3 
tangex = -- = (29) 
. 2 EJ 2 EJ ' . 

und die Durchbiegung l ergibt sich aus Gl. (21) zu 

M k2 K k 2 

f = k tang exl = 3 E J = 3 E J . (30) 

Nach Gl. (20) bildet die Tangente in Bl mit der Verbindungs
linie A B' einen ,"Vinkel 

tangex = ~- (lc 2 - 3(k - h)2) 
6kEJ ' 

demnach ist der Biegungswinkel IX; bei Bl 

M ' ~"",lk 
tangcx{ = tangcx + tangLXl = "6TEJ (!c 2 - 3(k - hl )2) + "3 EJ ' 

woraus 

Die Durchbiegung bei Bl ist 
. M !chi 

/1 = hltangcxl - Y = 3EJ - Y, 

und nach Gl. (19) findet man 

M M 
Y = 6kEJ (k 2 (k -- hi) - (k - hlP) = 6kEJ (2k 2 h l - 3khi + h1), 

woraus 

(32) 
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Der Balkenteil B B2 ist unbelastet, bleibt also gerade, und der 
Biegungswinkel ist folglich konstant = ex' . 

Die Durchbiegung (2 ist dann: 

(2 = (+ (hz - k) tang ex , , 

Mk2 Mk 
= 3EJ + (h2 - k) 2EJ ' 

M k ]( k 2 

(2 = 6E} (3hz - k) = 6EJ (3h2 - k) . (33) 

Aufgabe 5. Ein einseitig eingespannter Balken ist durch em 
konstantes Moment M = P a beansprucht. Gesucht ist die Durch
hiegung ( und der Biegungswinkel ex'. 

Fig. 8. 

Zieht man die Vcrbindungslinic A B', so ist die Aufgabe zu Auf
gabe 3 zuriickgefiihrt. Es ist dann nach Gl. (25) 

und somit: 
Ml2 

(= l . tang ex1 = 2 E J ' 

, Ml 
tangex = tangex1 + tanglXz = EJ ' 

Mx2 

(1 = 2EJ .. . . . .. 

(34) 

(35) 

(36) 

Aufgabe 6. Der bei A und B frei aufliegende Balken in Fig. 9 ist 
mit p pro Langeneinheit gleichmal3ig belastet. Gesucht sind die Bie
gungswinkel und die Durchbiegung in der Mitte. 

Die Momentenflache ist eine ParabelfHiche von der Hohe 

P l2 
M =--

8 



10 Ermittlung einiger HilfsgroBen. 

Das Moment an der Stelle x bestimmt sich aus der Parabel
gleichung zu 

M = 4Mx(1-x) 
'" 12 . 

Die Auflagerdriicke der als Belastung aufgefaBten Parabelflache 
sind gleich dem halben Inhalte der Flache, somit 

A'= B'= Ml . 
3 

(a) A 

IE= 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

(u) 
II' S' 

Fig. 9. 

Der Inhalt der Parabelflache von der Lange x betri.igt 

F = 2 M (3 1 x2 _ ') x3) 
'" 31 2 .., 

und del' Schwerpunktsabstand t dieser FIache 

x(21- x) 
t=-~~-~-. 

2(31 - 2x) 

Hiernach ist das zweite Moment an del' Stelle x 

und die Gleichung der Biegungslinie lautct 

= WI", =_~(~_ X3 (21-X)). 
Y EJ EJ 3 312 

(37) 
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F .. l 
ur x =-- ist dann 

2 
5 M l2 5 P l4 

Y= (= 48EJ = 384EJ' ...... (38) 

Dureh Differentiation del' G1. (37) erhalt man 

_ dy M (l 1 0 • ) 
tangcx = dx =~ EJ -3- - 312 (6lx~ - 4x·1) , 

wqraus hir x = 0 

ferner ist: 

Ml pl3 
tangcx1 = tangcx 2 = 3EJ = 24Ej; 

, 2M l 
tangcx = 2· tangcx1 = 3 EJ 

pl3 

12 EJ' 

tang cx " = 0 = tangcx1 - tangcx2 • 

(39) 

(40) 

(41) 

Die Lasung kann aueh mit Hilfe del' Gleiehung del' elastisehen 
Linie abgeleitet werden. N aeh G1. (3) ist: 

d y 1 (j' 4 M x (l - x) ) 
tangcx=a:;;= EJ l2 dx+C1 

4M 4M (lX2 x 3 ) 
=l2EJ(jx(l-x)dx+Cd=l2EJ T-3+ C1 , 

da q y. = 0 ist fur x = _l. so ",ird 
dx 2 ' 

und ~omit 

flir x = 0 ist dann 

l ·' ., 
C - ----

1 - 12 

Ml 
tangcx1 = -:3 EJ ' 

wle vorher bereits ent\yiekelt. 
Aufgabe 7. Del' einseitig eingespannte Balken in Fig. 10 ist mit p 

pro Langeneinheit gleichmal3ig belastet. Gesueht sind die Biegungs
winkel und die Durehbiegung am freien Ende. 

Die Momentenflaehe ist die in Fig. 10 b sehraffierte Flache, welehe 
von einer Parabelkurve begrenzt wird. Es ist dann 

und 
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Zieht man die Verbindungslinie AliB', so ist die Aufgabe zu den 
Aufgaben 2 und 6 zuriickgefiihrt, denn die Momentenflache kann auch 
als Differenz des Dreiecks A' A" B' und einer Parabelflache von der 
Hohe M;, aufgefaBt werden. Es ist 

M I M AMP l2 P l2 P l2 
m=T- m=4-S-- 8 

Nach Gl. (21) und (40) ergibt sich dann 

MAl M~,l pta pZS pl3 
tangtXI = 3EJ- - 3 EJ = 6 EJ - 24 EJ = 8EJ (42) 

i. 
~IE~-------------l--------------~~~I 

I 
I 
1 
I 
I 

(b) 

A'~------ f ----'" I o· 

Fig. 10. 

und nach Gl. (22) und (40) 

MAl M:nl pl3 pl'l p[3 
tangtX2 =6EJ - 3EJ = 12EJ - 24EJ = 24EJ' . . (43) 

somit ergibt sich 
I p [3 

tangtX = tangtXl + tangtX2 = 6EJ . (44) 

Die Durchbiegung ist 
p l4 

f = l tang tXI = 8 E J . (45) 

Aus den Gl. (IS) und (37) erhiilt man femer 

Y = f (l - xl_ ~~~_ (l2 x _ x3) + M;n (x l ~ x~ (2l - X)) 
l 6lEJ EJ 3 312 

= ~ (3 _ 4x_ +X4) 
24 EJ l l+' 

(46) 
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oder fiir 
pX2 

Y = 24 E ~ (6 l2 - Xl (4l - Xl)) • 

Aufgabe 8. Der in Fig. 11 dargestellte offene Rahmen hat bei A 
und B starre Eckverbindungen. Es sollen die dureh die Krafte H 
hervorgerufenen Biegungswinkel und Durehbiegungen untersueht werden. 

If H 

1 
h 

l· j ;W---z-: 

~~---

Fig. 11. 

Es sei das Triigheitsmoment des Stabes A B = J, das des Stabes 
C A = J~ und das des Stabes DB = J~'. 

Die Momentenflaehe des Stabes A B ist ein Reehteek und die der 
Stiibe C A und DB sind Dreieeke von der Hohe 

M=H·h. 

Dureh die Biegung des Stabes A B versehieben sieh die Punkte C 
und D zuniiehst urn cine Streeke 

bo = h tangiX . 

1m allgemeinen ist die gesamte gegenseitige Versehiebung der 
Punkte C und D durch irgendeine Biegung des Stabes A B 

.Ibo = h.tangiX', ....... (47) 

wo iX' dem in den friiheren Aufgaben mt iX' bezeiehneten Winkel 
entsprieht. 

Naeh Gl. (26) ist nun 
, Ml Hhl 

tangiX = EJ EJ 

und somit 

(48) 
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Dureh die Biegung der Vertikalen werden die Punkte C und D 
urn 01 resp. c\ weiter versehoben. Betraehtet man die Stabe als bei A 
und B eingespannt, so erhalt man aus Aufgabe 4 naeh Gl. (30) 

Hh 3 

01 = 3EJI 

und naeh Gl. (29) 
Hh2 

tangP1 = 2EJ~ 

und 

und 

H h3 o - --~--
2 - 3 EJ;' (49) 

(50) 

Die gesamte gegenseitige Versehiebung der Punkte C und D dureh 
die Krafte H betragt hiernaeh: 

H h 2l H h 3 H h 3 

~ 0 = 200 + 01 + O2 = ~ + -3EJ~ + 3 EJ~' , 

Xo = !It- (-5 + 3~; +3~J· . . . . . . (51) 

Raben die Vertikalstabe gleiehes Tragheitsmoment J v , so ist 

""0 
2h J 

N = l + -3J: . . . . . . . (53) 

eine konstante, von der Belastung unabhangige GroDe ist. 
Die Summe der Biegungswinkel in den Punkten C und D betragt 

X cP = CP1 + Cf'2 = (X' + Pl + P~ , 
woraus 

L _ H h l _H 32 H h2 _ Ii h (_l_ h~ ~) 
tangcp - EJ + 2EJ; + 2EJ~' - E J + 2J; + 2J;' . 

wo 

Bei gleichem Tragheitsmomente der Vertikalstabe ist 

, Hh( J) HhG 2, tang If? = - l + h - =--
EJ J v EJ' 

J 
G = l + h-

J v 

eine konstante GroDe ist. 
Die Durehbiegung list nach Gl. (28) 

M l2 H hl2 
l= 8EJ = 8EJ· 

1m Stabe A B entsteht eine Spannkraft = H (Druck). 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 
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Aufgabe 9. Derselbe Rahmen solI durch ein konstantes Moment M. 
beansprucht werden, wie in Fig. 12 dargestellt. Zu bestimmen sind 
die Biegungswinkel und Durchbiegungen. 

Fig. 12. 

Die Momentenfliichen sind Rechtecke von dei: Hohe Me. 
der vorigen Aufgabe ist dann 

,~_~ 1 ,hMel 
L, Vo = rb tangip =-

EJ 
und 

, Mel 
tangx = EJ . 

Wie in 

Man betrachtet wieder die Vertikalstiibe als bei A und B ell1-
gespannt und erhiilt aus der Aufgabe 5 nach Gl. (34) 

und nach Gl. (35) 

und 

Me h 
tangPl = "EjJ 

und 

und 

M h 2 

b2 = 2~J~1 

tangfi2 =:~~ , 

~ lJfel M.h Meh lJ.fe(l h h) 
tangip = E.T + EJt + EJ~' = E J + J~ + J[: ; 

wenn J: = J~' = J v ist, erhiilt man: 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 
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wo 

L=l+2hJ 
v 

(62) 

eme konstante GroBe ist. 

III. Berechnung der Steifrahmen. 

§ 4. Allgemeines. 

Mit Hilfe del' vorangehenden Ermittlungen lassen sich die statisch 
nicht bestimmbaren GraBen del' am meisten vorkommenden Systeme 
del' Briickenendrahmen leicht bereclmen. 

Durch Beseitigung odeI' Durchschneiden einzelner Stabc wird das 
System zunachst statisch bestimmt gemacht und sodann die Wirkung 
del' auBeren Krafte odeI' Belastung auf dasselbe untersucht. 

Hierauf wird del' EinfluB del' Momente und Krafte, welche zur 
Herbeifiihrung del' wirklichen Gestalt des Systems erforderlich sind, 
gesondert untersucht. 

Wie im folgenden gezeigt werden solI, bestehen alle diese GraBen 
aus je zwei voneinander unabhangigen Faktoren, von denen einer 
von del' Art del' auBeren Belastung abhangig ist, wogegen del' andere 
e'nen nul' von del' Gestalt und den Querschnittsabmessungen des 
betreffenden Systems abh~ingigen konstanten vVert hat. 

Es sollen (fiir verschiedene Sonderfalle) zuerst diese konstanten 
GraBen bestimmt werden und dann die Verwendung derselben zur 
Losung del' gegebenen Aufgaben dureh Zahlenbeispiele erliiutert werden. 

Es bedeuten im folgenden: 

J und F das konstante Tragheitsmoment und den konstanten 
Querschnitt des Quertragers, 

J r und Fr die entsprechenden 'Vertc fUr den andercn horizon
talen Stab odeI' Riegel, 

J v und Fv die entsprcehenden Werte fiir die Vertikalstabe, 
Eden fiir alle Stabe konstanten Elastizitatsmodul, 
welcher fUr FluBeisen zu 2 000 000 angenommen werden 
soIl, 

c das Verlangerungsverhaltnis odeI' die dureh eine Temperatur
. andcrung von 1 0 C hervorgerufene L1ingenanderung del' 

Einheit, welches fiir FluBeisen = 0,0000118 ist. 
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§ 5. Dreifach statisch unbestimmter geschlossener Rahmen 
mit starren Eckverbindungen. 

Denkt man sich den Stab CD des in Fig. 13 gezeigten Stabsystems 
mit starren Eckverbindungen in der Mitte durchgeschnitten und sodann 
das offene System durch irgendwelche Krafte, z. B. P und K, belastet, 
so biegt sich dasselbe wie punktiert angedeutet. Die Endpunkte m1 

und m2 verschieben sich gegenseitig urn eine vertikale Strecke y und 
eine horizontale Strecke x, ferner bilden die beiden Stabhalften Cm1 

und Dm2 einen 'Winkel cp miteinander. Zur Herbeifiihrung der ur
spriinglichen Gestalt des Systems miissen nun in den Stabenden m1 

und m2 besondere Krafte angebracht werden. +fl 

+Mc:) 1 C+Mc 
t~+-H-

c o 
+H 

l+e 

.J 

------------
A 1-<----- ~ _____ >1 8 

Fig. 13. Fig. 14. 

Urn die horizon tale Verschicbung x aufzuheben, miissen in m zwci 
entgegengesetzt wirkende, gleich groBe Krafte H, urn die vertikale 
Verschiebung y aufzuheben, zwei entgegengesetzt wirkende, gleich 
groBc Krafte Q, und urn die Drehung cp der Stabenden aufzuheben, 
zwei entgegengesetzt wirkende, gleich groBe konstante Momente Me 
angebracht werden, wic in Fig. 14 gezeigt. 

Die gezeichneten Richtungen der drei GruBen sollen als positiv 
angenommen werden. 

Die Wirkung del' drei GraBen auf das offene System solI nun ge
trennt untersucht werden. 

Aufgabe 10. Wirkung der Krafte H. 
Da die Stabe C1II1 und D,n., durch die Krafte H nicht beansprucht 

werden, so ist die Aufgabe bcreits in Aufgabe 8 gelust. In Fig. 15 ist 
demnach nach Gl. (52) 

Hh2N 
XH=~ , •.•.. (63) 

Bj orn s tad, Steifrahmcn. 2 
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naeh Gl. (55) 

Berechnung der Steifrahmen. 

HhG 
tangtpH = ---. . . . . . . . . (64) 

EJ 

Fig. 15. 

Die vertikale Versehiebung YH ist natiirlieh = 0, da die Belastung 
symmetriseh ist. 

Aufgabe 11. Wirkung der Krii.fte Q. 

Fig. 16. 

Denkt man sieh in der Mitte des Stabes A B eben falls zwei gleieh 
groBe Krafte Q angebraeht, so l1iJ3t sieh die Lasung ebenfalls aus Auf
gabe 8 ableiten. 
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Es ist namlieh sinngema13 naeh Gl. (51) 

YQ Q ( ~ r ( h ~ ~ ) 
2=-E- J v +3Jr +3J 

und somit 
2 Q [2 'h l l) Q [2 0 

YQ = ~ b~ + 6 J r + 6 J = 12 E J ' (65) 

wo 
J J 

O=6h-+l-+l 
J v J r 

(66) 

eIlle konstante GroBe ist. 
Da die vYinkel [lI und {h gleieh groB sind, so ist natiirlieh die 

DrdlUng Cf'Q = 0; ebenfalls ist die horizontale Versehiebung xQ = O. 
Aufgabe 12. Wirkung der Momente Me. 

Fig. 17. 

Denkt man sich das System in der Mitte des Stabes A B in z\\ei 
Hiilften getrennt, so HiBt die Losung sich aus Aufgabe 9 ableiten. Es 
ist niimlieh sinngemftB nach G1. (59) 

somit 

\Yo 

2 tang?,'c _ life (h I 2 
--~-- -, 

2 E J v J r 

[ ) 
+J 

2Mc (h l l) MeR 
tangrc = - E J v + 2Jr + 2J = -EJ ' 

R = [ + '2 h J + [ _J_ 
J v JI' . 

eIlle konstante GroBe ist. 

(67) 

(68) 

2* 
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Da die Biegung der Stabe Gm, und D1/!, auf die horizontale Ver
schiebung Xc keinen EinfluB hat, so ist femer nach Gl. (60) 

Mc hG 
xc=~, 

die vertikale Verschiebung Yc ist = o. 

(69) 

Nach Ermittlung der drei Werte xo' Yo und CPo fur irgendeine auBere 
Belastung des offenen Systems lassen sich nun die drei Unbekannten H, 
Q und Me aus den folgenden drei Gleichungen bestimmen. Es muB 
namlich sein: 

Die Summe der horizontalen Verschiebungen 

~ X = XII + xQ + Xc + Xo = 0 oder XH + Xc + Xo = 0 . (70) 

Die Summe der vertikalen Verschiebungen 

~Y = Yll + YQ + Ye + Yo = 0 oder YQ + Yo = 0 . (71) 

Die Summe del' vVinkeldrehungen 

2'cp = Cf!Il + CPQ + CPe + CPo = 0 oder CPlI + CPe + CPo = O. (72) 

Aufgabe 13. Der Quertragel' A B ist durch Einzellasten belastet. 

C 

Jv 

}.'Pb 
A=---- A 

I 

+A 

I 
I Jr 

I 
lX, I 

"'"/ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

IE 

\ '~-r 
t t 
I I 
P, Pz 

b, 

1 h 

_-1-0;--=----",04\1 J 
1=6 

-------;~..;I 

Fig. 18. 

Fur jede Belastung des Quel'tl'agers ist: 

Xo = h tanga' , 

l " Yo = 2 tanga , 

ero = tanga' , 

XPa 
B=--

I 
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""0 rx' die Summe und rx" die Differenz der Biegungswinkel rx l und rx 2 

des Quertragers bedeuten. 
Aus den Gl. (63), (69) und (70) erhalt man: 

H h2 N Me hG h I 

EJ + EJ + tangrx = 0, 

EJ (MehG ,) EJ (MehG ) 
H = - Nh2 ~+htangrx =- Nh2 ~ +xo (73) 

nnd aus den Gl. (64), (67) lind (72): 

HhG MeR I . 

~ + -EJ + tangrx = 0 , 

EJ (MeR ") EJ (MeR ) 
H = - h G --u + tang rx = - h G EJ + Cf'o . (74) 

Aus den letzten beiden Gleichungen erhalt man dann: 

M ( G R ) ,( 1 1) I N-G 
e EJN - EJG = tangrx 7/ - N = tangrx GN ' 

(G2-RN) N-G 
Me EJNG = tangrx ' GN ' 

woraus 
N-G 

Me = EJ tangrx ' G2-RN' . . . .. (75) 

Setzt man diesen Wert in Gl. (74) ein, so erhalt man: 

H E J (R I N -G ,) 
= - h G tangrx G2~RN + tangrx 

= _~ tangrx ' (!!(N-G) + fj!2-l!N) 
h G G2-RN G2-RN' 

,,"oraus 
EJ tangrx' G-R H = -_ .. ---- .. ---. 

h G2-RN 

Aus den Gl. (65) und (71) ergibt sich ferner 

Q l2 0 l" 
12EJ + 2tangrx = 0, 

worans 
Q = _ 6 EJ tang rx" 

Ol 

(76) 

(77) 
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In dem vorliegenden Belastungsfall, wo der Quertrager durch 
Einzellasten belastet ist, hat man nun: 
nach G1. (16) 

nach G1. (17) 

I ~Pba 
tangex = ~ 2EJ ' 

,,_ ~ P b a (b - a) . 
tang ex - ~ 6 E J l ' 

durch Einsetzen dieser Werte in die G1. (75), (76) und (77) erhalt man 
dann die folgenden Formeln zur Berechnung der Unbekannten H, 
Q und Me: 

A 

YPb 
A=~ C 

l 

+A 

XPba R-G 
H=-~'RN_G2' 

J. 

J£;Pba G-N 
--2- . RN-G2 ' 

Q = _ XPba (b - a) 
Ol2 . 

~ Pz 
bz az 

J. 

+{! 

Jr +H +H 

B 

-1 
k 

J 
+MU (2Mc 

1=6 +€ 
~ 1 E "'I 

Fig. 19. 

(78) 

(79) 

(80) 

;SPa 
B = ---l -

Denkt man sich in Fig. 18 die Lasten P nach oben wirkend und 
die Auflagerung des Rahmens bei C und D, so wird die Momenten
flaehe negativ und somit auch die Winkel tang ex 'und tang ex ". Es 
wechseln dann aBe drei Unbekannte die Vorzeichen. Denkt man sich 
nun ferner das ganze System um eine horizontale Achse um 180 0 ge
dreht, so entsteht der in Fig. 19 gezeigte Rahmen mit Quertrager oben 
und unbelastetem Riegel unten. 
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Die Formeln lauten dann. 

JEPba R-G 
----------

2h RN-G2' 
(81) 

AI = _ ~Pba G N_ 
o 2 RN-G2' (82) 

Q= 
~Pba(b - a) 

(83) 

In den A"usdl'iicken 

G-R 
und 

N-G 

[vgI. GI. (i5) u. (i6)] wurden in Zahler und Nenner die Vorzeichen 
gewechselt, urn positive Zahlenwerte zu erhalten. 

Die in Fig. 18 und 19 gezeichneten Richtungen del' drei Unbe
kannten sind bei del' ganzen Entwicklung als positiv angenommen; 
ergeben sich also bei del' Berechnung negative vYerte, so wirken die 
Unbekannten in entgegengesetzter Richtung. 

Aufgabe 14. Del' QueI'trageI' ist durch eine gle}chmaBig vel'teilte 
Belastung p pro Liingeneinheit belastet. 

+f! 

h 

pl 
A=B=-

2 

~ ____ l ____ _ 

Nach GI. (41) ist 

pt:J 
tangex'= ~J LE 

Fig. 20. 

uml tang ex " = 0 , 
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somit erhalt man aus den Gl. (65), (66) und (67): 

pl3 G-N 2Mol G-N 
Me = -12 RN~Gt -3- RN-Gt ' 

pl3 R-G 2 Mo l R-G 
11 == - 12k N R~G2 - 3h RN-G2 

Q = O. . ... 

wo Mo das Moment in der Quertragermitte bedeutet. 

(84) 

(85) 

(86) 

Denkt man sieh wie in der vorigen Aufgabc die Belastung p naeh 
oben wirkend, die Auflagerung bei C und D und das ganze System 
urn eine horizontale Aehse urn 180 0 gedreht, so entsteht der in Fig. 21 
gezeigte Rahmen mit Quertrager oben. - -

11. 

i--'---t---l-----,..j 

+Q 
1) 1 C +H Jr A = B = ~ ~--~--~-,1 __ ~ __ ~~-40 
2 

+A +B 

Fig. 21. 

Da die Momcntenfliiehe VOl' del' L:mdrehung negativ ,,'ar, so ist 
tangiX' negativ und lYle und If weehseln Vol'zeichen. Es ist demnaeh: 

pl3 G-N 
M = - --- ---

c 12 RN-G2 

pl:l R-G 
If= ----.-

12k RN-G2 

=_2M~ G-N 
3 RN-cF' 

2Mol R-G 
-3-'~- EN-Gt 

Q = 0 ..... . 

(87) 

(88) 

(89) 

A ufgabe 15. Die konsolartige Verlangerung des Quertragers ist 
belastet. 

Das Moment del' auBeren Belastung betl'iigt 

p e2 
M =Pe+-- . 

o 2 ' 
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da das Moment negativ 
negativ: 

naeh Gl. (23) ist 

naeh Gl. (24) 

ist, so wird sowohl tangIX' als aueh tangIX" 

, Mol 
tangIX = - 2EJ ' 

+Q 

Fig. 22. 

Pe + 1) e2 
• . ) 

B=------::'
l 

Dureh Einsetzen dieser Werte in die Gl. (i5), (i6) und (7i) er
halt man: 

M = _~lol G--N_ 
e 2 RN-G2 

, . . . . . . . 

II= 

Q= 

Mol R-G 
27: NR~G2 ' 

Mo 
(T· 

(90) 

(91) 

(92) 

1st der reehte Kragarm belastet, so ist das Moment ebenfalls 
negativ und tang ex' negativ, wogegen tang ex" positiv ist, da der 
Biegungswinkcl IX! bei A kleinel' ist als del' Biegungswinkel cx 2 bei B. 
Demnaeh behalten Me und H dieselben Vol'zeiehen, wogegen Q das 
V orzeiehen weehselt, und os ist 

Mo 
Q = -(T· (93) 
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Denkt man sich wieder die Belastung P und p nach oben wirkend, 
die Auflagerung bei C und D und das ganze System urn einer horizon
talen Achse urn 180 0 gedreht, so entsteht der in Fig. 23 gezeigte Rahmen. 

e2 
111 = Pe + JJ.-~ 

o 2 

Fig,23. 

Da die lVIomentenfliiche VOl' del' Umdrehung positiv ,,'ar und 80-

mit auch tangex' und tangex" positiv, so wechseln dic Gl. (90), (91) 
und (92) die Vorzeichen, und es ist: 

wie in Gl. (93), 

Mol G~N 
-"-- ---

2 RN~G~ 

Mol R~G H = ~ ----- -------
2h RN~G2 

Q=~M() 
o 

, ...... . (94) 

, ...... . (95) 

1st der rechte Kragarm belastet, eben falls nach unten, so behalten 
Me und H Vorzeichen wie in den Gl. (94) und (95), wogegen Q das 
V orzeichen wechselt. Es ist so mit 

nach Gl. (92) zu berechnen. 
In allen diesen Gleichungen ist natiirlich del' Wert von Mo positiv 

einzusetzen, da die negative Richtung der Belastung in den Formeln 
bereits beriicksichtigt worden ist. 
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Aufgabe 16. Die Vertikale ist dureh eine Einzellast K belastet. 

a) FUr die in Fig. 24 gezeichnete Richtung von I(. 

Fig. 24. 

B - Kk - ~ 

Bei A ist ein festes, bei B ein bewegliehes Auflager angenommen 
worden. Bei A entsteht somit eine horizontale Auflagerkraft H 0 = K. 

Dureh die Biegung des Quertragers A B ist naeh Aufgabe 13: 

Xu = h tang iX' , 

l II 

Yo = 2 tangiX , 

Cfo = tangiX' . 

Dureh die Biegung der bei A als eingespannt zu betrachtenden 
Vertikale C A entsteht die horizontale Versehiebung lund der Winkel (31 
und man hat die folgenden Gleichungen: 

Xo = h tang iX' + l , 
l II R) l II 

Yo = 2 (tangiX + tang"l = 2 tangrpu , 

tang(f'~ = tang iX' + tang~l 
N ach den Gl. (23) und (24) tjst: 

, Mol 
tangiX =-

2EJ 

II Mo l 
tangiX =~-

6EJ 

K kl 
2EJ' 

Kkl 
6EJ' 
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und naeh den Gl. (29) und (33): 

Kk2 
tangPl = TIJ ' 

v 

Kk2 
f= --(3h - k). 

6EJv 

Dureh Einsetzen dieser Werte in die obigen Gleiehungen erhiilt 
man dann: 

K k l h K k 2 K k [ ( k) J] 
Xo= 2EJ + 6EJv (3h-k)= 2EJ lh+k h- 3 J v ' 

l (K k l K k2 ) K k l ( l J) 
Yo = 2 6 EJ + 2 EJv = 4 EJ 3 + k J v ' . • 

K kl K k2 K k ( J) K kG' 
tangro = 2EJ + 2EJv = 2EJ l + k J v = 2EJ ' 

wo 

G' = l + k J. 
J v ' 

naeh der Gl. (73) ist nun 

EJ (Meh G K kE) 
H=- Nh2 ~+-6EJ 

und naeh Gl. (74) 

wo 
J 

E = 3l h + k (3 It - k) j: . 
Aus den Gl. (100) und (101) erhalt man: 

MeR KkG' _ .1"J1IeG+ KkE 
h G + 2h G - -N h- 6 N h2 ' 

woraus 
Kk , 

Me = 6h(R-=-V-G~) (EG - 3hNG) . 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

(100) 

(101) 

(102) 

(103) 
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Diesel' Wert wird nun in Gl. (100) eingesetzt und man hat: 

1 ( K k h G , K k E) 
H = - Nh2 6h(RN-G2) (EG-3hNG) + -6- , 

6N h2~~-G2) (G2E - 3hNGG' + ERN-EG2) , 

woraus 

H = __ .~k __ (ER-3hGG'). 
6h 2 (RN-G2) 

Aus den Gl. (65), (97) und (71) erh1iJt man ferner 

Ql20 Kkl (l J). 
12EJ+ 4EJ 3+ k J v =0, 

woraus . 

wo 

T' = 1 + 3k ~v 
ist. 

(104) 

(105) 

(106) 

1st k = h, d. h. die Kraft K greift in Can, sohat man nach Gl. (53) 
und (102) 

J (2 J) E=3hl+2hLJ~=3h l+3hJv =3hN, 

nach Gl. (56) und (99) 

G'=l+h{=G. 

Aus del' Gl. (103) ergibt sich dann 

Kk . 
1I1e = 6h(RN-G2) (3hNG-3hNG) = 0, (107) 

ferner aus Gl. (104) 

H = - 6h2(:~-G2) (3hNR - 3hG2) = - ~ (108) 

und aus Gl. (105) 

Q = _ !(l~ (l + 3 h J_) = _ ~h T 
Ol J" Ol ' 

(109) 

\\'0 

(llO) 

eine konstante GroBe ist. 
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Fur die in Fig. 25 gezeichneten Richtungen und Angriffspunkte 
der Kraft K hat man: 

+e 

( 
+Mc~ C+Mc 

+H ,.-+:-H---_O 

+Q 

Z 
/(a 

h 

k 

~+Ho A 

+A +B 

Fig. 25. 

b) Flir ]{2 •. 

Da die lVIomentenfl1ichen negativ werden, so \ycchseln s1imtlichc 
drei Unbekannten das Vorzeichen und os ist: 

aus Gl. (103), 

aus Gl. (104), 

aus Gl. (105), 

M = -. --~- (EG -- 3hNG') 
c 6h(RN-G~) 

Q= 

Kk E ' 
6h~(RN-G~) ( R - 3hGG) 

KhT' 
Ol 

Ho = -K, A =]( k 
l ' 

Kk 
B=-Z' 

c) Flir 1(, • 

(103 a) 

(104a) 

(105a) 

Die lVIomentenfHichen sind hier ebenfalls negativ und 111 und H 
somit nach den Gl. (103a) und (104a) zu bcrechnen; dagE'gen ",ird 

tangq'(,' = tangex" + tangfi 

positiv, und es ist dahcr Q nach Gl. (105) zu bE'rechnen. 

Ilo = K, 
Kk 

A = ---
l ' 
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d) Fur K •• 

Die Momedtenflaehen sind positiv, aber tang Cf'~' negativ, und 
daher sind Me und H naeh den Gl. (103) und (104), wogegen Q naeh 
Gl. (105a) zu bereehnen ist. 

Ho = -K, B=_Kk. 
l 

Greift bei C und D je eine gleieh groBe Kraft KI resp. K3 an, so 
ergibt sieh: 

Ho = 2K, 
2Kh 

A=-----, 
l 

B= 2Kh 
l ' 

K K 
H = -2- + 2- = 0, Me = 0, 

2KhT 
Q = --Ol ---. .... . . . . . . . . . (111) 

In diesem FaHe hat man demnaeh nur mit einer Unbekannten Q 
zu reehnen. 

Raben die Krafte umgekehrte Riehtungen wie K2 und K 4 , so ist 
Q positiv. 

Die Biegungslinie del' Vertikalen hat im Abstande Z von C resp. D 
einen 'Vendepunkt, und zwar da, \Yo das Moment = 0 ist. Es ergibt 
sieh demnaeh: 

(112) 

Z hat natiirlich denselben 'Vert, wenn nur bei Coder D eme 
Kraft K angreift. 

Die wagereehte Versehiebung der Punkte C und D durch cine 
bei Coder D angreifende Kraft K bcl'eehnet sieh folgendermaBen: 

dureh 
K 
2 n. G1. (30): 

(113) 
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Denkt man sieh in Fig. 24 die Auflagerung bei C und D und hierauf 
das ganze System urn einer horizontalen Aehse urn 180 0 gedreht, so 
entsteht der in Fig. 26 gezeigte Rahmen mit Quertrager oben. 

e) Fiir die in Fig. 26 gezeichnete Richtung von K. 

ill" = J{(h- k) 

A= -1({i-kJ 

Fig. 26. 

In diesem Falle kommt die \Virkung der horizontalen Auflager
kraft Ho = K aueh in Betraeht. Naeh den Gl. (96), (97) und (98) 
entstehen durch diese Kraft: 

K 
H=2' 

Q = KltT 
o l . 

Die Werte haben positives Vorzeichen, da die Momentenfliichen Kit 
vor der Umdrehung negativ waren. In entgegengesetzter Richtung 
\yirken die durch die Last K entstehenden Unbekannten, welche in 
den Gl. (103), (104) und (105) ermittelt wurclen, somit hat man: 

K 
H= 

2 

Kk 
6h 2 (RN-G'!) (ER-3hGG') , 

111 = +--~~-(EG-3hNG') 
c 6h(RN-G2) 

(114) 

aus Gl. (103), 

Q = K(h~~lcT') . .......... . (115) 
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Fur die in Fig. 27 gezeichneten Richtungen und Angriffspunkte der 
Kraft K hat man: 

~--------
I 

A[ --

\1: 1 
:; --I-

I 
I 

/ 
/ 

Jy 

1 
J" 

/ 
/ 

h\ 1(2 f(, 
/ 

1(", 
\ ---

+Ho 

\ T \ 
\ fQ \ Z 

\ 
+H +H 1 c J r \ 0 

...... L.. 

"01 c?, r. 
+A +e +B 

~ 

Fig. 27. 

f) Flir Eo. 

Da die lVIomentenflachen Mo vor der Umdrehung positiv waren, 
so wechseln aIle Unbekannten das Vorzeichen und es ist: 

K Kk G I 

H = -2 + 6h2 (RN-G2) (ER-3h G), (ll4a) 

K I 

Q = - 0 l (h T - k T ). . (ll5a) 

Me ist negativ und somit nach Gl. (103a) zu berechnen. 

Ho = -K, B = _ K(h -.5l 
l . 

g) Flir If3 • 

Die lVIomentenflachen sind in Fig. 27 punkiert angedeutet und 
vor der Umdrehung negativ, somit ist 

K Kk I 

H = 2 + 6h2 (RN-G2) (ER-3hGG). (ll4b) 

Q ist positiv wie in Gl. (ll5), Me ist negativ wie in Gl. (103a). 

Ho=K, 
K(h--k) 

A = -----
l ' 

Bj 0 rn s t ad, Sleifrahmen. 

K(h - k) 
B=------l . 

3 
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b) Fur K, • 

Die Momentenfliichen sind Wle bei K 3 , aber positiv, und somit: 

H=_K __ Kk_(ER_3hGG') 
2 6 h2(RN-G2) , (114c) 

Q ist negativ wie in G1. (115a), Me ist positiv wie in G1. (103). 

Ho = -K, A = K(h - k), 
l 

K(h - k) 
8=-----. 

l 

Wirken zwei gleich groBe Krafte KI und K3 in gleicher Hohe k, 
so heben sich die Momente Me gegenseitig auf, und es ergibt sich ferner: 

Me = 0, Ho = 2K , 

H=K, 

(116) 

Greifen die Krafte KI und K3 bei A resp. B an, so hat man in die 
obige Formel k = 0 einzusetzen und erhalt 

wie in G1. (111). 

Q=2Kh,!_ 
Ol 

(117) 

Der Abstand z des Wendepunktes bestimmt sich dann aus der 
G1. (112). 

8 

+8= #' 

Fig. 28. 

Aufgabe 17. Die Vertikale ist durch eine gleichmaBig verteilte 
Last p pro Langeneinheit belastet (Fig. 28). 
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a) p wirkt an der Vertikalc CA nach innen gerichtet. 
Genau wie in Aufgabe 16 ist: 

Xo = h tang iX' + f , 
1 /I (3)' Yo = 2 (tangiX + tang ! , 

tangqJ& = tang iX' + tang(3!, 
ferner: 

, Mol ph2 l 
tangiX = 2 EJ = 4EJ- , 

/I Mo 1 p h 2 l tang iX = -'-- = --
6 EJ 12 EJ ' 

und naeh den G1. (44) und (45): 
ph 3 

tang (31 = --J- , 
6 E v 

ph4 
f= SEJ . 

v 

Dureh Enisetzen dieser \Yerte in die ersten drei Gleiehungen 
erh~ilt man: 

ph3 l phI ph 3 (. J) ph 3 

Xo = 4 EJ + 8EJv = 8' Ei 2l + h Jv = 8 EJ (G + l) , (lIS) 

_ 1 (ph2 l Ph 3 ) _ ph 2 l (l ') J) _ ph2 lL 
Yo - '2 12EJ + 6EJv - 24EJ :- ~h J v - 24EJ' (119) 

tangqJ6 =, ~.~~ + tE~~ = :Jt; (l + 2;t, f) = p:~~ . (120) 

Wie in den G1. (100) und (101) hat man dann: 

If = _ ~J (Mv!t G + E,!3. (G + l)) 
Nh2 EJ SEJ ' 

(121) 

If = -,~~ (~c: + P4h:~), .... (122) 

woraus: 

3* 
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Diesen Wert setzt man nun in die Gl. (121) ein und erhiilt: 

H = __ 1 _ (Ph 3 G (G (G + l) =-!N2) phs G l)) 
N h2 S (RN-G2) + S ( + 

= _ _ P_~~(G (G (G + l) - 2 N2) + (RN-G2) (G + l)) 
Sh 2 N RN-G2 ' 

H=_ph R(G+l)-2NG (124) 
S RN-G2 

Aus den Gl. (65), (71) und (119) erhiilt man ferner 

Q l2 0 P h2 l L _ 0 
12EJ + 24EJ - , 

woraus: 
ph2L Q = ----- .. 
20l 

(125) 

Fur die in Fig. 29 gezeichneten Richtungen und Lage der Be
lastung p erh1ilt man in analoger ·Weise wie in Aufgabe 16. 

+A TS 
k----- L ~--r 

Fig.29. 

b) FUr Po an der Vertikale AC nach auBen gerichtet. 

M = _1Jh~«(~'_ +-l) Gf -:-::}N2) 
c S (RN-G2) , 

H = Psh R(G ;~) G;NQ, .... 

Ho = -ph, 

ph2L 
Q=-20l' ..... . 

P h2 

A = 2l ' 
ph2 

8=-2-'· 

(123a) 

(124a) 

(125a) 
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c) Flir 113 an derVertikale DB nach auGen gerichtet. 

JJle ist negativ nach Gl. (123a), 

H "positiv " (124a), 
Q "negativ " (125), 

ph 2 
A=--

21 ' 

d) }'lir 114 an del' Vertikale DB nach inn en gerichtet. 

Me ist positiv nach Gl. (123), 

H "negativ " (124), 
Q "positiv " (125a), 

p h 2 p h 2 

Ho=-ph, A= 21' 8=-2[' 

Denkt man sich wie vorher in Fig. 28 die Auflagerung in C und D 
und hiernach das ganze System urn einer hol'izontalen Achse um 180 0 

gedreht, so entsteht del' in Fig. 30 gezeigte Rahmen mit Quel'triiger oben. 

Fig. 30. 

. 0 ph2 pk" 11J = ]Jlv--- = .--. 022 

In diesem Faile kOlllmt also wie in Aufgabe 16 die Wil'kung del' 
horizontalen Auflagerkraft Ho = ph in Betracht. In analoger Weise 
ist dann die Wirkung del' Kraft ph nach den Gl. (107), (108) und (109): 

H=ph M 0 2' c = , 

ph2 T 
Q=OZ' 
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e) Fiir die oben gezeichnete Richtung der Belastung p an der Verti
kale CA erhiilt man aus den Gl. (123), (124) und (120): 

H=ph _ph R(G+l)-2NG 
2 8 RN-G2 ' 

(126) 

M =ph2 «(G+l)G- 2N2) 
c 8 (RN-G2) 

nach G1. (123), 

ph2 ( Z) Q=az L- 2 .. (127) 

Fur die in Fig. 31 gezeichneten Richtungen und Lagen der Be
lastung p ergibt sich in gleicher Weise wie unter f), g) und h) Aufgabe 16. 

Fig. 31. 

f) Fiir 112 an der Vertikale CA nach auBen gerichtet. 

H __ ~~ ph R(G + l)-2NG 
- 2 + 8 RN-G2 ' . 

Q = - ~ hZ2 (L - ~) ,. . . . . . 

Me ist negativ nach G1. (123a): 

Ho=-ph, 
ph 2 

8 = -- -2Z . 

(128) 

(129) 
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g) Fur Ps an der Vertikale DB nach auBen gerichtet. 

H = ph + ph R (G + l) - 2 N G (130) 
2 8 RN-G2 ,. 

Q ist positiv nach G1. '(127), 

Me" negativ " " (123a), 

Ho = ph. 
ph2 

A=--
2l ' 

ph2 
B=--2l . 

h) Fur P. an der Vertlkale DB nach innen gerichtet. 

H = _ p h _ ph R (G + l) - 2 N G 
2 8 RN-G2 ,. 

Q ist negativ nach G1. (129), 

Me "positiv " ,,(123), 

Ho = -ph, 
ph2 

B =---2l . 

(131) 

Aufgabe 18. Es solI die Wirkung einer Temperaturanderung von 
to C untersucht werden. Denkt man sich den Quertrager A B im 
Schatten liegend und den_Riegel C D von der Sonne bestrahlt, so ver
liingert sich dieser um die Strecke e t l. Die Endpunkte des durch
geschnittenen Riegels verschieben sich somit gegenseitig urn 

xo=ftl. 

c o 
+H +H 

J. 
h 

~ I 

A J B 
.... .... .....j .... 

Fig. 32. 

Da CPo und Yo = 0 sind, so erhalt man aus den G1. (73) und (74): 

EJ(Me hG ) H=-Nh2 ~+etl , ... (132) 

H = - ~ ~ (~eJR + 0) = _ ~e: ' 
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woraus 
t EJetlG 

Me = h (RN-G2) (133) 

Dieser Wert wird in die obige Gleichung eingesetzt und man erhalt 

t EJetlR 
H = - h~2(RN~G2) , Q = 0, . . . . . (134) 

Tritt die Temperaturerh6hung im Quel'tragel' A B auf, so wird Xo 

negativ und beide Unbekannten wechseln das Vorzeichen. Wil'd die 
Auflagerung in C und D gedachh und das ganze System urn eine 
horizontale Achse urn 180 0 gedreht, so entsteht del' in Fig. 33 gezeigte 
Rahmen. 

A 

J .. 

c .......... 

Es ist dann: 

J B 

J .. 

h 
l 

Jr -IoH -IoH o 
-10M) 0Mc ...... L-

Fig. 33. 

t EJetlG 
Me = - h (RN-G2) ' . . . . . . (133a) 

EJetlR 
h2 (RN-G2) 

(134a) 

§ 6. Dl'eifach fOItatisch unbestimmtel', an den Auflagel'n 
eingespanntel' Rahmen mit stal'l'en Eckvel'bindungen. 

Die Berechnung dieses Systems laJ3t sich sehr leicht von der Be
rechnung des in § 5 behandelten geschlossenen Rahmens ableiten. 
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Man denkt sich in Fig. 34 das Fundament durch einen starren Riegel CD 
ersetzt, dessen Tragheitsmoment J, = 00 ist. Die Konstanten 0 und R, 
in welchen J, enthalten ist, andern sich dann in folgender Weise nach 
G1. (66): 

odcr 

J J 
0=6h J-+1 J +1, 

v , 

J J 
1-=1-=0 
J, 00 ' 

Ar-________ ~J~ ____ ~__.B 

Fig. 34. 

0' = 3 (1 + 2 h {) - 21 = (3 L - 2l) , 

nach G1. (68): 

R=l+2h~ +If, 

R' = 1 + 2 h J + 0 = L . 
v 

(136) 

Die in § 5 entwickelten Formeln lassen sich also ohne wei
teres verwenden, wenn man fUr 0 und R die ·Werte 0' und R' 
einsetzt. 

Fur die in Fig. 35 gezeichneten Belastungsfalle ergibt sich 
dann: 
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Aufgabe 19. 

Fig. 35. 

a) Belastung des Quertriigers .A B durch die Einzellasten P, und 1'2' 

Nach den Gl. (81), (82) und (83) ist: 

H= 
ZPba L-G 
------

2k LN-G2' 

ZPba G-N 
Me = - -2- LN---G2' 

ZPba(b-a) 
l2 (3L - 2l) 

Q= 

Ho = 0, A = !!,b 
l ' 

B=ZPa 
l . 

(137) 

(138) 

(139) 

b) Belastung des Quertriigers durch die gleichmiiBig verteilte Last P5 • 

Nach den Gl. (87), (88) und (89) ist: 

pl3 G-N 2Mol G-N M =----=--- -------
e 12 LN-G2 3 LN-G2' 

H= 

Q= 

pZS L-G 
--- - ----
12k LN-G2 

O ... 

Ho = 0, 

2Mo l L-G 
-~LN~G2' 

(140) 

(141) 

(142) 

wo Mo das Moment in der Mitte des Quertragers bedeutet. 
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c) Belastung des rechten Kragarms des Quertragers durch die Einzel
last p. und die gleichmiiGig verteilte Last P6 • 

Das Moment bei B betragt 
pc2 

Mo=Pc+T; 

nach den Gl. (94), (95) und (92) ist: 

Ho =0, 

MoZ G-N 
Me = 2 LN-G2' 

MoZ L-G 
H=-~ LN-G2' 

B=+(p+pc+A). 

Das Moment Mo ist positiv in die Gleichungen einzusetzen. 

(143) 

(144) 

(145) 

d) Belastung des linken Kragarms des Quertriigers durch die Einzel
last P 3 • 

Das Moment bei A betragt:· 

Mo = Pc, 

Me ist positiv nach Gl. (143), 

H " negativ " " (144), 

und nach Gl. (93) ist: 
Mo 

Q=-3[--2Z· 

Ho =0, A = +(P + B), B =_ Pc 
Z • 

e) Belastung der Vertikale C A durch H, • 

Nach den Gl. (lO3), (114) und (115) ist: 

Me= 6h(fNk G2)(EG-3hNG'), 

K Kk I 

H= 2 6h2(LN-G2) (EL-3hGG), 

K(hT - k T') 
Q = + Z(3 L - 2Z) .. 

H +K A = _ K(h - k) 
0=' Z' 

B = + K(h - k) 
Z • 

(146) 

(147) 

(148) 

(149) 
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f) Belastung der Vertikale C.A durch I{ •• 

Nach den Gl. (103a), (1l4a) und (U5a) ist: 

M e =-6h(LX: (2) (EG-3hNG' ), . 

H K KTe E h I =-2+ 6h2(LN-G2) ( L-3 GG), 

K(T h -:- Te T') 
Q = -- l(3L -.12l) 

Ho = -K , A = + K(h 1 Te), B = _ K(h 1 Te). 

g) Belastung der Vertikale DB durch Ii3 • 

Nach Aufgabe 16g erhaIt man: 

H = -1 + 6h2(::-G2) (EL-3hGG'). 

Me ist negativ nach Gl. (129a), 

Q " positiv " (131). 

Ho=+K, 
A=_K(h-Te)_ 

1 ' 
K(h-Te) 

B = +----Z-- . 

h) Belast.ung der Vertikale DB durch Ii •• 

Nach Aufgabe 16h erhaIt man: 

K Kk G' H = -2 - 6h2(LN __ fj2f(EL--3hG ). 

life ist positiv nach Gl. (147), 

Q " negativ " " (149a). 

Ho= -K, A=+K(h-k) 
1 ' 

B=_K(h-k) 
1 . 

(147a) 

(148a) 

(149a) 

(148b) 

(148c) 

Greift die Last K in der Hohe des Quertragers A-B an, so hat 
man in samtlichen Formeln k = 0 zu setzen. life wird dann = 0 und 
in der Formel fUr H verschwindet das letzte Glied. Somit ergibt sich 
fUr K 1 : 

K 
H=-

2 ' 

KhT 
Q=Z(3L-2l) 

(150) 

(151) 
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Fur die anderen Richtungen del' Last sind die Vorzeichen "He 
un tel' f), g) und h) angegeben. 

Es solI die durch eine bei A angreifende Last KI hervorgerufene 
wagerechte Verschiebung des Quertragers berechnet werden. 

Fig. 36. 

Die in einer Linie liegen bleibenden Punkte A, m und B denkt 
man sich festgehalten und bestimmt die nach links gehende Ver
schiebung des Punktes C. Del' Biegungswinkel bei A el'gibt sich nach 
Gl. (21) zu 

und demnach ist die Dul'chbiegung bei C durch die Biegung des Quer-

tl'ligers MA l It lit 
fl = 6 E-Y = 12 E J (K h - Q l) . 

Die Durchbiegung del' Vertikale el'gibt sicl! zu 

K h3 
t;= ---

2 3 EJv 

fiir Ho und H nach Gl. (30), 
Q l h2 

f3=-T-2EJ-:-' 

fiir Q nach Gl. (34); demnach ist 

lh K h3 Q l h2 
f=ft+f2+f.&=12EJ(Kh-Ql)+6EJ -TEJ 

v v 

h K h 2 ( T2) 
= 12 E J (K h L - Q l T) = 12 E J L - 3£ _ 2 i ' 
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oder nach Umformung 
K h2(T2 - 12) 

f=36EJ(2T-1)· 

i) Belastung der Vertikale CA durch P1' nach innen wirkend. 

Aus Aufgabe 17 e erhiilt man: 

H _ ph _ ph L (G + 1) - 2 NG 
- + 2 8 LN-G2 

ph2 «(G + 1) G - 2N2) 
Me= - ----

8 (LN-G2) 

Q= 
Ph2 (L - ~) 
1(3 L - 21) . 

ph2 
A = -----

21 ' 

ph2 
B = --

21 

(152) 

(153) 

(154) 

(155) 

k) Belastung der Vertikale CA durch P2' nach auBen wirkend. 

Aus Aufgabe 17f erhiilt man: 

H = _ ph + ph L (G + 1) - 2 N G 
2 8 LN-G2 ' 

ph2 (L - -~) 
Q = - 1 (3 L - 21) , . . . . . 

ph2 «(G + l)G - 2N2) 
M = - --- ------- -~-- -

e 8 (LN-G2) . 

Ho = -ph, 
ph2 

B=------21 . 

I) Belastung der Vertikale DB durch P3' nach auBen wirkend. 

Aus Aufgabe 17 g erhalt man: 

H = ph + ph L(G + 1) - 2NG 
2 8 LN-G2 . 

Q ist positiv nach Gl. (155), 

Me " negativ " " (l54a). 

ph2 
A = ----

21 ' 

ph2 
B=--21 . 

(153a) 

(155a) 

(154a) 

(153b) 
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m) Belastung der Vertikale DB durch P4' nach innen wirkend. 

Aus Aufgabe 17h erhiilt man: 

H=-~- ph L(G+l)-2NG. 
2 8 LN-G2 

Q ist negativ nach G1. (155a), 

Me " positiv " (154). 

Ho=-ph, 
ph2 

B=--2l . 

n) Fiir eine Temperaturerhohung des Quertriigers urn to C. 

Nach den G1. (133a) und (134a) ergibt sich: 

t EJEtlG 
Me = -hTiN-G2) ' 

Q ist natiirlich = O. 

EJ EtlL 
h2(LN-G2) . 

(153c) 

(156) 

(157) 

§ 7. Zweifach statisch unbestimmter geschlossenel' Rahmen mit 
stan'en Eckvel'bindungen und Gelenk in del' Mitte des unbelasteten 

hol'izontalen Stabes. 

Dieses System ist nur zweifach, statisch unbestimmt, da Me weg
falIt, also = 0 ist. H ~indert sich infolgedessen, wogegen Q unver
~indert bleibt. 

Aufgabe 20. 

,~~'-+---+--O, ---1=-1==1 

+Ho 
02 

+A~ ____ P, __ b_P._2 __ ~_~_~~~:r.: 
Fig. 37. 



48 Berechnung der Steifrahmen. 

a) Belastung P, und P 2 • 

Setzt man in G1. (73) Me = 0, so erhalt man: 

H = _ E JtangcX~ 
Nh ' 

H=_XPba. 
2Nh' 

ferner ist 

nach G1. (80). 

Ho =0, 

b) Belastung P5' 

Nach Aufgabe 14 ist 

und somit nach G1. (158) 

Q = _ XPba(b - a) 
o l2 

A =XPb 
l ' 

B _ XPa 
--l-' 

I P l3 
tangcX = 12 E J 

pZS 2Mol 
H = -12'/'N = -3hN' 

''0 M 0 das Moment in der Mitte des Quertragers bedeutet. 

Ho =0, Q = 0, 

c) Belastung P 3 • 

Nach Aufgabe 15 ist 

Mo=Pc, 
I Mo l 

tangcX = - 2E.! ' 

somit 

nach G1. (92). 

Ho =0, 

d) Belastung p •. 

Es ist: 

H= MoL 
2hN' 

Q=Mo 
o 

Pc 
B=---

l ' 

Mo = Pc, 

A=P+B. 

(158) 

(159) 

(160) 

(161) 
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nach G1. (161) 

H= 

nach G1. (93) 

Q= _ ~o. 

Ho=O, A=_Pc 
l ' 

e) Belastung Ifl • 

Nach G1. (100) erhiilt man: 

nach G1. (105). 

Ho=K, 

f) Belastung It2 • 

KkE 
H = -6h 2 N' 

KkT' 
Q=-Ol 

A=_Kk 
l ' 

Nach Aufgabe 16b erhiilt man: 

nach G1. (105a). 

Ho = -K, 

g) Belastung If3 • 

KkE 
H = 6h 2 N' 

KkT' 
Q=-oT-

Kk 
B=---

l ' 

B =Kk 
l . 

Q ist negativ nach G1. (105), 

H " positiv " " (162a). 

Ho=K, 
Kk 

A=---
l ' 

B = K Ie 
l . 

h) Belastung J( •• 

H ist negativ nach m. (162), 

Q " positiv 

B.iornstad, Steifrahmcn. 

Kle A = ---
l ' 

" (105a). 

Klc 
B=--y-. 

(162) 

(162a) 

4 
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i) Belastung p, • 

Nach Gl. (121) erhalt man 

H=_ph(G+l 
8N ' 

ferner 

nach GI. (125). 

Ho = ph, 

k) Belastung P2 • 

ph2 
A =---

2l ' 

N ach Aufgabe 16 b erhiilt man: 

nach GI. (125a). 

Ho = -ph, 

J) Belastung Pa • 

H = 1!!!j~G +~!l. 
8N ' 

ph 2 L 
Q=2OT 

ph2 

A=--
2l ' 

ph 2 

8 =2[. 

ph 2 
8 = - ---2l . 

H ist positiv nach Gl. (163a), 

Q "negativ " ,,(125). 

Ho = ph, 

m) Belastung P •• 

ph2 
A=- . 

2l ' 

H ist negativ nach GI. (163), 

Q " positiv " 
Ho = -ph, 

ph2 
A = ---

2l ' 

" ( 125 a). 

(163) 

(163 a) 

n) Durch eine Temperaturerhohung des Riegels CD um to C entsteht 
nach GI. (132) ein Horizontaldruck von 

H = _ E~~! 1 . . . . . . . . . (164) 

Ho=O, A=O, 8=0. 

Aufgabe 21. Das System in Fig. 37 wird um eine horizontale Achse 
urn 180 0 gedreht und man el'halt den in Fig. 38 gezeigten Rahmen 
mit Gelenk in der Mitte des unten liegenden Riegels CD. 
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a) Belastung P , und P 2 • 

Nach G1. (158) erhiilt. man wie in Aufgabe 13 

ferner ist 

nach G1. (83). 

Ho=O, 

H=XPb~ 
2Nh ' 

Q = ZPba(b - a) 
0[2 

B = "",Pa 
~ l . 

J} r- a1----;4<----lJ1--~ .. ~i 
--c------.> __ -----+- .---+-c--- "2 ---.;, ... 1 ..... < - c--l 

I 

+A \-E----- '-= ____ ->-1 

Fig. 38. 
b) Belastllng Po • 
Nach G1. (160) el'htilt man \Vie in Aufgabe 14 

(159a) 

p[3 2Mo[ 
H = -f'2 h N- = -ahli' . . . . . . (160a) 

wo M 0 das Moment in del' Mitte des Quertrtigcrs bcdeutet. 

Q=O, 

c) Belastllng r 3 • 

A=B='fJJ 2 . 

Nach den Aufgaben 15 und 20c erhiilt man: 

nach G1. (93) 

. Ho =0, 

Mo = Pc, 
Mol H = _._-
2hN' 

Q'= _ ~o, 
B = _Pc 

l ' 

4* 

(161 a) 
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d) Belastung .PG • 

nach Gl. (161a), 

nach Gl. (92). 

Ho =0, 

e) Belastung H , • 

Berechnung der Steifrahmen. 

H = _ Mol 
2hN 

Q= 

B=pc+A. 

Nach den Aufgabcn 16e und 20e erhiilt man: 

K k I Q =oy(hT- T) 

nach Gl. (lI5). 

Ho =K, 
K(h-k) 

A = - - --"--, 
l 

K(h-k) 
B = - .- ----- . 

l 

f) Belastung If'2 • 

Nach den Aufgaben 16f und 20£ erhiilt man: 

naeh Gl. (1I5a). 

Ho = -K, 

g) Belastllng I{3 • 

K KkE 
lI=-2+6h:!N' 

Q = - ]{ (h T - k T') 
Ol 

K(h-k) 
B = -----

l ' 
A _ KJh_~!.) 

- l . 

Nach den Aufgaben 16g und 20g erhiHt man: 

H _ K KkE 
- 2 + 6h:!N ' 

Q ist positiv nach Gl. (115). 

lIo = K, A = _ K ih - k) B = ~(h ~ kJ. 
l' l' 

(165) 

(165a) 

(165b) 
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h) Belastung I(4' 

Naeh den Aufgaben 16h nnd 20h erhiilt man: 

K KkE 
H=-2- 6h2N' 

Q ist negativ naeh G1. (1l5a). 

Ho = -- K , A = K (h l- k) , B = _ K ~ - kl . 

i) Belastung P, • 
Naeh den Aufgaben 17e nnd 20i erhiilt man: 

H = ~ _ ph(G + l) 
2 . 8N 

P h2 
( l) Q=OT L- 2 

naeh G1. (127). 

Ho = ph, 

k) Belastung P2 • 
Naeh den Aufgaben 17f und 20k erhaJt man: 

H = - p;~ + 'Lh~GN+_ll, 

P h 2 ( l ) Q=-OT L -2 
naeh G1. (129). 

Ho=-ph, 
ph 2 

B=--
2l ' 

I) Belastung Pa' 
Naeh den Aufgaben 17g und 201 el'hiilt man: 

H = ph_ + ph (G + l) 
2 8N' 

Q ist positiv naeh G1. (127). 

Ho = ph, 

Ill) Belastung PI' 

ph" B = ---
2l ' 

Naeh den Aufgaben 17h und 20m erhiilt man: 

H = _E~ _ E~iG +_0 
2 8N' 

Q ist negativ naeh G1. (129). 

Ho = -ph, 
ph 2 

B=---
2l ' 

P h2 
A= 2l . 

(165e) 

(166) 

(166a) 

(166b) 

(166e) 



54 Berechnung der Steifrahmen. 

0) Durch eine Temperaturerhohung des Quertriigers 
Horizontaldruck, dessen GroBe nach Gl. (1M) betriigt: 

A B entsteht ein 

Ho =0, 

EJ ctl 
H t = -j{h2 -- (164a) 

Aufgabe 22. Es soll der Einflul3 der durch die Langskrafte 
hervorgerufenen Langenanderungen der SUibe untersucht werden. 

Denkt man sich im Riegel eine positive Horizontalkraft H wirken, 

so wird derselbe um die Strecke 4lT = :~ verlangert. Durch diese 
T 

Horizontalkraft entsteht gleichzeitig im Quertrager eine Druckkraft 

= H, welche eine Verkurzung des letzteren um LIZ = f;- bewirkt. 

Nach G1. 52 betragt die durch Biegung hervorgerufene gegenseitige 
Versehiebung der Punkte C und D in Fig. 11 

Hh2 N 
b=-EJ· 

Bei Berucksiehtigung der Langenanderungen betragt dann die 
Verse hic bung: 

, H h2 N HZ Hl 
2b = ----- + -----

EJ EF EFT 

= H h2 [N + J Z (! __ ~)] = H h2N' 
EJ h 2 F Fr EJ' 

N' = N + ~; (~ - ~;). . . . .. (167) 

ist. 
Statt N ist also N' in allen Gleichungen einzuseizen. Wie im 

folgenden durch Zahlenbeispiele gezeigt werden solI, ist aber der Ein
flul3 der Langenanderungen, also der Unterschied zwischen N und N', 
so gering, dal3er in allen praktischen Fallen vernachlassigt werden darf. 

§ 8. Einfach statisch unbestimniter Rahmen mit starr en 
Eckverbindungen und zwei Gelenken. 

Dieses System ist nur einfaeh statisch unbestimmt, da auch die 
Querkraft Q wegfallt, und somit nur eine unbekannte GroBe H ubrig 
bleibt. Da die Querkraft Q auf den Horizontaldruck H keinen Ein
fluB hat, so bleibt H fUr alle Belastungsfalle unverandert wie in § 7. 
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Fiir den in Fig. 39 gezeigten Rahmen sind die in Aufgabe 20 ent
wickelten Formeln fiir H zu verwenden. 

Fiir den in ]'ig. 40 gezeigten Rahmen sind die in Aufgabe 21 ent
wickelten Formeln fiir H zu verwenden. 

C +H +H 0 

__ ~ 1 
lJ 

) !P 
F,. -H J F -H 

J .... 

h Jy h 

l l 

-H -H B C +H +H 
J F 

T+B +A 
Ho ..... Fr 

+A 
+ 

Fig. 39. Fig. 40. 

Denkt man sich den Riegel CD durch das Erdreich bzw. Funda
ment ersetzt, so entsteht der in Fig. 41 ge;~eigte Rahmen mit zwei 
festen Auflagergelenken in C und D. 

J,.. 

+"",H.~o_~:rC,--_ ... +H +H~'--..:;;.o 

+A +B 
Fig. 41. 

Fiir dieses System sind natiirlich ebenfalls die in Aufgabe 21 
entwickelten Formeln giiltig. Eollen die Langenanderungen beriick-

... 1 
I 
I 
B 

JI' 

o 

+~ B 
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siehtigt werden, so ist die Konstante N in diesem Falle nach 
Gl. (167) 

1/ Jl 
N = N + h2 F' . . . . . . . (167a) 

da Fr = 00 und somit ; - = 0 ist. 
r 

Es ist immer zu beachten, daB die durch die au13ere Belastung 
entstehende horizon tale Auflagerkraft Ho im link en Auflager wirkt, 
da dies bei Entwicklung der Formeln an genom men wurde. 

Aufgabe 23. Es sollen die in Fig. 39 entstehenden Durehbiegungen 
bestimmt werden. 

a) Durchbiegung in der lUitte des Quertriigers dumh die Last I(. 

Denkt man sich den Riegel CD entfernt, so ist die Dureh biegung 
nach Gl. (18) 

M 12 K k1 2 

11 = 16 ~ J = 16 E J . 

Die durch die Horizontalkraft hervorgerufene entgegengesetzte 
Durchbiegung betragt nach Gl. (57) 

und somit ist 

nach Gl. (162) ist nun 

woraus 

H hl2 

12 =SEJ' 

b) Verschiebung des Angriffspunktes der Last K durch dieselbe. 

Die Verschiebung dureh K betriigt 

nach Gl. (30) ist 

nach Gl. (21) 

11 = f' + k tanglXl , 

K k 3 

f'=3EJ' 
v 

(168) 
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somit 

Die Verschiebung durch H ergibt sich zu 

f2 = f" + ktang1X1 , 
nach G1. (32) ist 

("= Hk2 (3h-k) 
6 E/v ' 

nach G1. (25) 

und somit 
H k2 H h l k H k ( J ) 

f2 = 6EJ~(3h - k)+ 2EF = 6EJ (3h - k)k J~ + 3hl , 

KkE 
H = - 6h2 N 

eingesetzt, ergibt 

K k2 E ( J ) K k2 E2 
f2=-36h 2 NEJ k(3h-k)Jv +3hl =-36h2NEJ' 

es ist dann 

(169) 

Wirkt die Last K bei C, so ist k = h zu setzen und man erhalt 

K h 2 (2 G - l) H h 2 L 
(= 12Ef- = 12EJ 

c) Verschiebung des Punktes C durch die Last K. 

Die Verschiebung durch K betragt 

nach G1. (33) ist 

und somit 

f1 = f' + h tang1X1 , 

f' = K k 2 (3h _ k) 
6EJv 

K k 2 hK kl 
I~ = (fE7(3h - k) + TEJ· 

v 

Die Verschiebung durch H betrii.g~ nach G1. (52) 

Hh2N K leE 
f2= 2EJ =-12EJ' 

(170) 
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woraus 
Kk ( J E) Kk(E-2h1) .., 

(=(1+(2= 6EJ k(3h-k)Jv + 2hl -2 = 12EJ .(lil) 

Setzt man k = h, so erhiilt man den in Gl. (170) gefundenen 
Wert fur (. 

d) Durchbiegung in der Mitte des Quertriigers durch die Belastung p • 

Wie bei a) ist 

nach Gl. (163) ist 

ferner 

H = _ ph(G + 1) 
8N ' 

. ph 2 

Mo =-2-' 

und somit crhiilt man 

e) Verschiebung des Punktes C durch die Belastung p. 

Die Verschiebung durch p betriigt 

(1 = (' + h tangiXl , 
nach Gl. (45) ist 

ferner ist 

und somit 

wie bei c) ist die Verschiebung durch H 

f" _ H h 2 N __ ph3 (G ±J2 
12 - 2 E J - 16 E J 

und man erhiilt: 

( = f" + f" = _~'i:_ (G + ! __ (G + 1)) 
11 12 8EJ 3 2 ' 

ph3 (3G-1) 
(=~EJ-' 

(172) 

(173) 
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Aulgabe 24. Die in Fig. 40 entstehenden Durchbiegungen sollen 
bestimmt werden. 

a) Durchbiegung in der Mitte des Quertriigers. 

1st a kleiner als -~, so ist die Durchbiegung durch die Last P 
nach G1. (10) 

die Durchbiegung durch H ist nach G1. (57) 

Hhl2 
t; = - 8 EJ ; 

nach G1. (158) ist nun 

und somit: 

H= Pba 
2Nh 

1st a groBer als i, so hat man nach G1. (9) 
2 

Pba ( l2 372) f = 48 E J 8l - 4 a -a - N . 

(174) 

(174a) 

Greift die Last P in der Mitte des Quertragers an, so hat man 
l 

a = b = - zu setzcn und erhalt 
2 

f= PZ3(4N - 3l) 
192EJN . 

(175) 

b) Verschiebung des Punktes A. 

Man denkt sich den Qucrtrager A B £estgehalten und bestimmt 
die Verschicbung von C. 

Es ist 

nach G1. (13) ist 

Hh2N 
f = h tang tXl - -2 E J ' 

Pba(2l-a) 
tangtXl= 6lEJ 
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und demnach: 
(= Pba(2l- a)h _ Pbah 2 N 

6lEJ 4EJNh' 

(= f2~; (4 - 2la - 3) = f;;; (1- 2t) . (176) 

Setzt man in diese Gleichung a = ~, so wird (= 0, da bei sym

metrischer Belastung keine seitliche Verschiebung stattfindet. 
Aufgabe 25. Die in Fig. 41 entstehenden Durchbiegungen sollen 

bestimmt werden. 

a) Durchbiegung in der Mitte des Quertriigers durch die Belastung p • 

Nach Gl. (160a) ist 

die Durchbiegung des statisch bestimmten Systems durch die Be
lastung p ist nach Gl. (38) 

und die Durchbiegung durch H nach Gl. (57) 

H h l2 P l" It 
(2 = -SET = - 96hNE:i 

somit ist 

(=(1+(2= 3::~~-9(f~/~-:T=9:~~(: -~). (177) 

b) Dllrchbiegung in der lUitte des Quertriigers dllrch die Last r. 
Nach Gl. (161a) ist 

Mol 
H = - 'irii ' Mo = Pc . 

Die Durchbiegung des statisch bestimmten Systems durch P ist 
nach Gl. (19) 

ferner ist wie bei a) 
H Itl2 M l3 

1;=- 8EJ =16~Ej' 
und man erhaJt 

Mo l2 ( l ) Pc l2 ( l ) 
(= t;. + I; = 16EJ N -1 = 16EJ N - 1 . (178) 
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§ 9. Zahlenbeispiele zu den Aufgaben 13 bis 25. 

Beispiel 1. Der in Fig. 42 gezeigte Briickenendrahmen soIl bereehnet 
werden. 1m Riegel OD tritt eine Temperaturerh6hung um t = 20° C auf. 

+A 1-'----- ,,---------3--1 

Fig. 42. 

Es sei: 

l= 8,0 m, h=6,0 m, e=3,0 m, Pi = 5000 kg, Pi = 1000 kg pro m, 

a, =3,0 m, b, =5,0 m, k= 4,0 m, P2 = 8000 kg, P2= 600 kg pro m, 

a, = 6,0 m, b2 = 2,0 m, K = 1000 kg, P3 = 2000 kg, P3 = 400 kg pro m, 

J = 60000 em" J v = 20000 em" J r = 10000 em'. 

a) Belastung Pi und p •• 

Naeh den G1. (78), (79) und (80) ist: 

II = _ JE P b a _R-?_ Me = _JEP2b a G-N 
2 h RN-G2' RN-G'2 , 

Q = _ JE P b ~il~ - r:l_ • 

Die Konstanten berechnen sieh folgenderma13en: 

naeh G1. (53) 
2· h J 2.6,0 

N = l +--3 -:1; = 8,0 + -3- 3 = 20 

naeh Gl. (56) 
J 

G = l + h -j; = 8,0 + 6,0 . 3 = 26, 

J J 
R=l+2h-J +l-J =8,0(1+6)+2.6,0.3=92, 

l' r 
naeh G1. (68) 

naeh G1. (66) 
J J 

0= l + 6 h -J + lJ- = 8,0(1 + 6) + 6.6,0·3 = 164. 
v r 
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Es ist dann: 

RN-G2 = 92.20 - 262 = 1164, 
R-G 

RN-G2 
92-26 11 

1164 = 194 = 0,0567 . 

G-N 6 1 
R N-G2 = 1164 = 194 = 0,0052, 

I P b a = 5000 • 3,0 . 5,0 + 8000 . 6,0 . 2,0 = 171 000 . 

I Pba(b-a) = 5000·3,0·5,0(5,0- 3,0) + 8000·6,0·2,0(2,0-6,0) = 234000 

171000 11 
H = -~ . 194 = -808 kg, , 

171000 1 
Me = + -2- 194 = +441 kgm, 

234000 
Q = - 164. 8,02 = -22 kg. 

Die Momente an den Eckpunkten betragen: 

Me = 441 - 22. 8;0 = + 353 kgm, 

MD =441 + 22. 8,0 = + 529 kgm, 
2 

.WA = 353 - 808·6,0 = -4495 kgm, 
MB = 529 - 808·6,0 = -4319 kgm. 

Die Langskrafte in den Staben betragen: 

im Riegel CD: Sr = -808 kg, 
" Quertrager A B : S = + 808 kg, 
"Vertikale CA: Sr, = + 22 kg, 

" DB: Sr. = - 22 kg. 

b) Belastung 11,. 

Nach den GI. (84), (85) und (86) ist: 

ferner ist: 

H = _ 'I!.!!...- R-~ = _ 1000 . 8,03 2!.. = _ 403 k 
12k RN-G2 ·12·6,0 194 g, 
P za G-N 1000.8,03 1 

Me = + 12 RN-G2 = + -~ 194 = +220 kgm, 

Q= 0; 

Me = MD = Me = 220 kgm, 

111.1 = Mn = 220 - 403 ·6,0 = -2198 kgm, 

S = +403" kg, S," = -403 kg, Se = O. 

c) Belastung 11 •• 

. pc' 600 . 3,0' 
Es 1St Mo = "2 =2-- = 2700 kgm. 

Nach den Gl. (90), (91) und (92) erhalt man: 

Mo l R-G 2700 . 8,0 11 
H = + 2k- RN-G2 = + -2-~~ '194 = +102 kg, 

Me = -~!. R~~2 27002.8,0 '1!4 = - 56 kgm, 

Q = +_Mo_ = + 2700_ = + 16 kg; o . 164 
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femer ist: 

llfe = - 56 + 16. 8;0 = + 8 kgm, 

M D =-56- 16. 8;0=_120kgm, 

MA = + 8 + 102 . 6,0 = +620 kgm, 

MB = -120 + 102·6,0 = +492 kgm. 

d) Belastung P a • 

Es ist Mo = Pc = 2000 . 3,0 = 6000 kgm. 
Nach den Gl. (90), (91) und (93) erhiilt man: 

S,. = +102 kg. 

S =-102 kg, 

SCl = - 16 kg, 

So, = + 16 kg. 

H = Mo 1 ~~ = + 6000· 8,0 , ~ = + 227 k + 2h RN-G· 2·6,0 194 g, 

M __ Mo~_ G-N 6000.8,0 . _1_ = -124 k 
e - 2 RN-G" 2 194 gm, 

Q=_ Mo =_~~~=_ 37 kg· o 164 ' 
femer ist: 

Me = -124 - 37, 8;0 = - 272 kgm, 

M D = -124 + 37. 8;0 = + 24 kgm, 

S,. = +227 kg, 

S =-227 kg, 

MA = -272 + 227·6,0 = +1090 kgm, 

MB = + 24 + 227·6,0 = +1386 kgm. 

e) Belastung K. 

SOt = + 37 kg, 

So, =- 37 kg. 

Nach den Gl. (103a), (104a) und (105a) ist: 

nach GI. (99) ist 

.. (102) .. 

.. (105) .. 

Me =- 6h{R~~G2) (EG-3hNG'), 

H= 

Q= 

(fh2{~;_G2){ER-3hGG') , 
K kT' 
oT 

G' = l + k f = 8,0 + 4,0· 3 = 20 , 

J 
E = 3 l h + k{3 h - k)-

J. 
= 3,8,0·6,0 + 4,0{3, 6,0 -----:- 4,0)3 = 312 , 

J 
T' = 1 + 3 h J. = 8,0 + 3·4,0.3 = 44 , 

und somit ergibt sich: 

1000,4,0 
Me = - 6 . 6,0,1164 (312_, 26 - 3 . 6,0 . 20 . 20) = - 87 kgm, 

H= 
1000.4,0 

~6,02. 1164 (312. 92 - 3·6,0·26·20) = +308 kg, 

Q= 1000 . 4,0 . 44 = 134 k . 
164.8,0 + g, 

63 
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femer ist: 

Me = - 87 + 134 . %~ = + 449 kgm, 

M D = - 87 - 134 . 820 = - 623 kgm, 

MA = + 449 + 308·6,0 - 1000·4,0 = -1703 kgm, 

MB = -623 + 308· 6,0 = + 1225 kgm. 

Ho = -1000 kg, A = +1000.4,0 = +500 kg, 
8,0 

f) Belastung 113' 

Nach Aufgabe 17d ist: 
M _ ph2 (G(G + l) - 2N2) 

C - + 8(RN-G2) , 

11 = _ p h(R(G + l) -_2_~a) 
8(RN-G2) , 

ph'L 
Q=+20l' 

naeh G1. (62) ist: 
J 

L = l + 2 h J e = 8,0 + 2 . 6,0 . 3 = 44 . 

Es ergibt sich dann: 

Br = +308 kg, 

B = -308 kg, 

Be, = -134 kg, 

Be, = + 134 kg. 

B = --500 kg. 

nach Gl. (123) 

naeh G1. (124) 

nach G1. (125a) 

M 400 . 6,02 (26 (26 + __ ~,O) --=- 2 ___ 202) = + 130 kgm 
1 e = 8.1164 ' 

H = _ 400.6,0(92(26 + 8~~L-=- 2·20.26) = -538 kg 
8·1164 . 

Q= 
400 . 6,02 • 44 
2.164.8,0 = +241 kg; 

femer ist: 

Mc= 
80 

130 -t 241· t- = + 1094 kgm, 

130 - 241 . 820 = - 834 kgm, 

1094 - 538 . 6,0 = -2134 kgm, 

Br =-538 kg, 

B = + 583 kg, 

Bv, = -241 kg, 

400.602 

Mil = - 834 - 538·6,0 + -2-'-- = +3138 kgm. Bt ., = +241 kg. 

400.602 

Ho = -400·6,0 =:= -2400 kg, A = + ~8ij- = + 900 kg, , 
B = -900 kg. 

g) Wirkung der Temperaturerhoh ung des Riegels CD. 

Nach den G1. (133) und (134) ist: 

t EJetlG EJetlR 
Me = h(RN-G2) und H = - h2(RN-G2) ; 

hier miissen aIle Liingen in Zentimetern eingesetzt werden, da E und J in Kilo· 
gramm pro Quadratzentimeter resp. em' ausgedriiekt sind. Es ist somit: 
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G = 2600, R = 9200, RN-G" = 11640000, 

E e = 2000000 . 0,0000118 = 23,6 , 

'Ie = 60000 . 23,6 . 20 . 800·2600 = 8434 k = ·d 84 ku 
". 600.11640000 gem I. ",m, 

60000· 23,6 . 20 . 800 . 9200 
H = --:- -- 600" . 11640000-- = -50 kg; 

ferner ist: 

111e = 111n = 84 kgm, 

1I1A = 111n = 84 - 50·6,0 = -216 kgm. 

Sr = -50 kg, 

S = +50 kg, 
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So = 0 do. Q = 0 . 
Beispiel 2. Zu Aufgabe 19, Fig. 35. 

Die Abmessungen sind wie im Beispiell. 

Z u a): Belastung P l und P2. 

Naeh den 01. (137), (138 und (139) ist: 

~:Pb a L-G 
Il= 

2h LN-G2' 

~Pba G-N 
111e = ----2- LN-G" ' 

Q= 

Aus Beispiel 1 erhalt man: 

~Pb a(b - a) 
3L=-2-l-

LN-G2 = 44.20 - 262 = 204 , 

L-G = 44 -26 = a = 00882 
LN-G" 204 34 ' , 

G-N 26 - 20 1 
LN-Ge: = --204 = 34 = 0,0294. 

Die GroBe und Lage der Lasten P l und Pe soll aueh wie in Beispiel 1 
sein, und man erhalt dann: 

Ferner ist: 

171000 3 
2.60 . 34 = 1257 kg, , 
171000 1 

lJ1 = ---- . = -2514 kgm 
c 2 34 ' 

Q= 
234000 

8,02(3.44 _ 2.8,0) = 32 kg. 

Me = +2514 - 32. 8~0 = + 2386 kgll1, 

111/J = +2514 + 32. 8~Q = +2642 kgll1, 

lJ1A = +2386 - 1257 . 6,0 = -5156 kgll1, 

jlIn = +2642 - 1257·6,0 = -4900 kgll1, 

Bjornstad, Steifrahmen. 5 
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A = 5000·5,0 + 8000.2,0 = 5125 k 
8,0 g, 

B = 13000 - 5125 = 7875 kg, 

S = -1257 kg, 

S,,! = -5125 - 32 = -5157 kg, 

S<, = -7875 -I- 32 = -7843 kg. 

Zu b): Belastung ])5 = 1000 kg pro Meter. 
Nach den Gl. (140), (141) und (142) ist: 

pl" G-N 
life = -12 LN-G2 ' 

pl3 ~G 
H = 121i LN-G-c" 

Q = 0, 
und so mit ergibt sich: 

]v[c = 
1000·8,0' 1 

12 . 34 = - 1255 kgm, 

j1Ic = 

.1I'C! = 

A= 

1000.8,03 3 
12 . 6,0 . 34 = + 628 kg, 

lIf fJ = + 1255 kgm, 

j1lu = + 1255 - 628 . 6,0 = -2513 kgm, 

B 1000 . ~~O = 4000 kg, 

S = -628 kg, 

S< = -4000 kg. 

Zu c): Belastung 1'. und ])0' 

Es sei P J = 2000 kg, Po = 600 kg pro Meter, c = 3,0 m. Das Moment 
der [iuileren Belastung bei B betr1igt: 

( 600.30') 3I ll = - 2000·3,0 + --2-'~- = -8700 kgm. 

Naeh den Gl. (143), (144) und (145) ist 

~l lifo l G-N 870~. 8~ . ~ = +1003 kgm 
j c = -2 LN-OT 2 34 ~" 

lIf 0 l L-G 8700 . 8,0 3 
I1 ~~ -2h TN-G' = - ~6-;O . 34 = - 512 kg, 

Q= 

life -= -1023 -75 . 8~0 = -1323 kgm, 

MfJ = -1023 + 75. 8~0 =- 723 kgm, 

MA = -1323 + 512·6,0 = +1749 kgm, 

MB = - 723 + 512 ·6,0 = +2349 kgm fiir die Vertikale, 

jJIB = + 2349 - 8700 = -6351 kgm flir den Quertrager. 
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A = - 8700 = -1088 kg, 
8,0 

B = 1088 + 2000 + 600 . 3,0 = 4888 kg, 

S = +512 kg, 

So, = + 1088 - 75 = +1013 kg, 

S02 = -4888 + 75 = -4813 kg. 

Zu g): Belastung Ka • 
Es sei 

K = 1000 kg, k = 4,0 m. 

Nach den Gl. (147a), (l~8b) und (149) ist: 

Mc= 6h(t;_dzy(EG-3hNG'), 

H= K K·k 
2 + 6 h2(LN-G2) (EL - 3 h GG') , 

K(hT- kT') 
l(3L-2l) . Q= 

Wic in Beispiel 1, e) ist 

G' = 20 , E = 312 , T' = 44 

und nach Gl. (1l0) 
J 

T = l + 3 h J D = 8,0 + 3 . 6,0 . 3 = 62 , 

somit erhiilt man: 

1000·4,0 
Me = - 6.6,6.204 (312·26 - 3·6,0.20.20) = -497 kgm, 

H= 1000 1000·4,0 
2- + 6 . 6,02 . 204 (312 . 44 - 3 • 6,0 . 26 . 20) = 897 kg, 

Q= 
1000 

8,0(3.44 _ 2.8,0) (6·62 - 4·44) = 211 kg. 

Me = +497 - 212· 820 = -351 kgm, 

Mn = +497 + 212· ~~~ = +1345 kgm, 

lIfA = -351 . +(1000 - 897) 6,0 = +267 kgm, 

lIfB = + 1345 - 897 . 6,0 + 1000·4,0 = -37 kgm. 

Ho = + 1000 kg, 

B = +250 kg, 

Sr, = + 250 - 212 = + 38 kg. 

A = - 100~. ~Q = -250 kg, 
8,0 

S =-897 kg, 

S"2 = -250 + 212 = -38 kg. 

5* 
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Zu k): Belastung ])2 = 400 kg pro m. 

Naeh den G1. (153a), (154a) und (155a) ist: 

H __ ph phL(G+l)-2NG __ 400.6,0 400.6,0. 
- 2 + 8 LN-G' - 2 + 8 

. 44(26 + 8,0) - 2 . 20 . 26 = _ 529 k 
204 g, 

111 = _ EY G(G + l)-2N' = _.400.6,02 26(26 + 8,0) - 2.202 = -741 k 
c 8 LN-G' 8 204 gm, 

ph' (L - ~) 400 . 6,02(44 _ 8~0) 
Q = -1(3 L - 2lf = - 8,0(3.44 _ 2.8,0) = -621 kg; 

ferner ist: 

1010 = + 741 + 621. 8~0 = +3225 kgm, 

1I1n = + 741- 621 . ~~O = -1743 kgm. 

400·60' 
1I1A = +3225'-(2400-529)6,0 + -r = -801 kgm, 

Jvln =-1743 + 529·6,0 = +1431 kgm, 

S = +529 kg, S,., = -900 + 621 = -279 kg, Sr, = +900 - 621 = +279 kg, 

400·60' 
H o =-400·6,0=-2400 kg, A=+--·~' ~=+900 kg 8 = -900 kg. 

2·8,0 ' 

Z u 0): Die Te mpera tur des Q uertriigers erh 0 h t si eh l1l11 20° C. 

Naeh den G1. (156) und (157) hat man: 

Zllt = _ . E J F. !.iG _ = _ 60000 . 23,6 . 20 . 800 . 2600 = _ 48126 k 
1 "It(LN-G') 600.2040000 gem, 

= -481 kgm, 
Ht = _.~~E t!J:. 60000 .. 23,.?~O ___ 8.00 . 4400 = 136 k 

It'(LN-G2) 600'.2040000 + g. 

Hiel' miissen alJe Langen in Zentimeter eingesetzt werden und somit ist: 

G = 2600, L = 4400, LN-G' = 2040000. E E = 23,6. 

Die Eckmomente betragen: 

11ft: = lIIIJ = +481 kgm, 

1I1A = lIIJI = +481 - 136·6,0 = -335 kgm. 

Bcislliel 3. Zu Aufgabe 23, Fig. 39. 
Es sei wie in Beispiel 1: 

1 = 8,0 m, h = 6,0 m, k = 4,0 m, K = 1000 kg, ]J = 400 kg pro m, 

J = 60000 em" J o = 20000 em" 

a) Belastung durch 11.. 
Naeh 01. (162) ist: 

somit 

Il=_]{k~ 
6lt2 N' 

J 60000 
J,. =20000· = 3. 
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Die Konstanten bereehnen sieh zu: 

naeh Gl. (53): 

N = 1 2 h .!...- = 8 0 2 . 6,0 . 3 = 20 + 3 J. ' + 3 ' 
naeh GJ. (102): 

J 
E = 31 h + k(3 h - k) J. = 3·8,0·6,0 + 4,0(3 • 6,0 - 4,0) = 312, 

und demnaeh ist: 
H = _ 1000·4,0· 312 = -289 k 

6 • 6,0' . 20 g. 

Die Durehbiegung in der l\fitte des Quertragers betragt naeh GJ. (1G8): 

K k 12 ( E ) 1000 . 400 . 800" ( 312) 
f= 16 EJ 1- 3XN = 16.2000000-:-60000 1- 3.6,0:-20 = 0,oI8 em. 

b) Die horizontale Versehiebung des Angriffspunktes der 
Last K betragt naeh GJ. (169) 

K k' ( E") f = 3 E J G' - 12 h' N ; 

naeh GJ. (90) ist: 

Gf = 1 + k J. = 8,0 + 4,0·3 = 20 

und somit: 
1000 . 400' . 100 ( 3122 ) 

f = 3. 2000000 . 60000 20 - 12. 6,0' . 20 = 0,39 em. 

c) Die horizontale Verschiebung des Punktes C betragt naeh 
Gl. (171): 

f = K k(E - 2 It 1) = 1000·400· 100~(312 - 2·6,0·8,0) _ 0 GO 
12 E J 12. 2000000 . 60000 - ,) em. 

Wirkt die Last K im Punkte C, so ist die Verschiebung eines Punktcs 
naeh GJ. (170): 

naeh GJ. (62) ist: 
J 

L = 1 + 2 h jD- = 8,0 + 2 . 6,0 . 3 = 44 

und somit 
1000· 600' . 4400 f = - -- --------- - -- = 1 1 em 

12 . 2000000 . 60000 ' . 
d) Bel a s t II n g JJ. 

Naeh GJ. (163) ist: 

naeh GJ. (56) ist 
J 

G = 1 + h J D = 8,0 + 6,0 . 3 = 26 

und somit: 
II = _ 400·6,0(26 + 8,0) = -"10 I 

8.20 v {g. 
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Die Durchbiegung in der Quel'triigermitte betl'iigt nach Gl. (172): 

( = ph2P(7 N + ~ = 4,00.8002 .6002 (7.20 + 8,0) = 044 
128 . E J N 128 . 2000000 . 60000 . 20 ' cm. 

e) Die Verschiebung des Punktes 0 betriigt nach Gl. (173): 

p. h3 (3 G -l) 4,00. 6003 • 100(3·26 - 8,0) 
f = 48 E J = 48 . 2000000:-60000~~ = 1,05 cm. 

f) Durch eine Tempcraturcrhohung des Riegels OD um 20° C 
entsteht naeh Gl. (164) ein Hol'izontaldruck von 

H __ ~ J ct 1 __ 60000·23,6·20·800 31 k 
t - N h" - 2000 . 6002 = - ,5 g. 

E E = 23,6. 

g) Die Langenanderungen des Riegels und des Quertragers 
sollen beriicksichtigt werden. 

Naeh Gl. (167) ist dann: 

Nt = N + ~!; (~ -}J . 
Es sei del' Quersehnitt des Quel'tragers F = 100 qem und derjenige des Riegels 
Fr = 30 qem, somit erhiilt man 

Nt = 2000 + 60000 ~800 (_~ __ 1) = 2000 _ 3 = 1997 
6002 100 30 . 

Der EinfluB der Langenanderungen ist also sehr gering, nur 0,15 %, und darf 
stets vernaehlassigt werden. 

Beispiel 4. Der in Fig. 43 gezeigte Rahmen hat dieselben Abmessungen 
wie in Beispiel 1. 

:-----'>~-+-c---: 

+A +6 
~---------l--------~~ 

a) Belastung 1>, und Po' 
Naeh Gl. (158) ist: 

Fig. 43. 

EPba 
H=+2Nh' 
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Aus Beispiel 1 hat man I P b a = 171 000, N = 20, demnaeh ergibt sich: 

171000 
H = + 2 . 6 0 . 20 = + 713 kg, , 

A = I P b = 5000 • 5,0 + 8000 . 2,0 = 5125 k 
l + 8,0 + g, 

B = 5000 + 8000 - 5125 = + 7875 kg, Ho = 0 . 

b) Belastung P1 = 1000 kg pro Meter. 
Nach Gl. (160a) ist: 

p l3 1000 • 8,03 

H = + 1211, N = + 12 . 6,0'. 20 = + 356 kg, 

1000·8,0 
A = B = + --2- = + 4000 kg, Ho = 0 . 

c) Belastung P3 = 2000 kg, c = 3,0 Ill. 
Naeh Gl. (161a) ist: 

H = _ Mo l = _ 2000· 3,0. 8,0 = -200 kg 
211, N 2 . 6,0 . 20 . 
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Ho = 0, 
2000·3,0 

A = --_.- = -750 kg, 
8,0 

B = 2000 + 750 = + 2750 kg. 

d) Bclastung Po = 600 kg pro Meter. 
Nach Gl. (161a) ist: 

H = _ .Mo 1 = _ 600 . 3,02 • 8,0 = -90 kg. 
2 11, N 2 . 2 . 6,0 . 20 

H 0 B = _ 600 . 3,02 = - 338 k 
0= , 2.8,0 g, 

A = +600·3,0 + 338 = +2138 kg. 

e) Belastung I{ = 1000 kg, k = 4,0 Ill. 
Nach Gl. (165 b) ist: 

K KkE 
H = -jf + 611,2 N' 

aus Beispiel 1 hat man E = 312, und somit ist: 

Ho = +1000 kg, 

H = ~OQ + .!OOO • 4~ ~.2 = + 789 kg 
2 6 . 6,0' . 20 . 

1000(6,0 - 4,0) A = - -_ .. _ .. _ ... = -250 kg, 
8,0 

f) Belastung ])3 = 400 kg pro llleter. 
Nach Gl. (166a) ist: 

H _ _ Pi!. plt(G + 1) 
- 2 + 8N 

aus Beispiel 1 hat man G = 26, und somit ist: 

B = +250 kg. 

H = _ 400·6,0 + 400· 6,0(~6 + 8,0) = -690 kg 
2 8·20 . 

400·6,0· 
Ho = -400·6,0 = -2400, A = 2.8,0 = +900 kg, B = -900 kg. 
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g) Durch eine Temperaturerhohung des Quertragers urn 20°C 
entsteht nach Gl. (l64a): 

H = + ~N'L7':ot£ = + 60000·23,6·20·800 = +32 kg . 
• " 2000 . 6002 

1m ganzen ergibt sich demnach: 

H = 713 + 356 - 200 - 90 + 789 - 690 + 32 = +010 kg, 

H" = 1000 - 2400 = -1400 kg, 

A = 5125 + 4000 - 750 + 2138 - 250 + 900 = + 11163 kg, 

B = 7875 + 4000 + 2750 - 338 + 250 - 900 = +13637 kg. 

Die Momente bei A und B betragen dann: 

400.602 

lffA = -(1400 + (10)6,0 + ~-2-'- = -6660 kgl1l fiir die Vertikale, 

600.3,02 

lilA = -6660 - ~-2-- = -9360 kgl1l fijI' den Quertriiger, 

lffJi = - 910 . 6,0 + 1000.' 4,0 = -1460 kgl1l fiir die Vertikale, 

11111 = -1460 - 2000·3,0 = -7460 kgl1l fiir den Quertrager. 

Die Langskraft im Stabe A B betriigt S = + 910 kg, 

AC Sl" = -11163 kg, 

DB Se, = -13637 kg. 

§ 10. Zweifaeh statisch unbestimmter Rahmen mit stan'en Eck
verbindungen, welcher an cinem Auflager eingespannt, am anderen 

gelenkartig gelagert ist. 

Fig. 44. 

lVie in § 6, denkt man sich das linke Fundament durch cinen 
starrcn Stab 0 m ersctzt, dessen Tragheitsmoment = CXJ ist, und welcher 
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also mit der Vertikale in 0 starr verbunden ist. Das System ist zweifach 
statisch unbestimmt. Es sind die Unbekannten H und Q zu ermitteln. 
Zur Lasung der Aufgabe denkt man sich :mnachst das System bei 0 
gelenkartig gelagert und untersucht die Wirkung der GraBen H und Q 
auf dasselbe. 

a) Einflull der Horizontalkraft ~I. 

\ I 
\ ~'~1 

I 
\ 

I 

\ ""~""jI1Hl_ !lH I 
H C ........ I 

f 0 -m 
~ 
tXH rrx; 

Fig. 45. 

Nach den G1. (63) und (64) hat man: 

IlhG 
tangtpH = 2EJ ' 

ferner ist 
l IlhlG 

YH = 2 tangtpH = liT-

b) Einflull der Querkraft Q. 

Fig. 46. 

B 
f 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

/ J" 
f 
I 

Q 
8 

H 
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Aus Gl. (60) erhiilt man 
MhG QlhG 

xQ = 2 E J = 4 E J . 

Der Winkel cp betriigt: 
1. durch die Biegung des Quertriigers nach Gl. (21) 

M I Q12 
tang CPl = 3 E J = 6 E J ' 

2. durch die Biegung der Vertikale nach Gl. (35) 

Mh Qlh 
tangCP2 = EJv = 2 EJv 

und demnach 
Q[2 Qlh Ql ( J) QIT 

tangcpQ=6EJ+ 2EJv =6Ei 1+3h Jv =6EJ; 

ferner ist 
I Q12T 

YQ = 2 tangcpQ = liEJ . 

Nennt man nun die durch die iiuI3ere Bclastung erzcugten Ver
schiebungen Xo und Yo' so hat man die folgenden zwei Hauptgleichungen: 

H h2N QlhG 
X x = -EJ + 4 E J + Xo = 0, 

4Ifh2N + QlhG + 4EJxo = 0, (179) 

X _!!-'~G _QZZT __ 
Y - 4 EJ + 12 E J + Yo - 0, 

3 If h lG + Q l2 T + 12 EJ Yo = 0, (180) 

aus Gl. (179) ergibt sich: 

If = _ QlhG + 4EJxo 
4h2N ' 

Q _ 4 If h 2 N + 4 E J Xo 
- - ----l hCr--- - , 

und aus Gl. (180): 

If = _ Q l2 T + 12 E J Yo 
3hlG ' 

Q = _ 3 H--'-~ l£± 12_~! Yfl 
l~ T ' 

woraus: 

ferneI': 

(Q 1 h G + 4 EJ xo) 3 h 1 G = (Q [2 '1' + 12 EJ Yo) 4 h 2 N , 

Q = _12EJ(4hNyo -lGxo). 
hl2(-3G2 + 4NT) , 

(4Hh2N + 4EJxu)l2T = (3IfhlG+ 12EJYo)lhG, 

If- 4EJ(3hGYo- lTxo) 
- ~l(-3G2 + 4NT)· 

(181) 

(182) 
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Aufgabe 26. Del' Rahmen Fig. 44 ist mit den Einzellasten PI 
und P 2 belastet. 

Fur jede Belastung des Quertragers odeI' dessen Verlangerimg ist: 

Xo = h tang lX' , 

l 
Yo = 2" tanglXI , 

WO lXI den Biegungswinkel bei A und lX' die Summe del' Biegungs
winkel bei A und B bedeuten. 

Nach Gl. (16) hat man 
, .l.'Pba 

tanglX = -2EJ 
und nach Gl. (13) 

~Pba(2l- a) 
tang lXI = - 6 E J l ' 

hier negativ, da das offene System nach auBen gebogen wird; somit ist: 

h 
Xo = - 2EJ~Pba, 

1 
Yo = -12 EJ~Pba(2l- a) . 

Diese Werte werden in die Gleichungen (181) und (182) eingesetzt 
und man erhalt: 

Q =_ -4N.I~ba(2l-a)+6lG2'Pba 
l2(-3G2+4NT) , (183) 

-G~Pba(2l- a) + 2l T.IPba 
ld( -3 G2 + 4NT) 

Beispiel 5. Zu Aufgabe 26, Fig. 44. 
Es sei wie in Beispiel 1: 

l = 8,0 m, 71 = 6,0 m, J = 60000 em' , J v = 20000 em" . 

P, = 5000 kg, a, = 3,0 m, b, = 5,0 m, 

P 2 = 8000 kg, a2 = 6,0 m, b2 = 2,0 m. 

Die Konstanten bereehnen sieh zu: 

naeh Gl. (53) 
271 J 2·6,0 

N = l + 3 J v = 8,0 + -3-- . 3 = 20 , 

naeh Gl. (56) 
J 

G = l + 71 J v = 8,0 + 6,0 . 3 = 26 , 

naeh Gl. (110) 
J 

T = l + 3 71 -J- = 8,0 + 3 . 6,0 . 3 = 62 . 
" . 

4 NT - 3 G2 = 4 . 20 . 26 - 3 . 262 = 2932. 

(184) 



76 Bereclmung der Steifrahmen. 

Ferner ergibt sich: 

5000 . 3,0 . 5,0 = 75000· (2. 8,0 - 3,0) = 975000 

8000 . 6,0 . 2,0 = 96000· (2 . 8,0 - 6,0) = 960000 

:1:Pba = 171000 ~'Pba(2l-a) = 1935000 

nach OJ. (183) und (184) ist dann 

Q = _ 6·8,0.26·171000 - 4·20·1935000 
8,02 .2932--- = -312 kg, 

H= 2·8,0(3·26 - 2·8,0) 171000 - 26·1935000 = +848 kg. 
----6,0 . 8,O-:Z9-32 

Die Momente betragen dann 

~Mc = +312· ~;O = +1248 kgm, 

]I A = + 1248 - 848 . 6,0 = -- 3840 kgm, 

llfn = 0, 

M B = - 848 . 6,0 = - 5088 kgm. 

Aufgabe 27. Del' Rahmen Fig. 44 ist mit del' gleiehmaBig verteilten 
Last P5 belastet. 

Naeh Gl. (40) ist pl3 

tangcx1 = - 24 E J 

und nach Gl. (41) 

Aus del' vorigen Aufga?e erhiilt man dann: 

I p [3 h 
Xo = h tang cx = - 12 E j , 

P [4 
Yo = 2 tangcx 1 = - 4SEJ . 

Dureh Einsetzen diesel' vYerte in die Gl. (lSI) und (IS2) erh~1lt man: 

p[2(G-N) SJJIo(G-N) 
Q = - 4NT - 302 = -4NT =-302 ' 

p[3(9G - S[) 2JJIo l(9G - Sl) 
12 h(4N'f - 3 G2) = 3 h(4N T= 3(2) , 

H= 

\\'0 JJIo das Moment in del' Mitte des Quertragers bedeutet. 

Beispiel 6. Zu Aufgabe 27, Fig. 44, 
Es sei Pi = 1000 kg, sonstige Abmessungen wie in Beispiel 5. 
Nach GJ. (185) und (186) ergibt sich clann 

Q = _ !:QO~2~2(26 - 20) 
2932 = -131 kg, 

H= 1000 . ~,03(9 . 26 - 8 . 8,01 = 412 I 
12 . 6,0 . 2932 + eg. 

(IS5) 

(IS6) 
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Aufgabe 28. Die linke konsolartige Vel'Hingerung des Quertl'agers 
Fig. 44 ist mit der Einzellast Pa belastet. 

Es ist 

nach Gl. (23) 

nach Gl. (21) 

Mo = Pc, 

I M l 
tang<x = 2 EJ ' 

Ml 
tang <Xl = 3EJ . 

Aus Aufgabe 26 el'halt man dann: 

I M lh 
Xo = h tang<x = 2 EJ ' 

l M l2 
Yo = -tang <Xl = - E·-J· 2 6 

Durch Einsetzen diesel' \Verte in die Gl. (181) und (182) erhalt man: 

Q = _ 2M(4N - 3G) = _ M~3l_=~ (187) 
4NT - 3 G2 4Nl' -3G2' 

I1= 2Ml(G-T) 4Ml(G-l) (188) 
h(4NT-3G:l) h(4NT-3G2)' 

Das Moment J.v] ist hier positiv einzusetzcn. 

Beislliel 7. Zu Aufgabe 28, Fig. 44. 
Es sei 

P3 = 2000 kg, c = 3,0 m, 

Mo = 2000 . 3,0 = 6000 kgm, 

sonstige Abmessungen wie in Beispiel 5. 
Aus den ca. (187) und (188) erhiilt man 

Q = _ 600~3.8,O - 202 
2932 

= -8 kg, 

H = _ 4.6000,- 8,0(26 - 8,0) = -Hl6 kg. 
6,0·2932 

Die Momente betragen: 

lrIr; = +8. 8;0 = +32 kgm, 

lrIA = 32 + 196·6,0 = + 1208 kgm flir die Vertikale, 

MA = + 1208 - 6000 = -4792 kgm fur den Quertr;iger, 

iv1u = 0 , MB = +196·6,0 = +1176 kgm. 

Aufgabe 29. Die l'echte Verlangerung des Quertl'tigers Fig. 44 
ist mit der gleiclllnaJ3ig verteilten Last P6 belastet. 
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Hier ist: 

und somit: 

Berechnung der Steifrahmen. 

und 
, Mo l tangIX = ... -

P c2 

M O=2' 
, Mo lh 

Xu = h tang IX = -2 E J ' 

l M l2 
Yo = - tang IXI = _0 __ 

2 12 EJ·· 

2EJ 

Dureh Einsetzen dieser vVerte in die Gl. (181) und (182) erh~iJt man: 

Q __ jJIIo (4 N - 6 G) __ M 0 (5 N - 2l) 
- 4 N T - 3 0 2 - + 4 N T - 30 2 ' 

(189) 

H= Mol(0-2T) Mo(5G-4l)l 
h(4NT-3G2) -h(4NT~-302)· 

(190) 

Aufgabe 30. Die Vertikalen in Fig. 44 sind durch Einzellasten K 
belastet. 

a) Last H,. 

--8 I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

/1-"'-------\- ------1 \ 

Fig. 47. 

I 
I 
I 
I 
I 

D + Mu =K(h-k) 

K(h-k) 
-~-

Die Momentenflachell des offen en Systems sind in Fig. 47 schraffiert. 
Es ist dann: 

1. durch die Biegung des Quertdigers A B 

nach Gl. (23) 
, Mo l tangIX = - -_. 

2EJ 
K(h - k)l 
---
2EJ 
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nach Gl. (21) 
Mol 

tang iXl = - 3 E J 
K(h - k)l 

3EJ 

, K(h-k)lh 
Xl + X 2 = h· tangiX = - - 2 EJ ; 

2. durch die Biegung der Vertikale A C 
nach Gl. (30) und (33) 

x{=_Kh~+ Kk2 (3h-k)=-~-(2h3_k2(3h-k)) 
3EJv 6EJv 6EJv ' 

nach Gl. (29) 
Kh2 K k 2 K 

tangtJt = - -- + --- = --- (h 2 - k 2) 
2EJv 2EJv 2EJv 

und demnach: 

Xo = Xl + xt + x[ = - (3: J (3l h (h - k) + 2 h3 ;v - k2 (3 h - k) f) , 
x = - _K_ (3h 2N - kE) 
• 0 6 E J ' 

Yo = ! (tangiXl + tangPl) = -lIElJ(2l(h - k) + 3(h 2 - k 2) ;), 

Y = - _K"-_ (h(3 G --l) - k(3 G' -l)) 
o 12 E J . 

Dicse Werte werden nun in die Gl. (181) und (182) eingesetzt 
und man erhiilt: 

(KlG Kl ) 
12 EJ 6-EJ (3h 2 N - kE) - 4hN 12EJ (h(3 G-l) - k (3G'-l)) 

Q = - -------- ------Al2(4NT-=3G2)-----------

= _ ~ K«(}(3h=_N - k E) - 2h N[h @_G_ - lL- k(3 _G' ---=-_~ 
h 1 (4 NT - 3 G2) 

Q = + ~K( - [~-'0T' + D_~!!!-J~N +J: GEl ._ 
hl(4NT _ 3G2)' (191) 

fur k = h erhiilt man Q = 0; 

E J (K T 1 0 K 1 . 3 h G (h' k 3' )) 4 6E}(3h"N-kE)---12E-j- (3G-l)- (G-l) 
H=--- ~----- --~----~-------- ----

h2l(4NT- 3G2) , 

K (2 T(3h 2N - kE) - 3h G[h(T + l) - k (T' + l)]) 
H = -- -----3 h2(4 NT-~ :3 G2)~---------- , . (192) 

fur k = h ist Ii = O. 
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Greift die Kraft K bei A an, so hat man k = 0 zu setzen und erhiiJt: 

K·2hNT 
Q = l (4 NT - 3 G2) , (193) 

H=K(2TN-G(3G-l) 
4NT - 3G2 . 

(194) 

b) Last Ii.2 • 

Da diese Kraft umgekehrte Richtung hat, so wechseln beide Un
bekannten Q und Ii das Vorzeichen, 'werden also negativ. Die FOl'meln 
(191) bis (194) bleiben sonst unvel'andel't. 

f((h-kJ -z-
Fig. 48. 

f((h-kJ 
-[,-

Fig. 48 zeigt die durch die Last K3 entstchendcn Momentfliichen. 
Man el'h~ilt dann wie bei a): 

1. durch die Biegung des Quel'tragel's A B 

I Mol K(h + k)l 
tang lX = - 2 E J = - - 2 E J -

nach Gl. (21) und (22) 
lJ:f'l Mill Kl 

tangC<l=-SEoJ -6~J =-6Ej(2h+k), 

K(h+k)hl 
Xl + X 2 = - 2 E J ; 

2. durch die Biegung del' V cl'tikale A C 
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3. durch die Biegung der Vertikale DB 

K k 2 

X2 = - 6 EJ (3 h - k) . 
v 

Demnach ist: 

=X =_K(h+k)hl_!!h2 (3h-k)- KP 
Xl X 2EJ 6EJv 3EJv 

= -~ (3hl(h + k) + k 2 (3h - k)--!- + 2h3~), 
6EJ J v J v 

Xu = - 6-: J (Ie E + 3 h2 N) , 

Kl Kh~ 
tangipu = tangiXl + tang/JI = - 6 EJ (2h + k) - 2ET ' 

v 

l K l 
Yo = 2 tangipo = -12-EJ (h(T + l) + k l) . 

Durch Einsetzen dieser Werte in die Gl. (181) und (182) erhiilt man: 

( K Kl) 12 EJ Gl 6 EJ (kE + 3h2 N) - 4hN i2EJ (h(T + l) + kl) 

Q ='-- - --- --------xl2 (4NT - 3 G2)- - - -

2 K (h N (It T + 2 k 1) - k G E) Q = ---------- - --- ------ -
h1(4NT - 3G2) 

(195) 

fUr k = h ist Q = 0; 
ferner ergibt sich: 

( 
K Kl . 

4 EJ T l 6 EJ (k E + 3 h 2 N) - 3 h G iTE J (h(T + l) + k 1)) 

II = --- -------h2 l(4NT _ 3G2) ~------ , 

H =]{'J'!Jh2 (G +-'!D +2kE] - 3hGl(h + k)) . (196) 
3h2 (4NT-3G2) 

Setzt man in dieser Formel k = h, so crgibt sich: 

T (h2 (G + 21) + 2 h . 3 h N) - 3 h G l 2 h 

= T (6 h2 N - 1t2 3 (G - 2 N)) - 6 h2 l G 

= 3h2 (T(2N - G + 2N) - 2lG) 

= 3h2 (4TN - G(3G - 2l) - 2lG) = 3h2 (4NT - 3G2), 

und demnach wird H = K. 
Grcift die Kraft K3 bei B an, so hat man in den obigen Gleichungen 

k = 0 zu setzen und erhtilt genau dieselben Werte wie in den Gl. (193) 
und (194). 

Bj urnstad. Stcifrahmen. 6 
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d) Last K 4 • 

Die Unbekannten Q und H sind nach den Gl. (195) und (196) zu 
berechnen, sie erhalten aber negative Vorzeichen. 

Beispiel 8. Zu Aufgabe 30, Fig. 44. 
Die Abmessungen seien wie in den vorigen Beispielen, femer K = 1000 kg 

und k = 4,0 m. Die Konstanten betragen dann naeh Beispiel 5: 

N = 20 , G = 26 , T = 62, 4 NT - 3 G2 = 2932: 

naeh Beispiel 3: 
G' = 20, E = 312 . 

Fiir die Last Kl ergibt sieh dann naeh GJ. (191): 

Q = 2000(4·26·312 - 6·20 [2·4(3·20 - 8) - 6·62]) = +386 kg, 
8·6·2932 

naeh Gl. (192) 

1000 (2.62(3.6' . 20 - 4·312) - 3 ·6·26 [6(3·26 - 8) - 4 (3·20 - 8)]) 
Ii = 3 . 6' . 2932 - = + 44 kg. 

Greift die Last K bei A an, so ergibt sich nach den GJ. (193) und (194): 

1000 . 2 . 6 . 20 . 62 
Q = 8 . 29~-- = +634 kg, 

H __ 1000(2.62.20 - 26(3·26 - 8)) 
--"-------297C3""2,--'--- - --- = +225 kg, 

Ho = + 1000 kg. 

Fiir die Last ](. erh1ilt man nach den G1. (195) und (196): 

Q = _ 2000(6.20(6. 62-=±-~ 4·8) - 4·26·312) = -282 kg, 
6·8·2932 

H = _1000 (62[6'(26 + 2· 8) +_2-"--~1~] - 3·6·26·8(6 + 4)) = -666 k 
3 . 6~ . 2932 g, 

Ho = -1000 kg. 

Greift die Last bei B an, so crgibt sich nach den GJ. (193) und (194) wic fiir 
](1' aber negativ: 

Q = -634 kg, H = -225 kg. 

Die Spannkraft im Quertr1iger bctr1igt: 

fiir die Last K 1 : S = - 44 kg, 

K.: S = -1000 + 666 = -334 kg. 

Aufgabe 31. Die Vcrtikalen in Fig. 44 sind clurch cine gleich
mlWig verteilte Belastung p belastet. 

a) Belastung 1)1 • 

Die Momentenflachen cles offenen Systems sind m Fig. 49 
schraffiert. 

Die V erschie bungen bctragen clann: 
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1. durch die Biegung des Quertragers A B 
nach G1. (23) 

nach G1. (21) 

, Mol ph2 l 
tang eX = - 2 E J = - 4 E J ' 

, P hH l 
Xl + X2 = h tang eX = - 4 E J ' 

I 
I 

\ 
I 

Jv ~ 
\ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

\ ]) he 
o I lifo = 

I 2 
x.~ 

JJJJ..: k------Z----~JL~ 
zl ~ zl 

Fig. 49. 

2. durch die Biegung der Vertikalc C A 

nach auJ3en durch Ii 0 = ph, 
nach G1. (30) 

nach G1. (29) 

nach innen durch p, 
nach G1. (45) 

nach G1. (44) 

()* 

83 
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somit ergibt sieh: 

( p hal p kl P h4 ) phs ( J ) 
Xo = - -4 E J + 3 E J v - 8 E J v = - 24 E J 6 1 + 5 h J v ' 

ph3 

Xo = - 24 E J (5 G + l) , 

( P h2 l P k 3 p ha ) p k 2 ( J ) tangrp=- ---+- ------ =--- l+2h-
6EJ 2EJv 6EJv 6EJ. J v ' 

Yo = 
1 ph2 l 
2 tangq:'o = -12 E J (2 G - l) . 

Dureh Einsetzen dieser Werte in die Gl. (181) und (182) erhiilt man: 

12EJ(Gl_ ph3 (5G+l)_4hN]}h 2 l (2G-l)) 
24EJ 12EJ 

Q = - h l2 (4 N T - 3 Gt) 

Q _ 1)h2(G(5G+l)-8N(2G-l)) __ ph2 (G(17G-3l)-8l 2)) (197) 
- - -- -2l(4N--T----=-3d~- -- - --6l(4NT~ 302)-- , 

H= 
( ph3 pJt2 l ) 

4EJ Tl 2iO (5G+l)- 3hG 12U (2G-l) 

htl(4NT - 3G2) 

H= 
_J? h(T(i) G_+ l) =-6G(2G -01 = ph (G(3G -=-1)- 2l2) (198) 

6(4NT - 3 Gt) 6(4NT - 3 Gt) . -

b) Belastung p". 

Die Grol3cn Q und H sind negativ und naeh den Gl. (197) und (198) 
zu bcreehnen. 

e) Belllstung 1)3 • 

Die Momentcnflachen sind in Fig. 50 schraffiert. 
Die Verschiebungen betragen: 
1. durc.h die Biegung des Quertriigers A B 

tang c.' = -:~; = --2~J(P~~ + Ph 2) = -~:~I}, 
, 3 pk:ll 

Xl + x2 = h tang c. = - 4E7- , 

tangc. l = -1~~ --~~} = - 6~:y(2Ph2 + p~~2) = -~-~~~~} ; 

2. durch die Biegung del' Vertikale C A 

pkl 
x1 =-3EJ---;;-' 
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3. dureh die Biegung der Vertikale DB 

ph! 
xt = - 8 EJ . 

v 

+ 

Fig. 50. 
Somit ergibt sich: 

(3 p ld p h'l p hi ) p h:1 ( J ) 
xu=- 4EJ +3EJv + SEJv =-24EJ 18l+11h Jv ' 

ph:! 
Xu = - 24 E J (11 G + 7l) , 

(5Ph~l ph3 ) ph2 ( J) ph2 
tangro=- 12E-J+TE-Jv =-liEJ 5l+Gh Jv =-12EJ(GG-l), 

l p h2 l 
Vo = -2 tangro = - 24 E J (6 G - l) . 

Dureh Einsetzen dieser Werte in die Gl. (181) und (182) crhiiJt man: 

( ph:1 Ph"l) 
12 E J G l 24 E J (11 G + 7 l) - 4 h N 24 EJ (6 G - l) 

Q=- hF(4NT - 3G2) 

Q = _ ph 2 (O(llG+7l)-4N(6G-=:J)J= + ph~(5_G(:3G-!)~-4l2). (I()()) 
2l(4NT-3G2) 6l(4NT-3G2) , 

ferneI': 

( ph:' ph"l) 
4 EJ T l24EJ (11 G + 7l) - 3 Ii G 241:-J (6 G -l) 

H= h 2 l(4NT-3G2) 

H = ph(T(~I G + 7l) - 3 G(6 G -l) = p~(G(~5G -~zt-=-_I4l2) . (200) 
6 (4 NT - 3 G2) 6 (4 NT - 3 G2) 
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d) Belastung p, • 

Die GraBen Q und H sind negativ und werden naeh den Gl. (199) 
und (200) bereclmet. 

Beispiel 9. Zu Aufgabe 31, Fig. 44. 
Die Abmessungen seien wie in den vorigen Beispielen, ferner p = 400 kg 

pro Meter. 
Fur P2 ergibt sieh dann naeh den G1. (197) und (198): 

Q = _ 400.6,02 (26 (17 ~6 - 3·8,0) - 8.8,02) = -1060 k 
6 . 8,0 . 2932 g. 

H = _ 400 . 6,0 (26 (3 ·26 - 8,0) - 2· 8,02) = -231 k.2:, 
6.2932 '0 

Ho = -p h = -400 . 6,0 = -2400 kg. 

Die Spannkraft im Quertrager betragt S = +231 kg. 
Fur Pa ergibt sieh nach den G1. (199) trod (200): 

Q = i~O . 6,0~ (5 . ~~~38',~~ 293~'0) _~8,02) = + 905 kg, 

H = 400·6,0 (26 (15·26 - 2·8,0) - 14·8,0') = 19 04 I' 
6 . 2932 + ~ ,g, 

110 = +1) h = +400 . 6,0 = +2400 kg. 

Die Spannkraft im Quertrager betragt 

S = 2400 - 12040 = + 1196 kg. 

Aufgabe 32. Zu Fig. 44. Es solI eine Temperaturanderung um 
to C im Quertrager untersueht werden. 

Dureh eine Tcmperaturerhahung des Quertragers wird im statisch 
bestimmten offen en Systeme nur del' Quertrager um eine Streeke /3 t l 
verlangert, es ist somit Yo = 0 und 

Xo = -Ell. 

Dureh Einsetzen diesel' Werte in die Gl. (181) und (182) crh~iJt 

man dann: 
12EJGlEll 

Q = - -hl2t.4 N l' - 3 G2) 
12EJetG 

(201) 
h(4N1' - 3 G2) , 

H= 
4EJTlEll 4EJetl1' 

h-q-(4-j{T -3-G2-) =+ h2(4NT- 3G2)' (202) 

Kommt eine negative Temperaturanderung in Betraeht, so andel'll 
sowoh1 Q als H V orzeichen. 

Beispiel 10. Zu Aufgabe 32, Fig. 44. 
Fiir eine Temperaturerh6hung des Riegels um 20° C ergibt sieh bei den 

gleichen Abmessungen wie in den vorigen Beispic1en 

n. G1. (201) Q = _ 12· 60000 . 23,6 . 20 . 2600 = -50 kg 
600·29320000 ' 

n. G1. (202) 
4 . 60000 . 23 6 . 20 . 800 . 6200 

11 = + 6002 .'29320000 .. - = +52 kg. 
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§ 11. Dreifach statisch unbestimmter Rahmen aus zwei Staben 
mit starrer Eckverbindung. 

Das in Fig. 51 gezeigte System ist bei A und B fest eingespannt 
und hat bei C starre Eckverbindung. Das System ist dreifach statisch 
unbestimmt. Es sollen die bei A wirkenden drei Unbekannten, die 
Horizontalkraft H, die Vertikalkraft Q und das konstante Moment Me' 
ermittelt werden. 

+H 

+6 
Fig. 51. 

Die Auflagerkrafte B und Ho sind immer gleich der Summc der 
vertikalen resp. der horizontalen Lasten, Q mit einbegriffen. 

Zur Lasung der Aufgabe wird die Einspannung bei A zunachst 
gelast und die 'Virkung der drei Unbekannten sowie der auBercn Bc
lastung auf das statisch bestimmte, nur bei B fest eingespannte System 
getrennt untersucht. 

a) Wirkung der HorizontalkraH II. 
H 

I I 
~;Ol" l ------t---t~ 

=lflz 

Fig 52. 
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Naeh Gl. (29) ist 

naeh Gl. (30) ist 

ferner hat man 

Berechnung del' Steifrahmen. 

H h2 l 
YH = l tangtpH = 2EJv • 

b) Wirkung der Vertikalkraft Q. 

nach Gl. (29) ist 

naeh Gl. (30) ist 

ferner ist 

Dcmnach ist: 

Fig. 53. 

1. Biegung der Ver
tikale: 
naeh Gl. (35) ist 

JJf h Qlh 
tang<pQ = - = 

EJv EJv ' 

naeh Gl. (34) ist 

M h2 Qlh 2 

x(J = 2 E J v 2 E J v ' 

ferner ist 
QZ2 h 

YQ = l tangtpQ =E J . 
v 

2. Biegung des Quer
tt·iigers: 

M l Ql2 
tang tpQ = 2CJ = 2EJ ' 

QZ;; 
Y(J = 3 E J ; 

Q l h Q l2 Q l 
tang1!Q = EJv + 2EJ = 2Ej(2G -l), 

Q Z2 h Q l3 Q l2 
YQ = E J v + 3 E J = 3E J (3 G - 2l) , 

Q lh 2 

xQ = iEf. 
v 
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c) Wirkung des konstanten Momentes Me. 

1. Biegung der Ver
tikale. 

Es ist nach Gl. (35): 

Mc h 
tangq'c = E J v ' 

nach Gl. (34) 

2. Biegung des Quer
tragers nach Gl. (35): Fig. 54. 

nach Gl. (34) 

demnach: 

Xc = 0, 

JJlc h JJlc l Mc G 
tangq'c = EJv + EJ = EJ ' 

Mc hl Mc l2 JJ1c l ? f 

Yc = E-Jv + 2 E J = 2 E J (~G - l) , 

JJ1ch2 
Xc = 2EJ:' 

Bezeichnct man nun die V crschiebungen durch die auf3erc Be
lastung mit xo' Yo und q'o, so lassen sich drei Gleichungen aufstellen. 

Es miisscn niimlich die Summe aller Verschiebungen glcich 0 
sein, oder: 

Xo + XlI + xQ + Xc = 0 , 

Yo + Yll + YQ + Yc = 0 , 

tangro + tangl{ll + tanglfQ + tangrc = 0 . 

Durch Einsetzen del' gefundenen Werte erhalt man: 

Ilh:! Qlh2 Mch2 
Xo + 3 E J v + 2E J v + 2 E J v = 0, 

E J Xo + h (G _ l) (~ h + ~l + ~c) = 0 , 
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woraus: 

H = _ 3 Q l _ 3 Me _ 3 E J Xo (I) 
2h 2h h2(G-l)'· 

H h2l Ql2 Mel 
Yo + 2 E J + 3 E J (3 G - 2l) + 2 E J (2 G - l) = 0 , 

v 

2Q l2 
2 E J Yo + H h l (G - l) + --3- (3 G - 2l) + Me l (2 G - l) = 0 , 

woraus: 

1 ( 2 Q l2 ) 
H=-hl(G--l) 2EJYo+-3-(3G-2l)+Mel(2G-l), (II) 

Hh2 Ql MeG 
tanglPo + 2EJv + 2EJ(2G -l) + -EJ- = 0, 

2EJtangIPo + H h(G -l) + Ql(2G -l) + 2MeG = 0, 

woraus: 
1 

H = - h (G _ l) (2 E J tanglPo + Q l (2 G -- l) + 2 JJ1e G). (III) 

Aus den Gl. (I) und (III) erhiilt man: 

3 Q l 3 Me 3 E J Xo 1 
'2h + 2h + h2(G -l) = h(d-=-l) (2EJtanglPo + Ql(2G-l) + 2JJ1eG), 

1 
Me = - h (G + 3l) (2 E J (2 h tanglPo - 3 xo) + Q h l (G + l)); (IV) 

ferner aus den Gl. (II) und (III): 

1 ( 2 Q l2 ) 7: 2 E J Yo + -3- (3 G - 2l) + Me l (2 G - l) 

= 2EJtangIPo + Ql(2G -l) + 2MeG, 
woraus: 

Ql 2 E J 
Me = - :3 + -----z2 (Yo - l tangtpo) . (V) 

Aus den Gl. (IV) und (V) erhiilt man nun: 

2 E J (2 h tang lPo - 3 xo) + Q h l (G + l) 
(Ql 2EJ ) 

= h(G + 3l) :3 - ~ (Yo -ltanglPo) , 

woraus: 

3EJ(h h ) Q=- hlG T2(G+3l)Yo-y(G+l)tanglPo- 3xo . (203) 
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Diesel' Wert ",ird in die Gl. (V) eingesetzt und man erhalt: 

EJ (h h ) Me = hG Y2-(G + 3l)yo -I (G + l) tangtpo - 3xo 

2EJ + -l2- (Yo - ltangtpo) , 

EJ 
Me = hl2 G (3h(G + l)yo - hl(3G + l)tangtpo - 3l2 xO)' (204) 

Die gefundenen Werte fiir Q und Me werden nun in die Gl. (1) 
eingesetzt und man erhalt: 

9EJ(h h ) H = 2h2G l2 (G + 3l)yo -I (G + l) tangtpo - 3xo 

3EJ ( .» 3EJxo 
2h2 l2G 3h(G + l)yo - hl(3G + l)tangtpo - 3l"xo - h2(G-l) ' 

woraus: 
3 E J ( l (3l - 4 G) ) 

H = h l G 3 Yo - l tang tpo + h (G _ l) Xo • • • (205) 

Aufgabe 33. Zu Fig. 51. Es solI die Wirkung del' Last PI unter
sucht werden. 

Die Verschiebungen xo' 
Yo und tangtpo bestim- r-

men sich nach Fig. 55 zu: 
1. Biegung del' Ver

tikale: 
nach Gl. (35) 

Pah 
tangrpo = EJv ' 

nach Gl. (34) 

Pah2 

xO ="2EJ' v 
Pald 

Yo = ltangtpo = EJ . 
v 

2. Biegung des Quertragers: 
nach Gl. (29) 

nach Gl. (33) 

Fig. 55. 

Pa2 

Yo = 6 EJ (3Z - a) , Xo = O. 
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Demnach ist: 

Pah Pa 2 Pa ( a) 
tang !Po = E J v + 2-E J = Ei G - l + -2 ' 

.Pahl Pa 2 Pa ( a ). 
Yo = -EJv + 6EJ (3l- a) =EJ l(G -l) + -2(3l- a) , 

Pah 
Xo = 2EJ (G - l) . 

Diese Werte von X o, Yo und tangrro werden in die Gl. (203), (204) 
und (205) eingesetzt und man erh~ilt aus Gl. (203): 

3EJ[h Pa(. a ) Q=--- -(G+3l)- l(G-l)+-(3l-a) 
h l G [2 EJ 6 

h P a ( a) 3 P a h ] - - (G + l) -- G - l + - - --.- (G - l) 
l EJ 2 2 EJ ' 

woraus 

Q = _!a (3l2 _ a2 - ~ (l - a)2) 
2l:l . G . (206) 

Als Probe del' Riehtigkeit braucht man nur a = l einzusetzen 
und erhiilt Q = - P; setzt man ferner a = 0, so wird Q = O. 

Ans Gl. (204) erh~Ht man: 

Me = h~;G [3h(G + l) :;(l(G -l) + ~ (3l- a)) 

Pa ( a) 3[2Pah ] 
- hl(3 G + l) -E}- G -l + 2 - 2EJ (G -Z) , 

woraus 

M = _J> a (a2 _ [2 + l (l _ a)2) . 
e 2[2 G (207) 

Als Probe setzt man a = l odeI' a = 0 und erhiilt in beiden 
Fiillen Me = O. 

Aus Gl. (205) erhiilt man: 

H = ~ _E J [~ ~~ (Z (G _ l) + ~ (3Z _ a)) _ Pal (G _ l + _a) 
hlG EJ \ 6 EJ 2 

+ !(3l_=JCJJ. !ah (G -l)] 
h (G - l) 2 EJ ' 

worans 
3Pa(l-a)2 

H = ---- ----. 
2hl G ' 

(208) 

fiir a = lund a = 0 wird H = o. 
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l 
Fur den Sonderfall a = 2 erhalt man: 

Q = _ -!- (11 - ~) M = + P l (3 _~) } 
16 G' c 16 G' 

(209) 
3Pl2 

H = -16hG' 

Aufgabe 34. Zu Fig. 51. Es solI die 
verteiIten Belastung PI untersucht werden. 

Nach Fig. 56 bereehnen 
sich die Verschiebungen zu : 

1. Biegung der Ver
tikale: 
nach G1. (35) 

Moh pl2h 
tang 1('0 = - --- = -- .-

EJ" 2EJ,,' 

nach G1. (34) 

Mo h2 P l2 h2 

Xo = 2 E J v = 4E J v ' 

pl3h 
Yo = ltangro = 2 EJ~' 

2. Biegung des Quer
tragers: 
nach G1. (44) 

nach G1. (45) 

pP 
tangcpo = (; E:J ' 

Wirkung der gleiehmaI3ig 

l-----+--~w~ 

Fig. 56. 

pl4 
Yo = 8 E J' Xn = 0 ; 

demnach ergibt sich: 
p l2h pP p l2 

tangQ10 = iEJv + 6-EJ = 6E7 (3 G - 2l) , 

p l3 h P l4 P l3 
Yo = 2 E j" + 8 E J = 8 E J (4 G - 3l) , 

pl2 h 
Xo = 4 EJ (G - l) . 

Dureh Einsetzen diesel' Werte in die G1. (203), (204) und (205) 
erhaIt man aus G1. (203): 
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A1s Probe der Richtigkeit nimmt man an, daB die Vertikale starr 
ist, also J v = 00. Es ergibt sich dann: 

G= 
J 

l+h-= 
J v 

Q =_pl.4l =_~ 
Sl 2 . 

Aus Gl. (204) erhalt man ferner: 

EJ ( pP 
Me= hl2 G 3h(G+l)SEJ(4G-3l) 

P l2 p l2 k ) 
- h l (3 G + l) fiE J (3 G - 2l) - 312 4 E J (G - l) , 

M _ pl2(3G -l) _ ~o(3 G -l) . (211) 
, e - 24G - 3G ,'" 

P l2 
fUr J v = 00 erhalt man Me = 12 = dem Einspannungsmoment des 

beiderseitig eingespannten Balkens. 
Aus Gl. (205) erhalt man: 

3EJ( pP pl3 
II=hlG 3 SEJ (4G-3l)--6EJ(3G-2l) 

l (3l - 4 G) P l2 h ) + -lz(G -~l)- 4EJ (G -l) , 

II pl3 Mol 
= - ShG = - kG ' (212) 

wo Mo das Moment in der Mitte des Quertragers bedeutet. 
Aufgabe 35. Zu Fig. 51. Die konsolartige Verlangerung des Quer

tragers ist mit einer Einzellast P2 belastet. 
Im statisch bestimmten System ist nur die Vertikale durch das 

konstante Moment M 0 = P c beansprueht. 
Die Verschiebungen betragen dann \Vie in Aufgabe 34 fUr die 

Vertikale: 



Dreifach statisch unbestimmter Rahmen mit zwei Staben. 95 

Moh Mo 
tang!po = -ET = - EJ (G -l) , 

v 

Mol 
Yo = l tang!po = -TJ(G -l), 

M h2 M h x = __ 0_ = __ o_(G -l) 
o 2EJv 2EJ . 

Die Werte sind hier negativ in die Gl. (203), (204) und (205) einzu
setzen, da dieselben bei Entwieklung dieser Formeln positiv ange
nommen wurden. Man erhalt: 

3 E J (G - l) M ° ( h h 3 h) 
Q = - h l G E J - f2 (G + 3l) l + T (G + l) + 2 ' 

Q = + 3(G 2-;}1 Mo , ..... ......... (213) 

Me = E Ji ~ -;; ~): 0 ( - 3 h (G + l) l + h l (3 G + l) + 3 [2 ~) , 

M = _ (G-l)Mo 
c G' (214) 

3EJ(G-l)MO (_3l l_l(3l-40)~) 
h l G E J + h (G - l) 2 ' 

H _ 3lMo - + 2hG . (215) 

Moist positiv in diese Gleiehungen einzusetzen. Die Belastung 
des Kragarmes kann natiirlieh aueh aus einer gleiehmaBig verteilten 

p c2 

Last p bestehen, deren Moment M 0 = 2 ist. 

Aufgabe 36. Zu Fig. 51. Die Vertikale ist dureh die wagereehte 
Last K belastet. 

Die Vel'sehiebungen betragen: 
naeh Gl. (29) 

K k 2 K k 2 

tang!po = 2 EJv =2hEJ (G -l) , 

K k 2 l 
Yo=ltang!po= 2hEJ(G-l), 

naeh Gl. (33) 
K k 2 K k 2 

Xo = 6EJv (3h - k) = 6hEY (3h - k) (G -l). 

Dureh Einsetzen diesel' ViTel'te in die Gl. (203), (204) und (205) 
el'hiiJt man: 
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Q = __ 3 EJ K k 2 (G - l) (~ (G + 3l) l _ A (G + l) _ (3 h - k)) 
h l G 2 h E J [2 l ' 

3 K k 2 (h - k) (G - l) 
Q = + 2h 2 lG ' (216) 

Me = E J K k 2 (G - l) (3 h (G + l) l _ h l (3 G + l) _ 31 2 (3 h -~) 
hl2G2h EJ 3 ' 

!If = _ K k 2 (h - k) (G - l) = _ ~ (217) 
. c 2k2 G 3' ....... . 

H = 3 EJ . K ~2 (G - l) (3l _ l + £i3l - ,!O) (3 h- k)) 
h l G 2 h E J h (G - l) 3 ' 

H = _ K k 2(2G(3h -- 2k) - 3l(h - k) 
2h 3 G . . ..... . 

.J 

1r~ ----------

Fig. 57. 

Sctzt man k = It in diese Glcichungcn ein, so \\"ird 

Q = 0, Me = 0, H = -K. 

(218) 

Hat die Last K umgekehrte Richtung, so wechseln aUc drei Un
bckannte Vorzeichen. 

Aufgabe 37. Zu Fig. 51. Die Vertikale ist mit ciner gleichmiil3ig 
verteilten Last P2 belastet. 

Die Verschiebungen betragen hier: 
nach G1. (44) 

ph2 l 
Y = l tang Cf' = - -- (G - 1) 

o 0 6EJ ' 
nach G1. (45) 

ph4 ph3 

Xo = 8 E J = 8 E J (G - l) . 
v 
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Dureh Einsetzen der Werte in die G1. (203), (204) und (205) ergibt 
sieh dann: 

3EJ P h2(G-l)(h h ) 
Q=-hlG 24EJ l2(G+3l)4l- T (G+l)4-3.3h, 

ph 2 (G - l) 
Q=+~8~lG-' (219) 

EJph2 (G-l) .) 
--- ------- (3 h (G + l) 4l - h l (3 G + l) 4 - 3 l" . 3 h) 
hl~G24EJ ' 

M =_ ph 2(G-l) =_!li 
c 24 G 3" . . . . . . . . . . . 

H= 3EJ.ph2(G-l) (3.4l-4l+ l(3l-4(;Y)_.3h) 
hlG·24EJ h(G-l) ' 

H = _ph(4G -l) 
8G . 

J 

Fig. 58. 

Als Probe der Riehtigkeit setzt man J = 0, und es ist 

J 
G=l+h-=l • J v 

und somit 
Mc=O, Q=O, H = _ph~_ 

8 ' 

\YaS mit einem einseitig eingespannten Balken iibereinstimmt. 

(220) 

(221) 

Aufgabe 38. Zu Fig. 51. Es soll die Wirkung einer Temperatur
erhohung um to C untersueht werden. 

1m statiseh bestimmten Systeme, d. h. bei A frei, bei B ein
gespannt, verHingert sieh die Vertikale um die Streeke E t h und der 
Quertl'ager um E t l. Es ist somit 

yo=-dh, To = O. 

Bj urns! ad, Steifrahmen. 7 
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Diese Werte werden in die G1. (203), (204) und (205) eingesetzt 
und man erhalt: 

3 EJ ( h ) Qt = - hi G - l2 (G + 3l) tot h - 3 et 1 , 

Q = + 3:l:~~(h2(G + 3l) + 3l3), (222) 

Me = l2E:G (-3h(G + l)eth - 3l2 etl) , 

Me = _3l;[~t (h2(G + l) - l3), . . . . . (223) 

3 E J ( 1 (3l - 4 G) ) 
H = h 1 G - 3 e t h + h (G _ l) e t I , 

H = _ ~~Je~ (3h -\-l2(4 G ~Q). . . . . . (224) 
hI G . h(G - l) 

Beispiel 11. Zu den Aufgahen 33 his 38, Fig. 51. 
Es sei 

It = 6,0 m, I = 8,0 m J = 60000 em', J c = 20000 em., 

naeh GJ. (56) ist dann 
J 

G = I + It J 0 = 8,0 + 6,0 . 3 = 26 . 

a) Fur die Last P, = 4000 kg und a = 3,0 m crgiht sieh: 

naeh Gl. (206) 

Q = _ 4~0.0 ~,;~O (3. 8,0" _ 3,02 _3 ~:'~ (8,0 _ 3,or) = - 1874 kg, 

naeh G1. (207) 

Me = - 4~0.0 ~,;;O (3,02 _ 8,02 + ~~ (8,0 _ 3,Of) = + 4435 kgm, 

naeh Gl. (208) H = _ 3 . 4000 • 3,0(8,0 - ~3,0)2 = -361 kg, 
2 . 6,0 . 8,0 . 26 . 

8 = 4000 - 1875 = +2125 kg, Ho = 0, 

JIe = 1874·8,0 - 4435 - 4000.3,0 = -1443 kgm, 

Es ist aueh 
]JIll = -1443 + 361 ·6,0 = +723 kgm. 

H· It 361·6 
Mn = --3- = +--3- = 722. 

b) Fur P, = 1000 kg pro Meter ergibt sieh: 

naeh GJ. (210) Q = _ 1000 ~~,0(5. 26 - 8,0) = -469') kg 
8· 26 ~ , 

1000.8,02 (3.26 - 8,0) 
naeh GJ. (211) M,. = --~ ~ 24. 26 = + 7180 kgm, 
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naeh 01. (212) H = _ 1000· 8,03 = -410 1 
8 . 6,0 . 26 -g, 

B= 1000·8,0 - 4692 = +3308 kg, Ho = 0, 

Mc= 
802 

4692·8,0 - 7180 - 1000· -+- = -1644 kgm, 

MIl = -1644 + 410.6,0 = +816 kgm, 

H· h 410·6 
MIl = - ~3- = + --3-- = +820. 

Die kleine Differenz entsteht dureh Abrundung der Zahlenwerte. 

c) Flir P2 = 1000 kg, c = 3,0 m ergibt sieh: 

Mo = 1000· 3,0 = 3000 kgm, 

nueh 01. (213) Q = 3 (26 - Jl~3000 = +389 kg 
2.26·8,0 ' 

naeh Gl. (214) Me = _ (26 - :~O) 3000 = -1039 kgm, 

naeh Gl. (215) II = 3; ~~~~ ~~~O = +231 kg, 

B = 1000 + 389 = +1389 kg, Ho = 0, 

Me = -389·8,0 + 1039 = -2073, 

11111 = -2073 - 231 . 6,0 + 1000 . 3,0 = -459 kgm. 

d) Flir die Last J( = 2000 kg und k = 4,0111 ergibt sieh: 

naeh 01. (216) Q = _3_. _2Q~~4,02(6,0 - 4,0) (26 - 8,0) = +231 kg, 
2 . 6,0' . 8,0 . 26 

h Ol 2 7 • Q l 231 . 8,0 
nae . ( 1 ) 1>1e = --3- = ----3-- = -616 kgm, 

naeh Gl. (218) 

H = _ 2000.4,02 (2.26(3.6,0 - 2·4,0) - 3·8,0(6,0 - 4.02 = -134~ 1. 
2 . 6,0" . 26 0 ,g, 

Ho = +2000 kg, B = +231 kg, 

JJfe = 616 - 231·8,0 = -1232 kg, 

l11I1 = -1232 + 1345·6,0 - 2000·4,0 = -1162 kgm. 

e) Flir p. = 200 kg pro ]}Ieter ergibt sieh: 

naeh 01. (219) Q = + 200 . ~,~~~~6:02; 8,0) = +78 kg, 

78·8,0 
Meh 01. (220) JJ1e = - ~3 -- = -208 kgm, 

naeh 01. (221) H = _ 200·6,0(4.26 - 8,0) = -554 kg, 
8·26 

Ho = +200·6,0 = +1200 kg, B = +78 kg, 

111 e = 208 - 78 . 8,0 = -416 kgm, 

200.6,02 

]JIll = -416 + 554· G,O - --2-- = -692 kgm. 

7* 
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f) Fur eine Temperaturerhoh ung um 20° C ergibt sieh: 

E J. I'; t = 23,6·20·60000 - 28320000, 
naeh Gl. (222) 

Q - 3·28320000 (602(26 3 80) 3 803) - 3"''' l~ - 60.80".260000' +., + ., - 0)0) ,g, , , 

naeh Gl. (223) 

.M - __ 3. 2832000~ (602('>6 80 _ 803) - -60"'90 k 
c - 6 0 . 8 02 . 2600 ' ~ + , ) , - 0) gem, 

, , = - 606 kgm, 

naeh Gl. (224) 

3·28320000 ( 8,02(4.26 - 3.8,0)) = -445 k 
fl = - 6,0.8,0.260000 3·6,0 -I- 6,0(26 _ 8,0) g, 

fl" = 0, B = +355, Me = 606 - 355.8,0 = -2234 kgm, 

ME = -2234 + 445·6,0 = +436 kgm. 

§ 12. Zweifach statisch unbestimmter Rahmen aus zwei Stliben 
mit stalTer Eckverbindung. 

Es solI das im vorigen Abschnitt behandelte System (Fig. 51) 
bei A gelenkartig gelagert werden. Das konstante Moment Me wird 
dann = 0 und das System Fig. 59 ist nUl" zweifaeh statisch unbestimmt. 

+H 

Fig. 59. 
Die Auflagerkrafte B uncl lI" sincl immer gleieh cler Summe def yertikalen bzw. 

del" horizontalen Lasten, Q mit einbegriffen. 

Zur Bestimmung del' zwei Unbekannten Q und II setzt man III 

den Gt (I) und (II) (§ 11) Me = 0 und erhli1t: 
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3Ql 3EJxo 
H = - 2h - h2((f-l) ' ....... . (I) 

1 ( 2 Q l2 ) 
H =- h i (G ~7) 2 E J Yo + -3- (3 G - 2l) (II) 

Es ist dann 

3 Q l (G - l) 3 E J Xu 1 ( 2 Q l2 ) 
2 h (G =-l)- + 1~2 (G=-~ l) = h~i (G -~lj 2 E J Yu + 3~ (3 G - 2l) , 

woraus 
6EJ 

Q = - hi2 (3G+ l) (2hyo - 3lxo) .. . . . (225) 

Dieser Wert wird in die Gl. (I) eingesetzt und man erhalt 

3 EJ Xo 9 EJ 
H = - h2 (G ~ l) + h2l (3 G + fj (2 h Yu - 3l xo) , 

woraus 

(226) 

Aufgabe 39. Es sollen die Krafte Q und H fUr die in Fig. 59 gc
zciclmeten Belastungsfalle bestimmt werden; \yenn bci A cin Gelcnk ist. 

a) Belastung Pl. 

Nach Aufgabe 33 ist: 

Yo =~; (l(G -l) + ~(3l- a)) , 
Pah 

Xo = 2E J (G - l) . 

Dureh Einsetzen diesel' Werte in die Gl. (225) und (226) erhLilt man: 

6EJ·Pa [ ( a ) 3lh ] Q = -~------- 2h l(G -l) + - (3l- a) - ~- (G--l) 
hl2(3G+l)EJ 6 2 ' 

P a ( 2 a (3l - a)) 
Q = -l(3G+lJ 3(G -l) + --r-- , (227) 

6 E J Pa [( a 3 G - 2l h -)-1 
H=lh 2(3G+fjEJ 3h l(G-l)+6(3l-a)-2l-G~l--2 (G--l) , 

H = - --~-~~-~ (-a (3l - a) + 2l2) . (228) 
lh(3G + l) 

Als Probe del' Riehtigkeit sctzt man a = 0 und erhiilt 
Q = 0 und H = 0, ferner ist fur a = l, Q = - P und H = O. 
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b) Belastung P" 

N aeh Aufgabe 34 ist: 

p l3 
Yu = 8 E J (4 G - 3l) , 

p l2h 
Xo = 4 E J (G - l) . 

Aus den Gl. (225) und (226) erhalt man dann: 

6 E J P l2 (2 h l ) 
Q=- hP(3G+l)4EJ T(4G-3l)-3lh(G-l) , 

. 3plG 12Mo G 
Q = - 2(3G+ l) = -l(3G +1)' (229) 

6 E J P l2 (3 h l 2l (3 G - 2l) ) H = ------ - (4 G - 3l) -- - ._ .. - h (G - l) 
lh 2 (3G + l)4EJ 2 G -l ' 

3 p ZS 
H = - 4 h (3 G + l) 

12Mol 
-h(3G +l)" .. 

wo 1110 das Moment in der Mitte des Quertragers bedeutet. 

c) Belastllng 1'2' 

Naeh Aufgabe 35 ist: 
.1110 = Pc, 

Mol 1110h 
Yo = - E J (G - l), Xo = - 2 E J (G - l) . 

Aus den Gl. (225) und (226) erhalt man dann: 

Q = _ 6 E J M 0 ~G~ l) _ (3l h _ 2 h l) 
h l2 (3 G + l) E J'2 ' 

(230) 

3Mo(G -l) 
Q = + l(3 G + l) ; . . . . . . . . . (231) 

ferner: 

H= 6EJ Mo ( h ) -- .~. - +2l(3G - 2l) - .- 3hl(G -l) 
lh2(3G+l)EJ 2 ' 

6Mo l 
H=+h(3G+l)' .......... . 

Mo ist positiv in die Gleiehungen einzusetzen. 

d) Belastllng Ii.. 

Naeh Aufgabe 36 ist: 

K k 2 l 
Yo = 2hEJ(G -l), 

K k 2 

Xo = 6h E J (3h - k) (G - l) . 

(232) 
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Aus den Gl. (225) und (226) ergibt sieh dann: 

Q = _ 6 E J (G - l) k 2 K ( hi _ 3l (3 h~ k)) 
h l2 (3 G + l) h E J 2 2 6' 

Q_ 3Kk2(h-k)(G-l) - + h2 l (3 G + l) ,..... 0 • • 

(233) 

6 E J . K k2 ( l 3 h - k) 
H= lh2(3G+l)hEJ 3h 2 (G-l)-2l(3G-2l)-6-' 

K k 2 

H = - h3 (3 G + l) (G(9h - 6k) -l(3h - 4k). .... (234) 

e) Belastung])2 der Vertikale. 
Naeh Aufgabe 37 ist: 

p h 2 l 
Yo = 6 EJ (G - l) , 

Aus den Gl. (225) und (226) ergibt sieh dann: 

Q = _ 6 E J P h 2 (G ~ l) (2 h l _ 3 l h) 
h l2 (3 G + l) E J 6 8' 

ph 2 (G -l) 
Q = + 4[03 G + T); . 0 0 • • 0 • • (235) 

ferner: 

H= 
6 E J P h 2 (3 h l 3 G - 2l h ) 

lht(3G+l)EJ T(G-l)-2l G-l S(G-l) , 

3phG 
H=------· 2 (3 G + l)' . . . 

setzt man hier J = 0, so ist 

und 

o 
G=l+h-=l 

J v 

3ph 
8 ' 

was mit cinem cinseitig eingespannten Balken iibercinstimmt. 

f) )Virkung einer Temlleraturerhohung um to C • 

Naeh Aufgabe 38 ist: 

Xo = + ct lund Yo - E t h . 

(236) 

Dureh Einsetzen dieser Werte ill die Gl. (225) und (226) erhiilt man: 

6EJct 2 0) 6EJct(2h2+3l2 ) 

Q = - hF(3-G + l) (-2 h - 3l-) = +-hl2(3G + l)-' (237) 

_ 6EJct (2 t 3G - 2l) 
H-- lh2 (3G+l) 3h +2l G~ 0 

(238) 
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Beispiel 12. Zu Aufgabe 39, Fig. 59. 
Die Abmessungen und Belastungen sollen genau wie in Beispiel 11 an

genom men werden, damit die Resultate verglichen werden kiinnen. 
Es ist demnach: 

h = 6,0 m, 1 = 8,0 m, J = 60000 em", J o = 20000 em', G = 26. 

a) FUr die Last P, = 4000 kg und n = 3,0 III ergibt sich: 
nach Gl. (227) 

Q = _ 4000.3,0 (3(26 _ 80 2·3,0(3·8,0 - 3,0)) = -19 171 
8,0(3.26 + 8,0) , ) + 8,0 ~ >:g, 

nach Gl. (228) 

H = - __ 3_. 4090 . 3,0 (2 80' 30(3 80 30) k 8,0.6,0(3.26 + 8,0) •. , C -, ., -', ) = -567 g; 

ferner ist 
8 = 4000 - 1217 = 2783 kg. Ho = 0 , 

llfc = 1217·8,0 - 4000·3,0 = -2264 kgm, 

MlJ = -2264 + 567·6,0 = +1138 kgm. 

b) FUr p, = 1000 kg pro lUeter ergibt sich: 

nach Gl. (229) Q = _ 2..-.!_OOO . 8,0 __ 26_ = _ 3628 kg 
2(3·26+8,0) , 

naeIt Gl. (230) 
3· 1000.803 

H=- 4.6,0(3.26~8,0) =-744kg; 

ferner 
8 = 1000 . 8,0 - 3628 = 4372 kg, H 0 = 0 , 

31 e = 3628 . 8,0 - 1000; 8,02 = - 2976 kgm, 

1l1Ji = -2976 + 744·6,0 = +1488 kgm. 

c) FUr P2 = 1000 kg, c = 3,0 III ergibt sich: 

1110 = 1000·3,0 = 3000 kgm, 

3 . 3000 . (26 - 8,0) . r.: 
naeh Gl. (231) Q = + ~3 . 26 + 8,0) = +23;) kg, 

nach Gl. (232) 
6·3000·80 

H = + 6,()(3.26 + ~,O) = +280 kg; 

ferner 
B = 1000 + 235 = + 1235 kg, HI) = 0 , 

.Me = -235·8,0 = -1880 kgm, 

Jin = -1880 - 280·6,0 + 3000 = -560 kgm. 

d) 1<' U r J{ = 2000 kg un d 1.: = 4,0 III ergibt sich: 

nach Gl. (233) 

Q = 3.2000.4,02 (6,0 - 4,0) (26 - 8,0) = 140 I 
+ 6,0 2 .8,0(3.26 + 8,0) + <g, 

nach Gl. (234) 

H = _ 2000.4,02 (26(9.6,0 - 6·4,0) - 8,0(3·6,0 - 4.4,0)) = -1317 kg; 
6,0 3 (3.26 + 8,0) 
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fenIer 
B = +140 kg, Ho = +2000 kg, 

.M e = -140· 8,0 = -ll20 kgm, 

l11n = -ll20 + 1317 . 6,0 - 2000· 4,0 = -1218 l{gm. 

e) Fiir Po = 200 kg .pro Meter ergibt sieh: 

200.6,02 (26 - 8,0) 
naeh G1. (235) Q = + 4.8,0(3.26 + 8,0) = +48 kg, 

naGh G1. (236) H = _ 3·200·6,0·26 = -544 kg' 
2(3.26+8,0) , 

forner 
B = + 48 kg, Ho = +200.6,0 = +1200 kg, 

.Me = -48·8,0 = -384 kgm, 
200.602 

J1fli = -384 + 544.6,0 - --2-~- = -720 kgm. 

f) Fiir eine Temperaturerhohung nm 20° C ergibt sieh: 

E J d = 23,6·20·60000 = 28320000 
naeh Gl. (237) 

Q = 6·28320000· (2.6,02 + 3.8,02 ) = 136 k 
6,0.8,02 (3.26 + 8,0) 10000 + g, 

naeh Gl. (238) 

6 . 28320000 (3 . 6 02 + 2 . 8 02 ~ 26 - 2 . ~~) 
, , 26 - 80 

H = - ---'-8,0 :ti,02(3-:- 26+-87)):10000-'---- = - 399 kg; 

ferner 
B = + 136 kg, Ho = 0, 

J1f () = -136 . 8,0 = -1088 kgm, 

lvIR = -1088 + 399·6,0 = +1306 kgm. 

§ 13. Einfach statisch unbestimmter Rahmen aus zwci Stiibell 
mit stalTer Eckverbilldullg. 

Das in Fig. 60 gezeigte System ist bei A und B gelenkartig auf
gelagert und hat bei C starre Eckverbindung. Das System ist nur 
einfach statisch unbestimmt. Es ist die Horizontalkraft H zu be
stimmcn. 

Man denkt sich zuniichst die Verbindung bei B gelost und bestimmt 
die durch eine in B wirkende Horizontalkraft H hervorgerufene Ver
schiebung des Punktes B. 

Es ist dann: 
Hh 

AH= --Z-, 
Hh 

8f{ = +-1-' 

Durch die Biegung des Quertragers ,,·ird eine Verschiebung 
XiI = h . tang (Xl hervorgerufen. 
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Nach G1. (21) ist 

und dcmnaeh 

+HD 

+H 

Berechnung der Steifrahm('n. 

H h2 l xn= 3EJ . 

Fig. 60. 

Fig. 61. 

Dureh die Biegung del' Vertikale wird eine Versehiebung Xli 
llCl'Vorgerufen, deren Grof3e naeh G1. (30) betragt: 

Hh3 

xe = 3EJv ' 
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somit ist 
Hh2l Hh 3 Hh2G 

XH = 3 EJ + 3 EJ = 3 EJ . 
v 

Die Summe dieser Verse hie bung und der durch die iiu/3ere Be
lastung hervorgerufenen Verschiebung Xo mu/3 nun glcich 0 sein, und 
man hat 

woraus 

Hh2G 
3 EJ + Xo = 0, 

H = _ 3EJxo 
Gh2 

(239) 

Aufgabe 40. Zu Fig. 60. Es solI der Horizontaldruck H fur die 
in Fig. 60 gezeichneten Belastungsfiille bestimmt werden. 

a) Belastung P, des Quertriigers. 
Die Verbindung bei B denkt 

man sich wieder gelost und be
stimmt die Verschiebung xo' 

Es ist: 

Pa 
Ao = --

l 

nach Gl. (13) 

B _ Pb 
0- l Ho =0, 

Pba(2l-a) 
tangiX1 =- 6EJl 

und 
Pba(2l-a)h 

Xo = h tangiXl = -- ~--6EJ~l -. 

Durch Einsetzen cliescs 'Yertcs 
in die Gl. (239) crhalt man: 

!.,. 

H= 3EJPba(2l-a)h 
Gh 2 6 EJl 

Die Stutzendrucke betragen: 

A Hh Pa Pa ~ Hh 
= --l- + -l- = ~-l--' 

b) Belastllng p, des Quertriigers. 
Es ist: 

pl 
Ao = 2 = Bo , 

Fig. 62. 

Pba(2l-a) 
2 Ghl 

L 
+80 

(240) 

B=~h+ ~b =!,b{Hh. 

Ho =0, 
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nach Gl. (40) 
p[3 

tang<X1 = - 24 E J und 
pl:lh 

Xo = - 24 EJ ; 

aus Gl. (239) erhiilt man dann: 

3EJ pPh pZ:J 
H=-Gh 2 24EJ= SGh . 

Die Stiitzendriicke betragen: 

A=_Hh+pl 
l 2 ' 

B=Hh+pi 
l 2 . 

c) Belastung P2 des ausgekragten Quertriigers. 

-Ao 

Es ist: 

Mo = Pc, 

nach Gl. (21) ist 

und so mit 

Fig. 63. 

Pc 
An = - l"' 

I 
I 
I 
I 
I 

tr1t 
I 
I 
I 

Mol 
tang <Xl = 3E J 

Mohl 
Xo = htang<X1 = 3 EJ ; 

aus Gl. (239) erhiilt man demnach: 

H = _ ~{ Mo~ l = _ Mo l 
Gh2 3 E J Gh . 

Ho = 0, 

Das Moment Mo ist positiv in die Gleichung einzusetzen. 

(241) 

(242) 
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Die Stiitzendriicke betragen: 

A = _Pc-Hh 
Z ' 

\\'0 H positiv einzusetzen ist. 

d) Belastung K der Vertikale. 

Es ist: 

Hu = +K, 

K·k 
Bo = +-Z-, 

Kk 
Au = --I-· 

Die durch die Biegung 
des Quertr~igers hervorge
rufene Verschiebung be
triigt nach Gl. (21) 

K kIh 
x~ = htangiX1 = 3Er 

und durch die Biegung del' 
Vertikale nach Gl. (33) 

I 
I"' 

B _ P(Z + c) - H h 
- + I ' 

Fig. 64. 

" K k 2 
7 k) 

Xu = 6 E J (3,~ - . 
v 

Demnach ist: 

K k I h K k 2 K k ( • J) 
:1:0 = ---- + -- (3h - k) =-- - 2hZ + k(3h - k)-

3EJ 6EJv 6EJ J v ' 

und durch Einsetzen dieses Wertes in die Gl. (239) erhalt man: 

H = - 2~ ~2 (2 h Z + k (3 h - k) ;J . (243) 

Die Stiitzendl'iickc betragen: 

wo H positiv einzusctzen ist. 
1st die Last K umgekehl't gerichtct, so wcchseln sowohl H als A 

und B Vorzcichen. 

e) Belustllng pz der Vertikale. 
Es ist: 

Ho = ph, 
ph 2 

A ---
0-- 2Z' 

ph 2 

Bo = +21:' 
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ferner die Verschiebung durch die Biegung des Quertragers nach Gl. (21) 

, Mohl ph3 l 
Xo = h tang (Xl = 3 E J = 6 E J 

und durch die Biegung der Vertikale nach G1. (45) 

X~' 
ph4 

demnach ist: 
ph3 l ph4 ph3 

Xo = 6 E J + 8 E J = 24 E J (3 G + l) , 
v 

-Ao 

I 
IE 

und aus G1. (239) erhalt man: 

Fig. 65. 

H = _ 3 E J P h3 (3 G + l) = _ p h (3 G +~ (244) 
Gh224EJ 8G . 

Die Stiitzendriicke betragen: 

A = H h _ P h2 = ~ (H _ P ~) 
l 2l l 2' 

8 = -~(H _Ph) 
l 2' 

wo H positiv einzusetzen ist. 
Bei umgekehrter Richtung der Belastung p, also nach auGen, 

wechseln sowohl H als A und 8 V orzeichen. 

f) Es soIl die Wirkung einer Temperaturerhohung um to C untersucht 
werden. 

Da sowohl Quertrager als Vertikale sich durch eine Temperatur
erhohung verlangern, so treten an den Auflagern zwei Krafte auf, 
namlich auGer der Horizontalkraft Hauch noch die Querkraft Q. 
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Die horizontale Versehiebung des losgelosten Punktes B betragt 
Xo = -e t lund man erhalt mithin aus der Gl. (239) 

H- 3EJetl - + Gh2 ' +e 
+H J.. 

dtireh H entsteht wieder IA 

die Querkraft Q = ~ h . 
I 

7-, .... 

Die vertikale Verschie-
bung des Punktes B be- n, J., 

tr1igt 

I Yo = -eth. 

Die Kraft Q kann aueh l __ ~ aus der Gl. (217) abgeleitet +H 

werden, indem man h mit l 
und J mit J v vertauseht. +e 

Aus Gl. (46) ergibt Fig. 66. 
sieh dann 

Gil = h + l!v =!v (l + h J) = J v G 
J J J v J ' 

und G1. (217) lautet in der geanderten Form 

3EJv 3EJ 
Q = - Gil P Yo = -71 l2~ , 

woraus 

Q _ ?EJdh 
- + Gl~ . 

Dureh Q entsteht wieder die Horizontalkraft H = ~l . 
Demnach ,ergibt sieh 

H _ 3 E Jet l ~J et!!!. _ + 3 E J e tJl2 + h2) 

- Gh2 + Gl2h - Glh2 
(245) . 

und 

Q _ 3 E Jet h 3 E Jet l !!.- _ 3 E Jet (l2 + h2 ) 

- G l2 + G h2 l - + G h l2 ' (246) 

Tritt eine niedrigere Temperatur cin, so wechseln H und Q Vor
zeichen. 

Beispiel 13. Zu Aufgabe 40. 
Die Abmessungen seien wie in den vorigen Beispielen, somit ist: 

h = 6,0 m, l = 8,0 m, J = 60000 em', J c = 20000 em" 

G = 26. 
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a) Flir die Beiastung 1', = 4000 kg, a = 3,0, b = 5,0 Jl1 ergibt 
sich nach G1. (240): 

ferner ist 

H = 4000.5,0. 3,0(2· 8,0 - 3,0) = 313 kg; 
2 . 26 . 6,0 . 8,0 

A 4000 . 3,0 - 313 . 6,0 126 k 
= 80 = + 5 g, , 

B = 4000 . 5,0 + 313· 6,0 = <)735 k 
8,0 +~ g. 

b) Flir 1), = 1000 kg pro Meter ergibt sich nach GI. (241): 

1000.8,03 

H = 8.26.6,0 = +410 kg; 

ferner ist 

A = 20°0 . 8~ _ 410: 6,0 = +360'> kg 
2 8,0 - , 

B = 1000·8,0 + ~~~_6~ = +4308 kg 
2 ~O . 

c) lelir 1'2 = 1000 kg, c = 3,0 Jl1 crgibt sich: 

illo = 1000 . 3,0 = 3000 kglll, 

nach Gl. (242): 

fcrner: 

H = - 300C!. ___ 8,~ = -1 ')4 kg· 
26·6,0 ., 

A = _ 3000 - ~'54 • 6,0 = _ '>60 kg 
8,0 -, 

B = + 1000(8,0 + 3,0) - 1M· 6,0 = +1260 kg. 
8,0 

d) Flir J( = 2000 und Ii; = 2,0 III ergibt sieh nach GI. (243): 

2000·2,0 
H = - ~ 26~-6,02 (2.6,0.8,0 + 2,0(3 . 6,0 - 2,0) 3) = -410 kg; 

fcrner ist 

Hu = +2000 kg, A = ~O. 6,0 _ 20~0 ._~~ = -10'> kg 
8,0 8,0 ~ , B = +102 kg. 

e) Flir 1'2 = 200 kg lifo lUeter crgibt sich naeh GI. (244): 

H = _ ~O~. 6,0(3.~6 + 8,0) = -406 kg' 
8·26 ' 

ferner ist 

A = 6,0 (406 _ 20~:6,0) = -104 kg B = +104 kg. 
82' 

f) Flir eine Temlleraturerhiihung um 20 0 C ergibt sich naeh den GI. 
(245) und (246) (Fig. (6): 

£ E J t = 28320000 , (naeh Beispiel 12f) 

Il = 3 . 28 ~2000~(800~+ ~(02) = 113 1 
2600 . 6002 • 800 + {g, 

3·28320000· (6002 + 800') 
Q = ---- 2600 . 86o~600-- = + 85 kg. 
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Da die Resultierende der beiden Krafte H und Q in die Verbin
dungslinie der Auflager fallen muB, so ist aueh 

.... H . h = Q . 1 oder Q = H h = 113·6 = 85 kg. 
1 8 

Man braueht also nur H aus der Gl. (245) zu bereehnen und be
stimmt naehher Q aus dem gefundenen Wert fUr H. 

Die in der Verbindungslinie A B wirkende Komponente D der 
Krafte Q und H betragt 

D = -YQ=2=-+~H::-:-2 = -y852 + 1132 = 141 kg. 

Setzt man die in den Gl. (245) und (246) gefundenen Werte ein, 
so erhalt man: 

__ 3 EJ et(l2 + h2) V(_~)2 (1 )2 _ 3 EJ et(l2 + h2)-Yl2 + h2 

D- Ghl h + l - Gh2 [2 .(247) 

Raben die Vel'tikale und del' Quertdiger gleiehe Tragheitsmomente 
und ist l = h, so ergibt sieh: 

G=l+l·I=2l, 

D = 3EJ;/.~~211/2 = 3f2l~Jet (248) 

§ 14. Zweifaeh statisch unbestimmter Rahmen mit gekreuzten 
Diagonalen. 

Aufgabe 41. Es soll das in Fig. 67 gezeigte System mit starren 
Eekverbindungen in A und B und gelenkartig angesehlossenen Diago
nalen untersucht werden. Die statisch unbestimmbal'en GroUen sind 
die in den Diagonalen entstehenden Spannkl'afte Dl und D 2 • 

~--------~--------~~~1+B 
Fig. 67. 

Bjornstad, Steifrahmen. 8 
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Denkt man sich die Diagonalen beseitigt, so werden durch die 
auBere Belastung des statisch bestimmten Systems die wagerechten 

Verschiebungen 001 des 
Punktes C und' 002 des 

Fig. 68. 
o 

Punktes D hervorgerufen. 
Nun HiBt man die Krafte 
D1 und D2 auf das System 
wirken und diese rufen 
durch Biegung des Systems 
die Verschiebungen 01 bei 
C und O2 bei D hervor. 
Ferner entstehen durch die 
Langenanderungen del' Sta
be die V erschie bungen ° A 

bei C und Oil bei D. Die 
Sum me derVerschiebungen 
muG in jedem Punkte = 0 
/:lein und man hat daher 
die Gleichungen: 

001 + 01 + 0 A = 0 , (249) 

(250) 

Bezeiclmet man mit HI und H2 die wagerechten Komponenten 
der Krafte DI und D 2 , so ist 

bei 

und 1110 = H, h = D2l~ . 
- - d 

Nach den Gl. (21) und (22) betragen dann die Biegungswinkel 
A und B: 

1I11l lvI2l l 
tangcxA = 3 EJ + 6 EJ = 6-Ei (21111 + 1112 ) , 

l 
tangcxll = 6 Ei (21112 + 1111 ) 

und nach Gl. (30) die Durchbiegungen del' Vertikalen: 

111.) h2 
On = -.----

3 EJv 

Die gesamten Verschiebungen del' Punkte C und D durch die 
Krafte HI und H 2 betragen dann: 

lh . 111 h2 

r51 = htangcxA + Oe = 6 Ei (21111 + 1112 ) + 3 ~J" ' 

l h 111.) h2 

02 = h tangcxlJ + (5 D = 6 EJ (21112 + 1111) + '3 EJ ' 
v 
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woraus: 
l h2 

c51 = 6 d E J (2 Dl G + D2l) , (251) 

l h2 

c52 = 6 d E J (2 D2 G + DI l) . (252) 

Die durch die Langenanderungen der Stabe entstehenden Ver
schiebungen c5 A und c5B erhalt man aus dem nebenstehend gezeichneten 
Williotschen Verschiebungsplane. Man denkt sich in Fig. 67 den 
Punkt A und die Richtung A B festgehalten. 

Es ist dann 
LID 

c5A = LlH + LlVtang,x + --, , cos IX 

wo LI H, LI V und ,1 D die Langenanderungen des Quertriigers, der 
Vertikale und der Diagonale bedeuten. 

Dureh Einsetzen der "Verte 

LI H = (Dl -t_:!?_~) l2 
dEJ ' 

V = VI + A resp. V2 +B, 

AV=(P~~+A) E~l resp. ( D2h B) ~ 
d + EF' I 

AD = D1.!... D2 d 
LI resp. , 

EF2 EF2 

erhiilt man: 

h 
tangIX =--

l ' 
l 

COSIX = d 

c5A - (Dl + D2 ) l2 + (DI~ + A) ~ + !!.ld2 (253) 
- dEF d EFll EF2 l' 

(J = (D1 + D2 ) l2 + (D2!!.. + B) ~ + D2 d 2 (254) 
B dEF d EFll EF2 l· 

8* 
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Aus den Gl. (249), (251) und (253) erhiilt man nun: 

odeI' 
(255) 

wo 
l2 h 3 d 2 lh 2 G 

C1 = dF + dF l l + F2f + 3d] , (256) 

l2 l2 h 2 

C2 = elF + 6di' . (257) 

(258) 

konstante GroBen sind. 
In analoger Weise erhillt man aus den Gl. (250). (252) und (254) 

E(\'2 + D 1C2 + D2 C1 + BCo = O. (259) 

Am; den Gl. (255) und (259) ergibt sich dann 

D2 C2 + AC:I + E r501 D2 C1 + BC:1 + E (502 
-- -- - -----~-~- ---

,,"oraus 

D _ (]::C!~QI =A_C2 ) _+E:((~O"-Cl=-'~~ll(]2) 
2 - C~ - ct (260) 

und in analoger 'Yeise 

D _ C;:l (~C2 =-~ 0 1) +~(r5Jl2 Cl -::-_(5"1~\) 
1- cr-q (261) 

Sollen clie Langeniinderungen unberiicksichtigt bleiben, so hat 
man in clie G1. (256), (257) und (258) F, Fl uncl F2 = CXJ einzusetzen, 
uncI die Konstanten gehen liber zu 

l h2 G C - .... -
1 - 3 elJ ' 
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Dureh Einsetzen diesel' Werte in die G1. (260) und (261) erhalt man: 

D _ 6dJE((501 l-2b02 G) 
2 - h2l(4G2 -72) , (262) 

6 d J E ((502 l - 2 r501 G) 
D1 = -h,2 l(4G2 _ P) . (263) 

Es sollen nun die besonderen Formeln fiir die in Fig. 67 gezeiehneten 
Belastungsf1ille ermittelt werden. Fiir jede Belastung des Quertragers 
odeI' dessen Verl1ingerungen ist 

r501 = h tang C( A und bO:J = h tang C( Ji • 

Es ergl bt sich dann: 

a) Einzellast P , 
naeh den G1. (13) und (14) . 

ferner 

r5 _ Pbah(l + b) 
01 - - --6EJ-l-·_· , 

Pa 
B= --

l ' 

r5 __ !..ba h (l -I=-~ . 
02 - 6 EJ l ' 

Dicse \Yertc werden in die G1. (260) bis (263) eingesetzt, und man 
crh1ilt die genaucrcn Gleichungen: 

bah 
P C3 (a C1 - bC:J) ~ -6J (C[ (l + a) - C:l(l + b)) 

D2 =---- C~ _ ct (264) 

P C3 (aC:l-bC1 ) 

D1 = l ct·- C~ 

und die angcniiherten Gleiehungcn: 

D _ !'._ba a...(:}-G (l +~ .~ l ~_j-_~l 
2- hH4G2-l:l) , 

Pbad(2G(l + b) -l(l + a)) 
D[ = ---"'l2(4G:l- i:;')- --. 

b) Gleichmiil.lig verteilte Belastung P5 • 

Nach G1. (40) ist 

ferner ist 
pl 

A=B=-. 
2 

(265) 

(266) 

(267) 
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Aus den Gl. (260) bis (263) ergibt sich dann die genaue Gleichung 

pl . pl3h 
0 32 (01-02 )----;- 24.1(01 - O2 ) 

D 1 =D2 = (02 -01 )(02 +01 ) (268) 

p l ( l2 h ) 4 M ( l2 h ) 
=2(02+01) 12J- Oa = 2l(C2~01) 12J- Oa 

und die angenaherte Gleichung 

pl2d(20 -l) 2Mod(20 -l) 
D1 = D2 = 4h(4 02 -/2) = h(4~T2)' (269) 

\vo Mo das Moment in der Mitte des Quertragers bedeutet. 

c) Belastung des linken Kragarmes. 
Nach Gl. (21) und (22) ist 

b _ Molh 
01- 3EJ ' 

Fur eine Einzellast P 2 ist 

Mo B=---
l ' Mo =Pc, A = P + M 0 = M 0 (c + l) 

l c l ' 

(270) 

(271) 

Fur eine gleichmaBig verteilte Belastung P7 ist 

pc 2 Mo Mo 2l+c 
M 0 = 2 ' B = ----,,-- , A = pc + -Z- = M 0 -c-Z- . 

Die genauen Formeln lauten dann: 

(272) 

(273) 

Aus den Gl. (262) und (263) erhalt man die angenaherten Formeln: 

2dMo(0 -l) 
D2 = - h (4 0 2 - l2) , 

d Mo(4 0 -l) 
D1 = - h (4 0 2 - l2) . 

(274) 

(275) 



Zweifach statisch unbestimmter Rahmen mit gekreuzten Diagonalen. 119 

d) Belastung des rechten Kragarmes. 
Fur eine Einzellast P 3 ist 

M P A =_Mo 
0= c, Z ' 

B = Mo(c + I) 
cZ 

und fUr die gleichmaBig verteilte Belastung Ps 

pc2 Mo B= M o(2/+c) 
MO=T' A=-Z·' cl 

In den G1. (260) bis (275) ist Dl mit D2 zu vertauschen, demnach 
ist Dl nach den G1. (260), (272) und (274) zu berechnen und D2 nach 
den G1. (271), (273) und (275). Das Moment Mo ist positiv in die 
Gleichungen einzusetzen. 

Wie im folgenden durch Zahlenbeispiele gezeigt werden solI, unter
scheiden sich die angenaherten 'Verte nicht bedeutend von den genauen. 
Da die angenaherten Werte auBerdem gr6Ber sind, so geniigt es, in 
allen praktischen Fallen die angenaherten Formeln zu verwenden. 
Fiir die Belastung der Vertikalen sollen daher nur die angenaherten 
Formeln entwickelt werden, da die genauen Formeln noeh komplizierter 
werden. 

e) Belastung der Vertikalen durch Einzellasten. 
Fiir KI ergibt sieh aus Aufgabe 30a: 

[K (h - k) Z h K. ] 
J01 = - -3Ej- + 6 EJv (2h'~ - k 2(3h - k) , 

K 
(501 = - 6EJ (2h2G - k(E - hi), 

Khl 
J02 = -6E] (h - k) ; 

dureh Einsetzen in die G1. (262) und (263) erhalt man dann: 

D = Kd(2Gh(h - k) - 2h2G + k(E - hi) 1 
2 h2(4 G2 _ 12) 

K d k ., (276) 
=_. __ (E-h(2G+/)) , 

h2 (4G2 _Z2) 

D - K d(2G[2h2G- k(E - hI)] - hl2(h - k)) 1 
1- Kd Kd~I(4G(2-[2) 2GE)" (277) 

= -Z- + h2(4G2 _Z2) h(2G + Z) - -Z- . 

Fiir K2 sind dieselben Formeln giiltig, nur weehseln DI und D2 
Vorzeichen. 
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Fiji' K3 ergibt sich aus Aufgabe 30(0: 

K lh K h3 K h 
001 =- 6EJ(2h+k)-3-EJv =--6EJ(2hG+lk), 

Klh K h2 K., 
OO~ = - 6E-J (2 k + h) - 6-E-J,;-(3 h - Ie) = - {lEi (lh" + Ie(E - Ill)) 

und demnach aus den G1. (262) und (263): 

D'2 = h~l(4~f -l2) (2G[lh 2 + k(E - hl)] - hl(2hG + lie), 

D = -- K dle_ _ (2 G ~ _ h (9 G + l))" .... (278) 
~ h~(4 G~ - [2) l ~ , . 

Dl = _~_d~ __ (2 Gh(2h G + lie) - l~h~ - lle(E - h l)' . 
h'2[(4G2_l2) . 

Dl = I~ d + h:l(:G~ ~ l2) (h(2 G -:- l) - E). . . . . . (279) 

Fill' K4 sind dieselben Formeln zu ver\Yenden, nul' wechseln DI 
und D2 VOl'zeichen. 

Greift K in del' Hohe des Quel'triigers an, so ist in allen FoI'mC'ln 
Ie = 0 zu setzen. Es wil'd dann nur die am festen Auflager angreifende 
Diagonale Dl beansprucht. 

Fiir KI und K~ ist dann 

und £lir K 2 und K 4 

Kd 
D1=--Z' 

A=- Kh 
l 

Kh 
A=-l-' 

Kh 
B= 

l 

Kh 
B = --l-

f) Gleich lIlallig verteilte Belastllng der Yertikalen. 

l?iiI' PI ergibt sich aus Aufgabe 31 a: 

ph:ll ph4 phi ]Jh'l_ 

(5 l11 =--6'Ef- 3EJv +SEJv =-24EJ(oG-l), 

ph:;l 
(5 l12 = -12 EJ 

und dahcr aus den G1. (262) und (263): 

D~= 
pdh:1 (2 Gl 

h2l(4G~-l2) 2 

phd(G -l) 
D-j = - 4(4 G'2 _ /2)' . . . . . . . . . . . . 

(280) 

(281) 

(282) 
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____ 1!d~ (20 (50- 1) _ ~) 
h2l(402-12) 4 2 ' 

phd phd 0 (0 - 1) 
2l + 21(402 -12) . . . . . . . . . (283) 

Fur P2 wechseln Dl und D2 Vorzeichen. 
Fur P3 ergibt sich aus Aufgabe 31 c : 

5ph 3 1 ph"l phs 
~ol=-12EJ -- 3EJv =-12EJ(40+1), 

4ph3 1 ph"l ph3 

(5U2 = - 12EJ - 8E-j~ = - 24-EJ(30 + 51) 

und daher aus den Gl. (262) und (263): 

pdh3 (20 1) 
D2 = ht[(4 02 _ [2) 4 (3 G + 51) - "2 (40 + 1) , 

pdh pdhO(G -1) 
D2 = - 21- - 21(402 _ l2)" . . . . . . . . . (284) 

pdh3 (20 1 ) 
D1 = 1~iT(4(J2-=l2)-2 (40 + 1) - '4 (30+ 51) , 

phd phd(O -1) 
D1 = '--Z- + 4(<i02=-Z2)' . . . . . . . . . . . (285) 

Beispiel 14. Zu Aufgltbe 4l. Es sci 

l = 8,0 m, h = 6,0 m, J = 20000 em., .J,. = 5000 em"', 

F = 100 qcm, F, = 50 qcm, F, = 20 qem, d = n32 -I- 82 = 10,0 111. 

Bel'eehnung del' Konstltnten. 

Bei del' genltuen Methode lwmmen die Konstltnten G, , G2 , G. und G, bei 
del' angenKhel'ten Methode dagegen nUl" G in Betmcht. Es ist nach Gl. (56) 

J 20000 
G = l -I- h- = 800 -I- 600· --- - = 3200 

J o 5000' 
nlteh Gl. (256) 

800' 600' 1000' 800 . 600' . 3200 
G, = "fOOO. 100" -I- -fooo. 50.800 -I- 20.800 -I- 3:1"000 . 20000 = 15434,3, 

nltch Gl. (257) 
800' 800'·600' 

G2 = 1000.100 -I- 6. 1000.20000' = 1926,4, 

nach Gl. (258) 
600' 

G. = -50--:'800 = 9,0, 

G~ - G~ = -234506599,53. 
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a) Belas tung P, = 5000 kg, a = 3,0 m, b.= 5,0 m. 
Naeh den genauen Formeln (264) und (265) ergibt sieh: 

5000 ( C) 
D. = -SOO. 234506599,53 9(300.15434,3 - 500 . 19~6,4) 

_ 500·300· 60~ (15434 3. 1100 _ 19264 . 1300)) 
6.20000' " 

D, = +275 kg, 

5000 ( 
D, = SOO. 234506599,53 9(300·1926,4 - 500 . 15434,3) 

_ 500· 300 . 600. (1926 4. 1100 _ 154343 . 1300)) 
6.20000' " 

D, = +355 kg. 

Naeh den angenaherten Formeln (266) und (267) ergibt sieh: 

5000·5·3·10 
D, = 6. S2(4.32' _ 82 ) (2·32·11 - 8·13) = +290 kg, 

5000 . 5 . 3 . 10 
D, = 6: 82 (4-:-a2" _ -S2) (2·32·13 - S· 11) = +360 kg. 

b) Belastung 1J. = 400 kg pro Meter. 
Naeh der genauen GJ. (26S) ergibt sieh: 

4 . SOO ( SOO' . 600 ) 
D, = D. = 2(15434,3 + 1926,4) 12.20000 - 9 = 146 kg 

und naeh der angenaherten GJ. (269) 

400· S' . 10(2. 32 - S) _ 
D, = D. = - 4.6(4.322 _ 8') = luO kg. 

In del" genauen Formel muB p in Kilogramm pro Zentimeter eingesetzt werden, 
da alle anderen Werte in Zentimeter ausgedriiekt sind. 

c) Belastung P 2 = 2000 kg, c = 2,0 m. 

lifo = 2000·2,0 = 4000 kgm = 400000 kgem. 

Naeh den gcnauen Formeln (270) und (271) crgibt sieh: 

400000 [ SOO . 600 
D. = -23450659953 6.20000 (15434,3 - 2·1926,4) 

- S~O ( 15434,3 + 120~~ 1926,4)] = - SO kg, 

_ 400000 [ 800 .600. '" 
D, - 234506599,53 6 .20000- (1926,4 - 2 . 10434,3) 

9 ( 1000 )] - SOO 1926,4 + 200 15434,3 = -199 kg 

und naeh den angenaherten Formeln (274) und (275) 

4 G' - l' = 4 . 322 - S2 = 4032, 

D = _ 2·10·4000(32 - 8) = -79 kg, 
, 6·4032 

D = _ ~4000(4 . 32 - 8) = -198 kg. 
1 6.4032 
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Die angenaherten Werte unterscheiden sich demnach sehr unbedeutend von den 
genauen. 

d) Belastung I(. = 1000 kg, Ii; = 2,0 m. 
Nach Gl. (102) ist 

J 
E = 31 h + k(3 h - k)-.r; = 3·8·6 + 2(3 . 6 - 2) 4 = 272, 

und nach den G1. (278) und (279) ergibt sich: 

Dz = - 1~~~ ~~~~ 2 (2. 3~. 272 _ 6(2.32 + 8)) = -240 kg, 

1000 . 10 1000· 10 . 2 ( ) 
D, = - 8 - 62 .4032 6(2·32 + 8) - 272 = -1272 kg. 

e) Belastung p, = 200 kg pro Meter. 
Nach den G1. (282) und (283) ergibt sich: 

D =_200.6.10(32 - 8) =-181 
z 4.4032 {g, 

200·6·10 200·6· 10·32(32 - 8) 
Dl = 2 . 8 + 2 . 8 . 4032 = + 893 kg. 

IV. Berechnung etmger anderen biegungsfesten 
Systeme. 

§ 15. Einfach statisch unbestimmter Dachbinder. 

Aufgabe 42. Del' in Fig. 70 gezeigte Dachbinder hat bei A festes, 
bei B bewegliches Auflager und bei C starre Eckverbindung. Die Zug
stange Z ist gelenkartig angeschlossen. Das System ist einfach statisch 
unbestimmt. Es ist die Horizontalkraft If in del' Zugstange zu ermitteln. 

~4-----__ ~d~ ________ ~ 

~~--~,--~ ~.-------~ 
I __ ..L.- ___ _ 

l--------------------~ 

Fig. 70. 
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Die Einzellasten P und die gleichmaBig verteilte Belastung p 
sind unter dem Winkel f3 mit del' Senkrechten gerichtet. Es bedeuten J 
das Tragheitsmoment und F den Querschnitt del' Stabe AC und BC 
und Fl den Querschnitt del' Zugstange Z. 

Zur Losung del' Aufgabe wird die Zugstange zunachst beseitigt 
gedacht und die durch die Belastung des statisch bestimmten Systems 
hervorgerufene gegenseitige Verschiebung Xo del' Punkte m ermittelt. 
Hiernach bestimmt man die durch die Horizontalkrafte H hervor
gerufene Verschiebung XH und setzt 

odeI' die Durchbiegungen senkrecht zu den Staben 

fO=/H' 

Fig. 71 zeigt das nul' mit den Horizontalkraften H belastete System. 

Fig. 71. 

Das Moment bci C ist dann 

lIfu=Ilk. 

und die Durchbiegung fIl senkrecht zu den Staben A C und C B be
tragt nach G1. (30) 

Es ist ferner 

und demnach 

r __ 2 life r2 _ ~ H k r2 
/ll- 3EJ - 3EJ . 

d 
r=---

2 COSiX ' 

Hkd 2 
fH = -- ---- = r. 

6EJcos2 iX 0 

(286) 
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SoIl aueh die Langenanderung del' Zugstange beriieksiehtigt 
werden, so ist 

und 
./ LI d H d I II = -,~~ ~ = . 

SllllX EF1slllIX 

woraus 
H k d 2 H d H k d 2 ( 3 J cos IX) iiI =------ -- --- ~--- = ----- 1- ---

6EJeoi;~1X EFlsinlX 6EJeos 2 1X k~Fl' 

(287) 

'Vie im Beispiel 14 naehgewiesen worden ist, ist der EinfluB der 
Langenanderung sehr gering und kann immel' vernaehliissigt werden. 
Noeh geringer ist der EinfluB der Langenanderungen der Stii.be A C 
und BC, da der Quersehnitt diesel' Stii.be bedeutend gl'oBel' ist. 

a) Es solI nun die dllrch eine Einzellast P hervorgerllfene Durchbiegllng 
bestimmt werden. 

Ho 

Fig. 72. 



126 Berechnung einiger anderen biegungsfesten Systeme. 

Es ist: 

B _Pt 
0- l 

P a cos ((3 - IX) 

l cos IX 

Ao = Pcos(3 - Bo , 

Ho = P sin (3 .... 

(288) 

(289) 

(290) 

Die Kraft P wird in zwei Komponenten, V senkrecht und K 
parallel mit dem Stabe A C zerlegt. Auf die Biegung des Stabes hat 
dann nur V Einflu13. Es ist 

V = P cos ((3 - IX) • 

Die AuflagerkraJte A~ und Bo werden ebenfalls in je zwei Kompo
nenten, VA, KA und VB, K B, senkrecht und parallel mit dcnrcspektiven 
Staben zerlegt. Auf die Biegung der Stabe haben dann nur die scnk
rechten Komponenten VA und VB Einflu13. 

Es ist: 
Pa 

VB = BoCOSIX = 7,-cos((3 - IX), 

V'l=V-VB' 

Dm die Summe der Durchbiegungen senkrecht zu den SUiben 
in den Punkten m zu bestimmen, betrachtet man nun das System 
als bei C eingespannt und la13t die Krafte V, V A und VJj auf dasselbe 
einwirken. Da V A und VB denselben Hebelarm s haben und beide 
eine nach au13en gerichtete Durchbiegung hervorrufen, so kann man 
auch die Summe dieser Krafte, also V, in A wirken lassen. Es ist 
also die Durchbiegung f~ bei m durch die bei A und 0 wirkenden 
Krafte V zu bestimmen. 

b) Der Angriffspunkt 0 der I,ast ]>, liegt zwischen 1n und C. 

Nach Gl. (32) ist 

und nach Gl. (33) 

woraus 

f ·' -u-
Vr2 
-._- (3s- r) 
6EJ 

. P cos ((3 - IX) ( 9 2 ) 
fO=--6E-J-- r-(3s-r) --sd3r - sl) . 

Setzt man nun 
l 

s=----
2 cos IX ' 

d 
r = 2 CO~;IX ' 

2b 
s =---

1 2 cos IX • 
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so ist 

t; = PC03((3 - (X) (d2(3l- d) - 4b2(3d - 2b) . 
o 48 E J cos 3 (X 

Durch Einsetzen in die G1. (286) erhalt man 

H=PCOS((3-(X)(3l_d_ 4b2(3d_2b)). (291) 
8 k cos (X d 2 

c) Der Angriffspunkt der Last P2 liegt zwischen 1n und A. 

Es ist dann wie vorher 

und nach G1. (32) 

demnach 

f~ = 
Vr2 
--(38 - r) 
6E J 

11 Vr2 
fu = - 6 E J (381 - r) , 

Vr2 Pcos(fJ - (X) r2 
fo = 6 E-} (38 - r - 381 + r) = -~-y-- (8 - 81 ) 

= !,_cos(fJ - (Xld 2 (l- 2b) 
16EJcos:1(X , 

und durch Einsetzen in die G1. (286) erhiilt man: 

P cos (fJ - IX) 3 (l - 2 b) 
H=. 

81c cos IX 

Greift die Bclastung am Stabe C B an, so ist 
nach G1. (288) 

A _ P a cos (fJ - IX) 
0- lcos(X , 

nach G1. (289) 
Bo = PcosfJ - Ao , 

nach G1. (290) 
Ho = -P sinfJ . 

(292) 

Man denkt sich nun bei B zwei entgegengesetzt wirkende Hori
zontalkrafte Ho angreifen, wovon die nach au13en gerichtcte Kraft 
mit del' Belastung P zusammen den bereits behandelten Belastungsfall 
bildet. Es bleiben dann noch die zwei bei A und B nach innen ge
richteten Krafte H o. 

Die durch diese Krafte hervorgerufene Durchbiegung bei m betragt 
nach G1. (32) 

t; -- 2Hohr2 (38 - r2 _ Hoh~2(31-=-~1 
() - 68EJ - 12EJcos2 (Xl 
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und demnach die Horizontalkraft nach Gl. (286) 

H' = H 0 h (3 l - d) = __ P sin (3 ~~ 3 l - d) 
2kl 2kl· 

Fiir die Last P 3 ergibt sieh dann aus Gl. (291) 

P cos ((3 - a) ( b2 ), 
H = ~oscX 3l - d - 4 d 2 (3 d - 2 b) + H 

und fiir die Last P 4 naeh Gl. (292) 

H = Peos(f=~l~_~ 2b) + H'. 
8k cosa 

(293) 

(294) 

(295) 

d) Die gleichmiil.lig verteilte Belllstung PI wirkt eben falls unter dem 
Winkel f~ mit der Senkreehten. 

Die dureh die Mitte des Stabes A C gehcnde Resultante bctriigt: 

. . p l cos ((3 - a) 
R=p.O=P8COS((3-LX)=-- -~- (296) 

2 cos a 

und dic senkreeht zum Stabe wil'kende Komponente diesel' Resultante 

p l eos 2 ((3 - a) 
V = Reos((3 - LX) = -- . - .~--; . . . . (297) 

:2 cos LX 

die gleiehmiil3ig vel'tcilte Belastung senkl'ceht zum Stabe betrKgt femer: 

V 
v = .. = pcos 2 ((3 - LX) ... 

8 

Analog den Gl. (288) bis (290) ergibt sich dann: 

B = l}o = P l cos 2 ((3 ~ .. ~ 
o 2 l 8 cos 2 a ' 

A 0 = R cos (3 - Bo , . . . . 

Ho = R sin(3 = p l5.0s((3 ~ i\)sin~ 
2 cos ex 

(298) 

(299) 

(300) 

(301) 

Nach den Gl. (26) und (36a) ergibt sich die Durchbicgung bei In zu 

V1' 2 v 1'2 
t~ = 6 E J (38 - r) - 24 E J (68 2 - 1'(48 - 1')) . 

Dureh Einsetzen der vVerte fiir V und v erhKlt man 

t; __ pd 2(6l 2 - d2)eos 2 ((3 - ex) 
o -- 384 E J cos4 a ' 

(302) 

und aus der Gl. (286) ergibt sich 

6 EJ cos 2 a I~ p(6l 2 - d 2) cos 2 ((3 - ex) H = = --- - ----.. -- (303) 
kd 2 k64eos 2 LX 
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e) Flir die Belastung ])2 am Stabe C B ergibt sich aus Gl. (293): 

H' = Ho h(3 "-=!l = _ P h(31 - d) cos ((3 - iX) sin (3 (304) 
2 k 14k COSiX 

und somit 

H = p(6l2 - d2)cOS 2 ((3 - iX) + H'. 
k 64coS2iX ' 

ferner ist dann nach Gl. (299) 

nach Gl. (300) 

nach Gl. (301) 

p 1 cos 2 ((3 - iX) 

8 cos 2 iX 

Bo = RcosfJ - A o , 

H =_p1cos((1-iX)sin(1 
o 2 cos iX • 

(305) 

f) Liegt die Zugstange Z unten an den Auflagern, so ist in die Glei
ellUngen (l = lund 1c = h einzusetzen und man erhiilt: 

fiir PI und P2 aus Gl. (291) 

H = P cos ((3 -:-.c:2 (21 _ 4b 2 (31 - 2 b)) (306) 
8 k COSe\: [2 ' . . . . . 

fiir P~ und P 4 aus Gl. (294) 

P cos ((1 - (\.) (, 4 b2 ). 
H=-····_-. 21-···.-(3l-2b) -Psm/J, 

8 h cos(\. 1" 
(307) 

flir PI aus Gl. (303) 

H = 5pl2cos2 ((1- (\.) 
64hcos 2 (\. , 

(308) 

fiir P2 aus Gl. (305) 

H _ 5p 12cos2((1- iX) p1eos((1- (\.)sinfJ 
- - 64 h cos 2 iX .-- - - 2 cos IX . . - • (309) 

g) 1st keine Zugstange vorhanden, sondern bei A und B feste Auf
lagergelenke, so sind die unter f) entwickelten Formeln ebenfalls giiltig. In 
Iliesem FaIle kommt aueh die Temperaturiinderung in Betracht. 

Die horizon tale Verschiebung der Auflagerpunkte dcs statisch be
stimmten Systems betragt dann 

Xo = ± E t 1 und somit I"_..L.!.!.!.... 
/0 - I. • -sm(\. 

Aus Gl. (286) ergibt sich dann fiir d = lund k = h 

H = + ~E.J ~ ~J_cos_C!.. 
- I!-

Bjijrnstau, Steifrahmcn. 

(310) 

9 
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h) 1st bei C keine starre Eekverbindung, sondern Gelenk, so ist das 
System statiseh bestimmt, und IE bestimmt sieh dann immer aus den Auf
lagerkrliften lEo, Ao und 8 0 , welehe unverlindert bleiben wie beim statiseh 
unbestimmten Systeme. 

Fur Belastungen des Stabes A 0 ist dann 

H = Bol_ oder 
Bo l 

(3] 1) 
2k 271, 

und Wr Belastungen des Stabes BO 

H =}~ +F!~7~ 
2k k 

oder =~()~+H 2h o· (312) 

Zur Bcstimmung del' in den Stiiben A 0 und B 0 ,\'irkenden Liings
kl'iifte denkt man sieh den Punkt 0 festgehalten und ermittelt die 
Summe der in Richtung del' Stabachse entfnJlenckn Komponenten 
slimtlieher Auflagerkrafte und Belastungen. 

Dureh eine senkrechte Auflagerkraft entsteht 

Sl = B sinCi , 

durch eme wagercchte Auflagerkraft 

und dureh cme Belastung 

Jl 
S~ = 

cos IX 

(313) 

(314) 

S3 = P sin(/f - (X) oder = 2:px eos((3 - 1.\) sin(fJ - 1.\), (315) 

wo x die Lange des Stabes von A oder B bis zu dem betreffenden Punkte, 
flir welehen die Langskraft bestimmt werden soll, bedeutE't. 

In del' folgenden Tabelle sind die besonderen Formeln fiir drei 
versehiedene Richtungen del" Belastung ermittelt ,,'orden, niimlieh fiir 
,;enkreehte, wagerechte und reehtwinklig zum Stabe geriehtete Belastung. 

Beislliel 15. Zu Aufgabe 42. Es sci 

1 = 8,0 m, h = 3,0 m, k = 2,0 m, J = 2700 em'. F = 20 qcm 

und dcmnach ergibt sich: 

," = 1/4' +-'32 = 1'),0 nl, '1 = ~ . 8,0 = 16 - 33 , ':3:3 = <J, • Ill, 

4 
co~c< = '" = 0,8, 

.) 

a) Fiir eine llllter dem Winkel 1~=80° gerichtete Einzellast 
PI = 1000 kg und (1'1 = 2,0 III crgibt. sich dann in :Fig. 70: 

(fJ - C\) = 43° 10', cos(fJ - C\) = 0,729, sin(fJ - C\) = 0,684, 

cosfJ = n,174, sinfi = 0,985 ; 



Einfaeh statiseh unbestimmter Dachbinder. 

naeh den Formeln (288)-(290) ist: 

Bo = 1000.2,0·0,729 = 228 k 
8,0.0,8 g, 

Ao = 1000·0,174 - 228 = -54 kg, 

B .. = 1000.0,985 = 985 kg; 

ferner aus der G1. (291): 

131 

II = _~OO. 0.7~9_ (3.80 _ 533 - ~'()2~ (3.533 - 2.20)) = 680 kg 
8 . 2,0 . 0,8 " 162 ' , • 

Die L1ingskr1ifte in den Slliben A 0 und BO bereehnen sich aus den G1. (313) 
bis (315) zu: 

Teil A-m 

" P,-O 

B-m 

" m-O 

s= 985 
54 . 0,6 + ()8 = + 1263 kg, , 

8= 
680 

1263 - ()8 = +413 kg, , 

s = +413 - 1000· 0,684 = -271 kg, 

S = -228·0,6 = -137 kg, 

680 
S = -137 - - = -987 kg. 

0,8 

Naeh G1. (287) lautet die Formel fiir ll, wenn die Liingeniinderung der Zug
stange beriieksiehtigt wird: 

Es ist dann 

II = 6 EJ eos2 l)(Jo_ . 
k d 2 (I _ ~J C~SI)() 

k2 F, 

3.2700·0,8 
---- ------- = 00081 

2002 .20 ' , 

und somit betriigt die Horizontalkraft in diesem FaIle 

H 680 6~- k 
= 0,992 = /0 g. 

Der Untersehied ist also sehr gering, und es kann daher die Langenanderung 
immer auBer Betraeht gelassen werden. 

b) Die Belastung sei eine gleichmiiBig verteilte Wind
belastung 1)2 = 150 kg pro Quadratmeter unter 10° mit der,Wage
rechten gerichtet. 

1st die Daehflaehe glatt, so hat die in der Riehtung der Daehflaehe ent
fallende Komponente keine Wirkung, sondern nur die reehtwinklig zur Daeh
Wiehe geriehtete Komponente. Diese betragt dann bei P = 80° naeh G1. (298): 

v = 150 . 0,7292 = 80 kg pro Quadratmeter 

oder bei 2,0 m Binderabstand 

P. = 2 . 80 = 160 kg pro Meter. 

9* 
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Aus Spalte A del' Tabelle ergibt sich dann 

A - 160 . 8,0 - 2"0 k" 
o - 8. 0 8' - D ",. , 

B = ~~~ (4 - ~-) = 392 k 
o 8 0,8' g, 

Ho = -160·3,0 = -480 kg, 

Il= 160 (6.802 _ 533') _ 160· 3,0'(3·8,0 - 5,33) = -146 k 
64 . 2,0 . 0,8' " 2 . 2,0 . 8,0 g. 

Fur das statisch bestimmte System mit Gelenk in C (vgl. TabeJle Spalte G) 
wurde die Horizontalkraft betragen 

Il - 250 . 4,0 - 480 . 3,0 _ 220 1 
- 2,0 - - {g. 

c) System III ohne Zugstange (vgl. Tabelle SilaIte 5) ist mit 
einer senkrechten, tiber den ganzen Binder gleicltmiillig ver
teilten Belastung p = 200 kg pro Meter belas tet. 

Es ist naeh del' Tabelle: 

Ilo = 0, 
A - B - E!. - ~OO . 8,0 - 800 I-o - 0 - 2 - 2 - ,-g, 

H = 5 ~p = ~ __ 200· 8,"-0~ = 667 k" 
32 h 32 . 3,0 "'. 

Fur das statiseh bestimmte System VI mit GeIenk in C ergibt sieh: 

p l2 200 . 8,0' 
H = 8h = 8~3,O- = 533 kg. 

Dureh eine Temperaturanderung urn 20° C wil'd im System III nnch GJ. (300) 
eine HorizontaIkraft von 

Il = ± 3.23,6.~~~?-"-20.~ = +34 kg 

hcrvorgerufen. 

§ 16. Einfach statisch unbestimmter armierter Halken 
mit cineI' Vertikale. 

Aufgabe 43. Es soIl del' in Fig. 79 gezeichncte, mit ZWE'i Zug
stangen U und einer Strebe V armierte Balken untersucht wer:den. 
Das System ist einfach statisch unbestimmt. 

Es bedeuten J das Tragheitsmoment, F den Querschnitt, Eden 
Elastizitatsmodul des Balkens A B, ferner Fu den Querschnitt, Ell dC'n 
Elastizitatsmodul, u die Lange del' Zugstangen und Fv Ev v die l'espek
tiven Abmessungen del' Strebe. 

Als statisch nicht bestimmbare GroBe wird die in del' Strebe auf
tl'etende Kraft V gew1ihlt. Es ist dann die im Balken entstelwnde 
Lang8kraft 

V 
H=---

2 tangcx 
(316) 
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Einfach statisch unbcstimmter armicl'ter Balkcn mit ciner Vertikalc. 133 

und die Spannkl'afte del' Zugstangen 

v 
U= -n-'-' 

;::; SIne\: 
(h - e) 

U=--
sine\: 

(317) 

~~-----.~------------,~,------------------~ 
i 

At------~~-+_ 

Durehdiese Stabkdifte entstehen die folgenden Liingeniinderungen: 

des Balkens 
H II Vl I Lll = --- = --- --- -
E F 2 E F tang e\: ' 

A _ V(h - e) 
LJV- EF ' 

v v 
del' Strebe 

Infolge diesel' Langenanderungen senkt sieh del' Punkt C um 
Streeke (1' deren GroJ3e naeh dem in Fig. 80 ge
zeiclmeten Williotsehen Versehiebungspl:;me be
triigt: 

f' f' f' f'j LlZ Ll u 
1 = v + 1+ ,,= LJV + 2 t + -,- , ange\: Sllle\: 

naeh Einsetzen del' vorstehenden Werte del' Langen-
fr iinderungen erhiilt man 

Da die Zugstangen nieht an den Auflagern 

angreifen, muJ3 diesel' Wert noeh mit / multipli-
ziert werden, und es ist I Fig,80. 

f _ Vl(h - e) (_E_ __1___ E) 
1- Ell EvFv + 2Ftang3 e\: + 2E"F"sinBe\: ' 

die 

Diese Senkung muJ3 nun gleieh del' Dul'ehbiegung des Balkens 
sein, ,yelche sieh aus del' Durehbiegung I~ del' auJ3eren Belastung, 



134 Berechnung einiger andcren hicgungsfesten SystoliC. 

(2 durch die Kraft V und f.1 durch das Moment He zusammensetzt. 
Somit: 

Durehbiegung (2' 

Nach Gl. (11) ist 
Vl3 

l' - ---~-
2 - 48 EJ 

und nach Gl. (15) der Biegungswinkel bei rn 

daher ergibt sich 

. /., l - II V li 3l l ) t ~ = 2 + tang IX 1 -2-- = OOE J ( - 1 • 

Durch biegu ng (3' 

Das Moment Heist konstant zwischen den Punkten rn. 
Nach Gl. (28) ist dann 

und nach Gl. (25) 

demnach ist 

11 e II 
tang IX 1 = 2EJ 

", l - II Hell Ve n 
/3 = /3 + tang IX 1 -y- = 8 EJ (4l - 3l1) = 32 (It _ e) E J (4l- 3l1 ) • 

Aus cliesen Gleichungen erhiilt man nun: 

/ . . /. . V(h - e) l ( 1 1 
0=/1+ ~+/3= Ell EvFv +2Ft~ng:liX 

. V If Ve n (4l - 3l1 ) 

+ 96 EJ (3Z - ll) + -32 (h ~e)Ef ' 

. V II [6 l J ( 2 F E 3 FE) 
/0 = 4sEJtangiX (h~ elF -F:Ev tang iX + 1 + FuE:-cos~~ 

+ h(3l-l1 ) + e(9l- 8l1 )] , 

woraus 

(318) 
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wo 

6lJ (2FE FE) ) 
C = (h _ e) F -Fv Ev tang~ex + Fu Eu cos 3 ex + 1 . 

+ h(3l- ll) + e(9l- 8ll ) 

(319) 

eine von der Belastung unabhangige konstante GroBe ist. 
Sollen die Langenanderungen nicht beriicksichtigt werden, so ist 

(320) 

Greifen die Zugstangen in der Balkenachse an, ,,0 i"t e = 0 und 

C=h(3l-ll )· .. (321) 

Die durch die tiuBere Belastung hel'vorgerufcne Durehbiegung I~ 

des unarmierten Balkens betriigt: 

a) FUr eine l~iIlzeJlast P 

nach Gl. (10) 

. P b a ( b l~ ) jJ a .., ., 
tU=-e,-EJ l- 2 - 8b = 48E:J(3l"-4a-) , 

und daher iHt nach Gl. (318) 

V - P a tang ex 3 l~ 4 . 2) - - ----( - a . 
C II 

b) }'Ur eine gleichmiil.lig verteilte Relastung jJ 

nach Gl. (38) 
. 5 P l' 

/0 = 384 EJ 

und nach Gl. (318) ist 

V = .5J?!.4 tal1gi\. = [) Mil l2 tang ~. . . . . (:32a) 
8 C l[ C II . 

wo Mil = P ~~ das .Moment in der Mitte des unarmierten Triigers bedeutet. 

1st nul' die einc Halfte des Triigers belastet, so lautet die Formel: 

V = ?-.E [1 tai1~ ex . 
16 C l[ 

Greifen die Zugstangen in den Punkten 0 an, ,,0 ist II = lund 
nach Gl. (321) 

C=2hl. 

Die Annaherungsformeln lauten dann: 

V - P a tang i\. 3 l2 4~) - -2hl2 - ( • - a , . . . . . (325) 

V= 5pZ. . . .. . .... 
8 

(326) 
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Das Moment an del' Stelle x betl'agt 

M =Mo -Hy, (327) 

wo M 0 das Moment der auBel'en Belastung fiir den unarmiel'tcn Balken 
bcdeutct. 

Beispiel 16. Zu Aufgabe 43. 
Ein holzel'ller Balken soIl dureh eisel'lle Zugstangen und holzel'lle Strebe 

armiert werden. Die Zugstangen greifen in den Punliten 0 an. Es sei 

! = 10,0 m, h = 1,0 ill, F = 20 . 30 = 600 qcm, 
Fe = 20 . 15 = 300 qem, Eo = E = 120000, Elt = 20000UO, 

20 . 30" TV 20 . 302 3000 'j J = -~ = 45000 em" . = --6- = em'. 

Del' Balkcn soil eine Belastung p = (WO kg pro Meter tragcn. Es ist dar:n 

2 h I 
tangtX = - = - = 0,20, tX = llo20', COStX = 0,98, 

5 
sin tX = 0,20. 

Nach del' Anniiherungsformcl OJ. (326) bestimmt man zt:niiehst Fa. 

J' _ 5· 600 . 10 _ 3750" , - ---8--- - J\g, 

nach 01. (317) 
V 3750 ~ . U = -. -.-- = ---- = 937<1 kg. 

2 sm", 2·0,20 
Gcwiihlt wird dann 

F" = 10,0 qcm. 
In Formel (319) ist nun e = 0 und I, = I zu setzen und man erhiilt: 

C __ ('~OOO . 45000 (2. 6~0 .0 9 03 600· 120000 _L I) 
- 100· 600 300 ,- + 10· 2000000 . 0,U8J ' 

+ 100 ·2 . 1000 = 221870. 

Naeh GI. (323) el'gibt sich dann: 

uemnach ist 

und nach GI. (316) 

F = 5· 6.}000"_' _O~~ = 3380 lig 
8·221870 ' 

3380 " 
U = -2. 0,20 = 8400 I\g 

. V 3:380 ",. 
It = ---- = 2 . (J,-2-0 = 84.)0 I, g. 2 tangtX 

Das Moment in del' :\fitte betriigt nach G1. (327) 

, pl2 
.i1J=S-H.h, 

dcmnach 
,600.10,02 

jf =. 8 - 8450·1,0 = -950 kgm. 

Dureh Differentiation der Momentengleichung 

px(! - x) 
J1 = . - 2 - H x tangtX 
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bestimmt sieh die Stelle, wo das griii3te po,itive Moment entsteht. Es ist 

dlll p 
- - - = . (l - 2 x) - Il tRngIX , 

Es crgibt sieh dann: 

dx 2 

l II 
x = -- - -- tang IX , 

2 p 

10,0 8450 
x = -2 - -600- .0,20 = 2,18 m. 

y = x tRngIX = 2,18·0,2 = 0,44, 

J[ = (l00· 2,18(~0,O - 2,18) _ 8450 . 0,4J = 1306 kgm. 

Die griii3te Beanspruehung des Balkens betragt daher 

130600 8450 
k = 3000- + 600 = 62,6 kgqem. 

(328) 

x = ~ vom Auflager ergibt sieh 1"[ir eine Einzellast P = 2000 kg im Abstande 
naeh G1. (325) angenahert 

V = 11 P l tang IX 
32 h 

Ill' 
- -- = 1375 kg 

16 
und naeh 01. (322) genau 

dcmnach 

v = ~l4t~~g~ (3 F __ ~2) = I;: ![tljrd2 

0,2.1000' 
= 1375 . 221870 = 1238 kg, 

V 
H=--

2 tange.; 
1238 " -- = 300D kg. 

2·0,2 

Das Moment unkr del' Last betragt: 

3 P l h 3 . 2000 . 10,0 . _ 
1ll = .- - /l r. = l' - 3005 . 0,5 = 2202,0 I{gm 

16 ~ (j 

und das Moment in del' l\Ii t te 

I'l 2000· 10,0 
Jl1 = 8 - H h = 8 - 3005·1,0 = -505 I'gm. 

Beispiel 17. Zu Aufgabe 43. 
Ein ciserner Triiger I Nr. Pl'. 2(l soIl dureh eisell1e Zugstangen und Strebe 

anlliOl't werden. Es sei 

l = 10,0 m, h = 1,0 m, l, = 8,0 m, e = 0,13 m, J = 5798 em", 

IV = 446 em 3, F = 53,7 qcm, F" = 10,0 qcm, F,. = 20 qem, 

2(h-e) 2·87 
p = 600 kg pro Meter, tangIX = - . T--- = --goo- = 0,22, ., 

IX = 12°25', cose.; = 0,98, sine.; = 0,21 . 

Nach GI. (320) ist angenahert 

C = 100(3000 - 800) + 13(9000 - 8 . 800) = 253800 
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und nach 01. (319) genau 

(J = 2~3800 __ ~OOO. 5798 (2.53,7. 0 ')0)" ~:~,7_ I)' = 3 4 70 
.) I 87.53,7 ,20 ,~~ + 10.0,98" + 0 () , 

nach 01. (323) ergibt sich dann del' genaue Wert 

5 . 6,0 . 1000" . 0,22 
V = 8.304070.800 = 3430 kg 

und del' angeniiherte Wert 
[) . 6,0 . 1000' . 0,22 

V = = 40GO kg, 
8·253800·800 

demnach 

fl = __ V_ = _ 3~3~ = 7S()() kg. 
2 tang IX 2 . 0,22 

Das Moment in del' Mitte betriigt 

600 . 10 0" 
M = --8-'- - 7800.1,0 = -300 kgm 

und das Moment illl Abstandc ;J; = ~ vorn Aufhlger 

3 p 12 3 . 600 . 10,02 _ • _ 

M = -32 . - fl· y = 32 - 7800·1,.)·0,22 = 30.)1 kgm. 

Die Beanspruchung des Triigers an diesel' Stellc betragt: 

k - 30:5100 + ~83070 = 845 kg qem. 
- 446 ,j, 

Es el'giht sich aus den Beispiclcn, daB die angeniihel'ten Wel'te 
von den genauen ziemlich erheblich abweichen. Es ist dahel' zu emp
fehlen, die angeniihel'ten Formeln nul' ZUl' vOl'liiufigen Bestiml11ung 
del' Quel'schnitte zu benutzen und die Beanspruehungen mit Hilfe del' 
genauen Formeln zu bestimmen. 

§ 17. Einfach statisch unbestimmtel' al'miel'tel' Balken mit zwei 
V el'tikalcn. 

Aufgabe 44. 
dl'ci Zugstangen 
unbestimmt. 

DcI' in Fig. 81 gezeichnetc, mit z\\"ei Vel'tikalen und 
armierte Balken ist ebenfalls einfaeh statisch un-

B 

~------------------------- l--------------_________ ~ 
Fig. 81. 
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Ais statisch unbestimmbare GroBe wird die in der horizontalen Zug
stange CD auftretende Kraft H gewahlt. Die Zugstangen erhalten den 
gleichen Querschnitt. Die Bezeichnungen sind wie in der vorigen Aufgabe. 

Denkt man sich die Zugstange CD beseitigt, so verschieben sich 
die Punkte C und D durch die Belastung gegenseitig um die Strecke ~o. 
Die Kraft H muB nun eine gleich groBe Verschiebung erzeugen. Diese 
Verschiebung setzt sich zusammen aus ~1 durch die Langenanderungen 
der Stabe und ~2 durch die Biegung des Balkens. 

Aus dem nebenstehenden Williot-
schen Verschiebungsplane ergibt sich 
die Verschiebung ~1 zu: 

2Ju 
(51 = J 11 + 2 J v tang tX + -- + J d . 

cOStX 
Es ist nun 

I-

v = HtangtX , 
H 

U = -~--, 
costx 

1-d v = _1_2- tang tx 

und demnach 

11 - d 
u = -2 ~()Stx- , 

~ = J!~I_ + tang3~ ~(11 - d) + H (11 - d) + ~ 
1 EF EvFv cos3tXEuFu EuFu 

= H [-"-L + (11 - d) tang3 tX + ~l~(!l~ d + d)] . 
EF EvFv EuFu cos· tx 

Die durch H hervorgerufene MomentenfHiche des Balkens ist 111 

Fig. 83 schraffiert. 

Der Biegungswinkel tX1 bei m durch die Biegung des mittleren 
Balkenteils m-m, dessen Moment H h konstant ist, betragt nach 
GI. (25) H hd 

tangtXl = 2 EJ . 
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Die Durchbiegung des Balkenteiles A -m betriigt: 
durch das Moment He nach G1. (34) 

. He(l1-d)2 
12 = --8Ej~' 

durch das Moment H (h - e) nach G1. (30) 

worau:; 

und 

. H(h-e) (l1-d)2 
Is = -- ~EJ---' 

. . . H(ll - d)~ (2h -+ e) 
/ = /2 -+ I;; = ----24EJ 

2( 
tang(\'2 =l - d 

1 

H(l1 - d) (2h -+ e) 
~--------

12 EJ 

Demnach betriigt del' Biegungswinkel ex 

tang ex ~ tang ex 1 -+ tang ex 2 

II 
12 EJ (2h(2d -\- ll) + c(l[ - el)) , 

und die V cl'schiebung (~2 ergibt sich zu: 

(~~ = 2 h tangiX = -6~> (2 h (2 d -+ ll) -+ C(ll - el)) , 

somit ist 

und man erhillt den folgenden Au:,;druck fiir 11: 

\\'0 

cine konstante Grol3e ist. 

II = EJ'_~~ , 
c 

(329) 

Werden die Liingenanderungen vernachliissigt, so fallen die drei 
ersten Glieder fort, und es ist 

h 
C = -6-(2h(2d -+ ll) + c(l[ - d)). . . . . (331) 
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~o bedeutet die durch die Belastung hervorgerufene gegenseitige 
Verschiebung der Punkte 0 D, wenn die Zugstange 0 D entfernt 
gedacht ist. 

Fur die gleichmaBig verteilte Belastung p ergibt sich nun: 

a) Belastung des ganzen Triigers mit 1J. 

Moment in der Mitte 

p1 
A=B=T· 

P 12 
Mo=--

8 

Dei' Biegungswinkel bei m betragt nach Gl. (39) 

Mo ( e2 (61-4e)) p 2 
tangtXl = 3EJ 1- --i2--- = 24EJ (ZS - e (61- 4e) . 

Nach den Gl. (30) und (45) ergibt sich ferner die Durchbiegung 
bei A zu 

A e3 pe4 pe3 
(= -- - -- = ---. (81- 6e) 

3EJ 8EJ 48EJ 
und somit 

( pe2 

tangtX2 = ·c = 48 EJ (8]- 6 c) ; 

demnach ist 

tungtX = tangtXl + tangtX2 = 48 ~ J (2 ZU- 2 e2 (61- 4 e) + c2(81- 6c)) , 

und 

tangtX = ---p- ([3 - e2 (21 - e) 
24EJ 

c50 = 2 h tangtX = . PEh ([:I - e2 (21 - e) . 
12 J 

Durch Einsetzen in die Gl. (329) erhiilt man dann 

ph • ) 2 Mo h • ) 
H = 120 (13- e-(21- c) = 3[20 (13 - e-(2l- e) , (332) 

\\"0 Mo = P ;2 das Moment in der Mitte des unarmiertcn Trii.gers be
deutet. 

b) Belastung der beiden Seitenteile emit 1J. 

A=B=pe, 

konstantes Moment des Mittelteiles d 

p e2 p e2 

MIn=Ae-T= 2-; 
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nach G1. 25 ist dann 

Die Durehbiegung bei A ergibt sieh zu 

A c3 P c4 5 P c4 

r = 3 E J - SEJ = 24 ET 
und Romit 

r 5 P c3 
taner CX. = --- = - ---. 

b - c 24 EJ 
F,s ist dann 

p c2 p c2 

tangcx = tangcx 1 + tangcx 2 = -24 EJ (6 d + 5 c) = 24 EJ (6l - 7 c) , 

pc 2 h 
Ju = 2htangiX = 12 EJ (6l- 7 c) , 

und aus G1. (329) erhtilt man 
p c2 h 

H =--- - (6Z - 7 c) . 
120 

(333) 

l"t nul' del' cIIle Seitenteil belastet, so ergibt sieh infoJgr del' 
Symmetric 

P c2 h 
H =240- (6Z - 7 c) . (334) 

e) Belustllng nur des l\Iittelteiles d mit p • 

Dirse Formel rrgibt sich ohne wei teres aus del' Differenz del' 
G I. (332) und (333). Es ist demnaeh: 

ph 
II = 120 (l3 - c~(2l- c) - c2(6l- 7c), 

H = 1~t (l3 - 8 c2 (l - c). ...... (335) 

Fur die Belastung dul'eh Einzellasten ergibt sieh: 

d) llelasillng eines Seitellteiles mit PI oder P, • 

Es werden bei Entwicklung del' Formel zwei symmetl'iseh an
gl'eifende, gleich groGe Lasten PI und P 2 angenolllmen. F,s ist dann: 

konstantes Monwnt des MitteJteiles = Mill = P a 

MlIld Pad 
tangiXl = TIJ = 2 EJ ' 
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ferner nach den G1. (30) und (33) 

l = P e3 _ _ P (e - a)2 (3 e _ (e _ a)) = P a (3 e-=-- a2) 
3EJ 6EJ 6EJ ' 

l P a (3 e2 - a 2) 

tang tX 2 = C = 6 e E J --

und somit 
Pad Pa(3e2 - a2) Pa " 

tangtX = 2 EJ + ~-E-J-- = 6-e-EJ (3e(l- e) - a-), 

c50 = 2htangIX = ~~J~ (3e(l- e) - ( 2). 

Fur einseitige Belastung ist infolgc del' Symmetrie c50 nul' haJb so 
groB und man erhiilt aus G1. (329) 

Pah " H = 6eG (3e(l- e) - a-). . 0 0 0 0 (336) 

Fur a = e ist 
Phe 

H = f3C- (3l- 4e) . (3:m 

e) BelastuIlg des lUittelteiles mit 1"3. 

Nach Gl. (12) ergibt sich del' Biegungswinkel Lei m links zu 

I 0 l (l-' b" 3") M ( 3e2 ) Ph 
tangIXl = 6 Ef 2 - a - ----;; =6lEJ - - - - • c-

und in analogcr "Teise bei m rechts 

Pa 0' ., " tangtX{' =--- (Z- - a- - 3 c-) . 
6Z EJ " 

hieraus ergibt sieh 

.... t P (Z" " 3 ")+'l" 1" 3 ") P(ah-e2) ..:. angtXl = --E·--- a( --(f--. e- )(,-- )---. e- = . 
6l J 2EJ 

Es ist ferne I' : 

A = Ph 
l ' 

Pa 
B= -

l 

und die Durchbiegungen bei A und B 

demnaeh: 

t I (1 angtX2 = -. 
e 

A e2 

3EJ ' 

Be:l 

/Jl= 3EJ 

" IB B e2 
tang(\.2 = -- = ---. 

e 3 EJ 0 

e2 Pe 2 
ZtangiX" = -E- (A -+ R) = -E-

- 3 J 3 J 
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und 
P P(3a b - c2) 

tanglX = --- (3(a b - c2) + 2 c2) = -
6EJ . 6EJ ' 

woraus 
c5 h t Ph (3 a b - c2) 

o = . ang IX = -----'--::-6-=E=-J:::----

und nach Gl. (329) 
H = Ph(3ab - c2 ) 

60 . (338) 

Als Probe der Richtigkeit setzt man a = c und b = 1 - c und 
erhalt dann die Gl. (337). 

Das Moment des Balkens im Abstande x vom Auflager betdigt 

M=Mo-Hy, (339) 

wo M 0 das Moment des unarmierten Balkens durch die Belastung 
bedeutet. Fur den mittleren Teil ist y = h. 

Beispiel 18. Zu Aufgabe 44. 
Ein hOlzerner Balken soIl durch eiserne Zugstangen und h6lzerne Verti

kalen armiert werden. Es sei: 

l = 10,0 em, l, = 8,0 m, 

Fe = 20· 15 = 300 qem, 

h = 1,0 m, 

Ell = 2000000, 

F = 20 . 30 = 600 qem, 

E = Eo = 120000, 

J = 20· 303 = 45000 em', d 3 0 12 = , m, c = 3,5 m, TV = 3000 em3• 

Die Zugstangen sollen an der Unterkante des Balkens befestigt werden, daher 
ist e = 0,15 m. Del' armierte Balken soil eine gleiehmaLlig verteilte Belast.ung 
von p = 600 kg pro Meter tragen. 

Zunaehst wird die Konstante C iibersehlaglieh naeh GI. (331) berechnet. 
Es ist 

c = 1~0 (200(2.300 + 800) + 15(800 - 300)) = 4791700 

und nach GI. (332) ergibt sieh bei voller Belastung 

H = 12 ~;~ ;~~~OO (1000" - 3502 (2000 - 350)) = 8340 kg; 

ferner ist: 
100 - 15 

tang<x = ---- = 034 (\" = 18°50', 
250 ' 

8340 
eos<x = 0,95, U = 0,95 = 8750 kg. 

Gewahlt wird nun F" = 10 qem, und der genaue Wert der Konstante C wird 
naeh Formel (330) bereehnet. Es ist 

l, J 800·45000 = 60000 
~ 600 ' 

E J l d) 3 _ 45000 0 ) 0 343 - 30 0 E,. Fe ( , - tang (\" - 300·· (8 0 - 300, - 0, 

E J _ (l, ~_~ + d) = 120000 . 45_()()~_ (80~ - 30Q. + 300) = 237870 
FIl Ell eos3 (\" 10 . 2000000 0,95 3 ' 

C = 60000 + 3000 + 237870 + 4791700 = 5092570. 
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Das VerhiUtnis zwischen dem genauen und angenaherten Werte von C betragt 
somit 

5092570 
4791700 = 1,063 . 

Es ist also der genaue Wert nur 6,3% groBer als der angenaherte. Bei Ver
wendung des angenaherten Wertes ergibt sieh demnach eine 6,3 0/ 0 groBere 
Horizontalkraft H, was fiir den Balken giinstiger, aber fiir die Zugstaogen un
giinstiger ist. Da der Untersehied abel' so klein ist, geniigt es stets, den an
genaherten Wert C in Reehnung zu stellen. 

Fiir Belastung nur eines Seitenteiles A - m1 mit p ergibt sieh naeh 
Gl. (334) 

6 0 . 3502 • 100 
H = -;4. 47!Jl 700 (6000 - 7·350) = 2270 kg. 

Es ist dann 

B = P c2 = 1300 . ~,~~ = 368 kg 
2l 20,00 ' 

A = 3,5.600 - 368 = 1732 kg. 

Das Moment bei m l betragt 
600.3,52 

MI = 1732·3,5 - ------2-- - 2270·1,0 = +117 kgm 

und das Moment bei m, 

M. = 368 . ~,5 - 2270 . 1,0 = -982 kgm. 

An dl'l' AnsehluBstelie der Zugstange links bei nl betragt das Moment 

600· 1,0' 
Mil = 1732.1,0 - --2-- = 1432 kgm. 

Bei voller Belastung bereehnet sich das Moment an diesel' Stelle Zll 

A = _600 . 1~ = 3000 kg, 
2 

600· 10' 
]JI" = 300n . 1,0 ----2-' - = 2700 kglll, 

clas Moment in del' l\Iitte zu 

600.1002 

.110 = ---8'- - 8340· 1,0 = -840 kgm 

und h~i ml zu 
600·3,5" _ 

JlI I = 3000· 3,5 - --2-- - 8340· 1,0 = -151a kgm. 

Die groBte Beanspruchung des Balkens bctragt demnaeh 

k = 2700?0 90 k ' 
3000 = g, qcm. 

Beispiel 19. Zu Aufgabe 44. . 
Ein eisemer Trager I Nr. PI'. 26 soli dllreh ciseme Zugstangen nnd Vert i

ka~en armiert werden. Es sci 

I = 10,0 m, II = 8,0 Ill, It = 1,0 Ill, d =' 3,0 Ill, C = 3,5 m, 

.J = 5798 em', IV = 446 emS, F = 53,7 qcm, F/I = 10,0 qcm, 

Fe = 20,0 qcm, e = 0,13 m, 

0,85 
t,anga = 2 -- = 0,34, a = 18°50', CO.H\ = 0,95. 

,5 

Bjornstad, Steifrahmen. 10 
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Der Trager soil ein3 Einzellast P = 5000 kg tragen. Naeh GJ. (331) ist an
genahert 

0= 1~0 (200(600 + 800) + 13(800 - 300)) = 4775000. 

Der genaue Wert von 0 bereehnet sieh naeh der GJ. (330) zu 

[1 J = 800 ___ 5798 = 86376 
F 5~7 ' 

E J 5798 
E,.F" (1, - d) tang3 ex = - 20- (800 - 300) 0,343 = 5653, 

_ E "- (lJ~ + d) = 5798 (800 - 300 + 300) = 511963 , 
FII Ell cos" ex 10 0,95:1 . 

0= 86376 -t- 5653 + 511963 + 4775000 = 5:nR992, 

demnaeh hetriigt del' Untersehied del' heiden Wcrtc 

53_78992 = 1196 
4775000 ' -

odeI' = 12,6%. 

Del' Untersehied ist also boi einem ganz aus Eisen hestehenden Trager so cr
heblich, daB der genaue Wert, wonigstens \Venn hohe Beanspruchllngcn zngc
lassen werden, in Betracht gezogen werden muB. 

Es soll nun das groOte Moment boi verschiedcncn La,Rtenstr\lungen rl'
mittelt werden. 

t. TJ as t P be i n , • 

ilOOO· 1,0 
B = = fiOO kg, A = 5000 - fiOO = 4fiO() kg, 

lO,O 

J11 11 = 4:'100 . 1,0 = 4:')00 kgm. 

2. IJ as t P be i 111,. 
Nach (:1. (337) ist angenilllPrt 

fcrner 

H = 1i00~0(~'J50_ (3()00 - 4- • 31iO) = rm:3 kO" 
6·4775000 '0' 

B =5000. 315 = 1750 kg 
10,0 -, A = 3250 kg, 

.111 = 3250·3,5 - 9773.1,0 = +1602 kgm, 

J11, = 1750·3,5 - 9773 .1,0 = -3648 kgm. 

Del' gOu[lUe 'Yert von H betriigt 

und dcmna,ch 

9773 
H = 1,126 = R680 kg 

J11, = 3250·3,;) - 8u80 . 1,0 = +2G9;) kgm, 

111, = 1750· 3.1i - 8680 .1,0 = -2:"i1i1i kgm. 

3. Last I J in del' lUitte bei O. 

Na,ch m. (338) ist a,ngeniihcrt: 

H = ~~~j;·g{:o (3 . :,)00 • :,)00 - :1:')0') = I(Hllil kg. 
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ferner 
A = B = 2500 kg; 

M, = }}f, = 2500·3,5 - 10951 . 1,0 = -2201 kgm, 

Mo = 5000·10,0 _ 10951 '.1,0 = +1549 kgm. 
4 

Der genaue Wert von H betriigt 

H = ~951 = 9721< k 
1,126 0 g 

und demnach 
M, = 111, = 2500·3,5 - 9725 . 1,0 = -975 kgm, 

5000·100 
Mil = 4 ' - 9725·1,0 = +2775 kgm. 

Mnn sieht hieraus, dall sieh die Momente (bei Verwendung des genauen odeI' 
angenaherten Wertes von C) ganz erheblich voneinander unterseheiden. 

Das griillte Moment tritt in dem vorliegenden Beispiele im Anschlullpunkte 
del' Zugstange bei n auf, und die griillte Beanspruehung betriigt 

450000 
k = 446- = 1009 kgqem. 

Urn den Punkt n zu bestimmsn, wo die Zugstange angesehlossen w('rden mull, 
ermittelt man die Stelle, wo irn lUlarrnierten Balken das griiflte zulassige :'fo
III en t en tsteh t. 

In dem vOl'liegenden Faile wiirde sich ergeben 

daher 

zuliissige Beanspruchung k = 1000 kg'qem, 

griiBtes Moment M = 446000 kgem, 

-1 _ 1'(1 - x) _ 5000(10,0 - x) 
" - -.- -l--' - ~-. 10,()--' 

lJ - 4 l' - 50~~(!O,0 =22.= = 446000 " -" .' - 10,0 ' , 

x' - 10 x -I- 8,92 = 0 , 
10 .~--. 

:c = -:T + 1'5' - 8,92 = 5,0 - 4,01 = rd. 1,0 m, 

" = 1 - 2 x = 10 - 2 . 1,0 = 8,0 Ill. 

§ 18. Einfach statisch unbestimmte eingespannte Stiitze 
mit einem wagel'cchten Stiitzpunkte 111. 

Aufgabe 45. Es soIl del' Horizontaldruck Il fUr die in Fig. 84 
und 85 gezeichneten Belastungsf~me ermittelt werden. Man bestimmt 
getrennt die durch die Belastung und durch den Stiitzendruck H hervol'
gerufenen DUl'chbiegungen des Punktes m del' freistehenden ein
gespannten StUtze. Aus del' Bedingung, daB die Summe del' Durch
biegungen bt'i m = 0 sein muB, el'll~ilt man dalln den Ausdl'uck fiil' II. 

10* 
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a)Wagerechte Einzellast H.. 

Die Durchbiegung bei m betragt durch H nach G1. (30) 

Hh3 

h = -:-3EJ ' 

A 

Fig. 84. Fig. 85. 

durch KI oberhalb m nach G1. (32) 

. K,lt 2 

12 = (fEJ(3k1 - Ii). 

Demnach ist 

und 

(340) 

Fur K2 unterhalb m crgibt sich nach G1. (33): 

. K.k~ 
I~ = 6EJ (3h - lc2 ) , 

(341) 

ferner ist 
Ho =K-H. 
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b) Wagereubte gleicbmiiJlig verteilte Belastung 1J. 

Fur die Belastungshohe 11 groBer als h ergibt sieh naeh G1. (46) 

Pl h2 ( 2 ) (2 = 24-EJ 611 - h(411 - h) 

und aus 
(1+(2=0 

H = p,(61r - h(41, - h) 
Sh .. 

Reieht die Belastung nur bis m, so ergibt sieh fUr 11 = h 

H =~~ S . 

(342) 

(343) 

Fur die Belastungshohe 12 kleiner als h ergibt sich die Dureh
biegung am Ende der Belastung nach G1. (45) zu: 

(~=E~l~ 
SEJ 

und der Biegungswinkel daselbst naeh G1. (44) zu: 

daher ist 

P2 1~ 
tang 1X = 6" E J ' 

, 'f • P~ 1i (h ~ ~2)p21~ _ P~ 1~(4h - 12) (344) 
12=/2+(h-12 )tang1X=SEJ+ 6EJ - 24EJ ' 

und aus /~ + I~ = 0 erhiilt man: 

H = p21i(~~ - 12 ) 

Sh3 ' 

ferner ist 
Ho = p1- H. 

e) Belastung P der Konsole. 

Mo = Pc. 

Fur dt groBer als h ergibt sieh nach Gl. (34) 

M oh2 

(2 = 2EJ 

und aus (1 + /~ = 0 

H= 3Mo ,-
2h 

(345) 

(346) 

Derselbe 'Vcrt ergibt sieh natiirlieh aueh, wenn die Konsole im 
Punkt m angeordnet ist, 
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FUr d2 kleinel' als h ergibt sich die Dul'chbiegung an del' Konsolc 
nach Gl. (34) zu: 

1" = Mod~ 
12 2 EJ 

und der Biegungswinkel daselbst nach Gl. (35) zu: 

dahel' ist 

M o d2 
tangex = ~' 

. , M 0 dz (2 h - rl~) 
12 = (2 + (h - dz) tang ex = ~- 2 EY--' (347) 

und aus I~ + I~ = 0 ergibt sich: 

ferner ist 

H = 3Modz (2h - dz) 
2 h3 

Ho = -H. 

Dicse Kraft hat immcl' umgekehl'tc Richtung von H. 

(348) 

§ 19. Zweifach statisch unbcstimmte cingcspanntc Stiitze 
mit zwei wagerechten Stiitzpunkten m und n. 

Aufgabe 46. Es sind die Stiitzendriicke HI und Hz fUr die III 

Fig. 86-88 gezeichncten BelastungsHille zu ermitteln. 

H, 

A A 

Fig. 86. Fig. 87. Fig. 88. 

'Vie in der vorigen Aufgabe bestimmt man getrennt die durch 
die Belastung und durch die Krafte HI und H2 bei m und n hervol'-
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gerufenen Durehbiegungen del' freistehenden eingespannten Stiitze. 
Aus del' Bedingung, daB die Sum me del' Durehbiegungen sowohl in m 
als in n = 0 sein muB, erh1ilt man dann zwei Gleiehungen, aus den en 
HI und H2 bestimmt werden. 

Die Durehbiegung bei m betr1igt: 
dureh HI naeh G1. (30) 

. Hlh~ 
11 = - 3 EJ ' 

dureh H2 naeh G1. (33) 
. H;!, h~ 

12=- 6EJ (3hl-lt;!,). 

Wird die Durehbiegung bei m dureh die iiuBere Belastung mit I;" 
bczeichnet, so hat man 

I~ + I~ + I;" = 0 , 
woraus 

6 E J 1;/1 = 2 H I h~ + H 2 h~ (3 hi - It;!,) . 

Die Durehbiegung bei n bctriigt: 
durdl HI naeh G1. (32) 

. JJlh~(3hl - 11 2 ) 

11=--6EJ ' 

dUl'eh Hz naeh 01. (30) 
11., h~ 

I~ = - -3 Ef' 

(I) 

und wirel die Durchbicgung hei n dUl'ch die iiuBere 
hezciehnet, so ergibt sieh in gleieher Weise 

Belastung mit I;, 

6 E J {" = If 1 h~ (3 hi - 7I;!,) + 2 h1 II;!, . (II) 
Aus den G1. (I) und (II) erhiilt man dallll die folgcnden Ausdriieke 

fill' HI und H2 : 

III = 6C,E/ (2 It;!, 1;/1 - (3 hi - 71 2 ) /;,) , •• . • (349) 
f/;2 

wo 

II;!, = ~~~~-(2hU;, - h§(3h1 - 112 )(;/1), 

C=4hr-h;!,(3hl-h;!,);!, ..... 

eine von del' Belastung unabhiingige konstante GroBe ist. 
Ist hI = 2 h2' so lauten die Formeln: 

C = 7 h~, 

6EJ 
HI =7 h~· (2/;" - 5 t;,) , 

6EJ . 
II;!, = -7hr(16/n - 5{,/I)' 

(350) 

(351) 

(352) 

(353) 
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a) Wagerechte Einzellast I{. 

KI oberhalb HI' 

Die Durchbiegungen bei m und n betragen nach Gl. 

Durch Einsetzen diesel' W crte in die Gl. (349) und (350) crhiilt man: 

K 
H1 = -C1 (2 h1(3 k1 - hI) - h3 (3 hi - ht ) (3 kl -- 7I~)) , 

K1hr ) H2 = (Jh-(2h l (3k1 - h~) - (371 j - lit) (3kj - hi) . 
2 

Fur hI = 2 h2 ergibt sich ferner: 

K J H = ----- (9 k - 11 Ii ) [ 7 Itt . I ~ , 

und fur ki = 3 h3: 

16 12 1 HI = 7- K j , H2 = - -7 K[, 

, (7 16 12) 3 I . 
Ho = K[ - 2.H = K[ '7 - -7 + '7 = '7 KI . 

K2 zwischen HI und H 2 • 

Die Durchbiegungen bei m und n betragen: 
nach Gl. (33) 

nach Gl. (32) 

Aus den Gl. (349) und (350) erhiilt man: 

(354) 

(355) 

(356) 

(357) 

(358) 

H1 = _~2 (2ki(3h1 -- kt ) - h2 (3hl - htl (3lc2 - lit), (359) 

1I2 = :~ (2h;(3kt - ht ) -lc~(3hj - htl (3hj - kt )). (360) 
2 
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Fur hI = 2 h2 ergibt sich: 

HI = ~~~ (2k§(6h2 - kt ) - 5h~(3k:l - ht }}, (361) 

Hz = ~~~ (16 hi (3 k2 - ht ) - 5 k~ (6 h2 - kt )) 0 0 (362) 

Greift ferner die Last in der Mitte zwischen HI und H2 an, so i8t 
3h. 0 

k~ = -2 00 und dIe Formeln lauten: 

K3 zwischen A und H 2 o 

Die Durchbiegungen (,,, und (,. betragen nach G1. (33): 

o K3 k~ 
fill = 6EJ (3lil - ka) , 

Ka k~ 
fn = -6EJ (3h~ - ka) 0 

Am; den G1. (349) lind (350) erht1lt man elann: 

Ist hI = 2 h2' so ergibt sich: 

3 Kg k~ 
HI = - -7 hr- (k3 - lit) , 

o I ~ 0 

llnd 1st ferner lea = 2 ' so lauten dIe Formeln 

3 25) HI = - 56- K 3 , H2 = 56 Ka , 

Hn = K:j - 2'[[ = ~~.K3 0 

(363) 

(364) 

(365) 

(:367) 

(368) 
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b) Wagerechte gleichmal.lig verteilte Belastung 1J. 

Belast u ngshohe I; gro Ber als hI' 

Die Durchbiegungen t;" und t;, betragen nach Gl. (46): 

l", = 2~ ~iJ (6 Ii - hI (4 II - hI) , 

und au;; den Gl. (349) und (350) crhiilt man: 

H j = -to (2h?[61i-lil(4l1 -Itj)]-h~(3hl -h2) [6li-h~(4lj --h2 )]) , (:369) 

Il2 = fch,: (2hl[6lr-h2(4Ij -hi)] ~ (3lt1-h2 ) [6li-h j (41-h1)]). (370) 
2 

Reicht die Bclastung nul' bi;; II, ;;0 ist £til' II = hI 

H j = {6 (6ltT (ld - 3 hJI~ + ~~ h~) + hWd - 4hJIJ) , (371) 

j :l phi .,.) " 9"') 
12 = -4Ch

2 
(.3r1 1 - 5'il'l~ + ~'l~ . (372) 

und fiil' hI = 2 1t2 ergibt sich in dem FaIle 

17 \ Ilj = --Ilk, , 
28 " 

32 

:: = ::,::'~ 2/1 ~ ll)h . j . 
l " 28 

(373) 

und in diesem Faile £til' II = 3 h2 

33 
Ilj = U Ph2 , 

5 
IIo = -lJh o • 14 " 

(375) 
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Belast u ngsh ahe l2 zwischen hI u nd h2 • 

Die Durchbiegungen (,,, und fn betragen: 
nach G1. (344) 

nach G1. (46) 

Aus den G1. (349) und (350) erh1ilt man dann: 

HI =:b (2l~(4hl -l2) - h2 (3h1 - h2) [6li - h2(4l~ - h2 )]) , . (376) 

Il2 = 4;/h~ (2hH6li - h2 (4l2 - h2 )] - (3h1 - h2) l~(4hl-l2))' (377) 

Fi.iI' hI = 2 lz2 ergibt sich ferner: 

HI = ·'0"1 (2l~(8l.,h., -l~ _. 15h~) + ShieH, - ft.,)), (378) 
28 fti - - - - - -

fl., = " P2h"3- (l~ (96 h~ - 4011., l. + 51~) - 16 h~ (4l., - k,)). (:379) 
- 28 2 - " - - - "--

Belastungshahe l3 kleincr als h2 • 

Die Durchbiegungcn /;" und (" betragen nach GJ. (344): 

> P;J l~ 
1",= 24EJ(4hl- 1J)' 

P l~ 
I;, = -:lE·2... (4h2 -l3) . 

24 J 

Aus den G1. (349) und (350) crgibt sich: 

und ferner fur hI = 2 h2 : 

Pa l~ 
HI = 28h~ (3l3 - 4h2 ) , 

Pa l~ 
H 2 = 28 h~ (241z2 - 11 l3) . 

(382) 

(383) 
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Reicht die Belastung bis H2 , so ist: 

HI = - 218 Pa h~ , H2 = ~~ P3 ht , ) 

16 . (384) 

Ho = P3 h2 - 2: H = 28 P3 hz . 

e) Belastung P del' Konsole. 

Mo = Pc. 

Fiir d l graDer als hi ergibt sieh nach G1. (34): 

Mohr 
(,n = -'},-E.:l ' 

. Moh~ 
In = 2 EJ . 

Am; den G1. (349) und (350) erhiilt man dann: 

3Mo . ? 

HI = -c- (2 h] - h2 (3 h1 - h2 ) , • . • . (385) 

3Mohi 
H2 = - Uk

j 
-("1- !tt)· (386) 

bt It 1 = '}, h2' fiO ergibt sieh: 

H1 = _~~1l'I..!!.. , H., = _ 12 Mo , ) 
Ih2 " 711., 

II = - YH = J_Mo 
u - 7 "2 . 

(387) 

'IYenll d l graDer ist als hi' ist es gleichgUltig, in ,,"deher Hahe 
tibcl" HI die Konsole angebraeht isL Die obigen :Formeln sind auch 
gtiltig, ,,·cnn die Konsole bei HI angebracht ist. 

1st die Ko nsole z wische n HI u nd H2 in der Hohe d2 an
gebraeht, so betragen die Durehbiegungen: 

nach G1. (347) . _ Mo d2 .) 

tilt - 2 EJ (~h1 - d2 ) , 

nach G1. (34) 
. M o h1 

In =2E-J . 

Aus den G1. (349) und (350) ergibt sieh dalm: 

_ 3Mo . ') ) H I - -c- (2d:J(~hl - dt ) - h2 (3h1 - ht) , (388) 

(389) 
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und ferner fiir It! = 2 1t2 : 

HI = ~~o (2d2(4h2 - dt.) - 5hD, (390) 

H 2 = ~~o (161t~-5d2(4h2-d2))" (391) 

1st die Konsole unter H2 in del' Hohe da angebracht, so ergcben 
sich die Durehbiegungen (,,, und fn naeh G1. (347) zu: 

Mod3 
(,,, = 2 EJ- (2hI - da) , 

. Mod;1 
In = -iEJ (2h2 - d3 ), 

und man erh1ilt aus den G1. (349) und (350): 

3 MIld3 .) 
HI = -Clt2 - (2lt2(2hl - da) - (3 hI - h2) (2h2 - d::) , (392) 

lind ist ferner d3 = h2' so erhiilt man: 

HI = 311!!!_, H2 = ~.o_, HII = _ C:~t" = -~H . 
71t2 7h2 Ih2 

In allen den vorstehenden Formeln sind die Liingen in m, die 
Kriifte in kg und die Momente in kgm einzusetzen. 

v. Graphische Methodell zur Ermittlullg 
del' KOllstalltell fur die Berechllung del' Steifrahmen. 

§ 20. Einfache Konstanten. 

AIle diese Konstanten lassen sich, wie im folgenden gezeigt werden 
soll, auf graphischcm \Vege sehr leicht ermittcln. 

Fa(\t man z. B. in der Gleichung 

J J 
R=l+2h J +l J 

v r 
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.I 
- als 

.Iv 
.I 

Tangens eines Winkels eX und -- als Tangens emes Winkels f3 
.I, 

auf, so kann man setzen 

R = l + 2 h tang eX + l tang f3 . . ... (396) 

Dies fiihrt zu der m Fig. 89 gezeigten einfaehen Konstruktion. 

>1 
17 

~~ __ ~ .~~ __________ ~~~9 
I 

5 I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

'11 B 
;1 

I I 
~--------------------- .--------------------~: , 

Fig. 89. 

Auf del' \Yagerechten A B mache man in einem bestimmten 
LiingpnmaJ3stab (t:. B. 1m = I em) die Stl'ecke (0-1) = l, in einelll 
beliebigen MaJ3stabe (0-2) und (1--3) = .I und senkl'eeht dazu (3-5) 
= .I,. und (2-4) = .IT' ziehe sodann die Vel'bindungslinien (0-4) 
uncl (1-5); die Winkel i\ und f3 sind somit bestimmt. Nunmehr errichte 
man in den Punkten 0 und I zwei Senkrechte, machc (0-6) = lund 
(I-i) = 271, ziehe die Wagel'cchten (6-8) und (7--9) wm Sdmitt 
mit clpn vel'liingpl'ten Linien (0--4) und (1--5) uncI man hat: 

[Gl. (68)] 

[Gl. (62)] 

R = l + 2/t .I + l{ = der Lange (10-11), 
.Iv .IT 

L = l + 2 h ~- = del' Lange (0-11). 
.Iv 

In gleichcr \Y ci;;c el'hiilt man die folgpnden Konsl anten: 

[Gl. (f)~)] N = l + 2h J_ 
:l .I,.' 

[Gl. (56)] G = l + Ii! 
.I" 

rGI. (66)] 
.I .I 

0= 1 + 611 -.I + l-- = R + 21~ , 
" .I, 
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[Gl. (110)] 

[Gl. (99)] 

[Gl. (106)] 

Die Konstante 

[Gl. (102)] 

J 
T=l+3h---

J v ' 

G'= 1 + k !... 
J v ' 

'l J T = + 3k---. 
J v 

J 
E = 3 h 1 + k (3 h - k) J 

v 

l'rmittelt man 111 folgender vVeisl': 
Man mache (12-13) = k, ziehe die Wagerechte (12-14) und 

die Verbindungslinie (13-14), hiernach die Linie (12-15) parallel mit 
dpr Linie (1-14) und man hat: 

E = 3ha . 
Be\Yeis: 

Es ist die Lange (12-14) 
J 

= (~h -- k) -- , 
J" 

k J 
= -;- (~h - k) 

2 J" 
del' Inhalt df's Dreiecks (12-1~-14) 

. 3hb 
dem Inha1tf' des Drelecks (1-1:~-1i») = - -. 

2 
. 3hZ 

Fel'lwr ist del' Inhalt dt's Drf'It'cks (1-13-16) = . 

Pl'gibt siC'h: 
3hb 3hl 

+ 2 2 
Somit il'lt 

3h 3ha 
(Ii + l) = 

:2 :2 

E = 3 h a. 

E 
:2 

:2 
lInd es 

Es I'lollen nun die am; mt'hl'eren diesel' Konstantt'n zusanunen
gC'setzten GroGen graphil'lC'h ermittelt \H'rden. 

§ 21. Zusammengesetzte Konstanten zu den Aufgaben 20 his 25, 
Fig, 37 his 41. 

In Fig. 90 \H'rdt'n zuniichst die Konstanten L, R, T, E und T' 
III bekanntcr Weise wie in Fig. 89 ermittelt. 

Nun mache man die Stl'ccke (11-19) = l, ziehe durch 19 einc 
Linie l'eeht\\inklig zu (1-9) und el'mittle in bekannter Weise dip 
Konstanten N und O. Hierauf zeichne man den Viel'telkreis (25-26), 
crl'ichte im Abstande l von 11, im Punkte 28, eine Senkrcchte ZUlll 

Sclmittpunkt 2i mit del' Wagel'cehten (20-21), ziel!e die Verbindungs-
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linie (26-27) und im Abstande 0 1 von 27 die Wagerechtc x2 • Es 
ist dann 

die Strecke (26-28) = G + l 
und somit 

G + l x~ 
-N=C' 

I 
(397) 

Man wahle fiir 0 1 eine gerade Zahl, z. B. 0 1 = 10 m, und trage 
SIe in dem gewahlten LiingenmaJ3stabe auf. 

~----;-----------T------------------~ 

17 

Fig. DO. 

Ferner cl'richte man in 15 eine SenkI"echte zum Sehnittpunkt 22 
mit del' \\'agerechten dureh 21, ziche dureh 22 und 0 cine Linic zum 
Sehnitt mit der \\'agel'eehten (13-17) und man hat: 

Xl a 
:~ Ii N 

, 

3ha E 
Xl 

N N 
(398) 

Zur Bestimmung del' Grol3e (T h-'l"k) ziehe man die SenIn-eehte 
(30-31), him'auf die VerbindnngRlinic (:U-32) und hiel'zu parallel 
die Linie (16-33). 
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Es ist dann: 
Th 

Inhalt des Dreiecks (17-29-32) = 2 ' 

T' k 
(16-29-31) = -2-

" " 
= Inhalt des Dreiecks (32-29-33) und dahel' 

T h T' k 
------

2 2 

T h - T' k 
17 =--h---· (399) 

Nun el'l'ichte man im Abstande -~ von 1, im Punkt 34, eine Senk

reehte, setze auf diese die Stl'eeke ~ ab und ziehe durch 39 und 11 

eine Linie zum Schnitt mit del' Senkl'eehten in 23. Es ist dann 

die Streeke (11-34) = 0 = ~ + i , 
2 2 

)} 0 
Y;, : Ii = 2 :2 ' 

Ii 17 
Y;'=O= 

T h - T' k 

o (400) 

T' L T 
Auf der Senkrechten in 34 trage man nun die GroJ3en 

2' 2' 2 
auf, verbinde diese Punkte mit 11, errichte illl und _1_ (L _ ~) 

2 2 
Abstande O2 von II, im Punkte 41, cine Senkrechte und nHtn hat: 

YI T' 
(401) 

O2 0 
, 

L- -

Y2 2 
(402) 

O2 0 
, 

Y;l L 
(403) 

O2 0 
, 

Y ... T 
(404) O2 0 

FUr O2 wiihIe man ebenfalls eme gcradc Zahl. 

Bj i; rn s tad, Steifmlll11cn. 11 



162 Graphische Methaden zur Ermittlung der Kanstanten. 

§ 22. Zusammengesetzte Konstanten zu den Aufgaben 13 bis 18, 
zu geschlossenen Rahmen von der in Fig. 18 und 19 gezeigten Form. 

1. Fur Belastung des Quertriigers und der Konsolen. 

Fig. 91. 

In Fig. 91 ermittle man zunachst in bekannter "Teise die Kon
stanten R, G und N, hierauf verbinde man 21 mit 26, ziehe hierzu 
parallel die Linie 25-40, errichte im Abstande C von 40, im Punkte 41, 
eine Senkrechte zum Schnitt mit del' Wagerechten durch 21 und ziehe 
durch 40 und 42 cine Linie zum Schnitt mit del' Senkrechten durch 10. 
Es ist dann: G2 

Inhalt des Dreiecks (11-25-26) = -
2 

(11-21-40) 

und demnach del' Inhalt des Dreiecks (10-21-40) 

RN G2 RN-G2 (N 
2 2 2 2 

und 
RN-G2 

(= 
N 

ferner hat man 
Yl: /'= N: C, 

y1C = /,N = RN-G2. 

(405) 

(406) 
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Nun errichte man in 40 eine Senkrechte zum Schnitt mit der 
Wagerechten (21-42), ziehe die Verbindungslinie (41-43), schlage 
um 10 den Viertelkreis (26-45), verbinde 45 mit 40 und zeichne durch 
den Schnittpunkt dieser Linie mit der Senkrechten durch 41 die Wage
rechte Xl' Es ist dann: 

ferneI': 

die Strecke (10-45) = R-G, 

(R-G) : l=g: 0, 

(R-G) 0 
(J= l 

Xl: g = 0: N, 

(R-G)ON 
RN-G2 

gO (R-G) 0 2 

Xl = N = -RN-G2-' 

R-G 
RN-G2 . (407) 

Auf der Senkrechten durch 10 mache man hierauf (10-44) = G-N, 

(10-46) = G und (10-47) = ~ , verbinde die Punkte 44, 46 und 47 

mit 40 und zeichne durch die Schnittpunkte diesel' Linien mit der 
Senkrechten in 41 die vVagerechten Zl' Zt und Xt. In analoger vVeise 
hat man dann: 

RN-G2 ' (408) 

Zt G 
(]2 = RN-G2 ' (409) 

R 
(410) 

RN-G2 

2. Fiir Belastungen del' Vertikalen. 

In Fig. 92 el'mittle man zunachst in bekannter Weise die Kon
stant en L, R, N, G, Gf , E und bestimme die Punkte 26 und 40. Zur 

B · dAd k EG - 3h NG' . I h' f estImmung es us ruc s RN-G2 zeIC me man lCrau um 10 

den Viertelkreis (40-49), um 11 den Viertelkreis (54-55), mache 
(11-56) = a, ziehe die Linie (56-57) parallel mit (21-26), errichte 
in 57 eine Senkrechte zum Schnittpunkt 58 mit der Wagerechtcn durch 
49 und ziehe die Linie (58-55). Diese letztere und die Senkrechte 
in 55 schneiden dann auf der Wagereehten (13-17) das Stuck Z2 abo 

11* 
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Es ist dann: 

dahcl' 

ferner ist 

der Iuhalt des Dreiecks (11-26-56) = a 2G 

(11-57-21) =dem 
" " 

und der 
" 

" 

" 

sk 

NG' 
(11-55-21) = 2 ' 

~m~~ ____ 4-~~=3~ ____ 4+ __ ~~~~ __ ~~: 

G 

Fig. 92. 

Nd aG NG' 
--=-----

2 2 2 

d=~G :-~; 

d:(=Z2: 3h , 

3hd 
Z2 = -1-'-

und naeh del' \'origcn Aufgabe 
RN-G2 

(=-N--' 

Dcmnach erhiilt man 

3h(aG-NG') 
Z2 =-RN-G2 

EG- 3hNG' 

c 

(411) 

(412) 
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Z B · dAd k ER-3hGG' . h d· L· . ur estlmmung es us rue s RN-G2 zelC ne man Ie lme 

(54-59) parallel zu (21-26), errichte in 59 die Senkrechte zum Schnitt
punkt 60 mit der Wagerechten durch 49, ziehe die Linie (21-10) und 
hierzu parallel die Linie (56-61). Die durch 60 und 61 gehende Linie 
und die Senkrechte in 61 schneiden dann auf der verlangerten Wage
rechten (13-17) das Stiick x2 abo Es ist nun: 

daher: 

ferner ist 

und somit 

der Inhalt des Dreiecks 

= dem 

(10-11-56) = R2a 

(61-11-21) 1 

der 

= dem 

GG' 
(11-26-54) = _.-

2 
(11-59-21) ; 

rN Ra GG' 
-2- = -2- - -2--

Ret - GG' 
r=--·--N ' 

r: l = Xj : 3h 

ER - 3hGG' 
RN-G2 

(413) 

(414) 

Z B t · d Ausdr'ucks (G + l) G - 2 N2 1 ur es lmmung es .-.- ifN ~G2 -- mac Ie man 

(11-28) = l, ziehe die Linie (21-28) und hierzu parallel die Linie 
(25-48); sodann maelre man die Strecke (40-50) = 2 N, errichte in 48 
eine Senkrechte zum Schnittpunkt 51 mit der vVagerechten dm·ell 49, 
ziehe die Linie (51-50) und im Abstande C von 51 die Wagerechte 
m-m. Die Linie (51-50) und die Senkrechte (51-48) schneiden dann 
auf m-m das Stiick z:J abo Es ist: 

daher: 

(G + l)G 
der Inhalt' des Dreiecks (26-28-25) = ---c--

2 
= dem (40-48-21) , 

2N2 
del' (40-50-21) = ~ , 

8N 

2 

8= 

(G + l) G 

2 2 

(0 + l) G - 2 N2 
N 

(415) 
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Somit hat man 
8 

r 
(G + l)G - 2N2 

RN-G2 
(416) 

(G+l)R-2NG . 
Es ist nun noeh del' Ausdruek ---RN-G2 --- zu ermltteln. 

Man maehe (11-62) = ~ und (25-63) = l, ziehe die Linie 

(21-62) und hierzu parallel die Linie (63-64), erriehte in 64 eine 
Senkreehte zum Sehnittpunkt 65 mit del' WageI'eehten dureh 49 und 
ziehe die Linie (65-26). Diese letztere und die Senkreehte in 64 
sehneiden dann auf del' m-m - Linie das StUek X3 abo 

Es ist dann: 

del' Inhalt des DI'eieeks 

=dem 

del' 

(G + l)R 
(11-62-63) = - .-

4 
(64-11-21) , 

(26-11-21) = 2 ~N , 

daher: 
Nt (G + l)R - 2NG 
2 4 

t= 
(G+ l)R - 2NG 

2N 
demnaeh hat man 

X;l t (G + l)R - 2NG 
C r 2 (RN-G2) 

oder 
2X3 (G + l)R - 2NG 

- --- -----
C RN-G2 

C wahle man gleieh einer geraden Zahl, Z. B. = 10 ll1. 

_ Th-T'k T' 
Die Konstanten -----.-o '0 ' 

wie in Fig. 90 ermittelt. 

T L 
und o ' 0 

l 
L ---

2 
o 

(417) 

(418) 

,yerden 

§ 23. Zusammengesetzte Konstanten zu Aufgabe 19, zu dem in 
Fig. 34 gezeigten beiderseitig eingespannten Rahmen. 

1. Fiir Belastung des Quertriigers und del' Konsolen. 

Die Konstruktion del' Fig. 93 ist genau wie in Fig. 91 fur den 
gesehlossenen Rahmen, nul' tritt die Konstante L an Stelle del' Kon
stante R. Ein Beweis del' Riehtigkeit ist daher uberflussig. Es sollen 
nul' die Grundzuge del' Konstruktion wiederholt werden. 
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Man mache (0-1) = l, in beliebigem MaBstabe (1-3) = J und 
senkrecht dazu (3-5) = J v , ziehe die Linie (1-5), mache (1-7) = 2 h, 
ziehe die Wagerechte (7-9) und die Senkreehte (9-11), Hierauf 

mache man (11-18) = 23h , (11~23) = h, (11-19) = l, zeichne durch 

19 eine Linie'rechtwinklig zu (1-5), ziehe die Senkrechten (18-20), 

Fig. 93. 

(23-24) und die VYagerechten (20-21), (24-25), schlage um 11 den 
Viertelkreis (25-26), ziehe die Linie (21-26) und parallel dazu die 
Linie (25-40), Jetzt wahle man den Punkt 41 so, daB C eine gel'ade 
Zahl wird, z. B. C = 10 m, errichte in 41, 0 und 40 Senkrechten, ziehe 
die \Vagerechten (21-42) und (25-46), zeichne um 0 den Viertelkreis 

L 
(26-45), mache (0-44) = G-N und (0-47) = 2' verbinde die 

Punkte 42, 44, 45, 46 und 47 mit Punkt 40 und ziehe die Linie (41-43), 
Nun zeichne man die \Vagerechten Zl' Xl' Xt und Zt und ermittle den 
Schnittpunkt del' Senkrechten (0-46) mit der Linie (40-42), 
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Es ist dann: 
YI0 = LN-G2, (419) 

ZI _ G-N 
(420) O~ - LN-G2 

, 

Xl L-G 
(421) 0 2 LN-G2 

2Xt L 
(422) 

O~ LN-G2 
, 

Zt G 
(423) _._---_.-

0 2 LN-G2 

2. Fiir Belastullg derVeriikalen. 

Fig. OJ. 

In Fig. 94 werden die "\Yerte :r2 und Z2 genau "'ie in Fig. 92 e1'
mittclt. Del' Punkt 49 wird durch den Viertelkreis (40-49) um 0 
bestimmt. Es sind die Linien (56-57), (54-59) und (25-40) parallel 
zu (21-26) zu ziehen. Die Punkte 61 und 64 \Yerden durch die Linien 
(56-61) und (63-64) parallel zu (0-21) und del' Punkt 66 durch 
den Halbkl'eis (11-66) um 26 bestimmt. Die iibrigen Konstanten L, 
E, G, Gf und N werden zuerst in bekannter "\Veise ermittelt. 
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Es ist dann: 
EL - 3hGG' 

x2 = LN-G2 
(424) 

EG - 3hNG' 
(425) Z2 = LN-G2-

X (G + l)L - 2NG 3 (426) 
C LN-G2 

, 

za (G + l) G - 2N2 
(427) 

C LN-G2 

Fur C wiihlt man wie vorher eine gerade Zahl, z. B. = 10 m. 
Dic Richtigkeit del' Konstruktion ist unter b, 2 fUr Fig. 92 cl'bracht. 

L __ l 
T Th-T'k 2 

Die Ermittlung del' Konstanten 3 L _ 2l' 3 L - 2 (, 3 L -- 2l 

fill' die Querkriifte erfolgt genau wie in Fig. 90, nur ist die Strcckc 
L R 

(1-34) = 2 statt 2' 

In Fig. 95 ist dann: 
Fig. !J5. 

Til - T' k 
y-, = 3L- 2l -, 

Yi T' 
3L - 'il 

1 
L--

2 

, ....... . 

3L-2l' 

T 

(428) 

(429) 

(430) 

(431) 
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§ 24. Zusammengesetzte Konstanten zu den Aufgaben 26 bis 30, 
zu dem in Fig. 44 gezeigten einseitig eingespannten Rahmen. 

1. Fiir Belastungen des Quertriigers und der Konsolen. 

Fig. 96. 

In Fig. 96 el'mittle man zuniiehst III bekannter "Weise die Kon
stante 1\ zeiehne die Senkreehte (5-9) und el'mittle N und G. 

Hierauf ziehe man die vVagereehte (6-7), die Senkl'eehtc (7-8), 
zeiehne um 0 den Halbkl'eis (8-10) und erriehte in 10 eine Senkreehte. 
Nun zeiehne man um 9 den Viertelkreis (17-18), ziehe die Linie (16-18) 
und parallel dazu (17-19), errichte in Punkt 20, im Abstande C von 
19, eine Senkreehte zum Sehnittpunkt 21 mit der Wagereehten dureh 16 
und ziehe die Verbindungslinie (19-21) zum Sehnittpunkt 23 mit del' 
Senkreehten in 10. Es ist dann: 

die Streeke (0-8) = ~ und (10-9) = 4 t ' 
4T N 

der Inhalt des Dreiecks (10-9-16) = -.-
3 2' 

= dem 

0 2 

(18-9-17) = 2 

(19-9-16) ; 



Zusammengesetzte Konstanten zu den Aufgaben 26 bis 30. 171 

daher: 

ferner ist 

und somit 

4NT G2 (N 
-6---2 2' 

(= 4N~N 3G2 ; 

Yl: (= N: C 

4NT - 3G2 
Y1C=(N=----. 

3 

(432) 

(433) 

Fur C wii-hle man wie fruher eine gerade Zahl, z. B. C = 10 m. 
Nun mache man auf der Senkrechten in 10 (10-26) = G-N, 

verbinde 26 mit 19, ziehe die Linie (20-22) durch den Schnittpunkt 22 
der Senkrechten in 19 mit der vVagerechten in 16 und zeichne durch den 
Schnittpunkt der Linien (20-21) und (26-19) eine Wagerechte, von 
welcher die Linien (20-21) und (20-22) das StUck Zl abschneiden. 

Man erhiilt dann: 
(G-N) : (= Y2 : C , 

C(G-N) 
Y2 = --(-

Zl: Yz = C: N, 

C2(G-N) 3 
= 4NT-- 3 O-:i- , 

G-N 
(434) 

Him'auf ziehe man die Linie (13-16) und dazu parallel die Linic 

(12-24), mache (9-25) = 3l, und es ist (17-24) = G -- -~- N und 

(16-25) = 3 l - N. ( 2) 
Auf der Senkrechten in 10 werden nun dic Strecken G - :3 N , 

(3l- N), G, f, (T - G), (T - ~) und (T - 23l ) abgesetzt und die 

respektiven Punkte 27,28,29,30,31,32 und 33 mit Punkt 19 ver
bunden. 

In analoger Weisc ist dann: 

3l-N 
4NT ~3 G2-' 

2 
G--N 

3 
4NT - 3G2 ' 

(435) 

(436) 



172 Gl'aphisehe l\Iethoden zur El'mittlung del' Konsianten. 

Xl T-O 
(437) --------

3C2 4NT - 302 
, 

0 
T--

X 2 
(438) 2 ------

3 C2 4NT - 302 
, 

T-
2l 

X3 3 
(439) -------

3 C2 4NT - 302 
, 

Zt 0 
(440) -=-------- , 

3 Ct 4NT - 30t 

2Xt T 
(441) -----

3C2 4NT - 302 

2. Flir wagerechte Belastung der Vertikalen. 

Da die graphischen Methoden fiir diese Belastungen etwas kompli
zicrt sind, solI nul' del' am haufigsten vorkommende Fall, niimlich eine 
Einzellast Kin der Hohe des Quertragers, behandelt werden [vgl. G1. (193) 
und (194)J. 

Man ziehc in Fig. 96 durch 0 cine Scnkrechtc zum Schnittpunkt 42 
mit der 'Vagerechten durch 23 und verbinde 42 mit 9. Auf del' Wage
rechten (21-16) wird dann das Stiick Z4 abgeschnitten und man hat: 

T: Yt = Z-t: N, 

TN 

TN 

3CT·N 
4NT - 302 ' 

Z_[ 

30 4NT - 302 • 
(442) 

Ferner mache man (0-40) = lund (16-39) = N, ziehc die 
Linic (39-40) und dazu parallel (17-41), errichte in 41 eine Senk
l'echtc und ziehe die Linie durch 41 und 42. Diese zwei Linien schneiden 
dann auf der "T agerechten durch 39 das Stiick x4 ab. 

Es ist: 

der Inhalt des Dreiccks 

= dem 
daher 

2NT 
(0-9-39) = --

2 ' 

_ (T + l) (j 
(40-,-9-11) =--

2 
(41-9-39); 

2NT-0(T + l) = 2N q, 
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ferner 
q : Yl = x4 : 2 N , 

2Nq 
X.l=~~= 

Yl 

(2 T N-O(T + l) 3 C 
(4NT - 302) 

und somit 
2NT-0(T + l) 

4NT - 302 

VI. Bestimmung del' Konstanten mit Hilfe 
del' Tabellen. 

§ 25. 

(443) 

Die Tabellen 1) sollen zur sehnellen iibersehHigliehen Bestimmung 
der Konstanten dienen; jedoeh kann man aueh mit Hilfe del'selben 
die genauen "Verte dureh Interpolieren ermitteln. 

Die in den Tabellen enthaltenen Zahlen sind in folgender Weise 
ermittelt worden: 

Man setzt: l; = n und die Formeln lauten dann: 

[Gl. (53)] N=l+ 21~ ~=l(l+ 2~~_) 
3 J v 3 J" ' 

[Gl. (56)] o = l + It ~ = l (1 + n JJ ) , 
.Iv v 

[Gl. (62)] .I ( J) L=l+2h J ,I=ll+2n J " ' 

T=l+3h J
J =l(I+3n,J), 

'1) ~ v 
[Gl. (110)] 

[Gl. (68)] R = l + 2 Ii -~ + l ~ = l (1 + 2 n -~ + "JJ,) , 
J v J r .Iv 

[Gl. (66)] o = l + 6 h ~ + l ~ = l (1 + 6 n J_ + ~) . 
J v J, J v J, 

Es sind die eingeklammerten Werte in den Tabellen eingdl'agen; 
dicRe miissen claher mit l multipliziert werden. Die in den Tabellen 
cnthaltenen Zahlen fill' die zusammengcsetzten Konstanten (N L-G2) 
und (R N-G2) miissen folglieh mit l2 Illultipliziert werden. 

ER sei z. B. gegeben: 

l= 9,38 m, It = 7,23 Ill, J = 138000 em-l, 

J v = 63000 em4, J, = 8400 eml . 

1) Die Tabellen sind auf S. 214--22!l untel'gebracht. 
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Es ergibt sich dann: 

n = ~ = '!E = ° ""7 l 938 ,I, , 

J 138000 
Tv = 63000 = 2,19, 

J 138000 
-- = - -- = 1643 
J, 8400 " 

wenn es sich nur urn die iibpl'schliiglichen "Tel'te handelt, l'undet man 
diese Zahlen ab auf 

n = 0,8, 
J 

J v = 2, J = 16 
J, 

und findet in del' Tabpllc IV 

N =2,07l = 19,42, G = 2,6l = 24,39, L = 4,2l = 39,40, 

T = 5,8l = 54,40, R = 20,2 l = 189,48, 0 = 26,6l = 249,51 , 

LN-G2 = 1,93 P = 169,80, RN--G2 = 35,05l2 c= :3083,70. 

Somit el'gibt sich: 

G-N 
------
LN-G2 

L-G 
- -- -
LN-G2 

G-N 
RN-G2 

(2,6 - 2,07) l 0,53 . 
- 1,93l2 -- = 1,93 ~ 9,38- = 0,0293, 

(4,2 - 2,6) l 
1,93l2 

(2,6 - 2,07) l 
35,05l2 

-~- = 00884 
1,93·9,38 ' , 

- ~,!53 __ = ° OOlG 
35,05 . 9,38 ' 

R-G (20,2 - 2,6) l 17,6 
-~--- = -------- ~- = - -- - - = 00535 
R N -G2 35,05l2 35,05 . 9,38 ,.. 

Dip genauen "T el'te bpl'echnen sich zu: 

2·7,23 
N = 9,38 + . 2,19 ~= 19,93, 

3 

G = 9,38 + 7,23·2,19 = 25,21 , 

L = 9,38 + 2·7,23.2,19 = 41,04, 

T = 9,38 + 3·7,23·2,19 = 56,87 , 

R = 9,38 + 2·7,23·2,19 + 9,38·16,43 = 195,15, 

0= 9,38 + 6·7,23·2,19 + 9,38·16,43 = 258,47, 
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LN-G2 = 182,39, 

RN-G2 = 3253,80, 

G-N 5,28 
LN~G2 = -r82,39 = 0,0289, 

G-N 5,28 
-~ -~--~ - = --~- = 00016 
RN-G2 3253,8 ' , 

L-G 15,83 
-LN-G2 = 182,39- = 0,0868 

R-O_ = 169,~! = 00522 
RN-G2 3253,8 ' . 

Die Verhaltnisse zwischen den angenaherten und genauen "Vertcn 
betragen dann: 

0,0293 0/ 
0,0289 = 1,014 = 1,4 0, 

0,0884 = 1 019 = 1 9°/ 
0,0868' , 0, 

0,0016 0/ 
0;0016 = 1,000 = 0 0, 

0,05~1) = 1 025 = ') 5°/ 
0,0522 ' ~, ° . 

Es geniigt demnach, fiir die zusammengesetzten Konstanten voll
standig die angenahcrten "Verte aus den Tabellen zu entnehmen, um 
so mehr, da die angenaherten vVerte etwas groBer sind als die genauen. 

Fiir die einfachen KO{lstanten ergibt sich: 

1~42 ~ 0/ 
1993 = 0,914 = 2,6 0, , 

_~4,39 = 0967 == 33°/ 
25,21 ' , 0, 

39,40. 9 0 0/ 
4104 = 0, 6 :~ 4,0/0, , 

__ 54,40 _ 0957 __ 43°/ 
56,87 -, -, 0 , 

189,48 0/ 
195 15- = 0,977 = 2,3 0, , 

249,51_ = 0965 = 3 5°~ . 
258,47' , 0 

Der Unterschied zwischen den angenahertcn und den genaucn 
'Verten ist demnach fiir die einfachen Konstantcn durchschnittlich etwas 
groBer, abel' immerhin so unbcdeutend, daB man ruhig mit den an
genaherten \Verten rechnen kann. 

Bei Berechnung del' Temperaturspannungen beachtc man, daB l 
in Zentimcter einzusetzen ist, oder, wenn l in Meter eingesctzt ist, daB 
l mit 100 und l2 mit 1002 multipliziert werden muB. 
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VII. Bestimmung des mittleren Tragheitsmoments 
von Staben mit veranderlichem Querschnitt. 

§ 26. 

Die vorstehenden Formeln wurden alle unter der Voraussetzung 
entwickelt, daB die Stabe konstanten Querschnitt bzw. Triigheits
moment habcn. Dies ist aber meistens nicht der Fall, besonders hei 
den Bruckenendrahmen, wo die Stabe fast immer zusammengesetzten, 
genieteten Querschnitt haben. In die Formeln kann naturlich nur 
ein 'Vert vom Tragheitsmoment eines Stabes eingesetzt werden. Diescr 
'Vert muB daher so gewiihlt werden, daB die Veriinderlichkeit des Quer
schnitts moglichst der Wirklichkeit entsprechend in Betracht gezogen 
wird. Bei der Entwicklung der Formeln wurde der EinfluB der Be
lastung durch die Durchbiegung r oder durch den Biegungswinkel iX 

am Stabende ausgedriickt, und es war einmal die Durchbiegung, ein 
andermal der Biegungswinkel maBgcbend. Das mittlere konstante 
Trii.gheitsmoment eines Stabes von verandcrlichem Quersehnitt, das 
mit J", bezeichnet werden soll, muB daher so bestimmt ,yerden, daB 
die fraglichcn '" erte iX oder r bei Zugrundrlegung des '" ertes JII! mog
lichst gleich den bei Beriicksichtigung der Veriindel'liehkeit des Triig
heitsmomentes wirklich entstehenden 'Yerten werden. 'Vi I'd irgendein 
Triigheitsmomcnt cines Stabcs von veriinderlichem Quersehnitt mit J 
bezeiehnet, so kann man setzen: 

Jill = n·J odeI' 
J m 

n=-
J 

(444) 

"'0 n einen von der Stab form bz\\'. von del' Veriinderliehkeit des Triig
heitflll10ments abhangigen Koeffizientcn bedeutet. 

Nach Abschnitt I (Fig. 2) hestimmt sieh die BiegungRlinie bei 
konstantem Triigheitsmoment aus del' als Belastung aufgefaBten 
Momentenfliiehe. 1st dagegen das Triigheitsmoment vel'iinclerlich, so 
miissen die Ordinaten M,t del' Momentenfliiehe mit clem Tl'ii.gheits
moment J:c an del' betreffenden Stelle dividiert und die hierclurch 
entstehende FHiehe als Belastung aufgefaBt werden. 

Es geht hieraus hervor, daB del' Koeffizient n nicht allein von dt'r 
Stabform, sondern auch von del' Art del' Belastung abhii.ngig ii'lL Der 
Elastizitii.tsmodul E \I"inl ,yie fruher konstant angenommen. 

Nach Gl. (3) lautet die Gleichung des Biegungswinhl;; 

1 (/·Mx \ tang C\ = E . J x - d x + c 1) . 
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Multipliziert man die Werte ; mit einem konstanten 'Wert, z. B. 
mit J, und setzt man x 

J 
J x = c, 

so ergibt sich 

(445) 

Die Gleichung der Durehbiegung erhKlt man dureh noehmaliges 
1ntegrieren dieses Ausdrueks. Es ist daher: 

I" = f tangiX dx + C2 • (446) 

.Mx und c miissen als Funktionen von x ausgedriiekt werden. 
1st die c - Kurve, d. h. die dureh Auftragen der Ordinaten c entstehende 
Linie, nicht kontinuierlieh, sondeI'll eine gebroehene Linie, so muE die 
Biegungslinie stiickweise ermittelt werden. 

8 

~-----------------l--------------
Fig. 07. 

1st z. B. die c - Linie des in Fig. 97 gezeigten gebogenen sym
metrisehen Stabes in den Punkten C gebrochen, so bestimme man 
zllniichst die Durehbiegung I; und den Biegungswinkel LX! des mittleren 
Stabteilcs C-C, betrachte hiemach den Stabteil C-A aIs bei C ein
gespannt und bestimme den Winkel 0;2 = (\'3 + (\'4 und die Dureh
biegung I~. Die gesam te Dureh biegung betriigt dann 

I, I' + . + I' , + l = a -.l f' = 1 12 :l = II - 2 . tang LXI T :l (447) 

und del' Biegungswinkcl am Stabendc: 

iX = LXl + (\'2 • (448) 

Die "Terte (\'2 und fl bestimmt man am einfachsten dadureh, da8 
man zwei Stabteile A-C und C-B in C miteinander biegungRfest 
verbunden denkt, wie in Fig. 98 gezeigt. 

Die Durchbiegung in del' lVIitte dieses Stabes von l- a Stiitz
weite ist dann = /~ und der Biegungswinkel am Stabende = iX 2 ' 

Bjiirnslad, Steifrahmen. 12 
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Del' Koeffizient n wird natiirlieh versehieden, je naehdem die 
Durehbiegung odeI' del' Biegungs",inkel bei del' Bestimmung von J", 
maBgebend sind. 

Del' Koeffizient n solI daher im folgenden mit nf bezeiehnet werden, 
",enn die Durehbiegung bei del' Bestimmung von J", beriieksichtigt 

wird, und mit n"" \\'enn del' 
Biegungswinkel zugrunde gelegt 
wird. 

1m folgenden sollen die 
" Durchbiegungen und Biegungs-

Fig. 98. winkel, sowie die Koeffizienten n 
fiir versehiedene, of tel'S vorkom

mende Stabformen und Belastungen ermittelt werden. Es werden die 
folgenden Belastungen zugrunde gelegt: 

1. Belastung dureh ein konstantes Moment 11'1, 
2. eine Einzellast P in del' Mitte eines frei aufliegenden Balkens 

odeI' am Ende eines eingespannten, freitragenden Balkens; 
3. gleiehmaBig verteilte Belastung p. 
Aufgabe 47. Del' Stab hat die in Fig. 99a gezeigte Form. Das 

Triigheitsmoment des mittleren Teiles ist konstant = J und wachst 
an den Enden geradlinig nach den Auflagern zu bis ZUIl1 \Yertp J j • 

(a) ~t' 

At rJ 
(h) r-~ I 

I I t 
c.t:r:l 

Fig. 99. Fig. 100. 

gezeigte Form. Bei A Die c - Linie hat dann die in Fig. 99b 

und B hat c den \Vert c1 =; und bei 
1 

J 
m den \Yert 1 = J . 

Del' mittlere Teil wird fiir sieh behandelt und die zwei Endteile 
zu einem Balken von (l-a) Stiitzweitp zusammengpsetzt., wie in Fig. 100 
gezeigt. 

FUr dips en Teil lautet dann die Gleiehung del' C - Linie 

(449) 



Biegung einfacher Stabe mit veranderlichem Tragheitsmoment. 179 

1. Belastung durch ein konstantes llioment M. 

Fiir den mittleren Teil ergibt sich nach G1. (28): 

nach G1. (25) 

Ma 2 

(1 = 8~EJ' 

Ma 
tangiXl = 2 EJ . 

Fiir die zusammengesetzten Endteile (Fig. 100) ist nach 
G1. (445) 

M ( 1- c1 0 ) 

= EJ c1 x + 1- a X" + C1 • 

l-- a 
In der Mitte, also fiir x = -2-' muS tangiX = 0 sem und die 

Konstante C1 ergibt sich daher zu: 

l-a 
C1 = -~-4~~ (1 + c1 ) • 

Somit ist 

M( I-c., 0 l-a) ) 
tangex =EJ c1 x + l- a" X" - 4 -- (1 + cj ). (450 

Ferner erhiilt man nach G1. (446) 

j"= ftangiXdx + C~ l 
M (X2 I-c[ x~ l-a ) J (451) 
EJ C1 2 + l _ a -3 - -4 (1 + c1 l X + C~ . 

Da die Durchbiegung am Auflager = 0 sein muS, so crhiilt man 
fiir x = 0 C2 = O. 

Den Biegungswinkel (\2 erhiilt man aus G1. (450), indem man x = 0 
Rctzt. Es ist 

M(l- a) 
tang (\ = ---- --- (c + 1) 

~ 4EJ [ . (452) 

Setzt man in G1. (451) x = l ~ a, so erhiilt man die Durchbiegung /~: 

/ : = M(l_-a)2(c + 2). 
.J 24 EJ 1 

(453) 

Fiir den ganzen Stab (Fig. 99) ergibt sich nun nach den G1. (447) 
und (448): 

12* 
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Ma M(l-a) M 
tang(\' = 2-1::/ + --4ET - (c1 + 1) = 4 EJ (2l- (1- c1 ) (l- a)), (454) 

8 E J 2 2 E J 24 E J 1 
r = M c:~ + ~~ _~ . _M a_ + ~ (£ - a)2 (c + 2) ) 

M . (455) 

= 24 E J (3 [2 - (1 - c1 ) (l - a)2) . 

Setzt man in diesen Gleichungen C1 = I,. so crhiilt man die be
treffendcn \Yerte fur konstantes Triigheitsmoment J",. Es ist: 

2Ml 
tang cx'" = -E- J-- , 

4 'In 

3l~ 111 
I:n = 94-E- J-- , 

.;.; m 

wic bereits in den Gl. (25) und (28) ermittelt. Dureh Gieichstellung 
diesel' \Verte, also tang<x = tangcx m und r = 1;11, ergeben sieh dann 

J", 
die folgenden Gleichungen fur die Koeffizienten 11 = -F (Gl. [444J): 

2l n = -~---------------

,x 2l-(1-c1)(l-a) ' 
(456) 

3l" 
nf = 31~~---=--(i~~1-) (f~a)2 ' (457) 

J 
WO c1 = ~ das Verhiiltnis zwiscllPn den Triigilcitsl1lol1wntcn in dC'I' 

J 1 

Mitte und am Auflager bedeutet. 

2. Belastung dlll'ch cine Einzellast P in Ilcr JUiUe. 

Die Momcntenfliiche ist dann ein Drcil'ck, ,,-il' in Fig. 101 gf'zpigt, 
Pl 

von del' Hohe 111() = - 4-

Es ist: 

1111 = 1110 ~ ia~ , 
Fig. 101. M=M 2x 

o l . 

Vergleicht man den mittleren 'reil (0) mit Fig. 100, so ist es ldar, 
daB man I~ und cx 1 aus den Gl. (4.52) und (453) priliilt, wcnn man (l - a) 

mit a, c1 mit M 1 und 1 mit 1110 vel'tauscht. Es el'gibt sieh somit: 
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Fur die zusammengesetzten Endteile ist: 

und 
2x 

M = M o - l-' 

1Jl C = 2 Mo (c x + ~-=- c1 ) 2X2) 
l 1 l-a ' 

1 f 2 Mo (X2 1 - c1 2 x 3 ) 
tangiX = EJ M cdx + 0 1 = -EJ l cC"2 + l- a 3- + 0 1 . 

.. l-a 
Ful' x = --- ist tang iX = 0 und daher . 2 

(460) 

Setzt man x = 0, so erhiilt man den Biegungswinkel am Stabende: 

Mo 
tangiX2 = 12 EJ l (2 + c1)· . , , . . (461) 

(462) 

Da r = 0 ist fiir x = 0, wird O2 = 0 in allen den hier behanclelten 
Fallen uncl solI claher iIll folgenclen fortgelassen werclen. 

Die Durehbiegung in der Mitte crhiilt man aus del' Gl. (462) dureh 

E' l-a. 
ll1sctzen von x = -2-' Es 1St: 

. Mo(l- a)3 
/3 =~;n- (C1 + 3). , , . . . . (463) 

Fiir den ganzen Stab ergibt sich dellll1ach: 

Ma lYl 1 tangiX = 4EO]] (2l- a) + 12 E~-l (c1 + 2) 

=12~~1(3l2-(I-Cl)(l-a)2), J 
(464) 

._ M oa2 _ Moa') _ l-_~ Mo(l-a)3 
/-24EJl(3l a)+4EJl(·l a) 2 + 48EJl (c1 +3) , 

r = ~lo_ (4[3 - (1- c ) (l - ap) (465) 
48EJl 1 • 
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Setzt man in diesen Gleichungen c1 = 1, so ergibt sich fiir kon
stantes Tragheitsmoment 

Mo I Mo 12 
tanglXm = 4 EJ' fm = 12 EJ ' 

m m 

und durch Gleichstellung dieser beiden Wede fiir fund IX erhalt man: 

3[2 
(466) n", = -3- 1° (1 ) (I ) 9 , "- - c1 - a" 

4P 
(467) 

3. Belastung durch eine gIeichmiillig verteilte Last p • 
l"' 

Die Momentenflache ist eine Parabelflache von der Hohe 1110 = ~8" . 
Teilt man den mittleren Teil in ein Rechteck von der Hohe 

111 M 0 (Z" ") 1 = l2 "- a-

und eine Parabelflachc von 
der Hohe 

Fig. 102. 
111 a2 

(M -111) = __ 0 __ 
o 1 [2' 

so ergibt sich aus den Gl. (25), (28), (38) und (40) 

(468) 

t' - Moa2 ([2 _ 2) 5111oa~ _ 11-10(12 P 2 
1 - 8 E J Z2 a + 48 E Jl2 - 48 E Jl2 (6 - a ) . (469) 

Fiir die zusammengesetzten Endteile ist: 

und 
4l1-l 11-1 = __ 0 x (Z - x) 

l2 ' 

M 41110 ( Z 9 1 - c1 Z ,> " ) 
J.>1 C = - --- C x - C X" + ---- (2 X" - 2 X") 

[2 1 1 I-a ' 

l' 
tang IX = E J j lI-l c dx + 0 1 
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l-a 
Fiir x = -2 ist tang iX = 0 und daher 

(l- a)2 , 
C1 = ---96-(5l + 3a + c1 (3l + a)), 

. _ 4 M 0 [X2 x 3 1 - ct (2l;) X1) 1 
tang iX - TI l2 C1 l 2 - C1 3 + l _ Zi 3 x - 2 

_~l 9t~(5l+3a+Cl(3l+a))]; f 
(470) 

fiir x = 0 crgibt sich dann del' Biegungswinkel am Stabende zu: 

M o(l-a)2( ) 
tangiX2 =-UEJl2 5l+3a+c1(3l+a)", (471) 

Ferner ist: 

'/' " _ 4 Mo [X3 x~ 1 - c1 (2l'l :r5 ) ) I=v tangiXdx- EJl2~ cl l 6 -c1 T2+ l-a. 12 x -10-

(l-- (/)2 I 
~- -96-- (5l -+ 3a + cl (3l + a))x , 

(472) 

Die DUJ'chhipgung 111 del' Mitte ergibt sich hieraus durch Ein
l-a 

setzen von x = ---- zu: 
2 

, Mo (l - a)': ( l' ~ l .)) 
/ . = ---- 33 +)7 a ~I~ C (1' ~f- 3 a 

.1 480 E J [2' - I ' 

Fiir den ganzen Stab ergibt sich demnach: 

tang iX = tang" 1 + tang C\ 2 

JJJ 
= 24E-j-[:i (4 a (:3 [2 - ({2) + (l- a)2 [5l + 3a -I- c1 (:3l -I- a)]) , 

(473) 

tangiX = 2/:~ p (8l:1 - (1- cl ) (l- a)~ (3l + a))" (474) 

, , l - (( I' lifo (10 > 6 l) ') / =~ /1 + ~2- tang "1 + :1 = 480 EJ [2 a C ( C -- a C 

-I- 40 a (l - 0) (3l 2 - ( 2) -I- (l - ap [33l + 27 a -+ cI (17l + 3 a)]) , 

l = 48t~OJl2 (50 It - (1- cI ) (l- ar1 (17l + 3 a)), ' (475) 

\Vie in den vorigen Aufgaben, erhiilt man nun fiir c1 = 1: 

Mol 
tangex", =3 EJ 

'" 
und 

, 5 Mo [2 
1m = 48 EJ ' 

'11/. 
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81 3 
n = ----- --.-.- .--- ---c--~c------c 

a 8l:1 - (1- cJ (l - a2) (3l -+- a) , 
(476) 

50 l~ 
nf = 50 ii~-(1 _ c1)(r::--a):;(17l -+- 3 a) . (477) 

Bei del' in Fig. 99 gezeigten Stabform ist c1 immer kleilwl" als 1. 
Die in dieser Aufgabe entwickelten Formeln sind aber auch giiltig fiir c, 
groBer als 1; in diesem Fane hat der Stab die in Fig. 103 gezeigte Form. 

I~"---a,-_----,..j, I 

Fig. 103. 

Aufgahe 48. Der Stab hat die in Fig. 104 gC'zeigte Form. Das 
Triigheitsmoment wachst vom Auflager bis zur Mitte nach ciner 
Pambelkurve. 

(a) 

4~--------~------~ I 

i<---X-~ : 
, ------k1--------~------

(h) Y! c-L/me 
c, 

1 
I 

Fig. 104. 

! 

Die c - Lillie niihcrt sieh in dicscm Fane cbcnfalls elllcr Pamlwl
kurvc, deren Gleichung lautet: 

4(c\ -1) 
c=c -y=c --- -x(l-x) (478) 1 1 [2 . 

Diesc GIC'iC'hung ist aber nur giiltig fiir c1 groBer al;; 1. 

1. Der Stub sei dUl"('1l ein konstalltes lUomellt bcullSlIl"IIeht. 

Es ist dann: 

M c = .M. (c - 4(c1 -l) x(l- X)) 
1 [2. , 

tang ex = --~-j·M c dx -+- a = -~ [c X - 4(c1 -1) (l x~ - x:r) -1- a 1 
EJ 1 EJ 1 [2 2 3 \ 

l 
Fiir X = 2" ist tang ex = 0, und damus ergibt sich 

l a1 = - 6 (c1 -+- 2) , 
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und mithin: 

tang ex =:5- [c1 x _~0\;-~) (';2 -~) - -& (c1 + 2)]. (479) 

Setzt man in dieser Gleiehung x = 0, so erhalt man den Biegungs
winkel am Stabende: 

Ml 
tangex = 6EJ (c1 + 2) . (480) 

Ferner ist: 

r = Itang ex dx = :~ [c1 x~ - 4(C[;I) (-~ ~ -f~) - {(C 1 + 2)X]. (481) 

l 
Die Durehbiegung in cler Mitte ergibt sieh fiir x = 2 zu: 

JJI F 
/= 48EJ (c1 + 5). (482) 

Fiir c1 = 1 ergibt sieh nun bei konstaniem Triigheitsmoment aUi-l 
cICll G1. (480) und (482): 

und demnach: 

Ml 
tango.:", = "EJ - , 

-' IlL 

3 
n =---

C\ c1 -t- 2 ' 

6 
nf= 

("1 + 5 

lvI P r =--:--
8 EJ", 

2. Hl'lasiung durch cinc Eillzellllst P in dcr .iUiUc. 

Ei-l ii-lt dann: 

M = _21VI()x 
l 

21110 ( 4(c1 -1) oJ ) JlI c = c x - ------ x"(l - x) 
lip 

uml clemnaeh: 

l 
Fiir x = -- ist tang ex = 0 uncI claher: 

2 

(483) 

(484) 

(485) 
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Del' Biegungswinkel am Stabende ergibt sich daraus fiir x = 0 zu: 

(486) 

Ferner ist: 

und die Durchbiegung in del' Mitte fiir x = ~ 
,MOZ2 ) 

t ~~ 120 E J (c1 + 9 , 

l<'iir c1 = 1 crhiilt man aus den Gl. (486) und (488) 

und demnauh: 

Mol 
tangCl:/n = -EJ-- , 

4 /n 

10 

3. ]<'iir gIeil~hllliil.lig verteilte lleIllstuug ergibt sich: 

4Mo 
M = --i:;:- x (l - x) , 

4(c1 -1) 
c = c1 - ----,;:-- x(l - x) , 

4 ill 
.JJ1 c = T (l"c1(xl- x 2) - 4(c1 -1) (l2:r2 - '2lX:l + Xl)), 

1 (' tangeX = EJ,) M cdx + C1 

(488) 

(489) 

(490) 

.4illo rll2C (Zx t _ ;<;:l) _ 4(c -1) (l2X~ _ '>lx l -I- X") -I- c] 
EJ [1 1 '2 3 1 3 - 4 5 I' 

:Fiir x = 2 ist tang eX = 0 und daher: 

[2 
C1 = -60 (c1 + 4) , 

M ) tang eX = 15E~l4 (lOc1 l2 x2(3l-2x) (491) 

- 4(c1 -1)x3 (20l 2 - 30lx + 12x2) - (c1 + 4) n, 
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Fiir x = 0 ergibt sich dann der Biegungswinkel am Stabende zu: 

lYIo l 
tango; = 15EJ (cl + 4) . (492) 

Aus Gl. (491) ergibt sich ferner: 

r = !tango; dx = 1-5!~ lJ [lOCI P (ZX 3 - x21) ). (493) 

- 4(cl -1) (5 PXl - 6lx5 + 2 Xli) - (Cl + 4) Z5 X] 

und daher fur x = -~ die Durchbicgung in der Mitte: 

lYI l2 
l = 2400EJ (3 cl + 22) . . . . . (494) 

Fur ci = 1 erhiiJt man aus Gl. (492) und (494): 

. lYIo 5l2 
/111 = 48EJ' 

/It 

und demnach ergibt sich 
5 

nIX = c~-+4' (495) 

25 
nf= --- --. 

3 cl + 22 
(496) 

Aufgabe 49. Bei der in Fig. 105 gezeigten Stabform wachst das 
Tragheitsmoment von der lVIitte bis zu den Anflagern nach einer 
Parabelkurve. 

(a) f ---- } J-Lini'!J..--- f' 
I < z+-----~~--->j 

i-~-!=~~ ~ol';".: 
(b)C,~C1 

Fig. 105. 

Die C - Linie nahert sich in diesem FaIle mehr cineI' Parabcl 4. Grades 
von der Form: 

(4XU-X))2 
Y = (1- cl ) -Z-;;-- , 

nnd die Gleichung del' C - Linie lantet: 

16(1 - c1) 0 
C = C + ------0-- (l- x 2 - 2l x 3 + x1\ 1 l4 I . (497) 
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1. Belastung durch ein konstantes l\lolllent. 
Es ist: 

JJ1 C = JJ1 (C1 + 16(\:- c1) (l2x2 - 21x3 + XI)) , 

1 .. 
tang1X = -EJ j III cdx + 0 1 

1 
Aus del' Beziehung tang eX = 0 fiir X = 2 erhiilt man: 

und daraus fill' x = 0 den Biegungswinkel am Stabende: 

JJ11 ,.,) 
tang:x = 30 E J (8 + I cj • (499) 

Ferner ist: 

l = r tang 1X dx I 
11;[[ :v~ If)(l-. CI )(12 X I Ix" Xli) Lv ] (500) 
EJ cJ 2 +--1-' -- -12 - 10- + 30 - 30 UH-7c1 ) , 

I 
woraus fill' x = -2 die Durehbiegung in der l\1itte: 

JJ112 
(= 120EJ(4c1 + 11). 

Fiir C1 = 1 el'hiilt man aus den Gl. (499) und (501): 

und somit: 

lIll 
tangfXlIl = 2 EJ: ' 

15 
n =-----

IX 8 + 7 c1 ' 

15 
n = - -- --. 

J 11 + 4c1 

(501) 

(502) 

(503) 
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2. Belastung dureh die Last P in del' Mitte. 
Es ist: 

III = 2 Mo x 
l ' 

2Mo( 16(1-c) . .. ) JJI c = ~l- c, x + -ll~'- W X3 - 2 l Xl + x:J) , 

1 " 
tangi\: = EJ.! M cdx + 0, 

~:j) [c, ~2 + 16(\~ cl ) (l":1 - ~~t +~) + 0,] . 

Fiir x = 2' ist tung i\: = 0, und duher ergibt sieh: 

[2 o = - -~ (4c + 11) , .120' , 

2 M [ c (1 - c ) (l2. ') l Xli) l2 j tungi" ==.- . 0 .1 ;{;2 + 16----- 1 - Xl - ... - Xii +.- - - .. (4 c + 11) (504) 
l E.J 2 [I 4 5 (j 120' . 

Del' Bipgungflwinkel am Stabenclc cl'gibt sielt dann fiiI' x = 0 zu: 

jIlo l 
tang i\: = 60 E J (4 c, -1- 11) . 

l 
und die Durehbicgung 111 del' Mitte fUr x = 2 

(5015) 

(506) 

Ml2 
/'= 4200E] (6c, + 29). . . . . . . (507) 

Fi.ir c, = 1 ist nun 

und man Cl'hiilt: 

Mo [ 
tangcx m = 4-E J-- , 

~ !II 

M l2 
/'111 = 1-') -EO J. 

.... III 

15 
n·=--- -

" 4 c, + 11 ' 

35 
11-1 = -.. ~---. 

6c l + 29 

(508) 

(509) 
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3. Gleichmiil.lig verteilte Belastung. 
Es ist dann: 

M = 4Mox(l- x) 
12 ' 

4MO( 16(I-cj).,. .). 
MC=-Z2- cjx(l-x)+--{I -(I"x3-31"x4+31x"-xG) , 

tangIX =E1JI M cdx + C j 

4Mo[ (IX2 X:i) 16(I-C1)(.,X4 .,x" xl> X7) . ] 
=1~EJ Cj 2-3 +- i~-- 1"4- 31" 5 +316 - 7 +C1 • 

I 
Fur x = - ist tang IX = 0 und daher: 

2 

Hieraus el'gibt sieh fiil' x = 0 del' Biegungswinkel am Stabende: 

Mol 
tangIX = 105 EJ (11 Cj + 24). .... (511) 

:Fcrner ist: 

l=Itang<Xdx=~~I}[C1C~:1 -~;) ) 
(512) 

16(1 - c1) (Z:1 x,j [2 Xii I lx7 XH) Z:; x • ] 
+ II 20 - 10 T 14 - 56 - 420 (11 Cj + 24-) 

I 
und die Durehbiegung in del' Mitte fiir x = 2 

MF 
l = -48. 7uOEJ (279 + 71 cl ) • (513) 

Setzt man in den Gl. (511) und (513) c1 = 1, so erhiilt man: 

Mol 
tangIXIII = 3"E' J -- , 

. Mo 12 5 
till = 48EJ' 

m 

In bekannter Weise ergibt sieh dann: 

35 
n" = -11 c;+24- , 

350 
nl= "----

71 c j + 279 . 

//I 

(514) 

(515) 
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Die in dieser Aufgabe entwickelten Formeln sind nur giiltig fiir c1 

kleiner als 1. 
Aufgabe 50. Es so11 der in Fig. 106 gezeigte, bei A eingespannte 

freitragende Balken untersucht werden. Das Tragheitsmoment wachst 
geradlinig von m bis zum Auflager. Es ist die Durchbiegung und der 
Biegungswinkel am Stabende zu bestimmen. 

p 

Fig. 106. Fig. 107. 

Zur Lasung der Aufgabe denke man sich zwei solcher Balken 
bci A fest miteinander verbunden und den so gebildeten Balken von 
2l Stiitzweite an den Enden frei aufliegend. Die C - Linie hat dann 
die in Fig. 107 gezeigte Form; wic in Aufgabe 47 wird del" mittlere 
Teil fiir sich behandelt. 

1. Belastung durch ein konstantes lUoment J1£. 

Fiir den mittleren Teil erh~iJt man die Durehbiegung in der Mitte 
und den Biegung:-minkel am Ende aus den Gl. (452) und (453), indem 
man ci mit 1 und l -- a mit 2 (l - a) vertauseht. ~1ithin ergiht sich: 

M(l-a) 
tangi\l = 2E-Y- (ci + 1) , 

. M(l-a)2 
II = --i5EF (2cI + 1) . 

Die beiden zusammengesetzten Endteile haben eine Stiitzweite 
= 2 a und konstantes Tragheitsmoment = J. Aus den Gl. (25) und (28) 
ergibt sich daher: 

Ma 2 

lJ=2EJ' 

Fiir den ganzen Balken erh1ilt man demnaeh: 

M ) 
tangi\ = tangi\J + tangi\2 = 2 E J «(l- a) (cI + 1) + 2(1) 

(516) 
M 

= 2 E J (2l + (l - a) (e l - 1)) , 
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f = fl + a tang tXt + f3 
M 

= 6 E J ((2 CI + 1) (l - a)2 + 3 a (c i + 1) (l - a) + 3 a2) , 

l = 6!1 J (3l 2 + (ci - 1) (l - a) (2l + a)) . (517). 

Setzt man c1 = 1, so ist: 
Ml 

tang(\m = -E -, ' 
'm 

M l2 
{,1l = 2 EJ- . 

1/1 

In bekannter Weise ergibt sich daher: 

2l 
n" = -- -----.-- - -- , 

~ l + (l - 0) (c i - 1) 

3[2 

(518) 

nf 0= - - --~---- - . . . . (519) 
31 2 -I- (ci - 1) (l - 0) (2l -I- a) . 

2. Belastllng dUl'ch P am Ende des Blllkens (Fig. 106). 

Die MOll1entenWiche ist dann ein Dreieck (Fig. 108) von del' Hohe 
Mo = Pl. 

Fig. lOS. 
Fiir den mittleren Teil ist: 

,M" M = --or (a + :r) . 

x 
C = 1 - (1 - cI ) l _ a ' 

M,( (c -1) ) 
M C = -l_i a + x -I- --/--a- (ax -I- X2) , 

1 . 
tana IX = -- --I M C d x + 0 

o EJ. 1 

Mo [ X2 CI - 1 (a x2 x3) ] 
~ l E J a x + '2 + ~~-;; 2-- + 3 + (]1 . 

Es ist tang IX = 0 fUr x = l - a und daher 

l-a 
0 1 =- (j-(l+2a+c l (2l+a)), 

M [ x2 C - 1 (a x2 X:l) l - a ] 
tangIX=l-E~ aX+2-1-l_(~- 2-+3 --6-(l+2a+c l (2l+a)) .(520) 
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Fur x = 0 erhiilt man den Biegungswinkel am Ende: 

Mo(l-a) . 
tangiX! = -P;{E J- (l + 2 a + c! (2l + a) . (521) 

Ferner eI'gibt sich: 

r = l~angiX dx = jrJo [~x~ + x3 + CI - 1 (~x: + ~4) I 
._ l E J 2 6 l - a 6 12 

(522) 

- ~-~ a (l + 2 a + c1 (2l + a) x] 

und fiiI' x = l -- a die Durchbiegung in del' Mitte: 

lrJo (l - a)2 
,; = --12lEJ- (2(2l + a) + (c! - 1) (3l + a). (523) 

FUr die zusammengesetzten Enclteile eI'gibt sich 

nach Gl. (15) 

nach Gl. (11) 
. lVJ I ([" 

fa = 3 Ei 
1110(13 
:fEiz' 

Dcmnach erhiilt man £til' den ganzen Balken: 

11Jo ( " ) tangiX = tang"! + tang"2 = (j-EJ l 3lc + (ci - 1) (l- (I) (2l + (I) ,(524) 

/= /; + a tangiXl + I; = 1~~~(~l[4ZO+(c! -1) (l-(l) (2l 2+ (l +a)2)]. (525) 

Setzt man in cliesen Gleichungen cl = 1, so ergibt sich: 

Mo l 
tang iXl>! = 2 E~J ' 

'" 

. M 0 l2 
1m = 3 EJ 

"' 
und durch Gleichstellung diesel' 'Yerte fur lund iX: 

312 
n =~-----

IX 312 + (c i - 1) (l - a) (2l + a) , 

4[3 

nf = 413 +-(cj-_----c:1-c-)---c(l=---=.a) (2l" + (l + a)2) 

Bj (; rn s tad, Steifrahmen. 13 

(526) 

(527) 
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3. Belastung durch eine gleichmiiGig verteilte Last 1J. 

Die MomentenfHiche hat die in Fig. 109 gezeigte Form, und die 
Gleichung lautet: 

pX2 
M= -2 . 

Fig. 109. 

Fur den mittleren Teil ist: 

daher 

1- ci 
C = 1 - -l-- Xl , 

-a 

Mc= ~[a2+2aXI+xr-(~ ;)(a2xI+2axI+x~)], 
1· 

tang 1X = E J J M c d X + C I 

P [ X3 1 - c (a 2 X2 ? a x:1 X4) ] 
= 2 E J a 2 Xl + a xi + f - l _ ~ -~ + T + -i + CI • 

Fur Xl = l - a ist tang 1X = 0, und hieraus ergibt sich 

. P [2 2 xr 1 - ci (a 2 2 2 a 3 xt) ) tang 1X = -- a X + a X + - - -- -- Xl + - Xl + -
2EJ I 1 ~ l-a 2 3 4 

l- a (528) 
-12-- (4(a 2 + al + l2) - (1- cl ) (a 2 + 2al + 3l2)] • 

Der Biegungswinkel am Stabende betragt dann (fur Xl = 0) : 

p(l- a) 
tang1XI = 24 E J (4(a 2 + a l + l2) - (1 - cl ) (a 2 + 2 a l + 3l2) • (529) 
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Ferner ergibt sich aus Gl. (528) 

( P [a 2 x1 a X~ xt 
f=" tang~dx=2EJ -2-+3+12-

1 - CI (a 2 xfaxt xY) 
- 1-a -6-+6+20 

(530) 

_ (1 ~;)XI (4(a2+a1+12)-(I-ct) (a 2+2a1+312)] 

und die Durchbiegung in der Mitte fur Xl = 1 - a 

fl = P ~4~ ~) 2 ( - ~- (I - C1) (612 + 3 a 1 + a 2) + (a 2 + 2 a 1 + 312)) • (531) 

Fiir die zusammengesetzten Endteile erhiilt man: 
nach Gl. (44) 

nach Gl. (45) 

und es ergibt sich mithin fUr den ganzen Balken: 

tang1X = tang1XI + tangLX2 1 
= 24~J[4P - (1- cl ) (1- a) (212 + (1 + a)2)] , f, (532) 

t = /~ + a tang1Xl + I~ I 
= 40~ J (514 - (I - c1) (l - a) (4 P + 3 a 12 + 21 a 2 + a3)) • 

(533) 

In bekannter W' eise erhiiJt man dann: 

413 

no< = 4 P - (1 - cl ) (1 - a) (212 + (1 + a)2) , 
(534) 

514 

nf= 514 -=- (1- cl ) (1-=- a) (41a + 3a12 + 2la2 + as)· (535) 

Aufgabe 51. Der in Fig. no 
gezeigte, bei A eingespannte frei
tragende Balken, dessen Tragheits
moment vom Ende bis zum Auflager 
annahernd nach einer Parabelkurve 
wiichst, soU fiir die gezeichneten 
Belastungen untersucht werden. 

Wie in der vorigen Aufgabe 

p 

~1IIIWu.w.u.ww.IIIIWIIIIWu.w.u.WllWjJ ) M 

A ~ 
I 
I 

~~----L------~.I 

Fig. 110. 

denkt man sich zwei solc1Ier Balken bei A fest miteinander verbunden 

13* 
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und del' 1:50 entstehende Balken an den Enden frei aufliegen. Die 

C - Linie nahert sich wie in Aufgabe 49 einer Parabelkurve 4. Grades 

und hat die in Fig. III gezeigte Form. 

Die Gleichung del' C - Linie becleutet in diesem Falle: 

c-Lime 

~----------~----------~ 

Fig. Ill. 

Es ist: 
1. Belastung durch ein konstantes Jlloment ~lI. 

1 . 
tang ex = E jj.Ai C d x + Cl 

= .1}I [x _ 1~( l_-::.~) (p x:\ _ l1.. Xl + x:')· + C ] 
E J It 1 3 2 5 I 

II 
]1~iir a; = 2 ist tang C\ = 0, und daher ergibt sich: 

C I = -3~) (7 + 8c l ), 

tang ex = ~:I [x - ~6Ll - ct ) (lL x:1 _ 11 Xl + ~). _ 1. (7..L 8 C )J . (536) 
E J 1t 3 2 5 3:) I 1 

Del' Biegungswinkel am Stabende betragt dann (flir x = 0): 

Ferner ergibt sich: 

'. I' M [X2 16 (1 - c1) ( 1f. 1 - Xli) t 
1=. tangexdx = Ei 2 - -- l}- 12 x 1 - lOx" + 31). 

- ~~ (7 + 8 CI )] J 
1 

und die Dul'chbiegung in del' Mitte IiiI' x = -~-

(538) 

M [2 M l:! 
l=240E IJ(8+22c I )'=60EJ(8+22C j )- (539) 
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In bekannter "Teise erhiilt man dann: 

15 
no; = 7 + SCI' 

15 
nf= -~- -. 

4 + II ci 

2. Belastung dUl'ch die EinzeUast P am Ende. 

Die lVIomentenfliiche ist ein Dreieck von del' Hohe 

Es ist: 

Pli 
lII(=Pl=-

• 2 . 

M = ~~fox 
l ' I 

M C = ~M0. (x - ~6~ -~ ([-,' x:l - 2l X,l + x") 
[1 [I l ' , 

1 ' 
tang [\; = E J j M C d x + 0 1 

= 2j}Io [X2 _ 16~:- ~1) (~2XI _ ~l x5 + Xli) + 0] . 
[1 E J :2 It . 4 5 6 I 

Au);; der 

und dahcr: 

Beziehung tang ex = 0 fUr x = II ergiht sich: 
2 

F 
0 1 = -1~O (4 + lle,) 

tango.: = -_. ~ - --4- . - Xl - -- X,) + 
11 E J :. II .4 5 6, 
2.LlIo [X2 16~ (1- cI) (If 2l, Xli))' 

- I~O (4 + II Cd] . 

Fi.il' X = 0 el'gibt sich der Biegungswinkel am Ende zu: 

(540) 

(541) 

(542) 

~llfo II Mo 1 
tango.: = 60EJ (4 + 11 cd = 30 E J (4 + 11 cd . (543) 

Ferner erhalt man: 

. /' 2Mo [x~ 16(1 - cd (lr, l, . X7)) 
1=, tango.:dx = lEJ6" - --ll- 20 xa - ~Ij xl, + 42 

l ' (-44) 
l• 1 D -x 

- ~'20 (4 + 11 el ) 
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I 
und die Durchbiegung in der Mitte fUr x = ~ 

'_ Mo Ii _ Mo 12 , .J 
/ - 6.70 E J (6 + 29 c1) - 105 EJ (6 + .9 c1 ) • (545) 

Mithin ergibt sich in bekannter Weise: 

15 
nIX = --:-4-+-----=-1=-1-c1 ' 

35 
n1 = -::----::-=--

6 + 29c1 

3. Belastuug durch die gleichmiiBig vel'teilte Last jJ. 

Die Momentengleichung lautet: 

und mithin ist: 

pX2 
M=-

2 ' 

P(2 16(1-cl)I'>~ 1- ') Jf C = i x - Ii ( i x - 2 .1:,1 + xl» , 

1 " 
tang1\: = EJJ M cdx + CI 

= :) ,-EPJ [x3·:1 - ~6( I=.- c1 ) ('lj Xii _ 11 X'; -L ,J: ')' + C ] 
_ 11 ,5 3' I 'i I . 

".. II Fur .1: = ist tang.x = 0 und daher: 
2 

Del' Biegungswinkel am Stabende betdigt dann fiir X = 0: 

(546) 

(547) 

ptJ pl'l 
tang1\: = 8.2~0(6 + 29cl ) = 210 (6 + :Wc l )· (549) 
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II 
und die Durchbiegung in del' Mitte fiir x = 2 

p It P l4 
(= 16.336E7(5+37c1)= 336EJ(5+37c1 ). (551) 

Die Koeffizienten n ergeben sich hieraus zu: 

35 
nIX = 6 + 29S' (552) 

42 
nf = -- -- . . . . . . . . . (553) 

5 +:37 c1 

Die in diesel' Aufgabe entwickelten Formeln sind nul' giiltig fiil' c] 

klein,er als I. 

§ 27. Anleitung zur Bestimmung des mittleren Tragheitsmoments 
mit HiIfe del' FOl'meln und Tabellen del' Koeffizienten '11. 

In den folgenden Tabellen sind die Koeffizienten n" und nf £iiI' 

verschiedene \Yerte VOll c1 und f; zusammengestcllt. Mit Hilfe (lieser 

Tabellen kann man sehr schnell bC'urteilen. ob die Vel'iinderliehkeit 
des Quersclmitts cinen nennenswel'ten EinfluB auf die Biegung eines 
Stabes hat, und in den ll1eisten Fallen die Koeffizienten n dureh Inter
polierell ami den Tabellen bestimmcn. 

Es ist aus den Tabellen ersiehtlieh, daB kleinere Aussteifungseeken 
odeI' Abllahnw des Quel'sclmitts auf eine klirzere 8t reeke am Stabenc1e 
(vgl. die '''erte n flir a = 0,8 l) nur einen unel'hebliehen EinfluD haben 
und dahel' fast ill1mel' vernachUissigt \yerden konnen. 

Die Fol'nwln, so\yie die Tabellemyel'te machen natiil'lieh keinen 
Anspl'ueh auf absolute Genauigkeit. da die gell1aehten Annahmen 
beziig1ich den Verlauf del' C - Lillie nieht imll1er genau zutl'effen werden; 
jedoeh geniigen diesel ben vollstiindig zur anniihernden Bestilllll1Ung 
des mittleren Triigheitsmoments. Man halte sieh daher nieht allzu 
peinlich an die genauen Zahlen, i:iondern wahle abgerundete 'Yerte 
del' Koeffizienten n. 

'Yie aus den Tabellen hervorgeht. sind die Koeffizienten n in 
el'heblichem Grade abhangig von del' Art del' Belastung. 

Das ll1ittlere Tl'agheitsll1oment eines Stabes von veranderlichem 
Querschniit ist mithin nicht konstant, sandel'll wechselt mit del' Be
lastung. Bei verschiedenartiger Belastung eines Stabes nehme man 
das NIittel aus den in den Tabellen behandelten drei BelastungsHillen. 
SolI das mittlel'e Triigheitsmoment eines genieteten Tl'agers mit mehreren 
Lamellen bestimmt \I'erden, so wahle man fiir a die Liinge del' voll 
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angeschlossenen auBersten Lamelle und denke sich die gebrochene 
J - Linie durch eine gerade Linie ersetzt, wie in Fig. 112 punktiert 
angedeutet. 

I r a : I 

Fig. 112. 

Bei einem gewohnlichen genieteten Trager ist J 1 gleieh dem Trag
heitsmoment des Stegbleehes am Auflager zu wahlen, da die Gurt
winkel und Lamellen an diesel' Stelle noeh nieht angesehlossen sind. 

Beislliel 20. Ein genietetcr Trager von 10,0 \1l Stiitzwcite mit 2 Lamcllen 
180 . 10, Gurtwinkel 80 . 80 . 10 und Stegblerh 800· 10 sci dnrrh eine gleich
mafiig verteilte Belastung beansprucht. 

Es ist die Durchbiegung in del' J\litte zu j,ereclmen. 
Die Triigheitsl110mente betragpn 

mit 2 Laul('llcn ./ = 20!J 700 elll', 

Lamellc ./1 = 161500 em+, 

ohne .11) = 112 !JOO em", 

Gurtwinkel ./1 = 42700 em' . 

Die Liingc der iillflcr,ten Lamcllc hereclmct sich Zll 

161 ;300 
1 = 10 0 I I - -~- = 4 80 Ill. , , 20!J700' 

Fiir clcn bcider~eitigen Ansehlufl gehen ah rd. O,~2 Ill, und mithin bptriigt 
clie Liinge a: 

Ferner ist: 

a = 4,80 - 0,32 = 4,48 111, 

a 4,48 _ 
~~ . = rd. 0,4;;. 

I' 
I 

10,0 

.J 
.I, 

20!J700 -- - 49 
42700 - ". 

_-\us der Ta belle fiir 11/ crgibt sieh claher fiir die Belastung p, ,,"cnn 

!.... = 04· I •. 

1l, = 0,761 + (0,809 - 0,7(1) 0,1 = n.7G5 , 
a . 

wenn I = 0,6: 

11/ = O,!J13 + (0,93:3 - O,91:~) 0,1 = 0,915, 

und Aomit fiir ~ = 0,45 : 

'i 
nf = 0,756 + (O,!Jl5 - 0,766) I6 = 0,80:3 = rd. 0,80. 
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.\us der 01. (477) erhait man: 

.50 I' 
i1 - =---------------.- -~~ ----

J 501'-(I-c,) (l-a)'(171+3a) 

50 
50 - (1 --=- 4,9) (1- 0,45)3 (17 + 3 .0,45) = 0,808· = rd. 0,81. 

Del' mittiere Tragheitsmoment hetragt dC'ninach: 

J,,, = n/. J = 0,81 ·209700 = 169860 cm'. 

Die Dnrchhiegung hestimmt sich nun ans der hekannten OJ. (38), indem 
fiir J del' 'Vert J,,, eingesetzt wird. 

* 28. Bei del' Bestimmung del' mittleren Tl'agheitsmomente del' 
Rahmen beachte man folgcndes. 

Del' EinfluB del' Biegung des Quertrilgers auf die statisch un
bestimmten GraBen ,,-urele durch die Biegungswinkcl an den Stabenden 
ausgedriiekt, und folglieh ist fiir diesen Stab del' Koeffizient nx maB
gebend_ Die l\Tomentenfliiche ni-ihert sieh bei mehrercn Einzellasten 
einer Parabelkurvc. und es ist daher die gleiehmii13ig verteilte Be
lastung p in Betraeht zu ziehen. 

Bei den gesehlossenen Pal'telen (Fig. 1:3, 19 und 34) ist del' Einflul.\ 
del' Biegung del' Vertikalen ehenfalls mehr abhiingig von den Biegungs
,,-inkeln als yon del' Durch biegung. und somit ist aueh flir diese Stiibe 
del' Koeffizient l1x maf3gd)(,nd. .-\113 Belastung lege man bei diesen 
Vertikalstiiben cIa,; konstante }Ioment zugrundc, da die Vertikalkraft Q 
ebenso wie dm; }lmnent JJe ein konstantes }[oment in den Vertikalen 
hernJrrufen. Die Quertri-iger sind immel'. und bei den yorgenannten 
Systemen aueh die Vertikakn als frei aufliegpncIe Balken zu behandcln. 

Die Vel'tilmlen del' Rahmen mit gelenkartig angeschlossenem 
Riegrl (Fig. :39. 40 und 41) sind dagegen als einseitig eingespanntc, 
freitragende Balken (Fig. 106 uncI 110) zu behandeln, und z\mr ist 
die dureh cine Einzpllai;t P am Stahende hervorgerufene Durehbiegung 
hz\'"- del' Koeffizient 111 flir die genannte Belastung maBgebend. 

Del' Riegel del' gesehlossenen Systeme (Fig. 13 und 19) \\"urde bei 
del' Berechnung in del' }litte durehschnitten gedacht und ist folglieh 
bei del' Bestimmung des mittleren Tri-igheitsmoll1ents ebenso als ein
seitig eingeRpanntel' frC'itragender Balkcn von del' hal ben Uinge zu 
betrachten. Bei diesC'n Stiibell wtire eigentlieh sowohl n, als nf in 
Betraeht zu ziehen, da das l\Ion1C'nt 111 c yom Biegungs\yinkel und die 
Querkraft Q yon del' Durehbiegung abhtingig sind. Mit Riicksicht 
darauf, daB lUc immer, Q aber nul' bei unsymmetrificher Belastung 
entsteht, so geniigt es jedoeh, das mittlere Triigheitfimoment aus den 
Formeln fiir nx zu bC'stiml11ell, und z\mr lege man die Belastung dul'ch 
das konstante Moment zugrunde. 
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Tabelle der Koeffizienten nf. 
, 

Belastung 
a ! 

~~==*==:'i=O=~o,=,I=,=1 0,2 j 0,4 1 0,6 I 0,8 11,01 1,2 : 1,4 1 1,6 1 1,8 I 2,0 ' 3,0 ' 4,0 I 5,0, 

i r--r---a~ I I ~1L=::i Trager
form :1 (a) J,!?J z; Jt:). (b) J,C!J l ~3~ 

-----;-0-:, 1,5001
1
11,42911,36311,250!1,154,'I,071 1,0 0,93, 7!,O,882io,8330,789I,o,750:,O,600I,O,500[0,429 

I 0,211 1,271 1,23~ 1,'2061
1
1,14 7111,o~. 311,04~ 1,0 0'9~~p'9~le'8~!:0'854P'826io'701iO'~19Io"5~? 

JI· 0,4
11 
1,1~611,1~11,1061,0!81,OOOI,020 1,0 O,~ i IIO,9~410,93,30,912i),8~3!0,806,0, i ~o 0,6.10 

0,6,1,0061,0001,0451,033,1,0221,011 1,0 0,9890,9190,969.0,95910,900.0,90410,8620,824 
___ +0""",,8 1 I,OI31,OI2,1,011,I,008.1,005!I,002 1,0 0,99710,99f)iO,99210,989,0,987,0,9740,9620,~15U 

011,333il,2~Oil,2fiOrl,17~1,1! 111,05~ 11,0 0,9fi~P,99?0,~~?:0,~;3~ O,809'0,~~~:0,~!z'0,~~0 
0,21 1,1~611,10011,11~ 1 ,0~~1,0?411,02 I 1,0 0,~76.o,~~2 O,·Lge,~9' 0,88; 0,1 DI.o, i ~2,o,(~?} 

II O,4',ll,0:)~?,0:J2 .• 1,04~ 1,0.:>3,11,02211 ,01? 11,°1 0,98ge,9 /80,~~8!II"b.~. O,~,I.J 0,90,~ o,~~O,_,0,8~.) 
0,6 i' 1,01 °[1,01511,013 1,00911,0061,003 1,0 0,997.0,994,O,!lJlO,98 I 0,9840,968 O,.J;)0IU,9u9 

p 

___ +--°,,,,,811,0021,0021,0021,001 1,00111,0 1,0 1,00,~)990,999 O,9980,9980,9960,99fi.0,992 

o '11,51511,4411,37 411,25711,1581,07311,0 U,937Io,8800,831'0,780'O',74710,595'0,495'O,424 
0,2 1,2201,1941,168il,12H,0781,038 1,0 O,9660,93:lO,9mI0,8740,8480,7360,650,0,582 

III O,~[1,08~:I,0761,06Gll ,0511,033),017 1,0 O,(8~:O,9~i90,954iO,~)42 (I'Z~~O,864 O,~?~JO'70~ 
0,6 j, 1,0201,02311,0211,0141,010.1,00211,0 O,.J96,Ll',9.JU,O',98fiO,.l81 0,91 ",0,9540',.)330,.)1:3 

p 

___ _ O,811,004100:31,QQth002},0011,0 1,0 1,0 .o,D990,!J!~_O,9920,99'I},!J~Ji~J:9900,9il7 

T;ffl-'j ~r=== (--=j~ I I ~ J,C- !J 5:-- -
11-1 1- i 1,36411,3161,2711,19011,119,1,05G 11,0/O,9680,9380,9090,8830,8570,7::1010,6filiO,600 
P IV -' 1,20711,1821,1591,115'1,0741,036 1,0 0,9800,%20,9430,9260,9090,8;nU,7690,71J 
p _~ll,2;)4i1,22:~ l,lD31, BD 1,088 ],042 1,0 .0,977 O,9!)JO~l:)_Q,9121().893 O,80~ 0, (fig O,G71i 

T;:r~r~-r- (e) Ii£=!L aJ I I ._-_ ...... _-.,- _ .. -. 
013,OC'O~':)O?2,14~i1,GO~D,~6~ 1,l?41 1,0 1 i 

1 0,2 2,4202,11.J l,tl8.'ll,54:3 1.;1011,1.33 1,0 , 

JI V O,4i: 1,D231,76U,G2RUU41,2381,106 1,0 
0,1.,' l,5311,453'l,RHR),26:l 1,1611,07411,0 , I , 

0,8il 1,230i1,20211,17;Jl,1261,Oin,1,O;~8 1,0 , i 

10 4,UOO!3,Oni2,500 1,818),4281,177 1,0 ! 

0,2 :1,205 2,625:2,222!1, 703'1,3811, lIiU 1,0 , 

P VI 0,4 2,4()il2,1481,~J05r5761,:H11,l35 1,0 1 , 

0,6 1, l,840.1,(96) ,5741,:3771,2241,100 1,0 
I I 0,8[11,35511,309;1,2661,18611,1171,060 1,0 I I 

10 1 5,OOO13,5712,77711,9231,J711,190 1,01 I 
, 1 1 

; 1 0,2 ,14,OOO;,,017:,,5I~, 1 ,8!~'1 ,42!! U;) 1,0 1 I 

i ! p 'II O,~!, 3,0302,~~812'~~~11,o~:l,';~I~ LI.;,) 1,0
1 i 

, 

1,0 1 0,0,2,1651,9381,1 b011,4 I e>l,:'di I,Ll 
I 1 , 

0,811,488,1,4211,3551,244,1,1521,071 1,0 
, , 1 , 

___ ~---===;I __ - -- -_ -._' . ' --_ - - - . - - __ ~-=-:..c; 
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Tabelle der KoeHizienten n",. 

B 1 ~II c, = J, 
e astung l 11-----.----.---.------.-;---;-'--,----,----.---,-----------,---

:1 ° 0,1 1 0,2 1 0,4 1 0,6 0,8 h,ol 1,2 I 1,4 1 1,6 1 1,8 ! 2,0 1 3,0 1 4,0 I 5.0 

Trager
form 

° 2,0001,81111,66711,42911,250!1,111 1,0 0,9091°,8331°, 769,0, 7l~1~'667:0,5011;0'400,o'333 
I 0,2 1,667 1,563 1,4 7 ~i 1 ,31611,190'1 ,087 1,01 0,926

1
.0,862,o,806Io,758,0,! 14.10,556 0,4?5.:0,385 

0,4 1,4291,37°
1

1,316,1,2201,1361,064 1,0 0,943,O,893e,847,0,8060, 1690,625 0,5260,455 
0,6 1,2501,2201,19°11,136

1
1,087,1,042 1,0 0,962 jO,926,0,893,O,86210,8330, 714'0,625:0,556 

0,8 1,1111,0991,087,1,0641,0421 020 1,0 0,98010,9620,943,09260,9090 8330,769:0,il4 

p 

p 

Trager
form 

"If - ,: 1,8751,7231,5961,3891,2301,10211,0/ 0,938:0,882 0,8340,7890,75():0,6000,500,0,4:2~1 
P IV -:: 1,364,1,3Hil,:2ill,190 1,1191,056 1,0 0,968{),938 0,909 0,8830,857 0,7500,6660,600 
P - I! 1 ,4601,393!1 ,337 1,2251,1451,068 1,0 0,~)62 0.926 n,893 0,86:2 n,833 0,il4 0,6:250.566 

~':-~r~') jrc3e-.J I I .. 
, 

0,2 
; 2,0001 ,8181,6671 ,42~1l,250,1,111 0,1 

1,6671,5631,4711,3161,1901,U87 0,1 ° 
.11 V 0,4 

0,6, 
0,8! 

- 1,429UiOl,3161,220;1,1361,064 0,1 
,1,250

1
1,:2:201,1901,136:1,(J871,042 0,1 

, 1,1111,0991,0871,0641,0421,0:20 0,1 

o 
0,2 

: 3,000:2,5002,143,1,666;1,3671,154 11,0 
: 2,4202,1191,883 I,fj43;1,307,1,133 1,0 

P VI 0,4 
0,6 
0,8 

° 0,2: 
p VII 0,4 

0,6 
_ 0,8 

T;:~:-I---I 

R P VIII -; 
P -I. 

i 1,9~il1,7~11,?:231,~q~ 1,:!~81,126 1,0 
11,5311,4031,3831,2631, 16H,O 14 1,0 
1 1,2301,2021,1751,1261,0811,038 

i 4,000i3,07712,500'1,818jl,428'1, 177 
1'°1 1,0 3,205~,625,2,22~il,793,1,~811,1?9 

2,463.2,148,1,90;)1,5 16:1,B111, 130 
1'°1 1,84011,696'1,5~ 41,3nll,22! 1,100 1,0 

ll5511,i\09il,2661,186,1,11 I 1,060 1,0 

:~-~--1J- I 
2,14211,9231,7451,470!1,2711,119 

1'°1 3,7502,9402,4191,7851,4151,lil 1,0 
5,8313,934!2,9651,9881,4951,197 1,0 

, i i 
i 

: i 

I 1 I 
, 

I 
! i , 

i i I 

I i ! 

, 

I 

i , 
, ! 
I i 

I i i i 
--

, 

! 
, 
, 

i i 
1 , I 
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Beispiel 21. Der in Fig. 113 gezeigte Endrahmen einer Eisenbahnbriicke 
solI berechnet werden. 

*E-t------6,O-----+>-,-o 

Fig. 113. 

1,5 

--t 
I 

(3.5) = Ltinge der 
iiuBeren Lamelle 

Die Belastung besteht aus 4 Einzellasten P = 21,66 t und einer gleich. 
muBig yerteilten Belastung Jl = 400 kg pro ~Ieter am Quertrii.ger und ein 
Windclruck J{ = 14,94 t in der Hohe des Riegels. Ferner ist eine Temperatur
erhohung yon 30° C zu beriieksichtigen. Die Triigheitsmomente h<>tragen: 

filr den Riegel: 
49500 em', 

fiil' die Yertikalen: 

J:' = 139300 em', 

J:''' = 1865000 em', 

fiir den Quertriiger: 

J' = 1639100 em" 

J" = 1014100 em', 

J:" = 663 600 em" 

.J:" = 356400 ("m', 

J:'''' = 482300 elll " 

J'" = 2 851200 em'. 

Zunuchst sind die mittleren Trugheitsmomente zu hC'stimmen. 

Riegel: 

I = 4,25 m, a. = a,05 m, 4950~ _ 00-
663600 - ,.1, 

a ,-
Aus der Tabelle fur n", SpaItC' V, geht hen'or, daB 11 zwischen (, = 0 

und c, = 0,1 fiir ~. = 0,6 his 0,8 nur sehr langsam zunimmt. Es werden da-
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her die Werte fiir c1 = 0,1 als die niiehstliegenden fiir c1 = 0,07 angenommen, 
und es ergibt sieh 

12 
n", = 1,220 - (1,220 - 1,029) 20 = 1,105 = rd. I,ll , 

J,. = 49500· I,ll = rd. 54950 em". 

Vertikalen: 

J = 139300 + 356400 = 247850, 
2 

J
1 

= 1865000 + 482300 = 1173650. 
2 

247850 
('I = 1173650 = 0,21 , a = 2;8, 

a 2,8 
T = 0-6 = 0,47. , 

Aus del' Tabelle fiir n". Spalte I, werden die Werte fiir c, = 0,2 an
genommen, und es ergibt sich: 

7 
n" = 1,316 - (1,316 - 1,190) 20 = 1,272 = rd. 1,27, 

J" = 247850· 1,27 = rd. 314770 em". 

Quertriiger: 

Fiu: den mittleren Teil ergibt sieh zuniiehst: 

J = 1639100, J 1 = 1014lO0, C - 16391~~ - 16') 
1 - 1014lO0 - ,-, 

a = 3,5, 
a 3,5 0-8 

60 = ,0 , , 

und aus der Tabelle fiir n", Spalte III, fiir c1 = 1,6 

18 
nIX = 0,916 + (0,958 - 0,916) 20 = 0,954 = rd. 0,95, 

J", = 1639lO0 . 0,9.5 = rd. 1557150 em'. 

Flir den ganzell StfLb ist demllaeh: 

_ 1557150 _ " 
('I - 2851200 - 0,5a, 

a 
T 

6,0 
85 = 0,71 , , 

und fLUS del' Tabelle n", Spalte III, erhiilt man 

1,045 - (1,045 - 1,030) ~~ = 1,034, 

15 
1,On - (1,011 - 1,007) 20 = 1,008, 

11 
n" = 1,034 - (1,034 - 1,008) 20 = 1,020; 

daher ergibt sieh: 
J = 1557150.1,02 = 1588300 em'. 

Nunmehr kann die eigentliehe Bereehnung des Rahmens beginnell. 
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a) Belastung P. 

Nach Aufgabe 13 ist: 

GJ. (78) 
.2Pab R-G 

H=-~ RN-G2' 

GJ. (79) 

Gl. (80) 

.2 Pab G-N 
-2-RN-G2' 

Q ~ _ .2Pab(b - a) 
- Ol' . 

Die Konstanten sollen mit Hilfe der Tabellen ermittelt werden. Nach 
Abschnitt VII ergibt sich: 

.I 
.I,. 

n = ~. = ~:~ = 0,706 = rd. 0,71. 

1588300 " 
314770 = 5,05 = rd. ;),0 , ~ = ~588300 = 2890 

.II' 54950 , . 

Aus der Tabelle III fllrn = 0,7 erhalt man: 

G = 4,51, N = 3,341, R = (28 + 8,9·1,0)1 = 36,91, 

o = (42 + 8,9 . 1,0) 1 = 50,91 , RN-G' = (73,27 + 8,9 . 3,34) 12 = 103,0 l' . 

R und 0 nehmen namlich zu um 1,0 und (RN-G') urn 3,34 = N fur 

jede Zunahme des Wertes :. urn die Einheit. 

In diesem Fane betragt diese Zunahme von (f-; = 20) aus 8,9. 

Es ist mithin: 

ferner: 

R-G 
RN-G' 

G-N 
RN-G' 

(36,9 - 4,5) 1 
-103,01'-

(4,5 - 3,34) 1 
-wa,OV 

32,4 3 ° 
103,0 . 8,5 = 0,0 7 

1,16 00 3 
103,0 . 8,5 = 0, 1 , 

0= 50,9·8,5 = 432,65, A = B = +43,32 t; 

:5: P a b = 21,66(1,6·6,9 + 3,4·5,1) 2 = 1229,42. 

1229,42 
H = - -2.6,0-.0,0370 = -3,79 t, 

1229,42 
--2 -·0,0013 = + 0,.799 mt. 

Q ist = 0, da die Belastung symmetrisch ist. 
Wenn das Moment in der Mitte des Quertragers bekannt ist, genugt es, 

H und ~fc nach den Formeln (84) und (85) zu bestimmen, ohne erst .2 P a b 
zu berechnen. 
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In diesem Falle ist 

Mo = 21,66(2·3,4 - 1,8) = 108,0 mt. 

2 Jfo Z G-N 2 . 108,0 . 8,5 . 0,0013 = 
.'Ife = -3-' RN-G. = 3 0,796 mt, 

H = _ 2 M 0 Z . _l!=-G_ = _ 2 . 108,0 . 8,5 . 0 03~1 3 77 t 
3 h RN-G· 3·6,0' = -, . 

Der Unterschied ist demnach unerheblich. 

b) Belastung p. 
p = 0,4 t pro Meter. 

Nach den Formeln (84) und (85) ergibt sich: 

pP G-N 
12' RN-G· 

0,4 . 8,53 • 0,0013 = 0 027 t 
12 ' m·, 

p za R-G 0,4 . 8,53 ~ 
H = --12 h . RN~G" = - 12.6,0 ·0,031 = -0,126 t, 

A B 8,5 
= = +0,40· 2 = +1,70 t. 

c) Belastung K. 

K = 14,94 t, H" = K = 14,94 t. 

Es ist nach G1. (108): 

nach 01. (109): 

au!> Tabelle III erhalt man 

daher: 

K 
H = - '2" = -7,47 t, 

Q =_KhT. 
o Z ' 

T = 11,5Z, 

Q = _ 1_~,94 '~'0..-...!l,~ = _ 2 38 t 
432,65 ,. 

Ferner ist: 
A = - 14,9~._~,~ = -11,43 t, 

8,5 
B = +11,43 t. 

d) EinfluB der Temperaturiinderung. 

Nach den Formeln (133) und (134) ist 

M~= 
EJdZG 

h(RN-G2) , 

EJetZR 
Ht = --h2(Jifl-G2) , 

E E = 23,6, E oJ t = 23,6·1588300·30 = 1124516400, 

1124516400 . [2 • 4,5 
600 . 103~O--:Z2-' 81900 kgcm = 0,819 mt, 

Ht = _ 1124516400· [2 • 3.!3:~ = -1119 k 
600· . 103,0 Z· g 

= -1,12 t. 
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Beispiel 22. Der in Fig. 114 dargestellte Rahmen hat bei A und B Auf
lagergelenke, ist somit einfach statiseh unbestimmt. Das Tragheitsmoment des 
Quertragers ist konstant, wogegen das Tragheitsmoment der Vertikalen vom 
Auflager aus geradlinig zunimmt. Es ist: 

J = 138000 em', J; = 117000 em', J:' = 41000 em'. 

P., =110 t Pz • 1st 
L ~.5 11.5~ 

I 5,0 I ~~o 
"..zoo kgRro m 

)( -10t 

1£.qom 

#0 

A 

~ ------}-----! 

I \J: ! 
I I 

I 

I I , 

I I 
Ii # # ~ 

~-7,5m 

Fig. 114. 

8 

J." 
" 

Fiir die Vertikale ergibt sich aus der Tabelle fiir nf Spalte VI: 

J 41000 
J; = 117000 = 0,35 . a = 0 , 

15 
nf = 2,500 - (2,500 - 1,818) 20 = 1,988 = rd. 2,0 . 

Daher: 
J D = 41000·2,0 = 82000 em'. 

a) Belastung p. 
Naeh GJ. (159a) ist: 

H = 2:Pab 
2Nh' 

Die Konstante berechnet Rieh naeh GI. (53) zu: 

2h J 2·6,0 138000 
N=l+T J v =7,0+-3-'82000 =13,73. 

Demnach ergibt sieh: 

2:Pab = 20,0·2,0·5,0 + 15,0·4,5·2,5 = 370,75, 

370,75 
H = 2. 13,73 . 6,0 = 2,25 t. 

b) Belastung p. 
Nach GI. (160a) erhii.lt man: 

p l3 0,2. 7,03 

II = 12hN = 12.6,0.13,73 = 0,07 t. 

Bj lirnstad, Steifrahmen. 14 
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c) Belastung I{. 

Es ist: 

H 0 = K = 10,0 t, 

A 10,0·6,0 _ -8 ~7 
7,0 - ,D t, 

d) Tem p era turerliii Ii ung um 30° C. 

Nach Gl. (164a) ergibt sich: 

B = +8,57 t. 

H - _~~ = 23,6· 138000·30·700 = 140 hy 
t - N h' 1373 . 600' '0' 

Beispiel 23. Der in Fig. Il5 gezeigte eingespannte Rahmen client als 
Auflager einer Brucke. Es ist cler EinfluB des Winddruckes IV zu bestimmen. 

Fig. 115. 

Es sei 

~_C) 
·Je - .... , 

h ~ 
11 = -r = O,.J. 

Der \Vindclruck IV erzeugt zwei Vertikalkrafte: 

P _ 13,0· 1,:3 _ A 8~" _ l' , - -4;0- - 'ie, ID t - - 1 

und zwei Horizontalkrafte 
K 13,0 ~ 

= 2~ = 6,0 t, 

die nach C und D verJegt werden. 
Fiir die Krfifte P ist nach Gl. (137): 

H= 
nach Gl. (138) 

2,' P b a L-G 
2h- LN-G" 
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nach Gl. (139) 

Q= 
2: Pba(b - a) 
l2(3L - 2l) 

Da P, negativ und P 2 positiv einzusetzen sind, und da ferner die An
griffspunkte der gleich grol3en Krafte symmetrisch liegen, so wird 2: P b a = 0 
und somit auch H und 11Ie = O. Fiir eine Kraft K ist ~~c ebenfalls = 0 und 
ferner nach Gl. (150) 

H -_1£ 
- 2 ' 

nach Gl. (151) 
KhT 

Q = l(3L - 21) 

Aus Tabelle I Seite 214 el'hiilt man: 

L = 3l, T = 4l. 
Es ergibt sich dann: 

::; Pb alb - a) = -4,875·2,5·6,5(6,5 - 2,5) + 4,87i5· 2,5·6,5(2,;,) - 6,5) 

= -2.4,875.2,5·6,5.4,0 = -633,75 ; 

Ho = 2 K = 13,0 t, A = _13,~. (~'~ -+- 1,;')) = -8,667 t, 
0, 

B = +8,667 t, 

1I _ 
.11,. = 0 , II = 2· 2 = 6,Ll t, 

_ 2 ·6,5 . ~;j . 4! __ 633,7~_ _ . ~ . _ ')__ 
Q - [(9 _ 2) 9,0 9,0"(9 _ 2) - +.3,114 0,L4 - +3,Ll9 t. 

Die Einspannungsmoll1ente betragen: 

.11.1 = JtH = -3,95. 9~0 = -16,ln;') ll1t 

und die Liingskriifte ill1 Quertriiger: 

S = -6,G t (Druck), 
in der Vel'tikale C: 

S,. = +8,667 - 3,59 = +5,077 t (Zug), 

in del' Vertikale D: 
St' = -G,077 t (Druck). 

14* 
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I' 

-"- I J,. 
Konstanten 

1 

G 
N 

0 
L 
T 

LN-G' 
4NT- 3G' 

R 
1 0 

RN-G' 

R 
2 0 

RN-G2 

41 
R 
0 

RN-G' 

6 1 

R 
0 _I RJ,T-O' 

81 
R 
0 

RN-G' 

R 
10 0 

1 RX-CP 
Ii 
I, R , 

12 1 0 

'I RN-G' 

R 
0 

I 
lLY-G' 

I 
R 
0 16 

RN-G' 

I 
R 
0 18 

I 

RN-G' 

R 

Ii 0 

1 RN-G' 
20 

Tabellen zur Bestirnrnung der Konstanten. 

Tabelle I. 'It = 0,5 . 

J 

J" 
1 2 I 3 4 1 5 6 7 I 8 9 ,I 10 

1,5 1 2,0 ! 2,5 1 3 I 3,5 1 4 I 4,5 1 5 I 5,5 6 
1,33 1,671 2,0 : 2,33 2,67, 3 I 3,33 3,67 I 4 4,33 

2 ,3 ,4 I' 5 1 6 i 7 8 1 9 I 10 11 

2,5 'I 4 I' 5,5 7 'I' 8,5 1 10 ,11.5 1 13 : 14,5 16 
O,~~ 1,~: ~ ,7~ I 2,65 _ 3,77 i ~~ I ~,3? I ~,031 9,:~ I 1.;,G~ 
6,~~ I 14,12 1 2~,2~ 38,24 i ~4,03 i i:2 92,43 111~,84, 141,2.) , 169,12 

I 3 ! 4 11 :1) 1 G 1 7 I 8 I 9 I 10 111 112 
5 I 8 1 1-1 ,17 20 I 23 I 26 29 32 
1,24 2.68 I 3,75 I 4.98 1 6,44 I 8,00' 9,72 I 11,70 I 13,751 15,9G 

4 I 5 I 6 1 7 I 8 I 9 ; 10 ! 11 I 12 I 13 
G 9 1 12 15 I 18 i 21 I 24 27 30 i 33 
2,57 I 4,35 I 5,75 I 7,31 I, 9,11: 11,00 1 13,05 I 15,371 17,751 20,29 

6 1 718 I!J ,10 111 112 1 

~ 0)' I 1 ~ ( I 1: "" ' 17 (_ I 20 _ ' 2~ 2~ _ I 
~,_3 I i ,69 I 9" ~ I 11,9 i 14,4;) I 1, ,00 I 19, tl ' 

13 14 15 
29 32 i 35 
22,71 i 25,75 1 28,mi 

8 1 9 110 ill, 12 I 13 ,14 
10 1 1:) 16 ,19 I 22 25 j 28 , 

/,89 I 11,03 I 1:3,1;) I 16,6;) , 19,79 ! 23,00 2(i.37 1 

15 I 

31 i 

ilO,05
1 

16 ! 17 
34 I il7 
3::),75 : Wi,61 

I ~~ I ~ ~ I ~~ 1 ~~ i~! I ~~ '~~ 
-- - ---'".)('')c3:')(COI3~0·) I 10.J.) 14,31! 1,,(1) ",I._J _.1.1. I _J, I • oJ, oJ I 

17 
3:3 
37,39 ! 

18 Hl 
3G 3~) 

4l.7:) I 4G,27 

.J 1 - I 
- . -

1-1 
1 

17 20 23 : 2G 29 
: 

:{2 1 3;) ::)8 41 I 
l:i,21 17,71 :21. 7:) 2:'>,95 30,47 , ;35.00 I :)9,6H 44.7:) 4D.75 ' :14)1:3 

: I I 

I 1 ') H 1 1-10 15 1 G 17 1 K 19 

14 i E) Hi 17 : 18 HJ 20 21 n n 
1 ! IG 19 i 'J') 2;) 28 ;n i 34 .,- 40 43 .:li 

I 

, 
1 15,87 21.0f) i 

<.):"" -- I :30.61 35.81 41,00 4G,;];) 52,071 57,75 ; 6Vi9 ",.J. I;) 
1 

IG ! 17 18 19 20 21 I .J') I 2::) 24 1 
2:) 

18 21 24 
: .J- I :3lJ :3:1 :16 :19 i 42 4f! I -, I 

18,5:{ 
I 

24.39 i 29,75 '1:),27 41,15 47,00 I 5:Ull i 5~l,41 G5, 75 1 72,25 : 

18 1 19 20 21 ')') 
I 2:1 24 25 ! 26 

I 
27 

I 1 I 
1 

I 
20 I 2:3 26 29 32 35 38 41 ! 44 47 

i 
, 

1 73. 75 1 21,19 i 27,73 I 33,7:) 39,93 4G,49 1 53,00 59,67 6G,75 I 80.91 
I , 

20 21 I 22 ')~ 

I :24 
, 

25 ! 2G 27 I 28 2D : I _d 

22 , 25 I 28 31 34 I 37 I 40 I 4:3 I 4G I 49 
23,85 I 31.07 i 37.75 44,59 1 :)1,8'1 i 

5£lJ)1) 6G.33 74,09 i 81,75 : 89,57 

22 I :n 24 28 i 2G 27 28 I 29 30 I 31 , I ! 
24 27 30 3,] 3G ;)~) 42 4;) i 

48 I 51 

2G,51 i 34,.,11 1 41,75 4~J.25 57,17 G5.00 72,99 81,431 89,75, 98,23 
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Tabelle II. n = 0,6 . 

Jr 1 Konstanten _ _ ~ __ ----, __ ...,-_-;-__ J--=D.,-__ .-_--;-_--, __ --;-__ 
_ i _ 1 I 2 I 3_1 4~1_ 5_1 6 _*1 ~~7 =i=1 =8~1:==:=9==*1~1O=. 

N 1,4 1,8 2,2 2,6 3 3,4 3,8 4,2 4,6 5 1

'1I G 1,6 2,2 ... 2,8 T-3,4 'I~ '4,6 5,2 5,8 6,4 7 

OIL 2,2 3,4 4,6 5,8 I 7 8,2 9,4 10,6 11,8 13 
T 2,8 4,6 6,4 8,2 10 11,8 13,6 15,4 17,2 19 

0,52 1,28
1
' 2,28 3,521 5 6,72 8,68110,88 13,32 16 

, 

LN-G' 
4NT-3G2 

j RN-G' 

8,00 18,60 32,80, 50,60 72 97,0 1125,60 157,8 193,6 i 233 

3,2 4,4 I 5,6 1 6,8 I 8 9,2 i 10,4 1 11 ,6 I 12,8! 14 
5,6 i 9,2 : 12,8 . 16,4 . 20 2'1,6 27,2 30,8! 34.4 I 38 
1,92 3,08: 4,48 I 6,12 I 8 10,12' 12,48: 15,08 I 17,92 21 

4,2 I 5,4 ! 6,6 1 7,8 9 j 10,2 11,4 1 12,6 'I 13,8 i 15 
6,6 10,2 13,8. I 17,4 21 I 24,6 28,2 31,8 3ri,4' 39 
3,32 4,88 6,68, 8,72 11 I 13,52 16,28 I 19,281 22,52: 26 

1 R 6,2 7,4 8,6! 9,8 11 112,2 I 13,4 14,6; 15,8 Ii 

_ 4 Iii' ___ O ____ ~-8~,6~-1-2,~2~-1~5,-8~1-19~,4--~2-3--~2-6~,6~--30~,2_.+-3_3~,8-+1_3_7~,4-+ __ 4 __ 1 ,_ RN-G' 6,12 8,48 11,08 I Ll,$l2 I 17 20,32 23,88 27,68. 31,72 36 

R 8,2 i 9,4 10,6 11,8, 13 I H,2 15,4 I 16,6 I 17,8 I 19 
6 0 10,6 114,2 17,8, 21,4 ,25 ,28,6 32,2 I ;35,8 1 39,4 43 

I RN-G~ 8,~l2 '12,08 15,48 119,12 i 23 ! 27,12 : 31,48 I 36,08 40,921 46 
-,---------!-~ __ --~-'--~__+_--:.--~--_i_~----...:.....--~----.:.........,..I ---

R 1O,2! 11,4 12,6 13,8 i 15 i 16,2 17,4 18,6 19,8 I 21 
8 o 12,() 116,2 IH,8 23,4 I 27 i 30,6 34,2 37,8 I 41,4 I 45 

, N R-G' 11,72, 15/i8 19,88 24,;j2! 2H ,;j;J,92 I 39,08, 44,48' 50,12' 56 

10 

i 
1:2 I 

16 

18 

20 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

12,2 1:3,4 i 14,(i 
14,6 '18,2 I 21,8 
14';)2 119,28 24,28 

14,2 i 15,4 ,16,6 
HL6 '20,:2 • 23,1-: 
17,32 22,88 21-:,68 

1ri,8 
2ii) 
29,52 

17B 
27,4 
34,72 

17 
29 
36 

19 
31 
41 

IG,2 17,4 i 18,6 1 D,8 I 21 
11-:,(; 22,2 2:i,8. 2!l,4 33 
20,12 26)8 3'1,08! 39,92 • 47 

18,2 i 19,4 20,6 21,8 . i n 
20Ji I 24,2 ; 27,8 . 31,4 ' 35 
22,92 30,08 I 37,48 I 45,12! 53 

20,2 I 22,4 22,G 2;J,8 I 25 
22,G 2G,2. 29,8 33,4 37 
25,72 i 33,G8 ! 41,88 iiO,32 I 59 

22,2 I 23,4 '24,6 I 25,8 I 27 

1
24,6 : 28,2 31,8, 35,4 ' 39 
28,52 ,37,28 4G,28 55,52 6ii 

18,2 19,4 I 20,6 I 21,8. 2'1 
;t!,6 3fi,2 I 39,8 43,4 I 47 
40,72 46,68 52,88' 59,32! 66 

i 20,2 I 21.4 22,G .. 2~,8 I 2:) 

I
: 34.6 : 38,2 : 41,8 ; 4;),4 49 
. 47 >J2 i ii4,28 I 61,28 i 68,52 715 

'1'1.J 2:3,4! 

36:6 I 40,2 i 

i ii4.:32 I 61,88 , . , 

24,2 
38,6 
61,12 

I '16'1. 

I 40:6 
I Gi",(J2 

28,2 
42,6 
74,72 

2ri,4 : 
4·)· oJ -'.-" 
69,48 

27,4 : 
44,2 i 

-- 08 ' " {, i 

29,4 I 
46,2 
84,68 

24,6 : 25,8 27 

43,8 : 47,4 'I iiI 
69,G8 77,12 86 

26,6 : 27,8 i 29 
45,8 49,4 I 53 
78,01-: 86,92 ; 96 

28,6 
47,8 
86,48 

29,8 1 31 
51,4 55 
%,12 I 106 

30,6 31,8 33 
49,8 534 57 
94,88 105:32: 116 
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Tabelle ID. n = 0,7 . 

J J 
Konstanten 

- -
- J. Jr 

1 1 2 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 l 9 I 10 

G 1,7 2,4 3,1 3,8 4,5 5,2 5,9 6,6 7,3 8 
N 1,47 1,93 2,4 2,87 3,34 3,8 4,27 4,74 5,2 5,67 

0 L 2,4 3,8 5,2 6,6 8 9,4 lO,8 12,2 13,6 15 
T 3,1 5,2 7,3 9,4 11,5 13,6 15,7 17,8 19,9 22 

NL-G" 0,64 1,571 2,87 4,5 6,47 8,68 11,31 14,27 17,43 21,05 
4NT-3G" 9,56 23,9 41,25 64,59 92,89 125,60 163,73 206,81 254,05 306,96 

R 3,4 4,8 6,2 7,6 9 10,4 11,8 13,2 14,6 16 
1 0 6,2 lO,4 14,6 18,8 23 27,2 I 31,4 35,6 39,8 44 

RN-G2 2,11 3,5 5,27 7,37 9,81 12,48 15,58 19,01 22,63 26,72 

R 4,4 5,8 7,2 8,6 lO 11,4 12,8 14,2 15,6 17 
2 0 7,2 11,4 15,6 19,8 24 21l,2 32,4 36,6 40,8 4,5 

RN-G2 3,58 5,43 7,67 10,24 13,15 16,28 19,85 23,75 27,83 32,39 

R 6,4 7,8 9,2 10,6 12 13,4 14,8 16,2 17,6 19 
4 0 9,2 13,4 17,6 21,8 26 30,2 34,4 38,6 42,8 47 

RN-G2 6,52 9,29 12,47 15,98 19,83 23,88 28,39 33,23 38,23 43,73 

I R 8,4 9,8 11,2 12,6 14 15,4 16,8 18,2 19,6 21 
6 

I 
0 11,2 15,,1 19,6 23,8 28 32,2 36,4 40,6 44,8 49 I 

! RN-G2 9,46 13,15 17,27 21,72 26,51 31,48 36,93 42,71 48,63 55,07 

R lO,4 11,8 13,2 1 14,6 16 17,4 
I 

18,8 20,2 21,6 23 
8 0 13,2 17,4 21,6 : 25,8 30 34,2 38,4 42,6 46,8 51 

RN-G" 12,40 17,01 22,07 I 27,46 33,19 39,08 45,47 52,19 59,03 66,41 

R 12,4 113,8 : 15,2 116,6 18 i 19,4 20,8 22,2 23,6 25 
10 0 15,2 19,4 23,6' 27,8 32 : 36,2 40,4 44,6 48,8 53 

15,34 I 20,87 26,87 33,2 
, 

RN-G" 39,87 I 46,68 54,01 61,67 69,43 77,75 

12 1 
R 14,4 

1
15,8 17,2 18,6 20 I 21,4 22,8 24,2 25,6 27 

0 17,2 i 21,4 25,6 29,8 34 i 38,2 42,4 46,6 50,8 55 
I 

RN-G2 18,28 i 24,73 31,67 38,94 46,55 1 54,28 62,55 71,15 79,83 89,09 

R 16,4 17,8 19,2 20,6 22 I 23,4 24,8 I 26,2 I 27,6 I 29 
14 0 19,2 23,4 27,6 31,8 36 40,2 44,4 48,6. 52,8 57 

RN-G' 21,22 28,59 36,47 44,68 53,23 61,88 71,091 80,631 90,23 . 100,4:3 

R 18,4 1 19,8 21,2 22,6 24 25,4 26,8 28,2 29,6 31 
16 0 21,2 '25,4 29,6 33,8 38 42,2 46,4 50,6 54,8 59 

RN-G" 24,16, I 32,45 41,27 50,42 59,91 69,48 79,63 90,11 100,63 111,77 

18 I 
R 20,4 21,8 23,2 24,6 26 27,4 28,8 30,2 31,6 I 33 
0 23,2 27,4 31,6 35,8 40 44,2 48,4 52,6 56,8 61 

RN-G2 27,1 36,31 46,07 56,16 66,59 77,08 88,17 99,59 111,031123,11 

R /22,4 23,8 25,2 26,6 28 

I 
29,4 

I 
30,8 

I 
32,2 I 33,6 

I 
35 

20 0 252 29,4 33,6 37,8 42 46,2 50,4 54,6 58,8 63 
RN-G2 130:04 40)7 50,87 61,~J 73,27 I 84,68 . 96,71 109,07 121,431134,45 
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Tabelle IV. n = 0,8 . 

;/" Konstanten h--- ----,----,----,-------;-" ,-----,----------;-----,---.--
1123456789110 

G 1,8 2,6 3,4 4,2 ~,671 5,8 6,6 I 7,4 8,2 9 
N 1,53 2,07 2,60 3,13 4,2 4,73 5,26 5,8 6,33 

0 
L 2,6 4,2 5,8 7,4 9 10,6 12,2 13,8 15,4 17 
T 3,4 5,8 8,2 10,6 13 15,4 17,8 20,20 22,6 25 

NL-G2 0,74 1,93 3,52 5,52 8,03 10,88 14,15 17,83 22,08 26,61 
14NT- 3 G' 11,09 27,74 50,60 79,79 115,84 157,80 206,10 260,73 322,60 390 

-I: R 3,6 5,2 6,8 8,4 10 11,6 13,2 14,8 16,4 18 I 

11 0 6,8 11,6 -16,4 21,2 26 30,8 35,6 40,4 45,2 50 

II RN-G' 2,27 4,0 6,12 8,65 11,7 15,08 18,88 23,09 27,88 32,94 
-,I 

Ii R 4,6 6,2 7,8 9,4 11 12,6 14,2 15,8 17,4 19 
') ,I 0 7,8 12,6 17,4 22,2 27 31,8 36,6 41,4 46,2 51 ~, 

1537 I _Ii RX-G' 3,8 6,07 8,72 11,78 , I 19,28 23,61 28,35 33,68 39,27 
II R 6,6 8,2 9,8 11,4 13 14,6 16,2 17,8 19,4 21 I 

4 ! 0 9,8 14,6 19,4 24,2 29 33,8 38,6 43,4 48,2 53 

,I RN-G' 6,86 10,21 13,92 18,04 22,71 I 27,68 33,07 38,87 45,28 51,93 -, 
R 8,6 10,2 11,8 13,4 15 16,6 18,2 19,8 21,4 23 

6 ' 0 11,8 16,6 121,4 26,2 31 35,8 40,6 45,4 50,2 55 
RX-G2 9,92 14,35 19,12 24,3 30,05 36,08 42,53 49,39 56,88 64,59 

R 10,6 
1

12,2 1
13,8 15,4 17 18,6 20,2 21,8 23,4 25 

8 0 13,8 18,6 I 23,4 28,2 33 37,8 42,6 47,4 52,2 I 57 

I RX-G' 12,98 , 18,49 : 24,32 30,56 37,39 44,48 51,99 59,91 68,48 1 
77,25 

-
12,6 114,2 115,8 117,4 

, 
R 19 20,6 22,2 23,8 25,4 I 27 

10 0 15,8 20,6 25,4 I 30,2 35 39,8 I 44,6 49,4 54,2 
I 

59 

: 
RN-G' 16,04 I 22,63 . 29,52 I 36,82 44,73 52,881 61,45 70,43 i 80,80 I 89,91 

-
R 14,6 16,2 ! 17,8 19,4 21 I 22,6 24,2 25,8 27,4 I 29 I 

12 0 l7,8 22,6 I 27,4 32,2 ~- 1 
41,8 46,6 51,4 56,2 61 ill 

II 
RX-G' 19,12 26,77 I 34,72 43,08 52,07 61,28 70,91 80,95 91,68: 102,57 

-, 
R 16,6 18,2 19,8 21,4 23 24,6 

I 
26,2 21,8 29,4 1 31 I 

, 

HI, 0 1 19,8 
24,6 29,4 34,2 39 43,8 48,6 53,4 58,2 6:{ 

" RN-G' 22)0 30,91 39,92 49,34 59,41 69,68., 80,37 91,47 103,28 I 11 fJ,23 II -
31,4 : 3'1 I R 18,6 20,2 : 21,8 23,4 2fJ 26,6 28,2 29,8 

I 
16 0 21,8 26,0 : 31,4 36,2 41 45,8 50,6 55,4 60,2 I 6fJ 

1 
RN-G' 25,28 35,05 i 45,12 55,60 66,75 78,08 89,83 101,99 114,88 127,89 

-
I R 20,6 22,2 )23,8 25,4 27 28,6 30,2 31,8 33,: I 3~ 

181 0 
1 23,8 

28,6 33,4 38,2 43 47,8 52,6 I 57,4 62,2 6, 
, 

I RN-G' 28,36 39,19 I 50,32 61,8b 74,09 86,48 99,29 112,51 126,48,140,55 
-' 

201 R 22,0 , 24,2 I 25,8 27,4 29 30,0 ! 32,2 33,8 35,4 37 
0 25,8 30,6 35,4 40,2 45 49,8 fJ4,0 59,4 64,2 69 

I RN-G' 31,44 1 43,33 55,52 68,1l 81,43 i 94,88' 108,75 123,0'11138,081153,21 I 
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Tabelle V. 'It = 0,9. 

;c (I Ko",,,,,,',,,, I-IT' , , J; 6 7 8 9 I 10 

=~~~~-~. -I· ~:~ ~-;:~ Tf~ I ::~ ~,5 ~:: I ~:; ~:~ ~:! 1~ 
o L 2,8 4,6 I 6,4 1 8,2 10 11,8; 13,6 15,4 17,2 19 

T 3,7 ,6,4 9,1 11,8 14,5/' 17,2 I 19,9 22,6 25,3 28 
NL-G2 0,871 2,281 4,23 6,72 9,75 13,32 17,43: 22,08 27,n 33 

4 NT - 3 G2 12,85 32,80 I 60,85 9-7,00 i 141,25 193,60 i 254,05 I 322,60,399,25 484 

R 3,8 I 5,6 I 7,4 I 9,2 I 11 I 12,8 ! 14,6 I 16,4 I 18,2 I 20 
1 0 7,4 : 12,8 18,2' 23,6 I 29 34,4 1 39,8 I' 45,2 I DO,6 I 56 
_~N-G" 2,47 I 4,48, 7,03 I 10,12 i 13,75! 17,92 1 22,63 27,88: (,3.671 40 

I

, R 4,8 I 6,6 I 8,4 'IO,2 12 I 13,5 1 15,6 I 17,4 1 19,2 21 

2 :1' 0 8,4 '13,8 ,19,2 124,6 30 '35,4 40,8 I 46,2 ,51,6 57 
RN-G" 4,07 I 6,68 I 9,83 13,52 17,75[ 22,52; 27,83, 33,68: 40,07 47 -II R 6,8 8,6 I 10,4 ! 1,2,2 114 1~,8 1 17,6 I 19,4 I 21,2 2'1 

J I 0 10,4 15,8 I 21,2 26,6 23 3,,4, 42.1' 48,2 i 53,6 59 
,RN-G" 7,27 11,08, 15,43 I 20,32 : 25,75 31,72 38,2;]; 45,281 52,S7 I 61 

-il! R 8,8 ,10.6 12A 114.2 I 16 17,8' 19,6 1 21.4 I 2:1,2 25 
li 0 12,4 I 17,8 I 23.2 28.6' 34 39.4 i 44,1' ! 50.2 55,6: IiI 

_ RN-G" 10,47 115,48 21,03 27.12 1 33,75 40,92' 48,63 56,88 65,671 7;) 

1 R 10,8 [12,li I 14.4 16,2 1 18 El,8 I 21.6 I 2'1.4 25,2 I 27 
H 0 14.4 19.5 25.2! 30,6 3G II 41,4 46J~ 52,2 57,6 (i:1 

_I RN-G' 13,67 i 19,88 ; 2G,6:~ ! '13,92 1 41,7:) 50,121 59,031 li8.48 ,78,47, 8U 

RIP; I 14,6 '16.4 I 18,2 20 21.8: 23.li '25.4 27,2 i 2H 

10 I 0 HU 2U\ 27.2 I 32,() 38 43.4 48.8 :)4.2! 5!1.G G~) 
RN-G' 16.87 24,28 1 32,23 40,72 i 4U,75' 5U,32 , G9,43 I SO.80 U1.27 i H):{ 

R 
12 I 0 , 

14: 

Hil 

1H [ 

i 
2U ! 

R 
o 

UN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

14.8 lG,6 lS.4 20,2 22 I 23,S 2:).6 2,,4 . i 2D.2 ill 
;34.6 ! 40 45.4, ;)0.8 ! 5G.2 61.6 (i7 IS,4 2:.1.8 2U,2 

20.07 : 28,68 : 37J;:3 47':)2 I 57,751 6B,52 79,83 9LGB 104,07, 117 

25,8 
47,4 

27,6 ;U.2 
52.8 ;)8.2 6:1.6 

116,S I 18.1i 
20.4 2:).8 I 2;3,27 33:08 

20,4 

31.2 
43,43 

22.2 
,)fiJi 
54,;12 G5,7;); 77,72 UO,2:3 103.28 116.S7 

G!) 

nl 
18.8 20,6 22.4 

33.2 
4U/m 

24.2 I 26 
I 

22.4 27.1-\ 3S.6 H 
2G,4 7 j 37,41-\ (i1.12 

20.H ,22,6 24,4 1 20,2 
24.4 i 2D.B :~5.2 40,6 
29,G7 41,BS I 54.li3 G7,!)2 

22,S 24,0 26.4 28,2 
26.4 ;31,8 I 37,2 '42,G 
3·_J,"-{ 4(' )c> GO ).) I -4 -) () ')~:'o ~:..J ~ ":,, 

28 
4G 
H1.75 

30 
4H 
S9,75 

27.S 2!.I.6 31,4 33.2 3;) 
4!J.4 5-k8 fiO.2 G5J3 I 71 
Sri_!l2 lUO,G3 114.88 i 129,67 14;) 

i 2!),8 31,G 33,4 ;-Ed I 37 
'51,4 56S 6'1'1 G7,G I 73 

9G,12 111:03: 126:48142,47 159 

31,8 ; 33,6 35,4 37,2 I 3!l 
5:3,4 I 5S,8 I G.j.,2 69,G 75 

10;),32 121,4;3· UB,OH D5,27 i 173 
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Tabelle VI. n = 1 . 

~L II Konstanten 1; -
=J=r=i!"11 =~', _==j=I-. -1 --2-,'-,,-. 3--'-1-4--'1:==5::1::6::1::7:::1 ::8=-===::9:=-~~1~0-=' 

I ~ ;,67 1 ~,33 :! ~,67 ! ~'331! ~ ~,67 ~,33! 1~ 1~,67 
L 3' 5 7 I 9 11 13 15 17 19 21 
T 4! 7 10 i 13 16 19: 22 25 28 31 

N L-G~ 1,01 II 2,65 i 5 I 8,03 11 ,631 16 • 21,05 26,61 33 40,07 
4NT-3G~ 14,72 38,24 i 72 1115,84 169,121233 1306,96 390 1484 588,08 

o 

R 4 I 6 8 i 10 12, 14 116 18 20 I 22 
1 0 I 8 i 14 20! 26 32 1 38 44 50 G6 I 6:_ 

RN-G~ 2,68! 4,98 8 i 11,7 15,961 21 26,72 32,94 40 4/,/4 

R 5 7' 9 11 13 1 15 117 19 21 :?3 
o 9 115 'I 21 i 27 33 1 39 45 51 57 63 

RN-G' 4,35 7,31 11 15,37 20,29 i 26 3:?,39 39,27 47 55,41 

n 25 R 7 9 11, 13 15 17 19 I 21 

4 0 11 17 23 29 35 41 4437 -,3: 53 
RN-G2 7,69 11,97 17 i 22,71 28,95 36 " 51,93 

59 ! 65 
61 70,75 

(; I 
RN-G~ 

R 9 11 ! 13 ,I' 15 117 I 19 
o 13 19 : 25 31 37' 43 

11,03 16,63 i 2:3 30,05 37,61: 46 

11 13 i 15 17 19 21 
15 21 I 27 3:3 

21 1 23 I 2i) 
49 55 61 , 

G5,07: 64,G9: 

23 • 25 27 

27 
6. 
HC',09 

29 
39 
46,27 

4:) 51 
i 56 66,41 

57 
77,25 

6:3 
8D 

6D 
lOJ,4:~ I! R N-G2 1<1,37 21,29 i 29 3.,;19 

11--R--+-1-3--' -1-5 --1-7--1-9 ---;-21--'!-2-3--:'-)5--2-7--! -29--3-1-

10 II 0 17 23 29 35 41 I 47 I 53 I 59 , 6:) 71 
RN-G' 17,71: 2G,95 3:) 44,73 54,931 66 77,75 89,91; 103 ,116,77 

1,.i--R--+-l-f)~-7-1-1-7-";"I' -19--' -2-1~'-2"';3~1-2-5---:'-27---2-H';'" I 31 33 
I I I I 1') 1 0 19 1?~ i 31 37 . 43 49' :)5 61 67 73 .... I I -~ i 

I RN-G' 21,05, 30,61 I 41 52,07 63,:)9, 76 89,09 102,57! 11. 132,11 

I R 17 19 I 21 23 ! 25 i 27 29 31 i 33 35 
14 I 0 21 27 33 39 i 4:) i 51 57 6il 69.:) 

I RN-G~ 24,il9 3:),27 I 47 i)!L41' 72,25 86 100,43, 1Hi,2:1. 1il1 147,4:) 
11---R~-+-1-9~~2-1-~2-3--~1-2-:)-~1 -2-7~-2~9--;-31-"':-3-3--1-3-5~-3-7-

1(; 'I 0 23 29 3:) I 41 ! 47 53 G9 : 6;) 1 71 / / 
:1 RN-G2 27,73 39,93 53 i 66.7i) 80,91 96 ,111,.7 127,891 14;) ,162,7!) 
1 _____ 4-~-+----~----~-~-----~---~---
i R 21 123, I 25 27 i 2H I 31 33 35 3. 3D 

18 0 25 31 I 37 43 I 4~) I [ii) 61 67 7:3'!) 
RN-G~ 31,07 I 44,59. 59 74,09 89,:)7! 106 123,11' 140,55 159 l78,n 

R 23 1
25 I 23:' 'l4-~ 1 35' 11 I ~~I 35 37 39 41 

20 0 27 33 OJ I' .., v G3 1 69 i 75 81 
RN-G~ 34,41; 49,25 65 81,43: 98,2:3 I 116 134,45! 153,21 i 173 193,47 
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Tabelle VII. n = 1,1. 

~ K~_"n 11--1-'---1 -2--:-1-3-1-4-'---1 -5-1-"·-1-6-1-7--'-1 -8 ------;-1-9--;1-1-0-

G 2,1 3,2 4,3 5,4 6,5 7,6 8,7 9,8 10,9 12 
N 1,73 2,47 3,2 3,93 4,67 5,4 6,13 6,86 7,6 8,33 

o L 3,2 5,4 7,6 9,8 12 14,2 16,4 18,6 20,8 23 
T 4,3 7,6 10,9 14,2 17,5 20,8 24,1 27,4 30,7 34 

N L-G" 1,13 3,1 5,83 9,35113,79 18,921 24,84 31,551 39,27 47,59 
4 NT - 3 G2 16,53 44,37 84,05 135,74 200,15 276 363,86 463,74 576,85 700,88 

R 4,2 6,4 8,6 10,8 13 15,2 17,4 19,6 21,8 24 
1 o 8,6 15,2 21,8 28,4 35 41,6 48,2 54,8 61,4 68 
~, RNR-G2 2,86 5,57 9,03 13,28 18,46 24,32 30,97 38,41 46,87 55,92 

') I 5,2 7,4 9,6 11,8 14 16,2 18,4 20,6 22,8 25 
211}' 0 9,6 16,2 22,8 29,4 36 42,6 49,2 55,8 62,4 69 

_ RNR-G2 4,59 8,04 12,23 17,21 23,13 29,72 37,1 45,27 54,47 64,25 

7,2 9,4 11,6 13,8 16 18,2 20,4 22,6 24,8 27 
4 I 0 11,6 18,2 .124,8 31,4 38 44,6 51,2 57,8 64,4 71 

i RN-G2 8,05 12,98 18,63 25,07 32,47 40,52 49,36 58,99 69,67 80,91 -II R 9,2 1

1

11 ,4 13,6 15,8 18 20,2 I 22,4 24,6 26,8 29 
61 0 13,6 20,2 26,8 33,4 40 46,6 53,2 59,8 66,4 73 

RN-G2 11,51 17,92 25,03 32,93 41,81 51,32 i 61,132 72,711 84,87 97,57 
-!Ir-------~------~--~----~--+_--~--_7--~----+_-

il R 11,2 I 13,4 '115,6 117,81 20 22,2 I' 24,4 26,6 28,8 31 
8 

!I'i" 
o 15,6 22,2 28,8 35,4 42 48,6 55,2 61,8 68,4 75 _':.1 RN
R
- G2 14,97 22,86' 31,43 I 40,79: 51,15 62,12 73,88 86,43 100,07 114,23 

13,2 15,4 117,6 , 19,8 I 22 24,2 26,4 28,6 I 30,8 33 
10 " 0 17,6 24,2 30,8 I' 37,4 44 50,6 57,2 63,8 70,4 i7 
_I RN-G2 18,43 I 27,8 1 37,83 48,65 i 60,49 72,92 86,14 100,15: 115,27 130,89 

R 15,2! 17,4 19,6 I 21,8 : 24 26,2 1 28,4 30,6 32,8 35 
o 19,6 I· 26,2 32,8 39,4 I 46 52,6 59,2 65,8 72,4 79 

RN-G2 21,89 32,74 44,23: 56,511 69,8;~ 83,72 98,4 113,87 130,47 147,55 

14 
R 17,2 19,4 21,6 I 23,8 I 26 28,2 I 30,4 32,6 I 34,8 37 
o 21,6 28,2 34,8 I 41,4 ,48 ~4,6: 61,2 67,8 I 7~,4 I 81 

RN-G2 25,35 37,68 50,63: 64,37 79,17 94,52 i 110,66 127,59 14:),67; 164,21 

16 
R 19,2 21,4 23,6 25,8 I 28 I 30,2 32,4 34,6 1 36,8 39 
o 23,6 30,2 36,8 43,4 I 50 56,6 63,2 69,8 76,4 83 

RN-G' 28,81 42,62 57,03 72,23 88,51 i 105,32 122,92 141,31 160,87 180,87 

18 
R 21,2 23,4 I 25,6 27,8 30 32,2 34,4 36,6 38,8 41 
o 25,6 32,2 I' 38,8 45,4 52 58,6 65,2 71,8 78,4 85 

RN-G' 32,27 47,56 63,43 80,09 97,85 116,12 135,18 155,03 176,07 197,53 

RN-G" 

R 23,2 25,4! 27,6 I 29,8 I 32 34,2! 36,4 38,6 i 40,8 I 43 
27,6 34,2 40,8' 47,4 i 54 60,6 I 67,2 73,8 80,4 87 
35,73 52,5 ,69,83 I 87,951107,19126,92: 147,44 168,75 191,27 214,19 

o 
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Tabelle VIII. n = 1,2. 

J K~"","n I J 
J. -

Jr 

I I I I I I I 1 I 1 2 3 4 5 6 7 8 I 9 10" 

G 2,2 3,4 

1 

4,6 5,8 7 8,2 9,4 

I 
10,6 11,8 13 

N 1,8 2,6 3,4 4,2 5 5,8 6,6 7,4 8,2 9 

0 L 3,4 5,8 8,2 10,6 13 15,4 17,8 20,2 22,6 25 
T 4,61 8,2 11,8 15,4 19 22,6 26,2 29,8 33,4 37 

NL-G2 1,281 3,52 6,72 10,88 16 22,08 29,12 37,12 46,08 56 
4NT-3 G2 18,60 50,6 97 157,8 233 322,6 426,6 545 677,8 825 

R 4,4 I 6,8 9,2 11,6 14 16,4 18,8 21,2 23,6 26 
1 0 9,2 16,4 23,6 30,8 38 45,2 52,4 I 59,6 66,8 74 

RN-G2 3,08 I 6,12 10,12 15,08 21 27,88 35,72 44,52 54,28 65 

R 5,4 7,8 10,2 12,6 15 17,4 19,8 22,2 24,6 27 
2 0 10,2 17,4 24,6 31,8 39 46,2 53,4 60,6 67,8 75 

RN-G2 4,88 8,72 13,52 19,28 26 33,68 42,32 51,92 62,48 74 

R 7,4 9,8 12,2 14,6 17 19,4 29,8 24,2 26,6 29 
4 0 12,2 19,4 26,6 33,8 ' 41 48,2 55,4 62;6 69,8 77 

RN-G2 8,48 13,92 20,32 27,68 36 45,28 55,52 66,72 78,88 92 

R 9,4 11,8 14,2 16,6 19 21,4 23,8 I 26,2 28,6 31 
6 0 14,2 21,4 28,6 35,8 43 50,2 57,4 ! 64,6 71,8 79 

RN-G2 12,08 19,12 27,12 36,08 46 56,88 68,72 i 81,52 95,28 , 110 

R 11,4 13,8 16,2 18,6 21 23,4 25,8 28,2 30,6 33 

81 0 16,2 23,4 30,6 37,8 45 52,2 59,4 66,6 73,8 81 
RN-G2 15,68 24,32 33,92 44,48 56 68,48 81,92 96,32 111,68 128 - R 13,4 15,8 18,2 20,6 23 25,4 27,8 I 30,2 32,6 35 

10 0 18,2 25,4 32,6 39,8 47 54,2 61,4 . 68,6 1 75,8 83 
RN-G2 19,28 29,52 40,72 52,88 66 80,08 95,12 i 111,12 128,08 146 - R 15,4 17,8 20,2 22,6 25 27,4 29,8 32,2 34,6 37 

12 0 20,2 27,4 34,6 41,8 49 56,2 63,4 70,6 77,8 85 
RN-G2 22,88 34,72 47,52 61,28 76 91,68 108,32 125,92 144,48 164 

R 17,4 19,8 22,2 24,6 27 29,4 31,8 34,2 36,6 39 
14 0 22,2 29,4 36,6 43,8 51 58,2 65,4 72,6 79,8 87 

RN-G2 26,48 39,92 54,32 69,68 86 103,28 121,52 140,72 160,88 182 -
R 19;4 21,8 24,2 26,6 29 31,4 33,8 36,2 38,6 41 

16 0 24,2 31,4 38,6 45,8 53 60,2 67,4 74,6 81,8 89 
RN-G' 30,08 45,12 61,12 78,08 96 114,88 134,72 155,52 177,28 200 

R 21,4 23,8 26,2 28,6 31 33,4 35,8 38,2 40,6 43 
18 0 26,2 33,4 40,6 47,8 55 62,2 69,4 76,6 83,8 91 

RN-G' 33,68 50,32 67,92 86,48 106 126,48 147,92 170,32 193,68 218 

R 23,4 25,8 28,2 30,6 33 31>,4 37,8 40,2 42,6 45 
20 0 28,2 35,4 42,6 49,8 57 64,2 71,4 78,6 85,8 93 

RN-G2 37,28 55,52 74,72 94,88 116 138,08 161,12 185,12 210,08 236 
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Tabelle IX. 'It = 1,3. 

J' hi }~. 1 Konstanten J" _L 1 1-2-----,1--3--4-' -5---6- 7 8 9 1 10 

J 

,--" ;~ ~:~71°- ~:~3 1--~:~II f~71 ~:~4-~~:~ .1
' 1~:~711~::4 1~:~ 1:,67 

o ' L 3,6 I 6,2 8,8 11,4 1 14 16,6 19,2 21,8 24,4 27 
T 4,9, 8,8 12,7 16,6 i 20,5 24,4 'I 28,3 32,2 36,1 40 

N L--G~ 1,441 3,971 7,67112,521 18,51\ 25,48. 33,73! 4:3,13 53,43 65,09 
,4 NT - flO' 20,78 , 57,22 110,85 181,49; 269,13 372,1) 1494,29 632,791786,85 959,20 

!' R 4,6 i 7,2 I 9,8! 12,4 1 15 17,6 I 20,2 22,8 I 25,4 28 
1 0 9,1) ,17,1i I 25,4 I 33,2 1 41 48,8 56,G 64,4 72,2 80 

.+ 

G 

I 

-"l 
1 

R I 
C I 

10 i 

R],'-G' 3,31 1 G,70 1 11,27 1 lG,99 i 23,85 31,68 i 40,8 G1,071 62,23 74,76 

R 5,G 1 8,2 1 10,8 13,4 1 lG 1 Ul,1l I 21,2 23",) 26,4 1 29 

o 1?,8. 1~,G. 126,~_ 34,2. 42 149,8 57,G I G5,4 7;3,2 'I 81 
RX-G' :),18 I .1,4.Q 14,81 21,46 i 29,19 37,881 47,87, 59,0171,03 84,43 

R 
0 

RN-G' 

R 
0 

RN-G~ 

R 
() 

RN-G' 

R 

7,6 10,2 12,8 15,4! 18 ! 20,G ! 2:1,2 I 25,1) 1 

12,8 I 20,G I' 28,4 1 !J6,2 44 I 51,8 I 59,G 1 G7,4 1 

28,4 I 31 
7G,2 83 

8,92 . 14,89 22,071 :30,4 , 39,87. 50,:28, 62,01, 74,891 88,63: 103,77 

I D,ll I 12,2 i 14,8 17,4 1 20 22,6' 25,2 1 
14,8 1 22,6 BO,4 1 ;38,2 4G I 53,8 I lil,6 ' 
12,66 20,~5 1 29,27 :39,34 i 50,::'5 fl2,68 , 7fl,15! 

2"1,8 ;lU,4 1 33 
G9,4 I 77,2 1 85 
~)O,771106,23 '.12:3,11 

1I,() I 14,:2 1(;,:-1 1 19,4 22 I 24,6 21,2 ')98 30
) 4 I "30 

W,8 24,13 I 32,4 40,2 48 !i!i,8 i 133,6 ;1:4 I 70:2 . ~~ 
16,40 I 25,81 I ;]fl,47 1 48,28 Gl,23 7").08 90,29 10(J,65 , 12:1,831142,45 

13,6 1 16,2 1 18,8 I 21,4 ! 24 2G,6 2~1,2 31,8 1 B4,4 I :37 
o 18,8' 21),1) , 34,4 I 42,2 1 50 57,8 I G5,G 73,-1-! 81,2 ! 89 

I RN-G~ 20,14! 31,27 : 43,67, 57,22. 71,91 87,48 104,4:3 122,5:1 i 141,43 , 161,79 
---'--------+---~----~--~----~--~--------~--~----~---

121 
, 

1-l 1 

I 
I 
I If) 

1 

1 

I 

lSi 
I 

---I 
I 

1 

')0 
- I 

i 

R 1:;,6 1 18,2 I 20,8 1 23,4 1 2G 28,G! 31,2 33,8 I 36,4 I 39 
o 120,8 I 28,() 3G,-! H,2 :)2 5~1,8: 67,13 75,-!· 83,2 '. 91 

R},'-G' 23,1'8 3n,73 1 [)0,87! 6(i,1G I 82,59 99,88: 118/i7 138,411159,031181,13 

R 
o 

RR-G' 

R 
o 

RY-G' 

R 
o 

RN-G' 

17.6 1 20.2 1 
22,8 '30,6 
27,621 42,19 I 
1l) " ')2 ') : .,v 1 ~ ,~ 

24,8 ;32,6 ·1' 

31,36 1 47,65 

21,1i I 24,2 I 

26,8 I 34,13 I 
35,10 , 53,11 

23,6 126,2 
28,8 3G,6 
38,84 58,57 

22,8 'I 2\4 '28 ~O,fl I 33.~ ~~,8 I 3~,4 I 41 
384 46,2 I 54 61,8 69,6 I •• ,4 8D,2, 93 
58:07 75,10, 93,27 112,281 132,71,154,29 i 171i,63 I 200,47 

24,8 1 :27,: ':~ 1 ~?,G ' ~G,2 I 37,8 I 40,4 II 4~ 
-!0,4 'I 48,2 1 06 ,[d,8 1 Il,G ! 79,4 I 87,2 . 9:) 
G5,27 84,04: 103,951124,681146,881170,17,194,231219,81 

26,8 29,4 I 32 I 34,G I 37,2 I· 39,8 1 42,-! I' 45 
42,4 50,2 I 58 1 65,8 I 73,6 81,4 I 89,2 , 97 
72,47 92,98 114,G3 1 137,081 160,991 186,05 211,83 , 239,15 

:>8,8 I 31,4 • 34 'I 36,6 1 39,2 I 41,8 I 44,4 I 47 
44,4 52,2 1 60 . 67,8 I 75,6 83,4 I 91,2 99 
79,67,101,921125,31 149,48,175,13' 201,93 229,43' 258,49 



Tabellen zur Bestimmung der Konstanten. 

Tabelle X. 11, = 1,4. 

J !I Konstanten I 
J'~il 1~1 ~ 3 4 56 __ , 7.,S_ , 

J 
J,. 

9 10 
~~=~----1==c===~==~,=====,====;===="====i===i=--'--_c_.--~ 

'I G 2,4 1 el,S 1 5,2 I 6,li is' 9,4 1O,S I 12,2 I 13,6 15 
I N 1,9el 2,S7, el,S 4,7cl 5,67! 6,6 7,5el! 8,461 9,4 I 10,33 

o ' L 3,S 6,6, 9,4 12,2, 1517,S 20,6' 23,4 26,2 29 
, T 5,2 ' 9,4 '13,6 17,8 I 22 26,:2 30,-t 34,6, 38,S, 43 
1 N L-G' 1,57 1 4,5 8,6S l±,14 21,OG 29,12 3S,48 49,121 61,32' 74,57 
! 4 NT - 3 G' 23,9 164,5 125,6 206,Sl 306,96 426,6 :165,73 , 764,36 904,0 : 1101,76 

1 
I

I,. R 4,1) 7,6 10,4' 13,2 16, lIS,S I 21,6 I 24,4 27,2 30 
o 10,4 18,S 27,2 135,6 44 52,4 1 GO,H 69,2 77,6 H6 

RX~G' 3,5 I 7,37 i 12,24 lS,S7 26,72 i 35,72 I 46,01 57,5S 70,72 S4,9 
:!j--R ............ -+-....;5,-S _':"'-s-,6-+1-1-1-,4---'-1 -1-4-,2---'--1-7 -:-, -~-9 ,-S -i1-22-,6-'-:~-1l-,:-+1-2-:s-:,2~1--:-3-:-1 -

:2 0 11,4 19,8' ')8') I 36,6 45 DH! 61,S I ,0,2 I 7S,6 I S7 

!,_R_._:\'_~_CT_"--I-_G,_43_-;-1_0_,2_4_:t_6_:2_S_' _2_:3_,6+_3_2,_el9 ............ _4_2,_:32-,'_G:_'l,._54-:-6_o_,0_4+-:S-:0-:,1_2..!-: --:-!)-:-;-,,_2:3 

R I 7,S 'l lO,6 13,4 lfi,~ 19 I :21,8 24,6 27,4 I 30,2 :33 
o 13,-t 21,S ; elO,2 :]S,6 47 5;-',4 1 63,S 72,2 80,6 89 

RN-G' I 9,29, 15,98 I nS8 33,OG 4:1,7:], :J:),52' G8,6 8::',961 98,92 i IF),89 
---'------+I----~--~--~---~-~-------~--7---

, R 9,S 12,6 15,4 lS,2 2123,S 26,6 29,-t I 32',2 I' 35 
G '; () 15,4 23 S :]~,2 40,G 4~l :J 7 ,4 65,S 7 -t,2 S2.1i 91 

;1 __ R_·_:\'_-_G-_"-+1_1_3,_15_,-1 2_1_: '_2...:..1 _?_'l_,4_S_4_2_,8_2.,...' _'J_fi,_1l_7 _6_S,_, ~....;) l_s_._3,_13(--,; ,_99_,8_S-;--I1_7_, 7_2..;..' _1_3_13,_:):) 

---I R 111,8 14,6 17.4 20,2 1 23 ::'\S 2S,G :)1,-t 3-t,2 
R ' 0 17,-t 25,8 0-t,2 -1-2,6 I 51 59.4 G7,S 7G,2 S4,6 

!' RN-G' 117,111' 27,46, 39,(18 51,9S! 66,-+1 Sl,D2 9S,72 Wi,S 13G,52 

37 
9:l 

157,21 
---,-----+----~----~----'--------------------

R 113,8, ;~,~ I HI,4 1 22,2 2527,S :lO,1) , :3:3,4 I :36,2 39 
wi 0 El,4 I ~',1' 36,2 I 44,G :,;'J Gl,4 6n,S 178,2 'I 86,6, !Jfi 

II R.Y -G' I 20,S7 33,20' 4G,6SI 61,44 i 77,7G 1 95,12 113,7S 133,72 1;)5,321 177,87 ---'I-----=---+---'------+-I ---'-----,----'----'--
I R 15,8 lS,6 21,4 24,2 27 ,29.8 32,6 %,4 1 38,2 I .JJ 

1:2 , 0 21,4 29,8 3S,2, 46,G 55 63,4 I 71,S SO,2 S8,6, 97 
I RX~G' 24,73 3S,D4 54,2S. 70,90, 89.09 lUS,32 128,S-+, 150,04 174,12' l!JS.i):) 
----............ -+-------------'---~-~--~-----,----

1
'1' R 17,S 20,6 23,4, 2(;,2 29 :11,S 34,6 I 37,')' 40,2 1 43 

I , 1 I " ± 0 23,4 31,S I 40,2 ,4S,6 57 1.15,4 (:'],S· S2,2 DO,6 1 99 
i RX~G' 2S,59 i 44,68 61,SS· 80,36 100,4:] 121,52,143,9 167,56 192,92: 219,1!J 

R 19,8, 22,6 25,4 1 28,2 I 31 33,8 I B6,6 : :39,4 I' 42,2 ,I::> 
o 25,4 I 33,S 42.2 50,li 59 67,4 7\S I S4,2 92,6 1101 

R X ~G' 32,45 ' 50,42 I 69,4S S9,S2. 111,77 1134,72 158,96 1S4,48 I 211,72 239,8i) 

If) 

R 21,S 124,6 I 27,4 30,2 I 33 I 35,S I 3S,6 I 41,4 1 44,2 I 47 
18 0 27,4 135,s 44,2 52,6, 6. 1 ,. 69,4 77,8 Sfi,2 94,6 I! 103 

, RN-G' 36,3156,15177,08 9D,2SjI23,1l147,92:174,02201,4 ,230,52 260,f11 
---1---------+---+------'-----'-----'-----------'---'---------'---

I
' R 23,S' 26,6 I 29,4 i 32,2 35 ,37,8 I 40,6 43,4 46,2 I' 49 

20 I 0 I I· I I 29,4 . 37,8 46,2· 54,6 I 63 I 71,4 . 79,S I SS,2 I 96,6 105 
i RN~G' 40,17 i 61,9 1 S4,6811OS,74 134,45 161,12 1S9,OS 21S,32 249,32 2S1,17 



224 Tabellen zur Bestimmung der Konstanten. 

Tabelle XI. n = 1,5. 

J_I Konstanten I J. = 
J r ~--~I----'---'----'---''---'----'---'-----'---

i 1 2 I 3 : 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 ., 10 
2,5 
2 

4 
3 

7 8,5 10 11,5 13 14,5 16 
5 6 7 8 9 10 11 

0; 

G 
N 
L 
T 

4 7 13 16 19 22 25 28 31 
5,5 10 14,5 19 23,5 28 32,5 37 41,5 46 
1,75 5 9,75 16 23,75 33 I 43,75 56 69,75 85 

4 NT - 3 G2 25,25 72 141,~5 233 347,25 484 643,25 825 1029,25 1256 
NL-G" 

1 R 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 
1 ' 0 11 20 29 38 47 56 65 74 83 92 

II RN-G2 3,75 8 13,75 21 29,75 40 51,75 65 79,75 96 

2 ;1 ~ 1; 2; :~ I:: :~ :: I :: ~ I :~ I :: 
_:j_R_N_R_G_2 -+_:_' 7_5-+--i~-7131-i-1-131_427 ,_7 5~_~_~-r_~_~_' 7_5 i---:~---i-::-' 7_5+1_~_: -i-1_::_,·-_tiJ .... ji _1~_~ 

41 0 14 41 50 59 68 77 1 86 95 
RN-G2 9,75 25,75 36 47,75 61 75,751 92 109,75 1 129 

-I----r-~-~-~~-~--~--r__+-~---
'1 R 110 13 16 19 22 25 28 3134 37 

6 .1 0 16 25 34 43 52 61 70 79 88 97 
I RN-G2 13,75 23 33,75 46 59,75 75 91,75 110 129,75 151 

---I-~~-r---+---i-----i--+---i-----i--+---i---+----

8 il ~ ~~ ~~ ~~ !~ I~! !~;~ :~ ~~ ~~ 
RN-G2 17,75 29 41,75 56 71,75 89 107,75 128 149,75i 173 

R 14 17 20 23 26 29 32 35 38 I 41 
10 o 20 29 38 47 56 65 74 83 92 I 101 

RN-G2 21,75 35 49,75 66 83,75 103 123,75 146 169,75 195 

R 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 
12 o 22 31 40 49 58 67 76 85 94 103 

RN-G2 25,75 41 57,75 76 95,75 117 139,75 1134 189,75 217 

14 
R 18 21 24 27 I 30 33 36 39 42 45 
o 24 33 42 51 60 69 78 87 96 105 

RN-G2 29,75 47 65,75 86 107,75 131 155,75 182 209,75 239 

R 20 23 26 29 32 35 38 41 44 47 
16 o 26 35 44 53 62 71 80 89 98 107 

RN-G2 33,75 53 73,75 96 119,75 145 171,75 200 229,75 261 

R 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 
18 o 28 37 46 55 64 73 82 91 100 109 

RN-G2 37,75 59 81,75 106 131,75 159 187,75 218 249,75 283 

20 
R 24 27 30 33 36 39 I 42 45 48 I 51 
o 30 39 48 57 66 75 84 93 102 111 

RN-G' 41,75 65 89,75 116 143,75 173 203,75 236 269,75 305 
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Tabelle XII . . n = 1,6. 

J II I 
j~I'I' Konstanten II-----,--.------,-----J-"---'-.----.--,------,-----

J 

II 

01 

G 
N 
L 
T 

, NL-G" 
14NT-3G2 

1 I 2 I 3 4 I· 5 6 7 1 8 9 10 

2,6 I 4,2 5,87,4 9 I 10,6 12,2' 13,8 15,4 17 
2,07' 3,13 4,2 5,27 6,34 I 7,4 8,47 9,54 10,6 11,67 
4,2 7,4 10,6 13,8 17 20,2 23,4 26,6 29,8 33 
5,8 10,6 15,4 20,2 25 29,8 34,6 39,4 44,2 49 
1,93 5,52 10,88 17,97 26,78 37,12 49,36 63,32 78,72[ 96,11 

27,74 79,79 1157,8 260,73 390,0 545 764,36 932,2 11162,6 11420,32 
~Il--------+---~--~--~----+_--~--~----+_--~----+_----

R 5,2 8,4 11,6 14,8 18 21,2 24,4 27,6 30,8 34 
1 0 11,6 21,2 30,8 40,4 50 59,6 69,2 78,8 88,4 98 

RN-G2 4,0 8,65 15,08 23,24 33,12 44,52 57,83 72,86 89,32 107,78 

6,2 9,4 12,6 II 15,8 ! 19 II 22,2 25,4 28,6 31,81 35 
12,6 22,2 31,8 41,4 I 51 60,6 70,2 79,8 89,4 99 
6,07 11,78 19,28! 28,51 39,461 51,92 66,3 82,4 1 99,92 119,45 

8,2 111,4 '114,6 i 17,8 21 I 24,2 I 27,4 30,6 I 33,8 1 37 
14,6 i 24,2 33,8 'I 43,4 53 I 62,6 I 72,2 81,8 91,4 101 
10,21 118,04 27,68 I 39,05 52,14 66,72: 83,24 101,481 121,12 i 142,79 

R 
o 

RN-G" 

10,2 13,4 16,6 19,8 1 23 I' 26,2 1 29,4 I 32,6! 35,8
1

1 39 
16,6 26,2 35,8 45,4 I 55 64,6 74,2 I 83,8 I 93,4 103 

i RN-G2 14,35 24,3 36,08 49,59 64,82 8,1,521100,18 120,56 142,32 166,13 

R 
o 

II R 12,2 115,4 I 18,6 I' 21,8 I 25 II 28'~11 31,; I 3~,6 I 3~,8 41 
8: 0 18,6 I 28,2 1 37,8 47,4 I 57 66,6 76,~ 8;),8, 9;),9 105 

I RN-G2 18,49 ; 30,56 i 44,481 60,13 77,5 I 96,32 117,121139,641 163,52 189,47 

10 I
I RO 14,2 17,4 I 20,6 23,8 27 1 30,2 33,4 36,6 39,8 43 

20,6 30,2 139,8 49,4 59 68,6 78,2 87,8 97,4 107 

I 
RN-G" 22,63 36,82 52,88 70,67 90,18 111,12 134,06 158,72 184,72 212,81 

.~----~~----r--~~----~--+----+----r----+-----
R 16,2 19,4 I 22,6 25,8 29 32,2 I 35,4 38,6 41,8 45 
o 22,6 132,2 41,8 51,4 61 70,6 80,2 89,8 99,4 109 

RN-Go 26,7743,08 1 61,2881,21102,86125,92,151,0177,8 205,92236,15 
II:-------+----+I----;-----+------r------';----,----+-----i-----+---

R 18,2 21,4 24,6 27,8 31 I 34,2 37,4 40,6 43,8 47 
14, 0 24,6 34,2 43,8 53,4 63 72,6 82,8 91,8 101,4 111 

i RN-G" 30,91 49,34 69,68 91,75 115,541140,72 167,94 196,88 227,12 I 259,49 
if--------+---+----+-----t-----\-----+-----t-----\-----+------\----

R 20,2 23,4 26,8 29,8 33 36,2 39,4 42,6 45,8 49 
161 0 26,6 36,2 45,8 55,4 65 74,6 84,2 93,8 103,4 113 

1:1 __ R_N ___ G_2-+_35_,0_5+-5_5,_6-+-_78_,0_8+-10_2_,2_9,1_2_8,_29_~~1_55_,5_2,-18_4_,8_8+2_1_5,_96-+-_24_8_,3_2+-2_82_,8_3 

R 22,2 25,4 28,6 31,8 35 38,2 41,4 44,6 47,8 51 
o 28,6 38,2 47,8 57,4 67 76,6 86,2 95,8 105,4 115 

RN -G" 39,19 61,86 86,48 112,83 140,9 170,32 201,82 235,04 269,52 306,17 

R 24,2 i 27,4 I 30,6 I 33,8 I' 37 I 40,2 43,4 I 46,6 1 49,8 53 
o 30,6' 40,2 49,8 59,4 69 ,78,6 88,2 97,8 I 107,4 117 

RN-Go 43,33 ! 68,12 94,88' 123,37 j 153,58: 185,12 218,76 1 254,12 ! 290,72 329,51 

Bjornstad, Steifrahmen;. 15 



226 Tabellen zur Bestimmung der Konstanteno 

Tabelle XIII. n = 1,7. 

JJ,.I Konstanten '~~',----c-~-'-~--'-"~~"-' _-___ -,-------_-,-__ ----.-~_ 
==c',=' ===*=~1=+1~2~=3, J_---.! __ ol_ ~J 6 I 7 , 8 I 9' I. 10 

G I 2,7 I 4,4 6, 1-1-7 ~81 ~9,5- ~1=1 ,2c ''-'7
11 
=1=2,=9 ==il~ c1=4,=6' -'--F=1=6,=3 =j1==1~8 = 

N 2,13
1 

3,27 4,4 5,53 6,67 7,8 8,93 10,06 11,2 12,33 
L 4,4 7,8 11,2114,6 18 21,4 24,8 28,2 31,6 35 
T 6,1 ,11,2 16,3 21,4 26,5 31,6 I 36,7 41,8' 46,9 52 

I N L-G' 2,08 'I' 6,15 12,07. 19,9 29,81 41,48 'I 55,05 70,531 88,23 107,55 
4 N T ~ 3 G' 30,10 88,42 175,251290,85 ,436,27 609,6 811,49 1042,55 11304,05 1592,64 

o 

11 ~ 1~:~ 2~:~ ~;:~ !~:~ ~: I ~~:~ ;;:~ ~~:! I ~~:~ 11~~ J RN-G' 4,21 9,42 16,47 25,43 36,48 49,28 63,98 80,59 99,43 119,88 

2 ,I ~ 11~:~ 2::~ ~~:~ !~:~ ~~ ~~:~ I ;~:~ ~~:~ ~::~ 1~~ 
~

I RN~G' 6,34 12,69 20,87 30,96 43,15 57,08' 72,91 90,65 110,63 132,21 

I R 8,4 11,8 I 15,2 18,6 I 22 25,4 28,8 I 32,2 35,6 39 
4 , 0 15,2 25,4 135,6 45,8 l 56 66,2 76,4 I 86,6 96,8 107 _Ii RN--G' 10,6 19,23, 29,67 42,02 56,49 72,68 90,77 110,77 i 133,03 156,87 

II R 10,4 13,8 17,2 20,6 I 24 27,4 I 30,8 34,2 37,6 I 41 
611 0 17,2 127,4 37,6 47,8 58 68,2 I 78,4 88,6 98,8 [I 109 _II RN-G' 14,86 25,77 38,47 53,08 69,83 88,28: 108,63 130,89 155,43 181,53 

I' R 12,4 115,8 19,2 I 22,6 26 29,4 32,8 36,2 I 39,6 I 43 
8 , 0 19,2 29,4 I ~n,fi ,49,8 60 70,2 80,4 90,6: 100,8 III 

RN-G' H),121 32,31 I 47,271 64,14 83,17 103,88 126,49 151,011 177,831 206,19 

i R 14,4 " 17,8 ,I' 21,2 1 24,6 28 31,4 I 34,8 'I 38,2 41,6 45 
10 'I 0 21,2 31,4 41,6 51,8 62 72,2 I 82,4 92,6 102,8 113 

RN-·G' 23,38 38,85 I 56,07 i 75,20 96,51 1119,48 i 144,35 171,13 200,23 230,85 

-:1 R 16,4 19,8 23,2 I 26,6 30 33,4 I 36,8 40,2 I 
12 I 0 23,2 33,4 43,6 I 53,8 64 74,2 84,4 94,6 _!, RN-G' 27,64 45,39 64,87 i 86,26 109,85 138,08,162,21 191,251 

'I R 18,4! 21,8 25,2 28,6 32 1 35,4 38,8 1 42,2 
14 : 0 25,2 I 35,4 45,6 1 55,8 66 I 76,2 86,4 I 96,6 
_I: RN-G' 31,90: 51,93 73,671 97,32 123,19 I 150,68 180,071 211,37 

R 20,4! 23,8 27,2 I 30,6 34 37,4 I 40,8 44,2! 
16 i 0 27,2 [37,4 47,6 I 57,8 68 78,2 i 88,4 98,6 I 
_: RN~G' 36,16 58,47 82,47: 108,38 136,53 166,28 1197,93 231,49 1 

I R 22,4 I 25,8 29,2 32,6 36 39,4 42,8 46,2 
18.1 0 29,2: 39,4 49,fi 59,8 70 180,2 90,4 100,6 
_iii RN-G' 40,42]65,01 91,27 119,44 149,87 181,88 215,79 251,61 

R 24,4 127,8 \ 31,2 34,6 38 I 41,4 44,8 48,2 1 
20 1:1' 0 31,2 i 41,4 1 51 ,6 61,8 72 82,2 92,4 102,6 1 

RN~G' 44,68 1 71,55 100,07 130,50 163,211197,48 233,65 271,731 

43,6 47 
104,8 115 
222,63 255,51 

45,6 1 49 
106,8 I 117 
245,03 [ 280,17 

47,6 I 51 
108,8 1119 
267,43 304,83 

49,6 53 
110,8 121 
289,83 329,49 

51,1) 55 
112,8 123 
312,23 ( 354,15 
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Tabelle XIV. n = 1,8 . 

-,Ii R 10,611?4,21178 1 21,4! 25 ! 286 1 32,21 35,8 I 394! 43 
6 i 0 17,8 _8,6 39:4 1 50,2 I 61 I' 71:8 1 82,6, 93,4! 104::2 i 115 

:1 RN-G" 15,48 27,12' 40,92 1 56,88, 75 95,281] 17,72 1 142,321 169,08 1 198 

-ii' R 12,6 i 16,2 ! 19,8 ! 23,4 I 27 I 30,6 ' 34,2 1 37,8 I 41,4 I 45 
8 i 0 19,8 I 30,6 'I 41,4 I 522! 63 73,8 84,6 95,4 1106,2 117 

'I RN-G" 19,88;33,92,50,12,68:481 891111,081136,521163,52 192,681224 

-j' R 14,6' 18,2 I 21,8 , 254 29! 32,G 1 ;36,2 ~ 39,8 1 43,4, 47 
10 1 0 21,8 i 32,6 ! 43,4 54:2 I 65 1 75,8 1 86,6 I 97.4 I 108.2 : 119 

I RN-G" 24,28 : 40,72! 59,321 80,08! 103 1128,08 155,321 184,72 216,281 250 

-I R 22,6 1 26,2 " 29,8 1 33,4 I 37 1 40,6 I' 44,2 47,8 51,4 55 
18, 0 29,8 140,6 51,4 1 62,2 73 I 83,8 94,6 105,4 116,2 127 _I RN-G' 41,88 67,92 1 96,12,126,48 159 1193,681230,52 269,52 310,68 354 

20 I R 24,6 28,2 [ 31,8 ! 35,4 39 I 42,6 46,2 I 49,8 I 53,4 57 
,0 31,8 42,6 53,4 64,2 75! 85,8 96,6 J07,4 i 118,2 129 

I RN-G" 46,28! 74,72 105,32 138,08 173 210,08' 249,32 290,72 334,28 380 

15* 



228 Tabellen zur Bestimmung der Konstanten. 

Tabelle XV. n = 1,9. 

J 
J 
J r Konstanten ___ -, ____ ,,--_-.------__ _ .---__ J," __ ----,-____ -.-_ 

1 I 2 1 3 1 4 I 5 I 6 I 7 1 8 -1-9:-1 10-
G 
N 
L 

2,9 
2,27 
4,8 

4,8 
3,53 
8,6 

6,7 
4,8 

12,4 

8,6 
6,07 

16,2 

10,5 
7,33 

20 

12,4 
8,6 

23,8 

14,3 
9,87 

27,6 

16,2 18, L 20 
11,14 12,4 13,67 
31,4 35,2 39 J 

I T 6,7 12,4 18,1 23,8 29,5 35,2 40,9 46,6 52,3 58 
II N L-G2 2,49 7,32 14,63 24,37 36,35 50,92 67,92 87,36 108,87 133,13 

_114NT-3G2 35,61105,97212,85355,98534,19 749,61001,26,1289,18 11611,251971,44 

1 0 13,4 24,8 36,2 47,6 59 70,4 81,8 93,2 104,6 116 I R 5,8 9,6 13,4 17,2 21 24,8 [ 28,6 I 32,4 36,2 40 

1 RN-G2 4,76 10,85 19,43 30,44 43,68 59,52 77,79 98,5 121,27 146,8 

lIRL, 11:t ~H8 m3 li:t :~'01 ::::2 i!:i6 l~:L :~:::7 ::L 
il R 8,8 12,6 1 16,4 20,2 24 27,8 31,6 35,4 i 39,2 43 

4 , 0 16,4 27,8 39,2 50,6 62 73,4 84,8 96,2 I 107,6 119 
, RN-G2 11,57 21,44 33,83 48,65 65,67 85,32 107,4 131,92 158,47 187,81 

-I R 10,8 14,6 18,4 I 22,2 26 29,8 33,6 37,4 41,2 I 45 
6 ' 0 18,4 29,8 41,2 52,6 64 75,4 86,8 98,2 109,6 121 

.! RN-G2 16,11 28,50 43,431 60,79 80,33 102,52 127,14 154,2 183,27 215,15 

-I R 12,8 16,6 1 20,4 I 24,2 28 31,8 I 35,6 39,4' 43,2 47 
8 " 0 20,4 31,8 43,2; 54,6 66 . 77,4 88,8 100,2 111,6 123 

_:I RN-G2 20,65 35,56 1 53,03 i 72,93 94,99 119,72 146,88 176,48 208,07 242,49 

R 14,8 18,6 I 22,4 I 26,2 30 33,8 37,6 41,4 II 45,2 49 
10 ~ 0 22,4 33,8 45,2 I 56,6 68 79,4 90,8 102,2 113,6 125 
_ RN-G2 25,19 42,62 , 62,63 85,07 109,65 136,92 166,62 198,76 1 232,87 269,83 

12 ! R 16,8 [20,6 1 24,4 1
1

28,2 32 35,8 i 39,6 i 43,4 I' 47,2 51 
o 24,4 35,8 47,2 58,6 70 81,4 92,8. 104,2 115,6 127 

! RN-G2 29,73 49,68 72,23 97,21 124,31 154,12 186,341 221,041 257,67 297,17 

I R 18,8 1 22,6 ~ 26,41 30,2 34 37,8 41,6 I 45,4 I[ 49,2 I 53 
1411 0 26,4 37,8 I 49,2 60,6 72 83,4 94,8 1 106,2 117,6 129 
-II RN-G2 34,27! 56,74 81,83 109,35 138,97 171,32 i 206,061 243,32 282,471 324,51 

I R 20,8; 24,6 28,4 32,2 36 39,8! 43,6 47,4 I 51,2 I' 55 
16 0 28,4 39,8! 51,2 62,6 74 85,4 I 96,8 108,2 1119,6 . 131 _I RN-G2 38,81 63,8 ! 91,43 121,49 153,63 188,52 225,78 265,6 307,271 351,85 

R 22,8 26,6 I 30,4 34,2 38 41,8' 45,6 49,4 53,2 57 
181 0 30,4 41,8 53,2 64,6 76 87,4 1 98,8 110,2 121,6 133 

RN-G2 43,35 70,86' 101,03 133,63 168,29 205,72 245,5 287,88 332,07 379,19 

-I, 
20 

R 24,8 28,6 32,4 36,2 40 43,8 47,6 I 51,4 I 55,2 59 
o 32,4 43,8 55,2 66,6 78 89,4 100,8, 112,2 1123,6 135 

, RN-G2 47,89 77,92 110,63 145,77 182,95 222,92 265,22' 310,16, 356,87 406,53 
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Tabelle XVI. n = 2. 

J 
J --
J r Konstanten I ____ -,---_-.-_____ J ",----__ , ____ , __ -,--__ ,-_--;-

1 0 
RN-G' 

R 
2 0 

4 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
8 0 

12 

14 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
o 

RN-G' 

R 
16 0 

RN-G2 

R 
18 0 

RN-G2 

R 
o 

RN-G' 

1 : 2 I 3 I 4 i 5 : 6 I 7 I 8 I 9 I 10 

3 
2,33 
5 

3,67 
9 

75 I 9 11 13 15 17 19 1 21 
6,33 7,67 9 10,33 11,67 13 14,33 

13 17 21 25 29 33 37 41 
7 13 
2,65 8,03 

38,24 115,84 

19 25 31 37 43 49 55 II 61 
16 26,61 40,07 56 74,57 96,11 120 146,53 

233 390 588,08 825 1101,76 1420,32 1777 2173,52 

6 lO 
14 26 

4,98 11,7 

7 11 
15 27 

7,31 15,37 

14 
38 
21 

15 

39 I 
26 

18 22 26 30 34 38 1 42 
50 62 74 86 98 I 110! 122 
32,94 

19 
51 
39,27 

47,74 

23 
63 
55,41 

65 

27 
75 
74 

84,9 107,78 i 133 160,86 

31 35 I 39 43 
87 99 I 111 123 
95,23 119,45 146 175,19 

9 
17 

13 
29 

17 I 21 
41 53 

25 
65 

29 
77 

33 37 1 41 45 
89 101 I 113 125 

11,97 22,71 

11 15 
19 31 
16,63 30,05 

13 ! 17 

36 

19 
43 
46 

21 

21 133 45 
21,29. 37,391 56 

15 19 I 23 
23 35 I 47 
25,95 44,73 I 66 

17 I 21 I 25 
25 ,37 '49 
30,611 52,071 76 

;~ ~~ I" ~~ 
35,27 59,41. 86 

21 I 2-
29 I 4~ 
39,931 66,75 

23 
31 

27 
43 

29 
53 
96 

31 
55 

44,59 74,09 106 

25 I 29 I 33 
33 'I 45 I 57 
49,25, 81,43: 116 

51,93 70,75 92 115,89 142,79 172 203,85 

~; 1 

64,56 I 

:: I ~91 
III I 

86,09 1110 

25 29 I 33 
57 69 I 81 
77,75 101,43 i 128 

27 I 31 35 
59 ! 71 83 
89,91 1116,77 146 

29 33 ! 37 
61 73 1 85 

102,57 132,11 I 164 

I 31 I 35 ! 39 
63 75 87 

115,23 1147,45 182 

33 37 41 
65 77 89 

127,89 162,79 200 

35 j 39 1 43 
67 I 79 91 

140,55 1178,13 I 218 

35 
91 

136,55 

37 [ 
93 

157,21 i 
39 1 

39 
103 
166,13 

41 1 105 
189,47 : 

43 

I 1 ~~,871 ;~~,81 
41 45 
97 109 

i 198,53 236,15 

I 43 47 
I 99 III 
1 219,19 259,49 

45 
101 
239,85 

47 I 
103 i 

260,511 

49 
113 
282,83 

51 I 
115 I 
306,171 

37 I 41 45 49 1~~ 1 
69 I 81 93 105 

153,21 193,47 236 I 281,;11 329,51 

1i~ 11~~ 
198 i 232,51 

45 I 49 
117 I 129 
224 1 261,17 

47: 51 

1191131 
250 289,8:3 

49 i ' 53 
121 I 133 
276 1 318,49 

51 
123 
302 

53 
125 

55 
135 
347,15 

57 
137 

328 375,81 

-51 59 1~7 139 
354 i 404,47 

57 \ 61 

1291141 
380 433,13 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 

80eben erschien: 

Die Eisenkollstruktionen. 
Ein Lehrbuch 

flir bau- und maschinentechnische Fachschulen, 
zum Selbststudium und zum praktischen Gebrauch 

nebst einem Anhang, enthaltend Zahlentafeln fUr das Berechnen und Entwerfen 
eiserner Bauwerke. 

Von L. GeUSell, 
Dip!. Ing. und Kg!. Oberlehrer in Dortmund . 

. Mit 518 Figuren im Text und auf 2 zweifarbigen Tafeln. 
In Leinwand gebunden Preis lVI. 1·l,.-. 

Der Inhalt des Lehrbuchs gliedert sich in drei Abschllitte. Der erste 
Abschnitt ist der ausfiihrlichen Behandlung der Nietverbindungen Bowie 
der vollwandigen und fachwerkfiirmig gegliederten Tragcr und Baulen ge
widmet unci bildet hinsichtlich der Einzelanordnungen die Grundlage der 
gesamten Eiscnkonstruktionen des Hoch-, Briicken- unci Kranbaues. Die beiden 
anderen Abschnitte behandeln die zusammengesetzten Konstruktionen, namlich 
der zweite die Hochbaukonstruktionen (Decken, Dacher, Treppen, Fach
werkwiinde), der dritte den Briicken ba u (Eisenbahn- und StratlenbriickenJ. 

Hem Zweck eines Lehrlmchs entsprechencl sind die fiir die Durchbildung 
der Einzel- und Gesamtkonstruktionen matlgebenden Gesichtspunkte zuniichst 
allgemein eriirtert und begriilldet und darauf, soweit das irgenci durchfiihrbar 
war, an Hand bcstimmter Aufgabell und derenrechnerischer und zeichnerischer 
Liisung naher erliiutert, ein Verfahren, 'das cinerseits den Lernenden - mangels 
des gesprochenen 'Yortes - am besten in die grundlegenden Gesetze und in 
das Verstiindnis der fiir die Zeichnung erforderlichen nfatlangaben eillfiihrt, 
andererseits dem Lehrer einc Anzahl von Aufgaben zur Auswertung in den 
praktischen Ubungcn an die Hand gibt. Die zugrunde gelegten Aufgabell 
sind zwar durchweg ausgefiihrten Konstruktionen entlehnt, aber meist keine 
getreuen X nch bildungen der wirklichell Ausfiihrtlllgen; diese zu brillgen, ist 
Aufgabc yon Sammelwerken, ycrbietet sich aber fiir ein Lehrbuch. 

Die fiir die Berechnung matlgebenden Gesetze und Gcsichtspunkte sind 
so weit vorgefiihrt, wie sie den einzelnen Konstruktionen eigentiimlich sind 
unci nicht in der llllgemeinen l\'lechllnik und Festigkeitslehrc erledigt zu werden 
pflegen; insbesondere ist iiberall 'Vert auf die Ermittlung der iiutleren Be
lastullgen uncI auf eine iibersichtliche DurchfUhrung der Zahlcnreehnungen 
gelegt. Bier und bei der Quersehnittsbestimmung werden die im Anhang ver
einigten Zahlentafeln sowohl in Schule als auch in Praxis Ilicht ohne Wert sein. 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 

Anleitung zur statischen Berechnung von Eisenkonstruktionen im Hochbau. 
Von H. Schloesser, Ingenieur. Mit 160 Textabbildungen, einer Beilage 
und einem Bauplan. Dritte, verbesserte Auflage, bearbeitet uud heraus
gegeben von W. Will, Ingenieur. In Leinwand gebunden Preis M. 7,-. 

Widerstandsmomente, Triigheitsmornente und Gewiehte von Bleehtriigern 
nebst numerisch geordneter Zusammenstellung der Widerstandsmomente 
von 59 bis 25622. Von B. Bohm, Reg.-Baumeister, Bromberg, und 
E. John, Reg.-Baumeister, Kuln. In Leinwand gebunden Preis M. 7,-. 

Die. Zusatzkriifte und Nebenspannungen eiserner Faehwerkbrtieken. Eine 
systematische Darstellung der vel;.Schiedenen Arten, ihrer GroBe und ihres 
Einflusses auf die konstruktive Gestaltung der Brucken. Von Fr. En
gesser, Baurat und Professor an derTechnischen Hochschule zu Karlsruhe. 
I. Die Zusatzkriifte. Mit 58 Textabbildungen. Preis )1. 3,-. 

II. Die Nebenspannungen. .iVIit 137 Textabbildungen. Preis :NI. 7,-. 

Die Kaiser-Wilhelm-Brtieke uber die Wupper bei Mungsten im Zuge der 
EiEenbahnlinie S'olingen-Remscheid. Bearbeitet von W. Dietz, Pro
fessor an der Kiinigl. Techn. Hochschnle in lVIiinchen. Mit 194 Text
figuren und 48 Jithographierten Tafeln. Zwei Bande (Text und Tafeln). 

In Leinwand gebunden Preis M. 50,-. 

Der Wettbewerb Ulll den Entwurf einer Stra8enbrtieke tiber den Neekar bei 
l\lannheim. Von Karl Bernhard, Reg.-Baumeister und Privatdozent 
in Berlin. Mit 100 Textabbildungen und 1 Textblatt. Preis 1\1. 2.-. 

Der Wettbewerb urn eine feste StraGenbrtieke tiber den Rhein zwischen 
Ruhrort und Homburg. Von Karl Bernhard, Reg.-Baumeister und 
Privatdozent in Berlin. Mit 145 Textabbildungen und 2 Textblattern. 

Die Treskow-Brtieke zu Obersehoneweide bei Berlin. 
hard, Reg.-Baumeister und Privatdozent in Berlin. 
dungen und 1 Textblatt. 

Die Stubenrauch-Brtieke tiber die Oberspree bei Berlin. 
hard, Reg.-Baumeister und Privatdozent in Berlin. 
dungen und 1 Textblatt. 

Preis M. 2,-. 
Von Karl Bern
Mit 74 Textabbil

Preis )1. 2,-. 

Von Karl Bern
Mit 52 Textabbil

Preis M. 2,-. 

Tabellen fUr die Bereehnung von Eisenbetonkonstruktionen. Von G. Funk e, 
Ingenieur in Leipzig. (Diese Tabellen entsprechen den ministeriellen 
Bestimmungen vom 24. :'IIai 1907 und den Leitsatzen des Deutschen 
Beton-Vereins.) Preis )'1. -,60. 

j-\rmierter Beton. 
Monatsschrift fiir Theorie und Praxis des gesamten Betonbaues. 

In Verbindung mit Fachleuten herausgegeben von 

'Ilr.<5n9. E. Probst, M. Foerster, 
Zivilingenieur in Berlin. und ord. Professor an der Techn. Hochschule 

Dresden. 

:'IIonatlich erscheint ein Heft im Umfang von ca. 2-2'/2 Bogen. 
Preis des J ahrgangs :'If. 10,-. 

Pro behefte stehen jederzeit unberechnet zur Verfugung! 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 
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