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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Современная газовая дюrамика представляет собой 
обширную физико-математичесную дисциплину, занима� 
ющую прочное место в фундаменте системы знаний о 
поведении сплошньд легноподвижных сред. Ее объек� 
тами являются не тольно непосредственно наблюда� 
емые газообразные и жидние тела, но и твердые при 
обычных условиях материалы, если ощ1 находятся под 
воздействием больших температур и давлений. Собственно 
газовая динамина выделяет и изучает свойство сжимае
мости среды. Вместе с тем в реальных условиях прояв· 
ление сжимаемости сопровождается другими, во многих. 
случаях не менее важными эффентами, таними, нак вяз .. 
ность, теплопроводность, способность н химическим реак· 
циям и т. п. Однако если изменение состояния среды 
происходит достаточно быстро, за  времена много мень· 
шие харантерных времен протекания диссипативных про-< 
цессов, то свойство сжимаемости оказывается определя ... 
ющим и может быть выделено и изучено независимо. 
Поэтому газовую динамину следует рассматривать как 
науку, изучающую быстропротекающие процессы в сжи
маемых средах. 

Область прантичеСiшх приложений результатов и вы
водов газовой динамюш весьма широна. Она охватывает 
процессы и явления, происходящие при движении в газе 
(в воздухе ) летательных аппаратов, снарядов и ракет, 
при истечении газовых струй, при протекании газа через 
газовые турбины и номпрессоры, при взрыве и детонации 
взрывчатых веществ, при распространении ударных волн 
и их воздействии на препятствия, при формировании ку
мулятивных струй, 'при высоносrюростном соударении 
твердых тел, при волновых движениях на поверхности 
водоемов, при формировании погоды в атмосфере 3ем· 
ли и т .  д. 
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Rак и во всякой физико-математической дисциплине, 
в газовой динамиr{е выделяются энспериментальное и 
теоретическое направления. Опираясь на результаты экс
периментов по прямому наблюдению и регистрации па
раметров газодинамических процессов, теоретичесная га
зовая динамика имеет своей основной целью предсназанио 
хода явления путем анализа его мате:матичесной модели 
и применепил подходящего расчетного :метода. Необходи"' 
:мость в охвате широкого круга газодинамичес1шх явле� 
ний привела н тому, что теоретичеСI{аЯ газовая дикамиrш 
образовала самостоятельную научную обJТасть со своей 
разветвленной системой понятий, с оригинальными мето
дами исследования и конструкциями решепий кJТассов 
конкретных задач. Богатство теоретической газовой ди
намики зюшючено в большом количестве различных 1\Ia· 
тематических моделей и субмоделей, в разнообразии при
меняемых математических методов, в многочисленных до 
конца решенных з·адачах и в не менее многочисленных 
открытых проблемах, в ценности ее выводов для практи
ческих приложений. 

Историчесни становление теоретической газовой дина
мюtи послужило не только пониманию и описанию общей. 
струнтуры происходящих в сжимаемых средах физиче· 
ских процессов .  Газовая динамика оказала также з·амет
ное влияние на развитие математики, главным образом 
в ее части, связанной с теорией дифференциальных урав
нений. Она вдохнула жизнь в целые математичес1ше ка· 
правлепил - теорию разрывных решений дифференциаль
ных уравнений, теорию уравнений смешанного типа, тео
рию квааиконформных отображений. Она стимулировала 
развитие теории сингулярных интегральных уравнений, 
группового анализа дифференциальных уравнений, фунн
ционально-акалитических и топологичесних методов ис
следования краевых задач. Она обогатила математику 
рядом важных понятий, таких, как вырождение типа 
дифференциальных уравнений, сильный и слабый разры
вы в решениях, градиентная Iшт·астрофа, сильная и сла
бая нелинейности, инвариантное и частично инвариантное 
решения, автомодельное решение и т. н. 

Осыовоположниr{ами теоретичесной газовой динамини 
следует считать немецкого математика Б. Римава ( 1826-
1866), впервые давшего теорию явления образования -ц 
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р·аспространения сильного разрыва в решениях диффе
ренциальных уравнений газовой дюrамики, и замечатель
пого русского ученого-механика С. А. Чаплыгина ( 1869-
1942), разработавшего посящий ныне его имя метод ис
следования установиnшихся течений газа. Важпые экспе· 
риментал.ьные данные по эффект·ам сжимаемости при те
чении газа, послужившие основой для последующих тео• 
ретических обобщений, были получены еще в XIX веке 
многими исследователями, в частности французскими 
учеными-инженерами Сен-Венаном, Гюгонио и ЖуJ:е, 
русским ученым-артиллеристом Н. В. Маиевским, австрий
СIШМ физиJюм Э .  Махом. Развитие теоретической газовой 
динамини в тенущем столетии связало с целым рядом 
имен выдающихся ученых, математиков и механиков,  та
ких, как Л. Прандтль, Т. Rармап, А. Буземан, Г. Гудер
лей, К Фридрихе, М. А. Лаврентьев, Л. И. Седов, 
С. А. Христиапович, М.  В.  Rелдыш, А. А. Дородницын, 
Ф. И. Франкль, и многих других, внесших привнанный 
вклад в методологию и�следования и конструктивные под
ходы к решению актуальных гаводинамичесних задач. 

Принципиальной особенностью газодинамических про· 
цессов, совдающей значительные трудности для· теорети
ческого исследования, является их нелинейность, прояв• 
ляющаяся в весьма равнообразных и иногда неожидан· 
ных формах. Отсюда и идет многообразие методов анализа 
и конкретных закономерностей, которые не укладыва
ются в какую-либо одну стандартную схему. В теоре
тичесхюй газовой динамике особенно остро стоят проблемы 
адекватности модели явлению. Для большинства практи· 
чески важных газодинамических вадач до сих пор нет 
теорем существования, единственности и устойчивости 
решения. Поэтому и численные методы, получившие те
перь с развитием быстродействующих ЭВМ новые воз
можности их применения, во многих Iюнкретных случаях 
оказываются не обеспеченными надлежащим обосновани
ем и часто связаны с затратой больших усилий и средств 
при их разработке и реализации. 

Все это вместе - и многообразие явлений, фактов п 
методов, и трудности анализа - привело к тому, что в 
газовой динамике сложился целый ряД самостоятельных 
каправлений со своими школами, литературой и преем
�твевнQстью. Несомненно, что это обстоятельство ванла-
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дывает определенный отпечаток и на преподавание газо
вой динамики в р·ааличных университетах. Здесь явно 
ощущается отсутствие достаточно простого и вместе с 
тем единого учебного пособия, опираясь на которое можно 
было бы развивать и надстраивать дальнейшие этажи 
стройного здания газовой динамики. 

В настоящих лекциях делается попытка восполнения 
этого пробела. Леrщии посвящены систематическому пз
ложешпо основных математичесrшх моделей, rюнструrщий 
и методов исследования, служащих для теоретиtrесrюго 
анализа газодинамических явлений. Как учебное пособие, 
они составляют содержание обязательного или специаль
ного годового курса лекций, который, вместе с упражне
ниями, должен быть изл·ожен з·а 60-70 учебных часов. 
Это жесткое требование наложило отпечаток и на отбор 
материала, и на способ изложения. 

В первую очередь, это выразилось в том, что пред
почтение было отдано точным математическим: результа
там, которые возможно получить в рамках строго сфор
мулированной математической модели газовой динамики. 
Приближенные методы, как правило, лишь намечены, и 
потому для обоснования получаемых выводов экспери
ментальный материал не привлекался. При прочих рав
ных условиях, за основу взята дедуr{тивная манера изло
жения, позволяющая не толыю избежать многих повто
ров,  но и выдвинуть на первое место предмет исследова
ния при смещении его методов на второй план. Отбор 
фактически излагаемого материала опирался на принцип 
фундаментальной универсальности, согласно которому от 
каждого рассматриваемого факта требуется, .чтобы он 
содержал новый элемент знания с достаточно широкой 
областью применения. 

О предметном содержании настоящих лекций можно 
судить по оглавлению книги. Почти весь преподносимый 
материал можно найти в ряде известных учебников и мо
нографий, приведеиных в списке литературы. Нетради
ционными являются, пожалуй, лишь фрагменты, каса
ющиеся теоретико-группового подхода к точному субмо
делированию и построению классов частных решений. 
В связи с этим уместно заметить, что в настоящее время 
совершенно ясна необходимость включения элементов 
группового ·анализа 'в преподавание прикладных дисцип-
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лип. Польза этого заключается не столько в возможности 
продемонстрировать теоретико-групповой метод исследо
вания на конкретном материале (хотя и это довольно важ
но ) , сколько в выработке у изучающего острого ощуще
ния ценности свойства инвариантности рассматриваемых 
объектов для предельно возможной рационализации и:х 
изучения. При этом существеnво подчеркпуть, что вся
кое упрощающее субмоделирование бывает полезно имен
но в силу того, что оно придает объекту дополнитеJiьную 
инвариантность и тем самым позволяет исследовать его 
более простыми средствами. Что же касается основной 
массы фрагментов , то данный в лекциях их перечень, ко
нечно, не исчерпывает всего богатства фактов газовой 
динамики. Очевид:цо, однано, что удовлетворить все пре
тензии по этому поводу в уназ·анных выше рамнах лен .. 
ционного курса невозможно ; тем не менее автор выражает 
готовность прислушаться к любым реномендациям это
го рода. 

При использовании настоящих лекций как основы 
для фантичесного чтения лекционного курса можно ори
ентироваться на то, чrо материал наждого парагр·афа 
приблизительно соответствует содержанию одной-двух 
ленций. Отнлонения возможны нак за счет более деталь
ного и,  значит , более длительного изложения отдельных 
вопросов , так и за счет сонращения неноторых элементов, 
которые могут быть уже известны аудитории. Этой схеме 
автор следовал как лектор в течение ряда лет в Новоси
бирсном университете, где обязательный для специально
сти <шринладная математик·а >> годовой нурс газовой ди
намини предваряется небольшим (полугодовым) общим 
введением в мехавину сплошных сред. Конечно, подобная: 
пропедевтина не обязательна, так как настоящие лекции 
содержат все необходимое для независимого изучения 
теоретичесной газовой динамики. 

От изучающего газовую динамику в рамках настоящих 
лющий требуется определенная общая математическая 
н:ультура и навы:ки в математическом анализе, развивае
мые на первых двух нурсах механико-математических и 
физических факультетов. Все специфические для газовой 
динамики понятия, термины и обозначения разъяснены 
непосредственно в теисте. Небольтое :количество упраж
нений и задач, приведеиных в конце глав, имеет целью 
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проверку усвоения материала и возможностей самостоя
тельного решения изучающим частных вопросов , орга
нически примыкающих к основному тексту. 

При подготовке настоящих лекций к изд-анию суще
ственную помощь автору оRазали сотрудвини нафедры 
гидродинамини ИГУ В. М. Тешунов и В. М. Меньщинов, 
читающие нурс ленций по газовой дин-амине в течение 
неснольних последних лет. Они впимательно просмотрелп 
11есь теRст и приняли нонструнтивное участие в отшлифов
ке отдельных мест , а таRже в отборе упражнений и зад-ач. 
Значительную работу по оформлению руRописи выполни
ла Э. 3. Боровсная. Всем упомянутым товарищам автор 
выражает свою ИСI<ренвюю благодарность. 
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ОСНОВНЫЕ ОБО3НА ЧЕНИЯ 

х 
х, у, z u 
и, v, w 
q = lul 
р 
р 
v = 1/р 
s 
8 

с 
м 
I:!F 
diva 
detA 

-времл 
-радиус-веrtтор 
-хшординаты вектора х 
-вектор скоро�ти 
-координаты вектора u 
-модуль скорости 
-давление 
-плотность 
- удельный объем 
-энтропия 
-удельная внутренняя энерrия 
- удельная энтальпия 
-скорость звука 
-число Маха 
-градиент функции F 
-дивергенция вентора а 
-определитель :матрицы А 

Венторы выделяются полужирным шрифтом. Символ а · Ь обо• 
значает сналярное произведение векторов а и Ь. Символ Rn для 
любого n = 1, 2, 3, . . . обовначает п-мерное евклидоно аффинное 
венторное пространство. Сюшол Rn (а) обозначает пространство 
Rn с общим вектором а. Координатное представление вектора а 
в ортогональном базисе записывается равенством а = ( а1, . . .  , а п); 
в этом случае вместо Rn(a) пишется также Rn(a1, . . •  , an). Конец 
доказательства обозначается знаком •, 

Внутри каждоrо параграфа используется невависимал нумера• 
цил формул, определений, теорем, рисую\ов и т. д. При ссЫJшах 
на формулы, определения и т. д. ив другого nараграфа впереди но
мера формулы добавляется номер этого параграфа. Наnример, 
ссылки «теорема 4.5», <<уравнение (11.1:4)>> или <<рис. 17.10» отсы
лают к теореме 5 из §4, уравнению (14) ив § 11 или рис. 10 из § 17. Ссылки на литературу даютел в I\вадратных скобrtах. 



ГЛАВА! 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Г А30ВОИ ДИНАМИRИ 

Согласно общим фиэическим представлепиям всякий 
ограниченный объем гаэа ro состоит иэ конечного числа 
движущихся молекул J.L1 (i = 1, 2, . . .  , N). Каждая моле
кула J.L« имеет маосу m1, вектор скорооти u1, импульс (ко
личество движения) m;ul, кинетичесi,ую энергию 
( 1/2 )m;lu; IZ и внутреннюю энергию Bt. При неизменности 
массы каждой молекулы ее импульс и энергия изменя
ются в ревультате столкновений (соударений) с другими 
моленулами, что придает движению молекул в ансамбле 
ro свойство пекоторой хаотичности. 

Основной эадачей гаэовой динамшш является иэучение 
движения гаэа кан целого и его взаимодействия с дру
гими фиэичесними телами. 

«Лобовой>> способ математического описания этого 
движения и взаимодействия, состоящий в использовании 
дифференциальных уравнений движения всех моленул, 
неприемлем не только иа-эа очень большого их числа (в 
1 см 3 воэдуха при нормальных условиях содержится 
2,7 ·1019 молекул) , но также ввиду невоэможности укаэать 
точные начальные данные. Поэтому в гаэовой дипамике 
испо.пьэуется осредпеппое onucanue движения и взаимо
действия. �ри таком подходе наиболее иэученными явля
ются две математические модели - гааоN,uпетичес1i-ая и 
фепомепологичес1i-ая. 

В нинетичесной теории гаэов используется модель, ос
нованная: на статистическом (вероятностном) описании 
поведения совокупности моленул. Основную роль в этой 
модели играет уравнение Больцмана для функции рас
пределения молекул по их положениям в пространстве и 
по сноростяllf. Гаэокинетическая модель существенна и 
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успешно применяется для описания поведеJiия сильнСI 

разреженных газов. 
В механике сплошных сред используется феноменоло

гическая модель, связанная с представленнем о средних 

величинах, непрерывно распределенных по занимаемому 

газом объему, а законы изменения средних величин уста

навливаются на основе дополнительных предположений, 

согласующихся с общими физическими законами. Эта мо

дель всесторонне апробирована ирактиной и приемлема 

для описания поведения достаточно плотных газов . Она 

и принимается за основу в настоящих лекциях. 

Процедура формирования средних величин такова. 

Основными физико-математическими характеристиками 

совокупности молекул в объеме ro являются .масса газа 
N 

т==� mi, i=l 
импульс (количество движения) 

и полпая энергия 

N 
К= �miu1 

i=l 

N 

Е = � ( � т; 1 U; 12 + вi)· 
t=l 

Пусть 1 ro 1 есть величина объема ro. Тогда с помощью 
указанных величин определяются средняя плотность 
Рср = m/lrol, средняя скорость Uср·=К/т и средняя внут
ренняя энергия 

N 
Вер = 1 � l �.( � т; 1 U;- Uep /2 + вi). t=l 

Отсюда масса, импульс и полная энергия газа в объеме ro 
выражаю<rся через средюrе величины по формулам 

т =  1 ro 1 Рер, К = 1 ro 1 PepUep, 

Е = 1 (J) 1 ( � Рср 1 Uep 12 + Вер) . (*) 
Феноменологическая теория отождествляет любой до

статочно малый (но все еще содержащий достаточно 
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большое число молекул) физический объем газа ro с <<ма
териальной точкой>> ,  постулируя, что при стягивании к 
точке объема ro введенные средние величины имеют ко
нечный предел и тем самым порождают сплошные рас
пределения плотности, вектора скорости и внутренней 
энергии. Получаемые распределепил и являются предме
том изучения в математической модели газа как сплош
ной среды. Эта модель основана на том, что в пределе 
формулы ( * ) для любого конечного объема ro дают выра
жения основных физико-механических харю{теристик в 
виде интегралов по объему ro от указанных средних ве
лич:�ш. 

Целью первой главы является установление и общий 
пре�варительный анализ основных Заi{онов, управляющих 
упомянутыми распределениями. 

§ 1. Интегральные законы сохранения 

Движение газа происходит в трехмерном пространстве 
R3(x) точек (векторов ) х, причем состояние движения в 
точке х зависит от времени t. Поэтому прострапство.м, со
бытий газовой динамики является четырехмерное прост
ранство R•(x, t ) .  

Основные величины. Основными величинами, описы-
вающими движение газа, являются 

вектор скорости u = u(x, t ) ,  

п.л,отпость  р = р (х , t ), 

дав.л,епие р = р(х, t ) , 

уде.л,ьпая впутреппяя эпергия е = е(х, t ) .  

Величина u (x, t) есть скорость частицы газа, занима
ющей положение х Е R3 в момент времени t. С другой 
стороны, само положение х частицы зависит от времени 
и скорость его изменения р·авна пропаводной dx/ dt. Поэто
му описание движения частиц газа дается дифференци
альным уравнением 

dx/dt = u (x, t). (1) 

В координатной форме, когда в одной и той же декар• 
товой системе координат х = (х, у, z ) и u = (и, v, w),  
уравнение (1) :может быть записано в виде системы 
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обыкновенных дифференциальных уравнений 

dx/dt = u(x, у, z, t), dy/dt = v(x, у, z, t)1 

dz/dt = w(x, у, z, t). 
Если венторное поле u задано в пекоторой области 

Q с: R', непрерывно в Q и удовлетворяет условию Липши
ца по х, то область Q одпопратпо поирыта семейством 
интегральных кривых уравнепил ( 1 ) . Эти кривые лвлл
ютсл, таким образом, <<мировыми линилмю> частиц газа 
в пространстве событий R"(x, t) . Их проекции н ·а прост
ранство R3(x) называютел траепториями частиц . Следует 
иметь в виду, что термин << траектории» часто употребля
ется и длл самих мировых линий частиц, что обычно не 
приводит к недоразумениям. 

Каждая интегральная кривая однозначно определена 
условием прохождения через заданную точку х0 е Q в 
момент времени t = О , т. е .  пачальпым условием х(О) .... Хо. 
Поэтому решение уравнения ( 1 ) аависит от начального 
значения Хо и должно записываться в виде 

х = x(t, Х0). (2) 
Это описание позволлет дать абстрактное определение 
попятил <<частица газа » :  этим термином называется точ
ка х е R3 , зависящая от времени t по формуле (2 ) при 
фипсироваппом Хо. При этом (2 ) истолковывается как 
уравнение движения частицы по ее траентории. Значения 
Хо отличают одну частицу от другой и лвллютсл1 таким 
образом, .п.аерапжевыми поордипатами. 

Движущийся объем. Область ro (t) с: R3, состоящая при 
всех t из одних и тех же частиц, называется движущим
ся объемом (иногда говорят - материальпым объемом). 

Абстрактное понлтие частицы газа является матема
тичесним ЭRвивалентом представлепил о том достаточnо 
малом физичесном объеме га.m, с помощью которого еще 
можно сформировать средние значения скорости, плотно
сти и т. д. Движущийсл объем есть конечный объем, со
держащий в процессе движения все время одну и ту же 
порцию газа. 

В феноменологичесной теории каждый движущийсл 
объем рассматрив·аетсл как единое физ:ич:еское тело1 снаб-
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женное следующими фиэико-механичесiШliШ характери
стиками: 

:масса S S S Р dro, 
oo(t) 

и:мпу.лъс S S S pu dro, 
00(1) 

энергия SSS р(� q2+e)dro, 
w(t) 

где q = lul есть длина (модуль) вектора сiюрости. Им
пульс nаэывается Таi{Же 1>о.личество;м, движения объема 
ro(t ) . Под энергией эдесь понимается по.лная энергия, 
равная сумме 1>инетичес1>ой и внутренней энергий. 

Законы сохранения массы, имnульса и энергии. В ос
нову вывода уравнений, определяющих законы измене
ния этих характеристик, можно положить следующий 
принцип отвердевания: изменение массы, импульса и 
энергии любого движущегося объема ro( t ) в каждый дан
ный момент времени происходит ( за счет воздействия 
извне ) так же, как для твердого тела, занимающего объ
ем ro( t ) и имеющего те же саиые фиэико-механичесiше 
характеристики. Приняв· этот принцип, можно написать 
законы изменепил массы, импульса 11 энергии в· следу
ющей форме . 

Масса неизмеина, т. е. производпая по t от массы двu
жущегося объема равна нулю: 

Импульс меняется за счет приложеиных сил ; его про
изводная по t равна сумме (главному вектору) F всех 
сил, приложеиных к объему ro( t) : • 

d� SSS pudro = F. 
oo(t) 

Энергия меняется за счет работы внешних сил и до
полнительного nритока энергии ; ее проиаводная по t рав
на мощности W, развивае:о.юй действующими сила11ш, плюс 
2 Л, В. Овеяввинов 
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с1юрость притона дополнительной энергии Q: 

� S5 5 р ( � q2 +е) dw = W + Q. 
ш(t) 

В настоящих лыщиях будет рассматриваться модель 
невлзпого петеплопроводпого газа, движущегося в отсут
ствие внешних силовых полей и внешних источнинов 
энергии. В этой модели силами, действующими на объем 
w(t) ,  будут тольно поверхностные силы давления, направ
ленные по нормали к поверхности этого объема. Следова
тельно, если y(t)- поверхность w(t )  и n- единичный 
вентор внешней пормали к y(t), то приним·ается, что 

F = - JJ pndy. 
v(t ) 

Rроме того, в этой модели Q = О, а W есть мощность, 
развиваемая силами давления -pn на "{, т. е. 

W =- JJ pn.udy, 
'\'(t) 

где точка обозначает СI\алярное произведение в R3• 
Итак, исходные иптегральные закопы сохрапепил мас

сы, импульса и энергии в рассматриваемой модели име
ют ВИД 

d� S S S Р dw = 0' 
ш(t) 

d� 5SS pu dw =- S.\ pn dy, (3) 
ш(t) '\'(t) 

d� s 55 р ( � q2 + е) dw = - s s pu. ndy. • ш(t) '\'(0 

Необходимо помнить, что уравнения (3) должны выпол
няться для любого движущегося объема w(t) ( с достаточ
но гладной границей y(t) ) и в любой момент времени t. 

Балансовые уравнения. Возможен и другой подход к 
получению исходных интегральных законов сохранения, 
когда рассматривается изменение во времени массы, им
пульс·а и энергии в фиксированном (не зависящем от 
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времени) объеме ro. В этом случае необходимо опериро
вать со скоростями притока основных физических коли
честв в данный объем. Тогда основные законы измене
пил массы, импульса и энергии принимают вид уравне
ний б·аланса этих количеств . 

Скорость изменения. массы в объеме ro равна скорости 
потока массы через его границу у: 

- SS pu-ndy. 
'1' 

Скорость изменения импульса в объеме ro равна дей
ствующей силе плюс с1юрость потока импульс-а через 
границу у: 

- JJ(pn+pu(u·n))dy. 
'1' 

Скорость изменепил энергии в объеме ro равна мощ
ности действующих сил плюс скорость потока энергии 
через границу у: 

- SS(P+P(; q2+в))u·ndy. 
'1' 

Это дает интегральные законы сохранения в виде следу
ющих б.а.лапсовых уравпепий: 

:t SSS pdro =-55 pu-ndy, 
(!) '1' 

д� 55� pudro=- 5S(pn+pu(u·n))dy, (4) 
(!) '1' 

Введенное здесь обозначение оператора дифференцирова
ния д!дt ( вместо d/dt) подчернивает, что.. ввиду нез·ависи
мости ro от t этот оператор может быть внесен под знак 
интеграла именно кан оператор частной призводной по t. 

Очевидно,  что обе системы законов сохранения (3 )  и 
(4) равносильны, так как они выражают одни и те же 
физические законы. Этот факт легно проверлетел и путем 
вычислений, показьшающих1 что каждая из систем (3) 
2* 
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и (4) равносильна одной и той же системе дифференци� 
альных уравнений на гладких решениях и одной и той 
же системе соотношений на сильных р-азрывах. Система 
(4) удобна и часто используется на практин:е, например, 
при аналиае стационарных движений, когда левые части 
в равенствах (4 )  обращаются в нуль. 

Из основных физичес:ких законов в систему (3) не 
вошец явно аакоп сохрапепил ;момепта импульса, име
ющий вид 

:t SSS p (uxx) dw =- SS p(nxx) dy. (5) 
(J)(t) V(t) 

Оказывается, однако, что соотношение (5 )  не является 
независимым и есть следствие первых двух законов со
хранепия (3). Проверка этого факта, которая должна быть 
выполнена отдельно для гладких и для разрывных дви
жений, предоставляется читателю. 

Система (3) содержит всего пять скалярпых законов 
сохранения и связывает шесть исномых основных вели
чин (три номпоненты вентора сиорости, плотность, давле
ние и внутреннюю энергию) .  Следовательно, эта система 
уравнений является педоопределеппой. Для ее пополне
ния требуется привлечение термодинамичесн:пх свойств 
газа, обсуждаемых в следующем параграфе. 

§ 2. Термоди:манические свойства 

При термодинамичесном рассмотрении статистичеени 
равновесных процессов в гааах, наряду с введенными 
выше параметрами состояпил р, р, е, используются еще 
два основных параметра состояния: абсолютпая темпера
тура Т и удельпая (отнесенная к единице массы) эптро
пия S. В дальнейшем предполагается, что газ кан термоди
намичесн:ая система является двухпараметрической сре
дой. Это означает, что его состояние вполне определяется 
заданием каиих-либо двух параметров. Следовательно, 
упомянутые пять параметров должны быть связаны тре
мя соотношениями. 

Первый закон термодинамики. Фундаментальнос свой
ство энвивалентности тепловой и механичесной эперпш 
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выражается в виде первого aanona тep.мoдuna.мufi,u: 

TdS=de+p dV, (1) 

где V = 1/р - удельный объем (объем единицы массы га
за) . Левая часть равенств-а (1) равна количеству тепла, 
сообщаемому единице массы, а правая - приращению 
внутренней энергии шrюс работа расширения этой порции 
газа. На самом деле, для двухпараметрических сред соот
ношение (1) является определением энтропии S. 

Если рассматривать внутреннюю энергию как фушщию 
удеJrьного объема и энтропии, т. е. положить е= Е( V, S), 
то ( 1) эквивалентно двуы соотношениям: 

p=-Ev(V,S), T=Es(V,S). (2) 

Следоватедьно, задание фушщпи Е( V, S) полностью опи
сывает всю термодинамику двухпараметрической среды. 
Однако на ирактике такое задание не всегда удобно и 
термодинамические свойства газа описываются другими 
соотношениями, рассматриваемыми ниже. 

Идеальный газ. Газ называется идеальпы.м (иногда 
говорят- совершеппы.м) ,  есди выподнено уравнение 
Rлапейрона, вытюшющее из фундаыентадыiых законов 
Войдя - :Мариотта и Ге:й-Люссака : 

pV =RT, (3) 

где R -газовая постоянная, опредедяемая химическим 
(модекулярным) составом газа . 

. Внутренняя энергия идеального газа зависит тодыю 
от температуры Т. Действитедьно, если предположить, 
что e=�( V, T) и S=S(V,T), то из (1) подучатся два 
соотношешш, Iюторые в силу (3 ) имеют вид 

TSv = [fj v + RT/ V, ТSт = �т. 

Исключение энтропии S перекрестным дпфференцпр_ова
нием приводит к соотношению <t' v =О, т. е. е= [fj(T). 
Если фушщия �(Т) известна, то интегрирование преды
дущих ур·авнени:й дает выражение (с точностью до про
извольного постоянного слагаемого ) 

S = R ln V + S � ' (Т) d ln Т. (4) 
Следовательно, описание термодинаыикн идеального газа 
сводится к заданию функции е= [fj(T). 
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Политропвый газ. Величина cv = /С т называется 
уде.ttъной тепдоем-постъю газа при постоянном об'Ъеме. 
Очевидно, что для идеального газа cv зависит только от 
Т. Особенно важен частный случай, когда cv = const. 

О п р еде л е н  и е 1 .  Идеальный газ называется по
.ttитропным, если функция /С линейна по Т, т. е. /С= 
= cvT (cv = const). 

Для политропного газа формула ( 4) дает 

откуда 
S = R ln V + Cv ln Т +  80 (So = const), (S- S ) -R/cy Т=ехр � .v ,!) 

и из (3 )  получается соотношение 
р = A(S)p1, 

где 
R S-S '\' = 1 + -, А (S) = R ехр --0• 

Су Су 

(5) 
/ 

Безразмерная константа "( является важной характери
стикой политропного газа и называется по-пааате.ttем ади
абаты (или показателем политропы) .  Так нак R > О  и 
cv >О, то всегда "( > 1 .  Для йнутренней энергии е поли
тропного газа из предыдущих соотношений получается 
выражение 1 

е= --1pV. у-
(6) 

Модель политропного газа благодаря ее сравнительной 
аналитической простоте и подтвержденному опытом хо
рошему приближению к действительности получила ши.: 
рокое распространение в прикладных исследованиях. 
Следует иметь в виду, что термин <шолитропный газ>> 
применяется и для среды, описываемой уравнениями со
стояния вида (5) и (6), хотя она не обязательно явля
ется идеальным газом, т .  е. может не удовлетворять 
уравнению ( 3). 

Нормальный газ. Оказывается, что качественное иссле
дование фундаментальных закономерностей в газовой ди
намике может быть выполнено без окончательной кон
кретизации основных ур·авнений состояния rаза при усло
вии, что участвующие в этих уравнениях функции удов-
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летворлют некоторым естественным требованиям. Такая 
обобщенная трактовка была впервые предложена Пете
ром и Вейлем и затем повторялась в ряде мопографий 
(см. [ 4, 6] ) . Формулируемое ниже определение понятия 
«нормального» Fаза несколько отличается от упомяпутоrо 
прототипа в сторону сужения класса сред, но зато дает 
возможность описать более широкий 1шасс процессов 
без каких-либо дополнительных предположений. 

Уравнепиями состояпи.я называются зависимости 
р = j(p, S), е= e(V, р) . (7) 

О п р е д е л е н  и е 2 .  Газ пазывается пормалъпым, 
если фушщии f и е обладают следующими свойствами 
1 о и 2°. 

1 о. Функция f определена, трижды непрерывно диф
ферепцируема в области {О< р < оо, S* < S < S*} ( мо
жет быть S* = - оо, S* = +оо), всюду в этой области 
удовлетворяет перавенетвам 

(а ) f > О, (Ь) fp  > О, (с )  !РР > О, {d)  f в > О (8) 
и предельным соотношениям 

lim f (р, S) = О, lim f (р, S) = �, 
s�s* s�s� 

lim j (р, S) = О. 
р-+0 

(9) 
2° . Функция е определена, трижды непрерывно диф

ференцируема в области Q = {0 < v < 00' о< р < оо}, 
всюду в Q удовлетворяет перавенетвам 

( а )  2ev + р ;;;:. О, (Ь) ерр ;;;:. О 

п предельному соотношению 
lime(V, p) =О. 
V-+O 

( 10) 

(11) 

Легко проверяется, что политроппыii: газ явJiяется 
нормальным. 

Иногда вместо фушщии f целесообразно рассматри
вать функцию g, определяемую соотношением g( V, S) = 
= j(p, S) , где р = 1/V, т. е. задавать первое из уравнений 
состояния ( 7 ) в виде 

р = g(V, S) . ( 12 )  

Свойства функции g в области {О< V < оо, S* < S < 
< S*} аналогичны свойствам фушщии j, с очевидными 
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изменениями, вытенающими из того, что V = 1/р. Диффе
ренцирование тождества /( 1/ V, S) = g( V, S) по V дает 
соотношения 

/р = - V2gv, 2/р + pfpp = VЗgvv. (1 3) 

в силу которых из (8 ) следуют неравенств·а 

(а) g > О, (Ь )  gv < О, ( с) gvv > О, (d )  gв > О. ( 14 )  
При этом ( 1 3 )  nоitазывает, что неравенство (8, с) сильнее, 
чем ( 14, с) . Условия ( 14) оnределяют <<Нормальный» газ 
Петера и Вейля. Данное выше определение 2 несiшльRо 
сужает класс рассматриваемых сред, но зато расширяет 
сово«уnность закономерностей, которые, будучи сnравед
ливы для nолитроnного газа, расnространяются таRже и 
на нормальный газ .  

Полезно отметить еще соотношения, вытекающие из 
тождества e ( V, g( V, S) ) =- E( V, S) и формул (2) :  

(15) 

Отсюда, в частности, следует, что в нормальном газе 
всегда ер > О. 

Свойства адиабат. Последующее изучение термодина
мичес«их соотношений проводится на плосности R2 ( V, р )  
В I\Вадранте Q = {0 < V < оо ,  0 < р < оо} ,  l{риnые S = 
= const называются адиабатами (или ади.абатами П yac
cona, или иааптропами) .  Адиабата, вдоль ноторой S = 
= 80 обозначается a(So ) . Для каждого So из интервала 
(S* , S*) рассматривается область Q (So ) ,  определен
ная неравенством S > So ; ее границей является адиаба
та a(So ) .  

Л е м м а 1 .  Семейство адиабат {a (S) } обладает сле
дующими свойствами: 

(а )  через любую точку (Vo, ро) е Q проходит одна и 
только одна адиабата a (So ) ;  

, (Ь )  S t  < Sa, если и толыю если a(Sz ) с= Q(St ) ; 
(с )  для любого So область Q (So ) строго выпунла ; 
(d) любая адиабата a (So ) имеет асимптоты V = О 

(при р - оо ) и р = О (при' V - оо ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу ( 14, d) и ( 9 )  при фик

сированном ·v значение р = g( V, S) монотонно возраста
ет в:месте с S, пробегая весь интервал (0, оо), откуда 
следуе:r ( а ) . Итак, существует определенная на Q функ-
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ция S = a( V, р) , с Rоторой выполнено тождество 
g( V, a ( V, р)) = р. Его дифференцирование дает соотно-
шения 

gv + gвO'v = О, gвО'р = 1 , ( 1 6) 
от:куда, в силу ( 14 ) ,  O'v > О  и crp > О. Значит, градиент 
S в точ:ках адиабаты a (So ) направлен строго внутрь об
ласти Q(So ) ,  что влечет свойство (Ь) . Далее, строгая 
выпу:клость области Q(So )  гарантируется перавеяством 
( 14, с). Наконец, из (8, Ь, с) и определенности f при 
всех р,  S следует, что р -+ оо равносильно р -+ оо , от:куда, 
вместе с ( 9 ) ,  выте:кает свойство (d) . 8 

Прямая с уравнением р = k V  + Ь называется пря
мой типа l+ , если k � О, и прямой типа [_, если k < О. 
Из леммы 1 следует, что вдоль любой прямой типа l+ 
энтропия S меняется монотонно, возр·астая с ростом р 
(или V) от S* до S*. Напротив, для :каждой прямой 
типа [_ существует единственное значение So, при :кото
ром она является опорной прямой для выпу:клой об
ласти Q <So ) ,  т .  е. :касательной R адиабате a(So ) .  Пусть 
( Vo, ро )  - соответствующая точRа Rасания. В этом слу
чае поведение энтропии S, рассматриваемой на [_ RaR 
фуНRция от V согласно выражению S = cr ( V, kV + Ь) , 
описывается следующим утверждением. 

Л е м м а 2. На прямой типа [_ энтропия S имеет 
единственную стационарную р 
точRу V = Vo, в Rоторой S 
достигает маRсимума, причем t� 

dS!dV > О  (V < Vo) , 
( 1 7 ) 

dS!dV < О  ( V >  Vo>. 

Д о R а з а т е л ь с т в о .  Из 
леммы 1 следует, что адиа- О V 

баты a(S " ) при S "  > So не 
пересеRает [_ и что любая 
адиабата a(S' ) при S' < So пересе:кает l- ровно в двух 
ТОЧRаХ 1 и 2, прич.ем vt < Vo и v2 > Vo (рис. 1) . Диффе
ренцирование формулы S = d ( V, k V + Ь) по V дает dS!dV = crv + kap, или, в силу ( 16) ,  

dS!d V = (k - Gv)fg • •  
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Тан нан gs > О  (см. ( 14, d ) ) ,  то неравенства ( 17 )  явлл· 
ются следствием свойства строгой выпунлости адиабаты 
a(S' ) ,  гарантирующего, что (gv ) 1 < k и (gv)z > k. Дей
ствительно, если бы было, например,  (gv ) ,  = k, то точка 
1 была бы точкой перегиба для a(S' ) ,  в иоторой необхо
диllю должно выполняться равенство gvv <  V1, S' ) =О, 
противоречащее (14, с ) .  11 

Термодинампчесitие функции. В дальнейшем будут 
играть важную роль некоторые термодинамические фую{
цпи, определяемые заданньп1ш уравнениями состояния 
нормального газа ( 7 ) . 

О п  р е  д е л е н и е 3. С-поростью ввука ( термодинами
ческой) называется величина с > О, заданная формулой 

с2 - 3!._ 1 - f (n S) · (18) 
- dp S=const - Р �"" ' ' 

удельиой эитальпией называется величина, заданная 
формулой 

i = e ( V, p) + p V. ' ( 19)  

Для политронного газа явные выражения этих фунв:
ций легко находятел из уравнений (5 )  и (6 ) и имеют впд 

с2 = 'VP = �'pV, i = _"i _ 1!.. = -1- с2 (20) р 1 'V - 1  р у - 1  . 

Полезно отметить еще, что если удельная энтальпи:я 
i рассматривается как фушщия i(p, S) , то, в силу опре
деления (18) и первого соотношения (2 ) ,  для ее произ
водной справедлива формула dt 1 с2 

dp S=const = Р · (21) 

При решепни задач газовой динамиl{И часто встре
чается также безразмерная функция состояния газа, 
определенпая формулой 

т = pfpp/fp . (22 )  

В силу свойства (8, с )  в нормальном газе всегда т > О. 
Для политронного газа эта фушщия есть константа:  
т = "{  - 1 . В частности, с величпнаlllи ( 18) и (22) фор
мулы ( 13) припимают вид 

gv = -р2с2, Cvv. = (т+ 2)р3с2• (23) 
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В силу (21 )  для величины т получается выражение 

d (с2) 1 -- = m  
d i  S=const 

' 
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(24) 

Величина ре называется и.мпедапсо.м;  согласно (23) 
она характеризует, как говорят, <<жестitосты среды. Из 
(23) легко выводится формула 

d (pc)  т + 2 
( 5 /4) = -2 - с. 2 )  

§ 3. Дифференциальные уравнения 

С точки зрения рассматриваемой математической мо
дели движепием (или течепие.м) газа в области Q с: R4(x, t ) 
называется набор функций u, р, р,  е ,  определенных в 
Q и удовлетворяющих уравнениям ( 1 .3). 

О п  р е  д е л е н и е 1. Движение газа называется 
пепрерывпым в области Q с: R\ если функции u, р, р,  е 
непрерывны вместе с первыми провзводными всюду в Q. 

Дифференцирование интеграла по движущемуел объ
ему. Непрерывные движения удовлетворяют системе 
дифференциальных уравнений, равносильной системе 
законов сохранения ( 1.3).  Для вывода этих уравнений 
удобно ввести абс-трактный закон сохранения 

�t JJJ f dro + JJ qJ ·П dy = О , 
ro(t) v(t ) 

(1) 

где функции f и qJ определены в области Q. Здесь пред
полагается, что движущийся объем ro (t ) определен с 
помощью векторного поля вектора скорости u так, Itait 
это описано в § 1.  

Л е м м а 1. Производнан интеграла по движущемуел 
объему дается формулой -

d� JJJ f dro = J.fJ <nt + t div u) dro, <2> 
ro(t) ro(t )  

где D есть дифференциальный оператор : 

д д д д д 
D = дt + u · V = дt + и дх + v ду + w дz'· (3) 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Закон движения ( 1 .2 )  позво
ляет сделать в интеграле по ro ( t )  замену переменных 
иитегрирования х ua х0 • Если при этом область ro (t )  
перейдет в обJТасть ro o , то интеграл иреобразуется по 
формуле 

J S S f dro = S S J fб droof CiJ(t) filo 
где б =  det (дх/дхо) есть определитель матрицы Якоби 
из производных от старых переменных по новым. Теперь 
иадо заметить, что если вектор u непрерывно дифферен .. 
цируем, то решение ( 1 . 2 )  уравнения ( 1 . 1 ) также непре
рывно дифференцируемо по х0 • При этом производпая 
8х/8хо (в координатах - матрица Якоби) удовлетворяет 
уравнепию <<в вариациях>> ,  выводимому из ( 1 . 1 )  диффе
ренцированием по Хо : 

:t ( ::J = (: ) (  =J· (4) 

Отсюда для определителя б <t, Хо) получается формула 
Эйлера: 

дб!дt = б  div u. (5 ) 
Кроме того, для любой функц�rи F(x, t) в СИJТУ уравне
нпя ( 1 . 1 ) справедлива формула дифференцирования 

д дt F (x (t , x0), �) = Ft + U · VF = DFJ. 

где сиl\rволом F1 обозначена частная производпая 
(8/дt ) F(x, t ) .  Теперь дифференцирование интеграла по 
движущемуел объему с использован;ием (5) выполняется 
автоматически: 

:t S S S f dro = S S S :е (!б) droo =-
ro( t )  11)0 =- S S S ( :t 1 +1 div u) б dro0 = S S 5 (Df + 1 d iv u) dro. 
ro0 , ro(t )  

Применение формулы Остроградского - Гаусса к вхо
дящему в ( 1 )  интегралу по поверхности дает 

S S q> · n dy = S S J divq> dro. 
'i(t ) ll)(t) 
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!\роме того, полезно заметить еще, что 

DJ + / div u = f, + div (ju) . 

Предыдущие соотношения и лемма показывают, что 
если u, f и ер имеют непрерывные производные, то за
кон сохранения ( 1) оказывается равносильным следу
ющему: 

S S S (ft + div (/u + ер)) dro = O. (6) 
oo(t) 

Отсюда, в силу произвольности объема w (t) , следует, 
что подынтегральное выражение равпо нулю, т. е .  что 
( 6 )  равносильно дифференциальному уравнению 

f, + div (fu + ер) = О. (7 )  

Вывод основных дифференциальных уравнений. Те
перь можно обратиться к конкретны�! законам сохране
ния· ( 1 .3 ) и заметить, что все они · имеют вид ( 1 )  при 
специальных значениях f и ер; Для вакона сохранения 
массы надо принять f = р, ер = О. Здесь (7 )  дает диф
ференциальное уравнение 

р,  + div (pu) = О, (8) 

которое называется уравпепие;м, пер.аарывпости. Для за
кона сохранения импульса удобно ввести его проекции 
согласно представлению u = ( и, v, w ) .  Рассматривая 
проекцию на ось х, следует положить f=pu п ер= (р, О, 0 ) , 
и тогда из ( 7 ) получится уравнение 

(pu) ,  + div (puu) + р., = О . 

После иреобразования с учетом равенств (ри) ,  = ри, + up , ,  
div (риu) = и div (pu ) + pu · V и и уже найдеиного соот
ношения (8 ) BTQ уравнение упрощается до следующего : 

ри, + pu · V и +  р. - О, 

где индексом х обозначена частная производпая д/ дх� 
Аналогичное иреобразование двух других проекций (на 
оси у и z) , после свертывания полученных трех ска
лярных уравнений в одно векторное, приводит к урав
нению 

1 Ut + U · V u + p- V  р = Os (9) 
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которое называется уравиение.м и.мпудьсов (или уравне
нием количества движения) . Наконец, для последнего из 

зююнов сохранения ( 1 .3 )  следует взять f = р ( t q2 + е) 
u ер = pu. В этом случае (7 )  дает уравнение 

(Р ( � q2 + е)\ +div (Р ( j q2 + е) u + pu) = О, 

которое в силу (8) и (9 )  упрощается до следующего: 

et + u · V е + ; div u =0 .  

Дальнейшие иреобразования связаны с использованием 
вытекающего из (8) выражения 

div u = - .! пр р t 

после подстановки ·которого и замены V = 1/ р получается 

De + pD V = O. 

Но в частице газа, дви:жущейся по траектории, выпол
няется первый закон термодинамики: 

TDS = D e + pD V, 

благодаря которому оказывается, что дифференциальное 
уравнение закона сохранения энергии вместе с (8) и ( 9 )  
равносильно уравнению 

DS = O. ( 10 )  

Из формулы (3) для оператора D видно, что он име
ет смысл оператора дифференцирования по времени 
вдоль траектории частицы. Поэтому его называют опе
ратором дифференцирования в частице (иногда говорят 
оператор подного дифференцирования) по t . 

Свойство движения газа, выражаемое уравнением 
t 10 ) ,  можно сформулировать так: при непрерывном дви
жении газа энтропия сохраняется в частице. 

Окончательно для непрерывного движения получа
ется следующая система дифференциальных уравнений 
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газовой дипамИ'I\и: 
Dp + р div u = Or  

1 Du + -- v р = О , 
р 

DS = O, 

( 11) 

которая замьшается уравнением состояния р = f(p, S) . 
"У равнения ( 1 1 ) записаны в инвариантных вектор

ных операциях. Для их подробной СI{алярной записи в 
декартовых координатах х = (х, у, z ) ,  u = (и, v , w) ис
nользуются, кроме (3 ) , выражения операторов 

Vp = (рх, ру, pz ) , div U = Ux + Vy + Wz, 
Поэтому в декартовых координатах система ( 1 1 )  имеет 
вид 

Pt + �J,Px + vpy + wpz + р (их+ vу + wz) = O,  
1 Ut + UUx + VUy + WUz + р Рх = 0 ,  

1 Vt + UVx + VVy + WVz + р ру = 0,; (12) 

1 Wt +иwx + vwy+ wwz + - Pz = О, р -· 
St + иSх + vSy + wSz = О , 

где индексами обозначены частные производные по со
ответствующим координатам, например: р1 = др!дt, 
и,. = дu!дх и т. д. 

В различных вопросах газовой динамики система ( 1 1 )  
может быть представлена в других равносильных формах. 
Например, можно исключить энтропию S, заметив ,  что 
Dp = fpDp + fsDS. Так Kai{ fp = С2, то уравнение DS = О 
равносильно уравнению 

Dp = c2Dp ( 13 )  

или, с учетом первого уравнения ( 1 1 ) ,  уравнению Dp = 
= -рс2 div u. В этом представлении система принимает 
вид 

1 Du + -p VP = О , 

Dp + р div u = 0,, 
Dp + pc2 div u = 0 1 

(14) 
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где величину рс2 следует рассматривать как функцию от 
р и р. Это представление особенпо удобно :в случае по� 
литрапного газа, когда рс2 = 'УР· 

Симметрическая форма. В общей качественной тео
рии уравнений ( 1 1 )  (исследование характеристик, крае
вых задач и т. п. ) целесообразна специальная запись си
стемы с искомыми функциями u, р, S. С этой целью из 
первого уравнения ( 1 1 )  с помощью соотношения ( 13 )  
исключается Dp, что  приводит к равпосильной системе 

pDu + VP = О, 
bDp + div u = о . (ь = Р�2) � (15) 

DS = O. 

Здесь величины р и Ь рассматриваются как функции от 
р и S. Важное свойство системы ( 1 5 )  состоит в том, что 
она является симметрической. Этот термин означает, 
что в матричной sапцси системы ( 15 )  участвуют симмет
ричные матр;ицы. Для перехода к :матричной ваписи си
стема ( 15 )  расписывается в декартовых координатах: 

p (u, + uu,. + vи11 + wu.) + р,. == О, 

p (v, + uv., + vv11 + wv.) + Ри =О, 

p ( wt + uw,. + VW11 + ww.) + р. = О , ( 16 )  

Ь (р, + ир,. + vp11 + wp,) + и,. +  V11  + w. = О, 

S, + uS,. + v811 + wS. = О, 

и ввод;ится вектор-функция U = (и, v, w, р, S) (рассмат� 
риваемая как вектор-столбец) . Тогда с матрицами 
Al (j .... t, х, у, z ) ,  элементами которых служат ноэффици
енты системы ( 1 6 ) ,  эта система записывается в виде 

A 'U, + A"U,. + A11V11 + A'V. = О, ( 1 7 )  

где нижними индексами при U обозначены частные про
изводные этого вектора по t, х, у , z и каждая матрица 
умножается на вектор-столбец по обычному прав1шу. 
Конкретный вид матриц А1 таков:  

A t  = (� g � � � )· Ах = (�и �� 
о о о ь о  1 о 
0 0 0 0 1 0 0  

о 1 
о о 

r и  о 
О Ьи 
о о 
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Непосредственно видно, что все 111атрицы А1 СИl\11\iетрнч
ны, причем А 1 - положителыю определепная. 

Форма Громеки - Лэмба. Еще одпа форма записи по
лучается с использованием вектора вихря ro = rot u, н:о
торый в деi{артовых координатах имеет кщшоненты 

ro = ( wv - v., и. - w", v,. - и). 

Переход к повой форме основан на тождестве 

U ·  v u = v ( ; q2) - u Х ro, 

( 1 8 )  

где Х - знак векторного умножения. С помощью этого 
тождества уравнение импульсов (второе из уравнений 
( 1 1 ) )  записЫвается в фор.1tе ГpoJiteк,u - ЛэJitба : 

ut + v (i q2) + � vp = u x ro. ( 19) 

§ 4. Уравнения сильного разрыва 

В приложениях возника�т необходимость в изучении 
классов движений, более шир01шх по сравнению с клас
сом непрерывных движений. Математическая модель т а
ких движений может быть построена на основе интеграль
ных законов сохранения ( 1 .3 ) . Вначале рассматривается 
абстрактный закон сохранения (3 . 1 ) . В предыдущем па
раграфе было показано, что если величины u, f и (j) об
ладают непрерывны:ми производными, то (3 . 1 )  рав носиль

но (3 .6 ) ,  ОТI{уда вытекало дифференциальное уравнение 
(3 .7 ) .  Здесь (3 .6 )  будет обобщено в другом паправлении. 

Обобщенные движения. Пусть Q с:: R4 есть ограпичсн
ная область с нусочно-гладкой границей Г и сечениями 
rou( t ) гиперплоскостю.ш t = const. В соотношении (3 .6 )  
полагается ro ( t )  = (t) u ( t ) , и оно иптегрируется по t в и н

тервале ( tt ,  t2 ) ,  на I>оторый проектируется область Q. 
3 Л. В. Овслннииов 
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Это дает 
t2 S S S S Ut + div (/u + <р)) dw dt  = О .  
t1 rog(t ) 

Здесь подынтегральное выражение есть дивергенция че
тырехмерного вентора (если <р = (<pl , <pz , <рз ) )  

g = (j, fu + <р1 , fv + <pz, fw + QJз ) .  
Поэтому согласно теореме Остроградского - Гаусса пре
дыдущее соотношение равносильно следующему:  

S S S g . v dГ = O� 
[' 

(1) 

где v - орт внешней нормали к Г. Если 1 - орт оси t п 
n - орт внешней нормали н сечепию Г гиперплоскостью 
t = const, то 

v = 1 cos (v, t) + n sin (v, t ) 
и1 следовательно, 

g · v = f cos (v, t) + ( fu + qJ) • n sin (v, t ) . 

Поэтому соотношение ( 1 ) принимает вид 

( 2 ) 

J J J (/ cos (vj t) + (/u + <р) · ll sin (v1 t)) dГ = О. (3) 
r 

Итан, для непрерывно дифференцируемых функций u, /, qJ 
ив выполнения (3 .6 ) ДJIЯ любого объема w ( t) с: R3 следует 
выполнение (3) для любой замкнутой гиперповерхности 
Г с: R&. Ясно, что, и обратпо, специализируя Г как ци
линдрическую поверхность с образующими, параллельны
ми оси t в я�, и сечением w с: R3, легн:о вывести (3 .6 ) 
ив (3 ) . 

Однако если не предполагать функции u, /, qJ непре
рывно дифференцируемыми, то ив (3 )  указанным путем 
уже не удастся вывести (3 .6 ) . В частности, такой вывод 
невовможен, если величины u, /, <р сами раврывны. В 
этом смысле закон сохранения ( 3 ) является обобщеннем 
закона сохранения (3 .6 ) . 

О п р е д е л е н и е  1 .  Набор функций u, р, р, в ,  опре
деленных в Rt (x, t) , называется обобщеппьмt движепие.�,�, 
газа, если для любой ваминутой I{усочно-гладiщi'I гипер-
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поверхности Г с: R' ( x, t) эти функции удовлетворяют 
соотношениям 

S S J (p cos (v , t) + pu · n sin (v , t)) dГ = 0,; 
г J J J (pu cos (v , t) + (р (u · n) u + pn) sin (v ,  t)) dГ = 01 (4) 

1' J J 5 (r ( � q2 + 8) cos (v , t) + 
1' + (r ( �  q2 + 8) + p) u · n sin (v , t)) dГ = 0. 

Соотношения (4 )  получаются из абстрактного (3) пу
тем специализации фушщии f и qJ соответственно законам 
сохранения ( 1 .3 ) .  В силу предыдущего они равносильны 
дифференциальным уравнениям (3 .11 )  в классе непрерыв
ных движений газа. 

Движение с сильным разрывом. Класс всех обобщенных 
движений газа до настоящего времени полностью не изу
чен. Фактически исследован только (во всяком случае, 
для многомерных движений) некоторый подкласс обоб
щенных движений, а именно класс движений с сильным 
р азрывом. 

О n р  е д е л е н и е 2 .  Если в области определения 
обобщенного движения существует гиперповерхность � с:  
с: R\ на которой величины u, р, р, 8 имеют разрыв пер
вого рода и вне которой это движение непрерывно, то 
тю{ое движение называется авижепие:м с сильпым разры
вом, а сечение B(t) гиперповерхности � гиперплоскостя
:ми t = const называется поверхпостью сильпого разрыва. 

Итак, поверхность сильного разрыва B(t) есть двумер
ная поверхность в пространстве R3 (x) , которая перемеща
ется с течением времени и на Iюторой функции u, р, р, 8 
имеют разрыв первого рода, оставаясь непрерывными с 
Itаждой стороны от B(t ) .  Оказывается, что величины раз
рывов (или, как говорят, скачн.ов ) этих функций не могут 
быть произвольными, но с необходимостью удавлетворе
ют некоторым ооотношениям, которые и называются 
уравпепиями сильпого разрыва. 

Вывод соотношений на сильном разрыве. Удобно вы
вести уравнение сильного разрыва сначала для абстракт
ного зююна сохранения (3) .  С этой целью на гпперпо-
�· 
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верхиости � выделяется не:которая (:малая) область а с 
глад:кой границей "( и строится заl\Пшутая гиперповерх

пость Г = й1 + crz + йз , где йз есть <<бо:ковая поверхпосты 
цилиндра с направляющей "{, а 0'1 и й2 - :кус:ки <шарал
лельныХ» I\ � поверхностей, паходящихся на расстоянии 

t h от � (рис. 1 ) ,  вырезан
ные этим цилиндром. 
В соотношении (3) с та:к 
построенпой гиперповерх
постью Г интеграл разо
бьется на сумму трех инте
гралов - по йt , Cfz и йз .  За
тем выполняется предель
ный переход при h -+ О. 
Тю\ :ка:к при этом мера 

:r 1 йз 1 -+ О и подынтегральная 

g,z фующия ограничена, то 
Рис. 1 .  интеграл по йз в пределе 

дает нуль. Что же :касает
ся интегралов по й1 и O'z, то они в пределе перейдут 
в интегралы по разным сторолам а с противоположными 
направлениями нормалей V1 = -Vz . 

Пусть v - одно из этих направлений, и пусть символ 
cr;,aчr;,a [ а] = а2 - а1 дает разность предельных значенпii 
на � '  I\аной-либо величипы а, :которые существуют с :каж
дой сторолы �. При этих соглашениях в пределе получит
ся соотношеппе 

J J J [/ cos (v, t) + (fun + fPn) sin (v , t)] da = О, 
(J 

где и,. = u · n и ер,; = ер · n. Отсюда, ввиду произвольности 
области cr с � и непрерывности подынтегрального выра
жения на �.  получается абстр актное уравнение сильного 
разр;ыва 

[f cos (v, t ) + (fu,. + (j)n) sin (v, t ) ]  = О. (5 )  

Некоторое неудобстnо этого уравнения состоит в том, 
что в него входит четырехмерная нормаль v :к гиперпо
верхпости �. ОднаБо порА-rаль v можно исключить с по
мощью понятия с:корости пере�rещения поверхности B(t )  
и т е м  самым получить ·описание сильного разрыва n 
терминах толы;о пространства R3 ( x ) .  
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Берется точi<а М е: B(t )  и находится точ1<а N пересе
чения нормали в М и B(t )  с поверхностью B(t + М) .  
Пусть Н(М) есть длина отрезю1 MN, взятая со  знаком 

-
<шлюс» ,  если вектор MN направлен таи же, юiк орт нор-
мали n к B(t) в точке 
М, и со знаком << минус >> ,  t 

-
если вектор MN направ-

l 

лен противополож- t•A t f---\----1----�� ..... 
но n. 

О п р е д е л е н и е 3. 
Скоростью пере.меще
пия поверхпости B(t) в 
иаправлепии пор.мали n 
называется предел 

Dn = lim Н (М) , L\t-+o A t (6) 

о 

Рис. 2. 

x_fp 

Связь D,. с четырехмерной нормалью 
ется, если заметить, что вектор (рис . 2)  

v обнаружпва-

где 1 - орт оси t, лежит в касательной плосности н � и 
потому ортогопалеи веi<тору (2 ) .  Следовательно,  исномая 
связь такова:  

Dn sin (v ,  t )  + cos (v, t ) = О. (7 ) 

В силу соотношения (7 )  уравнение (5 )  можно записаТI, 
в виде 

[j(u,. - Dn) + !pn] sin(v, t) = О. 
Естественно считать , что снорость персмещения D,. по
верхности B(t) конечна . Тогда из (7 }  следует , что 
sin (v, t) + О, и окончательно получается равносильное (5 ) 
абстрактное уравнение сильного разрыва 

. \ [j(u,. - D,.) + <p,.J = О. (8) 
Применительно к кQннретным уравнениям: (4) , в ре

зультате надлежащей специализации фуннций f и <р, ш1 
(8) получаются следующие уравl!епия силъпого раврыва в 
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газовой ДIIНа:tlшке: 

[р (и п - Dп)J = О , 
[pu (llп - Dп) + pn] = 0 ,, [Р о q2 + е) (uп - D п) + Pll п] = 0 .  

(9) 

Классификация разрывов. Пусть u" есть ортогопаль
пая составляющая вектора u, лежащая в :касательной 
плоскости 1\ поверхности разрыва B(t ) .  Проектирование 
на эту плоскость второго из уравнений ( 9) дает соотно-
шение 

( 10 )  
:которое позволяет дать следующую 1-шасспфппацию спль
ных разрывов (предполагается, что р :1= 0 ) .  

Первый тип разрыва :  Un = Dn. В это!I случае спорость 
течения газа в направлении нормали n 1\ B(t )  равна спо
рости перемещения самой: поверхности B(t) в том же на
правлении. Следовательно, через тюшi'r разрыв газ ие те
чет. Из (9) следует, что на тююм разрыве необходимо 
[р] = О  и [ unl = О. Однако, вообще говоря, может быть 
[р] :/= О, [е] :/= О  и [u"] :/= О. Сильный разрыв этого типа 
называется -,.о1lта-,.тиы.м разрывом. 

Второй тип разрыва :  Un :/= Dn. В этом случае [ u"] = О, 
но, вообще говоря, [ un] :/= О, [ pJ :/= О, [р] :/= О, l e J  :/= О. Че
рез тапой разрыв газ течет. Сильный разрыв этого типа 
называется ударной во.л,иой. 

Основное начественвое различие двух упазанных тrr
пов разрывов состоит в том, что нонтактвый разрыв раз
деляет области, каждая из ноторых состоит все время из 
одних и тех же частиц газа, а ударная волна распростра
няется по частицам газа. 

У дарвые волны . Поверхность ударной волны принято 
называть таюnе фроито.м ударной волны. 

О п р е д е л е н  и е 4. Та сторона фронта ударной вол
ны, с поторой газ натенает на нее, называется передпей 
старопой (или стороной перед фропто.м) ударной волны. 
Противоположная сторона фронта называется вадией ста
ропой (или стороной за фропто.м) ударпой волны. 

В дальнейшем ( если не сделано специальных огово
рок) принимается следующее соглашение: нормаль n н 
фронту ударной волны направлена в перед1tюю сторапу 
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(в обJiасть nеред фронтом ) ударной воJiны. Пусть индекс 
<<1 >> отмечает значения газодина.мичесrшх величин на nе
редней стороне ,  а индекс << 2 >> - на задней стороне удар
ной волны. Наконец, вводится схо рость течения гааа от
носитедьно фронта в направлении нормали n �  

( 1 1 )  

I3 последующих фор.мулах используется также обозначе
ние удельного объема V = 1/р .  

После небольтих иреобразований исходные уравнения 
сильного разрыва для ударных волн nринимают вид 

(12) 

(13) 

(14) 

Они выражают соответственно законы сохранения массы, 
импульса и энергии в ударных волнах . Эти уравнения 
связаны с изменением вектора скорости в направлении 
нормали к фронту; кроме них еще выполнено уравнение 
сохранения касательной к фронту составляющей вентора 
снорости : 

Uaz = Uat • ( 1 5 )  
Из уравнений ( 1 2 )  и ( 13 )  можно найти выражения 

ДJIЯ относительных сноростей 

(16) 

п получить соотuошение 

( vz - vt ) 2  = (pz - P t ) (  V1 - Vz)  ( 1 7 )  

Исключение относительных сrюростей и з  ( 14 )  с по!lющью 
('1 6 )  даст 

( 1 8 )  

И з  определения 4 и соглашения о направлении нор
м а л и  n в сторону перед фронто.м следует, что V 1  < О; 
в силу ( 1 2 )  н положиr.ельностп ШJОТiюсти р т акже v,. $. О, 
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Кроме того, из ( 16 ) и ( 18 )  следует, что все сначип 

[р] = Ра - Pt1 LpJ = Pz - Pt ,  L e J  = Ez - E t  · 

имеют один и тот же зван. 
Адиабата Гюгонио. При исследовании ударных волн 

нлючевым является уравнение ( 18 ) ,  тан 1\ai{ оно св язы
вает тольно терм:одинамичесхше величины. Более того, 
в силу уравнения состояния (2. 7 )  �е рвы выражения 
E t = e ( Vt , Р1 )  и Ez = e ( Vz,  pz ) , благодаря чему уравнение 
( 18 )  определяет термодивамичесное состояние ( Vz, pz) 
газа за ударвой волной тольно по термодивам:ичесному 
состоянию ( V1 ,  Pt ) перед волной. 

О п  р е  д е л е в и е 5. Фувнция переменных ( V, р) 

Н = H( V, р ; V1 , Pt ) = 1 = e ( V, р ) - e ( Vt , Р1 ) +2 < V - V1 ) (P + Р1 > { 19 )  

называется фун1щией Гюгонио. :Кривая на nлосности 
R2 ( V, р ) , заданная уравнением 

H( V, р ; V1 , Pt ) = О, (20) 

называется адиабатой Гюгонио с центром. ( V1 , р1 ) .  
Иногда вместо термина << адиабата Гюговио»  уnотреб

ляется синоним «ударная адиабата>> .  С функцией Гюго
нпо ( 19 ) уравнение (18)  записывается в виде H( Vz, pz; 
v�. Р1 > = о. 

Для политропвоrо газа, в силу выражения (2 .6 ) ,  урав
нение адиабаты Гюгонпо (20) приводится к виду 

L = (у +  1)  v1 - <v - 1) v 

(у + 1) v - (У - 1) V1 (21) 

Этому уравнению соответствует уравнение ударного nере
хода ( 18) , записанвое вмесrо удельных объемов V, через 
плотвости р,: 

(22) 

� 5. Основные свойства ударных воu 

Здесь собраны фундаментальные свойства ударного 
перехода, т. е. пзС�Iенения осповных величин при переходе 
через ударную в олну. Этп св�йства являются общими п 
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верны для любого нормального газа (определение 2 .2 ) .  
Ниже они фю{спруются в виде ряда теорем и и х  
следствий . 

Форма адиабаты Гюi•онио. Вначале устанавливается 
общая форма адиабаты Гюгонпо (4.20) на плос1юсш 
IO ( V, р ) .  

Т е о р е м  а 1 .  Для любой точки ( Vt , Pt ) е Q уравневне 
адиабаты Гюгонпо с центром (Vt , р 1 )  может быть записа
но в впде 

( 1 )  

с трижды пепрерывпо дифференцируемой фушщпеi'r 
W(p ) ,  которая однозначно определена и является певаз
растающей для всех р е (0, оо ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в  о. В сшrу условия ( 2 . 10, а)  спра
ведливо неравенство 

2дH/iJV = 2ev ( V, р) + р + Pt > О. 

1\po�.re того, поведение фушщии Il при финспрованном р 
таново , что 11 -+  + оо  при V ->- оо и, в силу ( 2 . 1 1 ) ,  1 Н _., - е (V 1 , р1) - 2 V 1 (р + р1) < О при V -+ О. Поэто-
му для rшждого р е (0, оо ) существует единственное зна
чение V = l'V(p ) ,  при котором Н =  О, т. е. справедливо 
представление адиабаты Гюгонпо ( 1 ) .  Гладкость фунн
ЦIШ W следует пз · условия 2°  определения 2.2 для нор
мального газа. 

Далее , дифференцирование тождества H( vV(p) , р ; V1,  
P t )  = О по р дает соотношение дW 

(2ev + р + p1) дii + (2ер + W (p) - V1) = О, (2) 
позволяющее установить знак производной дW/др. Тю> 
как в нормальном газе всегда ер > О, то для значения 
11t = Il( Vt , р ; Vt , Pt ) = e (Vt , р) - e ( Vt , Pt) справедливы 
неравенства 

111 < О (р < P t ) ,  Н 1  > О  (р > Pt ) .  
Это  означает, что 

JV(p) > V1 (р < Pt ) ,  W(p)  < V1 (р > Pt ) .  
В силу этого замечания получается, что 2ер + W(p) 
- V1 > О при р < Pt ·  Поэтому из (2 ) ,  следует , что 
дW/др < О  uри p ,;;;;, pt. 
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Если предположить, что фующия W не монотонна, то 

найдется таная точна Рз > Pl , в 1\ОТОрой будет w� = = W' (р8) > О .  Пусть Vз = W(рз ) < V1.  Тогда значение 
V3 должно приниматься в интервале (р1 , р3 ) по нрайней 
мере еще один раз,  например, в точке Р2 < Рз ,  т .  е .  Vз = 
= JV(p2 ) .  При этом точна Pz может быть выбрана тад , 
что в ней будет w; = W' (р2) � О. Но тогда пз соотноше
ния (2 ) , взятого в точнах ( Vз , Рз ) и ( Vз , Р2 ) , после вычи
тания получается равенств о 

(2ev (V в ,  Рз) + Рз + Р1) w; + 
+ (2ev (V3 , Р2) + Р2 + Р1) (- w;) + 

+ 2 (ер (V 3 , р3) - ер (V 3 ,  р2)) = О , 

в нотаром ер ( Vз ,  Рз > - ер ( Vз ,  pJ ;;;;::. О в силу (2. 1 0, Ь) , таи 
кан Рз > Р2 ·  Отсюда следует, в частности, что w; = О, 
в противоречии с предположением. Итан, при всех р > P t 
должно быть д W/др � О, т. е. W(p ) нигде не возрастает. 8 

С л е д с т в и е 1 .  Вдо.:'IЬ адпаб.аты Гюгонпо существуют 
предельные значения 

V0 = J im J·V (р) > Tl1 ,  V оо = l im W (р) < V1 • (3) 
IJ -> 0  р-+оо 

Можно поиазать, что в нормальном газе всегда V0 < оо ,  
Поведение вблизи центра. Следующие факты отно 

сятся к поведению адиабаты Гюгонио вблпзп е е  центра. 
Пусть S(p)  = a ( W(p) , р ) - значения энтроппи вдоль ади
абаты Гюгони:о. В последующих формулах и:ндеисом << 1 >> 
обозначаются значения величин в центре ( V1 ,  Р 1 ) ,  напри
мер: sl = S(pi )  и: т. п. 

Т е о р е �r а 2. Справедливо предельное соотношение 

. S (p) - S1 I1m 3 = k1 > 0.,; 
J>-+p, (Р - Р1) (4) 

и в центре ( V1 ,  pl )  адиабата Гюгонио имеет с пзэнтропой 
a (S1 )  иасание второго порядка. 

Д о н а з а т е л ь с т в о. Пусть e (p ) = e ( W(p ) ,  р) .  Диф
ференцирование тождества H( W(p ) ,  р ; V1 ,  р 1 )  = О  по р 
приводит 11: выражению 

2е
' = - (р + P 1 H V' - (W - V1 ) 
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(здесь и ниже штри:ха111и обозначены производвые по р) .  
С другой стороны, если в уравнении ( 2 . 1 )  взять производ
вые всех величпп по р вдоль адиабаты Гюгонио, то оно 
при111ет вид Т S' = е' + р W'. Исключение величины е '  с 
помощью пре)l;ыдущего вырашения привоТ(ит R соотно
Шению 

(5 )  

Отсюда СJiедует, ЧТО s� = О. Дифференцирование (5 )  
дает 

2T'S' + 2TS " = (р - p1 ) W " ,  

откуда s �  = О . Наi\ОНеЦ, еще одно дпфференцпровавие 
приводит к равенству 

2Т " S' + 4Т ' S " + 2TS"' = W" + (р - P 1 ) W" ', 

ИЗ КОТОрОГО ПОЛучаеТСЯ, ЧТО 2 Т 1 s;' = W�. Для 1\Ы'lИС
ЛеНИЯ значеНИЙ W� И W� ИСПОЛЬЗуеТСЯ ТОЖДеСТВО 

g( W(p) ,  S (p ) )  = р, дифференцирование которого оди:н и 
два раза дает 

gv W' + gsS' = 1 , 

gvvW' 2 + 2gv s W'S' + gssS' 2 + gv W "  + gsS "  = О . 

в силу предыдущего в точке ( v! ,  р! ) эти равенства при-, '2 � 
нимают вид gyW1 = 1 , gvvW1 + gyW:t. = О. Итак, полу-
чаются следующие выражения для производных: 

s"' _ C vv . � - - 2 Т • 3 '  ti'v 
W• _ gvv � - - -3 '  

gv 

( 6) 

(7) 

где значения правых частей взяты в центре ( V1 ,  p f ) .  Те
перь ясно, что формула {4 ) следует из ( 6 ) ,  причем: 
k1 = (1/6) s;' . Кроме того, для производных функции 
V(p ) ,  определенвой уравнением g( V, 81 )  = р и задающей 
изэвтропу a(SI )  в виде V = V(p ) ,  справедливы соот-
ношения 

gv V' = 1 ,  gvv V' 2  + g v  V " = О, (8)  
из которых в сплу (7 )  следует, что JV� = J'� п П'� = V� ·  8 
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С л е д с т в и е 2. Для ударных волн сnраведливы еле� 
дующие предельные соотношения при Pz -+ Р• вдоль адиа
баты Гюгонио : 

lim 1 Unl - Dn 1 = lim 1 Uns - Dn 1 = cl, (9) 

. un2 - unl 1 l1m = - . 
Р2 - Р1 plcl 

Равенства (9 ) легко получаются с помощью (4) из опрс� 
деления (2 . 18 )  и формул (4. 1 6 ) ,  (4. 17 ) . 

Величипу скач:иа Pz - Pt = [р] в ударной волне назы
вают (абсолютной) си.л,ой разрыва. Предыдущие резуль
таты можно описать, ска зав , что спачоп эптропии в удар
ной волне есть величина третьего порядка малости, 
а сначки плотности и нормальной составляющей вектора 
СI{Орости (а также и внутренней энергии) суть величины 
первого порядка малости по сравнению с силой разрыва, 
когда последняя стремится к нулю. Второе соотношение 
(9 ) означает, что при этом относительная скорость дви
жения газа по нормали к поверхности ударной волны 
стремится к скорости звука. Другими словами, <<бесi\О
нечно слабые» ударные волны распространяются по газу 
со скоростью звука . 

Возрастание энтропии. Соотношение (4 )  показывает, 
что лоиально, вблизи центра (Vt ,  Pt ) , энтропия S(p)  моно
тонно возрастает с ростом р. Оказывается, что это свой
ство справедливо и в целом. 

Т е о р е м  а 3. Вдоль адиабаты Гюгонио всюду 

S' (p ) > O  (p =l= pt ) .  ( 10 )  

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  В сплу теорюiы 2 перавеяство 
( 1 0 )  выполнено в онрестностп точiш р1 •  Пусть S' (p2 ) = О  
в пекоторой точке Р2 =1= Pt · Тогда определена прямая l1z на 
плоскости R2 ( V, р ) ,  'проходящая через точки ( V1, р1 )  и 
C V2, Pz) , где V2 = vV(pz ) ,  В силу теоремы 1 прямая l1 2  яв
ляется прямой типа l-, причем ее угловой коэффициент 
равен k == dV/dp = C V2 - Vt )l (pz - Pt ) .  С другой стороны, 
из соотношения (5) в точке Pz следует, что в этой точне 
W' (p2 ) = ( W(pz) - Vt )l (pz - P t ) . Следовательно, пря:t.rая l 12  
насается адиабаты Гюгонпо в точне ( Vz ,  pz ) . 

Теперь надо заметить, что наклон насательной н адиа
бате Гюгонио может быть вычислен диффере�ированием 
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тождеств а a ( W (p ) , р ) = S(p ) , т. е. nз уравнения 
av W' (р)  + ар = S' (р ) , ноторое , согласно сделанному nред
положению, в точi<е Pz nринимает вид crv W' (р2 ) + ар = О. 
Нюшон же касательной к изэнтроnе a(S2 ) вычисляется 
диф�еренцированием тождества a ( V(p ) ,  р) = S2, что дает 
av V (р3) + Gp = О. Сравнение этих соотношений nоказы
вает, что V' (pz) = W'(p2 ) ,  т. е. что изэнтроnа a(Sz) касает
ся адиабаты Гюгонио, а значит, и nрямой l 1 z в точке 
( V2, р2 ) . Согласно лемме 2 .2  это означает, что энтропия S 
вдоль nрямой l 12 имеет в этой точке Маi\СИl\ШЛьное зна
чение . 

Одню{О если рассмотреть изменение фующии Гюгонпо 
(4. 1 9 )  вдоль накой-нибудь прямой l ,  проходящей через 
ТОЧI\У ( v! , P l ) ( напрш.rер, Z! z ) '  ТО для ее дифференци ала. 
получится выражение 1 1 

dH = dв + 2 (V - V1) dp + -z (р + р1) dV = dв + р dV,; 

где последнее равенство выполнено в силу уравнения 
V = V1 + k(p - pl ) пряиой: l .  Ср авнение этого выражения 
с уравнением (2. 1 ) ,  в Itаторо:м дифференциалы в зяты 
в,rJ;оль прямой l, приводит к соотношению 

Т dS = dH, ( 1 1 )  

справ едливому, в частности, вдоль l1 2 • Фушщия Н н а  пря
мой ll 3 обращается в нуль в ТОЧI\аХ ( v!, p l )  и ( Vz , Pz ) . 
По теореме Ролля в интервале (p l ,  Pz ) найдется точi<а Рз ,  
в ноторой dH = О .  Но тогда из  ( 1 1 )  получится, что 
dS (p3 )  = О. Тан IШI� Рз '*- Pz, то последнее рав енство про
тиворечит лемме 2 .2 .  8 -

С л е д с т в и е 3. Адиабата Гюгонпо а вездна отпоси
тел ьн.о своего цептра. Это означает, что каждый луч, вы
ходящий из центра ( vl ,  р ! ) ,  либо вообще не пересекает 
адиабату Гюrопио, лпбо пересенает ее толы<о в одной точ
не. Образно выражаясь, можно СI\азать еще, что вся адиа
бата Гюгонпо «видна»  пз своего центра. Свойство звезд
ности выте1шет непосреJJ;ственно из соотношения ( 1 1 )  и 
леммы 2 .2 .  

"Уместно отметить , что звездность адиабаты Гюгонио 
следует только из условпй 1• оnределения 2.2, более того , 
она справедлив а и при выполнении лишь условий (2 . 14) 



46 ГЛ. I. МАТЕМАТИЧЕС:КАЛ МОДЕЛЪ ГАЗОВОй ДIIНА:МИЮI 

для <<Нормального >> газа Петера п Вейля. У словил 2о оп
ределения 2.2 исполъзовались лишь ДJIЯ установления 
свойства монотонностп адиабаты Гюгонио. 

Из полученных фактов следует качественная картина 
расположения адиабаты Гюгонио среди семейства изэн
троп, показаввал на рис. 1 .  

Итак, вдоль всей адиабаты Гюгонио эптропия строго 
воврастает с ростом давления. Важность этого результата 

р обусловJrена тем, что 

о 

Рис. 1 . 

С его ПОМОЩЬЮ 1\IОЖНО 

однозначно установить 
зню\и сначков давления 
п плотности в ударной 
волне. Для этой цели 
приилекается второй 
вaroon термодипа.миrои, 
согласно которому энт
ропия теплоизолирован
ной системы пе убывает. 
Так Kai\ в рассматрп
ваемой здесь 1\Юдели 
газовой динамю\и про-
цессо:м теплопровод

ности пренебрегается, то каждую частицу газа следует 
считать теплоизолированной. Согласно предыдущему, 
если такая частица прошла через ударную волну с нуле
вой силой разрыва, то в ней энтропия обязательно IIЗ11Iе
нплась. В силу второго закона термодинамики это изме
нение должно быть возрастанием. Поэтому, если состоя
ние 1 находится перед фронтом ударной волны, то обяза
тельно должно быть s2 > si, и тогда из теоремы 3 следу
ет, что Р2 > Pt и Р2 > Pt · Если же состояние 1 находится 
за фронтом, то в том состоянии 2, из которого путем 
ударного перехода получилось состояние 1, необходимо 
должпо быть S2 < S1 и, соответственно, Р2 < Pt и Р2 < P t ·  
Итак, справедлив следующий вывод. 

С л е д с т в и е 4. Ударная волна всегда вызывает по
вышение давления и сжатие (уплотнение ) газа ;  ударпые 
волпы раврежепия певовможпы. 

Теорема Цемплена. Выражаемое следующей теоремой 
свойство ударного перехода фактически равносильно 
свойству возр�стания энтропии вдоль адиабаты Гюгонпо. 



§ 5. ОСНОВНЫЕ СВОйСТВА УДАРНЫХ ВОЛН 47 

В дальнейшем на него будут делаться ссылки кап на 
теорему Ц емп.леuа. 

Т е о р е м а 4. Абсолютная величина нормальной со
ставляющей скорости движения газа относительно удар
ной волны больше сiюрости звука перед фронтом и мень
ше спорости звука за фронтом, т. е .  если состояние 1 -
перед фронтом, то 

( 12 ) 

Д о и а з  а т е л ь  с т в о .  Рассматривается изменение эн
тропии S вдоль прямой р - Р1 = k( V - V1 ) типа l- ,  прохо
дящей через центр ( V! , Р 1 ) адиабаты Гюгонио и I{акую
либо ее ТОЧI{У ( Va, pz ) , где Ра > Р1 , так что k = (pz 
- p1 )/ ( Va - V1 ) < О. Из соотношения ( 1 1 ) ,  справедливого 
вдоль такой прямой, следует, что dS = О  в пекоторой точ
ие, лежащей строго внутри интервала с концами ( VI, P t )  
и ( V2, р2) .  В силу леммы 2 .2  в этой точие S достигает 
1\Iаi{Симума. Поэтому на Iюнцах интервала должно быть 

( dS/dV) ! < О, (dS/dV) 2 > О. ( 1 3 )  

Дифференцирование по  V уравнения р = g( V ,  S) вдоль 
прямой l_ дает соотношение k = gv + gs (dS!dV) , откуда в 
силу того, что gs > О, и неравепств ( 13 )  следуют пера-
венства 

gV!  > k > gV2• 

По формулы (2. 13 )  и (2 . 18 )  дают выражение gv = -р
2с2 , в 

силу которого эти перавеяства равносильны следующим : 
2 2 Р2 - Pt 2 2 

Р2С2 > v - v > Pl Ct• 
1 2 

Наионец, подстановна V1 = 1/pj (i = 1 ,  2 )  и учет уравне
ний сильного разрыва (4. 1 6 )  приводят и перавенетвам 

2 Р1 Р2 - Р1 2 
Сз > -р Р - n = v2 , 2 2 '' 1 

которые равносильны ( 1 2 ) . • 
Свойство определенности. Следующий факт, называе

мый свойством опреде.ленuости ударной волны, нуждает
ся в небольтом пояснении. Уравнения сильного разрыва 
для ударной волны (4. 1 1 ) - (4. 14 )  связывают семь величин 

Un t ,  Р 1 1 Р1 1 Una , Р а 1  Ра1  Dn. .( 14) 
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Говорят , что ударпая волпа определена, если все эти ве� 
личины известны. Тю{ Kai{ для них имее тся всего три 
уравнепил - (4. 12 ) , (4 . 13 ) , (4 .14) ,  то четыре из семи в елп� 
чин ( 14 )  могут быть ваданы, а оставшиеся три должны 
находиться из этих уравнений . Возникает вопрос, можно 
лп таное определение осуществить. В сущности , это есть 

вопрос о существовании 11 едпнственности ударного пере� 
хода прп различных заданиях четырех и в  парамет� 
ров ( 1 4 ) .  

З,r1;есь будет рассмотрено лишь такое задание четырех 
параыстров, ногда двпжеппе по одну сторону от ударной 
BOJlHЫ известно,  т. е.  Iюrда заданы пара:�rетры 

( 15 )  
и, разумеется , фиксировано неиоторое направление нор� 
мали н поверхности ударной волны. Ниже принимается, 
что нормаль n направлена в ту сторону, с ноторой нахо� 
дптся заданное состояние ( 1 5 ) .  При этом не предполага� 
ется , что движение ( 1 5 )  находится перед фронтом. Вопрос 
ставится тюс будет ли ударный переход определен, ешш 
I�роме значений ( 1 5 )  задать еще одну ив оставшихся ве� 
JШчин ( 14 ) ?  В частности, можно ли определить , на какой 
с·rорон е  фронта находится движение ( 1 5 ) ?  

При таной постановке вопроса н а  велпчины ( 1 5 )  надо 
н аложить неiюторые необходимые ограничения . Данвые 
( 1 5 ) определяют адиабату Гюгонпо с центром ( V1, Р 1 ) , где 
V1 = 1/pj .  В силу (3 )  вначение Pz не может быть вадано 
проn звольно . Именно , если движение ( 1 5 ) находится пе� 
ред фронтоы, то должно быть 

Pt < Pz <р,. = 1/'V .. , ( 16 )  
а если дв п жение ( 1 5 ) - за фронтом , 1� 0 

Р1 > Ра > Ро """ 1/Vo.  ( 1 7 )  
Далее , так нан точка ( Vs,  Ра) ,  в силу (4 . 1 6 ) , лежит на 
прямой 

Р - Р1 = - piv� (V - Vl), (18) 

то в случае  Pz < р 1 ,  т . е .  1югда движение ( 1 5 )  находится 

ва фронтом , значение vl (связанное с заданне м Dn)  не 
может быть очень мало . Его нижняя грань определяется 
ив условия прохождепия прямой ( 1 8 )  через точку (V0 ,  О) 
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пересечения адиабаты Гюгонио с осью р = О. Следова
тельно,- в это�r случае должно быть 

vi � P1fpi (V0 - V1) . (19) 

Т е о р е  :м а 5. Для любого заданного движения ( 15 ) 
существует один и только один ударный переход, в кото
ром одна из величин {)2, Ра или Dn имеет произвольно 
заданное значение (с ограничениями ( 16 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 19 ) ) ,  
причем этим заданием определяется и сторона фронта, 
с которой находится движение ( 1 5 ) .  Если же к движению 
( 1 5 )  дополнительно задана вешrчппа и"2, то соответствую
щий ударный переход всегда существует; но, в зависимо
сти от абсолютной величины скачка [и"] , возможны одно 
или два решения. В последнеы случае единственное ре
шение выделяется уrшзапие�r стороны фронта , с которой 
находится движение ( 15 ) .  

Д о к а з а т е л ь  с т в о .  Пусть дополнительно к данным 
( 1 5 )  задано Pz· Сравнение Р2 с Р1 и у<rет того, что ударные 
волны ведут н повышению давления , определяет, с какой 
стороны фронта находится движение ( 1 5 ) .  В обоих слу
чаях по адиабате Гюгонио (4 .20) однозначно определяет
ся значение V2 = 1/р2, после чего можно найти D,. из 
уравнения (4 . 1 6 ) ,  а именно : 

(20) 

В силу соглашения о направлении нормалп n в сторону 
движения ( 15), в формуле (20) следует взять знак «+ )) ,  
если движение ( 15 )  находится перед фронтои, и знак 
<< - >> ,  если ( 15 )  - за фронтом . Нанонец, U"2 определяется 
из уравнения p2V2 = p 1v 1 ,  что дает 

pl ( 
Un2 = Dn + Р Um - Dn)1 

1 

и те:м самым случай заданного Р2 исчерпан . 

(21) 

Если дополнительно н ( 15 ) задано pz, то  сравнение 
Р2 с Р1 определяет сторону фронта для движения ( 15 ) , 
а по адиабате Гюгонпо находится соответствующее зна
чени е Р2 (всегда существующее при выполнении ограни
чений ( 1 6 )  или ( 19 ) ) .  После этого все делается так же, 
нак и в перво�r cJiyчae. 
4 л. в OBCf!HHШiOB 
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Пусть дополнительно к ( 1 5 )  задана скорость перем:е
щения ударной волны Dn. Тогда можно сравнить V1 = 
= Un1 - Dn со скоростью звут{а с, в движении ( 15 ) , кото
рая вычисляется по формуле 

с� = - V�gv (VI ,  Sl),. 
и применить теорему 4. При l v, l  > с, движение ( 15 ) на
ходится перед фронтом. а при l v, l  < с, - за фронтом. 
В последнем случае надо проверить условие ( 19 ) , и если 
оно выполнено, то, без дальнейших органичений, можно 
утверждать, что система уравнений ( 18) и H( V, р; V1 , 
р , )  = О  имеет единственное решение ( V2, Р2) ,  отличное от 
( V, ,  р , ) , Справедливость этого утверждения вытекает из 
следствия теоремы 3 ( звездности адиабаты Гюгонио ) , 
После этого величина u n 2  определяется по формуле (21  ) , 

v 

Наконец, пусть задана величина Un2· Здесь для опре
деления величин V2, Pz имеется спсте111а из двух уравпе
пий:  (4. 1 7 )  И (4 , 18)  ИЛII 

(р - p, ) ( V, - V) = (Unz - Unl )\  H( V, р ; V, , р1 )  = О. (22)  

Если начало координат на плоскости R2 (V, р)  поместить 
в точку ( V, ,  р , ) , то ветви гиперболы, описываемой пер
вым уравнением ( 22 ) ,  расположатся в тех же квадран
тах I I  и IV, в тшторых лежит адиабата Гюгонио. Из 
свойств адиабаты Гюгонпо (теорема 1 ) следует, что во II  
квадранте всегда есть одна и толыю одна точка пересече
ния ее с гиперболой (22) ,  а в IV квадранте - или одна 
такая точка, или ни одной (рис. 2 ) .  
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Ясно, что точ:ки пересечения в IV квадранте нет при 

достаточно больших вначениях (un2 - un1 ) 2  и что нижняя 
грань та:ких значений определяется прохождением гипер
болы через точку ( Vo, 0) .  Итак, в IV :квадранте есть ре
шение, если 

(23 )  
и нет  решения в случае неравенства противоположного 
внака. В случае (23)  указание стороны фронта для дви
жения ( 15 )  определяет единственное решение, а именно 
решение, лежащее во II квадранте ( если движение ( 1 5 )  
находится перед фронтоl\I ) , или решение в I V  квадранте 
( если движение ( 1 5 )  находится за фронтом) . В противо
положном случае есть всего одно решение во  II квадран
те, соответствующее расположению движения ( 1 5 )  перед 
фронтом. 8 

§ 6. Характеристики и слабые разрывы 

Уравнения газовой динамики (3 . 1 6 )  образуют систему 
квазилинейных дифференциальных уравнений первого 
порядка ив пяти уравнений для пяти искомых функций 
от четырех независимых переменных. Фундаментальное 
свойство этой системы состоит в ее  еипербодичпости u 
описывается с помощью характеристик. Поэтому вначале 
уместно напомнить ряд общих фактов, связанных с поня
тием характеристик. 

Нормальные характеристические векторы;  гипербо..: 
nичность. Рассматривается система из т квазилинейных 
дифференциальных уравнений первого порядка для т 
искомых функций u = (ut ,  • • .  , um) от n независимых пе
ременных х = (xt ,  • • .  , xn) l  

n т 
8 -",  "' � а�� � = /! .. ..  дж1 

i=l k=l 
(l = 1 , . . . , т) �  (1 )  

f 
где коэффициенты akl и правые частп j, являются задан-
ными функциями переменных (х, u) .  С помощью квадрат
ных т Х т-матриц Aj с элементами a� l (k - номер столб
ца, l - номер строки) и обозначения и, = ди/дх1 систему 
4• 
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( 1) 11южно записать в матричной форме: 
n 
� Аiщ = j. 
i=l 

( 2) 

Здесь введен вектор-столбец f == (ft , • • . , !т> п прсднолаrа
ется, что каждая матрица А; умножается на вектор-стол-
бец с элементами (и,�, . . . , �'f) по обычному правилу 
« строки на столбцы>> . Пусть s = (� �  • . . .  , �") есть вспоllю
гательный п-мерный вектор. СИстеме ( 1 )  или ( 2 )  сопостав
ляется ее харах.теристичесх.ая матрица 

n 
А (s) = � Ai�i· (3 )  

i=l 

Элементы матрицы А ($) даются формулюiИ 
n 

Akz (s) = � al1�1 (k1 l = 11 • • •  t т) . ( 4) 
i=l 

О п р е д е л е н  и е 1. Вектор s называется нормальпым 
хараптеристичеспим вenтopoltt системы ( 1 ) в точне (х, u ) ,  
если 

det A <s> = О; (5 ) 

при этом направление (n - 1 ) -мерной гиперплос1юсти в 
пространстве R" (x) ,  заданной уравнение111 

n 
� Sixi = const1 
i=l 

называется хараптеристичеспим направлением для систе-
1\IЪI ( 1 )  в точке (х, u ) .  Уравнение (5 ) относительно венто
ра s называется хараптеристичесх.им уравпением. 

Пусть ч ==- ( Т} t ,  • • •  , Т} п )  есть фиксированный единичный 
вектор, т .  е. l ч l = 1. Тогда каждый вектор s может быть 
разложен на два составляющих: по направлению ч и по 
направлению, ортогональному ч, по формуле 

s = zч + о  (о · 11 = 0) ,  ( 6 )  

где числовой множитель z и вектор о = (crt , . . .  , cr " )  од
нозначно определены в ектором $. В результате подста
Jювки выражения ( 6 )  в d et А (s ) последний станет много
членом от z степени т с ноэффпциентюш, зависящими от 
вектора о. 
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О п р е д е л е н  и е 2. Система ( 1 )  называется еипербо
.личес-пой в точпе (х, u) ,  если существует такой вектор 1],  
что при любом векторе а из ( 6)  характеристическое урав
нение относительно z 

det A (z1] + а) = О 

имеет т вещес
,
твенпых Iюрней. Систе;\Iа называется еи

пербо.личеспой, если она является гиперболической в 
каждой точке (х, u) (вектор 11 может зависеть от (х, u) ) .  

Необходимо учитывать, что для нелипейных систем 
вида ( 1 )  свойство гиперболичности может зависеть от 
решения. Пусть набор функций 

и� = ср�(х)  (k = 1 , . . . , т) (7 ) 

образует не1юторое решение системы ( 1 ) .  Оно будет нрат
IЮ называться <<решением Ф >> .  На решении Ф точка 
(х, u) = (х, ср(х) ) определяется точкой х е Rn. В соот
ветствии с этим очевидным образом определяютел поня · 
тия нормального характеристического вектора, харюпе
ристичесiюго направления и гиперболичности системы 
( 1 ) в точ-пе х на решении Ф. 

О п р е д е л е н  и е 3. Пусть дано некоторое решение Ф. 
Гиперповерхность Г с: Rn(x) , в каждой точке которой на
сательнал гиперплосность имеет характеристическое нап
равление па решении Ф, называется характеристической 
поверхностью (кратко : характеристикой ) системы ( 1 ) на 
решении Ф. 

Отыскание хара:ктеристии основано на то�r,  что гипер
поверхность Г с уравнением h(x ) = const является харак
теристикой на решении Ф, если и только если веi<тор 
� = V h удовлетворяет харю,теристическому уравнению 
(5 ) , т. е . уравнению 

det A ( Vh) = О, (8 )  

в Iютором еделапа подстановна (7 ) .  Само по себе уравне
ние (8 ) есть дополнительное уравнение с частными про
пзводными первого порядка (вообще говоря, нелинейное ) 
относительно одноir неизвестпой фующии h. Если на ка
ком-нибудь решенип Ф вещественные нормальные хараl'
теристичесние векторы существуют для целой областп 
точен х, то уравнение (8 )  танже имеет решения h (x ) .  
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3 а м е ч  а н и е. Есшr коэффициенты СI�стеиы ( 1 )  не за
висят от персменных u, то в предыдущих фориулировнах 
можно опустить слова <ша решении Ф >> .  В этом случае 
харантеристини определяются независимо от решения. 

Условия на характеристиках. Для каждого нормаль
ного характеристического вентора s ранг матрицы А (s ) 
необходимо меньше т. Поэтому между ее  странами су
ществует линейная зависимость. Это означает, что суще
ствует т-мерный левый собствеппый ве.",то р Л.= (Л 1, • • •  • • • , Л. m) матрицы А (s ) ,  определяе:�rый нан решение снете
мы уравнений 

т 
� Л1Ahl ( 6) = О 
1=1 

(k = 1, . . . , rn) t (9) 

где A�tl (s ) определены в (4) . Очевидно, вентор Л. зависит 
от s, т.  е .  Л. =  M'S) .  В результате умножения l-го уравне
ния ( 1 )  на /..1 н суммирования по l получается соотно-
шение 

( 10) 

Оназывается, что это соотношение обладает следующим 
важным свойством. 

Т е о р е м  а 1. Если фуннция h(x) удовлетворяет урав
нению (8 )  на иенотором решении Ф и если в ( 10) поло
жить Л = MVh) ,  то наждое из выражений в круглых 
снобнах равенства ( 1 0) есть пронаводная от фущщии и" 
вдоль пекоторой кривой, ложащей на поверхностп 
h(x)  = const. , 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Производпая от и" вдоль кри
вой, заданной параметричесни уравнениями х1 = x;( t ) 
( i  = 1 ,  . . .  , п) ,  дается формулой 

n duk 
= � dxi дuk • d t � dt дхi 

t=l 

Поэтому достаточно поназать, что для I\аждого фиксиро
ванного k кривая, определяемая систе:�rой дифференци
альных уравнений 

т 
dxi � � 1 i - =  l'. a ,, z d t 1=1 

(i = 1l . .  ' l  n) 
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п проходящая через точку Хо, принадлежащую поверхно
сти h(x)  = const ,  лежпт на зтоii поверхности цешшом. Но 
вдоль такой кривой 

где последнее равенство выполнено по построению. Сле
довательно, вдоль всей этой кривой h(x) = h (xo ) ==-
= const. • 

В общем случае для данного нормального характерп

стичесi-.ого вентора s существует венторное пространство 
в екторов Л, удовлетворяющих уравнениям ( 9 ) .  Размер
ность :этого пространств а связала с рангом матрицы A (s ) .  
Если ранг А ( s) = r < т ,  ТО размерность пространства ле
вых собствеппых вю>торов J.<s) равна т - r > О. Следова
тельно, можно образовать т - r линейно незавпспмых со
отношений вида ( 1 О ) .  

Соотношения 00) ,  получаемые для неБоторой харак
теристпни h(x)  = const со всевозможными в екторами 
Л = J. ( V h ) ,  определяемы:шr из (9 ) ,  называются ус.лови.ями 
на характеристипе. 

Важпость фанта существования условий на характе
ристинах обусловлена тем, что в условиях ( 1 0 )  дифферен'
циальные операторы, действующие на  наждую из исно
:мых функций и\ являются операторами впутреппего 
дифферепцировапия на харантеристине Г ( h (x)  = const) .  
Это означает, что результат действия этих операторов 
(круглые снобки в ( 1 0 ) )  может быть вычислен, если исrш
мые фующии uk за)lаны тольно на гиперповерхности Г.  
Это свойство может быть положено в основу следующего 
определения понятия харантеристин, ЭI\Вивалентного оп
ределению 3. 

О п р е д е л е н  и е 3'. Гиперповерхность Г с: Rn (x) на
зывается хараптеристикой системы ( 1 )  (на решении Ф) , 
если существует такая линейная номбинация уравнений 
( 1 ) , в которой дифференцирования всех исr>:омых фуннций 
являются внутренними по отношению к Г. 
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Задача Коши. Характеристики играют важную роль 
в качественвой теории дифференциальных уравненпй , 
в частности, при поставою;е, анализе и решении краевых 
задач. Например, вадача Коши для системы ( 1 )  ставится 
так: па векоторой «начальной» rиперповерхности Г sада
ются значения искоыых фушщий (данные :Коши) 

и" = '1/J"(x) (k = 1 ,  . . .  , т ; х е Г ) ,  ( 1 1 )  

и требуется пайти решение ( 7 )  в онрестпости Г, пршш
:мающее эти значения па Г. Существование условий на 
характернстпн:е означает, что данные :Коши ( 1 1 )  нельзя 
задавать произвольно, если Г является харан:теристююй 
системы ( 1 ) .  Эти данные должны быть связаны соотно
шениями ( 1 0 ) .  Кроме того, даже если данные ( 1 1 )  удов
летворяют соотношениям ( 1 0 )  на харш<теристюtе Г, то 
решение задачи Коши, вообще говоря , не единственно . 
Действительно, если бы эпши данными решение опреде
лялось однозначно, то по ним из систеиы ( 1 )  можно было 
бы найти значения пронаводных по направлению нормади 
н Г. Но это невозможно, таи ню< в системе ( 1 )  имеется 
всего т уравнений и т - r > О из них равносильны урав
нениям впда ( 10 ) ,  в 1\ОТорых, согласно теореме 1, содер
жатся производвые от всех и" толы\О вдоль Г. Эти сооб
ражения поназывают, что задача Коши с данными внда 
О 1 )  на харю\теристпке поставлена неноррентно . 

Слабый разрыв. Развивая предыдущее рассуждение, 
можно рассмотреть следующую сптуацпю. Пусть на не
котором решении Ф существует характеристина Г, деля
щая (локально) пространство Rn (x )  на две ч а сти, 1 и 2, 
и пусть сужение данного решения на часть 1 есть Ф1• 
Спрашивается, можно ли восстановить решение Ф в ча
сти 2,  зная тольно Ф1 ?  Следует учесть, что решение Ф 
удовлетворяет условиям на харю<теристике Г, и потому 
по данным на Г все производвые по нормали н Г в части 
2 найти нельзя. Поэтому возможно, что в части 2 суще
ствует другое решение Ф2 -1= Ф, непрерывно примынаю
щее на Г к решению Ф1 .  Отличие Ф2 от Ф в точнах Г бу
дет в том, что не1юторые пронаводные по nopltta.ttи н Г бу
дут на Г различными для Ф2 и Ф. Образно говоря, реше
ние,  составленное из Ф1 и Фz, вдоль харантеристики Г 
имеет I\ ai\ бы излом. Это приводит 1\ попятию слабого 
разрыва. 
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О n  р е  д е л е н и е 4. Гладi{ая гиперповерхность Г с 
с: Rn(x ) называется поверхностью слабого разрыва реше
ния Ф, если это решение, а Таi{Же первые производвые от 
него по насательным направлениям R Г всюду непрерыв
ны (включая Г) , а некоторые первые производвые по 
нормали R Г, будучи непрерывны вне Г и односторонне 
непрерывны на Г, имеют в точнах Г разрыв первого рода. 

Предшествующее рассуждение поназывает, что харю{
теристина может быть поверхностью слабого разрыва (но 
может и не быть Таi{ОВой) . Обратное утверждение явля
ется точным. 

Т е о р е м а 2 .  Ecлir гиперповерхность Г является по
верхностью слабого разрыва решения Ф, то Г - характе
ристина па решении Ф. 

Д о к а з а т е л ъ с т в о .  Пусть s - единичный вектор 
нормали к Г. Рассуждая от противного, достаточно пона
зать, ЧТО если В ТОЧI<аХ Г на решении ф будет det A ($) =F 
+ О, то из системJ>I ( 1 ) lliOЖнo найти единственным обра
вом первые производвые всех фушщий и"' по направле
нию s, выразив их через зпачеппя самих функций и"' и 
их производных по насательным направлениям к Г. Это 
будет означать, что на Г разрыва нормальных производ
ных нет, в противоречии с условием теоремы. 

Пусть д/ д'А есть дифференцирование по направлению 
нормали s к Г. Для каждого направления 1 дифференци
рование д/дl :можно разложить в сумму 

дlдl = <s · Одlд'А + д!дs, 

где д/дs - дифференцирование в направлении, перпенди
I<улярном s, т. е. I<асательном к Г. В частности, для д/дх1 
в качестве l надо взять орт оси х1, так что s · 1  = s\ и это 
разложение дает 

ди'�� i дuk дuk 
дхi = S дf.. + двi (i = 1.� • • .  1 п). (1 2) 

В результате подстановки выражений ( 12 )  n уравнения 
( 1 )  с учетом формул (4) получаются уравнения 

� дuk � � t диk � Ak l (S) д'f: = /1 - � � ak� -. 
k=�l k�l i=l дs 

В силу определения 4 правые части 

(l = 1, . . . ,� т) .  (1 3) 

равенств ( 1 3 )  явля-
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ются фующиюш, непрсрывны.юr всюду, в том числе и на 
Г. Так как матрицей из ко::>ффицпентов при диР.fд'л явля
ется характеристическая матрица A ('s) , то неравенство 
det А (s) 9= О позволяет определить все нормальные произ
водные ди"!д'л однозначно. 8 

Характеристики уравнений газовой динамИiш. Преды
дущие понятия и факты существенны для понимания J{а
чественных закономерностей движения газа и должны 
учитываться при анализе уравнений газовой динамики. 
Для отыскания характеристик исходную систему удобно 
взять в виде системы (3 . 15 )  или (3 . 1 6 ) ,  для которой со
ответствующая форма записи (2 )  уже получена в виде 
( 3 . 17 ) .  Ее иреимущество в том, что в силу свойств мат
риц Ai характеристическая матрица уравнений газовой 
динамики ( 3. 1 6 )  будет симметричной. Для вычисления 
вводится следующая запись исrю�юrо нормального хараri
теристичесrюго вектора :  

s = Ct ,  � . YJ ,  � ) ,  ( 14 )  

соо·rветственно обозначениям независимых переменных 
( t, х, у, z ) .  Хараi{ТеристnчеСI{аЯ матрица А t"t + Ах� + 
+ АУч + А·�  такова :  

A (S) � (I � {х 
здесь введено обозначение 

s о) 
'1] о 
� о ; ьх о 
о х 

Х = т + и� + vч + zv� .  

(15) 

( 1 6 )  

Вы<шслепие определителя с учетом обозначения (3 . 1 5 ) 
даст 

det А (s)  = рзьхз <х2 - с2 ( �2 + 112 + �2) ) . ( 1 7 )  

Этот определитель, нак :\IНОrочлеп пятой степени относи
тельно -r, имеет пять вещественных корней, I{Оторые да
Ются следующими формушшп: одrш трехкратный корень 

х = о ( 1 8 )  
п два прос·rых корня 

х = ± с v�2 + "2 + �2. (19) 
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В соответствии с определением 2 это означает, что 
система уравнений газовой динамипи является гипербо
лической. 

Соответственно Iюрnям оnределителя ( 1 7 )  характери
стические nоверхности, уравнения I\Оторых nолучатся, 
еслп nоложить в ( 1 8 )  или ( 1 9 )  

S = (т, 6, Т) ,  � )  = (h t ,  hx, hy, h,) , (20) 

подразделяются на два типа. Для наглядного представле
ния об отличительных свойствах разных типов характе
ристик удобно вернуться в пространство R3 (x) и предста
вить I\аждую характеристи!{у Г ка!{ двумерную поверх
Jюсть C(t) , перемещающуюся со временем в R3(X) . Пусть 
n есть орт нормали к C(t) и Cn - СJ{орость перемещения 
поверхности C(t) в направлении нормали n (см. опреде
ление 4 .3 ) .  Считая s единичным веiпором, можно напи
сать формулу, аналогичную (4.2 ) :  

s = 1 cos (6 ,  t) 4- n sin < 6 ,  t) ,  

в сплу I>оторо:й для величпны ( 1 6 )  получается выражение 
Х = cos (6, t) + иn sin (6, t) . 

С другой стороны, тан же Hai\ и в § 4 (см. (4 .7 ) ) ,  для 
сi;орости перемещения Cn справедлпво соотношение 

с" sin (s, t )  + cos <s,  t) = о. 
Следов ательно, 

Х = ( un - С" ) sin (s, t) . 

:Кроме того, из представления 6 следует равенство 

62 + '1')2 + �2 = sin2 (s,  t) • .  
( 2 1 )  

(22)  

Классификация харантеристик. Предполагая скорость 
перемещения Cn нонечной , можно дать сл�дующую клас
сификацию типов характеристик. 

Первый тип : Х = О или иn = Cn. Через такую харю>
теристику газ не течет. Она отделяет одни частицы от 
других и, следовательно, в пространстве R� является гео
метрическим местом траекторий частиц. Характеристика 
этого типа называется понтаптной хараптеристипой 
(иногда говорят - энтропийной хараптеристипой) .  
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Второй тпп: 'Х дается формулой ( 19) . В силу ( 2 1 )  п 
(22 )  эта формула равносильна таi{ОЙ: 

и,. - С,. = ±с. (23)  
Через ТаJ{ую характеристику газ тече�, причем относи
тельно характеристпни по нормали к ней - со скоростью 
звука. Характериститш этого типа называются авуповы
.ми характеристипа.ми. Ясно, что скорость распростране
ния звуковой характеристики, в направлении нормали к 
вей, по частицам газа равна скорости звука. 

Слабый разрыв возможен как на контактной, таи и на 
звуковой характерисТИI{е .  Из предыдущего следует, что 
если слабый разрыв распространяется по частицам газа 
( т. е. если через поверхность слабого разрыва газ течет ) ,  
т о  его скорость относительно частиц газа (по нормали к 
поверхности разрыва ) всегда равна скорости звут\а. 

Для отыскания уравнений харантеристик в виде 
h (t, х) = const следует, согласно общей теории, подставить 
выражение (20)  в уравнения ( 18) и ( 19 ) . В случае нов
тактных харат{теристик это Дает уравнение 

h, + uh" + vhu + wh. = О. (24) 
В случае звутювых харантеристин соответствующее урав
нение тат{ово:  

ht + иhх + vh11 + whz = + с V h� + hz + h�. (25) 

Каждое из этих уравнений, в которых и, v, w, с надо 
считать известными фуннциями перемевных (х, t) (ха
рактеристини ищутся на данном решении! ) , представляет 
собой дифференциальное уравнение с частными произ
водными первого порядна для одной истшмой фуннции 
h. Для этих уравнений можно поставить задачу Коши: 
найти решение h ( t, х) ,  если задана фуннция 

h (O, х) = h0 (x) . (26)  
Из общей теории дифференциальных уравнений этого ви
да следует,  что если функции и, v, w, с являются доста
точно rладними, то для любой непрерывной начальной 
функции (26) существует единственное решение (во вся
кои случае, в малом по t ) . С геометрической точки зрения 
задание начальных данных ( 26 )  эквивалентно заданию 
начальной дву.мерпой поверхности в R3(x ) с· уравнение:и 
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ho (x)  = coпst, через rюторую и пройдут хараrперистики 
h ( t, х) = const. Для одной и той же начальной поверх
ности таких харю<теристю{ будет три : одна контаитпая 
решение уравнения (24) и две звуковые - решения урав
нения (25 ) для разных знаrюв в правой части. 

Полезно отметить, что уравнения (24) и (25 )  компакт
но записываются с помощью оператора дифференцирова
ния в частице (3 .3 ) :  

Dh = О, Dh ± c i Vh l = О. (27 ) 
В дальнейшем контаr<тные хараRтеристики будут обозна
чаться символом Со, а звуковые - символами С+ или С_ 
соответственно выбору знака в ( 27 ) .  

Бихарактеристшш. Решение задачи Rоши (26 ) может 
быт:{> построено методоl\I характеристик применительно н 
каждому из уравнений ( 27 ) .  Характеристики этих урав
нений называются бихара10теристи1>ами исходных урав
нений газовой дпна:мики. Соответственно типам характе
ристик уравнений газовой динамики различаются rюн
тактные и звуковые бихарактеристики. Согласно общей 
теорп11 они представляют собой кривые в пространстве 
R4 (x ,  t ) , вдоль которых координаты точки и производ
ные функции h удовлетворяют определенным обыкновен
ным дифференциальным уравнениям , rюторые назыв ают
ся уравпепиями бuхарак.теристи1>. 

"Уравнение (24 ) линейно относительно h. Поэтому его 
характеристики определяются просто нак интегральные 
кривые системы 

dx!dt = u. 

Следовательно, контактные бихарактеристиrш совпадают 
с траекториями частиц в R' (x, t ) . 

Для уравнения (25 ) характеристик с+ соответствую
щие уравнения бихарактеристик имеют вид 

dx!dt = u + cVh! I Vh l , 
(28) 

dh/dt = -U; . Vh - C; i Vh i (j = t, х, у ,  z ) ,  

где символами с нижним индексом j обозначены частные 
производные по указанным аргументам . Для характери
стик с_ в этих уравнениях следует заменить с на -с. 

При отыскании бихарактеристик путем интегрирова
nuя J.IX дифференциальных уравнений следует учитывать, 
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что начальные данные для системы (28) ,  вилючающие 
задание начальных значений всех пропзводных hJ, долж
ны быть согласованы с исходным уравнением (25)  и с 
условием ho (x) = const. 

Харантеристический коноид. Особый вид характери
стической поверхности получается, если образовать гео
метричесное место всех бихарактеристик, выходящих пз 
}i;анной точки Р (х0 , t0 ) .  Чтобы представить совокупность 
всех таких бихарактерпстиr\, необходимо учесть началь
ные данные к системе (28) : 

x( to ) = Хо, h! ( to ) = h!o (j = t, х, у, z ) .  ( 29 ) 

'У еловне согласоваппя (25)  в этом случае имеет вид 

hto + tt0hxo + V0hyo + W0hzo = - с0 Vlt�o + h�o + h;o: (30) 

где U0 , v0, w0, Со - значения известных фуннций в точке 
Р. Следовательно , если точка Р фиr\сирована, то в на
чальных данных (29 )  есть всего три свободных парамет
ра ,  например hxo , hyo , h.0 • Однако если задавать искомую 
характеристическую поверхность уравнением h(x, t ) = О, 
то функцию h достаточно определить с точностью до 
постоянного множителя. Можно заметить, кроме того, что 
замена h на ah (а = const) не меняет ни уравнений (28 ) ,  
ни условий (30) .  Это означает, что на  самом деле в на
чальных данных (29) один из трех свободных параметров 
несуществен. Поэто;о.,rу в результате решения задачи (28) , 
( 29 )  получится семейство кривых в R", зависящих от двух 
параметров, напри:мер r и s, с уравнениями вида 

х = X(t, r, s ) , у =  Y(t, r, s ) ,  z = Z(t, r, s ) .  (3 1 )  

ИСiшючение и з  этих уравнений параметров (r, s) и дает 
1 исн:омую хараl\теристическую поверхность h(x, t) = О. 

Полученная этпм построением харю;теристическая по
верхность называется хараптеристичеспим попоидом с 
вершиной Р и будет обозначаться символом К(Р) .  Вблизи 
точки Р этот 1\ОНоид имеет вид искривленного 1\онуса с 
вершиной Р и состоит из двух полостей ; одна из них, 
К+ (Р) ,  р аскрывается в сторону dt > О, а другая, К_ (Р) ,
в сторону dt  < О. В целом форма характеристичесrюго rю
ноида зависит от решения и может сильно искажаться 
в;:�;алИ от его вершины Р. 
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В rшчестве примера легiю построить хараr<теристичс
ский н:оноид на nocroяl-ll-taht решеиии, когда u = U0 = const  
и с = с0 = const. В этом случае вторая серил уравнений 
(28) принимает вид dh/dt = О , откуда вдоль бихаракте
ристю\ hj = hio = const для всех j. Поэтому первал серил 
уравнений (28) интегрируетсл тривиально и дает в каче
стве ( 3 1 )  семейство прямых 

Х = Х0 + (Uo + CoVh0/ I Vho l  ) ( t - to ) .  

Исключение V h 0  приводит к уравнению харюперистиче
скоrо конопда на постолннюr решении 

l x - Х0 - Uo ( t - t0 )  1 2  = c� ( t - t0 ) 2, ( 32)  

На самом деле (32)  есть уравнение хараптеристичесl'iого 
поиуса в пространстве R4 (x, t) с вершиной Р(х0, t0 ) .  Се
чение конуса (32) гиперплосiюстлми t = const представ
ляет собой сферу в R3 (x) ,  центр I�оторой движется со ско
ростью Uo по прямой х = Хо + u0 ( t - t0 ) ,  а радиус растет 
( с ростом t )  пропорционально времени и равен c0 l t - t0 l . 
Эта сфера и представляет собой перемещающуюсл в 
R3 (x) характеристику C(t ) . Можно показать, что нонус 
( 32 )  аппроксимирует вблизи вершины Р характеристиче
ский конаид К(Р) на любом гладком решении уравнений 
газовой динамИI\И. 

Харантеристическая форма уравнений газовой дина
мики. Для определенности. получаемых ниже условий на 
харантеристиках уравнений газовой динамики уравнение 
характеристик Со будет записываться в виде h0 (x,  t ) = 
= const, а уравнеНИЯ характерИСТИI{ С± - В  ВИДе 
hЧх, t ) = const. 

На контактной характеристике ( 18 )  рапг матрицы 
А (s) равен двум. Соответствующие левые собственные 
веr\торы Л = (Л\ Л\ ЛЗ, Л", Л5 ) оrшзываютсл таюrми: 

л! = со, о, о, о, 1 ) , 

и еще два независи:мых веiпора Лz н Лз определюотел со
отношениями 

Вектор Л1 дает в начестве уеловил на Со уравнение 
DS = О (поэтому характеристики С0 и называютел << энтро
пийнымш> ) . Два оставшихся условия: должны выражатr, 
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фант ноллинеарности вентора (�, ТJ, t ) = Vh0 вентору 
pDu + V р, что может быть записано в виде равенства ну
лю их векторного произведения. Следовательно, условия 
на контактных характеристинах Со тюювы:  

Dh0 = О, DS = О, Vh0 Х (pDu + Vp) = О. (33) 

Здесь последнее веi\торное условие на самом деле содер
жит лишь два независимых скалярных соотношения. 

На эвуновой хараi\Теристине с+ (соответствующей 
знаку <<минус>> в ( 19 ) )  ранг 1\rатрицы A (s ) равен четырем. 
Соответствующий левый собственный вектор может быть 
взят в виде 

Л = (� , rJ , t , -pcl" �z + Т)z + tz, 0) . 

Это приводит к следующему условию па эвуновых харан-
теристинах С+ : 

· 
Dh+ + c i V h+ l = 0, 

( 34) 
pc(Vh+ · Du - c \ Vh+ l div u) - ( \Vh+ IDp - cVh+ · Vpl = О. 

Аналогичный вывод для харантерИСТIШ с_ дает условия , 
получаемые из (34) заменой с на -с:  

Dh- - c \Vh- 1 = О, 
(35} 

pc(Vh- · Du + c !V'h- l div u)  + ( \ Vh- \ Dp + c Vh- · Vp) = О. 

Полученная система из восы1и (скалярных ) диффе
ренциальных уравнений (33) , (34) и (35) для восьми 
искомых фуннций h0, h+, h-, и, v, w, р, S, вместе с урав
нением состояния р = j(p,  S) ,  образует хара";,теристиче
спую форму уравнений газовой динамики. 

§ 7. Краевые задачи 

Каждое кою•ретное движение газа происходит в оп
ределенной обстановке, в неiютором онружении газового 
потона другими физичесними телами. Эта обетаповна 
влияет на движение, формируя дополнительные условия, 
которы:t.t оно должно быть подчинено. С точни эрепил 
дифференциальных уравнений вто означает наложение 
соответствующих условий на искомое решение. К таю1м 
условиям предъявляется требовапие, чтобы с ними зада
ча об отыскании конкретного решепил была посrавдепа 
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noppenrno : в определенном фующиональном пространстве 
решение задачи должно существовать, быть едипствен
пьш и непрерывно зависеть от дополнительных условий. 

Особенпо шпроко распространен способ задания до
полнительных условий путем предписания значений ис
комых фующий и их провзводных на неноторых грани
цах, <<Краях>> той области независпмых перемепных, в ко
торой желательно определить решение. Такие задачи 
получили название праевых аадач. 

Ниже дается кратное описание постановок наиболее 
важных 1\раевых задач для уравнений газовой дина:мию1. 
Необходимо иметь в виду, что в полном объеме норрен:т
ность большинства таких постановон, несмотря на всю 
их физпчесную естественность, н настоящему временп 
доназана лишь в очень редних случаях. 

Задача 1\оши. Тю\ называется задача, в I\Oтopoii до
полнительное усJrовпе состоит в задании движения в не-
1Юторый начальный момент времени t = t0 (без ограниче
ния общности анализа, в дальнейшем прини:маетсп, что 
t0 = 0). Состояние движения при t = О описывается набо
ром фующий - пача.ttьпых апачепий основных величин 

u(x, 0) = Uo (x ) ,  р (х, 0) = Ро (х ) ,  р (х, 0) = ро (х ) ,  ( 1 )  

ноторые можно считать заданными н а  все:\I пространстве 
R3 (x) . Задача I\оши называется еще аадачей с пача.ttьпы
ми даппыми (начальными: условиями) .  В этих терминах 
формулируется следующая постановна задачи I\оши: : 
найти: таное решение уравнеппй газовой динам:ини:, кото
рое при: t = О принимает заданные начальные значе
ния ( 1 ) . 

Задачу I\оши можно рассматривать в различных 
функциональпых 1шассах, например (в порядке усложне
ния) в классе С А аналптпчеСiшх фующий, в Iшассе С оо 
бесконечно дифференцируемых фующий, в классах ck 
(или Hk) функций конечной гладкости, в классе С непре
рывных фуннций, в классе измеримых ограниченных 
фуннций, наконец, в классах обобщенных функций. 

Для того чтобы уравнения газовой динамини можно 
было рассматривать в 1шассе СА, необходимо предполо
жить, что входящая в термодинамическое уравненпе со
стояния функция f(p ,  S) является аналитичеСI\ОЙ. I\роме 
того, для простоты формулировl\и результатов удобно счи-

5 Л. В .  Овсянников 
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тать значения плотности в начальном условии ( 1 )  отгра
ниченным от нуля положительной константой, а именно : 

inf р0 (х) = Ро > О. (2) 
хЕRЗ 

При этих условиях к системе (3 . 14) применима теорема 
Коши - Ковалевспой, гарантирующая корреi<тность по
становки задачи Коши в классе аналитических функций. 

Т е о р е м а 1 .  Для любых аналитических данных ( 1 )  
существует единственное аналитическое решение системы 
уравнений (3 . 14 ) ,  удовлетворяющее начальным условиям 
( 1 ) .  Это решение определено в области вида Q = {х Е R3, 
l t l < а(х ) } , где а(х ) > О  для любого х Е R\ и непрерьшно 
зависит от начальных данных ( 1 )  в метрике пространства 
аналитических функций.  

Д о к а з а т е л ь  с т в о теоремы Коши - Ковалевсrшй 
можно найти, например, в [ 9J .  • 

В этой теореме можно заменить пространство R3 лю
бым множеством М с RЗ, лишь бы данные ( 1 )  были ана
литичны в окрестности М. Недостатком теоремы 1 явля
ется то , что она гарантирует существование решения 
задачи Коши только, как говорят, в малом по t в смысле 
ограничения 1 t 1 < а(х ) . Однаr<о, как выяснится в даль
нейшем, такое ограничение необходимо присутствует да
же при рассмотрении задачи в классе С. Это обстоятель
ство вызывает принципиальные трудности доказательства 
разрешимости задачи Коши в целом по t, которые для 
уравнений газовой динамики до настоящего вреиени не 
преодолены. 

В классах функций конечной гладкости справедлив 
аналог теоремы 1, утверждающий I<орректность постанов
ки задачи Коши в малом по t. Для приложений этих ре
зультатов н нонкретным задачам особенно важно свойст
во единственности решения. Оно позволяет выяснить су
щественные структурные особенности движений газа . 

Теорема об оценке решения. Пусть U = ( и, v, w, р, S) 
есть иеноторое решение системы (3 . 1 6 ) ,  определенное 
при t � О. Рассматривается ограниченная область Q с R\ 
граница которой состоит пз трехмерной области ffi o , лежа
щей в гиперплосностп t = О, п и з  располоfненной при 
t > О r<усочно-г.ладной rинсрноверхности Г, имеющей об
щую границу с областью ffip.  Пусть s = ( 6 ,  yt ,  � • .- ) есть 
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вектор внешней нормали к Г. "Утверждение о единствен
ности решения И в области Q тесно связано со свойством 
гиперболичности системы ( 3 . 16 ) ,  которое проявляется в 
следующем наиболее существенном дополнительном пред
положении: в каждой точке гиперповерхпости Г выпол
нено неравенство 

(3) 

Требуемая для доказательства единственности решения 
оценна связана с рассмотрением сечений (J) (t )  области Q 
гиперплосi\Остями t = const > О ( не путать с движущимся 
объемом ! )  и с введением для любой заданной на Q вен
тор-функции W = { W;} ее L2-нормы I I W; t ll по таким се
чениям, а именно: 

11 W; t \12 = S J S 1 W j2d(J),1 (4) 
oo(t )  

где 1 W 1 2  = � WI (х, t) .  В обозначении нормы I I W; t l l  яв-i 
но уназывается на ее зависимость от времени t; Itaк 
фуннция перемениого t эта норма определена при t ;;;:: О. 
Следующая теорема формулирует основной результат в 
виде сравнительной оценни разности двух решений. :Как 
и в теореме 1 , здесь для простоты предполагается, что 
плотность р отграничена от нуля положительной кон
стантой (на самом деле, для решений класса С1 достаточ
но потребовать выполнения этого условия при t = 0) ,  
т .  е .  что 

inf р (х, t) = р1 > О. (5) 
Q 

Т е о р е м а  2. Если решение U e Ct ( Q )  и область Q 
удовлетворяют условиям ( 3 ) и ( 5 ) ,  то для любого другого 
решения И' е C1 (Q) найдется нонстанта k > О, с r\оторой 
для разности W = И' - И справедлива оценка 

I I W; t l l � ki/ TV; 011 ( t ;;;;. 0) .  ( 6 )  

Д о к а з а т е л ь  с т в о.  Для сокращения записи удобно 
ввести символичесний индекс /, принимающий значения 
t, х, у,  z, и матричный дифференциальный оператор (здесь 

5* 
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и ниже д, =  д/дt и т. д. > 

А . д =  А iд; = А 'дt + А"'д., + АУд11 + А·а., 

с которым снетема (3 . 1 6 ) или ( 3 . 1 7 )  переписывается в 
виде одного уравнения А ( U) · дU = О. В результате вычи� 
тания этого уравнения из ему аналогичного для U' = 
= U + W п олучается уравнение вида 

A ( U) · дW = B' W ( 7 )  

с матрпцеii В ' ,  определенной соотношением 

B' TV = (A ( U) - A ( U  + W) ) · дU' . 
Уравнение ( 7 )  умножается сналярно на вентор 2W, и его 
левая часть преобразуется согласно тождеству 

2 W  · (Aiд;W) = д; ( W  · AiW) - 2W · (д1А1W), 

справедливому благодаря симметричности всех матриц 
Ai, Получается со отношение 

д; (W · A iW ) = W · BW, 

где В = 2В' - 2д;А1• Это соотношение интегрируется по 
области Q t ,  остающейсл после отсечения от области Q ги
перплоскостыо t = const той ее части, ноторал лежит вы
ше этой гиперплосности. Примепение теоремы Гаусса 
Остроградсного I{ интегралу в лев ой части полученного 
соотношения п риводит н: равенству 

S .\ S W ·А t W dro - S S S W · А tw dro + S .\ S W · А (�) W dГ = 
ro( t ) ro(O) Г( t )  

t = S S S 5 W · BW dro dt ' , (8) 
о ro( t ' )  

где Г( t) - часть гпперnовсрхностп Г, зюшюченная :между 
гиперплос:костя:мп t = const п t = О . Здесь 

A (s)  = тА ' + 6А"' + чАУ + �А · 

есть .матрица ( 6 . 1 5 ) ,  вве;�;енная прп вычислении харю<те
ристин CIICTCMЫ (3 . 1 6 ) ,  

Утверждается, что в снлу условия ( 3 )  nодынтеграJrь

ная квадратичная фор�ш TV · A (s) W нсотрпr�а тельпа, 
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т. е. что 
( 9 ) 

для любого веюора TV = (а ,  �. у , о ,  g ) .  Действительно, 
вычисление дает 

w .  A (s) W  = рх(а2 + �2 + у2 )  + 

+ 2 (с(� + � 11 + у� ) о + Ьхо2 + ХЕ\ ( 10 )  
где Х = т +  uG + V 11 + w� .  Но всегда (неравепство I{оши) 

а� +  Вч + "� � - V а2 + В2 + 1'2 .  V�2 + �12 + �2, 

п тан l{ai{ согласно (3 ) х � с V�2 + YJ2 + �2 на г, т о  

W . А ( 6 )  W / г  � Ь V � 2  + �12 + � 2  [ (ре V а 2 + В2  + 1'2 -
- о) 2 + рсзg2] � О. 

Далее, утверждается, что с неrшторьп.rи положительньпшr 
r;онстантами 111, т, N равно�Iерно по области Q справед
.тшвы неравенства 

111 \ W \ 2  � T!f . A 1 TV  � т \ vV \ 2 , 1 W · BTV I � Nl W \ 2 • ( 1 1 )  
З,rt:есъ первые два справедливы в силу ограниченности 
( ввиду условпя ( 5 ) )  и положительпой определенности мат
JШЦЫ А 1 , а последнее - в сплу того, что элементы матри
ны В равномерно ограничены на Q (ввиду свойств нор
м ального газа и принадлеtн: ности решений U и U' rшас

су CI (Q) ) .  
Теперь видnо, что благодаря перавенетвам ( 9 )  и ( 1 1 )  

п з  (8 )  следует нсравенство ( с  учетоl\1 обозначения (4 ) )  
t т \1 W; t 1 12 < М /1 W; О /12 + N .\ 11 W; t ' //2dt '1 (1 2) 

о 
справедливое для любого t Е ( 0, Т) ,  где Т = sup t .  Еслп 

Q 
положить 

t 

qJ (t) = S 11 W; t ' ll2dl ' , 
о 

то ( 12 )  переппшется в равносильной форме 

тqJ' (t) � 111ср ' (0 ) + Ncp ( t) ,  НЗ) 



70 ГЛ. J .  MATEMATIIЧECKAJt МОДЕЛЬ ГАЗОВОй ДИНАl\ШЮI 

Для решения этого дифференциального неравенства вво· 
дится функция �, ( t )  = ep ( t ) exp(-tN/m) ,  с которой оно при· 
нимает вид 

'Ф'  (t) � т  ер' (О) ехр - т  Af ( t�) 
и иuтегрируется с начальным условием '1\J(O)  = 0: 

'Ф (t )  �� ер' (О) ( 1 - ехр ( - �)} 
Следовательно, Nep ( t) ::;;; Mep' (O ) ( exp ( tN/m) - 1 ) ,  откуда 
видно, что правая часть в ( 13) удовлетворяет неравенству 

Мер' (О) + Nep (t) ::;;; Mep' ( O ) exp ( tN/m) . 

Наконец, так как ep ' ( t ) = I I W; t 1 1 2  и ер' (О) = I I W; O II Z ,  то (6 )  
следует из ( 13 )  с константой 

k = (M/m) 112exp ( TN/2m) .  8 
Единственность решения задачи Коши. Из этой тео· 

ремы вытекает ряд важных фактов . Прежде всего, надо 
заметить, что если дано решение и класса Ci (t ;;:. 0 ) ,  то 
для фиксированной области (1) 0  в пространстве R3 (x) су· 
ществует бесконечное множество областей с <<основани· 
ем>> (1)0  типа той области Q, которая рассматривалась в 
теореме 2, т. е. татшх, что на их границе Г выполнено 
неравенство ( 3 ) . Пусть Q ( (J) o )  есть объединение всех та· 
ких областей. Справедлива следующая теорема едипст· 
веппости решения задачи Коши. 

Т е о р е м а 3. Если равенство и' = и выполнено на 
(J) u  при t = О, то это равенство верно в любой точке 
(х, t) Е Q ( (J)o ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует непосредственно из 
( 6 )  . •  

Тем самым единственность решения задачи Коши для 
системы (3 .16 ) установлена в классе С1• Область Q ( (J)0 )  
называется об.л,астью опреде.л,еппости решения задачи Ко· 
ши начальными данными на (1)0• 

Можно показать, что если граница Г ( (1) 0 )  области 
Q ( (l) o )  является гладкой гиперповерхностью (класса С1 ) , 
то на ней ( 3 )  выполнено со знаком равенства, т. е. она 
есть характеристика системы (3 . 1 6 ) на решении U, 
В частности, если для не1юторой точ1ш Р = (х, t ) , где 
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t > О, существует характеристичесний нонаид К_ (Р) , на
правленный в сторону dt < О  ( см. § 6) и перссекающий 
гиперплосность t = О по области roo , то этот нонаид сов
падает с областью Q(ro0 ) .  

В этом случае область ro0 = roo (P) называется областью 
зависи.мости точни Р. Этот термин понимается в то:м 
сиысле, что значение решения U(P) определяется тольно 
его начальными значениями на области ro0 (P) и не зави
сит от значений начальных данных вне этой области (для 
решений нласса Cl ) .  

С другой стороны, если при t = О взято иеноторое 
l\IНОЖество М о и в наждой точне Ро Е М0 построен харан
теристичесi<ий ноноид К+ (Р0 ) , направленный в сторону 
dt > О, то объединение К(М0 ) всех таних ( отнрытых) но
ноидов будет таким, что значение решения в наждоii 
точке Р Е К(Мо )  необходимо зависит от значений началь
ных данных на множестве М0• Поэтому К(М0 )  называется 
областью влияиия множества М0• В частности, область 
влияния точки Ро есть коноид К+ (Р0 ) .  

Существование копечных областей определенности, 
областей зависимости и областей влияния отнрывает воз
можность предсназывать во многих задачах газовой ди
намики качественный характер движения без его деталь
ного построения или расчета. 

Обобщения задачи Коши. Начальные данные , т.  е. 
значения всех исномых фуннций, можно задавать не 
толыю на гиперплосности t = const. Если носителем на
чальных значений является иеноторая гиперповерхность 
�. то говорят о постановке общей задачи Коши. Коррект
ность такой краевой задачи можно гарантировать в том 
случае, ногда � всюду простраиству подобиа, т. е. ногда 
на � выполпяется строгое неравенство вида (3) .  Если же 
ншюторые бихарантерист�ни лежат в гиперповерхности 
� или даже -тольно касаются ее, то общая задача Коши 
может быть неноррентной . В каждом ноннретном случае 
зтот вопрос требует дополнительного исследования. 

В смешаииой задаче Коши наряду с начальньши дан
ными (например, при t = 0) задаются граничные условия 
на иеноторой времени подобной гиперповерхности �. при
мыкающей н гиперплосност:и: t = О. При задании дополни
тельных данных на � необходимо принимать во внима
ние расположение � не только относИтельно эвуновых би-
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характеристик, но танже и относительно нонтантных би· 
хараr,теристин, т. е. траенторий частиц. В общем случае 
вопрос о корректности постановки таких задач довольно 
сложен и во многом до настоящего времени остается от· 
нрытым. Один из важных частных случаев рассматрпва· 
ется ниже. 

Задача о поршне. Тан называется специальная сме· 
шанная задача 1-\оши, когда гиперповерхность � являетсн 
rюптактной характеристшюй, т .  е .  когда всюду на � вы· 
полнено равенство х = О или 

т +  и6 + V'I'J + w� = О , ( 14) 

где s = (6 ,  '1') ,  � .  т) - вектор нормали к �. В этом случае 
через � газ не течет. Совонупность сечений cr(t )  шперпо· 
верхиости � гиперплоскостшш t = cons t можно интер· 
нретировать I<ак движущуюся в пространстве R3 (x)  непро
шщаемую поверхность, Rоторая оттесняет газ, располо
женный от нее с одной стороны. Следовательно, a ( t ) дей· 
ствует на газ, как <шоршены, форма I{Оторого меняется 
со временем. 

Задача о поршне поставлена корректно, в частности, 
она разрешима в классах функций конечной гладкости 
(в малом по t ) при выполнении неRоторых условий сог
ласования начальных данных с формой гиперповерхности 
� вблизи поверхности cr (O ) ,  по Rоторой � пересенается CJ 

t 
гиперплосностью t = О. Эти 
условия связаны с тем, 
что область определенно
сти решения начальными 
данпьши при t = О  в зада
че о поршне всегда отделе
на от � звуRовой характе-)�������z::::�-�:;;. рисТiшой Г, проходящей 

y, z через cr(O )  (рпс. 1 ) .  'Уело-
вия согласования нулевого 

Рис. 1. порядка состоят в равен-
стве значений сноростп 

u l ot o >  и скорости перемещення поверхности � в точках 
cr(O )  в направлении вектора u l a t o > · Vсловия согласования 
первого порядка состоят, сверх того, в равенстве первых 
производных от этих скоростей (дифференцировать надо 
тольно вдоль �) IJ т. д. Прп этом хараюеристпка Г будет, 
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вообще говоря, поверхностью слабого разрыва. Именно, 
если выполнены условия согласования только нулевого 
порядна, то вдоль Г могут быть разрывны первые произ
водные основных величин;  если выполнены условия сог
ласования тольно первого порядна, то первые производвые 
на Г непрерывны, но могут быть разрывны производпые 
второго порядна и т. д. 

Если же на cr (O) условия согласования нулевого по
рядна не выполнены, то непрерывного в заминутой обла
сти решения задачи о поршпе не существует и вместо не
го реализуется движение с особенностями типа ударных 
BOJIII и центрированных волн разрежения. 

Теореиа единственности решения в нлассе С1 (с воз
:t�южным слабым разрывом на Г )  и здесь доназывается с 

помощью теоремы 2 об оценне разности двух решенп:й, 
Iюторая для задачи о поршве верна дословно. Для про
верни этого утверждения достаточно поназать, что нвад
ратичная форма ( 10) неотрицательна на �. Но ввиду ( 14 )  
на  � верпо равенство 

W · A ($) W = 2 (а� + �11 + 'Y� H I  + fi/pc2, 

п остается заметить, что номпоненты а, �. 1 вентора W 
пмеют значения а =  и' - и, � = v' - v, 'У = w - w. Поэто
му, если для решения U' на � верно равенство х ,'  = О, 
то равна нулю и разность х' - х = а� + �11 + 'У� на L. 

Задача о поршве является одноii из наиболее распро
страненных нраевых задач, встречающихся в приложе
ниях. Например, ее  частным случаем является задача о 
движении газа, формирующемся в результате перемеще
юш в нем твердого тела или системы тел (вообще - твер
дых непроницаемых границ) . При заданном заноне дви
жения тела положение его поверхности известно в любой 
1\Юllrент времени. Эта поверхность является, таним обра
зом, поверхностью типа a ( t ) , следовательно, нонтю\тная 
харантеристина � полностью задана. 

Задача обтекания. Это частный случай задачи о порш
не, выделяемый условием независимости сечения cr ( t ) от 
времени t. В этом случае границей является неподвиж
ная непроницаемая поверхность а с R3 (x) , или, нак гово
рят, обтепаемая потоном газа неподвижная твердая стен
ка. Если уравнение а есть h(x)  = О, то граничное условие 
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( 14)  записывается в виде 

u · Vh l a  = О. ( 1 5 )  

К задаче обтеi{ания сводится анализ течения, вознп
nающего при равномерном поступательном движении ог
раниченного тела в безграничной массе газа, поноящей
ся на бесконечности. Если скорость движения тела равна 
u0 ,  то можно применить преобрааовапие Га.л,и.л,ея, перейдя 
в систему координат, движущуюся со скоростью Uo.  Тог
да, в силу инвариантности уравнений газовой динамики 
( см. § 8) , система ( 3. 1 6 )  не изменится, а тело станет не
подвижным. Для определения движения газа получится 
задача обтекания данного неподвижного тела с дополни
тельным условиеl\1 

lim u (х) = - u0• 
Jx J-. oo 

(16) 

Задача со свободными границами. Контактная харак
теристика � называется свободпой границей, если на ней 
заданы значения давления р. Такое задание делает сме
шанную задачу Коши переопределенной и для восста
новления «равновесию> необходимо одно из условий 
с::пять. С ТОЧI{И зрения описания реальных движений газа 
естественно считать неиавестной саму гиперповерхность 
�.  Тогда задающая ее уравнение h (x, t) = О  функция h 
становится новым искомым элементом задачи. 

Задачу со свободной границей можпо интерпретиро
вать как задачу о поршне, форма которого заранее не 
задана, но на нем предписаны значения давления. Наи
более распространенной является такая постановка, когда 
заданное давление постоянно. В этом случае на искомой 
rпперповерхности � с уравнением h (x, t ) = О  доJrжны 
быть выполнены граничные условия 

h1 + uh., + vhu + wh. = О, р = const. ( 1 7 )  

Пример такой постановки дает задача о волнах на по
верхности водоема. Задачи со свободными границами 
очень трудны для анализа и к настоящему времени, за 
исключением простейших случаев, изучены слабо. 

Задача Гурса. Существует несколЫ{О вариантов по
становок краевых задач, когда все граничные данные за
даются на характеристиках. Такие задачи называются 
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аадачами Гурса. Необходимость анализа задач Гурса воз
никает в вопросах при:мыкания решений, получаемых в 
разных областях с общей границей. При постановке ка
Iiой-либо задачи Гурса существенно учитывать условия 
на характеристиках (с:м. § 6 ) , которые накладывают ог
раничения на задаваемые значения основных величип. 
Ниже приводится пример такой постановки. 

Пусть задана гладкая поверхность cr0 с R3 (x) , распо
ложенная на гиперплоскости t = О, и две гиперповерх
ности Г+ и Г- , содержащие (в качестве границы) поверх
ность cro и расположенные при t ;;:;;. О. На Г+ и па Г_ зада
ны наборы и+ = (и+, р+ , р+ ) и и- =  (и-, р-, р- )  значений 
основных газодинамических величин как функции класса 
С1 ( Г ± ) . Предполагается, что со значениями и+ и и- ги
перповерхности Г+ и Г_ являются звуковыми харю•тери
стиками, приче:м разных семейств ( с:м. § 6 ) , и что уело· 
вил па характеристиках Г± выполнены. Требуется опре� 
делить решение в области Q, зюшюченной :между 
г+ и г_ , 

Если решение этой задачи Гурса существует и при� 
надлежит классу Ci (Q ) ,  то в области Q необходимо содер� 
жится контактная характеристика �. проходящая через 
поверхность cr0 и делящая Q па две части Q+ и Q_ так, 
что Q+ примыкает к Г + • а Q_ - к Г..:.. На �. вообще гово
ря, образуется слабый разрыв, харю{тер которого зависи·r 
от выполнения условий согласования граничных данных 
на поверхности cro . Эдесь ситуация аналогична той, кото� 
рая была описана при рассмотрении задачи о поршне. 

Если условия согласования нулевого порядка не вы
полнены, то решение класса C1 (Q)  не существует ; в ре
шении такой задачи Гурса необходимо должны быть 
особенности. С условиями согласования пулевого порядка 
задача Гурса поставлена корректно (в :мало:м по t) , при
че:м вдоль � может иметь место разрыв первых производ
ных и т. д. 

Задачи с особенностями. Если начальные данные ( 1 ) 
в задаче :Коши не являются непрерывными, то в сколь 
угодно :малой окрестности :мо:мепта t -= О в решении мо
гут появиться особенности, характер и поведение которых 
зависят от структуры функций ( 1 ) . Разрывлые начальные 
данные :могут пораждать движение с сиЛьными разрыва
ми - ударными волна:ми или контактными разрывами, 



76 ГЛ. J. 1\IАТЕl\IАТИЧЕСНАЯ МОДЕЛЬ ГАЗОВОй ДИНАМИНИ 

l{ это;о.Iу приводят задачи о взаимодейств.иях различных 
движений газа между собой пли с внешшr:ми телами 
(например, задача о воздействии ударной волны на твер
дое тело ) . Сюда же относятся . модельные задачи о пос
ледствиях сосредоточенных воздействий на газ, когда в 
некоторых точках, на линиях или поверхностях задают
ся интегральные характеристики движения газа - потон 
массы (расход) , сосредотоqенный импульс или мгновенно 
выделившалел энергия (например, задача о сильном 
взрыве ) . Особенностью является также поведение пара
метров движения газа в бесковечпо · удалепной точr.;е 
пространства R3(x)  или при t -+  оо ,  

При анализе задач с особенностями необходимо ошr
раться на общие закономерности, определяющие характер 
движенпя газа вдали от особепвостей, учитывать области 
определенности, влияния и зависимости решения. В та
ких задачах зачастую бывает полезно обращаться к ис
ходпьп.I интегральным законам сохранения, которы�:� 
справедливы без ограничений для всех физически осмыс· 
ленных движений газа. 

§ 8. Групповое свойство 

Фундаментальную основу исследования канай-либо 
физической системы составляют ее свойства инвариант
ности относительно некоторых преобразовавий. В частно
сти, в терминах инвариантности соответствующих объеr<
тов могут быть выражены основные законы природы 
(одпородность и изотроппасть пространства - времени) . 
Вообще, следует заметить, что свойства инвариантnасти 
используются в приложевиях гораздо чаще, чем м:оже•r 
показаться на первый взгляд. 

Пусть, например, некоторый физический процесс од
нороден во времени; тогда можно искать . его состояния 
равновесия. На языке дифферепциальвых · уравнений 
процесса это означает, что уравнения не содержат явно 
времен!! t _ _( оно участвует только в Дифференцированиях 
типа , д11/ дt ; состояние равновесия не должно зависеть от 
времени t; и его уравнения получаются из исходпых пу
тем nрираввивав:ия нулю производных типа ди/дt. 
В частности, так определяются стационарные точки в 
фазовом пространстве див:ам:ическпх систем:. Теперь надо 
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сделать важный шаг: заметить, что в этом описании стан· 
дартвой процедуры содержится элементарный алгебраи
чесний фант, состоящий в инвариантности уравнениiх 
относительно группы пере1исов по времепи, т. е .  сово
I<упности иреобразований t -+- t + а, где а - произвольвый 

ещественный параметр, причем фующии, описывающие 
остояние равновесия, образуют инвариантное решение 

и :кодных дифференциальных уравнений. Этот фант мож
но о бы игнорировать, Rак тривиальный (что часто п 
делается) , если бы не вознинал естественный вопрос: 
можно ли с помощью каного-то алгоритма распознать 
групповое свойство заданных дифференциальных уравне
ний? Ответ оназывается положительным, причем в его об
щей форме далеRо не тривиальным. 

Надлежащее обобщение ряда фю<тов, аналогичных 
упомянутому выше, привело н созданию теории группо
вого апалиаа дифферепциальпых уравпен.ий, основы ко
торой были заложены более 100 лет тому назад норвеж
СI<им математином Софусом Ли. Эта весьма общая и,  

в известном смысле,  занонченная теория дает алгоритмы 
выявления в полном объеме свойства инвариантности лю
бых дифференциальных уравнений и использование этого 
свойства для отыснанпя Rлассов частных решений путем 
упрощения исходных уравнений за счет попижепил раз
мерности (уменьшения числа независимых переменных ) . 

Группа Галилеи. В данном параграфе описывается 
групповое свойство инвариантности уравнений газовой 
динамиRи; его применение R построению нлассов частных 
решений излагается в § 1 1 .  Исходные уравнения газовой 
динамини эдесь удобно взять в следующем виде : 

1 Ut + u . vu + -р  Vp = 0,, 
Pt + u · Vp + р div u = О,  (1) 

Pt + u · V р + рс2 di v u = Ot 
где рс2 рассматривается I<ai< заданная функцпя перемен
ных р,  р, а пменно: 

рс2 = а(р, р) . ( 2 )  

Групповым свойством системы ( 1 )  называется ее свой
ство оставаться неизменной (инвариантной) при некото-
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рых иреобразованиях всех участвующих в ( 1 ) пере
менных 

а = (t ,  х, у , z, и, v, w, р, р) , 

рассматриваемых как координаты точки пространства 
z == R9 (cr) . Если j: Z -+  Z есть такое преобразование,  то 
образ точки а е Z дается формулой cr '  = j(cr) . Если при 
иреобразовании j система ( 1 ) не меняется, то говорят, 
что ( 1 ) допуспает преобрааоваиие j. Задача описания 
группового свойства системы ( 1 ) состоит в определении 
всех допускаемых ею преобразований. 

Эта задача имеет алгоритмичеСiюе решение, сводящее
ел к отысканию одиопараметричеспих допадъuых групп 
Ли G1 иреобразований пространства Z. Каждая группа 
G1 задается законом преобраэования 

cr' = j(a, а ) ,  (3 }  

где а - вещественный параметр, изменяющийся в пеко
тором интервале 11, содержащем точку а = О. Групповой 
характер преобраэования (3 )  выражается свойствами ото
бражения 1 

j(a ,  0) = а, j(j(a,  а ) ,  Ь ) = j(a, а +  Ь )  (4}  
для любых cr, а и Ь и свойством гладкости, например -
принадлежности j классу С .. .  Согласно (4)  групповой 
операцией является rюмпозиция преобразований; при 
этом обратный элемент есть преобразование,  обратное к 
(3 } ,  а именно : cr = j(a' , -а) .  В полном объеме решение 
задачи об определении всех групп G\ допускаемых систе
мой ( 1 ) , изложено в [5] , а здесь приводится лишь оконча
тельный результат, который можно проверить непосред
ственной подстановкой. 

Система ( 1 )  инвариантна относительно следующих 
групп G1 (штрИхом обозначены координаты преобразо-u , ванпои точки cr 1 переменные, которые явно не написаны, 
в каждом случае иреобразуются тождественно, например: 
х' =х, р '  = р и т. д. > :  

1 ° . t' = t + a; 
2�. х' = х + а; 
3° . у' = у + а; 
4°. z' = z + a; 
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5° , у' +  iz' == ( у + iz ) e1a, v' + i w' = ( v + iw) e1a ; 

6° . z' + ix' = (z  + ix ) e1a, w' + iu' = ( w  + iu) e'a ; 
7° . х' + iy' = (х + iy ) e1a, и' +  iv '  = ( и + iv ) e1a ; 
8° .  х' = х + at, и' = и +  а;  
go . у '  = у +  at, v ' = v + а ; 
10° ,  z' = z + at, w' = w + а. 
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(5 ) 

Каждое из иреобразований 1 о -4° называется перепо
сом ( 1 о - по t, 2° - по х и т .  дJ . Преобразования 5° -7 ° 

называются вращепиями, причем 5° - вращение вокруг 
оси х, 6° - вращение вокруг оси у, 7 о - вращение вокруг 
оси z.  Здесь они записаны для нратrюсти в н.омплеr<сноii 
форме, так что для получения форыул иреобразования 
каждой координаты надо сравнить действительные и мни
мые части. Преобразования 8° - 10° пазываются галилее
вы.ми перепасами ( 8° - по х и т. д. ) . 

Если взять два r{аних-либо иреобразования (5 ) с раз
ными значениями пара:метров , например 1 о - с а и 7° -
с Ь, и образовать их композицию, то получится Неi\Оторое 
комбинированвое преобразование, точнее, двухпара:мет
рическое семейство преобразований, таюне допускаемых 
системой ( 1 ) . Неограниченное продолжение таиого ном
бинирования приводит I< группе Ли иреобразований про
странства Z, порожденной преобразов аюrями ( 5 ) .  Она на
зывается группой Галилея. 

Для построения общего группового преобразования 
( общего элемента группы Галилея) достаточно взять 
наждое из иреобразований (5 ) со своим значением пара
метра, например 1 о - с параметром а1 ,  2° - с парамет
ром az и т. д. , 1 0° - с  параметром а10, и составить ноr.шо
зицию этих десяти преобразований. В результате полу
чится иреобразование вида ( 3 ) ,  но в нем уже параметр а 
будет векторным параметром а = (а\ az , . . . , а1 0 ) .  Следо
вательно, группа Галилея является 1 0-параметричесной 
группой иреобразований и потому обозначается символом 
Gto · Итак, система ( 1 ) допуспает группу Галилея Gto , 
порожденную однопараметрическими группами (5 ) .  

Иреобразования растяжения. Кроме тоrо,  система ( 1 )  
может допускать преобрааовапия растяжепия всех пере
менных, которые следует искать в виде 

t' = at, х' = Ьх, u' = mu, р' == kp, р' == lp, (6 )  
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где положительные параметры а, Ь, т, k, l подлежат оп
ределению. При иреобразовании (6 )  первые производвые 
иреобразуются по простому правилу: каждая производ
пая умножается на частное от деления пара:метра-1\шожи
теля функции на параметр-множитель независимой пере
менной, например: 

1 т 1 l Ut l = а  Ut , Рх1 = ъ Рхf 
Требование инвариантности системы ( 1 )  относительно 
иреобразования ( 6 ) сводится к сравнению :множителей , 
появляющихся в отдеJrьных слагаемых левой части каж
дого уравнения. В результате получается система уравне
ний относительно параметров а, . . .  , l, и требуется пайтн 
ее общее решение . 

Для nервого уравпешш ( 1 )  эта процедур� n:ает соот
ношения 

т т2 
а: =ъ = kь' 

отr<уда Ь = ат и l = kт2
• С учетом этих соотношений 

второе уравнение ( 1 )  оказывается инвариантным без до
полнительных ограничений. Наконец, третье уравнение 
инвариантно, если и только если функция (2 ) удовлетво
ряет функциональному уравнению 

rx(kp, lp ) = lrx (p ,  р )  (7 ) 

прп любых значениях параметров k и l. Ясно , что фунЕ
ция rx общего впда может удовлетворять соотношению 
( 7 ) ,  толыи если k = l = 1. В этом случае будет т =  1 п 
Ь = а. Поэтому с функцией rx общего вида система ( 1 )  до
пусi\ает только одну группу а1 растяжонпй : 

1 1 ° . t 1 = at, х' = ах. (8 ) 

Добавление rt (5 )  иреобразований (8) расширяет груп
пу Галилея ДО 1 1-параыетрической группы ан. Итан, 
группа ан доnускается системой уравнений газовой дп
намиюr для любого нормального газа. 

Возможные дальнейшие расширения допусr\аемой 
группы связаны с решенпями функционального уравне
ния ( 7 ) .  В частности, ему удовлетворяет при всех k и l 
функция rx = ур с любой постоянной 'i · В этом случае из 
(2 ) получается С2 = ур/р, т .  е .  известное соотношение 
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( 2 .20) для политропного газа. При этом пять параметров 
а , . . .  , l связаны только предыдущими дву:мл соотноше� 
нпя:шr и ,  следовательно, три из них свободны, папрпыер 
а, т, k. Это дает еще две независимые от (8 )  допуснае
мые группы растяжений: 

12 ° .  х' = ах, u' = au, р
' = а2р ; 

1 3° . р ' = ар, р
' = ар. 

( 9 )  

Тем самым в случае политропного газа допускаемая 
группа расширяется до 1 3-параметрической группы G13 •  

Необходимо учитывать, что в записи (8) и ( 9 )  групп 
G1 растяжений групповой параметр меняется в интервале 
( 0, + оо )  и что групповое свойство, вместо соотношений 
(4 ) ,  описывается соотношениями j(a, 1 )  = а, j(j(a, а ) ,  Ь )  = 
= j(a,  аЬ ) .  Для возвращения к описанию вида (4 ) доста� 
точно сделать в (8)  и ( 9 ) замену параметра а �  ехр а. 

3аиечательно, что для политропного газа с "( =5/3 сис
тюrа ( 1 )  допускает еще одну группу G1 , которую трудно 
<< угадаты или найти путем общих рассуждений ; для это
го надо применить технику группового анализа, изложен� 
ную в [ 5] : 

140 .  t ' t 1 х , + ( ) = 1 _ at'  
х = r=ai• u = u а х - tu , (1О) 

р' = (1 - at)3p, р' = (1 - at)5p. 

Этот результат справедлив для размерности физического 
пространства n = 3. Для уравнений вида ( 1 )  произволь
ной размерности n аналогичное иреобразование допуска
ется при 'У =  (п + 2 )/n. В частности, для плоскопарал
лельных движений оно существует при 'У = 2 и для одно
мерных движений с плосi<:иliШ волнами - при 'У = 3. 

Максимально широкая rруппа. Возникает вопрос : нет 
ли других ,  не сводящ1rхся к комбинациям перечисленных 
выше, групп Gt, допускаемых системой ( 1 ) ?  Оказывается, 
что нет : приведеиными выше иреобразованиями группо
вое свойство уравнений газовой динамики исчерпывается. 

Т е о р е м  а 1 .  Максимально широкая локальная груп
па Ли преобразований, допускаемая системой уравнений 
тазовой динамики ( 1 ) ,  совпадает с G1 1 в случае произ
вольной функции (2 ) , совпадает с G13 в случае политроп
ного газа при любом показателе адиабаты 'У и совпадает 
с G16 в случае 'У =  5/3 (для трех111ерных движений ) .  

6 Л .  В. Овсянюшов 
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Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы можно найти 
в [ 5] .  • 

Действие на 1\шожестве решений. Групповое свойство 
вносит в множество всех решений системы ( 1 ) алгебраи
ческую структуру, определяемую следующим фаюом: 
под действием любого допускаемого преобразования вида 
( 3 )  иаждое решение системы ( 1 ) переходит в некоторое 
решение этой же системы. Другими словами, допускае
мая группа, например G1 1 ,  деflствует на множестве реше
ний системы ( 1 ) . 

Этот фюп позволяет производить повые решепил из 
уже известных. Алгоритм преобразования решений в ре
шения состоит в следующем. Пусть 

U = u0 (x, t ) ,  р = ро (Х, t ) , р = р0 (Х, t ) ( 1 1 ) 

есть некоторое решение. Его надо записать с преобразо
ванными (штрихованнымп ) переыенпы:ми: 

1 с 1 t l )  1 'с 1 t l ) 1 с 1 1 
U = Uo Х , 7 р = Ро Х , , р = Ро Х , t ) 1 

сделать подстановку выражений для штрихаванных пе
ременных согласно форыулам преобразования вида ( 3 )  и 
затем разрешить полученные соотношения относительно 
переменных u, р , р. В результате получится набор 
функций 

u = u. (x, t) ,  р = р. ( х, t ) ,  р = р. (х, t ) ,  ( 12 ) 

1юторые образуют новое решение, зависящее от пара
метра а. 

Например, с помощью гашшеева переноса 8о решение 
( 1 1 )  преобразуется в решенне 

и =  Uo ( x  + aet t, t ) - ае1, р = Р о ( х  + ae1 t, t ) ,  

Р = Ро (Х + ae1 t, t ) ,  
где е 1  - орт направления оси х. 

Алгебра Ли операторов. Знание допускаемой груп
пы дает возможность также строить различные классы 
частных решений системы ( 1 ) .  Для установления эффек
тивных алгоритмов и для классификации получаемых ре• 
шений используется соответствие между группами Ли 
преобразований и более простыми объектами - алгебрами 
Ли веl\торных полей (или операторов ) .  
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С целью сонращения записи ниже операторы диффе
ренцирования обозначаются сим.волом д с надлежащими 
индексами, например : да = д/да, д1 = д/дt и т.  д. Для 
вектора х Е Rn символ д х таюне есть вентор (сопряжен
ного пространства ) , и для любого у Е Rn определено ска
лярное произведение у · дх . 

Каждой однопараметрической группе G' преобразова
ний вида (3 ) ставится в соответствие векторное поле � 
на пространстве Z по формуле 

� (cr )  = даf (а, 0) , (13) 
координаты ноторого будут обозначаться соответствую
щими буквами со звездочi\ой, а именно : 

t = ( t* , х* ,  у* ,  z* ,  и* ,  v* ,  w*, р* ,  р* ) .  

Векторное поле ( 13 )  удобно записывать также в виде 
линейного дифференциального оператора ( здесь и ниже 
д =а да) : 

� · д =  t*дt + х*дх + у*ду + z*дz + и*дu + 
+ v*д" + ш*дw + р*др + р*др, ( 14) 

называемого ипфипитезимальным оператором группы G' 
(в дальнейшем для кратности - просто оператором груп
пы G' ) .  Функции t* ,  . . . , р* переменпых cr называются 
Jюординатами оператора ( 14 ) . 

В частности, группам 1 о - 14° соответствуют опера-
торы : 

6* 

1 ° .  t , · д = дt ;  
2° . tz ' д = дх ; 
3° .  tз · д = ду; 
4° . t. · д = д. ; 
5° . t s .  д = -zду + удz - шдv + vдw;  
6° .  �6 · д = zдх - хд. + wд" - идw ;  
7 ° .  �7 . д =  -удх + хду - vдu + идv ; ( 15) 
8° .  �8 · д = tдх + дu ;  
g o  • to ' д = tду + дv ; 

10° . t 1 o  · д = tдz + дw; 
1 1 ° . �н · д = Щ + хдх + Уди + zдz ; 
12° . t l2 . д =  хд,. + уду + zд. + иди + vд. + шд .. + 2рдр; 
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13° .  � �э · а = рдр + рдр;  
14°, �� �  . а =  t2д t + tхд" + tуду + tzд. - (tu - х)д,. -

- (tv - у ) дv - ( tw - z ) д., - Зtрдр - 5tрдр. 

В теории групп Ли доказывается, что, и обратно, н:аж� 
дый наперед заданный оператор впда ( 14)  с координата� 
ми класса С оо по рождает некоторую группу G1 преобразо� 
ваний пространства Z. Преобразоваиия вида ( 3 ) ,  обра� 
зующие эту группу, находятся путем решения уравпе� 
пия Ли 

д.а' = � (а' ) , cr ' (O)  = а, ( 16 )  

1юторое в ноординатной форме представляет coбoil спсте� 
:му обьшновенных дифференциальных уравненпй. 

Для дальнейшего необходимо учесть два общих ре� 
зультата группового анализа дифференциальных уравне� 
ний. Эти результаты формулируются в терминах опера� 
торов. Говорят, что система уравнепий ( 1 )  допус-кает опе� 
ратор вида ( 14 ) ,  если она допуснает группу преобразова� 
ний G1 , порожденную этим оператором. 

Первый результат состоит в том, что если наtшл-Jшбо 
система дифференциальных уравнений допуснает нено
торые операторы � · д - И � · а, ТО ОНа ДОПУСНает 1'a:Iiii\C  
любую лпнРйную IШмбинацию 

л<�  · д ) + �<� · д) = <л� + �� . а 
с постоянными вещественными ноэффициентами Л, �· 
Отсюда следует, что веяная система дифференциальных 
уравнений допуснает неиоторое ве-кторпое простра,ltство 
L операторов. Роль нуля в L выполняет нулевой опера
тор, все ноординаты ноторого равны нулю. Это простран
ство обозначается L', если опо г-мерно. Прпмени тельно 
1{ уравнениям газовой дина�шни это означает, что систе� 
111а ( 1 ) допуснает пространство операторов L11 с базисом 
1 о - 1 1  о при произвольной а(р,  р) , пространство опера� 
торов L13 с базисом 1 о - 13 ° в случ ае политропнога газа 
и пространство операторов и� с базисом 1 о -14° в случае 
'У = 5/3 . 

Второй результат связан с рассмотренпеlll операции 
поммутации операторов. Эта операция сопоставляет лю
бым двум оператораы � · д и 1 · д новый оператор, обоз-
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начае:иый [ � ,  D · а, называемый �оJ.t:«утатором данных 
операторов п в ы ч исляемый по формуле 

[ � , fJ · a = <t · aH� · a> - <r · aHt · a> .  < t7 >  

Второй результат состопт в TO;\I,  что если 1\акая-нпбудь 
система дифференциальных уравнеrшй допусi\ает неriо
торые операторы t . а и � . а, то она допускает также их 
r�оммутатор [ � , 'fJ . а. 

О п р е д е л е н  и е 1 .  Веr\торное пространство L опера
торов называется а.лгеброй Ли (операторов ) , если оно 
за11шнуто относительно операцпи rшммутации, т .  е .  если 
из t . а Е L и I .  а Е L следует [ t , � . а Е L. 

П рименительно I\ системе ( 1 )  отсюда можно заf\ЛЮ
чить , что векторные проетрапства L11 ,  L13 и L1' допускае
мых ею операторов являются: алгебрами Ли. Впро·�ем, 
этот фаi\т может быть проверен и непосредственно, путем 
прямого вычислеппя 1\оммутаторов базисных операторов 
1 о - 14 о . Теперь теорема 1 может быть псреСJ{азапа в сле
дующей формуJrировке . 

Т е о р е м а 1 ' . Максимально широi\ая алгебра Ли опе
раторов, допускаемых снетемой уравнений газовой дина-
11ШЮI ( 1 ) , совпадает с L11  в cJry •шe пропзвольной функцип 
( 2 ) ,  совпадает с bl3 в случае политропнаго га:�а при лю
бом "( и совпадает с п· в случае "( = 5/3 (для трехмерных 
движений ) . 

Итан, допускаемой уравнениями ( 1 ) группе Gr взюш
но однозначно соответствует допускаемая алгебра Ли L" 
(здесь r равно 1 1 ,  13 или 14 ) .  Теория Jiи распространяет 
это соответствие на подгруппы и подалгебры. 

Подалгебры и автоморфизмы. Векторное подпростран
ство N алгебры Ли L называется пода.лгеброй, если оно 
само замrшуто относительно операцпи I\о:о.r мутацпи , т.  е . 
если из t · д Е N и f · a E N  следует [� , � . a E N. 

Например , в алгебре Ли: Lн с базисом ( 1 5 ) можно 
выделить следующие подалгебры : алгебра Ли группы Га
лилея П0, алгебра Ли политропнога газа ПЗ, алгебра Ли 
переносов L' ( с базисом 1 о -4° ) ,  алгебра Ли движений П 
( с  базисом 1 о -7 ° ) ,  алгебра Ли растяжений П ( с  базисом 
1 1 ° - 13° ) и т. д. Кроме того , любая иенулевая линейпая 
1\О:мбипация операторов ( 15 )  дает оператор, который мож
но считать базисным для одномерпой алгебры Ли L1 •  
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Вообще говоря, в каждой алгебре Ли L• для любого це
лого положительного s < r можно найти бесконечное мно
жество подалгебр размерности s. Так как подалгебры до
пускаемой алгебры Ли играют решающую роль в пере
числении нлассов частных решений уравнений ( 1 ) ,  то 
вознинает  необходимость в каной-то, хотя бы частичной 
нлассификации всевозможных подалгебр. В этом вопросе 
существенную роль играет понятие автоморфизма. 

О п  р е д е л е н и е 2 .  Линейное иреобразование А : L -+ 
-+ L называется автоморфизмом 

_
алгебры Ли L, если для 

любых двух операторов � · 8 и � · 8 из L выполнено ра
венство 

A ( L � ,  �1 · 8)  = [А (� · 8) , А (� · 8) 1 .  ( 18 ) 

Другими словами, автоморфизм есть линейное отображе
ние L на себя, перестановочное с операцией коммутации 
в алгебре Ли L. 

Важным свойством автоморфизмов является то,  что 
при любом автоморфизме А наждая подалгебра N с L 
переходит снова в подалгебру А (N) с L. Поэтому понят
но, что знание автоморфизмов данной алгебры Ли L 
полезно в вопросе нлассифинации подалгебр. Однано 
проблема отыскания всех автоморфизмов данной L яв
ляется трудной. 

Оказывается, что среди множества автоморфизмов лю
бой данной алгебры Ли L• существуют специальные, таи 
называемые впутреппие автоморфизмы, нрторые могут 
быть построены алгоритмичесни по самой алгебре Ли L'. 
Внутренние автоморфизмы образуют группу с групповой 
операцией - номпозицией преобразований. Группа внут
ренних автоморфизмов алгебры Ли L' называется при
сое8ипеппой группой и обозначается символом Int L•. Ме
тод построения группы Int L' описан, например, в [ 5] . 

Оптимальные системы подалгебр. Знание группы 
I nt L• позволяет ввести в множестве подалгебр данной 
размерности s < r понятие подобия двух подалгебр. Под
алгебра N• с: L• называется подобпой подалгебре м• с L',  
если существует таной автоморфизм А Е Int L',  что N' = = А (М• ) .  Таи определенное подобие есть, очевидно, тео
ретика-множественный призван эквивалентности, по ко
торому все подалгебры N' с L• разбиваются на l'>дассы 
подобпых. 



ЗАДАЧИ И 'VПРАЖНЕНИЯ R ГЛАВЕ t 

Совонупность представителей различных классов по
добных в-мерных подалгебр (по одному из каждого клас
са) называется оптимадыюй системой в-мерных подалгебр 
и обозначается символом в .. 

Оптимальные системы в. подалгебр алгебры Ли П3 
политропного газа для всех размерностей 1 :s;;;; в :s;;;; 12  вы
числены Б. В. Лапко (см. Приложение ) . 

Подмножество Н с G• называется подгруппой группы 
G•, если для любых иреобразований j и j', принадлежа
щих Н, их композиция j о j' также принадлежит Il. В тео
рии Ли доказывается, что если группе G• соответствует 
алгебра Ли П,  то подгруппам Ли Н с Gr взаимно одно
значно соответствуют подалгебры N с L•. 

Если взять некоторое иреобразование h е G•, то мно
жество иреобразований j' , получаемых по формуле 

j' = h o j o h-\ ( 19 )  
когда j пробегает группу G•, совпадает с G•. Преобразо
вание j -+  f' вида ( 1 9 )  называется внутренним автомор
фиа;м,о;м, группы G•. 

Каждый внутренний автоморфизм ( 19 ) группы G• ире
образует любую подгруппу Н с G• снова в подгруппу 
ll' с G•. При этом подгруппы Н' и Н называются подоб
пыми. Это понятие подобия аналогично понятию подобия 
подалгебр алгебры Ли L•. Более того, подобным подгруп
пам группы G• соответствуют подобные подалгебры со
ответствующей ей алгебры Ли П. Тем самым классифика
ция подалгебр по признаку подобил автоматически влечет 
классификацию подгрупп. Этот факт будет использован 
в § 1 1  при конструировании классов частных решений 
системы ( 1 ) . 

Задачи и упражнения R rлаве 1 

1. Поле сrюростей задано формулой 

u = x/t + а  ( а = const) . 

Найти форму и положение при любом t того движущегося объ
ема, rюторый при t = 1 является шаром радиуса R с центром 
х = х0• 

2. Показать, что в непрерывном движении газа справедлив 
интегральный закон сохранения энтропии движущегося объема 

:t \ J S pS doo = о . 
oo(t )  
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3. Исходя из абстраr<тного закона сохранения в форме ( 4.3) , 
дать строгий вывод балансовых уравнений ( 1 .4) . 

4. Доказать справедливость заиона сохранения момента и�r
пульс а ( 1.5) для непрерывных движений и для движений с силь
ны�r разрывом. 

5. Поr<азать, что в идеальном газе квадрат сrюрости звуrщ 
выраiRается через внутреннюю энергию 8 = lS (Т} формулой 

с2 = RT ( 1  + R/IS ' (T) ) .  

6. Поrщзать, что внутренняя энергия 8 = lS ( V, Т) имеет вид 

/S ( V,T) = /S1 ( V) + /S2 (T) , 

если и толыю если давление р = р ( V, Т) есть линейная фующня 
температуры Т. 

1. Доназат:ь формулу Эйлера (3.5) . 
8. Поназать, что в лагрантевых координатах (х0, t) ,  введен

ных согласно ( 1 .1 )  и ( 1 .2} , система уравнений газовой д1шюшrш 
(3.1 1 )  принимает вид 

д (рб) .au 1 др дГ =0, м дt + -р  дх = 0, 
о 

дS 
д t = 0, 

дМ дu 

с матрицей М = дхfдхо, сопряженпой м атрицей М* и б = det М. 
9. Поназать, что снорость nервмещения в наnравлении нор

мали n поверхности, заданной уравнением F (x, t) = О, равна 

Ft D = - -- · n D · VF 
10. Пусть функция 8 = e (V, р }  удовлетворяет неравенству 

е р � b V ( Ь  = const) для всех р и V < V0• Показатъ, что вдо:rь 
адиабаты Гюгонио будет lim V = f .. > О. 

р -+ :х>  
1 1 .  По:казать, что сiюрость первмещения ударной волны Dn 

строго монотонно возрастает вместе с силой разрыва [р) , nричем 
Dn -+ оо nри [р) -+ оо, 

12. Пусть Н1 - адиабата Гюгонио с центром ( V1 , P l ) ,  и пусть 
точна ( V2, р2) Е Н1• Выяснить взаимное расположение нривоfr Н1 ,  
адиабаты S = 82, хорды с нонца�ш ( V1 , р 1 )  и ( V2, р2) и адиабаты 
Гюгонио Н2 с центром ( V2, Р2) · 

13. Выяснить, ногда достигается большая плотность: nри сжа
тии одпой ударпой волной, повышающей давление от Р 1 до Рз, 
или при последовательном сжатии двумя ударными волнами, е,?ЛИ 
в первой давление позышается от Р 1 до р2 < рз, а во второп -
от Р2 до Рз· • • 

1 4. Поназать, что в случае елабои ударпои волны справедлива 
оценна (предполагается, что Dn > U n ! )  

U n l  + С! + U n 2  + С2 - 2Dn = О ( [р] 2) . 

15. llроверить, что в уравнениях ( 6.33) - ( 6.35) харантери
стичесной фор�rы уравнений га�ювой дина�шrш исrюмые фуннции 
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u,  р,  S дuфференцпруются толыю в касательпо�r направлении 
н соответствующей харю•терпстшш. 

16. Пусть начальные значения при t = О ненотороrо непре
рывпоrо решения уравнений nлоскопараллельпоrо движения 
( 12 .17) (см. пример 12.2) постоюшы в квадрате { l .x  1 � 1 ,  1 у 1 � 
� 1} .  В пространстве событий R3 (.x, у, t) найти область, в кото
рой решение постоянно. 

17. Для уравнений nлосиопаралле.ТJьпого движения ( 12.17) 
(см. пример 12.2) nостроить харантеристичесюrе nоверхности С± 
на решении u = О, с = с0 (nОiюй) , проходящие через нривую, 
образованную лучюш {.х = - 1 ,  О �  у < оо} , {О � .х < оо ,  у = 
= -1 } и дуrой окружности {.х2 + у2 = 1, .х � О, у �  0} . 

18. Показать, что веJшчины V р п div u при переходе через 
слабый контактный разрыв меняются непрерывно. 

19. Непосредственной подстановной (заменой пере�rенных) 
проверить, что система уравнений (8. 1 )  допусRает rшждое иа ире
образований (8.5.1° - 10°) . 

20. Проверить, что фушщии 

.х + F (у) и =  t V = W  = 0 , 

где 80 = const и F (y)  - произвольная фующия, дают точное ре
шение уравнений газовой динамики (3. 1 1 ) . Найти общий вид 
решения, nолучаемого из данного преобрааовапиями группы G2, 
порожденной иреобразованиями (8.5.7°) и (8.8) . 

21. Поr<азать, что система уравнений (8. 1 )  в случае nолитроп
ного газа допуснает преобрааованпе (8 .10)  то.ТJьно при "( = 5/3. 
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ Г АЗА 

Основные проблемы теоретического исследования дви
жений газа связаны с отысканием решений полученной 
в главе I системы дифференцальных уравнений с усло
виями на сильных разрывах и дополнительными началь
ными и граничными условиями. Большие математические 
трудности, возникающие на пути решения таких проблем 
вследствие сложности самой модели движения, вынужда
ют к поиску более простых моделей, для которых можно 
быJЮ бы продвинуть исследование дальше, чем в общем 
случае. Не будет преувеличением, если сказать, что со
временный прогресс в решении многих проблем газовой 
динамики достигнут благодаря успешному использованию 
упрощенных постановок ее задач. В данной главе наме
чаются методы построения и приводится некоторый спи
сок таких упрощенных моделей или, коротко говоря, 
субдtоделей. 

· 
Всякое движение газа неразрывно связано с идущим 

в пем тер:модинамическим процессом. При этом возмояшы 
такие ситуации, когда этот процесс является однопара
метрическим. Отсюда возникюот термодинамические суб
модели, среди которых наиболее важной и часто эксплуа
тируемой является модель изэнтропического движения. 
Далее ,  большое место в газовой динамике ванимает тео
рия установившихся течений (в том числе безвихревых ) .  
В этой субмодели пространство событий отходит н а  вто
рой план, каждое событие является <<Вечным >> , застывшим 
во времени. В пространстве течения процесс утрачивает, 
вообще говоря, свойство детерминированности, что влечет 
целый ряд новых эффектов. Н. ним отпосится, например, 
переход через скорость звука и связанное с ним измене
ни е типа основных дифференциальных уравнений. 
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Очевидно, что упомянутые выше и многие другие слу
чаи субмодели:рования сводятся к выделению и описанию 
тех или иных класс_ов точных решений уравнений газо
вой динамики. При этом естественна постановка вопроса 
о наиболее широком раскрытии возможностей, предостав
ляемых для этой цели самой исходной моделью. Здесь 
решающим является ее групповое свойство ,  возможности 
ноторого иллюстрируютел многочисленными примерами 
1шассов инвариантных и частично инвариантных решений. 

В газовой динамике, особенно при решении нонкрет
ных прантичесних задач, широно используются танже 
различные методы приближенного субмоделирования. 
Здесь характерно сочетание предварительного физическо
го анализа (учитывающего энспериментальные данные) 
с надлежащим формально-математичесним введением ма
лого параметра и последующим предельным переходом. 

Конечно, приведенный в этой главе список упрощен
пых моделей далеко не исчерпывает всех случаев точного 
и тем более приближенного субмоделирования уравнений 
и задач газовой динамики. Цель главы - дать общее пред
ставление о богатстве множества коннретных субмоделей 
и о неноторых основах и методах их построения. 

§ 9. Термодинамические ъ1одели 

Вынесенное в заголовок название специального клас
са математических моделей газовой динамини означает, 
что в таких моделях делаются дополнительные предполо
жения о характере термодинамичесного процесса в газе. 
В простейшей форме они сводятся к условию постоянства 
в рассматриваемом движении каной-либо из термодинами
ческих величин. Эти предположения в действительности 
обычно выполняются приближенно, в зависимости от кон
I<ретных условий движения газа. Использование таких 
предположений на практине требует каждый раз тща
тельного анализа и экспериментального подтверждения. 
Привлекательной стороной применепил различных термо
динамических моделей является то, что в них обычно 
достигается опред�ленное упрощение описания движения 
газа и облегчается получение результирующих аналитиче
ских формул и выполнение численных расчетов . Здесь 
в сжатой форме рассматриваются некоторые из тюшх 
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моделей с целью показать основные особенности в полу
чаемых уравнениях двпжевпя газа. 

Изэнтропическое двшкение. Движение газа назыв а
ется изэптропичес";,uJ.t, еслп в это;-.1 двпженип энтропия S 
тождествепво постоянна :  

S = const. ( 1 )  

Основание для изучения изэвтропических движений 
дает следующиii, уже отмеченный в § 3 фюtт : энтропия 
сохраняется в частице газа. Поэтому, если в векотороii 
:массе газа в накоii-то момент времени распределение эп
тропии по частицаи газа было постоянным, то оно будет 
постояввыl\I в этой массе газа и в последующее время. 
I\онечво, это утверждение безоговорочно справедливо 
:шшь для непрерывных движений. Если же по массе 
газа пройдет ударная волна, то, согласно выводам § 5,  
энтропия в ней изменится и может стать уже не постоян
вой по частицам. В случае ударных волн малой ивтевспв
ности мояшо, однако, принимать свойство сохранения эн
тропии приблпженно, учитывая , что скачок энтропии есть 
величина третьего порядна малости по сравнению с силоii 
разрыва ( теорема 5.2 ) .  

В случае изэнтропичесiюго движения уравнение D S  = 
= О  выпадает из системы дифферент,и альных ypaвнeim i'; 
( 3 . 1 1 ) .  Кроме того, при этом будет V р = c2Vp согласно сiп
ределению 2.3 .  Поэтому дифференци альные уравнения и з
энтропических движений газа прiшюiают вид 

Dp + р div u = О, 
pDu + c2 Vp = О , 

( 2 ) 

где с2 = с2 (р ) рассматривается как заданпая функция. 
Модель изэвтроппческого дваженил особенно проста 

для политропвого газа, в нотором в силу (2 .5)  и (2 . 18 )  
справедливо соотношение 

dc у - 1 dp -; = -2 - Р' ( 3) 

позволяющее исiшючить плотвость р из системы ( 2 ) .  
В результате получаются уравнения изэвтропического 
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движения политропного газа 

D у - 1 с + -2 - с div u = О, 

2 
D u + у - 1  cVc = О,; (4) 

где 't - показателъ адиабаты. 
Уместно отметить, что в ряде работ по газовой дина

мике встречается термин << баротропный газ>> . Обычно под 
этим подразумевается, что давление р является ' однознач
ной функцией плотности р, и пишется <<уравнение со
стоянию> вида р = /(р ) . Однюю необходимо помнить, что 
уравнение р = j(p ) отражает не свойство газа как физи
ческой среды, а лишь свойство движения газа, при ко
тором такая связь давления с плотностью реализуется. 
Но эта связь и есть следствие предположения об изэнтро
пичности исследуемого движения газа, который в других 
условиях вполне может проявлять и те свойства, кото
рые связаны с изменением энтропии (например, при про
хождении сильных ударных волн) . 

При решеппп задач об изэнтроппческом движении га
за с относительно слабы�rи ударными волнами, когда 
пзменением энтропии в ударных волнах пренебрегается, 
уравнения ударного перехода (4 . 12 ) и (4:13 ) остаются 
прежними, а вместо уравнения адиабаты Гюгонио (4. 14) 
пли (4 . 18 ) и ним добавляется уравнение адиабаты Пуас
сона S = 80 = const. Последнее при записи исходного 
уравнения состояния в виде р = /(р, S) равносильно урав-
нениям 

(5)  

При этоы необходимо допускать только таиие ударные 
переходы, для Iюторых · скачiш давления и плотности по
ложительны, т.  е .  ( если (p t ,  Pt) - состояние перед вол
ной) 

[р] = Р2 - Р1 > О, [р] = Р2 - Pt > О, 
хотя здесь эти неравенства уже не следУют из зююна 
возрастания энтропии. 

Изотермическое движение. Движение газа называется 
изотермичеспим, если в этом движении теhшература Т 
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тождественно постоянна : 

Т =  const. (6 )  

Если рассматривать давление как термодинамическую 
функцию от температуры и энтропии, то для ивотерми� 
ческого движения р = p (S) , в силу чего давление должно 
сохраняться в частице. Тем же свойством должна обла� 
дать и плотвость р. При этих предположениях ив (3. 1 1 )  
получится система уравнений 

Dp = О, div u = О, pDu + c2 Vp = О  

(где с3 = с2 ( р ) ) ,  которая оказывается переопредеденной. 
В вей имеется пять скалярных уравнений для четырех 
искомых функций и, v, w, р . Хотя эта система и не про� 
тиворечива, она имеет решения лишь весьма специаль� 
вого вида и обычно ве рассматривается. Поэтому исполь� 
зоt�авие модели изотермического движения требует видо� 
изменения исходного представления о моделируемом дви� 
жении газа. 

Такое представление можно связать с возможностью 
сохранения температуры ва  счет подвода (отвода) некото� 
рой: энергии к каждой: частице газа извне, например за 
счет действия какого-либо излучения (см. ,  например, [ 6] ) . 
I-\онечно, · в получаемой модели энтропия в частице со
храняться не будет и уравнение энергии должно принять 
другой вид, связанный с учетом механизма внешнего при� 
тока энергии. Обычно, однако, уравнение энергии отбра
сывается и предполагается просто, чт·о давление есть 
однозначная функция плотности, р = /(р ) , как это имело 
бы место при условии (6 ) без учета подвода энергии. 

При этом соглашении дифференциальные уравнения 
снова приводятся к ( 2 ) , однако с другим характером свя� 
зи с2 = с2 (р ) .  Например, для идеального газа согласно 
(2.3) получается, что давление просто пропорциовальво 
плотности, откуда следует постоянство скорости авука: 

с -= const. (7 )  

Условие (7 )  можно рассматривать как предположение, 
эквивалентвое изотермическому характеру движения газа . 
В этом случае связь давления с плотвостью имеет вид 

(8) 



§ 9. ТЕРМОДИНАМИЧЕСЮIЕ МОДЕЛИ 95 

где постоянная с называется изотер:мической СJ�оростью 
аву-па. 

Система основных дифференциальных уравнений здесь 
снова имеет вид (2 ) , но с постоянным коэффициентом 
с" .  Что же касается условий на ударной волне, то в них 

также отбрасывается уравнение адиабаты Гюгонио, ко
торое заменяется вытекающим из ( 7 )  и (8 ) уравнение-"t 
изотермы 

( 9 )  

Здесь возможен также учет изменеппя изотермической 
скорости зву1щ при переходе через ударную волну, но 
тогда скачок [ с] = Cz - Ct должен либо быть задан непо
средственно, либо определяться из других соображений 
(например, из точных уравнений ударного перехода) . 

Изобарическое движение. Движение газа называется 
иаобаричеспим, если в этом движении давление р тожде-
ственно постоянно: 

р = const. ( 10 ) 
Для нормального газа в таком движении должно быть 

р = p (S) ( заданная фушщия) и потому плотность 1\ОЛЖна 
сохраняться в частице. Следовательно, система дифферен
циальных уравнений изобарического движения имеет вид 

Dp = О, Du = О, div u  = О. ( 1 1 )  
Таким образом, в изобарическо:м движении все газоди
намичесние величины сохраняются в частицах и потому 
полностыо определяются их распределениями в некоторый 
момент времени, например при t = О. Для описания таки х  

движений удобно ввести лагранжены ноординаты s = = ( � , fJ ,  � )  нан значения координат частиц газа в момент 
t = О. Тогда решение первых двух уравнений ( 1 1 )  дается 
ранеnетвами 

Р = p (s) , u = u(s ) . ( 12 ) 

В силу ( 12 ) каждая частица s движется по своей траен
тории с постоянной скоростью, и потому ее траектория 
есть прямая линия . 

х = s + u(s) t. ( 13 ) 
Однако получаемое этим путем поле скоростей должно 
удовлетворять еще и последнему уравнению ( 1 1 ) .  Неслож
НО\3 вычисление пощtзывает, что это уранненце будет ВЬJ-



96 ГЛ. II .  СПЕЦИАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ: ГАЗА 

по.тrнено, есшr и то.тrыю еслп входящие в ( 1 2 )  rюмпоненты 
вектора скорости u = (и, v, ш) удовлетворяют системе 
уравненпй 

1 и; 

vs 

us + v11 + ш� = О, 
n11 , _ 

1 n; 
ll t- w 11 s 

n5 

us 
шs 

ll � 1 - 1 1'11 w .  j- И' k 11 
l/ 11 ll� 

v 1 . � = о w. ' 
\, 

и 11 v� = 0. 
w11 w� 

( 1 4) 

Это означает, что дзобарrl 'rескоо движение возможно толь
r'о при нтштором спецпальпои начальном распределеппп 
сrюростсй. Например, решением уравнений ( 14)  является 
любой постоянный втп ор u = const. Существуют также 
решения с линейным полюr сноростой 

u = As, ('15) 

где А - постоянная матрица. О днюю заметных прантпче
сних применений модель изобаричесного движения не 
получила. 

Изохорическое движение. Движение газа называется 
изохоричеспи:м, если в этом движении плотность р тож
дественно постоянна:  

р = const. ( 1 6 ) 

Предположение ( 1 6 )  в дпфферепциальных уравнениях 
зююнов сохранения массы и импульса ( 3 . 1 1 )  приводит I\ 
снетеме уравнений движения идеальпой песжи:мае:мой 
жидпасти 

div u = О, pDu + V р = О. ( 1 7 ) 

Прп изохоричесн:ом движенип нор�щльного газа должно 
быть, нроме того, Dp = fsDS = О, т .  е .  давление должно 
сохраняться в частице . Однаr'о добавление уравнения 
D р = О переопределяет спетему ( 1 7 ) и деJrает модель <<бед
поЙ >> решениями. 

Тем не менее модель несжимаемой жидности можно 
использовать для приближенного описапия движений га
за. Эта модель должна быть хороша в тех случаях, ногда 
малые изменения плотности вызывают rюнечные измене
ния давления. Так как Dp = c2Dp, то это означает, что 
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велпчппа Dp мaJra по сравнению с вслнчппой рс2•  В част
ности, для политропнаго газа из соотношений ( 2 .20)  вы
текают равенства 

Dp 1 Dp Dp 

рс2 = -у р- = -р· 

Поэто.му двишение несжшrасиой iЮIДiюсти !IIOiiOIO тракто
nать как предельное для движения политропнога газа, 
Iюгда "( -+ оо , Если исходные уравнения взяты в форме 
(3 . 14 ) ,  то и для произвольнога нормального газа модель 
( 1 7 )  формально получается ню' предельпал при условии, 
что 

Dp/pc2 -+ О. 
Уместно заметпть, что если при этюr по преднала

гать р = const, то останется еще уравнение Dp = О. С этим 
дополнительным уравнением система ( 17 ) описывает дви
жение пеодпородпой несжимаемой жидности. 

На праi{ТИI{е приближение, связанное с использоnани
е;о.r модели идеальной несжимаемой жид1юсти, шпр01ю 
применяется в аэрогидромехающе, например при реше
нпи задач обтеюшпя тел стационарным потоком. Здесь 
применимость обсуждаемой модели опред�ляетсл малостью 
величины отношения с1юрости потона н скорости звуrш 
по сравпеншо с едпнпцей. Для ориентира можно напом
нить, что с1шрость звука в воздухе (при нормальных ус
ловиях ) с �  340 м/с, а в воде с �  1500 м/с. 

§ 10. Установпвшиеся движен11я 

Движение газа называется устаповивши.мся (пли ста
ц иопарн,ы.м) ,  еслИ основные величины не завпсят от вре
мени : 

u, = О, Pt = О, Pt = О, S, = О, ( 1 )  

и являются, таким образом, фующиями толыю точ1ш х 
пространства R3 (x) .  . 

В литературе принято называть установившиеся дви
жения таюне установившимиен (стационарными) тeчenu.<t
Jtи газа. Этот термин хорошо отражает свойство неизмен
ности во вре:мени, <<вечностИ >> таких движений и будет 
таюке использоваться в дальнейшем изложении. 

Модель ус':!'ановпвшегося течения систематпчесr{и пс

пощ;Зуётся при решеюш 1юннретных задач благодаря 
7 Л. D 0DСЛВВИRОВ 
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тoliiy, что она прибшш;енно описывает шпрОiшй к.11асс 
реальных движений газа .  Типичны111 пршrеро.м прибли
женно установившегося течения газа является движение, 
реализуемое при истечении газовой струп пз большого 
сосуда через относительно 1\Iалое отверстие.  У становивше
сся течение получается в пределе, когда размеры сосуда 
бесконе •шы и параметры газа в нем (на бесконечности ) 
финспрованы, а процесс истечения длится неограниченно 
долго. 

Другой важный пример дает равномерно-поступатель
ное движение твердого тела в безграничном, покоящемся 
на бссi;онечностп газе. Вознинающее при этом неуста
новпвшееся движение газа сводится к установившемуел 
с rюl\rощыо преобразования Галилея (см. § 8) так, I{aK 
:это описано в § 7 (см. <<Задача обтенанию> ) . В системе 
rюордrшат, движущейся вместе с телом, последнее не
подвижно. Равномерный на беснонечности и имеющий 
тalii заданную скорость потон газа обтекает это непод
вюнное тело и, в силу неизменности граничного условия 
на теле, может рассматриваться r<ан установившееся те
чение. 

Исходные уравнения. Устаповившиеся движения ес
тественно рассматривать безотносительно н времени, толь-
1\О на пространстве течения R3 (x) . Оказывается, что прп 
:это:\1 ах уравнения приобретают особые свойства, которые 
необходшю учитывать при постановке и решении крае
вых задач. Описанию и анализу специфики уравнений 
установившихся течений и посвящено последующее изло
шенпе. При записи различных соотношений в декартовых 
координатах будут, как всегда, использоваться представ
ления х = (х, у, z) и u = ( и, v, w) . 

Исходные интегральные законы сохранения, взятые 
в балансовой форме ( 1 .4 ) ,  принимают вид уравнений ну
левых суммарных потопов массы, импульса и энергии 
через границу "( любой области ffi с: R3(x ) :  

5 5  PU · ll dy  = 0, 
'\' J J (pll + pu (u · 11))dy = 01 (2) 

v S) (р + р ( � q2 + е)) u · ll f)y = и. · 
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Дифференциальные уравнения непрерывных устано
вившихся течений могут быть взяты в преяшей фор:\-Iе, 
например (3 . 1 1 ), но с заменой оператора производной n 
частице (3 .3) <<уiюро'rенньп.r >> оператором 

D, д + д д = u · v = и - v - + w -. дх ду дz (3) 

Следовательно, система дифференциаJiьных уравнений 
установившихся течений тююва :  

D'p  + р div u = О,. 

pD' u + VP = Ot {4) 
D' S = O. 

Линии TOI{a. Специфика кинематики установившегася 
течения отражается следующим фундаментальным поня
тпе:м. 

О п р е д е л е н  и е 1 . Линии в пространстве R3 (x) , оп
ределенные как интегральные кривые системы обыiшовен
ных дифференциальных уравнений 

dx dy dz 
и (х, у, z) = v (х, у, z) = w (х, у, z)'; (fi) 

называются дuпиями топа установившегося течения с век
торО:\-1 СIЮрости u = (и, v, w) .  В дальнейшем линии ток а  
обозначаются символом 2. 

Сравнение (;}) с уравнениями траекторий ( 1 . 1 ) по
казывает, что линии тока являются траеi{Ториями частиц 
в R3 (x) . Однако необходимо иметь в виду, что, в отличие 
от общих движений газа, когда траектории частиц обра
зуют трехпараметрическое семейство кривых, совонуп
ность линий тока установившегася течения является лишь 
двухпараметрическим семейством. 

В силу опре;t:еления 1 оператор D' является операто
ра:\-! дифференцирования вдоль линий тока. Это позволяет 
получить два важнейших интеграла системы уравне
ний (4) . 

Первый из них есть иптеград энтропии, вытекающпй 
из уравнения D'S = О и означающий, что энтропия вдоль 
линии тока постоянна: 

(6)  
7*  
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Величина So (2) зависит толыю от линии тона !Е: для 
rшждой фш<сиров анной линпи: тона она постоянна, но, 
вообще гов оря , .меняется с изменением Р. 

Интеграл Бернуллн. Второй интеграл есть следствие 
( 6 )  г.: уравнения импульсов . Для его полученпя уравне
ние им пульсов в форме Громени - JJ :шба ( 3 . 19 )  

V ( f q2) + � V Р = u Х ro 
сналярно умножается па веюор снорости u. В силу (3 ) и 
изв естного свойства венторного пропзве;r�;енпя это дает 

D� u q2) + � D'p = O. 

Но из уравпенпя первого заиона термодпнамиюr (2 . 1  ) , 
в нотором падо положить d = D' и вв естп уделJ,ную эн
'1·альпию i = в + р V, следуют равепства 

D' i  = TD' S  + VD'p = .!  D'p1 р 

где принято во внимание, что D'  S = О и V = 1/р .  Поэто
му предыдущее уравнение переписывается в виде 

D ' ( q2 + 2 i ) = О. 

Отсюда , аналогично интегралу ( 6 ) , п следует исно11rыii 
интеграл 

( 7 ) 

где в еличина t0 (!E)  зависит тольно от лишш тона Р. 
Соотношение ( 7 ) называется иптеерало:м Бернулли. 

Следует иметь в виду, что в общем случае установивше
гося теченпя интеграл Бернулли (в отличие от интеграла 
энтропии ) не равносилен дифференциальному уравнению 
юшудьсов (и  потому не может полностыо заменить это 
уравнение ) ; он представляет собой лишь необходимое 
сдедствие уравнений энергии и импульсов . Тем не менее 
интеграл Бервулди явдяется нлючевым для понимания 
основных вановомервостей установившихся течений газа . 

Удобно записать интеграл Бервулли в неснольnо иной 
форме . Тан нан в нормальвом газе удельная энтальпия 
i(p, S) ;;;;:. О, то в силу формулы (2 .2 1 )  1\rожно определить 
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велпчпну 

(8) 

которая отличается от 2i са�юс большее постоянным сла
гаемым (зависящшr от S) . 

Утвер»:щается, что (при постоянной S) величина (8} 
есть однозначная возрастающая функция от  квадрата ско
рости звука, 1 = 1(с2 ) ,  и такая, что 

1(с2 ) -+ О (с2 -+ 0) , 1(с2 ) -+ оо (р -+ оо ) . (9 ) 

Действительно, в силу ( 2.24) справедлива формула 

dl!d(c2 ) = 2/т > О. 

Далее , согласпо определению (8) 1 -+  О при р -+  О, что 
равносильно первому соотношению (9 } . Наконец, из не
равенства /РР > О  следует, что с некоторым Р1 > О  пр11 
р > Р1 будет С2 = !Р > а >  О (а = const) , откуда 

/) 

1 > а1 + 2 J: � dp = а1 + 2а ln ( :1 ) -+ оо (р -+ оо ) . 

Максимальная и 1сритпческая скорости. С фупкцпеii 
(8)  интеграл Берпулли записывается в .виде 

q2 + 1 (с2) = q�r (10) 

где qт = qт(2) есть .ма-псш.tа.л,ъио воа • .",ожиая скорость на 
данной линии тока 2 (всегда q � qm) . Значение q = qm 
достигается, в силу (9 ) , лишь в состоянии вануума, когда 
с3 = 0  и р = О. 

О п р е д е л е н  и е 2. Критической скоростью называет
ся величина с* > О, определяемая кюt корень уравнения 

с; + 1 (с� ) = q;. (11) 

Очевидно, что при любо : м  данном q; уравнение ( 1 1 ) •• 2 имеет единственвыи 1юрень с. ,  тан как его левая часть 
возрастает вместе с с; и принимает, в силу (9), :все по
ложительные зваченuя. 
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Для политрапного газа эти соотношения спльно упро
щаются. Из (2 .20)  сра зу следует, что /(с2 )  = 2c2/ ( 'f  - 1 ) ,  
так что интеграл Бернуллп шrеет впд 

q2 + У �  1 с2 = q�, (1 2) 

а критичесi->ая сRорость дается выращеннем _ _  .г:у:=т с* - V Y'+t qт. (1 3) 

До- и сверхзв)·Iюnые течения. Нанболее важные дина
мические. свойства установившихся течений связаны с раз
личением их по следующему признаку. 

О п  р е д е л е н и е 3. У становпвшееся течение газа в 
области Q с: R3 называется доавуповы.м, если всюду в Q 

q < c ; ( 14)  

оно называется сверхавуповыJit, если всюду в Q 

q > c. ( 1 5 )  

Важно заметить, что  дозвуiювой или сверхэвуnовой 
характер течения можно обнаружить путем сравнения 
модуля сiюрости q только с критической скоростью с * .  
Это следует и з  того, что е.сли q =1= с, т о  величина с* всег
да лежит внутри интервала ( q, с ) . Действительно , если 
q < с, то в силу монотонности фунrщип /{с2 ) и определе
ния ( 1 1 ) 

q2 + 1 (q2) < q2 + 1 (с2) = q;n = с� + 1 {с�) < с2 + 1 (с2) , 
отнуда q < с* < с. Если q > с, то все знани неравенств 
заменяются на противоположные. Это свойство легко ус
матривается из рис. 1 , на котором начественно показала 
зависимость c ( q ) , определяемая интегралом Бернулли. 

У становленное с помощью интеграла Бернулли разлп
чение дозву1ювых и сверхзвуi<овых течений не является 
формальным . На самом деле оно связано с заВ'Исимостыо 
типа системы дифференцальных уравнений (4) от харю•
тера установившегося течения, 1югда это течение рас
сматривается не в пространстве событий R"(x, t), а лишь 
в << своем »  пространстве R3 (x) . Такое рассмотрение оправ-
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дано постаноююй I>раевых задач стацпонарного обтекания 
или стационарного теченин со свободньн.ш границами, 
для которых I>:аждое событие является <шечныю> .  Поэтому 
вместо характеристик общих уравнений на решениях -
установившихся течениях nеоб- с 
ходиl\IО изучить nоведение ха
рактеристик самих уравнений 
(4 ) в пространстве R3(x) .  

Характеристики. С этой 
целью удобно взять исходпые 
уравнения в виде, соответствую
щем матричной записи ( 3. 1 7 ) ,  
с учетом того, что для устано
вившихся течений отсутствует 
слагаемое с А 1 ,  тю>: I>:ак Ut = О. 

с �  

Рис. 1 .  

В отличие от общего СJiучая (6 . 14 ) , нормаJiьные 
ристические векторы ищутся в R3 (x) : 

s = < s ,  11 , � > .  

характе-

Тогда характеристическая матрица А (s) снова будет иметь 
вид ( 6.15 ) ,  но с укороченным выражением всnомогатеJIЬ
ной величины х;, а именно с величиной 

"1.1 = Us + V1') + wt. 

Здесь, не нарушая общности анализа, можно считать s 
единичным вектором, l s l  = 1 .  Тогда величина х' = u · s 
будет равна проекции вектора скорости на направление s. 
Но вектор s совпадае�, с нормалью n к характеристине 
C(t ) ,  которая на самом деле неподвюкна в R3 (x) . Поэто
му просто 

}'.;1  = U  · П = Un, 

Далее ,  выражение для определителя хараi{Теристичесiюй 
l\rатрицы ( 6 . 17 ) здесь будет тем же самым (с заменой 'Х 
на Х.' )  И его IЮрНИ ДаЮТСЯ равенствами "f.1 = 0 ИЛИ "f.1  = 
= ±с. 

Итак, длЯ уравнений .установившегося течения воз.мож· 
ны два типа характ�ристик: понтаптпые, на которых и,. = 
= О, и авуковые, на которых 

и,. -= ±с. ( 16 )  

Уравнение U n  = О  означает, что  вентор с1юрости орто� 
гонален нормали к характеристике, т .  е.  является каса� 
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тельньш н харантеристпчесiюii поверхности. Тан Rан это 
верно в любой ее точне, то вместе с наждой точной Р 
данной характеристине принадлежит целая линия тона, 
проходящая через Р. Следовательно, веяная rюнтактная 
характеристиr;,а яв.мется геометрическим местом .n,иний 
тока. 

Уравнение ( 1 6 )  означает, что ортогональная проенцпя 
вентора u на нормаль n равна (по абсолютной величине) 
снорости звуна. Но величи па проекции l иn l  вектора u 
ne может быть больше его модуля q = l u l .  Поэтому ра
венство ( 16 )  возможно , тольно если выполнено перавеп
ство ( 15 ) , т. е . еслп течеппе сверхзвуковое.  Следовательно, 
ввуr;,овые хараптеристиr;,и существуют тодьпо в сверхаву
r;,овых течеииях. Для них всегда · абсодютиая ведичипа 
проекции вектора спорости ua иорма.n,ь n хараптеристипе 
равиа спорости ввупа. 

В соответствпи с определением 6 .2 эти выводы по
называют, что система уравнениii: установившихся теч е
ний является rиперболичесной, только если течение сверх
звуковое. На дозвуновых течениях существуют лишь нон
тантные характеристини. 

Интересно взглянуть на эту ситуацию с точки зрения 
пространства событий R' (x, t ) па примере постоянного 
решения u = U0, с = с� , которое описывает установившесся 
течение. На это:м решеппп в R' (x, t ) существует харю•
теристичесюiЙ 1юнус (6 .32 ) ,  внутренность I'Юторого (при 
t > t0 ) , согласно расемотрениям § 7 (см.  текст после тео
ремы 7 .3 ) , является областью влияния ero вершин ы 
Р(х0, t0 ) .  Здесь харантеристикп C(t )  с: R3(x) суть сферы, 
центр которых персмещается со сноростью qo = l uo l ,  а ра
диус растет со ёноростью Со . Поэтому, если qo < Со, то вер
шипа Р во все моменты времени t > to остается внутри 
сферы C(t) (рис . 2,  а ) . Если же qo > Со, то сферы C(t )  
не содержат точку Р и огибают прямой · J{руrовой конус 
/(0 с: R3(x)  с вершиной Р и угло:м раствора 2о:, определяе-
1\IЫ!Ir из соотношеющ (рпс. 2, б) 

sin 0: = Со/ qo. 
Таким . образом, если течение дозвуновое, то его возму
щение в точне Р со .вре:менем охватит все пространство 
R3 ( x ) .  Еrлп же те qеппе свРрхзвуRовое,  то возliiущение 
в точке Р допалиауется впутри конуса Ко. Из рис. 2, б 
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непосредственно видно, что проекция вектора u0 на вор� 
Jl[аль I\ Iювусу Ко равна сiюрости звуна с0• Следовательно, 
Ко - хараi\Теристичесний Iювус рассматриваемого сверх� 
звукового уставовившегося течения. 

!J, Z !J, Z 

а) 
Puc 2. 

О J;I р е д е л е н п е 4.  Велпчпна 
М =  q/c 

называется чисдо�t !И a:ra. 

C(f) 
х 

о )  

(17) 

Для дозвуrювых течений чпсло Маха М < 1 ,  а для 
сверхавуновых течений М > 1 .  

Трубки тока. Следующая особенность установивших� 
r.11 течений связана с Iюнятпюr тру бп и топа. 3тот объеi>Т 
формируется тан. Берется неnоторая трубообразная об� 
.Т!аСТЬ Т,, обраЗОВаННаЯ Л I I Н П Я М И  TOita, ПрОХОДЯЩИМИ через 
шшоторый «начальныЙ >> 
диен К, малого радиуса 
r с центром в веното рой 
точi\е Р е  RЗ, перпепди
х•улярпый веюору ско� 
ростп u (P) .  Пусть К 
I•акое-нибудъ другое се� 

---- - / ---;;- \ к  
�-х 

Рис. 3. 

чевие Т, ,  и пусть � - боr;овая поверхность отрезна области 
Т,, аанлюченного между К, и К ( рис.  3 ) . Ясно, что � обра� 
зована линиямп тш>а, т. е .  является нонтактной xapaitтe� 

ристИiюй. ПоэтоiiiУ u · n = О на � и применевне интег� 
рального захюн а сохранения массы (2) н области с гра� 
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иицей "{ = К, + � + К  дает соотношение 

Q ( Tr) = .\ 5 pu · n dy = .J 5 pu · n dy t (18) 
Кт К 

если нормаль n выбрана так, чтобы было u · n > О. Сле
довательно, входящий в ( 18 )  интеграл не зависит от вы
бора сечения К. Поэтюrу величина Q( T. ) называется рас
ходом газа Через сечения трубообразной области Т,. Пусть 
2 есть линия тока, проходящая через точку Р, и пусть 
сечение К выбрано плоским, перпендикулярны:м I\ 2. 
Площадь сечения диска К, обозначается через cr,, а пло
щадь сечепил К - через cr. Предполагается, что отноше
ние cr/cr, имеет :конечный предел 

lim а!а т = F. ( 19) 
Т-> 0 

Тогда будет существовать таюне нонечный предел 

Q = lim Q (Тт)lат = pqF,; (20) 
r ... o 

называемый расходом вдоль .линии то-ха 2. Предельвый 
переход в ( 18)  с учетом ( 1 9 )  и (20) дает .объент (2, Q, 
р, q , F) ,  ноторый и называется ( абстрантной) трубпой то
па. Он состоит из линии тоi<а 9: с расходом Q и распре
деленных вдоль нее значений плотности р ,  снорости q 
11 площади сечения F, связанных соотношением 

pqF = Q = const. ( 2 1 ) 

Произведение pq называется уде.льиым расходо;.t. Го
ворят о расширяющейся (сужающейся) труб1•е TOI\a, если 
ее площадь сечения F растет (убывает ) при перемещенпи 
вдоль линии тона 2 в направлении вентора снорости u. 
Оказывается, что поведение течения в трубке тока суще
ственно зависит от до- пли сверхэвунового харантера 
теченпя. Это поведение оппсывается следующ1ш утвер
ждением. ' Т е о р е  :м а 1 . В расшпряющейся трубне тока дозвукu
вая снорость убывает, а сверхэвуновая снорость возраста
ет; в сужающейся трубке тока, наоборот, дозвуновая ско
рость возрастает, а сверхэвуновая убывает. Равносильная 
формулировка : при замедлении дозвукового течения труб
ни тока расширяются, а при замедлении сверхзвукового 
течения - сужаются ; при уснорении дозвукового теченин 
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трубки топа сужаются, а nри ускорении сверхэвунового 
течения - расширяются . 

Д о н а з а  т е л ь  с т в о. И;щепепие удельного расхода pq 
в зависимости от q вдоль линии тона 2 описывается лег
ко вывод1111rым из (8 ) и ( 9 )  соотношением 

d (pq) idq = р ( 1 - М2) , (22) 

где использовано обозначение ( 1 7 ) .  В силу (22)  диффе
ренцирование соотношения (2 1 ) приводит н равенству d: = (М 2  - 1) d: . (23) 

Из (23) вытекает следующая таблица, стрОiш I<оторой да
ют все возможные сочетания знаков : 

dF > O,  

dF > O,  
dF < O ,  
dF < O, 

м <  1 , 

М > 1 ,  
м <  1 , 
м > 1 ,  

d q  < О ;  
dq >  О ; 

dq > О ;  
dq < о , 

равносильная совонупиости всех утверждений о свойствах 
трубок тока. • 

У дарвые волны. В устаповившемсл течении поверх
ность ударной волны необходимо должна быть неподвиж
ной в пространстве R3(x) . Таную « стоячую >> ударную вол
ну принято называть скачком yn.ttoтnenu.<t. Так как сiю
рость перемещенил скачка уплотнения Dn = О, то теорема 
Цемплена 5 .4 для состояния << 1 >> перед скачком и состоя
ння << 2 >> за скачком дает неравенства 

(24)  
Тем более должно быть qt > ct . Следовательно, перед 
скачком yn.ttoтnenuя всегда паходится сверхввуковое те
чепие. Другими словами, скачки уплотнения могут су
ществовать только в сверхзвуковых течениях. При ; этом 
течение за скачком может быть как сверхзвуковым, таи 
и дозвуковым. 

Следующее свойство скачков уплотнения связано с 
интегралом Бернулли . Из последнего уравненпя (4.9 ) илп, 
что равносильно , из уравнений (4. 14) и (4. 1 3 )  следует 
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соотношение [ � q2 + е +  pV] = О  

шш, с удельной знтаJrыш сii i = е + р V, 

Сравнение этого соотноmеюш с ( 7 )  по:казывает, что [ ioJ = 
= О, т. е .  -к,онстанта в иптеграле Бернулли при перехо1\е 
через с:качо:к уплотнения .меняется непрерывно. В сплу 
( 10)  это свойство справедливо и для ма:ксима;тrьной ско-
рости : 

(23 )  

Для Itритичесiюй сiюрости с* аналогичное свойство, 
вообще говоря, неверно, та:к I\aii интеграл (8 ) завпсп т 
та:кже п от энтропии S, сиачОI{ которой всегда отличен от 
нудя. J\Iожно заметить, однюю, что в едучае политрон
ного газа, в силу пря:мой связи ( 1 3 ) нритичесной с:коростн 
с ма:ксимальной, пз (25) следует таю:ке, что (с* J = О . 

Различают прямые и посые с:кач:ки уплотиени:я. Сt>а
чон уплотнения называется пряJrtы.;ч, если вектор с:корости 
ортогопалеи поверхности сначка. При переходе через пря
мой скачок направление вектора снорости не меняется , 
лшшя тока проходит через точну сначна глад1ю. 

СI>ачо:к уплотнения называется посы.м, если веt\тор 
сiюростп образует венулевой угол с нормалью н поверх
ности с:качна. При переходе через косой скачок вектор 
скорости с:качкообразно меняет свое направление, линия 
тока в точке с:кач:ка имеет излом. Эти эффе:кты регулиру
ются условием сохранения :касательной I{ поверхностп 
сн.ачна составляющей ве:ктора Сiюрости <4. 15 ) .  Более под
робно они будут рассмотрены в § 25. 

В за:ключение следует отметить, что предположение 
об изэнтропичности установившеrося течения существен
ных И3111еПСНИЙ, ОТЛИЧIIЫХ ОТ уже обсуждаВШИХСЯ в · § 9, 
не вносит. Наибольшие упрощения получаются в тех слу
чаях (например , в задаче обтет\юшя) ,  ногда свойство из
энтропичности дополняется свойство111 независимости :кон
станты в интеграле Берпулли от липии тона.  Устаповив
шпеся течения с единой для всего потока нонстантой 
Бернулли иногда называют иаоэнергетичеспи.ми. Свойство 
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изоэвергетичности сохраняется при переходе через с ка ч1ш 
уплотнения, хотя при этом пзэнтропичность течения 1\IО
жет нарушаться. 

§ 1 1 . Безвихревые движения 

Здесь обсуждается поведение важпой кинематической 
характеристики поля скоростей - его вихря и расс:.Iатрп
вается специальная модель движения, когда вихрь равен 
нулю. Эта модель заслуживает внимания благодаря силь
ному упрощению основных уравнений, особенпо в сое
динении с другими предположениями об изэнтропичпостп, 
стационарности и т. п. 

Вихрем вектора Сiюрости u называется вектор ro = 
= rot u. 

В декартовых координатах х = (х, у,  z) и u = ( и, v, w)  
вихрь может быть записан в форме символического опре
делителя: 

l l  j k 1 rot u = д/дх д/ду д/дz , 
а v w 

где i, j, k - орты ОСеЙ Х, у, z, :ИЛИ В I\OiiiПOHCПTaX : 

ro = rot u = ( w11 - v,,  и. - щ., v,. - U11) .  ( 1 )  

Движение газа называется беавихревым, если в этом 
дnнжени:п вихрь ro равен нулю: 

rot u = О . ( 2 )  

У еловин безвихревого движеп11я. Необходимое уело
вне безвихревого харантора движения дается следующим 
nредложением. 

Л е м 111 а 1. При непрерывном безвихревом двишенш1 
нopliiaJiьнoгo газа выполняется соотношение 

V p X VS = O. (3 )  

Д о I< а з  а т е л ь  с т в о .  I\  уравнению импульсов в фор
ме Громеiш - Лэмба (3 . 1 9) пршiепяется дифференциаль
ная операция rot, и используются формулы венторноiо 
анализа 

ro t ( /а ) = f l'OL а +V/ Х а, 
rot ( а Х Ь )  = (Ь ·V )a - ( а · V ) b + а div Ь - Ь div а. 
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В результате для вектора ro = rot u с учетом тождества 
div ro = О  получается уравнение 

Dro = (о} · V)u - ro div u + p-2Vp Х Vp. (,J ) 
Здесь последнее слагаемое, в си.тту равенства V р = c2V р + 
+ j sV S, пропорционально веr\торно�rу произведению V р Х 
Х V S. Поэтому, если ro = О, то из (4 )  следует (3 ) . 11 

Движение газа, при · rюторо11r верно соотношение V р Х 
Х V р = О , называется баротропным. Оно характерно T9llf, 
что в нем поверхности уровня плотности и давления сов
падают. Дая нормального газа свойство баротропностп 
движения равносильно выполнению соотношения ( 3 ) .  

Так каr\ уравнение ( 4 )  справедливо для любых движе
ний газа, то для баротропных движений (4) превращается 
в уравпепие вихря: 

Dro = (ro · V)u - ro div u. ( 5 )  
Замечательно, что это уравнение может быть проинтегри
ровано вдоль траеr\торий частиц в R4 (x, t ) .  Если принять 
обозначения ( 1 .2 ) и ввести значение вихря при t = О 

ffi0 (х0 ) = ffi (х0 ,  О) , 

то решение дается формулой 

ro (ха ,  t) = � ( :х: )  ffia (ха)� (6) 

которая провернется прямой подстановкоii в уравпенпе 
(5 ) с учетом уравнения (3 .4) и формулы Эйлера (3 .5 )  для 
производной от детерминанта ·б = det (дх/дх0 ) ,  Этот факт 
приводит к следующей формулировие условия, при rш
тором движение является безвихревым. 

Т е о р е м а (Лагранжа) . Если двпжение газа непре
рывно и баrютропно и если в некоторый момент времени 
в какой-либо частице (в Rакой-либо массе газа) вихрь 
равен нулю, то он будет равен нулю в этой: частпцо (в 
этой массе газа ) во все моменты времени. 

Д о R а з  а т е л ь  с т в о следует из формулы ( 6 ) .  8 
Соотношение (3 )  всегда справедливо для изэнтропиче

СRого движения. Кроме того, оно может быть выполнено 
u снау специальной геометрии движения газа, когда по
верхности уровня шютностп п энтроппп илп давленпя 
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совпадают (например, в одномерных движениях с плоски
ми, цилиндричесними или сферпчесrшми волнами) . 

Предположение ( 2 )  о безвихревом характере движения 
равносильно факту существования потепциа.ла споростей 
qJ = qJ (X, t), т . е . такой фующии, что 

u = VЧJ. (7 ) 

Поэтому безвихревое движение называется также потеп
циа.лъпым движением. Необходимо иметь в виду, что ра
венством ( 7 )  потенциал определен лишь с точностыо до 
постоянного слагаемого, rюторое может зависеть от вре
мени t. 

Интеrрал Коши - Лаrранжа. Основная особенность 
модели безвихревого изэнтропического движения состоит 
в том, что в ней уравнение импульсов может быть про
пнтегрировань. Действительно, в силу определения удель
ной энтальпии (2. 19 ) ,  при S = const уравнение первого 
закона термодинамики ( 2 . 1 )  превращается в соотношение 

dp = р di (8 )  
с любым дифференцированием d. В частности, если взять 
d = V, то будет V р = р V i и с учетом (7 ) уравнение Гро
:мехш - Лэмба ( 3 . 19 )  может быть записано в виде 

v ( ЧJt + � q2 + i) = о. 

Отсюда и получается иптегра.л Коши - Лаграпжа 

СГt + � q2 + i (р) = Ь,  (9) 

где постоянная интегрирования Ь = Ь ( t ) может быть про
извольной фующией времени. Тан I{ai< потенциал fP сам 
определен лишь с точностью до слагаемого, зависящего от 
t, то без нарушения общности можно записывать интег
рал Ноши - Jlагранжа ( 9 )  с правой частью Ь = О. 

Очевидно,  что при S = const и ffi = О уравнение (9 )  
равносильно векторному уравнению импульсов (с учетом 
определения ( 7 ) ) . Поэтому безвихревое изэнтропическое 
движение газа описывается системой, состоящей из урав
нения неразрывности и интеграла Ноши - Лагранжа для 
двух неизвестных функций - плотности р и 

·
потенциала 
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сноростей <р .  С учетюr равенства ( 7 )  и опре,;J;еленпя опе· 
ратора Jlan.'Iac a 

�<р = div (\7  <р )  
эти уравненпя тановы : 

Pt + V<r · VP + Р �<р = 01 

<rt + i 1 V<r /2 + i (р) = О. 
( 10) 

Уравнение для потенциаJiа сноростей. Из уравненпй 
( 1 0) МОЖНО IICI\ЛIOЧIITЬ ПЛОТНОСТЬ р И ПОЛУЧИТЬ ОДНО ne
зaBИCIIMOe уравнешrе для потенциала <р.  С этой целью 

используется справедливое при S = const равенство Dp = = c2Dp, в силу ноторого пз (8 )  прп d = D следует 

c2Dp = pDi. 
Поэтому первое уравнеппе ( 1 0 )  после у;-.rноженпя на с1 
переппс ывается в впде 

Dl + с2�<р = О . 
Наконец , прпмененпе оператора D r�o второму уравнению 
( 1U) и пснлюченпе Di дает требуемый ре зультат : 

( 1 1) 

Это уравнение называется уравиеиие:м для потепциала 
споростей безвихревого изэнтропичес.Iюго движения . В не:\I 
через первые производвые от nотенциала <р выражаются 
RaR оператор 

D = дlдt +V !f! . v, ( 1 2 ) 

так и входящая в определенную уравнением состояния 
газа зависимость с2 = c2 ( i )  энтальпия i, значения Iюторо!t 
даются вторыы уравнением ( 10) .  С расшифровкой оnера
тора D согласно ( 1 2 )  уравнение для потенциала cнopt.cтei'I 
( 1 1 )  принимает вид · 

!f!t t + 2V<r · V <r t  + V <r  · V (-} 1 V <r  1 2) - с2�<р = О. ( 13)  

Наконец, в декартовых ноординатах, когда <р = <р (х, у ,  z, t ) ,  
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уравнеnпе ( 1 1 )  в подробной заппсп выглядит т ан: 

(jJt t  + 2иср.,t + 2vcput + 2шсрн + 

+ (uz - cz )<pxx + ( vz - cz ) cpw + ( wz - cz ) cp,. + 

1 13 

+ 2иu.cp.,u + 2ишср,.,. + 2VШIJ'и• ""' О, ( 14) 

где ( и, v, w) = (ер.,, tp11, tp, ) .  Уравнение ( 14) 1'!вляется пва
аи.липейпым дифференциальным уравнением с частными 
производпыми второго порядка.  . 

Хараюеристики уравнения ( 1 4) определяются через 
нормальные характеристичесrше веr<торы аналогично тому, 
I\a l< зто делалось для системы уравнений газовой динамп
юr в § 6.  PoJiь характеристичесrюй матрицы (6 .15 )  здесь 
играет характеристичеспая пвадра.тичпая форма, которая 
составляется по следующему правплу : берется вектор s = 
= ('t ,  s , ч ,  � ) ,  и в уравнении ( 14 ) наждая производпая 
второго порядна 

.
заменяется произведением соответствую

щих ноординат этого вентора, например, на место {jJt t  
подставляется 't2, на :место tp.,t подставляется ;'t и т. д .  
В результате для уравнения ( 14 ) харантерпстпческая 
тшадратпчпая форма оказывается тююй: 

Q ('s)  = '1"2 + 2иs't + 2vrp; + 2 W�'t + (и2 - C2 ) s2 + 
+ ( v2 - с2 ) 112 + ( w2 - с2 ) �2 + 2иvsч + 2иws� + 2vшч� .  

О•Iеющно, что ее можно записать номпантно: 

Q (s) = х2 - c2 (s2 + 112 + �2 ) , ( 1 5 )  

где х = "' +  иs + V'YJ + w� - уже встречавшееся выраженпе 
(6. 1 6 ) .  Нормальные характерпстпчесние веriторы s опреде
ляются наr> векторы, обращающие в нуль форму Q('s ) . 
Из ( 1 5 )  видно, что они совпадают с теми, которые опре
делялись равенствами (6 . 19 ) , т. е . дают две эвуновые 
характерпстини разных семейств. Это означает, что урав
нение ( 14) на любом решении имеет гипербо.личеспий тип. 
Отыскание самих харантеристических поверхностей путем 
задания их уравнением вида h (x,  t )  = const выполняется 
так же, нан это делалось для общих уравнений в § 6. 

Из этого построения следует одна из особенностей 
оnисания безвихревых изэнтропичеСiшх движений с по
мощью уравнения для потенциала: здесь не получаются 
rюнтактные характеристинп . Это означает, что слабый 
разрыв решения уравненпя для потен�иала ( 1 4 ) ,  опреде-
8 Л, В. Овслннииов 
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ляемый, естественно, как разрыв некоторых производных 
второго поряд-ка от потенциала ер, может иметь место 
талыш на звуковых характеристиках. Так как тем не ме
нее контактные характеристики существуют (они есть 
на любом решении уравнений газовой динамики) , то от
сюда следует важный вывод. 

В безвихревом изэнтропическом движении газа с.лабый 
разрыв на -контактных характеристиках невозможен. Дру
пгми словами, всш\иЙ разрыв на контактной харюперп
стiше необходимо является сильным разрывом. 

Необходимо заметить, что этот вывод справедлив, толь
ко еслп непрерывное движение является безвихревым изэп
тропическим по обе стороны контактной характеристи
ки. Если же по одну сторону движение безвихревое, а по 
другую - вихревое, то на такой контактной харюпери
стике обязательно будет слабый разрыв. Это следует, на
пример, из формулы для вихря ( 6 ) .  Поэтому в общем 
случае область безвихревого изэнтропического движенпя 
всегда отделена от области, в которой этот харю\тер дви
жения нарушен, некоторым сильным или слабым контаю
ным разрывом. 

Другая замечательная особенность уравнения для по
тенциала �коростей ( 1 4 )  состоит в том, что оно является 
уравнением Эй.лера для ЭI\стремалей функцианала над ер 
вnда 

l (cp, Q) = s s s s Ф (i) dQ• 
Q 

(16) 

где вместо удельной энтальпии t надо подставить ее вы4 
ражение из ( 10 ) ,  интеграл берется по любой области 
Q с Ю (х, t ) ,  а функция Ф есть решение дифференциаль
ного уравнения (штрихами обозначены производные по i) 

c2 ( i )Ф " ( i ) + Ф ' ( i) = 0. ( 1 7 ) 

В частности, для политропнога газа с2 = (у - 1 )i ,  уравн(}
ние ( 1 7 )  легко и:!tтегрируется и функцил Ф, с точностью 
до несущественных постоянных, оказывается такой: 

'1'-2 

ф (i) = iy-!  (у =1= 2) , Ф (i) = ln i (у = 2) . (18) 

Вывод отмеченной связи уравнения ( 14) с фующионало:.I 
( 1 .6 )  для функции Ф, определенной формулами ( 18 ) ,  вы
полняется стандартным методом. 
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Это свойство уравнепил ( 14) позволлет рассматривать 
Н!Шоторые краевые задачи газовой динамики для безвих
ревых ивэнтропических движений как задачи вариацион
ного исчисления. 

Модель установившеrося течения. Модель безвихрево
го изэнтропического установившегосл течения ввиду ее 
относительной простоты получила широкое примененив па 
практике, особенно при решении задач аэродинамики ле
тательных аппаратов . Ее особенности вытекают ив объе
динения тех фактов, которые установлены выше в дан
ном параграфе и в § 10. 

Здесь потенциал скорости «р не зависит от врtшенп  t ,  
т .  е. «р = qJ (x ) = qJ (X, у, z ) .  Поэтому х<онстанта Ь в (9) тан:
же не зависит от t, в силу чего интеграл Коши - Лаграп
ша совпадает с интегралом Бернулли 

(19) 

СJiедовательно, в этой мо�ели интеграл Бернулли ( 19 ) 
равпоси.леп уравнению и:мпуJiьсов и максимальная сно
рость qт не зависит от линии тока, а является характер
ной константой всего движения в целом. То же самое 
верно и для критичесной скорости с* (в области непре
рывного течения) . Уравнение для потенциала скоростей 
( 14) укорачивается до следующего: 

( uz - cz )qJ..., + (vz - cz ){/Jw + ( wz - cz )«p  •• + 
+ 2иvq>X!I + 2иw«р.,, + 2VW«p11• = О. (20)  

Соответствующая характеристическая квадратичная фор .. 
ма ( 15 ) для единичного вентора s = ( � ,  rJ ,  � ) , l s l = 1 ,  при
нимает вид 

(2 1 ) 

Так как u · s == q cos (u, s) , то всегда l u · s l  .;;;;; q. По
этому хараюеристичесное уравнение Q(s) = О при q < с 
не имеет вещественных норней, причем форма Q (s) яв
ляется (отрицательно) определенной. Это означает, что 
в об.лаqти доаву1'ювых споростей уравнение (20) имеет 
э.л.липтичеспий тип. 

Если же q > с, то харантеристичесхюе уравнение 
Q(s) = О ю1еет два веществеиных норня, соответствующих 
двум различныы характеристическим направления:м . Это 

8* 
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означает,  что в о б.пасти сверхз ву1ивых споростей уравне
ние (20) имеет гипербо.пичеспий тип. 

:Корни характеристичес1юго . уравневил в случае q > с 
можно наглядно представить геометрически, если (в дан

ной точi<е пространства ) ввести в 
рассмотрение угол а между харапте
ристичеспим паправ.пепием и векто
ром скоростп u (рис. 1 ) .  Тан I{ai\ 

�;;;=F=::;;:;::=�и cos (u, s>  = sin а, то положительный 
н:орень харантеристического уравне
ния дается фор:мулой 

Рис. 1. sin а = � , (22) 

ще М - число Маха (см. § 10 ) .  Второй норень получа
ется из (22)  замевой а на -а. Определенвый формулоii 
( 22)  угол а (0 < а � :n:/2 ) называется умом Маха. 

Итю<, характеристичесrше направления сверхзвукового 
течения в каждой точке наклонены к веитору скорости 
под углом Маха. . 

В общем случае течеш1о раСС;\Iатрпвас�rого .вида может 
содержать как области дозвуковых, так и области сверх

· звуiювых скоростей. Переход через скорость звука осу
ществляется на звуковой поверхности, характеризуемой 
равенством q = с  или М =  1. Такие течения называются 
смеutаю-tыми до- и сверхзвуi<овыми или трапсавуповыми. 
В области трансзвуrювого течения уравнение для потен
циала скоростей (20) имеет смешаппый (эллиптико-гипер
болический) тип. 

Специальный интерес представляют течения, в которых 
велпчпна / М - 1 f мала по сравнению с единицей. Тюше 
течения называются опо.поавуповыJJtи; неиоторые их осо

бенности будут рассмотрены в § 25. 
Течени!3 типа нсточнirка. I\аи и в несжимаеl\ЮЙ жид

иости , существуют чисто радиальные течения газа, когда 
на каждой из семейства концептрических сфер плотность, 
давление и модуль скорости постоянны, а частицы дви
жутся по радиусам ( аналог источника или стона ) . В тюю;�r 
течении веитор спорости имеет представление вида 

х 
u = ;: a(r1 t) (r = ух2 + У2 tz2) . (2З) 

Лешо щюверяется, что венторное но:rе впл;а (23 )  всегда 
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безвихревое, причем е1·о потенциал QJ зависит толыю от 
персменных ( r, t) .  Очень простым оназывается описание 
непрерывного изэнтропичесного устаповившегося тече

ния типа источнина , ноторо е сводится н анализу нонеч
пых ( алгебраичесних) уравнений. 

В ЭТО!\1 случае QJ = <p(r) и вектор сrюрости Иl\1еет вид 

u = � <p' (r) .  r (24) 

3паr\ производной <p' (r) уназывает направление течения : 
если <р '  > О, то т е чение от центра (источнш\) ; если <р' < О, 
то течение н центру, (стон ) .  Анализ обоих случаев , по су-

ществу, о

д
инююв , и для опр

.
еде

- r 1 1 лениости далее предполагается, 1 
что <p ' ( r) = q > О. . · 1 1 

Разными способами можно убе- l 1 
диться в том, что уравнепие ( 20) J 
ДJIЯ потенциала <р = <p(r) имеет ..... [- _ _ _  1 шпеграл , _  1 

1 pqr2 = Q (Q = const) , (25)  1 
_L. __ _L_ 

где 4лQ есть расход газа через 
сферу радиуса r. Итан,  дело сво
дится н совместному анализу двух 

О с. �т lj 
Рис. 2. 

уравнений: интеграла Бернулли ( 1 9 )  п уравнения расхо
да (25 ) ,  определяющих . фупнцию q (r) . Для этого доста
точно за:�rетить, что в силу ( 19 )  ха рантер зависимости 
удельного расхода pq от q определяется соотношениями 

d (pq)ldq -. Р (1 - М2) ,  pq (О) = О , pq (qт) = О. (26) 

Поэто:�rу получаемыii из ( 25 )  графпн завнеимости г( q ) 
1шест вид, поназанный на рис. 2, где 

r * = V Qlp*c*.  (27) 

Следовательно, воз:�южны два вида непрерывного те
чения тиnа источнин:а: · чисто дозвуновое и чисто сверх
звуновое. В случае дозвуновоrо источнина снорость те
чения q убывает с ростом r и стремится н нулю , ногда 
r -+  оо .  В случае сверхэвунового источника снорость q 
возрастает с ростом r и стремится н мансимальвой qm, 
rшгда r -+  оо; nрп это11r на беснопечпостп дос т нга rтсн со
стояние вануума. 
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Важной особенностью газового источника является то,  
что он не может иметь точечный характер: по данным 
значениям величин Q и qm однозначно определяется ми
юшальный радиус (27)  той сферы, из которой еще может 
<< бптЫ> петочник газа с ра.сходом Q при данном qm. 

Возможны также течения рассмотренного тина с сш:rь
ными разрывами. Анализ возможных здесь ситуаций для 
источника или стока предоставляется читателю. 

§ 12. Rлассы инвариантных решений 

Построение классов частных решений с по:мощью до
пуснаемоii группы основано на теории инвариантов групп 
Ли. Здесь дается сжатое изложение этой теории и ее  
приложений к уравнению.! газовой динамики. 

Инварианты группы преобразований. В обозначениях 
§ 8 рассматривается группа Лп G• иреобразований про
странства Z. 

О п р е д е л е н  п с 1 .  Фуню.J,пя J :  Z -+ R называется ип
вариаптом группы G•, еслп ДJIН любого f Е G• выполнено 
rождество /{j(cr ) )  = /(о) . 

Для одпопараметричесной группы G1 , заданной зюю
ном (8.3 ) , это означает, что для любого значения пара
метра а должно быть J(j(o, а) ) = /(о ) . Дифференцирова
ние этого тождества по а в точке а = О с учетом обозна
чения (8. 13 ) приводит н тождеству 

(� · д )/(о)  = О. ( 1 )  
Так нак группа G •  содержит однопараметричесние под
группы, соответствующие всевоююжным операторам 
� . а Е П, то для инварианта J группы G· тождество ( 1 ) 
должно быть выполнено с любым оператором � · д, при
надлежащим е е  алгебре Ли операторов L•. Оназывается, 
что это условие и достаточно для инвариатности J, а имен
по справедливо следующее утверждение.  

Фупнция J является ннварианто:м группы G•, если и 
тольно если она удовлетворяет тождеству ( 1 ) с любым 
оператором � · д  из алгебры Ли П, соответствующей груп
пе G•. 

Для отысi<ания инвариантов надо заметить, что соот
ношение ( 1 )  лпнейно относительно � и пото�IУ может быть 
заменено нопечной системой уравнений с базиспьш:и: опе-
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раторами �а. · д алгебры Ли U. Ита:к, пиварпанты J груп
пы Gr являются решениями системы уравнений 

(�а. · д ) / = О (а = 1, . . . , r) . ( 2 )  
Благодаря алгебраичес1юм:у свойству операторов � "  · д, 
а именно в силу того, что для любых а и � :коммутатор 
t �a ,  �pl  · д равен их ли11ейной номб:инации (операторы 
�"' · д  образуют базис алгебры Ли U ) , с:истеl\Iа ( 2 )  явля
ется полпой. Из теории полных систем :известно (ciii . t 51 
плп [9 ] ) ,  что существует нонечный фупхциопальный базис 
инвариантов 

(3 ) 

прпчем число базисных инвариантов равно s = N - r * (,) , 
где N - размерность пространства Z, а r * (С) - общпй 
ранг матрицы, составленной из :координат всех базисных 
операторов -�а. · д (а = 1 , . . . , r) . Для уравнений газовой 
диню\IИЮI N = 9, а матрица из ноординат операторов �" · д, 
с учетшr обозначения (8 . 14 ) , имеет вид ( * * * * ) t

l xl · • • Р1 Р1 
м - . . . . . . . .  . -

t * * * * . 
r xr • • • Pr Pr 

(4) 

Характеристичесное свойство фупнционального базиса со
стоит в том, что инварианты (3 )  фупхцио7t.альпо пеаави
симы и любой ипвариапт может быть представлен пах 
функция инвариантов ( 3 ) .  

Инвариантные многообразия. В теории инвариантов 
существенную роль играют танже инвариантные много
образия групп Ли преобразований, Пусть многообразие 
Ч' в пространстве Z регулярно задано системой уравнений 
в н да 

'ljJ� (a ) = О  (k = 1 ,  . . .  , т ) .  ( 5 )  

Регулярность задания Ч' уравнениями (5 ) означает , что 
ранг матрицы Яноби из первых пронаводных от функций 
'ФА в точне общего положения равен ее рангу в точках 
многообразия Ч' .  

О п р е д е л е н и е 2 .  Многообразие Ч' называется ип
вариаптным мпогообрааием группы Gr, если для любой 
точ:ки а Е Ч' и любого иреобразования f Е Gr точна а' = = f(a ) также принадлежит Ч' . 
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Для
' 
однопараметрпчесной группы Gt, заданной (8.3 ) ,  

это  означает, что  при любом значении параметра а долж
ны выполняться тождества фk(j(o, а} ) =  О в любой точ1�е 
о, удовлетворяющей уравнениям (5 ) . Дифференцирование 
этих тождеств по а в точне а = О приводит н соотноше
ниям 

(k = 1, . . .  , m) .  (6 )  

ОJ>:азывается, что (6 )  есть притерий инвариантности мно
гообразия, а именно справедливо следующее утверждение. 

Многообразие Ч' , регулярно заданное уравнениями (5 ) ,  
является инвариантным многообразием группы G', еслп 
и толыю еслп тождества ( 6 ) выполнены с любЫ:\1 операто
ром t · д е L'. 

Одним из важнейших результатов теории ипварпа нтов 
группы Лп является приводимая ниже теоре.ча о пред
ставдепии инвариантных Ашогообразий, для формулиров
IШ ноторой необходимо различать особые и неособые мно
гообразия группы. Эти понятия формулируются в термн
пах ранга матрицы М, составлепной из Iюордипат базис
'ных операторов соответствующей алгебры Ли (для урав
нений газовой дипюшни это матрица ( 4) ) .  

Многообразие Ч' называется пеособым .шюгообразиел 
группы G' ,  если 

ранг (M i w ) = ранг М; ( 7 )  

в противном случае Ч' называется осо бы�t многообразu е"}t 
груп пы G•. 

Т е о р е  :\I а 1 ( о  представленпп) . Всяное пеособое ни
вариантное многообразие группы G• может быть задано 
системой уравнений вида ( 5 ) ,  левые части 1юторых яв
ляются инвариантами группы G•.  

Д о 1>  а з а т е л ь с т в о этой теоремы мошно найти в 
l 5 J . •  

Таким образом, еслп (3 ) есть базис инвариантов груп
пы G', то согласно теореме о представлении и в сплу 
свойства базиса инвариантов найдутся тание фуннции ro" 
инвариантов (3 ) ,  что уравнения данного неособого инва
риантного многообразия (5 } группы G• запишутся в виде 
снетемы 

rok(Jt , • • • , /' } = О (k = 1, . . . , т) .  (8 )  
Многообразие Ч' ,  задnн ное уравнениями (8) в npocrpan-



§ 1 2 .  IШАССЫ ПНВАРПАНТНЫХ РЕШt.:НШt 121  

стве ипвариаптов R' ( J ) ,  где J = ( J I ,  . . . , / ' ) ,  н азывается 
прое"Кцией данноrо неособоrо п нварпантноrо многообразия 
'1' в пространстве инвариантов . Размерность прое1щии Ч' 
назыв ается рапгам данного многообразия '1' и обознача-
ется Р, Итак , I<аждое неособое инвариантное многоо бразие 
группы G' имеет определенныii ранг, Iюторыii в силу (8) 
равен 

р = s - т, (9 )  
где s - число пиварпантов базиса (3 ) ,  а т - чпсло не
зависимых уравнений ( 5 )  многообразия Ч' .  

Инвариантные решения. Для группового анализа ре
шений уравнений газовой динамики (8. 1 )  удобно ввести 
вектор-функцию и =  (u,  р , р)  и рассматривать каждое 
решение и = Ф(х, t )  I\aK многообразпе в пространстве 
Z = R9 (cr) .  Это многообразие будет обозначаться таriше 
символо:и и. Его раз}Iервость равна четырем , а число за
дающих его СI\алярвых уравнений т = 5 . Пусть Н есть 
какая-нибудь подгруппа основной группы, допускаемой 
системой уравнений (8. 1 ) .  

О п  р е д е л е н .и е 3 .  Решени е  и называется ипварuаит
пым''Н-решением, если и есть инв ариантвое многообразие 
группы Il. 

В паиболее в ажном случае, когда многообразие-реше
ние и является веособым многообразпе:м группы Il, тре
бование инвариантности и необход:юю влечет некоторые 
ограничения на группу Il (или е е  алгебру Ли операторов 
L). Прежде всего, проеiщпя [J в пространстве инвариантов 
должна описываться n ятью независiпrыми уравнениями , 
т .  е. в системе вида (8 ) должно быть т =  5. Далее , урав
нения (8 )  должны быть разрешимы относительно веитора 
и =  < иt ,  . . .  , иs ) .  Это гарантируется, если ранг матрицы 
(дrо�/д иi) равен пяти. Но таи иак 

дrоhfди1 = ( дrohf{)Ja) (д/0/диi) 

п ранг матрпцы (д(J>hlдl") не меньше пяти, то необходимо 

ранг ( дl"!д иi) = 5. ( 10)  

Наиовец, т ан J:\31\ здесь s = 9 - r * (�)1 1 0  по форму.'Iо (9)  
p = 4 - r* (�), (1 1) 

откуда , в силу неотрицательносш р, следует, что r * (�) �4� 
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где r * (�) есть общий ранг ыатрп.цы, составленпой IJ 3 
координат базисных операторов алгебры Ли L группы Н. 
Можно показать, что условие ( 10) в общем случае может · быть выражено также с помощью базиса { �"' · д} . Именно, 
пусть s · д  обозначает ту часть оператора (8. 14) ,  Iюторая 
связана с дифференцпрованилми толыш по независимым 
перемепным, т. е .  s · д = t*дt + х*дх + у*ди + z*д.. Тогда 
условие ( 10 )  рав·носильно требованию, чтобы ранг r* (6 )  
:матрицы из координат операторов sa. · д был равен r* (�) .  
Окончательно необходимые- условия существования неосо� 
бых инвариантных Н-решений системы (8. 1 ) записыва� 
ются в виде 

r * (�) = r * Ю � 4. (12) 

Факторсисте:&ш. Ниже для удобства З3:писи система 
(8 . 1 )  обозначается символом Е. В зтпх терминах справед� 
лива следующая теорема об условн,о.м, существоваиии ин� 
вариантных Н-решений. 

Т е о р е м а 2. Если для груипы Н, допускаемой систе� 
мой Е, выполнены условия ( 12 ) , то существует фаптор� 
система Е! Н - система дифференциальных уравнений, 
связывающих только инвар>:rанты (3 ) группы Н, обладаю� 
щая тем свойством, что проекцил любого неособого инва� 
риантного Н-решения системы Е удовлетворяет уравне
НИЯl\I Е! Н, и обратно, любое решение факторсистемы Е! Jl 
поротдает векоторое инвариантвое Н-решение системы 
Е. При этом число везав�имых переменвых в фактор� 
системе Е! Н равно рангу р описываемых ею инвариант� 
ных Н-решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы можно ваiiтп в 
[ 5] . •  

3 а м е ч  а в и е 1 .  Практическое nостроение факторси
стемы Е/Н для уравнений газовой динамики (8. 1 )  облеr � 
чается благодаря следующему факту : для подгрупп ос
новной группы, допускаемой этой системой, базис инва
риантов (3 ) может быть выбран таким, что в нем пере
.мепн,ыв разделяются (часп1чно ) . Таrюй ба:шс состоит иа 
инвариантов Jl ,  . . .  , Р, зависящих от U, �. t, прпче'r 
det (дJllдU1) + О, и инвариантов J6" • : . ,  JH"P" зависящих 
только от х и t. В это�r случае, если положить 

P( U, х ,  t) = lJ! (j = 1 ,  . . . , 5 ) ,  Jj+ i (  ) - ! ( ' - 1 " - - ) х, t - у t - 1 • • '1 р 1 
( 1 3) 
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то уравнения (8) проенции инвариантного решения и 
в пространстве инвариантов можно записать в впде 

Р( и, х, t) = lP( y ) (j = 1 ,  . . . , 5 ) ,  ( 1 4 )  
где У = ( yt ,  . • .  , yi>) . В силу условия det (дJl!диj) =1= О урав
нения ( 14) можно разрешить относительно и и тем самым 
получить представ.ление инвариаптных Н-реzиений 

и =  Ф ([J( у ) ,  х, t) ( 1 5 )  

с неизвестными фующиями и .  Подставовка выражения 
( 15 ) в исходную систему Е приведет к уравнениям, :кото
рые будут содержать только независимые переменвые у1 

( i = 1 ,  . . .  , i}) ,  искомые функции lP(y) (j = 1 ,  . . . , 5 )  и их 
производные.  Эти уравнения и образуют факторсисте
му Е!Н. 

1\лассификация решений по их рангу. Число р назы
вается рангом соответствующего ипвариантного Н-ре
шения. 

Предыдущие построения поназывают, что всевозмож
ные неособые инвариантные решения уравнений газовоii 
динамини Iшассифицируются по их рангу, ноторый может 
быть равен О, 1, 2, 3. Решения ранга нуль соответствуют 
тому, что и = const, и формулы представления ( 15 )  дают 
выражение для решения, зависящее лишь от пяти посто
янных; факторсистема Е! Н здесь состоит только из ал· 
гебрапческих уравнений, связывающих эти постоянные 
Для решений ранга единица фю<торсистема Е! Н есть 
система обыкновенных дифференциальных уравнений. 
В случае рангов два или три получаются системы урав. 
нений с частными производнымп, соответственно с двумя 
или тремя независимыми переменны:шr. 

Для ноннретного отыскания инвариантных решений 
должна быть выбрана подгруппа Н основной группы, до
пуснаемой уравнениями газовой динамюш (8. 1 ) .  Фаю·и
чесни достаточно взять подалгебру основной алгебры Лн 
операторов. Выбор подалгебры ограничивается, если фю{
сировать ранг иско1оюго Н-решения, тан как задание ран
га определяет значение r* (�) по формуле ( 1 1 ) .  Здесь 
полезно заметить, что для большинства подалгебр основ
ной алгебры Ли, допускаемой уравнениями газовой ди
на1t!ИI\И, имеющих раз;1Iерность � 4, число r * (�) совпа-
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дает с размерностыо по:�алгебры. Поэто:!lrу решения ран

гов р = О, 1, 2,  3 следует иснать в первую очередь отно
сительно подадгебр Nя размерности k = 4, 3,  2,  1 соот
ветственно. 

Например , для построения всевозможных инвариант
ных решений ранга р = 1 (отыснание которых сводится 
н интегрированию систем Е/ Н обьшновенных дифферен
ци адьных уравнений) в едучае подитронного газа сле
дует в первую очередь найти все подалгебры · NJ алгебры 
Лп L13 (см. § 8 ) . При этом подашебры N3 нaJJ;o брать 
дишь с точностью до подобия (см. § 8 ) ,  т ан ню> инвари
антные решения, найденные с помощью подобных под
алгебр, могут быть подучены друг из друга путеl\1 под
ходящего иреобразования из основной группы G13• Это 
за}rечание едедует учитывать ддя шобых размерностей 
подалгебр ; его справедливость установлена в [ 5] .  Но пред
ставители классов подобных подалгебр типа N3 содержат
ся в опт1шальной системе подалгебр Е>а (см.  § 8 ) . Следо
вательно, Tai\ как последняя известна (см. Приложевпе ) , 
то остается последовательно перебрать все подалгебры 
N3 Е Е>а. Наконец, для каждой N3 Е ез надо проверить 
необходимое уеловне ( 12 ) ;  инвариантвые решения дадут 
то.'Iько те подалгебры , для 1юторых ( 1 2 ) выполнено. 

Для уравнений газовой динамики (8 . 1 ) существует 
бес1юнечное :множество нлассов инвариантных Н-реше
шп1. Это связано с те�r, что здесь оптимальные спстеыы 
подалге бр е. содержат бесконечно много элюrептов, об
ра зующих типовые серпи подалгебр, зависящих от одного 
плп нескольких произвольвых параметров . Напршrер (см.  
Прпложевпе ) , в случае политронного га:щ 81 состоит из 
1 5  типовых с е рий подалгебр , E>z - из 48 серий , Е>а - из 
85 сериЙ И Е)� - I I 3  103 cepiiЙ. 

В нижеследующих Iюнкретвых примерах рассматри
ваются уравнения политронного газа, допускающие основ
ную группу G13  (см. § Ю. 1-\аждая подгруппа Н с G13, 
относительно Iюторой иввариантны получаемые решения, 
представляется своей алгеброй Ли операторов L{�} ,  где 
в скобках указыв ается ее базис в обознаЧениях (8 . 15 ) . 
Сюrвол J обозначает набор базисных инвариантов груп
пы Н. Приводятся представление (вид) решения, получае
ъrое согласно ('15 ) ,  11 факторсистема Е/ Н. 
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Примеры инвариантных решений ранга три. 
П р  и м е р  1 . L{� J ;  1 = (х, у, z, и ,  v, w, р, р) .  Реше

пия инвариантны отпоснтельно нореносов n o  врем ени. Они 
о-писывают класс стациопарн.ых ( устаповившихся) движе
IШЙ газа. Представление решения: 

u = u (x ) ,  р = р (х ) ,  р = р (х ) .  

Факторсистема Е/ Н: 
1 

U · VH + Т> V'P = 01 
n · vp + p div u = O, 

U · VP + ур cl iv п = О. 
(16) 

П р  и м е р  2.  L{� ) ;  J = ( t , х, у, и, v, w, р, р) . Реше
ния инвариантны относительно переносов по направлению 
оси z. Они ошrсывают rшасс двумерпых движений газа. 
Представление решения: 

u = u ( t, х, у ) , р = p ( t, х, у ) ,  р = p( t, х, у ) .  

Фанторсистема Е/  Н: 

1 
И t + UUx + VUy + Т> Рх = о� 

i Vt + И Vх + VUy + р Ру = 01 
Wt + U Wx + VWy = 01  

Pt + ирх + vpy + р (их + Vy) = о! 
Pt + ирх + Vpy + ур (их + Vy) = О. 

(17) 

Частные решения с w = О описывают nдоскопарадде.льные 
движения газа в плоскости R2(x, у ) .  

П р и м е р  3. L{�7} ; l = (t, z ,  1·, w, q, а - 8, р, р) , где 
введены полярные rюор�инаты согласно формулам 

Х = r COS 8, и -= r sin 8; и =  q COS CG, V -=  q sin CG. ( 18)  

Решения инвариантны относительно вращений вокруг оси 
z .  Они описывают класс вращатедьпо-си:>ttметричпых дви· 
жений газа. П редставленпе решения (с учетом ( 18)) :  

q = q( t, r, z ) , CG = 8 + � ( t, r ,  z ) ,  W = w(t1 r 1  Z ) 1  
{) = p ( t, r, z ) 1  р = p (t, r, z ) ,  
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Факторсистема Е/ Н: 
cos � 

qt + Wq: + q cos � qr + -р- Pr = О ,  

А А А А q sin � sin � 
l't + Zlivz + q COS 1' t'r + -- - -- Pr = О ,  r qp 

1 Wt + ww. + q cos � Wr + р Pz = ot  (1 9) 

Pt + (pw)z + ..!_ (rpq cos �)r = О ,  r 

{р1�'�') 1  + (p1fvw) z + .!. (rp1�'�' q cos �) r = О. r 

Частные решения с � = О описывают осесимметричные 
движения газа. 

П р и м е р  4 . L{ �1 1 } ; J = ( ; , ; , ; , и, v , w, р, р) - Решения 

инвариантны относительно равномерных растяжений про
странства - времени. Они описывают класс конических 
движений газа. nредставление решения : 

u = u(i) ,  р = p (s ) , р = p(s ) ; s = x/t. 
Факторсистема Е! Н: 

1 
(u - §) · VU + p- VP = Ot 

(u - §) · VP + р div u = О, (20) 
(u - s) · VP + yp div u = О, 

где операции V и div выполняются по переменным s = = < s . ч . t > .  
П р и ?.t е р  5 .  L{� 1 0 } ;  l = (t, х ,  у ,  и, v, tw - z, р ,  р ) .  

Решения инвариантны относительно иреобразований Га
лилея вдоль оси z. Они описывают класс га.л,идеево-ипва
риапrпых в направлении z решений. Представление ре
шения: 

и = и (t , х,  у) , v = v(t , х, у) , 
z 1 1 1 

w = т + т w (t , х, у) , р = т р (t , х, у) ,  Р = 7 Р (t , х, у) .  

Факторсистема Е! Н совпадает с ( 1 7 ) . 
П р и м е р  6 .  L{t, + �7} ; l = ( t, r, z - е, q ,  сх - е, w, р,  р) ,  

где введеuы полярные координаты ( 1 8 ) .  Решения инвари-
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антны отnосительпо одповреыешrых перен осов в направ
лении оси z п вращеппй вокруг э·tой оси. Они описывают 
!{Ласе виптовбlх движений газа с осью z. Представление 
решения (с учетом ( 18) ) : 

q = q ( t, ,., IJ , сх. = 8 + � ( t, r, Л ) ,  w = w( t, r, Л ) ,  

р = p ( t , 1·, Л ) ,  р = p ( t, r , Л ) ;  Л = z - 8. 
Фанторсистема Е/Н: 

qt + q cos � qr + (w - _!_ q sin �) qл + cos � р,. - siп � Рл = О, 
r r гр 

�� -j- q COS � �r + 

1 ( 1 . ) q . siп � c os � -г w - 7q sш � �л + r sш � - qp Pr - гqр Рл = О, 

Wt + q cos В Шr + ( w - + q sin �) wл + � Рл = О , 

p1 -j- � (rqp cos �)r + (p (w - :  q siн �))л = 0, 

(р1�'�') 1 + ;  (rqp1 1Y cos �) r + (p11Y (ш - � q sin �))л = О. 

(2 "1 ) 

П р  и М е р  7. L{ �н  + (сх. - 1 ) � 1 2 + �� t з } ; J = (xt-a, yt-a., 
zt-a, ut1-a, vt1-a, wt1-a. , pt-�, pt2-2a-� ) . Решения инвариант
ны относительно растяженпй всех переменных, зависящих 
от произвольных параметров сх. и � . Они описывают класс 
автомодельпых ( в узком смысле) движений газа. Пред
ставление решения: 

Фа�>торспстема Е/ Н: 
1 (U - сх 6) · VU + (сх. - 1) U + R VP = О,, 

(U - о:6) · V R + (� + div U) R = О, (22) 
(U - cx.s) . v Р + (2сх. - 2 + � + v div U) Р = о� 

где операцrш У' и div выполншотся по перемеННЫ..\1 s ==-= (s ,  ч.  ь ) .  
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Прш1еры инварuан.тиых решений рапга два. 
П р  п м е р  8. L{�3 ,  �) ;  J = ( t, х, и, v, w, р, р) .  Реше

н и я  инвариантны относительно любых переносов в пло
с iюсти R2 (y ,  z ) .  Они описывают 1шасс одио.мерных дви
/Ненпй газа. Представлеппе решения: 

и =  и(х, t ) , р = р (х, t ) ,  р = р(х, t) .  

Фа.I>торсистема Е/Н: 
1 иt + U Ux + р Рх = OJJ 

Vt + UVx = 01 
Wt + UWx = 0t 

Pt + UPx + рих = О, 
Pt + ирх + урих = О.  

(23) 

Частные решения с v = w = О описывают одио.мерные 
движения с п.л,ос�и.ми во.л,на.ttи, перпеиди�у.л,яриы.ми оси х. 

П р и м е р  9.  L{� � .  � , } ; J = (х, у, и, v, w, р, р) .  Реше
ния инвариантны относительно переносов по времени и 
по Iюординате z. Они описывают 1\Ласс двумерных ста
цион,ариых движений газа. Представление решения: 

u = u(x, у ) ,  р = р (х, у ) , р = р (х, у ) .  

Фактарепстема Е! Н:  
1 UUx + vu ll + р Рх = 0,�, 
1 UVx + vv11 + р р11 = 0,�, 

UlVx + VWy = 01 
ирх + vp11 + р (их + v11) = О , 

UPx + vp11 + УР (их -1- v11) = О. 

(21) 

Частные решения с w = О описывают п.л,осnопара.л,.л,едыlые 
стац иоиарные движения газа  в плосiюсти R2 (x, у ) .  

П р и м е р 10. L{�, ,  �7 } ; J = ( t, r, w, q, сх, - е, р , р) ,  где 
введены полярные коордпнаты согласно формулам ( 18 ) .  
Решения инвариантны оrносительно переносов в направ
лении оси z и ,  ,независи'мо, вращениii BOI>pyr ос п z .  Они 
описывают класс ци.л,индричесnи си.м.метричиьrх движений 
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газа. Представление решения и факторсистема Е/ Н по
лучаются из уравнений примера 3, если в последних пред
положить независимость всех величин от z. Частные ре
шения с � = w = О  описывают одтюмерuые движеuия с ц и
.л,иuдричеспи.ми водtа:ми с осью z. 

П р и м е р  1 1 . L {�1 . �н}; J = ( : 1  � t иt v, w, p1 p} Ре

шения инвариантпы относительно переносов по вре
мени и ,  независи:мо, равномерных растяжений простран
ства - времени. Они описывают стациоuарuые поuиче
спие движения газа. Представление решения: 

u = u(�,  11 > , р = р ( � ,  ч ) ,  р = р( � , 11 > ;  s = xlz, 11 = ylz. 

Факторсистема Е/ Н: 
1 

(и - 6ш) и; + (v - 'YIW) и11 + Р Pi. = OJJ - 1 (и - SIV) Vs + (v - 1'JW) VТ\ + р РТ\ = о", 

1 
(и - 6w) w� + (v - 11ш) w11 - Р (sp; + 1']р11) = О,; (25) 

((и - 6ш) р) ;  + ((v - 'lllV) р)Т\ + 2wp = o.!i 
((и _ sw) pliV) ; + ((v _ 'I'JW) pllv)11 + 2wpllv = О. 

П р  и 111 е р  12 .  L{�g ,  �1о1 ;  J = ( t, х, и, tv - у, tw - z, р, р ) . 
Решения инвариантны относительно любых иреобразова
ний Галилея в плоскости R2 (y, z) .  Они описывают класс 
га.л,и.л,еево-иuвариаитuых по .л,юбому uаправ.л,еuию в п.л,о
спости R2 (y ,  z) движений газа, Представление решения: 

у 1 .z 1 и = и  (х, t) v = Т + Т v (х , t) , . w  = Т + Т w (х1 t)1 
1 1 

р = 7 р (х, t ) ,  р = Т  р (х1 t) . 

Фаюорспсте:ма Е/ Н совп адает с (23) .  

II р п м е р  1 3. L { �1 1 . �7+ �1o} ;  J= ( :  1 ;  - 8J. q , " - e" 
w - .у, р, р). где введены пол;ярные коорди;в:аты сог

ласно фор:мула111 ( 18 ) .  Решения инварпантны относительно 
равпо:�rсрп:ых растяжеций прqстрадствц - временJ<I и о,цно-

9 .:1;. J;j. 0ВСЛIЩИН011 
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временно относительно комбинации галилеева переноса 
вдоль оси z с вращением вш<руг этой оси. Специального 
названия соответствующие движения газа не имеют. Пред· 
ставление решения:  

q = q (� ,  ч) , а = е + � (� , ч) , w = � + w (� , ч) , 

Р = Р (� , ч) , Р = Р (� , ч) ,  � = � ,  ч = � - е . 
Факторсисте)Iа Е/ Il: 

( t 1 R) l_ ( q � i 1 1  �) c os � s i n  � · а  
- � т q cos t' q6  т w - -�- q11 + -Р- Р; - "1iJ Pfl = 1i 

(- � + q cos �) �; + ( w - q s� n �) �11 + q s�п � -
sin  � cos � - qp- Р; - �qp Prt = 0 , 

(- � + q cos �)Ws + ( w - q s isn �) Шч + ш + � Prt = о, 

(- � + q cos �) р� + ( w - q s i; � ) Ртt + Т  р @q cos �)s - (2б) 

- (q sin �)ч + � (шч + 1)) = 01 

(- � +  q cos iO p; + (w - q s�n �) Pfl + t p ((�q cos �)s -

- (q sin �)ч + � (шч + 1)) = О. 

П р и м е р  14. L{�5 •  �в ,  �7} ;  J = ( t, r, xu + yv + z ш, q,  
р , р) , где 

r = 1 х / = V Х2 + У2 + Z2, q = 1 u 1 = Уи2 + v2 + w2• 

Решения должны быть инвариантны относительно полной 
группы вращений пространства R3 (x ) .  Они описывают од
по.мерпые со сферичеспи.ми волпа.ми движения газа. Од
нако здесь инварианты условию ( 10 ) не удовлетворяют 
и необходимое условие ( 12 ) не выполнено. Действитель· 
но, матрица (4) таков а (вьшuсаны толыщ невулевые 
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столбцы ) : 

м =  ( � - у  

- z  у 
О - х  � - � - :) .  х О - v  и О 

и имеет общий ранг r * (�) = 3, в то время как r * Ш .= 2 .  
Поэтому здесь неособых инвариантных решений ранга 
р = 4 - r * (�) = 1 нет . На самом деле,  решения, инвари
антные относительно полной группы вращений, суще
ствуют,  но они являются особыми решениями. Для оты
СRания особых многообразий матрицы М следует прирав
нять нулю все ее  миноры третьего порядка. Это дает 
систему уравнений, равносильную одному векторному 
уравнению х Х u = О. Отсюда вытекает, что общий ранг 
матрицы М снижается до r * = 2 на многообразии с урав
нением ru = xq. Прямым вычислением легко проверлетел 
выполнение критерия ( 6 )  инвариантности этого многооб
разия. ОкончатеЛьно получается следующий вывод: от
носительно полной группы вращений суЩествуют только 
особые инвариантные Н-решения ра�га р = 2, имеющие 
представление 

u = � q (r , t) , р = p (r , t) , р = p (r, t) 

с факторсистемой Е/ Н 

1 
qt + qqr + р Pr = 0,, 

Pt + qp r  + Р ( qr + ; q) = О, 

Pt + qpr + УР ( qr + ; q) = О. 

Примеры инвариантных решений ранга один. 

(27) 

П р и м е р  15 .  L{� •• �з + � 1о , � 1  + �1z} ;  J = (хв-1 ,  ue- 1 ,  
ve- 1 , ( w - y ) e- t , р,  ре-2 1 ) . Решения инвариантны относи
тельно трех независимых преобразований: переносов в 
направлении оси z, комбинации переносов в направлении 
оси у с галилеевыми переносами вдоль оси z и комбина
ции переносов по времени с растяжениями координат, 
скоростей и давления. Специального названия соответ-

9 �  
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ствующие движения газа не инеют. Представление ре
шения: 

и = е 1 и (Л) , v = е 1 v (Л ) , w = у + е 1 ш (Л) ,  
р = р (Л) , р = е2 1р (Л ) ; Л =  хе-' .  

Фанторсистема Е/Н (штрихом обозначены производвые 
по Л) :  

(и - i.) и' + и + � р' = О , 

(и - 'Л) v' + v = О , 

(и - 'Л) zv' + w + v = ot 
(и - Л.) р' + pu' = ot 

(и - Л) р' + 2р + ури' = О. 

(28) 

3 а м е ч  а н и е 2 .  Рассматривая решения ранга р = 2 
из примеров 8 (с v = w = 0) ,  1 0  ( с � = w = О) и 14, опи
сывающие одномерные движения политрапного газа с 
плоскими, цилиндрическими и сферическими волнами со
ответственно, петрудно заметить, что факторсистемы Е/ Н 
для всех этих случаев можно записать единообразно в 
виде 

1 qt + qqr + -pPr = О,. 

Pt + qpr + Р ( qr + � q) = 01 

P t  + qpr + 'VP (qr + ;  q}= О , 

(29) 

ГДе '\1 = 0, r = X, q = lL ДЛЯ ПЛОСЮIХ ВОЛН, '\1 = 1 ,  r = =- V х2 + у"', 1 q 1 = V и2 + v2 для цилиндрических волн 
и v = 2, r = V х2 + у2 + z2, 1 q 1 = Vи2 + v2 + w2 для сфе
рических волн. Система (29 ) допускает группу растяже
ний с алгеброй Ли L{�н, ��z , t1 з } ,  базисные операторы ко
торой здесь принимают вид 

tн · д - tд, + rдr, t 1 z  · д = rд, + qдq + 2рдр, 
(30) 

tia · д = рдр + рдр . 
Следующий пример решения ранга р = 1 относится к си
стеме (29) . 
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П р  и м е р  16 .  L{�н  + (а - 1 ) � 1 2  + �� �з} ; J = (rt-a., qt1-a., 
pt- P, pt2 - 2a. - P ) . Решения инвариантны относительно опера
тора растяжения, образованного с помощью ( 30) и зави
сящего от параметров а, � · Они описыва ют автомоде.ttыtые 
с n.ttocnu.ми (v = 0) ,  цилиндричеспими (v = 1 ) или сфери
чеспи.ми (v = 2) волнами движенпя газа. Представление 
решения: 

q = ; U (Л) , р = ttJ R (Л) ,  р = tt\-2r2P (Л) ; Л = rt-(1,. (31) 

Факторсистема Е/ Н (штрихш·r обозначены пронаводные 
по Л) : 

(U - а) ЛИ' + � Р' - U + U2 + � Р = О,; 

(И - а) ЛR' + RЛU' + ((1 + v) U + �) Р = OJ 

(32) 
(U - а) ЛР' + уРЛU' + ((2 + у + yv) U + � - 2) Р = 0. 

Параметры а и � называются попааателя.ми автомодель� 
ности . Конкретные задачи, связанные с отысканием реше
ний системы (32 ) ,  рассматриваются в § 20. 

§ 13. Простые волны 

Частично инвариантные решения. Теория группового 
анализа позволяет выделять и изучать в качестве упро
щенных моделей не только классы инвариантных реше
ний. Одно из возможных обобщений понятия инвариант
ного решения достигается за счет отказа от полной 
инвариантности и использования частичной инвариантно
сти многообразия относительно группы иреобразований 
основного пространства. Это приводит к понятию и алго

ритму отыскания так называемых частично инвариант
ных решений. 

В основе этого понятия лежат следующие наводящие 

соображения, излагаемые применителъно к уравнениям 

газовой динамики (общую теорию см. в [5] ) . Пусть r�уп
па иреобразований Н основного nространства Z (см. 1 8) 
допускается системой уравнений (8. 1 ) ,  и пусть известен 

ее функциональный базис инвариантов 

l = (JI , . . .  , J• ) ,  ( 1 ) 
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Может оказаться, что этот базис не удовлетворяет необхо· 
димому условию ( 12 . 1 0 ) существования инвариантных Н· 
решений. Это означает,  что инвариантов не хватает для 
выражения через них всех пяти искоиых величин ( и, v, 
w, р, р ) - среди последних есть <<лишние >> .  Аналогичная 
нехватка получается и тогда, когда условие ( 12 . 10) вы-
полнено, но ищутся решения рапга р большего, чем это 
предписано формулой ( 12 . 1 1 ) .  Во всех таких случаях мож
но сформировать лишь n < 5 инвариантных соотношений 
вида ( 12 .8 ) .  В результате совместного рассмотрения этих 
соотношений и уравнений ( 8 . 1 )  получается представление 
системы уравнений газовой динамики Е в виде объедине
ния двух систем уравнений - факторсистемы Е/ Н, свя
зывающей только инварианты группы Н, и дополнитель
ной системы уравнений Р ( так называемой пассивной 
системы) для «лишних >> функций. Получаемые этим путем 
решения и называются частuчно инвариантными Н-реше
ниями. 

Частично инвариантные Н-р�шения характеризуются 
двумя целыми числами : рангом р и дефептом инвариант
ности б, которые для уравнений газовой динамики связа
ны соотношением 

р = 4 - r * (�) + б. (2) 
Здесь r * (�) определяется только группой Н и равно об
щему рангу матрицы, составленной из ноординат базисных 
операторов алгебры Ли группы Н. Ранг р равен числу 
не зависимых переменных в фанторсистеме Е/ Н. Дефект 
инвариантности б = 5 - т, где т - число уравнений вида 
( 1 2 .8 ) ,  определяющих инвариантную часть представления 
рРm�ия. 

3 а м е ч  а н и е 1. :Каждое частично инвариантное от
носит,зльно группы Н решение является также частично 
инвариантным относительно любой подгруппы Н' с: Н. 
При nереходе к подгруппе ранг и дефент этого решения 
меняются и становятся равными р' и б' .  Общая теория 
(см. [5] ) показывает, что при этом всегда справедливы 
неравенства р' ;а, р,  б ' � б .  Это означает, что решение,  ча
стично инвариантное относительно группы Н, вообще 
говоря, может оказаться инвариантным ( если будет б ' = 
= 0) относительно ее подгруппы Н' . Тание частпчно ин-
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вариантные решения называются редуцируемыми к ин
вариантным. 

Число существенно различных классов частично ин
вариантных решений значительно больше, чем инвариант
ных, так как они зависят не только от выбора подгруппы 
Н основной группы, но также и от выбора величины их 
ранга (или дефекта ) .  В полном объеме совокупность всех 
классов частично инвариантных решений уравнений га
зовой динамики пока еще не изучена. Ниже рассматри
вается один из простейших классов таких решений, даю
щий nример хорошо известной и полезной модели. 

Кратвые волны. В I{ачестве Н берется группа G5, по
рожденная всеми переносами и равномерным растяжением 
пространства событий R' (x, t ) ,  обозначенными номера
ми 1° - 4° в (8.5 ) и 1 1  • в (8 .8) . Базис ее алгебры Ли об
разован операторами под теми же номерами в (8 . 15 ) . 
Здесь r* (�) = 4 и формула ( 1 1 . 1 1 ) дает значение р = О. 
Так как базис инвариантов группы G5 состоит ив значе
ний всех искомых величин 

l = (и, v, w, р ,  р) ,  (3) 

то, согласно теории § 12 ,  инвариаптное G5-решение ранга 
р = О есть просто постояппое решеппе 

U = Uo, р = ро,  Р = Ро (4 ) 

П НИКаКИХ других, ОТJIИЧНЫХ ОТ (4) ,  ИНВариаНТНЫХ G5-
решеНИЙ у системы уравнений (3 . 1 1 ) нет. Однако можно 
IICI{aть частично пнвариантные решения рангов р > О. 

О п р е д е л е н  и е 1 .  Частично инвариантные G5-ре
шения уравнений газовой динамики (3 . 1 1 )  ранга р = n > О 
называются п-пратпы:ми во.л,н,а:ми. При этом 1-I{ратная 
волна называется простой во.ллой, 2-кратная волна назы
вается двойной волпой и 3-кратная волна называется 
тройной волной. 

Рассматривать значения n > 3 смысла не имеет, так 
как 4-кратные волны - это просто любые решения урав
нений ( 3 .1 1 ) ,  а волн кратности n > 4 не существует вооб
ще. Из равенства (2 ) следует, что п-кратная волна должна 
иметь дефект инваринтности б = n .  Поэтому представле
ние такого решения состоит из 5 - n инвариантных ооот
вошенпй. Законченные результаты удается получить 
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лишь для простых волн, подробному анализу которых и 
посвящено дальнейшее изложение. 

Отыскание простых волн. Простая волна описывается 
5 - 1 = 4 независимыми соотношениями между величина
ми (3 ) . Путем разрешения таких соотношений можно 
получить выражения четырех из переменных (3) через 
одну из них. Для более симметричной записи получаемых 
выражений удобно ввести вспомогательный параметр про
стой вo.tLuы а, назначив величины (3 )  функциями от это
го параметра. Тогда этот параметр и будет играть роль 
той <<лишней >> функции, которая определяет дефект ин
вариантности б = 1 простой волны. Итак, всякая простая 
волна описывается следующим представленнем решения 
системы (3 . 1 1 ) :  

u =u (а) ,  р = р (а) , р = р(а) , S = S(a) , ( 5 ) 

где а = а(х, t) - новая неиавестпая функция, подлежа
щая определению вместе с функциями (5 ) . 

Область пространства R� (x, t ) ,  в которой определена 
простая волна, покрыта однопараметричесним семейством 
гиперповерхностей а = const, вдоль каждой из которых 
все основные величины постоянны. Эти гиперповерхности 
называются поверхпостя . .ми уровпя простой волны. 

В результате подсталовки представления (5) в систе
му уравнений (3 . 1 1 ) ,  с учетом соотношений вида 

Du = u'Da, div u = u' · Va, Vp = p'Va, 

где штрихом обозначены провзводные по а, эта систе:ма 
nримет вид 

р 'Da + pu' · V а = О, 

pu'Da + p' V a - 0, 
S'Da = О. 

( 6 )  

Пять уравнений этой систе:мы содержат четыре про
изводных первого порядка от <<лишпей >> функции а. Их 
исмючение приведет к уравнениям, связывающим только 
инвариантные величины и их пропзводные ; это будет 
часть факторсистемы Е/ Н. Kpor.Ie того, полученные выра
жения для провзводных от а до.tLжuы быть сов.местпы. 
Очевид:цо, что условия совместности породят новые со
QТIIОШения r.1ежду инвариантньпш волнчинами 11 их про-
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взводными. Эти соотношения составят вторую часть 
системы Е/Н. Что же касается теперь уже совместных 
выражений для производвых от а, то они образуют до
полнительную пассивную (т. е. не порождающую каких
либо новых уравнений) систему Р. Весь этот путь реали
зации представления системы Е ( 6 )  в виде объединения 
Е/ Н +  Р фактически будет проделав при доказательстве 
нижеследующей теоремы, дающей описание основных 
свойств простых волн. 

Последвее из уравнений (6) является плассифицирую
щи.м, так как приводит к альтернативе :  либо S' :/= О, и тог
да Da = О, либо S' ... О. 

Если в простой волне Da = О, то поверхности уровня 
являются коптактными характеристиками. Так как при 
этом Va =1= О (иначе получилось бы, что а = const тожде
ственно, т.  е . ,  согласно (5 ) , просто постояввое решение ) , 
то из (6 )  следует, что р' = О или р = const. Следовательно, 
простая волна этого типа представляет собой изобариче
ское движение (см. § 9 ) . Кроме того, здесь должно быть , 
выполнено еще первое уравнение ( 6 ) , сводящееся к и' Х 
Х V а = О. Это дает движение весьма специального вида, 
которое в дальнейшем рассматриваться не будет. 

Основвые свойства простых волн. Простая волна, в 
ноторой Da = О, будет называться вырождеппой, а прос
тая волна, в которой Da =1= О, будет называться певырож
деппой простой волной. 

Т е о р е м  а 1. Невырожденная простая волна есть из
энтропическое безвихревое движение. Поверхности уров
l!Я такой волны являются звуковыми характеристиками 
и представляют собой гиперплоскости в R� (x, t ) .  

Д о к а з а  т е л ь  с т в о .  В невырожденвой простой вол
не должно быть S' = О, откуда S = const. Далее, здесь 
р' :/= О, так как в противном случае из (6 )  получилось бы, 
что u' = О  и р

' = О, т .  е .  постояввое решение. Поэтому в 
результате веi>торного умножения второго уравнения (6 ) 
на u' получается равенство 

u' X V a = O. ( 7 ) 

Но в силу представления {5 )  справедливо выражение 

rot u = - u' Х Va. 

Поэтому равенство (7 )  равносильно rot u = О. Далее, в ре-
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зультате скалярного умножения второго уравнения (6 ) 
на Va и использования первого уравнения (6 )  получается 
соотношение 

p ' (Da)2 - p ' l Va l 2 = О, 

откуда , с учетом равенства р' = с2р ' ,  следует уравнение 

(Da) 2 - c2 1Va l 2  = О . (8) 

Сравнение этого уравнения с (6 .27 ) показывает, что ги
перповерхности сх = const являются звуковыми характе
ристиками. Далее, в результате скалярного умноженпя 
второго уравнения ( 6 ) на u' и исключения величины 
u' · V сх с помощью первого уравненпя (6 )  получается ра-
венство 

(9 ) 

Теперь надо заметить, что равенство ( 7 )  равносильно со-
отношению 

Va :u ku' ( 10) 
с векоторой функцией k = k (x, t )  =1= О. Так как Da = at + 
+ u · V а, то исключепnе из первого уравнения (6 ) велп
ЧIШЫ V а дает выражение для производной at:  

р 'ае = - k (p 'u · u' + p l u' l 2 ) . 
Это выражение,  с учето�1 равенства (9 ) и того ,  что с мо
дулем вектора скорости q = l u l  верна формула u · u' = 
=� qq ' , упрощается до следующего : 

at = - k (qq' + � р'). (11) 

Из ( 10) и ( 1 1 )  следует, что нормаль к I>аждой данной ги
перповерхности а = const имеет одно и то же направле
ние для всех ее точек. Поэтому каждая поверхность 
уровня невырожденной простой волны есть гиперпло
скость в R� (x, t) .  • 

С точки зрения представления системы (6 ) в виде 
объединения систем Е 1 Н +  Р здесь видно, что система 
Е/Н образована уравнениями S' = О и (9 ) , а пассивная 
система Р - уравнениями ( 10) и ( 1 1 )  для <<Лишней >> функ
ции а. Действительно, при доказательстве теоремы эти 
уравнения получены нак необходимые и легко проверить 
прямой подстаноююй, что, и обратно, в силу уравнений 
указанной системы Е/ Н +  Р уравнения (6 ) удовлетворя
ются тождественно. 
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Параметр простой волны а находится путем интегри
рования системы уравнений ( 1 0 ) , ( 1 1 ) .  Для этого надо 
заметить, что дифференцирование вдоль любой Rривой, 
лежащей на поверхности уровня а = const, дает соотно-
шение 

da = V а · dx + atdt '= О, 

отRуда, в силу ( 1 0) и ( 1 1 ) ,  следует уравнение 

u' · dx - ( qq' + f р') dt = О 

с постоянными Rоэффициентаыи при дифференциалах dx 
и dt. Поэтому оно просто пнтсгрпруется в виде 

X · U ' - t (qq' + � р') = F, (12) 

г;�;е постоянная интегрирования F может быть пропзволь
ной функцией а (впрочем, несуществепной, так RaR сам 
параметр а определен с однофушщиональным произво
лом) . Видно, что ( 12 )  есть уравнение однопараметрпчесRого 
семейства (с параметром а) гиперплосRостей - поверхно
стей уровня простой волны. При заданных фунRциях u(a ) ,  
р(а) , р (а)  и F(a)  уравнение ( 1 2 )  неявньш образом опре
деляет параметр а RaR фунRцию переменных х, t. 

В уравнении ( 1 2 )  величины u, р, р ,  RaR фунRции не
ременного а, связаны тольRо уравнением состояния р = 
= j(p, S) при S = const и уравнением ( 9 ) .  Поэтому сово
купность всех простых волн зависит от трех произвольных 
фушщий одного независимого переменного. 

Для двойных и тем более тройных волн - решений 
уравнений газовой динюrиRи (3 . 1 1 ) - таRого простого 
описания не получается. Симметричное параметричесRое 
представление двойных волн имеет вид 

u = u(a, � ) ,  р = р (а, � ) ,  р = р (а, � ) ,  S = S(a, � ) , ( 13 ) 

г;�;е параметры а и � - <<Лишние >> исRомые фушщии пере
менных х, t. Здесь системы Е/ Н и Р довольно сложны и 
исчерпывающему анализу не поддаются. Тем не менее 
теория частично инваринтных решений позволяет доRа
зать, что двойные волны общего (в определенном смысле ) 
характера являются изэнтроп:ичесюrми решениями (см. [5] ) .  
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Автомодельные кратпые волны. В соответствии с за
мечанием 1 могут существовать также редуцируемые 
кратные волны, отыскание которых осуществляется отно
сительно подгрупп группы G". Вообще говоря, их следует 
сч

'
итать изученными независимо, в процессе отыскания 

всевозможных инвариантных решений системы (3 . 1 1 ) . 
Очевидно, что к ним принадлежат решения, описанные в 
примерах 12 . 1 ,  12 .2 ,  12 .4, 1 2 .8,  12 .9 ,  12 . 1 1 .  Характерной 
особенностью примеров 12 .4 и 12. 1 1  является то, что они 
дают автомодельные кратные волны. 

Существование таких кратных волн является .типич
ным для любых дифференциальных уравнений, допусiшю
щих группу G1 равпомерпых растяжспий всех независи
мых переменных (аналогпчно группе (8 .8 ) ) . Этот важный 
класс кратных волн заслуживает выделения специальным 
Tep:-.IИHOl\1, 

О п  р е  д е л е н п е 2 .  Решение дифференциальных 
уравнений, допускающих группу равпоl'.tерных растяте
ний пространства пезависимых переменных, инвариантнос 
относительно этой группы, называется 1>оnичеспим авто
моде.ttьпым решепием. 

Данный термин отражает тот фант, что в ионичесiЮl\I 
автомодельном решении все искомые функции nостоянны 
на лучах, выходящих из фикспровашюй точки (центра ) . 
Поэтому характерными областями определения таких ре
шений являются внутренности прямолинейных конусов с 
общей вершиной в центре. В краевых задачах дополни
тельные данные, определяющие ионическое автомодельное 
решение, должны задаваться на nоверхности таких кону
сов и быть nостоянными вдоль образующих. 

Особенно важно обратное свойство: граничные значе
ния в нраевой задаче , заданные на поверхностях конусов 
с общей вершиной и постоянные вдоль образующих, сов
местимы с предположением о коничесной автомодел-ьно
сти искомого решения. Поэтому нраевые задачи, в кото
рых данные обладают уиазанными свойствами, называются 
попичеспи авrо.моде.ttьпыми аадачами.  

Итак, если задача конически автомодельна, то ·можно 
искать ее коническое автомодельное решение. :Конечно, 
вообще говоря, ниоткуда не следует,  что такое решение 
существует .  Этот вопрос связан с коррентностью поста� 
иовки краевой задачи в неограниченной области и должен 
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решаться индивидуально для наждой нонкретной задачи. 
На ирантине обычно используется именно возможность 
построения решения, Iюторое ищется в надлежащем виде, 
с последующей проверной всех граничных условий и, ес
ли это возможно, доназательством единственности реше
ния. 

В важном частном случае уравнений с двумя незави
СИ!IIЫМИ переменными , например х и у , коничесное авто
модельное решение иыеет вид . (для любой иеномой вели
чины F) 

F = F('A) ,  Л =  xly, ( 14 )  

п теы саыым постоянпо па лучах х = 'Ау (Л = const) .  Таное 
решение изображается на плосности R2 (x, у) в виде <ше
ера >> лучей Л =  const, разбивающих эту плосiюсть на ряд 
угловых областей Силосних нонусов ) , в ноторых решение 
F('A) меняется непрерывно (в частности, может быть по
стоянньш ) .  Эти области при:мынают друг R другу вдоль 
неноторых особых лучей (ноторые могут быть носителя
ми ДОП<JЛНИТе;ЛЬНЫХ УСЛОВИЙ, ЛИНИЯМИ СИЛЪИОГО ИЛИ сла
бого разрыва) . 

Следовательно, если граничные значения величин F 
заданы и постоянны вдоль веноторых лучей Л = const, то 
решение таной нраевой задачи можно искать в нлассе 
Iюничесних автомодельных решений вида ( 14) . При этом 
для исномых фуннций F(Л) получится система обынно- · 
в енных дифференциальных уравнений. Примеры таного 
построения для различных ноннретных уравнений и за
дач газовой динамИI{И рассматриваются в главах I I I  и IV. 

§ 14. Приближенные модели 

Предыдущие специальные математи <rесние модели га
зовой дивамини давали точные решения исходных урав
нений. Здесь будут расемотрепы веноторые СJiучаи таиого 
упрощения уравнений, ноторое приводит н приближен
ным решениям. Этот метод заслуживает внимания, тан 
нан он широно применяется в приложениях при решении 
сложных прантических задач. 

Основой приближенного моделирования является глу
боное изучение особенностей поведения движения газа, 
направленное на выяснение определенных занономерно� 



142 ГЛ. II. СПЕЦИАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ ГАЗА 

стей, которые могут быть достаточно просто описаны в 
аналитической форме . С точки зрения исходных уравне
ний эти вакономерности принадлежат точным решениям, 
а приближенные решения выступают как их упрощенные 
асимптотические описания. Общая схема такого подхода 
состоит в том , что в уравнения и в решение вводитоя 
некоторый малый параметр б,  от которого описание рас
сматриваемой особенности не зависит, и учитываются по
рядки малости членов уравнений при б -+ О. Если в урав
нениях возникают слагаемые с различными степенями б ,  
то в каждом уравнении удерживаются только те ив них, 
которые имеют паинизшую степень малого параметра б. 
Это и· дает искомые приближенные уравнения. Понятно, 
что указанная продедура является в значительной мере 
формальной. Математический идеал требует доказатель
ства того, что решение полных уравнений при б -+- О 
действительно имеет решение приближенных уравнений 
в качестве главного члена (хотя бы аси.мптотичеспи) . 

На самом деле этот идеал достигается в весьма ред
ких случаях ; обычно исследователи ограпичиваются фор
мальным построением приближенной модели. Обоснование 
же предоставляется физической интуиции, для которой 
тем самым открывается широ1шй простор. Ясно , что при 
этом сильно воврастает роль критерия практики. 

В этом параграфе метод формального приближенного 

моделирования иллюстрируется на четырех примерах. 
Посдедний ив них (теория мелкой воды) интересен тем, 
что вскрывает несколько неожиданную связь между вол
нами на воде и газодинамическими процессами. 

Линеаризация. Пусть известно некоторое осповпое 
движение, т. е .  точное решение уравнений газовой дина
мики (3. 1 1 ) : 

U = Uo ( x, t ) ,  Р = Ро (Х ,  t ) ,  р = ро ( х, t ) ,  S = S0 ( x, t ) .  ( 1 ) 

Ищется другое ,  мало отличающееся от ( 1 ) , ре шени е  вида 

u = uo + Bu',  р = ро + бр ' ,  р = ро + бр ' ,  S = So + бS' ,  ( 2 )  

где штрихом обозначены новые непввестные фующии 
(добавки к осповно�1у гешенпю или его возмущения) пере-
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менных х n t, а б - некоторый параметр. При подстанов
ке выражений (2 )  в уравнения (3 . 1 1 )  надо учесть, что 
оператор D производной в частице примет вид 

D = Do + бu' · V , Do = Ot  + Uo · V 

и что функции ( 1 )  образуют решение системы (3. 1 1 ) .  
После подсталовки и сонращепил н а  общий множитель б 
получаютел уравнения 

D0p ' + u' · VPo + р
' div �о + р0 div  н ' + бн' · VP' + 

+ бр' div н' = OIJ 
D , + , + р '  + 1 , + o u u · VUo Ро (Ро + бР') VРо Ро + бр' VР (3) 

+ бu' · vu' = О" 

D0S'  + п' . VS0 + бп' . VS' = 0.,; 

р' = %- (/ (Ро -: - бр' , So + бS' )  - f (Po t  So)) . 

Ясно, что на самом деле возмущения u' ,  р '  и т. д. должны 
зависеть не только от переменных х, t, но также и от 
параметра б . Главная трудность дальнейшего анализа сос
тоит в оправдании следующего предподожепия: ·фуннции 
u' ,  р' , р ' ,  S' , Rai{ решения точных уравнений (3 ) ,  а также 
входящие в эти уравнения их производвые имеют попеч
пые предедьпые апачепия при б -+  О. 

Если это предположение оправдано, то переход к пре
делу при б -+ О в уравнениях (3 )  приводит н следующей 
системе уравпепий ддя воа.1tущеnий основного движения: 

D0p' + р
' div u0 + п' · VPo + Ро div u' = О, 

D 1 + , + 1 , + р' о ou п · vuo р VP 2 VPo = 1 о Р0 (4) 
D0S'  + u' · V S0 = 01 

р' = с�р' + fsoS' , 

где /s0= fв ( ро , So ) . 
Описанная процедурn выво,1а уравнений (4) называет· 

ся дuпеариаацией исходных уравнений (3. 1 1 ) , так как 
)травнения (4) являютел дuпейпыми дифференциальными 
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уравнениями относительно искомых U1,  р1 ,  р', 81 • Необ
ходимо иметь в виду, что при рассмотрении краевых за
дач дополнительные условия также подвергаются анало
гичной процедуре линеаризации. 

Важный частный случай системы (4) получается тог
да, когда в качестве основного движения взято следую
щее постояппое решение (покоящийся газ) : 

Uo = О, Ро = const, Ро = const, So = const. 

В этом: случае Do = дt . Пусть ищутся только ивэнтропи
ческие возмущения, т .  е .  81  = О. Тогда система (4) примет 
вид 

1 
d " 1 о 

Pt + Ро lV u = ' 
1 1 о 

PoUt + VP = (pl = с�р� ) .  (5) 

Это - классическая система уравпепий anycтul'tu (для од
нородной среды) .  В частности, из (5 )  легко выводится 
одно уравнение для возмущения давления :  

1 2 л 1 
Ptt = Cot.J.P t (6) 

где Ll - оператор Лапласа. Волновому уравнению (6 )  
удовлетворяет также возмущение плотности р 1 , а в слу
чае безвихревых возмущений (т .  е . когда rot U1 = 0) 
и вектор возмущения скорости U 1 • 

Околозвуковое приближение. Ради простоты рассмат
ривается случай иээнтропического безвихревого устано
вившегося движения, описываемого интегралом Бернупли 
( 1 1 . 1 9) и уравнением для потенциала скоростей ( 1 1 .20 ) .  
Околозвуковое приближение предназначено для упрощен
ного описания течений, возникающих при малых возму
щениях эвукового потока , в котором 

и = с* ,  v = w = О ,  с = с* .  (7) 
Если выполнить изложенную в предыдущем пункте 

операцию линеаризации с основным движением ( 7 ) , то 
легко убедиться в том, что полученная модель оказывает
ся неудовлетворительной. Формально правильное описа
ние возмущений звукового потока получается, если прп
нять следующие представления координат, потенциала u 
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скорости звука: 

х = б1+kх' , у =  бk
у'

, 
z = бkz ' ; 

<р = с*х + б8+k
<р' , с = с* + б2с' 

f45 

(8) 

при любом выборе значения вещественного параметра k. 
С использованием обозначений 

, 1 , 1 , , и = <j)x• , V = <р11 • , W = <pz• (9) 

для компонент вектора скорости u на основании {8) по· 
лучаются выражения 

и = с* + б2и ' ,  v = б3v' , w = б3w' . (10) 

После подстановi\И величин { 10) и выражения для 
скорости звука {8) в интеграл Бернулли { 1 1 . 1 9 )  последний 
принимает вид 

с; + 2б2с*и' + б4и' 2 + б6 (v ' 2  + w'2) + 
+ I (с; + 2б2с*с' + б4с'2) == q:Л. 

Использование разложения по формуле Тэйлора 

I (с; + 'I'J) = I (с;) + (2/т * ) '1'] + О  (!12) 
( где т* = т (р*) есть величина (2 .22 ) ) ,  справедливого в 
силу (2 .24 ) ,  и учет соотношения с; + l (с; ) = q�(l при· 
водят, после сокращения на 262, к уравнению 

(1 1)  

Теперь делается предположение, аналогичное тому, 
которое использовалось при линеаризации : функции и' , v ' , 
w' , с' , как решения соответствующих точных уравнений, 
а также входящие в эти уравнения производныв при фип
сировапных по печных впачепиях переменны:х: х ' ,  у' ;  z ' 

имеют конечные предельные - значения при б -+  О. Выде· 
ленные здесь курсивом слова акцентируют внимание на 
нетривиальности данной ситуации, так как согласно {8 ) ,  
напри1vrер, ylx = б - 1 у '  /х' и при фиксированном отноше
нии у' /х ' будет у/х -+ оо при б -+  О. Качественно это 
означает,  что околозвуковое движение слабо меняется в 
направлениях, перпендикулярных основному звуковому 
потоку, и nотому для правильного описания этого из�rене-

fО  Л.  В .  ОвсюJНJiнов 
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нпя надо сокращать расстояния (rшк бы сжимать пото:к) 
в этих направлениях тан, :ка:к предписывают формулы 
( 9 ) . Обоснование этого предположения для одного вида 
он:олозвунового течения дано в § 26. 

В пределе при б -->- О из ( 1 1 ) получается соотношение 

(12) 

заменяющее интеграл Бернулли в околозву:ковом при
ближении. 

В уравнеппп для потенциала СI\оростей ( 1 1 .20) пред
ставления отдельных слагаемых в оилу (8 ) ,  (9)  и ( 1 0) 
имеют вид 

(и2 - с2) crxx = 263-kc* (и' - с') ср�'х' + о  (65-1<)1 
( z •2 - с2) {jJyy + (ш2 - С2) crzz = = - 63-kc; (ср�'у' + cr: 'z ') + о (б5-k) l 

2иvсрху + 2ишсrхz = О (б5-п) , 2uwcpyz = 0 (69-k) . 

Следовательно, после деления на бз - k  и предельного пе
рехода б -+ О получается уравнение 

2с* (и' - с ' ) ср�'х ' - с: (ср� 'У '  + cp� 'z ') = О. 

На:кон�ц, использование соотношения ( 12 )  и равенства 
и' = crx' приводит зто уравнение :к о:кончательному виду 

т* + 2 ' ' .,  ' 
--- crx'crx'x ' - {jJy'y' - (jJztz l  = 0. с *  

(13) 

Выполненное моделирование показывает, что возмущения 
авунового потона nриближенно описываются пе.липейпы�t 
уравнением, а именно :квазилинейным уравнением ( 13) .  
Этот нетривиальный факт делает теорию о:колозву:ковых 
течений газа очень трудной, но вместе с тем и очень ин
тересной для математичес:кого исследования. 

Гиперзвуковое приближение. Рассматриваются сверх
звуковые, равномерные в бесконечности вверх по потоку 
плос:копараллельные установившиеся течения газа. Пусть 
q1 есть значение скорости в бесконечности и с1 - соответ
ствующее значение скорости звука. Течение называется 
гиперзву/iовым, если число Маха М1 = q11c1 является 
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очень большим (по сравнению с единицей) .  Ясно, что 
если в такой поток вносятся относительно малые возму
щения, то число Маха М будет большим и во всем по
токе. Гиперзвуковое приближение предназначено для 
описания течений, получаемых относительно малыми воз
мущениями поступательного течения, в котором 

и = q1 ,  v = O, с = с1 ( 14) 
при условпп, что б =  cJ q1 мало. 

Правильное описание возмущений гиперзвукового те
чения получается при следующем представлении величин 
(подробности даны в § 27 ) : 

х = х' , у = бу' ,  и = q1 + б2и' ,  v = бv', 
( 15 )  

р = б2р' ,  р = р', S = S'. 
В результате подсталовки представления ( 15 )  в уравне
ния (3 . 1 1 ) последние принимают вид 

1 , 1 , б2 (q1 + б2и' ) их' + б2v' иу '  + б2 -, Рх'  = О,  р ' 

б (q1 + б2и')  v�' + бv' v� , + б �' Р�' = 0� (16) 

(q1 + б2и' )  р; ,  + v'p� , + р' (б2u� , + v� ,) = О, 
(ql + б2и')  s�, + v' s�, = о.  

Далее делается стандартное предположение : функции 
и', v ' ,  р' , р ' , S' и их провзводные по х' , у ' имеют при 
фик,сироваппых к,опечпых впачепиях переменных х', у ' 
конечные предельные значения при lJ -+  О. Здесь ситуа
ция аналогична случаю ОI\олозвуковой модели. В этом 
предположении в результате сокращения второго уравне
ния ( 16) на б и последующего предельного перехода при 
б -+  О из ( 1 6 )  получается система уравнений 

' , , 1 1 о qlPx' + V Pu• + р Vy '  = ,. (1 7) 

q1S�, + v' S�, = О . 
После аюrены х' = q 1t и переобозначения v' -+ и, у' -+ х 
система ( 1 7 )  в то'Iности совпадает с системоlr уравнений 
10* 
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одпо�rерноrо движеnия rаза с nлоскими волнами. В этом 
приближении величина и'  остается неоnределенной ; она 
может быть вычислена в более высоком приближении , 
паnример из иnтеrрала Бернулли. 

Теория мелкой воды. Здесь дается вывод nриближеп· 
ных уравнеnий, описывающих динамику волнового дви· 
женил идеальпой несжиыаемой жидкости на поверхности 
водоема ыопечпой r.чубиnы при условии, что толщипа 
слоя жидкости мала по отпошеnию н характерному гори
зонтальному paз;'lrepy (нanpпlllep ,  к дшше волны) .  Оказы
вается, что получаемая l\Iодель этой задачи, назалось бы 

!1 
не имеющей отношения к ra-
зоnой дппа:шше, в точности 
совпадает с уравнениями 

�� двпжепия nолитроnпого газа 
t g h ( r, t J с nоиаза теле м адиабаты "( = 2 .  

,.,.,--'?т';""""";,..".:;"', ->:, ::"', Q.,..� -:-.7-./=·/"'·'"*''77"'7"7/ .с--- :с Возпинающая при этом гпд

Гпс. 1. 
родиnаlllпчесиал аналогия не 
только дает замечательный 
пример едипства природы 

волновых явлений, но мошет быть nолезной и nри ана
лизе конкретных движеппй. 

Исходная задача ставится так: требуется оnределить 
nотенциалыюе движение идеальпой несжимаемой жид
кости, на которую действует равномерное поле сил тя
жести, в тошюм слое nад горизонтальным ровным дном 
с постоянным давлением на верхней свободной поверхно
сти (рис. 1 ) , возникающее под действием пекоторого на
чального возмущенпя. Для nростоты будет рассмотрена 
двумерная задача, хотя все почти дословно сnраведливо и 
для трехмерной задачи. Пусть Ф = Ф (х, у, t) есть nотен· 
циал скорости, g - ускорение сил тяжести, вектор кото
рых направлен по оси у ,  дно водоема есть у =  О и у = 
= h(x, t ) - уравпение свободной границы. В области Q = 
= {-оо < х < оо , О < у < h(x, t ) } nотенциал Ф удовлетво
ряет уравнению Лапласа 

Ф= + Фии = О  

и граничному условпю непротеканил на дне 

Фu (х, О, t ) = О; 

( 18 )  

( 19)  

на свободной граJiице у =  h(x, t )  выполняются два уело-
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вин: кинематичеСI{Ое 

ht + Ф,Л. = Фи (20)  
и динамическое (давление считается равным нулю) 

Ф1 -1- � (Ф� + Ф�) + gh = О. (21) 

Кроме того, для Ф и h задаются некоторые начальные 
значения при t = О. 

Для анализа удобно ввести в рассмотрение значение 
потенциала на свободной границе 

ер(х ,  t )  = Ф (х , h (x, t ) , t ) . (22)  

Тогда входящие в уравнения (20) п (2 1 ) производвые от 
Ф могут быть выражены через производвые от ер и произ
водную Ф11• Последняя же может трактоваться как зна
чение определенного оператора N над парой (ер,  h ) ,  дей
ствующего по правилу: в области Q решается смешанная 
краевая задача для уравнения ( 18 )  с граничными усло
виями ( 1 9 )  и (22 ) ,  после чего находится N = Ф11 l u=h = 
= N(rp, М .  При этом N, очевидно, линеен относительно ер, 
но нелинеен относительно h. 

Приближенное моделирование этой задачи выполня
ется путем введения малого параметра б согласно фор
мулам 1 

х = х , у = бу' , h = бh', 
( 23 )  ф = с') l/2ф', <р = fJ I/Zep'. 

Вначале приближенпо решается краевая задача в обла
сти Q.  В силу (23) уравнение ( 18 )  перехо;�;ит в ) равнение 

2ф ' Ф' с5 х 'х ' + у ' у '  = О .  

Его решение ищется в виде ряда по степеням б 

Ф '  = Фо  + б2Ф t + . . .  , 

для членов которого получается рекуррентная система 
Фоу 'у ' = О,  Ф1у 'у' + Фох'х '  = О, . . . 

Решение этой с нетемы с граничным условием ( 1 9 )  имеет 
вид 
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и !J:I:teт представление потенциала 

Ф' = А - � б2Ах'х'У 1 2 + . . .  

Функция А находится из граничного условия (22 ) ,  кото
рое дает А =  qJ ' + c'\2'\jJ + . . .  В итоге получается представле
ние решения Iiраевой задачи ( с  точностью до членов по
рядна с'\4 ) 

фl 1 1 �2 , 1 2 + = qJ - 2 u (j)x•x•Y • • • (24) 

Уравнения (20 ) и ( 2 1 )  в результате подстановки (23) при
нимают вид 

• • · -2 • � • 1 (Ф '2 � 2Ф '2) z 1 о ht ' + Фх ·hх' = б Фу' , <Dt ' + 2 х' + u- у' + grt = . 
(25 ) 

При обычном предположении о предельных значениях 
всех штрихов а иных величпн при б � О из (24) находится 
предел 

(26) 

В силу (26 )  фор!\Iаш,пый предельный переход б --+  О в 
уравпениях · ( 25 )  с учето:м (24) приводит н уравнешш�I 

h; • + qJ�'h�· + h' qJ� 'x ' = О , qJ; '  + f qJ} + glt'  = О. (27) 

' ' 1  
Наконец, если ввести скорость и = (j)x и продиффе рен-
цировать второе уравнение по х ' , то получится спстема 
уравнений (штрихи онущепы) 

ht + иhх + hu., = О, 

Zt t + UU., + ghж = О. 
(28) 

Это есть система уравнений одномерного с плоскими 
воЩIЮ\Ш иззнтропического движения газа (роль плотностп 

1 р играет h) с уравнением состояния р = 2 gh2• Легко по-
кааать, что начальным данным в исходной задаче соот
ветствуют некоторые начальные данные для системы ( 28 ) .  
Теория волновых движений несжимаемой жидrюсти, осир
ванпая на приближенной модели (28) , получила ня.зва ние 
теории ltte.ttnoй воды. 
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Задачи и упражнения к главе 11 

1.  Доказать, что изобарическое двюкение является безвихре
вым, если и только ес;ш вектор сiюростп u = const. 

2. Поназать, что матрица А опреде.:шет изобаричес1юе движе
ние с линейны�r поле�1 споростей (9.15) , если и только если 
А3 = О. 

3. Поназать, что уравнения изэнтропичеСI{ОГО движения имеют 
решения, в ноторых плотность р зависит тольно от времени t 
(обобщение изобаричесних движений) . Установить, что в этом 
классе решений удельный объе�r необходимо имеет вид (а 1  - по
стоянные) 

4. Показать, что в установпвшеж·я движении политропного 
г<1за приведеиная снорость Л = q/c* выражается через число 
Маха М= q/c по фор:�tiуле 

Л2 = '�' 1 1 м2 (1 + 1' -; 1 м2)-1· 

5.  Пусть при установившемел обтекании тела политронным 
газом давление в точке тор;-.южения ( q = О) и�rеет значение р0• 
Вывести формулы 

р ( '\' - 1 2)-v/Y-1 ( '\' - 1 2)--v/'V-1 - =  1 - + 1 л = 1 + -2- м • 
Ро 1' , 

6. Выяснить, до каних сноростей полета вблизи земли можно 
считать воздух несжимаемой жиДiюстью при определении дав
ления в критичесной точне с точностью 1 %  ( сноростъ вву1•а 
1 200 км/ч, 't = 1,4) . 

7. Поназать, что установившееся сврхзвуновое течение типа 
петочника возJIШЖНО со cнaчiiO:�tr уплотнения, расположенвы��;I па 
любом заданном расстоянии r0 > r • .  

8, Вычислить инварианты группы G 1 с оператором (8.10) . 
Найти представление решения, инвариантного относительно этой 
группы. 

9. Восстановить преобразовавия, образующие группу GJ с 
оператором 

� • д = t2дt + tхд., + tуд11 + (х - tu) д u + (у - tv) дv -
- 2tрдр - 4tрдр . 

Поназатъ, что систе}Iа уравнений плоскопараллельного движения 
политронного газа (12.17) допускает эту группу толыю при 't - 2. 

10. Доназать, что для системы уравнений ( 12.29) при v > О  
простые волны необходи:�tю яв;:rяются автомодельными решения-
ми, т. е.  имеют вид · 

и = и (Л) , р = р (Л.) , р = р Щ ,  
где Л. = r/t с точностью до иреобразования переноса по t. 

1 1. Вычислить харантеристики системы уравнений стацио· 
нарных новичесних движений rаза ( 12.25) . Дать описание класса 
решений, на которых эта система имееr rиперболuческпй тип. 
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12. Найти характеристическую форму уравнений акустиrtи 
( 14.5) в случае одномерных движений с плоскими волнами. Ис
nользовать ее для решения задачи Коши с nроизвольными на
чальными данными при t = О. 

13. Найти иреобразования растяжения, доnуСJ{аемые уравне
нием ( 14. 13) для nотенциала скоростей в околозвуковом nри· 
ближе нии. 

14. Показать, что уравнения теории мелкой воды на непре
рывных решениях равносильны иптегральным законам сохра
нения t (h dx - hu d t) = O, t (hи dx - (hи2 + � gh2)dt) = O, 
где Г - nроизвольвый замкнутый контур на плоскости R2 (x, t) .  

15. Найти уравнения сильного разрыва в теории мелкой воды, 
исходя из интегральных законов сохранения предыдущей задачи. 
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ОДНОМЕРНЫЕ 
НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ 

Модель одномерного неустановившегося движения 
представляет собой одну ив наиболее полно изученных 
газодинамических субмоделей. Исторически начало тео
ретического изучения движений этого клаооа восход/Ит :к 
Риману, почти 150 лет тому назад заметившему наиболее 
важные особенности явления распространения волн ко� 
вечной амплитуды. Это явление сопровождается та:кими 
существепво нелинейными эффектами, ка:к градиентная 
катастрофа, образование ударных волн, распад произволь-
ного разрыва, и рядом других. 

' 

Предположение об одномерном характере движения 
является привлекательным и полезным по ряду причин. 
Прежде всего, оно приближенно оправдывается для мно
гих случаев реальпых движений газа. Даже если некото
рое движение в целом и не одномерно, отдельные его 
пространствеино-временные подобласти часто могут быть 
описаны в ра:.шах одномерного движения. Таковы движе
ния в трубах, при взрывах и ударах и т. д. Далее,  урав
нения и задачи этой модели являются сравнительно 
доступными для качественного аналива и численного 
расчета благодаря тому, что эдесь основные величины 
вависят лишь от двух невависимых пере:менных. При 
этом не последнюю роль играет также и вовможность 
предельно наглядного ивображения равличных гаводина
мичес:ки:х ситуаций на плоскости: событий. Далее, многие 
выявленные в рамках одномерного приближения особен
ностп движения оказываются качественно присущи11-1И и 
более сложным движениям, позволяя ивучать последиле 
на основе оправданвой аналоги,. Очень важно и то, что в 
теории одномерных движений имеется мноrо ДQ конца 
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решенных конкретных задач, образующих, в их совокуп
ности, << золотой фонд>> теоретической и прикладной газо
вой динамики. 

Несомненно, что значение фактов и эффектов, выяв
ленных при изучении одномерных движений, выходит за 
рамки этой теории. Они послужили отправным пунктом 
для развития ряда направлений современной математиче
ской физики. Например, прогресс в теории квазилинейных 
гиперболических cиcтelii дифференциальных уравнений 
во многом обусловлен представлениями и результатами, 
почерпнутыми из области одномерной газодинамики. 

Настоящая глава и предназначена для ознакомления 
читателя с основными свойствами и методами исследова
ния одномерных неустановившихся движений газа. 

§ 15. Плоские, цилиндрические 
и сферические волны 

Основные уравнения и пх характеристики. Дифферен
циальные уравнения одномерного движения с плоскими, 
цилиндрическими или сферическими волнами уже были 
получены в виде ( 12.29 ) для политропнаго газа. В случае 
произвольнаго нормального газа эта система уравнений 
(с  заменой обозначения скорости q на n) танова :  

1 иt -t- ииr -t- р Pr = 0, 

'\1 Pt + llPr + Pllr + 7 ри = О, (1 ) 

Pt + ирr + рс2иr + � рс2и = О, 

где с2 = с2 ( р, р) рассматривается как заданная фующия. 
Параметр геометрии v имеет значение v = О для плоских 
волн, v = 1 для цилиндрических волн и v = 2 для сфери
чесних волн. В случае v = О  ноордината r = х меняется на 
всей оси (-оо, оо ) ,  а если v > О, то координата r меннется 
лишь в интервале (0, оо ) .  Первое из уравнений ( 1 ) естJ.. 
уравнение импульса, второе - уравнение неразрывности 
и третье - одна из форм уравнения энергии. 

Общие качествен�ые свойства непрерывных решений 
системы ( 1 )  выясняются с помощью ее характеристик. 
Хотя для этой цели и можно было бы воспол:ьзоваться 
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выводами § 6 и перенести их на систему ( 1 ) с учетом 
того, что она описывает лишь Rласс частных решений 
уравнений газовой динамиRи, моделируя уравнения (3 . 1 4 ) ,  
однаRо здесь уместно провести независимый анализ .  Для 
системы ( 1) пространством событий является плосRость 
R2 (r, t ) .  На этой плосr;,ости событий и рассматривается 
Rартина одномерного движения газа, <<частицы>> 1юторого 
можно считать перемещающимися по оси r. Здесь хараR
теристиRи будут просто линиями на плосRости R2 (r, t ) .  

Нормальные хараRтеристичесRие веRторы ищутся в 

виде s = ( �,  т) .  С величиной :х: = т + и� хараRтеристиче
сRая матрица (см. § 6 )  системы ( 1 )  таRова :  

'У. о - 6  
А t �> = r.s х ro , ! 1 ] Рс26 О 'У. 

и ее определитель равен 

det A ('s )  = :х;(:х;2 - с2�2 ) .  

Очевидно, что хараRтеристичесRое уравнение det A (s) =  О 
здесь всегда имеет три вещественных Rорня: :х: = О и :х: = 
= + с�, соответствующих Rопт"а.I{ТНОЙ и звуRовым хараR
терисТiшам. Следовательно, система ( 1 )  является гипер
боличеспой. РазысRивая уравнения харю{теристиR на 
плосRости R2 ( r, t ) в виде r = r( t ) ,  удобно взять в Rачествс 
задающей их фуп«ции h ( r, t) = r - r(t) . Тогда нормальный 
хараRтеристичесRий веRтор запишется в виде s = = ( 1 , -r' (t ) ) ,  а величипа :х: будет равна :Х: = и - r' ( t ) ,  где 
r' ( t )  = dr( t ) /dt. Отсюда получаются следУющие диффереп
циальпые уравпепия хараптеристиr;, систеl\Iы ( 1 ) :  

(Со )  dr/ dt = и, 

(С+ )  dr!dt = и + с,  ( 2 ) 

(С_ ) dr/dt = u - c. 
Всюду в дальнейшем будет использоваться имепн:о эта, 
у«азаппая в ( 2 ) ,  марRировRа хараRтеристиR: Со для RОП
таRтпых И С± ДЛЯ ЗВУКОВЫХ. 

Для получения условий на хараRтеристиRах находят
ся соответствующие левые собственные векторы 'А матри
цы A (s) . Они оRазываются таRими: Ло = (0, -с, 1) для ха
раRтерпстиR Со и A:;t = (±ре, о, 1 )  для харюперпспш c:;l:. 
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По правилам, изJrожеппым в § 6, это дает следующие 
условия на характеристиках: 

(Со) Pt + ирr - C2 (Pt + ирr) = О , 
(С±) ре (и t + (и + с) И т) ± (pt + (и ± с) Pr) ± 

± ::!.. рс2и = o.f r 

где одновременно берутся верхние или нижние знаки. 
Более компактно эти условия записываются с помощью 
операторов дифференцирования вдо.лъ хара1>теристи1> 

д д д д 
D0 = 7ft + и дr , D+ = дt + (и +  c) or1 

д д (3) D- = ar + (и - с) а; 
в следующем виде : 

(С0) D0p = c2D0p (D0S = О)� -
1 'V (С+) D+и + Рс D+P = - -; си,; 

1 'V (С_) D_и - ". D_p = - си . 
r C  r 

(4) 

Совокупность соотношений {4) образует хара1>теристиче
спую форму системы уравнений ( 1 )  и равносильна этой 
системе. 

Как и в § 3 ,  непрерывным движением газа здесь на
зываются такие решения U = ( и, р,  р ) системы ( 1 ) ,  в ко
торых все искомые функции непрерывно дифференциру
емы. В области непрерывного движения через каждую 
точку М е R2 (r, t) проходит одна и только одна характе
ристика каждого семейства .  При этом, как это видно 
непосредственно из уравнений (2 ) ,  в силу пол:ожительпо
сти скорости звука с направление характеристики Со 
всегда разделяет направления характеристик с+ и с_ 
(если все направления берутся в одну и ту же сторону : 
dt > о  или dt < 0 ) .  

Ле:миа о плотности. Для дальнейшего анализа полез
па сл-едующая лемма (которая па самом деле верна для 
проиа-вольпых, а не только для 'Одномерных непрерывных 
движений газа) . 
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Л е м м а 1. Если движение неnрерывно и если р = О 
в пекоторой точке М (в которой r � О  при v > 0) ,  то р = 
= О  вдоль всей харантеристики Со (М) (траектории) ,  про
ходящей через точку М. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Уравнение неразрывности ( 1 )  с 
использованием оператора Do переписывается в :nиде обыi(
новенного дифференциального уравнения для величины р 
ВДОЛЬ Со : 

DoP = - ( ит + 7 и) Р· 

Тюt как коэффициент при р в правой части этого лпней
ного однородного уравнения непрерывен, то из р (М) = О 
следует р (Со СМ) ) = О в силу единственности решения. В 

В нормальном газе аналогичное свойство справедливо 
для скорости звука с и для давления р.  Из него вытекает 
также, что если какая-либо из величин р, с, р отлична от 
нуля в точке М, то все они будут отличны от нуля вдоль 
всей линии С0 (М) . Если назвать точr>ой ваr>уума такую 
точку, в которой р = с =  р = О , то на основании предыду
щего можно сделать вывод: .линией ваr>уума может быть 
только характеристика Со (траектория) .  Кроме того, из 
уравнений ( 2 )  -следует,  что вдоль линии вакуума харак
теристика Со сливаеТС<Я с характеристиками с±. Поэтому 
НИI(аКаЯ ЗВУКОВаЯ характерИСТИКа С+ ИЛИ С- , сама Не ЯВ
ЛЯЮЩаЯСЯ линией вакуума, не может пройти через точку 
вакуума.  

Теорема единственности. Пусть непрерывное движе
ние определено в полуполосе 
П == {О � t � Т, r > O} ,  и t 

п 

пусть точка М е П не есть 
точка вакуума и выбрана т 
т ак, что все проходящие че
рез М характеристики дости
гают оси t = О . Тогда обра- 0'----+---!>:----""'1;9�-
зуется (криволинейный) ха- :с 

раr>теристич есr>ий треуго.лъ- Рис. i. 
nur> АМВ ( рис. 1 )  с оспова-
пием АВ. При v > О  предполагается, что замкнутый тре

угольшш АМВ лежит в области r > О. 
Утверждается, что в треугольнике АМВ нвт точек ва

куума. Действительно, в противном случае в не:м: содержа4 
.лась бы пекоторая линия вакуума Со, которая непременно 



1 58 ГЛ:. III .  ОДНОl\IЕРНЫЕ НЕУСТАНОВПВШИЕСЯ ДВIIЖЕНИR: 

пересекла бы одну из боновых сторон АМ или ВМ. Это 
означало бы, что эта боновал сторона - эвуновая харанте
ристина - достигает точни вакуума. По предыдущему она 
должна совпадать с Со , а тогда лежащая на ней точна М 
была бы точной вакуума, в противоречии с предполо
жениеА-r .  

Пусть и =  (и ,  р ,  р )  есть то решение системы ( 1 ) ,  длЯ 
ноторого построен харантеристический треуголъниr< А МВ. 
Справедлива следующая теорема единственности реше
ния и. 

' 
Т е о р е м а 1. Если решение и непрерывно дифферен

цируемо и если другое, непрерывно дифференцируемое в 
характеристическом треугольнике АМВ, решение и' сов
падает с и на основании АВ , то и' = и во всем треуголь
нике АМВ. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Систему уравнений ( 1 )  можно 
ваменить равносильной ей симметрической системой, ана
логичной (3 . 1 6 ) :  

Put + puur + Pr = О,: 

bpt + bupr + Ur = - ; и ( Ь = р�в )� (5) 
St + uSr = О. 

В равносильной ( 5 )  �rатричной заппси (здесь и = (и, р, S) ) 

А ' и, + А rиr = А ои ( 6 )  

матрицы А '  и Ar симметричны. Таи как в заминутом тре
угольниие АМВ, в силу сделанных предположений, спра
ведливы равномерные оцении снизу вида 

р ;:;;.: Ро > О, Ь ;:;;.: Ьо >0, r ;:;;.: ro > О 

с некоторыми постоянны1шi р0 ,  Ь0 и r0 ,  то матрица А 1 по
ложительно определена, а матрица Ао непрерывна. С уче

том этих вамечаний доиазательство проводится по схеме 
доказательства теоремы 7.2 (правая часть в (6} сущест
венного влияния не оказывает ) .  В 

Rак и в § 7, важным следствием теоремы единствен
ности является существование об.л,астей onpeдe.ttennocтu, 
аависимости и в.ttияпия. Характерные примеры таких об
ластей показавы на рис. 2. 
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Теорема 1 допускает различные обобщения. Одно из 
них заключается в отказе от требования непрерывной 
дифференцируемости решения. Ее утверждение остается 
справедливым и для решений, в которых функции и, р,  р 
предполагаются лишь удовлетворяющими условию Лип
шица. Это дает возмоiююсть использовать теорему един-

t м Область опреilелен-
ности решения 
i/анными на А В � 

А В А 
Ооласть забисшшста 

tJля moqкu /'1 

Рнr.  2 .  

r 

ственпостп прп:\lонптельпо I\ движениям со слабыми раз
рывами. 

Времени и пространству подобные направления. Дру
гое обобщение, тесно связанное с корректностыо постано
вок краевых задач для системы ( 1 ) ,  состоит в рассмотре
нии случаев совпадения значений двух решений не только 
па прямых t = const. Можно указать широкий класс таких 
кривых в плоскости R2 (r, t ) ,  что совпадение двух решений 
на какой-либо из этих кривых влечет совпадение этих 
решений в соответствующей области определенности. 
В следующем определении характеристики рассматрива
ются на пекотором данном решении U. 

О п р е д е л е н и е  1 .  Направление l в точке М е  
е R2 (r, t) называется вре.мепи подобпы.м, если l разделяет 
направления касательных к характеристикам С+ (М) п 
С_ (М) , выходящих из М в сторону dt > О. Направленно 
называется прострапству подобным, если l не разделлот 
(оставляет по одну сторону) направлений касательных ri 
характеристикам С+ (М) и С_ (М) ,  выходящих из hl в сто
рону dt > О. :Кривая 2 называется времени подобноii: 
(пространству подобной) ,  если во всех ее точках направ
ление касательной к 2 является времени подобным (про-

. --С'i'{tаНетву подобным: ) (рис. 3) ,  



160 ГЛ. III. ОДНОМЕРНЫЕ НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ 

Вышеупомянутое обобщение теоремы 1 состоит в сле
дующем. Пусть на решении и дана прострапству подобная 
кривая 2, и пусть характеристики с+ и с_, проведеиные 
из векоторой не лежащей на 2 точки М, отсекают на 2 
дугу АВ, образуя криволинейный треугольник АМВ. 
Тогда, если решение и' определено в АМВ и и' = и на 
АВ, то и' = и во всем треугольнике АМВ. 

f 

у ":!! лространстОу 
лоilо§на 

с_\/е/с. 
z ·  Z бренени ло/JоБна --- ----------

Рис. 3. 

r 

У мест но отметить, что любая прямая t = const являет
ся пространству подобной и что любая контактная харак
теристика, не являющаяся линией вакуума, времени 
подобна. 

Теорема существования решения задачи Коши, постав
ленной для системы ( 1 )  с начальными данными на глад
ной пространству подобной кривой, справедлива (в малом, 
т .  е .  в пекоторой окрестности начальной кривой ) ,  если 
начальные данные непрерывно дифференцируемы. 

Слабые разрывы. Характеристическая форма {4) ис
ходных уравнений удобна для анализа поведения и рас
пространения слабых разрывов вдоль характеристик (тео
рема 6.2 ) .  Согласно определению 6.4 характеристика С 
является линией слабого разрыва, е сли решение всюду 
непрерывно и по каждую сторону от С (включая саму ли
нию С) непрерывно дифференцируемо, но на С некоторые 
производвые основных величин терпят разрыв первого ро
да - при переходе через С меняются скачi\01\I. В этих 
условиях при переходе через С проиаводпые по пасатель
по:му паправ.л,епию n С :мепяются непрерывно. Поэтому 
разрывными могут быть толыю производвые по направ
.чениям, трапсверса.л,ыtы."lt I> С ( образующшr с насатель
ной к С иенулеnой угол ) ,  . --- ------
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Очевидно, что в условиях слабого разрыва на плоско
сти R2 (r, t)  для описания скачков пронаводных по любому 
направлению достаточно знать величину скачка по како
lllу-нибудь одному трансверсальному направлению. Для 
уравнений (4 ) ,  учитывая уравнеция характеристик (2 ) ,  
в качестве универсального трансверсального направления 
можно взять, например, направление оси r (скорости и и 
с предполагаются конечными) .  Тогда слабый разрыв бу
дет полностью описываться величинами разрыва значений 
пронаводных и,, р,, S,. Более удобно, как это будет видно 
из дальнейшего, взять равносильный этому набору произ
водных набор их комбинаций 

1 1 
R = Uт + --рс  Р1·1 L = Ur - ре  Pr1 М =  Sт. (7} 

Для каждого се1rейства характеристик выполняются 
свои условия на слабом разрыве. Для вывода этих усло
вий полезны соотношения между дифференциальными 
операторами (3 ) 

D+ = Do + cD,, D- = Da - cD,. , 
D+ + D- = 2Da, D+ - D- = 2cDo , (8)  

где D, = д! дr.  Ниже используется также сu.ивол ск,ач-,;,а 
[ j] = fz - /1 для записи величины разрыва любой функ
ции f при пере

х
оде чер

ез лин
ию 

слабого 
r

азрыва
. в част

ности, очевидно, что [ u l  = [ р ]  = [р] = [S = [ с] = О . Опе
рация взятия скачка линейна, т.  е . · для любых непрерыв
ных фушщий j(u, р, S) и g(u, р, S)  справедливы формулы 
вида 

[ ju, + gp,] = f[ ur] + g[p, ] . 

Кроме того, необходимо учитывать, что для характеристи
ки С0 -,;,асателъпы.лt дифферепцировапием является D0, и 
nотому для любой фушщии j(и,  р, S) на Со будет [D0j] = 
= 0. Для характерИСТИКИ С+ касатеJIЬНЫ:М диффереНЦИ

r
О

ВаНИеl\I является D+, следовательно, на С+ всегда [D+f = 
-= О. Аналогично, на с_ всегда [D_j] = О. 

С учетом этих замечаний и соотношений (8)  nри
мененив операции взятия скачка к уравнениям (4) да
е т  для каждой на характеристик (2)  следующие умов.ия 
1 1  д:. В. ОвслН!IИКQВ 
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ua слабых раарывах: 
(Со )  [RJ = О, 
(С+ ) [R] + О, 
(С_ ) [R] = О, 

[L]  = О , [М] + О; 
[L] = О, [М] = О ; 

[LJ  + О, {М] = О. 
(9)  

Транспортвые уравнения. Итак, на слабом разрыве 
для каждого типа характеристик две ив комбинаций 
трансверсальных пронаводных ( 7 )  меняются непрерывно. 
Что же касается той комбинации проиэводных, которая 
имеет невулевой скачок, то для нее ив уравнений (4) 
может быть получено так называемое rpancnoprnoe урав
пепие, которое представляет собой обьш:новенное диффе
ренциальное уравнение,  описывающее еволюцию этой 
величины вдоль соответствующей характеристики . Для 
величины М дифференцировапие D, первого уравнения (4)  
дает соотношепие DoM = - urM, которое , с учетом выте
I\ающего из ( 7 ) равенства 2ur = R + L, записывается в 
виде 

( 10) 

Это и есть транспортное уравнение вдоль характеристики 
Со для производпой Sr = М. Его принциппальпая особен
ность состоит в том, что коэффициент при М в правой 
ч а сти ( 10) при переходе через Со меняется непрерывно ,  
ъ:ак это следует из (9 ) . 

Для получения транспортного уравнения величины R 
вдоль характеристики С+ надо применить оператор D, ко 
второму уравнению (4) . С учетом формулы коммутации 

D,D+ = D+Dr + Dт ( u  + c )D, 

зто дает 

D+R + Dт (и + с) ·  R + Dт ( р1с ) • D+P - D+ ( :с )  · DrP = = -Dr ( ; си) . (11) 

Здесь величины р и с следует рассматривать как функции 
термодинамических параметров р и S. Если уравнение 
состояния газа взято в виде р = / (р ,  S) ,  то легко найти, 
ч:то производвые от функций с2 (р, .S) и рс(р, S) вы:ражц� 
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ются через функцию f по формулам 

(c2)v = f�p t (c2)s = fp ( 118 ) , (рс)в  = р;с ( ��· ) . (1 2) 
р р р р / р  р 

С учетом формул ( 1 2 ) ,  после выражения всех провзвод
ных по r через величины ( 7 ) ,  окончательно транспортное 
уравнение для велпчины R вдоль характеристики С+ при
водится К виду 

D+R = - т +  2 R2 + (т - 2 L - �n..I + п2 сМ -
4 . 4 ' 4 

- :Г (2с + ти)) R - ( 1:2 с "'-'М + ;r (n1 + n,.) сиМ + 

+ ; (2с - mи) L - ;2 си} (13) 

где величина т определена в (2.22) и введены обозна-
чения 

(14) 
Транспортное уравнени'э для величины L выводится 

аналогично, дифференциро11анием D, последнего из урав
нений (4) . Формально оно может быть получено из ( 13) 
просто заменой с на -с и l па R, а R па L: 
D_L = - т  t 2 Ls + (т ; 2 R + 2nt t пэ сМ + 

+ 4: (2с - ти)) L + ( :·� cRM + ;r (n1 + n2) сиМ + 

+ ; (2с + ти) R - ;11 си} (15) 
Непосредственно видно. что коэффициенты при степе

нях R в правой части урюшения ( 13)  при переходе через 
характеристику С+ :меняются непрерывно . Поэтому, если 
На С+ еСТЬ слабый разрыв , ТО ЭВОЛЮЦИЯ ВДОЛЬ С+ КОМбИ
наЦИИ R провзводных с каждой стороны от С+ описыва
ется одним и те:м же уравнением ( 13 ) ,  во, вообще говоря, 
с разными начальными да нными. В частности, если в не
которой точке слабый разрыв отсутствует, то его не будет 
и вдоль всей хараt{теристики С+. Другая важная особен
ность уравнения ( 13) сос1 оит в то!'<r, что оно нелинейно , 
1 1"'  
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точнее, является уравнением Рюшати. Из теории урав
нения Риккати известно, что его решение может обра
щаться в бесконечность на конечном интервале изменения 
невависимого переменного. Этот факт имеет большое зна
чение для понимания структуры решений уравнений газо
вой динамики. В более простой ситуации он будет подроб
но изучен в § 16 .  

Задача о распаде слабого разрыва. С помощью урав
нений (9) можно решить задачу о распаде проиаво.льного 
с.лабого разрыва. Rак задача Rоши для системы ( 1 ) с на
чальными данными при t = О 

u(r, 0) = Uo (r) , p (r, 0) = p0 ( r) , S(r, 0) = S0(r) ( 1 6 )  

::>та задача ставится так. Пусть пачальные данные всюду 
непрерывно дифференцируемы, кроме точки r = r0 > О, 
в которой первые производвые функций ( 1 6 )  имеют разрыв 
первого рода. Вдоль характерпс'11IIК Со, с+ и с_, выходящих 
из точки (ro , 0) ,  решение задачи Коши с такими данны
ми ( 16 )  будет иметь, вообще говоря, слабый разрыв. Требу
ется определить начальные значения величин ( 7 ) , рас
пространяющиеся вдоль каждой из трех характеристик. 

Для решения задачи о распаде слабого разрыва удоб
но ввести показанпую на рис. 4 нумерацию областей, на 

f 

о 
1 

ГQ 
Рис. 4. 

2 

r 

которые характеристики 
разбивают полуокрест
ность точни ( r0 , 0 ) ,  лежа
щую со стороны t > О. 
В наждой из этих областей 
первые производвые ос
новных величин непрерыв
ны и потому имеют Iюнеч
ные предельпые значения, 
когда точна (r, t )  стремит
ел к точке (ro ,  0) .  Для ве-

личин ( 7 ) эти предельные значения отмечаютел соответ
ствующим нижним индексом. Например, из начальных 
данных ( 16 )  сразу находятел значения 

, 1 ' 
R1 = Ио (r0 - О) + -р- Ро (ro - О), о со 

' 1 , 1 
L1 = u0 (r0 - О) - -- р0 (r0 - О) ,  М1 = So (r0 - О) ;  

Ро�о 
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(1 7) 

где штрихом обозначены производвые по r и РоСо есть зна
чение ре в точке разрыва (ro ,  0) .  Остается заметить, что 
из условий ( 9 )  следуют равенства 

R1 = Rз = R,, L2 = Lз == L,, М1 = Мз, Мз = М4, ( 18) 

ноторые и решают поставлепную задачу. Действительно, 
в каждой серии равенств ( 1 8 )  есть величина, известная из 
начальных данных ( 1 7 ) .  IIoэтoilfY в совокупности форму
лы ( 17 )  и равенства ( 18 )  дают выражения всех искомых 
величин. Rро:м:е того, из соотношений ( 1 7 )  и ( 18)  легко 
находятся предельные значения всех производных и,, р, 
и S, в точi\е ( ro ,  0)  для наждой из областей, покаванных 
на рис . 4. 

Уравненпя в лагранжмых IШординатах. Для одномер
ных движепий газа при н и  мается следующее определение 
лагранженой координаты . 

О л р е  д е л е н н е 2. Л аграижевой поординатой s на
зывается дифференцпруе�• ая функция s <r, t) , удовлетво
ряющая уравнению 

s t + и6, = 0 (19)  

п условию iiiОI-ютонпЬсти 11 о r для любого фю{сированного 
t. В более слабой форме это условие выражается пер�-
BC HCTBO:II 

Sт =F О. (20) 

Из этого определения вытышет характерное свойство 
лагранжевоii коордпнаты: она сохраняется в паждай ча
стице газа и отдичает час:·ицы одну от другой.  В частно
сти, если эптропия S(r, t) удовлетворяет условию (20 ) ,  
то ее моiiШо взять в I>ачвстве лагранженой координаты. 
Очевидно, что во всех случаях энтропия зависит толыю от 
лаграюкевоii Iшордпнаты, � ' .  е .  справедлив интеграл, энтро
пии 

s = s<s > .  ( 2 1 )  
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Л е м м а 2. Для пронаводных любой лагранжевой ко
ординаты s (r, t) справедливы формулы вида 

(22)  
с функцией <p(s ) ,  определяемой заданnе:\r начального рас
пределения 

s (r, 0) = so ( r) .  (23) 

Д о к а а а т е л ь  с т в о .  Дифференцирование уравнения 
( 1 9 )  по r дает уравнение для производной 6.: 

Dosт + UтSr = О. 

В силу этого уравнения и уравнения неразрывности ( 1 )  
справедливы равенства 

D ( �r ) �r �r ( 
'V ) 0 r-v - = - vr-v-1 и - + r-v _ рит + - pu -р р р2 r 

- r-vur .!!:., = О. 
р 

Отсюда следует, что r- vp- 1 6. = <p(s ) ,  т. е. первая из фор
мул (22) . Вторая формула (22 ) вытеi{ает из уравнения 
( 1 9 )  в силу первой. Если удовлетворяющая содержащему
ел в определении 2 условию монотонности фующия (23) 
задана, то известна и ей обратная функция r = �1 (s) .  
Тогда фующия <р дается вытекающей из  (22)  при t = О 
фор::�rулой 

<р <Ю = . (�1 <IO) -v (r (�� <s) , o)) -� s� (�;� (s)) , 
где штрихом обозначена производпая фупкции (23)  
по r .  8 

Лемма 2 ПОI{азывает, что на данном движении лагран
Я\ева координата определена с точностью до замены s на _ F ( s ) с любой монотопной функцией F. Если устранить 
этот произвол путем коннретизации функции <р в (22 ) ,  
например ,  положить <р = 1 ,  т о  уравнениями (22)  фующпя 
s (r, t) будет определена ОДНОЗНаЧНО (с ТОЧНОСТЬЮ ДО несу
ЩеСТВеНПОГО постоянного слагаемого ) .  В этом случае 
�(r, t )  называется .массовой лаграпжевой._поордипатой. 

с другой стороны, если лагранжена координата s <r, t )  
задана, т о  при <р = 1 формулы (22)  определяют величиnы 

( 24 )  
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Следовательно, при заданной фушщии (21 )  движение га
за полностью определепо, так каi{ давление дается урав
нением состояния 

Р = j(p, S) .  (25 )  

Однако построеиное по фор:мула:м (21 ) ,  ( 24) , ( 25 )  движе
ние автоматически удоВJ!етворяет лишь уравнениям не
разрывности и энергии.  Требование того, чтобы это дви
жение удовлетворяло ты·же и уравнению импульсов ( 1 ) ,  
приводит н уравнению относительно функции � (r, t ) : 

�r ( :t ( :: ) - :: :г � �: ) ) = rv :r f (r-v�, , S (�)) . (26) 

Для данного уравнения состояния (25) это уравнение яв
ляется упиверсальпым -- оно описывает всевозможные 
лагранжевы координаты, которые можно ввести на наном
нибудь движении газа. После выполнения дифференци
альных операций и введе fiИЯ скорости звука согласно фор
муле с2 = fp(p,  S) уравн€·ние (26)  первписывается в сле
дующей форме : 

�;�t t - 2�r�t� rt + (�� -с2) �rr + ; с2�� =��fsS' (�) . (27) 

И таи, система уравннний ( 1 )  одномерных движений 
газа сводител к одному квазилинейному дифференциаль
ному уравнению с част в:ыми производными второго по
рядка (27 ) для лагра нжнвой координаты � -=  � (r, t ) ,  со
держащему произвольвое распределение энтропии ( 2 1 ) .  

Класс точ11ых реmе11ий. Лемма 2 имеет также инте
ресное применение для п остроения одного класса частных 
решений системы уравюший ( 1 ) в случае полиrроппого 
газа. Этот нласс выделяt·тся предположением о дuпейпой 
зависимости лагранжевшi координаты от геометричесной 
координаты r: 

� (1 · , t) = а �f) '  (28) 
В силу (28 ) ,  соотноmенин (22) , в которых для упрощения 
дальнейших формул сделана замена функции <р .... 1/'\j), 
дают следующее предста вление скорости п плотности : 

а' , �  1 - v  1, ( r )  -11 � -v, 1, (t) (20) и = а r = а �1 fJ :;. ::  а r \r а = а \; 't '= 1 v 
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где J.t = v + 1 и штрихом обозначена производпая по l.  
В политроплом газе уравнение состояния дается соотно
шением (2.5 ) и для давления справедлива формуJiа вида 
р = В(� )р1 или, в силу {29 ) ,  

{ 30) 

Гд\'1 фупrщu:я В(�) определяет распределение энтропии по 
частицам газа. Необходимо заметить, что  в силу соотно
шения {28) для провзводных по r и � справедлива форму
ла связи д/д� = ад!дr. Поэтому в результате подсталовки 
выражений (29)  в уравнение имnульсов ( 1 )  оно приво
дится к следующему: 

pr;. = - a-' a " �t-v'Ф ( � ) ,  
и интегрируется: 

р = a-va " (Во - s �t-v'Ф ( � ) d� )  (3 1 )  
с константой Во, которая nредполагается не зависящей 
от t. Сравнение формул (30 ) и (3 1 )  показывает, что п ер е
лепные (t ,  � )  разделяются. Это приводит R соотношенишr 

В (�) = а0�""'Ф-v (�) ( В0 - J �1-"'Ф (�) �)� (32) 
а" =  а0а"-!11' , (33) 

где а0 - новая константа,  возникающая ·при разделении 
перемевных. Подставовка (32)  в (30) дает окончательное 
представление давления: 

(34) 
Что же касается уравнения (33 ) ,  то его решение сводится 
к квадратуре. Если принять в качестве начальных усло
вий значении 

а( О) = 1 ,  а' (О)  = а 1 ,  

то решение можно представить в виде равенства 
a ( t )  

S a!l(V -1) !2  da 

Vь ai-I(V-1) - а  1 о о 

- + 2 t - - �t (у - 1) J) 

( 35 ) 

(36) 
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где введена Iюнстанта 
Ь0 = а0 + }  !l (у - 1) а� .  

Формулы (28) , (29 ) ,  ( ; 32 ) ,  (35 ) и ( 36 )  дают семейство 
частных решений уравнений ( 1 ) одномерного движени.!I 
газа. Решение зависит от одной произвольной фующии 
-ф ( � )  и несi{ольюiх пропзiюлыiых постоянных. При раз
личном выборе конст11.нт а0 и Ь0 ::�то решение может опи ·  
сывать разлет газа о т  Цf.'1Н"ра, его схожденпе к центру или 
определенного впда пульсацип. Полпая 1-шассификация: 
получаемых типов движеппя прпведена в [7 ] . Особый ин
терес представллет решение, соответствующее выбору 
·ф ( � )  = s•. Оно описывает разлет в вакуум массы газа, 
в которой давление и тоипература распределены по па
раболическому закону (с мансимумом в центре) ,  а плот
ность постоянна по пространству п убывает со вреыенем. 

§ 16. Изэнтропические движения 
С ПЛОСКIIМИ ВОЛНаМИ 

Изэнтропические однонорные движения газа с плос
шпш волнами представля ют собой одну пз простейших 
моделей неустановившихсн движений газа. Она наиболее 
богата IШI{ IЮНI{ретньши �)актами, ТЮ{ и разпообразньши 
до н:онца решенными задачами. Историчесю1 на этой 1\Ю · 
делп отрабатывались пе только многие понятия и анали
тические построения пестационарпой: газовой динамики, 
по танже и алгоритмы численного расчета ее основных 
нраевых задач. Условно изэнтропичности, конечно, явля
ется сильно огранпчительпым, так НЮ{ оно не позволяет 
в о  всей общности рассма·rривать движения с ударны:ии 
волнами, в результате ире хождения ноторых по газу эн
тропия меняется и,  вообще говоря, становится перемен
ной по частицам. Однако ·н здесь возможно иенуественное 
моделирование сJшьных pf зрывов, на н:оторые надо нало
жить определенные условия устойчивости (см. ,  напри
мер, [ 6] ) .  

Исходные уравнения. В этом параграфе будут рас
сматриваться тольно пепрерывпые движепия. Простран
ствепная координата обозначается через х и принимает 
значения на всей осп, - :ю < х < + оо. Поэтому плосJю
стью событий здесь явЛЯtiтся вся плосность R2 (x, t ) .  
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Исходные
-

дифференциальные уравнепил можно ваять в 
виде ( 15. 1 ) ,  где надо положить v = О, r = х и отбросить 
третье уравнение, которое есть следствие второго ввиду 
того , что условие S = So = const влечет равенство dp = = c2dp с любым дифференцированием d. Итак, в качестве 
исходных берутся уравнения 

с" Ut + Uи:х + р Рх = Ot (1) 

Pt + ирх + рих = O.r. 
где с1 = С2 (р )  = fp ( p ,  So) . 

Уравнения ( 1 )  могут быть преобразовапы ко многюt 
равносильным формам, удобным для анализа различных 
ситуаций. Например,  в координатах ( 6 ,  t ) ,  где лагранже 
ва координата 6 = 6 (х, t) вводится уравнениями (частный 
случай ( 15.22) )  

Sж = р, St = - ри, 
для скорости и и удельного объема V = 1/ р легко полу
чается равносильная ( 1 )  простейшая сидьпо педипейпая 
(C}I, [6] ) квазилинеiшая система из двух уравнений: 

и, + (р ( Г) ) � = О, V, - и� = О, (2)  

где функция p ( V) связана с уравнением состояния газа 
р = g ( V, S) формулой p ( V) = g( V, S0 ) . При этом сущест
венно, что ее производпая удовлетворяет условию 

p ' ( V) < О, (3 ) 
так как согласно (2 .23) она равна - р2с2• Система (2 )  с 
условием (3) была предметом многих топких математи
ческих исследований, начало которым положил еще 
Б. Римап в середине XIX столетия . Эти исследоваг · .:1 
привели к созданию современной математической тео1 .... и 
разрывных решений квазилинейных гиперболических си
стем дифференциальных уравнений, особенно сильно про
двинутой за последние 30 лет. 

ИнварИанты Римана. Наиболее ценную информацию 
о поведении решений системы ( 1 )  дает ее характеристи
ческая форма, которая может быть получена из ( 15.2) и 
( 15.4) при v = О. В силу условия S = const здесь исчеза
ют контактные характеристики и остаются только звуко
вые. Это не значит, конечно, что исчезают траектории ча
стиц - они есть в любом движении газа ;  пропадает лишь 
свойство траекторий быть возможными линиями слабого 
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разрыва. Кроме того, уел овил ( 15 .4)  на звуковых. харак
теристиках здесь интегрируются. Действительно, при лю
бом дифференцировании d для величины dp/pc можно 
паписать представление 

1 � s с d - dp = -- do = d п р, ре р ' ... 

где интеграл можно рЕ ссматривать как стандартную 
фующию а скорости звуJtа с. Итак, с фушщией 

р 

о (с; = J ;  dp (4) 
о 

при любом дифференцировании d выполнено равенство 
dp = ре da( c ) .  · 

Если уравнение состояпия р = j(p,  8) таково, что при 
S = So интеграл (4) не сходится, то  можно заменить ниж
ний предел интегрироваi: ил любым фиксированным зна
чением Ро > О. В силу предыдущего равенства соотноше
пил ( 1 5.4) на звуковых :сарактеристинах принимают вид 

D+ (и  + а(с ) ) = •  О, D_ (и - а(с ) ) = О. (5 )  

О п р е д е л е н  и е 1 .  Величины и ± cr(c)  называются 
ипвариаптами Римапа. Для них вводятел обозначения 

r = и +  cr l . c ) ,  · l = и - а(с ) .  (6 )  

В этих обозначениях .r в силу (5 ) харантеристическая 
форма системы ( 1 )  прин11 мает вид 

(С+ ) dx/dt = и +  с, r = и + cr(c)  = const;  

(С_)  dxldt = и -- с, l = и - а(с) = const. 
(7)  

Другими словами, вдоль наждой харантеристини с+ со
храняет постоянное значение инвариант Римава r и вдоль 
каждой харантеристи1ш !';_ сохраняет nостоянное значе
ние инвариант Римава l. 

В случае политропнога газа фушщия (4)  вычисляется 
на основании уравнения состояния р = А р 1 (А = const) 
u ока зывается такой:  

( . 2 
а с 1  = -- с .  . ·· - 1  (8) 
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Следовательно, инварианты Риыапа в политропноl\I газе 
даются формулами 

2 
r = и + --1 с, -v -

2 
l = и - --1 с. -v - (9) 

В общем случае сnраведливо выражение для nроиз
nодной cr ' (c ) = 2/m с величиной т, определенной в (2 .22 ) .  
Поэтому для нормальпого газа cr ' ( c )  > О и функция cr 
и:меет обратную, обозначаемую cr-1• С ее помощью ско
рость и и скорость звука с находятся из уравнений (6 ) 
11 выражаются через инварианты Римана: 

и =  � (r + l) , с = а-{� (r - l)) . (10) 

В частности, в nолптроnпом газе 
1 и = т (r + l) ,  у - 1 

с =  -4- (r - l) (11) 

и справедливы формулы 

y -f- 1 З - у  и + с = -4- r + -4 - l, 3 - -v  i' -f- 1 
и - C = -4 - r + -, - l. (1 2) 

На каждом движении газа инварианты Римава явля
ются функциями nеремепных (х, t ) ,  т. е. r = r(x, t )  �I 
l = l (x, t) .  Условие их сохранения вдоль соответствующих 
характеристик может быть записано, в обозначениях 
( 1 5.3 ) ,  в виде равенств D+r = О и D_l = О  или, в развер
нутой форме, 

r, + ( и + с)г" = О, 
( 13 )  

l ,  + ( и  - c) l,. = О .  

Так как величины и ±  с выражаются, согласно ( 10) , че
рез переменвые r и l, то равенства ( 13) образую·r систе
ыу днфферепциальных уравнений с двумя искомыl\ш 
функцияl\Ш, r(x, t )  и l (x, t ) .  Ясно, что систеl\Iа ( 1 3 )  рав
носильна исходной ( 1 ) .  Поэтоl\IУ система ( 13 )  пазываетси 
системой уравпепий в инвариаптах Ри.мана одпомерп:р�х 
uз:штропических движений газа. 

Простые волны. В терминах инвариантов Римава яв
но опнсываются nростые волны как сnециальные типы 
рассl\rатриваемых движений газа. Непосредственный: пе
репое результатов § 13  дает лишь следующую инфорl\rа
цию о простой волне : это такое движение,  в котором ос-
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новвые величины зависят от одной фуннции а:(х, t) - па
раметра простой волны, причем линии уровня а:(х, t) = = const являются прямым � и образуют семейство характе
ристик на плоскости R2(a:, t ) .  Однако здесь о простых 
волнах можно сrшзать бшьше. 

Т е о р е м  а 1 .  В IШЖi�ой простой волне, если она не 
есть постоянное движешш, один и только один из инва
риантов Римана, r или l, сохраняет тождественно посто
янное значение. Если в [[ростой волпе r - const, то ее 
линиями уровня являютсн прямолинейные характеристи
ки семейства С_, Если в простой волне z - const, то ее 
линиями уровня являютсн прямолинейные характеристи
ки семейства С+. Обратно, если в пекоторой области дви
жение не постоянно и один из инвариантов Римава тож
дественно постоянен, то движение в этой области есть 
простая волна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению простой вол
пы и в силу формул ( 7 )  и шарпанты Римава должны быть 
функциями одного парамЕ тра - фующии а: =  а:(х, t) , т.  е. 

r = r( ct ) ,  l = l (a:) . ( 14) 

Подставовка представления ( 14) в уравпения ( 13 )  приво
дит к равенствам 

r' (a:)D+a: = О, l ' (a:)D_a: = О, ( 15 ) 

где штрихом обозначены нроизводпые по а:. Очевидно, что 
априори возможны четыре способа удовлетворить этим 
двум равенствам одноврененно. Однако предположение 

r' (а: ) = О, l' (а:) = О 

означает, что оба пнвариапта, r п l, одновременно тож
дественпо постоянны, что в силу формул ( 10 )  дает не 
простую волпу, а постоян :юе движение. Предположение 

D+ct = О, D-ct = О  

танже не годится, таи ка к опо равносильно равенствам 
ctt = О  и а:., = О, т.  е. прю одит к тому, что а: =  const тож
дественно. В этом случае величина а: не может быть па

раj\Iетром простой волны. Поэтому остаются только две 
возможности.  Первая из них 

r' ( a )  == О, D_a = О · 
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означает,  что в простой волпе r = const тождественпо и 
что параметр волны а постоянен вдоль характеристик с_ . 
Но так как вдоль каждой характеристики С_ всегда по
стоянен инвариант Рим:ана l, то вдоль каждой характери
стики С_, В СИЛУ формул ( 10 ) ,  ПОСТОЯННЫ Таi\Же веЛИЧИПЫ 
и и с, а с ними и угловой коэффициент ( 7 )  этой харю\
теристиюr dx!dt = и - с. Это означает, что характеристи
ка с_ есть прямая линия. Аналогично, последняя воЗ-
можность 

приводит к такому же заключению с заменой т на l и с_ 
на С+. Тем самы:r.1 первая часть теоремы доказана. Об
ратно, пусть в пекоторой области не постоянного движе
ния тождественно постоянен один из инвариантов Рима
на, например т Е т0• Тогда инвариант l не тождественно 
постоянен и обе величины и и с являются, в силу формул 
( 10) ,  функциями только от l. Согласно определению дви
жение в рассматриваемой области есть простая волна. • 

Простая волна, в которой тождественно постоянен 
инвариант Римана т (соответственно l), называется ко
ротко т-во.ttиой (соответственно l-вo.ttnoй) .  

Уравнения прямолинейных харантеiшстик для про
стых волн легко интегрируются. Напри:r.1ер, в случае т
волны в уравнении харантеристик с_ 

dx - (и - c)dt = О 

коэффициент и - с на с_ постоянен, в силу чего вдоль 
этих характеристиr\ х - (и - c) t = const. При переходе от 
одной характеристики С_ к другой константа интегриро
вания может меняться и потому должна рассматриваться 
I\ак функция параметра волны а. Вместо этого ее можно 
считать фующией любой не постоянной величины, на
пример и, с или инварианта l ,- все эти предположения 
равносильны. Для определенности эта константа интегри
рования будет считаться функцией скорости и. Аналогич
но интегрируется уравнение характеристик с+ в простой 
l-волне. Итак, уравнения простых волн могут быть запи
саны в следующем виде. 

Уравнения т-волны: 
т =  и +  а(с)  - То = c onst, х - (и - c) t = F(u) .  ( 1 6 )  
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Уравнения l-волны: 

l = и - а ( с )  == lo = ,  const, х - ( и + c ) t  = F(и). ( 1 7 )  
Отсюда следует, в ч . 1стности, что совокупность всевоз

А-южных простых r-волн ( а  та кже l-волн) эависит от од
ной произвольной фун. щии. В I<ачестве таковой может 
рассматриваться, напри �rер, фующия F(и)  в уравнениях 
( 16 )  и ( 1 7 ) .  

Теорема о пршuыкашп1. В связи с понятием простых 
волн воэникает важная задача об их распоэнавании, т .  е. 
о формулировке таних приэнююв, по которым можно бы
ло , бы судить о том, что в векоторой области движения 
газа есть простая волщ , ,  Общее достаточное условие су
ществования простой во JIHЫ дается в нижеследующей тео
реме, в которой одноме;JНое движение с nлоскими волна
ми заранее не предполагается изэнтропическим. 

Т е о р е м а 2.  Есл -1 в непрерывном (одномерном, 
с плоскими волнами) дв ижении rаза есть характеристика 
с+ (соответственно с_ ) ,  не являющаяся линией вакуума, 
вдоль которой величины и, р ,  р постоянны, то в окрестно· 
сти этой характеристию 1 , с каждой ее стороны, данное 
движение является изэ1 троnическиы и либо nостоянныJи, 
либо простой l-волной (соответственно r-волной) .  В част
ности, не постоянпое ш·энтропичес.,.ое дttижепие, пепре
рывпо при.мы'f>ающее .". постоянному, всегда есть простая 
во.лна. 

Д о к а s а т е л ь с т в о.  Пусть вдоль характеристпни 
С+ величины и, р,  р пс .стоянны . Тоrда вдоль нее также 
постоянна и энтропия S. Пусть Q0 с: R2 (х, t) есть мно
жество, состоящее из точек всех траенторий Со, пересе
мающих данную хараRТt !ристику с+. Так нан с+ не естъ 
линия вакуума, то Qo является областью . Ясно, что в об
ласти Q0 энтропия тождественно постоянна . Пусть Q_ с: 
с: R2 (x, t) есть множество, состоящее из точек всех ха
рактеристик с_, пересе ;{ающих данную ха рантеристину 
С+. Ясно, что Q_ тоже является областью. Так как инва
риант Римава l постоянен вдоль данной С+ и постоянен 
вдоль каждой с_, то он тождественно постоянен в обла 
сти Q_, Следовательно , если на nересечении областей Qo 
и Q_ движение не постl)янно (хотя бы с одной стороны 
от С+ ) ,  то в силу теореиы 1 это движение есть проста 11 
l-волна. Аналогично рас �матривается случай, когда вели• 
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чипы и, р, р постоянны вдоль пекоторой характеристи· 
IШ С_, 

Если не постоянное изэнтропическое движение примы� 
кает к постоянному движению вдоль пекоторой линии !l!, 
то вдоль этой линии должен быть слабый разрыв. По тео� 
реме 6.2 линия !l! должна быть характеристикой. В силу 
лзэнтропичности движения линия !l! может быть только 
звуковой характеристюшй, например С+. Так как она 
прпнадлежит находящемуел по одну сторону от нее по
стоянному решению, ТО ВДОЛЬ ЭТОЙ характерИСТИКИ С+ ВСе 
величины и, р,  р постоянны. Согласно первой части тео
ремы по другую сторону от с+ движение есть простая 
волна. 8 

Если во второй части теоремы отказаться от требова
ния изэнтропичности не постоянного движения, примыка
ющего к постоянному, то утверждение будет, вообще 
говоря, неверным. Действительно, примыкание может про
исходить вдоль траектории (характеристики С0) ,  а не по
стоянное движение может быть изобарическим (см. § 9 ) .  
Однако если дополнительно предположить,  что примыка
ние происходит по звуковой характеристике, то вторая 
часть теоремы будет верна и без требования изэнтропич
ности (впрочем, в этом случае она фактически совпадает 
с первой частью теоремы) .  

Центрированные простые nолны. Выделяется важный 
специальный тип простых волн. 

О п р е д е л е н  и е 2.  Простая r-волна (или l-волна ) 
называется цеиrрироваииой в точке (х0 , t0 ) ,  если все ее 
прямолинейные характеристики с_ (соответственно С+ > 
пересекаются в точке (хо ,  to ) .  

Пусть простая r-волна цептрпрована в точке (х0 , t0 ) ,  
Тогда в е е  уравневин ( 1 6 ) ,  переппсанно:и в вnде 

x - xo - ( и - c ) ( t - t. ) = F( u ) ,  ( 18) 

коэффициент и - с и правая часть постоянны вдоль лю
бого принадлежащего r-волне луча с уравнением х - х0 .... = k ( t - to ) .  Но если вдоль этого луча (х, t) - (х0, t0 ) ,  то 
левая часть в ( 18) стремится I{ нулю. Следовательно, на 
каждом таком луче F(и) = О, т. е . функция F равна нулю 
тождественно. Аналогичный вывод сnраведлив и для 
l-волны, центрированной в точке (х0 ,  t0 ) .  Таким образом, 
·из �'равненпй ( 1 6 ) и ( 1 7 )  получаются следУющие уравне-
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:вия центрированных простых волн (для простоты записи 
в :качестве центра взята ·юч:ка (хо , to ) = (0, 0) ) . 

Уравнения центриров� нной r-волны: 

r = и + cr (с) ==  r0 = const, 
х 

и - с = т· 

Уравнения цептрирова нной l-волны: 

l = и - cr (с) =  11 , = const, 
х 

и + с = 7. 

(19) 

(20) 

Очевидно, что величины и и с,  определенные уравпе
нпями ( 1 9 )  (пли уравнеiШЯ!\Ш (20) ) I{ai{ фун:кции пере
менных (х, t ) ,  завпсят тольБо от отношения Л =  x!t. Это 
означает, что :каждая це н трированная простая волна опи 
сывается автодtоделы-tьщ реш епие.м уравнепий ( 1 ) .  Из 
определения простых вол н (C}I. § 13) следует, что , и об
ратно, любое авто}rодельчое решение системы уравнений 
одномерного движения с плосюпш волнюrи с автомодель 
ной независимой перюrен ной Л = xlt должно быть простой 
во.тrной. Используя урав нения ( 1 3 ) ,  лег:ко по:казать, что 
любое их автомодельное решение :этого типа является 
либо постоянпы!\r, либо дается фор:иула!\ш ( 19 )  или (20) .  
Следовательно, совоi>УПНI)Стъ всех автшюдельных реше
ний упомянутых уравнений (в частности, уравнений ( 1 ) )  
с параметро!\r автомоделыюстп Л = x/t описывается соот
ношениями ( 19 )  и (20) . 

В случае политропно rо газа с по!\ющью выращевий 
( 9 )  решение находится 11 явнюr виде , а 111\rенно дл:я цен
трированной r-волны 

у - 1 1 � :r 
и = -- r0 -г -- - ,  

1' + 1 1' - - 1 t 

и дл:я центрированной l- во:шъr 
у - 1  2 :r 

и = 1' + 1 lo + 1' -(Т Т •  

(21)  

')' - 1 ( х ) с -= 1' + 1 Т - lo . (22) 

Простые волны, центрпрованные в произвольпой точ:ке 
(х0 ,  to ) ,  описываются те�ш же формулами ( 2 1 )  и (22)  с 
заменой дроби x/t дроб ью (х - Xn )/ ( t - t0 ) .  

Центрированные проетъrе волны дают пример решений 
с особенностью . Из фор 1rул ( 1 9 ) ,  (20)  видно, что в щен-
1·ре >> волны (точна ( О, О ) ) основные величины разрывны, 
а область существовашш решения есть не:который се:ктор, 
12 :1, В 0BCI!HHИROB 
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не содержащий оси х. Пример следующей задачи пояс� 
няет, что центрированные простые волны образуются тем 
не менее вполне естественно. 

ЗадаЧа об истечении газа в ваRуум. Пусть левая часть 
цилиндричесной трубы заполнена поноящпмся газо�r , 

о 

Рис. 1 .  

удерживаемым заслонRой в 
сечении х = О, справа от ко
торой находится ваRуум 
(рис. 1 ) .  В момент времени 
t = О заслонка мгновенно 

х убирается, и начинается про-
цесс истечения газа в ваку
ум. Требуется найти возпп-

Rающее одномерное, с плосюiми волнами движение газа, 
в частности, определить сRорость истечения , если известна 
скорость звуRа Со в покоящемся газе и его уравнение со
стояния (функция а (с ) ) . 

Решение этой задачи основано на использовании пре· 
дыдущих результатов. Для области х < О начальные дан
ные при t = О н уравнениям ( 1 )  :имеют вид и =- О, с =  с0 ,  
В силу теоремы единственности 15.1 в области определен
ности решения этими начальны�rи данными, ограничен
ной справа характерИСТИКОЙ С_ С уравнением Х = - C0t, 
газ покоится и с .... Со при всех t > О. Не постоянное дви
жение , примынающее к этой области покоя вдоль уназав
ной характеристики с_, должно быть простой волной, 
а именно r-волной (теорема 2) .  Однако в области х > О  
при t - О находится вакуум и в ней с = О. Поэтому ника
кая прямолинейная характеристика С-, не будучи линией 
вакуума, не может достичь полуоси {t == О, х > 0} и име
ется единственная возможность: простая r-волна должна 
быть центрированной в точке (0, 0) .  Поэтому решение 
должно даваться формулами ( 19 ) , в которых величина r0 
определяется условием на граничной характерnстике с_, 
где и = О. Отсюда получается значение ro = а (со ) . Следо • 
вательно, решение задачи дается соотношениями 

и +  а(с )  ... а ( со ) ,  и - с = xlt. 

На границе истекающего газа с вакуумом должно быть 
с = О, и из первого соотношения находится скорость ис� 
течения Um = а(со ) .  
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2 
В случае политропнс го I'аза r 0 = У _  1 с0 и формулы 

(2 1 )  дают решение в лвно:м виде : 
2 ( х )  2 у - 1 х 

и = '\'  -f- 1 Со + t ' С ·= у -f- 1 Со - '\'  -f- 1 t '  (23) 

В частностп, СI<орость и �·�·очешнr полптропuuго газа в ва
ку�м оказывается равно й: 

2 и, , = --1 Со . у - (24) 

Картина течения на u лосБости событий показава на 
рис.  2. 

В задаче об истечеш гп газа в вакуум интересен и ва
жен тот фюiт, что тшчаJ �ьпые апачепия раарывпы в точке 
х = О, так как Сitорость зву1iа с = Со > О при х < О и 
с = О при х > О. Тани:м 
образом, эта задача да
ет при:мер того, I<ак из 
разрывных н а ч альных 
данных при t = О 1110- :с= -со t 
жет вырабатываться ре- ПокоящшJся zаз 
moom:e, непрерывное 
при t > O. 

Волны сжатпя и 
разрежения. Процесс 

t 

BaK!J!JH 

Рис. 2. 

распространения просто й: волны по частицам газа приво
дит к то:му, что плотнос·rь р в наждой частице увеличива
ется (возрастает, растет ) или уменьшается (убывает, nа
дает) . Ясно, что направление изменения плотности в ча
стице со временем харантеризуется знаком производной 
DoP· 

О п р е д е л е н  и е 3. Простая волна называется вo.tt
noй сжатия (соответсТi енно вo.ttnoй раарежепия) , если 
плотность р в частице с течение:r.1 времени возрастает , т.  е . 
D0p > О  (соответственпо убывает, т .  е .  D0p < 0 ) .  

Оказывается, что пр( стые волны сжатия и разрежения 
можно различать с по м )ЩЬЮ их наглядного изображенип 
в виде картины соотвез ствующих прямолинейных харак
теристюi на плоскости событий R2 (x, t). Так как наклон 
этих прямых при переходе от одной из них к другой из
меняется, то все семейство прямых образует как бы «ве
ер» .  При 'Это:м <<руч::ка веера » , т. е. та его •ам.1 где 
12* 
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прямые характеристики расположены теснее,  ближе друг 
н другу, может быть как сверху, со стороны больших зна · 
чений времени, так и снизу, со стороны меньших значе 
ний времени. В общем случае простая волна может со
стоять из различных участков, нан с <<ручной веера >> 
сверху, так и с «ручхюй веера >> снизу. Ясно, что располо
жение <<ручки веера >> может быть однозначно описано 
направлением изменения, с ростом координаты х, величи
ны углового коэффициента 

k = и ± с  (25)  

наклона соответствующего се�Iейства прямолинейпых ха
рактерисТИI{ I{ оси t. И:�.Iеппо, очевидпо, что если k., > О, 
то <<ручка веера >> находится снизу, а если k., < О, то 
сверху. 

Т е о р е м  а 3.  Простая волна является водпой сжатия 
( соответственно волпой раарежепил) , если и только есл11 
«ручка веера» ее прямолинейных характеристик находит
ся сверху ( соответственно спиау) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для производной от углового 
хюэффициента наклона (25 )  прююлинеiiных харах{терп
стик простой волны, с велпчипой т из (2 .22 ) ,  справедли
ва форыуJiа д!• - т + 2 D (26) а.; - - � оР ·  
Ta.h КЮ\ в нор�Iально}I газе всегда т > О, то из этой фор
мулы, с учетом предыдущих замечаний, следуют все ут
верждения теоремы. Для вывода формулы (26 ) в случае 
простой r-волны, когда прямолинейны характеристики се 
мейства с_ с угловым ноэффпцпентом k = и - с, исполь- ' 
зуется уравнение ( 1 6 ) ,  из нотороrо следует равенство 

ри., + ер .. = О. 

Далее , тю\ RIO\ в силу определения (2 .22 ) величины т 

2сс., = (с2 ).,  = (jp)x = fppp., = (тс2/р )р.,, 

то с по:�ющью предыдущего раненства находится 
т Сх = - т и."f. . 

Это дает выражение для производной k,. = и., - с,.: 

2k., = ( т + 2 ) их. (2i )  
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С другой стороны, непоср едственно из уравнепил нераз
рывности ( 1 ) следует ра венство 

(28) 

Исключение величины и., из соотношений (27 ) и (28) и 
дает формулу ( 26) для простых r-волв. В случае простой 
l-волны те же выкладки с •пять дают выражение ( 27 ) для 
величины kx = и., + с.,, откуда снова вытекает фор
мула (26) .  8 

Иллюстрация к теореме 3 дана на рис. 3. В частно
стп ,  построеиное выше решение задачи об истечепип газа 
в ваБуум, согласно рпс. 2, есть волна разрежен· 

t 

о t-6олна разрежения 

Гпс.  3. 

Градиентная катастро ра. В простых волпах сжатия 
вепрерыввое движение гааа, возникающее из сколь угодно 
гладr,их начальных данных (сн:ажем, заданных при t = 0 ) ,  
не может существовать кюt угодно долго (при всех 
t > 0) .  Действительно, прн <<ручке веера>> сверху сближа
ющиеся с ростом t иря:мо 'lинейиые харан:теристшш долж
ны пересечься при конечном значении t. Тогда предполо
жение о непрерывной дифференцируемости и даже вообще 
о непрерывности решен ш в он:рестности точюr перо
сечения приходит в протпворечие с теоремой единствен
ности решепил обьшновеi- ных дифференциальных уравне
ний характеристик. Из сс ·отношений типа ( 27 ) видно, что 
при сближении характеристик ( rюгда необходимо l k., l  -+ 
-+ оо ) происходит пеограт-, ичеппый рост градиептов основ
ных величин - абсолютн·>Iх значений производных и.,, р,. 
и т. д. ,  которые в точке пересечения характеристик обра
щаются в бесконечность. Существование таких решений 
типично вообще для пешшейных гиперболических урав
нений. 
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Явление неограниченноrо роста градиентов основных 
величип называется градиентной катастрофой. 

Разумеется, градиентпал катастрофа может произойти 
не только в простой волне, но и в непрерывном движении 
общего характера. Для вылснепил этого вопроса надо об
ратиться к трапепортным уравпенилм, как раз и описы
вающиА-I эволюцию трансверсальных производных (гради
ентов основных величин) вдоль соответствующих харак
теристик. 

Полученные в § 15 для любых одномерных движений 
транспортные уравнепил ( 15 . 13 )  и ( 15 . 15 )  в случае изэн
тропических движений существенно упрощаютел и, как 
оказывается, могут быть проинтегрированы. Прежде все
го, из сравнения формул ( 15 .7 ) � ( 6 )  видно, что здесь 
величины R и L просто равны производным по х от ин
вариантов Римана : 

R = rx, L = l". {29) 

Кроме того, в уравнении ( 15 . 13 )  надо положить v = О , 
а также, в силу постоянства энтропии, М = О. В резуль
тате транспортное уравнение для величины R вдоль ха
рактеристики с+ принимает вид 

D+ R  = - т t 2 
R2 + 

т 4 2 LR. (30) 

Аналогично выглядит транспортное уравнение для вели
чины L вдоль характеристики С_; оно может быть полу
чено из (30) заменой D+ на D_ и R на L, а L на R. Ко
нечно, уравнение (30) (и ему аналогичное для L) нетруд
но получить и непосредственно, примелив оператор D,, 
Ii уравнению D+r = О  (или D_l = 0 ) .  

Уравнение Риккати ( 30 )  приводится к линейному под
становкой R = 1/z :  

m - 2 т + 2 
D + z  = - -4 - Lz + -4 -. (31) 

Для его интегрпрованпл следует заметить, что коэффицii
ент при z может быть записан в виде 

т - 2  гр -4- L = D+ ln 11 7· (32) 

Действительно, во-первых, из формулы 2cD" = D+ - D_ 
и того, что D_ l = О, следует равенство 2cL = D+l. Rроме 
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того, определение (6 )  и соотношение D+r ""' О влекут ра· 
вевства 

D+l == D+ (l - r) = - 2D+a (с) = - � D+P· 
Вместе с предыдущи111 этс '  дает другое выражение для 
величины L (аналогично п олучается и выражение для R) :  

1 1 L - - -p D+ p, R == - -p D-p. (33) 

Во-вторых, в силу опреденвия ( 2 .22)  величины т спра · 
ведливы равенства 

т - 2 fpp 1 1 д 1 fp д 1 17 4Р = 41Р - 2Р = 4 др n р2 = дp" ln V -р· (34) 

Теперь очевидно, что из ( 33) и (34) следует (32 ) .  С по· 
мощью выражения (32 ) уравнение (31 ) легко приводится 
I\ следующему: ( _ /р) m + 2 1 /р D+ z V с = -4- Jl -;· (35) 

При решении этого уравв евия необходимо помнить, что 
производпая D+ берется :в доль характеристики С+. Без 
потери общности можно считать, что интегрирование 
вдоль С+ по t начинается от точки t = О. Пусть значения 
величин при t = О отмечаются индексом нуль. С этим со
глашением ивтегрировавив уравнения (35) дает соотно-
шевие 

Наконец, возвращение к величине R = 1/ z дает оконча
тельно следующую явную формулу для решения трав

епортного уравнения (30 ) : R0� 
R = ------�---��o ______ _ 

j --

1 + R 1" т + 2 1 / ре О dt  
о 4 v р с 

О(( �+) О 

(36) 
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Формула (36) описывает изменение трансверсальной 
производной R = rx инварианта Римана r вдоль любой 
харантеристи:в:и С+. Аналоги�шая формула справедлива 
для описания изменения трансверсальной проязводной 
L = lx инварианта Римава l вдоль любой харю\терпстп
юr С- : 

VPc0 Lo -
Рос L =  ----7t �--�--��--

1 + !, \ m + 2 1 (Pcocl t 
о J 4 V р е  

о ( l:Ч 
о 

(37) 

Форыулы (36) п ( 37 )  пт;азыnают, что если 14 ;;;;-" О и 
[,0 ;;;;. О, то при всех t > О будет тав:те R ;;;;-" О и L ;;;;-" О. 
Значirт , _  если начальные распределения инвариантов Рп-
:м а па 

r(x, 0) = r0 (x) ,  l (x, 0} = lo (x) 

у,1;овлетворяют перавепстшнr 
r� (х) � О, l� (х) � О, 

( 38) 

(39) 
то в решении задачи Кошп с тюШ:tiШ начальными данны
мп градиептпая патастрофа певозJ-иожпа. Если же в иено
торой точне Х0 будет, например, r' (x0 ) = R0(X0 ) < О, то 
ВДОЛЬ ВЫХОДЯЩеЙ ИЗ ТОЧНИ (хо,  0)  харЮ\ТерИСТИНИ С+ ВСе 
врешi будет R < О до тех пор, ПОI\а зпа:иепатель в (36)  
не обратится в нуль. Там, где это случится , и произойдет 
градиентная в:атастрофа. Момент наступления градиент
ной натастрофы tн определяется уравнением 

tн S т +  2 1 (ре о dt = - _1 
4 V Рос Ro О(  С+) 

(R0 < 0). (40) 

lТ,ля моментов времени t ;;;;-" t,. непрерывное движение не
nоз�южно. В действительности оно продолжается, но уже 
тш движение с сильными разрывами. Отсюда становится 
п опятной одна из важнейших особенностей движения га
за : в первопачалыю пепрерывпом движепии со вpeмennt 
J>!O З !fT возпипать сильпые разрывы. 

Прпмепепие этих выводов н простым нолпаы дает 
особенно в:распвые результаты. Например, в простой 
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l-волне вдоль прямолинейных характеристик семейства с+ 
подынтегральное выражение в (36) сохраняет постоянное 
sначе:н:ие,  равное его значению при t = О, в силу чего эта 
формула упрощается до сл едующей: 

Ro R = то + 2  • 

1 -f- R0 -4- t 
(41) 

Здесь при Ro < О  градиен тная катастрофа неизбежна, 
причем в момент времени, определяемый непосредственно 
по начальным данным: 

4 
t11 = - (-+-2 R (R0 < 0). то ) о (42) 

Этот результат согласуется с выводами о поведении про· 
стых волн, полученными вслед за теоремой 3. Неравен4 
ство R = r., < О в простой l-волне равносильно неравен· 
ству (и + с)., < О. В силу теоремы 3 это означает, что 
характеристика С+, на ко торой в момент времени (42) 
наступает градиентная катастрофа, принадлежит волне 
сжатия. Аналогичные ревультаты справедливы для про· 
стых r-волн. 

Плоскость инвариантов Римана. При изучении непре· 
рывных иsэнтропических ;:,вижений газа с плоскими вол
нами, носящих общий хара ктер, иногда с успехом исполь
зуется метод перехода в уравнениях ( 13 )  к не зависимым 
переменным - инварианта 11 Римана. Это возможно, если 
на данном (илп па ИCIIO.l\IO.l\I ) решении из системы урав· 
ненпй 

r = r(x, n ,  l = l(x, t )  

можно однозначно выразить величины х и t как функции 
переменных r и l :  

х = x(r, l ) ,  t = t (r, l ) .  (4..3 )  
В таких случаях говорят о преобразовании плоскости со· 
бытий R2 (x, t) в п,л,оскость ипвариаптов Ри:мапа R2 (r, l ) : 

R2 (x, i )  -+ R2 (r, l ) .  (44.) 

Достаточным условием ЛОiiальной взаимной одпознач
JЮсти преобразованпя (41 l )  является OTJIИ'llle от нуля 
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икобиа:ва 
д (r, l) l rж rt l 

1 - д (ж, t) = lж 11 • 
В силу уравнений ( 13) для этого якобиава получается 
выражение 

1 = 2cr.,l.,. (45) 

Отсюда видно, что на данном движении газа при с '=/= О 
тождественное равенство j = О возможно для трех типов 
движения. Если r,. = О , то из ( 13) следует, что такжэ 
rt = О, в силу чего инвариант r тождественно постоянен. 
По теореме 1 не постоянное движение этого типа есть 
простая r-волна. Аналогично, если l" = О, то не постоян
ное движепие есть простая l-волна. Нююпец, если О)\НО · 
временно r,. = О  и l,. = О, то движение является постоян
ным:. Эти выводы согласуются с тем, что область на плос
I{ОСти событий, занятая простой r-волвой, изображается 
на плоскости ихвариантов Римава линией r = r0 , область 
простой l-волвы - линией l = lo ,  а область постоянного 
движения - одной точной (r, l) = (ro ,  lo ) .- За исключением 
этих особых случаев, иреобразование (44) отображает об
ласть движения на некоторую область плоскости R2 (r, l ) .  

Вывод уравнений для функций (43 )  можно выполнить 
разными способами. Проще всего заметить, что так кю< 
вдоль характеристики С+ меняется только инвариант Ри
мава l, то ее уравнение dx = (и + c)dt равносильно урав
нению Xt = (и +  c)tl. Авалогичпо, вдоль с_ меняется толь
IЮ r и получается уравнение х, = ( и - c) t •. Следователь
во, искомые уравнения движения на плоскости инвариан
тов Римава таковы: 

(46) 
X r  = ( и  - c)t. ,  

где индексами обозначены частные производвые по r и l, 
а величины и и с являются, согласно ( 10) , известньаrи 
функциями независимых переменных (r, l ) . Так как сп
С'l'ема уравнений (46) .л,ин.ейпа, то тем самым установлен 
важный факт : уравнения одномерных изэптропических 
двИжений с плоскими волнами допускают точпую .л,ипеа
риаацию; она достигается преобразовавuем па плоскость 
ttнвариантQв Ри111апа, , 
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После исключения величины х (путем переRрестного 
дифференцирования и вычитания) система (46) сводится 
к специального вида линей:щму однородному дифферен
циальному уравнению с час:тны:\ш производными второго 
порядRа - уравнепию Дарб;� :  

trl - H(r - l) ( t, - t1 ) """ О. (47 ) 

Здесь известная функция Jl(z)  определена параметри
чески: 

(48) 

с параметром с, где т -=  m (c) есть величипа (2 .22) , рас
сматриваемая каR фующпя от с. Для политропного газа 
справедлива формула 

Н (r - l) = r �::Z• � = 2 � � �) � (49) 

причем уравнение (47)  ста 110вится урави,епие:м Эйлера 
Пуассопа : 

� trl - --l (tт - tz) = О . r - (50) 

При решении Rраевых задач для уравнения (47 )  по
лезно иметь в виду следующие формулы, справедливые с 
величиной h = ре, которая рассматривается ItaR функция 
от z = r - l: 

д д д 1 д аr <и + с) =т (и - с) = с а;  ln h,  н =  2 8Z ln h.  (51) 

Здесь существенно то,  что в силу последней из этих фop
liiYЛ уравнение (47 )  запи сывается в са:мосопряжеппой 
форме : 

(52 ) 

Взаимодействие центри рованных волн. Рассматрива
ется задача о взаимодействии, дающая пример примене
ния метода расчета движе ния газа путем решения урав
нения (52 ) .  ПростейmQ.я r.остановRа задачи такова. При 
t = О на интервале Xt � х � Xz задано постоянное реше
ние и = ио, с = со ; простыв волны, Rоторые согласно тео
реме 2 должны примыкат :, R этому постоянному движе
нию, предполагаются цент рированными в точках A_(Xt1 0) 
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и В(х2, 0) .  Требуется · описать движение газа после того, 
1\ai\ эти цептрп рованные простые волны вступят во взаи
модействие. 

Качественная геометрическая картина движепия па 
плоскости событий поназана на рис. 4. Харантеристини 
А М и ВМ с уравнениями, соответствеппо , 

Х = Х1 + (uo + Co ) t, х = Х2 + (uo - Co ) t  

ограпичивают область постолнноrо решения. В областп 
А МР находится простая l-волна, центрированная в точне 
А ,  а в области BMQ - простая r-волна , центрированпая 

t 
l 

о 

Гис. 4. 

\ 
,-�-

RDIJ. ----- t1 р 1 
1 
!Q r 

Гпс. 5.  

в точне В. В этих областях решение описывается форму 
Jlами вида ( 19 ) ,  (20) . Областью взаимодействия является 
криволинейный четырехугольпик PMQR, в котором и на
до найти решение. Так кан харантеристики МР и MQ и 
распределения вдоль них искомых величин известны ю 1  
описания центрированных волп, то рассматриваемап на
дача сводится к задаче Гурса tсм. § 7 ) .  

Для ее решепил необходимо построить образ движе
ния при отображешrи (44) на плосiюсть пиварпантов -Рir
мана. Координаты точюi llf(ro , lo ) таr<овы :  

Го = ll o + cr { co ) ,  l o  = U o - а ( со ) .  

Вдоль lllP справедливы равенств а 

l = lo ,  r � lo + 2a ( c ) ,  

и т а и  нак эта харю>терпстuпа принадлежит волне разре· 
mенпя ( <<ручка веера >> снизу ) ,  то скорость звука с, а по
то�r�· п ппварпапт r убывают при пере:мещепип от Jl 1{ Р. 
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Аналогично, вдоль MQ 

r = ro , l = r0 - 2а ( с ) ,  

и по  тем  же  соображению.r при перемещении от  М к Q 
инвариант l возрастает. Кроме того, r = const вдоль PR, 
так как это - характерист ика С+, и l = const вдоль QR, 
так как это - характеристика С_, Следовательно, образ 
области PMQR па плоскости R2 (r, l)  есть прямоугольпик, 
показаивый на рис. 5 .  

Граничные условия для функции t = t (r, l )  определе · 
пы на характеристиках МР и MQ, вдоль ноторых искоl\Iое 
решение примыкает к изввстному. В точках пересечения 
линии МР с характеристиF:ами с+ простой l-волны 

х = х1 + (и + c ) t. 

Дифференцирование этого уравнения вдоль МР по пере� 
мениому r с учетом того, что МР есть характеристика С
и вдоль нее х. = (и - c)t.,  дает уравнение 

(и - c ) t. = (и + c ) tr + t ( u,  + c)r ,  
которое в силу ( 5 1 )  упрощается до следующего : , 

д 2tr = -- t дt  l n  h ,  

п с пачальным условием i �  = t0 прп r = r0 пптегрируется 
явно:  

'1 jh ( r0 - l0) t (r , lo) = l o V /� ( r - lo) 'J (53) 

где t0 = t (r0 ,  l o )  есть знач€,нпе t в точке М. Аналогично, 
вдоль MQ 

х = Ха + ( и - c)t  

п х 1  = (и + c ) t z ,  т а к  что после дифференцирования по l 
(и + c ) tz = ( в - c ) tl + t (и - c)l ,  

п n результате упрощения с пспользоваппе:м: ( 5 1 )  получа� 
ется уравнеnпе 
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которое с начальным условием t = t0 при 
тегрируется явно: 

l = lo тоже ин-

, {h (r0 - 10) t (ro , l) = to V h (ro - l) ' (54) 
Метод Рпмана. Итак, требуется найти решение урав

пения (52 )  в прямоугольнике PMQR, если значения ре
шения заданы на двух его сторонах - характеристиках 
этого уравненпя: значения (53)  на характеристике МР 
и значения (54) на характеристике JJIQ. Следовательно, 
задача свелась к аадаче Гурса для линейного уравнепил 
(52 ) .  Решение этой краевой задачи следУет ив общей тео
рии линейных уравнений второго порядка гиперболическо
го типа и может быть получено, например, методом Pu
.vana, если для уравнения (52) известна фующия PUJrtaнa. 

Оказывается, что в данном случае решение задачи 
{53) , (54) просто совпадает с 

·
функцией Римава уравнения 

(52) с точностью до постоянного множителя. Действи
тельно, функция Римава W(r, l ;  ro , lo )  должна быть, как 
функция переменных ( r, l ) ,  решением того же уравнения 
(52) в силу его самосопряженности и должна удовлетво
рять следующи1.1 краевым условиям: на - характеристике 
r .... r0 - условию 

2hТVz + hzW = О  
и на характеристике l = lo - условию 

2hWr + hrW = О . 

Эти условия легко интегрируютел п, если еще принять 
:во внимание условие пормировк,и W(1·0 , l0 ;  r0 , l0 ) == 1, то 
дают значения 

. , {h (r0 - l0) 
W (ro , l ; ro , lo) = V h (ro - l) � 

1 /h (ro - lo) W (r, lo ; ro , lo) = V � (r - lo) '; 
(55) 

которые совпадают, с точностыо до множителя t0 , соот
ветственно с ( 54 ) ,  (53 ) .  Поэтому в силу единственности 
решения задачи Гурса функция 

t(r, l) = to W (r, l; Го , lo ) (56) 
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дает решение поставленной задачи о взаимодействии цен
трированных волн. 

Конечно ,  функцию Римава еще надо построить. Для 
этого существуют различныЕt методы, изложение и при:ме · 
пение которых выходит за рамки данных лекций. Полезно 
отметить лишь то, что в случае политропного газа, когда 
основное уравнение имеет вид (50) , функцию Римана. 
можно найти в явной аналитической форме: 

(r 0 - r) (l - Т 0) ) 
(r - l0) (r0 - l) .& 

(57)' 
где F( �, � ;  1 ;  у )  есть гипер.'ео.метричес-кая фун-кция Гаус
с а ,  представимая в виде СХ•Jдящегося ряда. Если исполь
зовать формулу преобразов .шия 

F (�, �; 1 ;  у) = (1 - y)-13F (� , 1 - �; 1 ; у у 1) . 
то 1\lожпо усмотреть, что  n � и  целых положительных зна
чениях числа � зтот ряд предс1·авляет элементарную 
фующшо. С учетом вы р юii е riия (49 ) для � отсюда следуют 
значения пока з а т е л я  адиабаты 

2k +  1 
1' = 2k - 1  (k = 1 ,  2 ,  . . .  )" (58) 

для 1юторых фушщпя Ршшпа,  а потому и решение зада
чи о взаимодействии выражаются ч е р е з  элементарные 

функции. 

§ 17. Расnад nроизвольн оrо разрыва 

Возникновение градиентной катастрофы в неравНОli·Iер
пых движениях газа является скорее правилом, чем ис
ключением. Как было выя снено в предыдущем парагра
фе, для ее предотвращеню r должны выполняться специ
альные ограничения, связанные со знаками градиентов 
инвариантов Римана. Так или иначе , в момент наступле

ния гради-ентной катастрофы основные величины стано
вятся разрывными и при ;:�;альнейшем продолжеппи дви
щевип оио будет, вообще говоря, содержать (щльнw� 



192 ГЛ. III. ОДНОМЕРНЫЕ НЕУСТАНОБИБШИЕСЯ ДВИЖЕНИЯ 

разрывы. Тем самым возникает необходимость изуqить и 
описать обобщенные движения газа (см. опреде.ц:ение 4. 1 ) ,  
определяемые разрывными начальными данными. В ее 
полном объеме эта большая задача газовой диню1шки не 
решена до настоящего времени даже для одномерных 
движений с плоскими волнами. 

Простейшая из такого сорта задач - ногда в началь
ных данных имеется всего одна точка разрыва первого 
рода основных величин, 1юторые по обе стороны от точюr 
разрыва постоянны, различны и не связаны априори ли
какими соотношениями. В связи с тем, что сложное дви
жение, возникающее из таких начальных данных, содер
жит несколько распрострапяющихся в разные стороны 
сильных и слабых разрывов, эта задача получила назва
ние аадачи о распаде проиаводыюго раарыва. Следует 
отметить, что эта простейшая задача интересна не толыю 
сама по себе. На самом деле , исторически (ссылки можно 
найти, например, в [ 6] ) она посJiужила тем элемептом, на 
оспове которого были созданы высокоэффективные мето·· 
ды численного расчета произвольных одномерных движе
ний газа и развиты качественные математические методы 
доказательства теорем существования и единственности 
более широких классов обобщенных решепий. Ниже дает
ся полное решение этой задачи для одномерных движе
ний С ПЛОСIШМИ ВОЛНаМИ. 

Постановi{а задачи. Для уравнений одномерного двп
женпя газа с плосRими воJiнами задаются при t = О па
чальные данные внда 

u(x,  0) = и 1 ,  р (х, 0) = P t , р (х, 0) = Pt 

u(x, 0) = и2, р (х, О)  = Pz, р (х, 0) = Pz 

(х < 0) ; 
( 1 ) 

(х > 0) ,  

где Ut ,  Pt ,  Pt , иz ,  Р2 , Pz - заданные постоянные. При этом 
допусi<ается, что газ в состоянии << 1 >> (х < 0) и газ в со
стоянии << 2 >> (х > 0) имеют рааJiичную физическую прпро
ду, т.  е. разные уравнения состояния. Предполагается, что 
оба газа являются нормальными (определение 2 .2 ) .  Тре
буется найти решение (вообще говоря, обобщенное)  
при t > О. 

Задача ( 1 ) ,  очевидно, нонпч есiш авто�юдельпа (c�I . 
§ 13) .  Поэтому ее можно решать в классе авто,модедьпых 
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решенпй (см. § 13 и § 20) ,  ш1еющпх представление 

и = и (Л.) , р = р (Л. ) , р = р (ЛJ ;  Л. =  x!t. (2 )  
Согласно (2 ) распределения основных веJIИ'lИН по про
странству (по Iюординате а;) в любой момент времени 
t > О получаются из одногс· такого распределения при 
t = 1 простым пзыепением насштаба по оси х (растяже
нием координаты х ) .  Так Rf. I< в решении вида (2 ) основ
ные величины постоянны в цоль каждого луча Л. =  const ,  
то его изображение на плосJюсти событий R2 (x, t )  должно 
состоять из секторов с верш иной в начале координат, оп
ределяемых перавенетвами вида Л.'  < Л. < Л " ,  внутри ко
торых движение непрерыв� ю, а границы представляют 
собой линии сильного или слабого разрыва. При этюr, 

если непрерывное движени·� в пекотором секторе не по
стоянно, то оно должно бь.ть простой волной, линиями 
уровня которой являются лучи х = Л.t. Следовательно, та
Rой сектор с необходи:мосТI.ю образован центрированной 
( в  точке (0, 0 ) ) простой воJrной разрежения. Один из воз

:r.южных типов решения ПОI<азан на рис. 1 .  

Постоянное 
решение 

и, , р, . р, 

' 1  
ПостоА нное 

решt·ние 

Рис. 1 . 

Постоянное 
решение 

ПостоRННО/1 
решение 

.т 

Направление обращения волн. В связи с тем, что ре
шение :может включать простые и ударные волны, бегу
щие в разных направлениях, для дальнейшего анализа 
целесообразно фиксировать некоторые конкретные прави
ла и термины, учитывающие специфю<у одномерного дви
жения. Прежде всего, ocr.  х считается расположенной го
ризонтально и направленной слева направо.  Нор:о.tаш:. I< 
фронту ударной волны ( Е  пространстве R' - к плоскости, 

13  Л. В .  Овсянников 
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перш�ндикулярпой оси х) выбирается раз навсегда на� 
правленной в положительном направлении оси х. Поэто
му в уравнениях ударного перехода всегда будет и,. = и 
и D,. = D. Если состояние перед фронтом находится спра
ва (соответственно, слева ) от него, то говорят, что удар
пая вo.ttna обращена вправо ( соответственно, о бращена 
влево ) .  Далее, так как через любую звуковую характерн
етику газ течет, то у нее также есть передняя сторона 
и задняя сторона и можно различать состояния перен 
характеристикой и за характеристююй, вполне аналогич
но ударным волпам. Говорят, что характеристика обра
щена вправо (обращепа влево ) ,  если состояние газа перед 
характеристикой находится справа от нее (соответственно, 
слева от пее ) .  Очевидно, что всякая характеристш<а С+ 
всегда обращена вправо, а всякая характеристина с_ 
всегда обращена BJreвo .  Простая nолна называется обра
щеююй вправо (обращенной влево ) ,  если ее  прямолиней
ные харантеристш{И обращены вправо (соответственно, 
влево ) .  Согласно предыдущему выводу, всегда простал 
l-волпа обращепа вправо, а простая r-в олна обращепа 
влево. Ввиду того, что каждая простая волна имеет Iю

нечную протяженность в направлении оси х, говорят так
же о состоянии движения перед простой волтюй и о со
стоянии движения аа прастой волпой. 

Метод (u, р ) -диаграмм. При решении задачп о распа
де разрыва ( а также и в некоторых других вопросах) ис
пользуется специальный метод построения и анализа так 
назывD е11rых ( и, р ) -диаграJJtм нак для простых, так и для 
ударных волн. Эти диаграммы описывают состояпия дви
жепия ( и, р ) ,  в которые может перейти данпае состояние 
движения (и о ,  ро ) в результате прохождения Наi{ОЙ-лпбо 
волны, в предположении, что фпксировано также пекото 
рое значение энтропии S0 • При этом плосность R 2 ( и, р ) 
называется плосхостью состояпий движепия. 

О п р е д е л е н  и е 1. (и, р )-диаграммой простых волп 
с цептром (ио ,  Ро ) называется геометриче�ное место точен 
плосRости состоянпii движенпя, изображающпх всево;з
llюжные состояпил (и, р) за простыми волшнпr, шrеющн
ми состояние (и0, р0 )  перед волпой. 

У раnпения простых в олн ( 1 6 . 1 6 ) п ( 1 6 . 1 7 )  показыва

ю т ,  что ( и, р) -диаграмма простых вошr есть пекоторая 
лпнпя, уравнение тюторой получается, если величину а 
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рассматривать :ка:к функцию давления р,  т. е. а =  cr(p) .  
Тогда уравнение (и ,  р )-д: rаграммы с центром (ио ,  Pu ) 
простых r-волн sauumeтcя в виде 

и + cr(p)  = ио + cr(po ) ,  ( 3 )  

а для простых l-волн - :в. виде 

и - cr(p)  = Uo - cr(po ) .  (4} 
Полная (и ,  р )-диаграмма простых волн ПОI{азана на рис. 2 . 
Ветви , на которых р > р0 ,  соответствуют волнам сжатия, 
а ветви , на которых р < р.) , -
волна:и разрежения. Ясно, ч т о  р 
эта диаграмма симметрпчн 1 от
носительно прямой и = иu.  13аж
нЬiе для дальнейшего выр аже
ния первой и второй проп шод- Ро 
ных от и по р легно вычисля
ются исходя из определения 
( 16 .4) и,  с вели•IИНОЙ т из 
(2 .22 ) ,  даются формуламп D 

du 1 d2u т +  2 
dP = ре '  dp2 = · - 2р2с3 • 

(5) 

и 

Рис. 2. 

О n  р е д е л е н и е 2. (и ,  р )-диаграJttмой ударпых волп 
с цептром (и0, р0 ) называез ся геометрическое место точе к 
плосiюсти состояний двюЕения, изображающих всевоз
моЖные состояния (и,  р ) ,  в :которые состояние (и0 ,  р0 ) 
(при фиксированном значении энтропии 80 )  может пе
рейти в ударных волнах. П ри этом не предполагается, что 
состояние (ио, Ро )  находитс fi перед волной. 

Уравнения (и, р ) -диагр :�.ммы ударных волн вытекают 
ив уравнения ударного пер �хода (4. 1 7 )  и уравнения адиа
баты Гюгонио .  В уравнени r (4. 1 7 )  надо индекс « 1 >> заме 
пить индексом «0 >> ,  убрать индекс <<2 >> и заметить, что 
v - Vo = и - ио в силу опрf•деления (4. 1 1 ) ,  после чего это 
уравнение примет вид 

( и - Uo) 2  = (р - Po H Vo - V) . 

Входящая сюда величина V является функцией р, опре
деляемой адиабатой Гюгопио с центром ( V0 ,  р0 ) .  Эта 
функция, введенная равенетвом (5 . 1 ) и исследованная в 

13" 
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§ 5, здесь ю11еет вид 

11 = vV(p ;  Vo, Ро) .  ( 6 )  
Подстановна выражения ( 6 )  в предыдущее уравнение и 
дает уравнение (и , р) -диаграммы ударных волн 

(и - ио ) 2  = (р - Po H Vo - W(p; v·o , ро ) ) .  ( 7 )  

Входящая сюда величина Vo однозначно определяется 
значением Ро из уравнения состояния Ро = g( Vo, S0 ) ,  таR 
как значение So предполагается заr<репленным. 

Необходимо иметь в виду, что (и, р)-диаграммы про
стых волн и ударных волн с данным центром (ио, р0 ) �е
няются при изменеппи энтропии So (или удельного объе
ма Vo ) и, следовательно, образуют однопараметричесrюе 
сеиейство (с параметрш1 S0 или V0 ) .  

Непосредственно и з  ( 7 )  видно, что ( и ,  р) -диаграмма 
ударных волн симметрична относительно прямой и =  и0• 
Дифференцирование уравнения ( 7 )  один и два раза дает 
соотношения 

du , dW 2 (и - и0) dp = V0 - П - (р - р0) dp , (8) 

d2u ( du )' dW d2JV 2 (и - и0) dp2 + 2 dp = - 2 dp - (р - р0) di . (9) 
Соотношение ( 9 )  в точке (и0 ,  р0 ) приводит I\ фор:муле ( du )2 (dW) 1 

dp о = -
dp о = rИ ' (10) 

где последнее равенство следует из (5 .7 ) .  Это дает два 
различных, отличающихся знаном, значения для пропа
водной dи/dp в центре ( и0 ,  р0 ) .  Поэтому ( и, р )-диаграмма 
( 7 )  состоит из двух ветвей, пересенающихся в ее центре 
под конечным углом. Далее , в силу ( 7 ) ,  из (8) получа
ется неравенство 

du 
(и - Uo) (р - Ро) dp > О. (11)  

Отсюда и из теоремы 5. 1 следует , что наждая из ветвей 
есть монотонная кривая, вдоль ноторой принимаютел все 
значения давления, О <  р < оо . Rинематическое различие 
этих ветвей выясняется с пmrощыо закона сохраненпн 
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ъrассы в ударвом переходе 

(и - D) Vo = (uo - D ) V, ( 1 2 )  
который можно иреобразовать R следующему Вiщу: 

(и - ио ) Vо = =  (D - ио Н Vо - V) .  

Отсюда следует, что  зна !( произведения (и - и0 ) (р - р0)  
совпадает со знаком величины D - u0 , который опреде
ляется тем, куда обращена ударная волна. Именно, всег
да D > Uo для волн, обра 
щенных вправо, и D < �< о 
для волн, обращенных вщ 
во. В сплу неравенств а 
( 1 1 )  это означает, что 
ветвь ( и , р)-диаграммы, н а  
которой du/dp > О, соот· 
ветствует волнам, обра 
щенным вправо, а ветвь 
du! dp < О - волнам, об рЕ 
щенным влево. Полнаfl  
(и, р ) -диаграмма ударных 
волн показава на рис. :: � .  

Рис. 3. 
. и 

Значение производной d2uldp2 в центре (ио , Ро)  вычис
ляется путем дифференцирования соотношения ( 9 )  и пос
ле иреобразований с учетом формулы (5 .7 )  и обозначения 
(2 .22 )  оказывается тани:м (для ветви с du!dp > 0) : ( d2� ) т0 + 2  

dp 0 = - 2р�с� • (13) 

Сравнение формул ( 1 0 ) и ( 1 3 )  с ( 5 )  показывает, что 
(и, р) -диагра:м:мы просты х и ударных волн с общим цент
ром (ио, р0 ) имеют в точJ .:е ( uo ,  Ро) одш1 аТ{ОВЫЙ паклов и 
одинаковую кривизну, т. е. иlllеют nacanue вrоро�о по
рядпа. 

В политропном газе , в силу уравнения (4.2 1 ) ,  функция 
(6 )  такова:  

V V 
('\' - 1 ) р + ('\' + 1 ) Ро = 0 ('\' + 1 )  р + ('\' - 1 )  р0 • (14) 

Поэтому в политропном газе (и , p ) -ди arpallf:.\ra ударных 
волн описывается элюrе uтарньшn уравневпямu I\аждой 
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И3 ВСТВРЙ 
, ( 2 Т1 

и = ll0 + (р. - Ро) V (у + 1) р + {у _  1 )  Ро t (15) 

где знюt <<+ >> берется для волн, обращенных вправо , 
и знак << - >> для волн, обращенных влево. 

Существование и единственность автомодельного ре
шешш. Основной качественный результат формулируется 
в виде следующей теоремы. 

Т е о р е м  а 1. Задача о распаде произвольнаго разры
ва  в нормальпюr газе при любых начальных данных ( 1 )  
имеет одно и тоЛЫ{О одно автомодельное решение ви
да ( 2 ) .  

Д о н: а з а т е л ь  с т в о .  Согласно теореме единственно
сти 15 . 1  в векоторой он:рестности полуоси х < О решение 
постоянно: и = и1 ,  р = P t ,  р = P t · Это решение может и::�
мениться либо непрерывным образом в векоторой цен
трированной r-волне раареженил, либо через ударную 
волну, обращепную влево. Этим изменениям соответству
ют (и, р )-диаграммы , состоящие из правой нижней ветви 

р 

• �УiJарные Волны � 
Р, ------- 1 1 

о 

1 
1 
1 
1 

Рпс. 4. 

Простые r !юлны 

р 

- - 2 
1 
1 
1 Простые l- !юлны 

lJ 

Рис. 5. 

на рис. 2 и левой верхнеii ветви на рпс. 3 . Их союrеще
ние на одном чертеже дает (и, р ) -диаграмму воаможпых 
сосrолпий, в которые может перейти состояние 1 (рис . 4 ) .  
Аналогично строится ( и ,  р )-диаграмиа возможных состоя
ний, в которые может перейти состояние 2 посредствоы 
волн, обращенных вправо (рис. 5 ) .  Еслп обе эти диаграм
мы совместить на одпом чертеже, то они обязательно 
пересеi�утся, и притом только в одной точне . Этот фан·r 
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вытеi<ает нз свойств нор мального газа II адиабаты Гюго
нио (теорема 5. 1 ) , в силу I\Оторых эти днаграммы опре
делены в интервале О < р < со и монотонны, причем 
вдоль (и, р ) -диаграммы ударных волн l и l  ->- со при р ->- "" · 
Исключением является Jrишь тот слуqай,  когда точка а1 
оказывается лежащей левее точки az. Всего имеется 10  
типов случаев в завиеныости о т  того, н а  каюrе части 
(ударного У или непрер ывного П перехода ) ( и , р) -диа
I'р амм возможных сост Jяпий попадает точка пересе
чения. 

Утверждается, что то ша пересечения (и3 , р3 ) дает ре
шение. Действительно , оба газа после переходов 1 - 3  
или 2-3 имеют в состоя нии 3 одинаковую скорость и3 и 
одинаковое давление Рз·  Поэтому их можно связать нон 
тю•тным разрывом, идущпм по лучу х = и3t, ВДОJIЬ ното
рого могут претерпевать разрыв плотность р и энтро
пия S. Полный перочень всех 10 возможных типов нон
фигураций распада щ: оизвольного разрыва дан на 
рис. 6 - 15 ,  где пуннтиро 1 1  на плосности R2 ( x, t)  поназана 
траектория х = иаt. Необходимо доказать еще , что луч 
Л = и3 всегда идет в сенrоре между эадними фронтами 
волн, осуществляющих п ереходы 1 - 3  и 2-3. Это прове
рнется непосредственно цля наждого из типов распада 
раэрыва.  Например, в с луча е, ноназаином на рис. 7,  
ударная волна обращена влево и потому для нее D < иt .  
Поэтому иэ соотношения P t (D - Ut )  = Рз (D - из ) следует , 
что D < из .  Далее ,  на задней стороне центрированной 
l-волны 'Аз = u3 - с3 > u3 , и этот случай исчерпан. 

В предыдущих рассуждениях предполагалось, что 
Pt > О и Pz > О. Однако, если P t  = О, т о  состояние 1 есть 
состояние вакуума, и тоr да решение дае�ся правой поло
виной рис. 15 . А налогич но,  еслп Pz = О, то решсште да
ется левой половиной рЕ е.  15 ( пуннтиром показаны гра
ничные линии вануума ) .  Тем самым существование ре
шения ДОI{аэано. 

Доi<азательство един с rвенпости автомодельного решс
шш основано на зюrечаюш, что в таr<ом решении не м о 
жет быть двух раэличньп :  харантеристин С о  ( траеюорпll: )  
в виде лучей х = 'At. Точ нее, две коптактные харантерп
стпкп этого впда воз:моmны толыю в том случа е ,  еслн 
между ними находптся область вануу:\rа ( рис. 1 5 ) .  ДРйст · 
вительво, если х = Л ' t и х = Л "  t - дв е траектории п 
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Л' < Л", то заключенная между ними масса равна 

�"t �" 

s р ( n dx = t s р (Л) dЛ. 
�'t 1' 

Согласно интегральному закону сохранения массы ( 1 .3) 
эта величина не должна зависеть от t, что возможно, 

только если пнтеграл равен нулю, т. е. р(Л) = О  в интер
вале Л'< Л< Л". Но если есть 
лишь одна С0-характериспша 
Х = и3t, ТО СОСТОЯПИЯ ПО КаЖ
дую ее сторону (различные , 
если вдоль нее есть сильный 
контактный разрыв) могут по
лучиться ИЗ СОСТОЯНИЯ 1 ТОЛЬI<О 

с помощью волн, обращенных 
влево, а из состояния 2 - толь
но с помощью волн, обращен

t 

х 
Рис. 16. 

ных вправо. УтверJтщается, что в автшюдельпом решеншт 
не может быть двух последовательных волн (простых нлп 
ударных), обращенных в одну сторону. Папрпмер 
(рпс. 16), если бы существовали две ударные волны, об-

' 
ращенные вправо, идущие со сиоростями D1 > D1, то дол-
ашы были бы выполнятьсд неравенства 

D1 > и�, D� > и�. 
Тогда в силу теоремы Цемплена (теорема 5.4) было бы . 

D1 - и� < с�, D� - и� > с�, 
отиуда D1 < D�, что противоречит предположению. Ос
тальные возможные иомбинации рассматриваются анало
гично. Но если с иаждой стороны от траеитории х = иаt 
возмож1ш лишь одна волна, то она должна определяться 
точr{ОЙ 3 пересечения (и, р)-диаграмм переходов из со
стояния 1, обращенных влево, и из состояния 2, обра
щенных вправо. В противном случае были бы нарушены 
условия на контактном разрыве х = изt. По::>тому нет ни
каких других, кроме перечисленных выше , конфигураций 
распада произвольнаго разрыва . 8 

Фаитически расчет распада разрыва выполняется с 
помощью уравнений (и, р)-диаграмм (3), (4) II (7). С этой 
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целью рассматриваются функции, описывающие соответ
ствующие ветви (и, р)-дааграмм: длл переходов нз со
столпил 1 (рис. 4) 

р1 (р) = {и1-V<Р- P1)(V1 - W(p; vн р1)) 
и1 +а (р, V1) -а (р1, V1) 

И ДJIЯ переХОДОВ П3 СОСТСtЯПИЯ 2 (рнс. 5 ) 

р2 (р) = {из+ У(р- PJ) (V2- W (р; V2,-p2)) 
и2-а (р, V2) +а (р2, V2) 

(р � Р2),; 
(р:;;;;; Р2). 

Тогда значение р = Рз :шределяется I\а:К единств�пный 
:корень уравнения 

( 16) 
после· чего находится веrшчина и3 = F1(p3). 

Анустпчес:кое приближение. Метод (и, р)-дпаграмм 
при:меним для анализа и решения многих котшретных 
задач с сильными разрывами. При отпосительпо неболь
тих значениях скачков [и], [р] и [р] па практю\е успеш
но используется акустическое приб.аижепие. Оно состоит 
в том, что :кривая (и, р)-�иаграммы заменяется прямой
касательной к ней в ее центре. При этом важно, что 
(и, р)-диаграммы простых: и ударных волн :касаются друг 
друга, в силу чего углоЕой :коэффицпент аппро:ксимиру
ющих прямых одинаков для обоих тппов волн. В ai\ycти
чeCIIOl'vi Приближепии с величиной и:мпедапса h = ре 
уравнепил (и, р)-диаграым с центром (ио, ро), в силу 
формул (5) или (10), за писываются в следующем виде: 
для волн, обращеппых вправо, 

р - l..ои = Ро - hоио 
и для волн, обращеппы.� в.аево, 

р + h1 и = Ро + hоио, 

(17) 

(18) 
где h0 = РоСо есть значеЕие юшеданса в центре (и, р)
диагра:ммы. 

§ 18. Шесть задач 

Одномерное двюl\еНИt) с плоскими волнами можно ин
терпретировать I\ai\ модель движения газа в цилиндриче

ской трубе, в наждом сечении Iютopoi'I в любой фикспро
ванный момент временu основные величины постояuны 
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по сечению. С точки зрения ее практичесrюго использо· 
ванпя такая интерпретация, rюпечно, нуждается в ого
ворке насчет трения о стень:и трубы, rюторого пет в 1\Ю
дели невязкого газа, но которое есть в природе. Экспери
мент nоказывает, что для быстропротекающих процессов 
и па коротких участиах трубы это приближение является 
удовлетворительпы:м. Таи или иначе, припятая в данно111 
параграфе трактовка одномерного движения газа I{ai{ его 
движения в трубе может рассматриваться I{al\ формаль
ная, вводимая для большей наглядности получаемых ре
зультатов . 

Здесь дается анализ п решение простейmих задач с 
участием распадов разрывов, объединяемых общим поня
тием задач о вааи.модействиях. Описываемые в них ситуа
ции часто встречаются на праJ{ТИI\е в качестве элементов 
более сложных газодинамических процессов. Использует 
ся развитый в § 17 метод (и, р)-диаграшr. :Gез дальпе i.'r 
шпх оговорон: труба предполагается расположенпой гори
зонталыю, вдоль оси х, а все газы - нормальными, с пз
вестпьп.ш уравнениями состояния. 

Работа ударной трубы. Два покоящихся газа разделе
ны заслониой в сечении х = О. Газ 1 с параметрами р1, р1 

�· 1 {;:{/. :/.·.· ,... ....... ;.:��::.:,l�;:;;������::c�:��·�: 
0 х В момент времени t = О заслонь:а 

Рис. 1. мгновенно убирается . Требуется 
описать последующее движение 

газов и дать расчет его параметров для t > О. 
В этой постановке задача об ударной трубе является 

частным случаем задачи о распаде пропзвольного разры
ва. Соответствующие (и, р)-диаграмма и возникающая на 
плоскости событий нонфигурация волн аналогичны слу
чаю рис. 17.8 и в уточненном виде поназаны на рис. 2. 
Расчет должен дать сrюрость ударной волны D, идущей: 
по газу низного давления, сrюрость и3 и давление р3 в 
постоянном движении за этой ударной волной, а таюr\е , " 
плотности газов Рз и Рз в этой области по разные сто-
роны нонтактнаго разрыва. 

Согласно (и, р)-диагрюпrе рис. 2 точна (и�, р3) нахо
дится из уравнений (17.3) и (17.7), точнее, в результате 
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решения системы нопечных уравнений 
Uз + а (,'1з) = а (pl), 

Uз = VСРз- Р2) (112- JV (рз; v2, Р2)). 

:юs 

(1) 

Затем по адиабате Пуассона для состояния 1 опредстя
ется удельный объем v� п по адиабате Гюi'ОНИО с цент
ром (V�, Ра>- удельный объе.м У;: 

Рз = g(Y;, Sl), v; = W (р3; V2, р2). (2) 
Наконец, снорость ударной волны находится пз заJюна 

t 
р 

и 

Рис. 2. 
сохранения массы ( 1 7.12), ноторый в данном случае прп· 
водит к формуле 

(3) 

Ударные трубы широ1ю применяются в газодинамиче
сних энспери:ментах для создания высоносБоростного по
тоnа, I�оторый получаетсн в области 3. В акустичес1юм 
приближении с nомощью уравнений (17. 1 7 )  и ( 1 7 . 18) для 
с1юрости Uз получается значение 

Uз = (р�- Pt)/(h� + hl), 
где ht и ha- шшедансы ( 1 7 . 16) газов 1 и 2. Увеличение 
скорости потока за счет повышения давления р2 затруд· 
няется тем, что с ростом pz, вообще говоря, растет и им· 
педанс h2. Однано влияiНiе этого фактора 1tЮЖет быть 
уменьшено, если в ссстоянии 2 одновременно с повыше· 
в:ием давления газ сильно охлаждать. 
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Задача о поршне. В се<rсшш х =О труба nерекрыта 
порпшем, справа от которого находится нокоящийся газ 
с параметрами р1, р1 ( рис. 3). В момент времени t =О 
поршень начинает двигаться с постоявпой сноростью и. 
Требуется описать последующее 
)lвижение и дать расчет его пара- ,о 
метров для t >О. 

Рис. 3. Рис. 4. 

l 

ll 

Эта задача, в отличие от. рассмотренных ранее , явля
ется задачей с граничным условием, так как скорость 
частиц газа, прилегающих J{ поршню, должпа быть равна 
СI{Орости поршня (см. § 7): 

и(иt, t) =и. (4) 
Здесь постоянпое значение (4) задано на прямой 

х =.иt, в силу чего задача кошrчесни автомодельна (см. 
§ 13 )  и ее решение можно исr{ать в виде и= и(Л), р = 
= р(Л), где Л= xlt. Единственность такого решения до
казывается с помощью тех же соображений ,  которые бы
ли использованы в доказательстве теоремы 17 .1. 

Так как переход из состояпия 1 в составе 2 должен 
осуществляться волнами, обращенными вправо, то (и, р)
дпаграмма этого перехода будет такой,  как на рис. 4. 
Характер возникающего движения определяется знаком 
величины и. Если и> О (поршень движется в сторону 
газа ) ,  то в газ  идет опережаЮщая поршень ударная вол
на, за которой образуется область постоянного движения 
газа со скоростью, равной скорости поршня и. Если же 
и < О (поршень выдвигается, отходя от газа) ,  то газ пе
реводится из состояния ПОI{ОЯ в состояние постоянного 
движения со скоростью поршня посредством центриро
ванной l-волны разрежения. Плосность событий для обо
их вариантов показана на рпс. 5. 

Для расчета первого варианта используется. уравнение 
(и, р-дпагрnммы ударных волн (17.7), в нотаром надо 
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ПОЛQЖИТЬ ио =О, и= и, (Vo, Ро) = (VJ, р1) и рассматривать 
его как уравнение для р = Pz > р 1: 

(р3- P1)(VI- vV(p�; V1, Р1)) = и2 (pz > р1). (5) 

После определения р2 удеш.nый объем находится по фор
муле Vz = W(pz; vl, pl), а СБОрость ударной волны_:._ И3 

t 
t 

Рпс. 5. 

уравнения вида 07.12), что дает 

D = �-и. (G) vl- vz 
Для расчета второго варианта используется уравнеипс 

(и, р)-диаграммы простой l-волны (17.4), здесь принима
ющее вид-

(и < 0). (7) 
По IIзвестному Р2 термодинамические величины находятся 
на уравнения состоянпя rаза: 

p2=g(Vz,Sl), P1.=1/Vz, C�=fp(pz,'Sl). (8) 

Если скорость поршля 1 Ul достаточно велика, то, как это 
шщпо на (и, р )-диаграм ые рис. 4, поршень оторвется от 
газа. Движение газа буде1• такиlii же, как при истечении 
в вакуум (см. § 1G). Максшшльно возможная скорость 
поршня, не теряющего вонтакта с газом, равна 

и,,. = -cr (pJ .  (9) 

В случае политропнаго газа уравнение (5) в силу 
( 17 .14) сводится к квадратному и решается явно, что дае1 
возможность детально проанализировать зависимости дав
ления на поршень п СБорости ударной во.1ны от ск<;�рости 
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поршвя. В варианте выдвигающеrося поршин та:кже liiOЖ� 
но получить достаточно простые окончательные формулы. 

На праi{ТIШе задача о поршве находит применевне в 
вопросах, связанных с предварительныl\I быстрым сжатием 
газа, а также с явлениями удара и от:кола. 

Отражение ударной волны от жесткой стенки. По тру� 
бе, заполненной по:коящимся газом с параметрами Pt, Pt 

и ванрытой справа (в сечении 

�IЕщ: r::�:;�i:f;=�����i:�� 
р , 6 времени t = О ударная волна ис • .  

достигает вакрытого :конца. 
Требуется описать и рассчитать движение газа для t >О. 

Это та:кже задача с граничным ус.тrовиюr. Предположе· 
ние о наличии жесткой стенюi означает, что на ней дол
жно быть выполнено условие 

и(О, t) = О. ( 10) 

Здесь в состоянии 2 за ударвой волвой можно считать 
известными все основные ве.личины, т. е. и2, Р2 и р2 (тео· 
pe�ra 5.5). Поэтому для t ;;:<: О  снова получается :коничесю1 

t ' 

х 

Рис. 7, 

автомодельная :краевая задача (см. § 13) с граничным ус� 
ловнем на :контактной характеристике х = О, имеющая 
единственное автомодельвое решение. Здесь (и, р)-диа 
грамма и конфигурация на плоскости событий будут та
Iшми, I{ак по:казано на рис. 7. Хара:ктерньши :элементами 
решения являются падающая на стенну и отраженпая от 
стен:ки ударные волны. 
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Посколы{у состояние 2 известно, то за основу расчета 
можно взять (и, р)-диаграмму ударных волн с центро:.1 
Сиа, ра). Тогда оба давлеЕIИЯ, Р1 и рз, должны быть корня
ми одного и тоr·о же урншения (вытекающего из (17.7)) 

(р- Ps) (V2 - W (р; Vs, Р2)) =и:. (11) 

При это:r.1 величина Р1 у�овлетворяет уравнению ( 11) ав
томатически , причеи Р1 < Р2, тан как состояни е 1 нахо
дится перед падающей у:з;арной волной, которая, по пред
положению, рассчитана но состоянию 1 и ее скорости D. 
Поэтому уравнение ( 11) служит для определения давле· 
ния Ра > Р2· После того, КЮ{ Ps найдено, остальные вели
чины определяются обычнъв1 путем. В частности , для 
скорости Do отраженной ударной волны с по:r.ющъю урав· 
пения сохранения массы (17.12) выводится формула 

Do = - Р2- Pl D. 
Pa-Ps 

(12) 

Наиболее существенная особениость явления отраже
ния ударной волны от Ж{•сткой стенки состоит в TOl'ti, что 
действие падающей волны после отражения усиливается . 
Коэффициепт уси.лепия характеризует отношение избы· 
точиого давления dpa = Jla- Pt, получаемого после отра
жения , к избыточному давлению dpa = Ра - Pt в падаю· 
щей ударной волне: 

(13) 

Если падающая волна слабая, т. е. в ней относительное 
ИЗАiенение давления а = �pzl Pt мало, то для отыскания 

величины (13) можно воспользоваться акустическим при
ближениеи (см. § 17). В :)том приближении нриволиней· 
ный треуrолънин 1-2-3 на (и, р)-диаграмме рис. 7 ап
прокси:r.rируется равнобед реннъп1 прямолинейным т ре· 
у гольником (с равными сторонами 1-2 и 2-3). Это озна· 
чает, что Ра- Р2 = Ра- Р1 и формула (13) дает значение 
k = 2. Следовательно, пра отражении с.лабой ударной 
волны иабыточпое дав.л,епие удваивается. 

Оказывается, что если падающая волна очень силь
ная, т. е. а= dpalpl вели 1ю, то rюэффициент усиления 
( 13) :может быть значптелыю больше двух . Оценна .'IIеГБО 
выполняется для полптропноrо газа, ног да уравнение ( 11) 
14 Л. В. Овсянкинов 
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Б СПЛУ (17.15) принимает вид 

(гз- Р2)2 
(у+ 1) р3 +(у- 1) р2 (у+ 1) pl +(у- 1) р2 

и после элементарного решения 
личину коэффициента усиления 

относительно Рз дает ве-

k = (Зу- 1) а+ 4у 
(у -1) а+ 2у (14) 

Из (14) следует, что k = 2 при а = О и возрастает с рос
том а. При а-+ оо предельное значение k"" Iшэффпцпептu 
успления есть 

koo = 2 + "1'+ 1. 
v-t 

(15) 
Например, для воздуха "{ = 1,4 и формула (15) дает воз
растание избыточного давления после отражения в 
k"" = 8 раз . Этим объясняется известное из нрЮ\ТIШИ 
большое разрушительное действпе сильных ударных во.'!н. 

Прслшнление удар
ной BOЛIIЬI, В трубе, 
заполпешюй двумя по
rшящпмися газами 1 
(при х < 0) и 2 (при 
х > 0) с данпыми зна
чениями р1 и Р2 п с 
ОДПНаii:ОБЫМИ давлеНИН
МП Pt = р2, по газу 1 
слева направо идет 

Рис. 8. 

jJ 
Р. 

Рз 

Р. 

Рис. 9. 
ударная волна с заданной постоянной СI\Оростыо D (рис. 8). 
В момент времени t = О эта ударная волна достигает гра
ницы раздела сред в сечении х = О. Требуется дать опи
сание и расчет последующего движения газа для t > О. 

Ясно, что в момент времени t = О в сечении х = О 
образуется произвольвый разрыв, в силу чего задача сво 
дится к задаче о распаде разрыва со следующими на� 
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ча.тrr,ными данны;шt: 

и=из>О, р=rз, р=ра (х <О); 

и = О, р = [!z, р = Pz (х > 0), 

21t 

в 1юторых состошше 3 моi �ет счптаться известным (тео
рема 5.5). 

Как показывает (и, р)-r,ааграмма рис. 9, в ре:зультате 
распада этого разрыва в га:з 2 всегда пойдет ударная вол
па, соответствующая переходу 2-4. Ее можно назвать 
прело.млеппой, получаемой в результате преломления при
шедшей на границу раЗдеJ·а падающей ударной волньт. 
Остающийся позади прелоыленной ударной волны IЮП
тактный разрыв между данными газами всегда приходит 
в движение со скоростью и�. Проломленная ударная вол
па будет спльнее или слабве падающей в зависимости от 
того, какую ветвь (и, р)-диаграммы с центром (и3, р3) 
пересечет (и, р)-диаграмма ударных переходов с цент
ром (0, pz), 

В акустическом прпбл:ижепии, Iюгда падающая удар
пая волна слабая ( отношение (рз- p!)/pl мало ) ,  эти две 
во зможности различаются величиной импедапса ( 17. 16) 
исходных состояний газов. Если газ 2 является более 
жесr/'i,и.м, чем газ 1, т. е. импедапс hz > h1, то па 
(и, р) -диаграм:ме линия перехода 2-4 пойдет выше ли
нии 1-3. В этом случае после преломления ударпая вол
на усиливается, скорость потока за ней уменьшается, а по 
левому состоянию газа 3 идет отраженная от границы 

раздела ударная волна. Если же газ 2 более .мягпий, чем 
газ 1, т. е. импеданс hz < 'h1, то после преломления удар
ная волна ослабевает, скорость потока за ней увеличива
ется, а по левому состоянию газа 3 распространяется 
простая r-волна разрежения. Конфигурации на плоскости 
событий для этих двух сл учаев аналогичны тем, которые 
изображены, соответственно, на рис. 17.6 и рис. 17.8. 

1\ритерий для точного различения двух возможностей 
выводится на основании (и, р)-диаграммы рис. 9. Пусть 
известна скорость за падающей ударной волпоii. Тогда 

мошно вычислить вспомогательную величину р* как 
больший корень ураnпеiГIЯ 
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равный давJiеншо за фпнтивной ударной воJшой, 1юторая 
шла бы по состояшпо 2 со сБоростью и3 за фронтом. Срав
нение величины р* с Рз приводит к следующим выводам. 
Веравеяство р* > р3 соответствует случаю усиления 
ударной волпы после преломления, когда назад по газу 3 
идет отраженная от границы раздела ударная волна. Не- . 
равенство р* < р3 соответствует случаю ослабления удар
ной волны после прело!\шеппя, 1югда назад по газу 3 
пдет волна разрежения. 

Взаш�юдействие ударных вол11. По трубе, заполненной 
поноящимся гa:JO:\I с параметрамп Pt, Pt, идет ударпая 
волна с постоянной с1юростыо D2. Имеется вторая удар
ная волна, 1юторая персмещается таюне с постоянной 
с1юростыо D3 (рис. 10). Требуется дать описание и расчет 
движения после момента встречп этих волн. 

а) 

Оз 
Ь) 2 

Рис. to. 

и 

Рис. 11. 

о и 
о) 

Воз!\южны два сдучая: а) ударные волпы движутся 
павстречу друг другу и, значит, обе идут по состоянию 1, 
и б) ударные волны движутся в одпу и ту же сторону, 
например слева направо , и значит, ударная волна Da идl"т 
по состоянпю 2 за ударной волной: D2• R обоих случаях 
встреча этих двух волн неизбежна, что в случае б) еле-
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дует из теоремы Цемплена Б.4, в сшtу которой в обла
сти 2 справедливы нсравенства 

D, > иа -- Cz > Dz. 

Ясно, что в моыент встречи (скаже�I, в точi'е х = О 
при t = 0) в распределении ·эсновных величин образуется 
nроизвольвый разрыв с и;;:вестньвш параметраl\[и прп 
х <О и при х > О. Дальнейшее движение для t > О  будет 
распадом: этого разрыва, который определяется (и, р)-диа
грам:ма:ми, показанными на рис. 11 сплошными линия11ш 
для случаев а) и б). 

В действительности :может оказаться, что положение 
ТОЧI\И 4 на (и, р)-диагра:мме· будет другим, например по
ложением 4' ( пунктирпая :1иния па -рис. 11, а). Здесь 
также можно дать нритерий различения разных возllюЖ
постей (ноторых па самом: деле больше, чем поназано па 
рис. 11), опираясь на тот же принцин, с помощью кото
рого был получен иритерпй ( 17) в задаче о прело�шснии 
ударной волны. Если положение точiш 4 ·на (и, р)-дпа
грамме определено, то дальнейший расчет процесса взаи
модействия выполняется по стандартной м:етодине расче
та распада нроизвольного разрыва (см. § 17). 

При решении задачи в а1'>устичеспом. приближепии 
для слабых ударных волн lJ2 и Dз адиабата Гюгонпо за
меняется касательной н ней в точке (pt ,  Pt ) :  

Р - Pt = с� (р - pt). (18) 
Уравнения ударного перехода 1-2 в этом случае сведуr
ся к следующи11r: 

Р2- р1с1и2 = Ptt 
Р2 (Dz- и2) = P1D2, (19). 

которые элементарно pema ются, определяя состояние 2: 
иz = Dz- Ct, Pz = Pt + (: tCt(Dz- Ct), Pz = pдz/Ct• (20) 

В случае а) уравнения ударного перехода 1-3 имеют 
аналогичный вид и определяют состояние 3 (здесь Dз < ()): 

и,-=Da+ct, pa=pt-Pt'�t<Da+ct), Pa=-pдalct. (21) 
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Теперь для решения эа}\ачи о распаде разрыва между 
состояниями (20) и (2 1 )  необходимо найти состояние 4 
путем совместного решения уравнений (и, р)-диаграмм 
переходов 2-4 и 3-4, которые, соответственно, таковы 
(эдесь предполагается, что изменениями имиедапса мож
но препебречъ): 

(22) 
р, - Р1С1и, = Ра - р1с1иа. 

В результате решения этой системы, в силу форыул (20), 
(21) и (18), определяется состояние 4: 

и,= Dz + Dз, Р• = Р1 + P1C1(Dz- Dз- 2ct), 

Р• = Pt (Dz- Dз- Ct)fcl• 
(23) 

Итаii, в случае лобового столкновения двух слаб�х удар
ных волн, в результате их взаимодействия, в обе сторо
ны пойдут ударные вЬлны, между которыми образуется 
область постоянного движения с параметрами (23). 

Тем же способом исследуется в акустическом прибли
жепли случай б), когда одна волна догоняет другую. Ока
зывается, что если изменением имиедапса препебречь, то 
в этом случае после взаимодействия остается просто одна 
ударная волна, которая идет по газу 1 со скоростыо Dз. 
Другими словами, догоняющая ударпая волна как бы 
поrлощает ударную волну, идущую впереди нее в том же 
направлении. 

Взаимодействие ударной и простой волн. По трубе, 
заполненпой покоящимся газом с параметрами р1, р1, сле
ва  направо идет ударная волnа с постоянной ско
ростью D. Навстречу ей распространяется простая r-волна 
конечной протяженности с заданным распределением па
раметров (рис. 12). В некоторый момент времени t0 в се
чении х = х0 ударная волна приходит в контакт с про
стой волной. Требуется дать описание и расчет процесса 
взаимодействия ударной и простой волн для' t > t0• 

Качественное отличие этой задачи от  предыдущих со
стоит в том, что возникающее при t > to движение уже 
не состоит тольRо пз ударных и простых волн. Процес� 
взаш.юдеiiствпя ударпоП и простой волны происходпт в 
течение конечного про:м:ежутка времени п в Rонечноii 
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массе газа. За время взаимодействия по этой массе про
ходит ударная волна перемевной интенсивности, оставляя 
за собой эптропийпый след- область с переменной эн
тропией. В итоге вырабатывается движение, элементами 
которого являются идущая вправо иреломленная удар
ная волна и идущая влево преломлевпая простая волна. 

Рис. 12. 

На основЕ!_нии изложенных в § 15 общих соображениях 
об областях определенности, влияния и зависимости ре
шения вырабатывается качественное представление о 
возниnающей н:онфигурации на плоскости событий, пока
завной на рис. 13. 

t 

:r: 

Рис 13. 

На отрезне взаимодействия .МР линия ударной волны 
ИСI\рИВЛЯеТСЯ1 а ха рантерИСТ IIKИ С_ ПрОСТОЙ Т-ВОЛНЫ пре
терпеваЮТ излом. Выше линии МР образуется обласТJ, 
переменной энтропии, нотора.я поназана на рис. 13 се
мейством траекторий Со, нанесенных пунктиром. Область 
QMFR представляет преломленную простую волну, иду
щую по газу в состоянии 2 с энтропией S = Sz. В обла· 
стях 1, 2, 3 и 5 движение яв11яется постоянным. а область 
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4 с границей KPFG представляет собой энтропийвыИ 
след. 

На рпс. 14 поназапа (и, р) -диагра:шш этого процесса, 
где лиш1я 1-3 изображает данную простую r-волну, 
а линия 2-4 есть геометричес1юе место состояний движе· 

р 

о 

ния за ударной волной на участке взаи
модействия МР. Эта линия отнюдь не 
совпадает с (и, р)-диаграммой возмож
ных переходов из состояния 2; на са· 
мом деле она заранее неизвестна. По
этому здесь для расчета процесса взап
модействия надо непосредственно ре
шать довольно сложную задачу 1\ошп 

ц с пачальпьши данными при t = t0, по-
стоянньшп при х < Хм, разрывными 
в точке М и пзвестными, но не посто

янными на интервале MN. Решение этой задачи уже не '
сводится Ii алгебрапчески:и уравнениям и мошет быть 
найдено только численным расчетом (см. таюnе [6] ) . Воз
можные здесь приближенные методы связаны с предпо
ложением о том, что ударная волна слабая. 

Рис. Н. 

Акустическое приблпжен11е. В этоl\I приближении ре
шение строится элементарно. Здесь предполагается, что 
ширина простой r-волны мала и она изображается на 
плоскости событий одной характеристикой с_, а область 
взаи11юдействия сводится н одной точке (см. рис. 14). Ос· 
новны1ш мальаш величинами можно считать изменение 
скорости в простой волне Zlз = и и отклонение скорости 
ударной волны от скорости звука D- с1. Состояние 2 
определяется фор111улами (20) , где надо положить Dz = D, 
а давление в состоянии 3 - из перехода 1-3 в простой 
волне: 

Ра = Р1- Р1сД. (24) 
Решение уравнений (и, р)-диаrраl\Ш переходов 2-4 и 
3-4, ноторые имеют, соответственно, вид 

р� + h1и� = Р2 + h1и2, 

р� - h1u� = Рз - h1из, 
и использование формул (20) и (24) дает 
'lllH за фронто1r: 

и",= D +и - с1, 

(25) 

значения вели-
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Для начественноrо аналнза решения можно сравнить 
давление в областях- 2 и 3 с давлением в области 4. С по·· 
мощью фор"1ул (20) и (26) из (25) получаются выра-
жени я 

Р�- Рз = p,c,(D- ct ) ,  Р�- PJ =- р,с,и. (27) 

Первое из них, в силу теоремы Цемплена 5 .4, поназывает, 
что в газ 3 всегда идет уда:JНая волна. Из второй фор�IУ· 
лы (27) следует, что взашодействие сохраняет харюаер 
простой волны: если до взаимодействия была волна раз
режения, для ноторой и> О (или волна сжатия, для IЮ
торой и< 0), то и после 11заимодействия простая волш1 
останется волной разрежения ввиду перавеяства р, < Р& 
(соответственно, волной сжатия ввиду веравеяства 
Р• > Р2)· 

§ 19. Асимптотическое Jiоведевие ударных воли 

В приложенивх часто I:стречается та1юй вид движе
ния, 1югда под действием неноторого ло1щлизованного во 
времени и пространстве во:шущения поБоящегося газа с 
данными параl\<Iетрами р,, р, формируется ударная волна, 
Боторал затем распространя:ется до беснонечности. Пр11 
этоi\I ввиду прекращения внешнего воздеiiствия движение 
ударной волны происходит так, что ее амплитуда, вообще 
говоря, убывает и cтpe:ti-IИTCII к нулю при t-+ оо. Напри
мер, такое движение може ·г быть произведено поршпем, 
Rоторый , начиная с момента времени t = О, движется с по
стоянной Сiюростъю, а за1 ем в момент времени to > О 
внезапно останавливается :и покоится при t > to. Оно мо
жет быть вызвано тю<же взрывом, Iюгда при t .... О в об
ласти r < ro возникает высокое давление р0 > р,, Rоторое 
при 1 > О производит, в рваультате распада разрыва па 
границе r = ro, уходящую от цептра взрыва ударную 
волну. 

Итак, воздействия на гаа, вызывающие ударную BOJIНy, 
:могут быть различны и начальные условия не являJ9ТСJJ 
строго фиксиро:ваппыми. TEiM не менее оRазываетсll спра
ведливым вамечателъный факт, имеющий большое позна
вательное и практическое значение, состоящий в то:м, что 
при предположениях достаточно общег() хараБтера А.си:м·
птотическое поведение од1юмерной ударной вош1ы :нр11 
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t -+ оо оказывается, с точностью до одной постоянной, 
вполне определенным. Здесь будет дан вывод этого зюiо· 
на <<затухания» для плоских, цилиндрических и сфериче
ских ударных волн. 

Амплитуда слабых ударных волн. Вначале выводятся 
формулы ударного перехода, удобные для анализа слабых 
ударных волн. Пусть индеi{С <<1>> обозначает постояппос 
состояние перед фронтом и индекс <<2>> -состояние на 
задпей стороне фронта ударпой воJшы. Вводится безраз-
мерная величина 

(1) 

называемая амп.ttитудой ударпой вo.ttnы. Если амплиту
да z задана, то согласно теореме 5.5 все остальные велн
чины на задней стороне фронта одпозпачно определены. 
Для вывода асимптотяки достаточно найти их разложе· 
ния по степеням z до определепного порядка. В дальней
шем будет использовано обозначение часто встречающей
ел ВСJШЧИНЫ (2.25) 

Непосредственно из определения (1) следует 

Р2 = Р1 + P1ciz. (3) 
Далее, в силу теоремы 5.2 справедливо представление 

s2 = St + 0(z3). (4) 

Удельный объем V2 находится с помощью адиабаты Гю
гонио с центром ( Vt, р,). В силу теоремы 5.2 в разложс
нии функции V = W(p) по формуле Тэйлора две первые 
производныв достаточно вычислить вдоль изэнтропы 
S = S 1, что дает (or. аналоrичпые формулы (5. 7)) 

W' (pl) = - 212 • JV" (pl) = 32 3 ; (а ��с)) = Р2�1ь· plcl plcl cl 1 1'1 

Следава тельно, 

V2=V1-V1z+pв1 z2+0(z3). .Lc1 
(5) 
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Скорость Ua находится пз уравнения (4.17) и дается фор
мулой: 

U2 = V(P2- P1)(V1- V2), 
откуда в силу (3) и (5) следует представление 

1 U2 = c1z- 2 B1z2 + О (z3). (6) 

Кроме того, полезно naii·�и инвариант Римава l2 .... 
= ll2- а(са). Так I\aii 

то в силу (3) 

O'z = 0'1 + clz- �B1z2 + О (z3)1. (7) 

где а1 = a(ct). Сравнешrе форl\Iул (6) п (7) дает важное 
соотношение (так кап и1 = 0) 

(8) 

Другими словами, скачоi\ инварианта Римава l = и- а(с) 
есть величина третьего nopio.д.,.a ма.яости по сравнению cr 
амплитудой ударной волны, когда амплитуда стремится 
1\ нулю. 

Наконец, скорость перемвщения ударной волны D на
ходится из уравнения (4.1��), т. е. здесь (иz- D)V1 = 
= - DV2, и после подстапоn rш выражений (5) и (6) она
зывается таrюй:: 

(9) 
Постоянство энтрошш и инварианта Римана. Для вы

вода асимптотяки на плоскости R2(r, t) рассматривается 
область Q = {ro < r < rФ, t > О}, где постоянная ro > О и 
r = rФ(t) есть уравнение ударной волны (фронта), причем 
rФ(О) = ro. Вывод основан на приближении, связанном с 
отбрасыванием, ввиду их относительной малости, величин 0(z3) в соотношениях (4) и (8), а также с условием ко
нечности суммарного pacxo,r,a через границу r = ro. Эти 
соглашения формулируютен ниже как предположения 
А и В. 
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П ре д п о л о ж е н ие А. Всюду в области Q энтропия 
S и инвариант Римава l постоянны, S = S, и l = l, = 
=- cr(c,), или 

(10} 

:Кроме того, считается, что движение в Q непрерывно и 
все величины :мало отличаются от их значений пере� 
фронтом. 

Из предположения А следует, что все газодинамиче
ские величины в области Q являются функциями одноii 
из них, т. е. движение в Q есть простая волна . При этом 
уравнение (15.4) вдоль характеристик с_ :можно отбро
сить (оно заменяется соотношением (10)) и движение 
описывается только уравнениями характеристик С+: 

dr 
dt =и + с, 

д д v 
дt (и + а (с)) + (и + с) iJr (и + а (с)) = -Г си. 

(11) 

Оказывается, что при условии (10) уравнения (11) 
интегрируютел точно. Для этого вво;r�;ится дифференци
альный оператор 

а+-�+-1-� 
т - дr и+ с дt 

и ( 11) перепuсывается в виде 

(и+ с) а-:- (и+ (J (с)) + vr-1cи = о. 
Применение оператора at к тождеству (10) дает рдt и= 
= сдt р, в силу чего 

(и+ с) at (и+ а (с))= идtи +и � д;J-р + сдtи +с �дtр = 
-= 2и � atp + 2сдtи == 2 � at (ри). 

Поэтому предыдущее уравнение равносильно уравнению 

2rдt (ри) + vри = О, 

интегрирование которого дает 

(12) 
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где величина а постоянна вдоль С+-харюперистик и яв
ляется параметром, отлпчающи:м одну характеристину от 
другой. 

Rаждая из этих хараь:терпспш соеДiшяет не1юторую 
точку t0(a) на прямоi'I r =' ro с точiюй (rФ, tФ), лежащей 
на ударной волне (рис. 1) Ин-
тегрировашrе первого пз уrав- t 1 неииll ( 11) вдоль С+ дает 

Тф 

tФ = t0 (а) + 5 и -�-с dr. 
ro 

Дпффереицпрованпе этого соот
ношения по а с учетюi того, 
-ЧТО dtФ/da = D-1dr�,/da, пршю- · 
дит к уравнеюно 

tjrx) 

о 

Рис. 1. 
rф (_!_- _1

_
) drФ = , ' 

а 5 (!.- _
1
_ ) dr D и+ с da ·о ( ) + да и+ с • 

то 
(13) 

В силу предположения А величины D и и + с можно 
рассматривать как фун:кцни от pu. С по:иощью формул 
(5), ( 6 )  и (9) получаются достаточные для вывода асимп
тотини приближенные выражения 

(14) 

второе из Iюторых можно считать справедливым не толь
ко на фронте, но и всюду в обJшсти Q. Если положить 
k = В1/(2р1с�), то в результате подстановки (14) и ис
пользования (12) уравнение (13) упростится до следую
щего: 

rф 

Пусть J (а)= J r-v/2dr ; тогда это уравнение нерепп-
rо 
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шется так: 

kaJ' (а) + 2kJ (а) = t� (a)L 
или равносильно: 

'k :а (a2J (а)) = at� (a)L 

и проинтегрируется в впде 
а 

l.a2J (а) = J �t� (В) dPt 
а о 

(15) 

где предполагается, что rФ = r0 при а = ао, т. е. t0(a0) = О. 
Последний: интеграл 1\Юil\HO иреобразовать с учетом соот
ношения (12): 

а t0 

5 Pt� <В> ар= r�12 j' ри (r01 t) dt. 
а0 о 

.Предп о л о ж ение В. Ин'tеграл 
00 

J ри (r0, t) dt = Q 
о 

конечен и положителен. 

(16) 

Асимптотичесиие формулы. В силу предположения В 
из (15) получаетел асимптотическое представление инте
l'рала !(а): 

(17) 

С другой стороны, иuтеграл J(a) берется явно, и для раз
личных значений v получаются формулы 

(v = О) J (а) = rФ - r0; 

(v=1) J(a)=2(VrФ- Yr0); 
(v = 2) J (а) = ln (rФ/r0). 

(18) 

Сравнение (17 ) с (18) дает асимп�отическую зависимость 
rФ(а) или а(rФ), а значит, и величины Сри)Ф в зависимости 
от rФ в силу (12). 
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В зюшючепие надо заметить еще, что в силу формул 
.(5) и (6 )  справедJrиво соотношенпе 

PzUz = P1C1Z + 0 (z2 ) ,  

позволяющее представить амплитуду z асимптотическоii 
формулой 

(19 )  
Отсюда и получается искомое асиыптотичсское представ
леп:ие амплитуды z через 1 ·Ф при rФ -+ оо, При этом в фор
мудах ( 1 8) слагае�rьши r0 11 Yro можно пренебречь � Оиоп
чательпо, с учетом ( 2 )  и выражения В1 = 2kp1c� , асими
тотика амплитуды z записывается через относительный 
радиус ударной волны � = rФiro и дастся следующими 
формудами :

-

(v = О,  плоские волны) 

(v = 1 ,  цплпн;:�;рическис воJшы) 
(v = 2 ,  сферические волны) 

z = н�-112 ;  
1 z = - Нt-з/4 · 

у2 "' ' 

z = II�-1 (ln�)-1 /2.�� 
где безра змерная величипа Н дается формулой 

(20) 

н - 2 ( Q )1/2 (21) 
- Vm 1 + 2 plrO • 

Па основе аси:мптотиюr (20) ,  (2 1 )  и предыдущих вЫ
водов легко получаются формулы, описывающие асимпто
тичесrюе поведение на ударной волне величины давления 
(3 ) , плотности (5) , массовСIЙ скорости (6 )  и скорости удар 
ной волны (9) для каждого значения параметра симмет
рии v.  

§ 20.  Автомодельные дниженил 

Термин << автомодельный » буrшально означает « себе 
подобный >> .  Обычно в э го понятие виладывается тоr 
смысл, что распределения зависящих от времени велпч ин 
в разные моменты време1::и связаны друг с другом пеко
то рым иреобразованием м асштабов измерения зависимых 
п независимых пере�rенных. Поэтому автомодельнымп 
nринято называть такие решенил, которые получаются 
применением теории разм ерностей . Более общий группо · 
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вой подход поназывает, что это не что иное, нак инвари
антные решения относительно группы растяженпй (см. 
§ 8 ) .  Однако свойство  неиоторой группы преобразованпii 
быть группой растяжений зависит от выбора системы 
ноординат в пространстве основных пере:менных. На са
мом деле единственньп.1 инвариантным характеристиче
сtш:м свойством групп растяжений является то, что они 
абелевы (коммутативны) .  Поэтому рационально использо
вать тер11шн <<автомодельный>> применительно к любы\1 
решенпя:и, инвариантным относительно абелевых под
групп основной группы. При это111 представление решения 
в той системе rюординат, в которой группа является 
группой растяжений, удобно называть автомодельным в 
уапом смысле. 

Уравнения автомодельных движений. В этом параг
рафе речь пойдет об автомодельных в узком смысле ре
шениях уравнений одномерных движений газа ( 12 .29 ) .  
Эти решения выделяются тем, что  они полезны и часто 
используются в приложениях; нроме того, они наиболм 
хорошо изучены (см. [7] ) . Общее представление таних 
решений и соответствующая фаriторсистема были получе
ны в нонце § 12 и имеют следующий вид: 

q = � и (Л) ,  р = tPR (Л) , р = tl3-2r2P (Л) ; Л = rt-u.; (1) 

здесь а. и � - покаааrели авто.>tюдельпосrи, а фунrщии 
и, R, Р удовлетворяют системе обыюювенных дифферен
циальных уравнений (штрихом обозначены пронаводные 
по Л ) 

(и - а.) "ли' + Л � - и +  U2 + 2 ; = О, 

(и - а.) "лR' + RЛи' + (�tи + �) R = О , (2) 
(и - а.) I.P' + уРЛи' + ((�tY + 2) и + � - 2) Р = О , 

где положено !! =- 1 + v, так что !! = 1 для плоских волн, 
!! - 2 для цилиндричесних волн и 1-t = 3 для сферических 
BOJIН, 

Замечательная особенность системы ( 2 )  состоит в том, 
что она сводитс11 к одному везависимому уравнению пер
вого порядка и двум нвадратура111 .  Этот факт не случаен. 
оп имеет групповую природу и связан с тем, что исход-
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ные �'равнения ( 12.29)  допуснали трохпараll(етричесную 
группу растяжений , а ·  для определения решений вида ( 1 )  
использована тольно одна е е  одноnараметрическая nод
групnа ;  оставшиеся два независимых растяжения должны 
доnус1шться системой (:� ) .  Здесь эти иреобразования вид
ны неnосредственно: 

(а)  1. = аЛ.; (Ь )  Л = bR,  Р = ЬР. (3 )  

П реобразование (3 ,  а )  nозволяет избавиться от явного 
вхождения невависимого nеремениого Л за счет замены 
s = ln Л, а иреобразование (3, Ь)  поназывает, что единст
венным независимы:м уравнением должно быть уравнение, 
связывающее инвариаnты этого преобразования U и Z = 
= Р 1 R. Вывод nоследню·о требует лишь выnоЛнения ряда 
тождественных nреобрааований, в итоге ноторых nолуча
ется уравнепие 

(4) 
где 
М =  (2-y U - ( -у - 1 Н2а + � ) - 2)Z -

- ( U - a) ( ( ro - "( + 1) U2 + (-у - aro - 3 ) U  + 2а) , 
(5 )  

N = ( �t"( U + 2а + � - 2)Z - ( U - aH U2 - U) , 

и вве;з;ено обозначение <11 = �(у - 1 )  + 2. По известной за
висимости Z ( U) функци11 U(Л.) находится нвадратурой иа 
уравнения 

Л dU _ (/.t.yU + 2ct -!- � - 2) Z - (И - ct) (Иt - И) (б) d').. - (И - ct)2 - yZ ' 

после чего еще одноii квадратурой находится R(Л.) из 
второго уравнения (2 ) :  

'- dR ЛИ' + !J.U + � (7) R д = ,....- И - сt  
Нанонец, фуннция Р находится из определения Z:  

Р == ZR. (8 )  

Полезно заметить еще, что для скорости ввуна из форму
лы с1 - -yplp (газ политр опный) в силу представления ( 1 )  
1 5  л. в .  ОвслиииЖ!в 
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и определения (8) получается выражение 

с = Т  С (Л) t С2 -= yZ. (9) 

Линии уровня. Линии Л = const называются липия.ми 
уровпя решения ( 1 ) ;  на плоскости R2 (r, t) они имеют 
уравнение r = rл(t )  = Лtа. I\артины расположения линий 

t 0 <- et < f t Cf., > f 

r о r 

Рис. 1. 
уровня для а > О показавы на рис. 1 .  Скорость движения 
точ1ш вдоль линии уровня дается формулой 

dr'A. r'A. 
ёit = a -t-· (10) 

Поэтому из формул ( 1 )  · и (9 )  следует вывод: линия уров
ня является траекторией частицы, если и только если на 
ней и = а; линия уровня есть С+ (С_ )-характеристика, 
если и только если на ней и + С =  а <и - С =  а) .  Кроме 
того, в решениях с ударными волню\IИ, движущимиен по 
закону r =rФ(t) ,  участвует скорость волны D, которую 

r 
удобно здесь представить в виде D = -1- DФ (Л); тогда 

ударная волна является линией уровня, если и только 
если DФ = а . 

С помощью уравнений (4) - (9 )  могут быть рассмотре
ны задачи об авто:модельном разлете газа, о вытеснении 
газа поршнем, о движении в результате сосредоточенного 
в точке r = О воздействия на газ путем приложевин мгно
венного импульса или путем мгновенного выделевин 
энергии и т. п .  В таких задачах необходимо учитывать 
различные особенности исследуемого движения, связан
ные с заданием тех или иных дополнительных условий. 
Такие условия следует интерпретировать, в первую оче-



§ 20 .  АВТОМОДБЛЬНЫЕ ДВИЖЕНИЯ 227 

редь, как дополнительные I\ ключевому уравнению (4 ) .  
Эти уеловил могут быть с в  113аны с отысканием интеграль
ных кривых, проходящих ч ерез его особые точки. Так как 
характер и расположение особых точек уравнения (4) за
висят от четырех параметров - показателей автомодель
пости а и �. раэмерности пространства J.l. и показателя 
адиабаты "{ ,  то в общем виде нарисовать поле интеграль
ных кривых э1·ого уравнения затруднительно. Это прихо
дится делать в каждой конкретной эадаче после того, как 
все или хотя бы некоторые из параметров фиксированы. 
При этом следует иметь в виду, что иногда показатели 
автомодельности удается определить только на основе 
очень глубокого качественного аналиэа искомого решения. 
В этом вопросе могут ока заться полезными выводимые 
ниже интегральные законн сохранения, которые для ав
томодельных решеиий при i!имают специальную форму. 

Интегральные законы сохранения. Пусть r = ru(t) 
есть уравнение траекториii частиц в одномерном движе
нии газа. Тогда, по определ:ению, dr,.ldt = q. Специалиэи
руя в общих интегральных законах сохранения ( 1 .3 )  дви
жущийся объем как область, занлюченную между поверх
ностями r = ru 1 ( t ) и r = ru2 ( t ) ,  легно получить следующие 
интегральные заноны сохра пения массы, импульса n энер
гии для одномерных движений: 

ru2 

ru2 

:t s prVdr = 0� 
rul 

ru2 

:t s pqrVdr + [r�p и = 0,_ (11)  
rul 

d� S ( � pq2 + 11 _!_ 1 р) rvdr + [r�pqИ = ot  
rul 

где символ [f]� означает раэность /z - f, . Здесь в заiю
не сохранения энергии пр сrнято во внимание выражение 
(2 .6 )  для внутренней эиерi'ии политрониого газа. 

'Уравнения (11) описывают эволюцию во времени мас
сы, импульса и энергии, з 1шлюченных в объеме между 
15* 
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двумя траекториями . Для дальнейшего надо рассмотреть 
· аналогичную эволюцию этих величин, зюшюченных в 
объеме между двумя линиями уровпя r == r�, 1 { t )  и r = 
-= rл2Ct), т. е. величин 

r:�, z r:�,2 
А! ( t )  = S prvdr, 1 ( t )  = S pqrvdrJJ 

r:�,l r:�,l 
r:�,z 

Е ( t) = s (; pq2 + '\' 1 1 р )rvdr. 

(1 2) 

r:�,l 

Окаэывается , что для автомодельных решений вида ( 1) 
зависимости ( 1 2) вычисляются явно. После подстановхш 
( 1 )  и замены переменной интегрироваппя r -+  ').. получа· 
ются фор:мулы :1.2 

llf (t) = tl>+(v-J-1 \a J Rf..Vd/.,1 
:1.1 

:1. 2  
J ( t) = t�+(v+2 )a- l  J RU').v-1-ld'A,; 

:1.1 
:1. '2  

Е ( t) = t�+(v+З)a-2 J ( � RU2 + '\' � 1 Р) ')._V+2df... 
:1.1 

(13) 

Втот факт позволяет наiiти конечные выражения для 
интегралов , входящих в (13 ) ,  с помощью специального 
приема, который :можно изложить в следующей общей 
абстрактной форме. Рассматривается эакон сохранения 
вида 

ruz 

:t S j (r1 t) dr + [ЧJ]� = 0", 1 (14) 
rul 

r:�,z 

и предполагается, что для интеграла F (t) = J jdr 
rл,l 
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справедливо представление 
"-2 

F (t) = =  tm J f (Л) dЛ. (15) 
"-1 

Пусть в момент времени to области интегрирования сов
падают, т. е . r,.1 = rм и <u2 = rл2· Тогда дифференцирова
ние в точке to равенства, справедливого при любом t :  

rм ru\1 rul rл\1 

J f dr = J f tir + J f dr + J f dr , 
rлl rul rл, ru\1 

прпведет к соотношенпю 
rл\1 ru\1 

d s 
d 

s 
(dr ut drл1) (drм dr и\1) 

Тt f dr = dt f dr + dt - dt ft + dt - dt fll· 
''М rul 

После подстановки выражений (14) и (15)  это соотноше
ние, с учетом фор},rулы ( 10 ) ,  принимает вид 

� F = - [cr J i  + ( ql - а �1 ) /1 + (а :�� - q2) /2 
п, окончательно, дает выражение интеграла F: 

mF = - t [ .( q - а � ) f + ер J:. (16) 

П римепение этого приема к законам сохранения ( 11) ,  
с учетом уже найденных выражений (13 ) ,  после подста
новки ( 1 )  дает соотношения - аапоны сQхранения д.ля 
авто.моде.лъных решений: 

"-а 
(� + (v + 1) а) J RЛ vdЛ = - [Лv+IR (U - а)]�1 

i.l  
J..a 

(� + (v + 2) а - 1) s RUJ,v+IdЛ """ - [ЛVH (P + RU(U - a)) ] � \  
Лt 

(17) 
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'-2 
(� + (v + 3) ct-2) s ( � RU2 + у  1 1 Р) '),V+2d'л = 

'-1 

= - [лv+з (Ри + ( �  RU2 + y  1 1 P) (U - cx))J:. 
Если параметры а, � .  v обращают в нуль какой-нибудь 
из коэффициентов в левой части, то соответствующее со
отношение ( 1 7 ) дает конечный первый интеграл системы 
уравнений (2 ) .  Например, если а =  1 и � = - J,t, то всэ 
rюэффициенты равны нулю и точное решение дается си
стемой из трех первых интегралов : 

R (U - 1) = А1'л -JL, 

Р + RU (U - 1) = А2'л -JL-\ (18) 

PU + ( � RU2 + у 1 1 Р) (U - 1) = А3'л -J.L-2 ,: 

где Ai - произвольвые постоянные. 
Свойства примыкания. При решении конкретных за

дач существенно знать, с наrшми другими решениями 
1\Iожно сопрягать автомодельное решение непрерывным 
образом или через сильный разрыв. В общей постановке 
этот вопрос очень сложен и конструктивно не решается. 
Однако если ограничиться случаем примыкания двух 
автомодельных решений, то можно заметить следующее. 
Во-первых, такое примыкание возможно, тольно если по. 
казатели автомодельности а и � для обоих решений одни 
и те же. Во-вторых, во всех случаях сопряжения .л,ипил 
при.мы�апия должна быть липией уровня 'л = const. Д ей · 
ствительно, в противном случае возникли бы два допол
нительных тоЖ):I;ественных соотношения между величина
ми U, R, Р, не вытекающих из законов сохранения, а дик
туемых только формой линии примыкания. Вообще гово · 
ря, такие соотпошения несовместимы с системой уравне
ний (2) ввиду того, что ее общее решение зависит лишь 
от трех произвольных постоянных, подбором которых 
удовлетворить «лишнему>> тождественному соотношению 
невозможно. 

Далее ,  если примыкание осуществляется по линии 
уровня Л{'л = const } ,  то эта линия должна быть либо 
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характеристикой (в случае непрерывного примыкания) ,  
либо линией сильного рс зрыва (ударной волной) .  В пер-· 
вом случае на А необхо,rJ;имо выполняется одно из соот
ношений 

и == CG, и -- С = CG, и - С = CG, ( 19 ) 

в зависимости от того, является ли А траекторией илп 
характеристикой семейст ва С+ пли С-. Во второи случае 
на А выполнено соотношение для скорости перемещенил 
ударной волны 

r /) = CG t, (20) 

Полезно заметить, что точки, в которых выполнено одно 
из соотношений (19 ) ,  яв 1rлются, вообще говоря, особыми 
для уравнений (2) ;  это видно непосредственно из урав
нений (6 )  и (7), если учесть соотношение ( 9 ) . 

П ростейший случай сопряжения разных решений -
примьшапие к постоянно \!:У решению. В силу предыдуще
го возникает вопрос, явлнется ли автомодельным постояи
ное решение 

q = Чо, Р = Ро, Р = Ро· (2 1 )  

Из представления ( 1 )  видно, что решение ( 2 1 )  может 
быть автомодельным только при значениях параметров 
а = 1 и � = О (при этом исключается случай вакуума, 
ног да Ро = Ро = О ) .  Следовательно, здесь 'Л = г/t и полу
ченные из ( 1) выраженк:r 

( 22 )  
должны удовлетворять системе (2) .  Простая проверка по
I{азывает, что (22) есть решение толыю в двух случаях : 
( а )  q0 =1= О, v = О п (Ь )  q( ,  = О, v произвольно. Итак, мож
но сформулировать следу ющп.й вывод. 

При снорости q0 =!= О  постоянное решешrе автомодельна 
тоЛЫ{О в одномерном движении с плоскими волнами; если 
же q0 = О, то постоянное решение всегда автомодельно ; 
во  всех случаях показат,ши автомодельного постоянного 
решения имеют значения а =  1, � = О. 

Соотношения на ударной волне. В случае политроп
наго газа соотношения (4 . 12 ) - (4.14) могут быть записаны 
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в виде 
[р (q - D)] -= О., 

[р + p(q - D)2] = 0.,; 

[ v 
У 

1 � + � (ч - D)ll] = о"' 

(23) 

где [ . . . J - символ сr{ачка. В предположении, что пока

ватели а и � в формулах представления ( 1 )  и (20) по обе 
стороны ударной волны одни и те же, соотношения (23 > 
могут быть переписаны в терминах величин и, R, Р: 

[R (и - а)] = О� 

[Р + R (U - а)2] = 01 (24) 

[_У_ !'... + .1. (и - а)2] = О.  y - 1 R 2 

Введение величины Z согласно (9 ) дает возможность вы
делить из систе:мы (24) два уравнения, связывающие 
только и и Z: 

[_z_ + и - а] = 0 U - a.  .s 

[_У_ Z + .!. (и - а)2] = О. 
'У - 1  2 

(25) 

Уравнения (25) удобны те:м, что они позволяют интерпре
тировать ударный переход на той же плоскости R2 (и, Z ) ,  
где расположены интегральные кривые основного уравне
ния автомодельных решений (4) .  

В важном частном случае, I{Огда рассматриваются ав
томодельные ударные волны, идущие по неподвижно:м:у 
газу с постоянными параметрами состояния Чt =- О, Pt1  P t ,  
второе и третье соотношения (23)  принимают вид 

( � Y (v У 1 �: + � (U2- a)2) =� y � 1 �: + � а2 (тУ· 
tP ( �у ( P2+�iU2 - а)2) = р1 + <X2Pt ( ; у. (2б) 

Rак уже было отмечено выше, соотношениям (26) можно 
удовлетворить вдоль линии уровня rt-a. = const, только 
если � = О и а = 1. 
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Случай сильной удар1юй волны. Здесь возможна приб
лищенная постановка длн очень си.льпых ударных волн, 
1югда значение давления перед волной Pt много меньше 
давления за волной Р2· В предельном случае р/ Р2 -+ О это 
приводит к nриближению, уравнения которого nолучают 
с я  из (26) ,  если просто ноложить Р1 = О . Следует заме
тить, что, строго говоря, состояние nолитроnного газа с 
Р1 = О и Pt =F О достигается , только если в нем обраща
ется в нуль темnература Т1• Хотя реально абсолютный 
нуль недостижим, как nрпближение такое предnоложение 
является nриемлемым. В nриближенной nостановке, 
когда Р1 = О и Р1  =F О, соо тношения (26) могут быть удов
летворены nри � = О и nри nроизвольном а. Следователь 
но, для очень сильных автомодельнЫх ударных волн 
(с  пш;азателями авто:модельности � = О n любым а) , иду
щих по неnодвижному газу с - nлотностью р1 ,  прпблшкен
но справедливы следующпе соотношения : 

R':l (U1 - а) = - арн 
v Р2 1 (U )2 1 2 

'\' - 1 R2 + ·2 2 - а = 2 а 
.IJ 

Р2 + Л2 (U2 - а)2 = сх.2р1 •  
Решение этих уравнений относительно вели'Шн с индеi�
со.м <<2 >> находится элеме нтарно: 

(27) 

Третье из равенств (27 ) n01шзыв ает,  что в рассматривае
мой nостановке за ударной волной достигается nредель
ное сжатие . Очевидно, что этот факт находится в nолном 
соответствии с исходны!\! предnоложением:. 

Общие соображения и nодходы к изучению одномер
ных автомодельных движений газа развиты в м:онографип 
Л. И. Седова [7 ] , где п риведен тюtже nодробный аналпз 
и дано решение :многих конкретных задач. Две из них 
рассматриваются более nодробно в следующем nара
графе. 
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§ 2 1 .  Задачи о поршие 11 о сильном взрыве 

Задача о п оршпе, уже рассмотренная в § 18 для од
номерных движений с плоскими волнами, представляет 
интерес и для движений с цилиндрической или сфериче
ской симметрией. В этих случаях сравнительно простое -
автомодельное - решение существует лишь тогда, когда 
поршень вдвигается в покоящийся газ, расширяясъ из 
точпи ( начала координат ) с постоянной скоростью ; для 
других краевых условий задача о поршве неавтомодельна. 
Тем не менее исследование решения задачи о поршве 
полезно для пони:�Iания общей :методи1ш отыСI\ания таки:< 
решений. 

Постановка задачи о поршне. В неподвижный полит
рапный газ с показателем адиабаты "( и с постоянными 
параметрами состояния Pt, р 1 ,  заполняющий все простран
ство R3, в момент времени t = О  из точки r = О начинае r 
вдвигаться с заданной скоростью qo поршень, форма ко
торого соответствует цилиндрической или сферической: 
СIПП.Iетрии. Впереди поршля возникает ударная волна, 
идущая по покоящемуся газу. Требуется определить ско
рость пере:мещепия ударной волны, а также движени·� 
газа между ней и поршнем в предположении автомодель
пасти; в частности, представляет интерес величина давле
ния на поршень. 

Из результатов § 20 следует, что автомодельноетЪ 
движения газа за ударной волной возможна только для 
покавателей автомодельпасти а = 1 и � = О. В этом слу· 
чае представление решения (20. 1 )  таково: 

rll q = � U (Л) , р = R (Л) ,  р = f Р (/..) ;  9. = � . (1) 

Здесь основное дифференциальное уравнение (20.4) упро· 
щается до следующего: 

где 

dZ Z 2yZ - (U - 1) (xU - 2) 
dU = U !1'\'Z _:.. (U - 1) � s. (2) 

х = ( J.t - 1) ("( - 1 ) + 2 

и величина Z дается формулой (20.9 ) .  Если уравнение ( 2 )  
имеет решение Z = Z( U) ,  удовлетворяющее граничным 
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условиям на поршне и па ударной волне, то зависимость 
U(Л) находится квадрату:r= ой из уравнения (20 .6 ) , которое 
здесь упрощается и м о же r быть записано в виде 

dЛ 1'Z - (И - 1 ) 2 dИ 
Т, = - /k YZ - (И - 1)2 U' (3) 

Граничные условия на поршне и на ударной волне 
дают начальные данные дrrя решения уравнений (2 ) и ( 3 ) .  
На поршне, закон движения которого есть r = q0t, извест
но значение Л = q0 и, согласно (20. 19 ) , должно выполнять
ся условие 

V ( qo)  = 1 .  (4) 
Tal\ I\ai< точl\а (Л, U) = ( qo, 1 ) не является ocoбoii для 
уравнения (3) ,  то услови ем (4)  его решение определено 
однозначно. 

Условие на ударной волне вытеl\ает из (20.25 ) .  Пусть 
индеl\с <<Ф >> отмечает значения величин на фронте (за 
волной) .  Тогда с учетом 1 ого, что сl\орость перед фронто�r 
Ut = 0 И CG = 1 , уравнения (20.25) упрощаются И равно 
СИЛЬНЫ следующим: 

ZФ = (1 - UФ) (Z1 + UФ), 
у - 1  ZФ = Z1 + 2/У UФ (2 - UФ),. 

где Z1 есть зпачение величины Z перед фронтом. Эти 
уравнения легl\о решаются 
фронтом и дают 

относительно величин за 

2 UФ = У + 1 (1 - ·'? Z 1 ) ,  
z = 2 у (у - 1 ) (У - 1 + z ) (-2- - z ) · 

ф (у + 1 )2 2у  1 у - 1 1 
(5) 

При переменнам Zt форыулы (5) определяют на плос
кости R2 (U, Z) линию - геометричесr{ое место всевозмож
ных состояний за фронтом. Эта .линия ударной во.лпы 
после исrшюченпя из (bl параметра Z1 дается явным 
уравнением 

yZ = (1 -· U) (1 + 1' 2 1 u) . (6) 

3начепие параметра ��.  определяющего положение точки 
(5) па линии ударпой в·шны (6) ,  связано с постоянной 
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(в силу (20.20) ) скоростью DФ nеремещешш ударпой вол
пы через соотношения (20.9 ) . Именно, тю\ как закон дви
жения фропта есть r = DФt, то из ( 20.9 ) следует равен
ство 

(7) 

где с1 есть скорость звука в пОiюяще�юя газе .  
Структура плоскости ( U,  Z) . I\артпна расположения 

особых липий уравнений (2) и ( 3 )  на плоскости R2 ( и, Z)  
(нули числителя и знаменателя) и линии ударвой волны 

rz 

Рис. 1. 

(6 )  показава на рис. 1. Из нее следует, что в области 
полосы О <  и �  1 ,  лежащей выше линии ударвой вол
вы (6), производвал dZ/dи в (2 )  непрерывна и всюду 
положительна. Поэтому каждая интегральная 1\ривая 
уравнения (2 ) ,  выходящая в этой области из какой-либо 
точки Ф линии ударной волны, необходимо достигает лп
нии поршня и = 1 в неиоторой точке П. Эта интеграль
ная 1\ривая п дает искомую зависимость Z от и, в 1\ОТО
рой еще присутствует неопредсленный параl\Iетр zl ,  т. е .  
на самом деле фующию Z = Z ( и, Zt ) .  В частности, опре
деляется значение величины Z = Zп на поршне. 

После этого зависимость и(Л) ваходптся квадратуроii 
из уравнения (3 )  и оказывается однозпачноii:, так как в 
рассматриваемой области всюду d'Лidи < О. Интеграл 
от (3 ) ,  взятый по всему промежутку < иФ ,  1 ) , позволяеi' 
учесть условие (4 ) и, в силу равенства ЛФ == D�, дает 
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соотношение 
1 

DФ s yZ ( '1, Z1) - (И - 1 ) 2  dИ ln - = -
q0 1-t'\'Z (И, Z1) - (И - 1)2 U · (8) 

иф 

Это соотношение, с учетом выражений (5 )  п (7) , следует 
рас�матривать кан уравнепив относительно оставшегося 
ДО сих пор неопределенным параметра z1. Соотношение 
(8 )  можно также рассматJ: ивать как уравнение, пеявно 
определяющее зависимость вида 

МФ = F (М0) (9) 

между числом Маха поршпя М0 = q0/c1 и числом Мах(/, 
ударпой волпы МФ = DФ/с1• Входящая сюда функция F 
определяется расчетом, вкдючающим числеппое интегри
рование уравнения (2 )  и выполнение квадратуры (8 ) .  
Очевидно, что функция F является стапдартной, завися
щей только от показателя адиабаты 'У и размерности про
странства J.t. Выполненные расчеты (см. [7 ] ) показывают, 
что, при прочих равных У·�ловиях, порожденная портнем 
сферическая ударная волна первмещается медленнее, чем 
nлоская. 

Давление на порmень. Для определения давления на 
поршень необходимо обра·гиться к уравнению (20. 7 ) ,  ко
торое в данном случае после комбинирования с уравне
нием (3) принимает вид дифференциальной связи R с U: 

dR _ 
( 

_ l) (1  - И) dИ (10) R - J.t . f.t'\'Z - ( 1 - И)2 ' 

Начальное условие к нем v вытекает из nервого условия 
(20.24) на ударной волне, которое приводится к виду 

( 1 1 )  

Интегрироваnие уравненюi ( 10 )  вдоль всей нривой ФП 
(см. рис. 1 ) с учетом условия ( 1 1 )  приводит R формуле 

1 
Рп \ ( 1 - И) dИ 

ln pl (1 - ИФ) = (J.t - 1) J f.t'\'Z (И ,  Zl) - ( 1 - И)2 ' 
Uф 

( 12) 

ноторал определяет значе ние плотности Рп на порmне. 
Т ан Itaн значение Zo вели '!ИНЫ Z на поршве известно (оно 
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уже получено при интегрировании уравнения (2 ) ) ,  то 
давление Рп на поршне определяется вытекающей из со
отношений (20.9 ) формулой 

Рп = q�pn Zn. 

Учитывая, что ур1 = с�р1, ее можно записать в безраз
мерной форме: 

рп _ �,z М2 Pn - - 1 n о • pl pl 
(13) 

Очевидно, что правая часть формулы ( 13 )  зависит только 
от числа Маха поршил М0 • Расчет показывает (см. [7 ] ) ,  
что, при прочих равных условиях, давление газа н а  сфе
рический поршень меньше,  чем на плоский. 

Следует заметить, что хотя наиболее интересными зна
чениями параметра �t здесь являются � = 2 и � = 3,  при
ведеиное решение задачи о поршне годится и для � = 1 .  
Тогда получаются результаты, которые уже - обсуждались 
в § 18. Проверка этого факта предоставляется читателю. 

Задача о силыtом взрыве представляет большой инте· 
рее не только в связи с практической возможностью оце
нивать энергию взрыва, например при атомных взрывах 
в воздухе или в воде, но также ввиду достигаемого здесь 
изящного описания сложного неустановившегося движе
ния газа посредством относительно простых нопечных 
формул. 

Постановка задачи о силъпо:м взрыве. В покоящемся 
политрапном газе с показателеы адиабаты "( и параметра
ми состояния Pt ,  Pt , заполняющем все пространство R3,  
в момент времени t = О в ТОЧI{е r = О мгновенпо выдели · 
лась большая (по сравнению с впутренней энергией газа ) 
r.опечпая Э1f:ергия Ео (произошол взрыв) .  При t > О  в газ 
распрострапяется ударпая волпа, вызывающая одномерное 
движение с плоскими, цилиндрическими или сферически
ми волнами. Требуется найти закон перемещения удар
ной волны и движение газа за ее фронтом. 

На основании расемотрений § 20 легко устанавлива
ется, что автомодельное решение этой задачи не сущест
вует. Действительно,  так как фронт ударпой волны дол
жен быть поверхностью уровня Л =  ЛФ, то выражение для 
полной энергии, заключенной в области радиуса rФ = 
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== Л.Фt'\ может быть найдено из формулы (20. 1 3 ) :  
Аф Е (t) = tfl+<v+з>a-2 s (-� RU2 + "i � 1 Р) Л vНал. (14) 
о 

Если здесь покаватель стеn ени при t отличен от нуля, то 
при t -+  О для E(t )  в пред эле получится либо значение 
нуль, либо бесконечность. Ясно, что это противоречит 
постановке задачи, тан наF· при t -+ О должна получиться 
конечная энергия Ео. Поэтому необходимо 

� + ( v + 3 ) а  - 2 = О. ( 1 5 ) 

С другой стороны, ударная волна идет по поноящемуся 
газу и потому покаватели автомодельпасти должны быть 
а = 1 и � = О. Однако при этих значениях соотношение 
( 1 5 )  не выполняется ни при Iшно:м v ;;;:: О. 

По этой причине автомодельное решение задачи о 

сильном взрыве возможно лишь в приближенной поста
новке, которая уже обсуж,:�;алась в § 20. Она годится нак 
приближение для очень си льных ударных волн, что хоро
шо согласуется с предпол ожением о большой величине 
выделенной энергии Ео. Так как эта поставовна возмож
на при � = О  и любом зна qении а, то требование ( 15)  ко 
нечности энергии E( t) является уравнением, определя
ющим величину поr,азатеJrя автомодельности а. Он необ
ходимо должен быть равен 

2 а = v + 3 . (1 6) 

Следовательно, приближенное автомодельвое решение за
дачи о сильном взрыве можно получить тольно с показа
телем автомодельпасти ( 1 6 ) ,  а именно а =  2/3 для плос
ких волн, а =  1/2 для цилиндрических волн и а =  2/5 
для сферических волн. Е иже/ излагается решение этой 
задачи для сферического случая. 

Для сферической ударной волны, когда а = 2/5, зна
че ния основных величин на фронте,  согласно формулам 
(20.27 ) ,  таковы: и - __ 4 __ z - 8 (y - f) 

ф - 5 ('\' + ' ) ' ф - 25 (у + 1 )2 ' 
y + f 8 RФ = "i - 1 Pl · РФ = 25 ("i + 1} Pl· 

( 17) 
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Интеграл Седова� Как было замечено впервые Л. И. Се
довым (см. ссылки в [ 7] ) , эта задача имеет копечныii 
интеграл эпергии. Он вытекает из последнего соотноше
ния (20. 1 7 ) ,  в котором благодаря условию ( 1 5 )  левая 
часть обращается в нуль. Поэтому при Лt = О и любо�1 
значении перемениого Лz = Л выполняется равенство 

PU +(.!. RU2 + -1- Р) (и - :f..) = О (18) 2 у - 1 Б • 

Это и есть интеграл Седова. После деления на R и вве
дения, согласно (20. 8 ) ,  величины Z равенство ( 18 )  при
нимает вид 

uz + (.!. u2 + -1- z) (и _:f..) = о 2 у - 1  5 1 

откуда получается простое выражение Z через U: 

.! - и  
Z - '\' - 1 U2 5 (19) - 2у и - .! . 

5у 

Носкольку соотношение ( 1 9 )  есть точное следствие за
конов сохранения, то определяемая им функция Z ( U) 
должна быть точным решением соответствующего урав
нения (20.4 ) .  В этом ветрудно убедиться прямой под
становкой выражения ( 1 9 )  в уравнение с учетом значе
ний покавателей автомодельности � == О, а. - 2/5 и числа 
J..t = 3. Легко проверить также, что интегральная кривая 
( 19)  проходит через нужную точку на фронте ( UФ, ZФ ) ,  
координаты которой даются формулами ( 1 7 ) .  

Следует заметить, что интеграл Седова ( 18 )  является 
частным интегралом соответствующего дифференциаль
ного уравнения (20.4) : он не содержит произвольвых 

постоянных. 
Анализ решения. Имея интеграл ( 1 9 ) ,  можно найти 

зависимость U(Л) . Соответствующее уравнение (20.6 ) ,  
nосле подставовки в него функции ( 1 9 ) ,  принимает вид 

( 
2 )2 4 ('\' - 1 ) 1 d/.. '\' + 1 и - 5У + 25у2 (у + 1 ) 

Л dU = Зу - 1 и (и - 521') (Зу :_ 1 - и) . (20) 
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Для того чтобы разобраться в ходе искомой интеграль
ной кривой, необходимо заметить, что для положитель
ности величины Z согласно ( 1 9 )  требуется, чтобы вели
чина и менялась в интервале (с учетом: того, что всегда 
"{ > 1 ) 

2 iJ 2 
sy < < s· (21) 

Нетрудно убедиться в том:, что точка иФ из ( 1 7 )  прп 
любом "{ > 1 лежит в интервале (2 1 ) .  Но уравнение ( 20 ) 
имеет еще одну особую точку и* = 2/(3 у- 1). Сравне
ние ее с иФ показывает, '3 ТО при "( < 7 справедливо 
неравенство иФ < и. ,  а при "{ > 7, наоборот, и. < иФ 
При этом всегда 2/5у < и* .  

Пусть сначала "{ < 7 .  Тогда и з  (20) следует, что 
dJ..Jdи > О в интервале 2/5� < U < иФ, в силу чего вели-

о 2/5у 
а) 

1 
1 
1 
1 
1 2 l �=зy- t 1 о .,_ иrр 2/5 и О 2/5у иtр 2/5 и 

б) 
Pnc. 2. 

чина· и возрастает с росто�[ Л. При этом Л -+  О, I<Огда 
и -+  2/5"(.  Отсюда вытекает качественный график зави
симости и(Л ) ,  покаванный на рис. 2, а. Этот график 
описывается аналитически после взятия квадратуры в 

(20) , которая выполняется я вно и дает 

где 

J;_ = А  и-2/5 (и _ :!:... )m \_2 _ _  0 \ -n 
л ф 5у 3у - 1 1 

ф . 

у - 1 
т =  2у+ 1 '  

13у2 - 7 у  + 12 
n == 5 (2у + 1 ) (Зу - 1) ' 

16 Л. В. Овсянншюв 

(22) 
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а констанrrа АФ зависит только от "( и получается из (22)  
при Л = ЛФ и и = и Ф ·  Получаемое зде·СЬ решение опре
делено во  всей области, от центра r = О  до фронта удар
пой волны rФ = ЛФt21ь. 

Если же "( > 7 ,  то в окрестности и справа от точки 
иФ будет d'Лidи < О , т . е . с убыванием Л величина и 
растет. Отсюда вытекает качественный график зависи
мости и(Л ) ,  покаванный на рис. 2, б. Этот график опи
сывается аналитически той же зависимостью (22) ,  но 
теперь в интервале иФ < и < 2/5. При этом, когда и = 
= 2/5, то Л =  Л* > О. Это означает, что получаемое эдесь 
решение не определепо вплоть до центра r = О. Тан как 
nри и =  2/5 из ( 19 )  получается, что Z = О , то все эти 
факты приводят к следующеыу выводу. Если "( > 7,  то 
область движущеrося газа эанлючена между сферами 
1·* = Л*t 215 и rФ = ЛФt215, а внутри сферы r= r * находится 
состояние ваУ{,уума. 

Вытекающее из этих расс!IIотрепий поведение вели
чин Z, и и Л ПОI{азано на рис. 3, где дан графин зави-. 

симости ( 1 9 ) и стрелками обозна-
z ,�<7 11 у >7 1 е 1 · 1 ч но направление изменения этих 

1 1 величин от фронта ударной волны 
�-oJi 1 к центру для случаев "( < 7 и 

\\ 1 "( > 7. При "( = 7 в области за 

1 1 1 фронтом величины и и Z постоян-
z.,. - - -г - - 1 л"' 1 н ы ;  анализ этого решения предо-

! �-л.i ставляется читателю. 

о 

1 "-"'- 1 Вычисление зависимости R('Л) 

Рис. 3. 

ll выполняется с исполъэование:м 
фушщии (22)  и соответствую
щего уравнения (20.7 ) .  При это�1 
фактически получается фушщия 

R ( и) ,  которая выписывается явно, аналогично (22 ) .  
Наконец, зависимость Р(Л ) находится просто п о  формуле 
P' = ZR. 

Расчет движения фронта. В полученном решении ос
тается один неопределенный параметр - входящее в (22)  
вначение ЛФ ·  Эта величина определяется условием задан
ной энергии взрыва Ео. Действительно, в силу ( 1 5 )  в фор
муле ( 14)  следует положить E(t) = Ео .  Кроме того, необ
ходимо заметить, что, как это следует из ( 22 ) , на самом 
деле велпчины и, R, Р зависят только от отношения 
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'А/"лФ. Поэтому после подстаt�овки 

и = u<�> .  R = Р1й <� > ,  Р = p�.P<s > ; � = л1лф, <2з> 

и перехода к переменной интегрирования � равенство 
(14)  примет вид 

(24) 

где величина 
1 

е0 = s ( { RU11 + у !__ 1 "Р) s4d� 
о 

(25) 

зависит только от показатеJш адиабаты у. 
Формулой (24) и опредедяется ИСI{Оl\Юе значение 

(26) 

Тем самым задача о сильНJl\I взрыве полностью решена. 
Закон движения фронта уцарной волны дается уравпе-
ни ем 

(27 )  

а распределение параметров газа за фронтом - форму-
лами 
!!... = 5 (у + t) -su <s> 
qф 

4 ' 

6 = !... (28) rФ 

I\ачественный характер ра ::шределений скорости,  плотно· 
сти и давления за ударной волной, описываемых форму· 
лами (28 ) ,  пок азав на рис. 4. 

Можно заметить еще, ч rо если 
выразить скорость фронт� удар
ной волны DФ через его радиус rФ 
и использовать значение ( 26 ) ,  то 
получится формула 

D 2 уво -3/2 Ф = - - rФ 5 
е01\ • (29) 

Сравнение (29)  с асимптотикой 
16* 

Рис. 4. 
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( 19. 19 )  поRазывает, что при сильном взрыве сRорость 
распространения ударной волны с ростом ее расстояния 
от места взрыва убывает быстрее,  чем в случае слабых 
ударных волн. Поэтому область применимости формул 
(28) решения задачи о сильном взрыве ограничена те
ми расстояниями, на которых ударпал волна остается 
достаточно сильной. 

Задачи и упражнеНJш к главе 111 

1 .  Поназатъ, что стационарпые решения уравнений одномер
ного движения ( 15.1) описывают течения типа истоqника (см. 
§ 11 ) . 

2. По1;азатъ, что с массовой лаграпженой координатой ; (см. 
§ 15) система ( 15. 1 )  в лагранжевых ноордипатах ( 6 , t) имеет вид ( V  = 1 /р) 

\1 
Ut + rvp< = О, Vt - rvu, = 'Т Vu, St = О. 

S. Найти харюtт.еристич('сную форму уравнений одномерного 
движения газа в лагранженLIХ ноординатах ( см. задачу 2) . 

4. Для уравнений одномерного изэнтропического движения с 
щrосними волнами по.;штропного газа при 'У = 3 найти класс 
точных решений, для ноторых массовая Jiагранжева ноордината 
имеет вид 6 = 6 0 .. ) ,  rде 'А. = r/t. 

5. Найти явные о:nопчателъные формулы и дать анализ точ
ного решения вида ( 15.29) , ( 15.30) системы ( 15. 1 )  в случае 
-ф ( 6 )  = 6v для поназателя адиабаты 'У = (J.I. + 2) /J.t. 

6. Поршень, занимавший в момент времени t = О положение 
х = О, выдвигается по закону х = at2 (а < О) из трубы, запол
ненной поиоящимся политропным газом (при х > О) ,  в котором 
скорость звуиа равна с0• Описать движение газа в Rлассе простых 
волн. 

7. При условиях предыдущей задачи поршень вдвигается в 
трубу по эююну х = at2 (а > 0) . Поназатъ, что момент наступ
Jrения градиентной Rатастрофы дается формулой 

tк = cof ('Y + 1 ) а. 
8. Найти закон движения свободного поршня массы :М в не

ограниченной трубе с площадью сечения F под действием давле
ния расширяющегося политропного газа, первоначально нахо
дившегося в состоянии поиоя, если по другую сторону поршнп 
дав,11ение равно нулю (ваиуум ) . 

9. По:казать, что если при отражении простой волны от жecт
Roii степки получается снова простая волна, то падающая и отра
женная волны являются одновр('менно либо волнами сжатия, 
либо волнами разрежеппя. 10. Поназать, что для политропного газа с 'У = 3 уравнение 
Эйлера - Пуассона ( 16.50) имеет общее решение вида 

t = F (r) - G (l), 
r - l 
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где F и G - произвольиые фуиrщnп. Используя этот фаi{Т, найти 
явпое р ешение задачи о взаимодействии центрированных воли 
разрежения (см. § 16) . 

1 1 .  Закрытая с двух концов труба длины L заполнена поi\0-
ящпмся nолитронным газом ·�  у = 3. В М011епт времени t = О 
один :коnец отнрывается и чере� пего nачипается истечение в в а
I,уум. Найти распределение оеповных величии в трубе для всех 
t > о. 

12. Ударная волна nадает на контактный разрыв, разделяю
щий два состояния покоя одного и того же nолитронного газа. 
Найти условия, nри которых коптаRтный разрыв исчезпет в ре
зультате взаимодействия. 

13. Поршеи ь, вдвпгающийея с nостоянной скоростью в nоко
ящийся политронный газ, вп 3запно останавливается. ПОI{азать, 
что давление на nоршне nоложительно (т. е. что газ не отрывает
ся от nоршня) . 

14. Доиазать, что в ПОJШТf•Опноы газе пос.'!е ветречи ударных 
волн, идущих навстречу друг ;�;ругу, всегда образуются две удар
ные волны. 

15. Показать, что при столтшов епии од1шановых политроппых 
газов с nараметрами с0, То, дв пгавшихся навстречу со схшростью 
q0 наждый, образуется область с температурой 

где 

'\' - :- 1 - ('\' - 1 ) н 
Т =  T/l (у --j- 1 )  Н - (у - 1) '' 

н - t + " + 1 м2 - v� � v + 1 )2м4 +м; м = q fc - 4 О 4 о о • О О О• 
\ 

16. Построить графики распреде.:�еиия (фуп:кции от х) основ
ных величии (и, р, р, S) для некоторого 1\Ю1Iеита времени t > О  
при распаде произвольиого ра �рыв а ( 1 О нонфигураций) . 

17. Вывести формулы для решения задачи о распаде произ
вольного разрыва в акустичесюш приближении. 

18. Проинтегрировать дифференциальное уравнение траекто
рий dx/dt = и в центрированной простой волне при одпомерпо�r 
движенпи политронного газа с плоскими волпа111и. 

19. При условиях предыду цeii задачи проинтегрировать диф
ферепци аJrьиое уравнение хар антеристшt непрямолинейиого се
мейства. 

20. Показатъ. что при on 1 еделенпи результата преломления 
ударной волны на хюнтантно1r разрыве (см. § 18) в случае, 1югда 
по обе стороны разрыва наход ятся политронные газы с одинюю
вым показателем адиабаты, б�·дет р*>р3, если Р2>Р1 , и Р* < р3,  
если Р2 < Pl ·  , 

21. Вывести формулу для отношения плотпостей рз/ р1 при 
отражении ударной волны от :кесткой стен:ки в случае политрон
ного газа (с111. § 18) . Показа"ь, что предельное значение этого 
отношения при P2IP 1 -+ оо так01ю: 
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22. Поitазать, что точпое решение (20.18) совместимо с усло
виями на автомодельной ударной волне (20.24) в том смысле, что 
оно может описывать движение по обе стороны от разрыва. 

23. Бесконечная труба с площадью сечения F заполнена по
коящимся политропным rавом с известными параметрами и раз
делена на две части невесомым поршнем. Найти силу, которую 
надо приложить к поршню для тоrо, чтобы мrновенно привести 
ero в движение с заданной скоростью U. 

24. Построить решение задачи о сильном сферическом взрыве 
в rазе с покавателом адиабаты 'У = 7. 

25. Дать анализ решения задачи о сильном взрыве для одно
мерноrо движения с плоскими волнами. 

26. Покавать, что решение задачи о поршне в случае одно
мерноrо движения с плоскими волнами, описанное в § 21 ,  совпа
дает с решением, полученным в § 18. 
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ДВУМЕРНЫЕ УСТАНОВИВШИЕСЯ ТЕЧЕНИЯ 

Теория двумерных - плоскопараллельных и осесим
метричных - установивmихся течений составляет обшир
ный и богатый коннретпыl\[и фактами раздел газовой 
динамики. Исторически эта теория выросла из потреб
ностей аэродинамики самолета и снаряда. При этом 
ограничение двумерной моделью оправдано примерно 
теми же соображениями, которые уже высказывались 
в начале главы I I I  по пов :щу одномерных движений. 

Внешне модель двумерных установивmихся течений 
нмеет много общего с мод,�лыо одномерных движений 
газа. Их роднит, например, наличие лишь двух незави
симых перемепных и возможность наглядного изобра
жения газодинамических ситуаций па nлocrtocтu тече
пия. !\роме того, сверхэвуновые установившиеся течения 
обладают определенным сво iiством эволюционности и для 
них плоскость течения (тс чпее, плоскость потенциала ) 
может трактоваться I<ак плоскость событий. 

Радииальное отличие от 11одели одномерных движений 
состоит в том, что основные дифференциальные уравне
ния уже не являются гиперболическими для всех воз
?.южных течений. Это влечет подразделение установив
шихся течений на дозвуновые (эллиптичесний тип урав
нений) , сверхзвуковые (гиперболический тип) и транс
эвуновые или околозвуковые (смешанный тип ) .  Для каж
дого типа течения характерны свои постановки коррект
ных краевых задач и свои м етоды исследования. 

До определенного преде ла теория развивается оди
паново для плоснопараллел r:.ных и осесимметричных те
чений. Однано более богатан результатами (за счет более 
широкого группового свойства) теория плоскопараллель
ных течений излагается в атой главе и более детально. 
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Для нее разви:зается один из основных методов изучения 
и решения кон:кретных задач о безвихревых течениях 
метод годографа. Разработанпый еще в начале текущего 
столетия С. А. Чаплыгипым метод годографа и сегодня 
остается наиболее эффективным в этой области газовой 
динамики. Его ценность не только в том, что он позво
ляет получать апалитичесние решения ряда коннретных 
задач, но танже в возможности выявления с его по
мощью качественных закономерностей течений. 

Одним из наиболее ярrшх достижений современной 
газовой дnнамюш явилось познание закономерностей 
перехода через скорость звух<а. Трапезвуковая газодп
памина дала толчок развитию новой области математи
чесrшй фпзюш - теории уравнений: смешанного типа. 
Вместе с тем модели Оiюлозвуковых, а также гиперзву
новых течений особенпо тесно примынают к практиче
СI�им задачам. Однако сегодня их разработку вряд Jrи 
можно считать захшпчепной. Теоретическая газовая ди
намика еще дале1ю не разрешила всех своих пробле:\1 и 
нуждается в дальпейше�r развитrш. 

§ 22. Уравнения безвихревого течения 

Плоскопараллельные и осесимметричные течения. 
Изучаемые в этом параграфе плоскоnараллельпые п 
осесимметричные течения газа обладают общими свойст
вами. Основными величипами здесь являются компоненты 
вектора скорости u = (и, v) ,  плотность р, давление р и 
энтропия S, причеl\-1 последние связаны уравнением со
стояния р = j(p, S) и газ предnолагается нормальпъш 
(см. § 2 ) .  Основные величины рассматриваются Rai-< 
функции декартовых координат (х, у ) .  При этом векото
рого разъяснения требует изображение осесимметричных 
течений . Прежде всего, безоговорочно принимается, что 
ось симметрии совпадает с прямой у = О. Далее, физи
чесхiая картина осесимметричного течения восстанавли
вается в трехмерном: пространстве lf путем вращения 
меридиопальной полуплоскости у > О вокруг оси у = О. 
При повороте на угол 180"  эта полуплоскость становится 
nродолжением исходной, а любое изображение - зерналь
но симметричным исходно:му. Ясно, что этим же свой-
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cтno:�r oбJia;J;aeт преобразовапие си.м.�tетрии 
х' = х, у ' =  -у, и' = и, ' 

v = - v, 

249 

( 1 )  

прпчем остаJiьные основные велп ч пны сохра шпотсл. Сле
довательно, условие симметр· rи (1) является необходимым 
для правильного описания осесимметричных течений на 
всей плосr\ости R2 (x, у) .  Во всех случаях плоскость 
R2 (x, у) называется плосr.о �тъю течепия . Используется 
ноордиватная фор:�rа запиеи разлпчпых соотношений, 
nричем частные производные обозпачаются соответствую
щими ИНДеi\СаМИ. 

Исходные дифференциалr:,ные уравнения для основ
ных величин следуют, например, из уравнений ( 12 . 1 7 ) ,  
( 1 2 .19 ) :  

1 
иих + vи11 + -рРх = О, 

1 U Vx + VVy + р Pv = 0, 

UPx + vpy + р ( U.c + Vy + f v) = о, 

иSx + vS11 = 0, 

(2) 

где параметр v = О  для плоскопараллельных течений и 
'\' = 1 для осесимметричных течений. Здесь первые два 
уравнения описывают заrюв сохранения импульса, третье 
есть уравнение неразрывности и последнее - одна из 
форм закона сохранения э 1ерrии (см. § 3) .  Легr•о про
веряется, что уравнения (2)  допускают иреобразование 
( 1 ) .  Поэтому требование выполнсшiя условия симметрии 
(1) означает, что в случае 11 = 1 рассматриваются толы\о 
'l'ai\Иe решения, rюторые юиариаптпы относительно этого 
nреобразования. Следовател ьно, если область вепрерывво
го осесимметричного течен ия содержит ось у = О (или 
некоторый ее интервал) ,  то необходимо должно выпол
няться условие 

v(x, 0) = О  (v - 1 ) .  (3) 
Линии тоr�а. Основным качественным элементом при 

анализе и rрафичесr\ом наглядном представлении реше
ний системы (2) являются ,л,ипии топа, которые для лю
бых уставовпвшихся течен riЙ уже были введены опреде
IJением 1 0. 1 .  С учетом сшщифики двумериости течения 



250 ГЛ. IV. ДВУМЕРНЫЕ УСТАНОВИВШИЕСЛ ТЕЧЕНПЛ 

они определяютел эдесь как интегральные кривые диф
ференциального уравнения 

dx dy 
и (х , у) = v (х , у) ' (4) 

Это определение равносильно тому, что в наждой точке 
вентор скорости u = ( и, v )  направлен по насательной н 
линии тока, проходящей через эту точну. В симметрич
ной записи (4 ) не предопределяется, наная иэ перемен
ных , х или у, является неэависимой, а каная - зависи
мой. Область течения, в которой вентор снорости удов
летворяет условию Липmица по обеим переменным и: 
и2 + v2 =/= О, однократно поирыта семейством линий тока. 
Их изображение на плоскости R2(x, у )  дает наглядное 
nредставление о течении гаэа, частицы ноторого нан раз 
и движутся вдоль линии тока . В дальнейшем анализе 
пспользуются операторы дифференцирования вдоль ли
ний тона Dz и по нормали к ли;ниям тока Dn:  

д д д д D1 = и - + v - , Dn = - v - + и -. (5) дх ду дх ду 
Функции тока. С линиями тока тесно связан другой 

важный элемент описания течения - так называемая 
функция тона. Ее определение основано на том, что 
уравнение неразрывности (2 ) допускает равносильную 
запись в виде дифферепциа.ttьпого вапопа сохрапепия :  

(yvpu)" + ( yvpv ) у = О. (6 )  

Соотношение (6 )  поназывает, что  выражение -yvpv dx + 
+ yvpu dy есть полный дифференциал пекоторой функции: 
'Ф = 'ljJ(x, у ) ,  в силу чего ее частные производвые даются 
формулами: 

( 7 )  
Эта  функция 'Ф и Ji(аэывается фуппцией топа. Итан , для 
любого течения газа существует функция тока 'ljJ, нотаран 
определена уравнениями (7) с точностью до произволь
наго постоянного слагаемого. Если: v = 1 и: в области 
непрерывного течения содержи:тсн интервал оси у = О, 
то из (7 )  следует, что 'Фж(х, 0) = О. В это11 случае при:
ниl\шетсл соглашение об однозначnо111 определении: фун:к
ции тона дополнительным условием 

'\J(x,  0) = О. (8 )  
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Первое свойство фующип тока состоит в том, что она 
постоянна вдо.л,ь ";,аждой .л,инии топа. Это очевидно, тцк 
ню� непосредственно из определения (7) следует равен-
ство D1'/J = O. · 

Второе свойство функцЕ и тока связано с расходом 
газа между двумя линиями тока. 
Пусть линии тока 21 и 2 z рас
положены в области непрерывно
го течения, и пусть А1А2 и В1В2 -
гладкие кривые (сечения) ,  ограни
чивающие вместе с 21 и 5/! z об
ласть Q c:: R2 (x, у) (рис. 1 ) . Со
гласно интегральному закону со
хранения массы ( 1 .4 ) ,  записан-
ному для плоскопараллельных или Рис. 1. 
осесимметричных движепи й, в 

:lz 

установившемел течении выполняется равенство 

s y"pu · t1 dГ = 0 , (9) 
г 

где n - внешняя нормаль к границе Г области Q .  3десь 
грающа Г состоит из четы рех I{ривых: сечений A 1Az и 
ВД2 и отрезков линий т жа А1В1 с:: Ii?1 и AzBz с:: Il'z. 
Очевидно, что в силу опре,�еления линий тока u · n = О 
на А1В1 и A zBz. Пусть s -- касательный вектор к A 1Az 
или в!в2, указывающий направление перемещения от 
А 1 к Az или от В1 к Bz. �"добно изменить направление 
орта нормали n, выбрав его так, чтобы оно после поворо
та на 90° против часовой стрелки совпадало с направле
нием s. При таком выборе нормали n равенство ( 9 ) при
нимает вид 

Q ( 9?l, 9?з) = s Y"P11 · ll ds = s y"pu · n ds. (10) 
AlA2 вlв2 

Величина Q (9?1 ,  9?z) на зывается расходом газа :меж
ду линиями тока Ii?1 и 5l'z. Равенство ( 10) ПОI{азыва
от,  что это определение корректно, так I{aK в силу 
( 1 0 )  расход Q (Ii?1 , 9?z) не зависит от выбора се
чения. 

Яспо, что благодаря прюштому соглашению о направ
лении нормали n из предст авления ds = (dx, dy ) следует 
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представление n ds = (dy, -dx) .  3начи:т, u · n ds = 
= -v dx + и  dy и в силу определения ( 7 )  подынтеграль
ное выраженuе в ( 1 0)  оказывается совпадающим с диф
ференциалом функции TOJ{a: 

y"pu · n ds = у"р ( - v dx + и  dy) = -фхdх + 1J'ydy = d\jJ. 

По:>то:IIу равенство ( 1 0)  равпосильно следующему: 

Q(2t,  22) = \j1(2z) - ф(.2'1 ) , ( 1 1 )  

Соотношение ( 1 1 )  и выражает второе свойство функ
ции тока : расход газа между двумя линиями тока равеп 
приращепию футщии топа. Из него следует, что в об
ласти непрерывпого течения функция тока различает 
линии тока в том сыысле, что на разных линиях тока 
она необходимо имеет разные значения . 

В § 1 0  уже были получены два интеграла, (10.6) п 
( 10. 1 0 ) ,  основiiых дифференциальных уравнений движе
ния газа,  справедливые для любого установившегося 
течения. В силу свойств фупкции тока, для уравнений 
( 2 ) они могут быть записаны в уточненной форме, под
черiшвающей зависимость Iюпстант пнтегрпрованпя от 
'i'· Это иптеграл эптропии 

S = S(ф) 02) 
и иптеграл Верпулли 

q2 + l (с2) = q�п (1/i) , (13) 
причем здесь q2 = u2 + v2, 

Веr<тор вихря ro в случае двумерных течений легко 
подсчитывается по формуле ( 1 1 . 1 ) .  При этом в случае 
'11 = 1 надо перейти к полярным координатам в плоскости 
( у, z )  и принять во внимание·, что в настоящем парагра
фе v обозначает у-компоненту вектора скорости в той 
меридиональной плосности , в которой w = О. Вычисление 
показывает, что во всех случаях ro имеет только одну 
невулевую компоненту, равную (в обозначениях дан-
иого параграфа ) величине ro = v .. - ии. . 

Из:tнтропичноеть безвихревых течений. Дальнейший 
анализ двумерных течений связан с предположение!\I о 
безвихревом характере движения (см. § 1 1 ) .  При этом 
система (2 ) дополняется уравнением ro = О  или 

v,. - ии = О. ( 14 )  
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В таком течении, согласно лемме 1 1 . 1 ,  должно выпол
няться соотношение ( 1 1 .3) , которое здесь сводится к од
ному скалярному и переписьmается в виде 

р,Д/1 -- рД., = о. ( 15) 

Очевидно, что соотношение ( 1 5 )  может быть справедливо 
лишь в следующих трех случаях: ( а )  S = const тождест
венно ; (Ь) р = const тождествепно ; (с) функции р и S 
связаны функциональной зависимостью р = p(S) .  Пред
положение (а )  об изэнтропичности течения является 
основным; тание течения в дальнейшем будут изучатьсн 
подробно. Предположение (Ь )  приводит к классичесrш.11r 
уравнениям безвихревых течений несжимаемой жидкости, 
которые в газовой динами <е играют роль приближенпой 
предельпой модели (c.��-r .  § Н> .  Что же касается случая (с ) , 
то оп требует спецп алыi Qго исследования, результаты 
которого приводятся ниже. 

Если S =F const и р = p (S) , то все термодинамические 
параметры становятся фу rпщиями только энтропии S. 
В силу интеграла ( 1 2) это равносильно тому, что все 
они являются фующиями только величины функции 

· тока 'lj). Но тогда п з  интеграла Бернулли следует,  что 
и модуль скорости q тоже является фующией только -ф. 
!\роме того, в силу равенства Др = р' (-ф)Dt'Ф == О  урав
нение неразрывности (2 )  у tiрощается до следующего: 

Ux + Vy + !. V = О. (16) 11 
Для удобства дальнейшего анализа вместо 'Ф вводится 
новая величина ;, определ:Iемая интегралом 

ф 

' = s р��) ' (17) 
о 

а ее проиэводпые получаю rся из формул (7 ) :  

� = -y''v, ';11 -= yvu. ( 18)  
В силу представления модуля скорости q = q ( � )  диф
ференцирование соотпош3ПИЯ U2 + v2 - q• по х и по у 
с учетом равенств ( 14)  и ( 18)  дает уравнения 

UU. + VU11 - -yvqq ' v, 
uv .. + vz:11 == J/q q 'u, ( 19)  
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равносильные уравнениям юшульса ( 2 ) .  Эдесь штрихом 
обозначена производпая по S· Итак, для трех функций, 
и(х, у ) ,  v (x, у) и 6 (х, у ) ,  получилась система из шести 

дифференциальных уравнений первого порядка ( 14 ) , ( 16 ) ,  
( 18 )  и ( 19 ) ,  в которые еще входит пока неопределенна.я 
функция q ( 6 ) .  Так как из этой системы получаются вы
ражения для всех производных первого порядка (для 
функции s они даются формулами ( 18) ) ,  то при данной 
функции q ( s ) ее общее решение может зависеть самое 
большее от двух произвольных постоянных. Однюю 
вопрос о существовании решений этой системы нетри
виален, так как получаемые выражения для производ
ных должны удовлетворять условиям совместности. 
Легко заметить только, что всегда существует постояп

пое решепие 

и = ио = const, v = Vo = const, 

причем в случае 'V = 1 в силу (3 )  должно быть v0 = О . 
Т е о р е м  а 1 .  Всякое осесимметричное , безвихревое 

течение с переменной энтропией есть поступательное 
движение в направлении оси симметрии. Не постоянное 
плоскопараллельное безвихревое течение с перемелной 
:энтропией описывается формулами 

и = -ayq2, v2 = q2 - a2y2q\ q = ехр (as ) , (20) 

где а = const, причем линии тока этого течения образуют 
семейство концентрических окружностей. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Если s = s (y ) ,  то v = О и и" = 
= ии = О, что приводит 1{ постоянному решению. В про
тивном случае можно взять у и 6 в качестве независи
:мых переменных. Тогда, если времеnно положить 
u = f1 (y,  6 ) ,  v = v(y,  6 ) ,  т о  уравнения ( 19 ) nриведутся 
1-\ виду 

Интегрирование по у дает выражения 
yVH 

и = - "  + 1 qq' + t <s) , 

y2v+2 2yv+1 
v2 = - (v + 1 ) 2 (qq') 2 + " +  1 qq'f (�) + h (6) t 

(21) 

где f и h - произвольвые фушщии только ; .  По пост
роению найденные функции и и v удовлетворяют урав-
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нениям ( 19 ) .  Легко проверить, что с этими функциями 
обращается в тождество также и уравнение ( 14 ) .  Оста
ется удовлетворить уравнению ( 16 ) .  После подстановюr 
в него найденных из ( 2 1 ) производпых от и и v и срав
нения членов с одинаковыми степенями у получаются 
следующие результаты. В случае v = 1 необходимо 
h ""'" О  и либо f = О, либо q ' = О и f = const. Обе возмож
ности приводят к постоянному решению. В случае v = О 
существует нетривиальное решение 

h = q3 - f, f = bq3, q ' = aq 
с постояннымИ а и Ь .  Отсюда, с точностью до несущеет
венного переноса по переменной у, получаются форму
лы (20) . В силу этих формул дифференциальное уравне
ние линий тока (4) принимает вид 

V q-2 - а2у2 dx = - ау dy 

и сводится к квадратуре, так как q = const вдоль линил 
тока. В интеграле этого уравнения 

(ах - хо) 2  + а2у2 = q-2 {�) (22) 

константа интегрирования Хо, вообще говоря, может за
висеть от переменной S · Однако дифференцирование 
соотношения (22) по у с учетом формул ( 18) и (20) при-
водит к равенству х� (�) = О, т .  е. Хо = const. Следователь
но, уравнение (22) описывает семейство концентрических 
окружностей, радиус которых зависит от S· • 

Этот результат означает, что достаточно широкий 
класс двумерных установившихся безвихревых течений 
образуют лишь течения с постоянной энтропией. Однако 
необходимо помнить, что если в течении присутствует 
скачок уплотнения ( см. § 10 ) ,  то за ним образуется, 
вообще говоря, вихревое течение с переменной энтропи
ей. В оставшейся части данного параграфа течение 
предполагается безвихревым и изэнтроническим. 

3 а м е ч  а н и е 1 . Rаждое безвихревое изэптропическое . 
течение является иаоэпергетичеспи.м (см. § 10 ) ,  т. е .  
в нем константа q� в интеграле Бернулли ( 13) не  за
висит от �· Этот факт легко провернется непосредствен
но, дифференцированием соотношения ( 13 )  по х и у с 
использованием уравнепий (2 )  и ( 14 ) ,  
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Основные уравнения. Важ ное свойство расс:матрпвае-
1\IЫХ течений состоит в том , что они описыва ются сп
стемо:й из двух уравнений для компоне нт вектора CI\O· 
рости. Первое из них есть уравнение ( 14) ,  а второе вы
водится путем исключения производных Рж и Ри из 
уравнения неразрывности ( 2 ) .  Для этого используются 
выражения этих производных, из уравнений импульса 
(2 )  в силу равенства dp = c2dp :  

с2р,. = -р(ии,. + vии) , C2Pu = -р (иvх + VVy) . 
Он:ончательно получается следующая система уравнений 
дву.мерпых безвихревых изэпrропичесхих rечепий: 

и11 - v,. = О, 

где квадрат скорости звуна с2 выражается 
= и2 + V2 из интеграла Бернулли 

q2 + I (c2) = q�i 

с постоянной, в силу замечания 1 ,  величиной 
В случае политропнога газа интеграл 

( 10. 1 2 )  удобно записывать с нритической 
( 1 0. 13 ) :  

2 +  2 2 у + 1 2 
q --i c = --1 с* · у - у -

(23) 

через q2 = 

(24) 
2 qm• 
Бернуллп 
сrюростью 

(25) 

Уместно Dспюшить, что анализ типа уравнений .ттю
бых установившихся течений уже был выполнен в § 10. 
Он легко повторяется для системы (23)  и показьшает,  

что она имеет эллиптичесюrй тип на дозвуковых тсче
шшх и гиперболический тип па сверхзвуковых течениях 
( см. определение 10 .3 ) .  Это различие существенно, оно 
с необходимостью влечет различпе в постююю\ах , мето
дах исследования и решениях краевых задач. Более 
подробный анализ каждого типа течений и соответствую
щих задач будет проводиться в следующих параграфах. 
Здесь же внимание концентрируется на тех фактах, 
которые аирпори с типом системы (23)  не связаны. 

'Уравнениям (23) можно придать множество равно
сильных форм, каж�ая иэ поторых и:меет свои преиму
щества при анализе тех или иных конкретных задач об 
отыскании газовых течений . Дальнейшее наложение 



i 2J!.  }<'Ji.WНEНIIЯ' БЕЗВИХРЕВОГО ТЕЧЕНИЯ 257 

посвящено выводу и предварительному изучению паибо
лее важных эквивалентных форм записи основных 
уравнений (23 ) .  

Потенциал скоростей. Первое и з  уравнений (23) рав
носильно существованию функции ер = ер(х, у) ,  производ
ные иоторой даются формулами 

ер., = и, еру = !), (26) 

Эта фующия ер называется потенциалом споростей. Ясно, 
что данным безвихревым полем сиоростей (и, v) его 
потенциал определен единствеппы1.1 образом с точностью 
до постоянного слагаемого. Из сравнения оnределений 
(7 )  и (26) вытеиает следующая связь функции тока - с  
потенциалом сиоростей: 

�1., = -yvp<f!u, 'Фи = YvP{j)x, (27)  

где плотность р выражается через q2= ер;+ <р� с nомощью 
интеграла Бернулли (24 ) .  Поэтому соотношения (27 ) 
образуют пезависимуrо систему из двух дифферепциаль
ILЫХ уравнений nервого порядка для искомых потенциа
ла скоростей <р и функции тока 'ljJ, равносильную си
стеме (23 ) .  

При наглядном графическом изображенИи течений 
на nлоскости R2(x, у) паряду с линиями тока полезны 
тю<же линии равного потенциала ср(х, у )  = coпst, или 
впвипотенциали. Так как I Vcp l = q, то расстояния между 
двумя эквиnотепциалями характеризуют величипу ско
рости течения q. Rроме того, из (27 )  следует равенство 
V''ljJ • Vcp = О, а это значит, что в лЮбой точке плоскости 
течения проходящие через нее эквипотепциаль и линия 
тока взаимно ортогопальпы. Следовательно, линии тока 
и эквиnотенциали всегда образуют на nлоскости течения 
ортогональную сеть. Вытекающее из (27 ) , в силу опреде
ления операторов (5 ) ,  равенство 

D,.'\j) = уvрД<р 

дает представление о соотношении сторон прямоуголь
ных ячеек этой сети. 

После подстаповки выражений для и и v из (26) во 
второе уравнение (23)· nоследнее становится уравнением 
для ер. Разумеется, оно должно совnадать с уравнением 
( 1 1 .20 ) ,  которое надо толы<о БЗять Б соотБетствующеl\1 
Н Л, В. Овслщпшов 
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двумерном в арiiант е .  Любым иа этих двух iепособов по
лучается: следующее уравнение для потепциала ско
ростей: 

(u2 - С2) cr xx + 2uvcpxy + (v2 - С2) сруу = � C2cpyt (28) 

J{оторое, конечно, надо рассыатрнвать одновременно с ин
тегралом Бернулли ( 24 ) .  В частности , в случае поли
т р опнаго raaa урав нение для поте нциала скорост ой 
таково : 

[у + 1 ( 2 2 ) + 'V - 1 �1 1 2 + -2- и - с* -2 - v- crxx т uvcpxy 

+ [У -; 1 u2 + У t 1 ( v2 - с�) J еру у = 

= .!. v [�' + 1 с: - у - 1 (uz + v2)1· 
у 2 2 (29) 

Метод rодографа. Существует специальный ме тод ис
с: tс;.з;ованпя двумерных безвихревых изэнтроничестш х  
те •1ений газа,  имеющий большое теоретичесi\Ое и прю-;тн
чесiше зна чение , - тю� называемый детод годографа . Оп 
основан на том, что описавп е таких течений сво;J;птсп 
ъ: отысiшнию отображения R}(x, у)  -+ R 2 ( u, v ) ,  опреде:шс
м ого форыуJrами 

и = и(х, у ) ,  v = v (x, у ) .  ( 30 )  
О u р е д е л е н и е ·1 . Плоскость R2 ( u, v) называетсн 

плос/<i.осrью годографа. Для Баждого те чеuпя, зада н ного 
фор:чулаыи (30) , годогра фоы .'Iюбого, соде ржащегос я  в 
област и  теченин , �шо�Бества точеБ плосi\ости R2 (х, у )  
называ ется образ этого м ножеств а прп отображении ( :J(J ) 
па плосi�ость R2 (u, v ) .  В ч а ст ност и , определен годограф 
Jiюбой точн.и, лин.ии или обла сти. 

На плосi<асти годографа веиор скорости u изобра
жается радиус-веi-;торо�r точюr (и,  v ) ,  прпл'iженныы 
в начале I\оординат. Ясно, ч r о  в салу интеграла Бернул
лп (24) годограф любого течения соде ржптсн в нут рн 
нруга радиуса qт с центро�1 в начаJiе координат ( рис. 2 ) .  
Прп это�r все дозвуiювые тече п п я  п о п адают в нутрь круга 
радиуса с *• а все свсрхзв�'т;ов ые течения - в r�ольцо 
г:'!' < g < qт (o:Lo заыечаrше нос.1Iе опредеJrснпя 10.3 ) ,  
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Окружность q = qm является годографом состояний ва
h·уума. 

Отображение ( 30)  будет в з аи мно однозначным не для 
любого теченпя . Напрныер, I{ашдая область постоянного 
течения имеет своrгм годо-
гра фом одну точну. Иссле
цование локальной взаим
ной однозначности этого 
отобраяiения сво;�:птся н 
выяснению того , обраща
ется лn якобпан 

д (и , v) J =д (х , у) = UxVy - UyL'.(З l ) 
в нуль или нет .  Как и з 
вестно, тождество J = О 
равносильно существов а
rш ю фушщиональной за
висимости между фуш<

и 

'Im IJ 

Рис. 2. 
циями (30 ) .  Но еслп в иенотором течении и =  F( v) (или 
v = F' ( u ) ) ,  то согласно определению 13 . 1  это течение есrъ  
простая волна. Поэтоlllу вапшо найти п иссЛедовать все 
решения - простые волны системы ( 23 ) .  В случае v = О  
:множество простых волн достаточно обширно и будет 
подробно изучено в § 24. 

Простые волны осесиС��метричпых течений. В слУчае 
'11 = 1 простые волны не чественно описываются следую
щей теоремой, в которой предполагается, что рассматри
ваемое решение не явля ется постоянным. 

Т е о р е :\I а 2. Всякан осесшаrетричная простая волна 
есть автомодельное реше ние снетемы (23 ) и, с точностыо 
до переноса по ноордин�• !Р .т , дается фор:иулами 

и =  u (Л ) ,  v = v (Л ) ; Л =  xly.  ( 32)  

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Пусть простая волна опреде
лена зависимостью и = F ( v ) .  Тогда , после подстановюr в 
систему (23)  получаемых из этого равенства выражений 
для производных, она прюrет следующий вид: 

v" = F ' vu, 
(33) 

1 7* 
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где штрих обозначает пронаводную функции F по v. 
Выражение в квадратной скобке не может быть тождест
венпо равно нулю, так как иначе получилось бы, что 
v = О  и и = F(O) = const, т. е .  постоянное течение. Поэ
тому из второго уравнения (33) можно найти величипу 
yv11 как функцию только v, например, yv11 = G(v ) .  Здесь 
)тдобно заменить переменную v вспомогательной пере
менв:ой w, определив последнюю формулой 

ln w = - S G�:) · 
Тогда соотношение YVu = G(v )  преобразуется в соотно
шение yw11 + w = О, I<оторое интегрируется и дает интег
рал yw = 6 (х ) ,  где 6 (х) - неr<оторая, пока произвольпая 
функция. Но ясно, что для величины w,  так же :как и 
для v, справед.11иво уравнение вида первого уравнения 
(33 ) ,  а именно : 

w,. = -a(w ) w11• 

Подставовка сюда найденного выше выражения w = 
= � (х)/у дает соотношение с разделенными перемен
ными s ' (x) = wa( w ) ,  :которое,  в силу независимости пере
менных х и w, может быть справедливым, тольно если 
� ' (х) .... Ь и wa (w )  = Ь с постоянной Ь ::/= О. Поэтому, 
с точностью до переноса по х, будет 6(х)  = Ьх, и ,  значит, 
w - Ьх/у. В 

Ясно, что во всех случаях годограф области, занимае
мой простой волной, на плоскости течения есть .ttипия 

на плоскости годографа. Поэтому в области простой вол
ны отображение (30) не однолистно. Следовательно, за 
исключением постоянных течений и простых волн, те
чение общего характера отображается на плосностъ 
годографа локально взаимно однозначно. В таних тече
ниях величины и и v могут быть приняты в :качестве 
независимых переменных. 

Уравнепия на п.поскости годографа. Метод годографа 
и состоит в рассмотрении определяющих течение вели
чин как функций пере.меппых еоfJографа (и, v ) .  Сущест
вует несколько вариантов получения иреобразованных 
�rравнений (23) на плоскости годографа, :каждый из 
которых имеет свои преимущества и недостатки. Ниже 
излагаются два наиболее часто используемых варианта 
таког9 nреобразования. 
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Имея в виду охват единым анализом наR плосно
па раллельных, таи и осесимметричных течеппй, целесо
образ но принять в начестве исномых величин ноорДппаты 
точrш (х, у) .  Использо вание свойств ююбианов позволяет 
В ЫПОЛШlТЬ Преобра зованпе ПрОПЗRО[I;НЫХ С ПОМОЩЬЮ Цl'
ПОЧI\И р а в е нств впда 

и = д (и , у) = д (u , у) д (и , и) = Jz 
х д (х ,  у) д ( и ,  и) д (х ,  у) Yv,· 

где использовано обозначение ( 3 1 ) .  Аналогично преоб
разуются остальные прои зводпые , что привод ит I\ стап
дартпым формулам перемепы ролей зависимых и пеза
висимых перемеппых; 

и., = Jy., иу = -lxv, V., = -lyu, Vy = lxu. (34) 

В результате подстаноюш выражений (34) в систему (23) 
и получается исномая систем а уравнений на плосr\ости 
годографа : 

(35) 

(и2 - с2) Yv - 2иvxv + (v2 - с2) Хи = � c2v (ХиУv - XvYu) . 
у 

Непосредственно видно , что система дифференциаль
ных уравнений (35)  в случае v = О является липейпой, 
но <Jстается нелинейной, если v = 1. В этом фаr\те ко
ренится принцппиальное различие описания плоснопарал
лельных и осесrнгметричных течений. 

Введение потепциал.а Лежапдра Ф = Ф( и, v) с по-
мощью соотношений 

х = Фи, у = Ф. (36) 

позволяет удовлетворить первому из урав нениii (35). 

При этом второе принимает форму уравпепия Мопжа 
А мпера: 
(и2 - с2) Фvv - 2иvФuv + (v2 - с2) Фuu = 

2 = � 11 ( ФuuФvv - Ф�v) . (37) 
v 

Дифференцированием по х и у лепю проверяется, что 

потенциал Лежаядра Ф связан с потенциалом скоростей 
ер соотношением 

ср = хи + уv - Ф. (38) 
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Переход от <р :к Ф согласно равенству (38) называется 
преобрааован.ием Лежандра . 

Особенно простую фор�rу принимает уравненпо ( 37 )  
n случае плосr\опараллелыrых течений (ногдn '\' = () )  
после перехода I\ полнрнъш т>:оордиuатюr ( q ,  0 )  п а  
плосr>ости годографа (c�r .  рпс .  2) : 

и =  q cos е, v = q sin е .  (З9 )  
После небольших вычпслеппй уравнение для потеш�пала 
.Цежандра Ф = Ф(q ,  е )  плосiюпараллельпых тече ппй 
он:азывается таки:м :  

(М2 - 1) Фее - q2Фqq + (М2 - 1) qФq = О, (40) 

где использовано обозначение числа :Маха М се-=- q/c . 
Важное свойетво уравнеппя (40) состоит в то1r, что оно 
Пе ТОЛЬКО ЛИНеЙНО, НО В He1I Пере:менпые q И е раз,Т(еЛН
ЮТСЯ. Это дает возможность строить его решеппя .  ;мето
до.ц рааделепия ne pe.�ttenuыx. Очевидно также, что урав
нение (40) имеет гиперболпчесrшй тип, если М > 1 ( сверх
звуковое течение ) ,  и эллиптичесrшй тип, еслп М < 1 (до
звуковое течение ) .  Рассматрпваемое для всевозможных 
скоростей О � М <  оо ,  т. е .  в ман:симальпо широкой об. 
ластп плосности годографа ( clr . рпс.  2) ,  уравнение (40)  
называется уравиепие;м смешаююга типа. Кроме того, 
это уравнение вырождается (в  смысле его тппа )  тю-оl>е 
на оr,ружностп вакуума М = оо ,  где с = О. 

В случае политронного г а з а ,  в силу вытеr;:ающеii из 
интеграла Бернуллп (25 ) фор1rулы 

(41) 

уравнение для потенциала Лежандра таново : 

(q2 -с�) Фее - (с� - � + �  q2) q2Фqq + (q2 - с� ) qФq = О.  

(42) 

Уравнения С. А. Чаплыгппа. Другой вариант иреоб
разования систюtы (23 )  на шrосность годографа состоит 
n том, что в rшчестве пскомых величин берутся потен
циал сRоростей ер и функция тона ф. Это иреобразование 
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особенно зффеюnвпо в случае плосr\опараллельных те
чений, ДJIЯ I\оторых оно н дае тся пшке.  

Непосредственно нз определенпя потенциала cr;opo
cтeii (26 )  и фушщшr тоr;а ( 7 ) следуют равенства (для 
'\'  = 0) 

d<f! = и dx + v dy,  dф = ·-pv dx + pu dy. 
После разрешсипя относитеJrыю dx и dy а перехода н 
полярным rшор,J;пнатюr (39 ) зтп равенства принюrают 
вид 

d c o s  е d si fl е d 1· х = -- ер - -- \v 
q pq ' dy = s i н  в dep + c os в d1jJ. (43) 

q pq 

Еслп счптать q и О фушщия.мп персменных ер и �'• то 
уеловне поJrного днфференцпала д.11я dx 

а�р (со; е) = д� ( _ s�� е) 
в раскрытой форме приводится к соотношению 

sin е [_!_ еф - d
d (_!_) q(f!] .._;_ cos е [ :  q ф  - _!_ erp ] = о. 

q q pq . q- pq 

АнаJiогично,  условие пошrого дuффорснцпала для dy дает 

cos е [_!_ еф - d
d (..!..) qrp] - sin е r � qф - _!_ e(f!] = о. 

q q pq q pq 

Союrостное расс),rотренпе эпrх соотношений поr,азывает, 
что выражение в IШтБдой l'<Вадратной сrюбr'<е должно 
равняться нупю. Входящая сюда величина d(  1/ pq )/ dq 
вычисляе тся с помощью интеграла Бернулли (24 )  и оБазы
вается r·акой (фактичесюr она уже вычислена в ( 10.22) ) :  

а ( 1 ) М2 - 1  
dq pq = r;qг· (44) 

Поэто).IУ из предыдущих соотноше ний следуют уравнения 

(45) 

С ПО:\Jощыо стандартных формул перемены� poлeii зави· 
симых и uе:завпсимых персмен ных ( аналогнчных (;_;!; ) ) 
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из (45 ) оiюнqательно получается векомая система урав
нений на плоскости годографа: 

М2 - 1  q (46) <pq = -- 'Фе1 <ре = -Р 'Фч· pq 
Искоючение из этих уравнений потенциала скоростей q> 
дает одно независимое уравнение для функции тока 1jJ: 

1 - м• д ( q ) 0 ---vq- 'Фее + дq Р '1\Jq = · (47) 

Уравнения (46 )  и (47 ) называются уравпепиями Чаплы
гина. 

В случае политропного газа, с использованием форl\lул 
(44) и (41 ) ,  уравнение Чаплыгина (47 ) для фующии 
тона приводится к следующему: 

(с� - q1) 'Фвв +(с� - � + � q2)q2'1\Jqq + (с: - �+ : q2)q11Jq = О. 
(48) 

Особенно простую форму принимает уравнение (47 ) 
после введения вместо модуля скорости q новой незави
симоii переменной t = t (q ) ,  определенной формулой 

с". 

� = k0 J : dq, 

q 

где ko - неиоторая положительная 
пере:менной уравнение Чаплыгина 
тоi>а преобра3уется в следующее :  

K(t )11J e e  + 'i:tt = О. 

(49) 

нонстанта. С этой 
(47 ) для функции 

(50) 

Входящая сюда фуптщия Ч аплыгипа К определена фор-
111улой 

t - M2 
К (�) = -2 2-. k0 P 

(51)  

ПJrоскость независимых переменных R2 (8 ,  t )  называ
ется модифицироваппой плоскостью годографа. Так ка1� 
в силу определения (49) величина t является монотон
ной функцией q ,  причем 

lim � (q) = + оо, l im � (q) = �ln < о� (52) 
9-+О q .... qm 
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то полная область годографа {0 < q < qт, О :s;;; 6 < 2л} 
отображается на полуполосу {tm < t < оо , О :s;;; 6 < 2л}. 
Обычно эту -полуполосу продолжают, используя условие 
периодичности по е с периодом 2л, на всю полуплоскость 
t > tт. При этом окружность критических скоростей 

� х 

Аоз8!Jко8ьtе 
теvен11я 

о С8ерхзdуко8ые 2ft в 
течения 

� 
Ги�. 3. Рис. 4. 

q = с,.. переходит в ось � = О. Следовательно, на плоско
сти Rl (e ,  � ) дозвуr<оВЫl\1 течениям соответствует полу
плоскость � > О, а сверхзвуковым - полоса �m < � < О 
(рис. 3 ) .  

Поведение функции Чаплыгина К(� ) определяется 
тем, что ее производпая всюду положительна, п дается 
формулой (величина т определена в (2 .22 ) )  

К'(�) = т: 2 М4р-з.r: (53) 
о 

а также предельными значениями 

К(О) = О, К( + оо )  = (kopo ) -2 ,  К(�т) = - оо , 

где Ро - значение плотности в << точке торможению> , т. е .  
при q = О. График функции ЧаплыгиiJа прпведен на 
рис. 4. Можно показать, что в случае политропного газа 
К( � ) является аналитической функцией во всем интер
Fале �m < � < оо. Вспомогательная конст-анта ko исполь
з�·ется для той или иной нор.мировпи. Обычно она выби
рается rак, чтобы было либо К<+оо) == 1 ,  либо К ' (О ) = 1 .  

Групповое свойство. ПредставJUiет интерес рассмот
рение системы (23)  с групповой точки зрения. При этом 
выявляется принципиальное различие в случаях v =0 
и v = 1 .  'fак как при v = О  система (23 ) становится ли
нейной в переменвых годографа, то она допускает бес-
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-конечную группу прРобраСJоваплй, действие нотарой сво
дится н сложе нию п у:\!ноа:рюrю на числа любых реше
ний уравнеППЯ (40)  IIЛII (47 ) .  И �rеННО ЭТО СВОЙСТВО li де
лает метод годографа эффеhтпвньш прп псследованп и  
плоскопараллельных течений. Кроме того, в случае v = О 
система (23)  допусr{ает одпопараметричесную группу 
вращений (8.5 .7° ) .  Следствпем этого является тот факт, 
что ко-эффициенты уравнений С. А. Чаплыгина (45 ) 
(47 ) н е  содержат угловой ноордпнаты е .  В случае me 
v = 1 система (23)  не допуснает rш бесконечной группы, 
нп группЬr вращеппй . Если этп группы преобразоваnпй 
во внимание пе приппиать, то при любом v остаются 
допуснае:чые систе::.rой ( 23 )  одпопарю1етрические группы 
п ереносов по х ( в  случае v = О  Таi\Же и nереносов по у )  
и растяжеиий с одним параметром а ( здесь штрпхо�r 
обозначены координаты преобразованной точни) 

х' = ах, у '  = ау, и' = и, v '  = v. (54) 

Эти групцы можно использовать нан для преобразо
ваний одних решений в други е  (сы.  § 8 ) ,  так п для 
отыснания Rлассов инЕариантных решений ( см.  § 12) 
системы (23 ) .  Например, группа переносов по х пораж
дает (в случа е  v = 1 )  течение,  аналогичное расемотреп
ному в § 1 1  течению от источшша. Поэто;о.Iу нетривиа.rrь
пым может быть тольRо решение, инвариа нтное о тноси
тельно группы (54 ) . В соответствии с определениеи 13.2 
эта группа поротдает I{ОНичесRое автомодельнос реше
ппе вида (32 ) ,  нотарое является простой волной.  Тюr 
самьш при любои v у системы (23)  существуют реше
ния, которые будут называться автомодельными просты
ми в олна.ми. Эти решения и исследуются ниже.  

Подстановна выражений (32 ) в уравнения (23)  дает 
систему обыкновенных дифференциальных уравнениИ , 
r; решению Rоторой сводится описание автомодельных 
простых волн: 

v' + 'Аи' = О, 
(55) 

[ ( и - 'A v ) 2 - (/.} + 1 ) с2] и'  = vc2 v, 

l'Де штрихом обозначены пронаводные по 'А. Здесь необ
ходимо рассмотреть отдельно с.rrучаи v = О  и v = 1 . 

Течение Прандтля - Мейера. Пусть v = О. Возмож
ности, когда тождественно v ' = О  или и ' = О, следует 
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иснлючить, тан нан онп приводят к постоянному реые
нню .  Но при v' -=1= О систе:ма (55 ) принимает вид 

'A = -dvldu, (и - Лv) 2 = ("л2 + 1 ) с2• (56 )  
В силу перавеяства Коши (u - "лv) 2 .s;;; ( 1 + "л2 ) q2 из (56)  
следует , что течение являе:Fся сверхзвуновым.  I\ ро:ме 
того, из (56)  вытекает, что опнсапие решепил сво;щтся 
1� одНО;\IУ обыкновенпоыу дпфферепцii аЛЬНО;\IУ уравпе п п ю  
н а  плосRости годографа.  0Rазывается, что последнее сво
дится I\ квадратуре . Для вывода этого уравнепил надо 
перейти R полярным IЮординатам (39 ) , в которых вели
чина 'А равна 

л = - tg 8 + q d8/dq 
1 - tg i:J · q di:J/dq'  

В результа те подстаповrш этого в ыражснпя во второе 
уравнение (56)  опо приво,J;п т ся к т аrю�1 у :  

q2 = С2 ( 1  + ( q  de/dq ) 2 ) 1  
или, пocJre разрешения относптельно производной, к урав
нению 

ав _ + Vмz=t 
d q - -

q • (57) 

Для интеграла от правой частп вводится станда ртное 
обозначение 

q 

r v-- dq 
f.t ( q) = J 

М2 - 1 qt (58) 

rmтopoe бу,J;ет играть ваilшую роль в § 24 при а на.тrнзе 
� а  ракте рпспш спстюrы ( 23 ) .  С помощью фуiшцшт (58 )  
решение уравпенпн ( 57 )  с пачальньш условием е (с*) = = ео дается фор:муJIОЙ 

е = ео ± J.t ( q ) .  (59 )  

Тем сю1ым на плосrшсти годографа получаются два 
се:мейства нривых ( в  завпсимости от выбора звана в пра
вой части ) ,  заnпсящпх от паршrетра ео .  Тю< Iшн е есть 
полярный угол па плосностп годографа , то все нрпвые, 
соответствующие фпl(спрованпому знану в (59 ) ,  полу
чаются из одной (папрп:мер,  с ео = 0) поворото:м вонруг 
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начала IЮОрдинат на УГОЛ ео . :Кроме ТОГО, КрИВЫе е == 
= ± J-L ( q )  получаются одна из другой зеркальным отра
женп е�r в оси v = о  (заменой е на - Ю .  ПоэТО:\IУ факти

ЧССЮI ССТЬ ОДНа стандартnая r>рuвая, Например f) = - J-L ( q ) ,  
'{) 

'/т 11 

На рпс. 5 эта нрив ая 
nоказапа жирной юшн
ей, а остальные кривые 
семейства (59)  - тошш

ып JШПИЯМИ. 
Введение угла :Маха 

а ( 1 1 .22 ) ,  с rшrорьш 
V М2 - 1 = ctg а, позво

ляет уnростить выраже
ние для Л и привестп 
ОГО I\ ВИДУ 

Л =  ctg < е + а) ,  
откуда следует более 
удобная запись уравне
ния прямых Л = const: Рпе. 5.  

у = x tg ( е + а) , (60 )  
причем в (59 )  и (60)  берутся либо верхние ,  либо нижние 
знаки . Так как угол Маха а зависит толыю от q ,  то 
угол � = е ± а есть yгoJI нанлона н оси х того луча 
Л = const, вдоль которого прини�иаются постоянные зна
чения величин q и е, т. е .  вентора скорости u = (и, v ) .  
Тем самым формула.r.ш (59 ) и (60)  искомое решение 
полностью определено. Указанные соотпошения позво
ляют построить картину течения газа на шюскости 
R2 (x, у) ,  ПОRазанную для стандартной нривой е = - J-L ( q )  
на  рис.  6 .  

Плоскопараллельное течепие, описываемое получеп
n ь ш  решением - автшюдельн{Jii н ростой волной, назы
вается течением Прандтля - i'rleйepa.  

Одно из  полных течений Прандтля - Мейора и дапо 
на рис. 6. Все' осташ,ные теченпя этого тппа получаются 

из  него поворотом на произвольвый угол воi\руг начала 
1\Оординат (константа е о в (59 ) )  и переносом центра те
ч с юш в любую точну плосrюстп R2 (x, у) (групповое 
свойство системы (23 ) при \' = 0 ) .  

3 а м е ч а н и е 2 .  :Когда q -+ qm, т о  М - оо п интеграл 
(58) по интервалу (с* , qm) является несобственпы:м. 
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Вообще говоря, он может быть и расходящимся . В слу
чае политрапного газа интеграл (58) вычисляется явно. 
Для этого надо сделать nодстановку М2 = 1 + z 2 и зв.
метить , что z = О  при q = с* . Этим путем · получается 
формула 

= v� + :  arctg v � +  � (М2 - 1) - arctg VM2 - 1 . (61) 

Следовательно, в политрапном rазе преде.лъпый уго.л 8т 
поворота потопа в полном течении Прандтля - Мейера 
конечен и равен 

(62) 

Обтекание выпуклого уrла. С помощью течения 
Прандтля - Мейера решается конически автомодельная 
( см. § 13 )  задача обтекания заданного выпуп.лого угла. 
В этой задаче требуется найти сверхзвуковое течени�, 
которое было бы непре
рывно всюду в области над 
угловой стенкой А ОВ 
с заданным углом еа < о 
(рис . 7 ) и удовлетворяло 
бы условию обтекания 
этой стенки. Скорость те
чения вверх по потоку в да- A'!77/���d��===----x 
ли от угла задана и рав
на q l  > с1 .  

Решение основано на 
том, что в течении П ранд
тля - Мейера вдоль каж
дого луча � = const веi{ТОр 
скорости постоянен и по
тому часть течения , за
ключенная в любом секто

Рис. 6. 

ре �� :о:;; � =:;;; �2 , может быть непрерывно 
n остояннымп течениями в обе стороны. Для 
ro nостроеппя решения надо найти угол 

продолжена 
фантическо
еt = -J.t<q � > .  
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а заТСМ ВЫЧИСЛИТЬ ВеЛИЧИНУ qz ПЗ уравнеНИЯ 81 + 82 = 
= - f.t ( q2) и взять ту часть полного течения Прандтля -
Мейера, поназанnого па рпс. 6, 1\оторая заключена :меж

ду лучами �� = а1 + 81 и �2 = а2 + 8 1  + 82, где углы Маха 
известны: sin а1 = с/ q 1 , sin а� = с2/ qz .  Непрерывное про
должение этой части в обе стороны постоянны111 теченпе:и 
п дае т  исrюмое реше rше ( c �r .  рис . 7) .  

Рис. 7. 

Теченп!l Бузе:мана. В слусrае v = 1 необх одшr катте
ственный анализ решеrш й  снстюrы из двух уравненпй 
( 55 ) .  С вве!(ение:\I вспо:\юrа тсльной веJшчнны Л' она пере

nисывастся в впде 

v ' = -Ли' , Nlt '  = c2 v , N = (и - Лv ) 2 - ().} + 1 ) с2 • ( 63 )  
Осесим.метричв:ые автомодельные простые волны, оnисы
ваемые уравнения.ми ( 63 ) ,  называются течепи.rмtи Ву
ае;ма и а .  

Для _ а нализа папболее интересного <tече нп я , rшторое 
пенрерывrю примыкает н:  оси сш.шетрrш хотя бы с одноii 

стороны от точки х = О, спсте)IУ ( 63 ) следует расс)штри
вать виесте с начальным услошiе)l 

и(Ло )  = Uo > О, v (Ло ) = О. (64)  

Это условие веобход1шо и для обеспечения непрерывного 

прпмынания искомого течения к посто янно:\rу череа 
слз.быii разрыв вдоль ЛУ 'I а Л= Л0 •  Беа нарушения общ
ности. НИЖ!3 предполагается, что п остоянное течепне на-
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ходител со стороны Л < /,о, а не постоянное решение 
системы (63)  ищется при Л >  Ло . Предполагается также, 
что (ио , с о )  не есть сос'!'оянпе Ваi{уу:иа .  

В точке примьшания величина N0 = N(/.,0 ) должна 
быть равна нулю, так I\aK в протпвно:\r случае была бы 
примелима теорема едпнственностп решения , в силу 
которой решение было бы постоянным со значениями 
(64) и при Л >  Ло.  Это значит,  что точка Ло является 
особой точкой сдсте:>IЫ (63 ) . Но если N0 = О, то 

и� =  (J.� + 1 )  с� (65) 

и, следовательно , qo = ио > Со, т. е .  течение необходимо 
должно бьп.l? сверхавуповым. Вычисление производных 
путем дифференцирования второго уравнения (63 )  с уче
ТО1I равенства No =О дает значения 

' "-о cri 
ио = т + 2 us'  о о 

(66) 

где m0 > О  есть значенпе величины (2 .22)  в точr"е /1.0 • 

Возможны два основных варианта теченпя в зависимо
сти от того, бу11ет Ао > О пли Ло < О. 

П е р в ы й  в а р и а н т: 1.� > О. В силу формул (66)  

здесь и� > О и N� < О  и всегда и� < О .  Поэтому с ростом 
Л вблпзи точюr Ло величина и возрастает, а v убывает, 
становясь отрицательной, т .  е .  l v l также возрастает. 
Следовательно, величина q растет, а значит, с убывает . 
1-'тверждается, что это направление из:\rенения величип 
еохранится до тех пор, пока пе будет достигнуто состоя
ние вакуума q = qm, с = О. Действительно, если в интер
вале (/...0 , Лt ) ,  где Л 1 < со,  всюду с > О и производвые и' 
и v ' не обращаются в нуль, а и' (Л t )  = О  (или, что равно
сильно , / / (Л 1 )  = 0 ) ,  то из второго уравнения (63 ) сле
дует , что v (Л 1 )  = О, в противоречии с теоремой Ролля. 
Итак , рассматриваемое решение ;:�олжно достигать ваку
у\\rа на пекотором луче Л =  Л0

• 'Утверждается, что Л0 = 
= + со.  Действительно , если Л0 < со ,  то каждая идущая 
из области {х < О, у > 0} линия тока должна пересечь 
линию в акуума х = 'А0у в непоторой точке при у >  О.  
}\роме того, пз уравнениii (63) с.тщ1,ует, что в этом слу
чае решение при у >  О непрерывно дифференцируемо 
вплоть до линии ваr<уума. Но тогда по лемме о плотно-
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сти 15 .1  вдоль всей линии тока должно быть состояние 
вакуума, что противоречит постановне задачи . 

. Окончательно получается, что в варианте с Л.о > О 
течение является автомодельной простой волпой рааре· 
:нсепия, через которую постоянный сверхэвуновой поток 

и -�  
о 1 

1 
1 

о 

Рис. 8. 

х=Л0у 

l.fo 

л, л :;т: 

Рис. 9. 

истекает в вакуум на полуоси {у  = О, х > 0} . Распреде
ление величин и и v в зависимости от Л. и плоскость 
1:'ечения показавы на рис. 8. 

В т о р о й  в а р
,
и а н т: Л.о < О. В силу формул (66) 

:эдесь Uo < О и No > О. Значит, с ростом Л вблизи точки 
Л.о обе величины и и v убывают, т .  е .  l v l  возрастает. 
Те же соображения, что и в предыдУщем варцанте, 
показывают, что это направление ИЗlliененщ1 величин 
сохраняется в интервале (Л.о ,  0 ) .  В силу (63) ,  если Л. = О,  
то v ' -= О, а после перехода через точку 'А = О знак произ
водной v ' изменится и будет v'  > О. При дальнейшем 
росте Л величина l v l  убывает, и возникает вопрос о том, 
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достигается ли значение v = О. Легко видеть, что это не
возможно. Действительно, если v2 = v(Л2) = О в точне 
Лз > О, то в ней также Nz = О, и тогда из формулы, ана
логичной (66 ) ,  получается, что в этой точке V2 < О, в про
тиворечии с установленным неравенством v'  > О при 
Л > О. Это означает, что непрерывное . примыкание рас
сматриваемого течения н постоянному невозможно. 
Однако здесь существует решение с сильным разрывом 
(коническим скачком·  уплотнения) ,  через который поток 
переводится в постоянный, идущий вдоль полуоси х > О. 
Линия этого разрыва совпадает

· 
с некоторым лучо�r Л =  Л1 (рис. 9 ) . Построенное решение обладает сущест

венным свойством: с ростом Л модуль скорости q убыва
ет. Действительно, в оилу первого уравнения (63)  для 
nроизводной q ' (Л)  сnраведлива формула 

q q ' = ии' + vv' ... (и - Лv) и'. 
В точке Ло величина (и - Лv)о  = ио > О. Если бы в веко
торой точке интервала (Ло, Л1 ) величина и - Лv обрати
ласЬ в нуль, то в этой точке было бы N = - (Л2 + 1 )с2 < 
< О, а так как вблизи Ло величина N > О , то это означало 
бы, что N = О где-то в интервале (Ло, Л1 ) .  Так как это 
исключено при построении решения, то и - Лv остается 
положительной в (Ло, Л 1 ) ,  Но на этом интервале всюду 
и' < О, откуда .и следует, что q ' < О. В силу интеграла 
Бернулли это значит, что с ростом Л величина с2, а с ней 
и плотность р возрастают, т.  е. имеет место течение 
сжатия. 

Окончательно получается, что в варианте с Ло < О 
течение Буземана является автомодельной водпой сжа-
7'UЯ, состоящей из непрерывной волны сжатия и кониче
ского скачка уплотнения, посредством которых постоян
ный сверхзвуковой поток со скоростью ио преобразуется 
снова в постоянный потон со скоростью иz < ио в направ
лении оси симметрии. При этом результирующее течение 
может быть как сверхзвуковым, так и дозвуковым. 

§ 23.- Дозвуковые течения 

В теории дозвуковых установивmихся безвихревых 
изэнтропических ( значит - изоэнергетических) двумер
ных течений газа предполагается, что во всем рассмат-
18 л. В . Овсянвинов 



2i4 ГЛ. IY. ДВУМЕРНЫЕ УСТАПОВПВШПЕСЯ ТЕЧЕНИЯ 

рпвае:мо111 течении модуль сr>оростп q меньше соответст
вующей скорости звуiш с ,  т .  е. всюду в потоке число 
l\fa:xa М <  1 .  В завш шrос:rп от характера краевых зада ч 
в I< ачестве :исходных дифференциальных уравнений, 
ошrсывающих т акпе точения, берутся лпбо спсте:-.Iа урав
нений ( 22 .23 ) ,  либо уравнение для потенциала Сl{оростей 
( 2 2 .28) , либо систе?.rа уравнений метода годографа (22 .35 ) , 
( 22 .46 )  и (22 .50) пли пеl{оторые пх модификации. Каж
дый раз эти дифференЦ11 алыrые уравнения надо рас
С?.Iатривать союrестно с пнтеграло?.I Бернулли (22 .24 ) ,  
nрпчеи уравнение состоя юJ я  (которое в теорпп таких 
течений принято называть также уравненпюr адиабаты ) 

р = j(p , 80 ) ,  энтропия Su н rшнстанта Берuуллn q;ТL счи
та ются фикспрованньпш . 

Благодаря строго элшштическому типу исходных 
дифференциальных уравнений теория дозвуковых тече
ний с точки зрения nостановок ее  основных краевых за
дач во  многом аналогична теории течений идеальной 
несжимаемой жидкости . З;:�;есъ будут расемотрепы два 
класса задач, наиболее хорошо пзуче нных в этоii теор tш : 
задачи о струях и за;:�;ачn обтеr�ания .  Историчес rш имен
по на этих задачах разрабатывали сь n отшлифовывали с ъ  
матеi\Iатические методы исследоваппя дозвуковых тече
ний газа.  Уместно от:метпть, что первые задачи о доаву
Fовых плоских га зовых струях были решены С. А. Ча н
лыrпным еще в начале текущего столетня [ 1 0] .  

Задачи о струях. Характерныы прпзнако�1 таких за
дач является наличие T a i� называемых свободпых гра
и иц.  Этим термино�1 принято называть такие части гра
ницы области течения ,  ноторые сами заранее пепзвестпы, 
но на которых задается два  граничных условия:  rш не
матичесБое и дппамичесыое.  Кипем.атичеспое усдовие 
состоит в требовании,  чтобы свободная граница была 
Бонтактной линией, т .  е. состояла все вре?.IЯ из  одшr х 
п -тех же частпц. Для установившихся течений это равпо
спльно т�;шу, что свободпая граппца является шшпr И  
тока.  Дипам.ичеспое условие заключается в задании рас
n ределения давления вдоль свободпой границы. Обычно 
заданное давление с 'Iитается постоянным. Это позволяет 
интерпретировать струПное течение как такое, которое 
происходит в неr<отором окружающем изобарически 
покоящемся газе,  линпя раздела с которым и представ-
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ляет coбoii свободную грашщу. Де йствнтелыю ,  тогда 
линпя р аздела является rюнтю\тньнr разрыво)I,  при пе
реходе через rшт о рыii на ней выполныю условие непре
рывностп давлепия.  1\роме свободных границ в зада •rах 
о струях liioгyт быть и другие учаспш граппцы течешш, 
r<оторые счптаются зада н ными тверды�ш пепронпцаемы
ми стеш-\юrи.  Н а  таюrх учаспшх за�ается условие обте
капия ( говорят т а r\же : уеловне пепротег;анпя ) ,  р ав посплr..
пое условию , ч т о  п эта час1ъ гранпцы яв.'lяется лпнпеii 
тоr:а ( заранее задапноii ) .  Таюш образом, r<аждая струя, 
имеющая I>онечпую в елпчн ну поперечного сечения, течет 
)!еЖ;J;у двумя лпниямп тоr<а , п пото:.\Iу расход газа ( c�r. 
§ 22 ) в ней постоянен.  l fанопец, в струях,  уходящпх в 
бесrюнечность п юrе ющих лнбо обе грашщы свободпьш п ,  
л пбо одпу и з  нпх в впде тве рдоii п р шrолпнеiiной стешш, 
т р е буется выполн е п п е  условия выравпивапия струи в 
бе сiщнечпоспr .  Опо заrш ю ч а ется в тюr, что в;:�;оль rшж;�oii: 
п рппа;J;лежащей струе шншп тоr>а веиор сr->оростп при 
удалении на бесrшнечпость стре)штся н о;:�;нюrу и тому 
те преде.'Iьному з н а ч е нию, н е  зави сящему от выбора 
линии тока. Другп:�ш словашr, па бесконечности т е ч е н н е  
n струе аси:мптотичесюr стрюштся и неi\оторому посто
яппо�rу течению. При этю1 модуль скорости q в бесr\о
н с ч i ю  удаленной ч н с тп струи,  так JI>e нali п п а  е е  сво
бодной границе,  п з в е сте п :  оп определяется, через днтег
р а JI Бернулли, задаппьш зпаченнюr внешнего давлеппя. 

А нализ п решение зада'I о струях спльно облегчаютсн, 
с с:ш все участвующие тве рдые стсш\и являютсн прюrо
лпнейньши.  Действп т ельно,  в это�I случае нажды:ii 
участоr< гра ницы, вообще говоря,  пмеет и зв естный го;J;о
граф: свободная граница,  па которой известно постоян
ное зпа•Iеюrе :модуля скоростп q, и зоб ражае т ся дyroii: 
окрушпости радпуса q, а п р шюлинейная твердая сте1ш а ,  
на Iшторой и з в е с т е н  посто я п пыii угол нюшона е вентора 
сnо рости , - отрезио:м радиуса .  Еслп п ри этом годограф 
вceii: границы ограни чивает область на плосиости годо
графа, то соответствующая задача о струях может быть 
поставлена, вообще говоря,  нак пекоторая задача для 
I\а r<ой-либо пз фор)I осно в н ы х  дпфферепцпалт.ных урав
нений на плосi.;остп годогр а ф а .  

В ка шдой т ::шой задаче необх о;пш спеп;па .'Тыrыu апа
ШIЗ в о п р осов едипстветтости р е ш епия и однолистпасти 
18* 
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отображения плоскости течения на плоскость годографа. 
Едиu-ственвостъ решения обычно устававливается с по
мощ:uю принципа мапси.мума и леммы 3аре.мбы о поло
жительности вормальвой производвой в граничной точi\е 
максимума для решений эллиптических уравнений вто
рого порядка. Этими же средствами доказывается отлн
чпе от пуля юшбиапа отображения. Тем самым гаранти
руется лопалъпая одволистпостъ отображения. Для уста
повлепил глобальной одполистпости используются доста
точные условия топологического характера из общей тео
рии дифференцируемых отображений плоских областей. 
Одппм из них является условие одпосвяапости, согласно 
которому если при непрерывно дпфферепцируемом отоб
ражении с не равным пулю якобиавом односвязная 
область переходит в односвязную, то в этой области 
отображепие взаимно однозначно. Другое условие дается 
принципом соответствия границ, в котором предполагает
ся, что граница Г области Q при непрерывно дифферен-
цируемом отображении замкнутой области Q с не рав
ным пулю якобиавом переходит в кривую Г', ограничи
вающую некоторую область Q' (или ее  дополнение Q " ) .  
Тогда, если Г отображается н а  Г' взаимно однозначно, 
то образом Q является Q' (или Q " )  и отображение 
Q -+ Q' (или Q -+  Q " )  также взаимно однозначно. Име
ются и другие, более тонкие достаточные условия гло
бальной однолистпости. Так как поместить более под
робвое изложение всего этого математического аппарата 
в данном тексте не представляется возможныl\I, то чи
татель отсылается к соответствующим руководствам по 
уравнениям математической физики. 3десь же прихо
дится ограничиться утверждением о том, что в рассмат
риваемых ниже задачах о газовых струях свойства 
едппствевности решения и глобальной однолистпости 
отображения плоскости течения на плоскость годографа 
могут быть доказавы вышеупомянутыми методами и на 
сююм деле справедливы. 

Истечение симметричной струи. Одной из простейшпх 
« эталонных» задач о газовых струях является аадача об 
истечении симметричной струи из бесконечного углавид
ного ( пли конусовидного) сосуда. Н'ачествепная иартипа 
вceii копфигурации па плосJшстп тече нпя пшшзапа па 
рис. 1. Здесь АВ и А '  В' - стешш симметричного отво-
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сительно оси х сосуда, ВС и В' С' - свободные границы 
газовой струи, а сечение ВВ' представляет собой отвер
стие, через Rоторое и вытенает газ в оRружающее прост
ранство. Задапы ширина (диаметр) отверстия 2ho и угол 
8о нанлона CTeHOR R ОСИ Х, прnче:м 0 < 8о :Е:; :rt.  В бесио
НеЧПОСТИ вверх по течению, т .  е .  в сосуде вдали от от
верстия , газ поноится и имеет заданные параметры Ро, 

(! ' �43���2�' h ... 
� - х  

q •q1 , с =с1 С 

Рис. 1.  

lJ 

с. и 

Рис. 2. 

Ро ( значит, известна и сRорость звуна со ) .  Тем самым 
определена нонстанта q; = I (с�) . интеграл Бервулли 
(22.24) становится Rовкретным: 

q2 + I (с2) = I (с� ) ,  (1) 

и известны таRже Rритическая скорость с* ( определение 
10.2 ) , соответствующие у;,рuтичеспая плотность р* и y;,pu
тuчecr;,oe давление р *' На свободных границах задано 
постоянное давление Pt < ро , а следовательно, и снорость 
звука с1 . Поэтому из ( 1 )  находится постоянное значение 
q 1 модуля скорости на свободных границах, определяеl\lое 
формулой 

q� + I (с�) = I (с�) . 
При это:м предполагается, что q1 < C t ,  что равносильно 
(с:м. § 10 )  перавенетвам ql < с* или р* < р1 < Ро · Тре
буется дать аналитическое описание ( расчет) этого те
че ния, в частности, найти величипу расхода газа 2Q. 

Для построения годографа областп псно:мого течения 
достаточно заметить, что вдоль стенни- АВ (пли А '  В' ) 
модуль сRорости q монотонно возрастает от значения 
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q = О  до q = q 1 ,  а вдоль свобо;э;ной границы ВС угол 
наклона вею·ора сrшрости е монотонно убывает от зна
чения е = ео ДО е= О .  Ноэтоыу годографом области те
чения является пруговей ceraop,  поr{азаппыii па рис .  2, 
где соответствующие рнс. 1 точюr обозначены одпнюiо· 
вы:ми буrшюш. Эта область го;�;ографа одинакова нак для 

плосrюп аралJiельноii , т а 1> н ; (юi осеси�,шетричноii струп. 
Пусть 2h., - вели чин а сечеrшя (диаметр) струи в 

бсс1шнечпостп вни з  по течению (сечение СС' ) .  Тю' rшr• 
та�r должно быть аси�штотпчесюr постоянное течение, 
то расход газа в струе может быть выражен через в ели
чину h .. п ,  согласно формуле (22 . 1 0 ) ,  имеет значение 

2Q 
2,:,:'11 1 V-j 1 (? )  = '\1 + 1 rt oo plql •  � 

Согласно ( 22 . 1 1 )  приращенпе фунrщпи тоrш прп перехо
де от нюнuей границы струи л верхней равно 2Q, u поэ
то�IУ граничные значения функции тона могут быть 
взяты таrш�ш : 

'Ф IABC = - Q, 'Ф IA 'B 'C' = Q. (3) 
Теы саыьш задача об истеченпи струи сводится н отысна
нию фунrщпи тоr•а ф = 1j;(q ,  О ) нак решения соответст
вующего дифференциально го уравнения в заданно�r 
сет<торе А ВВ' А '  нлоскоетн годографа с краевым усло
в и е м  ( 2 ) ,  т. е .  r<ю> решения аадачи Дирих.ле. В сплу 
очевидной спмметрип значеппе ф па оси си:шrетрпп рав
но нулю, п потому достаточно найти решение задачи 
Дирихле в половине АВС уназанuого сентора с гранич
ными условиями 

ф( q, Оо ) = -Q, 1j;(q l , О ) =  -Q, 1j; (q ,  0)  = О . (4 )  

Эта постановка нраевой задачп для фунrщшr тоr<а 
одна и та же нан для плосr,онараллельноii, так и для 
осесшшетрпч пой струп. Одш:шо решение ее  сравнптелъ
но просто тольно в слу чае плоскопараллельпой струи,  
когда уравнение для фуннцип тока на плоскости годо
графа ( 22 .47 ) линейно ; этот случай и расс:иатривастся 
ниже. 

Для построения решеппя вводится вспо;-.Iогательная 
фушщия 

(5) 
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которая, так же как и \j), удовлетворяет уравнению 
(22.47 ) и, крш.rе того, в сплу (4 )  обращается в нуль при 
е =  о и е =  ео . Далее ,  Jrteroдoм рааделепия перемепных 
q и е в уравнеппп (22 .47 ) на ходятся частные решения, 
ТОЖе раВНЫе НУЛЮ ПрИ е = 0 II е = ео :  

- • :rt '1/'n = Zn (q) Slll (vne) , 'Vn = В n (n = 1 , 2 , . . . )1 (6) 
о 

где Zn ( q ) есть решение линейного обыкновенного диф
ференциального уравнения второго порядыа 

d ( q dzn) 2 1 - М2 
dq р dq - 'Vn ---pq- Zn = О, (7) 

ограниченное в точке q = О. Затем из решений ( 6 )  об
разуется ряд 

00 

'ii = � anZn (q) sin (vne) , (8) 
n=l 

который в случае достаточно хорошей сходимости так
же представляет реШение уравнения (22 .47 ) , равное 
нулю при е = о n е = е о. н ююнец, остается удовлетво
рить второму краевому условию (4) , которое в силу 
представлений (5 ) и (8 ) приводит к соотношению 

00 
е � anZn (ql) sin (vne) = fj - 1 (0 � е � е0) , (9) 

n=l о 
левая часть Iюторого должпа быть разложением в ряд 
Фурье функции,  находящейся в правой части . Поэто11rу 
коэффициенты an в ( 9 )  определяются по формулам Фурье 

е о 
llnZn (q1 ) = ;о .f (е: - 1) sin (vne) de 

о 

и оказываются т акими : 

2 1 lln = - - -
(
-

) 
(n = 1 ,  2 ,  . . . ) . (10) :rt nzn ql 

С коэффициентами ( 1 0) по формуле (8)  определяется 
функция � •. а затем из соотношения (5 )  - и  искомая 
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фушщия тока 

_ (- _! _ � � zn (q) si n (vn6) ) 
'Ф - Q е л ..,;;". z (q ) n '-0 n=l n 1 

где величины Vn даны в ( 6 ) . 

(1 1) 

Как всегда в методе Фурье, полученное представле
ние решения нуждается в обосновании с точки зрения 
сходимости ряда ( 1 1 ) . С этой целью необходимо выяс
нить характер асиl\mтотического поведения фуппций 
Чаплыгина zп(q ) при n -+- оо ,  Известным из теорип 
обыкновенных дифференциальных уравнений приемо:\I 
получается следующее представление : 

( Ьп (
q
)) ''п 

Zn (q) = R (q) 1 + -11- q � (1 2) 

где 

1 q 1 + м2 

( ( q )) R (q) = ехр 2 Vt.- М2 - f V1 - м2 dq ' 

а функции bn (q) ограничены в интервале О � q � с* рав
номерно относительно n = 1 , 2, . . .  Кроме того, представ
ление ( 12 )  можно дифференцировать по q.  Отсюда сле
дует, что ряд ( 1 1 ) абсолютно сходится в области АВВ'А ' 
и его можно дифференцировать почленно одип и два 
раза по переменным q и е.  Поэтому формула ( 1 1 )  дает 
решение уравнения ( 22.47 ) .  Легко проверяются танже и 
граничные условия (4) . 

Итак, решение задачи на плосщюти годографа дается 
формулой ( 1 1 ) . Отсюда с помощью формул перехода 
(22.43 )  можно вычислить любые величипы па плосности 
течения. Например , для отыснапия расхода согласно (2 )  
достаточно найти величипу hcc . Это делается интегриро
ванием дифференциала dy вдоль линии ВС, таи I<а н  
(см .  рис. 1 )  

Для дифференциала dy имеется выражение (22.43 ) ,  ко
торое на линии ВС принимает вид dy = (sin 8/q )cped8 



§ :аз. ДОЭВУRОВЫЕ ТЕЧЕНШI 281 

п, в силу второго уравнения (22.46 ) ,  оназывается тани111 : 

dy \вс = р;-1 sin е .  'Фч (ql ,  8) d8 . 

В результате подстановrш сюда представления ( 1 1 )  и 
почленного интегрирования получается соотношение 

Q 2 si n 80 � z� (q1) (- 1 )n "п 1�0 -hoo = - --- ""' -- 2 • 
Р1 6о ��=1 zn (ql) "п - 1 

Тан нан в случае плоснопараллельного течения формула 
(2)  принимает вид Q = h .. p 1q1 ,  то из этого соотношения 
следует равенство,  определяющее исномую величину h .. : 

где 
ho = h.., ( 1  + Ф(qt ,  8о ) ) , ( 13) 

Для некоторых ноннретных значений угла 8о это ре
шение описывает ха рантервые течения. Например, при 
Эо = n/2 - истечение струи газа из полупространства 
через щель в плоеной стенне, а при 8о = n - истечение 
струи газа из всего пространства в плосний насадо-п 
Борда. Решение пригодно для любого q1 < с* .  Можно 
показать, что оно справедливо и при q1 = с* ,  причем в 
этом случае струя выравнивается па -попечпо.м расстоя

нии от отверстия. 
Тем же методом, с небольшим усложнением, решает

ся задача об истечении 1tеси.м.метричпой струи, когда 
сечение выходного отверстия пе перпендикулярно оси 
сосуда . Для построения такого решения проще всего 
задать угол, образуемый вектором скорости в бесконеч
ности вниз по течению с осью сосуда. На годографе 
рис. 2 это сведется н смещению точки разрыва гранич
ных данных (3) С ==  С' по дуге окружности q = q1 от 
ее симметричного положения в сторону точки В или В ' .  
При совпадении С с В получится задача об истеченпи 
струи газа вдоль прямолинейной стенки из-под щита , 
решение которой фю\тичесi\И дается формулой ( 1 1 ) .  

Струnное обте:капие клина. Аналогично рассматрпва
ется задача о сiп.п,rетричном струйпо.м обте-папии хдипо
еидпой (uлц Iюнусовидноii) степ-пи l\Оnечной длины. 
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l\ачествен:но картипа теченпл nоrшзана на рпс. 3, где 
CD и С' D' - уходлщпе  струп, на которые натеr-<ающал 
струя ЕЕ' раздеJiяетсл твердой сте пной ВАВ' .  Заданы 
параметры q0  < Со в патенающеii струе , ее  ширина 
(диаметр) 2h0, угол 80 и шири на ( диаметр)  основания 
J:шипа 2h. Требустел определпть сплу давления струп 
на Iшин и угол 81, под I\оторы:м нюшонены уходящие 
струи к оси сшшетриu.  Об;шсть годографа этого т е 'Iе

ния поназана на рис. 4. 

и 

-N2 

Е'  

В '  
n 

Рис. 3. Рис. -1,, 

Далее рассматривается тоJrыш плосriопараллельнuе 
течение .  Снова дело сводится к решению з адачи Дирпх
ле для уравнения (22.47 ) , благодаря сим.метрип, в с енторе 
АВСЕА шrоскости годографа (рис. 4)  с граничныии ус-
ЛОВИЯМИ 

'\j; J EABC = 0, 1J; i cE = Q, ( 1 4 J 
где Q - поJrурасход в натеl\ающеii струе , который из
вестен и равен Q = hopoqo .  Ясно, что решение этой крае
вой з адачи може т быть получено иJложенныl\r выше ме
тодо�r. 

В этой задаче представляет интерес тот фюiт, что 
сила Х, действующая на юш н ,  выражается непосредст
венно через дапные задачи и угол 81  п ростой формулой. 
Для е е  получения надо прп::непить пптеrральный заноп 
сохранепил потока импульса ( 1 .4 )  I{ области N ABCDEN 
( предполагал сече ипл CD п i\7E находлщимися па конеч
по�r расстояпни п ортогонаJIЬНЫl\IП ве!\Тору скорости) 
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п затем взять проекцию па ось х (см. рис. 3 ) .  При этом 
елодует учесть, что на свободных границах р = р0 , u · n = 
= О и что интегралы вида J pn.,ds по ЭTII:\1 грашщам сво

днтся 1: интегралу J dy и вычисляются явно : 

s pnxds = Ро )' sin е ds = р0 5 dy = Ро (Ус - У в) , 
вс вс вс 
s pnxd.r; = - Ро s sin е cls = -.Ро .\ dy =p0 (УЕ - !fn) , 

DE DE DE 
а таюi>е зюrетить, что разность !/D - Ус Iюнечна и равна 
ho cos е 1 .  Этим путе�r, с учетоы того , что сила Х по опре
делению равна 

х = 2 .\ [J dy, 
АВ 

в результате элеыентарпого подсчета получается формула 

Х = 2hp0 + 2 (1 - cos е1) lz0p0q� . ( 15) 

Что же касается угла е 1 ,  то его можно определить лпшь 
I\ai\ норень трансцендентного уравнения через решенне 'lj; (q, е; е 1 ) упоиянутой краевой задачп. Для этого надо 
вычислить величину lz, наприиер, по формуле h = .\' dy, 

А В  
н:uторая в силу (22 .43 ) и ( 22.46)  иреобразуется I\ впду 

qn . j' 1 - М2 
h = sш ео --2 - �;e (q ,  80 ; e l ) dq. 

pq 
(16) 

о 
Соотношение ( 1 6 )  при известной h п есть уравнение 
относительно е 1 , определяющее этот угол. 

Для спецпальпых исходных данных в этой задаче 
получаются пеi\оторые харю<терпые течепия. Например, 
решение с ео = n/2 описывает струйное обтекание пла
стинки. Можно также сделать I<шш бесr>опечным (h = оо ) 
и получить обтеi\юше угла (в  этом случае е ! = е0 ) .  Кроме 
того, смещая точки С, С '  п Е по окружности q = q0 на 
годографе рпс. 4, можно тем же методом найти решения 
целого класса задач о несим:метричпом обтекании Iшина. 
Во всех получаемых течениях ТОЧI\а А является точпой 
торможепия потока ; в ней скорость обращается в нуль, 
т . е. q = о . 
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Свободные струи. Представляет интерес таюке класс 
свободных_ струйных теченnй газа, в которых твердые 
стенни отсутствуют.  Примерю<� служит симметричное 
течение, вознина юш;ее прп .л обов оJt столкновении двух 

PllC. 5. 

!! 

о 
О' 

Рис. 6. 
свободных струй ( рис. 5 ) .  Здесь заданы параметры 
qo < Со и ширина 2h1 струи АА ', текущей слева направо, 
и те же параметры и ширина 2hz струи DD' ,  текущей 
справа налево. В результате столкновения этих струй воз
никает точка торможения О и две боковые струи, ВС и В'С' .  При этом образуется разделяющая лиNия то-ха Е ' ОЕ, 
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слева от ноторой остается весь газ, принесенный струей 
АА ' ; а справа - весь газ, принесенный струей DD' .  Тре
буется дать описание течения, в частности, найти угол 01 
на:клона боновых струй н оси х, а также разделяющую 
линию тока Е'ОЕ. 

Оказывается, что в этой задаче угол 01  очень просто 
выражается через псходные данные, а пменно справед
лива формула 

(17) 

Формула ( 1 7 ) выводится при:менением интегрального за
кона сохранения потока импульса ( 1 .4 ) аналогично тому, 
как это было сделано в предыдущей задаче. Что же ка
сается разделяющей линии тока, то ее  :можно найти 
только в результате решения краевой задачи. Область 
годографа рассматриваемого течения представляет собой 
нруг радиуса q0 ,  показаивый на рис. 6. В силу симметрии 
соответствующую задачу Дирихле достаточно рассмотреть 
в полукруге DBA с граничными данными 

'\jJ I DC = -hzpoqo , -ф ! вА = htpoqo ,  'Ф i vA = О. ( 18 )  

Эта задача легко решается изложенным выше методом, 
в ·  результате чего определяется ФУ-нкция 'ljJ(q, 8 ) .  С ней 
годограф разделяющей линии тока дается уравнением 

-ф(q, 8) = О. ( 19 )  

Диффереrщиальные уравнения раздмяющей линии 
согласно определению (22.4) :могут быть записаны в 

dx н е dy н . е 
d8 = cos , d8 = sш 

тока 
виде 

(20) 

с пекоторой функцией Н =  Н(8 ) .  Вычисление с помощью 
уравнений (22 .43) и (22.46 )  дает для Н выражение 

н = -:- (q2'Ф� + (1 - М2) 'Ф�) . (21) 
pq 'Фq 

Функция Н(8) получается подстановкой в формулу ( 2 1 ) 
зависимости q = q ( 8 ) ,  определяемой уравнением ( 19 ) .  

Довольно сложные струйные течения возникают при 
несимметричном столкновении свободных струй. Решения 
этого типа могут быть получены смещением точе:к В1 D1 
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В' по окружности q = Qo  ( с м.  рис. 6) и рассмотрением 
возюшающей задачп Дирихле во  nce�1 I'руге. Прп этюr 
н адо следпть за соблюдепиюr интегральных зю<онов со
хранения массы п и�шульса па плоскости течения. 

Задачи обтеканпя. Здесь будут расс�rотрены задачи 
обтенапия конечного тела безграппчпьпr потоко�r. Этот 
нласс задач играет важную роль в аэродинамике r<рыла 
и снаряда . Результаты аналпза п расчета задач обтека
ния используются прн решеншr ряда антуальных про
бле:.r в ы с Оiюсноростпоii ( ре антн nной ) авпацп:и и внешней 
балшrстшш. Общая постановыа задачи обтекании ул;с 
упоминалась в § 7 п фор:.rулпруется следующим образшr.  

Требуется найти непрерывное в замкнутой областп [J 
решение систе:-.IЫ уравненпii ( 22 .23)  и ( 22 .24) ,  определен
ное во  внешности �� заданного простого замкнутого кон
тура Т с R2 (x, у ) ,  удовлетворяющее условпю на бесiшнеч
ностп с заданньпr в еr;торо�r u"" 

liш u(x,  у ) = u ..  ( 22 )  

п условию обтеъ:ания rюнтура Т 
u · n l т = O, (23 )  

где r = У х2  + у2 и n - нор:.rаль к Т. Н роме того, предпо
лагаются з адаппымп уравнение состояния р = f(p , 80) 

(ищется изэнтропичесiше течение) и давление р .. на бес
конечности. Тем саиым заданы также Сiюрость з11ука с .. 
и число Маха М оо  = qoo!Coo , где q .. = l u  .. l .  

Очевидно, что такое задание условий на бесконечности 
позволяет найти копстапту в интеграле Бернулли (22 .24) ,  
который в сплу э т о г о  становится вполне определепны:и. 
Возможна и другая постаноВI,а, когда I<онстанта в :инте
грале Бернулли считается заданной ; тогда величина с .. 

однозначно определяется условием (22 ) .  
Из-за специфики р а ссматрив а е мых в этом параграфе 

двумерных дозвуrювых течений эта постановка нужда
ется в уточнении. Прежде всего, требуется, чтобы в лю
бой точке было q < с или , в терминах числа Маха, М < 
< 1 .  Для этого пеобходrшо выполнение перавепства 

(24) 
которое, одпаrю, пе является достаточны:м. Поэтому усло
вие дозвукового обтекания М < 1 есть дополнительное 
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ограничение, накладываеыое на иско:иое решение . Далее , 
если на обтекаемом: контуре Т есть три угловые точки, 
представляющпе собой вершины выпу1шых углов, то  не
прерывное решение задачи обты.анпя контура Т не суще
ствует . Этот фаит аналогичен известному в теории дву
мерной задачи обтеi-LаiШЯ тела uотенцпаJtьны�r пото1ю :.r 
певязн:ой несFБшrаемой жпдi>ОСТII .  Дело в том , что непре
рывное решение в окрестности выпуклого угла обладает 
следующю1 свойством : вершина такого угла всегда явля
ется точкой рааветвлетшя п роходящей через вес линшх 

А 

Гпс. 7. 

тока. Однако наличие трех ( или большего числа)  точеti 
разветвления певоз:можно согJrасовать одвовре"rенно с ус
ловием непрерывности решения и условием: па беснонеч
Iюсти. Основным является тот случай, когда на ковтуре 
Т находятся две точки ветвления, в ноторых разделяется, 
а затем соединяется в одну лпния тока , образующая Т. 
Поэтому общая начествепная нартипа течения должпа 
быть такой, пан на рис. 7 ,  где поназаны линии TOI\a н 
направление движения частиц вдоль пх. Здесь В и С -
т о ч1ш ве rвлепия линии T O I{a ABCD, часть нотарой обра
зует нонтур Т. 

Циркуляц11я. Следующая особенность двумерной за
,!1ачи обтенанпя состоит в то�r ,  что В· случае гладнога нон
тура Т ее решепа е  заведо�ю не единственно ; вообще го
воря, она имеет одно па раметрпчесное семейство решений . 
Роль произвольнога параметра играет цирпуляция вектора 
скорости по любо.му простому з аюшутому контуру 1" , 
окружающе)IУ Т: 

r = . 1 u . dx = 1 ll dx + v dy]; (25) 
'l'' 'l'' 
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l'де контурный интеграл берется в направлении nротив 
часовой стрелки ; очевидно, что ero величина от . выбора 
rюнтура Т' не зависит. Эта неединственность решения, 
тю\же хорошо известная в теории несжимаемой жидко
сти, вытекает из возможной неоднозначности потенциала 
СI\оростей в силу его особого поведения на бесконечности. 
ВеJrичпна циркуляции Г связана с поJrоженuем точек 

х 

Рис. 8. 

ветвления на Т. Априори можно задать положение только 
одной из них; тогда положение другой и циркуляция Г 
определяются однозначно. В частности, если на Т есть 
одна угловая точка (типа точки С на рис. 7 ) ,  то необхо
димо потребовать, чтобы она была точн:ой ветвления. Это 
условие, по аналогии с несжимаемой жидностью, назы
вается усдовием Жуковского. Оно определяет величину 
цирнуляции Г однозначно. 

В осесимметричной задаче возможны два типа обте
каемых нонтуров, пшшзанные на рис. 8. Первый из них 
является сечением односвязного тела вращения (тина 
снаряда) .  Обтенание таного контура является бесцирку
дяциот-u-Lым ( Г = 0) ,  а точiш ветвления линии тона всегда 
лежат на оси симметрии. Второй тип представляет ноль
цевидное (торообразное) тело вращения, от которого на 
nлоскости течения остается лишь его меридиональный 
nрофиль (с учетом отмеченной в § 22 симметрии) .  В этоы 
случае nоложение с цирнуляцн ей и точкаии ветвленп н  
такое же, как и для шrосr\опарашrельной задачи. R сожа
лению, по осесимметричной задаче обтекания пока еще 
нет таних результатов, которые можно было бы достаточ
но nросто изложить в даннт.r тешете. Поэтому ни жесле
дующее относится тоJIЫ\О к цлосi,опараллельиому об·rс
канuю. 
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Аналог теоремы Жуковского. Ввиду отмеченных выше 
особенностей решения задачи обтекания припципиальное 
значение и.меет вопрос об асим.птотичеспом. поведепии до
звунового течения па беснонечности. Знание асимптотпни 
позволяет Таi<Же ,  I<ан  выяснится ниже, вычислить важную 
для Приложепий величину силы, действующей на Т. По
лучение этой асимптотпни - задача довольно трудная, 
решенная до конца сравнительно недавно,  лишь в нонце 
50-х годов. Оназывается, что асимптотичесное поведение 
потенциала с:р и вентора снорости u при r -+  оо в системе 
ноординат,  в ноторой направление оси х совпадает с на
правление:м веi>тора u .. (т. е. ногда u .. = ( и .. , 0) ) , описы
вается фор�1улюш1 

с:р = UooX + 2Г arctg (k tg �) + О  (,-не) � :rt 

= + !!:_ (- у, х) + О ( -2+Р) 
U U 00  , ,  J 2 2 r • .o:rt х + k  у 

(26) 

Здесь (r, � ) - полярные ноординаты; вводимые равен-
ствами 

х = r cos �. у = r sin �.  (27)  

Г - цпрi<ул:яция (25) ,  а е >  О - любое сноль угодно ма
лое число. Символом k обозначена величипа 

(28) 

а символ О(,.а)  означает фующию, ноторал после деления 
на ,.а остается ограниченной при r -+  оо. Явно выписанные 
слагаемые асимптотин:и (26 ) можно найти сравнительно 
просто формальным путем, если заметить, что при боль
ших r уравнение для потенциала сноростей (22.28) 
( с  v = 0 )  приближенпо имеет вид 

kzc:p"" + (j)uu = О 
с величиной k из (28) и после замены переменной х = kx' 
превращается в уравпепие Лапласа, для ноторого асимп
тотина решений известна. Однано выражения (26 ) для 
поряднов остаточного члена таним путем получить за
трудпителъно. 
f9 Л. В .  0BCЯHHII!IOB 
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Вектор Х силы давления газа на контур Т определя
ется формулой 

Х = J pn ds (29) 
т 

с нормалью n, направленной внутрь Т. Замечательно, что 
для силы Х получаются тание же формулы, как и в слу
чае обтекан:ия несжимаемой жидкостью,  а именно спра
ведлив следующий аналог теоремы Жук,овстwго . 

Т е о р е ма 1 .  Компоненты силы Х = (Х, У) даются 
формулами 

Х = О, У =  -роо Uоо Г• (30) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Применение интегрального за
нона сохранения потока импульса ( 1 .4 )  н области ro, за
ключенной между контуром Т и онружностью Т 11 боль
шого радиуса r = R, с учетом равенства u · n = О на Т 
дает для интеграла (29 ) выражение 

Х = - J (pn + pu (u · n)) dsJJ 

Т л 

где n - внешняя нормаль н онружности Т n, причем в по
лярных I\оординатах (27 ) справедлива формула n = (cos �. 
sin � ) .  На основании асимптотичеСiюго представления 
вектора сrюрости (26 )  с помощью интеграла Бернулли вы
водятся соответствующие представления давления и плот
ности: 

kГ у О ( -2} р = Роо + PooUoo 2..... 2 2 2 + r t . . х + k у 
Р.,,,и"" kГ у 0 ( 2) Р = Роо + -2 - 2:тt 2 2 2 + r- • 

с 00  х + k у 
(31) 

Отсюда следует представление подынтегрального выраже
ния в полярных ноординатах (27 )  на онружности Т 11: 

pn + pu (U · П) = ( (Роо + Poou�) cos �, Роо sin �) + 
+ РооUооГ k (М:О sin � cos р, 1) + О {R-2) . 2:rtR (cos2 � + k2 sin2 М 
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С учетО}I равенства вида 

2 n  

J F (x, y) ds = R .\ F (R cos � , R sin �) d� 
T R  о 
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в результате элементарного вычисления интегралов от 
сJrагаемых предыдущего выражения и предельного пере
хода R -+ оо получаются фор:.rулы ( 30 ) .  • 

Некоторые качественные результаты. Для любых до
звуЕовых безвихревых течений справедлив принцип маЕ
симума модуля сЕорости : маЕсимальное значение величи
ны q = l u l  достигается толыш на границе области тече
ния. Применительно к задаче обтекания Еонтура Т :это 
означает, что величина q принимает свое наибольшее зна
чение qE в векоторой точЕе Е е Т. Поэтому дозвуковой 
хараЕтер течения во всей области Q гарантируется, если 
qE < c* .  

Теорема едипствеппости решения задачи обтекания 
справедлива  в следующей формулировЕе : условиями (2�) 
и ( 23 ) течение определено единственным образом в слу
чае Еонтура Т с одной угловой точЕой ; то же верно и для 
гладi{ОГО Iюнтура при дополнительном условии, что задана 
циркуляция Г. 

Эта теоре:ма служит основой для моделирования тече
ний. Именно, пусть контур Т 1 геометрически подобен кон
туру Т и отпосительно подобно расположен, т .  е. получа
ется из Т иреобразованием растяжения 

х' = ах, у ' = ау ( а > 0 ) .  

Тогда при одинановых условиях на  бесконечности поле 
скоростей u1  будет подобно полю u в то:.r с�1ысле, что 

ul (ax, ау) = u (x, у ) ,  

а цирЕуляции будут связаны соотпошением Г1 = аГ. 

Теоремы существования решения задачи обтекания 
справедлпвы во всем диапазоне входных данных (вклю
чая задание цирЕуляции Г в случае гладЕого нонтура) ,  
гарантирующих неравенство qE � с  • .  

Упомянутые результаты являются итогом очень глу
боЕого и трудного анализа, использующего современные 

1 9* 
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методы теории фушщий, фушщи опального анализа и I\Ва
зиконформных отображений . Подробности можно найти в 
журнальных статьях, цитированных в [ 8) .  

§ 24. Характеристики и простые волны 

В этом парю рафе изучаются свойства непрерывных 
чисто сверхэвуновых двумерных безвихревых изэнтропи
ческнх течений. Здесь определяющи м является свойство 
гиперболичности основных уравнений и связанные с ни м 
факты лоr<ализации возмущений в областях, огранпчен
ных характеристиками. Теория чисто сверхзвуr<овых тече
пий no много:\! аналогична теории одномерных двпжений, 
рассмотренных в § § 15, 16. Исследованию воз11южпых 
nырождений сверхзвукового течения при переходе через 
гвуl\овые линии илп СI\ачrш уплотнения будут посвящены 
дальнейшие  параграфы. 

Исходные уравнения. Основные уравнения (22 .23)  
здесь удобнее взять в первоначальном виде 

Uy - Vx = О, (ри)х + (pv)y = - ..!.  pv, (1) у 
присоединяя к юш интеграл Берпуллп (22.24 ) с постоян
пой rшпстантой qm. Согласно ( 10 .8) его дифференциальная 
форма· и:меет вид 

dp pq (2) 
dq = - 7. 

Из расемотрений § 1 0  вытеl\ает, что при q > с (или 
М >  1)  система ( 1 )  является гиперболической. Поэтому 
для нее важно найти хара:ктеристики и условия на них, 
а также построить транспортные уравнения для описания 
распространения слабых разрывов вдоль харантеристик и 
выяснения возможности градиентной r-штастрофы. Необхо
димые для выполнения этой программы вынладки будут 
более компактными, если сразу ввести в начестве незави
симых персменных потенциал СI<оростей <р и функцию 
тона 'ljJ:  

d<p = u dx + v dy,  (3)  

В да льнейшем плосность R2 (<p,  'ljJ)  будет называться пло
С1Ист ью потепциала. Для возвращения в плосность тече
ния служат вытекающие из ( 3 )  уравнения 

pq2dx = pu d<p - y-vv d'ljJ, pq2dy = pv d<p + y-vu d'ljJ. (4� 
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В последующих формулах будет использоваться уго.л Ма
ха а = arcsin ( 1 /М), связанный с числом Маха М = q/c 
соотношениями 

. 1 81n a  = -' ' м '  (5) 

Наконец, наряду с декартовым представление}! искомого 
вектора скорости u = ( и , v) будет рассматриваться его 
полярное представление через модуль q и угол наклона е 
к оси х (полярные координаты на плос1юсти годографа, 
уже введенные в § 22) : 

и = q cos е, v = q sin е . ( 6 )  

Естественно, что  в этих п еременных получится аналог 
уравнений Чаплыгипа (22 .45 ) .  Однако для охвата Таi{Же 
и осесимметричных течений уместно дать краткий вывод 
преобразованных уравнений . С помощью формул (3 ) ,  (6 )  
и с учетом соотношений (2 ) , ( 5 ) .  для левых частей урав
нений ( 1 )  получаются выражения 

и11 - v" = Uq,V - иv"' + уvр ( ии"' + vv"' ) = -q2e"' + y .. pq  q"', 

(ри )"  + ( pv \,  = 

= и (ри )��'  + v (pv )Ф + yvp ( - v ( ри) "' + и ( рv ) Ф )  = 

= qzp<P + pqq��' + yvpzqze"' = -pq ctgz а . q"' + yvpzqze"'. 

Следовательно, после преобразования на 
тенциала система ( 1 )  оказывается такой : 

yvpqФ - qe(j) = О , 
ctg2 a · qQJ - yvpqe .p = � sin e. 

у 

ПЛОСIЮСТЬ ПО-

(7) 

Харюtтерпстики. На плосiюсти потенциала характе
ристики задаются дифференциальным уравнением вида 

dфl dcp = х. (8) 

Тогда нормальный характеристический вектор с проек
циями на оси декартовых координат (ер, '1\)) есть (-х,  1 )  
и п о  правилам, изложенным в § 6 ,  находится характери
стичес.Rая матрица систеыы ( 7 )  
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Ее определитель 

det А ( % ) = q ctg2 а · %2 - Y2vp2q 
дает следующее харю\теристическое уравнение :  

ctg2 а . %z _ yzvp2 = О, 

всегда имеющее два вещественных корня (для v = 1 
ласти у > 0) : 

в об-

(9 ) 

Для построения условий на характеристиi\ах находят
ся соответствующие 1юрням %± левые собственные векто
ры матрицы А (% ) ,  которые могут быть взяты в виде 
( 1 ,  ±tg а) .  Поэтому условия на характеристпках получа
ются почленным сложенпыr первого уравнеюtя ( 7 )  со 
вторым, умноженным на ±tg а, п после небольтого ире
образования оказываются такими : 

(еср =F ctg � qcp) ± YVP tg а (еф + ctg � qljJ) = =F ...!.. tg а sin е , 
q q yq -

(1 0) 
где верхние знаки берутся ДJIЯ корня %+, а нижние - для 
%-. В условиях ( 10)  участвует уже рассматривавшаяся в 
(22.58) вспомогательная функция 

q 
(' ctg � !L (q) = J -q- dq. (1 1) 

С этой функцией образуются величины, аналогичные ин
вариантам Римава для одномерных движений ( 1 6. 6 ) ,  про
изводные от которых естественно возникли в условиях 
( 10) : 

( 1 2 ) 

В последующем изложении величины r и l будут также 
называться uт-tвариаптами Римапа. С ними условия на 
харюперпстиrшх ( 10 )  принимают вид 

rcp + %+r•ф = - ...!.. tg а sin е, lcp + %_[ф = ...!.. tg а sin е. yq yq 
Наконец, вводятся операторы дифференцирования по ер 
вдоль характеристик I\аждого из семейств 

i) i) i) i) D+ = arp + %+ дf• D- = дiр + %_ дф � (13) 
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и окончательно получается следующая хараiперистиче
ская форма системы уравнений ( 7 ) : 

dф v "dcjJ = у р tg а, 
dф v 
d<p = - у р tg а, 

D+r = - �  tg a sin O; 
yq 

D_l  = 2. tg а siн е .  
yq 

(14) 

В дальнейшем будет соблюдаться указанная в ( 14) мар
кировка семейств характеристин с±. Уравнения ( 14 )  по
называют, что r и l действительно являются инварианта
ми в случае плоснопараллельного течения: при v = О  ве
личина r постоянна вдоль наждой харю\теристиюr С+ , 
а величина l - вдоль с_. 

Для отыскания характеристик на плоскости течения 
надо просто пересчитать производную d'IJ!dcp и операторы 
D± согласно формулам (4 ) .  Тогда для характеристических 
направлений получатся выражения 

dy pv + у-" их+ 
dx = pu - y-"vx ± 

tg 8 + tg а 
....,.--'�=-:,-8 =--- = tg (О + а). 1 + tg tg а 

Операторы D± оказываются такюш: 

D± = -1- (cos (О ± а) -88 + sin (О ± а) -88 ) · cos а х у 

Поэтому, если ввести еще модифицированные операторы 
дифференцирования вдоль харантеристи.к на плоскости 
R2 (x, у)  

- д д 
D ± = cos (О + а) дх + siн (О ± а) ay •J (15) 

то окончательно получится следующая характеристиче
ская форма системы уравнений ( 1 )  на плоскости течения: 

(С_) 

ау е dx = tg ( + а), 
au е dx = tg ( - а)! 

D- " . . е +r = - - sш а sш ; 
у 

- '\' D-l = - sin а sin е .  1/ 
(1 6) 
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Отсюда следует качественная I�артипа расположепил на
правлений хараiперистин относительно вентора скорости 
в каждой точке А плосности течения, показаннал па 
рис.  1 .  Здесь АВ1 и АВ2 - направления хараюеристик в 
точке А и подчеркнуто важное свойство (уже упоминав
шееся в § 1 0 ) ,  Iщторое очевидным образом следует из 
формул ( 16)  и ( 5 ) : абсо.лютая ве.личипа проех;ции вепто
ра спорости на порма.ль п хараптеристипе равпа споро
сти звука. 

Уравненил ( 14)  или ( 1 (3 ) уназьшают на еще одно прин
ципиальное различие между плоснопараллельными и осе

симметричными течениями. 
!/ В случае плоснопараллельных 

течений (v = 0) годографы ха
рактеристюt являются стап-

/J { 
да ртпыми нривыми r = const 
или l = const независимо от 
конкретного решенuя. Для 

1 этого случал сетка характе-

0 
Вг ристин на плоскости годогра-
х фа показава на рис. 22.5 .  Для 

осеСИ)IМетричных течений 
Рис. 1 .  ( v = 1 )  это свойство неверно 

из-за наличия иенулевых 
правых частей в урав пеюшх ( 1 6 ) ,  в силу чего годографы 
:х.арактеристин не совпадают с линиями r = const и.:ш 
l = const и существенно зависят от индивидуального ре
шения. 

Транспортные уравнения. В качестве производных по 
направлению, трансверсальному к любым характеристи
кам, можно взять производвые по <р 

R = rq;, L = lq;. ( 1 7 )  

Общий ход вывода уравпеппй для этих ве;;:шчин вдоль 
характеристик аналогичен изложенному в § 15 .  Ниже длл 
простоты этот вывод дается в случае плоскопараллельных 
течений ( осеси:мметричный случай nредоставляется чи
тателю) . Дело сводится к иреобразованию уравнения 

д д D + r = r ff<p + р Lg а · r 'Р1Р + (р tg а )tpr '!' = О . ер ' 
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Это иреобразование выполняется с использованием ра
венств 

r <P Q>  + р tg arcp,p = D+R, 
1 

(р tg а)ср = (р tg a)qqcp = (р tg a)q . 2 q tg а . (L - R) 1  

1 
r.,. = - -- R  "' р tg a ' 

в силу которых предыдущее уравнение и дает трансnорт
ное уравнение, описывающее изменение величины R вдоль 
харантеристикп С+ : 

D+R + 2qp (р tg а)ч (R - L) R = О .  (18) 

Аналогично получается транспортное уравнение, . описы
вающее изменение величины L вдоль характеристики С_ : 

D-L + ip (p tg a)q (R - L) L = O.  (19) 

Каждое из уравнений ( 1 8 ) ,  ( 1 9 )  есть уравпение Рип
-хати. Благодаря специальному виду они интегрируютел 
в квадратурах. Более того, аналогично с.тrучаю одноliiер
ных движений (см.  § 1 6 ) ,  Эдесь можно обойтись одной 
нвадратурой. Д.тrя зтого надо заметить, что справедливы 
форму.тrы 

ctg a 
R = - D -�t (q) = - - D _q, q 

c t g  а 
L = D+ �t (q) = -q- D+q.  

(20) 

Действительно, например, первая из формул (20)  вытека
ет из очевидных равенств 

D_r = D_(r  - l) = - 2D- f-L ( q ) ,  
D_r = (D+ + D_ ) r  = 2r'�' = 2R, 

и аналогично получается вторая. 
Д.тrя интегрироваппя уравнения ( 18) делается подста

новка R = 1/ z ,  в результате I\оторой оно становится ли
нейньп.r : 
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С учетом (20) Iюэффициент при z иреобразуется к виду 

L(p tg a) L = D+ V�. 
2р q J1 р tg а 

Поэтому предыдущее уравнение упрощается до следую
щего: 

Для входящей в правую часть производной нетрудно по
Jiучить выражение 

d т + 2 р dq (р tg а) = - -2- с cos3 а '· (21) 

где т - велпчина,  введенная в ( 2 .22) . Поэто;-.rу правая 
часть равна 

т + 2 vptg'C.Z - -4- si n а cos3 
а' 

Теперь интегрирование вдоль характеристики С+ от не
которого значения qJo (при котором все величины от:неча
ются индеi{СОМ нуль) до перемениого значения rp дает 

(/J 

V-- V s т + 2 VP tg a d z р tg a = Zo Ро tg ao - -4- . з rp. 
s ш  а cos а Чо (С+) 

ДJiя приложений иногда удобнее 
, 
иметь результат с ин

тегрированием вдоль характеристики с+ по переменной 
'ljJ. При такой замене переиенной интегрирования будет 
drp = d-фl р tg а. Ню{онец, возвращение к R = 1/ z дает сле
дующее представJiение решения транспортного уравне
ния ( 18 ) :  

(22) 

Точно таной же вид имеет решение уравнения ( 1 9 ) ;  оно 
nолучается ИЗ (22) просто заменой R на L и с+ на с_, 
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На основании (22)  можно сделать вывод о то:м ,  что 
неравенства Ro ::;::;;: О и Lo ::;::;;: О достаточны для того ,  чтобы 
первые производные решения оставались ограниченными 
nри движении в сторону d'lj? > О. Н апротнв, если хотя бы 
одна из величин, Ro или L0,  положительна, то со стороны 
'Ф > 'Фо можно ожидать наступления градиентной катастро
фы в точке, определяемой условием обращения знамена
теля в нуль. 

Качественные свойства. Очевидпо, что гиперболиче
СI{ая система ( 7 )  является симметрической ( см. § 7 ) .  По
этому для нее справедливы все выводы, полученные для 
уравнений одномерного движения в § 15. В частности, 
верны теоре�Iы единственности решения задач Коши и 
Гурса, а также неноторых смешанных задач. Теореиа су
ществования гладкого решения, например, задачи Коши 
справедлива,  вообще говоря, лишь в малом, т .  е. в доста
точно малой окрестности носителя начальных данных. 

Необходшю обратить внимание на то, что система 
уравнений ( 7 )  гиперболична и относительно направления 
оси ер, и относительно направления оси 'Ф· Поэтоj\IУ для 
нее корректна задача Rоши как с начальны:ми данными 
nри ер =  const, так и при 'Ф = const. Это означает, что не
прерывные безвихревые сверхзвуковые течения обладают 
свойством эво.люциоииости как по перемелной ер, так п по 
переменной 'lj? .  Однако nри рассмотрении течений в цело�I 
необходимо учитывать возможность возникновения силь
ных разрывов, в том числе и контактных, и областей 
вихревого течения, причем свойства эволюционности мо
гут нарушаться. Для правильного ответа на вопрос об 
эволюционности следует рассмотреть исходную систему 
(22.2)  без nредположений о nотенциальности и изэнтро
пичности . 

С этой целью надо заметить, что для любого данного 
семейства линий тока существует ортогональное семейство 
кривых, которые могут быть определены как линии уров
ня фующии 't = 't(x, у ) , удовлетворяющей уравнениям 
вида 

't., = uN, 'tu = vN ( 23 ) 

с пекоторой функцией N > О, определяемой полем скоро
стей. Тан как якобиан 'tх'Фи - 'tи'Фх = yvpq2N всюду положи
телен1 то можно перейти к системе уравнени� , эквива,-
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лентной (22.2),  рассмат р и вая псi<а:мый веюор 
= (и, v, р, S) как фующию п е ременных C t, 'lj) ) :  

Npq2u,  + Nup, - yvpvp$ = О, 

Npq2v, + Nvp, + y•pup$ = О, 

" Nbq 2p, + Nuu, + Nvv, - y•pvuФ + y•puvФ = --y v, 
NS, = O. 

U =  

(24) 

В зап иси системы (24) в иатричпой форме ( здесь U счи
тается веi\тором-столбцом ) 

A 'U, + A Ф UФ = F 

матрицы-I\О;)ффицпепты таковы: 1 pq' о " 

Ат = N О pq2 v2 
и v bq 
о о о 

о 1  

А> � у'р( -� � 1 ' 
t J 

о - v  

�). о и 
и о 
о о 

3,rrecь обе �штрпцы, А • и А Ф, симметричны, но тольно 
матрица А • явллетсн. положительно определенной при ус
ловии, что М > 1 ,  т. е. для сверхзвуковых течений. По
этому для системы (24) задач а Rоши с данпьпш при 
't = coпst корректна , а с данными при "Ф = const, вообще 
говоря, неi\Орректна. Следовательно, система ( 24) лвля� 
ется эво.люциоииой то.льr.о по переметtой 't. 

Попутно стои т  заметить, что условие совместности 
уравнений (23) после песложных иреобразований приво
дится К виду 

(25) 

где N рассматрива е тся как функция от (т, -ф) , а функция 
qт = qт(-ф) взята из иптеrрала Бернулли (22. 1 3 ) .  Поэтому 
функция N в (23)  определена однозначно, с точностыо до 
несущественного лроизвольного множителя, зависящего 
тольно от т, если заданы ее зпачепия на I\акой-нибудь 
одной линии тощ1 ф = const. В частности,  если течение 

изоэнергетпческое, т. е. константа q� не завпспт от -ф, 
то уравнение (25) имеет простое решение N = 1 ,  п тогда 
nэ ( 23 ) следует , что :иожно принять 't = ер. Этот вывод 
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тем более справедлив для безвихревых изэнтропичесRих 
течений. 

Для иллюстрации указанного выше свойства эволю
ционности системы (24)  можно вернуться к уже решен
ной в § 22 задаче обтеi\ания выпунлого угла u интерпре
тировать ее кан задачу Ноши с начальными данными при 
Х = 0, у >  0, задавая И Х  В ВИДе q = q 1 > Ct , е =  0 (см . 
рис. 22. 7 ) .  Тогда , проводя а налогию с одномерными дви
жениями, можно трактовать от1шоняющуюся часть ОВ 
обтекае:мой стенки кан «поршенъ, выдвигающийся из га
з а >> ,  На I\OTOpO:VI ЗаДаНО «уСЛОВИе IIОПрОТеКаНИЯ >) е =  e l = 

= const. Подобная аналмия уместна и полезна также -в 
ряде других задач о сверхзвут>овых те чениях. 

Простые nол ны. В § 22 уже были изучены простые 
nолны для ос еси l\1метричных течений и было показано, 
что все они суть автш.юдельпые решения, зависящие от 
Л =  х/у. Поэто.му здесь будут рассматриваться простые 
во.1пы тоJIЫ\О ДJIЯ ШIОснопараллельных течений . В этом 
случае свойства простых волн вполпе аналогичны тако
вым для одпю1срных изэнтропичесних движений с пло
СIШМИ волнами, рассмотренных в § 16 .  Так как, согласно 
общей теорю1е 1 3 . 1 ,  простые волны должпы быть изэн
троШI 'Iеснимп nоте нцп аJiьпыми течениями, то их можно 
ис1шть сразу для уравпенпй (7 ) с v = О. 

Т е о р е  111 а 1 . В нюн;:�;оii простой волне, если она не 
есть постоянное течение,  один п только один из инва
риантов Римана ,  r илп l, сохраняет тождественно постоян
ное значение. Если в простой волне r = const (или . l ""'  
= const) , то  ее  линия:\IИ уровня являются характеристини 
с_ ( соответственно С+ ) · В обоих случаях харантеристи
ки - линии уровня простой волны - прямолинейны кю\ 
на плоскости течения, так и на  плосi\Ости потенциала . 
Обратно , если в пекоторой области течение не постоянно 
и одrш из инвариантов Римана тождественно постоянен , 
то течение в этой области есть простая волна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Основное предположение, вы
деляющее простые волны, здесь выгJiядит так : q = q (Л) ,  
е =  е (Л ) ,  где Л =  Л (ср, -ф ) .  Подстановна этого представле
ния в (7 ) дает систему уравнений (штрl.lхом обозначены 
производные по Л )  

qe 'A..,p - pq '').,'l> = о , 
ctg2 а · q ''J.,'P - pqO ''J.,'�> = О, (26) 
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которая может шrеть иенулевое решение (Лч>, Л'�' ) ,  только 
если 

В силу определения ( 1 2 )  это равенство равносильно со
отношению r'l '  = О. Значит, один из инвариантов Римана, 
r или l, должен быть тождественно постоянеп. П редполо
жение о том, что постоянны онп оба , прпводи r,  очевидно, 
I\ постоянному течению. 

Если r = const, то qe' = ctg а · q' и уравнения (26 )  
сводятся н одному л<р - р tg  а .  Л.р = о  или, Б обозна чениях 
( 1 3 ) ,  к уравнению D_')., = О. Это означает, что параметр 
простой волны "л постоянен вдоль характеристик семей
ства с_, Но на каждой характеристине с_ сохрапнет ПО · 
стоянвое значение также инвариант Римава l. Из посто
янства инвариантов r и l вдоль с_ сJrедует также посто
янство величин q и е, а значит, р и а. Поэтому в диф
ференциальном уравнении характеристик с_ на плоскости 
потенциала правая часть постоянна вдоль С_ , Следова
тельно, эти характеристики суть прямые линии на пло
сности потенциала с уравнением вида 

'Ф + срр tg а =  F ( q ) ,  

где F ( q )  - произвольпая функция. Точно так ж е  в диф
ференциальном уравнеНИИ характерИСТИI\ С_ на ШIОСКОСТИ 
течения 

dy!dx = tg ( 8 - а)  

правая часть постоянна вдоль С_, Следовательно, эти ха
рактеристики - прямые линии и на плосности течения 
с уравнением вида 

у - х  tg ( е - а) = F ( q ) .  

Аналогично рассматривается случай l = const, в ното
ром вместо харантеристин с_ прямолинейными будут 
харантеристини С+ . Нанонец, если в пекотором не посто
янном течении ( заранее не предполагаемом простой вол
ной )  выполнено равенство г ==  const (пли l == cons t ) ,  то 
это означает,  что величина е зависит только от q. Значит, 
если положить q = "л, то будет е =  е ("л ) , т. е .  выполнено 
основное предположение, выделяющее простые волны. 8 
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Простая волна, в Rоторой: тождественно постоянен ин
вариант Римава r (соответственно l ) ,  называется Iюротко 
r-водтюй ( соответственно l-водной) . 

В процессе доказательства теоремы 1 получились со
отношения, позволяющие дать следующее полное описа
ние всех простых волн. 

Уравнения r-волны: 
r = 8 - � ( q ) = ro, y - x tg (8 - �) = F(q ) ,  

'Ф + <р р  tg � = F(q ) . 
Уравнения Z-волны: 

l = е +  J.�.(q )  = lo , у - х tg (8  + се) =  F(q ) , 

'Ф - <рр tg � = F(q ) . 

(27)  

(28) 

Входящие сюда произольные функции F( q )  в разных 
уравнениях (27 )  и (28)  могут быть различвьши. 

Для распознавания простых волн служит следующая 
теорема о примыпании, дающая, авалогично теореме 16.2, 
достаточное условие существования простой волны. 

Т е о р е м  а 2. Если в непрерывном безвихревом изэн
тропическом плоскопараллельном течении есть характе
ристика С+ (СООТВеТСТВеННО С_ ) ,  ВДОЛЬ RОТОрОЙ ВеКТОр 
скорости тождественно постоянен, то в окрестности этой 
характеристики, с каждой ее стороны, даввое течение 
является либо постоянным, либо простой Z-волной (соот
ветственно r-волвой ) .  В частности, не постоянное течение ,  
примыкающее к постоянному, всегда есть простая волна.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. С весуществевными изменения
ми повторяется доказательство теоремы 1 6 .2 . 8 

Теорема о примыкании справедлива и в усиленной 
формулировке, без требования потенциальности и изэн
тропичвости течения в целом, во с дополнительным пред
положением о том, что вдоль даввой характеристюш С+ 
(или С_ ) вихрь равен нулю и энтропия постоянна.  

Простая волна называется центрированной, если все 
ее прямолинейвые характеристики пересекаются в одной 
ТОЧI\е .  

Рассуждение, аналогичное приведеиному в § 1 6  по 
тому же поводу для простых волн в одномерных - движе .. 
ниях, показывает, что справедливо следУющее описание 
центрированных простых волн (для упрощения записи в 
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Rачестве центра взяты точRи (х, у ) = (0 ,  0) и (ер, -ф) = 
= (0, 0 ) ; все другие случаи полуqаются отсюда иреобра
зованиями перенос.а ) .  

Уравнепия центрированной r-волпы: 

e - �t (q) = ro , tg (8 - a) = � .  p tg a = - : . (29) 

Уравнения центрированпой l-волны: 

е + � (q) = l 0 ,  tg (О + а) = у ,  р tg а = .! .  (30) х <р 

Инш, центрпров анн ы е  простые nолны описываются 
автомодельпыии решениями исх одных дифференциальных 

уравнений ( 1 ) или ( 7 }  (при 
v = 0 ) .  Полпая центрирован
ная простая nолна уже была 
найдена в § 22; она называ
ется течение.м, Прандт.ля 
Мейера и па плосiюсти тече
ния ПОI\азана на рис. 22 .6 .  

q=qm , fi = Bm 'f Эта Rартина здесь дополняет-
ся ее изображением на пло-

Рис. 2. скости потенциала, прпведен
ным на рис. 2 .  

Волны сжатия и разрежения. В частице, движущейся 
вдоль линии тона, плотность газа может возрастать или 
убывать. Если плотность газа возрастает, то имеет место 
течение сжатия; если плотность газа убывает - то тече
ние разрежения. Эти понятия в применении R простым 
волнам приводят R следующему определению (аналогич
ному 16 .3 ) .  

О п р е д е л е н  и е 1 . Простая волна называется во.л
ной сжатия (соответственно во.лной раарежепия) ,  если 
при двиiкении в направлении вектора сRорости вдоль пе
ресекающих эту волну линий тоRа плотность р возрастает 
(соответственно убывает ) .  

Так как при указанном направлении движения всегда 
dcp > О, то различающей величиной является производпая 
р'�' :  течение сжатия (разрежения) хараRтеризуется нера
венством р'�' > О ( соответственно р"' < 0 ) .  

При наглядном изображении простых волн в виде 
<< веера >> их прямолинейных хара11:теристиR можно разли-
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чать волны сжатия и разрежения по расположению 
«ручни веера» аналогично тому, как различались такие 
волны в одномерных движениях ( см. § 16 ) . Специфика 
здесь состоит в том, что положение <<ручки веера » опре
деляется по отношению к направлению течения: говорят, 
что <<ручка веера >> находится спереди, если сближение 
прямолинейных характеристик происходит при движении 
впиа по пото�>у (в направлении вектора скорости) ,  т. е .  
со стороны больших значений потенциала q> ;  <<ручка ве
ера» находится саади, если сближение прямолинейных 
характеристик nроисходит при движении вверх по пото
�>У - со стороны мепьших значений потенциала q>. Ясно, 
что расположение <<ручки веера>> однозначно описывается 
направлением изменения, с ростом потенциала q>, угло
вого ноэффициента нанлона соответствующих прямоли
нейных характеристИJ{. Важно, что это направление из
менения всегда одинаково па плоскости течения и на 
плоскости потенциала. 

Л е м м а 1 . Угловые коэффициенты dy!dx и d-фldq> 
прямолинейных характеристик в простой волне с ростом 
q> всегда изменяются в одном и том же направлении (либо 
оба возрастают, либо оба убывают) .  

Д о I< а з а т е л ь с т в о .  Для простой r-волны 
{) d!J д 1 

т.- -d = -д tg (е - а) = 2 (eiP - cxiP)J: v(j) ..с qJ cos (8 - а) 

где, кан петрудно вычислить с помощью (2) , 

m + 2 s in2 a 
aiP = - 2с c o s  а qiP. 

Та1< как здесь е - �-t ( q ) = const, то еср = ctg а · q/q. Следо
вательно, 

е - а  - � + m + 2 sin2 a - m + 2 - (31) 
1Р 1Р - q sin а qiP 2с c os а qiP - 2q sin а; cos а; qiP. 

С другой стороны, в сплу (2 1 )  
д d'Ф д m + 2  3 

дqJ dq> = � (- р tg а) = 2с cos3 а; pqiP. ( 2) 

Сравнение ( 31 ) с (32)  показывает, что для простой r-вол
пы утверждение лемll!ы верно. Аналогичные вычисления 
20 Л. В .  0ВСЯН!1ИКО11 
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для l-волны дают те же выражения (31 ) и (32 ) ,  но со 
знаком минус. 8 

Из этой леммы вытекает, что геометрический крите
рий для различения простых волн сжатия или разрежения 
ва плоскости течения и на плоскости потенциала форму
лируется одинаково. Он дается следующей теоремой о 
<<ручке веера>> . 

Т е о р е м а 3. Простая волна является волной сжатия 
( соответственно разрежения) ,  если и только если «ручка 
веера>> ее прямолинейных характеристик находится спе
реди (соответственно сзади) . 

Рис. В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что (рис. 3 ) на пло
скости потенциала <<ручRа веера >> в щобой простой волне 
находится спереди, если и только если l d,�/dcp l ."  > О, и на
ходится сзади, если и тольRо если l d�/dcp l ."  < О. Тю{ каи 
в любой простой волне для наклона прямолинейных ха
рактеристик справедлива формула 1 d�/ d!J> 1 = р tg а, то из 
выражений (32) и (2)  следует соотношение 

1 d'ljJ 1 = т + 2 sin а Р 
dqJ ер 2 cos3 а ер· 

Поэтому «ручRа веера>> спереди, если и толыю если р." > 
> О, и сзади, если и тольRо если р." < О. 8 

Напри.мер, течение Прандтля - Мейера (см. рис. 2)  
является простой волной разрежения. 

Различение простых волн сжатия и разрежения су
щественно с точRи зрения возможности непрерывного 
продолжения течения. Нетрудно убедиться в том, что 
при неограниченном продолжении течения вниз по цотQ� 
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ку градиентная катастрофа не наступает в волнах раз
режения, но неизбежна в волнах сжатия. Геометрически 
последнее очевидно, так как в волне сжатия прямые 
характеристики рано или поздно начнут пересекаться и 
будут приносить в точку пересечения значения величин 
q и е. Аналитический вывод основан на замечании, что 
для простых волн в решении вида (22)  транспортного 
уравнения вдоль прямолинейных характеристик подын
тегральное выражение постоянно вдоль пути интегриро
вания. Поэтому формула (22 ) упрощае-тся до следующей: 

(33) 

Но в простой l-волне для величины R справедливо выра
жение 

ctg a с1 
R = rФ = - 2 -- qФ = 2 -2 ctg a · p., .  

q pq 
Поэтому в l-волне разрежения будет Ro < О и при всех 
'Ф > 'Фо величина R остается ограниченной. Напротив, 
в l-волне сжатия Ro > О  и знаменатель в (33) обращается 
в нуль при 1юнечном 'Ф· 

Плоскость иоварпантов Римана. Для анализа сверх
эвуновых течений общего характера иногда целесообраз
но рассматривать величины <р и 'Ф как искомые функции 
независимых переменных r и l. Плоскость R2(r, l) назы
вается пдоспостъю инвариантов Римана (фактически она 
является деформированной плоскостью годографа) . Ясно, 
что соответствующие дифферщщиальные уравнения мо
гут быть выведены непосредственно из уравнений Чап
лыгина (22.46) в области их гиперболичности путем 
перехода к характеристическим переменным ( 12 ) .  Однано 
проще всего вывести их из уравнений ха рантеристин ( 14) 
(при v = 0) тем же приемом, каним: были получены урав
нения ( 16.46) . 

Для этого достаточно заметить, что тан нан вдоль ха
рактеристики С+ меняется только инвариант Ри:мана l, 
то ее дифференциальное уравнение d-ф = р tg а d<p равно
сильно уравнению 'Фz = р tg а · <pz, Аналогично преобразу
ются уравнения характеристин С- , и окончательно по-
20 * 
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лучается следующая система линейных дифференциаль
ных уравнений сверхзвукового течения на плоскости ин
вариантов Римана:  

-ф, = р tg 1Х • <р1, 
(34) 

'Фr = -р tg IX • <JJr• 
Тах{ как величины р и c:t зависят только от q,  то их можно 
рассматривать х>:ак известные фушщии разности l - r. 
Исклю'!ение из системы (34) потенциала <р (путем пере
крестного дифференцирования) дает одно линейное диф
ференциальное уравнение второго порядка длл функции 
тока 'ljJ: 

� (ctg а .,, ) + � (ctg а .,, ) = О дr Р 't' l дl Р 't'r • (35) 

Одним из преимуществ записи уравнения (35)  является 
его самосопряжеппая форма. В раскрытой форме это урав
нение принимает вид уравпепия Дарбу :  

-ф,, - G ( l - rН-ф1 - '\J,) = О, (36) 
где функция G(z) определена параметрически: 

1 == 2f-t (q) ,  G (z) = . т (q) + 2 • (37) 8 sш а (q) cos3 а (q) 

В отличие от его аналога ( 16 .47 ) ,  уравнение (36)  не 
упрощается сколь-нибудь существенно даже в случае по
литропного газа. С этим связаны значительные аналити
ческие трудности в исследованиях сверхзвуковых течений. 

Задача об истечении струи. Из прямолинейной трубы 
ширины 2у0, в которой течет постоянный сверхзвуковой 
поток газа с известным уравнением состояния и задан
ными параметрами ро ,  Ро, qo > Со,  газ вытекает в окру
жающую среду (покоящийся газ ) ,  в которой задано дав
ление Р1 < Ро· Требуется найти установившееся течение 
газа вне трубы, считая границу с окружающей средой 
контактным разрчвом. 

До тех пор, пока течение в струе остается непрерыв
ным, оно является безвихревым и изэнтропическим. Да:н:
ные задачи определяют константу q� в интеграле Бер
нулли и тем самым все функции параметров состояния 
от модуля скорости q. Так как при переходе через кон-
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тактный разрыв давление должно меняться непре рывно, 
то давление в струе на ее границе Таi\Же равно Pt · Сле
довательно, вдоль границы известны плотность р1  и ско
рость звун:а с1 , а значит ,  и постоянное значение модуля 
с1юрости q 1 ,  определяемое интегралом Бернулли 

qi + I ( ci)  = q;n · 
Граничные условия симметричны относительно оси тру
бы. Из единственности решения следует, что если непре
рывное решение существует, то оно должно быть также 

х 

Гпс.  4. 

симметричным. Поэтому можно ограничиться рассмотре
нием <<верхней >> половпны течения, изображенной на 
рис. 4. Гранпца струи и ось симметрии должны быть ли
пию.ш TOI\a,  причем 1jJ = О на оси и 1jJ = 1)Jo = PoqoYo на 
границе. Следовательно, задача ставится на плоскостп 
потенциала в полуполосе П = {0 .:;;; 1jJ .:;;; 1jJ0 , <р ;;?;  0} Kai\ сме
шанJ�дЯ задача [{ оши с начальными данными при <р = О 

q (O,  1jJ )  = q0,  8 (0, 1jJ) = О (0 .:;;; 1jJ .:;;; 1jJ0 )  (38)  

и граничными условиями 
О (<р, 0)  = О, q (<р, 1)Jo ) . qt (<р ;;?; 0) . (39) 

При движении вниз по течению в вытекающей струе об
разуется последовательность характерных областей О, 
1, . . . , 10, . . . , показанных на рис. 4. :К области О посто
янного решения q = qo, 8 = О вдоль прямой А 1В1 (харак
теристика С_ ) примыкает центрированная простая волна 
1 с центром в А 1 и уравнением r = ro . Это течение опи
сывается уравнениями 

О - ft(q )  = -ft(qo ) ,  У - У о =  х t g  ( 0 - а) .  (40) 
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В области 2 формируется постоянное течение с парамет
рами q = qt ,  е = ez, где угол ez опр�деляется ив (40) :  

ez = J.t ( q l ) - J.t ( qo ) .  

R области 2 вдоль прямой N1Az (характеристика С+ ) при
мыкает простая l-волна 4, уже не  являющаяся центриро
ванной, с уравнением 

е + �-t < q > = е2 + J.L < q � > .  (41 ) 

Она заканчивается характеристикой BzNz, 
е = о в силу первого граничного условия 
вдоль BzNz постоянное значение q = q5 

вдоль которой 
(39 ) . Поэтому 
находится из 

уравнения (41 ) :  

В области 5 снова образуется постоянное течение с пара
метрами q = q5, е =  О, к которому вдоль NzBв при:мынает 
простая r-волна 7 с уравнением 

е - �-t < q >  = - J.t ( q5 ) .  

Область 8 снова есть область постоянного течения, при
чю.I так как q = qt на AaNa, то 

es = J.t( qt )  - J.t ( qs )  = -ez. 
В области 10 снова фор�Iируется простая l-волна с урав-
нением 

переводящая течение в постоянное в области 11, и т. д. 
В областях 3, 6, и 9 образу
ются течения общего харанте
ра. Для их расчета требуется 
решать некоторые краевые за-
дачи, которые могут быть по
ставлены на плоскости инвари
антов Римана.  Например, в об
ласти 3 вдоль характеристики 
BINt семейства с+ дано r = 

r = - J.L ( q1 ) ,  вдоль отрев�а BtBz 
оси симметрии е =  о, т. е. r +  
+ l = О, и вдоль характеристики 

NtBz семейства С_ дано l = J.t( q5}. Поэтому на плоскости 
инвариантов Римава область BtNtBz имеет вид треуголь
в:ика, покаванного в:а рис. 5. В в:ем в:адо найти решение 

Рис. 5. 
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уравнения (36) по граничным условиям на линиях В1В2, 
где просто 'Ф = О, :и B1Nt , где функция тока иввестна ив 
описания центрированной простой волны в области 1. 
Этими данными искомое решение определяется един
ственным образом, так как в силу симметрии вовникаю
щая краевая задача на самом деле сводится к задаче 
Гурса в квадрате B1N1R2N� с данными на характеристи
нах B1N1 и B1N� . Постановка · на плоскости инвариантов 
Римава краевых задач, возникающих в областях 6 и 9, 
предоставляется читателю. 

Важная особенность построенного течения состоит в 
том, что простые волны 1 и 4 суть волны разрежения, 
а простые волны 7 и 10 являются волнами сжатия. По
этому не иснлючено, что в них проивойдет град:иентная 
I<атастрофа и дальнейшее непрерывное продолжение те
чения будет невозможно. Однако окончательное решение 
этого вопроса до настоящего времени не получено. 

§ 25 . . Косые скачки уплотнения 

Установленные в § 5 свойства ударного перехода свя
ваны с нормальной к фронту ударной волны составляю
щей вентора скорости. Эти ревультаты являются оконча
тельными, еслп движение газа таново, что направление 
вектора скорости перед волной ортогонально фронту . 
Однан.о в общем случае вектор снорости образует с фрон
том ударной волны острый угол, и тогда для полного опи
сания движения эа воJiной необходимо учитывать каса
тельную составляющую вектора снорости. Это особенно 
важно в модели установившегося течения газа , когда ва 
ударной волной могут получаться как сверхзвуковые, тait 
:и доэвуковые скорости. В § 10 уже сообщены предвари
тельные сведения о стационарных ударных вопиах -
скачках уп.л,отпепия в установившихся течениях. Ови ис
пользуются в данном параграфе для более детального 
анализа поведения течения в косых скачках уплотнения 
(для нраткости в дальнейшем слово «уплотневиJо опу
снается) . 

Основная вадача ваклю'lается в тои, 'IТобы описать 
все состояния движения, достигаемые за возможными -no
cы.lltu ск,ачками, через которые может преобраэоваться 
nекото11ое фиксированное состояние движения пер�д 
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скачком. При этом, как поназано в § 10, течение перед 
скачкоr.1 необходимо должно быть сверхзвуковым. 

У дарпав полира. Легко сообразить, что упомянутая 
совокупность состояний за косыми скачками образуе·r 
однопараметрическое семейство.  Действительно, если угол 
м ежду вектором скорости и поверхностью скачка задан, 

Рис. 1 .  

то состояние движения за 
скачком полностью опреде
лено, так как касатель
ная и поверхности сriачн:а 
составляющая вектора сио
рости при переходе че
рез сиачок меняется не
прерывно, а нормальная 
составляющая и термоди
намические параметры га
за однозначно определяют
ся условием Dn = О ( тео-

рема 5.5 ) .  Кроме того, векторы с1юрости перед и за 
скачком и нормаль к поверхности скачка всегда лежат 
в одной плоскости. Поэтому для описания упомянутого 
однопараметрического семейства состояний достаточно 
рассмотреть косые С!<а•ши в плоскопараллельном тече
IШИ (в  частности, этим объясняется отнесение обсужJ];а
емых вопросов в раздел двумерпых уста повпвшихсл те
чений ) .  

1\онфпгурацпя направлениii в косом скачRе показала 
на рис. 1 . Здесь А - точка течения, лежащая на Jrиюш 
сF.ачка, и AN - касательная и этой линии в точие А .  
Предполагается, что передняя сторона сr>ачка (иак удар
ной волны) находптся слева от AN, а его задняя сторо
на - справа от AN. Отрезок АВ1 длины q1  > с1 изобража
ет веитор сиорости u1 перед сиачrюм. Отрезои ABz изо
бражает вентор сноростп u2 за сrшчиои. Условие равен
ства касательных составляющих вентора снорости до п 
после сна•ша равносильно перпендикулярности прямой 
В1В2 к AN. В систеr.rе ноординат, в I<оторой ось х направ
лена по вею:ору с1юрости u1 ,  справедливы представления 
венторов скорости в ко�шонентах u1 = Cq 1 ,  0) и Uz = 
= ( и, v) .  Тем самым рис. 1 можно рассматривать кан 
совмещение плоскости течения и плосности годографа с 
ЩI.ЧаЛОl\1 ноордпнат в точi>е А .  Через х. обозначен угол' 
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:между направлениями лпшш СIШЧRа п веi{тора с1юрости 
в точне А .  Отрев1ш B1N и BzN равны, соответственно, ве
личинам нормальных составляющих и"1 и и"z, а отрезок 
A N - величине касательной составляющей иа. 

Изложенные выше соображения покавывают, что для 
заданного угла х положение точ1ш Bz определено одно
значно. Поэтому при изменении х точна В2 опишет неко
торую I;; ривую, которая называется ударnой полярой. На 
плоскости годографа точки Bt и Bz являются годографами 
одной и той же точки А плоскости течения: они соответ
ствуют равным сторонам скачка в точке А .  Поэтому удар
ную поляру можно назвать также годографом косых сr.ач1;ов. 

Аналитическое представление. Для получения анали
тического представления ударной поляры используются 

все соотношения в ударных волнах, полученные в § 4. 
В случае установившихся движений соотношения (4. 1 2 ) 
и (4. 13 )  могут быть переписаны в виде 

PtUnt = PzUnz, Ра - Р1 = PIUn t CUnt - U"z) . 

Для компактности дальнейшей записи вводится ампли
туда спачпа ( 1 9 . 1 ) ,  а именно величина 

z = (р2 - Р1) /р1с� , 
с которой предыдущие уравнения равносильны тани:u:  

c�z = Unl (unl - Un2 ) = u�l (1 - V2/V1), (1) 
где V = 1/р - удельный объем. R уравнениям ( 1 )  на;t;о 
добавить уравнение адпабаты Гюгонио (4 .20) или (5 . 1 ) ,  
которю1у здесь целесообразно придать следующую фор
му: 

( 2 )  

Вводимая уравнением ( 2 )  функция Г ( z )  представляет 
адиабату Гюгонпо в безразмерном виде. Ее графин, вы

текающий ив установленных в § 5 свойств адиабаты Гю
гонио в нормальном газе, ионазав на рис. 2, где z1 = 

= Р1/р1с�. 
Уравнения ударного перехода по нормали к скачку 

( 1 )  и ( 2 )  ва,fыкаются геометрическими соотношениями, 
вытенающшш из конфигурации рис. 1. Ив подобия 
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треугольников B,PBz и B,NA сле;.(уют равенств а 

(3) 

Второе равенство (3 ) в сшту первого уравнения ( 1J дает 
выражение 

9 ql - lt z = M· --
1 ql ' (4) 

где введено чп:·до Маха теЧения перед стшчiЮ;\! М1 = q1/c1• 
г 

f- Voo - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
V, 1 

Рис. 2. 

1 
1 
1 

Так как и� = q� - и;1, то перв ое равенство 
зованием ( 1 ) и (2 ) приводится к видУ 

v2 _ М2 Г (z) _ 1 - 1 • 
(ql - и/ z 

(3 ) с исполъ� 

(5) 

Наконец, nодстановна (4 ) в (5 ) дает искомое уравнение 
ударпоn поляры:  

(6) 

Из уравнений (4) и (5 )  вытекает также следующее пара
метрическое представление ударной поляры: 

и =  q1 (1 - M12z)1 v2 = с� (zГ (z) - M12z2) . (7) 

Геометрическая форма ударной поляры определяется 
свойствами :монотонности и звездности адиабаты Гюго-
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нио, ноторые равносильны таRим же свойствам фующии 
Г(:z ) .  Ив них следует, что уравнение 

Г (z0) = M12Z0 (8) 
nри любом М1 > 1 имеет единственный корень z0 = 
= z0 (М1) (см.  рис. 2 ) .  Поэтому ударная поляра опреде
лена в интервале О � z � z0 • Ив ввевдности функции Г(z)  
следует , что ударндя поляра таюне авездпа относительно 

Рис. З. 

точiш В1 •  Наконец, наклон касательной к ударной поляре 
В ТОЧКе В1 . определяеТСЯ ИВ уравнеНИЯ (5) ПредеЛЬНЫМ 
переходом 

lim 1 dv/du 1 = v м� - 1 = ctg a:l. (9) 
% ..... 0 

Ив этих фактов вытекает, что ударная поляра имеет фор
му овала с угловой то•шой В1 , покаванного на рис. 3. 
В силу свойства звевдности угол ваклона х линии скачка 
R направлению вектора скорости перед скачком u1 всегда 
больше угла Маха а:1 для состояния перед скач1�ом. Toчita 
( !lo, 0) ,  где . 

( -2 ) Uo = qz = ql 1 - Mt Zo t 

соответствует прямому скачку. Поэтому из теоремы Цемп
лена 5.4 следует, что и0 < Cz, т. е. течение за прямым 
скачком всегда дозву1ювое. Что же касается косого скач
ка , то за ним течение может быть каи сверхввуновым, так 
11 доявуиовьш. 
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Кривую ( 6 ) можно рассматрпвать п для значештii: 
z < О. В этом случае,  согласно следетютю 5 .4, состояюте 
<< 1 >> должно находиться па задnей стороне сначтш . На 
р п с .  а значениям z < О соответствуют беснонечные ветют, 
раснолошенные в обла сти и > q 1 • Вертинальиая асимпто
та :этих ветвей связана с поведенпе�I фуннцип Г (z ) прн 
z < О  ( см. рис. 2 )  и дается уравнешrС';-.I и =  и .. = q t ( 1 + z1 ) .  

Важной особенностью т :осых ст•ачiюв является· то,  ч т u  
угол поворота вектора спорости е не может превосходип . 
паuбольшего значенпя епред ,  птшзанпого на рис. 3 .  

В полптроппш1 г а з е  фушщпя Г(z )  дробпо-лпнейна :  

2z 
Г (z) = 2 + ('\' + 1 )  z '  (10) 

н ударная поляра является т•рпвой третьего порядшl ,  
1юторая изв естна ню> строфои да :  

( 1 + '\' t 1 м� ql 
q
� и) (v 2  + (q1 - и)2) = м� (ql - и)2 • (1 1) 

Наряду с фор�IУЛЮ\Ш ( 6 )  n ( 7 )  полезпо отыетnть еще 
аналнтпчесную зависимость между углами е :и х в носом 
СJ:\ачне.  Она выводится с по;-.rощью равенства иn 1  =.q1 sin х. 
в силу Боторого из ( 1 )  следУет уравнение 

z = Mi sin2 xr (z) .  (1 2) 

Подстановна получаемого отсюда выражения для Г (z ) 
в ( 7 ) :и замечание, что v/и = tg е, дают соотношение 

(� - z) tg e = z c tg x ,  (13) 

Iюторое вместе с ( 12 )  и определяет :исномую завнс:и:мость 
после иснлюченпя амплитуды z. Для полптропного газа 
с помощью ( 10)  получается фор;-.rула 

siн2 х - м-2 
tg е = ctg х + 1 1 • 

v . 2" + м-2 
-2- - S lll " 1 

(14) 

Обтекание вогнутого угла. Постоянное плоскопарал
лельное сверхзвуковое течение над стенкой В1А отклоня
ется, обтекая угол BtAB:, меньший 180° ( рис. 4) .  Задача 
состоит в построении течения в о  всей области внутри 
этого угла. Н'ак краевая задача для системы уравнений 
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( 22.23) (при v = 0) с постоянными граничными данными 
вдоль лучей 

8 1 АВ1 = 0, q 1 АВ1 = ql > Ct1 8 1  ABz = 80 > Ot 

она является ноничесRи авто}IОдельной (см. § 13 ) . При 
этом одной из исRоиых величин будет постояппая СIШ-

!1 

в, А х 

Рис. 4. 

ростъ q2 = q1Ав2• Можно та:nже поставить эту задачу и 

Rai\ задачу .Коши на плосRости потенциала в области 
{<р ;;;::. О, 'Ф ;;;::. 0} с начальными данными при <р = О 

8 (0, -ф) = о, q (O, -ф) = qi > Ct 
и граничным условием 8 (<р, 0) = 8о > О. Рассматриваемая 
задача альтернативна задаче обтеRания выпуRлого угла 
(см. § 22) ; она таRже является аналогом задачи о порт
не, но на этот раз вдвигающемся в газ. 

Непрерывное решение этой задачи не существует. 
Действительно, в случае непрерывного течения к задан
ному постоянному сверхзвуковому потоRу вдоль выходя-u со щеи из вершины угла хараRтеристиRи + доюква при-
:мыRать простая l-волна (теорема 24.2) . Она обязана быть 
центрированной в вершине угла, таи как иначе вдоль 
векоторой принадлежащей ей характеристпни с+ будет 
сильный разрыв. Но таRая центрированная l-волна может 
быть тольRо волной разрежения (теорема 24.3 ) , и потоl\IУ 
она должна вырабатывать на стенRе АВа сRорость q2 > q1 •  
ОднаRо это противоречит фаRту сохранения инварианта 
Римава l, в силу Rоторого f.t (q1 ) = 80 + J.t(q1) и должно 
быть qa < qt ,  таи RaR 6о > О, 
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Можно наiiтп решение, в котором постоянное течение 
вдоль В1А переводится в постоянное течение вдоль ABz 
посредствоы косого скачiiа уплотuенпя. Для этой цели 
падо по данным q1, с1, P t  построить ударную поляру и 
провестп луч из начала ноординат под заданным углом 

� �,>с1 А -� .. 
Гнс.  5. Рис. 6. 

ео (см. рис. 3 ) .  ТочiШ пересечения Ва этого луча с удар
ной полярой дает исiшиое решение, в котором AN есть 
линия косого скачiiа. Это решение и поиазано на рис. 4, 
где таиже изображены (тониими линиями) хараитерист:ц
ки С+ до и после скачна. 

Найденное решение используется в задачах обтекания 
клиновидных тел равномерным сверхзвуковым потоi{ом. 
Например, в случае бесконечного клина, обращенного 
острием А навстречу потоr\у (рис. 5 ) ,  течение разделяется 
прямой линией тока В1А на два течения - обтекания 
вогнутых углов В1АВ2 и В1АВ3 • 

Здесь возникают следУющие в ажные обстоятельства. 
Во-первых, иерееекающий луч может встречать ударную 
поляру каи минимум дважды, например в точках В8 и в;t 
что дает два возможных решения (см. рис. 3 ) .  То, кото
рое соответствует точке Ва, называется с.яабы.м решени
ем, а соответствующее точке В� - си.яъпы.м решением. 
При зтом для отбора единственного решения требуются 
какие-то доцолвительные условия, которые в настоящее 
время точно не сформулированы. Во-вторых, указанные 
решения существуют, только если угол 6о достаточно 
мал, точнее,  если 6о � епред• Для углов ео >: епред решение 
(если оно вообще существует) должно резко отличаться 
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от найденного. Здесь положение таково, что решение в 
точной постановке неизвестно. 

Эксперименты с обтеканием конечных клиновидных тел 
показывают, что при ео < епред обычно реализуется сла
бое решение. Если же 8о > 8пред , то возникает так назы
ваемый: отошеqший спачоп, линия которого располагается 
впереди тела, не соприкасаясь с ним (рис. 6). За отошед
шим скачком реализуется сложное до- и сверхзвуковое 
вихревое течение с переменной энтропией, описаsие ко
торого в настоящее время может быть дано только чис
ленными методами . 

Отражеm1е косого скачка от стенки. Явление отраже
ния ударной волны от жестiюй стенки, рассмотренное 
в § 18 для падающего фронта, параллельвого стенке 
(нормальное отражение ) , представляет большой интерес 
и в случае н,аплонно падающего фронта. При этом и от
раженная волна тг.кже будет наклонной. Возникающая 
здесь задача об описании движения rаза за падающим и 
отраженным фронтами в общем случае достаточно слож
на. В ее простейшем варианте предполагается, что пада
ющий фронт и стенка являются плоскими и что газ пе
ред фронтом покоится. Тогда движение может рассмат
риваться кан плоскопараллельное . 

Пусть D., - скорость перемещения падающей ударной 
волны, А - точка пересечения линии фронта со стенкой 
и Xt - угол между ними (предполагается, что О Е;;; %1 � 
Е;; n/2) .  Тогда скорость перемещевия точки А в�оль стен
ни равна 

В системе координат, перемещающейся в ту же сторону 
вдоль стенки со скоростью q 1 ,  точка пересечения , а с 
ней и падающий фронт покоятся. В этой системе ноор
динат наблюдатель видит движущийся со скоростью q1 
вдоль стенки постоянный поток, который отiшоняетtя 
нанлоненным ему навстречу косым скачком уплотнения, 
образующим со стенкой угол Xt · Предполагается, что и 
дальвейшее течение газа за скачком в этой системе ко
ординат является установившимся. Требуется описать это 
течение при условии, что от точки А отходит второй ска
чок, приводящий поток за первым скачком к направле
вию, параллельво:му стенке (рис, 7 �. 
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Решение ищется с помощью ударных поляр. В задан

ном состоянии газа перед падающим фронтом, согласно 
предыдущему, известна скорость qt. Тем самым известна 
и ударnая поляра с вершиной Bt (рис. 8) . Поэтому зада
ние угла падения :Х:1 однозначно определяет угол поворо
та потока 01 в падающем скачке. За ним все параметры 

N' 

х 

Рис. 7. 

и 

и 

Рис. 8. 

течения, в частности вектор Uz и скорость qz, становятся 
вполне определеп:ными. Тем _ самым известна и ударная 
поляра с вершиной В2 для состояния за падающим скач
ком. Ее точки пересечения с осью v = О определяют 
ударный переход в отраженном скачке, за которым век
тор скоростn Us направлен nараллельна стенке. При этом 
точка Вз дает слабый отраженный скачок, а точка в; 
сильnый. Эксnеримент nоказывает, что обыч!Iо реализу-
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ется слабый отраженный скачок. Такое отражение, кар
тина которого показава на рис . 7, называется прави.л,ъ
ны.м отражением. 

Правильное отражение возможно не при любых зна
чениях амплитуды падающей волны z1 и угла падения 
Х• · Его реализация лимитируется тем, что ударная поляра 
с вершиной Bz может не пересечь ось v = О. Исследова
в:ие этой ситуации для политропного газа приводит 

. .  х, 
д N N' 2 2 

X.�I.  (z,) � -
отражение 

3 
/( 

о z, о х 

Рис. 9. Рис. 10. 

и следующему результату. Если угол Xt достаточно мал, 
то всегда существует правильное отраженпе.  Для каждо
го заданного z1 имеется такое предельное значение 
Х* = Х• (z1), что при Х1 > Х* правильное отражение не
возl\юЖJiо. 

Качественная зависимость Х* от Zt показава на рис . 9. 
Предельное значение Х* (z1) прп Zt - оо для воздуха 
( "(  = 1 ,4) приблизительно равно 40° . 

Если Х1 > х* (z1) ,  то картина отражения ударной вол
ны существенно усложняется. В опыте при этом наблю
дается так называемое JJtaxoвcnoe отражепие с <<тройноЙ >) 
точкой А пересечения более че�r двух линий сильного 
разрыва.  Качественная картина маховского отражения 
показава на рис. 10, где ОА - прямой скачок, AN и 
AN' - косые скачки, а А К - линия контактного разры
ва. ОднаiiО при это::-.r лпюш скачков в окрестности точки 
А, вообще говоря, псиривляются и течения в областях 2, 
3 и 4 не являются постоянньпш. Это создает значитель
ные трудности при исследовании маховского отражения, 
и до сих пор неизвестно, существует ли решение вообще 
(без учета вязкости и теплопроводности ) .  Более подроб
ные сведения по вопроса:-.1 ,  связанным с отражением 
21 Л. В. Овсянн11ков 
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наклонно падающих ударных волн, можно найти в [4] 
и в цитированной там литературе .  

Осесимметричное обтекание конуса. Бесконечный кру
говой конус с осью х и полууглом раствора Ot обращен 

вершиной навстречу равно-
!/ мерному сверхзвуковому по-

Рие. 1 1 . 

току, текущему со скоростью 
, Во u1 = ( q 1 , 0) . Требуется по

строить осесимметричное те
чение - обтекание конуса. 

х 
Граничное условие на кону- · 
се имеет вид 
и - Лtv = 0 (Лt = ctg O t ) .  ( 1 5 )  

Ясно, что тю< же ,  IШК и в случае обтекания клина 
плоскопараллельным потохюм, эта задача принадлежит 
к классу коничесRи автоиодельных (см. § 13 )  и должна 
решаться с сильным разрывом - косым скачRом уплот
нения. Однако есть существенное отличие, так кю< здесь 
течение между поверхностями скачка 11 конуса не может 
быть постоянным (постоянные осесимметричные течения 
возможны только в направлении оси х, см. § 22) . Поэто
му в случае конуса решение усложняется. Оно основано 
на следующем качественном представлении о геометрии 
течения (см. рис. 1 1 ) .  R вершине конуса присоединен 
конический косой скачок ON с уравнением Л == Ло, где 
Ло = ctg Хо < Л1, в котором заданное сверхзвуковое тече
ние поворачивает на угол Оо < е� . В интервале Ло .s;;;; Л � Л1 
реализуется некоторое коническое течение Бувемана (см . 
§ 22 ) ,  доворачивающее потоп до нужного направления 
вдоль поверхности обтекаемого конуса. 

Для расчета этого копического течения надо обра
титься к системе уравнений (22.63) . Ее можно свести к 
одному уравнению второго порядка для функции v .... v (u ) .  
В этом представлении первое уравнение (22.63) перехо
дит в равенство 

л - - v .. , 
а второе приводится к виду 

2 (и + vvu)2 
VVuu = 1 + Vu - 2 • с .  

( 16 )  

(17) 
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Уравнение ( 1 7 ) удобпо те:м, что его иптегр альпые нривые 
располагаются непосредств енно на плоскости годографа. 
Исномое решение дается интегральной нривой В2В0 
( рпс, 12 ) ,  которую при задавпой ТО'Ше Bz па ударвой по
ляре надо иснать, решая за71;а.Чу Rошн для уравnепия 
( 1 7 )  с начальными условиями 

(18) 

Второе равенство ( 18) следует и з  уравневпя ( 1 6 ) в силу 
того , что точна Bz леяшт на з адпей стороне шшип носо
го CI{aчr<a ,  па нотором ')., = ctg хо, п нз равенства наса� 

lJ 

и 

! ' н е. 1 2. 

т ельных составляющих вентора с1юрости до и после скач
ка (рис. 12 ) . Эта интегральная кривая должна дойти до 
-попечпой точпи Во , где выnолнено условие обтеr<ания 
( 15 ) ,  которое в силу ( 16 )  можно переписать в виде 

( 1 9 ) 
Совокупность всех конечных точеi{ Во, получаемых, 

когда точка В пробегает линию ударвой поляры , образу
ет оЯбдоповидпую привую, покаванную ва рис. 12 .  Ясно, 
что яблоковидвал кривая и семейство интегральных кри
вых В2Во, получаемые численным решением задачи ( 17) ,  
( 18 ) , ( 19 ) ,  зависят только о т  данного вевозмущеввого 
сверхзвукового потока и могут считаться известными 
(см. [ ЗJ ) .  
2 1 *  
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Оr,опчатольпо решение за;щчп uбтеi\ юrия нонуса сво
дптся I\ следующему . 3n;щпный луч ОВ0 образующей по
верхности нонуса п еросоi; ает построенную для данного 
набегающего п отою1 ябло"овпдпую нриnую в точне Во,  
иоторой одпозпачuо еоотnотствуот точиа В2 па ударпоii: 
полнре е вершппой В, .  I J ор�шль ON !\ прямой ВД2 дает 
папраnлонне лучn обра:1уюiцей пов е рхности нонпчесiюго 
CI\aЧI\ a .  Вентор ОВ0 ра вен ne r\тopy с rюростп тече н ия Iш 
поверхности нонуе а . }\оrш 'Iccrюo TO'Ieiiiic между поверх
ностяllш сначна п rюп уса оппсьшаотся известпьгшr пз рас
чета нрпвой В2Во завпсшюстшш v ( n )  п Л ( п ) .  

В задаче обтеrшшr я  rшнуса возюшают т е  же обстоя
тельстnа , связанные с е,::t;rшствеппостыо решешш п с су
ществованием рошенпн при большпх углах е!, ноторыо 
отмочены выше по поводу обтонаппя rщшr а .  

§ 26.  0I\ОЛО3ВУКОВЫС ТСЧСНIIЛ 
Переход через сr\орость звуr•а представляет coбoii од

но пз важнейших rазодпнюшчеснпх явлений. С точни 
зрения теории интерес н этому явлению вызван тем, что 
оеновные уравнения модели установившихся течений при
обретают дополнительную особенность, связанную с из
менением их типа в области определения решения. 

О п  р е  д е л е н и е 1 .  У становившесся течение газа 
называется око.лозвуповым, если всюду в области этого 
течения величина lM - 1 1  мала по сравнению с еди
ницей. 

О1юлозвуrювое течение :может быть чисто дозвуновым 
или чисто сверзхзвуковым. Однан:о наибольший интерес 
представляют трапезвуковые течения, в ноторых проис
ходит переход через снорость звуна. Здесь будут рассмат
риваться именно тание непрерывные околозвуковые те
чения в ра:мнах модели плоснопараллельного безвихре
вого изэнтропического течения. Тем не менее надо иметь 
в виду, что многие из отмеченных ниже фантов и свойств 
верны и для осесимметричных течений. 

Звуковая линил. В плоскопараллельном течении пере
ход через снорость 3BYI�a осуществляется на искоторой 
линии, ноторал называется звуковой .липией. Расположе
ние и форма звуковой линии на плосности течения зави
сят от решения. На данноllr решении ее уравнени.е может 
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бытr. запнсано в любой IШ равпосильпых фор�r :  
q (x , y) = c (x , y); q (x , y) = c* ;  М (х1 у) = 1 . (1)  

Ясно, что годограф зnуновоi'I лшпш всегда принадлежпт 
фш;сироваппоii о1�ружносш q = с* (см. рис. 22.2 ) .  1\ звy
I\onoii лишш ыошет примьшать IШR дозву1ювоо, т n 1� и 
cnep'\ зnyнon oe течеппо.  Пpoii:;(e всего 
устанавливаются пеноторыо особеп
постп таиого прн:мынания. 

Гпс. 1 . 

1! 

Если н звухюво:U: лпшш Z прпыы
наrт сверхавуновое течеппе,  то в каж
дой точi\е А Е Z выходящпе нз А х а рантерпстиюr с+ и с_ образуют с 
вентором сноростп угол 90о п, следо
ватолыю, I>асаются друг друга (рис. 1 ) . 
Этот фант очевидным образюr следу-

ет из определения угла Маха ( 1 1 .22)  и равенства 
sin схА = 1 .  

Теорема А .  А .  Ншшльского и Г .  И .  Таганова. Пусть 
1' звуиовой шшпи Z при:мыi\ает дозвуковое течение . 
Предполагается, что Z не является линией тока. Прос
той, но весьма важный фант выражается следующим 
свойством монотонпости изменения направления вектора 
скорости при персмещении вдоль такой звуковой линии. 

Т е о р е м  а 1 .  Если при персмещении вдоль звуко
вой линии область дозвунового течения останется слева, 
то вектор снорости монотонно ( может быть, не строго мо
нотонно) поворачивается по часовой стрелке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В точках звухювой линии Z 
уравнения (22 .45 ) принимают вид 

е Ф = ot e\j) = g_ qФi q 
и, следовательно, при персмещении вдоль Z 

de � .f qwdcp. · q 
С другой стороны, из второго уравнения ( 1 )  следует, что 

вдоль Z справедливо равенство dq = О, и так как Z не 
является линией тока (т .  е.  вдоль нее d-ф "1= 0) ,  то 

q� = -q'l'dcpld-ф. 
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Подстапавка этого выражения в предыдущее показывает,  
что при перемещении вдоль Z выnолнено соотношение 

р ( dq; )2 d8 = - q d'ljJ q.pd'ф. (2) 

Пусть Q есть дозвуi{ОВая область течения, частью грани
цы которой является Z. Следует рассмотреть ·два случая: 
а )  11ектор скорости п в точках А Е Z направлен вовне Q 
и б )  веп:тор п направлен в область � ( рис. 2, а, б) . 

1 '\ 
;J \ 

\ 
\ q< c \ 
А 

а), 
Рис. 2. 

!! \  J < с  
\ _.- :с 
, � -А drp < O  

�'f � о  

о)  

В случае а) при перемещении вдоль Z в направлении, 
уназаинам в условии теоремы (показано стрелкой на 
рис. 2 ) ,  верно неравенство d'\j) > О. Действительно, в мест
ной системе rюординат с началом в А и осью х, направ
лепной по пА, в представлении пА = (и, v ) будет и = q 
и v = О. Поэтшiу здесь d'ф = pq dy, причем dy > О. Далее, 
так как q < с* слева от А и q = с * в точке А;  то в этой 
точке производная q<p ;;;:;. О. Следовательно, соотношение 
( 2 )  влечет неравенсrво d8 � О. Аналогично, в случае 
б )  цри обусловленном паправлепии перемещения вдоль Z 
( показано стрелкой на рис . 2 ,  б) будет d'ф < О, q<p � О, п 
иа ( 2 )  снова получается de � О. 8 

Очевидно, что утверждение теоремы 1 верно и в TOl\1 
случае , когда к звуковой лiiнии Z примыкает сверхзву
r<овое течение и IIеремещение вдоль Z происходит тю: , 
что область сверхзвукового течения остается справа.  

С л е д с т в и е.  Если IIO обе стороны звуковой линии 
Z находится дозвуковое (или по обе стороны сверхзвуко
вое) течение, причем Z не является линией тока, то вдоль 
Z необходимо е = con st и липия Z совпадает с эквипо� 
тенциалью. 
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ПримыRанпе простой волны. Другой важный фаRт 
обнаруживается при изучении вопроса о том, когда 
к звуковой лишш может примыкать простая волна сверх

вву:rювого течения. 
Т е о р е м а 2 . Пусть в области Q непрерывного те

чения есть ввуRовая линия Z, к J{Оторой примыкает про
стая волна. Тогда Z является двойной характеристиRой 
С±, причем линия Z - прямая на плоскости течения. Ни
какая другая характеристика не пересекает Z в области 
Q. В точках Z вектор сRорости ортагонален прямой ли
нии z. 

Д о к а з а т с л ь с т в о. Пусть к Z примыкает r-волна 
с уравнением е - f..t ( q ) = 1'0 • Так как f..t (с*) = О , то О = ro 
вдоль Z. Поэтому Z есть линия уровня простой r-волны п 
необходимо должна совпадать с пекоторой характеристи
хюй С_, Это означает, что вдоль нее справедливы ра· 
венства 

dy!dx = tg (О - а) = tg (ro - n/2) ..... - ctg r0, ' 

Следовательно, если начало координат выбрано в точке 
А е Z, то линия Z есть прямая у == -х ctg ro, совпадаю
щая с характеристикой с_, 

Характеристика CZ+ • проходящая через точку А , опре
деляется дифферепциальным уравнением 

dy/dx = tg (О (х, у ) + а(х, у ) ) 
и начальным условием у (О )  = О. Но прямая у = - х ctg r0 
удовлетворяет этому условию и по построению такова ,  
что вдоль нее 

О (х, -х ctg ro ) == ro, а (х, -х ctg r0 ) = n/2. 

Поэтому вдоль этой прямой 

dyldx = -ctg ro = tg (О (х, -х ctg ro) + а (х , -х ctg ro ) ) ,  

т .  е . предыдущее дифференциальное уравнение превраща
ется в тождество. Следовательно , в силу единственностп, 

решение совпадает с у = - х ctg ro , т. е .  с+ совпадает с z. 
Это же рассуждение показывает , что никакал другая 

характеристика, проходящая в области Q, не может иметь 
общих точек с Z. Нанонсц, в силу nредыдущего Rаса
тельный вектор R Z есть 1 = (sin ro 1 - cos r8 ) 1  а веRтор 
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скорости в точках Z имеет вид u = c* (cos ro, sin ro) .  Сле� 
довательно, l · u = О. 8 

Итаi{, прп мыкапие простой волпы I{ звуковой линии 
возможно, только если последняя есть пря.лtая звуковая 
линия. В дальнейшем этот вид звуiшвоП лилии 

будет изучен более де
тально. 

�естная сверхзвуко
вая зона. Пусть тече
ние определен<? по одну 
сторону от пекоторой 
линии тока 2 (которую 
можно считать обтекае
мой твердой стенкой) 
и имеет следующую 

Гпс. 3. структуру. Течение всю-
ду дозвуковое, кроме об

ласти Q,  ограниченной участном АВ линии 2 и зву
ковой линией Z с концами в точках А и В (рис. 3 ) ,  
прпче�r в Q течение сверхзвуковое. Такие местпые свер.r:
авуповые аопы могут вознинать, например, на теле при 
его обтенании безграничньш дозвуковьп.r на беснонечности 
потоком, ногда число Маха Моо > М Е  (см. § 23 ) .  Оказы
вается, что непрерывное течение в местной сверхзвуковой 
зоне неустойчиво, в том с�1ысле, что оно может разру
шаться при сколь угодно малом изменении границы 2. 
Это разрушение связано с появлением скачков уплотне
ния и нарушением безвихревого изэнтропического харан
тера течения. В частности, справедлив следующий фаRТ : 
если на сверхзвуковом участке АВ стенки 2 имеется 
сноль угодно малый прямолпнеirный отрезок, то иепре
рывпое течепие в Q певозможпо. 

Действительно ,  пусть A tBt с АВ - отрезок прямой и 
точна Е е A !Bt . Характеристики С- и с+, выходящие IIЗ 
Е, не могут пересечься второй раз внутри Q. Этот общий 
фант следует, например, из того, что угловой коэффици
ент (24.14) каждой характеристики на плоскости потенци
ала всегда имеет один и тот же знак, в силу чего никакая 
харантеристика не может дважды пересечь одну и ту же 
эквипотенциаль. Поэтому они должны достигать звуковой 
линии Z, соответственно, в точках Р и Q (см. рис. 3) .  Свой
ство сохранения значений инварианта l вдоль ЕР и инва-
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рпанта r вдоль EQ приводит н равенствам 

ер = еЕ + J.I.Et eQ = еЕ - J,I.E, 

из которых вытекает соотношение 

ер + eQ = 2еЕ. 

329 

(3) 

(4) 
Так как ев = const при перемещении ВДОЛЬ прямолинейно
го участка А 1В1 ,  то соотношение (4) ,  в силу теоремы 1 ,  
возможно, ТОЛLКО если ер =  const и e Q  = const. Тогда и з  (3) 
получается, что J,I.E = J,t(qE) = const, т. е .  qE = const. Зна
чит, на отрезке A tR1  скорость постоянна. Из теоремы един
ственности (см. § 24) следует, что во всем характеристи
ческом треугольнике А 1N В 1 течение является постоянным. 
По теореме 24.2 к этому постоянному течению должна 
примыкать вдоль С+-характеристики A 1N простая l-волна. 
Следовательно, область течения A 1P1P2N есть простая вол
на, примыкающая к участку Р1Р2 звуковой линии Z. Но 
тогда факт пересечения С--характеристики ЕР со звуко
вой линией в точне Р противоречит теQреме 2. 

Из соотношения (4 ) и теоремы 1 следует танже невоз
:можность непрерывного течения в местной сверхэвуновой 
зоне оноло стешш, на 1юторой есть участю1, вогнутые в 
сторону потОI\а .  

Окрестность центра течения. Наиболее замечательные 
свойства оiюлозвуiювого течения связаны с его поведением 
в онрестпости Tai\ называ емого центра течения. 

О п р е  д е Jl  о н п е 2 .  Ц ептро:лt о�>,о.л,оавуrювого течетtия 
называется такая точна на зву1ювой линии Z, в 1\Отороiх 
в ентор сноростп ортагонален н Z. 

Струнтура ОI>рестности центра течения рассыатриваот
ся в предположенпи, что в этой ОI\рестпости но:о.шоне�·ты 
вентора снорости u(x, у )  и v(x,  у )  трижды непрерывно 
дифференцируеlllы. В I-\ачестве исходной берется спсте:11а 
уравнений на шюс.кости течения ( 22 .23)  при v = 0 :  

и� - v" = O, 
(5) 

( u2 - c2 ) u" + 2uvиu + ( v2 - c2 ) v� = О. 

Спстюrа Rоординат (х, у )  выбирается таи, чтобы начало 
координат совпадало с центром течения О и ось х быJiа 
н а правлена по веr;тору снорости Uo (в дальнейшем вначе
lШЯ всех в еличин в центре течения от:мечаются инденсоi>J 
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иутs,, 13 &той системе координат компоненты вентора ско
роО'I'И в уентре течения таковы : 

(6) 

Rак вскоре :выяснится , ответственной аа поведение около- _ 
авукового потока в окрестности его центра является вели
чина успорения течения в центре (dq/ dt) o = (uq., + vq, ) 0 • 
Для него в силу (6 )  справедливо представление (dq/dt)0 = 
- с*ихо .  Поэтому величину 

Uжо """ 4 ([!) 
сrакже можно ваавать ускорением (относительным) около
звукового течения в его центре .  

Пусть у ... У(х) есть уравнение проходящей череа О ли
нии тока, х -=  Z(y) - - уравнепие авуiювой лпвии и х = 
-= Х(у) - уравнение проходящей через О характеристики. 
В выбраввой системе координат У( О) = Z(O)  = Х(О) = О  
и из определения центра течения следует, что равны ву
пю также первые проиаводные : 

(8) 

Особый характер гладкого решевил уравнений (5 ) в 
окрестности центра течения выявляется при оценке раз
ных слагаемых в степенных разложевиях вида 

и (х1 у) =  с* +  � a.нxiyJ,�. v (х, у) =  � �iixiyj . (9) 
i+i>O - - i+i>O 

ДJIЯ выделевил главвой части разложевий (9 )  использу
ется моделирование с помощью преобрааовавия растяже
вил всех перемевных 

x -+ Axt у -+ Ву1 (и - с*) -+ Р (и - с* ) , v -+ Qv, 

где А , В, Р, Q - параметры преобразовавил. Требование 
пввариантности первого уравнения (5 ) приводит к соотно
шению 

AP = BQ. 

Далее, с учетом про_порциональности величины u2 - с2 раз
ности и - с,.. (в силу интеграла Бернулли) ,  выделение 
главной части второго уравнения ( 5 )  вблиаи точки О дает 

R'lf (и - c'l') и�' - c*v!l = F (R* > О). (10) 
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Поэто му требование инвариантности главной ( левой) чnс
ти уравнения ( 1 0) влечет соотношение 

BP2 = A Q. 

Rро:ме того, надо потребовать, чтобы величина ускорения 
( 7 )  при Таi{ОИ моделиров ании не менллась . Для этого 
должно быть Р = А .  Следовательно, все параметры выра
жаютел через один из них, например В, и требуемое мо· 
делирование , с малым парю1етром В =  б, определяется 
фор}1улами 

х -+  б2х, у � бу, (и - с*) -+ б2 (и - с*), v -+ б3v. (1 1) 
В результате подстановки ( 1 1 )  в разложения (9 )  и сравне
ния членов с одинаковыми степенями б легко устанавли
вается , что едавпая часть этпх разложений имеет вид 

и (x t У) = с* + ct1oX + cto2Y
2
, v (xt У) = �нХУ + �озУ3, ( 1 2) 

если только выполнены равенства 

О':о1 = �01 = � t o  = �02 = О. ( 1 3 )  

После этих предварительных замечаний устанавливается 
следУющпй точный резулЬтат, в формулировке которого 
·участв ует положительная величина 

k _ т* + 2 * - Zc;-· 
где функция т определена в (2 .22 ) п т* = т (р*) .  

(14) 

Т е о р е м  а 3. Если решение системы ·уравнений ( 5 ) в 
ОI{рестностn центра т ечения трижды непрерывно диффе- · 
ренцируемо , то для него в ерны равенства ( 13 ) , а коэффп
р;иенты в предст авлении ( 1 2 )  таиовы: 

(15) 

!\роме того, справедливы формулы 

Z� = - 2k*a, У� = OJ с* У�' = 2�2or (1 6) 

а величина Х� имеет два значения: 

х� = - k*a,  х� = 2k*a• 

для характеристик разных с��1ейств. 

(17) 
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Д о к а з а  т е л ъ с т в о. Tat{ I{aK коэффициенты разложе
шrй (9 )  проп орционалъны значениям соответствующих 
частных производных от и и v в точке О, то они получа
ются в результате дифференцирования уравнений (5)  по 
х и у с последующим переходом в точну О. Например, 
для получения последней из  формул ( 15 ) надо дифферен
цировать второе уравнение (5 )  трижды по у. При это.:�t · 
используется вытекающее пз интеграла Бернуллп соотно-
шение 

d(c2 )  = - mq dq, 
справедливое при любом дифференцировании d. !{роме 
того, вдоль Z верно равенство и2 + v2 = с� ,  дифференци
рование которого один и два раза по у дает в ТОЧJ{е О 
соотношения 

иу0 = О ,  их0Z� + иууо = О. 

Отсюда получается первая формула ( 1 6 ) .  Далее, диффе
ренцирование уравнения линии тока v = иУ' один и два 
раза по х и учет равенств ( 1 3 )  дает вторую и третью 
формулы ( 16 ) .  Наrюнец, для вычисления величины Х� 
nроще всего исходить непосредственно из характеристи
ческого уравнения системы ( 5 ) ,  которое для хараБтерп
стиl\, заданных .уравнением х = Х(у ) ,  можно записать в 
виде (нормальный характеристический вет<тор есть 
( 1 ,  -Х' ) ) (М2 - 1) (и - vX')2 = (v + иХ')2• 
Двукратное дифференцирование зтого уравнения по у с 
учетом того, что и = и(Х(у ) ,  у ) и т. д . ,  и переход в точку 
О, в силу формул ( 1 3 )  и ( 1 5 ) ,  приводят к соотношению 

( 2 " ) 2 "2 с* (т* + 2) 2k*a + аХ0 = 2с*Хо . 
С величиной z, вводимой равенством Х� = k*az , а также 
с учетом ( 1 4) это соотношение принимает вид квадратно-
го уравнения 

z2 - z - 2  = О. 
Его корни z = - 1  и z = 2 и дают формулы ( 1 7 ) . • 

Теорема 3 имеет ряд важных следствий. Точка О на
зывается точпой распрямления проходящей через нее ли
нии тока, если У�' = О. Первое следствие вытенает из 
формул ( 16 ) ,  где Цzо = V=o · 
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С л е д с т в и е 1 .  В цептре течения кривизна линии 
тоиа равна нулю. Центр течения является точкой рас
прямления проходящей через него линии тоиа, если и 
тольн:о если v.,.,0 = О. 

Далее, если усиорение а + О, то звуковая линия Z 
делит оирестность центра течения на две части, в одной 
из которых течение дозвуковое, а в другой - сверхзвуко
вое . Второе следствие вытекает из первой формулы ( 1 6 ) .  

у 

с. 

х 
о " 

с .. 

Рис. 4. Рис. 5. 

С л е д с т в и е 2. Rривизна звуковой линии в центре 
течения пропорциональна усиорению. Если ускорение 
отлично от нуля, то :звуковая линия всегда выпуила в 
сторону сверхзвукового течения. 

Выявленное этими результатами расположение ос
новных линий в Оiiрестности центра течения показано на 
рис . 4 в случае а > О. Здесь обращает на себя внимание 
тот  факт, что характеристика с+ ( а  также характеристн
на С_ ) имеет точиу О своей точкой перегиба ,  в которой, 
как это следует из формул ( 1 7 ) ,  нривизна этой харанте
ристики меняется сначком.  

Трехлистность годографа. Еще одно существенное 
свойство онрестности центра течения выявляется при 
рассмотрении ее годографа. Из рассмотрения рис. 4 
следует, что сверхзвуновая часть годографа не мо
жет быть однолистна. Действительно, при одно
кратном обходе вонруг точии О на плосности течения 
проходящая через о харантеристина с+ встречается 
дважды (то же верно и для С_ ) ,  Точная формулировна 
&того свойства тююва. 
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· С л е д с т JJ и е 3. Если ускорение а :/= О, то годограф 
сверхзвуковой части течения, расположенной ввив по nо
току от первых проходящих чер�в О характеристик, яв
ляется трехлистным. Каждая ив трех областей 3, 4 и 5 на 
рис. 4 отображается взаимно однозначно на одну и ту же 

область плоскости годографа (рис. 5 ) .  
Этот факт устанавливается совсем просто, еслИ огра

ничиться главпой частью отображения R2 (x, у ) -+ R2 (u, v ) ,  
определенной формулами ( 1 2 ) . С учетом ( 15) эти форму
лы переписываютел в виде 

и (х, у) = с* + ах + k*a2y2,. 

v (х, у) = 2k*a2xy + j k=a3y3• 
(18) 

В этом же приближении, в силу (16) , уравнение эвуко
вой линии есть 

(19) 

а уравнения цеитра.льиых характеристик С:, в силу ( 1:l), 
таковы: 

(c�J (20) 

Исследование отображения R2 (x, у) -+ R2 ( u, v) ,  задан
ного формулами ( 18 ) ,  можно выполнить, заметив, что 
каждой квадратной параболе на плоскости R2(x, у), оп
ределяемой заданием вспомогательного параметра Л: 

х = Лk* ау2 , 

соответствует полукубическая парабола на плоскости 
R2 ( u, v) ,  определяемая заданием вспомогательного пара
метра J-1.:  

Действительно, в ревультате подстановки выражения для 
х в формулы ( 18) задаваемое ими отображение сводится 
к rюнкретной зависимости J.1. от Л: 

(ЗА. + 1 )2 
/;t = р. + 1)3 • (21) 
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График функции (21 ) показав на рис. 6. Значениям 
Л < - 1 соответствуют значения J.t < О и и<с* . Это есть 
дозвуковая область течения, в которой отображение ( 1 8 ) 
взаимно однозначно. Звуковой линии, согласно. ( 1 9 ) ,  со
ответствует значение Л = - 1 и J.t = оо .  При переходе в 
сверхзвуковую область, где Л >  - 1 ,  взаимно однозначный 

Рис. 6.  

характер соответствия сохраняется до тех пор,  nol{a 
Л <  - 1/2, J.t > 2 .  Точка Л = - 1/2 дает, в силу (20) ,  ха-
рактеристику С� .  Значение J.t = 2 получается также 
при Л =  1, причем это - двукратное значение, Iюторое 
дает, согласно (20) ,  характеристику с; . При J.t < 2 соот
ветствие трехзначно:  каждое значение J.t получается при 
трех различных значениях Л. Поэтому вся область плос
кости годографа, определяемая перавенетвами О � J.t < 2 ,  
оказывается трижды покрытой образом сверхзвуковой 
части плос!{ости течения, соответствующей значениям 
'Л > - 1/2. Это и утверждает.ся в следствии 3. 

Указанный характер отображения связан с тем, что 
якобиа:ц: отображения ( 18 )  в сверхзву!{овой части тече
ния меняет знак, обращаясь в нуль на характеристиках 
с; . Действительно, из ( 18)  для якобиана следует выра
жение 

Замечание о vоделировавии. Моделирование ( f f ) ,  
�спол:рзованное nри построении гщшно;й частu т�чевип 
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в окрестности центра, имеет на самом деле более широ
кое значение. Оно используется для изучения особенно· 
стей, которые могут появляться на звуковых линиях в 
решениях краевых задач о трансзвуковых течениях. 
Иногда это моделирование дает вполне удовлетворитель· 
вое приближенное решение задачи в целом. 

Необходимая для этого система дифференциальных 
уравнений получается, если заметить, что первое урав· 
пение ( 5 ) инвариантно относительно преобразования 
( 1 1 ) ,  а второе имеет вид ( 10) с инвариантной левой 
частью. Простое подробное вычисление показывает, что 
правая часть в ( 1 0) после подстановки ( 1 1 )  имеет более 
высокий порядок малости по сравнению с левой частью 
при (j - О. Это же вычисление дает величину R* = 2k* . 
Поэтому после введения новых переменных 

и' = 2k* (и - с*), v' = 2k*v (22) 

и последующего << стирания штрихов >) окончательно полу
чается система уравнений опо.ttоавупового приб.ttижения 

(для плоскопараллельных течений) 

и11 - v., = О, uu" - v11 = О. (23 )  
В частности, формулы ( 18)  после подстановин ( 22 ) ,  

растяжения независимых переменных 

(2 4) 
11 << ст11рашш штрнхою) прпнu �шют стандартный вид: 

и = 2х + 2у2 , v = 4ху + : у
3
• (25) 

Лешо проверить,  чrо форыулы (25) дают точное peute

nиe системы (23 ) .  
С помощью стандартных фор�Iул перемены ролей за

висимых и независимых пере:менных (22 .24) система 
(23 ) линеаризуется : 

( 26 )  

и ,  после исБлючения х, приводится I\ уравнению Tpuno
Jitи для y ( u, v) :  

uy"" - Yuu = О. (27 )  

Оно является простеiiшпм стандартным ураввепnем Cl\ie
uraвнoro тиnа. Для уравнеnил (27 ) областью эллиптnч· 
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носпt (дозву ковые течения ) является полуплосi\Ость 
и < О, а обJi астыо гипербо:шчности (сверхзвуi\овые тече
ния) - полуплос1юсть и >  О. При этом линия вырожде
ния типа есть ось и = О, изображающая звуковую ли
нию. Соответствие с физпчеСI\ИМИ переменными осуще
ствляется путем <<восстановления штрихов >> и обращения 
к фор�rулам (22)  и (24) .  

Примаи звуковая люшн. Важная особенность около
звукового течения обнаруживается в случае специаль
ного вида зву1ювой линии, когда все ее точки суть 
центры течения, а сама она - прямая линия. Именно та
I>ого вида течение должно реализоваться, если к звуко
вой линии примыкает простая волна (теоре�Iа 2 ) .  

О п  р е д е л е н н е 3. Звуковая линия Z называется 
прямой звуl'iовой .линией, если на плосности течения Z 
есть прямая линия и вектор снарасти во всех ее точ1шх 
перпендинулярен Z. 

Прежде всего, справедливо следующее замечательное 
достаточное условие реализации прямой авуновой линии . 

Т е о р е  м а 4. Пусть в окрестности центра течения О 
решение системы (5 ) трижды непрерывно дифференци
руемо. Если О есть точка распрямлепил проходящей че
рез нее шшии тоиа и если в О ycl'iopenиe равно пулю, 
то то•ша О принадлежит прямой звуиовой линии. 

Д о н а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть система иоординат (х, у )  

выбрана тан же, 1\ai\ и выше при анализе онрестностп 
центра течения. Рассматривается вентор-функция g = =g(x, у) С ПЯТЬЮ 1\0MПOHeHTalllИ :  

(28) 

Утверждается, что для любого трижды непрерывно диф
ференцируемого решения системы (5 )  при наждом фю<
сированном х вентор g, 1\ак фуниция величины у ,  удав
детворлет линейному обыкновенному дифференциа.тrьно
му уравнению вида 

(29) 

где Н есть 5 Х 5-матрица с элементами , непрерывными в 
окрестности точки О. В силу предыдущего анализа ок
рестности центра течения и з  условий теоре::lfы следует, 
что g(O, (}) ... О. Но единственным решением уравнения 
JI D .  Оnспнпииов 
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(29) с нулевым вачальнЫ:\1 условие?.! является тождест
венвый нуль, т .  е .  g (O, у ) = О. Следовательно, на векото
ром интервале оси у,  содержащем точку О, необходимо 
и = с* и v = О, т. е .  этот интервал есть прямая звуковая 
линия. Итак, все сводится к доказательству представле
ния (29 ) .  Оно выводится последовательным дифферен
цированием уравнений (5 )  и справедливо благодаря: 
специальной структуре пешшейных членов во втором 
уравнении. Для экономии места здесь этот резулыа т 
приводится для модельной системы (23 ) ,  где роль и - с *  
играет и. Именно, для оистемы (23)  соответствующая 
матрица Н получается тривиально и оказывается такой : 

1 О О О 1 О) 
о о и о о 
о о о о 1 

uxx о их о о 
• 

uxxx О 3ихх О О 

Из теорем 3 и 4 следует, что на прямой звуковой ли
нии Z производвые второго порядка 

все обращаются в нуль. Это не так, вообще говоря, для 
производной и=. Она характеризует скорость изменения 
ускорения течения в точках Z, так как простой подсчет 
дает d2u/dt2 /z = с: (ихх lz, 0). Ее удобно заменить вели
чиной 

(30) 

которая будет называться с-коростью ус-порепия течения 
на прямой звуковой линии. С предположением, что ре
шение в окрестности Z четырежды непрерывно диффе
ренцируемо, для нее устанавливается следующий заме
чательный факт. 

Т е о р е м а 5. Скорость ускорения течения на пря
мой звуковой линии удовлетворяет уравнению 

( 3 1 )  

Д о к а з  а т е л ъ с т в о .  Результат получается трех
кратным дифференцированием второго уравнения ( 5 ) по 
х, эаменой производных v.,, Vxx, Vxu, • • •  nроизводньаш от 
и в силу первого уравнения (5) II переходом на Z с у •1е-
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том nредыдущих равенств. Для экономии места здесь 
этот вывод выполняется для модельной системы (23 ) .  
В этом случае определение скорости ускорения w надо 
заменить, согласно (22 ) , таким: 2w = и,.,.. Дифференци
рование второго уравнения (23)  по х приводит, в силу 
первого, к равенству 

Uyy = U� + UUxx• 

Еще двукратное дифференцирование по х дает 

Uxxyy = 3и�х + 4ихUххх + UUxxxx, 

откуда на  Z для w = ( 1/2 ) u",. nолучается уравне
ние (3 1 ) . 8 

Решениями уравнения (31 ) являются а.л.липтичеспие 
фуппции, и его полная теория связана с рассмотрение�! 
поведения решения на плоскости комплексного перемен
иого у.  Для приложений к газовой динамике достаточно 
заметить, что после умножения на 2w' и интегрирования 
получается первый интеграл 

w '2 = 4w3 - 4Ь3 (Ь = const) .  (32) 
Отсюда эависимость между ш и у находится квадрату
рой. Если Ь -=1= О, то решение симметрично относительно 
точки, где w = Ь и ш ' = О, в качестве которой можно 
взять у = о. 

При Ь > О  квадратура имеет вид 
u:/b 

2Vby = ± s V 
dz • 

z 3  - 1  1 

(33) 

Интеграл (33) сходится, когда ш --+- оо ,  и если положить 
00 

2(1) = s V 
dz ' 

z3 - 1  1 
(34) 

то становится ясным, что фующия rv(y)  определена на 
интервале 1 у 1 < (J)/Yb и имеет график, показаивый на 
рис. 7,  а. При Ь < О квадратура имеет вид 

22* 

wf�ЬJ 
2VIЬТ У = ± J dz (35) 

-1 У zs + 1 . 
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Можно ПОI{азать, что с число�r ю из (34) верны равен-
ства 

о 00 -
S 

dz _ оо s dz _ V3 
-1 Vzз + t  - vз ·  -1 Vz3 + t - ю  . 

Поэтому здесь функция w(y ) определена на интервале 
1 У 1 < ю V 3 /  V ТЬТ  и имеет графин , поназанный на рис. 7, 6. 

w 

о 

а) 
Рис. 7. 

w 

�) 

w !f  
1 y Vf  
1 ".. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Если же Ь = О , то решение уравнения (32)  дается эле
ментарной фующией ( с  точностью до переноса по у ) 

w = 1/у2• (36 ) 

В силу теоремы 5 приближенное ( главная часть) 
представление вентора скорости в окрестности прямой 
авуновой линии х == О имеет вид 

и - с* + 21. w (у) х2, v = 61. w' (у) х3• (37) 
Легко проверить с учетом иреобразования (22 ) , что 
формулы (31) дают точное реlи епие системы уравне
ний (23 ) .  

Существование решений (37 )  указывает н а  принци
пиальную особенность течений с прямой звуiювой лини
ей: на ней на �онечпо:м расстоянии, вообще говоря, су
ществуют особые точ�и течения , соответствующие обра
щению функции w(y )  в бесконечность . В решениях с 
Ь + О таких особых точен всегда две, а при Ь = О - од
на. Тольно для нулевого решения ( w ""' 0) уравнения 
(31 ) (т. е. ногда снорос_ть ускорения равна нулю) особых 
точек на прямой звуковой линии может не быть. 
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При Ь > О  решение (37 )  описывает поведение сверх
звуiювого течения, возшпшющего при истечении равно
мерного з в у �r о в о г о  потона п а  трубы в п ространство с по
ниженньп.f давленп е :.r .  Особьш точ1> а м  соответствуют 

Рнс. 8. Рпс. !J. 

нрая отверстия,  что позволяет пайтп с1юрость уснорения 
по известной ш прпне трубы. П рп Ь = О  решение с функ
цией (36 )  является а в то.м,одельпой простой волпой н 
представляет собой не что иное, Rai\ главную часть тече
Iшя Прандтля - J\feйepa , начина ющегося со сRоростп 
звуна (см. рис. 22.6 ) .  

И з  предыдущпх расс :11отрений следует еще один важ
ный вывоr� :  прямая зву1..:овая линпя Z всегда является 
двупратпой харю>териспшой с±, 11 ниианая другая ха
рантериСТИI<а не может пересечь Z в области непрерыв- .  
ного течения . 

Сопло Лаваля. Иl\rене:м шведсного инженера П. Ла
валя называется вначале сужающийся, а затем расширя
ющийся I<анал , предназнач енный для пепрерывпого ире
образования дозвунового течения в сверхзвуновое. Тание 
наналы используются в нонструнциях турбин, ранет 1 1  
аэродинамичесних труб . 

Симметричное относительно продольной оси сопло 
Лав аля поназано на рис. 8. Переход течения через СIЮ
рость звуна происходит на эвуновой линии Z, пересена
ющей все линии то1<а и достигающей стенон сопла.  То<r
ка пересечения звуковой линии Z с осью симметрии яв
ляется центром онолозвуновоrо течения и называется 
танже цептро.м сопла. Априори возможны два типа те
чений : с положительныl\1 уснорениеl\I в цептре сопла 
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Сетрунтура течения: поназана на рис. 8 ) и с нулевым ус
корением и nрямой звуiшвой линией (рис. 9 ) .  Во вто
ром случае примьшание дозву:hового теqения к сверх

звуковому вдоль Z происходит,  вообще говоря , со слабы�t 
разрывом, а именно с разрывом с1юрости ус:hорения (30) . 
Воз:можность таиого при:мьшания обеспечена существо
ваниеАI как дозву1ювого, тан и сверхзвукового решения 
вида (37 )  и тем фанто�I, что прямая звуковая линия Z 
является харантеристикой . Не1•оторый не,::�;остаток сопел 
Лаваля с прямой звуковой линией зюшючается в малос
ти nродольных градиентов скорости, ввиду чего такие 
сопла имеют относительно большую длину . 

Течение через сопло Лаваля с положительным уско
рением в центре сопла определяется , вообще говоря , его 
заданны�IИ стенками А 1Е1  и А аЕа 11 заданныАr распределе

нпеАI модУля снорости па входе в соnло ( сечение А 1А а 
на рис. 8) .  Следует заметить, что область влияния участ
ков стенок В1Е1 и ВаЕа совпадает с областью сверхзвуко
вого течения , лежащей вниз по пото:hу от харантеристик 
ВДВ1 (соответствующих харантеристинам С� на рис. 4 ) .  
Позтому течение в дозвуковой области и в части 
сверхэвуновой области, расположенпой вверх по потоi{У от 
харантеристин В1ОВа, не зависит от формы частей стеноь: 

В1Е1 u В2Е2 •  Следовательно , линия А 1ВДВ2А 2 ограничи

вает область независи11юго (от остальной части сопла) 
трансзвукового течения. Именно эта область и подлежит 
расчету при решении основной задачи об отыснавии те
чения через ааданлое сопло. Эта задача оназывается 
очень трудной и, несмотря на ю1еющиеся разработан
ные приближенные методы расчета, до настоящего вре
мени удовлетворительного решения не nолучила . Одна 
из трудностей здесь состоит в том, что годограф стено:h 
сопла не может быть построен до решения задачи, вви
ду чего неизвестна область плоскости годографа, в кото
рой можно было бы ставить II решать :hраевую задачу 
,J;ЛЯ линейного уравнения ( 22.47 ) .  

Истечение сверхзвуRовой струи. Рассмотренпая в 
§ 23 задача об истечении струи из бесконечного угло
видиого сосуда допуснает постановку па плосности годо
графа и в том случае, ногда внешнее давление меньше 
критичесного, т .  е. р1< Р• · Впервые эта задача была nо
ставлена и изучена Ф.  И. Фран:hле:и . 
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Постановка тююй задачи на плосхюсти течения ана
логична той, которая была дана в § 23 для дозвухювой 
струи. Однако здесь скорость на свободной границе струи 
сверхзвуковая, q1 > с* ,  и потому в струе должен произой
ти переход через скорость звука на пекоторой звух<овой 

Рис. 10. 

линии Z с центром течения на оси сиАшетрии. Rонцы 
линии Z должны совпадать с краями отверстия , так как 
они не могут лежать ни на свободной границе, где 
q1>c* , ни на прямолинейной стенке, ибо это несовмести
мо с предположением о непрерывности течения ( анало
пiчно течению в местной сверхзвуiювой зоне) .  Поэтому 
конфигурация на плосiюстп течения и�Iеет вид, Iюказан
ный на рис . 10. 

Вдоль стенкп NA 1  скорость возрастает от q = О  в N 
(на  беСiюнечности) до q = с* в точне А 1 •  Переход I< схю
рости q1 > с* в точi<е Е1 на свободной границе происхо
дит посредство�! центрированной волны разрежения. Эта 
волна в целом не является простой волной ; однако 
асимптотически, в бесконечно малой близости к точке 
А 1  !!5 Е1 ,  она совпадает с простой l-воuой. Волна раз
режения заканчивается харантеристшюй E.Kt ,  выходя
щей, вообще говоря , на звуковую лишпо Z в точке К1. 
Вместе с тем идущая от центра течения характеристика 
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С� выходит на свободную границу в точие В1 •  Ввпду 
симметрии течения э тим опредеJшетсл область Q иеаа

виси.мого траисавукового те ч е иия с границей 
NA 1E1B. CB2EzA 2N. Тем самым годограф области Q пол-

Рис. 1 1 .  

ностью определен исходньшп 
данными ; он показав на 
рис . 1 1 ,  где соответствующ п  е 
точки обозначены теми же 
буквами , что и на рис. 1 О. 
При этом геометричесним 

u точнам А . === Е. и А 2  === Е2 п а  
плос1юстп течения (краям от

верстия ) соответствуют дуги 
харантерпстик А .Е1 ( l = 

= const) и А 2Е2 (r = const )  
на плоскости годографа. Гра
ничные уеловил для функ-
ции тока определяются за

данным: расходо�1 га;Jа в струе 2Q и теАI, что каждая и з  
линий NA 1E1Bt и NA 2E2B2 (рис . 10) есть линии тока . 

Следовательно, задача об истеч·ении сверхзвуковой 
струи сводител I\ следующей нраевой задаче для фую•
ции тока на плоскости годографа : найти решение урав
нения (22.47 ) в области с границей NA 1E1BtGB2E2A 2N по 
граничным: условиям 

'Ф INAlElBl = - Q, 'Ф /NA2E2B2 • Q. (38) 

В силу очевидной симметрии можно заменйть зада qy 
(38) задачей об отыскании решения уравнения ( 22 .47 ) в 
обл:асти с границей NA tEtB1GN по граничным условия м 

(39) 

Поиижеине внешнего давления Р•  сопровождается 
возрастанием скорости q . .  Влшшпе этого из менения пе
редается в область незаn исимого течения через отреаии 
E.Bt и Е2В2 свободной граппцы и обуславливает зависи
мость этого течения от параметра Р• · Однако когда q 1  
достигает значения q ( см .  рис .  1 1 ) ,  определенного урав
нением: 

(40) 
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то ТОЧI\И Et и 81 (а также Ez и Ва) сливаются в одну 
точку Et (соответственно Е2 ) , Поэтому дальнейшее пони
жевне внешнего давления уже не влияет на область не
зависиl\юго течения, в �стности на его расход. Получае
мое течение при qt = q называется течением с макси

мал ьным расходом. 
Для течения с максимальным расходом задача (39)  

нес1юлъко упрощается и сводится к следующей: найти 
решение уравнения (22.47 ) в области NA 1E1GN по rра
инчным условиям 

'Ф /NG = о, 'Ф I NA lEl = - Q. (4 1) 

Краевая задача (41 )  называется задачей Tpuxo.�tu 
(для уравнения Чаплыгина (22.47 ) ) .  В послевоенных рабо
тах Ф. И. Франкля и его последователей эта задача по
лучила исчерпывающее решение, причем оказалось, что 
для нее, как и для задач об истечении дозвуковых струй, 
эффективен метод Фурье (разделение персменных с по
СJiедующим представленнем решепил в виде рядов п о  
частным решениям) .  Напротив, задача (39) при q1  < i, 
вринадлежащая к Iшассу так называемых обобщенных 
задач Трипоми, оказывается очень трудной, хотя и реша
ласъ приближенно численными методами рядшi авто
ров. Здесь необходимы дальнейшие аналитические иссле
дования. В частности, представляет большой интерес 
асимптотическое поведение трансзвукового течения, ког
да q 1 � с* со стороны q1 > с* .  

§ 27. Гиперзвуковые течения 

Аэродинамические явления, происходящие при поле
те управляемых снарядов, ракет и высокоскоростных 
самолетов, определяются тем, что числа Маха полета 
достигают довольно больших значений, порядка 5 - 1 0 -
2 0 .  Течения с такими числами Маха получили название 
гиперавуповых. Основной задачей теории гиперзвуковых 
течений является задача обтекания Iюнечноrо тела сверх
звуковым потоком при больших чИслах Маха. При ус
тановившемся гиперзвуновом обтекании перед тело:м воз
нинаст сильный, вообще говоря1 отошедший скачок уп-
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лотпения ( головная ударная волна) , отделяющий невоз
мущенный набегающий nоток от области неравномерного 
течения между скачком н телом. 

В действительности за головной ударной волной об
разуется область высоких температур ( тысячи градусов ) ,  
вызывающих изменения физико-химических свойств га
за (воздуха) . 3десь nроисходят процессы диссоциации п 
реко111бинации молекул, ионизация и химические реаi'
ции. В этих условиях могут быть существенны диффу-

. зионные процессы, а таюке перенос знергии излучение)!, 
Может происходить также абляция материала поверх
ности - его испарение n снос вниз по nотоку,- вызыва
ющая изменение формы тела. При расчете движения ре
альных объектов (например, вход спусi\аемого аппарата 
в атмосферу) уназаивые процессы и явления необходюю 
принимать во внимание. Ясно, что это обстоятельство 
приводит к существенному усложнению математичес1шй 
модели и делает ее труднодоступной для качествен
ного анализа.  В настоящее время гпперзвуiшвая аэро
динамика сфор:\шровалась в самостоятельное научное на
правление с достаточно большим накопленным опыто:\1 
исследования и обширной литературой (см. [ 1 1 ] ) .  

Тем н е  менее существенно, что упомянутые сложные 
физико-химические процессы в газе происходят на об
ЩС:\I фоне чисто газодинамического течения, свойства 
которого во многом являются определяющими и подле
жат невависимому изучению. Основы такой теорпи, 
не учитывающей осложняющие физико-химические фаi�
торы, излагаются ниже для модели политроппого гааа с 
фиксированным поназателем адиабаты "( .  

Вопрос о то:\r, за счет на�шго фантора число Маха не
возмущенного сверхэвунового течения М1 = q1/c1 оказыва
ется большим, для теории не очень существен. Для оп
ределенности в дальнейшем nринимается, что скорость q 1 
фиi{СИрована, а снорость звуна Ct относительно мала. 

Формулы скачка в политропном rазе. Для теории ги
nерзвуковых течений харантерно использование различ
ных приближенных моделей, одна из ноторых, на фор-
1\Iальном уровне, изложена в § 14. Ее обоснование п 
другие важные особенности гиперзвуновых течений свя
заны с детальным рассмотренпсы соотношений в ROCO?.I 
сначRе уплотнения. 
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Пусть индеJ{С << 1 >> отмечает значения параметров газа 
перед CI\aЧIIOM. Тогда полученные в § 25 соотношения 
в :косом сначне могут быть переписаны в следующе�I 
виде : 

Р - Р1 2 (М2 . 2 1 ) --2- = + 1 1 Slll '/. - ' p1 cl '\' 

р (у + 1 )  м� s iн2x - =  
2 + (1' - 1)  Mi siн2z' 

..!: = 1 - :L 1 -\- (Mi sin2x - 1 ) � 
ql '\' ' М1 

м2 • 2, 1 V 2 C OS Z 1 Slll А -
q; = '\' + 1 � М1 s i n  Х ( 

м2 • 2 1 COS Х 1 
S l !l А -М1 tg е = -м-·- , 1 • 

lsш x '\' т  . 2 - ·  -2 - - Slll х + Ml  • 

(1) 

Первая формула ( 1 )  следует из определения амплитуды 
СI>ачна z и выражения ДJIЯ нее согласно (25 . 10 )  и (25. 12 ) .  
Вторая фор:мула ( 1 )  сле�ует н а  уравнения адиабаты Гю
го нпо в волптрошiюi гаэе (25 .2 )  п ( 25 . '1 0 ) .  Третья и чет
вертая формулы ( 1 )  следуют иэ соотношений (25.7 ) п 
(25 . 1 0) . :Нанонец, посJiедняя: формул а ( 1 )  е сп. переписан
ное в другом виде соотношение (25 . 1 4 ) .  

Параметры гиперзвунового подобия. В связи с фор
мулами ( 1 )  обращает на себя вшшание ряд важных об
стоятельств . Во-первых, в соотн ошения ( 1 )  входит харак
терное проиэведеппе 

М1 si н Х· Далее , если М1 вешшо, то 
для с.лабого с-качt<а его угол нанлона х мал, причем 'Х ->
-+ О, когда М1 --+ оо . Последний факт лепю устанавлива
ется путем анализа ударной поляры (25 . 1 1 )  при фИI{СП
рованном q1 и при М 1 --+ оо . !{роме того, всегда выполне
но неравенство е < х, в силу которого малость угла х 
влечет и малость угла поворота потона е. Нанонец, для 
малых углов 'Х и е можно прпнять, что sin х = х. cos 'Х """ 
= 1 и tg е = е с относительной погрешностью О(х2 ) .  

Эти факты наводят на мысль о введении харантерных 
величин 

(2) 

Они наэываются napa�teтpa.юl гиперзвукового подобщ:r,. 
Геометричес1юе истощюванпе этих параметров вытенае·r 
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из . тоrо , что 1 / М 1 = sin а прп больших М1 приближенно 
равно уrлу Маха а. Поэтому К �  е/а харю(теризует от
носительную величину уrда нанлона вентора снорост:и по 
отношению н уrлу Маха а, а параметр Кс � xla - отно
ситедьную величnну уrда нюшона сначна. 

Параметры К и Кс зависи мы . Предельный: переход 
М1 -+ оо в последнем уравнении ( 1 ) при фю;сированных 
параметрах (2 )  дает соотношение 

ККс = у � 1 (К� - 1) .  (3) 

Решение этоrо нвадратноrо уравнеliия относительно Кс 
дает 

(4) 
В силу определения параметров (2 ) ,  уравнения ( 1 )  

с относительной: точностью о (х2 + М�2) моrут быть пе

реписаны тан (здесь использовано соотпошенпе р1с� = 
= ур1 для политрошюrо газа ) :  

р (у + 1 ) к� !!... = 1 + уККс, - = -----:-
р1 Р1 2 + (у - 1 ) к� t 

М� (:1 - 1) = - ККс , М1 q: = К. 
(5) 

Формулы ( 5 ) выражают сле;:�,ующее свойство гиперзву
кового подобия r•осых СI{а чrюв : стоящие слев а величины 
зависят тодыю от параиетра п одобия К, но не от зна
чений М1 и е в отдельности . Друrими словами , для всех 
носых сначнов с разными Ml и е , но с ОДНИМ и тем же 
значением параметра К велпчн н ы в левых частях ра
венств (5) одинаrювы (с  отпоентельной точностью О (х2 + 
+ м�2) ) .  

КлассифинацJiя моде.:�ей. В общем случае rоловная 
ударная волна не пря:молинейна , а течение между ней и 
телом не постоянное.  При этом п араметр подобия К, вы
численныii по значенп ю угла е в данной точне, будет пе
ременньш. В завпсимостп от экстремальных значений К 
в теории rиперзвуБовых теченпй различаются следующи е 

случаи моделиров ания. 
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( а) Величина К поря;�;н а  едпницы . Этот случай явля
ется основ н ым и прпводнт �� гиперзвупо во;м,у приближе
нию, которое уже р ассма тривалось в § 14 и будет еще 
изучаться ниже . 

(б )  Величина К мала по сравнению с единицей. Это 
означает, что углы наклона вектора скорости много :мень
ше углов Маха. Кроме того, здесь Кс - 1 ,  т .  е .  углы н а
нлона скачнов уплотнения близки к соответствующим 
углам Маха. Поэ тому сила разрывов относительно невели
на ( это видно п из формул ( 5 ) ) ,  В этом случае при:меню1а 
.липейпая теория сверхзву1ювого обтекания тонного тела.  

(в) Величин а  К вещша по сравн ению с единицей. 
Здесь углы нюшона линпii тона в елики по сравнению с 
углами Маха.  Тю{ая модель называется приближениы1 
си.льпых ударных воли. Она :может быть расс;о.IОтрена в 
раl\шах модели ( а )  гиперзву1ювого при ближепил как ее 
возl\южный предельный случай. 

(г} Величин� К вешша, а показатель адиабаты "( бли
зон н единице. Предельное состояние ,  достигаемое, хюг
да одновре ме нно К - оо п "( - 1 , приводит R TaJ\ назы
ваемой теории //ьютопа. 

Обте1сашtе заостренного тела. Рассматривается аадача 
обтекания тела сверхзвуRовьпr потоком в предположении , 
что углы нанлона поверхности тела к направлению не
возмущенного течения всюду малы, а число Маха М1 
велико ,  приче;-.1 параметр по,з:обпя К имеет величипу по
рядка единицы. В этом случае головной cнa •roi\ уплот
нения присоединен к переднему острию (рис . 1 ) и тече
ние между cRaЧIIOl\f и телом описывается уравнения:\IИ 
гиперзвукового приближепия. Для получения этих урав
нений вводится малый параметр б= 1 /М 1 и представление 
основных величин формируется с учетом предельных 
форl\rул ( 5 } .  При этом надо еще учесть , что вдоль линий 
'l'OI\a dy = tg 8 dx ИЛИ, В рассматрпвае11IОМ приближении , 
dy = бК dx. По<но;о.Iу для правильного представления на
клонов линий тона необходиl\lо увеличить ординаты у в 
1/б раз. Эти соображения приводят к следующим фор:иу
лам моделирования (для простоты рассматривается п�ос
копараллельная задача ) :  

х = х ' ,  у = бу ' ,  l� = q t  + б 2 u ' ,  v = б v ' ,  

р = б2р ' ,  р = р ' , ( 6 )  
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в точности совпадающим с формулами ( 14.15 ) .  Здесь 
формула для давления р получается иэ (5) в силу того, 
что в политропном гаэе 

1 1 ' 'VP1 = Р1С1 = м2 P1q1. (7) 
1 

Как было покаэано в § 14, моделирование (6) приво
дит к системе уравнений, которая после переобозначения 

х' -+ q 1 t, у' -+ х, v ' -+ и, р' -+ р, (8 ) 

совпадает с уравнениями одно:�.1ерного неустановившегося 

!1 

f, >> c, .х 

Рис. 1 .  

движения с плоскими волнами (газ политропный) 
1 Ut + UUx + р Рх = 0 ,  

Pt  + UPx + РИх  = 0,, (9) 

Pt + UPx + 'VPUx = О . 

При это:�.r величина и' вычисляется с помощью интеграла 
Бернулли 

2 1 2 2 2 +  2 11 q - - -- с = ql --
cl у - 1 у - 1 ' 

который в результате моделпровапия (6 )  прппшrает 
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приближенную предельную форму 

2 , + '2 + ·2у р' 2 2 
qlu v У - 1 f7 = У - 1 ql .  

351  

( 10) 

Здесь возниБает вопрос о том, I< какой краевой за
даче для уравнений ( 9 )  сводится при этом исходная за
дача обтекания. С этой целью надо выяснить соответст
вующую 1\юделировапию (6 ) предельную форму гранич
ных условий на скачке уплотнения и на теле, 

Пусть граница тела задана уравнением у =  б У(х) . 
В результате моделирования ( 6 ) и переобозначения ( 8 )  
оно переходит в уравнение 

х = Y(qtt )  ( 1 1 ) 

н тем самым задает линию на плоскости событиii: 
R2 (x, t ) - одну из границ области определения решепил 
системы (9 ) .  1-\роме того, условие обтекания и dy = v dx 
после :моделирования ( 6 ) и переобозначения (8) прини
мает вид 

dx/dt = и. ( 12 )  

Это показывает, что линия ( 1 1 ) является контактной ха
рактеристикой системы (9 ) ,  т. е. может рассматриваться 
как поршень. 

Аналогично, пусть линия скачка задана уравнением 
у = бR(х) .  В :модели это уравнение примет вид х = 
= R (qtt) ,  т. е. станет уравнением второй границы облас
ти определения решения системы (9 ) .  На линии скачка 
выполнено уравнение dy/dx = tg :х,, которое в :модели при
нимает вид dxl dt = q 1К.. Поэтому скорость перемещения 
точки х = R( qtt) равна 

( 13}  

В этой точке имеет :место разрыв основных (для уравне
НIIЙ (9 ) )  величин и, р, р. Утверждается, что в силу :мо
делирования (6 ) и переобозначения (8) значения этих ве
личин по разные стороны разрыва удовлетворяют урав
нениям сильного разрыва (ударной волны) ,  перемещаю
щегося со скоростью ( 13 ) .  Действительно, если ввести 
сnорость перемещения частиц по нормали к разрыву иnt 
и иnz, то будет Un1 = v�=O  (перед разрывом) . Кроме того, 
в силу (6 ) и последнего уравнения (5 )  будет ип2 = v' = 
= б- 1v  = q tK ( за  разрывом) .  Следовательно, для системы 
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(9 )  значения нор:\rальных С!iоростей на разрыве таковы : 

( 14.)  
Что же касается давления и плотности за разрывом, то  
они даются непосредственно формуламп (5 ) .  

Легко проверить, что с этшш значениями заliопы 
сохранения массы и импульса 

Pz( Un2 - Dn ) -= P t ( Un t - D,. ) , 
Pz - Pt = P t ( Un t - D,. ) ( Un t - Unz) 

выполнены тождественно в силу соотношения (3) и фор
:мулы ( 7 ) ,  Rоторая после моделирования ( 6 ) принюrает , , 2 б г вид 'УР1 = p1q1 · Уравнение адиа аты югонио в полит-
ропноы газе также легliо провернется и оказывается 
тождеством в силу соотношения ( 3 ) .  

Итак, задача обтекания заостренного тела в гипер
звуковом приближении оказывается равносильной зада
че о неустановившемся движении газа, возникающе�r nод 
действием поршня, вдвигающегося в покоящийся газ по 
заданному вакону ( 1 1 )  и порождающего впереди себя 
ударную в олну. В этО!\1 смысле говорят о поршпевой ана
догии ( или поршневом приближении) при гиперзвуliовюr 
обтенании тонких тел. Эта аналогия поясняется на 
рис . 1 , где выделена ·полоса, играющая роль трубы, в ко
торой по состоянию 1 расnространяется ударная волна 
(эле:мепт головного скачi\а ) ,  когда nоршень ( эле�rент по
верхности тела ) вдвигается в газ 1 .  При этом полоса счп
тается неподвижной, а тело - движущимся в отрица
тельном направлении оси х со скоростью q 1 •  :Можно по
назать ( см. [ 1 1] ), что поршвевал аналог-ия сnраведлива 
не только для плоскопараллельного обтекания, но таюке 
и в общем случае пространственного обтекания с боль
шим числом :Маха тонкого тела сложной конфигурации. 
При этом требуется выполнение только одного условия:  
всюду в потоне nараметр К конечен и имеет порядоi\ 
единицы. 

Отсюда следует важный для приложений аанон по
добия при гиперзвуковом обтекании тонних тел : описа
ние поля течения в штрп:х:ованных переменных (вводи
мых согласно ( 6 ) ) для с емейств а аффиппо-подобных тел, 
оnределне:\IЫХ значение�r угла нюшона 81 в фиксирован-
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ной характерной точке и обтекаемых с различными 
( большими) числами Маха М 1 ,  зависит только от вели
чины к = мlel" Поэтоыу к и называется пара.м.етрО.)t 
гипераву�ового подобия. 

С точки зрения краевой задачи для дифференциаль
ных уравнений упрощение, достигае11юе при использова
нии поршневой аналогии, не очень значительно. Оно сво-

Гj,>> с, 

Гпс. 2. 

дится к тому, что уравнения ( 9 )  содержат на одну исiю
мую функцию меньше , а из граничных условий на удар
ной волне исключена иасательная составляющая вектора 
с1�орости. Вообще говоря , решить задачу о поршве не 
легче, че�r исходную задачу обтекания . Поэто::�Iу основной 
выигрыш от перехода н гпперзвуRово:иу приближени ю 
заключается в возможности использов ания ванопленного 
более богатого опыта и многочисленных прш.rеров реше-
ния вестацпонарных задач. _ 

Влияние затуплешrя. Носовая часть реального объеl\
та (тела ) по многи.м причинам не может быть идеально 
острой . Обтенание такого тела имеет существенно дру
гой харантер по сравнению с заостренным телом, таи нан 
сначок уплотнения отходит от тела и за ним образуется 
зона дозвунового течения. В этой зоне параметр К прн
нимает любые значения, О .;:;; К <  оо .  

Качественная нартива течения (точнее , его половины 
для случая симметричного обтенания) поназана н а  
рис. 2. Дозвуновое течение в области TOANT заканчива
ется на звуковой линии AN и переходит в сверхзвуковое. 
При этом формируется область Q пеаависи.м.ого трансаву-
23 л, :В .  О.всянниьов 
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павого течения ТОАВТ, где АВ есть характеристика 
С+, приходящая в точну А (аналогично течению через 
сопло Лаваля, см. § 26) .  Вообще говоря, форм� тела ВР 
вниз по потоку от харантеристиБи АВ не влияет на по
ле течения в областп Q. Анализ и расчет независи}юго 
трансзвукового течения весьма сложны из-за того, что 
линия скачка ОА заранее неизвестна, а энтропия за этш.r 
Брпволинейныr.I сначно:м: переl\Iенна. 

Tel\I не менее, если число Маха М1 велико, а харак
терный размер затупления относительно мал, то область 
Q таБже мала и ее влияние на течение в целоl\I может 
быть учтено приближенно. Одно из таких прибJшжений 
связано с изложенной выше нестационарной аналогией, 
Боторую можно считать прие:м:лемой, начиная с пенато
рого сечения EF, расположенного за линией АВ. Прави
ла выработки начальных данных на лпнии EF при этом 
основываются на интерпретации действия затупления 
I\ aR продуктара нестационарного течения, вознинающего 
в результате сосредоточенного воздействия на газ путем 
выделения веноторой энергип Е, импульса 1 и внезап
НОI'О движения nоршня со сБоростью U. Эти вспомога
тельные параметры должны определяться толыю фор?vюй 
затупления. Поэтому для данного затупления их можно 
находить другими методами, например энсперименталь
но, IIЛИ путем численного расчета, или с использование:11 
других прпемлемых приближений. Подfобный анализ 
шrеющихся эдесь возможностей дан в L 1 1  • 

Например, если известна полная сила Х = (Х, У) , дей
ствующая на аатуплонпе, то можно принять, что в слое 
единичной ширины выделилась энергия Е = Х · 1 и ему 
сообщен импульс 1 = q1 1 У. 

Пр11ближение Ньютона. Rогда параметр К, а с ним 
и Кс является большим, то соrласпо ( 5 )  плотность газа 
за сначком блиана I< предельно возможному значению 
p 1 ( 'f  + 1 )/ ( 'f - 1 } .  Если при этом "{ близно Ii единице, то 
почти вся масса газа, прошедшего через скачок, нонцент
рируется в тонком слое вблизи поверхности скачна - об
разуется так называемый ударпый сдой. С другой сторо
ны, при К -+  со и 'f -+  1 из соотношения (3 ) следует, что 
KIKc -+ 1. Это означает, что в таком пределе поверхность 
сначка совпадает с поверхностью обтекаемого тела (ра
венство к. = К равносильно равенству х = 8 ) .  При это}{ 
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из формулы ( 1 ) получается, что давление на теле ( сов
падающее с давлением за с rшчrюм) дается фор:t�i:улой 

р = p1q� sin2 е ,  (15) 

которал называется формулой Ньютопа. Она была полу
чена знаменитым ученым на основании следующих со
ображений. 

Предполагается, что частицы газа, , встречаясь с по
верхностью тела, полностью отдают ему свой норма;'IЬ
ный к поверхности шшульс и затем продолжают дви
гаться вдоль поверхности, уже не оказывая давления н а  
тело.  Пусть cr есть эле)rент площади поверхности тела,  
наклоненный к набегающему потоку под углом е . Тогда 
масса газа, сталкивающаяся с площадкой о за единицу 
времени, равна т = p !q!o sin е , а ее импульс есть mu! .  

Его нормальная составляющая к поверхности равна 

mql sin е == oplq� sin2 е. 
Следовательно, импульс, передаваемый единице площади 
поверхности тела в направлении нормали, хюторый и ра
вен давлению, дается фор1rулой ( 15 ) .  

Известно, что приближение Ньютона может рассмат
риваться как предельное также и при газокинетическю1 
подходе к обтеканию тел разреженным газом. Оно спра
ведливо ,  если течение является свободно-молекулярным 
(т .  е.  молекулы между собой не взаимодействуют) ,  а гра
ничное условие взаимодействия молекул с поверхностью 
тела сводится к неупругому удару. Тем самым изложен
ная в настоящих лекциях феноменологическая модель га
зовой динамики в вопросах теории гиперзвуковых тече
ний смыкается с газокинетической моделью. 

Задачи и упражнения к главе IV 

t. Найти фующию т01:а и потенциал сrщростей течения 
Прандтля - Мейера в случае политронного rава. 

2. Найти линии TOI\:8 течения (па плоскости R2 ( х, у) ) ,  оnисыва
еыоrо частным решением уравнепил Чаплыгина (22.47) вnда 

1j) = аВ + b (q)  (а = const) , 

Рассмотреть случаи а ==  О и b ( q) .... О. 
3. Понавать, что при преобравовашш 

, а� + Ь  � = c� + d ' 'i' = (c� + d) 'f' 
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с m>стоянными а, Ь, с, d (ad - Ьс =F О) ура внение Чаплыгппа 
( 22.50) nереходит в у р а nиеnие того же вида с фуНiщией Чап.:rы
гина К', определяемоii формулой 

К' (�')  = (с� + d)" К (") . (ad - Ьс)2 " 
4. Используя ур а пненпл (22.45) , доказать следующий аналог 

1·еоремы 26. 1 (Нпкольсiюго и Тагапова) :  если в дозвуковом тече

А 

Н задаче 5. 

юrи прп движении вдоль лини и q = 
= const область Аrеньшпх скоростей на
ходится слева, то веi>тор с1юростп моно

тонно поnорач п оается по часовой 
стрелr;е. 

5. Ра вiJ(щ ерпыii поток политропво
го газа, двин;ущи йся со сноростыо q 1 > 
> С1 ВДОJ!Ь пpю10.1 11 11eii пoii СТеiШИ А В  
( c�r. рисупон) , обтеr;ает подуон руа;
ность ВС. Dыяс п ить, пр(! I\ aiШX зпа •rе
ШIЯХ IН !раметров q1, с 1 и "t происходнт 
отрыв л ото1;а от стешш с образовапu

юi зоны иa i>YY }Ia.  I laiiти точi;у отрыва. 
6. 1 J рЛ \Ю,'\ИП<'ЙНаа  стс1ша {х � О, у =  0} , вдоль Iюторой в нa

пpaii;JeiШif осп х д1111Ше1 ся равно�rерпыii сnерхзву1ювоii потон 
(располо<J>епныii uри у >  0) , при х > О  гладrю переходит в ис
I>ри вленпую степну у =  f �x) . Поназать, что если па искривлепноii 
стсшщ есть вогнутость (/ ' (х) > О) , то при продолжении потопа 
неизбежна градwнтная r;атастрофа. 7. Ilaiiти мю;cшlaJIЫi ыii уго.1 пово рота noтor;a nоJiитропного 

газа 8 11 ред В !ЮСОМ CI>aЧI\e 11 З a B U C IHIOC111 ОТ М1 (ИСIIОЛЬЗОВВТЬ 
соотношение ( 23. 14) ) .  

8. П01;азать, что в случае по:штроппого газа сr;орость з а  IЮ
сьш сначiюм с nредельпьш углом поворота потоi>а 8прц всегда 
дозву1ювал. 

9. Доназать C 0 0 1 1t O Ш /! II U /!  Лр а u д тля Д.'IЛ IЮСЫХ CI\aЧIIOB В ПО• 
литропном газе 

10. Поi>аза1'Ь, что если вдоль авуновой линии е = const, то 
она ЛВJIНеТСЯ ПрЯ�IОЙ На ПЛОСIЮСТИ течеНИЯ. 

1 1. Найти харантсристшш уравnешш Триноми (26.27 ) .  
1 2. Поназать , 'ITO линии у = const (;rинии тона в ополоаву

Iювом приб.1ижении) д:1я решешш ( 26.25) на шюсности R2 (u, v) образуют семейство прю1ых, огибающих характеристш\и 

2 3 '9 v = ± з и  - .  
13. Поi;ааать, что в полярных rюордпн ата х ( r, 8 ) ,  вводиi\Iых 

соотношениями 

v = r cos  6 ,  
2 . 3 (- и)312 ""' r s ш  6, 



3АДАЧ II И УПРАЖНЕНИЯ Н ГЛАВЕ IV 

уравнение Тршюш1 (26.27) принимает вид 

2 4 
Yee -f- r Yrr -1- З rllr =- 0. 
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14 .  Найти преобразованил растлжеиил, допуснаем:ые уравне
ннем Трино�ш (26.27 ) .  

"15. Н айти п редельную форму ударной по.члры в случае поли
трошюго газа, когда М1 � оо при фиксированно:�.1 Ч I ·  

1 6. Решить задачу обте�;апил nолитропньш газом выпу1шого 
угла в гиперз вуiю во�l прнб:шшении. 

"17. Реши·1 ь задачу сюшетричпого обтеi(анил тонного ршtба 
ра ВНО}!Срным с иерхавуJ;оным потоi>ом н ол итронного газа, напра в
iiе iШЬВI вдот, бо.'r ьшоii дн аrонали. В гинерз вутю вом приближении 
найти силу соn ротнв.'!!'IШЛ роиба. 

18. ДОI(азать, что в плоснопараллеш.ном установившемел т е чении п о;rитрошюго газа не воююаша Iюнфiiгурацил из трех 
прююлинейных СiiаЧJюв уп:ютненил, выходящ11х 113 одной точки, 
если в 1;а;rщом с ею·оре тече ние л иллетел ноетолнпым. 

19. Доrtазап, что ес;ш ра нно �I ерный сверхзвуJ;овой пото1; про
ходит через I;ривопине iiныii сtщчо r;, то теченпе за CI;aчiiO�I вихре
вое. Вывести фор�rулу для вешiчiшы вихря, образующегосл н а  
с1;а•ше : 

(Г (z))1 
00 = xua 1 - Г (z) ' 

г,1е и а - 1 ;а�а гельнал состав:rлющал 11еRтор а с!;ороrтп, х - I;ривизна Jшnии CI<a чi;a, а фующил Г ( z )  опреде.:Iена равенством ( 25.2) . 



ПРИЛОЖЕНИВ 

Оптимальные системы nодгрупп Gr группы G13, допускаемой 
системой уравнений газовой динамшш (8.1} , были для любого r, 1 � r � 12, вычислены Б. В. Лапко (Дина�шна сплошной среды, 
вып. 14.- Новосибирск: Институт гидродинамики СО АН СССР, 
1973, с. 1 12-1 19} . Здесь приводится часть его таблиц, достаточная 
для построения классов инвариантных решений системы (8.1} . 

Фактически даются подалгебры алгебры Ли ыз с базисО)! 
(8. 15} , в котором оператор �12 заменен оператором r;,'l� = ьа- bt2+ 
+2�13• Так как оператор �13 образует цептр в Ll3, то он может быть 
добавлен к одному из операторов базиса любой табличной подал
гебры с произвольным коэффициентом и потому в приводимой 
таблице не написан. 

В таблицах даны не сами операторы, а толы.о их номера со-
гласно (8.15) с учетом замены b l ?  в:а ь�2· Буквы а, р, т. б, Е, IL  
обозначают произвольные вещественные парюrетры, разные значе
ния которых дают не подобные подалгебры. Пробел в строке дол
жен быть заполнен ближайшим сверху символом из того же столб-
ца. Некоторые числовые множители для ясности взяты в скобни. 
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Оптимал ьная система 81 ( 1 5 типов подгрупп Gl) 

1 
2 
1 1 +а1 2 
1 2  
8 

t + H - 1 2  
2± 1 2  
1 + 8 
3± 8 
8± 1 1  

Оптималь ная с11стема 8 2  (48 типов подгрупп G2)  

а1 1 +5+- � 1 2  2 а1 1 + � 1 2 + 5  2 Н-1 1 - 1 2  
2± 5+а1 2 1 +5+а1 1 - а 1 2  a8±9 -j- 1 1  1 2  5±8- !-аН 1+9 
H +at2 1 +8± 5 9 
2 H -j-a1 2 3 
2± 1 2  1 2  4± 8+а9 

4± !1 8 3 -j-a4± 9 t +8+a9 
8+а9 
3± 1 2  
8± 1 1  

2+а3+ �4± 9 

1 +6 5+ 12а ) 1 1 -- 1 2  
2 + 5  

-- (2)1 1 - 1 2  

1 1  5± 8 H +r.t1 2  5+/31 2 
1 2  2± 1 2  5+а1 2 -- 8± 1 1  5 + а 1 1  

8 5+а1 1 + � 1 2  
2± 5+а1 2 
1 2  

a t +5 1 +1 1 -1 2  
1 1 - 1 2  1 +5 

3± 8 
t t +a 1 2  
2+а3± 1 2  
3± 1 2  

1 2  5+а 1 1  
2± 5 

9± 1 1  
9 

3± 8 a2+ �3+v4+159+1 о 
а2+ �3+у4+9 

Оптимальная система 83 (85 типов подгрупп G3)  

2 3 1 +8+а1 0 1 1 1 1 2  
1 + 1 0  2±5 
8+а1 0  5+а1 1 
1 0  
4± 9 

5+а12 2±1 2  
1 1+�12  

1 2 1 +9 (2 ) 1 1 - 1 2  

359 
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2 3 1 1 -l-a 1 2  2 1 + 9 З +аН-8 
1 2  
1 -l- 1 1 - 1 2  
1 0± '1 1  
4 
8 +a l 0± 1 1 
4± 1 2  

t l - !- a l 2 �8 -!- !J 
1 1 - 1 2 4 -:-а8± 9 
r_(Э !-8  1 - !- 1 1 - 1 2  R -!- аН ! )  [- � � 0± 1 1 
8 5 -l- rl\ 1 -l- � \ 2 - 8± 1 1 5 -1-rx \ 1 

3 4 5 t + 8 !)-J- (2a ) i  1 -а\ 2 
1 2 1 2  7. 1 -l- :'i 1 -l- 1 1 - 1 2  

1 1  +'Х1 2 8 1 1  +rl 1 2 :-) -t В 1 2  
8 1 - l- .'5 + a l 1 -a 1 2  

3± 1 2  !J З -!-а4-±: 8-j- � 1 О 
3±8  :ч- а4-±: 1 n 
8± 1 1  
5-l-a1 1 -l- � 1 2  
5± 8 1-а \ 1  

2 9 4 ± R  � - r.( \ 0  2 \) � ± 1 2  
8 t- rx l 0± 1 1 4± 1 0  

4±8 at• -1-H ·H I O  
1 -l-8 ГаН 

S+Щ! 1 ()):: 1 1  
1 0  

1 -1- Я --
1 1 - 1 2  8 н 1 0  

1 2  
8-!-afl 3 + �1± 8+ 1 1 +а1 2 

+y i O  
: н - � н- 1 n  

4 ± !1 1 1 - 1 2 

(2 ) 1 1 -1 2  1 -l-8 -! -a�J 
3± 1 2  8-l-a !J !- � ! () 

a9-l- 1 0  

2:!= 1 2  .'Н-а1 2 
'1. 1 1 -1- 1 2  5-1- � 1 1 
3± 1 2  !J-!-a1  О 
1 1  1 2  --

1 1  1 2  5 1 -1-8 ( 2) 1 1 - 1 2  
8 1 1 -l-a12  

1 1  1 2  
н 1 0  

1 2  G 7 

a8 -I-U 8 1 -1-9 
1 2  .'5-l-al l 
4± 8-l-a9 �3 t y 4 + 8+ 

3-i- �4± 8  
-1-610 

t + 8+a9 

--
8 1 1 - 1 2  2-l-a4± H 

а2 i-3+ 
+В4± н 

2-!-аЗ+ y2-l-63+ 
+ �'o -L� .+-р4+1  () 
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2 1 1  5± 8 
8 З+а4+9 �2+vЗ+ 

+ М+1 О 

1 + 5  1 1 -12  

!l j ()  1 0± 1 1  
3± 8  а2+ �З+ 62-!-1'3+ 

+v4+9 +Jt4-!- 1 0  

OII T JJMa.IJ Ы t a л  r11Стема 8 4  ( 103 т tша подгру пп G4)  

2 3 4 1 0± 1 1  
1 1  

,_1 3 4 5 
а1 1 + 1 2  1 + 1 1 - 1 2  1 -!-8 
8 

2 3 1 1  !7.8+ 1 0  
8 
1 2  

5 
- - 8 H -1-r.t9-!-1 0 

9± 1 1  
1 2 3 4 9 

4± 1 2  и-9-!- 1 0 
8 4± 9 
4± 8 l -!- 1 1 -!-a1 2 
8± 1 1  
1 1 -!-af 2 1 2  a8-j-1 0 �8+9-!-Н 

8± 1 1  

2 3 1 0  4± 1 2  1 2  
8-!-at O 4±1 2  

1 2  а4+8 f -j-8-J- � 1 0  
4± 8 a9-j- 1 0 a1 -J- 1 1 -f2  
1 -j- !)  a4-i-8+�9 
(2 ) 1 1 -1 2  H-a8-j-1 0  

1 -j- 8 
1 1 -!-а1 2 �9+ 1 0  

!! 1 -!- а8+ 1 0  �4-!-yS-!-9 
2± 1 2  5 --

1 2 8 3± 1 2  
1 2  1 1 -!-а1 2 at i -!-�12+5 
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1 2 1 1  1 2  
5± 8 

4± 8  1 1 - 12  1 1 -j-a1 2 5-j-�1 2 
1 2  5+М 1 
8+а1 1 

-3- -4- 5 о: 1 1 + 1 2 
1 + 1 1 -1 2 
8± 1 1 
8 
1 1  

--
2 1 1  8+а9 1 2  

9 --
8 (2 \ 1 1 -12  1+9  

2 8 1 1 - 1 2  1 -l-5 
1 -j- 1 1 - 1 2  а1 + 1 О 

1 0 9 -1- 1 1  8+а9 
8 1 1 -j-a1 2  5+�12 

12 а1 1 +5 
9 1 0  

8+а9 �9-f-1 0 3± 12  
2 9 8 +а.1 0 

2 9 3±8 1 1 -12  
1 1 - 1 2  3+а4+�8+1 О 
3-!-а4± 1 0  P '� -1-8+'\'t o 
1 0  3± 1 2  1 2  

5 
1 1 -l-a1 2  

1 0  8± 1 1  а8+9 
3±9 
12 

1 1 -12  4-l-a8± 9 3+РН-'\'8+610 
�8+9+'\'10 

4±8 
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2 1 1 - 12 8+а9 3 Н4+8+у1 0 
а8+ 9 4 + �8+ 1 0  

3± 1 0  

2 5 1 +8 (2 ) 1 1 -1 2  
4±9 a3-H4-t- 8 vЗ+М+1 0 8+а9 4+!!U+ �1 0 З+у4+8+ М О 

З+v4±t o  

4±8+а9 �3 1-1·4+ 1 0  б3+9+е10  
8 1 1 -1 2  а2+ �З+у4+ 1 О  б2+ 3+е4+ 9 

9 1 0  1 2  
Н +а1 2 
2 ± 1 2  -

1 1  1 2  

4±9 1 1 -1 2  а3+ 1 О 
2+c:t4+9 �2+у3+ 1 0  

1 5 1 1  1 2  
8 

9 1 0  

8 
c:tt 1 + 1 2  

1 5 6 7 
1 2  --
5 6 7 H +at2 

1 + 1 1 -12  
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АнаJIОГ теоремы Ж}'fЮВсfюго 290 
А наJiоrия nоршневая 352 

БI!Харантеристиии 6 1  

Ве нтор вор�tаnьный харантРрnсти-
чесний 58 

- - - системы 52 
- снорости газа 15  
RеJiичины средние Н. 
ВJаимодействие ударной и nростой 

волн 2 1 4 ,  2 1 5  
- ударных волн 2 1 2 ,  2 1 4  
D11хрь вентора с иорос·ги 1 09 
Возрастание энтрошш Н 
Нолна nростая 136  
- - вырожденпая 1 3 7  
- - невырожденпая 1 3 7  
- - цевтрированнан 3 0 2  
- раврешеНJш 1 7 9, 1 8 0, 3 0 4  
- с ж атия 1 7 9 ,  1 8 0 ,  30� 
- ударная 38 
Dолвы кратвые 1 35  
- - автомодельные 140 ,  266 
- простые 1 7 2 ,  1 7 3 ,  3 0 1 
- - центрированвые 1 7 8  
- ударвые �0-5 1 ,  1 0 7  
- - очень сильвые 233 

Вращение 7 9  

Газ баротроивый 93  
- идеальный ( совершенный)  2 1  
- невявиий иетеnлопроводныil 1 8  
- но рмальвый 2 2 ,  2 3  
- - Петера и Вейля 2 4  
- политропвый 22, 8 1  
Годограф косых сначков 3 1 �  
Градиентная катастрофа 153 ,  1 8 1 ,  

182,  1 8 4  

Граница свободв а fl  7 4 ,  2 / i  
Группа Галилея 7 7 ,  7 Н  
- M8RCIIMaЛЬBO широная 11 1  
- nрисоединенная 86 
Группы Ли oдпorra!}a�lf'TfJJI 'If'<'ШH' 

IIOKaJIЬHЫe 7R 

ДавленИе rasa 1 5  
- - нрl11'ИЧеС!юе 277 
Движение raaa 27 
- - баротроивое 1 1 0  
- - безвихревое 1 09 
- - Jшобаричесное 95 
- - изо·rермическое 93,  94 
- - изохоричесное 96 
- - изэнтропичесное 92, 1 1 1 , 1 12 
- - неnрерывное 1 5 6 ,  169 
- - поrенциальное 1 1 1  
- - С СIIЛЬНЫМ ра3рЫВО:\1 35 
- - )'Становившеесл ( стационар-

ное ) 9 7 ,  125 
- обобщенное 33,  34 
Дпищения газа автомодельвые 127 ,  

1 3 3  
- - винтовые 1 2 7  
-

1 U вращательно-симметричные 

- - двумерные 125 
- - конические 1 26 
- - одномервые 128 
- - - со сферичесними волвами 

1 3 0  
- - симметричные 1 28 

Дефект инвариантности частично 
инвариантных решений 1 3 .\  

Жидкость весжимаемал идеальпал 
96 

- - веоднородная 117 

аадача Гурс а  74,  7 5 ,  190  
- ДIIPIIXЛe 278 
- Коши 5 6 ,  60,  85,  70 
- - общая 71 
- - с�1ешанная 71, 72,  309 
- нраева11 65 
- о сильном взрыве 238-243 
- о поршве 72, 206, 207,  23�-238 
- об ударной тр}·бе 204,  2011 
- обтенави11 7З 
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Задачи о взаимодействинх 20 4  
ЗaiiOH термадинамини второй 4 6  
- - первый 2 1 ,  3 0  
Заноны сохранешш интегральные 

15, 1 7 ,  1 8, 227 
Заездиость адиабаты rюгонио 45 

Пмnеданс 27 
Импульс движущегосн объема газа 

14, 17 
Инвариант группы иреобразований 

1 1 8  
Инварианты Римава 1 7 0 ,  1 7 1 ,  220, 

294 
Интеграл Бернулли 1 00, 1 0 1 ,  1 07 ,  

1 08, 1 15,  252, 350, 3 5 1  
� ноши - Лагранж а  1 1 1 , 1 1 5  
- Седова 240 
- энтропии 99,  165 ,  252 
Истечение газа в вануум 178,  1 79 
- сверхэвуновой струи 342-345 
- симметричной струи 277-283 
- струи 3 08-3 1 1  

Rоноид хара11теристичесний 62 
- - на постоянном решении 63 
Конус хара11теристическиil 63,  1 0 4  
Координата лагранжева 1 6 5  
- - массовал 1 6 6  
Коррентнасть nостановни задачи 

64, 65 
Кривая интегральная 1 6  - нблоновиднан 323 

Лемма Зарембы 276 - о плотности 1 5 6  
Линеаризация исходных уравнений 

нз 
- точная 196 
Линии тона 99, 249 
- уровня 226 
Линия вануума 1 5 7  
- эвуновая 324 
- - примая 328, 337 
- примыканин 230 
- ударной ВО::IНЫ 235 

Масса газа Н 
- движущегосн объема газа 1 7  
'Матрица харантеристичеснал 5 2  
Метод годографа 258 
- Римава 190 
- (и, р ) -диаграмм 1 9 4-1 97 
Многообразие груnnы инвариант

ное 1 1 9  � - неособое 120  
-- - особое 1 2 0  

Наnравление времени nодобное 159 
- nространству nодобное 1 5 9  
- харантеристичесное 52 
Пасадон Борда 28 1 

Обтенание бесцирнулнционвое 288 
- вогнутого угла 3 1 6-318 

Обтенание выпунлого угла 269 - заостренного тела 349 - нлина стру1!ное 28 1 - конечного тела безграничнЫ\! 
потоном 288 

-
3
��нуса осесюнrетричное 322-

Объем двишущийсн 16 
- удельный 21, 39 
Оператор l'рупnы инфинитезимальный 8 3  

- дифференцирования вдоль харантеристини 1 5 6  
- - в частице (nолного дифференцировании) 30 
- Лапласа 1 4 4  
Оnераторы внутреннего дифференцировании 55 
Операции наммутации операторов 

84, 85 
Отрашение маховсное 321 - nравильное 321  
- сначна от стенни 3 1 9-324 - ударноl! волны от шестной стен-ни 208 
Параметр геометрии 1 54 
- простой волны 1 3 6  
Пара:v1етры гиперзвунового подобия Зi7  
- СОСТОННИН 20  
Перенос 79 
- талилеев 79 
Плосность годографа 258 
- - модифицированная 264 
- инвариантов Римава 185 3 07 - потенциала 292 

' 

- событий 1 5 5  
- течении 24 9 
Плотность газа 1 5  
- - нритичеснан 2 7 7  
- - средпни 1 4  
Поверхность сильного разрыва 35 
- слабого разрыва 5 7  
- харантеристичесная 53 
- уровни простой волны 136 
Подалгебра 8 5 
Подгруппа 8 7  
Подобие гиперэвуновое 348 
Поназатели автомодельпасти 224 
Поиазагель адиабаты ( политропы ) 

22 
Поле венторное 1 6  
Полира ударная 312 ,  3 1 3 ,  3 1 5  
Потенциал Лежандра 2 1 6  
- снаросгей 1 1 1 , 25 7 258 
Преломление ударноЙ волны 2 1 1 Преобразование Галилея 7 4 
- Лежандра 2 6 1 ,  262 
- растишении 79 
- симметрии 249 
Приближение анустичес11ое 203 

216 ' 

- гиnерзвуновое 146 329 
- Ньютона 354 

' 

- онолозвуновое 1Н 
- nоршневое 3 5 2  
- сильных ударных воли 349 
Принцип маисимума 276 
- отвердевания 1 7  
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Приnщш соответствпn l'раnиц 276 
Пространство событий 15 

Разрыв второго типа 38 
- I<OBTaiiTHЫЙ 38 
-- первого типа 38 
-- сильвый 38 
- слабый 56, 1 60 
Ганг инвариантного решения 123  
..:.. многообрааИJr 1 2 1  
-- частично инвариантных решений 

1 3 �  
Р.аспад произвольноrо разрыва 

1 9 1--20 1 
-- слабого разрыва 1 6�  
Расход газа 1 06 
- -- вдоль линии тока 1 0 6  
- - между лин иями тока 2 5 1  
- - удельный 1 0 6  
Решение автомодельвое 1 7 7  
- - Коничесное 1 4 0  
Решения инвариантные 1 2 1  
-:- частично инвариантвые 1 3 3 ,  134  

.Сила разрыва Н 
Система гиперболическая 53 
- - в  точке 53 
-- уравнений акустики Н 4  
- - в инвариантах Римана 1 7 2  
Сначои уплотнения 1 0 7  

' - - носой 1 08 ,  3 1 1 
- - отошедший 3 1 9  
-- - прямой 1 08 
- энтропии в ударно!\ волне Н 
Скорость газа критическая 1 0 1 ,  

1 08, 277 
- - м ансимальво возмож ная 1 0 1 ,  

1 08 
- - средняя 1 4  
- звука иаотермичес i<ая 95 
- - термодинамическая 26 
Слой ударвый 354 
Сопло Лаваля 341 
Среда двухпараметрическая 2 0  
Строфоида 3 1 6  
Субмоделирование 9 1  

Температура абсолютная 2 0  TeRjeмa Гаусса - Остроградсноrо 

- единственности решения ! 5 7 ,  
1 5 8  

- Ноши - Новалевеной 6 6  
- Лагранжа 1 1 0  
- Никольского - Тагавова 325 
- о примынавии 175,  303 
- о (фучне веера» 306 
- об оце1шс решения 66,  67 
- об условном сущес•rвовании ин· 

вариантных решений 122 
- Ролля 4 5  
- Цемплева 46,  47,  2 0 2  
Теория мелной воды 1 48- 1 5 0  - Ньютона 349 
-- р� sм�рпостей 223 
Теплоемность �аза удельная при 

постоянном объеме 22 
Т-ечение Буае)Iана 270, 322 

Течение гнпсрзв уновое 1 4 6 ,  345 
- двумерное уставовившееся 247 

и д. 
- - безвихревое изэнтроiшческое 

256 
- дозвуновое 1 02 
- изоэнергетичесное 255 
- онолозвуновое 1 1 6  
- осесимметричное 248, 249 
-- плоснопараллельное 248, 249 
-- Пран з;тля - Майера 267, 268, 30� 
-- разрежения 304 
- С МаНСIIМаЛЬНЫМ раСХОДОМ 345 
-- сверхэвуновое 1 02 
- свободвое струйное 284 
- сшатип 304 
- ТИПа ИСТОЧНИIШ 1 1 6  
- устаповившееся ( с тационарное) 

97 
- - изоэнергетическое 1 08 
-- - онолоавуиовое 324 
Течения смешанвые ( травс звуно· 

вые) 1 1 6,  324  
Точна вануума 15  
-- о с о б а я  течения 3 4 0  
-- разветвления 287 
-- распрямления 332, 337 
Трубка тона 1 0 5 ,  1 06 

Угол Маха 1 1 6, 293,  М9 
Уравнение адиабаты Гюгонио для 

nолитрапного газа 4 0  
- Больцмана 1 3  
- вихря 1 1 0  
- Дарбу 187,  308 
-- ДВЮНеВIIЯ ПРОИЗВОЛЬНОI'О НОр• 

малыюго газа 1 5 4  
- - частиц газа 1 5  
-- для потенциала Лежандра 262 
-- изотермы 95 
-- иаэитропичесного двишения 11:1 
- -- - политропнога газа 92, liЗ 
-- ИМПУ.'IЬСОВ 29 , 3 0  
-- - в форме Громени - Лэмба 1 0 0  
- Нлапе!\рона 2 1  
- Лапласа 289 
- Ли 84 
-- Моюна - Ампера 261  
- неразрывности 29 
- Риюшти 1 6 4, 1 82, 297 
- СИЛЬНОГО разрыва 3 9  
- - - абстрантное 36,  37 
- транспортное 162,  297 
- Трииоми 336,  345 
-- ударного перехода 4 0  
- харантер11стичесное 52,  294 
- Чаплыгина 264 
- Эйлера - Пуассона 187 
Уравнения балансовые 1 8 ,  19 
- бихараитер1ютин 61 
- состояния 2 3  
Условие Жуновсного 
- Липшица 1 6 
-- начальное 1 6 " 
- нормировки 1 90 
- односвязности 276 
Услови11 на слабых разрывах 161 ,  

1 62 
Ускорение онолоэвуновоrо теченип 

3 3 0  
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Фа кторсистема 122 
Форма Громеки - Лэмба 33 
- СIIМметрическал 32 
Формула Ньютона 355 
- Эйлера 28 
Формулы Фурье 279 

Фронт ударвой волны 38 
Функции термодинамические 26 
Ф уницип Гаусса гtшергеометриче· 

сиап 1 9 1  
- Гюrонио 40 
- Римава 1 9 0, H J 1  
- тона 25 0 
- Чаплыr11На 

Ха рантерt!Стtша 53  
- двунратная: 3 1 1  
- авуповал 6 0 ,  1 03 ,  1 0 \  

Ха рантеристина ионтанrвап ( энтро· 
nийнал) 59, 1 0 3 ,  1 0� 

Центр онолоэвуиового течениа 32fl 
Цириулациа вектора спорости 28" 

Частица газа ( определение) 16 
Число Маха 1 05, 237, 293, 345 

Эrшиnотеициали 257 
Энергип внутреннла среднлл 1 4  
- - удельваа 1 5  
- полвал 14  
- - движущегосл объема газа 1 7, 

1 8 
Зитальпил 1 1 2  
Энтропил 2 1 9  
- удельнал 2 0 ,  26 
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