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Vorwort.

Die fortschreitende Entwicklung des Dampfturbinenbaues brachte es mit sich,
daB einerseits stets verwickelter gestaltete Rotorformen hinsichtlich ihrer kriti-
schen Drehzahlen zu untersuchen waren, andrerseits aber an die Schirfe des
Ergebnisses bedeutend héhere Anforderungen gestellt werden muBten, ohne daB3
die dabei zu leistende Arbeit das AusmaB der dem Konstrukteur zur Verfiigung
stehenden Zeit wesentlich iiberschreiten durfte.

Insbesondere waren es die kegelstumpf- und stufenférmigen Rotoren, die in
letzter Zeit sehr an Bedeutung gewannen und die in der vorliegenden Schrift
wohl erstmalig einer einheitlichen Bearbeitung unterworfen worden sind. Der
Leitgedanke dabei war der, Methoden von solcher Allgemeinheit zu entwickeln,
daB womdglich alle hier in Betracht kommenden Rotorformen mit umfaf3t werden
konnten. Hierbei wurde neben mdglichster Schirfe der Ergebnisse besonderer
Wert vor allem darauf gelegt, die Formeln und Verfahren in solcher Weise aus-
zugestalten, daB der praktisch titige Konstrukteur ohne groBe Studien in die
Lage versetzt wird, rasch und verldBllich die kritischen Drehzahlen einer Welle
mit erst zu entwerfendem Rotor vorauszuberechnen. Dieses Ziel konnte nur er-
reicht werden, indem einerseits die Formeln, sowie die analytischen und graphi-
schen Verfahren an moglichst vielen, auch streng durchgerechneten Beispielen
hinsichtlich der Verwendbarkeit und Schirfe der Ergebnisse erprobt, andrerseits
aber derart durch Tabellen unterstiitzt wurden, daB eine rasche Auswertung der
Formeln bzw. ein rascher Entwurf der Schaulinien und Diagramme gewihr-
leistet ist. Das unbedingte, fiir den Ingenieur so wichtige Vordringen zum zahlen-
méiBigen Endergebnis mag als bedeutsamstes Ziel der vorliegenden Arbeit ge-
wertet werden.

In Verfolg dieses Hauptzieles nun haben sich mancherlei neue Problemstel-
lungen ergeben, deren Beantwortung in dieser Arbeit freilich nur groBenteils erst
angebahnt werden konnte; als bedeutsamste mag hier vielleicht die der Ver-
hinderung der kritischen Drehzahlen durch die Kreiselwirkung der aufgekeilten
Scheiben bei synchroner Prizession im Gleichlauf erwidhnt werden, die — erst-
malig von R. Grammel bemerkt — hier bei der Formenfiille der betrachteten
Rotoren in viel allgemeinerer Art in Erscheinung tritt. Gerade die ebenfalls
von R. Grammel erstmalig entworfenen Schaulinien sind es aber, die — ent-
sprechend verallgemeinert — berufen sind, Wesentliches zur Losung dieses
Problems beizutragen, wobei als Nebengewinn noch der abfillt, da man mit
ihnen die kritischen Drehzahlen mehrstufiger Rotoren unter Zuhilfenahme der
Dunkerleyschen Gleichung rasch und ohne viele Rechenarbeit wird ermitteln
konnen, wenn nur diese Schaulinien ein fiir allemal dicht genug und in ent-
sprechend umfassender Art gezeichnet vorliegen. Vielleicht darf in diesem Zu-
sammenhange noch der Hinweis angefiigt werden, daB das erwihnte Problem
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in Verbindung mit der hier giiltigen Integrodifferentialgleichung bzw. Integral-
gleichung mit unsymmetrischem indefinitem Kern moéglicherweise dazu befihigt
sein wird, bisher fehlende Aussagen iiber die partielle Realitit des Eigenwert-
spektrums dieser Gleichungen zu liefern.

Die bei Beachtung der Kreiselwirkung resultierenden verwickelteren Differen-
tialgleichungen, sowie Rand- und insbesondere Ubergangsbedingungen erheisch-
ten vor ihrer ziffernmaBigen Auswertung eine weitgehende Kontrolle. Diese lieferte
durchwegs in wiinschenswerter Klarheit das Prinzip von Hamilton, das dar-
iiber hinaus auch zur Ermittelung der Sprungbedingungen der Eigenfunktionen
belasteter Integralgleichungen herangezogen werden konnte, so daf3 die univer-
selle Bedeutung dieses Prinzips auch in diesem Spezialgebiet deutlich in Er-
scheinung trat.

Die Arbeit konnte freilich zu allen hier behandelten Fragen nur eine erste
Stellung beziehen, vielleicht aber gelang es, gerade im Zusammenhang mit diesen
Problemen darzutun, daBl numerische Niherungsverfahren nicht bloB zur Er-
mittlung der Eigenwerte, sondern auch zur Klirung anderweitig erhaltener Er-
gebnisse mit Nutzen herangezogen werden kénnen.

Besonderer Dank des Verfassers gebiihrt Herrn Prof. G. Zerkowitz, Miinchen,
der ihn nicht nur durch mehrfache, im Text namhaft gemachte Hinweise weit-
gehend zu dieser Arbeit anregte, sondern ihn freundlicherweise auch auf die
einschligige neuere italienische Literatur aufmerksam machte; derselbe gebiihrt
auch Herrn Prof. R. Grammel, Stuttgart, fiir mancherlei wertvolle Hinweise
auf Inhalt und Gliederung des Stoffes und Gestaltung der Zahlentafeln. Ebenso
empfing der Verfasser wertvolle Anregungen durch Vorlesungen iiber Integral-
gleichungen und die seminaristischen Ubungen, die Herr Prof. R. Weyrich an
der Deutschen Technischen Hochschule in Briinn gehalten hat. Herrn Prof.
R.Weyrich, desgleichen auch Herrn Dr. F. Schoblik, der freundlicherweise das
ganze Manuskript gelesen hat, sei fiir mancherlei Beihilfe auch an dieser Stelle
der Dank des Verfassers bekundet. Dieser gebithrt auch Herrn Prof. P. Funk,
Prag, fiir freundlich erteilte Ratschlige wihrend der Korrektur, sowie der Frau
des Verfassers fiir wertvolle Beihilfe bei der Berechnung der Zahlentafeln und
nicht minder gilt derselbe auch dem Verlag fiir sein Entgegenkommen, indem er
in wirtschaftlich schwerer Zeit Risiko und Kosten der Drucklegung nicht scheute
und so die Arbeit erst einem weiteren Leserkreis zuginglich machte.

Briinn, im November 1934.

Karl Karas.
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1. Einleitung,

Durch die mannigfachen Untersuchungen, die in letzter Zeit den kritischen
Drehzahlen rasch umlaufender Wellen und der Lésung der mit diesem Problem
in Zusammenhang stehenden Fragen gewidmet waren, sind Methoden und Ver-
fahren entwickelt worden, die sowohl der praktischen Berechnung, als auch der
wissenschaftlichen Strenge in hohem MaBe gerecht wurden, wenigstens sofern
es sich um einzelne diskrete, auf der Welle aufgekeilte Scheiben handeltel.

Nach dem bekannten Vorgange A. Stodolas? sind es hauptsichlich graphi-
sche, auf mehrfacher Anwendung des Seilpolygons beruhende Verfahren, die —
auf den grundlegenden Vorarbeiten insbesondere O. Mohrs3 und L. Vianellos*
fuBend — zur Berechnung der Drehzahlen herangezogen und weiterhin in erfreu-
lichem MaBe ausgebaut wurden’; sie haben in der Tat durch ihre weitgehende
Anpassungsfihigkeit an alle praktisch vorkommenden Fille, wie etwa Verdnder-
lichkeit und Unstetigkeit des Wellenquerschnittes, die Beriicksichtigung von
Einzelmomenten, wie es z. B. die Kreiselmomente aufgekeilter Scheiben sind,
usw. in sehr hohem Mafe ihre praktische Verwendbarkeit erwiesen. Gleichwohl
haftet diesen Verfahren der allen graphischen Losungen eigene Mangel an, daB
ihrer Genauigkeit schon aus zeichnerischen Griinden bald Grenzen gesetzt sind
und ferner der weitere, dall man von einem damit erhaltenen Niherungsergebnisse
kaum sagen kann, ob es sich oberhalb oder unterhalb des wahren Wertes be-
findet, eine Angabe, deren praktischer Nutzen gewil auller allem Zweifel ist.
SchlieBlich ist ja auch bekannt, da man mit bedeutenden Schwierigkeiten zu
kidmpfen hat, wenn man auf graphischem Wege auch die héheren kritischen
Drehzahlen ermitteln will®, ein Ubelstand, der allerdings durch die Arbeiten von
v. Borowicz? und neuerdings von A. Traenkle®in befriedigender Weise behoben
worden ist. Denselben Nachteil weisen iibrigens auch sonst recht brauchbare ana-
lytische Verfahren, wie das gewi3 sehr einfache von M. Krause? oder G. Kull!®

1 Pdschl, Th.: Zusammenfassender Bericht. Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 297.

2 Stodola, A.: Dampf- und Gasturbinen, 5. Aufl. S. 381. Berlin 1922, auch KarraB, G.:
Die Bauteile der Dampfturbinen, S. 77. Berlin 1927.

3 Mohr, O.: Gesammelte Werke, Abh. IX: Die elastische Linie, S.294. Berlin 1906.

4 Vianello, L.: Graph. Untersuchung der Knickfestigkeit gerader Stibe. Z. VDI Bd. 42
(1898) S. 1436; man vgl. hierzu auch Mayer, R.: Die Knickfestigkeit S. 164. Berlin 1921.

5 Man vgl. etwa V. BlaeB: Zur graph. Berechnung der kritischen Drehzahl rasch um-
laufender Welleri. Z. VDI Bd. 58 (1914) S. 183.

6 Stodola, A.: Dampf- und Gasturbinen, S. 386, 5. Aufl. Berlin 1922.

7 v. Borowicz: Beitrage zur Berechnung der krit. Geschwindigkeiten zwei- und mehr-
fach gelagerter Wellen. Dissertation Miinchen 1915.

8 Traenkle, A.: Berechnung kritischer Drehzahlen beliebiger Ordnung nach dem Ver-
fahren von Ritz. Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 499.

9 Krause, M.: Zur Berechnung der kritischen Drehzahlen rasch umlaufender Wellen.
Z.VDI Bd. 58 (1914) S. 878 und G. KarraB: a.a. O. S. 84.

10 Kull, G.: Neue Beitrage zum Kapitel: Kritische Drehzahlen schnell umlaufender
Wellen. Z. VDI Bd. 62 (1918) S. 249 und 270. Morley: Engineering 1918.

Karas, Drehzahlen. 1



2 Einleitung.

auf, das dann G. Zerkowitz!!, gestiitzt auf eine von R. Grammell? her-
geleitete Beziehung zwischen der fliehkraft- und gewichtelastischen Linie von
Wellen in zweckmiBiger Weise fiir mehrfach belastete und mehrfach gelagerte
Wellen in solcher Weise verallgemeinerte, dal damit die héheren kritischen Dreh-
zahlen auch bei vorhandener Kreiselwirkung mit guter Anniherung ermittelt
werden koénnen?s.

Die erwidhnten Mingel steigern sich betriachtlich, wenn man stiickweise stetig
mit Scheiben besetzte Wellen untersuchen soll, wie dies hier bei den kegelstumpf-
und stufenférmigen Gebilden — ausgehend von dem Grundgedanken der Ar-
beiten von W. Ritz!* — auf groBtenteils numerischem Wege versucht wurde,
wobei die moglichst vollstindig wiedergegebenen strengen L6sungen, die die ein-
zelnen Fille im weitem MaBe zulieBen, der Priifstein auf die Genauigkeit und
VerliBlichkeit der Naherungsergebnisse waren und so lange bleiben werden, als
keine praktisch stets anwendbare Fehlerabschiatzung vorliegt®. Neben dem allen
strengen Losungen stets anhaftenden theoretischen Interesse bot sich hier vor
allem der Vorteil, daf3 sich aus ihnen nach dem Vorgange von R. Grammel16
weitgehende Schliisse iiber den EinfluB der gerade hier, wie man sehen wird,
ausschlaggebenden Kreiselwirkung der Laufradscheiben gewinnen lieBen.

Um eine geniigende Konvergenz des Verfahrens zu gewihrleisten, wurden
nur Wellen konstanten Querschnittes und freier Lagerung an den Enden unter-
sucht, denn Wellen veridnderlichen Querschnittes werden wegen der allzu groBen
Rechenarbeit wohl stets nur den graphischen Verfahren vorbehalten bleiben!?.
Von den anderen unter diesen Voraussetzungen etwa auch noch anwendbaren
numerischen Ndherungsverfahren muBten der Natur der vorliegenden Félle nach
jene ausscheiden, die sich einer Teilung des Grundgebietes in gleiche Teile be-
dienen, wie z. B. das sonst sehr zweckmiBige Verfahren von H. Hencky18 oder
die Methode der unendlich vielen Variabeln?, da sie sich einer beliebig vor-
gegebenen Scheibenbesetzung nur bei ungleicher Linge der Teilintervalle an-
passen lieBen, wodurch aber ihre Ubersichtlichkeit und Kiirze wesentliche Ein-

11 Zerkowitz, G.: Zur Berechnung kritischer Drehzahlen rasch umlaufender Maschinen-
aggregate, Turbinen und Pumpen 1930 S.59; man vgl. auch Zur praktischen Berechnung
von Biegungsschwingungen umlaufender Maschinenaggregate. Z. angew. Math. Mech. Bd. 9
(1929) S. 487 (Vortrage der Prager Versammlung).

12 Grammel, R.: Neuere Untersuchungen iiber kritische Zustinde rasch umlaufender
Wellen. Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften Bd. 1 (1922) S. 92.

13 Man vgl. fiir mehrfach gelagerte Wellen auch das Verfahren von E. Schwerin: Hiitte
26. Aufl. Bd. 1 S. 440.

14 Ritz, W.: Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathe-
matischen Physik. Crelles J. Bd. 135 (1909) S. 1 oder Gesammelte Werke S. 192. Paris 1911.

15 Man vgl. hierzu die grundlegenden Arbeiten von R. Courant: Uber die Eigenwerte
bei den Differentialgleichungen der math. Physik. Math. Z. Bd. 7 (1920) S.1. — Uber ein
konvergenzerzeugendes Prinzip in der Variationsrechnung. Gottinger Nachrichten 1922 S, 144.
— Uber direkte Methoden in der Variationsrechnung und iiber verwandte Fragen. Math. Ann.
Bd. 97 (1927) S.711.

Trefftz, E.: Konvergenz und Fehlerabschitzung beim Ritzschen Verfahren. Math. Ann.
Bd. 100 (1928) S. 503. — Uber Fehlerschatzung bei Berechnung von Eigenwerten. Math. Ann.
Bd. 108 (1933) S. 595.

16 Grammel, R.: Kritische Drehzahl und Kreiselwirkung. Z. VDI Bd."64 (1920) S. 911;
Bd. 73 (1929) S. 1114.

17 Man vgl. die diesbeziigliche Bemerkung in der Einleitung der Arbeit von A. Traenkle8:
a.a.O.

18 Karas, K.: Uber die angeniherte Berechnung der kritischen Tourenzahlen rasch
umlaufender Wellen. HDI-Mitt. Bd. 17 (1928) S. 95, 119, 167; Z. VDI. Bd. 72 (1928) S. 1648.

19 v, Mises, R.: Uber die Stabilitiat rotierender Wellen. Mh. Math. Physik Jg. 22 (1911)
S. 33. Karas, K.: Kritische Drehzahlen stetig mit Masse belegter Wellen mit Langsbelastung
und Kreiselwirkung. Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 158 und Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929)
S. 485. (Vortrage der Prager Versammlung.)
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buBen erleiden miiBten. Hingegen wurde von der Anniherung mittels linearer
Integralgleichungen bzw. bei Beachtung der Kreiselwirkung der Integrodifferen-
tialgleichungen entsprechender Gebrauch gemacht, da auch sie gleich dem Ritz-
schen Verfahren?® eine kontinuierliche Beherrschung des Grundgebietes ermég-
lichen. Dasselbe gilt schlieBlich von dem graphischen Verfahren mittels der er-
weiterten Schaulinien von R. Grammel?$, das alle hier in Frage kommenden
Beziehungen in besonders iibersichtlicher Weise zur Darstellung bringt und so
auch eine wertvolle Kontrolle anderweitig gewonnener Ergebnisse erméglicht.

2. Entwicklung des Verfahrens fiir unsymmetrische Fille.

Der Grundgedanke des Verfahrens von W. Ritz2! ist der, daB man fiir die
zunichst unbekannte Verzerrung der Welle Funktionen in den Ansatz einfiihrt,
die sich der zu erwartenden Forminderung méglichst innig anschmiegen, und

20 Fir die hier vorliegenden Falle wurde das Ritzsche Verfahren erstmalig benutzt von
H. Melan in seiner Arbeit: Kritische Drehzahlen von Wellen mit Langsbelastung. Z. ést. Ing.-
u. Arch.-Ver. Bd. 69 (1917) S. 610 und 619. Man vgl. ferner hierzu K. Karas: Die kritischen
Drehzahlen der fliegenden Welle mit Lingsbelastung und Kreiselwirkung, Ing.-Arch. Bd. 1
(1930) S. 84, wo sich noch weitere Literaturangaben tiber das Ritzsche Verfahren vorfinden.
Neben der Arbeit von H. Melan, in der Wellen mit Langsbelastung erstmalig untersucht
wurden, vgl. man noch folgende: E. Schwerin: Die Stabilitat rotierender axial belasteter
Wellen. Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 101, in der fiir fehlende Kreiselwirkung die
Stabilitat mittels des Verfahrens kleiner Schwingungen untersucht wird, ferner: P. E. Bru-
nelli—M. Medici: L’influenza della spinta assiale sulla velocita critica degli alberi, Politec-
nico Nr 3 (1929), worin verschiedene Fille der Langsbelastung bei gleichmaBig verteilter und
im Wellenmittelpunkt konzentrierter Querbelastung untersucht werden, darunter auch
(Fall VII), ein solcher, bei dem die Lingskraft im Mittelpunkt der Welle angreift. Der Autor
zeigt, daB auch in den Fillen mit eingespannten Enden die kritische Drehschnelle sich in
einfacher Abhangigkeit vom Verhiltnis P/ Py erweist, worin P die Langskraft, Py die Euler-
sche Drucklast des jeweiligen Falles bedeutet.

21 AuBer der erwahnten Literatur vgl. man z. B. hinsichtlich des Ritzschen Verfahrens:
H. Lorenz: Naherungslosungen statisch unbestimmter Systeme. Z. VDI Bd. 57 (1913) S. 543
oder Lehrbuch der techn. Physik Bd. IV S. 397. Miinchen und Berlin 1913; ferner K. Feder-
hofer: Uber das Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit. Physik. Z. Jg. 18 (1917) S. 560.
S. Timoschenko: Sur la stabilité des systémes élastiques. Ann. Ponts. Chauss.
1913 Fasc. 3—b5, worin eigentlich das mit dem Ritzschen Verfahren zusammenhingende
Rayleighsche Anwendung findet. Uber das Rayleighsche Verfahren in Anwendung auf Trans-
versalschwingungen von Stiben vgl. man auch: P. E. Brunelli: Oscillazioni traversali di
aste mobili. Atti del R. Istituto d’Incoraggiamento di Napoli Serie VI Vol. LXXVIII.
Napoli (1926).

Hinsichtlich weiterer Literatur zum Verfahren von W. Ritz vgl. man Th. Péschl:
Uber die Berechnung der Spannungsverteilung in zylindrischen Behilterwinden mit ver-
anderlichem Querschnitt. Armierter Beton 1912 S. 169, 210, 328; ferner Th. Péschl: Uber
die Berechnung der Spannungsverteilung in rotierenden Scheiben mit verénderlicher Breite.
Z. ges. Turb.-Wes. 1913 S. 70, 90, oder die Broschiire: Berechnung von Behiltern. Berlin 1913;
ferner A. Nadai: Uber das Ausbeulen von kreisférmigen Platten. Z. VDI Bd. 59 (1915) S. 173,
221. S. Timoschenko: Z. Math. Physik 1910. A. Stodola: Schwingungen von Dampf-
turbinenlaufridern. Schweiz. Bauztg. 1914 S. 274; ferner K. Federhofer: Uber die Be-
rechnung der diinnen Kreisplatte mit groBer Ausbiegung. Eisenbau Bd. 9 (1918) S. 152 und
iiber das Kippen krummer Stibe vom selben Autor im Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften, Wien, math.-naturw. Klasse, Abt. IIa, Bd. 134 (1925) S. 81. Hierzu auch
K. Karas: Die Ermittelung der Kipplasten des einseitig eingespannten krummen Stabes. Fest-
schrift der Deutschen Technischen Hochschule Briinn 1924 S. 240 und HDI-Mitt. Bd. 13 (1924)
S. 225; Bd. 14 (1925) S. 26; ferner: Uber die Kipplasten des im Scheitel belasteten krummen
Stabes. HDI-Mitt. Bd. 16 (1927) S. 66 und 103. K. Federhofer bevorzugt ebenfalls, und zwar
mit groBem Erfolg hinsichtlich der Giite der Anniherung Potenzansitze in seinen Arbeiten:
Berechnung der Kipplasten gerader Stibe mit veranderlicher Hohe. Berichte des 3. interna-
tionalen Kongresses fiir Mechanik. Stockholm 1931 und Neue Beitriage zur Berechnung der
Kipplasten gerader Stibe. Sitzungsberichte der Wiener Akademie der Wissenschaften, math.-
naturw. Klasse, Abt. ITa Bd. 140 (1931) S.237; ferner H. Melan : Uber eine Naherungsrech-

1*



4 Entwicklung des Verfahrens fiir unsymmetrische Fille.

dann sowohl die Arbeit L; der inneren Krifte (Formdnderungsarbeit), als auch
die Arbeit L, der duBeren Krifte auf Grund dieser Ansitze berechnet und in
die Arbeitsgleichung

L,—L,=0 1)

einfiihrt, wodurch man gewthnlich zu bereits recht brauchbaren Niherungswerten
fiir den ersten Eigenwert gelangt. Das Verfahren geht dabei von der sehr an-
schaulichen Vorstellung aus, daf der Fehler bei der Ermittelung des fraglichen
Eigenwertes klein ausfallen mufl, wenn man sich auf irgendeinem Wege die
GewiBheit dariiber verschafft, da} die angenommene Verzerrungsfunktion nicht
allzusehr von der in Wirklichkeit auftretenden Form der Verzerrung abweichen
wird. Dies geschicht aber nach W. Ritz dadurch, daB man beim Ansatze bereits
einige oder besser moglichst alle vorgegebenen Randbedingungen erfiillt. Will
man dabei nicht stehen bleiben, sondern bessere Nidherungsergebnisse erhalten,
oder ist man gendtigt, auch hohere Eigenwerte zu berechnen, so kann das nach
W. Ritz dadurch geschehen, daBl man in einem Ansatze zwei oder mehrere linear
voneinander unabhingige Verzerrungsfunktionen, die jede fir sich die vor-
gegebenen Randbedingungen befriedigen, in (1) einfiihrt:

y=a;f,(%) + axfa(¥) + - - -,

worin die zunidchst noch unbestimmten Freiwerte a,, a,, . . . durch die Vorschrift
bestimmt werden, da8 der nach (1) verschwindende Ausdruck L, — L, zugleich
zu einem Extremum werde, daf also neben (1) noch die weitere Beziehung

0(Li—L)=0 2)

erfiillt werde, worin der Operator d die vorzunehmende Variation andeuten soll22.
Der Verein von (1) und (2), welche beide Gleichungen voneinander unabhingige
Aussagen machen, beinhaltet im wesentlichen das Ritzsche Verfahren2?? fiir die
vorliegenden Fille. Es ist nun bekanntlich:

l
L= %Ef{ y"*dx, (3)

nung fir Schaufelschwingungszahlen bei Grenzturbinen. ,,Die Forschung. VDI Bd. 4 (1933)
S. 188, und viele weitere Arbeiten.

Weitere Literatur zur Frage der kritischen Drehzahlen findet man in Philos. Trans. Roy.
Soc., Lond. Bd. 185 (1895) S. 281; ferner A. Stodola: Dampfturbinen 1922 S. 358—399
und S. 917—946, 5. Aufl. H. Lorenz: Kritische Drehzahlen rasch umlaufender Wellen. Z.
VDI Bd. 63 (1919) S. 240 und 888, schlieBlich im zusammenfassenden Bericht von Th.Péschl®.
Man vgl. auch die Literaturangaben des in Anm. 24 erwihnten Buches von P. E. Brunelli.

22 Genauere Ausfiihrungen hierzu findet man in den unter 18 und !® mitgeteilten Arbeiten
des Verfassers.

23 Uber den Zusammenhang der Verfahren von Ritz und Rayleigh vgl. man insbe-
sondere A. Stodola: Dampfturbinen, S. 914, 915. Uber eine vergleichende Wiirdigung des
Verfahrens von W. Ritz, das eine obere Schranke des fraglichen Eigenwertes, und des Ver-
fahrens der sukzessiven Approximationen, das hinwieder eine untere Schranke desselben
liefert, sowie deren Verwendbarkeit im Falle des gleichzeitigen Auftretens mehrerer Parameter
im gegebenen Eigenwertproblem vgl. man P. Funk: Bemerkungen zur praktischen Berechnung
des kleinsten Eigenwertes. HDI-Mitt. Bd. 20 (1931) Heft 21 und 22 S.453. Die Betrachtungen
erstrecken sich daselbst auch in analoger Weise auf die Rayleighsche Stérungstheorie. —
Eine untere Grenze fiir die Eigenwerte liefert auch das Verfahren von H. Hencky!8, sowie
auch die Benutzung der aus der Theorie der Integralgleichungen bekannten Vollstandigkeits-
relation, die mit Erfolg immer dann herangezogen werden kann, wenn der Kern der beziiglichen
Integralgleichung explizite bekannt ist; man vgl. hierzu K. Hohenemser: Praktische
Wege zur angenidherten Schwingungsberechnung elastischer Systeme. Ing.-Arch. Bd. 1 (1930)
S. 271, insbes. GIl. (14), S.274 und Th. P6schl: Uber die angenaherte Berechnung der
Schwingzahlen von Rahmentrigern. Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 469, insbes. S. 471, 472;
ferner W. Lohmann: Eigenschwingungen von Dampfturbinenschaufeln unter allgemeinen
Bedingungen, S. 44—49. Dissertation Jena 1932.
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worin y(x) die Auslenkung der Welle (Abb. 1), E J die Biegungssteifigkeit, ! die
Linge derselben bedeuten. Neben den bereits erwdhnten Voraussetzungen kon-
stanten Querschnittes und beidseitig freier Lagerung der Enden wurde ferner
noch angenommen, daB3 die Welle selbst als masselos betrachtet werden kénne
gegeniiber der Masse der aufgekeilten dilnnen Scheiben vom Radius 7 (x) (Abb. 1),
die voll zu denken sind und trotz dichter Aneinanderreihung auch nach ein-
getretener Verzerrung der Welle nirgends einander beriihren mégen; ihre Ebene
bleibe dauernd normal zur Tangente an die elastische Linie in deren DurchstoB-
punkt mit der Scheibenebene, der mit dem geometrischen Mittelpunkt und wegen
der weiterhin vorausgesetzten Homogenitit des Scheibenmaterials von der raum-

lichen Dichte w[M L=3] somit auch
mit dem Schwerpunkt der Scheiben
zusammenfallen mége. Bedeutet nun
ferner @ die kritische Drehzahl im
Verzerrungszustande, so ist offenbar 1““
mit L,p als der von den Flieh- ;
kraften herrithrenden duBeren Ar- _ |
beit: 2

l
LaF=%,uw2nfr2y2dx. 4)
0

Ta

fe—a—s
-

L—=>]

5
14

O e

a=arctyi
ﬁ 1
— -l-)
z

8

Mit (3) und (4) ergeben (1) bzw.

14

(2) wenn der Faktor _1_ sogleich Abb. 1. Die im Bereich 2 £ x < b mit Scheiben von linear ver-
s A :

2
weggelassen wird:

I
I=[(EJy" —apw?rtyt)ds =0,
0

I
8I=208[(EJy"*—apw?r?y?)dz =0.

0

anderlichem Halbmesser 7 (x) besetzte Welle und deren Durch-
biegung y (%).

(1a)

(2a)

(2a) kann auch unmittelbar aus dem Prinzip von Hamilton gewonnen werden.
Dieses besagt, dal die Bewegung der Welle so erfolgt, daB die gesuchte Ver-

zerrungsfunktion y(x,¢) das Integral H = f V — L) dt stationir macht, ver-

glichen mit solchen speziellen benachbarten konkurrenzfahlgen Funktioneny (x,£),
welche fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢, mit y (x, ) ibereinstimmen. Dabei bedeuten L die
kinetische und V die potentielle Energie des elastischen Systems, also hier der
Welle samt aufgekeilten Scheiben. Da nun ein Punkt der verzerrten Wellen-
mittellinie die Geschwindigkeit w y besitzt, so ist offenbar:

1 14
L= tuonfryas+ 1o 6,05
0

Hierin stellt der zweite Term offenbar die Rotationsenergie dar, die die Welle
bereits vor der eingetretenen Verzerrung samt ihren aufgekeilten Scheiben be-
sitzt, sofern @, das axiale Trigheitsmoment der aufgekeilten Scheiben je Lingen-
einheit der Welle um eine zu ihrer Ebene senkrechte Achse durch den Mittelpunkt
der Scheiben bedeutet. Die potentielle Energie V' des Systems wird hingegen offen-
bar durch (3) dargestellt. Schreibt man nun geméB der obigen Aussage das Hamil-

tonsche Prinzip in der Form 4

6fVL

(5)
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und fithrt hierin ¥ und L ein, so folgt

6ff(E]y"2—7z,uw272y2—w201,)dxdt=0.
to 0O

Da in unserem Falle y und seine Ableitungen nach x von der Zeit ¢ unabhingig
sind und der letzte Term im Integranden obiger Gleichung keinen EinfluB auf
das Ergebnis der Variation hat, so erkennt man, daB dasaus (5) gewonnene Ergebnis
dasselbe aussagt wie (2a).

Fiihrt man im Interesse vereinfachter Rechnung dimensionslose Veranderliche
gemil

x=1¢, y=1n (6)
ein, so folgt sofort
dy _ dy ay 1 d%q aéy 1 dq dty 1 d*y (7)
dx ~ dE’ dx* 1 dg¥’ ars 12 48’ dxt P 4t

Definiert man analog gemiB3 Abb. 1
r=1le, ro=1le, ra=1l0, =l n=le, (8

pw?lta
TEJ 9)

so folgt aus (la) bzw. (2a) nach (6) bis (9) mit etwas anderer Bedeutung von I:

U =

H

1
[ —ugrnp)dé =0, (1b)
0

0r

I

1
8 f (" —ugp)dE=0. (2D)
0

Da die Annahme eines linear verinderlichen Scheibenhalbmessers in den weitaus
meisten Fillen die im Dampfturbinenbau tiblichen Liuferformen in befriedigender
Weise darstellt, so gilt mit ¢ = tg « (Abb. 1) in dimensionslosen GréBen

0=g+1¢&, (10)

wobei g nach (10) im Intervalloa < & < f definiert ist, wihrendp = 0in0 < £ < «
und g =< £ =<1 ist, wobei die Grenzen «, 8 gemdB Abb.1 erklirt sind durch

a=1la, b=18. (11)
Wegen der vorausgesetzten freien Lagerung der Wellenenden in A bzw. B gilt

y0)=9"0)=y(0) =9y"() =0, (12)
oder kiirzer
n0)=7"0)=7n1)=7"(1)=0. (12a)

a) Erste Ndherung.
(12a) geniigt der Ansatz

N=oy(E—28+8), 7=0(1—-68+48), 7"=—120,(—8). (13)
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Mittels (13) und (10) berechnen wir nun die bestimmten Integrale

1
aiFAzaEJn"zd{:: ai-%=ai-4,8, F,=48
1
o2 4 =«§0f02n2d5=ai[yui2+ym(—4i2+2i@o)+ V(42 —8igy+ ) ( (14)
4 v5(292+ 810y — 403) + ¥y (— 412+ 40, + 40
+ Ve (— 8109+ 203) 4 V5 (12 — 403) + 7,- 2100 + ¥5- 03]

I ad

ynzﬁn_an) ﬂn:g;; 0(«,,,:7, n=1,2,... (15)

Hierin ist

Die Einfithrung von F 4, und 4 in (1b) ergibt zur Bestimmung von #, und damit
nach (9) von w? die Gleichung

Auy—F,=0, ¢4A=%f. (16)

Der unbestimmt gebliebene Freiwert «, ist hierbei in Fortfall gekommen. Der
Index A soll zur Unterscheidung gegen andere Anndherungen gleich jetzt hinzu-
gefligt werden. Mit auBerordentlicher Schnelligkeit und einer Genauigkeit, die
in den meisten Fillen Bruchteile eines Prozents betrigt, lassen sich aus (14)
und (16) nun die ersten kritischen Drehzahlen berechnen, sofern blof die Werte y,,
in (15) zur Verfiigung stehen. In Tabelle 1 wurde daher die Funktion x"/n fiir die
Argumentwerte x = 0,05, 0,1, 0,15, . . . 1, auBerdem fiir ¥ = 0,33 und 0,67 und
fiir # bis 17 mit einer fiir die meisten Fille ausreichenden Genauigkeit berechnet.
Trotzdem fiir ¥ noch kleinere Abstinde erwiinscht wiren, geniigt Tabelle 1 den
meisten Anforderungen und der Vergleich des Rechenaufwandes nach (14) und (16)
mit dem der strengen Lésungen erweist anschaulich die groBe praktische Uber-
legenheit des Ndherungsverfahrens.

Um dieses Ergebnis gleich jetzt zu veranschaulichen, sei angenommen, dal3
die ganze Wellenlinge mit Scheiben gleichen Durchmessers p, besetzt sei. Dann
ist offenbar « =0, f# =1, ¢ =0 und es findet sich nach Tabelle2, Fall 1
Uy gﬁ = 97,548, wozu bekanntlich die hier leicht angebbare und lingst ermittelte
wahre Losung u,, o8 = n* = 97,409 gehoért, woraus die grofBe Giite der An-
niherung beurteilt werden kann. Man vgl. hierzu Abb. 3, Fall 1, S. 12.

Wollte man unter Verzicht auf die beiden Randbedingungen %"’ (0) =%"' (1) =0
Ansitze einfiihren, die bloB 7(0) = (1) = 0 befriedigen, so erhielte man z. B.
mit n = a, (6 — &?) fir » den Niherungswert u,0f = 120, der ganz auBer-
ordentlich vom wahren Werte abweicht. Umgekehrt liegt die Vermutung nahe,
daB man auch ohne Benutzung von (2b) durch (1b) allein zu schirferen Lésungen
vordringen kénnte, wenn man Ansitze einfithrte, die noch weitere Randbedin-
gungen erfiillen, als sie durch (12a) allein gegeben sind. Aus der im nichsten
Abschnitt ermittelten Differentialgleichung kann man in der Tat leicht folgern,
daB auch die weiteren Bedingungen 74 (0) = %' (1) = 0 von der strengen L&-
sung erfiillt werden, die ersichtlich auch der Ansatz

N=og(—3&+58—3E+8), 5'=300(&—281 &),
N = — 360 og (£ — &2)
nebst (12a) befriedigt. Nach lingerer Rechnung findet man damit aus (1b) die
Losung: u 405 = 97,411, die den Fortschritt der damit erzielten Ndherung erweist.
Trotzdem wurde auf diese Méglichkeit fernerhin verzichtet, da sie die Ausdriicke

zu weitlidufig gestaltet und man auch nach (14) und (16) hinreichend genaue
Ergebnisse erzielt.
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n
Tabelle 1. Tafel der Funktion % fiir # = 1 bis 17

\N 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
2 0,0%125 0,025 0,0I125 0,02 0,03125 0,045
3 0,0%4167 0,0333333 0,021125 0,02266667 | 0,02520833 | 0,0%9
4 0,0%156 0,0%25 0,03126 56 0,034 0,0%976 56 0,022025
5 0,076 0,052 0,0%1519 0,0%64 0,0319531 0,03486
6 [ 0,0%17 0,0°190 0,041067 0,0%4069 0,031215
7 0,071 0,0%24 0,0%183 0,0%872 0,0%3124
8 o 0,073 0,0%32 0,0%191 0,0%820
9 o 0,076 0,0%42 0,0%219
10 0,071 0,0%10 0,0%59
11 o 0,072 0,0%16
12 o 0,074
13 0,071
14 o
15
16
17

x

n 0,55 0,60 0,65 0,67 0,70 0,75
2 0,15125 0,18 0,2I125 0,224 45 0,245 0,28125
3 | 0,05545833 | 0,072 0,09154167 | 0,10025433 | 0,11433333 | 0,140625
4 0,02287656 | 0,0324 0,04462656 | 0,05037780 | 0,060025 0,079 101 56
5 0,01006569 | 0,015552 0,02320581 | 0,02700250 | 0,033614 0,04746094
6 0,02461344 | 0,027776 0,01256982 | 0,01507640 | 0,01960817 | 0,02966309
7 0,02217491 | 0,02399909 | 0,02700318 | 0,02865816 | 0,0117649 0,01906913
8 0,02104667 | 0,02209952 | 0,02398306 | 0,02507585 | 0,02720600 | 0,0I1251411
9 0,035 1171 0,02111974 | 0,0%230132 0,02302295 | 0,02448373 | 0,02834274
10 0,0%2 5330 0,0360466 0,02134627 | 0,02182284 | 0,02282475 | 0,02563135
11 0,0%12665 0,0332982 0,0379553 0,02111027 | 0,02179757 | 0,02383956
12 0,0%6385 0,0%18140 0,034 7400 0,0368 189 0,02115344 | 0,0%2263970
13 0,0%3242 0,0310047 0,0328440 0,0342172 0,037 4530 0,02182748
14 0,0%1656 0,0%5597 0,031 7166 0,0326237 0,0348445 0,02127271
15 0,05850 0,0%3135 0,0310414 0,0%16 407 0,033 1650 0,038 9090
16 0,0%438 0,041 763 0,0%6346 0,0%10 306 0,0320771 0,0%362641
17 0,05227 0,0%996 0,043 882 0,0%6 499 0,031 3684 0,034 4217

b) Zweite Ndherung.

Allen Bedingungen (12a) gentigt mit den zwei Freiwerten o, und o, der
folgende Ansatz:

N =y (6 — 284+ &) 4 a5 (TE — 108+ 3E5) = oy 7y + 575
7 =0y (1 =684 48) + o5(7T— 308+ 15 &)
7= —120, (& — &) — 60 o, (§ — &)
Mit (17) ergibt zunichst (1b)
I=2F, + 20405Fg+ a2Fg— u(ai A+ 2a,0;B 4+ o2C),

(17)

worin F, und 4 durch (14) gegeben sind, wihrend die anderen GréBen durch
die nachfolgenden Beziehungen definiert sind: Schreibt man (17) kiirzer durch

"] == 0(4774 + 0(5')’]5, SO iSt
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und die angegebenen Werte von #. [Man vgl. hierzu (15)].

0,33 9,35 0,40 0,45 0,50
0,054 45 0,061 25 0,08 0,10125 0,125 2
0,011979 0,01429167 0,02133333 0,030375 0,041 66667 3
0,022 964 80 0,0%23751 56 0,0264 0,010251 56 0,015625 4
0,0%78271 0,02105044 0,022048 0,0%23690 56 0,02625 5
0,0321524 0,0330638 0,036 8267 0,021 38396 0,022604 17 6
0,0%6088 0,049191 0,0%2 3406 0,0%53381 0,021 11607 7
0,0%1758 0,0%2815 0,048194 0,032 1019 0,034 8828 8
0,05516 0,05876 0,042913 0,048 408 0,0321701 9
0,05153 0,0%276 0,041049 0,03 405 0,049 766 10
0,0%46 0,0%88 0,05381 0,041 303 0,044 439 11
0,0%14 0,0828 0,0%140 0,0%575 0,042035 12
0,074 0,079 0,0%52 0,05239 0,0%939 13
0,071 0,073 0,019 0,0%100 0,0%436 14
o 0,071 0,077 0,0842 0,0%203 15
o 0,073 0,0%18 0,0%95 16
0,071 0,077 0,0845 17
x
0,80 0,85 0,90 0,95 1 %
0,32 0,36125 0,405 0,45125 0,5 2
0,170666 67 0,204 70833 0,243 0,28579167 0,33333333 3
0,1024 0,13050156 0,164025 0,20362656 0,25 4
0,065 536 0,08874106 0,118098 0,15475619 0,2 5
0,043 69067 0,06285825 0,0885735 0,1225I531 0,16666667 6
0,029959 31 0,04579673 0,06832813 0,09976247 0,14285714 7
0,020971 52 0,034061 32 0,053 808 40 0,08292755 0,125 8
0,01491308 0,02573522 0,043046 72 0,070027 71 O,IITIIIII 9
0,010737 42 0,019687 44 0,034 86784 0,05987369 0,1 10
0,02780903 0,01521302 0,028 52824 0,051 70910 0,090909 09 11
0,02572662 0,01185348 0,023 53580 0,04503001 0,08333333 12
0,02422889 0,029 30042 0,019552 81 0,03948785 0,07692308 13
0,023 14146 0,02734069 0,01634057 0,03483393 0,07142857 14
0,02234562 0,02582361 0,01372608 0,03088608 0,066 66667 15
0,0%175922 0,024 64069 0,011 58138 0,027 50792 0,0625 16
0,0%21324 59 0,02371255 0,02981011 0,024 59531 0,05882353 17
: : 1920
Fp= Ofn;'ngds =36, F, =0fng2d§ — == = 274,285 714
1
B=Jennsdf = 71038+ yu (=6 + 6o
+ 710 (— 1082 — 12140 + 3 0F) + 5 (23 — 20 10y — 6 ¢F)
+ 75 (712 + 46 09 — 10 0F) + , (— 24 4% + 140y + 23 0F) (18)

+ vs (— 48000+ T03) + 75 (712 — 24 03) + v4- 14700+ ¥5- 70}

1
C= .({0277?,45 = Y15 912+ V1o 18109+ Y11 (— 6047 + 905) — y10- 12020,

+ 75 (142 4% — 60 0F) + ¥5- 284100 + ¥, (— 140 4% + 142 0F)
— V6280000 + V5 (49 9% — 140 ) + y4- 984500+ V5-490F

Hierin sind die GroBen y, durch (15) gegeben.
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Geht man nun mit obigem Wert I in (2b) ein, bildet also 61 = 0 oder fiihrt,
oI oI

was damit gleichwertig ist, die Differentiationen aus: Frw 0, F P 0, so
4 5

erhdlt man zwei in «, und «; lineare und homogene Gleichungen. Sollen nun

a, und «; nicht gleichzeitig verschwinden, d. h. soll gemiB (17) iiberhaupt eine

Verzerrung eintreten, so mubBl die Determinante des Gleichungssystems ver-

schwinden, was ergibt

| (e =P (Bu—TFy)

| (Bu — Fg) (Cu — Fy)

(19) liefert hinsichtlich # eine quadratische Gleichung, die als Wurzeln eine
gegen u 4 in (16) verschirfte erste und eine neue Anniherung an die zweite kritische
Drehzahl liefert. Bei verschiedenen Fillen dndern sich bloB die GréBen 4, B, C,
wihrend F 4, F g, F stets die in (14) bzw. (18) angegebenen festen ZahlengroBen
bedeuten. Das in (19) von u freie, also absolute Glied hat daher stets denselben
Zahlenwert

=0. (19)

F,F,— F% = 20,571429

der somit bei wiederholten Annahmen der Scheibenbegrenzung in (19) stets mit
tibernommen werden kann, was eine weitere Verkiirzung der Berechnung bedeutet.
In entwickelter Form lautet (19)

(A —F ) (Cu —Fp) — (Bu —Fp2=0. (20)

Aus (19) folgen jedoch neben der quadratischen Gleichung zwei weitere An-
niherungen an die erste kritische Drehzahl neben dem aus (16) folgenden Wert # 4,
denn in 4, ist ja kein Linearfaktor gemdB (14) und (18) vor den anderen bevor-
zugt und daher ergeben sich neben u, die weiteren Niherungswerte:

Fg Fo
Ug = B Uo = <

Hiermit ist fiir die Zahlenrechnung eine wertvolle Kontrolle gefunden, die
stets verlaBlich ist, da ja die beiden Teile des Ansatzes (17), ndmlich 7, und #;,
linear voneinander unabhingig sind. #,, #g, %, diirfen nur um relativ geringe
Betrige voneinander abweichen und man wird erst nach dieser Sicherstellung
zur Auflosung der quadratischen Gleichung (20) schreiten. In den folgenden
Zahlentafeln ist diese Kontrolle stets durchgefithrt. In welchen Beziehungen
wu,, g, e zum verschirften aus (20) folgenden Niherungswert #, an die erste
kritische Drehzahl stehen, wird im vierten Abschnitte gezeigt werden.

(21)

c) Dritte Ndherung.

Diese wird bloB da zur Anwendung kommen, wo man eine obere Schranke
fir die dritte kritische Drehzahl der unsymmetrischen Fille bendtigt; sie ist
ferner von Bedeutung fiir die Betrachtungen des vierten Abschnittes. Man findet
mit dem Ansatz

N =g —28+ &)+ o (TE—108+38%) 4 ag(4& — 58 4 &)
= a7y + o575 + %7
0= oy (1 — 6 E - 48 4 og (T — 30 82 4 15 &) & o (4 — 1582 + 6£5)
n'=—120, (& — &) — 600 (¢ — &) — 3005 (£ — &)
I=oiF 4 2u05Fp+ 3 Fo+ 20306Fp + 2a505F g+ o Fp
—u(@2 A+ 20405B+ a2C + 20,050 + 20504 E + aF),

(22)
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worin unter Beachtung von (15) neben (14) und (18) bedeuten
Fp= fn" vadE = T — 21428571, F,= fn;;ngdg =165,
6

Fp= [ny2d& =100

I
o, .

1

D =0f92nmsd5 = P15e 82+ Prp(— 282+ 2i00) + yiy (— 4100 + 03)
Va0 (— 42— 203) + 7, (1042 — 81igg) + 75 (4 i2+ 200y — 4 03)
+ 72 (— 1322+ 8igy + 10 0§) + Y6 (— 26 10y + 4 0)
+ 75412 — 1308) + v4-8i00+ V5- 405

1
E :6[92775776‘%2?’14‘3"2+713‘6i90+712(—10i2+39%)
+ 11 (— 1542 — 20 70,) + 10 (712 — 30 0y — 10 )
+ 7, (6242 + 14100 — 1508) + ¥ (124500 + 705) + ¥ (— 7512 + 62 05)
— V5 - 150 19 + 75 (28 42 — 75 05) + ¥4 56 509 + V5 280§

1
F ZJQZU?;‘% = Y15 0%+ Y1a- 2000 + V13705 — Y12+ 1097 — 1, - 2070
+ V10 (8% — 10 0f) + ¥, (25 7% + 16 i o) + 5(50 i 0o + 80F)
+ 7, (— 408 + 25 05) — 75~ 80400 + 75 (16 * — 40 05)
+ 74-32400 + V316 0§
Wie frither findet man aus 6 = 0 oder (;9_1 = aij— = (2— = 0 die Gleichung

(Au —F ) (Bu —Fg) (Du — Fyp)
— (Bu—Fyp) (Cu —Fg) (Ew — Fy)
(Dw — Fp)(Eu — Fg) (Fu — Fy)

Auch hier ergeben sich fiir die erste kritische Drehzahl neben (16) und (21) die
weiteren Niherungen

=0. (24)

Fp Fg Fp

up="72, up=-r, wp=-r. (25)

(25) muB zur Kontrolle berechnet werden, ehe die kubische Gleichung (24) auf-
gelost wird. Es folgen aus (24) auch andere Niherungen an die zweite kritische
Drehzahl als (19), doch kann hier auf ihre Darstellung verzichtet werden. Er-
wihnt werden muB hier freilich, daB3 die Auswertung von (24) groBe Anforderun-
gen an die Genauigkeit der Berechnung von 4 . .. F stellt, was einer hiufigeren
Ausnutzung natiirlich hindernd im Wege steht. Alle Niherungen stellen obere
Schranken der Wurzelwerte dar, wie es dem Ritzschen Verfahren eigen ist.

3. Die Differentialgleichung und die Berechnung wichtiger
Spezialfille.

Die Gleichungen von P. E. Brunelli.

Betrachten wir gema Abb. 2 unter vorldufiger AuBerachtlassung der Kreisel-
wirkung das Biegungsmoment an der Stelle #, so sehen wir, daB es durch Sum-
mierung von Elementarmomenten dM, = dmyw? (t — %) entsteht, die von der
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Fliehkraft des Massenelementes dm = ur?(r)ndg, worin ¢ nach Abb. 2 auf den

Bereich x < ¢ </ beschridnkt ist, herriihren und noch aus dem Moment der
Haltekraft 7 am Ende x =/ der Welle

@ !
Mw=E]d—;=nﬂw2frz(g)(g-x)ndg-T(z—x).

Ableitung nach x ergibt mit Beachtung der verinderlichen unteren Grenze

T L a3y !
T E]gi=—anot [rE)ydr+T,
dty
EJ —auw?r?(z)y=0. (26)
f‘”w Mit Beachtung von (6) bis (9) folgt kiirzer
dtn
=T dmag@® Ist § =0, also nach (10) o = p,, so folgt aus (26a)
>y L7 “y fiir konstanten Scheibenhalbmesser
v dy
T %7 (26a) kann, was zur Kontrolle dienen mége, sofort auch

Abb. 2. Die Verbiegung der Welle
dureh Flichkraft md Kesiselwirkung, aUs (2b) S.6 gewonnen werden, wenn man dessen Inte-

grand F (1", ) =n""% —up?n? wie es die Variations-
rechnung vorschreibt, der Euler-Lagrangeschen Ableitung
d* [ OF \ d (0F 0F
75 (3) — 7 (o) + 3 =0 (28)
unterwirft, was leicht verifiziert werden kann.

Bevor jedoch aus (26a) im Verein mit (12a) weitere Ergebnisse hergeleitet
werden, mogen die Ergebnisse des zweiten Abschnittes zur niherungsweisen Be-
rechnung einiger wichtiger Spezialfille herangezogen werden, wobei — wie die
Ergebnisse zeigen — die zweite Anndherung vollkommen ausreichend ist. Die

in dieser Arbeit untersuchten Fille sind in den Ab-
}  bildungen und zugehérigen Tabellen mit fortlaufen-
ﬁg den Nummern versehen worden, um spiterhin kurz
£=0 . é=7 auf sie Bezug nehmen zu kénnen.

Fall 1, Abb. 3: Dieser lingst bekannte Belastungs-
o e p- 4~ fall, dessen strenge Losungen in unserer Bezeich-

<=1 nungsweise lauten:

Abb. 3, Falll. Die mit Scheiben von
konstantem Halbmesser g, vollstindig %Q% = ('}’l 7I)4, n= 1, 2, 3, e (29)
besetzte Welle. [Man vgl. (32), (99).]

wurde bereits im ersten Abschnitt erwidhnt.

Fiir ihn ist « = 0, # = 1, ¢ = 0, wihrend g, jeden beliebigen Wert annehmen
kann. Die Tabelle 2 enthilt nun in der ersten Spalte die Nummer des betreffenden
Falles, in der zweiten dessen Kennzeichnung durch Angabe der charakteristischen
Ziffern «, B, 1, g,, wobei natiirlich jene jeweils nicht angegeben ist, die unbe-
stimmt bleiben kann, d. h. fiir die nachtraglich — solange Kreiselwirkung un-
beachtet bleibt — unbeschadet der Allgemeinheit des Ergebnisses jede beliebige
Zahl angenommen werden kann; es fehlt also in der zweiten Spalte entweder g,
oder ¢ oder keines von beiden, wihrend « und f natiirlich stets vertreten sind.
Die dritte Spalte enthilt den Hinweis auf die entsprechende Abbildung, wahrend
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die nichsten drei Spalten die gemaf (14) und (18) ermittelten Werte von 4, B, C
enthalten und zwar nach Abscheidung des unbestimmt gebliebenen, in der
zweiten Kolonne also fehlenden Faktors g, oder 7, der andrerseits in den weiteren
drei Spalten, die gemaB (16) und (21) die GréBen u,, gy, #, bringen, natur-
gemil als Faktor erscheinen mub. Dasselbe gilt von den nichsten zwei Spalten,
von denen die erste unter u; die gemiB (19) erfolgte Verbesserung der ersten
durch u,, ug, 4, angendherten kritischen Drehzahl enthilt, wihrend die zweite
unter u, die ebenfalls durch (19) oder (20) erfolgte erste Anndherung an die zweite
kritische Drehzahl enthalt23*,

Die strenge Losung, die im allgemeinen durch eine transzendente Gleichung
gegeben ist, wird nun dadurch ausgewertet, dal man auf Grund der erhaltenen
Niherungsergebnisse beziiglich # zwei Annahmen trifft, die nach Méglichkeit den
vermutlichen strengen Wert umschlieBen und die in der nichsten Spalte ange-
geben sind. Mit ihnen nimmt die transzendente Gleichung f, die dann gelost
erscheint, wenn f = 0 ist, gewdhnlich Werte verschiedenen Vorzeichens an, die
in der nichsten Spalte erscheinen und die dann mittels linearer — gewdhnlich
vollkommen ausreichender — Interpolation die strengen Werte, die unter uy
angegeben sind, ermitteln lassen. Diese letzten drei Spalten wiederholen sich
ebenso nochmals zur eventuellen strengen Bestimmung der zweiten kritischen
Drehzahl. Wo natiirlich, wie im Fall 1, gemafl (29) die strengen Losungen un-
mittelbar gegeben sind oder den Berechnungen anderer Autoren entnommen
werden konnten, ist eine Annahme fiir #; oder u, unnétig und daher die ent-
sprechende Spalte leer gelassen. Die hier ausfithrlich besprochene Tabelle 2 ist
in spiteren Tabellen nachgeahmt, so daB, falls nicht eigens erwihnte Anderungen
vorgesehen werden, dieselben ohne weitere Beschreibung verstindlich sein werden.

Man entnimmt der Tabelle 2, daB die Naherungswerte u,0% bzw. u,0% von
den beziiglich strengen Losungen nur um 0,14 bzw. 1,6% abweichen und fiir o
ermiBigt sich nach (9) dieser Fehler auf ungefahr die Hilfte. AuBerdem stimmen
in Fall 1 und 2 die Werte % 405 und %} miteinander tiberein, da sie symmetrisch
belastet sind und daher auch symmetrische Verzerrungen haben, was wohl
durch (13), nicht aber durch (17) im Teile 75 ver-

. . . . . él,,—)?'
wirklicht ist. Im fiinften Abschnitte werden daher 2
durch symmetrische Ansitze noch bedeutend besser
Niherungen %, fiir solche Fille erzielt, wahrend im $
vierten Abschnitte gezeigt wird, daBl ein Zusammen- ¢- =1
fallen von #p nur mit dem kleineren der Werte u 4, u bzw.
moglich ist, wobei dann auch #; mit diesem Werte | & \&=a-0| /3 6-%
ibereinstimmt. e a7 —>

Fall 2, Abb. 4. Die Scheiben mit konstantem 7

Halbmesser g, erfiillen ein mittleres Wellenstiick der- aub. 4, Fall 2. Die symmetrische teil-
art, daB Symmetrie zur Wellenmitte gewahrt wird. In Pise mit rs‘;‘zeﬂ;‘:‘;tz"t?wkgﬁ;‘agfg
Tabelle 2 sind zwei Annahmen gemacht, nimlich die, vgl. (35a, b), (109).]

daB die mit Scheiben besetzte Wellenstrecke einmal

0,6 [, das andere Mal 0,5/ betrigt. Man kennt die strengen Losungen dieses
Belastungsfalles. Sie sind gefunden worden von P. E. Brunelli und im An-
hang seines auch sonst sehr lesenswerten Buches: Die kritische Geschwindigkeit

von Wellen2?4 verdffentlicht. Der frither erwidhnte Zerfall in zwei Linearfaktoren

23% Es wurde hierbei oftmals mit einer gréBeren Genauigkeit gerechnet, als in den Tabellen
angegeben ist, und konnen die fraglichen Zahlenwerte vom Verfasser bezogen werden.

24 Brunelli, P. E.: La velocita critiche degli alberi, Gl. (83) S. 160 und Gl. (84) S. 164.
Napoli 1921. Die erstere mit (30a) iibereinstimmende Gleichung ist neben vielen anderen
Fallen daselbst ausfiihrlich begriindet. In unmittelbarem Zusammenhang mit dem hier er-
orterten Fall stehen auch die Untersuchungen desselben Autors iiber die Propellerwellen:
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Tabelle 2. Die kritischen Drehzahlen der unsymmetrischen Féille ohne

Fall | Kennzeichen | Abb.- . .
Nr. | o B 00, i | Nr. 4: 03 B: g} C:0f | ua-@f | uz-03
a=o0f=1
1 i—o 3 | 0049206 | 0369048 | 2,770563 | 97,548 | 97,548
=0,2, f=0,8
w=e : _/30 ? 0,044330 0,332476 2,495383 | 108,278 | 108,278
2 4
oz=0,i25_,/30=0,75 0,040134 0,301006 2,258824 | 119,599 | 119,599
=0, ﬂ=0:75
i—o 0,044 670 0,333240 2,487901 107,454 | 108,030
|
a=o, f=o0,5
3 i—o 6 0,024 603 0,179674 1,312527 195,097 | 200,363
a=o0, =0,25
i—o 0,004 536 0,032235 0,229077 | 1058,17 | 1116,80
A2 B:i2 C:i? u 4032 up-i?
o =0, =1
4 0p =0 7 0,013925 0,106530 0,815540 | 344,705 | 337,934
o =
A B C %a Up
= =0,8
5 iZOZZ’j’, f=0,0;5 8 0,002 308 0,017459 0,132182 | 2080,128 | 2061,974
‘ 4+ ‘xz'nﬁn B+az'n4zn5z C+°‘z'ngz Ua Uup
Wie bei 5
52 lg=o0,25, 9,=0,4| 3! 0,002 470 0,018610 0,140319 | 1943,087 | 1934,471
% = 0,15

bei symmetrischer Belastung findet nun seinen Ausdruck darin, daB fiir die Ge-
schwindigkeiten gerader wie ungerader Ordnung je eine eigene Gleichung zur
Verfiigung steht. P. E. Brunelli?® gibt folgende Lésungen

a) fiir Geschwindigkeiten ungerader Ordnung:

A3 — — — 7= — T—, —

g~§:—ﬂ3(tgu+igﬂ)=(l +AuZgp) (1 —Autgu), (30a)
The critical speed of propeller shafts. J. Amer. Soc. nav. Engr. Bd. 83 Nr. 4 (1921) S. 711
und La velocita critica degli alberi porta-elica. Notiz. tecn. Aeron. Jg. 6 Nr.3 (1930), wo
ebenfalls Wellen mit zwei Feldern untersucht werden, deren eines der Natur des Problems
gemalB iiberhiangend ist. Die Belastung ist gleichformig oder auch konzentriert (Einzellast)
gewihlt und die Ergebnisse sind tabellarisch zusammengefa3t.

% Man vgl. auch P. E. Brunelli: Studi sul comportamento degli alberi rispetto alle
velocita critiche. Notiz. tecn. Aeron. Bd. 9 (1929). Als 1. und 2. sind obige Gleichungen (30a),
(30b) wiedergegeben, (30b) ausfiihrlich hergeleitet ; ferner ist eine Verallgemeinerung, betreffend
einen Fall der Zweifelderwelle angegeben, auf den im 12. Abschnitt noch ausfiihrlicher
zuriickgekommen wird. Die beachtenswerte Arbeit enthilt auBerdem noch Untersuchungen
iber den EinfluB von Verdickungen (Versteifungen) der Welle auf die kritische Drehzahl
und stellt die Ergebnisse durch Tabellen und Diagramme iibersichtlich dar. Man vgl. auch
die Arbeit von P. Ferretti: Per lo studio velocitd critica. L’industria 1927 Nr. 11, in der
der EinfluB eines umgebenden Mittels (Luft, Wasser, Schwefelsaure) auf die kritischen Dreh-
zahlen stetig belasteter Wellen experimentell untersucht und die Ergebnisse in Diagrammen
veranschaulicht werden.
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Kreiselwirkung. F4=4,8, Fz=36, Fo=1274,285714, F4Fg— F% = 20,571 429.

Ug- 0% | uy- 03 g+ 03 :'ln?};ge f gy » 03 A::ahggle f U, + 03
99 97,548 | 1584 — — 97,409 — — 1558,54
109,917 | 108,278 | 2366,61 — — 107,726 -— — 2205,58
121,429 | 119,599 | 3344,02 — — 118,822 — — 2979,25
110,248 | 107,253 | 2233,65 — — 106,961 :2;‘2 t IZZ?; 2060,89
208,975 | 186,821 | 11284,35 — — 186,203 Ziii :_ ;’;?Z 6425,59
1197,35 901,35 — — — 888,08 — — —
Ug- 1% uy + 12 Ug + 12 A;:?};l:e f Uy - 3 A;:ih;:e f Uy » 13
336,324 | 335,822 | 7840,33 2;2 _Z:::;?;‘ 335,578 - — —
Ug Uy Uy — — _ — —_ —
2075,059 | 2069,578 | 49632,03 — — — — — —
Ug %y Ug j— — —_ — _ _
1954,733 | 1940,516 | 34584,65 | — — — — — —
b) fir Geschwindigkeiten gerader Ordnung:
]-M?‘((Sotu—-coty) (1 + 2uGotu) (1 + Amcotp). (301b)

Hierin bedeutet J, das axiale Trigheitsmoment des Wellenquerschnittes der Last-
strecke, [, das des unbelasteten Telles unserer Voraussetzung gemiB ist J, = J,.

Ferner bedeutet (Abb. 4) A — -*, wobei /, die halbe belastete, , die halbe un-
2
belastete Wellenstrecke ist. u =1, V{) Ew 7 worin ?: urgm in unserer Be-

zeichnungsweise zu setzen ist, wobei — im Gegensatz zum u der Brunellischen
Gleichungen — jetzt w die rdumliche Dichte bedeutet. Daher ist:

T D R I R 1 pp—
e e e L

o= 1 4 — 4—
3M=g<§—°€) Yuod =a ugh.

=I

Man erkennt leicht, daB die hier vorkommende GréBe: T/&@E, die wir zunichst x
nennen wollen, die Wurzel der zu (27) gehorigen charakteristischen Gleichung
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ist, so daB3 wir deren vollstindige Losung in der Form schreiben kénnen:
n=AGin(x& + BCoj(x&) + Csin (x&) + D cos (x &), (31)

% = 4]/% 02. (32)
Bei Mehrfelderwellen, z. B. bei der Dreifelderwelle der Abb. 5, treten statt g,
die drei Halbmesser g,, g3, 0, in den Formeln auf, denen dann statt (32) die

44— S
GroBen » = Jugl, A= %Tg]{, U= %/ug‘;’, zugeordnet sind, wobei bei beachteter
Kreiselwirkung fiir jede derselben zwei Wurzelwerte

”o‘f { zﬂv/:'e/d o treten, die durch die unteren Zeiger ¢ = 1, 2 nach

L Rhlfbzw g=1,2 —T dem Schema (33) in den Gleichungen unterschieden
F e 9. werden sollen. Die multiplikative Verkniipfung
o1 & (w dieser GroBen mit den Feldlingen #, v, w (Abb. 5)
5; o T g=7 soll nach dem Schema (33) durch Hinzufiigen eines
o bzw. Zeigers u, v, w in mittlerer Ho6he berticksichtigt

e =% werden, wodurch die Formeln sehr vereinfacht

% s werden und der obere Platz noch fiir Exponenten
YW freibleibt. Z. B. bedeutet also x2« = (% u)2. Der
~—bzwf—> Fortfall der vielen Klammern gestaltet insbesondere

Abb. 5. Festsetzung der Bezeichnungs- die Formeln der Abschnitte 12 und 13 sehr iber-
weise bei mehrstufigen Laufern. SiCh ﬂich25 %

A;

% )

)

!
[ M bei unbeachteter Kreiselwirkung fehlt 4

| bei beachteter Kreiselwirkung ist 7 = 1 oder 2
!

o

u L2 ¥

Statt der Feldlingen #, v, w konnen auch die
My Feldgrenzen o, § mit x,, 4;, #; zu »2 usw.
vereint werden. Man vgl. Abb. 5.

(33)

w ﬂ, 2| U

Hinsichtlich der Feldlingen erhalten wir nach obigen Festsetzungen die Regel
(Abb. 5), wobei aber z. B. auch abweichend die rechte Grenze des Feldes u
mit B bezeichnet werden kann [vgl. Abb. 6 und nach (36)], falls dies die Klar-
heit erheischt:

a) Einfelderwelle
u=1, v=0, w=0 oder u=0, v=1, w=0 oder =0, v=0, w=1
b) Zweifelderwelle
#=o, v=1—oa=1—u bel unsymm., v =% —a=4—u bei symm.
Belastung, w = 0 oder (34)
=0, v=f, w=1—f=1—v bel unsymm., w=1,— f =4—v bei
symm. Belastung
c¢) Dreifelderwelle
w=qo V=F—a=f—u, w=1—f=1— (»+v) bei unsymm.,
w=§—f=1%—(u+v) bei symm. Belastung
GemiB (32), (33), (34) erhalten wir nun aus (30a) bzw. (30b), wenn die dort
angedeuteten Multiplikationen ausgefithrt werden und unter Beachtung, dafB

2% Eine Verwechslung des Eigenwertes # in (9), der gemiB (32) in %, A, u vorkommt,
mit der Feldlange » in Abb. 5 ist schwer moglich, da beide GroBen nebeneinander explizit
nicht vorkommen und die Feldlinge # nach (33) iiberhaupt meist als mittlerer Index im
Kleindruck erscheint.
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nach der neuen Bezeichnungsweise u = A, Au = Ju ist (Abb. 4), worin A = f/u_g;
wohl vom A der Brunellischen Bezeichnungsweise zu unterscheiden ist,
a) fiir Geschwindigkeiten ungerader Ordnung aus (30a)
1 — Ju(tg Ao — Tghv) — A2utg o T gl — L 23 (tg o+ Tgdo) =0, v=5—u, (35a)
b) fiir Geschwindigkeiten gerader Ordnung aus (30b)
tg T ghv + Au(tgdo + Tgdv) 4 A% —  Bu(tgdo — Tgho) =0, v=1—u. (35b)
Die Zahlenwerte y in (30a) und (30b) sind in Tabellen des Buches von

P. E. Brunelli fiir verschiedene Werte von A berechnet und brauchten blo8 nach
der oben angegebenen Beziehung auf uy, 05 umgerechnet werden. Die Werte %, 02
bzw. u,03, die wieder im fiinften Abschnitte wegen ihrer Symmetrie bedeutend
verbessert werden, weichen bei der zweiten kritischen Drehzahl noch verhiltnis-
miBig wenig von den strengen Werten ab, wihrend sie die erste vorziiglich
anndhern. Statt des dem 4 entsprechenden Wertes g; konnte hier wieder g,

gesetzt werden, da nur ein Scheibenhalbmesser in i
Abb. 4 erscheint. 22

Fall 3, Abb. 6. Unsymmetrischer Fall mit drei [}
in Tabelle 2 ersichtlichen Unterfallen. Wegen y, =8, Qe

(da o =0) ist die Néherungsrechnung besonders ¢,
rasch zu bewerkstelligen. Als strenge Losung gibt
P. E. Brunelli wieder (35b), die sich aber wegen der _,
Belastung des ersten »-Feldes und wegen v =1 —u <A

N . . . S U
gemdB (33) jetzt darstellt in der Form: Abb. 6, Fall 3. Die unsymmetrische,

teilweise mit Scheiben von konstan-
tg m‘ig}‘“ + xv (tg o + ig %u) tem Halbmesser g, besetzte Welle.

w2 — Lo (tgrw —Tauw) =0, v=1—u. (36 [Man vel. (36), (98).]
+ 3 g g )

Bei Auswertung von (36) wurden hinsichtlich der zweiten kritischen Drehzahl
die in Tabelle 2 ersichtlichen Annahmen gemacht, die den strengen Wurzelwert
umschlieBen.

(35b) und (36) werden identisch, wenn A» in Fall 2 gleich #« in Fall 3 und
analog A« gleich »v wird. Dies besagt, daBl nach den Abb. 4 und 6 die beiden

Gleichungen AE —a) = %8, Ao =x(1—f)

bestehen miissen, die f =1 — 2a, 4 = 2 % ergeben, welch letztere Gleichung
nach (32) besagt, daB der Wert uy,05 des Falles 2 gleich 16-uy, 03 des Falles 3
wird, wobei dann natiirlich im Fall 2 die zweite, im Fall 3 die erste kritische
Drehzahl zu verstehen ist:

Besteht zwischen den GréBen « und f§ der in den Abb. 4 und 6
dargestellten Belastungsfille die Beziehung § =1 —2a«, so ist bei
AuBerachtlassung der Kreiselwirkung der Wert uy,0% der zweiten
kritischen Drehzahl des Falles 2 in Abb. 4 gerade sechzehnmal so
grofB3 als der Wert uy, & der ersten kritischen Drehzahl des Falles3
in Abb.6.

Mit Hilfe dieses Satzes kann Rechenarbeit bei Auswertung von (35b) bzw. (36)
erspart werden, wovon in Tabelle 2 Gebrauch gemacht wurde, denn o = 0,25
in Fall 2 und g = 0,5 in Fall 3 erfiillen die obige Bedingung. Somit ist fiir Fall 2:
06 = 16-uy 0% in Fall 3, also uy,0% = 16-186,203 = 2979,25. Mit abnehmen-
dem f sinkt die Genauigkeit der Niherung an die zweite kritische Drehzahl be-
deutend, so daB schon fiir # = 0,5 ein anderer Weg der Berechnung benutzt
werden mul3, doch haben derart unsymmetrisch belastete Wellen kaum eine
praktische Bedeutung.

Karas, Drehzahlen. 2
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Fall4, Abb.7. Die Scheibenumfinge erfiillen einen Kegelmantel mit der
Spitze im Lager & = 0. Hier ist g, = 0 und 42 erscheint als unbestimmt gebliebener
Faktor bei den Niherungswerten u.

Um auch fiir diesen Fall eine strenge Ermittelung zu ermdéglichen, geht man
mit dem fiir g,=0 aus (10) ermittelten Ausdruck ¢ =1£ in (26a) ein und er-
hilt die Differentialgleichung

d417
dEt
(37) gestattet keine geschlossene Losung und deshalb werde folgender Reihen-
ansatz eingefiihrt

n= 0‘0‘!‘0(15‘[" 0(252‘{‘0‘353"‘
+o, & (38)
(87) ergibt mit (38) zunichst die Rekursionsformel:
nn—1)m—2)(n —3)a, —uta, =0,

w=26,7,8...
Abb. 7, Fall 4. Die Scheiben erfiill n mit . . . .
ihren Umfangen einen Kegelmantel mit und damit ergibt sich nach lingerer Rechnung

—u?&n=0. (37)

O e o o™ mit oy, %y, %y, @3 als Integrationskonstanten die
Lésung
n=10ogD + 0 E+ oy F + a;G
worin ist
1 nge u2it £12.7.8 u3%§18.7.8.13- 14
=at + 12! + 18! T
& ,,,”257 u 4 EB.8.9 u316£19.8.9.14.15
s L., 39
=g T + 13! + 19! ' (89)
5 ulz{:s w244 E14.9.10 u318£20.9.10-15-16
a T + 14! - 20! T
_53 ngs w2t E15.10.11  ud$£2.10.11.16-17
=5t T 151 + 211 o

Wegen der ersten beiden der Randbedingungen (12a) ist gy = a, = 0 und die
beiden letzten ergeben

a E;+ a6, =0,

a EY 4 o3 GY =

Hierin besagt der Index 1, daBl in den in (39) angegebenen Reihen bzw. in
ihren Ableitungen fiir £ = 1 zu setzen ist. Soll Verzerrung eintreten, so diirfen
«, und o, nicht gleichzeitig verschwinden; daraus folgt die Stabilitatsgleichung
_|B G

EY 6

Um nun (40) mit (39) auszuwerten, wurden — gestiitzt auf den Wert #,12 in
Tabelle 2 fiir #,72 einmal der Wert #,4% = 335, dann u,¢? = 336 angenommen,
womit die Reihen in (39) die in Tabelle 3 angegebenen und damit f in (40) die
in Tabelle 2 ersichtlichen Werte ergaben. Eine lineare Interpolation lieferte dann
den unter w12 in Tabelle 2 angegebenen strengen Wert, der mit auBerordent-
licher Schirfe mit #,42 iibereinstimmt. Die Ermittelung des strengen Wertes fiir
die zweite kritische Drehzahl gestaltet sich nach (39) und (40) auBerordentlich

miihsam, doch sind auf anderem Wege im vierten und neunten Abschnitt ver-
schirfte Annidherungen fiir die zweite kritische Drehzahl gefunden worden.

=0. (40)
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Tabelle 3. Wichtige Reihenwerte fiir die strengen Lésungen der kritischen Dreh-
zahlen bei kegelartigen Liufern und bei der ZweifluBtrommelturbine mit kegel-
stumpfférmigem Laufer. [Man vgl. hierzu (39), (40), (65), (66), (73), (76), (101), (102).]

wmit | E G, EY Gy E, Gy E¢G, | fin (40) | w2

335 | 0,234437 | 0,009266 | 2,995694 0,118 460 0,027 771 0,027758 |4 0,000013| 335
336 |0,234643 | 0,009269 | 3,005252 0,118670 0,027845 0,027855 |—o0,000010| 336

Ey Gy EY G EY GY Gy EY f in (65)

724 |0,182398 | 0,006320 | 1,895577 0,065741 0,0I1199I 0,011980 |+ 0,000011| 724
728 |0,182485 | 0,006321 | 1,906 107 0,065 828 0,012013 0,012048 |—o0,000035| 728

Dy,

2

Fy, % Fy, Dy, Fy, DY, Fy, f in (66)

2930 |0,563830 | 0,010701 | 7,759773 0,147313 0,083059 0,083038 |+ 0,000021] 2930
2940 |0,564049 | 0,010702 | 7,786 702 0,147532 0,083215 0,083334 |—o0,000118| 2940

_ _ _ _ Haupt- Neben-
u, | D(0,33) | D" (0,33) | D (0,33)| D”’(0,33) | diagonale diagonale f in (76) U,
in (76) in (76)

7750 | 1,036384 | 0,482595 | 5,054255 | 39,442169 | 123,985767 | 124,074393 |—0,088626| 7750
7755 | 1,036407 | 0,482907 | 5,057528 | 39,467869 | 124,005808 | 124,093243 |—0,027435| 7755
7758 | 1,036421 | 0,483004 | 5,05949T1 | 39,483289 | 124,113834 | 124,104555 |+ 0,009278| 7758

F (0,33) | F'(0,33) | F"(0,33) | F"(0,33)

7750 | 0,109276 | 0,667 558 | 2,130634 1,895343 7750

7755 |0,109276 | 0,667563 | 2,130718 1,896 568 7755

7758 | 0,109276 | 0,667566 | 2,130769 1,897303 7758
2

wpit | 1T Gy) (EY) (GY) (E)GY) | (BY):(Gy) | f in(102) | ufé?
(Ey)

440 10,268280 | 0,010117 | 5,036081 0,189870 0,050938 0,050951 |—0,000013]| 440

441 |0,268526 | 0,010121I | 5,050033 0,190228 0,051081 0,051113 |—0,000032| 441

. 34

wa =7 60| @ G| E)G) | (ED(G) | fin(ro2) fuyi?

(Eq)

192 | 0,193348 | 0,008224 | 0,097 541 0,042 650 0,008 246 0,008203 |+ 0,000043| 192
193 }0,193482 | 0,008223 | 1,001 897 0,042616 0,008 245 0,008239 |+ 0,000007| 193

Fall 5, Abb. 8. Die Scheibenumfinge erfiillen den Mantel eines Kegelstumpfes
und sind bestimmt durch die in Tabelle 2 angegebenen Werte. Mit Fillen dieser
Art? hat man es in der Praxis sehr hdufig zu tun und auch das vorliegende
Beispiel ist derselben entnommen??. Die strenge Losung gestaltet sich in diesen

% Man vgl. etwa A. Stodola: Dampfturbinen. AEG-Turbine fiir groBe Leistungen,
Abb. 603, S.514; ferner die 15000 PS-Zoelly-Turbine, Abb. 635, S.529; MAN-Turbine,
Abb. 649, 650, S.539, Abb. 651, 652, Tafel V, S.540; Weser-Turbine, Abb. 655, S. 542;
Rateau-Turbine, Abb. 670, S. 549 und Abb. 673, S. 550; Orlikon-Turbine, Abb. 676, S. 552
Skoda-Turbine, Abb. 682, S. 555 u.v.a. m.

27 Es ist die Turbine der General Electric Company, Abb. 576, S. 500 in A. Stodola:
Dampfturbinen, von der obige Angaben nur ganz geringfiigig abweichen. Man vgl. auch
ebendort die Baumann-Turbine, Abb. 694, 695, S. 571 und die Turbine der BBC-A.G. Abb.707,
S.580. Man vgl. auch E. A. Kraft: Die neuzeitliche Dampfturbine, 2. Aufl. IV. Kap.
S. 109. Berlin 1930, insbes. die amer. GEC-Kondensationsturbine, Abb. 145, S. 127 und die
BTH-zweigehausige-Kondensationsturbine, Abb. 149, S. 130 ebenda. Ferner: H. Melan:
Theorie und Bau der Dampfturbinen. Leipzig-Wien 1922: Abdampfturbine von Westinghous,

2*
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Fillen auBerordentlich schwierig, wie man sofort erkennt, wenn man die Reihen-
entwicklungen im fiinften Abschnitt mit den Ergebnissen des dreizehnten Ab-
schnittes der Dreifelderwelle, der ja auch der vorliegende Fall angehért, vergleicht.
In noch hoherem MaBe gilt dies natiirlich bei Beriicksichtigung der Kreiselwirkung,
die gerade hier von ausschlaggebender Bedeutung ist und somit noch eindring-
licher die Anwendung des Niherungsverfahrens rechtfertigt.

Mit den in Tabelle 2 gefundenen Ndherungswerten sind aber gemiB Abb. 8
Losungen auch fiir alle jene Fille gefunden, deren Erzeugende sich mit denen
des berechneten Falles in derselben Spitze S der Drehachse treffen, was durch
die Gleichungen gq;; = 70y, %;; = n4; ausgedriickt wird, in welchen die Zeiger 1

bzw. I1 den berechneten bzw. einen neuen
—~"Veegy Fall mit beliebigem reellen # bezeichnen.

-

Tl | . Aus (14) und (18) bzw. (16) und (21) folgt

ox /ﬂ"'}m"' T4 b fort. daB _u hi
j—_::;‘/—;;"“ ann aber sofort, daB #;; =-3, mithin
éLES ';Q\\ > u;g?, I=quS% =" - =Konstant ist; auch
g=0 Tl § die Fille 1 bis 4 stellen sich nun als Unter-
o P““iu'i' i ) falle dieses allgemeineren Falles 5 dar, den
[l iy man folgendermaBen beschreiben kann:
_ 5 Fiir alle jene Fille, deren Schei-
; benumfinge bei gleicher Wellen-

Abb. 8, Fall 5. Die Scheiben erfillen mit fhren Um-  Desetzung « und f mit ihrer Ergén-
faingen Kegelstumpfmintel mit der gemeinsamen 5 -
Spitze S. Die Abmessungen entsprechen einer aus- zung ‘Kegelmant_el er_fullen’ deren
gefithrten Lauferform. gemeinsame Spitze in der Dreh-
achse liegt, bleibt bei AuBeracht-
lassung der Kreiselwirkung der Wert ug} stets derselbe.

Hinsichtlich des in Tabelle 2 vermerkten Falles 5a vgl. man den 11. Abschnitt.

4. Die Realitat der Ndherungswerte und ihre geometrische
Bedeutung. Weitere Naherungsformeln.

DaB die aus (16) und (21) errechneten Werte stets reell und positiv sein
miissen, folgt unmittelbar aus der Definition von F ,, Fp, Fy, 4, B, C in (14)
und (18). Es soll nun auch gezeigt werden, daB die Wurzeln der quadratischen
Gleichung (20) ebenfalls stets reell und positiv sein miissen, ein Ergebnis, das hin-
sichtlich der strengen Werte selbst ja bekanntlich aus der Darstellung des vor-
liegenden Randwertproblems durch eine homogene lineare Integralgleichung
zweiter Art wegen der Symmetrie des Kernes ohne weiteres gefolgert werden
kann. Hierzu sei die sog. Schwarzsche Ungleichung?® in mehrfacher Art benutzt,
die mit v(s) und w(s) als nebst ihren Quadraten in 4, b integrablen Funktionen

lautet
b b b

fv2(s) ds-fzeﬂ(s) ds = (fv(s) w(s)ds)®. 41)

a a a

In (41) gilt das Gleichheitszeichen bloB dann, wenn v (s) = c-w(s) ist. (20) lautet

Abb. 147, S. 253 und Turbine der M. A. N., Abb. 146, S. 251 und P. E. Brunelli, Le macchine
a vapore. Torino 1934: Capitolo ottavo, Fig. 186, S. 276, Fig. 187, S. 277, Fig. 188, S. 278
und Fig. 193, S. 283.

28 v, Mises, R.: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik
Bd. 1. VIII, §1, S.306. Braunschweig 1925 oder G. Wiarda: Integralgleichungen S. 29.
Leipzig und Berlin 1930.
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etwas umgeformt (4C —B*u? — (AF;+ CF, —2BFg)u + (F,Fy — F%) =0
oder kiirzer au? — bu + ¢ = 0, worina = AC — B3 b = AF,+ CF, — 2BFy,
¢ = F,F, — F% ist. Diese quadratische Gleichung hat sicher zwei relle, positive
Wurzeln #, wenn @ >0, b >0, ¢ > 0 und auBerdem 52> 4 ac ist. Aus (41)
folgt in Verbindung mit (14) und (18), wenn man einmal p#,, dann aber #;
gleich v(s) setzt und analog g#, bzw. 7; gleich w(s), unmittelbar, daB

AC > B?, F,F,> F% (42)

ist, womit @ > 0 und ¢ > 0 erwiesen ist. Es ist aber auch 4 > 0, denn multipli-
ziert man die beiden Gleichungen (42) miteinander, radiziert und verdoppelt, so
erhilt man nach Vertauschung der Faktoren

2YAF,YCF,>2BF,, (42a)

worin, wie in (42), wegen der linearen Unabhingigkeit zwischen #, und #; bloB
das Ungleichheitszeichen gilt. Da nun die Quadratsumme zweier ungleicher reeller
Zahlen stets groBer ist als ihr doppeltes Produkt, so folgt

AF,+CF,>2JAF,JCF,
und somit wegen (42a) erst recht
b=AF,+CF,—2BF;>0. (43)

Es moge besonders vermerkt werden, daB (43) auch dann noch giiltig ist, wenn
in (42) A C = B? angenommen wird, da dann (42a) trotzdem noch seine Giiltig-
keit behalt.

Um schlieBlich auch die Giiltigkeit der letzten Bedingung zu erweisen, sei
mit > 1, 4 > 1 gesetzt AC = B2, F F, = F4A. Daraus folgt

d4ac=4(AC — B (F Fy— F%) =4B2F3(0 — 1) (4 — 1),
b2= (AF,+CF,—2BFp)?>(2)AF,YCF,—2BF,=4BF%(Y64—1p.

Danun (8 —1) (4 —1) =64 +1—@+4) <64 4+1—2Y64 =(Y64 —1)
ist, so ist erst recht 52> 4 qc.
Beachtet man (16) und (21) und ferner auch (42), woraus

B2

folgt, so kann (20) kiirzer in der Form:
(4 — wy) (0 — ug) = Ag(u — ug)? (20a)

geschrieben werden. Trigt man nun in Abb. 9 auf einer Geraden, der #-Achse,
die Werte u,, ug, u, auf, errichtet iiber der Strecke #,u, als Durchmesser den
Kreis K , 4 und denkt sich ferner um den Punkt # 5 einen Nullkreis K (also von
verschwindendem Radius) errichtet, so kann (20a) folgendermaBen gedeutet
werden: (# — u,) (4 — ug) stellt offenbar die Potenz des gesuchten Punktes #
der #-Achse beziiglich des Kreises K ,; dar, ebenso (# —u3)? die Potenz hinsicht-
lich des Nullkreises #y. Denkt man sich statt des Punktes # auf der u-Achse
als variablen Punkt (x,v), so daB fiir x =0 y = «» wird, so wird der variable
Punkt (x,y) gemidB (20a) durch die Aussage eingeschrinkt, daB seine Potenz
beziiglich K 4, gerade der Agz-fachen Potenz beziiglich Ky sein soll. Dies ist aber
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bekanntlich wieder ein Kreis und seine Schnittpunkte mit der #-Achse x =0
ergeben eben die fraglichen Wurzeln der quadratischen Gleichung (19) bzw.
(20a).

Bei dieser Auffassung ist die Tatsache wesentlich, daBl der Wert A, in allen
Fillen sehr nahe an 1 herankommt. Im Falle der Abb. 9, die diese graphische
Ermittelung von # beziiglich des in Abb. 8 dargestellten Falles 5 zeigt, ist z. B.
Az = 0,99934, im Falle der Abb. 10, die den in Abb. 6 dargestellten Fall 3 mit
f = 0,5 betrifft, ist Az = 0,99969. Im Verhiltnis zur Strecke u 4, also zum
Kreis K ,; ist also der Kreis (20a) sehr groB, was ja auch durch die in Tabelle 2
ersichtlichen hohen Werte fiir die zweiten kritischen Drehzahlen u, bestitigt
wird. Man wird daraus mit Recht schlieBen kénnen, daB es fiir die zweite An-
niherung an die erste kritische Drehzahl nicht viel ausmachen kann, wenn man
den Kreis (20a) unendlich, also Az =1 werden laBt, womit der Kreis (20a)
in die Potenzlinie oder Harmonikale der beiden Kreise K ,, und Kp iibergeht,
deren Schnittpunkt mit der #-Achse den gesuchten Punkt #, liefert. Mit Az =1
Uy ergibt sich aus (20a):

K -\XKM Uqthe — UL
Ym, Uy = ——at0 " s
P \R\ P " ug+ ug— 2ug’ (45)
\\ Ue / (45) stellt den analytischen Ausdruck fiir die
« \ / oben erwihnte graphische Konstruktion dar.
\ &/ Fiir diese ist es wesentlich, wie #p zum Kreise
I T/ * K, liegt. In Abb.9 liegt up auBerhalb, in
v V1 Abb. 10 innerhalb K ,,. Auf jeden Fall aber
2066 a \l/ muB uyp tiefer liegen als der Mittelpunkt des
2064 \|/ Kreises K 4o, namlich u,, = "7 Aus (43)
2062 ) 7 folgt ndmlich durch Division:
2000 - 1 /F F B F
U= 2060 (A ey 2 TE
Abb. 9, Fall5. Graphische Ermittelung der ver- 2 ( A + Cc ) AC B = O
Ger Vormussetyng. dad sy Meiner ist ‘als g 1
oder wg: g < tg < t4. oder: 5 (104 + ) — Agugp >0

und es wurde bemerkt, daBl diese Ungleichung auch fiir Az = 1 giiltig bleibt:
Uy, — up = Aug > 0. Daraus folgt aber, daBl up auf jeden Fall dem kleineren
der beiden Werte u 4, oder u, niherliegt, gleichgiiltig, ob 5 innerhalb oder auBer-
halb des Kreises K, liegt. Weiterhin kann aber auch gefolgert werden, daf
der verbesserte Wert %, in (45) auf jeden Fall kleiner ist als der kleinere der
Werte u, oder u,; denn sei der Halbmesser des Kreises K ;, mit du, = Au,
bezeichnet, so ist », = u,, + Au,, ug = u,, — Au, oder umgekehrt und es folgt
aus (45)

ud — A uy — (U — Aug)®  —~Aug+ 2u, dug — ASug _ Aus+ Aug
24, — 2 up - 2 Aug = Um 2 Aug

=

Der Zihler dieses Bruches ist aber groBer als 24u,Adug, dieser selbst also
groBer als Au,, d. h. u, liegt unterhalb des Kreises K ,:

Werden nach (16) und (21) die Werte u,, up, 4y und nach (45) u; be-
rechnet, so liegt #y stets ndher dem kleineren der Werte u, bzw. ug,
wihrend u; stets kleiner als jeder derselbenist.
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Da jeder Punkt der Harmonikale zweier Kreise gleiche Tangentialentfernung
von den beiden Kreisen besitzt, so wurden in Abb. 9, wo uz auBerhalb K, liegt,
einfach die von #y an K ,, gezogenen Tangenten halbiert und so die Harmoni-
kale 4k gewonnen, deren Schnittpunkt #; mit der #-Achse eine sehr scharfe
Anniherung an den Wert #,; der Tabelle 2 darstellt, was ja auch durch (45) leicht
bestidtigt werden kann.

In Abb. 10, wo #pp? innerhalb K ,, liegt, wurde von dem Satze Gebrauch
gemacht, daB sich die Potenzlinien dreier Kreise in demselben Punkte schneiden.
Der Hilfskreis K, liefert so den Punkt 1 der Harmonikale 2% von K ,, und dem
Nullkreis Kz. Noch kiirzer wird
die Konstruktion, wenn man einen U 95
Kreis K, gleich so wahlt, daB des- Kac
sen Mittelpunkt M, auf einer Senk-
rechten zur w-Achse durch ug o2
liegt, denn dann erhilt man sofort
den Schnittpunkt der Harmonikalen
hh mit der u-Achse, somit den Punkt
u,05 (Abb. 10).

Ist ferner in Abb.9 pp die Po- *2
lare zum Punkt g hinsichtlich K ,,
und sei deren Schnittpunkt mit
der u-Achse R, so halbiert u, die

Strecke uyzR, wie unmittelbar aus 797
der Konstruktion folgt und dies gilt- _7g9
nach einem elementaren Satze auch
im Fall der Abb. 10, wo uz? inner-
halb K ,; liegt. Wird R der zu u, 7%
hinsichtlich des Kreises K ,, rezi-
proke Punkt genannt, so folgt der
Satz:

Trigt man auf einer Ge-
raden, der #-Achse, die nach
(16) und (21) ermittelten Werte
Uy, g, g malBstiblich auf und
errichtet iiber u, 4y als Durch- 7 R P
messer den Kreis K, ,, SO €r-  Abb.10, Fall3. « =0, £ = 0,5: Graphische Ermittelung der
hilt man eine verbesserte An- verbesserten ersten kritischen Drehzahl %, gg unter der Vor-
néherung an die erste kri- aussetzung, daB ug‘ggozwischenou[g% 1;nd ug- 0 legt:
tische Drehzahl, namlich den “480 < Bes < Hoeo -
Wert u; in (45), als Schnitt-
punkt der Harmonikalen 4% zwischen K,, und dem Nullkreis um
#p mit der u-Achse oder auch als Halbierungspunkt der Strecke

#pR, wo R der zu wup hinsichtlich K,, reziproke Punkt ist; diese
Konstruktionen behalten fiir jede Lage von ug zum Kreise K, ihre
Giltigkeit.

Aus diesen Konstruktionen, die auch bei Beriicksichtigung der Kreiselwir-
kung, sowie bei verwandten Stabilit4ts- und Schwingungsproblemen sinngemiBe
Anwendung finden kénnen, ist neuerdings ersichtlich, daB} 4z — wenn iiber-
haupt — so nur mit dem kleineren der Werte % 4, bzw. #, zusammenfallen kann
und daB dann, wie bereits in Abschnitt 3 erwihnt, auch #; mit u iiberein-
stimmt.

187
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Um schlieBlich noch einen Einblick in die GréBe des Fehlers, sowie die Art
seiner Abhingigkeit von den verschiedenen GroBen zu gewinnen, sei statt (45)
auf die urspriingliche Gl. (20a) nach (44) zuriickgegriffen, in der also Az %1
vorausgesetzt sei. Sie lautet entwickelt

w2 (1 — Ag) — u(uy + 1o — 2 Agug) + 4405 — Apuy =0
oder aufgelost

1 — ug\2
M =17, [MA ;— = — Agug £ V(M*A 9 uc) — Agug (vt 1o— 2up) + Ag(u 10— ”23)]

1 Ug -+ u + u, 2
== lz[ 4 ! L —Apup+ V("_‘2_0_u3> —l—(l—lB)(uAuB-l—uBuC—u%—uAuo)],

Entwickelt man hier die Wurzel bis zum Gliede mit (1 — A3)? so erhdlt man
bei Beachtung der Beziehung

(uythp + g — uf — g 15) = up(uy + g — 2 ug) — (1, ug — u3),

fiir das fiir die erste kritische Drehzahl giiltige untere Vorzeichen mit 244y = u,
+ 4y — 2up und (45)
_ up — %g)?

= + (1 — Ay U5 (46)
Die zweite Ndherung #, an die erste kritische Drehzahl liegt also iiber der Nahe-
rung %, nach (45) und der Unterschied beider ist nach (46) um so kleiner, je mehr
sich Az der Einheit und %, dem Werte #5 nihert und je grofer ferner Auyp, also
der Abstand von #p vom Mittelpunkt des Kreises K 4 ist. Fiir die Naherung u,
an die zweite kritische Drehzahl erhilt man analog mit dem positiven Wurzel-
vorzeichen

Uy +ug— 21 _ — u,)?
u2=4_‘1‘6':7;3u3_u1__ (I_AB)(“_I;ZMITI)’ (46a)

worin die beiden ersten Summanden also den zu (45) analogen N#herungswert
an die zweite kritische Drehzahl darstellen. Aus (46) ist ersichtlich, daB #, den
strengen Wert im allgemeinen besser annihern wird als sogar die zweite Ritzsche
Niherung, die noch dazu bedeutend mehr Rechenarbeit erfordert als die Be-
stimmung von %, nach (45)2°.

(46) und (46a) ersetzen vollkommen die zweite Niherung und ersparen die
Auflésung der quadratischen Gleichung (19). Mit den angegebenen Niherungs-
werten fir Az ergibt z.B. (46a) fiir Fall 5 (Abb. 9) u, ~ 49330, fiir Fall 3 (Abb. 10)
1,02 ~ 11013 in guter Ubereinstimmung mit Tabelle 2.

29 Der groBe Vorteil in der Anwendung von (45) tritt besonders dann klar hervor, wenn
es sich darum handelt, fiir viele Fille die Abhangigkeit des ersten Eigenwertes von irgend-
welchen Veranderlichen tabellarisch festzulegen, wie dies z. B. in der Arbeit von K. Karas:
Die Schwingungen von Dampfturbinenschaufeln. Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 325 auch hin-
sichtlich der Berechnung von Knicklasten geschehen ist. — Der nach (48) ermittelte Wert »
148t sich, wie hier nur angedeutet werden soll, in groBer Anniherung als Schwerpunkt eines
linearen Massensystems deuten, das man folgendermafBen erhalt: Entwickelt man (24) nach
den Elementen irgendeiner Zeile oder Spalte, so liefert die zu jedem Element gehorige Unter-
determinante, genau wie z. B. hinsichtlich der zum Element F(# — up) gehorigen Unter-
determinante (19) gezeigt wurde, zwei Kreise [worin in (19) der eine ein Nullkreis ist,
up + Uy

2

Abb. 9, 10] und einen Niaherungswert #%;. Bildet man nun die Strecke und belegt

sie mit einer Massendichtigkeit, die der Mittelpunktdistanz der beiden Kreise, die durch
die zugehorige Unterdeterminante definiert sind, proportional sind, und konstruiert auch
noch die beiden anderen mit Masse belegten Strecken beziiglich der restlichen beiden Zeilen-
oder Spaltenelemente, so ist # als Schwerpunkt dieses linearen Massensystems nach (48)
deutbar.
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Es liegt nun nahe, diese Betrachtungen auch auf die dritte Ritzsche Naherung
auszudehnen. LaBt man in analoger Weise, wie dies zur Bestimmung von (45)
fiihrte, auch in der kubischen Gleichung die Wurzel, welche die dritte kritische
Drehzahl annihert, iiber alle Grenzen wachsen, unterdriickt man also in (24)
das kubische Glied, so wird man eine bloB quadratische Niherungsgleichung an
die erste und zweite kritische Drehzahl erhalten, von der man wie von (45) sehr
gute Ergebnisse erwarten darf.

Da das kubische Glied in (24) den Koeffizienten ACF 4+ 2BDE — AE?
— CD? — F B? besitzt, so verschwindet es offenbar, wenn man auBler A5 in (44)
noch die folgenden echten Briiche

D2
Ap = IF

E?2

<1, z’E:ﬁ

<1 (47)

gleich Eins setzt, wobei aber dann auch das quadratische Glied in (24) ver-
schwindet und blof die lineare Gleichung

w(yttg+ uyup -+ ugup+ 2uguy +2ugug + 2upuy — 2u,up
—2ugup — 2ugup — uh — uh —ud) = u, ugup (48)
+ 2ugupup — u,uh — ugud — upud
verbleibt, worin neben (16) und (21) auch die in (25) erklirten Abkiirzungen
benutzt wurden?. Die Linearitit dieses neben (45) schon wegen seines ver-
wickelten Aufbaues bedeutungslosen Ergebnisses folgt daher, weil die Fest-

setzungen Ay = Ap = Az = 1 zum Verschwinden des kubischen Gliedes in (24)
gar nicht nétig sind, denn dazu gehért bloB, daB

1+ 2YAg2pAg — Ap — Ap — Ay =0 (49)

erfiilllt ist, wie man durch Teilung des vor (47) mitgeteilten Koeffizienten durch

ACF erkennt. Mit (49) ergibt nun (24) die quadratische Gleichung

W [Ag (g + 2ug) + Ap (g + 20p) + Ap (up + 2up) — (uy + ug + up)
— g+ 2p+ g — 1) (up + up + ug)] — u[Ag (2usup + uF)
+ Ap(2uoup + up) + ApQupug+ uh) — (w00 + v up + toup) [ (50)

— (Ag+2dp+ Ag — 1) (wgup + upug + upug)] + Ayuuy

+ Apthoud + Agupud — u uothp— (Ag--Ap+ Ag— Vugupuy=0

Sind die HilfsgréBen 4 bis F nach (14), (18), (23) und damit die Werte #, bis %,
nach (16), (21), (25) und schlieBlich die Werte A3, 45, 4z nach (44) und (47) er-
mittelt, so ergibt (50) die gesuchten Niherungen u,, u,, wobei alle HilfsgréBen
und ihre Verbindungen freilich sehr scharf berechnet werden miissen, was die
Anwendung von (50) und auch (48) natiirlich erschwert; allerdings erhilt man
dann die Ergebnisse mit solcher Schirfe, daB sich jede weitere Verbesserung
eriibrigt. Fiir Fall 4, Abb. 7 z. B. ergeben sich neben den in Tabelle 2 berech-
neten Werten noch die in Tabelle 4 (Seite 26) oben angegebenen?23*.
Damit ergab (50) die quadratische Gleichung:

0,03154%2 — 0,97906 % + 311,304 = 0

mit den beiden Wurzeln: #,4% = 335,689 und #,:2 = 6021,4, wihrend (48) die
Losung u,42 = 335,686 ergab, welche Werte die groB8e Schirfe der Niherungen
erweisen.
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5. Die symmetrischen Fille
und die ZweifluBtrommelturbine
mit kegelstumpfférmigem
Laufer,

0,296 825
336,898
0,999634
0,006392- 10718
0,263788- 10718
0,0I10151+ 10718
0,362649- 107158
0,011352+ 10721
0,547939+ 107!
0,024922- 10718
0,001065 10715

Wie in den vorhergehenden Abschnit-
ten mehrfach erwihnt wurde, zerfallen
bei symmetrischen Belastungsfillen simt-
liche Losungen in zwei Gruppen, von
: 2 2| 2 22z denen die eine die kritischen Drehzahlen
ungerader, die andere die Drehzahlen
gerader Ordnung liefert. Wahlt man dem-
gemil} statt der Ansitze (13), (17), (22)
solche zwei verschiedene Gruppen, die
jede fiir sich den Randbedingungen ent-
sprechen, die fiir die Wellenform bei un-
geraden bzw. geraden kritischen Dreh-
zahlen vorgeschrieben sind, so wird man
fir die erste bzw. zweite kritische Dreh-
zahl denselben Grad der Anniherung
erwarten diirfen, als ihn obige Ansitze
fiir die unsymmetrischen Belastungs-
fille fir die erste kritische Drehzahl allein
ergaben, wihrend man fiir die dritte bzw.
vierte kritische Drehzahl Niherungen
von demselben Grad der Schirfe erhilt
wie in den unsymmetrischen Fillen fir
die zweite kritische Drehzahl. Im folgen-
den sollen diese Ansitze und Formeln
zunidchst fiir die ungeraden Drehzahlen
der symmetrischen Félle angeschrieben
werden und sdmtlich durch den Index 1
(erste kritische Drehzahl) charakterisiert
werden, sodann ebenso fiir die geraden
mit dem Index 2.

u3

. ud
M3

. ud
3

3

”

. ud

”»
”

Teilreihe mit %3

F .42
Up 22
Az

0,4919I9

0,453 116+ 10712
0,012333+107°
0,301241-107°
0,006529- 108
0,001 61210712
0,055086- 10712
0,001 729+ 10~?
0,049 472+ 107

335,421
0,997949

u2
u2
u2
u2
u2
u2

»
”»
>
”»
”»
»
»

Teilreihe mit u?2

ferner Teilreihen der Reihen D und F in (73) zur strengen Berechnung des Falles 9, Abb. 14.

Ug 12
Ao

E:42

a) Kritische Drehzahlen ungerader
Ordnung.

0,004 225
333,650
0,999312
0,649827- 1073
0,005039
0,048 48610~
0,974774" 107"
,, u | 0,016843-1073
0,2441771073

Fiir diese Gruppe soll die unabhingig
Verinderliche & von der Mitte (§ = 0) bis
zum rechten Ende & =% gezihlt werden.
Da die Tangente in der Wellenmitte bei
den auftretenden Verzerrungsformen aus
Symmetriegriinden horizontal ist, so gelten
offenbar jetzt folgende Randbedingungen

7 (0) = 7" (0)=7(0,5)=7"(0,5)=0. (51)

Die Bedingung %"’ (0) folgt aus dem Um-
stande, daB in der Mitte aus Symmetrie-
griinden die Querkraft verschwinden muB.
Diesen Bedingungen geniigt, wenn gleich

,, # | 0,062175-1073
u

u
u
» U
u

”»

»
»
”»

»
2
”»
2
2
”»
”»

(0,33) ,, (73),

Tabelle 4. Nach (23), (25), (44), (47) berechnete Werte fiir Fall 4, Abb. 7, die zur weiteren Auswertung nach (50) ben6tigt werden,

D (0,33)in (73), Teilreihe mit # | 0,004691-1073

F" (0,33) ,, (73),
F'"(0,33) ,, (73),

D" (0,33) ,, (73),
D"""(0,33) ,, (73),
F’ (0,33) ., (73),

D’ (0,33) ., (73),

D:32
Up 72

F

Ap
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auch die zweite Anniherung mit erledigt werden soll, offenbar der Ansatz
N =0y (d— 245 4 1684 + o (T — 3082 + 32 £8) = oy 1y + o6 s
7 =—160,(38 —48) — 120, (5& — 169
7' = —480, (1 —4&) — 604, (1 — 16 £9)
7" = 384 oy & + 3840 o4 &3

(Ib), in dem die obere Grenze jetzt % ist, gibt mit (10) und (52) zunichst wieder:
IL=ulF, +200¢Fp +aiF; —u (A, + 20405 B; + o Cy), worin die
angegebenen GroBen folgende sind [man beachte (15)]

Ye Yo

(52)

fn""df =302 _ 6144, Fy = fn" vag =" = 877,714286,

/s
— [ng2dé =1280
0
e
4, = f@2 Ned& = 11 - 25612 4 yy4- 51200, + ¥, (— 76842 4 256 0F)
0
— Vg 1536100+, (73612 —T6807) + Vs - 1472104 + 5 (—24012 736 0)
— V44807 0g + 73 (2542 — 240 0§) + 75+ 5017 0p + 71 - 25 0

/g
B, = f@z 14N A& = P13+ 51202 4 p1,- 10243 g4 + ¥4, (— 76842 + 512 0f) (53)
0

— Y10 1636709 — 9, (320 4% 4 768 0F) — 75 - 640109 +- 7, (8324% — 320 0f)
+ ¥+ 16641 0g - 5 (— 318142 + 832 05) — ,-636 i 0,
+ 73(3514% — 3180F) + ¥2- 70100 + ¥,-3505

= f@z NEdE = yy5-1024 3% 4 py, - 20481 0y + Y14+ 1024 02 — 7y, - 1920 12
- V10 3840 109+ 7, (44812 — 1920 ) + ¥ - 896 0, + 7, (90042 - 448 0F)
+ 95 - 1800 49y + Y5 (— 42012 +- 900 0F) — ¥ - 84010y + 75 (494% — 42003)
+ 72+ 9810 + y1-49 0§

Bildet man nun analog (16) und (21) die Naherungswerte u 4, , #p,, %y, und fithrt
den angegebenen Wert I; in (2b), das wieder } zur oberen Integrationsgrenze

hat, ein, d.h. bildet man die Ableitungen: a—i——— 0 und gi =0 und setzt

die Determinante des so entstehenden homogenen Gleichungssystems gleich Null,
so erhilt man mit Beachtung von (53) wie frither folgende Ergebnisse:

F4, Fg, Fo,
%A1=74A—1’ %Blz—BBT, MCI=—COT (54:)
H( ) (Byu —F i»
t 1“—FBI )(Cru— FCI!_
[(Alu—FA)(clu—F ) — (Biu — Fp)? = (®5)
bzw. ' X BY
l(%_%/h)(u — %01)—131(%_%B1) —O’ worin lBl::‘l‘E‘.
1v1

In Tabelle 5, die der Tabelle 2 analog ist, sind (53), (54) und (55) fiir die dort
angegebenen Fille ziffernméBig ausgewertet worden.
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b) Kritische Drehzahlen gerader Ordnung.

Hier sei & vom linken Lager & = 0 bis zur Wellenmitte & = ; gezihlt. Da
bei den kritischen Drehzahlen gerader Ordnung die zugehdrigen Verzerrungs-
formen der Welle zentrumsymmetrisch hinsichtlich des Wellenmittelpunktes sind,
so bildet sich an dieser Stelle stets ein Knotenpunkt mit Wendetangente aus,
weshalb in diesen Fillen folgende Randbedingungen zu erfiillen sind:

7(0) = 7" (0) = 1(0,5) = %"(0,5) = 0. (56)

(56) geniigt offenbar, wenn wieder gleich bis zur zweiten Anniherung geschritten
werden soll, der folgende Ansatz:

N o= og(TE — 4088 4 48E5) + o, (3E — 1488 + 3287) = o 75 + 1y 717]
7 = (7 — 120£2 + 240 &%) + o, (3 — 42 £2 | 224 £5) (57)
7'=— 2400 (€ — 48%) — 8da, (€ — 16£9) I

Analog wie frither ergibt (1b) (obere Grenze 3) mit (10) und (57):
Io=oF , + 2050, Fp, + 03 Fg, — (02 Ay + 2050, By + a2 Cy),

worin die angegebenen GroBen wie folgt definiert sind, wobei ¢ durch (15) be-
stimmt ist
1/, Yo
F g, =f773'2d5 = §74_0 = 548,571429, Fp, =f17§,’ 7y A& = 256,
0 0
e
=fn;'2d§ = B — 192,181 818,

0

F,

e
dg= f@z N A& = 13- 2304 9% + py,- 4608 10, + 15 (— 3840 4% - 2304 of)
> V10 - 76805 0g + 7, (2272 i — 3840 02) + v, - 45441 g,
+ 7 (— 560 4> + 2272 o) — ¥, 1120 70, + ¥5(49 * — 560 gf)
+ 74-98100 + 75+ 490§

Ya

By= [ 02151, A& = 15153642 + y, - 3072 10 + 715 (—1280 42 -+ 1536 o)
2 1225601 0 -+ 71y (— 448 72 — 1280 63) — 19+ 896 4 0,
+ 7, (704 12 — 448 0f) + 5 - 140814 0y + y,(—21814% 4 704 of)
— V5436109 + ¥5(21 42 — 218 0F) + y4-42709 + ¥5-21 0§

12

Co= [P nEdE = y1,- 10244 + 7,4 204810y + 715+ 1024 0f — 73+ 896 82
‘0‘ YViz+ 179210, + vy, (19272 — 896 0F) + 19+ 384 109+ 7,(196 12+ 192 05)
95392 09+ 7, (— 8442+ 196 03) — 7, - 168 1 0y -+ 75 (912 — 84 ¢3)

+ 718700 + 73- 905
Wie frither erhilt man schlieBlich die zu (54) und (55) analogen Gleichungen

(58)

Fy Fg Fg
MAz = 723 ) uBz = —B'f ) uC’z = C: > (59)
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Ao — ' (Agu.— F,,)(Byu — Fg,) -0
) I(Bzu”‘FBz) (C2u_F02)i

(Agtt — F 1) (Cott — Fu) — (Byw — Fp)? =0 (60)

bzw.: (% - qu) (% - uCe) - )‘Bz (% - uBz)2 =0, worin le =

B3
A,Cy”
In Tabelle 6 sind (58), (59), (60) fiir die bereits in Tabelle 5 angegebenen symme-
trischen Belastungsfille ziffernmaBig ausgewertet worden.

c) Berechnung einiger wichtiger Spezialfdlle und die ZweifluBtrommelturbine
mit kegelstumpfformigem Laufer.

Um den Vorteil der mitgeteilten Formeln darzutun, seien die bereits im dritten
Abschnitt berechneten Fille 1, Abb. 3 und 2, Abb. 4, neuerlich berechnet. Man
hat hierbei auf die Grenzen « und 8 zu achten, die nach (15) die Gré8e y ermitteln
lassen. « und B sind in Tabelle 5 bzw. 6 angegeben. Fiir die ungeraden Dreh-
zahlen ist &, wie erwihnt, von der Wellenmitte an gerechnet. Fiir Fall 2 war z. B.
in Tabelle2: « = 0,2, =0,8 angegeben, daher ist jetzt in Tabelle 5 eingetragen:
o=0,8=08—0,5=0,33. Fiir gerade kritische Drehzahlen ist es gleichgiiltig,
ob man die beziiglichen Formeln fiir die Zdhlung
von einem Lager oder von der Wellenmitte an be- ¥
nutzt. Es ist das letztere in Tabelle 6 fir Fall 2 %
geschehen, da dann die Werte y direkt aus Tabelle 1 = ¥ -——
entnommen werden konnten; wiirde man z. B. in
Fall2 das linke Lager als Anfangspunkt gewéhlt «-o0
haben, so wire z.B. « =0,2, f#=0,5 und die be- :f? I PRI
ziiglicheny-Werte miiBten als Differenzen dargestellt z 3
werden. Im {ibrigen erkennt man die groBe, bei Aot a‘;f;,ﬁ;;,?;“%?&,,.:&‘&
gleicher Rechenarbeit gegeniiber Tabelle 2 erzielte Scfe Zlinder, deren Basisflaches to
Verschiarfung der Werte der ersten und zweiten  hindurchgehen. [Man vel. (63), (111).]
kritischen Drehzahl, wihrend man auBerdem noch
Abschitzungen fiir die dritte und vierte kritische Drehzahl erhilt. Die strengen
Werte sind, soweit sie ermittelt wurden, unter #, angegeben, wobei der an-
gefiigte Index die Ordnung der Drehzahl angibt.

Fall 6, Abb. 11. Die Scheibenumfinge erfiillen Zylindermintel von gleicher
Linge und gleichem Halbmesser, beginnend an den Wellenenden. Dieser Fall
stellt somit gewissermaBen eine Ergianzung zu Fall2, Abb. 4 dar und enthalt
bei voller Scheibenbesetzung wieder Fall 1, Abb. 3 als Spezialfall. In Tabelle 5
sind die ungeraden kritischen Drehzahlen fiir die angegebenen Grenzwerte a

und B berechnet. Fiir die geraden kritischen Drehzahlen ist in Tabelle 6 blo8
der Fall berechnet, daB die Linge eines Zylinders gerade ein Viertel der ganzen
Wellenlange betrigt. Zum Zwecke des Vergleiches wurde dieser FFall aber doppelt
berechnet: Zuerst, indem der Anfangspunkt & = 0 in ein Wellenlager verlegt
wurde, womit also « = 0, f = 0,25, sodann, indem dieser Anfangspunkt in der

Wellenmitte angenommen wurde, womit also « = 0,25, f = 0,5 ist. Im ersteren
Falle sind alle Werte dem dariiberstehenden Fall 2 mit x =0, 8 = 0,25 gleich.
Man sieht, dafl trotz der verhiltnismaBigen Verschiedenheit der Werte w4, - 03,
g, - 03, U, - 05 doch die zweiten Anniherungen an die zweite kritische Drehzahl nur
ganz unwesentlich voneinander abweichen, hingegen divergieren wegen der stark

 —

o

30 In allen Abbildungen und Tabellen beziehen sich die iberstrichenen GréBen a, B ...
auf die Zahlung von der Wellenmitte ab.
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Tabelle 5. Die ungeraden kritischen Drehzahlen bei symmetrischen Fillen ohne

Fall Kennzeichen | Abb.
Nr. «, ﬁ' 00> i Nr. Al : Q% Bl : Q% Cl : Q% Uay* 9% u31'9%
r | 2T (7)1,;—_ﬁo= 3 3 6,298413 8,948918 | 12,717949 97,548 98,080
©= oi,zﬂo: 03 5,674261 8,030757 11,367210 108,278 109,294
2 - 4
* = oé =ﬂ O: .25 5,137162 7,253 145 10,241375 119,599 121,011
a= °’~3'_/i= 3 0,624151 0,918161 1,350738 984,376 | 955,949
6 — 11
e g =3 1,161251 | 1,605772 2,476574 | 529,084 | 517,590

=0, f=o05| ., 3,362915 4,743293 6,601028 182,609 | 185,448

Aq:i? By 32 Cy14? gy 12 ug, 12

8 * = Z)' foz 0.5 13 0,207792 0,300677 0,435209 2956,800 | 2919,126
0 =

4, B, o U4, Upy

&:O, ﬁ=0133

0,=0,08, i=025 | 4 | 079134 | 0II12601 | 01060422 | 7764075 | 7790,741

Z=o0, f=o0,5

0,=0,08 i—0,25 | 0,090964 0,130149 0,186274 | 6754,357 | 6743,934

9a

unsymmetrischen Belastung (8 = 0,25) die Niherungen fiir die vierte kritische
Drehzahl ganz betrichtlich und es ergibt sich also hier, wie auch fiir die un-
symmetrischen Fille des dritten Abschnittes, die praktische Regel, die Rechnung
einfach bei verschiedener Annahme des Nullpunktes zweimal durchzufiihren,
womit sich oftmals eine schirfere Bestimmung der héheren Drehzahlen nach Ab-
schnitt 4 oder 9 vermeiden liBt. Bei den ungeraden Drehzahlen der symme-
trischen Fille gelten dann allerdings die Randbedingungen (64), denen die Ansitze:
N=o0,(6— 28+ &)+ o(8E — 108 + 1584 — 125 + 4 &)

bzw. N=o4(6 —28+ &%) 4 a5 (25 & — 4083 4 16 &)

geniigen, von denen der erstere aus (52) durch Ersatz von & durch § — & ent-
steht, wodurch die Werte F,,, F 3, F, in (53) beibehalten werden kénnten, wih-
rend der letztere einfacher ist. Die aus diesen Ansitzen analog (53) abzuleitenden
Ausdriicke konnen aber hier {ibergangen werden, da man fir die meisten Fille
mit den mitgeteilten Formeln auslangen wird. Der Wert #,02 in Tabelle 5 fiir
o =025, § =05 kommt dagegen aus dem angegebenen Grunde als brauch-

bare Niherung nicht in Frage.
Um die strenge Lésung fiir ungerade Drehzahlen anzugeben, sei £ = 0 in das

linke Lager verlegt, was bei Herleitung der strengen Losungen stets beibehalten
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Kreiselwirkung. F,, = 614,4, Fp, = 877,714286, Fg, = 1280, F4,Fo, — F%, = 16049,628641.

tg, - 0F g+ 03 Uy QF Ar;rlla.mtérgle f Uwy - 03 A;:a.‘h;z:e f Uy * 05
100,645 | 97,409 | 8337,97 — — 97,409 | — — 7890,14
112,605 | 107,829 | 19944,5 —_ — 107,726 — — —
124,983 | 118,830 | 38761,3 — — 118,822 — — —

944,180 | —o0,0%1188

941,074 | +o,0%3047 | 243432 | T _ -

947,630 | 944,180 | 367502

517,604 | —0,026012

516,843 | 516,798 | 111276 516,126 | 104976 | — 14,371 | 68427

515,095 | +0,0%3958 65536 | + 1,366
724 -+0,041065 o o .
191,275 | 181,285 | 15925,8 728 —0,0%3502 181,233
. . , Annahme .
g, "3 uy 12 RL -0 I w12 _ — —
2930 -+0,042138 . o o
2041,114 | 2933,020 | 207517,6 2040 o018z | 293153
u w u Annahme f - o
‘01 1 3 u, Uw, -
—0,02
7978,940 | 7750.68 | 922872,6 | 1733 Fooonsy |ms12a | — - —

6871,598 | 6753,60 | 435989,4 — — — — —_ —

wird und gemdB Abb. 5 und nach (34) daher neben o die Grenze f = 3 fest-
gesetzt. Heile 7, (£) die Auslenkung im belasteten ersten Feld, #;(§) die im un-
belasteten zweiten Feld, so gelten offenbar die Rand- und Ubergangsbedingungen

a) 7.(0) =u:(0)=0
b)) elw) =mlw), M) =7(w), W) =), W (@) =7ni"(a) (61)
) 7:(0,6) = 77"(0,5) = 0
Den Bedingungen (6la) und (6lc) entsprechen die Ansitze
a) N, = A4, Cin(x&) + Cysin(x§);  b) M=o+ asr(—&+ ). (62)

Die Bedingungen (61b) ergeben nun hinsichtlich der vier Integrationskonstan-
ten 4,,C,, a1, ap; Vier lineare homogene Gleichungen und das Verschwinden
ihrer Determinante liefert mit Beachtung des Schemas (33) die Stabilitdtsgleichung

f=2+4u (Tguw —tgouu)=0, v=3%—u, (63)

worin » durch (32) bestimmt ist. (63) ist in Tabelle 5 ausgewertet worden, wobei
sich f statt (63) auf die erweiterte Gleichung

f=2Cof xucos su + xv (Sin 2u cos xu — Cpj 2u sin 2w) = 0 (63a)
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bezieht, die sich in dieser Form als Spezialisierung allgemeinerer Fille darbietet.
Fiir gerade kritische Drehzahlen gilt wieder (36), wenn man daselbst v = § — u
setzt. Analog wie bei Fall 3 folgert man jetzt den Satz:

Ist die GroBe g in Abb. 11 halb so groB wie jene in Abb. 6, so ist
bei AuBerachtlassung der Kreiselwirkung der Wert uy,03 der zwei-
ten kritischen Drehzahl des Falles6, Abb. 11 gerade 16mal so gro8
alsder Wert uy, 0% der ersten kritischenDrehzahldesFalles 3 inAbb.6.

Eine graphische Losung von (63) und ebenso auch der Brunellischen Glei-
chungen (35a), (35b) und (36) nach dem Vorgange von R. Grammel ist im

siebenten Abschnitte angegeben.

Fall7, Abb. 12. Die Scheibenumfinge erfiillen M
einen symmetrischen Doppelkegelmantel mit den % &= 10z
beiden Spitzen in den Wellenlagern. Ist g, wieder f§=50=0-> | el ’
der Scheibenhalbmesser in der Wellenmitte & = 0, Ié——;—ﬁ@ﬁE%él z

so muB}, damit die Kegelspitze im rechten Lager ) ) )
1. . Abb. 12, Fall 7. Die Scheiben erfiillen
5 =3 ISt, offenbar in den Formeln (53) und (58) einen symmetrischen Doppelkegel mit

O : : : den Spitzen in den Lagermitten und der
fqr ? . 2 Qo geSCtZt werden. Die Ergebnlsse sind gemeinsamen Basis durch den Wellen-
wieder in Tabelle 5 und 6 angegeben. mittelpunkt. [Man vel. (65).]

Um auch hier die strenge Lésung angeben zu
kénnen, muB der Anfangspunkt £ = 0 im linken Lager angenommen werden,
wonach dann die Reihen (39) unmittelbar verwendet werden kénnen. Die Rand-
bedingungen lauten dann fiir die ungeraden kritischen Drehzahlen

7(0) =" (0) =1/ (0,5) = 7"(0,5)=0. (64)

Die beiden ersten Bedingungen (64) ergeben mit (39) o, = a, = 0, die beiden
letzten liefern die homogenen Gleichungen

o B, + %Gl =0,
oy B+ 5, G = 0.

Da o; und «y nicht gleichzeitig verschwinden diirfen, wenn # = o, E + a3G
nicht identisch verschwinden soll, so folgt die Stabilitdtsgleichung

f=i Tl o, )
Ly Gy
Da ¢ = — 2p, ist, so erscheint in den Reihen (39) I%
statt der GroBe x» in (32) iberall 4x, was bei der An- —-% =
nahme fiir # in Tabelle 3, wo die Reihen in (65) aus- £=a=0 &=%
gewertet erscheinen, beriicksichtigt ist: Als Annahmen |_ _ J—si 3= % =

erscheinen ungefihr viermal so groBe Werte, als sie die Abb. 13, F ‘ ‘

. . . . . . 13, Fall 8. Die Scheiben er-
Niherungsergebnisse in Tabelle 5 lieferten. Der vierte fiillen2symmetrische Kegel, deren
Teil des so erhaltenen Interpolationswertes ist in Ta- gf;f;;f}a;ﬁfgugghg:;gg die Lager-
belle 5 unter Uy, 08 eingetragen unq man er}_iennt die gemeinsame nsfglttz?s;ﬁlle)w(?;q?ﬁ
ausgezeichnete Ubereinstimmung mit den Naherungs- vgl. (66) und (67).]
werten.

Fall 8, Abb. 13. Diese Annahme stellt einen Gegenfall zum vorigen dar, denn
der symmetrische Doppelkegel hat jetzt seine Spitze im Wellenmittel, die Basis-
flichen aber in den Lagern.

Fiir die strenge Losung ist jetzt der Anfangspunkt & = 0 in der Wellenmitte
anzunehmen. Fiir ungerade Drehzahlen gelten dann offenbar die Randbedingun-
gen (51), deren zwei ersten mit (39) oy = a3 = O ergeben, wihrend die beiden

Karas, Drehzahlen. 3
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letzten wie frither die Stabilitdtsgleichung liefern
D‘/z F g

(66)
D‘/z ‘Iz

.f=|

(66) ist in Tabelle 3 ausgewertet und der daraus folgende strenge Wert in Tabelle 5
nebst den fiir g, = 0 folgenden Né&herungswerten w42 emgetragen Neben der
ausgezeichneten Ubereinstimmung erkennt man vor allem im Vergleich mit dem
vorhergehenden Fall 7, welch groBen Einflu die Massenverteilung der Scheiben
auch bei gleichem Gesamtgewicht auf die Hohe der kritischen Drehzahl be-
sitzt, ein EinfluB, der durch Beachtung der Kreiselwirkung, wie der nichste Ab-
schnitt zeigen soll, in derartigem Grade verindert wird, daf3 jede vorherige Ein-
schitzung desselben vollkommen unsicher und unbrauchbar erscheint. Z. B. ist
bei gleichem Basishalbmesser, also ¢ = 2p, beim Doppelkegel, Fall 7: ;0% =181,

bei der Spule, Fall 8, ulg_)%”@_ 733. Fiir gerade kritische Drehzahlen
wiirde (56) gelten und damit erhielte man aus (39) zunichst o, = o, = 0 und
—?Tm'“‘?i:ml) mﬂ‘m["_ sodann die Stabilitatsgleichung:
K. .T"'H-H h; _:‘. _——"'— '7 E G
48 |||t s f=| BT g, (67)
= S .Gl
A4S J. : e l S
V.-..,—*:Ju,t» | w{‘j“» i.*—J Die strenge Auswertung von (67) be-
ru”‘t “‘“*“L reitet freilich erhebliche Schwierigkeiten,
Ly=2500 weil wegen der hohen Werte der Dreh-
U=3800 zahlen in den Reihen (39) sehr viele

Abb. 14, Fall 9. Die ZweifluBtrommelturbine mit . .
kegelstumpfférmigem Liufer. Wirkliche Abmessungen Glieder berechnet werden miissen, um

e A o gy ot G- 7k eine austeichende Genauigkeit zu er-
zielen.

Fall 9, Abb. 14. Die ZweifluBtrommelturbine mit kegelstumpfférmigem Liu-
fer3L. Die Scheiben erfiillen zwei Kegelstiimpfe, die in der Wellenmitte mit ihrer
kleineren Basisfliche zusammenstoBen. Den in Abb. 14 in mm angegebenen
Werten des Liufers entsprechen mit sehr groBer Anniherung die Annahmen:
a =0, ,B = 0,33, g, = 0,08, ¢ = 0,25. Mit ihnen wird /; = 2508 mm, 4 = 608 mm,
D = 1235 mm. Diese sehr geringen, durch die leichter zu bewiltigende Zahlen-
rechnung entstandenen Abweichungen von den Konstruktionsangaben sind, da
es sich ja ohnehin in den meisten Fillen um Ndherungsrechnungen handeln wird,
stets zuldssig und dies um so mehr, als man die Durchmesser des Liufers wegen
der zu beriicksichtigenden Schaufelmasse, die man nur ungenau hinsichtlich ihrer
Tragheitswirkung erfassen kann, ohnehin nur ndherungsweise fiir die mechanische
Berechnung annehmen muB. Mit den angegebenen Werten erhilt man mit ver-
hiltnismiBig sehr geringer Mithe die in den Tabellen 5 und 6 eingetragenen Er-
gebnisse. Die groBe Uberlegenheit der niaherungsweisen Berechnung tritt gerade

31 Die Anregung zur Untersuchung dieser Turbine erhielt der Verfasser durch eine
freundliche Mitteilung von Herrn Prof. G.Zerkowitz, Miinchen, der auch die dem be-
rechneten Beispiele zugrunde liegenden Zahlenangaben entnommen sind. Man vgl. auch
die Doppelendturbine von Melms und Pfenninger in A. Stodola: Dampfturbinen, Abb. 713,
S. 589, und in H. Melan: Theorie und Bau der Dampfturbinen. a.a. O. Abb. 154, S. 261. Man
vgl. weiter in E. A. Kraft: a. a. O. die engl. GEG, zweigehiusige Kondensationsturbine,
Abb. 133, S. 119; ferner die AEG, zweigehdusige Kondensationsturbine, Abb. 137, S. 121;
auch MAN, dreigehausige, zweiflutige Kondensationsturbine, Abb. 142, S. 124; BBC, drei-
gehausige, zweiflutige Kondensationsturbine, Abb. 155, S. 133 und BBC, ND-Turbine,
Abb. 158, S.137; ferner P. E. Brunelli: Le macchine a vapore. a. a. O. Abb. 182, S. 273, und
Abb. 205, S. 301.
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in dem vorliegenden allgemeineren Fall sehr deutlich hervor, dessen strenge Be-
rechnung zum Zwecke des Vergleiches und zum Zwecke der Uberpriifung, die
gerade fiir diesen praktisch wichtigen Fall die Giite der Anniherung erweisen
soll, trotz der groBen Rechenarbeit im folgenden angegeben werde.

Bezeichnet man mit #, die Auslenkung der Welle im belasteten, mit 7, im
unbelasteten Teil, so erhdlt man durch Einfithrung von (10) in (26a) leicht die
beiden Differentialgleichungen:

a* . .

G — e+ 2000+ 2E) =0, (68)
i, .

5 =0. (69)

Hierbei gelten fiir ungerade kritische Drehzahlen offenbar die folgenden Rand-
bedingungen:

a) m(0) =n"(0)=9

b) mB) =m0, %@ =mnp), wE="68 95nE=mr@ (70)
C) 772 (0»5) = 7],2, (0»5) = O

Fiir gerade kritische Drehzahlen dndern sich nur die Bedingungen (70a) um in:

1:(0) = 7{(0) = 0, (71)
wahrend (70b) und (70c) unveridndert bleiben. Die Bedingungen (70b) folgen
ebenso wie (61b) aus dem Umstande, daB die Biegungsform der Welle an der

Stelle £ = f sprung- und knicklos verlduft und ebenso die Diagramme der Bie-
gungsmomente und Querkrifte ohne Sprung iiber die Stelle £ = 8 hinweggehen
miissen, da dort keine konzentrierten Einzelmassen vorhanden sind. Wie sich
diese Randbedingungen bei Beachtung der Kreiselwirkung, die ihrerseits die
Querkrafte beeinfluBt, dndern, wird im ndchsten Abschnitt dargetan.

Die Losung von (69) wird im Verein mit (70c) leicht gefunden:

Me=og(—1+4 28 + og(1 — 6+ 4£). (72)

Hierin bedeuten «; und o« die beiden durch (70c) noch nicht bestimmten Inte-
grationskonstanten von (69). (68) hingegen 148t sich in geschlossener Form nicht
l16sen, weshalb der Reihenansatz (38) in (68) eingefiihrt werde, was zunichst die
Rekursionsformel ergibt:

nn—1)(n—2)(n—3)a,— updt, y— 2uigyet, s— uita, ¢=0, #=6,7,8...

Damit liefert (68) nach langen Rechnungen die Losung:

Mo=D + % E + % F + a,G,
worin ist:
D=1+u (11!-9%544— %eoiés + 6%—@'256)
+ u2%9358+ }92!93’.59 + %@gizsm + i_i_?eoiagu + %;_?24512)
08 (Jgr @ oy 38 £+ Sq7 ah 2+ T g s
O e 2 S )

3%
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E=ttu(5as+g0if+ -1257)
(g b+ o ehi B0+ 1T bt 4 Tt gp it 1t + [T im)
+%3<__98 513 _|_ 1_5981,514_'_ 15' 2515 + 4928 1:3 516
+2 249 PET 4 7(1)2?'36 g5 sy 90720 90720 6519) . (73)

_M§2+M(6l 56""7»90’57 izés\

328 12 6 216
J”‘Z(lo'é’ofmJr o7 00 € 4 (o7 052 E1 9 Q0B+ 27 0 4514)

16064 ,
_|_ “3<14| 00 514 15' QO 515 _|_ 13 517
9?:;"14 2 g 331699'60 5y 518400 P 520)

G=8+u (7,9 & —}-8,@0@53 1221259)

1416 672 1‘3200
_|_%2( rosEn + 2‘90 P62 4 D RS 4 .090 3 g1a 1 19200 4515)

28 o
3 15
+u <15' 06 €% + Tgre

512160 , ., 2035200 . 3590400 .
R T TRCL e M 905520+T’6521>+

g3 guo 4. 0000 6096 obit 17 4 T25T¢ 72576 gt g8

Setzt man in (73) zunichst g, = 0 und dividiert D, E,F, G beziiglich durch 2!,
31,41, 5!, soergebensich sofort die Reihen D, E, F, G in (39), wie man leicht erkennt.

Setzt man hingegen in (73) ¢ = 0, so folgen mit » = i/@ (32) die Reihen, die
sich in der rechts stehenden Weise darstellen lassen:

=1+4|‘5" gvf +12.5“+--- =é~[@ni(%§)—l—cos(;¢§)]
§+ EtUF9'59+13153+"' =L[@in(%§)+sin(%§)]

_21[5 6' §6+10!§ i‘4' TS ]
.
]

32

':-1 l

H

7 [@o (3 &) — cos (% &)]

G=3s+5e+ Fany Kgs gy

o 3 [Gin(x &) — sin (% &)]

d. h. man erhilt wieder die in diesem Fall giiltige Losung (31), denn fiir ¢ = 0
folgt aus (68) wieder die Differentialgleichung (27), fiir gy = 0 aber (37).
(73) ergibt fiir ungerade kritische Drehzahlen in Verbindung mit (70a) sofort:

oy = 53 = 0,
so daB verbleibt:

771 == &0—D_ + &.22":. (74:)

(72) und (74) stellen somit die Lésungen von (68) und (69) bereits unter Beriick-
sichtigung der Randbedingungen (70a) und (70c) dar und sind blo8 noch den

32 Man vgl. hierzu die in Anm. 19 erwihnte Arbeit des Verfassers, S. 198.
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Bedingungen (70b) zu unterwerfen. Man erhilt die vier hinsichtlich der noch
verbliebenen Integrationskonstanten o, oy, o, ®5 linearen und homogenen Glei-
chungen:

a) 0gD () + @ F(B) = oy (— 1 +28) + oy (1 — 652 + 4 f3)

b) #D"(F) + e P! (F) =200 + 1204 (= f + 7 l (75)
c) D" () + a4 F” (B) = 1205 (— 1+ 2B)

d) % D"(f) + uF"(f)=  24a, {

Teilt man ('75c) durch (75d), so erhilt man sofort die Gleichung:
%[2D"(B) — D" (B)(— 1+ 2f)] + % [2F"(B) —~ F"(B)(~ 1+ 2p)] =0.

Teilt man hingegen (75a) durch (75b) und driickt die Konstante «, mittels (756d)
durch %, und «, aus, so folgt nach einigen Umformungen:

%[24D(f) —12D'(B)(— 1+ 28 — D" (H)/(1 — 64 + 12',5}2—833]
+ 0 [24F (/) — 12F (B (—1+ 28 —F" (A1 — 68 + 128 — 8] =
Hiermit folgt wie frither als Stabilitidtsbedingung die Determinante:
[2D"(B) — D" (B (—1+2p)]  [2F"(B)—F"(h)(—1+2p))
[24D(B) —12D'(B)(—1+2B)  [24F(B) —12F' (B)(—1+2p) |=0 (76)
—D"(B)(1—6f+ 122 —8p%] —F"(B)(1—6F+ 126 — 8%

Da fiir g, = 0 die Reihen in (73) in die Reihen (39) iibergehen, so folgt fiir f =1
aus (76) wieder die Determinante (66), wie man leicht erweist.

Fiir gerade kritische Drehzahlen liefert die Randbedingung (71):

h=uE+ 56

Wie oben gelangt man somit zu einer (76) vollig analogen Stabilitdtsbedingung
fiir gerade kritische Drehzahlen, wenn man in (76) blo3 D durch E und F durch G
ersetzt, und die daher nicht eigens dargestellt zu werden braucht; sie geht eben-
falls fir § = % und g, = 0 iiber in die Stabilitdtsgleichung (67).

2
Um (76) auszuwerten muBten zunichst die darin dargestellten Reihen fiir

& = B = 0,33 berechnet werden. Hierbei muBten mit Riicksicht auf die in Tabelle 5
angegebenen Niherungsergebnisse wieder fiir # je zwei Werte so angenommen
werden, daB3 der Wert f in (76) voraussichtlich verschiedenes Vorzeichen erhilt,
die beiden Annahmen von # den wahren Wert u,,, somit einschlieBen33. Die Werte
der so berechneten Reihen und von f sind in Tabelle 3 eingetragen, ebenso der
durch lineare Interpolation erhaltene Wert #, in Tabelle 5, woraus man neuer-
dings die ausgezeichnete Ubereinstimmung der Werte #; und u,, beurteilen
kann und wohl auch den groBen Unterschied der Rechenarbeiten, die zur Ge-
winnung der verglichenen Werte nétig waren. Man kann sogar sagen, da ohne
Kenntnis der Niherungswerte eine ziffernmiBige Berechnung von (76) vollig
aussichtslos erscheinen miiBte.

33 Es wurden, wie aus Tabelle 3 hervorgeht, sogar drei Werte fiir # angenommen, von
denen in Tabelle 5 bloB die Werte 7755 und 7758 aufgenommen wurden, da sie den wahren
Wert uy, umschlieBen. Die Faktoren von u, #? #® in den Reihen D...F" sind in Tabelle 4
angegeben.
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Wie bei Fall 5, Abb. 8 erortert wurde, gilt auch hier fiir alle Liuferformen,
deren ideelle Kegelspitzen S, S’ (Abb. 14) auf der Drehachse dieselbe Lage haben,
die Beziehung u;03; = u;;0%;; = konstant, worin g,;, 0oz, - - - die Scheibenhalb-
messer in der Wellenmitte & = 0 bedeuten.

Als Fall 9a ist schlieBlich in Tabelle 5 eine Welle der ZweifluBtrommelturbine
mit den gleichen Annahmen g, und ¢ berechnet, jedoch mit dem Unterschied,
daB die Kegelstiimpfe, welche die aufgekeilten Scheiben erfiillen, bis an die

Wellenlager heranreichen (x =0, § = 0,5). Der Vergleich mit Fall 9 zeigt, da$}
trotz des Umstandes, daB die neu hinzutretenden Scheiben sich ganz in der
Nihe der Lager befinden, dennoch eine bedeutende Herabsetzung der ersten
kritischen Drehzahl gegeniiber Fall 9 eingetreten ist und in viel hherem Grade
gilt dies hinsichtlich der dritten kritischen Drehzahl. DaB dieser Einflul bei Be-
achtung der Kreiselwirkung noch viel gréBer ist und von gar nicht vorher ab-
zuschitzender Art, wird der nichste Abschnitt erweisen.

d) Liuferformen gleicher kritischer Drehzahlen.

Die Formeln (53) und (54) bzw. (58) und (59) gestatten, wenn man bei der
ersten Anndherung stehen bleiben will, die Gesamtheit jener Liuferformen von
kegelstumpfférmiger Gestalt zu ermitteln, die bei symmetrischer Belastung und
bestimmten vorgegebenen Werten « und f eine vorgegebene erste oder zweite
kritische Drehzahl besitzen. Dieselbe Frage beantworten hinsichtlich der un-
symmetrischen Belastungsfille die Formeln (14), (16), (18) und (21) des zweiten
Abschnittes.

Ordnet man in den angegebenen Gleichungen nach Gliedern mit g2, go¢ und 42,
so erhilt man hinsichtlich g,, ¢ positiv definite Ausdriicke von der Form

ay1 05 + 2a55007 +422i2=% bzw. % T %
Rechts vom Gleichheitszeichen stehen nur positive Briiche, denn die Aus-
driicke F sind gemiB ihrer Herleitung positiv und ebenso die Nenner #,, .. .,
sofern iiberhaupt kritische Drehzahlen existieren, was bei fehlender Kreisel-
wirkung ja stets zutrifft. FaBt man links g, und ¢ als laufende Koordinaten auf,
so stellen obige Gleichungen offenbar Kegelschnitte dar. Fiir die erste kritische
Drehzahl symmetrischer Fille beispielsweise ergibt sich fiir die 4,,, da die linke
Yz Ya

Gleichungsseite aus fn2 (0o + 2£)2d& entstanden ist, offenbar: 4,, = f n2dé§,
6 0

Y2 Y

a9 =6fn2§d§, Ay =6f172§2d§. Setzen wir nun 5 = v, & = w, so folgt aus der

Schwarzschen Ungleichung (41) sofort:
Agg = a3189 — a3y > 0.

Dies folgt auch aus der Bemerkung, daB obige Ausdriicke hinsichtlich g, ¢
positiv definit sind.

Dies ist aber die Bedingung dafiir, daBl obige Kegelschnitte Ellipsen sind.
Es kann also fiir eine vorgegebene erste kritische Drehzahl bei unbeachteter
Kreiselwirkung nur Liuferformen geben, bei denen weder g, noch ¢ unendlich
groBe Werte annehmen. Man erkennt auch sofort, daB obige Ellipsen um so kleiner
werden, je groBer der zugehorige Wert # ist.

Man entnimmt z. B. fiir symmetrische Félle hinsichtlich der ersten kritischen

Drehzahl der Tabelle 5 fiir volle Scheibenbesetzung o =0, f = 0,5 aus Fall 1
mit 4 = 0 den Wert 4,: g2 = a,; = 6,298413, aus Fall 8 fiir g, = 0 den Wert
A,:4% = ay = 0,207792. Da schlieBlich bei Fall7 ¢ = — 2p, ist, so folgt aus
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dem angegebenen Tabellenwert sofort: (ay, —4a,, + 4a,,)08 = 3,362915 g2, wor-
aus a;, = 0,941667 folgt, was nach (53) natiirlich auch direkt berechnet werden
konnte. Die Achsenneigung 2« gegen die p,-Achse, sowie die Halbachsen a, b

bestimmen sich aus den Gleichungen: tg 2o = 20 L A=A pr= A
11 — Qg g, Ry Ugy Fy
worin &, 5 = %(au + Ay, - V(ayy — ag9)? + 4a3,) ist. Es ist somit tg 2o = 0,3092
und mit F,, = 614,4 weiter: a= 7_67 b= 96’_833 , 2
Uay ]/Mﬁx
wahrend sich die Abschnitte auf der g, bzw.
i-Achse zu gy = 9—8—71, 1= 5437_6 ergeben, mit wel-

Uy Uy
chen Werten nun in Abb. 15 nach dem angegebenen
MaBstab die Ellipse leicht eingezeichnet werden
konnte. Der laufende Punkt P bestimmt durch seine {1~
Koordinaten g, ¢ eine ihm zugeordnete Lauferform
und nur den Punkten des ersten Quadranten, der
in Abb. 15 dick ausgezogen ist, entsprechen die
praktisch wichtigen Liuferformen mit positivem g,
und ¢. Den Punkten des zweiten Quadranten z. B. A,
entsprechen Liuferformen, wie sie in Abb. 16 dar- a
gestellt sind, als deren Grenzfille die in den - | @ M
Abb. 12 und 13 dargestellten Formen angesehen <——30:V,
werden konnen. Man kann diese Ergebnisse so aus- ~ Abb. 15. Lauferformen mit gleicher

. - .\ erster kritischer Drehzahl bei symme-
sprechen: FaBt man die als veranderlich ge- trischen Fallen und fehlender Kreisel-

dachten GroBen g, und i eines Laufers puecs Zeﬁni?iﬁfﬁu“;ﬁmdﬁ?ni‘;‘,
von kegelstumpfférmiger Gestalt und fester
Scheibenbesetzung « und § als kartesische Koordinaten eines Bild-
punktes P auf, so erfiillen in erster Niherung bei AuBeracht-
lassung der Kreiselwirkung die zur selben ersten oder bei symme-
trischen Fillen auch zweiten kritischen Drehzahl gehérigen Bild-
punkte P eine eindeutig bestimmbare Ellipse.
Allerdings muB3 betont werden, daB3 die so fest-
gelegten Ellipsen bloB erste, in den meisten Fillen
allerdings sehr gute Anniherungen an die wirklichen
transzendenten Verhiltnisse darstellen. Schreitet man
gemdl (19), (55) oder (60) zur zweiten Anndherung .. ¢ 1suferformen, deren Profi
vor, so ergeben sich als bessere Darstellung Kurven  durch verschiedenes Verzeichen von
: : . : . : 0o und 7 bedingtist. Die zugehdrigen
vierter Ordnung in g,, 7, die allerdings von Ellipsen  Hidpunkte P Tiegen bei der Darstel-
nur sehr wenig verschieden sind. g e o i 31'50(23231}%;;
Eine Verzerrung anderer Art tritt auch schon bei  Grenzfalle auch die Abb. 12 und 13.)
ersten Ndherungen infolge Beachtung der Kreisel-
wirkung ein; auch hier sind es Kurven vierter Ordnung, die in ebenso iiber-
sichtlicher Weise die Rotorformen gleicher kritischer Drehzahl zur Darstellung

bringen. (Man vgl. insbesondere hierzu den Unterabschnitt 6d.)

50:Vig,,

Plo,Y)

6. Die Beriicksichtigung der Kreiselwirkung der
Lauferscheiben.

a) Die Differentialgleichung.
Ein Wellenelement von der Linge dg (Abb. 2) ist auBler von der Fliehkraft

dm Yy w?® noch vom Kreiselmoment @, w? %2— dy ergriffen, worin @, das axiale
Durchmessertragheitsmoment der aufgekeilten Scheiben je Lingeneinheit der
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Welle, dy/dg aber die Neigung der Tangente an die verzerrte Wellenmittellinie im
Scheibenmittelpunkte gegen die unverzerrte Mittellinie bedeuten3t. Nach dem
Satz vom gleichsinnigen Parallelismus der Drehachsen ist der Sinn dieses Kreisel-
momentes bei synchroner Prazession im Gleichlauf, bei welcher also die verbogene
Welle mit den aufgekeilten Scheiben wie ein starrer Kérper umliuft, so gerichtet,
daB es der eingetretenen Verzerrung entgegenwirkt (Abb. 2), wihrend sich sein
Drehsinn bei synchronem Gegenlauf umkehrt und sein Betrag die dreifache GréBe
annimmt. An der Stelle ¥ << ¢ herrscht also nach Abb. 2 das Biegungsmoment
l

l
daz
M,~E]75= wwﬁfﬂ(x)n(x)(x —x)dy — oﬁf@d(x) %’dx —T(— %),

worin T die Haltekraft am oberen Wellenende ist. Wie im dritten Abschnitt

ergibt doppelte Ableitung nach x
7

M, a’ a
T =FE] = _nua)zf”(x,) ) (1) dy + Oy(w)ar 7 + T,
M, . pd'y . a

d
- _E]d?znﬂwzyz(x)y+w27;[@d(x) gﬂ

Liegen Vollscheiben vor, so folgt wegen

1
Oux) = g anriix) )
die Differentialgleichung
at 1 d d
E]d—;:~znuwzﬂ[r4(x)d—ﬂ~7t/4w272(x)y=0. (78)

Fiihrt man wieder dimensionslose Verinderliche und Konstanten nach (6) bis (9)
ein, so folgt fiir synchrone Prizession im Gleichlauf

4

%—%u-ﬂ%(g“é—?)—ufn:() (78a)
und fiir synchrone Prizession im Gegenlauf (retrograde Prizession)

AU PR UL P _—

gt nge \@gs) —uen=0. (78b)

Fir fehlende Kreiselwirkung geht ersichtlich (78) in (26) bzw. (78a) oder (78b)
in (26a) iiber. Eine Kontrolle dieser Differentialgleichungen erfolgt hier und
im Unterabschnitt 6b mittels des Prinzips von Hamilton, im Abschnitt 10
mittels der zugeordneten Integrodifferentialgleichung?.

Auch die Integrale (1a) bzw. (2a) sind nun entsprechend zu erweitern. Wah-
rend die Arbeit L; der inneren Krifte ungedndert bleibt, tritt zur Arbeit L,
der Fliehkrifte nach (4) noch jene L,y der Kreiselmomente hinzu, die bei syn-

34 Der EinfluB der Kreiselwirkung der Lauferscheiben auf die kritischen Drehzahlen
wurde erstmals untersucht von A. Stodola: Neue kritische Drehzahlen als Folge der Kreisel-
wirkung der Laufrader. Z. ges. Turb.-Wes. Bd. 15 (1918) S. 253, 264, 269 und ebenda Zur
Theorie der kritischen Drehzahlen Bd. 17 (1920) S. 1 und S. 18; ferner Dampfturbinen, S. 363
und S. 921. F. Kleinu. A. Sommerfeld: Theorie des Kreisels Bd. IV, S. 893. Leipzig 1910,
insbesondere hinsichtlich des Satzes vom Parallelismus der Drehachsen vgl. man ebenda,
S. 763. Ferner R. Grammel: Der Kreisel, seine Theorie und seine Anwendungen,
S. 213—234. Braunschweig 1920. Man vgl. auch die im Anhang des letztgenannten Werkes
zu § 17 angefithrten literarischen Anmerkungen. Ferner H. Lorenz: Technische Anwen-
dungen der Kreiselbewegung. Erweiterter Sonderabdruck aus Z. VDI Bd. 63 (1919) S. 1224.
Th. Péschl: Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 307 und die unter Anm. 1% und 2 ¢ mitge-
teilten Arbeiten des Verfassers.

3 Fiir konstanten Scheibenhalbmesser » =, folgt aus (78) unmittelbar die von R. Gram -
mel!® in Gl. (2) seiner Arbeit angegebene Differentialgleichung, woriiber man insbesondere
Abschnitt 7 vergleiche.



Die Differentialgleichung. 41

chronem Gleichlauf

.
2

L= —%f@dy’zdx
0

betriagt. Mit L, = L, + L, ergibt nun (1) bzw. (2) bei Beachtung von (77)

!
]=J‘<E]y”2+%:z,uw274y’2—nuw2r2y2>dx=O, (79)
0

0l = 6f<E] y'"® 4 %Jz,uaﬂr‘ly"“’ — P2 y2> dx=0. (80)
0

Dies kann sofort mittels des Prinzips von Hamilton nach (5) bestitigt werden.
Ein Scheibenbiindel besitzt auf einem Wellenelement der Linge dx offenbar die
kinetische Energie (Abb. 2)

AL — —;»dmyzwz-i— ;. d@pwi + %d@d(l)z )

worin 4@, = 2d 0,.das polare Trigheitsmoment des Scheibenbiindels um die Tan-
gente an die verzerrte Wellenmittellinie, 46, wie frither das axiale Durchmesser-
tragheitsmoment um den die unverzerrte Wellenmittellinie schneidenden Durch-
messer bedeuten, wihrend w, = w cosda, w, = wsinda die Komponenten
von w in diesen Achsen mit da = 9’ als Tangentenneigung bedeuten. Mit (77)

ist daher
!

L=%n,uw2f<72 ;r“—»—r‘ly’g)

0

wihrend V durch (3) gegeben ist. Damit aber ergibt (5)

6flf[E]y"2— 7 U w? (72y2 + %74— %ﬁy"")]dxdt =0,
to 0

woraus, wie im zweiten Abschnitt, die Ubereinstimmung mit (80) leicht er-
schlossen werden kann.
Fithrt man mittels (6) bis (9) wieder dimensionslose Veridnderliche ein, so
folgt aus (79) bzw. (80) mit geinderter Bedeutung von I
1

J( me 947/2_“@2772>d£=0’ (79a)

0
6I=6f<7]112_{_ Z‘Q4nl2_“92n2)d520' (808.)
0

Bezeichnet man den Integranden von (80a) mit F (", ', ) und wendet auf ihn
nach Vorschrift der Variationsrechnung die Euler-Lagrangesche Ableitung (28)
an, so erhilt man sofort die Differentialgleichung (78a). Fiir synchronen Gegen-
lauf gelten zwei zu (79a) und (80a) analoge Gleichungen, in denen bloB %/4 durch
— 3 u ersetzt ist. Fiir fehlende Kreiselwirkung gehen (79a) und (80a) ersicht-
hch in (1b) und (2b) S. 6 iiber. Bei den symmetrlschen Belastungsfillen ist die
obere Integrationsgrenze in (79a) und (80a) wieder .
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b) Die Kreiselwirkung bei den unsymmetrischen Féllen.

Es sollen hier, wie bei den symmetrischen Fillen, die Entwicklungen wieder
bloB bis zur zweiten, allen praktischen Fillen geniigenden Anniherung fortgefiihrt
werden. Fiihrt man in (79a) bzw. (80a) den allen Randbedingungen (12a) ge-
niigenden Ansatz (17) ein, so dndern sich die in (14) und (18) angegebenen GroéBen
nicht, hingegen erfahren die Gleichungen (16), (19) und (21) insofern eine Modi-
fikation, als neben den GréBen A4, B, C noch weitere von dem mittleren Gliede
in (79a) und (80a) herriihrende Summanden K ,, Kz, K, auftreten. Es ergibt
sich namlich statt (16) und (21)

;o Fy ;L Fp ;o Fo
W, = T wp=——7—, e = ——
4— Ky B - Ks C— Ko
81)
" o__ Fy " o__ Fg " o__ Fg
Ma=—Tg o BTy =3
A — B 4+ — —
+4KA + 4KB C+ 4Kc

In (81) soll ein einfacher Akzent die Werte # bei synchroner Prizession im
Gleichlauf, ein doppelter bei synchroner Prizession im Gegenlauf andeuten. Wir
konnen sogar die Formeln (16), (21) und somit auch (19) fiir die zweite Annihe-
rung formell vollkommen aufrecht erhalten, wenn wir die durch die Kreisel-
wirkung modifizierten GréBen A’, B’, C' bzw. 4", B”,C" wie folgt einfithren
A =4—1K,, B'=B—1Ky, (' =C—21K, fiir synchronen Gleichlauf (62)
A"=A+%K,, B'=B+3Kjy, C"=C+3K, fir synchronen Gegenlauf '
(16), (21) und (19) sind formell erhalten geblieben, nur die den Gleichlauf oder Gegen-
lauf andeutende einfache bzw. doppelte Akzentuierung der GroBen u 4, ug, %4, A,B,C
ist unterschiedlich hinzugetreten. Die Groflen K ,, K5, K (Kreiselkorrektionen)
in (81) und (82) werden gemaB (79a) natiirlich von ¢ und damit nach (10) ebenso
wie 4, B, C selbst von g, und ¢ abhingig sein. Sie lauten mit Beachtung von (15)

1

K =[0* 0 d& = p;,- 16784 ;o (— 484% + 64 305) -+ 7, (36 1% — 192 0, -+ 9642 03)
0

+ 5 (874 + 14443 9, — 2884202 + 64 7 03) + y,(— 1244 + 3243 g,

+ 2164202 — 1924 03 + 16 08) + v4(— 48130, + 481202+ 1441 03 —480%)

+ 5 (14 — 724203 + 321 0§ + 36 0F) + V.4 (4 130, — 48705 + 808

+ Y5 (69203 — 1208) + vo- 4703 + v1 -0}

1
K= [0 nn5d §=7,3-60 8%+ (— 9049+ 24042 o) +y10(— 12044360 i° 0, +360120})
0

+ 7, (19544 — 480 i3 o, — 54012 0% + 2407 0})
+ 75 (28 44+ 780 4% o — 720 1202 — 36070} + 60 of) (83)
+ 7, (— 7244 4 11242 g + 1170 3202 — 48014 03 — 90 od)

+ye(—28813 09+ 1681203478014 03— 120 08) + (74— 432 1202+ 1124 03 + 195 08)
+ 74(28 4% — 2884 0§ + 28 0f) + ¥, (42 ® 0§ — T2 0f) + Vo - 2870% + ¥, - 70}

1
Kc=f94’732d5 = Y13+ 225 14 + 13- 900 23 0 + 1, (— 900 7% 4 1350 22 03)
0

+ 10(— 36003 0o + 9007 93) + 7, (1110 % — 540042 02 + 225 of)

+ 74 (4440 7% 0y — 3600 7 03) + 7, (— 420 7% + 6660 72 2 — 900 f)

+ 76 (— 1680 32 oo + 4440 1 03) + 75 (4944 — 252042 0% + 1110 gf)

+ 74(196 % 0o — 16807 0f) + 75 (294 1% 0§ — 420 05) -+ ¥, - 196 7 0§ + ¥, - 49 0}
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Zur Anwendung der Formeln (81) bis (83) mégen die bereits im dritten Ab-
schnitt behandelten Sonderfille durchgerechnet und die strengen Lésungen hierzu
angegeben werden.

Die in Tabelle 2 angefiihrten symmetrischen Félle 1 und 2 sind sogleich aus
den bereits im dritten Abschnitt zutage getretenen Griinden hier iibergangen
worden und sind unter c) genauer betrachtet.

Fall 3, Abb. 6. Zunichst ist in der Spalte4 der Tabelle 7, in welcher der
Unterfall § = 0,75 berechnet wurde, zwischen den Werten 4’: g% und 4”: g3
die zu ihrer Berechnung nétige GroBe K, : pf und analog in den Spalten 5 und 6
angegeben, denn in (83) erscheint wegen ¢ = 0 jeweils der Faktor pf. Dann
wurden A’: % = A: 0% — 10i(K,:04) und analog die iibrigen GroBen in den
Spalten 4, 5, 6 berechnet, woraus ersichtlich ist, da man bei Beachtung der
Kreiselwirkung Annahmen von g, (hier 0,3) machen muBl und daher auch nicht
einen fiir alle Werte von g, giiltigen Wert #p3 wie bei fehlender Kreiselwirkung
erhalten kann. Die GroBlen A : g} usw. sind hierbei natiirlich nach (14) und (18)
zu berechnen und aus Griinden der Analogie sind in Tabelle 7 auch die GréBen
' 08, W08 neben dem Werte u, 0% aus Tabelle 2 in der Spalte 7 und ebenso
in 8 und 9 beibehalten worden, so daBl ein Vergleich stets unmittelbar méglich
ist. Es besteht stets die Ungleichung

ul> u> MH,

denn fiir synchronen Gleichlauf ergibt sich nach Abb. 2 eine Versteifung der
Welle durch die Kreiselmomente, die die kritischen Drehzahlen erhéht, weil sie
der eintretenden Verzerrung entgegenwirkt, wahrend bei synchronem Gegenlauf
gerade das Umgekehrte der Fall ist, so daB} es denkbar ist, daB dann die Kreisel-
wirkung der Scheiben auch bei verschwindender Fliehkraftwirkung Instabilitit
hervorzurufen vermag 3.

Zum Zwecke der Ermittelung der strengen Lésung werde die Auslenkungs-
funktion im belasteten x»-Feld mit #, , im unbelasteten A-Feld mit #, bezeichnet,
sie geniigt im x»-Feld nach (78a) wegen ¢ = g, = konstant = dem g, der Nihe-
rungsrechnung in Tabelle 7 der Differentialgleichung

4 2

Tl — et —wein,=0, (84)
wihrend 7, einer (69) analogen Gleichung gehorcht. Fithrt man ferner die Ab-
kiirzungen

%Q;‘: = Uy, - 0 =W, (85)

ein, so vereinfacht sich (84) zu

d4"7;¢_ a*n,
agt T Tx g

(86) gilt fiir synchrone Prizession im Gleichlauf, fiir synchronen Gegenlauf ist w,
durch — 3w, zu ersetzen3?. Der Ansatz

T = €% (87)

36 In der Tat gelingt auf diesem Wege, wie der Verfasser in einer demnéchst abzuschlie-
Benden Arbeit zeigen wird, eine sehr anschauliche kinetische Deutung des Knickproblems,
die den Vorteil in sich birgt, daB man auf diese Art die Kerne der beziiglichen Integral-
gleichungen ohne weiteres als EinfluB- oder Greensche Funktionen explizite darstellen kann,
wihrend das Knickproblem selbst bekanntlich einer solchen Darstellung erhebliche Schwie-
rigkeiten bereitet.

37 (86) stimmt {iiberein mit (19a) der in FuBnote 1 genannten Arbeit des Verfassers,
wenn dort v = ( gesetzt wird, also die Langskraft aufler Betracht bleibt.

— Uy N, =0 (86)
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Tabelle 7. Die kritischen Drehzahlen bei unsymmetrischen Féallen mit Be-
lauf. Die kritischen Drehzahlen bei fehlender Kreiselwirkung sind aus Tabelle 2

’ .9 /. 2 /. 2
Fall | Kennzeichen | Abb. A7 e B 0 ¢ o
; Ky: @o Kp: 0 K¢ od
Nr. o, ﬁ Qo> 1, Nr. ”. ir. -9 ", 2
0 A" 03 B”: o2 C": 03
0,038254 0,286670 2,148 510
=0, ﬁ =0,75
3 . 6 0,285184 2,069782 15,084045
=03, 1=0
0,063920 0,472951 3,506074
Al g2 B’ 42 C' a2
Kyt Kg: 14 Kg:it
A2 B :q2 C" 42
0,010769 0,081 799 0,621 526
o=0, ’3 =1
, 6 , 8,6228
4 0 =0, i=0,3 7 0,140260 1,099134 44
0,023392 0,180721 1,397 582
A’ B’ c’
K4 Kpg K¢
AII B// CII
0,002 183 0,016537 0,125329
= =0,8
5 x=02 ﬂ o 8 0,000 499 0,003 688 0,027413
Qo =0,1, 1=0,25
0,002 682 0,020225 0,152742
A’ B’ (o4
KA+°‘77747 @r KB+°‘277:1Z77%;:93¢ I{C'_‘_axnar Qr
A/I B// CII
0,001 940 0,01478 0,11269
Wie bei 5 4 4.7 S !
5a | £=0,25, x=0,15| 3I 0,001471 0,010698 0,077941
0,=0,4
0,003 411 0,025482 0,190638

liefert mit (86) folgende zwei Wurzeln der charakteristischen Gleichung

}:1=V’—[— +u,,, xz—V—— Vw—}—u,,, (88)

welche fiir w, = 0 beide Wleder in (32) ibergehen. Fiir synchronen Gegenlauf
gilt statt (88) bei Beachtung von (85)

41—V—~w —i—V—w‘—J %, , "2—1/ w+’/4w,+u . (88a)
(87) und (88) geben somit als Losung von (84)

N, = A4, Sin (%, &) + B, Cof (>, &) + C, sin (%3 &) + D, cos (%, &) . (89)
(89) geht fiir fehlende Kreiselwirkung mit x», = , = » wieder in (31) {iber.
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achtung der Kreiselwirkung bei synchroner Prazession im Gleich- und Gegen-
mit ibernommen. Die dort angegebenen Werke F,, Fg, Fg sind auchhier giiltig.

wo-0f | s} | ug-0F | %1-0f | “2°0) | Annahmen U, - Q)
e Q?) “p - Qf o + 0F uy - 03 Uy - e | .02, ot f Uw, - 03
wie@y | wh-0 | wg-@f | wi-es | wy-@f |tV TR0 W, - 03
125, 0,1171
125,478 | 125,580 | 127,663 | 125473 | 19781,50 122 f;g J_ro 0756 125,189
107,454 | 108,030 | 110,248 | 107,253 2233,65 106,961
0,1570
75004 | 76,118 | 78,232 | 74138 G079 | T4 o | 7
Wy 0® uly o 1® ug -1 ) -1 uh 1 Uy, - i
Uy 12 up . 12 Ug « 12 Uy, » 12 Uy 12 Annahmen f Uy + 13
w13 ul) 12 uy 1% Y < 12 ul « 12 Wy, 12
o —0,0%1252
445719 | 440,103 | 441,370 | 441,007 | 211843 | D ooiyeng | 439.358
344,705 | 337,934 | 336,324 | 335822 | 78403 335,578
192 0,0%4278
205,194 | 199,202 | 196,257 | 193,420 | 3242,4 133 io 05362, 193,182
u, uly ug, 174 Iz
Uy Upg Ug Uy Ug
A uy Uy uy uy
2198,933 | 2176,946 | 2188,527 | 2184,782 | 87473,9
2080,128 | 2061,974 | 2075,059 | 2069,578 | 49632,0
1789,991 | 1779,955 | 1795,750 | 1786,094 | 21795,0
A uly Uy, 174 Uy
Uy up Ug Uy Uy
] wy uf uyl uy
2474,519 | 2434,979 | 2433,836 | 2433,800 | 352704
1943,087 | 1934,471 | 1954,733 | 1940,516 | 34584,6
1407,256 | 1412,738 | 1438,780 | 1405,796 | 16432,2

Die Randbedingungen (6la) liefern mit (89) die vereinfachte, der Glei-
chung (62a) analoge Gleichung

Ne =4, €in (2, €) + C,,sin (1, ),

wihrend die auch hier giiltigen beiden letzten Randbedingungen (12a) im Verein
mit (69) die Lsung

M=oy (—14 &) +o5(2 — 384 &)

(90a)

(90b)

ergeben. Hingegen gelten von den Ubergangsbedingungen (61b) nur die drei
ersten, denn die Kreisehnomen’ge beeinflussen, wie bereits erwihnt, die Querkrifte.
Zur Ermittelung der vierten Ubergangsbedingung, die einige Vorsicht erheischt,
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bedient man sich am besten der zugehérigen Differentialgleichungen. Sie soll mit
Riicksicht auf spitere allgemeinere Fille gleich Scheiben mit den Halbmessern g,
und g, an der Grenze zwischen dem x- und A-Feld voraussetzen.

In Abb. 17 ist somit neben dem belasteten Feld x mit dem Scheibenradius 7,
noch ein weiteres Feld A mit dem Scheibenradius 7; angenommen, das an der

- Stelle x = b vom #x-Feld durch die Trennungs-
Y linie G getrennt ist. Das Biegungsmoment an der
————m vzl T Stelle x; des A-Feldes ist vor (77) dargestellt
Radius Ty, worden und daher gilt auch die dort angegebene
T N-Feld Ableitung d M ,/dx. Bilden wir diesen Ausdruck
S . sogleich fiir die Stelle x; = b und fiigen iiberall
Trennungshinie 6 den das A-Feld kennzeichnenden Index A hinzu,
I Radlius Ty, so folgt
aM z 2 a3 Ya
ta &y, -Feld < dx;. 4)x1=b_ E] <d—/’V:{>x}'=b
4 !
Y
Ty } =T— fﬂ a7y (1) 0?1, (x2) 4y
Iy b
s /d
o=t 7 + @dz(x;.)xiu__zb (d_i;)xfb' (91)

Abb. 17. Die in den Feldern » und 4 mit . . .
Scheiben von verschiedenen, aber inner-  Bilden wir nun ebenso das Biegungsmoment M,

halb eines Feldes stetig begrenzten Halb- .
messern 7, und 7}, besetzte Welle. des Feldes % an der Stelle %, SO fOIgt

!
My, = EF%2 = —T (=) + [anrt ot = 5 wale dma

2
% axy

l
dy,
2] 2_2%qd
[ a(Z) o 75 La

b b
b
ay,
+ Y 73(&4) ‘02(& _xn) D). (gn)dgn _'f@dx(gn)wg d; dgu
zl z}f g
Ableitung an der Stelle x, gibt nun:
aM,, o ay,
@, —H i
1 b
d
= T— |wpri (£2) 0?9 (52) dia— [ 75 () 02 9 () AL+ O (1,) 02 d,y,j
b z, )
und fiir x, = b folgt hieraus
aM,, . a3y,
< dx, )x7=b_ EJ (dxfﬁ )xx=b
' .
=T — [murd ) ot () de + O (v,) 02 (722) (92)
= JERT L) w9, (G) ety + Uax Ay M
b

Subtrahiert man nun (92) von (91) und ordnet anders, so erhilt man die Uber-
gangsbedingung

EJ (%)xl=b_ Q“(xl)x?:b (%)sz

=EJ @:5)@”#_ O (%) ©2 <%>zx=b' (93)

z_=b
” P
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Beachtet man (77) und fiihrt die (85) analoge konstante GroBe
Sot=mw (94)

ein, so folgt aus (93) mittels der dimensionslosen GréBe § in (11) die in durch-
wegs dimensionslosen GroéBen dargestellte Ubergangsbedingung

n(B) — wami (B) = n" (B) — w, 7. (B). (93a)

Da g, bzw. p; als veridnderliche GréBen im x- bzw. A-Feld aufzufassen sind,
sind in (93a) und (94) natiirlich deren Werte an der Feldgrenze & = f ein-
zusetzen, an der aber wegen der Knicklosigkeit der verzerrten Wellenmittellinie

nach (61b)
1 (B) = 2. (B) = 1 (B)

gilt, weshalb (93a) auch kiirzer in der Form

i (B) — " (B) — [wa (B) — w. (B)1 (B) = O (93D)
geschrieben werden kann, die fiir synchrone Prizession im Gegenlauf die Form
i (B) — 0’ (B) + 3 [wa(B) — w. (B)] 7 (B) =0 (93¢)

annimmt. Es ist vorteilhaft, diese wichtigen Ubergangsbedingungen noch ander-
weitig zu kontrollieren. Wendet man daher das Prinzip von Hamilton (5)
sogleich in der, wie erwiesen, ihm gleichwertigen Form (80a) auf die in
Abb. 17 dargestellte Welle an, so folgt in leicht verstindlicher Bezeichnungs-
weise

g
O(L,+ 1) = 6“77;’“‘—# ok — ueinﬁ]dé
0

1
o[ [mr et — wot o] ag = 0. (99)
B

Wird nun zunéchst in (95) die Variation nur an I, durchgefiihrt, da sie bei I,
ganz analog verlduft, so folgt bei Teilung durch den Faktor 2:

8
1 /77 ’” ’ ’
5 01, ———ﬂmém + ot om— ueimém]df-
0

Wird nun hier jeder einzelne der beiden ersten Summanden partieller Inte-
gration unterworfen, so folgt

A B B
B B 18
fn;’én;’df = 70| —fné”én;dé = 00N | — O | +f77;"’6md5
b 0 ' 0

. Il

8 8

Y 4,8 098 % ’ _" y
fz Q101 dE = - 0L On | — f(@:t 1) 071, .
0 0
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Verfihrt man ebenso hinsichtlich 61;, so ergibt sich aus (95)

8
1 ’ ﬂ 7 ﬁ ”n u 4,7 ﬂ
Wi Ot || — MO |+ | 1707, AE + - 0u O, |
0
8
- {—f(@in;)’émdé - ufei 7507, d&
0 0

1
+ 77 on; L N3’ o, ’1 +fni”’6md§ + 2 od s dm, '
18 "8 5 4 I3

1 1
- {—f(ei ) 0mdé — ufe% monNdE=0.
B B

Fiir #, gelten zunichst die Randbedingungen (61a), fiir ; die beiden letzten
Randbedingungen (12a), wihrend hinsichtlich der Ubergangsbedingungen wegen
der Sprung- und Knicklosigkeit der verzerrten Welle an der Ubergangsstelle
zunichst bloB die beiden ersten der Bedingungen (61b) ausgesagt werden kénnen.
Beriicksichtigt man diese und bedenkt, daB3 sie weiterhin in jeder beliebigen
Nachbarlage bloB dann erfiillt bleiben konnen, wenn die Variationen 7, , d#;,
07y, 6n3 den folgenden Bedingungen geniigen

07, (0) = 0ma (1) =0, 90, (B) = dm(B) = 0n(B), On.(B) = d7i(B) =7 (f),

so folgt mit Weglassung der beziiglich verschwindenden Glieder und Zusammen-
ziehung der verbleibenden Integrale:

B
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— N

B
’” ’ g " o4, p " u 4,0\ 2
ye 0Ny | + 4 €107, | + [m —z(@nm)—uexm]émdé
0

1
u

11k 077 'ﬂ — 0| A g eh i oms | +ﬂf[m"' — (et —uoiny| omds—o.

Bedenkt man nun, daB obige Gleichung fiir voneinander unabhingige
0% » 01y, 01, Om), erfiillt sein muB, sofern diese Zusatzfunktionen nur die obigen
ihnen auferlegten Bedingungen erfiillen, so erkennt man, daB zunichst die Inte-
granden der beiden Integrale fiir sich verschwinden miissen, was zu (78a) fiir
Feld » und einer anlogen Differentialgleichung fiir Feld 4 fiihrt, wodurch die
auf anderem Wege hergeleitete Beziehung (78a) zunichst eine willkommene Be-
statigung erfahrt. Aber auch die mit d#’(8) behafteten Glieder miissen wegen
der oben angegebenen Unabhingigkeit der Zusatzfunktionen fiir sich verschwin-
den, ebenso die mit §%(8) multiplizierten. Dies liefert sofort die beiden noch

fehlenden Ubergangsbedingungen
n(B) =i () und 7" (B) — n (B) — [wi(B) — w, (B)17/ () =0,

die hiermit bestitigt werden. [Man vgl. (93b).]

Man erkennt, daB fiir fehlende Kreiselwirkung, also fir w, = w; = 0 wieder
die Ubergangsbedingungen (61b) oder (70b) folgen.

Da nun in unserem Falle das A-Feld unbelastet, somit w; = 0 ist, so lauten
zusammengefalt simtliche Randbedingungen fiir #,, bzw. #;, wenn der Anfangs-
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punkt & = 0 in das linke Lager verlegt wird:
a) 7, (0)= 72 (0) = 0
b) 7. (B)=m(B), M(B)Y=ni(B), n(B)=i(B), n'(B)—w.m.(B)=ni"(B) (96)
) (=77 (1)=0
Den Bedingungen (96a) und (96¢) geniigen bereits die in (90a) bzw. (90b) an-
gegebenen Losungen von (84) bzw. (69). Die Ubergangsbedingungen (96b) liefern
nun analog (75) vier lineare und homogene Gleichungen beziiglich der vier Inte-
grationskonstanten 4,,, C,, o3, a32, von denen nur die aus der letzten Ubergangs-
bedingung (96b) folgende angeschrieben werden soll:
An H? @Di (”1 ﬁ) - Cx }‘g cos (”2 ﬂ) — W, [An * @Di (”1 ﬁ) + Cn #g COS (%2 ﬂ)] =6 %3z
Nun ist aber nach den Definitionsgleichungen (88) w, = %2 — %2, woraus

K} — W, %y = Ky%p, K3+ W,y = 4} % (97)
folgt, womit sich die oben angeschriebene Gleichung zu

A, 7y %5 C0f (21 f) — C, 25 %5, c08 (2 ) = 6 gy

vereinfacht. Wie nach (75) ergibt dann das Verschwinden der Systemdeterminante
der erwahnten vier Gleichungen mit Beachtung des Schemas (33)

f= (0 + #3) (g0 sty -+ Tg sy tg wgw) + %3 2(2 + 5 730) T 2eq
+ oo g (2 — L ud) tgugw =0, v=1—u. (98)

L4aBt man in (98) # und damit % bis Eins anwachsen, womit v = % = x#y = 0
wird, so bleibt

tg%2u=tg%2=0,

woraus mit (88) wegen », = nz die Losung folgt?s:
U, — W, (nm)? = (nm)*t, n=1,2,3,.... (99)

Bei fehlender Kreiselwirkung folgt aus (98) wegen %, = x, = x (32) nach Kiir-
zung durch 22 sofort

%%+ T g wutgon + no(tguw + Tguw) + 2% (Tgaw — tgun) =0,

also wieder die Brunellische Gleichung (36), von der somit (98) die durch Be-
achtung der Kreiselwirkung bedingte Verallgemeinerung darstellt. (98) wurde in
Tabelle 7 fiir synchronen Gleich- und Gegenlauf ausgewertet, wobei in letzterem
Fall (88a) herangezogen werden muBte. Eine graphische Losung von (98) durch
die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien ist im nichsten Abschnitt an-
gegeben.

Fall 4, Abb. 7. Hierzu enthilt Tabelle7 in den ersten Kolonnen wie im
Falle 3 die errechneten GréBen und Niherungswerte. Wegen g, = 0 erscheint
— analog wie frither der Faktor g, — jetzt der Faktor ¢. Fiir 1 wurde der Wert
1 = 0,3 angenommen. Auch fiir diesen Fall kann die strenge Losung nicht allzu
schwer angegeben werden. Fiir g, = 0 folgt aus (10): p = &£ und das gibt in (78a)
eingefiihrt die Differentialgleichung

ds 4 d .
= ds(54 )—uz2§2n=0. (100)

38 (99) steht in voller Ubereinstimmung mit Gl. (57) Fall I der in 1 mitgeteilten Arbeit
des Verfassers fiir fehlende Langskraft, also fiir v = 0 in der Bezeichnungsweise der er-
wahnten Arbeit.

Karas, Drehzahlen. 4
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Fiihrt man in (100) nun wieder den Reihenansatz (38) ein, wobei es sich empfiehlt,
in (100) die angedeutete Differentiation des zweiten Gliedes erst nach Einfithrung
von (38) auszufiihren, so folgt zunidchst die Rekursionsformel

n(n—1)(n —2) (n— B)a, — uit 1+ o (n=3)(1—6) |, =0, 7=6,78, ...

Damit ergibt sich sodann nach lingerer Rechnung mit oy, oy, a5, xy als Inte-
grationskonstanten die Losung:

N = og(D) + oy (E) + ay(F) + a3(G),
worin mit j = 17: ist
_ 1 ur(140-37)& | w?*(140-3/)(1+6-97)&%-7-8
(D)= g + 6! + 12!
wWi®(1+0-37)(1+6-97)(1+12-157)€8.7-8-13-14
T 181 T
o u(lF1-45)8 | w14 1-47)(1+7-107) E9.8.9
(E) =g+ ! + 13!
Wi (14 1-47) (1+7-107) (1+13-16) E°-8-9-14- 15 (101)
+ 19! e
8 wi(142.5)8 | i (142.5/)(148-115)&4.9-10
(F) = 4! 8! + 14!
WS (142-57) (1+8-117) (1 + 14-177)£2.9-.10-15-16
+ 20! T
8 uir(143-67)& | uif(14+3-67) (14+9-127)€5-10- 11
G) =g + o1 + 15!
u38(1 +3-67) (1+9-127) (1 + 15-18/) &21.10-11-16-17
T 211 T

Fiir synchronen Gegenlauf gilt die Lésung (101) ebenso, wenn man statt 7
— 37 setzt. Die Reihen (D), (E), (F), (G) in (101), die ibrigens ein deutlich er-
kennbares Bildungsgesetz zeigen, gehen fiir fehlende Kreiselwirkung, also ;7 = 0
iiber in die beziiglichen Reihen D, E, F,G in (39). Wie dort findet sich hier
eine zu (40) vollig analoge Stabilitdtsbedingung:

i i(Eo ()

— 102
ED) (G)) (102)

In Tabelle 3 sind zunichst die Reihen in (102) fiir Gleichlauf und Gegenlauf
fiir die dort ersichtlichen Werte von # ausgewertet worden, die wieder auf Grund
der Naherungsergebnisse gewihlt wurden. In beiden Fillen liegt aber, wie man
den Tabellen 3 und 7 entnimmt, der wahre Wert auBerhalb des so versuchsweise
angenommenen Intervalles, es muBte somit linear extrapoliert werden. Gleich-
wohl liegen die wahren Werte stets so nahe einer Grenze, da8 eine neue versuchs-
weise Annahme fiir # unterlassen werden konnte. Man entnimmt Tabelle 7, daB
die so gewonnenen strengen Werte mit denen der zweiten Anniherung auBer-
ordentlich scharf {ibereinstimmen (bei Gleichlauf betrigt der Fehler fiir die
Tabellenwerte noch nicht /3%, fiir die Drehzahlen selbst bleibt er somit unter
'/6¢%); die Rechenarbeit hingegen erwies sich bei den strengen Lésungen, ins-
besondere bei Gegenlauf, wo die Reihen schlechter konvergieren, als recht be-
trachtlich.
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Fall 5, Abb. 8. Die entsprechenden Werte sind wieder in Tabelle 7 eingetragen.
Ein Vergleich mit den Werten der Tabelle 2 zeigt, in welchem Ma@e sich in diesem
praktisch wichtigen Fall die GréBen der kritischen Drehzahlen durch Beachtung
der Kreiselwirkung dndern. Auf eine Kontrolle durch strenge Losungen muBte
in diesem Falle in Anbetracht der schon bei Vernachlissigung der Kreiselwirkung
zutage getretenen groBen Weitldufigkeit der Rechnung, die der analoge Fall
der Zweiflutrommelturbine mit kegelstumpfférmigem Liufer erforderte (vgl.
Unterabschnitt 5c¢) verzichtet werden. Der in Tabelle 7 weiterhin angegebene
Fall 5a, Abb. 31, soll im elften Abschnitt niher erértert werden.

c) Die Kreiselwirkung bei den symmetrischen Féillen.

Hier sind, wie im fiinften Abschnitte, die kritischen Drehzahlen ungerader
und gerader Ordnung zu unterscheiden. Begniigt man sich wieder mit Annéhe-
rungen zweiter Ordnung, so geniigt fiir ungerade kritische Drehzahlen den hierbei
giiltigen Randbedingungen (51) wieder der Ansatz (52), der in (79a) und (80a)
eingefiihrt, neben den Ergebnissen (53) noch die vom Gliede mit % herriihrenden
GroBen K, , Kz, K, ergibt, welche lauten

K, = fzg“ ML AE = 256 [y, - 16 4 + o - 645 0y + 7, (— 24 7% + 9612 g2)

i Vs(— 961305 + 641 08) + y,(90* — 14442 0§ + 16 0y)

+ 5 (36 300 — 9610) + v5(54 42 0F — 24 05) + 74~ 36 05 + ¥5-90f]
Ky, = f294 N o @§ =192 13- 64 % + 15+ 256 130, + 11 (—4814% +- 38442 0f)

£ 10(—192 %0+ 256 6f) + (20 - 288 263 + 6 ¢}

+ v (— 80130y — 19217 08) + v, (154* — 12012 o7 — 48 0})

+ ¥5(607° 0y — 80 ¢ 0) + 5 (90 7% 0§ — 20 05) + 75~ 60703 + ¥5- 15 05]
Ko, = j/' 294 7 AE = 144 [y15 - 256 1% + py, - 1024 3 9, + P45 - 1536 12 02

1010247 63 + 745 (— 160 84+ 256 08) — 730+ 640 1% g — 7, - 9602 g3

— 756401703 + ¥, (25 7% — 160 o) + Y- 10043 9y + ¥; - 150 12 o2

+ 741004 § + 7525 ¢f]

Es ergeben sich schlieBlich, wie frither aus (79a) und (80a) mit (53) und (103),

die den Gleichungen (81) und (82) vollig analogen, von ihnen nur durch den

Akzent 1, der auf die ungeraden kritischen Drehzahlen hinweisen soll, unterschie-
denen Gleichungen

(103)

39 Es soll in diesem Zusammenhange auf eine andere Beeinflussung der kritischen
Drehzahlen hingewiesen werden, namlich die durch ein vorgegebenes Torsionsmoment, wie
dies erstmalig untersucht wurde in der beachtenswerten Arbeit von R. Grammel: Der
EinfluB der Wellentorsion auf die kritische Drehzahl. Festschrift zur Feier des 70. Geburts-
tages A. Stodolas, S. 180. Ziirich 1929.

4*

(104)3
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Tabelle 8.

Die Beriicksichtigung der Kreiselwirkung der L&uferscheiben.

Die ungeraden kritischen Drehzahlen bei symmetrischen Fillen

und Gegenlauf. Die kritischen Drehzahlen bei fehlender Kreiselwirkung

sind auch

’ - n2 a2 . a2 o, 2
Fall | Kennzeichen | Abb.| 41 € Byt G e a1 Qo
Nr. «, B, 0 i Nr. K 4,100 Kp,:00 K, 100 “Al‘Qg
A0} | BY g} ci e} W, -3
B 4,899 556 6,960 346 9,884 702 125,399
a=o0, f=o0,5
1 0p=0.3, i=0 3 62,171 429 88,380952 125,922078 97,548
10,494 984 14,914 632 21,217689 58,542
5,272007 7,495 421 10,654 273 116,540
2 a=o, ﬁ.=0’3 4 17,877987 23,792 700 31,686101 108,278
0=0,3, =0
6,881025 9,636764 13,506022 89,289
negativ negativ negativ negativ
6 =03, =05 1 | 44293442 | 64,588253 94,235977 984,376
0p=0,3, i=0
3,613959 5,277868 7,711 667 170,007
0,006197 0,026135 0,060 700 99143,94
! %=o0,25, B=o0,
6 ;20'3,5 6205 11 51,335714 74,206101 107,372172 529,084
4,626411 6,704684 9,724 195 132,80
B 3,349123 4,725233 6,668253 183,451
7 a=o, ﬁ=0,5 12 2,451951 3,210658 4,208 990 182,699
Q9 =0,15, 1=—20
3,404292 4797473 6,762955 180,478
Ay a2 B} :4? C, 2 ugl-zjz
Kyt Kp i1t K, :4t uA‘-z_z
Ay a2 By 42 Cy 42 uy, -2
_ 0,175844 0,253714 0,366131 3494,003
8 =0 ﬂ > 13 1,419913 2,087246 3,070130 2956,800
Q=0, =03
0,303 636 0,441 566 0,642443 2023,473
4] Bj & wyy
KA; KB‘ K01 U4y
Ay BY cy ulf
0,076 713 0,109365 0,155931 8009,114
9 x=o, §=0’33 14 0,009684 0,013186 0,017967 7764,075
0p=0,08, 1=0,25
0,086397 0,122 551 0,173897 7111,362
_ 0,076815 0,109573 0,156316 7998,41
ga | #=0 P=05 | T os6503 | o,082302 0119834 | 6754357
09=0,08, 1=0,25
0,133 408 0,191 875 0,276149 4605,41
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mit Beachtung der Kreiselwirkung bei synchroner Prizession im Gleich-
sind aus Tabelle 5 mit iibernommen. Die dort angegebenen Werte F,,, Fp,, F¢,
hier giiltig.

up, - 0 ug, - €% ui -0} us - 0 An- uly, - 05

#g, - 0p Ug, * 96 uy - 0f ug - Qg nahmen f U, - 05

ug, - 0% ug, @ uy’ - @} uy -0 |ui-ed, wiof ulp, - 03
126,102 129,493 125,215 negativ — — 125,215
98,080 100,645 97,409 833797 — — 97,409
58,849 60,327 58,462 1177,95 — — 58,462
117,100 120,139 116,414 negativ 116 +0,08085 116,404

116,4 +0,03883

109,294 112,605 107,829 19944,5 — — 107,726
87 + 0,1729
91,080 94,772 87,769 2691,7 87,8 — 00858 87,535
negativ negativ negativ negativ — - —
955,949 947,630 944,180 | 367502 — — 943,432
166,301 165,982 165,943 7029,5 165,5 + o,01301 165,582
’ ’ ’ ! 165,9 — 0,05023 !
33583,78 21087,32 8371,66 negativ 7800 115,094 7890,07
’ ’ ’ 8300 — 68,701 ’
517,590 516,843 516,798 111276 — — 516,126
130,91 131,63 131,43 3455,6 — — —
185,750 191,950 182,096 17732,3 — — —
185,448 191,275 181,285 15925,8 — — 181,233
182,953 189,266 178,882 12245,7 — — —
up, - 1% g, - 12 ul - 12 uy - 12 Uy, + 12
ug, -2 g, - 12 uy -2 Ug - 12 Ugyy - 12
ug, - 1% uy, - 12 ulf - 12 uf - 42 Ul - 02
3459,463 3496,013 3477,230 411193,1 - — —
2919,126 2941,114 2933,020 207517,6 — — 2931,53
1987,730 1992,394 1991,85 91229,7 — — —
ul, g, uj ug Uy,
%p, Ug, "y Ug Uy,
uly, ug, uy uy Ugp,
8025,579 8208,780 8007,52 1657001 — — —
7790,741 7978,940 7759,68 922872,6 — - 775724
7162,033 73060,670 7094,05 417043 - - -
8010,30 8188,56 7997,58 1770572 — —_ —
6743,934 6871,598 | 6753,60 435989,4 - — —

457440 4635,17 459494 142598 — — —
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Die Gleichungen (103) und (104) und ebenso die genau analog (19) berechneten
zweiten Anniaherungen sind fiir die unten angegebenen Fille in Tabelle 8 aus-
gewertet worden.
Fiir gerade kritische Drehzahlen gelten wieder die Randbedingungen (56) mit
dem Ansatz (57), der nach Einfithrung in (79a) und (80a) neben (58) die (103)
analogen GroBen K ,,, Kp,, K, ergibt
K, = f/ 0t 12 dE = 15 5T600 1% -+ yy,- 230400 i3 0,
_ﬁ Y11 (—57600 74 -+ 345600 12 p2) + ¥, (— 230400 13 9, + 2304007 03)
+ 75(17760 14— 345 600 12 02+ 57 600 0f) + V5 (7104073 0, — 230400 7 05)
+9,(— 168074+ 106 560202 — 57 600 0§) +4( — 672013 0+ 71040 2 05)
+ 75 (49 44 — 10080 i2 g3 + 17760 0f) + 7, (196 1 0, — 672017 0f)
+ 5(294 i 0§ — 1680 0f) + ¥;- 196105 + 7149 5

Kp, = fg‘l Ns Ny AE = 91553760 14 + yy, - 215040 13 g,
+ V13 (— 26880 7% - 322560 12 02) + 7,5 (— 107520 7% 0o -+ 215040 7 0F)
+ 9y, (—8512 4% — 161280 202 + 53760 of)
+ 10( — 3404813 9, — 1075201 03) -+ (5760 i — 510721203 — 268800¢) | (105)
+ 74 (23040 13 0, — 340487 03) + ¥, (—654 i* -+ 34560 42 02 — 8512 08)
+ 7, (—2616 3% 0, + 23040 7 0F) + ¥, (21 14 — 3924 722 -+ 5760 of)
+ 7, (84 1% 0, — 2616 108) + 7,(12672 0 — 654 08) -+ 7, 8413 -+, - 21 0

1y

Ko, = [0 7 dE = 1, 50176 4% + 7,5+ 200704 13 0y -+ 7,5 - 301056 72 3
H Y14+ 200704 7 02 + yy5(— 18816 3¢ + 50176 08) — 15+ 75264 i3 0,
+ 11 (1344 48 — 112896 12 02) + 7,0 (5376 i3 0, — 75264 7 02)
1 7, (1764 4% + 8064 12 02 — 18816 0¢) -+ 7, (7056 13 0, + 5376 1 o)
9, (—252 6% + 10584 12 02 + 1344 08) + 7, (— 1008 % 9, -+ 7056 i 03)
+ 75 (9% — 151242 of + 1764 03) + 7, (36 ° 0y — 1008 05)
+ 75 (54 4% f — 2520)) + 2+ 36105 + ¥1-905

Wie frither ergeben sich nun aus (79a), (80a), (58) und (105) die (104)
analogen Gleichungen, in denen der Index 2 auf die geraden kritischen Dreh-
zahlen hinweisen soll

R P L P ot e |
Az—ZK‘.12 2 32—21{32 2 Cz—ZKO2 2

Wy = F?;A:]%; §2=ﬁ—F§2 4:%; 52:__1:‘0; :};c"zl(l%)
A2+ZKA2 g B2+ZK52 * C2+'ZKC'2 ?

(105) und (106) und auch die aus diesen Gleichungen folgenden (19) analogen
zweiten Anniherungen sind fiir die unten angegebenen Fille in Tabelle 9 aus-
gewertet worden. Der Berechnung wurden wieder die bereits im flinften Ab-
schnitte behandelten Fille zugrunde gelegt.
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Fall 1, Abb. 3. Hier fithren die Niherungslosungen in Tabelle 8 auf die
Gln. (33) und (35) mit v =0 der unter Anm. ¥ erwihnten Arbeit des Ver-
fassers, wihrend die strenge Losung durch (99) mit Beachtung von (85) fiir
n = 1,3 geliefert wird. Man findet wie u; 0§ auch uj,, 03 << 0 wegen Verhinderung
der dritten kritischen Drehzahl durch die Kreiselwirkung der Laufscheiben.

Fall 2, Abb. 4. Dieser wurde in den Tabellen 8 und 9 fiir g, = 0,3 berechnet,
wobei sich fiir die dritte kritische Drehzahl in Tabelle 8 ein negativer, fir o
selbst nach (9) also ein imagindrer Wert ergab, da die Kreiselwirkung bei syn-
chronem Gleichlauf diese kritische Drehzahl wieder verhinderte, wortiber im
siebenten und achten Abschnitt ausfiihrlicher berichtet wird.

Um die strenge Losung auch dieses Falles zu ermitteln, werde die Aus-
lenkungsfunktion der Wellenmittellinie im unbelasteten ersten Wellenteil mit #,,
im zweiten mit Scheiben vom Halbmesser g; belasteten Wellenteil mit #; be-
zeichnet. #,, und #,; geniigen somit fiir synchrone Prizession im Gleichlauf wieder
den Differentialgleichungen (69) und (84), wenn man dort » mit 1 vertauscht.
Wird nun der Anfangspunkt & = 0 in Abb. 4 in das linke Wellenlager verlegt,
so lauten fiir ungerade kritische Drehzahlen auf Grund der Ausfiihrungen des
Unterabschnittes 6b in Analogie zu (96) die zugehorigen Rand- und Ubergangs-
bedingungen
a) 1,(0) =7/(0) =0, l
B) 7 (0) = 700, 75 () = 7 o), 75 o) = 7 (), 02 (0) = 08" (@) — 0374 (), J (107)
¢) 7:.(0,5) = 7i"(0,5) = 0

Als Losungen der oben erwiahnten Gleichungen (69) und (84) mit vertauschten
Indizes % und A und der Randbedingungen (107a und c) ergeben sich sofort
die Gleichungen

N = Ay x 5 "‘ 053,453-; (1083)
m= B, Cof[4 (5 — §)] + Dycos [ (3 — &)]. (108b)

In (108D) sind 4, und 4, als Wurzeln der zu (84) oder (86) gehorigen charakte-
ristischen Gleichung gemiB (88) definiert, wobei der Index » wieder durch A
zu ersetzen ist. Analog sind dann die in (88) und (107Db) auftretenden Gréf3en u;
und w; durch (85) angegeben. Unterwirft man nun die Losungen (108a) und
(108b) wieder den Ubergangsbedingungen (107b) und beachtet insbesondere die
die weiteren Rechnungen sehr vereinfachende Beziehung (97), so ergeben sich
wieder vier hinsichtlich oy,, «3,, B;, D; lineare homogene Gleichungen, deren
verschwindende Systemdeterminante mit Beachtung des Schemas (33) ergibt

[ = (23 + 23) (1 — Ay Agu Tg Ao tg Agv) — AF Agu (2 + %A%“) tg Ay
432w (2 — 523 T =0, V=73 —u

Ist die ganze Welle mit Scheiben bedeckt, so ist lim # = Q0 = A;» = A und
aus (109) folgt, da A2 + A2 <= 0 ist, wenn man das von héherer Ordnung kleine
Glied in A,» A+ unterdriickt, unmittelbar

} (109)

tg Ay = 0.
Nun ist aber fiir # = 0: v =, womit aus obiger Gleichung sofort folgt
A=2n—1=n, n=1,2 3... (110)
Man erkennt sofort, dafl (110) nur einen Teil der Losung (99) darstellt, namlich

eben die ungeraden kritischen Drehzahlen, wie es ja gemafl (107c) auch nicht
anders sein kann.
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Die Kreiselwirkung bei den symmetrischen Fallen. b7

Verzichtet man andrerseits in (109) auf die Beachtung der Kreiselwirkung,
4 4
setzt also A; = 4, = A = Ju; = Jup?, so folgt nach Kiirzung durch 242
1 — 22 Fglotglo—Au(tgho — Tgho) — 3 Au(tg o+ Tg o) =0, ov=31—u

und man erkennt, daB} diese Gleichung mit der fiir diesen Fall giiltigen Brunelli-
schen Gleichung (35a) vollkommen iibereinstimmt.

Die — wie frither angegeben — gemilB (109) berechneten strengen Losun-
gen uy, 05 und ug,, o5 stimmen mit den in Tabelle 8 angegebenen Naherungswerten
vorziiglich iiberein; bei synchronem Gegenlauf sind dabei die HilfsgroBen 4,, 4,
in (109) nach (88a) berechnet worden. Die geraden kritischen Drehzahlen kénnen
mit & = 0 in der Wellenmitte unmittelbar nach (98) berechnet werden, sofern
dort v = 3 — u gesetzt wird. Beziiglich der graphischen Ldsung von (109) sei
auf den siebenten Abschnitt verwiesen.

Fall 6, Abb. 11. Auch hier wurde g, = 0,3 gewdhlt. Die Ergebnisse der For--

meln (103) und (104) im Verein mit (53) in Tabelle 8 zeigen, daB in diesem Falle

fiir « = 0,3, 8 = 0,5 schon die erste kritische Drehzahl durch die Kreiselwirkung
der Scheiben verhindert wird, ein Ergebnis, das im nichsten Abschnitt die gra-
phische Ermittelung der kritischen Drehzahlen nach dem Verfahren von R. Gram-
mel bestitigen wird. An sich ist dieses Ergebnis keineswegs auffillig, denn nach
Abb. 11 entfallen ja in diesem Fall die gerade im Bereich um die Wellenmitte
groBen Fliehkrifte der hier nicht vorhandenen Scheiben, wihrend demgegeniiber
gerade die an den Wellenlagern vorhandenen Scheiben wegen der groen Neigung
der verzerrten elastischen Wellenlinie daselbst bei synchroner Prizession im
Gleichlauf auf Grund des oben erwihnten Satzes vom gleichsinnigen Parallelis-
mus der Drehachsen ihr groftes versteifendes Kreiselmoment ausiiben.

Es wurde deshalb derselbe Fall in Tabelle 8 noch fiir « = 0,25, § = 0,5 durch~
gerechnet, also vorausgesetzt, dal das mittlere von Scheiben freie Wellenstiick
kleiner sei als bei der vorhergehenden Annahme. Hier ergab sich in der Tat auch
bei synchronem Gleichlauf eine — wenn auch sehr hohe — erste kritische Dreh-
zahl, wihrend hier die dritte kritische Drehzahl auch weiterhin durch die Kreisel-
wirkung verhindert erscheint. Dieser Fall fithrt mit diesen Annahmen deutlich
vor Augen, wie auBerordentlich wichtig die Kenntnis eines allgemeinen Kriteriums
hinsichtlich der Verhinderung der kritischen Drehzahlen ist, woriiber man den
siebenten und achten Abschnitt vergleiche. Da bei Gleichlauf der Wert # sich
im vorliegenden Falle nahe einer solchen kritischen Grenze befindet, erkliren sich
sowohl die groBen Abweichungen der Werte 'y, 03, #', 03, %, 05 voneinander, als
auch ihr groBer Abstand vom Wert #;02 der zweiten Anniherung. Diese weicht
ihrerseits auch noch ziemlich betrichtlich (um ca. 5%) vom strengen Werte ab.

Um die strenge Losung fiir ungerade kritische Drehzahlen in diesem Falle
anzugeben, werde der Koordinatenanfangspunkt & = 0 wieder in das linke
Wellenende verlegt (Abb. 11). HeiBle dann die Auslenkungsfunktion im ersten
belasteten x-Feld wieder 7,, im zweiten unbelasteten A-Feld #;, so gelten fiir
beide ohne Anderung (84) und (69), sowie fiir %, die Randbedingungen (61a)
oder (96a), fiir 7, (61c) oder (107c), wihrend die Ubergangsbedingungen (96b)
an der Stelle £ = 8 ebenfalls unmittelbar iibernommen werden konnen. Daher
folgt fiir %, sofort die Lésung (90a), fiir #; (62b), wihrend das Verschwinden
der Systemdeterminante der durch die Ubergangsbedingungen entstehenden vier
Gleichungen mit Beachtung von (97) wie friilher ergibt

f=08+ %) + BupIguw — guptgup =0, v=gz—u (111)
Sind die Scheiben in unserem Falle iiber die ganze Wellenlidnge verteilt, so ist
v = 2%p = % = 0 und es verbleibt, wie im AnschluBl an (109) gezeigt, mit x
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statt 4 wieder die Lésung (110). Verzichtet man hingegen auf die Beachtung der
Kreiselwirkung, setzt also x»; = %, = %, so folgt aus (111) nach Kiirzung durch
#? sofort die bereits bekannte Lésung (63). Die mittels (111) gewonnenen strengen
Ergebnisse sind in Tabelle 8 angegeben, die graphische Lisung von (111) erfolgt
wieder im siebenten Abschnitte. Fiir die geraden kritischen Drehzahlen dieses
Falles gilt mit der Anderung v = 4 — u wieder (98) und es wurden daher in
Tabelle 9 dieselben nicht berechnet.

Fall 7, Abb. 12. Mit den in Tabelle 8 und 9 ersichtlichen Werten von «, §, g,
und ¢ wurden mit (53), (58) und (103) bis (106) die erste bis vierte kritische
Drehzahl nidherungsweise berechnet.

Fall 8, Abb. 13. Da der Basishalbmesser gleich groB wie im vorhergehenden
Fall gewdhlt wurde, besitzen die Scheiben die gleiche Gesamtmasse wie dort
und die Ergebnisse konnen unmittelbar verglichen werden, wenn die in den
Tabellen 8 und 9 angegebenen Werte des Falles 8, wie im Unterabschnitt 5¢
nach (65) begriindet wurde, durch vier geteilt werden. Hinsichtlich der geraden
kritischen Drehzahlen in Tabelle 9 miiiten sie vollkommen iibereinstimmen, was
hinsichtlich der zweiten Ndherungen nahezu erreicht ist, wodurch die Brauch-
barkeit der Formeln (103) bis (106) neuerdings bestitigt ist. In Tabelle 8 fallt
auBerdem der grofe EinfluBl der Kreiselwirkung bei Fall 8 im Gegensatz zu Fall 7
auf, bei dem ein solcher wegen der Kleinheit der stark schiefgestellten Scheiben
an den Lagerenden nicht in Erscheinung treten kann.

Die strengen Losungen der Fille 7 und 8 kénnten mittels der Reihen (101)
angegeben werden, doch ist mit Riicksicht auf die langwierigen Rechnungen

hierauf verzichtet worden.

Fall 9, Abb. 14. Die ZweifluBtrommelturbine mit kegelstumpfférmigem Lau-
fer, die ohne Kreiselwirkung bereits in den Tabellen 5 und 6 berechnet wurde,
wird, solange die Scheiben ziemlich weit von den Lagern abstehen, durch die
Kreiselwirkung, wie die Tabellen 8 und 9 zeigen, nur wenig beeinfluBt. Reichen
sie hingegen bis gegen die Wellenenden heran, so ist die Beeinflussung schon
sehr merklich und betrigt, wie dies bei Fall 9a hinsichtlich der ungeraden kriti-
schen Drehzahlen durch Vergleich der Tabellen 5 und 8 folgt, fiir die erste kritische
Drehzahl bereits ca. 20%.

Die strenge Losung dieses Falles, die nur durch entsprechende Verallgemeine-
rung der ohnehin schon recht komplizierten Reihen (73) und ihre numerische
Auswertung erfolgen kann, wurde der duBerst langwierigen Rechnungen halber
unterlassen.

d) Léduferformen gleicher kritischer Drehzahlen.

Auch bei Beriicksichtigung der Kreiselwirkung kann man in analoger Weise,
wie dies in Abb. 15 fiir fehlende Kreiselwirkung geschehen ist, nach dem Dia-
gramm sdmtlicher Lauferformen fragen, die zur selben ersten oder zweiten kriti-
schen Drehzahl gehoren. Die durch p,, ¢ als Koordinaten bestimmten zugehérigen
Bildpunkte durchlaufen dann, wie aus (81) und (83) fiir unsymmetrische, aus (103)
und (104) bzw. (105) und (106) fiir symmetrische Lauferformen folgt, geschlossene
Kurven vierter Ordnung, wobei die dem Gleichlauf entsprechenden auBerhalb,
die dem Gegenlauf entsprechenden aber innerhalb der bei fehlender Kreisel-
wirkung giiltigen Ellipse liegen. Ist insbesondere die zugehdrige kritische Dreh-
zahl unendlich groB, also # = oc, so ergeben sich ebenso alle jene Lauferformen,
die bei synchronem Gleichlauf tiberhaupt keine kritische Drehzahl besitzen, da
dieselbe durch die Kreiselwirkung der Lauferscheiben verhindert wird.

In Tabelle 10 sind nun zunichst bei voller Scheibenbesetzung, wie sie Fall9a
entpricht, fiir die dort angegebenen Werte 4 die zugehérigen GréBen A4, : g2 und
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bei fehlender Kreiselwirkung berechnet und ebenso hierauf die GréBen gf

und 1 (gj) bei synchronem Gegenlauf, wobei g5 gemaB (104) aus der Gleichung
3 ” ” F 1
&y 00 207 — -

=0
uwy,
\ ne )52 808\, Grenzkurve

\

10

+0,2

Abb. 18. (Man vgl. hierzu Fall 9a.) Laufer- 477000
formen gleicher erster Kkritischer Drehzahl
bei symmetrischen Fillen und Beachtung
der Kreiselwirkung. Die Punkte P mit den
Koordinaten g, und ¢ erfiillen bei vorgege-
bener erster kritischer Drehzahl #; Kurven,
die bei synchroner Prizession im Gleichlauf
in 2 getrennten Zweigen auBerhalb der zu-
gehorigen Ellipse fiir fehlende Kreiselwirkung, -7
aber innerhalb einer bestimmten Kurve, der
,,Grenzkurve®, liegen, bei synchronem Gegen-
lauf aber in einer einzigen Linie innerhalb
jener Ellipse verlaufen.

8,08 522 \
berechnet wurde, worin wieder #, = 4000 ist. Dieselbe Berechnung wurde fiir
synchronen Gleichlauf bei der weiteren Annahme #);, = 1000 in Tabelle 10 durch-

gefiihrt und in Abb. 18 samt der Ellipse fiir fehlende Kreiselwirkung eingezeichnet.
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Die Ellipsen sind dick ausgezogen, wihrend die auf den Geraden ¢ = A, ge-
wonnenen Endpunkte t(gy) durch strichlierte, v (g(’,’) durch strichpunktierte Kur-

ven verbunden sind. Da durch den Wert A = — der Scheitel S des zum Kegel-

stumpf 4, g, gehorigen Erginzungskegels auf der Drehachse festgelegt ist (man
vgl. insbesondere die Abb.8 und 14), so sieht man, daf} es also zwei Laufer-
formen mit derselben Spitze S gibt, die dieselbe erste kritische Drehzahl bei
synchronem Gleichlauf besitzen, wihrend die fiir g; angegebene Gleichung nur
eine positive reelle Wurzel gy besitzt.

Die strichlierten Kurven in Abb. 18 schmiegen sich ein Wegstiick hindurch
von auBen den Ellipsen fiir fehlende Kreiselwirkung an, entfernen sich aber
dann von ihnen, um sich anderen in Abb. 18 als Grenzkurven benannten Linien
zu nidhern, und zwar um so inniger, je hoher der zugehérige Wert u/,, ist, da
die zu hoheren Werten #,, gehérigen strichlierten Kurven die zu niedrigeren
Werten gehorigen umschlieBen, wie man Abb. 18 entnimmt. Wird im Grenz-

Fy4,

falle lim !, =
A1

weg und wir erhalten neben dem trivialen Fall g, = 0, auf den sich die Ellipse
reduziert, den Wert
4Z,
2 i
%oq ZKAI

In Tabelle 10 sind hiervon wieder die Werte g,¢ und 1 (0y;) angegeben. Trigt
man die letzteren wieder auf den zugehorigen Ursprungsgeraden ¢ = dg, auf, so
erhilt man die erwihnte, in Abb. 18 dick ausgezogene Grenzkurve (nebst dem
dem Werte g, = 0 entsprechenden Ursprungspunkt als Einsiedlerpunkt). Der
Name ,,Grenzkurve soll dabei veranschaulichen, daB die ganze Ebene durch
diese Kurven in zwei Gebiete geteilt wird: Nur den innerhalb dieser Kurve
liegenden Bildpunkten ¢, g, entsprechen Liuferformen, die bei synchroner Pra-
zession im Gleichlauf kritische Drehzahlen besitzen; die auBerhalb liegenden
Punkte hingegen reprisentieren solche Liuferformen, die iberhaupt keine kriti-
schen Drehzahlen haben: Bei ihnen tiberwindet eben die versteifende Kreisel-
wirkung jene der Fliehkrifte. Auffillig ist es, wie weit sich die Grenzkurve fiir
negative A-Werte, also im zweiten und vierten Quadranten erstreckt; sie konnte
daher in Abb. 18 nicht mehr ginzlich dargestellt werden, doch sind den beziig-
lichen Ursprungsgeraden die Werte der Radiusvektoren 1 (o,4) beigefiigt. Gleich-
wohl bleibt die ,,Grenzkurve* stets im Endlichen, da ja Zk 4, niemals Null werden
kann, stellt also eine geschlossene Kurve vierter Ordnung dar und dasselbe gilt
somit auch von den mehrfach erwihnten strichlierten Kurven. Die letzteren zer-
fallen allerdings in zwei génzlich voneinander getrennte Teile, wihrend die ,,Grenz-
kurve” ein zusammenhingendes Gebilde darstellt (ebenso auch die strich-
punktierte Kurve).

Die Ergebnisse dieses Unterabschnittes kénnen wir in die beiden Sétze zu-
sammenfassen: 1. Trigt man die als verdnderlich gedachten GréBenyp,
und ¢, welche die Profilform eines Liufers von kegelstumpf-
formiger Gestalt mit den festen Werten « und § bestimmen, auf
zwei rechtwinkligen Achsen als kartesische Koordinaten auf, so
werden alle Liuferformen durch entsprechende Bildpunkte ein-
deutig dargestellt; liegen diese Bildpunkte innerhalb einer ge-
schlossenen Kurve viertenOrdnung, in Abb. 18als,,Grenzkurve‘ be-
zeichnet, so sind die zugehorigen Liauferformen auch bei synchroner
Prizession im Gleichlauf kritischer Zustinde ihrer Wellen fihig,
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liegen die Bildpunkte jedoch auBerhalb der ,,Grenzkurve®, die der
ersten kritischen Drehzahl entspricht, so gibt es keine kritischen
Zustinde ihrer Wellen, also auch keine kritischen Drehzahlen. 2. Die
zu einer gewissen beliebig gewahlten kritischen Drehzahl gehérigen
Liuferformen erfiillen mit ihren Bildpunkten Kurven, die bei syn-
chronem Gleichlauf in Form zweier getrennter Teile innerhalb der
,,Grenzkurve*, aber auBBerhalb der Ellipse liegen, die der fehlenden
Kreiselwirkung entspricht, bei synchronem Gegenlauf aber in
einer zusammenhingenden Linie innerhalb jener Ellipse ver-
laufen. Dabei umschlieBen bei synchronem Gleichlauf die Kurven,
die zu einem hoéheren Werte der kritischen Drehzahl gehoéren,
jene, die einem niedrigeren entsprechen, und umgekehrt bei syn-
chronem Gegenlauf. Beschrinkt man insbesondere die Mannig-
faltigkeit der Liuferformen durch Annahme einer gemeinsamen
Spitze S auf der Achse, so gibt es—wenn iiberhaupt—zu einer be-
stimmten vorgeschriebenen ersten kritischen Drehzahl bei syn-
chronem Gleichlauf im allgemeinen zwei, bei synchronem Gegen-
lauf aber stets nur eine einzige Lauferform.

Auch hier mul wieder betont werden, daB die entwickelten graphischen
Darstellungen bloB eine erste, in den meisten Fillen jedoch ausreichende Niherung
an die wirklichen Verhiltnisse darstellen, die natiirlich mit fortschreitender An-
niherung des Verfahrens auch weiterhin verschirft werden kann.

Der allgemeine Charakter der Grenzkurven, die nur noch von den Werten o
und 8 bzw. y in (15), also von der Besetzung der Welle mit Scheiben beeinflu3t
werden, bleibt auch in anderen Fillen gewahrt, also auch fiir die zweiten kritischen
Drehzahlen bei symmetrischen und fiir die ersten kritischen Drehzahlen bei den
unsymmetrischen Fillen. Wie die graphische Ermittelung der kritischen Dreh-
zahlen nach dem Verfahren von R. Grammel im siebenten Abschnitt und auch
die im achten Abschnitt mitgeteilte Betrachtungsweise zeigt, stellt die Abb. 18
die wirklichen Verhiltnisse im ersten und dritten Quadranten, der den praktisch
wichtigsten Liuferformen entspricht, auerordentlich gut dar. Dies gilt aber nicht
auch fiir den zweiten und vierten Quadranten, denn es wird dort gezeigt, daB die
Grenzkurve nur innerhalb des Streifens !i}< % verlaufen kann, worauf schon an
dieser Stelle verwiesen werden moge.

7. Die verallgemeinerten Schaulinien von R. Grammel und
die graphische Ermittelung der kritischen Drehzahlen
bei stufenférmigen Rotoren.

In den durch Beachtung der Kreiselwirkung verallgemeinerten Gleichungen
von P. E. Brunelli, ndmlich in den Gleichungen (98) und (109), ferner in Glei-
chung (111) haben wir Fille kennengelernt, die sowohl als Spezialfille von Lau-
fern mit kegelstumpfférmiger Gestalt mit # = 0, als auch als solche von stufen-
formiger Gestalt aufgefaBt werden konnen. In letzterer Auffassung erscheinen
sie nidmlich insofern als Spezialfille der allgemeinen, im zwoélften Abschnitt
ausfiihrlich behandelten Zweifelderwelle, als bei ihnen die Scheibenbesetzung
des einen Feldes verschwindet.

Das Verfahren, das nun R. Grammel® zum erstenmal in seiner schon mehr-
fach erwihnten, sehr lesenswerten Arbeit fiir Wellen mit voller Scheiben-
besetzung, die also in unserem Sinne als ,,Einfelderwellen“ anzusprechen wiren,
entwickelte, und zwar sogleich fiir verschiedene Arten der Lagerung, ist einer
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bedeutenden Verallgemeinerung fihig und kann unter Benutzung der Gleichung
von Dunkerley auch fiir Mehrfelderwellen benutzt werden; freilich mull zu-
gegeben werden, daB3 schon bei den einfachen Fillen der Gleichungen (98), (109)
und (111) der Entwurf der verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien, die
dann der Mehrfelderwelle zur Grundlage dienen, bedeutende Miihe und Rechen-
arbeit verursacht. Sie brauchen aber bloB ein fiir allemal entworfen zu werden
und stellen dann ein Hilfsmittel dar, das in duBerst einfacher und tibersichtlicher
Weise alle hier interessierenden Fragen beantwortet und dies mit einer fiir
praktische Erfordernisse geniigenden Genauigkeit, wenigstens sofern man von
den Ergebnissen allzu schleifender Schnitte absieht.

Fiihrt man also nach dem Vorgange von R. Grammel die GréBen o, 7
mittels der Definitionsgleichungen ein

=70 M=mo
! bzw. (112)
Ro=T ly=m7T
so folgt aus (85), (88) und (112) sofort
HiHE = u, = uo; = nt 0?72 (113)

und eine analoge Beziehung ergibt sich fiir die GréBen A. Definiert man ferner

einen , Koeffizienten f der Kreiselwirkung durch die Gleichung
f=2l_ 4 _ 2

T Da 2r,m g,m’

x

(114)

worin Dz den Umfang der Scheiben des belasteten Wellenteiles bedeutet, so
folgt mit (114) aus (85)
4 _‘_L”

0x =

T par

(115)

»
St
womit (88) mit (112) ergibt

4u
-k =t — ) =w, = .
1 2 ( ) ﬂ4ﬂ4
Ersetzt man hierin # mittels (113) durch ¢, v und hierauf p, mittels (114)

durch 3, so folgt die wichtige, bereits von R. Grammell® entwickelte Re-
lation

B2 (a® — 12) = o? 2. (116)

Liegt synchrone Prizession im Gegenlauf vor, so hat man gemif (88a) w,

durch — 3w, und somit — wie R. Grammel zeigte — 2 durch — % 2 zu ersetzen
und erhdlt dann statt (116)

— 1B (o —12) = 0?72, (116a)

Falls nicht das »-Feld, sondern das A-Feld mit Scheiben besetzt ist, so gelten
analog (112) auch (113) bis (115) fiir den Index A. Fiihrt man (112) in (98), (109)
und (111) ein, so folgen nach einigen Umformungen folgende Gleichungen

aus (98)
(2201 ) Tg(aBo)ot+ a2(1— fra + 3 w(1 — B g (o) o | v (1—pPoe®
i _
Ty (nfo)o* + [Tg(nfo) + 2a(1 ~ folst — £3(1 - fyors

= —tg(nf1), (117)
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aus (109)
0?4 [1 + 2naoi§g{no(% — a)}]tz — %n%@o‘ig{no(% — a)}r4

/= [2na02+n2a203 X {no‘(é— zx)}—i— —;—aﬁ u304} T+ oo Tg {no (% — a)}-ﬂ
= tg{nr (% — oc)} , (118)
aus (111) 02+n<%—ﬂ)0‘3$g(naﬁ)+1:2
f= =tg(mth). (119)

(-

Hierbei wurde iiberall die Feldlinge # durch den Abszissenwert von & an der
Trennungsstelle der beiden Felder ersetzt, im unsymmetrischen Fall 3, Abb. 6
somit durch f [Gl. (117)], im symmetrischen Fall 2, Abb. 4 durch « [Gl. (118)]
und im symmetrischen Fall 6, Abb. 11 ebenfalls durch f§ [GIl. (119)]. Wenn
nun o, v als Koordinaten eines kartesischen Koordinatensystems gedeutet wer
den, so stellen (117), (118) und (119) offenbar gewisse Kurven dar, die wir die
verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien nennen wollen. Da sie von den
Parametern § bzw. «, und zwar jeweils nur von einem derselben abhingen, wer-
den durch (117) bzw. (118) bzw. (119) jeweils einparametrige Kurvenscharen
dargestellt. Andrerseits hingt wieder die Kurvenschar (116) von dem Para-

meter f der Kreiselwirkung, also gemi8 (114) von dem Halbmesser g, bzw. g;
der aufgekeilten Scheiben ab. Durch Angabe dieses Halbmessers p, bzw. g,
und der Trennungsstelle § bzw. o der beiden Felder der Welle ist offenbar ein
bestimmter individueller Fall fiir die weitere Untersuchung festgelegt; ihm
entspricht eine bestimmte verallgemeinerte Grammelsche Schaulinie (117) bis
(119) und eine bestimmte Kurve (116). Der Schnittpunkt dieser beiden Kurven
ergibt gewisse Koordinaten oy, 7, zu denen dann mittels (113) die zugehorige
kritische Drehzahl gefunden werden kann.

Die Kurvenschar (116) bzw. (116a) wurde bereits von R. Grammel1® aus-
fiihrlich diskutiert und entworfen. Fiir fehlende Kreiselwirkung ist # =oo und
also ergibt (116) :0 =17, d.h. die erste Mediane gehort der Kurvenschar (116)
bzw. (116a) an und entspricht dem Fall der fehlenden Kreiselwirkung, bei dem
also nach (114) der Radius g, der Scheiben keine Rolle spielt, also Null gesetzt
werden kann. Da ferner aus (116) folgt

d_"f _ 1.‘312__1.2 _ (]/Bzrtg):":( g )3 (120)
s~ T fyge I3 Ve+a!

so erkennt man, daB im Ursprungspunkt ¢ = v = 0 alle Kurven der Schar (116)
die erste Mediane ¢ = 7 zur Tangente haben und ein analoges Ergebnis folgt
hinsichtlich der Schar (116a). Aus (116) und (120) erkennt man ferner leicht,

daB fiir limo = o0, T =,‘§ und di:— = 0 wird, so daB also die Geraden 7 =f}

Asymptoten der Kurvenschar (116) sind und analog erkennt man, daf3 die Ge-

raden ¢ = V% Asymptoten der Schar (116a) sind, Ergebnisse, die bereits
R. Grammel?® in seiner mehrfach erwidhnten Arbeit hergeleitet hat. Wie in
dieser Arbeit und der unter 1° erwihnten Arbeit des Verfassers sind auch hier
in den Abb. 21 bis 23 die Kurven der Schar (116), die synchronem Gleichlauf
entsprechen, ausgezogen, wihrend die der Schar (116a) fiir synchronen Gegen-

lauf strichliert sind. Nach (120) kann man auBerdem die Richtung der Tangenten



Die verallgemeinerten Schaulinien von R. Grammel. 65

der Schar (116) in jedem Punkt leicht graphisch ermitteln, wie dies in Abb. 21
fiir ﬂ = 1,5 und o = 2 durchgefithrt wurde. Trigt man niamlich ﬂ auf der Ordi-
natenachse bis ﬂ auf, so ist der Winkel « bei ¢ gegeben durch

A

ﬂ .
VB2 + o2
Macht man Oy L /30 und p6 L Oﬁ so ist yﬂ ﬂsmoc und 6/3 yﬁ sin o
=fsin? o = Azi Wird daher 6ﬂ ,88 und ﬂe 1 ﬂ o gemacht, so erscheint

gemiB (120) bei o der Winkel

~

v _pe _ 0B _ B

o B fo (Bt
Um nun die Kurvenscharen (117), (118), (119) leicht entwerfen zu kénnen,
mogen zundchst deren Schnittpunkte mit der Ordinatenachse o = 0 festgelegt
werden. Dividiert man also Zihler und Nenner des Bruches der linken Seite
von (117) durch o und geht dann zur Grenze ¢ = 0 iiber, so fallen alle jene
Glieder, die o noch als Faktor enthalten, weg, wihrend der zweite Term des Nenners

sino =

=

lim w =nf ergibt. Es bleibt somit nach Kiirzung durch 72
a=0.. 72(1 — B2t
fire=0 [f= 1 =—tg(nf1). (117a)

nf+2a(l - B)— o (1 — piz

L4Bt man hingegen in (118) o zur Grenze 0 gehen, so wird der Bruch links unend-
lich groB und es ergibt sich einfach fiir v bzgl. der ersten, dritten, fiinften...

kritischen Drehzahl
2n — 1

fiir 6 =0 T=1"5—-, n=1,2,3,.... (118a)
Analog folgt aus (119)
fir 0 =0 = =tg(ap). (119a)
ﬂ(?—ﬂ)l’

Durch (117a) bis (119a) sind die Anfangspunkte der erweiterten Grammelschen
Schaulinien auf der Ordinatenachse ¢ =0 festgelegt. Es gelingt aber auch leicht
zu zeigen, daB diese Schaulinien in diesen Anfangspunkten durchwegs horizon-
tale Tangenten (also parallel zur o-Achse) besitzen. Denn denkt man sich in
(117) bis (119) jeweils die Nenner entfernt und auf Null reduziert, so ergeben sich
drei Gleichungen von der Form F (0, 7) =0, woraus durch Ableitung nach o folgt
0F dz
30 + dt do 0.

Ist nun <%§)a—0 =0 und (5;)(,:0 =k 0 fiir alle drei Fille, so ist die Behauptung

bewiesen. Man kann sich in der Tat leicht davon iiberzeugen, daB diese Be-
dingungen erfiillt, somit die fraglichen Tangenten wirklich horizontal sind.
Um nun die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien zu entwerfen, geht
man am besten zeichnerisch vor. Fiir ein einmal gewéhltes § bzw .« stellen die
linken Seiten von (117) bis (119) nur noch Funktionen von ¢ und 7 dar, die rechten
Seiten hingegen nur solche von . Nimmt man also neben dem Werte g bzw. «
auch noch einen bestimmten Wert von ¢ an, z.B.o =1, 2, 3, ..., so sind auch
die linken Seiten obiger Gleichungen nur Funktionen von 7; werden sie gemil
den Abb. 19 und 20 als Ordinatenwerte zu den beziiglichen t-Werten als Abszissen
Karas, Drehzahlen. 5



66 Die verallgemeinerten Schaulinien von R. Grammel.

aufgetragen, so erhdlt man Kurven, deren Schnittpunkte mit den Tangenten-
kurvenscharen der rechten Seite von (117) bis (119) die gesuchten Abszissen-
werte 7,, liefern, die zu ¢ = # gehoren.

Um also zundchst die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien fiir den
unsymmetrischen Fall 3, Abb. 6 gemaf (117) und (117a) zu entwerfen, wurden
fiir § die Werte 0,9, 0,8, 0,7, 0,6, 0,5 gewiahlt, fiir ¢ die Werte 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Die nunmehr nur von 7 allein abhingigen linken Seiten von (117) bzw. (117a)
wurden punktweise fir Tt =0,5, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ermittelt. Um nun jederzeit
einen raschen Neuentwurf der verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien
zu erméglichen, wurden die Werte dieser linken Seiten von (117) bzw. fir o = 0
von (117a) fiir die oben angegebenen Argumentwerte von f, ¢, T berechnet und
in Tabelle 11 in einer fiir die Zeichnung ausreichende Genauigkeit ein fiir allemal
zusammengestellt.

Tabelle 11. Die Werte der gebrochenen Funktion f links in (117a) fiir 0 = o

und die angegebenen Werte von f und 7, sowie der gebrochenen Funktion

links in (117) fiir ¢ = 1 bis 6 und dieselben Werte von fund Tim unsymmetri-

schen Fall 3, Abb. 6, deren Schnittpunkte mit der Tangentenschar —tg (nf7)

nach Abb. 19 die Ordinaten der verallgemeinerten Grammelschen Schau-
linien in Abb. 21 liefern.

B T c=o0 1 2 3 4 5 6
0,5 0,014 0,271 0,385 0,509 0,566 0,665 0,773
1 0,029 0,319 0,588 0,797 0,997 1,203 1,423
2 0,058 0,308 0,671 1,032 1,401 1,791 2,208
0,9 3 0,088 0,329 0,695 1,093 1,529 2,011 2,544
4 0,120 0,380 0,761 1,177 1,644 2,173 2,771
5 0,154 0,455 0,885 1,341 1,852 2,434 3,096
6 0,192 0,557 1,085 1,636 2,243 2,928 3,706
0,5 0,053 0,588 0,997 1,423 1,914 2,481 3,126
1 0,107 0,671 1,401 2,208 3,140 4,218 5,450
2 0,230 0,761 1,644 2,771 4,185 5,907 7,944
08 | 3 0,391 1,085 2,243 3,706 5,575 7,897 10,691
4 0,645 2,020 4,953 8,730 13,230 18,380 24,154
5 1,159 10,110 | — 12,692 | — 10,879 | — 13,237 | — 17,716 | — 24,509
6 2,986 | — 3,840 | — 2,715| — 3,039|— 3,783 — 4,912 | — 6,469
0,5 0,111 1,126 1,896 3,026 4,410 6,063 7,989
I 0,233 1,512 2,544 4,469 6,916 9,903 13,438
2 0,599 3,242 3,706 6,678 10,691 15,790 21,991
0,7 3 1,605 | — 7,144 61,149 | 242,477| 233,745 192,527 179,819
4 — 9,330 | — IL,714 | — 3,039|— 4,297 |— 6,469| — 9,761 | — 14,445
5 — 1,535|— 1I1,000|— 1,408|— 1,871|— 2,650 — 3,782 | — 5,369
6 — 0,894 — 0,718 | — 0,910 | — I,I144|— 1,530 — 2,099 | — 2,886
0,5 0,019 1,401 3,140 5,450 8,393 11,985 16,233
I 0,422 1,644 4,185 7,943 12,985 19,329 26,986
2 1,803 4,953 13,230 24,154 37,575 53,531 72,070
06 | 3 — 3,047 |— 2,715|— 3,783 | — 6,469 | — 11,154 | — 18,495 | — 29,287
4 — Lo2I| — L5071 |— 1,407}— L755|— 3,399| — 5292 | — 7,972
5 — 0,651|— 0,681 |— 0,835|— 1,166|— 1,721 — 2,557 | — 3,735
6 — 0,488} — 0,506 | — o0,590| — o0,770| — I1,070| — 1,523 | — 2,159
0,5 0,281 1,931 4,789 8,861 14,195 20,810 28,708
I 0,721 2,443 6,657 13,309 22,493 34,236 48,551
2 — 10,838 | — 9,323 | — 17,716 | — 40,507 | — 93,154 | — 215,894 | — 551,666
0,5 3 — 1,070 — 1,283 |— 2,001 |— 3,782 |— 6,714| — 11,258 | — 17,813
4 — 0,618| — 0,605|— 0,976 | — 1,558 | — 2,557| — 4,000 | — 6,272
5 0,447 | — 0,484 |— o0,617| — 0,893 | — 1,366 — 2,090 | — 3,119
6 — 0,354 — 0,375|— 0,449| — 0,603 | — 0,866 | — 1,269 | — 1,842
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Abb. 19 zeigt z. B. obige Funktionen f und die Tangentenschar — tg(nf7)
fiir § = 0,7. Fiir 0 = 0 wurden die erwihnten Funktionen f nach (117a), fir die
iibrigen Werte von ¢ nach (117) gemiB Tabelle 11 entworfen; sie besitzen simt-
lich vertikale Asymptoten und streben links von denselben gegen + oo, um rechts
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Abb. 19. Die gebrochene Funktion f links in (117a) filr ¢ = 0 und links in (117) fiir ¢ = 1 bis 6 und ihre Schnittpunkte
mit der Tangentenschar — tg (7 # ) im unsymmetrischen Fall 3, Abb. 6 fir # = 0,7.
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Abb. 20. Die gebrochene Funktion f links in (118) fiir ¢ = 1 bis 6 (dick ausgezogen) und ihre Schnittpunkte mit der
Tangentenschar tg {7 (3 —a)} im symmetrischen Fall2, Abb. 4 fir « = 0,1, sowie die gebrochene Funktion links
in (124 b) fiir 0 = 0 und links in (124 a) fiir ¢ = 1 bis 4 (strichliert) im symmetrischen Fall 6, Abb. 11 fiir & = 0,1.

5*
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von ihnen aus — 0o anzusteigen, was auch in dem Vorzeichenwechsel an gewissen
Stellen der Tabelle 11 zum Ausdruck kommt. Man kann auch die Lage dieser
Asymptoten, deren genaue Bestimmung aber fiir die zeichnerische Schirfe des
Ergebnisses keinesfalls nétig ist, einigermaBen genau dadurch bestimmen, daf}
man den Nenner links in (117) allein als Funktion von t auftrigt und den Schnitt-
punkt der so gewonnenen Funktion mit der Abszissenachse bestimmt; in Abb. 19
ist fiir ¢ = 6 in verzerrtem MaBstabe die so ermittelte Kurve strichliert ein-
gezeichnet. Die genaue Lage dieser Asymptoten, die in Abb. 19 und 20 nicht
eingezeichnet wurden, ist deshalb von geringem EinfluB auf das Ergebnis, weil
die beziiglichen Kurven in der Ndhe dieser Asymptoten die Tangentenschar in
Punkten mit so hohen Ordinatenwerten schneiden, daf3 die Schnittpunkte ohnehin
auBerhalb der Zeichnung zu liegen kommen; aber eben deshalb werden die Tan-
gentenkurven in Punkten geschnitten, die in auBerordentlicher Nihe der verti-
kalen Asymptoten der Tangentenschar liegen und daher recht genau eingeschitzt
werden konnen, weil natiirlich diese Asymptoten, die in den Abb. 19 und 20
strichliert eingezeichnet wurden, sehr genau bestimmt werden konnen. In
Abb. 21, wo die ¢ die Abszissen, die T die Ordinaten sind, sind nun auf der zu
jedem ¢ = n festgelegten vertikalen Geraden als Ordinaten jene t-Werte auf-
getragen worden, die sich in Abb. 19 als Abszissen der Schnittpunkte der zu
¢ = n gehorigen Funktion f mit der Tangentenschar —tg(0,7 zt) ergaben.
Verfihrt man so fiir alle angegebenen Werte von ¢ und verbindet die so ge-
wonnenen Punkte durch Linienziige, so erhdlt man die gesuchten verall-
gemeinerten Grammelschen Schaulinien, die bei Fall 3, Abb. 6 zu f = 0,7 ge-
héren; fir die anderen f-Werte sind der Abb. 19 analoge Kurventafeln entworfen
worden. In Abb. 21 sind links von der Geraden ¢ = 0 und rechts von der Ge-
raden ¢ = 6 diesen verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien die Werte
von f in kleinen Zahlen beigefiigt, denen nach einem Doppelpunkt noch jeweils
eine weitere Zahl folgt, die die Ordnung der kritischen Drehzahl angibt. Denn
die Schnittpunkte der Funktionen f mit der ersten Tangentenkurve der Tan-
gentenschar geben in Abb. 21 verbunden die zur niedrigsten, also ersten kritischen
Drehzahl gehorige Schaulinie und analog die anderen. Die Bezeichnung 0,6: 2
heiBt also z. B.: die zur zweiten kritischen Drehzahl gehérige verallgemeinerte
Grammelsche Schaulinie fiir 8 = 0,6. Neben diesen Zahlen sind in gréBerer
Schrift in Abb. 21 am oberen und rechten Rand an die Endpunkte der Kurven-
schar (116) bzw. (116a) noch die dazugehdérigen ,,Koeffizienten der Kreiselwir-

kung* ﬁ [vgl. (114)] hinzugeschrieben, wihrend am linken und unteren Rand
die ganzen Zahlen die beziiglichen Werte von ¢ und 7 darstellen. Der vollen
Scheibenbesetzung § = 1 entsprechen nach (117) die Geraden 7 =, n =1, 2, 3.

Ist nun z. B. § = 0,75, so muB man in Abb. 21 sich eine Grammelsche Schau-
linie zwischen die beiden gezeichneten Linien fiir § = 0,7 und f = 0,8 inter-
poliert denken, was wegen der Nihe obiger Kurven genau genug geschehen kann.
Bringt man dieselbe nun fiir fehlende Kreiselwirkung, also f} = 00, mit der ersten
Mediane ¢ =7 zum Schnitt, so findet man fiir die erste kritische Drehzahl
o0 =7 =1, somit nach (113) u, 0% = n* == 97,5, wozu Tabelle 2 den Wert 106,961
liefert; fiir die zweite kritische Drehzahl mift man in Abb.21: ¢ =7 =2,13,
wozu (113) u,02 == 2000 ergibt in guter Ubereinstimmung mit dem Wert 2060,89
der Tabelle 2.

Analog mifit man fir § = 0,5 in Abb. 21: ¢ = 7 == 1,16 und findet #,05-==175
statt 186,2 in Tabelle 2 fiir die erste kritische Drehzahl und ¢ = 7t = 2,85 mit
uy05 == 6430 statt 6425,59 in Tabelle 2 fiir die zweite kritische Drehzahl.

Beachtet man hingegen die Kreiselwirkung und setzt g, = 0,3, so ist nach
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(114) /§ = 2,12, weshalb man in Abb. 21 auch die Kurvenschar (116) bzw. (116a)
interpolieren muB. Fiir § = 0,75 schiatzt man so als Schnittpunkt ein: ¢ == 1,11,
720,98, wozu wieder (113) ujp; -=115,5 statt 125,189 der Tabelle 7 liefert.
Will man fiir synchrone Prizession im Gleichlauf auch die zweite kritische
Drehzahl ablesen, so mu3 man in Abb. 21 extrapolieren, da der Schnittpunkt
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Abb. 21. Die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien und die graphische Ermittelung der kritischen Drehzahlen
im unsymmetrischen Fall 3, Abb. 6 fir 8 = 0,9, 0,8, 0,7, 0,6, 0,5 und synchrone Prézession im Gleich- und Gegenlauf,
sowie fiir fehlende Kreiselwirkung der aufgekeilten Scheiben.

der fraglichen Kurven bereits aulerhalb der Zeichnung liegt; man schitzt un-
gefihrein: ¢ = 6,8, v — 2 und findet: u, g7 = 18100 statt 19781,5 der Tabelle 7,
welcher Wert aber erst die erste Anniherung an den wahren Wert darstellt
und daher unbedingt zu hoch ist.

Fiir synchronen Gegenlauf fi =212, # = 0,75 miBt man: ¢-- 0,8, v = 1,05,
wozu u;p;==69 statt 73,7 der Tabelle 7 gefunden wird; fiir die zugehérige
zweite kritische Drehzahl miBBt man: ¢=-1,1, v==2,24, wozunach (113) % o} = 610
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statt 650,79 gefunden wird. Da der Tabellenwert wieder zu hoch liegt, mufl man
die Ubereinstimmung in diesem letzteren Beispiel und wohl auch in den vorher-
gehenden als durchwegs zufriedenstellend bezeichnen.

Zu besonders interessanten Folgerungen gelangt man nun, wenn man nach
dem Vorgange von R. Grammel auf Grund des graphischen Bildes Abb. 21
untersucht, unter welchen Umstinden in dem dort betrachteten unsymmetrischen
Falle 3, Abb.6 die Kreiselwirkung der aufgekeilten Scheiben bei synchroner
Prizession im Gleichlauf die kritischen Drehzahlen verhindert. Dies wird namlich
dann geschehen, wenn der Radiu g, der Lauferscheiben solche Werte annimmt,
daBl die Kurven (116) gewisse Grammelsche Schaulinien im Endlichen nicht
schneiden. Man erkennt zugleich aus Abb. 21, daB dies fiir synchrone Prézession
im Gegenlauf niemals geschehen kann, da die strichlierten Kurven (116a) fiir

jeden Wert von g,, und somit von ﬁ die verallgemeinerten Grammelschen Schau-
linien stets simtlich schneiden.

Um dies zu entscheiden, ist es notig, das Verhalten der Schaulinien im Un-
endlichen zu untersuchen bzw. ihre Asymptoten zu bestimmen. Es zeigt sich,
daB horizontale Asymtoten existieren, so daf also fiir lim ¢ = oo limt zu endlichen

Werten strebt. u strebt dann gemif (113) selbst ins Unendliche. Wird nun ff
der Kurvenschar (116) und damit nach (114) g, so gewihlt, dal in (116) fiir

limo = oo der Grenzwert limt = § unterhalb des Grenzwertes limz der ver-
allgemeinerten Grammelschen Schaulinien liegt, dafl also m.a. W. die Asym-
ptoten von (116) hochstens so hoch liegen wie die von (117) oder (118) oder (119),
so liegen gewisse Schnittpunkte der Schar (116) mit den Scharen (117) bis (119)
im Unendlichen oder existieren {iberhaupt nicht im Reellen, was besagt, daf3
dann gewisse kritische Drehzahlen von der ersten oder einer héheren Ordnung
ab nicht existieren, wie dies von R. Grammel klar dargelegt worden ist.

Nehmen wir zunichst an, die Welle wire ganz mit Scheiben besetzt, dann
ist in (117) B =1 zu setzen. Dann verbleiben aber blof3 die ersten zwei Summanden
des Nenners, wihrend der Zahler Null wird. Wichst nun o iber alle Grenzen,
so wird der Wert des Bruches erst recht Null und es verbleibt:

tg(zt)=0, also 7=n,n=12,3,...

Da also /ff hochstens gleich diesen Werten © sein kann, wenn nach obigen Dar-
legungen gewisse kritische Drehzahlen verhindert werden sollen, so folgt nach (114)

0=, n=123... (121)

ein Ergebnis, das bereits R. Grammel in seiner bekannten Untersuchung her-
geleitet hat, denn aus (121) folgt sofort wieder: 29,z n=4, also Dan= 4,
womit also der beziigliche Satz von R. Grammel wiedergewonnen ist. Ist hin-
gegen die Welle bloB3 teilweise mit Scheiben besetzt, in (117) also 8 < 1 und wachst
jetzt o tiber alle Grenzen, so wird der Zihler wegen des Gliedes ¢* von gréBerer
Michtigkeit unendlich groB, als der Nenner und es verbleibt somit

2n — 1
tgrfr)= 0, T="%g

woraus nach (114) wegen ﬁ < 1 zur Verhinderung der kritischen Drehzahlen
die Bedingung folgt
4 .
&£@7j3} n=1,23... 0<B<I1. (121a)

Nehmen wir z. B. in (121) und (121a) #» = 1 und lassen in (121a) § bis nahe
zur Grenze 1 gehen, ohne daB dieselbe wirklich erreicht wird, weil dann eben

n=1,2,3,...,
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nicht (121a), sondern (121) giiltig ist, so folgt aus (121): 9”2%, aus (121a)

aber: g, = :_1_;_5 , wobei & >0 ist. Damit also die erste kritische Drehzahl bei

nahezu vollstindiger Scheibenbesetzung, d. h. mit Freilassung des einen Wellen-
endes verhindert werde, muB der Scheibenradius doppelt so groB sein als in
dem Falle der totalen Scheibenbesetzung. Aus (121a) ergeben sich also bei
Anndherung von f gegen 1 ganz andere Werte des Scheibenhalbmessers als aus
(121). Diese eigenartige Unstetigkeit im Verhalten dieser Halbmesser bei Dreh-
zahlen, die iber jeder angebbaren Grenze liegen, soll im nichsten Abschnitt
von einem anderen Standpunkt aus untersucht werden, wobei auch die dortige
Betrachtungsweise das hier gewonnene Ergebnis bestitigen wird.

Gehen wir auch in (121a) wieder von den dimensionslosen GréBen zum
Scheibendurchmesser D und der Wellenlinge / {iber, so folgt

2n—-—1)Dm=8p1, n=123 ...

und wir konnen mit EinschluB} des von R. Grammel gefundenen Satzes die
Ergebnisse von (121) und (121a) folgenderweise in Worte fassen:

Es gibt fiir die beiderseits frei gelagerte Welle im unsymme-
trischen Fall 3, Abb. 6 bei synchroner Prizession keine, eine,

zwei. .. kritische Drehzahlen, wenn bei voller Scheibenbesetzung
die vierfache Wellenlinge héchstens gleich ist dem ein-, zwei-,
drei-...fachen, bei teilweiser Scheibenbesetzung hingegen die

8 8-fache Wellenldnge héchstens gleich ist dem ein-, drei-, fiinf-...
fachen Scheibenumfang.

Vergleicht man den zweiten Teil dieses Satzes mit demjenigen, den
R. Grammel fiir die {iberhingende Welle hergeleitet hat, so erkennt man,
daB sich die partiell mit Scheiben besetzte Welle hinsichtlich der Verhinderung
der kritischen Drehzahlen durch die Kreiselwirkung genau so verhilt wie eine
iiberhingende voll besetzte Welle, deren Linge mit der mit Scheiben besetzten
Wellenstrecke des Falles 3 iibereinstimmt. Auch dieses Ergebnis werden die
Betrachtungen des nichsten Abschnittes zwanglos bestitigen.

Oben wurde fiir g, = 0,3 und § = 0,75 und synchronem Gleichlauf aus
Abb. 21 eingeschitzt uyp; = 18100, wozu Tabelle 7 den Wert 19781,5 ergab.
Diese sehr hohen Werte lassen vermuten, daB die Scheiben einen Halbmesser g,
von solcher GréBe besitzen, daB die zweite kritische Drehzahl durch die Kreisel-
wirkung der Scheiben gerade noch nicht verhindert wird. Fiir deren Verhinderung
findet man in der Tat aus (121a) mit » = 2

=20 L o518
3 1
und dieser Wert wird durch die angenommene GroBe g, = 0,3 beinahe erreicht.

Das unstetige Verhalten der Scheibenhalbmesser nach (121) und (121a)
bei der Anniherung der mit Scheiben besetzten Wellenstrecke an das rechte
Wellenlager schlie3t eine gewisse Schwierigkeit der Vorstellung in sich, die darin
besteht, daBl das Hinzufiigen einer noch so diinnen Scheibe am rechten Wellen-
ende geniigen soll, die Halbmesser simtlicher Scheiben bei Verhinderung der
kritischen Drehzahlen im Falle synchronen Gleichlaufs um einen entsprechenden
endlichen Teil kleiner werden zu lassen. Dieses Verhalten, das offenbar in der
Benutzung der verkiirzten Differentialgleichung (78a) begriindet ist, wiirde ge-
wiB einer stetigen Veridnderung der Scheibenhalbmesser dhnlich den Niherungs-
ergebnissen in den Abb. 24 bis 26 Platz machen, wenn den Berechnungen die
ungekiirzte Differentialgleichung zugrunde gelegt wiirde, in der also #’® nicht
gegen 1 vernachlissigt ist.
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Ein analoges Verhalten liegt auch bei der Eulerschen Knicktheorie vor, wo
ja ebenfalls ein sehr kleines Zusatzgewicht {iber die Eulersche Knicklast hinaus
geniigt, um jede endliche Ausbiegung des geknickten Stabes rechnerisch zu er-
geben, wihrend die Beniitzung der ungekiirzten Differentialgleichung jeder
Last iiber der Eulerschen Knicklast in stetiger Weise eine bestimmte Auslenkung
zuordnet; trotzdem wird aber das wesentliche Verhalten der Erscheinung durch
die verkiirzte Differentialgleichung in ausreichender Weise beschrieben.

Ganz wie beim ebenbehandelten Fall wurden nun die verallgemeinerten
Grammelschen Schaulinien auch fir den symmetrischen Fall 2, Abb.4 ent-
worfen, der daher nur ganz kurz beschrieben zu werden braucht. Tabelle 12
enthilt zunichst wieder die Werte der Briiche der linken Seite von (118) fiir die
dort angegebenen Werte von «, ¢, 7. Damit sind nunin Abb.20 Kurventafeln analog
der Abb. 19 entworfen worden, in denen auch die Tangentenschar rechts in (118),
nimlich tg {n7(§ — o)}, soweit sie benstigt wurde, samt ihrer strichliert gezeich-

Tabelle 12. Die Werte der Funktion flinks in (118) fiir ¢ = 0,5, 1, 2, 3, 4, 5, 6 und

die angegebenen Werte von « und 7 im symmetrischen Fall 2, Abb. 4, deren

Schnittpunkte mit der Tangentenschar tg {#7 (} —«)} nach Abb. 20 die Ordina-

ten der verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien fiir die ungeraden
kritischen Drehzahlen in Abb. 22 liefern.

o T 0 = 0,5 1 2 3 4 5 6
0,5 7,674 5,931 5,247 4,750 4,355 4,002
1 6,346 3,601 2,978 2,594 2,322 2,106
2 7,174 3,132 2,145 1,701 1,437 1,254
0,05 | 3 7,742 3,205 2,045 1,529 1,235 1,041
4 7,693 3,245 2,043 1,491 1,175 0,969
5 7,287 3,182 2,025 1,471 1,149 0,938
6 6,741 3,039 1,966 1,439 1,124 0,915
0,5 3,728 2,670 2,106 1,766 1,504 1,294
1 3,129 1,700 1,254 1,003 0,831 0,601
2 3,306 1,491 0,969 0,714 0,558 0,453
o1 | 3 3,180 1,439 0,915 0,654 0,497 0,393
4 2,820 1,313 0,850 0,608 0,460 0,361
5 2,401 1,130 0,746 0,540 0,411 0,323
6 1,997 0,921 0,611 0,446 0,342 0,270
0,5 2,395 1,518 1,139 0,804 0,720 0,591
1 2,045 1,041 0,708 0,527 0,411 0,330
2 2,028 0,915 0,567 0,393 0,290 0,224
0,15 | 3 1,758 0,802 0,500 0,344 0,250" 0,189
4 1,371 0,611 0,388 0,270 0,197 0,150
5 0,979 0,378 0,231 0,159 0,117 0,089
6 0,617 0,132 0,045 0,016 0,007 0,004
0,5 1,823 1,013 0,703 0,522 0,403 0,320
1 1,558 0,716 0,453 0,319 0,237 0,183
2 1,425 0,609 0,361 0,239 0,169 0,126
0,2 3 1,072 0,450 0,270 0,179 0,127 0,094
4 0,654 0,210 0,II5 0,076 0,054 0,041
5 0,251 — 0,069 | — 0,092 — 0,076 — 0,056 — 0,041
6 —o0,119 | —0,357 | —0,329 | — 0,264 — 0,204 — 0,155
9,5 2,483 1,341 0,724 0,469 0,334 0,249 0,193
I 2,766 1,151 0,522 0,311 0,209 0,150 0,113
2 2,768 0,989 0,413 0,235 0,150 0,103 0,075
0,25 | 3 2,144 0,617 0,211 0,117 0,076 0,053 0,040
4 1,453 0,185 — 0,077 — 0,080 — 0,056 — 0,038 — 0,044
5 0,829 —0,236 | —o0,404 | —0,335 | —0,245 — 0,175 — 0,126
6 0,281 —0,630 | —o0,740 | —0,623 | — 0,478 — 0,367 — 0,264
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neten Asymptotenschar eingetragen wurde. Die Abszissen der Schnittpunkte
dieser beiden Kurvenscharen in Abb. 20 ergeben wie frither wieder die Ordinaten
der verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien in Abb. 22, allerdings nur
fiir die erste und dritte kritische Drehzahl, da sich (109) und ebenso (118) blof3
auf die ungeraden kritischen Drehzahlen beziehen. Der vollen Scheibenbesetzung
o = 0 entsprechen nach (118) die Geradent=2xn —1, n=1,2,3...

Um nun auch die Schaulinien fiir die geraden kritischen Drehzahlen zu
gewinnen, ist zu erwigen, daf3 Fall 2, Abb. 4 dann dem Fall 3, Abb. 6 vergleich-

bar wird, wenn mit £ = 0 in der Wellenmitte 8 in Abb. 4 gleich der Hailfte
von § in Abb. 6 ist, womit dann auch die Feldlingen #, v in (98), falls diese
Gleichung fiir die geraden kritischen Drehzahlen in Fall 2, Abb. 4 herangezogen
wird, auf die Hilfte zu reduzieren sind. Dann miissen aber offenbar die Werte »,,
%5 in (98) und damit nach (112) die GréBen o, T doppelt so groB werden als im
Fall 3, Abb. 6, wenn (98) fiir die geraden kritischen Drehzahlen des Falles 2,
Abb. 4 unmittelbar {ibernommen werden soll. Daraus folgt das Ergebnis:

Wéihrend im symmetrischen Fall2, Abb.4die verallgemeinerten
Grammelschen Schaulinien, die sich auf die ungeraden kritischen
Drehzahlen beziehen, auf dem beschriebenen Wege aus (118) mittels
Abb. 20 gewonnen werden, ergeben sich jene, die sich auf die ge-
raden kritischen Drehzahlen beziehen, aus denen des unsymmetri-
schen Falles 3, Abb.6 aus Abb. 21 einfach durch eine dhnliche Ver-
gréBerung im Verhaltnis 2:1 mit dem Ursprungspunkt als Ahn-
lichkeitszentrum.

In Abb. 22 sind so aus den Schaulinien fiir die erste und zweite kritische
Drehzahl der Abb. 21 jene fiir die zweite und vierte kritische Drehzahl gewonnen
worden. Die Kurvenschar (116) bzw. (116a) wurde ohne Anderung iibertragen3®*.

Priifen wir zunichst fiir fehlende Kreiselwirkung den Unterfalla = 0, 8 = 0,3,

der in den Tabellen 5 und 6 berechnet ist. Fiir § = 0,3 ist gem4B Abb. 4 « = 0,2
und somit sind die Schnittpunkte der Schaulinien 0,2:1, 0,2:2 usw. mit der
ersten Mediane ¢ =7 zu ermitteln. Gibt der Index gleich die zugehérige Ord-
nung der Drehzahl an, so miBt man aus Abb. 22:

0, =17, =103 mit u0]=1093, Oy =T, = 2,21 mit wu,p] = 2320,
Oy=1Ty==3,62 mit u;0f=15000, 0, =7,=4,96 mit u,0]=>59500.

Wihrend hier die erste und zweite kritische Drehzahl vorziiglich mit den Werten
der Tabellen 5 und 6 iibereinstimmt, bleibt die hier ermittelte dritte und vierte
kritische Drehzahl in hoherem MaBe von den Tabellenwerten zuriick. Da letztere
aber nur obere Schranken darstellen und somit {iber den wahren Werten liegen,
erweisen sich die auf graphischem Wege gefundenen Werte auf Grund ihrer
Herkunft aus den strengen Lésungen als vollkommen verldBliche Werte.

Ebenso findet man fiir o« = 0, ;3 = 0,25 aus den Schaulinien 0,25:1 usw.

39% Aus Abb. 22 entnimmt man fiir synchronen Gegenlauf die merkwiirdige Tatsache,

daB fir < 0,75, also g,> 0,85 die Schaulinie 0,25:3 oberhalb der Schaulinie 0,25 : 4
verlduft, was offenbar bedeutet, da8 bei Steigerung der Drehschnelle nach der Wellenform
mit 1 Knoten sich diejenige mit 3 Knoten und nachher erst die mit 2 Knoten ausbildet,
was wohl dem bei Gegenlauf wie eine mit y’ proportionale negative Bettung wirkenden
Kreiselmoment zugeschrieben werden muB. — In gewisser Analogie hierzu fand Herr Prof.
K. Kriso, Briinn, in einer demnichst erscheinenden Arbeit bei der Untersuchung einer
offenen achtfeldrigen Fachwerksbriicke, daB bei steigender Belastung und gleichzeitig zu-
nehmender Querstiitzung nach einer Knickform mit 3 Knoten sich die mit 5 Knoten aus-
bildet, wahrend die mit 4 Knoten — da es sich hier nur um die ersten Eigenwerte han-
delt — iiberhaupt nicht in Erscheinung tritt3e.
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bei fehlender Kreiselwirkung:
o, =1,=105 mit u0} =118, Oy =1Ty =235 mit wu,p0; = 2970,
O;=13=3,95 mit wu,0}=24000, o0,=7,-576 mit u,e] = 107000,
wobei die oben angegebenen Bemerkungen auch hier in Geltung bleiben und
insbesondere auf die auBerordentlich einseitige Scheibenbesetzung dieses Falles
hier neuerdings hingewiesen werden soll.
N Beachtet man die Kreiselwirkung, so findet man fiir den Unterfall o = 0,
f =03 und g; = 0,3, also § = 2,12 aus den Schaulinien 0,2:1, 0,2:2 ...
o) fir Gleichlauf
o, =112, 7, == 0,98 mit u;0] = 118,
Gy=4,5, T,==1,9  mit w0} = 7100.

Waihrend der erstere Wert mit dem Wert 116,404 der Tabelle 8 gut iibereinstimmt,
wurde der letztere in Tabelle 9 nicht mehr berechnet. Man entnimmt ferner,
daB die Schaulinie 0,2:3 fiir die dritte kritische Drehzahl die interpolierte

Kurve (116) fiir g = 2,12 nicht schneidet, womit auch hier das beziigliche
Ergebnis der Tabelle 8 bestitigt erscheint. Die genaue Nachpriifung fiir dieses
Verhalten kann mit Hilfe des unten angegebenen Satzes erfolgen.

p) fir Gegenlauf

g, =085, 7, =115 mit u]ef=925,
g, =113, Ty ==2,52 mit uy ] = 780,
g, =12, Ty ==3,87 mit uye]=2110.

Auch hier stimmt der erste Wert sehr gut, der dritte schlechter mit dem be-
ziiglichen Wert der Tabelle 8 {iberein, wobei aus den frither mitgeteilten Griin-
den dem hier ermittelten Wert die groBere Genauigkeit zukommt. Da ja fiir die
kritischen Drehzahlen selbst aus den angegebenen ZahlengréBen gemi8 (9) noch
die Wurzeln gezogen werden miissen, so erweisen sich die Fehler als praktisch
noch zulissig. Der zweite hier mitgeteilte Wert wurde in Tabelle 9 nicht be-

rechnet. _
Fiir den Unterfall « = 0, § = 0,25 wurden in Tabelle 9 die geraden kritischen

A

Drehzahlen #,0} und u40} berechnet. Ist wieder g; = 0,3, also f==2,12, so er-
geben die Schaulinien 0,25: 2 bzw. 0,25: 4 die Schnittpunkte

«) fiir Gleichlauf: Da bereits fiir die zweite kritische Drehzahl der Schnitt-
punkt auBerhalb der Zeichenfliche liegt, kann er nicht eingeschitzt werden.
Wiirde man roh annehmen: ¢,== 8, 7,== 2, was den Verhiltnissen der Zeichnung
ungefihr entspricht, so erhielte man: #jpf = 25600 statt 27067 in Tabelle 9

B) fir Gegenlauf:

61,12, 7,==2,62, wuyei-=-827, 0,=12, tv,=54, wu)0e;=4100.
Man ersieht aus Tabelle 9, daB der erstere Wert sehr gut, der letztere wieder
schlecht mit den Tabellenwerten iibereinstimmt, wobei die gréBere Genauig-
keit wieder dem auf graphischen Wege ermittelten Wert zukommt.

Von besonderer Bedeutung sind die Ergebnisse hinsichtlich der Verhinderung
der kritischen Drehzahlen durch die Kreiselwirkung. Setzen wir zunichst volle
Scheibenbesetzung voraus, setzen also in (118) « = 0, so bleibt blo8 der Term
o2 und 7% des Zihlers iibrig, wihrend der Nenner verschwindet, so daB der
Wert des Bruches co wird und erst recht co bleibt, wenn wir wieder lim o = oo
setzen. Dann ist also

tg<%)=oo, T=2n—1, n=1,23,...
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Da in (114) wieder 3 < 1 zu setzen ist, so folgt als Bedingung der Verhinderung
der ungeraden kritischen Drehzahlen bei voller ‘Scheibenbesetzung

2
e@m, n=123... (122a)

was natiirlich bloB einen Teil der Losung (121) darstellt, ndmlich eine Ab-
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Abb. 22. Die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien und die graphische Ermittelung der kritischen Drehzahlen
im symmetrischen Fall 2, Abb. 4 fiir « = 0,05, 0,1, 0,15, 0,2, 0,25 und synchrone Prazession im Gleich- und Gegenlauf,
sowie fiir fehlende Kreiselwirkung der aufgekeilten Scheiben.
schatzung fiir ungerade kritische Drehzahlen. Fiir symmetrische teilweise
Scheibenbesetzung mit « > 0 wird hingegen beim Grenziibergang lim ¢ = co wegen
des Terms mit o* der Nenner in (118) von héherer Michtigkeit unendlich grof3

als der Zihler und es folgt
tg{nr<%~oc>}=0, rzTL, n=20,1,2, ...,

— o

woraus sich wegen (114) zur Verhinderung der ungeraden kritischen Drehzahlen
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bei teilweiser Scheibenbesetzung die Bedingung ergibt

1 -2« 1
—_— = < —
0= Pl n=20,1,2,..., O<oc_.2. (123a)
Nun kann man auch das Ergebnis der Tabelle 8, wonach im Unterfall « = 0,

f =03, also « = 0,2 die dritte kritische Drehzahl bei synchronem Gleichlauf
durch die Kreiselwirkung verhindert wird, genauer nachpriifen. Da in (123a),
wie im achten Abschnitt begriindet wird, » = 0 der ersten, #» = 1 der dritten
kritischen Drehzahl entspricht, so folgt aus (123a) mit « = 0,2, n =1

0, = 1;?@ =0191,

was mit g; = 0,3 in der Tat erfiillt ist.

Fiir gerade kritische Drehzahlen und volle Scheibenbesetzung # = 1 kann
wieder (98) oder (117) des Falles 3, Abb.6 benutzt werden, wenn man nur,
wie oben gezeigt, T fiir Fall 2, Abb.4 durch den doppelten Betrag seines fiir
Fall 3, Abb. 6 ermittelten Wertes ersetzt. Dieser letztere ergab sich aber, wie
vor (121) gezeigt, zut =n,n =1, 2,3, ..., somit hiert =2#,n =1, 2, 3,
Damit aber ergibt (114)

912-2—371, n=1,23 ..., (122b)

was mit (122a) zusammen gerade wieder (121) ergibt. In (122b) bedeutet
n=12 ... die zweite, vierte, ... kritische Drehzahl, wihrend fiir dieselben
Drehzahlen in (121) #» = 2, 4, ... zu setzen ist.

Fiir gerade kritische Drehzahlen bei teilweiser Scheibenbesetzung folgt
aus (121a), wenn wieder 27 statt 7, also der Nenner in (121a) verdoppelt und
wie frither bedacht wird, daB § im Fall 3, Abb. 6 gerade 2 im Fall 2, Abb. 4
zu setzen ist

8p . =
ngz(m-n n=1,23, ..., 0Zp<
Da aber nach Abb.4 8 =1 — « ist, so folgt
2(1 —2 oc) . 1
U= 5y —Tya n=123.., 0<a<y, (123b),
worin sich » =1, 2, ... wieder auf die zweite, vierte, . .. kritische Drehzahl

bezieht. Fiir den Unterfall o« = 0, B_ = 0,3, also « = 0,2 ergab sich oben S. 74
aus Abb. 22, daB die zweite kritische Drehzahl noch besteht. Mit # = 1 gibt (123b)

> 206 _ 5351

0=

und diese zur Verhinderung nétige Bedmgung wird durch den gewihlten Wert
01 = 0,3 nicht erfiillt. Fiir den Unterfall « =0, f = 0,25, also a = 0,25 er-
gab sich in Tabelle 9, daf die vierte kritische Drehzahl verhindert wird, wihrend
dort der hohe Wert der zweiten kritischen Drehzahl auffillt, was die Nihe
eines kritischen Wertes fiir o; vermuten 148t. Mit # = 1 ergibt in der Tat (123b)
zur Verhinderung der zweiten kritischen Drehzahl

91>2—0§—0318

welcher Zahl der gewihlte Wert g; = 0,3 sehr nahe kommt. Die vierte kritische
Drehzahl ist wegen 0,3 > 0,106 in der Tat verhindert.

Gehen wir von den GroBen g wieder zum Scheibendurchmesser D iiber,
so ergeben (122a) und (123a) fiir ungerade Drehzahlen
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2n—1)Da =41, n=1,2,3,... bel voller Scheibenbesetzung und
nDn=(2—4a)l

oder: 2nDu=8f1
Ebenso ergeben (122b) und (123b) fiir gerade kritische Drehzahlen

n=0,1,2, ... bei partieller Scheibenbesetzung.

2nDrn =41, n=1,2,3,... bei voller Scheibenbesetzung und
2n—1)Dm =8 E I n=1,2,3,... bei partieller Scheibenbesetzung,
wobel wieder » = 1, . .. die zweite kritische Drehzahl usw. bedeutet. Da somit

bei partieller Scheibenbesetzung fiir jeden endlichen Scheibendurchmesser wegen
n = 0 stets mindestens eine kritische Drehzahl existiert, so kénnen wir diese
Ergebnisse folgendermalen prézisieren:

Es gibt fir die beiderseits frei gelagerte Welle im symmetri-
schen Fall 2, Abb.4 bei synchroner Prizession im Gleichlauf

keine, eine, zwei... kritische Drehzahlen, wenn bei voller Schei-
benbesetzung die vierfache Wellenlinge, hingegen eine, zwei,
drei... kritische Drehzahlen, wenn bei teilweiser Scheibenbeset-

zung die 8f-fache Wellenlinge héchstens gleich ist dem ein-,
zwei-, drei...fachen Scheibenumfang.
Nimmt man also an, daB} eine teilweise mit Scheiben besetzte Welle in ihrer

mit Scheiben besetzten Wellenstrecke, deren Linge 2§/, ist, gerade dieselbe
Linge I, besitzt, wie eine vollstindig mit Scheiben besetzte Welle, so erkennt
man, daB unter der Annahme gleichen Scheibendurchmessers bei beiden Wellen
die teilweise besetzte Welle jeweils gerade um eine kritische Drehzahl mehr
besitzt als die vollstindig besetzte Welle. Weitere Einblicke gewihrt der nichste
Abschnitt.

Um schlieBlich auch noch fiir den Fall 6, Abb. 11 die erweiterten Grammel-
schen Schaulinien zu gewinnen, werde in (119) und (119a) statt 8, das nach
Abb. 11 die mit Scheiben besetzte Wellenstrecke bedeutet, die Verinderliche
o = 3 — P eingefithrt, die die nicht besetzte Wellenstrecke darstellt. Dies bietet
den Vorteﬂ daBl man — fir die praktisch interessierenden Fille — gleich die
Tangentenschar (118) in Abb. 20 mit verwenden kann.

Man erhilt dadurch aus (119)

02+n&03ig{n6(i—&>}+ 72

= AL =tg{nr<%—-&>} (1242)
und aus (119a)
f=aio= tg{m (5 - &)} (124Db)

In Abb. 20 ist das fiir « = 0,1 geschehen und es wurden strichliert die Funk-
tionen der linken Seiten von (124a) und (124b) in Abb. 20 eingezeichnet, wie sie
sich auf Grund der in Tabelle 13 dargestellten Funktionswerte ergaben. Wie
im Falle der Abb. 21 und 22 wurden dann die erweiterten Grammelschen Schau-
linien in Abb. 23 gewonnen, und zwar wieder fiir die ungeraden kritischen
Drehzahlen, auf die sich ja (111) und damit (119) bezog. Die Bezeichnungsweise
der Rénder in Abb. 23 ist dieselbe wie in Abb. 21 und 22, die Kennzeichnung
der verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien bezieht sich dabei auf die
GréBe B der belasteten Wellenstrecke nach Abb. 11 oder (119) und (119a).
Die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien fiir die geraden kritischen
Drehzahlen konnten nach den fritheren Darlegungen unmittelbar von Abb. 22
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Tabelle 13. Die Werte der gebrochenen Funktionen f links in (124b) fiire¢ =o
und die angegebenen Werte von o und 7, sowie der gebrochenen Funktionen f
links in (124a) fiir =1 bis 6 und dieselben Werte von o und 7 imsymmetrischen
Fall 6, Abb. 11, deren Schnittpunkte mit der Tangentenschar tg{n (i — &)}
=tg{mt(l — «)} nach Abb. 20 die Ordinaten der verallgemeinerten Grammel-
schen Schaulinien fiir die ungeraden kritischen Drehzahlen in Abb.23 liefern.

o T g=o0 1 2 3 4 5 6
0,5 | 12,732 | 70,767 | 280,449
1 6,366 13,621 39,831
2 3,183 4,090 7,366 13,720 23,915

0,05 | 3 2,122 2,391 3,361 5,244 8,265 12,646 18,610
4 1,591 1,705 2,114 2,909 4,183 6,031 8,548
5 1,273 1,331 1,541 1,048 2,600 3,546 4,835
6 1,061 1,095 1,216 1,451 1,829 2,377 3,122
0,5 6,366
1 3,183
2 1,592 2,096 4,183 8,548 15,958

o,I 3 1,061 1,210 1,829 3,122 5,318 8,638 13,305
4 0,796 0,859 1,120 1,665 2,592 3,992 5,961
5 0,637 0,669 0,802 1,082 1,556 2,273 3,281
6 0,531 0,549 0,626 0,788 1,063 1,478 2,00%
0,5 4,244 | 27,625
1 2,122 5,045 18,416
2 1,061 1,426 3,098 6,823 13,305

0,15 | 3 0,707 0,816 1,311 2,415 4,335 7,302
4 0,531 0,576 0,785 1,251 2,061 3,313 5,099
5 0,424 0,448 0,555 0,793 1,208 1,849 2,763
6 0,354 0,367 0,429 0,567 0,807 1,178 1,707
0,5 3,183 21,806
1 1,592 3,919 15,597
2 0,796 1,087 2,546 5,961

0,2 3 0,531 0,617 1,049 2,061 3,844 6,634
4 0,398 0,434 0,617 1,044 1,796 2,973 4,668
5 0,318 0,337 0,430 0,649 1,034 1,637 2,505
6 0,266 0,276 0,330 0,457 0,679 1,028 1,530
0,5 2,546 | 17,979
1 1,273 3,202 13,704
2 0,637 0,878 2,190 5,384 11,183

0,25 | 3 0,424 0,496 0,885 1,831 3,549 6,233 10,122
4 0,318 0,348 0,513 0,912 1,637 2,769 4,409
5 0,255 0,270 0,354 0,558 0,930 1,509 2,349
6 0,212 0,221 0,270 0,388 0,603 0,938 1,425

iibernommen werden und es brauchte dabei blo8 ihre Kennzeichnung am Rande
von Abb. 23 gegen Abb. 22 deshalb geiindert werden, weil sich ja die Strecken o
und B in Abb. 4 und 11 fiir gleiche Scheibenbesetzung zu  erginzen. Der vollen
Scheibenbesetzung o« = 0 entsprechen nach (124a) die Geraden 7 =2#n —1,
n=123...

Zwecks Vergleiches mit den Tabellenwerten mit man zunichst fiir den
Unterfall « = 0,25, 8 = 0,5 bei den Schaulinien 0,25: 1 und 0,25 : 3 fiir fehlende
Kreiselwirkung, also § = oo als Schnittpunkte mit der ersten Mediane ¢ =7:

0;=1;= 1,53 mit u,0}-=535, 03=1;==528 mitu,0}="76000.
Die geraden kritischen Drehzahlen ergeben hier natiirlich die gleichen Werte,

wie im Fall 2, Abb. 4, die ungeraden stimmen gut mit den strengen Werten
der Tabelle 5 tiberein.
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Bei Beachtung der Kreiselwirkung mifit man fir g, = 0,3, also /§ =212:
a) fiir Gleichlauf

0, =46, 7, = 1,93 mit ;0] = 7700;

hier muBte allerdings ein schleifender Schnitt in Kauf genommen werden, wes-
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Abb. 23. Die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien und die graphische Ermittelung der kritischen Drehzahlen
im symmetrischen Fall 6, Abb. 11 fiir 8 = 0,25, 0,3, 0,35, 0,4, 0,45 und synchrone Prizession im Gleich- und Gegen-
lauf, sowie fehlende Kreiselwirkung der aufgekeilten Scheiben.

halb o, entsprechend ungenau eingeschitzt werden konnte. Die Ubereinstimmung

mit dem Wert 7890 der Tabelle 8 ist noch befriedigend. DaB3 fiir § = 2,12 kein
Schnitt mit der Schaulinie 0,25: 3 existieren diirfte, kann aus dem Verlauf
dieser Kurven vermutet werden, womit also in Ubereinstimmung mit Tabelle 8
die dritte kritische Drehzahl dieses Unterfalles bereits durch die Kreiselwirkung
als verhindert erschiene. Die genaue Entscheidung hierzu kann wieder nur auf
Grund der strengen Beziehungen gefillt werden. Die Tatsache des schleifenden
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Schnittes fallt mit der der groBen Abweichungen der Werte u;, 03, w5, 03, %5, 0
in Tabelle 8 zusammen. (Man vgl. die Ausfiihrungen weiter unten.)
b) fir Gegenlauf. Man entnimmt der Abb. 23

o, =091, T, =129 mit «]p} =134,
oy =-112, Ty == 2,62 mit uj 0l = 827,
g, =12, Ty==4,4 mit ugp; = 2720.

Den ersten und dritten der hier angegebenen Werte kann man mit den beziiglichen
Zahlen 131,43 und 3455,6 der Tabelle 8 vergleichen und findet eine gute Uber-
einstimmung. Tabelle 9 liefert statt des zweiten Wertes: 817,95 und auch diese
Ubereinstimmung ist eine recht befriedigende. (Man vgl. den friiher behandelten
Fall 2, Abb. 4.)

Um wieder Beziehungen fiir die Scheibenhalbmesser bei Verhinderung der
kritischen Drehzahlen durch die Kreiselwirkung zu erhalten, lassen wir ¢ in
(119) iiber alle Grenzen wachsen und finden so fiir ungerade kritische Drehzahlen

zunichst bei voller Scheibenbesetzung, wobei also = % in (119) und (119a)

oder oo = 0 in (124a) oder (124b) zu setzen ist tg <?2—T> = 00, also wieder, wie es

sein muB, das Ergebnis (122a). Fiir partielle Scheibenbesetzung und lim ¢ = oo
wird der Bruch in (119) wieder unendlich gro8 und es folgt
n —
tg(nft) =0, r=2—273—1, g,,g@—n‘t_ﬁm, n=1,2,3 ...,
also wieder (121a)

Vergleicht man also (121a), das fiir partielle, mit (122a), das fiir volle Scheiben-
besetzung gilt, so sieht man, daB fiir § = § (volle Scheibenbesetzung) hier der
Ubergang im Gegensatz zu den friither behandelten Fillen 2 und 3 ein stetiger ist.

Fir gerade kritische Drehzahlen und volle Scheibenbesetzung gilt wieder
(122b), fiir gerade kritische Drehzahlen und partielle Scheibenbesetzung aber
wieder (121a), wie man sofort erkennt, wenn man dort § der Abb. 3 durch 28
der Abb. 6 ersetzt und, wie gezeigt, den Nenner verdoppelt. Dabei ist freilich
wieder zu beachten, daB dann» = 1, 2, . . . in (121a) wieder die zweite, vierte, ...
kritische Drehzahl bedeutet. Da also (121a) fiir gerade wie ungerade kritische
Drehzahlen giiltig ist, so folgt fiir denselben Wert von § in beiden Fillen der-
selbe Wert g, oder nach (114) ‘B und somit 7, was besagt, daB in Abb. 23 die
verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien, die zu demselben Wert f gehéren,
fiir gerade, wie ungerade kritische Drehzahlen dieselbe Asymptote haben so
zwar, daB die zu einer geraden kritischen Drehzahl gehorige Grammelsche
Schaulinie dieselbe Asymptote besitzt wie die zur nichst niedrigeren ungeraden
kritischen Drehzahl gehoérige.

Nun kann auch {berpriift werden, ob das Niherungsergebnis in Tabelle 8,
wonach fiir Fall 6, Abb. 11 fiir « = 0,3, § = 0,5, also § = 0,2 bereits die erste
kritische Drehzahl durch die Kreiselwirkung verhindert wird, zu Recht besteht.
Nach (121a) muB mit #» =1 sein:

0202 = 0,054,

was mit g, = 0,3 in der Tat erfiillt ist. Hingegen ergibt sich fiir den Unterfall

o = 0,25, E = (,5 in Tabelle 8, daB wohl die dritte, nicht aber die erste kritische

Drehzahl bei synchronem Gleichlauf verhindert wird. Fiir die dritte kritische

Drehzahl ergibt (121a) fiir = 0,25, n.=2: g, = *5°2° 0,106, was mit g, =0,3
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in der Tat erfillt ist. Fiir n = 1, § = 0,25 folgt o, = %% — 0,318; o, = 0,3
verhindert also in Ubereinstimmung mit Tabelle 8 die erste kritische Drehzahl
nicht, doch kommt p, der beziiglichen Grenze sehr nahe, woraus sich der auBer-
ordentlich hohe Wert #; o3 = 8371,66 fiir synchronen Gleichlauf erklirt. Man vgl.
hierzu die oben erwihnte Tatsache des schleifenden Schnittes in Abb. 23 und
der groBen Abweichung der Niherungswerte 'y, 03, %, 03, %¢, 05 voneinander in
Tabelle 8, was auf die Nihe eines kritischen Wertes des Scheibenhalbmessers

“hinweist.

Gehen wir wieder zu den dimensionierten Gré8en D und !/ {iber, so kénnen
die gewonnenen Ergebnisse wie folgt ausgedriickt werden:

Es gibt fir die beiderseits frei gelagerte Welle im symmetri-
schen Fall6, Abb.11 bei synchroner Pridzession keine, eine, zwei, ...
kritische Drehzahlen, wenn bei voller Scheibenbesetzung die vier-
fache Wellenlinge héchstens gleich ist, dem ein-, zwei-, drei-...
fachen, bei teilweiser Scheibenbesetzung aber keine, zwei, vier, ...
kritische Drehzahlen, wenn die 8f-fache Wellenlinge héchstens
gleich ist dem ein-, drei-, fiinf-...fachen Scheibenumfang.

Die verallgemeinerten Grammelschen Schaulinien gestatten, wie die vorher-
gehenden Beispiele gezeigt haben diirften, die kritischen Drehzahlen in den be-
handelten Fillen mit befriedigender Genauigkeit zu ermitteln und gestatten
diese Bestimmung, wie einleitend erwihnt, unter Zuhilfenahme der Dunkerley-
schen Gleichung auch fiir mehrstufige Liuferformen, wenn man diese in ein-
fachere, nur in einem Wellenfelde mit Scheiben besetzte Liuferelemente zerlegt,
wie dies im zwolften Abschnitt fiir die Zweifelderwelle gezeigt werden soll.

Dartiiber hinaus aber hat sich, wie zu ersehen ist, die Grammelsche Be-
trachtungsweise als tiberaus wertvolles Hilfsmittel fiir die Beurteilung der Ver-
hiltnisse bei Verhinderung der kritischen Drehzahlen durch die Kreiselwirkung
erwiesen und sie leistet, wie im zwélften Abschnitt gezeigt werden soll, ebenso
wertvolle Dienste bei der diesbeziiglichen Beurteilung mehrstufiger Liufer. Die
durch das Grammelsche Verfahren gewonnenen Sitze erméglichen {iberhaupt
erst die Ubertragung dieser Uberlegungen auf kegelstumpfférmige Liufer, die
im nichsten Abschnitt mittels eines Grenziiberganges versucht werden soll3®**

8. Die Verhinderung der kritischen Drehzahlen durch die
Kreiselwirkung bei synchroner Pridzession im Gleichlauf
und das zugeordnete Randwertproblem.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde fiir einige einfache Fille nach dem
analytisch-graphischen Verfahren von R. Grammel eine Beurteilung der Be-
dingungen ermdoglicht, die erfillt sein miissen, damit bei synchronem Gleichlauf
die Kreiselwirkung die kritischen Drehzahlen verhindere. Sie betrafen durch-
wegs Fille mit nur einem belasteten Wellenfeld, dessen Scheiben konstanten
Durchmesser besitzen und es ergaben sich dabei Aussagen {iber das Verhiltnis

39%% Bzgl. eines gewiB erstrebenswerten Entwurfes geeigneter Nomogramme zu den Netz-
tafeln der Abb. 21 bis 23 vgl. man die analoge Falle betreffenden Arbeiten von A. Fischer,
in denen der funktionelle Zusammenhang durch Fluchtlinientafeln mit Doppelknotenpunkten
in iibersichtlicher Weise zur Darstellung gelangt: Uber eine Anwendung der Nomographie
auf die Ermittlung der kritischen Drehzahlen stetig mit Masse belegter Wellen mit Langs-
belastung und Kreiselwirkung (nach K. Karas), HDL-Mitt. Bd. 22 (1933) S. 330 und:
Uber eine Anwendung der Nomographie auf die Ermittlung der kritischen Drehzahlen der
fliegenden Welle mit Langsbelastung und Kreiselwirkung (nach K. Karas) HDI.-Mitt. Bd. 23
(1934) S. 12 und 156.

Karas, Drehzahlen. 6
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der Wellenlinge zum Scheibenumfang fiir den Fall der Verhinderung gewisser
kritischer Drehzahlen. Diese Aussagen sind nun, wie man vermuten wird, keines-
wegs auf konstanten Scheibendurchmesser beschrinkt und schon im Unter-
abschnitt 6d) wurde bei der Betrachtung der Liuferformen gleicher kritischer
Drehzahlen festgestellt, daB die Steigung ¢ und der Anfangsradius g, der Laufer-
scheiben einer gewissen Bedingung geniigen miissen, damit keine kritische
Drehzahl eintritt, ndmlich der, daB ihr Bildpunkt P (g, ¢) auBerhalb des von der
,,Grenzkurve** der ersten kritischen Drehzahl umschlossenen Bereiches zu liegen
kommt. Allerdings wurde diese Beurteilung nur auf Grund einer ersten Niherung
erhalten und es soll jetzt gezeigt werden, daB das in den vorhergehenden Ab-
schnitten entwickelte Verfahren sich auch in diesem Falle zur Gewinnung fort-
schreitender Anndherungen benutzen li6t. Es moge dies gleich an den im vor-
hergehenden Abschnitt gefundenen Ergebnissen erwiesen werden, um zugleich
auch darzutun, wie sich die Niherungsergebnisse den dort gefundenen heftigen
Unstetigkeiten anpassen lassen.

Wie aus (81), (104) und (106) hervorgeht und auch im Unterabschnitt 6d)
erwiesen wurde, wird #’, ], %, unendlich groB3, wenn die Nenner der auf Gleich-
lauf beziiglichen Briiche verschwinden. Setzen wir wie im Unterabschnitt 6d)
mit gy =0, A=Z,"0% K, =Zg, 0% und analog fir B und C, ebenso fiir
Ay, By, Cyund 4,, B,, C,, so folgen aus (81), (104) und (106) fiir %, 0%, 0% usw.
die Bestimmungsgleichungen
47, . 4Zp . 427,

2 , , == 125a
QA ZKA QB ZKB 90 ZKC > ( )
42, 47y 47,
2 1 2 1 2 1
0 — , = 7, =, 125 b
S4x ZKA, QB1 ZKB, g(h Zxcl ( )
47, 4Zg 47,
2 = 4 2 = ZCE 2 2 125¢
gAz ZKA2 ’ QBz ZK32 C2 ZK02 ( )

Hier bezieht sich (125a) auf die unsymmetrischen Fille, (125b) auf die Ver-
hinderung der ungeraden, (125c) auf die Verhinderung der geraden kritischen
Drehzahlen der symmetrischen Fille. (125) ergibt also zunichst drei verschiedene
Werte des gesuchten Scheibenhalbmessers fiir den Fall der Verhinderung der
ersten kritischen Drehzahl (bzw. auch der zweiten kritischen Drehzahl bei den
symmetrischen Fillen) gerade so, wie sich in den fritheren Fillen drei ver-
schiedene Werte u,, #g, u, fir die ersten kritischen Drehzahlen ergaben. Der
wesentliche Unterschied ist aber der, daB im Gegensatz zu den Niherungs-
werten u,, ug, %, die stets eine obere Schranke fiir die wahren Werte uy, dar-
stellten, die Werte 04, 05, 0¢ jetzt untere Schranken sind.

Um nun zu einer zweiten Annidherung zu gelangen, gehen wir wieder von
(19) aus, wobei wir aber mit Beachtung von (82) statt 4, B, C gleich 4’, B’, C’
fiir synchronen Gleichlauf schreiben. Der Koeffizient des quadratischen Gliedes
in (19) lautet dann: 4'C’ —B’%; er mul verschwinden, wenn lim # =00 sein
soll. Beriicksichtigen wir (82) und fithren die Zahlenwerte Z,, Z5, Z, statt
A, B, C und ebenso Zy ,, Zg,, Zg, statt K,, Kg, K¢ ein, so folgt die Gleichung

(Zy,"0* —4Z,) (Zg, "0*—4Zg) — (Zg, -0*—4Zp? =0, (1263)
(Zg, 0 —424)(Zx,, - 0*—4Z0) — (Zg,,+0* —4Zp P =0, (126b)
(Zr,, 0 —4Z4)(Zx,, 0" —4Zg) — (Zg,, 0*—4Zp)P=0. (1260

Die letzteren beiden Gl. (126b) und (126c), die wieder fiir die symmetrischen
Fille gelten, folgen mit Beachtung von (104) und (106) analog aus (55) und (60).
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Da die Gleichungen (126) hinsichtlich der Unbekannten g% genau den gleichen
Aufbau zeigen, wie (20), (55) und (60) hinsichtlich der unbekannten #, so wird
man aus g%, o}, o4 eine bedeutend verbesserte weitere Anndherung gewinnen,
wenn man analog (45) bildet

0405 — 05
pe S (127)

é2= — £
05408 —203

Denn die aus der Schwarzschen Ungleichung (41) gewonnenen Beziehungen
gelten, wie man leicht erweist, auch fiir die Koeffizienten in (126). Insbesondere
wird man die im vierten Abschnitt entwickelten graphischen Konstruktionen
zur Verschirfung des ersten Niherungswertes, wie sie in den Abb.9 und 10
% dargestellt sind, gemifB (127) auch

013 7:"— fir den Radius p iibernehmen kénnen.
” / v Will man aber auch eine Annihe-
// %, rung an den zweiten Eigenwert fir g
Lk o Firf 1) §° erhalten, so muB man (126) heran-
10 * va 3 ziehen.
09 ) S In Tabelle 14 sind nun zunichst
//‘\301 S fiir die im siebenten Abschnitte nach
a¢ / N § dem Grammelschen Verfahren be-
07 / N . 8 handelten Fille die Werte p%, 0%,
06 / Y7 0 der ersten Niherung nach (125)
Z § und o%,, g3, der zweiten Naherung
%8 7 o § nach (126), sowie schlieBlich die Werte
o4 7 " 3% s o1, 0o selbst fiir die dort angegebene
03 / @2z 1rA<1) > 8  Scheibenbesetzung berechnet worden.
/ % Fiir Fall 3, Abb. 6 und volle Scheiben-
ot / § besetzung f =1 erkennt man z. B.
07 = e die auBerordentlich gute Uberein-
stimmung mit den nach (121) ge-

e B=025 o5 976809 7 F  wonnenen strengen Ergebnissen gy .

Abb, 24, Die nah Talle 14 teeehnetn Naprwgoyerte Fiir § < 1 wurden die letateren

Lssuneen o 4E 0 4B 51 als Funkii natiirlich nach (121a) 'berechnet. In

OSUNGER @y =~ DIV 0y = fr f <1 als Funktionen  pa)] 9 Abb.4 nahert die zweite Wur-

Dretiat dueh"die. Hreicelwisiong im wnsymmetrischen 2l 0o die dritte kritische Drehzahl,

Fall 3, Abb. 6. die nach (122a) fiir volle und (123a)

fiir teilweise Scheibenbesetzung be-

rechnet wurde; wihrend fiir Fall 6, Abb. 11 fiir volle Scheibenbesetzung (122a),
fiir teilweise aber (121a) herangezogen wurde.

Diese Ergebnisse der Tabelle 14 sind in den Abb. 24, 25, 26 veranschaulicht,
deren Abszissen durchweg die Scheibenbesetzung, deren Ordinaten die zur
Verhinderung der Kreiselwirkung mindestens notigen Scheibenhalbmesser nach
den strengen wie gendherten Werten darstellen. In Abb. 24 z. B. gehen die fiir
001 und g, eingetragenen Kurven von den nach (121) berechneten strengen
Grammelschen Werten aus, um sich den nach (121a) dargestellten Geraden
nach Uberschreitung eines Héchstwertes innig anzuschmiegen. Am rechten Rand
der Abb. 24 sind ohne Kreise auch noch die Grenzwerte dieser Geraden fir
B =1, denen aber keine reale Giiltigkeit zukommt, eingezeichnet; fiir # < 0,75
ist die Ubereinstimmung zwischen den strengen und den N#herungsergebnissen
vorziiglich, fiir B > 0,75 ist die Abweichung durch die heftige Unstetigkeit der
strengen Losungen erklirt.

In Abb.25 sind fiir Fall 2, Abb. 4 die Ndherungskurven gy, und g,5, sowie
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die zugehorigen strengen Losungen dick ausgezogen. Wegen des starken An-
wachsens der Werte g, in Tabelle 14 erkennt man aus Abb. 25, daB es hier keine
im Endlichen liegende Gerade als strenge Losung geben kann, der sich die
Kurve g,; anschmiegen kénnte, weshalb in (123a) auch der Fall n = 0 zugelassen
werden muBte. Die Kurve g, der Niherung an die dritte kritische Drehzahl
zeigt hingegen wieder das bereits aus Abb. 24 bekannte Verhalten, ebenso die
Kurven gy, und gy, die in Abb. 25 strichliert eingezeichnet wurden und direkt
der Abb. 24 nach Anderung des Ordina-
tenmafstabs im Verhiltnis 2:1 iiber-
nommen werden konnten. Dasselbe gilt

o

& Annéherung andie oo ferne Gerade g,, = o

15
%2 \9\0

[2)

3
3
Ny
%
1>
%7 §° 0 ?'” Qo
N I8
10 3 N =1
2 \ % §
09 R X 0,9
QY L
N § &
08 S S 08
\| & &
97 2 $ 97
b S 8 50\
05 oy 17§ " 06
e <<’5// ® 3 Qor
05 7 N i
o W : g EXQW‘ Q%2 .
o4 o <1, & £ — 9
SRR R Y
03 AR A N 03
23790 2
= %
o7 T < /,//'/ Qo4 27 & § 275'/7_04 14‘% \\ 01
| = Jeutip<o * 3 o~
0 = L °
o «-—o B=025 0,3 54 05 g e a=0 o7 0,25 03 5 @
=05 025 02 o7 0=c s B=05 ajt/- 0,25 0,2 %=,8
Abb. 25. Die nach Tabelle 14 berechneten Niherungs- /g

werte @ bzw. g . sowie die nach (123a) ermittelten

1-24 28
6 = d = =T fi
strengen Losungen 0= un 0, - g fiir
>0 bzw. 8 < 0,5 als Funktionen von o bzw. 8 bei
Verhinderung der ersten bzw. dritten kritischen Dreh-
zahl durch die Kreiselwirkung im symmetrischen Fall 2,
Abb. 4 (dick ausgezogen). Die fiir die zweite und vierte
kritische Drehzahl mafBgebenden Niherungslosungen o2
und o, , sowie die zugehérigen strengen Losungen 0,
und o 3 wurden aus Abb. 24 affin im Verhiltnis 2:1 der

bzgl. Ordinaten iibertragen (strichliert gezeichnet). [Man

Abb. 26. Die nach Tabelle 14 berechneten Niherungs-
werte o bzw. o’ sowie die nach (121a) ermittelten
48
3m
fiir § < 0,5 als Funktionen von g bzw. 8 bei Verhinderung
der ersten bzw. dritten kritischen Drehzahl durch die
Kreiselwirkung im symmetrischen Fall 6, Abb. 11 (dick
ausgezogen). Die fiir die zweite und vierte kritische Dreh-
zahl maBgebenden Niherungslosungen g 02 und €4 (strich-
liert gezeichnet) wurden aus Abb. 25 direkt iibernommen;
die zugehorigen strengen Losungen fallen mit denen fiir
die erste und dritte kritische Drehzahl zusammen.

strengen Losungen sy = 0sp= ? und Oy =0y =

vgl. bzgl. s und %, auch (123b).]

in Abb. 26 hinsichtlich der zweiten und vierten kritischen Drehzahlen, die direkt
der Abb. 25 entnommen werden konnten und strichliert eingezeichnet wurden,
wihrend die sich auf die erste und dritte kritische Drehzahl beziiglichen Linien
dick ausgezogen sind. Man erkennt insbesondere die auBerordentlich scharfe
Ubereinstimmung der Kurven gy, und g,; mit den strengen Lésungen g,,, und g,,,
die ihrerseits nach dem oben mitgeteilten Satze wieder mit den strengen Losun-
gen ¢,, und g,, zusammenfallen. Die oben bemerkten heftigen Unstetigkeiten
innerhalb der strengen Losungen finden bei Fall 6, Abb. 11 bloB bei den ge-
raden kritischen Drehzahlen statt.

SchlieBlich mége bemerkt werden, da man nach (127) sehr gute Verschir-
fungen fiir g§, erhalten kann, wovon aber in Tabelle 14 kein Gebrauch gemacht
wurde. Fiir Fall 3, Abb. 6 und g = 0,9 findet man z. B. nach (127) g2, = 0,544
in guter Ubereinstimmung mit g2, in Tabelle 14.

In Tabelle 14 wurden schlieBlich alle Niherungswerte, die bisher ermittelt
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wurden, auch fiir die wichtigen Fille 5, Abb. 8 und 9 bzw. 9a, Abb. 14 be-
rechnet, wobei sich auch hier zeigt, daB die zur Verhinderung héherer Drehzahlen
gehorigen Héchstgrenzen von g, mit der Ordnung dieser Drehzahlen abnehmen.
Da in Tabelle 14 fiir das Verhiltnis ¢ : g, die dort angegebenen festen Werte der
Rechnung zugrunde gelegt wurden, so gehoren also die errechneten Schranken
001, Qo2 Usw. zu Liuferformen, die dieselbe Spitze S in der Drehachse besitzen,
wie in den Abb. 8 und 14 veranschaulicht ist.

Unter gy, sind ferner in Tabelle 14 neben den so gewonnenen Niherungs-
ergebnissen g,, noch die auf anderem Wege gefundenen strengen Ergebnisse
mitgeteilt worden, die fiir konstanten Scheibenhalbmesser — wie oben erwihnt —
bereits im siebenten Abschnitte durch die Grammelsche Betrachtungsweise ge-
funden worden waren und die durch die folgende nochmals bestitigt werden sollen.

Um sie darzustellen, wurde wieder von der Differentialgleichung (78a) fiir
synchronen Gleichlauf ausgegangen. In etwas anderer Schreibweise lautet sie

n

u

L4 m
=4 @) +en.

In ihr soll # tber alle Grenzen wachsen. Soll nun tatsichlich bei synchroner
Prazession im Gleichlauf eine weitgehende Auslenkung, also eine Zertriimmerung
der Welle durch die Fliehkréifte verhindert werden, so kann mit lim # = oo
nicht auch zugleich lim#'"" =00 werden. Dann aber verschwindet die linke

Seite und es verbleibt hinsichtlich % als abhingig Verdnderlicher die selbst-
adjungierte Differentialgleichung
1 (@7) +e*n=0. (128)
(128) lehrt, daB auch bei Annahme unendlich groBer Drehzahlen eine Auslenkung 7
der Welle vorauszusetzen ist, die nur dann identisch verschwindet, wenn die
,,Belegungsfunktion p (§) oder bei konstantem Scheibenhalbmesser g, der
Wert desselben sich verschieden erweist von gewissen kritischen GroBen, was
dann eben das Ausscheiden gewisser kritischer Drehzahlen nach sich zieht,
wie die folgenden Beispiele zeigen sollen. Man kann ferner, wenn man will, statt
der vielleicht unanschaulichen Vorstellung einer unendlich hohen Drehzahl
auch die anschaulichere eines endlichen w setzen, ist dann aber gemif (9) ge-
notigt, die Biegungssteifigkeit £ J der Welle von verschwindender Kleinheit
anzunehmen. In der Tat wird die Vorstellung, daB bei diesen Vorgingen die
Biegungssteifigkeit der Welle keine Rolle spielt, in mancherlei Hinsicht von den
folgenden Ergebnissen gefordert, die — z. B. im Falle der Zweifelderwelle —
sogar einen Knick der Auslenkung » an der Feldgrenze fordern, so da8 man
die Welle in diesem Zustande eher als eine gespannte Saite ansehen kann, deren
Differentialgleichung eben durch (128) dargestellt wiirde.
Nehmen wir zunichst volle Scheibenbesetzung und konstanten Scheiben-
halbmesser ¢ = g,, an, so folgt aus (128) die Gleichung

4
o

7 A =0 (128a)

mit der bekannten Ldsung
n = Asin (—927 E) + Bcos (;—/ E) (129)
7= 9% [ 4cos (é 5) — Bsin <g% E)]

Fir die beiderseits frei gelagerte Welle gelten, da an den Wellenenden wegen der
Lagerung die Auslenkung 7 unbedingt Null zu setzen ist, offenbar die Rand-
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bedingungen

7(0) =7(1) =0 (130)

. 2 2 2 . .

mit sin <w) =0, —=unn, 0, > pro womit also wieder das bekannte Er-
gebnis (12”1) dieses Falles folgt. Hierbei werden durch (129) und (130) freilich
bloB die kritischen Werte fiir g, selbst geliefert und es kann fiir Werte von g,
ungleich diesen kritischen Werten bloB das identische Verschwinden der Aus-
lenkung 7 gefolgert werden. Die Ungleichheitszeichen sind also zum Zwecke der
Wahrung des Zusammenhanges mit den fritheren Ergebnissen in der dort aus-
gesprochenen Form gleich mit hinzugefiigt worden.

Man kann nach dieser Betrachtungsweise eben wegen der oben geforderten
verschwindenden Biegungssteifigkeit der Welle voraussehen, daB} es auf die
Einspannung an den Wellenenden iiberhaupt nicht ankommen kann, und daB,
sofern die Welle iiberhaupt dort gelagert ist, stets die Randbedingungen (130)
giiltig bleiben und also stets das Ergebnis (121) folgen muB, was ja auch
R. Grammel?® in seiner sehr bemerkenswerten Arbeit auf dem im siebenten
Abschnitt erliuterten Wege gefunden hat. Ganz anders verhilt es sich freilich
mit der iiberhingenden Welle, die nach dem siebenten Abschnitt eine gewisse
Verwandtschaft mit den partiell mit Scheiben besetzten Wellen besitzt; auch
diese Ausnahmestellung der iberhingenden Welle ist von R. Grammel er-
kannt und deutlich ausgesprochen worden.

Um fiir die teilweise mit Scheiben besetzte Welle die Randbedingungen fest-
zustellen, werde zunichst fiir den unsymmetrischen Fall 3, Abb. 6 die letzte
der Ubergangsbedingungen (96b) herangezogen. Ersetzt man gemaB (85) in ihr w,,
durch # und 148t dies tiber alle Grenzen wachsen, so erhilt man einfach 7, (8) =0,
wenn jetzt wieder 7 statt # geschrieben wird. Somit lauten die jetzt giiltigen

Randbedingungen 3 3
n(0) =7 (B) =0 (131)

. 2 . 2 _2%—1 4[3 _ "
mltCOS<‘Qjﬂ)——O, —Q:ﬂ— P i, g,‘g@n—_—l)—ﬁ,n——l,ZS...aISLo-

sungen; also folgt wieder das Ergebnis (121a), das fiir diesen Fall giiltig ist. Fiir
die iiberhingende Welle gilt nach der fiir ihr freies Ende giiltigen Randbe-
dingung?® und fiir 8 = 1 wieder (131) und somit (121a) mit § = 1, womit auch
fiir diesen Fall der beziigliche Grammelsche Satz erwiesen ist.

Wir wollen die Differentialgleichung (128) samt den jeweils zugeordneten
Randbedingungen das der Verhinderung der kritischen Drehzahlen zu-
geordnete Randwertproblem nennen. An Stelle der Eigenwerte #, die in
(128) nicht mehr vorkommen, liefert es geometrische Aussagen iiber die Be-
legungsfunktion .

Analog gelten bei Fall 2, Abb. 4 fiir ungerade kritische Drehzahlen die Rand-
bedingungen

7(0) =7(8) =0, (132)
die mit (129) die Losung
2 7 - 28 _1—2ua _
—f=mnmx, g”gn—;— P n=20,12 ...

b4

also wieder (123a) liefern, wobei #» = 0 aus den oben dargelegten Griinden hin-

40 Sie lautet 7’ — %Q; 7, = 0. Man vgl. auch Gl (21) in der unter Anm. 19 erwahnten

Arbeit des Verfassers fiir fehlende Langskraft, also fiir v = 0 (Fall IV daselbst).
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zugenommen werden mubBte. Fiir gerade kritische Drehzahlen gilt wieder (131),
das die Losung (121a) oder, wenn o statt § eingefiihrt wird, (123b) ergibt.

Bei Fall 6, Abb. 11 endlich gelten sowohl fiir gerade, wie auch fiir ungerade
kritische Drehzahlen die Randbedingungen (131), also wieder die Losung (121a),
wobei also auch in diesem Fall die Ergebnisse des siebenten Abschnittes bestitigt
werden.

Man kann dariiber hinaus sogar die Frage nach dem Scheibenhalbmesser
bei jenem unsymmetrischen Fall aufwerfen, der Scheiben nur von & = « bis
& = B besitzt. (Abb. 35.)

Dann gelten die Randbedingungen

(@) =78 =0. (133)
Man findet nun aus (129) und (133): sin [?21 B — oc)] = 0, wenn x durch A er-
setzt wird, woraus sofort

0

\¥
[\5]
=
|
3
N
I
=
‘I—'
vN)

(134)

nm

folgt, indem man aus den frither erérterten Griinden den Wert #» = 0 mit ein-
bezieht. Liegt Symmetrie vor, ist also f =1 — «, so folgt aus (134)
a2 01,2, 0<a< ). (1342)

nm

Fir n =0, 2, 4. .. ergibt sich somit aus (134a) wieder das Ergebnis (123a),
das fiir die ungeraden kritischen Drehzahlen des symmetrischen Falles 2, Abb. 4
giiltig war, fiir » = 1, 3, 5. .. wieder das Ergebnis (123b), das fiir die geraden
kritischen Drehzahlen desselben Falles gefunden wurde. (134a) ist somit eine
Zusammenfassung der Beziehungen (123a) und (123b) des Falles 2, Abb.4,
wie es in der Tat sein muB, da ja dieser Fall aus dem unsymmetrischen, auf den
sich (134) bezog, hervorgegangen ist: die geradzahligen » in (134a) beziehen
sich also auf die ungeraden, die ungeradzahligen # auf die geraden kritischen
Drehzahlen dieses Falles.

Fir volle Scheibenbesetzung o« = 0, § =1 muf man in (134) vom Wert
#n = 0 wieder absehen und erhilt dann sofort wieder (121), wie es ja fiir volle
Scheibenbesetzung sein muB.

Nunmehr soll auch fiir kegelstumpfférmige Liuferformen das zugeordnete
Randwertproblem gelost werden. Fiithrt man zu diesem Zweck (10) in (128)
ein, so folgt

(@ + 1820 + 4i(gp+ &) + 47 =0.
Mlttels der Substitution g, + ¢& =4 &, worin also & = §;+ & =5 4+ & mit
A=— 1st folgt

B+ 487 +4l =0
Der Ansatz: 5 =& liefert nun die charakteristische Gleichung a2 4 3 « —I— =

mit den Wurzeln
3 9 4
A== 5 & V‘4' —

und man erkennt, daB Losungen der ersten Randwertaufgabe, also Losungen
mit zwei Nullstellen a 4 b, bloB dann existieren, wenn «, , komplex, also
9

4
T w<0
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ist, was nur dann erfiillt wird, wenn

. 4

. « 9 4 .. . .
ist. Denn wire etwa il 0, so wiren oy und «, beide negativ und von-

einander verschieden und % = ¢; & + ¢, £ hitte nur dann in &, = a eine Null-
stelle, wenn ¢, = — ¢;a* %2 ist, woraus dann weiter folgt, daBBy = ¢, (§3* — a® —%2£%2)
auBerdem in & = b nur dann verschwinden kénnte, wenn a = b ist, was der
Voraussetzung zweier verschiedener Nullstellen (¢ 4= b) offenbar wider: pricht,
der dann nur durch identisches Verschwinden der Auslenkung 7 geniigt werden
kénnte.

(135) ist ein auBerordentlich merkwiirdiges Ergebnis, denn es besagt, daB
bei Lauferformen mit groBer Steigung (|7|> §) die Kreiselwirkung bei syn-
chronem Gleichlauf stets die kritischen Drehzahlen, wie groB immer auch g,
sei, zu verhindern vermag, sofern die Scheibenbesetzung wenigstens an ein
Wellenende heranreicht bzw. bei hoheren kritischen Drehzahlen wenigstens
einen Wellenknotenpunkt iiberdeckt. Setzen wir somit

9
F—Z*%w P (136)

und ferner: &% = ekilnfs = cos (k 1, &) + ¢ sin(k /, &) mit ¢ als imaginirer Ein-
heit im Gegensatz zu dessen Bedeutung in (135) und (136), so folgt aus dem voll-
stindigen Integral

ﬁ — Cl é:ou + C2 é.‘az

von (128) nach einigen Umformungen mit 4 und B als Integrationskonstanten
die Losung

7= (&0 + &7F [Acos {1, (& + ) + Bsin {k1, (& + &)Y l
— o+ &7 {A] 3 costhi, (6 + &) + hsin (kL6 + 8] | (13)
+B [% sin {k1, (& + &)} — kcos {k 1, (£ + 5)}]}. l

Es soll zunichst der unsymmetrische Fall 5, Abb.8 untersucht werden,
wobei jedoch die Scheiben bis zu beiden Lagern heranreichen sollen (¢« = 0, 8 = 1).
Dann gilt offenbar (130) und man findet aus (137) die einfache Losung

RIL,A4+ A =nmx, n=123, ... (138)

worin £ durch (136) und A durch 4 = 4 g, erklirt ist. Fur partielle Scheiben-
besetzung hingegen gilt (133) und damit folgt aus (137)

1+ 82

kl"l-{-oc]

na, n=20,12,... (138a)

worin sich wegen der offenbaren Analogie mit Fall 2, Abb.4 # =1 auf die
zweite kritische Drehzahl bezieht, wihrend fiir die erste, wie dort in Abb. 25
klargelegt wurde, wieder #» = 0 mit einbezogen werden mufBte. # = 1 ergab
ow, = 0,168 in guter Ubereinstimmung mit der Niherung g,, = 0,152 der
Tabelle 14. Fiir # = 0 fand sich zwar aus (138a) mit 2 = 0 der Wert gy, = 0,534,
doch ist wegen (137) auch ein Anwachsen von gy, bei verdnderlichen Grenzen «,
iiber jeden endlichen Wert méglich und kann hier die Entscheidung erst durch
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weitergehende Berechnungen getroffen werden, weshalb in Tabelle 14 fiir g,
keine Angabe erscheint?!.

Analoge Betrachtungen folgen fiir symmetrische Rotoren. Es sei zunichst
die ZweifluBtrommelturbine Fall 9 bzw. 9a, Abb. 14 untersucht. Fir ungerade
kritische Drehzahlen und volle Scheibenbesetzung (Fall 9a) gelten die Rand-
bedingungen:

7'(0) =%(0,5 =0,

wenn der Ursprungspunkt £ = 0 in der Mitte der Welle angenommen wird.
Damit ergibt aber (137) mit Beachtung von (136) nach lingerer Rechnung:

kln<l+%)—}—arctg<%k)=nn. n=123, ... (139)

Ist nun A ein fest vorgegebener Wert (in den Fillen 9 und 9a der Tabelle 14 ist
A = 3,125), so liefert (139) die Mindestwerte gy,, g, ... der Radien an der
Stelle £ = 0 (Wellenmitte), die die Rotoren, deren Erginzungskegeln auf der
Drehachse dieselbe Spitze haben (Abb. 14), besitzen miissen, damit die erste,
dritte . . . kritische Drehzahl durch die Kreiselwirkung bei synchronem Gleich-
lauf verhindert werde. Da sich (139) auf volle Scheibenbesetzung bezieht, ist
kein dem Fall 2, Abb.4 und Abb. 25 analoger Ausnahmefall vorliegend und
liefert daher (139) die in Tabelle 14 angegebenen Werte g, = 0,234, g5, = 0,116
fiirn = 1, 2 in sehr guter Ubereinstimmung mit den dort angegebenen Niherungs-
werten gy, = 0,229, g3 = 0,092, fiir die die strengen Werte obere Schranken
darstellen.

Um (139) noch weiterhin mit bereits vorliegenden Niherungsergebnissen
zu vergleichen, wurde g, noch fir 4 =0,2 und 4 = 1 aus (139) berechnet. Hier-
fiir fand sich gy, =0,573 fir A =+ 0,2 und gy, = 0,410 fiir A = 1. Vergleicht
man hiermit die in Tabelle 10 unter g, ersichtlichen Naherungswerte gy, = 0,573
bzw. gy = 0,394, so erkennt man die ausgezeichnete Ubereinstimmung. Man
erkennt somit, daB die ,,Grenzkurve in Abb. 18 im ersten Quadranten die
Verhiltnisse mit auBerordentlicher Schirfe der Anniherung richtig wiedergibt,
denn auch fiir 4 = 3,125 ergab Tabelle 10 den Wert gy¢ = 0,203, der dann in
Tabelle 14 in zweiter Niherung zu g,, = 0,229 verschirft wurde.

Liegt jedoch bloB teilweise Scheibenbesetzung vor (Fall 9, Abb. 14), so
gelten die Randbedingungen (132) und damit ergibt (137) mit Beachtung
von (136)

RL,1+AB)=nn, n=0123,... (139a)

worin sich # = 1 wieder auf die dritte kritische Drehzahl bezieht, wihrend fiir
die erste wieder ein dem Fall 2, Abb. 4 ihnliches Verhalten zu erwarten ist,
worauf schon in Tabelle 14 das auBerordentlich starke Anwachsen des Wertes o2,
der zweiten Naherung gegen die Werte g%, 0%,, o5, der ersten hinweist4!. Fir
n =1ergab (139a): gy, = 0,137 in guter Ubereinstimmung mit dem in Tabelle 14

41 Fine Weiterfilhrung, im Sinne etwa der Abb. 24 bis 26, die sich in weitreichendem
Mage wieder der mitgeteilten Niaherungsverfahren zu bedienen hitte, ist ohne weiteres
moglich, wenn auch die numerischen Berechnungen hier gewi mehr Miihe als bei zylindri-
schen Lauferformen verursachen werden.

Der mitgeteilten SchluBweise kommt iibrigens — wie hier noch besonders hervorgehoben
werden moége — mnatiirlich keinesfalls die volle Evidenz eines mathematischen Existenz-
beweises zu, sie fithrt aber, wie die gleichzeitig mitbenutzten graphischen Methoden hin-
sichtlich konstanter Scheibenhalbmesser bestitigend erweisen, zu brauchbaren Ergebnissen.

Auch in diesen Fillen kénnte natiirlich die Benutzung der ungekiirzten Differential-
gleichung wesentliches zur Kliarung der Verhiltnisse beitragen.
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ersichtlichen Niherungswert g,,= 0,119, da es sich hier ja bereits um Scheiben-
halbmesser fiir die Verhinderung der dritten kritischen Drehzahl handelt.

Sollen nun auch die Verhiltnisse fiir gerade kritische Drehzahlen untersucht
werden, so hat man zu bedenken, daB fiir volle Scheibenbesetzung die (130)
analogen Randbedingungen:

1(0)=7(05) =0,

fiir teilweise Scheibenbesetzung jedoch die Randbedingungen (131) mit § statt g
Geltung haben. Damit ergibt (137) mit Beachtung von (136) fiir volle Scheiben-
besetzung

~kln<l—{—%>=nn, n=1,23, ... (140)

und fiir teilweise (f) Scheibenbesetzung

kln(l—{—lﬁ)—arctg(ék):nn, n=0,1,23,... (140a)

worin die Verhinderung der zweiten kritischen Drehzahl durch » =1 in (140),
aber # =0 in (140a) gekennzeichnet ist. Man findet mit » =1 aus (140):
ow, = 0,175, welcher Wert sich zwischen den in Tabelle 14 angegebenen Werten
ow, = 0,234 und gy, = 0,116 befindet, wie es sein muB. Die aus (139a) oder (140a)
aus » = k = 0 folgende Lésung gy, bzw. gy, = 0,427 wurde aus dem oben an-
gegebenen Grunde in Tabelle 14 nicht vermerkt. Fiir n = 1 gibt (140a) gy, = 0,098,
ein Wert, der mit der Niherung gy, = 0,070 der Tabelle 14 mit Riicksicht darauf,
daB es sich um die vierte kritische Drehzahl handelt, noch als gut {ibereinstimmend
bezeichnet werden kann. Ubrigens hat (140a) fiir #» = 0 stets auch dann Lo-
sungen, wenn 3 7, (1 + A 8) < 1,also A 8 < 0,9478 ist, was aber im Fall 9, Abb. 14
wegen Af = 3,125-0,33 = 1,03125 nicht erfiillt ist4l.

Bemerkenswert ist ferner, daB auch bei kegelstumpfférmigen Rotoren die
Ergebnisse fiir totale und partielle Scheibenbesetzung keinesfalls stetig in-
einander ibergehen, wie fiir symmetrische Liuferformen der Vergleich von
(139) mit (139a) hinsichtlich ungerader und von (140) mit (140a) hinsichtlich
gerader kritischer Drehzahlen erweist. Dasselbe erkennt man fiir unsymmetrische
Liufer durch Vergleich von (138) mit (140a), welch letztere Formel auch fiir
unsymmetrische Liufer giiltig ist, deren Scheiben an ein Wellenende heran-
reichen. Sind beide Wellenenden von Scheiben frei, so gilt (138a), das ebenso
eine Verallgemeinerung von (138) darstellt, wie (134) von (121) bei Scheiben
konstanten Halbmessers.

Zusammenfassend kann somit behauptet werden, daB Liufer mit kegel-
stumpfformiger Gestalt solchen mit zylindrischer Gestalt in den wesentlichen
Eigenschaften sich voéllig analog verhalten.

9. Ein Theorem von Rayleigh und seine Benutzung zur
scharferen Bestimmung der zweiten kritischen Drehzahl
in den unsymmetrischen Faéllen,

Wihrend nach den Ergebnissen des fiinften und sechsten Abschnittes fiir
symmetrische Fille die beiden ersten kritischen Drehzahlen mit groBer Schirfe
bestimmt werden kénnen, ist dies fiir die unsymmetrischen Fille bloB hinsicht-
lich der ersten kritischen Drehzahl der Fall, wihrend sich nach dem im zweiten
Abschnitt entwickelten Verfahren fiir die zweite kritische Drehzahl oftmals
bloB eine obere Schranke ermitteln 14Bt, die in besonders unsymmetrischen
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Fillen vom wahren Wert ziemlich weit abstehen kann. Die im vierten Abschnitt
hergeleitete Beziehung (50) bestimmt zwar in diesen Fillen die zweite kritische
Drehzahl sehr genau, erfordert aber bedeutenden Rechenaufwand. Deshalb soll
in diesem Abschnitt der Versuch unternommen werden, die zweite kritische
Drehzahl der unsymmetrischen Fille ohne Mitbestimmung der ersten, die ja
nach Abschnitt 2 ohne viele Miihe sehr genau errechnet werden kann, unmittel-
bar zu ermitteln.

Rayleigh“? hat gezeigt, daB fiir eine Reihe benachbarter konkurrenz-
fahiger Funktionen die nach seinen Angaben zu ermittelnden Eigenwerte einen
extremen Wert besitzen, der dann erreicht ist, wenn unter den gewihlten Bettungs-
funktionen eben gerade die Eigenfunktion des betreffenden Randwertptoblems
herausgegriffen wird, und er hat insbesondere gezeigt, daB dieses Extremum
hinsichtlich des ersten Eigenwertes ein Minimum ist*3. Hinsichtlich des zweiten
Eigenwertes aber ist es fiir die hier vorkommenden Probleme ein sehr ausge-
sprochenes Max.-Min.#3, und um sich ihm rasch zu nihern, miissen die Bettungs-
funktionen, die also die zweite Eigenfunktion unseres Randwertproblems an-
nihern sollen, entsprechend giinstig ausgewahlt werden. Um ihre Mannigfaltig-
keit entsprechend einzuengen, wollen wir — auller der selbstverstindlichen
Forderung der Erfiillung der Randbedingungen — noch festsetzen, daB sie bloB
noch von einem weiteren Parameter § abhingig sein sollen. Um ihnen, sowie
diesem Parameter ferner eine besonders anschauliche Deutung zu geben, mége &
einfach die Abszisse & des Schnittpunktes der verzerrten Wellenform mit der
unverzerrten bedeuten; ein solcher Schnittpunkt innerhalb der Wellenenden
existiert ja fiir die zweite kritische Drehzahl stets, so daB also 8 durch den Be-
reich 0 << 6 < 1 festgelegt ist.

Wir fordern somit fiir die Bettungsfunktion #, also fiir die Ndherungsfunktion
der verzerrten Wellenform der zweiten kritischen Drehzahl die Bedingungen

n(0) =7"(0) =7 (d) =7 (1) =7"1) = 0. (141)
Denselben geniigt mit den abkiirzenden Bezeichnungen z der Ansatz
) ;’)=—2’1§+Z353—Z4§4+2555,
worin ist:
5= 408 — 0% L 38, z,—d4 — 108+ 684, z,—7 — 106 + 304, ( (142
25=3 — 60% + 363, [
Ist nun vy, wieder durch (15) definiert und fithren wir weiterhin die be-
quemen und leicht verstindlichen Abkiirzungen

42 Theory of sound Vol.I S.110, 112, London 1894; man vgl. auch A. Stodola:
Dampfturbinen, S. 391.

43 Man vgl. hierzu auch A. Stodola: Dampfturbinen, S.914—916. Ganz analog, wie
im folgenden dargelegt ist, verfahrt iibrigens auch K. Federhofer in seiner bemerkenswerten
Arbeit: Grundschwingzahlen der elastischen Querschwingungen dreifach gelagerter Trager.
Bautechn. 1933 Heft 47, wobei die wandernde Mittelstiitze jeweils einen Schwingungsknoten
erzwingt. Man vgl. insbesondere die Abb. 1 dieser Arbeit mit den Abb. 27 und 28 der vor-
liegenden Untersuchung. Eine sehr klare Darstellung der Max.-Min.-Eigenschaft des zweiten
Eigenwertes findet man in der auch sonst sehr lesenswerten Arbeit von K. Hohenemser:
Beitrag zur Dynamik des elastischen Stabes mit Anwendung auf den Propeller. Z. Flugtechn.
Motorluftsch. Bd. 23 (1932) S. 37. Dort findet sich auch eine schéne Ableitung des Rayleigh-
schen Satzes. Daf3 die n-te Oberschwingung eines Stabes immer » Knotenpunkte besitzt, ist
erwiesen durch eine Arbeit von K. Hohenemser und W. Prager: Uber die Anzahl der
Knotenpunkte bei erzwungenen und freien Stabschwingungen. Z. angew. Math. Mech.
Bd. 11 (1931) S. 92. Man vgl. auch die in 23 erwdhnte Arbeit von K. Hohenemser, insbes.
die Abschnitte 6 bis 8, sowie R. v. Mises und Pollaczek-Geiringer: Praktische Verfahren
der Gleichungsauflosung. Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 58 und S. 152, insbesondere
S. 156. Man vgl. auch K. Hohenemser und W. Prager: Dynamik der Stabwerke, III, 16:
Oberténe, S. 216, insbes. Abb. 96, S. 220. Berlin 1933.
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Iy=9, 4 V12000 + Va0
Ky=7n 1+ Vu1-480 + Vna 6200+ Vu3- 4005 + Vaos" 0
ein, so ergibt, wenn auch die Kreiselwirkung sogleich mit beriicksichtigt werden
soll, die Einfiihrung von (142) in (79a) bei synchroner Prizession im Gleichlauf —
und analog im Gegenlauf — wieder die Losung (81) mit (82), worin aber jetzt
bedeutet
400

F,= —7—z§ — 802,25 + 28,823 4 482525 — 36 252, + 12 22

A=y~ 2225+ (G4 225 25) Iy — 22524 Iyg + (8§ — 221 25) [y
+ 222, g — 22, 2,1, + 22T
K, ,=2522K,;; — 40 2,2, K, + (16 25 4 30 2325) Ky — 24 252, Ky
4+ (922 — 102, 2;) Ky + 82,2, Kg — 62,2, K, + 22 K

Die Liuferform (bzw. jene GroBen, von denen sie abhingt, namlich g, 7, «, 8
und damit ) ist in I', und K, in (143) dargestellt, wihrend der Parameter &
der Bettungsfunktion gemif (142) nur in den GréBen # und deren Verbindungen
erscheint. Sind nun, wie es in Tabelle 15 geschehen ist, die Funktionen z und ferner
alle jene ihrer Verbindungen, die nach (144) benétigt werden, tabellarisch be-
rechnet 43*, so ist es leicht, die kritische Drehzahl # , fiir fehlende Kreiselwirkung
nach (16) bzw. #), und u fiir synchronen Gleich- bzw. Gegenlauf nach (81)
mittels (144) zu berechnen. Dabei ergeben sich natiirlich verschiedene Werte u
fiir verschiedene Parameterwerte d. Sie besitzen jedoch ein ausgeprigtes Maxi-
mum fiir einen gewissen Wert von ¢ und stellen dann eben die Niherung u,
fiir die zweite kritische Drehzahl dar. Die Werte F, die man nach (16) und (81)
zur Berechnung von u, #', #'' benétigt, sind in der letzten Kolonne der Tabelle 15
angegeben.

Tabelle 15. Die Werte der Funktionen zin (142), sowie der Funktion F in (144)
fiir die angegebenen Werte von 4.

(143)

(144)

d 2y EN 24 25 Fu )
o o 4 7 3 5,485714 o
0,05 0,009144 3,998787 6,975019 2,985375 5,389171 0,05
o,1 0,0333 3,9906 6,900 3 2,943 5,127783 o,I
0,15 0,067894 3,969287 6,776519 2,875125 4748378 0,15
0,2 0,1088 3,9296 6,604 8 2,784 4,296 409 0,2
0,25 0,152344 3,867187 6,386719 2,671875 3,811468 0,25
0,3 0,1953 3,7786 6,1243 2,541 3,324 618 0,3
0,33 0,219619 3,711785 5,946578 2,454411 3,040961 0,33
0,35 0,234894 3,661287 5,820019 2,393625 2,857 498 0,35
0,4 0,2688 3,5136 5,4768 2,232 2,423 401 0,4
0,45 0,295144 3,334787 5,098019 2,058375 2,028635 0,45
0,5 0,3125 3,125 4,6875 1,875 1,674088 0,5
0,55 0,319894 2,885287 4,249519 1,684125 1,358018 0,55
0,6 0,3168 2,6176 3,7888 1,488 1,077 109 0,6
0,65 0,303144 2,324787 3,3I05I9 1,288875 0,828 563 0,65
0,67 0,294 793 2,201 437 3,115534 1,208 889 0,737708 0,67
0,7 0,2793 2,0106 2,8203 1,089 0,610596 0,7
0,75 0,246094 1,679687 2,324 219 0,890625 0,423 470 0,75
0,8 0,204 8 1,3376 1,8288 0,696 0,268 515 0,8
0,85 0,157144 0,990 787 1,341019 0,507375 0,147868 0,85
0,9 0,1053 0,6466 0,8683 0,327 0,063 305 0,9
0,95 0,051894 0,313287 0,418519 0,I57125 0,014869 0,95
1 o o o o o 1

43* Die letzteren konnen vom Verfasser bezogen werden.
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In Tabelle 15 sind die oben erwihnten Funktionen fiir dieselben Werte von 6
berechnet wie die Argumentwerte in Tabelle 1, d. h. im allgemeinen fiir um 0,05
fortschreitende Werte. AuBerdem sind auch die Werte § = 0,33 und 0,67 mit
aufgenommen worden. Die Bestimmung auf sechs Dezimalen ist, wie man sehen
wird, im allgemeinen ausreichend.

Um die praktische Brauchbarkeit der Tabelle 15 darzutun, wurden in Ta-
belle 16 zunichst Fall 1, Abb. 3, ferner Fall 3, Abb. 6 mit § = 0,75, g, = 0,3
und schlieBlich der kegelfsrmige Fall 4, Abb. 7 mit ¢ = 0,3 fiir die in Tabelle 16
ersichtlichen Werte von § berechnet, und zwar Fall 1 blof fiir fehlende Kreisel-
wirkung, Fall 3 und 4 auBerdem noch fiir synchronen Gleich- und Gegenlauf.

Tabelle 16. Die nach (142) und (144) berechneten zweiten kritischen Drehzahlen
der Falle 1, 3 und 4 fiir die angegebenen Werte von §.

i%léfé Fall 3, Abb. 6, g,=0,3, f=0,75|  Fall4, Abb.7, i = 0,3
d )
ohne Kr. | ohne Kr. | Gleichl. | Gegenl. | ohne Kr. | Gleichl. | Gegenl.
w0} | weod | el | wed | we | w2 | wy
0,2 503 696 884 425 0,2
0,25 599 850 1143 481 0,25
0,3 738 1084 1614 546 0,3
© 0,35 938 1425 2577 609 0,35
0,4 1199 1857 4926 647 2543 5508 972 0,4
0,45 1464 2198 11659 640 0,45
0,5 1584 2149 19695 585 4895 14187 1653 0,5
0,55 1462 1750 9841 505 0,55
0,6 1198 1309 4308 424 7805 19584 2776 0,6
0,65 938 971 2321 354 7332 13152 3162 0,65
0,7 738 746 1482 300 6106 8723 3197 0,7
0,75 598 600 1064 260 4812 6137 2920 0,75
0,8 3836 4630 2533 0,8
0,85 3215 3996 2096 0,85
0,9 2638 3015 1862 0,9

Man entnimmt zunichst der Tabelle 16 fiir Fall 1, Abb. 3, daBl das Maximum
u,02 gerade fiir 6 = 0,5 stattfindet, wie es ja fiir diesen symmetrischen Fall
nicht anders zu erwarten ist; auch der Maximalwert 1584 stimmt gut mit dem
strenge giiltigen Wert 1558,54 der Tabelle 6 iiberein. Der Auf- und Abstieg
vor und hinter dem Maximum erfolgt in Tabelle 16 nahezu symmetrisch.

Bei Fall 3, Abb. 6 liegt fiir fehlende Kreiselwirkung nach Tabelle 16 der
Maximalwert 2198 bei § = 0,45; um seine Lage schirfer zu erhalten, miilte
Tabelle 15 ebenso wie Tabelle 1 fiir kleinere Argumentschritte berechnet werden,
doch gelingt dies auch auf graphischem Wege und deshalb sind in Abb. 27 die
Werte der Tabelle 16 als Ordinaten in dem links unten in Abb. 27 angegebenen
Mafstab aufgetragen worden, wihrend & als Abszisse erscheint. Fiir fehlende
Kreiselwirkung (0.K. in Abb. 27 bezeichnet) ist so die dick ausgezogene Kurve
gewonnen worden und man erkennt, daB das Maximum ungefihr u,f == 2250
betrigt. Die Bezeichnung (1) soll auf die in Tabelle 15 und 16 behandelte erste
Anniherung sich beziehen, wihrend analog (2) die in den Tabellen 17 und 18
berechnete zweite Anniherung bedeutet. Die Ubereinstimmung mit dem strengen
Wert uy, 05 = 2060,89 der Tabelle 2 ist befriedigend.

Ganz analog ist die strichpunktierte Kurve fiir synchronen Gleich- und die
strichlierte Kurve fiir synchronen Gegenlauf in Abb. 27 aus Tabelle 16 kon-
struiert worden, wobei wieder die links unten in Abb. 27 angegebenen Maf3stibe
beziigliche Giiltigkeit haben. Das Maximum fiir Gleichlauf, in Abb. 27 mit
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Gl. 19700 (1) bezeichnet, stimmt sehr gut mit dem beziiglichen Naherungswert
19781,5 der Tabelle 7 iiberein. Fiir Gegenlauf entnimmt man der Abb. 27 den
ungefihren Wert uj 0% ==650 in guter Ubereinstimmung mit dem beziiglichen
Niherungswert 650,79 der Tabelle 7.

Man entnimmt analog fiir den Fall 4, Abb. 7 des Kegels die Werte der Ta-

belle 16 und in Abb. 28 sind bei )
der gleichen Art der Bezeich- oK zz50(7) ,
nungsweise wie in Abb. 27 die 0K 2zr45(2) 717
zugehorigen Kurven aufgetragen 20000 k' \\\
worden. Fir fehlende Kreisel- 6;07{79‘; 53}’,0, y i \
wirkung stimmen der so gewon- g/ 19480(2) A By
nene Niherungswert u,4%== 7800 i \ \
gut mit dem beziiglichen Wert / ! |L\, \
7840,33 der Tabelle 2, fiir vor- / /ﬁ\‘}‘\\ \
handene Kreiselwirkung dieWerte vé i “ \ \
wpi* = 10600 und ugi®=-3200 0% [ 171 THEN
ebenfalls befriedigend mit den / /RR ‘\\ NP 05
beziiglichen =~ Niherungswerten 7 T ‘\\ v A
21184,3 bzw. 3242,4 der Tabelle 7 6n.650(1) ] bl § N N
tiberein. 6n.600(2) =LA TUATNN A1
Wie bereits im siebenten Ab- // [ ] C.K\___\_‘}K i |
schnitt nach (121a) gezeigt wurde, 10000 [HNATaY \ N
ist die in Tabelle 7 und ebenso 500 1000 — I"I : \ \ Li
in der Abb. 27 ersichtliche groBe AR J N\
Erhshung der zweiten kritischen & HIHHELAEN
Drehzahl u; 02 bei synchronem / i [ i \ \\\ \
Gleichlauf bei Fall 3, Abb. 6 da- Il R
durch erklirt, daB3 der gewihlte ‘ ll / A
Wert g,=0,3 dem kritischen 5000 ,’ ,/ '/ i \ ‘\ N
Wert g,= 0,318, der zur Ver- 250 500 " /l H \ \
hinderung der zweiten kritischen A i 11 T
Drehzahl iiberschritten werden | A/ LN\
miiBte, sehr nahe kommt. R L }'/' | \\ AN
Viel schwieriger ist diese Be- I LT PEdi h S0
urteilung fiir Fall 4, Abb. 7, da || - } / >
die Ergebnisse des achten Ab- L 1L

schnittes hier nicht ohne weiteres 0=02 025 03 035 0% 0¥5 0,5 0% 05 6507 0%

angewendet werden konnen. — :'/e/ auf (51) Ohne K e’f;’g”’j"””ﬂ (0K
Niherungsweise aber findet man M .
Abb. 27. Die zweiten kritischen Drehzahlen fiir fehlende Kreisel-
aus (125 a) wirkung, sowie synchrone Prizession im Gleich- und Gegenlauf,
. . ferner die in den eckigen Klammern von (149) und (149 a) stehenden
12 = 0,3971, 1% = 0,3877,  Faktoren (C-Kurven) im Falle 3, Abb. 6 (x =0, £ =0,75, 0o =0,3)

i?; _ 0,3783 in ihrer Abhingigkeit von 4.
und aus (126a) 43 = 0,700, 43 = 0,133, also 4; = 0,837 bei Verhinderung der
ersten und 4, = 0,364 bei Verhinderung der zweiten kritischen Drehzahl, welch
letzterer Wert dem gewihlten ¢ = 0,3 bereits ziemlich nahe kommt, was auch
durch die groBe Erhéhung der zweiten kritischen Drehzahl w02 bei synchronem
Gleichlauf in Tabelle 7 und in der Abb. 28, sowie durch den groBen Unterschied
der oben berechneten zweiten Niaherung % gegen 4%, 4%, 42 zum Ausdruck kommt.

Die berechneten Beispiele haben zunichst gezeigt, daB man mittels des An-
satzes (142) die zweite kritische Drehzahl unabhingig von der ersten kritischen
Drehzahl in den unsymmetrischen Fillen mittels der vorliegenden Tabelle 15

)
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berechnen kann. Gleich hier moge bemerkt werden, da man diese Berechnung
keinesfalls fiir so viele Werte von § durchfiihren muB, wie sie in Tabelle 16 an-
genommen wurden; man wird im Gegenteil oftmals die ungefihre Lage des
Knotenpunktes schon aus der Massenverteilung erschlieBen kénnen und braucht
dann bloB fiir ca. drei Nachbarwerte von § die Berechnung durchfiihren, um das
Maximum zu erhalten, auf

das es ja allein ankommt.

Dadurch ist eine sehr rasche

Abwicklung der Rechnung

o0 nach Tabelle 15 gewihrleistet.

) Diesem Vorteil steht aber der

GL30rm02) 7T Nachteil gegeniiber, daB die

; X“ Genauigkeit der Rechenergeb-

[\ nisse nicht wesentlich iiber

0K 7800(1) | jenen liegt, die bereits nach

30000 | dem friither angegebenen Ver-

7500 7500 IR 005 fahren in Tabelle 2 und 7 er-
0K.7140(2) A A 905 1\405 zielt wurden.

AN Y N ! Der Grund dafiir liegt

/ | /' i .{ N | | darin, daB (142) bloB jene

/ Vi N N i | Randbedingungen erfiillt, die

i/ S i | im friheren Verfahren auch

wizoggoo / i \‘ N bereits gefordert und erfiillt

6119600 (1) Ve, \ wurden bis guf die Bedipgqng

l H Y \ 7n(0) =0, die notwendig ist,

f / \ // \ um iberhaupt die zweite

6n.3200(7) {,‘ [ 1Y AN kritische ~ Drehzahl  anzu-

6n. 2000(2)\—~/ 14 ) ~ \\\ néhern.'Man kéngte allerdings

10000] / /7T /" ‘V' AY ’R noch einen zweiten Ansatz

2500 25004—4 £ A e neben (142) und daher (144)

A ( X N einfiihren und dann wie frither

41 /| 41T N ) zu einer besseren Niherung

| i =17 l' I | ~. vordringen. Die Rechnung

| ! ™S erwiese sich aber als auBer-

| ! | i ordentlich umstindlich und

Ll I | man kann im allgemeinen

8-0% 045 05 055 06 065 Q7 075 08 08509 wesentlich rascher die Er-

J—— ohne Kreiselwirkg. (O.K.) gebnisse nach (144) ver-

- Gleichlauf (61) — —— Gegenlauf (6n.) bessern, wenn man zu (141)

Abb. 28. Die zweiten kritischen Drehzahlen fiir fehlende Kreiselwirkung, ~Noch eine Bedingung mit hin-

sowie synchrone Prizession im Gleich- und Gegenlauf, ferner die in den : 2 . :
eckigen Klammern von (150) und (150 a) stehenden Faktoren (C-Kurven) Zunlmmt! nathh dle: daB

im Fall 4, Abb.7 (=0, f=1,7=0,3) in ihrer Abhingigkeit von 8. peben 77(5) =0 auch 7]” ((5)2 0

sein soll, da ja meistens die
verzerrte Welle im Knotenpunkt oder in dessen Nihe eine Wendetangente be-
sitzt. Wie man leicht zeigt, ist diese Bedingung durch den Ansatz (142) blo8
fiir 6 = 0,5 erfiillt, so daB also in diesem Falle auch nach Tabelle 15 sich sehr
gute Anniherungen ergeben werden, wie auch Abb. 27 fiir Gleichlauf zeigt.
Je weiter aber die Stelle des Maximums von der Wellenmitte abriickt, desto
ungenauer werden auch die Ergebnisse. Wir fordern somit statt (141) die Er-
filllung der Bedingungen

n(0) =7"(0) =58 =7"(0) =n (1) =7"(1) =0. (145)
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Wie man sich leicht iiberzeugt, geniigen (145) etwa die folgenden Ansitze
nN= (50— 116"+ 565 &— 10(0 — 62 — 9% — 0* 4 6°) &3
+5(1+20—502—50+201406°E—3(83—-20—T70—2504309)&
+2(2—36—302+420% &8
oder

N=2(T00 — 1585+ 1587 — T8 £ — 5 (4% — T + 77 — 4.68) &
- 6(1+ 0+ 02— 140° + 1485 — 06 — &7 — 08) &5
— (114 118 — 498 — 4005 + 4904 + 4955 — 118 — 1167) &
+5(148—T8+ 700 — 65— 08,

Trotzdem eignen sich diese Ansitze und auch die meisten weiteren dieser
Art, die wegen der vielen Bedingungen (145) durchwegs hohere Potenzen von &
erheischen, nicht zur weiteren Berechnung, denn es zeigt sich, daB sie fast durch-
wegs neben der Erfiillung von (145) fiir gewisse Werte von ¢ noch einen weiteren
Schnittpunkt mit der &-Achse besitzen und also von einem gewissen ¢ an die
mit ihnen erhaltenen Ergebnisse die dritte kritische Drehzahl approximieren
und dieser miBliche Umstand wird eben durch die hoheren Potenzen von £ in
diesen Ansitzen herbeigefiihrt.

Es ist also notig, Ansitze zu finden, die zwar (145) erfiillen, dennoch aber
fir kein ¢ irgendwelche weiteren Schnittpunkte mit der &-Achse aufweisen.
Am einfachsten gelangt man dazu durch Zerlegung des Gesamtintervalles in
zwei Teile 7, und 7,, wobei also: 0 =& =6 im ersten und 6 =& <1 im
zweiten Teilintervall sein soll.

Dann gelten statt (145) fiir 4, und #, die folgenden Randbedingungen

71 (0) = 17 (0) = 7, (8) =y (6) =0, (1452)
72(0) = 75 (0) = n2(1) = 73 (1) =0, (145Db)
7, (0) = 12(9) . (145¢)

Wihrend (145a) und (145b) aus (145) durch die Intervallzerlegung folgt, muB
(145c) deshalb gefordert werden, damit die Welle in ihrer verzerrten Form
im Knotenpunkt keinen Knick aufweise. (145a) bis (145c¢) geniigen die Ansitze

=1 —0P(TE— 1002 £ + 38)

Mg =80%2p — 21§ — 2,8 + 2,85 — &), (146)
worin ist

20=0—30+0, z2=1—30—3840, 2=60, z,=2(14+9).
Fiihrt man (146) wieder in (79a) ein, so erhilt man

= TP A= 88+ R (L= 0P =y + F,

4, =1 —0)°8[9]3 — 60021, + 1420y — 14008 [, + 4908 1;]
Ay =648y, — 22,1+ (22 4+ 225) 'y + (22 — 22, 2) [y
+ (B — 220 — 22 2) Iy + (27925 + 22, 2) [g + (2 — 229 20) I's (147)
— 2202, I'y + 25 I'y]
K, =(1—0)8[225K,;, — 90002 K, + 11106* K, — 420 0° K, + 49 8 K]
K, =6408[16K,; — 242, K,y + (92% + 162,) K, — (122, 2, — 82;) K,

+ (425 — 62,29 K; + 42 25, K + 25 K]
Karas, Drehzahlen. 7

Fy
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In (147) bezieht sich F,,, 4,, K, auf das erste Teilintervall, F ,,, 4,, K, auf
das zweite Teilintervall. I', und K, sind hierbei wieder durch (143) definiert,
doch muB y, nach (15) im ersten und zweiten Teilintervall mit Vorsicht be-
rechnet werden. Ist z. B. die Welle nur von & = « bis £ = f mit Scheiben besetzt
und 6 so gewdhlt worden, daB 0 < o << 8 < f <1 ist, so ist im ersten Teil-

n n __ An

, im zweiten Teilintervall jedoch y, = p

n

intervall y,, = , worauf in

jedem Falle besonders geachtet werden muB. Im Gegensatz zu (144) tritt somit in
unserem Fall der Parameter § der Bettungsfunktion auBer in den von ¢ ab-
hingigen Koeffizienten in (147) auch noch in den GréBen I, und K, auf. Wird
nun in (147) F,=F, + F,, und analog 4 = 4,4+ 4,, K,= K, + K, ge-
setzt, so kann wieder die zweite kritische Drehzahl fiir fehlende Kreiselwirkung
nach (16), fir vorhandene Kreiselwirkung aber nach (81) ermittelt werden.

Tabelle 17. Die Werte der Funktionen zin (146), sowie der Funktion F in (147)
fiir die angegebenen Werte von 4.

0 Zy 2 E 23 Fy é
o o 1 o 2 o o
0,05 0,042 625 0,842625 0,3 2,1 o 0,05
0,1 0,071 0,671 0,6 2,2 0,000016 o,1
0,15 0,085875 0,485875 0,9 2,3 0,000212 0,15
0,2 0,088 0,288 1,2 2,4 0,001178 0,2
0,25 0,078125 0,078125 1,5 2,5 0,004 092 0,25
0,3 0,057 — 0,143 1,8 2,6 0,010445 0,3
0,33 0,039237 —0,280763 1,98 2,66 0,016407 0,33
0,35 0,025375 — 0,374 625 2,1 2,7 0,021336 0,35
0,4 — 0,016 — 0,616 2,4 2,8 0,036622 0,4
0,45 —0,066375 —0,866375 2,7 2,9 0,054 368 0,45
0,5 — 0,125 — 1,125 3 3 0,070982 0,5
0,55 —0,I9I 125 — 1,391125 3,3 3,1 0,082 141 0,55
0,6 — 0,264 — 1,664 3,6 3,2 0,084 286 0,6
0,65 —0,342875 —1,942875 3,9 3.3 0,076130 0,65
0,67 —0,375937 — 2,055937 4,02 3,34 0,070288 0,67
0,7 — 0,427 — 2,227 4,2 3,4 0,059 501 0,7
0,75 —0,515625 —2,515625 4,5 3,5 0,038973 0,75
0,8 — 0,608 — 2,808 4,8 3,6 0,020174 0,8
0,85 —0,703375 —3,103375 51 3.7 0,007358 0,85
0,9 — 0,801 — 3,401 5.4 3,8 0,001 454 0,9
0,95 —0,900125 — 3,700125 5.7 3,9 0,000067 0,95
1 —1 — 4 6 . 4 o 1

In Tabelle 17 sind nun fiir dieselben Werte von § wie in den Tabellen 1 und 15
die in (146) angegebenen Funktionen z, sowie die Funktion I, in (147) berech-
net worden. Liegen auch die anderen nach (147) benétigten Verbindungen
von z tabellarisch vor43*, so konnen die Berechnungen ziemlich rasch durch-
gefithrt werden.

In Tabelle 18 ist diese Berechnung wieder fiir die oben bereits behandelten
zwei Fille durchgefiihrt worden, wobei wieder viel mehr Werte 4, als nétig,
ausgewihlt wurden. In den Abb. 27 und 28 sind die aus Tabelle 18 gewonnenen
Ergebnisse unter Beibehaltung der bereits erwihnten und dort angegebenen
Bezeichnungsweise im gleichen MaBstabe, wie er bei der ersten Niherung schon
benutzt wurde, aufgetragen worden. Die Maximalwerte sind jetzt durch ein
beigefiigtes (2) gekennzeichnet und der GréBe nach angegeben worden, wobei
wieder das Zeichen O.K. auf fehlende Kreiselwirkung, das Zeichen GI. auf syn-
chronen Gleich-, Gn. auf synchronen Gegenlauf hinweist.
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Tabelle 18. Die nach (146) und (147) berechneten zweiten kritischen Drehzahlen
der Falle 3 und 4 fiir die angegebenen Werte von 4.

Fall 3, Abb. 6, g,=0,3, f=0,75 Fall 4, Abb.7, i=0,3
6 |ohne Kr.| Gleichl. | Gegenl. | ohne Kr. | Gleichl. | Gegenl. | 9
Uz 0§ u 0 uy 0§ ug i ufi? uy 12

0,2 1286 1867 665 0,2
0,25 1358 2219 627 0,25
0,3 1500 2920 610 0,3
0,35 1695 4281 603 0,35
0,4 1908 7068 598 3420 6443 1421 0,4
0,45 2081 12816 592 0,45
0,5 2141 19479 583 4650 12522 1611 0,5
0,55 2061 15415 573 0,55
0,6 1880 8463 564 6337 30496 1877 0,6
0,65 1669 4830 563 6967 38168 2018 0,65
0,7 1485 3103 579 7134 31300 2151 0,7
0,75 1364 2259 623 7069 21552 2344 0,75
0,8 6213 13162 2405 0,8
0,85 0,85
0,9 5896 8761 2976 0,9

Es fanden fast durchwegs Verminderungen der erst erhaltenen Werte statt
und der Unterschied ist im allgemeinen dort gréBer, wo ¢ fir den Maximalwert
der ersten Niherung mehr vom Wellenmittelpunkt & = 0,5 abweicht. Eine
Ausnahme macht beim Kegel in Abb. 28 nur der Maximalwert bei synchronem
Gleichlauf, der bei der Naherung nach (147) fast doppelt so hoch ausfiel als bei
der nach (144), wobei der nach dem Ritzschen N&iherungsverfahren erhaltene
und in Tabelle 7 vermerkte Wert u50% = 21184,3 weit iiberschritten wurde,
wihrend sonst gewohnlich die Ritzschen Werte auch fiir die zweiten kritischen
Drehzahlen héher liegen als die anderweitig ermittelten strengeren Losungen.
Dieses Verhalten ist wohl durch den EinfluB der Kreiselwirkung der Lauf-
scheiben bedingt und gerade wegen dieses eigenartigen Verhaltens wurde der
praktisch iibrigens bedeutungslose Fall 4, Abb. 7 hier eingehender behandelt.
Es ergibt sich somit fiir Fall 4, Abb. 7 bei synchronem Gleichlauf im Gegensatz
zu den anderen Fillen, da3 trotz der Mitbeachtung der Bedingung %" (§) = 0
sich eine bedeutend schlechtere Anniherung errechnen lieB, als im Falle ihrer
AuBerachtlassung, wobei natiirlich der niedrigere der beiden so erhaltenen
Niherungswerte die bessere Annidherung darstellt 43 **,

Ein eigenartiges Verhalten zeigen ferner nach der verschirften Gleichung (147)
fiir beide betrachteten Fille die Kurven fir synchrone Prizession im Gegenlauf.
Neben einem ausgeprigten Minimum in Abb. 27 erscheint ein Kurvenstiick mit
fast konstanter Ordinate, das auch in Abb. 28 bei fehlendem Minimum wieder
erscheint. Offenbar riicken in diesem Kurvenstiick ein sehr wenig ausgeprigtes
Maximum und ein ebensolches Minimum zusammen. Man wird in Analogie
zu den ausgeprdgten Maximis fiir Gleichlauf und fehlende Kreiselwirkung ver-
muten, daBl auch bei Gegenlauf dieses sehr wenig ausgeprigte Maximum die
kritische Drehzahl ergibt. Um dies zu zeigen und gleichzeitig auch die Maxima

43** Es wurde schon oben erwiesen, daf in diesem Falle die Kreiselwirkung der noch dazu
im Durchmesser stark verinderlichen Laufscheiben die zweite kritische Drehzahl bei syn-
chronem Gleichlauf nahezu verhindert und in solchen Ausnahmsfallen kann es wohl geschehen,
daB trotz der Hinzunahme einer neuen Bedingung #”(6) = 0 eine schlechtere Naherung
an die zweite Eigenfunktion zustande kommt, da hier eben der Wendepunkt offenbar nicht
in die Nahe des Knotenpunktes fillt. In den meisten Fillen wird man aber durch (147) eine
Verscharfung der Eigenwerte gegeniiber (144) erzielen.

7*
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in den anderen Fillen als die Anniherungen an die zweiten kritischen Drehzahlen
zu erweisen, werde angenommen, dafl die Welle in ihrem Knotenpunkte durch
ein Lager festgehalten werde. Zu jeder Lage des Knotenpunktes §, die vor-
geschrieben werden moge, wird nun ein Lagerdruck in diesem hypothetischen
Lager gehoren, mit dessen Hilfe eben erzwungen wird, daB die Welle gerade
an der Stelle £ = 4 einen Knoten hat. Dieser Lagerdruck erscheint somit als
Funktion von § und wo er Null ist, wird die Welle auch ohne Lager und Zwangs-
kraft einen Knoten besitzen konnen, wie es ja beim freien Umlauf bei der zweiten
kritischen Drehzahl in der Tat der Fall ist. Durch diese Betrachtung kann man
den Ort des Knotenpunktes ziemlich genau festlegen und nachtriglich mit dem
der ausgeprigten Maxima vergleichen. Insbesondere folgt fiir synchronen Gegen-
lauf in der Tat auf diesem Wege die Bestitigung obiger Vermutung, wie nun
bei der verschirften Ndherung nach (147) gezeigt werden soll.

Betrachten wir nach Abb. 29 die verzerrte elastische Wellenmittellinie, so
bedeute y, die Auslenkungsfunktion im ersten Teilintervall 0 < x < d, y, die-
jenige im zweiten Teilintervall 4 < x < /, wobei d die Abszisse des Durchschnitts-
punktes der Wellenachse mit ihrer unverzerrten Form, also des erzwungenen
bzw. freien Knotens bedeute. (Punkt C in Abb. 29.) Sind 4 und B die Wellen-
enden, so moégen auch 4, B, C die in diesen

Feld 1 Feld 2 . .
| drei Punkten auftretenden Lagerreaktionen
ar
ax”|_ aK bedeuten.
AV 8 c r\“ Setzen wir zunichst synchrone Pra-
P [ zession im Gleichlauf voraus, so erzeugen
f<—x—>“’<; 4N T\‘L\B die auf einem Wellenelement d x befindlichen
=< Scheiben die Fliehkraft dF =pur2n-y w?-dx
O ‘: T und das Moment
Abb. 29. Die Verzerrung der Wellenmittellinie dK = @d w2y dx = %,U' wiritmy'dz,
bei der zweiten kritischen Drehzahl bei synchro- - : " . -
ner Prizession im Gleichlauf. wenn wieder p die riumliche Dichte des

Scheibenmateriales, » den Halbmesser der
als voll vorausgesetzten Scheiben bedeutet. Der Sinn des Drehmomentes
richtet sich dann bei synchronem Gleichlauf nach der bekannten Regel vom
gleichsinnigen Parallelismus der Drehachsen und ist in Abb. 29 eingezeichnet.
Wir bilden nun sowohl fiir die linke Seite (¥ < d), als auch fiir die rechte Seite
(¥ = d) die Momente um den Knotenpunkt C. Dann ergibt sich

d d
flir x < d: —Ad +f,ur2nyl(d — x)w?dx —|—f—i—,ur4ny’1w2dx =0,
0 0

! 7
fir x=d: —B(—4) ~fﬂ72ny2(x —d)w?dx +fji—,ur4yzy'2w2dx=0.
d a

Hierbei wurden die Momente im Uhrzeigersinn positiv gezéhlt, fiir 4 und B
die in Abb. 29 eingezeichneten Richtungssinne angenommen und beim Moment
im zweiten Teilintervall (x = d) beriicksichtigt, da dort y, < 0 ist, wenn
y;> 0 angenommen wird. AuBerdem wurde fiir den Knotenpunkt eine Wende-
tangente angenommen, so daB also yy(d) = y5 (d) = 0 ist, somit auch keine
Ubertragung eines Biegungsmomentes von dem einen Wellenstiick auf das an-
dere dort stattfindet, wie es ja nach (145) sein muB. Teilt man durch die Bie-
gungssteifigkeit der Welle E J und geht auBerdem zu dimensionslosen Gréfen
iber, so findet man sofort
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s 8
‘23: o= u;fgz n0—&dé+ Zéf94nid5:
5 0
1 1
B2 , 2 4
5. s

worin in Ubereinstimmung mit der friither festgesetzten Bezeichnungsweise u;
die zweite kritische Drehzahl bei synchronem Gleichlauf bedeutet.

Bilden wir auBlerdem die Summe aller Krifte in Richtung y und nehmen
nach aufwirts diese Richtung positiv, so folgt, wenn wir fiir C zunichst eine
nach abwirts weisende Richtung annehmen

d !
—A+B—-C + fyﬂnylwzdx + I urtmy,wtdx =0.
0 d

Durch Einfithrung dimensionsloser Verinderlicher gelangt man wie frither

zur Beziehung
s 1

2 : ot

E—j(A —B+C)— u2f@2nld§ — u2'IQ2772d5 =0.
0 é

Fiihrt man hier 4 und B aus den obenstehenden Gleichungen ein, so erhilt

man schlieBlich

s 1
cr R 1 , 1 . 1 ,
EJ = % [;[(Qz mé— et 771) ¢ + fjgf{@z Na(l — &) + o ﬁz}ﬁ]- (148)
0 s
Vernachldssigt man in (148) die von der Kreiselwirkung herriihrenden Glieder,
so erhilt man fiir fehlende Kreiselwirkung

s 1
B | S etmEde 4 | (1 — £ de 148
B |5 )@ 1592 " ) . (148a)
0 §

In (148) bzw. (148a) ist natiirlich C bloB bis auf einen unbestimmt gelassenen
konstanten Faktor zu ermitteln, der mit den Ansitzen #,, 7, in die Ergebnisse
hineingetragen wird, aber ebenso wie fiir die Ansitze (146) selbst auch in (148)
bzw. (148a) weggelassen worden ist. Diese Unbestimmtheit von C stért aber
keinesfalls, denn es kommt ja bei Bestimmung von & nur auf die Vorzeichen-
wechsel von C an, keinesfalls aber auf dessen wirkliche GréBe, die sich ebenso
wie die der Auslenkung nur dann bestimmen 148t, wenn man statt (78a) oder
(78b) die unverkiirzte, also strengere Differentialgleichung der elastischen Linie
heranzieht44.

DaB 7, und 7, der in Abb. 29 dargestellten Wellenform entsprechen, kann
durch Differentiation leicht gezeigt werden, denn unter Weglassung des erwihnten
konstanten Faktors findet man leicht aus (146)

m0) =761 —0)®, () = () = —86*(1 — 0)* [man vgl. (145¢)],
(1) = 864 (1 — 8)3.

44 Man vgl. hierzu die unter 1° erwihnte Arbeit von R. v. Mises oder die unter 20 er-
wahnte Arbeit von E. Schwerin. Eine strengere Behandlung des Knickproblems gerader
Stibe findet man in den Arbeiten von E. Trefftz: Zur Frage der Holmfestigkeit. Z. F. M.
9. Jg. (1918) S. 101 und R. v. Mises: Ausbiegung eines auf Knicken beanspruchten Stabes.
Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S .435. Eine strengere Behandlung der Auslenkung hin-
sichtlich des Kipproblems findet man in der Arbeit von K. Federhofer: Berechnung
der Auslenkung beim Kippen gerader Stibe. Z. angew. Math. Mech. Bd. 6 (1926) S. 43.
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Um nun (148) bzw. (148a) auszuwerten, seien wieder die in Tabelle 18 bereits
berechneten und in Abb. 27 und 28 dargestellten beiden Fille hinsichtlich der
Lagerreaktion C untersucht.

Fiir Fall3, Abb.6 hat man fiir 0=S6<f 0=0,=0,3 und fiir f<E&=1 p=0.
Geht man damit und mit (146) in (148) bzw. (148a) ein, so erhdlt man
mit g, = f» — 6" folgenden Ausdruck, worin die in K und F angegebenen
GroBen z; durch (146) gegeben sind:

fiir synchronen Gleichlauf

B g2 1408 (1 — 8 + TF + 105 02 K]
Ej - 0710515 SCER

fir synchronen Gegenlauf

4 149
g S0l — op - TF — 3158k, |
worin ist:
F =602ye,—30(29+ 2;) £5+ 20 (27— 25) €5+ 15 (25 + 23) 64— 12 (25+ 1) g5+ 10 g
K= — 26— 238+ 2363 &4 &, =p" —on

Fir fehlende Kreiselwirkung erhilt man aus (148a) oder auch aus (149) mit
K=0:
c2 2 ot

In Tabelle 19 sind nun die in eckigen Klammern stehenden Faktoren von
(149) bzw. (149a) fiir dieselben Werte von ¢ wie in Tabelle 18 ausgewertet und
in Abb. 27 sind diese Tabellenwerte mittels des am rechten Rande der Abb. 27
ersichtlichen MaBstabes und der dort angegebenen Nullachse aufgetragen wor-
den; die Verbindung der so gewonnenen Punkte liefert drei Kurven, die fiir
fehlende Kreiselwirkung wieder dick ausgezogen sind, fiir synchronen Gleich-
lauf strichpunktiert und fiir synchronen Gegenlauf wieder strichliert. Man ent-
nimmt der Abb. 27, daBl die Schnittpunkte dieser C-Kuven mit ihrer Nullachse

Tabelle 19. Die Werte des Faktors in der eckigen Klammer der Ausdriicke
2
fir —Z—} in (149), (149a) und (150), (150a) fiir die Falle 3 und 4.

Fall 3, Abb. 6, gg=0,3 = 0,75 Fall 4, Abb. 7, ¢ =0,3
6 0

o2 | Gleichl. | Gegenl. | . oM | Gleichl | Gegenl.
0,2 — 9,349 — 10,359 — 6,318 0,2
0,25 — 5,807 — 6,679 — 3,431 0,25
0,3 — 3,426 — 4,067 — 1,504 0,3
0,35 — 1,782 — 2,275 — 0,300 0,35
0,4 — 0,739 | — 1,109 0,371 —0,784 — 0,556 — 1,467 0,4
0,45 | — 0,131 — 0,398 ‘0,672 0,45
0,5 0,177 — 0,007 0,731 — 0,268 — 0,156 — 0,602 0,5
0,55 0,290 0,171 0,648 0,55
0,6 0,288 0,218 0,498 — 0,048 — 0,002 —o0,185 0,6
0,65 0,230 0,195 0,334 — 0,006 0,021 — 0,086 0,65
0,7 0,155 0,143 0,191 0,010 0,025 — 0,032 0,7
0,75 0,088 0,088 0,088 0,012 0,019 — 0,008 0,75
0,8 0,008 0,011 [ 0,8
0,85 0,85
0,9 0,001 0,001 0,001 0,9
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in der Tat nahezu in einer Vertikalen mit den Maximalwerten der bereits frither
nach Tabelle 18 ermittelten beziiglichen Kurven fiir die zweiten kritischen
Drehzahlen liegen und daB insbesondere das kurze nahezu horizontale Kurven-
stiick der zweiten kritischen Drehzahl fiir synchronen Gegenlauf in der Tat
fir die Ablesung der beziiglichen Drehzahl maBgebend ist und nicht etwa das
rechts davon gelegene Minimum. Zu bemerken ist noch, dafl die Ordinaten der

C-Kurven keinesfalls den Reaktionen C proportional sind, dal man aber diese Pro-
4

portionalitit gemiB (149a) leicht durch Multiplikation mit dem Faktor #, i—i—é

erreichen kann, worin %, die zu dem Wert é gehorige zweite kritische Drehzahl
4
bedeutet, falls die Kreiselwirkung unbeachtet bleiben und nach (149) mit u, ii—é

4
bzw. uy 676 falls sie beriicksichtigt werden soll*5.

Fiir Fall 4, Abb. 7 findet man mit ¢ = ¢ & bei Beachtung von (146) aus (148)
bzw. (148a), wenn jetzt g, = 1 — 6" bedeutet

fiir synchronen Gleichlauf:
ce ., 2 &
EJ " 1051-6
fir synchronen Gegenlauf:
2 ot
1051 —6

[1604(1 — 0)*+ F + *K],

=y 2.

[166¢(1 — 6)*+ F — 312K], - (150)
worin ist:
F =1402zye5 — 105 (2 + 2,) &4, + 84 (2, — 25) &5 + 70 (25 + 25) &¢

—60 (23 + 1) e, + 52,5
K=—21z¢6—3bz¢65+45258,— 52,564+ 1664 (1 — )}, ¢,=1—0"

Aus (150) findet man fiir fehlende Kreiselwirkung, also K = 0 oder direkt
aus (148a):

ce 2 o
EJ— ‘10510

(150) und (150a) sind wieder in Tabelle 19 ziffernmiBig berechnet worden
und auf Grund dieser Ergebnisse sind wieder die C-Kurven in Abb. 28 ent-
worfen worden, hinsichtlich welcher dieselben Bemerkungen wie frither gelten,
so daB nichts weiter hinzugefiigt werden muB. Die Nullstellen der C-Kurven
und die Orte der Maxima der Kurven #, weichen hier etwas voneinander ab,
was natiirlich aus der bloB niherungsweisen Giiltigkeit der Ansitze (146) und der
eigenartigen Singularitit dieses Falles erklart werden mubB.

Die ausgeprigten Maxima fiir synchronen Gleichlauf oder fehlende Kreisel-
wirkung prizisieren, wie den Abb. 27 und 28 zu entnehmen ist, auBerordentlich
scharf den Ort § des mittleren Wellenknotenpunktes, wohingegen bei synchronem
Gegenlauf wegen des nahezu konstanten Kurvenstiickes diesem Ort ein ganzes
Intervall zugeordnet wird, was m. a. W. bedeutet, daBl die Form der Wellen-
verzerrung bei synchronem Gegenlauf keine scharf bestimmte ist, sondern be-
deutenden Schwankungen unterliegen wird. Es kann wegen dieses Kurvencharak-
ters sogar gesagt werden, daB Erschiitterungen ein Abgleiten des mittleren
Knotenpunktes an ein Wellenenende und somit iiberhaupt ein Verschwinden
der zweiten kritischen Drehzahl bei synchronem Gegenlauf herbeifiihren kénnten,
was auf eine sehr geringe Stabilitit dieser Erscheinung hinweist4.

[16 6*(1 — §)* + F]. (150a)

g 12

45 Damit steht wohl die Tatsache im Zusammenhang, daB die kritischen Drehzahlen
bei synchroner Préazession im Gegenlauf so lange unbekannt blieben und erst, wie A. Stodola:
Dampfturbinen, S. 368 erwihnt, durch seine Versuche erwiesen wurden. In der Tat ergibt
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Im nichsten Abschnitt soll gezeigt werden, wie man, von dem einfacheren
Ansatz (142) ausgehend, auch ohne Hinzunahme einer neuen Bedingung, wie
in (145) durch Verbesserung des gewihlten Ansatzes mittels linearer Integral-
und — bei vorhandener Kreiselwirkung — mittels linearer Integrodifferential-
gleichungen zu bedeutenden Verschiarfungen auch des zweiten Eigenwertes vor-
dringen kann.

10. Anndherung mittels linearer Integral- und Integrodiffe-
rentialgleichungen; explizite Darstellung ihrer Kerne und
allgemeine Orthogonalitéten,

Ist die beiderseits frei aufliegende Welle an der Stelle ¥ = ¢ nur durch eine

Transversalkraft von der GroBe 1 belastet, so sind bekanntlich die Auslenkungs-
funktionen y, fiir x < ¢ und y, fiir ¥ = ¢ gegeben durch

1 I—¢

yl(x,t)=m-7—x(2lt—t2——x2), 2 <t
yz(x,t):6—114:—]lﬁlxt(2lx~x2-—t2), x=>t.
Rt gt Fold 2 In Wirklichkeit ist aber an der Stelle
t—=f % = ¢ nicht eine Transversalkraft 1 wirk-
Yol +z sam, sondern — wenn man zunichst von
bty Y B der Kreiselwirkung absieht — eine Flieh-
9, T IaR ! kraft dF (Abb.30), welche von den auf
[iF | dem Stiickchen d¢ der Welle aufgekeil-
x>t J ten Scheiben herrithrt, so daB also

dF = pr2(t) wdt y(t)-w? worin 7 (t) wieder
den Scheibenhalbmesser, x4 die raumliche
+y Dichte des Scheibenmateriales bedeutet.
Abb. 30. Die Auslenkung der Wellefunter Einwitkung ~ Man beriicksichtigt nun den EinfluB aller
einer Fliehkraft dF und eines Kreiselmomentesd K . . N
von der Stelle x — £ (fiir synchronen Gleichlauf). lings der Welle vorhandenen Fliehkrifte,
wenn man ¢ alle Werte von 0 bis / durch-
laufen 14Bt und die von den einzelnen Lasten herrithrenden Durchsenkungen
nach dem Superpositionsgesetze iibereinander gelagert denkt, wodurch man

erhilt

yo_

T

l
y(x) = pmwow? [fyz(x, B2 y(t)dt +fyl(x, t)72(t)y(t)dt]
0 z
1 I—x
=pun? | | sos—t(21lx— 22— () y(t)dt
uﬁE] i

3
+f6—}571—l1‘x(21t — £ — a2 R(1) y(t)dt] :

Fiihrt man nun die dimensionslose Verianderliche 7 ein durch
t=1It, (151)

sich sogar im Fall 3, Abb. 27 und erst recht im Fall 4, Abb. 28 wegen uf < u, < u} bei syn-
chronem Gegenlauf eine viel kleinere Zwangskraft fiir den Knoten C in Abb. 29, falls dieser
aus seiner Gleichgewichtslage heraus verschoben wird, als bei fehlender Kreiselwirkung oder
synchronem Gleichlauf.
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so erhilt man bei Beachtung von (6), (8) und (9) in dimensionslosen GréBen
1
1) = u[K(E D¢ @n@dr, (152)

worin K (&, t) gegeben ist durch
K¢ 1=50—-1§&2r—7—§) fir £<7
bzw. =t(1—-81Q26—-8—17) fir {=7

(152) ist, wie fiir den Fall der kritischen Drehzahlen das zuerst R. v. Mises1®
zeigte und erstmalig herleitete, eine lineare homogene Integralgleichung zweiter
Ordnung mit dem Kerne im engeren Sinne (153). Der letztere ist symmetrisch
und geniigt, wie man aus (153) leicht herleiten kann, denselben Randbedingungen
wie die Auslenkungsfunktion # (£), ferner ist er bis einschlieBlich seiner zweiten
Ableitung nach & an der Stelle & = 7 stetig, wahrend seine dritte Ableitung nach &
an der Stelle £ = 7 einen endlichen Sprung von der Griéfe 1 macht, was daraus
folgt, daB y,(x,?) und y,(x, ¢) eben die EinfluB- oder Greensche Funktion fiir
die Transversalkraft 1 darstellen. SchlieBlich geniigt der Kern bekanntlich auch
der ,,verkiirzten“ Differentialgleichung (26a) fir # = 0, also (69). Wir wollen
diese Eigenschaften in folgende Gleichungen zusammenfassen, in denen der
Strich die Ableitung nach & bedeuten soll

(153)

K(©0,7)=K"(0,7)=K(1,7)=K"(1,7) =0, (154a)
KE v =KE 0 =K' 1 =0, K" 1) =1, (154b)
K"(E,7)=0. (154¢)

Differentiert man nun die Integralgleichung (152) nach & viermal, indem man
das Integrationsintervall 0 — 1 zerlegt in die beiden Intervalle 0 — & und & — 1
und (153) beachtet, so folgt wegen der Eigenschaften (154) des Kernes sofort
wieder die Differentialgleichung (26a), wie man sich leicht iiberzeugt.

Man kann nun bekanntlich auch umgekehrt zeigen, daB die Eigenschaften
(154) die Integralgleichung (152) zur Folge haben. Denn verbindet man (26a)
mit (154c), so folgt sofort

Kn””—K””n—uK92n=O

mit & als unabhingig Veridnderlicher.
Integriert man hier nach & zwischen 0 und 1 und beachtet man die Green-

sche Identitit

(K" — K" ) — (K'of' — K" of) = K /" — K", (155)
so folgt, wenn die Felder I und 2 der Abb. 30 beachtet werden
(Ko — K)o (K" — K" )Ly — (Kol — K" ) [ = (K'of — K",

=u0fK<s, 7) @ (€) r(£) dE .

Wegen (154a) und (154b) und wegen der Randbedingungen (12a), denen # ge-
-0

niigt, bleibt aber von den Gliedern der linken Seite bloB —K'"#n |27, = 5(7),
weshalb

n(@) = uf K(E 1)¢*(E)n(§) 4é = u [ K(v, )@ (O n () dE,

also wieder (152) folgt, wobei von der Symmetrie des Kernes, nach welcher
K (£,7) = K (1, §) ist, Gebrauch gemacht wurde. (152) besitzt einen unsymmetri-
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schen Gesamtkern K (&, 7) 0%(r). Erweitert man aber, wie bekannt, (152) mit
0(£), so erhilt man:

7(8) 0(&) = MJK(E, 7) 0(&)0(7) - (7)o () d.

Fiihrt man nun den neuen Kern K (£,7) und die neue Eigenfunktion 7 (&) ein
durch die Gleichungen:

K¢ =K@ 1)el@e(),  né)=mn(oeld), (153a)
so folgt statt (152) die Integralgleichung:

n(&) = %bfl?(f, 7)n(r)dT (152a)

mit symmetrischem Kern K (£, ) und denselben Eigenwerten # wie (152). Daraus
folgt aber, daBl die Eigenwerte reell und die Eigenfunktionen zueinander ortho-
gonal sind. Auch dies soll mit Riicksicht auf die Verallgemeinerung durch die
Kreiselwirkung — hier jedoch unabhingig davon — kurz hergeleitet werden.
Sind namlich fiir m 4 » die zugehérigen Eigenfunktionen 7,, und %,, sowie
die zugehorigen Eigenwerte u,, und #,, so gelten wegen (26a) die beiden Glei-
chungen

U = U @ 1y = 0,

" = thn @7 =0,
aus denen wie frither sofort folgt

N 77»;:” /) 77;;;” - (un - um) 92 N N = 0.

Integration zwischen 0 und 1 nach & und Anwendung von (155), in dem nun 7,,
und7,, an Stelle von » und K als Funktionen von £ treten, ergibt wegen der Stetig-
keit der 5 und ihrer simtlichen Ableitungen, sowie wegen der Randbedingungen
(12a), denen 7, wie 7, geniigen miissen, und weil u,, % u, ist, die Beziehung

1
Of 02 (8) 77, (8) 0, (E)dE (156)

(156) heiBt auch die ,,Orthogonalititsrelation‘* der Eigenfunktionen. Bevorzugt
man die durch (153a) eingefiihrten Eigenfunktionen 7, so folgt statt (156) ein-
facher

1
Ofﬁm(ﬁ) 7, (£) dE. (156a)

"
m

Ersetzt man ferner in (156) g2y, mittels (26a) durch »
Darstellung der ,,Orthogonalititsrelation‘

, so ergibt sich folgende

1
Of o () 1, (£) dE = 0. (156 b)

Es wird sich zeigen, daB (156b) in unverdnderter Gestalt auch bei vorhandener
Kreiselwirkung Giiltigkeit besitzt. Aus (156) folgt nun in bekannter Weise leicht
die Realitit der Eigenwerte u 45,

46 Man vgl. hierzu etwa: R. v. Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der
Mechanik und Physik, Bd. 1 Kapitel XII: Auflésung der Integralgleichungen, § 3, S.433.
Braunschweig 1925 oder G. Wiarda: Integralgleichungen, II. Kapitel: Die symmetrische
Integralgleichung, §1, S. 33, 34. Leipzig und Berlin 1930.
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Auch daB der Kern K (§,7) symmetrisch ist, kann ohne weiteres auch aus
(154) erschlossen werden. Denn sei etwa K; = K (§,0), K;;= K(é,7) und 0 < 7,
was die Allgemeinheit nicht beschrinkt, so folgt wegen (154c) sofort wie friiher

K;Kj/—K{"K;;=0.

Integriert man wieder zwischen 0 und 1, beachtet (155), das ebenso fir K;
und K;; wie fiir # und K gilt, zerlegt man ferner das Gesamtintervall in die
drei Teilintervalle 0 -o¢, ¢ -1, T — 1, so ergibt sich, wenn aus (155) nur die
Glieder mit K"’ angeschrieben werden, da sich die anderen Summanden wegen
(154a) und der ersten drei Stetigkeitsbedingungen (154Db) ohnehin wegheben

(K; K — Ky Kn) 7+ (Ko K5y — Ky Ky [58 + (K, Ky — Ky K 1, = 0,

G+0 ]T'(-O
Wegen (154a) verschwmden diese Terme an den Grenzen 0 und 1, ferner ist K7;
an der Stelle £ =0, K}’ an der Stelle £ = 7 stetig, so dal bloB verbleibt
- K”, II ‘o+0 + K K}’} ‘;—?) 0.

Nun ist aber wegen (154b) K7’ |2:% = K77 7% = — 1, somit folgt, da K; und K;
selbst stetig sind

o+0

Kplo) = K(7)
K(o,7)=K(1,0) w.z. b.w.

SchlieBlich soll noch kurz gezeigt werden, daBl der Kern K (x, #) positiv de-
finit ist, d. h. bloB positive Eigenwerte besitzt. Wirkt niamlich blo8 die Schwer-

kraft allein als Massenkraft, so tritt an Stelle der Beschleunigung v (¢) -@? ein-
fach g und der Durchhang berechnet sich analog wie frither zu

oder

l
y(x) = ,ugan(x, 1) 2 (t) di.
0

Dabei leistet das Kraftelement gdm = g-r%(x) n-u dx offenbar die Elementar-
arbeit
dL,=3dmgy(x) = jungr(x)y(x)dx =dL,,

wenn hier wieder von der Arbeitsgleichung (1) Gebrauch gemacht wird. Somit ist

L,= 5 ,ungfrz x)dx—~,u nzng K(x, t)r2(x) 2 (t)dx dt,

wenn fiir y(x) der oben angegebene Ausdruck eingesetzt wird.

Ist dieses Doppelintegral fiir alle moglichen stetigen Funktionen #2(x) niemals
negativ, so heiBt der Kern K (x, ) positiv definit%. DaB} es positiv ist, folgt
eigentlich schon aus dem Begriff der potentiellen Energie L,, kann aber auch
dadurch leicht erwiesen werden, da man in dem ersteren Ausdruck fiir L; 7%(x)

E] IIII(

gemdl (26) ersetzt durch une? %), wenn man beachtet, daB in (26) wieder

v (%) *w? durch g ersetzt werden soll. Dann folgt

l
"nn n" "o’ l ’r
=——Eff wax=Leryry LEpyy!teg[yan
0

Der Ausdruck rechts folgt durch doppelte partielle Integration und, da wegen
(¥2) die beiden ersten Glieder rechts wegfallen, bleibt das dritte Glied allein,

47 Man vgl. etwa G. Wiarda: a. a. O. II. Kap. § 8: Definite Kerne und der Mercersche
Satz, S.92ff. Insbesondere die Definition S. 94.
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also das bekannte Ergebnis (3) iibrig. Da dieses Glied aber seinem Aufbau nach
nur positiv sein kann, ist erwiesen, daB auch der Kern K (x, #) positiv definit ist.

Bevor diese Betrachtungen durch Beriicksichtigung der Kreiselwirkung ver-
allgemeinert werden, moge gezeigt werden, wie man mittels der Integral-
gleichung (152) mit dem Kern (153) gute Annidherungen an die fraglichen Eigen-
werte erhalten kann.

Hierzu moge Fall 4, Abb. 7 herangezogen werden. Wie man der Tabelle 2
entnimmt, ergab der zweite Teil des Ansatzes (17) nimlich (mit Weglassung
der Konstanten oy):

nr)=T77— 107+ 37°

fiir die erste kritische Drehzahl den Naherungswert: u,42= 336,324. Zu einer
dhnlich guten Anniherung fithrt auch (152). Denn fiihrt man hierin fiir (7}
das obige Trinom ein, so erhilt man nach Ausfithrung der fraglichen einfachen
Integrationen, wenn man das neue Ergebnis, also die bessere Anniherung an
die Eigenfunktion jetzt 7 (&) nennt, da hier ¢(r) = ¢7 ist

n(E) = 3-6—;“% (3358 £ — 4257 £3 -+ 1386 &7 — 550 £ + 63 £11) . (157)

Wie man sich leicht iiberzeugt, gentigt (157) wieder den auch fiir (&) giiltigen
Randbedingungen (12a). Aus #; in (17) und (157) ergibt sich nun eine Nidherung
fiir den ersten Eigenwert durch die Relation %

1 1
Ofmf)df = Ofn(E)df. (158)

uy 12 3

Man findet aus (158): 156759, 11-2953 = 5, Woraus u 12 = 337,934

identisch mit #5i? der Tabelle 2 und in guter Ubereinstimmung mit obigem
Niherungswert folgt. Die Relation (158) besagt, daB der unbekannte Faktor u 12
so gewahlt werden soll, daB die Flichen, die die Kurven 7 (£) und # (&) mit der
&-Achse einschlieBen, miteinander iibereinstimmen, wodurch man zu einer
besseren Niherung gelangt, als wenn diese Forderung etwa nur hinsichtlich
zweier mittlerer Ordinaten erhoben wiirde. Zu einem noch weit besseren Nihe-
rungsergebnisse gelangt man jedoch, wenn man mit (157) unmittelbar in die
Arbeitsgleichung (1b) eingeht und damit — analog (14) — F, und 4 bestimmt.
Man findet dann nach lingerer Rechnung:

2 4
uli

1
Fi= 208 = g e 51860.08
0

2,6
uj

1
A4 = |o2mede = .
und A ——J‘Q nd5_52.62.72.82_92_112 200319,98 ,
0

48 Dampfturbinen, 5. Aufl. S. 381 und 386. Man vgl. hierzu die Arbeit von v. Borowicz:
Beitrage zur Berechnung kritischer Geschwindigkeiten zwei- und mehrfach gelagerter Wellen.
Dissertation Miinchen 1915. Man vgl. die Arbeit des Verfassers in Anm. 1®, ebenda S. 177.
Zur Bestimmung der Eigenwerte beim Kipp-Problem im widerstehenden Mittel bedient sich
der Relation (158) mit Erfolg auch I. Weinhold in seiner Arbeit: Eine rechnerisch graphische
Niherungsbestimmung von Kipplasten gerader Stabe. Mitt. d. Hauptvereins deutscher In-
genieure in d. tschechosl. Republik Heft 1/2 (1934) S. 1.

Eine ausfiihrliche und iibersichtliche Zusammenstellung sowohl der allgemeinen Methoden
als auch der fiir Einzelprobleme entwickelten Niherungsmethoden findet man in dem aus-
gezeichneten Bericht von K. Hohenemser: Die Methoden zur angeniherten Losung von
Eigenwertproblemen in der Elastokinetik. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete
Bd. 1 Heft 4. Berlin 1932. Man vgl. insbesondere Abschnitt 18, S. 82.
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worin ¢ = 1 & gesetzt ist. (1b) gibt damit ;42 = 335,5785, was mit dem beziig-
lichen strengen Wert 335,578 der Tabelle 2 bis auf einen Fehler von etwas mehr
als “1000% tibereinstimmt. Man kann daraus ersehen, mit welchem Erfolg die
Integralgleichungen zur Verschirfung des Ergebnisses in jenen Fillen heran-
gezogen werden koénnen, die eine besonders genaue Ermittelung des fraglichen
Wertes erheischen und diese Verwendbarkeit bleibt, wie man sehen wird, bei
gleicher Giite des Ergebnisses auch bei Beriicksichtigung der Kreiselwirkung
bestehen.

Man wird vermuten, dal man auf diesem Wege auch eine groBe Verschirfung
hinsichtlich der zweiten Kkritischen Drehzahlen erreichen wird, wenn man mit
dem einfacheren Ansatz (142) in die Integralgleichung (152) mit dem Kern (153)
eingeht. Dies ist in der Tat der Fall und die in den Abb. 27 und 28 schon recht
ausgepragten Maxima treten noch markanter in Erscheinung, so daB die
beziiglichen Kurven fiir synchronen Gleichlauf und fehlende Kreiselwirkung
derart steil zum GroBtwert auf- und absteigen, dall dieses ganze Verhalten
innerhalb des in Tabelle 15 gewahlten Schrittes 0,05 fiir § zu liegen kommt.
Es wire also — was bereits frither erwihnt wurde — hier in besonderem Mafe
erforderlich, den Schritt fiir ¢ kleiner zu wihlen.

Fiir Fall 4, Abb. 7 wurden zunichst nach (158) die Ergebnisse fiir verschie-
dene Werte ¢ berechnet und in Tabelle 20 zusammengestellt. Fiihrt man zunichst
(142) in (152) ein, so erhilt man fiir

Uy 1

£>rn(§)———-{ @O 38+ 8+ (6 — )5 + (28— 38 + §10)3,)

(289 —3£10 L g11) % [(£ — £10) 7, — (2£10 — £ £12) 7

S

(510 511) 2y — Tli (‘Sll — 512) ZS}

und fir

E<t =L@ — 26+ B 28— )2+ [IBE—38)5 — (B — 2]

o [ (6 — 85 + (28 + 88— 285 — E0) 5 4 (B — §19)]

LB - 384 (26 B — 28— Bz | (B — E)z)
b oa L — 69z (36 — 380z, + (26 + £ — 2800 — £9)]
— 5l = BNz B =38 5] + (6 — £ 5.

Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, daB nicht einfach die Beziehung
(158) iibernommen werden darf, denn diese Methode, die ihr graphisches Ana-
logon in dem Verfahren von A. Stodola mittels des Seilzuges besitzt, konver-
giert nicht mehr im Falle hoherer kritischer Drehzahlen, wie bereits A. Stodola
bemerkte. (158) ergibt nidmlich mit dem vorher abgeleiteten Ergebnis wegen

i 11 13 7 5
f” { 5733 T 79.40% 4-5-8-11z4+4.4-9-1125}
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nach einfacher Rechnung.
uyi% = 11088 =,
worin ist (159)
Z=—302+152,—122,+102;, N = —10892 4 5722,—441z, 43502,
In Tabelle 20 sind Z und N fiir die angegebenen Werte von § berechnet und

man erkennt, daB sie gerade im kritischen Gebiete verschiedenes Vorzeichen
besitzen, somit keine reelle kritische Drehzahl ergeben konnen.

Tabelle 20. Die schiarfere Bestimmung der zweiten kritischen Drehzahl u, 2
fiir den unsymmetrischen Fall 4, Abb. 7 bei fehlender Kreiselwirkung mittels
linearer Integralgleichungen. [Man vgl. hierzu (159) und (160).]

1) 4 N 4 B Fy A Ug 12 )
0,4 1,238 82,987 0,4
0,45 0,576 58,292 0,45
0,5 o 36,25 36,25 —30,937 | 11877,3 | 32,986 360 0,5
0,55 | —0,471 17,426 15,309 | — 5,793 | 34405 8,268 416 | 0,55
0,6 —0,826 2,211 | — 1,504 14,045 652,6 0,362 1804 0,6
0,612 — 4,900 17,987 528,9 0,082 6451 0,612
0,62 — 7,013 20,421 526,5 0,135 3898 0,62
0,65 | —1,059 | — 9,178 | —13,947 28,287 931,0 1,559 597 | 0,65
0,7 —1,174 | —16,607 | —21,978 36,897 2219,7 5,745 386 0,7
0,75 | —1,173 | —20,476 0,75
0,8 —25,616 38,333 3281,5 19,401 169 0,8

Bei Benutzung von (1b) kénnen sich hingegen nur positive Werte ergeben.
Man findet aus dem vorhin angegebenen Wert fiir 7 (£) nach einigen Umformungen
mit Weglassung der unbestimmten Konstanten, die als Faktor noch hinzu-
treten miiite,

n(€) =AE+ BE — 1982, &7 + 5523 8% — 332, §10 - 21z, &1,
worin ist: (160)
A= —11882,+6052,—4622,+3642,, B=13862—6602,+4952,—3852;

Man iiberzeugt sich leicht, daB (160) wohl alle Randbedingungen (12a),
keinesfalls aber auch die Bedingung 7 (6) = 0 erfiillt. 6 hat somit in (160) nicht
mehr wie in (142) oder (146) die Bedeutung der Abszisse des Knotenpunktes,
sondern stellt nur einen Parameter dar. Die weitere Ausrechnung nach Ein-

fithrung von (160) in (1b) gestaltet sich freilich ziemlich mithsam und in Tabelle 20
1

1
sind neben A4 und B auch die Werte F, = [ %"2d& und A4 = [ ? 2 d& mit
0 6

o = 1 & und schlieBlich auch #,72 angegeben. Das Maximum fillt in das Inter-
vall von 0,6 bis 0,65 und konnte bei dem Argumentschritt der Tabelle 15 nicht
dargestellt werden, die viel dichter berechnet werden miiite. Es wurde deshalb
in Tabelle 20 zunichst der Einschaltwert 6 = 0,62 berechnet, worauf auf

graphischem Wege der Ort 6 = 0,612 des Minimums von A und somit des
Maximums von #,1? ermittelt werden konnte. Der Wert 6451 des letzteren
stellt selbst gegen den verschirften Wert 7140 der Abb. 28 eine bedeutende
Verbesserung dar und nihert sich sehr dem durch (50) gewonnenen Ergebnis
6021, von dem es hinsichtlich @ bloB um ca. 2,5 % abweicht. In einfacheren
Fillen (Abb. 27) wird der Unterschied voraussichtlich noch geringer ausfallen.
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Man wird aber der langwierigen Rechnungen halber diesen Weg selten beschreiten
und sich daher mit der Naherungsformel (50) im vierten Abschnitt oder (147) und
Tabelle 17 im neunten Abschnitt begniigen miissen. Alle bisher mitgeteilten drei
Verfahren zur schirferen Ermittelung der zweiten kritischen Drehzahl in den
unsymmetrischen Fillen lassen aber jedenfalls erkennen, daf3 diese Verschirfung
stets nur mit bedeutendem Rechenaufwand wird erkauft werden koénnen.

Nunmehr sei dazu iibergegangen, nach der bisherigen Betrachtungsweise
auch die Kreiselwirkung zu beriicksichtigen, um auch fiir diese Fille etwa er-
wiinschte Verbesserungen der vorher berechneten N&herungsergebnisse durch-
fiihren zu kénnen.

Hierzu sei die verzerrte Welle in Abb. 30 betrachtet, die durch die Flieh-
kraft dF und das Kreiselmoment dK an der Stelle x = ¢ beansprucht sei. Der
Drehsinn des letzteren bestimmt sich fiir die in Abb. 30 vorausgesetzte synchrone
Prizession im Gleichlauf wieder nach der Regel vom gleichsinnigen Parallelis-
mus der Drehachsen. Wie in Abb. 29 ist dF und 4K durch die auf der Wellen-
strecke dt¢ aufgekeilten Scheiben bestimmt, so daB also ist

aF = urr()ny (t)w?dt,
dK =urt(tymy (t)w?dt.

Setzen wir aber zunichst an der Stelle x = ¢ die endliche Fliehkraft F und
das endliche Kreiselmoment K voraus, so geniigen ¥, (x) fir x < ¢ bzw. y,(x)
fiir x = ¢ offenbar den beiden Differentialgleichungen

ay, F 1t K
aw — EJ 1 *TEp*
d?y, F t K

P —“377(1“‘75)4"}3?”“75),

denn die nach aufwirts positiv gerechneten Auflager-Reaktionen 4 und B sind
gemiB Abb. 30 offenbar gegeben durch
I —t K t K
A=F——+7, B=Fy—7.

Wie man erkennt, sind nach diesen Differentialgleichungen bereits die beiden
Randbedingungen 7 (0) = y5 (}) = 0 erfiillt. Die vier Integrationskonstanten
werden somit durch die beiden noch verbleibenden Randbedingungen
y1(0) = v,()) = 0, sowie durch die beiden Ubergangsbedingungen y, (£) = v, (f)
und y; (£) = v (¢) bestimmt, die fordern, daB3 an der Stelle x = ¢ weder ein Sprung
noch ein Knick existieren darf. Die Durchfithrung der Rechnung ergibt schlie(3-
lich fiir y, (x) bzw. y,(x)

F
yl(x,t)=E—J—é(l—t)(2lt—t2—x2)
~%gz(x3+2xl2+3xt2—6xtl) fir ¥ <1,
H=-1tu—n@i e p
Va (%, )——Ejﬁ( %)(20x — 22 — £2)
—Efjé(xs~3x2l+3xt2+2xﬂ—3t2l) fir x>1.

Ist K =0 und F =1, so erhilt man wieder die fritheren Durchsenkungen
y1(%, 8) bzw. v, (x, ¢) vor (151).

Fiihrt man nun statt ¥ und K die oben angegebenen Elementarbelastungen
dF und dK ein und beriicksichtigt wieder alle diese Elementarlasten, indem man
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t alle Werte zwischen 0 und / annehmen 148t, so findet man wie friher durch
Superposition aller Einzeldurchsenkungen

z

y(x)=‘unw2[f6é]l (21 — 32— )2 (t)y (¢)dt

l
f % % (20t — 12— 22) 2 (d)y (t)dt]

— nmw? ;
I UE

(x3 — 320+ 3x24+ 252 — 3] ()y () dt

[}
o
+fﬂ1_j%(x3+ 252+ 3xt2—6xtl)r4(t)y’(t)dt].

Geht man hierin unter Beachtung von (6), (8), (9) und (151) wieder zu dimensions-
losen GréBen iiber, so erhdlt man schlieBlich48*

1 1
n(E) =u [of K(& 1) 02 (7) n(7) dT — 0f K (& 7)ot (v) 7/ (x)dT],  (161)

worin K (£, 7) durch (153), K, (¢, 7) durch

K& 1)=5;(8+26+3812—6&7) fir {<7)

] . (162)
bzw. =L (B3—38 13512837 fir £>7)

gegeben ist. Als Ergebnis stellt sich also in (161), in der auch die Ableitung #’
der Eigenfunktion auftritt, eine lineare, homogene Integrodifferentialgleichung
mit den beiden Kernen K (& 1) und K, (& t) dar, von denen der erstere (153)
symmetrisch, der letztere ersichtlich unsymmetrisch ist. Verzichtet man auf die
Beriicksichtigung der Kreiselwirkung, setzt also K;= 0, so erhilt man wieder
die Integralgleichung (152). Selbstverstidndlich gilt (161) der Herleitung gemiB
fiir synchronen Gleichlauf, wihrend fiir synchronen Gegenlauf gilt

1 1
() =u[[ K& D@ @n@)dr+ 3] K (& Det@ ' (x)dr]. (161a)
Zwischen den beiden Kernen K und K, bestehen eine Reihe von Beziehungen,

wie man erkennt, wenn man ihre Ableitungen nach £ oder 7 bildet. Z. B. ist
OK (7,8 _0K(&1) 1

3 = oz —§(13—312+3t§2+21—3§2) fir {7
= (P27 4378 —678) fir £>1.

Dasselbe Ergebnis erhilt man aber offenbar, wenn man in 4 K, (£, t) die beiden
Verinderlichen & und 7 vertauscht, wie man sich sofort {iberzeugen kann. Es

besteht somit die Beziehung
0K(1,8) _ 0K (&, 1)

73 a&

48% Man vgl. hierzu insbesondere R. Grammel: a. a. 0.12, S. 94.

=4K,(7,§).
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Indem man alle Ableitungen bildet, erhidlt man eine Reihe solcher Rela-
tionen. Man findet leicht folgende Beziehungen, in denen auch die Symmetrie-

verhiltnisse beriicksichtigt sind

123
=

123

=S I3

1=z g

0= £ 0 _ 2030 — el —
(52 5150 ($°2)'ye0  (2°9)T3e0
1030 vl 0 — 10 — 20230 _ 20230 __ 30 — $70
T @9 GYDMe @M GV @9xe (Ve (29)3450
I __2043¢ 20 _ 2030
I W Gowe’ Gae’  @DLe’
£3 0 p= 2030 10¢30  __ 1030 1030
(23) 370 Ga)srse (3230 @3)30  (293)340
(z—1) — __ede o el o
3 (3 2) 310 (2°3)31q0
230 p— 20:50 20 _ 2030
(29)T37z0 (3 “2) 3700 (5 “2) 3700 (29)37¢0 (29) 3760
_ 20 - 33 0 —
(2 — CI v TEwue T GNee”
2030 5= 2050 50 _ 2030 _ 30
(23)%3720 ($2)31e0  (32)37c0  (2°9)31e0 (2 °3)3Mc0
(z2 €+ wml_lwwlmv _ 20 5= So 5= 10350 _ 1050
(38 +a2€+29—2) 7% (3°2)'xe (23)"10 (3230 (2°3)3c0
23 —1— = e
s(2—1)— (3°2)"10
§= 20 B0 230 330
rﬁc% (32)xrz0 (2930 (32)3:0 (2°9)3z0
Ambm!wmn_nmbwml_lawmlnwvw — (29 Ty — 10 10
(2590 —423€+ 5%+ 3% (z2)5e  (2°3)xe0
(5290 —z32€+23 +62)7 PR S [ se
(58— 23 +528+28—s2)} (3°2)3e  (2%9)e
(2 —23— 30)2(3 — :mv
=@y =0e9y
@ —2—28)302@—1)7

(1

(e

(e

Mittels der Beziehungen (163) kann man z. B. die Integrodifferentialgleichung
(161) leicht in eine Integralgleichung mit unsymmetrischem Kern iiberfiihren.

Karas, Drehzahlen.
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Aus (161) folgt namlich durch partielle Integration nach 7 hinsichtlich des
zweiten Termes mit K, (&, 7)

= fo‘t
1

= uf (&, 7)0%(r)n(T)dT + uf?ﬁa%l) o (1) n(r)dT

0 0
1

+uf4 K5 1)0*(r) 5]
0
da das Glied —u K, (& 7) 0*(z) 5(r) |, wegen der Randbedingungen (12a), die 7
erfilllen muf, verschwindet. Es ist nun die Ableitung #'(r) beseitigt und mit
Beachtung von (163c) und (163d) folgt die Integralgleichung

1

+uf LK E DI i

0

i1
D) dr—uk,(¢,7)e4) ()|,

D
=

(&) = %ff(f, T)n(r)dT, worin mit agit) = @'(1) ist
0
K0 = K(E )00 + 4K, (6 1)-¢8@) ¢ (2) + 16D () [ 169
= K000+ 0D g@e @+ LD g
oder explizit
GRETBERHET— B E) () + ¢ (B 264382 680)
- X@ e (M) — 3 (1 —1égir) fir E<r
K(£ 1)= ) (164a)

2(0)+ 4 (8 —384-3E 12426 —372)

() — (1= 8 7o)

Bildet man die Ableitungen von K (£, 7) nach &, so erhilt man nach (164) mit
Beachtung von (163b, e, f) oder direkt durch Differentiation von (164a) der
Reihe nach in expliziter Darstellung

(215 38288134 L3

X 03(1)0 fir £>1

%(1:3 — 31243784 27— 3&)p%(1) + %(2 — 674 372+ 3£8%)0%(7)0'(7)
R T I
IR (€1 _ 4(1 T)o¥(t) fir £< 7
9¢ % (B+2t4+ 3182 —678) 0%(1) + %(2 —6&4 382+31)0%(1) 0 (7)
+%1:@4(t) fir ¢=7
2R (€, 0 {~(1—1)592(1)+§Q3(1)g’(1) fir £<7 :’leé;e“ght“i‘;g ;’32
FY R T 1 ’ . , 8,
£ (1= 72 (1) —(1-§) e¥(v)e' (v) fiir =7 schlieBlich
PK (€ 7) { (1—=7)0*()+0%(7) € (v) fir £<1t) bei Beachtung von
9 |+ rer(n) + 0 (0) 0 () fir £>7] (163f, h)
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Daraus ergibt sich, daB K (£, 7) in (164) folgenden Rand- und Sprungbedingungen
und der folgenden Differentialgleichung geniigt, worin sich die Ableitungen

von K nach & verstehen

KO0,7)=K"'(0,7)=K(, 1) = I?"(l, 7)=0 (165a)
=740 O KI T4+0 4(7 K” — ._p3
K& 7)ot = & v =10, K'(E0) ¢ () e'(7), }(165}))
K"(& 1) = (r ),
K™ (& 1)=0 (165¢)

(165b) gilt fiir ein als verdnderlich gedachtes &, welches die Stelle T passiert.
Ist umgekehrt = verdnderlich und iberschreitet dabei die Stelle £, so folgt aus
obigen Ableitungen analog, wobei die Striche wieder Ableitung nach £ bedeuten
sollen

KD =0, K1) he=2104), K'(E, 1) e=—0*(9)0' (),
K"(& 1) = 02(é).

Mittels der Bedingungen (165) kann nun leicht gezeigt werden, daB3 die
Integralgleichung (164) in der Tat die Differentialgleichung (78a) fiir synchronen
Gleichlauf bedingt. Denn Differentiation von (164) nach £ ergibt mit Beachtung
von (165a, d), wenn wieder das Grundgebiet in die zwei Teilgebiete 0 — & und
& —1 zerlegt wird

1
(&) = %fff"(f, 7)7(r)dT
0

1

(165d)

— . — 1
" (&) = %fK”(E, nn@dr + u K¢ 1)@ | +uKE D@
0

1

= ufl?”(.f, T)n(v)dr + %04(5)77(5):

0

‘Eo

1) = | K& D@ + K& mnte ety
0
1

= u [ R, 1 n(@)dr — e @2 O n(E) + L1 E AN,
0
7 o IE -0
7O = R (E () +
d. h. wieder (78a), w. z. b. w.

Es ist natiirlich auch ohne weiteres moglich, direkt von der Integrodifferential-
gleichung (161) ausgehend durch wiederholte Differentiation nach & zur Dif-
ferentialgleichung (78a) zu gelangen, wobei man bloB wieder die Beziehungen

Q¥

2 (@4 n)" — w(e? @'n) = ug* (&) (&) + L [e* (&) (&)Y
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(163) fiir K und K,; zu beachten braucht, was hier aber unterbleiben kann.
Analog gelangt man fiir synchrone Prizession im Gegenlauf von (161a) zu (78b)
zuriick.

Von besonderem Interesse ist es festzustellen, welchen Orthogonalitits-
relationen die Eigenfunktionen #,,(¢) und #, (&) bei synchroner Prizession im
Gleich- bzw. Gegenlauf geniigen. Sie gehorchen fiir synchronen Gleichlauf
gemil (78a) zunichst wieder den beiden Differentialgleichungen

"y

Um Y
m “_4'(@477m) —“meznm=0 N

1

M — n(9477;»),_un 92777; =07,

deren Verbindung wie friiher nach Erweiterung mit #,, bzw. #,, und Subtraktion
ergibt

"71)177;:" nnn;:z” - _[unnm(e nn) — Uy, nn(Q nm) ] - (M — U )Q277n Nm = 0. (166)
U, bzw. u, bedeuten hier wieder die zu den Eigenfunktionen #,, bzw. 7, ge-
hérigen Eigenwerte. Nun ist aber

[, (0271) — Y 17 (0% 1) 1 = (24 @4 1 Ny — U 0 i 1) — (24 — 10) Ny (167)

Beachtet man (167) und auBerdem die erweiterte Greensche Operation (155),
in der hier wieder #,, und 5,, an Stelle von K und # zu treten haben, so gibt die
Integration der oben gewonnenen Gleichung (166) nach & wegen der Stetigkeit
von,, bzw. ,, und deren Ableitungen und wegen Erfiillung der Randbedingungen
(12a) und, da u,, & u,, ist, das einfache Ergebnis

a) fir synchronen Gleichlauf:

1
![anmm — 1ot ldE =0
(168)

b) fiir synchronen Gegenlauf:

1
J[Q2 N N+ %Q‘L n;n%]df =0

(168) ist die bei Beriicksichtigung der Kreiselwirkung von den Eigenfunk-
tionen # zu erfiillende Orthogonalitatsrelation, die eine Verallgemeinerung der
friiher gewonnenen einfacheren Relation (156) darstellt, in die sie fiir fehlende
Kreiselwirkung bei Unterdriickung der zweiten Terme natiirlich wieder iibergeht.

Fiir synchronen Gleichlauf kann aber (168a) mittels partieller Integration
auch folgendermaBen geschrieben werden

1

1 1 1
1 . 1, ., o
f@znmnnd‘f_Zf@4nm77ndg=f92nmnnd§_zg4nmnn!0+ f nndé
0 0 0

0
1
=ﬂ92 T + 5 (@* M) | €.
0

Driickt man hierin den Klammerausdruck mittels (78a) durch #,,” aus, so
folgt wieder die verallgemeinerte Orthogonalititsrelation (156b), die somit fiir
fehlende, wie vorhandene Kreiselwirkung giiltig, somit von allgemeinerer Be-
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deutung ist%. Denn auf sie fithrt, wie man analog zeigen kann, auch (168b)
mittels (78b) fiir synchronen Gegenlauf.

(156b) legt nun die Vermutung nahe, da3 auch die vierten Ableitungen %"’ (£)
einer Integralgleichung (164) mit demselben unsymmetrischen Kern K (£, 7) ge-
niigen. DafB dies in der Tat der Fall ist, kann folgendermaBen gezeigt werden:
Verbindet man (78a) mit (165c), so erhidlt man wie frither

En/m_nkﬂﬂ_% (94,7’)’[? — u92171_{=0

Integriert man hier nach & zwischen 0 und 1 und beachtet wieder die erweiterte
Greensche Operation (155), so fallen die betreffenden Terme wegen (12a) und

(154a) an den Grenzen O und 1 weg und es verbleibt
1 1

{K‘nm — Em]é::g _ [ATI n// _ 7772"]2:3 _ %f(gal n/)/fdé_%f 92 nfdf =0.
0 0

LBt man hierin links den ersten Summanden K n'"" wegen seiner Stetigkeit weg
und beachtet im {ibrigen die Sprungrelationen (165b), so bleibt

@0 + L") + @) ¢ (D) of ()

1
= ,%f{% [e(€) (€] + (O ()} K(&, 1) d¢,
oder wegen (78a) ’
1
,'7:/1/(1:) - %J‘E(E’ 7) 7]////(5) g,

worin K (£, 7) wieder durch (164a) gegeben ist.

Im nichsten Abschnitt sollen diese Ergebnisse durch Beachtung des diskreten
Curtis-Rades entsprechend verallgemeinert werden?.

Um die Verwertbarkeit der mitgeteilten Formeln hinsichtlich der Verschir-
fung der frither gewonnenen Niherungsergebnisse zu erweisen, sei wieder von
der Integrodifferentialgleichung (161) mit den Kernen (153) und (162) aus-
gegangen und wieder der Fall 4, Abb. 7 betrachtet. Fiihrt man in (161) wieder
75 (t) von (17) ein, so ergibt sich nach Ausfithrung der angezeigten Integrationen
mit o =1 &, worin ¢ = 0,3 ist

a2
() = 5 gr a1y (3358 £ — 4257 £9+ 1386 &7 — 550 &2+ 63 &11)
ul 14
T 231024
(157a) geniigt wieder den Randbedingungen (12a), die auch fiir % (&) giiltig sind.

Fiir fehlende Kreiselwirkung geht (157a) mit Unterdriickung des zweiten
Terms wieder in (157) S. 108 iber. Fithrt man (157a) und den Teil 5; von (17)
in (158) ein, so ergibt sich fiir synchronen Gleichlauf und 7 = 0,3

uf 2 2953 3
5-62-7-11-16< 3 0’09'2539> T2
4% Hinsichtlich anderer allgemeiner Orthogonalitatsrelationen vgl. man Otto Haupt:
Untersuchungen iiber Oszillationstheoreme. Dissertation Wiirzburg 1911. Man beachte ferner
auch die Arbeit von H. Boerner: Das Eigenwertproblem der selbstadjungierten linearen
Differentialgleichung vierter Ordnung. Math. Z. Bd. 34 (1931).
0 Eine Weiterfilhrung dieser Betrachtungen, insbesondere im Hinblick auf die Ent-
wickelbarkeit der hier angegebenen Kerne nach den Eigenfunktionen, soll spater folgen.

(157a)
(2663 & — 2816 &3 — 462 £7 1 825 £9 — 210 £11)
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mit der Losung u}1%=440,103 (iibereinstimmend mit u42) statt uy,, 12=439,358
in Tabelle 7. Fiir synchronen Gegenlauf folgt ebenso

uy i (2953 ) 3
2

567 116\ 3 T 027-2539

mit der Losung #;'12=199,202 (iibereinstimmend mit #%4?), die mit der strengen
Lésung uy, 12 = 193,182 der Tabelle 7 schlechter iibereinstimmt. Um sie also
zu verschirfen, sei (157a) wieder in die Arbeitsgleichung fiir synchronen Gegen-
lauf, ndmlich in den zu (79a) analogen Ausdruck

1
J G2 — G gt — o @) A€ =0
0
eingefiihrt, zu welchem Zweck man (157a) mit ¢ = 0,3 praktischerweise um-
formt zu

7 (&) = 5515,03 & — 6537,96 £ 4 1011,78 £7 -+ 118,25 £° — 107,1 §11,

wobei die ohnehin herausfallende Konstante gleich weggelassen wurde. Nach
lingerer Rechnung findet man u} §2= 193,207 in nunmehr vorziiglicher Uber-
einstimmung mit der oben angegebenen strengen Lésung der Tabelle 7 und
noch genauer als der dort angegebene Niherungswert u; ¢2= 193,420.

Man kann die wichtigsten Ergebnisse dieses Abschnittes so zusammen-
fassen:

Die Auslenkung der verzerrten Wellenmittellinie geniigt fiir die
beiderseits frei aufliegende Welle bei fehlender Kreiselwirkung der
Integralgleichung (152) mit dem symmetrischen Kern (153), bei vor-
handener Kreiselwirkung und synchronem Gleichlauf aber der
Integrodifferentialgleichung (161) mit dem symmetrischen Kern (153)
und dem unsymmetrischen Kern (162) oder der Integralgleichung (164)
mit dem unsymmetrischen indefiniten Kern (164a) und analog fiir
synchronen Gegenlauf, wihrend die Eigenfunktionen in jedem Fall
der allgemeinen Orthogonalititsrelation (156b) geniigen. Fiihrt man
in diese Gleichungen einen den vorgeschriebenen Randbedingungen
(12a) geniigenden Ansatz 7(&) ein, so erhdlt man die bessere Nihe-
rungy (§)an die Eigenfunktionen, die mittels der Flichengleichung
(158) oder noch mehr mittels der Arbeitsgleichungen (1b) bzw. (79a)
viel schirfere Niherungen an die Eigenwerte ergibt.

11. Das Curtis-Rad; belastete Integralgleichungen und
Orthogonalitaten.

Ist, wie bei vielen Turbinenbauarten, auf der Liuferwelle neben der eigent-
lichen Laufradtrommel noch ein eigenes Geschwindigkeitsrad (Curtis-Rad) vor-
geschaltet, so kann man den Verhiltnissen manchmal durch die Annahme einer
konzentrierten Einzelmasse am besten gerecht werden, denn diese Scheiben-
masse und ihr Halbmesser iibertrifft oftmals weit an GréBe die ndchst nachfolgen-
den Scheiben der Laufradtrommel5l.

51 Man vgl. beispielsweise die Turbine der A. G. Brown, Boveri-Co. fiir mittlere und
kleine Leistungen in A. Stodola: Dampfturbinen, Abb. 700, S. 575 und Abb. 705, S. 578,
auch Abb. 707, S. 580. Ferner auch die Zweidruck-Turbine der Gute-Hoffnungshiitte, ebenda,
Abb. 725, S. 595. H. Melan : Theorie und Bau der Dampfturbinen a. a. O. Abb. 150, S. 256
und Abb. 152, S. 258. P. E. Brunelli: Le macchine a vapore a. a. O. Abb. 185, S. 275 und
Abb. 200, S. 293.
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HeiBe M, die Gesamtmasse und R, der Halbmesser des Curtis-Rades, sei
ferner ¢ der Ort desselben gerechnet vom linken Wellenende, wobei 0 < ¢ </
ist, so wird das ganze Grundgebiet in zweil Teilintervalle zerlegt, fiir die wieder
die Auslenkungsfunktionen vy, (x) im ersten Teilintervall (0 < x = ¢) und y,(x)
im zweiten Teilintervall (¢ < x < /) sein mégen. y, = vy (c) ist daher die Wellen-
auslenkung am Orte des Curtis-Rades (Abb. 31). Man vgl. auch Abb. 30 S. 104,
in der fiir ¥ = ¢ hier ¥ = % [ zu setzen wire [man vgl. (169)].

Wihrend bei den bisherigen Betrachtungen wohl Ableitungen der auf-
getretenen Kerne, nicht aber solche der Eigenfunktionen selbst endliche Spriinge
aufwiesen, treten nun solche der Eigenfunktionen selbst noch hinzu. Wir wollen
dieselben zunichst unter Benutzung des Prinzips von Hamilton herleiten.

Die potentielle Energie V (f) oder L,(f) der ausgelenkten Welle ist wieder
durch (3) gegeben. Die kinetische Energie L (¢) ist, wie nach (80) dargetan wurde,
zunidchst durch die Energie der stetigen Scheiben der Laufradtrommel und ferner
noch durch die Energie des Curtis-Rades L, gegeben, =
wobei mit M, als Masse des Curtis-Rades, sowie mit Curtis Rad
0,, dessen polarem und @,, dessen Durchmessertriag- F

Ox

heitsmoment L, ausgedriickt wird durch [man vgl Tﬁmﬂ”m”
auch Abb. 2 S.12] _l?o[?z
Lc’: %Mc y<2:w2 + %090003, + %@dcw?/'

|

[l
Hierin haben w, und , die in Abb. 2 ersichtliche 9}%# :
Bedeutung, wihrend mit s als Scheibendicke des Curtis- == l
Rades dessen Masse M, = y w R? s ist. Damit gibt das A —=
Prinzip von Hamilton (5), wenn die Ausfiihrungen ,, 81, Fall 5a Di1e Lauterform

nach (80) beachtet werden: Fall 5, Abb. 8 mit vorgeschaltetem
Curtis-Rad vom Radius F, =l'gx.

t l
1 03 1 1 r
?6;”6[{‘9”"2‘””“’2<’2y“+ g =gyl
1
— pmats(REy: 4+ 5 RE— %nggz)]dt=0.

LaBt man hier wie friiher die Variation nach der Zeit gleich weg und unter-
driickt den Faktor § und ebenso die beiden von y und seinen Ableitungen freien
Glieder § um w?rtdx bzw. Jumw?s R¢, die ja hinsichtlich der Variation nach y
einfluBlos sind, zerlegt man ferner in die beiden angegebenen Teilintervalle und
geht mittels (6), (7), (8), (9), (11) und der weiteren Festsetzung

s =0 -l
c = -l (169)
R,=0p,-!

zu dimensionslosen Grofen iiber, so bleibt zunichst, wenn durch EI—] geteilt wird

a 1
6{ﬂ’73'2*“(92 ?*%94’712)}‘15+f[ﬁ¥2—”(92n§-%94ﬂé2)Jd§
0 2

4 12

— uagﬁnﬁ—k%uag,,n,‘}:&

Die Durchfiihrung der Variation ergibt nun analog, wie dies nach (95) S.47, 48
entwickelt wurde
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-+ f () — wt | Oy S

w00 = i |+ 0t o

+ 05 0my | _77’”6772’ enzénzr + | |m2” -(@4né)’-%e2n2 ony dé
| s

- ua@xmém + 5 o0kmLon, = 0.

Da wieder die Randbedingungen (12a), somit hier #, (0) = 57 (0) =7, (1) =#5(1)
erfiillt sind, verbleiben fiir %, bzw. 5, wieder die beiden fiir sie giiltigen Differen-
tialgleichungen (78a) und ferner, da obiger Gesamtausdruck verschwinden mu8,
fiir sonst willkiirliche Zusatzfunktionen d#,, d7,, 07y, 073, sofern sie nur die
auch fiir sie giiltigen Randbedingungen (12a) erfiillen und an der Ubergangs-
stelle £ = # stetig und knicklos aneinanderstoBen, was durch

Omy () = Omy(x)) = Omy, B9y (%) = O73(2) = Oy
ausgedriickt werden kann, die folgenden Ubergangsbedingungen

a) mit 7 als Faktor

@y 4’ ,
(T8 )yt () o om0 oder kuz
b) mit dn’ als Faktor

#+0 2
O= U 00N,

- (170)

azn azn u ’ 40 _ u 4
(7)o (8 )eos T G0t = 0 oderkurz o' [7 = ot

Geht man wieder zu dimensionierten GroBen iber, so lauten die fiir 5 ge-
fundenen Sprungrelationen (170) offenbar

Eje% —ET2% 4 M, .y, o

dx3

EJZ% _p1®i0,,.y, 0

dx? d x?

worin M,=unR}s =punBo,oc und Oz, =} unRis=3iunl®g,c Iist.

Dies ist nichts anderes als der Ausdruck fiir die beiden bekannten Sitze, dal
die Querkraft bzw. das Biegungsmoment unmittelbar rechts von der Stelle x =c
des Curtis-Rades gleich sind der Querkraft bzw. dem Biegungsmoment unmittel-
bar links von dieser Stelle vermehrt um die Fliehkraft bzw. das Kreiselmoment
des Curtis-Rades, die an dieser Stelle wirksam sind.

Nunkonnen sofort die hier giiltigen verallgemeinerten Orthogonalititsrelationen
hergeleitet werden, denen die Eigenfunktionen # in diesem Falle geniigen miissen.

Sind ,, und #,, fiir m == n wieder zwei solche Eigenfunktionen und #,, bzw. u,,
die zugehorigen Eigenwerte, so geniigen sie wieder den beiden Differential-
gleichungen (78a) und aus ihrer Verkniipfung und darauffolgenden Integration
nach & iiber das Grundgebiet folgt wieder bei Beachtung von (155), worin statt K
und % nun 7,, und 7, zu schreiben ist, sowie bei Beriicksichtigung von (166)
und (167) die folgende Gleichung, in welcher die bei & = 0,1 ohnehin Verschwm—
denden Terme sogleich weggelassen wurden und die Stetigkeit von » und %’
an der Stelle & = % beachtet wurde

" ’ o '—O

1
7" ’ 1 ’ ’
0
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Beachtet man nun hierin die fiir "" bzw. """ nach (170) giiltigen Sprungrelationen,
so folgt hieraus

]' ’ ’
- (Mn - um) o 9124 . (nm 7771)% + (%n - um) o 4 Q: (nm nn)x

1
1 ’ ’
— (, — %m)j‘[92 Non N — 4 @477»m ﬁn}d‘f =0,
0

oder schlieBlich, da u,, == #,, ist
1

ﬂsﬁnm T — —0" e nﬂdH o (02 1w 1 — —i—@“ m n;)§=x= 0. (171)
0

Fiir synchronen Gegenlauf hat man hierin natiirlich — } durch 42 zu ersetzen.
(171) stellt die bei Beachtung des diskreten Curtis-Rades gesuchte Verallgemeine-
rung der Orthogonalititsrelation (168) dar, die darin besteht, daB zu dem iiber
das Grundgebiet erstreckten Integral noch der mit der positiven Konstanten o
multiplizierte Wert des Integranden an der Stelle & = » hinzugefiigt wird.
Man kann im Sinne einer Kneserschen2 Bezeichnungsweise (171) eine ,,belastete
Orthogonalitit” oder auch eine Orthogonalitit in Stieltjes Sinne nennen,
wobei hier besonders zu beachten ist, daB dieselbe sowohl fiir fehlende Kreisel-
wirkung, als auch bei Beriicksichtigung derselben bestehen bleibt. Im ersteren
Falle tritt mit Unterdriickung der Terme mit #’ bloB die vereinfachte Relation

1
.!Qz N nndé. + 0(92 Nm 77n)5=% =0 (1713')

an Stelle von (171).

Nun kann auch die hier giiltige Verallgemeinerung der bei vorhandener
Kreiselwirkung giiltigen Integrodifferentialgleichung (161) bzw. der bei fehlen-
der Kreiselwirkung giiltigen Integralgleichung (152) gewonnen werden.

Die Verbindung von (78a), der die Eigenfunktion # geniigt, mit (165c¢),” der
der unsymmetrische Kern K geniigt, ergibt, wie nach (168) gezeigt wurde, die
Gleichung

En////__1,][?////_%(9417:)11?_,”92771?:0.

Nun soll hier wieder nach & iiber das Grundgebiet integriert werden. Dazu

werde aber, da # den Sprungrelationen (170), K aber den Sprungrelationen (165b}
fiir veranderliches & geniigt, das Grundintervall jetzt in drei Teilintervalle zer-
legt. Werde ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 0 <7 <<% < 1 voraus-
gesetzt, so mogen diese drei Teilintervalle 0 —7, T — %, » — 1 sein. Mit Beach-
tung von (155), sowie mit Weglassung der Terme fiir £ = Q0 und £ = 1, an welchen
Grenzen sie simtlich wegen der Randbedingungen (12a) und (165a) verschwinden,
bleibt

(I? ,}7/// ” K///)

o + (En/// nK/u) o ( /,}7// n K//) o (K/n/i " K//) o

1
uf[e n+ ey Kag=o.
0

52 Kneser, A.: Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathematischen
Physik, 2. Aufl. Braunschweig 1922.
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Wegen der Stetigkeit von K (£, 7) an der Stelle £ =7 und % (&) wie 7' (£) an der
Stelle & = » folgt nun mit Umkehrung der Grenzen

" K" :*:‘; K 7}”” + (K’ 17// 17/ I?”) :
1
1 —
—%ﬂ@zn + (e“n')’] Kdé=0.

0

+0 171 . n|#+0
LK

Daraus folgt nun wegen (165b) und (170)
@ (1)1(1) — K(x,7) wogn(x) + $e4 (@1 (@) + (D) ¢ (0)7 ()

1
+ K’ (x, r)*aex ) %f@277+ (en)}Kd‘S-O
0

oder
1

uf[e@ne + | @ ey KeE e

0
+ 100§ nOK(E T~ O EOKED ], e+ ¢ @@

=x

(172)

171

Wegen (78a) kann man %"’ statt des Ausdruckes in der eckigen Klammer
des Integranden und rechts einfilhren und erhilt dann

77"” _ %fnmr (5 5 ‘L') 5 (172a)

Fuloe@n@OKED) — TS OTOKED],
Fiir fehlende Kreiselwirkung geht der Kern K (&, 7) in (164) iiber in K (£, 7) 02(7),
worin K (¢, t) durch (153) gegeben ist. Dann aber folgt aus (172) bei Weglassung
samtlicher von der Kreiselwirkung herrithrender Glieder und nach Teilung
durch 02(7)

1
)= u|[REnOKEDE+oEOOKED:] (72D

und diese Gleichung geht bei fehlendem Curtis-Rad mit ¢ = 0 wieder in die
Integralgleichung (152) tiber. Fiir fehlende Kreiselwirkung tritt also nach (172b)
auf der rechten Seite zu dem iiber das Grundgebiet erstreckten Integral noch
der mit der positiven Konstanten ¢ multiplizierte Wert des Integranden an der
Stelle £ = % hinzu. Man hat es im Sinne der eingefiihrten Bezeichnungsweise
mit einer ,,belasteten‘‘ Integralgleichung mit dem symmetrischen Kern K (¢,7) (153)
zu tun. Bei Beachtung der Kreiselwirkung hingegen ergibt sich eine ,,belastete’’
Integrodifferentialgleichung (172) bzw. (172a) in einem allgemeineren Sinne,
da jetzt zum Integral iiber das Grundgebiet ein anderer Ausdruck als der Wert
des Integranden an der Stelle £ = x hinzutritt.

Wie im zehnten Abschnitt kénnen auch die hier gewonnenen Gleichungen (172)
bzw. (172b) zur Bestimmung der fraglichen Eigenwerte verwendet werden®.
Zunichst aber soll das in den Abschnitten 2, 3, 5 und 6 entwickelte Niherungs-
verfahren fiir die hier vorkommenden Fille an Hand eines Beispieles (Fall 5a)
erldutert werden.
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Dazu werde der unsymmetrische Fall 5 des Kegelstumpfes (Abb. 8) heran-
gezogen, wobei aber dem kegelstumpfférmigen Rotor gemd3 Abb. 31 noch eine
diskrete Scheibe, die das Curtis-Rad reprisentieren moge, vorgelagert zu denken
ist. Thre Lage werde durch » = 0,15, ihr Radius durch g, = 0,4 festgesetzt,
wihrend ihre Masse M, gerade /s der Gesamtmasse M des Kegelstumpfes be-
tragen moge. Die tibrigen GroBen g, 7, o, f seien dieselben wie bei Fall 5, Abb. 8.

Das Arbeitsprinzip (1) ergibt fiir fehlende Kreiselwirkung, wie man leicht

erkennt
7

!

1 " 1 1

E—E]fy Ydx = —2—»ﬂnw2'fr2y2dx + 5 Moy; 0.
0 0

Geht man hierin mittels (6), (7), (8), (9), (11) und (169) wieder zu dimensions-
losen GroBen iiber, so folgt mit der Bezeichnungsweise (14) und (16)

1

1
gfn"2d§=,uﬂw2l5f92ﬁ2d§+Mclzwzﬂi
0 0

und wegen (14), (16) und (9):

Mo B w?

M
F,=u, A+ E]—n?,:uA(A—{— Csmy

75) = 4 (4 + o, 73),

um B

1
worin wegen M = y I3 f 02 d& die GroBe «,, durch (173) gegeben ist. In unserem
0

Falle findet man zunichst bei Beachtung von (10), (11) und (15)
1

Jo2de = o3y, + 2107, + iy,

0

M, 1
und wegen & = - =
GroBen ergibt sich:

und der iibrigen wie im Fall 5, Abb. 8 angenommenen

o, = 0,007875 .

Wihlt man fiir  den Ansatz (17) und bezeichnet mit #,, den Wert des ersten
mit «, multiplizierten Teiles desselben und analog mit #;, den Wert des zweiten
mit «; multiplizierten Teiles desselben an der Stelle & = %, so findet man fiir
x=£&=20,15

Ny = 0,143756, N5 = 1,016478 .
Man kann nun formell die Ergebnisse (16), (19) und (21) iibernehmen, wenn

man statt der dort auftretenden Groéfen A, B, C nunmehr die im folgenden
angegebenen 4,,, B,, C, einfiihrt, die mit «, definiert sind durch

A, =4+ a,n;, l

1 1
Bx=B+°(x Nax M5 > axz%f92d§=€f92d§’ (173)
0 0

C,=CHoa,1n;,

Die GréBen A4,,, B, C, sind in Tabelle 2 unter Fall 5a, Abb. 31 angegeben und
damit sind dann die dort verzeichneten Werte # fiir die erste und zweite An-
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niherung berechnet worden. Man erkennt, daB insbesondere die zweite kritische
Drehzahl durch das Curtis-Rad eine bedeutende Verminderung erfahren hat.

Noch groBer sind die Anderungen, wenn man auch die Kreiselwirkung be-
riicksichtigt. Analog wie fiir fehlende Kreiselwirkung ergibt die Einfiihrung in
die Arbeitsgleichung (1), dafl man formell die hier maBgebenden Gleichungen (81)
und (82) iibernehmen kann, wenn man wieder die Groflen 4, B, C gemiB (173)
durch 4,,, B, C, ersetzt undanalogdie GroBen K ,, K5, K, durchK ,,,, Kg,., K¢, »
welche definiert sind durch

Kiw=Ks+ o, 01
KB% = KB + Ay 93”71777’57 (174)’
K¢.= Ko+ a, 0,7},

Fiir § = % = 0,15 ergibt (17): 5}, = 0,8785 und #;, = 6,332594 und damit sind
in Tabelle 7 fiir Fall 5a alle dort angegebenen GréBen fiir synchrone Prizession
im Gleich- wie im Gegenlauf fiir die erste und zweite Anniherung berechnet
worden, woraus man den groBen Einflufl der Kreiselwirkung der Curtis-Scheibe
auf die kritischen Drehzahlen erkennen kann. Man sieht insbesondere, daf3 die
zweite kritische Drehzahl bei synchronem Gleichlauf durch die Curtis-Scheibe
eine aufllerordentliche Erhshung erfahren hat. Als Gesamtergebnis kann also
hiermit ausgesprochen werden:

Die Mitbeachtung des diskreten Curtis-Rades gestattet die for-
melle Benutzung der Formeln (16), (19), (21) fiir fehlende, sowie der
Formeln (81) und (82) fiir vorhandene Kreiselwirkung, sofern man
die GroBen 4, B, C und K,, Kz, K, durch die beziiglichen verall-
gemeinerten GréBen 4,, B,, C, in (173) und K,,, K3,, K4, in (174)
ersetzt.

Um nun auch, wenigstens fiir fehlende Kreiselwirkung, die Verwendbarkeit
der oben gewonnenen Gleichungen zu erweisen, werde fiir Fall 5, Abb. 8 zu-
nichst wieder der zweite Term von (17), ndmlich #;, in (152) eingefiihrt. Da-

durch erhilt man zunichst
K(£7)02(0)n(1) = 5 (D) —TET+TRE+E) 72 — (21& — 1089 20
— (135 +1083) 744 (305 —383) 15— (4 £ —3 £3) 78

—9&77 + 3&18] fir E<T
= % 02(v)[7(2& — 3E2+ £3)72— (74 136 — 3062+ 10£3)74
+(10 — 45— 982438378 —3 (1 —§) 8] fir £=7

Die Durchfithrung der Integrationen in (152) ergibt nun mit Beachtung, daB
0(t) =552+ 57) fiir 0,2=<7=<0,8, sonst ¢ =0 ist,
u 1
"2400 27720
= (95,784 + 226577 & 4+ 11373 £2 — 338422 &3 4 38808 &5
+ 64680 &8 - 267307 — 1980058 — 13090 &9 4 1980 §10

7(8) = (228337 & — 311475 £3) fiir 0 < £<02

u 1

1 R .
+ 1575 £1) o o fiir 02 <£<08
u 1
= (—151880 + 946534 & — 1191981 £2 -+ 397327 £3) 3200 27720

fir 08 <&<1.
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Diese drei Teile fiir 7; (§), von denen der erste aus dem ersten der oben angegebenen
Ausdriicke, der mittlere aus beiden, der letzte aus dem zweiten derselben folgt 52 *,
entsprechen den drei aus Abb. 8 ersichtlichen Zweigen der verzerrten elastischen
Linie, erfiillen simtliche Randbedingungen (12a) und gehen an den Stellen £=0,2
und 0,8 stetig und knicklos ineinander iiber. SchlieBlich ergibt damit die Flichen-
gleichung (158)

0,000727458 u = 1,5,

woraus % = 2061,974 folgt in Ubereinstimmung mit dem Niherungswert ug,
der Tabelle 2. Bei Beriicksichtigung des diskreten Curtis-Rades ist die belastete
Integralgleichung (172b) heranzuziehen, bei der zwecks Ubereinstimmung
mit (152) & und 7 vertauscht werden mogen. Man findet zunichst wegen (173)

0 =% =0,049219
[

und wegen

1
J K@, 0)dv =2 (x — 28+ )
0

folgt mit (172b) aus der Flichengleichung (158)
% (0,000727458 -+ 0,000047947) = 1,5

mit # = 1934,471 als Losung, die wieder genau mit up der Tabelle 2 iiberein-
stimmt. Man wird also die Integralgleichungen, die bedeutend mehr Rechenarbeit
verursachen als das entwickelte Verfahren, bloB dann heranziehen, wenn neben
einer unabhingigen Kontrolle vor allem auch eine verbesserte Naherung 7 (&)
der Eigenfunktionen erwiinscht sein sollte.

12. Weitere Gleichungen von P. E. Brunelli, die allgemeine
Zweifelderwelle mit Kreiselwirkung und die
ZweifluBtrommelturbine mit abgesetztem
Laufer.

Bereits Fall 2, Abb. 4, Fall 3, Abb. 6, Fall 6, Abb. 11 sowie Fall 9, Abb. 14
der ZweifluBtrommelturbine mit kegelstumpfformigem Liufer, die im dritten,
fiinften bis siebenten und achten Abschnitt nidherungsweise und streng auf
analytischem und graphischem Wege und auch mit voller Beriicksichtigung der
Kreiselwirkung behandelt wurden, gehoren der Zweifelderwelle an, wobei jedoch
eine bedeutsame Spezialisierung dadurch eintrat, daB das eine Wellenfeld ohne
Scheibenbesetzung angenommen wurde. Davon soll in diesem Abschnitte Ab-
stand genommen werden, so daB hier der allgemeinere Fall der Zweifelderwellen
untersucht werden soll, bei dem jedes Wellenfeld von Scheiben jeweils konstanten
Durchmessers besetzt zu denken ist, so daB die Liufer stufenférmige Gestalt
annehmen; hierbei soll wie friiher fehlende und vorhandene Kreiselwirkung,
sowie unsymmetrische wie symmetrische Scheibenbesetzung unterschieden
werden.

Hieran anschlieBend soll die ZweifluBtrommelturbine mit abgesetztem Liufer
niherungsweise untersucht werden, ein Fall, der eigentlich schon der symmetri-

52 * Integration fiir £ < 7 nach 7 im Intervall 0,2 < 7 < 0,8 gibt den ersten, Integration
fiir £ < 7 nach 7im Intervall £ < v < 0,8 und fiir £ = 7 nach 7 im Intervall 0,2 < 7 < & und
Summierung den zweiten und schlieBlich Integration fiir £ =7 nach 7 im Intervall 02 < 7
= 0,8 den dritten der drei Teile der Auslenkungsfunktion 7 (£).
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schen Dreifelderwelle angehort, die fiir fehlende Kreiselwirkung im dreizehnten
Abschnitte ausfithrlicher untersucht wird. Der unsymmetrischen Dreifelderwelle
gehort ibrigens der bereits im dritten Abschnitt ndherungsweise untersuchte
Fall 5, Abb. 8 ebenfalls an.

a) Unsymmetrische Fille.

Als Vertreter dieser Gruppe moge der in Abb. 32 dargestellte Fall 10 berechnet
werden. Im ersten Wellendrittel bis a = 0,33 betrigt der Halbmesser g, der
aufgekeilten Scheiben 0,4, im restlichen Wellenfeld ist g, = 0,2. Diese Teilung
erfordert auch eine geteilte Berechnung der GréBen 4, B, C nach (14) und (18)
und der GréBen K,, Kp, K, nach (83), indem die Werte y nach (15) mit Be-
nutzung der Tabelle 1 fiir die Randwerte 0 und 0,33, sodann fiir die Randwerte 0,33
und 1 ermittelt und in (14), (18) und (83) eingesetzt werden, wobei jedesmal
1 =0 gesetzt wird.

Man erhilt auf diese Art zwei Summanden fiir die GréBe 4, namlich 4,
fiir das x-Feld und A, fiir das A-Feld und dieselbe Bemerkung gilt auch fiir
die anderen Groflen B, C, K ,, K3, K, der unsymmetrischen Félle und ebenso der
symmetrischen Fille, wobei fiir ungerade kritische
Drehzahlen nach den Darlegungen desfiinften Abschnit-
tes der Index 1, fiir gerade der Index 2 hinzutritt.

ox A,, wird durch einen Zahlenwert mit dem Faktor g},
L QJ dargestellt und analog die anderen GréBen. K 4, und
analog die anderen Kreiselkorrektionen haben g, als
! Faktor und darauf ist in den Tabellen 21 und 22 in
1 der Kopfbezeichnung Riicksicht genommen. Der
! SchluBwert A enthilt dann jeweils als Faktor das
p=1 = Quadrat des kleineren Scheibenhalbmessers, im Fall 10
auh oy T, eyt Somit of. Man findet also, da A = 4+ 4, ist, mit
zwei Zylinder. [Man vgl. 176) 177y dem Verhiltnis der Halbmesser g,/o; den in der
(180)] Tabelle 21 angegebenen Wert 4 : g} leicht zu

ix—fe/d A-feld

x>

o yz 2
A:Qz=(A,‘:ei)<%l') + 4;:0i = (4, + 4):0i.

Diese und alle weiteren analogen Beziehungen sind in den Tabellen 21 und 22
am Kopfe angegeben. HeiBlen die in Tabelle 21 in der vierten Spalte angegebenen
Zahlenwerte Z 4, Z 4, und Z 4, so gilt

Ay =2Z4,05, Ai=Z43-0i, A=Z4-01=24, 0+ Za;-0}.

#,, moge nun als Naherungswert dieser (4-) Spalte gemaB (9) jener kritischen
Drehzahl entsprechen, die dann entstehen wiirde, wenn in Abb. 32 bloB das
»-Feld von Scheiben mit dem Halbmesser g, besetzt, das A-Feld jedoch ohne
Scheiben wire; eine analoge Bedeutung mdoge #,; haben. Dann ist gemal (16)
offenbar

1 _An_ZAn'g)zc 1 _ﬂ_ZAl'Qz J__i__énei—l_ZAlgi
Uy, Fy Fy 7wy By Fy 7wy Fy Fy
Hieraus folgt aber unmittelbar

1_ 1 _ 1 (L75)
Yg U4 M4
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Man erkennt in (175) sofort die Formel von Dunkerley?3, die auch fir
beachtete Kreiselwirkung Giiltigkeit besitzt, wie man analog erweisen kann.
Die zweite Annidherung an die erste kritische Drehzahl stellt somit in Tabelle 21
und 22 eine Verschirfung der bekanntlich bloB niherungsweise giiltigen Dunker-
leyschen Formel (175) dar. Im {ibrigen braucht den sonst leicht verstindlichen
Tabellen 21 und 22 keine weitere Erklirung hinzugefiigt werden.

Zwecks Herleitung der strengen Losung werde zunichst die Kreiselwirkung
nicht beachtet. Die Wellenauslenkung gehorcht in beiden Feldern je einer Dif-
ferentialgleichung (27), in der nur statt # als abhingig Veranderliche 7, bzw. #;
und statt g, o, bzw. g; auftreten. Deshalb gilt (31) als Losung fiir das »-Feld

mit % = ﬁ/ug?, gemiB (32) und eine analoge Losung gilt fiir das A-Feld. Als Rand-
bedingungen kénnen unmittelbar die in (96a, b, c) angegebenen tibernommen
werden, sofern man # gemiB Abb. 32 durch « ersetzt und w, bzw. w; wegen
der fehlenden Kreiselwirkung Null setzt. Analog der Entwicklung nach (96) erhilt
man auch hier vier lineare homogene Gleichungen analog (75) und ihre verschwin-
dende Systemdeterminante ergibt schlieBlich die Gleichung von P.E. Brunelli3*:

43 ATglotglo + 4 BT guutgon + (3@ 4 122 (Tguu tg o + T Ao tg xu)
— (2 — 222 (TgowTgho + tguutg o) = 0 v=1—1n.
Es moge nun angenommen werden, da die Scheiben in beiden Wellenfeldern

gleichen Halbmesser haben. Dann ist wegen g, = g; in (176) auch » = A zu setzen,
wodurch der letzte Summand in (176) wegfillt. Es bleibt

(tg rew + tg wo) (Tg 2w + Tgow) =0 oder sin % Sinx =0,

da # 4+ v =1 ist. Somit folgt aus sin » = 0 wieder die bekannte Losung (29)
fiir Fall 1, Abb. 3.

Eine weitere Spezialisierung von (176) ergibt sich, wenn man die Scheiben
z. B. des A-Feldes verschwinden, 4 also gegen Null konvergieren 148t, womit
sich wieder der unsymmetrische Fall 3, Abb. 6, also die Losung (36) ergeben
muB. Erweitert man (176) voriibergehend mit Eofx« cos »x« €of A» cos &+ und

(176)

53 Man vgl. hinsichtlich der Dunkerleyschen Formel z. B. die Originalarbeit von Dun-
kerley: Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. Bd. 185 (1895) S. 270ff.; ferner die in 5 erwdhnte
Arbeit von V. BlaeB8 und Hahn: Note sur la vitesse critique etla formule de Dunkerley.
Schweiz. Bauztg. Bd. 72 (1918) S.191ff. Man vgl. auch H. Lorenz: Technische Anwen-
dungen der Kreiselbewegung, erweiterter Sonderabdruck aus Z. VDI. Bd. 63 (1919) S. 1224
und A. Stodola: Dampfturbinen, S. 394 und S. 918.

53% Gl. (176) wurde erstmalig hergeleitet von P. E. Brunelli in seiner Arbeit: Contributo
allo studio delle velocita critiche degli alberi, L’ingegnere, vol. III Nr. 5 (1929) und daselbst
in Gleichung (12) angegeben in der Form:

2 Tgmyly+ 9 Tgmily _ Tgmyly + @ tg mly
p? tgmyly, + @ Tgmy tg myly + @ tg myly
Hierin bedeutet in unserer Bezeichnungsweise m,l; = Av, m,l, = %u, m; = A, m, = x, ferner

ist ¢ = % = % und f=1— lz ,y=1+ lz . Durch Ausmultiplizieren findet man leicht

1
obige Gleichung (176). Mit derselben Bezeichnungsweise folgt aus Gleichung (7) der erwdhnten

Arbeit von P. E. Brunelli, nimlich:

2/_2_. o+ Tagm L, Tgmyl, _9—tg myly Tgmyl,

B @+ Tgmylytg myly @ — tgmyly tg myly’
die spatere Gleichung (183), die fiir die ungeraden kritischen Drehzahlen der symmetrischen
Falle giiltig ist. Unter gewissen Annahmen der Feldbelastungen sind Lésungen dieser beiden
Gleichungen in Tabellen und Diagrammen angegeben und ebenso in der Anm. % erwahnten
Arbeit von P. E. Brunelli, wo diese Gleichungen in Abschn. 3 unter (3) und (4) wieder-
gegeben sind.
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beachtet, dal A» = A-v ist, so erhilt man, wenn man die Funktionen von A»
in Reihen entwickelt

A2e , . A
4%3Z(€nixucosm<—2'-~2— . ) +4x13@mmsmm<l —Z'—-22—|— .. >

+ (22 4 A2)2 {@in x4 COS #u (lv + ':;,v -2 —-)

+@Df%usinxu<lv—%.2+. . )]
— (%2—/12)2[@inzucosm(lv-_}‘33_:.24_ .. )

+@oi%usinxu<lv+%.2+...>]=0'

Hierin ergeben die letzten beiden Terme, wenn man nur Glieder klein von dritter
‘Ordnung in A beriicksichtigt:

©in e cos xu (4 A2%2 v + 2 2 A%) + Cof xu sin uu (422 A2 40 — 2264 A) .
Im ganzen verbleibt somit nach Kiirzung durch 4 »x A3
sin 2x Sin v 4 2202 cos xu Cof v 4 % v (sin xu Cpf v - cos xx Sin xu)
— L o303 (sin sw Cpf x4 — cos xx Ginwn) =0, v=1—u.

Teilt man durch @pf s« cosx« und faBt wieder »-v zu »» zusammen, so folgt
hieraus sofort wieder (36). Natiirlich kann man, wenn man will, diese Uberfiihrung
in (36) auch ohne vorhergehende Erweiterung mit Eof s cos x« €of Av cos v
direkt durchfithren, wobei man aber dann die Tangentenfunktionen von A» in
Reihen zu entwickeln hat54, wofiir in den unten angegebenen Tafeln die Reihen
nicht dargestellt sind.

Bei Beachtung der Kreiselwirkung hat man die in (89) angegebenen Lsungen
7, und 7, den Randbedingungen (96) zu unterwerfen mit der Anderung, dafl wie-
der f gemdlB3 Abb. 32 durch « zu ersetzen ist und statt der letzten Ubergangs-
bedingung (96b) hier (93a) tritt, da ja in beiden Wellenfeldern Scheiben vor-
handen sind. 8 ist dabei wieder durch « zu ersetzen. Wie im vorhergehenden
Falle fiihrt die weitere Rechnung auf vier lineare homogene Gleichungen, die
sich unter Benutzung von (97) betrichtlich vereinfachen lassen. Das Verschwin-
den ihrer Systemdeterminante ergibt schlieBlich, wenn man das Schema (33)
beachtet

F= 08+ 23) (A2 4 23) A, Ag T g yu tg sequ + (26 4 23) (A 4 A3) 7y 2, Tg Ao tg Agv
+ 2, A5 (2 4 23)2tg 2o TG Ayp — 7y Ay (5 — D32t #au tg Ay
— sahy(— 23 + 22T gy TG Ay + 2y Ay (26 4 452 Tg syutg A = 0

v=1—u.

(177)

Fiir fehlende Kreiselwirkung ist in (177) zunichst #; = xy=12, ;= 24, =1
zu setzen, womit auch s = g = xu, Ajp = Ap = J» wird. Damit ergibt sich
aus (177) nach Teilung durch x 2

4 3Tguutgaun + 433 ATglotg v + (224 A2)2 (tgsw Tg bo + Tg 2w tg Av)
— (o — 222 (tgantg o + TgaunTg o) =0, v=1—u
somit wieder (176).

54 Man vgl. etwa Keiichi Hayashi: Finfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbel-
funktionen. Leipzig und Berlin 1928.
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Um auch den speziellen Fall des Fehlens von Scheiben im A-Wellenfeld,
also (98) aus (177) fir A, = A;= Ap = Ay — 0 herzuleiten, sei (177) wieder
mit @of x, cos %q« Cof 4;v cos Ay erweitert. Damit ergeben die letzten vier
Terme, wenn héchstens Glieder klein von vierter Ordnung in A beibehalten
werden, nach entsprechender Zusammenziehung

2 20,25 Ay Ao (A2 + 22) v Cof 2w sin segn — %3¢y 24 Ay Ao (A3 + 22) v3C0f #yu sin sepu
+ 252 2y Ay Ao (A2 + 22) v Sinseyw cos xgu + % 26t 25 Ay Ay (A2 + A2) 13 Gint2¢yu COS 2w .

Es bleibt somit im Ganzen, wenn noch durch 4; 4, (42 + %) gekiirzt und v mit »,
bzw. %, wieder zu »p» bzw. %y passend vereint, auBerdem wieder das Ergebnis
durch @oj %, cos x,# geteilt wird

(2 + 23) (v g0 + TG 2y t8 ) + 2267 sy T g + 5 2 o 200 TG 240

+ 2up i tg ugn — Lududouptgam =0, v=1—u,

also wieder das Ergebnis (98)

Die strengen Lésungen (176) und (177) wurden nun wieder in den Tabellen 21
und 22 ziffernmiBig ausgewertet. Fiir fehlende Kreiselwirkung muBten hierbei
versuchsweise drei Annahmen fiir u, 0 gemdB den in Tabelle 21 angegebenen
Niaherungswerten gemacht werden; sie sind in Tabelle 21 angegeben. Die dort
ebenfalls angegebenen Werte f beziehen sich auf die linke Seite von (176) nach
ihrer Erweiterung mit @Epfxw cosx«. Der Vorzeichenwechsel von f besagt
wieder, daB die strenge Wurzel uy,, -o7 sich innerhalb der beiden letzten Annahmen
befindet; sie stimmt mit dem Werte u,g; der zweiten Niherung vorziiglich
iiberein und liegt wieder unterhalb derselben.

Analog ist in Tabelle 22 fiir synchronen Gleichlauf (177) mittels zweier An-
nahmen ausgewertet worden, wobei f die linke Seite von (177) selbst bedeutet;
auch hier ist die Ubereinstimmung vorziiglich, doch erfordern die beziiglichen
Rechnungen wegen der vielen Zwischenwerte, die gemaB (177) gebildet werden
miissen, bedeutende Miihe, wodurch die groBe praktische Verwendbarkeit des
entwickelten Verfahrens neuerdings erwiesen erscheint, das die auBerordent-
lich scharfen Nidherungswerte, ohne die die strengen Gleichungen (176) und (177)
im ibrigen hinsichtlich ihrer numerischen Behandlung uniiberwindliche Schwierig-
keiten bereiten wiirden, verhiltnismaBig sehr rasch zu ermitteln gestattet.

Hingegen kann die strenge Losung (177) zur Beantwortung der Frage nach
jenen Rotorformen herangezogen werden, deren kritische Drehzahlen bei syn-
chroner Prizession im Gleichlauf durch die Kreiselwirkung der Laufscheiben
verhindert werden. Diese Form wird von den beiden Halbmessern g, und g;, sowie
vom Abszissenwert o der Trennungsstelle der beiden Wellenfelder (man vgl.
Abb. 32) abhingig sein und die gesuchten Rotorformen werden somit durch eine
Funktion zwischen diesen drei Verinderlichen zur Darstellung gelangen.

Um diese Funktion zu erhalten, bedenken wir, daB3 mit zunehmender Winkel-
geschwindigkeit @ gemi8 (9) auch # iber alle Grenzen wichst®. Mit lim # = oo
nihert sich die Wurzel », nach (88), wie R. Grammel!® mittels der Substitu-
tion (112) anschaulich machte und wovon ja auch im siebenten Abschnitt ent-
sprechender Gebrauch gemacht wurde [man vgl. (116) fiir lim o = oc], einem
endlichen Grenzwert und analog ebenso die zu (88) analoge Wurzel 4,. Es gilt

5 4 nach (9) darf natiirlich nicht mit der Feldlinge u des x-Wellenfeldes gema3 Abb. 5
verwechselt werden, das in (176) und (177) als mittlerer Index dem x bzw. %, x, bei-
gefiigt ist.

Karas, Drehzahlen. 9
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Tabelle 21. Die kritischen Drehzahlen der unsymmetrischen und symmetrischen

ohne
= o A4,: 02 B,: 02 C,: 02
Z | Kennzeichen |4 xR X . xo .
=1 . ﬂz g |4rei= ,+45) 01| Brei=(B,+By):o}| C:ei=(C,+Cy):ef
e Bl g A0l Bytef Cried
@=0,33, f=I 0,009457 0,067 773 0,485732
10 0, =04 |32 0,077577 0,572366 4,227759
0, =0,2 0,039749 0,301275 2,284 831
Alz:Qz% BIZ:Q?: Clx:Q;Z:
Ay @i=(d1,+413): 05 Brt 03=(B1,+B12): 07| C1: 3=(C1,+ Cr3) 1 0f
41300 Byaie} Cuitof
% = 0,25 5,137162 7,253 145 10,241375
11 | f=o0,5, 0,=0,2 | 33 9,782165 14,036235 20,147670
01 =04 1,161251 1,695 772 2,476574
®=0,15, E=0,3 3,490992 4,904 805 6,891270
12| g, =0,079 34 8,403349 11,938198 16,962 136
g; = 0,1185 2,183270 3,125952 4,475940
A2n:9;2c B2n:9;2: CZn:QE
Ayt 05=(4y,+45;): 03| Byt 03=(Bs,+ Byp): 05| Ca: 03=(Cs,+Ca3): 0%
A0l By o} Coriel
2=0,25, f=0,5 0,164066 0,072 719 0,032240
11 0, = 0,2 33 0,893084 0,416230 0,194 190
03 = 0,4 0,182254 0,085878 0,040 488
®=0,15, E=o,3 0,047158 0,020 484 0,008 898
12| p,=0,079 |34 0,462595 0,208125 0,093674
0; = 0,1185 0,184638 0,083396 0,037678
somit wegen lim 7 = f§ und bei Beachtung von (114) und (112)
U=00
. 2 . 2
limuxy,=-—, limly= " (178)
A

U=00 % U= 00
Demgegeniiber streben »; nach (88) und analog A, tiber alle Grenzen, jedoch
so, daB ihr Verhiltnis, wie man leicht erweist, endlich bleibt. Es gilt somit, da
die Terme mit w, /2 bzw. w,;/2 in (88) den Ausschlag geben

. _ . o SN N 2
ili?oxl—oo, 1}1=n°1011-—oo, ,}Ln;h_(ez)' (179)

Beachtet man (178) und (179), 148t in (177) » iber alle Grenzen wachsen
und ersetzt die Linge # des x-Feldes gemif Abb. 32 durch «, die Linge v des
A-Feldes daher durch 1 — «, so ergibt sich zunichst, wenn nur die Glieder héch-
ster Méchtigkeit, bei denen also Produkte von %, und A, bis zu fiinf Faktoren
auftreten, beriicksichtigt werden

4 4 22 _2_ 4 4 2_2_ {3 — }
001y tg(gx oc) T 000k - tg 1, (1 — )

2 2 2 2
L. p2 8 2 “ ! 2 8 < = —_—
.02 [ tg ( [ d) 01« 0, tg{ [ (l 0()} ’
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Zweifelderwelle, sowie der ZweifluBtrommelturbine mit abgesetztem Liufer

Kreiselwirkung.
Annahmen o
uge | us-0f | ool | -0} Uy 03 Y f uwy - 03
Yy Q3
59,728 — 85,213
61,874 62,897 64,877 60,786 | 901,239 60,592 — 16,900 60,771
60,853 + 7,746
Annahmen
Uyt Q7 | 4Bt QF | YoitQF | Y1ty Uy 03 o 1 Uwy* 0y
Uy e 0
62,751 — 0,151
62,808 62,532 63,531 | 62,749 ,61 62,
53 3,53 74 3555,615 61,004 + 8,406 737
73,114 | 73,522 | 75,462 | 73,005 |12098,68 — — —
Annahmen
1"42'93 uBz'Q?z uC’z'Q;zt u2'9;2c u4'9;2¢ 2 f qu'@?e
Us* 0y
614,2 615,0 629,18 614,191 | 1342 010,134 | — 326,244 612
4,244 5,045 9,157 4,19 3425,94 615,060 |+ 252,017 ,909
1185,857 | 1230,031 | 1304,328 | 1121,228 | 77187,16 — — —

da die negativen Terme in (177) ausscheiden. Daraus folgt nach einigen Ver-
einfachungen als gesuchte Funktion

eitg(a) +ette]Z (1 —w} =0

LaBt man tber die ganze Wellenldnge nur Scheiben gleichen Halbmessers g,,
zu, setzt also in (180) a = 1, so folgt sofort wieder das fiir diesen Fall giiltige be-
kannte Ergebnis (121). In (180) darf der Grenziibergang p, — 0 oder g; — 0
nicht durchgefithrt werden, da sich dann keine bestimmten Grenzwerte ergeben
und die Nullstellen sich hiufen; auch hier gelten die Bemerkungen, die im An-
schluB an GI. (121a) gemacht wurden.

0.,>0, 0,>0. (180)

Istz. B.« = 0,5, g, = % und setzt man _;_;. = %, so folgt aus (180) die Glei-

3
chung: x3tgx = %%Zz—
werden kann und die Wurzeln x = 1,4, 3,6, 4,85, 6,3, ... besitzt, denen die
Werte g, = 0,714, 0,270, 0,206, 0,159, ... entsprechen. Wiirde also in diesem
Falle z. B. g; > 0,714 gewiahlt, so wire jede kritische Drehzahl durch die Kreisel-
wirkung verhindert, fir 0,714 > g, > 0,270 existiert bloB die erste, fiir
0,270 >> p; > 0,206 existieren bloB die beiden ersten usw. Fiir Fall 10, Abb. 32

9*

, die in der Form tgx_;_lzg leicht graphisch geldst
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Tabelle 22. Die kritischen Drehzahlen der unsymmetrischen und symme-
gesetztem Laufer mit Beachtung der Kreiselwirkung bei synchroner Prazes-
Kreiselwirkung sind aus Tabelle 21

KA,‘,ZQ; KszQi KC’;UQ;‘,
. ’ . ’ . 2 4 .
g ‘ E 4A ;03 4B 103 4C 0}
Z | Kennzeichen |Ka:0f Kp:o0} Ke: o}
T wb oo, o |8 =EaxtKan):ei| =(Kp.+Kpi):e}| = (Kcx+Kci):o}
£ < 47 0% B” g% c” g?
Kai:0f Kpi 0} Kga : 0}
. 0,228790 1,652 900 11,953991
o _ ?’33 0,038 402 0,288003 2,160375
| F o 32 3,917569 28,436364 206,738435
0 T 4 0,195 104 1,425457 10,429912
o= 0,256924 1,989957 15,474 581
KAN::@fg Kle-'Qf, Kcl,,:g;
’ . . ’ - n2
4 g By 16; ¢l ey
KAI Qt KBI:Q; KCl Q;
= (KA ntKEa,2)10,| =(Kp»t+Kp1):0t| = (KentKei):0k
” . ’ . ’ .
A7 e BY g g
Kay 0} Kp,i 0] Koyi 10}
& =o,25 10,835714 14,174851 18,549906
pl ! 1,460003 2,021 510 2,782624
I B =o5 33 832,207143 1201,472 469 1736,504 655
Q=02 34,748379 50,080 409 72,242810
Q. =04 51,335714 74,206101 107,372172
@ —o,15 2,499688 3,179483 4,044379
= 8,277979 11,770418 16,737 490
12| B =03 34 80,352326 107,533892 143,980597
Qe = 0079 8,779458 12,441537 17,636073
@) = 0,1135 15,378299 20,613217 27,641722
Kpgn: 0 KByt 0} Kgy: 05,
A, i B :gl C, :0
Kpy:03 Kp,: 0, Koyt 0y
=(KhoutKas1):0;| =(KBoutKpo2)i0y| =(EoputKeod): o
’ "o 2
Ay gz! By gz (O Qﬁ
Ky,2:0} Kpg,i: 0} Ke,1: 0%
& —o,:25 6,490932 2,884303 1,285832
= negativ negativ negativ
n| B =05 |33 122,064 504 57,583936 27,317644
Qr =02 4,555021 2,143748 1,013719
2 = 0.4 7,223354 3,418727 1,626988
% =o,15 5715917 2,499 542 1,093 538
= ’ 0,447185 0,201083 0,090 410
12 B =o3 34 9,876 410 4,513152 2,091968
@, = 0,079 0,508824 0,229250 0,103 466
0 = 0,1185 0,821826 0,397 750 0.197221

findet man mit « = 0,33, g, = 0,4 auf gleichem Wege g, = 0,862, 0,296, 0,188,
0,137, ... woraus man erkennt, dal wegen des gewihlten Wertes g; = 0,2 die
beiden ersten kritischen Drehzahlen existieren, wie es ja auch in Tabelle 22 aus
dem Niaherungsverfahren folgt; erst die dritte kritische Drehzahl wiirde bei den
gewdhlten Abmessungen durch die Kreiselwirkung bei synchronem Gleichlauf
verhindert werden.
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trischen Zweifelderwelle, sowie der ZweifluBtrommelturbine mit ab-
sion im Gleich- wie im Gegenlauf. Die kritischen Drehzahlen bei fehlender
mit iibernommen.

Annahmen
wy-op | Wz | Yoo | w-0p | 0] -0 f iy, - 0
Uy 03 Ug - Qz Ug - 03 uy 03 Uy« 03 Uy, - 05
wi-ep | up-ep | ug-el | wy-e | uy-ej ujp, - 0
124,99 + 1940
124,994 | 124,999 | 126,962 | 124,989 | 9899,289 | 120 — 40011 | 124,759
61,874 62,897 64,877 60,786 901,239 60,771
24,602 25,255 26,298 23,521 292,068 — —_ —
Annahmen
WatQp | Up, 0y | UG 0 | i@y | upoQh | -0} f iy Qy
gy Q| gty | UotQy | ic0 | Uy -0 Uy, - 0
R B A A A I AT A Uiy €
405 —+ 9062,8
420,795 | 434,187 | 459,997 | 405,979 | mnegativ 403 + 8162,2 | ¢ 383,386
62,808 | 62,532 | 63,531 | 62,749 | 3555615 | 385 + 6715 —
17,681 17,526 17,718 17,612 400,889 — — 62,737
74,221 74,570 76,475 74,144 | 21978,72 - - -
73,114 73,522 75,462 73,005 | 12098,68 — — —
69,982 70,547 72,579 69,764 | 5311,35 - - -
Wi Q) | el | oo | et | gl | — —
Ugy -0, | Up,-0L | Ug,- 0l uy - 0 Uy - 0% — — Upy - 0
wiood | el | gl | Wl | e | — -
negativ | negativ | negativ | negativ | negativ — — —
614,244 | 615,045 | 629,187 | 614,191 | 13425,94 — — 612,909
120,432 | 119,417 | 120,528 | 119,047 568,09 — — —
1226,721 | 1273,105 | 1351,417 | 1159,300 | negativ — — —
1185,857 | 1230,031 | 1304,328 | 1121,228 | 77187,16 — — —
1078,117 | 1116,686 | 1180,887 | 1020,691 | 16114,89 — — —

AuBer dieser der Grammelschen Betrachtungsweise folgenden Herleitung
von (180) kann man zu diesem Ergebnis auch ohne Benutzung der strengen
Lésung (177) mit Hilfe der im achten Abschnitt entwickelten Darstellung ge-
langen.

Fiir lim # = oo liefert bei konstantem Scheibenhalbmesser g, die Differential-
gleichung (128a) zunichst die Lésung 7, nach (129) fiir das »-Feld und analog 7,
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fur das A-Feld. Die auch hier giiltigen Randbedingungen (130) ergeben aus (129)
mit den beiden Integrationskonstanten A4, und A; die Lésungen

N, = A, sin <—Z— 5) ]

x

ﬁl=Alsin{§l—(1—§)}J

(181)

An der Feldgrenze & = « ergibt sich aus (93a) fiir lim # = oo mit Beachtung
von (85) leicht die zweite der folgenden Ubergangsbedingungen, die besagt,
daB die Auslenkung 7 an der Stelle £ = « einen Knick besitzt, worauf bereits
im achten Abschnitt hingewiesen wurde. Es gilt somit

Je=ml) | (182)
07 (@) = et i () |

(181) ergibt nun wegen (182) die zwei linearen homogenen Gleichungen hin-
sichtlich der beiden Integrationskonstanten A, bzw. A4,

. 2 . 2
A, sin <ET «) — Alsm{a(l — oc)}= 0,

x

2 2 2 2
b () ot 0]
x g, @xCOS onc)-{—Al g, QL COS 91(1 o) =0
und das notwendige Verschwinden ihrer Systemdeterminante ergibt sofort wie-

der (180), wodurch eine sehr erwiinschte Kontrolle dieses Ergebnisses geliefert
wird.

b) Symmetrische Fille.

Als Vertreter dieser Gruppe moge der in Abb. 33 dargestellte Fall 11 be-
trachtet werden. Im ersten Wellenfeld von & = 0 bis & = « = 0,25 betrigt der
Scheibenhalbmesser g, = 0,2, im restlichen Wellenfeld bis 8 = 0,5 ist g; = 0,4.
In Tabelle 21 ist fiir fehlende Kreiselwirkung analog dem unsymmetrischen
Fall 10 die Berechnung durchgefithrt worden, so dal zur Erklirung dieser Ta-
belle nichts hinzugefiigt zu werden braucht. Fir ungerade kritische Drehzahlen
wurden hierbei die Formeln (53) bis (55), fiir gerade die Formeln (58) bis (60)
verwendet, wobei auch die frither schon gebrauchte Bezeichnungsweise durch
die Indizes 1 und 2 mit dibernommen wurde.

In Tabelle 22 ist die Berechnung wieder fiir synchrone Prizession im Gleich-
wie im Gegenlauf durchgefiihrt worden, wobei fiir ungerade kritische Drehzahlen
die Formeln (103) und (104), fiir gerade hingegen (105) und (106) verwendet
wurden. In beiden Tabellen sind die Endergebnisse analog dem Fall 10 wieder
auf den kleineren Scheibenhalbmesser, im Fall 11 also auf p, bezogen worden.
Man erkennt aus Tabelle 22, daB bei synchronem Gleichlauf bei den angegebenen
Abmessungen sich blof die erste kritische Drehzahl herauszubilden vermag,
ein Ergebnis, das auch eine strenge Uberpriifung gestattet.

Um zunéchst fiir fehlende Kreiselwirkung die strenge Losung zu gewinnen,
ist zu beachten, daB #, durch (31) und (32) und #; durch eine analoge Gleichung
gegeben ist, worin bloB g, durch g, bzw. g; zu ersetzen ist. Als Rand- und Uber-
gangsbedingungen kénnen unmittelbar (107a, b, ¢) mit w; = 0 {ibernommen
werden, sofern man # gemiB3 Abb. 33 durch « ersetzt und die fiir die numerische
Auswertung wichtige Vorschrift beachtet, daB jetzt g, mit g; vertauscht werden
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miissen, da nunmehr gemiB (107) das linke Wellenende, frither aber nach (51)
und (52) fiir die Ndherungsformeln (53) bis (55) die Wellenmitte zum Anfangs-
punkt £ =0 gewihlt wurde. Wie frither ergibt sich nun nach lingerer Rech-
nung die ebenfalls von P. E. Brunelli in anderer Gestalt erstmalig angegebene
Gleichung 53*

430 — 4% BTguutg sunTglotg do 4 (22 + 12)2(Tg on T g Ao — tgoentg o) a88)
. 183
4 (22 — 222 (Tgantg o — Tghotgsn) = 0, v=é—u.}

Haben alle Scheiben wieder gleichen Halbmesser, ist somit in (183) wegen
0. =03 auch » = 4, so fallt der letzte Term weg und es bleibt nach Kiirzung

durch 4 »*
(14 TgonTgAo) (1 — tgowtgh) =0  oder (&oi%cos%=0,

da » =2 und u 4 v =3 ist. Aus cos ’21 = 0 folgt aber wieder die bekannte

Losung (110), wenn man A durch % ersetzt und auf die Kreiselwirkung verzichtet,
also den Index wegldfBt.

LaBt man ferner den Scheibenhalbmesser g; der Scheiben des A-Feldes gegen
Null gehen, so ergibt (183) mit lim 4 = lim 2» = 0, wenn man blof} die Glieder
beachtet, die klein von erster Ordnung sind und sogleich durch 4 teilt und be-

v v , -
denkt, daB lim T8% —lim % — 4 jst ' a
=0 =0 *
2 y |

4x3+2%4v(zg%u—tgxu)=0’ v:%_u_

Teilung durch 2 »® mit Beachtung, daB3 »-v = v ist, _

ergibt hieraus sofort wieder die Gleichung (63), die < 2 !

| —~

fiir den nun aus Fall 11, Abb. 33 hervorgegangenen =—p=L st f=F =
. i urde. Abb. 33, Fall 11. Die symmetrische
Fall 6’ Abb. 11 hergele tet wurde Zweifelderwelle; die Scheiben erfiillen

LaBt man hingegen den Scheibenradius g, des  Zylinder. (Man vel. (183), (184), (185),
»-Feldes gegen Null konvergieren, setzt also “orin A e 24, Bogen Abb. 55
lim % = lim %« = 0, so erhilt man, wenn man bei
der Entwicklung die Glieder bis zur dritten Ordnung in » bzw. s« = x-u bei-
behilt, aus (183)

40— n I Tl tg bt (202 224 ) (s — "Ta“)zg;.v_(m ¢i‘3—) tg 1|
(=222 + 24) [(%ﬂ — fgl) tg Ao — (xu + ”—é"—)ig}{v} =0.

Die weitere Reduktion und Teilung durch 4234 ergibt sofort die hier giiltige
Brunellische Gleichung (35a).

Bei Beachtung der Kreiselwirkung geniigen die Auslenkungsfunktionen (89)
fir », und #; offenbar den Rand- und Ubergangsbedingungen (107a bis c), wobei
bloB statt der letzten Ubergangsbedingung (107b) wegen des Vorhandenseins von
Scheiben in beiden Wellenfeldern hier wieder (93a) zu treten hat, worin 8 gemaif
Abb. 33 hier wieder durch « zu ersetzen und fiir die numerische Auswertung
wieder zu beachten ist, daB gegeniiber den Naherungsrechnungen, deren Bezeich-
nungsweise in den Tabellen 21 und 22 mit iibernommen wurde, aus dem oben
angegebenen Grunde wieder g, mit g; vertauscht werden muB. Nach lingeren
Rechnungen ergibt nun das Verschwinden der Systemdeterminante der wie
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frither gewonnenen vier linearen homogenen Gleichungen
F= 8+ ) (B4 18) Ay Ay B eyt e T Ayt Ay — (i w2) (R34 78) 7y 2y
+ 5ty A (2 + A2)2tg mau tg Agw + 3 Ay (23 — A2)2 T g Ay tg xon
— ity Dy (— 8+ )T 0 tg Ay — ey A3 Ty T Ay =0,

=1__
V=g —u

(184)

Wie in (183) bedeutet also in (184) im Gegensatz zur Bezeichnungsweise in
Abb. 33 g, den Scheibenhalbmesser des an das linke Wellenende ansto8enden
x-Feldes, g, den Scheibenhalbmesser des an die Wellenmitte stoBenden A-Feldes.
1L4Bt man nun g; zu Null werden, so wird auch lim 4;=lim 4,=lim A;p=1limi,»=0
nnd man erkennt aus (184), daBl der erste Term und Teile anderer Terme von
hoherer Ordnung als A2 klein werden. Behilt man blof die letzteren Glieder bei,
so folgt

— (2634 23) (A2 A2) 5ty 20y + 3¢y 268 Ay Agp tg sgm + 2y 20§ Ay Aot segn — 25 24 Ay A T g 3640

— syt l A Tgu =0, V=g —1u.
Die Vollziehung des oben angegebenen Grenzprozesses liefert aber hieraus sofort
Gl. (111), die ja fir den nun entstandenen Fall 6, Abb. 11 Giiltigkeit hat.

LaBt man hingegen den Scheibenhalbmesser g, des nach Abb. 4 un-
belasteten x-Feldes gegen Null gehen, so mull aus (184) wieder die Glei-
chung (109) folgen. Fiir lim s, =lim %, = lim »;» =lim % =0 folgt aus der mit
Cof 2¢,% cos xgn Cof Ap cos Ay erweiterten Gleichung (184) fiir die letzten vier
Terme, wenn hochstens Glieder klein von der vierten Ordnung beibehalten
werden, nach entsprechender Zusammenziehung

<2x2 lu—}——xl}ﬁ"uf’—~~x213u3>x1x22 Ay €pf Ao sin Ap

+< 2 %2 2u+~4llgu3——é—x223u3>y1x21 Ay Gin Ay cos Ay

+ (2 wAhu+ —512- #2 A3 ud — -é— x3 A3 u3) 2y %5 Ay Ay € Ayv sin Ay

+< 232 Ao ts + ~x223u3 —~—x1)3 )xllellz €in Arcos Agr.

Im ganzen verbleibt somit, wenn durch »,x, (*2 + %) gekiirzt, # mit 4, bzw. 4,
zu Aw bzw. Ay vereint und durch €pj A» cos A geteilt wird

(38 + 72) Dy dw T Aot D — (B -+ 78) + B A (24 5 ) tg
~Baw(2— 3 73)Tghr =0,  v=1y —u,

also wieder das Ergebnis (109), das fiir den nun gewonnenen Fall 2, Abb.4
Giiltigkeit besitzt.

Fiir fehlende Kreiselwirkung endlich hat man in (184) %, = %,=x und
A= 2Ay= 2 zu setzen und analog x;» = xgu = x» bzw. Ay = Ay = Av zu be-
achten. Damit aber folgt dann nach Teilung durch —x 4 sofort wieder (183).
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In Tabelle 21 ist zunichst (183) fiir fehlende Kreiselwirkung auf Grund der
ermittelten Niherungswerte fiir die erste kritische Drehzahl ausgewertet worden,
wobel sich die Werte f auf die mit @of s« cosx« erweiterte Gleichung (183)
beziehen.

Die zweite kritische Drehzahl wurde analog nach (176), jedoch fiir v =5 — u
berechnet; die Werte f beziehen sich dabei ebenfalls auf die mit Epj v cos x«
erweiterte Gl. (176). Die Ubereinstimmung mit der zweiten Anniherung u,p?
bzw. u,0; ist wieder eine vorziigliche.

Fiir die erste kritische Drehzahl bei synchroner Prizession im Gleichlauf
wurde (184) in Tabelle 22 ausgewertet; hier fillt die immerhin ziemlich betracht-
liche Abweichung des strengen Wertes uy,, 0 = 383,386 vom Wert der zweiten
Anniherung u; o2 = 405,979 auf, die dadurch zu erkliren ist, daB die Kreisel-
wirkung in diesem Falle die erste kritische Drehzahl gerade noch zuldft; sie
erfihrt von dem Werte der fehlenden Kreiselwirkung 62,749 die aulerordentliche
Erhshung auf den Wert: 405,979 bei Beachtung der Kreiselwirkung bei syn-
chronem Gleichlauf und zweiter Anniherung. Doch auch in diesem Falie, der
die unter Umstinden entscheidende Kreiselwirkung dartut, zeigt sich die grofle
VerldBlichkeit des Niherungsverfahrens, das fiir #] o} auch erst einen Fehler
von ca. 5,6%, fir die kritische Drehschnelle selbst daher einen von ca. 2,8%
ergibt.

Von Bedeutung ist auch hier die Kenntnis jener Rotorformen, deren Lauf-
scheiben unter Umstinden gewisse kritische Drehzahlen zu verhindern ver-
mogen. LifBt man in (184) wieder # iiber alle Grenzen wachsen und beachtet
die auch hier giiltigen Beziehungen (178) und (179), so erhilt man, da wieder
Tgumw =TgAy =1 fir limu = oo ist, wenn man nur jene Glieder beriick-
sichtigt, die »; und A; zusammen in mindestens fiinfter Potenz enthalten, zu-
nichst folgende Beziehung

0. 0% '93;_ tg <32; oc) tg {é (-;— — a)}

—otot 2 s 2 e (24 {Ei_ }__2_. 208 —
Qs 1m0 o tg(gza tg m<2 oc) o, 00 0.
Zusammenziehung und Kiirzung durch den gemeinsamen Faktor 2 g3 o} (0% +031)

ergibt schlieBlich
7o (2 { 2(1 }__ s
dtg(, o)l (5 — o) = eh e.>0.0>0. (185)

Wendet man (185) auf Fall 11, Abb. 33 an, so folgt mit g, = 0,4, « = 0,25 auf
graphischem Wege, wie er bei Gl. (180) dargestellt wurde: g, = oo, 0,107, 0,064,
0,045, . . ., welche Werte sich der ersten, dritten, fiinften ... kritischen Dreh-
zahl zuordnen. Es ist somit bei dem gewdhlten Wert von g, die erste kritische
Drehzahl stets vorhanden, wie groB3 auch immer g, sein mége.

Hingegen erkennt man, dafl wegen des gewihlten g; = 0,2 wirklich die dritte
und alle hoéheren kritischen Drehzahlen verhindert werden miissen, da der
obigen Bedingung hierzu, nimlich g;> 0,107, in der Tat entsprochen wird.
Nach Tabelle 22 wird fiir diesen Fall aber sogar die zweite kritische Drehzahl
durch die Kreiselwirkung verhindert. Auch dieses Ergebnis kann mittels der
fiir die geraden kritischen Drehzahlen der symmetrischen Fiille ebenfalls giiltigen
Gl. (180) bestitigt werden, bei der nunmehr bloB § — « statt 1 — o im zweiten
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Term stehen mufl. Damit folgt wie frither: g, =0,174, 0,080, 0,053, 0,040, . ..
fir die zweite, vierte, . .. kritische Drehzahl. Da g; = 0,2 > 0,174, so wird in
Ubereinstimmung mit Tabelle 22 auch schon die zweite kritische Drehzahl
verhindert38. Die geraden kritischen Drehzahlen wurden in den Tabellen 21 und 22
mittels (176) bzw. (177) mit v = § — » berechnet.

Auch (185) kann nun unabhingig von der strengen Lésung (184) gewonnen
werden, wenn man der im achten Abschnitt entwickelten Darstellungsweise
folgt. Fir die Auslenkungen 7;, und 7, gelten fiir ungerade kritische Drehzahlen
offenbar zunidchst die Randbedingungen (107a) und (107c¢), ferner die Ubergangs-
bedingungen (182). (107a, c) entsprechen die Ansitze

Ny = A, sin (Ez: 5)
= A; cos {f; (% — 5)}

(182) ergibt nun mit (186) hinsichtlich 4,, A, zwei lineare homogene Glei-
chungen und ihre verschwindende Determinante liefert sofort wieder (185)5%.

Wie am Schluf8 des siebenten Abschnittes erwdhnt wurde, kann man die
erweiterten Grammelschen Schaulinien auch fiir mehrstufige Liuferformen be-
niitzen, wenn man dabei die auch die Kreiselwirkung mit umfassende Dunker-
leysche Gleichung (175) heranzieht. Fiir den folgenden Fall soll dies veranschau-
licht werden.

Fall 11, Abb. 33 ergab fiir synchronen Gegenlauf und erste kritische Dreh-
zahl den Wert u{p; = 17,6. Denken wir uns in Abb. 33 die mittleren Scheiben
mit dem Halbmesser g, = 0,2 weg, so liegt offenbar der symmetrische Fall 6,
Abb. 11 mit g = 0,4 und « = 0,25 vor; ihm entspricht in Abb. 23 ein Ko-

2
e 1,592.
Interpoliert man also zwischen die — strichliert gezeichneten — Kurven fiir
Gegenlauf zwischen 3: 1,56 und # =2 an geeigneter Stelle eine Hilfskurve
und bringt sie mit der verallgemeinerten Grammelschen Schaulinie 0,25: 1 zum
Schnitt, so liest man aus Abb. 23 ab o == 0,75, 7 == 1,25, daher ist gemd3 (113)
13 07 = w*-0,752-1,252 = 86 und somit folgt

(186)

effizient ﬂ} der Kreiselwirkung, der nach (114) sich ergibt, zu /§1 =

P 86
Uy) = O,Té = 540 .
Fehlen andrerseits die Endscheiben mit dem Halbmesser p; = 0,4, so liegt

offenbar der symmetrische Fall 2, Abb.4 mit g, = 0,2 und « = 0,25 vor;

ihm entspricht nach (114) als Koeffizient der Kreiselwirkung ﬂ; = 0—;;: 3.184.

Interpoliert man daher fiir synchronen Gegenlauf in analoger Weise in Abb. 22

zwischen die strichlierten Kurven mit # =3 und f = 3,5 und bringt die so
interpolierte Kurve zum Schnitt mit der verallgemeinerten Grammelschen Schau-
linie 0,25 : 1, so miBt man: ¢ == 0,95, 7 == 1,12, womit nach (113) 7, 05 =n*-0,952
+1,122 =110 und somit

"o 1_10 .
U= 504 = 2750

56 Die Gleichungen (180) und (185) gestatten eine sehr iibersichtliche nomographische
Darstellung.
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540 - 2750

1,11
3290

, L1
folgt. Nach (175) ist somit: 7 = - +-

R RS . S
7 = T um T 5a0 T gy Woraus ui =
=450 folgt. Somit ist

) 02 = 450-0,04 == 18,0 ,

was mit dem tabellarischen Néiherungswert 17,6 in Anbetracht der groBen
Kreiselwirkung, durch die der ausgewihlte Fall charakterisiert ist, in guter
Ubereinstimmung ist. Liegen somit simtliche verallgemeinerte Grammelschen
Schaulinien in den einfachen Fillen 2, 3 und 6 fiir alle moglichen Belegungs-
strecken moglichst dicht gezeichnet vor, so kann man die kritischen Drehzahlen
fir die Rotorformen der Zweifelderwelle im allgemeinen mit praktisch aus-
reichender Genauigkeit und geringster Rechenarbeit aufBlerordentlich rasch be-
stimmen.

c) Die ZweifluBtrommelturbine mit abgesetztem L&ufer?.

Bei diesem Fall 12, Abb. 34 reichen im Gegensatz zum vorhergehenden
Fall 11, Abb. 33 die Liuferscheiben nicht bis zu den Wellenenden heran, so
dafl dieser Fall bereits einen Unterfall
der allgemeinen Dreifelderwelle darstellt;
die niherungsweise Berechnung der kri- |
tischen Drehzahlen 148t sich hingegen L@

Nz

3-
-3

@ 205

900
292«

genau so leicht und voéllig analog den T
vorhergehenden Fillen durchfithren und ,
sie ist deshalb mit in die Tabellen 21 und i 122=570 =570
22 aufgenommen worden. Die strengen i e Ly=T1H0>
Losungen sind auBerordentlich umstind- 1=36800
lich herzuleiten, wie dies selbst far AL Flix Di Zvyonmubine mi
fehlende Kreiselwirkung aus den Dar- einer ausgefihrten Lauferform (nach G. Zerkowitz).
legungen des nichsten Abschnittes folgen

wird, aber auch im Besitze einer beziiglichen Formel stellen sich wegen deren
komplizierten Aufbaues ihrer ziffernmiBigen Auswertung betrichtliche Schwierig-
keiten entgegen.

Fiir die Beurteilung der Verhinderung der kritischen Drehzahlen durch die
Kreiselwirkung kann man der strengen Losungen allerdings entraten, wenn
man hierbei gemdB Abschnitt 8 vorgehen will.

Die geringe Beeinflussung der ersten und zweiten kritischen Drehzahl durch
die Kreiselwirkung erklirt sich durch die Gestalt des Liufers in Abb. 34. Die
dritte kritische Drehzahl wird aber bereits wesentlich veridndert, die vierte bei
synchronem Gleichlauf {iberhaupt verhindert.

13. Die allgemeine Dreifelderwelle ohne Kreiselwirkung.

Als weitere nichste Verallgemeinerung der im zwélften Abschnitte behan-
delten Zweifelderwelle bietet sich die Dreifelderwelle dar. Wie dort so sollen
auch hier nur solche Fille einer strengen Behandlung unterworfen werden,
deren Scheiben jeweils in einem Wellenfelde konstanten Halbmesser besitzen,

57 Die Anregung zur Untersuchung auch dieser Turbine erhielt der Verfasser ebenfalls
durch eine freundliche Mitteilung von Herrn Prof. G. Zerkowitz, Miinchen; seinen An-
gaben sind auch die in Abb. 34 angegebenen Abmessungen — im Rahmen der durch Tabelle 1
gegebenen Moglichkeiten — nach Tunlichkeit angepaBt worden.
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also einen Zylindermantel erfiillen. Es sollte in diesem Abschnitte bloB ein
erster Einblick in den Aufbau der strengen Ergebnisse gewonnen werden und
es wurde somit von einer numerischen Auswertung derselben, sowie von
ihrer Verallgemeinerung durch Beriicksichtigung der Kreiselwirkung Abstand
genommen.

Alle Ergebnisse werden durch Nullsetzen von Determinanten vierter Ordnung,
den Stabilititsdeterminanten, erhalten, deren Auswertung gewéhnlich einige
hundert Summanden liefert, wihrend das schliefliche Ergebnis sich oftmals
in auBerordentlich einfacher Gestalt darbietet, sofern wenigstens der Fall
nicht zu allgemein gegeben ist. Man wird erkennen, daB ein weiteres Vordringen —
wie es insbesondere bei Beachtung der Kreiselwirkung nétig sein wird — in erster
Linie von der den besonderen Verhiltnissen richtig angepaften Art der Aus-
rechnung der Stabilititsdeterminante bedingt sein wird, da dadurch die Rechen-
arbeit oftmals auBerordentlich herabgesetzt und zugleich die Kontrollméglich-
keit weitgehend gefordert wird. Diese Art der Ausrechnung, die durchwegs
beibehalten wurde, wird im folgenden genau angegeben werden und ebenso
wichtige Zwischenresultate, deren Kenntnis fiir spitere Verallgemeinerungen

auferordentlich wertvoll ist.
Als erster soll jener unsymmetrische Fall
behandelt werden, der in Abb. 35 dargestellt
4’—1 ist und auch aus Fall 5, Abb.8 firs =0
2L hervorgeht. Er ist — obwohl unsymmetrisch
— deshalb in hohem Mafle spezialisiert, weil

x-feld A-feld | u-F|

I — die beiden Endfelder, die in Ubereinstim-
< 8 mung mit den Festsetzungen der Abb.5 als
< 7 x- und p-Feld in Abb. 35 bezeichnet sind,

Abb. 35. Die unsymmetrische Dreifelderwelle keine Scheiben besitzen, sondern bloB das
T e o e fob ™ % mittlere A-Feld solche vom konstanten Halb-

messer 9;. Bezeichnet man die beziiglichen
Wellenauslenkungen mit #,,, 7;, 5,, so geniigen sie offenbar folgenden Rand-
und Ubergangsbedingungen: 7, geniigt (96a), 5, (96c). Zwischen 7, und 7,
gilt (61b) oder auch fiir w = 0 die Ubergangsbedingung (96b) mit « statt 8
und dieselbe gilt auch fiir den Ubergang von 7, zu 7, an der Stelle & =8 (Abb. 35).
Hierdurch sind insgesamt zwolf Bedingungen vorgeschrieben.

Da #, der Differentialgleichung (27) mit g, statt g, geniigt, so wird es durch
die Losung (31) mit der Erkliarung (32) fiir 4, das tiberall statt » in (31) zu stehen
hat, wiedergegeben. Fiir %, und %, ergeben die Randbedingungen (96a) und (96c¢)
wegen (69), dem 7, und 7, geniigen, die Lésungen

nn=a1x§+°‘3x§3» nu:alu(_l+§)+0(3y(2_3§2+§3)'

Im ganzen verbleiben somit noch acht Konstante, denen die erwihnten
acht Ubergangsbedingungen (96b) fiir & = « und & = f mit w = 0 gegeniiber-
stehen. Man eliminiert am besten die vier Konstanten oy, , a3,, o;,, o5, und
erhilt sodann fir 4;, B,, C,, D, vier homogene lineare Gleichungen, deren
verschwindende Determinate unter Beachtung des Schemas (33) lautet:

A3 Bof Ae A3 Gin Ja
(A3 Gof Ax — 6 Au Gof Ax + 6 Gin Ax) (4% GinAx — 6 Av Gin Jx + 6Goj Ax)
= | 230Gof s 3w Sin A8

(BwCof A8 — 6 AoCpj 18 — 6 Cin 28) (ABwGin A8 — 6 Aw Gin 18 — 6 Coj 19)
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Es wurde hierbei innerhalb der Winkelfunktionen A# durch das gemil

Abb. 5 gleichwertige A= ersetzt;

analog wurde A8 fiir A(u + v) geschrieben.

Dieser Ersatz eines Zeichens durch ein gleichwertiges anderes wurde auch bei
den folgenden Formeln iiberall dort angewendet, wo dies eine méglichst iiber-
sichtliche und einfache Gestaltung des Ergebnisses erforderte.

Um (187) und auch die weiteren Determinanten aufzul6sen, werde dieselbe
in Unterdeterminanten zweiter Ordnung in folgender Art entwickelt. Es sei

a, ay a, a,ll
A b, by by b,
€1 Co C3 Cy
dy dy dy dy
’12 , (188)
_lay ay Cs g ay 5 2 ¢yl a, a, 5 _ic2 '
e by by 31 4 d 13= b, b, 24 4, dJ’ 7714— ’ 23 = i, ds!,
- ay ag) _[ol Cy| lay a4< 61 ¢ a, a4] 5. al,
B by by Ml d, T by, T T b b T 4 4y
A = 113034 — N13004 + N14 Op5 + 723014 — M4 015 + N34 012 (189)

Zwecks Benutzung zur Kontrolle bei spiterer Verallgemeinerung durch die
Kreiselwirkung mégen zunichst die nach (188) gebildeten Unterdeterminanten
und ¢ von (187) angeschrieben werden; es ergibt sich

Mg = 6 A%

Sy = — 6 J

N3 = — 36 A2 Cof Axcos de — (6 A3 — 36 Aw) Coj Ja sin A«

+ (6 A3« + 36 Av) Sin Ax cos A« — 36 Sin Az sin A«
0py = 36 1% CinA8sin A8 4 (6 A3%» — 36 A») Sin 16 cos A8
+ (6 43w 4 36 A») Cof A8 sin A8 — 36 Coj A8 cos A8
Ny = 36 A% Cpf Axsin Az — (6 A3 — 36 A«) Cof Ax cos Aa
— (6 A% 4 36 Av) Gin Axsin Ax — 36 Sin A« cos A«
0g3 = — 36 A% Cin A8 cos A8 + (6 130 — 36 Aw) Sin A8 sin 48
— (6 A% - 36 Av) €of A8 cos A8 — 36 Coj A8 sin 28 (190)
Nag = — 36 A% Gin A« cos Az — (6 1% — 36 Au) Gin Aa sin A«
+ (6 A3« - 36 Au) €of Ax cos Az — 36 €of Axsin A«
0,3 = 3622 CpjA8sin 28 + (6 A% — 36 Jw) Coj A8 cos 18
+ (6 A% + 36 Aw) Gin A6 sin A8 — 36 Sin 28 cos A8
Moy = 36 A% Gin Az sin A« — (6 A3« — 36 ) Gin Az cos A«
— (6 A3« 4 36 Ax) Cof Ax sin A« — 36 Coj Az cos Ax
015 = — 36 A% Cof A8 cos A8 + (6 A3 — 36 A») Gof A8 sin 18
— (6 A% + 36 Av) Gin A8 cos 26 — 36 Cin A8 sin A8
N3y = 6 A% 01 =—6 A
(— /4% cos Ja — 6 Awcos Az + 6sin Ax) (A3« sin Az + 6 Jusin Az - 6 cos Az)
— A3 cos Ax 73w sin A«
=0 (187)

(—A3wcos A8 — 6 Awcos A8
— A3wcos A8

— 65sin A8) (A%sin A8 + 6 Awsin 28 — 6 cos 1s)
A3wsin A8
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Fiithrt man schlieBlich die Unterdeterminanten (190) in (189) ein, so ergeben
sich nach Ausfiilhrung der angedeuteten Multiplikationen 146 Sumn anden, die
sich aber zum folgenden einfachen Ergebnis als Ergebnis von (187) iusammen-
ziehen lassen.

6 (— 3 + AvA%w + A hw -+ 312 %) tg v Tg Ao — [18 (Au + Aw)2 — 234 130]
+ 3 (An + Aw) (A% A20 + A2 + AP0 + 5 2uJw — 6) tg Ao [
— 3 (A + Aw) (— A% A% 4 A% + A% + 5w dw + 6) Tg Ao
— MBuwsechCef v =0, bh=MB—Il=1F—a),
w=1—(u+v)=1-—4.
Der Fall der Abb. 35 geht tiber in den Fall 3, Abb. 6, wenna =+ = A« =0
wird. Damit ergibt sich aus (191)

— 18tg A Tg Ay — 18 A%+ 3 Aw (A2 — 6) tg o — 3 Jw (A% + 6) Tg. v = 0.
Teilt man diese Gleichung durch —18 und schreibt, wie es ja gen 43 Abb. 5
jetzt sein soll, x« statt A» und »v statt Aw, so ergibt sich, wie man sich leicht
iiberzeugt, sofort wieder die hier giiltige Gleichung (36) von P. E. B unelli.

Schwieriger ist der Nachweis zu erbringen, daB fiir Symmetrie, also n = w (191)

iibergeht in die dann giiltigen Gleichungen (35a) und 35b) des Falles 2, Abb. 4.
Fir A« = Aw ergibt zunichst (191), wenn man zuvor mit cos A»v €pj24 erweitert

6 (—3 4 5 A%) sin Av Gin Av — (72 A2 — A%) cos Av Eof Av
+ 6 Au (A% + 7 24 — 6) sin Ao Cof Ao — 6 Au(— A%u 4 7 A2 4 6) cos A» Sin Av¢(191a)
— Mu=0, v=1—2u

Es ist nun zu bedenken, daB der Wert Av in (35a) und (35b) gerade gleich ist
der Hilfte des Wertes von Av in (191), wie dies sofort ein Vergleich « er Abbil-
dungen 4 und 35 bestitigt, da die mit Scheiben besetzte Wellenstrecke im er-
steren Fall, ndmlich 2v, gleich der analogen Strecke v im letzterer Fall ist.

Damit ergeben sich aus (35a) und (35b) nach Multiplikation mit co g@oi %
folgende Gleichungen

(191)

Ao e . Av Av Ao Av . Ae Av
27 g 22— 27 605 — cos 2 @inZl) — Azwsin 22 &1 2
cos -5~ Cof Y (sm 5 Coj5- — cos - Gin 2) A2u sin 5 Gl

1 . Z” ),” Zv Zu
— A3, i = B ) —
62u<sm 5 Cof 5 + cos 5 &in 2)—0

aus (35a) und:
R LI I . A Av Ao o, Ao A Ao
sin ~5- @m—z— + Au (sm 7(&0‘ 5 + cos - Gin —2—> 4+ A% cos—é—(& i~2~

1 . A Av v . 2
— g A (sm 5 Cof5- — cos% @m%) =0
aus (35b).
Multipliziert man nun diese beiden Gleichungen miteinander und bez :htet die

Sitze, die zwischen einfachem und doppeltem Winkel bestehen, so er jibt sich
schlieBlich (siehe S. 143 oben)

[(234 % A2) Cin Aa— (22 A4 23)Cof A Tg 2] [ (342 A2)C0] Au— (22 A+ 3) Gin Aa T gaear]
[(23—3 A2) @in Aa— (22 A — A3)Cpf Az tg #o] [(2¢3 — % A2)C0] Ax— (22 A~/ 3)Gin A tg xa]
(Cof A8 + A» Gin A8) (Sin A8 + Aw Gy | 48)

Coj 48 Gin 18
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3(—3 4 5 %) sin Av Gin Av — 3 Au(— A% ++ 7 A2 - 6) cos A Sin Av
+ 3 Au (Mu + T A% — 6) sin Ao Gpf A» — 36 A2« cos Av Cof A

—l—)ﬁu<coszl2 fomz';——sm2 Cof? —>=0, v=1—2u.

Die Ubereinstimmung mit (191a) wird nun eine vollstindige, wenn man bedenkt,

daB
Ao
cos 2 @pj o — 1 = (cos2 5 = sin? 5 ) (@mz

L aop )
A

—(cos2 ™ + sm2 €o 12~ — Gi n2 = 2(cos . gine 2 — ginz &2 @of
2 2

ist. Damlt ist nachgew1esen, daB (191) fiir Symmetrie, also fiir A« =Aw das-
selbe aussagt, wie beide Gleichungen (35a) und (35b) zusammen, also (191a)
sowohl ungerade, wie gerade kritische Drehzahlen mit umfaft.

Als nichst einfacher Fall soll jener symmetrische Fall, Abb. 36 untersucht
werden, dessen x-Feld von Scheiben mit dem Radius g,, dessen A-Feld analog

von Scheiben mit dem Radius g; erfiillt ist,
dessen u-Feld aber unbesetzt ist. Und zwar
sollen in diesem Fall bloB die Geschwindig-
keiten ungerader Ordnung untersucht werden®.

Dann gelten fiir #, zunichst offenbar die
Randbedingungen (107a) bzw. (61a), fiir 5, aber
(107¢) bzw. (61c). Diesen entsprechen die Lo-
sungen (62a) fiir 7, und (62b) fiir #,, wobei
statt des dortigen Index A hier der Index u zu
treten hat. Als Ubergangsbedingung zwischen
1, und 7, kann (61b) unmittelbar ibernommen
Werden wahrend zwischen #; und #, fir

= f eine analoge Ubergangsbedingung statt

7~ Feld W'Fe/d?u-ﬁ

!
Q% ]gz

’l'ﬁ -

:“_’79_4

= '2_

Abb. 36. Die symmetrische Dreifelderwelle mit
Scheiben vom Halbmesser o im x- und o

im 2-Feld. [Man vgl. (194).]

hat Genau so wie im vorhergehenden Falle ergibt sich als Stabilitidtsbedingung

folgende Determinante S. 142, 143 unten.

In (192) mégen nun gemilB der Bezeichnungsweise (188) zunichst die Unter-
determinanten # und ¢ gebildet werden. Man findet nach langen Rechnungen

T1p = A (et —2%) (tg nx — Tgaw); O3y = —/Iv
Mg = 4 #* 22sin A= Gin Ax 4 % 4 (x2 — 12)2sin A« Cof Ax tg »«
— %A (22 22)%sin 2« Cof de Tg s + % A (52— 22)2cos Ax Sin Ax T g rea
— %A (%2 + A%)2 cos Ax Gin Ao tg #o + 4 #2 A cos 2eCpf Autg wa Tg o ;
05y = 2sin A8 Sin A8 + Awsin A8 €of A8 + Aw cos 28 Gin A8
Mg = 4 %2 A2 cos A« Bin A« + % A (#2 — A2)2 cos Ax Cpf Ax tg xa
— # A (%2 + A2)%cos AaCof A Tgna — 2% A (%2 — A2)2sin Az Gin AT g xa
-+ % A (32 + A%)2sin A= Sin A= tgaa — 4 %2 14sin AaCof Axtg sea Taao;

58 Die Geschwindigkeiten gerader Ordnung sind durch den in Abb. 39, S. 148 dargestellten
Fall mit Y2 statt 1 als Wellenlange und somit durch (199) mit w = 1 — f§ gegeben.

[(2¢3 — 2 A2) sin dx— (32 A— A3) cos Ax T g ] [ (#3— % A2) cos Ao+ (%2 A— 23) sin AT goca]

[(#3-+2¢ 22) sin Az — (262 A+ 43) cos Ax tg xa] [ (2634 % A2) cos Aa+ (22 A+ A3) sin A« tg #«]

(cos A8 — Aw sin 18)
—cos A8

(sin A8 + Aw cos A8) =0 (192)

sin A8
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8p3 = — 2 cos 28 €in A8 4 Awsin A8 €in 48 — Aw cos A8 Cof 28
oy = 4 x4 /2 sin Ju Gof Ax + x A (22 — A2)?sin A= €in Ja tg xa
— # A (72 + A2)2sin Aa €in dx T qaex + # A (3 — A2)2c0os AxCpf Ae T g
— % A(x2+ A2)2 cos A Cof Axtgxa + 4 2 A% cos Ax Cin Autg na T g xa;
8,4 = 2sin 28 Cof A8 + Awsin A8 €in A8 + Aw cos A8 Cof A8
Noa = 4 24 22 cos Au Cpf Ax + % A (22 — 72)? cos Ax €in o tg xx
— 2 A(#2+ 22)2cos Ao €in e Tgoea— # A (12— 12)%sin 2o €pf Ax Tg 2
+ % A (24 22)2sin Aa Cpf A tg ma — 4 22 1 sin A« €in Ax tg xa T o ;
013 = — 2 cos A8 E€of A8 + Aw sin 18 Cpf A8 — Jw cos A8 Ein Ap
Ny = % A(n* — 1) (tg ux — Tgua) = 7y; 01p=—Aw =0y

l. (193)

Fithrt man nun die Unterdeterminanten (193) in die Lésungsgleichung (189)
ein, so ergeben sich wieder viele Summanden, die sich schlieBlich vereinigen
lassen zu

A=4%L{n*[2 + lo(Tgho — tgh)]
— 2tgun Tgauu [2tg 2 Tg v + Aw (tg Ao + Tg Ao)]}
— 2 (st — 1) Ao (tg aw — T g uu) sec v Sef Ao
—[2tg Ao+ Aw (1 + tg A T Ao)] [(%2 + A2)2tg #u — (2% — 72)2 T g nu]
—[2Zgh + Aw (1 — tg AT gho)][(2® — A2)2tgow — (x® + A2)2Tguu] =0
h=MB—Ile=Af—a), w=i—(utv)=5—Ff.

LaBt man in Abb. 36 das u-Feld gegen Null gehen, so ergibt sich Fall 11, Abb. 33,
dem Gl. (183) entsprach. Sie ergibt sich in der Tat aus (194), wenn man dort
Ao = 0 setzt. Damit folgt aus (194), wenn sogleich durch zwei geteilt wird

(194)

ix_[l A-Feld }/&'ﬁ 4 53 A—4 X A3 tg Hu ig nu tg Ao zg Ao
: — tg Ao [(2® + A2)2tgoew — (2 — A2)2 Tgoen]
df I — T g Ao [(#2— A2)2 tg sew— (2 + A2)2 T g 2u] =0.
@ Nach einer kleinen Umformung ergibt sich hier-
<= . aus sofort (183).
<~ , (194) kann aber auch als Verallgemeinerung
z des Falles 6, Abb. 11 oder des Falles 2, Abb. 4

Abb. 37. Die symmetrische Dreifelderwelle  ayfgefalt werden. Um dies zu erweisen, moge
mit Scheiben vom Halbmesser o, im ’
-Feld. [Man vgl. (195), (1952).] 0, =0 gesetzt werden. Dadurch entsteht zu-

nichst jener symmetrische, in Abb. 37 dargestellte
Fall, bei dem bloB Scheiben vom Radius g; im A-Feld vorhanden sind. Beachtet
man in (194) nur Glieder, die héchstens klein sind von dritter Ordnung in x
und unterdriickt alle kleineren Glieder, so findet man wegen
tguu — Tqxu = 2x% + Glieder hoherer als dritter Ordnung in x«,
tg uu + Tguu = 2xw -+ Glieder hoherer als dritter Ordnung in x«.

(02 4 222 tg o — (w2 — RPTgun = 2 %2 )2 (tg xu + T g ow)

4 M(tgun — Tgouw) = 2x202- 2o0u + A4 5P,
(32 — A2)2tgoeu — (k2 + 222 T guw = — 2x2 A% (tgaw + T g #w)

A (tgnw — Tguw) = — 22222 20w + At Fodu.
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Damit ergibt sich rasch aus (194), nachdem mit 2 multipliziert und durch 34
dividiert wurde

6[2 + Mo (Tghv — tg b)) — 6 A [2tg W Tgio + Ao (Tghe + tgh)]
+ 2% Jwsec Ao Gef Av — (A3« + 6 Au) [2tg Ao -+ Aw (1 + tg A T g Av)] 195
— (A — 6 ) [2T gl + Ao(l — tg o TgA)] =0,
Moo= 8 — A« w=%-(u-}—v)=%_ﬂ

(195) gilt natiirlich gemiB seiner Herleitung ebenso wie (194) bloB fiir Ge-
schwindigkeiten ungerader Ordnung; fiir gerade Geschwindigkeiten gilt wieder
(191), wenn daselbst % die Bedeutung hat: w = § — (# + v). Man kann zum
Zwecke des Vergleiches (195) analog (191) umformen und erhilt so

6 Au (Z,u -+ Aw) tglv ig Ao — (6 — ABu },w) +(3 Ao - 3 A2 Jw + A3u - 6],14) tgﬂ,v
— (3w — 3 A% dw — A3 + 6 u) Tghv — ABudwseclo Cef v =0, (195a)
o= 28 — Ja, w=4—(u+v)=%—p.
Der Hauptunterschied gegen (191), nidmlich daB A= dort in der dritten Potenz,
in (195a) bloB in der ersten Potenz auftritt, ist in den verschiedenen Randbedin-
gungen an der Stelle £ = } begriindet.

Setzt man nun gemiB Abb.37 und 4 f =%, also in (195a) w = 0, so ist
M—Jv=2F—a) =AF —a) =4, da jetzt v =% —o ist und es bleibt
wegen Av =0

6 22utg o Tglo — 6 + (A3« + 6 Au) tg Ao 4 (A3« — 6 Au) Tg Ao = 0
oder nach Kiirzung durch — 6 und Umformung
1 — A2utg o Tglv — Au(tgdv — Tg o) — 2 A% (tg o + Tg o) =0,

somit wieder (35a), das in diesem Falle giiltig ist.
Setzt man hingegen gemif3 Abb. 37 und 6 « = 0, alsoin (195a) » = A« =0,
so bleibt

—6+4+3Awtgh —34wITgle=0 oder 24 Aw(Tgh —tgh) =0

und man erhilt somit wieder die jetzt giiltige Gleichung (63), wenn man noch 4
durch x ersetzt, was man tun darf, da ja wegen « = 0 auch bloB das x»-Feld
als belastet angesehen werden kann, wenngleich das belastete Feld nach dem
hier eingeschlagenen Weg aus dem A-Feld hervorgegangen ist, und wenn man
ferner v durch # und daher w durch v ersetzt.

Man kann (63) natiirlich auch direkt aus (194) gewinnen, denn setzt man
dort o = 2 = 3u = 0, so reduziert sich (194) blo8 auf den ersten Term und man
erhdlt sofort (63). Man kann dieses Ergebnis andrerseits auch dadurch erhalten,
daB man in Abb.36 o = f, also v = Av = 0 setzt, also das A-Feld ebenfalls
mit Scheiben vom Halbmesser g, sich besetzt denkt, womit » = A folgt. Diese
Festsetzungen ergeben aus (194):

8ut — nwd nitgwu + wwd n*Tquw = 0.

Hieraus folgt nach Teilung durch 4 x* sofort wieder (63), da ja statt x» nun
besser v geschrieben werden kann, da ein u-Feld als drittes Feld nun nicht mehr
vorzusehen ist.

Zum SchluBl moége der allgemeine Fall der unsymmetrischen Dreifelderwelle
Abb. 38 untersucht werden, der bereits sehr weitliufige Formeln ergibt. Es
befinden sich also im x»-Feld Scheiben vom konstanten Halbmesser g, und analog
im A- bzw. u-Feld solche vom Halbmesser g; bzw. g,. Fiir die Auslenkung #,
der Welle im x-Feld gilt offenbar wieder (31) und ebenso auch fiir das 4- bzw.

Karas, Drehzahlen. 10
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u-Feld, sofern man # in (31) sinngemdB durch 4 bzw. p ersetzt. Als Rand-
bedingungen gelten fiir 4, wieder (96a), fiir 5, (96c), wihrend als Ubergangs-
bedingungen sowohl fiir die Stelle £ = «, als auch fiir die Stelle £ = §in Abb. 38
jeweils die vier Bedingungen (96b) mit w = 0 in Geltung bleiben. Die Lésung (31)

I"" fb/d; A-Fold | p-Feld ergibt mit (96a) und (96c) zundchst die
| | Lésungen
; J N, = A, Gin (% &) 4 C,sin (% &),
] i I M= 4,8in {n(1 — &} + C,sin{u(l — ).
S Es verbleiben somit mit der Losung #; in (31)

im ganzen wieder acht Integrationskonstanten,
! denen die acht Ubergangsbedingungen (96b)
| fiir § =« und & = f§ gegeniiberstehen. Man
e———p—— erhilt schlieBlich wie frither nach langen
| , Rechnungen die Stabilitatsbedingung Gl. (196)

Abb. 38. Die unsymmetrische Dreifelderwelle auf S. 146 und 147 unten.

rbmt Scheiben von konstantem Halbmesser ¢, yyjie frijher sollen nun die Unterdetermi-

Zw. ) bzw. py im -, bzw. 1-, bzw. y-Feld. . K

(Man vl. (198)] nanten % und ¢ in (188) nach (196) gebildet
werden. Man erkennt zunichst durch einen

Vergleich der Determinanten (192) und (196), daB diese in den beiden ersten

Zeilen iibereinstimmen. GemiB der Bezeichnungsweise in (188) werden somit

auch ihre Unterdeterminanten # iibereinstimmen, die somit direkt aus (193)

ibernommen werden koénnen. Fiir die Unterdeterminanten ¢ hingegen findet

man nach lingerer Rechnung

O3y = —Ap(A* — p) (tgpo — T g paw)
09y =—422u%cos 18 Cof A8 + A u (A2 — p?)?cos 18 Gin A8 tg pw
~Ap (A4 u)2cos A8 Sin A8 Tguw — A pu (A2 — u?)?sin A8 Coj A8 Tg pw
+Au (A2 4 p?)?sin A8 Gof A8 tg uw + 4 A4u? sin 18 Sin 18 tg ue T g uw
Og3=—4 22 u%sin 28Coj A8 + Au (A2 — u?)?sin A8 €in A tg uw
—Ap(22+ p2)2sin AB€inABT g uw + Ap (A2 — u2)2cos A8 Coj 48 Tg pw
—~Ap (A% + u)2cos 18 Coj A8 tg puw — 4 A% u? cos A8 Gin A8 tg uw Tg uw
Opy=—4 2 putcos A8 &in A8 + A (A2 — u2)?cos 28 Cof 16 tg uw
—Ap (A2 4+ p2)2cos ABCoj BT uw — A p (A2 — p?)?sin A8 Sin A8 Tg uw
+A u(A2 4 p2)?sin A8 Sin A8 tg uw + 4 A% u?sin A8 o A8tg pw Tg pw
0y5=—4 A2 utsin A8 Gin A8 + A (A2 — u2)?sin 18 €oj A8 tg uw
—Ap (22 + p2)2sin A8Coj ABITguw + Au (A2 — p2)2cos 18 Gin A8 Tg uw
—Au (2% + p2)?cos A8 Gin ABtg uw — 4 A4 u2cos A8 Coj A8 tg uw Tg uew.

(197)

Oip=—Au (At — u?) (tg pw — Tg pw) = by,

[(® + % 2%) Cinde — (224 + A3) Cof Ae T g ] [(263 + 2 A2) Cof Az — (x24 + 23) Gin e Tg #e]
[(#3 — % A%) @in A — (%24 — 23)Cpj Ax tg xe] [(2® — % A2) €of Az — (324 — 23) Gin Ax tg xa)
(A2 4 p3) Gin A8+ (Ap? + u?) Cof A8 T g pw] [(A2 4 - u®) Cof 28 + (A p? + u?) Sin A8 T g uw]
[(22p—p®) @in s + (— A p2+p®) Cof A tg ] [(A2 oo — ) Cof A8+ (— A p2+ p?) Gin As tg pe]
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Verbindet man nun die Unterdeterminanten # aus (193) mit den Unter-
determinanten ¢ in (197) nach der Vorschrift (189), so erhilt man schlieBlich
nach langen Rechnungen als Stabilititsgleichung

A(tg o Tg pw + Tg 2w tg puw) — B(tg ow tg uw + TG 2o Tg o)
416 23 A ptg pw Tg ue + 16 2 A8 udtg s T 2w

—tg o Tg Mo [C(tg v Tguw — Tg 2w tg uw) + D (tg wutg pw — Tg un T uw)
— 16 #3223 - 162 A8 tg seu T g oo tg pw Tq pw)

+ 4 A {tg W [(A2 — u?)2 (2 A2tg oeu TG sen T pw — 23 tg puw)
— (B4 )P (2 228 n T g on tg pw — ° T pw)

+ (52 — 222 (A Tg oow tg o TG puw — pPtg sew)

— (2 4 222 (A2 o tg ew tg puw Tg puw — i Tg 2u))]

— TG Ao [(A2 — p2)?(x )

— (B4 )P (22 tg sn T g oen TG puw + 3 tg puw)

+ (2% — 222 (A tg sew tg puw T g puw + p® Tg )

— (o + 222(22 1 Tg 2w tg puw T pree + i tg ew)])

A2tg wu T g seu tg pw + #3 Tg uw (198)

— 2ot — 24) (A* — ut)sec Ao Cef Ao (tg v — Tgow) (tguw — Tguw) =0,
lv:ls—/lazl([)’—a) w=l—(u+v)~—l-ﬂ
A=(— 2222 — + (o2 - 22222 + )2
B = (%2 _I_ 22)2 (}.2 — ”2)2 ( 2)2( 2

C = (32— PP (R + p2)? — (32 + 222 (22

D = B (e R >
Aus der allgemeinen Formel (198) kann zunichst durch Spezialisierung der

Fall 10, Abb. 32 gewonnen werden. Da fiir denselben nach Abb.32 8 =1, so-
mit w = 0 ist, so folgt aus (198) mit A = y und uw = 0 zunichst

16227 tgau T goeu+ 1623 A5tg v T g Av+4 A{tg Av[— A3 (52— A2)2tg sew - A3(52 4 A2)2 T g 2ew]
— TgAo[A3 (o — 22T goen — M3 (s + A2)2tg o]} = 0.
Teilt man durch 4 2% und nimmt einige Umformungen vor, so ergibt sich hieraus
45 3tgrnTgoun + 433 Atg b TgAe 4 (3@ + A2)2 (Tgautg Ao + tg an Tg Av)

— (e — A2 (tgxntg v 4+ TgowTgdo) =0, v=1—u.
also wieder das fiir Fall 10, Abb. 32 giiltige Ergebnis (176), das sich natiirlich
aus (198) auch durch die Festsetzungen » = 1 und »» = 0 mit etwas anderer
Bezeichnung der entsprechenden Gréen ergeben hitte.

Ein ginzlich neuer Fall entsteht aus (198), wenn man die Scheiben im ersten
x-Feld wegldfit, o, also Null werden li8t. Dann ergibt sich die in Abb. 39 dar-

[(23 —3 A2) sin Az — (3 A — A3) cos Ax T g #a] [(263 — % A2) cos a+ (22 A — 23) sin A= Tg #«]
[(23+ 2 A%) sin Ax — (32 A + A3) cos A tg xa] [(#3+ x A2) cos Aa + (%2 A+ /3)sin A tg xa)
[— (22 u—u3)sin 28+ (Ap2—u3) cos AT g ue] [ — (A2 u—uB) cos A8— (A u2— u3) sin 8T g uw]

[—(A2p+ ud)sin AB— (A 2 + u3) cos A8 tg uw] [ — (A2 p+pu3) cos A8+ (A u2+ud) sin 26 tg )
10*

=0 (196)
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gestellte Rotorform. Wie ein Vergleich mit der in Abb. 34 dargestellten
ZweifluBtrommelturbine mit abgesetztem Liufer zeigt, kann die nunmehr
[o-Feld| ArFeld | p-Feld herzuleitende Formel direkt verwendet wer-
| den zur strengen Ermittelung der geraden
' T kritischen Drehzahlen der ZweifluBtrommel-
o T turbine, sofern man fiir w in (198) gemil
l € Abb. 34 einsetzt w =1 — (u+v)=1—8,
L da im Falle der ZweifluBtrommelturbine
Symmetrie vorliegt.

Setzt man somit mit p, =0 in (198)
=7 auch # =3 =0 und behilt nur Glieder
klein bis zur dritten Ordnung bei und
v unterdriickt alle noch kleineren Terme, so
DS A — erhilt man zunichst, wenn man die Reihen-
A 30, Die wmmesihe Dl entwicklungen fiir tg e bow. Tge heran-
baw. g, im /- baw. u-Feld. [Man vel. (199)] zieht

A(tgwn Tg uw + Tgun tg puw) = 8 3% A U s (tg po + Tg prv)
— 3242 pt) % (tg pw — Tg pw),
B(tguw tg pw + Tgouw Tguw) = — 82 A p® ou (tg pw + T g paw)
+ M2 ) e (tg pw — Tg o),
C(tgun Tguw — Tgow tg uw) = 4 52 12(A + pb) s (tg uw — Tg pw)
+ 528 P P (tg pw + Tg pw),
D (tg»u tg pw — Tgon T pw) = 4 #2 A2(A1 + ut) 2w (tg uw — Tg uw)
+ 5 49 p® P (tg pw + T g paw).

Analog findet man fiir den Ausdruck in der geschlungenen Klammer von (198),
der dort mit 4 2 multipliziert ist, nach Einfiihrung der entsprechenden Reihen-
entwicklungen

{22 — 22 (2 A2 oPu T g pw — 523 tg pw) tg Ao — (22227 tg pho + 2> Tg puw) Tg Av]
— (R putgue Tgue — ud) (422222 tg Jv + 2 1% Tg o)
— (22 + 2P 22 5% tg po — 3T guw) tg o — (2T guw + 23 tg yw) Tg Av]
+ (B ptgue Tgue 4 u®) (422 22w Tgdo — 520583 tg Jo) ).

SchlieBlich ergibt sich aus (198) damit nach Vornahme einiger Umformungen
und Kiirzungen

72 2 du (tg po + Tg pw) (16 — § A% tg 2o Tg Jo)
— (A4 pt) Au (tg pw — T guw) (5 A2+ 8tg Ao T g Av) + 16 A B (A% + tg 1o T g Jv)
+16 A3 u tg puw Tg pw (1 — A2 tg Ao Tg Iv)
+4(22 — p2)? (A% Tg pe — tg uw) tg Av — (A2 tg po + Tg pe) Tg 1]
—4 (2 4 PP [(22u tg pw— g pw) tg o — (P2 Tg pw + tg pw) Tg 4] (199)
—Ap 2n (A tg po Tq po — p?) (16 tg Av + § 2% Tg o)

— (R tg o Tg pw + p2) (16 Tg Ao — § 2 tg Jo)]
+ 5 A3 (A — ut) (tg pw — Tguw)sec o Cef v =0,

Mo = 28 — Ja, w=1—(u+v)=1-—§4.
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Setzt man in (199) A = y und liBt u» gegen Null gehen, so folgt
16 At (A2 4 tg T g o) + M- Ju (16 tg Ao + § 22 T g o)
+ M4 (16 Tgho — §A%tg Ae) = 0.

Teilt man hier durch 16 4%, so ergibt sich sofort Gl. (36), die fiir den nunmehr
aus Abb. 39 hervorgegangenen Fall 3, Abb. 6 giiltig ist. GI. (199) kann weiter-
hin spezialisiert werden und enthilt bereits bekannte Fille als Unterfille. LaBt
man nidmlich z. B. in Abb. 39 g, = 0 werden, so ergibt sich der in Abb. 35 dar-
gestellte unsymmetrische Fall. Mit lim y = u» = 0 folgt zundchst das Teil-
ergebnis

4 (22 — u?)?[(A% Tg po — tg po) tg o — (Putg pw + Tguw) Tgdo
— 4 (22 + p?)? (AP tg po — Tguo) tg Ao — (A Tguw + tg uw) Tg Av]

= — 842 (1 + 1) tg Jo + (A — 1) Tg 2]
— 16 A2 u2[(A% — 1) tg Ao — (A% ++ 1) Tg Ao] o

Hierin sind ebenfalls bloB Glieder klein von dritter Ordnung in we bei-
behalten worden. Entwickelt man auch die iibrigen Tangentenfunktionen von
o in Reihen und behdlt Glieder klein von dritter Ordnung bei, so ergibt sich,
wenn man bedenkt, daB y» = y-w und A-w = Av ist, nach Teilung durch 4 u®
im ganzen aus (199)

27w dw (16 — § A% tg Ao T Av) — 2 Au 23w (§ A2 + 8tg AvTg /o)

+ 16 (A2 + tg Ao Tg Av) 4 16 A2 (1 — 224 tg Ao Tg )

— 16 Aw[(A2 — 1) tg v — (A% 4 1) T g Av] — S A3w[ (A2 + 1) tg Ao + (A2« — 1) TgAo]
— M (A0 1) (§ A2 tg o — 16 Tg Ao) — Au (W20 — 1) (16 tg Ao + § A2 T Av)

+ S A Bwsec v Cef v = 0.

Multipliziert man die voranstehende Gleichung mit — 2 und vereinigt die
Glieder in geeigneter Weise, so erhilt man, wie man sich leicht tiberzeugt, so-
fort wieder die in diesem Falle gultige s-Feld | A-Feld | pu-Feld
Gleichung (191), deren weitere noch mdog-
liche Spezialisierungen im Anschlufl an (191) |
gezeigt worden sind. 3

Man erhilt einen neuen noch nicht be- ffé _L
handelten Fall aus Abb. 38, wenn man das -3 -
mittlere Wellenfeld von Scheiben entbloBt,
wodurch man zu dem in Abb.40 dargestell-
ten unsymmetrischen Fall gelangt. Setzt <]
man also demgemiB g, =4 =4» =0, und Y ,
geht man mit diesen Festsetzungen in (198) 7 =
ein, so ergibt sich zundichst 45040, Dl et Diderlemit

C=D=0,4=B=2xu* @ im #- bzw. u-Feld. [Man vgl. (200).]
und es verbleibt '

25t pt [(tg wu T e + T oo tg uow) — (tg uutg po + Tg xn Tg puw)
+ (tg wu — Tg nu) (tg po — Tgue)] =0,

also eine Identitdt. Dieselbe Erfahrung macht man, wenn man auch noch die
von zweiter Ordnung in A kleinen Glieder beriicksichtigt. Beachtet man also
noch die von vierter Ordnung in A oder A» kleinen Glieder, 148t aber alle gréBeren
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oder kleineren fort, so erhdlt man wegen der Beziehungen

At
tghTg b= — T+

o
secAv Gef Ao = 1 +5

der Reihe nach aus (198) folgende Ergebnisse: die ersten von A» freien Glieder
der beiden ersten Zeilen von (198) ergeben
228 (st + 42 p? + pf) (tg wu Tg pw + TG wu tg puw)
— 2280t — 4P p® + pt) (tg wn tg pw + T xn Tg uw)
+ 241623 utg uo Tguw + A4 16 2 pd tg xn Tg oew .
Der zweite mit dem Faktor — tg A» Tg A» behaftete Ausdruck ergibt
— 20 2[4 u? (5 — u®) (tg ow Tque — T ou tg po)
+ 402 p? (0 4 p?) (tg oew tg uow — T g uw Tg uw) — 16 23 p3] .
Die in der geschlungenen Klammer befindlichen Glieder ergeben samt dem
gemeinsamen Faktor 4 4
16 263 A3 u2 Ao (tg pw + T g uw) + 16 22 A3 u3 Ao (tg #v + T 1)
— (B uthotg sn Tgow + § 23 A b A30) (tg uw — Tg uw)
— (8 By dotg pw T g uw + 524 A ud A30) (tg 2w — T g oew) .
Die letzte Zeile von (198) ergibt schlieBlich
2[5 #pt Mo — Aot + ph)] (tg 2w — Tg ev) (tg prw — Tg paw).
Beachtet man schlieflich noch, dal A8 — A= = A(f — «) = A-v, so folgt schlieB-
lich nach Kirzung durch 2 A4
(% + 42y + u?) (tg son T uw -+ Tg 2w tg pw)
—(wt — 40P p? + pt) (tg sn tg pw + Tg on Tg o)
+ 8 (2 tg pw Tg pw + P tg xn T otu)
— 2 P2 0P [(® — p?) (tg wn Tg puw — T 0w tg o)
+ (@ + u?) (tg xu tg v — Tg un TG pw) — 4 % ] (200)
+ 8% pP v [x (tg uw + Tg pw) + p (tg v + Tg )]
— 4o (P tg un Tg xw + 5° B 1?) (tg po — Tg ue)
+ (P tg puw Tg o + 5 5 p? v?) (tg v — Tg w)]
+ [Extpt ot — (ot + p?)] (tg v — Tg ow) (tg pw — Tg pw) = 0
wv=1—(u4+v)=1—8, v=F—a.

Es kann nun wieder gezeigt werden, daB der durch (200) beschriebene Fall
Abb. 40 eine Reihe der bereits behandelten Fille als Unterfille enthalt. LafBt
man z. B. das von Scheiben freie mittlere Wellenstiick gegen Null abnehmen,
so entsteht der in Abb. 32 dargestellte Fall 10 der unsymmetrischen Zweifelder-
welle. Ist also in (200) o = 8, somit v = 0, so verbleibt bloB, nachdem bei den
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Gliedern eine kleine Umfornung vorgenommen wurde
[(22 + p?)? + 2 %2 p?] (tg v Tg o + TG 2w tg puw)
— [(22 — u?)? — 2 2 2] (tg wu tg puw + TG 20w TG paw) +- 826% pu tg pw Tg pw
+ 8P tg o Tgaw + (w4 pf) (tg e Tgpw + Tg 2w tg )
— (o + p?) (tg 2w tg pw + Tg2u Tg uw) = 0.
Hierbei rithren die mit dem Faktor (x*4-u*) versehenen beiden Summanden

von der letzten Zeile von (200) her. Vereinigt man sie mit den beiden Termen,
die 2 %x%u? als Faktor haben, so folgt nach Teilung durch 2

4063 ptg pw T po + 4o tg xn Tgoen + (8 4 u?)? (tg 2w Tg o + T 20 tg pav)
— (6 — p?)? (tg 2u tg pw + Tg 20w Tg paw) = 0.
Diese Gleichung stimmt aber véllig mit der hier giiltigen Gleichung (176) iiber-
ein, wenn man dort A durch x und also v durch w ersetzt.
Sind die Scheibenhalbmesser im #%- und u-Feld gleich, also g, = g, in Abb. 40,

also auch » = p in (200), so ergibt sich fiir den daraus folgenden unsymmetrischen
Fall mit »%-v = »» nach einigen Umformungen und Kiirzung durch »*

48 (tg wu Tg uw + T g ow tg ww) + 48 (tg 2w Tg wn + tg ww Tg xw)
— 24 2 (tg oow tg oww — TG uu Tg 2w — 2)
+ 48 oo (tg 2w + T ww + tg xew 4 T xw)
— 8o [(3tg wu T wu 4 #%) (tg v — T xw)
+ (3tg ww T g w4 #%) (tg v — T uu)]
+ ot (tg o — T gaw)(tgxw —Iguw) =0. v=1—(u+w)

Nun soll in (201) auBer der Gleichheit der beiden Scheibenhalbmesser g,
und g, auch noch Symmetrie vorausgesetzt werden. Dann ist offenbara = 1 — 8,
also # = w. Damit folgt aus (201)

192 tg wu Tq 2n + 96 30 (tg 2w + Tg w) — 24 2 (tg? sn — T2 su)
+ 48 %% — 16 v (3 tg sw T wu + 2%) (tg xv — T g oew) (202)
+ 2% (tg v — Tgan)2 = 0. v=1—2u.

-~ (201)

Sind vollstindig symmetrische Verhiltnisse vorliegend, dann geht aber der
in Abb. 40 dargestellte Fall offenbar iiber in Fall 6, Abb. 11, fiir den (63) giiltig
war. Dort bedeutete aber v = — #, in (202) hingegen ist v = 1 — 2 u. So-

mit muB — ausgedriickt in dem v der Gleichung (202) jetzt (63) lauten
4 —o(tgwun — Tgon) =0, v=1—2u

Diese Gleichung gilt nur fiir ungerade kritische Drehzahlen. Fiir gerade gilt
offenbar (35b). In (35b) bezieht sich v gemalB der Herleitung auf die belastete
Wellenstrecke, in (202) aber bedeutet % die belastete Wellenstrecke; es ist also,
wenn in (35b) ferner A iberall durch x ersetzt wird, zundchst »» mit »» zu
vertauschen, um den Zusammenhang mit (202) darzutun. Es ist ferner in (35b)
U= % — u, so daB »», das nach der Vertauschung an Stelle von #» tritt, wieder
durch v ersetzt werden muB, damit die Gleichung (35b) durch das v in (202)

ausgedriickt erscheint. Damit findet sich schlieBlich statt (35Db)
tg wn T g oew ;— ao (tg o 4+ T g o) + % w2 — éx%(tgm — Tguu) =0,

v=1—2u
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Multipliziert man diese Gleichung mit 48 und dann mit der oben aus (63) ent-
wickelten Gleichung, so erhilt man in der Tat wieder Gleichung (202), die also
den in Abb. 11 dargestellten Fall 6 trotz seiner Symmetrie hinsichtlich aller
kritischen Drehzahlen beschreibt, sowohl der geraden, wie der ungeraden, ganz
analog zu (191a), das ebensoviel aussagte wie (35a) und (35b) zusammen-
genommen.

LaBt man schlieBlich noch in (201) den Scheibenradius g, des u-Feldes gegen
Null gehen, setzt also in (201) x» = 0, so verbleibt

48 tg sn Tg sem + 48 5% + 48 20 (tg 2w + T g 2ew) — B 230 (tg v — Tgoew) =0,
v=1—u

was nach Teilung durch 48 sofort wieder (36) ergibt. Fiir fehlende Scheiben
im A- und u-Feld geht aber in der Tat der in Abb. 40 dargestellte Fall in Fall 3,
Abb. 6 iiber. Ein analoges Ergebnis folgt natiirlich aus (201) auch fiir s» = 0.

Wie man aus den mitgeteilten Gleichungen erkennt, gestalten sich die strengen
Losungen der allgemeinen Dreifelderwelle selbst fir fehlende Kreiselwirkung
recht verwickelt und in noch héherem Male ist dies bei Beriicksichtigung der
Kreiselwirkung zu erwarten, wobei man dann aus den beziiglichen strengen
Losungen, wie im zwoélften Abschnitt dargetan, Schliisse iiber die Gestaltung
der Rotoren fiir den Fall der Verhinderung der kritischen Drehzahlen durch die
Kreiselwirkung bei synchronem Gleichlauf gewinnen kann. Man kann diese
Aussagen aber auch ohne Kenntnis der beziiglichen strengen Losungen nach
der Betrachtungsweise des achten Abschnittes erhalten und fiir den in Abb. 38
dargestellten allgemeinen Fall soll dies noch gezeigt werden.

Da die Auslenkungen 7, und 7, der Endfelder den Randbedingungen (130)
geniigen miissen, so gelten fiir sie (181) als Losungen, wenn man den Zeiger A
daselbst durch y ersetzt. Fiir ), gilt (129), wenn man x durch 4 ersetzt und diesen
Zeiger bei A, B hinzufiigt. Die noch verbleibenden vier Integrationskonstanten 4,,,
4,;, By, 4, werden durch je zwei Bedingungen (182) bestimmt, die an den Feld-
grenzen & = o und & = f bestehen miissen, wodurch man 4 hinsichtlich 4,
4,;, B;, A, homogene lineare Gleichungen erhilt, deren verschwindende Deter-
minante ergibt

[ te (o) te{o- (1 — p)f — ezet e - (6 — o) [
=e%[eitg<9%<x) + eitg{—j;(l - ﬂ)}}, 0.>0,0,>0,0,>0. J
Wird z. B. in (203) 8 =1, so folgt
— ot tg{ (1 — ) —ettg (o),

also wieder Gleichung (180), die fiir den nunmehr hervorgegangenen Fall 10,
Abb. 32 giiltig ist und zu demselben Ergebnis gelangt man natiirlich auch, wenn
man in (203) « = 0 setzt. In analoger Art wire auch bei den iibrigen Fillen
des dreizehnten Abschnittes vorzugehen, von denen iibrigens der in Abb. 35,
S. 140 dargestellte Fall bereits im achten Abschnitt, S. 88 in dieser Art be-
handelt wurde.

(203)
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55 (107b), 111, 120 (170), 140, 143, 146.

— bei Verhinderung der krit. Drehzahl durch
Kreiselwirkung 134 (182), 138.

Unsymmetrische Falle 17—20, 42—51, 66—
72, 91—104,126—134,140—143,145—152.

Unsymmetrischer Kern K; der Integro-
differentialgleichung 112 (162).

— Kern K der Integralgleichung 114 (164)
(164a).

Variation, Variationsrechnung 6, 41, 47, 48,
119.

Verallgemeinerte Grammelsche Schaulinien
62—81.

Verbesserte Eigenfunktionen (mittels Inte-
gralgleichung) 108 (157), 109, 110 (160),
117 (157a), 118, 124.

Verhinderung der kritischen Drehzahlen
durch die Kreiselwirkung 81—91.

Wourzeln der charakteristischen Gleichung 44,
88.

Zusammenhang zwischen den Kernen K
und K, der Integrodifferentialgleichung
113 (163).

— zwischen Differential-
gleichung 105, 115.
Zusatzfunktionen (bei der Variation) 48, 120.
Zweifelderwelle, allgemeine, mit Kreisel-
wirkung 125—139.
ZweifluBtrommelturbine

Laufer 139 (Abb. 34).

— mit kegelstumpfféormigem Laufer 29, 34—
38 (Abb. 14). 58.

— mit kegelstumpfférmigem Laufer, strenge
Losung 35—37 (73) (76).

und Integral-

mit abgesetztem

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig.





