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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕдАКЮРА ПЕРЕВОдА 

Вторая книга монографии «Математика и САПР»1> состоит из двух ча­
стей (части 3 и 4), которые посвящены общим методам вычислений в 
САПР и методам построения изображений. 

В предисловии к первой книге я говорил о том, что программное обес­

печение САПР призвано решить две задачи: 1) описание геометрических 
характеристик объектов, необходимое при щс: производстве; 2) описание 
функционирования объектов, необходимое при выборе их оптимаk.ных ха­
рактеристик. В соответствии с этим программное обеспечение САТТР мож­
но разбить на две части: программы геометрического моделирования и 

программы функционального моделирования. В первых большое место за­

нимают алгоритмы и программы построения кривых и поверхностей, об­

ладающих необходимыми свойствами гладкости. Ко вторым относятся 

программы численного решения уравнений, описывающих функционирова­

ние систем. 

Часть 3 посвящена численным методам, применяемым в САПР. Пред­
ставлены численные методы решения систем обыкновенных уравнений, 

уравнений в частных производных. В отличие от большинства пособий на 

эту тему изложение носит сугубо прикладной характер. 

Часть 4 посвящена разработанным автором методам аппроксимации 
кривых и поверхностей полиномами, зависящими от параметра. Эти мето­

ды достаточно просты в реализации и дают неплохие результаты. 

Читатель может заметить, что в обеих книгах рассмотрены очень близ­

кие проблемы. Это, однако, не означает дублирования, так как авторы 

описывают сво~ собственные разработки, и их подходы к решению одних 

и тех же задач сушественно различаются. Читателю предоставляется воз­

можность выбрать тот или иной метод в зависимости от особенностей 
своей задачи. Назвать универсальный метод, оптимальный для всех задач, 

к сожалению, нельзя. 

Данная книга, как и первая, может использоваться как справочное посо­

бие. В основном она доступна для начинающих, но из-за лаконичности из­
ложения для ее успешного изучения желательно иметь общее представление 

о численных методах. Книга полезна также разработчикам и пользовате­

лям САПР при решении практических задач. 

Книгу перевели В. В. Коваленко (часть 3) и С. Д. Чигирь (часть 4) .. 

Н. Г. Волков 

•> Математика и САПР: в 2-х кн. Кн. 1. Пер. с франц. - М.: Мир, 1988. 



Часть 3 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 

П. Жермен-Лакур, П. Л. Жорж, Ф. Пистр 

Глава 1 

Введение 

1.1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Системы автоматизированного проектирования (САПР) предоставляют 

широкие возможности конструкторам и проектировщикам. С помощью 

САПР можно точно описать производимое изделие, выявить особенности 

его функционирования, упростить технологию изготовления. В САПР име­

ются средства для точного описания геометрической формы изделий, ана­

лиза взаимосвязей различных параметров, а также возможность оптимиза­

ции параметров изделия. Облегчается решение проблем стандартизации и 

учета различных норм и ограничений. Все это приводит к увеличению про­

изводительности труда конструкторских и проектных бюро. 

Современные коммерческие САПР (САПА, EUCLID, STRIM 100, 
SAPНIR, PAFEC, CADAM, CADDS4X, ANVIL, IDEAS) решают главным 
образом задачи геометрического представления изделий, а оценку их техни­

ческих характеристик осуществляют с помощью вычислительных про­

грамм, не входящих в состав указанных систем. Желательна более тесная 

связь между САПР и этими вычислениями, так как САПР предоставляет 

хорошие возможности пользователю: в частности, она позволяет описы­

вать геометрические характеристики изделия и его частей, дает возмож­

ность применять различные базы данных и средства графического пред­

ставления результатов расчета. Эта связь, однако, затруднена рядом 

факторов: 

1) если система геометрического описания объектов универсальна, то 
описание функционирования и физических свойств зависит от типа изделия 

И привлекает самые разные ДИСЦИПЛИНЫ (механику, термодинамику, элект­
ричество и т. д.); 

2) в ряде случаев время вычислений слишком велико и не дает возмоЖ­
ности использовать интерактивный режим работы; 

З) если базы данных имеют узкую направленность, их трудно адаптиро­

вать к новым задачам; 

4) ресурсы графических средств ограниченны и часто с трудом справля­
ются с такими задачами, как многократное воспроизведение линий тока, 

поверхностей уровня, переходных явлений и т. п.; 

5) современные САПР велики по объему, что затрудняет их обслужива­
ние и развитие. Так, например, система CADDS4X фирмы Computervision 
содержит около шести миллионов операторов исходной программы. 
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Из сказанного ясно, что вычислительные средства, необходимые для 
описания физических характеристик объектов, должны развиваться как в 

рамках САПР, так и вне их. 

В данной части книги излагаются методы вычислений, предназначенные 

для описания физических характеристик и функционироваН:ия объектов. 
Проблемы геометрического описания будут рассмотрены в следующей ча­

сти. Метод изложения - от простого к .сложному, при этом мы будем 

стараться избегать углубления в технические детали. Изложение будет ве­

стись на инженерном, а не на математическом языке, хотя для каждой за­

дачи будет приводиться ее математическое решение при необходимости с 
включением алгоритма или программы на языке Фортран. При этом мы 

будем отдавать предпочтение простым и надежным методам. 

Следует отметить, что выбранные для рассмотрения задачи не являют­

ся полностью независимыми. Некоторые из них близки друг другу, хотя 

и решаются разными методами. Ряд задач служит основой для решения 

других, более сложных задач. 

Итак, наша основная цель - ознакомить пользователей и специалистов 

с методами вычислений, используемыми в САПР. 

1.2. ВЫЧИСЛЕНИЯ И САПР 

Любое автоматизированное вычисление основано на построении моде­
ли, которая описывает изучаемое явление и позволяет предсказать его раз­

витие. С помощью алгебраических, дифференциальных и других уравнений 

модель представляет те свойства явления, которые необходимы для пред­

сказания, и пренебрегает свойствами, не оказывающими влияния на иско­

мые результаты. Модель содержит два типа физических величин: исходные 

данные и результаты. Для автоматизации вычислений каждую величину 

необходимо представить конечным множеством схалярных значений. Так, 
например, функция определяется набором ее значений для конечного мно­

жества точек в области ее определения, а ~качения в других точках нахо­

дятся интерполяцией. 
Любое автоматизированное вычисление есть алгоритмическая обработ­

ка конечного множества исходных данных с получением конечного множе­

ства результатов. Вся эта информация (исходные данные и результаты) мо­

жет располагаться - полностью или частично - в используемой САПР. 

Поэтому можно различать шесть уровней интеграции вычислений в зависи­

мости от возможностей конкретной САПР. Они перечисляются ниже. 

1.2.1. Внутренний алгоритм 

В этом случае все данные содержатся в команде, запускающей вычисле­

ния, и в базе данных САПР, а множество результатов помещается в ту 

же базу. Такой подход, дающий полную возможность использовать интер­

фейсы с базой данных и функциональные средства самой системы (опцио­

ны, графику, интерактивность и т. д.), типичен для разработчиков САПР. 

Фактически он сводится к увеличению системы на одну команду. 
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1.2.2. Макроинструкции 

Как и в предыдущем случае, все данные и все результаты размещаются 

в базе данных системы, а их обработка проводится на языке, который хотя 

и очень близок к языку управления, но должен при каждом исполнении 

интерпретироваться системой САПР. При этом нет необходимости транс­

лировать программу с Фортрана и пропускать ее через редактор связей, 

но зато интерпретация увеличивает время выполнения. Кроме того, при 

использовании языка такого типа не всегда можно достичь желательной 

гибкости структур данных, входов и выходов. Такой подход характерен для 

пользователей САПР. 

1.2.3. Внешний алгоритм с интерфейсом 

В этом случае данные и результаты тоже размещаются в· базе данных, 

но их обработку производит внешняя программа (в интерактивном или па­

кетном режиме, зто определяется спецификой вычислений), используя ин­

терфейсы с базой данных, которые поставЛяются разработчиком САПР 
для этой цели. Примером может служить САТGЕО для САПР САПА. Та­

кой подход часто практикуется специалистами по вычислительной технике 

предприятия, на котором применяется зта система. 

1.2.4. Передача геометрических данных 

Только часть данных и результатов размещается в базе данных САПР. 

С помощью САПР производится отбор данных, касающихся главным об­

разом геометрии объекта, и формируется файл данных, который обраба­

тывается обычным способом вместе с другими данными. Часть результа­

тов может быть аналогичным образом возвращена в САПР. Этот метод 

удобен, если время обработки велико. 

1.2.5. Перенос геометрических данных 

В этом случае результаты обработки не возвращаются в САПР и их 

интерпретация должна производиться без помощи САПР, которая распола­

гает мощными, гибкими и хорошо известными пользователю средствами 

графического отображения. 

1.2.6. Автономные вычисления 

Обработка и управление данными и результатами производится вне 

САПР. Этим предоставляется большая свобода в организации вычисли­

тельного процесса, . но, с другой стороны, необходимость управлять 
всем - данными, результатами, визуальным отображением, документаци­

ей и обучением пользователей - может оказаться слишком обремени­

тельной. 
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Все сказанное объясняет интерес к расширению возможностей, которые 

дает стандартизация интерфейса, базы данных и языка пользователя. Сле­

дующий этап - создание САПР, основанной на стандартной системе 

управления базой данных. К сожалению, многочисленные технические 
трудности тормозят это развитие, которое может быть столь же полезно, 

как и усилия, направленные на стандартизацию графических функций (GKS, 
PHIGS). 

Глава 2 

Численные методы 

2.1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим решение уравнений типа F(x) =О. В большей части задач, 
приводящих к системе п линейных уравнений с п неизвестными вида 

Ах= Ь, матрица А является симметричной и ленточной. Ленточной назы­

вается такая матрица, у которой все элементы вне полосы, расположенной 

вдоль главной диагонали, равны нулю. Полную информацию о ленточной 

матрице содержит таблица ее ненулевых элементов размерами п х /, где 

п - порядок матрицы, / - число отличных от нуля диагоналей. 

При решении системы Ах = Ь классическим методом Гаусса в эту таб­
лицу вместо матрицы А помещается матрица U разложения А = LU. 
В данном разложении, которое является единственным, L-нижняя треу­
гольная матрица с единичной диагональю, U- верхняя треугольная матри­
ца. Реализующая метод Гаусса программа на Фортране (она приведена ни­
же) вычисляет решение за время, пропорциональное п/2 , поэтому уравнения 
и неизвестные следует располагать так, чтобы лента была как можно бо­
лее узкой. 

SUBROUTINE GAUS'SBD(A,B,N,LB,ND,EPS,KER) 
Н М Е Е Е Е S 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
DIHENSION A(JfD,LB) , B(ND) 

•Решение методом Гаусса системы А•Х =В с симметричной и ленточной матрицей А 

• вычислRетсR разложение А = L U, диагональные члены L равны 1 
•А: на входе - строки А, начинаR с диагонали, на выходе - строки u· 
•В: на входе - лраваR часть, на выходе - вектор решениR 

• N: число неизвестных 
• LB: ширина ленты, начинаR с диагонального члена 
•NB: размерность в вызывающей программе 
• EPS: минимальное значение мод ул А ведущего элемента 
• KER: код ошибки (0 при нормальном завершении) 
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к = -1 
IF( N .LE. о .OR. 
IF( LB .LE. о .OR. 
KER = О 
NLBl = N - LB + 1 
JSUP "' LB 
DO 4 К = 1 1 N-1 

PIV "' А(К,1) 

Глава 2 

N .GT. ND 
LB .GT. N 

IF( ABS(PIV) .LE. EPS ) GОТО 9 
IНАХ = К + LB - 1 
IF( К .LE. NLBl ) GОТО 1 
IНАХ"' N 
JSUP "' JSUP - 1 

1 JНАХ = JSUP 
II = 2 
DO З I "' K+l , IНАХ 
Т = A(K,II) / PIV 
JНАХ "' JНАХ - 1. 
JJ = JSUP 
DO 2 J = JНАХ , 1 , -1 

GОТО 9 
GОТО 9 

A(I,J) = A(I,J) - Т * A(K,JJ) 
2 JJ " JJ - 1 

B(I) = B(I) - Т * В(К) 
З II=II+l 
4 CONТINUE 

К = N 
PIV = A(N,l) 
IF( AВS(PIV) .LE. EPS ) GОТО 9 
B(N) = B(N) / PIV 
JНАХ = 1 
DO б I = N-1 , 1 , -1 

S = B(I) 
JНАХ " JМАХ + 1 
IF( I .LE. NLBl ) JНАХ = LB 
JJ "' I + 1 
DOSJ=2,JНAX 

S = S - A(I,J) * B(JJ) 
5 JJ JJ + 1 
б B(I) = S / A(I,l) 

REТURN 

9 KER = К 
RETURN 
END 

Теоретически задача Ах = Ь разрешима, если матрица А регулярна, и 
в общем случае не имеет решения, если А синrулярна. С вычислительной 

точки зрения эта задача более или менее проста в зависимости от того, 

насколько А далека от сингулярности. Выявить эту зависимость можно, 

исследуя связь дх (вариаций решениях) с дЬ (вариациями Ь) и дА (вариа­

циями А). 

Проведем преобразования: 
Ах= Ь, (2.1) 

(А + дА)(х + дх) = Ь + дЬ, 
(А+ дА)дх = дь - дА ·А- 1ь, 

дх = (I + А- 1 • дА)- 1 ·А- 1 • (дЬ - дА ·А- 1Ь). 

(2.2) 

(2.3) 
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Далее мы воспользуемся неравенством 

(2.4) 

которое выводится следующим образом: 

(/ + М) · (/ + М) - 1 = /, 
(/ + М)- 1 = / - М · (/ + М)- 1, 

11(/+М)- 1 11 ~ llЛI + llM·(/+M)- 1 11~1 + llМll х ll(J+M)- 111. 

Отсюда следует неравенство (2.4). 
Используя выражения (2.3) и (2.4), можно написать 

11дх11~11(1+л- 1 ·ЛА)- 1 11х11л- 1 11 х (llдЬll + llдAll х 11л- 1Ы1). 

llдxll ~ llA-:н (llдЬll + llдAll х llxll). 
1 - llA - · дА 11 

llдxll ~ llAll х llA- 1 11 ( llдЬll + llдAll) 
llxll 1 - llA - ~11 х llдA 11 llA 11 х llxll W ' 

но llЬll ~ llAll х llxll, поскольку 

llдxll ~ llAll х llA - 111 (llдЬll + llдAll). 
llxll ""'1 - 11л- 1 11 х llдAll llЬll llAll 

Величина С(А) = llA 11 х llA - 1 11 называется числом обусловленности 
матрицы А. Если llдAll мало, то 

llдxll ~ С(А) . (llдЬll + llдA 11) 
llxll""' llЬll llAll ' 

поэтому можно сказать, что С(А) есть коэффициент усилениJJ относитель­

ных вариаций х по сравнению с относительными вариацрями Ь и А. Оче­

видно, ЧТО С(А) больше единицы и С(А )-+ + оо, если матрица А становит­
ся сингулярной. 

Из сказанного следует, что численное решение системы Ах= Ь с плохо 
обусловленными матрицами затруднено тем, что малые возмущения ис­

ходных данных ведут к большим возмущениям решения. Примером может 

служить классический матричный тест - матрица Хессенберга, которая 
очень плохо обусловлена, хотя и регулярна, симметрична и положительно 

определена: 

1 

2 п 

1 
-

2 3 п + 1 

н. = 

п 2п - 1 
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При решении систем с такими матрицами метод Гаусса неудобен, так 

как он не позволяет повысить устойчивость результата. Кроме того, число 

неизвестных системы Ах = Ь может быть столь велико, что матрицу А 
нельзя разместить в оперативной памяти (хотя матрица обычно разрежена, 

т. е. содержит много нулей). 

В таких случаях представляет интерес применение итерационных мето­

дов: Гаусса - Зейделя, верхней релаксации, сопряженных градиентов. При 

использовании этих ме'rодов в памяти хранятся только ненулевые элемен­

ты матрицы А, достаточные для вычисления линейного преобразования 

w = Av. На каждой итерации выполняется преобразование и качество про­
межуточного результата контролируется нормой остатка r = Ах - Ь. 

Для решения систем с симметричной и положительно определенной 

матрицей можно воспользоваться методом -сопряженных градиентов с 

предварительным улучшением обусловленности, алгоритм которого описы­

вается следующим образом: 

- задать А и Ь (ненулевые элементы); 

- задать Jf и t; 
- ВЫЧИСЛИТЬ 1 = Ах° - Ь; 
- решить систему Mz° = I; 
- положить d0 = z°; 
- для k = О, 1, ... , п повторять: 

rf = АсУ, 
Qk = <гk. ;/)/(~. rl>. 
xk+ 1 = xk - gkf./", 
гk + 1 = гk - Qkrl, 
решить систему Mzk + 1 = гk + 1, 
(jk+1 = <гk+ 1, zk+ 1 >l<гk. zk>. 
dk+I = zk+I + /jk+tdk 
до выполнения условия <гk+ 1, zk+t> ~ t 2 х (1, 1). 

Теоретически при отсутствии ошибок округления число итераций не 

больше порядка матрицы А. На практике же, если хорошо выбрана 
матрица М, итерационный процесс заканчивается гораздо раньше. Этот 
метод основан на замене системы Ах= Ь системой L - 1AL -t(L,x) = L - 1 ь, 
где матрица L связаНа с матрицей М соотношением М = LLt и М близка 
к А. Матрицу М следует выбирать так, чтобы, с одной стороны, сушест­

венно улучшить обусловленность L - 1 AL - 1 по сравнению с обусловлен­
ностью А, а с другой стороны, сделать время решения системы 

Mzk + 1 = гk + 1 как можно меньшим. Среди предложенных в литературе ва­
риантов выбора М следует отметить два особенно простых и эффектив­

ных: диагональная матрица из диагональных элементов А и матрица 

верхней релаксации 

м = _CJJ (_!_п - в) п- 1 (_!_п - в) 1, 
2-CJJ (JJ (JJ 
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где D - диагональ А, Е - ее нижний треугольник, UJ - действительное 

число в пределах 1 < UJ < 2. В последнем случае нет необходимости стро­
ить матрицу М, а все вычисления можно проводить с элементами А. Опти­

мальное значение UJ находится анализом конкретного класса задач. Еще од­

но достоинство метода сопряженных градиентов состоит в том, что этот 

метод позволяет эффективно использовать преимущества современных век­

торных и параллельных компьютеров. 

Описанный метод теоретичесkи гарантирует сходимость за конечное 

число итераций. Но не все итерационные методы обладают этим свой­

ством, поэтому во многих случаях приходится последовательно вычислять 

приближения Хо, х1, ... , Xk, .•. к неизвестному решению по формулам типа 
Xk + 1 = /(xk), где каждое приближение зависит от предыдущего. 

Итерационный метод сходится, если 

ve, зN такое, что п > N• 1 Хп - х 1 < е. 

Метод имеет сходимость порядка а > О, если 
ve, зN и с 1 О < с < 1 такие, что 

п > N• 1 1,x;n+ ~ ~; ~ - с 1 < е. 
В частности, если а = 1, сходимость называется линейной, если 

а = 2, - квадратичной. 

Метод Ньютона - Рафсона для решения нелинейного уравнения 

F(x) =О: 
F(Xk) 

Xk+I = Xk - ---
F' (Xk) 

имеет квадратичную сходимость, но можно получить и формулу со сходи­
мостью порядка З, разложив F(x) в степенной ряд в окресТности решения: 

F(x) =О= F(u) + oF' (и)+ io2F" (и), 

где и близко к х и о= х - и. Если пренебречь членом с о2, получим форму­
лу Ньютона. Пренебрегая членами более высокого порядка, получим 

0 = х _ и = _ F(u) _ _!_ F" (и ) ( F(u) ) 2• 

F' (и) 2 F' (и) F' (и) 

Отсюда следует 

F(Xk) 1 F" (Xk) ( F(Xk) ) 2 

Xk+ 1 = Xk - F' (Xk) - 2 F' (Xk) F' (Xk) . 

В общем случае формула Xk + 1 = /(xk) обеспечивает сходимость к х та­
кому, что х = /(х), если - 1 < f' (х) < + 1, что можно легко проверить 
для частного "случая 

f(x) = рх + 1 - p•Xk+ 1 = PXk + 1 - р, 
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где. приближения сходятся к х = 1, если - 1 < р < 1. Если/' (х) = О, имеем 
квадратичную сходимость, классическим примером которой служит 

формула 

Xk+I = ~ (xk + ;J, 
которая СХОДИТСЯ к х = Га. 

Приведем еще две формулы для решения уравнения F(x) =О с по­
мощью приближений Xk + 1 = /(Xk): 

FF' 
f(x) = х - , 

(F')2 - !рр" 
2 

сходимость которой имеет третий порядок, но становится линейной, если 

корень F(x) кратный, и 

FF' 
f(x) = х - (F')2 - FF", 

сходимость которой всегда квадратична независимо от кратности корня. 

Эти формулы можно более или менее просто обобщить на случай, ког­

да неизвестное х имеет несколько составляющих. Для примера напомним 

метод Бэрстоу1> для нахождения корней полинома 

р(х) = аоХ" + а1х"- 1 + ... + О11-1Х +а". 

Метод состоит в том, что р(х) делится на трехчлен 

t(x) = х2 - sx + р•р(х) = t(x)q(x) + (roX + r1), 

где ro и r1 зависят .от s и р, и методом Ньютона отыскивается вектор {~). 
обрашающий в нуль вектор { ~~). 

Все описанные итерационные методы обеспечивают сходимость в неко­

торой окрестности решения, которая может быть очень малой. По этой 

причине в определенных случаях более устойчивыми могут оказаться прос­

тые методы, как, например, метод дихотомии для нахождения корня F(x): 
1) найти а< Ь такие, что F(a) х F(b) <О; 

· а+ Ь 
2) вычислить с= - 2- и F(c); 

3) если F(a) х F(c) >О, положить а= с, в противном случа положить 

Ь= с; 
4) вернуться к 2), если (Ь - а) > е. 
Чтобы закончить этот раздел, приведем оригинальный метод решения 

систем линейных уравнений, близкий к методу сопряженных градиентов и 

к методу Ланцоша. 

1> Другое название - метод Хичкока. - Прим. ред. 
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Пусть А - симметричная и положительно определенная матрица, В -
симметричная матрица, У1 - произвольный вектор. 

Последовательно вычисляются: 
1 

ai = (у\Ау1) - 2, V1 = а1 У1, 
1 

У2 = ВАv1 - (v\AВAv1) v1, а2 = (у~АУ2) - 2, 
Уз= ВАv2 - MAВAV2)V2- (v\AВAv2)V1, 

1 

аз = (у~Ауз)2, Vз = аз Уз, 
У4 = ВАvз - (vИВАvз)vз - (v~ВAvз)v2, 

1 

щ = (yiAy4)- 2, V4 = щу4, 

v" = а"у". 
В результате получаем п векторов v;. Пусть V - матрица, содержащая 

эти векторы в качестве столбцов. Легко проверить, что 

vtAV= 1 ~л - 1 = vvt, 
vtлвл v = т = v- 1влv, 

где Т - трехдиаrональная матрица. 

Решением системы Ах = Ь является 
11 

х = ~ (v\Ь)v;. 
i=l 

Решив эту систему, мы почти сразу получаем собственные векторы и 

собственные значения матрицы ВА, так как эквивалентная ей матрица 

Т - трехдиаrональна. Если В = 1, одновременно получаем обращение мат­
рицы А, ее собственные значения и векторы. Если А = К и В = м- 1 , а 
М - диагональная матрица, получаем обращение К и собственные значе­

ния и векторы м- 1К. Все это достигается за п последовательных итера­
ций, состояших главным образом в выполнении преобразований ВАv;, ко­

торые производятся довольно быстро, если матрицы А и В разрежены, 

хотя их нулевые элементы могут быть рассредоточены. 

Однако для применения этого метода требуется, чтобы собственные 

значения ВА были простыми и хорошо изолированными, а вектор v; дол­
жен иметь ненулевую составляющую по каждому из собственных направ­

лений. Более того, даже в этом идеальном случае вычисления следует про­

водить с повышенной точностью. Поэтому метод, нес!'fотр.Я на всю его 

привлекательность, нельзя рекомендовать для широкого использования. 
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2.2. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Задача состоит в вычислении ·значения определенного интеграла 

1 = 1 f(x)dx 

о 

в одно-, дву- и трехмерных пространствах. 

Рассмотрим сначала случай одномерного пространства: 

" 
/ = r f(x)dx. 

о 

Для начала выберем внутренние точки Х1, х2, ... , х" - 1 такие, что 

Хо < Х1 < . . . < х" - 1 < х", и выпишем интеграл в виде точной суммы 

" ", 1 f(x)dx, 

Х1-1 

/= ~ 
i= 1 

с тем чтобы на каждом из отрезков [Х;-1, х;] сделать функцию f(x) более 
регулярной. На всех отрезках [х; - 1, х;] проведем линейную замену перемен-

ной интегрирования по формуле · 

и введем функцию 

и-а х-х;-1 

Ь - а - Х; - Х;-1 

Х; - Xi-1 1 [Х; - Xi-1 ] 
g;(u) = -Ь-- --(-)-/ Ь (и - а)+ Х;-1 , · -а (J]U -а 

где (J](u), а и Ь - произвольны. Тогда 

" ь 

1 = h 1 (J](u)g;(u)du. 
i= 1 Q 

Во многих частных случаях простая формула 

ь i=p 1 (J](u)g(u)du ,,;, Ц;g(а;), 
(1 1= 1 

в которой значения а;е[а, Ь] и А1 определяются конкретным методом, дает 

точный результат для всех полиномов степени ниже 2р. 
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На практике для численного интегрирования применяют следующие 

методы: 

•Гаусса - Лежандра: Ca1(u) = l, а= - 1, Ь = + l; 
l 

•Гаусса - Чебышева: Ca1(u) = , а= - 1, Ь = + l; 
~ 

•Гаусса - Лагерра: Ca1(u) = е-", а= О, Ь = + со; 
•Гаусса - Эрмита: Ca1(u) = е-"2, а= - со, Ь =+со. 

Среди формул, использующих крайние точки отрезка интегрирования, 
ь р 

1Ca1(и)g(u)du = A1g(a) + ~A;g(a;) + Ap+ 1g(b), 

а 1=2 

проще других формулы метода Гаусса - Якоби1> для различных значений 
р (к ним относятся формула трапеций и формула Симпсона). 

Самым удобным и чаще всего применяемым является метод Гаусса -
Лежандра. Приведем узлы и веса этого метода для различных значений р: 

р = 1, порядок 2, 01 =О, А1 = 2; 

р = 2, порядок 4, 

р = З, порядок 6, 

Для вычисления определенного интеграла в дву- или трехмерном про­

странстве следует разделить область интегрирования О на простые элемен­

ты - треугольники и четырехугольники (в двумерном) и четырехгранники 

и шестигранники (в трехмерном). Для интегрирования по квадрату или ку­

бу достаточно использовать формулы Гаусса -:- Лежандра: 
+1 +1 

р р 

1 1 /(и, v)du dv = ~ ~А1А./(а;, Oj), 

-1 -1 i= 1 j=I 

+1 +1 +1 

1 1 1 /(и, v, w)dudv dw = t t D1AjAt/(a;, Oj, Ot), 

-1 -1 -1 i=I j=I k=I 

где А; и а; - те же, что и для одномерных интегралов, а и, v и w -
локальные переменные, соответствующие рассматриваемому элементу. 

1> В меrоде Thycca - Якоби а= - 1, Ь = 1, "'(и)= (1 - и)" (1 + u)f!, а> -1, 
{3 > - 1. - Прим. ред. 

2-1172 
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Подобные же формулы для каждого значения р существуют для тре­

угольников и тетраэдров. Ниже приведены две такие формулы третьего 

порядка. 

1) 'li>еугольник (рис. 2.1): 

I = Jли, v)dudv = д[Аf(а) + Bf(b) + С/(с) + Df(d)] 

т 

1 
а=-

3 ' 
Плоские 

3 
барицентрические Ь=-
координаты 

5 ' 

1 
С=-

5 ' 

1 d=-
5 ' 

д - площадь треугольника. 

2) Тетраэдр (рис. 2.2): 

Рис. 2.1. 

1 27 
з· 

А=--
3 48 

5' 5 
В=~ 

48 

3 1 С=~ 
5' 5 48 

3 D=~ 5' 5 48 

1 = Jли, v, w)dudvdw = V[Af(a) + Bf(b) + С/(с) + Df(d) + Щ'(е)] 
т 

Рис. 2.2. 
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1 4 
а =4, 4' 4' А=--

4 5 

1 1 
В= 

9 
Ь=- 6' 6' 2 ' 6 20 

Объемные 
1 1 9 

барицентрические с =6' 2' 6' С=-
координаты 

6 20 

1 D= 9 d=- 6' 2' 6 ' 6 20 

1 1 
Е= 

9 
е=- 6' 6' 6 ' 2 20 

V - объем тетраэдра. 

2.3. ДИФ<l>ЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С НАЧАЛЬНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ 

Пусть требуется решить задачу, представленную в канонической форме: 

у' =f(x, у), у= (х =Хо)= Уо, (2.5) 

где у - неизвестная скалярная или векторная функция х. 

Следует отметить, что если функция / не зависит от у, можно во­
спользоваться методами, описанными в разд. 2.2, так как 

х 

у(х) = Уо + 1 f(t)dt. (2.6) 

х. 

В общем случае используется численный метод, состоящий в замене 

производной у'(х) = dyldx конечными разностями. Эту замену можно про­
вести различными способами. Простейший из них 

, ( ) Уп-1 - Уп 
у х =----

Xn+I - Хп 

при равенстве всех шагов дх = h приводит к явной формуле Эйлера: 

у"+ 1 = у" + lif(x"! у"). (2. 7) 

Легко можно получить и другие формулы: 

• Неявная формула Эйлера 

Yn+I = Уп + /if(X11+1, У11+1), (2.8) 

котор;ц имеет тот же порядок погрешности, что и формула (2. 7), но менее 

2* 
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удобна, так как для вычисления Уп + 1 требуется знать Уп + 1, it эта рекурсия 
замедляет вычисления. 

•Формула трапеций 

h . 
Уп + 1 = Уп + 2Lf(Xn, Уп) + /(Хп + 1, Уп+ 1)) • (2.9) 

•Формула 

Уп + 1 = Уп - 1 + 2hf(Xn, Уп), (2.10) 

которая имеет два преимущества - явную форму и погрешность метода 

третьего порядка. 

Погрешность метода t(h) определяется разностью между точным зна­
чением левой части и правой частью приведенных формул 1>. Из формулы 
Тэйлора следует 

h , hz" hз,,, 
Уп + 1 = Уп + lYn + 2 Уп + 6 Уп + ••• • 

поэтому для явной формулы Эйлера 

t(h) = Уп+ 1 - Уп - hy~::::: ~у;= O(h2), 

а для формулы (2.10) 

t(h) = Уп+I -Уп-1 - 2у~::::: ~3у:'= O(h3). 

К сожалению, формула (2.10) не является А-устойчивой. Метод называ­
ется А-устойчивым, если, применяя его к уравнению у' = - у, получаем 

Уп-+О при п-+оо независимо от величины h. 
На первый· взгляд пригодны все методы порядка 2 и выше. Действи­

тельно, погрешность O(h2) на один шаг приводит к погрешности O(h) на 
п шагов, и, поскольку х = nh, можно получить сколь угодно малую по­
грешность для любого х, положив h достаточно малым. На самом деле 
этого недостаточно: нужна еще и устойчивость формулы, т. е. свойство, 

которое гарантирует ограниченность вариаций результата, вызываемых 

ограниченными вариациями данных. Все приведенные выше формулы 

устойчивы, но комбинируя две устойчивые формулы второго порядка 

Уп+I = Уп-1 + 2hy~ И Уп = Уп-1 + hy'n, 

получим формулу, шаг· которой зависит не только от Уп, но и от Уп - 1, 

Уп+ 1 =-у" + 2Уп-1 + Зh/(Хп, у"), (2.11) 

не обладающую свойством устойчивости. Применив эту формулу к реше­

нию уравнения у' = 1 с Уо =О и У1 = h + t, получим 

1> Это называется также погрешностью аппроксимации. - Прим. ред. 



У2 = 2h - 8, 
Уз= Зh + 38, 
У4 = 4h - 58, 
Ys = Sh + 118, 
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Отсюда видно, что для данного х =.nh при h-+O и n-+oo у" не стремится 
к точному решениiо nh. 

Приведенные выше простые формулы почти не используются в числен­

ном анализе из-за малого порядка погрешности. На практике применяют 

более сложные формулы, в том числе: 
• Формула Рунге - Кутта четвертого порядка 

ko = /if(x", у"), 

k1 = /if (x" + ~· у"+ ~о), 

ki = lif (x" + ~· Уп + ~'), 
kз = /if(x" + h, Yn + ki), 

. 1 
Уп+ 1 = Yn + (,(ko + 2k1 + 2k2 + kз), (2.12) 

которая имеет погрешность пятого порядка и А-устойчива, если h < 2, 75. 
Применение этого метода Рунге - Кутта иллюстрируется приведенной ни­

же программой на Фортране 

•программа решения уравнения У =А *У при А= -50 
•методом Рунге - Кутта четвертого порядка 

•метод А-устойчив, если Н <2.75/ (-А) 

IHPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
DATA A/-50.0DO/ 
Р(Х,У)•А*У 

1 X=O.ODO 
y"l.ODO 
READ(S, '(G20.0)',END=20} Н 
WRITE(9, '(llX,' 'VALEUR DE Н '' ,Pl0.4) ') Н 
00 10 I=l,10 
VzDEXP(A*X) 
E=DABS(V-Y)/V 
WRITE(9,'(4G20.б)') X,Y,V,E 
GO=H*P(X,Y) 
Gl•H*F(X+H/2.0DO,Y+G0/2,0DO) 
G2•H*P(X+H/2.0DO,Y+Gl/2.0D0) 
G3=H*P(X+H,Y+G2) 
Х=Х+Н 
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Y•Y+(G0+2.0DO*Gl+2.0DO*G2+G3)/б.ODO 
10 COKTINUE 

GO ТО 1 
20 SТОР 

ЕКD 

• Явная формула Адамса второго порядка 

Уп+1 = Уп + -&<23у~ - l6Y~-1 + 5У~-2), (2.13) 

которая имеет погрешность четвертого порядка, но отличается особой 
устойчивостью. 

• Явная формула Милна третьего порядка 

4h(2 ' ' 2 ' ) Уп + 1 = Уп - 3 + 3 Jlп - Уп - 1 + Уп - 2 • (2.14) 

которая имеет погрешность пятого порядка, что можно легко проверить, 

показав, что она точна для всех полиномов четвертой степени. 

• Неявная формула Милна первого порядка 

h(y, 4 ' ' ) Уп + 1 = Уп - 1 + 3 п + 1 + .Уп + Уп - 1 • (2.15) 

погрешность которой e(h) = - ~ h5y<5>(~) с ~Е [хп, Хп+ 1) тоже пятого 
порядка. 

• Формула Хемминга 

Уп + 1 = ~ (9 Уп - Уп - 2) + З: {у~+ 1 + 2у~ - Уп - i), (2.16) 

которая близка к формуле (2.15) и имеет погрешность того же порядка, 
но более устойчива. 

Для того чтобы избежать итераций при использовании формул (2.15) 
и (2.16), достаточно приближенно оценить величину у"+ 1 с помощью, на­
пример, формулы (2.14), а затем провести ее коррекцию однократным при­
менением формулы (2.16). Следующие формулы позволяют получить по­
грешность шестого порядка: 

Предиктор 

Корректор 

[
1) Y~+I = Уп-з + 4:(2у~ -У~-1 + 2у~-2), 
2) . .2 1 112 1 

.Yn+I = Уп+I + ili{y" - у"). (2.17) 

3) .Уп + 1 = g (9у" - Уп - 2) + S (f(x", Yn + i) + '2/п - f" - 1 ) , 
[ 

• .з 1 Зh 

4) з 9з 1) Уп+I =Уп+1- 121 {yn+l -Уп+I • 
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Если задача сформулирована не в канонической форме у' = f(x, у), а 
в неявном виде ф(х, у, у')= О, возможны два подхода к ее решению: 

а) используя методы разд. 2.1, вычислить у' как корень z уравнения 
ф(х, у, z) =О и затем решать обычным способом, что может оказаться 
долгим и трудным; 

б) продифференцировать ф: 

дф + дфу' 
дх ду 

ЧТО дает 

+ дфу" =о, 
дz 

у" = g(x, у, у'). (2.18) 

Это уравнение второй степени легко привести к канонической форме, 
построив вектор 

и записав (2.18) в виде 

-+ 
U= [~] 

[ v J=F<x. g(x, у, v) 

-+ 
и). (2.19) 

Однако для решения уравнения (2.18), часто используемого в механике, 
удобнее пользоваться следующими формулами: 

У11+1 =у"+ hy~ + ~2[otY.;'+1 + (1 - ot)y,;'), (2.20) 

У~+1 =у~+ h[8y,;'+1 + (1 - 8)у"1, 

1 1 
которые при оптимальных значениях параметров ot = б и 8 = 2 обеспечива-
ют погрешность пятого порядка. Ниже приведена программа, иллюстри­

рующая реализацию этих формул в три итерации (число итераций выбрано 
произвольно). 

• Программа YOTDI F2: 
• Решение диффеРвнциального уравнениfl 
•второго порАдка: У" =G (х, у, у) 
• Рассматриваетсfl на примере А: У' ~ 
•- [OMEGA""2] *У, УО, УРО 
• ИспользуютсА формулы: 
•Y(N+1) =Y(N)+H*Y'(N)+0.5*H*H* (A*Y"(N+1) + 
* (1-А) * У" (N)l 

• Y'(N+1) = Y'(N)+ Н* (Т*У"(N+ 1 )+ (1-T)*Y"(NI] 
* г• Y"(N) обозначает G(X(N), Y(N), Y'(N)) 
* Известно, что метод оптимален при А = 1 /6 и Т = 1 /2 

IMPLICIT REAL•S(A-H,0-Z) 
G(X,Y,YP)•-oнEGA2•Y 
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OНEGA=2.0D0*3.14159265358979DO 

OHEGA2=0HEGA*OHEGA 
YO=l.ODO 
YPO=O.ODO 
A=l.ODO/б.ODO 

T=l.OD0/2.0DO 
H=O.OlDO 
WRITE(9,'(1X)') 
WRITE(9, '(llX,''VALEUR DE 
WRITE(9,'(11X,''VALEUR DE 
WRITE(9,'(llX,' 'VALEUR DE 
WRITE(9,'(llX,''VALEUR DE 
WRITE(9,'(llX,''VALEUR DE 
WRITE(9,'(llX,''VALEUR DE 
WRITE(9,'(lX)') 
X=O.ODO 
У=УО 

~Р=УРО 

YS=G(X,Y,YP) 
DO 10 I=l,10 
V=DCOS(OМEGA*X) 

E=DAВS(V-Y)/V 

OMEGA = '',Fl0.4)'} OMEGA 
УО = '',Fl0.4)') УО 

УРО = ·• 0 ,Fl0.4)') УРО 
А= '',Fl0.4)') А 
Т = '',Fl0.4)') Т 
н = '' ,Fl0.4)') Н 

WRITE(9,'(4G20.б)') X,Y,V,E 
YSl=YS 
Yl=Y+H*YP+O.SDO*H*H*(A*YSl+(l.ODO-A)*YS) 
YPl=YP+H*(T*YSl+(l.ODO-T)*YS) 
YSl=G(X+H,Yl,YPl) 
Yl=Y+H*YP+O.SDO*H*H*(A*YSl+(l.ODO-A)*YS) 
YPl=YP+H*(T*YSl+(l.ODO-T)*YS) 
YSl=G(X+H, Yl,.YPl) 
Yl=Y+H*YP+O.SDO*H*H*(A*YSl+(l.ODO-A)*YS) 
YPl=YP+H*(T*YSl+(l.ODO-T)*YS) 
Х=Х+Н 

Y=Yl 
YP=YPl 
YS=G(X,Y,YP) 

10 CONТINUE 

WRITE(9,'(1X)') 
END 

Проводя сравнение различных методов решения дифференциальных 

уравнений с начальными условмями, следует руководствоваться следующи­

ми критериями: 

• Каков порядок погрешности метода? 
• Требуются ли для реализации метода не предусмотренные в нем вы-

числения? 

• Дает ли метод критерий оценки величины шага? 
• Позволяет ли метод легко адаптировать шаг интегрирования h? 
• Сколько раз надо вычислять функцию на каждом шаге (этим опреде­

ляется длительность вычисления)? 
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2.4. ПРОЕКЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 
Рассмотрим задачу, определенную внутри и на границе области О в од­

но-, двух- и трехмерном ·пространстве: 

[
L(u) = f(x) 
S(u) = g(x) 

VxEO, 
VxES = дО. 

Задачи такого рода возникают в механике, электростатике, термодина­

мике, акустике, теории диффузии и в других физических дисциплинах. 

В качестве меры близости вычисленного решения к точному будем ис­

пользовать величину t(x) = L(и) - f(x), называемую невязкой. Удобно ис­
кать решение и(х) в виде линейной комбинации независимых функций, каж­

дая из которых удовлетворяет граничным условиям 

·п 

и(х) = ~ak'Pk(X). (2.22) 

k=l 

Все описанные в этом разделе методы пригодны для решения различ­

ных дифференциальных уравнений в одно", дву- и трехмерном простран­

стве, но для простоты мы будем их рассматривать на примере простого 

частного случая (рис. 2.3): 

[
L(u) = - и" + и = /(х) = 1 + (е - l)x, 

и(О) = u(l) = О, 

имеющего точное решение 

и(х) = 1 + (е - l)x - ех. 

Простейшие базовые функции для этого случая имеют вид 

l/'k(X) = x(l - x)xk-i, 

но можно их выбрать и по-другому. 

(2.23) 

(2.24) 

Введем векторное пространство V, порождаемое линейными комбина­
циями l/'k, и скалярное произведение в этом пространстве 

f(Z) 

f 

1 

(v, w> = J v(x) х w(x)dx. 

о 

U(.t:} 

-о+-----__.., _____ .t: 
о 

Рис. 2.3. 

f 
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2.4.1. Метод коллокации: (е, о(х;)) =О 

Невязка е(х), которая при точном решении должна быть равна нулю 

везде, приравнивается нулю в заданных точках, число которых равно числу 

слагаемых в формуле (2.22). Если это число достаточно велико и точки 
плотно расположены в О, приближенное решение будет близко к точному. 

Ограничившись в выражении (2.22) одним членом, получим приближе­
ние к решению задачи (2.23): 

и(х) = х(1 - х)а1. 

Отсюда е(х) = - и" + и - f(x) = (2ai ..:. 1) + (а1 - е + 1)х - а1х2. 

Положив в(~) =О, получим 
4 е - 1 
9 а1 = 1 + - 2-. 

Отсюда а1 = 0,826285. 
Сравним полученное приближенное решение ипр с точным ит: 

х 

0,25 
0,50 
0,75 

"пр 

0,155 
0,207 
0,155 

0,146 
0,210 
0,172 

Если взять в выражении (2.22) два члена с коэффициентами а1 и а2, то 

и(х) = x(l - х)(а1 + а2х). 

Отсюда - и" +и= (2 + х - х2)а1 + ( - 2 + 6х + х2 - х3)а2 и е(х;) = 
= О * (2 + Х; - x1')ai + ( - 2 + бх; + х1' - х1)а2 = 1 + (е - l)x;. 

Положив Х; = ( ~, ~) , получим 
2,22222ai + 0,о7407а2 = 1,57276 ,.. (ai = 0,698537, 

2,22222а1 + 2,14814а2 = 2,14552 а2 = 0,276152. 

Сравним полученное приближенное решение ипр с ит: 

х "пр "т 

0,25 0,144 0,146 
0,50 0,209 0,210 
0,75 0,170 0,172 
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1 з 
Если выбрать Х; равными, например, 4 и 4, получим систему линейных 

уравнений для ai и а2: 

2,1875ai - 0,453125а2 = 1,42957 ,.. (ai = 0,711042, 

2,1875 ai - 2,640625а2 = 2,28871 а2 = 0,277702. 

Сравним теперь полученное приближенное решение ипр с точным ит: 

х 

0,25 
0,50 
0,75 

"пр 

0,146 
0,212 
0,172 

0,146 
0,210 
0,172 

И наконец, если точек Х; больше, чем коэффициентов ak, то и уравнений 

больше, чем неизвестных. В этом случае достаточно минимизировать сум­

му квадратов разностей между правыми и левыми частями этих уравнений. 

Так, если сохранить в выражении (2.22) два члена и выбрать 

х,· = (~ ~ ~) получим 
4' 2' 4 ' 

2,1875а1 - 0,453125 а2 : 1,429570,,,. (ai = О,728742, 
2,25 ai + 1,125 а2 - 1,859140 а2 = О,277702. 
2,1875 ai + 2,640625 а2 = 2,288711 

Сравнение ипр и ит дает 

х 

0,25 
0,50 
0,75 

"пр 

0,14480 
0,21043 
0,17084 

0,14555 
0,21042 
0,17171 

д 
2.4.2. Метод наименьших квадратов: -(е, е) == О 

дщ 

Ограничиваясь двумя членами в выражении (2.22) 

е(х) = а1 (2 + х-х2) + а2(- 2 + 6х + х2-х3) - (1 + (е - l)x) и прирав-
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1 

пивая нулю производные Q = J в2 (х)dх по ai и а2, получим 
о 

а также 

1 

дQ = О-+ f в(х)(2 + х - x2)dx = О, 
да~ J 

о 

1 

~ =О-+ Jв(х)(- 2 + 6х + х2 - r)dx =О, 
о 

564а1 + 282а2 = 130е + 130 (ai = 0,716224, 
987ai + 1796а2 = 441е + 14 ~ а2 = 0,281653, 

х 

0,25 
0,50 
0,75 

"пр 

0,147 
0,214 
0,174 

0,146 
0,210 
0,172 

2.4.3. Метод моментов: (t:, xj- 1 ) = О 

Сохранив в выражении (2.22), как и ранее, члены с коэффициентами а1 
и а2, потребуем ортогональности невязки к :Jf и х1: 

что дает 

1 

J в(х)dх =О, 
о 

1 

J в(х)хdх = О, 
о 

26а1 + 1За2 = 6е + 6 (ai = 0,717222, 
65 а1 + 63 а2 = 20е + 10 ~ а2 = 0,281686. 

Приближенное и точное значение соответственно равны 
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х unp ит 

0,25 0,148 0,146 
0,50 0,215 0,210 
0,75 0,174 0,172 

2.4.4. Метод Галеркина: (е, ф;) = О 

Потребуем ортогональности невязки е(х) и первых п функций ф;(х). Для 

данного примера: 

что при п = 2 дает 

1 

) e(x)x(l - x)dx = О, 
о. 

1 

) е(х)х2(1 - x)dx = О, 
о 

22ai + 161 а2 = 5е + 35 ~ [ai = 0,769976, 
77 а1 + 60а2 = 21е + 14 а2 = 0,196596. 

Отсюда и0Р и ит равны 

х 

0,25 
0,50 
0,75 

unp 

0,154 
0,217 
0,172 

ит' 

0,146 
0,210 
0,172 

Следует отметить, что метод Галеркина часто оказывается точнее дру­

гих, его сходимость лучше изучена и он служит· основой метода конечных 

элементов. 

2.4.5. Метод РЗJ1ея - Ритца: минимизация J(v) 

Часто можно найти такой функционал J(v), т. е. отображение введенно­
го ранее пространства V в пространство действительных чисел R, что иско-
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мое решение минимизирует J(v). В нашем примере такой функционал 

суmествует0 : 

1 

J(v) = i П [(v')2 + v2] - (1 + (е - l)x]v ]dx. 

о 

При п = 2 и и = x(I - х)(а:1 + a:zx) J(u) есть симметричная положи­
тельно определенная квадратичная форма от 0:1 и 0:2: 

J(u) = - (0:1, a:z)(A) - (Ь1 Ь2) , 1 [0:1] . [0:1] 
2 0:2 0:2 

минимум которой можно найти, решив уравнение 

В нашем примере значения 0:1 и 0:2 совпадают с решением, даваемым 
методом Галеркина, вследствие линейности оператора L(u) в формуле 
(2.23). 

Приведем другой пример применения метода Ритца - расчет деформа­

ции балки на двух опорах с сосредоточенной нагрузкой в центре: 

А !' в 

/';, м 6 
00 00 
~ '77,?,7,'l7 

Выберем для деформации v(x) выражение, удовлетворяющее граничным 
условиям 

( ) • 1ГХ • 31ГХ 
v х = а:1sш 1 + a:zsш-1-. 

Полная (внутренняя + потенциальная) энергия балки запишется в виде 
1 

Т = i ~/ (~J)2 dx - Fv(M). 

о 

Искомое решение v(x) дает минимум функционала T(v). Этот функцио-
нал есть симметричная положительно определенная квадратичная форма 

1> Уравнение (2.23) является уравнением Эйлера для функционала J(v) (см. 
разд. 2.8). - Прим. ред. 
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от а 1 и а2 , значения которых определяются решением двух линейных 

уравнений 

ат от 
-=О -=О. 
да1 ' да2 

Выполнив необходимые вычисления, получим 

а1 = 2F !_ az = - 2F !_ (~)4 
EI 1Г4 ' EI 7Г4 3 

Точное решение в точке М представляет собой ряд с бесконечным чис­

лом коэффициентов ak 

v(M) = 2F !_(1 + __!__ + __!__ + ".) = F/3 __!___, 
EI 7Г4 34 54 EI 48 

Замечание. При использовании методов Галеркина и Ритца не всегда 

можно аналитически вычислить коэффициенты систем линейных уравне­

ний, представленные в интегральной форме. В таких случаях следует ис­

пользовать методы численного интегрирования (разд. 2.2). 

2.5. МЕ10Д КОНЕЧНЫХ РАЗНОСГЕЙ 

Этот метод состоит в замене производных соответствующим образом 
выбранными разностями. Изучив два приведенных здесь примера, чита­
тель легко сможет решать и другие задачи. 

2.5.1. Одномерная задача 

где 

Рассмотрим задачу, обобщающую пример из разд. 2.4: 

с(х) ~ 'У >0. 

[
- и" + с(х)и = f(x), 

u(O) =а, u(L) = (3, 

Разложим и(х + h) в ряд по степеням h: 

h2 h3 h4 
и(х + h) = и(х) + hu' (х) + 2и" (х) + 6 u"' (х) + 24 u<4>(x) + " .. 

Отсюда следует 

1 h2 
и" (х) = 2[и(х + h) - 2и(х) + u(x - h)] - -и<4>щ 

h 12 

при ~ Е [х - h, х + h]. 

(2.25) 
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L 
Обозначим и;= u(ih), где h = --. Тогда 

п + 1 

1 
р(- Иi-1 + 2u; - U;+ 1) + C;U; = /;. (2.26) 

Уравнения (2.26) образуют систему линейных уравнений относительно 
неизвестных и1, и2, ... , и., при этом ио = а и Ип+ 1 = (3. Эта система имеет 
ленточную симметричную трехдиагональную матрицу, что позволяет про­

водить вычисления быстро и точно. 

В нашем примере легко показать сходимость приближенного решения 

к истинному при п-+ оо, т. е. h-+ О. Действительно, вычитая выражение 
(2.26) ИЗ (2.25), ПОЛУЧИМ 

1 71 ( - Б; - 1 + 2Б; - Б; + 1) + с;Б; = - е;, 

h2 
где Б; = и (х;) - и;, е; = Т2 и<4>(~;). 

Отсюда следует (:2 +с) Б; = ~2 (Б;-1 + Б;+ 1) + е;. 

(;2 +'У) IБ;I ~ 1 (:2 + с)Б;I ~ ~2 (Б;-1I + IБ;+1I) + le;I. 

Пусть llвll = Maxlв;I и llБll = MaxlБ;I, тогда 

(:2 + -у) llБll ~ ~2 (llБll + llБll) + llell, 

llБll ~ ~ llвll = O(h2)-+ О, 
'У 

что и доказывает сходимость. 

Чтобы повысить порядок погрешности метода, разложим и(х + 2h), 
и(х + h), и(х - h), и(х - 2h) в ряд Тейлора в окрестности х: 

1 ~ 
4{Иk-2 - 4Иk-1 + 6Uk -4Uk+1 + Uk+2] = Uk4 ) + -Uk6) + O(h4). 
h 6 

Если учесть, что 

~(- Иk-1 + 2uk - Иk+ 1) =-и/! - h2 
Uk4> + O(h4), 

h 12 

и подставить Иk4) в предыдущую формулу, получим систему линейных урав­
нений Аи = Ь, где 

А = --1- 2-D + diag (с1, с2 •... , с.), 
12h 
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24 - 12 о 

16 30 16 1 
D= 1 16 30 - 16 1 , Ь= 

1 - 16 30 16 

В этом случае погрешность метода составляет 

h4 
e(xk) = -uic:4) + O(h6). 

90 

2.5.2. Двумерная задача 

33 

f1 + alh2 

/2 - a/12h2 

fз 

/4 

Применим метод конечных разностей к задаче, которую затем решим 

другими методами. Пусть на плоскости х О у: 

[
- Ли = f(x, у) в области !1, 

и = g(x, у) на границе г = ао. 

Предположим, что существует регулярная квадратная сетка со стороной 

h, в которую легко вписывается граница Г: 

h --
r 

n= 

1 

.!.. 

1 1 - -

Неизвестными являются значения и во внутренних узлах сетки, которые 

можно пронумеровать от 1 до п вдоль горизонтальных линий слева напра­
во. Для каждого i-го узла требуется знать номера соседних узлов и знать, 

3-1172 
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лежат ли они на границе или внутри области. В общем случае окружение 

внутреннего i-го узла выглядит следующим образом: 

k-1. .k 

i-1. .1 
eJ 

Для замены (ди ); можно использовать две аппроксимации 

1 
- (ди); ""2<- Uj - Ui-1 + 4и; - Ui+l - щ), 

h 

1 
- (ди);"" -(- Uj-I - Uj+I + 4и; - Uk-I - Иk+1), 

2h2 

~ б 2 
а также их линеиную ком инацию с весами З и 3 . 

Зlшl - - - 1 4 -1 
2 h2 -1 

-1 
-4 

бh2 -1 

Погрешность аппроксимации последней формулы составляет 

- ~ (д4и + 2~ + д4и) + O(h4) 
12 дх4 дх2ду2 ду4 

-4 -1 
20 -4 
-4 -1 

Главная часть этого выражения представляет собой ддщ, равное - дf;. 

Поэтому можно оценить погрешность порядка O(h4 ), используя формулу 

1 
6fiГ ( - UJ - r - 4и1 - UJ + r - 4и; - r + 20u; - 4и; + r -

1 
- Uk - r + 4щ - Uk + r) = f; + - ( - fj - fi- r + 4f; - f; + r - fk), 

12 

которая ненамного сложнее реализуется, но обеспечивает меньшую по­

грешность. 

Итак, метод конечных разностей прост в реализации, легко адаптирует­

ся к различным типам обыкн.овенных дифференциальных уравнений и урав­

нений в частных производных, включая нелинейные, и позволяет использо­

вать недекартовы координаты (цилиндрические, сферические и любые кри­

волинейные), но его использование ограничивается трудностью наложения 

регулярной квадратной сетки на область интегрирования. Эту трудность 

можно устранить, применив преобразование координат для приведения об­

ласти к простой форме. 
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Пусть дано преобразование: 

/) 

г· 
у 

п: 

• 

L. _________ u '-----------:r 

( 
да да) 

х = a(u, и)=> [dx) = ди дv [du] => 
у= {З(и, и) dyj ~ д{З dv 

ди дv 

e:J = D(~. ") ( 

д(З 

дv 

д{З 

ди 

да) дv [dx], 
да dy 
ди 

где D(u, и) = 

да д{З да д{З 

дu дv дv ди. 

Исходная краевая задача 

преобразуется в 

[
L(z) = /(х, у) в О, 

Z(X, у) = Z(X, у) на Г 

[
L*(w)=g(u, и) в о•, 

w(u, и) = w(u, и) на Г*. 

При этом очевидно, что 

w(u, и) = z(a(u,v), {З(и, и)), 

g(u, и) = f(a(u, и), {З(и, и)), 

w(u, и) = z(a(u, и), {З(и, и)). 

Остается преобразовать производные z: 

dz = dz dx + дzdy = дw _l_ [д{З dx - да ду] + 
дх ду ди D дv дv 

+ дw _l_ [ - д{З dx + да ду] . 
дv D ди ди 
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Отсюда следует 

дwд{З дw д{З 

ди дv аи аи дz 
дх = G(u, v) = да д{З да д{З 

А (и, v) 

D(u, v)' 

ди дv дv ди 

дwда дwда 

дv ди ди дv дz 
ду = Н(и, v) = да д{З да д{З 

В(и, v) 

D(u, v) 

ди дv дv ди 

Для преобразования вторых производных вычислим 

дG = _l_(дА D - А дD) ан= _1 (дВ D - вдD) 
ди D2 ди ди ' ди D2 ди ди ' 

дG = _l_(дAD -А дD) ан= _l_(дBD- вдD) 
дv D2 дv дv ' дv D2 дv дv ' 

д2z 1 (дG д{З дG д{З) 
дх2 = D(u, v) ди дv - дiJ ди ' 

д2z (дG да дG да) 1 (ан д{З ан д{З) 
-д-х-ду- - D(u, и) дV ди - дli дv = D(u, v) дti дv - дV ди ' 

д2z 1 (ан да ан да) 
ду2 = D(u, v) дV ди - ди дv · 

Эти общие формулы в частных случах упрощаются. Так, при использо­

вании полярных координат имеем 

д2z д2z a2w 1 a2w 
Дz=-+-=-+--. 

дх2 ду2 дг2 ,2 ае2 

Заменой координат можно пользоваться при любом методе решения, 

но особенно она эффективна в сочетании с методом конечных разностей, 

где необходима простота области интегрирования. 

2.6. ДИСКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ 

Пусть требуется автоматизировать определение равновесного состояния 

системы, состоящей из простых элементов (сопротивлений, импедансов, 

пружин, балок, труб и т. д.). 
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Рассмотрим сначала частный случай: 

J 
с), 

5 
---а 

r, rs 

1 r, 

r, 

В этой схеме имеются пять узлов и пять резисторов и наложены два 

условия по току (/2 = Ь и /4 =с) и два по потенциалу (v1 = О и Vs = а). 
Для любого сопротивления R разность потенциалов и ток связаны урав­
нениями 

Отметим, что эта элементарная матрица симметрична и сингулярна. 

Определение равновесного состояния проводится за два шага. На пер­

вом шаге записываются уравнения для токов (для каждого узла втекающий 

извне ток равен сумме внутренних токов, вытекающих из этого узла). Это 

приводит к системе линейных уравнений: 

1 1 1 1 
-+- - - - - V1 /1 
Г1 Г4 Г1 Г4 

1 1 1 1 
-- -+- -- V2 /2 

Г1 Г1 Г2 Г2 

1 1 1 1 
-- -+- -- Vз /3 

Г2 Г2 Г3 Г3 (2.27) 
1 1 1 1 1 1 

-- - - -+-+- - - V4 /4 
Г4 Г3 Г3 Г4 Г5 Г5 

1 1 
-- - V5 /5 

Г5 Г5 
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На втором шаге записываются условия для потенциалов (v1 = О и 

V5 = а), что дает 

1 l 1 -+- - - ь о 
Г1 Г2 Г2 

1 1 1 1 
- - -+- --

r2 Г2 Г3 Г3 

l 1 1 1 
- - -+-+-

Гз Гз Г4 Г5 

1 

~ 
о + о (2.28) 

а 
с 4 

Г5 

1 1 
- -V2 - -V4, (2.29) 

Г1 Г4 

1 1 
/5 = - - V4 + - V5 • 

Г5 Г5 

Из регулярной системы (2.28) можно определить потенциалы v2, vз и 

V4, а из уравнений (2.29) токи /1 и /5, втекающие в узлы, в которых наложе­

ны условия по потенциалу. 

Из анализа этого примера можно сделать следующие выводы: 

1) для двух соединенных параллельно резисторов складываются их про-
водим ости; 

2) для последовательно соединенных резисторов складываются их со­
противления. В нашем примере r2 и rз примыкают к узлу З, в который 

не втекает внешний ток и на который не подано напряжение. Найдем экви­

валентное сопротивление для соединения r2 и rз: 

1 1 
о 

r Г2 

1 1 
-+- Vз Iз 

r2 r2 Гз Гз 

о 
Г3 Гз 

J 

2 

Г3V3 + Г2V4 
Так как 13 = О, то vз = Подставляя Vз в уравнения для 12 и 

/4, получим 
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l Г2 + Гз 
-~+ 

Г2 + Гз 

,, : ,, 1 [::] 
Г2 + Гз J 

Итак, соединение 

можно заменить его эквивалентом 

Гz + Гj 

~ 
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e:J. 

Такая операция называется сжатием внутреннего узла З по отношению к 

внешним узлам 2 и 4. Ниже мы рассмотрим другие применения этой 
операции. 

3) Ясно, что нельзя для одного и того же узла задать внешние условия 
на напряжение и ток одновременно. 

4) Если ни на один из узлов не подано напряжение, то сумма всех внеш­
них токов должна равняться нулю. Физически это очевидно, математически 

следует из того, что матрица системы (2.27) сингулярна, как и любая эле­
ментарная матрица. 

5) Каждому узлу, на который подано напряжение, соответствует одно 
неизвестное и одно уравнение в системе (2.27), но ему же соответствует 
и одно дополнительное неизвестное-ток, который должен втекать в узел 

извне, чтобы поддерживать заданное напряжение, 

6) Ширина ленты матрицы в системе (2.27) зависит от нумерации узлов, 
а нумерация сопротивлений не влияет на эту матрицу. 

Итак, определение равновесного состояния системы выполняется в пять 

этапов: 

1) Пронумеровать сопротивления и узлы. 
2) Для каждого сопротивления построить характеризующую его элемен­

тарную матрицу и аддитивно распределить ее элементы в глобальной мат­

рице, при этом места элементов определяются номерами узлов, которые 

соединяет данное сопротивление. 

3) Записать граничные условия для узлов, на которые поданы на­

пряжения. 

4) Решить систему уравнений и получить значения напряжений в узлах. 
5) Вычислить дополнительные неизвестные-токи, втекающие в узлы, 

на которые поданы напряжения. 

Эти действия можно распространить на системы, состоящие из импе­

дансов, пружин, балок и даже нелинейных величин, как, например, в ги­

дравлике, где разность входного и выходного давлений гидравлического 

узла пропорциональна квадрату расхода. Эту зависимость можно записать 

в форме Р1 - Р2 = kd2 = (kd)d и искать положение равновесия итеративно: 
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приняв начальные значения для расходов, вычислить сопротивления kd и, 
решая систему, получить новые значения расходов и давлений, т. е. 

использовать итерационные приближения типах= f(x). Можно также по­
следовательно нагружать систему и переходить от одного состояния к дру­

гому, используя малые приращения, как в методе Ньютона - Рафсона. 

Эти замечания сохраняют силу и при решении непрерывных задач мето­

дом конечных элементов. 

2. 7. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНJОВ 
ДЛЯ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Рассмотрим задачу (см. разд. 2.4 и 2.5): 

[ -и" +и= f(x) = 1 + (е - 1)х, 

и(О) = u(l) = О. 
(Pl) 

Эта формулировка задачи, называемая локальной, не очень удобна для 

применения метода конечных элементов. Мы введем две другие формули­

ровки, эквивалентные первой, но в большей мере соответствующие этому 

методу. 

Пусть v(x) - произвольная дифференцируемая функция, принимающая, 

как и и(х), нулевые значения на границах. Тогда 

1 1 i (-и" + u)vdx = i f(x)v(x)dx, v v Е V, 

о о 

и после интегрирования по частям первого слагаемого в левой части 

получим задачу (вторую формулировку) 

1 1 

J<и'v' + uv)dx = ifvdx, VvE V, (Р2) 

о о 

где V - пространство функций с непрерывными производными на отрезке 

[О, 1] и с нулевыми значениями на его границах. 

Введем функционал 

1 

J(v) = ~ J ((v')2 + v2))dx -

о 

1 

ifvdx, 

о 

который определяет третью формулировку задачи: 

Найти такую и(х), что J(v) ~ J(u), VvE V. (РЗ) 
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1 

Действительно, пусть 

тогда 

a(u, и)= 1(и' и'+ и 
о 

и)dх и (j, и) = 

1 
2 а(и - и, 

1 1 
и - и)= 2 а(и, и) - a(u, и)+ 2 а(и, и)= 

1 
= 2а(и, 

1 
и) - (j, и) + 2a(u, и) + (j, и) - a(u, и) = 

=l(и) - J(u) ~О. 

Легко показать, что из (РЗ) следует (PI): 

1 

J(u +Ли)=~ 1 [(и' + Ли')2 +(и+ Ли)2]dх -
о 

1 

1 

1ли + Ли)dх, 
о 

1 

d 
-J(u +Ли)= 
dЛ 

1 [и'и' + Л(и')2 + ии + Ли2]dх -
о 

1/иdх. 
о 

Согласно (РЗ), 

[: J(u + Ли)1=о =О v и, 
1 1 1 
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1 

1/иdх, 
о 

поэтому 1 (u'и' + uи)dx-1 (fи)dx =О vи или 1 (-и" +и -Лиdх =О Vи, 
о о о 

что означает (Pl). Тем самым доказана эквивалентность всех трех форму­
лировок задачи. 

1 
Разобьем отрезок [O,l]n внутренними точками х; "= ih, h = -- и 

п + 1 
каждой из них поставим в соответствие функцию w;(x): 

о j-f i+f 

W;(X) =О, если х~ (i- l)h, 
х - (i - l)h 

W;(X) = h , если (i- l)h~x<ih, 

( ) (i + l)h - х 
W; Х = h , если ih ~ х < (i + l)h, 

W;(X) =О, если х ~ ih. 
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Функция Wi(X) непрерывна на [0,1] и кусочно-линейна на отрезках 

[kh, (k + l)h]. Кроме того, 

[о, если k ;;t i, 
Wi(kh) = Oki = 

1,еслиk=i 

И Wi(X) = Wi+1(X + h). 
Пусть Vh - векторное пространство, порождаемое линейными комби­

нациями W1(x), w2(x), ... , Wп(х). Будем искать и(х) в Vh, т. е. в виде 

и(х) = и1w1(х) + и2w2(х) + ... + ипwп(Х). 

Согласно (Р2), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 

а(и, и) = (f, и) vv, 

что дает п линейных уравнений для неизвестных и1, и2 ... ип: 

а(и, Wk) = (f, Wk) при k = 1, 2, ... , п, 

или с учетом определения функций Wk(X) 

Uk-1a(Wk- l, Wk) + иka(wk, Wk) + иk+ 1a(Wk+ 1, Wk) = 

(k + l)h 

) fWkdX. 

(k - l)h 

После вычисления входящих в эту формулу интегралов получим 

1 h 
}/ - Uk - 1 + 2щ - иk + 1) + (; ( + и1; - 1 + 4щ + Uk + 1) = 

h 
= 6(/k-1 + 4/k + fk+ 1). 

Таким образом, задача сводится к системе линейных уравнений с трех­

диагональной матрицей. Отметим, что выбор базовых функций Wi(X) поз­
воляет получить значения и(х) в узлах 

иUh) = и(Хj) = иi при j = 1" 2, ... , п. 

Замечание 1. Может показаться, что нулевые граничные условия в (Pl) 
представляют собой весьма частный случай. На самом деле это не так. 

Если и(О) =а и и(l) = Ь, можно искать и(х) в виде и(х) = ио(х) + иl(х), 
где ио(х) = а + (Ь - а)х. Тогда для иl (х) получим уравнение 

- и{'+ иl = f(x) - ио(х) 

с граничными условиями и1 (О) = иl (1) = О. 

Замечание 2. Если вместо вариационной формулировки (Р2) использо­
вать функциональную формулировку (РЗ), то J(и) выразится в виде ква­

дратичной формы от и1, и2, ... , ип, минимизация которой приводит к тем 
же уравнениям. 

Замечание 3. В рассмотренном примере функция и(х) линейна на каж­
дом конечном элементе. Можно выбрать квадратичную функцию и(х) на 

элементе с тремя узлами ..__._...... или даже кубическую на элементе с че-
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тырьмя узлами . Можно также использовать кубический конеч­
ный элемент с двумя неизвестными и; и и{ на каждый узел <Э--0 . Этот 
случай рассмотрен в следующем примере. 

Рассмотрим задачу определения и(х) - деформации балки, закреплен-

ной на двух концах и нагруженной распределенной силой 

{Eld4~ = f(x), 

u(O~x= u(L) =О, 
и' (О) = и' (L) = О. 

(Pl) 

Пусть !J = [О, L] и V - пространство определенных на !J функций, име­
ющих кусочно-непрерывные первые и вторые производные и удовлетворя­

ющих краевым условиям: 

V = ( vl vE C 2 (!J), v(O) = v(L) =О, v' (0) = v' (L) = О). 

Умножив уравнение в (Pl) на v и дважды проинтегрировав по частям, 
получим L 1 Elu"v"dx = 

о 

L 

L 

)tvdx VVE v. 
о 

L 

(Р2) 

Обозначив а(и, v) = 1 EI и" v "dx, (/, 

о 

v) = )tvdx, J(v) = ~a(v, v) - (/, v), 

о 

можно записать другую формулировку задачи 

J(и) ~ J(v) VVE v. (РЗ) 

Все три формулировки (Pl), (Р2) и (РЗ) эквивалентны. Следует отметить, 
что в формулировке (РЗ) J(и) интерпретируется как полная энергия-внутрен­

няя энергия плюс потенциальная энергия внеIШШХ сил, а формулировка 

(Р2)-прямое выражение принципа возможных перемещений. 

Введем теперь функции, соответствующие разбиению [О, L] на п отрезков 

w;(x) =О, 

L 
h = -- Х; = ih, 

п + 1 ' 

1 2 w;(x) = 3(х - X;-i} (h - 2(х - х;)\, 
h 

1 2 
w;(x) = h3 (x - X;+i) (h + 2(х - х;)), 

lw;(X) = 0, 

если х < (i - l)h, 

если (i- l)h ~ х < ih, 

если ih ~ х < (i + l)h, 

если х;;.: (i + l)h 
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,Л\_, 
(i-f)n ih (i + f )h 

и 

W;(X) =О, если х < (i - l)h, 
- 1 2 
W;(X) = h2(x - X;-i) (х - Х;), если (i - l)h ~ х < ih, 

- 1 2 
w;(x) = h2 (х - Х;+ 1) (х - х;), если ih ~ х < (i + l)h, 

w;(x) =О, если х ~ (i + l)h. 

Первые производные функЩIЙ w;(X) и w;(x) непрерывны, а их вторые про­
изводные кусочно непрерывны и имеют разрывы в точках (i - l)h, ih и 

(i + l)h. 
Отметим, что из определения этих фунКЩIЙ 

W;(Xk) = O;k, 
wf(Xk) =О, 

W;(Xk) =О, 
wf(Xk) = Oik· 

Пуст~ Vh-множество фунКЩIЙ, образуемых линейными комбинациями 

w;(x) и w;(x). Будем искать и(х) в Vh, т. е. в виде 

U(X) = U1W1(X) + U1W2(X) + U2W2(X) + U2W2(X) + ... + UnWn(X). 

Согласно (Р2), необходимо и достаточно, чтобы 

[ 
а(и, ~k) = (/, Wk) 

Vk = 1, 2, ... , n, 
а(и, wk) = (j, wk> 

~то привод~т к системе из 2п линейных уравнений с 2п неизвестными u1, 
и1, и2, ... , Un. В данном примере эту систему KU = F можно построить, 
объединяя п элементарных систем, левые части которых записываются в 

виде 

х 
i+ 1 i ~1(и")2 dх = ~<К.и.,и,), 
х, 

где и~= (и;, и;, и;+ 1, и;+ 1) и 
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1 

12 бh -12h бh 

Е1 
бh 4h2 - бh 2h2 

к.= - г 12 -бh 12 -бh 
hз 

бh 2h2 - бh 4h2 

поскольку величины a(w;, Wj) и a(w;, Wj) можно вычислить аналитически. 

В общем случае, однако, удобнее определять их численно с помощью мето­

дов разд. 2.2. Задача, таким образом, сводится к симметричной линейной 
системе уравнений с полушириной ленты, равной 4, а решение системы да­
ет приближение к и(х), в котором по построению и(ih) = и; и и' (ih) = u;. 

Замеча_ние 1. Краевые условия в общем виде не представляют трудно­
стей, поскольку решение можно искать в виде и(х) = и1(х) + ио(х), где 

ио(х) удовлетворяет заданным условиям. 

Замечание 2. Найденная функция, аппроксимирующая решение и(х), яв­
ляется локально кубической на каждом отрезке [ih, (i + l)h], а ее четвертая 

~и . 
производная --4 равна нулю везде, кроме точек х = 1h, в которых она не 

dx 
определена, что может показаться странным для решения задачи в форму­

лировке (Pl). Но если найти точное решение в точках х; = ih и затем ин­
терполировать его, используя значения и; и и! в узлах, то, согласно (РЗ), 

полученное приближенное решение точнее, чем эта интерполяция точного 

решения, что и доказывает сходимость метода. Аналогичное замечание 

можно сделать и относительно предыдущего примера, а также любого 

другого применения метода конечных элементов. 

Замечание 3. Если кроме распределенной нагрузки f(x) имеются силы 
Fp, приложенные в точках РЕ [О, L], то в _уравнениях к (/, Wk) и (j, Wk) 

следует добавить величины Fpwk(Xp) и Fp Wk(Xµ). 

2.8. МЕ10Д КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕН10В ДЛЯ ДВУМЕРНОГО 
ОПЕРА10РА ЛАПЛАСА 

Пусть П - замкнутая область в плоскости хОу и Г - ее граница. 

Требуется найти и (х, у) - решение задачи, определяемой формулировкой 

- Ли+ q(x, у)и = f(x, у) в Q, 

и= О на Г. 
(Pl) 

Чтобы перейти от этой локальной формулировки к вариационной фор­

мулировке (Р2) или функциональной (РЗ), введем пространство 

V = [v [ v, дv , дv Е L 2 ({}); v = О на г] 
дх ду 

и воспользуемся формулой Грина, обобщающей формулу интегрирования 

по частям 

I I vдиdw = 

о 

I ди v-d-y -
дп 

г 

I I Vv х Vиdw. 
о 
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Пусть 
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a(u, v) = i i (Vu х Vv + quv)dUJ, 

() 

(j, v) = i ~ fudUJ, 
() 

1 J(v) = 2a(v, v) - (f, v). 

Легко показать, что 

а(и, v) = (j, v) 

J(u) :( J(v) 
(Р2) 

(РЗ) 

Эквивалентность формулировок (Р2) и (РЗ) следует из формул Эйлера, 

определяющих условия экстремума интеграла. Приведем некоторые из них: 

ь 

Минимум J(y) = if(x, у, y')dx *? ~ = :х(а;,) • 

а 

ь п - r , (n) дf ~ k dk ( дf ) -
Минимум J(y)- Jf(x, у, у, ... , у )dx *? ;ъ;+ L,j-1) d~ д/k) -0, 

а k=I 

Минимум J(u) = Jr r f(x, у, и, u;, uy')dxdy *? дf = j__ ( дf ) + j__ ( дf ) . J ди дх дu; ду аи; 
() 

Построим разбиение области Q на треугольники: 

Каждому i-му внутреннему узлу поставим в соответствие функцию 

w;(x, у), которая равна 1 в узле, линейно уменьшается до О на противопо­
ложной стороне каждого треугольника, примыкающего к i-му узлу, и равна 

О на всех остальных треугольниках. 
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Если искать и(х, у) в виде линейной комбинации w;(x, у) 

и(Х, у)= и1W1(Х, у)+ и1W2(Х, у)+ ... + ипWп(Х, у), 

то, согласно (Р2), достаточно взять 

а(и, Wk) = (j, wk) vk = 1, 2, ... , п, 

47 

что приводит к системе п линейных уравнений с п неизвестными. В этих 

уравнениях a(w;, wk) = О на всех треугольниках, кроме тех, у которых узлы 
i и k являются вершинами. Поэтому соответствующей нумерацией узлов 
матрицу можно сделать симметричной и ленточной и минимизировать ши­

рину ее ленты. 

Полученное приближенное решение и(х, у) будет линейным на каждом 

из треугольников разбиения и по построению в каждом узле и(х;, у;) = и;. 

На двумерную задачу можно распространить замечания 

Замечание 1. Если задача (Pl) сформулирована в более 

[ 

- Ли + qи = f в П, 

~и= --а{З на Г1, 
на Г2, 

дп 

из разд. 2.7. 
общем виде: 

(Pl) 

то необходимо и достаточно провести следующие изменения: 

- V = [v 1 v, дv, дv Е L2 (П); v =а на Г1], 
дх ду 

([, v) 11 fvdw + 1 {Зvd~. 
!! г, 

ди 
Замечание 2. Нельзя задавать значения и и - на одной и той же час­

дп 

ти Г. 

Замечание 3. Полученное приближенное решение кусочно-линейно в П, 

а Ли равно нулю почти везде и не определено на сторонах треугольников 

разбиения. Тем не менее это хорошее приближение к решению задачи Р 1. 
Можно показать, что из всех функций пространства Vh это приближение 
есть ближайшее к точному решению по метрике 
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и поэтому оно даже лучше, чем линейная интерполяция точного решения 

в узлах разбиения. 

Замечание 4. Используя более сложные конечные элементы, можно по­
лучить квадратичное или кубическое приближенное решение. 

Замечание 5. Если кроме распределенной плотности f(x, у) в некоторых 
точках Р имеются точечные возбуждения, то необходимо и достаточно до­

бавить к (/, wk) величины Fp Wk (Хр, ур). 

Замечание 6. Легко проверить, что использованный здесь метод отно­
сится к типу Галеркина при вариационной формулировке (Р2) и к типу Рэ­

лея - Ритца при функциональной формулировке (Р3). Формулировки (Р2) 

и (Р3) эквивалентны при решении линейных задач, но приводят к различ­

ным результатам в нелинейном случае, который рассмотрен в разд. 2.12. 

2.9. УРАВНЕНИЯ С КОНТУРНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ 

Этот метод, разработанный раньше метода конечных элементов, полу­

чил в последнее время интересное развитие по причинам, о которых мы 

поговорим ниже. 

Рассмотрим двумерную задачу, часто возникающую в теории теплопе-

редачи, электростатике и в других областях физики: 

лт =о в n, 
Т =а на Г1, 

дТ - = (3 на Г2. 
дп 

п 

(2.30) 

Известно, что для существования решения в каждой точке 

Г = Г1 UГ2 = д!l необходимо и достаточно наложить условия либо по Т, 

дТ 
либо по - , но не по обеим величинам. Если задана Т, можно вычис­

дп 

ат v г 
лить - в тои же точке 1, 

дп 

лить Т в той же точке Г2. 

дТ 
и наоборот, если задано - , можно вычис­

дп 

Напомним формулу Грина, обобщающую интегрирование по частям: 

1 vдиdUJ = 
о 

VvdUJ, (2.31) 
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ди 
где Vu = grad и, х - векторное произведение, - = Vu·n, п-единичная 

дп 
внешняя нормаль к Г. 

Из выражения (2.31) и 

следует 

i uдudUJ = 

!J 

i и~~ d'Y - i V и х V vdUJ 
г !J 

i (vди - uдv)dUJ = i (v~~ - и~~) d'Y. 
!J г 

(2.32) 

Воспользуемся этой формулой и подставим в нее вместо v функцию 
Т(х, у) - решение уравнения дТ = О в IJ, а вместо и функцию С-фунда­
ментальное решение уравнения 

дG = д(Р), (2.33) 

где д(Р) - функция Дирака, а точка Р расположена внутри Q или на Г. 

Для двумерной задачи 

1 1 1 
G(x, у) = - ln - = - -ln r, Г2 = (х - Хр)2 + (у - ур)2 . 

27Г r 27Г 
(2.34) 

Если точка Р расположена внутри области IJ, то 

(2.35) 

Эта формула позволяет вычислить значение Т в любой внутренней точ­

дТ 
ке, если в каждой точке границы Г известны Т и - , что в нашем 

дп 
случае невозможно. Чтобы устранить эту трудность, разобьем Г отрезками 

дТ 
прямой и для простоты будем считать Т и - постоянными на каждом 

дп 

ИЗ НИХ: 

4-1172 
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Если точка Р находится на Г, то 

i 1 i [ат а ] - Т(хр, ур) = - - lnr - T-(lnr) d-y. 
2 27г ап ап 

(2.36) 

г 

Поместив Р = Р; в середину i-го отрезка -у;, получим 

п п 

7ГТ; + ~ 1j 1 :п (lnr;)d-y = ~ (~~) J 1 lnr;d-y 

j= 1 'У1 J= 1 'Yj 

(2.37) 

или, введя новые обозначения, 

п п 

7ГТ; + ~A;JJ = ~Ви (:~)/ i = !, 2, ... , п. 
j=I 1=1 

(2.38) 

Вычисление интегралов Аи и B;J не представляет особой трудности: 

Аи = О, так как для ф)_'нкции lnr нормальная составляющая производной 
/; 

на отрезке равна нулю, В;; = /; ln 2 - /;, где /; - длина отрезка -у;. 

Итак, мы получили п уравнений для 2п неизвестных Т; и (ат), из 
ап i 

которых п заданы граничными условиями. Можно вычислить остальные 

п, решая систему (2.38), а затем с помощью уравнения (2.35), найти реше­
ние задачи во всех внутренних точках. 

Этот метод, который можно применять к решению и других уравнений 

физики, позволяет свести задачу на плоскости к задаче на контуре, а задачу 

в объеме-к задаче на поверхности. Следует отметить, что линейная систе­

ма, к которой сводится решение уравнения, имеет матрицу, хотя и за­

полненную, но с размерностью меньшей, чем в методе конечных элемен­

тов, и что современные векторные компьютеры успешно решают такие за­

дачи. Разбиение поверхности допускает вариации типа 

которые в методе конечных элементов возможны только за счет сущест­

венных усложнений. Метод контурных интегралов имеет преимущество в 

тех случаях, когда требуется изменить геометрию объекта, например сде­

лать отверстие. Поэтому он хорошо «взаимодействует» с САПР, в особен­

ности если в математической модели объект описывается его границами. 
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Метод обеспечивает высокую точность при вычислении сверхнапряжений 

в углах, трещинах и т. д. Он позволяет легко решать задачи в области, 

расположенной вне замкнутой кривой. Но этому методу свойственны так­

же и недостатки: 

1) используются более сложные математические выражения; 
2) возникают трудности при решении задач с точечными силами и объ­

емными нагрузками; 

3) непригоден для решения нелинейных задач и исследования переход­
ных явлений. 

2.10. СТАТИЧЕСКАЯ ЛИНЕЙНАЯ ТРЕХМЕРНАЯ ЗАдАЧА СО­
ПРОТИВЛЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ 

Рассмотрим основную статическую задачу сопротивления материалов. 

Эта задача сложнее, чем решение трехмерного уравнения Лапласа ди = О, 
потому что неизвестным является векторная функция il(x, у, z) - вектор 
смещения, соединяющий начальное и конечное положения произвольной 

точки упругого тела. При отсутствии начальных смещений и напряжений 

задача формулируется следующим образом: 

у 

:с 

Если О - объем тела, ограниченного поверхностью D = SuUS" = дО, на ча­
сти которой Su наложены условия на смещение, а на часть S" действуют 
внешние силы, то 1 > 

ВО (а] = [D] (~]. (закон Гука), [ 
( е] = [В] (и ] , 

[В'] (а] + Uv] = О 

на s[ {и] = {u] на Su, 

[а] ( п] = (f,J на S", 

1> Символ в фигурных скобках означает вектор, символ в квадратных скоб­
как - тензор или матрицу. - Прим. ред. 

4' 
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-
где f.(x, у, z) - объемная сила (гравитационная, центробежная и т. д.), 

]s(x, у, z) - сила, действующая на поверхность Sa, u(x, у, z) - смещение, 
заданное на поверхности Su, и { п) - единичная внешняя нормаль к Sa. 

Неизвестными являются вектор {и) и две вспомогательные векторные 

функции ( е ) и ( а} : 

дих дих диу 
(е) = (ехх = дх, еуу, е,,, еху = - + - eyz, evr), 

ду дх. 

Матрица [D] для изотропного материала имеет вид 

1-" " " о о о 

" " о о о 

1 - " о о о 

[D] = Е 1 - 2v 
(1 + v)(I - 2v) 2 

о о 

- 2v 
2 

о 

- 2v 

2 

где Е - модуль Юнга, v - коэффициент Пуассона. 

Матрица [В] ранее определенного оператора имеет вид 

д 
о о 

дх 

о 
д 

о 
ду 

[В] = о о 
д 

дz 
д д 

о 
ду дх 

о 
д д 

дz ду 

д 
о 

д 

дz дх 

Полезно записать деформации (е} и напряжения {а} не в векторной 

форме, а в виде тензора второго ранга: 

1 

~'~] ехх 2еху 

['] ~ [ f '~ 1 ' 
еуу 2eyz 

1 
2evr 2eyz ezz 



Численные методы 

[ 

Uxx 

[а] = аху 

Uzx 

Внутренняя энергия элемента объема du; записывается в виде 

1 1 
dU = 2(е} {а} du; = 2 (е} [D] (е} du;. 

53 

Полная потенциальная энергия Р - сумма потенциальной энергии объ­

емных и поверхностных сил, которая равна их работе W с обратным зна­
ком, и внутренней энергии И 

Р= И- W=~i(e}(a}du;- I ( И} cfv J du; - I ( И} (fs J ds. 

11 !J so 

Если добавить к решению (и J произвольное, но кинематически допусти­

мое (т. е. равное нулю на Su) смешение ( ои J, то в приближении первого 
порядка малости получим 

оР = Р(и + ои) - P(u) = I (ое} (а} dUJ -

!J 

Применяя формулу Грина, получим 

I (ou} lfv} du; - I (ou} 1/.J ds. 

!J so 

W = 1 (ое} {а) du; = I (ou} [а] (п) ds - 1 (ou) [В'] (а) du;. 

!J s [J 

Так как (ou} = О на Su, то можно записать 

оР= I (ou}([a]{nJ -fs)ds- I (ои}([В'](а) +fv)du; 

s. [J 

и, наконец, 

оР = I (ое} (a)du; - I (аи} cfv}du; - J (ou} lfs}ds =о. 
{} {} su 

Последнее выражение представляет собой принцип возможных перемеще­
ний, который показывает, что из равновесия следует оР = О, и наоборот. 

Принцип приводит к формулировке задачи типа метода Галеркина и позво-
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ляет получить столько уравнений, сколько требуется, при условии что ( ои J 

кинематически допустимы. Кроме того, 

о2Р = 1 (ое> [DJ (oeJ dw >о. 
!J 

Это принцип минимума полной потенциальной энергии Р, который приво­

дит к формулировке типа Рэлея - Ритца: точное решение и миними­

зирует Р. 

Как уже было показано, эти две формулировки позволяют применить 

метод конечных элементов. Предположим, что мы располагаем разбиени­

ем области на конечные элементы. В трехмерном пространстве простей­

шим конечным элементом является четырехгранник. Для любого четырех­

гранника с вершинами i, }, k, / можно определить функцию 

(и}= (и;}N;(х, у, z) + (щ}Nj(X, у, z) + (иk}Nk(X, у, z) + (и1)N1(х, у, z), 

где (Ир} - узловые значения неизвестных в каждой вершине Р, а 

Np(X, у, z) - однозначно определяемый полином первой степени, равный 

1 в вершине Р и О на противоположной этой вершине грани данного эле­
мента. Таким образом, задача сводится к вычислению конечного множе­

ства узловых значений неизвестных (Ир} для каждого элемента и определе­

нию функций (и}, принадлежащих классу с0 во всей области О. Разбиение 
области на конечные элементы позволяет записать объемные интегралы, 

которые входят в выражение для потенциальной энергии Р, в виде 

по всем 

элементам 

1 
по элементу 

В результате получаем Р как квадратичную функцию узловых значений, 

коэффициенты которой можно вычислить, применяя численное интегри­

рование 

1 [Иu] р = - (И1хИ1уИ1zИ2х ••• Ипz) (К] - (и) (F} + const. 
2 Ипz 

Для вычисления равновесного состояния достаточно положить 

[К] (и} = (F}. 

Решая это уравнение, получаем функцию [и} для каждого элемента, а 

из нее - деформации и напряжения. 

Линейные четырехгранники, выбранные нами произвольно, могут быть 

заменены более сложными конечными элементами. 
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2.11. ОСОБЫЕ СЛУЧАИ 

Четырехгранный линейный элемент имеет три неизвестные переменные 

на каждый узел и поэтому характеризуется элементарной матрицей [К,] 

размерностью 12 х 12 и вектором внешних сил размерностью 12. Глобаль­
ная матрица [К] и правая часть ( F} строятся объединением элементарных 
матриц и векторов с учетом условий на Su. 

Элемент ku матрицы [К] - это реакция i-го неизвестного на смешение, 

равное 1 для j-го неизвестного и О для остальных. На неизвестные перемен­
ные узла Р оказывают влияние только неизвестные переменные тех узлов, 

с которыми Р связан общим элементом. Поэтому оптимальной нумераци­

ей узлов можно уменьшить ширину ленты матрицы [К], которая по по­

строению симметрична и положительно определена. 

Если задача имеет одну или несколько симметрий, можно моделировать 

только половину задачи, а полное решение получить из симметрии. Воз­

можна ситуация, когда число неизвестных и ширина ленты слишком вели­

ки для ЭВМ, на которой проводятся вычисления. В таких случаях применя­

ется еще одно средство - суперэлементы или субструктуры: 

Суперэлемент 

Этот подход основан на сжатии внутренних узлов (разд. 2.6) и состоит 
в объединении внутренних конечных элементов с элементами, примыкаю­
щими к границе. 

Рассмотрим пример отделения неизвестных, соответствующих внутрен­
ним узлам, приняв для простоты, что эти узлы не нагружены: 

Ки и; + Ku и1 = О, 

KJi U; + Kjj UJ = fj, 

Эту систему можно решать, положив 

(Kjj - К1;К;;- 1 /<u)и1 = f; и K;;U; = - KuUJ. 

Субструктуры уровня 1 могут быть разделены на субструктуры уровня 
2 и т. д. 
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Этот метод представляет особый интерес, если сами субструктуры мно­

гократно повторяются, если работа по исследованию модели распределена 

между несколькими лицами и если изменения модели производятся только 

внутри определенных субструктур, не затрагивая остальную модель. Одна­

ко при этом требуется большая дисковая память для хранения промежуточ­

ных результатов вычислений. 

2.12. НЕЛИНЕЙНАЯ МЕХАНИКА 

В предыдуших задачах предполагались малые смещения. В реальных за­

дачах присутствуют нелинейные эффекты, обусловленные как геометрией 

(большие смещения, большие вращения и контакты), так и свойствами ма­

териалов (трение, нелинейная упругость, пластичность, ползучесть и т. д.). 

В таких случаях удобно применять разбиение внешних условий (смещения, 

объемные и поверхностные силы) на малые части и решать задачу в не­

сколько этапов. На каждом этапе внешние условия берутся с множителем 

Л таким, что О < Л1 < Л2 < ". < Лп < 1, и нелинейная задача записывается 
в виде системы 

которая решается последовательными линейными приближениями. 

На практике в системах САПР вычисления такого рода могут выпо­

лняться только в благоприятных случаях, когда основная линейная задача 

проста и решается быстро. 

2.13. ЭВОЛЮЦИОIПIЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим простейшее из эволюционных уравнений - уравнение пе­

реноса 

ди ди - +а-= О 
дt дх ' 

и(х, 0) = <,0(х), 

которое имеет точное решение <,0(х - at). 

(2.39) 

Легко представить различные конечно-разностные схемы для этого 

уравнения (т = дt, h = дх): 

и~+ 1 п ат( п "' 0 J - Uj + h Uj+ 1 - UjJ = , (2.40) 

и~+ 1 п ат( п п ) 0 ( г ) 
1 - Uj + h uj - Uj - 1 = схема i одунова , (2.41) 
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п + 1 п ат ( п п ) 0 Uj - Uj + 2h Uj + 1 - Uj- 1 = , (2.42) 

п + 1 п - 1 ат ( п п ) 0 Uj - Uj + Jl Uj+ ! - Uj-1 = , (2.43) 

п + 1 п п+ 1 п ат ( п + 1 п+ 1 + п п ) о 
Uj - Uj + Uj- 1 - Uj - 1 + Jl Uj - Uj- 1 Uj - Uj - 1 = , (2.44) 

п + 1 1 ( п п ) ат ( п п ) 0 ( Л ) Uj - :z Uj + 1 + Uj - 1 + 2h Uj + 1 - Uj - 1 = , схема акса , (2.45) 

п + 1 п ат ( п п ) а2? ( п 2 п п ) ( в фф ) (2 46) Uj - Uj + 2h Uj+ 1 - Uj-1 =ж Uj+ 1- щ + Uj- 1 схема ендро а. . 

Все эти схемы согласуются с уравнением. Так, например, для схемы Го­

дунова 

n+I п (ди)" 1 (д2и)п+е, 
Uj = Uj + Т -д + - r ----д , 

t j 2 дг j 

иJ- 1 = uJ - h - + - h2 ~ . (ди)п 1 ( a2u )п 
дх j 2 дл j- е, 

Отсюда ](uj+ 1 - uJ) + '!(uJ- uJ-1) = (даи + адаи)п + О(т, h). 
т h t х j 

Но одной согласованности мало. Если провести через точку 

((п + 1) т, j h) характеристику уравнения и 

j-f j 
or<t 
h 

л+f 

п 

j+f 

отметить на ней точку Р, то видно, что положение этой точки соответству-

2т 
ет схеме Годунова только при условии h < 1, а схеме (2.40) не соответст-

вует никогда. 
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ат 
Условие сходимости h < 1, которое называется условием КФЛ (Ку-

рант, Фридрихе, Леви), требует, чтобы не только т-+ О и h-+ О, но и шаги 
разностной сетки по времени и координате были согласованы друг с 

другом. 

ат 
Обозначив а = h, можно записать схему Годунова в виде 

uJ+ 1 = (1 - a)uJ + auJ-1, 
а схему Лакса в виде 

п + 1 п+ 1 (1 - а) ( п '/) 1 + Ci ( п п ) 
Иj - Иj- 1 = --2- Uj + 1 - Uj + - 2- Иj- 1 - Иj- 2 • 

Отсюда видно, что при выполнении условия КФЛ (а < 1) монотонные из­
менения uJ передаются uJ + 1• 

Рассмотрим погрешность конечно-разностного решения eJ = uJ -
- uUh, пт). Для схемы Годунова 

eJ+ 1 = (1 - a)eJ+ a.eJ-1 + О(т, h) 

и Еп+ 1 = Max(eJ+ 1) :s;; Еп + стh. 
J 

Отсюда Еп :s;; Еп - 1 + стh :s;; Еп - 2 + 2стh :s;; ... :s;; пстh, что и доказывает схо­
димость при h -+О, если а < 1. 

Схему Вендроффа можно получить, записав 

п+ 1 п (дu)п т2 (д2u)п О 3 
UJ = Uj + Т at J + l дf J + (т ), 

(дu)п (ди)п а п п at j = - а дх j = - 2fl(UJ+I - UJ-1), 

(д2и)п д (ди)п д ( ди)" а (дu)п 
дf J = дt дt J = дt - а дх j = - а дх дt J = 

-2 (д2 и)п а2 ( п 2 п п ) = а- дх2 J = h2 UJ + 1 - UJ + UJ ~ 1 • 

Схемы (2.40) и (2.42) неустойчивы и поэтому не применяются. 
Рассмотрим задачу о распространении тепла в стержне длиной L: 

~~ - а:; = О, и(х, О) = f(x), u(O, t) = u(L, t) = О. (2.47) 
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Методом конечных разностей ее решают по схеме Кранка Ни-

кольсона: 

и~+ 1 - _!!!_(и~+ 11 - 2и~+ 1 + и~+ 11) = } 2h2 } + } 1-

п та(п 2 п п) = Uj + - 2 Uj + 1 - Uj + Uj - 1 • 
2h 

Чтобы перейти к конечным элементам, введем пространство V { v (х), v 
кусочно-непрерывны на [О, L], v(O) = v(L) =О) 

L L L 

r ди r д2и J дt vdx - а J дх2 vdx = i ди -vdx+ 
дt 

о о о 

L 

+ а r ди дv dx = о. J дх дх 
о 

Отсюда следует эквивалентная (2.47) формулировка задачи: 

где /дv v) = 
\дt' 

[\ ~~, v) + а(и, 
и(х, О) = f(x), 

и) = 0, V v Е V, 

L L 

i ди 
-vdx и 
дt 

а(и, i ди дv v) =а --dx. 
дх дх 

о о 

(2.48) 

Легко показать единственность решения (2.48). Пусть и1 и и2 - два ре­

шения, тогда, обозначив w = и1 - и2 и положив v = w, получим 

\да;' w) +a(w; w)=O, 

1 d d 
--(w, w) + a(w, w) =О= -llwll 2 ~О. 
2dt dt 

Так как w(O) = О, то w = О, поэтому и1 = и2. 
Разобьем отрезок [О, L] промежуточными точками Х1, Х2, .•. , Xj, где 

L 
Xj = }h, } = 1, 2, ... , J, h = J + 1 , и каждому Xj поставим в соответствие 
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функцию Wj(X), введенную в разд. 2.7: 

wj(xk) = Ojk· 

Пусть Vh - множество линейных комбинаций функций Wj(X), аппрокси­

мирующее V. Если искать решение и (х, t) в виде и (х, t) = .L;~ = 1 vj{t) wj{x), 

то, согласно (2.48), получим J уравнений 

(~~· Wk) +а(и, Wk)=O Vk= 1, 2, ... , J. 

Отсюда следует система 

J J 

2.:: (Wj, Wk) vj(t) + ~a(Wj, Wk)Vj(t) =о (2.49) 

j= 1 j=l 

и эквивалентная ей задача 

(2.50) 

где y(t) - вектор [ v1(t), v2(t), ... , VJ(t)), М - трехдиагональная матрица 

со строками (1, 4, 1), К - трехдиагональная матрица со строками 

(- 1, -2, -1), F; = (j(x), w;(x)). 

Уравнение (2.50) можно решать методом Эйлера: 

Уп+ 1 = Уп + т[8У~+ 1 + (1 - 8)у~), 

1 
который устойчив при 2. ~ 8 ~ 1, 
ат 1 

1 
а при О ~ 8 ~ 2. устойчив, если 

-<----
h2 6(1 - 28). 

Решим таким же способом задачу о колебании струны: 

д2и д2и 
--а2-=О 
дt2 дх2 ' 
и(О, t) = u(L, t) = О, 
и(х, О) = f(x), 
ди 
дt(х, О) = g(x). 

(2.51) 
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Явная трехуровневая конечно-разностная схема для этой задачи 

п + 1 2 п п - 1 а2? ( п 2 п п ) u1 - и1 +и; =-2-и;+1- и;+и;-1 
h 

ат 
устойчива при выполнении условия КФЛ h < 1. 
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Для применения метода конечных элементов изменим формулировку за­

дачи на эквивалентную 

L L 

J д2и vdx + J а2~ dv dx = О Vv(x)E V, 
дt2 дх dx 

о о 

u(x, О) = f(x), 
ди 
дt(х, О) = g(x). 

J 

(2.52) 

Аппроксимация решения в Vh: и(х, t) = ~ v;(t) w;(x) дает J уравнений 
}=1 

при j = 1, 2, ... , J 

J J 

~<w1, Wk) vj'(t) + ~a(w1, Wk)v;(t) =О. 
}=1 }=1 

Функции v1(t) находятся решением системы 

h а2 
бМу" (t) + hKy(t) = О, 

h 
бМу(О) = F(F; = (f(x), w;(X)) => у;(О) = v;(O) = f(x;)), (2.53) 

~Му' (О) = G(G; = (g, w;) => yj(O) = vj(O) = g(x;)). 

2.14. ОПТИМИЗАЦИЯ 

При использовании описанных выше методов часто возникэ.ет необхо­

димость поиска оптимума и оценки чувствительности полученного реше­

ния. Чувствительностью решения называется изменение целевой функции 

при единичном изменении исходной величины. Эта характеристика показы­

вает, насколько устойчиво решение при случайных вариациях данных. 
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Автоматизация поиска оптимума приводит к задаче нахождения мини­

мума или максимума функции J(x), определенной в пространстве Rn при 
ограничениях \Oi(X) ~ О (i = 1, 2, ... , р < п) или без них. 

Для решения оптимизационной задачи без ограничений применяют сле­

дующие методы: 

• Метод релаксации, который эффективен, если функция J(x) выпукла 
и дифференцируема: 

оптимизировать J(x, и2, из, ... , Uп) => и1 = х, 
оптимизировать J(u1, х, из, ... , ип) => и2 = х и т. д. 

Метод сводится к последовательности оптимизаций по одной переменной, 

которые могут проводиться различными способами - дихотомией, после­

довательностью Фибоначчи и т. д. 

• Методы спуска Uk + 1 = Uk - Qk dk, к которым относятся: 

- спуск по градиенту с оптимальным шагом: dk = '\/ J(uk), а Qk определя­
ется оптимизацией J(uk + xdk) по одной переменной х; 
- спуск по градиенту с малым фиксированным шагом: Qk = const; 
- спуск по сопряженному градиенту: Uk + 1 = щ + 2:,k а; V J(u;). 

l= 1 

Среди неквадратичных следует отметить методы Флетчера и Пола­

ка - Рибьера. 

• Метод Ньютона. Он используется редко (хотя и имеет квадратичную 
сходимость), потому что не всегда можно быть уверенным в выполнении 

условий его сходимости: 

ИЗ '\/ J(U + OU) = '\/ J(u) + '\/ '\/ J(u) OU + ... 
следует V V J(uk)(Uk + 1 - Uk) = - V J(щ). 

Для оптимизации с ограничениями применяются следующие методы: 

• Метод релаксации, который эффективен, если для всех v в допустимой 
области решений выполняется условие V J(u)(v - и) ~ О. 

• Метод проекции градиента: Uk + 1 = Р { Uk - Qk V J(щ)]. 
1 

•Метод штрафных функций: l 0 (u)=l(u)+-"P max{\O;(u), О], • е L..J, = 1 

отыскивается и0 , оптимизирующее ]0 и и0 ---> и при е ---> О. 

• Метод неопределенных множителей Лагранжа: 
Пусть, например, требуется минимизировать выражение (х2 + у2 + z2) 

при условии х + у + z ~ 1. Будем минимизировать величину 

J'(x, у, z, µ) = х2 + у2 + z2 - µ(х +у + z - 1), 

считая µ известным. Получим 2х - µ = 2у - µ = 2z - µ = О или 

x=y=z=~, 
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2 1 
Максимизируя G(µ), получим µ = З, отсюда х• =у• = z• = З 

Для применения всех этих методов требуется, чтобы целевая функция 
J(u) и функции ограничений были дифференцируемы, что не всегда соблю­
дается при использовании численных методов. Поэтому ниже мы приво­

дим программу поиска минимума функции с автоматическим выбором на­

правления и шага и без вычисления производных. Эта программа очень 

проста, устойчива и не использует никаких особенностей минимизируемой 

функции, но работает довольно медленно. 

Оптимизационные задачи, как и нелинейные, могут решаться в систе­

мах САПР только тогда, когда они просты и время вычислений невелико. 

* 
* 

* 

SUBROUТINE HINF(N,FUNCT,VOISIN,EPSIL,X,FX) 
Е F Е Е Н S 

IHPLICIT REAL*B(A-H,O-Z) 
EXТERNAL FUNCT 
DIНENSION X(l) 

+минимизация функции FUNCT(N,X) N неизвестных 

+ Х: на входе - начальное приближение, на выходе - решение 

+ VOISIN: окрестность начального приближения для поиска решения 
+ EPSI L: нижняя граница величины шага 

DIНENSION Y(l00),5(100) 
IF(N.GT.100) RETURN 
DELTA=VOISIN 
RO=O.lDO 
00 l K=l,N 

1 S(K)=DELTA 
FX=FUNCТ(N,X) 

2 FY=FX 
00 Э K=l,N 

З У(К)=Х(К) 

ITER=IТER+l 

CALL HINIF(N,FUNCT,Y,S,FY) 
IF(FY.LT.FX) GO ТО 6 

4 IF(DELTA.LT.EPSIL) REТURN 
DELTA=RO*DELTA 
00 5 K=l,N 

5 S(K)=RO*S(K) 
GO ТО 2 

6 00 7 K=l,N 
IF(S(K)*(Y(K)-X(K)) .LT. О.ООО) S(K)=-S(K) 
ТЕТА=Х(К) 

Х(К}=У(К) 
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7 У(К)=У(К)+У(К)-ТЕТА 
FX=FY 
FY=FUNCT(N,Y) 
CALL HINIF(N,FUNCT,Y,S,FY) 
IF(FY.GE.FX) GO ТО 2 
00 8 K=l,N 

Глава 2 

IF(DAВS(Y(K)-X(K)) .GT. O.SDO*DAВS(S(K))) GO ТО б 
8 CONТINUE 

GO ТО 4 
END 

sueROUТINE HINIF(N,FUNCT,X,S,FX) 
IHPLICIT REAL*B(A-H,0-Z) 
DIНENSION X(l),S(l) 
00 3 K=l,N 
X(K)=X(K)+S(K) 
F=FUNCТ(N,X) 

IF(F.GE.FX) GO ТО 1 
FX=F 
GO ТО 3 

1 X(K)=X(K)-S(K)-S(K) 
F=PUNCT(N,X) 
IF(F.GE.FX) GO ТО 2 
FX=F 
S(K)=-S(K) 
GO ТО 3 

2 X(K)=X(K)+S(K) 
3 CONTINUE 

RETURN 
END 

FUNCTION F(N,X) 
IHPLICIT REAL*B(A-H,0-Z) 
DIHENSION Х(2) 
A=X(l) 
В=Х(2) 

F=A*A+lOO.ODO*B*B 
REТURN 

END 
PROGRAН НAIN 

IHPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
EXТERNAL F 
DIHENSION Х(2) 
X(l)=lOO.ODO 
X(2)=200.0DO 
CALL HINF(2,F,10.0D0,0.01DO,X,FX) 
WRITE(б,'(/1X,3G25.8)') X,FX 
END 
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Реализация численных методов 

в САПР 

3.1. ПОСГРОЕНИЕ РАЗБИЕНИЯ 

Существенным преимуществом метода конечных элементов является 

возможность адаптировать его к любой геометрической форме исследуе­

мой области с помощью соответствующего разбиения. Ниже кратко рас­

смотрены методы, которые используются для выполнения разбиения. 

Разбиение с вспомогаrпельной программой. С помощью вспомогатель­

ной интерактивной программы определяются узлы на линиях, поверхности 

и объемы. Эта операция упрощается, если имеется численное описание 

формы объекта. Необходимо также располагать дополнительными функ­

циями для разрезания, сшивки, уточнения и т. д. Этот метод используется 

чаще всего. 

Разбиение с обучением. Если есть запись предыдущего сеанса, его мож­

но автоматически повторить, внося определенные изменения. Возможности 

этого метода ограничены. 

Библиоrпека подансамблей. Следуя определенным правилам, можно со­

ставить библиотеку подансамблей, разбитых на конечные элементы, и за­

тем собирать из них нужные разбиения. 

Разбиение с помощью вычислений. В некоторых случаях можно запро­

граммировать автоматическое построение разбиения исходя из заданных 

простых характеристик: толщины, высоты, диаметра и т. д. 

Автоматическое разбиение. Этот способ представляет наибольший ин­

терес в сочетании с САПР, дающей численное определение границы. Задача 

заполнения двумерной области треугольниками решена полностью, суще­

ствует и решение задачи заполнения трехмерной области четырехгранника­

ми. Другие задачи такого рода еще нуждаются в исследовании. 

Модификация ансамблей. Исходя из уже существующего разбиения, лег­

ко выполняются изменение масштаба и преобразования симметрии. Мож­

но проводить и более сложные изменения с локальными или глобальными 

преобразованиями. Если имеющееся разбиение расположено в кубе, состав­

ленном из расположенных параллельно осям и эквидистантных полюсов, 

то с помощью метода Безье можно вычислить параметрические координа­

ты каждого узла и, меняя положение полюсов, управлять перем,~щениями 

узлов, которые при этом сохраняют с~ои параметрические координаты. 

Разбиение по соответствию. Проводится разбиение куба на шестигран­

ники и устанавливается соответствие ребер, граней и внутренности куба с 

подобными частями области, в которой строится разбиение. Полученный 

результат часто нуждается в уточнении. 

5-1172 
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Разбиение с помощью физической имипшции. Допустим, что решается 

задача вычисления линий тока в веществе, помещенном в постоянное 

электрическое поле. Разбиение на шестигранники можно построить с по­

мощью изопотенциальных поверхностей и линий тока, задавая точки и 

участки входа и выхода внешнего тока. Но для решения этой задачи требу­

ется иметь начальное разбиение, что приводит к итерациям. 

Адаптивное разбиение. Это более развитый метод, заключающийся в 

переопределении разбиения в процессе вычислений в зависимости от приро­

ды исследуемого явления. 

Разбиение с помощью экспертной системы. Можно увеличить степень 

автоматизации процесса построения разбиения, формируя каманды, выпол­

няющие разбиение в соответствии с геометрической ситуацией, которая 

определяет данные, и со списком правил, которые определяют действия 

системы в конкретных ситуациях. Пользователь принимает решения толь­

ко в самых сложных ситуациях. Пользователь-эксперт может вносить в 

список новые правила. Этот многообещающий подход к построению раз­

биения еще находится в стадии исследований. 

3.2. ВИЗУАЛИЗАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ 

После того как задача решена численно, полученные результаты ото­

бражаются визуально. Для этого применяются, как и на этапе построения 

разбиения, ЭВМ с развитыми графическими средствами и высоким уров­

нем интерактивности, поэтому используемая САПР должна обладать со­

ответствующими характеристиками. Отметим, что не всегда удается раз­

местить все результаты в базе данных САПР и тогда приходится прибе­

гать к помощи специализированных систем. 

К графическим функциям относятся следующие: изображение линий, 

граней, скрытых частей объекта, различных видов; изображение прозрач­

ных объектов; управление цветом; линии уровня на поверхности; разрезы; 

линии уровня в разрезе, поверхности уровня; линии тока в векторном поле; 

трассировка векторного поля; симметрии; мультипликация динамических 

результатов; измерение положений точек и расстояний; идентификация за­

данного объекта среди многих других; выделение видимых и невидимых 

объектов; управление видами; составление твердой копии или видеозаписи; 

автоматическое повторение некоторых действий. 

Чтобы показать одну из типичных графических функций этого этапа, 

мы приводим ниже програм·~у вычисления линий уровня функции f (х, у) 
в прямоугольнике с противоположными вершинами в точках (хо, у0) и 

(х1, У1). Эта очень надежная программа может работать с произвольным 

разрешением и не использует больших таблиц в основной памяти. Она лег­

ко адаптируется к случаю, когда функция задана в узлах прямоугольной 

сетки и может служить для трассировки уровней на поверхности с числен­

ным параметрическим определением. Все линии уровня строятся с задан­

ным разрешением даже в самых трудных случаях. 
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SUBROUTINE ISOF(FON,XO,YO,Xl,Yl,NX,NY,NF,KF,IDEP,IFIN,NBC) 
FEEEEEEEE Е 5 5 

* Вычисление линий уроня функции двух переменных 

* в прямоугольнике плоскости (х, у) 

* При каждом обращении вычисляются положения точек, 

* в которых функция равнв нулю 

* -FON: функция двух переменных 
• -ХО, УО: координаты левого нижнего угла прямоугольника 
• - Х 1, У 1: координаты правого верхнего угла прямоугольника 

• - N Х: число отрезков, на которые делится (ХО, Х 1) - максимум 1024 

• - NY: число отрезков, на которые делятся IYO, У1) 
• - NF : номер устройства выходного файла 
• - К F: код файла (считается, что файл открыт до обращения 

и не будет закрыт после обращения) 

. <о: файл прямого доступа 

. =О: неформатированный последовательный файл 

. >о: форматированный rюследовательный файл 
•- IDEP: номер первой записи в файле, если KF <о 
•- IFIN: номер последней записи в файле, если KF <о 
• -NBC: число линий уровня 
•Полное число точек: 1 FIN - IDEP + 1 

•В выходной файл помещается последовательность записей 11 , Х, У), 

*Где точка (Х, У) принадлежит 1-той линии 

•Для построения кривой следует соединить точки в порядке их 

*Следования в файле 

*В данной версии все вещественные переменные 

*имеют обычную точность 

DIMENSION ZD(l025),ZF(l025),IB(l025) 
МX=NX+l 

IF(МX.GT.1025) RETURN 
МY=NY+l 

EX=(Xl-XO)/FLOAT(NX) 
EY=(Yl-YO)/FLOAT(NY) 
IY=l 
Х=ХО 

IFIN=IDEP-1 
00 10 I=l,МX 
ZF(I)=FON(X,YO) 
X=XO+FLOAT(I)*EX 

10 IB(I}=O 
NВС=О 

YF=YO 

* поиск ветвей на у = УО 
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JA=-1 
I=O 
XF=XO 
Х=ХО 

IF(ZF(l))5l,55,5l 
51 I=I+l 

XF=XO+EX*FLOAT(I) 
IF(NX-I)70,52,52 

52 IF(ZF(I+l))59,53,59 
53 X=XF 

IF(JA)54,57,56 
54 NBC=NBC+l 

CALL ISOFЗ(KF,NF,IFIN,NBC,XO,YF) 

IB( I)=NВC 
IF(NX-I)Sl,51,55 

55 JA=O 
NВC=NВC+l 

GO ТО 58 
56 IB(JA)=O 
57 JA=I 
58 IB(I+l)=NBC 
61 CALL ISOFЗ(КF,NF,IFIN,NBC,X,YO) 

GO ТО 51 
59· IF(ZF( I) *ZF( I+l) )60, 62, 62 
60 CALL ISOFl(XF-EX,YO,ZF(I),XF,YO,ZF(I+l),X,Y) 

JA=-1 
NВC=NBC+l 

IB(I)=NBC 
GO ТО 61 

62 JA=-1 
GO ТО 51 

70 IF(JA)l00,100,71 
71 IB(NX)=O 

* переход к следующей полосе 

100 YD=YF 
IGO=l 
YF=YO+FLOAT(IY)*EY 
XD=XO 
00 101 I=l,МX 
ZD(I)=ZF(I) 
ZF(I)=FON(XD,YF) 

101 XD=XO+FLOAT(I)*EX 

* следование по известным ветвям 
* 

00 133 I=l,NX 
IF(IB(I))l32,l33,l33 

132 IB(I)=O 
133 CONТINUE 

I=l 
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102 J=I 
JA=O 
L=4 
IF(IB(I))l34,134,103 

103 IF(ZD(I))l20,lll,120 
111 IF(I-1)134,114,112 
112 IF(IB(I-1)+2)113,114,113 
113 IB(I)=O 

GO ТО 134 
114 К=О 

GO ТО 300 
120 IF(ZD(I+l))l31,121,131 
121 K=l 

GO ТО 300 
131 К=О 

L=S 
GO ТО 300 

134 I=I+l 
IF(NX-!)200,102,102 

* поиск новых ветвей 

200 IG0=2 
I=l 
XF=XO 

201 XD=XF 
XF=XO+EX*FLOAT(I) 
К=3 

L=5 
JA=O 
IF(IB(I))210,202,210 

202 CALL ISOF2(ZD,ZF,XD,XF,YD,YF,I,J,K,L,X,Y) 
IF(J)210,203,203 

203 NВC=NВC+l 
!В( I)=NBC 
CALL ISOF3(KF,NF,IFIN,NBC,X,Y) 
IF(K)210,207,204 

204 IF(L-2)210,205,206 
205 JA=-1 
206 К=О 

J=I 
GO ТО 300 

207 IF(L-2)210,210,208 
208 К=2 

L=l 
J=I 
GO ТО 300 

210 I=I+l 
IF(NX-!)400,201,201 

* поиск 2-й точки на контуре квадрата 

69 
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300 XP=XO+EX*FLOAT(J) 
XD=XP-EX 
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CALL ISOF2(ZD,ZF,XD,XF,YD,YF,J,JN,K,L,X,Y) 
IF(JN)301,310,320 

301 IF(L-2)302,360,302 
302 IB(J)=-2 

IF(JA)360,360,303 
303 IB(JA)=-1 

GO ТО 360 
310 JN=J 

JL=IB(J) 
IF(L-2)311,342,311 

311 IB(J)=-l 
GO ТО 342 

320 IF(NX-JN)310,32l,321 
321 IF(J-JN)323,340,323 
323 IF(IB(JN))310,340,322 
322 IF(zD(JN))325,324,325 
324 IB(JN)=IB(J) 

J=JN 
GO ТО 340 

325 JL=IB(JN) 
CALL ISOF3(KF,NF,IFIN,JL,X,Y) 
JL=IB(J) 
IB(J)=-l 
IB(JN)=-l 
J=JN 
GO ТО 342 

340 JL=IB(J) 
IB(JN)=IB(J) 

342 CALL ISOF3(KF,NF,IFIN,JL,X,Y) 
IF(JA)350,352,351 

350 JA=O 
IF(J-1)354,354,355 

354 NВC=NBC+l 
CALL ISOF3(KF,NF,IFIN,NВC,XF,YO) 

IB(l)=NBC 
GO ТО 353 

355 IB(J)=IB(J-1) 
GO ТО 353 

351 IB(JA)=-l 
352 JA=J 
353 IF(J-JN)349,360,349 
349 J=JN 

GO ТО 300 
360 IF(J-!)362,362,361 
361 I=J 
362 GO ТО (134,210),IGO 
400 IY=IY+l 

IF(NY-IY)40l,100,100 
401 RETURN 

END 
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SUBROUТINE ISOFl(XD,YD,ZD,XF,YF,ZF,X,Y) 
C=-ZD/(ZF-ZD) 
X=XD+C*(XF-XD) 
Y=YD+C* (YF-YD) 
RETURN 
EN[/ 
SUBROUTINE ISOF2(ZD,ZF,XD,XF,YD,YF,I,J,K,L,X,Y) 
DIMENSION ZD(l),ZF(l) 
00 100 M=l,L 
IGO=M+K 
GO ТО (l,2,З,4,5,1,2,3),IGO 

1 IF(ZD{I+l)*ZF(I+l))l0,100,100 
10 К=О 

L=3 
J=I+l 
CALL ISOFl{XF,YD,ZD(I+l),XF,YF,ZF(I+l),X,Y) 
RETURN 

2 IF(ZF(I+l))l00,20,100 
20 К=О 

L=2 
J=I+l 
X=XF 
Y=YF 
RETURN 

3 IF(ZF(I)*ZF(I+l))30,100,100 
30 К=-1 

J=I 
CALL ISOFl(XD,YF,ZF(I),XF,YF,ZF(I+l),X,Y) 
RETURN 

4 IF(ZF(I))l00,40,100 
40 К=3 

L=2 
J=I-1 
X=XD 
Y=YF 
RETURN 

5 IF(ZD{I)*ZF(I))50,100,100 
50 К=2 

L=3 
J=I-1 
CALL ISOFl(XD,YD,ZD(I),XD,YF,ZF(I),X,Y) 
RETURN 

100 CONTINUE 
J=-1 
RETURN 
END 
SUBROUTINE ISOFЗ(KF,NF,IFIN,I,X,Y) 

IFIN=IFIN+l 
IF(KF)l,2,3 

1 WRITE(NF'IFIN) I,X,Y 
RETURN 

71 
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2 WRITE(NF) I,X,Y 
RETURN 

3 WRITE(NF,4) I,X,Y 
4 FORМAT(lX,I4,2Gl5.7) 

RETURN 
END 
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3.3. ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Для вычислений при решении научных задач и для САПР используются 

либо мощные ЭВМ с развитыми графическими терминалами, либо рабочие 

станции и в обоих случаях эффективная сеть. Элементы основного про­

граммного обеспечения описаны ниже. 

Операционная система. Выполняет следующие функции: 

• управление памятью и организацию виртуальной памяти; 
• управление пользователями; 
• управление приоритетами; 
• управление процессами пользователей; 
• пакетную обработку; 
• телеобработку; 
• анализ времени выполнения; 
• обслуживание системы локальных или дистанционных последователь­

ных и индексно-последовательных файлов, их защиту и распределение; 

• защиту памяти; 
• функционирование редактора текста, ассемблера, Фортрана, редакто-

ра связей, командных файлов; 

• локальные связи и телекоммуникации; 
• управление архивами. 
Локальная система баз данных. Содержит объекты вычислений (дан­

ные и результаты) и должна обеспечивать хранение информации различных 

типов (целые и действительные числа, символы, указатели) с различной 

структурой (списки, векторы, таблицы, графы). Кроме того, она должна 

допускать динамическое определение вновь образуемых структур, управле­

ние хранящимися в памяти объектами как в диалоговом режиме, так и с 

помощью программ и процедур, и добавление к основной информации раз­

нообразных определяющих признаков, таких, например, как наблюдае­

мость, обнаружимость, назначенный относительный приоритет, защищен­

ность, синоним или внешнее имя, графический уровень, локальная метка, 

внешний блок, цвет, штрих, яркость, мерцание, автор, даты (например, со­

здания, модернизации и обращения), номер версии, наличие шифра, корот­

кие и длинные комментарии, связь с номенклатурой, допуски, состояние 

поверхности, виды обработки и т. д. 

графическая система. Следует выбирать либо специализированную си­

стему с хорошими характеристиками, либо систему, предназначенную для 

конструирования (GDDM, TCS, BENSON), либо в конце концов любую 
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стандартную систему (GKS или PHIGS). Дружественная САПР, как прави­
ло, дает такую возможность. 

Интерактивность. Для достижения высокого уровня интерактивности 

необходимо иметь следующие возможности: 

• управлять режимом работы (интерактивный, пакетный, тест, макро-
команды, обработка ошибки); 

• вести рабочий журнал; 
• считывать имеющуюся на данный момент документацию; 
• интерпретировать команды с учетом констант, переменных, структур, 

косвенной адресации, коррекции и модификации команд и управления, если 

команда не полна; 

• определять и создавать макрокоманды; 
• иметь код возврата команды; 
• автоматизировать начало и конец сеанса; 
• давать эхо-сигнал размещения данных в базе данных; 
• иметь опционы для работы при отказах; 
• вести статистику. 
Современная тенденция развития средств программирования в САПР 

состоит в том, чтобы, используя эти программные средства, избегать не­

прерывного усложнения программ и ориентироваться на ограниченный на­

бор простых команд, действующих на типизированные объекты, располо­

женные в базе данных. Но для этого требуется большая база данных, кото­

рой не обладают существующие системы; поэтому для выполнения 

необходимых действий обычно используют элементарные команды, объ­

единенные в макрокоманды. 

3.4. связи 

В настоящее время архивное хранение и связи одной системы с другой 

осуществляются в форме специализированных файлов. Существенного 

упрощения связей можно достичь, используя стандарты. Так, например, 

стандарт IGES ориентирован на элементарные объекты САПР. Гораздо бо­
лее полный и эффективный стандарт SET (стандарт AFNOR Z68300) дает 
возможность определять объемы, линии геометрических изображений и 

разбиения для метода конечных элементов. 

3.5. ТЕСТИРОВАНИЕ 

Тестирование вычислительного метода состоит в проверке точности его 

результатов во всей допустимой области изменения данных. Для этого ис­

пользуют либо задачи с уже полученными аналитически или численно ре­

шениями, либо уже проверенный метод, либо экспериментальные данные, 

либо обратный процесс, который, исходя из полученных результатов, при-
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водит к соответствующим исходным данным. Так, например, двумерному 

уравнению Лапласа ди = О удовлетворяют все линейные комбинации сле­
дующих функций: 

xz 
1, Х, у, 2 

у2 х3 
2' 6 

х3у хуз 
6-6, 

ху2 XZy у3 х4 

2' 2 б' 12 

XZ.1 у4 
2-б···· 

Поэтому метод решения этого уравнения можно проверить, задавая раз­

личные области в плоскости хОу, дискретизируя их различными способами 

и налагая граничные условия типа Дирихле или фон Неймана, с тем чтобы 

с большей или меньшей точностью получить заранее заданное решение. 

Глава 4 

Разбиения для метода конечных 

элементов 

4.1. ПОСГАНОВКА ЗАДАЧИ 

Метод конечных элементов находит все более широкое применение для 

численного решения самых разных задач. Первый, этап решения задачи 

этим методом состоит в дискретизации рассматриваемой области на тре­

угольники, четырехугольники, четырехгранники и т. д. Такое разбиение не­

сет геометриче-скую информацию о покрытии области элементами, с каж­

дым из которых связано определенное число численных значений, необхо­

димых для последующих вычислений (построение матриц, блокирование 

некоторых степеней свободы, решение систем, визуальное представление и 

т. д.). Эту информацию удобно определять как структуру данных, содер­

жащую в сжатой и доступной форме все величины (геометрические и 

числовые). 

Многочисленные методы построения разбиений для дву- и трехмерных 

областей с геометрической точки зрения подразделяются на три основных 

класса: 

• построение разбиения, осуществляемого подходящим преобразовани­
ем отображения разбиения области с геометрически простой формой; 

• построение разбиения, осуществляемое подходящим преобразовани­
ванием уже существующего разбиения; 
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• прямое, элемент за элементом, построение разбиения, начиная с зада­
ния распределения точек в области или на ее границе. 

Из-за ряда ограничений разделить область на элементы, пользуясь 

только каким-то одним способом, можно только в исключительных случа­

ях, поскольку метод построения разбиения должен: 

• давать возможность обрабатывать сложные гео!\1'етрические конфи­
гурации; 

• минимизировать выполняемую работу и ограничивать максимальное 
число требуемых данных; 

• обеспечивать надежность результатов; 
• наилучшим образом использовать возможности применяемых алго­

ритмов, которые в разной степени приспособлены к рассматриваемым гео­

метрическим условиям; 

• давать результат, пригодный для дальнейшего использования и содер­
жащий всю необходимую информацию в форме, обеспечивающей быстрый 

и удобный доступ к ней. 

Эти соображения приводят к определению общей методологии построе­

ния разбиения, основанной на анализе задачи «сверху вниз» и последую­

щем выполнении различных операций «снизу вверх». Таким образом, зада­

ча сводится к последовательности более простых подзадач, ксторые реша­

ются как независимые модули, одна за другой, а группировка их решений 

дает конечный результат. Следовательно, необходимо иметь связный мо­

дульный набор средств построения разбиения, включающий наряду с алго­

ритмами собственно разбиений всю окружающую среду для манипуляций 

с разбиениями, их модификации и визуального представления. 

Полученное в результате разбиение, т. е. соответствующая структура 

данных, предоставляет данные для всех последовательных этапов метода 

конечных элементов. 

4.2. РАЗБИЕНИЕ И СГРУКТУРА ДАННЫХ 

Для любой задачи разбиение должно содержать все сведения, необходи­

мые на всех этапах решения. К этим сведениям относятся: 

• геометрическая информация: разбиение должно включать как можно 
более точное описание геометрического покрытия области, в которой про­
водятся вычисления; 

• информация об интерполяции конечными элементами: разбиение дол­
жно определять выбранный способ интерполяции (число узлов в элементе, 

их список, их положения и т. д.); 

• физическая информация: описание характеристик материалов, нагру­
зок, сил, источников тепла и т. д., при этом величины, содержащиеся в 

разбиении, должны допускать реализацию заданных краевых условий. 

Этим требованиям удовлетворяет внутреннее представление разбиения 

в виде набора величин и таблиц, которое включает список составляющих 
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геометрических элементов. Каждый элемент описывается следующими па­

раметрами: 

• тип элемента: отрезок, треугольник, четырехугольник, четырехгран-
ник, пятигранник, шестигранник или специальный элеменг 

• топология элемента; 
• список вершин; 
• ЧИСЛО и список узлов; 

• координаты вершин; 
• номер подобласти или материала элемента. Указание этого номера 

позволяет проводить необходимую обработку по схеме: 

номер подобласти <-+ вид обработки; 

• ссылочные номера для всех позиций элемента. Так, например, трех­
мерный элемент в качестве этих позиций имеет грани, ребра и вершины, 

а двумерный - стороны и вершины. Каждой такой позиции приписывает­

ся свой ссылочный номер, что позволяет проводить их обработку по схеме: 

ссылочный номер <-+ вид обработки. 

Номер подобласти дает возможность, во-первых, приписывать каждому 

материалу его физические характеристики и, во-вторых, вычислять силы, 

приложенные к этому материалу, что обычно выполняется путем интегри­

рования по области <f !! ". ). 

Кроме выполнения чисто геометрической роли, ссылочный номер слу­

жит для соотнесения той или иной части границы с тем или иным спосо­

бом обработки таким же образом, как и номер подобласти. Ссылочный 

номер точки обычно указывает на заданные граничные условия, а ссылоч­

ные номера ребер и граней - на интегрирование по границе <f г ... ). 
Для хранения этой информации вводится структура данных, которая со­

стоит из набора таблиц определенной формы. Так, например, в программе 

Modulef эта структура типа NOPO содержит шесть таблиц. В качестве при­
мера мы приводим ниже последнюю из них, описывающую элементы. 

Цикл по элементам от / = 1 до числа элементов 
• код геометрии элемента 

1 : узел, 2: отрезок, 3: треугольник, 4: четырехугольник, 
5 : четырехгранник, 6: пятигранник, 7 : шестигранник, 
8: специальный элемент 

• число слов, необходимых для хранения ссылочных номе­
ров граней, ребер и вершин 

• номер подобласти элемента 
• число узлов элемента 
Цикл по J от 1 до NNO 

номер J-ro узла элемента 
Конец цикла 

*если число узлов и число точек совпадают, то переход 

на (1) 

NGGE 

NMAE 
NDSDE 

NNO 

NONO(J) 
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• число точек элемента NPO 
Цикл по J от 1 до NPO 

номер J-й точки элемента NOPOl(J) 
Конец цикла 

(1) *если NMAE = О, то переход на конец цикла по элементам 

• указатель уровня информации о ссылочных номерах гра-
ней, ребер и вершин INING 
INING = 3: приводятся только ссылочные номера всех 

вершин элемента 

INING = 2: приводятся ссылочные номера всех вершин 
и ребер элемента 

INING = 1: приводятся ссылочные номера всех граней, 
вершин и ребер элемента 

Цикл по J от 2 до NMAE 
ссылочный номер вершин, если INING = 3 
ссылочный номер ребер и вершин, если INING = 2 
ссылочный номер граней, ребер и вершин, если 

INING = 1 
Конец цикла 

Конец цикла по элементам 

Такая структура данных появляется на выходе всех модулей, строящих 

разбиение, а затем с помощью различных вспомогательных средств ее со­

держимое модифицируется, визуализируется, распечатывается и исполь­

зуется. 

4.3. МЕЮДЫ ПОСГРОЕНИЯ РАЗБИЕНИЯ И 
МЕЮДОЛОГИЯ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

Для построения разбиения чаще всего применяются следующие 

методы: 

Ml: построение разбиения «вручную» с представлением всей необходи­

мой информации в виде структуры данных; 

М2: построение покрытия области делением нескольких крупных элемен­

тов на более мелкие; 

МЗ: построение покрытия области элементами, начиная с задания 

распределения точек на ее границе; 

М4: построение покрытия области на основе облака точек, распределен­

ных внутри области; 

М5: построение разбиения с помощью геометрического (симметрия, ло­

кальное или глобальное деление, ... ) и/или топологического преобра­
зования уже существующего разбиения; 

Мб: построение трехмерного разбиения с помощью такой обработки дву­

мерного разбиения, которая позволяет получать трехмерные элемен­

ты из двумерных. 
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Рис. 4.1. Анализ методом «сверху вниз». 
А - полная область; В - использование вращений и симметрий; 

С, D - разделение на простые части; Р - первичные части. 

Синтез 
"снизу 
ввер,1"' 

Легко проверить, что все эти методы, кроме Ml, относятся к одному 
из описанных выше классов. 

Встретившись со сложной задачей, инженер должен проанализировать 

ее «сверху вниз» (рис. 4.1) и выделить простым и логичным способом те 
части объекта, на которых он будет эффективно строить разбиение, руко­

водствуясь следующими требованиями: 

• части должны соответствовать особенностям алгоритмов разбиения; 
• для сведения к минимуму работы части должны быть такими, чтобы 

разбиение одних частей можно было получить как простое геометрическое 

преобразование разбиения других частей. 

Первичные части, на которых строится разбиение, являются результа­

том деления всей области на геометрически простые подобласти. Для вы­

полнения этого деления используются несколько возможностей: 

• повторяемость структуры области (симметрия, трансляция, вращение) 
для определения первичных частей, на которых можно просто построить 

разбиение, и отделение их от других частей, для которых нужно использо­

вать преобразования; 

• искусственное деление области на геометрически более простые зоны, 
из которых формируются первичные части. 
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PJ 

L2 

Рис. 4.2. Пример первичной части. Pf l. f Р2 

Результатом этого этапа работы являются первичные части для постро­

ения на них разбиения. Эти части просты и приспособлены к алгоритмам 

разбиения. 

Следующий этап - построение «снизу вверх» - состоит в том, чтобы 

из простых частей составить разбиение всей области. Каждая первичная 

часть тоже описывается «снизу вверх»: сначала задаются точки, на основе 

описаний точек строятся линии, а на основе описаний линий - поверхнос­

ти. Так, например, для определения первичной части РР1 (рис. 4.2) доста­
точно трех точек Р1, Р2 и РЗ. Если эти точки заданы, контур первичной 

части может быть описан линиями Ll, L2 и LЗ, на которые можно нанести 
необходимое число промежуточных точек. Линия L2, например, соединяю­
щая точки Р2 и РЗ, геометрически определяется кривой f(x, у) = О и имеет 

п промежуточных точек, которые наносятся каноническим делением сторо­

ны Р2РЗ. 

Такой естественный способ представления данных в форме «снизу 

вверх» дает ряд преимуществ: 

• сложные элементы (объемы) строятся из более простых элементов 
(поверхности - из линий, а линии в свою очередь - из точек), что позво­

ляет легко проводить требуемые модификации; 

• каждая из позиций (точки, линии, поверхности, объемы) содержит в 
сжатой форме всю необходимую информацию (тип геометрии, номер под­

области, ссылочный номер); 

Ттrки 

/MIM4 

/ 
Mf-2-3-4-6 

.lluнuu (Otlf/Hepныe 
KOHmljpЫ) 

~MJ М2 

'-..., / 
М5 

'-..., 
-....... Лонеркности 

(mрнхнернь1е контуры) 

Рис. 4.3. Представление данных методом «снизу вверх». 
MI - 1-й метод. - Выполнение разбиения; --- построение позиций 

высшего ранга. 
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• упрощается сшивка частей, поскольку зоны сшивки (линии в двумер­
ном и поверхности в трехмерном пространствах) точно и однозначно опре­

делены и имеют меньшую сложность (одномерны в двумерном и двумер­

ны в трехмерном пространствах). 

Общая схема представления данных «снизу вверх» приведена на 

рис. 4.3. 

4.4. МЕЮДЫ ПОСГРОЕНИЯ РАЗБИЕНИЯ 

4.4.1. Метод Ml: разбиение вручную 

Некоторые области можно грубо определить, если дать описание не­

скольких крупных элементов. Такое разбиение затем подвергается дальней­

шей обработке с помощью, например, метода М5, чтобы получить более 

мелкую сетку. Ниже приведен пример, показывающий применение этого 

простого метода в двумерном пространстве (рис. 4.4). Такое разбиение, 

описываемое малым числом данных (3 крупных элемента) дает, однако, хо­
рошее представление об области. 

Каждый из крупных элементов затем делится на N 2 элементов 1 > того 
же типа с помощью промежуточных точек, расположенных либо на грани­

це, либо внутри элемента (рис. 4.5). 

Рис. 4.4. Область (слева) описывается тремя крупными элементами (справа). 

Рис. 4.5. 

1> N - число элементов, на которое делится одномерная составляющая объекта 
(граница двумерного объекта, ребро и т. п.). - Прим. ред. 
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4.4.2. Метод М2: использование преобразования 

Этот метод применяется к областям, которые топологически идентич­

ны классическим геометрическим фигурам (треугольники, четырехугольни­

ки, четырехгранники, пятигранники, шестигранники и т. д.), и выполняется 

в несколько этапов: 

1) распределение точек на контуре реальной области отображается на 
контур эталонной фигуры с помощью соответствующего преобразования; 

2) тривиальным образом выполняется разбиение эталонной фигуры; 
3) разбиение эталонной фигуры отображается на реальную область с 

1юмощью обратного преобразования. 

На рис. 4.6-4.8 схематически изображена эта последовательность опе­
рuций для случая, когда эталонной фигурой служит прямоугольник. Полу-

11снные в результате четырехугольники могут быть различными способами 

разделены на треугольники. 

Преобразование Fт определяется выражением 

Fт(х, .9) = (1 - .9)/1 (х) + х/2 (.9) + .Уfз (х) + (1 - х)/4 (.9) -
- ((1 - x)(I - .9)а1 + x(I - .9)а2 + х.Уаз + (1 - х)уа4), 

f 

Рис. 4.6. Этап 1. 

Рис. 4.7. Этапы 2 и 3. 

6-1172 
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Рис. 4.8. Окончательное разбиение на треугольники. 

где а;- 4 вер~ины реальной области, а; - 4 вершины на эталонном пря­
моугольнике t, ~ j -текущие координаты на t, /; - параметризация сто­
рон реальной области (i = 1, ... , 4). 

Для шестигранника разбиение представлено на рис. 4.9. Преобразование 
Fт имеет вид 

Fт(~ j, f) = (а~Ф1(~ j) + а2Ф2(У, i) + азФз(У, f) + 
6 

+ щф4(~ j) + asФs(j, f) + сtбфб(f.. f))/ L; а;, 
i= 1 

где функции а;= а;(~ j, f) определяются выражениями 

f; 1-f; i;+1 l-i;+1 
а; = (1 - i;-1)--- ----- ---- -----­

f; + i1 - 1 1 - i; + i; - 1 i; + 1 + i; - 1 1 - f; + 1 + i; - 1 

при i = 1, 2, 3, 

i; 1-i; i;+1 l-i;+1 
cti+з=i;-1 , 

f; + 1 - f; - 1 2 - i; - i; - 1 i; + 1 + 1 - f1 - 1 2 - i; + 1 - i; - 1 

где i1 = х, i2 = j и iз = i (io = i, f.. = f1 = i). 
На поверхности t F = ф;, где ф; - приближенное или точное описаиме 

поверхности Т (рис. 4.10). 

f 

Рис. 4.9. 

А 11---+-------. 7 
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Рис. 4.10. 

В результате получаем разбиение области на шестигранники, каждый 

из которых может быть затем разделен на 2 пятигранника или на 5 или 
6 четырехгранников. 

4.4.3. Метод МЗ: прямое построение 

Для построения покрытия области элементами используется задание то­

чек на ее контуре. Существует несколько методов, относящихся к этому 

классу, одни из которых состоят в построении внутренних точек и элемен­

тов с помощью эмпирической процедуры качественного анализа данных, 

а другие формируют внутренние точки и элементы, основываясь на стро­

гих геометрических теоремах. Метод Вороного, применение которого для 

двумерного пространства мы кратко описываем ниже, относится ко второ­

му типу. 

Метод состоит в следующем: исходя из имеющегося разбиения области 

на треугольники с вершинами в данных р точках, строится разбиение с уче­

том р + 1-й точки. Это разбиение образуется соединением новой точки с 
окружающими ее точками старого разбиения и удалением некоторых сто_. 

рои треугольников старого разбиения. Метод инициализируется построени­

ем треугольника по трем точкам, не лежащим на одной прямой. В качестве 

исходных данных можно задать распределение точек либо внутри области, 

либо на ее границе. В первом случае описанный выше процесс повторяется 

до исчерпания списка точек, во втором случае сначала строится разбиение 

на основе только точек на границе, а затем это разбиение корректируется 

добавлением точек в барицентры «неправильных» элементов. 

Этот же метод применяется к трехмерным областям и дает покрытие 
области четырехгранниками, которое определяется либо распределением 

точек внутри. области, либо списком I'раней, описывающих ее границу. 

4.4.4. Метод М4: облако точек 

Это частный случай описанного выше метода Вороного. Одним из ин­

тересных его применений является возможность строить разбиение на 
основе заранее заданных точек, которые получаются в результате предва­

рительных вычислений· или с помощью редактора точек. 

6' 
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4.4.5. Метод MS: геометрические и.1и топологические модифи1t11ции 

Мы не будем останавливаться на методах, которые с помощью класси­

чесIЩХ геометрических преобразований (перенос, симметрия, вращение, из­

менение масштаба) позволяют получить из исходного разбиения его ото­

бражение. Более интересны алгоритмы глобального и локального 

дробления. 

С помощью глобального дробления (измельчения) каждый элемент де­

лится на N" элементов того же типа (п - размерность пространства). 

Алгоритм глобального дробления должен учитывать геометрию области 

и для этого допускать выполнение проекций на ее границы (рис. 4.5). Алго­
ритм для трехмерных областей, основанный на просмотре всех возможных 

вариантов, позволяет делить шестигранники на пятигранники или на 5 или 
6 четырехгранников. 

Локальное дробление дает возможность делить элементы согласно вы­

бранной стратегии. На приведенных ниже рисунках показаны примеры 

дробления треугольников и четырехугольников относительно одной или не­

скольких точек (рис. 4.11 и 4.12). 
При проведении локального дробления возникают трудности, связанные 

с управлением зоной дробления: если к стороне одного из элементов добав­
лена одна точка, то ее необходимо учесть и в смежном элементе. Эта про­

блема становится еще острее в случае трехмерной области. 

4.4.6. Метод Мб: трехмерное разбиение на основе двумерного 

Многие трехмерные первичные части после их разделения становятся 

подобны цилиндрам. В таких случаях для построения трехмерного разби­

ения достаточно иметь двумерное разбиение основания цилиндра и данные 

о составляющих его слоях. 

f ЛIОl/Ш 2 U J ЛIOIKtl 2 CNBINIJ/ll ЛIOIКU 

Рис. 4.11. 

l l110l'KO 1 ЛIOIKO 2 H8CN81ffNlilll ЛIOIKU 

Рис. 4.12. 
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Рис. 4.13. 
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Если в основании лежит прямоугольная сетка, определяемая п1 точками 
на оси х и n2 точками на оси у, то, задав число слоев nз, можно построить 
трехмерное разбиение на шестигранники, которые затем делятся на пяти­

гранники или четырехгранники (рис. 4.13). В общем случае каждый тре­
угольник основания используется для построения соответствующих пяти­

гранников, а четырехугольник - шестигранников (рис. 4.14). Последующей 
обработкой методом М5 из них получают четырехгранники (рис. 4.15). 

Рис. 4.14. 
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Рис. 4.15. 

4.4. 7. ДопоJП1Ительные особенности 

Для получения более регулярного разбиения иногда используют алго­

ритмы регуляризации, которые обычно основаны на методе барицентров: 

каждая точка смещается к барицентру фигуры, образованной прилегающи­

ми к ней элементами. Часто применяемая операция сшивки двух разбиений 

использует кодирование и декодирование положений точек, что позволяет 

быстро и надежно определять идентичные точки сшиваемых разбиений. 

Кроме того, этот алгоритм проверяет качество сшивки, обнаруживая воз­

никающие дефекты (пусты~: места, образовавшиеся из-за неправильного со­

единения точек, ребер или граней). 

Некоторые методы решения задач нуждаются в «оптимальной» нумера­

ции узлов разбиения. Нумерация на выходе алгоритмов разбиения обычно 

не обладает свойством оптимальности, а если и обладает, то это свойство 

теряется после сшивки отдельных частей в одно целое. Поэтому необходи­

мо воспользоваться одним из методов нумерации, простейший из которых 

метод Гиббса заключается в минимизации разности номеров соседних 

узлов. 

4.5. ВИЗУАЛИЗАЦИЯ. КОНТРОЛЬ. ПРИМЕРЫ 

Качество полученного разбиения оценивается визуально или определени­

ем площадей элементов (площадь вычисляется как векторное произведе­

ние): если хотя бы одна из площадей отрицательна, то разбиение выполне­

но неправильно. Визуальный осмотр полезен и в тех случаях, когда отрица­

тельных площадей нет. 

Программа визуального представления разбиения должна давать воз­

можность: 

1) изображать элементы сплощными линиями различной толщины или 
штрихами; 

2) изображать деформированные заданным образом элементы при ре­
шении задач теории упругости; 
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Рис. 4.18. 

Рис. 4.19. Рис. 4.20. 
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3) одновременно п.1 и п.2; 

4) надписывать номера вершин, узлов и элементов; 
5) надписывать ссылочные номера позиций (узлов и ребер) и подоб-

ластей; 

6) делать разрезы; 
7) писать легенды и т. д. 

Полезным средством при оценке результатов является цвет, особенно 
в трехмерном пространстве. 

В дополнение к примерам на рис. 4.5, 4.10 и 4.15 мы приводим несколь­
ко результатов, полученных с помощью средств построения разбиения про­

граммы Modulef (рис. 4.16-4.20). 

4.6. ЗАМЕЧАНИЯ О ПОЛНОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ 

Для решения конкретной задачи методом конечных элементов строится 

ее модель в виде системы уравнений в частных производных и этим урав­

нениям придается вариационная форма. Затем непрерывная модель дискре­

тизируется согласно выбранному пространству конечных элементов. Поэ­

тому первый этап решения задачи состоит в разбиении пространства на 

элементы и в определении ин·iерполяции, соответствующей пространству 

конечных элементов. 

На втором этапе задаются нагрузки, источники, характеристики матери­

алов и другие величины, позволяющие вычислить элементарные матрицы 

и соответствующие им правые части. Из элементарных матриц строятся 

глобальные матрицы, которые затем перестраиваются, чтобы учесть гра­

ничные условия. Полученная в результате система линейных уравнений ре­

шается прямым или итерационным методом. Результаты решения обычно 

подвергаются дальнейшей обработке для более удобного их представления 

(изображение деформаций, линий уровня, напряжений и т. д.). 

Примеры построения разбиений и решения прикладных задач приведе­

ны на рис. 4.21-4.26. 

Заключение 

Подход «сверху вниз» при анализе задачи методом разбиения на состав­

ные части позволяет решать сложные проблемы простым модульным 

способом, а подготовка данных «снизу вверх» обеспечивает гибкость их ис­

пользования. Реализация этих подходов средствами вычислительной техни­

ки приводит к созданию связного пакета модулей, который предназначен 

для решения задач и может быть расширен включением новых методов 

по мере их появления. 

Современные САПР решают геометрические задачи (определение фигур, 

их размещение, взаимодействия, смещения, проекции и т. д.) и поэтому 

дают возможность изучать кинематические задачи без связи с динамикой 

и облегчают разбиение задачи на части. 

Каждое физическое явление имеет свои особенности, и тем не менее 

САПР предоставляет все средства, необходимые для моделирования физи-
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Рис. 4.21. Разбиение колеса. 
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Рис. 4.23. Разбиение области вокруг впускного клапана для расчета потока газа ме­
тодом конечных элементов. 



Рис. 4.24. Расчет методом конечных элементов и трассировка карты температур в 
блоке цилиндров двигателя. 
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Рис. 4.25. Расчет методом конечных элементов и трассировка напряжений. 
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Рис. 4.26. Имитация методом конечных элементов лобового столкновения авт( 

мобиля. 
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ческих явлений в интерактивном режиме - услуги базы данных, интерпре­

тацию команд, графическое отображение. 

Мы описали вычислительные методы, используемые для такого моде­

лирования (проекционные методы, метод конечных разностей, метод ко­

нечных элементов, метод контурных интегралов), указали их основные 

принципы, сравнили их достоинства и недостатки. 

Использование этих методов в САПР с высоким уровнем интерактив­

ности возможно только при условии малой величины времени отклика. 

Это время сильно возрастает при проведении динамических и нелинейных 

расчетов с большим числом неизвестных в каждом узле разбиения (как, на­

пример, при моделировании сгорания или при автоматической оптимиза­

ции). Преодолению этого разрыва поможет такое развитие САПР, которое 

приведет к появлению специализированных систем, реализующих метод ко­

нечных элементов с численным определением форм и связанных с ними 

функций. 



Часть 4 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

П. Безье 

Предисловие 

Памяти моего деда, инженера-механи­

ка, моего отца, инженера-механика, и 

моей сестры, инженера-химика, докто­

ра наук. 

П.Б. 

Эта книга предназначена тем кто хочет углубить свои познания в 

теории САПР, но главным образом тем, кто уже использует САПР в своей 

работе и у кого рано или поздно возникает необходимость внести дополне­

ния в математическое обеспечение, которым они располагают. 

Задачи САПР. Разделы математики, используемые в САПР, представля­

ют собой главным образом векторное [67] и тензорное исчисления; очевид­
но, что всегда применяется информатика, без помощи которой было бы 

невозможно вести разработки, требующие часто громадного количества 

вычислений как для определения формы объекта, так и для расчетов про­

цессов, описываемых законами механики непрерывных сред или динамики 

жидкостей. 

САПР во французском языке обозначается САО (Coпception Assistees 
par Ordinateur). В настоящее время распространено также обозначение 

CFAO (Conception et Fabrication Assistees par Ordinateur) - проектирование 

и производство с помощью ЭВМ, т. е. в первоначальное понятие было 

включено и производство. Действительно, было бы ошибочно рассматри­

вать проектирование как чисто интеллектуальную операцию, так как оно 

всегда требует двумерного или очень часто трехмерного представления по­

лученных результатов, необходимого для проведения экспериментов или 

просто для того, чтобы служить основой эстетического восприятия. 

С недавнего времени к этому сокращению стали присоединять другие 

буквы, обозначающие, например, управление, осуществляемое на различ­

ных стадиях производства продукции. Список присоединяемых букв можно 

продолжить, ибо автоматизированные системы в любом сочетании созда­

ют определенные преимущества при минимальных затратах. 

Роль ЭВМ. Для выполнения чертежных работ требуется, чтобы ЭВМ 

имели специальные средства для вычисления координат точек, расположен­

ных на траекториях, а также для осуществления таких геометрических опе­

раций, как переносы, повороты, изменения масштаба, построение различ­

ных видов проекций и сечений. При обработке материалов необходимо в 

реальном времени учитывать геометрические характеристики применяемо-
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го инструмента. Для предварительных расчетов 1<оординат точек поверх­

ности, на которых осуществляется линейная интерполяция, и для вычисле­

ния направляющих косинусов нормали и их последующего использования 

требуется хранить в памяти ЭВМ большое количество чисел. Важной зада­

чей является определение перемещения инструмента в реальном времени с 

учетом размеров обрабатываемого образца. Отсюда ясно, почему часто ис­

пользуется вычисление координат в реальном времени, применяемое в не­

посредственном числовом управлении исполнительными устройствами от 

чертежных устройств до фрезерных станков. 

Параметрические формы. Рассмотрим эволюцию основных математи­

ческих методов, применяемых в САПР. Начиная с 1960 г., когда стало бы­
стро нарастать число публикаций по САПР, в большинстве работ исполь­

зовалось декартово представление, казавшееся наиболее приемлемым для 

реальных приложений. Однако затем получили признание методы, исполь­

зующие параметрическое представление, во-первых, они обладают боль­

шой гибкостью, а, во-вторых, выполнение поворотов естественным обра­

зом приводит декартово представление к параметрическому. 

Разнообразие задач и решений. Системам автоматизированного проек­

тирования посвящено громадное число работ - подробный список литера­

туры содержал бы тысячи названий. Число предлагаемых систем также 

весьма велико. Чтобы представить себе их полный объем, можно рассмот­

реть типы решаемых задач, имеющих существенные рюличия. 

В первую очередь следует представить объекты, которые по традиции 

описываются с помощью прямых и окружностей. Разработаны квазиобоб­

щенные методы подобного описания, однако некоторые приемы сопряже­

ния имеют недостаточно строгое обоснование. 

Затем следует остановиться на методах определения формы объектов, 

основанных на многократной последовательной подгонке. Условия эксплуа­

тации подобных объектов требуют строгих и однозначных методов реше­

ния таких задач; в качестве примера можно привести расчеты корпусов су­

дов и скоростных транспортных средств: самолетов, поездов, автомобилей 

[5, 7, 17, 18]. 
Предметом обработки могут служить также объекты, основным назна­

чением которых является удовлетворение эстетических требований, сфор­

мулированных либо самим разработчиком, либо теми, кто имеет к этому 

отношение. В подобных случаях могут быть использованы ранее получен­

ные решения с небольшими уточнениями, но разработчик может также вы­

разить свои требования с помощью машинных инструкций в цифровой 

форме. В работе [79] показана возможность выражения эстетических 

свойств математическими средствами через изменение кривизны. Эта по­

пытка тем более похвальна, что заранее ясна ее безнадежность: нельзя на­

деяться, что она позволит установить критерий, который во всех случаях 

заменит человеческое суждение. 

Наконец, существуют поверхности, от которых требуется, чтобы они 

содержали определенное число фиксированных точек и были непрерывны, 

что приводит к неопределенности формулировки задачи и внесению эле-

7-1172 
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ментов субъективности в ее решение. Для таких случаев можно провести 

аналогию с задачами топографии, когда требуется провести изолинии, про­

ходящие через точки, координаты которых были предварительно определе­

ны на поверхности. 

Очевидно, что условия четырех предыдущих задач весьма различны, по­

этому не стоит удивляться разнообразию предлагаемых решений. Тем бо­

лее, что использование возможностей информатики может только увели­

чить число вариантов. 

Области применения. Можно без преувеличения сказать, что появление 

САПР привело к радикальному изменению основ промышленного произ­

водства, которое на протяжении многих веков развивалось скорее путем 

совершенствования средств, чем основных принципов. Плотники наносили 

свои чертежи на землю строительных площадок, каретники - на стены 

своих мастерских, греческие каменотесы - на стены храмов и памятников 

в процессе их возведения. 

На смену чувствительной к влаге бумаге пришли материалы из пласт­

массы и лакированного железа; карандаш был заменен золотым гравер­

ным резцом, а лекатiа из грушевого дерева - гибкими рейками из материа­

лов, полученных в результате достижений органической химии; для изго­

товления моделей теперь вместо ценных пород дерева применяются 

пластмассы, так как свойства деревянных моделей не были вполне удов­

летворительными, несмотря на специально предпринимаемые меры; разра­

ботаны совершенные оптические устройства для точного воспроизведения 

контуров на алюминиевых листах; но при этом остаются неизменными 

подходы описательной геометрии, разработанные в начале 19-го века. 

Разработчики принципиально новых технических средств отдают себе 

отчет в том, что они создают гораздо более дорогостоящую аппаратуру, 

чем раньше (при использовании традиционных методов). Угломер, линей­

ка, циркуль, лекало, рейсмус, ножницы, зубило, стамеска, шабер, напиль­

ник, штангенциркуль, транспортир, отвес должны уступить место систе­

мам автоматического регулирования, программно-управляемой аппаратуре 

и лежащим в их основе ЭВМ. 

Не вызывает сомнения, что почасовая стоимость работы автоматизиро­

ванного оборудования окажется весьма высока, и невозможно заранее 

предсказать, что пропорционально ей уменьшится время разработки новых 

изделий, неразрывно связанное с трудностями организации производства. 

При разработке новых моделей автомобилей, кораблей или самолетов, 

кроме всего про•·его, приходится рассчитывать на добрую или недобрую 

волю операторов, а также других работников всех рангов, которых еще 

требуется убедить посвятить себя служению машине, разрушающей старые 

привычные представления. Очевидно также, что для организации промыш­

ленного производства необходимо тщательно взвесить и финансовые воз­

можности. Часто трудно удержать равновесие между смелостью и хладно­

кровием. 

Терминология. Технический язык, в особенности если он относится к та­

ким современным областям как электроника и информатика, часто испо­

льзует слова англосаксонского происхождения. 
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Общая харакmRристика книги. Выше уже говорилось о том, что к на­

стоящему времени опубликовано очень большое число работ, посвященных 

математическим свойствам кривых и поверхностей. Многие из них пред­

ставляют собой шаг вперед в изучении свойств параметрических про-

1.."Гранств, но все они пока еще не нашли применения в индустриальном ми­

ре, хотя и весьма вероятно, что это случится рано или поздно. По этому 

поводу иногда шутят, что существуют проблемы, для которых еще не най­

дено решение, но каждое решение рано или поздно находит свою задачу. 

При изложении материала книги мы ограничились наиболее типичными и 

часто используемыми решениями. Основные идеи решения проблем и полу­

ченные результаты представляются более важными, чем изложение полных 

математических выкладок, которые уже приведены в литературе. Список 

литературы, который трудно было бы сделать полным, содержит ссылки 

на основные работы, а также на материалы некоторых международных 

конференций. 

Список лиmRратуры. Список литературы содержит менее двухсот имен 

авторов, но к нему легко можно было бы добавить еще несколько сотен. 

Среди цитируемых прежде всего следует упомянуть тех, кого следует счи­

тать предвестниками. Это Шёнберг (Schoenberg) [ 131, 132], который возро­
дил интерес к параметрическим пространствам, Дж. Фергюсон (Ferguson) 
(60], который опубликовал начиная с 1964 г. работы по определению бику­
бического разбиения, Куне (Coons) [48], с именем которого связано, несо­

мненно, наиболее универсальное из известных решений, и П. Кастельжо 

(Casteljau) [37], фундаментальные работы которого в течение долгого вре­
мени использовались только в пределах одного предприятия. 

Хотелось бы отметить всех тех, кто внес заметный вклад в исследова­

ние свойств параметрического представления. Среди многих других упомя­

нем R. Barnhill, В. Barsky, Е. Cohen, de Boor, W. Gordon, R. J. McDermott, 
R. Riesenfeld из Соединенных Штатов Америки; Bernard, D. Bonhomme, 
J. М. Brun, Chillon, J. Fririon, Р. Germain-Lacour, Hamon, Н. Lagrange, 
А. Massalo, М. Neuve-Eglise, Р. Pardo, С. Riaux, G. Ris, Р. SaЫonniere, 
Theron, D. Vernet, М. Veron из Франции; А. А. Ball, М. J. Сох, R. А. Forrest, 
J. А. Gregory, С. Lang, М. SaЬin из Великобритании; J. Hatvany, Horvath, 
Т. Varady из Венгрии; Galeotti, Martinelli, Nicolo из Италии; Hosaka и 

Нigashi из Японии; Е. Mehlum из Норвегии; W. Bбhm, G. Farin, Piegl и Spur 
из Федеративной Республики Германии; Chang G. Z. и Wu J. Н. из Ки­

тайской Народной Республики; J. J. Daulte, Engeli и Е. Matthias из 

Швейцарии. 

Пьер Безье 
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Глава 1 

Введение 

1.1. ЗАДАЧИ САПР 

Для недостаточно компетентного человека САПР представляется пре­

жде всего средством получения чертежей, так как именно этот результат 

наиболее заметен для непосвященного. На самом деле не меньшую роль, 

чем черчение, играют и другие проблемы, в частности, вычисление ограни­

чений на размеры 1>, деформаций и частоты вибраций, а также все, что ка­
сается производства изделий: определение совокупности операций обработ­

ки и траекторий движения инструментов. 

1.2. ГЕОМЕТРИЯ, СТАТИКА И ДИНАМИКА 

Объект можно считать определенным только тогда, когда его форма 

зафиксирована в законченном чертеже с указанными размерами и допуска­

ми. Куда бы ни выводилось изображение - на бумагу, экран или голо­

грамму, оно содержит только небольшую часть огромного объема исход­

ной информации. 

Естественно, первым шагом проектирования является более или менее 

подробный чертеж, но вскоре возникают проблемы, обусловленные меха­

никой сплошных сред. Полный расчет ограничений или деформаций позво­

ляет уточнить, по крайней мере предварительно, некоторые из основных 

размеров проектируемого объекта и, таким образом, уточнить исходный 

чертеж. 

Шаг за шагом· на основе проведенных расчетов вносятся поправки в чер­

тежи, достигается углубленное понимание явлений, имеющих отношение к 

решаемой проблеме. Метод конечных элементов [68] позволяет уточнить 
величину и распределение ограничений и главным образом вероятность ло­

кальных концентраций напряжений, плохо поддающуюся определению дру­

гими средствами. 

К этим же задачам относятся, естественно, и расчеты деформаций и 

частот вибрации, важность которых постоянно возрастает, так как условия 

передачи вибрации в течение долгого времени определялись с большой до­

лей субъективности. Так, необходимо устанавливать поглощающие покры­

тия, а не пытаться разделить собственные частоты вибраций перегородок 

и частоту звука, издаваемого механизмами. 

1> Подразумевается ограничения на размеры, связанные с допустимыми дефор­
мациями и напряжениями. - Прим. ред. 
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Если в проект входят гидравлические элементы, то на предваритель­

ном этапе их можно описывать в двумерном пространстве и представлять 

на экране или графопостроителе. Для выполнения расчетов может потребо­

ваться проведение экспериментов. В таких случаях необходимо использо­

вать макеты, которые можно подвергать соответствующим воздействиям. 

Для решения эстетических задач часто требуется изготовить трехмер­

ный макет, на основе которого можно вынести то или иное суждение. Для 

выполнения макета на предварительном этапе можно выбрать мягкий и 

недорогой материал типа полистиролового или полиуретанового пенопла­

ста, но на конечной стадии необходимо использовать более твердые и 
долговечные материалы, такие как гипс или пластмасса, которые можно 

шлифовать и лакировать для придания сходства с реальными объектами. 

Таки_м образом, оборудование, необходимое для функционирования 

САПР, должно включать средства получения изображений на электронно­

лучевых экранах и графопостроителях, размеры которых могут меняться 

от небольших рулонных машин до гигантских столов; размеры последних 

могут превышать десятки метров [39, 78, 91, 103, 107). 
В это оборудование часто входит один или несколько станков для 

выполнения фрезерных работ, а также для сверления, расточки и нарезания 

резьбы. Их технические характеристики могут меняться в очень широких 

пределах. В одних случаях размеры обрабатываемых деталей редко превы­

шают 200 мм, в других - в масштабе 1: 1 может обрабатываться макет 
большого автомобиля. Используемые материалы - самые разнообраз­

ные - от полистиролового пенопласта до титана. Для деталей, испытыва­

емых в сверхзвуковых аэродинамических трубах, используется прессованная 

древесина, гипс, пластмасса, специальные сплавы цинка, дюралюминий, 

сталь. 

Требования к мощности и скорости резания в значительной степени за­

висят от поставленной задачи, но не следует забывать, что быстрота изго­

товления макета является основным преимуществом САПР. Разработаны 

станки, имеющие исключительно большую производительность; некоторые 

из них при весе более 30 т имеют скорость обработки, превышающую 
200 мм/ с; для этого требуется особенно точное и эффективное выполнение 
числовых команд. 

Уточним, что на полной длине автомобиля вполне допустимы отклоне­

ния в несколько миллиметров, однако для отдельных деталей допустимы­

ми являются отклонения в несколько десятых долей миллиметра. Для 

аэродинамической тuубы обычно допустимы отклонения в десятую долю 

миллиметра, а для элементов оптики - до десятков микрон. 

1.3. ПРОИЗВОДСГВО: ПОДIUГОВКА И ОРГАНИЗАЦИЯ 

На этапе проектирования какой-либо системы в первую очередь прини­

маются в расчет характеристики, которыми она должна обладать, в част­

ности ее производительность [36, 107, 118, 129, 138, 146]. Но нельзя прене-
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брегать и теми проблемами, которые возникают на этапе производства, 

к ним относятся: ковка, формовка, литье, пайка, обработка, сборка, кон­

троль, испытания и обслуживание. Отсюда следует необходимость прове­

дения всех работ специалистами-производственниками, начиная от разра­

ботки методов и подготовительных работ до самого производства. 

Для иготовления кузнечных штампов, получения отливок, проектиро­

вания узлов с механическими или сварными соединениями деталей нужно 

заранее выбрать позицию детали в литейной форме, определить профиль 

соединяемых поверхностей, учесть возникающие деформации, усадку за 

счет отвердевания и охлаждения, предусмотреть необходимые припуски 

для последующего устранения поверхностных дефектов, связанных с вклю­

чением окислов и песка, наличием раковин, пузырьков и других нарушений 

структуры. 

Необходимо также определить (с помощью модельщиков и специали­

стов литейного и кузнечного производства) контрольные точки, по отноше­

нию к которым будет производиться оптимальный расчет детали для даль­

нейшей обработки на станках. Затем необходимо установить последова­

тельность изготовления детали операция за операцией, включая точное 

вычисление траектории движения каждого инструмента в процессе об­

работки. 

Основным назначением САПР является как можно более тщательная и 

полная подготовка производства, ведущаяся в конструкторских бюро с по­

мощью ценных архивных материалов и информатики. При этом до мини­

мума сокращается время изготовления изделия, сводится к минимально 

возможному пределу вероятность возникновения непредвиденных ситуа­

ций. И это легко объяснить, так как стоимость производства является на­

много более высокой, чем стоимость средств, используемых для его под­

готовки. 

И наконец, нельзя упускать из вида, что контроль является неотъемле­

мой частью производства и часто требует больших затрат, но за счет хоро­

шей подготовки и организации автоматизированного производства его сто­

имость может быть снижена. 

Глава 2 

Кривые и поверхности 

2.1. ОСНОВНЫЕ ПРОБЛЕМЫ. ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ 
ЗАВИСИМОСГИ 

Первые работы, посвященные обработке кривых и поверхностей слож­

ной формы, были выполнены, по-видимому, после 1942 г. совместно фир­

мами IВМ и Bendix-Aviation и касались формы лопаток газовых турбин. 
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Затем к 1955 г. по программам_ АРТ была осуществлена двумерная обра­

ботка профилей, состоящих исключительно из отрезков прямых и дуг 

окружностей. 

Это еще не была система автоматизированного проектирования, так 

как речь шла только о том, чтобы реализовать вполне традиционными ме­

тодами с помощью числовых команд известные зависимости. 

За исключением исследований, проводившихся в авиационной промыш­

ленности США, большая часть работ, относившихся к САПР, имела целью 

обеспечить разработчиков и инженеров средствами черчения известных ме­

ханических объектов исключительно традиционными методами - с по­

мощью линейки и циркуля [113] . Еще не стоял вопрос о решительном от­
казе от методов, имеющих тысячелетние традиции и берущих свое начало 

от архитекторов Вавилона, землемеров Александрии и каменотесов сред­

них веков. 

Таким образом, основными геометрическими телами были параллелепи­

педы, пирамиды, цилиндры и конусы вращения, сферы и торы, которые 

часто называются «аналитическими», однако вряд ли можно надеяться, 

что использование этого прилагательного получит одобрение у мате­

матиков. 

Проблема состояла в объединении этих тел с помощью сложения или 

вычитания и в привлечении информатики для выполнения операций описа­

тельной геометрии, переносов, поворотов, сечений, наложений. В гл. З рас­

смотрены проблемы, которые возникают при определении сшивающих по­

верхностей и для решения которых недостаточно только линейки и цирку­

ля. В самом простом случае такими поверхностями являются огибающие 

сферы постоянного радиуса, которые обеспечивают плавное изменение ка­

сательной при переходе от одной сшиваемой поверхности к другой. В более 

сложном случае радиус сферы может изменяться в определенных пределах, 

причем закон изменения радиуса отражает только искусство автора приме­

няемого метода. 

2.1.2. Экmериментапьные эаВ1КИМос:ти 

В большинстве случаев с помощью тел, называемых аналитическими, 

нельзя описать реальные механические объекты. На протяжении долгого 

времени выход из этого положения состоял в представлении объекта с по­

мощью произвольно проведенных линий, взаимное сопряжение которых 

осуществлялось специалистами очень высокой квалификации: модельщика­

ми, литейщиками, изготовителями штампов. 
Для классификации подобных зависимостей трудно было подобрать 

подходящие определения. Использовались такие выражения, как поверхно­

сти двойной кривизны, поверхности переменной кривизны, искривленные 
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поверхности. В англоязычной литературе использовались такие термины, 

как space-curves, sculptured surfaces, twisted surfaces, free-jorт surfaces. 
На самом деле единственным общим свойством всех этих зависимостей 

является полное отсутствие какого бы то ни было предварительного мате­

матического определения, даже частичного, в результате чего решение за­

дачи начиналось с выполнения последовательных шагов аппроксимации и 

заканчивалось вручную, каждый шаг подгонки основывался на результатах 

экспериментов или просто на указаниях дизайнера. Из-за недостатка ин­

формации такие зависимости иногда назывались «экспериментальными». 

Несмотря на отмеченное выше общее свойство, назначение зависимо­

стей могло быть совершенно различным: одни имели отношение к объек­

там из области техники, другие выполняли эстетические функции, третьи 

служили в основном для описания пространственных свойств объектов. 

Зависимости, используемые в технике. О техническом изделии судят 

прежде всего по коэффициенту полезного действия, но, очевидно, нельзя 

пренебрегать и его себестоимостью. Коэффициент полезного действия мо­

жет иметь самые разные выражения. Для балки, например, это соотноше­

ние допустимой нагрузки и массы использованного для ее изготовления бе­

тона, для колеса турбины или реактора, винта корабля - отношение за­

траченной и полезной энергии, для транспортных средств - самолета, 

ракеты, автомобиля, поезда, корабля-коэффициент трения. 

Проблема состоит в математически точном воспроизведении формы из­

делия, исходя из координат многочисленных точек, расположенных на его 

поверхности, измеренных более или менее совершенными инструментами, 

начиная от рейсмуса и складного метра до самых совершенных приборов, 

например лазерных или фотограмметрических. Измерение наклонов каса­

тельных тоже может быть использовано для этой цели, однако оно не дает 

точности, сравнимой с измерением линейных координат. 

Часто с помощью метода математического сглаживания удается вы­
явить аномалии в значениях координат последовательных точек. Причина­

ми их могут быть локальные выбросы, а также несовершенство изготовле­

ния макета. В этом случае небольшая коррекция результатов измерений, 

в результате которой достигается более совершенная математическая не­

прерывность, равносильна проведению более точных измерений на преды­

дущем этапе. Если попытаться выразить в цифрах требования к относи­

тельной точности, то можно назвать число 10- 4 , или одну десятую милли­
метра на метр, что на практике не всегда легко обеспечить. Для деталей, 

подвергающихся механическим напряжениям, эта величина может быть су­

щественно увеличена, тем более, что вычисления деформаций методами ме­

ханики сплошных сред не обеспечивают такой высокой точности. 

Зависимости, определяемые эстетическими требованиями. Форма из­

делия, задуманная дизайнером, должна удовлетворять трем главным усло­

виям, расположенным в порядке убывания важности, а именно: 

1. Нравиться дизайнеру. 
2. Нравиться генеральному директору и административному совету. 
3. Нравиться потребителю. 
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Желательно, также, чтобы при этом производственные затраты не при­

nодили к существенному увеличению себестоимости продукции. Требуемая 

r·очность изготовления должна быть порядка 1 О - 3 , что соответствует 4 мм 
11а полной длине легкового автомобиля или 0,5 мм на ширину сиденья. Эта 
1·очностJ> вполне достижима, однако с точки зрения производства для обес-

11ечения сборки деталей без дополнительных затруднений может возник-

11уть необходимость приведенную выше цифру разделить на четыре. 

Зависимости, называемые «топографическими». Это определение было 

11редложено для обозначения зависимостей, часто встречающихся в про­

мышленном производстве. Для того чтобы применить законы планимет­

рии к географической карте, необходимо получить координаты точек, рас­

rюложенных на естественных линиях: линиях одинакового урс13НЯ, тальве-

1·ах, уровнях подъема воды и т. д. Затем их необходимо объединить наибо-

11ее точным образом, хотя после этого нельзя утверждать, что положение 

11иний не может измениться, например, за счет процессов эрозии. Также 

и определенные механические детали, в частности выполненные из листо­

rюго металла, должны, с одной стороны, состыковываться с соседними де­

·rалями, а с другой - не иметь точек соприкосновения или перекрытия с 

другими, подвижными или неподвижными элементами. В последнем слу­

чае нужно учитывать свободный ход подвижных элементов. 

1.2. СХЕМЫ ПОЛУЧЕНИЯ РЕШЕНий 

В разд. 2.1 мы рассмотрели основные проблемы, которые возникают 
11еред разработчиком САПР. К настоящему времени предложено множе-

1.'Тво путей их решения, что вполне естественно и свидетельствует об акту­

альности исследований. Наиболее типичные общепринятые решения приве­

дены в разд. 3.1-3.3 и гл. 4 достаточно подробно, здесь же мы дадим 
только краткое описание идей. 

1.1.1. Булевы ЕОмбИIWtИИ 

Сначала были разработаны системы, в которых основную роль играли 

1·еометрические тела, определенные выше как аналитические. Комбинируя 

·1атем эти простые базовые тела с помощью операций гомотетии, сложе­

ния и вычитания, находят пересекающиеся объемы, удаляют излишки ма­

териала в тех местах, где должны располагаться отверстия, пазы для шпо-

11ок, пустоты, облегчающие конструкцию. С помощью ЭВМ определяются 

и запоминаются линии пересечений, а затем и пределы движения инстру­

ментов при станочной обработке. При определении радиусов кривизны в 

1оне сшивки поверхностей приходится решать специальные проблемы, ко­

торые рассмотрены в разд. 3.1. 
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2.2.2. Переход от клаееической к современной форме nредетав.ления дан­
ных. Интерnотщия 

Когда хотят выразить в цифровой форме полученные ранее классиче­

ские, т. е. принципиально не предназначенные для ЭВМ, данные, то, есте<.-"Г­

венно, начинают с измерения координат точек, расположенных на поверх­

ности, удаление которых друг от друга зависит от сложности вопроизводи­

мого объекта. Следующий этап после преобразования данных в цифровую 

форму заключается в разработке алгоритма, т. е. автоматической процеду­

ры нахождения единственного решения на основе имеющихся данных. 

Решение отыскивается путем последовательного выполнения определен­

ных элементов обработки. Сначала с помощью дуг кривых попарно соеди­

няются соседние точки, затем находятся элементы поверхностей, соединя­

ющие эти кривые, сохраняющие в местах сшивки непрерывность более или 

менее высокого порядка: непрерывность угла наклона касательной, кривиз­

ны, а иногда и градиента кривизны. На практике это достижимо только 

в идеальном случае. Алгоритм дает удовлетворительные результаты толь­

ко в тех случаях, когда обрабатываемые кривые являются достаточно глад­

кими, иначе решение может быть полностью ошибочным. 

Теперь остается только определить дополнительные условия либо в 

форме дополнительных точек, через которые должны проходить найден­

ные зависимости, либо в форме заданных касательных к уже известным 

точкам, либо в более редких случаях в форме заданных радиусов кривизны. 

Дополнительные условия могут определятся также и самим разра­

ботчиком. 

Видно, что даже для случая интерполяции, когда отыскивается поверх­

ность, проходящая через заданные точки, процедура далека от того, чтобы 

быть действительно алгоритмической. Начальные условия обработки сег­

мента поверхности могут зависеть от результатов обработки предыдущего 

сегмента; таким образом, малейшие искажения, внесенные в начале обра­

ботки, могут накапливаться и приводить к нежелательным последствиям. 

В некоторых системах [71, 72, 120] этот недостаток устранен; в них обраба­
тываются кривые, разделенные на множество отрезков, без сохранения на 

их границах непрерывности тех или иных свойств (например, кривизны). 

Алгоритмический метод может быть распространен и на поверхности. 

Наиболее известным примером является метод Кунса [48, 49], но при этом, 
для того чтобы получить хороший результат, необходимо, вообще говоря, 

использовать неопределенную подгонку. 

2.2.3. Прямой подход. АппрокаtМаЦИll 

Методы характеристических многоугольников и сеток 1> часто называют 
аппроксимирующими, несмотря на то что в этих методах кривая или по-

1> Точное значение этих терминов поясняется в разд. 4.1.1 и 4.2.1. 



Кривые и поверхности 107 

верхность проходит точно через заранее заданные точки. Основное отличие 

этого метода от интерполяции заключаеТся в том, что он дает необходи­
мую свободу для применения векторных производных и определения кри­

визны линий и поверхностей. 

Таким образом, для моделирования кривых и поверхностей не нужно 

увеличивать число опорных точек, что упрощает последующие вычисления 

и хранение данных. Очевидно, что промежуточные вершины характеристи­

ческих многоугольников и сеток не располагаются на моделируемых кри­

вых и поверхностях, как и для интерполяционных систем, использующих 

векторные производные более или менее высокого порядка. Оптимальным 

был бы такой метод обработки, который сочетал . бы интерполяцию пред­
варительно определенной зависимости на редко расположенных точках с 

аппроксимацией для последующего уточнения результатов. 

1.1.4. Алгоритм 

Желательно иметь в распоряжении такую систему, которая при мини­
мальном вмешательстве оператора позволяла бы изготавливать чертежи 

проектируемого издеnия в двух- и трехмерном представлениях. Пока такая 

возможность может быть реализована только для чрезвычайно простых 
объектов с применением методов интерполяции или прецизионной экстра­
поляции. 

1.3. УСЛОВИЯ, УЧИТЫВАЕМЪШ ПРИ ПОИСКЕ РЕШЕНИЯ 

В предыдущих разделах показаны основные цели создания первых 

САПР. Отметим их большое разнообразие и как следствие большое число 

и разнообразие предложенных решений. Тем не менее попробуем сформу­

лировать некоторые общие понятия [8, 9, 12, 13]. 

1.3.1. Разнообразие эависимосrеА 

Для создания изображения многих механических деталей все еще испо­

льзуются только отрезки прямых и дуги окружностей и существуют систе­

мы, возможности которых этим и ограничиваются. С другой стороны, 

можно добиться значительного упрощения описания кривых, поверхностей 

и пространств, если использовать их параметрическое представление. В на­

стоящее время появляется все больше такого математического обеспечения, 

которое, за исключением очень частных случаев, не делает различия в об­

работке кривых и поверхностей, заданных как в «аналитическом» виде, так 

и в параметрическом. 

1.3.2. Пространственные кривые 

По традиuии чертежи выполняются с помощью плоских кривых и при­

чины этого очевидны: 
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1. При восстановлении размеров объекта по имеющемуся макету удоб­
но блокировать одну из степеней свободы измерительного устройства, 

определяя, таким образом, координаты точек, расположенных в одной 

плоскости. 

Это, разумеется, много проще, чем измерение размеров объекта от руки 

с помощью щупа вдоль определенной характерной линии, четкость локали­

зации которой не всегда удовлетворительна. Кроме того, на точность изме­

рений влияют положение источника освещения и даже угол зрения опе­

ратора. 

2. Чертеж представляет собой одну проекцию, по которой можно сразу 
восстановить размеры объекта. 

3. Пространственная кривая является пересечением двух цилиндров и 
имеет директрисы своих плоских проекций. 

4. Пространственную кривую всегда можно разбить на большое число 
очень коротких отрезков дуг окружностей (или парабол) [64], таких что 

различие между ними будет несущественно. 

Однако такой подход обладает и недостатками: 

1. Независимо от того, каким целям служат получаемые зависимости 
(техническим или эстетическим), исходным материалом для них служит во­

ображение разработчика: оно формирует некий остов, состоящий из глав­

ных линий, которые редко бывают плоскими. Например, в одном случае 

это могут быть линии, описывающие динамические явления в жидкости, 

в другом - линии, описывающие общий вид разрабатываемого дизайне­

ром объекта. 

2. Перевод в цифровую форму зависимостей, построенных классическим 
образом, является дорогостоящей операцией, которая не всегда точно от­

ражает намерения разработчика. Это в конечном итоге приводит к допол­

нительным дискуссиям, поправкам, задержкам и издержкам. Вероятно, бу­

дет возрастать число таких систем автоматизированного проектирования, 

с помощью которых разработчик сможет точно выражать свои желания 

и намерения с помощью аппаратных, а главным образом программных 

средств. 

3. Выполнение таких операций, как последовательные повороты, изме­
нения масштаба или линейные преобразования с пространственной кривой, 

заданной с помощью своих проекций, является трудоемкой операцией и ча­

сто приводит к задержкам в выполнении работы. 

В заключение отметим, что именно программное обеспечение должно 

выполнять геометрическую обработку объектов, построенных на основе 

прямых и окружностей и представленных в параметрическом виде, 

2.3.3. Доступность 

Еще в течение долгого времени использование САПР будет требовать 

взаимодействия многочисленных специалистов различных направлений. 

При этом необходимо, чтобы САПР в целом и получение геометрических 

зависимостей в особенности были непосредственно доступны представите-
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лям всех специальностей. Для большинства из них нет необходимости в 

глубоком понимании свойств параметрических пространств и тем более в 

их доказательстве. Напротив, необходимо чтобы у них было интуитивное 

восприятие явлений, связанных с операциями над векторами, а не над ко­

эффициентами, чтобы их профессиональные знания больше были связаны 

с геометтшей, чем с анализом [6]. Несомненно, на широкое применение не­
которых систем оказывает отрицательное влияние тот факт, что, несмотря 

на совершенство применяемых математических методов, у пользователей 

возникают трудности с их освоением. 

2.3.4. Быстрота реакции 

Когда САПР только начинали создаваться, основными областями при­

менения ЭВМ являлись управление и вычисления. Таким образом, необхо­

дима была тщательная подготовка для решения поставленных задач, про­

ведение вычислений только тогда, когда становятся доступными соответ­

ствующие данные. Работы в этой области последовательно развивались, 

для представления результатов использовались такие формы, как чертежи, 

диаграммы или числовые таблицы [84, 92, 93]. 
Затем появилась возможность получать более точные результаты, одна­

ко она длительное время оставалась мало привлекательной для специали­

стов, которые накопили уже значительный опыт без машинного изготовле­

ния чертежей и выполнения операций описательной геометрии. Задержка 

была тем более долгой, что в то время существовала тенденция к террито­

риальной и административной концентрации средств информатики, предла­

галось даже обращаться к мощным вычислительным центрам, располо­

женным за границей. Все это приводило к тому, что средством передачи 

данных служили перфоленты и магнитные ленты, так как передача цифро­

вых данных по проводным линиям связи не обеспечивала требуемой на­

дежности. 

САПР получили развитие только потому, что пользователи располага­

ли автономными средствами информатики, позволяющими за несколько 

минут получать чертежи и за несколько часов - трехмерные макеты [39]. 
Для достижения этой цели необходимо было значительно поднять произво­

дительность чертежных устройств и станков, и к настоящему времени по­

лучены впечатляющие результаты. Однако нельзя полагать, что все воз­

можное в этой области уже сделано, ибо прогресс остановить нельзя. До­

статочно напомнить, что чертеж, на выполнение которого еще недавно 

требовалось две недели, теперь подготавливается за 15 мин и это кажется 
еще слишком долго! 

Хороший метод не требует кропотливой предварительной работы. На­

против, быстрота реакции вычислительной системы дает возможность вы­

полнить несколько попыток и сразу же внести необходимые поправки. Для 

специалиста по-прежнему остается незаменимым двух- или трехмерный 

чертеж, дополненный необходимыми цифрами, причем не всегда легко от­

разить в числах достижения в области графических средств. 



110 Глава 3 

2.3.5. Стоимость САПР 

Любые оценки производственной деятельности основаны на экономиче­

ских критериях. Нетрудно подсчитать стоимость использования САПР: за­

траты на аппаратное и программное обеспечение, издержки производства, 

заработная плата, на основе которых любой бухгалтер может определить 

стоимость километра проведенных линий или тонны стружки. 

Однако преимущества автоматизированных систем гораздо труднее 

поддаются экономическим оценкам. Как оценить стоимость сокращения 

сроков поставки на рынок новой продукции или способность в максималь­

ной степени учитывать тенденции меняющегося и неустойчивого рынка? 

Другие преимущества, более очевидные, но плохо поддающиеся такой 

оценке, связаны с увеличением точности, что в некоторых случаях сущест­

венно сокращает сроки новых разработок. · 
Те, кто желает приобрести систему автоматизированного проектирова­

ния, должны обеспечить адекватность поставленной цели и используемых 

средств, а также учитывать основные тенденции в развитии техники и бы­

стро меняющейся конъюктуры мирового рынка. 

Глава 3 

Системы 

В разд. 2.1 и 2.2 говорилось о большом разнообразии зависимостей, 
подлежащих определению (их больше, чем может представиться в начале 

работы). Что же касается используемых методов, то их можно разбить 

на три категории: 

1. Конструирование с помощью сочетания простых твердых тел, назы­
ваемое объемным моделированием. 

2. Интерполяция на предварительно определенных линиях и точках. 
3. Прямое проектирование с помощью последовательных приближений 

с использованием ЭВМ в диалоговом режиме. 

3.1. ОБЪЕМНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

В разд. 2.1.1 говорилось о том, что для определения формы почти всех 
механических объектов используется метод объемного сочетания простых 

тел, образованных с помощью отрезков прямых и дуг окружностей. Если 

этот метод непригоден, для определения формы объекта сначала находится 

ряд последовательных (обычно плоских) сечений, для построения которых 

используют шаблоны, обычные и гибкие лекала, а затем выполняется ин­

терполяция на найденных сечениях, которая требует привлечения специали­

стов-модельщиков, литейщиков или слесарей-сборщиков высокой квалифи-
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кации. Необходимость точного соблюдения посадочных размеров наклады­

вает также определенные требования на способ обработки заготовок и на 

сглаживание острых кромок с помощью фасок или фигурных закруглений. 

Программное обеспечение объемного моделирования перекладывает на 

ЭВМ выполнявшуюся ранее специалистами задачу - определение формы 

детали с помощью сочетания или совмещения элементарных тел [28, 29, 
47, 80, 83, 100, 101, 108, 110]. 

3.1.1. «Аналитичееаtе>) зависимости 

К этой категории относятся тела, используемые в объемном моделиро­

вании: прямоугольные параллелепипеды, цилиндры и конусы вращения, 

сферы и торы. Если строго придерживаться определений, то к этому спис­

ку следовало бы добавить прямые и наклонные призмы, гиперболические 

параболоиды, пирамиды, гиперболоиды вращения и коноиды, но большая 

часть из них практически никогда не использовалась. Отметим также, что 

из-за необходимости учета таких элементов проектирования, как литейные 

и кузнечные формы, специалисты часто используют еще одно тело, назы­

ваемое «кучей песка», однако при этом всегда известно, по какую сторону 

поверхности раздела находится твердое тело. Использование поверхностей 

типа листа Мебиуса не допускается! 

3.1.1. Булевы ЕОмбинации 

Если придерживаться правил булевой алгебры, можно осуществлять 

комбинирование тел с помощью таких операций, как пересечение, объеди­

нение, исключение, дополнение и т. д. Реально используют главным обра­

зом объединение (или сложение) и исключение (или вычитание), много ре­

же используется пересечение и практически никогда - дополнение [3]. 
Из рис. 3.1 без дополнительных объяснений ясен смысл операций ело-

Рис. 3.1. Выполнение булевых операций с аналитическими телами. 
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жения и вычитания. Комбинируя эти элементарные операции, можно без 

труда представить выемки, выступы, фаски, скругления и т. д. 

3.1.3. Ограничительные JJИНИИ 

Практическая реализация вычитания какого-либо тела соответствует 

удалению материала в процессе обработки детали (рис. 3.2). В этом случае 
линия пересечения двух поверхностей представляет собой прямой результат 

работы режущего инструмента и ее предварительного определения не тре­

буется. При выполнении сложения (рис. 3.3) необходимо знать точную дли­
ну последовательно выполняемых проходов режущего инструмента по об­

разующим пересекающихся поверхностей. Расчет ограничительных линий 

не представляет трудностей, так как элементарные тела имеют простые 

формы. 

Рис. 3.2. Естественное выполнение булевоrо вычитания с помощью режущего ин­

струмента. 

Рис. 3.3. Пересечение аналитических тел. 
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Чаще всего координаты точек, расположенных на ограничительной ли­

нии, загружаются в память ЭВМ. Точки располагаются достаточно близко 

друг к другу, для того чтобы с помощью линейной интерполяции можно 

было вычислить конечную точку любой образующей. 

3.1.4. Поверхности сшивки 

Наиболее простой способ определения поверхности сшивки заключается 

в использовании сферы (рис. 3.4), которая перемещается, оставаясь каса­
тельной к двум сшиваемым поверхностям F1 и F2 . Очевидно, что траекто­
рия движения центра сферы является линией пересечения L двух поверхно­
стей F{ и Fi, параллельных сшиваемым поверхностям и отстоящим от них 
на величину радиуса сшивки. 

Вспомогательная сшивающая поверхность должна быть полностью 

определена, так как ее нельзя обработать сразу на всю длину инструмен­

том типа фрезы со сферическим концом, кроме того, необходимо знать 

предельную точку каждой образующей сопрягаемых поверхностей, а также 

потому, что при обработке сопряженной детали поверхность сшивки явля­

ется выпуклой и не может быть обработана инструментом с вогнутым 

11рофилем. Характеристическая линия охватывающей поверхности пред­

l"Гавляет собой дугу окружности с центром в точке Р на кривой L и распо­
ложена между двумя перпендикулярами, опущенными из точки Р на 

F1 и Fz. 
Отсюда следует, что в памяти ЭВМ должна храниться информация от-

1юсительно достаточно большого числа точек, для того чтобы можно бы-

110 выполнить простую линейную интерполяцию. Информация должна со­

держать декартовы координаты точек, а также направляющие косинусы 

11ормалей к поверхности, которые необходимы для учета собственного ра-

11иуса режущего инструмента и возможного припуска на обработку. 
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Рис. 3.4. Положение центра сшиваюшей сферы . 
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Если задается такой метод сшивки, при котором радиус сшивающей по­

верхности является переменным и изменяется в определенных пределах, то 

обычно не требуется точное определение закона его изменения. Расчеты 

при этом усложняются, но принцип нахождения поверхности сшивки оста­

ется без изменения. 

3.1.5. ИспоЛЬ30вание параметричеаих методов О11ИС8НИ11 поверхностей 

Не всегда можно определить форму объектов, используя только комби­

нации «аналитических» тел. В последнее время все чаще и чаще возникает 

необходимость в построении систем, в которых наряду с объемным моде­

лированием используется также и параметрический способ описания по­

верхностей. Подобные системы используются пока редко, но есть все осно­

вания полагать, что рано или поздно они завоюют всеобщее признание. 

3.2. ЮПЕРПОЛЯЦИЯ 

В разд 2.2 показано, насколько искусственным является различие, кото­
рое часто проводят между интерполяцией и аппроксимацией. Однако в 

дальнейшем это различие будет сохранено для того, чтобы не нарушать 

общепринятую терминологию при обсуждении приненяемых методов [25, 
30, 62, 63, 137, 143]. 

3.2.1. Смdны 

Принчип построения 

В сопромате показывается, что если однородный брус закрепить в двух 

произвольных точках и придать его оси заданный наклон в этих точках, 

то форма кривой оси бруса описывается полиномом третьей степени. При 

этом делается очень небольшое число упрощающих предположений о тре­

нии и об энергии. 

Предположим, что кубическая парабола, заданная в параметрической 

форме 

(3.1) 

i= о 

проходит через две точки (рис. 3.5), обозначенные соответственно Р(О) и 
dP dP 

P(l), в которых известны значения производных du (0) и dи (1). Это означа-

ет, что заданы четыре необходимых и достаточных условия для определе­

ния четырех коэффициентов в выражении (3.1). 
Отметим, что измерение наклона касательной к кривой обычно не пред­

ставляет больших трудностей. Кроме того, параметрическая производная 
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$Gf1) 

является вектором и для известного (хотя бы в принципе) аргумента дол­

жна обладать определенным модулем. Во всяком случае, если определены 

четыре условия, то вычисление коэффициентов в выражении (3 .1) выполня-
ется довольно просто: 

Р(О) = 11о 

P(l) = ~а;= 11о + а1 + а2 + аз, 
i=O 

dP (1) = ~ i·a; = а1 + 2а2 +Заз. 
du ~ 

i=O 

Из выражений (З.2) следует 

dP 
P(l) = Р(О) + dи(О) + а2 +аз и 

dP dP 
du (1) = du (О) + 2а2 + Заз. 

Отсюда можно вывести 

11о = Р(О), 

dP 
а1 = du (О), 

dP dP 
а2 = З[Р(l) - Р(О)] - 4 du (О) - du (1), 

dP dP 
аз = 2[Р(О) - P(l)] + du (О) + dи (1). 

(3.2) 

(З.З) 
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P(t) 

г~ 
• 

Р(О) 
Рис. 3.6. Условия сшивки двух дуг. 

Определив кубическую параболу (рис. 3.6) между точками Р(О) и P(l), 
для нахождения следующей дуги кривой между точками Р' (О) и Р' (1) необ­
ходимо в точках Р' (О) и P(l) приравнять значения самой кривой и ее пep-

dP' (l) 
вых производных и задать значение вектора --- . Таким образом, шаг 

du 
за шагом определяется последовательность дуг кубической кривой, соеди­

няющей точки Р, Р', ". , Р" и имеющей непрерывные касательные в этих 
точках. 

Только что описанный метод не является полностью пригодным для ал­

горитмизации, поскольку не определены правила нахождения производных 

в точках, через которые проводится сплайн. Более того, если две ПОС!lедо­

вательные дуги имеют сильно отличающиеся длины, то автоматическое 

принятие условия 

dP" dP"+ 1 
-(1) =--(О) 
du du 

(3.4) 

может привести к неприемлемым отклонениям в поведении кубических кри­

вых, для устранения которых в соотношение (3.4) следует внести поправоч­
ный коэффициент. 

Можно предложить вариант, в котором в точке Р(О) задается вторая 

производная, а в качестве четвертого условия сохраняется только значение 

кривой в точке P(l). Затем находятся dP(l)ldu и d2P(l)/du2 и им прирав­
ниваются величины, относящиеся к следующей параболе, соответственно 

dP' (О)/ du и d2P' (О)/ du2 • Таким образом, последовательные дуги являются 
касательными друг к другу в общих точках. 

Хотя теоретически оба метода эквивалентны друг другу, тем не менее 

следует согласиться с тем, что управлять формой кривой проще, задавая 

значения первых производных на ее концах, а не значения второй произ­

водной в начальной точке. 

В принципе исходные данные для определения кривой (или набор дуг 

кривой) определяются точками, через которые она проходит, но задача, по­

ставленная таким образом, имеет бесконечное число решений. Отсюда сле­

дует, что необходимо сформущ~:ровать дополнительные условия для полу­

чения единственного решения. В пределе используют даже метод наимень­

ших квадратов, слегка изменяя значения координат исходных точек. 
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Многочисленные работы, в которых исследовалась проблема сплайнов, 

были направлены на решение двух главных задач: 

• Расширить множество обрабатываемых кривых. 
• Увеличить число ограничений, накладываемых на последовательность 

дуг, для лучшего определения общей зависимости, получаемой с их 

ПОМОЩЬЮ. 

Следует отметить, что большая часть опубликованных работ касается 

плоских кривых. Это можно объяснить двумя причинами: во-первых, с по­

мощью плоских кривых выполняются почти все промышленные чертежи, 

а, во-вторых, в распоряжении исследовательских центров и технических 

служб имеются графопостроители и устройства на основе электронно-луче­

вых трубок. Более того, информацию в виде плоских изображений гораздо 

проще передавать. 

Расширение множества обрабатываемых кривых 

Для дуги кубической кривой, заданной своими граничными точками, 

прежде всего необходимо определить ориентацию касательных в этих точ­

ках, а кроме того, и модуль векторной производной. Из рис. 3.7-3.10 вид­
но, как изменение только модуля этой величины позволяет получить боль­

шое разнообразие результатов [55, 104, 122]. 
Еще один метод заключается в том, что сначала на прямой Р(О) P(l) 

определяется такая точка R (рис. 3.l l), что 

R = Р(О) + [P(l) - Р(О)]и, 

а затем через точку S, для которой выполняетсч условие 

S(u) = R(и) + k[Р(и) - R(u)], 

проводится кубическая кривая или даже парабола. Обычно коэффициент k 
является константой, однако он может быть и функцией от и. 

Рис. 3.7. Влияние изменения 
модуля производной в гра~и­

чных точках. 
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Рис. 3.8. Влияние изменения модуля Рис. 3.9. Влияние изменения модуля 
производной в граничных точках. производной в граничных точках. 

Рис. 3.10. Влияние изменения модуля 
производной в граничных. точках. 

Увеличение числа основных условий 

Р(О} 

Рис. 3.11. Коррекция формы сплайна. 

В предыдущем разделе показано, что для более точного определения 

формы кривой иногда необходимо увеличивать число задаваемых точек, 

через которые она должна проходить. 

Однако при этом необходимо учитывать следующее: 

1. Работа с исходными данными оказывается более трудоемкой. 
2. При увеличении числа отрезков кривой в п раз весьма вероятно, что 
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в последующем число элементарных разбиений окажется увеличенным при­

мерно в п2 раз, что является крайне нежелательным. 
3. Кривая, составленная из отдельных отрезков, в эстетическом плане 

может иметь худшие свойства, чем сплошная кривая. 

В действительности можно строить отрезки кривой с сохранением в 

точках сшивки непрерывности кривизны и даже еще более высоких поряд­

ков непрерывности, но если представить кривизну, как функцию длины ду­

ги, то вполне может случиться, что она будет обладать несколькими экс­

тремумами. Когда достаточно глубоко исследуют особенности динамики 

жидкостей, начинают уделять более серьезное внимание природе производ­

ной от кривизны. Вполне естественно, например, что синусоида, обладаю­

щая совершенной непрерывностью вместе со всеми своими производными, 

не является наилучшим решением для формы профиля крыла! Для того 

чтобы лучше представить себе форму кривой, можно провести ломаную 

линию, которая проходит через заданные точки и дает общее представле­

ние о направлениях касательных и о желаемой форме кривой. Благодаря 

фантазии исследователей найдено большое число решений поставленной 

проблемы, но не следует никогда забывать, что, как бы искусно не был 

составлен алгоритм, рано или поздно найдется какой-нибудь частный слу­

чай, для которого он не сработает. Зададим, например, касательную Тв 

точке Р п (рис. 3 .12) параллельно хорде, соединяющей точки Р п _ 1 и Р п + i. 

но такое решение невозможно, если кривизна искомой кривой на зтом 

участке меняет знак (рис. 3.13). В этом случае вместо касательной Т следу­
ет провести Т' (рис. 3.14), выбранную произвольно, не пытаясь для этого 
провести усреднение по соседним последовательным хордам. 

Можно предложить и другие методы решения, в которых предусматри­

вается построение ломаной линии, например такой, что исходные точки 

лежат на серединах ее отрезков (рис. 3.15). Нетрудно видеть, что при этом 
границами кривой будут точки So и Sp, а не А и В. 

В качестве дуги, соединяющей две последовательные точки Sm и Sm + 1, 

можно выбрать отрезок параболы (рис. 3.16), что приведет к значительно­
му упрощению расчетов [65), однако при этом возникнут трудности с обра­
боткой пространственных кривых, связанных со скачками величины круче­

ния в точках сшивки. 

/ . . \ 1 . . \ 
-----+----\------

______ _!'_л-1_ 

/ \ . \ 1 . 
Рл-2 ; \!'п+z 

Рис. 3.12. Алгоритмическое определение направления касательной. 
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---\ 
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Рис. 3.13. Пример, иллюстрирующий Рис. 3.14. Произвольное определение 

неудачную работу алгоритма. направления касательной. 

Для использования отрезков других кривых в качестве соединяющих дуг 

на отрезках Sm Т и Sm + 1 Т можно расположить вершины характеристиче­

ских многоугольников (рис. 3.17). При этом кубическая кривая получится, 
если, например, задать следующие соотношения: 

k = SmRm = Sm+1Rm+1. 
SmT Sm+I Т 

Существуют многочисленные варианты этих методов, но нужно всегда 

иметь в виду, что разработанные алгоритмы иногда непригодны и в тех 

или иных частных случаях необходимо вмешательство квалифицированно­

го оператора. 

3.2.2. Поверхности 

Для обработки поверхностей существуют различные методы. В послед­

нее время вместо методов, связанных с разложением в двойной ряд Фурье 

А 

Рис. 3.15. Аппроксимация ломаной линией. Рис. 3.16. Соединение соседних точек 
с помощью параболы. 
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Рис. 3.17. Построение для соединения точек кубической кривой. 

и вычислениями в трехмерных декартовых координатах, применяется поли­

номиальное параметрическое представление с векторными коэффициентами 

(31, 38, 50, 56, 57, 73-75, 82, 89, 90, 109, 111, 112, 114, 123, 125-127, 
130, 133, 135, 139, 140]. 

Метод Ж. Файяра 

В 1961 г. в журнале La Machine Moderne Жорж Файяр опубликовал 
статью «Механическое производство на основе математических уравнений» 

[59, 103], в которых приведено выражение для описания поверхности 

т п 

р (О, <Р) 2.: 2.:(ausin iO + bucosiO)sinj<,0 + 

i=P j=O 

+ (cu·siпiO + du·cosiO)·cos}<,0, (О, <,0)Е[О, 27Г], 

где i и j обычно не превышают 8. 
Автор приводит следующие доводы в пользу применения разложения 

в ряд Фурье: во-первых, эти методы разрабатывались в первую очередь 

для обработки элементов турбин, форма которых определяется представле­

нием Жуковского, а во-вторых, в то время был достигнут значительный 

прогресс в производстве аналоговых вычислительных устройств, которые 

с большим успехом можно было использовать для вычисления гармониче­

ских функций. Кроме того, Ж. Файяр оснастил соответствующим образом 

фрезерный станок, что дало ощутимые результаты. 

Через некоторое время на смену этому методу пришли другие методы, 

связанные с использованием цифровых устройств и полиномиальных пара­

метрических функций с векторными коэффициентами. 

Метод С. Инаба 

К 1967 г. С. Инаба, директор общества Фудзи Тюсинки, завершил разра­
ботку метода, в котором обрабатываемая поверхность подвергается разби­

ению с помощью квадратных призм с длиной стороны основания, равной, 

например, 1 дм, как обычно принято в автомобильной промышленности, 
110 крайней мере там, где допускается такая единица измерения. 
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Рис. 3.18. Принцип мегода Инаба. 

Полученный таким образом элемент разбиения поверхности (рис. 3.18) 
в декартовых координатах описывается выражением 

z = ~ ~au·xiy (х, у) Е [О, 1). (3.5) 

i=O j=O 

В четырех углах элемента разбиения нетрудно измерить значения коор­

динаты z и производных дz! дх и дz! ду. Последние определяются с по­

мощью измерительных инструментов или простого алгоритма, использую­

щего средние значения наклонов хорд, соединяющих последовательные вер­

шины. Таким образом, каждый угол дает три параметра и для того, чтобы 

определить 16 коэффициентов выражения (3.5), необходимо иметь еще 4 
параметра. Их получают, измеряя координаты четырех точек, расположен­

ных внутри элемента разбиения. Для примыкающих элементов разбиения 

необходимо обеспечить непрерывность производных и кручений, что при­

водит к уменьшению числа дополнительно измеряемых координат. 

Неудобство декартовой системы заключается в том, что поверхность, 

описываемая выражением (3.5), не может иметь вертикально расположен­
ной касательной плоскости, поэтому время от времени приходится осу­

ществлять поворот координатного базиса на 90°. По этой причине во всех 
приложениях преимущество отдается параметрическим методам об­

работки. 
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Рис. 3.19. Принцип метода Ферrюсона. 

Метод Дж. Фергюсона 

В 1964 г. в журнале Journal of the Association for Computing Machinery 
инженер фирмы Боинг Джеймс Фергюсон опубликовал краткое изложение 

метода параметрического разбиения с векторными коэффициентами бику­

бической степени [60). 
Рассмотрим элемент разбиения (рис. 3.19), ограниченный четырьмя кри­

выми, определенными так, как было описано в 3.2.1 и обозначенными 
Р(и, О), Р(и, 1), Р(О, v) и P(l, v). Вершинами элемента разбиения будут 
точки Р(О, О), P(l, О), Р(О, 1) и P(l, 1). В каждой вершине определим два 
вектора дР / ди и дР / дv. Для определения изопараметрической кривой, со­
единяющей Р(и, О) и Р(и, 1), необходимо знать векторы дР(и, О)/ди и 
дР(и, 1)/дv. Их можно определить, зная значения в точках, расположенных 

на кривых CG и QK, которые в свою очередь определяются соответственно 
векторами CD, GH, KL и QR. Таким образом, изопараметрические кривые 
определяются векторами Р(и, О) S(u) и Р(и, l)Т(и), а элемент разби­

ения - тремя векторами в каждой вершине, аналогичными АВ, АС и CD. 
Легко показать, что векторы BD, FH, JL и NR определяют две кривые 

BN и FJ, обозначенные W(v) и X(v), которые являются геометрическим 
местом концов векторов Р(О, v) W(v) и P(l, v) X(v), образующих изопара­
метрические кривые Р(О, v)P(l, v). Очевидно, что точка Р(ио, vo) является 
общей для кривых Р(ио, v) и Р(и, vo). Отсюда следует, что каждая изопара­
метрическая кривая одного семейства пересекается со всеми кривыми 

другого. 

Для сшивки двух прилегающих друг к другу элементов разбиения 
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Рис. 3.20. Сшивка двух клеток по методу Фергюсона. 

Дж. Фергюсон предложил очень простое решение. Касательные к изопара­

метрическим кривым Р(и0 , v) поверхности Z в точках, принадлежащих ли­
нии АЕ, располагаются на поверхности конуса с направляющими АЕ и CG. 
Для наглядности на рис. 3.20 поверхности Z и Z' раздвинуты. В вершинах 
А' и Е', совмещаемых с А и Е, показаны те же векторы. 

Таким образом, вектор, касательный к изопараметрической кривой 

Р' (u0 , v) в точке Р' (u0 , 1), является в то же время касательным и к поверх­
ности Z, что обеспечивает касание обеих поверхностей во всех точках кри­
вой АЕ. 

Замечания. 1. Использованное условие является достаточным, но не не­
обходимым, так как касание двух плоскостей в каждой точке кривой 

Р(и, О) будет обеспечено при сохранении компланарности производных 

дР(и, О)/ди, дР(и, О)/дv и дР' (и, О)/дw в этих точках. Однако сшивка эле­

ментов разбиения с использованием этого условия оказывается гораздо бо­

лее трудоемкой, а условие равенства нулю. смешанного произведения векто­

ров является недостаточным для определения клетки. 

2. Условия, предложенные Дж. Фергюсоном, приводят к небольшим 

различиям между элементами разбиения. 

В задачах, возникающих в авиационной промышленности, обычно испо­

льзуются простые поверхности, в других же отраслях ситуация в этом 

смысле является более сложной, в частности при конструировании автомо­

билей. 0стается только добавить, что определенные зоны сшивки, назы-
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ваемые «Зонами фон Кармана», между фюзеляжем и крыльями, гори­

зонтальным и вертикальным стабилизаторами с трудом поддаются обра­

ботке с помощью метода Фергюсона, если не включить в него необходи­

мые дополнения, в основе которых могут лежать и традиционные методы, 

основанные на применении шаблонов и эталонов. 

Метод С. Кунса 

К 1966 г. один известный конструктор автомобилей, следуя С. Кунсу, 

сформулировал проблему, которая заключалась в следующем: объект, ко­

торый в данном конкретном случае представлял собой макет кузова авто­

мобиля, с помощью линий разбивается на клетки, и необходимо опреде­

лить точки внутри клеток так, чтобы обеспечить непрерывность самой по­

верхности и ее касательных. Впоследствии с учетом требований 

аэродинамики помимо непрерывности касательных потребовалась еще и 

непрерывность кривизны. 

Принцип метода. Решение, предложенное С. Кунсом, является универ­

сальным и вкратце состоит в следующем [48, 49]: 
Допустим, что клетка разбиения ограничена четырьмя параметрически­

ми кривыми (рис. 3.21), которые обозначим 

Р(и, О), P(l, и), Р(О, и) и Р(и, 1) 

и точками пересечения которых являются 

Р(О, О), P(l, О), Р(О, 1) и P(l, 1). 

Пусть также заданы две функции Fo и F1: 

Fo(t) = 2t3 - 3t2 + 1, F1(t) = - 2t3 + 3t2 

на отрезке [О, 1], графики которых приведены на рис. 3.22. Обе функции 
имеют равные нулю производные на границах этого отрезка. Тогда поло-

f 

) Р(и,1) 

и 

) 
P(f,u) 

Рис. 3.21. Клетка Кунса. 

О Р(и,О) 
____ и __ _ 
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о Рис. 3.22. Интерполяционная функция Кунса. 

жение точки внутри клетки разбиения можно выразить следующим 

образом: 

Р(ио, Vo)=P(uo, O)Fo(vo)+P(uo, l)F1(vo)+P(O, Vo)Fo(uo) + P(l, Vo)F1(Uo)-
- Р(О, O)Fo(uo)Fo(vo) - Р(О, l)Fo(uo)F1(vo) - (3.6) 

- P(l, O)F1(uo)Fo(vo) - P(l, l)F1(uo)F1(vo), 

Касательная в произвольной точке изопараметрической кривой, напри­

мер Р(ио, v), находится с помощью производной по v от выражения (3.6): 

дР(и, v) дР(и, О) dFo(v) дР(u,1) dFi(v) 
-~~ = ·-- + ---·-- + 

дv дv dv дv dv 

дР(О, v) "'() дР(l, v) F () + •го и + · 1 и -
дv дv 

_ дР(О, O)·Fo(u)·dFo(v) _ дР(l, O)·Fi(u)·dFo(v) _ (3.7) 
дv dv дv dv 

_ дР(О, 1) ·Fo(u)· dF1(v) _ дР(l, 1) ·Fi(u)- dFi(v>_ 
дv dv дv dv 

В начальной точке изопараметрической кривой Р(и0, О) члены, содержа­

щие dFo(O или 1)/dv и dF1(0 или 1)/dv, равны нулю, тогда и остается 

дР(и0 , О) дР(О, О) .,. ( ) дР(l, О) F ( ) 
дv = дv ·го Uo + дv · 1 Uo . (3.8) 

Таким образом, векторы РА, РВ и РС в точке Р(ио, О), изображение 

на рис. 3.23, соответственно равны 

РА = дР(О, O)·Fo(uo), РВ = дР(l, O)·F1(uo), РС = дР(ио, О). 
дv дv дv 

В клетке Z', примыкающей к Z вдоль линии Р(О, О) P(l, О), произ-
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Рис. 3.23. Сшивка двух клеток по методу Кунса. 
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водная дР' (u0 , О)/дw зависит только от производных в точках Р' (О, О) и 

Р' (1, О), которые совпадают соответственно с точками Р(О, О) и P(l, О). 
Для того чтобы производные дР(ио, О)!дv и дР' (ио, О)!дw были колли­

неарны, необходимо, чтобы параллелограммы РАСВ и Р' А' С' В' были 

гомотетичны, т. е. 

дР(О, О) 

дv 

дР' (О, О) 

дw 

дР(l, 0) 
дv 

дР' (1, О) 

дw 

(3.9.) 

Очевидно, что это соотношение верно для четырех сторон клетки. 

Таким образом, проблема, сформулированная С. Кунсом, полностью 

решена. Однако требование пропорциональности частных производных в 

1·раничных точках приводит к тому, что примыкающие элементы разби­

ения должны быть близкими по форме и размерам и являться продолжени­

ем друг друга. 

Нулевое кручение. Одним из свойств приведенного решения является ра-

11енство нулю смешаных производных в углах каждой клетки. Дифференци­

руя выражение (3.7) по и, получаем 
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д2Р(и, v) д2Р(и, О) ,,. ( ) д2 Р(и, 1) F ( ) 
--- = ·го V + · 1 V + 

дидv дидv дидv 

д2Р(О, v) dFo(и) д2Р(1, v) dF1(и) 
+ ·--+ ·---

дидv dи дидv dи 

д2Р(О, О) dF0 (и) dFo(v) д2Р(1, О) dF1(и) dFo(v) 
- ди дv . -----;JU . -----;JV - ди дv . -----;JU . -----;JV -

д2Р(О, 1) dF0 (и) dF1(v) д2Р(1, 1) дF1(и) dF1(v) 
- ди д v . -----;JU . -----;JV - ди д v . -----;JU . -----;JV . (3.10) 

dFo dF1 dFo dF1 
При этом каждый из членов-, -. - и -d равен нулю для зна-

dи dи dv v 
чений и или v, равных О или 1. 

Отсюда сразу получаем 

д2Р(О, О)= a2P(l, О)= д2Р(О, 1) = д2 Р(l, 1) =О. 
дидv дидv аиаv аидv 

Из равенства нулю смешанной производной следует отсутствие круче­

ния, что приводит к неравномерности внешнего вида обрабатываемой по­

верхности и является недостатком по крайней мере эстетическим. 

Выражение (3.6) можно обобщить. Предположим, что 

- [f;(и)] 

Р(и, v) = (f;(и)] 

P(O,v) 
P(l, v) 
дР(О, v) 

ди 

дР(l, v) 

аи 

+ 

+ [Р(и, О)Р(и, l)дР(и, О) аР(и, l)J [jj(v)] -
av дv 

Р(О, О) Р(О, 1) дР~~ О) ар~~ l) 

P(l, О) P(l, 1) дР~l~ О) дР~~ 1) 

дР(О, О) дР(О, 1) д2Р(О, О) д2Р(О, 1) 
ди ди диаv аидv 

дР(l, О) aP(l, 1) д2Р(l, О) д2Р(1, 1) 
аи ди диаv аидv 

[jj(v)] . (3.11) 

В частном случае формулы (3.6) - смешанные производные, т. е. 
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а7р 
четыре члена в приведенном тензоре, исчезают 1J. Затем выбирают 

дидv 

4 точки Р(и1, v1), ... , Р(и4, V4), расположенные на поверхности клетки, и, 
не изменяя их параметрических координат, точки перемещают, определяют 

для них новые декартовы координаты. Таким образом вводят еще 4 усло­
вия, которые используют вместо равенства нулю смешанных производных 

в углах клетки разбиения. 

Теперь для сшивки соседних элементов разбиения остается учесть круче­

ние, что более подробно сделано в гл. 4. 
Сшивка с сохранением кривизны. Для выполнения сшивки с сохранени­

ем непрерывности кривизны функции Fo и F1 заменяются следующими 

функциями пятой степени: 

Go(t) 6t5 + 15t4 - l0t3 + 1, 

G1 (t) = 6t5 - 15t4 + Юt3 • 

При этом непрерывность кривизны сохраняется в углах клетки, следова­

тельно, и во всех точках сшивки. 

По аналогии с выражением (3.11) легко определить, что центральный 
тензор содержит 36 членов и можно заранее задать отличными от нуля 
следующие члены: 

а2р азр азр а4р 

дидv ' ди2дv ' дидv2 и ди2дv2 . 

Треугольные элементы разбиения. При использовании треугольных эле­

ментов разбиения часто используется метод, в котором 3 параметра связа-
11ы простыми соотношениями (10, 11, 14, 21-23, 42, 54, 58, 61, 69, 96, 
105, 124]. 

Параметрическая форма. Рассмотрим точку R, расположенную внутри 
произвольного треугольника АВС (рис. 3.24). Барицентрической координа­
той этой точки по отношению к стороне ВС называется отношение 

Площадь RBC 
и=-------

Площадь АВС 

Аналогично определяются 

Площадь RCA Площадь RAB v = и w = -------
Площадь АВС Площадь АВС 

11 легко показать, что верно следующее соотношение: 

и+ v + w = 1. (3.12) 

Вместо трех параметров можно использовать и, v и (1 - (и + v)], что 
11риведет к тем же результатам. 

0 В этом частном случае [f;(v)] = (Fo(v), F 1 (v), О, 0).-Прим. ред. 

9 1172 
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Рис. 3.24. Определение барицентрических координат. 

В гл. 4 подробно рассмотрено использование характеристических много­
угольников и сеток, а также функций Бернштейна. Советуем читателям 

ознакомиться с ними перед изучением треугольных элементов разбиения. 

А сейчас только напомним, что в треугольнике АВС (рис. 3.24) точка, ко­
ордината и которой остается постоянной при изменении координат v и w 
(координаты связаны соотношением (3.12)), описывает прямую линию, па­
раллельную ВС. 

Определение положения точки. Характеристическая сетка треугольного 

элемента разбиения состоит из плоских треугольных граней и связывает 

между собой вершины элементов (рис. 3.25). Вершины обозначаются трой­
ными индексами по правилу, хорошо иллюстрируемому рисунком для 

функций 4-й степени: в каждой вершине сумма трех индексов i, j и k равна 
степени функции. Координаты точки Р(и, v, w) определяются аналогично 

Рис. 3.25. Характеристическая сетка с треугольными элементами разбиения. 
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Рис. 3.26. Условия сшивки двух треугольных элементов разбиения. 

случаю бипараметрической клетки (см. гл. 4): 
т т т 

Р(и, V, w) = 2.: 2.: 2.: sijk · ~i. т(и) · ~j. m(V) · ~k. m(w), 

i=O j=O k=O 

где i + j + k = т и и + и + w = 1. 
Перегруппируя коэффициенты при одинаковых степенях, получим фор­

мулу в более удобном для применения виде 

т т т 

i=O j=O k=O 

Треугольные сетки, так же как и бипараметрические, можно подвергать 

различным преобразованиям: более мелкому разбиению, увеличению числа 

граней и т. д. Из других свойств можно отметить следующее: все точки 

поверхности находятся внутри выпуклого многогранника, содержащего 

11се вершины треугольной сетки, что вытекает из свойств функций Бернш­

rейна [147]. 
Сшивка примыкающих треугольников. Для того чтобы обеспечить ка­

сание примыкающих треугольных элементов разбиения по линии примыка­

ния (рис. 3.26), необходимо, чтобы грани характеристической сетки по обе 
1.-тороны этой линии были компланарны. 

3.3. АППРОКСИМАЦИЯ 

3.3.1. Метод П. Кастельжо 

В гл. 1 отмечалась важность исследований, выполненных Полем Ка­
стельжо, которые в течение долгого времени являлись производственным 

,. 
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секретом. В книге 1 опубликована часть этих работ под названием «Теория 
полюсов» [37]. Интересующихся читателей отсылаем к этой работе. 

3.3.2. Метод Р. Ризенфельда 

Идея метода 

В разд. 3 .2.1 показано, что при формировании линии из отрезков куби­
ческих кривых (сплайнов) любая модификация одного из отрезков шаг за 

шагом приведет к модификации всех остальных, что может привести к не­

благоприятным последствиям. Метод, предложенный Ричардом Ризен­

фельдом и Вильямом Гордоном в 1974 г. [70- 72, 120], позволяет устра­
нить эти трудности. Его идея заключается в следующем. 

Допустим, что заданы, например, пять полиномов Ro, ... , R4 пятой сте­
пени от параметра и, меняющегося на отрезке [О, 1]. Заданы также коэффи­
циенты s;(i Е [О, 4]), которые являются векторами с началом в произволь­
ной точке и с концами в точках So, ... , S4 (рис. 3.27). Тогда при изменении 
параметра и конец вектора Р(и) описывает дугу кривой, если Р(и) описыва­

ется уравнением 

4 

Р(и) = 2.::s;R;s(u). (3 .13) 

i=O 

Общий вид функции R задается следующим выражением: 

т-1 

~ . (и + т - i - лm 
R;, т(И) = (т + 1) L_J( - lY '1( _ . l)I , 

J. т J + . 
(3.14) 

j=O 

адляm=5 

• 

1 5 4 з 2 Ro s = -( - и + 5и - IOu + IOu - 5и + 1), . 120 

R1,s = 1 ~0 (5и5 - 20и4 + 20и3 + 20и2 - 50и + 26), 

J( 8 
8' 1 

• 2 • s; 
PtиJ PrO) sJ 

~!~ P(tl} 

Prt) 
.5' •• 

Рис. 3.27. Принцип метода 

Ризенфелъда. 
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1 5 4 2 
R2,5 = 120 ( - 10и + ЗОи - 60и + 66), 

1 
RJ,5 = 120 (10и

5 - 20и4 - 20и3 + 20и2 + 50и + 26), 

R4, 5 = - 1-( - 5и5 + 5и4 + 10и3 + 10и2 + Su + 1), 
120 

1 5 
R5 5 =--и 

. 120 

Гранича зоны влияния 
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Из приведенных выше выражений видно, что когда параметр и прини­

мает значение равное 1, функция Ro вместе со своими производными равна 
нулю. Отсюда следует, что точка So не оказывает влияния ни на положе­
ние, ни на наклон, ни на кривизну и т. д. точки P(l). Аналогично, когда 
параметр и принимает нулевое значение, становится равной нулю функция 

R4 вместе со своими производными и, следовательно, точка So не оказыва­
ет влияния на точку Р(О). 

Рассмотрим теперь векторы So, . . . , S4, из которых четыре первых век­
тора совпадают соответственно с S1, S2, S3 и S4. Они определяют дугу 

Р' (и) = ~:= 0 s[. R(u). ФункЦии R обладают следующим общим свойством: 

R . (1) = R· (О) d1R;, m(l) = d1Ri+l, m(O) 
'· т 1+1. т и . . . 

du1 du1 

Отсюда следует, что точки P(l) и Р' (О) совпадают и равны производ­
ные в этой точке у обеих примыкающих кривых, что влечет за собой непре­

рывность наклона, кривизны и даже производных более высоких порядков. 

Если рассмотреть характеристический многоугольник последовательнос­

ти дуг, например, пятой степени, то вершина Sn оказывает влияние на дуги, 
имеющие характеристические многоугольники между (Sn _ 5, ••• , Sn) и 

(Sп, ... , Sn + 5). На другие дуги, расположенные вне этого диапазона, пере­
мещение точки Sn не оказывает никакого влияния (рис. 3.28). 

Таким образом, имеется возможность произвольно добавлять дополни­

тельные вершины многоугольника в определенных областях и тем самым 

уменьшить размеры изменяемой зоны [24). 

Поверхности 

В следующем примере использованы две функции четвертой и шестой 

степеней. Рассмотрим набор точек с двумя индексами, заключенными меж­

ду Sm - 2, п - 3 и Sm + 2, п + 3. Они определяют клетку, точки поверхности кото-
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п+2 

n+J . 
·n+4 

п-4 . 
+п-5 

n-5 . 
Рис. 3.28. Зона влияния вершины многоугольника Ризенфельда. 

рой Р(и, v) определяются выражением 
4 6 

Р(и, v) = ~ ~Sm-2+i, n-З+jRi, 4(u)Rj, б(v). 
i=O j=O 

(3 .15) 

Как и для кривых, смещение точки Sm, п приводит к модификации клет­

ки, определяемой выражением (3.15), но не влияет на примыкающие клетки 
характеристической сетки. 

Замеча11ия. 1. Для упрощения записи в примере выбраны функции чет­
ных степеней, но такие же результаты получаются и для функций нечетных 

степеней. 

2. Так же как и для кривых, в сеть можно включить дополнительные 
вершины для локализации изменений, однако эти вершины должны нахо­

диться в точках пересечения линий, образующих сеть, что не так просто 

реализовать для сети с большим числом элементов разбиения [24]. 

3.3.3. Система UNISURF 

Одной из целей системы UNISURF, разрабатываемой фирмой «Рено» 
с 1962 г., а затем и фирмой «Пежо», служила простота ее освоения и экс­

плуатации специалистами, профессиональный опыт которых был главным 

образом связан с богатой практикой в области стереометрии. Полное опи­

сание системы приведено в докторской диссертации, подготовленной в 

1975 г. [19]. Гл. 4 написана по материалам этой работы. 
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Система UNISURF 
Система UNISURF разрабатывалась в рамках проектов RA3D, а затем 

DATAVISION для облегчения изготовления кузовов автомобилей и проведе­
ния исследований в этой области. Она охватывает все стадии работы, на­

чиная от замысла и кончая проверкой прессового оборудования, контролем 

формы гнутых деталей и программированием сварочных и покрасочных 

автоматов (роботов). 

С самого начала в систему закладывалась возможность работы в диа­

логовом режиме. Несмотря на не очень простой математический аппарат, 

она доступна для проектировщиков, чертежников, разработчиков и опера­

торов различных машин, которые хорошо знакомы с описательной геомет­

рией, но профессиональная деятельность которых не требует глубокого 

знания анализа [15, 16, 40, 41, 43, 44, 45, 51, 77, 81, 85-88, 121, 128, 134, 
136, 142, 144). 

4.1. КРИВЫЕ 

4.1.1. Основные понятия 

Jlинейное преобразование 

Пусть в ортонормированном базисе (о, х, у, z) задана кривая Г, называ­
емая «базовой кривой» (рис. 4.1). Точки кривой Г (и) определяются с по­
мощью следующего выражения: 

Г (и) = ах/1 (и) + ау/2 (и) + azfз (и), (4.1) 

где ах, ау и а, - единичные векторы осей ох, оу и oz. 
Для определения кривой С (рис. 4.2) в произвольном базисе OXYZ, ко­

торый является базисом, например, чертежного устройства или обрабаты­

вающего станка, необходимо сначала базис oxyz подвергнуть преобразова­
нию переноса на вектор ао, а затем линейному преобразованию, при кото­

ром векторы ах. ау и а, становятся соответственно векторами а1, az и аз. 
В результате этого кривая Г становится кривой С, точки которой в базисе 

OXYZ определяются выражением 

P(u) = ао + 2..:a;f;(u), (4.2) 

i= 1 

в котором функции f; совпадают с функциями из выражения (4.1). 
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Рис. 4.1. Базовая кривая. 

Характеристический многоугольник 

Более удобным оказывается представление кривой не с помощью векто­

ров а1, а2 и аз, а путем последовательного расположения этих векторов 

как а1, а2 и аЗ (рис. 4.2) и построения таким образом многоугольника, на­
зываемого характеристическим, определяющего кривую С (рис. 4.3). 

Рис. 4.2. Линейное преобразование базовой кривой. 
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Рис. 4.3. Характеристический многоугольник кривой. 

Обобщение на многомерное пространство 

Допустим, что базовая кривая задана в т-мерном пространстве. Тогда 

проекция ее характеристического многоугольника на двумерное или трех­

мерное пространство будет представлять собой т-сторонний характеристи­

ческий многоугольник, а вместо (4.2) будет верно следующее выражение: 

т 

Р(и) = ао + .l::a;f;, m(U). (4.3) 

i= 1 

Такое обобщение понятия базовой кривой дает возможность получить 

большее разнообразие кривых, что приводит к уменьшению числа элемен­

тов разбиения. 

4.1.2. Определение положения точки 

Функции/ 

Трехсторонние многоугольники. Выбор функций f определяются свойст­
вами базовой кривой: 

1. Точка Г(О) является началом координат о базиса oxyz (рис. 4.1). Ее 
координаты - (О, О, О). 

2. Координаты точки Г(l) равны (1, 1, 1). 
3. Касательной в точке Г (О) является ось ох. 

4. Касательная в точке Г(l) параллельна оси oz. 
5. Значение параметра и меняется в пределах от О до 1. 
Отсюда следует, что концами отрезка кривой с характеристическим 

многоугольником AMNB (рис. 4.3) являются точки А (начало) и В (конец). 
Касательными к кривой в этих точках являются соответственно АМ и NB. 
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Кроме того: 

1. Поскольку Р (О) = А = а0 , то l) 

/1(0) = /2(0) = /з(О) =О и /о(О) = 1. (4.4) 

2. Из условия P(l) =В= ~ai следует 
i=O 

fo(I) = fi(l) = /2(1) = fз(l) = 1. (4.5) 

3. Так как в точке А кривая С имеет касательную АМ, то 

dP(O) = ka1 
dи ' 

где коэффициент k является положительной скалярной величиной, значение 
которой должно быть определено из других условий. Отсюда следует 

dfo (О) df2 (О) dfз (О) 
--=--=--=О. 
dи dи dи 

(4.6) 

4. Из того что кривая С имеет в точке В касательную NВ, следует 

dP(l) = k' аз 
dи ' 

где коэффициент k' также является положительной скалярной величиной. 
Отсюда получаем 

(4.7) 

Соотношения (4.4) - (4.7) представляют собой 14 условий и нужно най­
ти еще два для определения четырех кубических функций. Построим каса­

тельные к кривой Г: в точке (О, О, О) в плоскости оху и в точке (1, 1, 1) 
в плоскости, параллельной oyz. Имеем 

d2/з(О) d 2fi (1) 
--=--=О 
dи2 dи2 · 

Решая систему уравнений (4.4)-(4.8), находим 

fо(и) = 1 = const, 

/1(и) =из - Зи2 + Зи, 
f2(и) = - 2из + Зи2 , 

fз(и) =из. 

(4.8) 

(4.9) 

1> /о(и) - множитель при ао, отсутствующий в формуле (4.2). Как будет показа­
но ниже, /о(и) = 1. - Прим. ред. 
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Заметим, что это семейство функций симметрично по отношению к пе­
рестановке и и (1 - и), т. е. 

/1(1 - и)= 1 - fз(и), 

/2(1 - и) = 1 - f2(u), 

/з (1 - и) = 1 - !1 (и). 
(4.10) 

Следовательно, кривая С' (рис. 4.3), характеристическим многоугольни­
ком для которой является BNMA, геометрически совпадает с кривой С, ха­
рактеристическим многоугольником для которой является АМNВ, и можно 

записать 

Р(и) = Р' (1 - и). (4.11) 

Обобщение на многомерное пространство. Выше отмечалось 

(разд. 4.1.1), что любую линию можно представить как проекцию на дву­
мерное или трехмерное пространство базовой кривой, заданной в т-мер­

ном пространстве. В этом случае ее характеристический многоугольник со­

стоит из т векторов a;(i Е [1, т]). 

Обобщая для этого случая выражения (4.4)-(4.8), получим 

1) fo. m(U) = 1, 
2) f;, т (О) = О 
3) f;, m(l) = 1 
4) dj f;, т (О)/ duj = О 
5) djf;, т(1)/duj =О 

iE [1, т], 

iE[l, т], 
iE [}, т], }Е [1, т - 1), 
iE[l, т -}], }E[l, т - 1]. 

(4.12) 

Формулы (4.12) содержат т(т + 1) условий, определяющих т функций 
f;, т(и), имеющих следующий вид: 

_ di-1[(1 - и)т - 1] 
f, ( ) ( - и)' и (4.13) 

;, т и = (i - 1)! . du; - I 

На рис. 4.4 приведены графики этих функций на интервале (О, 1) для 
случая т = 5. 

Рис. 4.4. Функции f для случая т = 5. 
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Правило для вычисления коэффициентов поясняется следующими фор-

мулами, соответствующими т = 6: 

/ 1• 6 = - х6 + 6х5 - 15х4 + 20.х3 - 15х2 + 6х, 
/ 2• 6 = 5х6 - 24.х5 + 45х4 - 40.х3 + 15х2, 
/з. 6 = - 10х6 + 36.х5 - 45х4 + 20.х3, 
/4, 6 = 10х6 - 24.х5 + 15х4 , 
fs. 6 = - 5х6 + 6х5, 
fб. 6 = х6 . 

Для вычисления функций /;, т могут быть использованы также и другие 
формулы: 

т 

/;, m(u) = 2:< -li+j · (7) · С=~) · Uj = (4.14) 

j=O 
т 

~ ( - l)i+j m! uj. (4.15) 
L.J j! (i - l)!U - 1)!(m - J)! 
j=O 

Основные свойства функций f. Из многочисленных свойств функций f 
отметим только те, которые имеют практическое значение: 

1. Функции f симметричны по отношению к замене и на (1 - и), т. е. 

f;, m(l - U) = 1 - fm-i+ 1, m(U), 

что следует из формулы (4.14). 

т 

2. L.:f;, m(U) = m · U, 

i= 1 

(4.16) 

(4.17) 

откуда следует, что характеристический многоугольник, состоящий из оди­

наковых векторов, определяет прямую, производная по параметру и кото­

рой является константой. Таким образом, расстояние между двумя точками 

отрезка этой прямой пропорционально разности между значениями пара­

метра Е этих точках. 

3. 

1 

J i 
f;, m(u)du = --. 

m+l 
о 

Из этого свойства следует: 

3 .1. Интегралы от функций f в пределах от О до 1 
ческую прогрессию с разностью l/(m + 1). 

т 1 

3.2. L.: jf;. 
i=l о 

т 
m(u)du = 2 . 

(4.18) 

образуют арифмети-

(4.19) 
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df;, m(O) 

du 

dfm. m(l) 
__ d_u __ = т, 

df;, т (О) = О . 1 
du ' 1 ,,t. ' 

df;, m(l) =О . 
du 'i ,,t. т. 
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Отсюда следует, что первые параметрические производные в точках А и 

В равны соответственно 

5. 

и 

dP(O) 
~=m·31, 

dP(l) 
~=m·3m. 

d 2f1, m(O) = _ d 2f2, m(O) = _ т(т _ l) 

du2 du2 

d 2fm, m(l) = _ d 2fm-I, mO) = т(т _ l). 

du2 du2 

(4.20) 

(4.21) 

Отсюда следует, что вторые параметрические производные в точках А 

и В равны соответственно 

d 2P(O) 
-- = т(т - 1)(32 - 31), 

du2 

d 2P(l) 
--- = т(т - 1)(3m - 3m-д, 
dи2 

(4.22) 

и выпуклость кривой в этих точках направлена по отношению к вектору 

а1 (или 3m) так же, как и к вектору 32 (или 3m - 1). 

Радиус кривизны в точках Р(О) и P(l) зависит только от 31 и 32 (или 

Вт и 3m-1) и вычисляется следующим образом 1): 

(4.23) 

Рассмотрим дугу кривой АВ (рис. 4.5) и ее характеристический много-

1> Символ х означает векторное произведение. -Прим. ред. 
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в 

Рис. 4.5. Построение центра кривизны начальной точки кривой. 

угольник AMN ". В, состоящий из т векторов. В этом случае 

АМ а1 

MN az 

Построим точку D, являющуюся проекцией точки N на прямую Е, пер­
пендикулярную АМ. Теперь последовательно определяем 

и 

dP(O) = m·a1 
du 

cf P(O) = m(m - l)(a2 - а1) 
dи2 

dP(O) х cfP(O) = m2·(m - l)(a1 х az), 
du du2 

m3 1a11 3 т IAMl 3 
RA = ---

т2(т - l)la 1 х а2 1 т - 1 АМ х AD 

= ___!!!___ IAMl2 = __!!!____ IACI. 
т - 1 IADI т - 1 

(4.24) 

Для точки В можно проделать такие же построения, используя векторы 

am и am - 1. Кривизна равна нулю, если векторы а1 и az (или am и am - 1) 
коллинеарны. 

6. Для графического построения функций /;, т на отрезке [О, 1] можно 
использовать следующий метод: 

Возьмем квадрат ACBD (рис. 4.6) произвольного размера и разделим 
его горизонтальные стороны на т равных частей. Зададим для функции 
f;, т (и) характеристический многоугольник АМ ". SB, сторонами которого 
являются: 

• i - 1 первых отрезков стороны АС, например АМ, MN и NQ; 
• отрезок прямой, соединяющий конец (i - 1)-го отрезка на стороне АС 

с началом i-го отрезка на стороне DB. 
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Рис. 4.6. Характеристический многоугольник функции f. 

• т - 1 последних отрезков на CTOP"fle DB, в данном случае RS и SB. 
Таким образом, график функции /4, 6 определяется характеристическим 

многоугольником AMNQRSB. 
7. Будем говорить, что функция/;, т (и) в точке А имеет контакт i-го 

порядка с осью ох и контакт (т - i - 1)-го порядка в точке В с прямой, 

параллельной оси х. 

8. Графики функций от /2, т до fт-1, т имеют точку перегиба с абсцис­
сой (i - l)l(m - 1). 

9. С помощью простых построений можно получить точку кривой Р(и) 
и касательную к ней в этой точке. Рассмотрим, например, характеристиче­

ский многоугольник AMNQRB (рис. 4. 7) и найдем точки А', М', ". ,R', 

Рис. 4.7. Построение те­

кущей ТОЧКИ ПО методу 

Верне. 

А' 

А 
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для которых выполняются следующие соотношения: 

АА' ММ' RR' 
АМ = MN = ... = RB = и, 

затем найдем точки А", М", ... , Q", удовлетворяюшие условиям 

А'А" М'М" Q'Q" ---=---= ... =---=и 
А'М' M'N' Q'R' 

и т. д. Последний отрезок, полученный в этой процедуре А"" М"", содер­

жит точку S, такую, что 

A""S 
----=и. 
А""М'111 

Точка S совпадает с Р (и), а отрезок А"" М'"' является касательной к кривой 
в этой точке. Более того, для отрезков кривой АР(и) и Р(и)В характеристи­

ческими многоугольниками являются соответственно АА 'А" А"' А"" Р(и) и 

Р(и)М"" N'" Q "R' В. 
10. Если k первых векторов характеристического многоугольника равны 

нулю, то касательная в начальной точке совпадает с (k + 1)-м вектором. 
Пусть 

а;= О 

Тогда из формулы (4.12) следует 

d1f;,т =О 
du1 

и если j = k + 1, то 

iE[l,k]. 

i Е [}, m], 

dk+ 1P(O) dk+Ifk. т(О) 
duk + i = ak + ' duk + i • 

11. Будем придерживаться следующих соглашений: 

(;) = 1 при ь =о, даже если а < 01), 

(;) =О при Ь >а, 
(;) =0 при ь <о, 

(4.25) 

(;) = 1 при а= Ь, для любых а и Ь, положительных 
или отрицательных. 

•> Аналогично соглашению О! = 1. 
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Используя соотношение (4.14), для определения функции /о. m(и) получим 

(4.26) 

Коэффициент ( - 1 ) равен нулю, за исключением случаев j = О. 
j -1 

Отсюда следует 

/о, m(и) = ( - 1)0 (;) ( = ~) и0 • 
Поскольку все четыре сомножителя равны 1, то /о, т = 1. Можно рассуж­
дать и по-другому: 

/о, m(O) =/о, m(l) = 1. 

Кроме того, все производные функции /о, т равны нулю для т, равного 

нулю или единице, следовательно, 

/о, m(и) = 1. 

12. Допустим, что i = т + п > т. В этом случае 
т 

fт+п, т(и) = ~( - 1у+т+п (7) (m ~ ~ ~ 1) иi, 
)=О 

и так как 

т+п-1>}-1 (4.27) 

член ( j - 1 ) равен нулю для всех значений }. Следовательно, если 
т+п-1 

ранг функции превышает m, она тождественно равна нулю. 

Функции !iJ 

Исследуем изменение формы кривой при изменении характеристическо-

1·0 многоугольника. 
Определение функции !iJ. Обозначим черt:з s; векторы (рис. 4.8) вершин 

карактеристического многоугольника по отношению к произвольному нача-

11у. Очевидно, что а; = s; - s; - 1 и 

.п 

Р(и) = ~(s; - S;-i}·f;, m(и). 
i=O 

"·1172 
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Рис. 4.8. Представление характеристического многоугольника с помощью векторов s. 

С учетом соотношений (4.14) и (4.26) можно записать 

т 

P(u) = L..:s;[f;, m(u) - f;+ 1, m(u)]. 

i=O 

Выполним следующие преобразования: 

f;, m(U) - /;+ \, m(U) = 

поскольку ( - l)i+j = - ( - l)i+j+ 1• Выражение в квадратных скобках при­
водится к виду 

и - 1)! + и - 1)! 
(i - l)!(j - 1)! i!(j - i - 1)! 

и - 1)! { 1 1) 
= и - l)!(j - i - 1)! \j~ + 7 ' 

так как i! = i(i - 1)! и (j - 1)! = (j - l)(j - i - 1)!. Окончательно получаем 
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и - 1)! j 

(i - l)!U - i - 1)! iU - 1)! 

j(j-1)! }! (}) 
= i(i - l)!U - ОИ - i - 1)! = i! U - 1)! = i . 

(4.28) 

С учетом этого соотношения находим 

т 

f;, m(u)-/;+1, m(U)= :L:<-li+j(7) (~)иj= 
j=O (4.29) 

(7) u;(l - u)m-i. 

Выражение (4.29) определяет полиномы Бернштейна, которые обычно 
обозначаются через §gi, т(и). 

Таким образом, выражение для точки Р(и) можно представить в виде 

т 

Р(и) = :L:sД;, т(U). (4.30) 

i=O 

Например, для полиномов Бернштейна при т = 5 имеем 

§g0 ,5 = (1 - и)5 = - и5 + 5и4 - 10и3 + 10и2 - 5и + 1, 
§g1,5 = 5и(1 - и)4 = 5и5 - 20и4 + 30и3 - 20и2 + 5и, 
§gz,5 = 10и2 (1 - и)3 = - 10и5 + 30и4 - 30и3 + 10и2 , 
§gз,5 = 10и3 (1 - и)2 = 10и5 - 20и4 + 10и3 , 
§g4,5 = 5и4 (1 - и) = - 5и5 + 5и4 , 
§g5,5 = и5 = и5 • 

Этот пример поясняет правило, по которому происходит определение 

коэффициентов, а на рис. 4.9 представлены графики приведенных шести 
функций. 

Свойства функций Бернштейна. Из многочисленных свойств функций 

Бернштейна выделим следующие: 

1. §go,m(O) = 1; §g;,m(O) =О, i Е [1, m]. 

2. §g;,m(l) = О, i Е [О, т - 1]; §gm,m(l) = 1. 

3. Кривая i-го порядка в точках Р(О) и P(l) имеет с осью абсцисс кон­
такты соответственно i-го и (m-i)-гo порядков. 

т 

4. L:§g;, т (и) = 1. 

i=O 

111' 
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Рис. 4.9. Семейство функций Бернштейна. 

Таким образом, функции :JiJ удовлетворяют одному из условий, иногда 
называемых условиями Коши, и форма кривой Р(и) не меняется, если вер­

шины характеристического многоугольника, взятые как единое целое, под­

вергаются преобразованиям переноса и поворота. Действительно, рассмот­

рим кривую С, заданную вершинами характеристического многоугольника, 

точки которой определяются выражением 

т 

Р(и) = ~ s;YJ;,m(u). (4.31) 

i=O 

Если каждая вершина смещается на вектор д, то новый характеристический 

многоугольник определяет кривую С', текущая точка которой записывает­

ся следующим образом: 

т т 

Р' (и) = ~(s; + д}:JiJ;,m(u) = P(u) + д ~YJ;,m(u). 
i=O 

т 

Учитывая, что ~YJ;,m(u) = 1, имеем 
i=O 

Р' (и)= Р(и) + д. 

1 

5. i:JiJ;,т(u)du = т ~ 1 . 

о 

i=O 

(4.32) 

(4.33). 



Система UNISURF 149 

Отсюда следует 

т 1· 

~ i ~i.m(u)du = l. 

i=O О 

6. За исключением ~о.т и ~m.m, функции ,'J'J имеют максимум в точке 
и= ilm. 
Значение функции в этой точке равно 

.98;,т (~) = i!(mm~ 1)! (4.34) 

Некоторые из этих значений приведены в табл. 4.1. 
7. Для получения графиков функций ~ можно использовать их характе­

ристические многоугольники, построение которых можно провести по сле­

дующему методу. 

• Возьмем квадрат ABCD (рис. 4.10) и разделим его стороны на т рав­
ных отрезков. 

• Графику функции ~;. т соответствует характеристический многоуголь­
ник АМ ". SB, стороны которого представляют собой: (i - l) первых от­
резков, лежащих на стороне АВ, в данном случае АМ, MN и NQ; отрезок, 
соединяющий конец i-го отрезка на стороне АВ с началом (i + 1)-го отрезка 
на стороне DC; отрезок, соединяющий начало (i + 1)-го отрезка на стороне 
CD с началом (i + 2)-го отрезка на стороне АВ; (т - i - l) последних от­
резков, лежащих на стороне AR Таким образом, для случая, изображенно­
го на рис. 4.10, характеристическим многоугольником является AMNQRSB. 

Таблица 4.1. Максимальные значения некоторых функций Бернштейна 

~ о 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

о l 
l l 1 
2 1 0,50 l 
3 l 0,44 0,44 l 
4 l 0,42 0,37 0,42 1 
5 l 0,41 0,34 0,34 0,41 1 
6 l 0,40 0,33 0,31 0,33 0,40 1 
7 1 0,39 0,32 0,29 0,29 ·0,32 0,39 1 
8 l 0,39 0,31 0,28 0,27 0,28_ 0,31 0,39 1 
9 l 0,38 0,31 0,27 0,26 0,26 0,27 0,31 0,38 1 
10 l 0,38 0,30 0,27 0,25 0,25 0,25 0,27 0,30 0,38 1 
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Рис. 4.10. Характеристический многоугольник для построения функций Бернштейна. 

8. Функции !18;,т и !18;+ 1,т пересекаются в точках с абсциссами 

и = (i + 1)/(т + 1). 
9. Функции !18 от аргументов и и (1 - и) образуют симметричные семей­

ства. На рис. 4.9 ось симметрии проходит через точку с абсциссой и = 0,5. 
10. Если две кривые имеют один и тот же характеристический много­

угольник, но соответствующие вершины So, ... , Sm и sO •.• s,;. связаны соот­
ношением s; = s,;._;, то такие кривые геометрически совпадают, причем 

точка Р (и) совпадает с точкой Р' (1 - и). Действительно, пусть 

т 

Р(и) = ~s;!/8;,m(U) 
i=O 

т т 

И P'(v) = ~Sm-;!18;,m(V) = ~s;!l8m-i,m(V) = 
i=O i=O 

т 

~s; (т п:_ i) ~-i(l - v)m-(m-1) = 

i=O 

т 

2..:s; ( тт- i) (1 - v)i~-i. 
i=O 
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Положим v = 1 - и, тогда 

т 

Р' (1 - и)= L,:s;'(m ~) (1 - u)m-i[l - (1 - u)]i = 

i=O 

т 

~ ( т ) i(l )m-i = L..J S; m _ i U - U , 

i=O 

и, так как 

получаем Р(и) = Р' (1 - и). 

11. ~i.m(u) [Cl' ( ) c;JJ ( )] du = m.'Zli-1,m-I U - 050i,m-I U • 

Запишем функцию .<9J;,т(и) в виде 

.'f8;, m(U) = . U1 (l - U)m-i = . . U1(l - U)m-i (m) . · m' · · 
1 1!(m-1)! 

и найдем ее производную 

~i,m(U) 

du 
m! [' i-1(1 )m-i( " ;(1 )m-i-1] ---- /U - U m - l1U - U = 

i! (m - i)! 

т! i-1(1 )m-i m! i(l )m-i-1 
-----и - и - и - и 
(i - l)!(m - 1)! i! (т - i - 1)! · 

Однако 

m-1(u) = . u1 - (1 - u)m-i = (т - 1) . 1 . 

1 - 1 

- (т - 1)! ;(1 )m-i - и - и 
(i - l)!(m - 1)! 

и 

У8;,т-1(и) = (m ~ 1) ui(l - u)m-i-1 = 

(т - 1)! i(l _ )m-i-1 
., ( . 1 и и . 
1. т - 1 - )! 

151 

(4.35) 
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Отсюда следует 

d!JtJ;, т (и) = m[Yt9· - 1 - 1 (и) - !l8· ( )] du , . т '· т - 1 и . 

Это свойство используется в разд. 4.1.3. 

Полиномиальные функции 

Зная векторы, определяющие верщины характеристического много­

угольника, легко получить коэффициенты полиномиальной параметриче­

ской функции, задающей ту же кривую 

т 

(4.36) 

i=O 

которая более приспособлена к вычислениям на ЭВМ и использование ко­

торой приводит к упрощению некоторых расчетов. 

Определим коэффициенты, например, для т = 4: 

Ьо = ао, 
Ь1 = 4а1 
Ь2 = - 6а1 + 6а2, 
Ьз = 4а1 - 8а2 + 4аз, 
Ь4 = - а1 + За2 - Заз + 84. 

Формулу для определения векторов Ь можно записать в матричном 

виде 

[Ма-ь] [а;] = [Ь;]. 

Матрица перехода имеет размер (т + 1) х (т + 1) и задается следующей 
формулой: 

[ t+c ([ - 2)] (т) [Ма-ь] = ( - 1) [ _ с [ . (4.37) 

Индексы l и с обозначают соответственно строку и столбец. 

Зная векторы Ь, с помощью обратной матрицы (4.37] можно получить 
векторы а. На практике вместо векторов а часто используют векторы s. 
Для этого случая 

[М,-ь] = [( - 1i+c т! ] . 
(с - l)!(m - с)!/! 

(4.38) 

Обратная матрица 

[М _ ] = [М _ ] - 1 = [с!(т - /)!] 
ь s s ь (с _ /)!т! . (4.39) 
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4.1.3. Годографы 

Первый годограф1> 

Рассмотрим кривую G (рис. 4.11) и ее характеристический многоуголь­
ник с вершинами s;. Из произвольной точки О' построим векторы, совпа­
дающие по величине и направлению с векторами а;. На концах этих векто­

ров построим характеристический многоугольник, который будет опреде­

лять кривую Н степени (m - 1). 
С учетом того что s( = S;+ 1 - s; для точки Q(u) кривой, находим сле­

дующее выражение: 

m-1 

Q(и) = ~(s;+ 1 - s;)a;,m-1(u) = 

i= о (4.40) 
т 

~s;[a;-1,m-1(u) - .~i.m-1(u)]. 
i=O 

Запишем отдельно выражения в квадратных скобках, используя свой­

ство 11 из разд. 4.1.2: 
d9J;,m(U) 

т du 

о 

Рис. 4.11. Кривая и ее годограф. 

1> Первым годографом кривой Р(и) называется кривая (dP/du)(u), где вектор 
dP/du откладывается от некоторой фиксированной точки. - Прим. ред. 
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и получим 

т 

Q(u) = _!_ ~ S; l№;,т(и) = _!_ dР(и)_ 
т L..J du т du 

(4.41) 

i=O 

Следовательно, кривая Н является годографом кривой G с точностью 
до коэффициента l/m. 

Последовательные годографы. 

Для кривой Н (рис. 4.11) так же можно построить кривую L, которая 
будет представлять собой годограф Н в масштабе l/(m - 1) и, следова­

тельно, второй годограф кривой G в масштабе l/[m(m - 1)]. Таким обра­
зом, для точки R(u) кривой L справедливо выражение 

d2P(u) = т(т - l)R(u). 
du2 

(4.42) 

Подобную· процедуру можно продолжать до тех пор, пока очередной годо­

граф не выродится в точку, совпадающую с начальной точкой 

построения 1 >. 

Свойства годографов 

1. Годографу п-го порядка кривой степени т соответствует характери­
стический многоугольник с т - п сторонами. 

2. Годографы порядков т - 2, т - 1 и т представляют собой соответ­
ственно дугу параболы, отрезок прямой и точку, отличную от начальной. 

3. Если кривой степени т - п соответствует характеристический много­

угольник, состоящий из т векторов, то ее годограф (m - п)-го порядка 

представляет собой набор из п совпадающих точек. С помощью этого 

свойства можно убедиться в возможности уменьшения степени кривой. 

4. Обозначим через g и h проекции на плоскость кривой G и ее первого 
годографа Н соответственно. Тогда 

• Если прямая OQ(u) является касательной к кривой h, то точка Р(и) 
на кривой g, соответствующая точке касания, является точкой перегиба 
(рис. 4.12). Более того, касательные к кривым g и h в точках P(u) и Q(u), 
параллельны друг другу. 

• Если прямая OQ(u) является касательной к кривой h и Q(u) является 
точкой перегиба, то кривизна в точке Р(и) кривой g равна нулю, но точка 
Р(и) не является точкой перегиба. Касательные в точках Р(и) и Q(u) парал­
лельны друг другу, а прямая OR(u) является касательной к проекции второ-

1> Свойство вырождения, естественно, имеет место только для полиномиальных 
зависимостей. Свойства, описываемые в следующем разделе, также относятся толь­

ко к полиномиальным кривым. - Прим. ред. 
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g 

Рис. 4.12. Кривая с точкой перегиба и ее годограф. 

Рис. 4.13. Кривая с точкой нулевой кривизны и ее годограф. 
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Рис. 4.14. Кривая с точкой излома и ее годограф. 

го годографа (рис. 4.13). Из нулевой кривизны в точке Р(и) следует парал­
лельность первой и второй производной в этой точке. 

• Если точка Q(u) совпадает с точкой О, то точка Р(и) является точкой 
излома (рис. 4.14). Касательные в точках Р(и) и Q(u) параллельны друг 
другу. 

• Если точка Q(u) совпадает с точкой О и, кроме того, является точкой 
перегиба, то точка Р(и) является точкой излома второго рода. 

5. Если G является кубической кривой, то Ни h представляют собой 
параболы: 

• Если точка О лежит вне кривой h, то кривая g имеет две точки переги­
ба, расположенные не обязательно между точками Р(О) и P(l). 

• Если точка О лежит внутри кривой h, то кривая g не имеет точек 
перегиба. 

• При и, стремящемся к бесконечности, касательные к кривой g стре­
мятся стать параллельными к оси симметрии h. 

4.1.4. Построение характеристического многоугольника 

Рассмотрим некоторые методы построения характеристических много­

угольников. 
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Рис. 4.15. Кривая с точкой излома второго рода и ее годограф. 

Предварительные условия. 

Одним из требований при этом является прохождение дуги кривой через 

определенное число точек или по крайней мере с небольшим отклонением 

от них. Для кривых, составленных из отдельных дуг, требуется непрерыв­

ность наклона в точке примыкания, а иногда и непрерывность кривизны, 

в частности при рассмотрении аэродинамических явлений. 

Алгоритмы построения 

Алгоритм - это автоматический метод получения результата. Однако 

практика использования САПР показывает, что большую роль играют 

опыт и воображение. 

Итак, проблема заключается в нахождении кривой степени т, проходя­

щей через определенные точки с заданным отклонением. 

Выбор способа параметризации. Сначала поставим в соответствие каж­

ной точке значения параметра и. 

Упрощенный метод. Этот метод состоит в выборе значений парамет­

ров в виде арифметической прогрессии с разностью 1 / т, заключенных 
между О и 1. Он применяется в тех случаях, когда кривизна меняется незна-
11ительно и точки расположены примерно на равных расстояниях. 

Метод ломаной линии. Точки соединяются ломаной линией (рис. 4.16), 
нлина которой 

т 

(4.43) 
i = 1 
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Рис. 4.16. Построение характеристического многоугольника по упрощенному методу. 

а значение параметра в точке Pj определяется выражением 

Uj = ___ L __ _ (4.44) 

Метод дает удовлетворительные результаты при незначительно меняю­

щейся кривизне для любого расположения точек. 

Метод, использующий дуги кривых. Отрезки ломаной линии могут 

быть заменены дугами окружности или параболы, но в большинстве слу­

чаев результаты почти не отличаются от полученных с помощью предыду­

щего метода. 

Проективный метод. Сначала строится кривая, характеристический 

многоугольник которой представляет собой ломанную линию. Вершины 

многоугольника проектируются на кривую, значения параметров в точках 

проекций принимаются такими же, как в исходных точках (рис. 4.17). 
Построение вершин. Простая кривая. Общий случай. Выбрав значения 

параметров в каждой точке, можно составить (п + 1) уравнений вида 

т 

P(Uj) = ~ b;uj (4.45) 
i=O 

и получить систему линейных уравнений относительно неизвестных Ь;. 

Рис. 4.17. Построение характеристического многоугольника по проективному 
методу. 
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Если величины п и т имеют одинаковое значение, решение системы на­

ходится сразу. Если п < т, то коэффициентам Ь с индексами от п + 1 до 
т присваиваются нулевые значения и решение сводится к предыдущему 

случаю. Если п > т, точного решения не существует, но можно применить 
метод наименьших квадратов. При этом каждой точке ставится в соот­

ветствие вес в зависимости от ее расстояния до кривой. 

Помимо точек, через которые должна проходить кривая, можно задать 

также наклоны касательных в этих точках. Можно учесть также и кривиз­

ну, но слишком возрастающая при этом трудоемкость вычислений застав­

ляет в некоторых случаях отдавать предпочтение добавлению лишних то­

чек [27, 70-72, 120]. Подобные задачи часто возникают в авиационной 
промышленности, и уже разработаны методы, позволяющие учитывать в 

решении непрерывность до 4-го порядка. 

Наконец, если п значительно превышает т, а допустимые отклонения 

являются небольшими, при решении задачи возникают большие трудности. 

В этом случае приходится искомую кривую составлять из нескольких отре­

зков, обеспечивая между ними непрерывность наклона и кривизны. 

Частные случаи: окружности, эллипсы и параболы. Обычно предпола­

гается, что в реальных объектах соединительные дуги и закругления имеют 

постоянную кривизну. Для того чтобы избежать включения в систему 

UNISURF специальных программ для описания таких кривых, решение ис­
калось в приближенном виде. При этом часто обращаются к кубическим 

кривым, но для получения высокой точности необходимо использовать 

кривые более высоких степеней. 

Для правильного определения характеристического многоугольника ис­

комой кривой необходимо учитывать следующие условия: 

1. Кривая должна проходить через среднюю и крайние точки дуги 

окружности (рис. 4.18). 
2. Секторы, соответствующие дуге окружности и отрезку кривой, дол­

жны иметь равные площади (рис. 4.19). 

Рис. 4.18. Метод центральной точки в приближении дуги окружности. 
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Рис. 4.19. Метод площадей в приближении дуги окружности. 

3. Различие между радиусами окружности и кривой должно быть мини­
мальным (рис. 4.20). 

Практически все три условия дают очень близкие результаты и обычно 

выбирают первое условие как самое простое. 

Из рис. 4.21 при предположении АВ = 1 найдем 

ВС = cos а, АС = sin а, 
2 

СЕ= 1 - sin а, CJ = cos а 
siп а 

Используя свойства функций f или !18, имеем для кубических кривых 
(CE/CG) = 3/4, или CG = 4/3 (1 - sin а). Прямая FGH параллельна ВД 
а BFHD является характеристическим многоугольником для дуги BED. 

Рис. 4.20. Метод минимизации радиальных отклонений в приближении дуги 

окружности. 
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Рис. 4.21. Графическое построение для метода центральной точки. 

Следовательно, 

Л _ BF _ CG _ 4 (1 - sin а )sin а 
- Ш - CJ - 3 cos а 

4 sin а 
3 (1 + sin а) · 

(4.46) 

Номограмма, приведенная на рис. 4.22, дает оптимальное значение величи­
ны .Л как функции угла а: 

.Л = Ф(а). 

Приведена также зависимость от того же аргумента величины е - относи­

тельного значения максимального расстояния между дугой окружности и 

кубической кривой. В частности, для дуги окружности, вписанной в прямой 

угол, т. е. когда угол а= 45°, имеем .Л =О, 552 и е = 2,7 · ю- 4 • Очевидно, 
что многоугольник, состоящий из двух векторов, соответствует параболе. 

ио· 
------- -11 · --

т---

1 1 
............. -60· 1 

........ 1 

- -- -~ -- 1 / 
1 / 

'\. зо· ",,, 1 --
'\ 1 

....... 
1 

о.в 

Рис. 4.22. Номограмма для рис. 4.21. 

11-1172 
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Рис. 4.23. Аппроксимация полуокружности при невысокой точности. 

Если при изготовлении детали не требуется высокая точность, то для 

полуокружности можно взять многоугольник, представленный на рис. 4.23 
или 4.24, а для полной окружности - на рис. 4.25. Аналогичные подходы 
можно применить для построения характеристических сеток сферы 

(рис. 4.26) и тора (рис. 4.27) с точностью -10- 4 • 

Дуги кривых, заданные с помощью наклона и кривизны в конечных 

точках. Рассмотрим дугу плоской кривой (рис. 4.28) и обозначим через АТ 
и ВТ касательные к кривой в крайних точках дуги. Найдем точки Ми N 
из условия, что радиусы кривизны в крайних точках дуги должны быть 

равны еА И ев. 

Введем обозначения для длин отрезков АТ = IA и ТВ = lв и по.строим 
параллелограмм MTNS. 

Легко убедиться, что 

3 IAMl 2 3 IBNl 2 

еА = 2 IMSsin ,81' ев= 2 INSsin ,81. 

Отсюда получаем 

MS = ЗIА~1 2 ' NS = ЗIВJ~/1 2 • 
2еА sш ,8 2евsш ,8 

(4.47) 

0.4J7s/I 

Рис. 4.24. Аппроксимация полуокружности с более высокой точностью. 
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Рис. 4.25. Аппроксимация окружности 
с невысокой точностью. 

Рмс. 4.27. Характеристическая сетка для 
1nnроксимации тора. 

11 • 

Рис. 4.26. Характеристическая сетка для 
аппроксимации сферы. 
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Рис. 4.28. Определение дуги кубической кривой по положению центров кривизны в 
граничных точках. 

Точка S является точкой пересечения двух парабол, определяемых соотно­
шениями (4.47), которые пересекают прямые ТА и ТВ в точках N' и М'. 
При этом справедливы следующие соотношения: 

3 ITAl 2 

еА = 2 1 TN' 1 sin (3 ' 

з 1тв1 2 

ев= 2 ITM' 1 sin (3' 

TN' 3 1 ТА 12 3 /~ 
---- - 2 eAlвsin (3' тв 2 eATBsin (3 

ТМ' 3 1тв1 2 3 zъ 
----

2 ев/А SiП (3 • ТА 2eвTAsin{3 

Теперь спроектируем изображение, приведенное на рис. 4.28, так, чтобы 
tab стал прямоугольным равнобедренным треугольником (рис. 4.29). Тогда 
параболы asn' и bsm' в системах координат у,ах1 и У2ах2 ,задаются следую-

Рис. 4.29. Преобразование рис. 4.28. 
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Рис. 4.30. Номограмма, соответствующая рис. 4.28. 

щими выражениями: 

3 /~ 3 /~ 2 
Х1 = - . _v1, У2 = - . Х2. 

2 QА/вSШ {З 2 QB/ASIП {З 
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Yt 

(4.48) 

На номограмме (рис. 4.30) параболы определяются абсциссами своих 
точек пересечения с прямыми Х1 = 1 и У2 = 1, т. е. 

2 QAlвsin {З 
У1(1)=±-3 2 ' 

IA 
(4.49) 

2 Qв/А SiП {З 
X2(l)=±- 2 . 

3 lв 
(4.50) 

По номограмме, приведенной на рис. 4. 31, находятся значения У1 (1) и 
x2(l), а с помощью номограмм рис. 4.29 и 4.30 - значения Л1 и Л2, удов­

летворяющие соотношениям АМ = Л1АТ и BN = Л2ВТ. 
Рис. 4.29 соответствует случаю отсутствия точки перегиба на дуге АВ, 

который встречается наиболее часто. В общем случае следует использовать 

11омограмму, приведенную на рис. 4.32. Выбор правильной дуги параболы 
·1ависит от ориентации первой производной и направлений выпуклости кри­

rюй в крайних точках. 
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~//:.ioll i 
~~~~" ~1 
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Ш9~~~''00ю 
vV1/ ~f/ 1, i/Yi, 11 

Рис. 4.31. Номограмма для построения характеристического многоугольника кривой, 
приведенной на рис. 4.28. 

Кривые, сосrrшвленные из нескольких дуг. Сшивка с сохранением непре­
рывности касательных. Рассмотрим точки Р, через которые требуется про­

вести кривую, составленную из сшитых между собой дуг (рис. 4.33). На 
точках Р; - 2, ••• , Р; + 2 определим векторы 

а;-1 = Р;-1 - Р;-2, 

(4.51) 

а;+2 = Р;+2 - Р;+1. 

При этом величина параметра ит, соответствующая точкам Рт, выра­
жается в следующем виде: 

т 

I; la) 

ит = 
j= i-1 

i + 2 (4.52) 
I; lajl 

j=i-2 

Отсюда следует, что 

и;-2 = 0 И и;+2 = 1. (4.53) 

Запишем уравнение кривой, проходящей через точки Р; _ 2 , ••• , Р; + 2 , в 
виде 

4 

Р(и) = I; bkиk и Е [О, 1], (4.54) 
k=O 
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Рис. 4.32. Обобщение номограммы рис. 4.30. 

~р~ 
!"Р;-1 1 \Pl+t 

Ot- O;+z 

• /1;+2 
P1-z x/l;+s 

llt-s 
1 ~ 

Рис. 4.33. Точки составной кривой. 
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где коэффициенты bk являются корнями системы линейных уравнений 

4 

Рт = 2:; bkU~. 
k=O 

Из выражения (4.54) следует 

(4.55) 

Для отрезка этой кривой, заключенного между точками Р; и Р; + 1, поло­

жение текущей точки Q (v) задается в виде 

4 

Q(v) = 2:; bk[U; + (и;+1 - u;)v]k vE [О, 1]. (4.56) 
k=O 

Из выражений (4.54)-(4.56) получаем 

4 

dQ ~ k-1 
dv = (и;+1 - и;) ~bkk[u; + (Ui+l - U;)L'] 

k=l 

и, в частности, 

Q(O) = Р; = P(u;), 

4 

dQ(O) ~ k- l dP(u;) 
-d- = (и;+1 - и;) bkku; = (и;+ 1 - u;)--. 

v ~ 
(4.57) 

k=l 

Для текущей точки R(t) отрезка этой же кривой, заключенного между 
точками Р; _ 1 и Р;, имеем 

R(l) = Р(и;) = Р; 

и 

dR dP(u;) 
dt = (U; - U; - 1) -----;fU. (4.58) 

Таким образом, векторы dQ/ dv и dR/ dt коллинеарны и отношение их 
модулей записывается в виде 

dR(l) dQ(O) U; - U;-1 
-----;J{ = ----;JV U; + 1 - U; • 

(4.59) 

Рассмотрим теперь кривую, проходящую через точки Р; _ 1 , ••• , Р; + 3 , и 

обозначим через S(w) текущую точку отрезка, ограниченного точками Р; 
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и Р; + 1 • Этот отрезок не совпадает в точности с отрезком, текущая точка 

которого выше была обозначена через Q(v), но, вообще говоря, отклонение 
между ними невелико. Точка S(l) совпадает с точкой Р;+ ъ и для определе­
ния значения первой производной в этой точке можно воспользоваться вы­

ражением, аналогичным выражению (4.58). 
Рассмотрим отрезок окончательной кривой, ограниченный точками Р; 

и Р;+ ъ и обозначим через T(z) его текущую точку. Тогда 

Т(О) = Р; = Q(O), 

T(l) = Р;+ 1 = S(l), 

dT (О) _ dQ (О) 
~---;zv· 

dT(l) dS(l) 
-----

dz dw 

(4.60) 

Таким образом, касательные в точках Т(О) и T(l) соответственно колли­
неарны касательным, определенным аналогичным образом для отрезка 

кривой, ограниченного точками Р; - 1 и Р;, а также Р; + 1 и Р; + :z,. В данном 

частном случае, рассмотренном в качестве примера, кривая соединяет пять 

точек (от Ро до Р.,, или от Pn -4 до Рп). 

Для замкнутой кривой, точки Ро и Pn которой совпадают, число усло­
вий в точке Ро уменьшается за счет кривой, содержащей точки Pn -2, •.. , 

Ро, ... , Р2. 
Сшивка с сохранением непрерывности кривизны. Из выражения (4.56) 
следует 

и 

а также 

4 

d2Q 2 "'"1 k k k-2 
- 2 = (и;+ 1 - и;) ~ bk ( - 1)[и; + (и;+ 1 - и;)v] 
dv 

k=2 

4 

d2 Q(O) 2~ 
--2 - = (и;+ 1 - и;) bkk(k - l)иf- 2 , 

dv 
k=2 

4 

d2~(l) =(и; - U;-1)2 ~bk(k - l)uf- 2 • 

k-2 

(4.61) 

(4.62) 

(4.63) 

Для кривой, соединяющей точки Р;- 2 , ... , Р;+2, векторы dQ(O)ldv и 
rfQ(O)ldv2 определяют положение центр.а кривизны точки Q(O), другими 
словами - точки Ре. Это же положение центра кривизны соответствует 

и точке R(l). 



170 Глава 4 

Отрезок кривой, определяемый условиями, налагаемыми на величины 

Q(O), T(l), 

dQ(O) df(l) 

diJ'~' 

d2Q (О) d2T (1) 

dТ'dТ' 

(4.64) 

является кривой пятой степени и сшивается с примыкающими отрезками 

способqм, аналогичным описанному выше. 

Заметим, что кривая, ограниченная точками Р; - 2 и Р; + 2, является кри­

вой четвертой степени и обеспечивает необходимые условия в граничных 

точках отрезков Р; _ 1 Р; и Р;Р; + 1, для которых можно выбрать кривые 

третьей или пятой степеней. Не следует забывать, что геометрическая не­

прерывность, связанная с непрерывностью наклона и кривизны, не требует 

совпадения значений первых и вторых производных по обе стороны точки 

сшивки (разд. 4.5.1). 
Сшивка с сохранением непрерывности порядка более 3. Используя со­

отношение (4.56), можно определить величины d3 Q(O)ldv3 и d 3 R(l)/dt3 и 
найти выражения для отрезков кривых Р; Р; + 1 , обеспечивающие сохранение 

непрерывности производных четвертого порядка. В этом случае нужно 

предварительно построить кривую шестой степени, проходящую через точ­

ки Р; - з, ... , Р; + з . Максимально достижимый порядок непрерывности зави­
сит, кроме всего проЧего, от типа используемой ЭВМ и емкости памяти. 

Изменение формы кривой с помощью векторов. Форму кривой удоб­

но изменять путем изменения ее характеристического многоугольника 

(разд. 4.1.1). В случае кубической кривой (рис. 4.34) имеем 

а1 = Q(O)M = ~ d~~O), (4.65) 

аз = NQ(l) = ~ d~2), 

N 

Q(J') 

Рис. 4.34. Кубическая кривая. 
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N R 

QfO) 

Рис. 4.35. Кривая пятой степени. 

а для кривой пятой степени (рис. 4.35): 

а1 = Q(O)M = + d~~O>, 
1 d2Q(O) 

az =MN= а1 + 20~, 

1 d2Q(l) 
a.i = RS = as 20~, 

as = SQ(l) = _!_ dQ(l). 
5 dv 
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llfl) 

(4.66) 

Произвольные изменения кривой. Покажем, как можно изменить форму 

ранее определенного отрезка кривой без изменения граничных условий. 

Для сохранения наклона достаточно изменить модуль вектора а1 или an 
(рис. 4.36). При этом точка М перемещается в положение М', а для сохра-

По.l!оwение тоvки 

N' 

l'lк. 4.36. Изменение характериС'J;ического многоугольника с сохранением центра 
IJIИВИЗНЫ. 
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пения кривизны достаточно точку N' расположить на линии, параллельной 
а 1 , в соответствии со свойством 5 из разд. 4.1.2 (рис. 4.5). 

Изменение сегменпш кривой. Рассмотрим отрезок кривой и соответ­

ствующий ему характеристический многоугольник. Вектор Р(и ), задающий 
положение текущей точки кривой, определяется выражением 

т 

Р(и) = L:s;~;.т(и). 
i=O 

Сместим вершину S; характеристического многоугольника на вектор д, по­
сле чего положение текущей точки кривой будет определяться выражением 

Р' (и)= So~o.m(и) + ... + (s; + д)~;.m(и) + 

+ Sт~т.т(и) = Р(и) + д.~;.т(и). (4.67) 

Видно, что смещение каждой точки кривой определяется вектором, па­

раллельным д и имеющим модуль д · ~i. т(и). 

Максимальное смещение имеет точка P(ilm), и его величина (см. табл. 
4.1) близка к д/3. 

Из свойств функций~ следует, что если 2 ~ i:::;; т - 2, то касательные 
в граничных точках не меняют наклон, и что если 3 :::;; i :::;; т - 3, то кри­
визна в этих точках не меняется. 

4.2. ПОВЕРХНОСТИ 

4.2.1. Характеристические сетки 

Поверхность может быть определена как геометрическое место точек, 

принадлежащих образующей кривой в процессе ее перемещения и деформа­

ции. Можно считать, что каждая вершина характеристического много­

угольника образующей кривой при этот описывает траекторию, которая 

сама определяется некоторым характеристическим многоугольником 

(рис. 4.37). 
Кривые А (О)А (1) и B(O)B(l) расположены на поверхности и называют­

ся главными образующими. Остальные, такие, как M(O)M(l) и N(O)N(l), 
называются вспомогательными образующими. Точки А (и), M(v), ... , N(v) 
и B(v) являются вершинами характеристического многоугольника образую­
щей A(v)B(v). Если все образующие имеют одинаковую степень, т. е. их 

характеристические многоугольники имеют одинаковое число сторон, то 

характеристическая сетка получается соединением вершин с одинаковыми 

индексами. 
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A(f) 

А(О) 

Рис. 4.37. Характеристическая сетка клетки разбиения. 

4.2.2. Определение положения точки 

Jfсполыование функций f 

Рассмотрим векторы a;i Е [О, т] (рис. 4.38), образующие характеристи­
ческий многоугольник кривой А (О)В(О), и векторы 

Cii,j i Е [О, т]; j Е [О, п], (4.68) 

определяющие характеристические многоугольники образующих, берущих 

начало из крайних точек векторов а. Можно показать, что текущая точка 

Рис. 4.38. Определение клетки разбиения с помощью функций f. 
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поверхности определяется с помощью общего выражения 

т п 

Р(и, v) = ао + 2::; а;f;,т(и) + 2::; ao.jfj,п(V) + 
i= 1 j=I 

т п 

+ 2::; 2::; (a;,j - a;-1,j)/;,m(u)fj, п(v). 
i= 1j=1 

(4.69) 

Однако оно непригодно для практического использования и приводится 

только в справочных целях. 

Использование функций ~ 

Обозначим через Sij i Е [О, т], j Е [О, п] вершины характеристической 

сетки. Тогда образующие D; i Е [О, m] можно определить с помощью вы­
ражения 

п 

T;(V) = 2::; Si,j~j. n(V). 
j=O 

(4. 70) 

Образующая G(v), вершинами характеристического многоугольника кото­
рой являются T;(v) (рис. 4.39), задается с помощью следующего вы­

ражения: 

т 

Р(и, v) = 2::; T;(v)~;.m(u). (4.71) 
i=O 

Подставляя вместо T;(v) выражение (4.70), получаем 

т п 

P(u, v) = 2::; 2::; Si,j~i.m(U)~j.п(V). (4. 72) 
i=O j=O 

Рис. 4.39. Вспомогательная образующая клетки разбиения. 
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Использование полиномиальных фушщий 

Поверхности, как и кривые, иногда полезно представлять в виде 

т п 

Р(и, v) = 2.:; 2.:; bi,juivj. 
i=O j=O 

Для определения векторов Ьи представим выражение (4. 72) в виде 

[ 
so.o ... So,n] 

Р(и, v) = [YJ;. m(u)] : [YJj,n(v)]. 

Sm,O ••• Sт.п 

Далее запишем представление [95';,m(u)] = [и;]М 

и 

и преобразуем выражение (4. 72) к виду 

P(u, v) = [u;]M[s;,j]M'[vj]. 

Теперь используем другую форму записи для выражения (4.73): 

P(u, v) = [и;] [bi,j] [vj], 

(4. 73) 

(4. 74) 

(4. 75) 

и так как выражения (4. 74) и (4. 75) определяют одну и ту же зависимость, 
то приходим к выводу, что 

(b;,j] = М (Si,j] М'. 

Частные случаи 

Вырожденные поверхности. Если обрабатываемая поверхность тополо­

гически подобна трехграннику (рис. 4.40), то одна из клеток разбиения бу­
дет иметь только три стороны. Нельзя игнорировать случаи, когда теряет-

Рис. 4.40. Вырожденная клетка разбиения. 
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Рис. 4.41. Характеристическая сетка с вырожденными трехсторонними клетками. 

ся большее число или даже все стороны, хотя практическая целесообраз­

ность такого анализа сомнительна. 

ТрехсторонНJIЯ клетка разбиения. Рассмотрим вершины So,J (рис. 4.41), 
совпадающие с вершиной So,o. Касательные к поверхности в этой точке об­

разуют конус с образующей D1, вершинами характеристического много­
угольника которой являются точки S1, J· Для того чтобы точка So, о не 

являлась вершиной конуса, необходимо и достаточно, чтобы точки So,o и 

Sц лежали в одной плоскости (рис. 4.42). В противном случае в точке So. о 

сушествует бесконечное число касательных плоскостей. 

Двусторонние клетки разбиения. Поверхность может иметь несколько 

точек, подобных рассмотренной выше. Если они не примыкают друг к дру­

гу (рис. 4.43), то задача сводится к предыдушей; однако возможна ситуа­
ция, когда две вершины, например So, J и S;, о, совпадают с So, о (рис. 4.44). 
В этом случае образующие G(v) и G' (и) сходятся в точке So, о и являются 

Рис. 4.42. Образующие вырожденных трехсторонних клеток. 



Система UNISURF 177 

Рис. 4.43. Вырожденные клетки на двух противоположных сторонах. 

касательными к конусам, образующие которых имеют характеристические 

многоугольники с вершинами S1,j и S;, 1. 

Для того чтобы в точке So, о существовала единственная касательная 

плоскость, необходимо, чтобы точки S1,j, S;, 1 и So, о лежали в одной плос­
кости (рис. 4.45). 

Односторонние клетки разбиения. В этом случае с точкой So, о совпада­

ют точки So,j, S;, о и Sm,; (рис. 4.46 и 4.47). Оба конца образующих G(v) 
замыкаются в точке So, о. Образующими касательных конусов являются 
кривые D1 и Dm _ 1, характеристические многоугольники которых имеют 

вершины в точках S1,j и Sm-1,j. Образующие G'(и) являются касательны­

ми к конусу с образующей D{, имеющей характеристический многоуголь­
ник с вершинами S;, 1. Для того чтобы точка S0 , 0 не была особенной, 

необходимо, чтобы точки So, о, S 1, j, S;, 1 и Sm - 1, j лежали в одной 

плоскости. 

Клетки разбиения с нулевым числом сторон. В этом случае с точкой 

So, о совпадают точки So, j, S;, о, Sт. j и S;, п (рис. 4.48). В точке So, о конус, 
касательный к образующим, имеет в качестве образующих D1, Dm _ 1, D{ 
и D~-1. 

Рис. 4.44. Вырожденные клетки на двух примыкающих сторонах. 

12-1172 
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s,,,,л 

Рис. 4.45. Характеристическая сетка 

клетки, приведенной на рис. 4.44. 
Рис. 4.46. Вырожденная клетка с одной 
стороной. 

Точка So, о не является особенной только в том случае, когда точки So, о, 
S1, j, Sm - 1, j, S;, 1 и S;, п-1 лежат в одной плоскости (рис. 4.49). 

Поверхности с точкой излома. Если в одной из точек поверхности 

частные производные коллинеарны и не равны нулю, то нормальный век-

Рис. 4.47. Характеристическая сетка для рис.4.46. Рис. 4.48. Вырожденная клет­
ка с нулевым числом сторон. 
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51,1 S1,п-I 

Рис. 4.49. Характеристическая сетка клетки рис. 4.48. 

тор, определяемый как 

N = дР х дР 
ди дv' 

(4.76) 

равен нулю. Тем не менее можно определить направление нормали по вто­

рым производным и, следовательно, касательную плоскость в этой точке. 

Для упрощения формул переместим начало параметрических координат 

таким образом, чтобы упомянутая выше точка имела нулевые координаты 

Р(О, О). Текущую точку поверхности определим следующим образом: 

Имеем 

и, поскольку 

получаем 

т п 

Р(и, v) = L; L; Ь;, jUiJ. 
i=O j=O 

дР(О, О) _ Ь . 
ди - 1, о, 

дР(О, О)_ Ь 
дv - о, 1 

дР(О, О) х дР(О, О) = О 
ди дv ' 

Ь1, о = ЛЬо, 1, 

где Л - ненулевой скаляр. 

Допустим, что принадлежащая поверхности кривая G определяется с 

помощью уравнения 

(4.77) 

и проходит через точку Р(О, О), поскольку с0 = О. 

12' 
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Точки, принадлежащие кривой G, можно определить с помощью вы­

ражения 
т п р . 

Q(u) = ~ ~ Ь;, j и;(~ ckuk( 
i=O j=O k= 1 

(4.78) 

При и = О имеют отличную от нуля первую производную члены этого 
выражения со степенью, равной 1. Они соответствуют следующим ус-

ЛОВИЯl\.: 
i = 1, j =О, k Е [1, р], 

(4.79) 
i = о: j = 1, k = 1. 

Это означает, что 

(4.80) 

а с учетом условий (4.79) 

dQ(O) = Ьо 1(Л + с1). 
du · 

(4.81) 

Если Л + с1 ;z! О, то касательные к кривой G и к границе клетки совпадают, 
но если 

А+ С1 = 0, (4.82) 

то первая производная равна нулю и касательная параллельна второй про­

изводной, которая соответствует членам второй степени, и определяется 

условиями 

Тогда 

i = 2, j = О, k Е [1, р]; 

i = 1, j = 1, k = 1; 

i = о, j = 1, k = 2; 

i = О, } = 2, k = 1. 

(4.83) 

[ Ь2, ои 2 (~ ckиk) 0 + Ь1, 1и2 с1 + Ьо, 1с2и2 + Ьо, 2сти 2] = 

k=I 

= 2(Ь2, о + Ь1, 1С1 + Ьо, 1С2 + Ьо, 2cI), (4.84) 

а с учетом условий (4.83) 

(4.85) 

Это выражение можно упростить, введя следующее обозначение: 

Ь2,о - ЛЬ1, 1 + Л2Ьо,2 = d. 
Тогда 

d 2Q(O) = d + с2Ьо 1 = е. 
du 2 ' 

(4.86) 
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Р(О,0) 

Рис. 4.50. Касательная плоскость в точке излома. 

При изменении с2 касательная к кривым, определенным таким образом, 

остается параллельной вектору е (рис. 4.50), начало которого находится в 
точке Р(О, О), а конец расположен на прямой, параллельной Ьо. 1 и проходя­

щей через конечную точку вектора d, т. е. вектор е расположен в пло­

скости, касательной к поверхности в точке Р(О, О). 

Следует заметить, что для кривой, определяемой выражением dQ(O)/ 
/dи =О, имеем в нашем случае d2Q(O)/du 2 .,с. О. 

Отсюда следует, что ее кривизна в точке Р(О, О) является бесконечной 

и эта точка для кривой является точкой излома. Более того, касательные 

к кривым, для которых с1 .,с. Л, имеют общее направление с векторами Ьо, 1 

и Ь1, 0 . В точке Р(О, О) индикатриса Дюпена1 > сводится к двум точкам, рас­
положенным на общей касательной к изопараметрическим кривым. 

Можно считать, что нормальный вектор имеет вполне определенный 

аргумент и модуль, равный нулю. Его аргумент можно получить с по­

мощью векторов а1, а1, а1 и а2 (рис. 4.51), которые являются элементами 

N 

Рис. 4.51. Окружность Менье в точке излома. 

1> Индикатриса Дюпена характеризует искривленность поверхности в данной 
точке. Она располагается в касательной плоскости и образуется отрезками, отложен­

ными от точки Р(О, О) в разных направлениях, длина которых равна кривизне в 

этом направлении. - Прим. ред. 
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характеристических многоугольников главных образующих, проходящих 

через точку Р(О, О). Если центры кривизны образующих обозначить через 

О и О', то из свойства 5 разд. 4.1.2 следует, что точки Р(О, 0), О, О' лежат 
на окружности Менье и искомая величина определяется диаметром, прохо­

дящим через точку Р(О, О). 

Если вектор d равен нулю, необходимо использовать производную ми­
нимального порядка, отличную от нуля. 

4.2.З. Годографы 

Первые годографы 

Предположим, что точки S;, j, i Е [0, m], j Е [О, п] являются вершинами 
характеристической сетки с клетками степени (т х п). Выберем точку О 

в качестве начала координат и проведем из нее (рис. 4.52) векторы, имею­
щие одинаковое направление с векторами sf. j = s; + 1, j - s;, j. 

Их концы образуют вершины характеристической сетки для клетки сте­

пени [(т - 1) х п]. Произвольная точка Q(u, v) клетки определяется по 
формуле 

т-1 п 

Q(u, v) = ~ ~ sf.j·~i. т-1(и~. п(V) = 
i=O j=O 
т п 

~ ~ (s; + 1, j - Si,j) 38;, т- 1(и)38j, п(v) = 
i=O j=O 
т-1 п т-1 п 

~ ~ S; + 1, j38;, т- 1(и) 38j, п(V) - ~ ~ S;, j38;, т -1(u) 38j, п( v). 
i=O j=O i=Oj=O 

Рис. 4.52. Построение первого годографа клетки. 
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Очевидно, что 

т-1 п т п 

~ ~ Si+l,J~i.m-1(u)~J.n(V) ~ ~ ~Si,J~i-l,m-1(U)~J.n(V). (4.88) 
i=O )=О i=OJ=O 

Нижний предел изменения индекса i можно опять принять равным нулю, 
так как 

~-1,m-1(u) =О. 

Тогда 

m-1 п т п 

~ ~ Si+l,J~i.m-1(u)~J.п(V) = ~ ~Si+l,J~l-l,m-1(u)~J.n(V). (4.89) 
i=O )=О i=Oj=O 

Кроме того, в выражении 

m-1 п 

~ ~ S;, J~i. m-1(u)~J .• (v) 
i =о j= о 

верхний предел изменения индекса i можно принять равным т, так как 
~т. т _ 1 = О. С учетом: этого выражение (4.87) можно преобразовать к виду 

т п т п 

Q(u, v)= ~ ~ Si,J~i-1,m-1(u)~J.n(V)- ~ ~Si,J~i.m-1(u)~J.n(v) = 
i=O j=O i=OJ=O 
т п 

= ~ ~ Si,J[~;-1,m-1(u) - ~i.m-1(u)]~J. n(V). 
i=O j=O 

Теперь используем соотношение (4.35): 

~i-1, m-1(u) - ~;. m-1(u) = -!п d~d;;(u) 

и окончательно получаем 

Q(u, v) = _!_ дР(и, v) . 
т ди 

Таким образом, поверхность Н представляет собой годограф G относи­
тельно и в масштабе 1/т. 

Аналогично с помощью векторов, имеющих одинаковое направление с 

векторами (s;, J+ 1 - s;, J), можно определить поверхность J, текутая точка 
которой задается выражением 

R(u и) = _!_ дР(и, v) 
' п дv 

Поверхность J является годографом G относительно v в масштабе 1/п. 

Смешанные годографы 

Годограф поверхности Н относительно v совпадает с годографом по­
верхности J относительно и, и его текущая точка определяется выражением 
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т( и) = _1_ а2Р(и, и) 
и, тп аиаи 

Он является смешанным годографом поверхности G в масштабе 1/тп. 
Существует простой способ определения смешанной производной в 

углах клетки. Рассмотрим точку Р(и, О), лежащую на главной образующей, 

и точку Q(и), зависящую от того же параметра и лежащую на первой 

вспомогательной образующей (рис. 4.53). Можно записать следующие со-
отношения: 

и 

Учтем также, что 

и 

В частности, 

Отсюда следует 

Р(и, О)Q(и) = _!_ аР(и, О) 
п аи 

Q(O)R = _1_ dQ(O) . 
т dи 

Q(и) = Р(и, О) + * аР(~~ О) 
dQ(и) = аР(и, О) + _!_ а2Р(и, О) 
dи аи п аиаи 

dQ(O) _ аР(О, О) + 1 а2Р(О, О) 
~ - аи п аиаи · 

R = Q(O) _!_ dQ(O) = Р(О О) + _!_ аР(О, О) + _!_ аР(О, О) + _1 а2Р(О, О) 
+ т dи ' п аи т аи тп аиаи 

Но в угловой точке 

_!_ аР(О, О) = Р(О, O)Q(O) , 
п аи 

_!_ аР(О, О) = Р(О, О)Т(О). 
т аи 

Ро,о 
Рис. 4.53. Построение смешанной производной в углу клетки. 
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Для параллелограмма Т(О)Р(О, O)Q(O)N справедливо соотношение 

NR = _1_ д2Р(О, О) 
тп дидv ' 

Последовательные годографы 

185 

Повторяя рассуждения, приведенные выше, можно получить обшее вы­

ражение для годографа 

(m - k + 1)! (n - / + 1)! дk+tP(u, v) 
т! п! диkдv 1 

4.2.4. Линиии видимого контура 

Линия видимого контура поверхности S, наблюдаемой вдоль направле­
ния D, представляет собой линию контакта поверхности S и цилиндра, об­
разуюшие которого параллельны D. Ее проекция на некоторую плоскость, 
не содержащую D, является огибающей проекций образующих поверхности 
на эту плоскость. Это свойство можно использовать для того, чтобы убе­

диться в отсутствии невидимых участков поверхности. 

Рассмотрим поверхность С (рис. 4.54), первыми годографами которой 
являются Н и J, а также поверхность L, представляющую собой геометри­
ческое место точек - концов векторов N. Начало этих векторов располага-

Рис. 4.54. Определение линии . видимого контура. 
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ется в точке О, а сами векторы определяются выражением 

N = дР(и, v) х дР(и, v) . 
ди дv 

Нормали в точках, расположенных на линиях видимого контура, пер­

пендикулярны направлению D. Векторы, соответствующие нормалям на 
поверхности L, параллельны этим нормалям и расположены в плоскости 
Q, перпендикулярной направлению D и содержащей точку О. Точки пересе­
чения поверхностей L и Q соответствуют точкам линии видимого контура 
поверхности С. 

Для того чтобы убедиться в том, что не существует невидимых участ­

ков поверхности С, достаточно проверить, что характеристическая сетка 1> 
не пересекает плоскость Q1. Обратим внимание на то, что это условие явля­
ется достаточным, но не необходимым, так как поверхность L находится 
внутри выпуклого объема, образованного характеристической сеткой. 

4.2.5. Определение характеристической сетки 

Априорные ограничения 

Так же как и для кривых, в случае поверхностей на их параметры нала­

гаются априорные ограничения. Они относятся к точкам, через которые 

проходит поверхность, а также к таким характеристикам, как наклон, кри­

визна, кручение. Ограничения на наклон используются главным образом на 

границах между смежными клетками. Отметим, что ограничения на кри­

визну и кручение приводят к решениям, лишенным наглядности. 

Алгоритмы построения 

Основным назначением алгоритмов является автоматическое построе­

ние поверхности, удовлетворяющей определенным условиям. В основе мно­

гих алгоритмов лежит метод наименьших квадратов. 

Рассмотрим поверхность, состоящую из примыкающих клеток и опреде­

ляемую множеством точек, через которые она проходит. 

Выбор параметров. Рассмотрим поверхность 

т п 

Р(и, v) = L; L; Ь;. jUiVi, 

i=O j=O 

(4.90) 

которую нужно разбить на примыкающие друг к другу клетки. Выберем 

на этой поверхности 25 точек, расположенных не очrнь далеко друг от дру-

1> Имеется в виду характеристическая сетка поверхности L. - Прим. ред. 



Система UNISURF 187 

га, и обозначим их следующим образом: 

Р;-2,1-2 .. . Р;+2.1-2 
(4.91) 

Р;-2,1+2 ... Р;+2,1+2. 

Определим векторы 

(4.92) 
ctk, 1=Pk.1 - Pk, 1-1 , 

где 

k Е (i - 2, i + 2], / Е И - 2, j + 2]. 

Затем вычислим значения и и v по формулам 
k 1 

L; 1&т,}1 L; lщnl 
Uk,J = m=i-1 п =}-1 

1+ и Vi, I = J+ 
(4.93) 

L; 1&т,}1 L; 1 а;, п 1 
m=i-1 п =}-1 

Условия сшивки. Метод среднего параметра. Наиболее простой метод 

сшивки для более или менее простых поверхностей и разумным образом 

выбранных точек состоит в следующем. Значениям параметров и с одина­

ковыми индексами i и v и с параметрами v с одинаковыми индексами j 
присваиваются одинаковые значения. Следовательно, каждый параметр 

Uk, 1 (k Е [i - 2, i + 2]) (4.94) 

и 

Vk, 1 (/ Е U - 2, } + 2]) (4.95) 

заменяется своим средним значением 

i + 2 

и 

L; Uk,j 
k=i-2 

U;,,j = 5 (4.96) 

}+2 

L; V;, k 

k=J-2 (4 97) 
vi,jo = 5 . 

и все 25 коэффициентов Ь;, 1 являются корнями системы линейных уравне­

ний (4.90). 
Сшивка по касательным. Клетка разбиения, углами которой являются 

точки P;,J, Р;+1,1, Р;,1+1 и Р;+1.1+1 (рис. 4.55), определяется с помощью 
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Рис. 4.55. Сшивка клеток по касательной. 

выражения 

i+2 j+2 
M(w, z) = 2::; 2::; Ьk, 1 х [u;,j + (u;,j+1 - u;,j)w]k х 

Отсюда следует 

i+2 j+2 

k=i-2 l=j-2 

Х [V;,j + (Vi,j+I - V;,j)Z] 1. (4.98) 

дМ ~ ~ k k - 1 ( ) t дw = L..J L..J Ьk, 1 (и;+ 1 - и;)[ и;+ (и;+ 1 - и;)w] [Vj + Vj+ 1 - Vj z], 
k=i-2/=j-2 

i+2 j+2 

д:: = L.: L.: bk, 1k/(U;+ 1 - U;)(Vj+ 1 - Vj) Х 
k=i-2/=j-2 

х •[и;+ (Ui+I - U;)w]k[Vj + (Vj+I - Vj)z] 1- 1, 
i+2 j+2 

а2м = ~ ~ ьk. 1kl(и;+ 1 - u;)(vj+ 1 - vj) х дwдz L..J L..J 
k=i-2/=j-2 

х [u;(U;+J - U;)w]k-l[Vj + (Vj+l - Vj)Z] _,_ 

(4.99) 

Из условий (4.90) и (4.99) следуют краевые условия в точке М(О, О): 

М(О, О)= P;,j, 

дМ(О, О) ( ) дР(u;, щ) 
дw = U; + 1 - U; дu , 

дМ(О, О) ( ) дР(и;, Vj) 
дz = Vj+ 1 - Vj дv , (4.100) 

а2м (О, О) д2 Р (и,, vj) 
дwдz = (Ui+I - U,)(Vj+I - Vj) 

дидv 



Система UNISURF 189 

Далее, для клеток, углы которых находятся в точках 

P;-1,j, P;,j, Р;-1,j+Ъ P;,J+ ъ 
P;-1,j-1, Р;,j-Ъ P;-1,J, Р;, 1 (4.101) 
Р;,j-Ъ Р;+ 1,)-Ъ P;,j, Р;+1,1 

и текущие точки которых, обозначаемые через N, 
приведенным выше формулам, предположим 

Q и R, вычисляются по 

N(l, О) = Р(и;, v1), 

дN(l, О) _ ( . . ) дР(и;, v1) 
дw - и, - и, - 1 ди ' 

(4.102) 
дN(l, О) ( ) дР(и;, VJ) 

дt = Vj+ 1 - Vj дv , 

д2N д2Р(u;, Vj) 
дwдt = (U; - U;-1) (Vj+l - Vj) дuдv , 

с аналогичными краевыми условиями в точках Q(l, 1) и R(O, 1). 
Очевидно, что в точках М(О, О), N(l, О), Q(l, 1) и R(O, 1) значения на­

клона, кривизны и кручения одинаковы, так как эти клетки являются частя­

ми более крупной клетки Р; - 2, J - 2 • • . Р; + 2. J + 2. 

Бикубическая зависимость поверхности клетки, углы которой располо­

жены в точках Р;, J , Р; + 1, J , Р;, J + 1 и Р; + 1, 1 + 1, определяется краевыми ус­

ловиями (4.100), которые следуют из представления клеток со следующими 
углами: 

Р;-2,1-2 
Р;-1,}+2 

Р;-2,)-1 ' 

Р;-1,1-1, 

Р;+2.1-2, 
P;+3,J-2 

P;+2,j- l ' 

Р;+3,}-1' 

Р;-2,1+2, 
Р;-1,1+2, 
P;-2,J+3, 

Pi-1,}+3' 

Р;+2.1+2, 
P;+3,J+2, 

P;+2,J+3, 

P;+3,J+3. 

(4.103) 

Следовательно, подклетки, углы которых находятся в точках Р;,1 , Р; + 1.1 , 

Рц + 1 и Р; + 1.1+1 , сшиваются по касательной с соседними клетками, имею­
щими один или два общих угла. 

Сшивка с помощью соприкосновения. Рассмотрим клетку, поверхность 

которой описывается уравнением четвертой степени по каждому параметру 

по формулам разд. 4.2.5. Она имеет среднюю точку, удовлетворяющую не­
которым условиям, наложенным на следующие величины: 

P(i, }); 
дР(i, }) 

ди 

д2Р(i, }) 
ди2 

д3Р(i, }) 

ди 2дv 
д4Р(i, }) 
ди 2дv2 · 

дР(i, }) . 
дv 

д2Р(i, }) 
дидv 

д3Р(i, }) . 
дидJ 

д2Р(i, }) . 
avz , 

(4.104) 
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Следовательно, можно найти 36 коэффициентов, определяющих зависи­

мость, являющуюся полиномом пятой степени по каждому из параметров, 

для сшивки с соседними клетками с помощью соприкасания. 

Сшивка более высокого порядка. Для сшивки с использованием полино­

мов более высокого порядка сначала необходимо описать поверхность 

клетки уравнением пятой степени по каждому из параметров, где углы 

клетки расположеньr в точках с индексами i - 3, i + 3, j - 3 и j + 3. Затем 
для каждого угла формулируют условия, начиная от значений Р и до 

д 6Р/ди 3дv3 • Каждой подклетке может соответствовать 64 коэффициента. 
Подобный метод сшивки представляет только теоретический интерес, на 

практике он почти не применяется. 

Определение с помощью векторов. В случаях когда может возникнуть 

необходимость модификации клетки, полезно знать ее характеристическую 

сетку. Коэффициенты полиномиальной зависимости определяются из крае­

вых условий. Для нахождения вершин характеристической сетки можно ис­

пользовать матрицу, описываемую формулой (4.37). 
В случае бикубической сетки существует простое решение: например, 

для вершин Р(О, О), А, с; D клетки (рис. 4.56), связанной с точкой 

Р(О, О), имеем 

РА = _!_ = дР(О, О) • 
3 ди ' 

РВ = _!_ дР(О, О) . 
3 дv ' 

(4.105) 

Точка D является четвертой вершиной параллелограмма PABD. 
Произвольная модификаЦJJЯ. Рассмотрим семейство бикубических кле­

ток, вершины углов которых находятся в точке Рц . Известно, что в точке, 
общей для четырех клеток (разд. 4.2.3), стороны четырех ячеек характери­
стической сетки являются образующими гиперболического параболоида, а 

те, которые пересекаются в точке Р, т. е. BF и DH, делят другие в от-

Рис. 4.56. Построение вектора кручения. 



ношении 

Система UNISURF 

А 8 

(} 

е 

Рис. 4.57. Произвольная модификация клетки. 

и; - U; - 1 И Vj - Vj - 1 

и;+ 1 - и; Vj + 1 - Vj 
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(4.106) 

Следовательно, точки Р, А, "" Н (рис. 4.57) можно произвольным об­
разом перемещать, сохраняя неизменным отношение (4.106). 

Метод сшивки с помощью увеличения степени полинома. Если форма 

поверхности и распределение точек таковы, что применить метод среднего 

параметра не представляется возможным, то используют метод увеличения 

степени. Известно, что если две бикубические клетки касаются друг друга 

по линии P(O)P(l), то производные дМ(и, 1)/дv и дN(и, О)/дw являются 

коллинеарными только в том случае, если производные коллинеарны в точ­

ках Р(О) и P(l), и, кроме того, 

1 дМ(О, 1)/дv 1 

1 дN(О, О)/дw 1 

~~f) 
н 

1 дМ(l, 1)/дv 1 

1 дN(l, О)/дw 1 . 

N 

Рис. 4.58. Произвольная модификация с помощью увеличения степени. 
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Рис. 4.59. Произвольная модификация с помощью вспомогательных образующих. 

Определение вспомогательных образующих. Основная проблема состо­

ит в определении поверхностей клеток, касающихся по линии Р;, jP; + 1, j. На 

рис. 4.59 представлены две клетки А и В, текущие точки которых обозначе­
ны соответственно через М(и, v) и N(u, w). В вершинах углов значения 
Р, дР!ди, дР/дv и д2Р/дидv определяются, как показано в методе сшивки 
по касательной. 

В общем случае выполняется условие 

Ui,j+I - U;,j ~ U;+i,j+I - U;+1,j. 

Ui,j - Ui,j+I Ui+l,j - Ui+l,j+I 
(4.107) 

Следовательно, векторы дМ(и, 1)/дv и дN(и, О)/дw не являются колли­

неарными, за исключением точек, соответствующих значениям параметра 

и =о или и= 1. 
Характеристический многоугольник кривой P;,jP;+ 1,j, которая совпада­

ет с кривыми М(О,1) M(l, 1) и N(O, О) N(l, О), имеет три стороны, так как 
поверхность клетки А, являющейся геометрическим местdм точек М, опи­

сывается бикубической зависимостью. То же справедливо и для вспомога­

тельной образующей S(O)S(l) (рис. 4.60). 
Для упрощения формул положим 

V;,j+I - V;,j = Ло и V;+1,j+1 - V;+1,j = Л~. 

V;,j - Vi,j-1 Vi+l,j - Vi+l,j-1 
(4.108) 

В клетке В, являющейся геометрическим местом точек N, обозначим че­
рез Т точки, принадлежащие первой вспомогательной образующей, и опре­

делим ее с помощью выражения 

Т(и) = N(u, О)+~ дМ~~ l) [Ло + (Л1 - Ло) (-2и 3 + Зи 2)]. (4.109) 

Очевидно, что она является кривой шестой степени и ее характеристический 
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Рис. 4.60. Произвольная модификация. Определение первой вспомогательной обра­
зующей. 

многоугольник определяется шестью векторами. Для нахождения характе­

ристической сетки модифицированной таким образом клетки необходимо 

вычислить другие главные или вспомогательные образующие, принадлежа­

щие тому же семейству, вплоть до шестой степени, хотя зависимость от 

старших степеней является фиктивной, так как в действительности для этих 

кривых зависимость остается кубической (разд. 4.4.1). 
При изменении значения параметра и от О до 1 величина в квадратных 

скобках в выражении (4.109) изменяется от Ло до Л1, а ее первая производ­
ная равна нулю для и= О и и= 1. 

Отметим, что поверхность клетки В описывается зависимостью шестой 

степени по и и зависимостью третьей степени по v. 
Обозначим через В' модифицированную клетку В и через N'(u, w) -

текущую точку этой клетки. Тогда можно записать 

дN '~:· О)= 3[Т(и) - N '(и, О)]. (4.110) 

Учтем, что 

N '(и, О) = N(u, О), (4.111) 

и получим 

дN 'д(~, О) = 3[Т(О) - N(O, О)] = дМ~О~ 1) Ло = дN~О~ О) . (4.112) 

Кроме того, 

дN'(и,О) дМ(и,1)[~-" ~-)( 2 3 3 3)] 
дw = дv /\() + \"! - /\() - и + и . (4.113) 

Аналогичным образом, дифференцируя выражение (4.113) по и, находим 

д2N'(и, О)= д2М(и, 1) "- " _ ~-) (- 2 3 3 2)] + 
дидw дидv 11'() + \"i /\() и + и 

13-1172 
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Рис. 4.61. Характеристцческая сетка бикубической клетки. 

+ дМ(и, 1) .!!.._ [Ло + (>ч - Ло) (-2из + Зи2)]. 
дv du 

Затем учтем, что 

d 
-(-2и3 + Зи2) = 6и(1 - и) 
du 

и эта величина равна нулю для и = О и и = 1, следовательно, 

д2N '(О, О) = Ло д2М(О, 1) = д2N(О, О>, 
дидw дидv дидw 

д2N'(1, О)= Л1 д2М(l, 1) = д2N(l, О>, 
дидw дидv дидw 

(4.114) 

(4.115) 

(4.116) 

(4.117) 

т. е. условия в точках N' (О, О) и N' (1, О) остаются такими же, как и до 

модификации клетки. 

Обобщенная сшивка. В том случае, когда бикубическая клетка сшита с 

клеткой той же степени, ее вспомогательная образующая является кривой 

шестой степени, т. е. клетка принадлежит типу (6 х 3). Из этого следует, 
что необходимо найти способы предотвращения последовательного возрас­

тания степени до неприемлемых величин. 

Рассмотрим характеристическую сетку бикубической клетки (рис. 4.61). 
Характеристические многоугольники ограничивающих ее кривых АВ, BD, 
DC и СА, так же как и вспомогательных образующих EF и GH, имеют 
по три стороны. После сшивки с клеткой, прилегающей по стороне АВ, 

вспомогательная образующая EF исходной клетки становится кривой ше­
стой степени (рис. 4.62). Затем после сшивки с соседней клеткой, прилегаю­
щей по стороне DC, вспомогательная образующая GH также становится 
кривой шестого порядка (рис. 4.62). 

И наконец, после сшивки с соседними клетками, прилегающими по сто­

ронам АС и BD, вспомогательные образующие IJ и KL становятся кривы-
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Рис. 4.62. Характеристическая сетка клетки порядка 6 х 3. 

ми шестого порядка, т. е. степень характеристической сетки клетки повы­

шается до (6 х 6), но 4 соседние клетки, прилегающие по главным образу­
ющим, остаются бикубическими. 

Таким образом, происходит чередование клеток степени (3 х 3) и (6 х 6) 
и остаются применимы методы модификации, описанные в разд. 4.2.5 
(произвольная модификация). 

4.2.6. Модификация клетки 

Из выражения 

т п 

P(u, v) = L; L; S;,1."18;. m(u)!Jt31. п(V) 
i=O }=О 

видно, что если вершина S;, J характеристической сетки перемещается на 

вектор д;, 1, то смещение каждой точки Р(и, v) определяется величиной 

д.,1!JtJ;, т(u)!JtJJ, п(V). 
Из свойств функций .CflJ следует, что максимальное смещение испытыва­

ет точка P(ilm, j/n). Значения коэффициентов !JtJ;, т(ilт) !Jt31. пUln) берутся 
из табл. 4.1, и в большинстве случаев они близки к 0,1. Отметим также, 
что при использовании функций !JtJ происходит автоматическое сглаживание 
деформаций характеристической сетки. 

Очевидно, что условия касания сохраняются для случаев 

l < i < т - l, l<J<n-l, 
или 

2 < i < т - 2, 2 <} < п - 2. 

IJ* 
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4.3. Пространственные тела 

Характеристическая решетка в трехпараметрическом пространстве опре­

деляется набором характеристических сеток одинакового формата (т х п) 

со смещенными относительно друг друга вершинами с одинаковыми ин­

дексами. 

4.3.1. Точки 

Легко показать, что точка в этом пространстве задается с помощью 

следующего выражения: 

т п р 

P(u, v, w)= 2:; 2:; L;s;,j,k~i.m(u)~j.п(V)~k.p(w). 
i=O j=O k=O 

(4.118) 

4.3.2. ·Кривые 

Введем вспомогательный параметр г, через который выразим осталь­

ные: 

и= Ф(г), v = it(г), w = 0(г), 

где функции Ф, v и е являются полиномами степеней 
11 и 1Г. Определим канонический вид уравнения 

(mµ + nv + Р1Г) следующим образом: 
mµ.+nP+p7r 

Р(г) = L; е/ 
i=O 

Обычно µ = 11 = 1Г. 

4.3.3. Поверхности 

(4.119) 

соответственно µ, 
кривой степени 

(4.120) 

Для определения поверхности в трехпараметрическом пространстве вве­

дем два вспомогательных параметра г и t: 

и= Ф(г, t), v = it(r, t), w = 0(г, t). (4.121) 

Если функции Ф, v и е являются полиномами степеней µ, 11 и 1Г по 

г и µ', 11' и 1Г' по t, то уравнение поверхности приобретает вид 
mp. + nv + р11: тµ.'+ nv1+ prr' 

Р(г, t) = L; L; e;Jitj. (4.122) 
i=O j=O 
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4.4. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

4.4.1. Кривые 

Линейные преобразования 

Иногда возникает цеобходимость изменить границы отрезка кривой, со­

единяющего две точки Р(О) и P(l), причем новые границы могут находить­
ся как вне, так и внутри этого отрезка. Обозначим значения параметра в 

новых граничных точках через ио и и, (рис. 4.63) и введем вспомогательный 
параметр w, такой, что 

т 

P(w) = L; b;[Uo + (и1 - uo)w]; = 
i=O 
т 

2:; Ы w;; w Е [О, l], 
i=O 

а векторы Ь' связаны с векторами Ь через посредство соотношения 

[Ы] = [Мь.ь·] [Ь;], 

[Мь,ь·] = [и8- 1(и1 - ио) 1 - 1 (~= :) ]. (4.123) 

где l и с представляют собой номера строки и столбца общего члена мат­
рицы с, l Е [О, т]. 

Вершины нового характеристического многоугольника определяются 

следующим образом: 

Из свойства линейности преобразования следует равенство степеней па­

раметров w и и. 

s, 

S0 =P(O) 

Рис. 4.63. Параметрическое преобразование кривой. 
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Нелинейные преобразования 

Если осуществить переход к параметру w, связанному с прежним пара­
метром и, с помощью соотношения и= Ф(w), то точка на кривой будет 

определяться следующим образом: 

т 

P(w) = L; Ь;[Ф(w)];. (4.124) 
i=O 

Очевидно, что кривая при этом не изменится, при условии что Ф(w) 

является действительной функцией. Различие будет проявляться в соотно­

шении между длиной траектории точки Р, пробегаемой по кривой, и изме­

нением величины параметра. 

Действительно, 

dP(w) = ~ ib;[Ф(w)];- 1 dФ(w>, 
dw i=O dw 

а член dФ(w)/dw не является константой. 

Этот метод может быть использован для изменения распределения па­

раметра по отрезку кривой и для его более простой модификации. Его не­

достатком является увеличение степени. 

Увеличение числа вершин характеристического многоугольника 

Изменяя положение вершин характеристического многоугольника, мож­

но изменить форму определяемого им отрезка кривой. Однако возможно, 

что, добившись улучшения в одном месте, мы проиграем в другом. Чтобы 

устранить этот недостаток и получить возможность более гибкого пред­

ставления кривых, можно увеличить число векторов характеристического 

многоугольника. Не всегда удается простыми средствами выполнить это 

преобразование, поэтому можно рекомендовать следующий метод. 

Рассмотрим точку Р(и), определяемую выражением 

т 

Р(и) = L; b;u;. 
i=O 

Очевидно, что она совпадает с точкой 

где 

т+п 

Q(и) = Р(и) + L; Ои;. 
i=m+ 1 

Выражения для обеих точек можно представить в виде 

Р(и) = [и;] [Ь;] 
Q(u) = [и;] [Ь\] 

[Ь;'] 

i Е [О, т], 

i Е [О, (т + п)], 

[[Ь;]] 
[О] . 
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Рис. 4.64. Увеличение числа вершин характеристического многоугольника. 

Отсюда следует, что новые вершины характеристического многоуголь­

ника, число которых равно (m + п + 1), можно определить следующим 
образом: 

[Ь;'] [Ms, ь] - 1 = [s{]. 

Другими словами, кривая Q(и) представляется полиномом степени 

(т + п), хотя в действительности ее степень равна m. Очевидно, что, когда 
над характеристическим полиномом производятся последующие модифика­

ции, степень кривой (за редчайшими исключениями) принимается равной 

(т + п). 
На рис. 4.64 показан простой метод, с помощью которого можно увели­

чить число сторон характеристического многоугольника с т до т + 1, не 
меняя форму кривой. Здесь AMN ... RB - характеристический много­

угольник, имеющий т сторон, а точки А М' N' ... R' Т' В, определяю­
щие вершины искомого многоугольника, определяются из следующих 

условий: 

АМ' т ------
АМ т + 1 

MN' т - 1 
MN = т + 1' 

RТ' 

RB т + 1 

Уменьшение числа вершин характеристического многоугольника 

(4.125) 

Теоретическое решение. Решение без изменения переменных. Зная векто­
ры а или s, можно определить векторы Ь. Если п последних векторов стро-
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го или приближенно равны нулю, то справедливо следующее выражение: 

т т-п 

Р(и) = L; S; ~i. т(и) = L; Ь;иi. (4.126) 
i=O i=O 

Зная векторы Ь;, можно определить новые векторы s[ и Ь[ i Е [О, т - п]. 

В случае приближенного равенства нулю следует немного изменить 

(т - п)-й вектор для того, чтобы его конец совпадал с точкой P(l). Кроме 
того, можно произвольным образом распределить поправки между не­

сколькими векторами. Отметим, что если последние п векторов Ь равны 

нулю, то годограф порядка (т - п) обращается в точку. 

Решение с использованием вспомогательной переменной. Если можно 

найти функцию степени п 

v = Ф(и), 

такую, что 

Р(и) = Ф(и)Q(и), (4. 127) 

то, поскольку Q(и) имеет форму полинома, справедливо выражение 

т т-п 

Р(и) = L; Ь;и; = ~ /З;[Ф(и)]i, 
i=O i=O 

из которого следует 

т-п 

Р(и) = ~ /З;v;. 
i=O 

Следует иметь в виду, что отыскание полинома-делителя обычно явля­

ется весьма сложной задачей. 

Приближенное решение. Решение при известных точках на отрезке 

кривой. Если определить координаты требуемого числа точек, лежащих на 

отрезке кривой, то можно применить один из методов, описанных в разд. 

4.1.4 (алгоритмы построения). 
Решение с учетом граничных условий. Предыдущий метод не сохраняет 

IJепрерывности между прилегающими отрезками. Устранить этот недоста­

ток позволяет следующий метод. 

Рассмотрим отрезок кривой С, определяемый следующим выражением: 

т 

Р(и) = ~ Ь;иi 
i=O 

Тогда условиями в точке Р(О) будут 

и Е [О, 1]. 

Р(О) = Ьо ] . 
d;P(O) = i!b; 'Е [1, т], 
dи' 

(4.128) 
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а в точке P(I) P(l) = i: Ь; ] 

djP(l) i=I:Om ·1 . . iE [О, т]. 
r. Ь·и•-1 

du1 = (i - j)! ' 
i=j 

(4.129) 

Если положить d 0j!du0 = f(u), то условия (4.128) можно упростить 

d;P(,1) = i!b;. 
du 

(4.130) 

Условия (4.128) и (4.129) математически эквивалентны и определяют 

одну и ту же кривую. 

Ниже рассмотрены приближенные методы, с помощью которых кри­

вую С степени т можно описать зависимостью степени р(р < т). 
Случай нечетного р. Зная векторы Ь;, i Е [О, (р - 1)/2], можно получить 

[(р + 1)/2] первых векторов S; характеристического многоугольника аппрок­
симирующей кривой. Затем, зная вершины Sm, Sm-1, ... , S1, So характери­
стического многоугольника кривой L ', можно таким же образом получить 
[(р + 1)/2] первых векторов Sj' многоугольника, аппроксимирующего кри­
вую L '. Вершины S! и Sj' определяют искомый аппроксимирующий харак­
теристический многоугольник, принадлежащий кривой L, на концах 

которой соблюдаются те же граничные условия до порядка [(р + 1)/2], что 
и для кривой с 1>. 

Случай четного р. Как и выше, получаем [(р/2) + 1] вершин из условий 
для каждого из концов отрезка, но теперь полное число вершин составляет 

(р + 2) вместо требуемых (р + 1). Вершина с номером [(р/2) + 1] выбира­
ется посередине отрезка, соединяющего две вершины с номерами 

[(р/2) + 1]. 
Оба метода удобны для применения в тех случаях, ког.ztа кривая высо­

кой степени является результатом перемещения, общего преобразования 

базиса или пересечения поверхностей. Если же высокая степень кривой свя­

зана с ее негладкой формой, то сомнительно, чтобы можно было добиться 

понижения степени другим методом, кроме деления кривой на несколько 

отрезков. 

Отображения 

Рассмотрим разбиение поверхности F на бипараметрические клетки 

(рис. 4.65) и построим на ней экспериментально полученную кривую G, у 
которой известны некоторые точки пересечения с изопараметрическими 

1> Иначе говоря, из исходного характеристического многоугольника отбирается 
(р + 1)/2 вершин слева и столько же - справа. Отобранные вершины образуют ха­

рактеристический многоугольник аппроксимирующей кривой. - Прим. ред. 
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Рис. 4.65. Принцип определения пересекающей кривой. 

кривыми на F. Возьмем также плоскость в декартовой системе координат 
с разбиением на единичные квадраты и отложим на ней точки, декартовы 

координаты которых совпадают с параметрическими координатами кривой 

на плоскости F. Через эти точки на плоскости проведем кривую Г невысо­
кой степени. Если координаты на плоскости х и у заменить на и и v, то 
дЛЯ точек на кривой Г можно записать 

(4.131) 

где Ch и dk - скалярные, а не векторные величины, и w - вспомогатель­

ный параметр. 

Кривая G является отображением кривой Г на поверхность F: 

P(w) = J~J~ ьi.J(t0chwh); Ct/kwky. (4.132) 
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Объединив члены с одинаковой степенью, получим 

(m+n) 

P(w) = 2:: e1w1, 
1=0 

где векторные коэффициенты е определяются выражением 

е1 = 2:: Ь;, j(ch);(dk)j, hi + k} = /. 
h, i, j, k 

4.4.2. Поверхности 

Линейные преобразования 

203 

(4.133) 

Рассмотрим клетку С, параметрические координаты в которой изменя­

ются в пределах (и, v) Е [О, 1]. Тогда текущая точка подклетки, ограничен­
ной образующими G(uo), G(u1), H(vo) и H(v1) (рис. 4.66), задается 

следующим выражением: 

т п т п 

Р( w, t) = 2:: 2:: Ь;, j[Uo + (и1 - ио) w] ;[Vo + (v1 - VoJl]j = 2:: 2:: Ci.jWitj. 
i=Oj=O i=Oj=O 

(4.134) 

Для его использования необходимо найти матрицу Мь, с, связывающую 

коэффициенты Ь;, j и с;, j: 

[bi.j] [Мь, с] = [с;, j]. 

Более простым может оказаться другой способ, при использовании которо­

го сначала определяются отрезки главных и вспомогательных образующих 

между значениями параметра ио и и1. Таким образом определяется под-

Рис. 4.66. Определение подклетки. 
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Рис. 4.67. Линейное преобразование клетки. 

клетка (рис. 4.67), образующие которой д ограничены значениями Vo и v1: 
P(w, t), w, tE [О, 1), 

которая совпадает с подклеткой 

Р(и, v), и Е [Uo, U1], v Е [vo, V1]. 

В этих вычислениях используется матрица (4.123). 

Нелинейные преобразования 

Если вспомогательный параметр связан с основными с помощью соот­

ношений и= Ф(w) и v = ir(w), то выражение для текущей точки приобре­
тает следующий вид: 

т п 

P(w, t) = L; L; bi,j[Ф(w)];[v(t)]j. (4.135) 
i=Oj=O 

Этот прием может быть использован для изменения расстояния между 

изопараметрическими кривыми без изменения формы поверхности. Его 

очевидным недостатком является увеличение степени функций, а следова­

тельно, и времени вычислений, поэтому используется он не очень часто. 

Увеличение числа вершин 

Обобщим метод, применявшийся к кривым в разд. 4.4.1, и произведем 
фиктивное увеличение степени клетки с помощью следующей операции: 

[м 1_1 [[bi,j] 
s, ь [О] 

[О]] [ ' ] 
(О] = S;, j • (4.136) 
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Уменьшение числа вершин 

Решение без изменения переменных. Если окажется, что коэффициенты 

годографа при наиболее высоких степенях имеют пренебрежимо малые 

значения, то можно без ущерба исключить соответствующие члены. Заме­

тим только, что вероятность такой ситуации невелика. 

Решение с вспомогательной переменной. Поиск функций Ф(и) и i'(v), 
являющихся делителями выражения Р(и, v), труден, а часто и невозможен, 
поэтому данное решение упоминается только для полноты картины. 

Приближенные решения. Решение при известных точках на поверхнос­

ти. Это решение является обобщением метода для кривых, приведенного 

в разд. 4.4.1 (решение при известных точках на отрезке кривой). Для него 
также характерно отсутствие непрерывности между прилегающими 

клетками. 

Решение с учетом граничных условий. Рассмотрим клетку С степени 

(т х п), которую необходимо приближенно заменить на клетку степени 

(р х q), где р < т и q < п 1>. Используем представление клетки С с по-
мощью тензора 

[ ~·о ... ~о, п] 

Sm, О. • Sm, п 

пользуясь которым можно получить 

r 
~о, о . . . ~о, п ] 

bm, О. • bm, п 
(4.137) 

Теперь выделим из этой матрицы часть: 

[ 

Ьо, о . 

~(р - 1)/2, о . 
.. Ьо, <q - 1)12 ] 

• ~(р - 1)/2, (q - 1)/2 

которую используем для получения компонент соответствующего тензора, 

определяющего клетку С', аппроксимирующую С: 

So, о . So, (q - 1)12 ... So, q 

S{p- 1)12, о , • Sfp - 1)/2, (q - 1)/2 

~о ~q 

l) Далее описывается метод, являющийся двумерным аналогом описанного в 
разд. 4.4.1 одномерного способа. Он сводится к отбору угловых элементов и постро­
ению с их помощью характеристической сетки. - Прим. ред. 
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Рассмотрим тензор 

[ 
~о, п ••• ~о, о ] 

Sm, п • •• Sm, О 

представляющий клетку С", геометрически совпадающую с С, но углы ко­

торой Р"(О, О), Р"(О, 1), P"(l, О) и P"(l, 1) совмещены соответственно 
с углами Р(О, 1), Р(О, О), P(l, 1) и P(l, О) клетки С. Отсюда, используя 
уже известную процедуру, выводим следующие члены: 

[ 

So, (р + 1)12 

~{р + 1)/2, (q + 1)/2 •• 

• So, q ] 

. ~{р + 1)/2, q 

тензора С'. 

Повторяя то же самое для тензоров 

[ 

~m, О " • ~т, п ] 

so, о . so, п 

и 

[ 
~m, п " · ~т, О ] 

So, п .•. so, о 

получаем члены тензора, описывающего клетку С': 

[f·" f'] 
Sp, о ... Sp, q 

Если р и/или q являются четными, можно применить метод, описанный 
в разд. 4.4.1 (случай четного р) для кривых. 

Сечение с помощью отображения 

Предположим, что клетка С (рис. 4.68) содержит отображение L, кото­
рое соединяет главные образующие G(O) и G(l) и, следовательно, пересека­
ет все изопараметрические кривые G(u). Если это не выполняется, всегда 
можно разбить клетку С на две подклетки С' и С" так, что хотя бы для 

одной из них это условие удовлетворяется. Значения параметров на кривой 

L можно представить в виде 

(4.138) 
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Рис. 4.68. Сечение клетки с помощью пересекающих кривых. 

т. е. параметрические координаты точки Q(w), принадлежащей кривой L, 
являются функциями вспомогательного параметра w: 

u(w), v(w). (4.139) 

Точки кривой G(u), расположенной между Н(О) и L, можно определить 
с помощью выражения 

т п 

R(w, и)= ~ ~b;,j[u(w)];[v(w)v]j = 
i=Oj=O 

т п р . р . 

~ ~ Ь;, j( ~ Chwh)' (и~ dkwk) 1
, 

i=Oj=O h=O k=O 

которое эквивалентно 

(m + п)р п 

R(w, и) = ~ ~ е;, jWiJ. 
i=O j=O 

(4.140) 

(4.141) 

Таким образом, разбиение клетки степени (т х п) отображением степе­

ни р дает две подклетки степени [(т х п)р] х п. 

Общий член суммы с индексами i, j: 

ek, tWkV = b;,j(CgWg)i(vdhwh)j = 
= bi,j(Cg)i(dh)jW(gi+hJ)J, (4.142) 

где 

1 = j и k = gi + hj. (4.143) 

Существует еще одно решение, теоретически менее обоснованное, но ко­

торое требует меньшего объема вычислений и большего объема машинной 

памяти. Оно состоит в использовании определенных значений и, соответ­
ствующих точкам кривой L в качестве пределов образующих G(u). 
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4.4.3. Обобщенный подход к деформациям 

В этом разделе мы рассмотрим объекты, составленные из определенно­

го числа сшитых друг с другом клеток, и решим задачу исправления фор­

мы объекта с помощью задания смещения нескольких его точек. 

Проследим шаг за шагом деформацию объекта по мере удаления от зоны 

начального построения. 

Основные идеи 
Параметрический базис. Обозначим через R1 ортогональный базис, за­

данный тремя единичными векторами ОХ, ОУ и OZ. Координаты в этом 
базисе обозначим через (х, у, z) (рис. 4.69). Рассмотрим трехпараметриче­
ский базис Rz, совпадающий в своей начальной форме с базисом R1. Он 
представляет собой решетку (разд. 4.3.3), образованную одинаковыми 

ячейками (рис. 4.70), стороны которых соответственно равны ОХ/р, OY/q, 
OZ/r и вершины расположены в точках 

Т;. j. k, где i Е [О, р], j Е [О, q], k Е [О, r]. (4.144) 

Параметрические координаты точки Р(х, у, z) в этом случае будут рав­
ны ~ = Х, Т/ = у, ! = z. 

Деформация решетки. Предположим, что необходимо переместить точ­

ку Р(х, у, х) на вектор о. Для этого переместим вершину Т;, j. k с координа­

тами i "" рх, j == qy, k "" rz, расположенную наиболее близко к этой точке. 
Перемещение этой вершины д должно удовлетворять соотношению 

(4.145) 

где величина в квадратных скобках близка к 3 · 10- 2 • Другими словами, 

о 

Рис. 4.69. Ортогональный базис. 
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у 

о 

Рис. 4. 70. Характеристическая решетка трехмерного базиса. 

смещение вершины д составляет 

(4.146) 

Определим полную деформацию объекта, у которого Л точек P(~g, 1/g, 
tк), g Е [1, Л] испытывают перемещение на Еекторы Og (часть из них может 
быть равна нулю). 

Для этого сместим Л вершин, которые обозначим через Т;,, 1,, kr• где 

(4.147) 

и смещение каждой вершины обозначим через д,. Изменение положения 

каждой вершины д, приводит к изменению положения каждой точки Pg, 
равному 

р q г л 

hк = L; L; L; L; д1.У8;, р(~к) .'?8j, ч(1/к) Ylk, г(tк). (4.148) 
i=Oj=Ok=OI= 1 

При заданных величинах Og векторы д1 являются корнями системы ли­
нейных уравнений (4.148). 

После этого вершины ТJ в исходной решетке заменяются на Т(: 

т; = т, + д,. 

Таким образом определяется новое параметрическое пространство R 3 , 

вершинами решетки которого являются 

1) найденные ТОЧКИ Т/, j, k; 
2) [(р + l)(q + l)(r + 1) - Л] вершин пространства R2, не испытавших 

смещения. 

14-1172 
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Зная вершины решетки пространства R3, можно определить коэффици­

енты Ь;, j, k, описывающие модифицированную поверхность. 

Координаты точки. Если координатами точки Р в пространстве R3 бы­

ли ~' 71, t, ТО ПОСЛе раССМОТреННОГО ВЫШе преобразования координатами 
точки Р' в пространстве Rз будут 

Р q r 

Р'<~. 11. п = 2:: 2:: 2:ь:.j.ke111rk. (4.149) 
i=O)=Ok=O 

Особенности практического использования 

Выражение (4.149), несмотря на свою простоту, плохо приспособлено 
для вычислений в реальном времени. Преобразуем его к более удобному 

виду, хотя при этом может снизиться точность вычислений. 

Рассмотрим клетку, определенную в пространстве R1 с помощью 

[(т + l)(n + 1)] вершин Sgh· Текущая точка клетки определяется выра­

жением 

т п 

Р(и, v) = 2:: 2:: bg, hиgif = Р(~и. "' 11и. "' tи. v). 
i=O)=O 

(4.150) 

После преобразования пространства R1 в Rз координаты точки стали 

равны 
р q r 

Р'(и, v) = Р'(~, 71, t) = 2:: 2:: 2:f3i.J,k~i11Jrk. (4.151) 
i=O)=Ok=O 

Для нахождения вершины, близко расположенной к перемещаемой точ­

ке, необходимо величинам р, q и г присвоить значения 8 или 10. Для того 
чтобы объект находился в пространстве R1, его координаты должны нахо­
диться в пределах от 0,1 до 0,9. Тем не менее, если объект обладает плос­
костью симметрии, целесообразно совместить ее с поверхностью R1, так 
чтобы в пространстве R1 находилась только половина объекта. При перехо­
де от пространства R1 к Rз теоретически надо подвергнуть преобразованию 
каждую точку поверхности объекта, но это приведет к увеличению степени 

выражений, значительно превышающему возможности современных ЭВМ. 

Поэтому обычно ограничиваются модификацией декартовых координат 

вершин характеристической сетки. 

Очевидно, в таком случае непрерывность между двумя соседними клет­

ками не всегда сохраняется, что может привести к необходимости более 

сложной обработки. 

4.5. СШИВКА 

4.5.1. Общий случай 

Кривые 

Сшивка по касательной. Если концы двух отрезков кривых совмещены 

в одной точке и кривые являются касательными друг к другу в этой точке, 
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·~ 

Рис. 4.71. Сшивка двух кривых по касательной. 

то первый ненулевой вектор характеристического многоугольника одной 

кривой коллинеарен первому ненулевому вектору характеристического мно­

гоугольника другой, что можно выразить с помощью соотношения 

(4.152) 

где g - отличный от нуля скаляр. 

Если g < О, кривые выходят из общей точки в противоположных на­
правлениях (рис. 4.71). Если g >О, кривые выходят в одном направлении 
(рис. 4. 72). 

Сшивка с сохранением кривизны. Для того чтобы две кривые имели 

одинаковую кривизну в общей точке, они должны иметь один и тот же 

центр кривизны в этой точке и, следовательно, должны выполняться сле­

дующие 4 условия: 
l. Наличие одной и той же касательной к обеим кривым, что соответ­

ствует условию (4.152). 
2. Совпадение плоскостей кривизны к обеим кривым, что означает ком­

планарность векторов а1, а2, а{ и а2 (рис. 4.73): 

14* 

а2 = ha1 + ka2. 

3. Одинаковое направление векторов главных нормалей, т. е. 

k >о. 

4. Совпадение значений радиусов кривизны. 

Рис. 4.72. Сшивка двух кривых по касательной (случай g >О). 

(4.153) 

(4.154) 
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Рис. 4.73. Первые векторы характеристических многоугольников двух кривых, сши­
тые с сохранением кривизны. 

Если С и С' являются кривыми степеней соответственно т и т ', то 

dP(O) -- = та1, 
du 

d 2P(O) 
dТ = т(т - 1) (а2 - а1), 

dP(O) х d2P(O) = т2(т - 1) (а х а) 
du dТ 1 2 ' 

(4.155) 

(т 1 а, 1 )3 т 1 а, 1 3 
R(O) = ~-~--.--'--~ 

т2(т - 1) 1 а, х а2 1 (т - 1) 1 а, х а2 1 · 

Кроме того, 

' 1 а1' J 3 R '(О) = _т_ -~~-
т' - 1 1 а{ х ai 1 · 

(4.156) 

Заменяя в выражении (4.156) а{ и ai значениями из формул (4.152) и 
(4.153), получим 

R '(О) = __!!!_'__ --~~l~g_a,~1-3 ----­
т' - 1 1 ga, 1 х 1 (ha, + ka2) 1 

т, gз 1 а, 1 3 т, g2 1 а1 1 3 
- т' - 1 gk 1 а, х а2 1 - т' - 1 k 1 а, х а2 1 · 

(4.157) 

Для того чтобы обеспечить равенство выражений (4.155) и (4.156), необ-
ходимо и достаточно 

или 

___!!!___ = ~- g2 
т-1 т'-1 k 

2 т' т - 1 k=g ---­
т т' - 1 

(4.158) 

(4.159) 

Заметим, что условие (4.154) выполняется одновременно с условием 

(4.159); таким образом, сшивка с сохранением непрерывности кривизны 

обеспечивается при выполнении условий (4.153) и (4.159). 
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Поверхности 

Сшивка по касательной. Рассмотрим две клетки С и С' (рис. 4.74) сте­
пеней соответственно (т х п) и (т х п '),имеющих в качестве общей гра­

ницы совпадающие кривые Р(и, О) и Р '(и, О). Касательные к изопара­

метрическим кривым Р(и0 , v) и Р '(и0, w) в общей точке Р(ио, О) = 

Р '(ио, О) определяются выражениями аР(ио, O)ldv и ар '(ио, O)/aw. 
Для того чтобы клетки С и С' были касательны друг другу в точ­

ке Р(и, О), необходима и достаточна компланарность трех векторов 

аР(и, O)/av, аР(и, О)/аи и ар '(и, 0)/aw. 
Это условие можно записать следующим образом: 

[аР(и, О) х аР(и, О)] ар' (и, О) = О, (4.160) 
av аи aw 

но более предпочтительно использовать его в следующей форме: 

ар '(и, О) = h(и) аР(и, О) + k(и) ~Р(и, О), 
aw av аи 

(4.161) 

где вид полиномиальных функций h и k зависит от особенностей решаемой 
задачи. 

Для клетки С', которая описывается поверхностью степени ( т х п ' ) , 
текущая точка первой вспомогательной образующей R(и) определяется по 

формуле 

1 аР' 
R(и) = Р'(и, О)+ -- = 

п' aw 

= Р(и, О)+ J_[h(и) аР(и, О)+ k(и) аР(и, О)]. 
п' av аи 

Рис. 4.74. Сшивка по касательной двух клеток. 

(4.162) 
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Степени слагаемых в квадратных скоб!ШХ равны соответственно 

(Т/ + т) и (х + п - 1), (4.163) 

где Т/ и х - степени функций h и k относительно параметра и. 

Тогда выражение для R можно представить в виде 
т' 

R(u) = ~ s; .98;, т(и), (4.164) 

i =о 

где т' равно наибольшему из двух значений (4.163). 
Отметим, что степень поверхности, описывающей клетку С', становит­

ся равной (т' + п ') и что ограничивающая кривая Р(и, v) рассматривает­
ся как кривая степени т, когда она принадлежит клетке С, и как кривая 

степени т ' для клетки С'. Таким образом, ее степень искусственно подни­
мается от т до т' (разд. 4.4.1, увеличение числа вершин характеристиче­
ского многоугольника). 

Тем не менее для других главных или вспомогательных образующих 

можно обойтись только фиктивным увеличением степени. Так, при опреде­

лении условий сшивки между клетками С' и С" (рис. 4.75) не потребуется 
бесполезного увеличения степени С". 

Реально наиболее простой случай соответствует условиям h(u) = const, 
k(u) =О. 

Рассмотрим характеристические многоугольники главной образующей 

D, текущей точкой которой является Р(и, О), и первой вспомогательной об­
разующей D1 с текущей точкой R(u) (рис. 4.76). Вершинами многоугольни­
ков являются соответственно точки S;, о и S;, 1. Очевидно, что 

дР(;~ О) = n[R(u) - Р(и, О)], 

дР(и, О) .; 
д = n L; (Si, 1 - Si, o)~i, m(U). 

V i=O 
(4.165) 

Векторы, связывающие одноименные вершины характеристических мно­

гоугольников D и D1, можно представить в виде а; = s;. 1 - s;, 0 • 

Отсюда получаем т 

дР(и, О) ~ 
дv = n L_JOt.i~i. т(U). (4.166) 

i=O 

о 
Рис. 4.75. Сшивка клеток С' и С". 
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Рис. 4. 76. Сшивка клеток по касательным. 

Следовательно, производные по и и w коллинеарны, а их величины про­
порциональны с коэффициентом 

а; 
- = h = coпst. 
а( 

(4.167) 

На этом свойстве основан метод модификации клетки без изменения со­

седних. Проведем две изопараметрические кривые С(ио, и) и Н(и, vo), про­
ходящие через точку максимального смещения Р(и, vo). В результате полу­
чим четыре подклетки, согласующиеся между собой по правилу (4.162), где 

Uo Vo 
h = --; k = о и h = --; k = о. 

1 - Uo 1 - Vo 
(4.168) 

Р(ио, vo) является общей угловой точкой для четырех начальных ячеек 
характеристических сеток подклеток (рис. 4. 77), стороны которых пред-

C(Uo,O) 

Рис. 4.77. Модификация клетки без изменения граничных условий. 
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ставляют собой образующие гиперболического параболоида. Затем можно 

вместо Р(и0 , vo) произвольным образом выбрать другую точку Р' (ио, vo), 
построив для нее гиперболический параболоид, удовлетворяющий только 

одному условию, определяемому выражением (4.168). 
Таким образом, происходит точная сшивка четырех подклеток, условия 

сщивки вдоль граничной кривой С не меняются и она сохраняет свою ис­

ходную степень. 

Отметим еще одно свойство, которое состоит в том, что параллель­

ность векторов а.{ является достаточным условием параллельности векто­

ров а; без ограничения на величину их модулей. В этом случае цилиндр 

с направляющей D 0 и образующими, параллельными щ, будет касаться 

кривой С, а кривая D{ будет иметь ту же степень т, что и кривые D и D 1• 

Сшивка более высокого порядка. В этом случае для поверхностей мож­

но использовать те же идеи, которые легли в основу методов сшивки кри­

вых (разд. 4.2.5, сшивка более высокого порядка), но их реализация являет­
ся более трудоемкой. 

4.5.2. Специальные случаи 

Отображения 

Рассмотрим две клетки С и С' (рис. 4. 78), общей границей которых яв­
ляется кривая D. Каждая из клеток содержит отображение, обозначенное 
L или L', которое пересекает кривую D в точке Р. На рис. 4. 79 представле­
но эквивалентное изображение в декартовых координатах. Аналогами кле­

ток С и С' являются квадратные клетки Г и Г', а аналогами кривых L 
и L' являются кривые Л и Л', которые сходятся в точке П, лежащей на 
граничной прямой д. Прямые () и ()', касательные к кривым Л и Л' в точке 
Д обраэуют углы 1/; и 1/;' с нормалью к д. Аналогами касательных () и 
()' на рис. 4. 78 являются прямые Т и Т', касательные к кривым L и L' 

r' 

L' Рис. 4. 78. Сшивка пересекающих кривых. 
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r 

е 

л· 

Рис. 4.79. Изображение пересекающих кривых. Г' 

в точке Р, удовлетворяющие следующим условиям: 

дР дР. 
Т параллельно -cos 1/; + -sш 1/;, 

дv ди 

или 

дР дР 
Т параллельно дv + ди tg 1/;, (4.169) 

а также 

т ' дР' дР ·'·' параллельно~+ дutgy . 

С учетом выражения (4.161) имеем 

дР дР 
Т' параллельно h(u)- + [k(u) + tgl/;']-. 

дv ди 
(4.170) 

Для того чтобы прямые Т и Т' были параллельны (коллинеарны), не­

обходимо, чтобы в выражениях (4.169) и (4.170) коэффициенты при дР/ди 
и дР / дv были пропорциональны, т. е. 

1 
h(u) 

tgl/; 
k(u) + tgl/;'' 
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откуда 

tgt/;' = tgi/;h(и) - k(и). 

Клетки 
Примыкающие клетки. Если несколько клеток имеют общую угловую 

точку, их векторные коэффициенты должны удовлетворять определенным 

условиям. При этом следует различать случаи четного и нечетного числа 

клеток, сходящихся в общей точке, хотя подход к решению задачи в обоих 

случаях одинаков. Ниже рассмотрены случаи примыкания 4 и 3 клеток. 
Случай большего числа клеток не представляет принципиальных трудно­

стей, хотя возрастание объема вычислений может служить ограничиваю­

щим фактором. 

Случай четырех клеток. На рис. 4.80 представлены четыре клетки С, 
С', С" и С"', текущие точки которых обозначим через Р(и, v), Р' (и, w), 
Р" (t, v) и Р"' (t, w). Будем считать заранее известной клетку С и опреде­
лим правила сшивки с ней клеток С' по линии Р(и, О) и С" по линии 

Р(О, v). Обозначим через (h', k') и (h", k") условия плавного касания при 
сшивке соответствующих клеток на основе выражения (4.161). 

Отметим также, что при нахождении клеток С' и С" может оказаться 

необходимым принять во внимание целый ряд условий. Необходимым ус­

ловием такого типа является, например, сшивка с клеткой С"' с обеспече­

нием плавного касания (h{, k{) и (h{', k{). 
Если считать, что правила (h', k') и (h", k") заранее определены, то 

сшивку клеток следует производить таким образом, чтобы гарантировать 

их выполнение. 

Для упрощения формул положим сначала, что степени поверхностей, 

описывающих все четыре клетки, равны (т х п ). Зная характеристическую 
сетку клетки С и правило (h, k), находим вершины S' (i, О) и S' (i, 1) харак-

-(h/.К/) 
Рис. 4.80. Сшивка четырех примыкающих клеток. 
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теристической сетки клетки С' (рис. 4.81). Таким же образом, используя 
правило (h", k"), определяем вершины S" (О, j) и S" (1, j) характеристиче­
ской сетки клетки С". Правила (h{, k{) и (h{', k{') позволяют найти вершины 
характеристической сетки клетки С"', из которых S"' (О, 1), S"' (1, О) и 

S"' (1, 1) определяются дважды - из условий сшивки клетки С"' с клетка­

ми С' и С". Это накладывает дополнительные ограничения на правила 

сшивки (h{, k{)и (h{', k{'), так как оба способа нахождения вершин должны 
давать один и тот же результат. 

Вершины ячейки характеристической сетки клетки С" степени (т х п), 

содержашей точку Р(О, О), определяются следующим образом: 

So,o = Р (О, О) = Ь1,о, 

so,1 = Р(О, О) + .!._ аР~, О) = Ьо,о + !_Ь1,о, 
т п т 

1 аР(О, О) 1 
S1,o = Р(О, О) + - а = Ьо,о + -Ьо, 1, 

п v п 

S1,1 = Р(О, О)+.!._ аР(О, О)+.!._ аР(О, О)+ _1_а2Р(О, О)= 
т аи п дv тп auav 

1 1 1 
= Ьо,о + -Ь1,о + -Ьо,1 + -Ь1,1. 

т п тп 
(4.171) 

Ограничения, налагаемые на (h{, k{) и (h{', k{'), приводят к идентичности 
векторных коэффициентов Ь{': о, ьо: 1 и ь1: 1, полученных двумя способами: 

сшивкой клеток по цепочке С, С' и С"' и по цепочке С, С" и С"'. Идентич­

ность точки Р(О, О) очевидна. 

Для простоты положим, что точка Р(О, О) совпадает с началом декарто-

Рис. 4.81. Решетка угловых точек характеристических сеток четырех примыкаюших 
клеток. 
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вой системы координат, т. е. Ьо, о= О. Для клетки С' имеем 

дР' (О, О) _ дР(О, О) _ Ь 
ди - ди - 1,0, (4.172) 

дР'(О, О)= дР(О, O)h'(O) + дР(О, O)k'(O) = Ь h'(O) + Ь k'(O) (4.173) 
дw дv ди 0,1 1,0 ' 

д2Р, (О, О) = _!1___ [дР, (О, О)] = д2Р (О, О) h, (О) + дР (О, О) dh, (0) + 
дидw du дw дидv дv du 

+ д2Р(О, О) k' (О) + дР(О, О) dk' (О) = 
д~ ~ du 

, dh' (О) dk' (О) 
= b1,1h (О)+ Ьо,1~ - 2Ь2, ok'(O) + Ь1.о~, (4.174) 

д2Р(О, О) d2b2, ои2 
так как 2 = 2 = 2Ь2. о. 

ди du 

Аналогичные формулы справедливы и для клетки С": 

дР" (О, О)_ дР(О, О)_ Ь 
дv - дv - 0,1, (4.175) 

дР"~~· О)= дР~~ O)h"(O) + дР~~ O)k"(O) = b1,0h"(O) + bo,1k"(O), (4.176) 

д2Р" (О, О)= д2Р(О, О) h" (О)+ дР(О, О) дh" (О)+ 
дtдv дидv ди dv 

+ д2 Р(О, О) k" (О) + дР(О, О) dk" (О) = 
дv дv dv 

(4.177) 

Для сшивки клетки С"' с клеткой С' необходимо выполнение условий 

дР"' (О, О) = дР' (О, О)= Ь h' (О) Ь k' (О) ] 
дw дw 0,1 + 1,0 ' 

дР"'(О, О)= дР'(О, O)h{(O) + дР'(О, O)k{(O). 
дt ди дw 

С учетом выражений (4.172) и (4.173) имеем 

дР"' ~~· О)= b1,ohl(O) + [bo,1h' (О)+ b1,ok' (O)]k{(O) = 

= b1,o[h{(O) + k' (O)k{(O)] + bo,1h' (O)k{(O). 

(4.178) 

(4.179) 



Кроме того, 

а2рш (О, 

дtдw 
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О)_ д2Р'(О, O)h'(O) дР'(О, O)dh{(O) 
- 1 + --+ 

дидw ди dw 

д2Р'(О, O)k'(O) дР'(О, O)dk{(O) 
+ aw2 1 + дw dw 

или с учетом выражений (4.172)-(4.174): 
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а2Р"'(О, О)= [ь h'(O)+b dh'(0)+2b k'(O)+b dk'(O)]h'(O)+ 
дtдw 1.1 о, 1 du 2,0 1.0 du 1 

~{~ ~{~ 
+ b1,odW + 2bo,2ki(O) + [bo,1h' (О)+ b1,ok' (O)]dW = 

= Ь [h'(O)dh' (О)+ h' (O)dk{(O)] + Ь1,о [dh{(O) + 
0 • 1 1 du dw dw 

+ k'(O/ki(O) + h{(O)dk'(O)] + 
dw du 

+ b1,1h' (O)hi(O) + 2b2,ok' (O)hi(O) + 2b6,2ki(O). (4.180) 

Сшивка клетки С"' с клеткой С" выполняется аналогично: 

дР"'(О, О)= дР"(О, О)= Ь h"(O) + Ь k"(O) ] 
дt дt 1, о 0, 1 ' 

дР"' (О, О) = дР" (О, О) h "(О) + дР" (О, О) k"(O) 
дw дv 1 дt 1 ' 

(4.181) 

или с учетом выражений (4.175) и (4.176) 

дР"' (О, О)Ь h"(O) + [Ь h" (О)+ Ь k" (O)]k"(O) = дw о, 1 1 1,0 О, 1 1 

= bo,1[hi'(O) + k"(O)ki'(O)] + b1,oh"(O)ki'(O). (4.182) 

Кроме того, имеем 

д2Р"' (О, О) _ д2Р" (О, О) " дР" (О, О) dh{'(O) + 
дtдw - дtдv h 1 (О) + дv dt 

д2Р" (О О) дР" (О О) dk i'(O) + ' k "(О) + ' --
дt2 1 дt dt 

и с учетом выражений (4.175)-(4.177): 

а2рш (О, О)= [ь h" (О)+ Ь dh" (О)+ Ь dk" (О)+ 2Ь k" (О)] h"(O) + 
дtдw 1, 1 1,0 dv о, 1 dv 0,2 1 

dh "(О) dk"(O) 
+ Ь - 1 - + 2Ь" k "(О) + [Ь h" (О) + Ь k" (О)]-1 - = 0,1 dt 2,0 1 1,0 0,1 dt 
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= Ь [dk" (О) h "(О) + dh{'(O) + k" (O)dk{'(O)] + 
0 • 1 dv 1 dt dt 

+ Ь [dh" (О) h "(О) + dk {'(О) h" (О)] + 
1' 0 dv 1 dt 

+ Ь1.1 h" (O)h{'(O) + 2bo,2k" (O)h{'(O) + 2bf,ok{'(O). (4.183) 

Условия на (h{, k{) и (h{', k{') приводят к идентичности выражений 

(4.178) и (4.182), (4.179) и (4.181), а также (4.180) и (4.183). 
Из идентичности выражений (4.178) и (4.182) следует 

bo,1h' (О)+ b1,ok' (О)= bo,1[h{'(O) + k" (O)[kl'(O)] + b1,oh" (O)k{'(O), 

откуда 

и 

h' (О) = h{'(O) + k" (O)k{'(O), 

k' (О)= h" (O)k{'(O) 

k"(O) = k' (О) 
1 h" (О)' 

h{'O = h'(O)h"(O)- k'(O)k"(O)_ 
( ) h" (О) 

Из идентичности выражений (4.179) и (4.181) имеем 

(4.184) 

b1,o[h{(O) + k' (O)k{(O)] + bo,1h' (O)k!(O) = b1,oh" (О)+ bo,1k" (О), 

откуда 

и 

h{(O) + k' (O)k{(O) = h"' (О) 

h'(O)k{(O) = k"(O), 

k'(O) - k" (О) 
1 - h' (О)' 

, h' (O)h" (О) - k' (O)k" (О) 
h1(0) = . 

h' (О) 

(4.185) 

Идентичность выражений (4.180) и (4.183) с учетом (4.184) и (4.185) дает 

bo,i [h'(O)h"(O) - k'(O)k"(O) dh'(O) + h'(O/kl(O)J + 
h' (О) dи dw 

ь [dh{(O) k'(O)dk{(O) h'(O)h"(O) - k'(O)k"(O)dk'(O)] 
+ 10 --+ --+ + 

· dw dw h' (О) du 

+ b1,1[h' (O)h" (О) - k' (O)k" (О)] + 

k'(O)[h'(O)h"(O) - k'(O)k"(O)] , k"(O) + 2Ь2 о + 2Ьо 2-- = 
' h' (О) ' h' (О) 
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= Ь1 о -- + h (О)-- + [
h'(O)h"(O)- k'(O)k"(O) dh"(O) " dk{'(O)] 

' h" (О) dv dt 

+ Ьо 1 -- + k (О)-- + -- + [
dh{'(O) " dk{'(O) h'(O)h"(O) - k'(O)k"(O) dk"(O)] 

' dt dt h" (О) dv 

+ b1,1(h'(O)h"(O) - k'(O)k"(O)] + 

k" (O)[h' (O)h" (О) - k' (O)k" (О)] " k' (О) + 2Ьо 2 + 2Ь2 о--. 
' h" (О) ' h" (О) 

(4.186) 

После нахождения клеток С, С'и С" коэффициенты, участвующие в 

определении клетки С"', можно разбить на две категории: 

1. h{ (О), k{ (О), h{'(O) и k{'(O), которые находятся непосредственно из со­
отношений (4.178) и (4.179), как только правила (h', k') и (h", k") стано­
вятся известными. 

2. dh{(O)ldw, dk{ (O)ldw, dh{'(O)!dt и dk{'(O)ldt, которые должны удов­
летворять условиям (4.186). 
Замечания. 

1. Вектор Ь1, 1 появляется с одним и тем же коэффициентом в двух чле­

нах выражения (4.186), что в данном случае не приводит к особым ограни­
чениям. 

2. Векторы Ьо,2, Ь2,о, Ьо,2 и Ь2,о в выражении (4.186) не являются незави­
симыми, один из них может быть выражен через три других. 

3. Если k' (О) и k" (О) равны нулю, то кривые Р(и, О), Р' (О, w), Р" (О, 
v) и Р"' (t, О) являются попарно касательными в точке Р(О, О), и для векто­
ров Ьо,2, Ь2,о, Ьо,2 и Ь2,о из формулы (4.186) нарушается справедливость пре­
дыдущего замечания. В этом случае из выражений (4.184) и (4.185) следует 

h{(O) = h" (О), h{'(O) = h(O), k{(O) = k" (О). (4.187) 

4. Если k' (О) = k" (О) и выполняются условия 

dh' (О)= dh" (О)= dh{(O) = dh{'(O) =О 
du dv dw dt ' 

то формула (4.186) справедлива при выполнении следующих условий: 

и 

dk{(O) dk" (О) 
(JW----cJV 

dk{'(O) dk' (О) 
(jf=(fU. 

(4.188) 

В этом случае не накладывается никаких ограничений на векторы Ьо,2, Ь2,о, 

Ьо,2 и ь2.о. 
Случай трех клеток. Рассмотрим три клетки С, С' и С" (рис. 4.82), 

текущие точки которых обозначим через Р(и, v), Р' (и, w) и Р" (w, v). Обо-
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Рис. 4.82. Сшивка трех примыкающих клеток. 

значим через (h, k) и (h ', k') правила сшивки клетки С соответственно 
с клетками С' и С" по границам Р(и, О) и Р(О, v), а через (h{.k{) - прави­

ло сшивки клеток С' и С". 

Задача состоит в том, что по заранее известным правилам (h', k') и 
(h", k") нужно определить дополнительные условия, накладываемые на 
правило (h{, k{). Как и в разд. 4.5.2, предположим, что все три клетки 
имеют степень (т х т) и точка Р(О, О) совмещена с началом декартовой 

системы координат. Из выражений (4.172)-(4.174) следует 

дР, (О, О) - Ь (4.189) 
ди - 1,0, 

дР'(О, О)= Ь h'(O) + Ь k'(O) 
дw 0,1 1,0 , (4.190) 

а также 

а2Р'(О, О)= Ь h'(O) + Ь dh'(O) + 2Ь k'(O) + Ь dk'(O). 
дидw 1, 1 о, 1 du 2,0 1,0 du (4.191) 

Правило (h", k") сшивки клеток С' и С" определяется по аналогии с 
выражениями (4.175)-(4.177): 

дР" (О, О) 
дv = Ьо,1, (4.192) 

дР" (О, О) = Ь h" (О) + Ь k" (О) 
дw 1,0 0,1 ' (4.193) 

а2Р"(О, О)= Ь h"(O) Ь dh"(O) 2Ь k"(O) Ь dk"(O) 
дvдw 1,1 + 1,0 dv + 0,2 + 0,1 dv . (4.194) 
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Сшивка клеток С' и С" по правилу (h", k") определяется следующими 
соотношениями: 

дР"(О, О)= дР'(О, О)= Ь h'(O) Ь k'(O) 
дw дw 0,1 + 1,0 , 

дР" (О, О) = дР' (О, О) h{ (О) + дР' (О, О) k{(O) = 
дv ди дw 

= b1,oh{(O) + [bo,1h' (О)+ b1,ok' (O)]k{(O) = 

= bo,1h' (O)k{(O) + b1,o[h{(O) + k' (O)k{(O)], 

д2Р " (0, О) - д2Р' (О, O)h '(О) дР' (О, О) dh {(О) 
----- 1 + --+ 

дvдw дидw ди du 

д2Р'(О, O)k'(O) дР'(О, О) dk{(O) _ + 1 + ---
дw2 дw dw 

[ь1.1h'(О) + Ьо,1 d~~O) + 2b2,ok'(O) + b1.od~~O)] h{(O) + 

dk{ (О) dh{(O) , , 
+ [bo,1h' (О)+ b1,ok' (O)]----;JW + b1,o----;JW + 2bo,2k1(0) = 

= bo,1[h{(O)dh'(O) + h'(o/k{(O)] + 
du dw 

+ Ь [h'(O)dk' (О)+ dh{(O) + k' (O)dk{(O)] + 
0 ' 1 1 du dw dw 

+ b1,1h' (O)h{(O) + 2b2,ok' (O)h{(O) + 2bo,2k{(O). 

(4.195) 

(4.196) 

(4.197) 

Из необходимости идентичности выражений (4.193) и (4.195), (4.192) и 
(4.196), а также (4.194) и (4.197) можно вывести условия, которым должны 
удовлетворять функции h" и k". 

Так, из идентичности выражений (4.193) и (4.195) следует 

Ьо, 1 k" (О) + b1,oh" (О) = Ьо, 1 h' (О) + b1,ok' (О), 

h" (О) = k' (О), (4.198) 

k" (О)= h' (О), 

а из идентичности выражений (4.192) и (4.196): 

Ьо,1 = bo,1h' (O)k{(O) + b1,o[h{(O) + k' (O).k{(O)], 

k{(O) = _l_ 
h' (О)' 

h '(О) = - k' (0)_ 
1 h' (О) 

(4.199) 

Идентичность выражений (4.194) и (4.197), с учетом выражений (4.189) 
и (4.199), приводит к тому, что 

15-1172 
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~-~ ~-~ 
b1,1k'(O) + Ь1,о~ + 2bo,2h'(O) + Ьо,1~ = 

= ь [- k' (О) dh' (О)+ h' co/k{(O)] + 
0 ' 1 /1' (О) du dw 

+ Ь [- k'(O) dk'(O) + dh{(O) + k'(O)dk{(O)] 
1•0 h' (О) du dw dw 

' k' (0)2 ' 1 
- b 1,1 k (О) - 2Ь2,о h' (О) + 2Ьо,2 h' (О)· (4.200) 

В выражениях (4.198)-(4.200) содержатся также условия, !<оторым дол­
жны удовлетворять функции h{ ь k{. 

Заметим, что если первые производные функций h', k', h", k", h{ и 
k{ в точке Р(О, О) равны нулю, т. е. и = v = w = О, выражение (4.200) пре­
образуется к виду 

Ьо,2 = Ь2,о [k' (0)2 +b1,1k' (O)h' (О)+ bo,2h' (0)]2. (4.201) 

Случай п клеток. Рассмотрим п клеток, попарно касающихся вдоль п 

линий L и имеющих общую угловую точку Р, в которой все они имеют 
касательную плоскость (рис. 4.83). Предположим, что известна клетка С1. 
Тогда определение клеток С2, Сз, .. " Сп - 1 не вызовет принципиальных 

трудностей, поскольку для сшивки каждой из них необходимо только вы­

полнить условия плавного касания с предыдущей. Клетка Сп должна плав­

но касаться как клетки С1 , так и клетки Сп_ 1. 

' ' ' 

Рис. 4.83. Общий случай п примыкающих клеток. 
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В зависимости от того, четной или нечетной является величина п, усло­

вия сшивки этой клетки идентичны описанным в разд. 4.5.2 (случай четы­
рех клеток). 

Вспомогательные поверхности. Закругления сшиваемых клеток. Часто 

возникает необходимость сшивки двух клеток, которые найдены независи­

мо друг от друга и для которых не выполняются условия плавного каса­

ния. Топологические условия взаимного расположения клеток могут быть 

различны, например клетки могут иметь или не иметь общей границы. Бо­

лее того, назначение поверхностей клеток может быть различным, напри­

мер одна поверхность играет сугубо техническую роль, а другая - в значи­

тельной степени или целиком эстетическую. 

Если клетки не имеют общей границы, можно использовать методы 

сшивки, описанные в разд. 4.2.5. Ниже рассмотрен только случай клеток, 
имеющих общую границу. 

Рассмотрим две клетки С' и С" (рис. 4.84), общей границей которых 
является линия L (и, О). Проведем кривые L' и L", которые разбивают эти 
клетки на подклетки С{, Ci, С{' и С2' . Подклетки Ci и С2 оставим без 
изменения, а подклетки Ci и С{' заменим на касающуюся их по линиям 
[,' и L" одну клетку Т. 

Таким образом, для выполнения сшивки с клетками Ci и С2' достаточно 
определить две вспомогательные образующие д{ и д{', используя в случае 

необходимости рассмотренные выше методы (с помощью функций h и k). 
Можно также дополнительно построить вспомогательные образующие д2, 

д2, дЗ, ЛЗ', ... , обеспечив только, чтобы они были той же степени, что и 
кривые L' и L". Вершины характеристических многоугольников этих кри­
вых будут представлять собой вершины характеристической сетки сшиваю­

щей клетки Т. 

В этом виде метод не очень отличается от того, который используется 

для нахождения произвольной клетки, кроме тех слу1µ1ев, когда может по­

требоваться использование функций h и k для определения д{ и д{'. Затем 

Рис. 4.84. Вспомогательная поверхность сшивки. 

15* 
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следует формально приравнять степени основных L' и L" и вспомогатель­
ных д{, д2, ... , д2' , д{' образующих. Можно также попытаться использо­
вать более удобный с алгоритмической точки зрения метод, основанный 
на следующих предположениях: 

• Степени клеток Cf и С2 равны соответственно (т х п') и (m х п"), 
а степень клетки Т равна (m х 3). 

• Функции сшивки имеют вид h = const, k = О. 
Для определения значения функции h можно привести следующие сооб­

ражения. Характеристический многоугольник кривой Li, лежащей на по­
верхности клетки Cf степени (т х п') имеет п' сторон (рис. 4.85). Если 
допустить, что кривые Li и Lf' не имеют ре.зких изменений кривизны, то 
можно считать, что их характеристические многоугольники несильно от­

клоняются от самих кривых, заканчивающихся в общей с ними точке, и 

длина характеристического многоугольника равна А' R = п' а{ и 

А" R = п"а{'. 

Минимальное изменение кривизны вдоль кубической кривой имеет ме­

сто для значений А' М' 1 А' R или А" М" 1 А" R, заключенных между 0,55 
и 0,65, если а меняется в пределах от 45° до 90° (разд. 4.1.4, рис. 4.21). 
Обычно выбирают величину 0,6 тогда h' = О, 6 п' , h" = О, 6 п" . 

Дополни1'11Ельная клетка. Рассмотрим клетки С1, Cz, "" Сп, примыка­
ющие друг к другу по граничным линиям, сходящимся в одной точке, при­

чем примыкание осуществляется без плавного касания. Проведем в клетках 

изопараметрические кривые L1, М1, "" Ln, Мп, с помощью которых опре­
делим плавные закругления сшиваемых клеток Е1, z, Ez, 3 , "" по методу, 

описанному в разд. 4.5.2 (случай четырех клеток). После этого остается 
только определить поверхность F, осуществляющую сшивку поверхностей 
Е1, z, Ez, з и т. д. (рис. 4.86). 

Рис. 4.85. Определение закругления сшивки. 
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Рис. 4.86. Вспомогательные клетки для сшивки. 

В общем случае на величину п - число сшиваемых поверхностей С не 

накладывается никаких ограничений. Следует только иметь в виду, как от­

мечалось в разд. 4.5.2, что имеются небольшие отличия в решении для чет­
ных и нечетных значений п. 

Случай четырех поверхностей. Рассмотрим четыре клетки С1, ... , С4 
(рис. 4.87), полученные в результате разбиения клеток В1, ... , В4 кривы­
ми L 1 , М1 , ... , L4, М4 . Определим сначала четыре сшивающие клетки 
Е1. 2, ... , Е4, 1, степень которых равна (т х 3). Искомая поверхность F явля­
ется касательной к клеткам Е1.2, ... , Е4,1 по линиям А1 А2, ... , А4 А 1 и 
координаты точек А 1, ... , А4 в клетках С1, ... , С4 равны и = О; v = О. Если 
кривые L1, ... , М4 являются изопараметрическими, то функции сшивки кле­
ток С1, "., С4 с клетками Е1,2, ... , Е4, 1 имеют вид h(u) = const, k(u) =О, 
и если h1,2(v) = h2,з(и?, то для сшивки клеток F и Е1,2 необходимо исполь­
зовать правило: 

h{,2 = h1,4 и kl,2 =о. 

Рис. 4.87. Случай четырех вспомогательных клеток. 
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Если то же выполнить для всех четырех граничных линий, степень по­

верхности клетки F будет равна (3 х 3). Но если, например, h1,4 ~ h2, з, то 
функция h{,2 принимает следующий вид: 

h{.2(1P) = h1,4(2<p 3 - 3,/- + 1) + h2,з( - 2<р 3 + 3<р 2), 

для того чтобы выполнялись условия 

dh{,2(0) = dh{,2(1) =о. 
d<p d<p 

Выражения в скобках являются интерполяционными функциями Кунса. 

В этом случае степень поверхности клетки F равна (6 х 6). Из 49 вершин 
ее характеристической сетки для получения девяти центральных вершин не­

достаточно использовать приведенные правила сшивки (функции h и k). 
Для их определения можно использовать следующий метод. 

Обозначим через So,2. S1.2. Ss.2 и Sб,2 вершины, полученные с помощью 
правил сшивки h и k. Рассмотрим вспомогательные вершины Ri,2 и R4,2 
(рис. 4.88), которые определим из условия равенства отрезков: 

S1,2Ri.2 = So,2S1,2 

и Ss,2R4,2 = S6,2Ss,2. 

Таким образом, у многоугольника So, 2Ri. 2R4, 2 S6, 2, характеризующего 

кубическую кривую, мы фиктивно повышаем степень до шести за счет по­

строения многоугольника So,2S1,2Si,2SЗ,2S4.2Ss,2S6, 2. 
Аналогично можно получить точки 

Si,2, SЗ,2, S4,2, 

Si,з. SЗ,з, S4,з, 

Si,4, S3,4, S4,4. 

Используя тот же прием, из точек 

' \ 

S2,o, S2,1, S2,s, S2,6, 

Sз,о, ". , Sз,6, 

S4,o, ". , S4,6 

, , , 

Рис. 4.88. Определение центральных точек характеристической сетки. 
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Si', 2 , Si', з , Si', 4 , 

Sf,',2, S3',з, Sf,',4, 

S.4', 2 , S.4', з , S,i', 4 • 

Отсюда окончательно определяются 

S _ Si.2 + Si'.2 SЗ,2 + SЗ',2 S _ S4,4 + S4',4 
2,2 - 2 , Sз,2 = 2 , 4,4 - 2 
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Случай трех поверхностей. Для этого случая используются несколько 

методов. Часть из них предоставляет некоторый простор для инициативы 

оператора и больше пригодна для решения эстетических задач, остальные 

же строго следуют составленному алгоритму. 

Вырожденная клетка. Поверхность А 1 А2 Аз на рис. 4.89 представляет 
собой вырожденную клетку, сторона которой А4 А 1 сведена к точке А 1. 

Правило сшивки клеток С и Е имеет вид h = const, k = О, и условие 

h1, 2 = hз. 1 влечет следующие выражения для правил h!, hi и hЗ: 

h{ = h2, 1 = hз, 1, 

hi = hз.2( - 2и 3 + 3и 2), 

h3 = h2,з( - 2и 3 + Зи 2). 

Степень поверхности клетки F равна (6 х 3). 
Если hz, 1 ;it hз, 1, выражение для h{ принимает вид 

h{ = h2,1(-2u 3 + 3и 2) + hз,1(2и 3 - 3u 2 + l), 

а степень поверхности F равна (6 х 6). 

''21 ! 

Рис. 4.89. Вырожденная клетка А1АzАз. 
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Бо,о 

Рис. 4.90. Определение вершин характеристической сетки вырожденной клетки. 

Когда степень поверхности равна (6 х 3), вершины характеристической 
сетки определяются автоматически, а когда степень равна (6 х 6), девять 
неопределенных вершин находятся по методу, изложенному в разд. 4.5.2 
(дополнительная клетка). 

Однако, как показано на рис. 4.90, вершины 81, 1 и 81,5 совпадают соот­

ветственно с вершинами 81,0 и 81,6 и с помощью предыдущих методов 

вершины 81,2, 81,з и 81,4 определить нельзя. В этом случае фигура 

80,081, 1 Т81,6 является параллелограммом, а точки 81,2, 81, з и 81,4 могут 
быть определены из условий 

81,081,2 = 81,681,4 =о 5 
81,оТ 81,бТ ' ' 

80,081,з = О,В3 . 
80,оТ 

Эти соотношения выбраны так, чтобы кривизна вдоль кривой, опреде­

ляемой характеристическим многоугольником 81, 2, в большинстве случаев 

изменялась не очень сильно. 

Клетка с точкой излома. На одной из трех граничных линий (рис. 4.91) 

Рис. 4.91. Клетка с точкой излома. 
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отложим точку А4, для которой значение параметра и равно 0,5. Разделим 
клетку Е2 с помощью изопараметрической линии L(0,5; v) на две полуклет­
ки Е2, 1 и Е2, з. Углами дополнительной клетки F будем считать точки А 1, 

А2, Аз и А4. 

Заметим, что в точке А4 частные производные дР / ди и дР / дv коллине­
арны и что эта точка является точкой излома. Этот случай в принципе 

сводится к рассмотренному в разд. 4.5.2 (случай четырех поверхностей), 
вычисление нормали в точке А2 выполняется не с помощью векторного 

произведения частных производных, а с привлечением специальной проце­

дуры из разд. 4.2.2 (поверхности с точкой излома). Известно, что правило 
сшивки клеток Е2 и С1 имеет вид 

h1,з = const, k =О, 
а для клеток Е2, 1 и С1 

Вероятно, что, кроме особых случаев, сшивка клеток Е3 и F будет опи­
сываться кубической зависимостью, хотя степень клетки F будет равна 

(6 х 6). 
Диагональное разбиение. Данный метод заключается в разбиении одной 

из клеток, например С1, пересекающей ее кривой, для которой и = t, v = t. 
Таким образом, клетка С1 делится на две вырожденные клетки С{ и С{' 

(рис. 4.92), нулевая сторона которых совпадает с точкой В = Sm, п. 
Клетки С{ и С{' с угловыми точками соответственно Sm, п, So, о, 

Sm, о, Sm, п и Sm, п, So, о, So, п, Sm, п, полученные разбиением клетки 
So,o Sm,oSo,n Sm,n пересекающей кривой L(и, v), можно описать с помощью 
следующих выражений: 

т 

P'(t, v) = 
i=O j=O 

т п 

Р"(и, t)= L; 
i=O j=O 

c.J 

Рис. 4.92. Диагональное разбиение клетки. 

16-1172 
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Рис. 4.93. Разбиение с помощью изопараметрических кривых. 

Разбиение с помощью изопараметрических кривых. При разбиении кле­

ток С{ и С{' с помощью изопараметрических кривых 

L' (tO, v), Л' (t', Vo) 
и 

L" (и, t6'), Л" (ио, t") 

образуется вспомогательная клетка (рис. 4.93) степени (т х 3), и решение 
сводится к случаю, описанному в разд. 4.5.2 (вырожденная клетка). Заме­
тим, что теоретически клетка Sm, nHJSm. п не совпадает с клетками 

Sm, п НКSт. п и Sm. п GJSm. п, их нужно находить самостоятельно. 

Разбиение главной образующей. В этом случае, как и прежде, клетка 

С1 разбивается пересекающей кривой (и = v), а подклетки С{ и С{' 

(рис. 4.94) разбиваются в свою очередь с помощью кривых L' (to, v) и 

Рис. 4.94. Разбиение с помощью главных образующих. 
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L" (и, t0 ), и правило сшивки (h, k) описывается зависимостью третьей 
степени. 

Преимущество такого решения по сравнению с предыдущим заключает­

ся в том, что клетка Sm, п HJK является частью клетки С1, ограниченной 
кривыми L' и L", и полная обработка выполняется за один прием. 

Разделенная клетка. Если провести разбиение трех клеток Ei, Е2 и Ез 
с помощью изопараметрических кривых, то получится шесть клеток Е1.2, 

Е1 .з, ... , Ез,2. Через произвольную точку Т проведем три кривые TBi, ТВ2 
и ТВ3 , которые являются границами трех клеток Fi , F2 и Fз, касающихся 
друг друга по линиям ТВ1 , ТВ2 и ТВз и одновременно касательных к клет­

кам Е1,2, Е1,з, ... , Ез,2. 
Условия, которым должно удовлетворять положение точки Т, приведе­

ны в разд. 4.5.1 и 4.5.2. К ним можно добавить другие произвольные усло­
вия. Например, если требуется найти решение по строгому алгоритму, в 

качестве дополнительных условий можно взять следующие: 

1. Разбиение клеток Ei , Е2 и Е3 выполняется с помощью изопараметри­

ческой кривой L (0,5; v). 
2. Положение точки Т задается на нормали к плоскости треугольника 

Bi В2Вз, проходящей через его центр тяжести (рис. 4.95). 
3. Плоскости, касательные к клеткам Е1, Е2 и Ез в точках В1 , В2 и В3 , 

пересекаются с нормалью GR в точках Ti, Т2 и Тз. При этом положение 

точки Т определяется следующим образом: 

GT = (GT1 + GT2 + GТз) х 0,15. 

Приведенное значение коэффициента 0,15 выбрJно из тех соображений, 
что оно обеспечивает минимальное изменение кривизны клетки F при изме­
нении углов, образуемых плоскостями, касательными к клеткам Е1, Е2 и 

Ез в точках В1, В2 и В3 в диапазоне от 90 до 180°. 
4. Характеристические многоугольники граничных кривых, начинаю­

щихся в точке Т, удовлетворяют следующим условиям (рис. 4.96): 

Рис. 4.95. Разделенная клетка. 
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Рис. 4.96. Положение вершины Т на нормали к плоскости В 1В2В3 • 

1 
TN1 = JGB1, 

1 
В1М1 = -BiG. 

3 
Ориентация отрезков В1М1, В2М2 и ВзМз становится определенной при из­

вестных праютах сшивки клеток Е1,2, ... , Ез,1, F1, Fz и Fз, например 

h = ho + (h1 - ho)( - 2и3 + Зи2) и k = О. (4.202) 

В частности, если ho = h1, то 

h = ho = const. 

5. Для простоты используют одинаковые правила (h, k) сшивки клеток 
F1, Fz и Fз. Они описываются кубической зависимостью, первые производ­
ные которой равны нулю при и = О и и = 1 и значение которой в точках 
В1, В2 и Вз равны h = 1, k = О. 

6. Правило сшивки клеток Е2,1 и F1 предусматривает, что функция h 
должна быть кубической, а k - нулевой. Кривая д1 - первая вспомога­

тельная образующая клетки F1 (рис. 4.97) определяется как кривая шестой 
степени, при этом степень кривой А 1 Bz должна быть искусственно повыше­
на до такого же значения, хотя на самом деле она является кубической. 

То же справедливо и для кривой А 1 Вз . 
Затем с помощью характеристического многоугольника определяется 

вспомогательная образующая д{. Вершины многоугольника лежат на сере­

динах отрезков прямых, соединяющих одноименные вершины характери­

стических многоугольников кривых А 1 Bz и д1 . Аналогичная процедура 
применяется и для Л1, первой вспомогательной образующей, используемой 

при сшивке клеток Ез,1 и F1. 
Правила сшивки клеток Е2,1, С1, Ез,1 и F1 должны в точке А1 удовлет-
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Рис. 4.97. Определение вспомогательных образующих. 

ворять следующим условиям: 

dh(O) =О k(и) = О 
dи ' · 

При этом никаких специальных условий не накладывается на значение вто­

рых производных в этой точке. Граничные кривые ТВ2 и ТВз являются ку­

бическими, но их степень должна быть искусственно поднята до шести. 

Для определения вспомогательных образующих д5 и Л5 сначала находят 

четвертую вершину ячейки, одна из угловых точек которой является точкой 

Т. С учетом условий, приведенных в разд. 4.5.2, кривые д5 и Л5 являются 
кубическими, и так как их степени искусственно увеличиваются до шести, 

характеристические многоугольники имеют по шесть сторон. 

Таким путем определяются сорок вершин характеристической сетки, а 

для нахождения девяти последних применяется метод, описанный в 

разд. 4.5.2 (закругления сшиваемых клеток). 
7. Клетки F2 и F3 находятся по методу, описанному в разд. 4.5.2 (случай 

четырех поверхностей). 

Общее решение. На поверхности клеток С1, С2, ... , Сп (рис. 4.98) прово­
дятся изопараметрические или пересекающие кривые L и Л. Клетки Ец, 

Е2.з, ... , Еп. 1 определяются по методу, описанному в разд. 4.5.2 (разде­
ленная клетка). Каждая из клеток делится изопараметрической кривой 

К(О,5; v), а затем находятся клетки F1, F2, ... , Fn, попарно касательные 
друг к другу, граница между которыми проходит по кривой, служащей 

продолжением кривой К. 

Условия сшивки в точке Т описаны в разд. 4.5.2 (примыкающие клетки). 
Обобщение. Покажем, как можно обобщить решения, приведенные в 

разд. 4.5.2. Рассмотрим множество клеток, имеющих общие границы 

(рис. 4.99), на которых не выполняются условия сшивки по касательной. 
В этом случае возможно использование методов, описанных в разд. 4.5.2 
(примыкающие клетки и вспомогательные поверхности). 
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Рис. 4.98. Поверхности С1, С2 .... , разделенные кривыми L и Л. 

Рис. 4.99. Обобщение вспомогательных поверхностей. 

К наиболее простому решению привело бы разбиение клеток кривыми 

L(u; 0,5) и Л(О,5; v). В этом случае полная поверхность состояла бы из 
множества клеток, описанных в разд. 4.5.2 (вспомогательные поверхности), 
и от исходных клеток остались бы только их центральные точки Р(и = 0,5; 
v = 0,5). 

Заключение 

В настоящее время системы автоматизированного проектирования уже 

не являются чисто техническим средством. Они оказывают большое эконо­

мическое и социальное воздействие на развитие промышленности. Благода­

ря им появилась возможность провести исследования в области математи­

ки, механики, информатики и др. (рис. 1-10). Можно, по-видимому, уже 
сейчас сказать, что САПР являются реальной силой технического прогрес­

са. Поэтому целесообразно сделать обзор и подвести некоторые итоги раз­

вития САПР. 



1. Скульптура, созданная с помощью ЭВМ. (Коллекция автора, 1968 r.) 



240 Глава 4 

2. Специальный обрабатывающий станок, используемый как построитель изобра­

жений в трехмерном пространстве (SOFERMO). 

3. Макет леrковоrо автомобиля (масштаб 1:8) и кожух сцепления (масштаб 1:1) в 
процессе обработки (SOFERMO). 
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4. Детали кузова легкового автомобиля (SOFERMO). 
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S. Макет транспортного средства будущего (RNUR). 



6. Деталь паровой турбины (RNUR ). 
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8. Маска (SOFERMO ). 

9. Поверхность, называемая «Верне». 



10. Цветок . 
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РОЛЬ САПР В ЭКОНОМИКЕ 

Еще недавно САПР считались не более чем модным увлечением, однако 

в настоящее время они применяются всюду и их экономическая эффектив­

ность полностью доказана. Эта эффективность определяется не только до­

стигнутой экономией, но и повышением точности изготовления изделий и 

ускорением освоения их производства. Повышение точности изготовления 

приводит к уменьшению общего времени освоения новой продукции, что 

позволяет более гибко реагировать на запросы рынка и конъюнктуру. Ко­

личественно оценить эффективность от применения САПР довольно труд­

но. Во всяком случае, это нужно делать не в книге, посвященной собствен­

но САПР, а в каком-либо экономическом обзоре или непосредственно на 

производстве. 

В такой развитой отрасли, как автомобилестроение, вот уже 20 лет ши­
роко используются станки с числовым программным управлением для про­

изводства опытных образцов и серийных изделий. Они произвели настоя­

щую революцию в производстве. Высказывавшиеся ранее опасения относи­

тельно их низкой эффективности оказались беспочвенными. То же 

относится и к САПР при условии, если выбранные средства соответствуют 

поставленной цели. 

ОБУЧЕНИЕ ПОЛЬЗОВАНИЮ САПР 

Обработка в САПР в основном делается автоматически, но тем не ме­

нее всегда существует возможность неудачного решения, полученного алго­

ритмическим путем. В этом случае необходимо вмешательство оператора, 

что требует уделять больше внимания подготовке квалифицированного 

персонала для обслуживания САПР. 

Содержание этой подготовки известно уже давно, однако до сих пор в 

учебные программы большинства учебных заведений включены только 

краткие разделы, касающиеся САПР. Они содержат лишь геометрию в 

описательном изложении и основы анализа. Это считается большим пре­

пятствием для широкого использования САПР в промышленности. В 

действительности эти опасения лишены оснований: для использования 

САПР необязательно знать теоретические основы ее работы. Практика по­

казала, что сбоев при эксплуатации САПР, обусловленных низкой квали­

фикацией персонала, почти не бывает. САПР вполне доступны таким ка­

тегориям пользователей, как конструкторы, лаборанты, операторы ЭВМ. 

КА ЧЕСГВО ПРОЕКТОВ, СОЗдАВАЕМЫХ С ПОМОЩЬЮ САПР 

В последние годы появилось большое количество публикаций, посвя­

щенных обработке кривых и поверхностей. Часть из них имеет чисто мате­

матическую направленность и непосредственно не связана с запросами 
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пользователей САПР. Это, казалось бы, лишает их права на сушествова­

ние, однако опыт показывает, что многие из таких разработок, часто явля­

ющихся маленькими открытиями, влекут за собой далеко идущие по­

следствия. 

Что же касается чисто практических разработок, то их можно разбить 

на две категории. В разработках первой категории обрабатываемые объек­

ты представляются традиционным образом с помощью отрезков прямых 

и дуг окружностей, комбинациями простейших геометрических тел. Не­

смотря на простоту исходных положений, применение таких методов ста­

новится весьма сложным для случаев определения зон сшивки между по­

верхностями. В разработках второй категории решение основывается на па­

раметрическом представлении кривых и поверхностей, что приводит к 

неполным решениям, обладающим невысокой точностью. 

Теоретические и практические исследования долгое время развивались 

независимо друг от друга, однако в настоящее время возникает потреб­

ность в их сближении. Этот процесс уже начался, но еще потребуется вне­

сти глубокие изменения в традиционные подходы к проблеме всех, кто уча­

ствует в ее решении: математиков, конструкторов, специалистов по инфор­

матике и другим областям науки и техники. Все идет к тому, что скоро 

станет необходимым получение с помощью САПР трехмерных объектов 

с помощью голографических средств или станочной обработки как для 

эстетической оценки объектов, так и для проведения их испытаний. Обра­

батывающие станки станут необходимым дополнением к дисплейным экра­

нам и графопостроителям. 

ДВА ПОДХОдА К ИСПОЛЬЗОВАНИЮ САПР 

Существуют два различных подхода к использованию САПР. При пер­

вом сохраняются традиционные средства изготовления опытного образца. 

Если конструируемый объект имеет техническое назначение, сначала изго­

тавливаются его чертежи, затем специалисты высокой квалификации изго­

тавливают его с помощью шаблонов, выполняя плавные переходы между 

плоскими поверхностями. После этого проводят измерение координат 

большого числа точек, расположенных на поверхности объекта, и, наконец, 

специалисты по САПР переводят эту информацию в цифровую форму, до­

ступную ЭВМ. Если же объект имеет только эстетическое назначение, чаще 

всего он предварительно изготовляется самим автором из воска или глины, 

затем модельщиками - из твердых материалов и только после этого он 

может быть представлен в виде цифровых данных. 

При втором подходе конструкторы и дизайнеры учатся использовать 

средства САПР в процессе разработки. Таким образом, замысел реализует­

ся самими авторами, и информация остается в такой форме, в какой она 

возникла в процессе разработки. При этом исключается процесс перевода 

в цифровую форму, который иногда приводит к появлению ошибок. 
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Необходимо отметить, что в настоящее время первый подход применя­

ется более часто. Его особенность заключается в том, что конструктору 

не требуется менять привычный стереотип действий, сложившийся на про­

тяжении долгого времени, и приобретать новые знания, которые, по его 

мнению, лежат в стороне от его основной деятельности. В то же время 

непосредственное использование САПР при работе позволяет ускорить 

процесс конструирования, избежать затрат на перевод данных в цифровую 

форму и связанных с этим ошибок. Эти преимущества указывают на безус­

ловную предпочтительность второго подхода. 

В технике и технологии время от времени происходят перемены, и со­

здание САПР является этому хорошим примером. Важно, однако, пони­

мать, что этот процесс перемен происходит непрерывно и постоянно. 
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