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Vorwort. 
In den letzten Jahren sind Brüche von gewölbten Böden, mit 

denen Kesselmäntel abgeschlossen werden, in vermehrter Zahl festge
stellt worden; mehrere schwere Explosionen im Ausland wurden dadurch 
verursacht. Diese Ereignisse mußten dazu veranlassen, der Bodenfrage 
erneut näher zu treten. Der Schweiz-erische Verein von Dampfkessel
Besitzern, der sich schon früher einmal mit ihr befaßt hat,*) leistet in 
dEir vorliegenden Druckschrift einen weiteren Beitrag zu ihrer Lösung. 

Den Firmen A.-G. der Maschinenfabriken Escher Wyß & Cie., Zürich, 
Buß Aktiengesellschaft, Basel-Pratteln, Gehrüder Sulzer A.-G., Winter
thur, A.-G. Kesselschmiede Richterswil, Richterswil und der Werkstätte 
der S.B.B. sind wir für das Entgegenkommen, das sie bei unseren Ar
beiten gezeigt haben, Dank schuldig. Die Firmen J ulius Pintsch, Aktien
gesellschaft (Berlin) und das Borsigwerk Oberschlesien haben uns 2 
elliptische Böde!l kostenlos abget:reten, was wir auch an dieser Stelle 
mit Dank anerkennen. Die Messungen sind von Herrn Dr. Huggenberger 
ausgeführt worden. Die Kosten fallen zu Lasten der Kassa des Vereins. 

Der Unterzeichnete hat es :für nötig erachtet, erst die geometrischen 
Verhältnisse von Korbbogen und Ellipse, soweit diese als Erzeugende 
für Böden in Frage kommen, gründlich abzuklären und dann erst auf 
die Frage der Berechnung von Böden einzutreten; diese wird auf em
pirischem Weg zu lösen gesucht. Mit der Bearbeitung des kausalen 
Zusammenhanges der Meßergebnisse, die wir an den Böden und Zy
lindermänteln festgestellt haben, und der Theorie der elastischen Schale 
ist unser wissenschaftlicher Mitarbeiter, Hr. Dr. sc. techn. A. Huggen
berger, betraut worden. Dieser Aufsatz erscheint daher in zwei Teilen, 
dem ersten, für den der Unterzeichnete, und dem zweiten, für den Hr. 
Dr. Huggenberger verantwortlich ist. 

Zürich, im Juni 1927. 
E. Höhn, Oberingenieur. 

*) Jahresbericht 1923. Druckschrift: Festigkeit elektrisch geschweißter Hohl
körper. 
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1. · Die geometrischen Eigenschaften der Böden. 

1. Bezeichnungen. 

p Betriebsdruck in kg/cm2• 

s Blechdicke in cm. 
R Wölbungshalbmesser des Korbbogens oder großer Krümmungs

radius der Ellipse, bis zur halben Blechdicke gemessen. 
r Krempenhalbmesser des Korbbogens oder kleiner Krümmungs-

halbmesser der Ellipse, bis zur halben Blechdicke gemessen. 
p" p' Gelegentliche Bezeichnung an Stelle von R und r für ·die 

Ellipse. 
a Halbmesser des zylindrischen Ansatzes eines Bodens, bis halbe 

Blechdicke gemessen. 
b Bodentiefe, gleicherweise. 
k = a : b das Tiefenverhältnis eines Bodens. 
K Zugfestigkeit des Blechs in kg/cm2• 

x Sicherheitsfaktor. 
z Verhältnis des geschwächten Blechs zum vollen Blech. 
1, 2 Richtung des Meridians bzw. des Umfangs (Ringrichtung, 

Breite), a, Richtung senkrecht zur mittleren Bodenfläche. 
e und i außenseitig und innenseitig (z. B. Ri und ri). 
cr durch Messung gefundene Spannung (z. B. Oet, cre2). 
o durch Rechnung ermittelte Spannung (Membranspannung). 
aB, cr'B Spannung im Scheitel. 
-c Schubspannung. 

2. 1\llgemeines. 

Die Böden, die zum Abschluß von Zylindermänteln dienen, 
sind fast ausnahmslos Umdrehungskörper. In der vorliegenden Druck
schrift sollen Halb k u g e I-, e 11 i p t i s c h e und Korbbogen -
Böden besprochen werden; wir behalten uns vor, später auf ebene 
gekrempte Böden zurückzukommen. Bevor man den Fragen der 
Festigkeit von Böden näher tritt, ist es nötig, sich mit der Geo
metrie ihrer Erzeugenden abzugeben. 
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Die Herstellung von Böden mit flacher Wölbung und enger 
Krempe ist einfacher als diejenige tiefer Böden. Halbkugelböden 
werden daher höchst selten verwendet. Am gebräuchlichsten ist 
der Korbbogenboden mit geringer Tiefe. Die Anwendung des Zirkels 
erleichtert die Arbeit am Zeichnungstisch und in der Kesselschmiede. 
Bemerkenswerte Festigkeitseigenschaften haben jedoch dem ellip
tischen Boden ebenfalls zur Verwendung im Kesselbau verholfen. 

3. Die Ellipse. 

Sie ist eindeutig gegeben durch ihre Halbachsen a und b. 
Hieraus können berechnet werden 

kleinster Krümmungshalbmesser r = b2 : a (1) 
größter " R = a 2 : b (2) 
und das Verhältnis r : R = b3 : a 3 = 1 : k3 (3) 

Der Krümmungshalbmesser für einen beliebigen Punkt folgt aus 

( 
2 2' 3 

_ 2 b2 X + Y) 2 p-a - -~ 
a4 b4 

(4) 

(aus Hütte I entnommen), wobei die Koordinaten x und y vom 
Mittelpunkte aus gemessen werden (auf die Wiedergabe anderer 
Angaben über die Ellipse verzichten wir und verweisen auf die 
Lehrbücher). 

Die Ellipse besitzt gegenüber dem Korbbogen als besondere 
Eigenschaft diejenige steter Zunahme des Krümmungshalbmessers 
von x = a bis x = o, was sie als Erzeugende für Böden besonders 
geeignet macht. Wir kommen hierauf zurück. 

Ein Schnitt durch einen elliptischen Boden ist in Abb. 2 dar
gestellt. 

4. Der Rorbbogen. 

Ein Korbbogenboden läßt sich im Schnitt in Abb. 1 erkennen; 
er setzt sich aus zwei Halbmessern zusammen (eine symmetrische 
Hälfte betrachtet); an der Übergangsstelle ist die Tangente ge
meinsam. Korbbogen und Ellipse von gleichen Verhältnissen werden 
durch gleiche Rechtecke eingerahmt; Länge 2 a, Höhe b. Im Gegen
satz zur Ellipse ist der Korbbogen nicht eindeutig durch diesen 
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Rahmen bestimmt; innerhalb desselben sind unendlich viele Korb
bogen denkbar, wobei der Krempenhalbmesser von 0 bis b, der 
Wülbungshalbmesser von R2 bis oo ansteigt. Für die Verwendung 
bei der Bodenkonstruktion ist der Korbbogen der zweckmäßigste, 
bei dem der Krempenhalbmesser möglichst groß, der Wölbungshalb
messer möglichst klein wird, das Ver h ä 1 t n i s r : R so m i t ein e n 
Höchstwert . annimmt; ihn herauszufinden ist unsere nächste 
Aufgabe. Wir bezeichnen das Tiefenverhältnis 

a:b=k 
Aus Abb. 1 folgt 

ME= R- r, M 0 = R -· b =R-a: k, 0 E = a- t· 

. a-t· 
s2nx= R -r (5) 

cos x = y 1 - sin2 x (6) 

b = R- (R- t•) cos X (7) 

f-~------- _ ~ _ 't:. _ 'c' ___ -----------f Gleiehungen (5) bis (7) 
: '-F-/_--- I l ------------- /: sind allgemein gültig und 
: " .,/ 6' ) b ~,, ',I : • • 
1 / ~ o 90, ', I ---,9!1:" ', 1 mcht an emem Sonderwert 
' ~ I I l '·"''/ 1 

A '~ !11? E ___ l-----$1- _ ft. _________ f'' ', 'A' von x gebunden. 

'~. : 11 : R und r sind veränder-
'+'--'~~~---'<---l·r- : H' lieh, ebenso Winkel x; die 

1----~ •-----: Winkel bei D sind im all

X I 

M, 

M' 

Abb. 1. Abb.a 

gemeinen keine rechte ; der 
Fahrstrahl 1'1I F, der den 
Übergang von Wölbung zur 
Krempe kennzeichnet, kann 
beliebige Winkel x zwi
schenden Wertenx=Ound 

Schnitt durch einen Schnitt durch einen X= X2 mit der Umdreh-
Korbbogenboden. elliptischen Boden. ungsachse einschließen. 

Allgemein ist 

OE 2 -t- JJ!I0 2 = ME 2 

(a-r)2+ (R- ~Y =(R-r)2 und hieraus 
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2fR-a2- (fY 
r= 

2 (R-a) 
R -- 2ar-a2 - (fr 

(8) und (9) 

2 (r- ~) 
oder mit Berücksichtigung der trigonometrischen Funktionen 

a 
R (cos x- 1) + k 

r=----
C08 X 

R= a-r+rsinx 
s~n x 

a . + k s~n x a cos x - a 
r= 

sin X + C08 X - 1 
(10) 

a . + a - szn x a cos x- -
R= k . k 

s~n X + C08 X - 1 
(11) 

r sin x -+ k cos x - k 

R sin x + k cos x - 1 
(12) 

(Andere Gleichungen zur Berechnung von r und R jedoch nicht 
mit allgemeiner Gültigkeit sind unter (21) und (22) angegeben.) 

Die Funktion (12) ist durch eine Schar von Sinuskurven dar
gestellt, Abb. 3 ; sie geheil von einem Koordinatenanfangspunkt 
mit den Werten r: R = 0 und x = 0 aus; jedem Wert von k 
ist eine Kurve beigeordnet; in Abb. 3 sind die Kurven für k = 2 
und k = 3 gezeichnet. 

Eine Parallele zur Abszissenachse schneidet in jeder Kurve 
zwei Punkte heraus, deren Abszissen mit x' und x" bezeichnet 
werden sollen: Diesen Punkten von Abb. 3 entsprechen in Abb. 1 
zwei Stellungen des Fahrstrahls M F, bei welcher dieser die Winkel 
:x;' und x" mit der Umdrehungsachse einschließt. Für den Höchst
wert einer Kurve (Abb. 3) besteht jedoch bloß eine Stellung des 
Fahrstrahls, es ist die durch M 1 F in Abb. 1 gekennzeichnete. 

Jedem Punkt einer beliebigen Kurve von Abb. 3 entspricht 
ein bestimmter Wert von R : a. Der Wert dieses neuen V erhält-
nisses sei n, so folgt 

R=na und aus Gleichung (12) 

r sin x + k cos x - 1 
n = - -----o----:---=--------:: 

a sin x + k cos x - k 
(13) 



- 8 -

Diese Gleichung läßt die Korbbögen erkennen, die zu den End
stellungen des Fahrstrahls M F (Abb. 1) gehören. 

Am Koordinatenanfangspunkt von Abb. 3 (x = 0, r: R = 0) 

wird n=: ~t~=~ = =, und weil 0 <a<=, so muß 

der Wert von R = oo sein; in diesem Fall ist d er B o den im 
Scheitel eben; der Krempenhalbmesser r, der =I= 0 ist, wird 
= b. Für den zweiten Fußpunkt der Kurve mit der Abszisse x=x2 
verschwindet r : R ebenfalls. Weil der zweite Teil des obigen 
Produktes, derjenige welcher die trigonometrischen Werte enthält, 
=1= 0 ist, muß im ersten Teil r = 0 werden, die Krempe also ver
schwinden. Der Boden geht dann in eine hohle Kugelkalotte über; 
die mit scharfem Winkel an den :Mantel anschließt, wie in Abb. 1 
für M2 A als Fahrstrahl gezeichnet. Dann ist 

R; = a2 + ( R2 - ~ r 
a2 + ( ~ r = 2 R2 ~ 

R2 = f ( k a + ~ ) = ; k2_:- 1 (14a) 

. a 2k 2ab 
stn x2 = R2 = k2 + 1 = a2 + b2 (14 b) 

k 2 + 1 somit n = R2 : a = 2 k 

Wir werden später sehen, daß Winkel .x2 = 2 x1 

Beispiel: a:b=k=2 n=5:4=1,25 und R 2 =1,25a 
sin x2 = 4: 5 = 0,8 x2 =53 ° 07' 49". 

Wichtig ist die Kenntnis der Lage der Kurvenscheitelpunkte 
(Abb. 3); hierfür bilden wir für Gleichung (12) den Differential
quotienten und setzen diesen = 0. Die Gleichung 

f (x) = _!'__ = s~n x + k cos x - k 
R stnx+kcosx-1 (l 2) 

ist ein gebrochener Ausdruck der Form f (x) = cp (x): tj; (x). Ge
mäß den Regeln der Differentialrechnung entspricht einem aus 
einer neuen Funktion n' (x) = tj; q/- cp tj;' = 0 gefundenen Wert 
ein Extremum der Funktion f(x). 
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rp' = cos x - k sin x lj/ = cos x - k sin x 
n' (x) = (sin x + k cos x- 1) rp'- (sin x + k cos x- k) ~· = 0 

und da rp' = ~· wird 
sin x + k cos x - 1 = sin x + k cos - k, 

woraus k = 1, das heißt a = b. q2 0 
o.t~ H--L 

R 

V I 1\ 
Ii:! 

I I IJe 
]:; .\ k-2 

I I 

1/ l1075Q I I ,t 1\ 
/ 

......,. 
~hi k·3 \ 

I 

Dies ist der Fall des Halb
kugelbodens (r = R); aus un
serer Rechnung ergab sich eine 
allgemein richtige Lösung der q, 

Aufgabe. Um im besondern noch 
die Lage der Scheitel der Kurven 
(Abb. 3) kennen zu lernen, er
innern wir uns daran, daß einem 

I 
i/; 
Vl 

1/ 

•fo< 
t 

:"'-
I"' I 
I~ I 
I• 

" 
I 

~ j 
,, 

\ 
IIJI• I--

~~ i!ll~c 
I--

~-., 

•R MI .. 
'lo.("ct:_.._ "'' 

Maximum von f(x) ein Minimum 
des Nenners ~ (x) entsprechen 
muß, d. h. es wird 

~' = cos x - k sin x = 0 
und n" (x) =- ~" (x) > 0. Da 
beide Bedingungen erfüllt sind, 

0 10 30 . 
50-~ 

Abb. 3. 
Verhältnis von r : R des Korbbogens 

gemäß Gleichung 
r sinx+kcosx-k 

R = sinx+kcosx-1 
in Funktion des Winkels x. 

ergibt sich k = cotg x (15) 

Wir beachten, daß im rechtwinkligen Dreieck A 0 C der Abb. 1 
die Kotangente dargestellt wird durch den Quotienten OA: OC 

= a: b. Der Gleichung (15) wird genügt, sofern Winkel 0 AC 
= C M1 F, er sei mit x 1 bezeichnet. Wächst somit Winkel x von 
0 bis x 1, wobei der Fahrstrahl M F senkrecht zur Diagonale A C 
zu stehen kommt, so ' wächst der Wert des Verhältnisses r : R 
für ein bestimmtes k von 0 bis zu einem Maximum, wobei k = 
cotg x 1• Wächst Winkel x weiter, so nimmt, wie Abb. 3 zeigt, 
der Wert der Verhältnisses r : R wieder ab und verschwindet für 
x = x2, also für die Stellung M2 A des Fahrstrahls (Abb. 1). Da
bei muß man sich vor Augen halten, daß r und R ihre absoluten 
Werte ändern, in der Weise, daß R = oo für Xo = 0 und r = 0 
für x = x2• Der Wölbungsmittelpunkt M rückt also aus dem Un
endlichen bis M1 und weiter, um bei M2 stehen zu bleiben. Die 
Lage von M1 bzw. M2 ist durch den Wert von k bedingt. Z. B. 
ist für k = 2 R2 = M2A = 5/4 a, wie wir gesehen haben. 
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k aus Gleichung (15) in Gleichung (12) eingeführt, ergibt 

r sin2 x, + cos2 x, - cos x, 
R max = sin2 x1 + cos2 x,- sin x, 

Im Hinblick auf Abb. 1 ist 

1- C08 X1 

1- sinx, 

a 

Diese Werte in Gleichung ( 16) eingesetzt, ergeben 

(16) 

(17) 

(18) 

r b - rz y a 2 + ~- a 
- max= = - (19) 
R R,-a ya2+b2-b 

---- a ---
Wegen y a 2 + b2 = k y kt + 1 folgt 

~yk2 + 1- a 
1" k 

- max =-= ---------
R ~y'k2 + 1-~ 

k k 

ik2+T -k 

fk2 + 1 -1 
(20) 

Unter den unendlich vielen bei gegebenem Verhältnis k mög
lichen Korbbögen genügt der zweckmäßigste der Gleichung (20). 
Dann und nur dann ist der Fahrstrahl (11I, F), der den Übergang 
der Wölbung zur Krempe kennzeichnet und beide Krümmungs
mittelpunkte enthält, senkrecht zur Diagonalen (A C) im Rechteck 
a X b gerichtet.*) Mit Berücksichtigung der Gleichung (18) gelten 
dann die Gleichungen 

*) Über die geometrische Beschaffenkeit der Erzeugenden von Böden 
liegeR schon Veröffentlichungen vor: 

Dr. Otte, Zeitschrift des Bayerischen Revisionsvereins, München, 1925, 
s. 237. 

Ingenieur A. Justus, ebenda, 1925, S. 63. 

Beide Verfasser erleichtern sich die Aufgabe wesentlich. Der erst
genannte nimmt z. B. ohne weiteres als gegeben an, der oben bezeich
nete Fahrstrahl, der beide Krümmungsmittelpunkte enthält, sei Renkrecht 
zur Diagonalen im Rechteck a X b gerichtet. Hr. Justus erweitert das 
Thema zwar durch den Hinweis darauf, daß unendlich viele Korbbögen 
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r= 
a 2 + b2 - a V a2 -t-V 

=a 
Jc2 + .1 - k vT2-f-1-

(21) 
a+ b- Va2 + b2 Jc2 + k - k v k2 + i 

R= 
a2 + b2 - b V a2 + b2 

=a 
7c2 + 1 - fk2+T 

(22) 
a+ b- ya2 + b2 7c2 + k - 7c v Jc2 + 1 

Beispiele : Größte Werte für 1· : R 
Je 1 2 2,5 3 3,5 4 
r R max 1 0,1910 0,1138 0,0750 0,0531 0,0394 

Damit sind die Scheitelordinaten der Kurven in Abb. 3 ihrer 
Größe nach bekannt, die Lage jedoch noch nicht. 

Es wurde bewiesen, daß für (r: R) max der FahrstrahllYI1 F 
(Abb. 1), der die Trennung von Wölbung und Krempe kennzeichnet, 
auf A C senkrecht steht; Schnittpunkt in D. Auch der Strahl 
1Ji2 G, welcher den Sektor AJl;I2 C und somit den Winkel x2 hälftet, 
ist senkrecht zu A C gerichtet, Schnittpunkt in G. Mithin ist 
x2 : 2 = x 1 wegen G JIII2 il D M~1. Die Kurven von Abb. 3 sind 
daher symmetrisch zur Scheitel-Ordinate. 

5, Konstruktion des Korbbogens. 
Der Korbbogen mit dem zweckmäßigsten Verhältnis von r : R, 

bei dem also der Fahrstrahl ]f1 F, Abb. 1, senkrecht zu A 0 ge
richtet ist, wird nach Hütte III (Gewölbe) ermittelt, indem man 
zuerst die Lage von F bestimmt. F liegt im Schnittpunkt von 
zwei Strahlen, die die Winkel B CA und B A C hälften. Die 
Senkrechte auf A C schneidet die Krümmungsmittelpunkte E und 
und ]f1 heraus. 

innerhalb dieses Rechteckes möglich seien, und daß die Erzeugende un
erwünschte Grenzformen annehmen könne. Der maximale Wert des Ver
hältnisses r: R wird gesucht, die Lösung jedoch nicht in allgemeiner 
Form gegeben. übrigens lag die vorliegende geometrische Untersuchung 
im Zeitpunkt der Veröffentlichung des Hrn. Justus bereits vor. 

Beide Verfasser gelangen zum Ergebnis, daß die sog. "Gütezahl" 
r: R beim Korbbogen höher wird als bei der Ellipse. Geometrisch läßt 
sich dagegen nichts einwenden, daß aber der Schluß gezogen wird, der 
Korbbogenboden sei dem elliptischen aus diesem Grund überlegen, ist 
ein Irrtum. Auf die besonderen Verhältnisse bei der Ellipse wird auch 
gar nicht eingetreten. 
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Man kann, etwas umständlicher, die Lage von D auch berechnen 
(die Zeiger 1 werden m den folgenden Ausdrücken weggelassen) 

AD=rcosx CD=Rsinx 

A D: CD = ; cotg x = X k A D + CD= V a 2 + b2 

CD= V a 2 + b2 : ( 1 +; ~) (23) 

rund R können auch aus Gleichung (21) und (22) unmittelbar 
berechnet werden. 

Der Strahl ]![1 L, Abb. 1, geht neben Punkt B vorbei, im 
Unterschied von der Ellipse hinsichtlich des Punktes B'. Ellipse 
und Korbbogen mit nämlichen k schneiden sich in einem Punkt 
über dem Halbmesser a, wegen R < p" und r > p'. 

6. Der Korbbogen in Vergleich gestellt mit der Ellipse. 
Wir beschränken uns bei dieser Betrachtung auf das Not

wendige. Unter Korbbogen verstehen wir künftig denjenigen mit 
dem günstigsten Verhältnis von r: R, ermittelt aus Gleichung (20). 

L 
R 

t 
0,8 

0,6 

0,4 

0 

f' 
f"• 
t 

I 

r----

\ 
\ 
\ 

\ 

' 
" 

\\ f!:)' ' 'fufl ' 
\\ '> - -
\\ 1 
\\ I 

.t b' 1 A ~ 1:.- (k0' -k 
~r;;;=Ji! 

" ~ 
J I 

2 

Abb. 4. 
Werte p' : p" der Ellipse und r : R des 
Korbbogens für gleiche Tiefenverhält

nisse k. 

Für die Ellipse sei dieses V er
hältnis vorübergend mit p': p" 
bezeichnet, die Berechnung er
folgt aus Gleichung (3). Die so 
berechneten Werte von J' : R 
bzw. von p' : p" des Korb
bogens und der Ellipse werden 
in Abb. 4 als Ordinaten über 
k Werten als Abszissen auf
getragen. Der gemeinsame 
Punkt beider Kurven mit der 
Ordinate 1 entspricht dem 
Halbkreis (r = R). Die der 
Ellipse zugehörige Linie liegt 
unter derjenigen des Korb
bogens. Wir ersehen daraus, 
daß der Korbbogen bei glei
chen k Werten höhere Werte 
r : R aufweist als die Ellipse. 
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D 0 d. h' d ( 1 v k2 + 1- k) h h b' er r matcnuntersc w ~k - wäc st l'asc IS 
a v k2 + 1-1 

zum Höchstwert 0,0808, der ungefähr über der Abszisse k = 1,5 
liegt. 

k= 

Nachher nimmt der Unterschied langsam 

2 
0,065 

ab, wie 

2,5 
0,0495 

folgt: 

1,4 1,5 1,6 
Unterschied 0,0804 0,0808 0,0795 

3 
0,03785 

Der Quotient (p' : p") : (r: R) der Krümmungsverhältnisse für 
Ellipse und Korbbogen, für verschiedene k ausgerechnet und auf
getragen, ergibt die gestrichelte Kurve; sie kennzeichnet die Ab
nahme des Krümmungsverhältnisses bei der Ellipse. 

Sollen diese Verhältnisse weiter untersucht werden, so kann 
man Böden vergleichen, die einmal die 
gleiche Scheitelwölbung aufweisen, z. B. 
R = p" = 1 m, das andere Mal gleiche 
Krempenkrümmung, z. B. 1· = p', eben- Jo f-1\"'-'-"+--+----+

falls = 1 m. Abb. 5 läßt erkennen: 

1. Eine Ellipse unterscheidet sich 
von einem Korbbogen mit gleichem 
Krempenradius (r = p' = 1 m, an
steigende Kurven) durch die raschere 
Zunahme der Scheitelwölbung mit zu
nehmendem k. 

2. Bei gleicher Scheitelwölbung 
(R = p" = 1 m, abfallende Kurven) 
unterscheidet sich mit zunehmendem k 

die Ellipse vomKorbbogen durch rascher 
abnehmende Krümmung in der Krempe; 
ein maximaler Unterschied wird in
dessen für k = rd 1,5 erreicht. 

Wird somit die Eignung von Ellipse 
und Korbbogen als Erzeugende für 

.Abb. 5. 
Verhältnisse bei Ellipse und 
Korbbogen Fallende Kurven: 
Nämliche Wölbung im Scheitel, 
veränderliche Krempenkrüm-

mung. Steigende Kurven: 
Nämliche Krümmung in der 
Krempe, veränderl. Scheitel

wölbung. 

Böden auf Grund des Krümmungsverhältnisses r: R bzw. p': p" 
abgeschätzt, so ist die Ellipse in gleicher Bodentiefe im Nachteil. 

Nun wäre es aber ein Irrtum, die Zweckmäßigkeit von Ellipse 
und Korbbogen bloß nach denWerten der Krümmungsverhältnisse zu be-
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60 
120 

40 
8 

20 
4-0 

O% 

urteilen. Der Ellipse 
kommt die besondere 
Eigenschaft zu, daß 
der Krümmungshalb
messerstetig zunimmt 
von der Krempe bis zum 
Scheitel, wogegen der 
Korbbogen an einer 
Stelle einen Krüm
mungssprung aufweist. 
Dieser läßt sich in Abb. 
6 bei N J erkennen ; 0 

o% 20 4-0 60 80 

Abb. 6. 
Krümmungshalbmesser bei Korbbogen und 

Ellipse über zugehörigen Teilen der Halbachse a. 

"E.Oa% die Krümmungshalb
messer sind als Ordi-
naten aufgetragen; die 
Abszissenachse wird 

durch die Halbachse a gebildet. Dagegen ist die Änderung der 
Krümmung bei der Ellipse stetig, wie Kurve A E G zeigt. Für 
Ellipse und Korbbogen ist in diesem Beispiel gemeinsam k = 2. 

Die Kurven von Abb. 6 sind folgendermaßen berechnet: Die 
Länge der Abszissenachse = a wird = 1 angenommen und in 
100 Teile eingeteilt. Auch die Ordinaten, also diejenigen von p, 
R und r, sollen in Teilen von a ausgedrückt werden. 

p wird aus Gleichung ( 4), Seite 5 berechnet; x und y nehmen 
auf die Mittelpunktsgleichung der Ellipse 

x2 y2 
~+1)2=1 (24) 

Bezug. x ist ein Teilwert von a, somit 
x=~a 0<~<1 (25) 

Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse folgt 
b 

Y = a -v a2 - x2 = b v 1 - ~2 

Die Werte für x und y in Gleichung (4) eingesetzt, ergibt 

1 !!_ 
p = _ [~2 (b2 _ a2) + a2] 2 (26) 

ab 
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Mit b = 1 : k wird für die Ellipse 
3 a -

p = Jli [~2 (1 - k2) + k2] 2 = a Po (27) 

Diese Gleichung ist bequemer zu handhaben als Gleichung (4). 
Für Zahlentafel I ist a = 1, für Abb. 6 = 100 °(o. 

Für den Korbbogen ist der Zusammenhang von r und R mit 
a und b durch die Gleichungen (21) und (22) gegeben. Für b = 1: k 
wird 

k2 + 1 - k -v k2 + 1 
r = a = ar·o 

k2 + k - k i k2 + 1 

R = a k2 + 1 - V k2 + 1 = a Ro 
k2 + k - k -v k2 + 1 

(28a) 

(28 b) 

Dabei entspricht r : R der Gleichung (20). Für Zahlentafel I 
ist a = 1, für Abb. 6 = 100 °/o. 

In den Schnittpunkten C und F, Abb. 6, wird p = r bzw. 
= R. Gleichung (26) erlaubt, die Abszissen ~1 und ~2 dieser 
Punkte zu berechnen. 

I 2 

~L = l / (r a b) f - a2 = V ( r :2) 3- k2 

V b2 - a2 1- k2 

(29a) 

1 2 /( R k2) ! k2 
~2 = V (R a b) 3 - a2 = 1 I .-a -' -

b2- a2 V 1- k2 
(29b) 

und mit a = 1 (100 °/o für Abb. 6) 

(29 c) 

Gesucht wird noch die Abszisse X3 bzw. ~3 des Krümmungs

sprunges, Abb. 6, d. h. der Abstand des Punktes F, Abb. 1, von der 
U mdrehungsaxe, 

X3 = R sin x und wegen Gleichung (18) 

b b V a2 + b2 - b2 

X3 = .R = -'-----
V a2 + b2 a + b - y a2 + b 

-v k2 + 1-1 
= a k2 + k - k V k2 + 1 = a ~3 (30) 
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Z a h l e n t a f e l I. 
Geometrische Verhältnisse bei Korbbogen und Ellipse für ein wachsendes 

Tiefenverhältnis k, für a = t. 

k 

I 
1 

I I I I I I 
1,5 2 2,5 3 I 4 

r* 1 I 0,37721 o,1910 0,1138 o,o750i o,o394 R 

g1 - 0,954 0,9591 0,964 0,968 0,975 

g2 - 0,308 0,294 i 0,279 0,266 0,244 

g3 0,707 0,768 0,809 0,838 0,860 0,890 

RJ 1 1,384 1,8o9 I 2,258 2,721 3,671 

ro 1 0,522 0,345 0,257 0,204 0,145 

Po 1 0,827 0,726 0,655 0,600 0,520 

Po-To 0 0,306 0,381 0,398 0,396 0,376 

------------
p:r 1 1,585 2,103 2,549 2,938 3,596 

r Vk'+i-k 
* R: = fk;+i-1 

Tiefenverhältnis und I max. Krümmungs-
verbältnis 

~ - -

g1 =Abszisse des Punk-
tes p = r 

g2 =Abszisse des Punk-
tes p= R 

g3 =Abszisse d. Krüm-
mungsprung-. d. Korb-
bogens 

Größe d. Wölbungbalb-
messers a. Korbbogen 

Größe d. Krempenhalb-
messers a. Korbbogen 

Krümmungshalbmesser 
der Ellipse am Krüm-
mungssprung d. Korb-
bogens 

am Krümmungssprung 
des Korbbogens 

am Krümmungssprung 
des Korbbogens 

Die Werte von Po, r0 und Ro der Zahlentafel I, mit a verviel
facht, geben die wahren Werte von p, r und R. Das nämliche gilt 
für die Abszisse X3 = a ~3 des Krtimmungssprunges. Die Tafel nimmt 
auf ein veränderliches Tiefenverhältnis k Rücksicht. Zeichnerisch 
ist die Aufgabe in Abb. 6 links behandelt, unter Beschränkung 
auf die Verhältnisse an der Krempe und unter Verdoppelung des 
Maßstabes. Zwischen den Punkten C und A ist p < r, zwischen 
C und E ist p > r; beim Krümmungssprung ist (p- r) = dem 
Unterschied E P - NP. Die betreffenden Werte sind endlich 
in Abb. 7 als Ordinaten aufgetragen, dazu das Verhältnis p: r, 
hier jedoch alles für die Abszisse ~3, d. h. für die Stelle am 
Krümmungssprung. Gerade die Kurve p : r stellt die Vorzüge der 
Ellipse vor dem Korbbogen ins Licht, sie kann als Gegenbild zur 
gestrichelten Kurve (p' : p") : (r : R) von Abb. 4 gelten. Erfahrungs-
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gemäß wachsen die Spannungen der Krempe eines Bodens mit ab
nehmender Größe der Krümmung. Kurve p : r von Abb. 7 zeigt, 
in welchem :Maß der 100 

Krümmungshalbmesser 
der Ellipse denjenigen 
des Korbbogens am 
Krümmungssprung des 

=• 
90 

80 

70 

60 

so 

4 0 

30 

20 

~ 
\ ""' \ 

1\ 
\ 

7 

letztgenannten über
steigt, d. h. an der Stelle, 
zu welcher die Abszisse 
~3 von Abb. 6 und Tafel 
I gehört. Von ~1 bis ~3 
ist die Zunahme des Un- I 

0 r;z::= i---1 

~f-.-
1--- --..... 

~ 
/ ~ r--.... 

-.......... t----

~-j ~ . ~ terschiedes nahezu ver- o1.1 f,S 2 2,5 
hältnisgleich, wie Abb. 6 Abb. 7. 

t-t ---t--r-
lli-r 

~-.r 

f(i: r 

~~ 
... 

10 "' ..,- ..,-
3 3,5 k- 4 

zeigt. 'Vir werden später Verhältnisse von Ellipse und Korbbogen für 
sehen, daß für den Korb- die Stelle des Krümmungssprunges beim Korb-

bogen die Stelle des bogen für a = 1. 

Spannungshöchstwertes für die Krempe zwischen den Abszissen 
~1 und ~3 liegt, jedoch nahe an ~1· An dieser Stelle ist der Krüm
mungshalbmesser bei der Ellipse mit nämlichem k-Wert somit größer 
als beim Korbbogen. :Man vergleiche die Ausführungen von Kap. 4. 
Die Überlegenheit der Ellipse verbessert sich mit zunehmendem k. 
Dies läßt darauf schließen, daß elliptische Böden etwas weniger 
tief sein können als korbbogenförmige, bei nämlicher Blechdicke 
und Beanspruchung durch Spannungen. 

Die Abb. 4 bis 7 und die Tafel I lassen erkennen, daß die 
oft gehörte Ansicht, ein Tiefenverhältnis mit dem Wert k = 2 sei 
das zweckmäßigste, weder für Ellipse noch Korbbogen bestehen 

kann. Weder in der Kurve {~ : ~ von Abb. 4 noch p: r von 

Abb. 7 erreicht die zur Abszisse k= 2 gehörende Ordinate einen 
extremen Wert. 

7. Zusammenfassung. 

Zu gegebenen Halbachsen a und b ist nur eine Ellipse, 
sind jedoch unendlich Yiele Korbbögen möglich. Unter diesen 

2 

.... 
"4 

J 
2 
1 
0 
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zeichnet sich ein Korbbogen dadurch aus, dass sein Krümmungs
verhältnis ( r: R) den Höchstwert erreicht; der Zusammenhang mit 
dem Tiefenverhältnis (k = a : b) ist dann gegeben durch die Gleichung 

Rr = t k2 + 1 - k und nur dann ist der Strahl, der die Krüm
k2 + 1-1 

mungsmittelpunkte miteinander verbindet1 senkrecht zur Diagonalen 
im Rechteck a X b gerichtet. 

Werden Ellipse und Korbbogen als Erzeugende eines Bodens in 
Vergleich gestellt und wird die Eignung nach dem Wert des Krümmungs
verhältnisses abgeschätzt, so ist in Betracht zu ziehen, daß dieserWert 
bei nämlichem Tiefenverhältnis bei der Ellipse kleiner ausfällt als 
beim Korbbogen. Bei einer solchen Schätzung ist die Krümmung 
in der Krempe ihrer Größe nach jedoch mit zu berücksichtigen. 

2. Die Beanspruchung eines ~odens. 
1. Die Verformungen von Mantel und ~oden. 

Ein zylindrischer Mantel erfährt bei Innendruck eine kleine 
Längenänderung und hauptsächlich eine Zunahme im Durchmesser, 
wie in Abb. 9 für B gezeigt. 

Ein aus zwei gewölbten Böden zusammengesetzter Hohlkörper, 

8_________ Abb. 8, strebt bei der Verformung 
1 I T durch Innendruck der stabilsten 

Abb. 8-10. 
Verlormungen an Mantel u. Boden. 

Form zu, derjenigen der Hohlkugel. 
Dabei werden die Stellen bei A 
nach einwärts geschoben. 

Wird ein gewölbter Boden an 
einen Zylindermantel angefügt, so 
sind die Dehnungen der Ränder 
beider Hohlkörper einander ent
gegengerichtet. Dabei ist das Ganze 

bestrebt, in die stabilste Form überzugehen. Der beste Boden wäre 
ein solcher, dessen Randdurchmesser bei der Verformung zunehmen 
würde wie der Mantelrand. Bei einem langgestreckten Ellipsoid, 
dessen Längsachse mit der Mantelachse zusammenfällt, wäre dies bis 
zu einem gewissen Maß der Fall. Ein Halbkugelboden hat am Rand 
nur die halbe Ringspannung des Mantels, der Spannungsverlauf muß 
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daher an der Übergangsstelle unregelmäßig werden. Noch schlechter 
gestaltet sich der Spannungszustand bei gewöhnlichen Böden; der 
Scheitel wird bei der~V erformung erheblich nach außen, die Krempe 
wird nach innen geschoben, wie in Abb. 10 gezeigt. 

2. Die Krempe. 
a) Bemerkung über den Spannungszustand. Wie ·sich ein Boden 

an der Krempe bleibend verformt, zeigen die Abb. 11 und i2 (der 
Druckschrift: Festigkeit elektrisch geschweißter Hohlkörper ent-
nommen, 1923,Abb.34u.45).*) 1 I 

Die ursprüngliche Form ist ge- I I 
strichelt gezeichnet, die ver- I j 
veränderte durchgezogen. Bei .gSO •

1 
der Veränderung des Bodens J 

I-Jl 
von Abb. 11 war der Innen- 1 I 
druck zulet~t 74 at, bei dem- ~. 
jenigen von Abb. 12 59 at. I 
Die strichpunktierten Linien j 

sind Ellipsen bögen; die Räume 
bis zum Boden- Umriß sind 
durch Strichelung ausgefüllt. 
Es hat sich gezeigt : 

1. Der ursprüngliche korb
bogenförmige · Meridian Abb. 11. 
wird verändert, er nähert Schnitt durch einen bleibend verformten 

Boden (II). 
sich einem Ellipsen-
bogen.**) Halbachsenverhältnis der Ellipse k rv 2. 

2. DerScheitel wird nach außen getrieben, seine Wölbung vermindert. 
3. Die Krempe wird zurückgetrieben, ihre Krümmung erweitert. 

Die bleibenden Formänderungen erfolgen bei dieser Verformung 
stets in gleicher Richtung wie die federnden ; man kann daraus auf 
die Art der Spannungen, die an dem nicht überanstrengten Boden 
auftreten, Schlüsse ziehen. 

*) Berlin, Julius Springer. 
**) Diese Erscheinung ist schon von Diegel festgestellt worden; 

sie ist beschrieben in der Forschungsarbeit Nr. 2, M, Verein deutscher 
Ingenieure, 1920. · 



20 

Der Halbmesser einer Ringfaser aussen an der Krempe, in 
senkrechter Richtung zur Umdrehungsachse gemessen, seirein Span
nungslosern Zustand und r'e in gespanntem. Die Verkürzung ist dann 

2re1t-2r'e1t re-r'e 
(31) -Eez = 

2 re 1t re 
Die dieser Außenfaser hinsichtlich des Blechs gegenüberliegende 

In n e n fase r wird ebenfalls verkürzt, weil sich die Punkte, die 
dieser angehören, in der nämlichen Richtung bewegen. Auch der 
Größe nach ist diese Bewegung beidemal fast gleich. Die Verkürzung 
der Innenfaser 

(32) 

kann mit großer Annäherung gleich - Eez gesetzt werden. Der 
Größe nach wird 

I \ 
I \ 
\ \ 
I \ 
\ \ 
I \ • o 

i~z~ 
\ \ 
I I 
\ \ 
I \ 

\ I 

\ \ 

Abb. 12. 

I 

I 
§lo 

,II! 
..... .I . 

I 
--t---

1 

- Eez durch Messung 
festgestellt. 

Im Meridian wird 
das Blech in der 

~ Krempe aufgebogen; 
• eine Meridianfaser 
<$" 

außen wird verkürzt; 
dabei erleidet diese 
Faser Druckspannnu
gen; dies wird durch 
die Abb. 11 u. 12 ver
anschaulicht. An der 

~?;;~t;:~ ... [-~ Innenseite dagegen 
wirdeine Meridian
faser gestreckt; 
dieser müssen Zug
spannungeninnewoh-Schnitt durch einen bleibend verformten 

Boden (VII). 
nen. Wir haben es im 

Meridianschnitt demnach mit Biegung zu tun. Das Schema der an der 
Krempe in die Erscheinung tretenden Spannungen ist folgendes 

außenseitig 
innenseitig 

Meridian Umfang (Ring) 

·- cret red 

+ crit ,·ed 

- crezred 

- criz ,·ed 
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Die außenseitigen red. Spannungen sind von uns an vielen Böden 
durch Messung ermittelt worden und können als bekannt gelten; es sei 
auf Kap. 4 verwiesen. Von den innenseitigen Spannungen können 
die Ringspannungen nach Größe und Richtung als bekannt voraus
gesetzt werden, wie oben begründet wird; die Meridianspannungen 
kennt man nur der Richtung nach. Der innenseitige Spannungs
zustand ist durch folgende Gleichungen gekennzeichnet, wobei die 
dritte Hauptspannung ihres geringen Wertes halber vernachlässigt 
werden kann. 

Krempe innen, Meridian : 

CJit red=+ rJit - U (- rJi2) = Oit + U Oi2 (33) 

Krempe innen, Umfang: 

ai2 red= - ai2- u ( + ail) = - ( ai2 + u cri2) (34) 

In Worten heißt das: Die reduzierte Spannung im Meridian
schnitt innenseitig, die eine Zugspannung ist, wirdjvermehrt durch 
die Druckwirkung im Ringschnitt; die Spannung im Ringschnitt 
innenseitig, die eine Druckspannung [ist, wird vermehrt durch die 
Zugspannung im Meridianschnitt. 

b) Schubspannungen. Bei dem durch Gleichungen (33) und (34) 
gekennzeichneten Spannungszustand müssen an der Innenseite der 
Krempe Schubspannungen in die Erscheinung treten, wie durch Abb.l3 
bis 15 veranschaulicht. An beiden Seiten der Krempe werden kleine 
Würfel so herausgeschnitten, daß die Diagonalen mit den Haupt
spannungsrichtungen 1 u. 2 zusammenfallen. An der Krempen-Außen
seite bestehen Druckspannungeu iu beiden Richtungen; an der Innen
seite Druck in der Ring-, dagegen Zug in der Meridianrichtung. Die 
Würfel erleiden Gestalt-
änderungen wie in den ~-~~~~ t l~t t 

Ab.bildungen in ge- -.: =;ß;IF. _"=;6;., 
strichelten Linien ange- "'='V"= •• ''=V= 12 

deutet; namentlich wer- ~-~J t 1 .. ~} I 
den beim Würfe1Abb.l4 Abb. 13-15. 

(innen) die Winkel an Spannungszustand an der Krempe, außen (e) 
den Kanten geändert. und innen (i). 
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Diese Erscheinung beweist das Vorhandensein von Schubspannungen. 
Höchstwerte treten, wie aus der Festigkeitslehre bekannt, in den 
Ebenen auf, die unter 45 ° gegen die Rauptspannungen ( a1 a2 aa) 

geneigt sind. Dies ist in Abb. 15 angedeutet. 

Der Größe nach lassen sich die Schubspannungen ermitteln 
durch die Aufzeichnung der Mohrsehen Spannungskreise. Abb. 16 
und 17. Hierzu müssen die Rauptspannungen a1 a2 a.'J bekannt 
sein. ae1 und ae2 an der Krempe-Außenseite können aus Messungen 
ermittelt werden. aa ist senkrecht zur Ebene, gebildet aus den 
Richtungen von a1 und cr2, gerichtet. In dieser Richtung wirkt 
vom Gefäßinnern her der Flüssigkeitsdruck. Innenseitig ist daher 
- aai = p. Außen sinkt die Wirkung von p auf o. Außen besteht 
somit zweiachsiger, innen dreiachsiger Spannungszustand (meistens 
ist aa als Größe geringer Ordnung vernachlässigbar, in Abb. 17 
jedoch berücksichtigt). 

Zur Aufzeichnung des Mohrsehen Spannungskreises für die 
Krempe außen greifen wir als Beispiel die Spannungen, ermittelt 
an der Krempe von Boden 8 (r: R = 0,0813, Abb. 27, Zahlen
tafel IV) heraus. An der meistbeanspruchten Stelle ist 

Red. Hauptspannung ael red=- 860 kg/cm2 

" " ae2 red = - 721 " 
Berechnet gemäß Gleichung (45) und (46), wobei u = 0,3, werden die 

Rauptspannungen ae1 =- 1184 kg/cm2 

" ae2 = - 1076 " 

Der Mohrsehe Spannungskreis, Abb. 16, läßt die Größe sowohl 
der Spannungen cr in beliebiger Richtung zu den Rauptspannungen 
als auch der zugehörigen Schubspannungen -. erkennen. Die Größe 
einer Spannung ist nach Mohr 

,., = a1 + a2 + a2 - a1 2 ... 2 2 cos cp (35) 

sie hängt von der Größe des Winkels cp, den ihre Richtung mit 
der Hauptspannung - ae2 bildet, ab; ;dasselbe trifft zu für die 
Größe der Schubspannung. 
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, a1- a2 . 
't = stn 2 cp (36) 

2 

Diese erreicht den Höchstwert bei cp = 45 °, dann ist 't = Größe 
des Halbmessers des Spannungskreises. 

Der Abb. 16 ist zu entnehmen, daß die Schubspannungen, die 
an der Krempe außen wegen der Verschiedenheit von - ae1 und 
- aez auftreten, äußerst gering sind; r 
sie werden der Größe nach durch 
den Halbmesser des Kreises mit 
M12 als Mittelpunkt dargestellt; sie 
fallen der Lage nach in die Tan
gentialebene und bilden Winkel von 
45 ° mit den, Hauptspannungsrich
tungen (für andere Böden als Nr. 8 
wären diese Schubspannungen noch 
geringer). Die Schubspannungen, -· ·~ die wegen der Verschiedenheit von -"+----=--=-:Jio!l.$l!>'-----=---.P. 

- aet und IJea bzw. - ae2 und IJea. 

wobei aea den Wert o besitzt, ent
stehen, werden durch die Halb
kreise ermittelt, die die Endpunkte 

Abb. 16. Oben: Schubspannungen 
an der Krempe außenseitig. 

Abb.l7: Unten: Schubspannungen . 
an der Krempe innenseitig. 

von - aet und - ae2 mit 0 verbinden; hierbei werden diese Span
nungen als einachsige betrachtet. Die größte Schubspannung wird 
dem Wert· nach durch den Halbmesser des Kreises von M 2a aus 
dargestellt; die Schubspannungen bilden Winkel von 45 ° zu den 
Rauptspannungen - aet und - aez. 

Die Schubspannungen an der In n e n seit e der Krempe sind 
der Größe nach weit verschieden von denen an der Außenseite; 
dies gibt überhaupt die Veranlassung, den Schubspannungen näher 
zu treten. Für die Innenseite ist der Spannungszustand, wie wir 
oben sahen, dreiachsig. 

aia =- p, wie oben ausgeführt (unser Beispiel- 24 kgfcm2). 

Die Ringspannung- aiz kann nach früherem=- aez gesetzt 
werden mit genügender Annäherung (Beispiel- 1076 kg/cm11). 

Die Meridianspannung + ai1 ist unbekannt und übersteigt dem 
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Absolutwert nach (wegen größerer Dehnung) - Oet (Schätzung für 
das Beispiel 10 °/o, so daß + crit = 1,1 · 1184 = + 1300 kg/cm2). 

Mit diesen Werten für cr ergibt sich in der Mohrsehen Dar
stellung Abb. 17, daß die größte Schubspannung durch die V er
schiedenheit der Spannungen cri1 (positiv) und criz (negativ) entsteht 
und den Höchstwert 

__ crit- (- cri2) _ 1300 + 1076 _ 1190 k / 2 
'tmax - 2 - "-> 2 - g cm 

erreicht. Sie ist dargestellt durch den Halbmesser des Kreises von 
M12 aus. Sie liegt an der Innenseite der Krempe und ist unter 
45 ° zu + crit und - criZ geneigt. Der Beweis des Vorhandenseins 
erheblicher Schubspannungen an der Innenseite der Krempe ist 
damit erbracht. 

Ohne einer der verschiedenen Theorien über die Bruchgefahr 
den Vorzug zu geben, erkennen wir, daß der Spannungszustand an 
der Krempeninnenseite gefährlicher ist als sonst irgend wo am Boden. 
Die günstigsten Bedingungen für das Auftreten eines Bruches werden 
da erreicht, wo cr und -r, oder beide zusammen in irgend einer V er
bindung den größten möglichen Wert erreichen. Wir werden das 
hier gewonnene Urteil sofort in einer weiteren Untersuchung be
stätigt finden. 

Die Anhänger der Bruchgefahrtheorie der größten Schub
spannungen haben noch Erklärungen dafür abzugeben, daß Brüche 
fast nie die Einwirkung von Schubspannungen aufweisen, weder 
in der Beschaffenheit der Bruchflächen noch im Verlauf der Bruch
linie. Die Erfahrung lehrt, daß Brüche von der Innenseite der 
Krempe ausgehen und ringförmig verlaufen, nicht etwa gemäß der 
Stellung der Strecklinien unter 45 ° dazu. Daher erscheinen die 
Meridianspannungen an der Innenseite der Krempe als die Träger 
der Bruchgefahr. 

Wir können diesen Gegenstand nicht verlassen, ohne darauf 
hinzuweisen, daß dünne Bleche weniger hohe Biegungs- und mithin 
Schubspannungen erleiden als dicke. Auch sehr dünnes Blech, 
solches von wenigen mm Dicke, vermag am Druckbehälter hohen 
Innendruck auszuhalten. 



- 25 

c) Die Anstrengung des Materials an der Krempe. Nach Huber 
wird die Anstrengung (A) des Materials gemessen durch die Summe 
jener Teile der spezifischen (bezogenen) Formänderungsarbeit, welche 
durch reine Gestaltänderung (Ag) und durch reine Volumenvergrösse
rung (Ap) bedingt ist. 

(37) 

(38) 

Ag= 121G [(ax-ay)2+(ay-az)2+(az-ax)2J+-21Cl('txy2 

+ "Cyz2 + 'tzx~) (39) *) 

Der Schub-Elastizitätsmodul 

G = 2 (::! lf = 827 000 mit m = 10: 3 

und E = 2150000. 
Mit a1, a2, as als Rauptspannungen wird aus Gleichung (39) 

nach Hencky **) 

a12 + a22 + a$2 - a1 a2- a2 as- a1 as = ap2 ( 40) 

worin ap die Elastizitätsgrenze (Proportionalitätsgrenze) für den 
einachsigen Spannungszustand. Diese Gleichung bedeutet im recht
winkligen Koordinatensystem mit den Achsen a1, a2, crs einen Kreis

zylinder mit dem Radius ap f2/3, während die Achse gleiche 
Winkel mit den positiven Koordinatenrichtungsn einschließt (54° 40'). 
Die Zylinderachse fällt in der Abb. 18 von rechts oben (erster 
Quadrant des Achsenkreuzes cr 1 a 2) nach links unten (dritter Quadrant), 
sie durchsticht die Bildebene im Punkt 0. Die Achsen der Schnitt
ellipse bilden gleiche Winkel mit a1 und cr2, Länge der kleinen 

Halbachse crp y 2 , der grossen ap y 2. Alle Spannungszustände die, 
3 

im cr1, cr2, crs Koordinatensystem als Punkte dargestellt, auf der 
Kreiszylinderfläche liegen, entsprechen den Zuständen an der Ela
stizitäts- oder an der Plastizitätsgrenze, je nachdem man mit crp die 
Elastizitäts- oder Plastizitätsgrenze bezeichnet. Die Punkte inner-

*) Aus Föppl, Drang und Zwang I, "Bruchgefahr", übernommen. 
**) Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik (Berlin, 

V. D. I.- Verlag, August 1924). 
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halb des Kreiszylinders entsprechen dem vollkommen elastischen 
Gebiet, oder dem Gebiet bis zur Elastizitätsgrenze. Punkte außer
halb des Kreiszylinders repräsentieren unmögliche Spannungszu
stände. Die Schnittellipse begrenzt das elastische Gebiet des ebenen 
Spannungszustandes. - Diese Verhältnisse sind heute nicht nur 

B''-

Abb.18. 

theoretisch geklärt, sondern der Nach
weis ihrer Richtigkeit ist durch das 
Experiment weitgehend erbracht.*) 

An der Krempe eines gewölbten 
Bodens außen sind crtt und aez negativ; 
der Punkt, der diesenSpannungszustand 
kennzeichnet, liegt somit im dritten 
Quadranten des Koordinatenkreuzes 
a1 az, Abb. 18. Für die Krempe innen
seitig ist cril positiv, aiz negativ; der 
Punkt liegt daher im vierten Quadranten. 

Räumliche bzw. ebene Dar- Bei der Kleinheit von - aia kann dieser 
stellung der Grenzwerte nach Wert vernachlässigt werden. Die Punkte 
Huber-Hencky, für Schmied- für cre und cri liegen beide in der Ebene 

eisen. der Schnittellipse. 
In Abb. 18 sind, unserem früheren Beispiel entsprechend, die 

Punkte eingezeichnet 
aussen innen 

Spannungs- { - ae1 = - 1184 kg/cm2 1 + ait "-' + 1300 kg/cm2 

zustand -- Gez =- 1076 ,, - a12 =- 1076 11 

Dabei ist die Grenze des elastischen Gebietes, d. h. die Ellipse 
von Abb. 18 der Größe nach so gewählt, daß die Proportionalitäts
grenze (= Länge von 0 C auf der cr1 Achse) = 2400 kg/cm2, ge
wöhnlichem Flußeisen entsprechend. Man zieht vom Koordinaten
Anfangspunkt aus durch jeden der zwei so erhaltenen Punkte Strahlen 
bis zum Schnitt mit der Ellipse; die Länge eines jeden ist das 1\Iaß 
für die Proportionalitätsgrenze bzw. für den Eintritt des Materials 
in den plastischen Zustand an dem betreffenden Punkt der Krempe. 
Wir stellen fest: Der Abstand des Punktes, der den Spannungs-

*) Prof. Ros und Ingenieur Eichinger, Zürich: Versuche zur Klärung 
der Bruchgefahr (1926, Zürich, Orell-Füssli). 
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zustand an der Krempe a u ß e n (- cret, - ae2) kennzeichnet, von 
der Proportionalitätsgrenze mißt 53 ° /o des ganzen Abstandes von 
0 aus, für die Krempe innenseitig C+ cri1, - aiz) bloß 13 °/o. 

Nach Professor Ros und Ingenieur Eiehinger gilt die Huber
Henckysche Darstellung der Anstrengung des Materials nicht nur 
innerhalb seiner Proportionalitäts- sondern bis zur Bruchgrenze. 
Im plastischen Gebiet nimmt die Poissonsche Konstante m den 
Wert 2 an. Diese V ersuche wurden bei Zimmertemperatur des 
Materials gemacht; wie sich dasselbe in dieser Hinsicht bei erhöhter 
Temperatur verhält, ist meines Wissens durch V ersuche noch nicht 
abgeklärt. 

Daß die Krempe innenseitig stark beansprucht sein muß, zeigt 
auch folgende einfache Überlegung. Die Mittelfläche trennt einen 
Boden in zwei Teile, von denen der äußere das größere Volumen 
besitzt als der innere; i11sbesondere wächst dieser Unterschied an 
der Krempe mit abnehmendem Halbmesser. Auf der Innenseite steht 
somit weniger Material zur Aufnahme der Spannungen zur Verfügung. 

d) Biegungsspannungen. Die Beurteilung des geraden Stabes bin
sichtlieb seiner Biegungsfestigkeit ist jedem Ingenieur geläufig. Das 
Problem ist insofern einfach, als es sich um den einachsigen Span
nungszustand handelt. Es ist mathematisch gelöst; namentlich kann 
die Lage der neutralen Achse genau eingeschätzt werden. Die Ber
nouilli-Naviersche Annahme, daß die Spannungen nach einem Grad
liniengesetz verteilt sind, ist mit dem Hookschen Spannungsgesetz 
verträglich. 

Beim Stab mit starker Krümmung weichen die Verhältnisse 
schon erheblich ab. Die Verteilung der Spannungen nach einem 
Gradliniengesetz ist in Frage gestellt (gradlinige Risse mit der 
Nadel quer zur Mittellinie von krummen Stäben, die bleibend ge
bogen werden, nehmen 8-Form an). 

Noch schwieriger gestaltet sich die Beurteilung der Biegungs
spannungen, die an einem Boden auftreten, insbesondere an dem 
so verwickelten Gebilde des Korbbogenbodens. Durch Messung sind 
die Gesamtspannungen cret, crez außen bekannt. Einen Anteil daran 
bilden die gleichmäßig über die Bodendicke verteilten N ormalspannun-
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gen cr0t, cr0z, einen anderen die Biegungsspannungen crhl, crh2· Wenn es 
auch noch gelingt, diese hinsichtlich der Außenseite auseinander
zuhalten, so gehört zur Beurteilung des Zustandes an der Innen
seite noch die Kenntnis der Lage der neutralen Fläche, d. h. der
jenigen, in der die Biegungsspannungen = 0 sind. Diese wird von 
verschiedenen Autoren als in der Mitte zwischen Außen- und Innen
fläche des Bodens liegend angenommen. Diese Voraussetzung trifit 
aber nicht genau zu. Beim geraden Balken mit symmetrischem 
Querschnitt liegen die neutralen Fasern in der Symmetrieebene, diese 
teilt den Abstand der äußersten Fasern in zwei Hälften mit gleicher 
Materialverteilung. Schon beim Stab mit starker Krümmung ist die 
Materialverteilung hinsichtlich der neutralen Fläche nicht mehr sym
metrisch, auch wenu die Querschnittsfläche, die den Krümmungs
mittelpunkt enthält, an und für sich symmetrisch ist. Bei einem 
Kranhaken mit rechteckigem Querschnitt z. B. liegen die neutralen 
Fasern zwischen dem Querschnittsschwerpunkt und dem Krümmungs
mittelpunkt.*) Die Spannungen sind nicht mehr nach einem Grad
liniengesetz verteilt, ihr Verlauf ist hyperbolisch. 

Beim Boden ist der Spannungszustand der dreiachsige. Das 
Material ist, wie wir gesehen haben, unsymmetrisch hinsichtlich der 
Mittelfläche verteilt. Für die Krempe erreichen die Spannungen den 
größten Wert an der Innenseite, im Unterschied zum geraden Stab, 
bei dem sie symmetrisch verteilt sind. Der Verlauf der Spannungen 
auf einem Meridian ist wellenförmig. 

3. Baustoff. 

Im Rahmen dieses Kapitels sollen noch einige Bemerkungen 
über das V erhalten des Materials von Böden gemacht werden. 

Änderungen der Eigenschaften von Kesselblech zu seinem Nach
teil werden verursacht durch: 

Unrichtige thermische Behandlung, worunter hauptsächlich Über
hitzung des Bleches zu verstehen ist. 

Kaltverformung bei der Bearbeitung, wozu auch diejenige in 
Blauwärme gehört. 

*) Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. 3, Stäbe von 
starker Krümmung. 
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Die Fehler unrichtiger thermischer Behandlung können meistens 
durch nachträgliches Glühen bei richtiger Temperatur wieder gut 
gemacht werden, als solche wird ca. 920 ° angesehen. 

Unter Kaltverformung sind alle Verformungen zu verstehen, 
die innerhalb der Glühtemperatur des Eisens (etwa 550 °) vor sich 
gehen und bei denen die Streckgrenze überschritten wird. Hiezu 
gehören Kaltscheren, Kaltbiegen und -schmieden, Anrichten in Blau
wärme usw. Hat die Kaltverformung bei Zimmertemperatur statt
gerunden, so werden ihre Wirkungen verschlimmert, wenn nach· 
träglieh das Eisen, was bei Dampfkesseln immer der Fall ist, 
einige Zeit auf 100-300 ° erhitzt wird. Dann tritt ein, was man 
Alterung nennt, jedoch nur bei weichem Eisen. Sie macht sich in 
einem starken Abfall der Kerbzähigkeit (ungefähr von 25 mkg/cm2 

auf 3 mkg/ cm2) bemerkbar, ohne daß Festigkeit, Streckgrenze und 
Dehnung eine wesentliche Änderung erfahren. Der Zugversuch gibt 
demnach über diese Materialverschlechterung keinen Aufschluß. 
Altern tritt auch auf bei längerer Lagerung bei Zimmertemperatur, 
jedoch nur nach einer stattgefundenen Überschreitung der Streck 
grenze bei der Kaltreckung des Eisens. In diesen Bemerkungen 
kann die Erklärung dafür gefunden werden, daß bei ein und dem
selben Kessel der eine Boden bricht, der zweite nämliche hält. 

Eine weitere Materialveränderung kann Rekristallisation ge
nannt werden. Sie besteht aus einer Vergröberung der Gefüge
struktur und ist ebenfalls mit einer Änderung der Kerbzähigkeit 
verbunden und zwar nur bei einem Material, das eine Kaltreckung 
über die Streckgrenze hinaus erfahren hat. Dieses nachteilige Korn
wachstum vollzieht sich bei Temperaturen zwischen 500 und 800 °, 
fällt also für Kesselböden nicht in Betracht. 

Die sog. Laugenbrüchigkeit, d. h. die erhöhte Neigung des 
Eisens zum Brechen in Anwesenheit von Natronlauge in betriebenen 
Kesseln ist ein heute sozusagen noch nicht abgeklärter Begriff. 

Eine Erscheinung, die sich bei Böden, die im Betrieb gestanden 
haben, zeigt, ist die Ermüdung des Materials. Man hat festgestellt, 
daß Böden, die öftercm Spannungswechsel ausgesetzt sind, brechen, 
während solche von gleicher äußerer Form, bei denen der Innen
druck weniger schwankt, keine Mängel aufweisen. Die Böden der 
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Kessel der feuerlosen Lokomotiven bilden ein sprechendes Beispiel 
hierfür; man beachte die Ausführungen von Kapitel 5. 

Endlich ist noch auf den Unterschied von dünnem Blech und 
dickem mit bezug auf Zähigkeit aufmerksam zu machen. Dünnes 
Blech erreicht meistens eine höhere Proportionalitätsgrenze und 
höhere Kerbzähigkeit als dickes. 

Zusammenfassung. 

Die Krempe eines gewölbten Bodens wird bei innerem Über
druck außenseitig auf Druck beansprucht, innenseitig auf Druck 
im Ringschnitt, auf Zug im Merdianschnitt. In diesem herrschen 
somit Biegungsspannungen. 

An der Innenseite treten Spannungen von erheblichem Maß 
in die Erscheinung, außen sind sie kleiner. Bei dünnem Blech 
sind die Biegungs- und mithin die Schubspannungen geringer als bei 
dickem. Bei dünnem Blech ist das Material meistens zäher als 
bei dickem. 

Für das Material an der Innenseite einer Krempe ist die Pro
portionalitätsgrenze erheblich früher erreicht als für dasjenige an 
der Außenseite unter sonst gleichen Umständen. Bruchgefahr tritt 
dort früher ein als irgendwo sonst an einem gewölbten Boden. 
Die Erfahrung lehrt, daß Krempenbrüche stets von der Innenseite 
ausgeben und ringförmig verlaufen. Durch entsprechende Form
gebung des Bodens und durch ausreichende Wanddicke ist auf die 
Verminderung der Meridianspannungen binzuwirken. 

Die Lage der hinsichtlich der Biegungsspannungen neutralen 
Fläche ist zur Zeit noch nicht genügend abgeklärt; für die Be
stimmung der Spannungen an der Innenseite eines Bodens besteht 
daher noch eine gewisse Unsicherheit. Der Spannungszustand an 
einem Boden weicht vollständig ab von demjenigen des auf 
Biegung beanspruchten geraden Stabes; bei diesem liegt einachsiger, 
beim Boden im l\feridianschnitt zweiachsiger oder genau genommen 
dreiachsiger Spannungszustand vor. 
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3. Die Versuche von Bach und Baumann und von Siebel 
und Körber. 

l. Die Versuche von Bach und Baumann.*) 

Über die äußere Form der Versuchsböden enthält Zahlentafel II 
die nötigen Angaben. Die Erzeugende ist 

bei 6 Böden eine Ellipse, bzw. ein Quadrat davon; 
bei 6 " ein Korb bogen, aus 2 Kreisbögen zusammengesetzt; 
bei 4 " ein Korbbogen, bestehend aus 3 Kreisbögen (Klöpfer). 

Diese letzten können an vorliegender Stelle weiter nicht berücksich
tigt werden, da zunächst nur einfache Formen untersucht werden sollen. 

Der Zylindermantel, in den die Böden eingenietet waren, hat 
130,0 cm Liehtweite; die Einspannung ist eine sehr feste. Die 
Bodentiefe ist verschieden bei den zwei Gruppen, die wir be
trachten; bei den elliptischen Böden ist b "-' 33 cm, bei den korb
bogenförmigen "-' 23 cm. Bei den elliptischen ist k "-' 2 und 
r: R = 0,121 bis 0, 135, bei den korbbogenförmigen ist k "-' 2,8, 
r: R = 0,0616 bis 0,088. Um die nämliche Spannung im Scheitel 
zu erreichen, lassen die elliptischen Böden schon wegen der größern 
Tiefe einen höhern Flüssigkeitsdruck zu als die korbbogenförmigen. 
Dies kommt in Abb. 40 zum Ausdruck. 

Zur Herstellung der Böden scheint bei jeder Gruppe ein und 
dieselbe Matrize gedient zu haben. Dagegen beträgt die Boden
dicke 1,5 cm, 2 cm und 2,5 cm und ist jeweils einem Paar auch 
äußerlich gleichartiger Böden gemeinsam. Die V ersuche sind daher 
in erster Linie dazu geeignet, den Einfluß der Bodendicke bei sonst 
gleicher äußerer Bodenbeschaffenheit klar zu stellen. 

Um zu einem Urteil über das Verhalten dieser Böden zu 
gelangen, haben die Forscher den Flüssigkeitsdruck so lange 
gesteigert, bis sich deutlich Zunderabspringen bemerkbar machte, 
was zuerst an der Krempe beobachtet werden konnte. Un
gefähr zu gleicher Zeit treten Strecklinien an der Krempe in 

*) Versuebe über die Widerstandsfähigkeit und die Formänderung 
gewölbter Kesselböden von C. Bach. Forschungsarbeit Heft 270, V. D. I. 
Verlag. Berlin. 
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Z a h l e n t a f e 1 II. 

Versuche von Bach und Baumann. 

Boden I P I 8 I R I r I a I b I a I r I r 
llk;;:m2 I cm I cm I -b- 1 

-

I 
-

___ 1 at 1 cm 1 cm cm a R 

1 42 1,55 125,3 16,9 64,2 32,9 1,95 0,263 0,135 1697 
2 43 1,58 125,2 16,9 64,2 32,9 1,95 0,263 0,135 1704 

= Qj 
5 66 1,97 129.8 15,7 64,1 31,7 2,02 0,245 0,121 2175 l'll .e- 6 62 1,95 127,2 16,2 64,0 32,3 1,98 0,253 0,128 2022 I = j;oJ 

9 85* 2,47 126,9 16,1 63,7 32,0 1,99 0,253 0,127 2183* 
10 85* 2,47 125,2 16,4 63,7 32,4 1,97 0,258 0,131 2152* 

I 
0,088 1 3 12 1,50 130,7 11,5 64,2 23,7 2,75 0,179 527 

= 4 10 1,48 130,7 7,3? 64,2 23,9 2,68 0,113? 0,0558? 441 
Qj 

~ 
7 24 2,02 131,0 9,2 1 64,0 22,4 2,85 0,143 0,0705 778 :c 

..Q 

..Q 8 23 2,04 131,0 9,35 64,0 22,3 2,87 0,145 0,0714 738 .. 
0 
i:l::11 30 2,45 131.2 8,1 63,8 22,4 2,85 0,127 0,0616 803 

12 26 2.47 131,2 8,5 I 63,8 22,9 2,78 0.133 0,0649 690 

* 85 at ist Annahme. Bei 83 at zeigte sich noch kein Zunderabspringen. 

die Erscheinung, ein Zeichen dafür, daß das Material die Streck
grenze erreicht hat oder im Begriff ist, sie zu überschreiten. In 
der Zahlentafel II ist der zugehörige Flüssigkeitsdruck unter p 
angegeben. Es darf vorau~gesetzt werden, daß der Zunder ab
springt, sobald an der Stelle, der er anhaftet, die Dehnung oder 
Verkürzung einen gewissen Absolutbetrag erreicht, und daß dieser 
bei allen Böden gleich sei, so daß die Krempenspannungen 
also praktisch gleich hoch werden. 

Wir haben die Spannungen, die im Scheitel der Böden unter der 
Wasserpressung p auftreten (Membranspannungen), in die Zahlen
tafel II eingesetzt. Zur Ausrechnung dient die nämliche Formel 
<J'B = p R: 2 s für elliptische wie Korbbogenböden. Diese Span
nungen werden in einer spätem Abbildung ( 40) als Ordinaten auf
getragen; die Abszissenachse ist nach der Blechdicke eingeteilt. 
Der Grund, daß die eine Punktgruppe höher als die andere liegt, 
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auch bei gleicher zugehöriger Blechdicke, ist bereits erwähnt: Form 
und namentlich Tiefe sind bei beiden Gruppen verschieden. Es sei 
auf die weitem Ausführungen am Schluß von Kap. 6 verwiesen. 

Die V ersuche von Bach und Baumann haben zur sog. Godes
berger Formel zur Berechnung gewölbter Böden, die eingenietet 
werden, geführt, sie lautet 

Rpz 
8 = K +2 (rum) (41) 

200~ 
X 

hierin bedeutet 

K Festigkeit von Flußstahl nach Werkstoffvorschriften, in kg/mm2 ; 

obere zulässige Grenze 47 kg/mm2• Obere Grenze für Kupfer 
22 kg/mm2• 

R Wölbungshalbmesser beim korbbogenförmigen bzw. Krümmung 
am Scheitel beim elliptischen Boden, in mm. 

p Druck in kg/cm2, x Sicherheitszahl = 4. 

z ist ein Beiwert, um welchen die aus der gewöhnlichen Boden
formel 8 = p R : 2 cr gefundene Wanddicke vergrößert wird. 

z ''-' 3,5 bei r =D: 15, z = 2,2 bei r = D: 10, 
z = 1 bei r = R; man vergleiche Abb. 19. 

Der Godesberger Bestimmung zufolge kann für die Ellipse z = 1,3 
angenommen werden, sofern die (außen gemessene) Bodenhöhe h 
mindestens 0,25 D beträgt, d. h. für J,5 ---

r 
k = 2, Rist dann 0,125. Für den 3f 

Korbbogen wird empfohlen: r soll nicht 1---~ 
kleiner gewählt werden als D : 10, R 2.o i i 
nicht größer als D. Mit diesen Grenz- 1,5 ---~-f---

t ' t h B k ' ht' d 4'3 ---;-r1 : wer en IS , o ne erüc s1c 1gung er 10 ---~-L+-~-------=-=--=----<> 
Blechdicke, r: R = 0,10 und k = 2,63. ' i i ! i 
Die Trab"'weite dieser Empfehlung kann i I i i 

1 I I 1 
I l 1 t 

in Abb. 34 abgeschätzt werden. In 0 0 0 0 Jl. 

Abb. 19 steigt der Wert von z bei der 15 w8 6 - r 2 
Abb. 19. 

Abszisse D: 15 asymptotisch, was zu Beiwert z der Godesberger 
beachten ist. Formel in Funktion von D. 

3 
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2. Die Versuche von Siebel und Rörber. 

Diese Versuche sind am Kaiser-WHhelm-Institut für Eisen
forschung in Düsseldorf ausgeführt worden,*) sie erstrecken sich 
über zwei Versuchsreihen, über jede liegt ein Bericht vor. Die Art 
der verwendeten Böden ist folgende : 

Reihe I (Bericht I) 9 Vollböden, davon 1 Halbkugelform, 
1 elliptisch, 1 flach, 1 über den Zylindermantel genietet, die andern 
Korbbogenböden. Dazu 11 Böden mit Mannlöchern. Dicke der 
Böden 2,0 bis 2,2 cm. 

Reihe II (Bericht II) 4 Vollböden, gleich beschaffen wie 4 Voll
böden aus Bericht I, Blechdicke jedoch 3,50 bis 3,56 cm. Dazu 
8 }lannlochböden. 

Angaben über die äußere Form von 7 Vollböden der Reihe I 
und sämtlicher Vollböden ( 4) der Reihe II sind in Zahlentafel III, 
S. 40 und 41, (R, r, a und b werden bis zu halber Blechdicke 
gemessen) enthalten. Die Lichtweite des Zylindermantels, in den 
die Böden eingenietet sind, mißt in allen Fällen 130,0 cm, wie bei 
den V ersuchen von Bach. Die Böden sind sehr fest eingespannt. 

An diesen Böden wurden nicht nur die federnden und blei
benden Formänderungen gemessen, sondern vor allem auch die 
Oberflächendehnungen und die Krümmungsänderungen. Die hiezu 
benützten Geräte werden beschrieben (wird bei den Dehnungs
messungen der Spitzenabstand 7,0 cm, so erscheint dieser reichlich 
groß für die genaue Erfassung von örtlichen Dehnungen ; das 
nämliche gilt für den Abstand von 5,0 bei den Instrumenten für 
die Messung der Krümmungsänderung. Bei den letztgenannten sind 
zwei Spitzen fest, eine dritte außenliegende beweglich ; zwei Punkte 
des Bodens werden bei der Messung somit festgehalten). 

*) Erich Siebel und Friedrich Körber, Versuche über die Anstrengung 
und die Formänderungen gewölbter Kesselböden mit und ohne Mann
loch bei der Beanspruchung durch innern Druck. I. und II. Bericht (59 
und 60). 

Erich Siebel und Anton Pomp, Der Zusammenhang zwischen der 
Spannungsverteilung und der Fließlinienbildung an Kesselböden mit und 
ohne Mannloch bei der Beanspruchung durch innern Druck (62). 

Erich Siebel u. Friedrich Körber, Modellversuche an Kesselböden (73). 
1926, Verlag Stahleisen, Düsseldorl. 
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Gemessene Dehnungen und reduzierte Spannungen sind ver
hältnisgleiche Größen; die Spannungen ergeben sich nach den be
kannten Formeln ( 45) und ( 46) im spätem Kapitel. 

Soweit es sich um Oberflächen-Spannungen handelt, sind die 
Höchstwerte für Wölbung und Krempe in Zahlentafel III der vor
liegenden Abhandlung aufgenommen worden, jedoch nur für Voll
böden. Wir werden diese Ergebnisse bei der Auswertung unserer 
eigenen Messungen (Abb. 34) mit benützen. Die Feststellung der 
Forscher, daß bei Vollböden stets an zwei Stellen Höchstspannungen 
auftreten, Zugspannungen in der Wölbung und Druckspannungen 
in der Krempe stimmt mit den Ergebnissen der Zürcher V ersuche 
überein. 

Siebel und Körber ermitteln auch die Spannungen an der 
Innenseite der Böden. Dabei wird die Rechnung in gleicher Weise 
durchgeführt wie für einen geraden Stab. 

Die Düsseldorfer V ersuche mit Mannlochböden sind unseres 
Wissens die ersten dieser Art. Bei diesen war die höchste Span
nung stets am Mannlochrand feststellbar. Im Bericht I ist darüber 
folgendes ausgeführt, was am Schluß von Bericht II bestätigt wird: 
"Die rings um das Mannloch verlaufenden Randspannungen stiegen 
auf dem höchsten Punkt des Mannlochrandes auf den drei- bis 
vierfachen Wert der Wölbungsspannungen des entsprechenden Voll
bodens an und erreichten damit Werte, bei denen fii.r Mannloch
böden, die nach den bestehenden Vorschriften berechnet sind, von 
einem Sicherheitsgrad kaum noch die Rede sein kann. Die er
mittelten hohen Spannungen stehen im Einklang mit den Ergeb
nissen der V ersuche von E. Preuß*) mit durchlochten Zugstäben, 
bei denen am Lochrand Spannungserhöhungen auf den zwei- bis 
dreifachen Wert der im Mittel vorbandenen Spannungen festgestellt 
wurden. Bei den gelochten Schalen machen sieb zudem noch un
günstig wirkende Biegungsbeansprucbungen bemerkbar. Die Span
nungsverteilung wird weiterbin durch die elliptische Mannlochaus
bildung stark beeinflußt, so daß die Spannungen auf der langen 
Mannlochachse diejenigen auf der kurzen um etwa 50 °/o über-

*) Z. V. D. I. 56 (1912), S. 1780 und Forachungsarbeiten auf dem Ge
biete des Ingenieurwesens, Heft 126 (1912). 
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treffen. Die Mannlochkrempe vermag diesen Spannungssteigerungen 
wegen ihrer spannungstechnisch ungünstigen Konstruktion nicht ent
gegenzuwirken. Abhilfe steht auch nicht zu erwarten durch das bei 
den Vollböden zur Verbesserung der Bodenkonstruktion gewählte 
V erfahren, den Hauptkrempenradius zu vergrößern. Letztere Maß
nahme beeinflußt nur die Krempenspannung in günstiger Weise, 
ist aber auf die hier in Betracht kommenden Wölbungsspannungen 
fast ohne jeden Einfluß. Die neueren hoben Bodenformen verhalten 
sieb deshalb hinsichtlich der Mannlochrandspannungen lange nicht 
so günstig, wie dies aus dem Vergleich der entsprechenden Voll
böden zu erwarten wäre. Es dürften deshalb alle nach den bis
herigen Grundlagen berechneten Mannlochböden bei Betriebsdruck 
am Mannlochrand bis an die Fließgrenze beansprucht sein. 

Wenn wir trotzdem von Unglücksfällen, die auf die Spannungs
verhältnisse am Mannlochrand zurückzuführen waren, verschont ge
blieben sind, so hat dies vornehmlieb folgende Ursachen: 

1. Die ringförmig um das Mannloch gelegene Zone der höchsten 
Spannungen ist schmal und klein im Durchmesser. Es wird 
infolgedessen nur ein verhältnismäßig geringer Anteil der ge
samten Bodenfläche hoch beansprucht. 

2. Der Mannlochrand vermag bei etwaiger Beanspruchung über 
die Fließgrenze ungehindert nachzugeben und eine stabilere 
Form anzunehmen. 

Nichtsdestoweniger dürfte die geschilderte hohe Beanspruchung 
durchaus unzulässig und zumal bei seitlich angeordnetem Mannloch 
gefährlich sein, da in diesem Falle die Höchstspannung in der 
Hauptkrempe durch den Einfluß des Mannlochausschnittes wesent
lich steigt. Es müssen deshalb Wege gesucht werden, um dieser 
Anstrengung des Materials zu begegnen. Folgende Maßnahmen 
dürften hierfür in Betracht kommen: 

1. Die Vermeidung der Annäherung des Mannlochs an die Krempe. 

2. Eine allgemeine Erhöhung der Wandstärke. 
3. Eine Erhöhung der Wandstärke am Mannlochrand, wie sie 

sich z. B. bei den zugekümpelten Hochdrucktrommeln ergibt. 
4. Eine Versteifung des Mannlochrau des. 
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5. Eine Verkleinerung des Achsenverhältnisses der Mannlochellipse 
möglichst auf eins (kreisförmiges Mannloch). 

6. Eine spannungstechnisch günstigere Gestaltung der Bodenform 
in der Nähe des Mannlochs. 

In letzterer Hinsicht bieten die Formen den Wegweiser, die 
em Mannlochboden unter hohem Druck von selbst annimmt. Es 
war meist ein leichtes, mit einem Boden doppelt so hohe Drücke 
aufzunehmen, wie sie heim Auftreten der ersten Fließerscheinungen 
vorhanden waren. Daß dies möglich war, ist in erster Linie der 
Gestaltsverfestigung des betr. Bodens zuzuschreiben. Die ur
sprüngliche Ellipst;lnform der Böden ist bei 55 bzw. 60 at Über
druck in der Umgebung des Mannlochs völlig verloren gegangen. 
Der Mannlochrand ist kegelförmig vorgestülpt. 

Da nach diesen Erfahrungen ein hinsichtlich der auftretenden 
Spannungen günstiges Verhalten von Mannlochböden zu erwarten 
stand, die von vornherein in ähnlicher Weise gestaltet waren, 
wurden zwei Böden nach einer Form untersucht, die mit stark 
vorgestülpten Mannlochrändern hergestellt waren. Ein so ausgebil
deter Boden zeigt in jeder Hinsicht günstigere Eigenschaften als 
der gleiche Boden mit normaler Mannlochausführung. Insbesondere 
ist hier der Höchstwert der Randspannungen im Vergleich mit einem 
solchen Boden auf fast die Hälfte gesunken, und Spannungsver
teilung und Formänderungen nähern sich den bei den Vollböden 
gefundenen Verhältnissen. 

Man wird stets mit einer starken Spannungserhöhung in der 
Umgebung des Mannlochs zu rechnen haben, und es wird hierauf 
bei der Berechnung der Böden Rücksicht zu nehmen sein. 

Die Neigung zum Aufbiegen der Krempe war bei den Mann
lochböden in verstärktem Maß vorhanden. In besonders unangenehmer 
Weise machte sich diese Erscheinung bei den Böden mit seitlichem 
Mannloch bemerkbar, wo sich die Wirkungen der Krempe und der 
Schwächung des Bodens durch das Mannloch addierten. Hier dürfte 
eine Verlegung der langen Mannlochachse in die Meridianrichtung, 
also eine Drehung des Mannlochs bisheriger Anordnung um 90 °, 
Vorzüge bieten." 
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Die Ausführungen beweisen, daß bei der Berechnung eines 
Bodens berücksichtigt werden muß, ob ein Mannloch vorhanden sei 
und wie es angeordnet ist. Eine Erscheinung ist noch zu erwähnen, 
diejenige, daß die Nieten der Rundnähte bei höherm Druck undicht 
wurden, was der Verformung der Böden in der Krempe zu zu
schreiben ist i diese verändert ihre Form bis zur Nietnaht. 

Die V ersuehe von Siebel und Körber bringen äußerst wert
volle Beiträge zur Abklärung der Bodenfrage. 

4. V ersuche des Verfassers. 

1. Die Versuchsböden. 

Ein Urteil in der verwickelten Bodenfrage muß sich in erster 
Linie auf V ersuche stützen. Diese Auffassung hat den Verfasser 
schon 1923 veranlaßt, Böden durch Messung der Oberflächen
dehnungen auf ihre Festigkeit zu untersuchen i es sei an die da
malige Druckschrift "Festigkeit elektrisch geschweißter Hohlkörper"*) 
erinnert. 

Heute sind von uns 10 Böden in dieserWeise untersucht worden, 
alles Vollböden, wie Zahlentafel IV, Seite 40, zeigt; Nr. 1 frühere Be
zeichnung VII) und 2 (früher VIII) im Jahr 1923, die übrigen sl.'lither. 
Zwei Böden haben elliptischen Meridian (Nr. 2 und 10), die andem 
korbbogenförmigen. 4 Böden sind vermittels elektrisch geschweißter 
Rundnähte an die Mäntel angefügt (Nr. 1, 2, 4, 10), die andem 
sind eingenietet und gehören zu Dampfkesseln, die heute im Be
trieb stehen (die Betliebsdrücke sind in Zahlentafel IV eingeklam
mert angegeben). An den Böden 9 und 10 ist neben der Ober
flächendehnung auch die Verkrümmung festgestellt worden; hier
über wird im theoretischen 1'eil berichtet. 

2. Die Messungen. 

Zur Messung bedienten wir uns der Dehnungsmesser von 
Okhuizen und von Huggenberger, womit Längenänderungen der 
Größenordnung 1 : 1000 mm sicher erfaßt werden können. Die 
Instrumente sind mit einer festen und einer beweglichen Schneide 

*) Berlin, Verlag J ulius Springer, oder Zürich, beim Schweizerischen 
Verein von Dampfkessel-Besitzern. 
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versehen, die bewegliche wirkt auf ein Zeiger-Hebelwerk mit rund 
1 OOOfacher Übersetzung. 

Ist l der ursprüngliche Schneidenabstand und ß l die durch 
den Zeiger des Instrumentes angezeigte Längenänderung, so ist 
ß l : l = E die Dehnung. l ist 20 mm. 

Die reduzierte Spannung ist der Dehnung verhältnisgleich wegen 

Ored = sE ( 42) 

Reduzierte Spannung wird diejenige genannt, die im einachsigen 
Spannungszustand dem Absolutwert nach die nämliche Dehnung 
hervorruft wie im dreiachsigen Spannungszustand das Zusammen
wirken der Rauptspannungen ( a1 a2 cra); sie ist in andern Worten 
die Spannung, welcher am Zugprobestab eine Dehnung von näm
lichem Wert entspricht, wie durch Messung in einer der Haupt
spannungsrichtungen an der Hohlkörperwand festgestellt. 

E1Körper= ~ [cr1-v(cr2+cr3)] (43) 

'1 1 
= E- cr1 = E cr E Stab (44) 

Um für die Dehnung am Körper einen Maßstab zu finden, 
werden beide E-Werte einander gleich gesetzt; die entsprechende 
Spannung des Stabes wird dann mit crred bezeichnet. 

Aus den Werten für crred werden diejenigen für cr aus den 
Gleichungen für s1, Ez und Es ermittelt, die erste davon ist oben 
angeschrieben. Wird die dritte Hauptspannung = 0 gesetzt, so wird 
der Spannungszustand der ebene, und die Rechnung vereinfacht sich. 

Es wird a1 red+ v Oz ,-ed 
a1= 1 _v 2 (45) 

cr2 red + V cr1 red 
crz = (46) 1- v2 

Der Gang der Rechnung ist der, daß man aus den Dehnungen 
erst die reduzierten Spannungen ermittelt (Gleichung 42) und aus 
diesen die Spannungen durch Anwendung dieser zwei Gleichungen. 
Dabei haben wir angenommen, E = 2150000 und m = 10:3 
(Poissonsche Zahl) bzw. v = 1 : m "--' 0,3. 
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2 3 4 
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5 6 7 8 9 
Versuche von Siebel und 

10 11 12 13 14 

I ~t I c: :m I ~; :: :: I ; I : i 11~~!21.~!.1 :; ! 
!==~========~~~~~~~==~~==~~~~~==! 

Halbkugel . . . 10 2,19 64,1 64,1164,1164,1 1,0 - 1,0 146 152 1,041 
Korbbogen AI 10 2,07 14,0 92,0 64,0132,5 1,97 0,2188 0,152 222 230 1,035 

" BI 10 2,17 19,6 105,0 63,9,32,5 1,97 0,307 0,1866 242 215 0,888 
" GI 10 2,00 19,5118,0

1
64,0 30,5? 2,10? 0,310 0,1652 295 276 0,936 

Ellipse DI 10 2,01 17,0 127,0!64,0·32,5 1,97 - 0,1338 316 460 1,266 
Korbbogen Ez** 10 2,11 14,0 131,0

1
64,0 25,5 2,51 0,219 0,1068! 311 292 0,940 

" FI 10 2,07 5,0 171,0I64,0 16,5 3,88 0,078 0,0292:1413 460 1,114 

Korbbogen AII 10 3,56 92,78 14,8 63,2 31,7 1,99 0,234 0,159 130 138/1,061 
Ellipse DII 10 3,50 122,116,9 63,2 32,9 1,92 - 0,139 175 215 1,232 
Korbbogen Ezi 10 3,55 131,8

1
14,8 63,2 24,7 2,56 0,234 0,112 185 230 1,2411 

" FII 10 3,56 171,8 8,3 63,2,18,2 3,47 0,131 0,048 241 322 1,331 
* Bis zur halben Blechdicke gemessen ** Normale in den Mantel eingeni .. tete Konstruktion. 

Zahlentafel IV. 
2 3 

und Art der Boden p t Erzengende I I 
Rundnaht " 

Korbbogen 
geschweißt 

Ellipse 
geschweißt 

1 (VII) 12 

2 (VIII) 24 

5 

I s•• I r• 
cm cm 

6 7 8 9 10 11 

R* a•l b* 
cm cm cm 

I 

a 
b 

!:__ I r a R 

Versuche des 
12 13 14. 

1,2 3,9 160,6 60,2 14,3 4,21 0,065 0,0243 801 814 1,016 

Sx1,0 0 I 
SB 1,2 1 ,15 77,6 39,4120,0 1,9710,257 0,130 I 9311215,1,30 

Korbbogen 
genietet .. 3 

Korbbogen 
geschweißt 4 

I I I 36 (25) 3,4 9,2 136,2173,3 26,7 2,7410,125510,0675 721 7971,105 

4 (1,9) Sx1,16 5,17 249,4
1
89,5 21,32 4,20 0,0578

1
0,0207 430 7401,72 

Korbbogen 
genietet .. 5 

" 
6 

" 
7 

" 
8 

Sx216 I 
24 (16,5) SB 2:19 4,94144,8 58,716,16 3,63

1
0,084210,0341 806 837 1,04 

45 (34) SB 35517,25113;3 59,0 27,0 2,18 0,292 0,152 718 8761,22 
sx2,52 I 

45 (34) SB 2:52 9,94 72,3
1
37,116,32 2,27

1
0,2683,0,1376 645 9981,548 

Sx2,05 I 24 (10,5) s ? 01 8,8 108,2,59,0 22,8 2,5910,149 0,0813 646 656 1,015 

s~2:641 I I I I 
" 9 32 (17) s B 2,62 25,0 139,0 73,4133,4 2,20

1
0,341 0,1798 849 768 0,904 

Ellipse 
geschweißt 10 30 !!g~ 9,56 80,0 39,419,4 2,03

1
0,242 0,120 1008 11211,11 

*J Bis zur halben Blechdicke gemessen. 
**) Obere Zahl: Blechdicke in der Krempe. Untere Zahl: Blechdicke im Scheitel. 
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Hörher mit Vollböden. Zahlentafel III. 
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 2 

I . . .. 

°Kz I Boden ~ 

o.Kz 
[1:
0 Wtred/ 0 W2redl 0 WJ I 0 W' II a.Kt \°Ktred I °K2red 

!, kg/cm• kg/cm' kgjem• a'B [[ kgjeru' kg/crn' \ kgjcm' 
(JKJ I 

kg/cm' 
(JKJ 1

1 
I I a.Kt ]o.Kz oKz 

II- - 1- - - -

I! ~:: 
365 

183 332 1,495 63,4 -64,5 -172,0 -128,5 -2,02 33,8 -210 

161 361 1,490 152,2 0 -140 -46 -0,30 83,7-154 

86 430 1,456 88,6 0 -238,8 -78,6 -0,89 48,7-260 

-6,2 Ar 

-1,8 Br 

-5,4- Or 

I 

' ' 

- -

365 247 

838 215 

140 I 86 

161 
I 

140 

236 

• 

140 

312 161 

Verfassers. 
15 16 

- (1,266) - - - - - - - - Dr 

482 1,55 62,3 -64,5 -258,0 -156 -2,50 33,2-303 -9,1 EI·· 

991 2,40 23,6 -709 -516 -950 -40,2 12,0-750-62,21 Fr 

119111,4661138,8 ' --64,51 -64,5 -92 1-2,37112o,8 -92 1-4,431 Au 

:~ ::: 38,8 -107 -118 -158 -4,07 20,8-1651-7,93 ~~; 
]396 1,645[22,4

1
--269 -129 I -338 -15,1 11,6,-230~-19,8] Fu 

Zahlentafel IV. 
17 18 19 20 21 ~ 23 24 25 26 2 

0 wtred 0 wzred 0 W1 _ff'-! 1 °Kt °Ktred °Kzred °K1 __I!!_ °KZ °Kz ....!!!._ Boden I 1 

Ia 'I' I I I I 0 J' Ia I kgjcm• kgjcm•llgjrm• OB I kgj<m' kg/cm' kg/cm' kg/cm' 0~1 lgjrm• , lgjem• r:JKZ , 

1185 368 
I 
1425 1,79 11 38,3 -16501-1360-22601 -59 19,51-20401-104,5 1 (VII) 

- - - - - - - - - - - - 2 (VIII) 

1208 375 1450 2,01 96,2 -670 -645 -949 -9,9 48,7 -930 -19,0 3 

978 86 1142 2,66 18,2 -1204 -1246 -17281--95 8,9 -1746 -195 4 

1344 483 163512,03 53,8 -990 -918 -1390 -25,8 27,5 -1335 -48,6 5 

930 408 1156 1,61 199,6 -380 -413 -554 -3,6 109,3 -579 -5,3 6 

784 516 1031 1,60 163,8 -312 -307 -444 -2,7 88,7 -430 -4,8 7 

956 301 1150 1,78 97,3 -860 -721 -1184 -12,2 51,5 -1076 -20,9 8 

I' 12o8 387 1455 1,71 272 -526 -666 -796 -2,9 151,5 -904 -5,9 9 

- - - - - - - - - - - - 10 

I I I I I ' I 
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Die reduzierten Spannungen können den Spannungsplänen 
Abb. 20 u. f. entnommen werden, ihr Maßstab ist demjenigen der 
Dehnungen verhältnisgleich. cret ,·ed und crez red sind ein und der
selben Stelle an der Bodenwand zugehörig, liegen also im Spannungs
plan direkt übereinander und können dort abgegriffen werden. Ab
weichend von dieser Rechnungsweise werden die Scheitelspannungen 
aus Mittelwerten bestimmt gemäß 

crB = a,t red+ r.Jez nd • _!_ ( 4 7) 
2 0,7 

wobei 0, 7 das Verhältnis der Spannung zur red. Spannung an der 
Kugelwand. Bei der Steigerung des Flüssigkeitsdruckes darf die 
Proportionalitätsgrenze an keiner Stelle der Wand überschritten 
werden. 

Die Z u ver I ä s s i g k e i t d er Erg e b n iss e wird in ver
schiedenen Richtungen beeinflußt. Derartige Mängel werden in der 
Regel mit der Meßtätigkeit in Zusammenhang gebracht oder bei 
den Instrumenten gesucht. (Der Bau der Meßgeräte und ihre An
wendung sowie das von uns geübte Meßverfahren sind im Il. Teil, 
Abschnitt III, beschrieben). Ohne Zweifel kommen solche Fehler 
vor. Wir haben aber nicht unterlassen, die Dehnungsmesser inner
halb nützlicher Fristen auf ihre Richtigkeit zu prüfen. Als beste 
Prüfvorrichtung hat sich bis jetzt ein langer, kalibrierter Zugstab, 
in die Werder- Maschine eingespannt, erwiesen. Die Messungen 
selber sind gewissenhaft durchgeführt worden; Übung fehlte aller
dings noch bei den ersten Böden. Wenn die Spannungspläne Un
stetigkeiten aufweisen, so sind diese in recht vielen Fällen der 
ungleichförmigen Beschaffenheit der Böden zuzuschreiben. Auch 
maschinengeformte Böden sind häufig unregelmäßig gewölbt, dies 
zeigt sich im V erhalten der senkrecht zueinander gerichteten Span
nungen aet red und aez red im Scheitel; theoretisch müssen diese ein
ander gleich sein. Abweichungen sind aber oft festgestellt worden 
bei durchaus einwandfreier Messung. 

Endlich ist die Bodendicke, obwohl von maßgebender Bedeutung, 
selten genau bekannt. Dies hat uns veranlaßt, Geräte herzustellen 
zur genauen Einmessung der Bodendieke auf einem Meridian; diese 
wurden von Boden 5 an in Gebrauch genommen. Mit ihrer Hilfe 
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konnten wir feststellen, wie sich die Dicke eines Bodens auf einem 
Meridian ändert. Die Böden weichen in Form und Dicke mitunter 
erheblich von den 61-e~~ + 
Angaben der Zeich- kglan 

2 

IN 10 
1 /l\2at , 

8 00 

0 Jlif'. 
1/ 

60 

nune-en ab. Will man 
verfahren, so wie wir 
es getan haben, die 
Spannungen durch 
Messung zu ermit
teln, um sie mit den 
gerechneten Mem-

o, :;,.~ ~~ 
0 20 

0 

2 

branspannungen zu w 

vergleichen, wie in 60 

Zahlentafel IV ge- 80 

schehen, so muß die 

0 

100 
Bodendicke genau 

120 bekannt sein, soll 

0 

0 

0 

0 

das Ergebnis zuver- 140 

lässig werden. Feh- 160 

ler bei dünnen Bö- ~~'red 

0 

0 

-

\.. 

1 

ko/cm2+ 
den haben größere f----'üre 

Tragweite als bei 
dicken. 

3. Die Dehnungen. 
Die äußere Form 

der gemessenen Bö
den läßt sich aus 
den Abb. 20 bis 29 
und Zahlentafel IV 
erkennen. 
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Abb. 20. Korbbogenförmiger Boden Nr. 1 eines 
Probebebalters (VII vom Jahr 1923) p = 12 at. 
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WeHe nimmt ihren Anfang am Mantel in genügendem Abstand von 
der Übergangsstelle zum Boden, an einer Stelle, die dem verbiegen
den Einfluß der Böden entrückt ist. 
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Abb. 21. Elliptischer Boden Nr. 2 eines Probebehälters (VIII vom Jahr 1923) 
p=24 at. 

Der Spannungsverlauf wird beherrscht durch Lage und Art 
der schärfsten Umbiegung beim Richtungswechsel der Erzeugenden 
vom Mantel zum Boden; an dieser Stelle oder in unmittelbarer 
Nähe erreichen die Spannungen extreme Werte. Sie sind abhängig 
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vom kleinsten Krümmungshalbmesser und von der Art, wie die 
Krümmung bis zum Bodenscheitel zunimmt, also davon, ob dieser 
Uebergang stetig erfolgt wie bei der Ellipse oder sprungsweise wie 
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.Abb. 22. Korbbogen:förmiger Boden Nr. 3 eines Dampfkessels (der Druck
schrift "Nieten und Schweißen der Dampfkessel" entnommen) 

p = 36 at (Betriebsdruck 25 at). 

beim Korbbogen; auch die Größe der Wölbung am Scheitel ist von 
Einfluß. Kennzeichnende Beispiele sind: 

Boden 4 mit kleinstem, Boden 9 mit größtem Krümmungs
verhältnis 1· : R 
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Boden 3 mit kleinstem, Boden 9 mit größtem Krempen
Halbmesser,. 

Boden 2 und Boden 10 mit elliptischem Meridian. 
Beim elliptischen Boden gibt es auf dem Meridian nur einen Krüm
mungssprung, denjenigen bei der Uebergangsstelle vom Mantel zum_ 
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Abb. 23. Korbbogenförmiger Boden Nr. 4 eines Druckluftbehälters 
p = 4 at (Betriebsdruck 1,9 a.t). Die Geraden, die durch zwei Sterne be
zeichnet sind, bedeuten hier und in spätern Spannungsplänen den Abschluß' 
der Krempe; bei elliptischem Meridian die Lage der großen Halbachse. 

Boden. Noch am Mantel erreicht die Spannungswelle ihre größte Er
hebung (Abb. 21 u. 29). Ein zweiter Wellenberg liegt über dem Scheitel. 

Zwei Krümmungssprünge weist dagegen der Korbbogen 
auf, an der Uebergangsstelle vom Mantel zur Krempe und an der-
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Abb. 24. Korbbogenförmiger Boden Nr. 5 eines Dampfkessels. 
p = 24 at (Betriebsdruck 16,5 at). 

jenigen von der Krempe zur Wölbung. Dem zweiten ist es offenbar 

zuzuschreiben, daß die Weile der Spannungen sich am höchsten 

über der Wölbung erhebt; man vergleiche die Spannungspläne der 

Korbbogenböden 1 sowie 6-9. Beim Bodenscheitel senkt sich 
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die Welle, dies zeigt sich bei allen Korbbogenböden. Bei elliptischen 
dagegen wird der höchste Wert der Spannung im Scheitel. selber 
erreicht.*) 

Bei der Ellipse sind die Spannungen dem Meridian entlang 
somit besser verteilt als beim Korbbogen, namentlich bleiben sie 

&etred E-., 
1075 0,0005 

860 0,00{)4. 

645 0,0003 

430 0,0002 

215 0,0001 

0 0 

·215 0,0001 

-430 0,0002 

• 
ß-K I 

I 

/ 
I 

30 i.t I 

/ ~ ~ .\ ~ 

15~ \\ I 

\ I 

.~ Yt 't2 ... 
~ 

11 12 .3 '14 7 19A 

I~ 1 I 13 H 15 16 , 
I 

'V I 
I 
I 

'"•zred E"2 I 0 !0 20 3IJ f.O SOcm I I . 
645 0,0003 

430 0,0002 

215 0,0001 

0 0 

-215 0,0001 

-430 0.0002 

I 

~ I j. -.." 
I ' -:;; ~ ;~ 1.) 

......., 
.......... 

1 ,2 .3 ~ ~ .7 ,Q, l-6 ~;::: ?;: .15 ~ 
~ ~ I 

13 

I 

\: '/ I 
I 
I 

I 

® 

Abb. 25. Korbbogenförmiger Boden Nr. 6 eines Dampfkessels. 
p = 45 at (Betriebsdruck 34 at). 

in der Krempe unter denjenigen eines Korbbogens mit nämlichen 
Werten a und b. Nur darf beim elliptischen Boden die Anschluß-

*) Dies gilt praktisch genau genug auch für Boden 10, Meridian
flchnitt. Siebel und Körber haben indessen beim elliptischen Boden DJI, 
der 3,5 cm Blechdicke mißt, festgestellt, daß das Spannungsmaximum 
unmittelbar neben dem Scheitel liegt. Beim Boden Dr mit der Blech
dicke 2,0 cm war der Höchstwert der Spannungen im Scheitel selber. 
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stelle an den Mantel, d. h. die Rundnaht nicht etwa an die Stelle 
verlegt werden, über welcher die Spannungen den höchsten Wert 
annehmen; die Bruchgefahr würde sonst von der Krempe auf die 
Rundnaht übertragen. Dies gilt hauptsächlich für den Meridian. 

Die Spannungswellen erreichen, wie die Abb. 20 bis 29 er
kennen lassen, vier Höchstwerte, zwei über den Mantel, wovon die 
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Abb. 26. Korbbogenförmiger Boden Nr. 7 eines Dampfkessels. 
p = 45 at (Betriebsdruck 34 at). 

erste nur sehr schwach ist, und zwei über dem Boden. An diesen 
Stellen des Bodens übersteigen die wirklichen Spannungen die 
Membranspannungen, d. h. diejenigen, die für Teile eines Hohl
körpers, welchen Biegungsspannungen nicht innewohnen, berechnet 
werden können. (Zylindermantel, Hohlkugel, Hohlring.) 

Die Meridian- und Ringspannungen an der Oberfläche ver-
4 
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laufen nicht synchroni in Scheitel und Krempe fallen indessen die 
Phasen zusammen. Anders verhält es sich mit den Innenspannungen. 
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Abb. 27. Korbbogenförmiger Boden Nr. 8 eines Dampfkessels. 
p = 24 at (Betriebsdruck 10,5 at). 

Die innenseitigen Ringspannungen folgen ziemlich genau denen der 
Oberflächei die Meridianspannungen laufen an der Krempe den
jenigen der Oberfläche entgegen. Im Scheitel sind alle Spannungen 
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gleich gerichtet. Gefährlich werden die Innenspannungen an der 
Krempe, infolge hoher Inanspruchnahme des Materials durch Biegungs
und Schubspannungen. Die Vermutung darf ausgesprochen werden, 
daß zwischen Wellenerhebung und Wellenlänge ein Zusammenhang 
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·= Abb. 28. Korbbogenförmiger Boden Nr. 9 eines Dampfkessels. 
p = 32 at (Betriebsdruck 17 at). 

besteht, daraufhin deutet unter anderem die Höhe der Spannungen 
(aB) im Scheitel bei den verschiedenen Böden. In der Abb. 30 
ist der Quotient aB: crß als Ordinate aufgetragen über Werten von 
r: R als Abszissen, wobei cr'B die Membranspannung bedeutet, 
entsprechend , p R 

CJB=- (48) 
2s 
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Abb. 29. Elliptischer Boden Nr. 10. p = 30 at. 

Die Werte für aB und al1 entstammen den Zahlentafeln 111 und IV, 
Reihen 12 und 13. Die Zürcher Versuche sind durch runde Punkte, die 
Düsseldorfer durch Dreieckpunkte gekennzeichnet. Viereckpunkte 
bedeuten elliptische Böden. Erreicht am Bodenscheitel die wirkliche 
(durch Messung ermittelte) Spannung denWert der Membranspannung, 

1,1 so ist aB: al1 = 1. Nun aber 5 04-
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R 

Abb. 30. Wirkliche (crB) und gerechnete 
(cr'B) Spannungen :für die Scheitel der 
Böden, bzw. Wert des Quotienten OB: cr'B· 

Betracht; der von Hand ge
schmiedete Boden 4 war etwas 
unregelmäßig geformt. Da
gegen fand sich bei Boden 7 
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alles iu Ordnung. Nun läßt der Spannungsplan dieses Bodens 
(Abb. 26) erkennen, daß der Spannungshöchstwert sehr nahe beim 
Scheitel liegt; die Spannungswelle konnte auf der kurzen Strecke 
nicht abklingen (dieser Spannungsverlauf sieht überhaupt demjenigen 
von elliptischen Böden ähnlich, was darauf hindeutet, daß der 
Krümmungsprung etwas ausgeglichen ist). Die Verhältnisse von 
Boden 9 (Abb. 28), damit in Vergleich gestellt, zeigen, daß hier 
im Gegenteil der Spannungshöchstwert so weit vom Scheitel ab
steht und bis dorthin so stark abklingen kann, daß am Scheitel 
die wirkliche ( d. h. red.) Spannung unter die Membranspannung 
fällt, sodaß crB : crß < 1 (Abb. 30). Daß die Werte für die ellip
tischen Böden (quadratische Punkte) über dem Membranwert 1 
liegen, leuchtet ein; bis zum Scheitel findet eine stetige Zunahme 
der Krümmung statt. Jedenfalls behalten diejenigen, welche den 
Krümmungsverhältnissen eines Bodens nur nebensächliche Bedeutung 
beimessen, nicht recht. Wie wir sehen, hängt der Spannungsverlauf 
auf dem Meridian eines Bodens in empfindlicher Weise von der 
Art ab, wie der .Meridian gekrümmt ist. 

4. Ueber die äußere Form der untersuchten Horbbogenböden. 

Für einen Korbbogenboden hat die Erzeugende die zweck
mäßigste Form, für die der Quotient aus den beiden Krümmungs
halbmessern r und R den Höchstwert erreicht, wie in Kapitel 1 

Zahlentafel V. 

Zweckmäßiger Wert r': R' für gegebene Werte a und b für die Korb· 
bogenböden 4-9. 

Bodenil a 

I 

b 
I 

r 

I 

R I' r' 
I 

R· 
II 

r 

I 
r' 

II 
- -

cm cm 
i 

cm cm R R' 

I' 345,6 I 4 

Ii 

89,5* 21,32* 5,17* 249,4* 12,2 0,0207 . 0,0354 

5 58,7 16,16 4,94 144,8 9,5 194,81 0,0341 0,0488 

6 
II 

59,0 27,0 17,25 113,3 18,1 116,4 0,152 0,155 
7 Ii 37,1 16,32 9,94 72,3 10,8 76,1 0,1376 0,1417 ,, 
8 

II 

59,0 22,8 8,8 108,2 14,5 137,9 0,0813 0,1051 

9 73,4 3H,4 25,0 139,0 22,3 145,6 0,1798 0,1533 

*) Bis halbe Blechdicke gemessen. 
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nachgewiesen. Der Zusammenhang wird dann durch Gleichung (20) 
gegeben. Wenn wir untersuchen wollen, ob der nämliche Zusammen
hang auch bei den untersuchten Korbbogenböden besteht, so sind 
die Werte a und b als Grundmaße aufzufassen. Krempen- und 
Wölbungshalbmesser folgen dann aus den GI. (21) und (22). In 
dieser Weise sind die Werte r' und R' der Tafel V berechnet· worden, 
wogegen r und R durch Messung ermittelt sind. Hat der Boden die 
zweckmäßige Form, wie hier mehrmals besprochen, so wird der 
Wert r' : R' der Tafel für den betr. Quotienten erreicht. Der 
Wirklichkeit entspricht aber der Wert von r : R der Tafel. Wir 
erkennen daraus, daß die untersuchten Böden von der zweckmäßigen 
Form mit 

r {k~-k 
R y1c2+ 1-1 

mehr oder weniger abweichen; Boden 6 bildet eine Ausnahme. 
Leider trifft die nämliche Feststellung für sehr viele der heute 
hergestellten Böden zu, wie schon die Angaben von Preislisten 
beweisen. In den meisten Fällen ist der Meridian ohne weitere 
Überlegung aus zwei Kreisbögen zusammengesetzt worden. Es bleibt 
der Zukunft vorbehalten, daß die Verhältnisse besser werden. 

Daß starkes Abweichen des wirklichen Wertes r: R vom zweck
mäßigen Wert für den betreffenden Boden ungünstige Spannungs
verhältnisse zur Folge hat, zeigt die Lage von Punkt 9 in Abb. 34. 

5. Lage der Dehnungs·Höchstwerte. 

Die Zahlentafel VI enthält für die Korbbogenböden 4 bis 9 
die Abszissen ~4 bis ~6 für die Dehnungs-Höchstwerte, nämlich 

~4 Abszisse für den Höchstwert der Dehnungen + Eet für die 
Wölbung (Meridian), 

~5 'Abszisse für den Höchstwert - Eet für die Krempe (Meridian), 
~6 Abszisse für den Höchstwert - Eet für die Krempe (Ring

richtung). 
Alle diese Abszissen sind auf a bezogen ; die wahre Länge 

ergibt sich aus ~ · a. Von Bedeutung sind die Abszissen ~5 der 
Höchstwerte der Krempendehnungen, diese fallen praktisch zusammen 
mit den Höchstwerten der Krempenspannungen (~5 und ~6 haben fast 
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nämliche Werte; die Höchstwerte von - cr,1 red und - crez red sind 

nur sehr wenig gegeneinander verschoben). Wir wollen nun die 

Werte ~5 mit denjenigen von ~1 vergleichen; ~1 ist gemäß Abb. 6 

die Abszisse der Stelle, an der r des Korbbogens = p; p ist der 

Krümmungshalbmesser der Ellipse. Für die Berechnung von ~1 dient 

die dem Kap. 1 entnommene Gleichung 

/( r k2 ) ?_ k2 

~1=v -a- 3-
-~1--ok--;c2 

(29) 

für r, a und b sollen die gemessenen Werte eingesetzt werden, ob

wohl diese von den theoretisch richtigen (bzw. zweckmäßigen) etwas 

abweichen. Die Tafel zeigt, daß alle Werte ~1 größer sind als ~"' 

das heißt (~1- ~5) > 0. Die Stelle, wo r = p (Abszisse ~1) steht 

weiter von der Umdrehungsachse ab als diejenige, an der das 

Spannungsmaximum an der Krempe auftritt (Abszisse !;5). 

Zahlentafel VI. 

Jibszissen (bezogen auf a) der Orte größter Dehnungen für die Rorb· 
bogenböden 4-9. 

~. Wölbung (Meridian), ~. und ~. Krempe (Meridian und Umfang). 

Boden I ~4 
I 

~5 I ~6 
I 

~1 I ~1 -~5 11 p(5) 

I 

r I P(5)-r 
i cm cm cm 
I 

4 
II 

0,668 0,989 0,993 0,999 0,010 8,09 5,17 2,92 

5 J 0,603 0,978 0,978 0,997 0,019 6,78 4,94 1,84 

6 
II 

0,498 0,907 0,944 I 0,966 0,059 ,, 26,61 17,25 9,36 

7 0,420 0,908 0,933 
I 

0,970 0,062 16,4 9,94 6,5 

8 0,707 0,961 0,966 I 0,999 0,038 15,2 8,8 6,4 

9 0,634 0,944 0,948 I 0,947 0,003 25,7 25,0 0,7 
I 

I I I 

Man kann nun weiter den Nachweis leisten, daß die Ellipse 

an einer Stelle mit ~5 als Abszisse flacher gewölbt ist als der Korb

bogen, gleiche Werte für a und b vorausgesetzt. Der Krümmungs

halbmesser der Ellipse folgt aus Gleichung (27) von Kap. 1, er soll 

für die Abszisse ~5 ermittelt werden, der entsprechende Krümmungs

halbmesser sei mit ('(5) bezeichnet 
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a 3 

P<o) = JC2 [~~ (1- k 2) + k 2] 2 

Die Werte P{o) sind in Zahlentafel VI aufgenommen, daneben die
jenigen für r. Es stellt sich heraus, daß in allen Fällen (Po- r) > 0, 
was zu beweisen war. Da die Krempenspannung um so höher an
steigt, je geringer der Halbmesser der Krempe ist, so werden beim 
elliptischen Boden geringere Krempenspannungen zu erwarten sein. 
Dies stimmt mit der Beobachtung. 

6. Zusammenfassung. 
Die Spannungen eines Bodens zeigen wellenförmigen Verlauf 

auf einem Meridian. Die Wellenerhebungen stehen im Zusammen
hang mit der äußern Form eines Bodens, wahrscheinlich auch 
die Wellenlängen. Die höchste durch Messung ermittelbare Zug
spannung kommt bei einem Korbbogenboden außerhalb des Scheitels 
vor, bei einem elliptischen Boden im Scheitel. 

Die Art, wie der Meridian eines Bodens gekrümmt ist, ist von 
großem Einfluß auf den Spannungsverlauf auf dem Meridian. 

Die heute verwendeten Korbbogenböden sind nicht immer 
zweckmäßig geformt; sie weisen nicht nur geringe Tiefe auf, sondern 
bei nämlicher Tiefe auch unzweckmäßige Krümmungsverhältnisse. 
Abweichungen der gelieferten Böden von den Angaben der Zeich
nungen kommen häufig vor. 

5. Statistik über gebrochene Böden von Dampfkesseln. 
l. Veranlassung. 

Bei der Schwierigkeit der Aufgabe, gewölbte Böden auf ihre 
Festigkeit zu berechnen, erscheint es von Wert, Feststellungen aus 
der Praxis in den Kreis der Betrachtung zu ziehen. Hiezu hat 
sich der Verfasser bei den Dampfkessel-U eberwaehungsstellen von 
Deutschland, Frankreich, Oesterreich und dem Saa1·gebiet nach 
den Böden erkundigt, die wegen Krempenbrüchen ausgewechselt 
werden mussten. Die Anfragen wurden nach einheitlichem Schema 
gemacht. In zuvorkommender Weise ist uns meistenteils entsprochen 
worden; den betreffenden Stellen sei hiefür unser verbindlicher 
Dank ausgesprochen. Diese Statistik wird durch Böden schweize
rischer Kessel ergänzt. Sie macht keinen Anspruch darauf, um-
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fassend zu sein; man hätte ja auf der ganzen Welt Umfrage halten 
müssen. Sie gewährt jedoch einen Einblick in das, was sieh in 
wenigen Ländern innerhalb kurzer Zeit in dieser Sache zugetragen 
hat. Durch sie wird die Notwendigkeit, das Bodenproblem einer 
Lösung entgegenzuführen, ins hellste Licht gerückt. Die Tatsaehe, 
daß innerhalb 4-6 Jahren in wenigen Ländern des europäischen 
Kontinentes weit über 300 Böden wegen angebrochener Krempen 
ausgewechselt werden mußten, ist dazu geeignet, solche Fachleute 
zu bekehren, die bisher der Bodenfrage nur geringe Bedeutung 
beigemessen haben. Zu den ausgewechselten Böden kommen noch 
mehr als ein Dutzend solcher, welche wegen Krempenbrüchen Ex
plosionen verursacht haben, hinzu (wir haben darauf verzichtet, die 
betr. Statistik mit Angaben über die Verluste von Menschenleben 
oder über angerichtete Sachschaden zu erweitern). 

2.1\usgewechselte Böden. 

a) Statistik des Verfassers. Zu unserer Kenntnis sind bis zur 
Drucklegung dieses Kapitels 344 Böden gelangt, die wegen Krempen
brüchen in den letzten 4-6 Jahren ausgewechselt werden mussten. 
Der Platz fehlt dazu, Angaben im einzelnen zu machen; die Zu
sammenfassungen geben ein genügend genaues Bild. 

Zahlentafel VII. 
Böden, die wegen Krempenbrüchen ausgewechselt werden mußten, 

nach ihren Krümmungsverhältnissen (r: R) zusammengestellt. 

~Anzahl' i lp::x I P::n ls:~x lsc~n l=~:~~~=~c:~l ::xl ::nlg~:s~:~k;:;:~~ 
~ 4 ~o,o15 1 15 18 ,2,6 1,8 1638,5,535,5 1!89,1 77,0 [ 7 2 

10,51 36 ~0,02011 1615,5 3,45 1,4 653 561,0 124,3 54,2 19 7 
32,0 110 ~0,025 18 8 2,9 1,8 712 423,5 99,0 59,05 29 3 

27,6 95 ;::;o,o3o 15[9 2,6 1,7 653,5 458,5 94,85 59,1 35 6 
6,1 21 ~0,035 16 10 2,4 1,5 660 491 93,85 56,7 20 5 

13,4 46 ;::;0,040 16 8 2,8 1,5 635 362,5 88,8 52,55 37 2 

4,3 15 > 0,040 20 8 2,3 1,1 620 418 89,3 58,15 16 3 

~ -~' Abmessungen nicht genügend I 
100,0 344 I bekannt. 

I 
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Zahlentafel VIII. 
Böden, die wegen Krempenbrüchen ausgewechselt werden mußten, 

nach der Wanddicke geordnet. 

0/o I Anzahl I c8m I Rr max_/ Rr min I Pmax I Pmin I 0 Bmax I 0 Bmin I Alter (Jahre) 
1 at at kg/cm2 kg/cm• höchstes/geringste 

7,5 26 ,;-5 1,5 0,12820 I o,o1632 13 5,5 650 508 15 3 

32,6 112 ;-5 2,0 0,04790 0,01246 18 8 690 377 37 2 
43,9 151 ;-5 2,5 0,05025 0,01446 20 8,6 712 362,5 30 4 

0,01175 18 12 649,5 465,5 

10,01670 16 13 653 615 

gend bekannt. 

20 5 

9 7 

9,3 32 ;-5 3,0 0,03635 

2,6 9 > 3,0 0,01950 

4,l 14 Abmessungen nicht genü 

I J I 
100,0 3441 

In Zahlentafel VII sind die Böden nach ihren Werten von 
1· : R (wobei r und R bis zur halben Blechdicke gemessen werden) 
geordnet, in Zahlentafel VIII nach der Blechdicke. Der Dampf
druck, dem die Böden unterlagen, die Membranspannung o!J, die 
die Rechnung gemäß Gleichung ( 48), S. 51, ergibt, sowie das Alter 
sind in den Zusammenstellungen angegeben. 
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Leider waren die Angaben über die Bodentiefe lückenhaft, 
so daß das Tiefenverhältnis (k) nicht genügend berücksichtigt werden 
konnte. Böden, welche, ohne Brüche aufzuweisen, ausgewechselt 
worden sind, weil der gleich geformte zweite Boden der nämlichen 
Trommel gebrochen ist, sind berücksichtigt; ihre Zahl mag 1/4 der 
ganzen erreichen. Zur bessern Veranschaulichung der Statistik dienen 
Abb. 31 und 32, denen die Zahlen der Tafeln VII und VIII zu
grunde liegen (ein kleiner Unterschied liegt vor, weil die Zahlen
tafeln etwas später zusammengestellt worden sind, als die Abbil
dungen gezeichnet). 

b) Statistik des Zentralverbandes der Preussischen Dampfkessei
Ueberwachungsvereine. Während die obige Statistik bearbeitet wurde, 
erschien ohne Vorwissen des Verfassers als erste Veröffentlichung 
des genannten Zentralverbandes ein Aufsatz von Obering. Ebel 
(M'Gladbach): Ergebnisse einer Statistik über Krempen
brüche an unverankerten, flachgewölbten Kesselböden 
(Selbstverlag des genannten Verbandes, Halle a. d. Saale). In dieser 
Statistik ist das Material der meisten preussischen V m·eine ver
arbeitet. 

Zahlentafel IX. 

Böden, die wegen Krempenbrüchen ausgewechselt werden mußten, 
nach ihren Krümmungsverhältnissen (r: R) zusammengestellt. 

Auszug aus der Statistik des Zentralverbandes der Preußischen Dampf
kessel-Überwachungsvereine. 

"I• Anzahl[ 
r I Pmao: I Pmin ls".,.., I s"..·n I oBmao: I aBmin I amao: I aminlAUer (Jahre) 

R at at cm cm kg/cm• kg/cm• cm cm grösstes[kleinstes 

4,6 9 ~0,020 15 10 3,3 1,8 1653 49o,51tos,35 159 29 9 

21,7 43 ~0,025 15 8,5 3,25 1,51653,3 427 93,85158,85 30 9 

29,8 59 ~0,030 16 8 12,6 1,651653,5 
462,5 BB,·r··' 40 5 

21,7 43 ~0,035 15 12 2,6 0,85 644 453 78,75 64,575 20 5 

12,1 24 ~0,040 14 6 2,4 1,4 659,5 280 88,85,49,3 37 10 

3,5 7 > 0,040 18 12 2,5 1,9 706 411 I 19 5 93,85 53,5 

6,6 13 Abmessungen niebt genügend bekannt. 
-

100,0 1981 
I I 
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~ahlentafel X. 
Böden, die wegen Krempenbrüchen ausgewechselt werden mußten, 

nach der Wanddicke geordnet. 
Auszug aus der Statistik des Zentralverbandes. 

0/o I Anzahl c: I ; maz I ; min I P:z I p::n I :~::.1 :;::.\ g~~::Jk::::~s~ 
3,5 

43,4 

43,0 

3.1 

2,5 

7 

86 

85 

6 

5 

~1,5 

&2,0 

~2,5 

~3,0 

> 3,0 

~ _9_ Abmessnn 

100,0 198 

0,03598 0,02351 

0,04320 0,01922 

0,04521 0,01989 

0.03475 0,02451 

0,02175 0,01854 

gen nicht genügend bekannt. 

12 6 602,5 280 33 19 

15 8 659,5 377 40 6 

18 8,5 706 398 30 5 

15 12 638 453 20 9 

15 13 653 650 10 9 

Die Gesamtzahl der gemeldeten Schäden erstreckt sich auf 
112 Kesselanlagen, worunter 17 Kessel von feuerlosen Lokomotiven, 
insgesamt 198 beschädigte Böden von 109 Kesseln. Die Böden sind 
sehr eingehend behandelt, die Statistik des Zentralverbandes bringt 
von jedem Boden Zahlen und Angaben, deren Kenntnis wichtig er
scheint. Einen Einblick in die Ergebnisse dieser Statistik gewähren 
die Zahlentafeln IX und X. Abbildungen würden ganz ähnlich aus
sehen wie die bereits gebrachten Abb. 31 und 32. 

3. Explosionen. 
Diese sind in der Zahlentafel XI zusammengefaßt. Sie ge

langten zur Kenntnis des Verfassers durch die mitteleuropäische 
Fachliteratur und greifen bis auf ungefähr 8 Jahre zurück. Außer 
den angeführten 15 Explosionen sind aus der nämlichen Literatur 
und im nämlichen Zeitraum noch weitere Fälle bekannt, jedoch 
nur in unbestimmter Weise. Es steht fest, daß auch in außer
kontinentalen und namentlich außereuropäischen Industriestaaten 
eine erhebliche Zahl von Kesselexplosionen, z. Teil solche mit schweren 
Folgen, durch Krempenbrüche der Böden herbeigeführt wurde, dies 
geht ebenfalls aus der Literatur hervor. 

4. Zusammenfassung. 
Die Statistik zeigt, daß die Membranspannungen der Böden 

(aB) nach der Kugelformel gerechnet, in keinem Fall übertrieben 
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groß sind. Es handelt sich auch nicht um Kessel mit neuzeitlichen 
hohen Betriebsdrücken oder Dampftemperaturen. Es wird nicht 
zu bestreiten sein, daß der Grund der Krempenanbrüche in erster 
Linie in der unzweckmäßigen äußern Form der Böden zu suchen 
ist. Andere Ursachen mögen mitwirken, z. B. solche der Material
beschaffenheit und Materialbehandlung. Es kam z. B. oft vor, daß 
der eine Boden brach, während der andere gleich geformte des 
nämlichen Kessels im gleichen Zeitpunkt Spuren von Anbrüchen 
nicht aufwies. Aber es sind nach der Ueberzeugung des Verfassers 
Ursachen zweiter Ordnung. 

Der Abb. 31 und den entsprechenden Zahlentafeln gemäß 
steigert sich die Zahl der angebrochenen Böden bis zu einem Höchst
wert, der für ein bestimmtes Verhältnis von r : R eintritt, für r : R 
= 0,025 bis 0,030. Dieser Höchstwert kann aus der höhern Be
teiligung der betr. Böden gefolgert, kann aber auch in causalen Zu
sammenhang mit der Bodenform gebracht werden. Daß Böden mit 
einem Verhältnis ( r: R) > 0,30 der Bruchgefahr in steigendem Masse 
entrückt sind und daß der Linienzug in Abb. 31 von da an fällt, 
läßt sich leicht einsehen. Daß anderseits Böden mit (r: R)< 0,025 
mehr und mehr brechen müssen, ist ebenso folgerichtig; der Linien
zug müßte daher von da nach links ansteigen, statt fallen. 

Aehnlich verhält es sieb mit dem Höchstwert des Linienzuges 
von Abb. 32. Es wäre gewagt, Schlüsse zu ziehen, dass Böden der 
Bruchgefahr am meisten ausgesetzt sind, wenn die Blechdicke 2 
bis 2,5 cm beträgt. Anderseits haben wir gesehen, daß dünne 
Bleche durch Biegungs- und Scbubspannungen weniger leiden als 
dickere, dass im allgemeinen dünnes Blech überhaupt zäher ist als 
dickes. 

Aus den zugekommenen Mitteilungen ergibt sieb, daß die 
Brüche weitaus am häufigsten unter der Linie des mittleren Wasser
staudes im Kessel verlaufen. Erklärungen hiefür sind schwierig 
zu geben; in der Statistik des "Zentralverbandes4' ist diese Erschei
nung näher besprochen. 

Erhöhter Bruchgefahr sind Böden von Kesseln ausgesetzt, bei 
denen der Betriebsdruck stark schwankt, z. B. solcher feuerloser 
Lokomotiven. In der Statistik des "Zentralverbandes" sind 17 Kessel 
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derartiger Lokomotiven aufgezählt, bei denen die Böden ersetzt 
werden mussten, auch in der Tafel XI tiber die Explosionen sind 
diese Kessel mehrfach vertreten. Die Ursache darf mit der allge
meinen Erkenntnis in Zusammenhang gebracht werden, daß das 
Material seine Widerstandsfähigkeit um so rascher verliert, je häufiger 
die Beanspruchung sich ändert oder wechselt. 

Das Alter der Böden spielt keine Rolle in dem Sinne, daß 
die Brucherscheinungen daran gebunden wären. Was die Preß
riefen als Ausgang für Risse anbelangt, so macht Hr. Ebel darauf 
aufmerksam, daß solche ebenso oft im Dampf- wie im Wasserraum 
der Kessel liegen. Es sind aber keine Brüche bekannt, die im 
Dampfraum allein verlaufen. Das Vorhandensein von Mannlöchern 
war nicht von erwähnenswertem Einfluß auf die Rißbildung in 
den Krempen. 

6. Die Berechnung gewölbter Böden auf ihre Festigkeit. 
1. Grundlage. 

Es ist heute noch nicht möglich, die Spannungen, die an einem 
beliebigen Punkte eines Bodens auftreten, durch Rechnung zu be
stimmen; die Ergebnisse der Messungen erlauben aber, die Böden 
auf dem Weg der Annäherung auf ihre Festigkeit zu berechnen. 
Die Spannungspläne von Kap. 4 beweisen, daß die Böden an zwei 
Stellen der Oberfläche Höchstspannungen erleiden, Zugspannungen 
über der Wölbung, Druckspannungen über der Krempe. Es soll 
im folgenden versucht werden, die Bodenberechnung auf die Grund
lage dieser äußerlich erkennbaren Höchstwerte zu stellen. Dabei 
sollen die Versuche von Siebel und Körber mit benützt werden; 
die Zürcher und Düsseldorfer Arbeiten ergänzen sich in sehr wert
voller Weise. 

2. Die Berechnung der Rorbbogenböden. 
a) Die Spannungen über der Wölbung. Den Spannungsplänen und 

Zahlentafeln frtiherer Kapitel gemäß treten, wie oben angedeutet, 
die höchsten Zugspannungen bei Korbbogenbögen in der Wölbung, 
d. h. zwischen Krempe und Scheitel, auf und zwar im Meridian. 
Die durch Dehnungsmessung erkennbaren Spannungen werden red. 
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Spannungen genannt. Aus diesen werden die Spannungen unter An
wendung von Gleichung (45) ermittelt. Der Ort der höchsten 
Spannung fällt nicht zusammen mit demjenigen der höchsten red. 
Spannung; durch Probieren muß ermittelt werden) auf welcher 
Ordinate im Spannungsplan die. Summe ( aet red+ 0,3 aez red) den 
höchsten Wert erreicht. Die zugehörige Abszisse gibt den gesuchten 
Ort für die Meridianspannung. Von der Ermittlung der höchsten 
Ringspannung aez kann abgesehen werden, sie bleibt dem Wert nach 
unter derjenigen des Meridians. 

Die red. Spannungen aet red und aez red, deren Summe 
( aet red + 0,3 aez red) ein Maximum für die Wölbung ergibt, sind in 
den Zahlentafeln III und IV aufgenommenen (Reihen 15 und 16) 
unter der Bezeichnung awtred und awzrea; ebenso die hieraus er
mittelten Höchstspannungen für den Meridian awt (Reihe 1 7). Diesen 
Wert stellen wir in Vergleich mit der Membranspannun~ aß, für 
deren Berechnung Gleichung ( 48), S. 51, Anwendung findet; der Wert 
des Quotienten awt: aß ergibt das Maß, um welches die Höchst
spannung awt die Membranspannung aß übersteigt. Diese Werte 
werden in Abb. 34 als Ordinaten aufgetragen; die Abszisse ist in 
Werte des Krümmungsverhältnisses (r : R) eingestellt. 

Es entsteht die Frage, ob eine solche Einteilung der Abszissenachse 
richtig und auch zweckmäßig sei; sie könnte noch in anderer Weise 
vorgenommen werden, z. B. nach Werten von a : b ( = k) oder r : a 
oder rb : aR. Solche Einteilungen sind vom V erfass er geprüft worden. 
Bevor ich hierauf eintrete, muss nochmals an den geometrischen 
Zusammenhang der Elemente R, r, a und b, aus denen ein Korb
bogen sich zusammensetzt, erinnert werden. Dem Konstrukteur ist 
gewöhnlich a, der Mantelhalbmesser, bekannt; von den übrigen 
ergeben sich die einen nach Wahl, die andern müssen in ent
sprechender Weise berechnet werden. Bei der Annahme von b oder k 
sind folgende Gleichungen zu verwenden: 

r = a2 + b2 - a v~--zJ2 = a k2 + 1- k V k2 + 1 (2l) 
a + b -- V a2 + b2 k2 + k - k iJc2 + 1 

a2 + b2 - b V a2 + b2 R= -
a+b -va2 + b2 
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Die obere Gleichung durch die untere dividiert, ergibt 

~ = Y k2 + 1 - k = (~) max. 
R y k2 + 1 - 1 R (20) 

d. h. der betr. Korbbogen weist die zweckmäßigste Form auf, wie im 
Kap. 1 bewiesen wurde. Ausschließlich dann gelten die Gleichungen 
(21) und (22); in andern Fällen können rund R durch Probieren 
gefunden werden. Nur auf diese Weise kann auch der Korbbogen 
gezeichnet werden, vom den bloß a und r bekannt sind. Ist dazu 

noch R gegeben und b wird gesucht, so wird man die allgemeinen 
Gleichungen (f> ), (6) und (7) benützen. Diese Aufgabe liegt häufig 
vor bei der Nachprüfung der äußern Form der Böden. 

Handelt es sich um einen Boden, für den das größte Krüm
mungsverhältnis (r : R)max gegeben ist, so wird der Zusammenbang 
durch die Gleichung 

r 
b = 2 r-aR (49) 

gefunden ( dieRe wird erhalten aus folgenden Beziehungen, die sich 

aus Abb. 1 erkennen Iasssen 
b a-r 

tg X1 = - = -=--c:-
a R-b 

(a- 1·) 2 + (R- b)2 = (R- r) 2 

Beide Gleichungen werden entwickelt und die eine von der andern 
abgezogen, um b2 zu eliminieren). 

Für Korbbögen mit dem Höchstwert von (r: R) kann der 
Zusammenhang mit den übrigen Größen, namentlich mit a, in der 
Abb. 33, S. 66, überblickt werden. Die Abbildung ist innerhalb der 
gebräuchlichen Grenzen k = 2 bis 4 benützbar und ergänzt Zahlen
tafel I. Sie enthält die Werte von r: a = f(k) und R: a = f(k) 
gemäß den Gleichungen (21) und (22). Ist (r: R)max gegeben, so 
kann k der Abbildung entnommen werden, wogegen die Rechnung 

umständlich ist. 
Zurückkommend auf die Art der Einteilung der Abszissenachse 

der Abb. 34 verdient diejenige nach dem Krtimmungsverhältnis (r : R) 
den Vorzug vor derjenigen nach Werten a : b oder r : a, weil der 
Konstrukteur, der den Roden entwerfen muß, sich vor allem um 

5 
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die Krümmung an der Krempe und in der Wölbung zu kümmern 
hat. Für die Beurteilung eines Bodens mit Bezug auf seine Festig
keit ist a nur wichtig wegen des V erbältnisses a : b, denn hiedurch 
wird der Wert von r : R bedingt (Gleichung 20). Der Korbbogen 
ist bestimmt, wenn von ihm der Wert des Krümmungs- oder Tiefen
verhältnisses (r: R oder a: b) und eine der Größen r, R, a und b 
bekannt ist; er ist dagegen nicht bestimmt, wenn der Wert des 
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Werte von (r/R)max =f(k), rja = f(k), Rja = f(k) und k = f(r/R}ma 

Verhältnisses r: a und a der G1·öße nach bekannt ist; hiezu ist 
noch nötig, einen der Werte von b, R oder r : R zu kennen. Dies 
ist ein zweiter Grund, r : R vorzuziehen. Einen dritten sieht der 
Verfasser darin, daß sich dann Punkte, deren Ordinate den Wert 
des Quotienten crw1 : crB haben, deutlich und regelmäßig über das 
Zeichnungsblatt verteilen, im Gegensatz zur Darstellung in Funktion 
von a : b. Dies zeigt sich in der Abb. 39, wo die Punkte mehr 
haufenweise gelagert sind, Die Verteilung der Punkte, wie dies in 
Abb. 34 zum Ausdruck kommt, läßt verallgemeinerte Schlüsse mit 
einiger Sicherheit zu, und dies ist erheblich. Daß r und R bis 
zur halben Dicke gemessen werden, stützt sich darauf, daß als 
Grundlage zur Berechnung der Böden auf Festigkeit die Membran
spannung genommen wird; r im Lichten gemessen würde Ab-
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weichungen, die zu falschen Darstellungen führen, ergeben. Der Fall, 
daß r = s : 2, bei dem mit einer Krempenkrümmung gerechnet wird, 
wo keine vorhanden ist, kommt tatsächlich nicht vor. 

Für die Punkte von Abb. 34 soll ein gesetzmäßiger Zusammen
hang gefunden werden. Dies wird mit genügender Annäherung 
durch Einzeichnen des gestrichelten Bogens, eines Stückes einer 

Abb. 34. Werte des Quotienten °W1: 0B in Funktion von r: R. 
Die Dreieckpunkte nehmen auf die Düsseldorfer, die runden auf die 
Züricher Versuebe Bezug. Viereckpunkte betreffen elliptische Böden. 

gleichseitigen Hyperbel, deren natürliche Achsen zu denen von 
Abb. 34 verschoben sind, erreicht. Ihre Gleichung lautet 

r 1· 
20w R -20 R +w=3 

Mit w soll der Wert des Quotienten aw1 : aß bezeichnet werden. 
Daraus wird 

awt 
--=tv= 
aß 

20 _!_ __L 3 
R' 

20 ~ +1 
(50) 

Für r : R = 0 geht der Korbbogen wegen r = 0 in einen 
Kreisbogen (CKA von Abb. 1) über, dann wird w = 3. Dieser 
Boden wird gemäß Gleichung (54) 3 mal dicker als eine Kugel
wand mit der Spannung = aß (Membranspannung). Das nämliche 
gilt für R = oo. 

Für r: R = 1 wird w = 1,095 ("-.) 1,1, d. h. die Wand des 
Halbkugelbodens wird 1,1 mal so dick als diejenige einer gleich 
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weiten Hohlkugel, welcher die Spannung as innewohnt. Die Zu
gabe von 9,5 oder rund 10°/o rechtfertigt sich im Hinblick auf 
die am Halbkugelboden auftretenden Biegungsspannungen. 

b) Erster Vorschlag für die Berechnung von Korbbogenböden. Um 
ilinen Boden zu berechnen, gehen wir davon aus, daß derjenige am 
widerstandsfähigsten ist, bei dem der Meridian dem entsprechenden 
Ellipsenbogen am nächsten kommt. Die V ersuche haben dies be
stätigt. Der Quotient 1· : R des Korbbogens nimmt dann den höchst
möglichen Wert an. Unter dieser Voraussetzung ist das Tiefen
verhältnis k maßgebend, zudem muß auf das Krümmungsverhältnis 
r: R des MeridiansRücksicht genommen werden. Diesen Forderungen 
genügt folgende Gleichung: 

pkt 
8 = ----x- w (cm) (51) 

Der Beiwert w ist derjenige von Gleichung (50). Der Wert t sei 
·so gewählt, daß für einen Boden, dessen Tiefenverhältnis k = 2 
und halbe Weite a = 100 cm, und bei dem das Krümmungsverhältnis 
·1· : Ii den höchsten Wert hat, im Scheitel eine Membranspannung 
von rd. 700 kg/cm ll vorausgesetzt wiro. Dann kann man schreiben 

20 .!::_ + 3 
pR pkt R 00 (1·) 

8 = 1400 = 3~600 fur k ~ 2 und R max 
20 ~ + 1 

R und r : R folgen aus Zahlentafel I. Hieraus erhalten wir t = 165 
für a = 100. Die Rechnung zeigt, daß die Größe t zur halben 
Bodenweite verhältnisgleich ist; daher t = 165 a : 1000 

Die Gleichung, die für die Berechnung der Wanddicke von 
Korbbogenböden vorgeschlagen wird, lautet 

20 .!::_ + 3 
s=1,65g_ak R 

Kz 20 .!::_ + 1 
R 

(cm) (52) 

gültig für k > 2. z trägt der Schwächung des Bodens durch Mann
l-öcher usw. Rechnung, z < 1. 
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Damit ist die Gleichung zur Berechnung der Korbbogenböden 
aufgebaut; wir sind unabsichtlich zu einer solchen gelangt, die 
den Krümmungshalbmesser des Scheitels einer Ellipse enthält, die 
zu den nämlichen Halbachsen gehört, welche dem Korbbogen zu
grunde liegen; denn a k = a 2 : b = p". Die Berücksichtigung der 
Bodentiefe b bzw. des Tiefenverhältnisses k führt zu diesem Ergebnis. 
r und R sind die Halbmesser, aus denen sich der Korbbogen zu
sammensetzt; ihr Verhältniswert braucht nicht der maximale zu sein, 
er ist der vorgefundene. 

Die Tragweite der Gleichung (52) soll an Hand eines Beispiels 
erörtert werden, von Böden mit a = 100 cm konstant, die also in einen 
Zylindermantel von etwas mehr als 2m lichte Weite eingefügt werden 
können. p o= 10 at, Festigkeit des Materials K =- 3600 kg/cm 2, z = 1. 
Dabei soll das 'riefenverhältnis veränderlich sein und innerhalb k auch 
die Gestaltung des Meridians. Für ( r : R) max können die Werte von 
r und R der Tafel I entnommen werden. Die Werte für die Wand
dicke s dieses Beispiels sind in Abb. 35 in Ordinatenrichtung aufge
tragen und ergeben die gestrichelten Linienzüge; die Abszissenachse 
ist eingeteilt in Werte des Winkels o: im Sinne von Abb. 1 und 3 
(dort ist der gleiche Winkel mit x bezeichnet). Zu jedem beliebigen 
Winkel o: gehört ein bestimmter Meridian, entsprechend den Aus
führungen von Kap. 1. Zu den umkreisten Punkten gehören Meridiane, 
bei denen das Krümmungsverhältnis r : R den Höchwert annimmt, 
entsprechend der Stellung M1F des Fahrstrahls in Abb. 1 oder 
den Höchstwerten der Bögen in Abb. 3. Links und rechts der 
umkreisten Punkte (Abb. 35) steigen die gestrichelten Bögen, beide 
Äste sind symmetrisch zur Ordinate durch den umkreisten Punkt, 
entsprechend den Verhältnissen der Abb. 3. Das heißt: die Dicke 
wächst für Böden der nämlichen Weite und Tiefe; der Boden mit 
dem günstigsten Meridian erhält die geringste Dicke. Für die An
wendung fallen bloß Böden entsprechend den Ästen rechts von den 
umkreisten Punkten in Betracht. Die mit Kreuz bezeichneten sind 
Böden ohne Krempe (r ~ 0), entsprechend der Stellung llfzA des 
Fahrstrahls von Abb. 1 oder den Endpunkten rechts von Abb. 3. 

Bei diesem Vorschlag setzen wir uns darüber hinweg, daß 
zwischen dem umkreisten und dem angekreuzten Punkt (Abb. 35) 
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Abb. 35. Bodendicke 8 für Böden mit der konstanten Weite 2 a = 200 cm, 

jedoch ungleichem Tiefenverhältnis (k = 2, 3 und 4). 

Gestrichelt gemäß 8 = ~: w, ausgezogen gemäß s = f:: w 

r 
2oR+3 

20 ~ + 1 

wobei w = Abszisse rt. in Winkelgraden gemäß Abb. 3. 

der Wölbungshalbmesser stetig abnimmt. Man darf nicht vergessen, 
daß der Krempenhalbmesser noch rascher sinkt und in der mit 
Kreuz bezeichneten Stellung verschwindet, so daß dort r : R = 0. 

c) Zweiter Vorschlag für die Berechnung der Korbbogenböden. 
Der erste Vorschlag stößt, wenigstens so wie die Dinge heute liegen, 
auf eine Schwierigkeit, die in der genauen Kenntnis des Tiefen
verhältnisses k liegt. Die Bodentiefe b ist meistens nicht bekannt; 
sie kann zwar aus den allgemeinen Gleichungen (5) bis (7) be
rechnet werden, aber nur umständlich. Es soll daher auch der V ersuch 



71 

gemacht werden, den Korbbogenboden nach bisherigen Gesichts
punkten zu berechnen, d. h. als Teil einer Hohlkugel, auf Grund 
der :Membranspannung, obwohl diese Auffassung nur für den Halb
kugelhoden zutrifft und zu Trugschlüssen führt, wenn die Boden
tiefe ab- oder der WölbungslJalbmcsser zunimmt (z. B. würde gemäß 
Gleichung a = pR : 2 8 die Spannung a = oo für R = =, in Ab
weichung von der Wirklichkeit). Die Membranspannung wird mit 
Gleichung ( 48) S. 51 ermittelt; die in Wirklichkeit auftretende höhere 
Beanspruchung wollen wir durch V ervielfachung mit einem Beiwert w 
berücksichtigen gemäß folgender Gleichung 

pR 
8 = -2--;;-- w (cm) (53) 

a kann ersetzt werden durch K: x; außerdem wird das bekannte 
Festigkeitsverhältnis z eingeführt bei geschwächter Wand. Dann 
lautet die Gleichung 

20~+3 
8 = ~x_ w ~ 1!}~~- R (em) (ö4) 

2 K z 2 K z 20 ~ + 1 
R 

für x sei der Wert 4,25 vorgeschlagen, für z bei Vollböden 1, 
beim Vorhandensein von :Mannlöchern ein solcher < 1. Das Krüm
mungsverhältnis r: R ist das an dem betr. Boden vorhandene und 
braucht nicht das maximale zu sein. 

Zur Beurteilung von Gleichung (54) benützen wir das frühere 
Beispiel eines Bodens mit a = 100 cm und veränderlichen Werten 
von T : R bzw. veränderlichem Meridian bei nämlichem k. Die 
ausgezogenen Bögen von Abb. 36 sind auf die Bodendicke, die 
mit Gleichung (54) berechnet ist, anwendbar. Es zeigt sich 

a) Die Bodendicke nimmt ab rechts von den Punkten (r: R)max, 
obwohl sich das Krümmungsverhältnis 1·: R verschlechtert. 

b) Die Bodendicke erreicht einen 1\'Iindestwert zwischen dem 
umkreisten Punkt (r: R =Höchstwert) und dem angekreuzten (r=O). 

c) Für Werte von k > 3 ist die Bodendicke geringer mit r = 0 
als mit ( r : R)max· 
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Die Abnahme der Wanddicke beruht darauf, daß R, die maß
gebende Größe für die Ermittlung der Membranspannung der Kugel, 
mit wachsendem Winkel IX (x in Abb. 3) abnimmt. Wird in Glei
chung (54), für R die Gleichung (10) und für r: R die Gleichung 
(12) berücksichtigt, so können durch Differentiation nach IX die 
Extrema für Gleichung (54) mathematisch ermittelt werden. Wir 
begnügen uns jedoch mit dem obigen Beispiel, d. h. mit der Dar
stellung gemäß Abb. 35. Wir stellen fest, daß, wenn bei der 
Bodenberechnung auf den Wölbungshalbmesser abgestellt wird, wie 
dies früher gemäß der Formel (Hamburger Normen) s = p R: 2a 
allgemein geschah, die Wanddicke um so dünner wird, desto ge
ringer das Verhältnis r : R, desto kleiner also auch der Krempen
halbmesser ist. Möge der vom Verfasser vorgeschlagene Beiwert w 
gemäß Gleichung (50) auch durch einen andern ersetzt werden, 
so wird sich dieser grundsätzliche ::\lange! der Kugcl
g 1 eich u n g, d. h. des ersten Teils von Gleichung (54) nicht 
beheben lassen. Dennoch wollen wir im folgenden versuchen, die 
Abnahme der Bodendicke bei der Verschlechterung des Verhältnisses 
r : R durch weitere Maßnahmen auszugleichen. 

d) Krempe. Zu diesem Zweck sollen die Festigkeitsverhältnisse 
an der Bodenkrempe noch besonders betrachtet werden. Erst wollen 
wir versuchen, die Membranspannung an der Krempe zu ermitteln, 
ähnlich wie für die Wölbung (Gleichung 53) von der Membran
spannung der Kugelwand ausgegangen wurde. Der Korbbogen kann 
als ein Gebilde aufgefaßt werden, zusammengesetzt aus Abschnitten 
einer Halbkugel und eines Hohlringes, wie in Abb. 1, S. 6 durch 
einen gestrichelten Kreis angedeutet. Bei dieset· Auffassung werden 
weder die im Trennungsschnitt auftretenden Biegungs- noch Rand
spannungen berücksichtigt, obwohl beide erhebliche ·w ertc an
nehmen; sie bewahren jedoch in dem einzuführenden Quotienten 
aKt: aKt ihre Geltung. Mit aKt soll die durch ::\Iessung gefundene 
Spannung, mit aK-1 die Membranspannung bezeichnet werden (die 
genauere Bezeichnung für aK1 wäre aKet, weil nur außenseitige Span
nungen berücksichtigt sind). Die Aufgabe vereinfacht sich, weil 
unter diesen Voraussetzungen der Spannungszustand des Hohlriug
ausschnittes der ebene ist. 
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A. Föppl gibt in seiner Festigkeitslehre*) die Gleichung an, 
nach welcher die Meridianspannung eines dünnwandigen ring
förmigen Gefäßes von kreisförmigen Querschnitt unter innerem 
Ueberdruck berechnet werden kann; mit den Bezeichnungen von 
Abb. 1 lautet diese 

r 2(a-r)+u 
crJ = p 2 8 a- r + t~ (65) 

u bedeutet das Stück, welches die Projektion von r = EF 
(Abb. 1) auf die grosse Halbachse a ergibt, ·u kann durch rc08Cfi 
ersetzt werden, wobei Winkel AEF = cp. Dann wird 

p r 2 ( a - r) + r co8 cp 
crt =- --'---'c--

2 8 a - r + r co8 cp 
(66) 

Für cp = 0 rückt F von Abb. 1 nach A, (Fall des gewölbten, je
doch krempenlosen Bodens) dann folgt 

pr 2a-r 
crl=----

28 a 
(57) 

Cf!= n/2 (F liegt senkrecht über E, Fall des ebenen Bodens mit 
Krempe, deren Halbmesser = b) 

pr 
crt=-

8 
(68) 

Die Stelle muß ins Auge gefaßt werden, an der die Krempenspan
nung gemäß den Spannungsplänen (Kap. 4) den Höchstwert erreieht. 
Dies ist annähernd für cp = 60 °· der Fall, somit 

, p r 2 a- 1,6 r cr1 = crx1 =- __ ---,---: __ 
2 8 a- 0,6 r 

(69) 

wobei an Stelle von cr1 nach unserer Bezeichnungsweise cr'KJ gesetzt 
wird. Diese Werte sind für 8 Zürcher und 8 Düsseldorfer Ver
suchsböden berechnet und in den Zahlentafeln III und IV, Reihe 19 

*)Vorlesungen über techn. Mechanik, Bd. 3, S. 333 (1919) B. G. Teubner, 
Leipzig. 
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Abb.36. Werte des Quotienten "Kt: "xt 
in Funktion von (r: H). Die Dreieck
punkte nehmen auf dieDüsseldorfer, die 
runden auf die Zürcher Versuche Bezug. 

angegeben. Die Zahlenreihe 
22 enthält die aus der Messung 
gefundenen Werte axt, berech
net gemäß Gleichung ( 45 ). 

Die geringe Größe der 
Werte a.Kt fällt auf. Je ge
ringer der Halbmesser des 
Hohlringes, desto geringer 
wird die seiner Wand inne
wohnende Spannung. In um
gekehrtem Sinn wächst aber 
die wirkliche Krempenspan
nung. Den großen Einfluß, 
welche die Bicgungs- und 

Randspannungen an der 
Krempe tatsächlich nehmen, 
ist hieraus erkennbar. 

Die Werte der Quotienten a Kt : a'xt sind ebenfalls in den ge
nannten Zahlentafeln enthalten (Reihe 23), zur besseren Veranschau
lichung auch in Abb. 36 als Ordinaten aufgetragen über Abszissen 
mit dem Wert r : R gemäß früherem Vorgehen. Durch die nur 
wenig zerstreute Punktreihe läßt sich eine Kurve legen von der Form 

- 0Kt lÜÜ --- =-m=- +111 + OKt (2o ~ + o,7of ' 
(60) 

Für r f R = 0 (wegen r = 0 oder R = =) wird m = - 292 
11 1·/R= 1 (Fall des Halbkugelbodcns) m=+ 1,1 (wie 

bei Gleichung 50). 
Die Kurve sinkt für r: R = 1 unter die Abszissenachse. 
Das Verhalten der Ringspannungen ax2 an der Krempe 

soll im folgenden ebenfalls untersucht werden. 
Die Ringspannung a2 an einem Hohlring kann ermittelt werden, 

wenn at von Gleichung (56) in die allgemeine Beziehung einer doppelt 
gewölbten dünnen Wand 

~~+~=E_ 
Pt ?2 s 

(61) 
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eingeführt wird.*) Dabei bedeuten Pt und Pz die Krümmungshalb

messer des betreffenden Flächenteils. Pt der Krümmungshalbmesser 

des Hohlrings im Meridianschnitt, (entsprechend dem gestrichelten 

Kreis von Abb. 1) = r, Pz ist senkrecht zur Meridiantangente gerichtet 

und wird bis zum Schnitt mit der Umdrehungsachse gerechnet, 

= FM1 von Abb. 1, wobei <1 FEA = l:fl, somit 

p z cos Cf! + 1' - 1" cos Cf = a 
a - 1" + r cos Cf 

Pz = cos cp (63) 

Nach o2 anfg~liist wird Gleichung (61) 

(j2 = ( p_ - 01 
) P2 (64) 

s Pt 

Unter Berücksichtigung von Gleichung (56) für die Meridian

spannung o1 und (63) für P2 wird 

pr ' 
(j2 = 28 = (jl\2 (65) 

*) Man bat die Gleichung (61), die allgemeine Gültigkeit für dünne 
doppelt gewölbte Wände besitzt, dazu benützt, die Spannungen in der 
Krempe von Korbbogenböden auszurechnen, ein solches Beispiel ist in 
der Zeitschrift des bayerischen Revisionsvereins (München) 1921, S. 203 
{gebrochener Boden des in Dachau explodierten Kessels) nachzulesen. 
Dabei wird die Gleichung auf die Stelle des Hebergangs der Wölbung 
zur Krempe angewandt, d_ h. auf die Stelle von Punkt F, Abb. 1, also auf 
diejenige eines Krümmungssprunge s. Dabei wird angenommen, 
die Meridianspannung 01 könne der Gleichung (48) entsprechend berechnet 
werden 

dann ergibt sich 

Ot= 
ppz _ pR 
~s - 2s 

(48) 

02 = ~ ~ (2- ~) (62) 

Die unmöglich hohen -werte für oz, die dabei herauskommen, fallen auf. 

Es ist zu bedenken, daß Gleichung (61) nur für die stetig gekrümmte 
Schale gilt und nicht für eine solche mit Krümmungssprüngen, daher die 

Unstimmigkeit des Ergebnisses. Der betrachtete Boden war ein Korb
bogenboden. 

Trägt man für die Züricher und Düsseldorfer Versuche die Span
nungen °2 der Gleichung (64) als Ordinaten über eine Abszissenachse, 
die in üblicher Weise nach r: R eingeteilt ist, auf, wie bei Abb. 34 ge
schehen, so geht ein Chaos von Punkten daraus hervor. 
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Die Ringspannung der Wand eines hohlen Kreisrings (z. B. eines 
Fabrradscblauches) ist gleich der Spannung an einer Hohlkugel 
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mit einem innern Halbmesser 
von nämlicher Größe, geringe 
Wanddicke vorausgesetzt. 

.A.bb.37. Werte des Quotienten crK2 : cr.b 
in Funktion von (r: R). Die Dreieck
punkte nehmen auf die Düsseldorfer 
Versuche, die runden auf die Zürcher 

Die Werte für cr2, nach 
unserer Bezeichnung a'Kt, sind 
in den Zahlentafeln angegeben, 
ebenso diejenigen - ali2, be
rechnet gemäß Gleichung ( 46), 
siebe Zahlenreiben 24 und 25. 
Als zugehörige Werte im Sinne 
der Ietztern Gleichung können 
mit angenäherter Genauigkeit 
die Höchstwerte der Krempen
spannungen angesehen werden . 
Die W ertc des Quotienten 
aKz: cr'Kz sind in Abb. 37 in 
üblicher Weise aufgetragen. 
Durch die Punktreihe läßt sich 
ein Bogen legen von der Form 

Versuche Bezug. 

~-~G~](~2 = - g =- --~2~00_ + 1 12 (66) 
+ a'Rz ( 20 ~ + o, 70 r ' 

Für r/R=O (für r=O oder R==) -g=-582' 
" r IR = 1 (Fall des Halbkugelbodens) -g=+l,l 

Mit Berücksichtigung der Gleichung (63) und (ß4) kann die 
Bodendicke berechnet werden gemäß 

prx 
s = 2 K z g (cm) (67} 

wenn aK2 durch K: x ersetzt wird. r ist der Krempenhalbmesser. 
Der Beiwert g kann noch vereinfacht werden durch W eglassung 
der Zusatzkonstanten 1,12; g wird positiv genommen. Daher 

prx 200 

s= 2Kz (20 ~ +0,70r 
(cm) {68) 
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Die Gleichung (68) fiir die Berechnung von s ist einfacher zu 
handhaben als eine solche, die den Beiwert m gemäß Gleichung (60) 
.benüzt (diese müßte lauten 

s= pr 2a-1,5r 100 
18

). 

2 a a - 0,5 1· ( r ) 

f~mjl Obwohl die Meridianspannung ~0 

größer als die Ringspannung ist, I 
kann dennoch diese zur Berech
nung der Wanddicke benützt 1'5 

werden. 

Für den Sicherheits-Beiwert 1,0 

x: schlägt der V erfasscr den Wert 
4,25 vor. Für z gilt der frühere 
Vorschlag. o,5 

Die Wanddicke eines korb-

1\( 
\ 

20T+o,7 

I 

~ ' 

'\ Jt-5,5-20~ > 4,25 

""' \x: V I I r ; 
pRx 2071+3 i 

\ 
s-- __ t-----; 

~ - 2Kz, 20ff+1 [ : 

~ -----.x= 4,25 1 I 
'----t--t-

/ ~ LJ 
s~ prx 200 

I l 27<2 {20-fi-0.7) 3 

i r- ~.25 r I I 
I 

I i bogenförmigen Bodens hat somit 
nicht nur der Gleichung (54) 
sondern auch (68) zu genügen; 
dabei ist die größere Wanddicke 
zu wählen. Die Wanddicke, die 
sich nach jeder dieser Gleichungen 

0 
0 0,05 0,10 0,15- ~ 0.20 

Abb. 38. Dicke eines Bodens, wobei 
p = 10 at, R = 100 cm konstant und r 
veränderlich, berechnet gemäß Glei-

chung (54) und (68). 

ergibt, soll als Beispiel für einen Boden von gleicher äußerer Form 
berechnet werden, wobei p = 10 at, R = 100 cm konstant, 1· ver
änderlich ist und x = 4,25, z = 1. Die Werte für die Bodendicke 
sind in Abb. 38 als Ordinaten in Vergleich gestellt, die Abszissen
achse ist nach Werten von r : R eingeteilt. 

Die Abbildung lässt erkennen, dass die Bodendicke, berechnet 

r 
pRx 20][+3 

gernäss s = -- mit abnehmdem r in gleicher Weise 
2Kz 20_2-_ + 1 

R 

zunimmt wie der Bogen w von Abb. 34; Höchstwert für r = 0, 
d. h. r: R=O. 
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Der Höchstwert der Bodendicke gemäß Gleichung 

prx- 200 . . d8 =O 
8 = 2 Kz ( r ) 3 wud gesucht, mdem man d r 

20n +o,7 
setzt. Da in der Gleichung blos ,. veränderlich ist, ist ihre Form 
8 = Ct r (c2 r + c8)-3• 8max ergibt sich für r: R = 0,0176. Die 
Formel ist also auf diesen untern Wert ihrem Bereich nach zu be
grenzen oder besser auf 1·: R = 0,02. Im Gebiet der Dampfkessel 
und Druckbehälter ist eine solche Begrenzung nur erwünscht. 

Beide Gleichungen geben die nämliche Bodendicke ungefähr 
für r : R = 0,06. 

Würden die Werte, die Gleichung (68) für einen Boden mit 
a = 100 cm ergibt, in Abb. 36 eingetragen, so würden die betreffen
den Linien zwischen den gestrichelten und den durchgezogenen 
verlaufen. 

Gleichung (68) ist etwas verwickelter Art. Eine einfachere 
Lösung läßt sich finden durch Anwendung der Gleichung (54) in 
der x veränderlich ist. Die gestrichelte Linie de1· Abb. 38 entspricht 
einer Bodendicke berechnet nach dieser Gleichung, also gemäß 

8= 

r 
pRx 20 R +3 
2Kz 20 r _ + 1 

R 

wobei x = 5,5- 20 r/R, mindestens aber = 4,25. 

(cm) (64) 

Die Art der Einspannung des Bodens, ob genietet oder ge
schweißt, konnte bei diesen Formeln nicht berücksichtigt werden. 

3. Die Berechnung elliptisch geformter Böden. 

Die Membranspannung im Scheitel (aß) wird für die elliptische 
Schale berechnet wie für die Wand einer Hohlkugel mit dem 
nämlichen Halbmesser, d. h. nach Gleichung (48).*) 

*)Die Membranspannung einer elliptischen Schale ist nach Huggen
berger (Druckschrift: "Festigkeit elektrisch geschweisster Hohlkörper") 

1 

0 m = ~ [(ak? + x 2 (1- k 2J] 2 · ~ 
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Die Zahlentafeln III und IV und die Abb. 21 und 29 lassen 
erkennen, daß die höchsten Spannungen im Scheitel erreicht werden. 
DieWerte der Quotienten a Wt :aß sind in Abb. 34 über Werten von r: R 
als Abszissen aufgetragen (Viereckpunkte), sie liegen unter den-
jenigen der Korbbogen- J, 

• .,,I 1· 1 1 t 1 

böden. Es sei an die •'a f----+---t--+-+---t---+----i--+----:1 
A f''h K 1 f: I I ~ I _..fi~t-------

us u rungenvon ap. 2 :e------+--+--' -t-i' _ 9 7 ~ j ~--t----:--+--------1 
erinnert, wonach dieser i 1 t~l a,-r t 
Quotient bei der Ellipse 1 ·~9A. -z::_~11 "'" 

einen kleinem Wert an- i J___~r.T~ ' 
1 r--, 't j Duo, ~0-'2+--+---+-+---t----i 

nimmt als beim Korb- • 
bogen, für das nämliche 1 I 

I Tiefenverhältnis k. ~-'----t-----'--~!c---'--±------'--+-~--J. 
0 1 2 3 4 i<-

Man ist daran ge-
wöhnt, eine Ellipse nach 
dem Wert von k einzu
schätzen, nicht von r: R. 
Dieser Quotient wird im 

Abb. 39. Werte der Quotienten ow1foß in 
Funktion des Tiefenverhältnisses k; Viereck
punkte gelten für elliptisch geformte Böden. 
Zahlen: Zürcher Versuche. Buchstaben: 

Düsseldorfer Versuche. 

Gegenteil erst aus a und b abgeleitet gernäss Gleichung (3),. Es liegt 
daher nahe, die Festigkeit eines elliptischen Bodens gestützt auf k zu 
beurteilen. In Abb. 39 sind die Werte aw1: aß als Ordinaten über 
Werten von k, in die die Abszissenachse eingeteilt ist, aufgetragen; 
die Punkte 2, 10, Dz und DII gehören elliptischen Böden an, die 
betreffenden Ordinaten sind auch in dieser Darstellung niederer als 
diejenigen der Korbbogenböden. Wir legen durch die Viereck
punkte eine Gerade, sie hat die Form 

a Wi = 0 65 + 0 2 ~ = 
crß ' ' b e (69) 

und beschränken, weil nur wenige Punkte in engem Umkreis be
kannt sind, die Anwendbarkeit der Gleichung auf das Gebiet inner-

o = [! ak)2 + x 2 (1 - k2)) + [1- _1_ . a 2 
] ]!_ 

u 2 a2 + x2 (__!__ - 1) B 
k2 

x ist die Abszisse vom Ellipsen-Mittelpunkt aus. 

. ak pR 
Mit a = 0 Wird Ou =Om =28p=~ 
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halb k = 1,9 bis 2,5. Für die elliptischen Böden, die bis jetzt von 
den Werken geliefert werden, ist k annähernd= 2. Werden später 
solche mit verändertem Tiefenverhältnis k hergestellt, so kann diese 
Rechnungsmethode neuerdings geprtift werden. 

Für die 'Berechnung der elliptisch geformten Böden können 
wir von~ der Gleichung (51) oder (53) ausgehen und gelangen dann 
zu der folgenden 

pkt' 
8=--e 

Kz 

p a k ( + , k)' 8 = 2,1 Kz 0,65 0,2 , 

(70) 

(cm) (71) 

gtiltig für 1,9 < k < 2,5. Für Böden von nämlicher Weite und 
Tiefe ergibt sich ein Unterschied von einigen ° /o in der Blech
dicke zugunsten des elliptischen Bodens gegentiber dem Korb
bogenboden, dessen Dicke berechnet wird gemäß Gleichung (52) : 
in Abb. 35 würde 8 etwas unter den durch Kreise bezeichneten 
Punkten liegen. 

4. Die Berechnung des Halbkugelbodens. 

Vorgeschlagen wird 
pRx 

s= 2 Kz- 1,1 

x und z sind wie frtiher einzuschätzen. 

5. Einfluß der Blechdicke. 

(cm) (72) 

In den Gleichungen, die als Vorschläge zur Berechnung der 
Blechdicke gewölbter Böden dienen, ist das Verhältnis von 8 zu 
den übrigen Größen ein lineares. Die Frage entsteht, ob im Hinblick 
auf die Biegungsspannungen 8 nicht in einer Potenz mit ganzem 
oder gebrochenem Exponenten in die betreffende Gleichung ein
treten sollte. Zur Untersuchung hierüber benützen wir die V er· 
suche von Bach, Kap. 3. Die Membranspannungen crß (Zahlentafel Il) 
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0 werden inAbb.40 in Funktion der Blech- 22s 

dicke aufgetragen. a.ß ist gemäß Glei- 200 

chung ( 48) berechnet, p ist der Druck, 68 
bei dem während des Versuchs der t 

~L 
l<%m2 / 

Zunder von der Krempe abfiel. 150 0 

Die Gruppe der Viereckpunkte 
gehört zu elliptisch geformten, der Rund
punkt zu Korb bogen-Böden; innerhalb 100 

«jeder Gruppe ist die äußere Form der 
Böden die nämliche. Das Tiefenver-

so 
hältnis wechselt von Gruppe zu Gruppe, 

0 

rod· 

~/ 

1,5 

i--
/~ 6 

---ll~ 
/ 

s_ !~ 

".....- r--~~ 

die Böden können nur unter diesem 
Gesichtspunkt miteinander in Vergleich 
gestellt werden. Abb. 40 läßt erkennen, 
daß die gestrichelten Linien, welche die 
Punktpaare untereinander verbinden, 
zuerst ansteigen, daß mithin die Span

Abb.40. Membranspannungen 
oB der Böden der V ersuche von 

Bach in Funktion von s. 

nungen im Scheitel wachsen, wenn an der Krempe von dickern 
Böden der Zunder abspringt. Dabei muß vorausgesetzt werden, 
daß die Dehnungen bzw. red. Spannungen außen an der Krempe, 
bei welchen Zunderabspringen erfolgt, dem Absolutwert nach für 
dicke und dünne Böden die nämliche Höhe erreichen. Dies läßt 
darauf schließen, daß dickeres Blech seiner Verbiegung bei Böden 
größeren Widerstand entgegensetzt als dünneres; eine Erscheinung, 
die bekanntlich bei Balken theoretisch und praktisch abgeklärt ist. 
Die Widerstandsfähigkeit dickeren Bleches muß zunehmen, je schärfer 
die Krempe im Meridian gekrümmt ist. Bei der Berechnung der 
Wanddicke ist dieser Umstand zu berücksichtigen, sofern es keine 
Gründe gibt, die gegen diese Auffassung sprechen. Es können aber 
folgende genannt werden. 

Die Düsseldorfer Versuche, bei denen die Böden von Gruppe I 
2,0 cm dick waren, der Gruppe II 3,5 cm (Zahlentafel 111) weisen 
große Unterschiede im Verhalten der dickernund der dünnern Böden 
nicht auf, dies zeigt sich in der eng benachbarten Lage der Punkt
paare Ar AII, Dr DII und Er EII in Abb. 34. Der erkennbare 
Unterschied in den Ordinatenlängen Fr FII fällt weniger in Be-

6 
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tracht; diese Böden haben nicht die nämliche Tiefe, wie die Zahlen
tafel zeigt. 

Dickeres Blech ist wegen der höheren Anstrengung an der 
Innenseite der Krempe im Nachteil gegen dünneres. Dies geht aus 
den Abb. 15 bis 17 und 18 von Kap. 2 hervor und muß in Be
tracht gezogen werden. Dünneres Blech ist in der Regel auch zäher 
als dickeres. 

In der Abb. 40 wird Steigen der Membranspannungen für 
Böden mit 1,5 bis 2,0 cm Blechdicke festgestellt, von da an bleiben 
die Spannungen konstant. Das würde heißen, daß Blech von 2,5 cm 
Dicke den Biegungsspannungen nicht besser widersteht, als solches 
von 2,0 cm. Gemäß den Feststellungen von Kap. 5 sind Krempen
brüche bei Böden unter 1,5 cm Wanddicke wenig bekannt geworden, 
darauf darf in diesem Zusammenhang hingewiesen werden. 

Es wäre daher zur Zeit nicht genügend begründet, die Blech
dicke s in einem andern Verhältnis in den Gleichungen zur Be
rechnung der Blechdicke von Böden zu berücksichtigen als in 
linearem, die Ergebnisse späterer Forschung bleiben vorbehalten. 
Es ist auch nicht nötig, die Blechdicke eines Bodens so zu bemessen, 
daß sich dieser nicht durchbiegt. Einer solchen Bedingung wird 
ein Balken unterworfen, beim Boden spielt lediglich die Bruch
gefahr eine Rolle. 

6. Zusammenfassung. 
Wird der gewölbte Boden als ganzes aufgefasst, so ist er 

nach seinem Tiefenverhältnis (k) zu bewerten. Von den korbbogen
förmigen Böden ist, wie die V ersuche beweisen, derjenige der 
widerstandsfähigste, dessen Meridian dem elliptischen am nächsten 
kommt, dessen Krümmungsverhältnis (r: R) den Höchstwert er
reicht. Zur Berechnung der Korbbogenböden auf Grund des Tiefen
verhältnisses dient die Gleichung 

20~1"-+ 3 
s=1,65 pak R (cm) (52) 

K z 20 _1'__ + 1 
R 

gültig für k > 2, wobei der Quotient r : R dem vorhandenen 
Krümmungsverhältnis Rechnung trägt. a, r und R sind bis zur 
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halben Blechdicke zu messen, in erster Annäherung bis zur Innen
fläche des Bodens. Bei nämlichem Tiefenverhältnis k erhält der 
Boden die geringste W anddicke, bei dem das Krümmungsverhält
nis des Meridians r : R den Höchstwert erreicht. Der Beiwert 
(r/R + 3): (r/R + 1) wird dann zu einem Minimum. 

Soll jedoch in bisherigerWeise der Korbbogenboden auf Grund 
der Membranspannung einer Kugelwand berechnet werden, so wird 
die Gleichung vorgeschlagen 

r r · 
p R X 20-R-+ 3 R 20R+3 

8 = --- ---- ('-.} 2 11!__ ----
2 K z 20 ~ + 1 ' Kz 20 ~ + 1 

(cm) (54) 

In der. zweiten Gleichung (54) ist der Sicherheitsbeiwert x mit 
4,25 eingesetzt. Das Festigkeitsverhältnis z richtet sich nach der 
Schwächung des Bodens durch Mannlöcher usw. Die geringste 
Wanddicke ergibt sich nicht für Böden mit dem zweckmäßigsten 
(maximalen) Wert des Krümmungsverhältnisses r: R, sondern für 
solche, bei denen r: R zwischen dem Höchstwert und 0 (wegen 
r = 0) liegt. Dieser Mangel hängt mit der Rechnungsmethode zu
sammen, die auf der Membranspannung der Kugel als Grundlage 
beruht (entsprechend dem ersten Glied der Gleichung 54), wie 
auch der Beiwert (zweites Glied) lauten möge. Damit solche Böden 
nicht dünner berechnet werden als mit ihrer Sicherheit verträglich 
ist, kann als weitere Bedingung aufgestellt werden, daß die Blech
dicke der Gleichung genügt 

8 = p r x 200 00 2 1 p r 200 ( cm) (ß8) 
2Kz (20 ~ +0,70)3 ' Kz (20 ~ +0,70)3 

gültig für r : R > 0,02. x wie oben = 4,25. 
Endlich kann zum gleichen Zweck in Gleichung (54) ein ver

änderlicher Sicherheitsbeiwert gewählt werden, z. B. 

X = ( 5,5 - 20 ~ ) > 4,25 

Von den nach Gleichung (54) und (68) berechneten Blech
dicken ist die größere zu nehmen. 
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Zur Berechnung des Korbbogenbodens verdient Gleichung (52), 
wie oben begründet, den Vorzug. 

Der elliptisch geformte Boden läßt sich berechnen gemäß 

pak 
8 = 2,1 Kz (0,65 + 0,2 k) (cm) (71) 

gültig für 1,9 < k < 2,5. Der Halbkugelboden gemäß 

(cm) (72) 

Algebraisch erscheint 8 in der ersten Potenz in diesen Gleichungen, 
was sich begründen läßt. Die Gleichungen nehmen keine Rücksicht 
darauf, ob die Böden in die Mäntel eingenietet oder an dieselben 
angeschweißt sind. 

7. Vorschläge zur Verstärkung von Böden. 
1. Die Untersuchung der Böden auf Risse. 

Die Kenntnis der Bedingungen, unter welehen ein Boden ge
baut sein muß, damit er nicht bricht, führt zur Einsicht, daß viele 
Böden heute betriebener Kessel zu schwach gebaut sind oder in 
dieser Hinsicht auf der Grenze stehen. Der Umstand wirkt etwas 
beunruhigend, daß Krempenbrüche nur sehr schwer erkennbar sind. 
Die sogenannten Haarrisse, auch wenn sie beträchtlich, oft mehrere 
Millimeter, ins Blech vorgedrungen sind, entziehen sich häufig dem 
Auge, sogar dem mit der Lupe bewaffneten. Die Spuren der Riß
bildung zeigen sich erst deutlich, wenn die Kanten der Risse rosten, 
feine, ringförmig verlaufende rote Linien kommen dann bei der Kessel
reinigung zum Vorschein. Schon zu diesem Zeitpunkt muß daher 
nach Rissen gesucht werden. Später zeigen sich vereinzelte oder 
reihenweise zusammenhängende Rostpusteln. 

Maschinenteile, namentlich Eisenbahnachsen, die auf das Vor
handensein von Haarrissen zu untersuchen sind, werden mit Erfolg 
so behandelt, daß man sie erst blank putzt und hernach mit einem 
Gemisch von Lampenruß und Petrol einreibt. Diese Kruste läßt 
man einen Tag oder wenigstens einige Stunden lang auf dem be
treffenden MaschinenteiL Nach erneuter Reinigung läßt leichtes An
wärmen mit der Lötlampe den Riß erkennen, der sich durch Heraus-
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quellen der eingeriebenen Masse auf dem blanken Maschinenteil 
erkennbar macht. Dieses Verfahren läßt sich leider bei Kesseln nicht 
immer gut anwenden, weil die Wandoberfläche raub ist. 

2. Die Verstärkung schwacher Böden. 

Diese kann bewerkstelligt werden: a) durch das Anbringen 
von Längsankern; b) durch das Aufschweißen von Rippen; c) durch 
das Aufschweißen von Ringen. 

a) Längsanker gemäß Abb. 41/1 wurden früher hie und da 
zur Entlastung der Böden verwendet, man fragte nicht danach, 
in welchem Maß der Anker den 
Boden entlastet. In kaltem Zu
stand, bei der Wasserdruckprobe 
dehnt sich der Mantel in achsialer 
Richtung um einen geringem 
Betrag wegen zweiachsiger Be
anspruchung als der Anker, der 
einachsig beansprucht ist, auch 
wenn beiden die nämliche Span
nung (einachsig genommen) inne
wohnen würde. Die V ersuche von 
Bach zeigen aber, daß sich flach 

Abb. 41. 
Verstärkung schwacher Böden. 

gewölbte Böden unter Druck erheblich ausbauchen, mehr als der 
Anker sich verlängern kann, · so daß dieser ohne Zweifel einen 
Teil der Last übernimmt, um so mehr, je flacher der Boden ge
wölbt ist. Je länger der Anker, desto größer seine elastische Ver
längerung und desto geringer seine Inanspruchnahme. Welches der 
Spannungszustand des Ankers bei warmem Zustand des Kessels 
ist, ist erst recht unbekannt; hier kommen Wärmedehnungen von 
Mantel, Böden und Anker hinzu. In welcher Weise sich die V er
längerungen aus erhöhter Temperatur und diejenigen wegen der 
Spannung superponieren, weiß man heute nicht. 

Die Schwierigkeit der Befestigung der Längsanker, die Be
hinderung des Befahrens der Kessel und andere Übelstände lassen 
dieses Verstärkungsmittel in den Hintergrund treten. 
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b) Rippen oder Laschen bilden ohne Zweifel ein vorzügliches 
Verstärkungsmittel, wenn man sie in strahlenförmiger Anordnung 
an der Innenseite der Böden elektrisch anschweißt (Abb. 41/2 und 3). 
Die Kosten hiefür sind aber beträchtlich, ausserdem ist die Aus
führung schwierig und unsicher, weil viele Rippen "über Kopf~' 
angeschweißt werden müssen. Durchgehende Rippen fallen weniger 
in Betracht, weil man sich nicht auf 4 beschränken kann. 

c) Einfacher ist es, Ringe anzuschweißen, wie in Abb. 41/4 
gezeigt. Die Krempe ist auf Druck beansprucht und biegt sich 
auch in diesem Sinn durch; ein innenseitiger Ring wird diese Be
wegung verhindern. Der Ring wird dann auf Druck beansprucht 
wie die Krempe selber. Gewisses Bedenken erweckt bloß der Um
stand, daß die ringförmig angeordneten Schweißnähte das Blech 
etwas angreifen, weil ein Teil des zähen Materials an der Blech
oberfläche durch härteres Schweißgut ersetzt wird. Die Nähte ver
laufen in nämlicher Richtung wie die Risse verlaufen würden, die 
Verletzung des Materials kann daher der Rißbildung vielleicht so
gar Vorschub leisten. Diese Bedenken können zerstreut werden, 
wenn man den Verstärkungsring außen anordnet gemäß Abb. 41/5. 
Auch so wird der Ring auf Druck beansprucht, die Nähte eben
falls. Die Schwächung des Blechs durch die Schweißnähte kann 
nicht mehr gefährlich werden. Auf der Innenseite bleibt die Krempe 
der Kontrolle zugänglich. Das Einfachste wird wohl in den meisten 
Fällen die Auswechslung des gefährdeten Bodens bleiben. 
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von 
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Dampfkessel- Besitzern, Zürich. 

Übersicht häufig verwendeter Bezeichnungen und der 
Voraussetzungen. 

"o", "h" 

-, 0 

* 

Die Fußnote "ol' bzw. ,.,h" besagt, daß sich die be
treffende Größe auf die gleichmäßige, biegungsfreie 
Längung bzw. auf dehnungsfreie Verbiegung der 
Schalenmittelfläche bezieht. 

Die Fußnote "1" bzw. "2" deutet auf die Richtung 
hin, auf welche sich die betreffende Größe bezieht: 
,.,1": längs des Meridians; "2'': längs des Breiten
kreises. 

Die Fußnote "e" bzw. ,,i" bezieht sich auf die äußere 
bzw. innere Schalenbegrenzungsfläche. 

Ist die Größe "überstrichen" bzw. mit einer seitlich 
hochstehenden "o" versehen, so gehört sie einem parti
kulären Integralsystem des inhomogenen Differential
gleichungssystems (Hautspannungen) bzw. der allge
meinen Lösung des homogenen Differentialgleichungs
systems (p = o, Unstetigkeits- oder Zwangsspan
nungen) an. 

Der Stern besagt, daß sich die betreffende Größe auf 
den Schalenrand bezieht (Randwert, Randbedingung). 

Die Fußnote "B" bzw. "Z" bezieht sich auf die 
Boden- bzw. Zylinderschale. Diese Fußnote kommt 
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nur dann zur Anwendung, wenn eine Verwechslungs
möglichkeit der verschiedenen Größen besteht, also 
z. B. dann, wenn beide Schalen gleichzeitig unter
sucht werden. 
Halbmesser des Randbreitenkreises der Schale bzw. 
Halbmesser der Zylinderschale. 
Bodenschalentiefe, gemessen von der Ebene des Rand
breitenkreises ( a = n/2) bis zum Scheitel ( a = o ). 
Hauptkrlimmungshalbmesser der Schalenmittelfläche. 
Rt = Krümmungshalbmesser der Meridiankurve, 1/Rt 
Hauptkrümmung der Schalenmittelfläche. R2 = Krlim
mungshalbmesser des zur Meriadianebene winkelrecht 
stehenden Normalschnittes - Länge der Flächen
normalen bis zur Drehachse. - 1/Rz zweite Haupt-
krlimmung der Schalcrimittelfläche. 
Krlimmungshalbmesser im Scheitel der Bodenschale. 
Krlimmungshalbmesser in der "Krempe" der Boden-
schale. 
konstante Blechdicke. 
Koordinaten eines beliebig gewählten Punktes der 
Schale bezüglich des rechtwinkligen Koordinaten-
systems, dessen Ursprung in der Schalenmittelfläche 
liegt. 
x-Achse fällt mit der Meridiantangente zusammen. 
y-Achse ist gleichbedeutend mit der Richtung der 

Breitenkreistangente. 
z-Achse steht normal zur Meridiantangente. 
Abstand des betrachteten Punktes von der Schalen
mittelfläche. 

a Winkel, den die Normale zur Schalenmittelfläche mit 
der Drehachse einschließt. 

7(; 

ß = 2 - a Winkel, den die Normale mit der Rand breitenkreis-
ebene (a = n/2) einschließt. 

tt Verschiebung eines Punktes der Schalenmittelfläche 
in Richtung der Meridiantangente. 
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w Verschiebung winkelrecht zur Schalenmittelfläche. 
{} Verdrehungswinkel der Flächennormalen infolge Form

änderung der Schale. 
o lot, o loz Länge des Linienelementes längs des Meridians bzw. 

längs des Breitenkreises in der Sehalenmittelfläche. 

o ( o lot), o ( o loz) seine Längenänderung. 
L1 ( o letl, L1 ( o lez) totale Längenänderung (herrührend von der gleich

zeitigen Wirkung der reinen Längung und Verbiegung 
der Schalenmittelfläche) eines auf der äußern Schalen
begrenzungsfläche gelegenen Linienelementes längs des 
Meridians bzw. längs des Breitenkreises. 

e0t, Eoz Längungsdehnung längs des Meridians bzw. längs des 
Breitenkreises, erzeugt durch die gleichmäßig über 
die Blechdicke verteilten Normalspannungen a01, a02• 

Eot = Meridianlängungsdehnung, Eoz = Ringlängungs
dehnung. 

Eht, Ehz die größte Biegungsdehnung längs des Meridians bzw. 
längs des Breitenkreises, erzeugt durch die nach dem 
Geradliniengesetz über die Blechdicke verteilten Bie

gungsspanuungen aht, IYhz· Diese treten in der Schalen
begrenzungsfläche auf. Eht = Meridianbiegungsdehnung; 
Ehz = Ringbiegungsdehnung. 

Ehu, Ehze Biegungsdehnung an der Schalenaußenseite. 

Eet, Eet die resultierende Dehnung an der Schalenaußenseite 
Eit, Eiz bzw. Schaleninnenseite. 

a01, a0z gleichmäßig über die Blechdicke verteilte Normal
spannung. IYot = Meridianlängungsspannung; a 0z = 
Ringlängungsspannung. 

IYht, IYhz Biegungsspannung in der Schalenbegrenzungsfläche. 
IYht= Meridianbiegungsspannung; IYhz = Ringbiegungs
spannung. 

IYhte, ahze Biegungsspannung an der Schalenaußenseite. 
IYet, IYez totale Normalspannung an der Schalenaußenseite bzw. 

ail, IYiz Schaleninnenseite. 
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Mittelwert der Schubspannungen in Schnitten normal 
zum Meridian in Richtung der z-Achse. 
Spannungskraft, d. h. die Resultierende der auf einen 
Schnitt von der Höhe der Blechdicke (2 h) und der 
Länge 1 wirkenden Normalspannungen IYot, a0z. 

die Resultierende der auf einen Schnitt von der Länge 1 
wirkenden Schubspannungen. 
Spannungsmoment, d. h. Biegungsmoment des Kräfte
paares, dem die auf den genannten Schnitt wirkenden 
Biegungsspannungen IYht bzw. ah2 gleichwertig sind. 
Das Biegungsmoment wird positiv gerechnet, wenn 
es im Sinne einer Vergrößerung der Krümmung- V er
kleinerung des Krümmungshalbmessers - wirkt, so 
daß in den Fasern mit positivem z - außenseitig 
bezüglich der Mittelfläche - positive Biegungsspan
nungen auftreten. 

Elastizitätsmodul. 
v reziproker Wert der Poisson'schen Zahl (Flußeisen 

v= 0,3). 

D -- 2 Eha n· ·f· k · d s 1 1 
3 1 _ v2 1egungste1 1g mt er c 1a e. 

V 3 (1- v2) 
leB = Rt (2 h) 2 R; "Schalenkonstante" der Bodenschale. 

V3(1-v2) • 
kz := (2 h )2 a2 Schalenkonstante der Zyhnderschale. 

p gleichmäßig verteilter Flüssigkeitsdruck, bezogen auf 
die Flächeneinheit der Schalenmittelfläche. 

Der Festigkeitsberechnung sind die nachfolgenden V OI"aus
setzungen zugrunde gelegt: 

1. Es liegt eine dünne, von gleichbleibender Blechdicke aus iso
tropem Material bestehende Schale vor. 

2. Das Material befolgt das Hook'sche Gesetz (Verhältnisgleich
heit zwischen den V erzerrungen und Spannungen). 
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3. DieVerformungen sind im Vergleich zu den Schalenabmessungen 
klein. 

4. Die Streckgrenze des Materials werde an keiner Stelle über
schritten. 

5. DieNormalspannungen senkrecht zur Schalenmittelfläche werden 
im Vergleich zu den übrigen Spannungen vernachlässigt. 

6. Die Längungsspannungen verteilen sich gleichmäßig, die Bie
gungsspannungen nach dem Geradliniengesetz über die Blech
dicke. 

7. Die Punkte, die vor der Verformung auf einer Normalen zur 
Mittelfläche liegen, liegen auch nach der Formänderung auf 
der Normalen zur deformierten Mittel fläche. 

8. Die biegungsfreie, dehnbare Schale - Haut - wird als ein 
partikulares Integral der Schalendifferentialgleichung angesehen. 

I. Die Grundgleichungen der Schalenfestigkeitslehre. 

1. Die an einem Schalenelement wirkenden Rräfte und ihre 
Gleichgewichtsbedingungen. 

Um dem mit der höheren Festigkeitslehre *) weniger ver
trauten Ingenieur das Verständnis unserer Unterrsuchungen zu er
leichtern und um den Zusammenhang von Theorie und Meßverfahren 
herzustellen, werden wir die wichtigsten Grundgleichungen der 
Theorie der elastischen Schale näher erläutern. Das zur Drehachse 
symmetrische Kräftesystem, welches die Schale im allgemeinen be
lastet, beschränken wir auf den gleichmäßig verteilten Flüssigkeits
druck Z = p. Schneidet man aus der Schale ein Element heraus, 
Abb. 1, das durch zwei Kreiskegelflächen, deren Öffnungswinkel 
sich um <5a unterscheiden und durch die beiden Meridianschnitte, 
welche dem Winkel <5rp miteinander einschließen, begrenzt ist, so 
müssen wir in den Schnittflächen die Spannungen C1ot, aoz, ah1, ahz 

und -r anbringen, welche den ursprünglichen einheitlichen Zusammen-

*) Siehe Verzeichnis der Bemerkungen der Fußnoten am Schluß der 
Abhandlung. 
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hang mit dem Restkörper bewirken. Fassen wir diese Spannungen 
zu Spannungskräften und Spannungsmomenten, bezogen auf die 
Längeneinheit der Mittelfläche zusammen, so erhalten wir in den 
a) Breitenkreisschnittflächen (Kreiskegelfläche mit der Spitze m 

der Drehachse und dessen Basiskreis der Breitenkreis ist) 

1. die Normalkraft Tt bzw. Tt + flTt; 

2. die Schubkraft N bzw. N + tJN; 

3. das Kräftepaar vom Momente Gt bzw. Gt + oGt. 

Ab.1. 

angreifenden Spannungskräfte 
und Spannungsmomente. 

OP•R, 
OM• !lz 

b) Meridianschnittflächen (Ebene durch die Meridiankurve und die 
Schalenkurve und die Schalendrehachse). 
1. die Normalkraft Tz, die aus Symmetriegründen für beide 

Schnittflächen gleich groß ist; 
2. das Kräftepaar vom Momente Gz, das aus Symmetriegründen 

für beide Schnitte gleich groß ist, während die Schubkraft 
aus dem nämlichen Gnmde fehlt; 
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3. die 
die 

Schalenbelastung als äußere Kraft Z = p 
Flächeneinheit der Schalenmittelfläche, 

bezogen auf 

N 
T= 2h wobei (1 a) 

die im Breitenkreisschnitt wirkende Schubspannung ist, während 
die gleichmäßig über der Blechdicke verteilte Normalspannung mit 
den Spannungskräften durch die Beziehungen 

Tt 
aot = 2 h 1 (1 b) 

verknüpft sind. Die Annahme, daß sich die Biegungsspannungen 
nach dem Geradliniengesetz verteilen, führt zu den Gleichungen 

3 Gt 3 Gz 
aht = -2 h2' ahz = -2 h2- (1 c) 

wo aht bzw. ahz die größte in 
der Schalenbegrenzungsfläche auf
tretende Biegungsspannung ist. 

Um die Komponentengleichung 
der Gleichgewichtsbedingungen in 
Richtung der z-Achse aufzustellen, 
zerlegen wir die auf den Meridian
schnitt von der Länge Rt · oa wir
kende Kraft (Tz Rt oa), Abb. 2, in 
die Komponente (Tz Rt oa) cos orp/2 
in Richtung der Tangente an den 
Breitenkreis und in die Kompo
nenten (Tz Rt o a) sin orp I 2 in 
radialer Richtung. 

Abb. 2. 
Zerlegen der Kraft Tz Rtlltt.. 

Bildebene ist dieNormalebene zur 
Schalendrehachse durch den 

Punkt P. 

Die Komponente (Tz Rt oa) sin orp/2 wurde weiter zerlegt, Ahb.3, 
in die Komponente (Tz Rt oa) sin orp/2 cos IX in Richtung der Meri
diantangente und in die Komponente (Tz Rt oa) sin orp I 2 sin a 
in Richtung der z-Achse. Die Momentengleichung folgt aus Abb. 4, 
in welcher die Momente als Vektoren eingetragen sind. Wird 
der Cosinus eines sehr kleinen Winkels zu eins angenommen, 
ersetzt man dessen Sinus durch den Bogen, vernachlässigt Glieder 
höherer Ordnung gegen Glieder niederer Ordnung und dividiert die 
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Abb. 3. Zerlegen der Komponente 
(Tz Rt 15a) sin 15 q;/2. Bildebene ist 
die Ebene durch die Schalendrehachse 
und den Punkt P- Meridianebene. 

0 o--

Gleichungen, welche das Gleich
gewicht dieser Kräfte und Momente 
ausdrücken durch ba · brp, so er
hält man 

'<. , 1. die Komponentengleichung m 
' "" Richtung der x-Achse 

(j~ (T1 Rz sin a)- Tz Rt cos a + N Rz sin a = 0 (2 a) 

2. die Komponentengleichung in Richtung der z-Achse 

-(j~ (N Rzsina)-(TtRz+TzRt) sin a--t-ZRtRzsin a = 0 (2b) 

3. die Momentengleichung bezogen auf die y-Achse 

- _i_ (GtRz sin a) +N RtRzsina + GzRt cos a= 0 (2e) 
ba 

Diese 3 Gleichungen enthalten 5 Unbekannten N, Tt, Tz, Gt 
und Gz. Die Aufgabe ist zweifach unbestimmt. Um sie lösen zu 
können, müssen wir auf die elastischen Verzerrungen, welche durch 
diese inneren Kräfte bewirkt werden, eintreten. 

2. Die Verzerrungen des Schalenelementes. 

a) Dehnung längs der Meridiankurve (Meridiandehnung). Die am 
Schalenelement angreifenden inneren Kräfte und Momente bewirken 

eine Verlängerung oder V er-
_,;;l'r; 

(6,fi,&J.)cosr~. .-.;:;: / kürzung und eine Verbiegung 
J //.~Js-

"'-'-'-"'-""---........ ~ ~ //;/ der zur Sehalenmittelfläche 
/ parallelen Flächen. Die Deh-

FI" 
/ fNFI2 sinocc!~)cos~fl, ~ nungenund Spannungen, wel-

fi,R,sinr~.J~ ehe durch diese Verzerrungen 

y 

Abb. 4. 
Herleitung der Momentengleichung. 
Bildebene ist die Normalebene zur 
Schalendrehachse durch den Punkt P. 

erzeugt werden, bezeichnen wir 
als Längungs- bzw. Biegungs
dehnungen und Längungs
bzw. Biegungsspannungen. Be
trachten wir vorerst die V er-
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zerrung eines Linienelementes von der Länge l5lot auf der Meridian
kurve, Abb. 5, so rücken seine Endpunkte A0 , B 0 nach A~, B~. Um 
vom Punkte A0 nach 
A~ zu gelangen, den
ken wir uns z. B. Ao 
in Richtung der Me
ridiantangente um die 
Verschiebungsgröße 
u und hierauf in Rich
tung der durch Ao 
gehenden Flächen
normalen n um die 
Verschiebungsgröße 

w verschoben. Die 
Reihenfolge dieser 
Operationen ist für 
das Endergebnis ohne 
Belang. In entspre
chenderWeise führen 

AoBo-JI., 
A 8 -.Sizt 
A.o- R, 
A~O'- R; 

Abb.5. 
Verzerrung in der Meridianschnitt-

wir Bonach B~ über. ebene. ' 

Da die Verschiebungs- \ " 
größen u, w von Punkt zu Punkt der Schalenmittelfläche veränder
lich sind, unterscheiden sich die Verschiebungswege der beiden 
Punkte, um die sehr kleinen Größen 15~6 und t5w. Die Längung 
des Linienelementes ist der Unterschied in der Länge des Linien
elementes betrachtet im End- und Anfangszustand, also A~ B~ 
- A 0 Bo = t5 (15lot). Die auf die ursprüngliche Längeneinheit be
zogene Längung, die als Dehnung bezeichnet wird, ist 

Bot= (3a) 

Die Länge l5lot des Linienelementes sei so klein, daß wir die Krüm
mung als konstant annehmen und somit für A0Bo = 15lot = Rt 15a 
und {} = u : Rt setzen dürfen, wo {} die Winkeländerung der Flächen
normalen n des Punktes Ao bedeutet. Die Winkeländerung der 
Flächennormalen im Punkte Bo unterscheidet sich nach erfolgter 
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Formänderung von der entsprechenden Winkeländerung des Punktes 
Ao um 0{} = ( & + 0&) - & = 6u/ Rt und der Winkel, den die Flächen
normalen in den Punkten A~ und B ~ miteinander einschließen, ist 
Ja + 6& = oa + ouj Rt. 

Ausgedrückt in den Verschiebungsgrößen 'lt, w ist A~ B~ 
= R~ (oa + o&) = (Rt + w) (oa + O'lt/Rt) = oa (Rt + w) + O'lt, 
wenn Glieder, die von der zweiten Ordnung unendlich klein sind, 
gegenüber solchen von erster Ordnung vernachlässigt werden. So
mit lautet Gleichung ( 3 a) 

(3 a) 

da AoBo = Rt oa ist. Um die Verzerrung eines Linienelementes 
von der Länge ÄB = olzt = (R 1 + z) oa im Abstande z von der 

. . J. 

Abb. 6. 
Dehnungsfreie Verbiegung der 

Schale im Meridian schnitt, wobei 
die Schalenmittelfläche bereits 

Mittelfläche zu berechnen, gehen wir 
von dem Verzerrungszustand aus, 
wie er durch reine Längung der 
Schalenmittelfläche, Abb. 6, erzeugt 
wird. Durch die biegungsfreie Ver
formung hat das in der Mittelfläche 
gelegene Linienelement eine Länge 
Rt oa (1 +Bot), während das im 
Abstande z gelegene Linienelement 
ÄB die Länge [Rloet(l+Bot)+ 
zoa] aufweist. Durch die hinzu-
tretende dehnungslose Verbiegung 
der Schalenmittelfläche erhalten wir 
den Endzustand A~ B~ bzw. A'B'. 
Der Punkt l verschiebt sich infolge 
derVerdrehungder zugehörigen N or

durch reine Längung verzerrt ist. malen um z& nach A', während 

sich der Endpunkt B um z ( & + o&) 
verschiebt. Die Verlängerung des Linienelementes ÄB ist somit 
zo&. Nach der Verformung weist das Linienelement eine resultierende 
Länge Rt oa (1 +Bot)+ z (oa + 0&) auf und die totale bezogene 
Längung ist 
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[Rtoa (1 + Sot) + z (oa+ o&)]- (Rt + z) Oa 

(Rt + z) oa 

Rt ( z o&) 
= Rt + z 801 + Rt oa 

Mit s0t = o ( b lot) : o lot lautet diese Gleichung 

czt = Ll (o lzt) = Rt [ o (olot) + ~ ~] (4a) 
o lzt Rt + z o lot Rt oa 

b) Dehnung des Breitenkreises (Ringdehnung). Wir betrachten 
ein kleines Bogenstück von der Länge oloz auf dem in der Schalen
mittelfläche durch den Punkt .Ao gehenden Breitenkreis. Durch 
die biegungslose Verformung erfährt dieses Linienelement eine V er
zerrung o ( o l0z), und die bezogene Längung ist s0z = o ( o l0z) : o l0z. 

Wir können für die Dehnung noch einen zweiten Ausdruck ab
leiten. Der zu Punkt .Ao, Abb. 7, gehörige Breitenkreishalbmesser 
?"a - Kreisumfang vor der Verformung 2 nTa - weitet sich durch 
die Formänderung radial um OTa aus- Kreisumfang nach der Ver
formung 2 n (ra + o Ta) und die bezogene Längenänderung des 
Breitenkreises wird Eo2 = [2 n (ra + ora)- 2 nra]: 2 ::rra= OTa: ra, 
so daß wir für 

Soz= (3 b) 

setzen dürfen. NachAbb. 7 ist OTa=w sin a + 1~ cos a, Ta= Rz sin a, 
wo Rz der zweite Hauptkrümmungshalbmesser bedeutet - Länge 
der Flächennormalen n von .A0 bis zur Drehachse - somit 

z /t'co58 Z·sinr:l. 

Abb. 7. Verzerrung der Breiten
kreishalbmesser. 

1 
Soz= Rz (w+1~ctga) (3b) 

Durch diese biegungsfreie V er
zerrung gelangt der Punkt .A0 nach 
.A~. Die Größe des zugehörigen 
Breitenkreishalbmessers kann auch 
in der Form Rz sin a (1 + s0z) an
geschrieben werden. Der Breiteu
kreishalbmesser des Punktes 1, der 
um z von der Mittelfläche entfernt ist, 
beträgt Rz sin a (1 + Eoz) + z sin a. 

7 
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Die hinzutretende dehnungslose Verbiegung der Schale bedingt die 
Winkeländerung {}, wodurch die Ausweitung einen Zuwachs z {} cos ct 

erfährt. Der ursprüngliche Breitenkreishalbmesser (Rz + z) sin a 
des Punktes A ist durch die Formänderung auf [Rz sin a (1 + Boz) 
+ z sin a + z {} cos a] angewachsen. Somit beträgt die auf die 
Längeneinheit bezogene Längenänderung 

Bzz= 
LI (6lzz) 

6lz2 
[Rz sin a (1 + Boz) + z sin a + z {} cos a]- [(Rz + z) sin a] 

(Rz +z) sin a 

= Rz~Z (soz+ ~2 ffcfga) 

oder wenn für Boz = 6 (6l0z): 6l0z gesetzt wird 

LI (6lzz) ._ Rz [ 6(6loz) + ~ {} f ] 
Bzz= 6lz2 - Rz+z 6lo2 Rz cga (4 b) 

c) Dehnungen an der Außen- und Innenseite der dickwandigen Schale. 
1 6{} 1 

Der Ausdruck R 1 + z lJa bzw. Rz + z {} ctg a in den Glei-

chungen (4a) bzw. (4b) bedeutet die Krümmungsänderung im 
Punkte A der Schale in Richtung der Meridiankurve bzw. in 
Richtung des Breitenkreises. Ist. Rt' bzw. R:! der Krümmungs
halbmesser nach der Formänderung, so erhält man für die auf die 
Längeneinheit bezogene Krümmungsänderung 1<1 bzw. 1<2 des auf 
der Mittelfläche gelegenen Punktes Ao (z = o). 

1 1 1 (J{} 1 1 1 (5 a) 
1-Ct= R/- R/ = Rt (Ja; 1-Cz= Rz'- Rz = Rz ffctga (5b) 

Die dehnungslose Verbiegung der Schale erzeugt in den außer
halb der Mittelfläche gelegenen Linienelementen Längenänderungen. 
Diese sind um so größer, je weiter das Element von der Mittel
fläche entfernt ist. Der Größtwert tritt in der Schalenbegrenzungs
fläche auf. Die zugehörigen bezogenen Längenänderungen bezeichnen 
wir mit Bht bzw. Bhz als Biegungsdehuung, wobei 

h (J{} h 
Bht= --=h1<tj Bhz= Rz ffctga=h1<z (6a) (6b) 

Rt IJa 
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ist. In dieser Bezeichnung lautet z. B. Gleichung (4a) 

Rt z 
Ezt = Rt + z (Eot + h Eht) (7 a) 

Für die äußere (z = + h) hzw. innere (z =- h) Begrenzungs
fläche wird 

Rt 
(Eot + Eht) Eet = 

Rt+h 
(7 a)e 

Rt 
(Eot- Eht) Eit= 

Rt-h 
(7 a)i 

Die Fußnote "e" deutet auf die äußere, die Fußnote "i" auf 
die innere Begrenzungsfläche hin. Multiplizieren wir die rechte Seite 
dieser Gleichungen aus und setzen 

Rt 
Eote= Eot 

Rt+h 
(8a)e 

Rt Rt 
( 8 a)i Eoti= 

Rt-h 
Eot Eiui= 

Rt-h 
Eht 

woraus folgt, daß 
Eote Rt-h EhJe Rt-h 

(9) 
Eoti Rt+h' Eitti Rt+h 

Mit Hilfe der Gleichung (9) wird nach Gleichung (7 a)e, (7 a)i 

Eet = Eote + Ehte (10a) 

(lOb) 

Aus den Gleichungen (8 a)e, (7 a)e folgt für 

Rt+h 
Eht = Rt Ehte (11 a) 

Rt+h 
Eot = Rt (Eet- Ehte) (11 b) 

so daß die Gleichung (7a) mit 'lfJzt=(Rt + h): (Rt + z) übergeht in 

Ezt='lfJztEz~ (12a) 

WO E;t=[Eet+Ehte(~ -1)j (12b) 

ist. Die Dehnung s;t ändert sich mit z linear, während die Dehnung 
Ezt außerdem noch von dem Beiwert 'lfJzt abhängt. Der Dehnungs-
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verlauf E;t ist in Ahb. 8 aufgetragen unter der Annahme, daß 
Eet und Ehte gegeben sind. Wir sehen, daß die Dehnung an der 
Innenseite der Schale bedeutend größer ausfällt wie die Dehnung, 
welche z. B. an der Außenseite durch Messen ermittelt wird. Die 
Gleichung ( 12 a) auf die Innenseite der Schale bezogen, lautet 

(12 c) 

wobei 'lfJt = (Rt + h) : (Rt - h) 

ist. Für die Breitenkreisrichtung erhalten wir die entsprechenden Glei
chungen, wenn wir die Fußnote "1" durch ,,2" ersetzen. Die Dehnung 

---e,.~~~-1 

'----- t:if ____ ____, 

Abb. 8. Verlauf der Dehnungen über die 
Schalendicke in Richtung des Meridians. 

an der Innenseite der 
Schale hängt von dem 
Verhältnis 'lfJt d. h. 
von Rt!h bzw. R2/ h 
ab. Dieses Verhältnis 
erreicht bei einer ge
gebenen Bodenschale 
in der Krempe den 
größten Wert, da dort 
der kleinste Krüm

mungshalbmesser 
auftritt. Der Krüm-

mungshalbmesser R2 wächst vom Halbmesser a der Zylinderschale 
bis auf den noch größeren Wert in der mittleren Wölbung. Aus 
Abh. 9, in welcher 'lfJt in Abhängigkeit von Rt: h aufgetragen ist und 
aus Gleichung (12 c) erkennen wir, daß die Dehnung an der Innen
seite von verhältnismäßig dicken Schalen bzw. von Schalen, deren 
,, Krempenhalbmesser" im Vergleich zu h klein ist, erheblich größer 
ausfällt, wie der Wert Ei~, der den linearen V er lauf charakterisiert. 
Bei den von uns untersuchten Bodenschalen betragen die kleinsten 
Verhältniszahlen Rt: h = 4,6; 5~4 und 6,5, wofür wir aus Abb. 9 
für 'lfJt = 1,60; 1,45 und 1,36 entnehmen. Die Dehnung an der 
Innenseite ist in diesen Fällen 60 n I o bis 36 ° I o größer wie die ent
sprechende Dehnung, die dem linearen Verlaufe zukommt An zwei 
Bodenschalen erreichte die Verhältniszahl den Wert 1 6,8 (elliptische 
Schale) hzw. 19, wofür wir ein 'lfJt = 1,12 bzw. 1,11 erhalten. Für 
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die übrigen Bodenschalen bewegt sich die Verhältniszahl in der 

Größenordnung 9, der ein IJ!t = 1,25 zukommt, d. h. die Dehnungs
erhöhung beträgt 25 °/o. Dabei ist zu beachten, daß die Mehrzahl 
dieser Schalen vom Standpunkte der neuen Vorschriften über die 

Abb. 9. Abhängigkeit des Verhältnisses "Pt= (Rt + h): (Rt- h) und 
(sit- si~): si~ von Rt: h. 

Berechnung von gewölbten Böden aus beurteilt, vorteilhafte Ab
messungen aufweisen. 

Der kleinste Wert von R2 : h hzw. a : h, den die untersuchten 
Bodenschalen in Richtung des Br~itenkreises aufweisen, beträgt 
rund 30, wofür 'lf-!2 = 1,07 wird. Die Dehnung an der Innenseite 
in der Breitenkreisrichtung ist nur 7 ° /o größer wie die entsprechende 
Dehnung des linearen Verlaufs. Im Rahmen der Fehlerquellen, wie 

z. B. Abweichung in der Blechdicke des ausgeführten Kessels gegen
über dem Sollmaß, dürfen wir für praktische Berechnungen 

für die Breitenkreisrichtung den linearen Dehnungs
verlauf voraussetzen. 

Für die Zylinderschale als spezieller Fall der gewölbten Dreh-
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schale, wird mit Rt = =, Rz = a der Wert "Pt= 0. Insofern als 
1pz den genannten zulässigen Wert nicht überschreitet, kann für 
die beiden Dehnungshauptrichtungen der Zylinderschale 
der Verlauf der Dehnungen nach dem Geradliniengesetz 
angenommen werden. 

d) Dehnungen und Verzerrungen an der Aussen- und Innenseite der 
dünnen Schale. Ist die Schale so dünn, daß z bzw. h gegenüber 

Rt und Rz vernachlässigt werden darf, so vereinfachen sich die an
geführten Gleichungen, indem der Beiwert Rt: (Rt+z), Rt: (Rt+ h), 

Abb. 10. 
Linearer Verlauf der Dehnungen über 
die SchAlendicke bei dünnen Schalen. 

(Rt + h): CR1 + h) durch 1 er
setzt werden darf. Wir werden 
so auf den linearen Verlauf 
der Dehnungen, Abb. 10, ge
führt, den wir den nachfolgen
den Betrachtungen zugrunde 
legen. Außerdem dürfen wir bei 
einer dünnen Schale an Stelle 
der Verzerrung (6let) den Wert 
der Verzerrung ( (j l01 ) in der 
Mittelfläche setzen. Ist für die 
Schalenaußenseite · die totale 
Dehnung Eet, die Biegungs

dehnung Ehze und somit auch das geometrische Verhältnis 

Bhte 
Cf!t = --

Eet 

bekannt, so ist die Längungsd~hnung Bot und die totale Dehnung 
Bit an der Schaleninnenseite durch die vereinfachten Gleichungen 
(11 b) und (12b) 

Bot= Eet - Bhte = Bet (1 - Cf!t) 

B{t = Bet- 2 Bh1e = Bet (1 - 2 f{!t) 

(11 c) 

(12d) 

ebenfalls bestimmt. Die Ausdrücke s/1: Eet und Eot : Eet sind in 
Abb. 11 in Abhängigkeit von Cf!t aufgetragen. Aus Gleichung (12 d) 
geht hervor, daß mit cp = 1/2 die totale Dehnung an der Schalen-
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innenseite Null ist. Mit f/Jt < 1/2 bzw. f/Jt > 1/2 wirkt die Dehnung 
an der Innenseite in gleichem bzw. entgegengesetztem Sinne, wie 
auf der Außenseite der Schale. Für f/Jt = 0 bzw. cp1 = + 1 ist die 
totale Dehnung außen gleich bzw. entgegengesetzt der totalen Dehnung 
innen und die Bicgungsdehnung bzw. Längungsdehnung ist gleich 

! \ 4-

I "" \ i " " 3 

I " \2 c., .. c., .A.. 
! "" I 

"~ i ~ f 

I '\"" 0 "" 14- 3 2 1 
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I " 2 " 
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! 
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Abb. 11. Größe der totalen Dehnung an der Innenseite und der Längungs
dehnung bei linearem Dehnungsverlauf, wenn die totale Dehnung an der 

Außenseite und die Biegungsdehnung bekannt sind. 

Null. Ist f!Jt<O bzw. >+ 1, so ist die totale Dehnung an 
der Innenseite der Schale stets größer wie die totale 
D eh n u n g an der A u ß e n s e i t e. Beachtet man, daß bei ver
hältnismäßig dicken Schalen die Dehnung an der Innenseite zu
dem das ?pr fache des Wertes • ist, der dem linearen Verlauf ent
spricht, so treten unter Umständen an der Innenseite b e
deutend höhere Dehnungen und somit auch höhere 
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B e ans p r u c h u n g e n auf wie auf der Au ß e n seit e. Diese 
Erkenntnis deckt sich mit der Statistik, die lehrt, daß insbesondere 
die sogenannten mittelstarken Böden durch Krempenanbrüche ge
fährdet sind. 

Um den Zusammenhang der Theorie und dem angewendeten 
Meßverfahren herzustellen, wollen wir die Dehnungen durch die 
entsprechenden Verzerrungen ausdrücken. In Gleichung (6a), (6b) 
bedeutet hMf bzw. h{} cos a die in den Schalenbegrenzungsflächen 
durch die dehnungslose Verbiegung der dünnen Schale erzeugten 
Verzerrungen längs des Meridians bzw. des Breitenkreishalbmessers. 
Es ist somit 

b (blez)h = h{} cos a bcp 

wo bcp nach Abb. 1 der Winkel ist, welcher. von zwei Meridian
schnittebenen eingeschlossen wird. Berücksichtigt man, daß 
Rt ~a = b lot, tJcp Rz • sin a = tJl0z ist, so gehen die Gleichungen (6a), 
(6b) über in 

b ( CJ let)h 
Bht= blot ; (7 c) (7 d) 

Für die Gleichung (8 a)e, die sich auf die Schalenaußenseite 
bezieht, setzen wir sinngemäß, 

Bote= 

da blot "-' blet, und bloz ~ tJlez ist, 

(J (bleth 
8hte = ~-(J y:;;- (9 c) 

wo die der Klammer beigefügte Fußnote "o" bzw. "h" andeuten 
soll, daß die Verzerrung herrührt von der reinen Längung bzw. von 
der dehnungslosen Verbiegung der Schalenmittelfläche. Kenn e n 
wir den Verlauf der Biegungs- und Längungsverzer
rungen auf der Schalenaußenseite, so ist der Form
änderungs- und damit auch der Spannungszustand 
in allen Punkten der Schale eindeutig bestimmt. 

e) Verdrehungswinkel {} der Normalen zur Mittelfläche. 

Die V erzerrungen der Schale hq.ben bestimmte Verschiebungs
größen 'M und w zur Folge. Der Verdrehungswinkel {}, mit dessen 
Hilfe wir die Verdrehungsbewegung der Flächennormalen beschreiben 
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\Vollen, ist von den genannten Verschiebungskomponenten abhängig. 
Um die Beziehung zwischen u, w und {} aufzustellen, denken wir 

uns den Vorgang der V er
formung des Linienelementes 
in drei Teile zerlegt. Wir 
verschieben AoBo längs des 
Meridians um tt, wobei sich 
der Winkel a um ß0 ändert. 
Hierauf verschiebt man das 
Element um w parallel zu sich 
selbst in die Stellung A~B~. 
Infolge der dehnungslosen V er
biegung der Schale müssen 
wir den Punkt B~ überführen 
nach B~, d. h. wir müssen das 
Linienelement um den Winkel 
y mit A~ als Drehmittelpunkt 
verdrehen. Der totale V er
drehungswinkel der Normalen 

beträgt somit {} = ßo + y 

• .. 

0 

Abb. 12. Ermittelung des Verdrehungs
winkels {} der Flächennormalen aus 

den Verschiebungen u und w. 

oder wenn wir A~B~ ~_l AoBo = R 1 • oa und y 0-1 - ow : (R1 • oa) 
setzen 

{} = _1 (1t - ow_) 
Rt oa (13) 

Berücksichtigt man in den Gleichungen (6 a), (6 b) diesen Aus
druck für {} und vernachlässigen wir u gegenüber ow : oa, ou : oa 
gegenüber o2w : oa 2, so erhält man mit o lot = Rt · oa, r a = R2 sin a, 
die Näherungsformeln 

h ow 
E1t2 00 -- ~l cos a 

ra u '01 

(14a) 

(14b) 

Die Biegungsdehnung kann näherungsweise aus Gleichungen 

(14 a), (14 b) bestimmt werden, wenn die Verlagerung ow zwcier 

benachbarter Punkte bekannt ist. Da eine einwandfreie Ermittelung 

der Verschiebungsänderung ow für kleine Länge o lot z. B. von 20 mm, 
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wie sie für das Messen in der Krempe unerläßlich ist, erhebliche 
Schwierigkeiten bietet, ist die Anwendung dieser Näherungs
gleichungen nicht ratsam. 

3. Der Zusammenhang zwischen den Dehnungen 
und den Spannungen. 

Nach dem Hook'schen Elastizitätsgesetz ist für den im Ab
stande z von der Mittelfläche gelegenen Punkt A 

1 
Bzt = E (azt -- vazz); (15a) (15 b) 

woraus fol~ 

E E 
CJz1 = 1 _ v2 (Bzt + VBzz); CJzz = 1 _ v2 (Bzz + VBzt) (16a) (16b) 

oder mit Berücksichtigung der Gleichungen (7 a), (7 b) 

E [ Rt ( z ) Rz ( . z )] 
CJzt= 1 _v2 Rt+z Bot+hBht + v Rz+z Boz+hBhz 

(17 a) 

CJzz = 1 ~ v2 [ Rz~Z (Boz+ ~ Bhz) +V Rt+ z (Bot+~ Bht)] 

(17b) 

Mit Hilfe der Gleichungen (11 a), (11 b) ist aus den z. B. durch 
Messung an der Schalenaußenseite festgestellten Dehnungen Bet, Bhte 

der Verlauf der Spannungen nach den oben angeführten Gleichungen 
zu berechnen. Für die dünne Schale erhalten wir die Näherungs
formeln 

CJzt= 1 !_ v2 [(Bot+ VBoz) + ~ (Bht + VBhz)] (18a) 

CJzz = 1 !... v2 lBoz + VBot) + ~ (Bhz + VBht)] (18 b) 

welche den linearen Verlauf der Normalspannungen ergeben. Mit 

E 
CJot = 1 2 (Bot + VBoz) ; -v 

E 
CJoz = 1 _ v2 (Boz + VBot) (19a) (19b) 
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nehmen die Gleichungen (18a) und (18b) die Gestalt 
z 

az1 = ao1 + 7 a111 
f}, 

z 
(fz2 = ao2 + -, (fh2 

~ 

(21 a) 

(21 b) 

an, wo a01 bzw. a02 die Normalspannung bedeutet, die durch die 
biegungsfreie Dehnung der dünnen Schale entsteht, während ah1 

bzw ah2 die Biegungsspannung ist, die infolge der dehnungsfreien 
Verbiegung der Schalenmittelfläche erzeugt wird. Aus den Gleichungen 
(21 a) und (21 b) geht hervor, daß der allgemeine Spannungszustand 
als Überlagerung der beiden erwähnten Elementarfälle aufgefaßt 
werden kann. Der größte bzw. kleinste Wert tritt an der Begren
zungsfläche der Schale auf. Für z = h + wird 

aet = ao1 + ah1; 

ae2 = ao2 + ah2; 

(22 a) (22b) 

(23a) (23b) 

Die Gleichungen (lb), (lc) ergeben in Verbindung mit den Gleichungen 
(19a), (19b), (20a), (20b), (6a) und (6b) die Spannungsresultierenden 
Tt, T 2, G1 und G2 in Abhängigkeit der Dehnungen und Krümmungs
änderungen 

T _ 2hE ( + ) T 2hE 
, 1- 1 _ 1,~ Eot Vco2 ; 2 = 1 _ v2 (coz + Vcot) (24a) (24b) 

i 
I 

-· - 0hte 0hte 

L-- rri, _____j 

-h 

Abb. 13 u. 14. Verteilung der Normalspannungen bei einer dünnen Schale. 
Spannungskräfte und Spannungsmoment. Das Biegungsmoment wirkt in 

negativem Sinne. 
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2 h3 E 2 hß E ~ 
G1 = 3 (1 - v2) (Xt + vxz); Gz = 3 ( 1 -v~) (xz + VXt) (2oa) (25b) 

Das Biegungsmoment Gt bzw. Gz wird als positiv gerechnet, wenn 
sein Drehsinn auf eine Zunahme der Krümmungsänderung - V er
kleinerung des Krümmungshalbmessers bewirkt, Abb. 1, wodurch 
auf der äußersten Schalenbegrenzungsfläche (z = + h) eine positive 
Biegungsdehnung und somit eine positive Biegungsspannung erzeugt 
wird. Wir erhalten demgemäß für die dünne Schale beispiels
weise die in Abb. 13 dargestellte Verteilung der Normalspannung 
über einen Breitenkreisschnitt. Die Meridianschnittfläche weist einen 
entsprechenden Spannungsverlauf auf. 

4. Die biegungsfreie, dehnbare Schale. 
a) Hautspannungen und Hautdehnungen. 

Die biegungsfreie dehnbare Schale ist dadurch gekennzeichnet, 
daß sie weder Biegungs- noch Schubspannungen aufweist. Die 
Annahme, daß die halbe Wanddicke im Vergleich zum Krümmungs
halbmesser Rt bzw. Rz so klein ist, daß man h/Rt bzw. h!Rz 
gegenüber s vernachlässigen darf, führt, wie wir gesehen haben, 
auf den linearen Dehnungs- und Spannungsverlauf. Der Spannungs
zustand dieser Schale oder Haut kann unabhängig von der Form
änderung berechnet werden. Umschließt die Haut einen allseitig 
geschlossenen Raum und weist die Meridiankurve keinen Wende
punkt auf, so ist 1) 

"' - P R. voJ- 4 h z, p ( 1 Rz) 
l1oz = 2 h Rz l - 2 Rt (26a) (26b) 

Die Gleichungen (19a), (19b) nach den Dehnungen aufgelöst, ergeben 
1 

Eot = E (l1ot- Vl1oz); 
1 

Eoz = E (aoz- Vl1ot) (27 a) (27 b) 

und mit den Gleichungen (26a) und (26b) 

Eot = _]J_Rz (1 - 2 V + v Rz ) 
4hE Rt 

(28 a) 

Eoz = l:; (2- V--~~) (28 b) 
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b) Radiale Verschiebung des Randbreitenkreises für verschiedenartige 
Schalen. Klaffen der Uebergangsstelle von Boden und Zylinderschale. 

Ist wll die radiale Verschiebung des Punktes All der Meridian
kurve, in welchem die Tangente parallel zur Drehachse verläuft 
und ist der zugehörige Breitenkreishalbmesser Ta = a, so lautet 
Gleichung (3 b) 

* w1J coz=--
a 

(29a) 

Wir bezeichnen diesen Breitenkreis in der Folge als Randbreiten
kreis oder als Schalenrand. Führen wir den Ausdruck (29a) in 
Gleichung (28 b) ein, setzen Rz = a und lösen nach w1J auf, so wird 

(29b) 

worin ·r der Krümmungshalbmesser der Meridiankurve im Punkte 
A1J ist. Die Fußnote "B" bzw. "Z" soll andeuten, daß sich 
die betreffende Größe 

6 • 
~A~----- ____ L_ __ _ auf ·die Bodenschale : ~ -------r: 

bzw. Zylinderschale i , \ • 1 /i 

bezieht. Diese Fuß- n ~ -:\ 

noten werden nur dann _ · -
angewendet, wenn ver
schiedene Schalen 
gleichzeitig betrachtet 
werden, um V erwechs
lungsmöglichkeiten 
vorzubeugen. Die 
Größe der V erschie-
bung wll hängt vom 

I R 

Abb. 15 und 16. 
Verformung der Haut mit beliebiger Meridian

kurve. Verformung der unendlich langen 
Zylinderschale. 

Charakter der Meridiankurve ab. Mit zunehmendem Krümmungs
halbmesser Rt bzw. r wird die Meridiankurve flacher. Im Grenz
falle Rt bzw. r = = geht sie in eine Gerade über, d. h. es liegt 
eine unendlich lange Zylinderschale, Abb. 16, vor. Die Flächen
normale n steht stets winkelrecht zur Drehachse d. h. a = n/2 und 
die radiale Ausweitung ist längs der ganzen Mantellinie, wie .Abb. 16 
zeigt, konstant. Aus Gleichung (29 b) folgt 
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pa2 
4hzE (2 - v) (30a) 

Mit r = konstant = a geht die Schale in eine Kugelschale über, wobei 

(30b) 

Die Ausweitung des Kugelhautrandkreises ist nach den Glei
chungen (30a) und (30b) das 0,4fache von der Ausweitung des 
Zylinderhautkreises. Mit v=0,3 und afr= 1, 7 beträgt die Ausweitung 

nach GI. (29b) w~ = 0. Ist afr > 1,7, also rfa < 0,587, so wird die 
Verschiebung w~ nach Gleichung (29b) negativ. Der Umfang des 
Randbreitenkreises verkürzt sich. Hat die Meridiankurve die Form 
einer Ellipse mit dem Halbachsenverhältnis a!b = 2, dann wird, 
da der Krümmungshalbmesser im Endpunkt der großen Halbachse 

r = b2fa = 0,25 a ist. 

*- pa2 
WE-- 4 hBE (2+v) (30c) 

Die Einschnürung des Randkreises beträgt in diesem Falle 
das 1,35 fache der Ausweitung der Zylinderschale. Nehmen wir 
an, daß die zu vergleichenden Schalen aus gleichem Material be
stehen, so wird nach den Gleichungen (29b) und (30a) 

* * hz [1 a ] 
VJw= WB: wz = hB - (2 -v)r. (31) 

_,. _,. •• 11 Wir denken uns die in Abb. 15 
A; ;;; I Wz .l T,z Az z z d 6 d ll S h } .. 

;- -~····1········ .t-tt i ,un 1 argeste ten c a en langs 
"-.:::,f ---- • des Randbreitenkreises aufgeschnit

TftJ 

Abb. 17. 
Die Randverschiebungen und 

Randkräfte der Boden- und Zy
linderscbale als Haut betrachtet. 

ten und bringen in den Schnittflächen 

die Spannungen a~1, a~z an, welche 
durch den Zusammenhang der beiden 
Schalenhälften bedingt sind. Die 
Spannungen fassen wir gemäß der 
Gleichung (1 b) zu spannungsresul
tierenden T'fs, Tfz zusammen. 

Die im Kesselbau verwendeten 
Bodenschalen weisen im allgemeinen 
ein Verhältnis r : a auf, das unter 
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dem genannten Grenzwert liegt. Die Baderschale ist somit, nach 
Gleichung (29b), bestrebt, sich an der Übergangsstelle in die Zylinder
schale gegen die Drehachse hin zu bewegen, während die Zylinder
schale sich auszuweiten versucht. Um die beiden Schalenränder, 
Abb. 17, zusammenzufügen, müssen wir zusätzliche Randkräfte und 
Randbiegungsmomente anbringen, welche den stetigen Übergang er
zwingen, Abb. 18. . Diese zusätzlichen Zwangskräfte und Zwangs
momente erzeugen in beiden Schalen zusätzliche Formänderungen 
und Spannungen, die sich dem in Abb. 17 dargestelltenFormänderungs
zustand und dem zugehörigen Spannungsverlauf überlagern. Wir be
zeichnen diese zusätzlichen Verzerrungen, Dehnungen und Span
nungen als Zwangsverzerrungen, Zwangsdehnungen und Zwangs
spannungen.*) 

Die in Wirklichkeit an einem zusammengesetzten Behälter oder 
Kessel auftretenden Verformungen, Randkräfte und Randmomente 
sind in Abb. 18 dargestellt. Wir werden später noch eingehend 
auf diese Randbelastungen zurückkommen. Die Randzwangskräfte • 
fallen um so größer aus, je größer das Klaffen der beiden Schalen
ränder in Abb. 17 ist. Diese Erkenntnis auf den Spannungsverlauf 
an Behältern und Kesseln übertragen besagt, daß ein k 1 einer 
Krempenhalbmesser hohe Spannungen in der Umge
hung des gerneinsam en Schalenrandes verursacht. 
Unsere Versuchsergebnisse bestätigen diese Überlegung. 

Stellen wir beispielsweise die Meßergebnisse von Behälter Nr. 1 
und Nr. 2 einander gegenüber, so erhalten wir nach Gleichung (31) 
ein Auslenkungsverhältnis 'lj}w(1J = 6,4 7 bzw. 'lfJw(2) = - 0,965 
während die Spannungen in der Nähe des Randes für p = 1 at 
ae1(•l = 184 kg/cm2 b'lw. ae1(•l = 32 kg/cm2• Dem größeren Aus
lenkungsverhältnis kommt auch die entsprechend größere Spannung 
zu. Durch die ungleiche Auslenkung der Schalenränder entstehen 
u. a. bedeutende Schubkräfte N!J bzw. Nl (N!J = - N~). Das 

*) Die hiefür gebräuchliche Bezeichnung "Randspannungen" ist irre
führend, da auch die Schale, alsHaut betrachtet, Ab b.17, am Rand Spannungen 
aufweist. Zutreffend ist hingegen die von Geckeier verwendete, aber nicht 
streng durchgeführte Bezeichnung "Unstetigkeitsspannungen", da jede 
Unstetigkeit in der Schale ein System von sog. Zwangsspannungen bedingt. 
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V erhalten der Schalenränder gibt aber auch für die Gestaltung der 
Verbindung beider Schalen zu einem geschlossenen Behälter praktisch 
wertvolle Richtlinien. Wie bereits Keller 2) gezeigt hat, können die 
Zugspannungen, welche durch die gegenläufige Bewegung der Schalen
ränder in den Nieten entstehen, dadurch vermieden werden, daß ent
gegen der allgemeinen Gepflogenheit, die Bodenschale über den 
Zylindermantelrand 
geschoben wird. Dieser 
theoretisch wohlbegrün
dete Vorschlag hat bis 
dahin in der Praxis des 
Kesselbaues wenig Be
achtung gefunden. Der 
Grund mag darin liegen, 
daß die innenliegende 
Stemmkante der Zylinder
schale nicht mehr so 

.~ 
A~ 

w; }·2·'5:.:."!'~~:nc:-
t( 

Abb. 18. Die an den Schalenrändern eines 
Behälters auftretenden Formänderungen, 

bequem zugänglich ist. Randkräfte und Randmomente. 
Nachdem sich in den 
letzten Jahren die elektrische Lichtbogenschweißung zu einem wich
tigen und unentbehrlichen Fabrikationsverfahren entwickelt hat, 
kann der angeführte Mangel dadurch überbrückt werden, daß man 
längs der Stemmkante zur Abdichtung eine feine Schweißnaht legt. 
Ebenso wichtig ist die Anwendung dieses Konstruktionsgedankens, 
wenn die beiden Schalen mittels elektrischer Lichtbogenschweißung 
miteinander verbunden werden, da die Schweißnaht von den Schub
kräften (N*) entlastet werden kann. Um die durch die Zwangskräfte 
und Zwangsmomente erzeugten Formänderungen näher untersuchen 
zu können, müssen wir vorerst auf die allgemeinen Grundgleichungen 
zurückgreifen. 

5. Die Differentialgleichung der biegungssteifen, dehnbaren Schale. 

Eliminieren wir in den 3 Gleichgewichtsbedingungen (2a), 
(2b), (2c) die Schubkraft N, so bleiben noch zwei Differential
gleichungen übrig, die wir mit Berücksichtigung der Gleichungen 
(24a), (24b), (25a), (25b), (6a), (6b), (13), (3a) und (3b) auf 
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die beiden V erschiebungskompenenten u und w zurückführen können. 
Die Lösungsmöglichkeit ist damit gegeben. H. Reißner 3) zeigte, 
daß für die Kugelschale durch Einführen von Spannungs- und 
Deformationsgrößen an Stelle der Verschiebungen eine Symmetrie 
der Grundgleichungen erzielt werden kann. E. Meißner 4) wies 
nach, daß dies auch im Falle der allgemeinen Rotationsfläche er
reicht werden kann, und daß diese Symmetrie für die Kugel-, 
Kegel- und Ringflächenschale den Zerfall der Differentialgleichung 
vierter Ordnung in zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ermöglicht. Diese Erkenntnis, die für die Schalentheorie von grund
legender Bedeutung ist, hatte die Untersuchung der genannten Schalen 
durch Bolle 5), Dubois 6), Honegger 7) und Wißler 8) zur Folge. 
Wir führen nach Meißner die beiden neuen Grundvariablen 

(32) 

ein und setzen 

F(a)=- jR1 R2Zcosa+c (33a) 

H(a) = R:~~~~ a + R2 Z (33 b) 

wo F (a) bzw. H(a) eine YOn den Belastungen abhängige Funktion 
von a ist, während sich die Größe der Integrationskonstanten in 
Gleichung (33a) aus der statischen Auslegung des Integrals ergibt. 
Werden diese Ausdrücke mit Berücksichtigung von Gleichung (32) 
in die Gleichung eingeführt, die durch Umformung aus den beiden 
Gleichungen (2 a) und (2 b) entsteht, so erhält man fiir 

(34a) 

1 6V 
T2=- -+H(a) 

R1 oa (34 b) 

Die Spannungkräfte N, T1 und T2 werden durch die Gleichungen 
(32), (34 a) und (34b) dureh die neuen Grundvariablen amgedrückt. 
Aus den Gleichungen (25a) und (25b) in Verbindung mit den 

8 
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Gleichungen (6a) und (6b) folgt der Zusammenhang der Biegungs
momente mit der Grundvariablen {} 

( 1 off 1 ) G1 = D ~ - -- + v -- {} ctg a 
R1 oa Rz 

(35 a) 

Gz = D (-1- {} ctg a + v _!__ 0{} ) 
Rz R1 oa (35 b) 

wo D = 2 h3 E/3 (1 - v2) ist. Gehen wir nun von den endlichen 

Differenzen, die durch das Zeichen "o(( gekennzeichnet sind, auf 

die Differentiale "d'( über und führen noch den linearen Diffe-

rentialoperator 

1 d ( Rz df . ) 1 2 L (f) = --. ~ -~ --- - sm a - f- ctg a 
R1 sm a da R1 da Rz 

(36) 

Rz d2{ 1 d ( Rz ) df Rz df 1 2 

=-Rf da 2 + R1 da -R1 d~-+ Ri ctg a da - f R 2 ctg a 

ein, wo f eine Funktion von a ist, dann nimmt die Gleichung (2 c) 

mit Berücksichtigung der Gleichungen (32), (35 a) und (35 b) die 
Form an 

(37a) 

Eliminiert man in den Gleichungen (3 a) und (3 b) die Größe w, 
so erhält man 

a 
. . 1 

n = stn aj-. - (Rt coJ - Rz Soz) oa (38) 
s~n a 

0 

worauf aus Gleichung (3 b) für 
a j. 1 

w = -- cos a -. - (Rt Bot - Rz Boz) Oa + Rz Soz 
s~n a 

0 

(39) 

folgt. Diese Werte in Gleichung (13) eingesetzt, ergibt die Ver

träglichkeitsbedingung zwischen den Verzerrungen und der Winkel
änderung 

1 1 d 
{} = Rt cfg a (Rt Bot - Rz Soz)- Rt da (Rz Soz) (40) 
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Sie ist die Bedingung daftlr, daß durch die Formänderung der 
Körperzusammenhang nicht gestört werden darf. 

Führen wir in Gleichung ( 40) mit Benützung der Gleichungen 
(2.4a) und (24b) die Spannungskräfte Tt und T2 ein, beachten die 
Gleichungen (34a), (33 b) und (34b) und die in Gleichung (36) 
eingeführte Abkürzung, so erhalten wir nach längerer Ausrechnung 
an Stelle von Gleichung ( 40) 

f/J V 
2 h E {} + ~ =- L (V) - V- (37 b) 

R1 Rt 
wo 

F(a) ( Rt R2 ) +-. ~2 -ctga -R +-R +2v +R2Zctga(R2+vR1) 
stn a 2 1 

(41) 

eine von den äußeren Belastungen abhängige Funktion ist. Die 
Festigkeitsuntersuchung der achsensymmetrischen Schale ftlhrt auf 
die beiden symmetrisch gebauten Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung (37 a) und (37 b ). Da dieses inhomogene System 4. Ordnung 
ist, werden bei der Integration 4 Konstanten auftreten. 

6. Die allgemeine Form der Lösung 
des Schalendifferenzialgleichungssystems und ihre 1\uslegung. 

a) Allgemeine form der Lösung. 

Die in einer Schale auftretenden Verzerrungen und Spannungen 
rühren einerseits von der stetigen Belastung z. B. vom Flüssigkeits
druck her. Anderseits bedingen die in der Schale auftretenden 
Unstetigkeiten ein zweites System von V erzerrungen und Spannungenr 
das sich dem erstgenannten System überlagert. Als Unstetigkeit 
sind z. B. der Übergang von einer Schalenform in eine anderer 
die Bohrung in einer Schale, die Angriffsstelle von Versteifungs
konstruktionen, die Befestigungsstelle eines Fußes nsw. zu nennen. 
Die Formänderung, welche durch die stetige Belastung und durch 
die Unstetigkeiten verursacht wird, steht in linearem Zusammen
hang mit der wirklichen z. B. an einem Behälter durch Messen 
ermittelten Formänderung. Die beiden Teilformänderungen können 
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jede für sich allein bestimmt werden. Die Übereinanderlagerung 
ergibt den wirklichen Formänderungszustand. Der Verzerrungs- und 
Spannungszustand, welcher durch die stetige Belastung, in unserm 
Fall durch den Flüssigkeitsdruck p erzeugt wird, ist annähernd 
gleichbedeutend mit dem V etzerrungs- und Spannungszustand einer 
Partikularlösung. Der durch die Unstetigkeit allein bedingte Verzer
rungs- und Spannungszustand entspricht der Lösung des homogenen 
Gleichungssystems, das aus dem Gleichungssystem (37a) und (37b) 
entsteht, wenn wir die Oberflächenbelastung also c]J = 0 bzw. p = 0 
setzen. Zur Erfüllung der Bedingungen, welche die Unstetigkeit 
charakterisieren, stehen in der Lösung des homogenen Gleichungs
systems 4 Konstanten zur Verfügung. Die allgemeine Lösung des 
inhomogenen Differentialgleichungssystems (37 a) und (37 b) setzt 
sieh somit zusammen aus: 

1. einer Partikularlösung des inhomogenen Gleichungssystems 
c w =I= o), 

2. der allgemeinen Lösung des homogenen Gleichungssystems 
(W = 0 bzw. p = 0). 

Die der Lösung 1 bzw. 2 zukommenden Größen sollen durch 
Überstreichen bzw. durch eine seitlich hochstehende Null gekenn
zeichnet werden. Mit diesen Bezeichnungen erscheint das allgemeine 
Integralsystem in der Form 

(42a) 

(42b) 

Wie aus den Gleichungen (32), (34a), (34 b ), (35a) und (35 b) 
ersichtlich ist, stehen die Spannungskräfte N, Tt, Tz und die 
Spannungsmomente Gt, Gz in linearem Zusammenhang mit den beiden 
Grundvariablen {} und V. Aus den beiden Beziehungen (42a) und 
( 42 b) folgt, daß die resultierenden Spannungskräfte N, Tt, Tz und 
resultierenden Spannungsmomente Gt, Gz durch UeberlngerungvonN, 
Tt, Tz, Gt, Gz, die dem Lösungssystem ß, V entsprechen, mit 
N°, TY, T~, GJ, G~ die dem Lösungssystem {}o, V 0 entsprechen, er
halten werden. Da die Spannungen nach den Gleichungen (la), 
(1 b), (1 c) ebenfalls in linearer Abhängigkeit zu den Spannungs-
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kräftenund Spannungsmomenten stehen, ist nach Gleichungen (42a) 
und (42b) 't'=r+'t'o 

O'ot = "äot + ag1 O'oz = "äoz + agz 

O'ht = (jh1 + a~1 O'hz = ahz + al:z 

Insbesondere erhalten wh· für die Schalenaußenseite 
sichtigung der Gleichungen (22 a) und (23 a) 

O'et = "äet + 0'~1 = ("äot + "ähte) + (aZ1 + af.u) 

O'ez = "äez + a~z = ("äoz + i1Me) + (a~z + af.ze) 

(43a) 

(43b) 

(43c) 

mit Berück-

(44a) 

(44b) 

Für die V erzerrungen gelten die entsprechenden Beziehungen. 
Mit dem noch näher zu beschreibenden Dehnungsmesser ermitteln 
wir die Verzerrungen, die den totalen Spannungen ae1, aez ent
sprechen. Kennen wir zudem den zu einer Partikularlösung ge
hörenden Spannungsverlauf, so stellt nach den Gleichungen ( 44 a), 
(44 b) die Differenz dieser beiden Spannungszustände die Span
nungen dar, welche durch die Unstetigkeit allein verursacht werden. 
Für die Verschiebungen 'U und w erhalten in gleicher Weise 

'lt = u+ 'lt0 ; w = w+ W 0 (4oa) (45 b) 

b) Vereinfachte form der Lösung, unter der Annahme, daß die Schale, 
als Haut betrachtet näherungsweise ein partikulares Integral liefere. 

Weitere Vereinfachung für den Randbreitenkreis. 
Die Lösung der Festigkeitsaufgabe der biegungsfreien, dehn

baren Schale - Haut - kann näherungsweise unter gewissen Vor
aussetzungen als Partikularlösung angesehen werden. Da die Form
änderung der Schale, als Haut betrachtet, nur in einem reinen 
Längungszustand besteht, also weder Biegungs- noch Schubspan
nungen auftreten, d. h. 

r = o, (jh1 = ahz = 0, & = 0 (45) 

zu setzen ist, so vereinfachen sich die Gleichungen (43 a) und 
(43c) zu (46a) 

(46c) 

die besagen, daß z. B. die durch Messen ermittelten Biegungs- und 
Schubspannungen die Spannungen sind, welche von der Unstetigkeit 
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herrühren. Die Gleichung ( 43 b) bleibt unverändert. Die Verschie
bungen befolgen die Gleichungen (45a) und (45b), während der 
resultierende Verdrehungswinkel der Flächennormalen 

{} = {}0 (47) 

ist, da {} = 0 wird. Für die resultierenden Spannungen erhalten 
wir nach den Gleichungen (44a) und (44b) 

ae1 = äo1 + a~1 = äo1 + ( ag1 + a?,le) 

aez = äoz + a~z = "äoz + ( agz + ahze) 

(48a) 

(48 b) 

In den obigen Gleichungen tritt für den Breitenkreis a = n/2 
bzw. ß = 0, eine weitere Vereinfachung ein, da nach Gleichung 
(34a), (35a), (35b) 

ist. Für den Breitenkreis a = n/2, bzw. ß = 0 lauten somit die 
Gleiehungen (46a), (43b), (46c) 

(45 a)* 

(45 b) * 
( 45 c) * 

und wir erhalten z. B. für die resultierenden Normalspannungen an 
der Schalenaußenseite gemäß Gleichungen ( 48 a) und ( 48 b) 

(48a)* 

(48b)* 

Die Spannungen iio1 und Ö'oz, die dem partikularen Integral ange
hören, sind aus den Gleichungen (26 a) und (26 b) zu berechnen, 
wenn die Krümmungshalbmesser R1 und Rz der Schale bekannt 
sind. Die Arbeiten von Bolle, "Festigkeitsberechnung von Kugel
schalen", und von Wißler, "Festigkeitsberechnung von Ringflächen
schalen", enthalten die allgemeine Lösung der Festigkeitsberechnung 
von Behältern und Kesseln, die durch das Zusammenfügen der 
üblichen korbbogenförmigen Bodenschale und der Zylinderschale 
entstehen. Diese Lösungen sind für die Anwendung am Konstruktions
tisch ungeeignet, da sie zu verwickelten und zeitraubenden Rech-
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nungen führen. Eine Vereinfachung der Aufgabe in der Weise an
zustreben, daß der Einfluß der Zwangs- oder Cnstetigkeitskräfte 
vernachlässigt wird, führt zu unrichtigen Ergebnissen. Die Zwangs
oder Unstetigkeitsspannungen bilden einen wesent
lichen Bestandteil der in einer randeingespannten 
Schale auftretenden wirklichen Spannungen. Wir 
können uns ein Bild über deren V er lauf in der Weise verschaffen, 
daß wir den durch ~fessung ermittelten Verzerrungs- bzw. Spannungs
zustand mit Benützung der Gleichungen (26 a), (26 b) nach den 
Beziehungen ( 48 a) und ( 48 b) in die Teilbeträge zerlegen. Die 
Differenz der gemessenen totalen Spannungen und die Hautspan
nungen ergibt näherungsweise die Cnstetigkcitsspannungen. Der V er
lauf der im Jahre 1923 9) an einigen Behältern festgestellten Ver
zerrungen lehrte, daß die Unstetigkeitsverzerrungen und somit auch die 
Unstetigkeitsspannungen vom gemeinsamen Schalenrand in stark ge
dämpften Weilen rasch gegen Null ausklingen. Diese Feststellung 
eröffnet nach dem Gesagten einen wertvollen Einblick in den Cha
rakter der allgemeinen Lösung des homogenen Differentialgleichungs
systems und führte uns in enger Anlehnung an die Lösung der 
Zylinderschale zu einer Näherungslösung für die gewölbte Boden
schale. Die Brauchbarkeit dieser an sich gewagt erscheinenden 
Näherungslösung für die Festigkeitsberechnung der im Kesselbau 
üblichen Hebale muß durch zweckentsprechende Versuche vorerst 
geprüft werden. Die hiezu notwendigen V ersuche konnten in folge 
anderweitiger Arbeiten erst im Sommer 1926 aufgenommen werden. 
In der Zwischenzeit hat Geckeier 10) eine in der äußeren Form 
verschiedene, dem Charakter nach aber gleiche Näherungslösung 
veröffentlicht, ohne jedoch den unerläßlichen Beweis für ihre An
wendbarkeit zur Lösung der Festigkeitsaufgaben des Behälter- und 
Kesselbaues zu erbringen. Ist eine brauchbare Näherungslösung als 
partikulares Integral bekannt, so ist die Festigkeitsaufgabe gelöst. 
Die in der Näherungslösung auftretenden 4 Integrationskonstanten 
sind so zu bestimmen, daß die Bedingungen, welche an der Un
stetigkeitsursprungsstelle herrschen, erfüllt werden. 
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7. Diegenaue Lösung der Zylinderschale. 

Aus diesen allgemeinen Betrachtungen geht hervor, daß sich 
der Spannungszustand in der Zylinderschale zusammensetzt aus 
den sogen. Hautspannungen und den Unstetigkeits- oder Zwangs
spannungen. 

a) Hautspannungen und Hautverschiebungen. 

Da für die Zylinderschale Rt = konstant= =, R2 = konstant 
= a ist, wird nach Gleichungen (26a) und (26b) 

- pa 
aot= 4h; 

- pa 
ao2= 2 h (49a) (49b) 

Die Schalengrundgleichungen (38) und (39) auf die Zylinder
schale angewendet, lauten 

"' 
u = J Eot (Jx w = a e02 

0 

oder mit Berücksichtigung des Hook'schen Gesetzes entsprechend 
den Gle1chungen (15a) und (15b) 

- x c- ) tt = E ao1 - vao2 ; W=:;; (ä02-vä01) (50a) (50b) 

Da wir den Randquerschnitt 0 in 
Abb. 19 festhalten, wird die Inte
grationskonstante Null, und u ist die 
Verschiebung des Breitenschnittes mit 
der Abszisse x in positiver Riehtung 
der x-Achse. Sie rührt her von der 

-.r---~~~~!!!1!1--=--- 6-01 achsialen Längung der Zylinderschalen-
Abb.19. 

V erlormung der von Unstetig
keitsspannungen freien 

Zylinderschale. 

mantellinie infolge der Längungsspan
nung 'äot und der Verkürzung, die durch 
die Querkontraktion verursacht wird. 
In ähnlicher Weise ist die V erschie

bung in radialer Richtung zu deuten. Führen wir an Stelle der 
Längungsspannungen Ö"ot, Ö'o2 die Werte der Gleichungen (49a), 
( 49 b) ein, so erhalten wir 

u= :~~ (1-2v); 
- pa2 
w = 4 h E (2- v) (51 a) (51 b) 
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Die Verschiebung w ist längs der Zylinderschalenachse konstant. 
Eine Verdrehung der Normalen zur Zylinderschalenmantellinie tritt 
nicht ein, d. h. es ist nach Gleichung (40) 

~=0 ~~ 

b) Unstetigkeitsspannungen und Unstetigkeitsverschiebungen. 

1. Allgemeine Lösung des homogenen Differential
gleichungssystems. Die Zwangsspannungen entsprechen der all
gemeinen Lösung des homogenen Differentialgleichungssystems (3 7 a) 
und (3 7 b) der Schale. Um dieses Gleichungssystem für die Zylinder
schale zu erhalten, greifen wir vorerst auf den Differentialoperator 
(36) zurück und führen statt des Winkels a als Variable die zuge
hörige Bogenlänge dX = R1tJa ein. Da die Flächennormale stets 
senkrecht zur Drehachse steht, wird a =konstant= n/2, somit 
ctg a = 0, sin a = 1, (cos a = 0, so daß mit L (f) = a tJ 2f/ tJx 2 die 
Gleichungen (37 a) und (37 b) irri F.alle der Zylinderschale 

d&2 V 
a dx2 = D (53a) 

d2 V 
- a dx2 =2 hE& (53b) 

lauten, worin D = 2 E h 8/3 (1 - v2) ist. 
Durch Differenzieren der Gleichung (53 b) nach x und Eli

mination von d&2/äx2 aus beiden Gleichungen erhalten wir die 
homogene Differentialgleichung 

d4_! +4k4 V=O (54) 
dx4 

wo V 3 (1 - v2) 
k= V (2h)2a2 =kz (54a) 

eine konstante Größe ist. Das allgemeine Integral dieser Diffe
rentialgleichung lautet 

Va; = elc (x- x,l [c1 cos k (x- Xo) + c2 sink (x- Xo)] 

+ e-k(x-x,l [c3 cos k (x- Xo) + c4 sink (x- x 0)] (65a) 

wie man sich durch Einsetzen überzeugen kann. Da die Unstetigkeits
spannungen vom Rand als Unstetigkeitsursprungsstelle mit wachsen-
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dem x abklingen, müssen c3 = C4 = 0 sein. V erlegen wir den 
Koordinatennullpunkt 0 nach 0 in die Randebene der Zylinder
+tx schale, Abb. 20, dann lautet die obige 

Lösung*) 2h 

I 
X I jj Vx = e- kx (c1 cos kx:- Cz sin kx) (55 b) 

0 : 
~ _,!: r-·-·-t-·-

I .. 
Xo 

I "' 
I 

Abb. 20. 

Das homogene Differentialgleichungs
system zeichnet sich dadurch aus, daß c[J = 0 
ist, womit auch die von der stetigen Be
lastung abhängigen Funktion F(a) und H(a) 
ebenfalls Null wird. Die Abhängigkeit der 
Spannungskräfte von der Grundvariablen V 
ist nach den Gleichungen (32), (34 a) und 

Achsiale Verschiebung 
des Koordinatensystems 
nach dem Rand der 

Zylinderschale. (34 b) unter Berücksichtigung der erwähnten 
Koordinatenursprungs *) durch die Gleichungen Verschiebung des 

(32) 

Tt = 0 (34c) 

Tf= dV:r_ =- d;rxx (34d) 
ox u 

gegeben, während die Gleichung (53 b) nach -& aufgelöst 

(48 c) 

den Zusammenbang von {} und V ergibt. Dieser Ausdruck in die 
Gleichungen (35 a) und (35 b) eingeführt, ergibt*) 

~-&0 a h2 ~ 3 Vx 
G~ = D bx = 3 (1 - v2) oxa (35 c) 

o-&0 a h2 ~ 3 V 
G~ = V D -ox = V -3 (1 - v2) ox3x_ = V G7 (35 d) 

Für die Verschiebungen u 0 längs der Achse der Zylinderschale 
erhalten wir nach Gleichungen (38) und (34 d), wenn wir den 
Querschnitt 0, Abb. 20, festhalten und berücksichtigen, daß ag1 = 0 
und Bgz= v/E agz 

*) Da x = Xo - x, wo Xo eine Konstante ist, so, wird !5x:= - !5x, 
!5x2 = ~2, !5xa = _ 15;ra, !5x4 = !5x4. 
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(38 a) 

während die V crschiebung senkrecht zur Zylinderschalenachse nach 
Gleichung (39) mit R2 = a 

o a o 
W 0 = a Co2 = E~ f3o2 (39a) 

ist. 
2. Verlauf der Spannungen und Verschiebungen 

im Falle allgerne in er Rand b edingu ngen. Belastungs
fall: agt, a~re. 1\tlit der Lösung Gleichung (55 b) und deren Ab
leitungen 11) ergeben sich nach den Beziehungen (1 a), (1 b), (1 c), 
(32), (34c), (34d), (35c), (35d) und (48c) 

r 0 = 2 ~ a e- kx (c1 cos kx- c;. sin kx) (56.J) 

agt = 0 (56.2) 

ag2 = v;hk e-kx [cl sin (kx + ~) + c2 cos (kx + ~)] (56.s) 

{} {i2(1~) k( "k+ ) 0 =- (2 h)2 • E e- x Ct stn x c2 cos kx 

o_ o _ a o 
w - a So2 - E r:Jo2 

(56.5) 

(56.6) 

(56.7) 

(56.s) 

Die zwei noch verfügbaren Integrationskonstanten Ct und c2 
müssen in der Weise ermittelt werden, daß die Bedingungen an 
der Unstetigkeitsstelle, d. h. am Zylinderschalenrand (x = 0) erfüllt 
werden. Sind ag; und a~~e die Randzwangsspannungen, so folgt aus 
den Gleichungen (56.s) und (56.4) für 

(57 a) 
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h (' o* o* 1 I 1 - v2) 
Cz~ k Cf02- CfhJe V 3 (57 b) 

womit die Gleichungsfolge (56) lautet (58.t) 

?:0 = t: k e- kx [ ag; cos ( kx + ~ ) + Cfh~e y1 3 v2 
sin ( kx + ~ ) ] 

~=0 ~~ 

a~2 = e- kx ( c;g; cos kx + a/:~e ~ sin kx) (58.3) 

' 3 
o - kx ( O* k O* V · k ) CfhJe = e Cfhte COS X- Cfoz l _ V2 S~n X 

Cf~2e = V Cfh1e 

&=- (6~lh~v2) ~ e-kx[ag;'sin(kx+~) 

- ah~e V 1 -; v2 
cos ( kx + -~)] 

(58.4) 

(58,5) 

(58.6) 

o - V V2 - kx [ o* ~ ('k + n ) + o* VI 1 - v2 S;1"(kx + 4n ) U -TkE e Cfo2 CO,~ X 4 Cfhu 3 "" 

(58.7) 

a r ( 0* 0* 1 I 1 - v2 
• ) a w0 = -E :e- kx ct02 cos kx + Cfhu V 3 s~n kx = E a32 (58.s) 

woraus wir für den Schalenrand x = 0 die Randwerte 

agi=O, 
Cfh~e, 

wo*-_!!__ ao* - E o2 

erhalten. 

(58.t)* 

(58.2 )* (58.3 )* 

(58.4)* (58.5 )* 

(58.6)* 

(58.7)* 

(58.s)* 
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Sind die Randzwangsspannungen ag: und aK;e bekannt, so ist 
nach Gleichungsfolge (58.1) bis (58.s) der Spannungs- und Form
änderungsverlauf für die übrige Schale bestimmt. Aus dem Aufbau 
dieser Gleichungen ersehen wir, daß der Spannungs- und Form
änderungsverlauf durch den Charakter der Sinus- bzw. Cosinus
funktion und der Exponentialfunktion e- kx bestimmt ist. Die Sinus
bzw. Cosinusfunktion ergibt einen periodisch sich wiederholenden 
wellenförmigen V er lauf. Die N nilstellen treten periodisch auf und 
zwar für kx = 0,. n, 2 n, 3 n ... bzw. kx ~ n/2, 3 n/2, 5 n/2 ... 
Entsprechend dem Wert kx = n wird die auf den Zylinderhalb
messer bezogene Wellenlänge (Z = Berg- oder Talbreite) 

z 4 ; 4 ;-,; a = n l 3(1 - v2f l a (59) 

Eine Umfrage bei den Kesselbaufirmen ergab für die aus
geführten wichtigsten Kessel- und Behälterbauarten die in Zahlen
tafel I zusammengestellten Werte für h : a. 

Zahlentafel I. 
Bezogene Wellenlänge in 1\bhängigkeit des Verhältnisses hja. 

I 
h:a l: a 

Bauart I 

I I 
I Kleinster Größter Mittelwert 
I Wert Wert rd. 

Mittelwert 

Garbeoberkessel 1:50 1:65 1: öO 0,446 

Garbeunterkessel 1:43 1:60 1:55 0,466 

Weilrohrkessel 1: 104 1: 164 1:135 0,297 

Schiffskessel 1: 121 1:158 1:145 0,287 

Elektrokessel 1:92 1:220 1: 130 0,303 

Elektrodenkessel 1:35 1:115 1:85 0,375 

Behälter 1:150 1:320 1:195 0,248 

Die mit diesen Verhältniszahlen nach Gleichung (59) berech
neten bezogenen Wellenlängen lassen erkennen, daß die Wellen
länge selbst bei dem größten Wert des Verhältnisses h: a = 1 : 35 
nur ein Bruchteil des Schalenhalbmessers beträgt, nämlich 0,584 
von a. Je dünner die Sc h a 1 e ist, um so k I einer wird 
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d i e Wellenlänge. Betrachten wir noch die Exponentialfunktion 
e- kx, so stellt diese eine mit wachsendem x rasch abfallende Kurve 
dar. Am Rande der Zylinderschale (x = 0) hat die Funktion den 
Wert 1 und fällt z. B.. für kx = n auf den Wert 0,043 ab. Das 
Zusammenwirken beider Funktionen, z. B. in der Form e-kx cos kx 

bewirkt in Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen einer mit 
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Abb. 21. Die wichtigsten Funktionswerte zur Berechnung der Unstetig
keitsspannungenund Unstetigkeitsverzerrungen in Abhängigkeit von (kx). 
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die entsprechenden Werte a~;, a'h~e an einer um x' vom Rande ent
fernten Stelle ermittelt werden, wobei darauf zu achten ist, daß 
die betreffende Stelle noch im erwähnten Wirkungsbereich der 
Zwangsspannungen liegen muß. Die beiden Integrationskonstanten 
sind dann aus den beiden Beziehungen 

Ct = ;;~k e-;x' [ a~; sin ( kx' + ~) + a'h~e v 1 -; 112 cos (kx' + ~)] (60 a) 

2 h 1 [ 0 , (k, , + n) 0 , 1;1- v2 • ( , n )] Cz= Y 2 k e-k:c' Goz cos x 4 - ahte · 3 szn kx + T (60b) 

zu berechnen, womit die übrigen Spannungen und die V erschie
bungen und insbesondere die Randwerte nach den Gleichungen 
(66.1) bis (56.s) ermittelt werden können. 

Für den allgemeinen Belastungsfall sind ag~ und a'h~e die Un
stetigkeitsspannungen, wie sie allgemein am Zylinderschalenrand 
auftreten. Von Interesse sind die speziellen Belastungsfälle, in denen 
a~i3 der allgemeine Wert bedeutet, also der Wert, den wir z. B. 
durch den V ersuch am gemeinsamen Randkreis des Behälters er
mitteln, während wir über die Größe von a/:~e willkürlich verfügen, 
indem wir annehmen, daß 

1. am Rande keine Biegungsspannungen auftreten ( ah.~e = 0, ä~te 

ist gemäß den Voraussetzungen ohnehin gleich Null), d. h. der 
Rand kann sich ungehemmt verdrehen; 

2. Biegungsspannungen von solcher Größe wirken, daß der Winkel 
der Flächennormalen sich nicht ändert, somit ß.O* = &* = 0, d. h. 
der Rand ist fest eingespannt. 
Für die beiden speziellen Belastungsfälle erhalten wir aus der 

Gleichung (58) die nachfolgenden Gleichungen. 
3. Verlauf der Spannungen und Verschiebungen, 

wenn der Rand radialfrei nachgiebig und frei dreh
bar ist. Bejlastungsfall: ag;, a'h~e=O. 

7:0 = Y 2 a 0! e-kx cos (kx + 2) (61.t) 
2ak 0" 4 

(6l.2) (61.a) 

(61.4) 
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o _ a o* -kx k _ a o w - E Goz e cos X-~- E·Goz 

woraus für die Randwerte folgt (x = 0) 

ag: =0, 

a~~e = 0, 

ag: 
a~~e =0 

(61.5) 

(61.6) 

(61.7) 

(61.s) 

(61.t)* 

(6l.2)* (61.a)* 

(61.4)* (61.5)* 

(61.6)* 

(61.7 )* 

(61.s)* 

Diesen Belastungsfall können wir auch in der Weise verwirk
licht denken, daß wir im Randbreitenschnitt die Schubspannung 
T 0 * = ag;)2 ak anbringen. Die grüßte Biegungsspannung tritt in 
dem Abszissenpunkte ein, für den die Schubspannung Null ist, also 
nach Gleichung (61.1) für kx = n/4, womit sich aus Gleichung (61.4) 
der Wert der grüßten Biegungsspannung und damit auch der Wert 
der größten resultierenden Spannung an der Schalenaußenseite zu 

agJ = aK1e max = - 0,456 V 2 (1 ~ v2) at"z = - 0,585 a~z (62a) 

ergibt, wenn v = 0,3 gesetzt wird. Die resultierende Spannung in 
der Breitenkreisrichtung beträgt nach den Gleichungen (61.2, 4, 5) 

O~z = O~z + O~ze = + 0,147 a~~ (62b) 
In Abb. 22 sind· die Spannungen in Abhängigkeit von (kx) als Ordinate 
aufgetragen, wobei für a~: = + 1 kg/cm2 gesetzt wurde. Wie wir 
später noch zeigen werden, kommt der ersten Minimalstelle der 



resultierenden Zwangs
spannungen agz eine be
sondere Bedeutung zu. 
Da baez/ bx = 0 ist, folgt 
aus Gleichung (6!.2) für 
kx = 1,848 

a~zmin =- 0,128 ag: 
(63b) 

während wir für 
Oe1= 0~1e=- 0,284 o~~ 

(63a) 
nach Gleichung (61.t) er
halten. Die durch diese 
Spannungsverteilung be
wirkte radiale Auswei
tung der Zylinderschale 
ergibt nach Gleichung -a.,. 
(61.s) einen ähnlichen 
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Verlauf wie die Span- -o.51-----'---==-J..._-__j_ __ ...~...-_ __L _ ___J 

nung agz, während die Abb. 22. Verlauf der Spannungen, wenn der 
Verschiebung u in Rich- Rand der Zylinderschale radial frei nach-
tung der Zylinderscha- giebig und frei drehbar ist. 

lenachse nach Gleichung (61.7) eine der Schubspannungskurve 
entsprechende Verteilung aufweist. 

4. V e r I a u f d e r S p a n n u n g e n u n d V e r s c h i c b u n g e n , 
wenn der Rand radial frei nachgiebig und nicht 
drehbar ist. Belastungsfall: ag;, {}.0*~--0. 

Um diesen Belastungsfall zu verwirklichen, muß am Rande ein 
Biegungsmoment m* von solcher Größe wirken, daß bei der V er
formung der Normalenwinkel {}0* am Rande stets Null ist. Nach 
Gleichung (58.s) muß die Biegungsspannung den Wert 

0* -v 3 O* 1 815 0* ah1e·= 1 _ 112 aoz = , aoz 

aufweisen. Mit diesen Randbedingungen nehmen die 
(68.1) bis (58.s) die Form 

(64) 

Gleichungen 

9 



130 -

o_ 1 o* -kx k 7: ~~~ -- ao2 e cos X 
ak 

ag1 = 0 

ag2 = f2 ag; e-kx sin ( kx + ~) 

a/:u = V 1 ~ 112 ag; e-lcx cos ( kx + ~ ) 

yt2(1- v2) 1 . 
{}o = - - a0* e-kx stn kx 

2hE k 02 

w 0 = (2 ; ag; e-kx sin ( kx + ~) = ; ag2 

(65.1) 

(65.2) 

(65.s) 

(65.4) 

(65.5) 

(65.6) 

(65.7) 

(65.s) 

an, während wir für den Rand (x = 0) die Gleichungen 

1 1:0* ___ ao* 
- ak o2 (65.1)* 

(66.2)* (65.s)* 

(65.4)* (65.5 )* 

(65.s)* 

(65.7)* (65.s)* 

erhalten. Der Verlauf der Spannungen ist in Abb. 23 aufgezeichnet. 
Die verformte Zylinderschalenmantellinie entspricht nach dem Ge
sagten dem Verlaufe der Spannungen ag2. Sie weist im Randpunkte 
in Übereinstimmung mit den Randbedingungen eine horizontale 
Tangente auf. Die größte Biegungsspannung, die sich an der 
Schalenaußenseite im Abszissenpunkte kx = :rc/2 = 1,571 einstellt, 
für den die Schubspannung Null wird, beträgt 

(66) 
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während die erste 1\Iinimalstelle von a~2 1m Abszissenpunkte 
kx = 2,634 auftritt und den Wert 

a~2 min = - 0,081 agt kgfcm• 
(67) f.8 

aufweist. Infolge der 
festen Einspannung des t61t---+

Randes rücken die Orte 
mit a~te max und a~2 min 

weiter vom Rande ab. 
5. V e rl auf der 

Spannungen u. Ver
schiebungen, wenn 
der Rand radial be
dingt nachgiebig, 
frei drehbar oder 
nicht frei drehbar 
ist. 

In den vorangehen
den Betrachtungen gin
gen wir von gegebenen 
Werten der Rand
unstetigkeitsspannungen 
ag1 und a~~e aus, die zu 
einem bestimmten Wert 
derZwangsverschiebung 
w0* am Rande führen. 
Wir können aber auch 
den entgegengesetzten 
Weg einschlagen, indem 
wir die Größe der Rand
unstetigkeitsverschie
bung vorschreiben und 
als zweite Randbedin-

1.41-+--+-

Abb. 23. Verlauf der Spannungen, wenn der 
Rand der Zylinderschale radial frei nach

giebig und nicht drehbar ist. 
Berichtigung: Der Wert der Ordinate von 

-c0(ak) ist mit 2/f2 zu multiplizieren. 

gung die bereits getroffene Vorschrift über a~~e bzw. {).O* unver
ändert übernehmen. In der Gleichungsfolge (61) bzw. (65) ist an 
Stelle von agt der Wert zu setzen, welcher durch die gegebene 
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Randverschiebung nach Gleichung (61.~) bzw. (65.~) bedingt wird. 
Die in diesem Sinn angewendeten Gleichungen entsprechen den 
beiden praktisch wiehtigen Randbedingungen eines radial bedingt 
nachgiebigen, freidrehbaren bzw. nicht drehbaren Randes. Wir 
können z. B. annehmen, daß die Verschiebung w0* entgegengesetzt 
gleich der Verschiebung w nach Gleichung (51 b) sein soll, welche 
durch das Ausweiten der Zylinderschale unter dem Einflusse des 
innern Flüssigkeitsdruckes entsteht, d. h. die totale Verschiebung 
am Rand ist Null. Der eine Belastungsfall, Abb. 24, steht mit der in 

Abb. 24. Verformung der Zylinder
schale, die unter innerem Flüssig
keitsdruck steht, wenn der Rand 
frei drehbar und die resultierende 
radiale Randverschiebung Null ist. 

Abb. 25. Verformung der Zylinder
schale, die unter innerem Flüssig
keitsdruck steht, wenn der Rand 
nicht drehbar und die radiale 

Randverschiebung Null ist. 

der Praxis häufig zu lösenden Aufgabe im Zusammenhang, daß am 
Zylinderrand ein Flanschring befestigt ist, während der andere Be
lastungsfall durch eine Rohrleitung verkörpert wird, die mittels eines 
starren Ringes versteift ist. 

c) Die resultierenden Spannungen und Verschiebungen. 
Die resultierenden Spannungen und Verschiebungen ergeben 

sich durch Überlagerungen der erläuterten Belastungsfälle nach 
den Gleichungen (48a), (48b), (48a)*, (48b)*, (49a), (49b) und 
(56). Sind an einer Stelle der Zylinderschale die Unstetigkeits
verzerrungen z. B. durch Messung bekannt, so können die Span
nungen und V ersehiebungen rechnerisch ermittelt werden. Auf die 
praktische Anwendung dieser Betrachtungen werden wir später 
noch zurückkommen. 
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8. Die Näherungslösung der achsensymmetrischen gewölbten 
Schale. 

a) Hautspannungen und Hautverschiebungen. 

Unter der Annahme, dass die biegungsfreie, dehnbare Schale 
eine praktich hinreichend genaue Näherungslösung des homogenen 
Differenzialgleichungssystems darstellt, sind die Hautspannungen 
nach Gleichung (26 a), (26 b) zu berechnen, die in der eingeführten 
Bezeichnungsweise lauten 

iiot = :h R2; i1o2 == ih R2 (1- ! ~:) (68a) (68 b) 

Die Dehnungen sind aus den Gleichungen (28 a), (28 b) zu ermitteln, 
wobei für e01 =Bot, eo2 = "io2 zu setzen ist. Für die Verschiebungen 
u, w erhalten wir nach den Gleichungen (38) und (39) in der neuen 
Bezeichnungsweise 

a 

u = sin af-.1- (Rt Bot- R2 Bo2) ~a (69a) 
stna 

0 
a 

w =- cos af~- (Rt Bot- R2 Bo2) t5a + Bo2 (69b) 
stn a 

0 

b. Unstetigkeitsspannungen und Unstetigkeitsverschiebungen. 

1. Herleitung de:s verein(achten Differential
gleich ungssystems und ihre:allgemeine Lösung. Die 
Differenz der gemessenen und der nach den Gleichungen (28 a) und 
(28 b) ermittelten Dehnungen ergibt die Unstetigkeitsdehnungen, 
welche davon herrühren, daß Boden- und Zylinderschale zu einem 
geschlossenen Behälter zusammengefügt werden. Die rechnerische 
Untersuchung der Ergebnisse unserer ersten Messungen 9) lehrte, 
daß diese Unstetigkeitsdehnungen an der Bodenschale einen ähn
lichen V er lauf aufweisen wie an der Zylinderschale. Die Unstetig
keitsdehnungen können bei der Zylinderschale durch Rechnung genau 
ermittelt werden. Die rechnerische Lösung ist durch Funktionen 
von der Form e-kx sink x, e-kx cos k x usw. gekennzeichnet, 
welche die Eigenschaft besitzen, daß der Wert der Funktion bzw. 
der Wert ihrer Ableitungen im Vergleich zu nachfolgenden höheren 
Ableitungen so klein ausfällt1 da,ß dieser für praktische Berechnungen 
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vernachlässigt werden darf. Dies trifft auch dann noch zu, wenn 
die erwähnte Funktion bzw. ihre Ableitungen mit einem Beiwerte 
behaftet ist, insofern dieser verhältnismäßig klein ausfällt. Aus 
Gleichung (36) ist ersichtlich, daß diese Voraussetzung um so schlechter 
erfüllt wird, je kleiner der Krümmungshalbmesser der Meridian
kurve R1 gegenüber dem zweiten Hauptkrümmungshalbmesser R2 
ist. Bei verhältnißmäßig kleinem Krempenhalbmesser wird somit 
die nachfolgende Näherungslösung überhaupt keine brauchbaren 
Werte ergeben. Der gleichartige Aufbau der Schalendifferential
gleichungssysteme (37 a), (37 b) und (53 a), (53 b) führt zu dem Ge
danken einen der Gleichung (55 a) entsprechenden Ausdruck als 
Näherungslösung des homogenen Differentialgleichungssystems der 
achsensymmetrischen gewölbten Bodenschale aufzustellen. Die V er
einfachung des Differentialoperators (36) zu 

L(f) = R2 . d2{ 

Ri da2 

wird nach dem Gesagten durch Streichen aller Glieder, die von 
niederer wie 2. Ordnung sind, erreicht. Das homogene Differential
gleichungssystem nimmt die Gestalt 

V 
D 

(70a) 

R2 d2 V 
--R2 -d 2 =2hE{} (70b) 

. 1 a 

an und führt auf die Differentialgleichung 4. Ordnung 

-~;a +4k4 Va=Ü (71) 

worin im Gegensatz zur Zylinderschale 

4 I 3 (1- v2) 
k=RJ V (2h)2R~ =kß (71 a) 

eine mit a veränderliche Größe ist. Die allgemeine Lösung der 
Differentialgleichung lautet entsprechend der Gleichung (55 a) 

Va = ek(a-ao) [c1 cos k (a- a0 ) + C2 sink (a- a0)] 

+ e-k(a-ao) [c8 cos k (a- a0) + C4 sink (a- a0)] (72 a) 
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Da in der vorliegenden Aufgabe die Grenzbedingungen nur für die 
Randlinie a = ao zu erfüllen sind nnd zudem die Unstetigkeitsver
formungen mit abnehmendem Winkelagegen Null ausklingen, müssen 
die beiden Konstanten ca und c. Null sein. Setzen wir 

ß= (ao- a) 

also dß =- da, so geht das Integral (72 a) über in 

Vp = e-kß (c1 cos kß- Cz sin kß) (72b) 

2. Spannungen und Verschiebungen im Falle allge
meiner Randbedingungen. Lösen wir Gleichung (70b) nach 
{} auf, setzen an Stelle von a die Veränderliche ß und gehen wieder 
auf endliche Differenzen über, so wird 

. 1 Rz ö2 Vp 
{}=- 2 h E R1 b{i2 (70c) 

Unter der Annahme daß die Schale durch den Rand mit dem Breiteu
kreiswinkel ao=n/2= ß begrenzt sei, Abb. 26, wird ctga=tg ß 14). 

11-0 Aus den Gleichungen (34a), (34b), (35a) und (35 b) ...... 
folgt mit Berücksichtigung der Vereinfachungen 

Vp 
T1 = Rz tg ß (73a) 

po __ J:_ öVp 
· z- R1 öß (73 b) 

o h2 Rz ö3 Vo 
G1 = + -3·(1 ~ v2) R1 ~ (73 c) 

" 
Abb. 26. G~ = - h2 tg ß ~:VP + V G~ (73 d) 

Die Bodenschale. 3 (1 - v2) R1 öß2 

während die Grundgleichung (32) unverändert bestehen bleibt. Aus 
den Beziehungen (1 a), (1 b), (1 c) erhalten wir die Gleichungen für 
die Spannungen 

-r0 = 2 ; Rz e-kß (c1 cos kß- Cz sin kß) (74.1) 

(74.2) 
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(74.s) 

a7ue = -~ :1 v-1~ e-kß fcl cos (kß + ~)- c2 sin (kß + ~ )] (74.4) 

a~2e =- 2 ~~2 V 1 
3 -;;2 e-kß (ct sin kß + c2 cos kß) + v a'hte (74.5) 

während die Gleichungen für die Verschiebungen aus den Grund
gleichung(m (38) und (39) nach einiger Umrechnung 14) erhalten 
werden. Es ist 

ß 

H 0 = COS ßj-1-ß---- (Rt Bgt- R2 sg2) 15ß (74.6) cos 
0 

ß 

wo=- sin ßj_I_ß (Ht sgt- R2 sg2) bß + R2 sg2 (74.7) cos 
0 

Für die Winkeländerung folgt aus Gleichung (70 c) 

ß-0 =- Y 12 (1 - v2
) p_-kß (ct sin kß + c2 cos kß) ("" 4 ) (2 h)~ E ' 1 ·8 

Sind aZ2, a'h'te die Unstetigkeitsspannungen in einem beliebigen 
Punkte der Meridiankurve mit dem Normalenwinkel ß', so erhalten 
wir zur Berechnung der Integrationskonstanten Ct, c2 nach den 
Gleichungen (7 4.s) und (7 4.4) 

2 h Rt 1 r n, . (kß' + n) + 0• V 1 - V
2 

' (kß + !!__)] (75 ) Ct = f 2- k e--kß• O"o2 stn 4 O"hte 3 cos 4 a 

C2= ~ : 1 e!kß•lag2 cos (kß'+ ~)-a'hie V 1-;-v2 sin(kß'+ ~)] (75b) 

Da k veränderlich ist, so sind diese Beiwerte von Punkt zu Punkt 
der Meridiankurve verschieden. Ist der Schalenrand durch den 
Breitenkreis ß' = 0 gegeben, so vereinfachen sich diese Gleichungen 
zu 

(75a)* 

(75b)* 
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Für die Verschiebung w und den Verdrehungswinkel {} der 
Flächennormalen des Randbreitenkreises ß = 0 erhalten wir nach 
Gleichung (74.7) und (78.s), wenn für diesen besondern Breitenkreis 
R;= a ist. 

{}o* ___ {3(i--=-v2) Rt ( o• _ o* 1/ ~ V2 ) ( 7 4.*s) 
- 2 hE k* ao2 ahte V 3 

Um die Spannungen und Verschiebungen zu berechnen, unter
teilen wir die Meridiankurve vom Schalenrand ß = 0 ausgehend 
in Linienelemente von solcher Länge, daß wir k praktisch als 
konstant ansehen dürfen. Dem Charakter der Meridiankurve der 
Kesselbodenschale entsprechend, wird sich in der sog. Bodenkrempe 
eine gedrängte Unterteilung ergeben, während in der mittleren Boden
wölbung gegen den Bodenscheitel zu die Länge der Linienelemente 
erheblich größer gewählt werden kann. Aus den Gleichungen (75 a), 
(75 b) berechnen wir die für das betrachtete Linienelement gültigen 
Beiwerte eh c2, wobei ag~, aK'te die Unstetigkeitspannungen im An
fangspunkte ß' sind und Rt, k Mittelwerte für das Element bedeuten. 
Diese berechneten Beiwerte Ct und c2 führen wir in die Gleichung 
(74.s), (74.4) ein und ermitteln die dem Endpunkt mit dem Flächen
normalenwinkel ß zukommenden Spannungen, die zugleich die Span
nungen am Anfang des nachfolgenden Elementes sind. Mit diesen 
Werten bestimmen wir in gleicher Weise wie vorhin die Bei werte 
Ct und c2 des neuen Linienelementes. Durch elementenweises Be
rechnen der Beiwerte und der Spannungen agt, aKte ist der V er lauf 
der Spannungen schrittweise vom Rand bis zum Bodenscheitel zu 
ermitteln. Sind die Spannungen und damit die Dehnungen bekannt, 
so können aus den Gleichungen (74.6), (74.7) die Verschiebungen 
berechnet werden. 

3. Randwerte bei radial frei nachgiebigem und frei 
drehbarem Rand. Die vorgeschriebenen Werte ag;, a~~e = 0 am 
Anfang des Randelementes ß = 0 führen nach den Gleichungen (7 5a )*, 
(75 b)* zu den Beiwerten 

7 O* Rt 
Ct = C2 = { ao2 V (75) 
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und die übrige~ Randspannungswerte folgen aus den Gleichungen 
(74.1) u. f. 

o* RJ 1 o* 
To = 2 R; k* ao2 

a~f = 0 

a~~e = 0 

ß.O* = _ täci-=- v2) Rt 0* 
2hE Vaoz 

(75.1 )* 

(75.2)* 

(75.5)* 

(75.s)* 

4. Randwerte bei radial frei nachgiebigem, nicht dreh
barem Rand. Es ist wieder die Randringspannung a~; gegeben. 
Die Bedingung, daß der Rand nicht drehbar ist, besagt, daß {)P* = 0 
sein muß. Aus Gleichung (74.s), (74.s) entnehmen wir, für 

0 2h ....o* Rf 
Cz= 1 Ct= Uoz k* (76) 

und für die Randspannungswerte erhalten wu nach Gleichung 
(74.1) u. f. 

(76.1)* 

(76.2)* 

(76.4)* 

(76.5)* 

Damit die geometrische Randbedingung erfüllt wird, muß am Rand 
eine Biegungsspannung aKfe von gleicher Größe wirken, wie im ent
sprechenden Falle der Zylinderschale, Gleichung (64). Die Span
nungen der dem Randelement folgenden Linienelemente sind nach 
dem besproehenen allgemeinen Rechnungsgang zu ermitteln. Durch 
Überlagerung der Hautspannungen nach Gleichung (68 a), (68 b ), 
die der Partikularlösung zukommen, und der Unstetigkeitsspannungen 
nach Gleichungsfolge (7 4), die der allgemeinen Lösung des homo
genen Gleichungssystems entsprechen, erhalten wir die wirklichen 
Spannungen. an der Zylinderscl1ale. 
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9. Die Berechnung der Randwerte eines mit gewölbten Böden ver
sehenen zylindrischen Behälters gleicher Blechdicke. 

a) Berechnung der Randwerte ag; und a~~. 

Wir setzen die betrachtete Zylinderschale und Bodenschale 
zu einem geschlossenen Behälter zusammen. Zur Vereinfachung 
des Rechnungsganges nehmen wir an, daß beide Schalen gleiche 
Blechdicke aufweisen. Die Lösung der Aufgabe bei ungleicher 
Blechdicke bietet keine wesentlichen Schwierigkeiten. Die Inte
grationskonstanten Ctz, Czz der Zylinderschale und ctB, CzB der Boden
schale folgen aus den Randbedingungen. Im gemeinsamen Schalen
kreis müssen die entsprechenden resultierenden Spannungsmomente 
T/1,, Tln; N~, N~, sowie die Spannungsmomente Gt~, Gfn einander 
gleich sein. Außerdem ist die Ausweitung beider Schalen im Rand
kreis gleich groß, und die Schalenränder gehen mit stetiger Tangente 
ineinander über. 

... b . 

N. .. 

-~~----
Abb. 27. Die Randwerte der Zylinder- und Bodenschale. 

a und b: die Rand werte, wie sie der Gleichungsfolge 56 
und 74 entsprechen. 

b und c: die wahren Randwerte der Boden- und Zy
linderschale eines Behälters. 

Die durch Gleichungsfolge (56) bzw. (74) für die Zylinder- bzw. 
Bodenschale für x = 0 bzw. ß = 0 bedingten Randwerte sind in 
Abb. 27 a bzw. Abb. 27 b dargestellt. Um die wahren Randwerte, 
Abb. 18, Abb. 27 b und Abb. 27 c zu erhalten, müssen wir die 
Randschubkraft N'k und den Randverdrehungswinkel {}~ mit dem 
negativen Vorzeichen in die Rechnung einführen. Wir erhalten 
demgemäß für den Randkreis die Bedingungsgleichungen 

~ N'k= NJ (77 a) 
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T/'z= T'fn ; G;z= GtB (77b), (77 c) 
- ß~ = ß~ w}= w'; (77 d), (77 e) 

Ersetzen wir die Spannungskräfte und Spannungsmomente durch 
die Spannungen nach den Beziehungen (1 a), (1 b), (1 c) und be
rücksichtigen den Umstand, daß die resultierenden Spannungen 
und Verformungen nach Gleichungen (43a), (43b), (43c), (42b), 
(45 b) das Ergebnis der Ueberlagerung zweier Systeme sind, so 
gehen die Gleichungen (77 a) bis (77 e) unter der vereinfachenden 
Annahme nach Gleichung ( 45) über in -·~* = r:'B* 

- ß'Z* = ß~* 

Führen wir in diesen Gleichungen die Randwerte ein, die sich 
für x = 0 bzw. a = n/2, ß = 0 aus Gleichungsfolge (56) und (74) 
und den Gleichungen (49a), (51 b), (68a) und (69b) ergeben, wobei 
für den Rand der Bodenschale (R1 = r, R~ = a zu setzen ist, 
so erhalten wir für die 4 Integrationskonstanten die Bestimmungs
Gleichungen 

Ctz =- C1B j Ctz - Czz = CtB- CzB 

p a2 
Czz=-CzB i 2 =kB (CtB+CzB-CtZ-Czz) 

woraus folgt, daß 
p a2 

Ctz = Czz = - CtB = - CzB = - ~----,,--
8t• kz 

ist und nach Gleichung (56.3), (74.s), 56.4) und (74.4) 

o* 0* p a 2 p a 
r1ozz =- r1ozB = - -- = - -~ 't{Jr 

aK}ez= a~:eB = 0 
wird, wobei 

8 hr 8 h 

k~ = r kz (77 f) 
a 

't{Jr = r (77g) 

ist. Aus diesen Gleichungen geht hervor, daß der Sc h a 1 e n r an d 
frei von Biegungsspannungen ist, wobei die Aufgabe 
auf den besprochenen Belastungsfall des radial nach
giebigen und frei drehbaren Schalenrandes zurück-
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geführt wird. Durch diese Gleichungen sind die Integrations
konstanten und die Randwerte ag;, a~~e eindeutig bestimmt, so daß 
die Spannungen und Verformungen an der Zylinder- und Boden
schale berechnet werden können. Für die Randwerte beider 
Schalen erhält man 

p 
T~* = - -r:IJJ* = - -1--c6~z=-~-=-k-z 1pr 

agiz = agtB = 0 

o* 0 * p a 
aozz =- aozB =- 8~~1~ 1p,· 

o* n* 1' ]J a 
'Uz = - 'i(R = - - - -~ - 'ljJr 

' E 16 h kz 

O* n* p a 2 
Wz = - WB = - 8 h E 'ljJr 

(78.1 )* 

(78.2)* 

(78.3 )* 

(78.7 )* 

(78.s)* 

Ermittelt man mit diesen Unstetigkeitsspannungen und den Haut
randspannungen, Gleichungen ( 49 a), 49 b ), (68 a) und ö8 b ), die 
resultierenden Raudringspannungen an der Außen- und Innenseite 
der Schale, so erkennt ma12, daß die erhaltenen Werte für die beiden 
Schalenränder verschieden groß ausfallen, während die resultieren
den Meridianrandspannungen gleich sind und den Wert p a /4 h 
aufweisen. Auf den ersten Blick mag dieses Ergebnis befremdend 
wirken, da in Wirklichkeit die Spannungen an der Schalenaußen
und Innenseite einen stetigen V er lauf nehmen. Unsern rechnerischen 
Betrachtungen legten wir u. a. die Annahme zugrunde, daß die 
Querschnitte bei der Verformung eben bleiben, was tatsächlich nicht 
genau zutrifft. Liegt ein Behälter vor, dessen Bodenschale sich 
durch das Halbmesserverhältns 'tfJr = a Ir = 4 auszeichnet, also 
beispielsweise ein elliptischer Boden mit dem Halbachsenverhältnis 

a j b = y 1fJr = 2, so sind auch die genannten Raudringspannungen 
einander gleich und zwar Null. 

Aus unsern Versuchsergebnissen geht hervor, dass die Rand
bedingung (78.4)* nicht genau erfüllt ist, da am Schalenrand ein 
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Biegungsmoment auftritt. Für Behälter, deren Böden einen ver
hältnismäßig großen Krempenhalbmesser haben, ist das Rand
biegungsmoment so klein, daß dieses für praktische Berechnungen 
vernachlässigt werden kann (Seite 171 ). Werden die tatsächlich vor
handenen Randspannungen berücksichtigt, so folgt aus der Be
dingung, dass sich die beiden Schalenränder um gleieh viel aus
weiten, die Beziehung 

o* o* Pa 
(] o2Z = (] o2E - 4 h "Pr (79) 

b) Berechnung der resultierenden Spannungen und resultierenden 
Verschiebungen der Zylinderschale. 

1. Lage und Wert de-r größten Normalspannung. 
Die Unstetigkeitsspannungen und Unstetigkeitsverschiebungen für 
die Zylinderschale sind durch die Gleichung (61) und die Randwerte 
nach Gleichungen ( 7 8.s )* und 7 8.4)* eindeutig festgelegt. DerVerlauf 
der Unstetigkeitsspannungen ist in Abb. 22 für a~; = + 1 kglcm2 

dargestellt. Um die Spannungswerte entsprechend den vorgeschrie
benen Randwerten zu erhalten, sind die Ordinaten im Maßstab 
- p a2 J 8 h r umzuzeichnen. Die Hautspannungen und Hautver
schiebungen sind gemäß den Gleichunglfll ( 49 a ), ( 49 b) längs der 
Zylinderschalenmantellinie konstant. Das Ueberlagern der beiden 
Spannungs- und Verformungszustände ist gleichbedeutend mit einer 
Parallelverschiebung der Abszissenachse der umgezeichneten Abb. 22 
in der negativen Richtung der Ordinatenachse. Diese Verschiebung 
beträgt für die Spannungen in Richtung des Meridians p a I 4 h 
nach Gleichung (49a) und in Richtung des Breitenkreises p a /2 h 
nach Gleichung (49b). Ans den Abb. 30, 31, 32 und 39, in denen 
die resultierenden Spannungen der Zylinderschale eines Behälters 
mit halbkugelförmigen, mit elliptischen und mit besonders klein
gekrampten Böden in erwähnter Weise aufgezeichnet sind, geht 
hervor, daß die größten resultierenden Normalspan
nungen an der Schalenaußenseite auftreten. Die größte 
Normalspannung in Richtung des Meridians stellt sich im Abszissen
punkt k x = n I 4 = 0, 7 85 ein, wo -r0 = 0 ist, und beträgt nach 
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Gleichung (48a), (49a), (62a) mit Berücksichtigung von Gleichung 
(78.s)* 

pa 
aet max = 4 h ( 1 + 0,292 1jlr) 

(80a) 
a.max für 1jl1· => 4,376; kx = 0,785 

während die größte Ringnormalspannung nach Gleichungen ( 48 b ), 
(49b), 63b) und 78.s)* im Abszissenpunkte kx = 1,848 den Wert 

pa + aez max = 2 h (1 0,032 'ljJr) 
(80b) 

amax für "Pr=< 4,376; kx = 1,848 
aufweist. 

Ist "Pr = a Ir < 4,376 oder r I a > 0,228 so ·ist die größte, 
an der Zylinderschale auftretende Normalspannung durch Gleichung 
(80b) gegeben. Für "Pr= a Ir= 4,376 oder r I a = 0,228 sind 
die beiden Höchstwerte einander gleich, während für a I 1· > 4,376 
oder r / a < 0,228 die größte Spannung in. Richtung des Meridians 

ö 

I 
I 

;I 
5 

4 

l<x-~84 : j kx•0.78• 
I .6: .... ~ 3 

i ~~ 
umax • 6e2max ~ 

~~.!~ ----

-- - I J 6112·H 
~etd'~~~- w --- _!--- - 1!.! 

~ i 6"01- fh 10 

~ i 

0 3,0 

2,0 0 

f,5 0 

1.0 20 

q5 

0 
1 2 3 6 7 

• 8 Jl;.•-; 
4 I 5 

4,376 

Abb. 28. Die an der Zylinderschale eines mit gewölbten Böden 
versehenen Behälters auftretende, größte Normalspannung in 

Abhängigkeit von 1Jlr = afr. 
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sich im Abszissenpunkt k x = 0, 785 einstellt und nach Gleichung 
(80a) zu berechnen ist, d. h. der Spannungshöchstwert rückt näher 
an den Schalenrand heran. Der Verlauf der an der Zylinderschale 
auftretenden größten Normalspannung ist in Abb. 28 in Abhängig
keit von a Ir aufgetragen. Wir vergleichen diesen Höchstwert mit 
der grüßten Normalspannung Cimax, die sich in der von Randspan
nungen freien Zylinderschale einstellt, und die durch die sog. Kessel
formel nach Gleichung ( 49 b) gegeben ist. Wir bilden den Ansdruck 

_ amax 1 rp=----
antax 

(81) 

der besagt, um wieviel größer die größte Normalspannung in der 
mit gewölbten .Böden versehenen Zylinderschale ist, gegenüber dem 
Falle, wo eine gleichmäßige Y erteilung der Normalspannungen 
nach der erwähnten. Kesselformel vorausgesetzt wird. Die aus 
Gleichungen (80a), (80b) und (49b) sich ergebenden Werte für (j! 
sind in Abb. 28 eingetragen. Wir erhalten naturgemäß im Verlaufe 
von (j! für den Abszissenwert 'IJlr = 4,376 einen Knick. Der 
Höchstwert der wahren Normalspannung ändert die örtliche Lage 
auf der Zylinderschalenmantellinie. Außerdem nimmt der Wert 
von (/;für 'IJlr > 4,376 wesentlich rascher zu, so daß bei verhältnis
mäßig kleinem Krempenhalbmesser r das Ueberwiegen des wahren 
Spannungshöchstwertes gegenüber dem Wert der durch die Kessel
formel ( 49 b) festgelegt ist, besonders stark ins Gewicht fällt. Ist 
z. B. die Zylinderschale mit halbkugelförmigen Böden versehen, 
d. h. ist a I ·r = 1, so ist die grüßte Normalspannung in der Zylinder
schale, Abb. 30 und 31, nach Gleichung (80b) amwr = aelmax 

= 1,032 p a I 2 h, während die Kesselformel den Wert 1,0 p a /2 h 
ergibt. Der wahre Wert der größten N ormalspannnng ist nach 
Gleichung (80b) rund das 1,03fache der nach der Kesselformel 
berechneten größten Spannung, d. h. sie ist 3 °/o größer. Steht die 
Zylinderschale in Verbindung mit einem elliptischen Boden vom 
Halbachsenverhältnis a : b = 2 : 1 , dem ein Krempenhalbmesser 
r = 0,25 a und damit ein 'IJlr = 4,0 zukommt, so beträgt die größte 
Normalspannung nach Gleichung (80b) amax = aezmax = 1,128 
p a /2 h, so daß wir gegenüber dem Wert, der die sog. Kessel
formel Gleichung (49b) ergibt, in Wirklichkeit eine um rund 13°/o 
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höhere Beanspruchung der Zylinderschale erhalten, Ab. 32. Pur 
1fr=7,5, Abb.39, wird die größte Spannung gemäß Gleichung (80a) 
rund das 3 fache des Wertes der Kesselformel Gleichung ( 49 b ). 
Diese Betrachtungen zeigen deutlich, daß die auf G r u n d der 
Kesselformel durchgeführte Berechnung der Festig
keit der Zylinderschale eines Behälters, wie sie in 
der Praxis des K e s s e 1 bau es allgemein g e üb t wird, zu 
unrichtigen Erg e b n i s s e n führt. D er wahre Wert d e r 
größten Beanspruchung liegt bei den üblichen Formen 
des Bodenmeridians stets höher wie der durch die 
K e s s e I f o r m e I b e d i n g t e W e r t. D e r U n t e r s c h i e d d i e s e r 
beiden Höchstwerte ist um so größer, je kleiner der 
Krempenhalbmesser der Bodenschale ist. Die in der 
Zylinderschale durch Verbindung mit der Bodenschale entstehenden 
Unstetigkeitsspannungen dürfen nicht ohne weiteres vernachlässigt 
werden. 

2. Lage und Wert der größten Verschiebung senk
recht zur Zylinderschalenmantellinic. Ans Gleichung 
(61.s) geht hervor, daß die größte Unstetigkeits-Verschiebung w0 

an der Stelle eintritt, wo ao~ in Abh. 22 ein Minimum erreieht, 
d. h. fitr kx = 1,848. Nach Gleichungen (46b), (51 b), (61.s), 
(63 b) und (78.s) * erhalten wir 'für die resultierende größte Ver
schiebung 

p a2 [ J Wrnax = 4 h E 2 - V + 0,064 "Pr , k X = 1,848 (82) 

Da sich die Berechnung der wahren Spannungen und V crschiebungen 
der Bodenschale nicht allgemein durchführen läßt, soll der Gang 
der Rechnung weiter unten an Hand eines Beispiels erläutert werden. 

10. Die Beurteilung der größten Beanspruchung nach der Theorie 
von Guest·Mohr. 

Für die Beurteilung der Bruchgefahr nach der Theorie von 
Guest-Mohr 20) ist die größte Schubspannung maßgebend, d. h. 
1. nur der Unterschied zwischen der (algebraisch) größten und 

{algebrai'!ch) kleinsten Hauptspannung ist zu berücksichtigen, 
während 

10 
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2. die Größe der mittlern Hauptspannung nicht von Belang ist. 
Ist z. B. Gt die kleinste Hauptspannung, Gz die größte Haupt

spannung oder umgekehrt, Gz die kleinste Hauptspannung, Gt die 
Hauptspannung und Ga die mittlere Hauptspannung, so weist die 
größte Schubspannung*) für Zustände an der Fließgrenze einen 
konstanten Wert auf von der Größe 

2 TM 11wx = Gt - Gz = konstant = k (83) 

Ist Gf die Beanspruchung des Matelials an der Fließgrenze beim 
einachsigen Zugve1·such, so ergibt die Theorie von Guest-Mohr 
nach Gleichung (83) fü1· 

k = O,b Gf (84) 

wobei flir Flußeisen z. ß. nach Zahlentafel II, Seite 148, für Gf = 

2000 kg I cm2 zu sebcn ist. Nach Gleichung (83) tritt dann Fließen 
ein, wenn die Differenz der beiden llauptspannungen die Fließ
grenze, also bespielsweise 2000 kg I cm2 erreicht hat. Wie wir 
bereits schon früher erwähnten, darf die Radialspannung Ga gegen
über der Meridian- und Ringspannung vernachlässigt werden, d. h. 
es ist die mittlere Hauptspannung Ga "' 0, und wir erhalten den 
ebenen Spannungszustand. Die Grenzwerte von G1 und Gz, bei 
denen Fließen eintritt, liegen nach der Theorie von Guest-Mohr 
auf den Seiten eines Sechseckes, Abb. 29. Sind die Hauptspan
nungen at, az beide positiv oder beide negativ, d. b. gehören 
die Spannungen dem I. und III. Quadranten in Abb. 29 an, so fällt 
die größere der beiden Rauptspannungen flir die Be
urteilung der größten Beanspruchung allein ins Gewicht, 
da nach Gleichung (83) die Differenz zwischen Gt und Ga "' 0 
bzw. Gz und Ga rv 0 zu bilden ist. In dein Falle, wo die beiden 
Rauptspannungen Gt und Gz mit versebiodenen Vor
zeichen behaftet sind, Abb. 39, II. und IV. Quadrant, ist für 
die größte Beanspruchung nach Gleichung (83) die 
Summe der absolutenWerte der beiden Rauptspannungen 
maßgebend. Da die Spannungen in der Regel ungleichmässig über 
die Blechdicke verteilt sind, so nimmt der Fließvorgl!.ng dort seinen 

*) Der Zusammenhang der Schubspannung und der Rauptspannungen 
ist im I. Teil, Seite 21 u. f. an Hand des Mohrsehen Kreises erläutert. 
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Anfang, wo die Fließgrenze des Materials zuerst überschritten wird 
Von dieser Stelle, z. B. Innenseite der Krempe eines Kesselbodens, 
breitet sich die Fließerscheinung in Gleitebenen mit wachsender 
Belastung weiter aus und durchdringt schließlich das ganze Material. 
Die Versuche von Siebel und Körber 22) zeigen unverkennbar, daß 

3000 
.}[ I 

3000 

c. b. .. 

Abb. 29. Zur Beurteilung der größten Beanspruchung nach 
der Theorie von Guest-Mohr und Huber-Hencky. 

die Fließgrenze stets an der Innenseite der Krempe 
zuerst erreicht wird. Um diese Tatsache zu veranschaulichen, 
sind in Zahlentafel II die gemessenen resultierenden größten Span
n,ungen eingetragen. Infolge der verhältnismäßig großen Meßlänge 
(5,0 cm) werden die tatsächlichen, absoluten Werte der Spannungen 
ait und aiz etwas größer wie die gemessenen Werte ausfallen. Be
rechnet man aus a11 und aiz nach Gleichung (83) die Schubspan
nung bei p = 10 at, so findet man, daß die Flüssigkeitspressung 



z a
 h

 1
 e 

n 
t 

a 
f 

e 
l 

n:
 

G
rö

ßt
e 

du
rc

h 
M

es
su

n
g 

er
m

it
te

lt
e 

B
ea

ns
pr

uc
hu

ng
 d

er
 V

er
su

ch
e 

vo
n

 S
ie

b
el

 u
nd

 K
ör

be
r 

fü
r 

p
 

= 
10

 a
t. 

1 
2 

3 
4 

5 
6 

7 
s 

9 
10

 
11

 
12

 
13

 
14

 

ar
 1

) 
Z

u
g

-

O
'it

 2
) 

()
' i

2 
2 )

 
2

T
M

m
a

x
4

) 
P

fi
 

P
fe

 
te

st
ig

-
R

 
a 

B
od

en
 

p 
k

e
it

 
a 

1'
 

2h
 

kg
/cm

• 
ba

rac
hn

ot 
ba

ob
ac

hla
l 

kg
/c

m
• 

b 
k

g
fc

m
2 

k
g

jc
m

2 
kg

fc
m

• 
au

s 
au

s 
at

 
Ve

rsu
ch

 
a
t 

a
t 

Vo
rsu

ch
 ')

 
cm

 
C

ll
l 

C
ll

l 
C

ll
l 

A
I
 

10
 

+
 44

5 
-

40
 

48
5 

21
50

 
44

 
ü

b
er

 5
0'

) 
36

80
 

64
,0

 
14

,0
 

92
,0

 
2,

07
 

1,
97

 
-
·
-
-
·
·
-
-
·
-
-
-
-

r
-
-
-
-
-
-
-
-
-

B
I
 

10
 

+
 36

0 
-

20
 

38
0 

24
30

 
64

 
ü

b
er

 4
53

) 
36

50
 

63
,9

 
19

,6
 

10
5,

0 
2,

17
 

1,
97

 
~
 
-
-
-
-
-
-
-
-

C
 I

 
10

 
+

 53
0 

-
10

(l 
63

0 
24

10
 

38
 

55
 

35
60

 
64

,0
 

19
,5

 
11

8,
0 

2,
00

 
2,

10
 

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

D
I
 

10
 

+
 

34
0 

30
 

37
0 

20
20

 
54

,6
 

60
 

37
90

 
64

,0
 

17
,0

 
12

7,
0 

2,
01

 
1,

97
 !

 
E

ll
ip

se
 

-
(4

40
)5

) 

E
I
 

10
 

+
 68

0 
-

10
0 

78
0 

21
50

 
28

 
40

 
36

30
 

64
,0

 
14

,0
 

13
1,

0 
2,

11
 
-
I
 

2,
51

 
! I 

-
-
-
-
-
-
-
1

 
F 

I 
10

 
+

 1
40

0 
-

14
0 

15
40

 
21

50
 

14
 

u
n

te
r 

25
 

36
80

 
64

,0
 

5,
0 

17
1,

0 
2,

07
 

3,
88

 1
 I 

-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
I
 

A
II

 
10

 
+

 24
0 

+
 

5 
24

0 
20

80
 

87
 

ü
b

er
 6

0
3 )

 
36

10
 

63
,2

 
14

,8
 

92
,8

 
3,

56
 
-~
~I
 

~
 

D
II

 
10

 
+

 
17

5 
+

 
10

 
17

5 
22

60
 

12
9 

ü
b

er
 5

03
) 

38
30

 
63

,2
 

16
,9

 
12

2,
1 

3,
50

 
1,

92
1 

E
ll

ip
se

 
(2

49
)5

) 

E
I
I
 

10
 

+
 

38
0 

-
40

 
42

0 
22

00
 

52
,4

 
ü

b
er

 6
03

) 
39

80
 

63
,2

 
14

,8
 

13
1,

8 
3,

55
 

2,
5~
_1
 

-
..

..
 

-
-

1
) 

E
rg

eb
n

is
se

 d
e
r 

M
at

er
ia

lp
rü

fu
n

g
. 

2
1 

B
ez

o
g

en
 a

u
f 

E
 

=
 

2,
15

 •
 1

0 
+

 6 
k

g
/c

m
'.

 
3 -

) 
D

ie
 M

es
su

n
g

 w
u

rd
e
 v

o
r 

d
em

 a
u

ss
en

se
il

ig
en

 A
u

ft
re

te
n

 d
er

 F
li

es
sl

in
ie

n
 a

b
g

eb
ro

ch
en

. 
')

 B
er

ec
li

n
et

 n
a
c
h

 G
le

ic
h

u
n

g
 (

83
).

 
')

 B
e
re

c
h

n
e
t 

n
a
c
h

 G
le

ic
h

u
n

g
 (

9ö
e)

. 

.....
. 
~
 

0
0

 



149 

Pfi, welcher der an Hand der Materialprüfung ermittelten Streck
grenze Gf entspricht, und bei welcher das Fließen innenseitig eintritt, 
wesentlich kleiner ausfällt, wie die Flüssigkeitspressung Pre, bei 
welcher der Fließbeginn an der Schalenoberfläche beobachtet wurde. 
D i e G r ö ß e d e s U n t e r s c h i e d e s d e r b e i d e n W e r t e h ä n gt 
unter sonst gleichen Verhältnissen von der Größe des 
Krempenhalbmessers r, der Größe der mittleren Boden
wölbung Rund der Größe der Blechdickes = '2h ab. 
Bei einer dickwandigen Bodenschale wird infolge des hyperbolischen 
Spannungsverlaufes der Fließvorgang verhältnismäßig früher be
ginnen, als bei einem dünnen Boden von der nämlichen Form. 

Beim Fließvorgang bilden sich zwei Scharen von Gleitebenen, 
die sich winkelrecht schneiden. Diese Gleitebenen stehen zudem 
senkrecht zu den Ebenen, welche die beiden, den Fließvorgang 
erzeugenden Rauptspannungen enthalten. Die Fließlinien, welche wir 
auf der Außenseite der Kesselwandung beobachten, sind die Schnitt
linien dieser Gleitebenen mit der äußeren Schalenfläche. Je nach 
dem gegenseitigen V crhältnis von G1, Gz und Ga ~ 0 bilden sich 
drei verschiedene Formen von Fließlinien in den zur Schalenmittel
fläche parallelen Drehflächen aus. Wir schneiden aus einem beliebig 
gewählten Punkt der Kesselwand einen Würfel von der Kanten
länge 1 heraus und bringen an seinen Seitenflächen die resultierenden 
Hauptspannungen G1, Gz, Ga ''::' 0 an. Nach dem Gesagten ergeben 
sich auf den Seitenflächen die in Abb. 29 a, b und c dargestellten 
Fließlinienbilder, die der Spannungsverteilung des I., III. (Abb. 29 a 
und b) und li., IV. Quadranten (Abb. 29 c) zukommen). Diese 
Fließlinienbilder treffen auch dann zu, wenn alle Spannungen das 
entgegengesetzte Vorzeichen aufweisen. Ist der Würfel derart ge
legen, daß die obere Würfelfläche mit der Schalenaußenfläche zu
sammenfällt, so bedingt Abb. 29 a ringsförmige Fließlinien, Abb. 29 b 
radial bzw. achsial verlaufende Fließlinien, und Abb. 29 c zwei 
senkrecht zueinander stehende Fließlinienscbaren, welche die Me
ridianlinie unter 45 ° schneiden. Diese Fließlinienausbildung an 
der Außenfläche von Böden deckt sich mit den gemachten Beobach
tungen 23) 24). Die neueren Versuche über die Frage der Bruch
gefahr 25) 26) haben gezeigt, daß 
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1. die Größe der Schubspannung TMmax von der mittleren Haupt
spannung abhängig ist; 

2. die größte Schubspannung und damit auch der Wert von k 
verschieden groß ausfällt, je nachdem man die Proportionalitäts
grenze oder die (untere) Fließgrenze ins Auge faßt. Es ist 
Tp = 0,60 tJp für die Proportionalitätsgrenze uml Tf = 0,57 a, 
für die Fließgrenze; 

3. die Werte nach der Theorie von Guest-Mohr bis zu 15°/o kleiner 
ausfallen wie die Versuchswerte; 

4. die V ersilchsergebnisse fast genau mit der neueren Theorie der 
konstanten Gestaltänderungsarbeit von Huber-He n c k y über
einstimmen. 

Nach der genaueren Theorie von Huber-Hencky liegen die Grenz
punkte von t11 und a2, für welche Fließen eintritt auf der Ellipse, 
welche dem in Abb. 29 dargestellten Grenzwertsechseck umschrieben 
ist. Der Konstrukteur wird auch fernerhin d i e B e urteil u n g der 
Bruchgefahr mit Vorteil nach der Theorie von Guest
M o h r, Gleichungen (83), (84), vornehmen, da sie ihm in einfachster 
Weise einen klaren Einblick des Zusammenbanges der Hauptspan
nungsgrenzwerte vermittelt. Außerdem fällt die Sicherheit der so 
bemessenen Bauwerke bis zu 15 ° fo größer aus. Ist eine größere 
Genauigkeit für die Ermittlung des Fließbeginnes erwünscht, so 
kann die Berichtigung der Werte nach Guest-Mohr an Hand von 
Abb. 29 bequem ausgeführt werden, aus welcher der Unterschied 
der Grenzwerte nach Guest-Mohr und Huber-Hencky ersichtlich ist. 
Bei der Bemessung der Bauwerke wird man folge
richtig auf die Proportionalitätsgrenze bzw. untere 
Fließgrenze des Materials abstellen, und nicht wie dies 
üblich ist, auf die Zugfestigkeit, da die Festigkeitsberechnungen 
Belastungszustände innerhalb der Proportionalitätsgrenze zur Vor
aussetzung haben. 
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ll. Die Berechnung der Spannungen und Verzerrungen an einem 
mit halbkugelförmigen oder elliptischen Böden versehenen zylin· 

drischen Behälter gleicher Blechdicke. 
A. Zylindrischer Behälter mit halbkugelförmigen Böden. 

Die Hautspannungen und Hautverschiebungen der Zylinder
schale sind durch die Gleichungen (49a), (49b), (51a) und (61 b) 
bestimmt. Diesem System sind die Unstetigkeitsspannungen und 
Unstetigkeitsverschiebungen zu überlagern, um die wahren Span
nungen und Verschiebungen zu erhalten. Da für die Halbkugel
schale r = a, d. h. "Pr= 1, ist die Ordinate in Abb. 22 gemäß 
Gleichung (78.s )* mit -- 0,25 p a /2 h zu multiplizieren, um den 
Verlauf der Unstetigkeitsspannungen zu erhalten. Die Ueberlage
rung der beiden Systeme ergibt den in Abb. 30 und 31 dargestellten 
resultierenden oder wahren Spannungsverlaut Im Einklange mit 
Gleichung (80a) tritt die größte Meridianspannung im Abszissen
punkte k x = n/4 = 0, 785 auf und beträgt 

pa 
r1e1 max = 0,646 2 h (85 a) 

Sie ist um rund 30°/o größer wie die entsprechende Hautspannung, 

6, .. 

tO C;; 

' 6te 
0,5 

~1 6/,. 
" u.,.t. 

0 
2,0 2,5 3,0 l<x 

q5 

6jz ar· e2max 

~:,rr::rr- I 

~I I 

6•.o 6e.o 6;, I ~~ I 
I ~-
I I 

I 
~ 

llo" 

0 
~848 

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 l<x 

Abb. 30 und 31. Die resultierenden Spannungen der Zylinderschale 
eines mit halbkugelförmigen Böden versehenen Behälters. 'ljJr = 1,0. 

r1et, r1it = achsiale Spannungen; r1e2, r1i2 = Ringspannungen; 
* = Scbalenrand. 
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Gleichung (49a). Diesem Wert ist keine besondere Bedeutung 
beizumessen, da in der Ringrichtung die größte Spannung in der 
Zylinderschale im Abszissenpunkt kx = 1,848 liegt und nach 
Gleichung (80b) den Wert 

Gmax = Gezmax = 1,032 ~ ~ (85b) 

erreicht, derrund 3°/o größerist, als die aufGrundder sog. 
Kesselforme I, Gleichung (49b), berechnete größte Haut
spannung. Da die Spannungen in der Halbkugelschale kleiner 
ausfallen wie an der Zylinderscbale, so ist der in Gleichung (85 b) 
festgelegte Spannungshöchstwert die größte Beanspruchung des 
Behälters mit balbkugelförmigen Böden. Von einer eingebenden 
Untersuchung des Spannungsverlaufes an der Halbkugelschale können 
wir daher absehen. 

B. Zylindrischer Behälter mit elliptischen Böden. 
Mit Rücksicht auf die Messungen, die wir an einem Bebälter 

mit elliptischen Böden ausführten, legen wir der elliptischen Meridian
kurve die Halbachsen 

a = 39,4 cm b = 19,4 cm 
a 

-b- = 2,031 

zugrunde, woraus für den Krempenhalbmesser r und das V er
hältnis tpr folgt 

b2 
r=-=955 

a ' 
Die mittlere Blechdicke, welche 
gestellt wurde, beträgt 

a 
tpr =-= 4,13 

r 
durch Messung am Behälter fest-

2hB"' 2hz~ 1,2 cm 
bei einer größten Abweichung von rund + 3 °/o. 

1. Zylinderschal e. Die Hautspannungen und Hautver
schiebungen sind durch die Gleichungen ( 49 a) und ( 49 b) gegeben. 
Die Unstetigkeitsspannungen und die resultierenden Spannungen 
ermitteln wir in gleicher Weise wie im vorangegangenen Beispiel, 
indem wir die Ordinaten in Abb. 22 nach Gleichung (78.a)* mit 
- 1,03 paf2h multiplizieren und die Abszissenachse um 0,5 pa/2h 
bzw. 1,0 paf2h verschieben. Der resultierende Spannungsverlauf 
ist aus Abb. 32 ersichtlich. 
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qs 

o.s tt----t-;;"t------;lo"'t-t----t--+-t-~+----+ " 
I 1i: 
I 

I 

0 ~--~~~~---r~t8~4~8~--~--~~ 
0 0,5 ~0 fS 2,0 2,5 -10 k/t 

Abb. 32. Die resultierenden Spannungen an der Zylinderschale eines 

Behälters mit elliptischen Böden, a : b = 2,031; 'lj}r = 4,13. 

Get, Git = achsiale Spannungen; Gez, Giz = Ringspannungen; 
* = Schalenrand. 

Nach Gleichung (80a) und (80b) betragen die Höchstwerte 

der Spannungen 
pa 

Getmax = 1,103 2 h ; Tex= 0,785 (86a) 

pa 
Gmax = Gez max = 1,132 'fh; kx = 1,848 (86b) 

Die größte an der Zylinderschale vorhandene Beanspruchung 

tritt in der Ringrichtung im Abstand kx = 1,848 vom Schalenrand 

auf und erreicht den in Gleichung (86 b) festgelegten Wert. 

Für den vorliegenden Versuchsbehälter wird mit p = 30 at. 

nal•h Gleichung (86 a), Gel max = + 1086 kg/ cm2 im Abstand 

kx = 4,2 cm vom Schalenrand und nar.h Gleichung (86b) Gmax = 

Gezmax = + 1115 kg/cm2 im Abstand Tex = 9,9 cm. Ermitteln 

wir aus den gemessenen Dehnungen aus Abb. 29, Seite 52, die 

zugehörigen Spannungen, so erhält man Ge1max = + 1030 kg/cm2, 

kx "-l 4,2 cm, und Gmax=Gezmax = + 1051 kg/cm2, kx "-ll3,2cm. 
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Die gemessenen Spannungen sind etwas kleiner wie die aus Glei· 
chungen (86a), (86b) berechneten Werte. Den Gleichungen (86a), 
(86b) liegen die Randbedingungen (78.s)*, (78.,)* zugrunde, wo
nach am Schalenrand keine Biegungsspannungen auftreten. Die in 
Wirklichkeit vorhandenen Biegungsspannungen bewirken eine Herab
setzung der Spannungen in der Zylinderschale, Abb. 37. Die 
Biegungsspannungen sind jedoch nur klein, woraus sich auch der 
geringe Unterschied zwischen gerechnetem und gemessenem Wert 
erklärt. Auf den Einfluß der Randbiegungspannungen werden wir 
weiter unten noch näher zu sprechen kommen. 

Die Verschiebung normal zur Zylinderschale weist gemäß 
Gleichung (61.s) einen der a0~- Kurve ähnlichen Verlauf auf. Die 
größte Verschiebung, die sieb im Abszissenpunkt kx = 1,848 ein
einstellt., beträgt nach Gleichung (82) für v = 0,3 

p a2 
Wmax = 1,964 4 h E (86c) 

Aus Gleichungsfolge (78)* erhält man fur die Randunstetigkeitswerte 

0 * 11* 1 032 p a aozz = - a~zB = - 1 2 h 

(87.t)* 

(87.2)* 

(87.a)* 

(87.4)*, (87.5) 

{}'!* = - {}0* = 1 032 p a Y3 (l - v2
) = {}z* (87 .a)* 

z 8 ' (2h) 2 E kz 

. o• n• 0 516 v p a 
Uz = - ttn = - ' E 2h kz (87.7)* 

o• ·~~* - . p a2 
Wz =WB - - 1,032 2h E (87.s)* 

Durch Überlagerung der Gleichungen (87.2)*, (49a); (87.a)*, 
(49b); (87.7)*, (51a); (87.s)*, (51 b) ergeben sich die wahren Werte 
der Randspannungen und Randverschiebungen. 
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2. Bodenschal e. 
a) Ermittlung der Hautspannungen und Haut

verschiebungen. Für die praktische Berechnung zeichnet man 
den Meridianschnitt der Bodenschale auf. Um die Hautspannungen 
nach den Gleichungen (68a) und (68b zu ermitteln, benötigen wir 
in jedem Punkte der Meridiankurve m der Mittelfläche die beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser R1 und Rz. Ist 

X y2 
--(il- + -b2 =~ 1 (88a) 

d~ Gleichung der Ellipse, so erhält man für 27) 

R 1 = (!!3_)3 !!:__ 
a a 

. X 
szn a = --; 

Rz 

(88b) 

(88c) 

(88 d), (88 e) 

Wir teilen die Meridiankurve m von der Krempe ausgehend 
(a = n/2 bzw. ß =-= 0) m eine Anzahl Linienelemente ein, deren 

tJ R Länge von der 
" ~6 Krempe gegen den 

0 0 0 t 20 30 4-0 SOcm. m• 

Abb. 33. Die Krümmungshalbmesser Rt und Rz, 
sowie die Winkel a, ß und die Größe k der ellip
tischen Bodenschale a ~ b = 2,031 über der abge
wickelten äußern Meridiankurve me aufgetragen. 
Die beiden gestrichelten Geraden zeigen den Verlauf 
der Krümmungshalbmesser der üblichen aus Kugel
und Ringflächenschale zusammengesetzten Böden. 
* = Scbalenrand. 

Scheitel zu mit 
Rücksicht auf das 
Ausklingen der Un
stetigkeitsspannun
gen zunimmt, Abb. 
33. Hieraufberechnet 
man für die Grenz
punkte der Linien
elemente nach Glei
chungen (88 b) und 
(88c) in Verbindung 
mit Gleichung (88 a) 
die Hauptkrüm
mungshalbmesser 

und aus GI. (88d) 
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den Winkel a, den die Normale n, Abb. 33, mit der Drehachse 
einschließt. 

Ist die Gleichung der Meridiankurve nicht bekannt, so sind 
die Krümmungshalbmesser nach Gleichung (98 a), (98 b) nach dem 
dort näher erörterten V erfahren zu ermitteln. Aus den berechneten 
Krümmungshalbmessern und den Gleichungen (68 a), (68 b) ergeben 
si<•h die Hautspannungen, Abb. 34. Im aufgezeichneten Meridian
schnitt ermittelt man den Treffpunkt der Normalen n mit der 
äußeren Meridiankurve me, Abb. 33. Die abgewickelte äußere 
Meridiankurve benützen wir als Abszissenachse für die Austragung 
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Abb. 34. Die berechneten Hautspannungen "iiot, "iio2 und Hautdehnungen 
Bot, e02 des zylindrischen Behälters gleicher Dicke 2 h = 1,2 cm mit 
elliptischen Böden a : b = 2,031 für p = 30 at. B = Bodenschale. 

Z = Zylinderschale. * = Schalenrand. 

der wichtigsten Größen in Übereinstimmung mit der Austragung 
der Meßergebnisse. Die Grenzpunkte der Linienelemente bezeichnen 
wir zum Unterschied zu den Meßpunkten mit 1', 2', 3' usw. Für 
den vorliegenden elliptischen Boden sind die Zahlenwerte für 
p = 1 at in Zahlentafel III eingetragen. 

Die stetige Änderung der Krümmungshalbmesser ist aus Abb. 33 
ersichtlich. Bei der üblichen korbbogenähnlichen Meridiankurve ist 



1 

E
le

m
en

t 

N
r.

 

1'
 

2'
 

-
~
-
-

3'
 

4'
 

5'
 

6'
 

7'
 

8'
 

9'
 

10
' 

-
11

' 

12
' 

13
' 

14
' 

Z
a
h

le
n

ta
fe

l 
II

I.
 

K
rü

m
m

un
gs

ha
lb

m
es

se
r,

 N
or

m
al

en
w

in
ke

l 
un

d 
H

au
ts

p
an

n
u

n
ge

n
 f

ür
 p

 =
 

1 
at

 
de

r 
el

li
p

ti
sc

h
en

 B
od

en
sc

h
al

e 
a 

: b
 =

 
2,o

:n
, 2

 h 
= 

1,
2 

cm
. 

2 
3 

4 
5 

6 
7 

8 

R
t 

R
z 

ao
t 

ao
z 

ao
 

ßo
 

ß 
C

nl
 

cm
 

kg
fc

m
2 

kg
fc

m
2 

G
l.

 (
88

b)
 

G
l.

 (
88

c)
 

G
l.

 (
68

a)
 

G
l.

 (
68

b)
 

G
l.

 (
88

d)
 

G
I.

 (
88

e)
 

B
o

g
en

m
aß

 

9,
55

 
39

,4
0 

16
,4

2 
-

34
,9

9 
90

° 
0'

 
0 

0 

9,
95

 
39

,9
3 

16
,6

4 
-

33
,5

2 
79

° 
18

' 
10

° 
42

' 
0,

18
68

 

11
,1

3 
41

,4
4 

17
,2

7 
-

29
,7

9 
69

° 
4'

 
20

° 
56

' 
0,

36
54

 
~
-
-
~
 

12
,8

4 
43

,4
8 

18
,1

2 
-

25
,1

0 
60

° 
55

' 
29

" 
5'

 
0,

50
76

 

15
,6

6 
46

,4
5 

19
,3

6 
-

18
,6

7 
52

° 
o· 

38
° 

0'
 

0,
66

32
 

-
-
-
-

19
,7

7 
50

,1
6 

20
,9

0 
-

11
,2

0 
44

° 
38

' 
45

° 
22

' 
0,

79
18

 
·-·

 

25
,4

1 
54

,6
1 

22
,7

7 
-

3,
42

 
37

° 
20

' 
52

" 
40

' 
0,

91
92

 

31
,3

1 
58

.5
0 

24
,3

9 
+

 3,
27

 
31

° 
51

' 
58

° 
9'

 
1,

01
49

 

38
.2

0 
62

,5
8 

26
,0

9 
+

 9,
49

 
26

° 
49

' 
63

° 
ll

' 
1,

10
27

 

46
,6

2 
66

,8
0 

27
.8

5 
+

 15_
,_8

2 
21

° 
51

' 
68

" 
9'

 
1,

18
94

 

56
,2

0 
71

,1
0 

29
,6

2 
+

 21
,8

2 
16

° 
58

' 
73

° 
2'

 
1,

27
46

 

64
,9

9 
74

,6
1 

31
.1

0 
+

 26
,5

0 
12

° 
35

' 
77

" 
25

' 
1,

35
12

 

73
,2

1 
77

,6
2 

32
,3

5 
+

 30
,4

0 
7°

 
58

' 
82

° 
2'

 
1,

43
18

 

78
,2

3 
79

,4
0 

33
,1

0 
+

 32
,6

5 
4"

 
0'

 
86

° 
o· 

1,
50

09
 

80
,0

0 
80

,0
0 

33
,3

5 
+

 33
,3

5 
Oo

 
90

o 
o· 

1,
57

08
 

9 

1
n

e
 

cm
 

A
b

w
ic

k
lu

n
g

 

0 1,
90

 

3,
90

 

5,
90

 

7.
93

 
-
-
-
-
-
-
-

10
,3

0 
-
-
-
-
-
-
-

13
,1

5 
-
-
-
-
-

16
,6

0 

19
,1

2 

22
,9

5 

27
,2

9 
-
-
-
-

-
-
-

-

32
,0

1 
-
-
-
-
-
-

37
,5

9 

42
,9

0 

48
,4

5 

D
ie

 i
n

 e
in

e
r 

Z
ei

le
 s

te
h

e
n

d
e
n

 Z
ah

le
n

w
er

te
 b

ez
ie

h
en

 s
ic

h
 

au
f 

d
e
n

 E
n

d
p

u
n

k
t 

d
e
r 

L
in

ie
n

e
le

m
e
n

te
. 

F
ü

r 
I.

in
ie

n
el

em
en

t 
N

r.
 1

' 
b

e

z
ie

h
t 

si
c
h

 d
e
r 

o
b

e
re

 W
e
rt

 a
u

f 
d

en
 A

n
fa

n
g

 (
ß

 =
 

0)
 u

n
d

 d
e
r 

u
n

te
re

 W
e
rt

 a
u

f 
d

a
s 

E
n

d
e
 d

es
 L

in
ie

n
el

em
en

te
s.

 

.....
 

Q
l 

-
l
 



158 

der Krümmungshalbmesser in der Krempe unverät;~derlicb, um dann 
unvermittelt auf den konstanten W crt des Krümmungshalbmessers 
der mittleren Wölbung anzusteigen, wie dies in Abb. 33 durch die 
gestrichelte Gerade angedeutet ist. 

Die Verschiebung w normal zur Schalenmittelfläche *) ist aus 
Gleichung (88 f) 

W = sin ßjp _ _!_ß·~· (Rt Bot- R2 Boz) bß + Rz Boz (88 f) 
cos 

0 

zu berechnen. Diese Gleichung folgt aus Gleichung (69 b), indem 
wir auf den Winkel ß übergeben. Zu diesem Zwecke ermittelt 
man nach Gleichung (27 a), (27 b) aus den Spannungen (Zahlen
tafel III, Kolonne 4 und 5) die Dehnungen, um für jedes Element 
den Ausdruck des Integrals zu bestimmen. Die Integration ge
schieht für praktische Zwecke am einfachsten graphisch, indem 
man den Ausdruck y = (Rt Bot - Rz ioz) / cos ß für den Endpunkt 
jedes Elementes als Ordinate über dem zugehörigen Bogen ß als 
Abszisse aufträgt, die so erhaltene Fläche in Streifen von der 
Breite bß (in Bogenmaß ausgedrückt) zerlegt und den Inhalt der 
Teilstreifen berechnet, indem man die mittlere Höhe y des Streifens 
bestimmt, diese mit der Streifenbreite bß multipliziert und aus
gehend von der Krempe des Bodens die Streifeninhalte schritt
weise summiert. Die Rechnung ergibt nach Zahlentafel IV für 
die größte Durchbiegung, die im Bodenscheitel auftritt für p = 30 at 

Ws= 0,0659 cm. 

während die Auslenkung des Schalenrandes nach Gleichung (29 b) 
mit E = 2000000 kg/cm2, v = 0,3, für p = 30 at 

wl =- 0,0235 cm. 

ergibt. Der Rand der Zylinderschale erfährt nach Gleichung (30a) 
eine Auslenkung von 

w~ = + 0,0165 cm. 

Die Abb. 36, in welcher die Auslenkungen aufgetragen sind, zeigt 
in ansebaulicher Weise, wie die beiden Schalenränder auseinander-

*) Berichtigung: Seite 133, Gleichung (69 b) lies ..... + Rz ioz, 
statt + Eo2. 
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Abb. 35. 

I 
I 

Die berechneten Verschiebungen w des zylindrischen Behälters gleicher 
Dicke 2 h = 1,2 cm mit elliptischen Böden. a: b = 2,031, für p = 30 at. 
In Berücksichtigung der Randbiegungsspannungen nach Gleichungen 

(48a)*, (48 b)* ergeben sich die gestrichelten Kurven. 
WB, Wz = Hautverschiebungen, wß, w~ = Unstetigkeitsverschiebung, 

WB, Wz =resultierende Verschiebungen. 
B = Bodenschale, Z = Zylinderschale, * = Schalenrand. 

klaffen. Auch aus Abb. 34 ist ersichtlich, daß die Dehnungen an 
den beiden Schalenrändern verschieden groß ausfallen. Um den 
stetigen Übergang zu erzwingen, müssen wir an den Schalenrändern 
zusätzliche Kräfte und Momente anbringen, welche ein zweites 
System von Spannungen bedingen. 

b) Ermittlun~ der Unstetigkeitsspannungen und 
Unstctigkeitsverschiebungen. Wie wir bereits früher an
gedeutet haben, müssen für jedes Element die beiden Konstanten 
Ct und cz in den Gleichungen (75a), (75b) berechnet werden. Die 
Spannungen agz, a~te sind für den Endpunkt des Elementes mit 
dem Normalenwinkel ß nach den Gleichungen (74.a), (75.4) zu 
ermitteln. Die Spannungen aZ2, a~'te sind für den Anfang des Ele
mentes mit dem Normalenwinkel ß' gegeben. Für den praktischen 
Gebrauch schreiben wir diese Gleichungen mit v = 0,3 in der Form 

Ct=A[a~2sin(kß'+ ~)+ü,551 aK1e cos(kß'+ ~)] (89.1) 
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- 162 -

Cz= A [ag~ cos (kß' + ~)- 0,551 a~~e cos (kß' + ~)] (89,2) 

agz = B [ Ct sin ( kß + ~) + cz cos ( kß + ~)] (90.1) 

aKte=C[ctcos(kß+ ~)-czsin(kß+ ~)] (91.t) 

A= 
2hRt 1 1 
{2k e-kß B (89.3) 

B= {2k 
2hRt 

e-lfß (90.2) 

C - {2k 1/ 3 -kß-1815B 
- 2 h Rt V 1 - v2 e - ' (91.2) 

Die Größen Rt und k sind Mittelwerte des Schalenelementes. Wir 
. tragen demgemäß in Zahlentafel V die Mittelwerte von Rt und Rz 
ein und berechnen für v=0,3 und 2 h= 1,2 cmnachGleicbung (71a) 
die Größe k und hierauf {2k/2 h Rt. Als weitere vorbereitende 
Rechnungsarbeit ermitteln wir für den Anfang und das Ende des 
Elementes die Größen kß, kß +;~c/4, sin (kß +n/4), cos (kß +n/4), 
e-kß 13) 15) 28). Der Beiwert A nach Gleichung (89.s) ist nur für 
den Anfang (obere Zahl in der Zahlentafel V), während der Bei· 
wert C nach Gleichung (91.2) nur für das Ende des Elementes zu 
bereehnen ist. Die Beiwerte Ct und cz für das erste Element sind 
durch die am Schalenrand ß = 0 wirkenden bekannten Unstetig
keitsspannungen ug;, a~~e festgelegt. Nach Gleichungen (78.s)*, (78.4)* 
wird für p = 1 at 

ag; ' ag;B = + 33,90 kg/cm2 

ag~e = a~~eB = 0 

Mit diesen Werten erbalten wir aus Gleichungen (89.t), (89.2) für 
die Beiwerte Ct = cz = + 109,15, welche in die Gleichungen (90.t), 
(91.t) eingefüht·t, die Spannungen agz, aKte am Ende des ersten 
Elementes ergeben, die zur Ermittlung der Beiwerte und der Span
nungen agz für das nächste Element dienen. Nachdem für alle 
Elemente die Beiwerte und die Spannungen agz, afzte bekannt sind, 
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berechnet man nach den Gleichungen (74.1), (74.2) und (74.3), welche 
wir für die praktische Auswertung auf die Form bringen 

wobei 

T 0 = D [ct cos kß- Cz sin kß] (92.1) 

O'gt = E [ Ct cos kß - Cz sin kß] 

a~ze = - F [ Ct sin kß + Cz cos kß] + v O'~te 

D= e-kß 
2hRz 

E= 2 ~~z e-kß=D tg ß 

F= tgß e-kß 1/ 3 = 1,815 E 
2 hRz V 1- v2 

(93.1) 

(94.1) 

(92.2) 

(93.2) 

(94.2) 

die Unstetigkeitsspannungen T 0 , a~1 und a~2e. Zu diesem Zwecke 
ermittelt man vorerst für das Ende jedes Elementes den Wert von 
sin kß, cos kß, tgß 28) D, E und F, Zahlentafel VI. Die Unstetig
keitsspannung·en sind in Abb. 36 über der abgewickelten äußern 
Meridianlinie aufgetragen. In der nämlichen Abbildung ist .der 
Verlauf der Unstetigkeitsspannungen der Zylinderschale aus Abb. 32 
eingezeichnet. Da die Unstetigkeitsspannungen gegen den Boden
scheitel hin auf Null ausklingen, ist ihre Berechnung nur soweit 
durchzuführen, bis die Werte vernachlässigbar klein ausfallen. Im 
vorliegenden Beispiel wurde der Rechnungsgang mit dem Linien
element 11', Abb. 33, abgebrochen. Der Verlauf der Spannungen 
für die beiden Schalen ist praktisch zentralsymmetrisch, in bezug 
auf den gemeinsamen Schalenrandpunkt In Übereinstimmung mit 
den Randbedingungen ist am Schalenrand die Biegungsspannung 
gleich Null; sie wächst rasch mit zunehmendem Abstand auf den 
Höchstwert an, der für beide Schalen praktisch gleich groß ist und 
nach Gleichung (62a) zu berechnen ist. Der Abstand, in welchem 
dieser Höchstwert eintritt, ist praktisch ebenfalls für beidc Schalen 
gleich, nämlich kx = 0,785. Die Biegungsspannung ist an der 
Zylinderschalenaußenseite positiv, während sie an der Boden
schalenaußenseite negativ ausfällt. Wie wir noch sehen werden, 
ist die s er H ö c h s t w e rt d e r Bi e g u n g s s p an nun g m aß -
gebend für die größte an der Bodenschale auftretende 
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Abb. 36. Die berechneten Unstetigkeitsspannungen T0 , agll ag2, af1e und 
a~2e am zylindrischen Behälter gleicher Dicke 2 h = 1,2 cm mit elliptischen 

Böden a: b = 2,031 für p = 30 at 
Mit Berücksichtigung der Randbiegungsmomente nach Gleichungen (48a)*, 

(48b)* ergeben sich die gestrichelten Kurven. 
B = Bodenschale, Z = Zylinderschale, * = Schalenrand. 

Be ans p r u c h u n g. Um die auseinanderklaffenden Schalenränder, 
Abs. 35, zusammenzufügen, müssen die Schubspannungen TO: den 
Bodenschalenrand nach außen ziehen, wodurch positive Ring
spannungen a~2B von beträchtlicher Größe entstehen. An der Zylin
derschale wirken die entsprechenden Spannungen im entgegen~ 

gesetzten Sinne, da der Zylinderschalenrand zwangsmäßig gegen 
die Behälterachse hin bewegt werden muß. Die Spannung a~1B 
ist im Vergleich zu den übrigen Unstetigkeitsspannungen so klein, 
daß wir sie für die Berechnung in der Praxis vernachlässigen 
dürfen. Eine weitere Vereinfachung tritt dadurch ein, daß in 
Gleichung (94.t) das erste Glied vernachlässigt werden kann, so 
daß cr~ 2e = v crf:te wird. Das Ausklingen der Unstetigkeitsspannungen 
auf Null erfolgt bei beiden Schalen annähernd in gleichem Abstand 
vom gemeinsamen Schalenrand. Da bei einem gegebenen Behälter 
oder Kessel die Länge der Abwicklung des Bodenmeridians im 
Vergleich zur Länge der Zylinderschalenmantellinie verhältnismäßig 
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kurz ausfällt, so besteht die Möglichkeit, daß im S c h e i t e 1 der 
Bodenschale Unstetigkeitsspannungen von nennens
werter G r ö ß e auftreten. D i es wird ins b es o n der s f ü r 
Behälter mit verhältnismäßig kleinem Durchmesser 
u n d großer W an d stärke zutreffen. D i e Be rechnun g 
der Scheitelspannung nach der sog. Kugelschalen
gleichung aß= pR/4h führt in diesem Falle zu un
ri c h t i g e n Ergebnissen. Wir verweisen beispielsweise auf 
Versuch mit Boden Nr. 7, R = 72,3 cm, 2h = 2,52 cm, Abb. 26 
(Seite 49). Die durch Messung ermittelte Scheitelspannung beträgt 
bei 45 at, aB = 998 kg/em2 (E = 2 150 000 kg/cm2, v = 0,3), 
während die nach der genannten Formel berechnete Spannung 
a:B = 645 kg/cm2 ist, d. h. die tatsächlich im Bodenscheitel auf
tretende Spannung ist das 1,55fache der in üblicher Weise be
rechneten Scheitelspannung. 

Die Unstetigkeitsverschiebung w0 der Bodenschale ist in gleicher 
Weise zu ermitteln wie die Hautverschiebung w. In Gleichung (88f) 
sind an Stelle von e0t1 e0z die Unstetigkeitsdehnungen egt, egz zu 
setzen. In Abb. 35 ist der Verlauf von w0 eingetragen. Infolge 
der . Randkräfte bewegt sich der Schalenscheitel nach innen und 
zwar für p = 30 at 
um w0 = - 0,0057 cm 
während der Schalenrand gemäß Gleichung (78.s)* um 

w0* = + 0,0200 cm =- w~* 

nach außen gebogen wird. Dieses Ausmaß entspricht der radialen 
Einschnürung des Zylinderschalenrandes. 

c) Ermittlung der resultierenden Spannungen und 
Verschiebungen. Überlagern wir die in Abb. 34 und 36 auf
gezeichneten Spannungen, so erhalten wir gemäß Gleichungen ( 48 a) 
und ( 48 b) die resultierenden Spannungen auf der Schalenaußen
seite, während sich nach den nämlichen Gleichungen mit 
a'lw.e = - a~ti, a~ze = - aKzi die resultierenden Spannungen an der 
Schaleninnenseite ergeben, Abb. 37. 

Die größte Normalspannung tritt auf der Innen
seite der Krempe in Richtung des Meridians der 
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Abb. 37. Die berechneten resultierenden Spannungen T, O"et. O"e2, ail, ai2 

des zylindrischen Behälters gleicher Dicke 2 h = 1,2 mit elliptischen 
Böden a : b = 2,031, für p = 30 at. 

:M:it Berücksieb tigung der Randbiegungsspannungen nach Gleichungen 
(48a)*, (48b)* ergeben sich die gestrichelten Kurven. 

B = Bodenscbale, Z = Zylinderscbale, * = Schalenrand. 

elliptischen Bodenschale ein. Sie beträgt für p = 30 at nach Abb. 37 
a,nax--:- O"i~ = + 1132 kg"(cm2 

und ist rund 13 o;o größer wie die Spannung im Scheitel des 
Bodens (Zahlentafel III, 14. Zeile, p = 1 at). Die größte Spannung, 

die in der Zylinderschale nach Gleichung (86 b) vorhanden ist, 
erreicht denWert O"max=+ 1116 kg/cm2• Die größte Normal-
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spannungdes mit elliptischen Böden versehenen Be
hälters gleicher Blechdicke liegt auf der Innenseite 
der Krempe der Bodenschale. 

Die resultierende Verschiebung w ergibt sich ebenfalls durch 
Überlagerung der berechneten Hautverschiebungwund der Unstetig
keitsverschiebung w 0 , Abb. 35. Für praktische Berechnungen wird 
in der Regel nur die resultierende Verschiebung von Interesse sein. 
Diese ist aus Gleichung (88 f) zu berechnen, indem wir dort an 
Stelie von Bot, s02 die resultierenden Dehnungen Sat, s 02 einführen. 
Wir erhalten für den Bodenscheitel die Auslenkung für p = 30 at 

WB =WB + w~ = 0,0659 - 0,0057 = + 0,0602 cm 

während der Schalenrand eine resultierende radiale Einschnürung 
von 

w; = w1 = w% + w~* = - 0,0235 + 0,0200 = - 0,0035 cm 
erleidet. 

d) Die größte Beanspruchung am Behälter. Er
mittlung des größten zulässigen Flüssigkeitsdruckes. 
Die größte am Behälter auftretende Normalspannung tritt auf der 
Innenseite der Bodenkrempe auf. Zudem weisen an dieser Stelle 
die beiden Rauptspannungen entgegengesetzte Vorzeichen auf, 
Abb. 37, so daß zur Beurteilung der Bruchgefahr 11ach Guest-Mohr 
nicht die größte Hauptspannung, sondern die Summe der absoluten 
Werte der beiden Rauptspannungen nach Gleichung (83) in Rech
nung zu stellen ist. Ermittelt man in .Abb. 37 für eine Anzahl 
Punkte der abgewickelten Meridiankurve in der Umgebung des 
Normalspannungshöchstwertes den Verlauf von 2 r11[, so erkennt 
man, daß mit guter Annäherung die größte Schubspannung r.M- an 
der nämlichen Stelle auftritt wie die größte Normalspannung. Aus 
Abb. 37 entnehmen wir für 

a/1 = + 1132 kg/cm 2, ai~ =- 316 kg/cm2, 

so daß nach Gleichung (83) 

2 TM max = 1448 kg/cm2 

bei p = 30 at wird. Dieser Wert ist um rund 27°/o größer wie 
die größte Normalspannung und rund 45 °/o größer wie die im 
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Bodenscheitel auftretende Spannung. Nehmen wir die Fließgrenze 
des Materials zu ar= 2000 kg/cm2, so ergibt sich eine zulässige 
Flüssigkeitspressung p "-' 41 at, wobei die beiden Grenzwerte auf 
ai~ = + 1564 kg/cm2 und ai~ =- 436 kg/cm2 ansteigen. Diese 
Grenzwerte ergeben in Abb. 29 eingetragen den Punkt E.ltf· Um 
die zugehörigen Grenzwerte nach der 'l'heorie von Huber-Hencky *) 

200·10 

-f ,,..... . . 
!, ,;-\l'l . . 

~ -6 
I ' 

·V): I·~ .. _,~: I 
0 10 20 JO 40 . 50 6 

400·10 

0 

0 

-6 
-400·10 +----+---!----+-----+-=--++ 

0 

70 

. 
80 

m~ 
cm. 

Abb. 38. Die an der Schalenaußenseite des zylindrischen Behälters gleicher 
Dicke 2 h = 1,2 cm mit elliptischen Böden a : b = 2,031 durch Hechnung 
und Messung ermittelten resultierenden Dehnungen Bet, Bez für p = 30 at 

0 gemessen 
-- berechnet auf Grund der theoretischen Handbedingungen 

Gleichungen (78.a)*, (78.4)* 
-·---- berechnet mit den aus dem Versuch und nach den Gleichungen 

(48 a)*, ( 48 b )*sich ergebenden Handbedingungen (siehe S. 206 u. f.) 
B = Bodenschale, Z = Zylinderschale, * = Sohalenrand. 

zu erhalten, ermitteln wir den Treffpunkt EH des Fahrstrahles 0 EM 
mit der Grenzellipse, dem die Koordinaten ai~ = + 1720 kg/cm, 2 

ai2 = --472 kg/cm2 zukommen. Diese Grenzwerte fallen rund 9°/o 
höher aus, d. h. es dürfte der Flüssigkeitsdruck um 9 °/o erhöht 

*J Siehe I. Teil, Seite 24. 
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werden, bis die Fließgrenze en-eicht ist. Dabei ist zu berück
sichtigen, daß sich nach unserer Voraussetzung die Dehnungen und 
Spannungen linear ttber die Blechdicke verteilen. In Wirklichkeit 
weist dieser Verlauf hyperbolischen Charakter auf und die Dehnung 
ist an der Schaleninnenseite größer wie der Wert, welcher der 
linearen Verteilung zukommt. Der zulässige Fltts!ligkeitsdruck wird 
dementsprechend kleiner ausfallen, so daß der erstgenannte Wert 
nach Guest-Mohr den wirklichen Verhältnissen besser Rechnung 
trägt. Wir werden bei der kritischen Betrachtung der Versuchs
ergebnisse auf diese Frage näher eintreten. 

e) Vergleich der Ergebnisse der rechnerischen 
und meßtec hnis eben Untersuchung der Aufgabe. Um 
über die Brauchbarkeit des Näherungsverfahrens Aufschluß zu er
halten, haben wir an einem Bebälter mit den erwähnten elliptischen 
Böden eingehende Messungen vorgenommen. In Abb. 38 sind die 
an der Schalenaußenseite gemessenen und die aus den oben be
rechneten Spannungen nach den Gleichungen (15a), (16b) für z = e 
ermittelten totalen Dehnungen eingetragen. Beachtet man die prak
tisch unvermeidlichen Abweichungen in der Blechdicke und in der 
Form der Bodenschale gegenüber den Sollmassen, den Einfluß des 
nicht in allen Punkten gleichmäßig beschaffeneu Materials, so er
weist sich die rechnerische Lösung mit den Randbedingungen nach 
Gleichungen (78.s)*, (78.4)* (ausgezogene Kurven) vom praktischen 
Standpunkt ans als recht gut brauchbar. Unter Benützung der durch 
den Versuch nach den Gleichungen ( 48 a)*, ( 48 b )* ermittelten 
wirklichen Randspannungen (siehe Seite 206), fällt die Annäherung 
an die Versuchswerte noch besser aus (vergleiche in Abb. 38 die 
gestrichelte Kurve und die gemessenen Werte, die durch eine Null 
gekennzeichnet sind). 

12. 1\llgemeine Betrachtungen über die 1\nwendung der Näherungs· 
Iösung zur Berechnung der Festigkeit zylindrischer Behälter mit 

gewölbten Böden. 

Die Vereinfachungen, die wir am Ausdruck des Differential
operators Gleichung (36) vorgenommen haben, um eine Näherungs
lösung des homogeni:m Gleichungssystems zu erhalten, sind u. a. 
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an die Bedingungen geknüpft, dass der Krümmungshalbmesser Rt 
gegenüber dem Krümmungshalbmesser R2 nicht zu klein ist (siehe 
Seite 134). Je kleiner der Krempenhalbmesser r ist, um so größer 
wird somit die Abweichung der Näherungslösung von der genauen 
Lösung ausfallen. Eine weitere Fehlerquelle liegt unter Umständen 
in der Annahme, daß die Lösung der biegungsfreien, dehnbaren 
Schale, die wir als Hautlösung bezeichneten, die Partikularlösung 
des inhomogenen Gleichungssystems darstelle. Daß diese Annahme 
streng genommen nicht zutrifft, kann an Hand der Differential
gleichung der ebenen randeingespannten Platte eingesehen werden, 
wo die Partikularlösung vorwiegend Biegungs-und Schubspannungen 
bedingt, während die gleichmäßig verteilten Normalspannungen in 
der Regel vernachlässigbar klein ausfallen. Je flacher die gewölbte 
Schale ist, um so stärker werden sich beide Fehlerquellen bemerkbar 
machen. In Ermangelung eines strengen Kriteriums über die Zu
lässigkeit dieser beiden Näherungen prüfen wir die Brauchbarkeit 
der Näherungslösung an Hand sorgfältiger Messungen an gewölbten 
Schalen. Die Versuchsergebnisse des Behälters mit elliptischen 
Böden vom Achsenverhältnis a: b :-' 2 : 1 zeigen, dass das Nähe
rungsverfahren für stetig g e k r ü m m t e B o den s c b a l e n mit 
nicht zu kleinem Krempenhalbmesser eine brauch
b a r e B e r e c h n u n g s g r u n d lag e darstellt. 

Wie wir gesehen haben, führt die rechnerisehe Lösung der 
Festigkeitsberechnung zylindrischer Bebälter mit gewölbten Böden 
auf die in Wirklichkeit nicht zutreffende Randbedingung des biegungs
freien Schalenrandes. Um über die Größe des am Rande auftretenden 
Biegungsmomentes einen Anhaltspunkt zu erhalten, wurden aus den 
am Schalenrande der Böden Nr. 6, 7, 8, 9 und 10 gemessenen 
Dehnungen st1, s~2 vorerst die Spannungen at1, a6z mit E = .2 000 000 
kg/cm 2, v = 0,3 berechnet. Die Hautrandspannungen ä~t, ätz folgen 
aus den Gleichungen ( 68 a) und ( 68 b ). Da ag: = 0 ist, erhält man 
aus den Gleichungen (48a)* und (48b)* die Randwerte a~te und 
ag;. Damit sich der Schalenrand nicht verdreht, d. h. seine Tangente 
stets parallel zur Behälterachse bleibt, muß am Schalenrand nach 
Gleichung (ö4) eine Biegungsspannung von der Größe af,Je = 
1,815 ag; wirken. Wir setzen die am Schalenrand tatsächlich auf-



~
a
b
l
e
n
t
a
f
e
l
 
V

II
. 

D
ie

 a
u

s 
d

en
 g

em
es

se
n

en
 R

an
dd

eh
nu

ng
en

 e
e~

, 
s~

2 
b

zw
. 

H
an

d
sp

an
n

u
n

ge
n

 a
';i

, 
a:

z 
n

ac
h

 
G

le
ic

h
u

n
ge

n
 (6

8a
),

 {
68

b)
*,

 4
8a

) 
un

d 
(4

8b
)*

 e
rm

it
te

lt
en

 R
an

dw
er

te
 a

g;-
, a

t,i'
e. 

V
er

gl
ei

ch
 d

er
 R

an
d

b
ie

gu
n

gs
sp

an
n

u
n

g 
b

ei
 f

es
t 

ei
n

ge
sp

an
n

te
m

 R
an

d 
(a

?,
;;

).
 

1 
2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

9 
10

 
11

 
12

 
13

 
,.; 

G~
t 

* 
-*

 
-*

 
z 

e: 1 
1

0
+

6 
s:Z

 1
0

+
6 

G
ez

 
CJ

ot 
G

oz
 

(J
O

*
I 

0
*

 
a~

~e
 

ao
* 

;:; 
p 

G
l.

(1
6a

) 
G

l.
 (1

6 
b)

 
G

l. 
(6

8 
a)

 
G

l.
 (

68
 b

) 
0

2
 

ht
e 

G
ht

 1
00

 
e/~

te 
10

+ 6
 

0
) 

at
 

'"
0

 
ge

m
es

se
n 

ge
m

es
se

n 
R

t 
=

 
r 

G
l.

(4
8a

)*
 G

l.
(4

8b
)*

 
G

l.(
64

) 
0

*
1

 
0 

(z
 =

 e
) 

(z
 =

 e
) 

R
z 

=
 R

 
G

ht
e 

f=Q
 

I 
R

z
=

R
 

5 
24

 
-1

8
0

 
-3

6
0

 
-6

2
0

 
-9

1
0

 
+

3
4

0
 

-3
2

2
5

 
-9

5
0

 
+

2
6

0
0

 
47

15
 

20
. 0

/o 
~
 

43
3 

-
-

-
-
-
-

-
·
-
-

-
-
-
·
 

7 
45

 
+

 
14

5 
0 

+
 

31
0 

+
 

96
 

+
3

3
1

 
-

57
5 

-
12

 
+

 
67

4 
12

25
 

"
'1

 °/
o 

-2
6

4
 

-
-
-

-
-
~
·
-
-
-
-
-
·
 

-
-
-
-
·
 

8 
24

 
+

 
10

5 
-1

8
0

 
+

 
11

2 
-3

5
0

 
+

3
4

6
 

-1
6

2
7

 
-2

3
3

 
+

1
3

4
8

 
24

50
 

9,
5 

°/o
 

-1
0

6
 

-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-
·
·
 

-
-
-

--
--

--
--

--
-
-
-
-
-

-
-
-
-

9 
32

 
+

 50
0 

-
30

 
+

 10
80

 
+

 26
4 

+
4

4
5

,0
 

-1
7

2
3

 
+

6
3

5
 

+
 17

97
 

32
60

 
19

,5
 °/

o 
+

2
8

9
 

C
+

 2
00

) 
-

-
·
·
-
-

10
 

30
 

+
 15

4 
-

66
 

+
2

9
5

 
-

45
 

+
4

9
3

 
-1

0
5

0
 

-1
9

7
 

+
1

0
6

5
 

19
33

 
10

,2
 °/

o 
-

90
 

(
-

88
) 

-
-
-
-
-
-

E
=

 2
,0

-1
0+

6k
gj

cm
2

, 
v 

=
 

0,
3;

 ü
br

ig
e 

W
er

te
 s

ie
be

 Z
ab

le
n

ta
fe

!I
V

, 
S

ei
te

 4
0.

 D
a 

ah
ze

 =
 V

G
ht

e 
w

ir
d

 e
ht

e 
=

 
(1

-v
2 )

 
G~

tt
ef

E.
 

K
ol

on
ne

 1
3

: 
D

ie
 e

in
g

ek
la

m
m

er
te

n
 W

er
te

 w
u

rd
en

 d
ur

ch
 M

es
su

ng
 e

rm
it

te
lt

. 

.....
 

-
1

 
~
 



173 

tretende Biegungsspannung a~i'e ills Verhältnis mit a~;.. Aus Zahlen
tafel VII geht hervor, dal3 die am Schalenrand wirkende Biegungs
spannung nur 10 °/ o bis 20 ° I 0 der Biegungsspannung bei fest ein
gespanntem Schalenrand beträgt. D i e in Wirk l i c h k c i t vor -
bandenen Einspannungsverhältnisse des Schalen
randes entsprechen in roher Annäherung dem Be
lastungs fall des freidrehbaren Randes. Das Biegungs
moment wirkt am Schalenrand in dem Sinne, daß die Außenfaser 
gestaucht wird. Durch das Biegungsmoment werden die resultie
renden Spannungen an der Bodenschale größer, an der Zylinder
schale hingegen kleiner, Abb. 37 und 38 gestrichelte Kurven. Eine 
Ausnahme bildet der verhältnismäßig flache Boden Nr. 9, bei 
welchem durch das Biegungsmomcnt an der Schalenaußenseite positive 
Dehnungen bewirkt werden. Für Boden Nr. 9 und Nr. 10 wurden 
aus den Meßergebnissen die Dehnung c~~e ermittelt (Zahlentafel VII, 
eingeklammerte Werte), um zu zeigen, daß die Gleichungen ( 48 a )* 
und ( 48 b)* praktisch hinreichend genane Randwerte liefern. Das 
Biegungsmoment ist in Wirklichkeit noch etwas größer, als es 
durch die genannten Gleichungen bedingt ist. 

13. Die günstigste Form des Bodens und die Berechnung der 
grössten Beanspruchung. 

a) Einfluß des Krempenhalbmessers, des Scheitelkrümmungshalb
messers, des unstetigen Verlaufes der Meridiankurve und der Blechdicke 
auf die größte Beanspruchung. Die Ergebnisse der Zürcher- und 
Düsseldorfer-Versuche und der theoretischen Betrachtungen führen 
zu grundlegenden Richtlinien für die Formgebung der gewölbten 
Böden. Bei den im Kesselbau üblichen g e w ö I b t e n B ü den 
tritt die größte Beanspruchung· in der Krempe und 
zwar auf der Innenseite der Bodenschale auf. Die 
Größe des Wertes dieser Beanspruchung ist in erster 
Linie durch die Größe des Krempenhalbmessers be
dingt, hängt aber in empfindlicher Weise auch von 
der übrigen Form des Bodenmeridians ab. Der sog. 
mittlere Wölbungshalbmesser R des Bodens ist demgemäß ebenfalls 
von Einfluß auf den Wert der größten Beanspruchung. Die An-



174 -

schauung, daß durch einen tunliehst großen Krempen
halbmesser allein schon eine günstigere Bodenform 
erhalten werde, ist irreführend. Eine Gegenüberstellung 
der Versuchsergebnisse von Boden Nr. 9 und Nr. 10 bestätigt 
diese Erkenntnis in besonders ausgeprägter Weise. Der Boden Nr. 9 
weist ein Verhältnis ajr = 2,93 und eine Blechdicke 2 h = 2,64 cm 
auf. Bei 32 at beträgt die größte Beanspruchung in der Krempe 
2 TMmax = 1800 kg/cm2, Abb. 55, während der Mittelwert der 
Spannung im Bodenscheitel 768 kg/cm2 ist, d. h. wir erhalten ein 
Spannungsverhältnis TMmax : aB ''--' 2,3. Für Boden Nr. 10 ist 
a/r = 4,13, die größte Beanspruchung in der Krempe 2 tM-max = 
1558 kgfcm2, Abb. 56, die mittlere .:3pannung im Scheitel aB = 
1038 kg/cm2, womit sich ein Spannungsverhältnis von rund 1,5 
ergibt. Trotzdem der Krempenhalbmesser des Bodens Nr. 9 wesent
lich größer ist, wie bei Boden Nr. 10, liegt die Beanspruchung 
bedeutend höher. V ergleicht man die Werte der Krümmungshalb
messer im Scheitel, so erkennt man, daß die Bodenschale Nr. 9 
flacher ist wie Bodenschale Sr. 10. Würde der Boden Nr. 9 als 
elliptische Schale vom Halbachsenverhältnis 2 : 1 ausgeführt, so 
folgt aus Gleichung (95 f), daß der Flüssigkeitsdruck für Fließen 
bei 48 at liegt, während bei der vorliegenden Bodenform die Fließ
grenze bei p = 35,6 at erreicht wird. Für die elliptische Boden
form von 2,64 em Dicke liegt diese Pressung somit rund 40 ° /o 
höher. Die Grenzpressung Pt" = 35,6 at würde andererseits bei 
elliptischer Meridiankurve nach Gleichung (95f) eine Blechdicke 
von 1,96 em genügen, d. h. die Blechdicke dürfte um rund 25°/o 
dünner angenommen werden. Eine Gegenüberstellung der Versuchs
ergebnisse der Bodenschalen AI und EI, An und En in Zahlen
tafel II lehrt, daß unter sonst gleichen Verhältnissen beim flachern 
Boden bei einem bedeutend kleinern Flüssigkeitsdruck Pfi die Fließ
grenze erreicht ist. Die Frage, in welcher Weise der Krümmungs
halbmesser im Scheitel die Festigkeit von k o r b b o g e n f ö r m i g e n 
Bodenschalen beeinflußt, wurde im ersten Teil der vorliegenden 
Arbeit näher erörtert. Darnach weist bei gegebenem Tiefenverhältnis 
k = a : b und gegebenem Halbmesser a unter den unendlich vielen 
Korbbogen derjenige die zweckmäßigsten Abmessungen R und r 
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auf, fiil· den rjR = y k2 -t1- kfY k2 + l - 1 ist. Dieser an sich 
zweckmäßig bemessene, korb bogenförmige Boden ist nicht 
gleichbedeutend mit der günstigsten Bodenform. Die Meri
diankurve des korbbogenförmigen Bodens setzt sich aus zwei Kreis
bogen vom Halbmesser r und R zusammen. Die Bodenschale ent
steht somit durch Zusammenfügen eines Teiles der Ringflächen
schale (Krempe) und der Kugelschale (sog. mittlere Wölbung). Der 
sprunghafte Übergang von einer Schalenform in die andere bedingt 
die Unstetigkeitsspannungen, wie sie z. B. für die Übergangsstelle 
von Boden und Zylinderschale eingehend besprochen wurden. Die 
Versuchsergebnisse zeigen, daß an der Übergangsstelle oder in 
unmittelbarer Nähe davon, die größte Beanspruchung liegt. Die 
Unstetigkeitsspannungen an der Übergangsstelle zwcicr Krümmungs
halbmesser, die sich hauptsächlich als Biegungsspannungen bemerk
bar machen, fallen um so geringer aus, je kleiner der Unterschied 
der Krümmungshalbmesser ist. Diese Erkenntnis bedingt streng 
genommen die stetige Vergrößerung des Meridiankrümmungshalb
messers vom Schalenrand nach dem BodenscheiteL Praktisch kann 
der Ausgleich zwischen den beiden Krümmungshalbmessern R und r 
auch dadurch erreicht werden, daß wir die Meridiankurve aus 
einer größeren Anzahl von Kreisbogenstücken zusammensetzen, deren 
Halbmesser in kleinen Stufen zunehmen. In der Praxis des 
Kesselbaues findet man nicht selten die Auffassung vertreten, daß 
eine aus mehreren Kreisbogenstücken zusammengesetzte )feridian
kurve sichtlich eine stetige Kurve darstelle. Diese Ansicht ist un
richtig. Das Kriterium der Stetigkeit ist nicht durch 
die äußere Form der Meridiankurve, sondern durch 
den Verlauf der ersten Krümmung gegeben. Diese 
ändert sich aber sprungweise, d. h. wir würden z. B. an Stelle der 
Kurve Rt in Abb. 33 einen treppenförmigen Anstieg vom Schalen
rand nach dem Scheitel hin erhalten. Auf die Annehmlichkeit, 
welche die Zusammensetzung des Bodenmeridians aus zwei Kreis
bogen für den Konstruktionstisch und die Herstellung der Preßform 
in sich schließt, muß verzichtet werden, falls auf eine wirtschaft
liche Ausnützung der Festigkeit des Materials Wert gelegt wird. Es 
gibt unendlich viele Kurven, welche die Bedingung der Stetigkeit 
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erfüllen. Die naheliegendste und bekannteste Form derMeridiankurve 
ist die Ellipse, da diese Kurve in eine geschlossene mathematische 
Gleichung eingekleidet werden kann, wodurch der rechnerischen 
Untersuchung der Festigkeitsaufgabe ein bedeutender Vorteil er
wächst. Aus der 'l'atsache, daß die über die Fließgrenze bean
spruchten korbbogenförmigen Böden eine ellipsenähnliche Gestalt mit 
dem Achsenverhältnis a: b = 2: 1 annehmen, wurde der nicht 
zutreffende Schluß gezogen, daß der elliptische Boden vom Achsen
verhältnis 2 : 1 die günstigste Bodenform ist. Ob die Meridian
kurve der günstigsten Bodenschale einer Ellipse entspricht oder eine 
ellipsenähnliche Kurve darstellt, ist für den praktischen Kesselbau 
von nebensächlicher Bedeutung. Die Bodenschale wird im Vergleich 
zu der Gestalt, welche in der Konstruktionszeichnung festgelegt 
ist, ohnehin gewisse Abweichungen aufweisen, die durch die Fa
brikation bedingt sind. Zieht man diese unumgänglichen Fehler
quellen in Erwägung, so werden auch dann die Bedingungen der 
günstigsten Bodenform praktisch erfüllt sein, wenn 
sich die Meridiankurve aus einer größeren Zahl von 
Kreisbogenstücken zusammensetzt und die Haupt
abmessungen des Bodens, wie z. B. Achsenvcrhältnis, 
Krümmungshalbmesser in der Krempe und im Scheitel 
an n ä h e r n d d e n u n t e n n ä h e r f e s t g e I e g t e n W e r t e n e n t
sprechen (Gleichung 95 u. f.) Die Meridiankurve ist in diesem 
Falle keine stetige Kurve. Die Zahl der Kreisbogen, sowie 
die Aufeinanderfolge des zu wählenden Ausmaßes des zugehörigen 
Halbmessers wird man zweckmäßig so festlegen, daß die Stufen 
des oben erwähnten treppenförmigen Verlaufs des Krümmungshalb
messers insbesondere in der Krempe nicht zu groß werden. Wie wir 
schon weiter oben gezeigt haben, ist die Blechdicke ebenfalls von 
Einfluß auf die größte Beanspruchung. Je dicker das Blech z. B. im 
Vergleich zum Krümmungshalbmesser Rt ist, um so mehr überwiegt 
die wirkliche, an der Innenseite der Schale vorhandene Spannung 
den Wert, der dem linearen Spannungsverlauf zukommt. 

b) Das elementweise Berechnen der Spannungen und der größten 
Beanspruchung. Die Tatsache, daß die größte Beanspruchung stets 
in der Krempe auftritt, ermöglieht eine bedeutende Kürzung 
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d e s b es pro c h e n e n R e c h n u n g s verfahren s, indem dieses 
auf einige wenige Elemente in der Krempe beschränkt werden 
kann. Es genügt, wenn der Rechnungsgang etwas über den Punkt 
der abgewickelten Meridiankurve durchgeführt wird, für den die 
Biegungsspannung ahte den Höchstwert erreicht. Für die oben be
rechnete elliptische Bodenschale kann somit das Berechnungs
verfahren mit dem dritten Elemente abgebrochen werden, Abb. 33. 

Ist der Krempenhalbmesser kleiner wie bei der elliptischen 
Schale mit dem Halbachsenverhältnis a: b = 2: 1, so rückt der 
genannte Höchstwert noch näher gegen den Schalenrand zu und 
begünstigt dadurch weiterhin die Kürzung des Rechnungsganges. 
Eine weitere Vereinfachung ermöglicht der Umstand, daß die Größe 
der Schubspannung r 0 und der Längungsspannung agt vernach
lässigt werden kann und für a~ze = va~te (siehe Seite 165) gesetzt 
werden darf. Die Rechnungsarbeit vermindert sich so
mit auf die Auswertung der Gleichungen (68a), (68b) 
und der Gleichungen (89.t), (89.2), (90.t), (90.2), (91.t), 
(91.2). Sind die Spannungen bekannt, so ist nach Gleichung (83) 
die ·größte Beanspruchung festgelegt. 

c) Die Berechnung der größten Beanspruchung an elliptischen oder 
ellipsenähnlichen Böden. Die günstigste form des Bodens. Wie wir 
oben zeigten (Seite 167), sind die absoluten Werte der resultieren
den Spannungen am Rand der Zylinderschale und der elliptischen 
Bodenschale mit dem Halbachsenverhältnis a : b "-' 2 : 1 nahezu 
gleich groß. Die größte Beanspruchung stellt sich an der Boden
schale annähernd dort ein, wo die größte Biegnngsspannung auf
tritt (s. Sßite 164). Dieser Wert ist praktisch gleich der im Abstande 
kx = 0,785 vom Rande nach Gleichung (62a) und (78.s)* an 
der Zylinderschale auftretenden größten Biegungsspannung. Da 
a~t "-' 0 ist, erhält man für 

a~t =- a~te = + 0,585 ~ ~ 'ljJr (95 a) 

An der nämlichen Stelle ist agz = + 0,322 a~~ = + 0,322 p a 'ljJr/8 h 
(siehe z. B. Abb. 22)j so daß mit ahze = vahte =- 0,176 p a 'ljJr/8 h 

a?z = agz + a~zi = agz- aXze = (0,322 + 0, 176) p a'ljJr/8 h 

+ pa ) = 0,498 8 h 'ljJr (95 b 

12 
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wird. Für die Hautspannungen setzen wir die Werte, welche durch 
die Gleichungen (68 a), (68 b) mit R~ = a, Rt= r am Rand der 
Bodenschale bedingt sind. Diese Werte fallen etwas größer aus 
wie in dem um kx = 0, 785 vom Rande entfernten Punkt (siehe 
z. B. Abb. 34). Es ist jedoch zu beachten, daß sich die genannten 
Gleichungen auf den biegungsfreien Rand der Schale beziehen. In 
Wirklichkeit treten am Schalenrande Biegungsmomente auf (siehe 
Seite 16.7, Abb. 37), welche in den Gleichungen (95 a), (95 b) etwas 
größere Beiwerte bedingen. Die r es u I tierenden Spannungen 

ait = iiot + a?t = -~-~- (1 + 0,292 'lfJr) (95 c) 

ai2 = Go2+ a?2 = ~ ~ (1- 0,376 'lfJr) (95 d) 

nach Gleichungen (68a), (68 b), (95a), (95 b) genügen mit guter 
Annäherung den tatsächlich auftretenden Randbedingungen. Für 
die größte zulässige Beanspruchung, welche für den Fließbeginn 
maßgebend ist, erhält man gemäß Gleichung (83) die vereinfachte 
Beziehung 

2 T~fmax =- ~ ~ ( 1- ~) < ar (95 e) 

die für den elliptischen Boden mit dem Halbachsenverhältnis 
a : b = 2 : 1 die Gleichung 

pa 
2TMmax=3,0 4 h <ar (95f) 

liefert. Aus Gleichung (95 e) folgt z. B. für Boden Nr. 9 (a = 39,4 cm, 
a/r = 4,13, 2 h = 1,2 cm) bei p = 30 at für TMmax = 1542 kg/cm2, 

während der Versuch, Abb. 567 1558 kg/cm2 ergab. Auch die 
Versuchsergebnisse in Zahlentafel II der eingenieteten elliptischen 
Böden D r und D rr bestätigen, daß Gleichung (95 e) zutreffende 
Ergebnisse liefert. Der Krümmungshalbmesser im Scheitel muß der 
Beziehung 

R=a V~ (95g) 

genügen, so daß wir Gleichung (9b e) auch in der Form 

2TMmax=- JJ_a_ (1-~ 1/ r) <ar 
4h r V a 

(95 h) 
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schreiben können. Die beste Form des Bodens würde dann vor
liegen, wenn das Material sowohl in Richtung senkrecht zur Mittel
fläche, wie in der Meridian- und Ringrichtung möglichst gleich 
großen Beanspruchungen unterliegt. Diese ideale Forderung kann für 
Böden mit gleichbleibender Blechdicke aus den mehrfach angeführten 
Gründen nichterfüllt werden. Wir müssen gezwungenermaßen 
die Forderung nach der günstigsten Beanspruchung 
dahin einschränken, daß für den Scheitel und die 
Krempe des Bodens die Beanspruchung mÖglichst 
gleich groß sein soll. Die Ergebnisse der Rechnung 
und der Messung (s. Abb. 37 und 56) lehren, daß der 
elliptische Boden mit dem Achsenverhältnis a: b 
= 2 : 1 d i e s e B e d in g u n g n i c h t e rf ü ll t. D i e g r ö ß t e 
Beanspruchung in der Krempe dieses Bodens ist 
mindestens rund das 1,4 bis 1,5fache der Scheitelspan
nu n g. Wir erreichen schon erheblich früher die Fließgrenze des 
Materiales als nach der Größe der Scheitelspannung zu erwarten ist. 

Die Gleichung (95e) ist nur dann für die Beurteilung der 
größten Beanspruchung anzuwenden, wenn die beiden Hauptspan
nungen ait, CJiz entgegengesetzte Vorzeichen aufweisen. Mit 'tJlr 
< 2,66 weisen diese Spannungen gieiche Vorzeichen auf, so daß 
nur noch die größere von beiden, nämlich CJit zu berücksichtigen 
ist. Die Bodenschale 'tJlr = 2,66 zeichnet sich durch die Haupt
abmessungen 

a a R ya 
"'r=-=2,66. -b =-= -=1,63 .,- r a r (95i) 

aus. Die Scheitelspannung ist mit aB = p R/4 h 
, pa 

CJB = 1,63 4 h (95k) 

während die größte in der Krempe auftretende Beanspruchung 
nach Gleichung (95 c) 

pa 
amax= 1,77 Th <ar (951) 

ist. Dieser Boden wird um rund 23 °/o tiefer wie der elliptische Boden 
vom Halbachsenverhältnis 2 : 1. Seine Beanspruchung ist jedoch 
rund 40% geringer. Aus Gleichung (95k) und (951) ist er-
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sichtlich, daß die Scheitelspannung rund 9 v. H. kleiner ist wie 
die größte in der Krempe auftretende Beanspruchung. Damit beide 
Spannungswerte gleich groß werden, ist der Scheitelkrümmungs
halbmesser R größer als nach Gleichung (95i) auszuführen, nämlich 
R = 1, 77 a, wodurch die Schale flacher und somit weniger tief 
ausfällt. Für die Kugelschale folgt ans Gleichung (95c) mit 1flr =1, 
daß die an der Innenseite der "Krempe" vorhandene größte Bean
spruchung rund 29 °/o größer ist wie die Scheitelspannung. Der 
halbkugelförmige Boden ist sowohl wirtschaftlich wie praktisch 
(infolge der großen Tiefe) wesentlich ungünstiger wie der Boden, 
dessen Hauptabmessungen durch die Gleichung (95i) festgelegt sind. 
Die vorliegenden Betrachtungen geben einen wertvollen Wink, in 
welcher Richtung die Hauptabmessungen zu ändern sind, um sich 
der Bodenform größter Widerstandsfähigkeit zu nähern. Weitere 
Untersuchungen sind im Gange. 

14. Zweckmäßige Lage der Verbindungsstelle von Boden· und 
Zylinderschale. 

Die Verbindung von Zylinder- und Bodenschale zu einem ge
schlossenen Behälter geschieht durch Nietung und Schweißung. 
Die Nietverbindung bedingt eine zylindrische Fortsetzung des Randes 
der Bodenschale, die im Kesselbau als zylindrisches Bord bezeichnet 
wird. Um die Nieten von der Zugbeanspruchung, welche durch 
die gegenläufige Bewegung der Schalenränder hervorgerufen werden, 
zu entlasten, ist es zweckmäßig, die Zylinderschale in die Boden
schale einzuziehen und die innenliegende Zylinderschalenkante 
mittels elektrischer Lichtbogenschweißung abzudichten. Die gleiche 
Anordnung kann auch dann getroffen werden, wenn die beiden 
Schalen "überlappt" geschweißt mit einander verbunden werden, 
um die Schweißnaht von den zur Schalenmittelfläche senkrecht 
wirkenden Schubspannungen zu entlasten. Diese Anordnung des 
Verbandes ergibt gegenüber der freidrehbaren Auflagerung eine 
Versteifung der Schalenränder. Wie wir gesehen haben, bedingt 
die Einschränkung der freien Drehbarkeit des Schalenrandes in 
der Bodenschale größere und in der Zylinderschale kleinere Span
nungen. Der Einfluß der teilweisen Einspannung ist jedoch nicht 
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bedeutend, so daß er für praktische Berechnungen im Hinblick auf 
die übrigen mehrfach erwähnten Fehlerquellen und Vereinfachungen 
vernachlässigt werden darf. ~fit Rücksicht auf die Herstellung 
der Bodenschale ist es zweckmäßig, die Höhe des zylindrischen 
Bordes möglichst kurz zu bemessen. Die kleinste Bordhöhe ist 
anderseits durch die Art der Vernietung gegeben. Durch diese 
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Die resultierenden Spannungen der 
Zylinderschale eines Behälters, dessen Boden 

das Verhältnis '1/)r = ajr = 7,5 aufweist. 

praktischen Erwägungen ist die Größe der Bordhöhe und damit 
auch die Lage der Nietverbindung in engsten Grenzen festgelegt, 
so daß sich eine Untersuchung über ihre günstigste Lage erübrigt. 
Eine größere Bedeutung kommt dieser Frage dann zu, wenn die 
beiden Schalen "stumpf" miteinander verschweißt werden. Für 
derartige Behälter und Kessel werden ohne irgendwelche Bedenken 
die handelsüblichen Böden verwendet. Die Bordkante wird für die 
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Schweißung entsprechend zugerichtet und die Schalen zusammen
gefügt. Dieses im Behälterbau noch allgemein übliche Verfahren 
ist vom Standpunkte der Festigkeit als unzweckmäßig zu verwerfen, 
Unsere Versuebe zeigen, daß die Schweißnaht, welche an 
einem geschweißten Behälter oder Kessel ohnehin als 
schwächste Stelle angesehen wird, stets an den Ort 
oder in unmittelbare Nähe der größten Beanspruchung 
zu liegen kommt. Um über die zweckmäßige Lage der Schweiß
naht einen Anhaltspunkt zu erhalten, untersuchen wir diese Frage 
an dem mit gewölbten Böden versehenen zylindrischen Behälter 
gleicher Blechdicke. Die größte Spannung und ihre Lage ist durch 
die Gleichung (80a), (80b) bestimmt, Abb. 28. Würde somit die 
zylindrische Bordhöhe für "Pr 2: 4,376 gleich kx = 0, 785 bzw. für 
"Pr~ 4,376 gleich kx = 1,848 ausgeführl werden, so fällt die 
Schweißnaht in die Zone der größten Beanspruchung. Um die 
Stelle der geringsten Beanspruchung zu ermitteln, müssen wir die 
Größe der in einem bestimmten Ringschnitt auftretenden resultieren
den Spannungen cret, aez, cr;1 und cri2 ins Auge fassen. Ermittelt 
man für eine Anzahl von Behältern mit verschieden großem "Pr die 
Spannungspläne der Zylinderschale, wie sie z. B. in den Abb. 30, 
31, 32 und 39 für 7p,. = 1,0; 4,13 und 7,5 ersichtlich sind, so 
zeigt sich, daß die Stelle der geringsten Be ans p r u c h u n g 
für "Pr < 6 in d e n S c h a I e n r an d fällt. Die g r ö ß t e B e an -
s p r u c h u n g ist dort für "Pr :<:::: 2 durch a:z gegeben und beträgt 

kxs=O (96a) 

während für 2 ~ 1p1• < 6 mit o:, = a01 die größte Beanspruchung 

den Wert 
pa 

cr8 = 0,50 2 h kxs=O (96 b) 

erlangt. Die senkrecht zur Schalenmittelfläche wirkende Schub
spannung erreicht am Schalenrand nach den Gleichungen (6l.1)* 

und (78.3)* den Wert 
"Pj' p r*------· 

- 8 ak 2 h' 
kx=O (96 c) 
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M i t "Pr > 6 r ü c k t d i e S t e ll e d e r g e ri n g s t e n B e a n -
s p r u c h u n g v o m fl c h a l e n r an d ab , da die Randspannung 
ot2 > a~ wird, siehe z. B. Abb. 39. Den Abstand kxs vom Schalen
rand erhält man aus der Bedingung, daß die verhältnismäßig ge
ringste Beanspruchung in dem Ringschnitt eintrete, für welchen 
Oet =- ai2 ist. Aus den für die resultierenden Spannungen Get und 
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Abb. 40. Zweckmäßigste Lage der Schweißnaht für zylindrische Behälter 
gleicher Blechdicke. anwx = größte Beanspruchung an der Zylinder
schale. as =größte Beanspruchung an der günstigsten Stelle. kxs =Ab-

stand der günstigsten Stelle vorn Scbalenrand. 

ai2 geltenden bekannten Gleichungen ergibt sich der in Abb. 40 
dargestellte Verlauf von kxs und a8, der sich mit guter Annäherung 
durch eine Gerade ersetzen läßt und zu den Formeln 

"P··>6 + pa 
Gs = [0,18 ("Pr- 6) 0,5] 2 h 

kx8 = 0,05 ( 'ljJr - 6) 

(97 a) 

(97 b) 

führt, während die Schubspannung näherungsweise den Wert 

erreicht. 

0 7- pa 
T=- '0 2h (97 c) 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daß die 
zylindrische Bordhöhe möglichst kurz zu bemessen 
ist. Bei Behältern mit verhältnismäßig großem Krem
penhalbmesser ist die Schweißnaht nach dem Schaleu
rand zu leg e n. 
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II. V ergleichende Betrachtungen der Ergebnisse 
aus Theorie und V ersuch. 

15. Die Meßgeräte zur Ermittlung der Blechdicke und des Krümmungs· 
halbmessers der Bodenmeridiankurve. 

a) Allgemeine Betrachtungen. In den nachfolgenden Untersuchungen 
befassen wir uns mit der Anwendung der obenerläuterten Gleichungen. 
Insbesondere soll an Hand der Versuchsergebnisse die Brauchbarkeit 
der für die Bodenschale aufgestellten Näherungslösung geprüft werden. 
Für die Bewertung der Y ersuchsergebnisse und für die vergleichende 
Untersuchung der Ergebnisse aus Rechnung und Messung ist der Bau 
der Meßgeräte und ihre Handhabung von Wichtigkeit, so daß es an
gezeigt ist, das von uns geübte Meßverfahren zu erläutern. Mit Aus
nahme von Versuchen Nr. 1, 2 und 10 mußten die Versuche in der 
Kesselschmiede der betreffenden Lieferfirma vor der Ablieferung des 
Kessels vorgenommen werden. Die Zeit für die Ausführung der 
Versuche war in diesen Fällen äußerst kurz bemessen. Wir mußten 
uns daher auf die Ermittlung der Dehnungen beschränken.*) Einzig 
bei Versuch an Kesseln 9 und 10 konnte die angestrebte vollständige 
Ausführung des geplanten 
Messungsverfahrens in be
schränktem Umfang ver
wirklicht werden. 

b) Meßgeräte zur Er
mittlung der Blechdicke. ,. 2n 
Während wir unseren theo
retischen Betrachtungen 
eine unveränderliche Blech
dicke zugrunde legen, sind 
durch die Fabrikations
verfahren Abweichungen 
nicht zu umgehen. Die 
Prüfung der Blechdicke 
erweist sich als unerläßlich. Abb. 41. Gerät zur Ermittlung der Blech-
Wir bauten zu diesem dicke in der Bodenwölbung. 

*~ Die Versuchsergebnisse sind im I. Teil, Kap. 4, beschrieben. 
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Zwecke zwei Meßgeräte, deren Bau und Anwendung in Abb. 41 und 42 
angedeutet ist. Die vorgesehene Stelle, an welcher die Blechdicke ge
messen werden soll, wird vermittels feinem Schmirgeltuch von Rost und 
Zunder befreit. Der Bügel a wird im Punkt 8 aufgehängt und der Ab
stand l0 zwischen den Enden der festgeklemmten Stellstifte b1 und b2 
mit Hilfe eines Mikrometers gemessen. Hierauf wird der Bügel ein
gefahren, Abb. 41, und so eingestellt, daß die Stellstifte normal 
zur Schalenmittelfläche stehen. Den untern Stellstift b2 drückt man 
leicht gegen die Schale und mißt den Abstand l1 zwischen Schalen
außenseite und Stellstift b1. Die Diff'erenz der beiden Meßergebnisse 
ergibt die Blechdicke 8 = 2 h = lo - l1. Beim Einmessen des Ab

standes Zo bzw. l1 ist darauf zu achten, daß 
der Mikrometer leicht eingeschoben wird, um 
ein Verspannen des Bügels zu vermeiden. 

q Die Tiefe des Hügels beträgt 800 mm und 
die Maulweite 540 mm. Zur Ermittlung der 

o Blechdicke in der Krempe wurde eine be
sondere Rachenlehre, Abb. 42, gebaut. In 
geschlossenem Zustande berühren sich sowohl 

\ o '"" 200 300 die Anschlagnasen b1 und b2 wie die Anlege-
n nasen a1 und a2. Die Rachenlehre wird in 

Abb. 42. Gerät zur Er- der Weise gehandhabt, daß beispielsweise 
mittlung der Blechdicke 

die rechte Hand an den Holzgriff q gelegt 
in der Krempe. 

wird, während die linke Hand die Kinnlade Y2 

leicht gegen die Schaleninnenseite drückt. Die Schraubenfeder o 
bewirkt zudem, daß sich beide Schlagnasen b1 und b2 dauernd an 
die Schalenbegrenzungsflächen anlegen. Die Verbindungsgerade der 
beiden Schlagnasen b1 und b2 muß in die Richtung der Flächen
normalen n fallen. Die Entfernung der beiden Anlegenasen a1 

und a2, die der Blechdicke 8 = 2 h entspricht, wird mitte1st einer 
Schublehre ermittelt. Die Blechdicke der Böden Nr. 5 usw. wurde 
in dieser Weise nachgeprüft. 

c) Meßgerät zur Ermittelung des Krümmungshalbmessers R1 bei 
gegebener Meridiankurve der Bodenschale. Durch die Meridiankurve 
ist die Form der Bodenschale eindeutig festgelegt. Für die rech
nerische Untersuchung bilden die beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
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Rt und R2 die Grundlage. Ist die Gleichung der Meridiankurve 
y = f (x) bekannt, Abb. 43, so ist 

3 

[1+(~/]2 
(98 a) 

(J2y 

ox2 

X 
R2=-.--

s~na 
(98 b) 

Von jeder Bodenschale wurde für die Schalenaußenseite eine Scha
blone hergestellt. Der nach dieser Schablone mit Berücksichtigung 
der gemessenen Blechdicke ermittelte Verlauf der mittlern Meridian
kurve m kann, abgesehen vom elliptischen Boden im allgemeinen, 
nicht genau in eine Gleichung eingekleidet werden. Um nach 
Gleichung (98 a) den Krümmungshalbmesser Rt zu ermitteln, be
dienten wir uns des in Abb. 44 schematisch dargestellten Gerätes, 
das aus dem Halter c, dem gebräuchlichen, biegsamen Stahlmaß
stab t und dem Richtungszeiger z besteht. Der Stahlmaßstab t 
wird durch den Stift e und die Schraubenfeder f gegen die beiden 
Auflagerstellen At und A2 gedrückt. Durch diese Bauweise wird 
erreicht, daß der Zeiger z stets senkrecht z11m Stahlmaßstab t 
steht, wie auch derselbe verbogen wird. Legt man den Stahlmaß
stab an die Meridiankurve me der Schalenaußenseite, Abb. 43, 
die durch die Schablone gegeben ist, so stellt sich der Richtungs

y 

n 

t----x --+----1 
--. --1------.< 

0( ----·-..../ 
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n; 
Abb.43. Ermittlung des Krümmungs

halbmessers Rt bei gegebener 
Meridiankurve. 

! 

f 
c-

Abb. 44. Meßgerät zur Bestimmung 
der Richtung der Normalen zur 

Meridiankurve. 
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zeiger z in die Normale n ein, und das Verhältnis ()y I ()x = y' 
ergibt die erste Ableitung, die wir im Abszissenpunkte x, Abb. 43, 
als Ordinate auftragen. Aus der erhaltenen Kurve y' bestimmen 
wir in gleicher Weise die zweite Ableitung ()y' f ()x = ()y2 / ()x2, 

womit die für die Auswertung der Gleichung (98a) notwendigen 
Größen bekannt sind. Da der Krümmungshalbmesser Rt in der 
mittleren Wölbung des Bodens für einen großen Bereich in der Regel 
konstant ist und mit Hilfe des Zirkels durch Probieren leicht bestimmt 
werden kann, ist dieses Verfahren nur für die Punkte der Krempe an
zuwenden. Die an dem elliptischen Boden von Versuch Nr. 10 nach 
der Rechnung und nach diesem V erfahren ermittelten Hauptkrüm
mungshalbmesser Rt zeigen eine praktisch gute Übereinstimmung. 

16. Ermittelung der Verzerrungen durch den Versuch. 

a) Verzerrungen an der Außenseite der Schale. Wir denken uns 
in dem zu untersuchenden Körper ein System von parallelen Flächen 
gelegt, die z. B. parallel zur äußeren Begrenzungsfläche verlaufen 
mögen. Auf jeder dieser Flächen bringen wir ein Liniennetz 
an, das beispielsweise aus zwei Linienscharen bestehe, die sich 
unter einem bestimmten Winkel schneiden. Bringen wir nun an 
diesem Körper äußere Kräfte als Lasten an, so äußert sich die 
Verformung des Körpers in der Verzerrung dieses Netzes. Ein 
solcher Körper ist das in Abb. 1 dargestellte Schalenelement. Die 
erwähnten Flächen sind in diesem Falle parallel zur Schalenmittel
fläche. Das Netzwerk besteht aus sphärischen Vierecken, deren eine 
Seite in der Meridianebene liegen und die Länge ()lzt aufweisen 
möge, während die andere Seite durch ein Bogenelement von der 
Länge (jlz2 des Breitenkreises gebildet wird. Ist die Maschenwt;Jite 
genügend klein, so dürfen wir diese Linienelemente praktisch als 
Gerade annehmen. Unter dem Einfluß der am Körperelement an
greifenden Spannungskräfte und Spannungsmomente verändert sich 
die Länge dieser Linienelemente, wie wir bereits früher eingehend 
gezeigt haben. Die Längenänderung oder Verzerrung längs des 
Meridians bzw. Breitenkreise bezeichneten wir mit (j ( ()lzt) bzw. 
(j ( (jlz2). Diese Verzerrungen können wir auch entstanden denken 
durch eine reine Längung und durch eine dehnungslose Verbiegung 
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der Schalenmittelfläche. Die V erzerrungen der inneren und äußeren 
Schalenbegrenzungsfläche sind für die meßtechnische Erforschung 
zugänglich. Bei den vorliegenden Versuchen mußten wir uns auf 
das Messen an der äußeren Schalenbegrenzungsfläche beschränken, 
da ein Feinmeßgerät zur Dut"chführung von Messungen an der 
Innenseite eines geschlossenen Behälters noch nicht vorlag. Zur 
Ermittlung der Verzerrungen an Behältern Nr. 1 und 2 bedienten wir 
uns des Dehnungsmessers von Okhuizen 17), während die übrigen 
V ersuche mit dem nachfolgend beschriebenen Dehnungsmesser von 
Huggenberger (Tensomctcr Modell A) ausgeführt wurden, welcher 
den erstgenannten Dehnungsmesser zur Grundlage hat. 

b) Bauart des Feinmeßgerätes zur Ermittlung der totalen Verzer
rungen - Dehnungsmesser.*) In Abb. 46 ist das Prinzip dargestellt, 
während Abb. 46 die normale Ausführung zeigt. Die beiden Schneiden 
a und b werden auf die von Walzhaut, Rost und Farbanstrich usw. 
gereinigte Oberfläche des Baustoffes aufgesetzt. Die feststehende, 
auswechselbare Schneide a und das um die Scheidenachse sich 
drehende Prisma b grenzen die Meßlänge olet bzw. 0le2 ab, deren 
Verzerrung tJ(/Jlet) bzw. tJ(tJle2) durch den Hebel h und die Kupp
lung i an den Dreharm k und damit an den Zeiger n übermittelt 
wird. Die Skala 0 umfaßt 60 Teilstriche zu 1 mm Abstand. Durch 
diese Übertragung wird die V erzerrang n-fach vergrössert, wo n 

die Übersetzungszahl des Meßgerätes bedeutet. 
Im allgemeinen ist n = 1200 bis 1600. Die 
Zugfeder m bewirkt die dauernde Verbindung 
von Hebel h und Dreharm k. Da alle wichtigen 
Drehlager als Schneidelager ausgebildet sind, wird d 

jede die Präzision schädlich beinflußende Reibung 
und jeder tote Gang vermieden. Infolge der hohen 
Empfindlichkeit spricht dieser Dehnungsmesser 
selbsttätig auf die geringste Längenänderung an. 
Die besonders geartete Befestigung des Zeigers n 
gestattet diesen auf jeden gewünschten Punkt 
der Skala als Ausgangspunkt einzustellen. Der 

*) Siehe Seite 193. 

Abb. 45. 
Schematische 

Darstellung des 
Dehnungsmessers. 
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Übertragungsmechanismus wird mittels der Arretierung f festge
klemmt. Zur Vermeidung von Ablesefehlern durch Parallachse ist 
unter der Skala ein Spiegel s angebracht. Zudem wird der Spiegel 
bei häufiger Wiederholung der Ablesungen als angenehm empfunden, 
da er das Ablesen erleichtert und dem Ermüden der Augen yor
beugt. Die Meßlänge d. h. die Läuge von Met bzw. 0le2 beträgt 
normalerweise 20 mm. In den Fällen, wo der V er lauf der V erzer
Tungen innerhalb dieser Meßlänge große Veränderungen aufweist, 
kann die Meßlänge durch Lösen der Schraube v und Umstellen der 

Abb. 46. 
Normale 

Ausführung des 
Dehnungs-

messers. 

Schneide a auf 10 mm verkürzt werden. Außerdem 
besteht die Möglichkeit, durch Benützung von Er
satzschneiden, die Meßlänge auf jedes praktisch 
wünschbare Maß herabzusetzen. Für größere Meß
längen als 20 mm sind Verlängerungsstangen zu 
verwenden, die rasch und ohne Mühe am Apparat 
befestigt werden können. Sämtliche arbeitende Teile 
sind aus bestem Spezialstahl gefertigt, gehärtet und 
genau geschliffen. Der Sohneidenkasten c und der 
Übertragungshebel h mit dem zugehörigen Prisma b 
sind aus einem Stahlstück herausgearbeitet. Alle 
Stahlteile sind mit einem dauerhaften Nickelüberzug 
versehen, soweit sie nicht im Gehäuse c untergebracht 
sind. Bei den vorliegenden Messungen wurde mit 
Meßlängen von 10 mm und 20 mm gearbeitet. Das 
geringe Gewicht von ca. 70 Gramm, die kleine Höhe 

von 145 mm und der kleine Raumbedarf ermöglichen eine rasche 
und sichere Befestigung an jedem Objekt und in jeder beliebigen 
Lage. Die einfache und bequeme Form erleichtert die Handhabung 
und das Anlegen in hohem Maße. 

c) Handhabung des Dehnungsmessers. Auf der Aussenseite der 
zu untersuchenden Schale wird die Meridianlinie me mit den Meß
punkten festgelegt. Hierauf werden je zwei Stehschrauben Lt, 
Abb. 47 und 48, winkelrecht zur Meridianlinie me zu beiden Seiten 
des Meßpunktes durch elektrische Lichtbogenschweißung oder durch 
Löten leicht angeheftet. Der Abstand der beiden Stehschrauben
reihen beträgt rd. 180 mm bei einer Länge der Nadel Nt bzw. 
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N2 v.on 200 mm. Durch die Bohrung tt 
(Abb. 45 und 46) des Tensometers 
und den Schlitz der Stehschrauben 
zieht man eine Nadel Nt bezw. N2 und 
drückt durch Drehen der Schrauben
spindel t, Abb. 47, den Tensometer mit 
geschlossener Arretierung leicht gegen 
die Oberfläche der Schale. Vor dem 
Anspannen hat man sich zu verge
wissern, dass sich der Tensometer in 
seiner normalen Ruhestellung befindet, 

s 

L1 

d. h. es soll bei geschlossener Arre
tierung der Zeiger n in der Mitte der 
Skala stehen, und der Strich am Dreh
hebel k soll mit der Marke auf dem ~ 
Deckel (Rückseite des Meßgerät.es) 

N1 

'I 
'"--"1.-.J"'"" 

übereinstimmen. Durch das Andrücken 
des Tensometers entstehen durch die 
Schneiden a und b auf der Material
oberfläche feine Kerben. Nun öffnet 
man die Arretierung und belastet den zu 
untersuchenden Gegenstand, um Dreh
sinn und Ausschlagweite festzustellen. 
Will man den Zeiger verstellen, so legt 

Abb. 47 u. 48. übliche Befestigung 
des Dehnungsmessers an Behältern 

und Kesseln. 18) 

man auf der Rückseite des Apparates als Gegenhalter z. B. die Zeige
fingerspitze seitlich an den Dreharm k und verschiebt den Zeiger 
durch einen leichten Druck, den man dicht an der Austrittsstelle aus 
dem Gehäuse ausübt, in die gewünschte Stellung. Bei einiger Übung 
kann der Zeiger auch ohne Benützung des Stellmechanismus rascher 
und bequemer eingestellt werden. Zu diesem Zweck umfaßt man 
das Meßgerät mit der Hand, wobei man den Daumen an die eine, 
den Zeigefinger an die gegenüberliegende Schmalseite der Skala 
legt. Nun kippt man das Gerät in seiner Ebene soweit auf die 
bewegliche Schneide b über, bis die feste Schneide a freiliegt. Hierauf 
verschiebt man das Gerät in seiner Ebene, bis der Zeiger auf die 
vorgesehene Stellung einspielt, worauf der Apparat auf die feste 
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Schneide a wieder zurückgekippt wird. Damit die Anzeige des 
Tensometers infolge allfällig ·möglicher Veränderung der Kerbenr 
in denen die Schneiden a U:nd b stehen, nicht beeinflusst wird, 
empfiehlt es sich, wenn möglich vor der eigentlichen Messung eine 
2- bis 3malige Belastung vorzunehmen. Es ist stets darauf zu achten, 
daß der Stift r, Abb. 46, keine der beiden Anschlagflächen des Aus
schnittes am obern Rand der Skala 0 berührt, da der Apparat 
Schaden leiten könnte. Bei einer einwandfreien Ablesung muß sich 
die Zeigerschneide mit dem Spiegelbild decken. Nach dem Ent
fernen des Tensometers ist die Arretierung zu schliessen und der 
Zeigermechanismus in seine Ruhestellung zu verbringen. Befestigen 
wir das Meßgerät mit Hilfe einer glatten Nadel Nt, Abb. 47, so 
ermitteln wir bei der erwähnten Anordnung der Stehschrauben Lr 
die Verzerrung IJ( IJlet) längs des Meridians. Um die Verzerrung 
längs des Breitenkreises IJ( IJlez) zu messen, verwenden wir die sog. 
S(!b.laufennadel Nz, Abb. 48. Die beiden Schlaufenschenkel r ruhen 
auf einem kurzen Querstift q, der durch die Bohrung u des Tenso
meters eingezogen wird. Unter gleichzeitiger Benützung beider 
Nadelarten können bei der nämlichen Stellung der Stehschrauben 
Zwischenpunkte eingemessen werden. 

d) Auswertung der Ablesungen. Ist LI ( 1Jle1Y bzw. LI (IJlez)' der 
an der Skala abgelesene Wert der totalen Verzerrung, so erhalten 
wir den wahren Wert der Verzerrung durch die Beziehungen 

LI ( IJlet) = (j ( IJlet)o + (j ( IJlet)h = _!_ LI ( IJlet)' (99a) 
n 

(99b) 

Aus den Gleichungen (4a und 4b) - entsprechend der Außen
seite, ist die Fußnote z durch e zu ersetzen - sind die Dehnungen 
Eet und Ee2 zu berechnen. Die Spannungen folgen aus den Gleichungen 
(16a und 16b). Aus Gleichung (7a) geht hervor, daß die totale Ver
zerrung mit dem Abstande z von der Mittelfläche veränderlich ist_ 
Durch das erläuterte Meßverfahren erhalten wir die totale V erzer
rung an der Schalenaußenfläche. Selbst in dem Falle, wo sich die 
Dehnungen nach Gleichung (7a) gesetzmäßig über die Blechdicke 



192 -

verteilen, sind wir nicht in der Lage, z. B. die Verzerrung und da
mit die Dehnung und die Spannung an der innern Schalenseite 
zu berechnen, die unter Umständen bedeutend größer ausfallen 
kann als die entsprechende Größe an der gegenüberliegenden 
Schalenaußenseite. Beschränken wir die Messungen auf die Schalen
außenseite, so ist nach Gleichungen (7 a, 7 c, 7 d, 9 c usw.) der 
übrige Verzerrungsverlauf bestimmt, wenn außer der totalen V er
zerrung noch eine der beiden Verzerrungskomponenten b ( b let)o, 
b ( b let)h bekannt ist. Diese Erkenntnis führt zur Aufgabe, den V er
drehungswinkel {} und seine Veränderung ö{} durch Messung zu 
ermitteln. 

e) Ermittelung des Verdrehungswinkels {} mit Hilfe von Nadeln. 
In den theoretischen Betrachtungen über die Verformung der Schalen
mittelfläche ist der Weg bereits vorgezeichnet, in welcher Weise 
der Verdrehungswinkel zu messen ist. Die praktische Durchführung 
kann in der Weise verwirklicht werden, daß man in den festg.e
legten Mel3punkten normal zur Schalenaußenfläche Stifte z, Abb. 51, 
von 3 mm Durchmesser und 18 mm Länge auflötet. Über diese 
Stifte wird eine Hülse gestossen, die mit einem Schräubchen fest
zuklemmen ist und die einen Zeiger aus Aluminiumblech trägt. Die 
Länge des Zeigers betrug im Mittel rd. l = 1000 mm. Um die Be
wegung der Zeigerspitze zu ermitteln, stellt man z. B. einen Tisch 
in der Höhe der Zeigerspitzen auf. Den Ausschlag der Spitzen 
markiert man auf einem Blatt Papier, das unmittelbar unter der 
Zeigerspitze auf dem Tisch zu befestigen ist. Mit v als Wert für 
den Zeigerausschlag ergibt sich näherungsweise für den V erdrehurigs
winkel im Bogenmaß 

(100) 

Nach Gleichung (6b) ist damit die Biegungsdehnung zh2 quer zur 
Meridianlinie bestimmt. Dieses V erfahren ist mit verschiedenen Mängeln 
behaftet. Es ist zu beachten, daß sich die Zeiger nicht allein um 
ihre Fußpunkte drehen. Die Fußpunkte bewegen sich auch längs 
des Meridians um die unbekannte Verschiebungsgrüße n. Solange 
diese Verschiebungsgröße im Vergleich zum Zeigerspitzenausschlag 
so klein ist, daß er vernachlässigt werden darf, kann der Drehungs-
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winkel gemäß Gleichung (100) ermittelt werden. Für die Meß:;tellen, 
die in unmittelbarer Nähe der Übergangsstelle von Boden- und 
Zylinderschale liegen, besteht die Möglichkeit, die:,;e Verschiebungs
komponente aus der Längung der Zylinderschale zu berechnen, 
um den gemessenen Zeigerspitzenausschlag zu berichtigen. Das 
Meßverfahren wird näherungsweise f\ir die mittlere Wölbungsfiäche 
der Bodenschale zutreffende Werte liefern, wobei aber zn berück
sichtigen ist, daß dort der Einfiuß der V crbiegung gegenüber . der 
reinen Längung zurücktritt. Das zweite Glied des Klammeraus
druckes von Gleichung ( 4 b ), welches die dehnungslose Verbiegung 
der Schalenmittelfläche längs des Breitenkreises kennzeichnet, 
kann somit näherungsweise ermittelt werden. Das entsprechende 
Glied in Gleichung (4a), das die Verbiegung längs des :Meridians 
charakterisiert, ließe sich an Hand der Entfernungsänderung der 
Spitzen zwcier benachbarter Zeiger bestimmen. Die V ersuche, die 
wir in dieser Hinsicht unternahmen, zeigten aber, daß die erwähnten 
Fehlerquellen infolge Differenzenbildung in unzulässig hohem Maße 
ins Gewicht fallen. Solche V ersuche wurden später u. a. auch von 
Stromeyer ausgeführt_IU) Da der meßtechnischen Ermittlung der 
Verbiegung eine ebenso große Bedeutung beizulegen ist wie der ver
suchsweisen Ermittlung der totalen Verzerrung, so mußte zur ein
wandfreien Lösung dieser Aufgabe vorerst ein zweckmäßig· gebautes 
Feinmeßgerät geschaffen werden. 

f) feinmeßgerät zur Ermittlung der Diegongsverzerrungen - "Biegungs
verzerrungsmesser". *) 

1. Bauart des Feinmeßgerätes zur Ermittlung der 
Biegungsverzerrungen. Die Grundform dieses Feinmeßgerätes 
ist durch das Meßverfahren mit zwei benachbarten Nadeln gektnn
zeichnet. Um die Verdrehungswinkeländerung in einem gleich-

*) Für die Anregung zum Bau dieser Feinmeßgeräte und die Mög
lichkeit, ihre praktische Brauchbarkeit an einer großen Anzahl von Mes
sungen eingehend zu prüfen, spreche ich dem Schweizerischen Verein 
von Dampfkessel-Besitzern, insbesondere Herrn Obering. E. Höhn, meinen 
verbindlichsten Dank aus. Für die freundliebe Unterstützung, insbesondere 
bei der Prüfung der Meßgeräte, bin ich der Eidg. Materialprüfungsanstalt 
an der Eidg. Techn. Hochschule Zürich, dessen Direktor Herrn Prof. Dr. h. c. 
Ros, und dem wissenschaftlichen Mitarbeiter Herrn Diplomingenieur 
Eiehinger zu Dank verpflichtet. 

13 
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zeitig auf Längung und Verbiegung beanspruchten Körper zu messen, 
sollte das Gerät so gebaut sein, dass es nur auf die Verbiegung 
allein anspricht. Die eingehenden V ersuche, die mit verschiedenen 
Modellausführungen vorgenommen wurden ;r,eigten, dass sowohl die 
konstruktive Verwirklichung wie auch die sichergehende Nach
prüfung über die restlose Erfüllung dieser Bedingung erhebliche 
Schwierigkeiten bereitet. Auf Grund dieser Erfahrungen wurde 
der in Abb. 51 dargestellte 11Biegungsverzerrungmesser" gebaut. 
Auf dem zu untersuchenden Körper werden an jeder Meßstelle zwei 
Stifte, Abb. 51, angebracht. In den vorliegenden Versuchen wurden 
die Htifte aufgelötet, wozu ein leicht schmelzbares Lot verwendet 
wurde, um die Meßstelle von \Värmespannungen frei zu halten. 
Der Abstand der Fußpunkte zweier Stifte ist gleich der Meßlänge. 

t 

Abb. 49. Einrichtung zum Auflöten der Stiften, die zur Befestigung des 
Biegungsverzerrungsmessers dienen. 

Diese betrug rd. 20 mm. Um ein rasches Anbringen der Stifte 
zu ermöglichen, benützten wir die in Abb. 49 angedeutete Einrich
tung. Diese besteht aus dem Tragstück t, an welchem die beiden 
Stiftefassungen r leicht drehbar befestigt sind. Der Abstand der 
Drehpunkte der Stiftenfassungen beträgt 20 mm. Die Stifte werden 
mit Hilfe dieses Hilfsgerätes senkrecht gegen die zu prüfende Fläche 
gedrückt. Damit die Stifte in die Ebene des Meridians zu liegen 
kommen, ist das Gerät so einzustellen, daß die Spitzen der beiden 
Richtungszeiger q in die Meßlinie me fallen. Hierauf kann das 
Festlöten vorgenommen werden. Die Hülsen H1 und H2, Abb. 51, 
die das eigentliche Meßgerät tragen, werden auf die Stifte z ge
schoben und mittels der Schräubchen r festgeklemmt. Der Hebel kt 
trägt das Zeigerlager C und die Skala 0, die 40 Teilstriche zu 
1 mm Abstand umfasst. Zur Vermeidung von Ablesefehlern durch 
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Parallachse ist die Skala mit einem Spiegel versehen. Der End
punkt E des Hebels k2 ist vermittelst der Kupplung i mit dem 
Zeigermechanismus verbunden. Die beiden Hebel können durch 
Lösen einer Klemmschraube f, die sich auf der Rückseite des Meß
gerätes befindet, in ihrer Ebene verdreht werden, was insbesondere 
bei stark gekrümmten Flächen notwendig ist. Außerdem kam1 
durch Lösen und Verdrehen des einen Hebels der Zeiger n in die 
gewünschte Stellung der Skala gebracht werden. Die Schrauben
feder m bewirkt die dauernde Wirkungsverbindung der Kupplung i. 

2. Handhabung des "Biegungsverzerrungsmcssers ((. 
Wir befestigen an den vorgesehenen Meßstellen die erwähnten 

i c Stifte, was ohne Mühe mit der beschriebenen 
'm Einrichtung ausgeführt werden kann. Hierauf 

drückt man das Meßgerät mitteist der Hülsen 
H1 und Hz auf die Stifte, nachdem vorher die 

'• eine Hebelklemmschraube f gellist wmde. 
Mittels der seitlich an den Hülsen befindlichen 

k• Schräubchen r- wird der "Biegungsverzerrungs
messer(' festgeklemmt. Nun stellt man den 
noch losen Hebel fest, wobei man gleichzeitig 
den Zeiger in die gewünschte Stellung der Skala 

J(JI.,J. '"•• bringt. Es empfiehlt sich, vor dem Ablesen 
Abb. 50. z. B. mit einem Bleistift an eine der beiden 

Der Einfluß der Hülsen leicht zu klopfen. 
Längung aur die Ab- 3. Auswertung der Ablesung. Reine 
lesungdes Biegungs- d Längung. Ist der zu untersuchen e Körper verzerrungsmessers. 

einer reinen Längung unterworfen, so ergibt 
die Längung der ursprünglichen Meßstrecke olet an der Skala einen 
Ausschlag von der Größe o ( ole1 )~. Bei dieser Art der Längungs
übertragung wirkt das Verhältnis aus Zeigerlänge (Gm + Gn) und 
dem Abstand Grn von Zeigerdrehachse C und Kupplungseinhänge
punkt D als V ergrößerungszahl. Die wirkliche Größe der Längung 
folgt aus der Beziehung 

~c~z )' cm+Gn u u et 0 . = 0 ( olet)o 
Gm 

Da die Größe Gm im Vergleich zu Gn als kleine Größe ver-
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nachlässigt werden darf, nimmt diese Gleichung nach 15( blet) auf
gelöst die Form 

(101 a) 

an, wo nh = cnfcm die Übersetzungszahl des Biegungsverzerrungs
messers bedeutet. Bei dem Meßgerät, das wir bei den vorliegen
den Messungen verwendeten, war cm = 1,53 mm, cn = 110,16 mm, 
somit nh = 72. 

Dehnungslose Verbiegung. Besteht die Verformung in 
einer dehnungslosen Verbiegung, dann verdreht sich der Hebel k1 

I 

AB•J/et .lB'-AS.J{Jie,~ 

Abb. 51, 52 und 53. Biegungsverzerrungsmesser. 
Verdrehung des Skalenhebels kt um & A bei ruhendem Hebel k2. Die Wirkung 

der dehnungslosen Verbiegung auf den Biegungsverzerrungsmesser. 

bzw. k2 um Aa bezw. Ba als Drehpunkt, Abb. 53. Bei der Ver
drehung des Hebels kt um den Drehwinkel fh bei ruhendem Hebel k2 
gelangt die Zeigerspitze F nach F', Abb. 52. In dieser Lage halten 
wir den Hebel kt fest und verdrehen den Hebel k2 um den Winkel {}B 
in gleichem Sinne. Wir zerlegen diesen Verdrehungswinkel, Abb. 53, 
in zwei Teile: in den Drehwinkel {} A und in den Drehwinkel IJ{} 

um welchen sich die Verdrehung des Hebels k2 gegenüber der Ver
drehung des Hebels kt unterscheidet. Während der ersten Teilbe
wegung gelangt die Zeigerspitze wieder nach dem ursprUngliehen 
Skalenpunkt F. Bei der zweiten Teilbewegung: die der Verdrehungs-
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wlnkeländerung o{} zukommt, begibt sich die Zeigerspitze von F 

nach F". Bezeichnen wir mit o{}' den Winkelausschlag des Zeigers, 

so ist die Bogenlänge FF'' = [(c", + Cn) o&'] gleichbedeutend mit 

der Anzahl der abgelesenen Skalateilstriche. Der Deutlichkeit wegen 

umgeben wir diesen Ausdruck, dem ein bestimmter Zahlenwert zu

kommt, mit einer eckigen Klammer. Aus der Bogenlänge FF" be

rechnen wir den entsprechenden Ausschlag des Kupplungspunktes D, 

der anderseits gleich (cb + h) o{} ist. Damit erhalten wir die Be

ziehung zwischen der wahren V erdrehungswinkeländernng und der 

Ablesung wie folgt 

o{} = ( + C;n + l) ICrrn + Cn) o{}'] 
Cm Cn (Cb I 

Mit der erwähnten Vernachlässigung vereinfacht sich diese Glei

chung zu 
(lülb) 

Die Biegungsverzerrung an der äußersten Faser z = + h ist 

somit 

(lülc) 

womit aus Gleichung (9 c) die Dehnung zu berechnen ist. 

Gleichzeitig·e Längung und dehnungslose Ver

bi e g u n g. Besteht die Verformung in einer gleichzeitigen Längung 

und dehnungslosen Verbiegung, so umfaßt die abgelesene Anzahl 

Skalastriche die Wirkung beider Verzerrungen. Bezeichnen wir mit 

L1 ( ole,)" die Ahlesung, welche dieser totalen Verzerrung an der 

äußersten Faser z = -t- h zukommt, so wird nach Gleichungen 

(101a), (101 c) 

L1 ( oletY = 0 ( blet)~ + [cn o&'] = nh [ 0 ( ble,)o + Cut h:_ 0 ( ölet)+l02) 

In dieser Gleichung sind ö ( blet)o und o ( blet)h unbekannte Größen. 

Für angenäherte Rechnungen darf das Glied o ( olet)o gegenüber 

(cb + h) o (olet)rJh vernachlässigt werden, so daß nach Gleiehung 

(102) die Biegungsverzerrung o ( olet)h direkt aus der Ablesung er

mittelt werden kann. Diese Vernachlässigung kommt um so weniger 



198 -

zur Geltung, je größer die Biegungsyerzerrung gegenüber der Län

gungsverzerrung ist. Um die beiden Verzerrungsanteile ermitteln zu 

können, sind wir genötigt, eine zweite Me11sung auszuführen. Wir 

messen über dem gleichen Meßpunkte und wenn möglich für die 

gleiche Meßlänge (ölet) mit Hilfe des Dehnungsmessers die totale 

Verzerrung. Aus den beiden Gleichungen (99 a) und (102) folgt 

ö(blet)o=-}!_ Ll(bletY' + cb+h ;J(bletY (102a) 
cb nh er, n 

(102b) 

wo Ll ( bletY, Ll (ölet)' die Anzahl der Teilstriche ist, die an der mit 

mm-Teilung versehenen Skala abgelesen werden. Führen wir die aus 

Gleichung (102a) und (102b) berechneten Werte in die Gleichung (9c) 

ein, so erhalten wir die Dehnungen Eote, Ehte, womit auch die übrigen 

Dehnungen in Abhängigkeit der Blechdicke nach den Gleichungen 

(8 a)e, (8 a)i, (8a) bestimmt sind. Dieses ausführliche Meßverfahren 

wurde bei Versuch Nr. 9 und 10 durchgeführt. Durch die zu

nehmende Zahl der Begehren um Erhöhung des Betriebsdruckes 
bestehender Kesselanlagen gewinnt dieses Meßverfahren an prak

tischet· Bedeutung, da wir durch Messung der totalen Verzerrung 

und der Biegungsverzerrung die Beanspruchung sowohl an der 

Schalenaußenseite wie auch an der Schaleninnenseite ermitteln 

können und somit eine einwandfreie Grundlage für die Beurteilung 

der Schalenfestigkeit, insbesondere der Bodenschalenfestigkeit, er

halten. 

f) Ermittelung der Verschiebung senkrecht zur Schale mittels Meß
uhr. Um die Verschiebung w senkrecht zur Schalenmittelfläche zu 

messen, werden auf einen Tisch 18) mit Hilfe von Winkeleisen die 

bekannten Meßuhren von Zeiß und Roch befestigt. Der Tisch wird 

in der Weise aufgestellt, daß der Taststift der Meßuhr in die Höhe 

des Meridians zu liegen kommt, der die Meßpunkte enthält. Diese 

Einrichtung hat den Vorteil, daß sie unabhängig von den Abmes

sungen des Versuchskessels ist und rasch versuchsbereit aufgestellt 

werden kann. Der Nachteil, daß z. B. bei der Messung der V er

schiebungen an der Bodenschale das Meßergebnis durch die V er länge-
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rung der Zylinderschale beeinflusst wird, kann durch entsprechende 
Korrektur behoben werden. Zu diesem Zweck ist an beiden diametral 
gegenüber liegenden Punkten der Stemmkante der Zylinderschale 
die achsiale Verschiebung zu ermitteln. Mit Hilfe dieses Wertes 
ist die gemessene Auslenkuug der Bodenschale sinng·emäß zu be
richtigen. Im Bodenscheitelpunkt ist der volle Betrag in Abzug 
zu bringen, während in den übrigen Punkten nur die zur Schalen
mittelfläche normale Komponente zu berücksichtigen ist. Die in 
dieser Hinsicht einwandfreie V ersuehscinrichtung, bei der die l\Ieß
uhren an einem die Bodenschale längs des Meridians überspannen
den Bügel befestigt sind, der auf der Stemwkante in den genannten 
Punkten ruht, konnte für unsere V ersuche nicht in Frage kommen, 
da bei jedem V ersuchskcsscl die Abmessungen verschieden sind. 
Für die Messung sehr kleiner Auslenkungcn erwiesen sich die ge
nannten Meßuhren als unbrauchbar, da die Fehler, welche durch 
die Zahnradübertragung bedingt sind, zu stark ins Gewicht fallen. 
Mit Hilfe dieser Einrichtung wurden die Verschiebungen an der 
Bodensehale des Versuchskessels Nr. 9 und 10 gemessen. Im Hin
blick auf die übrigen Meßverfahren kommt der Messung der V cr
schiebung w eine geringe Bedeutung zu, so daß wir im allgemeinen 
von deren Durchführung absehen konnten. 

1 7. Ermittelung der größten Beanspruchung an einem Dampfkessel· 
boden durch den Versuch. 

a) Die totalen Verzerrungen und die Biegungsverzerrungen an der 
Außenseite der Dampfkesselbödeu. Die totalen V erzerrungen und die 
Biegungsverzerrungen wurden in den Meßpunkten 1-12 des Dampf
kesselbodens Nr. 9, Abb. 28 (S. 61) für die Mcßlänge olet = 20 mm 
in der oben erläuterten Weise bei 16 und 32 at gemessen. Da 
die Meßresultate in Uebereinstimmung mit den Druckstufen linear 
zunehmen, beschränken wir die nachfolgenden Angaben auf den 
Abpreßdruck von 32 at. Die Messungen wurden in der Kessel
schmiede der Lieferfirma kurz vor der A hlieferung ausgeführt. 
Die verhältnismäßig kurze Zeit, welche für die Erstellung der 
Versuchseinrichtung und die Durchführung· der Messungen zur V cr
fügung stand zeigt, daß auch eingehende Untersuchungen zur 
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Klärung der Frage der 
größten Beanspruchung im 
Werkstattbetrieb mit Er

Y; 
--+-+-ll--+---+3 folg ausgeführt werden 

können. Aus der Ablesung 
t---J.----7''---r-1--\-lf--HHr-t~_'-+ 2 L1 (olet)' am Dehnungsmes

ser und der Ablesung 
L1 (olet)" am Biegungsver
zerrungsmesser berechnet 
man naeh Gleichung (102 a) 

12 m~ 

50cm. und (102b) für jeden l\leß-
punkt die Längungsverzer

-20o10"+---+---+---+--lt---''rr-1Ht-+--+·t rung o ( o let)o und die Bie
gungsverzerrung o ( olet)h, 

-40tHÖ6t----t----+--++-+--'-91-J'-+---+-2 Zahlentafel VIII. DieSumme 
der beiden V erzerrungen 

(:/ 

1/00· fO-ft----t--r-..--l----t-----1'------l--+ 
ist gleich der totalen V er
zerrung L1 (olet), die auch 
nach Gleichung (99a) aus 
der Ahlesung L1 (Met)' be
stimmt werden kann. In-

0 -4!.::-~--lf'-!~_u:-+="4-~ti!-4-~J.:J--+.::o~!. folge einer konstruktiven 

Abb. 54. Die gemessene resultierende Deh
nung Set, Längungsdehnung Sot, Biegungs
dehnung Shte in der Meridianrichtung und 
die Größe ({!1 am Dampfkesselboden Nr. 9 

Abänderung am Biegungs
verzermngsmesser ist gegen
über früheren Angaben 
nh = 73. DieBiegungsver
zerrungen o ( o Zez)h in der 
Breitenkreisrichtung sind, 
wie die V ersuche bestätigen, 
praktisch Null. Für die für p = 32 at. 
Breitenkreisrichtung ist so

miLd ( Olez) = o ( o lez)o. Die resultierende Verzerrung L1 ( o loz) ermittelt 
man nach Gleichung (99 b ). 

b) Die Dehnung an der Außen- und Innenseite der Schale. Die 
größte am Boden auftretende Dehnung. Aus den gemessenen V er
zerrungen ermittelt man an Hand der Gleichung (9 c), Seite 104, 
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die Längungsdehnung Eote und die Biegungsdehnung Ehte, Abb. 54. 
Die resultierende Dehnung Eet an der Schalenaußenseite ist nach 
Gleichung (10 a), Seite 99 

Eet = Eote + E!zte 

Sie kann aber auch direkt aus der gemessenen resultierenden Ver
zerrung Ll (()let) der Schalenaußenseite nach Gleichung (4a, z = e) 
berechnet werden. Für 10 Böden wurde die resultierende Dehnung 
Eet und Eez, (Gleichung 4 b, z = e) in dieser Weise ermittelt und 
als Ordinate in den Abb. 20-30 (Seite 43 u. f.) über der abge
wickelten äußeren Meridianlinie me als Abszissenachse aufgetragen. 
Der Verlauf der Dehnungen Eet und Eez am Dampfkesselboden Nr. 9 
ist aus Abb. 28 (Seite 51) ersichtlich. Aus den beiden Dehnungen 
Eet und EhJe wurden nach Gleichung (12 d) 

E/t = Eet - 2 Ehte 

unter der Annahme des linearen Verlaufes die Dehnungen E/t an 
der Schaleninnenseite ermittelt. Da die Biegungsdehnung an der 
Breitenkreisrichtung Ehze vernachlässigt werden darf, wird 

Die größte Dehnung tritt an der Schaleninnenseite zwischen Meß
punkt 8 und 9 auf und beträgt Et1 = + 803 · 10-6• Die zugehörige 
Ringdehnung ist Eiz ~ Eez = - 366 · 10-6• An der Schalenaußen
seite erreichen die Meridiandehnungen in unmittelbarer Nähe des 
Meßpunktes 5 den Höchstwert Eet -= + 569 . w--6, während die 
Ringdehnung Eez = + 150 · 10-6 ist. In Abb. 54 ist der Wert 
Cft = Eh tel Eet aufgetragen. An den Stellen, wo die Dehnungshöchst
werte auftreten, beträgt cpt = + 2,14 bzw. + 0,4. Da der 'erst
genannte Wert> 1, so muß nach den Ausführungen Seite 102 u. f. 
die Dehnung an der Innenseite größer ausfallen wie auf der Schalen
außenseite, und zwar ergibt die Gleichung (12 d) für 

E/t = Ee1 (1 - 2 Cft) = - 245 (1 - 4,28) = + 803 • lQ-ß 

in Übereinstimmung mit dem oben erwähnten Ergebnis. Berück
sichtigt man noch, daß der Verlauf der Dehnungen über die Blech
dicke nicht linear ist, sondern einen hyperbolischen Charakter auf
weist, so sind die Dehnungswerte E{J in der Krempe, die einen 
Halbmesser R1 = 25,0 cm aufweist, um rund 11 °/o zu erhöhen, 



da mit h = 1,32 cm nach 
Gleichung (12 c, Seite 100) 
"Pt= 1,11 wird. Der Deh
nungshöchstwert erreicht 

den Betrag 

8max =Bit=+ 891 · 10-6• 

c) Die resultierenden 
Spannungen und die größte 
Beanspruchung. Aus den 

in Abb. 54 aufgezeichneten 

Dehnungen Set, cft, 8e2 "" Ei2 

ergeben sich nach den Glei
chungen (16a) und (16b) 

mit E = 2 · 10+6 kg/cm2 

die resultierenden Normal
spannungen an der Innen
und Außenseite der Schale. 
Der Berechnung der Span
nungshöchstwerte dürfen 
mit hinreichender Genauig
keit die Dehnungshöchst
werte zugrunde gelegt 
werden (siehe Zahlentafel 
IV, Seite 40), obschon genau 
genommen die Dehnungs
höchstwerte nicht mit den 
Spannungshöchstwerten zu
sammenfallen. Aus Abb. 55 
ist ersichtlich, daß die 

größte N ormalspan

nung des Bodens auf 
der Innenseite der 
Krempe auftritt und bei 
p =--cc 32 at den Wert 
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Abb. 55. Die resultierenden, aus den Meß
erge b n issen berechneten N orrn alspann ungen 
an der Innen- und Aussenseite und die größte 
Beanspruchung arn Dampfkesselboden Nr. 9 

für p = 32 at. 

a;na.T = Gi~ ma.r =-= +- 1525 kg/cm2 

aufweist. 
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Für die größten im Meßpunkt 5 an der Schalenaußenseite auf· 
tretende Normalspannung erhält man 

CJe1 ma:x = + 1350 kgjcm2 

Diese ist rund 13 °/o kleiner wie der Spannungshöchstwert Für 
die Beurteilung der größten Beanspruchung ist nach der Theorie 
von Guest-Mohr die größte Schubspannung maßgebend. Da an der 
Stelle des Spannungshöchstwertes beidc Rauptspannungen entgegen
gesetzte Vorzeichen aufweisen, so wird nach Gleichung (83) in 
ihrer nächsten Umgebung die gesuchte größte Beanspruchung zu 
erwarten sein. Ermittelt man in Abb. 55 für eine Anzahl Punkte 
in unmittelbarer Nähe von rp1 = 2,14 die Grüße 2 r'M nach Glei· 
chung (83), so erkennt man, daß praktisch genommen an der Stelle 
der größten Normalspannung die größte Beanspruchung herrscht. 
Mit a/1 == + 1525 kg/cm2, ai2 =- 275 kg(cm2 wird nach Glei
chung (83) 

2 TMma:c =:= 1800 kg/cm2 

Beachtet man, daß die innenseitigen Dehnungen in der Meridian
richtung um 11 ° I o größer ausfallen wie der Wert, welcher nach 
dem Geradliniengesetz an der Innenseite vorhanden sein müßte, so 
wird mit Ee1 === + 891 • lQ--6, Ei2 S';' Ee2 =-ccc- 336 • lQ-6 

O'ma.~ "-= CJitma:r: == + 1718 kg/cm2 ; ai2 '-=- 217 kg(cm2, 

so dal~ die gröf~te Beanspruchung den Wert 2 TJrima.~:= 1935 kgjcm 2 

bei p = 32 at erreicht. Dieser Wert ist nur wenig verschieden von 
dem erstgenannten, so daß wir für praktische Berechnungen der 
größten Beanspruchung von der Berücksichtigung des hyperbolischen 
Verlaufs der Dehnungen absehen dürfen. Ist ar= 2000 kg/cm2 

(siehe Zahlentafel II), so wird der Fließbeginn des Materials ent
sprechend 2 TMma;x: = 1800 kg(cm2 bei einem Flüssigkeitsdruck 

Pfi = 35,6 at 

an der Innenseite der Krempe zwischen Meßpunkt 8 und 9 zu er· 
warten sein. Der Betriebsdruck dieses Dampfkessels war mit 17 at 
festgesetzt. Die Sicherheitszahl gegen Fliessen beträgt somit rund 2,1. 
Die Grenzwerte der Spannungen betragen bei 35,6 at ai1 = + 1910 
kg/cm2, ai2 =- 241 kg/cm2• rrragen wir diese Grenzspannungen 
in gleicher Weise, wie dies für den elliptischen Boden geschah 
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(siehe Seite 169), in Abb. 29 ein, so erkennen wir, daß die ent~ 

sprechenden Grenzwerte nach Huber-Hencky keinen nennenswerten 
Unterschied aufweisen. Dieses praktische Beispiel zeigt, daß die 
versuchsmäßige Ermittlung der totalen V erzerrungen und der 
Biegungsverzerrungcn besonders in den Fällen angezeigt ist, wo 
die eindeutige und zuverlässige Angabe über die Größe und Lage 
der größten Beanspruchung der Schale unerläßlich ist. Dieser Frage 
kommt sowohl wirtschaftlich wie sicherheitstechnisch eine hohe 
Bedeutung zu, wenn es sich um die Erhöhung des Betriebsdruckes 
bestehender Dampfkessel handelt und die an sich noch einwandfrei 
beschaffeneu Böden den schwächsten Teil der Anlage darstellen. 
Die Ermittlung der grüßten Beanspruchung ermöglicht unter Be
rücksichtigung der lnderung der Festigkeitseigenschaften in Ab
hängigkeit der Temperatur eine wohlbegründete Entscheidung zu 
treffen, ob die Festigkeit des Bodens der vorgesehenen Druck
erhöhung genügt und somit weiter im Betrieb belassen werden 
kann, oder ob er ausgewechselt werden muß. Hinsichtlich des 
Kriteriums über die Form des Bodens verweisen wir auf die Er
örterungen von Seite 174. 

18. Vergleichende Untersuchung der Ergebnisse aus Theorie und 
Versuch des mit elliptischen Böden versehenen zylindrischen 

Behälters gleicher Blechdicke. 

Die wichtigsten Abmessungen der elliptischen Böden wurden 
schon früher (Seite 152) mitgeteilt. Das zylindrische Bord des 
Bodens beträgt 10 cm. Aus der Aufzeichnung der äußeren Schalen
meridiankurve, die dem Halbachsenverhältnis a: b = 2,031: 1 ent
spricht und der tatsächlichen Meridiankurve, die an Hand einer 
Blechschablone ermittelt wurde, geht hervor, daß die beiden Böden 
keine mathematisch genaue Ellipsenform aufweisen. Bis zum Punkt 
2', Abb. 33, decken sich die beiden Schalenkurven genau. Hierauf 
weicht die wirkliche Meridiankurve um 1,0 bis 1,4 mm, d. h. rund 
0,5 bis 0, 7 v. H. von der Bodentiefe nach außen ab, um sich bei 
Punkt 8' der theoretischen Meridiankurve bis auf 0,4 mm zu nähern. 
Zwischen Punkt 8' und 11' tritt wieder eine größere Abweichung 
in der erwähnten Richtung ein, die in Punkt 9' den größten Wert 
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von 1,4 mm erlangt. Von Punkt 11' bis zum Scheitelpunkt 14 
künnen an Hand der Schablone nur unbedeutende Abweichungen 
festgestellt werden. Durch ein leichtes Cberstreichen mit der Hand
innenfläche konnten hingegen flache Stellen in der mittleren Wiil
lmng festgestellt werden, die sich bei den .:\Iessungen durch Streuung 
der ~Ießergebnisse bemerkbar machen. Die Zylinderschale weist 
eine Länge von 200 cm auf. Der Behälter ist mittels Quasi-Are
Elektroden geschweißt, wobei die eine Bodenrundnaht innenseitig 
nachgeschweißt wurde. Mit Rücksicht auf die besondere Bedeutung 
der Y ersuchsergebnisse wurden an diesem Behälter eingehende 
Messungen mit großer Sorgfalt durchgeführt. Die Messungen er
strecken sich auf die Ermittlung der totalen V erzerrungen in beiden 
Hauptrichtungen, der Biegungsverzerrungen in Richtung des Meri
dians, der Verschiebungen senkrecht zur Mittelfläche und der Winkel
änderungen der Flächennormalen in der Nähe des Schalenrandes. 
Die Meßcrgebnisse der beiden Bodenschalen zeigen praktisch gute 
Übereinstimmung, so daß wir uns bei der Wiedergabe auf die eine 
Bodenschal<' beschränken, deren Dehnungen in Abb. 29 (Heite 52) 
aufgezeichnet sind. Die Ablesungen wurden bei 15 at und 30 at 
vorgenommen. 

a) Ermittlung der totalen Verzerrungen und der Biegungsverzerrun
gen. Größte Normalspannung und größte Beanspruchung. Aus den mit 
Hilfe des Dehnungs- und Biegungsverzerrungsmessers ermittelten 
Werten werden in gleicher Weise, wie dies im obigen Beispiel 
(Boden Nr. 9) eingehend erläutert wurde, die totalen Dehnungen 
Eet, Ee2, die Biegungsdehnungen cfue und damit die totalen Dehnungen 
E/t an der Schaleninnenseite berechnet. Die Werte sind in Abb. 56 
und 57 für p = 30 at eingetragen. Am Rand der beiden Schalen 
wurden die ~andwerte E~t = + 154,0 · 10-6 und s:2 =- 66,1 · 10-6 

festgestellt. Diese Randwerte ergeben nach Gleichungen (16a), 
(16b) mit E = 2 · 10+6 kg/cm2, v = 0,3 die resultierenden Rand
spannungen a~1 = + 295,0 kg/cm2, a~2 =- 43,7 kg/cm2, während 
die Hautrandspannungen nach GI. (68 a), (68 b) i1~1 = + 492,6 kg/cm2, 

i1~2 =- 1049,7 kg/cm2 betragen. Aus den Gleichungen (48a)*, 
( 48b )*folgen die Randunstetigkeitsspannungen ag; = + 1065,2 kg / cm 2, 

a?t~e = - 197,4 kg/cm2 oder für p = 1 at, agj = + 35,5 kg/cm2, 
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a?t~e =- 6,58 kg/cm 2 , während die rechnerischen Randwerte 

+ 33,90 kg/cm2 und 0 (Seite 162) betragen. Wir erkennen aus der 
Gegenüberstellung der Ergebnisse, daß am Schalenrand in Wirklich

keit ein Biegungsmomcnt wirkt. Um über seine Größe einen 

Maßstab zn erhalten, berechnen wir nach Gleichung (76.3)* die 

0 

-6 
-20(}-10 

Cl 

400fÖ6 

200tÖ6 

0 

•20010-ti 

-6 
-400·10 

0 fO 20 

0 10 

I 

2THmax • 1558 
I 

Abb. 56. Die am elliptischen Boden a: b = 2,013 des zylindrischen Be
hälters gleicher Dicke 2 h = 1,2.cm bei p = 30 at gemessenen resultierenden 
Dehnungen Set, Se2, Shte und die hieraus ermittelte Dehnungen sit bzw. Sit. 

0 an der Schalenaußenseite gemessene totale Dehnung Set, Se2. 

EH Biegungsdehnung Shte aus den Maßergebnissen an Hand der Gl. 
(102a), (102b) ermittelt. 

@ Längungsdehnung Sot nach Gleichungen (11c, Seite 102) berechnet. 
a resultierende Dehnung nach Gleichung (12 d, Seite 102) an der 

Schaleninnensei te. 
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Biegungsspannung, welche notwendig ist, damit sich der Schalen
rand überhaupt nicht verdreht, also starr eingespannt ist. Der 
Randwert ag: wird durch die Wirkung des Biegungsmomentes nur 
unwesentlich beeinflußt. Wir erhalten nach Gleichung (76.3)* mit 
ag! = 1065,2 kg/cm 2 für den extremen Wert der Biegungsspannung 
a~1~ = + 1933,5 kg/cm2• In Wirklichkeit beträgt somit der Ein
tluß der Einspannung nur 10°/o der starren Einspannung (siehe 
a. Seite 171 u. f.). Die Uebereinstimmung, welche das rechnerische 
Näherungsverfahren mit den durch die Theorie nach Gleichungen 
(78.2)*, (78.3)* bedingten Randwerten und den Meßergebnissen 
ergibt, ist nach Abb. 38 recht befriedigend. Mit den oben ange
führten Randspannungen wurde das eingehend ·erläuterte Rechnungs
verfahren erneut durchgeführt. Die Wiederholung des Rechnungs
ganges beschränkt sich auf die Ermittlung der Beiwerte Ct, cz und 
der anschließenden Berechnung der Unstetigkeitsspannungen. Die 
vorangehenden Rechnungsergebnisse werden durch veränderte Rand
bedingungen nicht beeinflußt. Wir erhalten damit die in den 
Abb. 35-38, 56 eingezeichneten, gestrichelten Kurven, die zeigen, 
daß eine weitere Annäherung an die Meßergebnisse erzielt wird. 
Durch das Auftreterrvon Biegungsspannungen nehmen die Spannungen 
gegenüber dem Falle des freidrehbaren Schalenrandes am Boden 
etwas höhere Werte an, während die Spannungen an der Zylinder
schale etwas kleiner ausfallen, Abb. 37. Die größte an der Innerseite 
der Krempe auftretende berechnete Normalspannung ist a:nax = ait 
= 1191 kg/cm2, während die Ringspannung atz=- 300 kg/cm2 

beträgt, so daß nach Gleichung (83) 2 't'Mma:r = 1491 kg/cm2 wird. 
Der Unterschied dieser Spannungswerte gegenüberden entsprechenden 
des freidrehbaren Schalenrandes ist nicht von Bedeutung, Zahlentafel IX. 

Ermitteln wir aus den gemessenen Dehnungen, Abb. 56, in 
der nächsten Umgebung des Dehnungshöchstwertes die Normal
spannungen alt, afz, so erhalten wir für die größte an der Innenseite 
der Krempeauftretende Normalspannung a:nax =alt=+ 1285 kg/cm2• 

An Hand der beiden Kurvenäste der Normalspannungen berechnet 
man nach Gleichung (83) die Größe der Schubspannung und findet 
mit aft ~ + 1275 kg/cm2, a[z =- 283 für 2 't'Mmax = 1558 kg/cm2• 

Infolge der Streuung der Meßpunkte sind die beiden Hauptdehnungs-
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Z a h l e n t a f e l I X. 
Resultierende Normalspannung a]J im Scheitel, 

größte Normalspannung a~az und größte Schubspannung 2-rM-maz am 
elliptischen Boden a: b = 2,031 : 1 des zylindrischen Behälters gleicher 
Dicke 2 h "-' 1,2 cm für p = 30 at unter der 1\nnahme der linearen 

Spannungsverteilung. 

bll 
Art der Einspannung ~ I 

2-rM-max ::s , I <1max 
des Schalenrandes '"d (JB <1max 2TMma:r ~ 

---

p = 30 at ..0 a!J aß 
..0 
~ kgfcm21 kg/cm2 

Rand frei dreh bar 

(J~~e = 0 37 + 1000 + 1132 144S 1,13 1,45 

Rand bedingt drehbar 

ah,~e = -197,4kgfcm2 37 + 1000 + 1191 1491 1,19 1,49 

Durch Messung ermittelt 
38 

ah,~e = -193,8 kg/cm 2 
56 +1038 +12S5 155S 1,24 1,50 

<1B =nach Gleichung <1!J = p R/4 h berechnete Scheitelspannung. 
"'" bedeutetnach den Ausführungen von Seite 102 u. f., daß sich die Größe 

auf den linearen Verlauf der Spannungen bzw. Dehnungen bezieht. 

werte im Bodenscheitel nicht eindeutig bestimmt. Wir entnehmen aus 
Abb. 38 für Bet- + 372 · 10-6, Be2 =~ + 350 · 10-6 kg/cm2 und 
erhalten mit E = 2 · 10+6 kg/cm2 und Y = 0,3 als Mittelwert der 
beiden Seheitelspannungen für aß=+ 1038 kg/cm2• Die Zu
sammenstellung dieser Spannungswerte in Zahlentafel IX bestätigt 
das an früherer Stelle bereits Gesagte, daß bei e 11 i p t i s c h er 
Bodenschale mit dem Halbachsenverhältnis von rund 
a:b=2:1. 
1. die größte Normalspannung und die größte Bean

spruchung, welche für den Fließbeginn maßgebend 
ist, nicht im Bodenscheitel, sondern auf der Innen
seite der Krempe auftritt. Im vorliegenden Versuch war 
der Normalspannungshöchstwert rund 24 Ofo größer und nach 
den theoretischen Untersuchungen rund 13 °/o bzw. 19°/o größer 
wie die Scheitelspanuung. 

2. die größte Beanspruchung, welche für den Fließ
beginn ausschlaggebend ist, wesentlich größer 

14 
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ausfällt wie die Scheitelspann'ung und der Normal
spannungshöchstwer t. Bei dem vorliegend untersuchten 
Behälter folgt aus den l\feßergebnissen, daß die für den Fließ
beginn maßgebende Beanspruchung rund 50% und nach der 
Rechnung rund 45°/o bzw. 49°/o größer ist wie die Scheitel
spannung. 

3. d. h. der elliptische Boden yom Halbachsenverhält
nis rund a:b=2:1 ist somit nicht die günstigste 
Boden form. 

Wir haben bereits früher (Seite 178 u. f.) kurz angedeutet, in 
welcher Weise das Halbachsenverhältnis zu ändern ist, damit die 
günstigste Form erreicht wird, die dadurch gekennzeichnet ist, daß 
die größte Beanspruchung in der Krempe mi\gliehst gleich der 
Scheitelspannung wird. 

b) Ermittlung der Verschiebungen senkrecht zur Mittetfäche. Am 
Boden des Behälters wurde in besprochener Weise (Seite 198) 
mitte1st Meßuhren die Verschiebung winkelrecht zur Schalenmittel
fläche ermittelt. Die gemessene, achsiale Verschiebung des Schalen
randes beträgt u: = 0,00265 cm. Das Koordinatensystem legten 
wir so, daß sein Ursprung in der Schalenrandebene liegt, d. h. die 
Verschiebung des Schalenrandpunktes in achsialcr Richtung ist Null. 
Um den wirklichen Wert der Verschiebung w zu erhalten, muß 
vom gemessenen Wert wß im Bodenscheitel die Grüße ui und in 
den übrigen Meßpunkten der Wert u; sin ß in Abzug gebracht 
werden. Es ist somit für jeden Meßpunkt im aufgezeichneten 
Meridianschnitt des Bodens der Winkel ß derNormalen zu bestimmen. 
Die so berichtigten Werte sind in Zahlentafel X und in Abb. 35 
eingetragen. 

Die gemessene Auslenkung des Bodenscheitels beträgt 0,0570 cm, 
während für den frei aufliegenden Schalenrand 0,0602 cm, d. h. 
einen um rund 5°/o größeren Wert berechnet wurde (siehe Seite 168). 
Die Veränderung der Randbedingung gegenüber dem vorigen Falle 
ist für die Größe der Scheitelauslenkung ohne praktischen Einfluß, 
wie die Berechnung der Verschiebung unter Berücksichtigung der 
oben angefilhrten wirklichen Randbedingungen bestätigt, Abb. 35. 
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Zahlentafel X. 
Gemessene und berichtigte Verschiebung WB bei p = 30 at. 

x = l\bstand des Meßpunktes vom Bodenscheitel in cm. 

X sin ß u~ sin ß w~ WB 

cm cm cm cm 

0 1,000 0,0026 0,0600 I 0,0570 
6,9 0,996 0,0026 0,0567 0,0541 

17,8 0,971 0,0026 0,0419 0,0393 
24,0 0,941 0,0025 0,0305 0,0280 
27,6 0,911 0,0024 0,0224 0,0200 
31,3 0,866 0,0023 0,0156 0,0133 
34,9 0,806 0,0021 0,0044 0,0023 
40,4 0,615 0,00~6 -0,0109 -0,0125 
42,3 0,50G 0,0013 -0,0135 -0,0148 
44,6 0,349 0,0009 -0,0134 --0,0143 
47,1 0,139 0,0004 - 0,008() - 0,00!!3 I 

Die an sich geringe Abweichung der berechneten und gemessenen 
Verschiebung rührt davon her, daß sich die Rechnungsergebnisse 
nicht auf die Schalenaußenseite, sondern auf die Schalenoberfläche 
beziehen. Außerdem konnten bei der Durchführung dieser Messungrn 
die vom Werkstattbetriebe herrührenden störenden Erschütterungen 
des Bodens auf dem unser Messgestell ruhte, nicht ausgeschaltet 
werden. 

c) Ermittlung des Verdrehungswinkels {} in der Umgebung des 
Schalenrandes. In der Umgebung des Schalenrande:-; der beiden 
Böden wurde der Verdrehungswinkel {} mittels Nadeln (siehe 
Seite 192) nach Gleichung (100) ermittelt. Die gemessenen Werte 
{} trägt man als Ordinate im zugehörigen Meßpunkt der abge
wickelten äußeren Meridiankurve als Abszissenachse auf und erhält 
im Abszissenpunkt, der dem Schalenrand entspricht, den Rand
verdrehungswinkel {}*. Berechnet man den V erdrehungswinkel, 
welcher den Randbedingungen Gleichung (78.6)* genügt ( aX1e == 0), 
so ergibt sich ein um 3,2 ° f o kleinerer Wert. Ermittelt man an Hand 
von Gleichung (7 4.8)* mit den berechneten Randbedingungen 
a~! = + 1065,2 kg/cm2, a?,1, =- 197,4 kg/cm2 den Randver-
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Zahlentafel XI. 
Gemessene und berechnete Verschiebung im Scheitel der elliptischen 

Bodenschale a: b = 2,031; 2 h = 1,2 cm für p = 30 at. 

w 
cm 

w w I : I cm cm 

Berechnet für frei drehbaren Rand 

aY.~ = 0 

w 
cm 

bedingt 
drehbar 

gemessen 
Rand bedingt 

drehbar 
O'~te=-193,8 Haut- ~Unstetigkeits-~ resultierendr O'~~e =-197,4 

kgfcm 2 verschiebung verschiebung Verschiebung kg/cm2 

+0,0570 + 0,0659 -0,0057 +0,0602 + 0,0602 

drehungswinkel, so beträgt der Unterschied gegenüber dem ge
messenen Wert nur noch 2,40fo. In Wirklichkeit ist das Rand
hiegungsmoment dem absoluten Wert nach etwas kleiner, wie aus 
der Anwendung der Gleichungen (48a)*, (48b)* folgt. Das negative 
Vorzeichen besagt, daß der Verdrehungssinn so gerichtet ist, daß 
auf der Schalenaußenseite die Fasern gestaucht werden. Ein Ueher
hlick über die Versuchs- und Rechnungsergebnisse bestätigt, daß 
dieNäherungslös ung unter den a ngcde u teten Voraus
setzungen für die Berechnung der Formänderung und 
Spannungen zylindrischer Behälter mit gewölbten 
Böden ein einfaches und praktisch brauchbares V:er
f a h r e n d a r s t e 11 t. 

Zahlentafel XII. 

Berechneter und gemessener Wert des Randverdrehungswinkels {)* der 
elliptischen Bodenschale a : b = 2,0:51; 2 h = 1,2 cm für p = 30 at. 

Rand frei Rand bedingt Rand bedingt Rand fest ein. 
drehbar drehbar drehbar gespannt 

aXre = o aK~e = -197,4 O'~~e = - 193,8 aX~. = + 1933,5 
kg/cm2 kgjcm2 kgfcm 2 

n. Gl. (78.6)* n. GI. (74.s)* gemessen n. Gl. (76.3)* 

- 3745· 10-6 -3525· 10-6 -2838. 10-6 0 
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19. Zusammenfassung. 

Übersicht über die wichtigsten Ergebnisse. 

Cm dem im Kessel- und Behälterbau tätigen Ingenieur in die 
exakte und systematische Untersuchung der Festigkeitsaufgaben 

einzuführen, werden die wichtigsten Grundgleichungen der Elasti

zitätstheorie der Schale erläutert. Mit Rücksicht auf das Meß

verfahren ist die Formänderung der Schale eingehend behandelt. 
Aus der Betrachtung der Verteilung der Dehnung über die Blechdicke 

geht hervor, daß bei verhältnismäßig dickem Blech, die Dehnung 

an der Schaleninnenseite unter Umständen bedeutend größer ist 

wie der Wert, welcher der linearen V erteilnng der Dehnungen ent

spricht (Seite 98 u. f. ). Bei linearer Verteilung der Dehnungen 

besteht zwischen der resultierenden Dehnung an der Schalenaußen

seite, der resultierenden Dehnung an der Schaleninnenseite und 

der Biegungsdehnung linearer Zusammenhang, welcher in einfacher 

Weise gestattet, die Dehnung an der Innenseite zu berechnen, wenn 
die resultierende Dehnung und die Biegnngsdehnung an der Schalen

außenseite z. B. an Hand von Messungen bekannt sind (Seite 102 u. f.). 

Ist das Verhältnis von ~'hte/Ert negativ oder größer wie 1, dann ist 

die totale Dehnung an der Innenseite größer wie auf der Außen

seite der Schale. Dies trifft stets in der Krempe der Bodenschale 
zu, so daß an dieser Stelle des gewölbten Bodens insbesondere 
bei verhältnismäßig großer Blechdicke hohe Beanspruchungen zu 
erwarten sind (Seite 200 u. f.). 

Die Randverschiebung der Boden- und Zylinderschale fällt ver
schieden groß aus und ist zudem gegenläufig (Seite 108 u. f.). Werden 
die beiden Schalen zu einem Bebälter oder Kessel zusammengefügt, so 

muß der stetige Übergang am gemeinsamen Schalenrand erzwungen 

werden (Seite 109 u. f.). Die Randkräfte und Randmomente, welche 

zur Wahrung des stetigen Überganges erforderlich sind, bedingen ein 

zweites Spannungssystem. Dieses ist dem Spannungssystem zu 

überlagern, welches in jeder der beiden Schalen auftritt, wenn sich 

der Rand ungehemmt bewegen kann und die Schale allein durch den 

Flüssigkeitsdruck belastet ist (Seite 115 u. f.). Für die rechnerische 

Untersuchung der Aufgabe treffen wir die Annahme, daß dieses erste 
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Spannungssystem (Hautspannungen) näherungsweise ersetzt werden 
dürfe durch die Spannungen, welche in der Schale als Haut he
trachtet, auftreten. Aus der bekannten allgemeinen Lösung der 
Zylinderschale ergeben sich die grundlegenden Eigenschaften über 
den Charakter des zweiten Spannungssystems (Unstetigkeitsspan
nungen). Die Gleichungen zur Berechnung der Unstetigkeitsver
zerrung und der Unstetigkeitsspannungen der randeingespannten 
Zylinderschale für die allgemeinen Randbedingungen (Seite 123) 
für den frei drehbaren (Seite 127) und für den nicht drehbaren 
Schalenrand (Seite 129) sind übersichtlich zusammengestellt. Außer
dem sind für die beiden genannten Belastungsfälle die Unstetig
keitsspannungen aufgezeichnet (Abb. 22 und 23). Zur Erleichterung 
der Berechnungen sind die wichtigsten Funktionswerte (Abb. 21) 
ermittelt. Aus den Betrachtungen folgt in Übereinstimmung mit 
den Ergebnissen der :Messungen an zylindrischen Behältern die mit 
gewölbten Böden versehen sind, daß die Unstetigkeitsspannungen 
mit wachsender Entfernung vom Schalenrande gegen Null abklingen. 
Das Abklingen erfolgt um so rascher, je dünner die Schale ist. 
Für die im praktischen Kesselbau üblichen Bebälter und Kessel 
sind die Unstetigkeitsspannungen in einer Entfernung gleich a /4 
bis a /2 (auf der Zylinderschalenmantellinie bzw. auf dem Boden
schalenmeridian gemessen; a = Halbmesser der Zylinderschale) 
so klein, daß sie vernachlässigt werden dürfen (Seite 125 u. f., 
Versuchergebnisse). Von diesem Punkte an kommen nur noch 
die Spannungen in Frage, die durch die Hautgleichungen gegeben 
sind (Seite 120 und 133). 

Die sinngemäße Übertragung der Lösung der Festigkeitsauf
gabe der randeingespannten von Flüssigkeitsbelastung freien Zylin
derschale auf die Festigkeitsberechnung der gewölbten Böden führte 
in Verbindung mit den Ergebnissen der im Jahre 1923 an zwei 
Behältern vorgenommenen Dehnungsmessungen in unmittelbarer Folge 
auf eine Näherungslösung (Seite 134). An Hand dieser Näherungs
lösung werden die allgemeinen Gleichungen zur Berechnung der 
Unstetigkeitsverformung und Unstetigkeitsspannugen für die Boden
schale aufgestellt (Seite 134 u. f.). Für den Belastungsfall durch 
Flüssigkeitsdruck bei freibeweglichem Schalenrand wird angenommen, 
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daß die Bodenschale als Haut betraehtet werden dürfe, deren Span
nungen durch die bekannten Hautgleichungen (Seite 133) gegeben sind. 
Die Überlagerung dieser beiden Spannungsysteme führt zu dem in der 
Wirklichkeitauftretenden Spannungsverlauf. Das ~äherungsverfahren 
ergibt für den gemeinsamen Schalenrand des zylindrischen, mit 
gewölbten Böden versebenen Behälters gleicher Blechdicke, die be
merkenswerte Randhedingung, daß das Randhiegungsmoment Null ist 
( ~eite 139 u. f. ). Die V ersuchsergebnisse, die sowohl genietete wie 
stumpf geschweißte Behälter umfassen, zeigen, daß in Wirklichkeit am 
gemeinsamen Schalenrand Biegungsspannungen auftreten (S.171 u. f.). 
Diese erreichen jedoch nur 10-20 ° /o des Wertes, wenn der Schalen
rand als nicht drehbar (fest eingespannt) angesehen wird. Die 
tatsächlich auftretenden Randbedingungen liegen dem Belastungs
fall des frei drehbaren Schalenrandes so nahe, daß die Festigkeits
berechnung mit dieser Randbedingung zu praktisch brauchbaren 
Ergebnissen führt. 

Die an Hand der Käherungslüsung zunächst durchgeführten 
Betrachtungen über die Festigkeit der Zylinders c h a 1 e eines 
Behälters oder Kessels ergeben, daß die größte Beanspruchung 
stets an der Außenseite auftritt (Seite 142). Für Behälter mit 
afr < 4,38 ist die Ringspannung die griißte Beanspruchung (Gleichung 
80b). Ist das Verhältnis a/r > 4,38, so wird die Meridianspannung 
zum Höchst-wert (Gleichung 80 a), und zudem rückt der Ort des 
Höchstwertes näher an den Schalenrand (Abb. 28). Aus den Unter
suchungen über die günstigste Lage der V erbindungsstelle von Boden 
und Zylinderschale (Seite 180 u. f.) folgt in Übereinstimmung mit 
den Meßergebnissen, daß bei Behältern mit afr < 6 die Schweiß
naht in den Schalenrand oder in unmittelbare Nähe zu verlegen ist, 
damit diese der geringsten Beanspruchung ausgesetzt ist. Die Lage 
sowie der Wert der Beanspruchung wird durch die Gleichungen 
(96 a) u. f. festgelegt. Die im Behälterbau allgemein geübte Ge
pflogenheit, die Schweißnaht an die Kante des zylindrischen Bordes 
der Bodenschale zu verlegen, ist zu verwerfen, da die Schweißnaht 
in der Regel in die Zone der größten Beanspruchung zu liegen 
kommt. 

Die prakth;che Anwendung des ~ähernngsverfahrens zur Festig-
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keitsbereclmnng von Behältern wird an einem Beispiel, dem ein 
zylindrischer Behälter gleicher Blechdicke 2 h = 1,2 cm, Halb
messer a = 39,4 em, mit elliptischen Böden vom Halbachsenverhält
nis a: b == 2,031: 1 zugrunde liegt, eingehend erläutert Seite 152u.f.). 
Die Ergebnisse der sorgfältig durchgeführten Messungen der Deh
nungen, Verschiebungen und der Randverdrehungswinkel (S. 205 u. f.) 
stehen mit den rechnerischen Ergebnissen in guter Übereinstimmung 
(Seite 169 u. f.) wenn man die durch die Herstellung des Behälters 
unumgänglichen Abweichungen von den Sollmaßen der Konstruk
tionszeichnung in Erwägung zieht. Das rechnerische Näherungs
verfahren liefert somit brauchbare Ergebnisse, falls der Bodenmeridian 
möglichst stetige Gestalt aufweist, der Krempenhalbmesser nicht 
zu klein und der Scheitelkrümmungshalbmesser nicht zu groß ist 
(Seite 170 u. f.). Der Umstand, daß die größte Beanspruchung bei 
den im Kesselbau üblichen Bodenformen stets auf der Innenseite 
der Krempe, also in nächsterUmgebungdes Randes auftritt, ermöglicht 
eine wesentliche Kürzung des Rechnungsverfahrens (Seite 164 und 
176), indem diese auf die schmale Randzone beschränkt werden 
kann. Der in bezug auf den gemeinsamen Schalenrandpunkt an
nähernd zentrü;ch-symmetrische Verlauf der Spannungen führt für 
stetig gekrümmte Böden oder für Böden, deren Meridiankurve aus 
einer größeren Anzahl Kreisbogen zusammengesetzt ist mit nicht zu 
kleinem Krempenhalbmesser zu einer einfachen Näherungsformel 
(Seite 177 u. f. ), deren Brauchbarkeit durch die Versuchsergehnisse 
an drei elliptischen Böden in praktischen Grenzen bestätigt wird.*) 

Aus den zur Zeit vorliegenden Ergebnissen der Messungen an 
gewölbten Böden und der Rechnung ergeben sich für die Gestaltung 
des Bodenmeridians wichtige Richtlinien (Seite 173 u. f.). Unter der 
Y oraussetzung, daß der gewölbte Boden aus Blech hergestellt wird, 
d. h. überall die gleiche Dicke aufweist, muß der wellenförmige 
Verlauf der Spannungen (Seite 167, Abb. 37 und Seite 203, Abb. 55) 
und die damit notwendigerweise ungleichmäßige und unwirtschaft
liche "\usnützung der Festigkeit des Materials in Kauf genommen 

*)Hinsichtlich Näherungsformeln zur Berechnung korbbogenförmiger 
Böden verweisen wir auf die ausführlichen Untersuchungen des ersten 
T~e~ · 
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werden. Die Forderung der günstigsten Beanspruchung beschränkt 
sich auf die Bedingung, daß die größte Beanspruchung in der Krempe 
und die Scheitelbeanspruchung sich möglichst wenig von einander 
unterscheiden sollen. Für die größte Beanspruchung in der Krempe 
ist vor allen Dingen die Größe des Krempenhalbmessers und die 
verhältnismäßige Blechdicke maßgebend. Aber auch die übrige 
Form des Meridians ist von Einfluß. Beschränken wir die gewon
nenen Erkenntnisse nur auf die im Kesselbau besonders geläufigen 
Hauptabmessungen des Bodens, nämlich auf den Scheitel· und 
Krempenkrümmungshalbmesser, so darf der Scheitelkrümmungs
halbmesser im Vergleich zum Krempenkrümmungshalbmesser nicht 
zu groß angenommen werden. Je flacher der Boden ist, um so 
größer wird die Beanspruchung, selbst in dem Falle, wo der 
Krempenhalbmesser im Vergleich zum Halbmesser der Zylinder
schale verhältnismäßig gro13 ist (Seite 17 4, Beispiel). Diese Erkenntnis 
steht im Einklange mit der im ersten Teil der Studie für korbbogen
förmige Böden aufgestellten Forderung, daß zwischen dem Krüm
mungshalbmesser der mittleren Wölbung und dem Krümmungshalb
messer der Krempe ein ausgezeichnetes Zahlenverhältnis bestehen 
muß, falls der korbbogenförmigeBoden bei gegebenem Tiefenverhältnis 
die zweckmäßigste Form aufweist (Seite 82). Da jede Un
stetigkeit im Verlauf der Meridiankurve in der Regel eine Spannungs
erhöhung an der betreffenden Stelle verursacht, so stellt die an sieb 
zweckmäßig geformte korbbogenförmige Bodenschale infolge des 
sprungweisen Überganges des Krümmungshalbmessers nicht die 
günstigste Bodengestalt dar. Die günstigste Bodenmeridiankurve 
zeichnet sich streng genommen aus durch die stetige Zunahme des Krüm
mungshalbmessers vom Rand bis zum BodenscheiteL Die günstigste 
Gestalt des Bodenmeridians liegt praktisch auch dann vor, wenn 
die Meridiankurve aus einer größeren Zahl von Kreisbogenstücken 
zusammengesetzt ist, d. h. einen unstetigen Verlauf aufweist und 
die Linienführung dieser Meridiankurve (und somit auch die Haupt
abmessungen, Scheitelkrümmungs- und Krempenkrümmungshalb
messer und Achsenverhältnis) der idealen Meridiankurve in prak
tischen Grenzen möglichst nahe kommt. Die V ersuche und die 
eingehenden Berechnungen lehren, daß der elliptische Boden mit 
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dem Halbachsenverhältnisse von rund a : b = 2 : 1 n ich t die wirt
schaftlichsten Abmessungen aufweist (Seite 209). Der günstigste 
Boden wird nach den überschlagsmäßigen Berechnungen etwa 25°/o 
tiefer undseine größte Beanspruchung wird um rund 50°/o geringer 
ausfallen wie beim genannten elliptischen Boden (Seite 1 79). 

Die eingehenden Messungen, die an Böden von Kesseln und 
Behältern ausgeführt wurden, zeigen, daß zur einwandfreien Be
urteilung der Festigkeit sowohl die totalen Dehnungen und die 
Biegungsdehnungen mit empfindlichen Meßgeräten von kleiner Meß
länge zu ermitteln sind. Der Bau und die Handhabung solcher 
Meßgeräte sowie die Auswertung der Ablesungsergebnisse wird 
eingehend erläutert (Seite 187 u. f.). Dem Meßverfahren, dessen 
Anwendung an einem Beispiel (Seite 199 u. f.) ausführlich be
schrieben ist, kommt praktisch sowohl sicherheitstechnisch wie wirt
schaftlich eine hohe Bedeutung dann zu, wenn bei der Erhöhung 
des Betriebsdruckes bestehender Kessel zu entscheiden ist, ob die 
Böden weiter im Betriebe belassen werden dürfen oder ausgewechselt 
werden müssen (Seite 204 u. f.). 
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._1_5,_70_7_9_"_1 __ 17_,2_7_86 __ 1Yo + 15,7079 I r----1-----1 

4,7124 6,2832 IYo + 4,7124 I 

10,9956 12,5664 [Yo + 10,99561- 008 Yo I 
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+ 8in Yo - otg Yo 
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Druckfehler· Berichtigung. 

I. Teil. 

Seite 40, Zahlentafel III, Zahlenkolonne Nr. 6 und Nr. 7 für Be
richt li sind zu vertauschen, 

Zahlentafel IV, Boden 2: sK = 1,2 sn = 1,0. 

Seite 54, 6. Zeile von unten, an Stelle von Ee1 ist Ee2 zu setzen. 

Seite 54. Die Gleichung soll heißen 

(_!__) - fk2 + 1 - k - ~ 
R max- iJc2-Fl-1 -- R' 

Seite 66, Abb. 33. Im Nullpunkt des Koordinatensystems soll es 
I' 

für R heißen 0,20 statt 0,02, 

Seite 72, 4. ·Zeile, für R ist Gleichung (11) zu setzen. 

Seite 77. In Abh. 38 soll der untere Ausdruck für s heißen 

p 1' :f' 200 

s = 2 K z ( 20 ~ + 0, 7 r 

statt (2o -Ji- 0,7r 

II. Teil. 

Seite 128, Gleichung (62a) lies - 0,585 aZ! anstatt - 0,585 1J~2 

Seite 133, Gleichung ( 69 b) lies + R2 e02 an statt + e02 

Seite 136, Gleichung 74.7) lies w0 = + ... anstatt w0 =- ... 




