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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Zwischen schulmiBiger und hoéherer Betrachtung besteht in der
analytischen Geometrie vielleicht ein stirkerer Gegensatz als in irgend-
einem anderen Gebiet der Mathematik. Seine Uberwindung sollte man
den Studierenden moglichst erleichtern; am besten so, daB sie selbst
die Wandlung ihrer Denkweise innerlich mitschdffend vollziehen. Dem
habe ich Rechnung zu tragen gesucht. Die mir bekannten neueren
Lehrbiicher verfahren freilich zumeist etwas anders. Die projektive
Denkweise beherrscht fiir sie von vornherein und in einheitlicher Dar-
stellung den Aufbau; was zugleich den baldigsten Gebrauch homogener
Koordinaten mit sich bringt. Die methodische Konsequenz dieses Ver-
fahrens kann nicht bestritten werden. Fiir das vorliegende Lehrbuch
ist jedoch auBer den gebieterischen Forderungen der Wissenschaft auch
die Riicksicht auf die ebenfalls gebieterischen Bediirfnisse des Lernen-
den bestimmend gewesen. Dies gilt insbesondere auch von der Anord-
nung des Stoffes. Ich hielt es fiir richtig, die sachlichen und metho-
dischen Grundgedanken dem Studierenden zunichst in der inhomogenen
analytischen Sprache zu vermitteln, die er mitzubringen pflegt.

Immer wird ein KompromiB persénlich gefiarbt sein. Ich stehe nicht
an zu sagen, daB ich mich wesentlich auf die Seite der Lernenden ge-
stellt habe; ein einfithrendes Lehrbuch soll in erster Linie ein Lern-
buch sein. Unter dem Gesichtspunkt des wissenschaftlichen Aufbaues
mag allerdings manches in ihm als ein Mangel erscheinen, worin ich
selbst eine paddagogische Notwendigkeit sehe. Von diesem Gesichts-
punkt aus bitte ich den kritischen Leser, Plan und Ausfiihrung meiner
Arbeit zu beurteilen. Ich hoffe mit ihr auch dem Grundgedanken
dieser Sammlung zu entsprechen, der die Bediirfnisse der Anwendungs-
gebiete besonders beriicksichtigen will.

Auch die Abgrenzung des Inhalts ist wesentlich durch pidago-
gische Erwdgungen bestimmt. Er beschrinkt sich im wesentlichen auf
das lineare Gebiet; dazu wird man auch die Polaritit und die Trans-
formation der quadratischen Formen rechnen; bestehen doch ihre
Hauptteile in der Diskussion einer Matrix. Dagegen ist der Linienraum
sowie die projektive Behandlung der Metrik auBerhalb des behandelten
Stoffes geblieben.

Frankfurt, im Mai 1925.
A. SCHOENFLIES.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Tendenz des Buches, wie sie im Vorwort zur ersten Auflage
zum Ausdruck kommt, hat sich bewidhrt. Ich habe deswegen bei der
Neuherausgabe den Aufbau ganz unveridndert gelassen, um den Wert
des Buches fiir den Anfinger zu erhalten. Dagegen war es nétig, sehr
zahlreiche kleinere und.auch an einigen wenigen Stellen groBere Ande-
rungen auszufithren. Hierbei wurde ich ganz wesentlich von meinen
Frankfurter Freunden unterstiitzt.

Es schien ferner zweckmiBig, durch Hinzufiigung von Anhingen
das Buch auch dem Interesse des reiferen Mathematikers anzupassen.
Der wichtigste Teil, Anhang I1I, behandelt die lineare Algebra und
zeigt, wie durch sie die analytische Geometrie zu einem gewissen Ab-
schluB kommt. In enger Verbundenheit werden hier die wichtigsten
Probleme der analytischen Geometrie und der linearen Algebra be-
handelt. Jede der beiden Disziplinen kann in dieser gemeinsamen
Darstellung zu ihrem vollen Recht kommen. Denn dieser Teil der
Geometrie ist gleichsam nur eine riumliche Realisation der linear-
algebraischen Erscheinungen. Freilich muBl man gelegentlich die viel-
dimensionale Geometrie mit in Betracht ziehen, denn z. B. die Elemen-
tarteilertheorie entfaltet ihre volle Schénheit erst bei einer geniigend
hohen Variablenzahl. Beiden Disziplinen zugrunde liegt die abstrakte
Theorie der Verkniipfungen, die aber hier gegeniiber der Darstellung
im Gebiet der Zahlen und rdumlichen Gebilde zuriickgedrangt ist.

In einem gewissen Gegensatz zu diesem Teil steht Anhang VI;
er zeigt, wie man wichtige Problemgebiete der Geometrie, die sich
bisher der analytischen Behandlung entziehen, vielleicht doch einer
solchen Behandlung zufithren kann. Der Anhang I gibt eine Uber-
sicht iiber alle in Betracht kommenden geometrischen Erscheinungen,
gleichsam einen systematischen Katalog der analytisch-geometrischen
Schaustiicke. Anhang II entspricht dem Bediirfnis, tiber die fiir die
Grundlegung wichtigen Gesichtspunkte etwas zu erfahren. Auf die
ausfithrliche axiomatische Darstellung muBte natiirlich verzichtet
werden. Es kam vor allem darauf an, die wichtigsten Entwicklungs-
stufen in der Verschmelzung von Geometrischem und Arithmetischem
darzustellen. Anhang IV behandelt im UmriB die interessante Ge-
schichte der analytischen Geometrie. Anhang V endlich gibt einige
groBere Beispiele zur analytisch-geometrischen Technik. Dieser Anhang
erginzt die aus der ersten Auflage unverindert iibernommene Samm-
lung von Aufgaben und Beispielen.

Frankfurt, im Oktober 1930.
M. DE=nN.
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Erstes Kapitel.
Einleitende Betrachtungen.

Vorbemerkung.

Die analytische Geometrie untersucht die geometrischen Gebilde
mit Hilfe der Algebra. Die Algebra behandelt die Verkniipfungen der
Zahlen. Es ist also eine Methode notwendig, durch die geometrischen
Gebilden (Punkt, Gerade usw.) arithmetische Gebilde zugeordnet
werden koénnen und andrerseits arithmetische Beziehungen wieder auf
das Geometrische iibertragen werden konnen. Diese Methode ist schon
im Altertum entwickelt und angewandt worden, aber zur vollen Ent-
faltung kam die analytische Geometrie erst in der neueren Zeit (vgl.
Anhang IV). Besondere Bedeutung fiir diese Entfaltung hat das Werk
von RENE DESCARTES, ,,La Géométrie, das 1637 erschienl.

Die elementare, unmittelbar auf die Anschauung sich stiitzende
mathematische Denkweise haftet an den Begriffen des Endlichen, des
Rationalen und des Reellen; die hohere Auffassung hat sich genétigt
gesehen, dariiber hinaus zu den Begriffen des Unendlichen, des Irratio-
nalen und des Imagindren fortzuschreiten. Worin dies begriindet ist,
soll in diesem einleitenden Kapitel kurz erértert werden. Dazu kommen
einige Formeln fiir Strecken, Winkel und Projektionen, die fiir den ge-
samten Aufbau der analytischen Geometrie grundlegend sind und des-
halb hier vorangestellt werden.

§ 1. Arithmetisches und geometrisches Kontinuum.

Die folgende Vorstellung ist uns geldufig. Nehmen wir auf einer
Geraden g einen festen Punkt O und einen beliebigen Punkt P an,
so entspricht der Strecke OP eine gewisse reelle Zahl, die ihre Linge
darstellt, und wenn P die Gerade g durchliuft, so nimmt diese Zahl
der Reihe nach alle reellen Werte an. Freilich ist diese Vorstellung
keineswegs so selbstverstindlich, wie es scheinen mag; sie bedarf viel-
mehr einer eingehenden Erérterung. Hier soll es genfigen, auf die
Probleme, die sie einschlieBt, kurz hinzuweisen (vgl. auch Anhang II).

1 FEine deutsche Ausgabe von L. Schlesinger erschien 1894; 2. Auflage 1923.
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 1



2 I. Einleitende Betrachtungen.

Auf unserer Geraden nehmen wir (Fig.1) auBer dem Punkt O
noch einen Punkt E an; er moge rechts von O liegen. Dem Punkt O
ordnen wir die Zahl 0 zu, dem Punkt E die Zahl 1. Es stellt dann OF
die Mapeinheit auf der Geraden dar (E heiBt daher der Einheitspunkt
der MafBbestimmung), und die Richtung von O zu E ist die positive
Richtung. Jeder rationalen Zahl 1i8t sich dann in bekannter Weise
ein Punkt auf g zuordnen: Der positiven ganzen Zahl p entspricht
der Punkt P rechts von O, fiir den OP = ¢ - OF ist; analog einer nega-

tiven ganzen Zahl ein Punkt @ links von O.

g £ 7 Den Punkt M, der dem positiven Bruch m/x

Fig. 1. entspricht, erhalten wir so, daB wir OF in »

gleiche Teile teilen und OM gleich m solcher

Teile machen. So finden wir zu jedem positiven oder negativen Bruch
einen Punkt von g. Geben wir dem Nenner # der Reihe nach die
Werte 1,2,...,» |1, und zeichnen fiir jeden dieser Werte alle zu-
gehorigen Punkte m/n, so ist der Abstand zweier benachbarter von
ihnen sicher kleiner als 1/y. Mit wachsendem » bedeckt sich also die
Gerade immer dichter mit Teilpunkten; es gibt ketn noch so kleines Inter-
vall, in das bei diesem Verfahven nwicht schiieflich Teilpunkte hineinfielen.
Man sagt deshalb, die rationalen Punkte erfiillen die Gerade tberall dichs.

Doch aber gibt es geometrische Strecken, deren Linge durch kein
Stiick der Geraden dargestellt werden kann, das in O beginnt und in
einem der erhaltenen Punkte endigt. Eine solche Lange besitzt z. B. die
Diagonale eines Quadrats iiber der Lingeneinheit. Sie hat die Linge
Y20E. Y2 ist aber keiner rationalen Zahl gleichl. Wir stellen }2
durch einen unendlichen nicht periodischen Dezimalbruch dar, von dem
wir beliebig viele Stellen berechnen kénnen. Von solchen Briichen wissen
wir, daB} sie den gewdhnlichen Rechnungsregeln und Anordnungsregeln
ausnahmslos folgen. Hiervon ausgehend, hat die Mathematik die folgenden
grundlegenden Vorstellungen ausgebildet: 1. Auch jedem solchen (nicht
periodischen) unendlichen Dezimalbruch legen wir einen (irrationalen)
Zahlenwert bei. Der GréBe nach geordnet bilden die rationalen und ir-
rationalen Zahlen das arithmetische Kontinuum. 2. Zu jedem Punkte
der Geraden g gehért eine und nur eine Zahl des arithmetischen Kon-
tinuums, urid umgekehrt: zu jeder solchen Zahl gehort nur ein Punkt
von g. Die den rationalen Zahlen zugehorigen Punkte heilen rationale
Punkte, die anderen s#7ationale; beide zusammen bilden das geometrische
Kontinuuwm. 3. Die Anordnung der Zahlen der Gréfle nach ist die
gleiche wie die Anordnung der Punkte auf g, wenn man g von links
nach rechts durchliuft.

1 Hitte die Diagonale eine rationale Lange m/n OF, wo w und # ohne gemein-
samen Teiler sein sollen, so hiatte man zunichst 2 % = m?; es miiBte also m den
Teiler 2 haben, d. h. m = 2m,. Daraus folgte weiter n* = 2m§ , und es wire auch
n durch 2 teilbar, im Widerspruch zu der Festsetzung, dal # und # teilerfremd sind.



§ 2. Streckenrelationen. 3

§ 2. Streckenrelationen.

Die soeben eingefithrte Beziehung zwischen den Zahlen und den
Punkten hat zur Folge, daB wir auch das Rechnen mit den Zahlen
auf die Strecken iibertragen, und zwar auf folgender Grundlage:

1. Zwei Punkte 4 und B der Geraden g bestimmen zwei Strecken
derselben Linge, aber entgegengesetzter Richtung; um sie zu unter-
scheiden, bezeichnen wir sie durch AB und BA und setzen

(1) AB + B4 =0.
2. Sind A4, B, C dret Punkte und B zwischen 4 und C, so ist
(2) AB -+ BC = AC .

Addieren wir hier beiderseits CA, so erhilt die Gleichung gemiB (1)
die in bezug auf 4, B, C symmetrische Form

(2a) AB+BC +CA4 =0.

Weil in dieser Form kein Punkt vor dem anderen ausgezeichnet ist, gilt
die Gleichung fiir beliebig angeordnete Punkte 4, B, C.

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man eine jede Strecke AB durch
die den Punkten 4 und B zugehorigen Zahlen @ und & ausdriicken.
Gemil (2a) ist

04+ AB+ BO =0,
woraus weiter
3) AB = OB — 04 = (b — a)OE

folgt, und dies gilt fiir jede Lage der Punkte 4 und B. Damit ist nun-
mehr jeder Strecke der Geraden, nach einheitlichem Verfahren und un-
abhingig von ihrer Lage, eine (positive oder negative) Zahl zugewiesen.
Wir werden in Zukunft die MaBeinheit OF weglassen und die Strecken
gleich den zugehérigen Zahlen setzen.

Beispiel. Sei O4 = 3, OB = 4 (Reihenfolge O4B), so ist AB = 4 — 3 = 1;
ist OA = — 3, 0B = 4 (Reihenfolge AOB),soist AB = 4 + 3 = 7;ist 04 = — 3,
OB = — 4 (Reihenfolge BAO), so ist AB = —4 + 3 = —1.

Den Streckenrelationen (1) und (2a) entsprechen die Zahlen-
relationen

(b—a)4+(@—0=0 und (b —a)+(c—0b +(a@—c)=0.

Sie gelten fiir beliebige Zahlen a, b, ¢, genau wie die Streckenrelationen
fiir beliebig liegende Punkte. Man erkennt leicht, daB sich die
Gleichungen (2) und (2a) auf beliebig viele Punkte ausdehnen lassen,

unabhingig von ihrer Anordnung. Sind also 4, B, C, ..., L, M
Punkte auf g, so ist

4) AB+BC+ .-+ + LM = AM

und

(4a) AB+BC 4+ ...+ LM+ MA =0.

1%



4 I. Einleitende Betrachtungen.

Fiir vier Punkte 4, B, C, D besteht ferner die wichtige Relation
(5) AB-CD + AC-DB + AD-BC =0.
Es ist ndmlich
AB-CD = AB (CA + AD),
AC DB = AC (DA + 4B),
AD . BC = AD (B4 + AC),
und die Addition dieser Gleichungen ergibt rechts Null. Vertauscht
man in (5) zwei Punkte miteinander, so geht die linke Seite in sich
selbst mit negativem Vorzeichen iiber. Der arithmetische Ausdruck
von (5) ist
b—a)@d@—c +Cc—a)0—d) +@d—a)(c—0b) =0,
und auch diese Gleichung ist fiir beliebige Zahlen a, b, ¢, d erfiillt.

§ 3. Das Teilungsverhiltnis.

Ein Punkt P der Geraden g bestimmt mit der Strecke AB auf
¢ ein Tedlungsverhdltnis (Fig. 2); ndmlich den (positiven oder negativen)

z T o Zahlenwert
s g AP
Fig. 2. (0) (ABP) =25 = u.

Durchlduft der Punkt P die Gerade, so dndert sich auch der Wert
von u; er nimmt alle Werte des Zahlenkontinuums an, und jeden genau
einmal.

Zunichst erkennt man, daB} ¢ (bedingt durch das Vorzeichen, das
den Strecken AP und BP zukommt) auf dem Teil I] negativ ist, auf
den Teilen I und III aber positiv. Genauer gilt folgendes: Wir nehmen
P zunichst verschieden von A und B an; dann ist

AB + BP AB AB
=—3pp “1TEp='"pp
daher ergibt sich:

1. Wenn P von B an den Teil IIT durchliuft, so durchliuft der
Bruch AB: BP abnehmend alle positiven Zahlen, und daher durch-
liuft p abnehmend alle positiven Zahlen gréBer als 1.

2. Durchliuft P von links nach rechts den Teil I, so durchliuft
der Quotient AB: PB alle positiven Zahlen zwischen 0 und 1, also
p alle positiven Zahlen zwischen 1 und 0.

3. Durchiduft P den Teil II von 4 bis B, so durchliuft u alle
negativen Zahlen, und zwar so, daBl} die absoluten Werte zunehmen.
Dem Wert ¢ = —1 entspricht die Mitte M der Strecke AB. Weiter
ist klar, daB p# = 0 ist, wenn P in den Punkt A filit.

Damit ist bereits jedem positiven und negativen Wert u eine Lage
von P zugewiesen, mit alleiniger Ausnahme von u = 1; es gibt keine
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endliche Lage des Punktes P, fiir die der Quotient AP : BP den Wert 1
annimmt. AuBerdem ist auch dem Punkt B noch keine Zahl zuge-
wiesen. Diese Unvollkommenheiten beseitigen wir folgendermafBen:
Offenbar kommt u abnehmend dem Wert 1 immer niher, je weiter
sich P nach rechts von O entfernt, und ebenso kommt p# dem Wert 1
zunehmend immer niher, je weiter sich P nach links von O entfernt
und beide Male kommt er dem Wert 1 beliebig nahe. Wir legen
daher der Geraden einen umendlich fermen (uneigentlichen) Punkt P,
bei; ihm kénnen wir die Zahl 4 = 1 zuweisen. Fillt ferner P in B, so
kann p keinen endlichen Wert haben; wie wir oben sahen, wird u
absolut genommen immer gréBer, je niher P von links oder rechts
an B riickt und es wird dabei absolut beliebig groB. Wir ergdnzen
daher auch das Zahlenkontinuum durch einen uneigentlichen Wert;
wir bezeichnen ihn durch oo und weisen ihm den Punkt B zul. Zwischen
dem so evweilerten Zahlenkontinwum und dem so erweitevten Punki-
kontinuum besteht dann in der Tat das oben behauptete eineindentige
Entsprechen. Insbesondere entsprechen den Werten

p=20,1,00, —1 die Punkte 4, P, B, M.

§ 4. Winkelrelationen.

Von jetzt an bis zum Ende des 12. Kapitels sollen sich alle unsere
Betrachtungen nur auf Gebilde beziehen, die simtlich in einer Ebene
liegen.

Zwei sich in einem Punkt O schneidende Geraden zerlegen die
Ebene in vier Winkelriume, von denen je zwei Scheitelwinkel zu
gleichen Winkeln gehéren. Einem Winkel geben wir einen Drehungs-
sinn, indem wir durch eine bestimmte Drehung den einen der beiden
ihn bildenden Halbstrahlen in den anderen iiberfithren, wobei der zu
dem Winkel gehérende Winkelraum iiberstrichen wird. Ein Drehungs-
sinn, etwa der zur Uhrzeigerdrehung entgegengesetzte, wird als positiver,
der andere als negativer Drehungssinn bezeichnet. Die Winkel messen
wir durch die Kreisbogen, die ihnen bei der Drehung auf dem um O
als Mittelpunkt gelegten Einheitskreis (vom Radius 1) entsprechen.
Auf diese Bogen lassen sich die in § 2 fiir die Gerade dargelegten Ent-
wicklungen iibertragen. Je nachdem dem Winkel ein positiver oder
negativer Drehungssinn anhaftet, kommt dem Bogen eine positive oder
negative Zahl zu, die seiner Linge und zugleich dem ihm zugehérigen
Drehungssinn entspricht.

Da der Kreis im Gegensatz zu der Geraden eine geschlossene Kurve
ist, so treten gegeniiber den Verhiltnissen bei Strecken wesentliche

1 Man konnte die Einfithrung dieses Symbols dadurch umgehen, daB man
sagt, bei Annidherung an B nehme 1/ allmihlich den Wert 4-0 an. Sachlich
kommt dies auf das'gleiche hinaus.



6 I. Einleitende Betrachtungen.

Unterschiede hervor: Zwei Punkte 4 und B einer Geraden bestimmen
nur eine endliche Strecke AB, wihrend (Fig. 3a) zwei von O aus-
gehende Halbstrahlen @ und & an sich zwei Bogen AB, also auch zwer
Winkel (2b) liefern®. Sie unterscheiden sich durch den Drehungssinn

und erginzen sich, absolut ge-

@ & nommen, zu 2z. Ebenso gibt es
auch zwei solche Winkel (ba). An
c 5~ Stelle der einen Gleichung (2) von
Y § 2 haben wir also hier fiir das Ver-
b ¢ hiltnis von (ab) und (ba) zueinander
Fig. 3a. Fig. 3b.

mehrere Moglichkeiten; je nachdem
(ba) durch Drehung in demselben Sinn entsteht wie (ab) oder durch
Drehung im entgegengesetzten Sinne, haben wir

(7) (ad) + (ba) = +2x oder —2z oder 0.
Analog findet man fiir drei Halbstrahlen a, b, ¢ (Fig. 3a, 3b), daB
die Summe
(ad) 4- (bc) + (ca) =0 oder 427 oder 4=z
sein kann?, in allen Fillen also ein Vielfaches von 27, wofiir man auch
(ab) + (bc) 4 (ca)=0 mod2xn

schreibt. Es ist leicht, eine analoge Gleichung auf Grund von (7) fir
beliebig viele Halbstrahlen zu erweisen.

Die in den Gleichungen auftretende Unbestimmtheit werden wir
im Folgenden stets durch geeignete Festsetzungen zum Verschwinden
bringen, derart, daB3 nur Gleichungen von der Form

8 (ab) + (ba) =0
und
9) (@b) + (be) + (ca) =0

usw. analog wie fiir Strecken (§ 2) bestehen.

Die vorstehenden Betrachtungen iibertragen sich ohne weiteres auf
Geraden, die mit einer Richtung versehen sind (gerichiete Geraden, auch
Speere). Denn zwei gerichteten Geraden einer Ebene, etwa g und 7,
entspricht, falls wir nur einen Drehungssinn angeben, ein bestimmter
Winkel, wenn wir statt g und % die von ihrem gemeinsamen Punkt in
den gegebenen Richtungen ausgehenden Halbstrahlen betrachten. Die
Winkelrelationen werden nicht verindert, wenn wir statt g, %, k...
parallele und gleichgerichtete Geraden g’, %', &’ ... durch einen will-
kiirlichen Punkt O einsetzen.

1 Lassen wir Winkel zu, die gréBer als 2 sind, so gibt es sogar unendlich
viele. Davon wird hier abgesehen.

2 Bei- positivem Umlaufssinn umgekehrt zur Uhrzeigerrichtung ist die
Summe in Fig. 3a 2, in Fig. 3b 4.
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§ 5. Projektionen von Strecken.

Sei s eine gerichtete Gerade, deren Strecken nach § 2 Zahlen zu-
geordnet sind, AB eine Strecke. Werden durch 4 und B Parallelen
zu einer Richtung $ gezogen, die die Gerade s in A’ und B’ treffen
(Fig.4), so heilt A'B’ die Parallelprojektion

(kiirzer Projektion) von AB in der Richtung /\f9 Y,
p auf s. Wir bezeichnen sie durch A< \ g/ \
(10) A'B'=1I (4B, ,s) . S L N
Thr Wert ist positiv oder negativ, je nach- A Fij . &9

dem die Richtung A’B’ mit der Richtung
von s iibereinstimmt oder nicht, ihr Wert ist null, falls A B parallel zu p ist.

Wenn die Richtung $ und die Gerade s fiir die Projektion aller
in Betracht kommenden Strecken dieselbe ist, so kénnen wir die Pro-
jektion A’'B’ einfacher durch
(10a) A'B’ = I (AB)
bezeichnen; es gelten alsdann folgende bekannte elementargeometrische
Séitze, in denen die Eigenart der Geraden enthalten ist:

1. Ist CD parallel AB aber nicht parallel p, so ist
(11) A'B":AB=C'D":CD;
je nachdem AB und CD gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind,
sind es auch A’B’ und C'D’ auf s. Das Verhiltnis der Projektion zur
Strecke hat also fiir alle parallelen und gleichgerichteten Strecken den-
selben numerischen Wert. Ist er ¢, so haben wir
(12) . Il (AB) = A'B'=c-AB,
und es soll ¢ die Projektionskonstante fiir die zu A B parallelen Strecken
heiflen; fiir zu p parallele Strecken gilt ebenfalls (12) mit ¢ = 0.

2. Sei ABC ... LM irgendein Strecken-
zug (Fig. 5), so soll unter seiner Projektion 5 £
auf s die Summe der Projektionen der einzelnen \ : V4
Strecken verstanden werden. Man hat also /lﬁ_\ \
IIAB...IM)=A'B' +BC 4. .+ L'M' s—3 - ;
und gemil § 2 daher
(13) HAB...LM)=A'M =1I{(AM);
die Projektion des Streckenzuges ist also gleich der Projektion der Strecke,
die von seinem Anfangspunkt zum Endpunkt fiihre.

3. Ist der projizierende Strahl p senkrecht zu s, so heift die Pro-
jektion auch rechtwinklig. In diesem Fall ist
(14) A’'B" = ABcos(AB,s)!.

! Man beachte, daB die Richtungen AB und s zwar zwei verschiedene Winkel

bestimmen (§ 4), daB aber ihr Kosinus denselben Wert hat, also die Reihenfolge
von AB und s belanglos ist. .

Fig. 5.
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Fiir die senkrechte Projektion eines Streckenzuges AB ... LM besteht
daher die Gleichung

(15) II{AB...LM)=ABcos(4B,s)+ BCcos(BC,s)++++LMcos(LM,s) .

§ 6. Das Imaginire.

Schon die Auflosung quadratischer Gleichungen fithrt darauf, das
Zeichen ]/_———1 = ¢ in die Mathematik einzufithren und es in gleicher
Weise rechnerisch zu verwenden wie die reellen Zahlen. Bedeutung
und Berechtigung dieses Verfahrens bedarf freilich eingehender Be-
trachtung; hier beschrinken wir uns auf einige Hinweise.

Man zeigt leicht, da8 das Rechnen mit Ausdriicken a + b ]/—-—1 oder
(@ + b3) nach denselben Regeln ausfithrbar ist, die fiir reelle Zahlen
gelten; auch ist das Resultat der Rechnung immer ein Ausdruck der-
selben Form. Die so eingefithrten ,imaginiren (oder komplexen)
GroBen® bilden in diesem Sinne einen ,,Zahlkérper®, innerhalb dessen
Addition, Multiplikation usw. ausfithrbar sind und dieselben Regeln
erfilllen wie die Addition und Multiplikation reeller GroBen.

Den imaginiren GréBen werden wir auch in der analytischen Geo-
metrie begegnen, wenn ein Problem auf die Aufldsung quadratischer
oder hoherer algebraischer Gleichungen fithrt. Freilich miissen wir uns
hier mit diesem vorliufigen allgemeinen Hinweis begniigen und fiir
die Einzelheiten auf die kommenden Entwicklungen verweisen?.
Ubrigens werden wir das Eingehen auf Fille, in denen imaginire
GréBen vorkommen, auf das unabweislich Notwendige beschrinken.

1 Eine ausfithrliche Begriindung des Rechnens mit komplexen Gré8en findet
man z. B. in HurRwITz-CoURANT, Vorl. iiber allgemeine Funktionentheorie, Grund-
lehren, Bd. III.



Zweites Kapitel
Die Punktkoordinaten in der Ebene.

§ 1. Parallelkoordinaten (kartesische Koordinaten).

Seien (Fig. 6) X'X und Y'Y zwei gerichtete Geraden (Koordinaten-
achsen), die sich in einem Punkt O (Anfangspunkt) schneiden. Der
Winkel X0Y soll positiv und kleiner als & sein. Den Punkten auf X’X
und Y'Y ordnen wir nach Kap.I § 1 Zahlen zu. Diesen Punkten auf
OX und OY sollen die positiven Zahlen entsprechen. Der MaBstab
soll auf beiden Achsen der gleiche sein, das heiflt gleichen Zahlen sollen
gleiche Abstinde vom Anfangspunkt entsprechen. Durch einen Punkt P
der Ebene ziehen wir je eine Parallele zu den Achsen; sie mégen die Ge-
rade X'X (x-Achse) in Q und die Gerade Y'Y (y-Achse) in R schneiden;
es sei 0Q = a und OR = b. Dann heiBlen die so durch P bestimmten

Zahlen a und b die Koordinaten von P, und man y
schreibt R lp
(1) x=a, y=20b. s
Q,
Insbesondere heiit auch a die Abszisse und b die
Ordinate von P. o /0 (Zf X
Den Punkt mit den Koordinaten a, b be- 4 ’F ]
18. 6.

zeichnen wir durch («, b).

Jedem Punkt P entspricht also eindeutig ein Zahlenpaar a, b; ebenso
entspricht auch jedem Zahlenpaar eindeutig ein Punkt. Der Punkt mit
den Koordinaten x =3, y = 4 wird so erhalten, da8 man auf der
x-Achse die Strecke 0Q = 3, auf der y-Achse die Strecke OR = 4 be-
stimmt und durch Q und R Parallelen zu den Achsen zieht. Wir haben
so eine geometrische Vorschrift, die vom Punkt zum Zahlenpaar und
vom Zahlenpaar zum Punkt fithrt.

Das durch P und die Achsen bestimmte Parallelogramm OQPR
hat folgende evidente Eigenschaften: 1. Zwei seiner Seiten stellen
nach Linge und Richtung die x-Koordinate dar (nidmlich 0Q und RP),
die zwei anderen ebenso die y-Koordinate (OR und QP). 2. Jeder der
beiden Streckenziige, die von O nach P fithren, setzt sich aus zwei
Strecken zusammen, deren eine eine x- und deren andere eine y-Koordi-
nate darstellt. 3. Die Strecken OQ und OR sind Parallelprojektionen
von OP auf die Achsen (S.7); der projizierende Strahl ist fiir die
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Projektion OQ parallel zur y-Achse, fiir OR ist er parallel zur x-Achse.
Ferner leuchtet ein: 4. Ist Q, i7gendein Punkt der durch Q und P gehen-
den Geraden, so ist auch firr ihn x = OQ = a; ebenso hat y fiir jeden
Punkt R, der Geraden RP den Wert y = OR = b.

Der Winkel (xy) heiBt der Achsenmwinkel. Ist er ein rechter, so
heiflen die Koordinaten (zu einander) rechtwinklig oder orthogonal, sonst
schiefwinklig.

Wir ergidnzen das Parallelogramm der Fig. 6 zu dem Parallelo-
gramm PP, P,P; (Fig.7), dessen Seiten den Achsen parallel laufen,

y und dessen Mittelpunkt O ist; dann haben P,

B P P,, P,, P, die Koordinaten

2) a,b; —a,b; —a,—=b; a,—b.

X »x Hieraus folgt: 1. Zwei Punkte (@,0) und
(—a, —Db) liegen zentrisch-symmetrischt; und
falls die Achsen rechtwinklig sind, folgt auler-
dem: 2. Die Punkte (a, b) und (@, — b) liegen
spiegelbildlich (symmetrisch) zur x-Achse, ebenso
(@, b) und (— a, b) spiegelbildlich zur y-Achse.

Die vier Teile, in die die Ebene durch die Achsen zerfillt, heiBen
Quadranten; die Punkte P, P;, P,, P, liegen je im ersten, zweiten,
dritten, vierten Quadranten.

Der Anfangspunkt O hat die Koordinaten x = 0, y = 0; fiir alle
Punkte der x-Achse ist y = 0 und fir alle Punkte der y-Achse ist x = 0.

Beispiele. 1. Der Achsenwinkel sei 60°, so bilden die sechs Punkte (1, 0),
(0, 1), (—1, 1), (—1, 0), (0, —1), (1, — 1) die Ecken eines reguliren Sechsecks.

2. Firrechtwinklige Achsen bilden die vier Punkte (3, 4), (— 4, 3), (— 3, —4),
(4, —3) die Ecken eines Quadrats mit O als Mittelpunkt.

3. Der Achsenwinkel sei 45°; die drei Punkte (0, 0), (1, 0), (0, ]5) bilden
drei Ecken eines Quadrats; welches ist die vierte Ecke? '

% Y B
Fig. 7.

§ 2. Polarkoordinaten.

Den Polarkoordinaten liegt (Fig. 8) ein fester Punkt O (Pol oder
Anfangspunkt) und ein von ihm ausgehender Halbstrahl s (Polarachse)
: dessen Punkten Zahlen zugeordnet sind, zugrunde.
£77  Fin Punkt P bestimmt mit ihnen einen Abstand
‘ﬁ OP =7 und einen Winkel ¢ = (s, OP); die so ein-
% gefithrten Zahlen 7 und ¢ bilden die Polarkoordi-

naten von P. Um zu einem Wertepaar

Fig.8. (3) r=90, @=«
den zugehdrigen Punkt P zu finden, hat man durch O den Halbstrahl
g zu ziehen, fiir den der Winkel (sg) = « ist, und auf ihm OP = ¢ ab-

1 Zwei Punkte heilen zentrisch symmetrisch -(oder invers) in bezug auf O,
wenn ihre Verbindungslinie durch O geht und in O halbiert wird.
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zutragen. Damit ist wiederum einem Punkt ein Zahlenpaar und einem
Zahlenpaar ein Punkt zugeordnet. Eine Ausnahme bildet nur der
Punkt O, fiir den » = 0 aber der Wert fiir ¢ willkiirlich ist.

Die Zahlen, die sich fiir » und ¢ ergeben, erfiillen keineswegs das
ganze Zahlenkontinuum. Man gelangt zu jedem Punkt der Ebene,
wenn 7 alle Werte von 0 bis oo annimmt, wihrend ¢ die Werte von
0 bis 2x durchliuft?, also fir

(4) 07 <oo; 0=¢ < 2m.

Alle Punkte, fiir die » = ¢ ist, liegen auf einem Kreis um O mit
dem Radius @, und alle Punkte, fiir die ¢ = « ist, erfiillen den von O
ausgehenden Halbstrahl g. Kreis und Halb-

strahl bestimmen in ihrem Schnittpunkt den 4 P
Punkt P (o, a). ”

Wihlt man O als Anfangspunkt eines recht- X 4 x!
winkligen Koordinatensystems und s als die z
positive x-Achse, so bestehen zwischen den recht- ﬂl v

winkligen Koordinaten und den Polarkoordi-
naten die Beziehungen (Fig. 9)

X =7cosg, y = 7sing;

(5) @ = (x7),

r=x4y  tge=—_,

und es ist der Wert von ¢ durch das Vorzeichen von x und y eindeutig
bestimmt.

Beispiel. Eine Ecke P, eines reguliren Sechsecks mit O als Mittelpunkt habe
die rechtwinkligen Koordinaten #,, ,. Die iibrigen Ecken seien P;, P,, ..., Py.
Man hat, wenn @y, @,, ..., 5 die zugehdrigen Winkel sind, fur jeden Index #»

x
Pn = Qg+ 3 (n=1,2,3,4,5);
ihre Koordinaten sind daher

wecos T sin "7 . nn—{—ycosnn
X, = 08 —— — in—, = ¥ Sin—— —_.
n 0 3 Yo 3 Yn 1] 3 0 3

Bemerkung. Die Wertbeschriankung, der wir die Koordinatenwerte » und ¢
gemiB (4) unterworfen haben, ist keine notwendige. Es steht nichts im Wege,
fiir » auch negative Werte zuzulassen; solche Werte hat man auf dem Strahl g
von O aus in umgekehrter Richtung abzutragen. Allerdings bestimmen dann die
Werte

v¥=0, =« und r=-—p, g=0a+x

denselben Punkt P. Zu einem Punkt P gehéren also zwei Wertepaare (7, ¢), doch
streitet dies an sich keineswegs gegen den allgemeinen Koordinatenbegriff. Eine
noch weitergehende Verallgemeinerung bringt Kap. III, § 5.

1 Der Wert 2 selbst ist auszuschlieBen. Das Zeichen << bedeutet kleiner
oder gleich, das Zeichen > gréBer oder gleich.
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§ 3. Biangulare und bipolare Koordinaten.

Man kann den Punkten einer Ebene auf mannigfache Art Zahlen-
paare zuweisen, die sie geometrisch bestimmen. Zwei weitere einfache
Beispiele erhalten wir, wenn wir zwei feste Punkte O, und O, zugrunde
legen (Fig. 10) und als Koordinaten des Punktes P entweder die Ab-
stinde O, P und O,P benutzen (bipolare Koordinaten) oder die Winkel,
die diese Abstdnde mit der Geraden 0,0, bilden (biangulare Koordinaten).

Die biangularen Koordinaten

P (6) xPO,0,=¢, und <KPO0,=g¢q,
¢

&

sind durch den Punkt P eindeutig bestimmt, falls
o 8 P nicht mit O, oder 0, zusammenfillt; sie bewegen
sich beide von 0 bis 2z *. Umgekehrt entspricht
jedem Wertepaar @, = «,, ¢, = o, eindeutig ein
Punkt P, wenn ¢, und @, von 0 und 5 verschieden sind. Der Wert o,
bestimmt den Strahl g,, der mit 0,0, den Winkel «, bildet, ebenso «,
den durch 0, gehenden Strahl g,.
Die bipolaren Koordinaten

(7) O0,P=7, und O,P=r,

sind durch den Punkt P ausnahmslos eindeutig bestimmt. Die um-
gekehrte Beziehung ist nicht mehr eindeutig. Alle Punkte, fiir die
7, = 0, ist, liegen auf einem Kreis um O,, ebenso alle Punkte, fiir die
7y = 0y ist, auf einem Kreis um 0,, es ergeben sich also zu einem Zahlen-
paar 0,, 0, im allgemeinen zwei zugehérige Punkte. Reelle Punkte P
werden nur zu solchen Zahlenpaaren @,, 0, geliefert, fiir die ¢, +4- 0,
= 0,0, ist. Es treten also bei den Koordinatenbestimmungen von § 2
und § 3 Besonderheiten auf, die aber doch den Gebrauch dieser
Koordinaten an sich nicht hindern.

Fig. 10.

§ 4. Die charakteristischen Kurvenscharen.

Die Betrachtungen von § 3 zeigen, daB die Einfithrung von Koordi-
naten auf mannigfache Weise geschehen kann; sie sollen auBerdem
lehren, daB sie in allen Fillen aus derselben geometrischen Quelle flief3t.
Es treten in allen Fillen zwei Scharen von Kurven auf, die durch ihr
Schneiden die einzelnen Punkte der Ebene geometrisch bestimmen.

Fiir die Parallelkoordinaten sind es die beiden Geradenscharen,
die den Achsen parallel laufen. Wie wir S. 9 sahen, haben alle Punkte
der durch P und Q gehenden Geraden dieselbe Abszisse x = 0Q, ebenso
alle Punkte der durch P und R gehenden Geraden dieselbe Ordinate
v = OR. Die erste Gerade ist der x-Achse parallel, die zweite der y-Achse.
Wir kénnen dies auch so ausdriicken, daB die erste Parallele eine Ge-

* Der positive Sinn von @, ist ausnahmsweise wie der Uhrzeigersinn gew&hlt.
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rade x = const darstellt; die simtlichen Parallelen zur y-Achse bilden
mithin eine Geradenschar

(8) x=const oder x=1,

wo die Zahl 1 jeden Wert zwischen —oo und oo erhalten kann und
jeder solche Wert eine Parallele kennzeichnet. Ebenso bilden die simt-
lichen Parallelen zur x-Achse eine Geradenschar

(8a) =const oder y=pu,

wo auch u alle Werte zwischen — oo und + oo annehmen kann und
jeder Wert p eine dieser Parallelen bestimmt. Jede Gerade der einen
Schar schneidet jede Gerade der anderen Schar; die Geraden x = 1
und y = u schneiden sich insbesondere in dem Punkt (1, u).

Ebenso ist es bei den anderen Koordinatensystemen. Bei den
Polarkoordinaten sind die Kurven » = const =1 Kreise um 0, die
Kurven ¢ = const=u sind die von O ausgehenden Halbstrahlen.
Durch jeden Punkt der Ebene (mit Ausnahme von O) geht je einer
dieser Halbstrahlen und je ein Kreis, ihrem Schnittpunkt kommen
wieder die Koordinatenwerte » = 1, ¢ = u zu.

Bei den biangularen Koordinaten bilden sowohl die Kurven
¢, = const, wie auch ¢, = const je ein Biischel von Halbstrahlen; die
einen gehen durch O,, die anderen durch O,; jeder Strahl des einen
Biischels und jeder des anderen bestimmen einen Punkt P als gemein-
samen Punkt mit Ausnahme des Falles, daB beide Strahlen in der Ge-
raden 0,0, liegen. Bei den bipolaren Koordinaten sind die beiden Kur-
venscharen konzentrische Kreise um O, und 0,; durch jeden Punkt P
geht ein Kreis der einen Schar und einer der anderen. Wie wir bereits
erwihnten (S.12), schneiden sich zwei solche Kreise im Allgemeinen
in zwei Punkten; man wird also diese Koordinaten gerade bei solchen
Figuren gut verwenden konnen, die sich zu der durch O, und O, gehenden
Geraden symmetrisch verhalten.

In Verallgemeinerung hiervon gelangt man zu folgender Erwigung.
Hat man in der Ebene zwei Kurvenscharen (¢) und (¢/) von der Art,
daB man den Kurven der einen und der anderen Schar — nach irgend-
einem Verfahren — alle Zahlenwerte des Kontinuums oder auch einen
Teil von ihnen zuordnen kann, und schneidet jede Kurve ¢ der einen
Schar jede Kurve ¢’ der anderen Schar, so begriinden diese Kurven-
scharen eine Koordinatenbestimmung, und zwar so, daB den Schnitt-
punkten (c, ¢’) die beiden Zahlen als Koordinaten zugehéren, die den
beziiglichen Kurven ¢ und ¢’ zukommen. Hiermit ist das allgemeine
Prinzip der Koordinatenbestimmung fiir Punkte gekennzeichnet.,



Drittes Kapitel.

Die Kurvengleichung.

Vorbemerkung.

Eine Zahlengleichung zwischen x und y wird durch unendlich
viele Wertepaare befriedigt; man kann fiir eine der beiden GréBen
(z. B. x) einen beliebigen Zahlenwert einsetzen und die zugehérigen
Werte der anderen berechnen. Sind sie reell, so liefern sie einen oder
mehrere Punkte (%, y). Je mehr solcher Punkte man fiir eine Gleichung
zeichnet, je mehr pflegen sie sich einem gewissen ,,Kurvenbild* anzu-
nihern. So entsteht zu einer Zahlengleichung in x und y ein graphisches
Bildl. Zweierlei Aufgaben sind nun zu losen. Erstens sind aus der
Gleichung Art und Eigenschaften der ihr entsprechenden Kurve ab-
zuleiten; zweitens ist zu einer geometrisch definierten Kurve die zu-
gehorige Gleichung aufzustellen. Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel
nur mit einigen Beispielen zur zweiten Aufgabe; die Behandlung der
ersten wird einen Hauptteil der folgenden Kapitel einnehmen.

Dem mit der analytischen Geometrie unbekannten Leser wird geraten, die
Bilder zu folgenden Gleichungen zu entwerfen2: 1. y2 = x 4 5 (gemil § 2 eine
Parabel), 2. 2% — ¥ + 3 = 0 (gemaB § 4 eine Gerade), 3. y =¢* und ¥y = Inx.
Fir diese beiden Gleichungen erhalt man gestaltlich das gleiche Kurvenbild, nur
mit Vertauschung der »- und y-Achse.

§ 1. Kreis und Parabel.

Wir legen rechtwinklige Parallelkoordinaten zugrunde. Sei O Mittel-
punkt eines Kreises, ¢ sein Radius und P(x,y) einer seiner Punkte
(Fig. 11). Dann besteht die Gleichung (S. 11)

Y

p (1) 22 + 92 = 2.
‘ah Hier ist (x,y) ein beliebiger Punkt des Kreises. Die
o Gleichung (1) ist fir jeden Punkt des Kreises erfiillt.
Umgekehrt liegt zwar Punkt (x, ), dessen Koordi-

naten die Gleichung befriedigen, auf dem Kreis. Die
Fig. 11. Gleichung (1) heiBt deshalb die Gleichung des Kreises.

1 Wir haben bisher fiir beide Achsen dieselbe MaBeinheit benutzt. Es steht
aber nichts im Wege, verschiedene MaBeinheiten anzuwenden, was bei den graphi-
schen Darstellungen der Praxis auch vielfach geschieht.

2 Man benutzt zweckmiBig das sog. Koordinatenpapier.
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Durchliuft der Punkt P den Kreis, so andern sich seine Koordinaten
dauernd, aber so, daB} sie stets der Gleichung (1) geniigen. Sie heiBlen
daher verdnderliche (variable) oder laufende Koordinaten. Es ist eine
Eigenart der analytischen Geometrie, dafl sie den Punkt (x, y) bald als
einzelnen (festen) Punkt auffaBt, bald als Vertreter der vielen Punkte,
die einer Gleichung geniigen, und daB sie auch oft von der einen Auf-
fassung zur andern iibergeht.

2. Die Parabel ist der Ort aller Punkte, die von einer festen Ge-

raden (Direktrix) und einem festen Punkt (Brennpunki) y

gleichen Abstand haben. Die Achsen legen wir zweck- 4 %
maBig so (Fig. 12), daB das vom Brennpunkt F auf die
Direktrix d gefillte Lot FD die x-Achse gibt, und das o Y
Mittellot von FD die y-Achse. Die Richtung OF sei die 25 FI T
positive Achsenrichtung, endlich sei DF = $.

Ist LP das vom Parabelpunkt P auf die Direktrix \ o
gefillte Lot, so ist a \
(2) Fp=1LP Fig. 12.

die definierende Gleichung der Parabel. Sind 0Q = x, QP = y die Ko-
ordinaten von P, so hat man OF = 19, also FQ = x — 14, und daher

FPP= (x —3p)?+ 2, LP=1%p+%;

die vorstehende Gleichung geht also in

(2a) (x— 3PP+ y*= (3P + %)?
{iiber, woraus sich weiter
(3) yr=2px

ergibt als die Gleichung, die von den Koordinaten x, ¥ des beliebigen
Parabelpunktes P erfiillt wird. Umgekehrt hat jeder Punkt, dessen
Koordinaten die Gleichung (3) befriedigen, die definierende Eigen-
schaft (2) eines Parabelpunktes. Denn aus (3) folgt riickwirts (2a) und
daraus die Streckenbeziehung (2). Deswegen ist (3) die Gleichung der
Parabel.

Ist P’ der Punkt, dessen Koordinaten x und —y sind, der also
(S. 10) symmetrisch zu P in bezug auf die x-Achse liegt, so geniigen
auch seine Koordinaten der Gleichung (3). Die x-Achse ist daher eine
Symmetrieachse der Parabel, was auch unmittelbar aus der Definition
folgt. In der Gleichung kommt ferner zum Ausdruck, daB reelle Punkte
der Parabel nur fiir nichtnegative Werte von x existieren.

§ 2. Ellipse und Hyperbel.

Ellipse und Hyperbel fithren wir als geometrischen Ort eines Punktes
ein, fiir den Summe oder Differenz der Abstinde von zwei festen Punkten,
den Brennpunkten F, und F, einen konstanten Wert hat.
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Die Gleichungen beider Kurven kénnen gemeinsam abgeleitet wer-
den. Ihre definierenden geometrischen Gleichungen lauten (Fig. 13a,
13b)

(4) F1P+F2P = 2a
und
(4') F,P — F,P = 42a*,

Die erste Gleichung gilt fiir die Ellipse, die zweite fiir die Hyperbel.
Wir setzen noch F,F, = 2c. Wird die Gerade F,F, als x-Achse ge-
wihlt, und das Mittellot von F,F, als y-Achse, so ergibt sich fiir den
Punkt P(x,y)

FQ=c+x, FQ=x—c,
also

(5) FiPP=ri= (x+c)2+92, F,PP=r}=(x—c)2+4 )%

P

Y 5,
/ L
/ 2 SR 72
a £ | hec o
fr VA 0 A\LFE Q@ 1 % g d s jA
b
b
Fig. 13a. Fig. 13b.

Die so gewonnenen Werte sind in die Gleichungen (4) und (4') ein-
zusetzen. Um aber das Rechnen mit Wurzelzeichen zu vermeiden,
erheben wir die Gleichungen zunichst ins Quadrat und finden

(59 v} 27,75 72 = 4a% oder 7+ 7 — 4a% = 4-277,.

Durch nochmaliges Quadrieren folgt hieraus fiir beide Gleichungen (4a)
und (4')

(5") (7} + A2 — 8a2(r} + 7d) + 16a* = 4717}

oder endlich
(7 — ) — 823 + 13 + 164t = 0.

Aus den Gleichungen (5) erhalten wir
ntr=202+92+¢¥), 1—1nr=4cx,
und daher ergibt sich weiter
16¢2x2 — 1642 (x2 -+ 12 + ¢?) + 1644t =0,

* Das Doppelzeichen ist notig, weil sowohl F, P > F,P wie auch F; P < F,P
sein kann.
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woraus schlieBlich
(6) %% (a? — ¢?) + y2a? = a? (a® — c?),
also, wenn a? und a? — c¢2 nicht gleich null sind,

x2 y2

©) ata—a=1

hervorgeht. Diese Beziehung zwischen den Koordinaten eines Punktes
folgt also sowohl aus der geometrischen Beziehung (4) wie aus (4').
Aber aus der Gleichung (6) folgt fiir bestimmte @ und ¢ héchstens eine
der beiden Beziehungen. Denn fiir die Ellipse ist

(7) 71+72>F1F2,' 2a > 2c,

da die Summe zweier Dreiecksseiten groBer ist als die dritte; bei der
Hyperbel ist 7, — 7, die Differenz zweier Seiten und daher

(7a) |7, — 1| < FyFy;  2a<2c.

Also kann aus (6) fiir @ <C ¢ nicht (4) folgen, ebenso fiir @ > ¢ nicht
(4'). Wir wollen nun zeigen, daB auch umgekehrt fiir & > ¢ (6) eine El-
lipse darstellt, fiir 4 << ¢ eine Hyperbel. Es folgt zunichst aus (6) riick-
wirts die Giiltigkeit von (5") und durch Quadratwurzelziehen die Giiltig-
keit von einer der Gleichungen (5’) und endlich durch nochmaliges Qua-
dratwurzelziehen die Giiltigkeit von einer der Gleichungen (4) oder (4').
Also liegt jeder Punkt, dessen Koordinaten die Gleichung (6) befriedigen,
auf einer Ellipse oder einer Hyperbel. Eine Ausnahme bilden nur die
beiden Fille, wo 4 = 0 oder @ = cist. Im ersten Falle ergibt (6") x2 = 0,
die ins Quadrat erhobene Gleichung der y-Achse. Sie ist als Gleichung
der in die y-Achse ,,ausgearteten Hyperbel anzusehen, fiir deren
Punkte die Differenz der Abstinde von F, und F, gleich null ist. Die
Ellipse artet in diesem Falle in den Punkt x = y = 0 aus. Im zweiten
Falle ergibt (6’) y2==0, die ins Quadrat erhobene Gleichung der
x-Achse. Sie stellt gleichzeitig die ausgeartete Ellipse, fiir die die
Summe der Abstinde von F; und F, gleich F,F, ist (nimlich die
Strecke F, F,) und die ausgeartete Hyperbel dar, fiir die die Differenz
der Abstinde von F; und F, gleich F, F, ist (nidmlich die beiden von
F; und F, nach auBen gehenden Halbstrahlen).

Bei der Ellipse konnen wir

(8) a2 — = +b (a2=0%+ c?)
setzen; bei der Hyperbel konnen wir
(8a) @ — = —0 (2=a%+ b2
setzen, und so finden wir als Gleichung der Ellipse
x2 y2
- (9) ZtTr=1

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 2
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und als Gleichung der Hyperbel
2 2
(92) = =1
Uber die Gestalt beider Kurven l4Bt sich aus ihren Gleichungen
folgendes entnehmen:
1. Ellipsengleichung und Hyperbelgleichung enthalten nur Glieder
mit x% und y2 Daraus folgt, dal je vier Punkte

(10) @), @—=9, (=29, (=% —y)

zugleich auf unseren Kurven liegen; es sind also (S.10) sowohl die
x-Achse wie die y-Achse Symmetrieachsen der Kurven; die Strecke
(*,9), (—%, —y) wird durch O halbiert. Der Punkt O heiBt deshalb
Mittelpunkt der Ellipse oder Hyperbel.

2. Ellipse und Hyperbel enthalten die Punkte 4, und 4,(x = +a,
vy = 0); sie heiBen ihre Scheitel. Die Ellipse enthilt auch die Scheitel-
punkte B, und B,(x¥ == 0, y = +-b), zur Hyperbel gehéren dagegen
keine reellen Punkte der y-Achse. A4,4,(= 24) und B,B, (= 2b) heilen
grofe und kleine Achse der Ellipse; bei der Hyperbel wird 4,4, (= 24)
als ihre reelle Achse bezeichnet, 25 heifit auch ihre imagindre Achse?.

3. Fir weitere Schliisse setzen wir die Gleichungen (9) und (9a)
besser in die Form

2 2
(11) %zVi——% und %= %~1.
Sie zeigen, daB bei der Ellipse y nur reell ist, wenn x2 < 42 ist; ebenso
ist, fiir reelles #, ¥2 < b2, und so folgt, daB die Ellipse ganz in dem Recht-
eck A,4,B,B, enthalten ist. Aus Gleichung (8) findet man noch F,B,
= F\B, = FyB, = FyB, = a.

Bei der Hyperbel ist y nur reell, wenn x2 = a2 ist, die Hyperbel
liegt also ganz auBerhalb des Streifens, der von den Vertikalen durch 4,
und 4, gebildet wird. Mit x2 nimmt auch y? bestindig zu.

§ 3. Die Gerade.

Wir legen beliebige Parallelkoordinaten zugrunde und fassen die
verschiedenen Lagen der Geraden zu den Achsen gesondert ins Auge.
Die geometrische Eigenschaft, von der wir hier ausgehen, ist der in
Kap.I, § 5 enthaltene Projektionssatz fiir gleichgerichtete Strecken.

Moge die Gerade zunichst durch den Anfangspunkt gehen und
mit keiner der beiden Achsen zusammenfallen. Sind dann P (x, y) und
P, (%,, vy) zwei ihrer Punkte, so hat man nach I, § 5, (11) (Fig. 14)

OP:0P, = 0Q:00Q, = OR: OR,

1 Die GroBe b hat auch bei der Hyperbel eine geometrische Bedeutung;
vgl. Kap. X, § 6.
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und daher VIZ = Vyi%,
der Quotient y:x hat also fiir alle Punkte der Geraden denselben
Wert. Bezeichnen wir ihn durch #, so haben wir fiir jeden Punkt

Yy _ — .
(12) S=m,  y=mx;

umgekehrt liegt jeder Punkt, dessen Koordinaten

(12) geniigen, auf dieser Geraden. (12) ist also die
Gleichung einer durch O gehenden Geraden.

Beispiel. Die Halbierungslinien der Koordinatenwinkel
haben die Gleichungen ¥y = x und y = — .

Fig. 14.

Von den weiteren Fillen betrachten wir zunichst die, daB die
Gerade einer Koordinatenachse parallel ist. Fiir solche Geraden haben
wir die Gleichung schon abgeleitet (S. 9). Wir fanden, daB jede
Parallele zur y-Achse durch
(13) x = const
gegeben ist, und analog jede Parallele zur x-Achse durch eine Gleichung
(13a) y == const .

Es ist also noch der allgemeine Fall zu erledigen, daB3 die Gerade
jede Achse in einem besonderen Punkte

schneidet. Seien 04 = ¢ und OB = b die 7 A

Abschnitte auf der x- und y-Achse. Wir ]

gehen davon aus, daB fiir jeden Punkt P A

(Fig. 15) nach I, § 15

Lo PB:AB =RB:0B =(Q0: 40, 1o 2 <
RB:0Q =0B:04 Fig. 15.

ist; dies liefert, wenn wieder x, y die Koordinaten von P sind,

b—y):x=0b:a,
oder

x y
(14) ;—F?——-L

Diese Beziehung ist auch fiir die Punkte 4 und B erfiillt. Um-
gekehrt liegt jeder Punkt, dessen Koordinaten die Gleichung erfiillen,
auf der Geraden.

Aus dem Vorstehenden folgern wir noch, daB jede Gleichung

(15) Ax 4 By +C=0,

wn der A, B, C irgendwelche Zahlen sein kinnen, die Gleichung einer Ge-
raden ist, falls wicht A und B gleichzeitig Null sind. Ist zunichst keine

der drei Grofen A, B, C gleich Null, so 148t sich die Gleichung in
4. B

2%
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iiberfithren; gemdlB (14) stellt sie eine Gerade dar, die auf den Achsen
die Abschnitte a = —C/4, b = — C/B abschneidet.

Beispiel. Der Gleichung x + ¥ — 4 = 0 entspricht eine Gerade, fiir die beide
Achsenabschnitte die Lange 4 haben; ¥ — ¥ + 4 = 0 eine Gerade, firdiea = — 4,
b = 4 ist.

Ist nur C = 0, hat also die Gleichung die Form
Ax + By =0,

und ist B + 0, so konnen wir sie auch in die Form

_ A
y=—Fx=mx

setzen; sie stellt gemdfB (12) eine Gerade durch den Anfangspunkt dar.
Ist nur B = 0 oder nur 4 = 0, so hat die Gleichung eine der Formen

Ax"l—C:O, x:——g—:a’
C
By+C=0, —— =0

und stellt dann eine Parallele zur y-Achse oder zur x-Achse dar. Ist
auBerdem auch noch C = 0, so ergeben sich die Achsen selbst.

§ 4. Ellipse, Parabel, Hyperbel in Polarkoordinaten.

Ein erstes Beispiel fiir die Anwendung von Polarkoordinaten bilde
der Ort eines Punktes, fiir den die Entfernungen von einem festen
Punkt (Bremnpunkt) und einer festen Geraden
& (Direktrix) in einem konstanten Verhiltnis stehen
(Fig. 16).

- Wir nehmen den festen Punkt F als Pol

g1t £ @ 5 ynd das von F auf die Direktrix d gefallte Lot

Z Fig. 16. als Achse der Koordinaten; ihre positive Rich-
tung sei DF, und es sei DF = [. Der Wert des

konstanten Verhiltnisses sei ¢, und LP das Lot von P auf 4. Die

definierende Gleichung

(16) FP=¢-LP

geht wegen

LP=DF +FQ =1+ rcosg
unmittelbar in

el
(17) v=-el+ ercosg, 7:71_%@

iiber, und dies ist bereits die gesuchte Gleichung.
Fiir e = 1 ist der Ort gemiB § 1 eine Parabel; wie spater (Kap. X,
§ 1) gezeigt wird, ist er fiir ¢ < 1 eine Ellipse, fiir ¢ > 1 eine Hyperbell.

1 Genauer ein Hyperbelast; der andere entspricht dem Wert —e¢ (statt ¢).



§ 5. Archimedische Spirale. 21

§ 5. Archimedische Spirale.

Als zweites Beispiel fiir die Anwendung von Polarkoordinaten be-
handeln wir die Frage, welche Kurve durch eine Gleichung

(18) Ar+Bep+C=0

dargestellt wird, die der allgemeinen Gleichung der Geraden nach-
gebildet ist. Dazu ist zunichst der in Kap. I, §2 entwickelte Koordi-
natenbegriff etwas zu verallgemeinern. Wir lassen némlich jetzt Winkel
beliebiger Grofie zu und denken sie so entstanden, daB sich die Achse s
beliebig oft in positivem Sinne um O herumdreht und der zugehérige
Bogen auf dem Einheitskreis alle Werte von 0 bis co annimmt. Jedem
positiven Wert von 7 zusammen mit einem beliebigen positiven Wert
fir ¢ entspricht dann immer noch eindeutig ein bestimmter Punkt P
der Ebene.

Wir wollen nun alle Punkte ermitteln, die bei der vorstehenden
Koordinatenerweiterung den die Gleichung (18) befriedigenden Koordi-
natenpaaren 7, ¢ entsprechen. Wir behandeln
zunéchst den Fall C == 0. Alsdann koénnen wir
die Gleichung in die Form

B
(19) vr=——@=Ce

setzen und nehmen insbesondere ¢ > 0 an. Wir
ziehen (Fig. 17) durch O einen Halbstrahl g unter
dem Winkel @, er entspricht dann zugleich
den Winkeln

o1+ 27 =¢@,, @1+ 47 = @3 usw.

und enthélt daher die simtlichen diesen Winkeln gema8 (19) zugehérigen
Punkte Py(ry, ¢;), Py(ry, @5), Py(rs, @s) .. .; dabei ist also

Fig. 17.

NN=CQ, Vy=C@y=cCc@+2nc=r+2ncC,

T3=CQ3=C@y+ 2nCc=7,+ 27:c, ...,
also

(20) 72—71:7’3——1’2:...:2750,

die Punkte Py, P,, Py, ... folgen also auf dem Halbstrahl g im konstanten
Abstand 2 nc aufeinander. Dies gilt fiir jeden von O ausgehenden Halb-
strahl; die Eigenart unserer Kurve besteht also darin, daB sie jeden
von O ausgehenden Halbstrahl g in unendlich vielen Punkten schneidet,
wobei in unserem Falle je zwei aufeinander folgende, abgesehen von 0,
den konstanten Abstand 2z ¢ besitzen. Eine solche Kurve heiBt Spirale,
unsere insbesondere Archimedische Spirale. Mit gegen Null abnehmen-
dem @ nimmt » gegen Null ab. Fiir den Punkt O ist in unserem Koordi-
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natensystem » = 0 und ¢ beliebig. Aus der Gleichung (19) folgt aber
fir » = 0 auch ¢ = 0. Das hat folgende geometrische Bedeutung: fiir
kleines » wird auch ¢ klein, d. h. die Verbindungslinie von O mit einem
sehr nahe an O gelegenen Punkt der Spirale bildet einen sehr kleinen
Winkel mit der Polarachse. Deswegen ist die Polarachse die Tangente
an die Spirale im Punkte O.

Auch die Gleichung
Ar+Be+C=0, (C+0)
stellt eine Archimedische Spirale dar, falls AB == 0 ist. Setzen wir niamlich
C=By, also B¢+ C=B(p+7) =By,
so nimmt unsere Gleichung die Form
Ar + By =0

an. Ziehen wir nun durch O eine neue Polarachse s’, so daB (s’s) = y ist, so ist
(s’g) = v, und unsere Gleichung stellt eine Archimedische Spirale dar, bezogen
auf eine Achse s’, die mit der Achse s den Winkel (s’s) = y bildet. Ist » = 0,

dann ist ¢ = — g , also ist der Winkel der Tangente im Anfangspunkt gegen die
Polarachse = —%.

Bemerkung. Die beiden in § 4 und § 5 behandelten Kurvengleichungen
unterscheiden sich in der Weise, daB in der ersten nur trigonometrische Funktionen
von ¢ auftreten, in der zweiten aber ¢ selbst und zwar algebraisch. Im ersten
Falle entspricht daher den Koordinatenwerten #, ¢ und #, ¢ - 2ma derselbe
Punkt; im zweiten sind es verschiedene Punkte. Darin ist der heterogene Cha-
rakter beider Kurvenbilder begriindet; man sieht auch, warum man als das Wert-
gebiet von @ im ersten Falle nur die Werte 0 =< ¢ << 2# zu betrachten braucht,

§ 6. Darstellung von Kurven mittels eines Parameters.

Es. gibt noch eine wesentlich andere Art, die Punkte eines geo-
metrischen Ortes durch Gleichungen darzustellen. Folgende Beispiele
mogen sie kenntlich machen:

1. Fiir den Punkt P(x, y) eines um den Anfangspunkt O mit dem
Radius a geschlagenen Kreises folgt aus (5) S. 11

(21) x=acosp, y=asing,

und wenn wir in diesen Gleichungen den Winkel ¢ alle Werte 0 << ¢ < 2x
durchlaufen lassen, so durchlauft der durch (21) dargestellte Punkt P
genau einmal den ganzen Kreis. Man hat auf diese Weise alle Punkte
des Kreises mittels einer einzigen neuen unabhingigen Variablen ¢ (Para-
meter) und mittels sweier Gleichungen (eine fiir x, eine fiir y) dargestellt.
Durch Quadrieren und Addieren (also durch Elimination von @) er-
hdlt man wiederum die Kreisgleichung

X2 V= a2,
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2. Ein Punkt moége sich so in der Ebene bewegen, daB er sich
im Nullpunkt der Zeit an der Stelle M(&,#n) befindet, und daB im
ibrigen seine Koordinaten der Zeit proportional zunehmen. Werde
die Zeit (d. h. die Zahl der Zeiteinheiten, z. B. der Sekunden) durch ¢
dargestellt. Da sich der Punkt zur Zeit ¢ = 0 in M befindet, haben
wir fiir jede andere Lage gemilB obiger Definition

x—&=uat, y—n=4pt,
wo « und f die Proportionalititsfaktoren sind. Die Gleichungen
(22) x=&+at, y=n-+pt

stellen daher die Koordinaten von P fiir den ganzen Verlauf der Be-
wegung dar. Durch Division erhilt man aus ihnen

I b g —ay—y=o,

also liegt P stets auf der durch diese Gleichung dargestellten Geraden,
und man erkennt sofort, daB P fiir passendes ¢ mit einem beliebig ge-
wihlten Punkte dieser Geraden zusammeniillt.

Ein letztes Beispiel seien die Gleichungen

(23) x=acose, y=>bsing,

in denen @, wie beim Kreis, eine WinkelgréBe darstellt, die alle Werte
0 =< ¢ < 27 annimmt. Die Achsen seien rechtwinklig. Fiir jeden Wert
von @ erhilt man sofort (durch Quadrieren

2

und Addieren)
d
b

Fig. 18.

o=,

es liegen also alle durch (23) dargestellten
Punkte auf einer Ellipse, und da zu
jedem Werte von ¢ ein Punkt gehort,
dessen Koordinaten (23) befriedigen, so
sind durch (23) auch alle Punkte der
Ellipse dargestelit.

Um zur geometrischen Bedeutung von
¢ zu gelangen, schlagen wir (Fig. 18) iiber der groBen Achse 24 einen
Kreis und verlingern die Ordinate QP bis zum Schnitt P’ mit dem
Kreis. Sind #’, ¥* die Koordinaten von P’, so ist

/7
\

¥ =x=acosp, also 9y =asing.

Wir finden daher ¢ = <C(x, OP'), woraus die geometrische Bedeutung
von @ erhellt. Legt man um O auch einen Kreis mit dem Radius &,
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ist P, sein Schnitt mit RP, und sind «x,, y; die Koordinaten von P,,

so ist
¥y, =7y =>bsing, also x = bcosgp.

Die vorstehenden Gleichungen ergeben noch
(24) vy =bra=12x%:%;
jede Ellipsenordinate ist also gegen die Ordinate des groBlen Kreises
im Verhdltnis b:a verkleinert, jede Abszisse im gleichen Verhiltnis

gegen die Abszisse des kleinen Kreises vergrofert.

Man kann die beiden Kreise zu einer punktweisen Zeichnung der Ellipse
benutzen. Zieht man durch O einen Halbstrahl, bestimmt auf ihm die Punkte P’
und P,, und zieht durch sie je eine Parallele zu den Achsen, so ist deren Schnitt-
punkt der Ellipsenpunkt P. Die Punkte P, P’, P, liegen auf einem Kreis iiber
P, P’, dessen Durchmesser den festen Wert a — b hat.



Viertes Kapitel.

Allgemeine Formeln fiir Parallel-
koordinaten.

§ 1. Strecken und Winkel.

Sei (x, g) der Winkel, den eine gerichtete Gerade g mit der von
der negativen Seite zur positiven Seite gerichteten x-Achse bildet (also
der Winkel, um den die gerichtete x-Achse im positiven Sinn zu drehen
ist, bis sie auch der Richtung nach mit g zusammenfillt oder gleich-
gerichtet ist). Ferner sei (xy) der Achsenwinkel, der nach unseren
Voraussetzungen (S. 9) positiv und kleiner als # ist. Dann soll
unter (yg) (S.6) der Winkel

(1) Vel =(yx) + (xg) = (xg) — (x )

verstanden werden. Damit ist der Winkel (yg) fiir alle Lagen von g
eindeutig definiert.

Seien nun P, (%, ¥,) und P,(x,,v,) zwei beliebige Punkte auf der
von P, nach P, gerichteten Geraden g, Q,, Q, und R,, R, ihre Pro-
jektionen auf den Achsen, und seien die Koordi-

%
naten zunichst rechtwinklig (Fig.19). Dann 7&[~
ist (S.7 und 9) A X,;
| 1
2) Q10 = % — %, = P Pycos(v, P, P,), 2 22
R\R, =y, — y, = P, Pycos(y, P, P,) . Fig. 19.

Setzen wir P\ Py =7 und ¥ (x, P\P,) = (x,g) = ¢, also (y,g) =p — 47
so wird

1)

(2a) Xy — Xy = ¥COSQ, Y, — Yy, =rsing.

Hieraus ergibt sich

(3) 7= (% — 27) + (v, — 31)2,
YoM

und wenn wir die Gleichungen (2) mit cosg und sing multiplizieren
und dann addieren,

(5) (%3 — %) cos@ + (y, — yy) sing = 7.
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Fiir schiefwinklige Achsen entnehmen wir die entsprechenden
Gleichungen dem Dreieck P, P,S (Fig. 20), wo SP, und SP, den Achsen
parallel sind; man erhilt zunichst

(P Py)? = (P1S)? + (SPy)?
+ 2P, S SP,cos(xv),
SP,:P,;S =sin (xg) :sin (gy)

und hieraus weiter
0) 7= (% —%)* + 3 —3)* + 2 (% — %) ( — ;) cos (xy) .
(6a) Yo = V1 _ sin (xg)
¥ — 2 sin(gy)’
Sei P(£,n) der Punkt, der die Strecke P, P, im Verhiltnis ¢ teilt
(S.4). Dann folgt fiir beliebige Achsen nach dem Projektionssatz
.0  RR_ PP

7) 0.0 " R,R ~ PP
oder

§—x =N
& — %, [/

p—t lu’
und daraus weiter
NS Sl i N

(73-) 5 - 1 — u ’ n = 1 — u *
Durch diese Formeln sind die Koordinaten eines Punktes auf g mit vor-
geschriebenem Teilungsverhiltnis in bezug auf P, P, gegeben. Ins-

besondere ist, wenn P die Mitte von P, P, ist, also fir p = —1
X%t A _ Nty
(8) E="070, =t

Dem Wert u =1 entspricht der S. 5 eingefithrte uneigentliche
Punkt P, auf der Geraden g. LiaBt man p alle Werte durchlaufen,
dann durchliuft der Punkt (&, 5) die ganze Gerade g. Die Gleichungen
(7a) stellen deswegen die Verbindungslinie der Punkte (%,,%,) und
(%5, vo) mit Hilfe des Parameters u dar.

Fiir den Schwerpunkt S (&, %) eines Dreiecks P, P, Py ist

(8a) §:x1+x2+x3 17:3’1‘1'3’2‘1'3’3_

3 ’ 3
Man erhilt diese Formeln, wenn man die Mitte M = ( & j Y2 Ve _2|— y 3)

von P, P, mit P, verbindet und P,M innerhalb im Verhiltnis 2: 1 teilt
(4 = —2). Der Teilpunkt hat den Gleichungen (7a) zufolge die Koordi-
naten:

Xy -+ %4 Y2+ Vs

—(— —(—2 73
E»_x] ( 2) 2 __x1+752+x3 T“y ( ) 2 :y1+3’2+3’3
=TT (=2 I ) 3

* Die Formeln (6) und (6a) sind hier nur fiir die spezielle, in Fig.20 angegebene
Lage der Punkte und Geraden abgeleitet. S.30 wird die Formel (6) allgemein
ohne Benutzung einer Figur abgeleitet.
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Ihre Symmetrie fir die drei Indizes zeigt, da8 die Konstruktiop von S
auch durch Benutzung der Mitten von P, P, und P, P; erfolgen kann;
dies liefert den Satz, daB sich die drei Seitenhalbierenden in einem
Punkt schneiden.

Beispiel. Das Dreieck der Punkte (2, 1), (3, —2), (—4, — 1) hat die Seiten-
mitten (5, —3%), (—1, 0), (—%, —%) und den Schwerpunkt (3, —%).

§ 2. Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade.

Das Koordinatensystem sei beliebig, P (&, %) ein Punkt, g eine Ge-
rade (Fig. 21). Durch O ziehen wir den Halbstrahl » L g, der g in G
schneidet. Es sei OG = § und OG die positive n
Richtung von #. Dem von P auf die Gerade 7 P
g gefillten Lot LP =1 legen wir ebenfalls
ein Vorzeichen bel; wir rechnen [ positiv, 2
wenn die Richtung LP die gleiche ist wie
die Richtung OG, als negativ, wenn sie ihr /0 _ qQ
entgegengesetzt ist. Fig: 21.

Projizieren wir OP senkrecht auf die Gerade %, so ist diese Pro-
jektion nach S. 7 gleich der Projektion des Linienzuges OQP, also

9) II(OP, n) = II(OQP, n).
Gemill der Festsetzung iiber das Vorzeichen von 7 ist
II(OP, n)=0G + LP,

andererseits ist gemif S. 8, Gleichung (15)

II(OQP, n) = &cos(nx) + 5 cos(ny),
und so finden wir

0+ 1= _E&cos(nx) + ncos(ny),
(10) ! =¢&cos(nx) + ncos(ny) — 0.
In dieser Gleichung haben wir eine der wichtigsten Hilfsformeln der

analytischen Geometrie zu erblicken.

Beispiel. Der Achsenwinkel sei 120°, und es bilde % gleiche Winkel mit den
Achsen, so daB cos (nx) = cos(ny) = % ist; ferner sei 6 = 1. Fir jeden Punkt (£, n)

ist dann I=3t+3n—1

der Abstand des Punktes (£, ) von der Geraden, deren Richtung senkrecht zu x

und deren Abstand von O gleich 1 ist. Die Gleichung der Geraden ist
$ét+dn—1=0.

Fur den Punkt (2, 2) z. B., der auf # liegt, ist / = 1, was auch geometrisch evident ist.

§ 3. Die Transformation der Koordinaten.

Da das Achsensystem willkiirlich ist, so entsteht die Aufgabe, die
Koordinaten desselben Punktes P fiir verschiedene Achsensysteme mit-
einander zu vergleichen.
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Mogen die Achsen zweier Systeme zunichst parallel und gleich-
gerichtet sein; die Koordinaten von P fiir das eine System seien x, v,
fir das andere X, Y (Fig. 22); der Anfangspunkt O, des XY-Systems

habe im xy-System die Koordinaten

Rfmmeemefommm - 7/’ 04, =a, OB;=5b.
/ Man hat dann unmittelbar fiir die Koordi-
7 /01 // naten von P ein (x, y)-System
0Q = 04, + A,Q, OR = 0B, + B,R,
/0 41 Q alSOQ 1 IQ 1 1
Fig. 22.

(11) x=X+4+a, y=Y+5b.

Beispiele. 1. Die Gleichung y% — 2px — p2? = 0 stellt eine Parabel dar, fiur
die der Brennpunkt der Anfangspunkt ist; sie geht durch die Transformation
y=Y, =X —%pin Y2 - 2pX =0 tber. Fir p > 0 liegt die Parabel im
ersten und vierten Quadranten, fur p << 0 im zweiten und dritten.

2. Wir zeigen, daB sich die Parabel als Grenzfall der Ellipse oder Hyperbel
einstellt, wenn wir die Achsen unendlich gro8 werden lassen. Dazu fithren wir
in die Ellipsengleichung (S. 17) neue Koordinaten mit derselben x-Achse und dem
Scheitel 4, als Anfangspunkt ein (Fig.13a). Fur diese X, Y-Koordinaten folgt

rxr=X—a, y=Y;

setzen wir diese Werte in die Ellipsengleichung ein, so ergibt sich als Gleichung
fiir die X, Y-Koordinaten
(X —a)32 VY2 .
T Tl
und hieraus folgt weiter
v? b

2
ﬁXz——Z X4+ VY2=0.

a
Nun mégen @ und b unendlich gro werden, aber so, daB b%: ¢ einen festen end-
lichen Wert p bewahrt. Dann strebt b2: a? = p: @ gegen Null, und die Gleichung
geht in B2

Y2 —-2pX =0; p=~(;

uber. Dies ist die Parabelgleichung. Mit dem Scheitel 4, riicken auch F, und der
Mittelpunkt O ins Unendliche.

Dieselbe Parabelgleichung kann ebenso aus der Hyperbelgleichung mit 4,
als neuem Anfangspunkt abgeleitet werden.

Die Achsensysteme mogen zweitens denselben Anfangspunkt haben;
die x y-Achsen seien rechtwinklig, wihrend die x’y’-Achsen beliebig
bleiben (Fig. 23). Ein Punkt P habe im ersten System die Koordinaten
%, ¥, im zweiten die Koordinaten «’, ¥"*. Dann sind x, y die senkrechten
Projektionen von OP auf die x- und die y-Achse und daher (S. 7) gleich
den senkrechten Projektionen des Streckenzuges OQ'P; fiir die Pro-
jektion auf jede der beiden Achsen ist also

(12) I(0P) = IT(0Q) + I(Q'P).

* Es wird kein MiBverstindnis verursachen, wenn in den obigen Formeln
%, ¥, ¥, ¥ einmal als Koordinaten, einmal als Zeichen fiir die Achsenrichtungen
auftreten.
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Diese Gleichung wenden wir zuerst auf die x-Achse und dann auf die
y-Achse an. Da 0Q’ = x’in die x'-Achse fillt und Q"P’ =y’ der y'-Achse
parallel ist, so ergibt sich [S.8, Gleichung (15)]

(13) % = &’ cos (¥ x) + 9’ cos(y'x)

und ebenso
y = % cos(x'y) + 3y cos(y'y) .
Wir setzen noch 7 —>T
e =a, (y)=f, a0 Wy)=f—a, |
. Fig. 23
so wird

W) = (2) + (@7) = —da+ &, (Y)= (y2) + (x) = —i=n 4§,

und unsere Gleichungen verwandeln sich in

(133) {

Durch Auflosung nach x’ und 9’ ergibt sich hieraus

% = x cosa 4 ¥y cosfi,

y = #"sino + ¥ sinf .

(13b) sin(f — )4’ =  xsinf —ycosﬂ,
sin(f — »)y = —xsinx + ycos .
Sind auch die x’y’-Achsen rechtwinklig, und zwar (x'y) = =, ist

also f = %n + «, so erhalten wir die einfacheren Formeln

x = x'cosa — ¥ sink,
(14)

y = x"sinx + 9 cosx
und als Auflésung
¥ = xcosa + ysinx,

(144a) { , . Y ,
Yy = —xsinx + ycosx*.

Es wurde hier vorausgesetzt, daB <X (xy) = ('y’) =37 ist,
daB also die beiden Achsensysteme komgruente Figuren sind. Ist da-
gegen (x'y’') = — 37, so stellen beide Achsensysteme nur spiegelbildiich
(symmetrisch) gleiche Figuren dar'; man hat f# = & — §z, und die
Formeln (14) gehen in
(14Db) % =% cosx + y'sinev, y=2x"sina — 9 cosx
iiber; sie gehen formal aus (14) in der Weise hervor, dal man 9" durch
— ' ersetzt, was auch geometrisch evident ist.

Aus jeder der Gleichungen (14) und (14b) folgt

(15) Ay = a4y
man nennt diesen Ausdruck deshalb eine Invarianie der Transformation,
der geometrisch evidenten Tatsache entsprechend, daf3 der Abstand OP

* Diese Gleichungen ergeben sich auch direkt aus (14), indem man z, ¥y
mit #’, 9’ vertauscht und & durch (#"#) = — « ersetzt.
1 Hier wird nur die Beziehung in der Ebene selbst in Betracht gezogen.
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fiir alle rechtwinkligen Achsensysteme mit O als Anfangspunkt dieselbe
Darstellung hat.

Fiir die Determinante (Anhang III, § 3) der Gleichungen (14) und
(14b) folgt

cosa, —sin« | lcosa, sinal

5= =1 und 6= 1.

sin & , cosoc‘ sin o0, —cosoc’

Darin kommt der Gegensatz beider Transformationen analydisch zum
Ausdruck.

Auch in dem Falle, daB beide Achsensysteme schiefwinklig sind,
konnen wir die Transformationsformeln unmittelbar aus dem Projek-
tionssatz von S.7 entnehmen. Seien wieder x, ¥ und %', ¥’ die Ko-
ordinaten von P¥, so sind jetzt x und y die Parallelprojektionen von OP
auf der x-und y-Achse im Sinne von S. 9 und wieder gleich den analogen
Projektionen des Streckenzuges OQ’'P. Setzen wir insbesondere [vgl. I,

§5, (12)] IHOQ, x) =ax, IIQP, x)=0y,
IIoQ,yy=c«, HQP,y)=dy,

wo a, b, ¢, d die beziiglichen Projektionskonstanten sind, so ergibt sich
nach (12)

(16) x=ax + by, y=cx+dy.
Ganz analog findet sich mit analog bestimmten Projektionskonstanten
(16a) ¥=dx+0bVy, Vv=dx+dy,

die Koordinaten sind also durch eine lineave Substitution wmiteinander
verbunden.

Bemerkung. Die Koeffizienten a, b, ¢, d und a’, b’,¢’, @’ sind durch die
Achsenrichtungen bestimmt. Seien (Fig. 24) 4’ und B’ Punkte der #’- und y’-Achse,
so daB 04’ = 1, OB’ = 1 ist; es sind dann #’ = 1, 9’ = 0 die %/, y’-Koordinaten
von A’ und ¥’ = 0, ¥’ = 1 die #’, y’-Koordinaten von B’. Fiur ihre », y-Koordi-

naten folgt daher aus (16)

¥x=04=a, y=AA"=c¢c,
und aus dem Dreieck 044’ ergibt sich nun
a:c:1=sin(x'y) :sin(x#) :sin(xy).
Ebenso erhilt man fiir die #, y-Koordinaten von B’
80 O\ a 4 #=0B=b, y=BB =d,

und aus dem Dreieck OBB’ entnimmt man

Fig. 24. b:d:1=sin(yy):sin(x4’):sin(x y).

Setzen wir noch (¥9) = @, so gehen die Formeln (16) iiber in

sinw + ¥ = sin (#’ y) ¥ + sin (3’ ) ¥/,
(16b) { sinw - y = sin (¥ &)’ + sin(x y') ¥".
Analoges gilt fiir die Gleichungen (16a).

* Man benutze wieder die Fig. 23.
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Die allgemeinste lineare Substitution in der Form (16) stellt keine Transforma-
tion des Koordinatensystems dar. Denn die Winkel der’Achsen miteinander sind
durch drei Winkel, etwa (¥,%), (#', %) und (¥, #"), vollstindig bestimmt. Also
sind in den Gleichungen (16b) nur drei Koeffizienten willkirlich, und Ent-
sprechendes gilt von den Gleichungen (16), falls sie Koordinatentransformationen
darstellen sollen. Es ist leicht, Substitutionen anzugeben, denen keine Trans-
formationen des Koordinatensystems entsprechen. Setzt man z. B. ¥’ = #, ¥’ =2y,
so folgt aus #'= 0 auch x = 0, ebenso aus 9’ = 0 auch y = 0; es muB daher die
x#-Achse mit der #’-Achse und die y-Achse mit der y’-Achse identisch sein. Also
miiBten auch die #, - und #’, ’-Koordinaten identisch sein, was nicht der Fall ist.

Beispiele. 1. Eine Hyperbel heiBt gleichseitig, wenn in ihrer Gleichung (9a),
S.18 a = b ist; ihre Gleichung lautet also

2 — y% = a.
Wir nehmen die Halbierungslinien der Koordinatenachsen als #’, ”-Achsen; sie

sind rechtwinklig, und es sei (¥ ) = — —25. Man hat dann die Transformations-
gleichungen ]

x=}V2¥+ 412y, y=—1124 4312y
Sie fithren die Hyperbelgleichung in
24y = a?
iiber. Uber die Bedeutung dieser Gleichung und der Koordinatenachsen vgl.
Kap. X, § 6.

2. Mittels der Gleichungen (13) 148t sich ohne Benutzung einer Figur eine
Formel fiir den Abstand OP fiir schiefwinklige Koordinaten ableiten. Man erhalt
OP2= 22+ 92 = 42+ 92+ 24”9/ (cosa cos f§ + sinw sinf)
=2+ 924245y cos(#'y).

Durch Anwendung auf zwei schiefwinklige Systeme folgt
x/2 + y/2 + zx/y/ cos (x/ y’) —_ x”2 + y”2 + 2x1/ y” cos (xlly//) s

der vorstehende Ausdruck ist also wieder eine Invariante der Transformation.

Bei Koordinatensystemen mit verschiedenem Anfangspunkt und
beliebigen Achsenrichtungen fithrt eine Verbindung der vorstehenden
Formeln zum Ziele. Sei O’ der Anfangspunkt
der «',y’-Achsen. Will man die x, y-Koordi-
naten durch die ', y'-Koordinaten ausdriicken,
so nimmt man ein X, Y-Achsensystem mit O’
als Anfangspunkt zu Hilfe, das den x, y-Achsen
parallel ist (Fig. 25). Dann bestehen fiar die
x',y'~ und die X, Y-Achsen Formeln der Form

X=ax +by, Y=c«+dy; Fig. 25.

andererseits gelten fir die x,y- und die X, Y-Koordinaten (S. 28)
Formeln der Form

xr=X+4e, y=Y+H+/,
und daraus folgt schlieBlich
(17) x=ax + by +e, y=cx+de+1{.

Die allgemeinste Koordinatentransformation driickt sich also durch eine
lineare Substitution aus.
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§ 4. Der Dreiecksinhalt.

Zwei Punkte P,(%,y,) und P,(x,,y,) bestimmen mit dem An-
fangspunkt O ein Dreieck; sein Flicheninhalt § ist zu berechnen,

y zundchst fiir rechtwinklige Achsen. Es sei
P 45 OP, =7, OP,=17,. Wir legen die Flichen-
2 A formel (Fig. 26)
» 7
‘ L E 2% = OP,-0P,-sin(P,0P,)
Fig. 26. zugrunde. Hier ist

F(PLOPy) = g (r175) = (11%) + (x75) = (%75) — (x7y),
wir finden also
2% = 1,7, {sin(x7,) cos(x7;) — cos(x7,)sin(x7y)},

und daraus folgt gemaB S. 11

1 N
X3 Vo

Die rechte Seite dieser Formel dndert ihr Vorzeichen, wenn die
Indizes 1 und 2, also die Punkte P; und P,, vertauscht werden. Der
Dretecksfliche legen wir deshalb ebenfalls ein Vorzeichen bei; und zwar
ist § positiv, wenn sinP; OP, positiv ist, negativ, wenn sin P,0P,
negativ ist. Also ist das Vorzeichen von $ positiv, wenn der Halb-
strahl OP; dadurch in den Halbstrahl OP, {ibergeht, daB er in positivem
Sinn um einen Winkel <z gedreht wird; entsprechendes gilt fiir nega-
tives . Dem Drehsinn von #, nach 7, entspricht der Umlaufssinn
0, P,, P, des Dreiecks. Durch den Umlaufssinn wird das Vorzeichen
von ¥ in symmetrische Beziehung zu den drei Ecken des Dreiecks ge-
bracht. Wir bezeichnen deshalb genauer § mit $,,,, wenn der Inhalt
durch (18) berechnet wird, und erhalten

(19) o1z + Bozr = 0.

Sind die Achsen schiefwinklig, so fithren die Gleichungen (13) zum
Resultat; wir haben nur die in ihnen enthaltenen Werte in die De-
terminante (18) einzusetzen. Zunichst wird

(18) 2F = XY — %Yy =

%1 Y %1 cos (xx) + yicos(xy),  x]cos(yx) + y;cos(yy)
%y sl | eos(xx) +yjcos(xy),  xcos(yx’) + yicos(yy) |’
und daraus folgt gemidl dem Multiplikationssatz der Determinanten
% w| % %] [cos(ex),  cos(xy)
% v % ¥ cos(yx), cos(yy)|

Nun ist (xy) = 4z, also
@x) = —dn+ (¥¥) = —in — (¥x), OY)=—in+ (@),
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und daher erhilt die Determinante der Kosinus den Wert

cos (¥x) sin (¥y’) + cos(xy’) sin (x'x) = sin[(x'x) - (x9)] = sin(¥y').
Fir den Dreiecksinhalt ergibt sich daher
Vi

,|sin(xy).
2

(20) 28012 =

1
’
2

Liege allgemeiner ein aus drei beliebigen Punkten (xy,v,), (%s,¥2),
(%3, v4) gebildetes Dreieck vor; die Achsen seien beliebig. Wir legen durch
(%1, 9,) eine X- und Y-Achse, parallel zur »- und y-Achse, so kénnen
wir zunidchst die vorstehenden Gleichungen benutzen und erhalten

X, Y,
Xy Y,

2F125 = sin(XY) '

Andererseits ist gemdB (11)
X=x—2%, Y=y—y,

und daraus folgt weiter

Ny — %y Yy — }xl y1 1

(21) 2125 = sin(xy) 2 vooe ' = sin(xy) Xy Yy 1]
X3 — % Ys— N

X3 Vs 1}

oder durch Entwicklung der letzten Determinante nach den Elementen
der letzten Kolonne
(212)  2F1p5=sin(xy) {(%y5 — %3¥2) + (Fa¥1 — #1¥s) + (.72 — %71)}-
Diese Gleichung 148t eine einfache geometrische Deutung zu. Setzen wir
die Dreiecksflichen

OP, Py = Fos3, OP; Py = Fos1» OP, Py = Fo12,
so ergibt sich nach (20)

2F02s = sin(xy) (%2¥5 — %395) 28031 = sin (xy) (%3, — %193)
2Fo10 = SIN(xy) (%Y — %591) ,

%123 = %023 + %031 + %012

zur Folge hat, eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung ersicht-
lich ist.

Ahnlich erhilt man den Flicheninhalt § eines einfachen #-Ecks,
indem man von

Tizeoon = Borz + Foas + =« + Fows

ausgeht und die $y;; durch ihre Werte in den Koordinaten ersetzt.

was schlieBlich

Beispiel. Das Dreieck der drei Punkte (2, 1), (3, —2), (—4, —1) hat den
Inhalt —10.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl, 3
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Bemerkung. Fiir die drei Punkte P,, P,, P, gibt es bekanntlich sechs An-
ordnungen entsprechend den sechs Permutationen der Indizes 1, 2, 3. Bei den
zyklischen Permutationen andert sich die in (21) enthaltene Determinante nicht;
bei den anderen dndert sie ihr Vorzeichen, das hei3t, das Vorzeichen des Inhalts
andert sich mit dem Sinn des Umlaufs um das Dreieck.

§ 5. Doppelte Bedeutung der Transformationsformeln.

Lineare Substitutionen der Koordinaten wie die in § 3 lassen noch
eine zweite Deutung zu. Der Ableitung nach stellen sie Koordinaten
desselben Punktes fiir verschiedene Achsen dar, man kann sie aber auch
als Formeln fiir verschiedene Punkte in bezug auf dieselben Achsen
deuten. Wir beginnen mit den Formeln einfachster Art,

(22) x=x+a, y=y +0.

Die Achsen mogen beliebig sein. Die Beziehung zweier solcher Punkte
P(x,v) und P’(x’, y') zueinander ergibt sich aus Projektionssatz von
I, § 15, Fig. 22 (S.28), wenn man OO0;P durch einen Punkt P’ zum
Parallelogramm OO, PP’ erganzt; sie zeigt dann, daBl der Punkt P aus
P’ durch eine Schiebung (Translation) um die Strecke 00, = P'P
hervorgeht. Man sagt, daBl die Formeln eine Schiebung der Ebene um
die Strecke (den Vektor) 00, darstellen.
Wir gehen zu den Gleichungen

(23) x'zocx, y/:ﬁy (“:ﬁ’ O)

itber; das Achsensystem sei wieder beliebig. Man sagt, daB die Punkte
P’ zu den Punkten P eine affine Beziehung haben. Folgende Eigen-
schaften ergeben sich fiir sie ohne weiteres:

1. Bilden die Punkte P’ eine Gerade g’, so tun es auch die Punkte
P’ und umgekehrt; ist nimlich Ax" + By’ + C = 0 die Gerade g, so
erfiillen die Punkte P die Gerade Aax 4+ Bfy + C = 0. Den Punkten
einer Strecke P(Q entsprechen die Punkte der Strecke P'Q’. Daraus
folgt leicht, dal3 den Punkten, die die Fliche eines Dreiecks erfiillen,
Punkte entsprechen, die wieder die Fliche eines Dreiecks erfiillen?.

2. Die Flichen entsprechender Figuren stehen tn komstantem Ver-
hdltnis zueinander. Sind § und §' die Inhalte entsprechender Dreiecke,
so ist (§ 4)

E7E A ; (% Y 1 i
(24) W% = sin (xy) l x5 vy A ; tsin(xy) [x, v, 1
oy 1 Ky Yy 1

1 Wir werden spater lernen, daB einem Parallelogramm sogar ein Parallelo-
gramm entspricht. Vgl Kap. XII, § 3, wo die Affinitit ausfihrlicher zur Unter-
suchung gelangt.
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Bezeichnen wir die beiden Determinanten durch D’ und D, so folgt
aus dem Anhang II, § 3, daB D’ = a D ist; daher wird

(24a) &Y = ap = const.

Hiermit ist die Behauptung zunichst fiir Dreiecke erwiesen. Daraus
folgt sie durch die letzte Formel von § 4 auch fiir alle Polygone, und
auf Grund hiervon kann sie durch Grenziibergang auch fiir beliebige
Fliachenstiicke geschlossen werden?.

3. Sind P,, P,, P drei Punkte einer Geraden, so bleibt das Teilungs-
verhiltnis (P, P, P) ungeindert; die Gleichungen (7a) gehen nimlich
durch (23) in

;X — ux; , 1 — Uy

E=R =T
iiber. Mitte geht also in Mitte tiber, Schwerpunkt einer Figur in den
Schwerpunkt der entsprechenden Figur.

Beispiel. Aus der Gleichung
y:yY=bia=uwx:x

von S. 24 ist zu schlieen, da Kreis und Ellipse affine Figuren sind. Die Ellipsen-
punkte (¥, ¥) hingen namlich mit den Punkten (%, y’) des Kreises vom Durch-
messer 2a durch die Gleichungen

V=ux, y=oy

b
zusammen, mit den Punkten des Kreises vom Durchmesser 2b durch
b .
¥ = ;x , Vy1=1%;

jedes dieser Gleichungspaare hat die Form (23). Aus dem obigen Satz 2 erhilt
man far die Inhalte §§ = a?x des Kreises und §” der Ellipse

F:F=bra,
und daher findet sich fiir den Inhalt der Ellipse der Wert abx .

Die an die Gleichung (23) gekniipften Schliisse bleiben bestehen,
wenn wir sie allgemeiner so deuten, daf sie sich auf verschiedene Achsen-
systeme beziehen, auf ein xy-System und ein x'y’-System, die beliebig
in der Ebene liegen sollen (Fig.25). Auch dann noch wird durch sie
jedem Punkt P(x,y) ein Punkt P’(x’,y") zugeordnet, und es bleiben
die unter 1., 2. und 3. genannten Sitze in Kraft. An Stelle der
Gleichung (24) erscheint, wenn wir die in (24a) enthaltenen Determi-
nanten wie oben durch D’ und D bezeichnen, die Gleichung

(24Db) g =sin(x'v)D :sin(xy)D;

sie zeigt ebenfalls, dall §§" : §§ einen konstanten Wert hat. Die Zuordnung
heifit ebenfalls eine affine.

1 Man erkennt leicht, daB die Affinitat fir f= « in die Ahnlichkeit iibergeht.
3*
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Auch den Formeln (14) von § 3 kénnen wir eine analoge Deutung
geben ; sie stellen Drehungen um den Anfangspunkt dar. Seien die Achsen
vechtwinklig. Wir drehen die ganze Ebene um den Anfangspunkt; da-
durch gehe Punkt P in P’ iiber, und es sei der Drehungswinkel

(OP, OP') =0. Man hat dann unmittelbar (Fig. 27)

P’ (25) ¥ = rsin(p + &) = xcos& — ysinx,
o P Yy =rcos(p + &) = xsina + ycosx,
0 —> und dies sind die ndmlichen Formeln, die bei der

Drehung der Koordinatenachsen um den Winkel
— « auftreten.

Endlich lassen auch die Formeln (14b) eine derartige Deutung zu.
Sie gehen (S.29) aus (14) dadurch hervor, daB man y’ durch —y’ er-
setzt. Das bedeutet eine Spiegelung an der x’-Achse; sie entsprechen
also einer Drehung um den Winkel & und einer nachfolgenden Spie-
gelung. Eine solche Transformation heiBt Umlegung; sie kehrt den

Umlaufssinn um.

Fig. 27.



Finftes Kapitel.
Die gerade Linie.

§ 1. Gleichungsformen der Geraden.

Fir eine Gerade haben wir in Kap. I1I, § 3, die Gleichungen

x |y B
(1) LTy —1=0
und
(2) Ax+By+C=0

abgeleitet. Hier bedeuten @ und b die Abschnitte, die die Gerade auf
den Achsen abschneidet. 4, B, C sind Konstanten, die beliebige Werte
haben kénnen; die Abschnitte @ und b driicken sich aus ihnen durch

die Formeln o - c

bt=—a )
aus. Die Gleichung (2) heit die allgemeine Gleichung der Geraden.
Eine weitere vielfach niitzliche Gleichungsform ergibt sich aus der ersten
Gleichung, wenn man diese in die Form

b
3) y=mx -+ b, m=—_
setzt; aus der Fig. 15 (S.19) erhilt man fir m den Wert
_sin(xg) _sin(xg) *
Ga) “sinlgy) ~  sin(ve)

Fir rechtwinklige Koordinaten hat man einfacher nach Gleichung (1)
von S. 25

(3b) m=tgxg) =tga; o= (xg).
Wihrend die Gleichung (1) die Gerade durch zwei Punkte bestimmt,
ist sie in Gleichung (3) durch einen Punkt und ihre Richtung festgelegt;
m heillit auch Richtungskonstante.

Beispiel. Bei rechtwinkligen Koordinaten erhalten wir fir die Gleichung
x+9y —4=0die Werte a =4, b=4, m = —1, & = 135°.

Eine Gerade kann auch als Verbindungslinie zweier beliebiger
Punkte (x;, ;) und (x,,v,) definiert sein. Die dieser Definition ent-

* Eine von der Figur unabhingige Ableitung bringt § 2.
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sprechende Gleichung entnehmen wir aus dem vorstehenden durch die
folgenden, fiir das analytisch-geometrische Verfahren charakteristischen
Schliisse!. Sicher hat die Gleichung fiir gewisse noch unbekannte Werte

m und b die Form y—mx+ b

Da die Gerade durch (x,y;) und (x,y,) geht, bestehen auch die Gleichungen
Vo=mx% +b, y,=mx,+0b.

Aus ihnen lassen sich die Werte von m und & berechnen und dann in

die erste Gleichung einsetzen. Man hat also — anders ausgedriickt —

m und b aus den vorstehenden drei Gleichungen zu eliminieren. Dazu
bilden wir zundchst durch Subtraktion die Gleichungen

Yy=—yi=mE—x), y—Y=mE— L), Y=y = mE — %)

aus ithnen entsteht durch Division weiter

(4) V=W _ =% der YTV _FT M (qer YT ¥V
Y=Y XA Yo—V1 XM ¥—X XN
jede dieser Gleichungen stellt also die Gerade dar. Nach x und y ge-

ordnet erhilt sie, von welcher Gleichung wir auch ausgehen, die Form

(4a) %Yy — ¥1) — ¥ (% — %) + %9 — %y, = 0.
Diese Umformung 148t die gewonnene Gleichung als eine Gleichung
ersten Grades erkennen. Jede der Gleichungen (4) driickt unmittelbar
aus, da die Gerade erstens die Punkte (x;y,) und (#,y,) enthilt,
und daB sie zweitens die fiir sie grundlegende Eigenschaft hat, die
im Projektionssatz von S. 7 zum Ausdruck kommt. Sie kann auf
Grund dieser Erwigung auch unmittelbar hingeschrieben werden.
Eine zweite Betrachtung, die zur Gleichung einer Geraden durch
zwei Punkte fiihrt, ist folgende. Wir gehen davon aus, die Bedingung
zu suchen, daf drei Punkte Py (%v,e), P1(%191), Ps(%2y,) auf derselben
Geraden liegen, und wihlen diesmal 4x 4 By + C = 0 als Gleichung
der Geraden. Es ist dann, wie die Punkte auch liegen,

Axy+ By, + C=0
Ax, +By, +C=0
Axy+ By, +C=0.

Dies sind drei homogene Gleichungen fiir die GréBen 4, B, C. Sie be-
stehen in der Weise, dafl A, B, C Werte haben, die nicht simtlich
Null sind, und daraus folgt (Anhang III, § 3) die Determinantengleichung

(=m),

Xo Yo 1
(4b) % Y 1|=0
Xy Yy 1 ‘

! Fiir », = x, oder 9, =y, wird die Gerade einer Achse parallel; davon
wird wieder abgesehen.
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als gesuchte Bedingung. Lassen wir den Punkt (x,v,) variabel werden,
und ersetzen ihn insofern durch (xy), so ergibt sich

x vy 1
(4 C) xl yl '1 = 0
2 Y2 1

als Gleichung der Geraden. Die Entwicklung der Determinante liefert
wiederum die Gleichung (4a). Die geometrische Bedeutung der Glei-
chung (4c¢) ist die, daB jeder Punkt (x, y) der Geraden mit den Punkten
(%,v,) und (x,y,) eine Dreiecksfliche vom Inhalt Null bestimmt (S. 33).

Beispiele. 1. Die durch (2, 3) und (5, — 4) gehende Gerade hat die Gleichung

y—3 —4-3 7 .
r—3- 52 = 3 oder 7x% + 3y — 23 = 0;
Achsenabschnitte und Richtungskonstante sind a =2, b =%, m = —§.
2. Als Gleichungen der Seiten des Dreiecks der Punkte (2, 1), (3, —2),
(—4, —1) findet man: ¥+ 7y +11=0,3y—x%—1=0,3x4+9y—7=0.
3. Man bilde die Gleichungen der drei Seitenhalbierenden dieses Dreiecks
[vgl. Kap. IV, Gleichung (8)].

Wir kniipfen nochmals an die Gleichungen (4) an. Fiihren wir in
die erste der drei Gleichungen den Wert der beiden einander gleichen
Quotienten ein, setzen also

Ym0 _F-H: __p
Y= ¥ — X ’

so erhalten wir daraus
_ Mk _ kY
(5) Y= R o YE TR o

Dies sind dieselben Gleichungen, die wir S. 26 gefunden haben. Sie

driicken (im Sinn von Kap. ITI, §6) die variablen Koordinaten x, y

mittels des Parameters 2 aus, und es ist 2 das Teilungsverhiltnis

(P, Py Py), das (S. 4) der Punkt (v, ¥) mit (x;9;) und (x,y,) bestimmt.
Eine allgemeinere Darstellung dieser Art ist

_a-ot _ b+ Bt .
(Sa) X = C+}’t’ y—c+7t: C'_}l:o)

auch ihr entsprechen alle Punkte einer Geraden. Dividiert man die
Zihler und Nenner beider Quotienten durch ¢ und setzt

_%i:k: %:xl’ %:xz» %—_—yl, g:yz:
so erkennt man, daB die Gleichungen (5a) in (5) iibergehen.
Fiir rechtwinklige Koordinaten bestehen insbesondere folgende
Gleichungen: Sei M (x,y,) ein beliebiger fester Punkt der Geraden. Wird

dann MP = s gesetzt und (xg) = ¢, so folgt gemiB S. 25

(6) X — % ==Sscosp, y—y =ssing,

und es ist s der variable Parameter, der alle Werte des Kontinuums
durchliuft.
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§ 2. Die Hessesche Normalform.

Wir kniipfen an die Formel (10) an, die wir in Kap. IV (S. 27)
fiir den Abstand eines Punktes (&, 1) von einer Geraden g gefunden
haben. Setzen wir abkiirzend

(7) N (&, n) = &cos(nx) + neos(ny) — 0,

so kénnen wir das dort gefundene Resultat folgendermaBen aussprechen:

Der Ausdruck N(&,n) hat fir alle Punkte (£,n) eine einheitliche
Bedeutung ; er stellt die entsprechend dev Festsetzung des Richtungssinnes
auf der Normalen von g mit Vorzeichen versehene Linge des von (&, %)
auf die Gerade g gefillten Lotes dar. Die Gerade g erscheint hier so be-
stimmt, daf3 sie von O den Abstand é hat, wihrend # die von O auf g
gefillte Normale ist. Auf der einen Seite der Geraden g ist der Aus-
druck N(&, n) positiv, auf der anderen negativ. Die erste Seite heif3t die
positive Seite von g, die andere die negative Seite von g.

Liegt ein Punkt P (x, y) auf der Geraden g selbst, so ist die Lange
des Lotes gleich Null und umgekehrt. Daraus folgt, daB

(7a) N(x,y)=0 oder xcos(xn)+ ycos(yn) —d=20

die Gleichung der Gevaden g st (Hessesche Normalform).

Die so gefundene Gleichung ist von groBer Wichtigkeit. Wir be-
handeln zunichst ihre Beziehung zu den anderen Gleichungsformen;
ausgehend von den beiden Gleichungen (Fig. 21, S.27)

acos(xn) =208, bceos(yn) =24,

die sich aus (14) von S. 7 ergeben. Diese Werte fithren von (7a) un-
mittelbar zur Gleichung

X Y .
;"|”b’——1—0.

Weiter erhilt man fiir m den Wert

b cos (¥ m)
M= ——=—— ‘.
a cos (yn)

Nun ist aber
(xm) = (xg) + (gn) = (xg) £ 37, (yn)= g+ (gn) =g Ltin*
und daher wird [vgl. Gleichung (3a)]

.. Sin(xg) _ sin(rg)

sin(yg)  sin(gy)
Die Beziehung der Normalform zur Gleichung

() Ax+By+C=0

* Da die Richtung von g hier unbestimmt bleibt, ist das doppelte Zeichen
notig.
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soll nur fiir rechtwinklige Achsen erortert werden; wir behandeln die
Aufgabe, die vorstehende allgemeine Gleichung einer Geraden in ihre
Normalform iberzufithren. Fir rechtwinklige Achsen ist

(ym) = (v#) + (¥m) = (wn) — 4 ;
setzen wir also (¥#) = «, so nimmt N (x, y) die einfachere Form
(9) N(x,v) = xcosax + ysina — 0
an, und die Normalgleichung lautet
(9a) xcosx + ysinad — 3 = 0.

Nun &ndert sich die durch eine Gleichung gegebene Beziehung zwischen
% und ¥ nicht, wenn die Gleichung mit einer Konstanten multipliziert
wird; demgemil suchen wir Gleichung (8) so mit einer GréBe 1 zu
multiplizieren, daB ihre linke Seite in die linke Seite von (9a), also in
den Ausdruck N (x,y) iibergeht; dazu muB

(9b) AA = cosa, AB =sina, AC = —9§.

werden. Dies geschieht, wenn A2(42% + B?) =1 ist, also ergibt sich
A . B C

10) cosa = mtg M= m 0T a

Hier ist nur noch das Vorzeichen der Wurzel zu bestimmen. Da é > 0,
also 1C < 0 ist, hat man der Wurzel das umgekehrte Vorzeichen von
dem zu geben, das C besitzt.

Fuar N(x,y) findet sich also der Wert

(11) N(xy) =287 C
VAZ + B
und die Normalgleichung, die der Gleichung (8) entspricht, ist
Ax 4+ By + C
12 e ==
(12 e

Bemerkung. Geht die Gerade durch den Anfangspunkt, so verliert die Fest-
setzung iiber das Vorzeichen der Wurzel ihren Inhalt. An sich kann man dann
das Zeichen noch beliebig wiahlen; es wird dadurch die Richtung der Normale #
festgelegt. Sollte diese Richtung bereits festgelegt sein, so ist dadurch auch das
Zeichen der Wurzel bestimmt. Je nachdem also im folgenden Beispiel die Fest-
setzung fiir alle Geraden b = 0 oder b << 0 gleichm#Big sein soll, mufl fir b = 0
die Wurzel negativ oder positiv gewahlt werden.

Vielfach wird auch g gerichtet angenommen und dann # durch X(ng) =4
bestimmt.

Beispiele. 1. Fur die Gleichung y = mx + b lautet die Normalform

mx —1Yy + b m . —1
—— =0 Ccosy = SN = —

Yi+m: Vit m? Vi+m

wo die Wurzel positiv oder negativ ist, je nachdem b negativ oder positiv ist.
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2. Das vom Punkte (&, #) auf die Gerade 4x — 59 + 2 = 0 gefillte Lot zu
bestimmen. Die Normalform lautet

1
——=@r—5y+2)=0; Ja1>o0,
1

V4
das Lot hat also die Liange

= —

. (48 =57+ 2).
Vat
Der Halbstrahl % ist durch cosgy = —4: }/4?, sin ¢ = 5:V41 bestimmt; er fallt
also in den zweiten Quadranten.

3. Die Hohen des Dreiecks vom Beispiel 2 (§ 1) haben die Langen ZVE,
]/50, 2]/16; der Anfangspunkt liegt innerhalb des Dreiecks. Dementsprechend er-
geben unsere Formeln die Langen alle mit negativen Vorzeichen.

§ 3. Zwei Gerade.
Seien g und g’ zwei verschiedene Geraden und
(13) Ax+By+C=0, Ax+By-+C=0
ihre Gleichungen. Ihr Winkel bestimmt sich geometrisch durch
(€g) = (gx) + (xg) = (xg) — (#9),
woraus

/. tglwe) —tg(xg)
tg(gg) = 1+ tg(xg)tg(xg)

folgt!. Fiir rechtwinklige Achsen ist insbesondere

A N, A
tglxg) =m=—"%, tgxg)=m'=—4,

und so folgt weiter
m —m  AB — BA’

(14) tg(gg) = Thimmw =~ AAFTBE -

Fir die Orthogonalitit (¢ L g’) ergeben sich also die Gleichungen
(15) 14 mm =0, AA"+BB =0,

fir den Parallelismus (g ||g’) ist

(16) m=mw';, AB —BA'=0;, A:B=A":B.

Diese Gleichungen gelten fiir beliebige 4, B, A’, B'.

Beispiele. 1. Die Gleichung einer Geraden g’ aufzustellen, die durch einen
Punkt (x;%;) geht und zu einer Geraden g parallel oder senkrecht ist. Ist die
Gerade gin der Form Ax + By 4 C = 0 gegeben, so wird man fur g’ die Gleichung

A'x 4+ By 4 C =0
ansetzen; da der Punkt (»,9;) auf ihr liegen soll, hat man zunachst auch
A% + By, + C' =0

1 Da g und g’ keine gerichteten Geraden sind, so kommt nur ein Winkel
(gg") < m in Frage.



§ 3. Zwei Gerade. 43

und erhilt durch Subtraktion
A'(x—m) + By —9)=0.%
Ist nun g’ || g, soist 4": B’ = A:B;ist g’ 1 g, soist A’: B"=—B: 4, und da-
her hat die gesuchte Gerade im einen und anderen Falle die Gleichung
A —2)+ By —») =0, Blx—m)— Ay —y)=0.

Ist die Gerade g als Verbindungslinie zweier Punkte (a, b) und (a,b,) gegeben,
so schlieBt man nach (4) folgendermaBen : Fiir die Gerade gist m = (b, — b) : (a— a) .
Ist also g’ || g, so hat man m’ = m, ist g’ L g, so hat man mm’ + 1 =0 und er-
halt als Gleichung von g direkt

Y=Y, & =4
by — b

2. Die Héhen des im Beispiel 2 von § 1 benutzten Dreiecks haben die Glei-
chungen

y=n_b—=0b_ . 4

= 0.
x—x% a—a x — X

74—y —13=0, 3x+y—7=0, 3y—x+1=0,

das Dreieck ist rechtwinklig, denn zwei Hohen sind mit zwei Seiten identisch.

Fiir die Beziehung zweier Geraden zueinander sind drei Félle
moglich. Sie haben keinen im Endlichen gelegenen Punkt gemein,
oder einen, oder zwei und damit alle. Wir wollen die analytischen
Bedingungen dafiir ableiten. Ist (%,,y,) ein gemeinsamer Punkt beider
Geraden, so ist %y, ¥, gemeinsames Losungssystem der Gleichungen (13),
und es ist (Anhang III, § 3)
|Cc 4] /4 B
¢ AL A B

Von den drei hier auftretenden Determinanten hingt das Eintreten
der drei genannten Fille ab. Seien zunichst alle drei Determinanten
gleich Null. Dann folgt

A""A=B:B=C".C.

B C
(17) xO:y0:1: B/ C/

Ist also # der gemeinsame Wert dieser Quotienten, so da8
A'=ud, B =uB, C'=uC

ist, so geht die zweite der Gleichungen (13) aus der ersten durch Mul-

tiplikation mit u hervor, und die zugehorigen Geraden sind identisch.
Sind die Geraden nicht identisch, so kénnen also nicht alle drei

Determinanten Null sein. Es ist dann zu unterscheiden, ob

AB’ — BA'Z0 oder AB'—BA'=0

ist. Im ersten Fall geben die Gleichungen (17) einen im Endlichen ge-
legenen Punkt (x,y,); im zweiten Fall jedoch nicht. Wie wir soeben
sahen, sind g und g’ dann parallel. Insbesondere sind also die Ge-
raden Ax+By+C =0, Ax + By + C' =0 fir C 2 C’ einander

* Man kann diese Gleichung auch unmittelbar ansetzen, auf Grund davon,
daB sie 1. vom ersten Grad in » und y ist, und 2. fiir die Werte x,, y, erfillt ist.
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parallel. So sieht man auch auf analytischem Wege ein, dal zwei ver-
schiedene nicht parallele Geraden stets einen gemeinsamen Punkt haben.
Bemerkung. Sind alle Koeffizienten mindestens einer der beiden Gleichungen
von Null verschieden, und sind zwei der in (17) stehenden Determinanten Null,
so ist es auch die dritte. Ein Beispiel, daB nur eine einzelne Determinante von Null
verschieden ist, ist folgendes. Fiir die Geraden
Ax 4+ C =0, A'x +C =0

ist B = 0 und B’ = 0, also sind es auch die beiden Determinanten, die B und B’
enthalten. Ist auch AC’ — A’C = 0, so fallen beide Geraden zusammen; ist
AC" — A’C = 0, so sind sie parallel und haben keinen endlichen Punkt gemein.

§ 4. Das Geradenbiischel.

Durch den Schnittpunkt zweier Geraden g und g’ gehen unendlich
viele Geraden; sie bilden ein Geradenbiischel oder Strahlenbiischel. Sind
die Geraden g und g’ wieder durch die Gleichungen (13) gegeben, so
wird jede von g und g’ verschiedene Gerade des Biischels durch

(18) Ax+By + C+AA'x+By+C)=0

dargestellt, wo ) einen endlichen Wert = 0 bedeutet.

Wir zeigen zuerst, daB3 der Gleichung (18) fiir jeden solchen Wert
von 1 eine Gerade durch den Schnittpunkt (g, g') entspricht. Zunichst
ist sie ndmlich eine Gleichung ersten Grades; sie hat, nach » und y
geordnet, die Form

(18a) (A + 245+ (B +AB)y + (C +AC) =o0.

Wir nehmen zunichst an, daB g und ¢’ sich in dem Punkte (x,, y,)
schneiden. Dann ist sowohl

Axy+ By, +C=0 wie A'xy+4 B'yy+ C" =0;

daher hat auch die linke Seite von (18) fiir die Koordinaten x,, ¥, den
Wert Null, und die entsprechende Gerade geht durch (x4y,) hindurch.

Zweitens 1Bt sich die Zahl 4 so bestimmen, daB die Gleichung (18)
eine beliebige von g und g’ verschiedene Gerade durch (xyy,) darstellt.
Eine solche ist so bestimmbar, dall sie noch einen von (xyy,) ver-
schiedenen Punkt (x,v,) enthdlt. Es mufl dann auch

Ax, + By, +C + 2(A'%, + By, +C)=0

sein, also
- Ax,+ By, +C
(19) O [y ol

womit der fragliche Wert 12> 0 bestimmt ist. Durch (18) konnen
auch g und g’ dargestellt werden, und zwar mit den Parameterwerten
4 = 0 und 1 = co. Das letzte bedeutet, daB man A zunéchst durch 1/p
ersetzt; dem Wert # = 0 entspricht dann die Gerade g’, also auch
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dem Wert 1 = oo. In diesem Sinn soll der Parameterwert 1 = oo in
diesem ILehrbuch angewendet werdent.
Aus (19) ergibt sich nach §2 (S. 40), daB

AT+ B

VYA’ 4 B2
ist, wo / und !’ die Abstinde eines Punktes der durch (18) dargestellten
Geraden, die wir mit /4 bezeichnen, von den Geraden g und g’ sind. Die
Vorzeichen dieser Abstinde hingen nach der Vorschrift des § 2 von der
Lage des Anfangspunktes O zu den Geraden g und g’ und der Lage
der Geraden % ab. Das Vorzeichen von / und I’ wechselt gleichzeitig,
wenn man auf der Geraden % durch den Punkt (x4, v,) hindurchgeht.
/I ist auch dem Vorzeichen nach auf 4 konstant, was iibrigens auch aus
der Formel ! 14T BE

(20) L=

hervorgeht, wenn man bedenkt, daB3 das Vorzeichen der Wurzeln nach
§ 2 nur von C und C’ abhingt, 1 aber fiir die ganze Gerade % konstant
ist. I/l ist positiv, wenn O in demselben von g und g’ gebildeten Winkel-
raum liegt wie % (Fig. 28a), und
ist negativ, wenn man, um von O
zu h zu gelangen, g oder g’ iiber-
schreiten muf (Fig.28b). Ferner ist

[ sin(gh)

V7 sin(g’h)’

und zwar mit dem richtigen Vor- ¢
zeichen fiir alle Werte von 1 (alle
Lagen von /), falls man die Winkel
so wihlt, daB bei der Drehung um den Winkel (g#) von g nach % und
ebenso bei der Drehung von g’ nach # um den Winkel (g’'%) der Punkt
O nicht iiberfahren wird. Im Falle a) sind beide Winkel positiv, im
Falle b) der eine positiv, der andere negativ.

Liegen die Gleichungen der beiden Geraden in der Normalform vor,
so erhdlt man

A
Fig. 28 a. Fig. 28b.

_ _ sin(gh)
(21) b= sin (g’k)

>

und wenn man insbesondere noch (gg’) = 1 n voraussetzt
(21a) 1 =tggh).

Das hier auftretende Verhiltnis sin (¢4) : sin{g'%) soll das Teilungs-
verhdlinis der Strahlen g, g’, hheilen und durch (gg’ %) bezeichnet werden.

. 1 Will man den Wert i = 00 umgehen, so wird man (18) in der Form
V(Ax+ By 4 C) + 4(4’x + B’y 4 C’) = 0 schreiben, dann werden g und g’
durch 2 = 0 und 2’ = 0 geliefert. Das Verhiltnis 1: 1" gibt die Werte des Textes.
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Es ist noch der Fall g | g’ zu erledigen. Dann konnen wir (18)
in die Form

Ax+By+C+ AAx+By+C)=0
setzen, und (18a) lautet:
A0+ Nx+B1+A0)y+ C+1C =0.

Sie stellt eine zu g und g’ parallele Gerade dar, und umgekehrt ist jede
zu g (und g') parallele Gerade in dieser Form enthalten. Alle Parallelen
stellen sich also in derselben analytischen Form dar, wie die Geraden
eines Biischels, das heifit alle Geraden durch einen Punkt. Wir werden
so dazu gefiihrt, zu sagen, daB alle zueinander parallelen Geraden einen
gemeinsamen (uneigentlichen), unendlich fernen, Punkt haben. Ferner
wollen wir sagen, daB alle unendlich fernen Punkte einer Ebene auf
der unendlich fernen Geraden liegen. Die Berechtigung dieser Ausdrucks-
weise geht aus folgender geometrischen Konstruktion hervor: wir pro-
jizieren die betrachtete Ebene ¢ von einem nicht auf ihr gelegenen
Punkt P auf eine nicht zu ihr parallele Ebene ¢. Dann schneiden
sich die Projektionen g’ und %4’ zweier zueinander parallelen (aber nicht
zu ¢ parallelen) Geraden g und % auf einer Geraden f’ von ¢. /' ist die
Schnittlinie von ¢ mit der zu ¢ parallelen Ebene durch P. Eine zu ¢
parallele Gerade von ¢ wird in eine zu /' parallele Gerade, ihr unend-
lich ferner Punkt in den unendlich fernen Punkt von f projiziert.
Durch diese Projektion werden also alle unendlich fernen Punkte von ¢
auf die Punkte von f, die unendlich ferne Gerade von ¢ auf die Ge-
rade /' projiziert.

Jetzt erkennen wir, daB durch die Einfithrung der unendlich
fernen Punkte und der unendlich fernen Geraden einer Ebene aus-
nahmslos in dieser Ebene die beiden fundamentalen Regeln gelten: zwei
voneinander verschiedene Punkte bestimmen stets eine und nur eine
(Verbindungs-)Gerade, zwei voneinander verschiedene Geraden be-
stimmen stets einen und nur einen (Schnitt-)Punkt. Aber wir diirfen
nicht {ibersehen, dalB diese unendlich fernen Elemente bis jetzt noch
kein Biirgerrecht in der analytischen Geometrie haben. Denn dem un-
endlich fernen Punkt auf eimer Geraden haben wir den Ausnahme-
zahlenwert oo zugeordnet. Dem unendlich fernen Punkt aller nicht
zu den Achsen parallelen Geraden in der Ebene wiirde hiernach
nur das eine Zahlenpaar (0o, oo) zugeordnet, dem unendlich fernen
Punkte der Geraden parallel zu den Achsen die Zahlenpaare (oo, )
bzw. (x, o). Unsere bisherige Methode der Koordinaten liefert also
fiir 2 Punkte der unendlich fernen Geraden je unendlich viele Zahlen-
paare, fiir alle ihre anderen Punkte aber ein und dasselbe Zahlen-
paar. Wir werden deswegen im 8. Kapitel neue Koordinaten einfiihren,
die gleichmiBig fur das endliche und unendliche Gebiet der Ebene
brauchbar sind.
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§ 5. Drei Gerade.

Drei voneinander verschiedene Geraden g, g’, g’ gehen entweder
durch denselben Punkt (1), oder sie besitzen drei voneinander ver-
schiedene Schnittpunkte (2). Sind die Geraden nicht alle verschieden,
so fallen entweder zwei zusammen (3) oder alle drei (4). Es sollen die
analytischen Bedingungen fir diese vier Fille gefunden werden, wenn
die Geraden durch die Gleichungen

[Ax +By +C =0
(22) {4'x +B'y +C =0
lA”x+B”y+C”:O
gegeben sind. Die Untersuchung stiitzt sich auf ausgiebige Benutzung
der Determinanteneigenschaften (vgl. Anhang III, § 3).

Seien zunichst die drei Geraden verschieden. Wir erinnern an
folgenden Determinantensatz: Setzen wir abkiirzend

B ¢ 4| A B
lB” cr| !C” | =P T
so gestattet die Determinante D der Gleichungen (22) die Darstellung
A B C|
(23) D=|A" B C(C|=Ax+Bp-+Cy.
4”7 B” C”

«, B, y sind nicht simtlich null, weil dann g’ und g die gleichen
Geraden wiren. Es sei zundchst y = 0, dann liegt (x,,7y,), der ge-
meinsame Punkt von g’ und g, im Endlichen. Er ergibt sich durch
Auflésung der beiden letzten Gleichungen (22); d.h., es ist
BI CI .fci A/ f.’A/ B/ ‘

B// C” : iC‘// A/l ! ' Al/ B// ;
Soll er auch auf der Geraden g liegen, so mufl 4%, + By, + C = 0 sein;
gemdB (23) ist also notwendig
(232) D=Ax+Bf+Cy=o0.
Ist v =0, so sind g’ und g parallel; sollen also g, g’, g"” durch denselben
Punkt gehen, so heiBt dies g || ¢ || g, also

A:B=A":B = A":B",
und es folgt ebenfalls D = 0 (Anhang, 14).

Ist also D = 0, so kénnen g, g', g" nicht durch denselben Punkt
gehen. Die Gleichung D = 0 bildet daher die notwendige Bedingung
dafiir, daB drei verschiedene Geraden durch einen und denselben (end-
lichen oder unendlich fernen) Punkt gehen.

Ko Vil = =ox:fliy.
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Die Bedingung ist aber hierfiir auch Ainreichend. Wir setzen jetzt
D = 0 voraus, und es sei zundchst wieder ¥ + 0 und (x,, v, der ge-
meinsame im Endlichen gelegene Punkt von g’ und g, also

Xg:Veil=0a:f:y.
Aus D =0 oder Ax-}- Bf + Cy = 0 folgt also weiter durch Division
mit y

Axy 4+ By, +C =0,

und damit ist (x,, ¥) als Punkt der Geraden g erwiesen.
Ist aber y =0, also g'||g", so kann man

A'x +By+C =0, A'x+4+By+4C"=0

als Gleichungen von g’ und g’’ annehmen, dann bleibt der Wert der
Determinante Null, weil die Koeffizienten von g"’ mit demselben Faktor
multipliziert wurden, und es ist

(x — B/(CU . C/) , ﬂ — A/(C/ _ C///) , }/ — O;

aus (23) und aus der Voraussetzung D = 0 folgt wegen C' < C””
AB'— BA'=0, also g||¢'||g" .

Die Falle (3) und (4) erledigen sich folgendermaBen. Moge im
Fall (3) g’ mit g” identisch sein, so ist

x=0, pf=0, 7=0;

also ist auch wieder D = 0. Die Determinante verschwindet daher jetzt
in der Weise, daB zugleich die drei Unterdeterminanten «, 8, y der
ersten Zeile den Wert Null haben. Ist umgekehrt &4 =0, =0, ¥ =0,
so folgt, daB g’ mit g’’ identisch ist, und es gibt daher notwendig min-
destens einen endlichen oder unendlich fernen Punkt, den g mit diesen
Geraden gemein hat.

Im Fall (4) sind alle drei Geraden identisch; es sind daher die

Unterdeterminanten aller drei Zeilen, also

«, By, &8, oS LY
samtlich gleich Null und daher auch D selbst. Beachtet man endlich,
daB die drei Geraden nicht simtlich identisch sind, wenn auch nur eine
Unterdeterminante einer der drei Zeilen von Null verschieden ist, so
folgt schlieBlich das Gesamtresultat.

Dann und nur dann, wenn D = 0 ist, gibt es mindestens einen gemein-
samen (endlichen oder unendlich fernen) Punkt der drei Geraden g, g, g"'.
Die Unterdeterminanten von D kinnen entweder fiir keine Zeile simtlich
verschwinden, oder fiir eine, oder fily alle drei. Im ersten Fall sind alle
drei Geraden verschieden, im zweiten Fall sind zwet und wur zwei Ge-
raden identisch, im dritten alle drei.
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Beispiel. Die drei Geraden
3#~4y+1=0, 27-4+y—3=0, x—5y+4=0

gehen durch einen Punkt. Denn, wird in der zugehorigen Determinante die
zweite und dritte Zeile von der ersten subtrahiert, so ergibt sich

3 —4 1! 0 0 0}
2 1t =3 =2 1 -3 =0.
1 =5 4 |1 —5 4

Keine zwei der drei Geraden fallen zusammen, da die Koeffizienten fiir keine
zwei proportional sind.

§ 6. Lineare Verbindungen der Gleichungen von drei
und vier Geraden.

Fiir drei durch denselben Punkt laufende Geraden besteht noch
ein zweiter wichtiger Satz. Wir setzen die Eigenschaft, auf die es
ankommt, zuerst an einem Zahlenbeispiel in Evidenz. Die drei Ge-
raden g, g’, g des vorstehenden Beispiels haben die Gleichungen

3x—4y+1=0, 2x+y—3=0, x—5y-+4=0.

Als Schnittpunkt der Geraden g’ und g’ ergibt sich der Punkt (1, 1).
Nun erfiillen die linken Seiten der drei Gleichungen offenbar die Relation

(24) 3 —4y +1=2x+y—3)+ (x — 5y + 4),

und zwar in dem Sinn, daB die rechte Seite durch Umordnung und
Zusammenfassung der Glieder mit x,y und den von x und y freien
Gliedern identisch in die linke iibergeht, daB3 also die Relation fiir alle
Werte von x und ¥ richtig ist®. Beide Seiten nehmen daher fiir jedes
Wertepaar x, y denselben Zahlenwert an. Fiir den Punkt (1, 1) haben
beide linearen Ausdriicke der rechten Seite den Wert Null, also auch
ihre Summe, und daher auch die linke Seite. Auf diese Weise 148t
sich also folgern, daB die Gerade g durch (1, 1) geht.

Bezeichnen wir die obigen drei linearen Ausdriicke allgemeiner durch

Gx,y), Gy, G'xv9v),
so daB also
Gx,y9)=0, Gxy=0, G’'(x,9)=0

die Gleichungen der Geraden g, ¢, g” sind, so nimmt die Gleichung (24)
die Gestalt

(24a) Gx,y) =G (x,9) +G'(x,9)

an, und es gilt von ihr wieder folgendes: 1. Die linke Seite stellt nur
eine Umordnung der rechten Seite dar; 2. die linke Seite hat fiir jedes
Wertepaar x, ¥ denselben Wert wie die rechte, nehmen insbesondere
G'(x,y) und G”(x,y) fiir (x,,y, den Wert Null an, so tut es auch

1 Ebenso wie z. B. (x — y) (¥ + y) = 2% — 32.
Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 4
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G(x,y). Man sagt, daB die Gleichung (242) identisch erfiillt ist, und
schreibt sie, um dies hervortreten zu lassen, auch in der Form

(24b) G, y) =G +G6"(x,9).
Aus ihr folgt noch
Gy — Gy —G6"(xy)=0,

und zwar wieder in dem Sinn, daB sich links bei der Umordnung und
Zusammenfassung alles gegeneinander weghebt.

Die Verallgemeinerung hiervon fithrt zu folgendem Satz:

Seien G(x,y) =0, G'(x,v) =0, G"(x,y) =0 die Gleichungen
dreier verschiedener Gevaden, so gehen sie dann und nur dann durch
einen und denselben Punkt, wenn es drei von Null verschiedene Zahlen
A, A, A gibt, so daf AG + X' G" 4 1"'G"" identisch gleich Null istt.

Werde zunichst die Gleichung

(25) AGH+ VG + VG =0
als bestehend angenommen; wir setzen sie in die Form
VG =—1G6 —1VG .

Dann haben wieder linke und rechte Seite fiir jedes Wertepaar %, y
denselben Wert; und wenn insbesondere die rechte fiir ein Wertepaar «x, y
gleich Null ist, so ist es auch die linke. Die Gleichungen

G’ (x,9)=0 und AG(x,v)+ VG (x,y) =0

sind daher fiir dieselben Werte (¢, y) erfilllt und also Gleichungen der-
selben Geraden. Die erste Gleichungsform zeigt, dal es die Gerade g’
ist, die zweite, daBl diese Gerade durch den endlich oder unendlich
fernen Schnittpunkt von g und g’ geht; und das war zu beweisen.

Weill man umgekehrt, daB g’ durch den Schnittpunkt von g und ¢’
geht, so 1aBt sich (S. 44) ihre Gleichung fiir geeignetes 1’ = 0 in die
Form

G(x,9) + 216G (x,y) =0

setzen. Diese Gleichung stellt also dieselbe Gerade dar, wie G” (x, y) = 0.
Die linken Seiten kénnen sich daher nur um einen konstanten Faktor
unterscheiden (S. 43); es gibt also eine geeignete Zahl (sie heile —1"),
so daB
—}“”G”(x) y) = G(x» y) + l’G,(x’ y)
ist oder aber
G+VG+ VG =0, .

und das ist die Behauptung.

1 In abgekiirzter Schreibweise wird G statt G (x, y) gesetzt.
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Betspiel. Man wahle die Seiten 04 und OB eines Dreiecks als Koordinaten-
achsen. Ist OA = 2a, OB =2b, so haben die drei Seitenhalbierenden die

Gleichungen
x y * y x y
——+5—1=0, —+ - —1=0, — =7 =0
2a+ b ! a +2b ! a b

werden sie mit -1, —1, +34 multipliziert und addiert, so hebt sich links alles
weg, und die Summe ist identisch Null. Sie gehen also durch einen Punkt.

Fiir vier Geraden gilt nun der folgende Satz: Sind
G=0, G =0, G'=0

die Gleichungen von dres Gevaden, die nicht durch einen Punkt gehen, und
ist H = 0 die Gleichung irgendeiney Geraden h, so besteht fiir geeignete
Werte &, &', &' die tdentische Relation

(26) H=oaG+ &'G + "G
Beweis: Die Gleichung H = 0 laute ausfithrlicher

H=hx+ hy+ hy=0.

Soll dann die Identitdt (26) bestehen, so miissen sich die &, &', &'’ aus

den Gleichungen

h=o0d+&A+a&"4", hy=aB-+a’B + "B

he=oaC + o'C' 4+ a”C”

als endliche GroBen bestimmen lassen. Da hier die Determinante (23)

nicht Null ist, so ist dies der Fall, und der Satz ist bewiesen.

Man kann das Resultat auch in folgender symmetrischen Form
aussprechen: Sind G, =0, G, =0, G; =0, G, = 0 die Gleichungen
von vier Geraden, dann besteht eine Identitit
(26a) WGy + 2,Gy + 1,6y + 1,G, =0,
in der nicht alle 4; gleich Null sind.

§ 7. Die Schnittpunktsitze fiir das Dreieck.

Wir stiitzen uns auf das folgende in § 2 gefundene Resultat: Seien
g, und g, zwei Geraden, N, (¥, y) = 0 und N,(x,y) = 0 ihre Normal-
gleichungen, (§%) ein beliebiger Punkt, und 7, und I,
die von ihm auf g, und g, gefillten Lote, so ist

Lh=DN.(En) und = N,(&y),

wenn wir die Lotlingen mit passendem Vorzeichen ver-
sehen. Hiervon machen wir zunichst in der Weise An-
wendung, dal wir (£ %) auf einer der beiden Halbierungs-
linien %" und w" des Winkels (g;¢,) annehmen; fiir
jeden solchen Punkt (£7) sind /; und /, absolut genommen einander
gleich; sie haben (Fig. 29) fiir den Winkelraum I, der den Anfangs-
punkt enthalten soll, und seinen Scheitelraum II dasselbe Vorzeichen,

Fig. 29.

4%
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fir die Winkelrdume III und IV entgegengesetztes. Im ersten Fall
ist also /; — I, = 0, im zweiten I; + I, = 0. Setzen wir hier die obigen
Werte ein, so folgt, daB alle Punkte (&%), fir die

(27)  Ny(En) — Ny(§n) =0 oder  N,(§n) + Ny(&y) =0
ist, die Halbierungslinie w’ der Winkel I und II oder die Halbierungs-
linie w"" von III und IV erfiillen. Es stellen also
(27 a) N,—Ny,=0 und N,4+N,=0
die berden Halbierungslinien der Winkel (g,g,) dar.
Seien nun g, g,, g; die drei Geraden eines Dreiecks und
N;=0, Ny,=0, N;=0

ihre Normalgleichungen; wir nehmen etwa an, daf3 der Anfangspunkt im
Innern des Dreiecks enthalten ist. Dann sind nach dem Vorstehenden

N,—Ny=0, Ny,—N3y=0, N3y—N,;=
die Gleichungen der drei Winkelhalbierenden und
N+ Ny,=0, Ny4+N;=0, N3+ N;=0
die Gleichungen der Halbierenden der drei AuBenwinkel. Nun ist
(Ny — Ny) + (N; — Ny) + (N3 — Ny) =0,

und damit ist bewiesen, daB die drer Winkelhalbierenden durch einen
Punkt gehen. Analog hat man

(N1 + Ny) — (Np + Ny) + (N3 — Ny) =
(N + Ng) — (N3 + Ny) + (N7 — Ny)
(Ng + Ny) — (N1 + Ny) + (N, — Ny) =0,
und folgert ebenso, dall die Halbierungslinien zweier Aufenwinkel und
des dritten inmeven Winkels ebenfalls durch je einen Punkt gehen.

Auf Grund des Vorstehenden gelangt man zu folgenden weiteren
Satzen. Die Gleichung

[

0
0

N1+Nz‘|‘Ns:O

ist eine Gleichung ersten Grades, stellt also eine Gerade dar. Offenbar
geht sie durch den Punkt, fiir den sowohl N, ++ N, =0 wie auch
N, = 0 ist; es ist der Punkt, in dem die Gerade g; von der Halbierungs-
linie des AuBenwinkels (g,g,) geschnitten wird. Die Gerade geht aber
auch durch den Schnittpunkt von N; = 0 und N, + N; = 0 und durch
den Schnittpunkt von N, =0 und N, + N; =0. Dies liefert den
folgenden Satz: Die Halbierungslinien der drei Aufenwinkel eines Drei-
ecks schuneiden die Gegenseiten in dvei Pumkten, die auf einer Gevaden
liegen?.

1 Es sind die drei duBeren Ahnlichkeitspunkte der drei duBeren Berithrungs-
kreise. Analoges gilt fir die drei folgenden Geraden.
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Je ein analoger Satz besteht fiir die Gleichungen
N,+N,—N;=0, N, —N,+N;=0, —N,+N;+4+N;=0
und die durch sie dargestellten Geraden.

Nach derselben Methode zeigt man, dall die drei Hohen oder die
drei Mittellinien durch einen Punkt gehen -(Fig. 30). Ist (£7) ein Punkt
der Héhe 7,, sind &,, &,, &, die Dreieckswinkel, und /; und I, wieder
die von (é#) auf g, und g, gefillten Lote, so
beweist man leicht, da@

I, : 1y = sin (g, hy) : sin (g, ) = cOSAy 1 COSK,y

ist, und daher wird — wir nehmen wieder O
innerhalb des Dreiecks an —

N,cosay — Nycosa, = 0 Fig. 30.
die Gleichung der Hohe. Ebenso haben die anderen beiden Hohen
die Gleichungen
N,cosay — Nycosag =0, Nycosa; — N;cosa, =0,
und die Summe der linken Seiten dieser drei Gleichungen verschwindet
identisch.
Fiir die Mittellinien erhilt man ebenso die Gleichungen
Nysina, — Nysinog = 0
Nysinay — N;sina, =0
N, sina, — Nysinax, = 0,

deren Summe gleichfalls identisch verschwindet.

§ 8. Geradenpaare.

Die Gleichung
(28) (Ax -+ By + C) (dyx + By + Cy) =0
wird befriedigt, wenn man entweder den ersten oder den zweiten Faktor
der linken Seite gleich Null setzt; also sowohl durch die Punkte der
einen wie auch der anderen so bestimmten Geraden. Die Gleichung
heiBt deshalb Gleichung eines Geradenpaars. Von besonderem Interesse
ist der Fall, dal3 beide Geraden durch den Anfangspunkt gehen. Eine
Gleichung
(29) ax?+ 2bxy +cy2=0
stellt ein solches Geradenpaar dar; man erhdlt die beiden Geraden,
indem man die linke Seite in Faktoren zerlegt.

Fiir geeignete Werte 4, B, 4,, B; muf} alsdann

(30) ax? + 2bxy + ¢y* = (Ax + By) (A, + Byy)
werden. Fiir ¢ = 0 erhalten wir sofort
(30a) 2bxy 4 cy? = (2bx +cy)y.



54 V. Die gerade Linie.

Wir nehmen jetzt 4 < 0 an und erhalten die Gleichungen
(30Db) AAy=a, BB,=c¢, A4B,+ B4,=12b; also
(AB; — BA;)? = 4(b% — ac) .
Fir AB, und B4, ergeben sich hieraus die Werte
AB, =b+4V®—ac, BA,=b—V —ac,
und man erhélt schlieBlich
A:B=AA,:BA; = a:(b—b?—ac),
Ay:By = AA,: ABy = a: (b + Yb® — ac) .
Umgekehrt ist auch

(a.x + (b — Vﬁ‘—m)y)(ax + (b + 1/})‘2__’76)3,) =—a(ax® -+ 2bxv+cy?).

Fiir 2 — ac << 0 sind 4 : B und 4, : B, konjugiert komplex; man
sagt, daB auch in diesem Fall jedem Faktor von (30) eine Gerade ent-
spricht, und zwar eine imagindre (zwei konjugiert komplexe). Da man
mit den komplexen GréBen wie mit den reellen rechnen kann, so be-
halten die analytisch gewonnenen Formeln auch fiir solche Geraden
ihre Geltung. Dies darf jedenfalls als formale Berechtigung dés ein-
gefithrten Sprachgebrauchs dienen. Jede der beiden Geraden hat in
x =0, y = 0 ihren einzigen reellen Punkt.

Die Gleichungen (30a) und (30b) liefern unmittelbar die Bedingung,
daB die Geraden des Paares orthogonal sind (fiir rechtwinklige Achsen)
oder zusammenfallen; sie lauten

(31) AA,+BBy=a-+¢=0 resp. (AB;—BA,)2=4(b2—ac)=0.

Fir a 4+ ¢ =0 ist ac =< 0, also 42 — ac > 0. Wenn man also auch fiir
den Fall von imagindren Geraden die Bedingung 44, 4+ BB; = 0 als
zwei aufeinander senkrechte (zwei zueinander orthogonale) Geraden
charakterisierend ansieht, dann folgt, daBl durch die Gleichung (29) mit
reellen Koeffizienten nur reelle, zueinander orthogonale Geraden dar-
gestellt werden.

Gehen wir zu neuen rechtwinkligen x'y’-Achsen durch O iiber, so
wird die Gleichung (29) in

(32) a'x'?4+ 2%y +c'y2=0

ilbergehen; die Bedingungen fiir Orthogonalitit und Zusammenfallen
miissen sich jetzt durch

(324a) a +¢ =0 resp. b2—ac=0

darstellen. Dies mub sich auch analytisch ableiten lassen in dem Sinn,
daB sich die Gleichungen (32a) als Folgen der Bedingungen (31) und
der Transformationsformeln von S.29 ergeben. Die Gleichung (32)
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entsteht, wenn wir in (29) firr ¥ und y die Werte gemi8 diesen Formeln
einfithren; man erhdlt fur ', ", ¢’

2a’ = 2acos?x +2bsin2x +2¢sin2a =a 4+ ¢ + (a—c¢) cos2a +2bsin 2«
2¢" = 2asin?a —2bsin2a +2ccos?x =a + ¢ — (@—c) cos2x—2bsin2a
20 = (c —a)sin2a + 2bcos2e.

Hieraus folgt zunichst
(33) ad+c=a+4+c, a—¢=(@a—c)cos2a + 2bsin2«x.
Nun besteht die Identitit

402 —a'c) =402+ (@' — )2 — (2’ + ¢')?
und mittels der vorstehenden Gleichungen folgt weiter

402 4 (@' — )2 =402 + (a — ¢)?,

also insgesamt
(34) 40— a'¢) = 4B + (@ — 0)* — (a + )2 — 4(6* — o).

Man bezeichnet die GréBen a + ¢ und 5% — ac, weil sie bei der be-
trachteten Koordinatentransformation ihre Form nicht dndern, wieder
als Invarianten.

Als Anwendung behandeln wir die Aufgabe, zu einem durch (29)
gegebenen Geradenpaar das Paar der Halbierungslinien zu bestimmen.
Hat die Gleichung (29) die einfachere Form

y2 — m?x? = (y + mx)(y — mx) =0,
so fallen die Halbierungslinien in die Achsen; ihre Gleichung lautet also

xy = 0. DemgemiB wollen wir in Gleichung (29) neue «’, y’-Achsen
so einfithren, daB in (32) &' = 0 wird, also

alxlz _l-_ Cly/2 — O
die Gleichung des Geradenpaars ist; die Halbierungslinien sind dann
x/ =0 , yl =0.
Fir die so gewihlten neuen Achsen ist also die Aufgabe bereits ge-
lést, und es ist nur noch nétig, die Gleichungen der Geraden x’ = 0
und 3" = 0 fiir die %, y-Achsen zu finden. Dazu dienen die Trans-
formationsformeln (14a) von S.29. Wir kénnen in (29) b + 0 voraus-

setzen, weil sonst schon (29) die gewiinschte Form hat. Dann bestimmt
die Gleichung

;. _a-c
=0, also ctg2a =575

den Winkel & = (rx’). Ferner ist
® = xcosa + ysina, Yy = —xsina + ycosx,
und daraus folgt

®y = (v® — x?) cosasina + xy (cos?x — sin?a).
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Es 1st aber
cos?x — sin?wo
=L T —2ctg 2w,
COSx s«

also erhilt die Gleichung %'y’ = 0 die Form
by2+ (@ —c)wy — bx2=0.

Diese Gleichung hat eine hochst bemerkenswerte Eigenschaft. Ihre
Diskriminante (@ — ¢)% + 4 b2 ist positiv, welche Werte die Koeffizienten
a, b, ¢ auch haben mégen, abgesehen von dem Fall, dal a —¢c=5b=0
ist; also auch in dem Fall, daB die Gleichung (29) ein imaginires
Geradenpaar darstellt. Es entspricht dem oben gefundenen Resultat,
daB im Fall der Orthogonalitit das Paar (29) stets reell ist.

ImFalle a — ¢ = b= 0 stellt (29) das Geradenpaar (x +7y) (x —iy) =0
dar. Fiir dieses Geradenpaar werden die Halbierungslinien unbestimmt.
In der Tat hat das Geradenpaar x% 4 y%2 = 0 fiir jedes andere Achsen-
system auch die Gleichung x'2 4 "2 = 0, wie aus Gleichung (15), S. 29
folgt. Mit den Geraden x4-:y =0 werden wir uns im Kap. IX, §7
weiter beschiftigen.

Beispiel. Man bestimme das durch y? — 22y tgd — 2% = 0 gegebene Ge-
radenpaar.



Sechstes Kapitel.
Linienkoordinaten und Dualitét.

§ 1. Koordinaten der Geraden.

Wie der Punkt, so kann auch die Gerade durch ein Zahlenpaar
geometrisch bestimmt werden (Linienkoordinaten). Den Punkt faBten
wir (S. 12) als Schnitt zweier Geraden auf, und jede dieser beiden Ge-
raden lieferte uns eine der beiden Koordinaten. Analog fithren wir eine
Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte ein, ndmlich ihrer Schnitt-
punkte mit den Achsen. Ihnen entspricht je ein Achsenabschnitt
a und b; an sich kénnte also dieses Zahlenpaar die Koordinaten der
Geraden liefern. Wir wihlen aber nicht @ und b selbst, sondern ihre
negativen veziproken Werte

1

(1) U= — a’ / b ;
bei dieser Koordinatenbestimmung wird fiir eine Achse die eine Koor-
dinate unbestimmt, die andere unendlich, fiir alle anderen Geraden
durch den Anfangspunkt werden beide Koordinaten unendlich. Deshalb
schlieBen wir von dieser Koordinatendarstellung die Geraden durch den
Anfangspunkt aus. Diese Ausnahmen entsprechen genau den Ausnahmen
bei der Darstellung durch Punktkoordinaten, nimlich den unendlich
fernen Punkten.

Als Beispiel betrachten wir etwa die Gerade, die den Koordi-
naten # =1, v = —}1 entspricht, sie schneidet auf den Achsen die Ab-
schnitte 2 = —1, b = 4 ab und ist so bestimmt. Die geometrische
Vorschrift, die dem Koordinatenbegriff der Geraden zugrunde liegt,
ist damit evident. Die Achsen kénnen beliebige Lage und Richtung
haben.

Ist die Gerade durch eine Gleichung

Ax 4+ By 4+ C=0
gegeben und ist C+ 0, so hat mana = —C: 4, b= —C: B, also

A B

(1a) W=7, V=75

u:v:1=A4:B:C,
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man kann daher die Koordinaten # und v auch so einfithren, dal man
von der Gleichung der Geraden ausgeht und die Koordinaten direkt
mittels der Gleichungen (1a) definiert®.

Beispiel. Fur die Gerade 3x — 4y + 1 = O ist u = 3, v = — 4; umgekehrt
entspricht den Koordinaten u = —3, v =2 die Gerade r — 4y — 2 = 0.

Der Winkel (g'g”) zweier Geraden ist nur bis auf Vielfache von =
bestimmt. Dagegen ist der Tangens dieser Winkel eindeutig; fiir recht-
winklige Achsen gilt (S. 42)

;o A’B” — B’A”
tg(g g’) - Z’A”t—f— BB

Dies kann leicht in eine Formel fiir die Koordinaten von g’ und g”
iibergefithrt werden. Nach (1a) ist

w:iv'=4":B" und wu":v"=4":B",
und so folgt

W’ — v u”’

A sy v
(2) tg (g g ) - wu’ + o
Die Geraden sind also parallel resp. semkrecht zueinander, wenn
(2a) w'v"” —v'u’ =0 resp. wu" +v'v’' =0

ist. Als zweite Aufgabe bestimmen wir (fiir rechtwinklige Achsen) die
Linge des Lotes, das man von einem Punkt (£%) auf eine Gerade (#v)
fillen kann. Auch hier fithrt eine frither abgeleitete Formel direkt
zum Ziel. Wir fanden (S. 41)

Z_A§+Bn+C

T oyAary B
und da A:B:C =wu:v:1 ist, so folgt

_uétougt+1
() b= et

§ 2. Gleichungen in Linienkoordinaten.

Eine Gleichung in # und » wird von unendlich vielen Wertepaaren
(#,v) befriedigt; jedem entspricht eine Gerade, und wir fragen, in
welcher Weise oder nach welchem Gesetz diese Geraden in der Ebene
verteilt sind, und welche geometrischen Gebilde durch sie bestimmt
werden.

1 Die Linienkoordinaten sind 1829 von J. PLUCKER eingefithrt worden.
Auch M. CuasLEs hatte um die gleiche Zeit die Idee dieser Koordinaten; er be-
nutzte dazu aber a und b selbst. PLUCKER ging den oben zuletzt angedeuteten
Weg; er ging von der Erwigung aus, daf eine Gerade ihrer Lage nach durch die
Konstanten 4, B, C ihrer Gleichung (genauer durch deren Verhiltnisse) bestimmt
ist. Darin liegt ein analytisches Prinzip, das sich auch auf Gleichungen anderer
Kurven ausdehnen laft.

* Fir das Zeichen der Wurzel gilt die Festsetzung von S. 41.
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1. Zunichst mége ein geometrisches Resultat fiir die Gleichung
(4) Au — By =0
abgeleitet werden. Diese Gleichung bedeutet, wenn wir # und v durch
ihre Werte von Gleichung (1) ersetzen,
4 B

=0 a:b=A4:B.

Jede Gerade, die der Gleichung (4) geniigt, schneidet also auf den
Achsen proportionale Stiicke @ und & ab; alle diese Geraden sind also
parallel und gehen mithin (S. 46) durch einen gewissen unendlich-
fernen Punkt G.. Ein unendlich ferner Punkt geniigt also einer Glei-
chung in Linienkoordinaten, ist aber in unseren Punktkoordinaten nicht
darstellbar; ebenso geniigt eine Gerade durch den Anfangspunkt einer
Gleichung in Punktkoordinaten, ist aber in unseren Linienkoordinaten
nicht darstellbar.

2. Als zweites Beispiel behandeln wir die Gleichungen
(5) w=1»~ resp. v=u,
in denen A und u irgendwelche Konstanten bedeuten. In die Gleichung
u = A geht v nicht ein; ihr entspricht also jede Gerade, fiir die » = 1
ist, wiahrend v einen beliebigen Wert haben kann. Alle diese Geraden
schneiden die x-Achse im Punkt ¢ = —1: 1; sie sind es also, die der
Gleichung # = 1 geniigen. Ebenso geniigen der Gleichung v = u alle
Geraden, die die y-Achse im Punkte b == —1: u treffen.

In beiden Beispielen gehen die simtlichen Geraden durch einen
und denselben Punkt; wir werden alsbald erkennen (§3), daf} dies
durch den linearen Charakter der Gleichungen und die definierenden
Gleichungen (1) und (1a) bedingt ist.

3. Eine Kurve haben wir bisher nur als Ort der Punkte aufgefaBt,
die auf ihr liegen; man kann aber auch die Tangenten ins Auge fassen,
von denen sie beriihrt wird, und die Gleichung suchen, der die Koordi-
naten aller dieser Tangenten geniigen. Wir behandeln als Beispiel den
Kreis (fiir rechtwinklige Achsen).

Ist (o, §) der Mittelpunkt des Kreises, ¢ sein Radius und (#, v)
irgendeine seiner Tangenten, so hat das von («, §) auf (x, v) gefillte
Lot die Lange ¢; man erhilt daher aus Gleichung (3)

0= au+pfv+1
oder Vo + o
(6) 0%(u? 4 v?) — (wu 4 fv 4 1)2=0.

Dieser Gleichung wird von den Koordinaten #, v jeder Kreistangente
geniigt und umgekehrt hat jede (6) geniigende Gerade den Abstand. o
vom Mittelpunkt (e, 8), ist also Tangente unseres Kreises. (6) heiBit
deshalb Gleichung des Kreises in Linienkoordinaten.

Fallt der Mittelpunkt (« 8) in den Anfangspunkt, solautet sie einfacher

(7) 02 (u2 + 12 — 1 = 0.
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§ 3. Gleichung des Punktes in Linienkoordinaten.
Wir gehen von der Gleichung
x y -
) 242 i=o0
aus; sie geht, wenn wir die Koordinaten #, v der durch sie dargestellten

Geraden in sie einfithren, in

(9) ux +vy4+1=0

itber. Hier haben also #, v bestimmite Werte, wihrend firr x, v die Ko-
ordinaten jedes Punktes der Geraden gesetzt werden konnen. Ist (£, #)
ein solcher, so ist

(10) &+ ovnp+1=0;
dies ist also die Bedingung dafiir, daB der Punkt (&, n) auf der Ge-
raden (#,v) liegt, oder — was dasselbe ist — daB die Gerade (u, v)

durch den Punkt (&, %) hindurchgeht (Bedingung der vereinigten Lage
fiir Punkt und Gerade). Halten wir jetzt (£, 1) fest und lassen (u, v)
variabel werden, so wird die Gleichung von unendlich vielen Werte-
paaren (#, v) befriedigt; jede zugehorige Gerade geht durch den Punkt
(¢, ), und die Koordinaten aller durch (£, ) gehenden Geraden be-
friedigen (10); die Gleichung (10) heilit deshalb Gleichung des Pumnkies
(&, ) in Linienkoordinaten®. Man kann sie auch als Gleichung des
durch (&, %) gehenden Strahlenbiischels bezeichnen.
Wir gehen zur allgemeinen Gleichung

(11) Au 4+ Bv 4+ C =0
mit C = 0 iiber. Setzt man sie in die Form
A

B
f—u:—c—v—{— 1=0,

so erkennt man, daB sie die Gleichung des Punktes € =A:C,n = B:C
in Linjenkoordinaten ist.

Beispicle. 1. uw — v = 0 ist die Gleichung eines Punktes Py in einer Richtung,
die den zweiten und vierten Quadranten halbiert; # + v = 0 die eines Punktes Qo
in der Richtung, die den ersten und dritten Quadranten halbiert (vgl. auch § 2,
Beispiel 1).

2. Gehen durch Drehung der rechtwinkligen Achsen die Koordinaten u, v
einer Geraden in u’, v’ @iber, so bestehen fiir jeden ihrer Punkte die Gleichungen

ux ~vy +1=0 und uw'z +vy +1=0,

und es geht ux + vy in u'x’ 4 v’y’ uber. TFuar 2/, " und x,y gelten die
Gleichungen (14) von S.29. Daraus folgen fiir ', v die Formeln

w = ucose -+ vsineg, v/ = —usinx + v cosx .

1 Um diese in Punkt- und Linienkoordinaten symmetrische Formel zu
erhalten, haben wir die in (1) und (1a) enthaltene Wahl von # und v getroffen,

2 Die unendlich vielen Geraden durch den Punkt (§#) kann man als Grenz-
fall der Tangenten eines Kreises fiir 0 = 0 auffassen. In der Tat geht die Gleichung(6)
fiir o = 0 in Gleichung (10) tber.

<
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Man folgert hieraus u? 4 v =u’2 + 0?2,
der Ausdruck #2 4 v2 ist also bei der Drehung rechtwinkliger Achsen invariani.
Beim Ubergang zu parallelen Achsen folgt aus (11) (S.28) ebenso

u ’ v

wa +vb+1’ ST Watobt+1t

§ 4. Dualistisches fiir Punkte und Geraden.

Die im vorstehenden auftretende Analogie zwischen Punkten und
Geraden durchzieht die gesamte ebene Geometrie; sie wird als Dualitit
bezeichnet. Analytisch kommt sie darin zum Ausdruck, daB alle Rech-
nungen und Schliisse, die wir in Kap. V mit den Punktkoordinaten #, v
und ihren Gleichungen ausfithrten, sich in der gleichen Weise fiir die
Linienkoordinaten #, v und ihre Gleichungen ausfithren lassen. Die fur
die Geraden und ihre Schnittpunkte gefundenen Sitze miissen sich daher
auf die Punkte und ihre Verbindungslinien iibertragen. Dies wird
durch die folgenden Beziehungen beleuchtet; das am Ende von §3
gefundene Resultat fithren wir nochmals an.

Die allgemeine Gleichung

Ax +-By 4+ C=0

Die allgemeine Gleichung
Au+ Bv +C =0

|

|
ist die Gleichung einer Geraden in | ist die Gleichung eines Punktes in
Punktkoordinaten, und zwar fiir | Linienkoordinaten, und zwar fiir
C =+ 0 der Geraden C #+ 0 des Punktes

!

;. B 4 ._ B
U—C, d~——c_. x——c—, '\V'—*C*.
Die Gleichungen Die Gleichungen
Ax +By +C =0 Au + Bv' +C =0
A'x +By+4+C =0 A'u +B'v+C' =0
stellen dann und nur dann die- | stellen dann und nur dann den-
selbe Gerade dar, wenn selben Punkt dar, wenn
A:B:C=A":B:C A:B:C=A":B:C

ist. Sind sie verschieden und ist | ist. Sind sie verschieden und ist
AB" +~4'B £ 0, so ergeben sich | AB'— A'B + 0, so ergeben sich
aus aus

BC|. |CcA4 -‘AB BC | |CA4 .’AB
BCllc4Al 4B pollcal 4B
die Koordinaten ihres Schnitt- | die Koordinatenihrer Verbindungs-
punktes (des Punktes, dessen | geraden (der Geraden, deren
Koordinaten beiden Gleichungen | Koordinaten beiden Gleichungen
geniigen, der also auf beiden Ge- | geniigen, die also durch beide
raden liegt). Punkte geht).

¥oiYoil =

uozv0:1zl
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Seien
Ax 4+ By +C =0
A'x +B'y +C" =0
A"x +B"y +C" =0
die Gleichungen dreier Geraden in
Punktkoordinaten. Sollen sie durch

einen und denselben Punkt gehen,

so muf}

’A B C “
D=|A"B C' | =
!A”B"C"

sein. Diese Bedingung ist notwen-
dig und hinreichend. Ebenso ist

x vy 1
A=1x" vy 1

17 .1

x" vy

die Bedingung, daB die Punkte
(x,v), (.9, (*",y”) auf einer
Geraden liegen, also fiir variables
(x,y) die Gleichung der Geraden
durch die Punkte («’,%") und
(x",v"), also ihrer Verbindungs-
linie usw.

=0

VI. Linienkoordinaten und Dualitit.

Seien

Au 4+ Bv +C =0
Auw +B'v 4-C' =0
A"u+ B"v 4 C" =0

die Gleichungen dreier Punkte in
Linienkoordinaten. Sollen sie auf
einer und derselben Geraden liegen,
so muB

4 B C |

D=|4"B C" =0

A" B"C"|
sein. Diese Bedingung ist notwen-
dig und hinreichend. Ebenso ist
u v 1 ;
u v A : =0
‘ u’ v’
die Bedingung, dafl die Geraden
(u, v), (w',v"), (”’,v") durch den-
selben Punkt gehen, also fiir varia-
bles (#, v) die Gleichung des Punk-
tes, der sowohl auf («’, v") wie auf
(", v"") liegt, also ihres Schnitt-
| punktes usw.

A:

Zu weiteren dualistischen Resultaten gelangen wir folgendermaBen.

1. Seien
(12) Auw+Bv+C =0,

A”M—I—B”'l)—}“c” =0

die Gleichungen zweier verschiedener Punkte, und sei, wie oben, (1, v,)
die Gerade, deren Koordinaten #,, v, beiden Gleichungen geniigen, die
also beide Punkte verbindet. Wir bilden die Gleichung

(13) Au+Bov+C +4(Ad"u+ B'v4-C") =0,
so ist dies die Gleichung eines Punktes, der auf (u,, v,) liegt. Sie ist
nimlich eine Gleichung ersten Grades in %, » und wird auBerdem durch
(1, vo) befriedigt.
2. Nach # und v geordnet geht (13) in
(A" +24"u+ (B+ABNv+C +1C"=0
iiber; ist (£, %) der durch sie dargestellte Punkt, so hat man
S—Al_}_ZA// _B/_{_lB//
S Yo B o Yo
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Nun seien P'(x’,%’) und P (x",y") die den Gleichungen (12) ent-
sprechenden Punkte, dann ist
A’ ;7 E P A 7” B

Y= Y=o ¥=g YV=¢

und man erhilt die Formeln

! 5 - A//C'+ ;»A/’/C”- C///C/ - x—ux
= 141 C7|C T 1 i
; = —i-C"C.
(14) - B//C/—‘— /:B”/C”- C///C/ - }i,:' uy” ’ Iu /
Ln= 14 4-C7|C T i

Durch sie wird auch die geometrische Bedeutung von 1 und die Lage
des Punktes (&, n) gekldrt; (£, %) ist der Punkt P, der mit den Punkten P’
und P’ das Teilungsverhiltnis (P’ P"' P) = u bestimmt, und da C’ und
C"” Konstanten sind, so kann man kurz sagen, daBl 1 dem Teilungs-
verhdlinis p proportional ist.

3. Die analogen Betrachtungen gelten dualistisch. Seien g’ (u’, v')
und g” (u”, v"") zwei Geraden mit den Gleichungen

(15) Ax+By+C =0, A'x+ B’y +4+C" =0;

eine durch ihren Schnittpunkt gehende Gerade sei %, ihre Koordinaten
u, v, und

(16) Ax+By+C 4+ 2Ad"x+B"y4+C")=0
ihre Gleichung. Wir erhalten dann in der gleichen Weise wie vorher

(17) = “7}!1 v = ”1 _“7” w=—A1C"|C".
Es dualisiert sich aber auch die Bedeutung von 1 und . Wie wir S. 45
sahen, ist der Parameter 1 von (16) dem Teilungsverhdltnis

(g'g""h) = sin(g"h) : sin (¢g' k)
proportional ; dasselbe gilt daher auch von u. Die beiden fiir das Teilungs-
verhiltnis eingefithrten Definitionen stehen sich also ebenfalls dualistisch
gegeniiber.

4. Wir fithren noch die Bezeichnung A - Bv + C = Q (u, v) ein
und ersetzen sie abkiirzend durch Q. Dann folgt aus dem Satz von
S. 50 das zu ihm dualistische Resultat:

Sind Q =0, Q" =0, Q" = 0 die Gleichungen dreier verschiedener
Punkte, so liegen die Punkte stets und nur dann auf einer und derselben
Geraden, wenn es drei von Null verschiedene Mulliplikatoren %, ', 1"
gibt, so daf identisch ist

(18) lQ—l—A,Q,—'—l”Q”EO.

Ebenso iibertrigt sich der Satz von S. 51 und die ihm entsprechende
identische Relation (26).
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§ 5. Vollstindiges Viereck und Vierseit.

Seien 1, 2, 3, 4 vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen. Sie bestimmen (Fig. 31) sechs Verbindungslinien (i £); diese bilden
2 die Seiten eines vollstindigen Vierecks. Die sechs
Seiten spalten sich in die drei Paare von Gegen-
seiten
12 @34; (13D 1H23.

Die beiden Gegenseiten jedes Paares liefern wieder
einen Schnittpunkt; diese drei Schnittpunkte
seien I, II, III; sie bilden das Diagonaldreieck
des vollstindigen Vierecks. FEbenso bestimmen
vier Geraden 1, 2, 3, 4, von denen keine drei
durch einen Punkt gehen, ein vollstindiges Vierseit.
Thre sechs Schnittpunkte (1%) zerfallen in drei Paare von Gegenecken,

ndmlich (12)34; (13E9; (14(23.

Jedem Paare entspricht eine Verbindungslinie I, 11, I11, und diese drei
Geraden bilden ein Dreiseit, das Diagonaldreiseit des vollstindigen Vier-
seits. Viereck und Vierseit sind dualistische Gebilde!; es mag geniigen,
einen sie betreffenden Satz nur fiir das Vierseit (also in Punktkoordi-
naten) zu beweisen. Folgendes sei vorausgeschickt:

Zwei Punktepaare 4, B und P, Q einer Geraden heilen harmonische
Punktepaare, wenn die Strecke AB durch P und @ innen und auflen
— absolut genommen — nach demselben Verhiltnis geteilt wird, wenn
also

(4BP) + (ABQ) =0

ist. Ebenso heilen zwei Strahlenpaare a,b und p, ¢ eines Biischels
harmonische Paare, wenn fiir ihre Teilungsverhéiltnisse

(adp) + (abg) = 0
ist?. Aus Gleichung (20) von S. 45 folgt daher, dal die Gleichungen
G=0, G=0, G—2G=0, G+iG =0

zwei harmonische Strahlenpaare bestimmen; und ebenso folgt aus (14)
von S. 42, daB

0=0, ¢'=0, Q-10'=0, Q+i¢'=0

zwei harmonische Punktepaare bestimmen.

1 % Punkte liefern $#(x — 1) Verbindungslinien; sie bilden das vollstindige
n-Eck. Ebenso liefern #» Gerade durch ihre i#(n — 1) Schnittpunkte das voll-
stindige #n-Seit. Dreieck und Dreiseit sind identisch.

2 Die eingehendere Betrachtung enthalt Kap. VII, § 2.
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Seien nun g, %, &, I die Seiten des Vierseits (Fig. 32), die drei Paare
von Gegenecken also

(gh) (R, (gk) (D), (g]) (hE).

Wir bestimmen die Gleichungen der Seiten I, I1, 111 des Diagonal-
dreiecks. Dazu fihrt die S. 51 abgeleitete Identitat (26a) zwischen den
linken Seiten der Gleichungen von vier Geraden.
Wir wollen sie hier in der Form

(19) G+H+K+L=0

annehmen. Diese Identitdt 146t sich in
G+H=—(K+1IL)

umschreiben; es stellen also die Gleichungen

G+H=0 und K+ L=0

dieselbe Gerade dar. Es ist die Diagonale [;
denn die linke Gleichung zeigt, dal sie durch
(gh) geht, die rechte ebenso, dal} sie durch (k) geht. Ebenso stellen

G+K=0 oder H+L=0
G+L=0 oder H+K=0

Fig. 32.

und

die Diagonalen II und III dar. Nun sind dem Obigen gemil
G=0, H=0, G+H=0, G—-—H=0
vier harmonische Strahlen. Andererseits ist auch
G—H=(G+ K)— (H+ K);

beide Seiten, gleich Null gesetzt, stellen also wieder dieselbe Gerade
dar. Die linke Seite zeigt, daB sie der vierte harmonische Strahl zu g, 4
und I ist, und gemiB der rechten Seite geht sie durch den Schnitt-
punkt der Diagonalen I/ und III.

Damit ist das abzuleitende Resultat gewonnen; im Punkt (g#)
bilden die Strahlen g und % mit den beiden Strahlen, die zu den Ecken

des Diagonaldreiecks laufen, zwei harmonische  Strahlenpaare. Man
erhilt also den folgenden Satz:

In jeder Ecke eines vollstindigen Vierseits bilden die beiden Seiten
mit den Strahlen, die zu den Ecken des Diagonaldreiecks laufen, vier har-
monische Strahlen.

Der analoge Satz fiir das vollstindige Viereck lautet:

Auf jeder Seite eines vollstindigen Vierecks bilden die beiden Ecken
mit den durch das Diagonaldreiseit ausgeschnittenen Pumkten zwei har-
monische Punktepaare.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 5
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Mit Hilfe des vollstindigen Vierseits (und Vierecks) lassen sich
vier harmonische Punkte und vier harmonische Strahlen mit ausschlieB3-
licher Verwendung des Lineals zeichnen; man sagt, sie sind linear be-
stimmt. Geht man z. B. von den drei Strahlen g, %, I von Fig. 32 aus
und sucht den vierten zu I zugeordneten harmonischen Strahl, so wird
man durch einen beliebigen Punkt von I zwei Strahlen £ und / ziehen,
dann die Geraden II und 11 und endlich (g/) mit ({1, I1I) verbinden.

Aufgabe: In der Konstruktion des vierten harmonischen Strahles zu g, % und I
ist der Punkt auf I beliebig, ebenso die beiden Geraden % und ! durch diesen Punkt.
‘Wihlt man nun den Punkt auf I an zwei verschiedenen Stellen, ebenso k2 und !
zweimal in verschiedenen Lagen, so ergibt sich doch jedesmal derselbe zu g, &
und I gehorende vierte Strahl. Wir erhalten so durch den Vierseitsatz einen
reinen Schnittpunktsatz. Wie beweist man ihn direkt mit der obigen Methode ?

§ 6. Die Schnittpunktsidtze von DesarcuUEs und PAscAL™.

Zwei Dreiecke mit den Seiten «, b, cund a’, b’, ¢’ sollen so liegen, daf3
die Schnittpunkte entsprechender Seitenpaare — also (aa’), (bd"), (cc’) —
in eine Gerade fallen; dann gehen die Verbindungslinien entsprechender
Ecken durch einen Punkt S. Dies ist der Safz von DESARGUES (1639).
DieGleichungen der Seiten seien (Fig. 33)

g
A=0, B=0, C=0;
A"=0, B =0, C =0,
4 (aa’), (bd'), (cc¢’) mogen auf der Geraden
2 c U =0 liegen. Dann ist
5 = U=14 + VA"= uB + wB' =vC ++'C'.
yz Aus diesen Identititen folgt
% ¢ wB—vC =vC — /B,
6 vC — A = VA" — (',
Fig. 33. lA—‘LLBE‘LLIB,—Z./A,,

und damit ist der Satz bereits bewiesen. Denn fiir jede dieser Identititen
stellen die beiden gleich Null gesetzten Seiten die Gleichung der Ver-
bindungslinie zweier entsprechenden Ecken dar, und da die Summe der
linken Seiten der Gleichungen identisch verschwindet, so gehen diese
drei Geraden durch einen Punkt. Die Dreiecke heillen perspektivisch,
die Gerade U = 0 die Perspektivititsachse und S das Perspekiivitils-
zentyum.

Von der Identitat (20) ausgehend kann man auf vier verschiedene Arten
Paare perspektiver Dreiecke bilden und erhilt vier Punkte S; einen z. B., indem
man setzt

uB -V C'=vC — B, vVC—i4d=/NA"—vC, i4d —uB =B -4’

1 Die obigen Satze besitzen grundlegende Bedeutung fiir den axiomatischen
Aufbau der Geometrie. Dariiber sowie iiber ihre Entstehung vgl. Enzyklopadie
der math. Wiss. Bd. III, 1, S. 450. 1907 bis 1910.
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Wie ist die so entstehende Gesamtfigur? Was entspricht dem Desarguesschen
Satz dualistisch? Man zeige, daB die Figur des Desarguesschen Satzes sich selbst
dual entspricht.

Zum Pascalschen Satz (fir zwei Gerade) gelangt man folgender-
maBen!, Auf der Geraden g nehme man drei Punkte 1, 3,  an, auf 4
ebenso drei Punkte 2, 4, 6 (Fig. 34). Dann zeichne man das Sechseck
1234561. Der Satz besagt, dall die Schnitt-

punkte der drei Paare von Gegenseiten, nimlich 7 g !
(12, 45), (23, 56), (34,61 g
wn eine Gerade fallen.
Die Gleichungen der Geraden g, % und (I 2) % — )
seien . 6
Fig. 34.
(21) G=0, H=0, A=0;

wir kénnen die linearen Funktionen G und H so bestimmen, daBl die
Gleichungen der Seiten (2 3) und (I 6) die Form
(23) A+H=0 und (61) A4+G=0

annehmen. Die Gleichungen von (3 4) und (6 §) werden

34 A+H4+pG=0, (66 A+G+pFH=0.
Fir die Seite (4 5) erhalten wir die zwei Gleichungen

49 A+pG+yH=0 und A+ fFH+yG=0;
die Gerade (45) geht also durch den Schnittpunkt von 4 + G =0
und H == 0 sowie durch den Schnittpunkt von 4 + y’G =0 und H = 0.
Da sie aber sicher nicht mit der Geraden H = 0 zusammenfillt, miissen
diese beiden Schnittpunkte zusammenfallen. Da nun beide Geraden
A+ pG=0und 4+ 7'G =0 durch den Schnittpunkt I von 4 =0
und G = 0, der nach Voraussetzung nicht auf G = 0 liegt, gehen, so
miissen diese beiden Geraden zusammenfallen, d. h., es muB 8 = ¢’ sein.
Ebenso folgt y = f#’; wir setzen die Gleichung in die Form

45 A+BG+pH=0.
Nun hat nach § 6 jede von g und % verschiedene Gerade die Gleichung
(22) A+1G+puH=0.
Wir bestimmen jetzt 1 und u so, dall diese Gerade durch die beiden
Punkte (23) (56) und (3 4) (6 1) geht, es miissen also Gleichung (22)

und die Gleichungen der Geraden (2 3) und (5 6) — ebenso die von
(34) und (6 1) — zugleich bestehen. Dies liefert die Gleichungen

1 yi 1 1 p
l1 0 1/=0 wund 11 0f=0
11 f KRN
oder )
A=) +nu=1 und i4p(1—p=1,
1 Vgl. auch den Pascalschen Satz von Kap. XII, § 6.



68 VI. Linienkoordinaten und Dualitét.

woraus durch Subtraktion 48" — uf = 0 folgt. Diese Gleichung er-
gibt sich aber auch als Bedingung dafiir, da3 die Gerade (22) auch
den Schnittpunkt von (I 2) und (£ §) enthdlt. Denn diese Bedingung ist

1‘1 A ,u’ EUO
:’1 0 10 0 =pup—1f,
I

damit ist unser Satz bewiesen. Die Gerade heiBt Pascalsche Gerade.

Aus den sechs Punkten lassen sich durch Anderung der Reihenfolge mannig-
fache Sechsecke bilden; zu jedem gehort eine Pascalsche Gerade. Man beweise,
daB3 die drei Geraden, die den Sechsecken (123456), (125634), (1632654)
entsprechen, durch einen Punkt gehen®.

Wie lauten die dualistischen Satze? Man zeige, daB die Figur des Pascalschen
Satzes, durch die Pascalsche Gerade vervollstandigt, sich selbst dual entspricht.

1 Vgl. J. Prickers Gesammelte mathematische Abhandlungen, S.236ff.,
Leipzig 1895.



Siebentes Kapitel.
Doppelverhiltnis und projektive Beziehung.

§ 1. Das Doppelverhiltnis.

Sind A, B, P, Q vier Punkte einer Geraden (Fig. 35, S. 721), so be-
stimmen P und @ mit 4 und B je ein Teilungsverhiltnis

AP A
(ABP) = 45 =1, wnd  (ABQ) =52 = 4,
Den Quotienten u,: ¢, nennt man das Doppelverhiltnis (Dv) der vier
Punkte? und bezeichnet es durch (4BP(Q). Ist 1 sein Wert, so hat man

AP AQ _AP-BO _ .

“BP BQ BP-AQ "
In den Abszissen a, b, p,q von A, B, P,(Q erhilt es den Ausdruck

(1) (4BPQ)

S p—0b)g—a)’

Fiir zwel Punktepaare AB und PQ sind vier verschiedene Lagen
moglich; es kann AB innerhalb von P(Q liegen, oder P(Q innerhalb
von AB, oder jedes Paar auflerhalb des anderen oder endlich kein
Paar auBerhalb des anderen: im letzten Fall trennen sich die Paare
gegenseitig. Denn man kann in diesem Falle auch durch Uberfahrung
des unendlich fernen Punktes nicht von dem einen Punkte eines Paares
zu dem anderen Punkte dieses Paares gelangen, ohne iiber einen Punkt
des anderen Paares zu kommen. Es haben alsdann (S. 4) ¢, und p¢, ent-
gegengesetztes Zeichen, und das Dv ist negativ. Im ersten und dritten
Fall sind g, und w, positiv, im zweiten sind beide GroBen negativ, in
diesen drei Fallen ist also 4 positiv.

Einen besonders wichtigen Fall des Dv liefern zwei harmonische
Punktepaare (S. 64); fir sie ist 4 = —1, die Punkte P und Q teilen AB
innen und auflen im (absolut) gleichen Verhiltnis (§ 2).

(2) Z_KP““)(Q_@

1 Die Geraden durch O kommen spater in Betracht.

2 Das Dv wurde von A.F¥. M&Brus vor ungefahr 100 Jahren als grund-
legender Begriff in die Geometrie eingefithrt. M. CHASLES benutzte dafur den
Namen anharmonisches Verhiltnis. Man spricht auch (nach Cr. v. STAUDT) von
dem Wurf der vier Punkte.
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Das einfache Teilungsverhiltnis ist ein Sonderfall des Dv; es ent-
steht, wenn Q in den uneigentlichen Punkt Q. riickt. Es ist ndmlich

(ABPQ.) = (ABP):(ABQ.),
und da (ABQ..) = 1 ist (S. 5), so folgt in der Tat
(ABPQ.) — (ABP).

Man wird daher erwarten, da8 sich viele Eigenschaften des Teilungs-
verhiltnisses auf das Dv iibertragen. Wir beweisen zunichst den fol-
genden Satz: Werden 4, B, Q festgehalten, wihrend P das lineare
Kontinuum durchliduft, so durchliuft der Wert A des Dv alle Werte des
Zahlenkontinuums genau etnmal. Man hat nimlich

* A9
" 2 =5g"
Hier ist, da A, B, Q fest bleiben, u, eine Konstante; p, durchliuft, wie
I, § 3 gezeigt wurde, das Zahlenkontinuum, also auch ¢, :p#,=1. Man
folgert daraus, daB3 es nur einen Punkt P gibt, der mit 4, B, Q ein Dv
gleich (ABPQ) von gegebenem Wert J bildet. Fillt P insbesondere in die
Punkte 4, B, Q, so hat 1 die Werte 0,00, 1.

Andert man die Reihenfolge der Punkte des Teilungsverhiltnisses
oder des Dw, so wird sich im allgemeinen auch sein Wert dndern. Wir
betrachten zunichst das Teilungsverhéltnis (ABP). Es laBt sechs ver-
schiedene Anordnungen von A4, B, P zu, nimlich

(ABP), (BAP), (APB), (BPA4), (PAB), (PBA);
ihnen entsprechen, wenn (ABP) = p gesetzt wird, die sechs Werte

1 w—1 1 u
3) N T Ay
In der Tat ist zunichst
(BAP) = BP: AP — ;
4B _ 4P+ PB_
I R - e

fiir

(APB) =

Durch weitere Anwendung der in diesen Gleichungen enthaltenen
Regeln folgt:
1

(BPA):"—;—?, (PAB) = =, (PBA) =

w—1"

Auch das Dv nimmt bei Anderung der Reihenfolge seiner Punkte
nur die sechs in (3) auftretenden Werte an. Von den 24 verschiedenen
Permutationen der Punkte 4, B, P, besitzen ndmlich je vier das-
selbe Dv; man findet unmittelbar
(4) (ABPQ) = (BAQP) = (PQAB) = (QPBA).

Fiir die iibrigen Werte bestehen folgende Beziehungen. Offenbar ist
(5) (ABPQ) - (ABQP) =1,
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und aus der Gleichung (5) von S. 4 findet man mittels Division durch
AD - BC leicht

(6) (APBQ) + (ABPQ) — 1.

Danach ergeben sich fiir die sechs Dv

(7) (4BPQ), (ABQP), (APBQ), (APQB), (4QBP), (4QPB)
die Werte

(7a) 2 %, 1—1, 1 A—1 3

12’ T i—1

und zu jedem dieser sechs Dv gehéren gemil Gleichung (4) noch drei
andere, die ihm gleich sind.

Zu den Gleichungen (5) und (6), die zwei Dv derselben vier Punkte
miteinander verbinden, tritt als wichtige Relation noch eine Formel,
die sich auf fiinf Punkte und drei Dv bezieht, ndmlich

(8) (ABQR) (ABRP) (ABPQ) = 1;

sie folgt unmittelbar aus der Definition (1).

Man kann fragen, ob es Sonderfille fiir die Lage der Punkte 4, B,
P, Q gibt, in denen sich die sechs Werte (7a) auf eine geringere Zahl
von Werten reduzieren. Man erhilt sie, indem man / gleich einem der
finf anderen Werte setzt.

Fur 1 =1/4 ist A2=1, also 1= -41. Die Losung 1 =1 ist
keine eigentliche, da dann P in @ fillt, wihrend wir voraussetzen, daB3
die vier Punkte alle voneinander verschieden sind. Die Lésung 4 = —1
fithrt auf die oben erwihnten harmonischen Punktepaare AB und PQ.
Je zwei der sechs Werte (7a) sind einander gleich, namlich

1 A—1 1 A 1
h=,=—1, M—l=—7—=2, [ 3=7"7=75

Es gibt also nur dres verschiedene Werte des Dv, und es entspricht
je acht Permutationen derselbe Dv-Wert. Dasselbe ergibt sich, wenn
man =1 —4 oder 1 =171:(1— 1) setzt.

Die weiteren Sonderfille erhalten wir durch die Gleichungen

A—1

1
oder 1= —

=17

sie fithren alle auf
2—2+1=0, 1=3(+14+7=3)=

Wir stoBen also auf imaginire Werte A, die freilich keine reellen Punkte
liefern; wir lassen ihnen (analog der S. 54 gegebenen Begriindung)
imaginire Punkte entsprechen (dquianharmonische Punkte). Fiir diese
Werte 2 werden sogar je drei der Werte (7a) einander gleich; es gibt nur

* Aus 12— ]+ 1 =0 folgt 23+ 1 =0; ] ist also eine imaginare dritte
Wurzel aus —1.
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zwetr verschiedene Dv-Werte, den beiden Werten der in 1 auftretenden
Quadratwurzel entsprechend.

Der Begriff des Duv ist dualisierbar und 148t sich auf vier Strahlen
eines Strahlenbiischels {ibertragen. Als das Dv der vier Strahlen a, b,
P, g eines Biischels von sich schneidenden Geraden definieren wir den
Quotienten der beiden einfachen Teilungs-
verhaltnisse (S. 45), setzen also (Fig. 35)

smi(a sm{a

9) A= (abpg) = g{ﬁ‘((bfp; : %Ebgz

Wéhrend das Vorzeichen des einfachen
Teilungsverhaltnisses abhdngt von der posi-
tiven Seite der Strahlen ¢ und & (d. 1. der-
jenigen Seite, auf der die Abstinde positiv
gerechnet werden), ist der Quotient des Teilungsverhaltnisses, das Doppel-
verhiltnis, von dieser Festsetzung unabhingig und allein durch die Lage
der 4 Strahlen gegeben!. Das geht auch aus dem folgenden Satz hervor:

Werden viev durch einen Punkt O gehende Strahlen a, b, p, q von etner
(nicht durch O gehenden) Geraden g in den Punkten ABP(Q geschnitten,
so 1ist das Doppelverhiltnis der vier Strahlen gleich dem Doppelverhilinis
der vier Schwmittpunkte, also

(10) (abpq) = (ABPQ).

Nach S. 45 ist sin(ap) ”

sin(bg) /2’

wo IZ und I} die Abstinde eines Punktes P auf p von a resp. b be-

deuten. Ebenso ist ) o
sin(aq)  lo

sin(bg) 2’

wo Q ein Punkt auf ¢ ist. Es ist aber, auch dem Vorzeichen nach,

£ 4P

w T ag
ebenso

I, BP

i  BQ’

also durch Division:
AP AQ _ sin(ap) sin(agq)
BP "BQ  sin(bp) sin(bg)’

womit der Satz bewiesen ist. Wir folgern aus ihm, dafl alle von «, b,
), ¢ geschnittenen Geraden nach demselben Dwv geschnitten werden;

1 Das Teilungsverhiltnis auf einer Geraden ist auch dem Vorzeichen nach
bestimmt. Der Unterschied gegen das Teilungsverhiltnis bei drei Strahlen ent-
springt dem Umstand, daB auf der Geraden ein Punkt ausgezeichnet ist, der un-
endlich ferne Punkt.
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sind also A’, B’, P’, Q' die Schnittpunkte mit einer Geraden g’, so ist
(ABPQ) = (A'"B'P'Q’). (Satz von Pappus.)

Der Satz des Pappus gilt auch, wenn a, b, p, ¢ einander parallele
Geraden sind, und wir definieren das Dv von vier parallelen Geraden,
das bisher nicht eingefithrt war, durch das Dv der vier Punkte ABPQ,
in denen a, b, p, g von irgendeiner zu ihnen nicht parallelen Geraden
geschnitten werden.

Es bedarf keiner besonderen Erwihnung, dal die fiir das Dwv
(ABPQ) abgeleiteten Sitze sich insgesamt auf das Dv (abpq) tber-
tragen. Bemerkt sei nur, dafl 1 das Zahlenkontinuum durchlauft, wenn
die Gerade p bei festem a, b, ¢ einmal den Biischel iiberstreicht!. Es gibt
wiederum genau einen Strahl p, der mit a, b, ¢ ein Dv von gegebenem
Wert bestimmt; insbesondere nimmt 1 die Werte 0, oo, 1 an, wenn $
mit a, b, ¢ zusammenfillt. Einen ausgezeichneten Strahl, der dem
Punkt P, der Geraden entspricht, gibt es im Strahlbiischel nicht.
Dem einfachsten Fall 1= —1 entsprechen vier Strahlen, die vier
havmonische Strahlen (zwei harmonische Strahlenpaare) heiBen sollen.

§ 2. Harmonische Punkte und Strahlen.

Fiir zwei harmonische Punktepaare 4, B und P, P’ folgt aus (1)
(wegen 1 = —1) die Gleichung
(11) AP.BP + AP -BP =0.

Fiir die Abszissen a, b, p, p’ dieser vier Punkte lautet sie
p—a@ =0+ @F —aF—0=0 oder
(12) P —S@+b) @+ p)tab=o0.

Unter allen Punktepaaren P, P’ bei festem 4 und B gibt es ein
ausgezeichnetes; es ist das, von dem ein Punkt in P fillt. Der andere
fallt (Fig. 36) in die Mitte M von
AB (mit der Abszisse m). Wird 7 7 MP Y >
M als neuer Nullpunkt der MaB3be- Fig, 36

stimmung gewdhlt und p — m = u
gesetzt, so nimmt Gleichung (12) eine einfachere Form an, nimlich

(12a) wu = (p — m) (;b'um):(a;lz)z; m:a—;r—b.
Thr entspricht die geometrische Beziehung
(12b) MP-MP = MA? = MB2.

Sie zeigt, daB sich P und P’ zugleich an die Punkte A und B annihern
oder von ihnen entfernen; in A und B fillt P mit P’ zusammen.

! Es handelt sich hier um ungerichtete Geraden; p iiberstreicht also den
gesamten Strahlenbiischel schon bei einer Drehung um z.
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Sei Q, Q' ein zweites Paar, das zu A, B harmonisch ist, so be-
steht fiir dieses Paar die Gleichung

(13) 9 — 3@+ (¢g+q)+ab=o0.

Diese Gleichung und die Gleichung (12) lassen sich so auffassen, daB
sie zwei Gleichungen fiir a2 + b und ab darstellen, und daB man also,
wenn p, ' und ¢, ¢' gegeben sind, a + b und ab aus ihnen berechnen
kann. Durch a + & und b ist aber auch das Wertepaar 4, b eindeutig
bestimmt, und so folgt der Satz, dal es zu 2wei gegebenen Paaren P, P’
und Q, Q" nur ein Punktepaar A, B gibt, das mit beiden harmontisch ist.
Die ihm entsprechenden Werte a, b bestimmt man auf Grund der Er-
wigung, dal} sie die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(14) 22— (a4+bz+ab=0

sind. Diese Gleichung ist also herzustellen, d. h. ihre Koeffizienten
sind aus (12), (13) durch p, ', g, ¢’ auszudriicken. Dazu beachte man,
daB (14), (12) und (13) drei homogene lineare Gleichungen fiir 1, a + b

und ab darstellen; daher muB3 ihre Determinante verschwinden, und
so erhalten wir die gesuchte Gleichung in der Form

PP B, 1)
‘M' tg+q), 1]=
/ 2 — 2z, ,1‘

Es ist noch die Realitit der Wurzeln zu priifen; statt zu diesem
Zweck die Diskriminante dieser Gleichung zu untersuchen, benutzen wir
zur Ableitung eines geometrischen, an die Lage der beiden Punkte-
paare P, P’, (, Q" ankniipfenden Resultates direkt die Gleichung (12a).

Wir entnehmen ihr
a — b\2

(b —m) (' —m) = (g — m) (¢ — m) = (“ 2] = .
a 4 b ist stets reell, nimlich nach (12) und (13)

at+b_  _ _pPV—qq

2 p—q+p—q"
es sind also ¢ und & dann und nur dann reell, wenn a — b reell ist;
dariiber entscheidet das Vorzeichen von #2. Mittels des Wertes von m

formen wir den Wert eines jeden Faktors von #2 um und finden ohne

Mihe -9 -~

—q+—4q)"

Die Realitdt der Wurzeln hingt von dem Vorzeichen des Zihlers von #2
ab, also von der Lage der Paare P, P’ und Q,Q’. Die Wurzeln sind
reell, wenn die Paare einander nicht tremmem (S. 69), denn dann sind
zwei Differenzen des Zihlers positiv und zwei negativ oder alle haben
das gleiche Vorzeichen. Trennen sie sich, so ist je eine ungerade An-

n? =
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zahl von Differenzen positiv oder negativ, und es gibt daher kein zu
beiden Paaren reelles harmonisches Paar.

Fir weitere Betrachtungen gehen wir so vor, daB wir jedes der
Punktepaare 4, B, P, P’, Q, Q" durch eine quadratische Gleichung dar-
stellen. Sei

ax?4+2px+y=0; —Za—ﬂ:a—{—b, %:ab
die Gleichung, die 4, b zu Wurzeln hat, und seien ebenso $, p’ die dem
Paar P, P’ entsprechenden Wurzeln der Gleichung
’ ’ 24 ’ d ’
wart2frty =05 —2—piy, L —pp.

“/

Durch Einsetzen der Werte fiir a 6, ab, $ + p’, p#’ in Gleichung (12)
verwandelt sie sich in

(15) ay =28 +ya’=0;
in dieser Form stellt sich also jetzt die Bedingung fir die harmonische
Lage beider Punktepaare dar.

Hieraus folgert man wiederum die Existenz eines Paares A, B,
das zu zwet gegebenen Paaren, nimlich P, P’ und dem durch die
quadratische Gleichung

“//xz + 2[8//x _J'_ }1/’: O

dargestellten Paar Q, Q', zugleich harmonisch ist. Seine quadratische
Gleichung muB solche Koeffizienten «, £, y haben, fiir die zugleich

(16) ay —28f +&’y=0 und &y’ —28p"+a"y=0

ist. Dies sind zwei lineare homogene Gleichungen fiirr &, 2f, y; aus
ihnen folgt

: ( “l y/ : ;ﬂl y/ .
“// y// ﬂ/’ '}/” i

NS

das gesuchte Paar besteht daher aus den Wurzeln der quadratischen
Gleichung

(16a) (“/ﬁ//_ “// )xz + (“/y/l_ ‘x//y/)x + (ﬂ/y//_ﬂ//y/) —_ O‘

Das so gefundene Paar ist sogar zu jedem Paar harmonisch, das
durch eine Gleichung

28 x4+ Y+ A"+ 28'x +97) =0,
d. i. durch die lineare Kombination der quadratischen Gleichungen fiir

die einzelnen Punktepaare, gegeben ist. Aus den Gleichungen (16)
folgt namlich durch Multiplikation mit 1, 1 und Addition

a(y +47") =28 + 1) +y(@ +4a") =0,
und dies ist die Behauptung.
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Die harmonische Beziehung zweier Strahlenpaare ist wiederum

durch die Gleichung 4 = —1, also
sin(ap) sin(ap’) sin(ap) |, sin(ap’)

(17) sin(bp) sin(bp’) —1 sin (b p) + sin(bp’) 0
gegeben. Unter allen Strahlenpaaren, die zu a, & harmonisch sind,
gibt es ein ausgezeichnetes Paar, ndmlich das orthogonale, das die
Winkel (ab) halbiert. Wird der eine Halbierungsstrahl durch s bezeich-
net, so besteht analog zur Gleichung (12b) von S. 73 die Gleichung

(18) tg (mp) - tg (mp’) = tg* (ma) = tg*(m?b).

Man erhilt sie in der Weise, dafl man das Strahlenbiischel mit dem
Scheitel O durch eine Gerade schneidet, die auf s senkrecht steht.
Es sind dann A, B, M, P« vier harmonische Punkte; wird dann
noch OM = 1 angenommen. so ergibt sich aus (12b) die Gleichung (18).

§ 3. Die projektive Beziehung.

Wir wollen die Punkte zweier Geraden g und g’ (Punktreihen) in
der Weise einander eineindeutig zuordnen, daB sie durch die einfachste
analytische Relation miteinander verbunden werden, also durch eine
bilineare Gleichung. Sind (auf beliebige Anfangspunkte bezogen) x und
x' zwei entsprechende Punkte von g und g, so sei

(19) axx' +bx+cx’'+d=0
diese Beziehung. Aus ihr folgt

; bx + d _ ﬁv’—# d
(192) YE T ar vy YT T axvtbe

die eine Variable driickt sich also durch die andere mittels einer linearen
Substitution aus. Die so eingefithrte Beziehung nennen wir eine projektive?l.

Die wichtigste Eigenschaft dieser projektiven Beziehung besteht
in der Invarianz der Dv-Werte entsprechender Punkte; sind P, P,,
P,, P, vier Punkte von g und P, P, P}, P, die entsprechenden Punkte
von g’ (Bildpunkte), so ist

(20) (P1P2P3P4):(P1P§P§P1)
oder

(v — %3) (v — 7g) (%] — x3) (v — %)
(202) ) b —w) (=) (F— )

Den Beweis fithren wir folgendermaflen. Zunichst sei bemerkt,
daB man drei einfachste Typen linearer Substitutionen unterscheiden

kann, namlich
p o A l__i
(21) ¥=x+1 x=mx, &=_.

1 Nicht jede eineindeutige Beziehung ist eine projektive; z. B. die Fest-
setzung &' = x fiur x >0, #" = Ax fur ¥ < 0(1 > 1).
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Fiir diese Substitutionen ist die Geltung der Gleichung (20a) sehr leicht
zu erkennen. Wir zeigen nun, daB sich eine beliebige Substitution aus
gewissen einfachsten Substitutionen der Form (21) zusammensetzen 138t.

Fiir die beiden Substitutionen
m

¥ =mx +n und x’:;
ist dies leicht ersichtlich; die erste ist die Folge von x; = mx und
%' = %; 4 n; die zweite ist mit x; = 1:x und %' = mx; dquivalent;
endlich durch die Kombination

1

’

X, = mMxX + 0 X =
1

ergibt sich unsere Behauptung fiir die Substitutionen der Form

ot
Y= x + "
Um es auch allgemeiner fiir
r__OX + ﬂ
(22) =)

zu erweisen, schreiben wir

, o x4+ o4 Y — x I'ii J
_ - = — - —_ — H —= —
e i 7'{1+x+z}’ YT v

und setzen der Reihe nach

y — , « ot
X =%+ %, Xy= o also &' = — 4 —-x,.

,
1 b4 7

Damit ist die Geltung der Gleichung (20a) und die Invarianz der
Dv-Werte auch fiir die Substitution (22) bewiesen. Dal} bei der letzten
Ableitung o + 0 und y = 0 vorausgesetzt wurden, bedeutet keine
Einschrinkung fir die Giltigkeit der Behauptung. Denn die Fille

=0 oder y =0 sind vorher erledigt worden. Wir haben aber auch
ay(x —v) = ad— fy =0 vorausgesetzt in unserer Ableitung. Nun ist
(Anhang III, § 3) «d — Sy die Determinante der Substitution. Also
folgt:

Bei jeder projektiven Beziehung wmit nichtverschwindender Determi-
nante ist das Dv von vier Punkten invariant.

Ist «d — By =0, also auch in der Beziechung (18) ad — bc = 0,
dann schreiben wir fiir 2 = 0 (18) in der Form

ax’ (ax + ¢y +b(ax+¢)=0
(ax +¢)(ax’' 4+ b) =0.

Das bedeutet aber: entweder ist ¥ = -—c/a, dann ist ¥’ ganz beliebig,
oder es ist x" = — b/a, dann ist x beliebig. Das kann man auch so aus-
driicken: einem beliebigen Punkt x ist stets der Punkt ' = —b/a zu-
geordnet, aber dem Punkt ¥ = —c/a jeder Punkt x’ und entsprechend
umgekehrt. Die durch die lineare Substitituon dargestellte projektive
Beziehung heilt ausgeartet. Ist in (18) a und ad — b¢ gleichzeitig = 0,

oder
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so mull entweder b oder c =0 sein und (18) stellt keine Beziehung
zwischen x und %" dar.
Eine ausgeartete Beziehung ist z. B.

¥ +x+2+1=0 oder (x+1)(-+1) =0

Wir werden in Zukunft nur projektive Beziehungen betrachten, die
nicht ausgeartet sind.

Der soeben bewiesene Satz ist umkehrbar; wir kénnen eine projek-
tive Beziehung als eine solche eineindeutige Beziehung der Punkte
zweier Geraden definieren, der die Invarianz der Dv-Werte zukommt.,
Seien namlich P;(i = 1, 2, 3, 4) vier beliebig ausgewihlte Punkte von g,
und P; ihre Bildpunkte auf g’, so besteht fiir sie nach Voraussetzung
die Gleichung (20a). Halt man nun die drei Paare %,, &}, %,, x5, %3, %}
fest und ersetzt das vierte Paar durch das variable Paar x, ', so geht
diese Gleichung, nach x und x’ geordnet, in eine bilineare Relation
iiber. Da die drei Paare P,, P}, P,, P, und P,, P, beliebig an-
genommen werden konnten, so folgt noch:

Eine projektive Beziehung zweter Punktreihen ist durch drei beliebig
wdhibare Paare entsprechender Punkte bestimmi.

Da nach dem Satz von Parrus bei Projektion einer Geraden auf
eine andere von einem Punkte aus das Doppelverhiltnis erhalten bleibt,
so wird also durch diese Projektion eine projektive Beziehung in unserem
Sinn erhalten. Auch bei mehrmaliger Projektion der Geraden g auf die
Gerade g’, von g’ auf g’ usw. bleibt das Doppelverhiltnis erhalten. Man
kann leicht nachweisen, daBl durch mehrmalige Projektion die allge-
meine projektive Beziehung zweier Geraden aufeinander erhalten werden
kann. Diese geometrische Tatsache ist der Grund fiir die Bezeichnung
,,projektive’ Beziehung.

Wenn bei einer projektiven Beziehung dem Punkt Q. von g der
im Endlichen gelegene Punkt Q' von g’ entspricht und dem Punkt Rf,
von g’ der infolgedessen ebenfalls im Endlichen liegende Punkt R von g,
so ist firr irgend zwei Punktepaare P, P’ und P,, P;

(PP Qo R) = (P' P{Q'R).
Nun ist
(PP, QR) = P,R: PR, (P PiQw) = P'Q:PQ.
Sind also ¢’ und 7 die Abszissen von Q" und R, so geht die vorstehende
Gleichung in
(23) PR-PQ = P;R-P{Q oder (r— x)(¢— «") = const
iiber; das Produkt PR - P’'Q’ hat also fiir jedes Paar entsprechender

Punkte einen koustanten Wert. Er heilit Potenz der projektiven Be-
ziehung. Die Punkte Q' und R heiBlen Fluchtpunktel.

1 Die Bezeichnung entstammt der darstellenden Geometrie.
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Die Gleichung (23) folgt aus der Beziehung (19), falls man sie fiir
a £+ 0 in die Form

c , b bec — ad
232) b o)) ="
bringt.
Ist in Gleichung (19) @ = 0, so entsprechen sich die unendlich
fernen Punkte; es wird also

(P,P,PyPs) = (P{P:P;PL),
woraus weiter

P,P,: P,Py = P|P}: P,P; oder P,P{—=g¢-P;P;

mit konstantem p folgt. Zwei Strecken der einen Geraden verhalten
sich wie die entsprechenden der anderen (affine oder d@hnliche Punkt-
reihen); ¢ soll das Dehnungsverhéltnis heilen. Fiir ¢ = 1 sind die Punkt-
reihen kongruent (oder gleich).

Die Ausdehnung der projektiven Beziehung auf den Strahlenbiischel
behandeln wir in § 6.

§ 4. Vereinigte Lage projektiver Punktreihen.

Fallen die Geraden g und g’ von § 3 zusammen, so haben wir auf
einer und derselben Geraden eine projektive Zuordnung ihrer Punkte;
jeder Punkt ist also doppelt zu rechnen, einmal als Punkt P von g,
einmal als Punkt Q' von g’. Wir setzen fest, daBl sich die Abszissen %
und ' auf denselben Nullpunkt und Einheitspunkt beziehen; einem
Wertepaar x = x’ entspricht dann ein Paar zusammenfallender ent-
sprechender Punkte P = P’ beider Punktreihen (Doppelpunkte). Jeder
solche Wert x ist, falls wir wieder die Beziehung in der Form (18)
annehmen, Wurzel der Gleichung

(24) ax® + (b+c)x+d=0.
Es gibt also zwes Doppelpunkte; je nachdem die Diskriminante
(244a) (b+¢)—4ad >0, =0 oder <O

ist, sind sie reell, zusammenfallend oder imaginidr. Die linke Seite von
(24a) ergibt durch Division mit % und Umformung

(3__0_>2+4b04ad

a a a? ’

hierbei ist 2¢ ;zad
(% — %)2 gleich dem Quadrat {iber dem Abstand der Fluchtpunkte. Fir
positive Potenz sind demnach die Doppelpunkte stets.reell und von-
einander verschieden; fiir negative Potenz nur, wenn das Quadrat iiber
dem halben Abstand der Fluchtpunkte groBer als die absolut ge-

nommene Potenz ist.

nach (23a) die Potenz der projektiven Bezichung,
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Die Doppelpunkte S und T seien voneinander verschieden. Sie
bilden mit jedem Punktepaar PP’ wvier Pumkie von festem Dv. Ist
nidmlich @, Q' ein zweites Paar entsprechender Punkte, so hat man

(STPQ) = (STFPQ).
Setzt man links und rechts fiir die Dv ihren ausfithrlichen Wert, so
148t sich die so entstehende Gleichung unmittelbar in die Form

(25) (STPP) = (STQQ)

iberfithren, und das ist unsere Behauptung.

Der Wert des Dv ist ohne Schwierigkeit auszurechnen, am besten
so, daB man P oder P’ unendlich fern annimmt. Aber der Wert ist
in den Koeffizienten der Substitution irrational, denn er hidngt un-
symmetrisch von S und T ab, deren Koordinaten die Wurzeln der quadra-
tischen Gleichung (24) sind. Deswegen ist der Wert auch nur dann
reell, wenn die Doppelpunkte reell sind.

Man erhilt einen rationalen Ausdruck in dem Dv (P'P"” P P"),
wo P ein beliebiger Punkt ist, P’ der ihm durch die Substitution ent-
sprechende, P’ wieder der P’ entsprechende, P'"" der P"' entsprechende
Punkt. DaB auch dieser Ausdruck von der Wahl von P unabhingig ist,
kann man leicht direkt durch seine Berechnung etwa mit Hilfe der
Formel (22) nachweisen. Um den Wert zu berechnen, geniigt es, P

speziell zu wihlen, etwa mit der Koordinate x = — %, dann ist

¢ = oo, x//:i’ ///:“3‘_2_;*‘/?7

Ve ay+ 6y
und 5_p
, 7 7 60 — py
(PP PP’)—(DH_G)Q
oder in den Koeffizienten der Beziehung (18)
J—— s ad—bc

also gleich dem Quotienten aus der negativen Potenz der projektiven
Beziehung, dividiert durch das Quadrat des Abstandes der Fluchtpunkte.

Dieser Ausdruck hat nun eine besonders wichtige Eigenschaft:
Wir denken uns die projektive Beziehung selbst projiziert, d.h. da von
einem Punkte aus g auf eine Gerade g projiziert wird, wobei die einander
entsprechenden Punkte P und P’ von g in die Punkte P und P’ auf g
iibergehen mogen. Die Beziehung P P’ ist dann ebenfalls eine projektive,
und es gehen vier einander sukzessive entsprechende Punkte P P’ P"" P
in vier desgleichen sich sukzessive entsprechende Punkte iiber. Das
obige Dv hat also fiir die projizierte projektive Beziehung denselben
Wert wie fiir die urspriingliche. Man nennt deswegen dieses Dv eine
projektive Invariante der projektiven Beziehung. Statt der Projektion
koénnen wir nach dem oben Gesagten auch eine analytische projektive



§ 5. Die involutorische Beziehung. 81

Beziehung voraussetzen, etwa der Geraden g auf sich selber mittels der
Beziehung (22), durch die also ebenfalls die Invariante nicht ge-
dndert wird.

Man kann ohne Schwierigkeit zeigen, daBl diese Invariante die
einzige ist, d. h. daB im allgemeinen zwei projektive Beziehungen auf
g und g durch eine Reihe von Projektionen (oder durch eine projektive
Beziehung) ineinander iibergefithrt werden kénnen, wenn diese In-
varianten fiir sie den gleichen Wert haben (vgl. Anhang III, § 4).

Von diesem Satz gibt es aber zwei Ausnahmen: Ist & = ¢ =1 und
7 =0, dann ist ' = x + f und die Invariante =1, unabhingig von f.
Nun sind zwar alle Schiebungen mit von null verschiedenem £ in-
einander durch Projektion #iberfithrbar, aber nicht in die identische
Substitution &’ = x. Ist § & 0, dann fallen die Doppelpunkte in einen
Punkt zusammen. Ist f = 0, dann sind alle Punkte Doppelpunkte.

Der zweite Ausnahmefall wird im nichsten Paragraphen behandelt.
Bei ihm hat die Invariante den Wert co. Die beiden Fluchtpunkte
fallen zusammen.

§ 5. Die involutorische Beziehung.

Eine involutorische Beziehung ordnet die Punkte einer Geraden
projektiv und iiberdies so einander zu, daB, wenn der Punkt P dem
Punkte P’ zugeordnet ist, auch Q = P’ dem Punkte Q'= P zugeordnet
ist. Ihre Eigenart soll zunédchst an einigen einfachen Fillen geschildert
werden. Den einfachsten Fall bildet die Symmetrie. Ist O das Symmetrie-
zentrum, so besteht fiir jedes zu O symmetrisch liegende Paar P, P’
die Gleichung

OP - 0P =0 oder % 4+ x=0.

Einen allgemeineren Fall stellen alle Paare P, P’ dar, die zu einem
Paar A, B harmonisch liegen. In den Punkten 4 und B fillt je ein
Punkt P mit dem entsprechenden Punkt P’ zusammen, A und B heiBen
daher Doppelpunkte der Involutionl. Fir die Punkte 4, B, P, P’ be-
steht nach §2 Gleichung (15) die in x und &' symmetrische Relation

xx — i@+ b (x+x)+ab=0.

Beide so erhaltenen Gleichungen sind Sonderfille der Relation (18);
ihre Besonderheit besteht in der Gleichheit der mittleren Koeffizienten
b=c, so daf}

(26) axx’ +b(x + x)+d=0
die bilineare Relation ist. Jede einer solchen Relation entsprechende
projektive Beziehung heiBt #mvolutorisch?. Thr analytischer Charakter

1 Bei der Symmetrie sind O und P, die Doppelpunkte.
2 Die Bezeichnung entbehrt leider jeder geometrischen Bedeutung.

Schoenflies-Dehn, Analytische Geometrie. 2. Aufl. 6
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besteht darin, daf} sie symmetrisch in x und %’ ist, ihr geometrischer
Charakter darin, daB sich die Punkte x und %’ wechselseitig ent-
sprechen.

Wir wollen jetzt eine besondere projektive Beziehung auf Grund
des Satzes von S. 78 in folgender Weise herstellen. Von den drei be-
liebig wihlbaren Paaren nehmen wir das Paar P, P’ beliebig; vom
Paar Q, Q' falle Q in P’ und Q’ in P, das Paar R, R’ sei wieder beliebig.
Es bestehen dann die Gleichungen

app +bp+cp+d=0 und agq¢ +bg+cqd +d=0,

und zwar in der Weise, dall " = g und ¢’ = p ist. Durch Subtraktion
beider Gleichungen folgt daher

(b—c)y(p —p)=0 oder b—c=0.

Nach unserer Konstruktion entspricht das Paar P = Q’und P’ = @
sich doppelt, ndmlich einmal als Paar P, P" und einmal als Paar Q, Q'.
Aus dieser Annahme folgt aber wegen der Gleichung b — ¢ = 0 bereits
die Symmetrie der Beziehung zwischen zwei beliebigen einander zu-
geordneten Koordinatenwerten; entspricht daher R’ dem R, so ent-
spricht S’=R dem S =R’. Wir kénnen daher folgende Sitze aus-
sprechen:

1. Enispricht sich bei zwei vereimigt liegenden projektiven Punki-
vethen ein Punktepaar doppeli, so tun es alle; die Punktreihen stehen
in snvolutorischer Beziehung.

2. Eine tnvolutorische Beziehung zweter Punktreihen ist durch zwei
beliebig wihlbare Punktepaare bestimmi. Dies folgt unmittelbar aus der
vorstehenden Betrachtung; das eine Paar ist Q' = P, Q = P’, das
zweite R, R’, das gemil Satz 1 zugleich ein Paar S’ = R, S = R’ ist.

Da nur zwei Paare beliebig wihlbar sind, mufl zwischen drei Paaren
einer Involution eine Beziehung bestehen. Sind (x, #') (y, ) (2, ') die
drei Punktepaare, so gilt die Relation (26) fiir jedes von ihnen, und es
ist daher (Anhang III § 3)

x¥ x+x 1 ‘
(26a) Yy y+y 1]=o0,
22 244 1

Die rechnerische Uberfithrung dieser Gleichung in eine geometrische
Beziehung ist ziemlich umsténdlich; auf einem direkten geometrischen
Weg ergibt sie sich wie folgt. Wir bezeichnen die drei Paare durch
(4,4, (B,B), (C,C’). Dann ist — wegen des doppelten Ent-
sprechens —

(ABA’C) = (A’B’AC)
oder 44’ BC' A4 BC

B4 AC T BA AT
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Nun ist 44" 4+ A'A = 0; also folgt weiter
(27) BC'-CA"-AB'+ BC-C’'A-A'B=o0,

und dies ist die gesuchte Relation. Solcher Gleichungen bestehen noch
drei weitere, weil man jedes Paar (P, P’) auch als Paar (P}, P,) auf-
fassen kann.

Die involutorischen Punktreihen besitzen nach § 4 zwei Doppel-
punkte, gegeben durch die Wurzeln der Gleichung

a2 +2bz4-d=0.

Im Gegensatz zur allgemeinen projektiven Beziehung ist durch
diese Gleichung auch die Gleichung (26) eindeutig bestimmi; die Invo-
lution ist also bereits durch ihre Doppelpunkte gegeben — was auch
geometrisch einleuchtet. Je nachdem die Diskriminante & d — 2> 0
oder <C 0 oder = 0 ist, sind die Doppelpunkte reell oder imaginir oder
zusammenfallend. Die Involution heillt entsprechend Ayperbolisch oder
elliptisch oder parabolisch. Um die geometrische Bedeutung der Realitits-
bedingung abzuleiten, benutzen wir das besondere Paar, von dem ein
Punkt der unendlichferne ist. Der andere heilt Zentralpunkt, wir be-
zeichnen ihn durch C und seine Abszisse durch ¢. In ihm fallen die
beiden Fluchtpunkte Q' und R von S. 78 miteinander zusammen. Die
Relation (23) verwandelt sich also fiir involutorische Punktreihen in

(28) CP-CP' = (c—ux)(c— %)=k

Hat die Konstante den Wert +#%2, so gibt es rechts und links von C
je ein zusammenfallendes Punktepaar A = A’ und B = B’ im Ab-
stand k; die Doppelpunkte sind also reell, und die sich so ergebende
Gleichung

(28a) CP.CP = CA? = CB?

zeigt, daB die Involution aus allen Paaren besteht, die zu 4 und B
harmonisch liegen (hyperbolischer TFall); je zwei Paare P, P’ und Q, Q’
trennen ewmander nicht. Hat die Konstante den Wert —k2, so sind
reelle Doppelpunkte nicht vorhanden (elliptischer Fall); zwei Paare
P, P und Q, Q' trennen einander.

Der parabolische Fall entspricht einer ausgearteten projektiven Be-
ziehung (S. 77), da (26) fiir ad — b% = (0 eine ausgeartete Projektivitit
darstellt. Wir werden diesem Fall in Kap. IX, § 4 begegnen.

Sind auf derselben Geraden zwei Involutionen vorhanden, so gibt
es ein thuen gemeinsames Paay. Seien zunichst beide Involutionen
hyperbolisch, ferner A, B die Doppelpunkte der einen und A’, B’ die
der anderen. Das gemeinsame Paar muf dann sowohl zu 4, B wie
zu A’, B’ harmonisch sein; unser Satz ist also nur eine andere Fassung

6*
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des Resultates von S. 75. Das zeigt auch die analytische Behandlung.
Mogen die Gleichungen
aoxx +px+4)+d=0 und a, x4+ fix+2)+d,=0

die beiden Involutionen darstellen. Ihnen geniigt eime gemeinsame
Losung xx” und x 4 %', und diese Werte bestimmen das gemeinsame
Paar (x, x'). Wir bilden wie S. 74 die quadratische Gleichung, die es
als Wurzeln hat; also

22— (x+x)z+xx=0.

Aus ihr und den beiden vorstehenden Gleichungen folgt dann wieder

o B 0|
% Py 51{20
1 —z 2%

als die gesuchte quadratische Gleichung. Ausfiihrlicher lautet sie
(29) (afy — &1 ) 2%+ z2(& 0 — &, 0) + (B, — B,6) =0

und stimmt in der Tat mit der Gleichung (16a) von S. 75 iiberein.

Man kann daher auch die dort abgeleiteten Realitdtsbedingungen
auf die vorliegende Aufgabe iibertragen. Statt der Elemente p, p’
und ¢, ¢’ treten hier die Doppelelemente der beiden Involutionen auf.
Sind sie reell, sind also beide Involutionen hyperbolisch, so iibertrigt
sich das genannte Resultat unmittelbar; das gemeinsame Paar ist also
imagindr, wenn die Doppelpunkte einander #remmen, und reell, wenn
sie sich nicht trennen. Sind aber nicht beide Involutionen hyperbolisch,
so ist das gemeinsame Paar sfefs reell. Die Doppelelemente einer ellip-
tischen’ Involution haben ndmlich konjugiert komplexe Werte. Folg-
lich ist in dem Ausdruck fiir #? (S.74), wenn mindestens eines der
Paare pp’, q¢’ das Paar der Doppelelemente einer elliptischen Involu-
tion ist, der Zahler stets das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen, der Nenner das Quadrat der Summe zweier konjugiert kom-
plexer Zahlen, also #2 in diesem Fall stets positiv, gleichgiiltig, ob nur
eine Involution elliptisch ist oder beide.

§ 6. Dualistisches fiir Strahlbiischel und Punktreihen.
Seien
G=0, ¢=0, G+1G=0, G+puG =0

die Gleichungen von vier Strahlen g, g’, g;, g. eines Biischels nicht
paralleler Geraden. Nach S. 45 haben 1 und u die Werte

VA® + B® sin(gg;) yA4% + B? sin(gg,)

— >

 yA7+B” sin ('e1) 2  yar+B? sin(¢'g,,) ’
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und es stellt daher A: u das Dv der vier Strahlen dar. Dasselbe er-
gibt sich fir den Fall, dal g und g’ parallel sind, indem wir das Dv
ihrer Schnittpunkte mit einer der Achsen bestimmen. Den gleichen
SchluB kénnen wir (S. 61) fiir die analogen Gleichungen von vier Punkten
einer Punktreihe ziehen, und so folgt:

SindG=0,G'=0,G +4G'=0, Sind Q=0,Q'=0,0-+1Q'=0,
G 41 G’ =0 die Gleichungen von | Q 4 ©# Q' = 0 die Gleichungen von
vier Strahlen g, g’, g;, g. eines | vier Punkten P, P’, P;,, P, einer

Biischels, so stellt A:u das Dv | Punktreihe, so stellt 4: u das Dv
(§¢'g1 g.) dar; g und g’ sollen seine | (PP'P,P,) dar; P und P’ sollen

Grundstrahlen heilen. ihre Grundpunkte heillen.
Insbesondere sind G=0, G'=0, Insbesondere sind =0, Q'=0,

G—2G"=0, G+ AG' =0 vier | Q —1Q" =0, Q4 1Q" =0 vier

harmonische Strahlen. i harmonische Punkte.

Eine allgemeinere Frage betrifft das Dv von irgend vier Strahlen
des Biischels oder srgend vier Punkten der Punktreihe; sie seien durch

G+24G =0 und Q4+ 1,00 =0; i=1,234

gegeben. Wir erledigen sie dadurch, dafl wir sie auf den vorhergehen-
den Fall zuriickfithren. Wir betrachten zunichst die vier Strahlen
G + %4;G' = 0 und fithren mittels der Gleichungen

H(xy) =G+ b6, K(53) =6+ 46

neue lineare Funktionen (also auch neue Grundstrahlen % und ) ein.
Diese Gleichungen kénnen wir nach G und G’ auflésen und erhalten

GolllZhK o —HEE
Weiter wird : ! ? !
G4 1,6 = (Ag — 25)H — (4, — 43) K G4 1,6 = (la—A)H— (L — ) K

Is — Iy ’ B— iy ’

und die Gleichungen unserer vier Strahlen lauten jetzt

H=0, K=0, H— ;K_o H— _;K_o
- Y}

Damit ist d